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INTRODUCTION GENERAL~ 

Au cours de ces deux dernières décades des progrès 
importants ont été réalisés dans le domaine du contrôle 
commande, et des algorithmes sophistiqués (commande 
hierarchisée, optimale, adaptative, ... ) ont été implantés suz 
des systèmes complexes (nucleaire, aerospatial, chimique, 
petrochimique, ..• ) conduisant à une amélioration de leurs 
performances. 

Ces algorithmes élaborent des ordres au processus en 
fonction des informations provenant des instruments de mesure. 
Toute défaillance de l'instrumentation conduit à la génération 
d'informations fausses pour les algorithmes de commande; ceux
ci élaborent alors des ordres et des comptes rendus qui ne 
correspondent pas à l'état réel du processus, d'où une 
diminution de sa sécurité, de sa fiabilité et de sa 
disponibilité. Dans ce sens, il est nécessaire de valider les 
informations issues des chaines de mesure avant leur traitement 
par le système de commande. 

Les méthodes de validation des mesures utilisent la 
redondance physique générée par un ensemble de capteurs (au 
moins trois). L'idée de base est dans ce cas d'utiliser le vote 
logique (EVAN 70) (GILM 72) pour identifier le capteur 
défaillant. Cependant, des contraintes technologiques et 
économiques limitent cette approche et différentes alternatives 
ont été suggérées pour utiliser la redondance d'une manière 
indirecte. Ce type de redondance est appelé la redondance 
analytique ou fonctionnelle. 

Une façon d'obtenir la redondance analytique consiste à 
utiliser un ensemble de filtres de Kalman (KALM 60) (ou des 
observateurs de Luenberger (LUEN 71) (CLAR 78) (FRAN 80) 
(HERT 82)). Chaque filtre est conçu, pour qu'il soit sensible à 
la défaillance d'un capteur (KITA 80) (TYLE 82). Les 
différentes estimations provenant des filtres sont comparées 
entre elles. Si l'une des estimations est incohérente avec les 
autres ou avec le régime de fonctionnement, le capteur 
correspondant sera consideré défaillant. 

L'approche de l'Espace de Parité permet d'exploiter la 
redondance analytique existant dans les équations d'état du 
système pour générer des relations statiques (DESA 81) ou 
dynamiques (CHOW 84), appelées relations de parité, reliant les 
sorties de capteurs et les entrées d'actionneurs sur un horizon 
de longueur nulle (relations statiques) ou non (relations 
dynamiques). 

Notons aussi l'utilisation des équations de bilan non 
linéaires (FEEL 83) pour la surveillance par application de 
l'approche des moindres carrés sous contraintes, et la 
modélisation des capteurs par des séries temporelles (UPAD 83). 

Différentes techniques pour la validation des mesures et 
la détection des capteurs défaillants dans les systèmes 



dynamiques ont été développées (WILL 76), (BASS 82) : La 
méthode séquentielle du rapport de probabilité (SPRT Sequential 
Probability Ratio Test) (WALD 47) (DECK 77} (DESA 79), la 
méthode du rapport de vraisemblance généralisée (GLR 
Generalized Likelihood Ratio) (WILL 76) (TYLE 82), etc. 

Ces méthodes ont montré leur efficacité dans le domaine 
aerospatial (DESA 79) (DECK 81), ainsi que dans le domaine 
nucleaire (TYLE 83). 

Les algorithmes de validation des mesures doivent être 
rapides, précis en ce qui concerne l'origine de la panne (pas 
de confusion entre élements sains et élements défaillants), et 
enfin simples. 

Dans ce travail on propose une méthodologie pour la 
validation des mesures et la détection des capteurs 
défaillants. 

La procédure de validation consiste à vérifier la 
cohérence des mesures entre elles et avec le régime de 
fonctionnement. Sa mise en oeuvre est basée sur l'existence 
d'une redondance soit physique soit aussi analytique. Le modèle 
du système est alors utilisé pour générer des relations de 
redondance statiques ou dynamiques au moyen de l'approche 
classique de l'espace de parité et de celle des résidus minivar 
(STAR 86), consistant à générer des résidus de variance 
minimale. La surveillance des résidus de ces relations permet 
alors de valider les informations issues des capteurs. Les 
notions de cohérence d'un sous ensemble de mesures et le degré 
de cohérence d'une variable permettent de localiser une 
défaillance éventuelle. 

Le chapitre 1 constitue une introduction à la validation 
des mesures. Les dégradations et les défaillances des capteurs 
sont recensées tout en montrant leur origine. Les techniques 
classiques de validation sont exposées en indiquant leurs 
domaines d'application et leurs limitations. Enfin, on montre 
que la validation des mesures est basée sur une caractérisation 
des signaux des capteurs. 

L'exploitation des modèles déjà connus conduit à utiliser 
les relations de redondance analytique pour générer les résidus 
assurant cette caractérisation. C'est l'objet des chapitres 2, 
3, et 4. La surveillance de ces résidus permet alors la 
surveillance des capteurs (chapitres 5, 6, et 7). 

Dans le chapitre 2 on développe deux approches pour la 
génération de résidus : L'approche de l'espace de parité et 
celle des résidus minivar. Les deux approches utilisent le 
modèle des capteurs. 

Dans le chapitre 3 on développe une généralisation des 
deux approches précédentes, utilisant de plus les équations 
d'état du système. On aborde ensuite le problème de la 
robustesse des relations générées dans le cas où le système 
présente des paramètres incertains. 



Dans le chapitre 4 on expose des algorithmes permettant de 
générer les relations systématiquement. 

Les résidus générés par l'une ou l'autre des approches 
sont utilisés pour la surveillance des capteurs. A chacun des 
capteurs est associée une direction de panne (ou un sous espace 
de panne) dans l'espace des résidus, et à chaque couple 
(capteur, nature de la panne) correspond une signature dans le 
sous espace de panne. Les signatures de certains types de panne 
sont étudiées dans le chapitre 5. 

Dans le chapitre 6 on définit la cohérence d'un sous 
ensemble de mesures par comparaison de la norme du vecteur des 
résidus associé à ce sous ensemble à un seuil d'incohérence. Le 
seuil est calculé en considérant le cas où les bruits sont 
gaussiens. 

Le dernier chapitre est consacré à l'isolation du capteur 
défaillant. Celle-ci s'effectue soit par surveillance des 
directions de panne associées aux capteurs dans l'espace des 
résidus, soit par utilisation de la notion de degré de 
cohérence des mesures. A chacun des capteurs est associée une 
signature de panne définie par le vecteur des degrés de 
cohérence lorsque ce capteur est supposé défaillant. La notion 
de signature de panne peut enfin être appliquée au cas de 
pannes multiples. 



CHAPITRE 1 

LES PROBLEMES DE SURVEILLANCE DANS LA COMMANDE DES PROCESSUS 

--- ----- ~-------------~ 



1 STRUCTURE HIERARCHISEE DE CONTROLE 'COMMANDE D 1 UN SYSTEME 
COMPLEXE 

Pour un système complexe, on définit une structure 
hierarchisée de contrôle commande (TITL 72), (RICH 75). Les 
différents niveaux de commande, ainsi que les fonctions à 
assurer sont représentés sur la figure 1 : 

Niveau o Commande du niveau physique. Ce niveau est 
constitué du processus, des capteurs et des actionneurs. 

Niveau 1 : Elaboration des commandes directes, régulation. 
C'est l'aspect opérationnel de la commande, qui assure le 
fonctionnement du processus à des val~urs de consigne en dépit 
des perturbations affectant les variables. L'élaboration des 
commandes est réalisée à partir de mesures et de modèles du 
système. Il comporte: 

- les algorithmes de· régu?-ation dans différent modes de 
fonctionnement. 

- les commandes manuelles.etc 

Niveau 2 : Optimisatiori. Ce niveau calcule les valeurs de 
consigne, du niveau 1, pour un fonctionnement statique ou 
dynamique,optimal du processus. Cette tâche est réalisée à 
partir de mesures, de modèles et de .critères. Ce niveau définit 
ainsi: 

- des points de consigne optimaux. 
-des réponsesdynamiques optill).ales .. 

Niveau 3 : Modélisation. Il doit réaliser en permanence la 
fonction apprentissage. Deux axes de recherches sont à 
considérer à ce niveau : 

- les methodes d'analyse structurales. 
- les methodes de modélisation, d'estimation adaptative de 

paramètres. 

Niveau 4 : Organisation. Ce niveau a pour rôle de: 

définir les composantes de commande(modèle, critère, 
contraintes) en fonction d'objectifs généraux. 

fixer la structure du processus et les materiels 
utilisés,sur la base d'une analyse et d'un choix multicritères. 

Chacun de ces niveaux utilise pour élaborer ses résultats 
des informations relevées au niveau 0 par les capteurs. 

Cependant, si les capteurs fournissent des informations 
fausses ou si les actionneurs ne "répondent" pas aux commandes 
des niveaux supérieurs (i.e incompatibilités entre les 
informations des capteurs et les commandes) le. système de 
commande élabore des consignes qui ne correspondent pas à 

2 



l'état réel du processus. D'autre part, les défaillances de 
faibles amplitudes peuvent être interpretées par la commande 
comme étant des perturbations ce qui conduit à une mauvaise 
interprétation de l'état du système et pourrait avoir des 
conséquences dangereuses. Dans les deux situations la 
disponibilité et la sécurité du processus seront affectées. 
D'où la nécéssité d'un système de surveillance (figure 2) qui 
a pour rôle de: 

fournir des valeurs riables aux algorithmes de 
conduite. 

fournir aux opérateurs à l'aide de consôles de 
visualisation, des informations qui leur permettent de 
conduire le processus dans des conditions normales. 

fournir des ordres · (arrêts d'urgence, .. :. ) aux 
actionneurs, aux capteurs, ..•. 

2 FONCTIONS D'UN SYSTEME DE SURVEILLANCE 

En général, un système de surveillance doit réaliser les 
fonctions suivantes : 

1 . . 

a La detection des défaillances des capt~urs. 

La surveillance des capteurs est réalisée à partir de 
leurs mesures. La procédure de validation comporte les deux 
étapes suivantes : 

-la vérification de la cohérence des mesures entre elles. 
Cette étape suppose une redondance des sources 
d'informations.Elle consiste à vérifier la cohérence entre 
mesures identiques dans le cas de redondance directe et la 
cohérence entre mesures différentes dans le cas de redondance 
analytique statique ou dynamique. 

-la vérification de la 
reg1me de fonctionnement 
commande). 

cohérence 
(mesures en 

des me :ures 
relation 

avec 
avec 

le 
la 

La cohérence des mesures entre elles est une étape 
nécessaire pour la validation mais non suffisante. En effet, 
les capteurs sont en général alimentés par une même source 
d'énérgie, d'autre part des difficultés de réalisation 
technologiques entainent l'utilisation de parties communes 
dans 1' instrumentation. La défaillance de l'alimentation 
électrique ou des parties communes entrainent la défaillance 
simultanée de 1 'ensemble des capteurs (panne de mode commun) ; 
les capteurs fournissent des mesures cohérentes mais ne 
correspondent pas aux valeurs réelles du système. Pour 
illustrer cette situation on considère l'exemple (ZWIN 83) de 
mesure d'un niveau par trois capteurs différents (figure 3). 
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Fig 3 : Parties communes dans 1' .instrument.ation 

Le blocage de la vanne Vl durant le fonctionnement ou la 
défaillance de l'alimentatJon électrique entrainent·: 

- les mesures des capteurs Cl, 
entre elles. 

C2 et C3 sont cohérentes 

- mais elles ne représentent ·pas les valeurs réelles du 
niveau. 

Une incohérence entre les mesures issues d'un ensemble de 
capteurs peut être transitoire ou permanente. Une incohérence 
transitoire peut être le fait d'un aléa de fonctionnement, 
d'un bruit extérieur, d'un changement de régime de 
fonctionnement (régime transitoire du processus), etc .. , . 
Une telle incohérence n'implique pas forcément la panne d 1 un 
capteur. par contre, une incohérence prolongée des mesures· 
rend plus plausible l'hypothèse d'une panne. Un compomis est à 
trouver entre une détection rapide (avec un risque plus élevé 
de fausses alarmes) et une détection sûre (avec un temps de 
réponse plus important) 

b L'isolation du capteur défaillant 

La fonction isolation consiste à identifier le (ou les) 
capteur(s) défaillant(s). 

Dans le cas de la redondance directe on peut utiliser la 
logique du vote majoritaire : 

Le ou les capteurs qui sont en désaccord avec la majorité 
des autres capteurs seront considerés comme étant en panne. Le 
vote majoritaire exige au moins une redondance d'ordre 3 
(trois capteurs identiques mesurent la même variable 
physique) 
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3.1 REPRESENTATION SHEMATIQUE __ D!UtL CAPTEUR (HAMA 82) 

Un capteur peut être reptésenté par la figure 6, celle-cl 
comporte un bloc non linéaire, un bloc linéaire, un 
interrupteur et un addi tionneur. L'entrée du capteur est la 
grandeur x à mesurer et sa sortie est y. 

Fig 6 : représentation schématique d'un capteur. 

Description des différents blocs 

3.l.a Bloc.non linéaire 

Le bloc non linéaire comporte: 

Le seuil ou zone morte 

Le capteur est insensible aux signaux de faibles 
amplitudes. Par conséquent, sa sortie reste nulle, au bruit 
près, tant que l'ampli tude de l' ent.rée est. pl us petite q' un 
certain seuil w. 

(1) y(t) = e(t) si jx(t) 1 < vi 

La saturation 

A partir d'une certaine valeur, le capteur devient 
insensible aux variations du signal d'entrée et fournit 
toujours une valeur maximale constante M. Soit s, le seuil de 
saturation on a : 

(2) y(t) = M si lx(t) 1 > s 

L'hystérésis 

C'est un comportement dissymétrique qui peut être dû à un 
jeu mécanique, à des phénomènes magnétiques ••• 



La dérive 

C'est une erreur additive, comme le biais, mais à la 
différence de celui ci elle n'est pas constante dans le temps. 

~edification des caractéristiques du bruit 

1- Une moyenne non nulle traduit la présence d'un biais. 
2- Une variance importante traduit une augmentation de la 

dispertion des mesures. 

k_panne total_§ 

C'est une panne cat;aleptique (rupture de liaison, ... ), le 
capteur ne fournit plus d'informations : 

(3) y(t) = e(t) pour tout x(t) 

Cette panne est schématisée, sur la figure 6, par un 
interrupteur. 

Le blocage 

Dans ce cas, le 
permanence, quelleque 
détectée que dans 
fonctionnement. 

Remarque 

.capteur fournit la même information, en 
soit son entrée. La panne ne peut être 
le cas de changement du point de 

Les erreurs de mesure admissibles des capteurs seront 
considérées comme étant du bruit, celui-ci provient de 
plusieurs sources: 

- le bruit électrique du capteur lui même. 
le bruit provenant du système qui est filtré par le 

capteur. 

- le reg1me transitoire du capteur. Pour s'affranchir des 
perturbations dues au régime transitoire, il faut que le temps 
de réponse du capteur soit court par rapport à la période 
d'échantillonnage. Dans . ce cas le modèle du capteur est un 
modèle statique. 

Un capteur en panne fournit des mesures en défaut. Par 
contre, il est possible d'observer de manière transitoire des 
mesures en défaut alors que le capteur n'est pas en panne 
(changement de régime, par exemple). 

1 
{ _:_ 



On définit pour chaque capteur un certain seuil de 
tolérance calculé à partir des caractéristiques du capteur 
précision, hystérésis, linéarité, 

Deux mesures sont 
tolérance se recoupent; 
grandeur mesurée se situe 
(figure 7). 

cohérentes si leurs domaines de 
la «Vraie» valeur inconnue de la 
à l'intérieur de cette intersection 

Iole ronce m 2 

tolerance ml 
r------------
i 

--------------------~ 1 1 

1 
ml 1 1 mi 

~/>7///~ / /:- .. ~y")• t ' .. 1 

/ 7// 7/ /t'l(~~~ 
1 1 

--1 ~- ::_,-,-;a. :lE: CG;-;.~ •• _r. C.Jf•~ l tque) SE: 

s.~.ue, a ?r:ori, la va~<:u: ex<Jcte. ml / 
rn ., ~ d ~ ux rn e s u r e s r e d <) nd a :H <· s . 1 "\ :- .> ~ e") de 1 a gr a nd eu~ pr. \ ::. i. c; cie. 

Fig 7 : Domaine de tolérance des mesures y 1 et Y2 . 

La comparaison des informations issues des capteurs 
s'effectue par la technique du vote majoritaire (figure 8) 
dont voici le principe : 

----------+- Alarme 

1.---- -·--- --------

Fig 8 Redondance directe et vote majoritaire. 

Considérons une redondance d'ordre trois. Les mesures yl, 
~J et y3 vérifient les relations suivantes : 

J), 



disponibilité. 

Notons que la méthode de validation des mesures utilisant 
l'espace de parité combine les deux dernières techniques dans 
un algorithme plus performant. 

L 6 La lirqitation des techniques classiques_ de validation qes 
mesures 

. Les techniques classiques de validation des mesures sont 
limitées dans la détection et l'isolation des capteurs 
défaillants en effet 

La plupart des techniques utilisent la redondance 
matérielle pour accroître la sécurité et la disponibilité du 
processus ( 1' isolation d'un capteur défaillant nécessite une 
redondance d'ordre plus grand ou égal à trois). Cependant ceci 
n'est pas toujours possible, en effet, des problèmes 
techniques (poids, volume ... ) et économiques (prix, .. ,) 
limitent cette approche . 

Les techniques ne permettent pas de détecter des 
défaillances de mode commun (défaillances identiques et 
simultanées). Ce type de défaillance peut avoir lieu dans l'e 
cas de présence de parties communes dans 1' instrumentation : 
alimentation électrique commune, etc .... 

- Les techniques sont efficaces pour la détection 
pannes franches .(court-circuit, mise à la masse, ... }. 

des 

5 LA SURVEILLANCE VUE COMME_ UN __ PROBLEME DE DECISION (AROU 79) 

L'observation des signaux des capteurs sur une tranche 
temporelle génère un ensemble de données dont l'analyse 
permettra de prendre une décision les données sont 
cohérentes entre elles, cohérentes avec la commande, 
incohérentes, etc ... 

Problème de décision 

La structure du système de décision est représentée 
(figure 9) : 



t date de début du fonctionnement de type i (date 
d'apparition de la panne si i est un fonctionnement 
défectueux). 

a ensemble de paramètres décrivant le type de 
fonctionnement i (amplitude du biais, vitesse de 
dérive, etc ..• ). 

Les signaux issus des capteurs dépendent du paramètre$~ 8 
et par suite, il en est de même des caractères associés à ces 
signaux. 

on appelle hypothèse Hi l'événement représenté 
1 'appartenance du vecteur e à un sous-ensemble ®~ de e 
vecteur e est un élément aléatoire inconnu, 1 'ensemble B 
être probabilisé ou non. 

par 
. Le 
peut 

Les problèmes de décision correspondant aux fonctions 
précédemment décrites du système de surveillance consistent à 
identifier à tout instant une partie de e à laquelle 
appartient le vecteur e • 

Le schéma général se présente sous la forme sui vante 
(figure 10) 

Dans 
décisions 
impossible, 
obtient : 

le cas de décisions séquentielles, l'espace des 
doit cont~nir un élément x « décision 

prendre une observation supplémentaire », ainsi on 

Cohérence D = {cohérent, incohérent, xJ 

Détection D = f fonctionnement normal, existence 
- d'une panne, x } 

Isolation D = t capteur 1, . . . capteur m, ..• 
actionneur 1 ... , actionneur q, x 1 

..> 

Diagnostic . D = [panne 1, panne 2 ••• 1 x1 . 

Pour éviter une répétition infinie de la décision x on 
pourra fixer un délai maximal au bout duquel D sera remplacé 
par D - f xj. 

Qualité d'une décision 

On évalue la qualité d'une décision à l'aide des 
quantités suivantes : 

Une évaluation de 
hypothèses { Hi\ et l'ensemble 
d'une telle êvaluation est 
dénisions erronées : 

l'écart entre 1 'ensemble des 
des décisions {Di} . Un exemple 
donné par les probabilités de 



p(-(c) • Di / Hj) i ; j 

Ainsi, en détection, on considère 

Pfa Probabilité de fausse alarme : on 
capteurs est en panne alors qu'ils 
correctement (la fausse alarme est 
disponibilité du système). 

décide que l'un des 
fonctionnent tous 
contraire à la 

Pnd Probabilité de non détection : on décide que 
l'ensemble des capteurs fonctionne parfaitement alors que l'un 
au moins est défaillant (la non détection est contraire à la 
sécurité). 

- Le temps de décision 
système de décision. 

C'est le temps de réponse du 

6 CABACTERES ASSOCIES AUX SIGNAUX 

6,1 Qualité des caractères 

Les méthodes de caractérisation et les critères choisis 
dépendent des connaissances que 1 'on a sur les signaux et du 
niveau de performance que l'on désire obtenir • 

Les méthodes de caractérisation des signaux doivent 
vérifier les conditions suivantes : 

- La robustesse : 

Les caractères des signaux doivent être robustes c'est-à
dire relativement insensibles aux bruits des capteurs et du 
système, aux mauvaises modélisations du système, aux 
incertitudes de certains paramètres du modèle du système,etc. 

- La sensibilité aux différents types de panne : 

Les caractères doivent être sensibles aux différents 
types de pannes. Les différentes hypothèses de panne doivent 
être disjointes et il est possible de définir des zones de 
séparation, neutres, entre les classes d'hypothèses dans 
l'espace des caractères. 

6.2 Différentes représentations des signaux 

Un signal issu d'un capteur est la somme de deux 
composantes : 

1- La composante déterministe elle représente la 
grandeur physique inconnue. c'est la réponse du système âux 
nrdres des organes de commande. On peut obtenir cette valeur 
au moyen d'un filtre passe bas (Figure 11). 



la densité spectrale de puissance, la fonction 
d'autocorrélation .... 

Pour caractériser la relation entre deux signaux on peut 
utiliser la fonction d' intercorrélation, l' interspectre entr-e 
deux signaux 1 la fonction cohérence entre les signaux . 

Le domaine fréquentiel n'a .pas été développé dans notre 
recherche. 

Dans le domaine temporel (MOUS 81), (J.ACQ 81) 

Lorsque le signal aléatoire est stationnaire gaussien de 
moyenne nulle et de variance connue, on peut le modéliser à 
l'aide d'un modèle de représentation paramétrique : le signal 
aléatoire est le résultat du passage d'un bruit à très large 
bande (la fonction de corrélation est nulle sauf à l'origJne) 
dans un filtre linéaire modélisé par une fonction de 
transfert. Le signal aléatoire~ est alc.rs caractérisé par d2s 
modèles autorégressifs (A. R) , modèles à moyenne mobile (H. A) 
ou modèles autorégressifs à moyenne mobile (AR.MA). 

7 MODELE UTILISE 

En général, on peut décrire le fonctionnement d'un système 
par un modèle à temps discrets de la forme 

(12.a) 
(12.b) 

x(k+l) = f(x(k) 1 u(k), q(k) 1 k) 
y(k) ~ g(y(k-1), •.. x(k) 1 u(k) 1 e(k),k) 

L'opérateur «f)) représente la dynamique du système et 
l'opérateur «g)) celle du dispositif de mesure. 

La fonction f (.) peut être linéaire ou non linéaire dans 
le dernier cas elle peut être linéarisée autour d'un point de 
fonctionnement. 

En général 1 on utilise pour 1 'ensel'Îlble des capteurs le 
modèle statique : 

y(k) = c x(k)+ e(k) 

Pans la suite de notre travail, on retient le modèle 
d'état stochastique à temps discrets suivant : 

(13.a) 

(13.b) 

x(k+l) = A x(k) + B u(k) + ry<k) 

y(k) = C x(k) + e(k) 
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CHAPITRE 2 

LA REDONDANCE ANALYTIQUE STATIQUE 



l INTRODUCTION 

La sécurité d'un processus industriel impose que 
certaines grandeurs physiques, utilisées dans des chaînes de 
sécurité ou de régulation, soient connues avec précision. Par 
ailleurs, pour augmenter la diponibilité du processus, on doit 
tolérer la défaillance d'un ou de plusieurs capteurs sans 
arrêter le fonctionnement du processus on continue en mode 
dégradé. 

Pour atteindre ces objectifs, l'idée de base consiste à 
multiplier les sources d'informations créant ainsi une 
redondance. La technique du vote majoritaire permet alors 
d'isoler l'origine de la défaillance éventuelle. On distingue 
deux types de redondance : 

La redondance physique 
plusieurs capteurs identiques 
valeurs identiques. 

(ou directe) 
qui fournissent 

on dispose de 
idéalement des 

- La redondance analytique elle se réfère aux modèles 
de connaissance ou de conduite du système pour obtenir des 
relations entre les variables de sortie, appelées Relations de 
Redondance Analytique (RRA) . On en distingue deux types : 

La redondance analytique statique les sorties de 
capteurs, qui peuvent être de natures différentes, sont liées 
à chaque instant par des relations algébriques appelées 
Relations de Redondance Analytique Statique (RRAS). Celles-ci 
sont obtenues à partir du modèle des capteurs. Notons que la 
redondance physique est une redondance analytique statique 
particulière. 

- La redondance analytique dynamique : elle tient compte 
de l'évolution temporelle des signaux du système et se 
traduit, dans le cas discret, par des relations de recurrence 
entre les sorties de capteurs et les entrées d'actionneurs sur 
un certain horizon d'observation (en continu, on obtient des 
relations intégro-différentielles)~ Ces relations sont 
appelées Relations de Redondance Analytique Dynamique 
(RRAD). Elles sont générées à partir du modèle du système 
(cf.chapitre 3). 

Dans ce chapitre on développe deux approches pour la 
génération de RRAS à partir du modèle des capteurs : 

L'approche de l'espace de parité, nécessite une 
redondance physique importante. Elle consiste à exploiter cet 
excès d'information pour générer des RRAS indépendantes du 
point de fonctionnement. L'espace de parité est l'espace 
orthogonal à l'espace engendré par la matrice de mesure. 
Chacun des capteurs admet une direction de panne dans l'espace 
de parité. 

Cependant, dans le cas o~ l'on cannait le point de 
fonctionnement, il est possible d'exploiter cette in format ion 
pour générer des RRAS de résidu de variance minimum. Cette 
approche sera appelée Approche des résidus minivar. L'espace 
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( 3. a) wc = 0 Orthogonalité 

( 3. b) WW' = I (m-n) Normalité 

( J. c) W'W = I(m) - C(CC')-lC' Estimation 

La démonstration de la dernière condition est donnée dans 
(POTT 77). Nous proposons une autre démonstration plus simple: 

Les colonnes de la matrice c et les lignes de la matrice 
W definissent une base dans Rm. Le vecteur de mesure y 
s'écrit en fonction de c et de W de la manière suivante : 

( 4) y = c a + W'b 

où a et b sont des inconnus à déterminer. 

Calcul de a 

Multiplions (4) par C', on obtient 

C'y = C'C a + C'W'b 

Tenant compte de l'équation (J.a), l'équation précédente 
devient : 

C'y = C'C a 

La matrice c est supposée de rang n. la matrice C' C est 
alors inversible et on peut écrire 

a= (C'C)-lC'y 

Le vecteur a est une estimation aux moindres carrés de x, 
en effet : 

" A A 

Soit x une estimation de x, y = ex une estimation de y. 

Calculons la valeur optimale de x gui minimise le module au . . ~ 
carré de l'erreur d'est1mat1on y- ex : 

A -'\ 

J = (y - ex) ' (y - ex) à minimiser 
A 

La dérivée par rapport à x de J vérifie: 
A 

-2C' (y - Cx) :: 0 

D'où: 
A 
x= (C'C)-lC'y 

" x est une estimation aux moindres carrés de x 
A 

x = a 



avec w .. > 0 
11 i=l, ... ,t avec t =m-n. 

Algorithme de calcul des éléments de la matrice w 

La condition (3.c) et le choix précédent de w sont 
suffisants pour déterminer les éléments de w. 

Posons 
A= I(m) - C(C'C)-1c• 

L'équation (3.c) s'écrit 

W'W = A 

L'algorithme de calcul de W est le suivant 

début 

pour i = 1, rn faire 

i-l 
W·, <---- (a ii -L. w2ki)l/2 . 11 

k=l / 

pour j = i+l, rn faire 

fpour 

fii} ; 

2.3 Directions de panne dans l'espace de parité 

Dans ce paragraphe, on montre ~'influence des pannes des 
capteurs sur le vecteur de parité. on considère tout d'abord 
le cas de capteurs parfaits puis celui des capteurs réels. En 
présence d'une panne sur l'un des capteurs le vecteur de 
parité prend une direction fixe dans l'espace de parité 
caractérisant la défaillance du capteur; son amplitude est 
d'autant plus grande que 1 'amplitude de la défaillance est 
importante. 

Capteurs parfaits 

En fonctionnement normal, et en absence de bruit de 
mesure le vecteur de parité est nul. En effet, on a : 



P = Pb + Pd 

Pb = We est aléatoire de statistique connue si on 
connait celle du bruit. L'évolution de ce terme traduit la 
signature du bruit. 

- Pd = a. W · est deterministe, de direction fixe et 
d'amplitude dép~ndant de la panne. L'évolution de ce terme 
traduit la signature de là panne dans l'espace de parité. 

3 APPROCHE DES RESIDUS MINIVAR (STAR 86), (HAMA 86), (HAMA 86) 

3.1 Principe de la méthode 

La méthode consiste à transformer le vecteur de mesure, 
"centré" autour d'un point de fonctionnement donné (régime 
permanent), en un nouveau vecteur qu'on appellera vecteur des 
résidus minivar. Les composantes de ce vecteur sont non 
corrélées et de variances minimales. La méthode utilise le 
concept d'analyse en composantes principales (BERT 75) pour 
décomposer la matrice de covariance du vecteur de mesure 
suivant ses axes d'inertie. Les coefficients des RRAS générés 
par ce procédé sont les vecteurs propres de la matrice de 
covariance, les variances des résidus des RRAS sont les 
valeurs propres minimales. 

3.2 Génération des résidus minivar 

Supposons que 1 'on connai t la valeur du vecteur mesuré 
noté x correspondant à un point de fonctionnement donné et que 
le système évolue autour de ce point : 

(11) x = x + x 

x est la valeur réelle du vecteur mesuré 

X est un vecteur aléatoire de dimension m représentant 
l'écart entre la valeur réelle x et la valeur théorique x. 

(12) 

L'équation de mesure s'écrit : 

y = ex+ ex + e 

Soit y = Cx la valeur théorique connue ( car on connait 
x) des mesures. La différence entre y et y définit un vecteur 
de résidus ~ppelé Y : 

(13) y = y - y 

Dans le cas idéal (absence de bruit) le vecteur Y est 
nul. Si l'un des capteurs tombe en panne, ses mesures seront 
différentes des valeurs théoriques et par suite, la composante 
de Y relative au capteur défaillant sera différente de zéro. 

Dans le cas réel, Y est un vecteur aléatoire de 
distribution connue si on connait celles de X et e. 
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J {w) = ::>t 

w est alors le vecteur propre correspondant à la valeur 
propre minimum de la matrice v. 

Soit ~1 la valeur propre minimum et w1 le vecteur propre 
correspondant. 

r 1 = w1 'Y 

est le résidu de variance minimum correspondant à la première 
RRAS. 

Remarque 

La matrice V est symétrique, définie positive ce qui 
implique que les valeurs propres de V sont réelles et 
positives. Les vecteurs propres de V sont orthogonaux. 

Génération du 2ème résidu 

On cherche, 
variance minimum, 
vecteur tel que 

maintenant, à générer 
non corrélé avec le 

E(r2 ) = w•vw 

minimum sous les contraintes 

w'w = 1 

E(rr1 ) = w•vw1 = o 

un 2ème 
premier. 

résidu 
Soit w 

de 
un 

La contrainte de non corrélation entre r et r 1 est 
équivalente à la contrainte d'orthogonalité entre w et w1 . En 
effet, on a : 

vw1 = )llw1 

E ( rr 1 ) = l1.w 'w 1 = o 

w•w1 = o 

Appliquons la méthode des multiplicateurs de Lagrange 
pour la recherche du 2ième vecteur w : 

J ( w) = w' Vw - ,.l (w 'w - 1) - f w' W 1 

La dérivé par rapport à w donne : 

2Vw - 2~W - rw 1 = 0 

Multiplions à gauche par w1 •: 



var (rm) = )."rr\. 

La somme des valeurs propres de V est égale à la trace de la 
matrice V : 

Soit P E. RL le vecteur ayant pour composantes les L 
premier~ résidus : 

On a 

( 19) P = WY 

avec 

w = 1~1 • 
WL' 

La trace de la matrice de covariance de P est égale à 

Le choix de la dimension L de l'espace des résidus 
minivar dépend du pouvoir de séparation entre le signal bruit 
et le signal panne comme on le verra dans la suite. 

3.3 Directions de panne dans l'espace des résidus minivar 

De la même manière que pour l'espace de parité on définit 
dans 1 'espace des résidus mini var les directions de panne 
associées aux capteurs. 

En absence de panne, on a 

( 2 0) P = \~CX + We 

Le résidu ne dépend que du bruit. 

En présence d'une panne d'amplitude "a" sur le jème 
capteur, par exemple, l'équation d'écart de mesure devient 

( 21) Y = ex + e + a ej 

Le vecteur résidu s'écrit 

P = wcx + We + awej 

(22) P = wcx + We + awj 

Le vecteur P est la somme de deux termes 

P = Pb + Pd 
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supérieure à celle du vecteur résidu pour L = 1. 

Le vecteur Pd est de dimension 2 : 

L'espace des résidus est de dimension 2. C'est un plan 
engendré par w1 et w2 . Dans cet espace, on définit "m" 
directions de panne. 

Pour L ~ m 

Le vecteur Pb est aléatoire et ses composantes sont non 
corrélées 

Pb • = WCX + We 

E ( Pb 2 ) = .Àt. t .À 2.. ;- • • - t .;1 L 

La variance de la norme de Pb est supérieure à celles 
des résidus de dimensions 1, 2, ... L-1. 

Pd est de dimension L : 

L'espace des résidus est de dimension L. On définit dans 
cet espace m directions de panne w1 , ... ,Wm 

On peut espérer que la séparation entre les directions de 
panne est meilleure que dans le cas des espaces de dimensions 
inférieures à L. 

3.5 Comparaison entre les deux approches 

La notion de l'espace de parité suppose que le nombre des 
capteurs (m) est supérieur à la dimension (n) du vecteur 
mesuré. Elle permet d'obtenir des RRAS indépendantes du point 
de fonctionnement. La dimension de l'espace de parité, égale à 
(m-n), est fixée par la structure de la matrice c. Il existe 
donc (m-n) RRAS indépendantes. Notons que cette approche ne 
suppose aucune connaissance sur la distribution du bruit de 
mesure. 

La 2ème approche n'impose pas la candi ti on m>n. Elle 
suppose que le point de fonctionnement est connu et qu'on est 
en régime permanent. La dimension de l'espace des coefficients 
W des RRAS est égale à L, (L~m). Cette approche suppose que la 
covariance du vecteur bruit est connue. 

Dans le cas où m>n les deux approches peuvent être 
appliquées. Comparons leur résultat. 

Supposons que la valeur x est obtenue par la relation 

(24) 
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Il existe m-n valeurs propres identiques égales à~~. Les 
vecteurs propres correspondants appartiennent à 1 'espace de 
parité. En effet : 

Soit w1 un vecteur obtenu par RMV 

(31) 

d'où 

(32) w •crc•w = o 1 1 

' On en deduit : 

Pour illustrer cette situation, considérons l'exemple 
d'une redondance physique double, on a : 

y = ex + e avec c' = ( 1, 1) 

Soit 
Y = ex + e 

La matrice V s'écrit 

v = [ :r~• ~.,•] 
Les valeurs propres de V sont : 

) 

)Il est la valeur propre minimum indépendant de L . Le 
vecteur propre correspondant, s'écrit 

w' = (1/f.ï, -1/{'f) 

soit alors 

c'est une relation identique à celle générée par 
l'approche de l'espace de parité. 

4 CONCLUSION 

Nous avons exposé, dans ce chapitre, deux approches pour 
la génération de résidus. La première, celle de 1 'espace de 
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CHAPITRE 3 

LA REDONDANCE ANALYTIQUE DYNAMIQUE 



1 INTRODUCTION 

La génération de RRAD nécessite la connaissance du modèle 
d'état du système; Elle s'effectue par généralisation de 
l'approche de l'espace de parité et de celle des résidus 
mini var. 

La généralisation de l'approche de l'espace de parité 
consiste à exploiter la redondance analytique existante dans 
les équations d'état développées sur un certain horizon 
d'observation. Les RRAD élaborées sont valables quel que soit 
le point de fonctionnement. 

Par ailleurs, si ce point est connu et que le système est 
stable au voisinage de ce point, il est possible de générer un 
ensemble de RRAD de résidu minivar en considérant les 
équations d'état au point de fonctionnement. 

Dans le paragraphe 2 on développe d'une manière dét,aillée 
l'approche de l'espace de parité pour un système parfait. On 
fournit le·s conditions d'existence des RRA statique ou 
dynamique reliant les sorties d'un ensemble quelconque de 
capteurs. On introduit la notion d'espace de parité d'ordre p 
pour rechercher les RRAD d'une manière systématique suivant 
l'ordre désiré. On montre ensuite que la recherche de RRAD 
d'ordre p pour un système stochastique s'effectue d'une 
manière analogue . 

Le paragraphe 3 traite l'approche des résidus minivar 
permettant de rechercher des RRAD pour un système linéaire 
évoluant autour d'un point de fonctionnement donné. 
L'application de cette approche à un système non-linéaire 
approximé par un ensemble de modèles linéaires permet de 
générer une batterie de RRAD valables pour l'ensemble des 
points de fonctionnement considérés. 

Les deux approches sont basées sur la connaissance du 
modèle d'état du système. Dans le cas où le modèle présente 
des paramètres mal connus ou incertains, il est nécessaire de 
générer les RRAD les moins sensibles à ces paramètres; ce 
problème est abordé dans le paragraphe 4. 

2 APPROCHE DE L'ESPACE DE PARITE GENERALISE 

La généralisation de l'approche de l'espace de parité par 
utilisation des équations d'état du système permet d'élaborer 
les RRAD. Dans un souci de clarté, on traite tout d'abord le 
cas d'un système parfait représenté par un modèle linéaire 
déterministe. L'élaboration de RRAD pour un système 
stochastique peut alors être traitée d'une manière tout à fait 
identique au cas parfait. 
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O~(p) de dimension (p+l)m est appelée matrice d'observabilité 
d ordre p associée au capteur Yj• 

Cj(P) est une matrice de dimension (p+l).q(p+l) 

* Yj(k,p) le vecteur ayant pour (i+l) ième composante 
Yj (k+iJ 

* u(k,p) le vecteur qui multiplie la matrice Cj(P)· Il est 
de dimension q(p+l). 

Tenant compte de ces notations (3) s'écrit : 

(4) j=l,2, •.• ,m 

L'ensemble des relations (4) s'écrit sous une forme 
matricielle comme suit : 

Yl(k,p) 

(5) = . x(k) + 

Ym(k,p) 

ou d'une façon condensée 

(6) y(k,p) = O(p)x(k) + C(p)u(k,p) 

avec dim O(p) = m(p+l).n 

dim C(p) = m(p+l).q(p+l) 

. . u(k,p) 

O(p) est la matrice d'observabilité d'ordre p du système. 

Soit e(p) l'espace d'observabilité d'ordre p associé à la 
matrice O(p).C'est la somme des sous espaces d'observabilité 
d'ordre p, e1 (p), ••• ,8m(p) associés aux matrices o1 (p), 
••• ,Om(p). 
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On suppose, dans la suite, que le système est observable 
par l'ensemble des capteurs, donc que la matrice 
d'observabilité est de rang n. 

2.1.2 Espace de parité généralisé (CHOW 80}, {CHOW 84) 

Ecrivons les relations {4) en remplaçant p par nJ·' on 
obtient 

Notons que la matrice Oj(nj) est de dimension (nj+l).n et de 
rang nj. 

L'ensemble des équations (10) écrites sous une forme 
matricielle donne : 

= 
(11) . x (k) + . u(k,n*) 

où n* = m~x(nj) 

u(k,n*) est de dimension q(n*+l) 

Pour respecter la dimension de u(k,n*+l) on doit compléter les 
matrices Cj(nj) par des zéros. 

cj est de dimension (nj+l). (n*+l)q 

L'équation précédente s'écrit sous la forme condensée 

(12) Y(k) = ob x(k) + c u(k,n*) 

'hl.. 

ob est de dimension n.n, avec fi =~(nj+l), et de rang n. 
1=1 

c est de dimension n.(n*+l)q. 

Posons Z(k) = Y(k) - C u(k,n*), on obtient 

( 13 ) z ( k) = ob x ( k) 
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Posons w'C = b'; C~st un vecteur ligne de dimension (n*.q}, on 
obtient 

(19) 

1\'\o,.. '"t\J' t '>1-j'-1. 

L L.- W1·J·YJ' (k+i) - Lb· ·U· (k+i) = 0 . . 1] J 
J'=1 -<.::.0 J;:i -t~o 

Les coefficient W· · ne sont pas tous nuls. 
Les coefficients ~li peuvent être tous nuls. (par exemple, la 
relation discrétiseê entre la vitesse notée y 1 (k) et 
l'accélération notée y 2 (k), s'écrit: 

y
1

(k+l) - y1(k) - T.y2 (k) = O, où T est la période 

d'échantillonnage). 

Dans la relation (19) chacun des capteurs intervient avec 
un horizon d'observation maximal (k, k+nj) de longueur nj+1, 
j =1,m. L'horizon global maximal associé au calcul de la RRA 
est donc égal au (max(n4+1)). On se propose de rechercher les 
RRAD en considérant tous les capteurs sur un même horizon 
d'observation de longueur p, dans le but d'obtenir de façon 
systématique des RRA d'ordre majoré par p. 

2.1.3 Espace de parité d'ordre p 

On définit l'espace de parité d'ordre p noté iL(p), comme 
étant l'espace orthogonal à l'espace d'observabilité d'ordre 
p. 

Rappelons l'équation (6): 

Y(k) = O(p)x(k) + C(p}u(k,p) 

Posons Z(k,p) = Y(k,p) - C(p)u(k,p), on obtient 

(20) Z(k,p) = O(p)x(k) 

C'est une équation analogue à l'équation de mesure dans le cas 
idéal (y(k) = Cx(k)). soit w un vecteur de dimention m(p+1) 
qui vérifie : 

(21) w'O(p) = o 



a RRAD entre les mesures issues d'un capteur unique 

Proposition 1 

Quel que soit le capteur considéré, il existe une RRAD 
reliant ses mesures successives. 

Preuve 

Rappelons l'équation (4) relative à un capteur j, j=l,m 

La matrice Oj(P) est de dimension (p+l)n. Pour une valeur de 
p égale à nj, on obtient 

Il existe donc un seul vecteur (wj + 0) de dimension (nj+l) 
tel que 

(26) w · '0 ·(n ·) = o J J J 

La RRAD relative au capteur j s'écrit : 

b RRA entre les mesures issues d'une paire de capteurs 

Soient a. (p) et 6·(P) les deux sous espaces 
d'observabilifé de dimansions p+l associés respectivement aux 
capteurs Yi et Yj· Les deux matrices vérifient la condition 

k = i, j 

Proposition 2 

Une condition nécessaire et suffisante d'existence d'au 
moins une RRA liant les sorties des capteurs Yi et Yj est 
qu'il existe un nombre p tel que 

dim(ei (p) (\ ej (p)) + o 

----------------------··-------·--------
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La multiplication à gauche par ai' et aj' des relations (29) 
donne : 

(34) ai'Yi(k,p) - ai'Ci(p)u(k,p) = aj'Yj(k,p) -

aj'Cj(P)U(k,p) = 0 

C'est une RRA liant les sorties des capteurs Yi et Yj· 

Remarque Si pour tout Pi < ni et Pj < nj il n'existe pas de 
RRA alors on peut affirmer que pour._ tout Pi ~ ni· et Pj ~ nj il 
n'existe pas de RRA liant les deux capteurs seu ement. 

c RRA entre les mesures issues d'un ensemble de capteurs 

on considère un ensemble s de capteurs et les sous 
espaces ei (p) , i ~ s associés. Les matrices Oi (p) , vérifient 
les conditions suivantes : 

v i ~ s 

Soit Os(P) la matrice formée par l'ensemble des matrices 
oi (p) • 

On définit une RRA propre pour le couple (S,p) comme 
étant une relation reliant les sorties des capteurs de 
l'ensemble S considérées sur un horizon d'observation de 
longueur pet telle qu'il n'existe aucune RRA reliant les 
sorties d'un sous ensemble de ces capteurs considérées sur un 
horizon plus court. 

Soient Set S'deux sous ensembles de capteurs tel que S'CS 
; p et p' deux entiers naturels tel que p'' p • ... 
on notera 

(S', p') < (S, p) si l'une au moins des deux 

relations ci-dessus est strictement vérifiées. 

Une RRA propre pour le couple (S,p} est alors définie de 
la façon suivante : 

(S,p) définit une RRA: 3 a, b tel que Vu(k,p) ,'r/x(k) 

(35) 

52 



La RRA est propre au couple (S,p). En effet: 

V a,b,u(k,p) :3 x(k) tel que 

~ a'yi(k,p') - b'u(k,p') # o 
~·Es' 
C[ai'Oi(p'))x(k) + (Lai'Ci(P') - b')u(k,p') -:/: o 
Ù$' ~/ 

pour u(k,p') = o, Va, :3 x*(k) rf 0 

Donc 

L ai ' 0 i (p' > f 0 

.if.$/ 

Condition suffisante 

Hypothèses 

(cqfd) 

a- es(P) = e1 (p) + e 2 (p) avec dim(e1n e 2 ) f o 

b- (s' , p') < ( s, p) a' Os, (p') f o a t. 0 

on doit démontrer l'existence d'une RRA propre pour le couple 
(S,p). 

L'hypothèse "a" implique qu'il existe un vecteur vfo tel que 

Où a 1 et a 2 sont deux vecteurs non nuls. 

Soit a'= (a1 •: - a 2 '). l'équation précédente devient 

(40) a'Os(P) = o 

L'ensemble des relations (4) permet d'écrire : 

i Es 

Multiplions à gauche par ai' et sommons surs on obtient : 

(41) L_ ai'Yi(k,p) - L._ai'Ci{p)u(k,p) = o 
-1-' e 5' ..t.: €. S 

Montrons que cette relation est propre pour le couple (S,p). 

----- ---·---------
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k- k k+l 

4 
•Mesure en d~faut ~ l'instant k 
1 
1 

p périodes 

Pour assurer une détection rapide on a donc interêt à utiliser 
les RRA d'ordre minimum dans la surveillance, en particulier 
les RRAS assurent la détection la plus rapide. 

2.2 système stochastique 

Le modèle d'état stochastique discret est décrit par les 
équations suivantes : 

(43) x(k+l) = Ax(k) + Bu(k) + ~(k) 

(44) y(k) = Cx(k) + e(k) 

où x, u, y, A, B, c ont les mêmes significations que dans le 
cas d'un modèle deterministe. 

q de dimension n représente le bruit et les erreurs de 
modélisation du système. 

e de dimension rn est le vecteur bruit de mesure. 

Comme dans le cas parfait, on définit l'espace de parité 
généralisé comme étant l'espace orthogonal à l'espace 
d'observabilité du système. En combinant les équations 
précédentes développées sur un horizon nj, j=l,m. on obtient : 

(45) Yj(k,nj) = Oj(nj)x(k) + Cj(nj)u(k,nj) + 

Dj(nj)~(k,nj) + ej(k,nj) 
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(51) r(k) = w'D(p)q(k,p) + w'e(k,p) 

La méthode de l'espace de parité permet d'obtenir des 
RRA, indépendantes du point de fonctionnement du système, par 
élimination du vecteur d'état. Elle n'est valable que dans le 
cas d'un système linéaire à coefficients constants. Cependant 
si le point de fonctionnement est connu, il est possible de 
générer des RRA valables au voisinage de ce point et qui sont 
de variance minimum. 

3 APPROCHE DES RESIDUS MINIVAR 

Cette approche permet de générer des RRA associées à 
chaque point de fonctionnement. On considère tout d'abord le 
cas d'un système linéaire stochastique. On applique ensuite 
cette approche sur un système non linéaire approximé par un 
ensemble de modèles linaires stochastiques. 

3.1 Système linéaire stochastique 

En fonctionnement normal, la dynamique du système est 
décrite par un modèle d'état stochastique 

(51) x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + n(k) 

(51 1 ) y(k) = Cx(k) + e(k) 

La condition initiale, x(O), peut être connue de façon 
déterministe ou bien aléatoire (moyenne et matrice de 
covariance connues). 

u est une entrée déterministe connue. 

Le modèle déterministe du système s'écrit 

(52) 

(52 1 ) 

x(k+1) 

y (k) 

-= Ax(k) + Bu(k) 

= Cx(k) 

Posons X = x - x ; Y = y - y. les équations (51) et (52) 
permettent d'écrire : 

(53) 

(53 1 ) 

X(k+1) = AX(k) + q(k) 

Y(k) = CX(k) + e(k) 

où x et y jouent le rôle de fluctuations autour des valeurs 
idéales x et y = ex. 

---~-------~·- ---------~ -



Les hypothèses sur X, ~ et e permettent d'écrire 

{58) E(r{k)) = o 

par ailleurs, on a 

(59) E{r2 (k)) = w'O(p)LO'(p) w + w'D(p)QD'(p)w + w'Rw 

où ~ = E(~(k,p)~'(k,p)) et R = E(e(k,p)e'(k,p)). 

La variance du résidu r(k) dépend de w. on se propose de 
rechercher des w qui minimisent la variance du résidu. Le 
problème se formule ainsi : 

Chercher l'ensemble des w de dimension m(p+1) tel que 

w 1 ( 0 ( p) r; 0 1 ( p) + D ( p) QD 1 ( p) + R) w 

est minimum sous la contrainte w•w = 1. 

Solution 

La solution de ce problème peut être obtenue par 
application de la méthode des multiplicateurs de Lagrange. 
Posons 

( 6 0) V = 0 ( p) 1: 0 1 ( p) + D ( p} QD 1 ( p) + R 

On écrit 

(61) J(w) = w•vw - ~(w'w - 1) 

Les w optimums sont ceux qui annulent la dérivée de J{w) par 
rapport à w. on obtient 

{62) Vw = ~w 

C'est un problème classique de recherche des valeurs propres 
et des vecteurs propres de la matrice v. 

Remplaçons (62) dans (61) : 

(63) J(w) =~ 

\ 
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. Les RRA obtenues par cette approche font intervenir la 
condition initiale réelle du système au début de la fenêtre 
d'observation x(k). On peut remarquer que l'on a: 

(7o) E(x(k)) = E(x(k) + X(k)) = x(k) 

Dans le cas d'un fonctionnement connu x*, on a 

(71) E (x (k)) =x* 

On peut alors dire que les RRA obtenues sont propres au point 
de fonctionn·ement x*. 

Si on suppose connu l'ensemble des points de 
fonctionnement du système, on obtient pour chaque point un 
ensemble de RRA propres. 

3.2 Système non linéaire stochastique 

Considérons le cas d'un système non linéaire représenté 
par un modèle stochastique à temps discrets 

(72) x(k+l) = f(x(k), u(k), q(k)) 

(73) y(k) = g(x(k), e(k)) 

Supposons connu l'ensemble des. point de fonctionnement du 
système et qu'il est stable au voisinage de chacun de ces 
point. 

Dansees conditions, il est possible d'approximer le modèle 
non linéaire, pour un point donné, par un modèle linéaire 
stochastique. 

Soit (xi,ui), i:;:1,2, •.• ,N l'ensemble des points de 
fonctionnement du système. on obtient : 

J xi (k+l) == iixi (k) + l'Ji (k) 

l yi(k) cixi(k) + ei(k) 

Pour chacun de ces modèles.linéarisés on cherche 
l'ensemble des RRA noté RRA{x 1 ,u1 ) en appliquant 
l'approche des résidus minivar. Ce qui implique une "batterie" 
dè RRA propres aux différents points de fonctionnements du 
système non linéaire. 
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Résidus minivar 

Le modèle dépendant de "g" consiqéré est le suivant : 

(80) X(k+l) = A(g)X(k) + ~(k) 

(81) y (k) = C(g)X(k) + e(k) 

Pour un g fixe donné le problème peut être traité d'une 
manière analogue au paragraphe 3. on obtient : 

(82) r(k,g) = w'Y(k,p) 

(83) r(k,g) = w'O(p,g)X(k) + w'D(p,g)q(k) + w'e(k,p) 

w est un vecteur propre associé à une valeur propre ~(g) de la 
matrice V(p,g). 

( 8 4) V ( p, g) = 0 ( p, g) L; 0 1 ( p, g) + D ( p, g) QD 1 ( p, g) + R 

Par ailleurs, Pour un g quelconque on a 

et 

Posons 

(85) 

w'O(p,g) :/= o 

E(r2 (k,g)) = l(g) dépendant de g 

-- {ou(w'O(p,g)) 2 
e (w, g) 

E(r2 (k,g)) 

dans le cas EPG 

dans le cas RMV 

e(w,g) représente l'erreur de la RRA pour un g quelconque. Il 
s'agit de minimiser e(w,g) par rapport à g dans G. 

Posons le problème en termes de la théorie des jeux, en 
considérant la nature comme un joueur qui élabore une valeur 
g~G; On cherche une stratégie pour le calcul du vecteur w qui 
minimise l'effet de g sur e(w,g). Deux grandes classes de 
stratégies peuvent être utilisées: 

La stratégie du minimax 

Elle suppose que la nature est un joueur "habile" qui 
élabore une valeur g rendant e(w,g) maximum. on cherche alors 
le vecteur w qui minimise ce maximum. Le problème se formule 
ainsi : 
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1 INTRODUCTION 

Une RRA d'ordre p est caractérisée par son ordre, ses 
coefficients et sa structure : 

r(k) = w'y(k,p) - b'u(k,p) 

L'ordre p caractérise la capacité mémoire nécessaire pour 
le calcul de la RRA. Il est préférable pour limiter le retard à 
la détection d'utiliser les mesures les plus "fraiches" càd les 
plus proches de l'instant d'observation. L'ordre des RRA doit 
donc être minimum. 

w et b contiennent les coefficients de la RRA. Ils 
caractérisent la sensibilité de la relation par rapport aux 
défaillances des capteurs. 

Les composantes des vecteurs y(k,p) et u(k,p) multipliant 
les coefficients non nuls spécifient la structure de la RRA. 

La selection des RRA candidates à la surveillance des 
capteurs s'effectue de telle sorte que : 

Chacune des RRA doit avoir une structure minimum (pour 
faciliter l'isolation du capteur défaillant) et un résidu 
"faible" (pour assurer la détection de pannes de faibles 
amplitudes). On applique alors l'approche de l'espace de parité 
(EPG) et celle des résidus minivars (RMV) à des sous ensembles 
de capteurs. 

Dans l'approche EPG, l'application des propositions 1, 2 
et 3 (chapitre 2 paragraphe 2. 1. 4) permet d'élaborer des RRA 
propres à tout couple (sous ensemble de capteurs, horizon 
d'observation) si elles existent. Les conditions d'existence 
des RRA dépendent de la structure de la matrice de mesure (cas 
statique) ou de la matrice d'observabilité (cas dynamique). 

Dans 1 'approche RMV il est toujours possible de générer 
des RRA. Cependant, toutes les RRA ne sont pas exploitables 
pour la surveillance. On fixe alors un seuil positif tel que 
les RRA ayant leur résidu de variance inférieure à ce seuil 
seront seules acceptées. 

2 APPLICATION DE L'APPROCHE EPG 

Soient : 

y= {y1 ,y2 , ••. ,ym} l'ensemble des variables de sortie. 

de y. 
:J> = { ys c y ; ys :J: jlJ J 1 'ensemble des parties non vides 

On se propose de rechercher les RRA propres ayant une 
structure et un ordre minimums (notés Ys et p). 

2.4 Cas statique 



Le nombre des RRAS ayant chacune pour structure n+l 
capteurs est égal à (~tL. c'est le nombre des combinaisons de 

t . À n+l cap eurs parm1 s. 

Un exemple de ce cas est rencontré dans le domaine 
aerospatial: 
Dans la centrale d'inertie d'un avion, pour mesurer le vecteur 
d'accélération (n=3); les capteurs sont disposés de telle sorte 
que pour tout sous ensemble de 3 capteurs parmi m, les 3 
vecteurs orientations ne soient pas coplanaires. 

L'application de 
ensembles Ys fournit 
.•• ,n+l capteurs. 

la proposition 3' 
toutes les RRAS de 

Algorithme de recherche des RRAS propres 

à tous les sous 
structures 2, 3 , 

Soit SP l'ensemble des structures des RRAS propres. rs le 
rang de la matrice cs. 

début; 

SP = ~; 

pour s=2, inf(m,n+l) faire 

pour ys tel que V Ys'~ SP, Ys 'tf ys faire 

calculer rs; 

si rs < s alors 

SP = SP l) Ysi 

calculer les coefficients de la RRAS; 

fpour; 

fpour; 

2.b Cas dynamique 

Dans le cas dynamique, la proposition 1 (chapitre 2, 
paragraphe 2.1.4) permet d'associer à chacun des capteurs une 
RRAD propre. Il existe donc m RRAD ayant chacune un seul 
capteur dans sa structure. D'autre part, les propositions 2 et 
3 fournissent les conditions d'existence d'une RRAD propre au 
couple (Ys 1 P). L'application de ces propositions à tous les 
couples (ys,p), s=2,3, .•. et p=l,2, .. ,permet d'obtenir toutes 
les RRAD faisant intervenir 2,3, ... capteurs. 

Algorithme de recherche des RRAD propres 



avons intérêt à utiliser les RRA de résidus de variance 
minimum, donc celles ayant une structure maximum. D'autre part, 
pour assurer une "bonne" isolation (la défaillance d'un capteur 
fausse un nombre réduit de RRA) on doit utiliser les RRA dont 
la structure comprend un nombre minimum de capteurs. Les RRA 
candidates pour la surveillance doivent :respecter ce compromis. 

3.a Cas statique 

Soit y un sous ensemble de y de cardinal s, (s < rn). 
Rappelons 1 ;:;équation de mesure centrée n~,lative à Ys. 

(2) 

es est de moyenne nulle et de matrice de covariance Rs. R8 est 
une sous matrice de R. 

A partir de cette équation il est possible de générer s 
relations de la forme 

(3) i=l,2, •.. ,s. 

var(ri) = ~i ; ) i est la ième valeur propre de la matrice Vs 
relatJ.ve à Ys et w1 est le vecteur propre correspondant. 
L'ensemble des valeurs propres de Vs sont classées par un ordre 
non décroissant : 

(4) 

C:: Par ailleurs, il existe ..... combinaisons de s capteurs 
parmi m. Le nombre maximum de RRAS de structure s capteurs est 
égal à : 

s c: 
/YI\. 

Le tableau suivant donne le nombre de RRAS de structure s 
capteurs (s = 1,2, ••• ,5) parmi 5. 

3 

40 .) 

Le nombre total de relations que l'on peut obtenir est égal à 
~ 

(5) [_,A c~ = m. 2 (m-l) 
.4-:1 

Pour m=5, on obtient 80 relations au plus. 

Toutes les relations ne sont pas utilisables pour la 
surveillance. Les relations à choisir sont celles ayant un 
résidu de variance acceptable. Il est donc nécessaire de fixer 
un seuil positif tel que seules les RRAS de résidus inférieurs 
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Si on fixe une variance maximale autorisée ~ 
1 

la relation 
précédente montre que la structure admissible comprendra un 
nombre de capteurs égal à f(~) : 

,.. ft >f: ~- ~ 
)~,. 'E= ) 1 < • • • "E ) ~ 6" ~ ) 'E= • • • ::. ')~-

il6") ftqj-t.l. 
(10) 

Algorithme de recherche des RRAS 

début; 

pour s = m11 faire 

tant gue .) ~ \r- faire 

fin; 

pour tout Vs sous matrice (s.s) de V faire 

calculer les valeurs propres de Vs; 

calculer les vecteurs propres correspondants aux 
valeurs propres ~ 6-· • (les vect&urs propres sont les 
coefficients des RRAS); 

~=min() 1 val. propre mini.); 

fpour; 

Remarque 

On suppose que la valeur de ~ est choisie de telle sorte 
que 

·'!'; 

Ü~.À 
la matrice v. 

'f:. 
; ) est la valeur propre propre minimum de 

3.b cas dynamique 

On se propose d'appliquer l'approche RMV. Pour tout couple 
CYs1P) on a : 

(11) Ys(k1p) = Os(P)X(k) + Ds(P)q(klp) + es(klp) 

où 1' indice s est relatif aux sous matrices obtenues en ne 
gardant que les lignes correspondantes aux capteurs de la 
structure Ys· 

cette équation permet d'obtenir s (p+l) RRAD d'ordre p de la 
forme : 

r(k) = w'Ys(k 1 p) 



La 2ème partie est consacrée à l'utilisation de ces 
résidus dans le système de surveillance. On y introduira la 
notion de cohérence d'une structure de RRA, à partir de 
laquelle on pourra valider les informations issues des 
capteurs. 
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CHAPITRE 5 

SIGNATURES DU BRUIT ET DES PANNES DANS L'ESPACE DES RESIDUS 



1 INTRODUCTION 

L'ensemble des RRA retenues pour décrire le fonctionnement 
du système permet de générer un vecteur de résidus, qui sera 
testé en permanence par le système de surveillance. 

En fonctionnement normal, la signature du bruit sur les 
résidus est une variable aléatoire de moyenne nulle et de 
variance connue. 

En fonctionnement défaillant, les caractéristiques de la 
signature changent : la présence d'une panne additive sur l'un 
des capteurs aura pour effet un changement de la moyenne; une 
augmentation du bruit implique le changement de la variance. 

Cependant, une RRA peut aussi être utilisée comme un 
estimateur, pour sythétiser une mesure analytique. Son résidu 
apparait alors comme l'écart entre la valeur mesurée d'une 
variable et sa valeur estimée au moyen de la RRA. Si elles ont 
été calculées à partir de mesures validées, les mesures 
analytiques permettent d'une part d'augmenter le niveau de 
redondance dans le cas où la redondance physique est 
insuffisante et d'autre part de détecter des pannes de mode 
commun. La qualité de l'estimation est déterminée par un 
critère d'estimation. Celui ci est fonction de l'écart entre la 
valeur mesurée d'une variable et son estimation. Cet écart est 
appelé résidu d'estimation. L'estimation en boucle ouverte est 
appelée prédiction et le résidu associé est appelé résidu de 
prédiction. Notons que le filtre de KALMAN est un estimateur en 
boucle fermé. Il minimise la variance du résidu. Ce dernier est 
appelé processus d'innovation. Le filtre de KALMAN, étant 
sensible aux erreurs de modélisation, ne sera pas développé 
dans le cadre de notre recherche. 

Les résidus d'estimation (ou résidus des RRA), calculés à 
chaque instant à partir des mesures, seront utilisées par le 
système de surveillance pour la détection des défaillances des 
capteurs. Un résidu d'estimation ne sera utilisé que pour la 
sythèse d'une mesure analytique destinée à remplacer celle d'un 
capteur défaillant. 

2 RESIDUS D'ESTIMATION ET DE PREDICTION 

2.1 Résidu d'estimation 

On définit le résidu d'estimation par la différence entre 
la valeur mesurée et son estimation au moyen d'une RRA. 

A 
Soit y1 (k) l'estimation 

capteur y1 elaborée à partir 
non nul, on obtient : 

à l'instant k de la sortie du 
d'une RRA d'ordre p. Si wp1 est 

"" r-.1 
y1 (k) = _ _l_ ( ~ wi1y1 (k+i-p) 

wt1 "= o 

t t. bi •U • (k+i-p)) 
f:.1 11,';.0 J J 

(1) 
~ ~ 

+L L wi ·Y· (k+i-p) . . J J j:. t. .(.:.0 
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r-1 ,., ~ r 
<.~;=- wi 1y 1 (k+i-p) + ~ 4=.-wijYj (k+i-p), 
.( = 0 3=-Z. -t::. 0 

' l' -.1 L Lbi ·U(k+i-p)) 
\' 1 . J 4: .(.::.0 

"" avec y 1 (k) = y 1 (k) pour k appartenant à (t+l-p,t). 

1 Fenêtre :~ir/ e de lr;rwut::ur p 
".[ 1 "'+ 1-p) " 1 \ 

1 
~ 

1 

" tt) •• 1 \ 

,-
"" ' ) v ( }· 
" 1 . 

Les mesures et les consignes intervenant dans l'équation (4) 
sont supposées validées. 

_, 
Une variante de ce type de résidu étant de calculer y 1 (k) 

de la manière suivante : 
i'-1 """ f 

(5) y1 (k) = - ( L wi 1y 1 * (k+i-p) + LLv'ijYj (k+i-p) 
-'=D J'=z. .i:o 

où 

(6) Yl*(k+i-p) = 

L r-1 
L-L bi ·U. (k+i-p)) 
J '-1 . J J - -1-~o 

""-" . 

t yl (k+l-p) 

yl (k+i-p) 

si y 1 (k+i-p) est en défaut 

si y 1 (k+i-p) est validée 

on peut se poser la question suivante : Quel est la 
relation entre le résidu d'estimation et le résidu de 
prédiction ?. 

2. 3 Relation entre les deu~ __ !:ésiduê 

La différence 

(7) 

entre les équations (1) et (4) donne : 

-.t'.wi 1 (y 1 (k+i-p) - y1 (k+i-p)) 
t':O 

Or d'une part on a : 
.., 

"" A 
yl(k) - yl(k) = (yl(k) - yl(k)) - (yl(k) - yl(k)) 
A ,y 

yl(k) - yl(k) = .fJ(k) - r(k) 

et d'autre part 

d'où 

(8) 

avec 

..J 

yl(k+i-p) - yl(k+i-p) = f(k+i-p) 

.f(k) = r (k) 

.f(k) = 0 

f'-1 
- .[_wil f(k+i-p) 

i::O 
pour k é:(t+l-p, t) 
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allons étudier les signatures du bruit et des pannes sur ces 
résidus. Un résidu de prédiction ne sera utilisé que pour faire 
la synthèse d'une mesure analytique destinée à remplacer la 
mesure fournie par un capteur défaillant. 

3 SIGNATURE DU BRUIT SUR LES RESIDUS 

La signature du bruit sur le résidu d'une RRA est une 
variable aléatoire de moyenne nulle et de variance constante. 

Dans EPG, le vecteur des résidus s'écrit 

( 13 ) P ( k) = Wy ( k , p ) - ~ u ( k , p ) 

et sa valeur définit la signature du bruit 

(14) P(k) = WD(p)l(k,p) + We(k,p) 

d'où E(P(k)) = 0 

et - 1 -E(P(k) .P' (k)) = WD(p)QD' (p)vl + WRW' 

avec 
Q = diag(Q,Q, ... ,Q) et R = diag(R,R, ... ,R) 

Dans RHV, le vecteur des résidus s'écrit : 

( 15 ) P ( k) = WY ( k , p ) 

et sa valeur définit la signature du bruit : 

(16) P(k) = WO(p)x(k) + WC(p)u(k,p) + WD(p)9(k,p) + We(k,p) 

d'où E(P(k)) = 0 

et E (P (k) . P' (k)) = A , la matrice des valeurs propres de 

O(p)L_O'(p) + D(p)QD'(p) + R 

Dans le cas où les variables x, ~ ~t e sont gaussiennes la 
signature du bruit est aussi gauss1enne. 

Le résidu d'estimation est égal à un coefficient près au 
résidu de la RRA à partir de laquelle est calculée 
l'estimation. La signature du bruit aura les mêmes 
caractéristiques que celles du résidu de la RRA. 

Pour les deux types de résidus (EPG et RMV) on notera 

w = (W1 ,w2 , ... wj, ... ,Wm) 

avec wj = (W0 j,w1 j, ... ,wpj) 



de la panne. on peut remarquer qu'elle est entièrement contenue 
dans le sous espace défini par la sous matrice wj. 

4.2 Signature d'une mesure aberrante 

(19) 

On a, dans ce cas : 

J a

0

(t) =1= o 
a (k) = l 

pour k = t 

pour k + t 

et la signature d'une mesure aberrante sur le jème capteur 
s'écrit : 

(20) 

P (t) = wpj a (t) 
P(t+l) = wp-l,j a(t) 

P(t+p) = w0 j a(t) 

P(k) = 0 V k > t+p 

La signature d'une mesure aberrante est une transitoire de 
longueur p+l (fig 2). 

Fig 2 

p 
2 

i;ramd toire 

Signature d'une mesure aberrante. 



Notons que, si le terme permanent est nul, il n'est pas 
possible de distinguer entre la signature d'une mesure 
aberrante et celle d'un biais. 

4.4 Signature d'une dérive 

On a dans ce cas : 

(23) a(t+k) 
__ io pour k < o 

(k+l)~ pour k > 0 

La signature d'une dérive sur le jème capteur s'écrit alors 

(24) 

P(t) 
p (t+l) 

P(t+p) = (p+2)r;l.Wpi + ..• + o!.Woj 
P(t+p+l) = (p+2)~Wpj + ... + 2~Woj 

etc 

La signature d'une panne type dérive affectant le jème capteur 
est une trajectoire uniquement caractérisée par le fait qu'elle 
est tout entière contenue dans le sous espace défini par la 
sous matrice wj. 

4.5 Relations de redondance analytique statiques 

On peut remarquer que les 3 types de signatures 
particulières étudiées ci dessus dépendent de l'amplitude de la 
défaillance. 

Dans les deux premiers cas (mesure aberrante et biais), 
cette amplitude intervient comme un facteur d'échelle, de sorte 
que les signatures correspondant à des amplitudes de pannes 
différentes sont homothétiques, les régimes permanents 
conduisent alors à une orientation dans une direction fixe du 
vecteur des résidus. Il n'en est pas de même dans le cas d'une 
dérive, où le vecteur des résidus est quelconque dans le sous 
espace de panne associé au jème capteur (sous espace défini par 
la sous matrice Wj). 

Cependant, dans le cas particulier des relations de 
redondance statiques, toute panne, quelle que soit sa nature, 
implique l'orientation du vecteur des résidus dans une 
direction fixe. En effet, les signatures de panne peuvent être 
calculées comme précédemment, en remarquant que, dans ce cas, 
on a p = o et donc wj = (Woj> j = 1, .. ,m. 

La signature d'une panne s'écrit ainsi, dans le cas 
général : 

----~----------



CHAPITRE 6 

COHERENCE DES MESURES 



1 INTRODUCTION 

Dans ce chapitre on explore la possibilité d'utiliser la 
norme du vecteur des résidus comme caractère associé à un sous 
ensemble de capteurs. 

On considère l'hypothèse où les bruits du système et des 
capteurs sont gaussiens. La norme du vecteur des résidus suit 
alors une loi de KHI-2 centrée si les mesures sont cohérentes 
ou décentrée si les mesures sont incohérentes. La comparaison 
de la norme du vecteur des résidus à un seuil d'incohérence 
permet de décider si le sous ensemble correspondant est 
cohérent ou non. Le seuil d'incohérence est calculé en 
fonction des probabilités de fausse alarme et de non 
détection. 

Les performances du système de décision dépendent du 
cardinal du sous ensemble des mesures qui doit être minimum. 
ce qui nous amène à tester séparement chacune des composantes 
du vecteur des résidus. 

2 LA COHERENCE D'UN SOUS ENSEMBLE DE MESURES 

Soient : 

Y= ly1 , •.. , Ym1 l'ensemble des variables de sortie. 

P l' er1semble des parties de y liées par au moins une RRA. 

ys un élément de 9 de cardinal s. 

~ un caractère associé à Ys· 

D un domaine de cohérence associé à cl • 

Les mesures de Ys sont déclarées cohérentes 
(incohérentes) si et seulement si Dl~ D ( ot, f. D) • 

(1) 

où 

on définit une fonction indicatrice de cohérence "c" de 
~ dans (0,1) de la manière suivante : 

c 

c(ys) = 1 

Jf -----> (0,1) 

Ys -----> c(ys) 

ssi oe,~D 

Les mesures sont déclarées cohérentes. 

ssi Dlf D 

Les mesures sont déclarées incohérentes; il existe au moins 
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Fig 1 Signature du bruit et des pannes. 



(5) 

avec 

c ~ -----> (O,x,l) 

Ys -----> c(ys) 

C(Ys) = 0 

c(ys) = x 

c(ys) = 1 

ss i IIP s Il ~ T 

ssi t ~ IJPsll < T 

ssi lfPsll < t 

c(ys ) = x correspond à une non décision. 

Ces deux définitions ne seront pas retenues dans la suite. 

3 DETERMINATION DU SEUIL D'INCOHERENCE 

3.1 Position du problème 

La surveillance du sous ensemble Ys s'effectue par 
comparaison de la norme du vecteur des résidus à un seuil 
d'incohérence (Fig 2). 

Pr 1 x/ii.) 
1 

Pr(x/H,.,) Pr(x/H
1

) 

l 

Fig 2 : Densités de probabilité sous H0 et H1 . 

Le choix de ce seuil (voir Annexe) produit deux types 
d'erreurs . . 

t~ 

La probabilité de fausse alarme Pfa = j Pr(x 1 
TT 

La probabilité de non détection Pnd = j Pr (x 1 
-oli 

H0 )dx 

H1 )dx 
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~ '""' = L ei2 - m-1( L e·)2 
. 1 l. .t':: 1 ..(.:: 

On obtient . . 
{ mb2 si m est pair 

(10} 
T· = m-l(m2 l)b2 - si m est impair 

Le seuil "T" ainsi choisi assure une probabilité de fausse 
alarme nulle. 

2- La distribution du bruit est connue 

Les densités de probabilité de jJPsJI sous H0 et H1 sont 
connues. On se propose de calculer le seuil d'incohérence en 
fonction de Pfa et Pnd· 

Hypothèse Les vecteurs X, q et e sont gaussiens et 
indépendants : 

X N N ( 0 , 1:) , 9 f"J N ( 0 , Q) et e "' N ( 0 , R) 

Le vecteur de parité est alors gaussien 

Pour déterminer la distribution de la norme du vecteur de 
parité on effectue le changement de variable suivant : 

3.2 Changement de variable 

Faisons un changement de variable 

(11) q = MPs (M est une matrice inversible) 

de telle façon que le vecteur "q", (qui est aléatoire gaussien 
de moyenne nulle) ait une matrice de covariance identité : 

E(q) = 0 
(12) 

La matrice Vs est symétrique définie et positive. Elle est 
donc inversible. 

Pour calculer la matrice M, multiplions par M' à gauche 
et par M à droite, l'équation précédente. On obtient : 
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(16) 

La moyenne et la variance de q'q vérifient 

E(q'q) = Ns 

Var(q'q) = 2Ns 

Sa densité de probabilité admet un maximum appelé mode 
pour : 

x = Ns - 2 (si Ns > 2) 

{ 
\ 
\ 
\ 

Q~ ~ 

\, 
~\ ., 

Q, ~ \ 

!\ 
~ \ 
1 \ 

~ \ 
1 \ 

~ \ 
\ \ 
' \ ' \ '• \ ', \ 

\ \ 

\ \ 

' ' 
\ ' 

\ ' 
\ ' ', ' 

.... -------.. 
11·2 • lf•6 
J 

', ', '........... ....... ...... ...... ....... ........ ...... ........ ..... 
--~--- '"'""ï• ~:::-- --=-- --,., -...-

6 8 10 2 

Fig 3 Loi de KHI-2 centrée pour Ns=l,2,6. 

Fonctionnement défaillant 

La défaillance d'un ou de plusieurs capteurs aura pour 
effet un changement de la moyenne du vecteur de parité. La 
valeur de la moyenne notée f dépend de l'amplitude de la 
défaillance (On spécifie dans la suite la valeur de f). On 
obtient : 

q'q suit alors une loi de KHI-2 décentrée de F = f'f à Ns 
dégrés de liberté " x• 2 (F,Ns)" et dont la densité de 
probabilité est la suivante : 



Supposons que l'on connaisse1a valeur minimale p* du 
paramètre F. on obtient 

Hypothèses simples 

q'q suit une loi de KHI-2 centrée à Ns degrés de 
liberté. 

q'q suit une loi de KHI-2 décentrée de p* à Ns 
degrés de liberté. 

Le seuil T* minimum peut être calculé par l'une des règles de 
décision développées dans l'annexe. 

Dans le cas réel, on a F ~ F*. on obtient 

Hypothèses composées 

q'q suit une loi de kHI-2 centrée à Ns degrés de 
liberté. 

q'q suit une loi de KHI-2 décentrée de F ~ p* à Ns 
degrés de liberté. 

suivant que l'on cannait ou non la densité de probabilité 
du paramètre F, on obtient les deux cas suivants : 

La densité de probabilité de F est connue 

Le problème du choix du seuil T s'écrit 

(19) 

avec 

Chercher T tel que 

min Pfa(T) 
T 

min E (Pnd (T)) 
T 

E(P0 d(T)) =~~(F) Pnd(T,F) dF 
Fit-

La densité de probabilité de F est inconnue 

Le problème du choix du seuil T s'écrit 

(20) 
min Pfa(T) 

T 

min max* Pnd(T,F) 
T F~F 

Dans les deux cas on se ramène à un test d'hypothèses simples. 

•.1.; 



Le vecteur des résidus s'écrit 

qb représente la signature des bruits; il est de moyenne 
nulle et de covariance connue. 

~ = E(q) représente la signature du biais. On distingue deux 
types d'évolutions de la signature : 

Evolution transitoire : Elle est définie pour t~ k ~ t+p : 

k = t qd(t) = a· MW · J PJ 

(25) 

k = t+p 

Evolution permanente : Elle est définie pour k > t+p. On a 

(26) pour k > t+p 

En régime transitoire le paramètre F est variable 

F(k) = E(q(k)) t ~ k ~ t+p 

En régime permanent, il est constant : 

(27) 

Posons 

(28) 

on obtient 

t ~ 
2 -1 

F = aj ( . wij) •v ( ~ wij) 
<::o "-=" 

p 
LW··= G 
-t-'=o l.J j 

L'amplitude du biais sur le capteur Yj est alors donnée par 

(30) 
F 

-1 G·'V G· J J 

Les équations (23) et (29) permettent de calculer la 
contribution de la défaillance du capteur y· au calcul du 
paramètre F dans les cas statique et dynami~e. Les équations 
(24) et (30) donnent l'amplitude du biais pour un paramètre F 



préférable de générer les RRA à partir de sous ensembles de 
cardinal minimum. Dans ce sens, on peut dire que l'algorithme 
utilisé dans (DESA 81) est plus performant que celui utilisé 
dans (MEIJ 81). En effet, le premier vérifie la cohérence de 
tous les sous ensembles de cardinal minimum (s = n+l) ; le 
second utilise des sous ensembles de m-1 capteurs. Notons 
toute fois que dans le cas d'une redondance triple les deux 
algorithmes ont les mêmes performances. 

La surveillance des composantes du vecteur des résidus 
permet de conclure si la structure de la RRA correspondant est 
cohérente ou non. L'isolation de l'origine de l'incohérence 
fera l'objet du chapitre suivant. 
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CHAPITRE 7 

ISOLATION DU CAPTEUR DEFAILLANT 



1 INTRODUCTION 

Dans ce chapitre on se limite à la description de la 
structure du système de décision logique. On expose deux 
techniques d'isolation du capteur défaillant utilisant 
l'ensemble des relation statiques ou dynamiques exploitables 

La première, celle de l'espace des résidus, consiste à 
diviser cet espace en domaine de fonctionnement normal et des 
domaines de panne des capteurs. A chaque capteur correspond un 
sous-espace de panne dans l'espace des résidus. D'autre part, 
pour un capteur donné, à chaque type de panne correspond une 
signature de panne dans le sous-espace de panne. La 
surveillance des capteurs s'effectue à partir de la 
surveillance du vecteur des résidus. En effet celui ci est une 
image du désaccord entre les mesures; l'augmentation de son 
amplitude manifeste la présence de la panne et sa trajectoire 
caractérise la nature de la panne. 

La 2ème technique, celle du vote logique utilise la notion 
du degré de cohérence des mesures. On associe à chacun des 
capteurs une signature de panne; celle ci est un vecteur défini 
par les différents degrés de cohérence. Il est clair que quand 
aucun capteur n'est en panne les degrés de cohérence des 
mesures sont égaux à 1; c'est la signature du fonctionnement 
normal des capteurs. Le calcul des degrés de cohérence des 
mesures à chaque instant et la comparaison de la signature 
résultante aux différentes signatures permet de les valider. Le 
problème de la présence de panne multiple peut conduire aux 
situations suivantes : les pannes se compensent et deviennent 
invisibles par le système de surveillance (leur signature 
correspond à celle du fonctionnement normal) ou les pannes 
peuvent être détectées mais sont mal isolées. 

2 SYSTEME DE DECISION BASE SUR LES SIGNATURES DANS L'ESPACE DES 
RESIDUS 

Nous avons mentionné dans les chapitres précédents que le 
vecteur des résidus, dans le cas de fonctionnement normal, est 
d'amplitude faible dûe à la présence du bruit. En présence 
d'une défaillance sur l'un des capteurs, l'amplitude du vecteur 
des résidus augmente manifestant la présence de la panne et 
il s'oriente suivant la direction de panne (ou le sous espace 
de panne) associée au capteur défaillant. La surveillance de la 
direction du vecteur des résidus permet alors d'isoler le 
capteur défaillant. Rappelons que cette approche s'applique à 
tout sous ensemble Ys de y. 

2.1 Résidus issus de RRA statiques 

On a vu dans ce cas que, quelle que soit la nature de la 
défaillance, le vecteur des résidus s'oriente suivant une 
direction spécifique du capteur en panne. Le problème de 
l'isolation du capteur défaillant conduit tout naturellement à 
reconnaitre cette direction. Soit pJ la projection du vecteur 
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3 SYSTEME DE DECISION UTILISANT LA NOTION DE DEGRE DE COHERENCE 

On considère l'ensemble des RRA selectionnées pour la 
surveillance de l'ensemble des capteurs. A chaque instant k, le 
calcul de leur résidu nécessite la connaissance des mesures et 
des consignes sur l'intervalle (k-p,k). Par ailleurs la 
vérification de la cohérence des mesures à l'instant k suppose 
la validation de celles-ci sur (k-p,k-1). On conçoit alors un 
système de décision à fenêtre mobile utilisant la notion de 
degré de cohérence (fig 1) pour valider les mesures. si l'une 
des mesures est déclareé défaillante, elle sera alors remplacée 
par son estimation aux instants suivants. 

v 
' 1 

Dttection 

Isolation 

d 

'71 

Fig 1 Structure du système de décision. 

-
3.1 Degré de cohérence des mesures 

Définition 1 La structure d'une RRA est dite cohérente 
(incohérente) ~i le résidu en valeur absolue est plus petit 
(plus grand) qu'un certain seuil d'incohérence. 

La fonction indicatrice de cohérence d'une structure est 
alors définie par 

J 01 (5) c(S) = l 
SSI \r(k)l < T 

SSI \ r (k)\ ~ T 

S est la structure d'une RRA de résidu r(k). 

Définition 2 Le degré de cohérence d· d'une mesure Yj est 
égal au nombre des structures cohérent~s sur le nombre total 
des structures contenant cette mesure. 

(6) j=l,2, .... ,rn 

C'est un nombre compris entre 0 et 1. 



3.3 Signature de panne des capteurs (STAR 86) 

Supposons que le capteur Yi est défaillant. Les degrés de 
cohérence des capteurs sont alors égaux à : 

(7) 

J~~il 
!Sj \ 

si i = j 

si j *' i 

où Sii est l'ensemble des structures contenant à la fois les 
capteurs Yi et Yj· 

On appelle signature de panne du capteur Yi le vecteur 
défini par : 

(8) 

A chacun des capteurs on associe une signature de panne. 
Cette signature est indépendante de la nature de la panne. 

D· .l 

Il eat clair que quand aucun capteur n'est défaillant, 
tous les degrés de cohérence sont égaux à 1. C'est la signature 
du fonctionnement normal des capteurs. 

Proposition 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une panne 
simple soit isolable est gue les signatures des capteurs soient 
toutes différentes. 

Deux capteurs ayant la même signature ne sont pas isolables. 

Exemple 1 

Considérons les deux relations reliant les capteurs Yi' 
i = 1,5 

(9) 2y1 + y 2 - 2y4 - y 5 = o 

(10) y2 - 2y3 + y4 = 0 

Les signatures de panne des differents capteurs sont 
représentées sur la figure 2. On peut remarquer que les 
capteurs y 1 et y5 ont la même signature ils ne sont donc pas 
isolables, de même les capteurs y 2 et y 4 . Le capteur y 3 est le 
seul isolable. 



Exemple 2 

considérons maintenant l'ensemble des RRA 

(11) 

(12) 

(13) 

2y1 + y2 

y2 

y3 

- 2y4 

- 2y3 

+ y4 

- Y;; = 0 

+ y4 = 0 

- 2Ys - 0 

La figure 3 montre les signatures de panne des capteurs 
Yi, i = 1, 5. Les signatur8s étant différentes, les 5 capteurs 
sont donc isolables. Cet exemple montre qu 1 il est possible de 
surveiller 5 capteurs au moyen de 3 relations. 



Proposition 

Le nombre maximum de capteurs ~ouvant être surveillé par 
un ensemble de N RRA est égal à : 2 - 1. 

Démonstration 

La démonstration de cette proposition découle des 
conditions de détection et d'isolation. Soit S la réunion des 
structures des N RRA. 

Condition de détection Chaque capteur appartient à la structure 
d'au mois une des RRA; autrement dit chaque capteur appartient 
à un sous-ensemble non vide de s. 

Remarque le nombre des parties non vides de S est égal à 2N-1. 

Condition d'isolation Chaque capteur appartient à une partie 
différente de s. 

Preuve Supposons que deux capteurs y~ et y 2 appartiennent à la 
même partie de s notée s. Montrons que leur signature sont 
identiques. 

yl est dans la structure de toutes les RRA de sET(s). 
n'est pas dans la structure des RRA de -yl s. (p . 

y2 est dans la structure de toutes les RRA de sEi:, (S). 
yl n'est pas dans la structure des RRA de s. 

Signature de_y~ Supposons que y 1 est défaillant. on obtient 

Calculons les degrés de cohérence des autres capteurs Yi• soit 
si la réunion des structures contenant Yi' i = 1, 2. si 
appartient à l'un des cas suivants : 

le degré de cohérence de Yi est donné par 

---~-----·-----~------

11? 



Si la signature de l'état des capteurs est égale à 
cE:lle du fonctionnement normal alors 

. Les mesures sont déclarées validées. On continue la 
surveillance par décalage de la fenêtre 
d'observation: 

Si la signature est égala à celle de l'un des 
capteurs alor_§ 

. La mesure de ce capteur sera déclarée en 
défaut et sera remplacée par son estimation aux 
instants suivants; 

Notons que le fait de remplacer la mesure par son 
estimation ne change pas la signature de panne du capteur. 

on peut remarquer qu'en présence d'erreur dans la 
procédure de décision, certaines structures peuvent, en absence 
de panne (présence de panne), être incohérentes (cohérentes). 
Dans ce cas il est nécessaire de fixer un seuil maximum et un 
seuil minimum pour chacun des degrés de cohérence des mesures. 
Ces seuils dépendent des performances de la procé~1re de 
décision. 

Dans la suite on se propose d'utiliser la notion de 
signature de panne des capteurs pour la détection et 
l'isolation de pannes multiples. 

3.4 Pannes multiples 

La présence de panne multiple peut soulever deux sortes de 
problèmes : 

La panne multiple peut être détectée, mais sa signature 
identique à cc~11e d'une panne simple. 

Les pannes se compensent et on ohtient la signature de non 
défaillance (Les pannes sont dites invisibles) . 

Le premier cas conduit à une mauvaise isolation et le 
second cas conduit à une non détection. 

Exemple 

Considérons le cas de 3 capt.eurs parfaits identiques. On 
a : 

(14} y1 - y2 = 0 

(15) y1 - Y3 = 0 

(16} y2 - Y3 = 0 

Supposons que les capteurs y 1 et y 2 admettent un biais de 
même amplitude "a". On obtient : 



(19) P(k) = w1a 

Les pannes multiples sont invisibles si on a 

( 2 0) avec a + o 

a est orthogonal à la matrice w1 . Les z colonnes de la matrice 
w1 multipliant les composantes non nulles de a sont alors 
dépendantes. D'où : 

Quel que soit z, à tout sous ensemble de z colonnes 
dépendantes correspond un sous ensemble de capteurs dont les 
pannes simultanées peuvent être invisibles. 

En conséquence, pour tout sous ensemble de capteurs, il 
est possible de savoir s'il peut ou non présenter une 
configuration de panne multiple invisible. 

Soit I C {1, . . • , rn-~ 1 'ensemble des indices d'un sous 
ensemble donne de capteurs. Une CNS pour que toute panne 
simultanée de ces capteurs soit visible est que la sous matrice 
w1 I formée par les colonnes de la matrice w1 dont les indices 
sont dans I soit de rang \I\. 

Remarqu~ 

Soit JC:I un ensemble d'indices. Si les pannes 
simultanées des capteurs correspondants à I sont visibles, 
alors les défaillances des capteurs correspondants à J sont 
aussi visibles . 

.Qignature de panne rnul tiple _ _yisible 

La détection des pannes multiples visibles, peut étre 
e~tectu~e par étude de leur signature. Si les signatures sont 
t:ou.t.<:;;s d.iffére.ntes, les pannes simultanées sont alors 
détectables. 

Considérons l'ensemble des relations rel tant. les sorties 
de 4 capteurs Yi' i = 1,4 . . 
( 21) yl - y2 = 0 yl y3 = 0 yl - Y4 = 0 

(22) y2 Y3 = 0 . y2 - y4 = 0 y3 - y4 = 0 1 

Les signatures des pannes simples et doubles des capteurs sont 
représentées sur la figure 4 : 



Les signatures sont différentes, toute panne double 
visible est alors détectable. 

Signalons que la probabilité d'avoir une panne multiple 
est très faible si les capteurs sont indépendants. Par 
ailleurs, la panne multiple ou de mode commun peut avoir lieu 
si les capteurs sont de technologie identique ou sont liés par 
une partie commune de l'instrumentation. 

4 CONCLUSION 

Deux méthodes d'isolation des capteurs défaillants ont été 
exposées. 

La 1ère, celle de l'espace des résidus , consiste à 
diviser l'espace des résidus en domaines de fonctionnement 
normal et de défaillance des capteurs. Le vecteur des résidus 
évolue dans cet espace; la determination à chaque instant de 
son domaine d'évolution assure la surveillance en ligne des 
capteurs. 

La 2ème méthode utilise la notion de degré de cohérence 
pour définir les signatures de panne simple des capteurs et 
celle du fonctionnement normal. L'état des capteurs est alors 
défini par l'une de ces m+l signatures. Par ailleurs la 
présence de panne multiple peut soulever le problème de 
l'invisibilité de la défaillance. La panne multiple visible 
peut être isolée par comparaison de la signature de l'état des 
capteurs avec les signatures des pannes instantanées des sous 
ensembles de capteurs et celle du fonctionnement normal. 



Dans le cas où le modèle présente des paramètres mal connus ou 
incertains, les relations dépendent de ces paramètres. Dans ce 
sens, il est nécessaire d'étudier le problème de la robustesse 
des relations vis à vis des variations de ces paramètres. 

Le calcul des degrés de cohérGnce est effectué par 
comparaison des résidus à leur seuil d'incohérence (chapit.res 6 
et 7). Il serait intéressant de définir les degrés de cohérence 
par utilisation de plusieurs seuils, voire d'envisager une 
décision floue. 

Enfin les applications à des exemples réels, tout en 
confirmant 1' interêt de l 'ar;pj:oche retenue pour .:;;;:~tte étude: 
devrait ouvrir la voie à d'autres développements. 



ANNEXE 



RAPPEL DES REGLES DE DECISION (SPAT 73), (ARQU 79) 

on considère un ensemble de mesures y de cardinal s. soit 
"~" un caractère associé à Ys· Il s'agit ~e décider si cet 
ensemble est cohérent ou non; càd de choisir l'une des deux 
hypothèses suivantes 

L'ensemble ys est cohérent. "ol " suit une loi de 
probabilité pr(ol./ H0). 

L'ensemble Ys est incohérent. 11 ok" suit une loi de 
probabilité pr (ct 1 H1 ) . 

Pr(a/H.) 
l 

T 

Pr( cx/H 
1 

) 

Fig 1 : Densités de probabilité des hypothèses Ho et H1 • 

En comparant le caractère Il ot Il à un seuil de décision 
on prend l'une des deux décisions 

do retenir l'hypothèse HO; (c(ys) = 1) • 

dl retenir l'hypothèse Hl; (c(ys) = 0) • 

En combinant l'état réel des mesures (H , H1 ) et les 
décisions prises (d0 ,d1 ), on obtient les qua~res situations 
possibles : 

--- -------------------------------------

T, 



Le risque moyen correspondant aux différentes situations 
est le suivant 

R = Roo + Rol + RlO + Rll 

R = cooPr(Soo> + co1pr(So1> + c1opr(s1o> + cllpr(S11> 

En remplaçant les valeurs des différentes probabilités par 
leur valeur, on obtient les deux expressions de R : 

R = cooPo + c11P1 + (clo - coo>Po + 
T 

J<<c01 - c 11)P1pr(x/ H1 ) - (c10 - c 00 )P0pr(x/ H0))dx 
-\)Il 

R = cooPo + c11P1 + (col - c11)P1 + 
t~ 

j<<c10 - c 00 )P0pr(x/Ho) - (c01 - c 11 )P1pr(x/ H1))dx 
T 

Supposons que le coût d'une décision correcte dépasse 
celui d'une décision incorrecte : 

Les trois ler termes des deux formes de R sont constants. Le 
risque est minimal lorsque les termes sous le signe intégral 
sont négatifs, d'où : 

On prend la décision d 0 si''~" vérifie l'inégalité suivante 

Soit 

pr(~/ H1 ) 

pr(w/ Ho> 
< 

clO - COO Po 

col - cll Pl 

On prend la décision d1 si "of," vérifie l'inégalité : 

s.oit 

on appelle rapport de vraisemblance la fonction définie par 



Notons toutefois que si on connait les coûts, il est 
possible de déterminer un seuil de décision indépendant des 
probabilités a priori. Pour ce faire étudions le risque de 
BAYES en fonction des probabilités a priori. 

Etude du risque de BAYES 

La fonction risque moyen de BAYES depend, comme on venait 
de voir, des probabilités a priori des hypothèses H0 et H1 • 
Elle depend aussi du seuil 11 )A- 11 par 1 1 intermediaire des 
probabilités de fausse alarme et de non détection. En effet 

Le rapport de vraisemblance" A(oG)" est une variable 
aléatoire. soit Pr(~ H0) et Pr(~/ H1) les densités de 
probabilités de nA" sous les hypotheses Ho et H1 . Les 
probabilités de fausse alarme et de non détection s'expriment 
aussi de la manière suivante 

:t-oc' 

Pfa = j pr c.:v H0) d:i\ 

rr 
Pnd = /pr (J../ Hl) d) 

0 

Les hypothèses Ho et H1 vérifient la relation 

Remplaçons P0 par sa valeur dans R, on obtient 

R = cao + (col-coo)Pfa + 

Pl(cll - cao + (clo - c11>Pnd - (col-coo)Pfa) 

Le risque moyen dépend de 11 J' " et de Pl ~ R = R (r, Pl) · 

Discussions 

Si Pl est fixé, R est alors fonction de "f " et admet 
comme minJ.mum le seuil "r" solution de BAYES 

1 - pl cOl - coo 
r= -------- -----------

pl clO - cll 

Le seuil .. r .. dépend de pl . r = r <Pl> · . 
L'allure de la courbe(~) de R(P1 , ~(P1 )) en fonction de 

P1 est représentée sur la figure ci-dessdus. On peut montrer 



La solution minimax s'écrit aussi sous la forme 

Soit 

--------- . -----------

Le risque devient 

+OO 

= cao + (col - cao> J pr(:l/ Ho>JJ 
rlfrt. 
fr..... , 

= cll + (clO- c11> pr(.À/ Hl)cx..Â 
0 

Par conséquent, quelle que soit la probabilité a priori le 
risque ne dépassera pas la valeur R<rm, P1m>· 

Le critère du MINIMAX choisit la meilleure règle possible 
au sens de BAYES par rapport à une loi de probabilité a priori 
la plus défavorable. 

3 REGLE DE NEYMAN PEARSON 

Dans le cas où on ne se permet aucune supposition sur les 
coûts ou sur les probabilités a priori, les règles de BAYES et 
du MINIMAX ne peuvent pas être appliquées. Par ailleurs, on ne 
peut pas fixer simultanement les probabilités de fausse alarme 
et de non détection. On considère l'hypothèse suivante : 

Hypothèse 

Supposons que la probabilité de fausse alarme ne dépasse 
pas une certaine valeur "A" fixe. 

La règle de NEYMAN-PEARSON consiste à minimaliser la 
probabilité de non détection ( ou ce qui revient au même à 
maximaliser la probabilité de détection) avec la contrainte 

·~----- --------· -



Calcul du seuil de décision 

Le rapport de vraisemblance est une variable aléatoire. 
Pour déterminer le seuil "r " il faut connaitre la densité de 
probabilité de "A " sachant H0 , notée pr (J/ H0 ) . on a : 

fOl' 

Pfa = J pr(l/ H0 )d.) = a, a ~ A est donnée. 
r 

Le seuil .. r .. est solution de cette relation . 

Variations de Pfa en fonction du seuil 

La figure 4 montre 1 'allure de Pfa en fonction de 11 r "; 
Pfa = Pfa<r> · 

Pour " j' 11 croissant de 0 à +..., , Pfa décroi t de 1 à 0. Par 
ailleurs quand 11 r 11 augmente, le domaine de 1 'hypothèse H1 
diminue; donc Pnd augmente. 

Le seuil 11 r 11 acceptable correspond à a = A. 

·~ 

Fig 4 courbe Pfa en fonction der . 

CONCLUSION 

Les différentes règles de décisions se ramènent, comme on 
vient de voir, au calcul d'un rapport de vraisemblance que l'on 
compare à un seuil de décision. 

Le rapport de vraisemblance ne dépend que des donnes de 
l'observation. Il est de ce fait le même pour tous les 
critères. 

Les règles de dcision se différencient par le choix du 
seuil. Dans le critère de BAYES le seuil est fonction des 
probabilités a priori et des coûts; dans le cas du MINIMAX il 

-~~- ~--·----
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