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Courbes de l'espacé projectif:

Séries lindaires incompldtes et multisécantes

§ 0O . Introduction

Soit X une courbe de P° (espace projectif de dimension 3 sur € )
lisse connexe non plane de degré d et de genré gi;on note JX 1tidéal
de 6P3 définissant X et Hi(Jx(n)) le ;éme {-espace vectoriel de
de cohomologie ,de dimension hi(JX(n)). On a<h1(JX(n)) = 0 pour
n¥»d-2 , h2(JX(n)) =0 pour n»d/2 - 2 (2] ) .Le nombre de
surfaces de degré n lindairement indépendantes contenant X est égal
a hO(JX(n)) .En géométrie classique on définit la série linéaire
"découpée"sur X par les surfaces de degré n;cette série est
cmopléte si et seulement si H1(Jx(n)) est pul.Pour n voisin de la
borne de Castelnuovo il semble que la condition h1(JX(n))>0 est
éqﬁivalente 4 1'existence d'une droite (n+2)-sécante & X .Ceci est
démontré pour n=d-3 dans [47] . Le résultat principal de ce travail
est le suivant:

Théoreéme 0.1 : Soit X C P3 une courbe lisse non plane de degré 26 ,
de genre g .On suppose que (d,g) ¢ {(7,0) 3 (7,1) (8,0)} .
Alors H1(Jx(df-4)) est non nul si et seulement si X a une (d-2)-

sécante .

On pose M:.Q4 (1)®6X . Si h1(JX(n))>O pour un entier n ,on a
h1(/\2M®A)>O pour tout 6){ -module inversible A de degré ntg
(C4] Prop 1.2 ) .Suppesons n »2/3 & -1 ; on montre que si

h1(JX(n)) >0 et s'il n'existe pas de droite au moins (n+2)-sécante

alors il existe un sous-fibré de rang deux de M de degré

e et 1
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supérieur & 2(n+1-d) dont tout quotient de rang 1 a un degré > (n+1-4a)
L'interprétation gdéométrique est la suivante : X 2 une (n+2)~sécanfe
ou X est tracée sur une surface réglée de degré < 2(d-n-1).
La normalisée g.de S est lisse et le conducteur de €Ldans 6] est 1'idéal
d'une courbe r‘(lieu singulier de S).
Pour que h’(JX(n)) soit nul ilsuffit que n'(L(s-n-4)) = 0 (ol s est
le degré de S) et que h1(JX & (Dr(n)) = 0.Pour n = d-4 ,cette
méthode s'applique pour 43 9.
On se raméne & 1'étude des lieux singuliérs des'surfaces réélées
quartiques rationnelles ou quintiques elliptiques, "éventuellement
dégénérées”
Soit S une surface réglée quartique rationnelle de “?(de duale
semi-stable) : on la regarde comme donnée par un fibré guotient
(de rang deux et de degré .quatre ) du.{ibré trivial de rang quatre
sur 'HD . On étend cette donnée & “) par 1'intermédiaire du

1 2
plongement de Véronése de H? dans G?
On obtient ainsi une congruence de droites de H) ,de bidegré (1,1)
ot 1 £ 3,contenant les génératrices de S.
On peut classer ces congruences et la détermination du lieu singulier
de S en résulte.
Soit maintenanf S une surface réglée quintique elliptique de duale
stable;on la regarde comme donnée par un plongement arithﬁétiquement
normal de degré 5 d une courbe elliptique C dans la grassmannlenne G
des droites de E) (1dent1flee 4 une hyperquadrique de {P
Soit H 1'hyperplan de “? engendré par C. On étudie la transformation
de Semple attachée & C . C'est une transformation de Cremona entre
H et un espace projectif H' de dimension quatre dans laguelle
les hyperplans de H' correspondant aux quadriques de H contenant

C . De fagon précise on démontre gqu'il existe un isomorphisme
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entre l'éclatement de C dans H et 1l'éclatement d'une surface réglée
quintique T de H',isomorphe & la variété Divz(C) des diviseurs de
degré deux sur C. |
A la quadrique GNH de H est associé un hyperplan de H',dont
1'intersection avec T s'identifie au lieu singulier de S.
Ce lieu singulier est donc une quintigue elliptique lisée isomorphe
(non canoniquement)a C ou la réunion d'une droite et d'une
biquadratique,selon que H n'est pas ;ou est tangent 3 G.I1 reste &
étudier les courbes de degré inférieur A neuf.
Ceci se fait en utilisant une variante plus simple de la méthode
générale.Ceci permet de traiter les cas ox d>6 et gy2.
On identifie enfin les exceptions signalées dans le théoréme 0.1
et on montre que les courbes elliptiques de degré huit ne sont pas
des exceptions.
Je tiens a re@grcier L.Gruson qui m'a suggéré ce travail et qui,par

ses multiples.conseils ,m'a permis de le réaliser.



§1. La méthode

Dans tout le texte on désigne par X une courbe lisse irréductible non
plane de IP de degré d et de genre g.0n notera JX 1'idéal de @P?’
définissant X.Soient ,)\(’ la normallsee de X et p: X———}P l'application
naturelle.Posons M = p _Q. [P3(1)

Proposition 1.1: Soit X une courbe ayant les propriétés ci-dessus.

Soit n un entier n» %d-1(>/ si g £ 2) tel que h1(JX(n))> 0.0n suppose

qu'il n'existe pas de droite au moins {(n+2)-sécante & X.I1l existe

alors un sous-fibré N de rang 2 de M de degré > 2(n+1-d) dont tout

fibré quotient de rang 1 est de degré y (n+1-d).

Démonstration:Montrons que M n'est pas semi-stable:d'aprés [4]il

suffit de voir que h1(/\2 M®A)=0 pour aw moins un@i-module inversible

A de degré (n+g) si par 1l'absurde on suppose que M est semi-stable.

Comme X (/\ZM®A)=3(n+1)—2d ceci résulte de [8]1.6.3 et 1.7.4,compte

tenu des hypotheéses faites sur n.Supposons qu'il existe une suite |

exacte 02 B—>M-3Q0—=>0 telle que Q soit un fibré de rang 2 et que

n! (BRQ®A)=0 pour un@ -module inversible A,de degré (n+g),assez

général.Posons b=deg(B').0On sait que h (/\2 M®A) = 0([4] prop 1.2)

La sulte exacte 0—> B® Q-— /\ZM - /\ZQ —> 0 induit un 1somorph1sme

H (/\ MRA) 1y 1 (/\Z Q®A) donc X (/\2 QA A)=-d+b4n+1< 0 .

Montrons (en suivant [4Jp 502 "case 1")qu'il existe une droite

(d-b)-sécante & X.Notons p:X ‘Pa le morphisme d'image X, FC_ X x@

le graphe de p,TV :’)\(’x“;,__) X, £:X x“ﬁ._} ﬂ)i‘ les projections. On a

la suite exacte ([4] p.495)

0T N M) ® £ (63 (=30 Kme s (@lP”( 2))—> v(mmf%( 12
6 "" B)B —> 6 >0 .Si on prend 1l'imags par R f, on obtient pour

.o

i=0,1 les complexes:

C;:0-HY(A(-1))® 639(—3)~>Hi(A?'M@A)@@ﬂﬁ(-z).ani(ma;x)@%51,(-1 ) =
Hl(A)Q@Hﬁ |

Notons que h Y (M@Aa)=0(car h' (B®Q ®A)=0) implique h (M@A)
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puisque B’ est engendré par ses sections,et h1(B@A)=O car?( (B@L) =
n+t-b 70 et A assez général.Par ailleurs l'aboutissement de la suite
spectrale d'hyperimage directe par f d'une résolution de‘\-‘ *A ® @r\
est Rip*A (i=0,1) et 1l'on a R1p*A=0 puisque p est fini. En notant
u: HO(MQA)®6%(-1)—'—>HO(A)® %m fléche de droite de Cy,on a une
suite exacte: [P ‘
HO(A(-1))@® 5?5)-)110(/\2 M @A)@%(—Z)-—-’?coker u-—>p,A—>0
D'autre part le conoyau de la fléche éomposée: -
H1(A(—1))®@Eﬁ(-3)’—> 1! (nen@? g—2>-3a 1t (e @n)® 0B>a(~z>

est K=R1f*(,(TY*(/\¢LQ @A)@@Y) o Y eﬂs>t 1'hypersurface de )’E’x @3 ayant
pour équation la section de '\T*(BV)CX’f*(@(Pg(l)) déduite de l'inclusion
BCM.On a Y=Proj§' E ot E est le fibré de rang trois sur X,conoyau
de la fléche B—>VQ® 6')‘(’ = HO((Q 3(1))@ @i.Notons 1'interprétation
suivante de la trace sur' Y de la fibre f—}(x)(identifiée a ’)‘f) d'un
point x de u>3:si q: ’5(' _,a‘P;est le morphisme de degré b défini par
la transposée Vv®6’)‘(‘-—9BV de 1'inclusion ci-dessus,f '(x)NY est
l'image réciproque par q du plan de Ingdéfini par x.Ainsi supp(K) est
la variété linéaire de (Pg\’/engendrée par l'image de g;comme b2>0O,on a
din(L)£1. _ ‘

S8i dim(L)4% 0 la suite exacte O3 K 3 coker u —>pyA —2 0 montre
que Jx/ann(coker u) est de longueur finie;comme ann(coker u) est

(n+1)-régulier on a h‘(JX(n))z‘O contrairement & l'hypothese.

Si dim(L)=1 ,1'image de q est la droite orthogonale de L et q est

de degré b; L est donc une (d-b)-sécante & X. .

Si la vfiltration de Harder-Narasimhan de M est 0—5B —5M —> Q —>0
avec rg(B)=1 et si h‘(B@Q ®BA)Y-Q pour tout A de degré (n+g),on A
X (B®Q ®A)=-d+deg(B)+2(n+1) <0.Ceci est impossible car deg(B) 7 -d;
on est dans le cas ci-dessus; . ’

Si la filtration de Harder-Narasimhan de M est O —>N —>M —>B —50(rgB=1)
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on ah' (AN@A)-O (car deg N> 7/ -n-1) donc n! (BRNQ®A)> 0 et alors
K (BANRA) = -deg N+2(n+1-d)<g,d ol la proposition dans ce cas
(puisque N est semi-stable).Bnfin,si les guotients successifs de la
filtration de Harder-Narasimhan de M sont trois modules de rang un

(Bi) i=1,2,3 de degrés respectifs b17b27b3 et si 1'on n'est pas dans
le cas ci-dessus on a h1(B1®B3®A)> 0 pour tout A de degré (n+g) donc
?(.(B1® B3®A)= ~b,=d#rt+1L 0 d'od la proposition. C.Q.F.D
Application:

On prend n=4d-4.Les hypothéses sont h1(JX(d—4))>0,d79( > 9 si g£2)

I1 faut montrer qu'il existe une droite (d-~2)-sécante & X.Si ce n'est
pas.le cas,il existe d'apreés la proposition 1.1,un fibré de rang deux
N de degré 7/ -5 dont tout quotient de rang 1 est de degré % -2 .

On pose V=H (@H;é'(”) , B= V@é"/N S=Pro j¥ (E);0on noteWS_—-aX la
projection et 63§(1) le é>§—module inversible tautologigque quotient

de M E.Le composé V@@’é’ —> 'IT*E——>©’§’(1) définit un morphisme

q-(‘S’ — 1?3 de degré £ 5;1'application @"’ linéaire E-— @"’(1) définit
une section non nulle du@~—module inversible (AzEV(1))®6~@ (1)
dont la courbe des zéros est isomorphe & X parTT la restrlctlon de q-

a cette courbe est isomorphe parWT au morphisme p: XA—»‘P .Autrement

dit la courbe X est tracée sur la surface réglée S de Wﬁ image de S
par q.Lla donnée de q est équivalente i celle d'un morphisme q de X dans
la grassmannienne G des droites de G):pour tout point x de g’,a(x) est
le point de G attaché & 1la droiteiﬂ-—1(x)c:g,plongée par q dans ﬂ?a.

Le morphisme composé de a et de 1l'inclusion de G dans {? est défini par
l'appligation @ llnealre naturelle de /\2V®©"’ sur/\ B;il est de degré
(deg E).

Supposons que g ne soit pas une application birationnelle de. X sur son
image;celle=ci est alors une conique(elle ne peut &tre une droite car
X n'est pas plane).

Si le plan de cette conique est contenu dans G,S est un cbne du second

degr 5 i
£€re dont une génératrice générale coupe X en deux points

’



T
on vérifie alors que X est ,selon la parité de d,intersection
compléte ou lide & une droite sur S,doné arithmétiquement Cohen-Macaulay
~Ceci est évidemment exclu;si le plan de ’(‘;’(’)\(‘) n'eét pas contenu dans G
S est une quadrique lisse dont une famille de génératrices (correspon-
~dant & la conique -q'(’f))est formée de bisécantes & X{(puisque G:{f,__-) q(’f)
est un revétement ramifiéd double);l'autre famille est donc formée de
(d-2)-sécantes a4 X.0n suppose maintenant que q est une application
birationnelle de X sur son image .Si 71(3{/) est plane,S est un cone de
degré< 5 ou une quadrique selon que le plan de Tl(f) est contenu dans
G ou pas.Dans le premier cas X(supposée lisse et birationnelle & 'ci(f(,))
est-de degréZ£ 6,ce qui est exclu;dans le second cas une famille de
génératrices de la quadrique est formée de (d-1)-sécantes & X.
Si E(')\(,) ntest plane ,on a - -g<2(puisque le degré de'q'(’f)ﬁ‘S).On vérifie
qu"un fibré de rang 2 et de degré 5 ayant au moins quatre sections.
indépendantes sur une courbe de genre 2 est instable. .
Ceci permet d'éliminer le cas ol X est de genre 2:en effet si NV est
de degré 5,I1 est stable.ll faut maintenant examiner les cas g=0 et
g=1. |
Supposons que ’}{ est rationnellejon a deg(E) £ 4 { car NY n'est pas
stable; si deg(E)d 4 on vérifie facilement que X a une d-1 sécante
On peut supposer que deg(E)=4.0n a alors N= O(‘Q)@ sz)apr‘es
" identification de ’IZ a [P/‘.Ce sera l'objet du paragraphe 2.
Supposons '}\(/ elliptique;on a deg { E) 77 4,car'ﬁ(’)\€) n'est pas plane.
I1 faut donc examiner les cas suivants:deg(B)=4 et Nv semi~-stable;
deg(E) 5 et N' stable.Ce sera l'objet du paragraphe 3 |
Proposition t1.2: Soient S une surface de‘P dont la normalisée

ravd 3
S est lisse, Jr‘ 1*idéal de O 3image réciprogque du conducteur

[PJ
. Hom,, (@g 65) la courbe (non nécéssairement réduite) de XP d'idéal
* ~
- l'” X une courbe tracée sur S,section d'un O’s\’ module

~
inversible L.On suppose que l'image X de X dans n'a pas de

composante commune avec l"' .Notone J), 1'idéal de X dans ﬁ>3

Pour que h' (J4(n)=0) il suffit que n!@i(s-n-4))=0(od s est le degré



de 5 et.n' (Ix(n)® Op)=0
v

Démonstration:On a J‘,\=w’§’®ws ol w's" et wS désignent les faisceaux
canoniques.la proposition résulte alors de la suite exacte
0—> J(‘ ® 1V Iy — 4@ @p —> 0 en tenant compte des isomorphismes.
W =0y (s-4) et B'(L(s-n-4))=(n"(I@Wg(n+4-5))". C.Q.F.D

La proposition 1.2 sera utilisée en supposant que la surface est
réglée .On utilisera les netations suivantes:soient i'une courbe
lisse,B un(ﬁ‘i—module localement libfe de rang 2 et de degré s,
S;Proj %(E), TT;§ ——>§ la projection,(§‘§(1) le quotient inversible
de T'E .L'application (A,k) — A@ég(k) identifie Pic(X) @ 7 et
Pic(§3 ,donc 2% et le quotient Num(g) de Pic(gd par l'équivalence
numérique.la matrice de la forme bilindaire d'intersection est
((1) ;) ,1le Gg—module canoniquewg’ est isomorphe é(“’k"@/\%}@@é’(-z)
sa classe dans Npm(g) est (2g:§+s) .

I1 faut maintenant voir comment la proposition 1.2 se traduit dans
ce contexte.On s'intéresse & l'isomorphisme:
H'(L(s—n—4))2L(H(LW@u§§n+4-s)))v.La suite spectrale Hquﬂ;F-—>HnF
dégéneére ici(du fait quelilet les fibres de\l sont de dimension 1)

en une suite exacte: _ .

0— HO (RN, (L(s-n-4))—>H' (L(s-n-4)) — B (T (L(s-n-4))— 0

Supposons que L;M962#1) .Le termevde géuche est égal &

1O (A® (A2E)"® sym

droite est nul pour n77s-2 .

n+1—s(Ev)) d'apres [6]] III ex 8.4 . Le terme de
Le corpllaire suivant est la traduction de la proposition 1.2 dans
le cas ol S est réglée.

Corollaire 1.2.1: Soit X une courbe non plane de degré 4 de EB,de

normalisée X. On suppose que les hypothéses de la proposition 1.2
. ~ )
sont satisfaites.On suppose que S = Projg(E),oﬁ E est localement libre
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de rang 2 et de degré s . On suppOSe enfln que n' (d¢(a-4))> 0,
a>9 (> 9 si gAZ) Alors on a n© (((/\ L‘) )®6"’(1)®Symd 5 (EY))> 0 ;o
. ouh (J®@(d—4))>o R
Demonstration : 11 sufflt de prendre A= A.E B Czjﬁ On a évidemment
a-42/8-2 C.Q.F.D.
On devra donc s'interesser & l'imtersection de X et der1 Sur S on
peut\calculer”le nombre 4' 1ntersectlon de Vet de X,i-e le degré du
schéma (de dimension zéro) d'idéal JX+QJP

Proposition 1.3:

~ .
Soient S une surface de ﬁ) dont la normalisée S est lisse, J__ 1l'idéal

de C%PBimage réciproque du "conducteur" Hom(fjv 6%5 ) C é?
‘la courbe (non nécéssairement réduite) de @3 d 1déaltj X une
courbe tracée surlg,section d'un C%% -module inversible L.
On suppose que l'image X de/z dans n'a pas de éomposante commune
avec r1 « Alors le nombre d'interseézion des diviseurs associés

a X et & 1l'image réciproque de " sur 5 est égal au degré du schéma
(de dimensionf{)d*idéal JX_.\ T

Démonstration:

-— r~ -
Soient R l'anneau de S, R l'anneau de S, I le conducteur de R dans
R et f une équation de X dans S.La courbe X étant lisse on a:

——

R R Y

- I1 en résulte R - R
Tom T E (T+ROFA) - (I+E W
On a donc : long R = long _R

(I +RNER)) I +fR



10

§2. Courbes rationnelles )

Soit X une courbe non plane de ﬁ) ,lisse rationnelle de degré d,

image d%un morphisme p: @/\-——’? @3 (isomorphisme de {pA sur X).

Si h1(JX(.d~4))> 0 alors,ou bien M=p*,CLA .g'”admet un sous-fibré N

de rang 2 isbmorphe a O EQ).On pose B= VY @ O]E’l’ot V= \{0(0@3(4))
Comme S n'est pas un cGnL(X lisse) on a B= (99' A(2) ou E= @“)4(4)®©B}
Appliquons .le-corollaire 1.2.1. ,on a ({ /\25)@2)“@) 05'((4) ~ (’)XP/\(A—‘%\
”'»:K;‘('n'+f'..sr)“= a-7)" . ¢+ Par ailleurs 9 (Symd_q.(E)v)(d-E.)):O car la
déconmposition de Symd_T(E)? en. somme directe de modules inversibles

ne fait intervenir vque des‘modules de degré & -(d-7). On' voit donc -

que 'H1(JX &6‘_1(d-4)) F+ 0 ottl est le lieu singulier de § .

I1 s'agit de montrer que ceci impligue que l'une des composantes de o
est une droite (4-2)-sécante & X.On devra donc procéder & la description
du singulier de S et étudier son intersection avec X. .

La donnée de ltinclusion NCV & O[P'\est équivalente (apres choix

d'un isomorphismeN  N¥ @9_[;3,%‘2)61; d'une base de V)a celle d'une

3 A L
matrice (qij) g-%~1- 3 on a;5€ 5% ( O‘P4 CAD
Vs

Tdentifions P2 et Provj(Sym B9( (9@4(2) )) ;(ceci revient & plonger
ﬁ)" dans @2par le morphisme de Véronkse.) |

Notons hij 1timage de ay 4 dans Ho ( O\Yﬁ,(/l)) identifié & Ho( (3“),\(9-) )

Le sous-schéma de [P défini par les Z;mineurs de la matrice (h

ij)

‘est de dimension £ zéro : en effet il ne rencontre pas l'image C
du plongement de Véronése v: [PA/) IPQ ( car N est un sous-fibré de
vV e @ ). Considérons le complexe 4'EBagon-Northcott
o —> @’“2(—3) - @;2(—2) —> O‘{P?_ —> Oé;zM) - ©

(construit sur la matrice (hij>; son homologie est de support fini.
‘Notons F,R,R'le conoyau,l'image,le noyau de la fl&che de droite .
Par décalage,on voit que H1(R)"_‘. HZ(R') =0; comme les lignes ée (hij)
sont indépendantes(sur le corps de base € ,car S n'est pas un cone),

on a hO(F) £ 2,donc F est de longueurz 2.

On distingue les cas suivants:
(a) F=0

2
(b) F=k(x) xe [P
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F=k(x1) @k(xz) X4 # X,
F=@ x/(t,uz) ol (t,u) est un systime de générateurs de 1'idéal
maximal de 6 X,
Parmi les 6I§‘.L~modules de longueur 2 figure aussi k(x) @ k(x) ol x est -
un point ae P *mais ce cas ne peut se présenter ici:il correspond au
cas ol toutes les droites (hij) passent par x;dans ce cas 1l'inclusion
N &> V& 6ﬂ)4est invaridante par l'involution de C des couples de points
alignés avec x de sorte que S est une quadrique double. '
Etude du cas (a):

2.
Ce cas est(abstraction faite de la position de C dans ‘P Juniquement
déterminé & automorphisme prés de {? ,plus précisément:

Proposition 2.1

Soit (hij) O:i.é_(l) .4?3 une matrice & coefficients dans HO( @ﬂ)z('!)) dont
o =0,1 » P* s b2

les mineurs maximaux sont sans zéro commun dans .Soit E 1le ﬁf'module

localement libre de rang 2,conoyau de l'application linédaire

u: 6@32_(—1)”? C’ﬁﬁ-définie par cette matrice.Notons T :P=Proj{E)—> IPQ'

la projection et @PU) le quotient inversible tautologique de T*E.

Le composé (DA;%W*E—%@P(U définit un morphisme q:P —7 ‘P?’ qui

identifie P & 1'éclatement d'une cubique gauche Y de P.Cette cubigue

gauche se décrit comme suij:si l'on note,(TO,TP‘l‘z) les coordonnées de

[Pzet si 1'on pose hi %

Tk et ij= Z hijkxi_ ) Y est la variété

des zéros des 2-mineurs de la matrice (ij)j=0,‘l k=0,1,2

;= G Piik

Démonstration: .
Soit x un point de Egde coordonnées (xo, ,x3).Un antécédent de x
' 2 3
par q s'identifie & un couple (t,x)€ ‘Px[P ol les coordonnées(to,t1,t2)
de t sont solution du systéme ( ©x Xihijktk =0)j=0,1 . |
Par suite t est unique si et seulement ce systeme est de rang 2,i.e

si et seulement si x n'est pas un zéro commun aux 2-mineurs de la

matrice (ij);pour montrer que Y est une cubique gauche, il suffit
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de voir gqu'elle est lisse.Soit x un point de Y;par changement de
coordonnées on peut supposer X(0,0,0,1);éomme h}O et h31 sont
proportionnels on peut {(en transformant élémentairement la matrice (hij))
supposer que h31=0.0n a supposé gue les 2-mineurs de (hij) sont sans
zéro commun,donc les hy, i=0,1,2 sont indépendants sur C et par
transposition les (H,k)k=0,1,2 sont indépendants.
Dlautre part,toujours parce que . les 2-mineurs de (hij)sont sans zéro
commun,on a hjoﬁ:o,donc les HOk ne s'annulent pas tous en x;les plans
tangents en x aux quadriques contenant Y ont pour équations les

combinaisons linédaires des 2-mineurs de la matrice:

Hoo(x)  Hoq(x)  Hyp(x)
Hio Hyq Hy2

On voit facilement que ceux-ci forment une famille de rang deux,d'ol
1'assertion.Pour vérifier que q est l'éclatement de Y dans “?3 on
utilise la description de P comme sous-variété de E?)cPB définie

par le systéme d'éguations géx;h.jktk=0 (j=0,1).L'assertion résulte

ivi
alors du fait que la résolution de é}Y stéerit

-

2 ot 3
0—?'65(-3)__,_,§Jk;__47 O (-2) —s3 (5“?3_,9 © y —> 0

Remarque 2.1.1: -

On peut décrire géométriquement le diviseur exceptionnel de P comme
1'ensemble des couples (t,x) tels qu'il existe une droite "sauteuse" L

pour E passant par t telle que x soit le point de Proj(Et) défini par
la section de E;(-2).

En effet s8i x est un point de Y de coordonnées (xo,x1,x2,x3),si L

est la droite définie par les équations(proportionnelles)
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-

DA

i 1JkT = 0 ,on voit que (xo,x1,x2,x3) est une relation entre
les telofines de la matrice de l'application H (6%4 ) > iag ( Cb (4))

t
induite par (hij)'La situation décrite dans la proposition 2.1 est

unique & choix de bases preés;voici un exemple de bases:la matrice

(Hyy ) est (Xo Xy X3\ et par suite by ty O
| % %

X, X, X4 1 0

,

0 t,

On peut utiliser la représentation paramétrique (t,u) ~9(t3;t2u,tu2,u3
de'Y;l‘équation de la droite sauteuse attachée au point de Y de
paramdtre (t,u) est t2T0+tuT1+u2T2=0. Ainsi 1'enveloppe de ces
droites est une conlque. Notons aussi que l‘'image par q d*une "droite"
(fibre d'un point de w> par_“') est une bisécante a4 T, et 1nversement,
en utilisant les-bases ci-dessus l'image de la droiteTT (t) ,ou t
est un point de {P de coordonnées (t t1 % ),a pour systéme d‘équations

o5 +t Xy + 8,0, =0, toK, + £,X, + £,X

1 172 tot3 T
Ses points_d'inpersection avec Y ont pour paramétres les solutions
de 1'équation tZTb + tUT1 +u T =0 ,Notons enfln que levmorphisme
q HD__-> G (grassmannienne des droites de “) Jattaché: & q,
composé avec le plongement de G dans “? est le plongement de
Véronése usuel.
I1 est défini par les 2-mineurs de (h ) qui forment une base de
H ((j 2( )) On le voit en utilisant la résolution 4'Eagon-Northcott
de 1'idéal de ces mineurs ou en utilisant les bases ci-dessus.
Revenons au cas (a).
On vient de voir que G(C) est une section hyperplane de E(ﬂ> ).
En d'autres termes la surface réglée S peut etre décrite comme
l'ensemble des bisécantes & Y appartenant & un certain complexe
linéairé (éventuellement. singulier). En particulier ,le lieu

singulier de S(qui est de degré 3) est égal a Y.

En effet S=q( T (C))s;comme C est section de é%?z(z)et comme

R
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q, W0 ?Qéj Q.(1) = dy (2) S est une section de J 2(4) d'ou l'assertion.
On remarque que E est isomorphe 2 @ (2) Q%@)ou a@ M) @ O“yr(%)
selon que l'hyperplan de 325 contenant q(C) est ou non tangent & la
grassmannlenne G. L'image réciproque de Y dans S est une section de
UJg ¥ ) D'autre part X est section de @5 ( A ) .Le nombre
at 1ntersectlon de ces 2 diviseurs est ( 2,2) (1 ‘) 614}= 2d-2

Par suite Jy & (b (d~4) est un C%x-module de degré (d-10); donc

h (J ® C)(dy4)) =0 pour d 2 9. La série est donc compléte dés que
a%9

Etude du cas (b)

Le conoyau de t(hij) est unl@ ipodule de longueur un,de support

un point O de “)2'. Té 0
T4 To
Proposition 2.2: La matrice (nh..) est équivalente &
_ ij o Ta
o Tl

o (T, ,T,,T,) est une base de £0(0 9 (1))  dans laguelle
les coordonndes de O sont (0 O 1).

Démonstration: Quitte & remplacer (hij) par une matrice équivalente
on peut supposer hij(0)=0 pour (i, j) # (3,1),car (hij(O)) est de
rang 1. la famille (h.o) est de rang 2 sinon on pourrait supposer

—O pour i=1,2; 1l'idéal des mineurs de (h ) serait alors contenu

dans (hoo,h 30) et le conoyau de (h ) ne seralt pas de longueur 1
Par suite on peut supposer h30-0 Les mineurs de (hlJi.igﬁz sans
facteur commun,sinon 1'idéal des mineurs de (hij) serait contenu
dans (Trto (W (q,h31) ot q est le facteur commun,et le conoyau

de (hij) ne serait pas de longueur 1.

Les hij i=0,1,2 73j=0,1 sont des éléments homogénes de degré un

de R= € [u,v] ou (u,v) est une base de HO({YTlO(l)).
Comme les mineurs maximaux de la matrice (hij) i=0,1,2 j=0,1 sont

sans facteur commun ,cette matrice est une présentation de qqiv ou

{YYI est 1'idéal maximal (u,v) de R,et par suite sa transposée
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est une présentation de Ext R(/z’ R). Ce dernier module,tensorisé
par R/ ,est canoniquement isomorphe au dual du € -espace vectoriel
%@, ; 11 apparait ainsi une base naturelle de R2 par la surjection
RS —> Ext? (R_,,R). On remplace (u,v) par cette base qu'on note (T, T )
RY 0,71
On voit alors que les sous-modules de Rz,images respectives des
, t . s .
matrices (hij)1—0,1,2 j=0,1 et (TO T1 O) sont égaux; par suite
0 Ty T
quitte & multiplier (hij) i=0,1,2 j=0,1 par un élément de GL.},,\»(&)
on peut supposer que ces matrices sont égales.
En posant h , (nécéssairement indépendant de T et T,) on obtient
317 0 1 3
le lemme. Comme dans le cas (a) ,on forme la sous-variété de PZXP
définie par les équations ( Z X, h i3k kzO } j=0,1;0n note P cette
variété (singulidre) et q :P ._._,)][)3 la seconde projection .

q est alors l‘eclatement de 1'idéal des 2-m1neurs de QO X1 o )
3

1 o X

La variété Y définie par cet idéal est réunion de la droite 1L

2
d‘équatlons XO—O-X et de la conique Q d‘'équations XOX -»X,l =0= X3

qui se coupent en W ge coordonnées (O 0 1 0).S0it ‘P 1* éclatement
de O dans ‘P . On sait que {P est 1somorphe Y Pron(@ & é (1))

L'image réciproque de @ 2_(1) est note O(»;)et le diviseur exceptionnel

@(f) .Le transformé propre sur IP du conoyau de (‘1‘0)' (9 é— —%O CL)
1

T,

eét isomorphe & O ( )

2,
Par suite si E est le transformé propre sur [P du conoyau de (h, 3)

..

Z 2)
6 (-4} —> (9 (2)i1 existe une suite exacte localement scindée

[Pz “)9. 0—> @(4)%@ 69(9(4)—? -—0

On pose alors P= Proa(E) et on note q: 3 — @ le composé du
~
morphisme évident de P dans P et de q.

4
~N
Comme E est un quotient localement libre de rang 2 de O 2:il lui
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correspond un morphisme 'qj.? —7 G dont 1l'image est une surface

cublque(f\Br-—-és( ) donc 012(E)=3=). On voit (cf cas (a) que cette
" surface est l'adhérence de l'ensemble des droites rencontrant L et Q
en des points distincts de S. S est évidemment une sectlon de JY (4);
par contre g(C) n'est plus une section hyperplane de q (ﬁ> )
Comme Y est un lieu double ,le nombre d'intersection de éi(A\et de
(5~ (I:) (resp(&” (Q))est deux (resp quatre);de meme le nombre
at 1ntersect10n de (ngg)et de éb”(b)(resp (Q)) est un.
On en déduit @g (L)= @% ( ) et @/51 (Q) = @N( ) L est donc une
(d-2)-sécante & X.L'image réciproque de L dans S est lisse {(resp
décomposee en une génératrice section dec%ﬂd)et une sectlon
exceptionnelle de @N(B} ) selon que E est isomorphe a @ A (2)
ou a @ 4(4 @ @Pi@).Dans le premier cas , par un point général
de L passent 2 génératriceé ,dans le second cas une seule.
Etude des cas (c) et (d)
Le Capz—module conoyau de t(h..) est de longueur 2.la sous-variété
Z de E)deflnle par les 2-mineurs de (h ) est de degré 2.

ij
Le complexe d'Eagon- Northcott s! ecrlt :

o> O _H — & (-3) — (DYPZ(_Z) — O[P?_/v o

P

I1 est acyclique & l'extérieur de 42 . Les 2-mineurs engendrent un
. sous-espace vectoriel dedimension 4 de HO( C) 2_(2)).

A 1'extérieur gf Z,le conoyau de (h ) est un fibré de rang deux

ij
quotient de 6 9 yinduisant un morphlsme q: [P-—Z —¥ G qui ,

composé avec lpinclusion de G dans U) est précisément défini par

les six sections (hij) de Cb@ﬂfz)’

L'image de g admet donc pour adhérence GNV ol V est une sous-variété
linéaire de dimension 3 de HDB .C'est une quadrique lisse ou un cone -
selon que Z est constitude de deux points ou d'un point double. |
Dans le premier cas la restriction 2a G N V du fibrétautologique

de G est isomorphe 2 67(1:0) & CQﬁ,w.(Les notations proviennent

. 1
de 1'identification de la quadrique lisse GNAV et de [P)([P>);sous




S

ces hypothéses ,q(C) est une gquartique & point double.

La droite de B?Bconjuguée de V par rapport & G coupe G en 2 points
distincts correspondant &4 2 droites L1et L2 rencontrées par toute
droite provenant d'un point de GOV,

Sur g l‘imége réciproque de chacune de ces droites est une section de
6"5' Ajde sorte que chacune de ces dro;Ltes est une (d-2)-sécante 2
X. On remarque que dans ge cas B est toujours isomorphe a Cbﬁ’ (QJ
Dans le second cas (i-e le cas (d)) le modtle non singulier du cone
du second degré GOV est Proj( ©W4 @ Gﬁ)gz))

L'image réciproque sur cette surface du fibré tautologique de G est

; —9(9(—:)“9 E O(Q)-ao‘

I1 existe une suite exacte non scindée O

un module BE.

La quartique q(C) est sur cette surface section d'un diviseur qui est

section ,soit de (9(2.} soit de O(/l) ;dans le premier cas on obtient

une suite exacte 6 — O (‘_2) — F ©]P4( 258, gans le second

cas on a une suite exacte (QEA'4)——) = (9‘? B)#Oczontralrement

aux hypothéses.

La droite de E> conjuguée de V par rapport & G est tangente & G

en un point auquel correspond une droite L .

On péut représenter géométriquementvGlﬂv'comme 1l'ensemble des droites

bisdcantes & la courbe "doublde" le long d'une guadrique lisse

contenant L{plus précisément on se donne une certaine.corresﬁondance

(1,1) entre L et la droite orthogonale dans .ﬁ>3 ,et l'on consideére
l'ensemble des droites L' coupant L telles que le point d'intersection

. v
de L et L' ,et le point d'intersection de leurs orthogonales dans UP3

se correspondent.)

) ~ : 6 (21
L'image réciproque de L dans S est une section de “,l4/et L est une

(@-2)-sécante & X,.



§3. Courbes elliptiques

Compte tenu des résultats établis au chapitre 1,il faut maintenant
examiner les situations suivantes :

1°) X est elliptique,deg(E)=4 , NV est semi-stable

20) X est elliptique,deg(E)=5 , N’ est stable.

Déns le premier cas la courbe q(X) est une quartique‘elliptique
tracée sur G,nécéssaifement contenue dans une variété linéaire V de
dimension 3,et les considérations du chapitre 2(cas (c) et (4))

se répetent.

On obtient alors deﬁx (d-2)-sécantes "distinctes ou confondues".
On suppose maintenant que NV est stable de degré S.

On va décrire une transformation birationnelle qu'on appliquera
ensuite & 1l'étude du lieu singulier de ;a surface réglée

La transformation de Semple

Soit g une courbe elliptique munie d'un‘5’§2module inversible de
degré 5 noté 0 ¥(1),v=10( O %(1)), 2 =Proj(syn V).

Soit:p:li-—e PV le morphisme déduit de la fldche évidente

Ve @3{_,_9(?3;(,) .Notons X 1'image de X par p et Jy 1'idéal de X
aans Py, W=H?(J4(2)), P =Proj(Sym W). |
La transformation de Semple est une correspondance birationnelle
entre Py et P ( [el ) |

A .
La suite exacte 0aJX/J}2(aﬂP & G ———9(9x —> 0 (déduite du

X
choix d'un isomorphisme CUXQ@X) tensorisé par @X(Z) ,donne un

: Leme /\° 2 ~@
isomorphisme ((JX/JX)(Z))_ x(1),completement déterminé &
multiplication prés par un scalaire.On en déduit par passage aux

3
sections une application €-linéaire AW >V donc un élément de

2

/A W®YV .Si 1'on choisit des bases (T-O, ,’I‘4) de V et(Xo, ,X4)
¥ 4 ] 3 Z Ny .

de W,cet élément s'écerit 0%5T<s aijk(Xj/\Xk)QDTi ol les 24 jx sont

des scalaires; 0<jek24

On pose &, 40 et &, ;=-a, 4 (i>k)



19

A= Z‘ T, aijk) 0 £ i,k &4 : A est une matrice 5 X5 alternéde
écoef?f&—egts dans V.0On pose K =(.J1X/J)%2)) . K est un @X ~-module
localement libre de rang 3 ; HO(K) i'v;montrons que K est stable «
K étant engendré par ses sections il suffit de montrer que H1(K)
et qu'il n'existe pas de sous-fibré L de K de rang 1 et de degré 2.
Si H’(K) 4 0 il existe une application surjective Iy —> @x (=2);
son noyau est 1'idéal dfune courbe X2 de degré 10 tracée sur quatre
quadrigques et de meme support que X;lé composante contenént X de
1'intersection de ces quadriques est une surface de degré inférieur
ou égal & deux,d'oﬁ une contradiction.
Si H‘(K) = 0 et s'il existe un sous-fibré L de K de rang un et de
degré deux,l'image réciproque de HO(L) dans HO(JX(Z)) est un pinceaun
de quadriques de Pw tangentes le long de X.
La réunion des lieux singuliers de ces quadriques est une réunion
finie de variétés linédaires de Py, gistinctes de Py

Elle doit contenir X,d'ol™ une contradiction.

a

Proposition 3.1 :

0
Te complexe 0 —> 0 3 (s)f—awm(’) ~=,,—>,~\m@ -——>@ .7
définit une résolution graduee llbreAmlnlmale du (Sym V)—module
graduen éB (C%( n)) (les fleches non notées proviennent de
1'inclusion W < HY( C@E,(e)) |
Démonstration: v
X est arithmétiquement normale ;.de plus 1l'image par le foncteur
Hom( , Cj (-5)) d'une résolution minimale de Cb est une
résolution de UJ é%(necessalrement 1somorphe 4 la premidre.
L'assertion est donc numériquement vraie i-e que les classes
d'isomorphisme de modules gradués libres formant une résolution

minimale de EB HO( C%<(n))'sont celles que donne 1'énoncé

. . . . 0 -
L'application €-linéaire W —> HY( JX/J§(2) ) est bijective;de plus

le conoyau de l'application‘@ -linéaiTe u: W& (9 — (gg;{){z/'est nul
X X J

Le complexe ¢'Eagon-Northcott construi} sur u s'éerit :

t
0 (a3 200 L we O 1,4 /250



20
(¢cf [ 7] ) compte tenu de 1'isomorphisme /\ (}’ (?—)\ GXM’ Ce

complexe est acyclique . L'application C-linéair)e(H (J 3))—;H( (3))
est bijective. De 1l'exactitude du complexe ci-dessus on déduit X

T (o}
1'exactitude de la suite O——an-——’I HO (W® (9 (4) ——?H J)}z (3))"'70

qui est 1somorphe 4 la suite:

o WYV— BO(W ® (9F (M) — B1’e (wa) - O

Ainsi W' est l'espace des relations de degexé un liant une base de
générateurs de degré deux de JX'
La proposition résulte alors de sa conséquence numérique mentionnée

plus haut. C.Q.F.D

On identifie Pic(PV®Pw) 4 Zx%Z en convenant que O (1,0)

(resp 6 (0,1)) est 1'image réciproque de 6P (1) (resp 6 P (1))
v W

par la tere projection (resp 2&me).

On note P la sous-variété de PVX Pw définie par les équations

Z’ Tlalakk—o(OLj £4).

La famille de ces équations est une section de W® @ (1,1) dont

‘s _ .
l'image dans H (6 (1,2)) est Z TlaleXJXk = 0 car la matrice
A est alternde .

Autrement dit P est une section du OP XR/J -module (localement

Q4

libre de rang ‘4 ) L= 6&‘4) ® P (?—) .La restriction A

f: P —» Py de la 1ére projection est l'éclatement de X.

En effet A : W ® OP — W &® @P (1) est une présentation

vV v
de JX(3) ; comme P est la variété des zéros de la composée
WY Op (4 © -
& @PVXRJ - ¥ & PV ) 8 Pwﬁ (9 (1,1),0on voit que
P = Proj Py (Sym JX); X étant localement intersection complite

cette derniére variétéd coincide avec 1l'éclatement de JX'

b ¢
A U WY
On peut en cho:n.svsant une base de W identifier /\ W' et

On vérifie que J, @ = OE (-2,1).
5- i
A W3 (comme SL(W)-modules)

Ltélevation au carré (lelsee par deux) est une application

SL(W)-lindaire W —» uym (A W) ¢
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Posons ﬂ) = Proj (Sym ﬁé W) . On noté v la composée

W@@ __~>S':§rm U\%W ) ® ‘P‘)Oﬁ}m. La transposition de la
multiplication de '/\ WY induit une application SL(W)-linéaire
w‘L-> v /\9) W ; on note A la composée :

WV ® OIP_.;W® /\3W®CQ(P,>W® @IPM)

Formons la séguence d‘'applications @ ~linéaires
0> Ope9 = We Open As W e Op® > Qp— G, G, 0
Si on choisit une base de W (et si on munit les/\ W des bases
correspondantes) la matrice de cette séquence est le complexe de
Buchsbaum-Eisenbud ( [_11 prop 6.1 n=2 )

Cette séquence définit donc une résolution gradude libre minimale

du Sym( A3 W)-module gradué vas) HO( (9 G(n)) . G désigne
indifféremment la grassmannienne des droites de Pwv ou la
grassmannienne des plans de Pw.

Le quotient tautologique de W Q{}_ (réalisant G comme grassmannienne
des droites de Pwv) est par construction 1'image de A @ @ (3);
donc le quotient tautologique (de rang trois ) de W& @

coker(a & @ (2)) 2= (J /J )(2) .

I1 faut enfin noter qu'on a X = G('\PV . Cela résulte du fait que la
résolution de 6 sur @ est le produit tensoriel par @ de la

X 24 20 '

résolution de - 6’(%

Considérons maintenant la restriction g : P Py de la deuxitme
projection. On pose Z = Pron(K) « Z est identifié a la sous-variété
de P d'idéal'JX 6? . Soit 2z l*image de Z par g ,autrement dit
l'image.du morphisme de Z dans Py défini par W& @x —> K o
7 est une hypersurface de degré 5 de Pw
Proposition 3.2 i Z est la normalisée Ae 7

Démonstration : On doit démontrer que la restriction de g & 2 est un
morphisme fini birationnel sur son image .5oit x un point de X;comme

1
K est stable, H (K(-x)) = 0 et g induit un plongement de la fibre de

x dans Z,dans PW-
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Si x et y sont deux points distincts de X,on a une suite exacte
0 —> K(~x-y)—> K(-x)- @ K(-y) —> K —> 0

Comme K est stable , h1(K(—x—y)) =1 jceci montre que les plans de Py,

images des fibres dans Z de x et de y respectivement se coupent en un
point .Par suite l'ensemble des points de la fibre de x dans Z,dont
la fibre par g a (ensemblistement) au moins deux points est au plus
de dimension un (en fait c'est une cubiqué lisse ,isomorphe & X );
g induit donc un morphisme birationnel dé Z sur 7 .
Enfin ,s8i X,y,2z sont trois points ,deux.é deux distincts de X,on a
une suite exacte:
0 —> K(-x-y-z)=> K(-x-y)@K(~-y-2) D K(-x~2)— K(—X)GBK(W)@K(—Z)%K*?O.
Le noyau de la fldche de droite est K® Q ol »
Q=Xer ( O (-x)® O (-y) P 6 (-2) —> O x ) est stable; par
suite K® Q est semi~stable de degré -1 et h1(K® Q) =@, donc
RO (K(~-x) @ K(-y)@®K(~2))—> HO(K) est surjectif,donc les plans de Py
images respectives des fibres de x,y,z dans Z n'ont pas de point
commun.
Les fibres de la restriction de g & %2 ont (ensemblistement) au plus
deux points: g/z est un morphisme fini.

Proposition 3.3: g est 1l'éclatement du lieu singulier de Z

Démonstration: P est défini par l'annulation de l'application

composce: Op ® (,OZ‘FWLZ»)"_.; VO Op ®6g -5 O(110)

ou B:‘ (JL/FPW(Z))V___; V@prrovient de la matrice ( Z aijkxk) A4

On a dont*®r= Projp (Sym(coker B)). On va montrer que coker B = J(3)
W
ol J est 1'idéal de Cﬁf%v;mage réciproque du conducteur de 6724 dans
CQZ .De la suite exacte 0 —> P (=2,1)~7 OP—? CQZ._,; 0 on

déduit la suite exacte :

0= &.0p — e.b; — s, (9? (-2,1) —> R‘g*'@P
Les Rng* CjI? (a,b) sont 1l'aboutissement de la suite spectrale

d'hyperimage directe,par la projection Py * va Pw'“9 PW de la.

résolution de Koszul du Cﬁ? I) ~-module Cb ,qui s'éerit:
. X '
Vot W

P
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0—> /\4 Lv(a,b)-—?/\a L"(a,b)——>/\2 1V(a,) —» L'(a,b)—> © (a,m3—>0
on a A LV(a,b) —6E (a-q) & /\+-q (—dPW (b+5-2q)) donc
RPp( A 17(a,b)) Y @R](a-qn ® A ‘*(ﬂ’}ww 2q)).
Pour a2 0 ,(resp a £0),la suite spectrale degenere en l'image du
complexe de Koszul par pW*(resp R4pW*), ainsipour a=0=b,le seul
terme non nul est celui d'indices (0,0) qui est ébf%qqd oll les
relations g*@P @P et R1g*@ = 0.
Pour {(a,b) = (-2,1) on obtient la suite exacte :
o—NV@ OPW(“Q-) — Y > 1'%, LOp -2 MN—=0
dont la fliéche de gauche est la transposée de B par dualité.
La restriction de g & Z étant un morphisme fini la.relation
R1g* @P (=2,1) = g4 @Zn/@-—- montre que l'annulateur du @P module
R Ex be)( -2,1) est 1l'image réciproque du conducteur de 6%5 dans Cbzz
Le conducteur étant de codimension 2 (coker B) est aussi de
codimension 2 et B est une présentation de (ann(coker(¥B)(3)) c'est
4 dire de J(3).(c (.Kl.P (2)) = 3) |
Il faut maintenant montrer que le lleu double de 7 est localement
intersection compléte. Ceci entrainera ,comme plus haut,que g est
1'éclatement de J. 11 suffira pour cela de montrer que le lieu triple
de E est vide. Ce lieu est défini par les 3-mineurs de la matrice
( 2%’ 25 5x th)jqé . S'il contenait un point x de coordonnées
(xq, ,x4) le systéme 4'équations ,gg_Tlalgk X (Oéﬁ 2'4)
définirait une variété linéaire VXCL‘V ,de dimension > 2 telle que
VX X (x) s.oit contenue dans P,ce qui implique I OV =(7V (-2)
Par suite Vx serait un plan contenant une cqmposante deXX de dezré
deux,ce qui est absurde.
La transformation de Semple est la traﬁsformation birationnelle entire
Pv et Pw de graphe P,
Etudions maintenant le lieu double de 7. Calculons la classe dans

Pic(Z) du conducteur de CEzdans Cjéi scomme 2 est ‘une hypersurface

de ﬂ? ,son module canonique est vysitrivial,donc la classe du
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conducteur est celle de (*JEE (Gegré z = 5). Notons W2 —> X
la projection naturelle ;la suite exacte :

O———->ﬂ '——>T\' K & @Z (—1)“""’3' OZ\—'—? 0 et l'isomorphisnme
CUX__ (QX montrent que W Z" @ (1)) & @ ( 3)

On a en particulier HO(UJ Z(3))._ V . On se propose de "globaliser"
la description de 1l'intersection du lieu double et de la fibre U -1(t)
d'un point t de X,vue comme un plan de Pw . Les équations définissant
le plan attaché & la fibre de t sont les éléments de u° (K( t))c:H (x).
On est donc amené & regarder le sous-fibré de K(-t) engendré par
HO(K(—t)).On constate que c'est un fibré trivial de rang 2 (car K(-t)
est stable); notons p;t XxX —> X {(i=1,2) les projections-et AT
diagonale de X xX ; il résulte de ce qui précedde que p;pz*((pTK)(-ﬁs))
est un sous-fibré de (pTK)(-[&),de la forme K'(-A) ol K' est un
sous-fibré de rang deux de pTK.

Proposition 3.4 : Le G%KXX:—module inversible pTK/K' est isomorphe &

SN p’;é;(m))(-zm

Démonstration :
On travaille dans 1l'anneau de Chow de X x X .Soit L = p2*p;K le
C?XC-module localement libre de rang 2. On applique la formule de
Porteous ([ 3] th 14.4) au morphisme de fibrés (p,B)(A) —> piK
qui est partout localement scindé sur X><X (le cycle de dégénérescence
est le cycle vide). La deuxiéme ciasse de Chern du "fibré virtuel"
pTK - ((p;E)(Zﬁ)) est donc nulle,ce qui se traduit dans l'anneau de
Chow de X xX par la relation ;
(3A)(py(e,E))=(p](c,K)) . (pylc,B)+2 A)
En prenant l'image directe de cette relatinn par Py et Py respectivement
on trouve les égalités : )

301E - (deg(c1E)).c1K - 2c1K =d; 3¢ B —(deg(c1K)).c1E -~ 2¢,K =0

1
Comme deg(c1K)=5,ces relations impliquent 2(c1E + CIK) = 0 puis
deg(c,BE) = -5 , puis 3(c,B +‘c1K) = 0 et finalement ¢,E =-c,K
La proposition est donc établie. C.Q.F.D

Le degré(self-intersection) du @ -module inversible p’: K/K'
X
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est dix,donc(Riemann-Roch) sa caractéristique d'Buler est cing;

comme hi(pTK/K') = 0 pour i=1,2 1l'application linéaire composée
W —> HO(pTK) — HO(pTK/K') est un isomorphisme.
On peut maintenant montrer que le morphisme composé X x X —> 2 *e’PW
gse factorise par le quotient Divz(X) de X xX par 1l'involution

(t,u) —> (u,t) de X % X.So0it L un@ X x X module inversible de degré
deux ;le@ X . x —module L = (p*L®p*L)(—A) a une section dont la

»* — 1 2

courbe des zéros (ensemblistement égale & 1'ensemble des (t,u) tels
que Iﬁ:é&((t) + (u)) est isomorphe & X par l'une des projections.
Comme le nombre d'intersection de L et de pTK/K' est deux ,le morphisme

-
donsidéré induit un revdtement d'ordre deux de la courbe des zéros

de la section de I sur son image (qui est une droite de Pw).

En particulier si‘i = Cax((t) + (u)), (t,u) et (u,t) ont méme image
dans PW' En effet L est la 1ére projection de l'intersgction des
classes de L et pTK/K‘ dans l'anneau de Chow de Xx);—: . Q2

L.(pix/E) = 2] O (1) .pJ + 03 Gp(1).2]L - AT () + B3 (1)
Comme la restriction de i:XxX—2 & la fibre p;l(t) d‘un point de X
est un plongement plan de degré trois de X, on déduit du calcul de la
classe de 1l'image réciproque dans Z du lieu double de 7 ,que i est

un isbmorphisme de X xX sur cette ihage féciproque . |

On sait que Divz(X) est une surface réglée'ayant pour base une courbe

Xt isomorphe(non canoniquement) a4 X; le morphisme de X % X.dans Pw

définit un morphisme de degré cing de Divz(X) dans Pw dont la restriction
a4 chaque droite de Div2(X) est de degré un ; ce morphisme est dédﬁit

d'un fibré stable de rang deux et de deg¥é cing Q quotient de W@ ch

W s'identifie & l'espace des sections et le morphisme est donc un

plongement de Div2(X) dans Py.

Remarque: Transformation de Semple duale

3
On est parti d'une application C~linéaire surjective f\ W—> V .
Notons W' le dual de W et V' le conoyau de la tranposée:
3
vV ﬁ? W)V ~ /\ W'. On a dim V' = gim W' = 5.0n a vu que X est

AY
w et de ¢ (srassmannienne des plans de P ¥
W W

l'intersection de P
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La famille des plans de réunion Z est paramétrée par X. On constate
gu'un point de Pv.(\ GW‘ correspond & une droite de PW rencontrant tous
les plans de Pw paramétrés par X. Une telle droite est évidemment

une génératrice du lieu singulier de 7 . Autrement dit Pv.ﬂ GW' est
naturellement isomorphe & X' et paramétre le volume réglé en plans

dual de la surface réglée de Pw,lieu double de Z .

Cette situation donne naissance & une tr_an.sformation de Semple qu'il

est naturelle d'appeler duale de la premieére.

On va maintenant appliquer cette construction & 1l'étude du lieu
singulier de la surface réglée quintique elliptique.

La situation est la suivante : X est une courbe elliptique munie d'un
fibré vectoriel T stable de rang 2 et de degré 5 ( T = NY si 1'on veut
garder les notations de la proposition 1.1) . On pose W = HO(T)Vﬁ

et K = V@ éX/ TV ; XK est un fibré de rang trois. |

I1 est clair gque K est engendré par ses sections et que H1(K) = 0;

s'il n'est pas stable ,il est isomorphe 2 L1$ L, ol L, est de rang 1
et de degré 2 ,L2 stable de rang 2 et de degré 3.

On en aéduit W =(#°(1;) @ HO(L,)) puis T=(HO(L1)®OX)(\ T@(HO(L2)®C’))3(\T
d'ou une contradiction. Posons @X (1) = X\BK et V = HO( 6 X(1))

On a dim(V)=5; montrons que l'application C-linédaire /\3 W —> v
déduite par passage aux sections de /\gu ,ol u : w®0x —> K est le
passage auw quotient,est surjective. Si Ker /\Z'u sOn a une suite exacte
O-———?/\ZTV_-—) R —> T& K —>0 ;montrons que HO(R) —%O;comme

T est stable /,\2‘ TV est semi-stable donc HO( /\2 ™) = 0;de méhie comme
T et K sont stables , HO(T'® K) = Hom(T,K) = 0 ,dod 1'assertion.

Comme /\ZK est semi-stable de degré 10 ,ho(/\zK) = 10 donc on déduit.
~de la suite exacte 0 —> R —> /\9'w @Ox-—-? /\2'K —2 0 un
isomorphisme /\2 W3 Ho,( /\Z K) puis une suite exacte :
0 —» H'(R) —> H1(/\2W®@X)—~7 H‘(/\?'K)f?o c'est & dire par
transposition un isomorphisme HO(RV) 2 /\% W

En dualisant la suite exacte 0 — Ava——) R —> 1 '@) K —» 0
on trouve la suite exacte 0 —> KV®p —> RV-—% A?_T —7 0



27

puis O —> Hom(K,T)«-——> /\3 W —> V —» 0 (par passage aux sections
compte tenu de H (x@ 1) = 0).
Le morphisme u : VR, @ —2 X définit un morphisme q : X —> G ol
G CPI‘OJ bym/\ W) est la grassmannienne des plans de Pw
On doit vérifier que q est un isomorphisme de X sur G N Pv,oﬁ PV est
identifié & une variété linéaire (de dimension 4) de Proj(Sym /\3W) par
ltapplication ¢ ~linéaire surjective /\%W ;—>V .
I1 faut aussi s'assurer que K est canoniquement isomorphe & (JX/J)%)(Z)
ol Jy est 1'idéal de X dans Py.
On avait vu en utilisant la résolution minimale de G que le quotient
tautoTogique de Ve @G était isomorphe 2 (JG/Jé)(Z).
Dans le contexte actuel le quotient K de W& @X est l'image réciproque
par le morphisme @ : X ~—? G du quotient tautologique de W& @G
Comme Py est la variété linéaire dngendrée par 4(X),q est un isomorphisme
de X sur G(\PV et les quotients K et (JX/J)%)(Z) de W®Q{ sont égaux.
La surface réglée S n'est intervenue jusqu'a prése.nt que par
l'intermédiaire de T,i~e du plongement normal de sa duale.
Faisohs maintenant intervenir le plongement de S dans ‘P , par
l'intermédiaire d'une section h de K,ne s'annulant en aucun point de X
On pose W, = W/C.'h de sorte que H = Proj(Sym‘Wh) est un hyperplan de P,
tel que S = HNZ , ol 7 est l'image du morphisme de PronK dans Pw
défini par le quotient K de W@® @x
L'hypothése selon laguelle h ne s'annulle en aucun point de X traduit le'
fait que H ne contient aucun plan de -Z'..
‘La normalisée de S est g = ProjyE oh E = Wh® q(/'l‘v = K/h(?X
Etudions l1l'application composée A Wy — /\5 W —> V (la fliéche de
gauche est déduite de la multiplication extérieure par h)
Le noyau de cette application s'identifie & Hom(T,E):
en effet la suite exacf;e 0 > W, & 6 x —2 B —> 0
montre que si R Ker( /\ w & @X —7 /\9—E) on a ﬁne suite

exacte 0 —7 A ™V —> R *—-? ™ @ E —> 0,donc une application
injective HO(R) —> Hom(T,E).
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D'autre part E est engendré par ses sections et n'a pas de facteur
direct trivial.Deux cas peuvent se produire :
(a) B est stable : il existe alors un isomorphisme de T sur E ,
formant une base de Hom(T,E);
(b) B est décomposable en somme directe de fibrés de rang un ,de degrés
respectifs deux et trois;dans ce cas il existe un morphisme de rang
un de T dans E,d'image le sous-fibré de rang un et de degré trois de E;
il forme une base de Hom(T,E);
Comme HO(R) = Ker(/\2 W, —» V) , on a ho(R)Zr1 par suite
HO(R) = Hom(T,E) et l'application /Gl Wh-*> V est surjective.
Montrons gue l'image de h par 1'isomorphisme W == HO(JX(Z))CLSymZV
est 1'image dans Sym,V d'une équation (élément de Symz( /QL wh)) de

la grassmannienne des droites de H.

En transposant le diagramme commutatif:

Symz(/e'W) —— ,ﬂ4w (lignes:élevation au carré)
Sym (ﬁ?‘w ) —> /«*w (colonnes:passage au Quotienf)
yi2 h n :passag

et en utilisant la dualité de l'algdbre extérieure ,on trouve un
diagramme commutatif:

¢ —=———> Sym,( N2 W)
L . _
R Sym2(/\ W ) : | ‘ .<

dont la premidére ligne est une équation de la grassmannierine des

(colonnes:multiplication par h)

droites de H et la seconde ligne est l'isomorphisme WC!-HO(JG(Z));
On obtient l'assertion en effectuant la restriction & G.

On s'intéresse maintenant & 1'étude du lieu singulier de S;il est
défini par le conducteur dfacjg'dans (9 g ,c'est & dire 1l%image
réciproque sur S du conducteur 6>Z dans éjz 312 s'identifie donc
4 DANAH od D est le lieu double de Z .

Selon qu'on est dans le cas (a2) ou (b) ci-dessus , DM H est lisse

ou contient une droite.

En effet ,pour qu'un élément non nul de Hom(T,E) soit de rang un,il
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faut et il suffit que 1l'"élément de/Q%Wﬁ qui lui correspond soit
décomposable. Si k est le corps des fractions rationnelles de X ,
la matrice par blocs de la forme alternée que définit cet é&lément
sur WK@ k= (8@ k) B (E"® k) s'éerit (* "8 )\ ol a est 1'élément
a "0

correspondant de Hom(T,E); cette matrice est de rang 2 si et seulement
si a est de rang 1. -
Donc il faut et il suffit qu'il existe un élément non nul de
Ker(/\3 W —> V) de 1a forme hAh'An''.
L'assertion résulte alors du fait que dans la transformation de Semple
duale ,le point de 1 correspondant & un élément décomposable non nul
h1/\h2/\ hy de Ker(/\3 W —>7V) est transformé en le plan de P;
orthogonal & la droite d'équations (h1 y by ,h3:) de‘Pw.
Dans le cas (a) od E est stable ,la courbe HND est une quintique
elliptique lisse de H, dont 1'image réciproque sur 5 est de classe

('g) dans Num(§3.
Dans le cas (b) ol E est décomposable la courbe HND est réunion d'une
droite A et d‘'une biguadratique B,se coupant en un point (W (avec
tangentes distinctes).En effet le résiduel de A dans l'intersection
de H et D est soit une biquadratique ,soit la réunion d'une génératrice
de D(pouvant coincider avec A) et d'une cubique plane lisse;le plan de
cette cubique couperait toutes les génératrices de D et serait donc
contenue dans §~(transformation de Semple duale),ce qu'on a exclu.
Les classes dans Num(g) des images réciprogues respectives de A et B
sur gusont (‘?) et (fg ). Le pointtlJ est 1'image commune des 2 points
d'intersection de ces images réciproques .
Soit maintenant C une courbe de degré d ,fracée sur S,unisécante aux
génératrices de S . Montrons que dans les cas (a) et (b) on a
h1(JC(d~4)) = 0 pour QZrB.D'aprés le corollaire 1.2.1 on doit vérifier

que hO(Symd_B(E)VIQQ L) = 0 pour tout (a x~module inversible L de
degré (d-10)(L est ici Gb x(=2) tensorisé par ébC(I) au moyen de la

projection(isomorphisme) de C sur X),d'une part ,h1(Jc ® ébrww%{i"qé):o



30 .
d'autre part . Le degré de Symd_8EW® L est (d-7)(10—%d)<~0.
Si E est stable ,ce fibré est semi-stable et n'a donc pas de section.
Si E est décomposable en somme directe de fibrés de rang un ,ce fibré
se décompose en somme directe de fibfés dont le dont le degré maximum
est (6-d)<0 ;il n'a donc pas de section.
Dans le cas (a) ol DNH est une quintique elliptique lisse,C coupe DAH
selon un diviseur de degré (3d-5):en effet les classes de C (resp DNH)
dans Num(§3 sont (d;s)(resp (-g)). La forme bilindaire d'intersection
est (? %).Par conségquent le)nHiQQ Jo(d-4) est un module inversible
de degré (2d-15) sur DN\H,donc nt( C) DAH ® Jc(d—4)) est nul compte
tenu des hypotheéses faites sur 4.
Dans 1le cas (b),C coupe A (resp B)selon un diviseur de degré (d-3)
(resp 2d-2) . On 2 une suite exacte 00— ébB(-UJ)”';> ébD,qH
d'oU par tensorisation avec JC(d—4) une suite exacte:
0 O,- w @i (a-4)—> O . @ g (a-4)— ©A® Jgla-2) —> 0
Le terme de gauche est un 67B—module de degré (2d-15),1le terme de droite

® 3,(a-4))=0

est un @A—module de degré -1;donc h1( @ DAH

/’bA——ao




§4. Courbes de degré inférieur & 9

On a d7/3 car X n'est pas plane.Si 4 £ 6 1'équivalence du théoréme 0.1
‘'s'obtient par des arguments élémentaires sauf si (d,g) = (5,2).Dans ce
dernier cas la courbe a des trisécantes mais h1(JX(1)) =0.

On suppose donc que 7<d €9 .0On va adapter le raisonnement de ['43 2.1

On suppose que X a un genre g /2 et on considdre un fibré inversible
positif "géndéral" A de degré (g—2). sur ')\('

On a la résolutlon suivante ¢

0,,7@ 1) & @[Pa(-a) — Oﬁff(—z)@ @Pg(~2)~a 0 3(4)@ T3op.i— 0
Si (9- 0 on montre comme dans [4]que Jy est (da-3)-régulier donc

gt (J (d 4)) = 0. Slﬂ{r 0 on transpose avec @ (-4) ;on obtient alors
0> OptH & (9“3; (—3)-9(97{3(‘2) @ @wg(‘/i)%%(")@@;i—?(P*A)wx—%O

De cette résolution on dedult la composition :

Hy 9

@ (‘”) (H}"'l 6?3 ,_QL?J—?—-} (p A)vwx‘-QO

Hy et H1 sont des sections de ©G§(1) Sy et s, sont 2 sections

[

indépendantes de (p,A) (UX jon a sy + s,H, =0 . I1 en résulte que
L = HO(\H1 est une (d-g)-sécante & X. '
Si X est hyp.erelliptique ,le diviseur positif "général" de degré (g-2)

latd

sur X a pour complémentaire relativement éW%' le composé du ba’{—module
inversible de degré deux & deux sections et d'un diviseur positif de
dégré (g~2) formé de points fixes. Les plans HO et H1 se coupent donc
en une (d-2)-sécante & X. '

Si X n'est pas hyperelliptique ,AY & ¥ est engendré par ses 2
sections.Notons Y le quotient de ’)‘{'g—Z rar l'action du groupe des

Permutations des facteurs, I le @ Y x; -module inversible "naturel"

dént la restriction a4 la fibre de la classe de (x1, ) est

X
~ g-2 ,
@’i(x1+ ve e +xg_2) » Pyt Y X —>Y Px: YxX —> X les projections

Par hypothése la restriction & la fibre de tout point de Y du @ijimodule ¢

<V * o . : . *,,
A ®PX(M@WX) a des sections non nulles,autrement dit pY*(AVQpX(M®w§)= 0

*
Dtautre part pY*(A ® 24 UJ"‘}E) est un @Y—module sans torsion de rang
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deux ,et HO(MV) contient le dual de V = HO(£5 Gﬁ3(1)).

I1 existe donc un ouvert non vide U de Y ét au dessus de U une application
linéaire surjective de VVQéY dans pY*(Av® p';‘;'(w ")‘(’)).Ceci définit un
morphisme de U dans la grassmannienne des droites de ‘F&dont l'interpré-
tation est de transformer un diviseur effectif de degré (g-2) "assesz
général" D,en une droite rencontrant X selon un diviseur D' de degré d-g
tel que (U')‘(' (-D+D' )~ ,@')‘{(1)' Comme d7/7 ceci ne peut se produire pour

g7 4(lemme des trisécantes): en effet(si U est assez petit )le morphisme
de U dans G est ensemblistement injectif donc 1l'adhérence dg l'image de U
est de dimension g-2. Ceci implique 4~(d-g)% g-2 d'aprés le lemme des -
trisécantes (g-2%2 ) donc 4 £6.Supposons maintenant que g=3 .Soit s le
degré de la surface réglée adhérence de 1l'image de U dans G.

Cette surface est une composante de toute surface de degré (d-4)contenant
X car elle est formée de (d-3)=sécantes.Comme hO( (5 x(d-4)) = a(d-4)-2
ona l'inégalité (d31)£-6’%'s) + d(d~4)~2 .Ceci est impossible car la
surface réglée est de genre 3 donc s 4 ;ce raisonnement suppose .que la
courbe X est trécée sur une surface de degré (d-4). c'est évidemment le
cas compte tenu de nos hypofhéses (g=3%,47/7).Enfin dans le cas g=2 on
trouve une (d-2)-sécante.

Compte tenu de la proposition 1.1 il faut maintenant considérer les courbes
rationnelles et elliptiques de degré T et 8.

Courbe rationnelle de degré 7

On considere la décomposition de M .SE.M a un facteur direct de degré —i
il y a une 6-sécante [4] ;Sinon M = Cb (-2)P Cj (-3) et la courbe est
sur une surface réglée de degré 4 . Si le lieu double de cette surface est
une cubique gauche on est dans un cas d'exception .S1 le lieu double n'est
pas une cubique gauche on a une 5-sécante.

Courbe elliptique de degré 7

On a H‘(Jx(3)) # O pour la courbe eliptique générale de degré 7.Montrons

qu'une telle courbe n'a pas de 5-sécante.

——

6
Le plongement normal a lieu dans D? X est donc l'image d'une courbe X

- 2
normale elliptique de degré 7,X ,par une projection de sommet Hi!“).
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%X a une 5-sdcante si et seulement gi E est contenu dans un sous~-espace
projectif de dimension 4 de YP ,L,rencontrant X en 5 points.

- Les plans H vérifiant cette hypothése constituent une variété de

dimension 5 + 6 = 11 6

La gragsmannienne des plans de n)est de dimension 12.

On voit donc que la courbe elliptique générale de degré 7 de H) n'a pas

de sécante . C'est donc & nouveau un cas d'exception.

Courbe rationnelle de degré 8

On considére la décomposition de M. Si M a un facteur de degre -1,X.a

92
une T-sécante .Sinon M = O 1(=2)D (9 "( 3) ou M = 61?4(-2)@ 69’1(_4)
Dans le premier cas la filtratlon de Harder—Naras1mhan est 0—=>B—->M Q=0
avec B =@(-2) et Q = 9] (-3). On a h'(B@Q ®4A) =0 et l'argument de la
fin de la démonstration de la proposition 1.1 montre que X admet une
6-sécante si h1(JX(4))>'0 . Dans le second cas X est tracée sur une
surface réglée rationnelle de degré 4.
5i le lieu double de cette surface est une cubique gauche ,celle ~ci
coupe X en 14 points et h1(JX(4)) =
On est alors dans un cas d'exception .Sinon on a une 6-sécante.

Courbe elliptique de degré 8

On se propose de montrer que l'assertion du théoréme 0.1 est vérifide
dans ce cas.Commencons d'abord par établir un lemme probablement bien'
connu mais dont nows-n'avons pas trouvé de démonstration.

Lemme 4.1.
§;E¥—§:E?ﬁ52un groupe de points de degré d. Soit k=sup(n,H‘(JS(n))%O)
Supposoné que d £ 2k + 2 .Alors ,ou bien S est 1l'intersection d'une
conique et d'une courbe de degré k+1 ,ou bien il existe une droite L

telle que deg{SNL) = k+2,
Démonstration : On remarque d'abord que d 7k+2 ,1'égalité ayant lieu

81 et seulement si S est sur une droite.En effet soit L une droite ne

rencontrant pas S. On a la suite exacte :



34

0 —> 19(35(1)) — BO(3g(a+1))— 10O (1+1) — H'(35(1)) - B (Ig(1+1))
—> 0 (17 =2) A

'Comme D HO( G L(1)) est un quotient de €O Ho( 6‘P2(n)) on voit que

si HO(JS(lH))-“? 1O ( @L(lﬂ)) est surjéctif pour un 157/ -1,i1 1'est

pour tout 1 77 1y. Mais il ne peut 1'&tre pour 1 = k ,car H1(Js(k)) * 0

et H'(Jg(k+1)) =0 .

La suite h1(JS(l)) -14 1 £k+1 és‘c strictement décroissante.Comme

h1(JS(-1)) = d,on a k £d-2 . Si S n'est pas sur une droite ,

n'(Jg(1)) = d-3 et k £d-3. Dans tous les cas d» k+2.50it m le plus

petit entier 7 k+1 tel que Js(m) soit engendré par ses sections.

On a m = k+1 ou k+2 car h’(Js(l)) = 0 pour 1> k+t. |

Montrons qu'il existe une courbe réduite irréductible section de Js(m)

Posons h0=h0(JS(m)),h0 = (m42~2) - 4. Comme Js(m) est engendré par ses

sections ,celles ci sont leé images des sections hyperplanes dfun

morphisme de 1'éclatement E.PVZ de S dans Pz,dans un espace projectif
[Ph()";usi 2fimage de ce morphisme est une surface ,le théoréme de

Bertini assure l'existence de la courbe cherchée.

Sinoen l'image est une courbe ivntégre de Ph0—1

,non dégénérée,donc de
degré 37/ ho—-1 . Une section lg';énérale de Js(m) admet E3composantes
irréductibles de degré 271 chacune , donc S £mi-e (mzz)-d»1$m.

+ Ceci n'est possible que pour m = k+1,0 £m 43,donc 0£k £2 et donc a <6 , |
Ce cas a:déj3 été traité. |
Soit donc C une courbe intégre (réduite et ifréductible)de degré m
contenant S. Notons JS/C 1'idéal de S dans C. On a hO(JSjC(m—k—3)) 0
En effet hO(JS;C(m—k—B)) = h1(JS/C(k)) . Par ailleurs la suite exécte
0 — 1 (3g(k)) —> 1 (350 (1)) —» BE( CDIPm_m))a 0  montre
que H1(JS/C(k))=}:O

Comme C est integre la transposée Js/c(k+3—m)-——>bc d'ul;le section
non nulle de JS‘/'C(m—k-E) définit un groupe de points de degré
d-m(k+3~m) . Si m=k+1 ce degré est nul car dv,é 2k+2. Donc d=2k+2 et
Ig/c= @c’(~2)- S est donc l'intersection compléte de C et d'une

conique
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Considérons maintenant le cas m = k+2.ie groupe de points S' section
de JgYo(m-k-3) est de degré d-k-2£k . Par suite n'(ag,(x-1)) =o0.

Ia suite exacte 0 —7 é%;;(—k—Z) —? Jg, —7 JS'/C‘—;? 0 donne
0 —> H'(3g, (x-1)) —> B (Jgi o (k=1)) —» B3 Op2(-3)) = ¢
On a alors h'(Jg, /c(k-1)) = h'(3g/0(k)) = n!(ag(k)) = 1

Soit 0—> & O (-n )J___>@ @ (-n, ) —>» Jg—> 0 1la résolution
de Js. Les na.sontfék23 et 1'égalité és% atteinte pour un seul;les nbi
sont £k+2 et 1'un au moins est égal & k+2.

On peut donc construire un diagramme commutatif:
&0 (n,) — @O ()
o) L
O xn _1 02

8

ot I est une droite . En restreignant ce diagramme & L on voit que L O\ S

k-
v
4]

est de degré yk+2 ‘ ‘ C.Q.Fl.D
Exemple: si d4=8 et h1(JS(3)) + 0 S est sur une conique ou contient
5 points alignés;si h1(JS(4)) £ 0, S contient 6 points alignés.
Voyons maintenant comment ce lemme peut ¢tre utilisé.
Soit C une courbe elliptique de degré 8.5i C est sur une surface cubique
celle-¢i n'a que des singularités isolées et on trouve facilement la
6-sécante.On suppose donc que C n'est pas sur une cubique}On a
n'(J(x)) = 4,6,4 pour k=1,2,3
a) Supposons que h1(JC(4))2'2.I1 existe alors (au moins) un plan H tel
que la multiplication H1(JC(3)) H H1(JC(4)) ne soit pas surjective
En effet si 1'on choisit des bases de H'(J,(3)) et H'(J(4)),2a matrice
de la multiplication par H s'écrit (1ij(H)) 0 £1i f;h1(JC(4)), 04 %4
ol les lij sont des fontions linéaires homogeénes de H,et la variété des
mineurs maximaux de cette matrice est non vide puisque h1(JC(4)) 7 2

Soit H un tel plan ;la suite exacte H1(JC(3)) H H1(JC(4)).4>H1(JCOH@)'

montre que H1(JC(\H(4)) # O donc H contient une 6-sécante &2 C d'apres

le lemmesw

Blev. e

N . TR
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b) Supposons que h'(Jy(4))=1 et que H'(JC(B)) ,}L;.H1(JC(4)) est
ltapplication nulle pour un plan Hj;comme dans a)on.obtient H1(JC(1H(4)X$O
donc H contient une 6-~sécante.
c) Supposons maintenant que h1(JC(4)) =1 et H1(JC(3))_«§_9.H1(JC Z-_(4))
n'est nul pour aucun H., Soit C' la liée de C par 2 quartiques(nécéssai-
rement intdgres). Le module de Horrocks-Hartshorne-Rao EB’H1(JC,(n))
est le dual (relativement & C€) de P H1(Jc(n+4))
En particulier on a n' (J (n))=1,4,6,4,0 pour n=0,1,2,3,4 et l'application
H (JC‘)®H ( ©H>3(1)) —> H (Jc,(l)) est bijective.
Notons que H ( éb C‘) est une C-algébre finie de rang 2,dohc isomorphe
3 Cx€ ouac [E] avec E?L=O
1) B2 O ,.) = exce
C' = CayC‘z ol Cfl et C.!Z sont des courbes disjointes.L'idéal de C'i dans
C' est engendré par un idempotent e; de HO( éb C.);L'image de ey dans
HO( @ C:'i.) est non nulle donc eiH1(JCi) & HO( (9@(1))-——} H1(JC,(1))
est injectif.le lemme du serpent permet alors de dire que

H (@?(1)) —_ 1O ( @C,(U) est surjectif donc bl,]ectlf.

La courbe C n'étant pas sur une surface cubique on a H ( Cbc.(1))—

Donc on a H'( 6 C.(1))— 0 et donc?((@c,(ﬂ)—tl i.6 d;-g;=3.

Par ailleurs H (65 C') =C donc 85 z:O Pulsque a +d2 =8 les deux
possibilités sont:
4-54,=3  g=0 d,=5 g=2

-- dy=d=4 &41=8,=1

Supposons que d,=3 et d,=5. On a alors n° (JC,(2))773 et n° (JC.(Z))7>1
(H ( éb(:.(2)~0) .Comme h° (JC.(4)) =3,0n a necessalrement n° (JC.(2)) =3

et nO (JC‘(2 )=1 et toute quartique contenant C' est produit de deux
quadrlques contenant C; et C' respectivement.

Ceci est impossible puisque C' est contenue dans l'intersection de deux
quartiques intégres.Si maintenant d,—-d =4 on a h (J(,'(Q))}/Z .
Comme h (JC.(4)) 3 on obtient une contradiction en tenant compte du

lemme suivant:
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Lemme 4.2 (Clifford)
Eﬁﬁ:;?g_ﬁTV:W 3 C—espacés vectoriels de dimensions fespectives u,v,w.
Soit £f:U®V—W une application linéaire .On suppose que f(x® y)30
pour x$¥0 et y3#0 .Alors w Z'u+v—1;éi w=u+v-1 alors tout élément non
nul z de W s'écrit z=f(x®y) pour un couple (x,y) convenable.

2):m0¢( O ci)=¢ [E] avec Ei=
Notons Ca la courbe définie dans C' par 1'idéal Ann(¢g¢ ) dans G)C‘ et
C5 la courbe définie par Ann(Ann( €)).Notons I 1'idéal Ann(Ann(f:))
On a une suite exacte 0 —> © C' jé_? I-€P F >0 ouF est un

module de support fini.Soit d le degré de C',on a d +d,=8,

2
On note g5 le genre arithmétique de Ci.Comme 1'image de E-:dans H1(va)
est nor nulle,HO(I(1)) —> H'(Jy, (1)) est injectivejde plus B'(I(1))=0
car ﬁ’( CE)C.(1))=O.(C' n'est pas sur une cubique)

I1 en résulti que HO( @B)a(1))-——>Ho( @ (1)) est bijective

(lemme du serpent). (C; n'est pas plane du fait que céc;ca)
Comme précédemment on obtient 4, ;1783 =3;1la suite exacte

0 »>r%(1)—>10( O C.>~——>H (O )8 M8 (O H—>u"(0)>0
donne?((@c‘) n'(1)-1 et 12X ((/C;)_él jdone 0 £ g, £2 1
Par.allleurs ,8,=4 ou 5 (d2 E= d1) .Si d1=4(g1=1) on a hO(JC.(2))3> 2
Comme JC':>JC? on obtient une contradiction en utilisan; le

lemme de Clif}ord.Si 4 = 5(g1=2) on a hO(JC.(2))=1 (sinon on a

encore une absurdité).le lemme de Castelnuov; montré que JC; est
engendré par hQ(JC,(B)),donc Ca est liéde & une droite par une
guadrique et une s&rface cubique.

C; qst donc arithmétiquement Cohen-Macaulay ,en particulier h ( éjc.)—1
on a h° ( C,) < 11(1) = 1 donc g,7 0.Comme h ( (5 C.(2))-—0

on obtient h (JC,(2))273 - Ainsi toute ouarthue contenant C' est
produit de la quadrlque contenant C' et d'une quadrique contenant C!

4 2
On a encore une contradiction.

La courbe elliptique de degfé 8 n'est donc pas une exception.
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RESUME

Soit X wune courbe lisse, compléte, gauche de degré d et de

genre g de p3 (espace projectif de dimension trois sur C).

On montre que la série linéaire "découpée" sur X par les surfaces
de degré (d-4) est incompléte si et seulement si X a une (d-2)-sécante

sauf dans trois cas ot 1'ona d=7,9g=0;d=7,9g=1;d=8, g=0.

MOTS CLES : Série linéaire ; Sécante ; Fibré vectoriel ;

Eclatement ; Surface réglée ; Lien singulier.




