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Courbes d e  l ' e s p a c e  p r o j e c t i f :  

S é r i e s  l i n é a i r e s  i n c o m p l è t e s  e t  m u l t i s é c a n t e s  

5 O . I n t r o d u c t i o n  

S o i t  X une  c o u r b e  d e  p3 ( e s p a c e  p r o j e c t i f  d e  d imens ion  3 s u r  C ) 

l i s s e  connexe non p l a n e  d e  d e g r é  d  e t  d e  g e n r e  g ; o n  n o t e  JX l ' i d é a l  

d e  6 d é f i n i s s a n t  X e t  H ~ (  ~ ~ ( n ) )  l e  ième @-espace v e c t o r i e l  d e  

1 d e  cohomologie  , d e  d imens ion  h i ( d X ( n ) ) .  On a h ( J X ( n ) )  = O pour  

2  n  > d-2 , h  ( J X ( n ) )  = O p o u r  n  > d /2  - 2  ( C 23 ) .Le nombre d e  

s u r f a c e s  d e  d e g r é  n  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  c o n t e n a n t  X e s t  é g a l  

O à h ( J X ( n ) )  .En g é o m é t r i e  c l a s s i q u e  o n  d é f i n i t  l a  s é r i e  l i n é a i r e  

"découp6e"sur  X p a r  l e s  s u r f a c e s  d e  d e g r é  n ; c e t t e  s é r i e  e s t  

1 c m o p l è t e  s i  e t  seu lement  s i  H ( J X ( n ) )  e s t  nu l .Pour  n  v o i s i n  d e  l a  
1 

b o r n e  d e  Cas te lnuovo il semble  que  l a  c o n d i t i o n  h ( ~ ~ ( n ) )  ) O  e s t  

é q u i v a l e n t e  à l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  d r o i t e  ( n + 2 ) - s é c a n t e  à X .Ceci e s t  

démontré  pour  n=d-3 d a n s  [4] . Le r é s u l t a t  p r i n c i p a l  d e  c e  t r a v a i l  

e s t  l e  s u i v a n t :  

3 Théorème 0.1 : S o i t  X C P u n e  c o u r b e  l i s s e  non p l a n e  d e  d e g r é a 6  , 
d e  g e n r e  g  .On suppose q u e  ( d , g )  4 { ( 7 , 0 )  ; ( 7 , 1 )  ; (8 ,O)  ) 

1 A l o r s  H ( JX(d-4  ) )  e s t  non n u l  s i  e t  s eu lemen t  s i  X a une  (6-2)- 

s é c a n t e -  . 

1 o n  p o s e  M=R; ( i ) @ G x  . si h ( J ~ ( ~ ) ) > o  pour  un e n t i e r  n , o n  a 

h' ( Fl@ A) > O  pour t o u t  OX -module i n v e r s i b l e  A d e  deg ré  n+g 

( r43 Prop 1.2 ) .Supposons n  )2 /3  d  - 1  ; o n  montre  que  s i  

h 1  ( ~ ~ ( n ) )  > O  e t  s ' i l  n ' e x i s t e  p a s  d e  d r o i t e  a u  moins ( n + 2 ) - s é c a n t e  

a l o r s  il e x i s t e  un s o u s - f i b r é  d e  r a n g  deux d e  14 d e  d e g r é  



s u p é r i e u r  à 2(n+ l -d )  d o n t  t o u t  q u o t i e n t  d e  r a n g  1 a un d e g r é )  (n+ l -d )  

L t  i n t e r p r é t a t i o n  g é o m é t r i q u e  e s t  l a  s u i v a n t e  : X a une (n+2  ) - s é c a n t e  

o u  X e s t  t r a c é e  s u r  u n e  s u r f a c e  r é g l é e  d e  d e g r 6  < 2(d-n-1) .  
N 

La n o r m a l i s é e  S d e  S e s t  l i s s e  e t  l e  c o n d u c t e u r  d e  b , d a n s  6 e s t  l ' i d é a l  
5 

d ' u n e  c o u r b e  r ( l i e u  s i n g u l i e r  d e  S ) .  
5 

1 1 Pour  que h ( ~ ~ ( n ) )  s o i t  n u l  i l s u f f i t  que  h ( ~ ( s - n - 4 ) )  = O (où s e s t  

l e  d e g r é  d e  S )  e t  que  I I ' ( J ~  43 O r ( n ) )  = O.Four n  = d-4 , c e t t e  

méthode s ' a p p l i q u e  p o u r  d )  9. 

On s e  ramène à l ' é t u d e  d e s  l i e u x  s i n g u l i e r s  d e s  s u r f a c e s  r é g l é e s  

q u a r t i q u e s  r a t i o n n e l l e s  ou  q u i n t i q u e s  elliptiques,"éventuellement 

dégt?néréesW 

S o i t  S une s u r f a c e  r é g l é e  q u a r t i q u e  r a t i o n n e l l e  d e  

s e m i - s t a b l e )  : on l a  r e g a r d e  comme donnée p a r  un f i b r é  q u o t i e n t  

( d e  r a n g  deux  e t  d e  d e g r 6 , q u a t r e  ) du f i b r é  t r i v i a l  d e  r a n g  q u a t r e  

s u r  p4 . On 6tend  c e t t e  donnée à p 2 p a r  1' i n t  e r r n é d i a i r e  du 

plongement d e  Véronèse  d e  IP' d a n s  P" - 
On o b t i e n t  a i n s i  une  congruence  d e  d r o i t e s  d e  p 5 , d e  b i d e g r é  ( 1 , l )  

o ù  1 6 3,  c o n t e n a n t  l e s  g k n k r a t r i c e s  d e  S. 

On peut  c l a s s e r  c e s  congruences  e t  l a  d é t e r m i n a t i o n  du l i e u  s i n g u l i e r  

d e  S en r k s u l t e .  , 
S o i t  m a i n t e n a n t  S u n e  s u r f a c e  r é g l é e  q u i n t i q u e  e l l i p t i q u e  d e  d u a l e  

s t a b 1 e ; o n  l a  r e g a r d e  comme donnée p a r  un plongement  a r i t h m é t i q u e m e n t  

normal  d e  d e g r é  5 d ' u n e  c o u r b e  e l l i p t i q u e  C d a n s  l a  grassmannienne  G 

d e s  d r o i t e s  d e  p3 ( i d e n t i f i é e  & une h y p e r q u a d r i q u e  d e  IP5 > 
S o i t  H l ' h y p e r p l a n  d e  p5 engendré  p a r  C .  On B t u d i e  l a  t r a n s f o r m a t i o n  

d e  Semple a t t a c h é e  à C . C ' e s t  une t r a n s f o r m a t i o n  d e  Cremona e n t r e  

H e t  un e s p a c e  p r o j e c t i f  H f  d e  dimension q u a t r e  dans  l a q u e l l e  

l e s  h y p e r p l a n s  de  H a  c o r r e s p o n d a n t  aux q u a d r i q u e s  d e  H c o n t e n a n t  
2 

C . De f a ç o n  p r é c i s e  on démontre  q u ' i l  e x i s t e  un isomorphisme 



e n t r e  l ' é c l a t e m e n t  de  C d a n s  N e t  . l ' é c l a t e m e n t  d ' u n e  s u r f a c e  r é g l é e  

q u i n t i q u e  T d e  H l  , i s o a o r p h e  à l a  v a r i é t é  Div2(C ) d e s  d i v i s e u r s  d e  

d e g r é  deux s u r  C .  

A l a  quadr ique  G f l E  d e  H e s t  a s s o c i é  un h y p e r p l a n  d e  H t , d o n t  

l ' i n t e r s e c t i o n  avec  T s ' i d e n t i f i e  a u  l i e u  s i n g u l i e r  d e  S.  

Ce l i e u  s i n g u l i e r  e s t  donc une q u i n t i q u e  e l l i p t i q u e  l i s s e  isomorphe 

(non canoniquement)à C o u  l a  r éun ion  d ' G e  d r o i t e  e t  d ' u n e  

b i q u a d r a t i q u e , s e l o n  que H n ' e s t  pas  , o u  e s t  t a n g e n t  à G . 1 1  r e s t e  à 

é t u d i e r  l e s  c o u r b e s  d e  d e g r é  i n f é r i e u r  à n e u f .  

Cec i  s e  f a i t  en u t i l i s a n t  une  v a r i a n t e  p l u s  s i m p l e  de  l a  méthode 

g é n é r a l e . C e c i  permet d e  t r a i t e r  l e s  c a s  où  d > 6 e t  g  ), 2. 

On i d e n t i f i e  e n f i n  l e s  e x c e p t i o n s  s i g n a l é e s  d a n s  l e  théorème O .  1 

e t  on montre que  l e s  c o u r b e s  e l l i p t i q u e s  d e  d e g r é  h u i t  n e  s o n t  p a s  

d e s  e x c e p t i o n s .  

J e  t i e n s  à r a p ~ r c i e r  L.Gruson q u i  m'a suggéré  c e  t r a v a i l  e t  q u i , p a r  

s e s  m u l t i p l e s  c o n s e i l s  ,m'a permis  d e  l e  r é a l i s e r .  



5 1 .  La méthode 

Dans t o u t  l e  t e x t e  on  d é s i g n e  p a r  X une  c o u r b e  l i s s e  i r r é d u c t i b l e  non 

p l a n e  d e  e d e  deg ré  d  e t  d e  g e n r e  g.On n o t e r a  JX l ' i d é a l  d e  
/-u 3 

d é f i n i s s a n t  X.Soient X l a  n o r m a l i s é e  d e  X e t  p : ~ +  8) l ' a p p l i c a t i o n  

P r o p o s i t i o n  1 . 1 :  S o i t  X une c o u r b e  a y a n t  l e s  p r o p r i é t é s  c i - d e s s u s .  

1 S o i t  n  un e n t i e r  n ?  $6-1( A s i  g  5 2 )  t e l  q u e  h ( ~ ~ ( n ) ) >  O.on suppose  

q u ' i l  n ' e x i s t e  pas  d e  d r o i t e  a u  moins { n + 2 ) - s é c a n t e  à ' X . 1 1  e x i s t e  

a l o r s  un s o u s - f i b r é  N d e  r a n g  2  d e  M d e  d e g r é  ) 2(n+l -d)  d o n t  t o u t  

f i b r é  q u o t i e n t  d e  r a n g  1 e s t  d e  d e g r é  7 ( n i l - d )  . 
Démons t r a t ion :  Montrons que  Pl n '  e s t  p a s  s e m i - s t a b l e :  d ' a p r è s  [4] il 

2 
s u f f i t  d e  v o i r  que h l  ( A  M @ A ) = O  p o u r  a u  moins ~ n 6 ~ m o d u l e  i n v e r s i b l e  

A d e  d e g r é  ( n + g )  s i  p a r  l ' a b s u r d e  on suppose  que  M e s t  s e m i - s t a b l e .  
2 

Conme ( A IiI@A)=3(n+l)-2d c e c i  r é s u l t e  d e  181 1.6.3 e t  1.7.4, compte 

t e n u  d e s  h y p o t h è s e s  f a i t e s  s u r  n.Supposons q u ' i l  e x i s t e  u n e  s u i t e  

e x a c t e  O+B-+M+Q+O t e l l e  q u e  Q s o i t  un f i b r é  d e  r a n g  2  e t  q u e  

1 h (B@Q @A)=0 pour ~ n O ~ - r n o d u l e  i n v e r s i b l e  A ,  d e  deg ré  ( n + g )  , a s s e z  

2 g d n é r a l . P o s o n s  b = d e g ( ~ V )  .on sa i t  q u e  h 1 ( A  B@A) = O([4] prop  1 .2)  
e z 

La s u i t e  e x a c t e  0- B ba Q-3 A M --+ A 4 3 O i n d u i t  un isomorphisme 
2. 2 H I ( A  M Q A )  H 1 ( ~ ' Q @ A )  donc X ( A  Q@A)=-d+b+n+l<O . 

~ o n t r o n s  ( e n  s u i v a n t  [4Ip.502 " c a s e  1 " ) q u ' i l  e x i s t e  une d r o i t e  
N 3 

( d - b ) - s é c a n t e  à. X.Notons p:X -> l e  morphisme d ' image  X , ~ C  7 >cP 
l e  g raphe  d e  f : ~  x p +  P l e s  p r o j e c t i o n s .  On a 

l a  s u i t e  e x a c t e  ( c 4 l  p.435) : 
3 

o-vt*(A f * ( G p ( - s )  )+ $(A'M)B f*( b3(-2)).3 f  

G -  x6p3-> d 40  s 
Q' i 

P i on prend l ' i m a g e  p a r  R f, on o b t i e n t  pour  

i = 0 , 1  l e s  complexes: 

~ ~ : o - t ~ ~ ( ~ ( - i  ))a 6 < - J > - + H ~ ( / ~ ~ I ~ Q A E J ~  ( - 2 ) . + n i ( ~ @ ~ ) @ 6  ( - 1 )  3 

H ~ ( A ) @ @ ~ ~  
P P tP 

1 Notons q u e  h ( ! 4 @ ~ ) = 0 ( c a r  h l  ( B @ Q  @A)=O) i m p l i q u e  h l  ( N @ A )  = O 



5 
1 p u i s q u e  BV e s t  engendré  p a r  s e s  s e c t i o n s , e t  h  (B@A)=o  c a r  ( B @ A )  = 

ni-1-b 2 0  e t  A a s s e z  g é n é r a l . P a r  a i l l e u r s  l ' a b o u t i s s e m e n t  d e  l a  s u i t e  

s p e c t r a l e  d ' hype r image  d i r e c t e  p a r  f d ' u n e  r é s o l u t i o n  d e  1 *A @ Op 
i 1 e s t  R p,A ( i = 0 , 1 )  e t  l ' o n  a  R p,A=0 p u i s q u e  p  e s t  f i n i  .' Eh n o t a n t  

u: H o ( ~ ~ A ) ~ D ~ ~ ( - ~ ) + ~ o ( ~ ) ~  6 l a  f l è c h e  d e  d r o i t e  d e  Co,on a une  
P rip 

s u i t e  e x a c t e :  

~ ' ( ~ ( - 1 )  )Q 6 @ @ l * ~ o ( ~ 2  M @A)QO 8a ( -2 )+coke r  u  .+**.A - 0 
D ' a u t r e  p a r t  l e  conoyau d e  l a  f l è c h e  composée: 

1 2  1 2  H1(A(-1 ) ~ p ( - 3 ) - - 3  H (A #@A)@@ ( - 2 1 4  H ( A  ~ @ l i ) @  op(-2) 
t Li>' N 3 

e s t  K = R ~ ~ , ( ( T * ( / \  Q a ~ ) i ~ 6 ~ )  où Y e s t  l ' h y p e r s u r f a c e  d e  X r a y a n t  

pour  é q u a t i o n  l a  s e c t i o n  à e ~ * ( ~ ~ ) @ f * ( 6  ( 1 ) )  d é d u i t e  d e  l l i n c l u s i o n  P 
B C M  . On a Y = P r o j ~  B o ù  E e s t  l e  f i b r e  d e  r a n g  t r o i s  s u r  X,conoyau 

d e  l a  f l è c h e  B ~ V Q  6% = H ' ( ~ ~ ~ ( I ) ) @  O?.Notons l ' i n t e r p r é t a t i o n  
u rer 

s u i v a n t e  d e  l a  t r a c e  s u r  Y d e  l a  f i b r e  f - ' ( x ) ( i d e n t i f i é e  X) d ' u n  

- !P3 p o i n t  x  d e  $:si q: X - e s t  l e  morphisme d e  deg rk  b d e f i n i  p a r  

i a  t r a n s p o s é e  V V B ~ ? - - +  B~ de  it i n c l u s i o n  c i - d e s s u s ,  i1 ( x )   fi^ e s t  
rh 

l ' i m a g e  r e c i p r o q u e  p a r  q  du  p l a n  d e  &;(défini p a r  x . b i n s i  supp(K)  e s t  

l a  v a r i é t 6  l i n é a i r e  d e  p l e n g e n d r B e  p a r  l ' i m a g e  d e  q;comme b 7 0 , o n  a 

dim(L) & 1 .  

S i  d im(L)&O l a  s u i t e  e x a c t e  O-K+ c o k e r  u  +p,A O mont re  

que  J X / a n n ( c o k e r  u )  e s t  d e  l o n g u e u r  f inie;comme a n n ( c o k e r  u.) e s t  

1 ( n + l  ) - r é g u l i e r  on a h  ( JX(n ) )=O c o n t r a i r e m e n t  à l ' h y p o t h è s e .  

S i  d im(L)=l  , l ' i m a g e  d e  q e s t  l a  d r o i t e  o r t h o g o n a l e  d e  L e t  q e s t  

d e  d e g r é  b ;  L  e s t  donc une ( d - b ) - s é c a n t e  à X .  

S i  l a  f i l t r a t i o n  d e  Harder-Narasimhan d e  M e s t  O + B + M  -+ Q - 3 0  

avec  r g ( B ) = l  e t  s i  ~ ' ( B B Q  @ A ) > - Q  pour  t o u t  A d e  d e g r é  ( n + g ) , o n  & 

( B B Q  @A)=-d+deg(B)+2(n+l)  < O.Ceci e s t  i m p o s s i b l e  c a r  d e g ( B )  > -b; 
3 

on e s t  d a n s  l e  c a s  c i - d e s s u s *  



1 2  - 2d on a h ( / \ N O A ) = O  ( c a r  deg  N > - )/ -n-1) donc ~ ' ( B @ N @ A ) ~  O e t  a l o r s  
3 

( B @ N @ A )  = -deg ~ + 2 ( n + l - d  k O ,  d ' o ù  l a  p r o p o s i t i o n  d a n s  c e  c a s  

( p u i s q u e  N e s t  s e r n i - s t a b l e ) . ~ n f i n , s i  l e s  q u o t i e n t s  s u c c e s s i f s  d e  l a  

f i l t r a t  i o n  d e  Harder-Narasimhan d e  M s o n t  t r o i s  modules d e  r a n g  un 
1 

(Bi)  i = 1 , 2 , 3  d e  d e g r é s  r e s p e c t i f s  b ,  7 b 2 7  b  e t  s i  l ' o n  n ' e s t  p a s  d a n s  3 
l e  c a s  c i - d e s s u s  on a h 1 ( B 1 @ B 3 @ ~ ) >  O pour  t o u t  A d e  d e g r é  ( n i g )  donc 

?(. ( B ~ @  B3@b)= -b jd**+l<O d ' o ù  l a  p r o p o s i t i o n .  C.Q.F .D 

A p p l i c a t i o n :  

1 On prend n=d-4 .Les h y p o t h è s e s  s o n t  h  ( JX(d-4 ) )?O, d )  9 ( ;r/ 9 s i  @;f2) 

11 f a u t  m o n t r e r  q u ' i l  e x i s t e  u n e  d r o i t e  ( d - 2 ) - s é c a n t e  à X.Si c e  n ' e s t  

p a s  l e  c a s , i l  e x i s t e  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  1 . 1 , ~  f i b r é  d e  r a n g  deux 

N d e  d e g r é  ;7/ -5 d o n t  t o u t  q u o t i e n t  d e  r a n g  1 e s t  d e  d e g r é  -2 . - N 

On pose  V = H ' ( ~ ~ ( I ) )  , E = V @ @ ? / N  , S = P r o j ~ ( ~ ) ; o n  n o t e K : ~ - x  l a  P 
p r o j e c t i o n  e t  6 a( 1 ) l e  6 5-module i n v e r s i b l e  t a u t o l o g i q u e  q u o t i e n t  

d e  71. * E . L ~  composé v 4 0 S  4 $3 4 OS( i ) d é f i n i t  un morphisme 
Cu 

q:S  -2 p3 d e  d e g r é  & 5 ; l 1 a p p l i c a t i o n  6 ? l i n é a i r e  B 4 % ( 1 )  d é f i n i t  
2 

u n e  s e c t i o n  non n u l l e  d ~ 6 ~ - m o d u l e  i n v e r s i b l e  ( A  ~ ~ ( 1 ) ) L g l  @ ~ ( 1 )  
N G X  

d o n t  l a  c o u r b e  d e s  z é r o s  e s t  isomorphe S'X par'-tr;la r e s t r i c t i o n  d e  q 

@ ru3 à c e t t e  c o u r b e  e s t  i somorphe  ~ a r T  a u  morphisme p:X+ .Autrement  
N 

d i t  l a  c o u r b e  X e s t  t r a c é e  s u r  l a  s u r f a c e  r é g l é e  S d e  @,image d e  S 
rJ 

p a r  q.La donnée d e  q e s t  é q u i v a l e n t e _ &  c e l l e  d ' u n  morphisme q d e  X d a n s  

P N 

l a  g ra s smann ienne  G d e s  d r o i t e s  d e  :pour  t o u t  p o i n t  x d e  X ,z(x) e s t  
PJ 

l e  p o i n t  d e  G a t t a c h é  à l a  d r o i t e  - ' ( x ) c  S  p longée  p a r  q  d a n s  p. 
Le morphisme composé d e  9 e t  d e  l ' i n c l u s i o n  d e  G d a n s  r 5 e s t  d é f i n i  p a r  

l ' a p p l i ~ a t i o n  @ ? - l i n é a i r e  n a t u r e l l e  d e  ~ ~ ~ 8 6 ~  s u r  B;  il e s t  d e  d e g r é  

( d e g  E ) .  

Supposons que  q n e  s o i t  pas  une  a p p l i c a t i o n  b i r a t i o n n e l l e  de .  X s u r  son  

i m a g e ; c e l l e + c i  e s t  a l o r s  une c o n i q u e ( e l 1 e  n e  peu t  è t r e  une  d r o i t e  c a r  

X n ' e s t  p a s  p l a n e ) .  

S i  l e  p l a n  d e  c e t t e  c o n i q u e  e s t  con tenu  d a n s  G,S e s t  un cône  du  second 

d e g r é  d o n t  une g é n é r a t r i c e  g é n é r a l e  coupe X en deux p o i n t s  ; 



on v é r i f i e  a l o r s  que X e s t  , s e l o n  l a  p a r i t é  d e  d , i n t e r s e c t i o n  

complè t e  ou l i é e  à une  d r o i t e  s u r  S,donc a r i t h m é t i q u e m e n t  Cohen-Macaulay 

. C e c i  e s t  évidemment e x c 1 u ; s i  l e  p l a n  d e  2(?) n ' e s t  p a s  c o n t e n u  d a n s  G 

S e s t  une q u a d r i q u e  l i s s e  d o n t  une f a m i l l e  d e  g é n é r a t r i c e s  ( c o r r e s p o n -  
- - /V 

-dant  à l a  con ique  q ( X ) ) e s t  formée de  b i s é c a n t e s  à X(pu i sque  q : X  -> q(iT) 

e s t  un r evè t emen t  r a m i f i é  d o u b l e ) ; l r a u t r e  f a m i l l e  e s t  donc formée  d e  

(d -2 ) - sécan te s  à X.On suppose  main tenant  que  5 e s t  une  a p p l i c a t i o n  
w 

b i r a t i o n n e l l e  d e  X s u r  son  image . S i  q(X) e s t  p l a n e , S  e s t  un cône  d e  
A/ 

d e g r é r  5  ou  une q u a d r i q u e  s e l o n  que l e  p l a n  d e  q ( X )  e s t  c o n t e n u  dans  
Ir, 

G ou pas.Dans l e  p r e m i e r  c a s  X(supposée l i s s e  e t  b i r a t i o n n e l l e  à Q ( X ) )  

e s t . d e  d e g r é 4 6 , c e  q u i  e s t  exc1u;dans  l e  second e a s  une  f a m i l l e  d e  

g é n é r a t r i c e s  de  l a  q u a d r i q u e  e s t  formée d e  ( d - 1 ) - s é c a n t e s  à X. 
+'- C r c r  

S i  q(X)  n ' e s t  p l a n r  , on  a. g -2 (pu i sque  l e  d e g r é  d e  $ ( X ) L ~ )  .On v é r i f i e  

q u ' u n  f i b r é  d e  r a n g  2 e t  d e  d e g r é  5 a y a n t  a u  moins q u a t r e  s e c t i o n s  

i n d é p e n d a n t e s  s u r  u n e  courbe  d e  g e n r e  2  e s t  i n s t a b l e .  

C e c i  permet  d '  é l i m i n e r  l e  c a s  où X e s t  d e  g e n r e  2: en  e f f e t  s i  N~ e s t  

d e  d e g r é  5 ,  I l  e s t  s t a b l e . 1 1  f a u t  main tenant  examiner  l e s  c a s  $=O e t  

rv' 

Supposons que X e s t  r a t i o n n e l 1 e ; o n  a  d e g ( ~ )  4 4 ( c a r  N~ n ' e s t  p a s  

s t a b l e ;  s i  d e g ( E ) 4 4  on v é r i f i e  f a c i l e m e n t  que X a une d-1 s é c a n t e  

On p e u t  s u p p o s e r  q u e  deg(E)=Ç..On a a l o r s  N= O (-2) @ U t z A p r è s  

i d e n t i f i c a t i o n  d e  2 2i à 4 . C e  s e r a  l ' o b j e t  d u  p a r a g r a p h e  2. 
# *V 

Supposons X e l 1 i p t i q u e ; o n  a deg  ( E ) >  4 , c a r ' q ( X )  n ' e s t  p a s  p l a n e .  

I l  f a u t  donc examine r  l e s  c a s  s u i v a n t s : d e g ( E ) = 4  e t  N~ s e m i - s t a b l e ;  

d e g ( E ) = 5  e t  N~ s t a b l e . C e  s e r a  l ' o b j e t  d u  p a r a g r a p h e  3 

P r o p o s i t i o n  1.2: S o i e n t  S une s u r f a c e  d e  p3 d o n t  l a  n o r m a l i s d e  
nJ \ 

S e s t  l i s s e ,  J' l ' i d é a l  d e  6 image r é c i p r o q u e  du c o n d u c t e u r  r p3) 
, Hpm (6 ,O ) , l a  c o u r b e  (non  nécés sa i r emen t  r é d u i t e )  d e  

I\) 

p3 d '  i d e a l  

- I 

5 s  
Jr 1 

X une  c o u r b e  t r a c é e  s u r  S , s e c t i o n  d ' u n  module 
ry 

i n v e r s i b l e  L.On s u p p o s e  que 1' image X d e  X d a n s  n ' a  p a s  d e  

composante commune avec  r .Notono JX 1 8 i d O a l  d e  X d a n s  
1 

lP3 
Pour que  h '  ( JX(n )=O)  il s u f f i t  que h & ( s - n - 4 ) ) = 0 ( o h  s e s t  l e  d e g r é  



canon iques .La  p r o p o s i t i o n  r é s u l t e  a l o r s  d e  l a  s u i t e  e x a c t e  

0 3  Jy @ LV3 JX 4 J X @  Op 4 O en t e n a n t  compte d e s  i somorphismes  
1 v  W , = 6 , ( s - 4 )  e t  H' ( ~ ( s - n - 4 ) ) = ( H  ( L  d ~ $ ( n + 4 - s ) ) ~ .  C.Q.F.D 

La p r o p o s i t i o n  1.2 s e r a  u t i l i s é e  en supposan t  que  l a  s u r f a c e  e s t  
ru 

r e g l é e  .On u t i l i s e r a  l e s  n o t a t i o n s  s u i v a n t e s : s o i e n t  X une c o u r b e  

l i s s e , E  un 6 y-module loca l emen t  l i b r e  d e  r a n g  2 e t  d e  d e g r 6  s ,  
W 

A 
N rv 

s = P r o j  x(E), V:S  -+x l a  p r o j e c t i o n ,  6 ~ ( 1 )  i e  q u o t i e n t  i n v e r s i b l e  -- 
r. 

d e  T*B . L ' a p p l i c a t i o n  ( A , k )  - A B  b g ( k )  i d e n t i f i e  P i c ( X )  @ 2 e t  
rJ nC ru 

P i c ( S )  , donc  z2 e t  l e  q u o t i e n t  Num(S) d e  P i c ( S )  p a r  l ' é q u i v a l e n c e  

numérfque.La m a t r i c e  d e  l a  forme b i l i n é a i r e  d ' i n t e r s e c t i o n  e s t  
k g) , l e  b j-module canon ique  e s t  isomorphe I (Y@~E$@ $ ( - 2 )  

cY 
sa c l a s s e  d a n s  Num(S) e s t  

I l  f a u t  m a i n t e n a n t  v o i r  comment l a  p r o p o s i t i o n  1.2 s.e t r a d u i t  dans  

c e  c o n t e x t e . 0 n  s ' i n t é r e s s e  à l ' i somorphisme:  

H 1  (L(s-n-4 ) )Z ( H ( L ~ @ ~ ! ~ * ~ - S )  ) ) V . ~ a  s u i t e  s p e c t r a l e  H ~ R ~ V ' $  --tHn3' 
ro' 

d é g é n è r e  i c i ( d u  f a i t  que  X e t  l e s  f i b r e s  d e T  s o n t  d e  d imens ion  1 )  ' 

en une s u i t e  e x a c t e :  

O 1 1 H ( R  T*(L(S-~-~)) -+H'  ( ~ ( s - n - 4 ) )  -> H (TT,(~(s-n-4) )+O 

Supposons que  L = A ~ D O ~ ( I )  .Le t e rme  d e  gauche e s t  é g a l  à . 
2 v 

HO(A@ (A E) Q S Y ~ , + ~ - ,  (g)) d ' a p r è s  C61 III  ex 8.4 . Le t e r m e  d e  

d r o i t e  e s t  n u l  p o u r  113s-2 . 
Le c o r o l l a i r e  s u i v a n t  e s t  l a  t r a d u c t i o n  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1.2 dans  

l e  c a s  ' o ù  S  . e s t  r é g l é e .  

C o r o l l a i r e  1.2.1:  S o i t  X une  courbe  non p l a n e  d e  deg ré  d d e  
yu 

P , d e  

n o r m a l i s é e  X .  On suppose  que  l e s  h y p o t h è s e s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1.2 
(J 

s o n t  s a t i s f a i t e s . 0 n  suppose  que  S = ProjX(E) ,oÙ E e s t  l o c a l e m e n t  l i b ~  



1 de rang 2 et de degré s . On suppose enfin que h (~~(d-4))? 0, 
O 2 - a-2 - . . 

', - 
d > 9  (+ 9 si g ~ 2 ) .  ~10x-s on a ( ( ( A  CI )~6X(1)~Symd-3-S(~V))>~ ' 

f OU ~ ' ( J ~ o  6r(d-4)) > 0 
2 

Démonstration : Il suffi; de prendre A= A F , ~  B QM.o~ a évidemment 

d-4 )/~-2 C.Q.F.D. X 
/w 

On devra donc stinteresser à l'iatersection de X et de r ;Sur S on 
\ \  Ir 

peut'calculer le nombre d'intersection de et de X,i-e le degré du 

schéma (de dimension zéro) d'idéal J +. J x .  5' 
Prornsition 1.3: 

w 
Soient S une surface de dont la normalisée S est lisse, J l'idéal 

tf 
de 9 image réciproque du nconduct eur" Born( 6- , 6$ ) C , 

, . 3 tu 
la courbe (non nécessairement rdduite) de d'idéal J, ,X une 

& l 

courbe tracée sur S,section d'un Oz -module inversible L. 
/v 

On suppose que l'image X de X dans pas de composante commune 

Cr 
avec 1 .  . Alors le nombre d'intersection des diviseurs associés 

Y 
X et h l'image réciproque de sur est égal au degré du schéma 

~ 7 

3 
(de dimension0)d' idéal JX . +Jp 

Démonstration: - Ccr 
Soient R leanneau de S, R l'anneau de S. 1 le conducteur de 5 dans 
R et f une équation de X dans S.La courbe X étant lisse on a: 

- 
R R 4 - - Il en résulte R - R 

R n f R  fR (I + R n f  BI1 - LI +F Ti) 
R K On a donc : long = long 

(I t(8nf Fù) r + f R  



$ 2 .  Courbes r a t i o n n e l l e s  

S o i t  X u n e  courbe non  p l a n e  d e  p3 , l i s s e  r a t i o n n e l l e  d e  d e g r é  d,  

image d k u n  morphisme p: P*\+ p3 ( isomorphisme d e  P* s u r  X). 

' S i  hl ( JX(d -4 )  )> 0 a l o r s ,  ou b i e n  M = ~ * ~  t4)admet un s o u s - f i b r é  N 
e P.3 

d e  r a n g  2  isomorphe à O t2 ) .0n  pose  E= V @ 6 & o ù  V= d fi0( O p(3(/\)) 
P 

Comme s n ' e s t  pas  un  cône(^ l i s s e )  on a  E= 6k4t2) ou ~ = f ? ~ ~ i 4 ) @ 6 &  
2 6 3 2 ~  p 

Appl iquons  . l e  - c o r o l l a i r e  1.2.1 . , on  a (( l\ E) ) @ % (4)  6 p4(dc3) 
- 1  + = 7 - * , P a r  a i l l e u r s  A (Symd ( E ) ~ )  ( d a )  )=O c a r  l a  - 

ddcompos i t i on  d e  Symd - 7(~)v e n  somme d i r e c t e  d e  modules i n v e r s i b l e s  

n e  f a i t  i n t e r v e n i r  q u e  d e s  modules  d e  d e g r é 6  -(d-7).  On v o i t  donc 

pue  R' ( J X  B (d-4) ) # O où  r e s t  l e  l i e u  s i n g u l i e r  d e  Q . 
I 

11 s ' a g i t  d e  mon t re r  q u e  c e c i  imp l ique  q u e  l ' u n e  d e s  composantes  d e  7 
est  une d r o i t e  ( d - 2 ) - s é c a n t e  ?i X.On d e v r a  donc p r o c é d e r  à l a  d e s c r i p t i o n  

d u  s i n g u l i e r  d e  S e t  é t u d i e r  s o n  i n t e r s e c t i o n  a v e c  X. . 

La donn6e d e  l ' i n c l u s i o n  N C  V @ O * e s t  é q u i v a l e n t e  ( a p r b s  c h o i x  
% P 

d ' u n  isomorphisrneN NE b p,fe)et d ' u n e  b a s e  d e  V)à c e l l e  d ' u n e  

m a t r i c e  ( q  ) O f 3 O 
i J  j=o, 1 o ù  q i j c  13 ( Op1")). 

I d e n t i f i o n s  [P2 e t  P r o  j (Sym II0( 6 (2)  ) ) ; ( ,ceci r e v i e n t  2i p l o n g e r  

p4 d a n s  
R" 

p 2 p a r  l e  morphisme d e  Véronése . )  
O 

Notons  h l ' image  d e  qi d a n s  H ( 6 p2(1) ) i d e n t i f i k  à HO( 6p4(2) ) 
5 j 

Le sous-schéma de  IP' d é f i n i  p a r  l e s  2-mineurs d e  la m a t r i c e  (h. . )  
1 J 

e s t  d e  d imens ion  e d r o  : en e f f e t  il n e  r e n c o n t r e  pas  l t i m a g e  C 
e 

d u  plongement d e  Véronese  v: R\ ( c a r  N e s t  un s o u s - f i b r é  d e  

e s t  d e  s u p p o r t  f i n i .  

Notons  F , R , R ' ~ ~  c o n o y a u , l ' i m a g e , l e  noyau  d e  l a  f l è c h e  d e  d r o i t e  . 
2 1 P a r  ddca lage ,on  v o i t  q u e  B I  (R )C  H ( R )  =O; comme l e s  l i g n e s  d e  (h ) i j 

s o n t  i n d d p e n d a n t e s ( s u r  l e  c o r p s  d e  b a s e  , c a r  S n ' e s t  p a s  un Conel ,  
O on a h (F)  4 2,donc F e s t  d e  l o n g u e u & 2 -  

On d i s t i n g u e  l e s  c a s  s u i v a n t s :  

( a )  F=O 
2 

(b) F=~(x) n e  Il' 



F = k ( x , )  B) k(x2) X t  f X2 

F= 6 x / ( t , u 2 )  où  ( t , u )  e s t  un s y ~ t è m e  d e  g é n é r a t e u r s  d e  l ' i d é a l  

maximal d e  6 
Parmi  l e s  6 P-modules d e  l o n g u e u r  2 f i g u r e  a u s s i  B ( r )  8 k(x) où x e s t  . 

I 

un  p o i n t  d e  pq;rnais c e  c a s  ne  p e u t  s e  p r é s e n t e r  i c i : i l  co r r e spond  a u  

c a s  où  t o u t e s  l e s  d r o i t e s  (h i  j) p a s s e n t  p a r  x ; d a n s  c e  c a s  l ' i n c l u s i o n  

N C-9 V Q? Op4es t  i n v a r i a n t e  p a r  1' i n v o l u t i o n  d e  C d e s  c o u p l e s  d e  p o i n t s  

a l i g n é s  a v e c  x d e  s o r t e  que S e s t  une q u a d r i q u e  doub le .  

Etud e  du  c a s  ( a ) :  

d Ce c a s  e s t ( a b s t r a c t i o n  f a i t e  d e  l a  p o s i t i o n  d e  C d a n s  luniquement  

d é t e r m i n é  à automorphisme p r è s  d e  p2, p l u s  p r e c i s é m e n t  : 

P r o p o s i t i o n  2.1 

S o i t  (h i  j) O d i  5 3  une  m a t r i c e  & c o e f f i c i e n t s  d a n s  HO( &' 2( 1 ) )  d o n t  
j=o, 1 

l e s  m i n e u r s  maximaux s o n t  s a n s  zé ro  commun d a n s  
P 

p . s o i t  l e  6 g K n o d u i e  

l o c a l e m e n t  l i b r e  d e  r a n g  2,conoyau d e  l ' a p p l i c a t i o n  I l n é a i r e  
4. 2 

II: ( - 1  > -i d e f i n i e  p a r  c e t t e  m a t r i c e . l l o t o n s  li   pro j i~) -9 

l a  p r o j e c t i o n  e t  bp( 1 ) l e  q u o t i e n t  i n v e r s i b l e  t a u t o l o g i q u e  d e  B*E. 
4 

Le  composé ~ ~ 3 i ~ * E - 3 6 ~ (  1 ) d é f i n i t  un morphisme q : Y  A p3 q u i  

iP i d e n t i f i e  P à l ' é c l a t e m e n t  d ' u n e  cub ique  gauche  Y d e  . C e t t e  c u b i q u e  

, gauche  s e  d k c r i t  comme s u i  :si  l ' o n  n o t e  (TO,T1 , T 2 )  l e s  coo rdonnées  d e  

e t  s i  l a o n  p o s e  h i j =  t h i  j k ~ k  e t  R jk= f hi  j k ~ i  > Y e s t  l a  v a r i é t é  
O 

d e s  z é r o s  d e s  2-mineurs d e  l a  m a t r i c e  (H  ) j = 0 , 1  k=0,1,2 
j k 

Démons t r a t ion :  - 

Soit x un p o i n t  d e  p d e  coordonnées  (x0 ,  , x  ).Un a n t é c é d e n t  d e  x 
2 3 3 

p a r  q  s ' i d e n t i f i e  $i un c o u p l e  ( t , x )  E P x  (P o ù  l e s  coo rdonnées ( tO ,  t,, t 2 )  
C 

L d e  t s o n t  s o l u t i o n  d u  sys tème ( , xihijBtr = O ) j = O , (  

P a r  s u i t e  t e s t  u n i q u e  s i  e t  seu lement  c e  s y s t è m e  e s t  d e  r a n g  2 , i . e  

s i  e t  s eu lemen t  s i  x n ' e s t  p a s  un z é r o  commun a u x  2-mineurs d e  l a  

m a t r i c e  ( H  ) ; p o u r  mon t re r  que Y e s t  une  c u b i q u e  gauche ,  il s u f f i t  
j k 
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d e  v o i r  q u ' e l l e  e s t  1 i s s e . S o i t  x un po in t  d e  Y;par  changement d e  

coordonnées on peut  s u p p o s e r  x ( 0 , 0 , 0 , l ) ; c o m m e  h 30 e t  h3, s o n t  

p r o p o r t i o n n e l s  on peut  ( e n  t r ans fo rman t  é lémenta i rement  l a  m a t r i c e  ( h i j ) )  

suppose r  que h =O .On a supposé que  l e s  2-mineurs d e  (hi ) s o n t  s a n s  3 1 

z é r o  commun, donc l e s  hi, i = 0 , 1 , 2  s o n t  indépendan t s  sur C e t  p a r  

t r a n s p o s i t i o n  l e s  (H lk)k=~, 1 , 2  s o n t  indkpendants .  

D' a u t r e  p a r t ,  t o u j o u r s  p a r c e  que l e s  2-mineurs d e  (h i  ) s o n t  s a n s  zéro  

commun,on a  h g O ~ O , d o n c  l e s  HOk n e  s ' a n n u l e n t  pas t o u s  en x ;  l e s  p l a n s  

t a n g e n t s  en x  aux q u a d r i q u e s  con tenan t  Y o n t  pour é q u a t i o n s  l e s  

combinaisons  l i n é a i r e s  d e s  2-mineurs d e  l a  m a t r i c e :  

On v o i t  f a c i l e m e n t  q u e  ceux-c'i forment une  f a m i l l e  d e  r a n g  deux,d1oÙ 

1' a s s e r t i o n .  Pour v é r i f i e r  que q  e s t  1' éc la t emen t  d e  Y d a n s  p3 on 

u t i l i s e  l a  d e s c r i p t i o n  d e  P comme s o u s - v a r i é t é  d e  $ 3 1 ~ ~  d é f i n i e  

p a r  l e  s y s t è m e  d t  é q u a t i o n s  .Gxihi j k t k = O  ( j = 0 , 1 )  . L ' a s s e r t i o n  r é s u l t e  
AI 

a l o r s  du f a i t  que l a  r é s o l u t i o n  d e  6 y s ' é c r i t  : 

03 6:-3) t ~ & ,  F 8 ~ 2 )  -+ B ~ ~ +  6 , + 0  
Remarque 2.1  . l :  

On peut  d é c r i r e  géométriquement l e  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  d e  P comme 

l ' e n s e m b l e  d e s  c o u p l e s  ( t , x )  t e l s  q u ' i l  e x i s t e  une  d r o i t e  "sauteuse" '  II 

pour  E p a s s a n t  p a r  t t e l l e  que x s o i t  l e  p o i n t  d e  p r o  j ( ~ ~ )  d é f i n i  p a r  

l a  s e c t i o n  d e  EL( -2 ) .  

x ) , s i  L En e f f e t  s i  x e s t  un p o i n t  d e  Y de  coordonnées ( x o , x , , x 2 ,  

es t  l a  d r o i t e  d é f i n i e  p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( p r o p o r t i o n n e l l e s  ) 



13 

Xihi jkTK = 0 ,on v o i t  que (xo,xl  ,x2,x3)  e s t  une r e l a t i o n  e n t r e  
i , k  4 2 
l e s  ra lonnes  de l a  ma t r i ce  de l ' a p p l i c a t i o n  0 ) _j HO( 6 ( 4 )  ) 

k L Z1 
i n d u i t e  p a r  ( h . . ) . L a  s i t u a t i o n  d é c r i t e  dans l a  p ropos i t ion  2.1 e s t  

1 3  
unique à choix de bases  p r è s ; v o i c i  un exemple de bases : l a  mat r ice  

(Hjk) e s t  Xo * 1 e t  pa r  s u i t e  hij 

3 .  2  l 
On peut u t i l i s e r  l a  r e p r é s e n t a t i o n  paramétrique ( t , u )  -> ( t  ,t u, tu2,u3 

d e  Y; l l éqna t i on  de  l a  d r o i t e  s au t euse  a t t a c h é e  au  point  de  Y de 
2 2  paramétre ( t , u )  e s t  t To+tuTl+u T2=0. Ainsi  l ' enve loppe  de  c e s  

d r o i t e s  e s t  une conique. Notons a u s s i  que l ' image par  q  d 'une " d r o i t e n  

( f i b r e  d 'un  point  de  p2 par-'J- ) e s t  une b i s écan t e  à = , e t  inversement;  
-4 

en u t i l i s a n t  l e s - b a s e s  c i -dessus  l ' image de l a  d r o i t e m  ( t )  ,oh  t 

e s t  un po in t  de p 2 d e  coordonnées ( tO t l  t 2 ) , a  pour système d ' équa t ions  

Ses  p o i n t s  d ' i n t e r s e c t i o n  avec Y ont  pour paramètres l e s  s o l u t i o n s  
2 -. 

d e  l ' é q u a t i o n  t 10 + tuTl  + u2T2= O .Notons en f in  que l e  morphisme 
& lP3 q:p2- G (grassmannienne des  d r o i t e s  de  ) a t t a c h é ?  à q,  

composé avec l e  plongement d e  O dans p5 e s t  l e  plongement de  

Véronèse usuel .  

I l  e s t  d é f i n i  pa r  l e s  2-mineurs de (h i j )  qu i  forment une base  de 

H O ( Û  2(2 ) ) .  On l e  v o i t  en u t i l i s a n t  l a  r é s o l u t i o n  dlEagon-Northcott 
O 

de l ' i d é a l  de ce s  mineurs ou en u t i l i s a n t  l e s  bases  c i -dessus .  

Revenons au cas  ( a ) .  
2 

On v i e n t  de v o i r  que q(C) e s t  une s e c t i o n  hyperplane de  c ( p  ) .  

En d ' a u t r e s  termes l a  s u r f a c e  r é g l é e  S  peut è t r e  d é c r i t e  comme 

l 'ensemble  des  b i s é c a n t e s  à Y appar tenant  à un c e r t a i n  complexe 

l i n é a i r e  (éventuel lement  s i n g u l i e r ) .  En p a r t i c u l i e r  , l e  l i e u  

s i n g u l i e r  de S ( q u i  e s t  de  degré  3 )  e s t  éga l  à Y. 
-4 

En e f f e t  S=q( (C));comme C e s t  s e c t i o n  de 6 ( 2 j  e t  comme 
PZ 



SJ '6 2. ( 1  ) = J p ( 2 )  s e s t  une  s e c t i o n  d e  ~ ~ ~ ( 4 )  , d ' o h  l ' a s s e r t i o n .  P 
On remarque  que E e s t  i somorphe  B 6 (2) Q @ Q O U  à$i4J @ 

s e l o n  que  l ' h y p e r p l a n  d e  
IP'L lP4 

c o n t e n a n t  %(C) e s t  ou  non t a n g e n t  à l a  
IV 

gras smann ienne  G. L'image r é c i p r o q u e  d e  Y dans  S e s t  une  s e c t i o n  d e  
d-k- 

w ) .  autre p a r t  x e s t  s e c t i o n  d e  ( A ) .Le nombre 

) Ci4,) = 2d-2 d ' i n t e r s e c t i o n  d e  c e s  2 d i v i s e u r s  e s t  ( -2 ,2)  t1 

P a r  s u i t e  J ~ @  ($ (d-4) e s t  un 4 -module d e  d e g r é  (d -10 ) ;  donc 

h1  ( J ~ @  0 (d-4) )=0  pour  d a  9. l a  s é r i e  e s t  donc complè t e  d è s  que r 

Etude  d u  c a s  ( b )  

Le conoyau d e  t ( h i j )  e s t  un 6 -module d e  l o n g u e u r  u n , d e  s u p p o r t  
2 

un p o i n t  O d e  . PZ T o o  
P r o p o s i t i o n  2.2: La m a t r i c e  ( h i j )  e s t  é q u i v a l e n t e  h 

oh  ( T ~  ,'FI ,T*) e s t  une b a s e  d e  HO( b 2 (1  ) )  d a n s  l a q u e l l e  P 
LL 

l e s  coo rdonnées  d e  O s o n t  ( O  O 1 ) .  

Démons t r a t ion :  Q u i t t e  à r e m p l a c e r  ( h i j )  p a r  une  m a t r i c e  é q u i v a l e n t e  

on p e u t  s u p p o s e r  h i j (0 )=O p o u r  ( i ,  j )  # ( 3 , l )  , c a r  ( h i j ( 0 ) )  e s t  d e  

r a n g  1.  La f a m i l l e  (hiO) e s t  d e  r a n g  2  s i n o n  on p o u r r a i t  s u p p o s e r  

hiO=O pour  i = 1 , 2 ;  l ' i d é a l  d e s  mineurs  d e  (h i  j )  s e r a i t  a l o r s  c o n t e n u  

d a n s  (h00,h2j0) e t  l e  conoyau d e  ( h i j )  n e  s e r a i t  pas  d e  l o n g u e u r  1 

P a r  s u i t e  o n  p e u t  s u p p o s e r  h30=0. Les mineur s  d e  h .  . . s o n t  s a n s  
1J 1= Q,4,% 

f a c t e u r  commun,sinon l t i d 6 a l  d e s  mineurs  d e  ( h i j )  s e r a i t  con tenu  

d a n s  mO r )  ( q , h j l )  où  q e s t  l e  f a c t e u r  commun,et l e  conoyau 

d e  ( h i j )  n e  s e r a i t  p a s  d e  l o n g u e u r  1 . .  

Les h  i = 0 , 1 , 2  : j=0,1 s o n t  d e s  é l émen t s  homogènes d e  d e g r é  un 
i j 

de  R =  U [u,v] où ( u , v )  e s t  une  b a s e  d e   HO(%!^(^)). 
Comme l e s  mineur s  maximaux d e  l a  m a t r i c e  ( h  ) i = 0 , 1 , 2  j=O, 1 s o n t  

i j 2 
s a n s  f a c t e u r  commun , c e t t e  m a t r i c e  e s t  une p r é s e n t a t i o n  d e  où 

e s t  l ' i d é a l  maximal (u ,v )  d e  R , e t  p a r  s u i t e  s? t r a n s p o s é e  ,-. 



e s t  une p r é s e n t a t i o n  d e  ~ r t ~ ~ ( + ,  R ) .  Ce d e r n i e r  m o d u l e , t e n s o r i s 6  

p a r  R, , e s t  canoniquement  isomorphe a u  d u a l  du C -espace  v e c t o r i e l  - 

P z  
'm 

; I l  a p p a r a i t  a i n s i  une  b a s e  n a t u r e l l e  d e  R~ p a r  l a  s u r j e c t i o n  
2 Rxt g (&P) .  On r e m p l a c e  ( u , v )  p a r  c e t t e  b a s e  qu 'on  n o t e  ( T ~ , T ~ ' )  

'l 

On v o i t  a l o r s  l e s  sous-modules  d e  R", images r e s p e c t i v e s  d e s  

m a t r i c e s  t ( h  ) i=O, 1 , 2  j=0 ,1  e t  
i j O T,) s o n t  égaux;  p a r  s u i t e  

q u i t t e  à m u l t i p l i e r  ( h i j )  i = O ,  l , 2  j = O ,  1 p a r  un &lément  d e  OLT, (0 

on p e u t  s u p p o s e r  que c e s  m a t r i c e s  s o n t  é g a l e s .  

En posant  h j l=T2 , ( n é c é s s a i r e m e n t  indépendant  d e  IO e t  T l )  on o b t i e n t  1 

l e  lemme. Comme dans  l e  c a s  ( a )  , on  forme l a  s o u s - v a r i é t é  d e  @% p3 
T =O ) j=O,l ;on n o t e  P  c e t t e  d é f i n i e  p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( Xihijk 

l 

AI% 3 
v a r i é t  6 ( s i n g u l i è r e )  e t  q : P - l a  seconde  p r o j e c t i o n  . 

q e s t  a l o r s  l ' é c l a t e m e n t  d e  l ' i d é a l  d e s  2-mineurs d e  (Xo XI " \ 

L a  v a r i é t é  Y d é f i n i e  p a r  c e t  i d é a l  e s t  r é u n i o n  d e  l a  d r o i t e  L 
2 

d ' é q u a t i o n s  XO=O=XI e t  d e  l a  c o n i q u e  Q d ' é q u a t i o n s  XOX2-X1 =O= X 3 
-2 

q u i  s e  coupen t  en W d e  coordonnées  (O O 1 O) . S o i t  [P l ~ é c l a t e m e n t  
I 

d e  O dans  P' . On s a i t  que  F 2 e s t  isomorphe à Pro  j (  6 @ 6 ( 1  ) )  

I.' image r e c i p r o q u e  d e  OP2 ( 1 ) e s  t z o t é  6 ( l ) e t  l e  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  

P2 ~ ( ~ ) . I ~ e t r a n s f ~ ~ m é  p r o p r e s u r  d u c o n o y a u d e  [,O); T OPe4-+6 (3 , 

P2 
I 

e s t  isomorphe à 

P a r  s u i t e  s i  E e s t  l e  t r a n s f o r m é  p r o p r e  s u r  F 2 d u  conoyau d e  ( h i j ) :  
2 O (-A) 3 

[Px tu N N 

3 
On pose  a l o r s  P=Pro j ( E )  e t  on n o t e  q:P 4 fP l e  composé d u  

#u 
morphisme é v i d e n t  d e  P d a n s  P e t  d e  q. 

N 

Comme E e s t  un q u o t i e n t  l o c a l e m e n t  l i b r e  d e  r a n g  2  d e  



-2 

c o r r e s p o n d  un morphisme 9: -if G don t  l ' i m a g e  e s t  une  s u r f a c e  
24 

c u b i q u e (  - 6 ( t )  donc c l  2 ( ~ ) = ~ :  ) . On v o i t  ( c f  c a s  ( a )  que  c e t t e  

' s u r f a c e  e s t  l ' a d h é r e n c e  d e  l ' e n s e m b l e  d e s  d r o i t e s  r e n c o n t r a n t  L e t  Q 

en d e s  p o i n t s  d i s t i n c t s  d e  S. S e s t  évidemment une s e c t i o n  d e  ~ ~ ~ ( 4 ) ;  
@ 2  

p a r  c o n t r e  G ( C )  n ' e s t  p l u s  une  s e c t i o n  h y p e r p l a n e  d e  5 (p ) 
Comme Y e s t  un l i e u  d o u b l e  , l e  nombre d ' i n t e r s e c t i o n  d e  GS(?\et d e  

P 6 (L . )  ( r e s p  bx ( Q )  ) e s t  deux ( r e s p  q u a t r e )  ; d e  mgme l e  nombre 
5 S 

d ' i n t e r s e c t i o n  d e  %($)et d e  05b) ( r e s p  6s ( Q I )  e s t  un.  

On en d é d u i t  o3 ( L I =  05 (-:) e t  ( Q )  =65[z/. L e s t  donc une  
N 

(d -2 ) - sécan te  à X.Ltimage r é c i p r o q u e  d e  L  d a n s  S e s t  l i s s e  ( r e s p  

décomposée en une  g é n é r a t r i c e  s e c t i o n  de  OS[:) e t  une s e c t i o n  

e x c e p t i o n n e l l e  d e  (2) .) s e l o n  que  E e s t  isomorphe à 

ou à (1) a OP(3).IIans l e  p remie r  c a s  , p a r  un p o i n t  g é n é r a l  
P" 

d e  L p a s s e n t  2  g é n é r a t r i c e s  , d a n s  l e  second c a s  une S e u l e .  

E tude  d e s  c a s  ( c )  e t  ( d )  

conoyau d e  t ( h i j )  e s t  d e  l o n g u e u r  2.La s o u s - v a r i é t é  

Z d e  d é f i n i e  p a r  l e s  2-mineurs d e  ( h i j  ) e s t  d e  d e g r é  2. 

Le complexe d12agon-Nor thco t t  s ' é c r i t  : 
8 

(-4) -+ 6 - 3  6' (-2) -+ 6 0 
P" i9 P' P 
Y 

I l  e s t  a c y c l i q u e  à l ' e x t é r i e u r  d e  Z . Les 2-mineurs engendren t  un 
O sous -e space  v e c t o r i e l  dedimens ion  4 d e  H ( 6 pz  ( 2 )  

U 

A l ' e x t é r i e u r  d e  Z , l e  conoyau d e  ( h i j )  e s t  un f i b r e  d e  r a n g  deux 

q u o t i e n t  d e  

Ip 
IPe b4,, i n d u i s a n t  un morphisme <: -Z 4 O q u i  , 

compose a v e c  1 i n c l u s i o n  d e  G d a n s  p 5 e s t  p réc i sémen t  d é f i n i  p a r  

l e s  s i x  s e c t i o n s  ( h i j )  d e  6 (2). 
P"- 

L'image d e  q admet donc p o u r  a d h é r e n c e  G n V  où V e s t  une  s o u s - v a r i é t é  

l i n é a i r e  d e  d imens ion  3 d e  p5 . C ' e s t  une q u a d r i q u e  l i s s e  o u  un cone 

s e l o n  que  Z e s t  c o n s t i t u é e  d e  deux p o i n t s  ou  d 'un  p o i n t  doub le .  

Dans l e  p r e m i e r  c a s  l a  r e s t r i c t i o n  à G f l  V du  f i b r é t a u t o l o g i q u e  

d e  G e s t  i somorphe  à 6(1,0 ) @ @,*O). (Les n o t a t i o n s  p r o v i e n n e n t  
4 

d e  1' i d e n t i P i c a t i o n  d e  l a  q u a d r i q u e  l i s s e  O A V  e t  d e  PXP ) ; s o u s  



c e s  h y p o t h k s e s  , q ( C )  e s t  une q u a r t i q u e  à p o i n t  doub le .  

La d r o i t e  d e   conjuguée d e  V p a r  r a p p o r t  G coupe G en 2  p o i n t s  

d i s t i n c t s  do r re spondan t  à 2 d r o i t e s  L l e t  L2 r e n c o n t r é e s  p a r  t o u t e  

d r o i t e  p rovenan t  d ' u n  p o i n t  d e  G n V .  
N 

S u r  S l ' i m a g e  r é c i p r o q u e  d e  chacune  d e  c e s  d r o i t e s  e s t  une  s e c t i o n  d e  
r /-21 
0 5 ( A ) d e  s o r t e  que  chacune d e  c e s  d r o i t e s  e s t  une ( 6 - 2 ) - s é c a n t e  à 

X .  On remarque  que dans  c e  c a s  X e s t  t o u j o u r s  isomorphe à 

Dans l e  second c a s  ( i - e  l e  c a s  ( d ) )  l e ' m o d è l e  non s i n g u l i e r  du cone  

du  second  d e g r é  G Q V  e s t  P r o j ( 0  '@ 6 '2)) v4 IP" 
L'image r é c i p r o q u e  s u r  c e t t e  s u r f a c e  d u  f i b r é  t a u t o l o g i q u e  d e  G e s t  

un module E. 

11 e x i s t e  une  s u i t e  e x a c t e  non s c i n d é e  O * 
La q u a r t i q u e  <(C) e s t  s u r  c e t t e  s u r f a c e  s e c t i o n  d ' u n  d i v i s e u r  q u i  e s t  

s e c t i o n  , s o i t  d e  0(2 1 , s o i t  d e  O f A ') ; d a n s  l e  p r e m i e r  c a s  on o b t i e n t  

une  s u i t e  e x a c t e  6 -3 -%) ? :E -$ 6ph(-2)*;dan~ l e  second 
U 

c a s  on a une  s u i t e  e x a c t e  Q+ 6 n(d)+ " 2 4  6 ~ 3 ) c ~ c o n t r a i r e m e n t  
1 P .  Ph 

aux h y p o t h è s e s .  

La d r o i t e  d e  pb conjuguee  d e  V p a r  r a p p o r t  à G e s t  t a n g e n t e  à G 

en  un p o i n t  a u q u e l  co r r e spond  une  d r o i t e  L  . 
On p e u t  r e p r é s e n t e r  gé7métr iquement  G n V  comme l ' e n s e m b l e  d e s  d r o i t e s  

b i s é c a n t e s  à l a  courbe  "doub léen  l e  l o n g  d ' u n e  q u a d r i q u e  l i s s e  

c o n t e n a n t  L(p1us p réc i sémen t  on s e  donne une  c e r t a i n e . c o r r e s p o n d a n c e  

( 1 , l )  e n t r e  L e t  l a  d r o i t e  o r t h o g o n a l e  dans  p3> e t  1' on c o n s i d è r e  

l ' e n s e m b l s  d e s  d r o i t e s  L '  c o u p a n t  Z t e l l e s  que  l e  p o i n t  d ' i n t e r s ' e c t i o n  

d e  e t  b' , e t  l e  p o i n t  d ' i n t e r s e c t i o n  d e  l e u r s  o r t h o g o n a l e s  d a n s  (B3' 
s e  c o r r e s p o n d e n t .  ) 

IJ e 
L'image r é c i p r o q u e  d e  L d a n s  S e s t  une  s e c t i o n  d e  @! (;l)et L  e s t  une  

(d -2 ) - sécan te  à X , .  S 



$3. Courbes e l l i p t i q u e s  

Compte t e n u  d e s  r é s u l t a t s  é t a b l i s  a u  c h a p i t r e  1 ,il f a u t  m a i n t e n a n t  

examiner  l e s  s i t u a t i o n s  s u i v a n t  e s  : 
lu 

I o )  X e s t  e l l i p t i q u e , d e g ( ~ ) = 4  , NV e s t  s e m i - s t a b l e  
#-/ 

2O) X e s t  e l l i p t i q u e , d e g ( E ) = S  , NV e s t  s t a b l e .  

Dans l e  p r e m i e r  c a s  l a  courbe  q ( X )  e s t  une  q u a r t i q u e  e l l i p t i q u e  

t r a c é e  s u r  G , n é c é s s a i r e m e n t  c o n t e n u e  d a n s  une v a r i é t é  l i n é a i r e  V d e  

d imens ion  3, e t  l e s  c o n s i d é r a t i o n s  du  c h a p i t r e  2 ( c a s  ( c )  e t  ( d ) )  

s e  r é p è t e n t .  

On o b t i e n t  a l o r s  deux (d -2 ) - sécan te s  " d i s t i n c t e s  o u  confondues" .  

On suppose  m a i n t e n a n t  que  FiV e s t  s t a b l e  d e  d e g r é  5. 

On v a  d é c r i r e  une t r a n s f o r m a t i o n  b i r a t i o n n e l l e  q u ' o n  a p p l i q u e r a  

e n s u i t e  à l ' é t u d e  d u  l i e u  s i n g u l i e r  d e  l a  s u r f a c e  r é g l é e  

La t r a n s f o r m a t i o n  d e  Semple 
N 

S o i t  X une  c o u r b e  e l l i p t i q u e  munie d ' u n  6 P m o d u l e  i n v e r s i b l e  d e  

deg rd  5 n o t é 6  .;;(o,v=H'( 6 ~ ( 1 ) ) , ~ ~ = ~ r o j ( ~ y m  Y). 
lu 

S o i t  :p: X -+ Pv l e  morphisme d é d u i t  d e  l a  f l è c h e  é v i d e n t e  
& 

v a  6X-10-(1) X .Notons X l ' i m a g e  d e  X p a r  p  e t  JX l ' i d é a l  d e  X 
O d a n s  PV,Y=H ( ~ ~ ( 2 )  ) ,PW=Pro j ( ~ y m  w ) .  

La t r a n s f o r m a t i o n  d e  Semple e s t  une  c o r r e s p o n d a n c e  b i r a t i o n n e l l e  

e n t r e  pv e t  pYI ( [9J ) 

fi4 L" b O X 3 b X  30 ( d é d u i t e  du La s u i t e  e x a c t e  0 4  JX/JX 3 
Pv 

c h o i x  d ' u n  i s a m o r p h i s m e ~ x f X ~ X )  t e n s o r i s é  p a r  b X ( 2 )  , donne  un' 

isomorphisme /\Il( J ~ / J X )  ( 2 )  )-" 6 X (  t ) ,complè tement  d é t e r m i n é  à 

m u l t i p l i c a t i o n  p r è s  p a r  un s c a l a i r e . O n  en d é d u i t  p a r  p a s s a g e  aux  
3 

s e c t i o n s  une  a p p l i c a t i o n  (C- l inéa i r e  A W +D V donc un é l émen t  d e  

A2 W LS) Y . S i  l ' o n  c h o i s i t  d e s  b a s e s  (TG, ,T4) d e  V e t (Xo l  
lx4 

L a  ( X . A ~ ~ ) @ T ~ o ù l e s a ~ ~ ~  d e  !? ,ce t  é lément  s ' e c r i t  i j k  s o n t  

d e s  s c a l a i r e s ;  O i j ~ k f 4  

o n  pose a i j j = O  e t  aikj-  --aijk ( j > k )  
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A = ( 2 Ti a i jk  ) O f: j , k  f 4 . A e s t  une  m a t r i c e  5 X 5 a l t e r n é e  
0&liL-4 

à c o e f f i c i e n t s  dans  V.On pose  K = DX -module 
O l oca l emen t  l i b r e  d e  r a n g  3 ; H (K) =  montrons que  K e s t  s t a b l e  * 

1 K é t a n t  engendré  p a r  s e s  s e c t i o n s  il s u f f i t  d e  mon t re r  que  H (K) = O ' 

e t  q u ' i l  n ' e x i s t e  p a s  d e  s o u s - f i b r é  L  d e  K d e  r a n g  1 e t  d e  d e g r é  2 .  

1 S i  H (K) 4 0  il e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  s u r j e c t i v e  JX 3 O !  ( -2) ;  

s o n  noyau e s t  l ' i d é a l  d ' u n e  courbe  X2 d e  d e g r é  10 t r a c é e  s u r  q u a t r e  

q u a d r i q u e s  e t  d e  même s u p p o r t  que X ; l a  composante c o n t e n a n t  X d e  

l ' i n t e r s e c t i o n  d e  c e s  q u a d r i q u e s  e s t  une s u r f a c e  d e  d e g r é  i n f é r i e u r  

o u  é g a l  à deux,d1oÜ u n e  c o n t r a d i c t i o n .  

f S i  H (K) = O e t  s ' i l  e x i s t e  un s o u s - f i b r é  L d e  K d e  r a n g  un e t  d e  
O O d e g r 6  d e u x , l l i m a g e  r é c i p r o q u e  d e  H ( L )  d a n s  H ( J X ( 2 ) )  e s t  un p inceau  

d e  q u a d r i q u e s  d e  PW t a n g e n t e s  l e  l o n g  d e  X.  

La r é u n i o n  d e s  l i e u x  s i n g u l i e r s  d e  c e s  q u a d r i q u e s  e s t  une  r é u n i o n  

f i n i e  d e  v a r i é t é s  l i n é a i r e s  d e  PW1 g i s t i n c t e s  d e  PW . 

E l l e  d o i t  c o n t e n i r  X,d1où.. une c o n t r a d i c t i o n .  

P r o p o s i t i o n  3.1 : 

o - p 6  ( - 5 1 3 ~  
O - 2 0  v , 6  W W &  3 Pv 

Le complexe *v pv 
Pv 

. 
d é f i n i t  une r é s o l u t i o n  g raduée  l i b r e  minimale du (Sym V)-module 

g radué - .  @ HO( Lvx ( n )  ) ( l e s  f l è c h e s  non n o t é e s  p r o v i e n n e n t  de  

i l i n c i u s i o n  w c H O (  6 ( 2 ) )  
pv 

Démonst ra t ion :  

X e s t  a r i t h m é t i q u e m e n t  normale ; d e  p l u s  l ' i m a g e  p a r  l e  f o n c t e u r  

Hom( 6 ( - 5 ) )  d ' une  r é s o l u t i o n  minimale  d e  fiX e s t  une Pv 
r é s o l u t i o n  d e  nécés sa i r emen t  i somorphe  à l a  p r e m i è r e .  X 3 

L ' a s s e r t i o n  e s t  donc numériquement v r a i e  i - e  que  l e s  c l a s s e s  

d ' i somorphisme de  modules g r a d u é s  l i b r e s  fo rman t  une r é s o l u t i o n  

minimale d e  @ HO( OV ( n )  ) s o n t  c e l l e s  que  donne l ' d n o n c é  
A 

L' a p p l i c a t i o n  C - l i n é a i r e  3 O 
( J ~ / ~ $ z )  ) e s t  b i j e c t i v e ; d e  p l u s  

-- 
l e  conoyau d e  l ' a p p l i c a t i o n  6 -1inéafr 'e  u: w L% Q9 X 
Le complexe 6 'Eagon-Nor thcot t  c o n s t r u i s  s u r  u  s ' é c r i t  : 



3 5 ( c f  [ 7 1  ) compte t e n u  de  l ' i s o m o r p h i s m e  /\ (.& (2))~ %'A! Ce 

JLX O Jx complexe e s t  a c y c l i q u e  . L ' a p p l i c a t i o n  C - l i n é a i r e  H ( J x ( 3 )  ) --+H ( -- (31 

e s t  b i j e c t i v e .  De l ' e x a c t i t u d e  du  complexe c i - d e s s u s  on d é d u i t  J$ 
l ' e x a c t i t u d e  d e  l a  s u i t e  o+Yw~-? H O ( W @  OX(')) JX(3))-70 33; 
q u i  e s t  i somorphe  à l a  s u i t e :  

o+Wv-+ ~ ' ( w  @ 6 ( 4 ) )  --+ 1 . O  ( JXL 3))  3 0 Pv 
A i n s i  wV e s t  l ' e s p a c e  des  r e l a t i o n s  d e  deg-ré un l i a n t  une  b a s e  d e  

g é n é r a t e u r s  d e  d e g r é  deux d e  JX. 

La p r o p o s i t i o n  r é s u l t e  a l o r s  d e  sa conséquence  numér ique  ment ionnée  

p l u s  h a u t .  C.Q.F.D 

On i d e n t i f i e  P i c ( P v @ P W )  à Z r %  en convenant  que  6 (1 ,O)  

( r e s p  O ( o , I )  ) e s t  l ' i m a g e  r é c i p r o q u e  d e  6 ( 0 ( r e s p 6  ( 1 ) )  
P~ 

p a r  l a  t è r e  p r o j e c t i o n  ( r e s p  2ème). 
w 

On n o t e  P l a  s o u s - v a r i é t é  d e  PVX Pw d é f i n i e  p a r  l e s  é q u a t i o n s  

L TiaijBXk = O  ( 0  L j L 4 ) .  

La f a m i l l e  d e  c e s  é q u a t i o n s  e s t  une s e c t i o n  d e  W 6 9  6 ( 1, i ) d o n t  

l ' i m a g e  d a n s  ~ ' ( 6  ( l , ? ) )  e s t  Tiaijk X .X = O c a r  l a  m a t r i c e  

A e s t  a l t e r n é e  . 
Autrement  d i t  P  e s t  une s e c t i o n  du  -module ( l o c a l e m e n t  

4 
l i b r e  d e  r a n g  4 ) L= 6 ( 4 )  @ R R y ( 2 ~  .La r e s t r i c t i o n  1 ft 
f :  P -3 PV d e  l a  l é r e  p r o j e c t i o n  e s t  l ' é c l a t e m e n t  d e  X .  

En e f f e t  A : wV @ Ob -t w @ O (i ) e s t  une  p r é s e n t a t i o n  Pv 
d e  Jx(3) ; comme P  e s t  l a  v a r i é t é  d e s  z é r o s  d e  l a  composée -- 

wvc4 G i + x ~  3 W O 6 ~ ~ ) ~ O p W i  O ( I , i ) , o n v o i t  que  
P = Pro  j (Sym JX) ; X é t a n t  l o c a l e m e n t  i n t e r s e c t i o n  complè t e  

Pv 
c e t t e  d e r n i è r e  v a r i é t é  c o i n c i d e  avec  l ' e c l a t e m e n t  d e  J,. 

A 

On v é r i f i e  que JX 6 = op (-2.1) .  P 
On peu t  en  c h o i s i s s a n t  une b a s e  d e  Y i d e n t i f i e r  A' wV e t  

* 5 - i  
W ;  (comme SL(W)-modules) 

L ' é l e v a t i o n  a u  c a r r é  ( d i v i s é e  p a r  deux)  e s t  une a p p l i c a t i o n  

S L ( U ) - l i n é a i r e  w -+ Sym2 ( A ~ W ~  



3 
Posons  = F r o j  (Sym /\ Y )  . On n o t é  v l a  composée : 

\h3W) @ CE). La t r a n s p o s i t i o n  d e  l a  P 
m u l t i  p l i c a t  i o r  de WV i n d u i t  une  a p p l i c a t i o n  S L ( W ) - l i n é a i r e  

w V 4  w @ î\3 W ; on n o t e  A l a  composée : 

3 - wV@,(3 + W @ / \ W @ O  + W @ O  ( 4 )  IP / P P 
Formons l a  s équence  d ' a p p l i c a t i o n s  p.- l i n é a i r e s  : 

o..+, 6 c-5)Lwv@ 6 (3% g1.6 1-214  0 O 3 + O  P P lP ,L P , G 
S i  on c h o i s i t  une b a s e  d e  W ( e t  s i  on munit l e s / \  W d e s  b a s e s  

c o r r e s p o n d a n t e s )  l a  m a t r i c e  d e  c e t t e  s équence  e s t  l e  complexe d e  

Buchsbaum-Bisenbud ( 1 1  p r o p  6.1  n=2 ) 
C e t t e  s équence  d é f i n i t  donc une  r é s o l u t i o n  g r a d u é e  l i b r e  minimale  

3 
d u  Sym( A i l ) -nodule g r a d u é  H O (  fi G ( n ) )  . G d é s i g n e  

V i n d i f f é r e m m e n t  l a  g ra s smann ienne  d e s  d r o i t e s  d e  YW ou  l a  

g ra s smann ienne  des  p l a n s  d e  PW. 

Le q u o t i e n t  t a u t o l o g i q u e  d e  'dV@ & ( r é a l i s a n t  G comme g ras smann ienne  
'B 

d e s  d r o i t e s  d e  PWV) e s t  p a r  c o n s t r u c t i o n  l ' i m a g e  d e  A @ 0 ( 3 ) ;  
C C =  

donc l e  q u o t i e n t  t a u t o l o g i q u e  ( d e  r a n g  t r o i s  ) d e  W @ 6- e s t  
tr 

c o k e r ( ~  @ 6 iG ( 2 ) )  = (JG / ~ 3 ( 2 )  

11 f a u t  e n f i n  n o t e r  q u ' o n  a X = G n P V  . Cela  r é s u l t e  du  f a i t  que l a  

r é s o l u t i o n  d e  6 sur X 
6 e s t  l e  p r o d u i t  t e n s o r i e l  p a r  

pv 
6 d e l a  

r é s o l u t i o n  d e  . 
Pv 

0 s  
C o n s i d é r o n s  ma in t enan t  l a  r e s t r i c t i o n  g : P 3 PW d e  l a  'deuxihme 

p r o j e c t i o n .  On pose Z = P r o j X ( K )  . Z e s t  i d e n t i f i é  à l a  s o u s - v a r i é t é  

d e  P d l i d é a l ' J X  . S o i t  2 l ' i m a g e  d e  Z p a r  g , a u t r e m e n t  d i t  

l ' i m a g e  d u  morphisme d e  Z d a n s  PW d é f i n i  p a r  W @ ex 3 K r - 
Z e s t  une  h y p e r s u r f a c e  d e  d e g r é  5 d e  PW 

- 
P r o ~ o s i t i o n  3.2 i z e s t  l a  n o r m a l i s é e  d e  Z 

Démons t r a t ion  : On d o i t  démon t re r  que  l a  r e s t r i c t i o n  d e  g a Z e s t  un 

morphisme f i n i  b i r a t i o n n e l  s u r  son  image . S o i t  x un p o i n t  d e  X;comme 

1 K e s t  s t a b l e l H  (K(-x))  = O e t  g i n d u i t  un plongement d e  l a  f i b r e  d e  

x d a n s  Z ,dans  PW. 



S i  x  e t  y s o n t  deux p o i n t s  d i s t i n c t s  d e  X,on a une  s u i t e  e x a c t e  

O K(-x-y)--+ K(-x) @ K(-y) -3 K -7 O 

1 Comme K e s t  s t a b l e  , h (K(-x-y)) =1 ; c e c i  mont re  que  l e s  p l a n s  d e  PW 

images  d e s  f i b r e s  dans  Z d e  x  e t  d e  y r e s p e c t i v e m e n t  s e  coupen t  en un 

p o i n t  . P a r  s u i t e  l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  d e  l a  f i b r e  d e  x  d a n s  Z ,dont  

l a  f i b r e  p a r  g  a ( e n s e m b l i s t e m e n t )  a u  moins deux p o i n t s  e s t  a u  p l u s  

d e  d imens ion  un (en f a i t  c ' e s t  une  c u b i q u e  l i s s e  , i somorphe  à X ); 
i-r 

g i n d u i t  donc un morphisme b i r a t i o n n e l  d e  Z s u r  Z . 
E n f i n  , s i  x , y , z  s o n t  t r o i s  p o i n t s  , deux  à deux d i s t i n c t s  d e  X,on a 

une  s u i t e  e x a c t e :  

O K(-X-Y-Z)+ K(-x-Y)@K(-Y-z) fil3 K(-X-z)+ K ( - X ) @ K ( - ~ ) @ K ( - Z ~ K + O  

Le noyau d e  l a  f l è c h e  d e  d r o i t e  e s t  K @ Q où 

Q = Ker ( O (-XI@ 6 (-Y)  @ O ( -2 ) -  Û x ) e s t  s t a b l e ;  p a r  

1 s u i t e  K @ Q e s t  s e m i - s t a b l e  d e  d e g r é  -1 e t  h (K @ Q) = 0, donc 
O 

HO (K(-x)  @ K(-y)@K(-a) ) -+ H ( K )  e s t  s u r j e c t i f ,  donc l e s  p l a n s  d e  PW 

images  r e s p e c t i v e s  d e s  f i b r e s  d e  x , y , z  dans  Z n ' o n t  p a s  d e  p o i n t  

commun. 

Les  f i b r e s  d e  l a  r e s t r i c t i o n  d e  g à Z o n t  ( e n s e m b l i s t e m e n t )  a u  p l u s  

deux  p o i n t s :  g /Z  e s t  un morphisme f i n i .  

P r o p o s i t i o n  3.3: g e s t  l ' é c l a t e m e n t  d u  l i e u  s i n g u l i e r  d e  Z 
Démonst ra t ion :  P e s t  d é f i n i  p a r  1' a n n u l a t i o n  d e  1' a p p l i c a t i o n  

composée: O& B ( dpW(~))V+ V Qi @ dp w i O O) 

o ù  B: (fi!P ~2))~- v ~ h p r o v i e n t  d e  l a  m a t r i c e  ( 1 ai jkXk) + 4 
W 4%- .- 

On a d o n c + P ~ =  Projp (Sym(coker  B ) ) .  On v a  m o n t r e r  que c o k e r  B = ~ ( 3 )  . . 
W 

oh J e s t  l ' i d é a l  d e  O image r é c i p r o q u e  d u  c o n d u c t e u r  Be 6% d a n s  
fw DE .De l a  s u i t e  e x a c t e  0- Op-+ O on 

d é d u i t  l a  s u i t e  e x a c t e  : 

O-+ g , O p j  g,bZ --+ ~ ' g ,  OP ( - 2 , i )  -+ R ' ~ , , O ~  
Les  R " ~ ,  O ( a , b )  s o n t  1 ' ~ b o u t i s s e m e n t  d e  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  P 
d 'hype r image  d i r e c t e , p a r  l a  p r o j e c t i o n  pW : PVx PM* 

PV d e  l a  

r é s o l u t i o n  d e  ~ o s z u ~  d u  O -module 6 , q u i  s 1 6 c r i t :  

P 



P o u r  a è O  , ( r e s p  a 4 0 ) , l a  s u i t e  s p e c t r a l e  dégénèreVTen l ' i m a g e  d u  

4 complexe d e  Koszul  p a r  pW,( resp  R pW,);  a i n s i p o u r  a=O=b , l e  s e u l  

t e r m e  non n u l  e s t  c e l u i  d ' i n d i c e s  (0 ,O)  q u i  e s t  @ k , d 1 o ù  l e s  

r e l a t i o n s  g,bp = 6 t 
pv 

e t  R g , O P =  O -  

Pour  ( a , b )  = ( - 2 , l )  on o b t i e n t  l a  s u i t e  e x a c t e  : 

. . 

d o n t  l a  f l è c h e  d e  gauche  e s t  l a  t r a n s p o s é e  d e  B p a r  d u a l i t é .  

La r e s t r i c t i o n  d e  g  à Z é t a n t  un morphisme f i n i  , l a  r e l a t i o n  

Rlg, O ( - 2 , 1 )  = g, montre que  l ' a n n u l a t e u r  du  P 
module Pw 

e s t  l ' i m a g e  r é c i p r o q u e  du  c o n d u c t e u r  d e  6% d a n s  6- Z1 
Le cond;cteur é t a n t  d e  codimension 2 ( c o k e r  t ~ )  e s t  a u s s i  d e  

t codimens ion  2 e t  B  e s t  une p r é s e n t a t i o n  d e  ( ~ n n ( c o k e r (  ~ ) ( 3 ) )  c ' e s t  
1 

à d i r e  d e  J ( 3 ) . ( c l ( f i g W  ( 2 ) )  = 3 ) *  

I l  f a u t  m a i n t e n a n t  mon t re r  que  l e  l i e u  d o u b l e  d e  Z e s t  l o c a l e m e n t  

i n t e r s e c t i o n  complè te .  Cec i  e n t r a i n e r a  ,comme p l u s  h a u t , q u e  g  e s t  

l ' é c l a t e m e n t  d e  J. I l  s u f f i r a  pour  c e l a  d e  m o n t r e r  que  l e  l i e u  t r i p l e  - 
d e  Z e s t  v i d e .  Ce l i e u  e s t  d é f i n i  p a r  l e s  3-mineurs d e  l a  m a t r i c e  

( %  
aijk xg' ) i i 6 .  S ' i l  c o n t e n a i t  un p o i n t  x d e  coordonnées  

( ~ 0 ,  , x  4 ) l e  sys t ème  d ' d q u a t i o n s  & Tisi jkxk ( O L ~  ~ 4 )  

d é f i n i r a i t  une  v a r i é t é  l i n é a i r e  V x C  V , d e  d imens ion  )/ 2 t e l l e  que  

Vx X (x) s o i t  c o n t e n u e  dans  P,  c e  g u i  i m p l i q u e  J - - 6 (-2)  
Vx  

P a r  s u i t e  Vx s e r a i t  un p l a n  c o n t e n a n t  une  composante d e  X d e  d e g r é  

deux ,  c e  q u i  e s t  a b s u r d e  . 

I 
La t r a n s f o r m a t i o n  d e  Semple e s t  l a  t r a n s f o r m a t i o n  b i r a t i o n n e l l e  e n t r e  

PV e t  PM d e  g r a p h e  P.  
C 

E t u d i o n s  ma in t enan t  . l e  l i e u  d o u b l e  d e  2. C a l c u l o n s  l a  c l a s s e  dans 

O  pic(^) du c o n d u c t e u r  d e  Z; dans  DZ ;comme Z e s t  G e  h y p e r s u r f a c e  

d e  IP? son  module canon ique  e s t  - i . t r i v i a l ,  donc l a  c l a s s e  d u  



c o n d u c t e u r  e s t  c e l l e  d e  CVZ ( d e g r é  z = 5 )  Notons v:Z -3 X 
1 

l a  p r o j e c t i o n  n a t u r e l l e  ; l a  s u i t e  e x a c t e  : 
3k 

O +-ff Z,x 3 TT K @ 6 (-1 ) 4 0% )Z O e t  l i ' somorphisme 

wxz % mont ren t  que  - ( VT" (3X ( 1 ) )  a O Z ( - 3 )  

O On a en p a r t i c u l i e r  H (CU Z ( 3 )  ) E V . On s e  propose  d e  " g l o b a l i s e r "  

l a  d e s c r i p t i o n  d e  l ' i n t e r s e c t i o n  du  l i e u  d o u b l e  e t  d e  l a  f i b r e v  -'(t) 

d ' u n  p o i n t  t d e  X,vue comme un p l a n  d e  PW . Les é q u a t i o n s  d é f i n i s s a n t  
O O 

l e  p l a n  a t t a c h é  à l a  f i b r e  d e  t s o n t  l e s  é l émen t s  d e  H (K(-  CH ( K ) .  

On e s t  donc amené à r e g a r d e r  l e  s o u s - f i b r é  d e  K( - t )  engendré  p a r  
O H ( K ( - t ) ) . O n  c o n s t a t e  que  c ' e s t  un f i b r é  t r i v i a l  d e  r a n g  2 ( c a r  K ( - t )  

e s t  s t a b l e ) ;  n o t o n s  pi: X X  X 3 X ( i = 1 , 2 )  l e s  pro  j e c t i o n s a e t  a l a  
x- 

d i a g o n a l e  d e  X *X ; il r é s u l t e  d e  c e  q u i  p récède  que p2p2,( (-a ) ) 
e s t  un s o u s - f i b r e  d e  ( p ; ~ )  ( - A )  , d e  l a  forme K '  ( - A )  où K '  e s t  un 

* 
s o u s - f i b r é  d e  r a n g  deux d e  p,K. 

* 
P r o p o s i t i o n  3.4 : Le hXxX -module i n v e r s i b l e  p l ~ / K 1  e s t  i somorphe  à 

Démons t r a t ion  : 
* 

On t r a v a i l l e  d a n s  l ' a n n e a u  d e  Chow d e  X x X  . S o i t  L  = p2,p2K l e  

oX- module l o c a l e m e n t  l i b r e  d e  r a n g  2. On a p p l i q u e  l a  f o r m u l e  d e  
* * 

P o r t e o u s  ( C 31 t h  14.4)  a u  morphisme d e  f i b r é s  ( ~ ~ 8 )  (A) --t plK 

q u i  e s t  p a r t o u t  l o c a l e m e n t  s c i n d é  s u r  X x X  ( l e  c y c l e  d e  d é g é n é r e s c e n c e  

e s t  l e  c y c l e  v i d e ) .  La deuxiéme c l a s s e  d e  Chern du  " f i b r é  v i r t u e l n  

P ; ~  - ( ( p ; ~ ) ( A  ) )  e s t  donc n u l l e , c e  q u i  s e  t r a d u i t  dans  l ' a n n e a u  d e  

Chow d e  X x X  p a r  l a  r e l a t i o n  : 

( ~ A ) ( P ; ( ~ ~ E )  )-(p;(clK) 1. (p ; (c IE)+2 A )  = O 

En p r e n a n t  l ' i m a g e  d i r e c t e  d e  c e t t e  r e l a t i 7 n  p a r  p l  e t  g2 r e s p e c t i v e m e n t  - 
on t r o u v e  l e s  é g a l i t é s  : 

3 c l E  - ( d e g ( c l ~ ) ) . c l K  - 2clK =O; 3 c l E  - ( d e g ( c , ~ ) ) . c , E  - 2clK =O 

Comme d e g ( c l ~ ) = 5 , c e s  r e l a t i o n s  i m p l i q u e n t  2 ( c l E  + c , ~ )  = O p u i s  

d e g ( c , E )  = -5 , p u i s  3 ( c l E  + C ~ K )  = O e t  f i n a l e m e n t  c ,E  =-clK 

La p r o p o s i t i o n  e s t  donc é t a b l i e .  C.Q.F.D 
3 

Le d e g r é ( s e l f - i n t  e r s e c t  i o n )  du  6 -module i n v e r s i b l e  p l  KjK'  xxx 



e s t  dix,donc(Riemann-Roch) s a  c a r a c t é r i s t i q u e  d ' E u l e r  e s t  c i n q ;  

comme h i ( p ; ~ / ~ l )  = O pour  i = 1 , 2  l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  composée 

W + H' (~ ;K)  .-3 H'(~;K/K'  ) e s t  un isomorphisme.  

On p e u t  m a i n t e n a n t  mon t re r  que l e  morphisme composé X 7~ X 4 2  +PW . 

s e  f a c t o r i s e  p a r  l e  q u o t i e n t  D i v 2 ( x )  d e  X F X  p a r  l ' i n v o l u t i o n  

( t , u )  C ( , ( u , t )  d e  X r X . S o i t  L u n @  x $X module i n v e r s i b l e  d e  d e g r é  

d e u x  ; l e &  X i < X  -module L  = (p;L ~ ~ 2 1 )  ( - A  ) a une s e c t i o n  d o n t  l a  
rC 

c o u r b e  d e s  z é r o s  ( e n s e n b l i s t e m e n t  é g a l e  à l ' e n s e m b l e  d e s  ( t , u )  t e l s  

q u e  ~ ~ 6 ~ ( ( t )  + ( u ) )  e s t  i somorphe  à X p a r  l ' u n e  d e s  p r o j e c t i o n s .  
* 

Comme l e  nombre d ' i n t e r s e c t i o n  d e  L  e t  d e  p,K/K' e s t  deux , l e  morphisme 
œ 

d o n s i d é r é  i n d u i t  un revgtement  d ' o r d r e  deux d e  l a  c o u r b e  d e s  z é r o s  - 
d e  l a  s e c t i o n  d e  L  s u r  son  image ( q u i  e s t  une d r o i t e  d e  PW). 

œ 

En p a r t i c u l i e r  s i  L  = e X ( ( t )  + ( u )  ), ( t , u )  e t  ( u , t )  o n t  même image 

d a n s  PW. En e f f e t  L e s t  l a  l è r e  p r o j e c t i o n . d e  l ' i n t e r s e c t i o n  d e s  

c l a s s e s  d e  L e t  p ; ~ / ~ t  d a n s  l ' a n n e a u  d e  Chow d e  X x X :  
, 

* 
- 
Comme l a  r e s t r i c t i o n  d e  i : X  x X - Z  B l a  f i b r e  p;' ( t )  d ' u n  p o i n t  d e  X 

e s t  un plongement p l a n  d e  d e g r é  t r o i s  d e  X ,  on d é d u i t  d u  c a l c u l  d e  l a  

c l a s s e  d e  l ' i m a g e  r é c i p r o q u e  d a n s  Z du l i e u  doub le  d e  Z , q u e  i e s t  

un is 'omorphisme d e  X xX s u r  c e t t e  image r é c i p r o q u e  . 
On sa i t  que  Div2(X) e s t  une  s u r f a c e  r é g l é e  a y a n t  p o u r  b a s e  u n e  courbe  

X t  i somorphe(non canoniquement)  à X ;  l e  morphisme d e  X x X. da.n8 PW 

d é f i n i t  un morphisme d e  d e g r é  c i n q  d e  D i v 2 ( x )  dans  PW d o n t  l a  r e s t r i c t i o n  

chaque  d r o i t e  d e  Div2(x )  e s t  d e  d e g r é  un ; c e  morphisme e s t  d é d u i t  

d ' u n  f i b r e  s t a b l e  d e  r a n g  deux e t  d e  degi.6 c i n q  Q q u o t i e n t  d e  WiS) OX 
W s ' i d e n t i f i e  à l ' e s p a c e  d e s  s e c t i o n s  e t  l e  morphisme e s t  donc un 

plongement  d e  Div2(x )  d a n s  PW. 

Remarque: T r a n s f o r m a t i o n  d e  Semple d u a l e  ' -. 
On e s t  p a r t i  d ' u n e  a p p l i c a t i o n  C - l i n é a i r e  s u r j e c t i v e  h5 W 4 V . 
Notons  W '  l e  d u a l  d e  W e t  V '  l e  conoyau d e  l a  t r a n p o s é e :  

3 vV - ( A w ) ~  5 h3 W ' .  On a dim li' = dim Y' = 5.0n a v u  que  X e s t  
\ 

l ' i n t e r s e c t i o n  d e  PW e t  d e  G (grassmannienne  d e s  p l a n s  d e  P ) 
W '  W ;  



C 

La f a m i l l e  d e s  p l a n s  d e  r é u n i o n  Z e s t  p a r a m é t r é e  p a r  X .  On c o n s t a t e  

q u ' u n  p o i n t  d e  P V i n  G W l  c o r r e s p o n d  à u n e  d r o i t e  d e  PW r e n c o n t r a n t  t o u s  

l e s  p l a n s  d e  PW p a r a m é t r é s  p a r  X.  Une t e l l e  d r o i t e  e s t  évidemment - 
une g é n é r a t r i c e  du  l i e u  s i n g u l i e r  d e  Z . Autrement d i t  P V , n  GW, e s t  

n a t u r e l l e m e n t  isomorphe à X ' e t  p a r a m è t r e  l e  volume r6glé en p l a n s  

d u a l  d e  l a  s u r f a c e  r é g l é e  d e  P W , l i e u  d o u b l e  d e  2 . 
C e t t e  s i t u a t i o n  donne n a i s s a n c e  à une t r a n s f o r m a t i o n  d e  Semple q u ' i l  

e s t  n a t u r e l l e  d ' a p p e l e r  d u a l e  d e  l a  p remiè re .  

On v a  m a i n t e n a n t  a p p l i q u e r  c e t t e  c o n s t r u c t i o n  à l ' é t u d e  du  l i e u  

s i n g u l i e r  d e  l a  s u r f a c e  r é g l é e  q u i n t i q u e  e l l i p t i q u e .  

La s i t u a t i o n  e s t  l a  s u i v a n t e  ': X e s t  une  c o u r b e  e l l i p t i q u e  munie d ' u n  

f i b r é  v e c t o r i e l  T  s t a b l e  d e  r a n g  2 e t  d e  d e g r é  5 ( T = N~ s i  l ' o n  v e u t  

O g a r d e r  l e s  n o t a t i o n s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 . 1  ) . On p o s e  W = H ( T ) ~ '  

e t  K = wQOX/ T~ ; K e s t  un f i b r é  d e  r a n g  t r o i s .  
1 I l  e s t  c l a i r  que  R e s t  engendré  p a r  s e s  s e c t i o n s  e t  que  H ( K )  = 0 ;  

s ' i l  n ' e s t  p a s  s t a b l e  ,il e s t  i somorphe  à L,@ L2 o ù  II, e s t  d e  r a n g  1  

e t  d e  d e g r é  2 ,L2 s t a b l e  d e  r a n g  2 e t  d e  d e g r é  3 ,  

On en d é d u i t  W =(H'(L,) @ ~ ' ( 1 ~ ) )  p u i s  T = ( H ~ ( L ~ ) @ % ) ~  T @ ( H ~ ( L , ) @ ~  Cl T 

d ' o u  u n e  c o n t r a d i c t i o n .  P o s o n s b X  ( 1 )  =h3K e t  V = HO( B X ( l ) )  22 

On a dim(V)=5; montrons que l ' a p p l i c a t i o n  a - l i n é a i r e  A 3 W 4 V  
3 

d é d u i t e  p a r  p a s s a g e  aux s e c t i o n s  d e  A u , o ù  u : W QU, -+ K e s t  l e  
2 

A 

p a s s a g e  au q u o t i e n t t e s t  s u r j e c t i v e .  S i  Ker 4 u , on  a une  s u i t e  e x a c t e  
2 O O j /l ~ ~ - 3  R + TV @ K 4 0 ;mont rons  que  H ( R )  = 0;comrne 

2 2 T e s t  s t a b l e  4 T~ e s t  s e m i - s t a b l e  donc Ho( /\ T ~ )  = 0 ; d e  mêhe comme 
O v  T  e t  K s o n t  s t a b l e s  , H (T @ K )  = Hom(T,K) = O , doÙ l ' a s s e r t i o n .  

2 2 
Comme A K e s t  s e m i - s t a b l e  d e  d e g r é  10 , h O ( A  K) = 10 donc on d é d u i t  

d e  l a  s u i t e  e x a c t e  O -+ R -2 A ~ W  @ , 0 x ~ ~ 2 K  -3 O un 

i somorphisme n2 Y % HO( K )  p u i s  une  s u i t e  e x a c t e  : 

O ~ H ' ( R ) - +  H ' ( A ~ W @ ~ ~ ) - + H ' ( A ~ K ) - - ? O  c ' e s t à d i r e p a r  

t r a n s p o s i t i o n  un isono?phisme H O ( H ~ )  LX W . 
9- 

En d u a l i s a n t  l a  s u i t e  e x a c t e  O -+A T~~ R + T~ @ K 3 O 

on  t r o u v e  l n  s u i t e  e x a c t e  O 3  K V g T  3 R ~ v ~ A ~ ~  --? 



p u i s  O 4 Hom(K,T)-5 W -7 V 4 O ( p a r  p a s s a g e  aux  s e c t i o n s  

1 v  

n3 
compte t e n u  d e  H (K & p T )  = 0 ) .  

Le morphisme u  : w Q9 OX 3 K d é f i n i t  un morphisme 8 : X 4 G où 
3 

G c P r o  j (Sym KY) e s t  l a  grassmannienne  des  p l a n s  d e  Pw . 
On d o i t  v é r i f i e r  que  6 e s t  un isomorphisme de  X s u r  G 0 PV,oÙ PV e s t  

3 i d e n t i f i é  à une v a r i é t é  l i n é a i r e  ( d e  dimension 4 )  d e  ~ r o j ( ~ y m  A W) p a r  

l ' a p p l i c a t i o n  Ç - l i n é a i r e  s u r j e c t i v e  W V . 
2 

I l  f a u t  a u s s i  s ' a s s u r e r  q u e  K e s t  canoniquement isomorphe à ( J X / J X ) ( 2 )  

! où JX e s t  l ' i d é a l  d e  X d a n s  PV. 

On a v a i t  vu en u t i l i s a n t  l a  r é s o l u t i o n  minimale d e  G que l e  q u o t i e n t  

XautoTogique d e  WO bG é t a i t  isomorphe à ( J ~ / J ; ) ( ~ ) .  

Dans l e  c o n t e x t e  a c t u e l  l e  q u o t i e n t  K d e  W B  e s t  l ' i m a g e  r e c i p r o q u e  

p a r  l e  morphisme 5 : x 4 G du q u o t i e n t  t a u t o l o g i q u e  d e  W @  OG - 
Comme PV e s t  l a  v a r i é t é  l i n é a i r e  dngendrée p a r  q ( X ) , q  e s t  un isomorphisme 

d e  X s u r  GC\PV e t  l e s  q u o t i e n t s  K e t  (JX/J;)(2)  d e  II@$ s o n t  égaux. 

La s u r f a c e  r é g l é e  S n ' e s t  i n t e r v e n u e  j u s q u ' à  p r é s e n t  que p a r  

l ' i n t e r m é d i a i r e  d e  T , i - e  d u  plongement normal d e  sa d u a l e .  

F a i s o n s  ma in tenan t  i n t e r v e n i r  l e  plongement d e  S dans  p3 , p a r  

l ' i n t e r m é d i a i r e  d ' u n e  s e c t i o n  h  d e  K,ne s ' a n n u l a n t  en aucun p o i n t  d e  X 

On p o s e  Wh = W/C .h de s o r t e  que H = Pro j (Sym Wh) e s t  un h y p e r p l a n  d e  PW 

t e l  que  S H f i  i , où 2 e s t  l ' i m a g e  du morphisme d e  Pro  j X K  dans  Pw 

d é f i n i  p a r  l e  q u o t i e n t  R d e  W@ Ox . , 

L'hypo thèse  s e l o n  l a q u e l l e  h  n e  s ' a n n u l l e  en aucun p o i n t  d e  X t r a d u i t  l e  

f a i t  que  W n e  c o n t i e n t  aucun p l a n  d e  2 .  
& 

La n o r m a l i s é e  d e  S e s t  S = ProjXE où E = whB ~ / T V  = ~ / h 6 ~  

B t u d i o n s  l ' a p p l i c a t i o n  composée A' Wh 3 A3w 3 V ( l a  f l h c h e  d e  

gauche  e s t  d é d u i t e  de  l a  m u l t i p l i c a t  ion e x t é r i e u r e  p a r  h )  

Le noyau d e  c e t t e  a p p l i c a t i o n  s ' i d e n t i f i e  à H O ~ ( T , E ) :  

en e f f e t  l a s u i t e  e x a c t e  O -+!PT-> Wh @ C x  -7 B 9 O 
2 

m o n t r e q u e s i i ?  = K e r (  A Wh @ O -3 A%E) on a  une s u i t e  

e x a c t e  O -4 n 2 T v  H 3 TV @ E 4 O ,  donc une a p p l i c a t i o n  
O i n j e c t i v e  H ( R )  - + H o ~ ( T , E ) .  



D ' a u t r e  p a r t  E e s t  engendré  p a r  s e s  s e c t i o n s  e t  n ' a  pas  d e  f a c t e u r  

d i r e c t  t r i v i a l . D e u x  c a s  peuvent  s e  p r o d u i r e  : 

. ( a )  E e s t  s t a b l e  : il e x i s t e  a l o r s  un isomorphisme d e  T s u r  E , 
formant  une  b a s e  d e  H O ~ ( T ,  E) ; 

( b )  E e s t  décomposable en somme d i r e c t e  d e  f i b r é s  d e  r a n g  un , d e  d e g r é s  

r e s p e c t i f s  deux e t  t r o i s ; d a n s  c e  c a s  il e x i s t e  un morphisme d e  r a n g  

un d e  T  d a n s  E , d l i m a g e  l e  s o u s - f i b r é  d e  r a n g  un e t  d e  d e g r é  t r o i s  d e  E; 

il forme une  b a s e  d e  Hom(T,E); 
2 

Comme H'(R) = ~ e r ( A  Wh& V) , on a h o ( ~ ) ; i / l  p a r  s u i t e  
II 

HO ( R )  = Hom(T, B) e t  1' a p p l i c a t i o n  A' Wh 3 V e s t  s u r j e c t i v e .  

Nont rons  que  1' image d e  h p a r  l ' i somorph i sme  W - H O ( J ~ ( ~ ) ) C S ~ ~ ~ V  O 

L 
e s t  l ' i m a g e  dans  SymîV d ' u n e  é q u a t i o n  ( é l émen t  d e  Sym2( A w~)) d e  

l a  g r a s s m a n n i m n e  d e s  d r o i t e s  d e  H.  

En t r a n s p o s a n t  l e  diagramme commutat i f :  

( 1 i g n e s : é l e v a t i o n  a u  c a r r é )  

( co lonnes :  p a s s a g e  a u  q u o t i e n t  ) 

et  en u t i l i s a n t  l a  d u a l i t é  d e  l ' a l g è b r e  e x t é r i e u r e  ,on  t r o u v e  un 

diagramme commuta t i f :  
2 ----+ s y m 2 ( A  Wh> 

(colonnes:multiplication p a r  h) ' 

d o n t  l a  p r e m i è r e  l i g n e  e s t  u n e  é q u a t i o n  d e  l a  grassmannienne  d e s  
O d r o i t e s  d e  H e t  l a  seconde  l i g n e  e s t  l ' i somorph i sme  W r"- H ( J G ( 2 ) ) .  

On o b t i e n t  l ' a s s e r t i o n  en e f f e c t u a n t  l a  r e s t r i c t i o n  à G. 

On s ' i n t é r e s s e  m a i n t e n a n t  ?i l ' é t u d e  du l i e u  s i n g u l i e r  d e  S ; i l  e s t  

d é f i n i  p a r  l e  c o n d u c t e u r  d e  6% dans  6 , c ' e s t  a d i r e  l ' i m a g e  

r d c i p r o q u e  s u r  s du c o n d u c t e u r  OZ dans  6 -  z ;il s ' i d e n t i f i e  donc  

à D T\ H O& D e s t  l e  l i e u  d o u b l e  d e  2 . 
S e l o n  qu 'on  e s t  d a n s  l e  c a s  ( a )  ou  (b) c i - d e s s u s  , D n H e s t  l i s s e  

o u  c o n t i e n t  une d r o i t e .  

En e f f e t  , p o u r  q u ' u n  él4ment  non n u l  d e  H O ~ ( T , E )  s o i t  d e  r a n g  u n ,  il 



2 
f a u t  e t  il s u f f i t  que  l ' é l é m e n t  d e A  Wh q u i  l u i  c o r r e s p o n d  s o i t  

décomposable.  S i  k e s t  l e  c o r p s  d e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  d e  X 

l a  m a t r i c e  p a r  b l o c s  d e  l a  forme a l t e r n é e  que d é f i n i t  c e t  é lément  

s u r  wh@ k = ( N  @ k )  (EV @ k )  s ' é c r i t  (a où a e s t  1' élément  

c o r r e s p o n d a n t  d e  Hom(T,E); c e t t e  m a t r i c e  e s t  d e  r a n g  2 s i  e t  s eu lemen t  

s i  a e s t  d e  r a n g  1 .  

Donc il f a u t  e t  il s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  un élément  non n u l  d e  
3 

~ e r ( l \  W -+Y) d e  l a  forme h A h l A h " .  

L ' a s s e r t i o n  r é s u l t e  a l o r s  du f a i t  que d a n s  l a  t r a n s f o r m a t i o n  d e  Semple 

d u a l e  , l e  p o i n t  d e  pV c o r r e s p o n d a n t  à un élément  décomposable non n u l  

h 1 A h 2 h  h 3  d e  xer ( / j3  v -+ Y) e s t  t r a n s f o r m é  en i e  p l a n  d e  PI: 
o r t h o g o n a l  à l a  d r o i t e  d ' é q u a t i o n s  ( h l  ) h2 , h  :) d e  PW. 3 
Dans l e  c a s  ( a )  où  E e s t  s t a b l e  , l a  c o u r b e  H A D  e s t  une q u i n t i q u e  

rv 
e l l i p t i q u e  l i s s e  d e  H ,  dont  l ' i m a g e  r é c i p r o q u e  s u r  S  e s t  d e  c l a s s e  

w (-j) d a n s  Num(S). 

Dans l e  c a s  ( b )  où E e s t  décomposable l a  courbe  H ~ \ D  e s t  r é u n i o n  d ' u n e  

d r o i t e  A e t  d ' u n e  b i q u a d r a t i q u e  B , s e  coupan t  en un p o i n t  w ( avec  

t a n g e n t e s  d i s t i n c t e s )  .En e f f e t  l e  r é s i d u e l  d e  A dans  l ' i n t e r s e c t i o n  

d e  H e t  D e s t  s o i t  une  b i q u a d r a t i q u e  , s o i t  l a  r é u n i o n  d ' u n e  g é n é r a t r i c e  

d e  D(pouvant  c o ' i n c i d e r  avec  A )  e t  d ' u n e  c u b i q u e  p l a n e  1 i s s e ; l e  p l a n  d e  

c e t t e  c u b i q u e  c o u p e r a i t  t o u t e s  l e s  g é n é r a t r i c e s  d e  D e t  s e r a i t  donc 
CI 

c o n t e n u e  d a n s  Z ( t r a n s f o r m a t i o n  d e  Semple d u a l e )  , c e  qu 'on  a e x c l u .  
& 

Les c l a s s e s  da.ns Num(S) des  images  r é c i p r o q u e s  r e s p e c t i v e s  d e  A e t  B 
(Y" 

s u r  S  s o n t  ( )  e t  (-: ) . Le p o i n t W  e s t  l ' i m a g e  commune d e s  2  p o i n t s  

d ' i n t e r s e c t i o n  d e  c e s  images r é c i p r o q u e s  . 
S o i t  m a i n t e n a n t  C une courbe  d e  d e g r é  d  , t r a c é e  s u r  S , u n i s d c a n t e  a u x  

g é n é r a t r i c e s  d e  S  . Nontrons  q u e  d a n s  l e s  c a s  ( a )  e t  ( b )  on a 
1 h ( J C ( d - 4 ) )  = O pour  d ; r /8 .D1après  l e  c o r o l l a i r e  1.2.1 on d o i t  v é r i f i e r  

O que  h (SyrndW8 (E lv  @ L) = O p o u r  t o u t  6 X-module i n v e r s i b l e  L d e  

d e g r é  ( d - ~ o ) ( L  e s t  i c i  6 X(-2 )  t e n s o r i s i .  p a r  O C ( l )  a u  moyen d e  l a  

ta- @):O p r o  j e c t i o n ( i s o m o r p h i s m e )  d e  C s u r  X ) , d l u n e  p a r t  , h l  ( j C  @ 
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d ' a u t r e  p a r t  . Le d e g r é  d e  Symd - 8 ~ V @  L e s t  (d-7)  ( 10-$d)< 0. 

S i  E e s t  s t a b l e  , c e  f i b r é  e s t  s e m i - s t a b l e  e t  n ' a  donc p a s  d e  s e c t i o n .  

S i  E e s t  décomposable  en  somme d i r e c t e  d e  f i b r é s  d e  r a n g  un , c e  f i b r é  

s e  décompose en somme d i r e c t e  d e  f i b r é s  d9nt  l e  don t  l e  d e g r é  maximum 

e s t  ( 6 - d ) < 0  ;il n ' a  donc p a s  d e  s e c t i o n .  

Dans l e  c a s  ( a )  où  DQH e s t  une q u i n t i q u e  e l l i p t i q u e  l i s s e , C  coupe D(\H 

s e l o n  un d i v i s e u r  d e  d e g r é  (3d-5) :en  e f f e t  l e s  c l a s s e s  d e  C ( r e s p  D A H )  
h/ 

dans  Num(S) s o n t  a-5 ( , ) ( r e s p  [-:) ) . la forme b i l i n é a i r e  d ' i n t e r s e c t i o n  

e s t  (1 i) . P a r  conséquen t  O @ J C ( d - 4 )  e s t  un module i n v e r s i b l e  1 
d e  d e g r é  (2d-15)  s u r  DnH,donc  hl( O D C I H  @ JC(d-4  ) ) e s t  n u l  compte 

t e n u  d e s  h y p o t h è s e s  f a i t e s  s u r  d .  

Dans l e  c a s  ( b ) , C  coupe  A ( r e s p  B ) s e l o n  un d i v i s e u r  d e  d e g r é  (d-3)  
1 

( r e s p  2d-2) . On a une  s u i t e  e x a c t e  0 3  O B ( - w ) 3  6DnH-6,-+ O 
d ' o ù  p a r  t e n s o r i s a t i o n  a v e c  JC (d-4  ) une  s u i t e  e x a c t e :  

6 @ ~ , ( d - 4 1 3  O o-76 , ( -  w )  e ~ ~ ( d - 4 I - 3  O D n H @  J c ( d - 4 ) 3  
g 

Le t e r m e  d e  gauche  e s t  un OB-module  d e  d e g r é  (2d-151 , l e  t e r m e  d e  d r o i t e  

1 e s t  un 6 *-module d e  d e g r é  -1 ;donc h ( b n~ 4% Jc(d-4)  )=O 



$4. Courbes  d e  d e g r é  i n f é r i e u r  à 9 

On a d7/3  c a r  X n ' e s t  p a s  p l a n e . S i  d  - 6  l ' é q u i v a l e n c e  du  théorème 0.1 

' s ' o b t i e n t  p a r  d e s  a rguments  é l é m e n t a i r e s  s a u f  s i  ( d , g )  = ( 5 , 2 ) . D a n s  c e  
1 d e r n i e r  c a s  l a  c o u r b e  a d e s  t r i s é c a n t e s  mais  h ( J X ( l ) )  5 0 .  

On s u p p o s e  donc que  7 6 d  f 9 .On v a  a d a p t e r  l e  r a i sonnemen t  d e  L43 2.1 

On s u p p o s e  que  X a un g e n r e  g7/2 e t  on c o n s i d é r e  un f i b r é  i n v e r s i b l e  
N 

p o s i t i f  " g é n é r a l "  A d e  d e g r é  (g-2)  s u r  X.  I 

- 

S i  p = O on  m o n t r e  comme d a n s  [4]que JX e s t  ( d - 3 ) - r é g u l i e r  donc 
1 

H ( ~ ~ ( d - 4 ) )  = O . S ~ @  + O on t r a n s p o s e  avec 6+ ( -4 )  ;on o b t i e n t  a l o r s  
'd 

(-+) @ (-31 -+ 6p3 
De c e t t e  r é s o l u t i o n  on d é d u i t  l a  composi t ion  : 

( : y : : : >  0 (-41 
p3 

Ho e t  H~ s o n t  d e s  s e c t i o n s  d e  O+(, ) ,sO e t  s ,  s o n t  2  s e c t i o n s  

i n d é p e n d a n t e s  d e  (p,~)~t!.U ;on a sOHo + s l H 1  = O . I l  en r é s u l t e  que  

L = H O f l H 1  e s t  une  ( d - g ) - s é c a n t e  à X .  

S i  X e s t  h y p e r e l l i p t i q u e  , l e  d i v i s e u r  p o s i t i f  " g é n 6 r a l W  d e  d e g r é  (g-2)  
N 

s u r  x a p o u r  complémen ta i r e  r e l a t i v e m e n t  l e  composé d u  6:-module 
l 

i n v e r s i b l e  d e  d e g r é  deux à deux s e c t i o n s  e t  d ' u n  d i v i s e u r  p o s i t i f  d e  

d e g r 6  (8-2) formé d e  p o i n t s  f i x e s .  Les p l a n s  Ho e t  H l  s e  coupen t  donc 

en une  ( d - 2 ) - s 6 c a n t e  à X.  

S i  X n '  e s t  p a s  h y p e r e l l i p t i q u e  , A ~  @ U/ y e s t  engendré  p a r  s e s  2 
IY 

s e c t i o n s . N o t o n s  Y l e  q u o t i e n t  d e  x ~ - ~  p a r  l ' a c t i o n  du  g roupe  d e s  

- 6 - 4  p e r m u t a t i o n s  d e s  f a c t e u r s ,  A l e  y x X  -module i n v e r s i b l e  " n a t u r e l "  

d o n t  l a  r e s t r i c t i o n  à l a  f i b r e  d e  l a  c l a s s e  d e  (x,, x ) e s t  
N u W 

g-2 
6 :(XI+ , . . +x ) , py: Y S X  + Y  , pX: Y * x - x l e s  p r o j e c t i o n s  g- 2 - 

P a r  h y p o t h è s e  l a  r e s t r i c t i o n  à l a  f i b r e  d e  t o u t  p o i n t  d e  Y du  byXXmodule  t 

-v A @pX(M@") * a d e s  s e c t i o n s  non n u l l e s , a u t r e m e n t  d i t  p y , ( ~ v @ p ~ ( ~ ~ & $ =  O 

D ' a u t r e  p a r t  py,(A @ p: W X )  e s t  un Oy-module  s a n s  t o r s i o n  d e  r a n g  



deux , e t  H O ( M ~ )  c o n t i e n t  l e  d u a l  d e  V = ~'(0 3 ( 1 ) ) .  P 
I l  e x i s t e  donc un o u v e r t  non v i d e  U d e  Y e t  a u  d e s s u s  d e  U une  a p p l i c a t i o n  

linéaire s u r j e c t i v e  d e  ~ v i 6 ~  d a n s  p y , ( ~ v @  p;(UJ % ) ) . C e c i  d é f i n i t  un 

morphisme d e  U d a n s  l a  g ra s smann ienne  d e s  d r o i t e s  d e  p 3 d o n t  l ' i n t e r p r é -  

t a t i o n  e s t  d e  t r a n s f o r m e r  un d i v i s e u r  e f f e c t i f  d e  d e g r é  (g -2 )  " a s s e z  

g é n é r a l n  D,en une  d r o i t e  r e n c o n t r a n t  X s e l o n  un d i v i s e u r  D'  d e  d e g r é  d-g 

t e l  que  U.' x ( - +  ) ( 1 . Comme d?, 7  c e c i  n e  peu t  s e  p r o d u i r e  pour  

g;r/ 4(lemme d e s  t r i s é c a n t  e s ) :  en e f f e t ( s i  U e s t  a s s e z  p e t i t  ) l e  morphisme 

d e  U dans  G e s t  ensembl i s t emen t  i n j e c t i f  donc l ' a d h é r e n c e  d e  l ' i m a g e  d e  U 

e s t  d e  d imens ion  g-2. C e c i  i m p l i q u e  4-(d-g);)/ g-2 d ' a p r è s  l e  lemme d e s  

t r i s é c a n t e s  ( g - 2 > 2  ) donc  d  5 6  .Supposons ma in t enan t  que  g=3 . S o i t  s l e  

d e g r é  d e  l a  s u r f a c e  r é g l é e  a d h é r e n c e  d e  l ' i m a g e  d e  U d a n s  G .  

C e t t e  s u r f a c e  e s t  une composante  d e  t o u t e  s u r f a c e  d e  d e g r é  ( d ~ 4 ) c o n t e n a n t  
O X c a r  e l l e  e s t  formée d e  (d-3)-sécantes.Comme h ( 6 X ( d - 4 )  1 = d(d-41-2 

o n a  1' i n é g a l i t é  d-'-s + d(d-4)-2 .Cec i  e s t  i m p o s s i b l e  c a r  l a  
( 3 ) - (  3 1 

s u r f a c e  r é g l é e  e s t  d e  g e n r e  3 donc s7 /4  ; c e  r a i sonnemen t  suppose  que  l a  

c o u r b e  X e s t  t r a c é e  s u r  u n e  s u r f a c e  d e  d e g r é  (d-4) .  c ' e s t  évidemment l e  

c a s  compte t e n u  d e  n o s  h y p o t h è s e s  (g=3,d7/7)  .Enf in  d a n s  l e  c a s  g=2 on 

t r o u v e  une ( d - 2 ) - s é c a n t e .  

Compte t e n u  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 . 1  il f a u t  m a i n t e n a n t  c o n s i d é r e r  l e s  c o u r b e s  

r a t i o n n e l l e s  e t  e l l i p t i q u e s  d e  deg rd  T e t  8 .  

Courbe  r a t i o n n e l l e  d e  d e g r é  7 

On c o n s i d è r e  l a  d é c o m p o s i t i o n  d e  M . S i  M a un f a c t e u r  d i r e c t  d e  d e g r é  -1 

il y a une  6 - s é c a n t e  [ 4 ]  ; s i n o n  M = b2 6 ( - 3 )  e t  l a  c o u r b e  e s t  

s u r  une  s u r f a c e  r é g l é e  d e  d e g r é  4 . S i  l e  l i e u  d o u b l e  d e  c e t t e  s u r f a c e  e s t  

u n e  cub ique  gauche  on e s t  d a n s  un c a s  d ' e x c e p t i o n  . S i  l e  l i e u  d o u b l e  n ' e s t  

p a s  une  c u b i q u e  gauche  on  a  une 5 - sécan te .  

Courbe e l l i p t i q u e  d e  d e g r é  7 
1 On a H ( J X ( 3 ) )  f O p o u r  l a  c o u r b e  e l i p t i q u e  g é n é r a l e  d e  d e g r é  7.Montrons 

q u ' u n e  t e l l e  c o u r b e  n ' a  p a s  d e  5-sécante .  
C 

Le ploncement normal  a l i e u  d a n s  p6.X e s t  donc l ' i m a g e  d ' u n e  c o u r b e  X - 
norma le  e l l i p t i q u e  d e  d e g r é  7 ,X , p a r  une p r o j e c t i o n  d e  sommet H Z P ~  



X a une  5 - s é c a n t e  s i  e t  seu lement  s i  H e s t  c o n t e n u  dans un sous-espac  e  - 
p r o j e c t i f  d e  d imens ion  4 d e  p b , L , r e n c o n t r a n t  x en 5 p o i n t s .  

Les p l a n s  H v é r i f i a n t  c e t t e  h y p o t h è s e  c o n s t i t u e n t  une v a r i é t é  d e  

d imens ion  5 + 6 = 11 
-6 

La g ra s smann ienne  d e s  p l a n s  d e  e s t  d e  d imens ion  12. 

P3 On v o i t  donc q u e  l a  c o u r b e  e l l i p t i q u e  g é n é r a l e  d e  deg ré  7 d e  n ' a  p a s  

d e  s é c a n t e  . C '  e s t  donc h nouveau un c a s  d '  e x c e p t i o n .  

Courbe r a t i o n n e l l e  d e  d e g r é  8 

On c o n s i d è r e  l a  décompos i t i on  d e  14. S i  M a un f a c t e u r  de  d e g r é  - l , X  a 
2 

une ? - s é c a n t e  .S inon  M = bP4( -2 )  a hp4(-3) o u  M = 

Dans l e  p r e m i e r  c a s  l a  f i l t r a t i o n  d e  Harder-Narasimhan Fst O+B+M+Q+O 

1 a v e c  B = 6 ( - 2 )  e t  Q = 6 ( - 3 ) .  On a  h ( B W Q  @ A )  =O e t  l ' a r g u m e n t  d e  l a  

f i n  d e  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  la p r o p o s i t i o n  1 . 1  mont re  que X admet une 

6 - s é c a n t e  s i  h 1 ( J X ( 4 ) ) >  O . Dans l e  second c a s  X e s t  t r a c é e  su r  une 

s u r f a c e  r é g l é e  r a t i o n n e l l e  d e  d e g r é  4 .  

S i  l e  l i e u  d o u b l e  d e  c e t t e  s u r f a c e  e s t  une  cub ique  gauche , c e l l e  - c i  . 

1 coupe  X en 14 p o i n t s  e t  h (JX(4)) = 1. 

On e s t  a l o r s  d a n s  un c a s  d '  e x c e p t i o n  .S inon  on a une  6 - s é c a n t e .  

Courbe e l l i p t i q u e  d e  d e g r é  8 

On s e  propose  d e  m o n t r e r  que l ' a s s e r t i o n  du  théorème 0.1 e s t  v é r i f i é e  

d a n s  c e  cas.Commençons d ' a b o r d  p a r  é t a b l i r  un lemme probablement  b i e n  

connu mais  d o n t  nous; n  ' avons  p a s  t r o u v é  d e  démons t r a t ion .  

Lemme 4.1 : 

1 S o i t  S ' C  p x u n  g r o u p e  d e  p o i n t s  d e  d e g r é  d.  S o i t  k = s u p ( n , ~  ( J S ( n )  )+O) 

Supposons que d  4 2 k  -+ 2 . .A lo r s  , ou  b i e n  S  e s t  l ' i n t e r s e c t i o n  d ' u n e  

c o n i q u e  e t  d ' u n e  c o u r b e  d e  d e g r é  k+l , o u  b i e n  il e x i s t e  une  d r o i t e  L 

t e l l e  que d e g ( S ( \ L )  = k+2 .  

Démonst ra t ion  : On remarque  d ' a b o r d  q u e  d + k + 2  , l ' é g a l i t é  a y a n t  l i e u  

s i  e t  seu lement  s i  S  e s t  s u r  une  d r o i t e . E n  e f f e t  s o i t  L une  d r o i t e  n e  

r e n c o n t r a n t  p a s  S .  On a l a  s u i t e  e x a c t e  : 



Comme @ HO ( 6 L ( l )  ) e s t  un q u o t i e n t  d e  @ HO( 6 2 ( n )  ) on v o i t  q u e  P 
s i  H ~ ( J , ( ~ + I ) )  -+ HO( b L ( l i l ) )  e s t  s u r j e c t i f  pour  un 107/ - 1  ,il l ' e s t  

1 
p o u r  t o u t  1 N a i s  il n e  peu t  l ' è t r e  pour  1 = k , c a r  H ( J S ( k ) )  * O 

e t  E ' ( J ~ ( ~ + I  1) = O . 
La s u i t e  h l  ( J S ( l )  ) -1  5 1 &k+l e s t  s t r i c t e m e n t  d4croissante.Comme 

h ' ( ~ ~ ( - l ) )  = d , o n  a k Ld-2 . S i  S n ' e s t  p a s  s u r  une d r o i t e  , 

h l  ( ~ ~ ( 1 ) )  = 6-3 e t  k 613-3. Dans t o u s  l e s  c a s  d a k + 2 . S o i t ,  m l e  p l u s  

p e t i t  e n t i e r  7/ k + l  t e l  que  JS(m) s o i t  engendré  p a r  s e s  s e c t i o n s .  
1 On a m = k*l o u  k4-2 c a r  h  ( J S ( l ) )  = O pour  l + k + l .  

Montrons q u ' i l  e x i s t e  une  courbe  r é d u i t e  i r r é d u c t i b l e  s e c t i o n  d e  JS(m)  

Posons  h0=ho(JS(m)  ) ,ho = (m;2) - d .  Comme JS(m) e s t  engendre  p a r  s e s  

s e c t i o n s  , c e l l e s  c i  s o n t  l e s  images d e s  s e c t i o n s  h y p e r p l a n e s  d ' u n  

morphisme d e  l ' é c l a t e m e n t  d e  S dans  p2, dans  un e s p a c e  p r o j e c t i f  

[p ;(.si ~ k Q x a ~ e  ;de c e  morphisme e s t  une s u r f a c e  , l e  théorème d e  

B e r t i n i  a s s u r e  l ' e x i s t e n c e  d e  l a  c o u r b e  c h e r c h é e .  

S innn  l ' i m a g e  e s t  u n e  c o u r b e  i n t è g r e  d e  phO-' ,non d é g é n é r é e ,  donc d e  

d e g r 4  )/ ho- 1 . Une s e c t i o n  G é n é r a l e  d e  JS(m) admet S composantes  

i r r é d u c t i b l e s .  d e  d e g r é  >/ 1 chacune  , donc a 6 m i - e  (m;2) -d-1 $m. 

C e c i  n '  e s t  p o s s i b l e  que  pour  m = k + l  , O  Lm 5 3 , d o n c  O 5 k 4 2  e t  donc d 5 6  , 

Ce c a s  w d é j &  é t é  t r a i t d .  

S o i t  donc C u n e  c o u r b e  i n t è g r e  ( r é d u i t e  e t  i r r é d u c t i b 1 e ) d e  d e g r é  m 

c o n t e n a n t  S. Notons  JSIC 
O l ' i d é a l  d e  S dans  C .  On a h (JSIC(m-k-3)) 9 0 

O v 
En e f f e t  h (JS,C(m-k-J)) = h ' ( ~ ~ / ~ ( k ) )  . P a r  a i l l e u r s  l a  s u i t e  e x a c t e  

O 3 H ' ( J ~ ( ~ ) ) - J  H ' ( J ~ / ~ ( ~ ) )  --+H~( O@(k-m))  -+ 0 mon t re  

s u e  H ' ( J ~ / ~ ( ~ ) ) + O  

comme c e s t  i n t e g r e  l a  t r a n s p o s é e  J S/C ( k + ~ - m ) 3 6 ,  d ' u n e  s e c t i o n  

non n u l l e  d e  ~ ~ y ~ ( m - k - 3 )  d é f i n i t  un groupe  d e  p o i n t s  d e  d e g r 6  

d-m(k+'ji-m) . S i  m=k+l c e  degrc? e s t  n u l  c a r  d  A 2ki-2. Donc d=2k+2 e t  

Js/C= @C - 2  S e s t  donc l ' i n t e r s e c t i o n  complè te  d e  C e t  d ' u n e  

c o n i q u e  . 



Cons idé rons  ma in tenan t  l e  c a s  m = k+2.Le groupe  d e  p o i n t s  S '  s e c t i o n  
1 ( - 3  e s t  d e  d e g r é  d-k-2 L k  . P a r  s u i t e  h ( J S . ( k - 1 ) )  = 0. d e  %/c 

La s u i t e  e x a c t e  O 6$(-k-2) 4 JS, 3 J s , /C2  O donne 

O ct ~ ~ ( ~ ~ ~ ( k - 1 ) )  3 H ~ ( J ~ , / ~ ( ~ ~ - I ) )  3 H ~ (  6 p 2 ( - 3 ) )  = 

1 1 1 On a a l o r s  h ( J s l / c ( k - l  ) )  = h ( J s I c ( k ) )  = h ( J s ( k ) )  = 1 

s o i t  O + @  6 ( - n a  1 M )a 0 (-nb )+  J~ 3 O l a  r é s o l u t i o n  
3 i 

d e  JS. Les na s o n t  5 k i 3  e t  1' é g a l i t é  e s t  a t t e i n t e  pour  un s e u 1 ; l e s  nb  
j i 

s o n t  f k+2 e t  l ' u n  a u  moins e s t  é g a l  à k+2. 

On p e u t  donc c o n s t r u i r e  un diagramme commutat if :  

o ù  L  e s t  une  d r o i t e  . En r e s t r e i g n a n t  c e  diagramme à L on v o i t  que Ln S  

e s t  d e  d e g r é  3 k + 2  C.Q.F.D 
1  Exemple: s i  d=8 e t  h  ( ~ ~ ( 3 ) )  4 O S  e s t  s u r  une conique  ou c o n t i e n t  

1  5 p o i n t s  a 1 i g n é s ; s i  h  ( ~ ~ ( 4 ) )  + O , S c o n t i e n t  6 p û l a t s  a l i g n é s .  

Voyons maintenant  comment c e  lemme peu t  è t r e  u t i l i s é .  

S o i t  C une courbe  e l l i p t i q u e  d e  d e g r é  8 , S i  C e s t  s u r  une s u r f a c e  cub ique  

c e l l e - c i  n ' a  que  d e s  s i n g u l a r i t é s  i s o l é e s  e t  on t r o u v e  f a c i l e m e n t  l a  

6-skcante .0n  suppose  donc que  C n '  e s t  pas  s u r  une cubique.0n a 

1 h ( J C ( k ) )  = 4 , 6 , 4  pour  k = 1 , 2 , 3  

1 a )  Supposons que h ( J e ( $ ) )  b 2.11 e x i s t e  a l o r s  ( a u  moins)  un p l a n  H t e l  

1  que  l a  m u l t i p l i c a t i o n  H ( J C ( 3 ) )  H _I13 H' ( ~ ~ ( 4  1) n e  s o i t  pas  s u r j e c t i v e  

En e f f e t  s i  l ' o n  c h o i s i t  d e s  b a s e s  d e  H ' ( J ~ ( ~ ) )  e t  H 1 ( J C ( 4 ) ) , l a  m a t r i c e  

1 d e  l a  m u l t i p l i c a t i o n  p a r  A s ' é c r i t  (1. ( H  O i L h  J C 4  O 6 j 5 4 
1J 

où l e s  li s o n t  d e s  f o n t i o n s  l i n é a i r e s  homogènes d e  H ,  e t  l a  v a r i é t é  d e s  

1 mineurs  maximaux d e  c e t t e  m a t r i c e  e s t  non v i d e  pu i sque  h ( J c ( 4  ) )  I /  2  

1 1 1 S o i t H u n t e l p l a n  ; l a s u i t e e x a c t e H  ( J C ( 3 ) )  H , H ( J ~ ( ~ ) ) + H  (JCnH(4) 
1 montre  que ( J C n  H ( 4 ) )  # O donc H c o n t i e n t  une 6 - sécan te  à C d ' a p r è s  

l e  lemmek 

?-2,.-1; L r  , - -- - . 
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1 1 H 1 b )  Supposons que h ( J C ( 4 ) ) = 1  e t  que  H ( J C ( 3 ) )  -+H ( J C ( 4 ) )  e s t  
1  1 l ' a p p l i c a t i o n  n u l l e  pour  un p l a n  H;comme d a n s  a ) o n .  o b t i e n t  H ( JCCIH(4  ))$O l 

donc H c o n t i e n t  u n e  6 - sécan te .  l 

1 1 M 1 C )  Supposons ma in t enan t  q u e  h ( JC ( 4 )  ) = 1 e t  H ( J C (  3 )  )-+ H ( JC ( 4 ) )  

n ' e s t  n u l  pour  aucun K. S o i t  C '  l a  l i é e  d e  C p a r  2  q u a r t i q u e s ( n é c é s s a i -  

rement  i n t è g r e s ) .  Le module d e  Horrocks-Hartshorne-Rao @ A '  ( J C ,  ( n )  ) 

e s t  l e  d u a l  ( r e l a t i v e m e n t  C )  d e  @ H 1  ( J C ( n + 4 ) ) .  
1  En p a r t i c u l i e r  on a h  ( J C ,  ( n ) ) = 1 , 4 , 6 , 4 , 0  p o u r  n=û, 1 , 2 , 3 , 4  e t  l ' a p p l i c a t i o n  

1 
H ~ ( J ~ < ) @ H O (  6 1 ~ 3 ( 1 ) )  --+ A ( J c , ( l ) )  e s t  b i j e c t i v e .  

O Notons que H ( 6 , e s t  u n e  E-a lgèb re  f i n i e  d e  r a n g  2,donc i somorphe  
b 

2 
~ ( I : S C  o u à ~  LE3 avec € =O 

C '  = C i  u C i  où C i  e t  C i  s o n t  d e s  c o u r b e s  d i s j o i n t e s . L ' i d é a 1  d e  C i  d a n s  

C r  e s t  engendré  p a r  un idempo ten t  ei d e  Ho( 6 ) .L ' image  d e  ei d a n s  

HO( 6 e s t  non n u l l e  donc e i ~ l ( ~ C , )  (8 Ho( 6 ( 1 ) ) -  H ~ ( J ~ , ( ~ ) )  
i P 

e s t  i n j e c t i f . L e  lemme du s e r p e n t  permet  a l o r s  d e  d i r e  que  

HO( 0 @ ( 1 ) )  3 Ho( 6 C t ( 1 ) )  e s t  s u r j e c t i f  donc b i j e c t i f .  
i 

La c o u r b e  C n ' é t a n t  pas  s u r  une  s u r f a c e  c u b i q u e  on a H '  ( OC, ( 1 ) ) =  O 

Donc on a H'( 6 C-,(i))= O e t  d o n c ) ( ( 6  i . 3  di-g.=3. 
1, 

P a r  a i l l e u r s  HO( 6  ci)=^ donc gi7,0 .Puisque  d l + d 2  = 8 l e s  deux  

p o s s i b i l i t é s  s o n t :  

-- dl=d2=4 g l = g 2 = l  

O Supposons  que  d l = S  e t  d2'5. On a a l o r s  h . . ( JC ,  ( 2 ) ) > 3  e t  h 0 ( J C ,  ( 2 ) ) h l  

O 1 O 2  (HO( 6 ( 2 ) = 0 )  .Comme h ( J ~ ,  ( 4 )  ) = 3 , o n  a n é c é s s a i r e m e n t  h ( J ~ ,  ( 2 ) ) = 3  
O 1 e t  h  ( J C I  ( 2 )  )=1 e t  t o u t e  q u a r t i q u e  c o n t e n a n t  C t  e s t  p r o d u i t  d e  deux 

2  
q u a d r i q u e s  c o n t e n a n t  C i  e t  C i  r e s p e c t i v e m e n t .  

C e c i  e s t  i m p o s s i b l e  p u i s q u e  C '  e s t  c o n t e n u e  d a n s  l ' i n t e r s e c t i o n  d e  deux 

O q u a r t i q u e s  i n t è g r e s . S i  m a i n t e n a n t  d l=d2=4 on a h (~~,(2))%2 . 
O Comme h ( J C ,  ( 4 )  ) = 3  on o b t i e n t  une  c o n t r a d i c t i o n  en t e n a n t  compte du  

lemme s u i v a n t :  



Lemme 4 . 2  ( ~ l i f f o r d )  

S o i e n t  U , V ,  w 3  C-espaces v e c t o r i e l s  d e  d imensions  r e s p e c t i v e s  u ,v ,  W. 

S o i t  f : U @ V - + W  une  a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  .On suppose  que  f ( x @  y ) S O  

pour x*O e t  y+O .A lo r s  w r/ u+v-1 ;s i  w=u+v-1 a l o r s  t o u t  élément  non 

n u l  z d e  W s ' é c r i t  z = f ( x @  y )  pour  un coup le  ( x , ~ )  convenable .  
2 

2)::,~'( 6 C l  )=  [E] avec E =O 

Notons C i  l a  courbe  d é f i n i e  d a n s  C '  p a r  l ' i d é a l  ~ n n ( E )  d a n s  O C ,  e t  

C i  l a  courbe  d é f i n i e  p a r  Ann(Ann( k) ) .Notons 1 l ' i d é a l  ~ n n ( ~ n n ( e  ) ) 

G On a une s u i t e  e x a c t e  0 -  O C i  1 I3 i? 3 O où F e s t  un ' 

module d e  suppor t  f i n i . S o i t  di l e  d e g r é  d e  C i ;on  a  dl+d2=8.  
1  

On n o t e  gi l e  g e n r e  a r i t h m é t i q u e  d e  Ci.Comme l ' i m a g e  d e  E d a n s  H ( J C , )  
1 

e s t  nori n u l l e , ~ ~ ( 1 ( 1 ) )  - H ' ( J ~ , ( ~ ) )  e s t  i n j e c t i v e ; d e  p l u s  H ( 1 ( 1 ) ) = 0  

c a r  H I (  6 C 1 ( 1 ) ) = 0 . ( ~ 1  n ' e s t  pas  s u r  une cub ique)  
2 

I l  en r é s u l t e  que Ho( 6 ( 1 ) - H o (  6 ( 1 ) )  e s t  b i j e c t i v e  iP 
(lemme du s e r p e n t ) .  ( C i  n' e s t  pas  p l a n e  du f a i t  que C.iC C /  ) 

Comme précédemment on o b t i e n t  d i -g i=3; la  s u i t e  e x a c t e  

O - + H ~ ( I ) - + H ~ (  6 C l  )3 HO( 6 ) + H ' ( I ) +  H ' (  ) - + H l (  )*O 

1 C i  1  d o n n e x ( b c , )  = h  (11-1 e t  - l f . ~ ( ~ ~ ~ ) & l ; d o n c  O 5 g 1  L 2  
1 1 O P a r  a i l l e u r s  ,d1=4 ou 5 (dg  4 d l )  . S i  d 1 = 4 ( g l = 1 )  on a h ( J C l ( 2 ) )  >, 2 

2 1 
Comme JC '3 JC , on o b t i e n t  une c o n t r a d i c t i o n  en u t i l i s a n t  l e  

4 
l O lemme d e  C l i f f o r d . S i  d l  = 5 ( g 1 = 2 )  on a h  (JC1 ( 2 ) ) = 1  ( s i n o n  a 

1 
encore  une  a b s u r d i t é ) .  Le lemme d e  Cast elnuovo montre que J C 1  e s t  

O 1 
engendré p a r  h  ( J C ,  ( 3 ) ) , d o n c  C i  e s t  l i é e  à une d r o i t e  p a r  une , 

1 
q u a d r i q u e  e t  une s u r f a c e  cub ique .  

g g t  banc a r i thmét iquement  Cohen-Macaulay , en p a r t i c u l i e r  ho ( 6 ) = 1 
O a h 0 ( 6 C l )  6 h ( 1 )  = 1 donc g 2 q o . ~ o m m e h 1 (  O C 2 ( 2 ) ) = 0 ,  

C ;  

8 o b t i e n t  h ( J c ,  ( 2 ) ) ) / 3  . A i n s i  t o u t e  q u a r t i q u e  con tenan t  C '  e s t  - 
L . . 

p r o d u i t  d e  l a  quadr ique  c o n t e n a n t  C' e t  d ' u n e  quadr ique  con tenan t  C; 
1 

On a  e n c o r e  une c o n t r a d i c t i o n .  

La courbe  e l l i p t i q u e  d e  d e g r é  8 n ' e s t  donc pas une  excep t ion .  
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Soi t  X une courbe 1 i s se ,  complète, gauche de degré d e t  de 

genre g de I P ~  (espace projectif  de dimension t r o i s  sur 0). 

On niontre que l a  sér ie  l inéaire  "découpée" sur X par l e s  surfaces 

de degré (d-4) e s t  incorilplète s i  e t  seulement s i  X a une (d-2)-sécante 

sauf dans t ro i s  cas où l 'on a d = 7 ,  g = O  ; d = 7, g = 1 ; d = 8 ,  g = 0. 

MOTS CLES : Série l inéaire  ; Sécante ; Fibré vectoriel ; 

Eclatement ; Surface réglée ; Lien singulier.  


