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SUR LA REûUCTION STRUCTURELLE 

DES SYSTEMES CONTLNUS NON LINEAIRES 

A COEFFICIENTS PRESQUE-PERIODIQUES 

INTRODUCTION GENERALE 

La conception d'une comnande en temps réel d'un système automa- 

tique se heurte souvent à une difficulté d'analyse qui s'accroît avec 

la dimension et la coniplexité des processus mis en jeu. 

Différentes études ont été consacrées au problème de la réduc- 

tion de dimension, et recourent, en général, à des décompositions en 

sous-systèrries interconnectés orientées en fonction de la nature des 

sous-systèmes ou de la possibilité de séparer leur dynamique. 

Le travail présenté dans ce mémoire concerne un autre aspect de 

la simplification de modèles, visant à réduire la complexité structu- 

relle liée à la présence de composants non linéaires ou non station- 

naires dans le processus considéré. 

Notre étude portera essentiellement sur les systèmes continus 
dont les p d t r e s  non stationnaires suivent des lois d'évolution de 

Spe périodique ou presque-périodique. Contrairement au cas linéaire 

statiormaine, la résolution anaïytique de tels systèmes est impos- 

sible. 

La démarche adoptée consiste donc à libérer directement ou 

progressivement un modèle initial non linéaire (NL) et non station- 
naire (NS) de ses termes non constants, de manière à obtenir un 

modèle plus sinple, linéaire (L) ou stationnaire (S) . 



Deux objectifs doivent alors être pris en compte : l 
I 

- d'une part, il peut être souhaitable d'éviter une réduction trop 

complète, qui ne pourrait refléter toute la richesse dynamique du 

système initial. 

En ce sens, une réduction progressive de structure s'avère préfé- 

rable, ltutilisateur pouvant alors choisir le degré de réduction 

qui lui convient. 

- d'autre part, il inporte que le système réduit obtenu soit aussi 
simple que possible à étudier, le cas idéal selon cet objectif 

étant celui dtun modèle linéaire stationnaire. 

Il est donc essentiel de disposer de critères liés au premier 

objectif et de méthodes respectant le second. 

Dans le ler chapitre, nous définissons de fqon rigoureuse les 

critères que nais emploierons pour évaluer la proximité de deux 

trajectoires correspondant par exemple à celles du système initial et 

du système qui lui est associé par réduction. 

La théorie de la proximité que nous proposons est directement 
inspirée des définitions usuelles de stabilité. 

Le 2e chapitre est consacré à un recensement de différentes 

méthodes de réduction structuelle des systèmes non linéaires à coef- 

f icients presque-périodiques ( techniques de majoration, méthode direc- 

te de Lyapunov, méthode de Cook, la Ire méthode de Lyapunov, théorie 

de Floquet, centrage de Bogolioubov). 

Le 3e chapitre développe la théorie de Floquet (systèmes L.NS) 

en proposant différentes approches analytiques et numériques con- 

duisant au calcul d'un modèle de type L.S. 

En association avec la notion de la conjecture du linéaire, ceci 
nous permet de juger de la qualité des conclusions obtenues par des 

méthodes spécifiques aux systèmes non linéaires. 

. . ./ 



Dans le 4e chapitre, des résultats originaux sont présentés, qui 

concernent l'application du théorème de centrage de Bogolioubov et 

Mitropolsky à des modèles pratiques non linéaires de type Lurié- 

Postnikov . 
Ces résultats s'obtiennent en adoptant un changement de variable 

proposé par Meerkov dans le cas de systèmes linéaires. 

Ils permettent d'envisager la stabilisation de systèmes non 

linéaires à partir d'une cormiande à gain périodique. 

Tout au long de ce travail, des exemples d'applications et des 

simulations viendront illustrer de manière concrète nos résultats. 



CHAPITRE 1 



CHAPITRE 1 

INTRODUCTION A LA NOTION DE REDUCTION STRUCTURELLE D'UN SYSTEME 

De nombreux travaux concernant la sinplification des systèmes 

automatiques complexes font intervenir soit des réductions de struc- 

ture, consistant à remplacer le système initial par un modèle plus 

sinple, mais souvent du même ordre, soit des réductions d'ordre d'un 

modèle donné en conservant sa structure. 

Nous limiterons volontairement notre étude en ne considérant pas 

les réductions d'ordre. Pour plus de détails concernant ce domaine, 

on pourra se référer à des études récentes comportant une importante 

bibliographie (Dauphin 1983, Iung 1981 ) . 

Notre démarche s'inscrit plutôt dans le premier type de sinpli- 

fications. Elle consiste à libérer progressivement un système non 

linéaire et non stationnaire de ses termes non constants, pour abou- 

tir finalement à un modèle plus sinple, si possible linéaire et sta- 

tionnaire, dont l'étude doit permettre de dégager certaines informa- 

tions relatives au système initial. 

Il est nécessaire, pour cela, d'éviter une réduction trop ES- 

trictive, où toute la richesse dynamique du système complexe nous 

échapperait . 

Nous tentons au contraire de définir un modèle qui coïncide le 

mieux possible avec le système qui nous intéresse, de telle manière 

que leurs trajectoires restent proches, ou que leurs comportements 

soient semblables, au moins sur le plan de la stabilité. 

Dans un premier temps, nous aurons à résoudre le problème de la 

définition rigoureuse et de 1 'évaluation du concept de proximité 

topologique. 



Nous présenterons ensuite quelques transformations sur 1 'équa- 

tion d'état qui préservent la proximité des trajectoires originales 

et des trajectoires transformées et qui constituent le matériau prin- 

cipai des méthodes de réduction que nous proposem. 

1 - RAPPELS DES NOTIONS RELATIVES AUX S Y S m E  ETUDIES 

Les systèmes considérés dans cette étude sont de type continus 

non linéaires et non stationnaires (NL.NS) régis par l'équation 

d'état suivante : 

où f : X x T -  IRq est une fonction continue. 

Nous supposons que pour toutes conditions initiales 

(xo . t;) e X x T , le système possède une unique solution notée 

x(t;xo, to) , définie pour tout t, vérifiant x( to;xo, to) = xo. 

Parmi les systèmes non stationnaires au sens large, nais nous 

intéresserons plus particulièrement à ceux dont les termes non sta- 

tionnaires sont presque périodiques, c'est-à-dire que (Bass, 1971) : 

VE>O 36(~)>O (6(c) longueur d'inclusion) tel que, 

VacR 3T~[a,a+6(c)[ Vx,t Ilf(x,t + T )  -f(x,t)ll < c  

Nous privilégierons à l'intérieur de cette classe 1 'ensemble des 

systèmes périodiques pour lesquels il existe un réel T, appelé 

période, tel que : 

Pour la plupart des systèmes non linéaires non stationnaires, la 

résolution analytique intégrale est inpossible. Notre étude consiste 

alors à préciser le comportement du système, en priorité sur le plan 
de ses trajectoires, sinon sur le plan de la stabilité. 

. . ./ 



Le concept de stabilité tend à étudier si, lorsqulun système a 

I une première réponse (nominale) pour un ensemble donné de paramètres 

1 ou de conditions initiales, une autre réponse, obtenue pour de 

l petites variations des paramètres ou des conditions initiales, est 

1 proche de la réponse nominale. 

D'autre part, le but de cette étude est d'associer à un système 

coniplexe un autre système, plus simple, dont la réponse, pour les 

mêmes conditions initiales, est très proche de celle du système ori- 

ginal. 

L'unification des concepts de stabilité et de proximité semble 

donc particulièrement intéressante. Nous nais inspirerons, dans cette 

optique, des notions de stabilité introduites par Lyapunov (1892) et 

de leur formulation présentée par Bhatia et Szego (1970). 

II - STABILITE D 'UN ElUSEMBLE ET D 'UN POINT D 'EQUILIBRE 

Pour toute condition initi.de (xo,to) on définit l'ensemble 

~ ( x  t ) appelé ensemble limite, de la manière suivante : 
0' O 

Q(xo,to) = {YEB / 3(qn séquence avec t + +- 
"n++- 

telle que x(tn;x + Y 
to)n++a 1 

M étant un sous-ensemble non vide de l'espace IRq, on peut 

associer une région d'attraction A(M) définie par : 

Toute trajectoire issue de la région d'attraction de M revient 

donc dans M au bout d'un temps infini . 



ûn dit alors que : 

- U est un voisinage de M si chaque point de M peut être le centre 
d'une boule ouverte incluse dans U. 

- M est stable si chaque voisinage U de M contient un voisinage V de 
M tel que si l'état initiai xo se tmuve dans V à un instant to, 

l'état ultérieur x(t;xo,to) se trame d m  U. 

- M est attractif si sa région d'attraction A(M) est un voisinage de 
M. 

Ces définitions présentent un grand intérêt dans le cas particu- 

lier où M est réduit à un point unique, le point d'équilibre (ou 

point critique) xe dusystème (VtCiR xe =x(t;x e ,t O )). 

Elles s'énoncent alors plus simplement sous la fonne : 

- 1 'équilibre x est stable (ou { xe } est un ensemble stable au Sens 
" 

de Bhatia et ~ z e g 6 )  si et seulement si : 

- l'équilibre x est attractif si et seulement si la région d'attrac- 
" 

tim ~ ( { x ~ } )  est un voisinage de xe : 

vtorT 3A(to)>0 Vxoa X tel que IIxo - xeII < A (to) 
on a VP>O ~ r ( t ~ , x ~ , p )  vt>to+r Ilx(t;xo,to) - xeII < P 

- l'équibre x_ est asymptotiquement stable si et seulement si, il est 
" 

à la fois stable et attractif. 



I stable 

I I attractif 

FIGURE 1.1 

Dans l e  cas des systèmes non stationnaires, ces propriétés de 

s tabi l i té  peuvent ê tre  vérifiées non plus pour tout instant in i t ia l  

to de T mais uniquement pour un sous-ensemble To de conditions initia- 

l e s  tenporelles. 

Cette influence de to a été mieux spécifiée par ~ i u j i 6  (1975) 

qui définit de manière r igomuse l e  concept de domaine de s tabi l i té ,  

e t  la s tabi l i té  ou l ' a t t rac t iv i té  par rapport à un ensemble d'ins- 

tants initiaux. 

Signalons cependant que ce problème ne se pose pas dans notre 

étude en raison du fait que les  systèmes non stationnaires que nous 

considérons sont pour la plupart périodiques ; dans ce cas, en effet ,  

la s tabi l i té  asynptotique d'un point d'équilibre e s t  nécessairement 

uniforme (HAHN, 1963 ). 

Les définitions données ci-dessus sont courantes dans l e  cas de 

la s tabi l i té  d'un système au voisinage d'un point d'équilibre, mais 

e l les  sont également transposables pour caractériser la proximité de 

deux trajectoires. Il suf f i t  pour cela de prendre pour ensemble M les 

points de la trajectoire de référence. 



III - CARACTEFUSATION DE LA PROXlMITE DE DEUX TRAJECTOIRES 

Soient x( t ;xo, to) et y(C;yo, to) deux trajectoires dans 1 'espace 

IRq, associées à des systèmes qui peuvent être différents. 

PIIous nous plaçons au voisinage d'une trajectoire d'équilibre 2 du 
premier système qui, par définition, est un ensemble invariant, c 'est- 

à-dire (Bhatia et Szego), m e  courbe fermée vérifiant : 

(2  peut être réduite à un point d'équilibre). 

En définissant la distance d(x ,?) = M- II xo-f 11 , nous d i r a i s  
O 

que x et y sont : xex 

- Définition 1 : à écart maximl 1i si : 

- Définition 2 : proches au voisinage d'une trajectoire d'équilibre j? 
de x si : 

- Définition 3 : proches si elles sont proches au voisinagr de taute 
trajectoire dt4quilibre de x. 

- Définition 4 : attractives au voisinage d'laie tïajectoire 

d'équilibre ? de x si : 



- Définition 5 : attractives si elles sont attractives au voisinage 
de toute trajectoire d'équilibre j? de x. 

- Définition 6 périodiguement topologiquement égales si : 

3~ v t o € T  Vxo€X 3tl>to 3y0EX tels que 

Vn'n IN x(tl+nT;xo,to) = y(tl+nT;yo,to) 

- Définition 7 : presque-périodiquement topologiquement égales si : 

VE>O 36(~)>0 tel que Va € IR 3 ~ 8  [a,a+6(~)[ 

V(xo, to) E XxT 3tl>t0 3 ~ ,  O X pour lesquels 

vn 'n EN IIx(tl+nT;xo, to)-y(tl+nT;yo, to) I I  < E 

P J a u s  verrons par la suite que l'égalité topologique 

(presque-)périodique de deux trajectoires est liée A la notion 

algébrique d'équivalence topologique de deux représentations matri- 

cielles (Markus 1955, Langerihop 1960, Harris et Miles 1981, Shokoohi 
et Aï 1983). 

Enfin, il peut être intéressant de comparer la stabilité de deux 

modèles au voisinage de leurs trajectoires d'équilibre respectives : 

- Définition 8 : on suppose que le système représenté par x(t;xo,t,! 

gcssède une lmique trajectoire d14quilibm 2 pour x e X. 
C 

5oit y(t;yo, to) .me trajectoire dans l 'espace IR* vérifie 

G=g(y,t) !y,t) e Y x T  
Y =  {y€ ElP / l l y l ]  < k l 

et possédant elle-cuissi une unique trajectoi~ d'équilibre pour 

Y, E Y. 

Nous dirons que le système représenté par x pdsente mie stabi- 
lité conparable à celle du système rrprésenté pctr y si : 

:j ~stotiquement stable pour y -ij 2 asymptotiqmmmt stzble- Px x. 



Nous pouvons d'emblée déduire plusieurs constatations : 

Remarque 1 : si on remplace, dans les définitions précédentes : 

II x(t;xo, to)-y(t;xoto) II par d(x(t) ;xo,to) , X I ,  on ob- 
tient des énoncés permettant de caractériser la stabili- 

té (définition 2) ou 1 'attractivité (définition 4) d'une 

trajectoire d'équilibre. 

Remarque 2 : si, au voisinage d'une trajectoire d'équilibre 12, les 

trajectoires x et y sont proches, alors 2 est aussi une 
trajectoire d'équilibre pour le système représenté 

P m  Y. 
Il suffit, pour montrer cela, de prendre xo sur î< (la 
démonstration complète est donnée dans l'annexe 1). 

Remarque 3 : si, au voisinage d'une trajectoire d'équilibre 2, les 
trajectoires x et y sont attractives, alors 2 contient 
1 'ensemble limite des trajectoires y initialisées sur î< 
(voir la démonstration dans l'annexe 1). 

La deuxième remarque nous permet alors d'énoncer la proposition 

suivaplte (démontrée dans 1 'annexe 1) : 

Remarque 4 : si, au voisinage de l'origine, point d'équilibre d'un 

système, un autre système lui est proche et attractif, 

alors les deux systèmes sont à stabilité cariparable, 

c'est-à-dire : 

définition 2 + définition 4 - définition 8 
En revanche, 1 'égalité topologique (presque périodique) des tra- 

jectoires ne permet pas de conclure que les deux systèmes sont à 

stabilité cmarable . 

On peut remarquer d'autre part que deux modèles à stabilité 

comparable n'ont pas systématiquement la même dimension. On parle 

alors de modèle de comparaison. 



Remarque 5 : Il est possible de montrer sans difficulté que les 

relations de proximité et d'attractivité sont des rela- 

tions d' équivalence. 

L ' égalité topologique (périodique ou presque-périodique ) 
par contre ne l'est pas systématiquement car cette pro- 

priété de proximité est liée à l'instant initial tl et à 

la (pseudo-) période T. 

On peut illustrer toutes ces définitions sur quelques exemples : 

. ler exemple : Soit le système d'ordre 2 défini par : 

Les valeurs propres du systèmes sont -A+j et -A-j. 

Effectuons le changement de variable U = P(t)X = (V) 
p(t) =(cost sm) - sint cost 

-A O Alors 6 = U, c'est-&-dire que U = e 

uo cost - vo sint 
Uo sint + vo cost 

Dans l'espace d'état, les trajectoires coïncident à chaque pério- 

de : elles sont périodiquement topologiquement égales : 

FIGURE .I.2 



Donc, si A > O, les trajectoires sont pmhes et attractives, et 
par conséquent à stabilité comparable. 

. 2e exemple : Cas du pendule amorti dont l'angle vérifie l'équation 
différentielle 

00 O 

(1.4) J8 + f8 +mg1 sin 8 = O 

V k  s Q, au voisinage de 0 = 2kn , les trajectoires sont attracti- 
ves et proches de celles du système 

FIGURE 1.3 

Considérons à présent deux systèmes différents dont les trajec- 

toires, pour des conditions initiales identiques, sont voisines. A la 

similitude topologique des trajectoires, il devrait être possible 

dl associer une similitude de certaines pmpriétés algébriques des 

équations d'état des deux systèmes. 

inversement, il existe des transformations d'une équation d'état 

qui ont peu d'influence sur certains invariants algébriques du sys- 
tème associé, et préservent ainsi la proximité des trajectoires ES- 

pectives du système original et du système transformé. 

. . ./ 



IV - TRANSFORMATIONS ALEBRIQUES DE L ' EQUATION D ' ETAT PRESERVANT LA 
PROXIMITE DES 'TRAJECTOIKES 

Pour un système représenté par 1 ' équation d'état X = f (x , t ) les 
transformations possibles portent sur le vecteur état x, ou sur la 

fonction d'état f. 

IV. 1. - Transfomations du vecteur état (changement de variable) 

TV. 1.1 - Cas des systèmes linéaires non stationnaires : le concept de ---------------------- 
similitude cinématique par changement de variable portant sur le 

l vecteur état a son origine dans les travaux de Floquet (1883) ou de 

I Lyaptalov (1892) et à été développé par Markus (1955) et Langenhop 

(1960) dapis le cas des systèmes linéaires non stationnaires représen- 

tés par X(t) = A(t)x(t). 

Urie représentation x(t) est dite alp;ébriquemnt équivalente à 

A( t) (A - A) s il existe une matrice P( t) : 
I . continue différentiable 
I . non singulière Vt 

telle que, par la transformation x = ~(t)u, on se ramène au système , - 
&(t) = A(t)u(t). 

1 Si de plus P(t) est telle que P, P-l et fi sont continus et bor- 
nées sur R+ (respectivement sur IR), alors Â est topologiquement 

équivalente (respectivement cqlètement topo1op;iquement équivalente) 

à A (d'après Shokoohi, Silverman et Van Dooren, 1983) au sens algébri- 

1 Certains auteurs (Harris et Miles, 1981 ) adoptent plutôt 1 ' appel- 
1 lation "A (complètement) cinématiquement semblable à AH. 

&rès transformation, la relation entre A et A s'écrit : 

- 
(1.6) A(t) = ~-'(t) A(t) P(t) - p-l(t) ;(t) 

et il est facile de vérifier que l'équivalence algébrique et lféquiva- 

lence topologique sont effectivement des relations d'équivalence. 



Dans les cas où P(t) est une matrice constante, la relation 

d'équivalence est appelée équivalence statique, cas particulier 

d * équivalence cinémat ique . 

Le fait que le changement de variable P(t) varie avec le temps 

signifie que la nouvelle base de coordonnées est en mouvernent par 

rapport aux coordonnées initiales. 

Ainsi, c m  le fait remarquer Mar-, si la condition P et P-1 

bornées n'est pas inposée, il est possible de transformer toute matri- 

ce A en la matrice nulle. Il suffit pour cela que ~ ( t )  soit la solu- 
O 

tion de P = A . ,  c ' est-à-dire que par rapport au système de coordon- 
nées initial, la vitesse relative des nouvelles coordonnées est nulle. 

Donc, en imposant les conditions P et P-' bornées, on préserve 

la structure uniforme de l'espace d'état, et la stabilité a daris ce 

cas une signification invariante. 

Plus précisément, sur le plan de la similitude des propriétés 

des systèmes associés par la transformation : 

- il a été montré (Harris et Miles 1981, Shokoohi et Ai. 1883) que : 

. les propriétés entrées-sorties des systèmes sont invariantes par 
équivalence algébrique. Cependant, les propriétés internes chan- 

gent, par exemple la stabilité et le caractère borné des coef- 

ficients des matrices. 

. par ailleurs, avec 1 'équivalence topologique, la stabilité interne 
(et le caractère borné des matrices) est préservée et les expo- 

sants caractéristiques et leur mltiplicité sont invariants. 



- nous pouvons affirmer que deux systèmes (algébriquement) topologi- 
quement équivalents sont proches et attractifs, et donc à stabilité 

comparable, à la candition que l'un des deux soit asymptotiquement 

stable. 

En effet, dzms les définitions 2 et 4, si les trajectoires u(t) 

sont açymptotiquement stables, on peut rendre aussi petite que l'on 

veut la différence II x(t)-ut) 11 = II ~(t1-1d II x Il u / (  . 

Du point de vue de la réduction structurelle des systèmes, il 

devient alors particulièrement intéressant de mettre en évidence des 

matrices qui soient topologiquement égales à des matrices constantes. 

Théorie de Floquet (matrices A( t ) périodiques ou presque-périodiques ) 

Le théorème de Floquet nous permet d'affirmer que les matrices 

périodiques sont réductibles à des matrices constantes par équiva- 

lence topologique (c'est-à-dire que le syst8ne = A( t)x où A( t) est 

une matrice périodique peut être mené, par un changement de va- 

riable périodique P(t), au système linéaire constant ; = Mu). 

Les matrices presque-périodiques ne le sont pas nécessairement ; 

Langenhop (1960) a cependant proposé des conditions suffisantes pour 

que de telles matrices soient ccniplètement topologiquement équivalen- 

tes des matrices constantes par l'intermédiaire d'un changement de 

variable P( t ) presque-périodique . 

L ' équivalence topologique de deux systèmes garantit une simili- 
tude de comportement des trajectoires ; en effet : 

- pour les matrices périodiques le changement de variable ~ ( t )  est 
périodique (de période T) . Ainsi, si P (O) = Id, pour des conditions 

initiales identiques x = u les trajectoires x(t;xo,to) et 
O 0 ' 

u(t;xo,to) vérifientvn'nEN x(to+nT;xo,to) =uo(to+nT;x t ) et 
O' O 

sont donc périodiquement topologiquement égaies, quel que soit 

l'instant initial to. 



- pour les  matrices presque-périodiques l e  changement de base es t  

presque-périodique e t  les  trajectoires associées par la transfor- 

mation sont presque-périodiquement topologiguement égales. 

N.1.2. - Généralisation aux v t è m e s  non linéaires non stationnai- ---------- ---  -- - - - - -  - -  -----  
res - - 

Les transformations précédernent décri tes  ne peuvent s l appliquer 

directement aux systèmes non-linéaires. 

Une généralisation du théorème de Floquet e s t  cependant proposée 

par Lochak (1981 ) . 

Si  = f ( x , t )  es t  un système périodique non linéaire, soi t  

x( t ; xo, to) une solution issue de xo à 1 l instant to , alors il existe 

une famille & transformations : 

que l 'on peut composer par  la l o i  O e t  t e l l e s  que : 

Contrairement au cas du linéaire, ces transfomations ne véri- 

f ient pas : 



ce qui signifie en pratique qu'une trajectoire, partant d'une même 

position xo a un comportement différent suivant 1 ' instant initial 
choisi (g(t+s,s) # g(t,O)). 

Mais, s'il est possible de définir des transformations g*(t, to) 

solutions du système qui approchent x(t,to) et vérifient la rela- 

tion (I.8), alors le changement de variable dans le théosme de 

Floquet générdisé devient ~(t) = gf(t,to)o g(-t,to)) et pair 

u = P(t)x = g*(t,to)(x0), on obtient : 

O lim u(t+&) - u(t) u = s+o s 

(1.9) = lim 
[g*(t+s,to) - g*(t,to) 1 

s+O 

- lim g*(s,O) - g*(to,to) - 
s+o 0 g*(t,to)(xo) s 

c'est-à-dire le système non linéaire = f*(u). 

La possibilité de détexminer g*(t, t,) à partir de g(t, to) est 

appelée qkéductibilité canoniquef'. C'est une extension non linéaire 
- du théorème de Floquet et par là& de 1 'équivalence topologique. 

La mise en oeuvre pratique reste cependant délicate. 

IV.2. -Transfomtions de la fonction d'état (changement de 

structure) 

IV.2.1. - l m  méthode de Lyapunov ----  ------- 

Cki considère le s y s t ~  X = f (x, t) possédant O r o m  point cri- 

tique pour t 2 to . S'il est possible d'écrire f(x,t) = fl(x,t) + 
f2(x,t) où, pour x petit, f2(x, t) est négligeable devant fl(x, t), 

(c'est-à-di= VC>O 36>0 tel que V(x,t) C X X T  

- I 

alors définissons le système y = fi (y, t) appelé la l m  approximation 

du système initial (Lyapunov 1892, Lefschetz 1957). . . ./ 



On peut s 'attendre à ce qu'au voisinage de O, les deux systèmes 

soient dans une certaine mesure proches. Cependant, sous cette forme 

générale, il est très difficile de ccmparer leur camportement. 

En revanche, si fi est une fonction linéaire de x, c'est-à-dire 

f (x, t ) = A( t )x, la conparaison devient plus aisée. 

ïV.2.l.a. - Si A(t) est constante, le système s'écrit X = Ax + q(x,t) 
avec q(x,t) continue pour : Ilxll <r et t>? 

La condition 'Ifp négligeable devant fi1' s'exprime ici par 

q(x,t) = O ( I I x I I  ) unifoxlnérnent en t c'est-à-dire que : 

On peut montrer (cf. annexe 2) que, dans ces conditions, et si A 

est asynptotiquement stable en O : 

1) le système X = Ax + q(x, t) est asymptotiquement stable en O, 

2) les trajectoires (pour des conditions initiales identiques) du 

système et de sa première approximation sont attractives et 

proches (et donc à stabilité comparables). 

N.2. lb - Si A(t) n'est pas constante mais périodique ou presque-p6- 

riodique. 

Contrairement à ce qui se passe quand A est constante, la stabi- 
lité asymptotique de la Ire approximation n'entraîne pas automatique- 

ment la stabilité du système original. Une condition supplémentaire 

est requise, qui est l'existence d'une fonction de Lyapunov llforte'l 

pour la Ire approximation, ou, d'une manière équivalente, que celle- 

ci remplisse les conditions de Perron ou celles de Persidskii 

(Lefschetz, 1957). 



Par contre, d'après les travaux de Lyapunov, on peut conclure 

sur la proximité des trajectoires, suivant la démarche décrite 

figure 1.4 : 

Par le théorème de Floquet (éventuellement généralisé au cas 

presque-périodique) on transfome le système X = A( t)x + q(x, t) en 
un second représenté par = My + P(t)q(x, t) avec y = P(t)x et 

M = ~(t)~(t)~-l(t) + b(t)p-l(t). 

P(t) est bornée, donc P(t)q(x, t) est une fonction de y, négli- 

geable devant Il y 11 quand celle-ci tend vers 0. 

D'après les propriétés vues pour la Ire appmximation de 

Lyapmov, les trajectoires y du système $ = My+P( t )q(x, t) et celles 
de sa Ire approximation = Mv sont attractives et proches. 

D'autre part, en effectuant le changement de variable v = P(t)u 

oÙ ~(t) est périodique (respectivement presque-périodique), les tra- 

jectoires u et v çont périodiquement (respectivement presque-périodi- 

quement ) topo1op;iquemnt égales. 

Et finalement, x et u, trajectoims associées au système origi- 

nal et à sa Ire approximation, sont p é p é  (respectivement 

presque-périodiquement ) attractives et proches (c ' est-à-dire que les 
trajectoires échantillonnées périodiquement çont attractives et 

proches). 

Y = MY+P(t)q(x, t) Ire approximation de Z = M v  

LyapUnw 



IV.2.2. - ___- - - - -  Méthode de centrage (Bogolioubov-Mitmpolsky 1961) 

On t ra i te  i c i  un système non linéaire presque-périodique où la 
pseudo-période e s t  très peti te,  sous la forme standard : 

(1.11) - dx = ~ f ( x , r )  avec E p e t i t  
df 

f presque-périodique 

Au système sous forme standard es t  associé un système centré (ou 

moyenné) représenté par : 

(respectivement $ 1: f ( r ,  S)dr  si f e s t  pér iodique de 
période T) . 

Les théorèmes de centrage de Bogolioubov établissent des rela- 

tions qui l ien t  l ' é t a t  x e t  son appmximatian centrée 5 (voir 
Bogolioubov e t  Mitropolslqr 1961, Sanchez-Palencia 1975, Balbi 1982) : 

ThéoSme : Si f ,  definie surXxT (Xdomaine conpact denq)  vérifie : 

f : XxT - sq bornée e t  continue 

a f  - : XxT - IRq bornée e t  continue ax 

Alors : 

L .  La difiérenco antre les  trajectoires du système standard r t  rhi 

système centré partant des . d m s  conditions ini t ia les  tend vers O 

avec E ,  pour T appartenant à ün intervalle de temps fini de la 

forme [ T ~ , L / E [  : 

VP , rl>o VL>O 3c0>0 pour lequel  
si  S ( r )  e s t  une s o l u t i o n  de l ' équat ion  cen t rée  d é f i n i e  
s u r  ira.+-[ e t  t e l l e  que ( x  E mq/3, Ilx-{(TI Il < p l  C X 
a l o r s  : 

v€ C VT [ T ~ , L / E ~  ~ I X ( T ) - { ! T ~  1 1 ~ ~  



. Si {(T) est asymptotiquement stable, 1' intervalle de temps de 

validité est infini : [ To, + m [ , ce qui sisifie que : 
Vn>o 3c0>0 tel que VEE]O,E~[ , 

les trajectoires du système réel et ciu système centré sont à écart 

I "ximal q *  

Ainsi, les trajectoires du système standard et àu système centré 

sont d'autant plus voisines que la pseudo-période est plus petite. 

Plus explicitement, elles sont à écart maximal q ( E ) ,  avec 

i) (E)-O pour E- O (définition 1). On ne peut cependant affirmer, 

dans le cas général, ni qu'elles soient proches, ni qu'elles soient 
attractives, car leur position relative dépend de la pseudo-période &.  

P m  le système (1.13) % = A(x,t)x, on définit : 

. p(x) une n o m  vectorielle de x de dimensions klq - . D+ la dérivée à droite de Rosenbmck. 

L'équation d'état (1.14) = M(x, t)y représente un système 

pseudo-majorant de (1.13) si et seulement si l'inégalité (1.15) est 

vérifiée composante par composante : 

Pour ,rechercher la glus petite matrice p~e~do~najorctnte, 

~ruji; et Al. (1976) distinguent trois cas de figure, selcn que 

M(x,t) est : 

. non linéaire non stationnai= M(x,t) 

. linéaire non statiormire M ( t ) ,  

. constante M, 
et .mntrent que la réduction de complexité cie M(x,t) entraîne une 

diminution dans la précision de la niajoration : ~ ( x ,  t) 5 M( t) 5 M. - - 

P h i ,  le asystème (1.13) crésente lune stabilité canparable à 

M(x,t) qui jst elle-même cmpa-zbie à M!t r ,  c~mparabie ecpant à elle à 

I'4. . . ., / 



Le cas particulier où k = q s'avère être particulièrement 

intéressant puisque, les syscèrnes de comparaison étant du même ordre, 

la méthode de majoration permet alors de préserver la proximité des 

trajectoires. 

Proposition : Soit M( . ) une matrice représentant un systène pseudo- 
maorant d'ordre q de (1.13) (M( . ) est égale à M, M( t ) 

ou M(x,t)). 

Alors : 

. si M(.) est stable, les trajectoires de (1.13) et de 

= M( . )y sont proches, 
. si M( .) est asymptotiquement stable, les trajectoires 

sont aussi attractives. 

Démnstration : 

. llattractivité est évidente, car x et y convergent 

vers O, 

proximité : y(t;xo,to) - sp(x(t;xo,to)) V(xo,t) E XxT . 
La stabilité de y = O inplique que VE >O Vto E T 

36(to,~) IIxOII<6(tot~) =$ IIy(t;x0tto) IIcc/2 
P(X>&Y -YS-xly - - et : 

Ily-xll $ 2ll~ll < E 

V - METHODOLOGIE POUR LP, REDUCTION DES SYSTEMES 

11 existe dans la litté-rature beaucaup d'autres transformations 

garantissant la proximité des qsthes associés par réduction. 

Cemaines sont applicables uniquenent aux systèmes linéaires non 
stationnaires (Floquet 1883, Campbell 1955, aurgat et iWrî 1970, 

Jones et Robe 1973, Berkey 1976, Sinha et Aï. 1979, Corral1 1979, 

1981 ) , dl autres permettent simplement de linéariser un système 
complexe (Lyapunov 1392, Aizennann 1949, Pliss 1958, Richard 1981), 

d' autres encore traitent en même t e ~ s  les pertuïatisns engendrées 

par les termes non linéaires et non stationnaires (Lyapunov 1892, 

Lurié 1951, Bmcketr: lS66, Popov 1973, Nagaraja Chaïan 1977, ~rujih 

2 t Al. 1978, Cook 1979 ! . . . ./ 



Toutes en tout cas tendent à extraire du système complexe un 

système libéré des non linéarités et/ou des non stationnarités. 

Ces transformations, que nous appelons Ilméthodes de réduction 

préservant la proximité topologiquel~ s ' insèrent à 1 l intérieur de 

l'une des trois procédures envisageables : 

1) procédure directe en associant au système non linéaire et non sta- 

tionnaire (NL.NS) un système linéaire et stationnaire (L.S) qui 
lui soit proche : 

2) procédure par linéarisation (II. 1) puis par stationnarisation 

(11.2) 

m.NS linéarisat ion NS 

Stationnarisation 

3) procédure symétrique : par stationnarisation (III. 1) puis par li- 
néarisation (111.2) 

Stationnarisation 

+ 
NL. S linéarisation 

Dans les cas les plus ccmplexes, il est rare que les méthodes 

préservant la proximité des systèmes aboutissent. 

Nous devons alors recourir à des méthodes de ccmparaison permet- 

tant tout au moins de préciser le ccmportement du système sur le plan 

de la stabilité. . . ./ 



Des exemples Qpiques de ce que nous appelons llrnéthodes de réduc- 

tion par comparaison des propriétés de stabilité1' sont la 2e méthode 

de Lyapunov ou le principe de comparaison mettant en oeuvre des matri- 

ces pseudo-majorantes ou minorantes d' ordre k< q . 

De la même manière que précédernent , ces méthodes de réduction 
peuvent être classées suivant l'étape qu'elles représentent à l'in- 

térieur d'une pmédum : 

NL.NS linéarisation II1 

L'originalité de la méthodologie proposée tient au fait que nous 

proposons non pas plusieurs techniques de réduction, aussi performan- 

tes soient-elles, mais plutôt une méthode systématique d'imrestiga- 

tion (réduction directe, linéarisation puis stationnarisation , ou 
stationnarisation puis linéarisation) dont l'objectif essentiel est 

de comparer les résultats respectifs des techniques de réduction dont 

nous disposons et de minimiser ainsi l'écart entre le système réel et 

les modèles sinplifiés correspondants. 

Dans cette optique, une première difficulté a été levée en 

construisant un enserrble de notions qui sont représentatives du 

concept intuitif de proximité de deux systèmes, et qui peuvent 

foumir des critères précis de comparaison entre les différents 

&les simplifiés d'un même système réel. 

Dans un deuxième teqs, la recherche et la mise en oeuvre des 

techniques de réduction constituent la partie pratique du problème, 

dont la solution n'est pas nécessairement définitive. 

Ce sont les méthodes de réduction disponibles à l'heure actuelle 

que nous allons présenter maintenant. 



DEMONSTRATIONS RELATIVES AUX DEFINITIONS 

CARACTERISANT LA PROXIMITE DE DRTX TRAJECTOIRES 

1 - DEMONSTRATIONS DE LA =QUE 2 

Si, au voisinage d'une trajectoire d'équilibre 2 ,  les trajectoi- 
res x et y sont proches, alors 2 est aussi une trajectoire d'équili- 
bre pour le système représenté par y. 

Démonstration. X est une trajectoire d'équilibre pour x, donc : 

VX, 8 î Vto E T  Vt>t x(t;xO,to) E X 
O 

Soit x un point quelconque de 2 ,  et to un réel quelconque ; x et y 
O 

sont proches au voisinage de X, donc, d'après la définition 2 : 

Supposons qu' il existe tl > to tel que y( t, ;xo, to) & 2, alors 
IIx(tl;xo,to) - y(t ;x ,t ) I I =  El > O 1 0 0  
ce qui est inpossible. 

m c  Vxo e X Vto E T Vt>to y(t;xo,to) E: X 
et 2 est trajectoire d'équilibre pour y. 

Si, au voisinage d'une trajectoire d'équilibre 2, les trajectoi- 
res x et y sont attractives, alors 2 contient l'ensemble limite des 
trajectoires y initialisées sur k. 

Démonstration. Soit xo un point quelconque de 2 ,  et to un réel quel- 
conque. Alors Vt > to x(t;xo,to)~f. x et y sont attractives au 

voisinage de 2, donc lim IIx(t;xo,to)-y(t;xo,to)II = 0. 

t 4-Cm 

. . ./ 



Soit yl un point quelconcpe de h (x , t ) ensemble limite des 
Y 0 0  

trajectoires y initialisées en xo, à 1 ' instant to. Aiors 3 (tnln 
séquence avec tn - + OD telle que y( tn; xo, to \zmyl. 

n -+= 

donc : 

c'est-8-dire lim I I x ( ~ ~ ; x ~ ~ ~ ) - Y ~ ~ ~  = 0. 
n++w 

Alors, de la même manière que précéderment, on peut montrer par 

l'absurde queylCî.,d'8ùVxo6% Vto€T Y (x 0 ,t0)cî. 

Définition 2 + Définition 4 -Définition 8. 

Démanstration. Soit un système représenté par les trajectoires x, pos- 
sédant l'origine cormie point d'équilibre. Cki suppose que le système 

représenté par y lui est proche et attractif. 

Alors : 

a) d'après la remarque 2, 1 'origine est aussi un point d'équili- 

bre pour y. 

b) supposons que V(xo,to) Vt > to x(t;xo,to) soit asympto- 

tiquement stablè. 

Alors : 

a - Stabilité de y en O : écrivons les définitions de : 

. la stabilité de x en O : 
E VE>O Vto 361(t0,~) I ( x ~ I ~ c ~ ~ ( ~ ~ , E )  Vt l I ~ ( t ; ~ ~ , t ~ )  

. . ./ 



. la proximité de x et y au voisinage de O : 
E 

VE>O Vto 362(to,~) I I x ~ I I ~ ~ ~ ( ~ ~ ~ ~ ) ~ I I ~ ( ~ ; ~ ~ ~ ~ ~ ) - Y ( ~ ; ~ ~ , ~ ~ )  I I < 2  

en prenant 6(to,~) = min(61(to,~),62(to,~)), 

on obtient 

%>O Vto 36(t O ,E) l1xOII < 6(to,€) =$ 

y est stable en O. 

b - Attractivité de y en O : écrivons les définitions de : 

. l'attractivité de x en O : 

. l'attractivité de x et y au voisinage de O : 

avec A= min(A ,, 4) , on montre de la même manière que précéderint 
que y est attractive en O. 

x asymptotiquement stable en O -y asymptotiquement stable en O. 

Ltinplication inverse se montre de la même manière. 



DEMONSTRATION DE LA PROXIMITE ET DE L'ATTRACTMTE 

DES TRAJECTOIRES D'UN SYSTE51E ET DE SA Ire APPROXIMATION LINEAIRE 

1 - DEMONSTRATION DU ler THEOREME DE LYAPUNOV 

1) Soit y(t;y ,t ) une solution de Y = Ay. 
O O 

niors y(t;yo,to) = Y(t-t )y avec ~(t) = eAt, et carnie : 
O O 

La solution de $ = Ax + q(x,t) s'écrit sous la f o m  : 

D'autre part, puisque A est asynptotiquement stable, 3 y > 0 et 

~ X > O  tels que II~(u)ll < ye - At vt >o. 

Soit r tel que a < X/y . a alors : 

A t Ainsi, le vecteur z(t) = e x(t;xo,to) vérifie : 

donc IIz(t)llsy llzoll e 
ya(t-to), ou encore 

- 

Ilx(t)ll < Y I I X ~ I I  e - (A -Y a) ( t-to 
- 

Le syçtème non linéaire est donc asymptotiquement stable. 

. . ./ 



2) Pour xo = yo, par un raisonnement analogue, 

< yae - - lt 4- eAU Ilx(u) (1  a. 

Le système ; = Ax + q(x, t) étant asymptotiquement stable en O, 
VE>O 3Te T t e l  que : 

a) Proximité : 

Y E V-0 vto Ilxo Il < €/,-Ato j l lx(u)  Il < - 
E e donc /lx-y11 ~ya-. - . e 
to X 

la limite de II X-y I I  est donc nulle quand t - +. 



CHAPITRE I I  



CHAPITRE 2 

METHODES DE REDUCTION STRUCTURELLE 

Cette partie concerne les principales méthodes de réduction pro- 

posées dans la littérature, pour un système non linéaire et non 

stationnaire représenté par X = f (x, t) (où f est presque-périodique 

en t). 

Quelques unes ont été rapidement évoquées dans le chapitre 

précédent en tant qul exenples de transformations préservant, lors de 

la réduction, certaines propriétés des systèmes. 

Elles seront présentées étape par étape selon le schéma de 

réduction suivant : 

NL.NS linéarisation II1 L.NS 

Pour chaque méthode nous étudierons plus particulièrement son 
intérêt pratique, cl est-à-dire la facilité de sa mise en oeuvre et la 

qualité de ses résultats. 

Stationnarisation 

III1 
St%i;onnarlsatioh 

II2 

v 7 
NL.S linéarisation II 13 L. S 



1 - LES MEIFIODES DIRECTES NL.NS 

\ 
1.1. - Méthodes de réduction directe préservant la proximité 

topologique 

Une méthode de réduction directe garantissant la proximité topo- 

logique a été présentée au chapitre 1, § IV.2.3. : s' il est possible 

de déterminer pour le système (11.1) % = A(x, t)x un système du même 

ordre (11.2) Y = M(x, t)y vérifiant (composante par composante) : - 

avec p(x) : norme vectorielle de x de dim q 

D+ : dérivée à droite 

Alors la stabilité asymptotique de (II .2) garantit la proximité et 
l'attractivité des trajectoires x et y (Grujic, Gentina, Borne 1976). 

Dans la pratique, une norme vectorielle d'ordre q courament 

enployée est p(x) = ( Ixil Ii . 

Ainsi : une matrice pseudo+najorante : 

. non linéaire non stationnaire M(x,t) s'obtient en rem- 

plwant dans A(x, t) les termes hors diagonaux par leur 

valeur absolue. 

. linéaire non stationnaire M(t) est composée des va- 

leurs maximaies de chaque composante de M(x, t) quand 

x décrit X. 

. linéaire stationmire est déterminée de la même ma- 

nière à partir de M(t) quand t décrit T .  

Ces trois matrices pseudo+najorantes vérifient dans l'ordre : 



-35- 

Une condition de s tabi l i té  asymptotique de M peut être facile- 

ment calculée par l e  cri tère de Kotelianski par  exemple 

(Gan-her, 1959). 

Dans l e  cas particulier où les  termes non constants de M(x,t) 

sont reg&s dans une seule ligne ou une seule colonne, l e s  

conditions obtenues par l e  cri tère pratique de Borne e t  Gentina 

(Gentina e t  Borne, 1972) sont souvent moins restrictives : 

Critère pratique de Borne e t  Gentina : 

Soit l e  système (11.1) décrit par une matrice A(x,t) dont l e s  

termes non constants sont regroupés dans une seule ligne (ou une 

seule colonne) e t  so i t  M(x,t) une matrice pseudo-majorante dédui- 

t e  de A(x, t) en -laçant tous les  tems hors diagonaux par 

leur valeur absolue. 

Une condition suffisante de s tabi l i té  asymptotique de (11.1) es t  

alors donnée par l e  l e m  de Kotelianski appliqué à M(x, t ) . L 
l 
I Cette méthode est  limitée lors d'une réduction directe, particu- 

lièrement quand les  termes non stationnaires e t  non linéaires sont 

complexes. Naus verrans au chapitre I V  qu'elle est  en revanche t rès  

efficace quand e l l e  es t  appliquée à un système préalablement station- 

m i s é .  

Il es t  possible aussi de recourir à une méthode numérique (de 

type m e - K u t t a  par exemple) pour construire les trajectoires du 

système à part i r  de 1 'équation différentielle associée. 

Suivant la dimension du système ;f = f ( x , t )  e t  l e  degré de comple- 

xi té  de la  fonction f ( x , t ) ,  l es  schémas numériques peuvent ê t re  plus 

ou moins sophistiqués e t  convergent plus ou moins rapidement. 

La  principale réserve que l 'on puisse formuler à propos de ces 

méthodes numériques es t  que l e  système e t  son modèle ne peuvent alors 

ê tre  observés en teqs réel. De plus, l 'étude de l'influence des 

paramètres de synthèse sur le s  trajectoires se fait à p a r t i r  d'appli- 

cations numériques : on ne peut donc envisager de t r a i t e r  la stabili- 
té absolue du système par de te l les  méthodes. . . ./ 



1.2. - Méthodes de réduction directe par ccmparaison des propriétés 
de stabilité 

La plupart des méthodes permettant de préciser la stabilité d'un 

système NL/NS sont basées sur la génération de fonctions de Lyapunov 

adéquates. 

1.2.1. - 2e méthode de Lyyunov --------  -- 

Le système de comparaison est d'ordre 1 : il met en oeuvre une 

fonction réelle v(x,t) et sa dérivée totale $(x,t). Le signe de 

;(x,t), comparé à celui de v(x,t) , permet alors de conclure sur la 
stabilité du système (Lyapunov 1892, Hahn 1963). 

La difficulté majeure consiste à trower une fonction de 

Lyapunov adéquate ; elle est dans la plupart des cas de type quadra- 

tique (Lyapunov 1892, Wazewski 1950, Krasovki 1959, Aizermann 1964, 

Brockett 1966) ou de Spe quadratique-plus-intégral ( W i e  1951, 

Yakouboritch 1962, Kalman 1963, Lefschetz 1965, Popov 1973, 

~ m j  i& 1978 ) . 

D'autres travaux utilisent des fonctions candidates qui sont la 

projection âu vecteur état sur un vecteur à cmposantes positives 

(Ckntina et Bome 1972). 

Les critères de stabilité associés sont sowent pratiques à met- 

tre en oeuvre et conduisent dans certains cas à des conditions ccm- 

parables à celles des systèmes linéaires exprimées dans le domaine 

Ils peuvent s'appliquer à beaucoup de systèmes non linéaires et 

non statiannaires mais s'avèrent moins performants lorsque la com- 

plexité des termes non statiomaires s 'accroPt. 



1.2.2. - Fonctions de L ~ ~ u n o v  vectorielles -------  -------- 

L ' introduction du principe de comparaison ( Wazewski , 1950) et 
des systèmes pseudo-majorants (ou pseudo-minorants) d'ordre k < q per- 
met de construire des fonctions de Lyapunov vectorielles adaptées au 

système X = f (x , t ) . Ce type de fonction pexmet également de conserver 
une éventuelle décomposition du modèle en sous-systèmes interconnec- 

tés, tout en réduisant la dimension ou la complexité (Bellmann 1962, 

Matrosov 1962, Roberts 1963, ~rqji& et al. 1978, Shaaban et ~ruji6 

1986). 

Il a été montré qu'il existe une relation entre les propriétés 

de monotonie de f(x,t) et certaines classes de fonctions de 

Lyapunuv : Spiteri (1975) a par exemple étudié le cas où f est 

Hmnotone ; si Mf (t) est une matrice pseudo-majorante du système, on 

sait qu'il existe une matrice diagonale D(t) dont les coefficients 

sont tous positifs, telie que : 

Sous l'hypothèse que ~ ( x ,  t)~IR~xn( IIX,%XII 5 yllxll 
avec 0 ~ ~ ~ 2 8  , alors la fonction: 

est une fonction de Lyapunov (p(x) norme vectorielle), et 1 'origine 

est asymptotiquement stable. 

Des conditions inverses permettent de déteminer l'instabilité 

du système. 

Ces méthodes sont également très utiles pour des systèmes de 

grande dimension, mais encore une fois, n'aboutissent que rarement 

pour des systèmes à non-stationnarités complexes. 



1.2.3. - Méthode de Cook --------  

On choisit d'écrire le système = f(x,t) sous la fonne 

E = Ax + b(x,t) où A est une matrice constante. Cette démarche ressem 

ble à celle de la Ire méthode de Lyapunov, mais les perturbations 

b(x, t ) ne sont pas nécessairement négligeables devant Il x 11 quand la 

trajectoire se situe au voisinage de O. 

Dans cet esprit, Cook s'est inspiré des travaux de Rosenbrock et 

Deçoer et a pu formuler une approche originale de la réduction : 

Soient : 

. A une matrice semblable à A (c'est-à-dire qu' il existe une matrice W 
sur laquelle on peut jouer, telle que AW = WA). 

+M' et IIMll = sup llMxll . pour toute matrice M, R M = -7 
Iixll= 1 

Alors des conditions suffisantes de stabilité asymptotique glo- 

bale de l'origine peuvent être énoncées de plusieurs manières : 

1) Si les parties réelles des valeurs propres de A sont négatives, 
alors l'origine est globalement asymptotiquement stable si : 

(11.4) Il=(C -1 W -1 ~(x,t)W) I I  < 1 
x, t 

-1 -1 
ou bien si Il=(C W B(x,t)W)1( < 1 x,t 



2) Si les parties réelles des valeurs propres de A sont inférieures à 

-a ( a constante positive) , alors 1 'origine est globalement asymp- 

totiquement stable si : 

avec T ~ W  = I I w l I  I I W - ~ I I  

Ainsi, si le système linéaire stationnaire représenté par A est 

suffisamment stable et si les perturbations apportées par les non- 

linéarités et les non-stationnarités sont suffisamnent faibles, le 

çystéme NL.Nç est stable. 

Le système LS peut être considéré c m  une approximation du sys- 

tème NL.NS mais on ne peut en aucun cas conclure que leur trajec- 

toires sont proches ni attractives. 

1.2.4. - Méthode de Nagaraja et Chalam (1977') - - - - - - - - - - - - - - -  
Cette méthode permet de construire des fonctions de Lyapunov 

quadratiqies des coordonnées du vecteur état 

On utilise pour cela 1 'équation diff6rentieile vérifiée par cha- 

que c3ordomée xi : 

O 9 
Soit : li = x - j$i aij(t) x j défini pour tout i. i 

Bien entendu, li est nul, donc los moments 

sont nuls quels que soient i et j. 



En procédant à des intégrations judicieuses, on peut décomposer 

chaque moment d'une part en termes quadratiques des coordonnées xi, 

d'autre part en une s o m  intégrale de termes quadratiques des 

En combinant le premier type de termes (quadratiques), on 
O 

définit une fonction V dont la dérivée V sera la même combinaison, 

mais cette fois-ci du 2e type de termes (intégrales de quadratiques). 

Cki sait ainsi imnédiatement si V vérifie effectivement les propriétés 

d'une fonction de Lyapmov. 

Cette méthode est un guide pour la recherche de fonctions de 

Lyapmov, mais il semble que des fonctions quadratiques à coeffi- 

cients constants ne permettent pas de conclure pour la plupart des 

systèmes périodiques (même s ' ils sont linéaires) . 

LINEARISATION PUIS STATIONARISATION 

NL NS linéarisation 11.1 L.NS 

S tat ionnarisat ion II2 

11.1. - Réduction préservant la proximité topologique 

II. 1.1. - Linéarisation II1 ------- NL.NS -L.NS 

Pour le cas périodique, une remarque essentielle de Lefschetz 

(1957) met en évidence le fait que la connaissance d'une solution 

périodique permet de rmener au voisinage de l'origine le système 

non-linéaire périodique à un système linéaire périodique : 

en effet, si c(t) est une solution périodique de X = f(x,t) (avec 

f périodique ) , alors la transformation y = x - 6 conduit au système 
Y = A( t )y (A( t) périodique). 



Les systèmes linéaires à coefficients périodiques apparaissent 

donc comne des systèmes de variation des solutions périodiques d'un 

système périodique général. 

C'est pourquoi depuis Poincaré la recherche de telles solutions 

périodiques présente un grand intérêt (Malkin 1956 , Minorsky 1962). 

D ' autre part, corn nous 1 ' avons vu dans le chapitre précédent, 
nous pouvons appliquer la Ire méthode de Lyapunov de la même manière 

que pour les systèmes stationnaires : si le système non stationnaire 

périodique peut être présenté par X = A(t)x + q(x,t) avec 

(II. 8) , q(x,t) continue pour Ilxll<r et t2.r 

. q(0,t) = O 

. q(x,t) = o(llxll) uniformément par rapport à t 

Alors, d'après le théorème de Floquet-Lyapunov, il existe une 

matrice de changement de variable bornée P(t) telle que le nouveau 

vecteur état y = P(t,x) vérifie Y = My + P(t)q(x,t). 

Soit v la Ire approximation de y(; = Mv), et u = pml(t)v. 

On peut montrer par un calcul rapide que = A(t)u et que u est 

donc la Ire approximation d'une trajectoire x(t) du système initial 
O 
x = A(t)x+q(x,t). 

Ainsi, (cf. ch. 1, $ 2 1 . b  si A(t) est asymptotiquement 

stable, 

. le système initial est asyniptotiquement stable en O, 

. les trajectoires x(t;xo,to) et u(t;xo,to) du système initial et de 
sa Ire approximation sont périodiquement (ou presque périodique- 

ment) attractives et proches, c ' est-à-dire que les trajectoires 
échantillonnées périodiquement sont attractives et proches. 

. . ./ 



11.1.2. - Stationarisation --------  L.NS 1 II2 

L.S 

II.1.2.a. - Théorie de Floquet-Lyapunov 

Un théorème fondanental pour la stationarisation des systèmes 

linéaires périodiques a été énoncé par Floquet en 1883, parallèlement 

à Lyapunov en 1892. 

Lefschetz l'appelle "la théorie de Floquet1' ; nous conserverons 

cette appellation. 

Ce théorème affirme qu'il existe une famille de transformations 

de Lyapunov périodiques p( t) qui ramènent le système linéaire pério- 

dique X = A(t)x à un système linéaire constant 6 = Mu. 

Dans la continuité de ces t r a m ,  fit développée par Markus et 

Langerhop la théorie de l'équivalence topologique (voir ch. 1, 

$ IV.l.l) qui intègre le théorème de Floquet sans rien lui enlever de 

sa puissance ni de son élégance. 

Canm nous l'avons vu dans le premier chapitre, la théorie de 

Floquet est une méthode typique de réduction préservant la proximité 

(et même 1 'égalité périodique ) topologique des trajectoires. Pour 

citer un exemple intéressant, la transformation de P& utilisée pour 

des systèmes électrotechiques rotatifs peut être interprétée carme 

une transfomation spécifique de Floquet (Richard, 1983). 

E h  dépit de nombreuses études, la matrice constante M associée à 
A(t) reste inpossible à expliciter analytiquement dans le cas général. 

On sait uniquement (Goursat 1927) que la trace de M est la moyen- 

ne temporelle de la trace de A(t), à un multiple de 2 i n/T près (T = 

période). 



Toutefois, le développement des calculateurs rnimériques et analo- 

giques a permis de mieux cerner les exposants caractéristiques de M, 

et, par là-même, les doniaines de stabilité du système réel. 

Toutes les méthodes basées sur le théorème de Floquet-Lyapunov 

(Canpbell 1955, Blanck 1960, Tanir 1962, Burgat et Mira 1970, 

Mamneri 1971, Sinha et al. 1979, Wu 1980, Richard 1983) constituent 

des matériaux essentiels dans l'étape de stationnarisation d'un sys- 

tème linéaire périodique, puisqulelles minimisent la perte d'informa- 

tion sur le système réel. 

Elles seront pcxir cette raison approfondies et appliquées sur 

quelques exemples dans le chapitre III. 

II.1.2.b. - Cas des systèmes presque-périodiques 

Dans le cas où les termes non-stationnaires ne sont plus périodi- 
ques, mais presque-périodiques , 1 'utilisation directe du théorème de 
Floquet n'est plus possible mais un théorème similaire a pu être 

établi (Berkey 1976) : 

Soit B( t la partie de A( t) non-stationnaire et de moyenne ml- 
le. On écrira A ( t )  sous la f o m  A(t) = Ao+B(t). 

Rappelons que si B(t) est périodique (validité du théorème de 
Mt Floquet) une matrice résolvante du système s'écrit x(t) = Q(t)e , 

avec Q(t) périodique et M constante. 

Une écriture semblable d'une matrice résolvante peut être don- 

née, dans certaines conditions, quand B(t) est presque périodique. 

Théorème (Berkey) : 

Soient (Ql< les valeurs propres de A supposées telles que 
5 q O ' 

Re(li-i) # O n #  j. 
j 



Alors, pour Il B Il ttsuffisamnent petitett, le système 
O 
x = [Ao+B(t)]x possède q solutions indépendantes \ de la forme : 

1 où cl@) et vk(t) sont des fonctions presque-périodiques. 

Si B(t) avait été périodique, on aurait eu 

avec : $( t ) périodique 

Xk + $ exposant caractéristique du système. 

Enfin, si B(t) est presque constant, Bellmann (1953) a montré 

que si A a des valeurs propres simples et 11B(t)ll--O quand t - -, 
à chaque valeur propre X correspond une solution x du système véri- X 
fiant : 

(II. 10) 
log IlxA(t) I I  

lim = ReX 

D'autres théorèmes plus complexes, portant sur la déconiposition 

A(t) = A(t, 6) = A. + qn(t)6k sont présentés par Harris et Miles 

(1980). 

Nous constatons malheureusement que la plupart des systèmes 

presque-périodiques sont délicats à traiter (les ternes jvk(u)du 

sont en particulier inpossibles à déterminer en pratique) et qu'en 

tout cas, naus somnes loin de disposer d t m e  méthode de réduction 

générale préservant la proximité topologique. 

Cki peut sinplement affirmer que si l[Bll , ou encore si tous les 
termes Jvk(u)du (T miltiple de la pseudo-période) sont suffisamient 

petits, alors les solutions du système ; = [ Ao+B(t)]x sont presque- 

périodiquement attractives et proches. 



En dernier lieu, il est important de remarquer que nous pouvons 

appliquer pour la stationnarisation de systèmes linéaires les métho- 

des que nous présentons au chapitre de la stationnarisation de sys- 

tèmes non-linéaires et particulièrement la méthode de centrage de 

Bogolioubov (cf. $111.1.1. ) . 
11.2. - Réàuction par ccanparaison 

II. 2.1. - Linéarisation II1 ------- NL.NS - L.NS 
Il n'existe pas de méthode spécifiquement adaptée à cette étape. 

011 peut tout de même utiliser certaines méthodes qui ont été propo- 

sées précédemnent, canne la Ire méthode de Lyapunov (cf. II1.1), la 

2e (cf. 1.2.1. et 1.2.2. ), ou encore les méthodes de Cook (cf. 1.2.3) 

et de Nagaraja et Chalam (cf. 1.2.4.). 

Le principe est alors de majorer convenablement les termes non 
constants par des termes linéaires non stationnaires. 

- Stationarisatim -------- 

Jones et Robe (1973) proposent des critères originaux pour la 

génération de fonctions de Lyapunov quadratiques et à coefficients 

dépendants üu temps ; ils ont appliqués leur méthode dans le cas par- 

ticulier des systèmes d'ordre 2 représentés par ?( t)+a( t)g+b(t)x = 0. 

Soit v(t,x,X) = p(t) i2 + êq(t)~+r(t)x2 une fonction candidate 
à Lyapunov. 

Alors l'origine du système est stable s'il existe une fonction 

différentielle u telle que : 



avec : . rt (9) d t  e s t  bornée infér ieurement  
0 P 

Vt 

En pratique, on u t i l i se  plutôt l e  corollaire suivant : 

L'origine es t  stable s'il existe me fonction f t e l l e  que : 

t 1,fdt e s t  bornée infér ieurement  V t  

(II. 12) 

f es t  égale i c i  à 9 e t  
P 

3Ious verrons sur quelques exenples que l a  méthode de génération 

de fonctions de Ljmpunov que nous verions de présenter ainsi  que celle 

de Nagaraja e t  C'llalarn sont très faciles à mettre en oeuvre e t  peuvent 

conduire à des résultats intéressants. 

Remarquons enfin que, suivânt la théorie de   lob et, puisqulune 

fonction de Lyapunov ~ a d r a t i q u e  à coefficients constants V(u) permet 

de concure sur la stabi l i té  du système stationnaire ; = -hi, alors il 

e x i s ~ e  me fonction de Lya~-mov quadratique i coefficients 

périodicpes qui cigtermine c~mplèternent ia çtûbiiité du système li- 

néai-re périoaique = Xi t )  x. 
. . . /  / 



T En effet, V(u) = u Qu et u = ~(t)x conduisent à W(x) = V(u) = 

xT (pT(t) Q P(t))x. 

En d'autres termes, les systèmes linéaires à coefficients pério- 

diques vérifient la propriété du théorème converse (~ahn, 1963) : 

leur stabilité assure l'existence d'une fonction de Lyapunov adéquate. 

III - STATIONNARISATION Puis LINEARISATION 

Stationnarisation III1 

1 

NL.S linérarisation III2 L.S 

111.1. - Réduction préservant la proximité topologique 

L'outil principal pour cette étape est sans conteste la méthode 

de centrage développée à partir des travaux de Bogoliaibov- 

Mitrapolski et Krylov-Bagolioubov ( 1950) et appliquée plus récerrrnent 

par Meerkov (1980). 

Pour utiliser cette méthode, il est nécessaire que le système 

initial non linéaire non stationnaire puisse se ramener à un système 
dx écrit sous la f o m  standard h; = E f (x, r) où € est un paramètre petit. 

Cette condition traàuit le fait que les perturbations apportées 

par les termes non-stationnaires sont très rapides carparées à 

l'échelle des tenps du système. Ce n'est malheureusement pas toujours 

le cas. 

Pour les systèmes linéaires, Meerkov a proposé une méthode, 

basée sur des changements de variable successifs, pour trower un 

système standard intéressant. Nous appliquerons cette démarche dans 

le chapitre III et l'adapterons aux systèmes non linéaires dans le 

chapitre N. 
. . ./ 



D a w  l e  chapitre 1 au paragraphie N.2.2, nous avons rappelé l e  

principe de la méthode de centrage. Au système standard : 

es t  associé l e  système centré : 

(II. 14) 

non linéaire e t  stationnaire, i coïncide d'autant mieux (au sens de 

l 'écar t  maxirrarm défini dans l e  chapitre 1) WeEest plus pet i t .  

En générai, fo(6) e s t  la noyenne tenporelle de f (x, r ) : 

(II. 15) 

lim I* f ( x ,  r ) d r  pour f presque-périodique f o ( S )  = ,+a T 0 
f o ( 6 )  = $ f ( x ,  r ) d r  s i  f périodique de période T 

mais dans certains cas, la moyep  temporelle de f n t  existe pas ou 

n 'es t  pas intéressante. On peut a ï o n  généraliser la méthode de 

centrage en substituant à l a  moyenne de f *me fonction plus adéquate 

( E a l b i  1982). 

?.TOUS verrons en traitant certains exemples, que, malgré certains 

inconvénients (choix d'une pseudo-périocle t rès  pet i te)  e t  des calculs 

laborieux (intégration de f ) ,  cette méthode conduit à des résultats 

satisfaisants e t  permet de s tabi l iser  des systèmes non-linéaires déli- 

cats. 



Dans l'étape de stationnarisation d'un système NL.NS une généra- 

lisation du théorème de Floquet a été proposée par Lochak (voir chapi- 

tre 1, § .IV.1.2). Il définit une classe de systèmes "canoniquement 

réductibles à un système stationnaireu pami lesquels se trouvent les 

systèmes hamiltoniens périodiques représentés par : 

mais comne pour le théorème de Floquet, on ne peut accéder en prati- 

que à 1 'équation dl état du système non-linéaire stationnaire obtenu. 

III. 1.2 - Linéarisation III2 ------- NL.S - L.S 

Les méthodes présentées aux paragraphes 1.1 et II. 1.1. sont 

applicables encore pour le cas stationnaire et en particulier la Ire 

méthode de Lyapmov, ou 1 'utilisation de systèmes pseudo-majorants 

d'ordre q, 

Rappelons que dans le cas stationnaire, si la Ire appmxhtion 

est asymptotiquement stable, alors les trajectoires (pour des condi- 
tions initiales identiques) du système et de la Ire approximation 

sont attractives et proches (cf. chapitre 1 5 N.2.1). La conclusion 

est identique (cf. ch. 1, § IV. 2.3) si le système associé par réduc- 
tion est un système pseudo-majorant asymptotiquement stable. 



111.2. - Réduction par canparaison 

111.2.1. Stationnarisation 
- - - - - m m - -  

NL.m 1 III1 

NL.S 

En dehors de la méthode directe de Lyapunov, il est possible de 

linéariser les termes non-stationnaires en les majorant et de traiter 

ensuite le modèle pseudo-majorant non linéaire stationnaire. 

Il a cependmt été montré sur quelques exemples (Richard 1984) 
que les conditions de stabilité du modèle stationnaire peuvent être 

beaucoup plus restrictives que celles du processus réel et que ce 

type de réduction peut constituer une perte inportante dl Mormation, 

si la forme de stabilité traitée est autre que la stabilité absolue. 

III. 2.2. - Linéarisation III2 ------- NL.S - L.S 
On peut naturellement utiliser les méthodes présentées aux para- 

graphes 1.2 et II. 1.1 (Ire et 2e méthodes de Lyapunov, Cook, Nagaraja 

et Chaian). 

Cependant, dans le cas stationnaire, la comparaison entre un 

système non-linéaire et des modèles linéaires a fait l'objet de nom- 

breux travaux qui s' intégrent dans le cadre de 1 'étude de la stabili- 

té absolue et de la conjecture du linéaire. 

Le problème majeur est de trower, pour un système non-linéaire, 

des conditions si possible nécessaires et s&fisantes de stabilité 

absolue, c'est-à-dire de déterminer le plus exactement possible le 

domaine où les coefficients du système doivent se trouver, leur loi 

de variation inportant peu. 

Pour des systèmes possédmt une non-linéarité simple, Aizerman 
(1949) a proposé l'hypothèse que la stabilité du système linéaire 

défini à chaque instant par le gain équivalent permettait de conclure 

à la stabilité du système non linéaire. 

. . ./ 



P l i s s  (1958) a montré que cette conjecture n lé ta i t  pas vérifiée 

pour tous les  systèmes. 

Le même type de proposition où l e  gain équivalent es t  remplacé 

par la dérivée de la non-linéarité a été aussi m i s  en défaut. 

On peut ainsi distinguer une classe importante de systèmes véri- 

f iant la c o n j e c m  du linéaire, c'est-à-dire pour lesquels l'le f a i t  

que tous l e s  rmdèles linéaires tangents (c'est-à-dire linéarisés au- 

tour de tous l e s  points de fonctionnement) soient asymptotiquement 

stables entraîne que l e  système in i t i a l  non linéaire so i t  globable- 

ment asymptotiquement stable1'. 

Dans cette classe de systèmes se trouvent par  exemple l e s  sys- 

tèmes représentés par : 

. l e s  matrices A(x,t) symétriques 

. l e s  matrices où les  ternes non constants sont regroupés dans une 

seule rangée, e t  où les  termes hors diagonaux sont tous posit ifs ou 

nuls. 

Le critère de Borne e t  Gentina présenté au paragraphe 1.1 est  

dans ce dernier cas très pratique pour déterminer la s tabi l i té  du 

système. 

La perte d' information qui se produit pendant la l inéarisatim 

es t  alors nulle sur l e  plan des conditions de s tabi l i té  absolue. 

Cette méthode est  spécialement faci l i tée  si on u t i l i se  une représenta- 

tion en flèche des matrices e t  la théorie du polynôme symbolique 

(Richard 1984) . 
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CHAPITRE 3 

CAS PARTICULIER DES SYSTEMES PERIODIQUES LINEARISES : 

APPLICATION DE LA THEORIE DE FLOQUET-LYAPUNOV 

P m i  les pmcédures de réduction structurelle d'un système non 

linéaire et non stationaire, les méthodes de stationnarisation du 

modèle linéarisé basées sur la théorie de Floquet-Lyapunov sont 

particulièrement intéressantes en pratique si l'on dispose de moyens 

de calcul numérique. 

m.NS L.NS 

Elles permettent en effet de dessiner les contours des domaines 

de stabilité du modèle linéarisé autour d'un point de fonctionnement. 

I 
I 
I 

Ces domaines, en général, mènent à des conditions beaucoup moins 

restrictives que celles obternies par les méthodes de réduction direc- 

te sans étape de linéarisation, telles que la 2e méthode de L y a p w .  

Théorie de Floquet 

1.1. - Rappel du théorème de Floquet-Lyapmov 

Floquet (1883) et Lyapunov (1892) ont montré l'existence d'une 

famille de transformations de Lyapunov périodiques qui ramènent tout 

système linéaire périodique à un système linéaire constant. 

De manière plus explicite : 



THEOREME : Soit le système linéaire d'équation d'état 

1 où A(t) est m e  matrice à coefficients périodiques de pé- 

riode T. 

Alors il existe un changement de variable ~ ( t  ) , borné et 
régulier pour tout t, (~-'(t) existe et est bornée pour 

tout t) , périodique de période T, ramenant le système ini- 
tial au système linéaire constant : 

En dépit de nombreuses études la matrice constante M associée à 

A(t) , ainsi que le changement de variable ~ ( t )  , restent inpossibles à 

expliciter dans le cas général. 

On sait sinplement (Goursat, 1927) que la trace de M est la 
2in près. moyenne temporelle de la trace de A ( t  ) à un mltiple de 7 

La difficulté d'obtenir des renseignements sur les valeurs pro- 
pres de M (appelées aussi exposants caractéristiques) ou sur les ma- 

trices de changement de base P(t) a ainsi incité certainsi auteurs à 

développer des méthodes di approximation valables dans certains cas 

particuliers. 

Ce sont ces méthodes que nous allons présenter. 

1.2. - Méthodes rdriques 

La détermination des exposants caractéristiques et des domaines 

de stabilité peut se faire de différentes manières : 



- à l'aide de fractions continues (Blanck 1960, Tamir 1962), de déter- 

minants infinis (Schafke et Schmidt 1966, Wagenflihrer 1980) ou 

d'autres développements en série (Malkin, 1956) appliqués le plus 

sowent aux équations de Mathieu et de Hill. 

- on peut associer au système périodique un système représenté par un 
ensemble d'équations récurrentes obtenues en approchant les termes 

périodiques par des fonctions en escalier dans chaque intervaile de 

temps élémentaire ( m a t  et Mira 1970, Mameri 1971). 

Dans le paragraphe II est présenté un programne informatique que 

nous cnrons élaboré selon ce principe et qui est ensuite appliqué au 

2e exemple du paragraphe III. 

- cette dernière méthode s' intègre par ailleurs dans le cadre plus 
général où les termes périodiques sont approchés dans chaque inter- 

valle élémentaire de la période par une fonction polynominale du 

temps : Sinha, Chau et D e m  (1979) ont traité canplètement le 

cas de 1 'équation de Mathieu en utilisant une appmximation par une 

constante, par une fonction linéaire ou par une fonction quadrati- 

que du temps (dans chaque intervaïle de la période) et ont constaté 

que l'approximation d'ordre 2 (par une fonction quadratique) dame 

d'excellents résultats. 

1.3. - Méthodes anaïytiques ; la camnutativité 

Lorsqulon cherche une résolution intégraie d'un système linéaire 

à coefficients périodiques représenté par g(t) = A(t)x(t), on se heurc 

te à des carplications dues essentiellement au fait que A ( t )  et 
t $@(u)du ne carnutent pas systématiquement. 

O 

En effet, cette propriété est une condition nécessaire pour que 
t t la dérivée de exp ( / A(u)du) soit ~(t)exp( Jk~(u)du) ; la solution 
t, 

du système se détexmine alors très sirrpilement sous la foxme 



Mais si cet te  propriété de commutativité n 'es t  pas vérifiée, la 

résolution analytique intégrale du système résiste aux méthodes 
d'investigation connues. 

Dans ce sens, Wu (1980) a montré que la llcommutativitén d'un 

système linéaire n 'est  pas m e  propriété intrinsèque, mais plutôt une 

propriété de représentation. 

Ainsi, chaque système linéaire e t  périodique peut ê tre  transfor- 
mé en un système linéaire périodique c m t a t i f ,  ou linéaire inva- 

riant,  e t  les solutions sont alors facilement déterminées. Mais cette 

transformation, à son tour, ne peut ê tre  déterminée de façon générale. 

Dans l e  même art ic le ,  1 'auteur met  en évidence m e  autre classe 

de matrices A ( t )  pour lesquelles la résolution analytique du s y s t h  
e s t  possible, c'est-à-dire celles qui vérifient : 

il existe une matrice constante Al et  une fonction scalaire 

dérivable non raille h ( t )  te l les  que : 

1.4. - Ré~onse imulsionnelle - ré~onse échantillonnée 

D'autres méthodes analytiques peuvent ê tre  uti l isées si on a 
accès à la réponse inpulsionnelle d'un système linéaire périodique 

(Corrall , 1979) . 

S i  à l ' instant t, h( t ,c )  e s t  cette réponse à une impulsion appli- 

quée à 1 ' instant 5 , e l l e  peut ê t re  considérée carmie paramétrique en t 
ou bien en 5 ; on définit donc deux transformées de Laplace de 

h ( t , c ) ,  paramétriques l'une en t ,  l 'autre en 5. 

Corrall montre alors que ces deux t r a n s f o d e s  de Laplace ont 

des pôles identiques qui sont aussi l e s  valeurs propres de M à un 
2ilT multiple de près. 



Dans le même esprit, mais par une démarche différente, on peut 

déterminer les exposants caractéristiques de M en mesurant les répon- 

ses échantillonnées du système A(t) (Richard et Laurent, 1983). 

En effet, si ~ ( t )  est une matrice intégrale, X(t+T) l'est aussi. 

Donc il existe une matrice constante V telle que Vt X(t+T)=X(t)V. 

ûn peut d'ailleurs montrer que V = exp(W). 

Les solutions, échantillonnées avec une période T, répondent 

donc à une équation récurrente qui de plus est indépendante du pre- 

mier instant d'échantillonnage. 

Cette équation de récurrence conduit aux exposants caractéris- 
tiques. 

Il est intéressant de rappeler que c'est l'existence de cette 

même matrice V qui a permis de démontrer le théorème de Floquet-Lyapu- 

nw. 

Cependant, dans ces deux dernières méthodes, l'objectif essen- 

tiel n'est pas de déterminer V, mais plutôt de procéder à une identi- 

fication du sytème à partir de la connaissance expérimentale d'une 

solutim x(t) , alors qu'on ignore peut-être la matrice d'évolution 

11 - PEKX;RAMME INFORMATIQUE DE DETER;MINATION DE V = exp(m) 

L'avantage des méthodes basées sur la détermination de V à par- 

tir de la connaissance de la matrice d'évolution A(t) est qu'elles 

conduisent à une pmcédure facilement informatisable permettant dl i- 

dentifier directement les valeurs propres de la matrice constante 

associée M et, par là-même, de conclure à l'aide de conditions néces- 

saires et suffisantes, à la stabilité du modèle linéarisé périodique 

X(t) = ~(t)x(t). 

. . ./ 



La méthode dont nous nous ispirons a été évoquée au paragraphe 

1.2. (Burgat et W-ra, 1970) et consiste à substituer à la matrice 

A(t) une fonction matricielle en escalier An(t), constante sur chaque 
intervalle élémentaire [\-l, \[ k-l, - . . de la période T 

T 
m~{l,2,**.n] ~~-%-~y)* 

L'instant initial n'influe pas sur le polynôme caractéristique 

de V. Nous avons donc choisi arbitrairement, pour dlap- 

procher A( t ) par An( t ) = A( %-1 1 . 

Gn définit alors xn(\) par : 

T 
xn( s) = Vk-l x,( %-1 avec Vk-l = exp A( Ll ) .- et par conséquent : n 

Gn peut dors montrer (Burgat et Mira 1970, Volterra 1887, 

Gantmacher 1966) que V est semblable à la matrice V définie par : 

- T (n-1) V = lim [ 1 d n ~ ( t ~ +  T)l/Id++o: T ("-*)T)] ...[ ~d+;~(t~)] T 
n+- 

.Après caicul de V, les valeurs propres de 2 4  3cnr les valeurs 
1 propres de +tV, et d5rerminent complètenent :a stabiiiti du systgme. 



III - EXEMPLE3 D'APPLICATION 

Sur 1 'exemple de l'équation de Mathieu qui a été abondament 

étudiée dans la littérature, nous avons vérifié que notre programne 

informatique détermine correctement les domaines de stabilité. 

Le programnie, ainsi validé, a été ensuite appliqué à un second 

exemple, et les conditions de stabilité obtenues ont été conparées à 

celles provenant des autres méthodes de réduction que nous avons 

présentées au chapitre II. 

111.1. - Equation de Mathieu (linéaire-non stationnaire) 

Considérons le système linéaire périodique de Mathieu représenté 

par l'équation d'état : 

La difficulté à traiter ce système par les méthodes de réduction 

par stationnarisation présentées au chapitre II pmvient du fait que 

la plupart de ces méthodes mènent à des conditions de stabilité açymp- 

totiques . 

Or, si le système de Mathieu est stable, il est tout juste 
stable, puisque la trace du système linéaire constant associé est 

nulle. 

111.1.1. - Méthodes de réduction non numériques ------------------ 

1II.l.l.a. -La méthode de Cook (cf. ch. II 5 1.2.3) : ne peut 

s'applique ici car elle dorme des conditions de stabili- 

té asymptotique. 

1II.l.l.b. - La méthode de Nagaraja et Chalam (cf. ch. II 1.2.4) : 

On prend pour vecteur état x di) = (1) 



Le système est donc représenté par l'équation d'état : 

[ X2 = - (p-2q cos 2t)x1 

I O 
ou encore l1 = 5 - x2 = O 

O 
Il2 = X2 + (p-2q cos 2t)x1 = O 

Les moments et n t 
mij ij définis par mij =IO xiljdt et 

tg 1 dt sont nuls, ce qui nous dorme : "ij i j 

Si une fonction de Lyapmov V est une cornbinaison linéaire des 
O 

membres de gauche, V est la même combinaison linéaire de 1 ' intérieur 
des intégrales des membres de droite. 



Mais il ne semble pas possible de déterminer une combinaison 

linéaire adéquate, e t  cette méthode ne convient donc pas dans l e  cas 

de 1 ' équation de Mathieu. 

1II . l . l .c.  - Méthode de Jones e t  Robe (cf. ch. I I ,  5 11.2.2) : on 

essaie de trower f t e l l e  que : 

t l o f d t  e s t  bornée infér ieurement  V t  

Jones e t  Robe ont réussi à t r a i t e r  l e  système 
O 0 
x = (ao + ~ e * ~  s i n w t )  x = O ,  mais uniquement pour p > 0.  

Leur méthode ne semble pas applicable à l'équation de Mathieu. 

1II . l . l .d.  - Méthode de Wu (cf.  ch. I I I ,  5 1.3) : là encore, aucun 

résultat.  

1II . l . l .e .  - Méthode de centrage (cf.  ch. I I ,  5 111.1.1) : dans l e  

système ( I I I . l ) ,  on e f f e c t u e  l e  changement d ' é -  
w e  

c h e l l e  t- . O n  o b t i e n t  a l o r s  l e  système : * 2 - + (b+Rcoswe)x = O 1 1 . 2  de, 

Avec l e  vec teur  X ( 3 )  = (iie)) on a l ' ' équat ion  
-( e > 

dl é t a t  : 



. De façon à calculer l e  système centré, effectuons un 2e 

changement d'échelle ~ = w û  associé au changement de variable 

Y(r) = X ( 8 ) .  

D'où : 

1 avec E = - 
W 

. Soit G( T) une primitive par rapport à T de C(T ) , de 

moyenne rnille, on a : 

. 3e changement de variable : Y = (I+G) Y 

Alors le système sous forme standart a pour équation . 

d'état  : 

. le système centré associé est  alors représenté par 

l'équation d'état : 



et son équation différentielle associée en 8 : 

Le théorème de centrage (cf. ch. II 8 III. 1.1) s'applique géné- 
ralement quand les parties réelles des valeurs propres du système 

sont strictement inférieures à O, ce qui permet de ccinparer les 

trajectoires du système réel et du système centré sur un intervalle 

de temps infini. 

Dans le cas de l'équation de Mathieu, cette condition n'est pas 

vérifiée, mais les conditions d'application du théorème de centrage 

de Ehgolioubov-Mitropolsky (1962) sur un intervalle de temps fini 

sont remplies (cf. ch. II, 5 III.1.1), si b et f3 sont bornées. 

Ainsi, les solution du système initiai sont à écart maxi- 

mal T-I (w ) (avec q (w )+ O si w + +)sur tout intervalle fini arbi- 

trairement grand des solutions du système centré, qui seront stables, 

oscillantes et bornées (valeurs propres imaginaires pures) à la condi- 

tion que : 

L 

4 b + ig2 < 0 (et b et f3 bornées) 
W 

Les conditions de stabilité (111.4) exprimées par rapport à- 

(111.1) deviennent : 

P, q petits 
(w > >  1) l 2p + q2>o 

1 (p arbitrairement grand) 



Deux cas sont à envisager : 

2 2 
et q + a = % 

+ a] 
très petit car u>> 1 

W 

2 
q est supérieur, mais très proche de -2p. 

2p > - qz est toujours vérifié (mais p et q petits). 

Finalement, dans le cas particulier de l'approche de l'équation 

de Mathieu par des méthodes analytiques, seule la méthode de centrage 

dorme des conditions de stabilité. 

Nous allons cependant constater que le domaine de stabilité ain- 

si déterminé est très réduit par rapport au domaine de stabilité réel. 

111.1.2. - Méthode nunérique ; cancluçion ------- - - ----  

Nous avons bien retrouvé, à l'aide de notre programne infomti- 

que, le domaine de stabilité àe l'équation de Mathieu obtenu par 

d'autres auteurs (Cqbell, 1955). 

stabilité 

par la méthode de cen- 
trage. 



(Xi constate ainsi que ce domaine es t  beaucoup plus vaste que ce 
qui peut être  déterminé par les méthodes de réduction anaiytiques. 

La  méthode de centrage permet de retrouver l e  contour du domaine 
de s tabi l i té  au voisinage de p = O = q. 

Elle e s t  cependmt limitée dans son efficacité en raison du f a i t  
que la période du système de Mathieu es t  forcée à la valeur IT . 

Les autres méthodes analytiques ne permettent pas de conclwle 
pour 1 'équation & Mathieu. 

111.2. - Moteur possédant une charge périodique (non linéaire-non 

stationnai= ) 

Nous étudions à présent la s tabi l i té  d'un système de contrôle 

d'un moteur avec une charge périodique dans l e  terrps, &nt la mi- 
que es t  donnée par : 

00 O O 

(1 + m coswt)e+ ( a -  mwsinwt)Q + k€~ = -f(8) 

a v e c O < m < l  

J( t)  = JO( 1 + m cos w t ) inertie périodique 
f(6) = friction de Cailmb. 

Cet exenple a été c i t é  e t  t ra i té  par Nagaraja e t  Chalan (1974). ./ 



111.2.1. - Méthodes de réduction non nmériques ------------------  

Contrairement à l'exemple précédent de l'équation de Mathieu, 

nous avons à traiter un système à la fois périodique et non-linéaire. 

Toutes les procédures possibles de. réduction présentées dans le 

chapitre II seront donc employées. 

III.2.1.a. - Méthodes directes 

La méthode la plus efficace est celle de Nararaja et Chaiam (cf. 

ch. II 8 I.2.4j : en posant xl = 8 et x2 = XI, on se m è n e  au 

système : 

a - mclsin wt k f (x?) 

1 + m cos ut X2 - lm cos wt X1 - lm cos w t 

Les nomenes périodiques pernettent alors d'obtenir les équatiom 

suivantes : 

2 2 
X2 X3 07 X' 2 O 

22 : T(a-nwsuiiut) + jo- f(x2) dx2 = - Ix;(l+mcoswt) dt - I+ - coswt dt - k l x 2  dt 



En combinant m22 e t  on obtient : 

2 
X2 + ( 1  + m coswt) 

2 

la s tabi l i té  asymptotique du système en O est  assurée si : 

Nagaraja e t  Chalam font re-er que cette condition es t  moins 

restrictive que celle donnée par Blodgett e t  Young cpli avaient f a i t  
1 'étude précéderment. 

L' hypothèse x2f (xp) ni es t  pas n6cessaimment vérifiée . La nÉtho- 

de de Nagaraja e t  Ozalam conduit alors aux conditions suivantes : 

III. 2.1 .b . Sta t iomt isa t ion  p i s  linéarisation : 2n qpliquant la 

méthode de centrage (cf .  ch. II 5 III. 1.1 ) 

Pour l e  système représenté par  : 

f!x,) 
O - k a - inosin w t  - - - 
X2 - 1 t ni coswt 1 + ni cos x ~ -  i + i l .  ,:as (AC 



1 nous effectuons l e  changement d'échelle r = w t ( c= - )  : 
W 

ke a - msin  r E f(x2) 
!E2 = - 
dr X - 1 + m COST 1 1 + m COST 

e X2 - 1 + m cosr 

Pour pkus de c m d i t é  d'écriture, nous posons f(x2) = f*.x2, 

tout en gardant à l ' espr i t  que l e  système n ' a  pas é té  en fait linéari- 

sé,  e t  que f* dépefid de xp. 

L'équation d 'é tat  se formule alors de manière plus sinple : 

Soit G( r ) une prlhitive de C (T ) . On obtient, en posant : 



On définit m nouveau vecteur état u = (I+G)-'x, qui vérifie : 

dont il faut ensuite prendre la moyenne pour obtenir le système cen- 

tré, ce qui semble impossible analytiquement. 

On peut constater sur cet exemple la difficulté à mettre en 

oewre la méthode de centrage, spécialement quand les termes périodi- 

ques sont des fonctions difficiles à intégrer. 

111.2.2. - Linéarisation puis stationnarisation ------------------ 

. La méthode de Jones et Robe (cf. ch. II, 5 11.2.2) conduit au 
même résultats que la méthode de Nagaraja et Chaïam, puisque la 

fonction de Lyapunw générée est la même. 

Le système cependant a été préalablement linéarisé , c ' est-à-dire 
f (6) ) que la condition 6f(6)> O doit être renplacée par f*> 0 (avec P= 

pour 6 voisin de O. 

C'est-à-dire, que les conditions de stabilité que nais avons 

obtenues pour les modèles linéarisés sont aussi des conditions de 

stabilité pour le système réel. 

. La méthode de Cook (cf. ch. II, 3 1 ) consiste à décanposer la - 
matrice dl état : 

-a musinut f(e)/eJ [l+m:asut l+mcoswt + l+mcoswt - l+rncoswt 



Si W est la matrice de passage permettant de diagonaliser A, 

e t  la matrice des parties réelles des valeurs propres de. A, l a  

conduit à : 

ce qui e s t  impossible à expliciter en pratique. 

III. 2.3. - Méthode nunéripe ------- - 
Le progranane rnnnérique que nous avons décrit au paragraphe II 

8 

s'applique au système linéarisé (autour de O)  dont 1 'équation d'état  : 

O 

(1 + rn cos w t)ë + (a+ f*(e) - msin w t ) Q  + 1<8 = O 

dépend des paramètres w, m, k , a  + f*. 

Nous avons c ~ n s t r u i t ,  pourw= 2rr, l e  domaine de s tabi l i té  dans 

l'espace de coordonnées (m,  k, a+f*) pour m ~ i ~ , l [ ,  k et n+f* posi- 
t i f s ,  en procédant ,de la manière suivante : 

Pour chaque valeur de k choisir, cn détermine les zones de sta- 

b i l i t é  dans le  p l p i  (m, a +f+). En général pour les  valeurs de m peti- 

tes ,  la conditiona + f* > O suf f i t .  

On -proche donc d'abord la première valeur de rn pour laquelle 

a+f+ "décollett de la droite a+f+ = O. Srsuite, pour des valeurs de rn 

choisies arbitrai,-ement, a+f* e s t  ajustée cie nianière h être  sur l a  
limite de stabi l i té .  



Nous avons ainsi obtenu les résultats décrits figure no 1: 

domaine obtenu par la méthode 

de Nagaraja et Chalan : 

k > O  

FIGURE 1 



Sur cet exemple, on peut dégager deux conclusions inportantes : 

1) l e  dunaine de Nagaraja e t  Chalam (méthode sans linéarisation) e s t  

aussi l e  doniaine de Jones e t  Robe (avec linéarisation) e t  es t  in- 

clus dans l e  damaine obtenu par la méthode n d r i q u e  (aussi avec 

linéarisation) . 

A l ' in tér ieur  de cette zone, la s tabi l i té  des modèles linéaires 

tangents es t  équivalente à celle du modèle réel. 

La particularité de cet  exenple nous incite à définir, dans l e  

même esprit que la conjecture du linéaire, la notion de conjecture 

du linéaire non stationnaire : 

Nous dirons alors qu'un système non linéaire e t  non stationnaire 

vérifie la conjecture du linéaire non stationnaire si l e  f a i t  que 

tous les  niodèles linéarisés (pour chaque é t a t  x) e t  non station- 

naires soient asynptotiquement stables entraîne que l e  système 

réel es t  globalement asymptotiquement stable. 

Ainsi, dans l e  domaine de Nagaraja e t  Chalcnn, la conjecture du 

linéaire noh stationnaire es t  vérifiée. 

2) La'partie canplémentaire du domaine de Nagaraja e t  Chaiam dans l e  
* .  

domaine &rique es t  relativement vaste, e t  concerne des valeurs 

intéressantes de a + P  ( inférieures à ") . 

Il faut cependant garder à l 'espr i t  que cette zone détermine mi- 

quenient la s tabi l i té  asymptotique de l'origine par linéarisation 

dans son voisinage, e t  qu'on ne peut en aucun cas aff imr que la 

conjecture du linéaire non stationnaire y est  vérifiée. 

Au contraire même, pour la non-1' éar i té  : 

f ( B >  = - ansx ( 1 ,  . x o , m 5  



il est possible de choisir des valeurs pour les constantes a ,  m et 

k telles que le triplé (rn, a  + fx(6), k) reste à l'intérieur du 

domaine de stabilité asymptotique déterminé par la méthode'numé- 

rique, alors que le système réel associé n'est pas stable 

(cf. figure 2). 



Nous avons tenté, dans ce chapitre, de souligner l'intérêt de la 

théorie de Floquet-Lyapunov, spécialement lorsqu ' on dispose de moyens 
de calculs mnnériques performants. 

Pour le système de Mathieu, qui est déjà linéaire, la seule mé- 

thode non numérique qui aboutisse est la méthode de centrage ; cepen- 

dant, les conditions de stabilité qu'elle détermine sont beaucoup 

plus restrictives que celles de la méthode numérique. 

Sur llexenple non linéaire d'un moteur dont la charge est pério- 

dique, la méthode directe de Nagaraja et Chaiam mène à des conditions 

de stabilité retrouvées par Jones et Robe après linéarisation autour 

de l'origine. 

La conjecture du linéaire non stationnaire est vérifiée dans le 

damaine correspondant. 

La méthode numérique, d'autre part, après linéarisation autour 

de l'origine, conduit à des conditions moins restrictives, et à un 

domaine de stabilité qui englobe le domaine précédent. Le système non 
linéaire non stationnaire peut y être stable pour certaines fonctions 

non linéaires f(6), mais il est possible de construire des con- 

tre-exenples de non-linéarités f(6) qui déstabilisent le système can- 

plexe . 

Il semble donc que la méthode numérique soit un bon test pour la 

stabilité absolue, car elle permet d'obtenir les conditions néces- 

saires et suffisantes de stabilité pour des modèles linéaires non 

stationnaires, qui constituent par conséquent les conditions optima- 

les que nous puissions obtenir dans le problème de la détermination 

des domaines de stabilité absolue di système réel. 



ANNEXE 

DETERMINATION DU DOMAINE DE STABILITE APRES LINEARISATION 

RESULTATS DE LA METHODE NUMERIQUE 

in ln i n i n i n i n m  
b c3 8 Co a Co 

r n m i n r n r n l n  
~ , m a b ~ i i n ~ %  2 8 8 8 R i 8  
ô ô ô ô ô ô ô ô  ô ô ô ô ô ô  



CHAPITRE IV 



CHAPITRE 4 

APPLICATION DE LA METHODE DE CENTRAGE 

A LA SYNTHESE DES SiSTEMES DE TYPE LURIE-POSTNIKOV 

Nous allons considérer à présent la classe importante des sys- 

tèmes de type Lurié-Postnikov nonovariables représentés par la struc- 

ture de rétroaction suivante : 

I J 
Le gain g(t) est ici non stationnaire, périodique. 

Il peut exister de manière naturelle dans la chaîne d'action du 

système. Mais, en général, cl est un organe de cormande que l'on 

introduit dans le but d'obtenir une meilleure synthèse de l'asservis- 

sement. 

Sous d'autres aspects, le principe d'asservissement par coef- 

ficients périodiques a été déjà envisagé (Meerkov 1973, Pillet, 

Richard et al. 1982, Vidal 1983). L'originalité majeure de l'étude 

proposée dans ce chapitre réside dans la simplicité de la forme du 

modèle choisi, qui convient à de nombreux asservissements rencontrés 

dans la pratique. 

Nous constaterons que le terme g(t) , bien qu' int-sant une 

conplexité supérieure dans l'anaïyse du système, peut permettre 

d'améliorer les propriétés dynamiques de ltasservissement. 

Notre objectif sera donc, dans un premier temps, de lever la 

difficulté rencontrée dans l'analyse de tels systèmes, qui consti- 

tuent un cas particulier de ceux que nous awns rencontrés jusgutà 
présent. 



Cette difficulté réside essentiellement dans le fait que la 

non-linéarité P(&) et la non-stationnarité g(t) sont couplées sous 

f o m  de produit : la plupart des méthodes de réduction conduisant à 

des majorations des t e m s  non constants 1 P ( € )  x g(t ) 1 reviennent 

à majorer (f*(~) 1 x max lg(t)l ; le système est alors traité cornne si 

on renplaçait le terme non stationnaire g(t) par un gain constant 

maxlg(t)l, ce qui, d'une part, nous d n e  à un système trop éloigné 

du système réel, d'autre part, ne résout par notre problème de 

synthèse d'un système de type Lurié-Postnikov non linéaire. 

Nous proposons donc de montrer que l'utilisation préalable d'une 

méthode de stationnarisation respectant la proximité des systèmes 

associés par réduction s'avère plus performante qu'une simplification 

directe. 

Nous appliquerons, dans ce but, la méthode de centrage aux 

systèmes de Spe Lurié-Postnikw de dimension quelconque vérifiant 

- OD(p)-2, et pour lesquels la fonction de transfert ne présen- dON(p) - < d 
te pas de sinplification d'un pôle par un zéro. 

La comparaison des résultats de la méthode de centrage et de 

ceux des autres méthodes dont nous disposons sera établie ensuite 

dans le cas particulier de système d'ordre 3, arec ou sans intégra- 

teur. 

1 - THEOREME DE CENTRAGE APPLIQUE A UN SYSTEME DE TYPE LURIE POSTNIKOV 

Théorème 1 : Soit le système décrit en figure (IV. 1) , où : 

1 . N#, est une fonction de transfert non dégénérée, 

d'ordre q, avec : 

D(p) normalisé (coefficient de degré q égal à 1) 

N(p) de degré au plus q-2, a(N) étant son coefficient 

de degré q-2. 

. vt e IR, g( t ) est périodique de période T , décomposable 
sous la forme : 

g(t) = go+%(wt) où 
go est la moyenne de g(t) 
g, (wt) est une fonction intégrable de moyenne nulle 



. VEER,  f(&) est une fonction deux fois dérivable de E ,  

à dérivées première et seconde continues et bornées 

pour e borné, vérifiant f (O) = 0. 
f Son gain équivalent est noté f*(E) = -. 

& 

FIGURE ïV.1 

Alors : 

. Un système centré résultant du théorème de Bogolioubw 
est donné par la figure ïV.2 (Gl(T) est la primitive de 

gl de moyenne nulle) . 

. L'approximation du système réel par le système centré 
est valable si ce dernier est asynptotiquement stable. 

. L e u r s  trajectoires respectives sont à écart maximal 

qui tend vers O quand la pulsationw augnente. 

L FIGURE IV. 2 



Théorème II : Si le système vérifie les hypothèses ?_théorème 1, 

I 
u l. sauf celles concernant la dérivée seconde Y 

ci cd 

(existence, continuité ou majoration) . 

Alors, bn système centré résultant du théorème de 
Bogolioubov est donné par la figure IV.3. 

FIGURE IV.3 

Remarque : Le système centré du théorème II coïncide avec celui du 

théorème 1 lorsque a(N) = 0, c'est-à-dire lorsque N(p) est 

de degré au plus égal à q-3. 

Théorème III : Si le système vérifie les hypothèses du théorème 1, 

I sauf celles concernant f(E) qui est sinplement sup- 

posée localement bornée et lipschitzienne, et si, àe 
N(P) plus go = O et,- tlsymptotiquement stable. 

Alors, les trajectoires du système initial et celles 

du système centré décrit figure IV.3 (qui est le sys- 

tème initial en boucle ouverte), sont à écart maxi- 

m a l  qui tend vers O lorsque la pulsation wau&ente. 

. Eémonstration du théorème 1 

La fonction de transfert est non dégénérée. Ainsi, en appliquant 

la théorie du polynôme symbolique (Richard, 1984), il est possible de 

choisir une représentation du système particulièrement intéressante 

en donnant à la matrice une fome en flêche mince. 

. . ./ 



Etape 1 : Le vecteur état x est choisi de mière à ce que sa 

dernière composante mit & . 

Le système en régime libre peut alors être représenté sous une 

fome simple où tous les termes non constants sont regroupés dans une 

seule colonne (ou une seule ligne) de la matrice d'évolution : 

avec A : matrice constante qxq 

b : vecteur colonne qxl 

cT : vecteur ligne 1xq de la forme (W 1) 
T 

Ccamie   ON d%-2, la trace de la matrice dlévolution est cons- - 
tante et l'intersection de la diagonale avec la dernièm colonne ne 

contient pas de termes non constants. La dernière composante de b est 
T nulle, c'est-à-dire c b = 0. 

Nous pmposons alors la forme en flêche suivante : 



où : . 'di ai ,Pi ,ôi, hi et y sont des constantes réelles 
'di, Ai # A pour i t j 

j . le polynôme symbolique de A + ~ P ( c ) ~ (  t )cT est égal à : 

ce qui représente un ensemble de 2q-1 relations entre les 4q-3 

coefficients de la matrice. 

. le choix arbitraire de 2q-2 coefficients (par exenple les 
termes ai et AiVi) permet alors de déterminer cqlètement les 
autres coefficients. 

q-1 
lemno préliminaire : la samie - Z diPi est égale au coeffi- 

I 
i=l 

cient de degré q-2 a(N) du polynôme ~ ( h )  - 
démonstration du l e m  : 

+ A 1  

Donc N(A)=det ~ ~ : p  
-al- 



D'après la formule de Schur (Gantmacher, 1959), 

det ~)=detA.det(D-CA-$) 

q-l(- a i )  (- 6 donc N(X) = ( ( A + \ ) .  . . ( X + X . ( X + Xel) } X -1 
i=l X + X i  1 

R( A )  polynôme en X de degré q-3. 

donc - 2 aiBi es t  l e  coefficient de degré q-2 de N ( 1 ) .  
i=1 

avec : 

. g, ( w t  ) périodique de période T = - *', intégrable e t  de 
W 

moyenne nulle : 

1 T - $ g,(wt)dt = O 
O 

. go moyenne sur une période de g( t ) : 

La matrice d'évolution du système peut être décomposée sous la 

forme : 

Par  un changement d'échelle des temps r = w t , 1 'équation d'état 

e s t  -lacée par : 



Etape 3 : Gn introduit un changement de variable inspiré de celui 

qu'uti l ise Meerkw pour les systèmes linéaires : si Gl(r) 

est  la primitive de gl(r) de moyenne nulle, e t  

(TV.6) G(x,r) = ~ G ~ ( T ) ~ ( E )  
W 

( E dernière composante de x) , 

on définit un second vecteur é t a t  : 

u es t  bien un vecteur é t a t ,  car la matrice : 
1 T [Id - p l ( r  )f*( ~ ) c  ] es t  une matrice inversible, bornée e t  

dérivable. 

Signalons, en outre, que la dernière composante de G(x,r) étant 

nulle, celle de u es t  donc E , e t  on a : G( u,r ) = G(x, T) . 

du . Etape 4 : calcul de h, . 

dX d d u = - -  dT dt &G(x,T)) 

1 T T = - [ ~ + b f * ( ~ ) g ~ c  w l x  + if*(c)gl(r)c x - I b [ f ( ~ ) g ~ ( r ) + g ( ~ ) - ~  w (T)] d~ 1 

T d~ 
= ~[A+bf4(~)goc w ] x  - $ [ ~ ( E ) G , ( T ) ~ ]  

d E T A  or - = c -x 
d T W 

du - 1 donc di - . - [ ~ + b f * ( ~ ) g ~ c  T -bd; df( E)G~!T)c TA -lx 
W 

= w ! ( ~ + b f * ( E ) g ~ C ~ - b - ( E ) ~ ~ ( T ) c ~ ~ ] ( u + ~ ( u , r j )  d E 

c'  est-à-dire 

\ 

i 
J 

termes de moyenne nulle 



Ce système est sous la forme standard : 

Etape 5 : Les conditions d'application du théorème de centrage de 

Bogolioubov pour le système standard : 

- = -  du l (u,, sont (voir ch.1, 9 m.2.) : 
dr w 

. @(u, r) est bornée et continue en u et T 
2(v,r) est bornée et continue en u et r *au 

sur rx R, avec r domaine conipact de Elq contenant O. 

. la moyenne : 

existe uniformément par rapport à u . 

D'après les équations (IV.8) et (IV.9), $(u,r) est liée à f(~) 

et A g(r), et les conditions sur @(u,r) que nous venons d'expliciter 

sont vraies si : 

1) la fonction f (E) vérifie sur tout doniaine ccmpact de R contenant 
O :  

. f est bornée et continue 

. - bornée et continue de 

d2f . 7 bornée et continue 
de 

2) la fartion gl(r) est telle que : 

. g1 périodique, intégrable de moyenne nulle 
G1 ( r ) primitive de gl (r ) de moyenne nulle 

- . G1 (r) bornée et continue. 

Ces propriétés sont vérifiées pai' hypothèse. 



Aïors su système standard (IV.9) on associe l e  système centré : 

= 10 (5)  ou encore - = d-c w O dt 

où Qovérif i e  1 l équation (IV. 10 ) , e t  : 

. la différence des deux trajectoires x ( t )  e t  ( ( t)  partant des mêmes 

conditions ini t ia les  tend vers O quand w devient très grand, sur un 

intervalle de temps f ini .  

. si 5 (t ) est asymptotiquement stable, 1 l intervalle de tenps de va- 

l id i t é  es t  infini. 

En intégrant sur une période les termes du rnedre de droite de 

1 'équation (IV.8), dont l e s  deux derniers d 'ail leurs ont une moyenne 

nulle (car G( u, r ) e t  Gl (r ) ont une moyenne n i l ie  ) , on obtient l e  sys- 

tème centré suivant : 

rn 

où D = cLS est  l a  demière composan-ce de 5 .  

Le développanent du deuxième terme de IV.  11 fait intervenir 1 ' ex- 
M T "  pression f* - bc AbcL où : 
do 

q-l 
- ?  

D'agrès le lemme, n(N; = L donc : 
i=l ' 



et finaiement : 

Au système initial non linéaire non stationnaire est associé le 

systme non linéaire centré représenté en figure W.2. 

Par exe~le, avec gl(wt) = sirnt ou gl(wt) = coswt, on obtient 
le système centré : 

FIGURE nr.4 

Remarque : Dans le cas où le polynôme N(p) est au plus de degré q-3, 

on a a(N) = 0. 

Le système centré est alors identique au systme non liné- 

aire de départ dans lequel gl(w t) = 0. 

Centrer le système correspond ici à remplacer directement 

dans le schéma bloc le terme non stationnaire par sa moyen- 

ne (figure IV.3). 



. démonstration du théorème II 

Si les conditions du théorème de Bogolioubov ne sont pas véri- 

fiées il est cependant possible d'appliquer le théorème de centrage 

au système (IV.5) avant changement de variables, à la condition que : 

. g (r ) périodique, de moyenne nulle, 
df . f et - bornées et continues sur tout domaine compact de IR conte- d€ 

On associe alors au système initial de la figure N.l le système 
représenté figure N.3 qui est en fait le système limite, quand w 

devient très grand, du système non linéaire obtenu quand les hypothè- 

ses du théorème de centrage sont vérifiées. 

. démonstration du théorème III 
Si - n'est plus continue (en particulier à l'origine) on 

d€ 
dispose 

alors d'un théorème similaire au théorème de centrxe (Vidai 1983) : 

r Soit un système faiblement non linéaire sous forme standard : 

1) h(x;r) est une fonction : 

. contiraie sur IR% IR 

. périodique de r uniformément par rapport à x dans tout compact 

de Elq 

. de moyenne nulle par rapport à r 

. localement bornée et k-lipschitzienne, c'est-à-dire que : 



2) les parties réelles des valeurs propres de A sont toutes stricte- 

ment négatives. 

Alors V o<qcp 3w0>0 tel que Vw>wo 

les solutions X(T ) (système réel) et C (T ) (système centré) vérifient 
une même condition initiale située dans B PO : 

Ainsi, si go = O, si A est asynptotiquemnt stable et f (E ) loca- 

lement bornée et lipschitzienne, les trajectoires du système centré 

et dusystème réel sont àécart maximai q(avec q (w)-O ) 
W++" 

L'originalité de ces résultats (notament de ceux du théorème 1) 

provient de llutilisation combinée de la représentation en flêche et 

d'un changement de variable inspiré de celui que propose Meerkov dans 

le cas de systèines linéaires. 

11 est intéressant en outre de sipaler que pius ?a pulsation w 

-ente, plus le système réel se rqproche du sysrème dans lequel on 

a immédiatement pris la moyenne du coefficient non stationnaire. 

Ainsi, du point de vue de 1' intérêt de ce théorème 

pour la synthèse des systèmes, 

. w doit être choisi suffisamment grand pour que le 

théoreme de Bogolioubov conduise à des trajectoires centrées 

peu différentes des trajectoires réelles, 

. w doit aussi être suffisamment faible pour que la 

commande prer?ne effectivement en compte 1' effet du gain g (  t) 

dans la rétroaction (boucle fermée) . 
Urie simulation s' avère donc être un conpiérnenc inte- 

ressant 3. la synthèse d' un systhe périodique. ".. . i  



II - EXEMPLE D'UN mSTEME DE TYPE LURIE-FQS'I'NIKOV D'ORDRE 3 SANS 

INTEGRATEUR 

Nous allons à présent étudier un système de type Lurié-Postnikw 

d'ordre 3 représenté par la figure IV.5 lu = O* 

Les simulations seront effectuées pour B =  4 e t  u = 3. 
l / 

1 FIGURE N. 5 
l 

Nous comparerons l e s  résultats obtenus par la méthode de centra- 

ge présentée en 1 à ceux des autres méthodes recensées dans ce mé- 

moire, en particulier âes méthodes de réduction par carparaisan des 

propriétés de s tabi l i té .  

La matrice dtévolution que nous utilisons e s t  : 

II. 1. - Réduction préservant la proximité topologique. Méthode de 

centrage - 

ML.NS Ire  méthode de Lyapunov L.NS 
I 

théorèmes 1 e$ II 1 théorèmes 1 e t  II 
rné thode numérique 

* l 
NL.S Ire méthode de Lyapunov L.S 

ou majoration (Borne e t  Gentina) 



11.1.1. - Linéarisation guis stationarisation : au voisinage de E= 0, -------  ---------- 
on a : 

(E)/E=o = f+(O).c avec f*(O) constant 

FIGURE IV. 6 

1 ' application du théorème 1 (énoncé précédemnent ) quand f véri- 
fie les conditions requises permet d'associer au système linéarisé 

non statiomaire de la figure IV.6 le système linéaire stationnaire : 

FIGURE IV. 7 

d l équation d ' état : 



La stabilité asymptotique de ce système est assurée à l'origine 

si (conditions de Routh) : 

et pour u = 3, B =  4 : / 

Le domaine de stabilité ne peut cependant être précisé par cette 

méthode qui est, en ce sens, limitée d'un point de vue pratique. 

La méthode numérique présentée au chapitre III peut être 

directement appliquée au système figure IV.6 pour les 

valeurs particulières p=3, B=4, g(t)=sin(wt) que nous avons 

choisies. 

On pourra constater encore ici la qualité des résultats . 

qu' elle fournit: 

11.1.2. - Stationnarisatim puis majoration Ear le critère de Borne --------- -------- - ------- ---  
et Gentina -----  

On obtient par le théorème 1 appliqué directement au système non 

linéaire non stationnaire : . . ./ 



FIGURE IV. 8 

c'est-à-dire l'équation d'état : 

On peut en toute rigueur appliquer la Ire méthode de Lyapunuv 

(linéarisation autour de l'origine). Les résultats sont aïors les 

mêmes que ceux obtenus en 11.1.1. et présentent par conséquent les 
mêmes limitations. 

Une majoration, associée au critère pratique de Borne et Gentina 

à l'aide du système représenté par l'équation d'état : 

fournit des conditions simples de stabilité absolue : 



Il est intéressant de remarquer que nous aurions pu utiliser. le 

système centré suivant (théorème II) 

l FIGURE IV. 9 

et obtenir des conditions suffisantes de stabilité asymptotique pour 

le système réel moins restrictives : 

Mais il faut rappeler que le système centré ne permet de con- 

clure sur le système réel que lorsque w est supérieur à une certaine 

valeur w qui nt est pas nécessairement la même pour les deux modèles 

schématisés figures N.8 et IV.9. 

La condition (IV. 16) nous donne tout de même une indication sur 

la valeur mininiale de w pour laquelle le système centré, donc le sys- 

tème réel, est mtotiquement stable. 

De plus, des simlations r-riques opérées pour : 

. g o = O e t  g l = l  

. f(~) = 10sj.n~ (figures IV.10) 

ou f(~) = 10 E S ~ E  (figures IV.11) 
ou f(€) = 10 € 

3 
(figures IV.12) 

montmnt que le système centré ( figure IV. 8 ) où df - intervient 
2w 2 gl - 

est plus proche du système réel que le système de la figure IV.9. 



x système réel 
o théorérne 1 
m théorème II 

Quel que soi t  w , on note peu de différence entre les  résuitats 

du théorème 1 (système figure IV.8) e t  du théorème II (système figu- 

re IV.9). 

X système réel 
o théoréme 1 
i théorérne II 



F i g u e s  N.13 : Le théorème 1 semblant dormer des résultats plus fia- 

bles, on compare pour f ( ~ )  = 10 sin&, l e s  trajectoi- 

res du système réel e t  celles du système majoré 

(IV.15) après application du théorème 1. 

x système r é e l  
w = 5  

ov théorème 1 + 
majorat ion 

11.2. - Réduction par caTparaison des propriétés de s tab i l i té  



Le système obtenu par le théorème 1 est nettement plus représen- 

tatif du système réel que celui obtenu par le théorème II. 

La différence entre les résultats des deux théosme diminue 

après w =  30. 

Figures IV.12 : f ( ~ )  = 1 0 ~  3 

x système réel @ 
O théorérne 1 

théorème II 

Le théorème 1 donne ici encore des trajectoires plus précises. 



11.2.1. - Méthode de Cook (cf. ch. II, 9 1 . .2 .3)  - - - - - - - -  

On décompose le système (IV. 13) de la manière suivante : 

A F 

avec A asymptotiquenent stable ( 6 >O). 

A + A ~  
On prend W =  Id et L =  # A  = 2 = A. 

Une condition suffisante de stabilité asymptotique est donnée 

par : 

La norme matricielle est ici le plus grand des modules des va- 

leurs ropres de la matrice. La condition s'écrit danc : 

avec fl= 4, /U = 3 ,  Bo = O e t  gl = 1 



La valeur maximale de 1 f *sinwt 1 s ' obtient pour 6 = 3 : 

(IV.21) 1 f*(~) 1 < 0,552 

11.2.2. - - *tJ~gde ( J e - N ~ g - ~ ~  gt-eam - - (cf. ch. II, 5 f ,;2.4) 

L'intégration des moments lx. 1 et 1;. 1 avec 
1 j 1 j 

1, = 2 + x - (1-B)f(c)g(t) 

conduit à la fonction de Lyapunov : 

(IV. 23) 

V est définie négative si et seulement si : 

qui est une condition équivalente à celle donnée par Cook. 

II .2.3. - MaJoration - Critère pratique de Borne et Gentina - ------------------- ---  

Le système étant représenté sous la f o m  (IV.13), une matrice 

majorante est : 



et une condition suffisante de stabilité asymptotique est donnée par : 

c'est-à-dire pour u = 3, B =  4, go = O, gl = 1 / 

11.3. - Conparaison des différentes méthodes 

Pour notre cas particulier ( u = 3, 8 = 4, go / = 0, gl = l), les 

conditions suffisantes de stabilité asymptotique obtenues par les 

différentes méthodes que nous venons d'appliquer sont : 

2 
théorème 1 + (m.17) IfX(0)l I z (c  df 

7 3w et wgrand 

Borne et Gentina 

. théorème II + (N.18) -6< O et wgrand 

Borne et Gentina 

1. Cook ( I T V . ~ ~ )  If*(c)I < 0,552 

1. Nagara ja-aiaiarn idem 

Borne et Gentina (IV.26) 1 f*(~) 1 < 0,75 

On peut conclure sur cet exemple : 

1 - b théorème II conduit dans tous les cas à un système réduit 

moins proche du système réel que le système centré obtenu par le 

théorème 1. 



Eh outre, la valeur minimale de la pulsation pour laquelle 

l'écart entre le système réel et le système centré devient petite 

est différente, selon que l'on utilise le théorème 1 ou le théo- 

rème II. 

Cependant, il existe une valeur de w à partir de laquelle les 

deux système centrés coïncident. 

2 - Les méthodes de Cook, Nagaraja et Chalam et Borne et Gentina ap- 

pliquées directement au système conduisent à des conditions de 

majoration de If*g(t)l , dont de 1 f*l , ce qui revient à perdre 

toute information sur les oscillations de g(t). 

Le critère de Borne et Gentina, qui limite de manière la moins 

restrictive le domaine de stabilité, impose tout de même : 

sin C 
pour P(E) = 10 y 

Pour P(E) = 10 sine I E ~  < 0,075 

. pour P(€) = 10 € 
2 

3 - Eh revanche, l'application du théorème 1 mant celle du critère 
pratique de Borne et Gentina permet, pour des conditions initiales 

de €choisies arbitrairement de donner une indication sur la valeur 

de la pulsation requise pour assurer la stabilité du système réel : 

sine df . pour P(E) = 1- (Pz = lmSinEcoSE 
E ) et pour toute condi- 

tion initiale E ,  W doit être supérieur à 8,2 - 

{ E/ 1 E 1 < 10 est un domaine de stabilité pour w > 18 

2 df 4 pour f*(€) = le€ (f*= = WE ) 

{ €1 1 1 < 5 1 est un domaine de stabilité pour w > 350 



Ces remarques confirment de manière évidente l'efficacité de la 

réduction par application du théorème 1 et ensuite du critère pra- 

tique de Borne et Gentina pour des systèmes de type Lurie-Postnikov 

où la non-stationnarité et la non-linératire sont couplées. 

III - APPLICATION A LA SYN!EESE D'UN SYSTEME DE TYPE UTRIE-POSTNIKOV 

D'ORDRE 3 AVEC INTEGRATEUR 

Soit le système : 

Ksine 

FIGURE IV.14 

supposé instable, que nous allons stabiliser en insérant après la 

non-linéarité un gain périodique g(t) de valeur maximale 1 et de 

moyenne nulle (par exerrple , g(t) = sinwt) . 

FIGURE IV.15 

Pour simplifier la présentation de la synthèse du système non 

linéaire et non stationnaire IV.15, nous ne reprendrons pas toutes 
les méthodes de réduction citées dans ce mémoire. 

Les résultats du paragraphe II nous ont enseigné en effet que la 

réduction en stationnarisant d'abord par le théorème 1 est à la fois 

la méthode la plus précise et la plus pratique. 

Le système réduit que nous obtenons alors est décrit figure IV.16 

I I 

FIGURE IV. 16 . . ./ 



e t  nous choisissons de t r a i t e r  la s tabi l i té  de ce système non 

linéaire par l'intermédiaire du cri tère de Popov (Popov, 1973 ) : 

Dans l e  plan complexe, la fonction : 

a pour parties réelles e t  imaginaires : 

Re(F( j w ) )  = - 10+w2 
l+wL)(4+w2)  

FIGURE IV.  17 

La courbe, avec un gain K = l  , coupe 1 ' axe des parties réelles au 

point (+,O) pour w =' 2 6 .  

La valeur maximale du gain de la non-linéarité assurant la 

s tab i l i té  du système (IV.16) par ce cri tère e s t  6, donc : 



Avec K=20, le système (IV.14), non stabilisé par un coefficient 

périodique, est instable (cf. figure N.18). 

FIGURE W. 18 

Après introduction d'un correcteur périodique sinwt (figure 

W. 15) , 1 'équilibre x=O devient localement asymptotiquement stable. 
Si on considère une majoration de 1 a 1 par 10, la condition (N.27) 
s'écrit : 

Les simulations eff'ç~ctuées pour une condition initiale a proche 

de 10 confirment cette stabilisation (figures N.19). Pour w=13, la 

convergence est très lente. Pour w=15 et w=30, la dynamique est 

nettement méliorée.Pour w=12, il y a divergence. 



FIGURES IV. 19 



L'étude de la stabilisation des systèmes de type Lurié-Postnikov 

par un gain périodique nous permet de dégager deux conclusions 

mortantes : 

- la synthèse que nous proposons, basée sur une réduction progressive 
dont la première étape est une stationnarisation par le théorème 1, 

slévère être efficace, essentiellement en raison du fait qu'elle 

prend en compte les oscillations et la pulsation du gain 

périodique, contrairement aux autres méthodes. 

- la comparaison entre les différents systèmes associés par réduction 
au système initial met en lunière l'efficacité du théorème 1 : les 

trajectoires du système centré par ce théorème suivent correctement 

les variations, même. les plus complexes, du système initial et s'en 

écartent peu. 

Cette dernière remarque montre l'avantage des méthodes respec- 

tant la proximité topologique globale, c 'est-à-dire grâce auxquelles 

les trajectoires des systèmes associés par réduction sont à écart 

maximale borné ou (presque-)périodiquement topologiquement égales, 

par rapport aux méthodes respectant la proximité topologique locale, 

c ' est-à-dire garantissant la proximité ou 1 ' attractivité . 

Enfin, il nous semble tout à fait intéressant de poursuivre ce 

travail et d'étudier plus largement le problème de la précision de 

l'asservissement quand la consigne d'entrée n'est pas nulle, problème 

lié à la possibilité de caractériser 1 ' influence d'un gain périodique 
sur le gain statique. 





CONCLUSION GENERALE 

Les critères utilisés dans ce mémoire en vue de tester la 

validité des différentes méthodes de réduction structurelle sont de 

trois types : 

- soit de type topologique, quand ils sont associés à des définitions 

telles que celles de la proximité, lfattractivité, l'égalité topolo- 

gique (presque-)périodique ou l'écart maximnn de deux trajectoires, 

- soit de type comparatif lorsqulon attend surtout du modèle sinpli- 
fié qu'il permette de conclure sur la stabilité du système initial, 

- soit de type uvisuel" à partir d'une observation directe des 

trajectoire simulées numériquement. 

Le défaut de cette dernière solution est qu'elle nécessite qu'on 

fixe numériquement tous les paramétres du modèle. Par contre, les 

deux premiers types de critères peuvent être testés sur des modèles 

non cqlètement spécifiés sur le plan de leur structure ou de leurs 

conditions initiales. 

Eh respectant cette classification, nous avons proposé et rappe- 

lé un grand nombre de méthodes conduisant à des réductions de 

structure, chacune d'entre elles s'intégrant plus particulièrement 

dans certaines étapes de simplification progressive. 

. Parmi celles-ci, les techniques de majoration semblent con- 
venir à toutes les étapes mais leurs résultats sont limités lors de 

l'étape de stationnarisation, pour laquelle on préférera la méthode 

de centrage ou, si le système est linéaire, celle de Floquet. 

La méthode de centrage, en effet, est particulièrement efficace 

lorsque les ternes non stationnaires du système standard sont facile- 

ment intégrables ; la méthode de Floquet, quant à elle, associée à la 

Ire méthode de Lyapunov, constitue un bon test pour juger de la 

qualité des domaines de stabilité absolue obtenus par d'autres 

méthodes. . . ./ 



Elles nécessitent toutefois toutes deux une complète spécifica- 

tion des termes non constants, ce qui n'est pas le cas de méthodes de 

majoration. 

. La Ire méthode de Lyapunov constitue une très bonne première 

approche de linéarisation, mais devient bien sûr très imprécise 

lorsque les variables d'état s'écartent du point de fonctionnement. 

. Les résultats basés sur la méthode directe de Lyapunov, corm 
ceux de Cook, sla&rent intéressants pour une étude de comparaison 

des propriétés de stabilité, mais restent difficilement exploitables 

en ce qui concerne la proximité des trajectoires. 

Nous avons pu enfin confirmer l'intérêt des coefficients périodi- 

ques d m  la stabilisation des asservissements non linéaires de Spe 
Lurié-Postnikov munovariables. 

LR secteur de variations adnissibles pour le gain non linéaire 
se trouve par exemple agrandi proportionnellemnt à la pulsation d'un 

gain sirnisoXdaï que l'on a ajouté dans la chaîne d'action. 

Une extension des résultats exposés au chapitre IY peut être 

envisagée dans l'étude des problèmes de précision d'asservissement 

pour les systèmes que nous avons traités, ainsi que de leur intercon- 

nection . 

C'est dans cette voie que nous entendons poursuivre nos travaux 

ainsi que dans celle de l'intégration éventuelle de méthodes de 

réduction structurelle dans un système de modélisation et de synthèse 

d'asservissement assistées par ordinateur. 
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/ 
travail  rése enté concerne un amect de la simlificatid 

modèles visant à- réduire la complexité ~tructurelle liée à la pr 
ce de c~rnp~sants non linéaires bu non statiannaires dans le PI& 
considéré. 

L'étude porte essentiellement sur les systèmes continus don 
parmètres non stationnaires suivent des lois d'évolution de 
périodique ou presque-périodique . 

La méthodologie proposée cmsiste à libérer progressivement un 
système non linéaire non stationnaire de ses termes m constants, 
pour aboutir finalewnt à un d l e  plus shple, linéaire &/ou 
stationmin?, dont 1 'étuck doit permettre de d4gager certaines infor- 
matians platives au système initial. 

Dans un premier terrpls, des critéres sont définis de manière 
rigoureuse, qui permettent dgévafuer la proximité de deux trajectoi- 
res correspondant par exemple à celles du système initial et de son 
&ale réduit. 

Daais t;in secand tenips, différentes méthodes de réduction stmctu- 
relles sont rappelées (techniques de majoration, Ire et 2e inétaiodes 
de Lyapunov, méthode de Cook, théorie de Floquet, méthode de cen- 
trage). 

Ik? 3e volet développe la théorie de Floquet en proposant plu- 
sieurs approches analytiques et nmériques conduisant au calcul d'un 

-4. modèle de type lh&ire statiorinaim. 

Dans le 4e chapitre,. des résultats originaux concernent 1 'appli- 
cation du th&* de c3t- à càes RKlcièles pratiquw diaesenri-sse- 

- & A t  non li&afr& cie Qpe Wi6-Postnikov. 
Ils pemx3%:bt d'ernriqP, La stab9lisatim de ,gj%t&s m 

lidatries @$&tir d h e  c d  & gain +riodique. , .  
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