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SUR LA REDUCTION STRUCTURELLE
DES SYSTEMES CONTINUS NON LINEATRES
A COEFFICIENTS PRESQUE-PERIODIQUES

INTRODUCTION GENERALE

La conception d'une commande en temps réel d'un systéme automa-
tique se heurte souvent 4 une difficulté d'analyse qui s'accroit avec
la dimension et la complexité des processus mis en jeu.

Différentes études ont été consacrées au probléme de la réduc-
tion de dimension, et recourent, en général, a des décompositions en
sous-systémes intercomectés orientées en fonction de la nature des
sous-systémes ou de la possibilité de séparer leur dynamique.

Le travail présenté dans ce mémoire concerme un autre aspect de
la simplification de modéles, visant a réduire la complexité structu-
relle liée a la présence de composants non linéaires ou non station-
naires dens le processus considéré.

Notre étude portera essentiellement sur les systémes continus
dont les paramétres non stationnaires suivent des lois d'évolution de
type périodique ou presque-périodique. Contrairement au cas linéaire
statiommaire, la résolution analytique de tels systémes est impos-~
sible.

- La démarche adoptée consiste donc & 1libérer directement ou
progressivement un modéle initial non linéaire (NL) et non station-
naire (NS) de ses termes non constants, de maniére a obtenir un
modéle plus simple, linéaire (L) ou stationnaire (S).
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Deux objectifs doivent alors étre pris en compte :

- d'une part, il peut é&tre souhaitable d'éviter une réduction trop
compléte, qui ne pourrait refléter toute la richesse dynamique du
systéme initial.

En ce sens, une réduction progressive de structure s'avére préfé-
rable, 1l'utilisateur pouvant alors choisir le degré de réduction
qui lui convient.

- d'autre part, il importe que le systéme réduit obtenu soit aussi
simple que possible & étudier, le cas idéal selon cet objectif
étant celui d'un modéle linéaire stationnaire.

Tl est donc essentiel de disposer de critéres liés au premier
objectif et de méthodes respectant le second.

Dans le 1ler chapitre, nous définissons de fagon rigoureuse les
critéres que nous emploierons pour évaluer la proximité de deux
trajectoires correspondant par exemple a celles du systéme initial et
du systéme qui lui est associé par réduction.

La théorie de la proximité que nous proposons est directement

inspirée des définitions usuelles de stabilité.

Le 2e chapitre est consacré & un recensement de différentes
méthodes de réduction structuelle des systémes non linéaires a coef-
ficients presque-périodiques (techniques de majoration, méthode direc-
te de Lyapunov, méthode de Cook, la 1lre méthode de Lyapunov, théorie
de Floquet, centrage de Bogolioubov).

Le 3e chapitre développe la théorie de Floquet (systémes L.NS)
en proposant différentes approches analytiques et numériques con-
duisant au calcul d'un modéle de type L.S.

En association avec la notion de la conjecture du linéaire, ceci
nous permet de Jjuger de la qualité des conclusions obtenues par des
méthodes spécifiques aux systémes non linéaires.

.




Dans le 4e chapitre, des résultats originaux sont présentés, qui
concernent l'application du théoréme de centrage de Bogolioubov et
Mitropolsky a des modéles pratiques non linéaires de type Lurié-
Postnikov.

Ces résultats s'obtiennent en adoptant un changement de variable
proposé par Meerkov dans le cas de systémes linéaires.

Ils pemmettent d'envisager la stabilisation de systémes non
linéaires a partir d'une commande a gain périodique.

Tout au long de ce travail, des exemples d'applications et des
similations viendront illustrer de maniére concréte nos résultats.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION A LA NOTION DE REDUCTION STRUCTURELLE D'UN SYSTEME

De nombreux travaux concernant la simplification des systémes

automatiques complexes font intervenir soit des réductions de struc-

ture, consistant a remplacer le systéme initial par un modéle plus
simple, mais souvent du méme ordre, soit des réductions d'ordre d'un
modéle donné en conservant sa structure.

Nous limiterons volontairement notre étude en ne considérant pas
les réductions d'ordre. Pour plus de détails concernant ce domaine,
on pourra se référer a des études récentes comportant une importante
bibliographie (Dauphin 1983, Iung 1981).

Notre démarche s'inscrit plutSt dans le premier type de simpli-
fications. Elle consiste & libérer progressivement un systéme non
linéaire et non stationnaire de ses termes non constants, pour abou-
tir finalement a un modéle plus simple, si possible linéaire et sta-
tionnaire, dont 1l'étude doit permettre de dégager certaines informa-
tions relatives au systéme initial.

Il est nécessaire, pour cela, d'éviter une réduction trop res-
trictive, ol toute la richesse dynamique du systéme complexe nous
échapperait.

Nous tentons au contraire de définir un modéle qui coincide 1le
mieux possible avec le systéme qui nous intéresse, de telle maniére
que leurs trajectoires restent proches, ou que leurs comportements
soilent semblables, au moins sur le plan de la stabilité.

Dans un premier temps, nous aurons a résoudre le probléme de la
définition rigoureuse et de 1'évaluation du concept de proximité
topologique.




Nous présenterons ensuite quelques transformations sur 1 'équa~
tion d'état qui préservent la proximité des trajectoires originales
et des trajectoires transformées et qui constituent le matériau prin-
cipal des méthodes de réduction que nous proposerons.

T - RAPPELS DES NOTIONS RELATIVES AUX SYSTEMES ETUDIES

Les systémes considérés dans cette étude sont de type continus
non linéaires et non stationnaires (NL.NS) régis par 1l'équation
d'état suivante :

(1.1) __d_x(t;xo,to) = %(t) = £(x,t)  (xeX, teT)

dt
od f : XxT—RY est une fonction continue.

X
T

{x€ RY/||x|| <k }
[to,+oo[ ,tofe R

W

Nous supposons que pour toutes conditions initiales
(xo,t 6)6 XxT, 1le systéme posséde une unique solution notée

x(t;x_,t

o ,)» définie pour tout t, vérifiant x(to;xo,to) = X_.

Parmi les systémes non statiomnaires au sens large, nous nous
intéresserons plus particuliérement & ceux dont les termes non sta-

tionnaires sont presque périodiques, c'est-a-dire que (Bass, 1971) :

Ve>0 a8(e) >0 (6(e) longueur d'inclusion) tel que
Vae R arela,a + 6(e)l Vx,t HE(x,t + T) - f(x,t)ll < ¢

Nous privilégierons a l'intérieur de cette classe 1l'ensemble des
systémes périodiques pour lesquels il existe un réel T, appelé
période, tel que :

(I.2) Vix,£)e X x T f(x,t + T) = f(x,t)

Pour la plupart des systémes non linéaires non stationnaires, la
résolution analytique intégrale est impossible. Notre étude consiste
alors & préciser le comportement du systéme, en priorité sur le plan
de ses trajectoires, sinon sur le plan de la stabilité.
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Le concept de stabilité tend a étudier si, lorsqu'un systéme a
une premiére réponse (nominale) pour un ensemble donné de paramétres
ou de conditions initiales, une autre réponse, obtenue pour de
petites variations des paramétres ou des conditions initiales, est

proche de la réponse nominale.

D'autre part, le but de cette étude est d'associer & un systéme
complexe un autre systéme, plus simple, dont la réponse, pour les
mémes conditions initiales, est trés proche de celle du systéme ori-
ginal.

L'unification des concepts de stabilité et de proximité semble
donc particuliérement intéressante. Nous nous inspirerons, dans cette
optique, des notions de stabilité introduites par Lyapunov (1892) et
de leur formulation présentée par Bhatia et Szegd (1970).

IT - STABILITE D'UN ENSEMBLE ET D'UN POINT D'EQUILIBRE

Pour toute condition initiale (xo,to) on définit 1l'ensemble
Q(xo,t 0) appelé ensemble limite, de la maniére suivante :

3 q 1 ” ©
Ux_,t)) = {yeRm™ / &t ) séquence avec tnn:+:
telle que x(t ;x ,t) >y }
q ni%er %) > ¥

M étant un sous-ensemble non vide de 1'espace th, on peut
associer une région d'attraction A(M) définie par :

A(M) = {'xoe'qu / Bt e®R  a(x ,t)) # 9 et alx_,t ) CM}

Toute trajectoire issue de la région d'attraction de M revient
donc dans M au bout d'un temps infini.




On dit alors que :

- U est un voisinage de M si chague point de M peut &tre le centre

d'une boule ouverte incluse dans U.

- M est stable si chaque voisinage U de M contient un voisinage V de

M tel que si 1'état initial X, se trouve dans V 4 un instant to,
1'état ultérieur x(t;xo,to) se trouve dans U.

- M est attractif si sa région d'attraction A(M) est un voisinage de
M.

Ces définitions présentent un grand intérét dans le cas particu-
lier o M est réduit & un point unique, le point d'équilibre (ou

point critique) Xq du systéme (VtER Xy = x(t;xe,to)).

Elles s'énoncent alors plus simplement sous la forme :

- 1'équilibre x_ est stable (ou {x,} est un ensemble stable au sens

de Bhatia et Szegd) si et seulement si :

Veelo,+o[ VtoeT Hd(to,e)e10,+w[

llxo - er < 8(t,,€) = Vte[t ,+=f Nx - xell < e

- 1'équilibre x est attractif si et seulement si la région d'attrac-
tion A({xe}) est un voisinage de x :

VtoeT TA(t,)>0 onsX tel que lIx - xell < a(t))

ona V>0 Ft(t ,x ,p) Vet +t [lx(tix_,t ) - er <p

- 1'équibre x _ est asymptotiquement stable si et seulement si, il est
a la fois stable et attractif.

i




~augh - | stable
I attractif

FIGURE I.1

Dans le cas des systémes non stationnaires, ces propriétés de
stabilité peuvent &tre vérifiées non plus pour tout instant initial
ts de T mais uniquement pour un sous-ensemble TO de conditions initia-
les temporelles.

Cette influence de t  a été mieux spécifiée par Grujié¢ (1975)
qui définit de maniére rigoureuse le concept de domaine de stabilité,
et la stabilité ou l'attractivité par rapport & un ensemble d'ins-
tants initiaux.

Signalons cepeﬁdant que ce probléme ne se pose pas dans notre
étude en raison du fait que les systémes non stationnaires que nous
considérons sont pour la plupart périodiques ; dans ce cas, en effet,
la stabilité asymptotique d'un point d'équilibre est nécessairement
uniforme (HAHN, 1963 ).

Les définitions dornées ci-dessus sont courantes dens le cas de
la stabilité d'un systéme au voisinage d'un point d'équilibre, mais
elles sont également transposables pour caractériser la proximité de
deux trajectoires. Il suffit pour cela de prendre pour ensemble M les
points de la trajectoire de référence.

-
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ITT - CARACTERISATION DE LA PROXIMITE DE DEUX TRAJECTOIRES

Soient x(t;xo,to) et y(t;yo,to) deux trajectoires dans l'espace
IRq, associées A des systémes qui peuvent 8tre différents.

Nous nous plagons au voisinage d'une trajectoire d'équilibre X du

premier systéme qui, par définition, est un ensemble irnvariant, c'est-
a-dire (Bhatia et Szegd), une courbe fermée vérifiant :

one X Vto eT Vt>to x(t;xo,to) €Xx
(X peut étre réduite & un point d'équilibre).

En définissant la distance d(x_,X) = inf||x -X|| , nous dirons
que X et y sont XexX

~ Définition 1 : & écart maximal n si :

Vx € X Yt €T Vet llx(tix,t)-y(tix,t )l <n

- Définition 2 : proches au voisinage d'une trajectoire d'équilibre x
de x si :

Ve>0 VtoeT 36(1:0,5:) tel que V(xo,t)GXxT
d(xo,i) < 8(t ,e) = Vi>t IIx(t;xO,to)-y(t;xo,to)II < €

-~ Définition 3 : proches si elles sont proches au voisinage de toute
trajectoire d'équilibre de x.

- Définition 4 : attractives au voisinage d'une trajectoire
d'équilibre X de x si : '

VtoeT aa(to)>o tel que vxoex
d(xo,i) < a(t)) => lim ilx(t;xo,to)-y(t;xo,to)H =0

t+rsoo
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- Définition 5 : attractives si elles sont attractives au voisinage

de toute trajectoire d'équilibre x de x.

- Définition 6 périodiquement topologiquement égales si :

ar vt €T VxOCX .:.I'cl>1:o Jy_ eX tels que
Vne N x(t1+nT;xo,to) = y(t1+nT;yo,to)

- Définition 7 : presque-périodiquement topologiquement égales si :

VYe>0 36(e)>0 tel que Va€R 3IT€ [a,a+8(e)f
V(ix,,t,) eXxT 31:1>1:0 3yo€X pour lesquels
VYnE N IIx(t1+nT;xo,to)-y(t1+nT;yo,to)|| < €

Nous wverrons par 1la suite que 1'égalité topologique
(presque-)périodique de deux trajectoires est liée A la notion
algébrique d'équivalence topologique de deux représéntations matri-
cielles (Markus 1955, Langenhop 1960, Harris et Miles 1981, Shokoohi
et Al 1983).

Enfin, il peut &tre intéressant de comparer la stabilité de deux
modéles au voisinage de leurs trajectoires d'équilibre respectives :

- Définition 8 : on suppose que le systéme représenté par x(t;xo,t o)

pcssede une unigue trajectoire d'équilibre X pour X, € X.
Soit y(t;yo,to) une trajectoire dans 1'espace RP qui vérifie
v=gly,t) (v,t) e YxT

\ Y= {yeRP/ llyll <k}
et possédant elle-aussi une unique trajectoire d'équilibre ¥ pour
v, € Y. '

Nous dirons que le systéme représenté par x présente une stabi-
1ité comparable a celle du systéme représenté par y si :

¥ asyrptotiquement stable pour y=>X asymptotiquement stzble par X.
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Nous pouvons d'emblée déduire plusieurs constatations :

Regg_rgge 1

Reme 2 :

Remarque 3 :

si on remplace, dans les définitions précédentes :

I x(t;xo,to)—y(t;xoto) || par d(x(t);xo,to),x), on ob-
tient des énoncés permettant de caractériser la stabili-
té (définition 2) ou l'attractivité (définition 4) d'une
trajectoire d'équilibre.

si, au voisinage d'une trajectoire d'équilibre x, les
trajectoires x et y sont proches, alors X est aussi une
trajectoire d'équilibre y pour le systéme représenté
par y. ‘

I1 suffit, pour montrer cela, de prendre x_ sur x (la
démonstration compléte est domnée dans l'annexe 1).

si, au voisinage d'une trajectoire d'équilibre x, les
trajectoires x et y sont attractives, alors X contient
l'ensemble limite des trajectoires y initialisées sur x
(voir la démonstration dans 1l'annexe 1).

La deuxiéme remarque nous permet alors d'énoncer la proposition
suivante (démontrée dans l'annexe 1) :

Rew4:

si, au voisinage de 1l'origine, point d'équilibre d'un
systéme, un autre systéme 1lui est proche et attractif,

alors les deux systémes sont & stabilité comparable,
c'est-a~dire :

définition 2 + définition 4 ——e définition 8

En revanche, 1'égalité topologique (presque périodique) des tra-
Jectoires ne permet pas de conclure que les deux systémes sont a
stabilité comparable.

On peut remarquer d'autre part que deux modéles & stabilité
comparable n'ont pas systématiquement la méme dimension. On parle
alors de modéle de comparaison.

oo/
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Remarque 5 : I1 est possible de montrer sans difficulté que les
relations de proximité et d'attractivité sont des rela-
tions d'éguivalence.

L'égalité topologique (périodique ou presque-périodique)
par contre ne l'est pas systématiquement car cette pro-
priété de proximité est liée i 1'instant initial t, et a
la (pseudo-) période T.

On peut illustrer toutes ces définitions sur quelques exemples :

. ler exemple : Soit le systéme d'ordre 2 défini par :
@ _d (x\_(-A -1
(1.3) X“‘df(y>‘(1 _)‘)x

Les valeurs propres du systémes sont -A+j et -A-j.

Effectuons le changement de variable U = P(t)X = (3) avec

cost sint
P(t) = (- sint cost)

o _.A 0
Alors U = (O -A

)U, c'est-a-dire que U = e_)\t (uo)et |

v
o]

X = e_)‘t (uo cost - v sint)
u, sint + Vs cost
Dans 1'espace d'état, les trajectoires coincident & chaque pério-
~de : elles sont périodiquement topologiquement égales :

- T T T LN SRLEN SRR

i TUTSIM]
g X o ]
. S ]
g y ]
5 ]
i N U(T)=X(T) ]
- \ " :
" ]
g ]

PR | ot 1 4 1 1 ] ! ] roodeou a1l 4 b '/
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De plus, Vt>t_  [[U-XII < A (lu_l+lv D)

Donc, si A >0, les trajectoires sont proches et attractives, et

par conséquent & stabilité comparable.

. 2e exemple : Cas du pendule amorti dont l'angle vérifie 1l'égquation
différentielle

(I.4) JB +£6 +mgl sin® = O

VkeQ, au voisinage de © = 2kn, les trajectoires sont attracti-
ves et proches de celles du systéme

(I.5) J6 +£6 +mgl (6-2km) = O

FIGURE I.3

Considérons a présent deux systémes différents dont les trajec- |
toires, pour des conditions initiales identiques, sont voisines. A la
similitude topologique des trajectoires, il devrait &tre possible
d'associer une similitude de certaines propriétés algébriques des
équations d'état des deux systémes.

Inversement, il existe des transformations d'une équation d'état
qui ont peu d'influence sur certains invariants algébriques du sys-
téme associé, et préservent ainsi la proximité des trajectoires res-

pectives du systéme original et du systéme transformé.
) L ) /
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IV - TRANSFORMATIONS ALGEBRIQUES DE L'EQUATION D'ETAT PRESERVANT LA
PROXIMITE DES TRAJECTOIRES

Pour un systéme représenté par 1'équation d'état x = f(x,t) les
transformations possibles portent sur le vecteur état x, ou sur la
fonction d'état f.

IV.1. - Transformations du vecteur état (changement de variable)

IV.1.1 - Cas des systémes linéaires non statiornaires : le concept de
similitude cinématique par changement de variable portant sur le
vecteur état a son origine dans les travaux de Floquet (1883) ou de
Lyapunov (1892) et a été développé par Markus (1955) et Langenhop
(1960) dens le cas des systémes linéaires non stationnaires représen-

tés par x(t) = A(t)x(t).

Une représentation A(t) est dite algébriquement &quivalente &
A(t) (A ~ A) s'il existe une matrice P(t) :
. continue différentiable
. non singuliére Vt
telle que, par la transformation x = P(t)u, on se raméne au systéme
a(t) = A(t)u(t).

1 et f’ sont contirus et bor-

Si de plus P(t) est telle que P, P
nées sur R’ (respectivement. sur R), alors A est topologiquement
équivalente (respectivement complétement topologiquement équivalente)
a4 A (d'aprés Shokoohi, Silverman et Van Dooren, 1983) au sens algébri-

que.

Certains auteurs (Harris et Miles, 1981) adoptent plut8t 1'appel-~
lation "A (complétement) cinématiquement semblable & A".

Aprés transformation, la relation entre A et A s'écrit :
—_ -1 -1 0
(1.6) A(t) = P (t) A(t) P(t) - PT(t) P(t)

et i1 est facile de vérifier que 1'équivalence algébrique et 1l'équiva-
lence topologique sont effectivement des relations d'équivalence.

eod/
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Dans les cas ou P(t) est une matrice constante, la relation
d'équivalence est appelée équivalence statique, cas particulier
d'équivalence cinématique.

le fait que le changement de variable P(t) varie avec le temps
signifie que la nouvelle base de coordomnées est en mouvement par
rapport aux coordomnées initiales.

Ainsi, comme le fait remarquer Markus, si la condition P et pt
bormées n'est pas imposée, il est possible de transformer toute matri-
ce A en la matrice rulle. Il suffit pour cela que P(t) soit la solu-
tion de 1°> = AP, c'est-d-dire que par rapport au systéme de coordon-
nées initial, la vitesse relative des nouvelles coordonnées est nulle.

Donc, en imposant les conditions P et P'1 bornées, on préserve
la structure uniforme de 1l'espace d'état, et la stabilité a dans ce
cas une signification invariante.

Plus précisément, sur le plan de la similitude des propriétés
des systémes associés par la transformation :

~ i1 a été montré (Harris et Miles 1981, Shokoohi et Al. 1883) que :

. les propriétés entrées-sorties des systémes sont invariantes par
équivalence algébrique. Cependant, les propriétés internes chan-
gent, par exemple la stabilité et le caractére bormé des coef-
ficients des matrices.

. par ailleurs, avec l'équivalence topologique, la stabilité interne

(et le caractére bomé des matrices) est préservée et les expo-
sants caractéristiques et leur multiplicité sont invariants.

oo/
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- nous pouvons affirmer que deux systémes (algébriquement) topologi-
quement équivalents sont proches et attractifs, et donc & stabilité
comparable, a la condition que l'un des deux soit asymptotiquement
stable. ,

En effet, dans les définitions 2 et 4, si les trajectoires u(t)
sont asymptotiquement stables, on peut rendre aussi petite que 1l'on
veut la différence | x(t)-ut)|| = |[|P(t)-Id]| x ||u]l.

Du point de wvue de la réduction structurelle des systémes, il
devient alors particuliérement intéressant de mettre en évidence des
matrices qui soient topologiquement égales a des matrices constantes.

Théorie de Floquet (matrices A(t) périodiques ou presque-périodiques)

Le théoréme de Floquet nous permet d'affirmmer que les matrices
périodiques sont réductibles & des matrices constantes par équiva-
lence topologique (c'est-a-dire que le systéme x = A(t)x ol A(t) est
une matrice périodique peut &tre ramené, par un changement de va-
riable périodique P(t), au systéme linéaire constant u = Mu).

Les matrices presque-périodiques ne le sont pas nécessairement ;
Langenhop (1960) a cependant proposé des conditions suffisantes pour
que de telles matrices soient complétement topologiquement équivalen-
tes & des matrices constantes par l'intermédiaire d'un changement de
variable P(t) presque-périodique.

L'équivalence topologique de deux systémes garantit une simili-
tude de comportement des trajectoires ; en effet :

- pour les matrices périodiques le changement de variable P(t) est
périodique (de période T). Ainsi, si P(0) = Id, pour des conditions
initiales identiques Xy = Uy, les trajectoires x(t; Xy t ) et

u(t;xo,to) vérifient Vn e N x(t X t) uo(to+nT,xO,to) et

sont donc périodiquement topologlquement égales, quel que soit

1l'instant initial to.

eoo/
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- pour les matrices presque-—périodiques' le changement de base est

presque-périodique et les trajectoires associées par la transfor-
mation sont presque-périodiquement topologiquement égales.

res

Les transformations précédemment décrites ne peuvent s'appliquer
directement aux systémes non-linéaires.

Une généralisation du théoréme de Floquet est cependant proposée
par Lochak (1981).

Si X = f(x,t) est un systéme périodique non linéaire, soit
x(t;xo,to) une solution issue de X, a 1l'instant to’ alors il existe

une famille de transformations :

g(t,t ) : R" — R"

Xy b= g(t,t ) (x)) = x(t;x,t))
que l'on peut composer par la loi o et telles que :

. g(t' ,t)O g(t’to) = g(t' ’tO)
(1.7) . g(t+T,T) = g(t,0)
. g(t“’nTyto) = g(t:to)o g(Tvo)n

Contrairement au cas du linéaire, ces transformations ne véri-
fient pas :

(1.8) g(t+s,0) = g(t,0)o g(s,0) = g(s,0)o g(t,0) Vt,s
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ce qui signifie en pratique qu'une trajectoire, partant d'une méme
position X, &a m comportement différent suivant 1l'instant initial
choisi (g(t+s,s) # g(t,0)).

Mais, s'il est possible de définir des transformations g*(t,to)
solutions du systéme qui approchent x(t,to) et vérifient la rela-
tion (I.8), alors le changement de variable dans le théoréme de
Floquet généralisé devient P(t) = g*(t,to)o g(-—t,to)) et pour

= P(t)x = g*(t,to)(xo), on obtient :

° _1im u(t+s) - u(t)
u = s-»>0 s
(1.9) = 1im L[8*(t+sity) - g (t,8))] (x)
s+0

S

lim g*(s,0) - g*(to,to)

= 520 - o g*(t,to)(xo)

c'est-a-dire le systéme non linéaire 1 = £*(u).

La possibilité de déterminer g*(t,to) a partir de g(t,to) est
appelée 'réductibilité canonique'. C'est une extension non linéaire
du théoréme de Floquet et par la-méme de 1'équivalence topolog:.que
La mise en oeuvre pratique reste cependant dellcate

IV.2. - Transformations de 1la fonction d'état (changement de
structure)

IV.2.1. - lre méthode de Lyapunov

On considére le systéme x = £(x,t) possédant O comme point cri-
tique pour t 2 to- S'il est possible d'écrire f(x,t) = fl(x,t) +
f2(x,t) ol, pour X petit, f2(x, t) est négligeable devant fl(x, t),
(c'est-a-dire Ve>0 38>0 tel que W(x,t)C XxT

xlles = Ney(x, )1 < elleg (x, 011 )

alors définissons le systéme y = £, (y, t) appelé la lre approximation
du systéme initial (Lyapunov 1892, Lefschetz 1957). eool
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On peut s'attendre a ce qu'au voisinage de O, les deux systémes
soient dans une certaine mesure proches. Cependant, sous cette forme
générale, il est trés difficile de comparer leur comportement.

En revanche, si f1 est une fonction linéaire de x, c'est-a-dire

fl(x,t) = A(t)x, la comparaison devient plus aisée.

IV.2.1.a. - Si A(t) est constante, le systéme s'écrit x = Ax + q(x,t)

avec q(x,t) contirmue pour : ||x|l<r et t>1

.La- condition "f2 négligeable devant f1" s'exprime ici par
a(x,t) = o (||x|| ) uniformément en t c'est-a-dire que : ’

(I.10) Ve>0 3650 [Ixll<s = lla(x,t) l[<ellxll

On peut montrer (cf. annexe 2) que, dans ces conditions, et si A

est asymptotiquement stable en O :
1) le systéme x = Ax + q(x, t) est asymptotiquement stable en O,

2) les trajectoires (pour des conditions initiales identiques) du
systéme et de sa premiére approximation sont attractives et

proches (et donc & stabilité comparables).

IV.2.1b - Si A(t) n'est pas constante mais périodique ou presque-pé-

riodique.

Contrairement & ce qui se passe quand A est constante, la stabi-
1ité asymptotique de la 1lre approximation n'entraine pas automatique-
ment la stabilité du systéme original. Une condition supplémentaire
est requise, qui est l'existence d'une fonction de Lyapunov 'forte"
pour la 1re approximation, ou, d'une maniére équivalente, que celle-
ci remplisse les conditions de Perron ou celles de Persidskii
(Lefschetz, 1957).

wess/
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Par contre, d'aprés les travaux de Lyapunov, on peut conclure
sur la proximité des trajectoires, suivant la démarche décrite

figure I.4

Par le théoréme de Floquet (éventuellement généralisé au cas
presque—périodique) on transforme le systéme x = A(t)x + al(x, t) en
un second représenté par§=My+P(t)q(x, t) avec y = P(t)x et
M = P(t)ACt)P I(t) + B(£)P™1(t).

P(t) est bomée, donc P(t)q(x, t) est une fonction de y, négli-
geable devant ||y|| quand celle-ci tend vers O.

D'eprés les propriétés wvues pour la 1re approximation de
Lyapunov, les trajectoires y du systéme y = My+P(t)q(x,t) et celles
de sa lre approximation v = Mv sont attractives et proches.

D'autre part, en effectuant le changement de variable v = P(t)u
o P(t) est périodique (respectivement presque-périodique), les tra-
Jectoires u et v sont périodiquement (respectivement presque-périodi-
quement) topologiquement égales.

Et finalement, x et u, trajectoires associées au systéme origi-
nal et 4 sa 1lre aspproximation, sont périodiquement (respectivement

presque-périodiquement) attractives et proches (c'est-a-dire que les

trajectoires échantillonnées périodiquement sont attractives et
proches).

X = A(t)x + alx, t)

a4 = A(t)u
{
Floquet P(t) ()
\J o .
§ = MysP(t)q(x, t) —1Fe dpproximationde _ Vv =M
k Lyapunov
FIGURE I.4

ool
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On traite ici un systéme non linéaire presque-périodique ot 1la
pseudo-période est trés petite, sous la forme standard :
dx

(I.11) iT = ef(x,T) avec € petit

f presque-périodique
Au systéme sous forme standard est associé un systéme centré (ou
moyenné) représenté par :
dg

(I.12) 3% = £ (§)
avec f (§) = %,i’: % fg f£(t,g)dr

(respectivement % Ig f(t,£)dtr si f est périodique de
période T).

Les théorémes de centrage de Bogolioubov établissent des rela-

tions qui lient 1'état x et son approximation centrée § (voir
Bogolioubov et Mitropolsky 1961, Sanchez-Palencia 1975, Balbi 1982) :

Théorsme : Si f, définie surXxT (Xdomaine compact de RY) vérifie :

f :XxT R bormée et continue
%—:—Z— XxT &Y bormée et contirue
Alors

1. La différence entre les trajectoires du systeme standard et du
systéme centré partant des mémes conditions initiales tend vers O

avec €, pour Tappartenant a4 un intervalle de temps fini de la
forme [to,L/e[ '

Yo,n>0 VL>0 350>O pour lequel
si £(1) est une solution de l'équation centrée définie

sur {to,+w[ et telle que {x€ RY/3t |Ix-£(t) <o} CX
alors

Vee]O,sO[ VTG[I‘O,L/E[ Hx(t)-Z(t)ll<n
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2. S1 §(T) est asymptotiquement stable, 1l'intervalle de temps de
validité est infini : [‘ro,+oo[, ce qui signifie que :
¥n>0 350>O tel que Ve¢€ ]O,so[ ,
les trajectoires du systéme réel et du systéme centré sont a écart
maximal n.

Ainsi, les trajectoires du systéme standard et du systéme centré
sont d'autant plus voisines que la pseudo-période est plus petite.

Plus explicitement, elles sont & écart maximal n(€), avec
n (€)—=0 pour € —= O (définition 1). On ne peut cependant affimmer,
dans le cas général, ni qu'elles soient proches, ni qu'elles soient
attractives, car leur position relative dépend de la pseudo-période €.

— emme e e - g —

Pour le systéme (I.13) x = A(x,t)x, on définit :
. p(x) une norme vectorielle de x de dimensions k<q
. D' la dérivée A droite de Rosenbrock.

L'équation d'état (I.14) §r=M(x,t)y représente un systéme
pseudo-majorant de (I.13) si et seulement si 1l'inégalité (I.15) est
vérifiée composante par composante :

(I.15) D p(x) < M(x,t)p(x)

Pour rechercher 1la plus petite matrice pseudo-majorante,
Grujié¢ et Al. (1976) distingﬁent trois cas de figure, selcn que
M(x,t) est :

. non linéaire non stationnaire M(x,t)

. linéaire non stationnaire M(t),

. constante M,

et montrent que la réduction de complexité de M(x,t) entraine une
diminution dans la précision de la majoration : M(x,t) _5_ M(t) < M.

Ainsi, le systéme (I.13) présente une stabilité comparable a
M(x,t) qui =st elle-méme comparabie i M(t}, comparable quant A elle A
M. /
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Le cas particulier ouk =q s'avére &tre particuliérement
intéressant puisque, les systémes de comparaison étant du méme ordre,
la méthode de majoration permet alors de préserver la proximité des
trajectoires.

Proposition : Soit M(.) une matrice représentant un systéme pseudo-
majorant d'ordre q de (I.13) (M(.) est égale & M, M(t)
ou M(x,t)).
Alors :
. si M(.) est stable, les trajectoires de (I.13) et de
fr = M(.)y sont proches,
. si M(.) est asymptotiquement stable, les trajectoires
sont aussi attractives.

Démonstration :
. 1'attractivité est évidente, car x et y convergent

vers 0,
. proximité : y(t;xo,to) gp(x(t;xo,to)) V(xo,t)eXxT.
La stabilité de y = O implique que Ve>O Vto eT
F8(t,e)  lxll<s(t,,e) = Hy(tix_,t ) ll<e/2
p(x)gy ~ys-xgy et

Hy-x|l £ 2llyll < ¢

V - METHODOLOGIE POUR LA REDUCTION DES SYSTEMES

Il existe dans la littérature beaucoup d'autres transformations
garantissant la proximité des systémes associés par réduction.

Certaines sont applicables uniquement aux systémes linéaires non
stationnaires (Floquet 1883, Campbell 1955, Burgat et Mira 1970,
Jones et Robe 1973, Berkey 1976, Sinha et Al. 1979, Corrall 1979,
Wu 1981), d'autres permettent simplement de linéariser un systéme
complexe (Lyapunov 1892, Aizermann 1949, Pliss 1958, Richard 1981),
d'autres encore traitent en méme temps les perturbations engendrées
par les termes non linéaires et non stationnaires (Lyapunov 1892,
Lurié 1951, Brockett 1966, Popov 1973, Nagaraja Chalam 1977, Grujié
et Al. 1978, Cook 1979). codf




Toutes en tout cas tendent a extraire du systéme complexe un

systéme libéré des non linéarités et/ou des non stationnarités.

Ces transformations, que nous appelons '"méthodes de réduction

préservant la proximité topologique" s'insérent & 1'intérieur de

1l'une des trois procédures envisageables :

1) procédure directe en associant au systéme non linéaire et non sta-
tiomnaire (NL.NS) un systéme linéaire et stationnaire (L.S) qui

lui soit proche :

NL.NS

T~

L.S

2) procédure par linéarisation (II.1) puis par stationnarisation

linéarisation

NL.NS - [,.NS
Statiomarisation

L.S

3) procédure symétrique : par stationnarisation (III.1) puis par li-

néarisation (III.2)

Stationmarisation

linéarisation

NL.S - L.S
Dans les cas les plus complexes, il est rare que les méthodes
préservant la proximité des systémes aboutissent.

Nous devons alors recourir a des méthodes de comparaison permet—
tant tout au moins de préciser le comportement du systéme sur le plan
de la stabilité. - ' o/
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Des exemples typiques de ce que nous appelons '"méthodes de réduc-

tion par comparaison des propriétés de stabilité" sont la 2e méthode

de Lyapunov ou le principe de comparaison mettant en oeuvre des matri-
ces pseudo-majorantes ou minorantes d' ordre k<q.

De la méme maniére que précédemment, ces méthodes de réduction
peuvent &tre classées suivant 1'étape qu'elles représentent a 1'in-
térieur d'une procédure :

linéarisation II1

NL.NS - L,.NS
Statiomarisation Statiomarisation
IIT1 méthode directe II2
I

} P
NL.S linéarisation 1I12 L.S

CONCLUSION

L'originalité de la méthodologie proposée tient au fait que nous
proposons non pas plusieurs techniques de réduction, aussi performan-
tes soient-elles, mais plutdt une méthode systématique d'investiga-
tion (réduction directe, linéarisation puis stationnarisation, ou
stationnarisation puis linéarisation) dont 1l'objectif essentiel est
de comparer les résultats respectifs des téchniques de réduction dont
nous disposons et de minimiser ainsi 1'écart entre le systéme réel et
les modéles simplifiés correspondants. '

Dans cette optique, une premiére difficulté a été levée en
construisant un ensemble de notions qui sont représentatives du
concept intuitif de proximité de deux systémes, et qui peuvent
fournir des critéres précis de comparaison entre les différents
modéles simplifiés d'un méme systéme réel.

Dans un deuxiéme temps, la recherche et la mise en oeuvre des
techniques de réduction constituent la partie pratique du probléme,
dont la solution n'est pas nécessairement définitive.

Ce sont les méthodes de réduction disponibles a 1l'heure actuelle

que nous allons présenter maintenant.
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ANNEXE 1
DEMONSTRATIONS RELATIVES AUX DEFINITIONS
CARACTERISANT LA PROXIMITE DE DEUX TRAJECTOIRES

1 - DEMONSTRATIONS DE LA REMARQUE 2

Si, au voisinage d'une trajectoire d'équilibre X, les trajectoi-
res x et y sont proches, alors x est aussi une trajectoire d'équili-
bre pour le systéme représenté par y.

Démonstration. X est une trajectoire d'équilibre pour x, donc :

Vx, € x VtoeT Vt>t° x(t;xo,to) € x
Soit X, point quelconque de X, et to un réel quelconque ; X et y
sont proches au voisinage de x, donc, d'aprés la définition 2 :

Ve>0 Ve €T  Vt >t |[Ix(t5x,,t )-y(tx ,t ) <€ .

Supposons qu'il existe t, > t_ tel que y(tl;xo,to) € x, alors
lIx(ty 5% ,t,) = y(tysx ,t )l[=¢€, > O
ce qui est impossible.

Donc on €x Vto €T Vt>to y(t;xo,to) €x
et x est trajectoire d'équilibre pour y.

2 - DEMONSTRATION DE LA REMARQUE 3
Si, au voisinage d'une trajectoire d'équilibre x, les trajectoi-
res x et y sont attractives, alors x contient 1l'ensemble limite des

trajectoires y initialisées sur x.

Démonstration. Soit X, un point quelconque de x, et t, wm réel quel-

conque. Alors Vt > to x(t;xo,to)ei. x et y sont attractives au
voisinage de X, donc lim Hx(t;xo,to)-y(t;xo,to)H = 0.
t o )

-
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Soit y, wm point quelconque de Qy(xo,to) ensemble limite des

trajectoires y 1initialisées en x, 4 1l'instant t_. Alors a(tn)n
séquence avec t — += telle que y(tn;xO t) ————yl

n —e+4© n —t-®
donc :
}lim | x(t 3%, )4l <]r.1lin lIx(t sx £ )yt s, t )|+ y(e s xo,to)—yln
c'est-a-dire lim [|x(t_ ;x_t.) ylll

n++o

Alors, de la méme maniére que précédemment, on peut montrer par
1'absurde que ylex,d ou Vx € x Vt €T @ (x t, ) C x.

3 — DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION

Définition 2 + Définition 4 ——— Définition 8.

Démonstration. Soit un systéme représenté par les trajectoires x, pos-

sédant l'origine comme point d'équilibre. On suppose que le Systéme
représenté par y lui est proche et attractif.

Alors :

a) d'aprés la remarque 2, l'origine est aussi un point d'équili-
bre pour y.

b) supposons que V(xo,to) Vt >t x(t;xo,to) soit asymptb-
tiquement stable.

Alors :

a - Stabilité de y en 0 : écrivons les définitions de :

. la stabilité de x en O :

Ve>o Ve 38,(t e)  lIx ll<s; (£ ) = Ve llx(tixg,t)l1<5

eoof
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. la proximité de x et y au voisinage de O :

Ve>0 Vt_ 38,(t_,¢) onu<52(to,e)¢Hx(t;xo,to)—y(t;xo,to)|I<§

en prenant §(t_,e) = min(§,(t_,e),8,(t ,€)),
on obtient
Ve>0 Vto 36(t0,e) onll < G(to,e) =

Vvt Ily(t;xo,to)ll < HX(t;xo.to)H + Ix(t)-y(t) Il < ¢

y est stable en O.

b - Attractivité de y en O : écrivons les définitions de :

. 1'attractivité de x en O :

VtoeT 3A1(to) on : onll<A1(to)=>1im Hx(t)il =0

t++

. 1'attractivité de x et y au voisinage de O :

VtoeT 3A2(to) on leo||<A2(to) =>tir2mIIX(t)-y(t)ll =0

avec A= min(Al,Az), on montre de la méme maniére que précédemment
que y est attractive en O.

Donc :
X asynptotiquement stable en O ——= y asymptotiquement stable en O.

L'implication inverse se montre de la méme maniére.
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ANNEXE 2
DEMONSTRATION DE LA PROXIMITE ET DE L'ATTRACTIVITE
DES TRAJECTOIRES D'UN SYSTEME ET DE SA lre APPROXIMATION LINEATRE

1 - DEMONSTRATION DU ler THEOREME DE LYAPUNOV

1) Soit y(t;yo,to) une solution de ;r = Ay.

. - _ _ At .
Alors y(t,yo,to) = Y(t to)yo avec Y(t) = e 7, et comme :

%E ( f:Y(t-u)q(x(u),u)du )
(o]

= Y(t-t)a(x(t),t) +CAY(t-w)q(x(u),u)au
O

La solution de x = Ax + q(x,t) s'écrit sous la forme :

t
x(t;xo,to) = Y(t—to)xo + ftoY(t-u)q(x(u),u)du.

D'autre part, puisque A est asymptotiquement stable, 3Iy>0 et
IX>0 tels que ||Y(W)]| < ye vt >o0.

Soit r tel que a <Ny . On a alors :

||x(t;xo,to)||_<__Ye"A(t'to) i 1l +f:Ye')‘(t‘u) fa(x(u),w)f du
o

7o ) x| +vaet® T et x] .
(o]

Ainsi, le vecteur z(t) = e“’x(t;xo,to) vérifie :

lz(®llg ¥ llz )| + va f: llz(w]| du
o]

donc ”Z(t)“éy ”on eYa(t—to), ou encore

(el < v lix, |l o~ -va) (t-t))

Le systéme non linéaire est donc asymptotiquement stable.
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2 — DEMONSTRATION DE LA PROXIMITE ET DE 1'ATTRACTIVITE

2) Pour Xy = Yy par un raisormnement analogue,

[x(esx,,t) - vty t ) < | & ¥(t-wq(x(u) u)du |

t
o]

éyae_}‘t ft QU "x(u)" du.
o

Le systeme X = Ax + a(x,t) étant asymptotiquement stable en O,
Ve>0 3IT€T tel que :

vVt >T "x(t;xo,to)" < g .

Donc pour t > T,

A (t=t_)
[ x(tsx,,t,) - y(tsy,.t,)]|< vae e—-—-x—-9- e

€ e - Xt

-\t

7Y

a) Proximité :

- Y £

Veso Vit IIx Il < e/ -2t = lx(u) ]l < %
e MEtY) ¢ °°

donc |lx-yll < ya—¢. .e <e

e o] A

b) Attractivité : Vt_ €T |lx-ylIl < leol]Ye(Ya—A)te(A-zYa)to

la limite de "x—-y ” est donc rulle quand t —= +w.
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CHAPITRE 2

METHODES DE REDUCTION STRUCTURELLE

Cette partie concerne les principales méthodes de réduction pro-
posées dans la littérature, pour un systéme non linéaire et non
stationnaire représenté par x = f(x,t) (od f est presque-périodique
en t). .

Quelques unes ont été rapidement évoquées dans le chapitre
précédent en tant qu'exemples de transformations préservant, lors de
la réduction, certaines propriétés des systémes.

Elles seront présentées étape par étape selon le schéma de

réduction suivant :

NL.NS linéarisation II1 L.NS

Statiomnarisation Statiomarisation
IIT1 Méthode directe II2

NL.S linéarisation III3 L.S

Pour chaque méthode nous étudierons plus particuliérement son
intérét pratique, c'est-d-dire la facilité de sa mise en oeuvre et la
qualité de ses résultats.

i
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I - LES METHODES DIRECTES NL.NS

N

L.S

I.1. - Méthodes de réduction directe préservant la proximité

topologique

Une méthode de réduction directe garantissant la proximité topo-
logique a été présentée au chapitre I, § IV.2.3. : s'il est possible
de déterminer pour le systéme (II.1) x = A(x,t)x un systéme du méme
ordre (II.2) §' = M(x,t)y vérifiant (composante par composante) :

(II.3) D'p(x) < M (x,t)p(x)

avec p(x) : norme vectorielle de x de dim q
D : dérivée a droite

Alors la stabilité asymptotique de (II.2) garantit la proximité et
1'attractivité des trajectoires x et y (Grujic, Gentina, Borne 1976).

Dans la pratique, une norme vectorielle d'ordre q couramment
employée est p(x) = (|xi| ) -

Ainsi : une matrice pseudo-majorante :
. non lindaire non stationnaire M(x,t) s'obtient en rem-
plagant dans A(x,t) les termes hors diagonaux par leur
valeur absolue.

. linéaire non stationnaire M(t) est composée des va-
leurs maximales de chaque composante de M(x,t) quand
x décrit X.

. linéaire statiomaire est déterminée de la méme ma-
niére a partir de M(t) quand t décrit T.

Ces trois matrices pseudo-majorantes vérifient dans 1'ordre :

M(x,t) < M(t) ¢ M
oo/
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Une condition de stabilité asymptotique de M peut &tre facile-
ment calculée par le critére de Kotelianski par exemple
(Gantmacher, 1959).

Dans le cas particulier ol les termes non constants de M(x,t)
sont regroupés dans une seule ligne ou une seule colonne, les
conditions obtenues par le critére pratique de Borme et Gentina
(Gentina et Borne, 1972) sont souvent moins restrictives :

Critére pratique de Borne et Gentina :

Soit le systéme (II.1) décrit par une matrice A(x,t) dont les
termes non constants sont regroupés dans une seule ligne (ou une
seule colonne) et soit M(x,t) une matrice pseudo-majorante dédui-
te de A(x,t) en remplagant tous les termes hors diagonaux par
leur valeur absolue.

Une condition suffisante de stabilité asymptotique de (II.1l) est
alors donnée par le lemme de Kotelianski appliqué & M(x,t).

Cette méthode est limitée lors d'une réduction directe, particu-
liérement quand les termes non stationnaires et non linéaires sont
complexes. Nous verrons au chapitre IV qu'elle est en revanche trés
efficace quand elle est appliquée & un systéme préalablement station-
narisé.

I1 est possible aussi de recourir a une méthode numérique (de
type Runge-Kutta par exemple) pour construire les trajectoires du
systéme A& partir de 1'équation différentielle associée.

Suivant la dimension du systéme X = £(x,t) et le degré de comple-
xité de la fonction f(x,t), les schémas numériques peuvent &tre plus
ou moins sophistiqués et convergent plus ou moins rapidement.

La principale réserve que l'on puisse formuler & propos de ées
méthodes numériques est que le systéme et son modéle ne peuvent alors
8tre observés en temps réel. De plus, 1l'étude de 1'influence des
paramétres de synthése sur les trajectoires se fait 3 partir d'appli-
cations numériques : on ne peut donc envisager de traiter la stabili-
té absolue du sgyvstéme par de telles méthodes. ‘ o/
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I.2. - Méthodes de réduction directe par comparaison des propriétés
de stabilité

La plupart des méthodes permettant de préciser la stabilité d'un
systéme NL/NS sont basées sur la génération de fonctions de Lyapunov
adéquates.

Le systéme de comparaison est d'ordre 1 : il met en oceuvre une
fonction réelle v(x,t) et sa dérivée totale v(x,t). Le signe de
v(x,t), comparé & celui de v(x,t), permet alors de conclure sur la
stabilité du systéme (Lyapunov 1892, Hahn 1963).

La difficulté majeure consiste a trouver une fonction de
Lyapunov adéquate ; elle est dans la plupart des cas de type quadra-
tique (Lyapunov 1892, Wazewski 1950, Krasovki 1959, Aizermann 1964,
Brockett 1966) ou de type quadratique-plus-intégral (Lurie 1951,
Yakoubovitch 1962, Kalman 1963, Lefschetz 1965, Popov 1973,
Gruji¢ 1978).

D'autres travaux utilisent des fonctions candidates qui sont la
projection du vecteur état sur un vecteur a composantes positives
(Gentina et Borne 1972).

Les critéres de stabilité associés sont souvent pratiques a met-
tre en oeuvre et conduisent daris certains cas a des conditions com-
parables a celles des systémes linéaires exprimées dans le domaine
fréquentiel.

Ils peuvent s'appliquer & beaucoup de systémes non linéaires et
non stationnaires mais s'avérent moins performants lorsque la com-
plexité des termes non stationnaires s'accroit.

eoof
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P e — o o — g —— ——

L'introduction du principe de comparaison (Wazewski, 1950) et
des systémes pseudo-majorants (ou pseudo-minorants) d'ordre k < q per-
met de construire des fonctions de Lyapunov vectorielles adaptées au
systéme x = f(x,t). Ce type de fonction permet également de conserver
une éventuelle décomposition du modéle en sous-systémes interconnec-
tés, tout en réduisant la dimension ou la complexité (Bellmann 1962,
Matrosov 1962, Roberts 1963, Grujic': et al. 1978, Shaaban et Gr'ujic':
1986).

I1 a été montré qu'il existe une relation entre les propriétés -
de monotonie de f(i{,t) et certaines classes de fonctions de
Lyapunov : Spiteri (1975) a par exemple étudié le cas ou f est
H-monotone ; si Mf(’c) est une matrice pseudo-majorante du systéme, on
sait qu'il existe une matrice diagonale D(t) dont les coefficients
sont tous positifs, telle que :

V(x,t)eRIxR M. (t)x,D(t)xIl < -BlIxll  (8>0)
Sous 1'h 2 Q db
ypothése que V(x,t)eR*xR llx,-d—,ExH < vllixil

avec 0Ly<2B , alors la fonction:
vix,t) = |lp(x),D(t)p(x)l

est une fonction de Lyapunov (p(x) norme vectorielle), et l'origine
est asymptotiquement stable.

Des conditions inverses permettent de déterminer 1'instabilité
du systeme.

Ces méthodes sont également trés utiles pour des systémes de
grande dimension, mais encore une fois, n'aboutissent que rarement
pour des systémes A non-stationnarités complexes. -
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I.2.3. - Méthode de Coock

On choisit d'écrire 1le systéme X = f(x,t) sous 1la forme
X = Ax + b(x,t) o A est une matrice constante. Cette démarche ressem—
ble & celle de la 1lre méthode de Lyapunov, mais les perturbations
b(x,t) ne sont pas nécessairement négligeables devant ||x|| quand la
trajectoire se situe au voisinage de O.

Dans cet esprit, Cook s'est inspiré des travaux de Rosenbrock et
Desoer et a pu formuler une approche originale de la réduction :

Soient :

. A une matrice semblable & A (c'est-a-dire qu'il existe une matrice W
sur laguelle on peut jouer, telle que AW = WA).

T
. M+ M
. pour toute matrice M, # M = - et [|M]| = sup |IMxI|
’ 2 = 1
. Zam#A
ab
. b(x,t) = B(x,t)x et B(x,t) = kT

Alors des conditions suffisantes de stabilité asymptotique glo-
bale de l'origine peuvent &tre énoncées de plusieurs maniéres :

1) Si les parties réelles des valeurs propres de A sont négatives,
alors l'origine est globalement asymptotiquement stable si :

(11.4) SUP -zt B(x, )W I < 1
ou bien si 5P =z~ twlg(x,0)w) Il < 1

oo/
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2) Si les parties réelles des valeurs propres de A sont inférieures a
-a ( a constante positive), alors l'origine est globalement asymp-
totiquement stable si :

sup a
(I1.5) x,t B < 7og
ou bien si sup a

avec Tew = [[W]l.[lw™ 1]

Ainsi, si le systéme linéaire stationnaire représenté par A est
suffisamment stable et si les perturbations apportées par les non-
linéarités et les non-stationnarités sont suffisamment faibles, le
systéme NL.NS est stable.

Le systéme LS peut &tre considéré comme une approximation du sys-
téme NL.NS mais on ne peut en aucun cas conclure que leur trajec-
toires sont proches ni attractives.

Cette méthode permet de construire des fonctions de ' Lyapunov
quadratiques des coordonnées du vecteur état (xi) i<q’

On utilise pour cela 1l'équation différentielle vérifiée par cha-
que coordonnée X4

e Q

a,.(t) x.

[+
(I1.86) X, = 1 3 j

J
o q

it = - ) ;L (Tt ; éfini i.

Soit : 1, X ji alJ(u) X défini pour tout i

: i J
Bien entendu, 1, est nul, donc les moments

(I1.7) m,. = [1.x.d%t =
i llid et nij flixj dt

sont nuls quels que soient i et j.



En procédant & des intégrations judicieuses, on peut décomposer
chaque moment d'une part en termes quadratiques des coordonnées xi,

d'autre part en une somme intégrale de termes quadratiques des
X, .

i

En combinant le premier type de termmes (quadratiques), on
définit une fonction V dont la dérivée \7’ sera la méme combinaison,
mais cette fois-ci du 2e type de termes (intégrales de quadratiques).
On sait ainsi immédiatement si V vérifie effectivement les propriétés
d'une fonction de Lyapunov.

Cette méthode est un guide pour la recherche de fonctions de
Lyapunov, mais il semble que des fonctions quadratiques a coeffi-
cients constants ne permettent pas de conclure pour la plupart des
systémes périodiques (méme s'ils sont linéaires).

IT - LINEARISATION PUIS STATTONARISATION

NL NS linéarisation II.1 L.NS

Statiomarisation II2
L.S

II.1. - Réduction préservant la proximité topologique

II.1.1. - Linéarisation oans L oas

Pour le cas périodique, une remarque essentielle de Lefschetz
(1957) met en évidence le fait que la comaissance d'une solution
périodique permet de ramener au voisinage de 1l'origine le systéme
non-linéaire périodique a un systéme linéaire périodique :
en effet, si g£(t) est une solution périodique de X = f(x,t) (avec
f périodique), alors la transformation y = x - § conduit au systéme
Y = A(t)y (A(t) périodique).

oo/
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Les systémes linéaires a coefficients périodiques apparaissent
donc comme des systémes de variation des solutions périodiques d'un
systéme périodique général.

C'est pourquoi depuis Poincaré la recherche de telles solutions
périodiques présente un grand intérét (Malkin 1956 , Minorsky 1962).

D'autre part, comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent,
nous pouvons appliquer la lre méthode de Lyapunov de la méme maniére

que pour les systémes stationnaires : si le systéme non stationnaire
périodique peut &tre présenté par x = A(t)x + a(x,t) avec

(II.8) . q(x,t) continue pour lIx|l<r et t>t
. q(o,t) 0
. qlx,t) o(ll%xll) uniformément par rapport a t

]

Alors, d'aprés le théoréme de Floquet-Lyapunov, il existe une
matrice de changement de variable bormée P(t) telle que le nouveau
vecteur état y = P(t,x) vérifie y = My + P(t)q(x,t).

Soit v la lre spproximation de y(v = Mv), et u = P_l(t)v.

On peut montrer par un calcul rapide que Q= A(t)u et que u est
donc la 1lre gpproximation d'une trajectoire x(t) du systéme initial
% = A(t)x+q(x,t).

Ainsi, (c¢f. ch. I, § IV.2.1.b), si A(t) est asymptotiquement
stable, '

. le systéme initial est asynptotiquement stable en O,

. les trajectoires x(t;xo,to) et u(t;xo,to) du systéme initial et de
sa lre approximation sont périodiquement (ou presque périodique-
ment) attractives et proches, c'est-a-dire que les trajectoires
échantillonnées périodiquement sont attractives et proches.

e/
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I1.1.2. - Stationarisation L.NS

I12
L.S

IT.1.2.a. - Théorie de Floquet-Lyapunov

Un théoréme fondamental pour la stationarisation des systémes
linéaires périodiques a été énoncé par Floquet en 1883, parallélement
a Lyapunov en 1892.

Lefschetz 1l'appelle '"la théorie de Floquet" ; nous conserverons
cette appellation.

Ce théoréme affirmme qu'il existe une famille de transformations
de Lyapunov périodiques p(t) qui raménent le systéme linéaire pério-
dique X = A(t)x & un systéme linéaire constant u = Mu.

Dans la continuité de ces travaux, fut développée par Markus et
Langenhop la théorie de 1'équivalence topologique (voir ch. I,
§ IV.1.1) qui intégre le théoréme de Floquet sans rien lui enlever de
sa puissance ni de son élégance.

Come nous l'avons vu dans le premier chapitre, la théorie de
Floquet est une méthode typique de réduction préservant la proximité
(et méme 1l'égalité périodique) topologique des trajectoires. Pour
citer un exemple intéressant, la transformation de Park utilisée pour
des systémes électrotechniques rotatifs peut &tre interprétée comme
une transformation spécifique de Floquet (Richard, 1983).

En dépit de nombreuses études, la matrice constante M associée a

LY

A(t) reste impossible & expliciter analytiquement dans le cas général.

On sait uniquement (Goursat 1927) que la trace de M est la moyen-

ne temporelle de la trace de A(t), & un multiple de 2in/T prés (T =
période). '

woo/



Toutefois, le développement des calculateurs numériques et analo-
giques a permis de mieux cermer les exposants caractéristiques de M,
et, par 1la-méme, les domaines de stabilité du systéme réel.

Toutes les méthodes basées sur le théoréme de Floquet-Lyapunov
(Campbeli!. 1955, Blanck 1960, Tamir 1962, Burgat et Mira 1970,
Mammeri 1971, Sinha et al. 1979, Wu 1980, Richard 1983) constituent
des matériaux essentiels dans 1'étape de stationnarisation d'un sys-
téme linéaire périodique, puisqu'elles minimisent la perte d'informa-
tion sur le systéme réel.

Elles seront pour cette raison approfondies et appliquées sur
quelques exemples dans le chapitre III.

IT.1.2.b. - Cas des systémes presque-périodiques

Dans le cas ol les termes non-stationnaires ne sont plus périodi-
ques, mais presque-périodiques, l'utilisation directe du théoréme de
Floquet n'est plus possible mais un théoréme similaire a pu é&tre
établi (Berkey 1976) :

Soit B(t) la partie de A(t) non-stationmnaire et de moyenne nul-
le. On écrira A(t) sous la forme A(t) = AO+B(t).

Rappelons que si B(t) est périodique (validité du théoréme de
Floquet) une matrice résolvante du systéme s'éerit x(t) = Q(t)eMt,

avec Q(t) périodique et M constante.

Une écriture semblable d'une matrice résolvante peut é&tre don~
née, dans certaines conditions, quand B(t) est presque périodique.

Théoréme (Berkey) :

Soient ()\k)ksq les valeurs propres de Ao’ supposées telles que
Re(Ai-kj) # 0 Vi # j.

ool




Alors, pour Bl "suffisamment  petite", 1le systéme
X = [AO+B(t)]x posséde q solutions indépendantes X, de la forme :

(I1.9) xk(t) = qk(t) exp (Akt + fg vk(u)du )

ou qk(t) et vk(t) sont des fonctions presque-périodiques.

Si B(t) avait été périodique, on aurait eu

% (t) = g (tlexp (A + NIt

avec : qk(t) périodique
Ak + Nk exposant caractéristique du systéme.

Enfin, si B(t) est presque constant, Bellmann (1953) a montré
que si A a des valeurs propres simples et |[|B(t)||—0 quand t — o,
a4 chague valeur propre A correspond une solution x, du systéme véri-

fiant :

A

log llx, (£)
(II1.10) lim = Re )
tro t

D'autres théorémes plus complexes, portant sur la décomposition
A(t) = A(t,8) = A+ ﬁ Ak(t)ak sont présentés par Harris et Miles
(1980).

Nous constatons malheureusement que la plupart des systémes
presque-périodiques sont délicats & traiter (les termes ka(u)du
sont en particulier impossibles & déterminer en pratique) et qu'en
tout cas, nous sommes loin de disposer d'une méthode de réduction

générale préservant la proximité topologique.

On peut simplement affirmer que si |IBl] , ou encore si tous les
termes ka(u)du (T multiple de la pseudo-période) sont suffisamment
petits, alors les solutions du systéme x = [AO+B(t)]x sont presque-
périodiquement attractives et proches.
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En dernier lieu, il est important de remarquer que nous pouvons
appliquer pour la statiohnarisation de systémes linéaires les métho-
des que nous présentons au chapitre de la stationnarisation de sys-
témes non-linéaires et particuliérement la méthode de centrage de
Bogolioubov (cf. §III.1.1.).

II.2. - Réduction par comparaison

II.2.1. - Linéarisation NL.Ns ZEE 1.NS

I1 n'existe pas de méthode spécifiquement adaptée a cette étape.
On peut tout de méme utiliser certaines méthodes qui ont été propo-
sées précédemment, comme la lre méthode de Lyapunov (cf. II1.1), la
2e (cf. I.2.1. et I.2.2.), ou encore les méthodes de Cook (cf. I.2.3)
et de Nagaraja et Chalam (cf. I.2.4.).

Le principe est alors de majorer convenablement les termes non
constants par des termes linéaires non stationnaires.

II.2.2. - Stationarisation L.NS

IT2
L.S

Jones et Robe (1973) proposent des critéres originaux pour la
génération de fonctions de Lyapunov quadratiques et & coefficients
dépendants du temps ; ils ont appliqués leur méthode dans le cas par-
ticulier des systémes d'ordre 2 représentés par x(t)+a(t)x+b(t)x = O.

Soit V(t,x,x) = p(t) %2+ 2('4(1:):6’<+r-('t:)x2 une fonction candidate

a Lyapunov.

Alors l'origine du systéme est stable s'il existe une fonction
différentielle u telle que : /

.B-—Zap+2q=—u2
(1I.11) | . §+r-ag - bp = - (g)u2
. -2bq = _(g)guz
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avec : .fg(%)dt est bornée inférieurement
vVt
- = >
- Pl qg C 0
. p>m1>0 vt>0

Q
Dans ce cas, V = - u2(:?< + gx)2

En pratique, on utilise plutdt le corollaire suivent :

L'origine est stable s'il existe une fonction f telle que :

fgfdt est bornée inférieurement V¢t

S(r2 _af+b - f)
(II.12) 2a - 4f + &% — > 0 Vt
f2 - af +b - f

2rgfat
€ °>m1>o vVt
f? -af +b - f
f est égale ici a -g- et
2s8sat
e 0 0 0 )
V = = [ x%+ 2fxx + x%(2f% - af + b - £) ]

f2~ pbf +a - f

Nous verrons sur quelques exemples que la méthode de génération
de fonctions de Lyapunov que nous venons de présenter ainsi que celle
~de Nagaraja et Chalam sont trés faciles a mettre en oeuvre et peuvent
conduire a des résultats intéressants.

Remarquons enfin que, suivant la théorie de Floé;uet, puisqu'une
fonction de Lyapunov quadratique & coefficients constants V(u) permet
de concure sur la stabilité du systeéme stationnaire & = Mu, alors il
existe wne fonction de Lyapunov quadratique W(x) & coefficients
périodiques qui détermine complétement la stabilité du systéme 1li-

o P 0 p
néaire périodique x = A(t) x.
/

./
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En effet, V(u) = uTQu et u = P(t)x conduisent a W(x) = V(u) =
x (PT(t) QP(t) )x.

En d'autres termes, les systémes linéaires & coefficients pério-
digques vérifient la propriété du théoréme converse (Hahn, 1963) :
leur stabilité assure l'existence d'une fonction de Lyapunov adéquate.

IIT -~ STATIONNARISATION PUIS LINEARISATION

NL.NS

Stationnarisation III1

NL.S linérarisation III2 L.S

IITI.1. - Réduction préservant la proximité topologique

|

NL.S

L'outil principal pour cette étape est sans conteste la méthode
de centrage développée & partir des travaux de Bogolioubov-
Mitropolski et Krylov-Bogoliocubov (1950) et appliquée plus récemment
par Meerkov (1980).

Pour utiliser cette méthode, il est nécessaire que le systéme
initial non linéaire non statiomnaire puisse se ramener A un systéme
écrit sous la forme standard %E =€ f(x,T) ou € est un paramétre petit.

Cette condition traduit le fait que les perturbations apportées
par les termes non-stationnaires sont trés rapides comparées a
1'échelle des temps du systéme. Ce n'est malheureusement pas toujours
le cas.

Pour les systémes linéaires, Meerkov a proposé une méthode,
basée sur des changements de variable successifs, pour trouver un
systéme standard intéressant. Nous appliquerons cette démarche dans
le chapitre III et 1l'adapterons aux systémes non linéaires dans le
chapitre IV. ’

( 4



Dans le chapitre I au paragraphie IV.2.2, nous avons rappelé le
principe de la méthode de centrage. Au systéme standard :

dx

(11.13) T T ef(x,T1)
est associé le systéme centré :
(11.14) 4 _
drt efo(g)

non linéaire et statiomnaire, qui coincide d'autant mieux (au sens de
1'écart maximum défini dans le chapitre I) que € est plus petit.

En général, fo(g) est la moyerne temporelle de f(x,t) :

(I1.15)

lim 1 T
£.(8) = 1ia T Jo f{x,T)dt  pour f presque-périodique

1 3 »
fo(i) T Ig f(x,t)dt si f périodique de période T

L}

mais dans certains cas, la moyenne temporelle de f n'existe pas ou
n'est pas intéressante. On peut alors généraliser la méthode de
centrage en substituant & la moyenne de £ une fonction plus adégquate
(Balbi 1982).

Mous verrons en traitant certains exemples, que, malgré certains
inconvénients (choix d'une pseudo-période trés petite) et des calculs
laborieux (intégration de f), cette méthode conduit a des résultats
satisfaisants et permet de stabiliser des systémes non-linéaires déli-
cats.
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Dans l'étape de statiomnarisation d'un systéme NL.NS une généra-
lisation du théoréme de Floquet a été proposée par Lochak (voir chapi-
tre I, § .IV.1.2). Il définit une classe de systémes "canoniquement

réductibles & un systéme stationnaire" parmi lesquels se trouvent les
systémes hamiltoniens périodiques représentés par :

°  3H
q= -3-3(q,p,t)

0 aH
p=- sa(Q!pvt)

H(q,p,t+T) = H(q,p,t)

mais comme pour le théoréme de Floquet, on ne peut accéder en prati-
que a l'équation d'état du systéme non-linéaire stationnaire obteru.

IIT.1.2 - Lindarisation  MNL.S —2.1.5

Les méthodes présentées aux paragraphes I.1 et II.1.1. sont
applicables encore pour le cas statiomnaire et en particulier la 1lre
méthode de Lyapunov, ou l'utilisation de systémes pseudo-ma jorants
d'ordre q.

Rappelons que dans le cas stationnaire, si la lre approximation

est asymptotiquement stable, alors les trajectoires (pour des condi-
tions initiales identiques) du systéme et de la lre approximation
sont attractives et proches (cf. chapitre I § IV.2.1). La conclusion
est identique (cf. ch. I, § IV.2.3) si le systéme associé par réduc-
tion est un systéme pseudo-majorant asymptotiquement stable.

oo/




IIT.2. - Réduction par comparaison

III.2.1, Stationnarisation NL.NS

ITI1
NL.S

En dehors de la méthode directe de Lyapunov, il est possible de
linéariser les termes non-stationnaires en les majorant et de traiter
ensuite le modéle pseudo-majorant non linéaire statiomnaire.

I1 a cependant été montré sur quelques exemples (Richard 1984)
que les conditions de stabilité du modéle stationnaire peuvent &étre
beaucoup plus restrictives que celles du processus réel et que ce
type de réduction peut constituer une perte importante d'information,
si la forme de stabilité traitée est autre que la stabilité absolue.

III.2.2. - Linéarisation NL.s HI2L

L.S

On peut naturellement utiliser les méthodes présentées aux para-—
graphes 1.2 et II.1.1 (lre et 2e méthodes de Lyapunov, Cook, Nagaraja
et Chalam).

Cependant, dans le cas stationnaire, la comparaison entre un
systéme non-linéaire et des modéles linéaires a fait l'objet de nom-
breux travaux qui s'intégrent dans le cadre de l'étude de la stabili-
té absolue et de la conjecture du linéaire.

Le probléme majeur est de trouver, pour un systéme non-linéaire,
des conditions si possible nécessaires et suffisantes de stabilité
absolue, c'est-a-dire de déterminer le plus exactement possible le
domaine ou les coefficients du systéme doivent se trouver, leur loi
de variation important peu.

Pour des systémes possédant une non-linéarité simple, Aizerman
(1949) a proposé l'hypothése que la stabilité du systéme linéaire
défini 2 chaque instant par le gain équivalent permettait de conclure
a la stabilité du systéme non linéaire.

4
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Pliss (1958) a montré que cette conjecture n'était pas vérifiée

pour tous les systémes.

Lle méme type de proposition ol le gain équivalent est remplacé

par la dérivée de la non-linéarité a été aussi mis en défaut.

On peut ainsi distinguer une classe importante de systémes véri-
fiant la conjecture du linéaire, c'est-a-dire pour lesquels ''le fait

que tous les modéles linéaires tangents (c'est-a-dire linéarisés au-
tour de tous les points de fonctionnement) soient asymptotiquement
stables entraine que le systéme initial non linéaire soit globable-
ment asymptotiquement stable''.

Dans cette classe de systémes se trouvent par exemple les sys-
témes représentés par :

. les matrices A(x,t) symétriques
. les matrices ou les termes non constants sont regroupés dans une
seule rangée, et ou les termes hors diagonaux sont tous positifs ou

nuls.

Le critére de Borne et Gentina présenté au paragraphe I.1 est
dans ce dernier cas trés pratique pour déterminer la stabilité du
systéme.

La perte d'information qui se produit pendant la linéarisation
est alors rnulle sur le plan des conditions de stabilité absolue.
Cette méthode est spécialement facilitée si on utilise une représenta-
tion en fléche des matrices et la théorie du polyndme symbolique
(Richard 1984),
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CHAPITRE 3

CAS PARTICULIER DES SYSTEMES PERIOCDIQUES LINEARISES :
APPLICATION DE LA THEORIE DE FLOQUET-LYAPUNOV

7L.NS

Théorie de Floquet

Parmi les procédures de réduction structurelle d'un systéme non
linéaire et non stationaire, les méthodes de stationnarisation du
modéle 1linéarisé basées sur la théorie de Floquet-Lyapunov sont
particuliérement intéressantes en pratique si 1l'on dispose de moyens
de calcul numérique.

Elles permettent en effet de dessiner les contours des domaines
de stabilité du modéle linéarisé autour d'un point de fonctionnement.

Ces domaines, en général, ménent & des conditions beaucoup moins
restrictives que celles obterues par les méthodes de réduction direc-

te sans étape de linéarisation, telles que la 2e méthode de Lyapunov.

I - THEORIE DE FLOQUET-LYAPUNOV

I.1. - Rappel du théoréme de Floquet-Lyapunov

Floquet (1883) et Lyapunov (1892) ont montré 1l'existence d'une
famille de transformations de Lyapunov périodiques qui raménent tout
systéme linéaire périodique & un systéme linéaire constant.

De maniére plus explicite :

oo/
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THEOREME : Soit le systéme linéaire d'équation d'état
x(t) = A(t)x(t)

ou A(t) est une matrice & coefficients périodiques de pé-
riode T.

Alors il existe un changement de variable P(t), bormé et
régulier pour tout t, (P_l(t) existe et est bornée pour
tout t), périodique de période T, ramenant le systéme ini-
tial au systéme linéaire constant :

a(t) = M ult)
avec [u(t) = P(t)x(t)
M = P(£)A(E)P 1(t) + B(£)P(t)

En dépit de nombreuses études la matrice constante M associée a
A(t), ainsi que le changement de variable P(t), restent impossibles a
expliciter dans le cas général.

On sait simplement (Goursat, 1927) que la trace de M est la

a

moyerme temporelle de la trace de A(t) & un multiple de —2—jT=1r- preés.

La difficulté d'obtenir des renseignements sur les valeurs pro-
pres de M (appelées aussi exposants caractéristiques) ou sur les ma-
trices de changement de base P(t) a ainsi incité certains auteurs a
développer des méthodes d'approximation valables dans certains cas
particuliers.

Ce sont ces méthodes que nous allons présenter.

I.2. - Méthodes rumériques

La détermination des exposants caractéristiques et des domaines
de stabilité peut se faire de différentes maniéres :

-
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- & l'aide de fractions contimues (Blanck 1960, Tamir 1962), de déter-
minants infinis (Schifke et Schmidt 1966, Wagenfiihrer 1980) ou
d'autres développements en série (Malkin, 1956) appliqués le plus
souvent aux équations de Mathieu et de Hill,

- on peut associer au systéme périodique un systéme représenté par un
ensemble d'équations récurrentes obtenues en approchant les termes
périodiques par des fonctions en escalier dans chaque intervalle de
temps élémentaire (Burgat et Mira 1970, Mammeri 1971).

Dans le paragraphe II est présenté un programme informatique que
nous avons €laboré selon ce principe et qui est ensuite appliqué au
2e exemple du paragraphe III.

- cette derniére méthode s'intégre par ailleurs dans le cadre plus
général ol les termes périodiques sont approchés dans chaque inter-
valle élémentaire de la période par une fonction polynominale du
temps : Sinha, Chou et Dermann (1979) ont traité complétement 1le
cas de l'équation de Mathieu en utilisant une approximation par une
constante, par une fonction linéaire ou par une fonction quadrati-
que du temps (dans chagque intervalle de la période) et ont constaté
que l'approximation d'ordre 2 (par une fonction quadratique) dorne
d'excellents résultats.

I.3. - Méthodes analytiques ; la comutativité

Lorsqu'on cherche une résolution intégrale d'un systéme linéaire
4 coefficients périodiques représenté par x(t) = A(t)x(t), on se heur-
te & des complications dues essentiellement au fait que A(t) et
f ﬁA(u)du ne commutent pas systématiquement.
(+]

En effet, cette propriété est une condition nécessaire pour que
la dérivée de exp .('fsz(u)du) soit A(t)exp( jE)A(u)du) ; la solution
du systéme se détermine alors trés simplement sous la forme

t
x(t;xo,to) = exp(ftoA(u)du)xo.

eodf
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Mais si cette propriété de commutativité n'est pas vérifiée, la
résolution analytique intégrale du systéme résiste aux méthodes
d'investigation conrues.

Dans ce sens, Wu (1980) a montré que la '"commutativité" d'un
systéme linéaire n'est pas une propriété intrinséque, mais plutdt une

propriété de représentation.

Ainsi, chaque systéme linéaire et périodique peut étre transfor-
mé en un systéme linéaire périodique commutatif, ou linéaire inva-
riant, et les solutions sont alors facilement déterminées. Mais cette
transformation, & son tour, ne peut &tre déterminée de fagon générale.

Dans le méme article, l'auteur met en évidence une autre classe
de matrices A(t) pour lesquelles la résolution analytique du systéme
est possible, c'est-a-dire celles qui vérifient :

il existe wne matrice constante A1 et une fonction scalaire
dérivable non rulle h(t) telles que :

Ve AAE) - ADA = F G

I.4. - Réponse impulsionnelle - réponse échantillonnée

D'autres méthodes analytiques peuvent &tre utilisées si on a
accés a la réponse impulsionnelle d'un systéme linéaire périodique
(Corrall, 1979).

Si a 1'instant t, h(t,f) est cette réponse a une impulsion appli-
quée a l'instant £, elle peut &tre considérée comme paramétrique en t
ou bien en g ; on définit donc deux transformées de Laplace de
h(t,t), paramétriques 1'une en t, l'autre en &.

Corrall montre alors que ces deux transformées de Laplace ont

LY

des plles identiques qui sont aussi les valeurs propres de M & un

multiple de —Zplir"pres.

oo/
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Dans le méme esprit, mais par une démarche différente, on peut
déterminer les exposants caractéristiques de M en mesurant les répon-
ses échantillonnées du systéme A(t) (Richard et Laurent, 1983).

En effet, si T(t) est une matrice intégrale, TL(t+T) l'est aussi.
Donc il existe une matrice constante V telle que Yt X(t+T) = T(t)V.
On peut d'ailleurs montrer que V = exp(MT).

Les solutions, échantillomnées avec une période T, répondent
donc & une équation récurrente qui de plus est indépendante du pre-
mier instant d'échantillonnage.

Cette équation de récurrence conduit aux exposants caractéris-
tiques.

I1 est intéressant de rappeler que c'est l'existence de cette
méme matrice V qui a permis de démontrer le théoréme de Floquet-Lyapu-
nov.

Cependant, dans ces deux dermiéres méthodes, l'objectif essen-
tiel n'est pas de déterminer V, mais plutdt de procéder a une identi-
fication du sytéme a partir de la comnaissance expérimentale d'une
solution x(t), alors qu'on ignore peut-&tre la matrice d'évolution
A(t).

IT - PROGRAMME INFORMATIQUE DE DETERMINATION DE V = exp(MT)

] L'avanfage des méthodes basées sur la détermination de V a par-
tir de la connaissance de la matrice d'évolution A(t) est qu'elles
conduisent a une procédure facilement informatisable permettant d'i-
dentifier directement les valeurs propres de la matrice constante
associée M et, par la-méme, de conclure & l'aide de conditioﬁs néces~
saires et suffisantes, & la stabilité du modéle linéarisé périodique
x(t) = A(t)x(t).

eedd




-58~

La méthode dont nous nous ispirons a été évoquée au paragraphe
I.2. (Burgat et Mira, 1970) et consiste & substituer & la matrice
A(t) une fonction matricielle en escalier An(t)’ constante sur chaque
intervalle elementaire [tk 1 t‘k[ kel . ...n de la période T
(Wke{1,2,...n} t, —tk_l =)

L'instant initial n'influe pas sur le polyndme caractéristique

de V. Nous avons donc choisi arbitrairement, pour te[tk_l,tk[, d'ap~
: - \
procher A(t) par An(t) = A(tk-l"

On définit alors xn(tk) par :
T "
X (tk) Vi1 n(tk ) avec V_, = exp A(tk-1>'H et par conséquent :

X (64T =V 4 oV 50V

1 n-2 Yo 'xn(to) ’

1 [ )
On peut alors montrer (Burgat et Mira 1970, Volterra 1887,
Gantmacher 1966) que V est semblable a la matrice V définie par :

_— T - -
7 = lim [Tdeta(t, +-(-“——7T)J[Id+%A(to+-§-9-5-2—)-T)] ... [Tasdace )]

n->wo

Apres calcul de V, les valeurs propres de M sont les valeurs
propres de TLnV, 2t déterminent complétement la stabilité du systame
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ITT - EXEMPLES D'APPLICATION

Sur l'exemple de 1l'équation de Mathieu qui a été abondamment
étudiée dans la littérature, nous avons vérifié que notre programme
informatique détermine correctement les domaines de stabilité.

le programme, ainsi validé, a été ensuite appliqué & un second
exemple, et les conditions de stabilité cbtermes ont été comparées a
celles provenant des autres méthodes de réduction que nous avons
présentées au chapitre IT.

III.1. - Equation de Mathieu (linéaire-non stationnaire)

Considérons le systéme linéaire périodique de Mathieu représenté
par l'équation d'état :

(111.1) ';g(t) + (p~2q cos2t)x(t) = O.

La difficulté & traiter ce systéme par les méthodes de réduction
par stationnarisation présentées au chapitre II provient du fait que
la plupart de ces méthodes ménent a des conditions de stabilité asymp-
totiques.

Or, si le systéme de Mathieu est stable, il est tout juste
stable, puisque la trace du systéme linéaire constant associé est
nulle. ‘

ITIT.1.1.a. - La méthode de Cook (cf. ch. II § 1.2.3) : ne peut
s'applique ici car elle domme des conditions de stabili-

té asymptotique .

IIT.1.1.b. ~ La méthode de Nagaraja et Chalam (cf. ch. II § I.2.4) :
on prend pour vecteur état (xl ) - (x )

o}
X

X

coo/
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Le systéme est donc représenté par l'équation d'état :

o
X, =X

1 2

0
Xy = = (p~2q cos 2t)x1

]

ou encore l1 »xl - x2 =0

o]
1, =%, + (p-2q cos 2t)x1 =0
» - s t
?eio moments mij et ?ij définis par "&j -IO xiljdt et
nij =9 xiljdt sont nuls, ce qui nous donne :
2 .

*1
my, o= = IxIx2 dt
m P XX = Ix2 dt - Sf(p-2 cos2t)x2 dt

12 * *1% 2 p-<q 1
Fx % 2

msy X)X, = fx;x, dt + fxe dt

x5
My, 1 =5 = -lexz(p—2q0052t) dt

%5 X X
N, 5+ (p—2qcosZt)7? = [f4qgsin2t - dt

. I02 o]

Ny, 0 = Ix; dt + f(p—2qcos2t)x1x2 dt

Si une fonction de Lyapunov V est une combinaison linéaire des
0
membres de gauche, V est la méme combinaison linéaire de 1'intérieur
des intégrales des membres de droite.
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Mais il ne semble pas possible de détermminer une combinaison
linéaire adéquate, et cette méthode ne convient donc pas dans le cas
de 1l'équation de Mathieu.

III.1.l1.c. - Méthode de Jones et Robe (cf. ch. II, § II.2.2) : on
essaie de trouver f telle que :

Igfdt est bornée inférieurement Vt

Q
é%(fz —af +b - F)

2a - 4f + =
f2 -af +b - f

>0 Vvt

t
2l fdt
e 0

‘£2 . af + b - f

Jones et Robe ont réussi a traiter le systéme

X = (aO + Ae-pt sinwt) x = 0, mais uniquement pour p > O.
Leur méthode ne semble pas applicable & l'équation de Mathieu.

ITT.1.1.d. - Méthode de Wu (cf. ch. III, § I.3) : 1la& encore, aucun
résultat.

IIT.1.1l.e. - Méthode de centrage (cf. ch. II, § III.1.1) : dans le
systéme (III.1l), on effectue le changement d'é-

chelle t=-(£2— . On obtient alors le systéme
2

(111.2) L5 + (b+Beoswd)x = O
y p=RY’ g = - v’
ou b ) et B3 = 5
Avec le vecteur X(9) = (gie) ) on a l''équation
3%
d' état
0 1
(o) = X(9)

-(b+8coswd) 0




changement
Y(t) = X(8).
D'ou :

—62-

. De fagon & calculer le systéme centré, effectuons un 2e

d'échelle 1=wf associé au changement de variable

avec €="];
W

. Soit G(1) une primitive par rapport & tde C(t), de

moyenne rulle, on a :

0 0
G(1) =

- BesinTt 0

. 3e changement de variable : Y = (I+G)v
Alors le systéme sous forme standart a pour équation
d'état :

dv_ (I+G)_1 d—G.G +e A(T+G)| v
dr dr

~-Besint . 1
=g v

-b—(Besim:)'2 Besin

. le systéme centré associé est alors représenté par
1'équation d'état :

LA £

dt 122

oo/
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et son équation différentielle associée en 8 :

2
(r11.3) 5% PP e=o0
2 2

de
Le théoréme de centrage (cf. ch. II § IIT.1.1) s'applique géné-
ralement quand les parties réelles des valeurs propres du systéme
sont strictement inférieures a 0, ce qui permet de comparer les
trajectoires du systéme réel et du systéme centré sur un intervalle

de temps infini.

Dans le cas de 1l'équation de Mathieu, cette condition n'est pas
vérifiée, mais les conditions d'application du théoréme de centrage
de Bogolioubov-Mitropolsky (1962) sur un intervalle de temps fini
sont remplies (cf. ch. II, § III.1.1), si b et B sont bormées.

Ainsi, les solution du systéme initial sont & écart maxi-
mal n(w) (avec n(w)—> 0 si w — +o)sur tout intervalle fini arbi-
trairement grand des solutions du systéme centré, qui seront stables,
oscillantes et bormées (valeurs propres imaginaires pures) 3 la condi-
tion que :

2
(I11.4) b+38 <0 (et b et 8 bornées)
W

Les conditions de stabilité (ITI.4) exprimées par rapport a-
(III.1) deviennent :

p, q petits
l (w>>1)
2p + q2 >0
ou q=0
p >0 (p arbitrairement grand)

ool
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Deux cas sont a envisager :

.Ssip<0O:
2
qQ >-2p
2 4 |82
et ¢ +2p=—-2- —2+2b trés petit car w>>1
: w w

q2 est supérieur, mais trés proche de -2p.

.sig>0:

2p > - q2 est toujours vérifié (mais p et q petits).

Finalement, dans le cas particulier de 1l'approche de 1'équation
de Mathieu par des méthodes analytiques, seule la méthode de centrage
dorne des conditions de stabilité.

Nous allons cependant constater que le domaine de stabilité ain-
si déterminé est trés réduit par rapport au domaine de stabilité réel.

Nous avons bien retrouvé, a l'aide de notre programme informati-
que, le domaine de stabilité de 1l'équation de Mathieu obterm par
d'autres auteurs (Campbell, 1955).

7

e s —
N Domaine de stabilité

par la méthode de cen-
trage.
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On constate ainsi que ce domaine est beaucoup plus vaste que ce
qui peut &tre déterminé par les méthodes de réduction analytiques.

La méthode de centrage permet de retrouver le contour du domaine
de stabilité au voisinage de p = 0 = q.

Elle est cependant limitée dans son efficacité en raison du fait
que la période du systéme de Mathieu est forcée a la valeur 7.

Les autres méthodes analytiques ne permettent pas de conclure
pour l'équation de Mathieu.

III.2. - Moteur possédant une charge périodique (non linéaire-non
stationnaire)

Nous étudions & présent la stabilité d'un systéme de contrdle
d'un moteur avec une charge périodique dans le temps, dont la dynami-
que est donnée par :

(1 +m coswt)‘a + (a-mw sinwt)é + kGA= -f(é)

avec O <m< 1
J(E) Jo(l + m cos wt) inertie périodique
£(0) friction de Coulomb.
Cet exemple a été cité et traité par Nagaraja et Chalam (1974)../
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IIT.2.1. - Méthodes de réduction non numérigues

Contrairement & l'exemple précédent de l'équation de Mathieu,
nous avons 2 traiter un systéme & la fois périodique et non-linéaire.

Toutes les procédures possibles de. réduction présentées dans le
chapitre II seront donc employées.

NL.NS L.NS

NL.S. L.S

III.2.1.a., - Méthodes directes

La méthode la plus efficace est celle de Nararaja et Chalam (cf.
ch. IT § I.2.4) : en posant Xy = & et x, = %1’ on se raméne au

systéme :
o —
X =X
izz_a-musinwtx ——k . f‘(xz)

l+mcosuwt 2 l+m cos wt 1 l#mcosuw t

Les moments périodiques permettent alors d'cbtenir les equations

suivantes :
2
< N :
Mg * —2-(1.+mosut:) = —J'-2-ﬂmsinmt dt + fxlxl(lﬁncoswt) dt
2 2
X . ° X 2 2
m., —2-(a-rrmsumc) = - I(1+mcoswt)xlx2 dat - J’—e-em coswt dt - .f‘kx1 dt - lef(x?_) at

' 02 9 L, 0
My & = xlx2(1+mcosut) z - J'(l+-rn<:osmt)xl dt - f(l.<r-rncosmt)x1x2 dt - Jxlxlrrmsimt dt

2
X q 0 _02 .
My, * k=-2— =z - lexz(lﬂncosut) dt - fxzf(xz) dt - Jxl(a—nuusmmt) dt
2 °2
X2 ° o I
Ny, -2-(1+mcosmt) = fxlx2(1+mcosmt) dt - J‘—-mwa. sinwt dt
2 2

3] . [
Ny —zg(a—musinwt) + J'ge f(xz) dx2 = - fx5(1+mcoswt) dt —(f—g‘-mn coswt dt - ,"kxlx2 dt
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En combinant m,, et Noqs on obtient :

22
kxl2 x22

V = 4o (1 + m cOSWE)
2 2

> _ o 2 mw _.
V= -xzf(xz) - X, [a - 5 sinwt ]
Alors, si ,k>0
O<m<1
et xzf(xz) >0 sz

la stabilité asymptotique du systéme en O est assurée si : (

muw !
2

Q
v

Nagaraja et Chalam font remarquer que cette condition est moins

restrictive que celle donnée par Blodgett et Young qui avaient fait
1'étude précédemment.

L' hypothése xzf(xa) n' est pas nécessairement vérifiée . La métho-
de de Nagaraja et Chalam conduit alors aux conditions suivantes :
' k>0
O<m«<1
£(x,)
<

>

a4+ MW
2

2

I3T.2.1.b. Stationnatisation puis linéarisation : en appliquant la
méthode de centrage (cf. ch. II § III.1.1)

Pour le systéme représenté par :

) , . , fx
[ -k o - o= mwsinwt 2)
2 1 +mcoswt "1 1 +m cos wt 2 1 + 1 c0Syt
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nous effectuons le changement d'échelle t = w t (&= %) :

dx

3?1 —ex2

d_)_<2__ Ke X, - a-msin-t e X - Ef(xZ)
dt® 1 + m cost 1 1l +mcost 2 1l+mecosT

Pour plus de commodité d'écriture, nous posons f(xz) = f*.xz,
tout en gardant & l'esprit que le systéme n'a pas été en fait linéari-
sé, et que f* dépend de Xy

L'équation d'état se formule alors de maniére plus simple :

-
0 €

X . X

dr 5 a+£*(x,)-musinT

Temcost = 1+mcosT
e ° O
= X + X
L KEMCOST msint (a+£*)meosTt
&k =(a+f*(x,)) | T+mcosT {+mcosT LsmcosT |
A c(t)

Soit G(T) une primitive de C(t). On obtient, en posant :

mcosT -2 T

T=m T
I Trmcost dt = — Ar‘ctg\, o tg2 + T
msint

J fm- d“L’ = - Ln(l+mcosr)

r b
G(t) = 0 ) |

? |
i !
| i
| kel J +(a+f*)e I |
L J /
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On définit un nouveau vecteur état v = (I+G)"1X, qui vérifie :

L= ()t [5 G+ e A(I+G)] v
dont il faut ensuite prendre la moyenne pour obtenir le systéme cen-—
tré, ce qui semble impossible analytiquement.

On peut constater sur cet exemple la difficulté a mettre en
oeuvre la méthode de centrage, spécialement quand les termes périodi-
ques sont des fonctions difficiles & intégrer.

. La méthode de Jones et Robe (cf. ch. II, § II.2.2) conduit au
méme résultats que la méthode de Nagaraja et Chalam, puisque la
fonction de Lyapunov générée est la méme.

Le systéme cependant a été préalablement linéarisé, c'est-a-dire

que la condition éf(é)> 0 doit étre remplacée par £*> O (avec f*=£(°—))
<]
pour 5 voisin de O.

C'est-a~dire, que les conditions de stabilité que nous avons
obterues pour les modéles linéarisés sont aussi des conditions de
stabilité pour le systéme réel.

. La méthode de Cook (cf. ch. II, §I) consiste & décomposer la
matrice d'état :

Q 1
[+] 0
-k -a mwsinwt f(8)/e

l+mcoswt l+mcoswt ~ l+mcoswt = l+mcosuwt

oo/




en 0 1 0 0
+
o [+]
kmcoswt amcoswt f(8)/8 musinwt
-« —a l1+mcoswt: l+mcoswt 1+mcoswt l+mcosuwt
A F

Si W est la matrice de passage permettant de diagonaliser A,
et ¥ la matrice des parties réelles des valeurs propres de A, la

condition gp || * CEWIFW || <1
X,t

conduit a :

swp 1 kmcoswt) 2 - a{amcoswt-r*+mwsinwt) + k{omcoswt-*+mwsinwt)?)
t alTemcosuty !mmoant-r‘+mmt1+\/fﬂ______—__,_—__4k-a ws <1

ce qui est impossible a expliciter en pratique.

Le programme m.mébique que nous avons décrit au paragraphe II
s'applique au systéme linéarisé (autour de O) dont 1'équation d'état :

(L +m cosmt)°9°+ (a+ f*(é) - mwsin wt)é +k8 =0
dépend des paramétres w, m, k,a + £*,

_...Nous avons construit, pourw= 27, le domaine de stabilité dans
l'espace de coordomnées (m, k, a+f*) pour me}O,l , K et a+f* posi-
tifs, en procédant de la maniere suivante :

Pour chaque valeur de k choisie, on détermine les zcnes de sta-
bilité dans le plan (m, a +£*). En général pour les valeurs de m peti-
tes, la conditiona+ £* > O suffit.

On approche donc d'azbord la premiére valeur de m pour laquelle
a+f* "décolle" de la droite wf* = 0. Ensuite, pour des valeurs de m
choisies arbitrairement, a+f* est ajustée de maniére A &tre sur la
limite de stabilité.




Nous avons ainsi obtenu les résultats

domaine obtenu par la méthode
de Nagaraja et Chalam

décrits figure n° 1:

FIGURE I

complément du domaine
obtenu par la méthode
numérique

(les résultats mumériques
sont dormés en annexe).

a+f*




1)

2)
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Sur cet exemple, on peut dégager deux conclusions importantes :

le domaine de Nagaraja et Chalam (méthode sans linéarisation) est
aussi le domaine de Jones et Robe (avec linéarisation) et est in~
clus dans le domaine obterm par la méthode numérique (aussi avec
linéarisation).

A 1'intérieur de cette zone, la stabilité des modéles linéaires
tangents est équivalente a celle du modéle réel.

La particularité de cet exemple nous incite a définir, dans 1le
méme esprit que la conjecture du linéaire, la notion de conjecture
du linéaire non stationnaire :

Nous dirons alors qu'un systéme non linéaire et non stationnaire

vérifie la conjecture du linéaire non stationnaire si le fait que
tous les modéles linéarisés (pour chaque état x) et non station-
naires soient asymptotiquement stables entraine que le systéme

réel est globalement asymptotiquement stable.

Ainsi, dans le domaine de Nagaraja et Chalam, la conjecture du

linéaire noh stationnaire est vérifiée.

Lafpartie complémentaire du domaine de Nagaraja et Chalam dans le
domaine numérique est relativement vaste, et concerne des valeurs
intéressantes de a+f* (inférieures a Zw)’.

LY

I1 faut cependant garder a l'esprit que cette zone détermine uni-
quement la stabilité asymptotique de 1l'origine par linéarisation
dans son voisinage, et qu'on ne peut en aucun cas affirmer que la
conjecture du linéaire non statiommaire y est vérifiée.

Au contraire méme, pour la non-linéarité :
£(8) = - émax (1000, Y2y x 0,0005

eedl




-73=

il est possible de choisir des valeurs pour les constantes q¢, m et
k telles que le triplé (m, a + £*(8), k) reste & 1'intérieur du
domaine de stabilité asymptotique déterminé par la méthode numé-
rique, alors que 1le systéme réel associé n'est pas stable
(ef. figure 2).

LI

—
o

YT YT Y

BU
FIGURE 2

oo/
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IV - CONCLUSION

Nous avons tenté, dans ce chapitre, de souligner 1'intérét de la
théorie de Floquet-Lyspunov, spécialement lorsqu'on dispose de moyens
de calculs numériques performants.

Pour le systéme de Mathieu, qui est déja linéaire, la seule mé-
thode non numérique qui aboutisse est la méthode de centrage ; cepen-
dant, les conditions de stabilité qu'elle détermine sont beaucoup
plus restrictives que celles de la méthode numérique.

Sur l'exemple non linéaire d'un moteur dont la charge est pério-
dique, la méthode directe de Nagaraja et Chalam méne a des conditions
de stabilité retrouvées par Jones et Robe aprés linéarisation autour
de l'origine.

La conjecture du linfaire non stationnaire est vérifiée dans le
domaine correspondant.

La méthode mumérique, d'autre part, aprés linéarisation autour
de l'origine, conduit & des conditions moins restrictives, et a un
domaine de stabilité qui englobe le domaine précédent. Le systéme non
linéaire non stationnaire peut y &tre stable pour certaines fonctions
non linéaires f(é), mais il est possible de construire des con-
tre-exemples de non-linéarités f(é) qui déstabilisent le systéme com-
plexe.

I1 semble donc que la méthode mumérique soit un bon test pour la
stabilité absolue, car elle permet d'obtenir les conditions néces-
saires et suffisantes de stabilité pour des modéles linéaires non
stationnaires, qui constituent par conséquent les conditions optima-
les que nous puissions obtenir dans le probléme de la détermination
des domaines de stabilité absolue du systéme réel.

4
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ANNEXE

DETERMINATION DU DOMAINE DE STABILITE APRES LINEARISATION

RESULTATS DE LA METHODE NUMERIQUE

0c> A >2T
SLL‘O S9v ‘0 STT
G/8°0 G20 11
SY0°0 o1
S56°0 S68°0 GI8‘0 G850 Soe‘0 S20‘0 o1
S00°‘0 66
SLT‘O 6
66°0 0100 6‘8
S6L°0 STT'T STT‘T #TO‘T S98°0 GL9°0 SEV ‘0 S2e‘0 8
GL6°0 S9T‘T SOT‘T Sk6°0 SIL°O S8y ‘0 L
SPO‘T SPT‘T SBO‘T SSLCO G850 9
S66°0 SSO°T S08°0 eve‘o $89°0 S
SL6°0 SL8°0 S8L°0 14
88°0 2ES‘0 0980 €
€590 GE6°0 4
L2E‘D SL6°0 1
10°0
O B JUSTASI 4 J+D 66°‘0=W 6°0=Ww 8‘O=W L‘O=W 9‘Q=W G‘O=W H‘O=W £‘O=W Z‘O=w T‘O=W | O 9p SOOI w¥J+0
no w sp Jnatea Janod ,J+ 0 sp saatea no w 9p JnsTeA b |
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CHAPITRE 4

APPLICATION DE LA METHODE DE CENTRAGE
A LA SYNTHESE DES SYSTEMES DE TYPE LURIE-POSTNIKOV

by

Nous allons considérer & présent la classe importante des sys-
témes de type Lurié-Postnikov monovariables représentés par la struc-
ture de rétroaction suivante :

u  /*\E £*(¢) | OB N(p)
- le o = = o D(p)

Le gain g(t) est ici non statiomnaire, périodidue.

I1 peut exister de maniére naturelle dans la chaine d'action du
systéme. Mais, en général, c'est un organe de commande que l'on
introduit dans le but d'obtenir une meilleure synthése de 1l'asservis-
sement.

Sous d'autres aspects, le principe d'asservissement par coef-
ficients périodiques a été déja envisagé (Meerkov 1973, Pillet,
Richard et al. 1982, Vidal 1983). L'originalité majeure de 1'étude
proposée dans ce chapitre réside dans la simplicité de la forme du
modéle choisi, qui convient a4 de nombreux asservissements rencontrés
dans la pratique.

Nous constaterons que le terme g(t), bien qu'introduisant une
complexité supérieure dans 1'analyse du systéme, peut permettre
d'améliorer les propriétés dynamiques de 1'asservissement.

Notre objectif sera donc, dans un premier temps, de lever la
difficulté rencontrée dans l'analyse de tels systémes, qui consti-
tuent un cas particulier de ceux que nous avons rencontrés Jjusqu'a
présent.

oo/
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Cette difficulté nréside essentiellement dans le fait que la
non-linéarité f*(€) et la non-stationnarité g(t) sont couplées sous
forme de produit : la plupart des méthodes de réduction conduisant a
des majorations des termes non constants |f*(€) x g(t)| reviennent
a4 majorer |f*(e)|x max|g(t)] ; le systéme est alors traité comme si
on remplagait le terme non stationnaire g(t) par un gain constant
max |g(t)|, ce qui, d'une part, nous reméne a un systéme trop éloigné
du systéme réel, d'autre part, ne résout par notre probléme de
synthése d'un systéme de type Lurié-Postnikov non linéaire.

Nous proposons donc de montrer que l'utilisation préalable d'une
méthode de stationnarisation respectant la proximité des systémes °
associés par réduction s'avére plus performante qu'une simplification

' directe.

Nous appliquerons, dans ce but, la méthode de centrage aux
systémes de type Lurié-Postnikov de dimension quelconque vérifiant
d°N(p) £ @°D(p)-2, et pour lesquels la fonction de transfert ne présen-
te pas de simplification d'un pdle par un zéro.

La comparaison des résultats de la méthode de centrage et de
ceux des autres méthodes dont nous disposons sera établie ensuite
dans le cas particulier de systéme d'ordre 3, avec ou sans intégra-
teur.

I - THEOREME DE CENTRAGE APPLIQUE A UN SYSTEME DE TYPE LURIE POSTNIKOV

Théoréme I : Soit le systéme décrit en figure (IV.1), ou :
. %E%)T est une fonction de transfert non dégénérée,
d'ordre q, avec :

D(p) normalisé (coefficient de degré q égal a 1)
N(p) de degré au plus g-2, a(N) étant son coefficient
de degré g-2.

. VteR, g(t) est périodique de période T, décomposable
sous la forme :
g(t) = g°+g1(wt) ol
g, est la moyenne de g(t)

gl(wlzz) est une fonction intégrable de moyenne nulle
3

" coe!
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. VeeR, f(€) est une fonction deux fois dérivable de €,
a dérivées premiére et seconde continues et bornées
pour € borné, vérifiant £(0) = O,

Son gain équivalent est noté £*(€) = ——==,

=
o
p—

3

FIGURE IV.1
Alors :
. Un systéme centré résultant du théoréme de Bogolioubov
est donné par la figure IV.2 (Gl(T) est la primitive de

g de moyenne rnulle).

. L'approximation du systéme réel par le systéme centré
est valable si ce dernier est asymptotiquement stable.

. Leurs trajectoires respectives sont & écart maximal 7
qui tend vers O quand la pulsation w augmente.

df 1 2
o (L )s £ [g,+a(M: FiﬁGl (T)dT] g(gp)

L FIGURE IV.2
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Théoréme II : Si le systéme vérifie 1les hypothéses du2 théoréme I,
sauf celles concernant la dérivée seconde g——g—
de

(existence, continuité ou majoration).

Alors, un systéme centré résultant du théoréme de
Bogolioubov est donné par la figure IV.3.

o (M) f*g_ N(p)
b
FIGURE IV.3
Remarque : Le systéme centré du théoréme II coincide avec celui du

théoréme I lorsque a(N) = O, c'est-a-dire lorsque N(p) est
de degré au plus égal a g-3.

Théoréme III : Si le systéme vérifie les hypothéses du théoréme I,

sauf celles concermant f(€) qui est simplement sup—

posée localement bormée et lipschitzienne, et si, de

plus g, = O et %g%%- asymptotiquement stable.

Alors, les trajectoires du systéme initial et celles
du systéme centré décrit figure IV.3 (qui est le sys-

S

téme initial en boucle ouverte), sont A écart maxi-

mal  qui tend vers O lorsque la pulsation w augmente.

DEMONSTRATIONS

. Démonstration du théoréme I

La fonction de transfert est non dégénérée. Ainsi, en appliquant
la théorie du polynSme symbolique (Richard, 1984), il est possible de
choisir une représentation du systéme particuliérement intéressante
en donnant a la matrice une forme en fléche mince.

oo/
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Etape 1 : Le vecteur état x est choisi de meniére & ce que sa
derniére composante soit €.

Le systéme en régime libre peut alors &tre représenté sous une
forme simple ol tous les termes non constants sont regroupés dans une
seule colonne (cu une seule ligne) de la matrice d'évolution :

(IV.1)  %(t) = Ax(t)+bf*(€).g(t)c x(t)

avec A : matrice constante gxq
b : vecteur colomne gxl
cT : vecteur ligne 1xq de la forme (O0—0O 1)

£ =CTX

Comme d°N < dOD-2, la trace de la matrice d'évolution est cons-
tante et l'intersection de la diagonale avec la derniére colonne ne
contient pas de termes non constants. La dermiére composante de b est

T.

nulle, c'est-a-dire ¢’b = 0.

Nous proposons alors la forme en fléche suivante :

(A §,+8,F*(e)g(t)
=% 62+82f’(€)g(t)

(IV.2) A+bf*(e)g(t)e’ = - 5,+8 £*(c)g(t)

8 £*(e)g(t)

11
L B % a uq_1 -Y ]
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. Vi a; [3 ,5 )\ et y sont des constantes réelles

MiLj )\ ¢)\

J

pourlatJ

. le polynome symbolique de A+bf*(€)g(t)c est égal a :

(Iv.3)

ce qui représente un ensemble de 2g-1 relations entre les 4q-3

P(A) = D(A) + £*(e).g(t) N(A)

coefficients de la matrice.

le choix arbitraire de 2g-2 coefficients (par exemple les

termes a’i

et A i\7’i) permet alors de déterminer complétement les

autres coefficients.

lemme

préliminaire :

g-1
la somme

cient de degré q-2 a(N) du polyndme N()\)

(Iv.4) (Zdiﬂl =a(§
=1

démonstration du lemme :
P(A) = D(A) + £*(e)g(t)N(A)
A+>\1\ 0 -(§1+'61f*g(t))
= det| O A+, -(Si+Bif*g(t))
~N |
~0y—-a; — A#y
+A -8
1\ o -
Donc N(A)=det | O A+x; =By
< 0,

"1 %y

Z a;B; est égale au coeffi-
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D'aprés la formule de Schur (Gantmacher, 1959),

det <é‘ g‘>= detA.det(D - CA™IB)

q-1
donc N()) ={()\+A1)...(>\ +Aq)ee (4 )‘q-l) }x _[ 5 (-ai)(-Bi)}
A+
i=1 i

q-1
=AT2(- T a8) +R (V)
L it
i=1
R()A) polynSme en A de degré q-3.

q-1
donc - 3 a;B; est le coefficient de degré q-2 de N(A).
i=1

Etape 2 : On a g(t) = g, + gl(wt)
avec .

. g (wt) périodique de période T = 2—w"

moyerne nille :

, intégrable et de
1 I
7 [ g (wt)dt = 0

(o)

- g, moyenne sur une période de g(t) :

T

1
8= F fog(t)dt

La matrice d'évolution du systéme peut &tre décomposée sous la
forme :

A= [A+bf*(s)gocT] + bf*(e)gl(wt)cT

Par un changement d'échelle des temps t=wt, 1l'équation d'état
est remplacée par :

(1Iv.5) gx? = % [A+bf‘*(e)gocT] X+ %f*(e)gl(r)ch
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Etape 3 : On introduit un changement de variable inspiré de celul
qu'utilise Meerkov pour les systémes linéaires : si Gl(T)
est la primitive de gl(r) de moyenne nulle, et

(IV.6) mXJ>=§mﬂrm@)
(€ derniére composante de x),

on définit un second vecteur état :

(IV.7) v = x-G(x,1)
v est bien un vecteur état, car la matrice :
[Ia - %bGl(T)f*(E)CT] est une matrice inversible, bornée et

dérivable.

Signalons, en outre, que la derniére composante de G(x,T) étant
nulle, celle de v est donc g, et on a : G(u,T) = G(x,7T).

dv
Etgge 4 : calcul de = I
%¥ = %% - a;(G(x 1))

é[A+bf*(e)goc ]x + -f*(e)gl(t)c X - -b[f( )gl(r)+ (e)giGl( )]

= slamer(e)geT)x - (o6 (nEE]

de _ TA
or d—‘l' = C Tx
1
denc %2 = :[A+bf*(s)g cT-bg(e)G (_r)cTé
T w
= Z[arpre(e)g e -bFE ()6, (1) R (vG(u, 1))

¢ est-a-dire

(1v.8) L = I[asbre(e)g oo ul- 2cerg, (e™26(v, 1)
+ -[A+bf*(e)g c ]G(u T) - -[b (e)G (1)l —]u
L_, /

termes de moyenne nulle
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Ce systéme est sous la forme standard :

(Iv.9) .

B =20,

€l

Etape 5 : Les conditions d'application du théoréme de centrage de
Bogolioubov pour le systéme standard :

du
dr

=20 (0,1) sont (voir ch.1, § .2.) :
. §(v, 1) est bormée et continue en vet T

.%%(U,T) est bormée et continue en yett

sur 'x R, avec I domaine compact de qu contenant O.

. la moyenne :

T
(IV.10) ¢ (v) =7 [ $@v,T)dt

existe uniformément par rapport a v.

D'aprés les équations (IV.8) et (IV.9), ¢(v,T) est liée A f(e)
et & g(1), et les conditions sur ¢(v,T) que nous venons d'expliciter
sont vraies si :

1) la fonction f(€) vérifie sur tout domaine compact de R contenant
0 :
. £ est bormmée et continue

. g—g bomée et continue

&
. =5 bormée et continue

de

2) la fonction gl(r) est telle que :
-9 périodique, intégrable de moyenne nulle
. G (1) primitive de g,(t) de moyenne nulle
- G, (1) bornée et continue.

Ces propriétés sont vérifiées par hypothése. 4
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Alors au systéme standard (IV.9) on associe le systéme centré :

& . E(D (£) ou encore %% = (Do(€)

dr w'o
ou Q)ovérifie 1l'équation (IV.10), et :

. la différence des deux trajectoires x(t) et £(t) partant des mémes
conditions initiales tend vers O quand w devient trés grand, sur un
intervalle de temps fini.

. si £(t) est asymptotiquement stable, l'intervalle de temps de va-
1idité est infini.

En intégrant sur une période les termes du membre de droite de
1l'équation (IV.8), dont les deux derniers d'ailleurs ont une moyenne
nulle (car G(vu,t) et Gl(r) ont une moyenne rulle), on obtient le sys-
téme centré suivant :

Ss - %[A+bf*(o)gocT]£ - j&bgg(o)cTA %ngl(r)G(E,r)dt

(IV.11) g% =[é A+bf*(o)gocT]E, - w-}zgg( )f(o)

beTAb Tf e2(1)dt

m
ol 0 = ¢ f est la dermniére composante de £.

Le developpement du deuxiéme terme de IV.1ll fait intervenir 1l'ex-
pression £* gf be Abc ou :

- 0 0 Bl(gaiBi))
bc Abe” = l l l
0 0 (EalBl)
0 0 0
q..1
D'aprés le lemme, a(N) = = 2 a.8., donc :

i=1 i e/
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3

| 0—o0 a(N)B, f*df
dg _ 1 Ty, (1,1 1.T.2
at = o(Adre(0)geTle + (g7 7 /o6y (1an) anp,, o+
d
O w20 (0]
et finalement :

T
(1v.12) £E 1[A+bf*(o)g cTrba(N) ¥ (o) E e f 2(1)at e ]5
Au systéme initial non linéaire non statiomnaire est associé le
systme non linéaire centré représenté en figure IV.2.

Par exemple, avec gl(wt) = sirmt ou gl(wt) = coswt, on obtient
le systéme centré :

£ my L1 N(p)
n g [g + a -2—-2'] ‘Dj%y

FIGURE IV.4

Remarque : Dans le cas ou le polyndme N(p) est au plus de degré g-3,
on a a(N) = 0.
Le systéme centré est alors identique au systme non liné-
aire de départ dans lequel g, wt) = O. |
Centrer le systéme correspond ici & remplacer directement
dans le schéma bloc le terme non statiomnaire par sa moyen-—
ne (figure IV.3).
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. démonstration du théoréme II

Si les conditions du théoréme de Bogolioubov ne sont pas véri-
fiées il est cependant possible d'appliquer le théoréme de centrage
au systéme (IV.5) avant changement de variables, & la condition que :

-4 (1) périodique, de moyenne nulle,

. Tet %fé bormées et continues sur tout domaine compact de R conte-

nant O.

On associe alors au systéme initial de la figure IV.1 le systéme
représenté figure IV.3 qui est en fait le systéme limite, quand w
devient trés grand, du systéme non linéaire obtenu quand les hypothé-
ses du théoréme de centrage sont vérifiées.

. démonstration du théoréme III

Si g—g n'est plus continue (en particulier & 1l'origine) on
dispose
alors d'un théoréme similaire au théoréme de centrage (Vidal 1983) :

— Soit un systéme faiblement non linéaire sous forme standard :

& _ eAx +eh(x,T)
dr

1) h(x,1) est une fonction :
. contirue sur R%x R
. périodique de t uniformément par rapport a x dans tout compact
de R
. de moyenne nulle par rapport a t

. localement bormée et k-lipschitzienne, c'est-a-dire que :

eoo/
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Vbo>0 3M(po),k(po) tels que
lTh(x, ) Il < M(o)
et lh(x',0)-h(x", )l k(p)Ilx"-x"ll
¥te€R Vx,x' ,x"C{x/llxli<p} VYo O<p<p

et ol :

2) les parties réelles des valeurs propres de A sont toutes stricte-

ment négatives.
Alors VWn O<n<p 3w°>0 tel que Vw>wo

les solutions x(t) (systéme réel) et £ (1) (systéme centré) vérifient

pour une méme condition initiale située dans Bpo :

L I x(x) -g(0)|| < n Vizt,
Ainsi, si g, = 0, si A est asymptotiquement stable et f(e) loca-
lement bornée et lipschitzienne, les trajectoires du systéme centré

et du systéme réel sont & écart maximal n(avec n (w)—0)
wr+o

L'originalité de ces résultats (notamment de ceux du théoréme I)
provient de l'utilisation combinée de la représentation en fléche et
d'un changement de variable inspiré de celui que propose Meerkov dans
le cas de systémes linéaires.

Il est intéressant en outre de signaler que plus la pulsation w
augmente, plus le systéme réel se rapproche du systeme dans lequel on
a immédiatement pris la moyerme du coefficient non stationnaire. '

Ainsi, du point de vue de 1' intérét de ce théoréme
pour la synthése des systémes,

. w doit &tre choisi suffisamment grand pour que le
théoréme de Bogolioubov conduise & des trajectoires centrées
peu différentes des trajectoires réelles,

w doit aussi étre suffisamment faible pour que la
commande prenne effectivement en compte 1l' effet du gain g(¢t)
dans la rétroaction (boucle fermée)

Une simulation s'avére donc é&tre un complément inté-

I3

ressant 4 la synthése d' un systéme périodique. e/




IT - EXEMPLE D'UN SYSTEME DE TYPE LURIE-POSTNIKOV D'ORDRE 3 SANS

INTEGRATEUR

Nous allons a présent étudier un systéme de type Lurié-Postnikov

d'ordre 3 représenté par la figure IV.5, avec M= 0.

Les simulations seront effectuées pour B= 4 et = 3.

! ‘ p+8
) (p+1)(p+2)(p+ /u)

FIGURE IV.5

Nous comparerons les résultats obtenus par la méthode de centra-
ge présentée en I 4 ceux des autres méthodes recensées dans ce mé-
moire, en particulier des méthodes de réduction par comparaison des
propriétés de stabilité.

La matrice d'évolution que nous utilisons est :
-1 0 (1-B) £*( g+, sinat)
(Iv.13) o =2 (B—Z)f*(go+glsinwt)

1 1 - /u

IT.1. - Réduction préservant la proximité topologique. Méthode de

centrage
NL.NS 1lre méthode de Lyapunov L.NS
p . théorémes I et II
théorémes I ef II méthode numérique

NL.S 1re méthode de Lyapunov L.S
ou majoration (Borme et Gentina)
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IT.1.1. - Linéarisation puis_stationarisation : au voisinage de €= O,

— —— —— —— — — o — — ——- —— — — — —

f(e)/€=o = f*(0).¢ avec £*(0) constant

-—eeam wm em wn wwr W o e

; f*(O)(go+glsinut) ! p+8
o __._ ! (p+1)(p+2) (p+ )
FIGURE IV.6

1'application du théoréme I (énoncé précédemment) quand f véri-
fie les conditions requises permet d'associer au systéme linéarisé
non statiomnaire de la figure IV.6 le systéme linéaire statiornaire :

N\ £%(0) g +£%(0)iyg, 2 p+8
- ° 2w*"1 B+ (5+2) (5% 1)
FIGURE IV.7

d'équation d'état :

- 2 17

-1 0 (1-B)£*(0) £*(0) —=]

[g°+ ! 2f]

o 2 1]
X =0 =2 (B—2)f*(0)[g0+f*(0)gl -2——2-‘ X

. u)4

1 1 - u
. / p
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La stabilité asymptotique de ce systéme est assurée a l'origine

si (conditions de Routh) :
3+/u>O

32 + 9u+ 6+ (3+u-p) |z st (0)e.t Ld*(0) > 0
S /a8 |8+ T+ (O)gy =

o 4
2/1.1 + Bf*(O) go+f*(0)g1 ;—(:z]>o

et pour ﬁ1= 3,8=4:

(IV.14) £*(0) go+f*(0)g12 —1-2- > =8
2w 2
Le domaine de stabilité ne peut cependant &tre précisé par cette

méthode qui est, en ce sens, limitée d'un point de vue pratique.

La méthode numérique présentée au chapitre III peut &tre
directement appliquée au systéme figure IV .6 pour les
valeurs particuliéres u=3, B=4, g(t)=sin(wt) que nous avons
choisies.

On pourra constater encore ici la qualité des résultats

qu' elle fournit:

T
100 1

80 E
1#(0) 60 1
méthode
40 numérique
20 4
1inéarisstion +
théoréme |
0 p
0

On obtient par le théoreme I appliqué directement au systéme non
linéaire non stationnaire . ool
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o | £2(o) [goﬂ _12_g12] el
do 2w (p+1)(p+2)(p+/u)
FIGURE IV.8
c'est-a-dire 1'égquation d'état :
r df 1 29
-1 0 (-8)fr0)|erp —5 g ]
| 2w
(Iv.15) E=| 0 -2 (8—2)f*(o)'go+%:f-5—1—2g12] £
] 2w
1 1 -
/ )

~

On peut en toute rigueur appliquer la 1lre méthode de Lyspunov

(linéarisation autour de 1'origine).
mémes que ceux obtenus en II.1.1. et

mémes limitations.

Les résultats sont alors les
présentent par conséquent les

Une majoration, associée au critére pratique de Borne et Gentina

a4 l'aide du systéme représenté par 1'équation d'état :

(1 0 | -mr ) g+ E Lo g 2]
2w
(Iv.16) b=|0 -2 | (B—e)f*(o)(go% j—z- g12 AR
1 1 - Ju
\ / /

fournit des conditions simples de stabilité absolue :

(Iv.17) -2/u + (] 8-2 |k+ 2|1-8|

)|£*(0)] |g, * %_lé 8121 <0
’ 2w
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I1 est intéressant de remarquer que nous aurions pu utiliser- le
systéme centré suivant (théoréme II)

g || £*(o)g p+8
° (p+1)(p+2) (p+/u)

FIGURE IV.9

et obtenir des conditions suffisantes de stabilité asymptotique pour
le systéme réel moins restrictives :

(Iv.18) -2u+ (B-2] + 2]11-8]) If*(0)l lg | < ©

Mais il faut rappeler que le systéme centré ne permet de con-
clure sur le systéme réel que lorsque w est supérieur & une certaine
valeur w g qui n'est pas nécessairement la méme pour les deux modéles
schématisés figures IV.8 et IV.9.

La condition (IV.16) nous domne tout de méme une indication sur
la valeur minimale de w pour laquelle le systéme centré, donc le sys-
téme réel, est asymptotiquement stable.

De plus, des simulations numériques opérées pour :

. B = 4, /u = 3

.go=0etg1=1 ‘

. f(e) = 10sine (figures IV.10)
ou f(€) = 10 €sine (figures IV.11)
ou f(e) = 10 e3 (figures IV.12)

‘montrent que le systéme centré (figure IV.8) ol -g-g —1-2- g12 intervient
2w

est plus proche du systéme réel que le systéme de la figure IV.9.

o/




Figures IV.10 :
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f(e) = 10sine

' L 1 ! 1] ‘ L] l 1) ’ L] L L] ' t I T 1 l T ¥ ! L} ! L] ! A ! L) ! L] ! T ! L] L] ' ¥ 2 L] ‘ L} ! L] ' T ' 1 ' L] Y L) ]
o R A - qwrsmlt o TuTsIM]
H 4L ¢ J
b : db ' hin . :
[ ‘ ; 1 ; 1 : ]
-8 g 1 : 20]-s E 20ll.5 S 20
. ¢ L . 4] H
b ‘ \!.‘ x 5 dbe g b R\(ﬂ ..E' o
i PR e : a { ar « i ]
L ,V > 4t /”\Q\tsfj Jt />\Q § 4
L o N P - 4h hin 1
i P | v.n' 2 ala g o :'v; wd el 1y 1 , ! '|‘a ' ST N B S TN Y P | ."3 P S BT BT T | s 1 4, 1 1
w=1 w=4 w=10
X systéme réel
0 théoréme I
s théoréme II
Quel que soit w, on note peu de différence entre les résultats
du théoréme I (systéme figure IV.8) et du théoréme II (systéme figu-
re IV.9).
Figures IV.11 : f(€) = 10esin €
1 ! ¥, T l L) ! T ! L) ! '. ! L) ! ¥ l T L l 1) 1 L ' T l L l L ' I.'..! T ' L) l T L ! L) L) ! ¥ ! L ! T ' l". '! L) ! ) ! L .
f wsmyp ™ v Tursimgt TUTSIN,
b x FiN 2 b ah o
b h | . Lo . :
5 (5 N A 20lts {Rb\ i : 20 20
e e :5.5 ‘i' o}
1 \\ \tx iPoad
3 ﬁ 3 ‘\ ] .' l.;’(/': L. o
. N \ "\ s 4
-' Q - - "-" :‘\B o e
T RTINS T U AT BPIE P BNE A T

w=6

w=50

X systéme réel
o théoréme I
s théoréme II

oo/
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: Le théoréme I semblant domner des résultats plus fia-

bles, on compare pour f(€) = 10 sing, les trajectoi-
res du systéme réel et celles du systéme majoré
(IvV.15) apreés application du théoréme I.

L 1 ! 1 ¥ ! ) ! vV ! 1 ! 1 ! 1 ! I ! |
12 : THTCTIM |
- N luivul.
L : )
- -
3 . L
_ : )
- - o
?
g ov : L
-5 A\,./ : 20
‘ -
s s < d
- 1 ) : -
L A ‘\\ H F
. \k ' -
1
; x Y 3
L. ) [2 -
L N\ >
N,
e S o
I B P U T BT U R
w =5 X systéme réel

0v théoréme I +
majoration

II.2. - Réduction par comparaison des propriétés de stabilité

7

- - . - - -

L.S

eoo/
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Le systéme obtenu par le théoréme I est nettement plus représen-
tatif du systéme réel que celui obtenu par le théoréme II.

La différence entre les résultats des deux théoréme diminue
aprés w = 30.

Figures IV.12 : £(€) = 10€>
L !T! L] ! ¥ ! L) L] i ] L] ! L) ! 1 ! L] L] ' ) L] ! Ll ! L] ! T ! L] !' 1 ! T ! L) L ! Ll L] T L Ll L Li L] T T
f % wrsmt R HHIGH SRR HL L
¥ 3
- b
-3 == 5
80 3 N
f [ ™
1 1
o ! : b r !
[ . [ - ¥ :
b Y Vi
L /1 i
IS BTEN A B .. AP B T P O S P v 1 RPN EV I A ORI | PO ST O - T N T AT D
w=50 w=100 w=200
BU
b/

X systéme réel
o théoréme I
s théoréme II

Le théoréme I donne ici encore des trajectoires plus précises.

eool
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On décompose le systéme (IV.13) de la maniére suivante :

-1 0O © 0O 0 (1-B)f*g(t)
(Iv.19) X =| O -2 of X + 10 0 (B=-2)f*g(t) X
O 0 =3 1 1 - (u-¢)
A F
avec A asymptotiquement stable ( § >0).
A+AT
On prend W= Id et z=#A=—2—=A.

Une condition suffisante de stabilité asymptotique est domnée

par :
sup -1
t “# (A F)‘ < 1
clest-a-dire
0 0 -(1-B)f*g(t
Sup » o 0 -BFEmgw) < 1
t

“l/s ~1/s (w-S)s

La norme matricielle est ici le plus grand des modules des va-
leurs ropres de la matrice. La condition s'écrit donc :

2

(1v.20) 5% lu=¢ | \""(u—?)‘*@*s—}%f*g(t>) +(%+(l—8)f*g(t)>2l
) +

t 26 : 2

avec B= 4, /u=3,go=0etgl=l

1 2 2 2
sup |3-6] + _\/(§;§> +<-]=+f*sinwt +(}-—3f*sinwt <1
t 28 2 S S S

<1
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La valeur maximale de |f*sinwt| s'obtient pour §= 3 :

(Iv.21) |f*(e)| < 0,552

L'intégration des moments [x;1. et fﬁilj avec
11 X+ X - (1-8)f(e)g(t)
1, =y + 2y - (B-2)£(e)g(t)
13

€ - x - y+ e

conduit a la fonction de Lyapunov :

5 2 2
(IV.22)  V(x,y,e) = x° + zz_ v £

(Iv.23)
1
-2 o ﬁ+(1—8)f*g(t)
Vv = xT 0 -2 %+ B2reg(t) | x
1 g-2 1
(1-B)f*g(t)+—i —Z—f*.g(t)+a -2

V est définie négative si et seulement si :

2 2
(IvV.24) \/<5+<1-e)f*g(t)> + (Bng*g(th&) <2

qui est une condition équivalente & celle donnée par Cook.

ntina

Le systéme étant représenté sous la forme (IV.13), une matrice
majorante est :




-1 0 [1- 8| I£*g(t)]
0 =2 I8 -2 I£*g(t)!
1 1 - /u

et une condition suffisante de stabilité asymptotique est dornée par :
(Iv.25)  -2,u+ (B-2 + 2[1-8])|£*] lg(t)] < O

c'est-a-dire pour u =3, 8=4, g =0, gy =1

3

IT1.3. - Comparaison des différentes méthodes

Pour notre cas particulier (/u =3, 8 =4, g, = 0, g = 1), 1les
conditions suffisantes de stabilité asymptotique obtenues par les
différentes méthodes que nous venons d'sppliquer sont :
 héore o/ 19, 3u> et wgrand
. théoréme I + (Iv.17) |£*(0)| |$|< =

Borne et Gentina

. théoréme II + (Iv.18) -6 < 0 et wgrand
Borme et Gentina

. Cook (I.21) |[£*(e)] < 0,552
. Nagaraja~Chalam idem
. Borme et Gentina (Iv.26) |f*(e)| < 0,75

On peut conclure sur cet exemple :

1 - Le théoréme II conduit dans tous les cas & un systéme réduit
moins proche du systéme réel que le systéme centré obterm par le
théoréme I.
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En outre, la valeur minimale de 1la pulsation pour laquelle
1'écart entre le systéme réel et le systéme centré devient petite
est différente, selon que l'on utilise le théoréme I ou le théo-
réme II.

Cependant, il existe une valeur de w & partir de laquelle les
deux systéme centrés coincident.

2 ~ Les méthodes de Cook, Nagaraja et Chalam et Borne et Gentina ap-
pliquées directement au systéme conduisent & des conditions de
majoration de [f*g(t)], dont de |[f*|, ce qui revient & perdre
toute information sur les oscillations de g(t).

Le critére de Borme et Gentina, qui limite de maniére la moins
restrictive le domaine de stabilité, impose tout de méme :

. pour £*(€) = 10 Sisné le] > 12
. pour f*(g) = 10 sine le| < 0,075
. pour f*(c) = 10 €2 le|]< 0,27

3 - En revanche, l'application du théoréme I avant celle du critére
pratique de Borne et Gentina permet, pour des conditions initiales
de € choisies arbitrairement de donner une indication sur la valeur
de la pulsation requise pour assurer la stabilité du systéme réel :

. pour f*(€) = 10-9-’-15'1--E (f*-g-fg = 1OOSim——;:5.i€-) et pour toute condi-

tion initiale €, w doit &tre supérieur & 8,2

. pour f*(E) = 10sir£(f*%f-e- = 100sine(sine+ecose))

{e/]e]< 10} est un domaine de stabilité pour w> 18

. pour f*(e) = 10 (f*%’g = 300e%)

{e/le|l <5} est un domaine de stabilité pour w > 350

oo/
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Ces remarques confirment de maniére évidente l'efficacité de la
réduction par application du théoréme I et ensuite du critére pra-

tique de Borne et Gentina pour des systémes de type Lurie-Postnikov

ou la non-stationnarité et la non-linératire sont couplées.

ITT - APPLICATION A LA SYNTHESE D'UN SYSTEME DE TYPE LURIE-POSTNIKOV
D'ORDRE 3 AVEC INTEGRATEUR

Soit le systéme :

€ . Kesine p+4
lKSlnE p(p+1)(p+2)
L__— J

FIGURE IV.14

supposé instable, que nous allons stabiliser en insérant aprés la
non-linéarité un gain périodique g(t) de valeur maximale 1 et de
moyerne rnulle (par exemple , g(t) = sinwt).

¥ ey - —— = 2
| Ksin€ |[f— Sinwt | 2
sin€|— sinut | p(p+1)(pr2)
FIGURE IV.15

Pour simplifier la présentation de la synthése du systéme non
linéaire et non stationnaire IV.15, nous ne reprendrons pas toutes
les méthodes de réduction citées dans ce mémoire.

Les résultats du paragraphe II nous ont enseigné en effet que la
réduction en statiomnarisant d'abord par le théoréme I est & la fois

la méthode la plus précise et la plus pratique.

Le systéme réduit que nous obtenons alors est décrit figure IV.16

(o] K2 4
~—— sino(ocoso+sino) D+
2w p(p+1) (p+2

FIGURE IV.16 coo/
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et nous choisissons de traiter la stabilité de ce systéme non
linéaire par 1'intermédiaire du critére de Popov (Popov, 1973 ) :

Dans le plan conmplexe, la fonction :

. _ N(jw) _ Jw+4
F(39) = 5(50) = Fo(ge+D(30%2)

a pour parties réelles et imaginaires :

. 2
Re(F(jw)) = - (1+w1‘o)+(w4+(P)

-y
Im(F(Ju)) = —J1+w§)u(,4+w27

wIn(F(jw))
=25 -2 -15 ‘|‘ ‘0.? o Re(F(jw))
+-05
+ -"o
F —1'5
4«20
FIGURE IV.17

La courbe, avec un gain K=1, coupe l'axe des parties réelles au
point (-%—,O) pour w=12\/2_.

La valeur maximale du gain de la non-linéarité assurant la
stabilité du systéme (IV.16) par ce critére est 6, donc :

(IV.27) ‘———-2- sing(ccosg+sing) | < 6
2w eeof
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Avec K=20, le systéme (IV.14), non stabilisé par un coefficient
périodique, est instable (cf. figure IV.18).
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FIGURE IV.18

Aprés introduction d'un correcteur périodique sinwt (figure
IV.15), 1'équilibre x=0 devient localement asymptotiquement stable.
Si on considére une majoration de |o| par 10, la condition (IV.27)

s'écrit
(Iv.28) w >Vf2 K=12,9

Les simulations effectuées pour une condition initiale 0 proche
de 10 confirment cette stabilisation (figures IV.19). Pour w=13, la
convergence est trés lente. Pour w=15 et w=30, la dynamique est
nettement améliorée. Pour w=12, il y a divergence.

40 FiEN o § 40 w=12

i

eoof




-105-

f ' T 'ThT%IHJ
s N, ]
'. 2: 90 J
} { \\\ i ]

! )\

¥ ﬂ“thkﬁJ' ]
} L~/ ]
N ]
i 1 | S . | -160 FADESS N SR NN WA NS SN I |

L '20

CTUTSIM]

] J

-70

vHd 5 15]
[ !; 'g-' i j
S T

PO TR

FIGURES IV.19

w=30



-106-

IV - CONCLUSION

L'étude de la stabilisation des systémes de type Lurié-Postnikov
par un gain périodique nous permet de dégager deux conclusions
importantes :

- la synthése que nous proposons, basée sur une réduction progressive
dont la premiére étape est une statiomnarisation par le théoréme I,
s'évére 8tre efficace, essentiellement en raison du fait qu'elle
prend en compte les oscillations et 1la pulsation du gain
périodique, contrairement aux autres méthodes.

- la comparaison entre les différents systémes associés par réduction
au systéme initial met en lumiére 1l'efficacité du théoréme I : 1les
trajectoires du systéme centré par ce théoréme suivent correctement
les variations, méme les plus complexes, du systéme initial et s'en
écartent peu.

Cette dermiére remarque montre l'avantage des méthodes respec-
tant la proximité topologique globale, c'est-a-dire grice auxquelles
les trajectoires des systémes associés par réduction sont & écart
maximale bormmé ou (presque-~)périodiquement topologiquement égales,
par rapport aux méthodes respectant la proximité topologique locale,
c'est-a-dire garantissant la proximité ou l'attractivité.

Enfin, il nous semble tout & fait intéressant de poursuivre ce
travail et d'étudier plus largement le probléme de la précision de
1l'asservissement quand la consigne d'entrée n'est pas nulle, probléme
1ié & la possibilité de caractériser 1l'influence d'un gain périodique
sur le gain statique.




|
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CONCLUSION GENERALE

Les critéres utilisés dans ce mémoire en wvue de tester 1la
validité des différentes méthodes de réduction structurelle sont de
trois types :

~ soit de type topologique, quand ils sont associés a des définitions
telles que celles de la proximité, l'attractivité, l'égalité topolo-
gique (presque-)périodique ou 1l'écart maximum de deux trajectoires,

- soit de type comparatif lorsqu'on attend surtout du modéle simpli-
fié qu'il permette de conclure sur la stabilité du systéme initial,

- soit de type 'wvisuel" a partir d'une observation directe des
trajectoire simulées numériquement.

Le défaut de cette derniére solution est qu'elle nécessite qu'on
fixe numériquement tous les paramétres du modéle. Par contre, les
deux premiers types de critéres peuvent &€tre testés sur des modéles
non complétement spécifiés sur le plan de leur structure ou de leurs
conditions initiales.

En respectant cette classification, nous avons proposé et rappe-
1l un grand nombre de méthodes conduisant & des réductions de
structure, chacune d'entre elles s'intégrant plus particuliérement
dans certaines étapes de simplification progressive.

. Parmi celles-ci, les techniques de majoration semblent con-
venir a toutes les étapes mais leurs résultats sont limités lors de
l'étape de statiommarisation, pour laguelle on préférera la méthode
de centrage ou, si le systéme est linéaire, celle de Floquet.

La méthode de centrage, en effet, est particuliérement efficace
lorsque les termmes non stationnaires du systéme standard sont facile-
ment intégrables ; la méthode de Floquet, quant a elle, associée 2 la
lre méthode de Lyapunov, constitue un bon test pour juger de la
qualité des domaines de stabilité absolue obtemus par d'autres
méthodes. | 4
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Elles nécessitent toutefois toutes deux une compléte spécifica-
tion des termes non constants, ce qui n'est pas le cas de méthodes de
majoration.

. La 1lre méthode de Lyapunov constitue une trés bonne premiére
approche de 1linéarisation, mais devient bien slr trés imprécise
lorsque les variables d'état s'écartent du point de fonctionnement.

. Les résultats basés sur la méthode directe de Lyapunov, comme
ceux de Cook, s'avérent intéressants pour une étude de comparaison
des propriétés de stabilité, mais restent difficilement exploitables
en ce qui concerme la proximité des trajectoires.

Nous avons pu enfin confirmer 1'intérét des coefficients périodi-
ques dans la stabilisation des asservissements non linéaires de type
Lurié-Postnikov monovariables.

Le secteur de variations admissibles pour le gain non linéaire
se trouve par exemple agrandi proportionnellement & la pulsation d'un
gain sinusoidal que 1l'on a ajouté dans la chaine d'action.

Une extension des résultats exposés au chapitre IV peut é&tre
envisagée dans 1l'étude des problémes de précision d'asservissement
pour les systémes que nous avons traités, ainsi que de leur intercon-
nection.

C'est dans cette voie que nous entendons poursuivre nos travaux
ainsi que dans celle de 1l'intégration éventuelle de méthodes de
réduction structurelle dans un systéme de modélisation et de synthése
d'asservissement assistées par ordinateur.

* %%
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RESUME

Le travail présenté concerme un aspect de la simplification de
modéles visant & réduire la complexité structurelle liée & la présen-
ce de composants non linéaires ou non stationnaires dans le processus
considére.

L'étude porte essentiellement sur les systémes continus dont les
paramétres non stationnaires suivent des lois d'évolution de type
périodique ou presque-périodique.

La méthodologie proposée consiste a libérer progressivement un
systéme non linéaire non stationnaire de ses termes non constants,
pour aboutir finalement & un modéle plus simple, linéaire et/ou
stationnaire, dont 1'étude doit permettre de dégager certaines infor-
mations relatives au systéme initial.

Dans un premier temps, des critéres sont définis de maniére
rigoureuse, qui permettent d'évaluer la proximité de deux trajectoi-
res correspondant par exemple & celles du systéme initial et de son
modéle réduit.

Dans un second temps, différentes méthodes de réduction structu-
relles sont rappelées (techniques de majoration, 1lre et 2e méthodes
de Lyapunov, méthode de Cook, théorie de Floquet, méthode de cen-
trage).

Un 3e volet développe la théorie de Floquet en proposant plu-
sieurs approches analytiques et numériques conduisant au calcul d'un
modéle de type linéaire stationnaire.

Dans le 4e chapitre, des résultats originaux concernent 1'appli-
cation du théoréme de centrage a des modéles pratiques d'asservisse-
ment non linéaires de type Lurié-Postnikov.

Ils permettent d'envisager la stabilisation de systémes non
linéaires a partir d'une commande a gain périodique.

Des simulations et des exemples d'application viennent illustrer
les résultats proposés.

Mots clés :

Systéme non 1linéaire ; systéme non stationnaire ; coefficient(s)
périodique(s) ; systéme presque périodique ; modélisation ; équation
différentielle ; équation (d')état ; méthode réduction ; stabilité ;
proximité ; linéarisation ; méthode Lyapunov ; théorie Floquet ;
méthode centrage.




