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INTRODUCTION

Une transformation composite consiste & combiner deux oli plusieurs

transformations, Cette notion a été définie par Brezinski.

Le but de ce travail est d'&tudier en détail les transformations
composites de rang deux c'est 3 dire celles qui combinent deux trans-

formations.

Généralement, la transformation composite définie par Brezinski
n'accélére pas la convergence de la meilleure des deux transformations
qui la composent. C'est pourquoi on propose dans le premier chapitre
une nouvelle transformation, dépendante d'un paramétre, que l'on &tudie
en détail (noyau, propriétés de convergence et d'accélération).

L'étude de suite de point fixe nous permet d'estimer ce paramétre et

d'introduire une nouvelle transformation que l'on note U. On applique
ensuite ces deux derni@res transformations 3 1'accélération des métho-
des des trapézes et de Simpson. A la fin de ce chapitre_on se livre 3

une étude théorique de la transformation U.

Le second chapitre est consacré 3 l'application des transformations
composites & la résolution des &quations non linéaires.
Dans le cas ol la racine est simple on propose une nouvelle méthode d'ordre
trois basée sur la transformation de Germain-Bonne.
Et si la racine est multiple on propose deux nouvelles méthodes 1'une

de type sécante et l'autre de type Steffensen.

Le troisi®me chapitre est consacré & 1l‘'application répétée des trans-
formations composites. Ce chapitre est divis& en deux parties.
Dans la premiére on s'intéressé au cas des suites 3 convergence linéaire

et en particulier 3 la méthode des trapézes et aux suites de point fixe.



On propose une modification du procédé d'Aitken itéré qui donne des résultats
comparables & ceux de la méthode de Romberg.

Dans la seconde partie on étudie les suites de point fixe & convergence loga-
rithmique, on donne des résultats d'accélération en ce gqui concerne la premiére

colonne du f-algorithme et la transformation de Germain ~Bonne,

Le quatriéme chapitre est une introduction aux transformations
composites de suites de vecteurs. En se basant sur deux interprétations
différentes des transformations composites dans le cas scalaire, on pro-
pose deux généralisations au cas vectoriel., Ces généralisations nécessi-
tent des inversions de matrices qui sont &vités en utilisant le H-algo-
rithme ol le C.R.P.A.

En appliquant ces deux nouvelles transformations & la résolution des
systémes d'équations non linéaires, on obtient deux généralisations

de la méthode Regula-Falsi.



CHAPITRE I.

ETUDE DE QUELQUES TRANSFORMATIONS COMPOSITES DE RANG DEUX

(Cas scalaire).







INTRODUCTION.

A partir de quelques exemples, on montre que dans le cas oii une
des deux transformations accélére la convergence de 1l'autre, la trans-
formation composite de rang deux définie dans [8], n'accélére pas la
convergence de la meilleure des deux transformations qui la composent

en général,

C'est pourquoi on va proposer et &tudier une autre transformation
qui sous certaines hypothéses accélére la convergence des deux trans-

foramtions.

Enfin pour les applications on s'intéresse aux suites de point fixe

et 3 deux suites utilisées en quadrature numérique.

A - LA TRANSFORMATION R,
1 - NOTATIONS, DEFINITIONS,

On désigne par § = {Sn} une suite de nombres réels supposée conver-—

eme

gente vers S . {Sn} désigne le n* terme de la suite {Sn}. as_ désigne

la différence entre deux termes consécutifs de la suite {Sﬁ} :

ASn = Sn+l - Sno

DEFINITION 1, Sodlent {un} et {vn} deux suites néelles de Limite
nulle.
S{L v¥e > o 3N tel que :

¥n > N on ait |v | <elu_|
n n
On et alons v, =o (un).

DEFINITION 2. Sodent {un} et {vn} deux suites néelles de Limite nulle
SiINetc>o0

Vo> Nona |vnl < €lu |

On ecnit alons v, = O(un).




2 - PRESENTATION DES TRANSFORMATIONS COMPOSITES DE SUITES [8].

Soit S = {Sn} une suite que 1l'on veut accélérer : considérons p

transformations de suites (tk) t ke {l,e.o,p} (p 2 2)

gt {8}~ e}

DEFINITION 3.
La trhans formation T déginie par :

T {s )~ {T )

T =
n

OO

k=1 k

est appelée transformation composite de rang p des transformations £

Dans toute la suite on s'intéresse au cas ol p=2.

T devient :
n

T

_ () _(n) (n) _(n)
n- % Y tE oo

2
DEFINITION 4.
Soit t une trhansgonmation
t:{s}~ {e}
Le noyau de La transformation t est dégini par

. *
Nt = {{sn}/JN, Vn>2N:t =S}

Si on désire que le noyau de la transformation T contienne le noyau

de t, et le noyau de t,, on doit avoir afn) ® ] « a§n) d'oll

1



= (1-2(@)y (n) (n) _(n)
Tn (1 a, ) tl + a, t

2
Un choix possible de agn) a été donné par Brezinski dans [8]
(n)
At
r () _ _ 1 . A, (m) (n)
a, ® wy si At2 z Atl
At2 - Atl
]
=0 sinon

DEFINITION 5. On déginit La trhansformation R, par :

R ¢ (s}~ (™}
n 1

oil (n)_,_(n) (n)
m _ () _ (B TE ) ALY
o U T € NP €
ty 1
pour n 2 O,

Rappelons un théoré&me concernant l'accélération de la convergence voir [8].

THEOREME 1.

tén) -s”
S{ —— _=a+a avec az1 et lim a =o
(n) * n a4 D
tl - S
tf“+l) -s*
Et s =b +b avecbz1 et 1lim b = o
tfn) - g* . n n

alons an) -s* = o(tfn) - s%). Si de plus a = o alons an) - s =<>(t§n)-S*).

Ce théoréme ne nous renseigne pas, dans le cas ol a = 0, sur la

limite du rapport (an) - S*)/(tén) - S*).



3 - THEOREME D'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE.

On va donner deux exemples pour montrer que dans le cas ol a = O,

. on ne peut pas conclure sur 1l'accélération de R, par rapport a t

1 2°

Si 1'on prend
tgn) =s" + "
_ tén) =s* + )" avec 0 < |A| < 1
té“) -5

t§n) -s

Vérifions la seconde hypothé&se du théoréme

tfn+l) - g* , :
L =3+2 b=pet b =2
(n) * n : n
t -8
1
On a :
n+l
Rf“) =% 2
nA-n+l
(n)_o*
R -S
} - = A donc Rgn) -s* = o(tfn) - S*)
tln -S n(nA-n+1)
(n)
R -S
4%,) - donc an) -s* = D(tén)'- S*)
t2n -S  nA-n+l

Dans cet exemple, on voit que Rl accélére la convergence de t et de t2.



Exemple 2.a.: On prend maintenant :

tfn) =s* + A"

avec 0 < |p| < [A]<1

t(n) = S* + pn
2
e® - g
2 @y =0
(n) * A a
t -85
1
La seconde hypothé&se
tl(n+l) - g*
) T <A bn =0 et b =)
t -8
i
" ™
R - ¢ Gwaw
A O=D=p Q-1
R(n) - g*
On a an) -5 = o(tfn) - S*) et lim } ) = (i:%) et donc Rl
o t2n - s*
' - Sy
n'accélére pas la convergence de t2.

Dans le cas oli a = 0 ; on va donner un théoréme qui va nous renseigner
sur la limite de (R\™-s )/(t{M-s5 ).
THEOREME 2 :

(n) __S*

S{, ——— =2 avec lim a =o
(n) _S* n>+oo

o) =b + bn avec bz 1 et 1lim b, = o
- s* oo

S4 de plus 1lim

n>too n

! = c alors

an) - s l-c
1im -—m—-——s—* =b ('i;_—l')

ertoo t2 -
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Preuve.
Aéﬁn) tf“) -s"
, . -1
A . 5% by e -
(n)_ g*
t2 S Atén)
@ !
At1
tgn) -s" = an(tfn) - S*) donc Atén) = an+1(t§n+l) - S*) - an(tfn) - S*)
(n) (n+1) * (n) *
At2 ) an+l(tl -8) ~ an(tl -S5)
e ™D - 8% - @ -5
Posons fn =b + bn’
(n)
Atz ) a .1 fn - &
ae (™ £ -1
R ® _ gt Ly -1y
)\ = an n n
tén) - g* [(an+lfn-an)/(fn—l)]-l
et donc
(n) _o*
lim i B pieD)
nr+e tén)-s* (1-b) .

Ce théoréme nous permet d'affirmer que an) - §* =‘1(t§n) - S*).

Quand ¢ = 1 oli quant b = 0,
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Dans 1l'exemple l.a
(n) _ o>
tz S

t§n) - s*

. n+l ' . ey .
lim - = 1 c'est pourquoi on a eu accélération.
nH™®

Dans l'exemple 2.a

= (%) = an
e _g*
1
a
et donc lim -2 = (%) et comme b = A, on a obtenu
nr+e
r(M _ g*
lim l(n) x = (‘i‘:)\)v
nNe t, " = S H

Le probléme que 1l'on se pose maintenant est ; comment modifier Rl pour
avoir 1'accélération de la convergence par rapport aux deux transformations

t, et t, avec des hypothéses similaires 3 celles faites dans le théoréme 2.

B - LA TRANSFORMATION R,

1 - DEFINITION,

« *
On peut toujours écrire S sous la forme

(t(n) - C§n))

* (n) _ 72
S = tl (n) %
t, -S
-1
(n) _o*
t S
(B g ac®
Une idée consiste & remplacer*—z~——————— par 2 et dans ce cas on
e - s* ae™
1

(n)

obtient Rln puisque :



12

(n) (n)
(™ =)

R L @)

A:§“>
-1
Atf“)
Si 1'on reprend 1l'exemple 2.a
xén) - 8* 0
= (.1}%)
tfn) - g*
par contre
(n)
At2 _ (Jl_l) (.u)n_

- A
Atfn) (-1

On a alors

(n) (n)

At, t - st Qo)
(n) *

At tén) - g* '(A'l)

C'est pourquoi on n'a pas eu accélération de la convergence

DEFINITION 6.

Soit o = {an} une suite. On définit La transformation R, par :

) L M
R ¢ {s} {Rd }

oll
(@) _ . ()
@ 2 D
a ! (n)
Atz ,
%n Atfn)

(n)

Dans 1'exemple 2.a, on pose oy = ﬁ;% Vn > 0, on a alors Ry ' = s* ¥n >

0.
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Pour 1l'exemple l.a

(n) _
e L |
n
e - g*
1
et
()
At2 O-1)A"
ae® @™ m®
£
(n)
B ¢S VRS BN
i@ aGeDs R
1
At(n) t(n)_s*
Dans cet exemple —— est une bonne approximation de ———— , c'est
@ NONCh

1

pourquoi R, accélére la convergence de t, et de tye

o e o ren B e e e et e e

t =85 + -
1 n
(n) _ g%, 1L
tz S + 3
n
tén) -5 t§n+1) -s"
= — t lim =1
(m) n °© '
RN e g

Donc la seconde hypothése du théoréme 2 n'est pas vérifiée

Rf“) - —

-n +n+l
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an) -5 = O(tfn) -s)

an) -s*
lim = -]
n++o tén) -3 *

Donc Rl n'accélére pas la convergence de tz, essayons de comprendre pourquoi.

Atén) (2n+1)

2 1
= =—+0(—.
Acf“) n(n+l) ©° 2
alors que
(n) _ o*
7% 1
(@ g P

1

Pour avoir une transformation qui accél@re la meilleure de ces deux trans-

formations, il faut prendre :

et donc

chn) = S* + ..—12.__
n(2n"-1)

R, accélére la convergence de t, et de tye

Si on avait pris

L

2n+]

n

On aurait eu Rén) = S* Vn > 1
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2 - ETUDE DE LA TRANSFORMATION Rye
. Etude du noyau.

THEOREME 3. S'<l existe N tel que ¥n 2 N

(n) * (n)
t2 ~ 8 At1

T T, )
tl -8 At2
al. (n)_ *
ors8 R, =S Wm2N
Preuve.
(n) (n) (n) (n)
ORI N R N N Rl O
= = { - =g Vn > N
o 1 At(n) 1 (n) _ s*
a“'——z———-l 12_____._-]
n Atfn) tfn) -s* -

i

Ce théoréme nous donne une condition suffisante, mais non nécessaire.
Pour avoir une condition nécessaire et suffisante on va définir une nouvelle

suite B = {Bn}-

DEFINITION 7,  On suppose que Va 5™ = t{™. Dans ce cas fa suite
B = {8} est difinie par :

Bo z o quelconque.

(anAtén)—tfn+l) + tén))
Bn+1 = (+1) (0+1) Bn'
(g, 0 =)

THEOREME 4. S4 on suppose que ¥n sn(tén) - tfn)) z 0.
alons

Un R(n) = s” <= Jc ¥n t

(n)
) 1

=8"+ ¢ Bn(tén)~t§n))
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Preuve.

Comme

(n) (n) (n)
(t2 -t ) Atl

@
fa T ™ _ 5 @
1

o At2

par définition de la suite {Bn} :

B
n+l  (n+l) _ (n+l) _ (n) _ , (@) (n) _ (n)
(t2 t y=o At2 Atl + (t2 t )
By :
donc Rén) devient :

(n) , (n) (n)
By Aty 7 (e =€)

(n+1) _ _(n+1), _ (m) _ ()
B o1 (52 g ) - By &)

(m) _ () _
Ra = tl

. - () - (m) _ . (n)
Si on pose a = tl et bn Bn(t2 tl ).

Dans ce cas
Aa b

() _ _"nmn_
R, =a oo f(an,bn)
n

f est la fonction qui définit la procédure 6 voir [5] et donc le théoréme

4 est une application du théoréme 1, p. 139 de [5].

Donnons maintenant deux exemples.

o

Exemple 1.b. On pose tfn) = Sn H tén) = Sn+l et o =

g

n+l
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AS Ax
(n) n
R = 5 = S +
o n Ax AS n+l Axn+l Ax
n_ n+l _ 1 S - s
Axn+l AS n+l
(m) _ _(n)
Ra = €2

s

-~ n o= P . -
oill eé ) : est la seconde colonne de la premiére généralisation de

1'e-algorithme voir [3].

Donnons la suite {Bn} :

AX

- = (= _ \
(Sn+2 Sn+1) Bn+1 (AX ) Asn+l)8n
n+l
donc
Bn+1 _ Ay,
Bn Axn+1
Si 1'on pose
1
By = mx.
AX,
alors
1
Voo B, T E
n
D'aprés le théoréme 4
*
R(n) £§ <>Jc§ = s* + < AS
o n A n
Posons
d =S - 8*
n n
a =] et a, =-c
(n) *
= e by + =
Rd S <.=_>.a°Axndn a; Adn 0

4t ao
- = d ] - = .
<=> dn+1 o iEl ( ) Axl)

. s ‘s - . . (n *
Et ainsi on a une condition nécessaire et suffisante pour que €y ) - S
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e L s* s =5 +a T A
n . i
avec A. = 1 + ¢ Ax,
i i

(n) _ . = . -
£ Spr1 3 5 Spe2 3 0y = 3 25

(n) S n+l
o n+l

eén) : est la premiére &tape du O-algorithme [4].

Donnons la suite {Bn} :

2 2

Bn+l n+l n
= ( . Asn+2)/AS = . AS

2 AS n+t2 A2
Bn A Sn+l n sn+1

S1 on pose AS

AS
alors Vn Bn ==

AS,

D'aprés le théoréme précédent :

AS

R - g% S_4q = s* + ¢

Posons d =S - S*
n n

(n) _ * = o 01
Rd 8" <<= dn+l c Azd Ad
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d
oll A(Zgl) = ]-cC
n

C'est la condition (E) donnée page 390 de [10].

On va maintenant donner des résultats de convergence et d'accélération.

THEOREME. 5. S{ lim tf“) = s*, lim tén) = s*

nr+oo n>-+oo
. ' At2(~n )
et 84 Ix,y x <1 <y 3IN o~y f [x,yl vn 2N
At
1
alons
1im R(n) = S*.
n>-+o o
Preuve.

%n 2 -1
Atlfn) D
Exemple d'application de ce théoréme.
o = a* une constante quelconque non nulle
tfn) =8s* + An 0 < |A| <1
té“) =s*+ " 0< |u| <1
lul = [A]
(n)
A% @D Ayn

A
pe® 0D
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(n)

A

-
At fn) A

donc
Vo' eR* 1im R = g*
nN->+co o
car si |u| < |A| alors
Atgn)
lim ——=o0
oo Atfn)
lul > |A] alors
(n)
lim ld* %I = <+
e Atln

Dans les deux cas les hypothéses du théoréme 5 sont vérifiées.

On va s'intéresser maintenant aux résultats d'accélération de

la convergence.
Atz(n) tén)_s*

g™ _ g Cn Atl(n) - tfn)_s*

g = (D
(n) _ o
tl S Atén)
o -1
n Atl(n)
et
g™ _ g At(n) £ () _o* At(n)
o -0y —y - Ve —s D @
t;ni - g* n Atln t2n -g* n Atln
THEOREMES. S<
e g
% = a+a lim a =0
tln) s* n>+oo
SL

t(n+l) - g*
1
=b+Db avecbz ]l et lim b =o
(n) * n n

tl -8 0>+
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. . * *
et &4 lim ¢ =a avee aa=z1
o T

alons

A ST
T
lim =

n++wt§n) -8 afa-1

S{ de plus a # o

(n) * *
Ra -8 (a -1)

(n) _ *
2 S

lim
n*+®

*
o a-1

*
Dans le cas oli a # 0, il faut choisir {an} telle que @ =
Preuve.

Le fait que

tfn+1) - S* 3
lim ~—T—T——————-= b=1
n *
n*e t - S
1 (n)
At2
p => 1lim ™ =
n-*+°°At1
et que tén) - g
lim —(IT——; = a
nH+o ti; -8 J

On a appliqué le théoréme 12 de [3].

D'aprés la formule (1) on a :

(n) *
. Ra S oa - a a(a*-l)
1im ) it ==
n*r+o tl - S oa-1 aa-1

THEOREME 7. S<
At(n)

du,v u=<l <v o ——%37 ¢ [u,v]
Aty
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et &4
Até“) tf“) -s”
lim a (n) (n) o= 1
n+o - S
2
alons
(n) _ o* _ (n) _ o*
Ra S o(t2 $)
Preuve,

On utilise la formule (2). o
Ce théoréme sera surtout utilisé quant t(n) -s" = o(t(n) - S*)
La transformation R dépend d'un parametre (la suite {a }), on va montrer

comment remplacer la suite {a } par des termes des deux suites {tf )} et

{t( )} et pour cela on va tout d'abord se placer dans le cas ol les deux

2
suites {t(n)} et {t(n)} sont deux suites de point fixe,

3 - ESTIMATION DE LA SUITE {a } DANS LE CAS OU {t(“)} ET {t(n)} SONT
DEUX SUITES DE POINT FIXE.

Etudions tout d'abord un exemple.

Exemple 1,c.

Supposons que 1'on veuille résoudre 1'équation suivante :
2
x -6x+8=0
Cette équation peut s'écrire

2 2
xg§_+.8_ oﬁ xgi——
6 6 5

wni
+
wij oo

d'oll 1'idée pour résoudre cette &quation, d'utiliser une méthode

des approximations successives.
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Par exemple

(n+l) 3_' (t(n))
ol
(n+l) _ 1 (n),2
) 5 U )
s (o)
. Supposons que tl est tel que
1im tfn) =
n>o
alors
t(n+l) -2
. 1 2
lim —mm =3
)
1
{tgn)} est une suite 3 convergence linéaire.
(o)
. Supposons que ty est tel que
lim tén) = 2
4o
alors
(n+1)
1' _t..z_._...—.__i = -3—
N>t t(n) 5

n . P
{té )} est une suite @ convergence linéaire.

or At;n) = %-( én) - 2)(t(“) - 4) et At(n) (t(n)

D'aprés le théoréme 3, Si

tén) - §* Atfn?

n (n) _ o«
t1 S Atén)

t(o) donné

1

2)(t

- (tén)) + 8} téo) donné

(n) _

4)
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(n) *

alors Ra = S
(n) _ (n) (n) _
t2 2 Atl ) 5 (tl 4)
* 6
(n) (n) (n)
tl 1 At2 (t2 - 4)
5
11m°° an =<g

APPLICATION NUMERIQUE.

()]

5y = 3,5 alors

Si tf°) =35 et t

lim tfn) = lim t

(n)
Irr4oo nbo 2

=2 etqg = 2- Vn
n 6

Pour les résultats numériques voir page 32,

n)

On voit que {Ré/e} converge plus vite que les deux suites {tfn)} et {t

(n)

alors que {Rl } ne converge pas plus vite que {tén)}. On va expliquer

pourquoi :

On a
(n+1) _ (n) (n)
t, 2 _6 (t2 + 1) t, 2
5 ° '
(o) _2 @™ sy (™,
1 1 1
Si on pose
(n)
. - t2 -2
n t(n)_z
1
alors a, 5
lim —%—=1—0'<1
n>towo n
donc

(n)
2 1
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9 - W -
Comme ¢ = — # 1, R, n'accélére pas la convergence de t,. D'aprés le

10 |
théoréme 2, on sait que :

2

(n) _
lim —-—-——Rl 2 = b (1-c) --J
oo t2(n) -2 (b-1) 5
2 9
car b = E-et c = T—).

Par contre ces deux suites vérifient les hypothéses du théoréme 7

5 ael®)
a =z ¥n ; lim = = 0.
n n-+oo Atl(n)
et
Atén) tfn) 2
lim = ]
o 6 At(n) t(n) 2
1 2
c'est pourquoi :
(m) _, _ (n) _ (@ _, . (n) _
5/6 2-0(1:1 2) et R5/6 2 O(tz s).

Cas_général.

Supposons que 1'on veuille résoudre 1'&quation ¢(x) = 0 ol :

¢ t:R~+R

Pour cela on peut proposer deux schémas itératifs de la forme :

tfo) donné

tfn-*l)

- F(cf“)) et

F:R->R

téo) donné

| t§n+1) - G(tgn))

G :R->R
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On suppose qu'il existe un voisinage V de S* tel que F et G soient

continfiment dérivables dans V.

On suppose aussi que ¢(S*) = 0 et que F(s*) = G(s*) = s*, tfo) et t§°)
sont choisis telsque
tin ¢ - 1in (@ g
n>+oo nrteo
R L S I R I e
d'aprés la formule de Taylor-Maclaurin
(n) _ (g - (n) _ox
aet™ = @ (g -1 (£ -5
avec g = S**Bi(tfn) -s") o< ei < 1.
De méme :
(n) = ' - (n)_ *
At, (G (nn) 1)(t2 §7)
avec n_ = s* + ei(tén) -8%) o< ei <1
(n) 1 - (n)_ (n)_ ' -
At2 ) G (nn) 1 t, '-S 1 t, 'S o = F (En) 1
) Lt ) p_ " (n)_ n -
At F'(En) N n ot -8 c'(nn) 1

donc

Le probléme qui se pose dans la pratique est la connaissance de gnet de n -
(n) (n) *
) 2 et S

Comme £ est compris entre t
et on ne connait pas S* une idée consiste & remplacer gn par tfn) et

et S, n, est compris entre t

n

(n)
2

par t "Sn devient donc Bn :

F'(tfn))-l

Pn

¢ (g1



27

*
On note R = Rg.
D'oli la définition suivante :

DEFINITION 8.

Soient F et G deux gonctions dérnivables. Si Les deux transgormations
t, et t, sont déginies par :

. ) . L (@
t, {Sn} {tl } et t, : {sn} {tz }

avece
t§n+1) = F(tfn)) tfo) donné
t§n+l) = G(tén)) t§°) donné

On deginit La transformation R, par :
] (n)
R, : {Sn} ~ {R}

(n) (n)
(t -t, )
R® o 2 1

* ! F'(tfn)) -1 . Atén)

\"
(o]

n

-1

G'(tén)) -1 Atfn)

Avant de donner un résultat d'accélération de la convergence, &tudions

le cas oli F et G sont linéaires.
F(x) = $"(1-b) + bx et G(x) = S"(l-c) + cx b= c
F'(x) =b et G'(x) =c¢
(n)

Aty = (1-c) (s* - tén)) et At§n) = (1-b) (s* - tfn))

et donc :



u [-.4 u
>8>0 (5= 30+ ,5=3

048 (S - AawuVAcwv.h =5 - AAawuvm = .8 - A_+=wu 10

_n
mu u
kll.mwwluum
S - 3
« (@
asod up

o1 o4~
3 wIf = 3 uwr

S =
asayjodLy aeg

*2And1g

3o

4
(S - @3 = .5~

1 ¥
(S = @ =48~ (wl

»*
¥y

oo+l I o+t
3 wil = 3 wIy

Z
> = (u) (u)

[4

A < A 4
CayP2 = (ramy? 37217 ()3

I

[
(L= ()

1 Hﬁnmu e AOWU V

L= (9,93 12 (8d g

o™~

[ («8) 2] = 1(S),4]

S =(99=(95a1  [a=] > st |
2goddny up
"[9°®] WMy §27qVAYVRP FUUPUIFUOD FUOYFOUOF XTIP D Y2 4 FUDYOS

'8 INFIOIHL

32
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(n+l) _ o> _ (n) _ o*
t, S G (nn) (t:2 - 87) avec
n =8 +62(t§n) $) o<92<1
n
' R
%n+1 - ¢ (nn) . lan+1 G'(5)
2 Py et lim | | = | -
i n~w “p F'(SY)
Premier cas., IG'(S*)l < IF'(S*)I
2htl
alors lim I—a-l =L <1 donc 1lim a = 0,
nrte n nHe®
On est dans le cas oi
lim e - s* | F'(tl(n)) -1
n*o  (n) "0 et % = v 0. (n)
ty - S G (t2 ) -1

Vérifions les hypothéses du théoréme 7

ae{™ tl(“) -5 F'(tl(n)) ~1 ') -1
Y I ) PR ) -
a5V -5 ™ -1 E -

1
[

*

Car A-tz(n) = (‘:z(n”) -8 - ‘tz(n) ") = (6'(n) - 1)(:2(“) - s
donc Atz(n) tl(n) - S*
lim . = ]
oo othtl(n) tz(n) - s*
Até“) tf“) -s" 6'() -1)
lim . =
v A () tE“) -5 B -1 aes™
» alors lim —>—— =0
m+o At (n)
et t(1:1) _ s* 1
2
lim —(nﬁ = 0 J

e tl -8
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§)

a, converge vers

et donc R(n) s* = O(t(n) S ) et R(n) s* = O(t(n) *
Second cas : |G'(s™)| > |F'(s™)|
On pose
v =L
n a
n
*
a |F* (s’ )I
ntl atl donc lim | n+l| = TGT(S*)]
Vn ntl -+
lim v = 0.
nr+o
donc
tfn) -3
lim @ =0
D>t t n . S
2
. (n) '
Ecrivons Ra d'une autre fagon :
(n) (t (n)_,(n) )
(n) _ 2 1
R =t -
a 2 (n)
1 A%
1- —
% A tzn)
*
Atén) (n)_S
On a démontré dans le premier cas que
( ) (n)
l; ce resultat reste valable dans ce second cas.
On a donc :
tén) -s* At(n) 1 N
lim —y (n) o !
N>+ t "S G.
1 Aty (n)
1 A%
L => 1lim < (n) = o
(n) ns+o On At, )
de plus lim ( ) = 0 J

n>too t
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et comme :
| e _gr
O =
(n) _ o* o n) _ o * n
Rg -8 ot s A,
tfﬁ) - s" . Atfh)
1 - — —Gy
% Atzn)
donc ™) - s* = o(tfn) - 5" et RV -5t - o(tén) - sM).
Reprenons 1'exemple précédent :
2
-x .8 "(x) = 1
F(x) 7?-+ 3 F'(x) 3 X
X 5 ¥ =3 5
Si 1'on prend tgo) = téo) = 3,5 alors
lim tfn) = lim tén) = 2.
nHte >+
[a,b] = [133,51. F'(2) = 2 et 6'(2) = 3.

Donc les hypothéses du théoréme 8 sont satisfaites :

R™ _ 5. o(tf“) - 2) et Rf“) -2 = o(tén) -2)

*

Les résultats numériques sont donnés dans la page suivante.



Exemple 1.c.

(n)
ti

n
0 3. 5000000000000
1 3. 3750000000000
2 13.2317708333333
3 |3.0740571198640
4 |2.9083045293644
5 |z2.7430392053203
6 |2.5873773475360
7 2. 4490869230304
8 |2.33300445%94754
9 |2.26404849673887
10 |2. 1699621486305
11 |2.1181226210815
12 |z.0810739063229
13 2. 0551447672630
14 |2.0372700024014
15 [2.0250781771141
16 [2.0168236039040
17 |2.0112629082107
18 |2.0075297476574
19 |z2.0050292812882
20 |2.0033570698038
21 ]2.002239924855S
22 [2.0014941194476
23 2. 0009964516972
24 |2.000664466617S
25 }2.0004430513310
26 |z.0002954002697
27 ]2.0001969480567
28 |2.0001313051692
29 - ]2. 0000875396530
30 |2.0000%83610459

(n) {n-1) (n-1) (n-1) .
£ Ry R5/6 R,. Un-2

3. 5000000000000 | | L . & .
3. 3500000000000 3. S000000000000 3. SO000000000000 3. S000000000000 f
3. 1745000000000 3. 4853586830213 4.5603448275861 | 3.6408839779006 <. 8640167364018
2. 9805300500000 3. 4813104723737 5. 5609616173529 3. 3304783239327 3. 5408402961059
2. 7806653992318 3.5274219107071 | 21.2729052115777 3. 0547258352419 3. 1692310804587
2.5902869326506 3. 7482759343936 -.2797857288847 2.6951020332843 2. 7709219913605
2.4238598921620 4.9517991227685 1.3420975996244 2. 3968281849562 2.4412607468116 |
Z.2902473769339 ~2. 2465981010044 1.7482048180001 2.2011472688349 2.2265331166866 '
2. 1909971341238 1. 3536589310790 1. 8966051813381 2. 0337060940592 2.1083144524981
2.1218942615229 1.7719303076986 1. 9563085595659 2.0413112779606 2. 0494865270130
2.0761081991122 1..9023908925438 1.9820938010538 2.0175854164866 2. 0219001896705
2. 0468234110617 1.954249419%619 1.9926248392957 2. 0073211659291 2, 0094565819535 '
2.0285325330017 1.9772991275743 1.9969859713389 2. 0030049709345 2. 0040042924285 |
2. 0172823408889 1.9882639397666 1.9987763162360 2.0012221881921 | . 2.0016698692481
2.0104291403347 1.9937395124329 1.9995055793601 2. 0004941757095 2. 0006883871073
2. 0062792376307 1.9965783519660 1.9938003066167 2. 0001990557523 2. 0002813992686
2. 0037754283435 1.9980364190745 1.9993200099426 2. 0000799836595 2.:0001163398028
2. 0022681077779 1.9989232291895 1.99996791 13469 2. 0000320876235 2. 0000662622773
2.0013618935293 1.9993847080113 1. 9993871402524 2. 0000128595822 2. 0000186621582
2.0008175070684 | 1.9996453500148 1.9399948437456 2. 0000051502279 2. 00000751 25366
2. 0004906379046 ) ’ 1.9997941993970 1.9999979382362 2. 0000020617596 2. 0000030197224
2. 0002944308879 1.9998799408833 1.9999991748597 2. 0000008251396 2. 000001212%120
2. 0001766758706 1.9999296644948 1. 9999396698301 2. 0000003301698 2. 0000004864854
2.0001060117653 1.9999586543787 . | 1.9999958679022 2. 0000001320978 2. 0000001950768
2. 0000636093069 1.9999756281048 1.9999999471531 2. 0000000528469 2. 0000000781906
2. 0000381663933 1.9993856005531 1.9999999788592 2. 0000000211408 2. 0000000313299
2. 000?22900 1273 1.9999914761284 . ;1. 9999999915431 2. 0000000084569 2. 0000000125502
2.0000137401813 1.9999949460083 1.9999399966171 2. 0000000033829 2. 0000000050264
2. 0000082441465 1, 9999963992081 -1.9999999986468 2. Q000000013532 2. 0000000020127
2. 0000049465015 1.9999982161526. | 1.9999999994587 | 2.0000000005413 2. 0000000008058
2. 0000029673058 1.9999989384726 | 1.9999999997835 2. 0000000002165 2. 0000000003226

2¢
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C -~ LA TRANSFORMATION U.
1° - Définitions.

L'inconvénient de la transformation R, , c'est 1'&valuation &
chaque itération de F, G, F' et G'. De plus, cette transformation n'est
pas applicable 2 deux suites quelconques (en généralles deux suites n
sont pas générées par 2 fonctions) pour remédier 3 cela on va faire

des approximations,

(n)

On a vu que pour R,

on a,

.F'(:fn))— 1
O = (m
n ' (t, )-1

*

Comme
(n) (n)y _ (n-1) "
ey R - FGep ) pre®y o T ) D)
Atgn—l) Atl(n--l) 1 2 1
(n) "
At G"(n))
2 A ¢:)) n (n-1)
@D 6" (™) = —3 at,
ty

d'ol 1'idée de remplacer @ par i

Atfn)

—_ -1

_Atfnfl) A2t1(n-l) Atén_l)

= X

Atén) Aztgn-l) Atfn-l)

_2_ . .
(n-1)

At2

U 2 = = -
ot A Sn A(ASn) ASn+l ASn.
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DEFINITION 9.

Soient t, et t, deux transformations avee
. (n) . (n)
L {sn} > {tl } et t, {sn} > {t2 }

On définit La suite o = {'&’n} par :

2 (n-1) (n-1)
& ) A tl At2
n AZtén-l) Atfn—l)

pour n 2 1.

- - '\I - £ LY -
A partir de cette suite {an} on va définir la transformation U

DEFINITION 10.

On déginit La trhansformation U par :
v:{s}~{v}
n n

avec powr n = 1.

- p(n) Si A2 (n-1) p (n-1) , (n) 2_(n-1) , _(n), (n-1)
U %} t t, At2 z A t, .Atl Atl

_ (M) o (n-1) 2 (n-1) , . (n) ,. (n-1) 2 (n-1) , _(o-1) ,_(
Un_l = tl Sc Atz z0 et A t) .At2 Atz =z A t, .Atl .At1

v .=t g Atén"l) = 0.

Si les dénominateurs sont tous non nuls ¥n >0, on a :

(n+1)__(n+1), ,2 (n), (n) , (n+l)
(t2 t) ) A, At Aty

2. () , () , (n+l) _ 2 (n)
A%t LAty AL, a%t;

g =t
n 1

.Atfn)At§n+l)

Cette transformation sera &tudi& en détail 3 la fin de ce chapitre.

On va donner quelques exemples pour pouvoir faire la comparaison entre
. p(0) (n)

U, s R et R

la transformation U peut &tre utilisée pour accélérer la méthode des trapézes

pour les suites de point fixe. On montrera ensuite comment

et la méthode de Simpson.
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Z ~ Exemples,

On reprend encore une fois 1'exemple l.c. :

2
(n)
t 2 (n)
@ _ 51,8 . ) 1 @ ™ g
2 e te & ) 2
(o) _ (o) _
£ = ¢ = 3,5
a ya-10 (29 5 -6
lu,g = 2| = 3.10 IR, ) _ 2| = 1,04.10
39 = 2.9.10710 R - 2| = 2,165.1071°
9

IR29 2| = 2.165.1071°

Les résultats numériques dont donnés page 32.

Exemple 2.c.

Dans les hypothé&ses du théoréme 8 on a supposé que F'(S*) z1 et
G'(s") = 1.
Montrons que méme si F'(S*) =1 et G'(S*) = 1 on peut avoir accélération

par rapport aux deux transformations t1 et t2 :

( t§n+l) = F(tgn)) tfo) donné, tel que lim tfn) =3
J e

* 2
F(x) = x =-5x+9

\

( c§n+l) = G(tén)) téo) donné, tel que lim t

) e
[ G(x) = (x>-4x+9)/2

(n)
2 =3

{tfn)} et {tgn)} sont deux suites 3 convergence logarithmique,
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Etude de R*-

Fr(e{™) - ) ™ - 3
On G'(tén)) -1 (tzins - 3)

Atz(n) tén) -3

o =
n Atfn) tfn) -3

Donc d'aprés le théoréme 3, on a :
R,,En)=3 Ynzl.

Etude de U et de Rl'

2 (n-1) (n-1)
A tl Atz

2 (m-1) . (o-1)
A t, Atl

0 =
n

On a :

2 (n-1) _ 1, (o-1)  (n) (n-1) _
A t, 2 Atz (t2 +t, 6)

2_(n-1) _ . ()  (n) (n-1) _
A £ At1 (tl + tl 6)

Posons tén) -3

a T et ——————
n tfn) -3

(n) _
ntl _ 1 (tZ D
a 2 Zni_l)

n (tl

et donc lim 1. 1 page 54 de [16].

oo n

=3 - M - (n)
On pose X 3 t1 et Y 3¢ t2 '
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On a :

= = -—3
xn+l xn(l-xn) et Yol yn(l 2)

Posons a = 1, b = 1/2,

D'aprés le lemme [16] p. 54 3

lim 2{2 g.-b—s_l.
oo yn a 2
d'oi
(n) _
t2 3

lim ——— =2
nr+oo tl(n) - 3

s Ly - f\,
Cherchons maintenant la limite de {an}

(n)
t -3
2 (< + 1)(tf“‘1)-3)
{3
ag = !
) (Eéfi_:_3.+ 1)(t(“‘1) - 3)
(n-1) 2
t, -3
comme
tfn)—B tén)-3 tén)—s
lim —v = lim —?—:———~=l et lim = 2
o :?E—IZé nrte tO0 1)—3 D+ tfn)-3
alors
n
lim a_ = 1.
n++oo n
L(n) (n) (n)
éfg—— -1 (-f-g——:-?-)2 et donc 1lim -ézg—— =2
At (n) 2 t (n) -3 (n)

1 1 mrYe AL
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(n) (n)
At2 ) (t2 -3)
an) -3 Atfn) tfn)-3
= et donc
(n) _ (n)
t 3 At2 ,
(n)
Atl
e (D) (n)
" At2 ) (t2 -3)
Un-i -3 n Atfn) tfn)-3
tfn) -3 N At;n) et donc
o -1
n Atlzns

Application numérique. (voir page suivante).

Avec tf°) = t§°) =2,5

3

Iszg) - 3| = 1.866,10”

an)=3 Vn > 1

|Uyg-3] = 2.9.107

On a montré que Rl et U accélérent la convergence de t1

(n)}

{Un} converge mieux que {R1

Rf“) -3=0{™ -3
(m) _ 4 _ (n) _
Rl 3 o(t2 3)
. DR ¢ 5 I
Un--l.-3 - o(tl 3)
(n)
U173 =00t 7 = 3)
et de t2.



Exemple 225.

(n) (n) (n-1) (n-1)

n ti t2 R1 R* Un__2

0 | 2. 5000000000000 2. 5000000000000

1 2. 7500000000000 2. 6250000000000 2. S000000000000 2. S000000000000 R
2 2. 8125000000000 2. 6953125000000 3. 7500000000000 3. 0000QQ00O00000 2.88461538461%54
3 2. 8476562500000 2. 7417297363281 3. 1783536585366 ~ 3. 0000000000000 2.9799794661191
4 | 2.8708648681641 2. 7750815008767 3. 0900275927833 3. Q000000000000 2.9917711954352
5 2. 8875407504383 2. 8003796665006 3. 0562001712535 3.0000000000000 2o 9957036514960
6 2.9001878332503 2. 8203006037632 3. 0390117701408 3. 0000000000000 2.9974465161472
7 2.9101503018816 2. 8364465402671 Z. 0288978118883 3. QO0OCOOOOO0O000 2. 9933442543099
8 2.9182232701336 2.8498214073624 I, Q22377790449 3. 00000000O00Q00 2.99885S94747€656
9 2.9243107036812 2. 8610982122057 3. 0178955089543 2. OO000OQ00OQ00N0 2.9991781283636
10 2.93085491061029 2. 8707450655319 3. 0146711309693 3e QOQOOOOQO00Q0O0 2. 3933BE63544 30
11 2. 9353725327660 2. 8790384845741 3. 0122661108088 3. QO0O0000Q0000 2.99935292222420
12 2. 9395492422871 2. 8864070727902 3. 0104202519654 Je OOQOO00Q00000 2. 9996302563430
13 2.9432035363951 2.8928587493463 5. 00839702523976 e QO0O0OQOO000000 2.9997033734586
14 2.9464293746731 2.8985983731421 3. 0078083452539 3. 0000000000000 2. 9997590964667
i5 2.9492991865711 2.9037335181068 3. 0068634780148 2. 9999999999999 | 2.9998011864797
16 2.9518697590534 2.3083725582340 3. 0060828296733 3. QOQ0Q00000000 2.9938339097705
17 2.9541862791470 L 2.9125703523308 3. 0054303475773 3. 0000000000000 2.9938597538764
18 2.9562851761654 2. 9163923239766 3.0048791181710 3. 0000000000000 2. 9998804491874
19 2.9581961619883 2.9198874457216 . 3. 0044089980564 3. 0000000000000 2.9998972259764
20 2.9539437228608 | 2.9230364563981 3. 0040046553355 2.9999999999999 2. 9999109759918
21 2.9615482281950 2. 9260535333073 3. Q0IE542449361 3. 0000000000000 2.9999223568211
22 2. 9630267669537 2.9287875738311 3. 0033484328129 3. 0000000000000 2.9999318608888
23 2. 9643937869156 2.9313231786516 3. 00TOB0OQS503212 2. 9999999999999 2.9999398621159
24 2.9656615893258 - 2.9336814315468 3. 0028430310025 3. 0000000000Q00 2. 9999466480246
25 2. 9668407157734 2. 9358805078077 3. 0026326729500 3. 0000000000000 2. 9999524422566
26 2. 9672402539038 2.9379361624472 3.0024#50891533 2. 9999999999999 2.9999574205968
27 2. 9689680812236 2.9398621224131 3. 0022770804635 3. Q000000000000 2. 9999617225649
28 2.9699310612065 2.9416704045734 3. 0021259938243 3. 0000000000000 2.9999654598597
29 2.9708352022867 | 2.9433715754247 3. 0019896135207 2. 9999999999999 2.9999687226751
10 _9716ARSZA77Z12X 2.9449749646596 2. 0018660770730 22 00000000QQ000 2.29297158g3245

6¢



Exemple 3.c.

40

™D ™) Dy
1lim tfn) = 3
F(x) = x° F'(3) = 1. oo
c§n+l) = G(tén)) £ 239
lim t(n) = 3
G(x) = /6x-9 G'(3) =1 e
n tl(n) tén) R1(n—1) Rin-l) Un_2
> | 2.83810 | 3.71058 | 3.13508 | 2.983m | 2.96168
5 | 2.s0499 | 3.53685 | 3.04156 | 2.99239 | 2.98866
10 2.93333 3.37880 3.01239 2.99655 2.99575
15 2.95077 3.29149 3.0052T 2.99802 2.99TT3
20 2.96085 3.2364 % 3.00265 2.99872 2.99858
30 | 2.97214 3.17113 3,00084 | 2.99933 | 2.99929
Exemple 4,c.
tl(nH) =re®y O s
1 1 -
_ lim ¢t/ =3
CF(x) = x2~5x+9 F'(3) =1 e
(n+l) _ (n) (o) _
t, = (t2 ) t, 2,5 .
lim tz =3
.G(X)-=x2 -gg—x-l-i's§ G'(3)=-g- mobe
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o tl(n) tén) R;nfl) Rin-l) U o
2 | 2.81250 | 2.90250 | 3.37500 | 3.37500 | 3.13636
. 5] 2.88754 | 2.96243 | 3.15884 | 3.09442 | 3.10601
10 2.93055 | 2.98942 3.05054 3.01789 3.01922
15 2.94930 | 2.99668 3.01667 3.00472 | 3.00499
20 | 2.95994 | 2.99893 | 3.00606 | 3.00142 | 3.00148
25 | 2.96684 | 2.99965| 3.00229 | 3.00045| 3.00046 |
30 | 2.97169 | 2.99989 | 3.00087 | 3.00014 | 3.00015 |/

3 - APPLICATION DES TRANSFORMATION R, et U A L'ACCELERATION
DE LA METHODE DES TRAPEZES ET DE LA METHODE DE SIMPSON.

b

Soit & calculer I = J f (x)dx.

a
f ¢+ [a,b] >R

On va rappeler les deux méthodes [20],

. Méthode des trapézes (formules 6,25 de [20]).

um=§mw+nmm+m+n@mmmﬁm]wh=%i

de plus : 3
nh "
I=T(h) - 5 £"(n)

n ¢ [a,b]

si f est 2 fois contin@ment dérivable sur [a,b].

. Méthode de Simpson (formule 6.26 de f201)

s(h) = %-[f(a) + 4f (a+h)+2f (a+2h)+4f (a+3h)+ ,., + 2f (a+(n-2)h)+4f (a+(n-1)h)+£(b)]

avec n pair et h = E%E . Si f est 4 fois continiment dérivable sur [a,b],

on a

5
mh_ ¢ (n) (n)

S¢th) = I + 180 n ¢ [a,bl.
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A partir de ces formules on peut définir deux suites :

{T(h )} et {S(h )} avec {h_} une suite telle que : 1lim h_ = 0.
n n n n
n>+oo
On va montrer comment choisir dans ce cas la suite {a } pour que la suite

{rR ( )} converge plus vite que les suites {T(h )} et {S(h )},

On va distinguer deux cas, Dans le premier, on supposera que f est 8 fois
continliment dérivable sur [a,b] et dans le second cas on supposera que f
est seulement continu sur [a,b] car 1'estimation de I—T(hn) et de I—S(hn)

n'est pas la méme dans les deux cas.

a) Cas oli f est huit fois continlment dérivable sur [a,bl.

D'aprés [12] formules 18 pB88.

_ 2 4 6 8
I—T(hn) —AT hn+BT hn+cT hn+o(hn)
I-Sh)=A K +B.h° +0 @

n s n S n n

On suppose que
. £'(a) = £'(b) donc AT z 0

. la suite {hn} est décroissante

I-5SCt) A
I - T(hn) AT
A
S(th .,) - S(h)
T(hn+l) - T(hn) T
Posons
) _ (n) :
tl ’ S(hn) et t2 = T(hn) n=1
et
2 2
) hn+1+h
Cn h2
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Pour faciliter 1'é&tude, chaque fois qu'on utilisera la suite {hn}, on

supposera que

hn-l- 1
Avec cette hypothése on a
5
a = = n >1
n 4 ¥
On va s'intéresser aux transformations RS/ﬁ et U.

(n)

Avant de démontrer que la suite {R5/4} converge plus vite que les deux

. .~ rp(n) N | .
suites {S(hn)} et {T(hn)}, exprimons {R5/4} en fonction de T(hn—l) ;
T(hn) et T(hn+l)'

h
= B =_1 .
Comme h0 = h=-a et hn+l 3 on a

nooa
n
h 2-1
T(h ) = -2 [£(a) + 2 | £(a+ih )+£(b)]
w2 i=1 n
n n-1
h 2-1 2-1
Sh ) =5 [f(a) + 4 ‘2 £(a+(2ic)h ) + 2 ‘E £(a+2ih ) + £(b)]
i=1 i=]
Posons
n n-1
2=1 2-1
A = ,Z f(a+(2i-1)h ) et B_ = ﬂZ £(a+2ih )
=] i=1
n~1
25 25 2-1
} f(atin) = } f£(a+(2ich)h) + J £(a+2ih)
i=1 i=1 i=1 n

= A +B
nn
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Avec ces notations on obtient :

h
-2‘1 [£(a) + 2A_+ 2B+ £(b)]

(n) _
t, T(hn)

h
(n) _ -_n
tl S(hn) 3 {f(a) + 4An + ZBn + £(b)]

Remarques.
1%) B4l = A +3B pour n 21 en effet :

n n

2-.-1 2"1

B 41 = iZl f(a + 21hn+l) = izl f(a+1hn) =A +B.

2°) 1I1 faut sensiblement le méme nombre d'opérations pour calculer
T(h ) et S(h).
n n

. - .y 2 . . n-1 _ .
3°) Sin 22 ; & chaque itération n, on fait 2 évaluations de

fonctions.
Notations.

On pose h
T) = o [f(a) + £(B)]

v
[
]

Tn+1 T(hn) n

Avec cette notation on a

-=T

4 1
S(hn) §'Tn+l 3 n'

C'est un résultat connu 3 {S(hn)} est la premiZre colonne de la méthode

de Romberg.

(n)

Exprimons Rs/y en fonction de Tn H Tn+l et T .o-
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LEMME 1.

Preuve.

_ - _ n+2 n+l n
S(h_,) - S(h)

T(h ) - S(h) = czﬁil——-45
n n - 3 )

Or

(n)__(n),
(2=t )
acl®)
2
u —— -
n Atl(n)

1

(X0) S () (S, )80 4
U CURIER IO ETCCHE ) Bt Ui &

= S(hn) -

(Tn+2 - 5Tn+
n 3

1 * 4Tn)

et

-T 4T _-5T _+T
+1
X = —( n n) ( n+2 n+l n)

3

d'oli le résultat

R(n) =T - 4(Tn-!-Z—Tn)(Tn+l-.Tn)
5/4 n

jn

n+2—5Tn+l * 4Tn

. . o n
On donne maintenant une estimation de R( ) - I.

5/4
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THEOREME 9.

S{ £ est huit gois continiment dérnivable surn [a,b] et 84 £'(a) = £'(b)
alons

52
R _ 1o T
AR (€, - AT) 8 + o(h )

Ce théoréme est un cas particulier d'un autre th&or&me qui sera démontré

dans le chapitre IIT (théoréme 4).

On va comparer R5/45 deux autres transformations. On va commencer par
le Az—d'Aitken [3] appliqué & la suite {Tn} :

(n) ATn ATn+1

THEOREME 10

S{ f est huit fods continiment déndivable sur [a,b] et &4 £'(a) = £'(b)
alons

eé“) -1=38, hi + o),
Preuve.
n = T(h ) =1+ AT h + T h:-l + CT hg-l + O(hg_l)
=TI+ 164 hi+1 + 256 B hﬁ+l + 4096 C, hg+l+0(hﬁ+l)
T =T(h) =T+ 4A b2 +16Bh +66c b0 +o0mS,)
Taeo =1+ 4 hr21+l * By hfx+l * G h161+1 * O(h:+l)
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4 6 8

2 2
A Tn 9AT hn+l + 225 BT hn+l + 3969 C’r hn+l + o(hn+l)
- 2 _ 4 6 8
ATn = 12 AT hn+l 240 BT hn+l 4032 CT hn+1 + o(hn+l)
2 4 6 8
ATn+l 3 AT hn+l 15 BT hn+l 63 CT hn+l * o(hn+l)
d'ol
4 6
e(n) =1+ 144 ATBT hn+l * 0(hn+l)
2 2 4 y
9 AT+2558Thn+l+O(hn+l)
4 6
=1+ 16 BT hn+l + o(hn+l)

=h.
or 2 hn+ n

4 6 l
1+ BT hn + O(hn).IZ

2
Montrons maintenant que le A -d'Aitken et Rl coincident dans ce cas et

comme R( n) . I+ BT h4 + O(h ) d'aprés le théoréme 10 : Si AT #z 0 et
B, =0 alors {R( )}ne converge pas plus vite que la suite {S(h )},
LEMME 2
(m) _ _(n)
Rl €,y Vn 2 1.
Preuve.

Par définition

(T(h_, )=T(B ) (S(h )-T(h ))

() _ -
R; T(hn)

AS(h ) - AT(h )

n n

On a vu dans la démonstration du lemme 1 que

) - sh ) = 4Tn+2 - STm_1 + T

ntl’ n -3

<

S(h
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T(hn+l) - T(hn) = A:rn+l
donc AzTn
AS(hn) - Am(hn) = —3
et comme
ATn
Sy = Ty =5~
On a donc
() _ AT AT 1 (n)
Ry =T — 3 =&
AT
n
Une autre méthode qui utilise Tn : Tn+l 3 Tn+2 est la seconde colonne

de 1'algorithme de Romberg [20] 3

S(n)=T nZl'
o n
™ 4k+lsl£n+l)_slgn)
Sk+1 = ) n21];kz2o
4 -1
On pose :
v =s™ 5.,
n 2

Remarques.
° . a

1°) Pour calculer Vn il faut connaltre Tn’ Tn+l et Tn+2'
[ - . (n)

2°) On a vu précédemment que 3 S(hn) = Sl donc

16 : 1
Vn 'ig S(hn+1) "-l"g S(hn) nz21
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3°) AS = =4 BT et B.=-20 CT

En effet :

6
S(hn) =——-—T——=I—4BT hn-20 CT hn+0(hn).

Donc

4°y v_ =T+, h®+omd.
n T n n

D'aprés le théoréme 9 et si AT 20 3;C,=0et CT z alors

T

F gl

{Ré;i} converge comme {Vn}.

Avant de donner deux exemples numériques, on va s'intéresser 3 la
transformation U.

On rappelle que :

(n) _ (n) _
tl S(hn) et tz T(hn)
(n)
U = R
n-1 g
avec 2
v A°s(h 1 AT(h )
n

A% (h,_p)  8sth )

Avant de donner une estimation de Un— -I on va tout d'abord montrer que

1

1im & = é-; cela fera 1'objet du lemme 3.
oo D 4

LEMME 3.

S4 £ est huit fodis contindment dénivable sur [a,blet 84
f'(a) = £'(b) et £"'(a) = £"'(b) alorns :

2 4
Tt G e - bt om)
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Preuve.

On a vu que S(hn) s'8crit de la maniére suivante :

4 6 8
S(hy) = 1+Ah +Bh +0(h)
2 4 6 8
AS(h_|) = 225 Agh’  + 3969 Bcho | + O(h°, )

2 ) 2 4 6 8
A°T(h_p) =9 Ap L .+ 225 Bh' 4 3969 CohC 4 OCh, )
Ash ) A B B. .
=l e Sk e @S- 05 DnZ o )
A*T(h__)) Ar s Ap' m »

iii:n-l) B ATZ {1+ o EI - %%?'Eg)h2+l * 0(h4+1)}

n-1) 20Ah Ap Ag" m n
S n+l
donc
B B
Vo5, 2l s_25 7T .2 4
o, =z7* (o Il AT) hep OB
-- h_ -
or hn+1 = 5 et BS = =20 CT et AS = =4 BT done
B _ &
Ag By

On obtient alors le résultat demandé,[]
THEOREME 11.

SL £ est huit fods continlment dérndivable sun [a,b] et 84 £'(a) = £'(b)

£"'(a) = £"'(b) alons :

BZ

. 6 8
Ut =14 G 5¢p) by + 0(h)

nel
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Preuve.

D'aprés le lemme 3 on a :

.5, 2 B _ 257 2 s
“ 77 (20 ‘A 4 Z;? hn+l * 0(hn+l)
et comme :
AT(h ) B B
n {1+ G2-2L5 2 Lom® )}
AS(h) 2 5 A n+1 +]
n)  5An s
S n+l
et donc
T(h) 4A A
n n -1 s .2 s .2 4
(a -1) " =—h {1 +4—nh + 0(h )}
n S(hn) AT n+l AT n+l n+l
T(h) - S(h) =4 A h>  + {64(B-A)} h*  + 64 (C-B) . n® . + o )
n n T n+l TS n+l TS n+l n+l
et
Sh)-U .=16A h" +64Bf—$—h6 + o )
n n-1 S n+l T AT n+l n+l
d'ol
U . =1+ 64(B. - (B./A)A)R® ~ + om® )
n-1 s p/Ap)Ag)h n+l
or B.=-=20C., A =-4B_ eth® =64n° .
5 7> Ag T n n+l

On obtient donc le résultat cherché,l

Récapitulons les estimations obtenues dans ce paragraphe.
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2
B
g™ T, .6 8
5/4 =1+ (CT T”AT) hn + O(hn) avec n 2 | et AT z 0
(n) _ 4 6, _ o(n)
52 -I+BThn+0(hn) R1 nzletATzo
6 8
Vn =14+ CT hn + O(hn) n2>1
U =1 + 4((32/A ) -5C)h +0(BS) nx1l
n-1 T T T n -

4 6 8 2 4 6 8
s(hn) =7 - ABThn - 20 cThn + O(hn) et T(h ) = I+AThn+3Thn+cThn+o(hn)
Exemple n° 1,d,

! d
Il = J T= Log 2 = 0.693 147 180 559 453 ...
o
L ésultats numériques pour S(¢h ), T(h ) R(n) R(n) et U
es ré q p n’? n’? 71 5/4 n-

donnés dans la table n° 1.

\'
n

WOV WwN =

L E693174603174603

= 69314718055

. 693147901481235
.693147194297078
»693147180787850
. 6£393147180563563
- £33147180560002
89945

.693147180559944
.693147180559942
. 693147180559938
-.6£93147180553931
.693147180559918
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R
Rs 14

Ug

vy

a 15 chiffres exacts

a 14 chiffres exacts

a 15 chiffres exacts

AT 2 0 et BT z

0

{R(n)} et {V } ont sensiblement le méme

5/4

comportement puisque :
™ . =
5/4 Vn n=7,8,...,12

{an)} ne converge pas plus vite que {S(hn)}'
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Exemple n® 2.d.

- [l dx
Jo x+0 .01

) = 4,615 120 516 841 26...

(n) R(n)

Les résultats numériques pour S(hn), T(hn), Rl » Ro /s

ainsi que Un—l

sont donnés dans la table g° 2,

o)

v

I .
9.951581011875900 Ré/lj) a 12 chiffres exacts.
6. 683504479617990
5. 29931S465474800
4,.792395041576410 |- U
4, 4726 2620686102 11
4.618717709367960
4.615347652730711 \'
4.615128593848530 12
4. 615120700635410
10 4.615120520114240 {an)} converge comme {S(h_)}.
11 4.615120516894212 n
12 4.615120516841820

a 10 chiffres exacts.

a 12 chiffres exacts.

W OIOUL b WN -

Litgs - .
b) Cas ol £ est continu sur [a,b].

Si on suppose seulement que f est continue sur [a,b] alors 1'expres—
sion4de T(hn) - I n'est plus en hi, de meme celle de S(hn) - I n'est plus
en hn et donc les estimations données dans le premier cas ne sont plus
valables. Sur deux cas particuliers on va montrer comment choisir la suite
{an} pour que {%in)} converge plus vite que {T(hn)} et {S(hn)}.

) S

i - Soit & calculer I = J vx g(x) dx.
o

-
- [}

Ol g est fonction analytique sur [0,1]. D'aprés [12] on a les estima-

tions suivantes 3

L. 302 2 502, o ,7(2 4
I-T(h) =& b/"+B b +C " ep nl® +om)

o 302 5/2 712 4
I-s() =4 h'%+BHT 4 ch Ceom )
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Vérifions que {T(hn)} et {S(hn)} vérifient les hypothéses du théoréme 1.

lim I—S(hn) A

S
) A

A
; S
Montrons que si Aq # O alors ;—-”é {o;1}

4T(h ) = T(h )

s(hn) =
3
I-Th ) =1-TCh) =272 AThi/Z + 4B B+ O(h:/z)
_ 3/2 2 5/2
I- T(hn) = AThn + BT hn + o(hn )
Donc 7
4=2v2
Ag = 30 &
A
S 42y,
AT 3
De plus TCh ) I
lim ntl = _.l z 1,
o~ T(h ) - I /2

(n) _ (n) _
Posons t, S(hn) et t, T(hn),
Donc les hypothéses du théoréme 1 sont vérifiées et on a alors :

an) -I=o0(sa)-D) et R -1 =0(h) - 1,
n 1 n

Donc pour avoir accé&lération de R, par rapport a t ett, il faut choisir

{aﬁ} telle que

lim o = 1.
n-+o
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. A . o o . s
Montrons que la suite {ah} qul caractérise U vérifie cette condition.

- - oa p3/2 (1 _ 5/2
S(hn”) S(hn) Ashn (2/_ l)+0(h )

3/2

Azs(hn_l) = -Ag b “=-1na-22 + o(n 3/2,

2v/2

2
A8t ) 12

1lim

nreo AS(hn_l) 2/2—
De méme

. I D Y 3

im =

oo AT(hn) 2V2

_ 1, 372 2
car T(hn) =1 AThn + O(hn) donc

2
. A"S(h__,) AT(h__,)
1iif 3n = 1 puisque o == n-! . n-1 .L
>+ A"T(h _,)  aSCh__,)

Posons tfn) = S(hn) et tén) = T(hn). D'aprés le théoréme 6, on a :

U -1-= o(S(hn) -I)etdU -I-= o(T(hn) - I).

n-1

Application numérique.

Exemple n° 3.d.

1
2
I=J /xd = —
3 0 3

g(x) =1 vx ¢ [0,1]

Les résultats numériques sont donnés dans la table n° 3, {R( )} ainsi que
{U } convergent plus vite que {T(h )} et {S(h )l{RS/Z} converge comme
(1)1
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1
ii) Soit & calculer I3 = J x Log x g(x) dx.
o

g une fonction analytique sur [0,1].
D'aprés [12]

_ 2 2 3 4 4
I-T(h) =A b Logh +B h +C h +D h'Logh +0 (h)

I-S8Ch)=A h2 + B h3
n s n s

4 4
ot Cs hn log hn + O(hn)

il est facile de voir que

S(hn)—I
lim ———— =0
e TCB )T

avec les notations du théoréme 2.

A
a ~ gt
n AT Log hn
a Log h
ntl donc lim I 1,
a Log hn o 3p
-
I~TC(h,,,)

n* I - T(hn)

Donc les hypothé&ses du théoréme 2 sont vérifiées on a alors :

R™ -I=o(sh) -1 et &™ - 1=0@m) - D.

On peut montrer que :

. n
1lim an = ]
n +

et donc

U _, ~I=0(T(h) -1 etU _ -I=o(Sh) -1

n-1 1

Application numérique.

Exemple 4.d 1

I4 = J - x log x dx = 0,25
(6)
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f(x) = x log x si x ¢ J0,1]

f(o) = 0 ¥x ¢ [0,1] g(x) = - 1.

Les résultats numériques sont données dans la table N° 4.
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4 - ETUDE DE LA TRANSFORMATION U.

an) - eén)
Quand tfn) =5 et tén) =5, alorsq ot
= gm
u =9

{e(n)} étant la premiére &tape du @-algorithme [4]. On sait que le noyau
du A -d Aitken est inclu dans le noyau de la premiére &tape du @-algorithme.
On va généraliser ce résultat.

On appelle hypothése (H) 1'hypoth&se suivante

(n) _ tlgn+l) b

"Zntk
@ : ou - {t(“) én*l) =5} k=1,2

(n) _ (n+1)
Atk = Atk
THEOREME 12.

Sous L£'hypothise (H) et 8'4L existe N et i8,, B, el que : B, +B8,=0
et ¥n 2 N : B (t(n) - 5%y + sz(t(“) s) = 0 alors U, = S* Va2 N.

Preuve.

Supposons que B, # O et B, = O et B, + B, = O.

On a pourn 2 N B (t(n) - S*) + B (t(n) - S*) = 0 alors
171 272

g ae™ = -g acl®
pour n 2 N '
et BlAztfn) = —BZAztén)
B B
2 (n), (n),, (n+]) 2 (n) ,,(n) , (n+1) _ _ "2 (n) (n) (n+l)
A t Atz At2 - A t, At1 At1 = Bl (1 l) A t, At
Notons Ak = {n eN / tén) = tén+l) ou At(n) = At(n+l)}
2 fn) Atén) At§n+1) - El _ t§n+l)_s*
A?E;n) Atfn) At§n+l) BZ tfn-hl)_s*

pour n > Net n £ (A uA,)) et donc u - S* pour n > N et n ¢ (Al U A2).



(1= ;= (120 X :
— + *m = Anvm
(n-0) (1)

anb sxo1e

[ 2 uAp S = [

£
Ozzy"n+ §= Nu Y+ S = ~u
u ¥ () u ¥ ()
: 97dwexa un suouuop _m 9P INT3D 9p IUSIIIFTP 3IS2 ) 3p nedou 3] STER

‘l HOTIPWIOFSURI] BT 9P nEAou 3]

SuUBp NioUT 3IS?d gm uoTjemioysueil B 9p nedou 3] anb xsijuowgp 9p douop JusTA UQ
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0 @p uor3lTUTIap Ied ® uo N z u anod
- | S .41 4 I .
N 2u anod g = ()?V°0 = (s - ¥ g si01e 0 = “939 0 = '9 1S
‘N z uap gm = ab B U0 ] @p uwot3IuTIap aed 39 0 = Aanq N =z Up duop
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Utilisons maintenant le th&oréme 5 pour donner un résultat de convergence

pour la transformation U,

THEOREME 13.

S4 lim tfn) = s* ¢t lim tén) = S* et &4 3x,y -x <1 <y

n>+oo n->-+oo
(n+1) (n)
Aty R
N n> N——— { [X,y] et si lim Gy = % 2 ¢ {0,1 alors
(n) Dt At T
Atl 1

lim U = s*
n

n>+oo
Preuve.
Até“)
lim —G)= z
n>+co Atl
alors d'aprés le théoréme 12 de [3]
At§n+1) on a :
et ——— ¢ [x,y]
Atfn)
A2t§n)
1lim 7 () = 2
mto ATt

1

.0 .
et donc lim o_ = 1 puisque z z O et
n
oo

" A2t§n) Atén)

a - .
n+l 2 (n) ° _(n)
At Aty
et
. At§n+l)
lim ¢ z

oo n+l At§n+l)

donc d'aprés le théoréme 5

lim v =s.
nr>+oo
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On va examiner le cas oli z = O,

THEOREME 14.

A (D A
sitim e = 5" = 1in ™. 8 1in -%;5—- -wet __%_7 -2
e nteo 1 e At Atln :
avee lim z = 0.
e
Z 41 *
S{lim X" =det siwd=1 alors 1im U =S .
e n -+ n
Preuve.
(n) _ (n)
Atz zn Atl
2 (n) _ (n+1) _ (n)
A t2 Z 1 Atl n Atl
donc

Aztfn) At§n+l) - Atfn)
2 (m (o+1) (n)
A t2 zn+lAtl zn Atl

Aztf“) ae{™ ((Acf“*')/Atf“))—l)

A2t(n) ’ At(n)

2 1 z At(n*l)
( n+l 1 - 1)
z L))
n At1
1 i_m M = 1-_1..
oo n+l wd-1
At§n+l)
lim o =0
pbeo DL At§n+l)
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Or

(n+1) (n+1)
(t -t )
u_ = tfn+l) _ 2 1

(n+l)
" At2

oth+1 Atl(n+1) =1

. *
et donc lim U = 8§ . []
n—>+ o0

Examinons maintenant le probléme de l'accélération de la convergence.

THEOREME 15.

g0 _ g
.2 T
SL—G)——~;=a+a aVQcaf{o,l}?ztlim a =90,
tl - S n N>+ n
t§n+l) - S*
Et 84 ( — =b+ b avec b ¢ {~1,0,1} et 1lim b_ = 0 alors
tln) -5 n nteo B
Un—S* = O(cf“+l)-s*) et U_ - s* = 0(t§n+l) Y
Preuve.

e (D _ g

Par hypothése lim =b;b¢ {-1;0; 1} et alors d'apres

1
n—)...oo tl(n) - S*

le théordme 1 p. 218 de [11]

AclotD)
1im -——l—(——j— =b
n++oo Atln
et comme Y g*
. 2 1
lim —— = 2a
nr+e (n) *
tl -8 At(n)
et | alors lim = a
ko Atfn)
t§n+l) - §*
lim —(T_—_—— = b ]
n - S* ) J

n>teo tl
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ac{®
. 2 3
et lim —— = a
nr+® Atfn)
a2 ()
. "2
de plus 1im = g
| =>
n+oo Aztfn)
ac (o))
1
lim ———=b»
o Atfn) )
comme a * 1 et a # O donc lim & = ] et d'aprés le théor&me 6. On a
n+l
nr+e
_o* _ (n+1)_ * —e* (n+l); *
Un S = o(tl S) et Un S o(t2 S)
[
Donnons maintenant un résultat quand a = O.
THEOREME 16.
tén) _ g tfnﬂ)-s*
Sc = a avec lim a_ =0, S{ = b+b_avec b = 1
tfn) -g* n N tini_s* n
a )
et lim b_ =0 et 44 lim Z+l=caveccbzl.A£ou:
mr+o 1 me g

* . (n) _ o* *
U -8 = o(t2 S) et Un- )

- g% = o™ -
n-1 § =" =8

1

Preuve.

Posons f =b+ Db .
n n

(n)

(n) _
2 1 9

o
-5 = a(t
5 ¢

O R CHid )

(n) _
At, © = a 1 1

n+l

et

(n)
At, ) a1 fne Ty

f -1

(n) n+l
Atl
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2 an+2fnfn+l - 2an+lfn+an
£ £f - 2f +]
ntl n n

Or

Athn—l) Atén—l)

2 (n-1) ° (n~1)
A tz Atl

nQ?

a
G fn--l_l)(fnfn—l -2 fn—l+l)

a

n n
( . £E o+ 1 2 an_l)(fn_l 1)

et donc

b-

2
Lin & o (eb=1) (b%-2b+1) cbil)

e (c2b2—2cb+1Xb*D

=

donc (n)
n At

Qe

2t Ty

et donc

(n) _(n)_.*
& Atz tl S i}
n Atfn) tén)—s*

lim 1

nr+co

Toutes les hypothéses du théoréme 7 sont vérifiées

(n)
2

-s* =0 (tM_s*)

-S* = ot 1

U -s*) et U
n-

n-1 1

Ce théoréme est 3 comparer avec le th&oréme 2, Puisque sous les mémes hypothéses

que le théoréme 16 on a :
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(n) *
R -
lim | 5 = b(l-¢c)
neo tén) -s* &
et donc
-g* = o™ _ g*
Un—l S o(R1 s).

Donnons un exemple d'applications du théoréme 16.

tfn) = 5% 4+ A0 4 20 o< |A] <1
tén) =s* 4P s o< ul <1 et |a| > |u

de plus

(m)_g*,

= H: —-*= (n)—* —*s
cb A(A) B # 1 et donc Un- S o(t2 S) et Un— S o(tl

1 1

Pour clore ce paragraphe donnons quelques résultats numériques

tfn) = e(n) g-algorithme [4]

2k

t(n) (n) p-algorithme [4] avec x =n,

2 = Pax
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n 2
. -2 T
Exemple 1 e. s = 1 (i*1) S = g— = 1.644934066846559. ..
1=0
i (n) (2) (1)
Kk Pok Eox R, U,
1 |1.645833333333333 | 1.8534720222022202 | 1. 6423611111
L BALITTTEIATTREC crissrssess | 1.6423 11114 |1.64399317333
2 |:-6469TB7IZAIIBI0 | 1.5B48261360ILAET | 1. E44DE2TTETER0BO 1.64&941722225
3 |1.6443364091730040 | 1. 606777428773680 | 1. 644933790416534 | 1. 644934007495
4 |:.64453406EEBBE70 | 1. 61B4E67E73095253 | 1. €44934069415294 1. 6449T6067T 14
5 |1.844934066854680 | 1. 625464832953690 | 1.644934066904190 | 1. 644934066858
6 |3.£4493406€RIT062 | 1. 6293648593270 | 1. 6448340672IE720 | 1. 644534066857
7 |1.6449TL0EEB43180 | 1, BIT10TBES577470 | 1. 6440306607744 | 1. 644934066835
8 1. B44FT406684T911 | 1.635330544537670 | 1. 6445340EE751414 1,54493406654£
9 |1.644934066847190 | 1. 637007S406168%54 V1. 64693406ERTIZES0 1 1. E44DS406ER47
t i
Exemple 2 e. S = 1 (-1)7/(i*1) s =0.6931471805599453...
i=o
(2) (2) (1
k 1)
P2k %k R1 Uo
1  BOSENSESESS5S58 | L 694444644060664 | L BIZTOBIIZITITIT | - 693214677435
2 . 787554534845727 | .693169398307104 | . £ITITIBZE924077 | . £53148587987¢
3  775613209418097 | .E€92147656340760 | .£23146794165632 | . £AT147210280¢
4  EE4107IB061683 | .693147191942373 | .£331471€9428296 | . £331471081217¢
5 L 7m00T0980584211 | . 693147180848933 | .633167180238375 | 633147100375
6 L 7E3451775242173 | J€93147:180567563 | . 693147180550625 | . 693147180560
7  748684989322128 | .693147180560151 | .6331471805539675 | . 693147180559
8 L 7LLE76565022898 | ..6931471805599%: | .£93147180052937 =33 =59
9 LJE93147180559945 | .€93147180559945 | .633147180559!

L 7412525339094031

Exemple 3 e,

{Sn} diverge

(—l)i zi

+l/(i+1)

Log 3 = 1,098612288668110...

(2)
P2

c (2
2k

(1)
Ry

4)

o

0. 5583743530D+01
0.5271743319D+01
0. 83176239T7D+01
0. 1 IBE0ITOETDHOZ
0. 240193864TD+02
D, LRT76055841D+02
0. 775457361TD+0Z
D, 14Z45S3IBETIDHOT
9, BE41AS2232D+0T

1.038&61%

1. 1282051282051 30
1. 09572451 72306T40
1. OPBEEEEEEEEEETD
1.098615315413664
1. 098612462388410
1.Q038611 QUI7760
83402380

1. 0986122887 16630
1., 03861228RC71560

1. 0909030902309 030
1. 038081 ZZ2BT0OETE
1. 09857641 2686510
1. 098609833146580
1. 098612119550530
1. OPBELIZZTEBIZTIO
1,0938612287843030
1.098612268610013

1. 098612288€663990

1. 099873843566
1. 0BBE7RET72E6T"
1.038615824366(
1. 098612482793t
1. 058612299748¢
1.098612283321!
}.098612288707(
1. 098612288670

1. 0386122886648



n 1
Exemple & e. s = ) LU S = 0.604898643421630
i=o v i+l
(2) (2) (1)
P ax €2k Ry Yo

O WO UNb W

-

L B423IT79443002658
< BL2542T10233980
LB0B234142223254
. 7865E78I3080643
. 78688T0877494€64
L 7787I3IBE54T64L4T
. 771714475876952
. 76T5735688607626
L 7E0140514364833

-B0E311465502868
L 60491910383 IZ20
. 6048390480272
<E048386T2647302
. £04838643648918
« EO4B3BELTLZT7 498
. 60489864342:1786
- €04B3BE4L4TLZ1ETL
- E04838B6434216320

. 604423932020599
- 6048BE270766848
- 6048963038473 16
- £04BF8E6341399751
- 604B3BE4TIEZ3Z0E
- BOLBBEBELATL41 4255
. 604898643421413
- E04858643T421624
- E0O483BE4T4C

« 6043834115501 79
cEQLB002E64372898
«604B83BE76391271
LE048388644139874
. 6048386434781 14
L EQLB2BELTLZZOZT
- EQ4B3BE43421640
L£0408986474 21 €30
- £04898643421630

n
Exemple 5 e. 5 = Z avec a_ = 1
—_— R N a4 o l;l]
1 k JiLe
% T T T8 Ggp k>0
§ =y = 0.577215664901533
(n) (2) 69 R
ka e2k R1- Ué

WO~ U W -

CS772175%4624652
LEB77218664330227
L. S77215664328322
LE77219664933491
L B77215664303386
LE7T7215664901242
CE77215664901398
L7701 5664901 539

LE577068451 255870 ¢

EBI7083I711734656
. B0B33F2E74211582
. 597438642919274
. 531140500367822
. S87400857367068
. 584394803740377
. 583353868541425
. S582184731807998
L 2813172172823558

LS77534621184966
. 577 135686083806
«S77215634945030
. 577215664670297
L E77215665170040
. 577215664302571
. S77218664880555
. S577215664884369
L S77215664901679

. S77461833070838
.57721136484€648
. 5S77215657745565
. 577215664383150
. S77215664816729
LB77215664303282
. S7T7215E64303269
cS772156643900946
CBT77ZISEEA201427







CHAPITRE II

APPLICATION DE QUELQUES TRANSFORMATIONS COMPOSITES

A

LA RESOLUTION DES EQUATIONS NON LINEAIRES.
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INTRODUCTION.

Dans ce chapitre on s'intéresse 3 la résolution des &quations non

linéaires. On envisage deux cas selon que la racine est simple oli multiple.
ler Cas : racine simple.

Si on utilise une transformation qui a &té définie par Germain-Bonne
[13] page 12, pour la résolution des &quations non linéaires dans le méme
contexte que l'utilisation du Az-d'Aitken pour obtenir la méthode de
Steffensen. on obtient une méthode d'ordre 2 qui utilise trois &valuations
de fonctions 3 chaque itération, son indice d'efficacité est donc 3J7
alors que celui de la méthode de Steffensen est v2.

En se basant sur le fait que la transformation de Germain-Bonne peut
€tre interprétée comme une transformation composite de rang deux avec t, et

1

t2 définies comme suit @

tgn) = Egn) Le A2 d'Aitken

(n)
£, =8

On montreracomment modifier cette méthode pour qu'elle devienne d'ordre 3.
2éme Cas : racine multiple.

I1 s'agit de deux applications de la transformation U qui a &té définie.

dans le chapitre précédent. La premiére application va nous fournir unme

< . 1+/5 . .
méthode de type s&cante qui est d'ordre 7 la seconde application va nous
fournir une méthode qui est en fait bas@e sur 1'utilisation de la premiére

étape du 6-algorithme, On montrera qu'elle est d'ordre deux.
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1 - RAPPEL ET NOTATIONS.

2
S
. - . . (n) _ m . _ %% (n)
Soit S {Sn} une suite. S1 on pose t; Sn et t2 S 7 "€
AS
n
alors
s - E(n)
R(n) =S <+ —L_.z.__
1 n (n)
AEZ 1
AS_

La transformation Rl ainsi définie n'est autre que la transformation définie
par Germain-Bonne [13] p. 12, pour accélérer la convergence de certaines

-

suites & convergence logarithmique.

Ordre de convergence d'une suite de point fixe.

DEFINITION 1.

Soit s = {S_} une suite iterative qui converge vers s*.
Sc

|S

*
n+l s I -

lim c
e |S_ - ¥
n

ouC e 10, +oof et r > 1, alons on dira quer est L'ondre de convergence de
La suite {s}

Indice d'efficacité d'une méthode,

DEFINITION 2.
VErINIIZUN ¢

Soit (M) une méthode destinée a nésoudre une Equation non LinZaire
x = F(x). On suppose que La méthode (M) est définle par une suite {x }
Soit ¢ L'ondre de convergence de cette suite {xn} et 50it p(pdN*) Le nombre
total des Evaluations de fonctions au cours d'une {tération.
Si r> 1 on pose :

M) = P

I(M) est appels indice d'efficacité de La méthode (M).
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2 - CAS QU LA RACINE EST SIMPLE,
Supposons que l'on veuille résoudre 1'équation non linéaire :
f(x) = o ol f:R-R

Posons F(x) = x - £(x).

On fait les hypothéses suivantes

. S* est solution de 1'équation 3 f(S*) =0
. f est suffisamment dérivable dans un voisinage de g.
. IFT(SM ] < 1.

On peut par exemple, utiliser la méthode de Steffensen, qui est basée
sur le Az—d'Aitken.

-

X un réel donné
v = = i =
pour n 2 0 ¥ _=x et Vil F(vi) i=o0,1
puis prendre
2
(v, vo)

n+l 2 o v.,"2v +v°

L 2 ]

On démontre que la suite {xn} est d'ordre 2 et, comme elle nécessite deux

évaluations de fonctions par itération, 1'indice d'efficacité de cette
méthode est donc : V2 =~ 1,414.,..

. . eqs 2 . cqs .
Si au lieu d'utiliser le A -d'Aitken on utilise la transformation de

Germain-Bonne on obtient :

-
xo un réel donné

= F(vi) i=0,1,2

pour n > O v, = X et Viel
(o) _
= R(o) v - Eg.—__.v_o)

Xn+l 1 o (o)

Aez

-1

V.=V
1 o
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Achakir ([1] p. 117-118) a démontré que cette suite est d'ordre 2 et que

1'indice d'efficacité de la méthode définie par la suite {xn} est donc :
3 = 1,26

DEFINITION 3.

On appetle méthode (M) £a methode difinie par La suite {x_}
x, 1l arbitraire

nz=20 Vo =x et vi+l = F(vi) i =‘Q,l; 2.
2
. (Av.)
8(1) =v,~ = i=o,l1
2 i A2
V.
i
et
(o) _
X =v = (82 Vo)
n+1 o Ae(o)
z2_ . 1
VooV,

Expliquons comment cette méthode a €té obtenwe.

= X =F
vo n et v1 (xn)

v. =8 =Ke +Le’ +Med + Ne' +0 ()
1 n n n n n

avec * . (), *
_ prea* _F'(s) - F'(s) _FT(s)
K=F'(s),L=— s M= == N =722
et
€ i =V " S pour i = 0,1,2
V. - 8" = Ke + Le2 + Me3 + Ne“ + o(e4 )
2 T ntl n+l n+l n+l nt+l
0 _ o 7.2 .73, % 4 4
€, S Ken + Len + Men + O(en)

ol
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a-0)"! L3

K =
L= ([l-K]-Z) [Lz(-Kz—l) + M(K3-K)]
M= ([l-K]_3 [L3(-K4-K3—K2-K) + ML(2k5-K4+K -2K

Ces résultats ont &té pris de [15] p. 720.
Or

2

¥ = K K2 e
n

1 - 3 -
e§ ) i + (LK + 2k ei + o(ei)

donc

2e{ = eV < &) - k-nel + @) + 2RLyed + 0 (D)

et
o (ee 2 3 3
Aen (X l)en + Len + Men + n(en)
donc
Aeéo) - = 2 - 2 2
= (I+K)K e+ [L(K"+K+1)+KL] e° + 0o(e%)
Ae n n n
n

On sait que

+ O(ei)

Ae(o) 14K

et
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THEOREME 1.

La suite {xn} qui déginit La méthode (MI) est d'ondne thods.

Preuve.

x _ 2 2, . 2 2 3,3 3
"2'5 =e .5 K e * L(K +K)en + [L°(2K) + M(X+K)] e * o(en)

2 2 2 2 3 3 3
v,V = (K —l)en + L(K"+K) e +[L7(2K) + M(K +K)]en +'o(en).

On a :
(o)
AEZ =Ke + {@(K2+K+1)-IZKL)/(K+1)} e2 + o(ez)
v, -V n n n
2 o
= 2 ., 2
= Ken + K1 e + o(en)
_ (o) - 5.2 _=3_= 4 4
(vo EZ ) e K e Len M e + m(en)
et donc :
* =~ 2 -3 -4 4 - = 2 2
X, -85S =e - {en-K e, =~ Le - Me +<>(en)} {1+Ken + (K1+K)en+°(en)}
- 3 3
= @k)ed + o (ed)
donc

* = _o* 3 _o* 3
xn+l—S = (L-Kl) (xn $) + o(xn S)

et alors :

la suite {xn} est ‘d'ordre trois.

T

Chaque itération nécessite trois &valuations de fonctions donc p=3.
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L'ordre de la suite {xn} est trois, 1'indice d'efficacité de la méthode
(Ml)_est :

I(Ml) - 31/3 = 1,442, ..

Donnons maintenant deux exemples numériques.

Exemple n° 1.

- - - -x -x
L'équation 3 résoudre est x-e ~ = 0. f(X) = x - e

f(x) =x - e X
F(x) = e X

s* = 0.567 143 290 409 784...

en partant de x =oona obtenu les résultats suivants :

k X,
0.S65828727712364 A
0.567143290398347 [ I3
0.S67143290409784
0. 567143290409784

PUN-

Exemple n° 2.

- . - 2
L'équation 3 résoudre est X =~ — x + < =0

f(x)

"
A
|
I
®
+
|

F(x) =

I

Xk

0. 297769729317575D+01
0, 293989817106428D+01
0. 299993993338650D+01
0.300000000000000D+01J

PN
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3 - CAS OU LA RACINE EST MULTIPLE.
Soit

f(x) =0
£(s*) = 0

*
une équation non linéaire, soit S une racine de f :

On suppose que S* est une racine multiple de f c'est 3 dire :
™" 20 m22
£ (s*) =0 pour i =1,...,0-1.
Avec ces hypothéses, f s'écrit sous la forme :
*m *
f(x) = (x=-8)"g(x) avec g(s )= O.
On définit aussi la fonction F :

F:R-+R.
F(x) = x - £(x)

Il est facile de voir que F(S*) = 5" et F'(S*) = ]
P %y = @ 5"y 151
DEFINITION 4,
On définit La fonction H par :

H:R-+R

f(x) £(x - £(x))
fix - £(x))-£(x)

H(x) = ~
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LEMME 1.

Avec fLes hypotheses citées précedemment on a :

H(S™) = 0
H'(SY) = é
weety o £"(ST) 2 g'(s)
H"(S ) = (1-2m] - = &=
| m? o2 &8(8)
Preuve.
Posons
o(x) = £ £(x)
f(x~f(x))~-f(x)
et
£ (x—£(x))
K(x) = ——§?§7———

On va utiliser quelques résultats obtenus par King dans [14] p, 323

eis™) =0
e'sty =L
m E
R T R T
m m

On fait un développement limité de f(x-f(x))

i .
£(x-£(x)) = £(x)~£"(x)E(x) + %-[f(x)]z f"(x)+...+(:%%— [ e ® e,

donc

i . .
R@) = 1-£'(0+ 3 [£00] 76 + o+ S e @1t £ @ s

H(S™) = K(S').G(8™) = 0

H'(x)

K'(x)G(x)+6"' (X)K(x)

H'($%) = 6'(s™) K($) = 1

B"(x) =x"(x) G(x) + 2K'(x).G' (x)+G" (x).K(x)

K'(s¥) = -£"(s")

wee®y o = 2 engaty o+ 1 en _2g'()
H"'(S) = a’f (s7) + m2 £'(s ) m2 NG
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a - Méthode de type sé&cante.
DEFINITION 5.
etk 4

On appelle méthode (Mn) La méthode déginie par La suite {x } :
X et x, deux néels donnes n

(o) (n) _
pour n = 1 1 "% ! “n-1
t§i+l) - F(:fi)) pour i = 0,1,

On prend X 1 = U

Cette méthode nécessite deux évaluations de fonctions 3 chaque itération

(sauf la premiére qui nécessite quatre évaluations).

On va simplifier 1'écrituee de Uo’ et pour cela on va utiliser la

fonction H qui a été définie précédemment.
LEMME 2.

La suite {xn} qui définit La méthode (M, peut s'éenine :
X s X 2 neels donnés

n=>1
(F(x__,)-F(x)) H(x)
xn+1 - F(xn) - n-l n n
H(xn_1)~H(xn)
Preuve.

tfl) =x ~f(x)

£ = PO ~£(x ) = x ~£(x )~ (5 £0x )
Atfl) = -f(x -f(x))

At§°) = -£(x)

226 - ) - E(r T £(x)
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Or :
. (tél) _ 1:(1))
U = t( ) _ . 1
o 1 2% (0 plo) g (D)
—-"1 2- 2 1
* (o) ° 1)
A21:2(0) At1 At2
2 (o) (o) (1)
A t1 At2 At2 _ H(xn-l)
2 (o) ° (o) ° (1) ")
) t2 At:1 At1 n

Théondme 2.

| ta suite qui définit La méthode (M ) est de £'ondre (1+vY5)/2.

Preuve.
o) = X S*
n pose en n
D'aprés le lemme 1
m+1 . (1)
B(x ) = B'(S) e+ ) A, et +(>(em+1) avec a, = 2 (5
n n =y 1 n n i i

* - B - _ m _omHl vy m+1
F(xn) s = e, - e g(xn) e e g () e g(s) + o(en )

et d'aprés le lemme 2 on a :

* *
x (F(xn)—S )H(xnel)—(F(xn_1)=S )H(xn)
xn+1—S - -
H(xn-l) - H(xn)
m+1
R i i m+1 m+1
H(x _,) - H(x ) = -H'(S )(en-en_l)—iz2 B (e ~e ) +ole ) +o (e )
H(x )= B(x ) = - B'(S%) [e_~e_,]{1 + Bsh) [e + J+0(e) +0¢(
n-1 n n n-1 ek n on-1 °n ®n
2H' (8™)
*
Posons X = (F(xn)-s ) H(xn_l)
*
Y = (F(xn_l)-S )H(xn)

-1

)}
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m
m * m * i m
= - 3 | '
x = (e -eg(B)+ole)) (B (S)e , + izz Ae  +o (e )
= 8'(s") + ? Ae el B (s")g(s™) e"e % A g(sh) & i
B ®n"n-1 jop inmn-l g “n®n-1 Py 17 ®n®n-1

m m
(o]
+ (en) en_1+eno(en_1)

de mé&me
Y =H'(S)e e + ) Ae (s ym* (sM)e” e Ifn agse® e
n-1 L. "in ®n-1 7 9 ®n-1%n T L 19 en-len
i=2 i=2
m m '
+e 4 o(en) + e o(en_l)
B koL k m-1 m-1, 2 2
xn Yn B A2 enen-l(en—1~en) g(s)E" (S )enen-l(en ®n-1 Lenen-l(en-l en)+"°
Sim=2 Y =[-a (s E" (s7) 3¢ ) + T (&2 -+
tm= xn n 2en'en-1 9 enen—l en"en-l enen-l en—l e °
Sim > 2 X -Y =[-aAe_.e Je -e ) +Lee (e2 -e2) +
n n 2 n°" n-1"""n n-1 nn-1 n-1 n e
On pose *
H" s *
o, = ———i—;l—- + g(s)
2H'(S)
" *
am=_§__(ST) pour m=>3
2H' (S")
X -Y
- n n
en+1

H(xn_l)-H(xn)
Enne gardant que les termes prépondérants on a :

= e .e
n+1 am n n-1

et donc la suite {xn} est d'ordre (1+4V5) /2.0
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Remarques.
° e -e
1 ) = n n=1 =m - mH" (s*) (en+en-.1) +ouns
H(x )-B(x _,)

donc la suite {Bn} converge vers m.
g = xn_xn-—l
n H(x )-B(x_.)
n n

-1

1+/5
2
de fonctions & chaque itération, son indice d'efficacité est :

2°) La suite {xn} est d'ordre et la méthode nécessite deux évaluations
I(MII) = 1,272 ...

1+/5
> -

3°) On peut démontrer que, quand m=1 la méthode est aussi d'ordre

Avant de donner quelques exemples numériques, on va rappeler la méthode proposée

par King [14] pp. 321-325.

La méthode de King est la méthode définie par la suite {yﬁ}gyo, ¥y deux

réels donnés

pour n 2 1
G (yn)
Ynet = ¥ ~ (yn—l-yn) ) G(Yn-l)- G(yn)
2
avec G(x) = L£))

f (x-f(x))-£(x)

1+/5

King a démontré que la suite {yn} est aussi d'ordre 5 .

*
i f = -S alors
Si on pose n yn

1G"(S )
£ == £ .£
n+l 2 G'(s) ™ ™ 1

De plus si on définit la suite {mn} par :

yn>- yn-l
m

n = Gly) - Gly__,)

alors la suite {mn} converge vers m.
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Pour les résultats numériques, on va donner pour la méthode proposée, quelques

termes des suites {xn}, {f(xn)} et {Bn} et pour la méthode de King on donnera
quelques termes des suites {yn}, {f(yh)} et {mn}.

Exemple n® 1,

Pour les deux méthodes on a pris :

f(x) = f(o) =0

X, = 0.8 =Y et x

=]

Xn

£ (xp)

0.999999775846648D+00

-Q. 593740882438631D~18

2 O, 303541315345700D-01 0.1788A59468&8530D—02 —0.95160202360876@D‘

3 Q,5566737S50337650D-01 - Q, 58708395921 26636D-02 | —0, 831349205458096D-

4 1-0.928832318891737D-03 Q.172706310526448D-05 Q. 250065021 700249D-

5 Q,273460971032990D-04 0, 149557715536136D-08 0, 22959098359281 2D-

6 0. 126872853452424D-07 0.321934416227510D-15 Q. 193549810903399D-

7 | 0.129719719908856D-08 | 0.336544139763426D-17 | 0. 200004180850035D-

Pour la méthode de King :
n Yn f(yn) mn_
2 Q. 245908291627214D+00 | 0,97071170161388B6D-01 Q. 763289598268633D+
3 0.945232148350627D-01 Q, 163260824835073D-01 Q. 839947783316649D+
4 0.192539433670590D—01 Q,727422312331657D-03 0.140729361742776DH
5 Q, 2155796529341 135D-02 0.827492251124804D-05 Q, 172697404B82790D+
6 0.592997736788814D~-04 Q. 703250929052232D-08 Q. 183872772390092D+
7 Q. 190771763531233D-06 0.72787?17635183§D-1§ 0. 199338855769573D+
° X 3
Exemple n° 2. £(x) = -(50 + ). (1-x)
f(1) =0 m=3 §=1
xo =Y, = 0.8 x1 = y1 =1,2

n xn f(x&) Bn
2 0. 10014179657495QD+01 0. 1503108199534 76D-06 | ~0. 813366653047442D
3 0. 100038849623420D+01 0. S09223515736304D-07 | -0, 791380017063816D-
4 0. 9999359775846648D+00 -0, 593740882438631D-18 Q. 3001S6706664630D-
5 : 0. 300102700232968D
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Pour la méthode de King :

=]

' m
Y, f (yn‘) n

nd wN

0. 100223425104412D+01 Q. S880405043557938D~06 0.112301719730291D+01
0.100139414196218D+01 Q. 142860933330586D~06 0.112778777538133D+01
0. 100000054265571D+01 Q.842431106484572D-17 0.299853752545099D+01
_0. 100000054265571D+01 Q. 842431106484572D~-17 . 299853752545067D+01

b - Méthode de type Steffensen : Ly P
Déginition 8.
On appelle méthode M) La methode definie par La suite {x } : x_ néel
donne
(©) _ (o) _
pour n 20 t, =X t, F(xn)
(i+1) _ (1) (i+1) _ (i) .
t = 1:"(1:1 ) ty = F(t2 ) pour i=0,1
n+l Uo

Rappelons tout d'abord la définition de la premiére étape du @-algorithme [4]

p. 102. soit {vi} une suite,

(1) _ Ao Ay
€2 TVik T T2
Av,
i
On pose
(1)
vV, .-€
(i) _ i+1 72
% = Vi *
_Aetd)
2 .
Av. . 1
i+l
Lemme 3.

La suite {x_} qui définit La mEthode (M;} peut &'écnine : X néel donng
n

poun Vo = xn
Visl = F(vi) pour i = 0,1,2,
% g (o)
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Preuve.
. _ (o) _ (1)
Si dans la méthode précédente on note Vo T t1 PV = t1 ;
_ . (2) _ . (2)
v, =t i Vv, =t alors
2 1 3 2
v =t _ o)
1 1 2
_ .2y _ (o) _
vy = t1 = t2 , de plus vo = xn, et
Vidl = F(Vi) pour i = 0,1,2 ;
on a donc U = B(o).
o 2
Ecrivons x en fonction de x_, . F et H :
n+l n
(F(F(xn))-F(xn)) H(xn)
X =F(x ) -
n+1

H(F(x_))~H(x )
n n
Théoneme 3.

La suite {=_} qui déginit La méthode My ) est d'ondne deux.

Preuve.

*
On pose en xn S pou n>0

m+1

A i m+1
H(x ) = H'(S") e + ) Ae +o(e )
i=2
(i) , *, ,.
ol Ai = H (8") /it
* * mtl *x i m+1
H(F(x )) = H'(S") (F(x )-8") + J A_(F(x)-§) +o0(e ")
n n .52 1 n n

Or
Fx) =x - £(x) = x - (x-89)" g(x) = x-(x-8")" {g(s%)+g" (s¥)e_+o (e )}

m+1 1

* m * A m+
F(xn) -8 = e ~e g(s’) - e g (s7) + O(en )
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m+]1 .
= e e oo qe* *m‘.*.*m+1 1_m+1*
H(F(x )) = H'(S)e - H'(S) g(S) e -H'(S)g'(5) e+ 122 Aje -2Ae "Tg(s’)
+o(em+1)
n

On a aussi :

* *
H(F (xn)) (F (xn) -5 )~H (xn) (F(F (xn) )-8

e =
n+l H(F(x )) - H(x )
n n
] * ” *
H(F(x )) - H(x ) = -B'(8%)g(s™) e® [1 + {&8) L B S )y . | S(e)]
n n n * * n
g(s) H'(S)
F(F(xn))—S* = en-2ef;l g(S*) - 29'(5*) e;‘“ + m[g(s*)]2 eim-l + o(el::ﬂ)
* *o_ *, m+2 ' e* * 022 0 2m
H(F(xn) (F(xn)-S )-H(xn) (F(F(xn))-S ) = A2g(.S )en + B'(8) [g(s )] (1 m)en
m+2
+ 0 (en )
d'ou
" (sT) 2 x  2m-2 2
e = ———— e + (m-1) g(S) e + ofe))
n+l 2H'(S*) n n n
On pose :
” *
a, = H (s*) + g(S
2B' (S)
" *
am = BI85 (_S*) sim> 2
2H' (S)
donc
_ .2 2
en+1 amen + O(en)

de suite {xn} est d'ordre 2.0
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Remarques.

1°) A chaque itération on fait trois évaluation de fonctions donc, 1l'indice

d'efficacité de cette méthode est :

T(M ) =37 = 1,26...

II

F(xn) = xn en g(xn) donc F(xn) X en g(xn).

Si on définit la suite {yn} par :

F(x )—=x
n n

Yo T
H(F(xn))—H(xn)

alors
lim Yﬁ =m
n-=4oo

De la méme fagon on peut définir la suite {Gn} par :

F(F(x_ ))-F(x_)
§ = n. n

n

H(F(x_))-H(x )
n n
m * ., m
comme F(F(xn))-F(xn) = -e g(s) + o(en) alors
1lim & = m.
n

) o a

Dans les exemples numériques on donnera pour chaque exemple quelques termes

des suites {xn}, {f(xn)}, {Yn} et {Gn}-

Exemples numériques.

~ Dans tous les exemples que l'on a testé on a remarqué que dés que
-12
|f(xn)l <10

dégradent et la pression de {xn} ne s'améliore plus, et m&me dans certains

les résultats numériques des deux suites {Yn} et {6n} se

cas elle se dégrade aussi.



Exemple N° 1.
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f(x) = -(50 + ex).(l—x)3

*

§=1 et m=3 x_ =0,9
o
[
n
X f(xQ) Ypo1 . Gn.-i
1 0.948100385D+00 |-0. 733334905D-02 | —0. 882236049D+01 | —0.891601773D+00
2 Q, 103150853D+01 0. 164473397D~-02 0.963116572D+01 Q. 603628537D+01
3 (. 995871311D+00 |-0,371470710D-05 0. 426098381D+01 0. 361366273D+01
4 Q. 100000730D+01 0. 205287210D~13 0, 301613039D+01 Q. 300785719D+Q1
Exemple N° 2.
f{x) = +5 xz
*
§=0 m= 2 x, = 0.3
n x £(x )
JP_-—-- n n Yn‘l Gn.:_l
1 ]-0.203225806D+00 0. Z0630TE42D+00 0. 141935484D+01 Q. 3854838710D+00
2 |-0.649086911D-01 0. 210656309D-01 Q. 3Q9735632D+00 Q. 125300605SD+01
3 |—-0.844010638D~02 0. 356176979D~03 0. 902118745D+0Q Q. 158269099D+01
4 |-0.171157761D-03 Q. 146474896D-06 Q. 1768393034D+01 Q. 192138020D+01
S 1-0.731890511D~-07 0.267831860D-1§_ Q. 199487497D+01 0. 199823082D+01
Exemple N° 3.
2
2x
fix) = Tix
*
§=0 m= 2 X, = 0.9
n X
- n £ (xg) Yn- . Qp-1
1 0. 484723650D-01 0.448189242D-02 |~0.510157045D+02 [-0.256360324D+00
2 |-0.1181939732D-02 Q. 273754200D-05 Q,254612207D+01 Q. 210604918D+01
3 |-0.698563332D-06 0. 975938905D-12 0.193621276D+01 0.19976&087&4-0}4i







CHAPITRE III

ALGORITHME REPETES D'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE.
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INTRODUCTION.

Ce chapitre se compose de deux parties :

Dans la premiére, on s'intéresse aux suites & convergence
linéaire, et en particulier & l'accélération de la méthode des trapézes,
R 2 . . - . ,
on montre comment modifier le A"-d'Aitken itéré pour avoir sous certaines

=

hypothéses une erreur comparable & celle obtenue par la méthode de Romberg.

On donne aussi un algorithme pour accélérer les suites de point fixe.
Dans la seconde partie, on s'intéresse aux suites & convergence
logarithmique. On commence par donner un théoréme 4'accélération de la
convergence, qu'on applique aux suites de point fixe pour montrer que la
premiére étape du O-algorithme ainsi que la transformation de Germain-Bonne

accélérent la convergence.

Et pour finir on compare ces deux transformations.
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A - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DE QUELQUES SUITES A
CONVERGENCE LINEAIRE,

1 - PRINCIPE DE LA METHODE

Deginition 1.

On dit que La suite {sn} € LIN 484 et seulement 84
1°) {s } est une suite convergente vers s*.
2°) i) Ip=z1;0<lpl s1

i) T existe une suite {c_} convergente vers zéro
avec n

Definition 2.
Soit {sn} une suite convergente. On déginit Les transformations W et v,
par
My ® {Sn} > {p]in)} et vy d {Sn} -+ {vlin)}
oll Vn :
”;n) = (S = xS, + U=x)s
v 2y (s) =y 5 + (1-y)S
X k °n k"n Yk’ n+1

puec 1°) x ety sont des termes indépendants de n

(-]
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On va appliquer la transformation R, aux deux transformations uo et vo

1
Leyme 1.
S&onp04et1=uoett2=v alons
2
(As )
Vo Ri(n) = ez(n) = s ___z_i___
o A%s
Preuve.
(n) (n) _ _
Vo "M, = (xo yo) Asn
(n) (n) _ _ 2
Avo - Auo (xo yo)A sn

et comme X, z yo alors :

2
n) _ (n) _ (Asn)
R, =g, =§ =
1 2 n AZS
n L

Si la constante y est choisie de telle fagon que la suite {vén)} converge
(n) }

plus vite que la suite {pén)}, on va comparer {eén)} et {vo

Théoneme 1.

Soit {sn} une suite appartenant a LIN et tyo=u Pt =V . On suppose
que x_ + (1-x)p = o alons

(n) _ * _ (n) _ *
R1 -8 = o(uo s)
Si de plus y_ + (1-y )p = O alons R{“) -5 =ow™ - 5%,

Preuve,

On va appliquer le théoréme 1 du chapitre I.

Sn+1_S
{Sn} € LIN donc ———=p + ¢

s -s n
n



Or

et

de

On

et

si

On

v

(n)

O
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*
-8y -y erlly Yo,

{n)
uo

- 8

* xo+(1—xo)p+(1-xo)cﬁ

{p+ cn}

z = + - % -
% 7 ¥ X (1 xo)p Yy +Q yo)p
et
p=E1
v(n)—s* y +(1-y )p
R O O (o)
donc lim o) = (1% )P 1,
n-eo uo =S xo xo
méme
(n+1) *
- + - -
o [ _ X (1 xo)p + (1 xo)cn+1
(n) *
- + - + -
U S X (1 xo)p (1 xo)cn
a
uén+1) S*
lim —/—————— =
(n) *
n+to | - 8
o
donc d'aprés le théoréme 1 du chapitre I on a :

de plus y_ + (l-yo)p # O alors

(n) _ o* _ (n) _ o*
R1 [ o(uo s)
R(n) -s* = O(v(n) -s)

1 o

fait maintenant les hypothéses suivantes :

- L.a constante p est connue.

- lim
n-+o

c
n+i

n

=d et x + (1=x)p #0
(o] [o]

.
’

Y, + (l-yo)p =0
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Theoneme 2.

Soit {s } une suite appartenant & LIN. On pose :

(n) _ . (n) _ -
t1 Hy xosn + xo)sn+1°
t(n) - V(n) - pSn-Sn+1
2 o p-1
On suppose que x 38—1 et que
1im n+1 =g,
n~®
alons
(n)
I W 5 (1-8)
oo v(n) s (p-1)
o
Preuve.
On note
. - (1-y°) c,
noox_ o+ (1-xo)p + (1-—xo)cn
et
. - (xo + (1-xo)p+ (1-x°)cn+1 o)
n  'x + (l-x )p + (1-x )c_ ' P n
(e} o o n
On a
c
1i n+l _ 1 n+l =4

Posons aussi bn =f -p

D'aprés le théoréme 2 du chapitre I on a :

(n) _x
Ry -S (1-d)

) _+  Plo-D °
$ |

lim

n>o v S
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et donc pour que R1

soit égal & 1.

Donnons deux applications de ce théoréme.
Exemple 1.

Soit {Sn} une suite telle que :

n .

s_vs 4+ (-7 ] —=— avec Y, * o.

i=1 (n+B.)

i

p= -1 et

+ .
1im cn+1 =a=1 v(n) - Sn Sn+1

n-4o n ! °

et donc on eR - {1/3 on a

(n) * (n) *
€, -8 = 0(11o -S)
et
e(n) - g = o(v(n) _ S*).
2 o

Exemple 2.

Prenons maintenant la suite {Sn} telle que :

s, =s +2"+ 6 of 1>A>6>0
c
_ . n+l _§
p=Aet 1lim - = X
e n
AS_ =S
i A (n) _7n n+l
Si on prend X z 5-1 et v° "1
On a : o) . (A-8)
=85 +§
o A-1

d'aprés le théoréme précédeht

{n) *

€ - S
b S 2
neo v g A-1

o

accélére la convergence de Vo il suffit que le nombre 4
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et donc :

(n) * (A=6)
€2 nvS o+ O-1)

(n) }.

et dans ce cas {E;n)} converge comme {v°

On va maintenant chercher une suite {an} pour que Ra accélére la convergence

de Ve vén)_s* (I’Yo)cn N
On a vu que = — - , quand y = = et comme,
uo(n)_s* xo+(1 xo)p+(1 xo)cn o p-1
c (p+c ) -c
AV;n) - _ntl n (Sn-S*)
1-p
et
(n) _ _ _ _ _a*
Ay = (p=t4c )+ (1x ) (prc ) (pre —cp) HS -87)
Posons v(n)_s* Ap(n)
8§ = o . ° .
n uén)_s* Avén)

Si on suppose que dp # 1 alors :

lim § =Qi.

o O dp-1

Théonéme 3.

(n) (n)

Soit {sn} une suite appartenant a LIN. On pose t, =M = x S +(1-x)S__,

0 ()
avece xo * D—-T
L@ o 50" S
2 o p-1
et
o = -—-——p-1 ¥n dp z 1
n od -1
avee
1im n+l =4
n-»-o© n
alons s
lim a

> 4 * =
e (n) g
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Preuve.

On utilise le théoréme 7 du chapitre I.

(n)

-t Ao le g (pre)-e )
dp-1 (n) dp-1 °
by {x [ (p-1)+c M (1-x ) (ptc ) (pre_, -1)}
Atz(n)
lim ¢ @) =0 %1,
n-~o n Atln
De plus lim an o Y =1,
Notons
s(n) -5 c(n) - e
1% n o n
(n) _ _(n) _ p-1
51 = %x avec an = EE:T

Si on suppose que la suite {S;n)} appartient & LIN, on sait qu'il existe p1

(1)
c
n

et avec :

S(n+1)_ *

S
1 (n)
g _ g* 1 1
1
c(n+1)
Si de plus lim = g3, avec p, 4, # 1
400 Cr(ln) 1 171

On peut appliquer la transformation j, é.{an)}won obtient :

(n) _ (n) (n+1) _ P
My O =X 8,0+ (1—x1) S, et x, # o1
de méme P
(n) _ (n) - (n+1) -
v, = yls1 + (1 1)S1 et Y, pl_l .
91_1
Posons tl,— “1 et t2 = v1 et an = d1p1-1 ¥n on a 3
e -5 - e (M -5%) Ry - 5" = o(s{™ 5%



103

(n) - R(n)

et on recommence le raisonnement avec 82 y et ainsi de suite...

On obtient donc un algorithme qui s'écrit comme suit :

¢
s =g
(o] n
{n) (n) (n+1)
20 = S + (1~ s
pour p uP xP b ( xP) b
(n} _(n+1)
@ _ "% 5
v =
< o -1
p
p -1
w = E_L___l
P PpP
et v (n) - (n) )
S(n) u(n) _ P p
ptl P A (n)
= Av
w i
P
L

Cet algorithme peut &tre considéré comme une génralisation du Az—d'aitken itéré

[43 p. 191, en effet si on prend dp =1 ¥p € N on retrouve le Az—d'Aitken itére.
2 - ACCELERATION DE LA METHODE DES TRAPEZES.

Supposons que l'on chercher une valeur numérique approchée de l'intégrale

définie :

oli a <b et oli £ est une fonction 4p+8 fois continfiment différentiable sur [a,b]
(p e N, p £fix€). Pour donner une valeur approchée de cette intégrale, on peut

utiliser la méthode des trapézes : on pose :
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N

‘T(h) = = [£(a) + 2f(ath) + ... + 2f(a+(n-1)h)+£(b)]

On définit la suite {hn} par :

h = b-a
o

hn
hn+1 = 2

On obtient une suite {T(hn)} que l'on note {Sn} :

b-a

So =5 [f(a) + £(b)]
n
2"-1
s, = 2;? [f@ +2 § fla+i 3‘%) + £(b)]
2 i=1 2

On sait que si f est 2m+2 fois continlment différentiable sur [a,b] (voir par

exemple [2] p. 46) on a :

B
_ 2 4 2m 2m+2 (2m+2) 2m+2
Sp=T+zh +zh +...4zh" 4+ Somne £ (&) h
£ € [a,b]

B ® nombres de Bernouilli [2] p. 44.

=

On va appliquer l'algorithme défini précédemment & la suite {Sn}. Posons
(n)

So = Sn' cherchons la valeur de p et de 4.
he By P
-I = —_ — + —_—
SatT T % T 16T %36t e

Supposons que z, 20 et zi Z 0.

2 4
S -I z, h z. h z z
_.‘l"'_l.__=:11.(1+_2—45+—3-1-%+._.)/(1+——2-hr21+——3—h4+...)
s_-1 % o 21 Z "
et donc p=-i—etd=i—donc w°=§

Onposexk=0 Vk e N
e ——————

é
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(n)
(n) _ 4 . (n+l) _ o
o () Vo 3 so 3

v o )y

s(n) - . m__o [e)
1 (e} (n)
4 A’o
= -1
5 ,.(n)
Auo

On va démontrer plus loin qu'avec les hypothéses qu'on a faites c'est & dire

O et 20 o :
zlzeZZOna

(n) _ 6 8
S1 =T + Alhn + Blhn + ...

De la mé&me facon si Al z0 et B1 #0 on a

|-

1.6
p1'(§) etdl-
et donc

w = (1-(1/2% 7a-a/2%

on obtient donc S(n) .

2
Sén) =1+ 211h121 + zzhf1 + .o
s;n) =1+ Alhg + Blhg ¥ ...
sén) =1+ Azhio N 321}5 + ...
Par récurrence s]in) =1+ Akh:k-.'z + Bkh:k+4 *...siA *OetB *0
o = (%)4k+2 et a ___%

L'algorithme précédent devient avec ces notations

o n
pour k = O ]in) = Slin+1)
(n)
v(n) = s(n)___iili____
k k 1,2k+1

(Zé -1
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1 2k+1 2k+1

w, = [(—4 1]/[(—4 - 1]
v (n) _ (n))
g _ m Yk Mk
k+1 k by (n)
w -1
Au(n)
Pour simplifier cet algorithme, on va exprimer s( n) en fonction de S(n) ;
k+1 k
(n+1) et S(n+2)
Sk k :
Lemme 2.
sM -5
(o} n
(n) (n+1)
S _ gy (422 ) A5 8%
k+1 k (42k+1 - 1) As(n+1) 4AS(n)
Preuve,

L'opérateur A porte sur les indices supérieurs..Pour simplifier les
2k+2 (n) (n+1)

calculs on pose 2z = 4 r oy = S et on a :
(n+1) (n)
e e S
k z -4
(n) (n) _ (n+1) (n)
(z=4) Avy - (2-1) Ap M = ASk - 4Ask
or
(n) (n+1) (n+1)
g ey M TS 20D A5,
k+1 k (z=4) Av(n) - (2-1) AS(n+1)
et
(n)
) _(n+1) _ , D5
v - 5 = 4 ——
k k
z-4
et
- 42k+2 (z-1) = 42k+2 -1
et

(é" 1) = 42k+1 -1
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et
{n), . (n+1)
(n) _ . (n+1) (z-1) ASk ASk
S = 8 - D
ok E - 1) (as D) _gps ™y
4 k k

On va donner maintenant un théoréme, pour montrer que sous certaines hypo-
théses l'erreur est comparable & celle obtenue par la méthode de Romberg.

Ce théoréme généralise le théoréme 9 du chapitre I puisque

S(n) -5 _ 1§_ASnASn+1 -5 - 4(sn+2-sn)Asn
1 n+l 3 n - :
ASn+1-4ASn Sn+2-ssn+1+4sn
et d'aprés le lemme 1 (chapitre I) on a s;n) = Ré;zl)

Théoneme 4.

S{ feAt 4p+8 fois continiment différentiable surla,bl et 44

2(p-k)+3
. s(n) =T + h4k z 0,'(!l)hz + O(h4p+8) ; k€ {0,---,P-1}
k n L=1 k n n
. a(l) z 0
k
alons
2 (p-k)+1 2
g _ . pik+a o B 2 | o miere,
k+1 n L=1 k+1 ° n
Preuve.
2(p~k)+3
s _ 1, % y oL(l’,) w2t o(h4p+8)
k n £=1 k n
Sén) peut s'écrire sous la forme suivante :
{n) ( 1) _4k+2 (2) ,4k+4 (3), 4k+6
= o o
sk I+ ak hn + ak hn + X hn +uk(hn. )
avec
2(p=k)+3 .
w (h,a) = w0 ) a2l dpt8,
k £=4 k

par définition de la suite {hn} on a : hn =4 hn+2 et hn+1 = 2hn+2°
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(n+2) _ (1) _ 4k+2 (2) . 4k+4 (3) _4k+6
sk =1+ ak H + ak H + ak H + uk(H,a)
Posons X = Aslinﬂ) 4AS (n) et
LGOI €4 (1 - 5.220%4k | 42£+4k+1)
k k
cC_ = (1-4r) r e]N*
r
alors :
_ (1) _4k+2 (2) . 4k+4 (3) _4k+6
X =0 B CoCoia ¥ % B ConCopas ¥ O B CoaCoppg Y (Hh2)
(1) R
Comme ak # O par hypothése notons
(2) (3)
1 _ % @ _ % _ Coke3 ~ Coxsa
B ———(1),8 =—0 ' N et B = A ——
o a 2k+1 2k+2
k k
2(p-k)+3
- 6
vk(H,b) = i (ﬁ ZC 2 O(H‘l(p k)+ )
L—4
_ (1) _4k+2 (1) 2 (2)_4
x-ak H C2k+12k+2(1+AB +BB H+V(Hb))
avec
a(l)
b0 - k
k (1)
c2k+1c2k+20‘k
Posons aussi
c‘(D
0 k et £0 - ¢ alB
k 24k+2£_ 44k+2£ k 2k+L k
(n) _ (1) _4k+2 2k+1 (2) _4k+4 2k+2 (3) _4k+6 2k+3 ‘
&s, " = H Cops1°d . * o H Copsad + o H Copez-d +u, (H,e
= alil)ﬁ4k+2c2k+1 2k+1(1+48(”nkn + 16 B(Z)Akﬂ + v, (5,9))
ou :
C e(z)
p = 2kt2 (D) _ k
ko Iy - 22 (D)
2k+1 2k+1 Oy
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(n+1) _ (1) _4k+2 ©(2)._4k+4 (3) 4k+6
s, = o H D Cy v O T H T G Y0 O B (8,£)
= aéi) H4k+2 2k+1(1 + 8 DkH + B(z)AkH + v (H,1))
avec £ (£
2. k
k N (1)
Cox+1 %
() ,o(ntl) _ (1) _dk+2 2 ,2k+1 (1), .2 (2),
Y Ask . ASk (ak H 02k+1) 4 (1+5 Bk D H +H (178

k k

4 4(3‘“13 )% + v, 8,30

(1)

€ Y
2k+2 © _ ,2k+] a(l)a4k+2 {1+(5B£1) (1)

(2)
c2 % = 4 X Dk - AkB )H + [176 Ak+4(Bk DQ
k+1
(1 .2 (2) (1). .2, 4
Ak(B )< - Bk B, - 5Aka(Bk R +vk(H.m)}
16 C C
or 17 A -B - 2k c2k+3 et 5D, - A =4
2k+1 ~2k+2
2k+2
2 2 _ 4
A+ 4D, - 5AD =9 . - 2
2k+1
Coxe2 ¥ 4k+2 (1) sk (2) 2kl dk+6 . (3) 8% ans3
S <= (28 o * 2B o +47 B g+ g *
2k+1 2k+1"2k+2
2k2 (202
9 S SIS KA ARRZ (D
2 oD k 'k
2k+1 %k
On sait qu'il existe 5(0 :u (H,s) = -42k+1 H4k+2 a(l) v. (H,m)
k x kK k
2k, (2),2
c..c 9.4% (@'
s® -1y om¥tE o ZES B kK 14w (5,8 +u (280
k+1 . ¢ k . )2 M ) x
2k+1"2k+2 2k+1’  Og

Or uk(H,s) + uk(ZH, ol = uk(4H,z) .et
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ook Coke3 o %%
*cC c
C2k+1c2k+2 2k+1 2k+2
4k+6 (2), 2
h (c, ")
s Slgli =1+ s 2 [z : - c 1 k(1) 1+ b ,2)
64 2k+1 2k+2 2k+1 ak
et donc (a(2))2
F(y 9 5 (3) 1 "
o = [ o - ]
k1 64 ¢ c k c ol
2k+1  2k+2 2k+1 'k
JL
(i+1) _ _(3+i) - ~
Lak+1 -Zk i" 1,...,2(p k) + 1.

Ce théoréme généralise le théoréme 9 du chapitre I en effet :

sik=0
2
o2
0‘1(1) - _2__.[ éi_a(3) _ o 1
64c, 2 °© €1%
C1 =3 et C2 = 15
et si on écrit S;n) sous la forme suivante :
(n) _ 2 4 6 8
So =TI+Ah, hn-l + BThn-l + CThn-l + O(hn-l)
(n) _ 2 4 4 8
So =1+ 4AT hn + 16 BThh + 64 cThn + O(hn)
et donc :
(1) _ (2) (3) _
ozo = 4AT uo 16 BT ao 64 cT.
o B2
(1) _ 3 (64 _ 16e%4x4 24 _ _ T
% “64[3 o 3><415.1,XB'1':I Cr AT'

Donnons maintenant un exemple numérique.

On veut calculer I avec la méthode qu'on vient de décrire :

1= —& - 4.615 120 516 841 26...

o x+0.01
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ponnons les résultats obtenus par l'algorithme qu'on vient de décrire :

Ac (D) 5o (n+1)
s _ (kD) _ (42k+2_1) Sk Ask

k+1 k g2k As£n+1)-4AS£n)

et & titre de comparaison on donnera les résultats obtenus par l'utilisation
de l'algorithme de Romberg :

(o] n
2k+1_(n+1) (n)
o) _ 27T, - T
Kk+1 J2kH2 -1
(o) _
Ry = 4.615 120 516 841 320 ...

T;Z) = 4.615 120 516 840 750

3 - ACCELERATION DES SUITES DE POINT FIXE

Soit {Sn} une suite de nombres réels donné€e par sn+1 = ¢(Sn) n 2 0 ou

*
est une fonction analytique dans un intervalle centré en § ; § étant le seul

*
point de cet intervalle vérifiant : § = p(s).

*
On suppose que 3 1°) SO—S est choisi suffisament voisin de zéro,
2°) o< o' (sMy| <1

3°) ¢ est analytique dans un voisinage de s¥.

(p) ,*
- - * _*= * R _e* 0] (S ) _*\P
Speg = O(5) = 0" + 5, -87) = 4(S) + ¢7(S) (S -87) + ... 4 T E (5 -5 )
*

Notons e =S - S comme ¢(S*) =s*ona:

2 P
= 2. € 4+ 2. e * 4ot Z € + L.
€n+1 1%n 7 %255 n

(1)
, =& (sh)

i it
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0< [¢'(s")] <1 <= 0« |z,] <1

e
n+1=Z + z.e +.0.+z ep—1+.o-=z + cC
e 1 2'n P n 1 n
Si . Cn+1 v _
i on suppose que z, = O alors lim - 21 = d de plus z1 = P donc
»co n
(n) _ len - Sn+1
Vo Tz, -1
1
On suppose que
Vk e N xk =1
-1
(n) _ I
donc Hy = Sn et Vo = T3 =3 et donc
z, -1 3
1
(n
@™ Cs)
(n) o) n
s =5 -
1 n AV(n)
1 __°o _
1+zi ASn
La suite {S } vérifie les hypothéses du théoréme 3 et donc sl(n)— s*
or
(n) _ * 2 2
Vg = s + z,e + o(en)
s gt 2 a &34t + oed).
1 1 n i™n n
+
5,0 2 B 3
—_—= + + — - + i .
s(n) T z) (321z2 2 (z1 1)21) en o(en) si A1 z O
1 =34 cm) 1
1 1
2 By 3
Si on suppose de plus que 32122 + v (zl--l)z1 # O alors
J(n+1)
c
, 1
lim ———— = 21'
N0 c(n)
1
3 23-1
p, = z_ donc w = I S
1 1 1 4
z,-1
1
(n) s(n)

o(v
o

(n)

- 8)
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et (n) - s(n+1)

V(n) - 1 1
1

1

3
z,S
1 = S* + o(e3)
n
z

3 -1

Avec les hypothéses que 1'on a fait on a :

sén) -s* = O(v;n) - 5%
Sén) —FS* = Azei + Bzeﬁ + o(ei)
En résumé :
Sén)— S* =e

S(n)— S* A e3 + o(e3)
n n

1 1
(n) _* 5 5
S, -8 =hae + o(en)
Par récurrence supposons dque S(n) - S* = Ak e2k+1 + B e2k+2 + 0(e2k+2)
k n k
(n+1) *
S -8 B
k 2k+1 k 2k
—_—= + + + — 2 -1): : i
) - z) [ (2k+1) z, 1(z1 1)121 e + o(en) siA =0
s - S
k
B
= z2k+1 et si o (2k+1)z, + —5-2 (z,-1) # O alor =z
pk 1 i on suppose que 2 Ak 1424 s dk =
donc
sz+1" 1
Yk T T2k+2
z -1
1
Supposons que La constante z | @t connue alons L'algonithme devient :
s _ g
(] n
(n) (n)
pour k > O By = Sk
2k+1 _(n) (n+1)
Y R
k ' 2k+1
2 -1
1
_ . 2k+1 . 2k+2
W, = (.z1 1)/(21 -1
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*
= ¢'(5 ), or en général on ne connalt pas z,, d'ol 1l'idée de remplacer z,

2 1 1
As As
n+i n+1 !
par Asn «. On a G zl+zz(1+zl)en + o(en)
As i As
. +4 i
n j=1 n+j-1

{wk} devient une suite qui dépend de n, on la notera {wén)}

(n) _ S vox+1 ~ B85,
w, =
Bs tok+2 ~ B8,
et
(n)A
g m g Ask ®n
k+1/2 k k As - AS
n+2k+1 n
L'algorithme s'écrit
s =g
o n
(n)
AS As
pour k20 s -k __n
k+1/2 k As - AS
(h) n+2k+1 n
(n) (n), ».(n) _
- - Grr1/275% YES, = (BS  oyyp™BS)) )
S, =S - i -
k+1 k . (n) i T A {n)
AAS yopsa DSBS Ly o~ (A8 o 0888y
— (n) _. . R
Le calcul de Sk+1 nécessite la connaissance de Sn' sn+1""'sn+2k+3° Pour
: (n) . (n) (n+1) (n+2)
calculer Sk+1 il faut connaltre sk v Sk et Sk .

(n)
k
1'indice inférieur désigne une colonne, et l'indice supérieur désigne une

On place les quantités S dans une table & double entrée. Dans cette table

diagonale descendante.
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1
S2
S, 51(0)
s, 51(1)
s S{Z) Séo)

On va comparer cet algorithme avec le procédé GBW qui a été obtenu et &tudié
par B. GERMAIN BONNE [13] et par J. WIMP [22] :

(n)

T = S
o n
GBW
(n+1) (n)
T(n) - ASnTk ASn+k.+1 k
k+1
Asn - Asn+k+1
(n) p . .
Le calcul de Tk+1 nécessite la connaissance de sn""'sn+k+2'

(n)

Le calcul de T2k+2 nécessite la connaissance de sn""'sn+2k+3'
(n) {n)
On va comparer Sk+1 et T2k+2'

Exemple 1.
La suite {Sn} est définie par :

: 2
S =0,5et s =0.1s + 0.968_.
o n+ n n

1

lim Sn =0 § =0
e

{Sn} est une suite & convergence linéaire. Les résultats numériques sont donnés

dans les tables 1.II et 2.II.
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En utilisant 32 termes de la suite, le meilleur résultat atteint par le procédé

GBW est 0.9.10_7 alors qu'avec l'algorithme (A) on a atteint 0.1.10:11.

Exemple 2.
La suite {Sn} est définie par :
s =0 S = e

= 0.567 143 290 409 784 ...

n
|

Les résultats sont donnés dans les: tables 3.II et 4.II.

Pour cet exemple le procédé GBW est meilleur que 1'algorithme (A).
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ol
[se N

-

R () \Slﬂtz) g (n-4) g (n=6) g (n=8) g (n-10) (n-12)
1 2 3 4 5 6 S7

0 | |o.35216D+00

1 | lo.31594D+00 — -

2 s tD+60— | ~0. 46676D+00

3 mw © 0.65434D-01 [— —

4 | .0.16297D+00 FOv36772D—6%+ | 0.24213D+00

5 | 0.12601D+00Q —e:49350b—0t | —0,48602D0-02 | —

6 096288001~ | | 0.10025D-01 —0:-19488D—02 -0, 61038D-01

7 | o0r72894D-01- | | 0.51900D-02 | -0, 88242063 0. 92239D~-04 ,

8 | ,0.54778D~-01 W -0.39374D-03 | —6-74544D-04 || 0.979920-02

9 | {0.40927D-01 184D—062 | -0,17337D-03 | —©:-31281D—04 | —0.-12954D=03
10 | los30440D=01— | 0.75206D-03 | -0, 75614D—06 0. 12882D-04 | =0,22347D0=05 | -0.10505D-02
11 | lo,22559D=-01- |, 0.40292D-03 | —0,32731D-04 0.52487D~05 | -0.45103D-06 | =0.,12688D=04
12 | o.16672D-01 —0.-21810D=03 | -0.14082D-04 | ©-21190p~05 | -0.16266D-06 | —0.21290D=08 | 0,77878D-04
13 | o.1229sD-01 —0,1+1923D=03 | -0.60290D-03 | —O-84545D~06 | =0,65633D=0Z | -0.11446D-07 |_0.79952D-06
14 | 0.890503D-02— 0.65785D-04 | =0.25725D=05 0.33249D-06 | =0,27049D=0Z | -0.25378D-08 |=0,65881D=08
15 0. 36605D—-04 | =0.10957D=05 0. 12856D-06 -0, 11217D-Q7 =0, 857236D=09 | -0, 20179D-09
16 | 0.48847D-02 —0.20523D=04- | ~0.46674D-06 | -0.48853D=07 | _-0.43878D-08 | -0.36020D=09 | 0.26178D-08
17 | i0,35832D-02 —0-1+-1585D—-04 | —0. 19926D-06 —018079D=07 =0.20586D=-08 -0. 82593D-09 | =0.19152D-03

Procédé A Table 1 II
n T(n) T(n-l) T(n—4) T(n—6) T(n—8) T(n—lO) T(n-12)
2 4 [ 8 10 12 14

o | lo.e6se89D+03

1 § |0.63443D+02

2 { [0.17198D+02 \0- 60370D+06

3 0, 66992D+01 ;0. 15994D+05 r 5

4 § [0.31475D+01 0. 16359D+04 '0. 94738D+08

5 | |o0. 16566D+01 ‘0, 29034D+03 0.11266D+07 | - .

6 } |0.94013D+00 10. 70394D+02 .0. 58543D+05 0.41 ao:nu;—)

7 1 |0.56256D+00 | [0-20875D+02 | 0.57668D+04 | 0,27247D+08 —

8 { '0.34996D+00 0. 71220D+01 '0. 82853D+03 | 0, 83647D+06 0. 66097D+11

9 | 0.22419D+00 i0. 26924D+01 0. 15314D+03 0.51180D+05 0. 26991D+09
10 | 0. 14692D+00 ‘0. 11001D+01 10, 33894D+02 0. 47S35D+04 0. 534934D+07 0. 45460D+12
11 0.98023D-01 Q. 47750D+00 0. 85835D+01 0.58656D+03 0.21819D+06 : o: 12367D+10
12 | 0.66341D-01 0. 21746D+00 0.24121D+01 0. B898SD+02 0. 13869D+0S 0.16761D+08 | 0.15015D+13
13 | o.4s621D-01 | ;o. 1023sD+00 0. 73600D+Q0 | @, 15790D+02 0.11973D+04 "0, 47783D+06 0.28534D+10
14 | 10.31394D-01 0. 50309D-01 0.23997D+00 [ 0, 31670D+01 0. 12944D+03 0.21625D+05 | 0.27516D+08
15 | ©0.21869D-01 Q. 252339D-01 0. 82607D-01 Q. 70060D+00 0. 16627D+02 0. 13501D+04 0. 56692D+06
16 | 0.153330-01 | 0-12942D-01 | '0.29743D-01 | 0.16785D+00 0.26468D+01 | 0.10698D+03 | O.18792D+05
17 ! o, 1_08090?01 fg_' w ‘_0- 111 1_90"'01 : LLO' 429451}“2 0. 40174D+00 | 0. 10190D+02 0. 86927D+03

Procédé

GBW

Table 2 II
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Procédé A

n s;n) s;n) s;n) S;n)
0 |.-570621175138838 - S67144324670322 - S6714328696402 .5671b32821i896
1 §.566559427673623 . S67143298454859 « 567143275600333 e SE714323041703
2 1.S67253924271367 A SE714TZ9TTIALZTO | .« SER714T290408353 | . SE67143232040378
3 1.567123584000260 | L, S6714329029334%2 . 567143230409855_ ] _.SE714323040378
4 1.56714682816076%9 . S567143230419824 L SE7143290409783 « SE714323040378
5 1.567142631510979 »S567143290405288 . 567143290409784 « S67143T230403786
6 |.S67143411075349 L S67143290409816 | . SE7143290409784 e SET71432204037
7 | .56714326844708E e 567143290409782 L o671432380403784 -.5671&3290403?é
8 |.S67143234421322 L. SE671432304093784 - SET7143230403784 - SE714322040378
9 |.S567143289678515% L S67143290403784 LSET714T2304039784 . S6714323040378
10 |.567143290543238 . S67143230403784 »SE7143230403784 - S6E714323040378.
11 |.567143290385444 . 267143 290409784 . S67143290409784 . S6714329040978
12 |+ S674432004 314224 1—S67 143230403784 —» S673432BQ403784
13 [+-S67143200408374- | —-567143280408784 | - DE71432904609784
14 1.567143230403332 «S567143230403784 )
15 |.S567143290409757 L”.5671432904097aa
6 s e o
17 |+5 22804057835
Table 3 1I.
Procédé GBW
(n) (n) (n) (n)
Tz T4 T6 T8

oo U; s W~ O

«S6759891 1354532
- 567125697984516
~BEF134518830576—
+567141939865035 ~
«867143614056528

. 0671432383997599

+ 567143300536 713
+S6714IZ8REI3881 -
- SE7143230742343
- S67143290350003
r56¥44323@420783«w
+B671432I0407787 -
«S6714323904101473

» 067143230409717

7143230403736 -
S8 7143 280403782~
- S67143230409784

. 567144303059276
. 567143238917480
~S6714T 293639365
2 567143290224390
. 567143290420924
. 567143290409138
L, £67443230409822
-+ S6744329040978%
. S67143230409784
. 567143290409784
. 567143230409784
~567143290403784
. S€7143230403784
. 567143290409784
-+ 567143230403784
|-+ 567143290409784

. 567143290403784

. 567143230565629
. SE7143290406668
— SETH4TEOO4GD835
+ S67143290405783
. 567143230409784
. 5671432304097684
. 5671432304053784-]
. 567 1432904609784
. SE7143230403784
. S67143290409784
. 567143290403784
. S67143230405784
. 567143290409784
. 567143290409784 |

. S6714323040378
. BSE714323040978
- S67 14323040978
—— S67 143220403578
« SE714323040378

. S6714T29040378
L S67 314322040378
S 2040878
. S6714323040378
L EB714329040378
— - 56714 323040378
L — - S8 714323040978

Table 4 II
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B -ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DE QUELQUES SUITES A CONVERGENCE
LOGARITHMIQUE,

*
Soit {s } une suite que l'on veut accélérer ; 1im S = § .
n oo B

- (n)
(s} » (&™)

Soit t1 et t2 deux transformations : t

1

r'.
”»

(n)
{sn} -+ {t2 }

(n) .

On va envisager le cas ol {t1 ’} est une suite a convergence logarithmique.

I - THEOREME DE L'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE.

Théonéme 5.

(n) ¥
t2 -S
SL-—(T——;=a+a az1¢e¢eflima =0
t](n -s n meo o
t1n+1)_s*
'—Tl;l—)—'*—!-'-#l+ bn lim bn =0
t1 =S o
Aa
et 44 1lim —b—n= 0
N+ n
alors : Rl‘n) -s* = o(tl(n) -8
Si{ de plus a = 0 Rl(n) -s" = 0(,t2(n) - s
Preuve.
(n) * (n) * (n) *
t2 -5 a(t1 --S)-v~an(1'.1 s
(n) (n) _ _ (n) _ o*
t2 t1 = {(a-1) + an} (t1 - 8)
(n+1) * (n) _*
comme t1 S = (t1 S )(1+bn)
on a
(n) _ ., () _ (n) _
at, " - At = {Aan + (a-1)b_ + an+1bn} h s)
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™ - g* ) _ . (), () *
1 (£, - £/ (e,M-sH [(a-1)+a_]
—= ] - = 1 - n
e - s (n) Aa
At n
2 -1 ——b—+ (a-1) + a
At(n) “n n+1
1
et donc R;n) =5 = O(t;n) - S*).
Si de plus a # 0
g _g* g_g* ) g
1 _ 1 1
(n) _* . _ox ° _(n)_g*
t, =S t,'-S t, -8
0
2 - ACCELERATION DES SUITES DE POINT FIXE.
Définition 2.
On dit que La sulite {sn} € A;p)(s*) 84 et seuwlement 84 : § 44 = F(8) ouF

est une fonction vérifiant Les proprietes :

1°) F :R >R, {0 existe un voisinage v de s* ou s* est Le seul point fixe
de F,

2°)  F est analytique dans V.

3°) F'(S*) =1

#°) 3p =2 tel que [ V) (sH
P (%)

]
o
[

|
N
.

g

[}

[uY

1
0
H
O

F(

avec Les conditions p dmpain et c positif non néalisies simultangment.

Kowalewski dans [16] propriété 17, p. 47, montre que si {Sn}ee Aép)(s*) alors
il existe un sous-ensemble ouvert V' V, tel que si So e V' alors la suite {Sn}

*
converge vers S .

Dans le cas o p € {2 ; 3} sablonniére a définit et étudié des algorithmes
répétés qui accélérent la convergence des suites de A;P)(S ) pour plus de détails
voir [18].
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En utilisant le théoréme 5, on montre que la transformation de Germain-Bonne

[13] p. 12, ainsi que la premiére étape du O-algorithme [4] /p. 16, accélérent
*

toute suite de A;P)(s ).

a - Transformation de Germain~Bonne.

- ——— o —— . P —— .

2
On note T, la transformation R and : t(n) =8 et t(n)= s - ﬁfﬁ;—- Jn)
1 1 qu . 1 n 2 n AZS - 2 .
n
(n)
(n) _ As (e; 7 -8)
T =% T Tm
o Ae -As
2 n

Théonéme 6.

Sif{s} e A;P’<s*> alons

(n) * _ ¥
’I'1 -8 = O(Sn S )
et
(n) _ % _ o) _ %
T1 - 8§ = 0(82 s)
Preuve.

=~

On va appliquer le théoréme 5., Soit {s } une suite appartenant & Aép)(S*).
n

Posons f(X) =xF(x) . Ona f(I)(S*) = O pour i =0,1,...,p~-1. £ peut donc

et £ - ¢
s'écrire £(x) = (x-S*) g(x) avec g(S*) # 0. Rappelons la définition de la fonction
G qui a été utilisée dans le chapitre II.

G:IR->1R

[£(x) 12

G(x) =
£ (x)~-f (x~-£f(x))

King [14] p. 323, a démontré que :

- 1 (g*
e(s*) =0 ; 6'(s*) = %-et ersh =2 LEL L Loy,
g(s’) P
Posons e =S = S* on a
n n
e (n) S* -

=e = G(S)
n n
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p+l (i) .
eén) - S* (1 --e - f G (s) e1 + Qe 1)
» . n
i=2 it
et
*
e2(n) s . pH1 G(l)(s )
—=(1-2 -} e "+ oted)
s -8 i=2 it
n
donc
p+l (1)
a=1 - 1 eta = - z g (S) e’l"-1 + O(ep)
i=2 it n
ptl (i)
pa_ = - 3 &8 a1, (P
i=2 il n n
Or
- _ * P
Aen = - g(s) e + °(e15
2
A en B en(en+en+1)
k-1
k, _ k-j-1 3 _
Ae) =de (] e e,) k=1l,.p
b =0
= o(en)
donc
Aa = o(eP).
Donnons maintenant bn :
*
Spe1 ~ S x  p-1 -1 * p-1 -1
—=1-g(s) ™ + 0P’ donc v = -g (s yeP ™t 4+ o(eP™)
n n n n n
S -8
n
et donc Aan
lim 3 - (o]
neo n

b - Premiére étape du O-algorithme.

(n)

(n) _ _(n)
1 =€

On note T, la transformation R, quand : t 2 5

2 1 =Spe1 St t
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(n)

(n) Asn+1(€2 = She1)
T2 = Sn+1 - A (n)
% -Asn+1
Théoneme 7.
S {s.} € AP (s*) atons :
n F
(n) * ¥
T2 -5 = o(Sn+1 s
et
(n) * (n) _ *
T2 -S = 0(62 S)
Preuve.

On va appliquer le théoréme 5. Posons f(x) = x-F(x) rappelons la

définition de la fonction H qui a été définie dans le chapitre II.

H:IR" R

- f(x) f(x-f(x))
f(x)-f(x-£(x))

X -+ H(x)

On a vu lemme 1 chapitre II que :

HiS') =0 ;m'(s) =1, By = ~1-2—[1 - 2plgn(sy) - 29°(s%)

*
p P g(s)

o

f(x) = (x-S*)g(x) avec g(.S*) =0

2 -8 = en+1 - H(sn)
(n) *
€, S (1) i~ * * - -
2 =(1-l-fH ) ezl-ﬂ'(S)g(S)e"Ho(eﬁl)
n+1 i=2 il n
P (i)  * _ * x -1
donca=1-+ eta =- 2 -H——(S-—)eil—Ii'(S)g(S)ep-1<+°(ep )
P n i=2 i1 n n n
= o (P! = =g eP ! 4 o (Pl = —gre®y Pl p-1
donc Aan = o(en ) et comme bn = -g(S )en+1 + o(en+1) g (s )en + O(en )
d'ou
Aa o(ep-l)
n _ n = o)
b -1, °

* -
n -g(s )ef: 1-_+o(en )
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¢ - Comparaison de la transformation de Germain-Bonne avec le ez-algorithme.

On compare T, avec T,. La premiére &tape du O-algorithme sera appelée

1 2

le Bz—algorithme.

(n) _
On a vu que €, = Sn G(Sn)

(n) _

€2 = Sp41 T B(S)
donc
T(n) =5 - G(Sn) ASn ot T(n)= _ ASn+1 H(sn)
1 n G(Sn+f—G(Sn) 2 n+1 ‘H(Sn+1)-H(Sn)

Théoneme 8.

Soit {sn} une suite de A;Z)(sn) avec F(x) x-(x-S*)zg(x) alons

i 19N =g onar™ -5t =0 s

84 [g(s)1% = =g (s") on a Tén) -s" = o(T;n) - s
. *x _2 * Tén) - s -g(s*)z-g'(s*)
84 [g(8)1” = |g'(s)] on a lim —= — = ——— .
e T, =S g(8" ) -g'(s))

Preuve.
T(n) S = e - G(Sn) Aen
1 n

G(Sn+1) - G(Sn)

= o (o 2 3 3
G(Sn) Aen =G'(S) Aen(en + Ken + Len + O(en)) avec

" * "y *
K= 9—1§—%— et L = 9——15;1-
2G' (8) 6G'(S)

et
_ = o1 e 2 2 2
G(Sn+1) G(sn) G'(S) Aen(1+K(en+en+1) + L(en + enen+1 + en+1) + o(en))

G(Sn) Aen

—e -Ke e  + 2(x? - L)ei + o(eﬁ)
G(s,,,)-G(s )
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*
or e =e -g(s5) eP

P :
n+1 n n + ole) donc :

G(s ) Ae
n n = en - Kei - K.g(S*)ei+1 + 2(K2-L)e2 + o(eﬁ)
G(Sn+1)-G(Sn)
d'ol
(n) _x _ . 2 .2 3 * ptl p+1
T1 -8 =K e + (2L - 2K )en + Kg(s ) e + O(en )
et
* 2 * G' (S*) 2 G *
* n n n
T;n): s = 28 l ®a t 2(§G5islf - leEs 1 .+ l e§+1 * o(eﬁ)
2G'(s ) 2G'(s )
. (n) *
On retrouve le fait que T1 -5 = O(en).
(n) * Aen+1 H(Sn)
T2 -5 = en+1 -
H(Sn+1) - H(Sn)
Posons
* *
I_(_H"(S) "_H"(S)
RN L=——"
2H' (S ) 6d' (S8 )
H(S })=H(S ) = H'(S*) Ae (1 + K(e +e ) + f(e2+e e + e2 ) + o(e2))
n+1 n n n n+l n n n+l n+1 n
H(S ) Ae . Ae
n ntl’ _ _nHl (e - Ke e +2(K -1 e3+o(e3))
H(S _)-H(s) B¢ ™ n ol n n
n+1 n
Ae
n+l _ _ * p-1 p-1
Or ———Ae 1 pg(s) en +0 (en )
n
(n) _e* .3 _ * P 3
T2 S =K en en+1 + (p-1) g(s8) e + O(en)
= 2 _ * p 3
=Ke + (p-1)g(s) e, t O(en)
) * _ E'(S) 2 *
n 3
o T -8 = e + (p-1) g(s )ep + 0 (e))
2 2m'(s) D n n

(n)

On retrouve le fait que T2

*
-8 =-o(en).
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*
Comme p = 2 T;n) —S*=—§—(—S-;-)—e2+o(e2)
2G' (s7) n
et *
T2(n) - s* = [gi%,’ + g(S*)] erz1 + O (e2)
2H' (S ) "
* *
f'(s) = 2g'(8)

ensh 1 ghigrsh

26' (s % gis™)

et v
w ¥ * 2 X

LICOMNESE T [ X UCI R

2H'(S) g(s)
donc si g(S*)2 =g' (S*) T(n) =0 (ei) + 8" et Tz(n) =s" +0o (en)
et  sigsM)? = g'(s) T;“) - 5" =oe) et Té“’ - 5" =0 ed).

C

Donnons un résultat quand p 2 3.

Theonéme 9.

Sodit {sn} une suite de A;P)(s*) (p = 3) avec F(x) = x - (x-s*)pg(x)

L g'(S*) 2z 0 alons :

T;n) -s"
lim ———— =1
n->+o T(n) - S*
2
*
Preuve. p 2 3 f"(s) =0
¢"(s) _ _ _g'tsh  msH _ _g'sh
26" (s™) 2pg(s*)  2m'(s*) g(s™)

d'aprés * et ** voir la preuve du théoréme 8 on a

' * *
T(n) - S* = - L.(i)_ e2 + 0(62) et T(n) - s* Z - l'—(-s——)— e2 + o(ez)
1 * n n 2 L n
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égplicatigg;numériqug.

e —— - e e

Exemple n° 1.

X --x2(1+x-x2) =X - ng(x)

F(x)

g =1 g'(0) =1 s =0

2
Comme g (0O) g' (0}, d'aprés le théoréme 8, la transformation de Germain-Bonne

converge plus vite que le 92—algorithme (table 1.2).

Exemple n° 2,

F (x) X - x2(2-4x-x2) = x-ng(x)

g(0) 2 g'(o) = 4 S =0

Comme g(O)2 = -g'(0), d'aprés le thééréme 8 le Bz-algorithme converge plus vite

que la transformation de Germain-Bonne (table 2.2).

Exemple n° 3,

x - xz(.2-x—x2) = x-x2g (x)

F(x) =
*
g(o) = 2 g'(o) = -1 s =0
D'aprés le théoréme 8 on a
Tz(n)
lim o) = ~ 0.6
(n) n Tl
T, 4
Si on pose Yh = —737-. Les résultats numériques que l'on a obtenus confirment
T

le fait que {Yn} éonverge vers =-0.6.

Les résultats numériques sont donnés dans la table 3.2,
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3 - ACCELERATION D'UNE AUTRE FAMILLE DE SUITES A CONVERGENCE LOGARITHMIQUE.

Définition 5.

{sn} € L(0) 84 et seulement &4

dN n=N As =ne(a +il_+i%_+ )
n-1 ° n 2 tee
n
aveca°=0ete<-1.
D'aprés Wimp [22] page 19.
0+1 Y Y
_ LI 1 2
en'—sn s '\l—e—:f(ao+n+ 2+.-.)
n
en+i - n+l © 1
LV ¢ )Y (1+4D(=))
e n n
n
deniy r\,1+9-+-1- +o<-).
Aen
bonnons maintenant
Aen+1 - ASn+1
Aen ASn
As '
n+1 N1+ 9 . 0( )
n+1
ASn
. . AS
Si on écrit § sous la forme : § =§ - g——-—gy———— et si 1'on remplace
n n+i_
- -1
S =85
n
sn+1-S* ASn
on obtient le A -d'Aitken
* AS
s -5
n
AS
e2(n) - sn _ n
ASn+1
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2
Si {Sn} € L(8) on sait que le A -d'Aitken n'accélére pas la convergence de

{sn} voir wimp [22] p. 149.

s W TSR
e AS n °'a
n n
e As
] n+1 1 n+1 .
Par contre si on remplace ) par (1 + n+1) Asn on fait une erreur En :
e As
n+1 1 n+1 1
= - —— PSSR o R ghui
En . (1 + n+1) As (n).
n 2
On obtient donc la transformation suivante :
. AS
_ _ n
Tn B sn AS
(1 + ._1_.) ._n_+1.. - 1
n+l ASn

T est la premiére étape de l'algorithme u de Levin [22] p. 193 et donc d'aprés
le théoréme 3 [22] p. 194, il existe un entier m > 1 tel que :
6+1-m

*
Tn -8 A Cn

donc {Tn} converge plus vite que {Sn} si {Sn} e L(g).

Remarque. T accélére la convergence de toute suite & convergence linéaire.

Sn+1 - s
lim —————— =p avec 0< |p| <1

donc

donc *

r

* .
. - = . fait t S
Supposons que Tn S aCn (m=1) Tn it intervenir Sn, Sn+ e

1 n+2°
Or
Asn+2

= 8 1
Asn+1 1+ o + o(n).
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As
n+l
Si on note T(n) =T,
1 n
(n+1) *
Tl S Asn+2 =ody
T(n) - s Asn+1
1
D'ol 1l'idée de pose AT(n)
T(n) - T(n) 1
2 1 As ¥2
ASn+1
(n) * O+1-k
- n >
« Supposons que Tk S Kk n kzo0
{n+1) *
T - 8
"']'("—“———"—'\) 1 + 6_'!'_1:_](_ + O (l)
o0 _ g n n
k
AS
(1 + :;-:1() .Isl+k+1 =1+ -9-;—1-—5+ 0(;11-)
A n+k
et on obtient donc 1l'algorithme suivant
() =g
o n
4 (n)
o) - o) ATy
ktt ok PR AS ixet .
. 7 A -
\ n ASn+k
Exemples numériques.
Exemple n” 1.
i . 1 * “2
n i21 i2 6
{s } e L(-2)

Les résultats numériques sont donnés dans la table n® 1.3, Si k 2 7 les résultats

se dégradent.
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(n) (n) (n)
n Sn Ty Ty T3
O |1. 000000000060000 1. 750000000000000| 1. 623015873015871 |1.642954403983822
1 1. 250000000000000 1.6944446464444443) 1. 6365740746074080]|1. 644599152443940
2 1.361111111111113{ 1.673611111111112]1.640883838383820{1.644864201455210
3 1.423611111111111] 1.6636111111111310]1.642670940170972]1.644921633665770
4 | 1.463611111111111] 1. 658055555555560 | 1. 6435643I083900210 |1. 664935523406272
5 1.491388888888890 1.654654195011340] 1. 644018630809630 |1, 644938517303400
6 1. 511797052154200] 1. 652422052154200|1. €46293894909192 |1.644938597802513
7 1.527422052154200 1. 650878842277650] 1. 64447672587553011. 644937963278940
8 1. S33767731166540] 1, 643767731166540]1. 644593458798611 |1.644337246488100
9 1.549767731166540 1.648941284885550| 1. 644673608117940 |1.644936618077240
10 1. 558032193976460| 1. 648303971754244 1. 6446730455354040 {1.644936107908843
11 1.564376638420302| 1.647816875107280/|1.644771890535450 |1. 644935705032340
12 1. 570893798184220]| 1. 6474244106239130 (1. 644802802646040 |1, 6449353I89609250
13 1.5759395833000542] 1. 647106950111650| 1, 644826331424980 |1. 644935147635371
14 1. 580440283444990] 1. 646BAESII44S003 1. 644844556183262 (1. 644934948461640
15 1. 5B4346533444990] 1., 646630270469200| 1. 644858831246800 |1, 644934754846250
16 1. S87806741057443| 1. 6464468716366071 [1.644870321435893 {1.644934672455600
17 1.530893160810S30| 1. 646294822860380]{ 1. 644879546865530 |1. 644934574217343
18 1. 5893663243913023| 1. 646163243913011 |1. 644887074530661 |1.644934494777144
19 1.596163243913023| 1. 646043865228220( 1. 644833277708462 |1. 644934430058334%
20 1. 598430817609170| 1. 645351478766233 1. 644898435360852 11.6464934376981970
21 1, 6004969333116S0] 1. 645865553349474 (1. 6449027568811130 (1. 644934333150020
22 1. 6023872924798%0| 1. £45790070257670 |1. 644306410127140 |1. 644934296702073
23 1. 804123403591000] 1. 645723403591020 (1, 644909515011000 1. 644934266268400
24 1. 60S723403591000] 1. 645664221993292 11, 644312171982711 |1.6449342406436581
25 1. 607202653531830] 1.645611472681330|1.644914458984713 |1.644934218932831
(n) (n) (n) © - {n)
n T4 TS T‘ T'7
O |1.644599152443940 (1. 644855861873570(| 1. 644913288735130 (1, 644929251030980
1 1. 644350163296700 (1. 644957256176120|| 1.644948169307470!1. 644942312910073
2 |1.844957256176120 (1. 644945776058110} 1. 644939150455481 1. 644936396865202
3 1.644948043735740 1. 644939150455481 || 1, 644935827941590|1. 6464934727935080
4 |1.644942031878290 11.64493E377117440(| 1. 644934727935080 |1, 644934273061980
5 |1.664938713795480 (1. 644935189858841 1| 1. 644934337659343 (1. 644934137498652
6 |1.644936881907780 |1.644934648859840 | 1.6649346186805380|1. 644934093213700
7 {1.644935838056970]1. 6464934386009702 | 1. 644934123788290! 1. 644934077013660
8 [1.644935220689932 |1. 644934250690502 | 1, 644334095285000 (1. 64646934071710291
9 |1.644934842174600|1.,644934177237120 |'1.644934082151684|1. 644934067987041
10 11.644934602268180 [1.644936135751280 [ 1, 664934074878593 |1, 6449340687S5750
11 1.644934445686380(1,644934111076550Q | 1.644334071961340]1. 6446334066233020
12 ]1.644934340664020 {1, 64493409E265610 | 1. 644934065414440] 1, 6464934067583320
13 |1.644334260611460]1.6443934086723854 | 1.644934068651030] 1. 644934066981820
14 |1.644934218046704 [1.644934080672260 | 1. 6644934067995760 | 1.644934066918782
15 |1.644334181911930 (1, 644934076658470,( 1, 644334067596220| 1. 664934064294630
16 [1.6449341SS636940 [1. 644934073936670 | 1. 644934066435000 ] 1. 644934073179620
17 }11.644334136228621 |1.644934071793541 1] 1, 644934068690400] 1. 644934061513333
18 J1.644934121627110 |1.644934070948180'|I 1. 644934066402722| 1. 6446934060255542
19 ]1.644834110648022 1-6a4934069764750;Ix.eaassaoeasso7a2 1. 644936099266663
20 ]1.644934102163792 [1. 644934068459750 .| 1. 644934074657832 | 1. 6449346015188244
21 ]1.644934095451564 |1, 644934069942431 || 1, 644934058027433 1., 644334073012610
22 |1.644934090568161 |1. 644934067203150 | 1.644934062053884 | 1. 6446934189647760
23 |1.6449340862610890 1. 644934066063633 |, 1.6449340950467720] 1. 644933843474424
24 11.6€44934082672881 (1. 644934072246503 | 1. 644934032350940 | 1, 6644934230838660
25 11.644834080884381 1. 6449340646031830 1. 6449346080050621 | 1. 644934028002280

Table 1.3
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*

n
fi
ne~1s
[
+
[+
<
(1]
Q
1]

§ =1v = 0.577 215 664 901 532 ..,

(n) {n) (1’1) (n)
n T1 T2 T3 l -
27 |.577117730369624 |.S577217219111430 |.S57721567575486S | .S77215664 125000 1
23 LS77124114118244 |.577217073248832 |.S577215674299923 | . S772156647 14365
25 |.577129893488496 |.S577216945076693 |.577215673137225 | . S577215663727212
30 [.577135142427389 |.S77216831998380 |.S77215672029522 | . S77215665192155
31 |.577139923910040 |.577216731845479 |.577215671247737 | .577215663786474
32 |.577144291835702 |.S577216642836546 |.S577215670418393 | . S77215665620974
33 |. 577148292554602 |.577216563450721 |.577215669899600 | .577215663842477
34 |.S77151966100453 |.S7721€492437501 |.S577215669261869 | .577215664622493
35 h. 577155347197481 |.577216428706882 |.S577215668785965 | . 577215664896028
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C - RESUME DES RESULTATS OBTENUS POUR LES TRANSFORMATIONS R, et U.

1:2(n) S* tl(n+1) -g*
o) = a+ an et ™ i b+b .
t S t - 8
i 1
lim a =1lim b =0
n-++w 4o B
I - LA TRANSFORMATION R1
R(n) _ S* R(n) - g*
1 1 . 11 1
o T T =
n*+e t1 -8 n->+<:<>t2 [
\
b# 1 (o] (o]
1 .
= c b=1 0 b(l-c)
(b=1)
a®z0eta#l b=1 (o] (o]
Aan y
lim —~——=0
4o bn




2 - LA TRANSFORMATION U.

138

Un -8 Un-S
lim lim
4o tl(n)- S* N tl(n)
a*®*0 et a#1 p¢ {-1, o, 1} o) o)
a=0 1 2"1 b# 1 o o
n
cb # 1







CHapiTRE IV

TRANSFORMATIONS COMPOSITE DE DEUX TRANSFORMATIONS VECTORIELLES,
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INTRODUCTION,

Ce chapitre se compose de deux parties, chacune des parties est consacrée
& 1'étude d'une transformation composite de deux transformations vectorielles ;
on étudie chacune de ces deux transformations (convergence, noyau, ...}. On montre
que la premiére peut se calculer avec le H-algorithme [9] et que la seconde peut

se calculer soit avec le R.P.A., soit avec le C.R.P.A. [6].

Chagque partie contient comme application, la résolution des systémes
d'équations non linéaires ; on montre comment la premiére transformation généralise

la méthode de la sécante [17] (on donne quelques exemples).

BEt & la fin de chaque partie, on propose une généralisation de la méthode

Regula~Falsi au cas vectoriel.
A - PREMIERE GENERALISATION.

En s'inspirant d'une interprétation d'une transformation composite de
rang deux dans le cas scalaire [8], on définit une transformation vectorielle
et on utilise le H-algorithme pour mettre en oceuvre cette transformation.

On donne ensuite un théoréme de convergence et un théoréme d'accélération.

A partir de cette transformation, on donne un algorithme général pour la
résolution des systémes d'équations non linéaires, on montre qu'en particulier,
cet algorithme généralise la méthode de la sécante [17] et comme application on
donne des exemples numériques pour la méthode d'Henrici et pour la méthode
d'uim [21].

On propose ensuite une généralisation de la méthode Regula-Falsi.

Les résultats numériques indiquent que cette méthode a un ordre voisin de (1+/5)/2
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1 - INTERPRETATION D'UNE TRANSFORMATION COMPOSITE DE RANG DEUX
DANS LE CAS SCALAIRE,

Soit {sn} une suite ; Sn € IR considérons deux transformations de suites

t1 et t2.

t) s {sn} —— {t;n)}

{n)
t, : {sn} —_— {t:2 }

Dans le chapitre I on a défini la transformation R1 par §

(n)

R :{s) —— RV},

(n) _ (n) ' _{(n)
) _ . (n) At1 (t2 =t
R~ =% - ) @)

A o At

2 n

Interprétation.

On se donne une application affine f.:
f: R +R
x » f(x) =ax + b

et on cherche a et b tels que

£@y o)

f(1 5

{n+1)

(n+1), _
ty ) = t,

- £(

On obtient alors le systéme d'éguation suivant :

(n) _ . (n)
at1 + b= t2
at(n+1)+b - t(n+1)

b 2
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donc
(n+1) (n) (n)
t2 - t2 At2
as= =
(n+1) (n) (n)
t t:1 At1
et
(n)
N B
b=t, At;n) !

Cherchons maintenant le point fixe de f (qui existe si a = 1)

b
ax + b donc X =15

x =
(n)
LY AT RGN
2 e Af™
1 2
1 -
At1
(n)
At
- t(n) _ 2 (t(n) _ t(n))
2 Ae® a2 1
ty -84y
(n)
Ry

On obtient donc la transformation composite de rang deux.

2 - GENERALISATION AU CAS VECTORIEL.

Soit {sp} une suite, S € R°. on se donne une fonction F : RE + R ol
F(x) = &x + b

A est une matrice carrée (p,p)

b est un vecteur de mp et x est un vecteur de IRP. On cherche A et b de maniére

que :

+i +i i
;n Yy - tén Y pour 1 = 0,1,...,p.

Donc
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+i :
A tl(n Dip= t2(n+i) pour I = 0,...,p
() _ pp(n)
A ATl ATZ
ot AT(n) est une matrice dont la i""° colonne est le vecteur t(n+i)-t(n+i-1)

1 1 1
pOuri= gece P

n . .éme +i +ia
(n) est une matrice dont la i colonne est le vecteur t(n l)- t(n i-1)

At 2 2

pour i =1,...,p.

(n)

Si la matrice AT1 est inversible alors
_ (n) (n) -1
A= AT2 . A'I'1

_ (n) (n)-1 _(n) (n)
b = —AT2 . A'r1 .t1 + t2

Cherchons maintenant le point fixe de F (quand I-A est une matrice inversible,

I étant la matrice unité).

x = (1-a) b,

(n)

Posons x = TP alors

(n) _ _(n) (n) (n)-1,-1 _(n)__(n)
Tp = t1 + (I - AT2 . AT1 ) (t2 t1 )
SiI- AT;n).AT;n)-l est inversible
T(n) = t(n) sinon.
jol 1
Ssip=1.
s er tMe R et £ em.
n 1 2
T(n) - (n).
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Remarque.
(n) t
= = > R Y < >
t Sn v ('Y,Asn ' +<Y, Asn+p-1 )
v eR s ¢wP et e os wy
n n 2 n n
<a,b> : produit scalaire a e]RP, b £ R alors :
o™ - e (s)
P P n
€-algorithme topologique [4].
T;n) : peut se mettre sous la forme d'un rapport de deux déterminants.

Rappelons d'abord l'identité de Magnus [7]

X € ]RP u € R’ A une matrice (p,p)
Posons xt = (xi,...,xp) xi e’
Soit y un vecteur de:IRp
yt= (yl,...,yp) yeIRp
yie]R i=1,...,p

x1 + .. + ypxp et |al

On note X * y =y déterminant de A.

1

Identité de Magnus :

- X * A—lu

(]
% o

”

i
Notons (z) g = <%r e > pour i=1,...,p avec

{el,...,ep} base conique de IRP.



la iéme ligne de AT

Posons :

et

@

D'aprés 1l'identité

(n) __

(n)
Ty )i
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(n)

est :
1

(n) (n+p-1)

= ((Atl )i'oo-I(Atl )i)

P
x" = rarM1t

X = ATl(n)

u= tz(n) - tl(n)
A = ATz(n) _ AT:n)

(n)

de Magnus et sachant que Tp peut s'écrire :

(n) (n) (n) (n), -1 (n) (n)

(n) _ _ _ _
T, =t AT, (AT2 AT ) (t, t, )
=% - %x.A lu
(n) (n) (n+p-1)
ty Aty Aty
(n) _, (n) (n)_, . (n)y _____ (n+p-1) _ (n+p-1)
(b, "=ty )y (At 7 -At, )y at, At, )y
(n) _, (n) (n)_ (), __ (n+p-1) _, _ (n+p-1)
(t2 t, )p(At2 Aty )p (At2 Aty )p
(n)_,, (n)  (ag mtp-1)_ (np-1)
(At -At, )y (at, At, )y
(n) _  _(n) (n+p-1) _ _(n+p-1)
at, Aty )p -—--- (At, At, )p
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Le déterminant du numérateur est développable suivant la premiére ligne.

On remplace chaque colonne par sa somme avec la précédente on obtient :

(n) (n+1) {n+p)
tl tl --------------- tl
(n) _, (n) (n+1) __(n+l), (n+p) __ (n+p)
(8 7=ty )y (5 g )y (£, gy

———— - —— — ——— o o — -~ ——— oy o e S S

(t(n)_t(n)) (t(n+1)_t(n+1)

(n+p) __ (n+p)
2 % p'% 1 p t )

—m () 1 p

(n) _

1 SN

(n+1)_t(n+1)) (t(n+p)_t(n+p))

@y

(n)_t(n) (t(n+1)_t(n+1)) ——_ )

(e "=ty )5 1 P 2 1 P

3 - UN ALGORITHME DE CALCUL DE TéN);

Posons g(@) = (tz('n)-t(n))i pour i = 1,...,p

i 1
(n)
95 € IR.
(n) (n+1) (n+k) .
t1 t1 ----- t1 1 1 =
(n) _ (n) _ (n) (n+1)
" g, g g £ T | % 9
(n) (n+1) _____ _(n+k) (n) (n+1)
% % % 9% %

et

2 1 1772 1 1 2 1 1 @
(t(n+p)_ ¢ (ntp)
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pour 1 > k

(n) (n+k)
gi —————————— i
(n) (n+k)
N (m? _ g, =—=m=- 9,
k
gén> ————— gén+ )

Notons

() ot b ™ 11identite de
k,1 k (n)

de Sylvester généralisée [7] pour N

On applique pour N

. On obtient l'algorithme suivant

Sylvester et de mé&me l'identité

(n) _ , (n) (n) _ (n)
EN k) o,i 9
(rt1) _(n) (n) {(n+1)
I N S W Tl S S
. (n+1) _ (n)
-1,k ~ %%-1,k
pour i > k.
(n) (n+1) (n+1) (n)
() _ Tk-1,1%-1,x 7 Fk-1,i -1,
Ik, i (n+1) _ _(n)
x-1,k ~ 9%-1,k
On a le résultat suivant :
. () _ _(n) (n) C o
Si 9, = (t2 t1 )i pour i = 1,...,p alors
T(n) - H(n)
P p

Cet algorithme (Hén)

algorithme et le E-algorithme vectoriel [9]

) s'appelle le H-algorithme [9]. La différence entre cet

est que
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pour le H-algorithme : (n) e’ et gk ., € IR alors que pour le E-algorithme :
I

(n) (n)
Ek eIRp et gk i € ]Rp.

’

(n)

Donnons maintenant un théoréme de convergence pour 'I'p . Ce théoréme est analogue

au théoréme 2 de [8].

4 - ETUDE DE LA CONVERGENCE,

Etant donné une norme H. II sur R®. On définit une norme matricielle associée

4 la norme l|.|| par :

Soit A une matrice carrée (p,p)

| |ax] |
{{al] = sup
< |xl]
xc0
Théoneme 1.
. S{ lim tl(n) = lim tz(n) =5
n-+oo N+

. SL pour tout n La matnice AT est inversible

8B =ar™. ar™ et si 3y I n>n B || <vy<1.

n 2 1
alons
1°) ATén)—ATl(n) est inversible pour n > N
20) 1im T(n) = S*
n-+oo
Preuve.

Pour démontrer ce théoréme on a besoin du lemme suivant voir page 45 de [17].

Lemme. de perturbation.

Soit A et ¢ deux matrnices carniées pxp, supposons que A est invernsible et
que ||a7!]] < a



150

84 |a-c|| < B et que aB < 1 alons

1°) ¢ est invensible

-1
2°) ||| s a/(1~aB)
1°) Prenons A = I I : étant la matrice unité I|I|| =1 =qa. Prenons C = I-E
A-C = B et on a IIA—CII = Ian|| <Y n>N vy =fet conme vy < 1 donc d'aprés
le 1°) du lemme I - én).AT(n)-l est inversible.
De plus :
ar™ - ar™ 7= par™, ar-lgg AT(n)
2 1 2 1
donc
ATén) - AT;n) est inversible pour n > N,
(n) . PP
TP est donc bien définie pour n > N.
2°)
() _*_ ) _ % _ o -1 () _ % (n) ko
Tp S t1 S (Bn 1) (t2 S (t1 S)) d'aprés 2
du lemme on a
-1, 1
He-n “ir<gyz =a>N
pour n > N
n * n * *
IIT; ) - s [l < 1t ( Ys*I1 + [llt(n) -s || + llt;n)-s 113

On passe a la limite quand n tend vers l'infini on a donc

Lim T = g*,
n>4o 0
;n)}et.{t( )}convergent plus vite que {S }, donnons une condition

pour que {T( )}converge plus vite que {S }.

Supposons que {t

Le résultat que 1l'on va donner est analogue au théoréme 5 (quand a .= b) de [8].
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Théoneme 2.

(n) _x (n) _«
t'™M g £\ s
S{ lim I—1—1——-l= lim _II_L___l_l -

Do ||sn-s*|| D+oo Hsn—s*”

Si pour tout n Lamafm‘.ceATl(n) est inversible et 84 3y IN |[B || <y <1 n>N
n
avec

B = ATz(n) .ATl(n) -1
alons
(n)
RS
" s, - 8
Preuve.
-1

Posons A = (B -~ I) °,
n n

) _ . @ _ . . ¢ _

TP = 1:1 An(t2 t1 )

r™ Csf = ) @™ - s - a @™ Loy,
P n 1 n 2

D'aprés le lemme de perturbation

1 1
Al s 7 et [T+ || < 1+ e
(n) (n) (n)
L L S | S U S|
e _a* = 1"Yl _o* 1~y _o*
l1s -s™|] ls, - s} [1s, - 87|

On pose a la limite quand n tend vers l'infini on a :

(n) _»
Ty s
lim —
nrte |[S - S*}]
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Remargges.

. Les hypothéses du théoréme 1 comme celles du théoréme 2 sont difficilemen
vérifiables dans la pratique.

. De plus T;n) est calculé en fonction de t;n)'.."t(n+p) et t(n),...,tén+p

1 2
il serait intéressant de donner des résultats d'accélération de la convergence

par rapport a {t§n+P)} et a {t;n+P)} .

5 - PROGRAMMATION DU H-ALGORITHME POUR LE CALCUL DE TéN).

- n étant fixé, On suppose que l'on connait t;n), t{n+1)"‘.’t{n+p) et
tz(n) ““,tén+p) -et que l'on veut calculer T;n) .
Posons M = p.
. Soit G un tableau & deux dimensions défini par :
G(k,i) = [t2(n+i-1) - tl(n+i"1)]k pour i = 1,...,M+1
k=1,...,M
G a : M lignes et M+l colonnes.
. Soit T un tableau & deux dimensions défini par :
T(k,1) = [P = 1,... M1

k = 1,...'M

. n
Donnons maintenant un sous-programme qui calcule T; !
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SUBRDUTINE HALGOR(G., T, M, IA)
DOUBRLE PRECISION G(IA, 1) 2 TUIR, 1), ALFHA
IF (M. ER. 1) GDTO S0
DO 10 K=1,6M-1
LL=M—K+1
DO 20 L=1,LL
ALPHA=G (K, L) / (B (K. L+1)=B(K, L))
DO 30 I=1,M ~ ‘
T L) =T(I, L)-ALFHA® (T (I L+1Y=-T(I,L))
30 CONTINUE
DO 40 I=K+1. M
B(I,L)=G(I,L)-ALFHA*(B(I,L+1)~B(I L))
40 CONTINUE
20 CONTINUE
10  CONTINUE
50  ALPHA=B(M, 1)/ (B(M, 2)~G(M. 1))
DD 60 I=1,Mm -
60 TUIL 1) =T(I, 1)~ALFHA* (T (I, 2)=T(I,1))
RETURN
END

A la sortie, le vecteur T(n) est contenu dans le tabelau T(.,1). On a eu bescin

M
de 2(M+1) vecteurs deIR .

Calcul du nombre d'opérations arithmétiques.

* Pour K fixé dans la boucle 10
(M+1-K) soustractions
(M+1-K) divisions
2M (M+1-K) soustractions
M(M+1~K) multiplications
2 (M-K) (M+1-K) soustractions

(M-K) (M+1-K) multiplications

* fin de la boucle 10.
(14+2M) soustractions
M multiplications
1 division
Divisions.
M M
Y (M+1-K) = § g = M(M+1)/2
k=1 =1
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Multiplications.
M M-1 2 3
[) Mat1-0] + [ ] (4-k) 1) ] = 200D M -M
& - 2 3
B
Soustractions.
M M
} (M+1-k) + 2 ] M(M#1-k) + B = Mo er1)eMZ (eH1) + 2 (M5-m)
b 2 3
k=1 k=1
I1 faut ajouter & ces calculs le calcul de tén+l-1) - t:n+l_1) soit M(M+1)
soustractions. Au total :
5.3 5 .2 5 .
§-M + E-M + 3 soustraction
2
5.3 M M sy .
E-M + > 3 multiplications
M e s
E—(M+1) divisions

6 - APPLICATION A LA RESOLUTION DES SYSTEMES D'EQUATIONS NON LINEAIF

I
O

On peut résoudre F (x)

ou G(x)

. . * * * *

On suppose qu'il existe X tel que F(x) = 0 ; G(x) = X
F:R B e ¢:R &

On se donne un entier naturel £ et des fonctions arbitraires Ai L et Bi 2 ou :
4 14

+
RP)L ! —'—»mp pour i Olq--'p

L

B, ¢ ! P pour i = Oy¢es/P

On suppose que . Ai £(§' Xioohd) = %
. 14

B, zﬁﬁ, $,...,% =% pour i = 0,.¢«sP-
i,
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On propose l‘'algorithme général suivant :

-]

ﬁnitialisation : soit £ un entier fixé x’z,...,x donnés
Itération k+1.
i k=L k
t; ) = Ai z(x geeesX )
4
(I) i=o'uo.'p
' k- k
t2(l) =B.'£(x ,...,X )
On pose xk+1 = T;O)

On suppose que Ai 2 Z Bi 2 pour i = O,...,p. Montrons que cet algorithme
14 14

généralise la méthode de la sécante [17].

a - La méthode de la sécante.

Commengons par donner quelques notations :

Lakp) : ensemble des matrices carrées p X p.

Soit H ¢ L @) H= (hl,...,hp)
hl,...,hp sont les colonnes de H, on a hl = H.el
1 P N i né’
{e",...,e} base canonique de RP h' ¢

Soit DCLB#’; on définit une application J :

J :,DxL(:R_p) —_— LORP)

J(x,H) = (F&+hl)=F(x),...,Fx+hP) -F x+nP 1)y 57}

et
- B
1

87 = !, nZnl,... nP-nPY

La méthode de la sécante est définie :

k+ k k -
X 1 =x -Jx, Hk) ! F(xk)

avec
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k
Hk = (xk,l - X ,...,xk'P - xk)

xk'l e R pour i = 1,...,p

k,i

Pour chaque choix des vecteurs x on a une méthode (des exemples seront donnés

plus loin).

Montrons que cette méthode est un cas particulier de l'algorithme (I)

Posons F(x) = X - G(x) comme F(xk'l) = xk'l - G(xk'l)

k -1 -1 -~
36", B) = @) e e 1 PP (6 (K0P g (R0P 1))Hk1
et

Hk = (xk'l,.....,xk'p—xk'p-l)
On pose :
xk,o - xk - Ab‘e(xk-z""'xk)
¥
xk'l = A, z(xk— ,...,xk) pour i = 1,...,p
14
Bl,ﬂ =G o Airﬂ pour i = 0,...,p
Comme
(1) _ k-2 X
H %&m reeesX )
pour i = 0,...,p
(1) _ k=L k
t2 _Bi"e(x ,...,x )
I (<) k _ (o) (o) (o) ~1
On a H = AT1 et J(x, Hk) = (AT1 AT2 )AT1 donc
kt1 (o) _ (o) (©) _jm(0),=1 (o) __. (o)
b4 = t1 AT1 (AT2 AT1 ) (t2 t1 )
donc cette méthode est bien un cas particulier de l'algorithme (I). b
k'i

On voit que cette méthode dépend des choix des x » plusieurs choix sont possible:

voir pour plus de détails le chapitre 7 de [17]. On va donner quelques exemples.
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1°) Prenons £ = 1 et notons xt = <xk, ei> la ieme composante de xk.

i k- i
xk'l = xk <+ (xi 1 - x:)e i-= 1'o-o'p

est une méthode de la sécante & deux points. Cette méthode est d'ordre (1+/§5/2
La démonstration est donnée dans [17] p. 362 (théoréme 11.2.8).
Cette méthode nécessite pt+l évaluation de fonctions & chaque itération.
k,i k e k-1 k., j
2°) £ =1 x T =x + z (xj - x.)e pour i

i=1 3
C'est une méthode de la sélanted deux points,

1,...,P.

Cette méthode est d'ordre (1+/5)/2, la démonstration est donnée dans [17]
p. 362 (théoréme 11.2,8).
Cette méthode nécessite p évaluations de fonctions a chaque itération.

30) £ = p xk’l = xk-i mur i = O'OQ.’P

C'est une méthode de la sécante & (p+l) points, son ordre est la racine positive
de 1'équation : tp+1--tP - 1 = 0, pour la démonstration voir [17] p. 373.

Cette méthode nécessite une évaluation de fonctions & chaque itération autre que
la premiére.

k,i k k i i o,
4°) g2 =0 't = %"+ <F(x ), e™> e i=1,..,pP

C'est une méthode de type Steffensen, cette méthode est d'ordre 2, la démonstration

est donnée dans [17] p. 361-362, Cette méthode nécessite p+l évaluations de

=

fonctions & chaque itération.

. i
k,i J

k k j
5°) £ =0 x =x + z <F(x), eJ> e
J=1
C'est une méthode de type Steffensen, elle est d'ordre 2 et nécessite ptl
évaluations de fonctions ([17] p. 361-362).

k i-
6°) L=0 X = xk et x i G(xk'l !

) i=1,..,p
C'est la méthode d'Henrici voir [17] p. 200, cette méthode est d'ordre 2 (voir
17 p. 373 {Résultat 11.3.5 pour la suite (10)}). Cette mé&thode nécessite

=

p+l évaluations de fonctions & chaque itération.



En utilisant le H-algorithme, on va donner quelques exemples numériques

15¢

d'application de la méthode d'Henrici.

Exemple n° 1.

On veut résoudre le

systéme d'équations non linéaires suivant :

_ 3
X, = (2x1 + x2) + 0,127
X, = -0,5 (x.+3x.)° + 0.10512
2 ' 17°%2 .
* *
X, = 0,1 et X, = 0,1
X X

1

buw»ol ~

Q. Q000000 0O00OO0000D+00
0. 988160632208335D-01
0.993938506114144ED-01
0. 9399399593984 366D-011
0. 1000000000GQOON0OD+00

0. 0000000000000 0D+00)
0.9396949513037894D-01
0.993337293334336D-01
0. 999993993997366D-01
0. 100000000000000D+00

12 évaluations de fonctions

Exemple n° 2,

X
x, = sin (x.x.) = 2
1 172 2T
_ 1 2x -1
\ x2 = 21rx1 (m 4) (e”71 "=1)
* _ 5 * _
k k
k Xy X3

EUWRN = O

0. 600000000000000D+00
0. 500274538404692D+0Q0Q
0. 499999923173333D+00
0, 49333933993389938D+Q0
0. S00000000000000D+00

0. 30000000000 0000D+01
0.314284030517675D+01
0.314159258016174D+01
0. 3141392653583973D+01
0. 314159265358979D+01
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Exemple n° 3.

2
1= 7Ry

kg
[l

Xy = xf-z,g(x2-1) §1=1 et §2=1

k k

K * Xy
0 | 0. 105000000000000D+01 0. 9S00000GOOQ000O0ODF0O0
1 0. 101940906372917D+01 0. 101021270628348D+01
2 | 0.1003683451100727D+01 0. 100183008714935D+01
3 | ©.999328523857362D+00 | 0.939935347117618D+Q0
4| ©0.999999114017442D+00 | 0.999999544331111D+00
s | 0. 100000000001663D+01 0. 100000000000833D+01
& | 0.100000000000010D+01 0. 10000000000000SD+01
7 | 0. 100000000000007D+01 Q. 10000000Q000004D+C+

b - Méthode 4d'Ulm.

On va montrer que les deux variantes proposées par Ulm dans [21] peuvent

8tre mises en oeuvre par le H-algorithme.

i
Posons ‘Gi(x) = <G(x), e>

Gi(X) est donc 1la ieme composante de G(x)

et G(x) =x - F(x)
i - Premiére variante.
k -_ 3 Ky
L =0 xk'l x 't 1 + <G(xk) xk, el> et i-= 1,.04sP
et
k,o xk
AT;O) = (xk'1 - x ,...,xk'p - xk'P_l)

. k k k k
diag (Gl(x ) - xl,...,Gp(x )—xp)

]
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ol
diag(al,az,...,ap) : matrice diagonale dont les €léments diagonaux sont les

' a; i=1,.e.,p.

On a tl(l) = xk'l et tz(l) = G(xk'i) donc :
(0) (o) _ G(xk'l)-G(xk) G(xk'p) -G(xk’p-l) (o)
ATZ - AT = [( ) see o ) - I]AT
1 k k k k 1
G, (x)—=x G (x) -x
1 1 P P
d'ou
(o) (o) (o), -1 G(xk'l)—G(xk) G(xk'p)—G(xk‘p-l) -1
AT1 (A’r2 A'I'1 ) T o= [( R reees Xk ) - 1]
G (x )=x G (x)-x
p 1 p p
k,1 k k,p k,p-1.
k+1 k ') - '¥y - ! -
x = x5+ [(T - (G(x ) G]ix)' ”.'G(x ]){G(i ))] l(G(xk)—xk)
G1 (x )-x1 Gp(x )-xp
On va s'intéresser maintenant au cas ol p = 2.
t
Notons x1 =u et x2 =v x = (u,v)
Gy (x) = G1 (u,v) = ¢1 (u,v)
G2(x) = Gz(u,v) = ¢2(u,v)
et tas k,i
Par définition des x on a :
k,1 _ k k k,1 _ _k
x,'" = ¢1(u V) et X, = v
k,2 k k k,1 k
xl' = ¢1(u V) et x2' = ¢2(u V)
Si on pose
k _k G(xk'l)-G(xk) G(xk'z)-G(.xk'l)
C(u ,v) = ( M P % % )
G, (x) - x G,(x) - x
1 1 2 2

On aura :
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k k k k k k k k k k k
¢l(¢1(u 'V ),vk)-¢1(u V) ¢1(¢1(u V), ¢2(u v)) - ¢1(¢1(u SV ), V)

¢ (uk,vk) - uk ¢ (uk,vk)-vk
1 2
C(u ,vkrf;
k k k k k k k k k k k k
¢2(¢1(u V) = bty by la v, ¢, (u Y )) =9, (¢, (", v ,v7)
® (uk,vk) _ uk 6 (uk,vk) _ vk
1 2
(x - C(uk,ka] (xk+1-xk) = G(xk)-xk. On obtient la relation (35), p. 164 de [21].
Remarques.

1 Cette méthode nécessite p+l1 évaluation de fonctions & chaque
itération.
2 La méthode est sous certaines hypothéses d'ordre 2, la démonstration

est donnée pp. 162-163 (relation 32) [21]

En utilisant le H-algorithme, on va donner quelques exemples numériques

d'application de cette méthode.

On reprend les trois exemples de la page ]58.

Exemple n° 1.

* * _
x1 = Q.1 et x2 = Q,1
k x? xE

0] 0. 00OOOQOGOO0OOO0O00OD OO0 0. QOOOO0OOOQNQ0O000D 00
110, 873539218444049D-01 0. 9728570833104 1D-01
210.987777572971217D-01 Q. 99354502 3536564D-01
310, 399399194834622D-01 €, 999993842467035D~-01
4] 0. 9999999599953398395D-01 0, 393933952993993980D-01
Sl 0. 100000000000000D+Q0 0. 10000000 000O00O0OD+0Q0

15 évaluations de fonctions
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Exemple n° 2.

* *
x1=0.5 x2=1'|'
k k

k

*1 %

OO, 700000000G000000D OO 0. 300000000000000D+01
110.430639509494526D+00 O, 300RI22r823II2IBD+0O1
210.516180886864A33D+00 O. J1ETTLRIFVT7ES4GHB4D+01
310, 499T42255330IFID+OO Q. 314088118100883D+01
410, 439939371 2860287D+00 0.314159221401471D+01
Sl 0. SOQQOQQQOOQVCOQAD+Q0

0. 3141539265358467D+01

Exemple n°3.

*
X, = 0.95 §2 = 0.975
k x]; X};
o lo. 105000000000000D+00 | 0. 950000000000000D+00
1|0, 9109387729523100+00 | 0. 957018863134837D+00
210, 940092720237246D+00 | 0. 970001710342501D+00
| 0. 948561 196481478D+00 | 0. 9742810044674360D+Q0
ol 0. 949960914655094D+00 | ©.974380456732737D+00
=! 0. 949999369685450D+00 | 0. 974393984959140D+00
&l 0. 9s0000000000728D+00 | 0. 975000000000364D+00
71 0. 950000000000713D+00 | 0. 975000000000ISOD+00
al 0. 949999999398454D+00 | 0. 374933993993454D+00
al 0. 950000000000017D+00 | 0. 97S00000000A00 1D+O0
16| 0. BSODOOO00AOO0OATD+OG | . 3750000000000 0SD+00

\

ii) §ggg§§g variante.

k,o k
x ' =G6(x)
et
k,i k,i-1 k i i
x'T=x" + <x = G(xk),el> et i=1,...,p
(i) _ _k,1i (i k,i
t =x ' et t, L G(x"'" pour i = 0 ,...,p.
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donc :
ATI(O) = (xk'l - xk'oyooo'xk'p - xk’p-l)
- a k _ k k _ k
= diag (x1 Gl(x ),...,x}‘:> Gp(x ))
k,1 k,o K/Py _ o koDl
AT2(°) —ATI(O) - |:(G(x ) - G(x ") veees G(; ) i(x )) _ I]ATI(O)
k k X =G (x)
61 (x) o P
avec G(z) = GoG
d'oil
k,1 P 1) k,p, _ k,p~-1 -
xk+1 - G(xk) + [T (G(x ) G(xk )'.“' G(xk ) G(xk ))]ul(G(z) (xk)-G(xk))
Xy -Gl(x ) xp-Gp(x)

On s'intéresse au cas ou p=2.

t
Notons x = (u,v)

G, (x) =¢, vl et G,(x) =¢,um).

Par définition des xk

i=1,2.
r ko _ k _k
x1 ¢1 (u’,v)
!
k,o k k
L X" = vy
( k,1 = k k,2= k
J xg u X, u
et
k,2 k
| x];'l = ¢2 (uk'vk) x2 v
Posons
k,1 k,o k,2 k,1
k ’ - 1 14 - ’
D(a ,vk) - (G(x )=G(x ') G(x "")-G(x ))

k k ' k k
xl-Gl(x) x2-G2(x)
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k k _k k k k k =
¢1(u ¢ § v ))-¢1(¢1(u eV )y ¢2(u v )) ¢1(uk.vk)-¢1(uk,¢2(uk,vk))

—

oX ¢1(uk'vk) o ¢2(uk'vk)

b, v¥) =

k k k kK k k k k k
¢1(u ,¢2(u v ))-¢2(¢1(u v ),¢2(u V) ¢2(u v )-¢2(uk,¢2(uk,vk))

ut - ¢1(uk.vk) vr- ¢2(uk.vk)

et

(2)

[I-D(uk,vk)] (xk+1- (xk)) = G (xk) - G(xk).

D'aprés (5") p. 120 de [21] ce systéme peut s'écrire :

1

[I-D, v 1 " - &%) = ) - %5,

On obtient la relation (37) p. 164 de [21].

Remargge .

Comme la premiére variante, cette méthode nécessite p+1 évaluations de

fonctions.

c) - Premidre généralisation de la méthode Regula-Falsi.

Reprenons l'algorithme (I) et fixons £ = 1

Ai,l :IRP ><1'Rp +1Rp

i=°'o.o’p
B :IRPX]RP-*]RP
i’l
Soit (y,2) e R x®,
Notons G(O) = Id et G(i) = G(G(i-l)) et posons
= 1)
Ay (¥e2) =6 (y)
I’O,...,P

(1)

Bi,l(y'z) =G (z)
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Avec ces notations l'algorithme (I) devient

[ x-l, ; donnés
itération k+1 t:i) = G(i)(xk-l)
i=0,...,pP
et tz(i) = ¢ (xk)
4
et
xk+1 - xk-l _ AT;O)(ATéo)_AT:O))—l(xk_xk-l)

(o)

\
or T k-1 (P (k-1y _ glp-1) k-1

= (G(xk_l) - X reeesG ).

(o)

et ATZ = (G(xk) - xk,..., G(p)(xk) - G(p_l)(xk))

(p-l)(x) - G(p)

Notons E(x) = (X=G(X),ee+,G (x)) comme F(x) = x - G(x)

(p-1)

E(x) = (F(x),...,F(G (x)))

et on a donc @

La premiére généralisation de la méthode Régula-Falsi est définie par :

- °
X 1, X donnés pour k =2 O

k+1 k-1 1,k k-1
X =X

L E e @) - BETY)y Y )

Quand p =1 E(x) F(x) et on retrouve la méthode Regula-Falsi,

Remarque. La premiére itération nécessite 2p évaluations de fonctions

les autres nécessitent seulement p évaluations de fonctions.

Application numérique.

Dans la page suivante on trouve les résultats obtenus par utilisation du

H-algorithme (pour les 3 exemples kgfcrits page 158). On note eksllxk-;'||(||.||
=

norme euclidienne). On veoit que ) tend vers zéro, Il semble m&me que cette

k
méthode soit d'un ordre voisin de e(1+/§)/2.
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* *
Exemple n° 1. X, = 0.1 x, = 0.1
k
k k k e
X % b e -
=11 0. 100000000000000D-02 { 0. 100000000000000D-02
o] Q. 000000QAHOOAQQQD+QL Q, QQQAOOAQQO0AQOQAD+QQ Q. 14E+0Q0 Q, 10E+(
b 0. 994004849651773D-01 Q. 100073142 163053D+0Q Q. 60E~-Q3 Q. 43E-C
2 Q. 100028141173879D+Q0Q 0. 99996535 2652528D-01 Q. Z28E-04 Q. 47E-C
g 0. 999939/854248914D-01 0. 1000000000800 0O7D+00 Q. 1SE~07 Q, S1E-C
4 0. 9999999392963 20D0~01 Q. 999999999999751D~01 0, 3I7E-12 Q. Z2SE-C
S 0. 100000000000000D+00 0. 10000000000 0000D+00 0, 14E-16
pour obtenir x5 on a effectué 12 évaluations de fonctions.
Exemple n°® 2.
X, = 0.5 X, =T
X1 = . x2 =
X X X ek
k_h X, X, 7
—1 | 0. 600000000000000D+00 | 0. Z00000000000000D+01 o
o | a.550000000000000D+00 | 0. 30100000000000GAD+00 0. 28E+01 0. 16E+03
b Q. S525853043692305D+0Q Q. 30758031 5665274D+01 0. 71E-01 O, 25E-Q1
2 0.526599016152488D+00 0.313131241118434D+01 Q. 29E-01 Q. 40E+QC
3z | o.s00705308024814D+00 | 0.314063427818201D+01 Q. 126—q2 | 0.4zZE-01
4 Q, 50001 0463730345D+00 0.314164973228032D+01 0. S8E~04 | ©.49E-01
S 0. 4993939586£718196D+00 0.314159262683142D+01 Q, J0E-Q7 Q, S1E-QO3
6 Q. 4939933935399707D+QQ 0.3141539265358517D+01 0. B9E~12 Q. 23E~-04
7 0. S00000000000000D+00 0. 31415383265358973D+01 0. 131E-1S
Exemple n° 3.
* *x
Xy =1 X, = 1
k
k k e
k k
Xl xz e e]i..]
~g 0. 105000000000000D+01 0. 950000000000000D+00 | |
1 0-162032000000000D+01 Q. 34000000000Q000D+Q0 Q. GOE+QQ 0. ASE+QL
0. 102435408463708D+01 | 0. 970599269573722D+00| | 0. 38E-01 | 0, £3E-01
2 0.10132994174157BD+01 Q. 983416623555611D+00 0. 21E~01 Q. S6E+Q0
z -2.1029099399061249+01 0. 99962924 1755710D+00 | | 0. 31E-0Z Q. 1SE+OQ
: .10(5&0433?21892D+01 10.1001133%57411628D+04 | | 0. 27E~0Z 0. 8SE+00
s 8.120g070g205417lb+01 Q. 100105834798874D+01 Q. 2IE-02 Q. BTE+QO
S 0.1L000§97‘030zson+01 0. 100004499475457D+01 0. 1QE-Q3 Q. 43E-0
o « 1000003848458449D+01 0. 100000161210390D+01 Q. 42E-05 Q. 4ZE-01
S 0. 1000000008393 74D+01 1 G. 10000000006 42Z20D+01 0. 84E-08 Q. ZOE-Q2
0. 100000000000095D+01 0, 9399929999393 78D+00 0, 11E-11 Q. 14E-03
10 | 0. 100000000000003D+01

C. 1000000000000 00D+01

G, 28E-13
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B - SECONDE GENERALISATION.

En s'inspirant d'une interprétation d'une transformation composite de rang
deux dans le cas scalaire, autre que celle de la premiére partie, on définit une
nouvelle transformation vectorielle. On utilise le R.P.A. ou le C.R.P.A. pour
mettre en oeuvre cette transformation, on étudie le noyau et on donne un théoréme

de convergence.

A partir de cette transformation on donne un algorithme général pour la
résolution des systémes d'équations non linéaires ; on montre qu'en particulier,
cet algorithme généralise la méthode d'Henrici. On propose ensuite une seconde

généralisation de la méthode Régula Falsi, on montre que son ordre est (1+/5)/2.

Et pour finir, on donne quelques exemples numériques.

1 - INTERPRETATION DANS LE CAS SCALAIRE;

{s } une suite ; S eIR.
n n

(n)

f Yett,:{s}~ {tz(n)}

t1 : {Sn} > {t

On cherche une fonction affine £ telle que £ : IR + 1R

x -+ ax+b

avec
(n), _ ,(n+l1)
[ £ ™) =t
(n), _ ,(n+1)
t f(t2 ) = t2
(n) _ . (n+1)
at1 +b = t1
N (n) (n+1)
at2' +b = t2
donc (n+1) (n+1)
t - Y
a= .
e _ £ ()

2 1
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(n+1) _(n) _(n)_(n+1)
T T
b = -
(n) {n)
t, - %

Cherchons maintenant le point fixe de f qui existe si a =z 1.

ax+b=xsia=1,x=—b——
l-a

(n) (n)
At2 -At1
a-1 =
(n) , (n)
t2 -t1
donc t(n+1) (n) _ t(n+1)t(n)
2 1 : 1 2
x =
(n) (n)
Atz - At1

(n) . (n)__ (n)
At1 (t2 t1 )

= r™,

(n)
t 1

1

(n) _, . (n)
AtZ At1

On obtient la transformation composite de rang deux.

2 - GENERALISATION AU CAS VECTORIEL-‘

On cherche une fonction affine F
F: R R

X + Ax+b

AcLE) et bew

(On rappelle que L(IRp ) désigne l'ensemble des matrices carrées {p,p) telle que

F vérifie les conditions suivantes

(n+i) ) =t (n+i+1)

F (t1 1
(1) 1 pour i = O,...,p-1.
(n+i), _ . (n+i+l)
F(t2 ) = t2
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t1(n+l) eIRP et t(n+i) eIRP donc

2
At(n+i) + b= 1:(n+i+1)
1 1
II pour 1 = 0,...,p-1
{n+i) _ o (n+is+l)
At2 + b = t2
d'od A(t(n+i) _ 1:(n+i)) _ L (n+i+l) t(n+i+1)

2 ) —t2 -t pour i = O0,...,p-1.
On définit une matrice Tl(“) e LIE) :

" .
'1‘1(11).el 1 = t1(n+l) pour i = 0,...,p-1.

de m&me une matrice T;n) € L(IRP)

i+1 + i
Tén).el = 1:2(n 1) pour i = 0,...,p~1

{ el, «..,eP} pase canonique de ®’.

{n) (n) _ (n+1) _ _(n+1)
II=> A(T2 - 'r1 = (T2 '1‘1 )
Ssi (Tz(n) - Tl‘n)) est inversible alors :

A= (@D o gD, .('r;_f“)-'r(“))'1

2 1 1
et donc
o Ln¥) o (n+l)  (n+l), o (n) (n),-1 _(n)
b= t1 (T2 T1 ) (T2 T1 ) 'tl

1 : matrice unité,

= (n} _ Am(n) (n) .(n), -1
I-A = < AT2 ATl ] ('I'2 —T1 )
et

A @ _ pn ) (), (n) _, (n),-1_(n)
b-At1 L e (T, T, Tty

le point fixe de F existe et est unigque quand I-A est inversible et on a :

x = (I-A)'ib
(n) . (n) (n)_,.(m) =1 , (n)_ ,(n)_, (n), .(0)_n(n) =1 (n)
x=-[('1‘2 -7 )(A’r2 -A'r1 ) (At1 (A'r2 A'r1 )(Tz T, ) t,
- s(n)
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On a donc une nouvelle transformation

(n) _ t(n) _ (T(n) T(n))(AT(n) _ AT(n))--1 t(n)

Sp 1 2 T 2 1 - Y

n
Montrons que SPS ) peut se mettre sous la forme d'un rapport de deux déterminants,

o
Posons x t;n) et u = Atl(n)

_ (D) (n)
A= Amz - Aml

la ieme colonne de la matrice (Tén) - Tl(n)) est

+p-1 -1
@ =M™y Lo @MY e Py ) on rappelie que

2 1

. . €me .
siy e’ y, i composante de y. Posons aussi :

=
e/

i

<L = [T(n) (n) ]t

2 " T s

et

1 t
X = (x ,...,xp)

° -
(n) = X =-X.A 1u donc d'aprés 1'identité de Magnus :

Avec ces notations on a : Sp

(n) (n) __(n) (n+p-1) __ (n+p-1)
tl t2 t1 e e 0 00 t2 tl

(n) (n) _,, (n) (n+p-1) _, (n+p-1)
(Ae 70y, (At =Mt 70) eeele (B, e, )y

(n) _Atl(n)) . (At2(n+p-1)_At1(n+p-1) )p

ey A

1 P 2
s;n) =
(n) (n) (n+p-1) _ , (n+p-1)
(At2 -At1 )2 ............... (At2 At1 a
(n) (n) (n+p-1) _, (n+p-1)
(Atz Atl ) ® 9 & 805606000009 00 (At2 Atl ) p
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{n)

3 - DEux ALGORITHMES POUR LE CALCUL DE s, -

e (n*is1) _ | (nti-1)

e - . 2 1
1 i
Posons y = X =
(n+1) (n+i) (n+1)
.tl _t2 . t1
2 i 2 2
ye]Rp et x eIRp veIRp
. i 2p
Soit 2z (IR~ tel que :
<zi v> = (v, -v,)
! 2 1'i
1 s . . .
zj=0 sij =21i ou j =i+p
zr =-1 z+ =1
i i+p
. . 2p
< ,>: produit scalaire dans R ~.
Dans ce cas S(n) est le vecteur dont les composantes sont les p premiéres

composantes de EP. Slin) € ]RP,

< T i _
R.P.A. [6] E, =y et 9,,4 = X pour i > 1
c oox Eyot) prac” Fiee1'x . ek o
ko kel T ¢ y TRk
9%-1,k’ prk~ ‘¥k-1,k’'p
(g .) -{g .)
_ _ 9%-1,1 prk” %k-1,1k s s
I,1 T k1,4 7 T ¢ o k-tx BT K70
- Ik-1,k" p+k~ Fk-1,k'k
C.R.P.A, [6] :
-e(°)=y e(i)=xl iz
[«] (o]
(1) _ (D
LB | ) (e1) ik (ek-1{g__'é(i+1)
k k-1 . . “k-1
Py o elith,
- k-1' p+k k-1 'k
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{n)

Dans ce cas (Sp )., = (e(O))l pour i = 1,...,p. Pour les exemples numériques

Pyt

on a choisi de calculer Sp avec le C.R.P.A.

(n)

4 - ETUDE DU NOYAU DE s, -

ThZon2me 3.

p=1 . .
Si tl(n) =5 + ) o (t2(n+l) - tl(n+l)) pour n€ N et &4 :
i=o .
La matrnice A'rz(n) - ATl(n) est dnversible pour tout n e N alors :
s™ 25" anew
P
Preuve.
pe@ _gr BT L) o)
1 =1 i 2 1
i=0
donc
t(n) _ pil o (At(’n+i) _ At(n+i))
SN i T2 1
1=0
donc :
-1
(n) _ (n+i) _ {n+i) .
(At1 )3 = i=21 ai(At2 Atl )J pour j = 1,p

Les ai sont solutions d'un systéme linéaire et comme

p=1
Z o (t
1

i=o

*= t(n) -

1 (n+i) _ . (n+i)

2 1 )

S

*
S peut s'écrire donc :
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(n)__(n) (ntp-1) _  (n+p-1)
t2 tl eve t2 t1
aei™y aefMae™) L ae[MET g i,

1 1

- —— —— i Y gy e - -

ae,™) o oeP be ™) L @ MR ae L,

1 'p 2 P
s = =f§‘n)
(n) (n) (n+p-1) (n+p-1) P
(A, At1 )1 ............ (At2 -At1 )y
(n) (n) (n+p-1) (n+p-1),
(At2 l‘tl Jq seeeneesenns (At2 At1 ‘b
0

Ce résultat est encore valable si :

(n+1i) ¢ P

+i
tén i) € cP . pour i = 0,...,p

5 - ETUDE DE LA CONVERGENCE.

Théoneme 4.
Si lim tl(“) = s%. Si pour tout n 1M 1™ st fnvernsible et si on pose :
2 1
oo
_ (n)_ (n) L(n+1) _(n+1)_ -1
B = [T, -T, 1.LT, Ty 1
et 3y >0 3N n> N |[B || <y <1 alons
1°) arg™ - ar(™ est inversible powr n > N
2°) 1im s = g*
n>tco
Preuve.

1°) On applique le lemme de Perturbation avec A = I et C = I—Bn.IIIII =1=0
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(n) _ pp(®)

2 Ty est inversible.

donc I-Bn est inversible donc AT

2°) D'aprés 2°) du lemme de perturbation

-1 1
(-8 ) "I < =
(M) _ *_ () _ -1, (n)
Sp 5 =t s + (I—Bn) At1
donc
(n) _ o* (n) _* 1 (n)
IlsP sl = 11ty s+ = Hae ™|
donc
1im s = s*
It

On va s'intéresser maintenant a4 la programmation du C.R.P.A. pour le calcul de
(n)
S .

P
+
On suppose que n est fixé donc on dispose de t;n),...,t:n P) et tén),...,tén+p).

6 - ProcrAMMATION DU C.R.P.A. POUR LE CALCUL DE s;n).

n est fixeé,
On pose M = p.
Soit C un tableau & deux dimensions défini par :

N _ (n)
c(i,1) = (t1 )i

pour i = 1,,..,p

Cli+p,1)= (_tl(“”) )
C(i,k) = (ténfk'z’—t;n+k'2))i k=2,...,p+1
C(i+p/k) = (g {ptk=1) ¢ (ntk-1) pour i = 1,...,pP

2 i i

C a 2M lignes et (M+1) colonnes.
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* Nombre d'opérations pour le remplissage de C :
M(M+1) soustractions

* Supposons que l'on dispose du tableau C, on va donner un sous-programme

s(n)

tel qu'a la sortie C(i,1) = ( p )i pour i = 1,...,p.

SUBRDUTINE CRPAH(C, 1A, M)
DOURLE FRECISION C(IR, 1), C1, Cz.C3
IF(M.EQ. 1) GOTO S0
DO 10 K=1,Mm-1 N
DO 20 L=1,M+1-K
C1=C(K+M, L)-C(K, L)
C2=C (K+M, L+1) —C (K, L+1)

C3=Ci1/C2

DO 30 I=1,2x%M
3Q CeI,L)=C(I,L)~C3+C(I,L+1)
20 CONTINUE

10 CONTINUE
S50 Ci=C{M+M, 1)-C(M, 1)
CZ=C (M+M, 2)~C (M, 2)
C3=C1/CZ
DO 40 I=1,M :
40 C(I,1)=C(I,1)-C3I*0(I, 2)
RETURN
END

Calcul du nombre d'opérations arithmétiques.
. Pour K fixé dans la boucle 10 (K < M-1)

. (M+1-K) divisions
2 (M+1-K) soustractions
. 2M(M+1-K) soustractions

2M (M+1-K) multiplications
fin de la boucle 10

. 2 soustractions
1 divisions
M soustractions

M multiplications

Divisdions.
u M
2 (M+1-K) = = (M+1)
2
K=1
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Multiplications.
M-1 )
[ ) 2M(M+1-K)] + M = M" (M+1) -M
K=1
Soustractions.
M M-1 -
2 ) (MH1-K) + 2M ) (MH1-K)+M = M +2M
K=1 K=1

le remplissage de la matrice a nécessité M(M+1l) = M2+M en tout : M3+3M2+M

soustractions.

(n)

Pour n fixé le calcul de SP par le C.R.P.A. nécessite au total

3 2 .
M” + 34 + M soustractions

3 2 4. .
M +M - M multiplications
M(M+1) /2 divisions

Donnons maintenant quelques applications.

7 - APPLICATIONS A LA RESOLUTION DES SYSTEMES D'EQUATIONS NON
LINEAIRES,

It
"

On veut résoudre F(x) =0 ou G(x)

LL]

*
0, G(x) =

On suppose qu'il existe % tel que F(§)

F:® -®, G

r®® > ®P.

-~

On se donne un entier £ et des fonctions arbitraires Ai 2 et Bi 2 avec :
’ ’

. 2+1 P
Ai'£ : QRP) -+ IR

et pour i = O,,..,P

et on propose l'algorithme général suivant :
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-

Initialisation £ un entier fixé

-£ °

X ,es+,X donnés

Itération k+1

i k-£ k
t](. ) =Ai,£(x ,ooo,X)
pour i = 0,...,p
(1) (1) _ k=L K
t2 = Bi,,e(x ,...,X)
et on pose
k+1 (o)
X =S
p

2 i =
On suppose que Ai,l Z Bi,Z pour i OseeesDe.
Montrons que cet algorithme généralise la méthode d'Henrici.

a - Méthode d'Henrici.

(o)

On note G = Id Id : IR - IR Id(x) = x

et (1)

G = GO...0G i=21

{_—_—v—‘
i fois
Oon pose £ = 0O
. =P . P P

A, o iR LR et B, o t R + K

et
_ (1) - (i+1) C o

Ai,o =G et Bi,o G pour i O,e.e,P.
(Téo) - Tl(o)).ei = G(i)(xk) - G(i-l)(xk) pour i = 1,...,p. et
(AT£°) - AT;O)).ei e K C2eW S s eV =1, p.
Posons y(o) = xk et y(i) = G(i)(xk).
Avec ces notations :

1 -
T2(0) _ T1(0) - (y( ) _ y(O),...,y(P)-y(P 1))
(o) _ (o) - (o) _ (o)
Notons T2 T1 H et AT2 AT1 = 8,
1 -1

on a s = (y(2) _ 2y(1) + y(0)'."'y(P+ )_2y(P) + y(P ))

k+1 . . .
Dans ce cas X s'écrit comme suit :
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(o) (o)

2 ¢ _wstew® - ¢ ).

On obtient la méthode d'Henrici voir [17] p. 200, NR 7«2-3.

Comme on l'a vu précédemment, cette méthode nécessite p+1 évaluations
de fonctions, et est d'ordre 2 sous certaines hypothéses voir [17] p. 373

(Résultat 11.3.5 pour la suite (10) qui est la méthode d'Henrici).
En utilisant le C.R.P.A., on va donner quelques exemples numériques
d'application de la méthode d'Henrici. On reprend les trois exemples de la

page 15§,

Exemple n® 1.

*
X1 = 0,1 et X2 = 0.1
k
k x? x2
ol Q. 000000000000000D+00 0. 0000Q0OQAO0O0000O0OD+00,
1 0. 9AS1E06I2Z0A9ISD-01 ¢. 99634951 9037894D-01
2 0. 999985061 141446D-01 0. 929997283994396D~-01
3| ©0.999999939384966D-01 0.939399993937367D-01
4] 0. 100000000000000D+00 0. 100000000000000D+00
12 évaluations de fonctions
Exemple n° 2.
x5 = 0.5 et x5 =
1 . 2 7
k k
k x1 )

I

S UKD

0. 6Q00000000000O00D+0O0
Q. SOQZ74538404632D+00
0. 49993399231 73333D+00
0. 4393939533939337D+00
0. S0000Q000000000D+00

0. 3000000000000 00D+01
Q. 3142840303517675D+01
0.314153258016174D+01
0. 314159265358379D+01
0.314159265358979D+01
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Exemple n° 3.

* 1 *
x1 = et X2 = 1

k xk Xk

! 1 2
¢] Q. 105000000000000D+01 Q. 950000000000000D+00
i Q, 101340306372317D+01 Q. 101021270628348D+01
2 0, 100363451 100727D+01 Q. 100183008714993D+01
3 Q, 9999389 2T3E7271D+0Q O, 3939953471 17574D+0C
4 0, 939923911401 7327D+00 Q. 9999335443 T11S6D+00
) Q. 100000000001 628D+ 0. 10000000 0000844 D+
& 0, 993939979299933 1 D+00 0, 399999593939996ED+00
7 Q, 9933399333338 72D+00 0, 38999999939399333D+00
a 0. 10000000000002SD+01 Q. 1000000000001 3D+01

—— . . S S T S o S e S S S ok S S i A P, e P D O S S i S e T e o e S e Bt Bt e

Revenons a l'algorithme II.avec £ = 1 donc :

A, 1 :n@’x:mP —+]Rp

i,

B, ,BEx®R +® 1i=0,...,p
i,1

p (1)

V(y,z) e]Rp x R on pose A, 1(y,z) =G ‘{z) pour i =0,...,P
14

_ (1)
Bi,l(y'Z) =G (y)

c (o) (1)

(y) =yetG = GO...0G.
———

i fois

ou

pDans ce cas l'algorithme II devient :

-1 )
%X et x° deux vecteurs donnés

k-
itération k+1 t;O) = x* et téo) —_
t(i+1) = G(t(l)) et RES 2 G(t(l)) pour i = 0,...,p-1
1 1 2 2
et xk+1 = s(o)



T§O) _ T1(0) o @kl LK e ket (D) Ky
et
P e B I A S TSR e By
P St W U
Posons

g - e

C(X'Y) = (Y"x' G(Y) - G(x)'o..’G
C(x,y) est une matrice de LGRP) ; X<€ IRp et v € R’ posons aussi :

F(x) = x - G(x)

et H(x,y) € L)

H(x,y) = (F(y) - F(x), F(Gly)) - FGx)) ,eer bGP Y 9)-F'P Y G
Avec ces notations on a :
P xk+1 _ xk _ c(xk, xk—l) H(xk, xk-l)-l.F(xk)

Montrons que quand p=1 on obtient la méthode Regula-Falsi classique.

ci, &1 = - ¥

k-1

H(xk, X ) 1

Fix5) - P Y

K1k E=h F
x =x - X k-1
F(x )-F(x )

On retrouve la méthode Regula-Falsi.

On va montrer que sous certaines hypothéses cette méthode est d'ordre
(1+/5) /2.
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On note

c, iy = —XE_ L, G(p;“ﬂ)vca(p'”m
! | |y~x|| He® D p - c® D]

Pour montrer que cette méthode est d'ordre (1+ 5)/2 on a besoin de trois

lemmes :
Soit F : D CIRE »1]RFC D un ouvert de R,
Lemme 1.

Si F est continument differentiable dans un convexe b_ de D et 44

Qu,Vuveno

1
firt) - P11 < allu—vll

alons vx,y € D

HE - Foo - B G v 1] < S 1y=11

voirn [17] Résultat 3.2.1Z2 p. 73.
Lemme 2,
Soit A une matriice qui a pour colonnes ai, i=1,..4,p

1 2 .
A= (a", a l.'?.'"ap)

alons In ||al] < n § Hall].
| i=1

Voin [17] Resultat 2.2 p. 43.

Lemme 3.

Soit F : DCRP » TP, F est continiiment diffrentiable dans un ouvert o,
telle que : do ¥(x,y) € D XD | |F* (x)-F* (y) || < ol lx-yl |. Soit D, un convexe
de D tel que :

, i ,
84 X e Dy alors G( )(X) €D, pour i = 1,...,p~1 et &4
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-1
dy > 0 V(x,y) € D X Do Ilcl(x,y) II <y
alons v(x,y) € D, XD ona:

- p-1 : .
ey .con™ -rwl] s gram (] e w -cP (]
i=o

(M : constante du Lemme 2),

Preuve.

Soit h € RF. on pose I'(h) = F(x+h)~F(x) - F'(x).h.
D'aprés le lemme 1 |[T'(h)|]| < %ullhltz si x e D et x+th e D_.

| |8 (x,y) C(x,y)-l—F'(x)|| = || B&,y - F-(x)c(x,y))c(x,y)'1||.

(p-1)

= T2, PV 0P m)cmm”

On note :

diag (zl,...,zp) = matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont

zi, is= 1’...'po

l ‘P(Y“X) reeey P(G(p-l) (Y) _G(P—l)

|ExyCcEy 7 -F @] %)) .Ex, ) | |

et
E0,y) = aiag(] |yx||seens ] |6 TP 6BV | D7 ¢ ™
’ (p-1) (p-1)
_ _ TG (y)-G (x))
||B(x,¥) Clx,¥) 1op || sv IKM— roses B-1) |)|
(x)

| |y=x|| 116 P (9 -c

Par hypothése x ¢ Do alors G(l)

(x) € Do pour i = 1,...,p-1.
et

Yy € Do alors G(l)(y) € Do pour i = 1,...,p-1

et d'aprés le lemme 1 et le lemme 2,

_ p-1 X ‘
ey cxm ™ - F ]| < -lz-(yna) ) e w - ||

i=o

g
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Théoneme 5.

Soit F:p W +JF. F est continiment differentiable dans un ouvert
D. On pose G(x) = x-F(x). On suppose que

a)’F X = x
b} 1-G' (%) est {nversible.

¢) ¥ix,y) e DxD ||e' ) -6'N ]| = a||x~y]]
On note s(x,B) = {x eIRp/llx—§|| < B}
On suppose de plus que :

d) vx,y € S(x,8) ||exi-aw ]| = ||x-v]]-
e 3y > o vx,y e sk,8 ||c ||y

6) (n est une constante du lemme 1)

(308 + 2 .0.n.p.B) ||T-¢"x) || < 1.
.~ =1 * ° *
S{x €8x, B et x € S(x,R) alors :

1°)  La suite {x"} diginie par (p) est bien définie, x* ¢ s, B)
3 k %
lim X =x .

k4o

2°) La suite {x*} est d'ondre (1+/5) /2.

Preuve.

On pose Do = S(%, B). Montrons que si x € Do alors G(i)(x) € D°
pour i = 1,...,p
llew k|| = [lem-sm || < ||x=x|| <8

par récurrence l]G(i)(x)-;|| SB Vxe D,-
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Six e Do et v ¢ D° d'aprés le lemme 3 on a :

p-1

|[H(x,y).c(x,y)'1-F'(x)ll < an.%( ) [IG(i)(x)-G(
i=o

i) (Y)II)
P ||H(x,y).c(x,y)_1-F'(x)|| < a.n. %-. p(||x=% ||+ ||v=%| ]

car :

Doin s t1e™ 1+ 116 w21

(16 (x)

< [Ix=x|] + [ly-%I])

HEGCa, T -F &[] < HEGCoy) “=F ()| 1+] [F' (0 -5 &) |

F'(x) = I-G'(x)

HE' () -F' X) || = 16" (x)-6' () || < ol [x-%|| < a.B
donc
-1 _, .
Py [[EGCcEn T -F @] < an. Lp@p) +a.8
* =1 * -1
Posons a = |[[F'(x) || = [|(I-G'(x)) ||

a@prp&uﬁ)sawawpp&ﬂ$)+%a$

or par hypothése :
3
2a(g.n.p.y.8+ 3-.a.B) < 1.

Posons :

A=rF'( et &=Hxy .cxy .

D'aprés le lemme de perturbation 3 est inversible et :

-1 a
HE ] <

1-a(a.n.y.pR+aB)
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et comme
3 1

o < af{a.n.y.p.B+0.B) < a(a.n.p.y.g+ faB) <y

alors :
1

-5< -a(0.N.Y.pP.B + %“B) < —a(a.n.y.p.-f+a.B) < O

%< l-a(a.n.y.p.B+ —3&.8) < l-a(a.n.y.p.B+a.8) < 1
donc

1 < 1

l-a(a.n.yv.B.p+a.B) l1-a(a.n.Y.B8.p+ %a.s)
3
h = aB(a.nyp+ §-a) et donc :
-1 a
e ] < T Y&y €D xD.
PIV : donc si x € Do et y € Do Z=x - C(x,y).H(x,y)-lF(x) existe

Z-% =x -% - Cc(x,v) H(x,y)-l F(x)

donc
n

¢t mxy cxm Tt k%) - Fe))

N
!
»
h

On a :
Itz - xI11 < NEY B cH,p ™ - Fre) )]+ [[R e -Fr @ ]3] |x=x]|| +

{llrx) - F) <P & x-0]]}

s Nzl < P25 05 neyp ek L[+ Hy=%I Dol X1 171 1x1 ]+ STx-%112 25

Py i-h 1-h

Pour obtenir PV on a utilisé la relation PII' le fait que F' soit Lipshitzienne,

et le lemme 1.
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k k
1°) Montrons que {x } est bien définie et que x ¢ S(;,B).

- o
Par hypothése, x 1 et x appartiennent & S(;,B).
D'aprés ce qui précéde H(x°,x-1) C(x°,x—1)-1 est inversible donc x1 est

bien défini.

D'aprés P_, :
p v

Il s 2o SonyepUleeaa™ 11+ HxTax*1h + al lze—x"1 0] ko-x"1 |

%) o B 2
+ S ixeex”| P 2

donc

1 * a 3:' _ L
HNx"=x" |1 <7 {o.ny.ps+ 08B = 15 8.

Par hypothése h < %—donc T%E < 1 d'ol l|x1-x*|| <B.
1 * i
Si x* € S(x ,8) on a montré que G(l) (xl) € S(;, B) i=1,...,p-1.
1 = (i) 1 *
ponc ||x -x || s Bet |l xh)-x |} <8 i=1,...,p-1.

Par récurrence llxk - x*|| = B.

k
. Montrons que lim x = x*.

n»>+oo
D'aprés PV
L okl ok a 3 kK x
Tx" "=x"|| < 7 (a.ny-P8 *+ Zu-B)} = =x"]|
et
k+1 h k h v
Pl “=x*|| < g5 I¥ =x"|}. Comme 7= =1 <1
donc

||xk—x*|| < (I%E)k llxe - x*II et donc lim xk =x".

k>0



2°) La suite {xk} est d'ordre (1+/5)/2.

' -
D'aprés PV

K+l % o 3a. (| k% k-1 k
ES -XHSﬁ*h[(gnY-P‘*‘g‘)Hx—x*H+%?\YP||X - [T ] ]x"x ]
et donc

L I I N T P I PR P

et d'aprés [19]1 p. 147 théoréme 1.

La suite est d'ordre z avec z positif et z = 1 + lu Donc z = (1+/5) /2.
z

Remarque.

Chaque itération nécessite p évaluations de fonctions sauf la premiére.
Donnons maintenant quelques exemples pour illustrer la convergence de cette
méthode. On reprend les trois exemples dela page ]5§ pour les résultats

numériques voir la page suivante.
1°) La premiére généralisation semble meilleure que la seconde.

2°) Les résultats numériques confirment la conclusion du théoréme 5.
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0. 100Q0QAAARAQALAQD+00

0D, SeE-1&

= 0.1 = 0.1
k k e
k

k x1 x2 e Ek--I
~1 | G I00000000000000D-02 1 0. 1 00000GO000H0OMD~02

0 0. 000000000000 000P+00 0. 00OO000R0G0OAOQOP+O0 0. 14E+00 | 0, 10E+01
1 0. 116908861423731D+00 0. 103871883481457D+00 O.17E-01 | Q, 1ZE+00
2 0.995319234E625176D-01 0. 9980960330562 95D-01 0. 4SE-03 | o, 2EE-0O1
3 | 0.998370638001617D-01 0. 999654 164088E0SD-01 Q. 17E-03 | 0, Z7E+00
4 | 0.999996947373127D-01 0. 899999253467515D-01 Q. Z1E-06 | 0., 18E-02
S | 0.100@000003EE7I0OD+00 | 0. 10000000007 IS43D+00 0. 37E-03 | 0, 1ZE-0Z
& Q. 100000002 Q0000OQD+OQ

Q. 15E-06

Exemple n°® 2.

0. 45D-14

*
X1 = 0.5 =T
k k et
k X, X2 ek k-1
-1 0. £00000000000000D+00 Q. 0000000000 000O0D+03
Q Q. SS0000QA0000000B+O0 0. 301000000000 0OGP+0O0 Q. PRE+0L Q. 16E+02
1 0. 696328369427 464D+00 Q. ZTTOE0LT0IL4B0E4D+01 Q. Z7E+QQ Q. 96E-01
2 0, 10433451 8001607D+01 Q. 33182 1170372€84D+01 0, FSE+O0 Q. SHRE+01
3 0. 538258282573773D+00 0. 30201 25735676348D+01 0, 61E-01 Q. 6G4LE~1
4 Q. SOSS27348085033D+00 0O, 30522921 3908833D+01 0. 83E-01 0. 155+01
S 0. 4334505297281 69D+00 0. 313842666725211D+01 0. E2E-O2 Q. BAE~D1
(=Y Q. 493356R87245953D+00 0. 3141500973621 58D+01 0, 10E-03 0. 16E-01
7 0. S00000046020800D+00 Q,314159249662848D+012 0. 16E~-06 Q. 16E-Q2
8 Q. SQOOOQOQQQO364SD+0Q Q. 3141532653606 70D+01 0. 19E~10 0. 12503
9 0. SQQQQQOHQ0OOQQ0D+O0 0. 31410926T3T8373D+01 Q. LBE—15 Q. 24E-Q4
Pour obtenir x on a effectué 20 évaluations de fonctions
Exemple n°® 3,
* *
xl = 0.95 X, = 0.975
X k x
k Xy L) ek' 'ék_;-_
-1 Q. 10500000Q00000QD+01 Q. ATOOR000J00000O0D+OC _
& 0. 16000000QOONO00OD+01 Q. 240000Q00000000D+Q0 Q. £SD+00 0. E3D+01
1 0.3866318114302724D+00 Q. 37143121 1109T40D+00 O, 17D-01 Q. 26D-01
2 0, 89543374 48E76674D+00 Q, A7SEZL07E0ORL 1 LT7D+QC 0. 46D-02 0. 28D+00
3 0. 952224691360161D+00 Q, 7607587 S20OBEE1 D40 Q. ZSD-02 O, SID+Q0
&4 0. 95021333 2429835D+00 Q. 87S101824284338D+00 0. 24D-03 0. 3eD-012
S 0. 3493309525 04829D+00 Q. A74FFTLETIT7 11 14D+ 00 0, 10D-04 Q. 43D-01
& ] .0.350000038444684D+Q0 Q. 97500001 821 A00ED+0] 0. 4XD-07 0. 42D-02
7 0. 95000000000E3E6 1 D+00 Q. 9750000000034 81 D+0 0.78D-11 0. 18D-03
8 0. 9435999393533 336D+00

Q. 57D-03
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ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DE SUITES
PAR UTI{LISATION DES TRANSFORAMTIONS COMPOSITES.

RESUME ,

Un outil d'accélération de La convergence est L'utilisation
des thansfomnmations composites de suites définies par C. Brezinski.
Une étude systimatique de ses transformations conduit a définin des
proceédes accéfirant La convergence des procédés initiaux.

Ces procédés sewirnont en particulier a :

%)

Accdlinen La convengence des suites de point gixe.

2°) - Accélénen La convergence d'une méthode de quadrature numérique.
3¥) - Deginin de nouvelles méthodes de nésolution des 2quations

non néaines.
4°) - Déginin des algornithmes népétés d'accélération de La convergence.

Des géntralisations au cas vectoriel sont proposies et appliquées
a La résolution des systemes d'équations non Lindaires.

MuTS CLES.

Accélénation de £a convergence.
Algonithmes d'accélernation.
Convergence Logarithmique.
Convergence Linéaire.

Equations non LinZaines.

Systemes d'équations non Lmeamu
Méthode des thapezes

Thans formations composites.





