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CHAPITRE 1 : ETUDE DE QUELQUES TRANSFORMATIONS 
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(n) 6 - Programmation du C.R.P.A. pour l e  calcul de S . 
P 

7 - Application 5i l a  résolution des systèmes d'équations non 
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INTRODUCTION 

- 

Une transformation composite consiste à combiner deux où plusieurs 

transformations. Cette notion a été définie par Brezinski. 

Le but de ce travail est d'étudier en détail les transformations 

composites de rang deux c'est à dire celles qui combinent deux trans- 

formations. 

Généralement, la transformation composite définie par Brezinski 

n'accélère pas la convergence de la meilleure des deux transformations 

qui la composent. C'est pourquoi on propose dans le premier chapitre 

une nouvelle transformation, dépendante d'un paramètre, que l'on étudie 

en détail (noyau, propriétés de convergence et d'accélération). 

L'étude de suite de point fixe nous permet d'estimer ce paramètre et 

d'introduire une nouvelle transformation que l'on note U. On applique 

ensuite ces deux dernières transformations 2 l'accélération des métho- 

des des trapèzes et de Simpson. A la fin de ce chapitre on se livre à 

une étude théorique de la transformation U. 

Le second chapitre est consacré à l'application des transformations 

composites à la résolution des équations non linéaires. 

Dans le cas où la racine est simple on propose une nouvelle méthode d'ordre 

trois basée sur la transformation de Germain-Bonne. 

Et si la racine est multiple on propose deux nouvelles méthodes l'une 

de type sécante et l'autre de type Steffensen, 

Le troisième chapitre est consacré à l'application répétée des trans- 

formations composites. Ce chapitre est divisé en deux parties. 

Dans la première on s'intéresse au cas des suites à convergence linéaire 

et en particulier 3 la méthode des trapèzes et aux suites de point fixe. 



On propose une modification du procédé dtAitken itéré qui donne des résultats 

comparables à ceux de la méthode de Romberg. 

Dans la seconde partie on étudie les suites de point fixe à convergence loga- 

rithmique, on donne des résultats d'accélération en ce qui concerne la première 

colonne du 6-algorithme et la transformation de Germain-Bonne. 

Le quatrième chapitre est une introduction aux transformations 

composites de suites de vecteurs. En se basant sur deux interprétations 

différentes des transformations composites dans le cas scalaire, on pro- 

pose deux généralisations au cas vectoriel. Ces généralisations nécessi- 

tent des inversions de matrices qui sont évités en utilisant le H-algo- 

rithme où le C.R.P.A. 

En appliquant ces deux nouvelles transformations B la résolution des 

systèmes d'équations non linéaires, on obtient deux généralisations 

de la méthode Regula-Falsi, 



CHAPITRE 1 .  

ETUDE DE QUELQUES TRANSFORMATIONS COMPOSITES DE RANG DEUX 

(Cas scalaire). 





INTRODUCTION. 

A partir de quelques exemples, on montre que dans le cas où une 

des deux transformations accélère la convergence de l'autre, la trans- 

formation composite de rang deux définie dans C81, n'accélère pas la 

convergence de la meilleure des deux transformations qui la composent 

en général, 

C'est pourquoi on va proposer et étudier une autre transformation 

qui sous certaines hypothèses accélère la convergence des deux trans- 

foramtions. 

Enfin pour les applications on s'intéresse aux suites de point fixe 

et a deux suites utilisées en quadrature numérique. 

A - LA TRANSFORMATION RI 

1 - NOTATIONS, DEFINTTIONS , 

On désigne par S C S  1 une suite de nombres réels supposée conver- 
* n ième 

gente vers S . {S 1 désigne le n 
n 

terme de la suite {S 1. AS désigne 
n n 

la différence entre deux termes consécutifs de la suite ( S 1 : 
n 

PEFTNTTXON 7 ,  Soienit {u 1 ct {v 1 deux buLteb hé&u de M e  -.n n 
nu&. 

Si Vs > O 3N que : 

VEFTNlTTQN 2. Soient {u 1 & {v 1 deux buLte6 /~é&es de lXmite nuRee 
n n 

1 S i 3 N d c >  O 



2 - PRESENTATION DES TRANSFORMATIONS COMPOSTTES DE SUITES C81. 

Soit S = { S  une suite que l'on veut accélérer : considérons p 
n 

transformations de suites (t ) : k E (1 , .  * . , p )  (p 2 2) k 

Dans toute la suite on s'intéresse au cas oh p=2. 

T devient : 
n 

SoLt t une ~3~1m6orunaZion 

I Le noyau d e  .la W 6 o / v n a . C i k n  t UR; d é 6 M  pm 

I 
Si on désire que le noyau de la transformation T contienne le noyau 

de t l  et le noyau de t2, on doit avoir ain) * 1 - a(n) d'oil 2 



Un choix possible de ain) a été donné par Brezinski dans E8l 

= O sinon 

DEFINITION 5. On dé&LnLt h . t iuu266oi~ation R~ p m  : 

p o u  n 2 O,  

Rappelons un théorème concernant l'accélération de convergence voir C81. 

TffEOREME 1 .  

t;") - s* 
Sii = a * a  

n 
avecat 1 et lim a = O  

t(n) - s* n* n 
1 

Et si = b + b n  avecb t 1 e*t lim b = O  

l n++"' n 

Ce théorème ne nous renseigne pas, dans le cas où a = O, sur la 

(") - s*) / (tin) - s*) . limite du rapport (R1 



On va donner deux exemples pour montrer que dans le cas où a = 0, 

, on ne peut pas conclure sur l'accélération de R par rapport 3 t 
1 2 ' 

Si l'on prend 

1. 2 )  = S* + An avec O < 1 ~ 1  < 1 

Vérifions la seconde hypothèse du théorème 

R(")-S* 
1 X donc RI 

Fi.")-ç* n (nx-n+ 1 ) 
1 

R in)-s ?t 

donc R (n) - s* = ~ ( t  (n) .- s*) 
n~-n+l 1 2 

Dans cet exemple, on voit que R accélère la convergence de tl et de t2. 
1 



Exgmle 2.a.: On prend maintenant : 

avec O < /pl < I ~ l < i  
(n) = s* 

t2 + pn 

(n) - s* 
t2 n 
(n) * = (y) 

La seconde hypothèse 

,(n) - s* 
OII a R!") - S* = ~(t(~) - s*) et iim 1 

1 = (b) et donc R1 
(n) - S* A-1 Il+* t, 
L n'accélère pas la convergence de t 

2 ' 

Dans le cas où a = O ; on va donner un théorème qui va nous renseigner 

sur la limite de (R(")-s ) f (tin)-s ) . 
1 

si L 
= a avec lim a = O  n 

IH+m 

1 
= b + b avec b # 1 et lim bn = O 

,(n) - s* n 
1 n++m 

a n+ 1 = c alors 
a 

n++m n lSi de lim - 



Preuve. 

(n) - (n+ 1 (") - S* = a (tjn) - s*) donc A t 2  - a n + l ( t l  t2 n - s*) - a ( t in )  - s*) n 

Posons fn = b + b,. 

e t  donc 

R(n)-s* 
lim 

1 = h. (c-1) 

n++oo t (n)-,* (1-b) 2 

Ce théorème nous permet d'affirmer que R1 

Quand c = 1 où quant b = 0. 



Dans l'exemple 1.a 

a 
n+ 1 lim - = 1 c'est pourquoi on a eu accélération. a n*O0 n 

Dans l'exemple 2.a 

a 
n+ 1 1-i et donc lim - = (X) et comme b = A, on a obtenu a n++OD n 

Le problème que l'on se pose maintenant est : comment modifier R pour 
1 

avoir l'accélération de la convergence par rapport aux deux transformations 

t et t avec des hypothèses similaires Zi celles faites dans le théorème 2. 1 2 

1 - DEFINITION, 
* 

On peut toujours écrire S sous la forme 

(n) - S* 
t2 

~t (n) 
Une idée consiste Zi remplacer par - 2 et dans ce cas on 

bt 

obtient R:~) puisque : 



, t(n) , 
1 1 

tn) 
At, 

Si l'on reprend l'exemple 2 ,a 

par contre 

On a alors 

C'est pourquoi on n'a pas eu accélération de la convergence 

Dans l'exemple 2.a, on pose a = AIL ün 2 0, on a alors R P )  = S* ~n r O. 
n p-1 



Pour l'exemple 1.a 

At (n) 12 - =  0 - 1  = 1 + 
n(A7-l)+A " n 

1 

Dans cet exemple - est une bonne approximation de , c'est 
("1 -s* 
1 

pourquoi R accélère la convergence de t et de t2. 
1 1 

Exemple 3.a. ---- ------- 

Donc la seconde hypothèse du théorème 2 n'est pas vérifiée 



Donc R n'accélère pas la convergence de t essayons de comprendre pourquoi. 
1 2 ' 

alors que 

Pour avoir une transformation qui accélère la meilleure de ces deux trans- 

formations, il faut prendre : 

et donc 

% accélère la convergence de t et de t2. 1 
Si on avait pris 

'n 
= -  n+l vn r 1 
2n+ 1 

On aurait eu R(") = S* Vn 2 1 a 



2 - ETUDE DE LA TRANSFORMATION Ra. 

. Etude du noyau. 

THEOREME 3. S ' a  exî6;te N ;t& que Vn r N 

Preuve. 

Ce théorème nous donne une condition suffisante, mais non nécessaire. 

Pour avoir une condition nécessaire et suffisante on va définir une nouvelle 

suite B = {B 1 .  
n 

DEFINITION 7. On suppose que Vn tin) * t(n). Dari6 ce fa6 la 
1 

f3 = {B 1 u.t dé&inLe pm : 
n 

TUEOREME 4. S* on suppose que un ~ ~ ( t ~  - tln)) s O. 



Preuve. 

Conme 

par définition de la suite {en} : 

donc R(~) devient : a 

(n) - Si on pose a = t;n) et b = Bn(t2 n n 1 '  

Dans ce cas 

f est la fonction qui définit la procédure 8 voir CS1 et donc le théorème 

4 est une application du théorème 1, p. 139 de L51. 

Donnons maintenant deux exemples. 

Ax 
Exemple 1 .b. On pose t ("1-ç e t a  =-  R ---- ----- 1 n n+ 1 %+I 



(n) (n) Ra = E 2  

Y 
où E(~) : est la seconde colonne de la première généralisation de 

2 
1'~-algorithme voir C31. 

Donnons la suite ( 6  ) : 
n 

donc 

Si l'on pose 

alors 

D'après le théorème 4 

Posons 

(n) * Et ainsi on a une condition nécessaire et suffisante pour que E = S 2 



avec A. = 1 + c hi 
1 

(n) : est la première étape du 9-algorithme C41. 
82 

Donnons la suite { B  ) : 
n 

Si on pose 

ASn alors Vn 6 = - . 
n A ~ S ~  

D'après le théorème précédent : 

Posons dn = S - S* 
n 





donc 

vu* C B *  iim R(") = S* 
W + c o  Ci 

car si 1 ~ 1  < l h l  alors 

(n) 
At, 

L 
lim - = O 

1 ~ 1  > I x I  alors 

Dans les deux cas les hypothèses du théorème 5 sont vérifiées. 

On va s'intéresser maintenant aux résultats d'accélération de 

la convergence. 

L = a + a  lim a = O  - s* n 
1 I»* 

1 - b + bn avec b r 1 et lim bn = O 
tin) - s* Il+* 



* 
l i m  a = a avec a*a * 1 
n++w " 

( S i  de a t O 

* 
Dans l e  cas  où a # O ,  il f a u t  c h o i s i r  {an} t e l l e  q u e a  = 1. 

Preuve. 

Le f a i t  que 

,- s* 
1 l i m  * = b t l  

n w t ; ) - s  

e t  que (n) - s* 
t2 

l i m  - = a 
(n) - s *  n++='tf 

A t p )  
a l i m  - = a 

n++w A t l(n) 

On a appliqué l e  théorème 12 de C31. 

 après l a  formule (1) on a : 

R(n) - S* * * 
l i m  

a - - a a .- a - a ( a  -1) - * * 
n + + ~ t ( ~ ) - ~ *  1 a a - 1  a a - 1  . 

THEOREME 7. S i  



L 1 
lim an - - 1 
n+O3 (n) (n) - S* 

Atl t2 

L Preuve. 

On utilise la formule (2). 
C 

* 
Ce théorème sera surtout utilisé quant t(n) - S = o(t (n) - s*). 2 1 
La transformation R dépend d'un paramètre (la suite {a )), on va montrer a n 
comment remplacer la suite {a par des termes des deux suites {t n ("'1 et 
(n) 

1 

{t2 
et pour cela on va tout d'abord se placer dans le cas où les deux 

suites {t (") } et {tin) } sont deux suites de point fixe. 
1 

3 - ESTIMATION DE LA SUITE {Ci 1 DANS LE CAS OU {tl(n)} ET {tZn)} SONT n 
DEUX SUITES DE POINT FIXE. 

Etudions tout d'abord un exemple. 

Exemple 1,c. ---- ----- 
Supposons que l'on veu2lle résoudre l'équation suivante : 

Cette équation peut s'écrzre 

d'ou 1' idée pour resoudre cette équat2on, d'utiliser une méthode 

des approximations successi~es. 



Par exemple 

1 
a - 
6 (tl(n))2 + g t(~) 1 donné 

. Supposons que t(') est tel que 1 

(n) , 2 lim tl 
n + h  

alors 

(n+l) _ 2 
lim 

2 
P - 

n+* t(n) - 2 3 

1 

(n) 
{tl 

} est une suite à convergence linéaire. 

. Supposons que t:') est tel que 

alors 

(n) 
{t2 

) est une suite à convergence li'néaire. 

D'après le théorème 3, Si 



5 lim an = - 
*=' 

6 

APPLICATION NUMERIQUE. 

(01 = 3,s alors si t!~) - 3,5 et t2 

Pour les résultats numériques voir page32. 
(n) On voit que {Ry6) converge plus vite que les deux suites {t (n)} et {t;n)} 1 

alors que {R (")} ne converge pas plus vite que { tin)}. On va expliquer 
1 

pourquoi : 

Si on pose 

alors 

donc 



9 Comme c = - 
1 O 

# 1, R n'accélère pas la convergence de t2- D'après le 
1 

théorème 2,on sait que : 

,(n) - 2 
lim 1 (1-c) 1 e b - s - -  
n c i m  t(n) - 2 (b- 1 5 

2 

2 
car b = - 9 

et c =IO). 

Par contre ces deux suites vérifient les hypothèses du théorème 7 

(n) - 2 
lim 

5 At2 1 
= 1  

c'est pourquoi : 

Cas général. 
c--- ----- 

Supposons que l'on veuille résoudre l'équation $(x) = O où : 

Pour cela on peut proposer deux schémas itératifs de la forme : 

[ t l(') donné tiO) donné 



On suppose qu'il existe un voisinage V de S* tel que F et G soient 

continûment dérivables dans V. 
(0) On suppose aussi que +(s*) = O et que P(s*) = G(s*) - s*, tio) et t2 

sont choisis teisque 

d'après la formule de Taylor-Maclaurin 

1 
n 

* 
(n) - s*) o < e n <  1. avec 5 = S +en(tl 

De même : 

2 
avec 17 = S* + e;(tin) - s*) Q < en < 1 

n 

donc 

Le problème qui se pose dans la pratique est la connaissance de 6 et de 17,. n 

Comme cn est compris entre tin) et s*. qn est compris entre t(") et S* 
(n) et on ne connait pas S* une idée consiste 3 remplacer 6 par t et 

n 1 

par t?), pn devient donc $ : n 



* 
On note R = RQ. 

P 
D'où la définition suivante : 

DEFINITION 8 .  

So i en t  F et G d u  6 o n U r i 6  dehivables .  S.i la deux W 6 0 N n a t i o n a  
tl et t2 6 0 n t  dé&htEh pair : 

avec  

1 t:n+l) = ( t )  t:~) donné 

(n) - (n)) 
(n) (n) - (t2 R* = t l  

(n) 
n 2 0  

~'(t!~)) - 1 At, 

Avant de donner un résultat d'accélération de la convergence, étudions 

le cas où F et G sont linéaires. 

et donc : 



n 

- * 
Ca 

n w * - 
cn CI, 
w - u 
(3 - aJ 

CI 

N 

- w 
C r -  - Cr 



(n+l) * 
t2 (") - s *) avec - s = "(a> (t2 

a 
n+l - G' (XI a 
- - -- n+ 1 G' (s*) 

a F'<,) 
et lim 1-1 = 1 

n n-)+m an F' (s*) 
I 

Premier cas. IG' (s*) 1 < IF' (s*) 1 
a 
n* 1 alors lim la - 1  = < 1 donc l i ra  a = O. 

n+bm n n++m 

On est dans le cas où 

(n) - s* 
iim ~'(t;~)) - 1 

= O  et a = 
n ~ ' ( t y )  - 1 

Vérifions les hypothèses du théorème 7 

(n) = Car 4t2 - s*) - t n  r s*) = (~'(q~) - 1) (t?) - s*) 
donc 

At;") 
alors lim - = 

(n) 
O 

Il++= Atl 

L 
lim - 
Il+* dn) - S* 

1 



e t  donc R:) - S* o ( t  ("1 - s*) e t  R* ( 1  - s* = s ( r  ( 4  - s*) 
2 1 

Second cas  : I G '  (s*) 1 > I F '  (s*) 1 

On pose 

v n+l - an n+ 1 I F '  (s*) 1 v - - -  donc l i m  = 7 < 1 
vn 

a n+ 1 *O3 n G (S 11 

l i r n  v = O. 
n++- n 

donc 
,(n) - s 

1 l i m  -- = O 
n++m d n )  - S 

2 

Ecrivons R ( ~ )  d'une a u t r e  fason 3 
a 

1 1 

l-a 'm 
n A t ,  

* 
t(n)-s 

On a démontré dans l e  premier cas que - 1 
(n) * 'n 

converge ve rs  
At l(n) t2 -S 

1, ce r é s u l t a t  reste valable  dans ce second cas. 

On a donc : 

de p lus  l i r n  
P++w 

a 
n 

1 b t in )  
=+ l i m  - 
i a Omo 

-+CO n A t 2  



et comme : 
(n) - s* *tt'") . t, 

Reprenons l'exemple précédent : 

(0) Si l'on prend tl = tiO) = 3,5 alors 

lim t(") = iim tin) = 2. 
n * ~  l ri++- 

2 3 
[a,bl = C l  ;3,53. F' (2) = 7 et G' (2) t y. 

Donc les hypothèses du théorème 8 sont satisfaites : 

Les résultats numériques sont donnés dans la page suivante. 





C - LA TRANSFORMATION U. 

1' - Définitions. 

L'inconvénient de la transf onnation R*, c'est 1' évaluation à 

chaque itération de F, G, F' et G'. De plus, cette transformation n'est 

pas applicable à deux suites quelconques (en généralles deux suites n 

sont pas générées par 2 fonctions) pour remédier à cela on va faire 

des approximations, 

On a vu que pour R(~) on a> 

Comme 

d'où l'idée de remplacer a par 1 n 



DEFTNTTTON 9. 

Soient tl et t2 deux *nanadomaüom avec 

'L 
A partir de cette suite {a 1 on va définir la transformation U 

n 

DEFTNTTTON 1 0. 

avec pouh n 2 1. 

(n) si ~2~(n-l) A (n-1) (n) . A2tin-l .At (n-1) 
Un-l = R2 1 t2 At2 I 

Si les dénominateurs sont tous non nuls ttn e O, on a : 

Cette transformation sera étudiée en déta31 à la fin de ce chapitre. 

On va donner quelques exemples pour pouvoir faire la comparaison entre 

Un ; R!~) et B(~) pour les suites de point fixe. On montrera ensui te comment 1 
la transformation U peut être utilisée pour accélérer la méthode des trapèzes 

et la méthode de Simpson. 



2 - Exemples. 

On reprend encore une f o i s  l'exemple 1.c. : 

Les r é s u l t a t s  numériques dont donnés page 32. 

Exemple 2.c. 

Dans l e s  hypothèses du théorème 8 on a supposé que F'(s*) r 1 e t  

G'(s*) * 1. 
* * 

Montrons que même s i  F ' ( S  ) = 1 e t  G'(S ) = 1 on peut avo î r  accélératfon 

par rapport  aux deux transformat2ons t e t  t 
1 2 .  

(n) = ~ ( t l ( ~ ' )  t e l q u e  l i m  t - 3  
Il-'+''' 

1 

t:') donné, t e l  que l i m  t i n )  = 3 
Il++='' 

(n) I t l  1 e t  { t in )}  sont  deux s u i t e s  a convergence i o g a r i t h i q u e .  



Etude de R*. 

Donc d'après l e  théorème 3, on a : 

d n ) = 3  Y n 2 1 .  

Etude de U e t  de R,. 

Posons 

a n+ 1 e t  donc l i m  - = 1 page 54 de C161. a 
n++oo n 

(n) ûn pose xn = 3 - t p )  et yn - 3 r t2 



Posons a = 1 ,  b = 112. 

D'après l e  lemme Cl61 p.  54 t 

d'où 

'L Cherchons maintenant l a  limite de (a ) 
n 

comme 

t (n) -, 
1 t y - 3  lirn -m3= l i m  -31 e t  l i m  

n 1)- 
= 2 

w+os t -Li w+03 t 1 -+a0 t -3 1 

alors 
CL 

l i m  a = 1 .  n 
Il++= 

)2  e t  donc l i m  - 
lw+co At 

1 



t i n )  -3 -- ( 
R(n) - 3 

f") 

1 - 3 P O ( t fn )  - 3) 
1 

t 
1 e t  donc 

t(n) - 3 At:") - 3 = O(tZn) - 3) 
1 - - 1  

- - 1 1 

(n) e t  donc i 
Application numérique. (voir  page suivante).  

(0) = (0) 2.5 Avec t t2 

(29) - 31 1 . 8 6 6 . 1 0 ~ ~  
IRl 

R(") = 3 Vn 2 1 

-5 IuZ8-31 = 2.9.10 

On a montré que RI  e t  U accélèrent  l a  convergence de t e t  de t2. 
1 

(n) ) {un} converge mieux que {RI 





Exemple 3 .  c .  

(n) = 3 lim t, 



3 - APPLICATION DES TRANSFORMATION Ra et U A LtACCELERATION 
DE LA METHODE DES TRAPEZES ET DE LA METHODE DE SIMPSON. 

Soit à calculer 1 = J" f (x) dx . 

On va rappeler les deux méthodes 1201, 

. Méthode des trapèzes (formules 6.25 de [20]). 
h b-a T(h) = 2 rf(a) + 2f(a+h) + .., + 2f(a+(n-l)h)+f(b)l où h = - 

n 

de plus 3 
nh ftt(q) q e la,bI 1 = T(h) - 12 

si f est 2 fois continûment dérivable sur [a,b]. 

. Méthode de Simpson - (formule 6.26 de C201) 

[f (a) + 4f (a+h)+2f (a+2h)+4?(a+3h)+ . . . + 2f (a+(n-2)h)+4f (a+(n-l)h)+f (b) 1 S(h) = ?; 

b-a avec n pair et h 4 - . Si f est 4 foîs continûment dérivable sur Ca,bl, 
n 

on a 



A partir de ces formules on peut définir deux suites : 

{T(hn)} et {s(hn)1 avec {hn} une suite telle que : lim hn - 0. 
On va montrer comment choisir dans ce cas la suite {a pour que la suite 

(n) n 

{ R ~  
1 converge plus vite que les suites {~(h ) }  et {S(h )}. 

n n 

On va distinguer deux cas. Dans le premier, on supposera que f est 8 fois 

continûment dérivable sur Ca,bl et dans le second cas on supposera que f 

est seulement continu sur Ca,bl car l'estimation de 1-T(h ) et de 1-S(hn) 
n 

n'est pas la même dans les deux cas. 

a) Cas ---------------------------------------------------L- où f est huit fois continûment dérivable sur Ca bl. 

D'après 1121 formules 18 p88.  

On suppose que 

. f' (a) r f' (b) donc $ + O 

. la suite {h } est décroissante n 

Posons 



Pour f a c i l i t e r  l 'é tude,  chaque f o i s  qu'on u t i l i s e r a  l a  su i t e  {h }, on 
n 

supposera que 

Avec c e t t e  hypothèse on a s 

On va s ' fn té resse r  aux transfomatjLons R e t  U. 
5 f 4  

Avant de démontrer que l a  s u f t e  (R(")} converge plus  v i t e  que l e s  deux 
5 14 

su i t e s  { ~ ( h  ) }  e t  { ~ ( h ~ )  1, expribons {R 
n (n)} en fonct ion de T(hn l )  ; 

5 14 - 
T(h 1 e t  T(hn+,). n 

h 
Comme ho - n 

= b-a e t  hn+l - - 2 on a : 

b-a h = -  
2" 

n n- 1 
h 
n 2-1 2-1 

s (hn) = Cf (a) + 4 f (a+(2i-l)hn) + 2 1 f (a+2ih ) + f (b)] 
i l  i= 1 n 

Posons 



Avec ces notations on obtient : 

Remarques. 

1') Bn+l = A + B pour n 2 1 en effet : 
n n 

2') Il faut sensiblement le même nombre d'opérations pour calculer 

T(h ) et S(hn). 
n 

n- 1 
3') S2 n 2 2 ; à chaque itération n, on fait 2 évaluations de 

fonctions. 

Notations. 

On pose 

Avec cette notation on a : 

C'est un résultat connu 3 (~(h ) 3  est la première colonne de la méthode n 
de Romberg. 

(n) en fonction de T Exprimons RgI4 n i Tn+l et Tn+2* 



LEMME 7 .  

Preuve . 

(n) = - 
R5 /4 1 pour n 2 1. 

(n) At0 

d'où le résultat 

On donne maintenant une estimation de R hl - 
5 14 



Si f e a X  W doCd cont tZ i tnent  d W v a b t e  b w  Ca, b 1 et h i  f ' (a) # f ' (b) 
aeou 

Ce théorème est un cas particulier d'un autre théorème qui sera démontré 

dans le chapitre III (théorème 4). 

On va comparer RgI4à deux autres transformations. On va commencer par 

2 
le A -dlAitken C31 appllqué 3. la suite {T ) : 

n 

!X f ut h u i t  do& conR;inÛm& d b i v a b l e  h m  Ca,bl ct h i  f ' (a) + f1 (b) 

aeo t~s  : 

- - 

Preuve. 

2 
n + C  T h6 n-1 +0(h8 n- 1 ) T = T(h*-,) = 1 + 4 hn-l + BT 

2 4 6 8 
= 1 + 16 \ hn+l + 256 BT hn+, + 4096 CT hn+l+O(hn+l) 

2 4 6 8 
Tn+l - T(hn> = 1 + 4 hn+, + 16 BThn+l + 64 CT hn+l + 

T = 1 +  4 6 8 
n+2 4 hn+i + B~ hn+i + c~ hn+l + o(hn+l) 



Montrons maintenant que le A2-d'bitken et R coincident dans ce cas et 
4 6 1 

comme R(n) = 1 + B h + O(h ) d'après le théorème 10 : Si 4 t O et 
1 T n n 

B r O alors  ne converge pas plus vite que la suite {s(hn)}. 
T 1 

LEMME 2 

Preuve. 

Par déf înition 

On a vu dans la démonstration du lemme 1 que 



donc 

et comme 

On a donc 

Une autre méthode qui utilise Tn ; Tn+l ; Tn+2 est la seconde colonne 

de l'algorithme de Romberg C201 : 

k+l (n+l) (n) [ (n) = "k -Sk 
'k+ 1 

n 2 l  ; k > o  
4k+ 1 1 

On pose : 

Remarques. 

1') Pour calculer V il faut conna2tre TI, Tn+l et Tn+2. 
n 

2') On a vu précédemment que : S (h ) = sin) donc n 

16 = -  1 
'n 15 S(hn+,) -,s(hn) a l  1 



En effet : 

Donc 

AS = - 4 BT et BS = - 20 CT. 

I 
 après le théorème 9 et si 4 r O ; C * O et CT r - alors 

T 4, 
I 7 1  converge comme {B n I .  

- 
Avant de donner deux exemples numériques, on va s'intéresser à la 

transformation U. 

On rappelle que : 

avec 

Avant de donner une estimation de U -1 on va tout d'abord montrer que 
n- 1 

'L 5 
lim a = - ; cela fera l'objet du lemme 3. 
m=' n 4 

LEMME 3. - 



Preuve. 

On a vu que S(h ) s'écrit de la manière suivante : n 

4 6 S(hn) = 1 + A h + B h + 0(h8) 
s n  S n  n 

2 6 A s(hn-,) = 225 ASh;+] + 3969 Bshn+l + 0(hff+,) 

2 
A T(hnJ = 9 4 h:+] + 225 ~~h:+~ + 3969 cTh:+] + 0(h8 ) n+ 1 

9 

donc 

- - h n Or hn+] = - et B = -20 C et As - -4 B donc 2 S T T 

On obtient alors le résultat demandé. i3 

THEOREME 7 7 .  

I (ii f ebit hu i t  60.h conitiname& détUvable b ~ r  Ca,bl et h i  f ' (a) # f ' (b) 
f"'(a) z fW'(b) & / ~ b  : 



Preuve. 

D'après le lemme 3 on a : 

et comme : 

et donc : 

d'où 

6 8 
Un-l + 64(BS - (BT/p)As)hn+l + o(hn+l) 

or Bs = -20 CT, AS = -4 B et h 6 = 64 hn+l. 6 T n 

On obtient donc le résultat cherché,r 

Récapitulons les estimations obtenues dans ce paragraphe. 
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B~ 8 (") = I + (cT 7 2 )  h6 + 0(h ) avec n 2 1 et AT t O 
R5 14 % n 

n z l  

Exemple no 1.d. 

1 

1, = 
- = Log 2 = 0.693 147 180 559 453 .. . 

O 
1 +x 

(n) (n) 
Les résultats numériques pour S(h 1, T(hn), RI R5/4 et Un-l sont 

n 
donnés dans la table no 1. 

(') a 15 chiffres exacts 
R5 /4 

'6 
a 14 chiffres exacts 

v7 
a 15 chiffres exacts 

(n) {R et {V ont sensiblement le même 
5 14 n 

comportement puisque : 

(n) } ne converge pas plus vite que {S(hn)}. 



Exemple no 2. d. 

Les résultats numériques pour S (hn), ~ ( h  ) , RI") , R(") ainsi que u 
n 5 14 n- 1 

sont donnés dans la table no 2. 

Si on suppose seulement que f est continue sur Ca,bl alors l'expres- 
2 

sion de T(hn) - 1 n'est plus en hn, de meme celle de S(hn) - 1 n'est plus 
4 

en h et donc les estimations données dans le premier cas ne sont plus 
n 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
1 O 
il 
12 

valables, Sur deux cas particuliers on va montrer comment choisir la suite 

(n)} converge plus vite que {T(hn)l et {s<hn>}. {al pour que {Ra 

où f est continu sur la,bl. 

n '. 

i - Soit à calculer I = I l  Zg(x) dx .  

9.95158101 1075900 
6.683904479617990 
5.29331 5465474800 
4.792395041 576410 
4. C47242620486192 
4. ~18717709%7960 
4.61534765273071 1 
4.6151 28593848590 
6.61 51 20700635410 
4. 6151205201 14240 
6.615120516894212 
4.6151205168&1820 
- 

Où g est fonction analytique sur [0,11. D'après Cl21 on a les estima- 

('') a 12 chiffres exacts. 
R5/4 

. 
u1 1 a 10 chiffres exacts. 

v1 2 
a 12 chiffres exacts. 

{RIn) 1 converge comme { s (h,) 1. 

tions suivantes : 



Vérifions que {~(h~)) et S (h )} vérifient les hypothèses du théorème 1. n 

lim 1-S(h ) As n 
a -  

Montrons que s i  + * O alors - ,-t! {O; 1) A 
T 

Donc 

De plus 

(n) Posons t (n) = s (h ) et t = T(~> , 2 n 

Donc les hypothèses du théorème 1 sont vérifiées et on a alors : 

Donc pour avoir accélération de Ra par rapport B t et t il faut choisir 1 2 
1%) telle que 

lim an = 1. 
n++w 



% 
Montrons que la suite {a qui caractérise U vérifie cette condition. 

n - 

De même 

lim A -  = -  1-2a 

2 
car T(hn) = 1 - %h3/2 + O(hn) donc n 

2 
.. % % A S(hn-l) flT(hn-l) 

Iim an = 1 puisque an = 2 . r 
n-t+m A  h n   AS(^^-^) 

Posons t (") = S(h ) et tin) = T(h ) D'après le théorème 6, on a : 1 n n 

A~~lication numériaue. 

Exemple no 3.d. 

(n)} ainsi que Les résultats numériques sont donnés dans la table no 3. { R ~  

{un} convergent plus vite que {T (hn) 1 et { S (hn)  UR'^' 1 converge comme 
5 r 4  

{T (hn) 1 ' 



ii) Soit B calculer 1) - I' x Log x g (x) dx. 

g une fonction analytique sur [O,l]. 

D'après Cl21 

2 4 4 1 - T(hn) = h2 Log h + BT hn + CT h i  + DT hn Log hn + O chn) 
n n 

2 4 4 ( 1 - S(hn) = A s  h + Bs h3 + C h log h + O(hn) 
n n s n n 

il est facile de voir que : 

avec les notations du théorème 2, 

a 
n+l _ Log hn a n+ 1 -- 
a donc lim - = 1, 
n Log hn a 

- .  n 
2 

Donc les hypothèses du théorème 2 sont vérifiées on a alors : 
- 

1 I = O (S (hn) - I et R~(~) - I = O (T (hn) - 11. 

On peut montrer que : 

'L 
lim an = 1 
n + 

et donc 

'n- 1 
- 1 = d(T(hn) - 1) et Un-l - 1 = a(S(hn) - 1) 

Application numérique. 

EZSEPLEAAC 
I4 = 1' - x log x dr = 0.25 

O 



f(x)  = x log x s i  x t 10,l l  

Les résultats numériques sont données dans la table NO 4. 
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4 - ETUDE DE LA TRANSFORMATION U. 

Quand tl ("1 = s e t  t2 (n) n = a l o r s  

{gin)} é tant  l a  première étape du @-algorithme C41. On s a î t  que l e  noyau 
2 duA -d'Aitken e s t  inclu  dans l e  noyau de l a  première étape du palgor i thme.  

On va généra l i se r  ce r é s u l t a t .  

On appelle hypothèse (H) l'hypothèse suivante 

S o u  llhgpoXkthède (H) et e d X e  N et 3B1, B2 t& que : B I  + B2 * O 

e t  Vn 2 N : Bl ( t l  (n) - s*) + B ( t (n )  - s*) = O a l o r s  U, = S* ~n a N. 
2 2 

- 

Preuve. 

Supposons que B1 # O e t  B2 * O e t  BI + B2 # O. 

On a p0ur.n 2 N B ( t  (n) - s*) + e2( t in )  r s*) = O a l o r s  
1 1  

~ t f ~ )  = -B ~ t ( ~ )  
2 2 

pour n 2 PI 

et 2 (n) = -B2A t2 B I A  

2 (n) (n) (n+l) ,- 2 (n) A t l  A t 2  A t 2  O - -  $2 
t2 

'2 2 (n) (n) (n+i) 

B I  
(1 + -) A t2 A t 2  A2 

1 

(n+1) Notons \ - {n c N / t f )  = t (n+ l )  ou ~ t ( ~ )  = htk 
k k 

pour n a N e t  n L (Al u~ A2) e t  donc Un = S* pour n 2 N e t  n 1 (Al u A2). 
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Utilisons maintenant le théorème 5 pour donner un résultat de convergence 

pour la transformation U. 

THEOREME 13. 

At;") 
3N n > N  

(n) 
4 [x,y] et si lim - = 

(n) 
z, z 4 {O,Q alors 

Atl 
w+a> At 

I 1 

Preuve. 

At?) 
lim - - 

(n)- 
n-t+03 Atl 

alors d'après le théorème 12 de [3] 

on a : 
et 

(n) h CX,YI 
At 1 

'L 
et donc lim a = 1 puisque z t O et 

w+co 

donc d'après le théorème 5 

'L lim a htin+ l) 
n++co n+i (n+i)' = 

Atl 

* 
lim Un = S . 
W+oo 



On va examiner le cas où z = O. 

THEOREME 14. 

(n) = S* = lim t(n)e lim = i? &- P z Si lim tl 
1 n++m n*m n++m At 

1 

aucc lirn z = 0. 
n 

Z * 
= d et si ud r 1 alors lirn U = S . Si lim 7 

r r t * ~  n It»m n 

Preuve. 

donc 

~tl"+') 
(n) - At, 

(n+l)/At!n))-l) ( (At, 

"b w-1 
lim = - 
Il++= 

wd-1 



et donc lim U s*. ll 
n++w n 

Examinons maintenant le problème de l'accélération de la convergence. 

THEOREME 1 5 .  

(4 - s* 
si t2 = a + a avec a t! {0,1) d lim a = 0, 

n 
Il++=' 

n 

EX 41 1 = b + b avec b / 1-1,0,1) ct lim b = O &trd 
n n++= n 

Preuve. 

(n+l) - S* 
Par hypothèse lim * = b ; b d {-1 ; O ; 11 et alors d'après 

n++w t(n) - S 
1 

le théorème 1 p. 218 de Cl11 

et comme 

1 im = a 1 

I A (n) 
t2 alors l$m - - a - ~t?) 



de p lus  

l i m  - 
(n) n++' A t  

= a  1 
At ln+ 1) 

l i m  - 
(n) 

= b  
n++a A t 1  1 

'L 
comme a * 1 e t  a # O donc l i m  a = 1 e t  d'après l e  théorème 6. On a 

n++w n+ l 

Donnons maintenant un r é s u l t a t  quand a = 0. 

THEOREME 16. 

t:n) - s* (n+ 1 )-s* 

Si = a avec l i m  a = O, S2 
n l w s *  n n 

= b+b avec b * 1 

,' n++ rin)-S* 
n 

a 
n+ 1 & l i m  b = O eit 4.L l i m  - = 

n a 
c avec cb * 1. keou : 

@+a n++m n 

Preuve. 

Posons f b + b . 
n n 



-- 
n a a n+ 1 a 

n f f  + 1  n (a- . -  - 2 f  - a n n-1 n-1 a )(fn-l-l) 
n n- 1 n- 1 

e t  donc 

2 - (cb-l)(b -2b*1) b-1 
l i m  CL - n = 4-1 
n++w (c2b2-2cb+ 1 )(bD 

donc (n) 
'L At2 

l i m  an - = O 
n++w b t j n )  

e t  donc 

(n) (n)-s* 
% A t 2  t l  

l i m  a - = 1 
n++w n (n) (n)-s* 

Atl t2 

Toutes l e s  hypothèses du théorème 7 sont  v é r i f i é e s  

C e  théorème e s t  à comparer avec l e  théorème 2, Puisque sous l e s  mêmes hypothèses 

que l e  théorème 16 on a : 



et donc 

Donnons un exemple d ' applications du théorème 16. 

lim a = O 
Il++=' 

n 

de plus 

a 
n+ 1 lim - = a C 

n*- n 

(n) -g*) cb = A(:) = p * I et donc u - S* = o(tin) - s*) et - S* = o(tl n- l 

Pour clore ce paragraphe donnons quelques résultats numériques 

(n) p-algorithme C41 avec x = n. 
2 = '2k 

n 



Exemple 1 e. 

n 
Exemple 2 e. S = 1 (-~)~/(i+l) S =0.6931471805599453.. . 

n i-O 



n 
Exemple 5 e. s = 1 4 a v e c a  = l  

n O k=o 

1 k 
ak = k+l + Log k > O 

S = y = 0.577215664901533 





CHAPITRE II 

r ' 
APPLICATION DE QUELQUES TRANSFORMATIONS COMPOSITES 

A 

LA RESOLUTION DES EQUATIONS NON LINEAIRES, 
t 





INTRODUCTION. 

Dans ce chapitre on s'intéresse à la résolution des équations non 

linéaires. On envisage deux cas selon que la racine est simple où multiple. 

ler  Cas : racine simple, 

Si on utilise une transformation qui a été définie par Germain-Bonne 

Cl31 page 12, pour la résolution des équations non linéaires dans le même 
2 

contexte que l'utilisation du A -dlAitken pour obtenir la méthode de 
Steffensen, on obtient une méthode d'ordre 2 qui utilise trois évaluations 

de fonctions à chaque itération, son indice d'efficacité est donc 3~ 

alors que celui de la méthode de Steffensen est fi. 
En se basant sur le fait que la transformation de Germain-Bonne peut 

être interprétée comme une transformation composite de rang deux avec t et 1 
t définies comme suit : 2 

On~bantneracomment modifier cette méthode pour qu'elle devienne d'ordre 3. 

26me Cas : racine multiple. 

Il s'agit de deux applications de la transformation U qui a été définie- 

dans le chapitre précédent. La première application va nous fournir une 
1 +Js 

méthode de type sécante qui est d'ordre 7, la seconde application va nous 

fournir une méthode qui est en fait basée sur l'utilisation de la première 

étape du 9-algorithme, On montrera qu'elle est d'ordre deux. 



1 - RAPPEL ET NOTATIONS. 

alors 

La transformation R ainsi définie n'est autre que la transformation définie 
1 

par Germain-Bonne [131 p. 12, pour accélérer la convergence de certaines 

suites à convergence logarithmique. 

Ordre de convergence d'une suite de point fixe. 

VEFTNTTTON 1 .  

SoLt s = { S  } une ~ U h t e  L t W v e  q d  w n v w e  v a  s*. 
n 

ou c 10, +OD[ et r 2 1, alou on d . h  quer eblt Lfak&e de wnvagence de 
la & d e  {Sn} 

Indice d'efficacité d'une méthode, 

S o L t  (M) une rnéXhode d e b h é e  à ké.wudtre une équa-tlan non f i n é d e  
x = F(x). On ~uppoae que lu méthode (M) ut d é ( M e  patr une srtcte {x,} 
SoLt Lfo&e de convwence de ceHe &&e { X  1 et s o i t  p(p,g*) Le nombke 

n 
a3.ta.t des é v W m  de 60nc;tionb au c o r n  d'une Ltérraitcon. 
!X r > 1 on pose : 



2 - CAS OU LA RACINE EST SIMPLE, 

Supposons que 1 'on veuille résoudre l'équation non linéaire : 

f (x) = O où f :lR-tlR 

Posons F(x) = x - f(x). 
On fait les hypothèses suivantes : 

. S* est solution de 1' équation : f (s*) = O 
* . f est suffisamment dérivable dans un voisinage de S . 

. IF1(s*) 1 < 1. 

On peut par exemple, utiliser la méthode de Steffensen, qu2 est basée 
2 

sur le A -d'Aitken. 

lxo un réel donné 

pour n 2 O Y = x et vi+l F(vi) i = 0,l 
O n 

lpuis prendre : 

On démontre que la suite (x ) est d'ordre 2 et, comme elle nécessite deux 
n 

évaluations de fonctions par itération, l'indice d1efficac3té de cette 

méthode est donc : a - 1,414.. . 
2 

Si au lieu d'utiliser le -dlAitken on utilise la transformation de ' 

Germain-Bonne on obtient : 

Po un réel donné 



Achakir ( C l 1  p. 117-118) a démontré que cette suite est d'ordre 2 et que 

l'indice d'efficacité de la méthode dé£inie par la suite {x ) est donc : n 

On app& méthode (MI) Pa methode dE@de pm ta &&e {x 1 n 
x héd  at~bL&aLte 
O 

Expliquons comment cette méthode a été obtenie. 

avec : 
* F" (s*) y M =  F" (s*) N = F(' ) (s*) \ K = F' (S  ) Y  L = 2 6 2 4 

= V. - S pour i = O Y 1 , 2  
n+i i 



Ces résultats ont été pris de [ 151 p. 720. 

Or 

donc 

donc 

On sait que 



la  d&e {x 1 pu* dE&inLt lu mé.thde ( M ~ )  est  dto&e &O&. n 

L 
Preuve. 

et donc : 

donc 

et alors : 

la suite {x 1 est .d'ordre trois, n 

Chaque itération nécessite trois évaluations de fonctions donc p=3. 



L'ordre de la suite {xn} est trois, l'tndice d'efficacité de la méthode 

( M ~ )  est : 

Donnons maintenant deux exemples numériques. 

-x -x L'équation à résoudre est x-e = O. f(x)  = x - e 

-x 
f(x) = x - e 

-x 
F (x) = e 

S* = 0.567 143 290 409 784.. . 

en partant de x = O on a obtenu les résultats suivants : 
O 

Exemple no 2. 

 équation à résoudre est x 
2 31 4 8 
r5 x + - . = O  

5 

2 31 4 8 
f(x) = x  - - x + -  5 5 

- - 
k 

1 
2 
3 
4 

L 

Xk 

Ci. 29776972931757SD+Ol 
0.299989~17106428D+Ql 
0.233999939398650D+O1 
O. 300000000000000D+Ql 



3 - CAS OU LA RACINE EST MULTIPLE. 

Soit 

* 
une équation non linéaire, soit S une racine de f : 

* 
On suppose que S est une racine multiple de f c'est à dire : 

f(m)(~*) * O m 2 2 

f(i)(~*) = O pour i = 1,.  ..,m-1. 

Avec ces hypothèses, f s'écrit sous la forme : 

f(x) = (X-~*)~~(X) avec g(s*)r O. 

On définit aussi la fonction F : 

* 
11 est facile de voir que F(S ) = S* et F'(s*) = 1 



LEMME 1. 

Avec &A hypoithè~e~ &écu w é c d m e n i t  on a : 

Preuve. 

Posons 

G(x) = -f(x) f(x) 

f (x-f (x)) -f (x) 

On va utiliser quelques résultats obtenus par King dans Cl41 p. 323 

1 G(s*) = O 

On fait un développement limité de f(x-f(x)) 

1 2 i 
f(x-f(x)) = f(x)-f'(x)f(x) + y  Cf(x)l fV1(x)+ ...+ (-l) - Cf (x) lif (XI+. , . i ! 

donc 1 i 
K(x) = 1-f' (x)+ - Cf (x)] fl'(x) + .. , + - 2 

(-l) [f (x) li-1 di) (XI+, . . i ! 

af(x) = K'(x)G(x)+G'(x)K(x) 

1 H' (S*) = G' (s*) K(S) = - 
m 



a - Méthode de type sécante. 

On a p p a e  méthode ( ~ ~ 2  Pa m W d e  d2@ûe pan Pa sW*e {X 1 : 
x izt x. deux hé& donné4 n 

(i+l) =~(t:~)) pour i - 0.1. 
(i+l) 

t2 
= t i  pour i = 0,1. 

On p k d  x,+~ = Uo. 

Cette méthode nécessite deux évaluations de fonctions à chaque itération 

(sauf la première qui nécessite quatre évaluations). 

On va simplifier l'écrituee de U et pour cela on va utiliser la 
0 ' 

fonction H qui a été définie précédemment. 

La 6 d e  {X qW dé&i.nL.t méthode (Mil) p u  6 ' é m h e  : n 

Xo9 X1 2 hé& d o n n a  

(F (ln-, ) -F (xn) ) H (xn) 
x = F(xn) - n+ l 

H (xn_ ) -H (xn) 

Preuve, 

'" = x -f (xn) 
n 

ti2) = F(x -f(xn)) = xn-f(x )-f(xn-f(x ))  n n n 



Preuve. 

On pose 

D'après l e  lemme 1 

m+ 1 
~ ( x , )  = H' (s*) e + 1 A .  ei + O  (em+') avec A = H (s*) 

n i=2 1 n n i 
i l  

e t  d'après l e  lemme 2 on a : 

Posons 



de même 

On pose 

a = 
H" (s*) pour m 2  3 m 
2H' (s*) 

Enne gardant que les termes prépondérants on a : 

et donc l a  s u i t e  {xn} est d'ordre (1+&) l2.D 



Remarques. 

1 O 

donc l a  su i te  { B  1 converge vers m. n 

1+Js 2O) La su i t e  {x } e s t  d'ordre - 2 
e t  l a  méthode nécessite deux évaluations 

n 
de fonctions à chaque i térat ion,  son indice d 'eff icaci té  e s t  : 

1+& 
3O) On peut démontrer que, quand m=1 l a  méthode e s t  aussi d'ordre - 2 -  

Avant de donner quelques exemples numériques, on va rappeler l a  méthode proposée 

par King Cl41 pp. 321-325. 

l 
La méthode de King es t  l a  méthode définie par l a  sui te  { y  } *yo, y1 deux n 

réels  donnés 

pour n 2 1 

avec - Cf (XI 1 
2 

G(x) = 
f (x-f (x) ) -f (x) 

l+Js 
King a démontré que l a  su i te  {y } e s t  aussi d'ordre 7 . 

* n 
S i  on pose f = y -S alors  

n n 

De plus si on défini t  l a  su i te  {mn} par : 

alors  l a  su i te  Lmn) converge vers m. 



Pour l e s  r é s u l t a t s  numériques, on va donner Pour l a  méthode proposée, quelques 

termes des s u i t e s  {x 1, {f (x 1 )  e t  {B 1 e t  pour l a  méthode de King on donnera 
n n n 

quelques termes des su i t e s  { Y ~ } ,  {f (yn) } e t  i n } .  

Exemple no 1. 

Pour l e s  deux méthodes on a p r i s  : x = 0.8 -yo e t  x = 0.9 = 
O 1 

Exemple no 2. 

Pour l a  méthode de King : 

L I L L E  r @ n yn "Y,, m 

X f (x) = -(50 + e 1 .  (1-x) 3 

~ ( I ) = O  m = 3  S = I  

2 
3 
4 
5 
6 
7 

b 

0.97071 1701 61 3886D-0i 
0.163260821835073D-0i 
0.727422912331657D-03 
0.927L92251124801D-09 
0.703250929052232D-08 
0.727877176351898D-13 -.- 

0.245908291627216D+aO 
0.945232148350627D-01 
0.192539433870590D-01 
0.21 55796529941 1 SD-02 
0.592997736788011D-04 
0.190771763531293D-06 

- - 

0.763289598268633D4 
0.939947783916669Dd 
0.140729361742776D4 
0.172697406582790D~ 
0.193872772390092D4 
0.199338855769573D4 - -- 



Pour l a  méthode de King : 

b - Méthode de type Steffensen 

On app&e methode (M~,; La méthode dé6Ânie îu d u X e  lxn} : x0 k g e l  
donné 

- 
Rappelons tout d'abord l a  déf init ion de l a  première étape du 8-algorithme [ 4 ]  

p, 102. s o i t  {vil une sui te ,  

On pose 

L m e  3. 

La su**e {X } q u i  d é 6 W  La méthode (M.& peut d ' é a e  : x hé& donni? 
n O 



Preuve. 

(0) (1 Si dans la méthode précédente on n o t e  vo = tl ; vl  = tl ; 
(2) v = tl 2 (2)  a l o r s  ; V3 = t2 

(1) 
V1 = t1 (0) = t2 

(2)  = tiO), de p l u s  v = x et V2 = tl 
O n ' 

vi+l  
= F(vi)  pour i = 0'1'2 ; 

on a donc 

Ecrivons x e n  fonc t ion  d e  x . F et  H : 
n+ 1 n ' 

La ~ & e  {X } q u i  dédutit  la méthode (M,,,) es* d'o&e deux. 
n 

Preuve . 
* 

On pose en = x -S pour t n 2 O 
n 



On a aussi  : 

d'où 

On pose : 

donc 

de su i t e  {x e s t  d'ordre 2 .  L 
n 



Remarques. 

1') A chaque i t é r a t i on  on f a i t  t r o i s  évaluation de fonctions donc, l ' i nd i ce  

d ' e f f icac i té  de  c e t t e  méthode e s t  : 

m m 
F (xn) = xn - e g (x donc F (x ) - x = -e 

n n n n n g (xn) 

S i  on dé f in i t  l a  su i t e  {y } par : n 

a lo r s  

l i m  y . . = m  
n w  n 

De l a  même façon on peut d é f i n i r  l a  s u i t e  (6 } par : n 

m * 
comme F (F (xn) ) -F (xn) = -e n 

g (S ) + d (ez) a lo rs  

Dans l e s  exemples numériques on donnera pour chaque exemple quelques termes 

des su i tes  {xn}, f x , y e t  16n1. 

Exemples numériques. 

Dans t ous  l e s  exemples que l ' on  a t e s t é  on a remarqué que dès que 

1 f (x,) 1 < 10-12 l e s  r6 su l t a t s  numériques des deux su i t e s  {y 1 et  €6 } s e  n n 
dégradent e t  l a  pression de { x  } ne s'améliore plus,  e t  m ê m e  dans cer ta ins  n 
cas e l l e  s e  dégrade aussi. 



Exemple No 1.  

Exemple No 2. 

Exemple No 3.  





CHAPITRE I I I  

'r 1 

ALGORITHME REPETES D'ACCELERATI'ON DE LA CONVERGENCE. 

b r 





INTRODUCTION. 

Ce chapitre se compose de deux parties : 

Dans la première, on s'intéresse aux suites à convergence 

linéaire, et en particulier à l'accélération de la méthode des trapèzes, 
2 

on montre comment modifier le A -dlAitken itéré pour avoir sous certaines 

hypothèses une erreur comparable à celle obtenue par la méthode de Romberg. 

On donne aussi un algorithme pour accélérer les suites de point fixe. 

Dans la seconde partie, on s'intéresse aux suites à convergence 

logarithmique. On commence par donner un théorème d'accélération de la 

convergence, qu'on applique aux suites de poent fixe pour montrer que la 

première étape du 8-algorithme ainsi que la transformation de Germain-Bonne 

accélèrent la convergence. 

Et pour finir on compare ces deux transformations. 



A - A C C ~ L ~ R A T I O N  D E  L A  CONVERGENCE D E  QUELQUES S U I T E S  A 
CONVERGENCE LINEAIRE, 

1 - PRINCIPE DE LA METHODE 

On dit  que lu s w t e  {sn} E LIN et d d e n t e n t  si 

1 ' )  s ut une s w t e  convengente vem s*. 

XX) Il W t e  une s&e { C  1 conveirgevLte v m  zéILa 
av ec n 

SoLt {s 1 une 4 d e  convmgen;te. On dé&hL.t Les Rhansdomatian6 l~ & v n k k 
patc 



On va appl iquer  l a  t ransformation R aux deux transformations Fi e t  v 1 O O 

Lemme 1 .  

S i  on pose tl = et t2 = v &OU : 
O 

Preuve. 

e t  comme x * y. a l o r s  : 
O 

- - (AS 
R i n )  = cin) 

n 
- 'n 

A2S n 

S i  l a  cons tante  y est  cho i s i e  de  t e l l e  f a ~ o n  que l a  s u i t e  {v(")} converge 
O 

(n) 
O 

p l u s  v i t e  que l a  s u i t e  {po 1 ,  on va comparer {E ( )  e t  1. 2 O 

SoLt 1s 1 une & d e  appahSenant à LIN et tl = 
n 

; t = v . On buppose 
que xo + (1-x p + O ae0M 

O 

Preuve. 

On va appliquer l e  théorème 1 du c h a p i t r e  1. 

* 
{sn) r LIN donc 

Sn+l -s 
* = p + c n  

S -s 
n 



et donc 

de même 

e t  donc d'après l e  théorème 1 du chapitre 1 on a : 

* (n) - s  O - s* )  

S i  de plus y. + (1-Y ) P # O alors  
O 

On f a i t  maintenant l e s  hypothèses suivantes : 

- t a  constante p e s t  connue. 



On suppose que xo # - et que 
P-1 

R;~) -s 
lim (1-dl 

n++co V?)-S 

Preuve. 

On note 

Posons aussi b = f - p 
n n 

l i m  % = O  et b = p  
nu- 

D'après le théorème 2 du chapitre 1 on a : 

-S* 

lim ( 1-dl = p- 

O 



e t  donc pour que R accélère l a  convergence de vo il suff i t  que l e  nombre d 
1 

so i t  égal a 1. 

Donnons deux applications de ce théoreme. 

Exemple 1. 

Soit {sn) une suite t e l l e  que : 

" Yi s Q S* + (-1)" j: avec y t o. 
n 

i=l (n+Bi) 1 

e t  donc Vx E IR - Il/$ on a 
O 

* (n) * 
(") - s = O (Po 
2 - s 

Exemple 2. 

Prenons maintenant l a  sui te  {S ) t e l l e  que : n 

e t  Si on prend x t - v 
(n) - - Asn-sn+î 

O A-1 O A-1 

ô n a :  

d'après l e  théorème précédent 

* 
E r )  - S 

l i m  A-6 a- * 
n- v(") - s A-i 

O 



et  donc : 

et  dans ce cas  {E 1 converge c-e {v (n) 1. 
2 O 

On va  maintenant chercher une s u i t e  {a pour que R a c c é l è r e  l a  convergence n a 
de vo. v hl -s* 

O 
(l'yo) cn 

On a vu que - - , quand y. = e t  comme, 
O O P-1 

Posons 

S i  on suppose que dp * 1 a l o r s  : 

(n) SoLt  {sn} une sucte apprvr*enant à LIN. On pose t:") = p0 = x s + (i-xo) s,+~ 
P o n 

avec xo # - 
P-1 

avec 



Preuve . 

On u t i l i s e  l e  théorème 7 du chapetre 1. 

At?)  
l i m a  -- - O  * 1. 
n+w ~t:") 

O .  

(n) !n) +* - A t ,  

Notons 

P- 1 avec a = - 
n dp-1 

S i  on suppose que l a  s u i t e  {S appar t ient  à Lm, on s a i t  q u ' i l  ex i s te  p 
(1 

1 1 
e t  c avec : 

n 

d avec p d * 1 1 1 1  

On peut appliquer l a  transformation p à {Sin) },.on ob t ien t  : 1 

de même D 

- Posons tl = pl et t2 = v1 et an - A 

Vn on a t 
dlpl-l 



(n) (n) et on recommence le raisonnement avec S 
= Ra et ainsi de suite... 2 

On obtient donc un algorithme qui s'écrit comme suit : 

pour p 2 O = x sh) + (1-x ) ç  (n+i 
,,P P P P P 

2 
Cet algorithme peut etre considéré comme une génralisation du A -dlaitken itéré 

2 
[43 p. 191, en effet si on prend d = 1 Vp E N  on retrouve le A -dlAitken itéré. 

P 

2 - ACCELERATION DE LA METHODE DES TRAPEZES. 

Supposons que ilon chercher une valeur numérique approchée de l'intégrale 

définie : 

b 
I = I  f(x) dx. 

a 

où a < b et où f est une fonction 4pt8 fo2s continûment différentiable sur Ca,bl 

(p EN, p fixé). Pour donner une valeur approchée de cette intégrale, on peut 

utiliser la méthode des trapèzes : on pose : 

b-a .~r h = - 
n n €IN 



h ~ ( h )  = - Cf (a) + 2f (a+h) + ... + 2f (a+Cn-l)h)+f(b)] 
2 

On d é f i n i t  l a  s u i t e  { hn} par : 

ho = b-a 

On obt ient  une s u i t e  {T (hn) } que 1 'on note { sn} : 

- b-a 
So - 2 C f  (a) + f (b)]  

On s a i t  que s i  f e s t  2m+2 f o i s  continûment d i f fé ren t iab le  sur  [a,b] (vofr par 

exemple C21 p. 46) on a : 

5 E [a,bl  

n 
: nombres de Bernouil l i  C21 p. 44. 

On va appliquer l 'algorithme d é f i n i  précédemment à l a  s u i t e  {S 1. Posons 
n 

Ç(") = S cherchons l a  valeur de p e t  de d. 
O n ' 

Supposons que zl * O e t  z* * O. 

1 1 4 
et donc p = 4 e t  d = - donc w = - 

4 O 5 

On pose xk = O Vk E J N  



On va démontrer plus  l o in  qu'avec l e s  hypothèses qu'on a f a i t e s  c ' e s t  à d i r e  

z t O e t  z # O o n  a : 
1 2 

De l a  m h e  façon si  A t O  e t  B t O  on a 
1 1 

e t  donc 
6 

w = (1-(1/2) )/(1-(112) 1 

on ob t i en t  donc S (n) 
2 

(n) 2 4 
so = I +  2 h  + z h  + 0 . .  

l i n  2 n  

6 8 sin) = 1 + A h  + B h + ... 
I n  I n  

12 
") - 1 + A  hl0  + B h + 0.. s2 2 n 2 n 

4k+2 
Par récurrence s 

= I + yn k + Bknk+*  + ... si  qt + O e t  Bk * O 

1 4k+2 
p, = 

1 
e t  dk = 4 

L'algorithme précédent devient avec ces notatrons 

pour k 2 O 
(n) (n+l) 

Irk = Sk 



in) 
Pour simplifier cet algorithme, on va exprimer S(") en fonction de Sk ; 

(n+l) et (n+2) 
k+ 1 

Sk k 

Lemme 2.  

Preuve. 

L'opérateur A porte sur les indices supérieurs..Pour simplifier les 

calculs on pose z = 4 ' Pk ("+') et on a : 2k+2 (n) = sk 



On va donner maintenant un théorème, pour montrer que sous cer ta ines  hypo- 

thèses l ' e r r e u r  e s t  comparable à c e l l e  obtenue par l a  méthode de Romberg. 

Ce théorème généralise l e  théorème 9 du chapi t re  1 puisque 

e t  d 'après l e  lemme 1 (chapi t re  1) on a S(") = R (n+1) 
1 5/4 

!% f est 4 p 8  b a h  conituzûmevct ~ ~ ~ é t r ~ b t e  hm ea ,bl et h i  

Preuve. 

(n) 
Sk 

peut s ' é c r i r e  sous l a  forme suivante : 

avec 

par  déf in i t ion  de l a  s u i t e  {h } on a : hn = 4 hn+2 e t  hn+, = .In+,. n 



- 4Bk) et Posons X = 

a 
(1) - - a:') (1 - 5 .2  2t+4k + ,2'+4k+l 
k 1 

alors : 

Comme a") r O par hypothèse notons k 

avec : 

Posons aussi 



2k+l H4k+2 (1) 
ni sait @ ' i l  e x i s t e  s(' : u (8.s) = -4 k k OLk k 



et donc 
9 5 (3) 1 C- ak - - 

( 1  
1 

64 '2k+l '2k+2 '2k+ 1 "k 

C e  théorème généralise l e  théorème 9 du chapitre 1 en e f f e t  : 

s i k = O  

(n) et si on é c r i t  S sous l a  forme suivante : 
O 

et  donc : 

Donnons maintenant un exemple numérique. 

On veut calculer 1 avec l a  méthode qu'on v ient  de décrire  : 



n 

C 
' C o  

VI 
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Donnons les résultats obtenus par l'algorithme qu'on vient de décrire : 

et à titre de comparaison on donnera les résultats obtenus par l'utilisation 

de l'algorithme de Romberg : 

3 - ACCELERATION DES SUITES DE POINT FIXE 

Soit {S ) une suite de nombres réels donnée par S = $(S ) 
n n+1* 

n 2 0 o ù  
* n 

est une fonction analytique dans un intervalle centré en S ; S étant le seul 
* 

point de cet intervalle vérifiant : S = $ (s*) . 
* 

On suppose que : Io) S -S est choisi: suffisament voisin de zéro, 
O 

2 0 )  O <  I$'(s*)I < 1 
* 

3O) $ est analytique dans un voisinage de S - .  

* 
Notons e = S - S* comme t$(s*) = S on a : 

n n 



Si on suppose que z 3: O a l o r s  l i m  - 
2 Cn+l = z = d de plus  z = p donc 

C 
nm n 1 1 

On suppose que 

(n) - z -1 
donc 1 1 

O 
- S  e t w o = - = -  

n 2 z +1 e t  donc 
z -1 & 

1 

(n) La s u i t e  {S } v é r i f i e  l e s  hypothèses du théorème 3 et  donc S - S* = o(v:)- s*) n 
o r  

1 

2 1 3 
S i  on suppose de plus que 32 z + - (zl-1) z r O a l o r s  

1 2 A, 1 

3 
Pl = z donc 1 



z - 1  1 
Avec les  hypothèses que l 'on  a fait on a : 

En résumé : 

* 
par récurrence supposons que s(") - s 2k+i + B e 2k+2 

k = % 'n k n n 
2k+2 + o ( e  

Bk 
2k+1 e t  si on suppose que (2k+l)z2 + - z ( z  -1) t O a l o r s  dk = z et Pk = Z1 5 C i 1  1 

donc 

*k+l .- 1 z .  

S u p p 0 6 ~ ~  que la conhaknte z1 es* connue &a l'atgo-e dev2ent : 

pour k 2 O 





* i 
1 

= $'(S ) ,  o r  en général  on ne  connaTt pas z d'oQ l ' t d é e  de remplacer z 
1 ' 1 

dSn+i hsn+ 1 
p a r  . 0" a - = z +Z (1+z ) e  + o(en) 

A 'n 1 2  i n  
n 

{w 1 devient une s u i t e  qui dépend de  n t  on l a  no te ra  {w (n) 
k k 

L 'algorithme s ' é c r i t  

(n) (n) C AS:) AS n 
pour k 2 O 

Sk+1/2 = Sk 
"n+2k+ 1 - ASn 

L 
Le ca lcu l  de  S(") nécess i t e  l a  connaissance de Sn, Sn+l,. . . 

k+l 'n+2k+3 ' 'Our 

(n) (n) (n+l) et c a l c u l e r  Sk+l il f a u t  connar t re  S (n+2) 
k ' Sk k 

hi place les qpan t t t é s  S(n) dans une t a b l e  5 double entrée.  Dans cette t a b l e  k 
l ' i n d i c e  i n f é r i e u r  désigne une colonne, e t  l ' i n d i c e  supérieur désigne une 

d2agonale descendante. 



On va comparer c e t  algorithme avec l e  procédé GBW qui  a é t é  obtenu e t  étudié 

par B. GERMAIN BONNE n3) e t  par  J. W I K P  1227 : 

n 
GBW 

Le ca lcu l  de T nécessite l a  connaissance de S 
k+ 1 nf  'Sn+k+2' 

(n) Le ca lcu l  de T2k+2 nécess i te  l a  connaissance de Snf....Sn+2k+3. 

On va comparer S (n) 
k+ 1 

e t  T:::, . 

Exemple 1. 

La s u i t e  {S ) e s t  déf in ie  par : 
n 

lim S = O n s * =  O 
rr++oo 

{sn} est une s u i t e  à convergence l inéa i re .  Les r é s u l t a t s  nqéri$ques sont donnés 

dans l e s  t ab les  1.11 et 2.11. 



En utilisant 32 termes de la suite, le meilleur résultat atteint par le procédé 
-1 1 

GBH est 0.9. 1oW7 alors qu'avec l'algorithme (A) on a atteint 0.1.10- . 

Exemple 2. 

La suite {S  ) est définie par : 
n 

Les résultats sont donnés dans les tables 3.11 et 4-11. 

Pour cet exemple le procédé GBW est meilleur que l'algorithme (A). 



Procédé GBW 

n S 
(n) ("-4) 

1 3 
, - .- 

2 - --0.46676D+OO 
3 9mdXi- ' 0.65436D-01 - - 

4 O. 16297D+OO 
c 0.242 13D+00 

5 0.12601D+00 ref_-ef -0.40602D-02 
- 

6 1 O. 10025D-01 -8i-1968e)9-83 -0.6103BD-01 
7 / O. 51900D-O2 0.92239D-04 
8 O. 56778D-O1 -0.33374D-03 1 O. 97992~-02' 

0.75206D-03 0.12882D-04 

1 1 0.60292D-03 ~~ 0.52*87D-05 -0.451 03D-06 
12 0.16672D-01 a & 4 % W u  -0- 14082D-04 *- 1-0.362661)-06 
13 , 0,12295~-01 -Q,lf83aB-C>a 1-0.60290D-QS 4AG34SD-86 1- - 
14 t 0.657850-04 -0115Z25D-05 0- 332490-06 c- 
15 0.36605D-04 -QA&EPW 0-12856D-06 -0.11217D-07 

c-, 16 0. &8847D-02 -0. *6674D-06 .-O. 63878D-08 C 

17 1 0. 35832D-02 , -&+S&5f+Q6- , -0.19926D-06 -- -Q,- 

Table 2 II 

-0.1 OSOSD-02 - - 
-0.1 1 44bD-07 
-0.253781)-08 - 
-0Da09 
-0.82593D-q9 

O. 778780-04 - 
- 

-0.201 79D-09 
O. 261 78D-08 

Procédé A Table 1 II 

n (n-1) 
4 

(11-41 
6 

O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 . 
8 

1: 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

C 

/O* 60370D+06 
0.1599&D+05 
10- 16359D+04 
0- 29036D+O3 
'0.703941)+02 
0- 20875D+02 
'0- 71220D+01 
10- 26924D+Ol 
0. 1 1001D+OI 
0- &7750D+00 
0- 21 746D+00 
O- 10Z'95D+OO 
'0- 50309D-01 
0- 25239D-01 
0- 12962D-01 
I O § !  

0.65689D+03 
0. 63443D+02 
O. 17 198D+02 
0.66992D+Ol 
o. 31 &75D+01 
O. 16566D+01 
0.940 13D+00 
o. 56256D+00 
'0.34996D+00 
0.22419D+00 
0.14692D+OO 
0. 98023D-01 
0.66341D-01 
O* 45421D-01 

i 0.31 394D-01 
O. 21869D-01 
O. 15333D-01 
O.lOB09D-01 

(n-6) 

8 

0.94738~+08~ 
0.1 1266D+07 
0.58549D+05 
0.97668D+06 
0. 82853~+03 
0- 15314D+03 

(n-8) 

10 

+ 1 
0.41 403D+10 
0,27247~+08 
0.836470+06 
0.51 lBOD+05 

(n-12) 

14 

0.66097D+l1 
0.26991D+09 

0- 33894D+02 
0.85835D+01 
0.24121D+01 
0- 73600D+O0 
0- 239970+00 
0- 82607D-01 
0- 29743D-01 

1 1 1 1 - 9 D z  

0.53634D+07 
0.2181 9D+06 
0.13869D+C15 
0. 1 1973D+0& 
0.1294&D+03 
0.16627D+02 
0.24468D+O 1 
0.401 74D+00 

: 0.47535D+04 ; 0. 58656~+03 
. 0.8898e~~+02 
1 O. 15790D+02 
0.31 670D+01 
0.70060D+00 
0.16785D+00 
LOLO. 62945D-01 

0.45460D+12 
0.12367D+10 
0.167610+08 
0.47783D+06 
0.21 625D+05 
0.13501 D+04 
0.10698D+03 

, O. J O  190~+02 

0.15015D+13 
0.2853*D+10 
0.27516D+08 
0. 56692D+06 
0.18792D+05 
0.86927D+03 - 



Procédé A 
121 

Table 3 II. 

. - - ~ -- 
,567 1 632~2 1 i ese 
.567 1&329011 702 

C 71 432344037% 
- -5671 1323Q10378 
.SC7 16329Çi6C)37B 
-5671 &329010378 . 5671 432201C)37@ .. 567 143290103~78 
-567 1 1329C)kO37& 
-567 11329C)10978 
-5671 6323Çi6.Ç)375. 
.567 11329010378 

Table 4 II 

. 5 ~ 7  1 &32~~.961027 

.5671 13275600333 
.. ,567 11329@4Q8353 
.567143230109055- - 
.567 113290603783 
.5671&3290109786 

. . 7 1 3 3 1 C 9 7  
. ..5671 1329C1109781 
.5571&3290409781 
.567 163290409786 
-5671 63230603786 
.567 1 &3290409781 
--, 56.- -. 5671 =290009+&- 

' 

-\\ 

;r Y, 
,' ji Procédé GBW 

, (n) 
8 

-567 11329010378 
.56711329010978 

-ifM+&329<+1€~978 
.56?11399010978 
.567 10329CiLC)978 
.567 11329010978 
.S6?+6329C&C)37i% . 367%4~9~.UrO'3788 
,5671 132301Ci370 

' .567 1 1323010378 
-rs--S6-H43-3C*1C)328. 
----;-56744329010974. 

-. 

3 

--- 
-5671 ~32*~.7ci922 
.567 113298451059 
,567 11x-q G'S. .  . 
.36D-13290.293312 
,5671 6329Ci113821 
.5671&3290109288 
.56711329Ci609816 
5671 13290403782 
-5671 43290409784 
.567 113290603761 . 56711323062)9781 
.567 1 13290409701 

--Ce-- C - .- 
- - 5 M ~ 6 ~ 9 7 8 1  
-5671 13290403781 
.567 103290109781 -- . .. - .- 

n 

,567 113290565629 
.5€.71&3290106668 

---.-5~3- -. 
.567 14329CW78"s- 
.567113230109780 
.5671 &3290109786 
56714-323t34CY37a4 

- --. 667 14-3290409- 
-5671 132901Ci3701 
.567 1 132904097B0 
567 1~1323O6037&-. 
-567 1 &3%90609786 
-567 113290&0978& 
.567113290&09786 . - . - -. . - 

J 
T:"' n --- 

. .. 

, . 5671 11305053276 
.567113238917&80 . C J W M ~ S ~ Z ~ - ~ ~ ~ ~ F J - -  

--zr-567 44329022CC390 
,5671 13230120321 
.567 113290409 138 

e.r-7lI.rC45967Z-1%---r567a32.30MI8812-- 
--%674432901Ci9742- 
,567 11323C)lCi3781 
,567 1&32'30109781 

O .56753&3 1 1350532 

O .570691175i sa638 
3 .566559127673623 
2 767 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
g 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

.567125697981516 
ra~*7+~45f~ex+53d 
-A6U4&9'Ti9865C*3%-- 
,5671 4361 1056528 
.567 113238997599 

*741"eB63a881 -- 
-5671 4323Ci762363 
.567113290350003 

,Z6713 kM!!X1.260 
.5671&69281 60769 
.5671&2631510979 
-5671 1361 1075319 
,5671 13268rC17086 
,5671 63294421 322 
.5671&328967B515 
,5671 1323C1513238 
.567 143290385111 

-.- - h 

3-5&?44312981~31- 
.567 1 13230103332 
.567 113290109757 

7.- - - T=- 



B -ACCÉL~RATION D E  LA CONVERGENCE D E  QUELQUES S U I T E S  A CONVERGENCE 

LOGARITHMIQUE, 

* S o i t  {S ) une s u i t e  que l ' o n  veut  accé lé re r  l h  S = S . n 
TtH.er>" 

S o i t  t e t  t deux transformations : (n) } 
1 2 tl : {sn) -+ {ti 

hi va envisager l e  c a s  où {t(n' est une s u i t e  à convergence logarithmique. 1 

1 - THEOREME DE L'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE. 

Aa n &si l i m  - ,=O 

I a l o r s  : 

S L d e m a t o  L 
Preuve. 

- ç* = a (t(") (n) 
1 - s*) + an(t l  - s*) 

(n) - tl = {(a-1) + a  (t'") - s*) n 1 

(n+l) - ç* - - (tl (n) -s*) (l+bn) 

on a : 
(n) A t 2  - ~t;"' = {Aa (n) n + (a-l)bn + an+lbn) (tl - s*) 



R(n)  , s* (n) 
1 (t, - tl (") 1 / (ty -s*) c (a-1) +an] 

= 1 -  - 1 -  
t;") - s* ,in) h 

n - -- 1 b + (-1) + an+l 

~t:") n 

* (n) * 
et  donc R(") = S = 0 (tl 

1 - s 1 .  

S i  de plus a * O 

2 ' œ  ACCELERATION DES SUITES DE POINT FIXE. 

on u pue h d e  {sn} E A:) (s*) h i  et heutenent h i  : s ~ + ~  = F(S n OU F 

ait une ,jonction vétu,j.kwt LU poptUUé6 : 

1 ' )  F : I R + I R ,  i e e r i s t e u n v o * 6 i m g e v d e s *  ous*  e s t l e s e u t p o i . n t , j k i e  
de F. 

2' ) F ut andyx%que davib V .  

,401 3p 2 2 pue I F ( ~ ) ( s * >  = O i = 2 , . . t t ~ - l  

1 F(pL (s*) = c r o 

avec L a  concktbns p .bnW et c pohhXfj non héal!héa h . b n m é m e n ; t .  

I 

Kowalewski dans [16] propr ié té  17, p. 47, montre que s i  {Sn}.. (s*) a lo r s  

il exis te  un sous-ensemble ouvert V t C  V, t e l  que s i  So c V '  a lo r s  l a  s u i t e  {s,} 
* 

converge vers S . 

Dans l e  cas  où p E (2  ; 3) Sablonnière a d é f i n i t  e t  é tudié  des algorithmes 

répétés  qui accélèrent l a  convergence des s u i t e s  de (S ) pour plus de  dé t a i l s  

vo i r  C181. 



En u t i l i s a n t  l e  théorème 5, on montre que l a  transformation de Germain-Bonne 

1131 p. 12, a i n s i  que l a  première étape du 8-algorithme C41 /p. 16, accélèrent  

t o u t e  s u i t e  de A (P) (s*) . 
F 

a - Transformation de Germain-Bonne. -------------------------------.. 

(n) - bsL n (n) 
On note  T l a  t ransformation Ri quand : 

1 
= S  e t t  - s - - -  

2 
- E 

n n A2S 2 
n 

Preuve. 

On va appliquer l e  théorème 5. S o i t  {S 1 une s u i t e  appartenant 5 A:) (s*) . 
n 

(2)  * 
f (x) = x-El (x) . On a f (S = O pour i = 0,l , . . , ,p-1. f peut  donc 

e t  f(O) = f 
* * 

s ' é c r i r e  f (x) = (x-S g ( x )  avec g ( S  * O. Rappelons l a  d é f i n i t i o n  de  l a  fonction 

G q u i  a é t é  utklksée dans l e  chap i t re  II. 

G : I R + l R  

King Cl41 p. 323, a démontré que : 

* 
Posons e = S - S on a n n 



donc 

1 a = l - -  e t a  = -  1 G ( ~ )  (s*) e i-1 
P n n 

+ o(eP) 
i=2 i! n 

donc 

Donnons maintenant b : n 

* 
'n+i 

- s 
* = 1 - g(s*) n + O(eP-1 n ) donc b n = -g(S*)eP-l n + ,(,P-l) n 

Sn - s 

e t  donc 

b - Première é tape  du &algorithme. ............................... 
(n)- 

On note T2 l a  transformation R1 quand : tl -Sn+1 e t  rin) = E 
in) 
2 



Preuve. 

On va appliquer l e  théorème 5. Posons f (x) = x-F(x) rappelons l a  

déf in i t ion  de l a  fonction H qu i  a été déf in ie  dans l e  chapi t re  II. 

x + H(x) = f (x) f (x-f (x) 

f (x) -f (x-f (x) ) 

On a vu lexne 1 chapitre II que : 

* * 
f ( x )  = (x-S ) g ( x )  avec g ( s  ) = O 

1 P 
donc a = 1 - - e t a  = -  1 H ( ~ )  (s*) i-1 

P n i= 2 i l  n - H'  ( S * ) ~ ( $ ) ~ P - '  n -+ ocep-') n 
e 

* 
donc Aa = O (eP-') e t  comme b = -g (S ) e:;: + O (eP-l) = -9 (s*) e ~ - l  + 0 ( e ~ - l )  n n n n+ 1 n n 

d'où 

-=  
o ( eP1)  n 

= o(1) 
n -J (s*) eP-'+ n 



c - Comparaison de  l a  transformation de Germain-Bonne avec l e  8 -algorithme. 
2 ....................................................................... 

on compare T avec T La première é tape  du 8-algorithme s e r a  appelée 
1 2 ' 

l e  es-algorithme. 

On a VU que (n) 
2 = S - G(Sn) 

n 

(n) - 
€2 - 'n+ 1 - H(s,) 

donc : 

* 2 SoLt {s 1 une s&e de A;~)  (sn) avec r (XI = X- (x-s g (XI u t o u  n 

* -2 * (n) x 
s i C g ( s  ) I  = - g W ( s )  o n a T 2  - ç = o ( T ( " )  1 - s*) 

T ; ~ )  - S 
* * 2 

* 2 -g(S 1 -g' (s*) 
6.L Cg(s ) I  + t g 1 ( s * ) l  o n a  i im - - - 

n-t.ioo T (n) - s* * 2 
1 g i s  -g8 (s*) 

Preuve. 

2 3 G(S,) e n  = G' (s*) Ae (e + Ken + ~e~ + o(e  1 )  avec 
n n n n 



o r  e * P = e - g(S en + o(eP) donc : n+l n n 

d'où 

* 
0x1 re t rouve l e  f a i t  que T(") - s = O ( e n ) .  

1 

Posons 

(n) * On re t rouve l e  f a i t  que T - S = - O  (en). 
2 



* 
(n) 2 comme p  = 2 

* 
(S ) e2 + O (en) - s  = 2G' (s*) n 

* 2 (n) 2 * (n) * 
donc si g (S ) = g' (s*) T = o (e  + S e t  T2 = S + O (en) n 

Donnons un r é s u l t a t  quand p 2 3. 

* 
Preuve. p 2 3  f " ( S )  = O  

d'après * et ** v o i r  l a  preuve du theorème 8 on a 



Exemple no 1. - 
2 2 

F(x) = x - -X (1-4-X-x ) = x - X 2 g(x) 

2 
Comme g(0) = g' CO), d'après le théorème 8, la transformation de Germain-Bonne 

converge plus vite que le es-algorithme (table 1.2). 

Exemple no 2. 

2 
Comme g(0) = -g' (O), d'après le thébrème 8 le 8 -algorithme converge plus vite 

2 
que la transformation de Germain-Bonne (table 2.2). 

Exemple no 3. 

2 2 2 
F(x) = x - x (2-X-x = x-x g (x) 

* 
g (O) = 2 g' (0) = -1 S = O  

D'après le théorème 8 on a 

=in) 
l im -- - - 0.6 
n- T TF) 1 

Si on pose y = - . Les résultats numériques que l'on a obtenus confirment 

le fait que {y converge vers -0.6. 
n 

Les résultats numériques sont donnés dans la table 3.2. 



. . - 
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1 

,, 
B 
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3 - ACCELERATION D'UNE AUTRE FAMILLE DE SUITES A CONVERGENCE LOGARITHMIQUE. 

Vé&inLtbn  5 .  

I 
n 

avec a. * O e t  8 < -1, 

D'après Wimp C221 page 19, 

8+1 Aen+i , i + - - 1 
n + 0 (-1 . 

Aen 
n 

Donnons maintenant 

ASn+ 1 'L 1 + -+O(-) 9 1 
n+ 1 n 

Asn 
* A s  

S i  on é c r i t  S sous l a  forme : S* = S - n 
n S -s* e t  s i  l ' o n  remplace 

nI4 - - 1 
S' - s* 
n 

* 
'n+ î  ' n + î  2 * Pr -  on o b t i e n t  l e  A -dlAitken : 
sn-s Asn 



2 
S i  {S ) E ~ ( 0 )  on s a i t  que l e  A -dVAitken n 'accélère  pas  l a  convergence de  

n 
{sn} v o i r  Wimp [22l p. 149. 

e 
n+ 1 

Par con t re  s i  on remplace - 1 AsSn+ i 
par  (1 + -1 - 

n+ 1 on f a i t  une e r r e u r  6 : e 
Asn n n 

On o b t i e n t  donc l a  t ransformation suivante  : 

T e s t  l a  première é tape  de l ' a lgor i thme  u de Levin [22] p. 193 e t  donc d ' ap rès  

l e  théorème 3 [22] p. 194, il e x i s t e  un e n t i e r  m 2 1 t e l  que : 

donc {T ) converge p lus  v i t e  que {Sn} si {S } E L(0)  . 
n n 

Remarque. T accélère  l a  convergence de t o u t e  s u i t e  à convergence l i n é a i r e .  

donc 

donc 

Supposons que T - S* s C ne (m = 1) . T f a i t  i n t e r v e n i r  S 
n n n' 'n+l et ',+S. 

O r  



S i  on note T(") = T . 
1 n 

D'où l ' i d é e  de pose 

. Supposons que T 6+l -k 
k 

k l Q  

et on obt ient  donc l'algorithme suivant 

Exemples numériques. 

Exemple no 1 .  ------ ----- , \ 

Les résu l ta t s  numériques sont  donnés dans l a  t a b l e  no 1.3. S i  k 1 7 les résul tats  

se dégradent. 



Table 1.3 



Exemple no 2. 

i- 1 
Sn 

avec s = 1 
i= 1 1 



C - RESUME DES RESULTATS OBTENUS POUR LES TRANSFORMATIONS RI et U. 

1 - LA TRANSFORMATION RI 

R ; ~ )  - s * 
l im 

( n )  - s* ' - t2 



2 - LA TRANSFORMATION U. 

a f O  et a f l  

* 
u - S  

lim n . 
(n)- S* . n++w tl 

* 
U -s 
n lim - 

n-t+co (n) * 
tl -S 





r 

TRANSFORMATIONS COMPOSITE DE DEUX TRANSFORMATIONS VECTORIELLES, 

t 7 





Ce chapitre se compose de deux parties, chacune des parties est consacrée 

à l'étude d'une transformation composite de deux transformations vectorielles ; 

on étudie chacune de ces deux transformations (convergence, noyau, ... ) .  On montre 

que la première peut se calculer avec le H-algorithme C91 et que la seconde peut 
se calculer soit avec le R.P.A., soit avec le C.R.P.A. C63. 

Chaque partie contient comme application, la résolution des systèmes 

d'équations non linéaires ; on montre comment la première transformation généralise 

la méthode de la sécante Cl71 (on donne quelques exemples). 

Et à la fin de chaque partie, on propose une généralisation de la méthode 

Regula-Falsi au cas vectoriel. 

A - PREMIERE GENERALISATION. 

En s'inspirant d'une interprétation d'une transformation coaposite de 

rang deux dans le cas scalaire C83, on définit une transformation vectorielle 

et on utilise le H-algorithme pour mettre en oeuvre cette transformation. 

On donne ensuite un théorème de convergence et un théorème d'accélération. 

4 partir de cette transformation, on donne un algorithme général pour la 

résolution des systèmes d'équations non linéaires, on montre qu'en particulier, 

cet algorithme généralise la méthode de la sécante Cl71 et comme application on 

donne des exemples numériques pour la méthode dlHenrici et pour la méthode 

d'Ulm C211. 

On propose ensuite.une généralisation de la méthode Regula-Falsi, 

Les résultats numériques indiquent que cette méthode e un ordre voisin de (1+&)12 



1 - 1 NTERPR~TATION D 'UNE TRANSFORMATION COMPOSITE DE RANG DEUX 
DANS LE CAS SCALAIRE, 

soit {sn} une suite ; 6 €IR consid6rons deux transformations de suites 
n 

t et t 
1 2' 

t l :  {s} n 

Dans le chapitre 1 on a défini la transformation R par r 
1 

Intergrétation. ---- - -------- 

On se donne une application affine f- : 

et on cherche a et b tels que 

On obtient alors le système d'équation suivant : 



donc 

Cherchons maintenant l e  point f i x e  de f (qui ex i s te  si a z 1) 

b x = ax + b donc x = - 1 -a 

On obt ient  donc l a  transformati'on composite de rang deux. 

2 - GÉNÉRALISATION AU CAS VECTORIEL, 

Soi t  {sn) une s u i t e ,  S E S. On s e  donne une fonction F : $ + mP où n 

F(x) = Ax + b 

A est une matrice carree  (p,p) 
P b e s t  un vecteur deIR e t  x e s t  un vecteur de S. On cherche -A e t  b de manière 

que : 

(n+i.) (n+i) 
F (ti 1 = t2 pour i = O f l ,  . . . ,p .  

Donc 



ème où AT(") est une matr ice  dont l a  i colonne est l e  vecteur  t (n+i) -t (n+i-1) 
1 1 1 

pour i = , . . * , p  

ème  AT^^) e s t  une matr ice  dont l a  i colonne est l e  vecteur t (n+i) - t in+i- l )  
2 

pour i = l , . . . ,p.  

S i  l a  matr ice   AT(^) est i n v e r s i b l e  a l o r s  
1 

Cherchons maintenant l e  point  f i x e  de F (quand 1-A est une matrice inver s ib le ,  

1 é t a n t  l a  matr ice  u n i t é )  . 

Posons x = T(") a l o r s  
P 

-' est invers ib le  si I -  AT^^)   AT^ 

T(n)  = tin) sinon. 
P 



Remarque, - 

*,b> : produit sca la i re  a E IRp, b L IRp a lo r s  : 

€-algorithme topologique [4]. 

T(") : peut s e  mettre sous l a  forme d'un rapport de deux déterminants. 
P 

Rappelons d'abord 1 ' ident i té  de Magnus C71 

X E S  u € I R  P A une matrice (p,p) 

Posons 1 xt = (X ,..., XP) xi €9 

Soit  y un vecteur de IR? 

1 
On note X * y = ylx + . . . + y xP e t  I A I  = déterminant de A. 

P 

Ident i té  de Magnus : 

- = X  - x * 4-'U 

i 
Notons (2) = <z ,  e > pour i = 1, ...,p avec : 2 

1 
{e , . . ,eP) base conique de 9. 



Grne (n) 
la i ligne de AT est : 

1 

Posons : 

 après l'identité de Magnus et sachant que T(") peut s'écrire : 
P 



Le déterminant du numérateur est développable suivant l a  première l igne .  

On remplace chaque colonne par s a  somme avec l a  précédente on obtient : 

posons 9'") = (tin)-t'")). pour i = i , . . . , p  
i 1 3 .  



Notons 

On applique pour N(") et D(") , 1 'identité de Sylvester et de même 1' identité 
k, i k 

de Sylvester généralisée C71 pour NF). On obtient l'algorithme suivant : 

(n) - - 
Nk,i 

pour i > k. 

On a le résultat suivant : 

in) ---------- (n+k) 
g1 g1 ...................... 

pour i = l,...,p alors 

pour i > k 

Cet algorithne (HF)) s'appelle le 8-algorithme Cg]. la différence entre cet 

algorithme et le E-algorithme vectoriel 191 est que : 



pour l e  H-algorithme : HP) E ]RP e t  gkti (") E IR a l o r s  que pour l e  E-algorithme : 

Donnons maintenant un théorème de convergence pour T("). C e  théorème e s t  analogue 
P 

au théorème 2 de C81. 

Etant donné une norme 1 1 . 1  1  su r  #. On d é f i n i t  une norme mat r ic ie l le  associée 

à l a  norme 1 1 . 1  1  par : 

s o i t  A une matrice carrée  (p,p) 

Preuve. 

Pour démontrer ce  théorème on a besoin du lemme suivant vo i r  page 45 de C171. 

Lemme de pm&uibatîon. 

Soit A et c deux rnahku UWLW pxp, buppobond que A ut h v m i b l e  et 
que 1  IA-'I 1  5 Ct 



s i  1 • cl 1 s B e)t que a$ < i &a 

1 )  c es t  A n v m i b l e  

2.1 1 I C - ~ I I  s a/( l-a$)  

L 

I o )  Prenons A = 1  1  : é t a n t  l a  matr ice  u n i t é  1 11 1 1 = 1 = a. Prenons C  = 1-E 

A-c = B~ e t  on a I I A - c I I  = 1 1 ~ ~ 1 1  < y n > N y = B e t  comme y < 1  donc d 'après 

l e  1') du lemme 1  - est invers ib le .  

D e  plus : 

donc 

 AT^^) - A T  (n) est invers ib le  pour n > N. 

(n) 
T est donc bien d é f i n i e  pour n > N. 
P 

, (n) * * * * - ç = t(") - S 
P 1  - S 1 )  d 'après  2 

du lemme on a 

pour n > N 

On passe à l a  limite quand n tend v e r s  l ' i n f i n i  on a donc 

* 
lim T ( ~ )  = S . 
n++ P 

0 
in) in) Supposons que {tl 1st {tî }convergent p l u s  v i t e  que {S 1 ,  donnons une condition n 

pour que {T converge p lus  v i t e  que {S 1 .  
P n 

Le r é s u l t a t  que l ' o n  va donner est analogue au théorème 5 (quand a = b) de C81. 



1 1  t;n)-s*] 1 1 1 tin) -s*1 1 s i  lim = lim = O 

Si pow Xo& n la  AT:^) e6X  Lnvmib le  et h i  3y 3~ 1 l B  I I  < y < 1 n > hl 
n 

avec 

Preuve. 

-1 
Posons A = (Bn - 1) . 

n 

(n) T - S* = (I+An)(t;) - s*) - A  (tin) - ç * ) .  
P n 

D'après le lemme de perturbation 

On pose à la limite quand n tend vers l'infini on a : 

. - 
' ( /T(~)-S*~ 1 

lim = O 



Remarques. 

. Les hypothèses du théorème 1 came c e l l e s  du théorème 2 son t  difficilemen 

v é r i f i a b l e s  dans l a  prat ique.  

(n) . De p lus  T est calculé  en fonct ion de t1 . . . . . t (n+p) (n) e t  t2 ,... .t (n+p 
P 1 2 

il s e r a i t  in té ressan t  de donner des r é s u l t a t s  d 'accéléra t ion de l a  convergence 
(n+p) 1 par rapport à €t(n+p) 1 e t  à {tl 

2 

-- n é t a n t f i x é . O n  s u p p s e q u e l ' o n c o n n a ~ t t  (n) (n+1) ( n + ~ )  et 
1 ' 5  r .  S .  , t l  

(n) (n) -et que ï 8 0 n  veut c a l c u l e r  T . t2 ."..t2 
P 

Posons M = p. 

S o i t  G un tableau à deux dimensions d é f h f  par  : 

(n+i-1) 
G(k,i)  = E t 2  - tjn+i-l) Ik pour i = 1.. ..,M+l 

G a : M l ignes  e t  M+l colonnes. 

So i t  T un tableau à deux dimensions d é f i n i  par : 

(n+i-1) 
T(k , i )  = E t l  Ik  

i = l.....M+l 

k = l . . . . ,M 

Donnons maintenant un sous-programme q u i  ca lcu le  T 
(n') 
P 



SLIEROUTINE HALGOR ( G ,  T, M, I R )  
DOUBLE PRECISION G .!IR, 11, T ( IQ, 1 1 ,  RLFHR 
IF(M.EP. 1 )  GOTO 50 
DO 1 0  K = l , M - 1  

LL=M-K+1 
DO 20 L=l, LL 

FILF8HR=G(K,L)/  [ G I K . L + l ) - G ( K , L ) )  
DO 30 I = l , M  7 

DO 60 I=K+l,M 
G(I.L)=G(I,Ll-QLPHQ*tG(I.L+l)-G(1.L)) 

10 CONTINUE 
2Q CONTINUE 
1 0  CONTINUE 
50 RLPHQ=G(M. 1 1 1  (G(M,  2 ) - G ( M ,  1  ) )  

DO 60 I=l,M 
60 T ( I , l ) = T ( I ,  1 ) - R L P H R * ( T ( S , 2 ) - T ( I ,  1 ) )  

RETURN 
END 

A l a  sort ie ,  l e  vecteur T(") es t  contenu dans l e  tabelau T(. ,1). On a eu besoin 
M P  

de 2 (M+l) vecteurs de IR . 

Calcul du nombre d'opérations arithmétiques. 

* Pour K fixé dans l a  boucle 10 

(M+ 1 -KI soustractions 

(M+ 1 -KI divisions 

2M (M+I-K) soustract ions 

M (M+l-K) multiplications 

2 (M-K) (MI-K) soustractions 

(M-K) (M+1 -K) multiplications 

* fin de l a  boucle 10. 

(1+2M) soustractions 

Divisions. 

multiplications 

d i y i a i ~ n  



Multiplications. 

Soustractions. 

M M 
M 1 ( M + I - ~ )  + 2 1 M(M+I-I) + B = - 2 2 3 
2 (M+I)+M (M+l) + j (M-M)  k= 1 k=l 

(n+i-1) 
Il faut  a jouter  à ces  calculs  l e  calcul  de t 2 - t:n+i-l) s o i t  M (M+1) 

soustractions. Au t o t a l  : 

5 3  5 2  5 
- M  +-M + - M  
3 2 6 soustraction 

5 3  M~ M - M  + - - -  
6 Q 3 mult ipl icat ions  

5 (M+1) 
2 

divis ions  

On peut résoudre F(x) = O 

ou G(x) = x 

* On suppose q u ' i l  ex i s t e  2 t e l  que F(X) = O ; G ( X )  = x 

On s e  donne un en t i e r  naturel  1 e t  des fonctions a r b i t r a i r e s  A i , L  et Bi.t où : 

Ai,L : 9 1 L + '  - S pour i = O, .. . ,p 

* * * * 
On suppose que A (x, x ,... ,x) = i,l 

pour i = O,...,P 

pour i = O,,-.,P. 



On propose l'algorithme général suivant : 

4 O 
: so i t  e un entier fixé x ,..., x donnés 

. 

On suppose que A 
i ,e f Bite pour i = O,.. .,p. Montrons que cet algorithme 

généralise l a  méthode de l a  sécante C171. 

'~nit ial isat ion 

Itération k+1. 

k+ 1 
Onposex = 

a - La méthode de l a  sécante. --------- ------ -- ------- 

Commençons par donner quelques notations : 

L&) : ensemble des matrices carrees p x p. 

Soit H E LOR') 
1 P 

H = (h , . . O ,  h ) 

1 P 
hi = H.e i h ,..., h sont l e s  colonnes de H, on a 

1 
{ e , . . . , eP) base canonique de # 

Soit DG# ; on défini t  une application J : 

La méthode de l a  sécante es t  définie : 

k+l k k -1 k 
x = x - J ( x  , Hk) F(x 



k , i  
x E S  pour i = I,...,P 

Pour chaque choix des vecteurs xkfi on a une méthode (des exemples seront donnés 

plus  l o in ) .  

Montrons que c e t t e  méthode e s t  un cas  pa r t i cu l i e r  de l 'algorithme (1) 

k, i 
Posons F (x) = x - k, i G(x) commeF(x ) = x  

k , i  
- G ( x  1 

On pose : 
k,o k 

X 
k-l k 

= x = A (X ,...,x ) 
0 ,l 

Comme 

pour i = 1, .  .. ,p  

pour i = O,. ..,p 

pour i = O,. . . ,p 

donc c e t t e  méthode e s t  bien un cas pa r t i cu l i e r  de l 'algorithme (1). I l  

On v o i t  que c e t t e  méthode dépend des choix des xkfif  p lusieurs  choix sont possible: 

vo i r  pour plus de  d é t a i l s  l e  chapi t re  7 de 1171. On va donner quelques exemples. 



1°) ' Prenons & = 1 et  notons x k = < x  , 
i 

ei> l a  ième composante de x 
k 

est une méthode de l a  sécante à deux points. Cette méthode est d 'ordre (1+&)/2 

La démonstration e s t  donnée dans Cl71 p. 362 (théorème 11.2.8). 

Cette méthode nécessite p+l évaluation de fonctions à chaque i t é r a t ion .  

i 
k , i  k k-1 k j  

2O) l = 1 x = X  + 1 (X - x . ) e  p o u r i = l  ,..., p. 
j I 

C'est  une méthode de l a  s é d g t e à  deux points. 

Cette méthode est d 'ordre  ( 1 G ) / 2 ,  l a  démonstratton e s t  donnée dans 1171 

p. 362 (théorëme 11.2.8). 

Cette méthode nécessite p évaluations de fonctions à chaque i té ra t ion .  

k , i  k-i 
3O) & = P  x = x pour i = O, .. . ,p 

C ' e s t  une méthode de l a  sécante à (pl) points,  son ordre est l a  racine posi t ive  

de l 'équation : tpl-tP - 1 = O, pour l a  démonstration vo i r  Cl71 p. 373. 

Cette méthode nécessite une évaluation de fonctions à chaque i t é r a t ion  autre que 

l a  première. 

C'est une méthode de type Steffensen, c e t t e  méthode e s t  d 'ordre 2, l a  démonstration 

e s t  donnée dans [17] p. 361-362. Cette méthode nécessite pt-1 évaluations de 

fonctions à chaque i té ra t ion .  

C'est  une méthode de type Steffensen, e l l e  est d'ordre 2 e t  nécessite pl 

évaluations de fonctions (Cl71 p. 361-362) . 

C'est l a  méthode dlHenrici  vo i r  Cl71 p. 200, c e t t e  méthode est d'ordre 2 (voir 

17 p. 373 {Résultat 11.3.5 pour l a  s u i t e  (10))) .  Cette méthode nécessite 

pl évaluatians de fonctions à chaque i té ra t ion .  



En utilisant le H-algorithme, on va donner quelques exemples numériques 

d'application de la méthode dlHenrici. 

Exemple no 1. 

On veut résoudre le système d'équations non linéaires sutvant : 

12 évaluations de fonctions 

Exemple no 2 .  

X 
2 

=sin ( x x  1 - -  
1 2 2lT 



Exemple no 3. 

b - Méthode d ' U l m .  ------------- 

On va montrer que les  deux var iantes  proposées par U l m  dans [21]  peuvent 

etre m i s e s  en oeuvre par l e  H-algorithme. 

i 
Posons Gi(x) = cG(x) ,  e > 

G. (x) est donc l a  ième composante de G (x) 
1 

e t  G (x) = x - F (x) 

i - Première  variante. ----------------- 

k i-1 k k i  i 
+ < G ( x )  x , e >  e i = l IT . . ,p  

l = O  ( x k f i = x  



diag(al ,a2,  ..., a ) : matrice diagonale dont l e s  éléments diagonaux sont  l e s  
P 

a i = l , . . . ,~.  
i 

G ( X ~ .  l )  -G(xk) G (xktP) -G (x kp-1)  A T  - A T  = c ( , ... , -- k k - I I A T ~ O )  
G~ (X ) -xl G ~ ( X  - x 

P 

d'où 

On va s ' in té resser  maintenant au cas où p = 2. 

t 
Notons x = u e t  x = v x = (u,v) 

1 2 

k, i Par d é f i n i t i o n d e s x  on a : 

S i  on pose 

On aura  : 



k k  k k  [ r  - c (u ,v ).3 (xk+l-xk) = G (x ) x . On obtient l a  relation (35) , p. 164 de [211. 

Remarques. 

1 Cette méthode nécessite p+l évaluation de fonctions à chaque 

i térat ion.  

2 La méthode e s t  sous certaines hypothèses d'ordre 2,  l a  démonstration 

e s t  donnée pp. 162-163 (relation 32) C211 

En u t i l i s a n t  l e  H-algorithme, on va donner quelques exemples numériques 

d'application de ce t t e  méthode. 

On reprend l e s  t r o i s  exemples de l a  page 156. 

Exemple no 1. 

15 évaluations de fonctions 

. . . >  



Exemple no 2. 

ii) Seconde var iante .  ----------------- 

On a : 

(il kti (il k, i tl = X  e t  t2 = G ( x  pour i = O,.  . . , p .  

- 

t 

k 

- 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
0 
9 

10  
/ . 

k 
X1 
- -- 

Ci. 1 C)~CI~C~C)(;)C)C)C)C)C~C)C)D+OO 
0 , 9 1 0 9 5 8 7 7 2 9 E 1 2 S i O D + C i 0  
CI* 3 4 C ) C 1 9 2 7 2 C ) 2 3 7 2 4 6 D + 0 0  
0.308561 196181 4 7 B D c O 0  
0. 94936Ci'314655C)94D+C)C) 
0. 9 1 3 9 9 9 3 6 ' 3 6 8 5 4 5 0 D + C ) 0  
0. 9CJ0CiOC)Ci0<)C)<)C)728D+C)C) 
0,9"J00C)0000CiC10713D+OCî 
Ci, 9199 '3993939€3456D+QO 
0 . 9 5 ~ ) 0 0 ( ; 1 0 / = , ~ i Q O ~ ) O 1 7 D + C ) 0  
0. 9SC)00C)C)C)000C)CiCi7D+OO 

2 

X 
k 
2 

- - 

0. 350O0QOC)OO000C~0D+C)C) 
0 . 9 5 7 C i 1 8 8 6 5 1 3 t B 3 7 D + 0 0  
0. 970CiO 17 1034250 1 D + 0 0  
Ci. 971281 0 0 1 1 7 4 9 6 O D + 0 0  
C ) . 9 7 4 9 8 0 4 5 6 7 3 2 7 3 7 D + 0 0  
C ) . 9 7 4 9 9 3 9 8 4 9 5 9 1 4 0 D + 0 0  
0. 975OC)00000C10361D+0CI  
0 . 3 7 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 5 0 D + 0 0  
O. 9 7 4 9 3 3 9 3 9 9 9 3 4 5 4 D + 0 0  
O. 97500000000000 lD+OO 
Ci. 975OC)OOOC)0C)OCiC)5D+C)0 



donc : 

A = (1. l k,o - X ,... f X  k f p  - x k, P-1) 

k k k k 
= diag (xl - Gl (X , . . . ,x - G (x ) ) 

P P 

(2) avec G = GOG 

d'où 

On s'intéresse au cas ou pc2. 

Notons xt = (u,v) 

Par définition des xkfi i = 1.2. 

Posons 



D'après (5") p. 120 de C211 ce systgme peut s 'écr i re  : 

On obtient l a  relation (37) p. 164 de c211. 

Remarque. 

Comme l a  première variante, cet te  méthode nécessite pç1 évaluations de 

fonctions, 

C) - Première généralisation de l a  méthode Repla-Falsi. 
---------------------------y------------ --------- 

Reprenons l'algorithme ( I l  e t  fixons d = 1 

Soit (y,=) E &' X 9. 
Notons G(O) = Id et G ( ~ )  = G (G (i-1) ) et posons 



Avec ces  notat ions l 'algorithme (.I) devient : 

-1 O 
x , x donnés 

( i l  i t é r a t i o n  k+l tl = G Co p l )  

Notons E(x) = X X , . . . , ~  x - G x corne F(X) = x - ~ ( x )  

et  on a donc : 

La premiere g6néralisatfon de l a  méthode Rdgula-Falsi est déf in ie  par : 

-1 a x , x donnes pour k 2 O 

Quand p = 1 E (x) = F(x) e t  on retrouve l a  méthode Regula-Falsi. 

Remarque. La premiere i t d r a t i o n  nécess i te  2p évaluations de fonctions 

l e s  au t res  nécess i tent  seulement p évaluat ions de fonct2ons. 

Application numérique. 

Dans l a  page suivante on trouve l e s  r é s u l t a t s  obtenus par u t i l i s a t i o n  du 
k k  E-algorithme (pour les 3 exemples k$fcr i t s  page 1 S B  1 .  On note e =I l x  -x* 1 1 ( 1 1 1 1 

e 
norme euclideenne). On voi t  que (-1 tend v e r s  zéro. Il semble m ê m e  que c e t t e  k 
méthode s o i t  d'un ordre  voisin de  e~1+&)/2. 



Exemple no 1. 

pour obtenir X5 on a effectué 12 évaluations de fonctions. 

Exemple no 2. 

e 
k 

- 

0. iOE+O 
0.13E-C 
O. 67E-0 
0.51F-C 
Ci. 25E-C: 

Exemple no 3 .  

- 

k 
e 

0. 1 lE+C)fJ 
ci. 60E-03 
O. 28E-Cib 
O. 15E-07 
0. 37E-12 
0, 14E-16 

k 
X ,  

O. 1 C)0QOÇ)OOC)OOÇ)C~OOD-02 
0. C ~ C ~ C I ~ C ~ C ~ O C ) C ~ ~ ~ O ~ C ) C ) ~ ~ ~ ] + O ~  
0.1 00073 1121 €.5053D+00 
0- 999965352G52520D-Ol 
0. 10000C~6000BOC)C)7D+C)0 
0.999993999999751D-01 
O. 1 0~000OOC~0OC)C~C~OD+C~0 

k 

-1. 
0 
1 
2 
3 
6 
5 

X 
k 

-. -- 
0. 1 <)0f~O0C)O000000OD-W 
0. 000000QOC)000000D+OO 
0.9940048196S1773D-01 
0.10002431 61 173879D+OO 
0.99999985620891 60-01 
0.999399999996320D-C)1 

10~OOC)000000C)C~OD+00 

k 
-- 
-1 

O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 Cj - 

P.-- - 
c). 1 O ~ O C ~ C ~ ~ ~ ~ ~ C ~ C ~ C ~ C ~ C ~ ~ D + ~ G  
O. 160000000000000D+01 
0.1024354084637OBD+Csi 
0.101329911761 878D+O1 
O. 1OC)3C)CJ38930612&D+01 
0.100240483821892D+01 
ci. 1002C)7030051171D+C)l 
0.1 OO008372030230D+ci 1 
0. 100C)00384849449D+O1 
0.100000000839376D+01 
0.100000OC)0000095D+C)l 
O. 10000000~>000003D+O 1 

- - 
ci. SSOOOC)OC)OOOC'~OC)OD+C)~ 
0,9&00000C)00000C)C)D+OC) 
0.970599269573722D+aO 
0,983ti 662355561 1D+O0 
O. 999G2'3241755710D+CaO 
0.1801 1 335711 1620D+O1 
0. 
O. 
0. 100000 16 12 1 C)39C)D+O1 
0.100000000064220D+Oi 
0.999999939939378D+00 
0.10OOC)C)OQC)C)O000OD+Ol 

- 

k e 
.k 

7 

0- 6OE+OCS 
0. SE-01 
0. 21E-O1 

O. 85E+C): 
O. C3E-01 
0.56E+C)0 

0. SIE-02  
0a27E-02 
0.23E-02 
0. 1 OE-03 
0.12E-OS 

o. 1 5E+O0 
0,85E+C)O 
0.87E+OG 
C). 43E-0 3 

O. 6ZE-Ol 
0- 86E-08 
0- 1 1 E-1 1 1 
0. 28E-,13 

Ci. ZCE-02 
0. ILE-03 



B - SECONDE GENERALISATION. 

En s'inspirant d'une interprétation d'une transformation composite de rang 

deux dans le cas scalaere, autre que celle de la premiere partie, on définit une 

nouvelle transformation vectorielle. On utilise le R.P.A. où le C.R.P.A. pour 

mettre en oeuvre cette transformation, on étudie le noyau et on donne un théorème 

de convergence. 

A partir de cette transformation on donne un algorithme général pour la 

résolution des systèmes d'équations non linéaires ; on montre qu'en particulier, 

cet algorithme généralise la méthode d'Henrici. On propose ensuite une seconde 

généralisation de la méthode Régula Falsi, on montre que son ordre est (1+&)/2. 

~t pour finir, on donne quelques exemples numériques. 

1 - INTERPRÉTATION DANS LE CAS SCALAIRE, 

{S } une suite ; Sn c IR. 
n 

On cherche une fonction affine f telle que f :IR +IR 

x + ax+b 

avec 

donc 



Cherchons maintenant l e  point f i x e  de f qui e x i s t e  si a # 1. 

donc 

On obtient l a  transformation composite de rang deux. 

On cherche une fonction a f f i n e  F 

(ûn rappelle qye L&) désigne l'ensemble des matrices carrees (p,p) te l le  w e  

F v é r i f i e  les conditions suivantes 

pour i = O, ,pl. 



(n+i) , 
tl e t  t c # donc 2 

II pour i = O,...,p-1 1. (n+ i+ 1 1 + b = t 2  

d'où A ( t  
(n+i) - t  (n+i) (n+i+l)  
2 1 = t2 (n+i+l) p u r  i = O,. . . ,p-1. - 

On dëf i n i t  une matrice T (") É L #) : 
1 

(n+i) 
= tl pour i = O,...,p-1 . 

de m b e  une matrice T(") IG) 
2 

(n) i + l  (n+i) 
T~ .e = t2 pour i = O,...,p-1 

1 
e ,..., eP) base canonique d e s .  

in) (n) - (n+l) 
II-> A(T2 - Tl - (T2 1 

S i  (Tin) - Tin))  est inversible a lo r s  : 

1 e t  donc 

1 : matrice unité .  

l e  point  fixe de F ex i s t e  e t  est unique quand 1-A e s t  inversible e t  on a : 



On a donc une nouvelle transformation 

Montrons que Ç(") peut s e  mettre sous l a  forme d'un rapport de  deux déterminants. 
P 

O 

Posons x = tin) e t  u = 

ème 
l a  i colonne de l a  matrice (T (n) (n) 

2 
- Tl e s t  : 

(n+p-1) (n+p-1) 
(t2 -t 

1 
1 .) . On rappel le  que 

P ème si y E I R  y : i composante de y. Posons auss i  : 
i 

-1 
Avec ces notations on a : S(") = X -*.A u donc d'après l ' i d e n t i t é  de Magnus : 

P 

(n+p-1) -At (n+p-1) . .............. (At,  
P 1 )P 



i 
Soit  z d P t e ï  que : 

i = O  s i j  s i  ou j S i + p  

i 
Z = 1 

i+p 

2P < , > : produit scalaire  dans IR . 

Dans ce cas s(") e s t  l e  vecteur dont l e s  composantes sont l e s  p premières 
P (n) composantes de E . S c S. 

P P 

R.P.A. C61 r E o = y  e t  i 'o,i = x pour i 2 1 

C.R.P.A. C61 



(n) 
Dans ce cas (Sp ) = ( e ( ~ ) ) ~  pour i = l,.. . .p. pour les exemples num6riques 

on a choisi de calculer s(n) avec le C.R.P.A. 
P 

I 

Preuve. 

donc 

donc : 

Les a sont solutions d'un système linéaire et corne 
i 

pour j = 1.p 

* 
S peut s'écrire donc : 



(i~t:"' - ~t:~'), ............ (n+p- 1 1 , i 

' P 

Ce résultat est encore valable si : 

pour i = O,. . . ,p  

* 
S i  iim tln) = S.. Si p o u  .tout n T:~)-T~~) ekt i n v m i b l e  et s i  on pose : 

n-w- 

(n) (n) (n+l) q,n+l) ]-1 
Bn = [T2 -T ].[ 112 1 

& 3 y > O  3N n >  N llBnll < y  < 1 ~ O M  

Io) A ~ i n )  - *=in) e6.t U z v w i b t e  p o u  n > w 

z0 lia s(") E S* 
rr++co P 

Preuve. 

1') On applique le lemme de Perturbation avec A = 1 et C = 1-Bn. 1111 1 = 1 = a 



donc 1-B est inversible donc AT(") - AT:") est inversible. 
n 2 

2") D'après 2O) du lemme de perturbation 

donc 

donc 

On va s'intéresser maintenant à la programmation du C.R.P.A. pour le calcul de 

S .  
P (n) (n+p) (n) (n+p) 
On suppose que n est fixé donc on dispose de tl ,..., t 1 et t2 r . .  . rt2 . 

n est fixé. 

On pose M = p. 

Soit C un tableau à deux dimenskons défini par : 

pour i = l,,.*,P 

pour i = l,...,p 

C a 2M lignes et (M+i) colonnes. 



* Nombre d'opérations pour le remplissage de C : 

M (M+l) soustractions 

* supposons que l'on dispose du tableau C, on va donner un sous-programme 
(n) tel qu'a la sortie C(i,l) = (S I i  pur i = 1,*=*,P- 
P 

SUERDUT I NE CRPFSH (C, IR, M) 
DOUBLE PRECISIONC(IR71),C1,C2.C3 . 
IFiM.EU. 1) GOTO SC) 
DO 10 K=l,M-1 Q 

DO 20 L=1, M+1-K 
Cl=C (K+M, L) -C (K, L I  
C2=C (K+.m, L+11 -CI.(, L+1) 
C3=C1 /C2 
DO 30 I=1,2*M 

30 CCI,L)=C~I,L.~-C3*C~I,L+i) 
2 C) CDNTINLiE 
10 CDNTINLiE 
50 Cl=C(M+M,l)-C(M,i) 

CZ=C (M+M, 2) -C (M, 2) 
C3=C1 / C 2  
DO 40 I=i,M 

10 C ( 1 .  l)=CII, 1)-C3*C(I,f.) 
RETURN 
END 

Calcul du nombre d'opérations arithmétiques. 

. Pour K fixé dans la boucle 10 (K I M-1) 

. (M+1-K) divisions 
2 (M+1-K) soustractions 

. 2M (M+1 -K) soustractions 
2~ (~+1 -K) multiplications 

fin de la boucle 10 

. 2 soustractions 
1 divisions 

M soustractions 

M multiplications 



2 3 2 
l e  remplissage de l a  matr ice a n é c e s s i t é  M ( M + l )  = M  +M en t o u t  : M  + 3 M  +M 

sous t rac t ions .  

Pour n fixé l e  ca lcu l  de S(") par  l e  C.R.P.A. nécess i t e  au t o t a l  
P 

3 2 M  + 3 M  + M  sous t rac t ions  

3 2 
M  + M  - M  mul t ip l i ca t ions  

M ( M + ~ )  /2 d iv i s ions  

Donnons maintenant quelques appl fca t ions .  

7 - APPLICATIONS A LA RÉSOLUTION DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS NON 

On veut  résoudre F ( x )  = O ou G(x) = x 

* * * * 
On suppose q u ' i l  e x i s t e  x t e l  que F(x) = O, G(x) = x 

On s e  donne un e n t i e r  e t  des fonct ions  a r b i t r a i r e s  A e t  B avec : i ,L i ,L 

pour i = O,,.,,P e t  

et on propose l ' a lgor i thme généra l  su ivant  : 



r I n i t i a l i s a t i o n  L un e n t i e r  f i x é  

1 I t é r a t i o n  k+l 

pour i = O,...,p 
(II) 

On suppose que A i , L  2 B pour i = O,...,p. 
i ,& 

Montrons que c e t  algorithme généra l i se  l a  méthode d'Henrici.  

e t  on pose 

-. 

a - Méthode d iHenr ic i .  ----------------- 

on note G ( O )  = ~d ~d :  IR^ -t  IR^ 

On pose 1 = O 

e t  

- 
i f o i s  

I d  (x) = x 

i 2 l  

A = G  e t  B = G  
( i + l )  

pour i = O,...,p . 
i , o  i ,o  

(0) (O) i ( i l  k (i-1) k ( T ~  - T l  ) . e  = G  (x 1 - G  (X ) pour i = l , . . . ,p  . e t  

(0) k Posons y = x e t  y 
k (i) = (i) (x ) . 

Avec ces  no ta t ions  : 

Notons T (0) - T (0) = H et  AT(^) 
2 1 2 

- A T ~ O )  = S. 

Dans ce  cas xk+' s i  é c r i t  comme s u i t  : 



On obtient la méthode dnHenrici voir [ 177 p. 200, NR 7-2-3. 

Comme on l'a vu précédemment, cette méthode nécessite pl évaluations 

de fonctions, et est d'ordre 2 sous certaines hypothèses voir El71 p. 373 

(Résultat 11.3.5 pour la suite (-10) qui est la méthode dlHenrici) . 

En utilisant le C.R.P.A., on va donner quelques exemples numériques 

d'application de la méthode dlHenrici. On reprend les trois exemples de la 

page 158. 

Exemple no 1. 

12 évaluations de fonctions 

Exemple no 2. 
* * 

X1 = 0.5 et X2 = n 



Exemple no 3 .  

b - Seconde généralisation de l a  méthode Regula-Falsi. ................................................. 

k 

-- 

O 
1 
2 
5 
4 
5 
6 
7 
0 

Revenons à l 'algorithme 1I.avec L = 1 donc : 

~ ( y , z )  r IR' XIR' on pose R (y,=) = ( z )  pour i = ~ , . . . , p  i ,l  

k 

1 
-- 

O. 1 C ) ~ O O ~ O C ~ O C ) ~ C ) C ) ~ C ) D + C )  1 
0.101 '34030637231 7D+Cll 
0.1 OC)3E3G5 1 100727D+C) 1 
0.99333892385727lD+OO 
O. 9933931 1 4C)l7527D+Ç)C) 
0.1000000000016880+0i 
Ci. 993933999933331D+C)0 
Ci. 9999'3993-3339a79D+r',0 
0. 1 C)C~C)C>0C)C)C)C)C)C)C)25D+C) 1 

(0) 
o 6 G  (y) = y e t G ( i )  =Go...oG. - 

i f o i s  

r J 

k 
X '  . 

2 

0.  95C)C)C)C)OC)C)OC)C)C)C)C)D+C)0 
0.101 021 270628348D+W 
0.100 18300871 4934;D+01 
0.9399953471 17571D+OC 
0.39939'3544331 3 561)+OC) 
0.100000000000B&lD+C)l 
0.39999999393336LD+C)C) 
0.999999999939939D+C)O 
0. 10C)C)OC)OOOC)OOQ13D+C)1 

Dans ce cas l 'algorithme II devient : 

-1 
x e t  x0 deux vecteurs donnés 

k = X e t  t-O) = x k-1 i t é r a t i on  k+l 

(i+l)  = G ( t i i ) )  pour i = *. . ,p-1 = G(tii)) e t  t2 



Posons 

(p-1) 
c(x,y) = (y-x, G(y) - G(x) ,.--,G (y) - dp-l) (x) 

P ~ ( ~ , y )  est  une matrice de L@') ; 9 e t  Y E IR Posons aussi : 

~ ( x )  = x - G(x) 

Avec ces  notations on a : 

Montrons que quand p=l on obtient l a  méthode Regula-Falsi classique. 

On retrouve l a  méthode Regula-Falsi. 

On va montrer que sous certaines hypothèses cet te  méthode e s t  d'ordre 

(i+Js> 12.  



On note 

Pour montrer que cette  méthode e s t  d'ordre (1+ 5 ) / 2  on a besoin de t r o i s  

lemmes : 

Soit F : D c m p  +SC D un ouvert d e s .  

lemme 7 .  

S i  F est c o & ~  diddfieiztia64e dand un convexe D de. D et h i  
O 

30 , vulv E D 
O 

ci 2 1 Ir (y) - F (x) - F' (x) (y-x) l l s ly-x 1 1 

Lemme 2 ,  

I 
Soi$  A une rnniatruce q u i  a p o ~ ~  colonnes ai, i = 1 , .  . . ,p 

So*t F : D CS -S. F ut conünmnent did@~e>l.tiable da>ts UM ouveht D, 

. î a e  que : h v ( x . ~ )  r D x D 1 F X - F I  l l 5 al lx-ul 1 .  S O ~  D, un convexe 
de D .i& que : 



-1 1 P-1 
1 l~(~ry).~(~,y) - FI (XI I I  J (21017) ( 1 1 1 ~ ' ~ )  (XI G ( ~ )  (y) 11) 

i=o 

(q : connitanite du lemme 2 ) .  L Preuve. 

Soit h E IR'. On pose r(h) = F (x+h) -F (x) - F ' (x) .h. - 
1 2 

D'après le lemme 1 1 lr(h) ( 1  s lhll si x E D et x+h E D 
O O' 

On note : 

diag (Z~,...~Z ) = matrice diagonale dont les Bléments diagonaux sont 
P 

z., i = l,...,~. 
1 

(il Par hypothese x E Do alors G (x) E Do pour i = 1,. . . ,p-1 . 
et 

(il y~ alors G (y) E Do pour i = lf...fp-l 

et dqaprès le lemme 1 et le lemme 2. 



 SOC^ F : D aP +ap* F eb.t contintne>it diddthentulbte  dan^ un o u v a t  
D. On pose G ( X )  = x-F(x). On suppoae que 

C )  V(x,y) E D x D ( IG' (XI-G' (Y] 1 1  < al lx-yl 1 
On noxe s ( X . B )  = {x C I R ~ / ~ ~ X - X I I  I. 61 
On suppabe de peU6 que : 

6 )  (q e s t  une constante du lemme 1) 

(3aB + 2 .a.q.p.BI 1 1 1-G' (gi 1 1 < 1. 

I o )  La su i t e  {xk} dZ6-e pan ( P ~ )  e6.t bien dé@hie, xk É ç tg, 8) 
k * 

I 

Preuve. 

* 
On pose Do = S (x, 6 )  . Montrons que si: x E D alors 

O ( G ( ~ )  (x) Do 

I pour i = l,...,P 

( i l  * 
par récurrence 1 1 G (x) -x 1 1 5 B vx Do. 



Si  x E D e t  y E Do d'après l e  lemme 3 on a : 
O 

car : 

- 1 
l ~ < x , y ) ~ ( ~ i y ) - l - ~ '  (2) 1 1  5 ~ I ~ ( x ~ y ) C ( x , y )  -F' ( X I  1 I+I IF' (XI-F' (2) 1 

F' (x) = 1-G' (x) 

donc 

or par hypothèse : 
3 

2a(a.q.p.y.B+ - 2 .a.@) < 1. 

Posons : 
-1 2 e t  2 = ~ ( x , y )  . ~ ( x , y )  . 

D'après l e  1-e de perturbation 2 e s t  inversible e t  : 



e t  comme 

alors : 
1 3 - - < -a(a.q.y.p.B + -aB) r -a(a.q.y.p.B+a.B) < O 
2 2 

donc 

3 h = aB(a.qyp+ T a) e t  donc : 

P ~ v  : donc si x E D e t  y E D 
O O Z = x - C ( x , ~ )  . ~ ( x , y ) - l ~ ( x )  ex is te  

donc 
* '-b - 1 * - X = c (H(x,y) ~ ( X I Y )  -' (x-X) - F (x) ) 

O n a :  

Pour obtenir P on a u t i l i s é  l a  relation P l e  f a i t  que F' sokt Lipshitzienne, v II' 
et l e  lemme 1. 



k k * 
1 O )  Montrons que {x } e s t  bien déf in ie  e t  que x E S (x, $) . 

-1 O * 
Par hypothèse, x e t  x appartiennent S(x,$).  - 1 -1) -1 

D'après c e  qui précède H(xO,x ) C(xO,x e s t  invers ible  donc x1 e s t  

bien déf in i .  

D'après P v '  

donc 

1 h Par hypothèse h < - donc - < 1 d'où 1 lx1-x*I 1 i . 
2 1 -h 

1 * ( i l  1 * 
S i  x E S ( X  ,$) on a montré que G (x 1 E S(X, $) i = l,...,p-1. 

mnc  [ lx1-x*~l  i B e t  I I G ( ~ ) ( ~ ~ ) - ~ * I ~  s 6 i = 1,. . . ,~-1.  

Par récurrence l lxk - x* l l 5 B. 

k * . Montrons que lim x = x . 
n 4 - m  

D'après P v 

k+ 1 h k * 
I lx -X*l 1 5 i l x  -x 1 r. comme - 1 -h = L < I  

donc 
k * h k  * k ..* 

I Ix -x  I I  I(-1 [ l x a - x  11, e t d o n c  l im x = x .  1-h - 



k  
2O) La s u i t e  {x ) e s t  d 'ordre (1+6) 12.  

D'après P v 

k+l  * a CC 3a k * C1 k-1 * k 
] l x  -X I I  s - 1  -h [ ( ~ T I Y - P  + 2 ) 1 1 ~  -X I I  + 2 r l ~ ~ l l x  -X III I I x  -x 1 1  

e t  donc 

e t  d 'après Cl91 p. 147 théorème 1. 
1 La s u i t e  e s t  d 'ordre z avec z pos i t i f  e t  z = 1  + -. Donc z = ( 1 + 6 ) / 2 .  
2 

Remarque. 

Chaque i t é r a t i o n  nécessi te  p évaluations de fonctions sauf l a  première. 

Donnons maintenant quelques exemples pour i l l u s t r e r  l a  convergence de c e t t e  

méthode. On reprend l e s  t r o i s  exemples d e l a  page ISd. pour l e s  r é s u l t a t s  

numériques vo i r  l a  page suivante. 

I o )  La première général isa t ion semble meilleure que l a  seconde. 

2 O )  Les r é s u l t a t s  numériques confirment l a  conclusion du théorème 5. 



Exemple no 1. 

-- O. ~ ~ ~ ~ C ) C ) ~ ~ I : ) ~ ~ Ç ) C ~ C ) C ) O + C ) C )  Ci. 30CiiiOl:i{i00Cif~)ClC)CiOb+C)? 
0, CJ500000000UCtCtOCib+C)C~  0. 30 ? c ~ ( : ) o C ~ ~ C I O ~ ~ ~ O C @ + C ) O  
c).6363zpQ69&27&6&D+C)Ci 0. :533QL0&3Ci: & 9 0 6 & D + C ) 1  
0. 1 0 & 9 3 & 5 1   ICI 1 6 0 7 D + 0  1 0. 35 152 1 i ;7Z)C)79CA&D+O 1 
C ) . 5 3 8 2 5 B Z A 9 5 7 3 7 7 3 D + 0 O  0 . 3 0 9 1 1 2 5 7 5 6 7 € , 3 4 9 D + C ) :  
ci. 5 C i ~ 5 ~ 7 9 & ~ 0 ~ 5 0 3 3 D ~ - Ç ) C )  0. t.0""'-"=l.71 3ii - r  33'y"=C s ~ ~ 3 3 D + O l  
C ) . & 3 3 6 5 C ) 5 3 3 7 3 8 1 G 3 D + 0 0  0.31 ; 5 5 4 2 6 E , E . 7 3 5 9 1  l D + O  1 
0. &999S&Pé37245955D+C)f: i  0.31 1 1  SOOC373€\2? S13D+01 
0. CJOOC)r;)CiC)&~02CiBCi0D+C70 0. 31 6 . 1 5 9 2 & 3 6 E 5 2 8 & 8 D ~ - O i  
0 , 5 0 C i 0 0 0 0 0 0 0 0 3 6 & 9 D + 0 0  0, 31 &159r'E553C;O67OD+C)l 
0. CJOOQ~~€)~;IC)~C~C~~C~OD+C~CI O. 31 + 1 5 ' 3 2 6 5 3 5 8 9 7 9 D + O 1  

Pour obtenir x on a effectué 20 évaluations de fonctions 

1( 
e 

0, 1 0 ~ + 0 1  
0, 1 Z E + 0 0  
C),ZbE:-Ol 
CI, 37E+r;)C) 
c ) , 1 3 ~ - 0 2  
~ ) , 1 2 E - 0 2  
0. IEJE-gE. 

1 

Exemple no 3. 
* * x1 = 0.95 X2 = 0.975 

k 
e. 

0. 1 & E + 0 0  
0. i 7 E - 0 1  
0.1.5E-03 
0, i 7 E - 0 3  
0.31E-06 
0. 'L.7E-09 
1:). !56E--lC 

k 
2 

. 
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