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A. PRESENTATION

Le but de notre thése est de :

1 - Poser de fagon critique un cadre formel pour les DAGS (Directed
Acyclic Graphs : graphes orientés sans circuit), cadre dans lequel nous puis-

sions "pratiquement" calculer sur ces objets.

2 - Définir les notions de rationalité@ et de reconnaissabilité dans
l'esprit de ce qui existe dans les mots et dans les arbres.

3 - Prouver des propriétés et construire des algorithmes posant des
jalons pour une utilisation réaliste de ces objets.

Notre démarche est sous-tendue par deux principes :

1 - L'intérét de travailler dans les structures profondes, fussent-elles
complexes, des objets.

2 - L'importance conceptuelle de la rationalité et de la reconnaissabi-

1ité dans les fondements syntaxiques de l'informatique théorique.

Dans L'introduction :

1 - Aprés quelques exemples illustrant 1'intérét de travailler dans les

structures profondes des objets, nous situons notre étude sur les dags comme un
prolongement naturel de l'étude des arbres.

2 - Nous parcourons une série de quatre exemples, destinés d intrcduire
intuitivement la notion de dags planaires.

3 - Déns notre travail nous identifions les mots, les arbres et les dags
planaires sans circuit 3 des objets syntaxiques‘d'un magmoide libre engendré par un
alphabet (Arnold et Dauchet [1], [2]) respectivement simple (c'est-d-dire bigradué
1-1) gradué (c'est-3-dire bigradué 1-n) et bigradué quelconque. Nous rappelons rapi-
dement les résultats de la théorie des langages (mots) et des forét (arbres) qui trou-

veront un écho dans notre théorie des taillis (dags planaires).



4 - Nous donnons une présentation informelle de notre travail assortie d'u

discussion critique des définitions, mise en évidence des alternatives, des dif-
ficultés rencontrées et des solutions proposées. Cette partie sert de guide d qui

voudrait se plonger dans une lecture technique du corps de la thése.

5 - Nous concluons en proposant des axes de développement d ce travail.

B. CORPS DE L"YINTRODUCTION

B.1. Des arbres aux DAGS

L'idée que mieux vaut faire des opérations simples sur la structure
profonde des cbjets (fut-elle complexe) plutdt que des opérations compliquées

sur la structure apparente simple, s'illustre avec succeés dans les arbres
- en compilation :

. Nivat [3], Aho ot Ullman [10]

. Compilation par attribut (Courcelle [4], Lohro [5] pour le systéme
DELTA)

. méta-compilation (Gaudel [6] pour le systéme PERLUETTE)

- dans les outils modernes de développement de programme (Kakn [7] pour
MENTOR) .

Dans ces exemples, l'objet manipulé est l'arbre structurel du programme et non

le programme vu comme un mot. Il n'y a pas de miracle, le gain de simplicité

vient du déploiement par l'analyse syntaxique de 1'information de la structure de
programme. Les arbres sont utilisés par ailleurs dans de nombreux autres domaines
de l'informatique : types d'objets (Gognen [81]), arbres de tri, combinatoire (Pair
et Gaudel [9], Aho et Ullman [101).

e TR g e T e iy, O



La diversité des centres d'intérét justifie donc une étude syntaxique ([11], [12],
[131, C14], [15]) ; c'est-3-dire une étude de ces objets pour eux-mémes, indépen-

demment de leur signification dans tel ou tel domaine.

Notre étude des graphes s'inscrit donc dans une volonté commune 3 de nombreux
informaticiens d'horizons différents, qui est de maltriser des structures complexes
(Claus, Ehrig, Rozenberg [18] ; Janssens, Rozenberg [16] ; Raoult [17] ; Ehrig, Nagl,
Rozenberg [191). En effet les graphes apparaissent adaptés i décrire la structure
profonde ‘d'objets complexes : réseau, schéma de programmes paralléles,....Mais leur
utilisation syntaxique et systématique est freinée par le manque de cadre formel
simple pour les définir et les manipuler pratiquement. La complexité des formalis-
mes et des techniques opératoiresdéfinies jusqu'd présent s'illustre bien dans
l'extension des arbres aux graphes des systémes de réécriture (faire une réécriture
g = d consiste d remplacer dans un contexte un sous-objet g : sous-mot, sous-arbre,
sous-graphe , par un autre d). La généralisation de cette notion aux graphes pose de
sérieux problémes formels comme par exemple la définition de sous-graphe correcte-
ment inséré dans un autre. Ehrig [23] a bien spécifié le probldme en termes de caté-
“gories ; Raoult [17] et Courcelles ([201, [21]) ont dans le méme esprit simplifié
l'approche, mais malgré cela il reste malaisé de calculer pratiquement dans les

graphes.

Situons donc nos choix par rapport d cette complexité formelle pour l'heu-
re encore redhibitoire, d'une utilisation calculatoire des graphes. Nous ne consi-
dérerons que des DAGS (Directed Acyclic Graphs) construits sur un alphabet bigra-
dué ol les lettres représenteront les noeudsdes graphes, la coarité d'une lettre
représentera le nombre d'arcs entrant pour ce noeud et la arité, le nombre d'arcs
sortant. Une fois payé le prix de cette restriction, nous disposons d'un cadre for-
mel commun avec celui des arbres : les magmoldes (Arnold, Dauchet [1] et [2]). Cette

.similitude entre arbres et dags est du point de vue formalisme, la clé de ce tra-
vail. Les objets manipulés - les dags - sont les objets du magmolde libre engendré
par un alphabet bigradué donné. Signalons que nous escamoterons dans cette thdse le
garde-fou conceptuel que pourrait &tre l'approche catégoriqﬁe (Eilenberg et Wright
£22], Ehrig [23]). Quels que soient les mérites unificateurs de cette approche, et
bien qu'elle aurait pu nous dispenser d'expliciter quelques constructions standards,
son intérét, ici, eut étélimité : la plupart de nos résultats "fins' &chappant tota-

lement & ce cadre global.




B.2. DES EXEMPLES SUR LES DAGS

Nous allons donner quelques exemples présentant les dags en tant que
structures déployant des calculs. Ces exemples ne sont évidemment pas destinés
d étayer 1'intérét pratique de notre travail mais prétendent simplement introduire

intuitivement ces objets en les chargeant d'une interprétation immédiate.

B.2.1. I1 est bien connu que les arbres suffisent pour décrire la sémantique
des calculs mais pas leur ccmpléxité. On constate que seuls des DAGS peuvent inté-

grer dans leur formalisme le partage de ressources ou de résultats.

Ainsi le dag +

0
/N

est sémantiquement équivalent d l'arbre +\\\\\
,//////, N
a b a b

81 on interpréte l'opérateur X ccmme la fonction suivante

X(x, y) = (xXy, xXy),

Cette idée a conduit 3 l'introduction des DAGS dans de nombreuses étu-
des lides 3 1'implémentation et 3 la complexité (Aho, Ullman [201), en A-calcul

(Raoult [17]) et dans les mécanismes d'unification (L251, (261, [24]).

On peut appliquer cette idée, par exemple, dans l'optimisation du calcul
des termes de la suite de Fibonacci. La suite de Fibonacci est une suite récur-
rente 3 laquelle est associée la fonction récursive Fib(n) = +(Fib(n-1), Fib(n-2))
avec Fib(0) = 0 ; Fib(1l) = 1.

Déployons l'arbre de Fib(5)
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Essayons de rendre compte, 4 l'aide de dags, des partages de résultats

Fib(5) =

possibles dans ce calcul.

~ N e - - - — ;7 / A
~ V // \\
N~y / A
h (9 _ _ 1y
—_— _
/+ /‘1‘
+\ +\
+ /+
/+\ (\i\’ +\
0 (1) 1
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La forme générale du dag de calcul d'un terme de la suite de Fibonacci

serait

Les dags obtenus traduisent une optimisation des calculs, pratique désor-

mais courante en compilation.

B.2.2. De méme que l'on parle d'arbre de dérivation pour les mots d'un langage
algébrique, on peut introduire la notion de dags de dérivation pour les mots géné-
rés par une grammaire d structure de phrase. Cette représentation spatiale des
dérivations dans une grammaire 3 structure de phrases permettrait de prolonger la
relation d'équivalence définie sur les dérivations des grammaires algébriques. Deux
dérivations seront dites équivalentes si et seulement si elles ont mémes dags de

dérivations. Cette approche a déjd fait l'objet d'études (Stanat [281]).
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Illustrons ce point de vue sur l'exemple suivant :

Soit la grammaire G = (I, N, P) ou

Z

N=1{a,..., 2} u {Ai,..., zi} u {Af,..., zf} u {4,.

{a, b, c,...

sz} 3 .
o,

P comprend les familles de régles suivantes

1) ¥x € X

ii) ¥x € L

iii) ¥x,y €

iv) ¥x,y €

V) ¥x,y €

vi) ¥x,y €

'z

6+xaxf

Q -+ XX ou xXi
X.Y > ¥.X
i i
n, n,
XY - X
o,
XYf - fo

o
Xin > yx

.y %’} u {a, 6}

Le langage engendré par cette grammaire 3 partir de l'axiome § est

* ~ -
l'ensemble des mots mm ;m € L . Le nombre de régles, la relative lourdeur du for-
malisme rend la preuve difficile 4 écrire et surtout &loignée de l'intuition que

1'on peut se faire du phénoméne. Examinons quelles allures possédent les dags de

dérivations issus des dérivations dans cette grammaire.

Le mot "guiliguili" est obtenu par cette grammaire d partir de la déri-

vation dont le dag est :
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On induit de fagon assez naturelle que la forme des dags obtenus

conservée pour tous les mots de méme longueur, et que ce schéma s'agrandit
liérement" lorsque la taille des mots croit. Il apparalt donc un caractére

cateur dans cette famille de dags : le lien "géométrique' entre les parties

est
"régu-
unifi-

supé-

rieures de ces dags est évident et les parties inférieures ressemblent toutes a

un "maillage régulier™.

"'B.2.3. Regardons maintenant comment un certain nombre de 'calculs" peuvent dtre

considérés comme 1l'interprétation de familles de dags possédant un caractére de

régularité dans leurs formes.
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B.2.3.1. Reprenons la famille de dags mise en é&vidence lors de l'exemple B.2.2.
et attra.huons au- sy'mboleXla fonction de per’muter deux lettres quelcongues

quelques soient a et b appartenant & un alphabet donné :

X(a, ) = b, a).

Les dags de cette famille représentent alors l'ensemble des schémas de
calcul de la transformation qui, & un mot, associe son miroir. De plus, cette famil-

le de dags est caractérisque d'un algorithme particulier effectuant cette transfor-

mation.
Exemple : e c a r t
o >
c e
a e

B.2.3.2. Remarquons que la méme famille de dags, pour laquelle on accorderait au

symboleXl interprétation suivante :

¥n,p e R C(n, p) 2'si n2 p alors (n, p)

'sinon (p, n)

représenterait alors l'ensemble de schdmas de calcul du tri d'une série de nombres
réels selon une méthode que l'on pourrait assimiler au "tri-bulles".

<



Exemple :

15

15 47 12
e
47 15

15 12

47 15 12

>

15 12

47 15 19
18

¥7 19 15

9 19
9
-
19
12 9

B.2.3.3. Ce dernier exemple s'appuie sur une méthode de calcul de Ci par un al-

gorithme qui "construit! la partie minimale du triangle de Pascal qui permette de

déterminer le CE désiré. L'élaboration du triangle de Pascal repose sur l'applica-

tion de la formule cP = Cp
n n-1

+ Cg:i ; & partir de cela on peut aisément mettre en

évidence la partie utile du triangle de Pascal au calcul d'un Ci




_le

Représentons cétte succession de calculs par un graphe planaire dont le

nceuds seront interprétés tantdt comme 1'opérateur classique d'additidn, et d'au-

tres fois comme un opérateur d'addition qui duplique la somme obtenue.

Cela donnerait pour le calcul de Cg.

\/

On remarque, aussi que cet exemple, que l'ensemble des schémas de calcul
des Cg respectent une forme de "régularité'.

Dorénavant, nous abandonnons toute interprétation pour des considérations
purement syntaxiques.Nous ne manipulerons que des lettres bigraduées, i.e. des
lettres auxquelles sont assocides un certain nombre d'entrées appelé co-arité et un

certain nombre de sorties, appelé arité. Ces lettres représenterons de noeuds ou
sommets de nos graphes et se dessineront

\\, . .I/ ¢——coarité

a
//< , ,\\ &— arité
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Elles seront composées en paralléle grdce aux opérateurs ® et ou en

série par l'opérateur *, pour obtenir les objets désirés. Ainsi le dag planaire

(TR,

ANV
s'écrira (\é/a\g/) . é/
WA /\

| |

Et nous étudierons les prcpriétés "formelles" de ces cbjets, i.e. valables quel-
que soit la signification (interprétation) domnée aux lettres. Cette démarche est
celle suivie dans l'étude des structures plus simples de la théorie des langages
(voir par exemple Hopcroft, Ullman [29]) et des for&ts (voir par exemple : Brainerd

[31], Bilenberg ([32], Engelfriet [33], Maibaum [34], Rounds 351, [361).

B.3. LA RATIONALITE ET LA RECONNAISSABILITE DANS LES MOTS ET
LES ARBRES

B.3.1T. Le cas des mots

L'étude de ces notions sur les mots se situe dans le cadre formel d'un
monoide libre. Un monoide est un triplet formé d'un ensemble M, d'une loi de com-
position interne associative et d'un élément distingué de M que nous noteromns €.
Cet élément € est 1'élément neutre de la loi de composition internme appelée conca-
ténation. Soit A un ensemble fini appelé alphabet, dont les &léments sont appelés
lettres ; on notera A" le.monoide libre sur A. Pratiquement A" est construit de la
maniére suivante : c'est l'ensemble des suites finies de lettres ou mots. On note
un mot par simple juxtaposition de lettres : a,35... @, ; la concaténation de deux

mots a1a2... a, et blbz"' bp est le mot a3, .- anblb2"' bp' On appelle langage

- - 3 * Pl i -
(sur 1'alphabet A) une partie du monoide libre A . On peut définir sur les langages
une grande quantité d'opérations. Outre les opérations booléennes classiques (union
finie, intersection finie, complémentation), on utilise aussi 1l'opération produit

et étoile. Le produit (de concaténation) de deux langages L et K est le langage :

IK={uw e A" /ueletvek}.
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L'étoile d'un langage L de A*, notée L*, est le sous-monoide de A” engen-
dré par L. Les opérations produit, union, et étoile permettent de spécifier certains
langages définis par des propriétés cambinatoires. Ainsi, st A = {a, b}, 1'ensemble
des mots dans lesquels ne figurent jamais deux "a" consécutifs peut s'exprimer sous
la forme : (ab + 5)* v (a + €). On peut tenter de déterminer la puissance de ces
opérations ; on définit alors l'ensemble des langages rationnels comme le plus petit
ensemble de langages de A* qui contienne les langages réduits é‘un mot et qui soit

"clos par union, produit et étoile.

Parallélement, on s'intéresse 3 une classe d'algorithmes, qui agissent
sur les mots d'un monolde libre, que l'on appelle "automate d'états finis". Un auto-

mate d'états finis est un algorithme qui

- regoit une donnée constituée d'une suite de symboles,

- lit cette donnée sans retourner en arriére,

~ dispose d'un nombre fini d'états pour qualifier l'information qu'il
retient sur ce qu'il a d4éj3 1lu,

- produit (éventuellement : transducteur séquentiel) au fur et i mesure

son résultat sous forme d'une nouvelle suite de symboles (Perrin [571).

Le formalisme adopté, dans le cas des automates d'dtats finis de mots

est
- un automate d'états finis et un quintuplet C =<A, Q, dys F, [P>ol

* A est un alphabet fini,

. Q est un ensemble fini d'états,

* 4 état de Q, appelé état initial,

* F sous-ensemble de Q, tout &tat appartenant 3 T est appelé état final,
* [ est une relation de "Q X A dans Q. Cette relation est &tendue par

*
associativité 3 A de la fagon suivante

qX =qet
VweA VaeA q0 (wa)= (qOw O a.

On dit qu'un langage L est reconnu par l'automate C si et seulement si
L={wea" / qb 0 w e F}. Tout langage reconnu par un automate est dit reconnais-

sable, l'ensemble des langages'reconnaissables est habituellement appelé REC.
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Notons, gqu'en préservant le langage reconnu, on parvient toujours &
rendre déterministe et minimal un automate d'états finis de mots (i.e. la relation
O devient une application de Q ¥ A dans A et le nombre d'états est le plus petit
possible). L'informaticien dispose donc, pour un processus de reconnaissance,

de l'algorithme de complexité minimale.

Par exemple, 1'ensemble des multiples de 3, considérés comme des mots du
monoide libre engendré par l'alphabet {0, 1, 2,..., 9} est un langage reconnaissable
Un examen attentif de l'automate ci-dessous convaincra sans doute le lecteur qu'il

reconnait bien les multiples de 3.

Un résultat fondamental de la théorie des langages rapproche ces deux
notions de reconnaissabilité et de rationalité : le théoréme de Kleene. Ce théoréme
affirme que tout langage rationnelest reconnaissable et vice-versa. De plus, le pas-
sage de la caractérisation reconnaissable (automate) d& la caractérisation rationnell.
(expression rationnelle) s'effectue par résolution d'un systéme régulier d'équations

algébriques.

Ainsi l'expression rationnellereprésentant le langage des multiples de
Xp P gag D

trois est extraite de la résolution de (8) :

N

Nl =1 +__Nl 0+ N2 2+ N3 1

N
wn
p—g
N
Z
1]
S|
+
=
|
+
=z
Q
+
=4
~of

i o A P i
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dans lequel N, désigne le langage reconnu par 1'automate avec qy comme tat ini-
tial et q; comme état final et 0, 1, 2 représentent respectivement les ensembles
{Os' 3, 6, 9}',{1, 4, 7};{2, 3, 8}.

« En remarquant que la solution d'une &quation de la forme
X=XA+ B (ol A, B sont des langages)
. *
est le langage BA .

* En appliquant 3 ce systéme un procédé de résolution de type

"substitution.

On obtient une expressionrationnelle représentative de N3 :

— —_——R - . semae — i e - -
T+ (X0 1+2)«(0+20 *1) «(20 «2+1I)+T1-
Bien que cette dualité rationnelle-reconnaissable soit encore vrale dans
les arbres, et les dags, on ne retrouvera pas dans les arbres, et moins encore
dans les dags les facilités et la souplesse 'd'utilisation de ces ccncepts dans les

mots.

B.3.2. Le cas des arbres

La formalisation par une structure algébrique de la notion d'arbres con-
duit 3 la structure de I-magmas (Nivat [93], de Z-algdbre (Eilenberg [32], Thatcher
J.W. [15]) ou & celle de magmoide (Armold, Dauchet [1], [2]). Dans le I-magma libre
et la Z-algébre libre (les seuls qui nous intéressent ici) on ne considére qu'un seul
opératéur portant sur des lettres graduées : la composition. On définit les objets

(termes ou arbres) de la fagon suivante

-si a e ZO alors a est un.terme, ol ZO est le sous-ensemble de J des
lettres de arité O

- si ty5e-.5 T sont des termes et T est une lettre de degré n (en
fait T est considéré comme un opérateur 3 n opérandes) alors

T(tl, t2,..., tn) est un terme.
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Dans les magmoides on introduit, outre 1'opération de composition
énoncée ci-dessus, un opérateur noté ® de mise en paralléle. Un é&lément du magmoide
est alors une suite finie d'arbres donc un objet a plusieurs entrées et d plusieurs
sorties (on voit par 13 comment la structure de magmoide pourra aussi rendre compte
des DAGS). Plus formellement

- Un magmoide est un quintuplet M = <M, ¢, 8, e, ey> - qui est noté
M suivant l'usage consistant 3 identifier une structure algébrique et
son support - od M est un ensemble, * une opération binaire partielle
sur M, ® une opération binaire sur M, e et ey deux éléments distinguéé
de M. De plus, M vérifie cinq axiomes que 1'on trouvera en (Armold,
Dauchet [1]).

Ainsi la suite d'arbres

N
]
NN N

C

o
o

0
0

. N
s'écrit dans le magmoide libre sur I, noté T(I)
<a *(b®b)*(a®a)* (c®c®BcB®c),bebrar(bd®Db)+(c?®c)

Remarque : Les arbres finis considérés comme &lément du magmoIde libre n'utilise

pas toute la puissance de cette structure et se limite 3 en &tre une partie.

Les automates d'états finis d'arbres reprennent les mémes principes
(Thatcher [15], Engelfriet [33]) que les automates d'états finis de mots, mais
appliqués 3 la reconnaissance de lettres graduées. De plus, un arbre n'étant pas

un objet "symétrique", deux points de vue duaux sont possibles : les automates des-



cendants et les automates ascendants. Dans le cadre du magmolde, rappelons suc-

cintement quelques définitions

Un autemate descendant d'états finis d'arbres est un quadruplet
M =<Z,Q, I, R> ol

- ¥ est un alphabet gradué fini

Q, un ensemble fini d'états

I < Q, un ensemble d'états distingués, appelés états initiaux

R, un ensemble fini de régles de la forme

qlal a si a est de arité n # 0O

\ ——ﬁ/\
q. C1 q. T3
ll ln

qglal] ———> a si a est de arité nulle.

ou

En assimilant, pour des raisons de facilité d'écriture, Q 4 des lettres

graduées de arité 1, on d&finit la relation hr sur T(Z u Q)é par :

¥t, Yu e T(Z u Q)é, t hr u ssion a : )

| N
ATA AA
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. /an]\ 7\ e R
qilﬂ ] q; 01

n

| On dit que t ¢ T(Z)é est reconnu par M ssi dq € I tel que q'.ﬁ-%% t,
od &% désigne la clsture.transitive de hr. On note F(M) la forét reconnue par M.
L'automate ascendant s'obtient en "inversant le sens des fléches'" des régles de R
et l'ensemble I, alors noté F, est appelé ensemble des &tats finaux. La relation
hr-est modifiée de fagon 3 effectuer la reconnaissance de "bas en haut'". On dit que

t e T(Z)é est reconnu par M, ascendant, si et seulement éi, dq € F tel que

t’l—;- qltl.

Ainsi une forét est reconnaissable si et seulement si elle peut &tre reconnue par

un automate d'états fini d'arbres qu'il soit ascendant ou descendant.

Les résultats élémentaires sur la classe des fordts reconnaissables

notée REC, sont :

a) les clotures par union, intersection, homomorphisme inverse, homomor-

phisme linéaire, complémentaire (Thatcher [15]),

b) dans le cas ascendant, la construction effective d'un automate mini-
mal (Thatcher [15]).

¢) la réduction du non-déterminisme des automates ascendants, cf exemple

IVANVAN

pas d'automate descendant déterministe M = <I, Q, £, R> (i.e. f est réduit 3 un

ci-dessous et (Thatcher [151).

Exemple : Soit la forét reconnaissable FR = , alors il n'existe

seul état et deux régles distinctes de R ont des membres gauches différents) tel que

M reconnaisse FR. En effet :



4

- T réduit 4 un seul état, soit qq cet état, on a nécessairement

q,(b] 5\ e R
/\ L7 a1

- et ainsi pour reconnaltre FR, on a nécessairement
q,lal »a q2[a1 > a
qlta'] > a qz[a'] - a'

mais alors l'automate reconnait aussi les arbres

b et

aN VAN

a a' a' a

d) la propriété fondamentale du feuillage : i1 y a identité entre la
classe des langages algébriques sans mot vide et la classe des feuil-

‘lages des foré&ts reconnaissables (Thatcher [15]).

La notion de rationalité définie dans les langages (spécification de
langages 3 l'aide des opérateurs d'union (+), de composition (*) et d'itération de
composition (*) équivalente & la reconnaissabilité) ne peut &tre reprise telle quelle
dans les magmoides que dans le cas des '"fibres carrées", i.e. d'objets ayant une
arité et une coarité égales (A. Arnold [44]). L'exemple B.2.1. rentre dans ce cadre,

et on peut le décrire par :

+\+ ou encore /+ . \}'3/) <0, >
e "4 /IN\.

N\ AN

;\f

1'étoile est dans ce cadre défini sur, des objets "n-n", (ici n = 3).



Mais il n'est pas possible en général de décrire une forét reconnais-
sable 3 1'aide des trois opérateurs usuels : +, * et ¢, Le passage de la caracté-
risation reconnaissable (automate) & la caractérisation rationnelle (expression

rationnelle) nécessite, comme l!illustre 1l'exemple ci-aprés,'de "typer" 1l'opérateur

* [VI.5.1. dans la thése].

‘Exemple : Soit la forét composée des arbres de la forme

R

b oﬁ.7Aw( symbolise un choix
s . | |
ainsi les arbres a 3 a ; s .... sont des
I arbres de cette
b /P o b\\\ forét.
/\ /\ ,/\
# # a # ' a #
///P ' b
# . # a #

N

Cette forét est reconnue par l'automate descendant M =<Z, Q, R, F> ol

#

-2 ={ b, a, #}

- Q {qu q‘l’ QQ}

!
H
"

{95}

e o a2 eerr s g . o e e 1
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et l'ensemble de régles R : qQ[a]_ - a

a

;01

qthl /b\ ;q?bi " /b\\ ’

AL 1 qlE 1 qo[ ] QQ[ 1
q.Cb]l - b ; q.[bl » b
/ / \ A 2

\ \ ™~

4,01 0,0 1 Ot T a1

q, * # - #

En notant N., la forét obtenue & partir de 1'état q., on obtient le sys-

téme d'équations

N, =a°*N

0 1
Nl =be (NO, Nl) + b (No, N2) + b (N2, Nl) + be (N2, N2)
N2 = #

ce qui donne (sans typer *)
Ny = la*Ebe(e+ #, e + # )1%1"  od e est 1'41ément neutre du produit

l l de composition

mais dans cette expression, on ne sait pas 3 quel endroit faire opérer 1l'opérateur
» en réalité il faut exprimer :
' | m
Ny=Claslbe(e+ #, e+ #)1'1]

d'ol l'introduction de 1'opérateur Métoile typée"

*tl *t2
NO=[a-[b~(t2+#,tl+#)] ]



B.4. Le contenu de notre travail

B.4.1. Le'hagmofde des dags planaires : &?(Z)

On peut voir 1l'étude successive des mots, puis des arbres comme autant
de pas vers l'étude générale des objets syntaxiques d'un magmoide libre quelconque.
En effet, si M est un magmoide, la fibre 1 -1 de ce magmoide muni de 1l'opérateur
produit de composition et de 1'élément e est un monoide libre : cadre formel de 1'é-
tude des langages de mots. L'&tude des arbres s'inscrit &galement dans 1l'étude des
objets d'un magmoide puisqu'un IZ-magma peut &tre muni d'une structure de magmoide.
Les éléments du magmoide libre S?(Z) engendré par l'alphabet I bigradué sont obtenus
comme combinaisons de produit de composition et de produit tensoriel de lettres

bigraduées.

/ \/
Exemple : Si Zé = }Ai, Zg =‘ER?, Zé = {L}, Zg = {d}

§=a+((((a®e)~(e®b))s(bBe))e(c®d) e DE(I).

Comme pour les mots et les arbres, on s'édvertue 3 donner 3 ces objets
syntaxiques une présentation plus intuitive sous forme de dessins. Ainsi, on as-
similera le produit de composition 3 une mise en "série'" de deux schémas, et le
produit tensoriel 3 une mise "en paralléle'" de deux schémas. On obtient alors comme

représentation graphique de 1'élément ¢ du magmoide mentioné plus-haut




Ce type de dessin s'apparente & un graphe orienté (de haut en bas) et
sanscircuit, soit "directed acyclic graph" ou DAG. Par la suite, les éléments du

") P . z
magmoide libre DP(I) seront systématiquement appelés dag.

Une des préoécupations principales lorsque l'on a a4 manipuler des objets
syntaxiques, est d'exploiter les propriétés du cadre formel pour simplifier 1'écri-
ture littérale de ces objets. La suppression des systémes de parenthéses issue
de l'associativité d'opérateur est une manceuvre extrémement courante et conduit,
par exemple, & 1l'abandon total des’ parenthéses dans les écritures de mots. Dans les
dags, certains jeux de parenthéses ne peuvent &tre effacés sans introduire d'ambi-
guité.

Exemple : L'écriture a ® a*b ® b peut &tre celle de a ® (a+b) ® b, ou celle
de (2 8 a) - (b ®b).

Cn peut, par un systéme de priorités, comme il est d'usage dans les
expressions arithmétiques, privilégier un opérateur par rapport d l'autre et
ainsi écarter 1l'une des deux interprétations de a ® a*b ® b. Dans le magmoide,
on accorde une priorité supérieure au produit de composition. Ainsi, on peut enle-
ver les parenthéses dans 1l'écriture de a ® (a*b) ® b, mais elles demeurent iné-
vitables dans l'écriture de (a ® a) * (b ® b). Si les mots, structure 34 une dimen-
sicn, peuvent &tre spécifiés sans équivoque par une écriture linéaire non paren-
thésée, on ne peut supprimer, dans l'écriture linéaire des dags (résultats de la
composition d'opérateurs qui agissent de fagon "perpendiculaire'), certaines in-
formations (les parenthéses) indiquant sur quoi agissent ces opérateurs. Par contre,
une représentation en dimension deux rend parfaitement compte de la composition des

dags sans "solidariser" explicitement les opérandes des opérateurs.

Exemple : (a+b) ® (b+d) et (a®Db)+(b® d), qui sont deux écritures d'un méme

&€lément de 6?(2), ont respectivement les représentations graphiques suivantes

&
N

! ] | ! !
| a P ! ! a !
i b ! X . .
v b |

! } N/ e e — - -
' ;o \ r‘ [
I b ' a4 b d ‘
NG AN
! P ‘

|
|
1
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On constate que la suppression des encadrés en pointillés (transposi-

tion en dimension 2 des parenthéses) fait apparaitre deux dessins semblables.

Nous montrerons en I.2. que l'axiomatique des magmoides se confond dans
la représentation graphique de ses &léments avec une notion plus naturelle et
plus directement perceptible : 1'équivalence "structurelle" de deux dessins. On a
par conséquent une représentation unique en dimension 2 de tout élément du mag-
moide 8?(2). |

On peut néanmoins se poser la cuesticn de savoir si deux écritures liné-
aires distinctes représentent ou non un méme élément du magmoide. Cefte question
revét un intdrét majeur pour des manipulations algorithmiques des éléments de
ﬁ?(Z). Or, ce probléme tombe dans le cadre de ceux abordés par Knuth et Bendix
dans leur fameux article:"Simple Words in Universal Algebras’ Ils proposent un
algorithme (partiel) capable de répondre 3 cette question ; cet algorithme repose

sur

- la définition d'un ordre bien fondé sur l'ensemble des écritures

consicdérées,

- l'orientation des identités axiomaticues dans le sens décroissant.

Ces identités deviennent alors les régles d'un systéme de réécriture.

Dans certains cas, pour un choix judicieux de 1l'ordre, le systéme de
réécriture ainsi défini est confluent (Huet [39]). Le probléme de 1'égalité de
deux mots revient alors d comparer les réécritures irréductibles de ces deux mots
par le systéme : si elles sont égales, les deux mots représentent le méme &lément.
Cette derniére réécriture d'un mot est un terme privilégié pour l'ensemble des
termes qui lui sont égaux ; on la distinguera en l'appelant forme normale. Cette
méthode appliquée aux objets bigradués nous a permis de mettre en évidence dans
leé dags une forme normale ; cette forme normale est obtenue en "remontant" le plus
haut possible les lettres et en faisant disparaltre les étages composés uniquement
d'éléments neutres. De l'interp;étation imagée du fonctionnement du systéme de
réécriture employé nalt l'idée d'un autre systéme de réécriture au comportement
symétrique par rapport au précédent (i.e. qui effectue un "tassement" vers le
"bas" des lettres). Ceci conduit & 1'élaboration d'une autre forme normale que

nous appelerons forme normale duale.



Exemple : Le dag dont la représentation est :

b a
tassement vers le \\\\\\\a tassement vers le bas pour
haut pour la for- \\\\\\\ la forme normale duale
. me normale
a . c

a comme forme normale (b ® a)* (a® a ®e)e (e ® ¢)

et comme forme normale duale (b ® e)* (e ®ad®e)e+(adc)

B.4.2. Les automates de dags planaires

Comme dans les arbres, nous définissons, dans les dags planaires, les
automates d'états finis en distinguant'le cas descendant [II.1.1.] du cas ascendant
tII.l.3.], mais ici contrairement aux arbres la symétrie parfaite entre le "haut"
et le "bas" d'un dag nous assure de la dualité entre automate descendant et ascen-.
dant [II.1.3.] et signifie que toute propriété portant sur les automates descendants

se retrouvera symétriquement dans le cas ascendant.

Un automate d'états finis descendant de dags planaires est un quintuplet
M=<Z,Q, I, F, R ol

* I est un ensemble fini de lettres bigraduées de coarité et arité > 0.

* Q est un ensemble fini d'états bigradués de coarité et de arité éga-
lent 3 1 et n Q = @. On note Q6 le monoide libre (Q, ®) d'élément
neutre e,.

0
5 . 2 3 2 -
I'c Q, langagerationnel, appelé indifféremment contrdle haut ou con-

*

trSle initial.
6 - P . . P - -
F ¢ Q, langage rationnel, appelé indifféremment contrdle bas ou contrd-

le final.

*

~ a ”~ -
* R est un ensemble fini de reégles < Q6 X I X Q écrites sous la forme
(3 . ! '
(ql 8 q, 8...8 qn) c+c (ql 85...8 qn,)
ol ¢ € Zn,.
n
On définit classiquement les mouvements de l'automate [II.1.1.2. & II.1.1.5.] comme

(\J ”
une relation sur DP(I u Q), ‘noté %% et le taillis reconnu par M, noté T(M), est

défini par




T(u) = {6 « DP(Z) /3q, € I, Ja € F avec q * 8 b 8+ qp)

Exemple : L'automate d'états finis descendant de dags planaires M = <, Q, I, F, R>

* L = {a

| s \B/}
I~ /\

* Q= {qy, q45 9y}

* I = F

* et R

® 2
= q,8® (ql B q2) ® q, (langage rationnel d'états)

qy @ > a*q, ou encore, écrit

4y *a > a*q, ou encore, écrit

(ql ® q2) b +b '(q2 ® ql) ou

(ql ® qz)' b>b- (qO ] ql) ou

(ql ®q,)*b~>be (q2 3 qo) ou

reconnait les dags "en forme de mur (de briques)"

peut se représenter graphiquement :

%0
graphiquement [E]
|
90
graphiquement
2
4 9D
encore, écrit graphiquement
9 94
encore, écrit graphiquement
% 94
q; 4
encore, écrit graphiquement
92 9

dont un exemple de reconnaissance

PP A = ==



mot d'état initial 32

i o e I o
A Y e D
1 71 T T T

To Tr 92 T Y2 T g2 %hot d'état fin:

Le mot d'état commengant (ou contrdlant en haut) la reconnaissance est
appelé le mot d'état initial (ou haut), et le mot d'état Ffinissant (ou contpdlant

en bas) la reconnaissance, est appelé le mot d'état final (ou bas).

Le cas ascendant est obtenu en "inversant le sens des fldches" des régles
n :
de Ret T(M) = {§ ¢ DP(Z)/’qu'e I, qu e F avec S“qf hr;qi + 8},

Nous rencontrons deux problémes formels au niveau de la définition des
automates de dags planaires. Le premier probléme concerne le statut des "conditions
initiales" et des "conditions finales'". Le deuxi3me, 1ié au premier, concerne les

dags de degré 0-0.

1. Pour la notion de contrdle initial (resp. final), nous avons le choix
entre, reprendre la notion d'état initial (resp. final) des automates de mots, ou

de la généraliser.

Opticn a : On se donne I € Q et F < Q et les conditions d'une reconnaissance sont
de commencer d partir d'états éléments de I pour aboutir en fin de reconnaissance

d des états &léments de F.

. 3 ® . o
option b : On se donne I € Q et F < Q , donc des langages d'états, avec la con-
trainte qu'ils soient rationnels et les conditions d'une reconnaissance sont de
commencer d partir d'un mot d'états &lément de I pour aboutir 3 un mot d'états

élément de F.

Nous adoptons la deuxiéme option, plus générale. Un résultat dans la thése [V.2.]
-montrera que les deux options coIncident pour des taillis composés de dags connexes.
En conséquence, le choix de ce point de la définition est secondaire, il ne porte

que sur le contrdle de la mise en paralléle de dags déconnectéds (non connexes).
<




33

Mais, outre ces justifications théoriques, nous pouvcns illustrer sur un exemple,

méme simple, l'apport du choix de la seconde optionm.

C e [ .
Exemple : Soit le taillis fini T = {? 3 ?}. Essayons de construire l'automate

M=<Z,Q, I, F, R qui reconnaisse T. Alors il vient
Q2 - qe € R

et, en se limitant.é définir I < Q et F < Q (option a), il vient nécessairement
z {qo} et F = {qf}

mais alcrs M reconnait en plus les dags

u

R R N T B B
a®ad®a,ad®ad®ada,...
I

}

Par contre, en définissant (option b) I = fqo 3 qo} et F = {qf ® qf}
ona : T(M) = {a ® a} L'exemple choisi, ci-dessus, pour mettre en défaut
(1'option a) ﬁoue sur uée caractéristique clé dans l'étude des dags : la CONNEXITE.
Un dag D est connexe si et seulement si deux sommets distincts quelconques peuvent
8tre relids par une suite d'arcs ou encore plus fcrmellement si et seulement si

soit D = ey, soit on ne peut &crire D = dl 3 d2 avec d; 7 eq et d, 7 ey-

2. D'autre part, nous choisissons de ne considérer des ‘taillis reconnais-
sables que.sur des alphabets bigradués ne comprenant ni lettre de coarité nulle,
ni lettre de arité nulle. Cette restriction est expliquée en [II.1.2.2.2.] et peut

se résumer en deux points

* Le nombre d'états '"contrdlant" un dag lors d'une reconnaissance est
directement 1ié 3 la coarité et d l'arité de ce dag. Ainsi la reconnaissance d'un
a . ) . .
dag tel que l , ol a est de coarité nulle et a' est de arité nulle, ne serait subor-

a' I
donnée 3 aucun état d'l'extérieur et de tels dags pourraient proliférer, sans aucun

contrdle, dans n'importe quel dag reconnu par ailleurs. Ainsi un automate reconnais-

sant séparément.:
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reconnaitrait aussi les dags

/\ TN L
\/ v

* Il est vral que les dags de la forme

SN
| N

aurailent pu étre reconnus, en rompant avec la symétrie, en admettant dans l'alpha-
bet la coarité nulle ou (exclusif) 1l'arité nulle. Mais nous avons exclu ce cas
puisqu'il ne change pas le fond de notre démarche, mais compliquerait formalismes

et preuves.

Remarque : L'exclusion des lettres de coarité ou de arité nulle parait dissocier
les arbres et les dags : un arbre est un élément de T(Z)é, c'est-d-dire un élément
ayant une coarité égale 3 1 et une arité nulle. Mais cette dissociation n'est qu'une
différence de formalisme [II.1.5.], et il est immédiat d'identifier un dag planaire
construit sur un alphabet d'arbres (lettres de coarité égale & 1) 4 un arbre, et

vice-versa.
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Exemple :
dag planaire ‘ arbre
a
\\\\5\\\; ”/////,/]‘\\\\\\\\
—] cl____w
T T c ol
et
arbre dag planaire

\\l

<
|

PN
I

Ainsi, l'identification est faite d l'arité prés des noeuds des feuilla-

ﬂ\ /
B
|

ges.

Aprés la justification de nos choix dans la définition des automatss d'éta
finis de dags planaires, abordons maintenant les propriétds charniéres des taillis
reconnus par-de tels automates, i.e. les taillis RECONNAISSABLES. Rappelons aupara-
vant que la dualité parfaite entre les automates descendants et les automates ascen-
dants nous assure que toutes propriétés vraies dans le cas descendant se retrouve

(symétriquement) dans le cas ascendant, et vice-versa :

1. Comme pour les automates d'arbres, un automates de dags planaires ne

pourra "établir" qu'un "comptagé borné". Par exemple, la foré&t (donc le taillis)

F= a : tel que n € )
R - / \—. A‘\ - nzeems
i -
n b b B
. I | .
4f01s . .| fois |
] ]
y b b )
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n'est pas une forét reconnaissable, ni, considérée en tant que taillis, un taillis
reconnaissable. Cependant un automate de dags planaires permet un "comptage synchro-

nisé". Par exemple, le taillis

b n ot
AN //\ /?\\
l \/ \\ N\

est un taillis reconnaissable. Dans le méme ordre d'idée, le taillis

2 /\ /\ /\

est un taillis reconnaissable. Ce qui nous ameéne 3 remarquer immédiatement que les
taillis reconnaissables ne sont pas clos par homomorphisme de magmoide puisque

= h(T2) ol h est l'identité sauf pour h( b ) = e B e.




37

2. Il convient de signaler un résultat important [II.l.4.] : 3 tout

‘automate’ de dags planaires, on peut associer un automate M' = <E, Q', I', F', R'>

tel que
T(M) = T(M")
I' = Q57 0d ¢ € 0

En d'autres termes, si I' = Qéa, l'appartenance 4 I' du mot initial
d'états se réduit & l'appartenance de chacun des états de ce mot, 3 l'ensemble
Qjs ce qui peut se faire au niveau de 1l'utilisation d'une régle état par état.
Ainsi l'expression du contrdle haut d'une reconnaissance se '"résume" 3 l'apparte-

nance d'un état 3 un ensemble d'édtats, comme dans les mots et les arbres.

Par dqualité [II.1.3.], on peut construire M" = <&, Q", I", F', R'"> tel

que
T() = TOM
F" = QI° od Q) € Q

et dans ce cas le contrdle bas se "résume" d 1l'appartenance d'un état 3 un ensem-

ble d'états. Mais c'est seulement dans le cas ol M reconnalt un taillis de dags

connexes qge 1l'on peut assurer de pouvoir "résumer" d la fois [V.2.4.]

- le contrdle haut & l'appartenance d'un état 3 un ensemble dfétats,

- le contrdle bas d& l'appartenance d'un &tat 34 un ensemble d'états.
Remarque : La construction des automates M' ou M" 3 partir de l'automate M est

obtenu par démultiplication de l'ensemble d'états et 1l'introduction d'un non-

déterminisme considérable [II.1.4.].
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3. L'étude du déterminisme dans les automates de dags planaires permet
de situer (en partie) la "complexité" des calculs (les reconnaissances) de ces au-
tomates. En effet, nous montrons [II.1.6.3.] que le non-déterminisme n'est pas ré-
ductible, i.e. on ne peut éas toujours construire un automate déterministe. En con-

séquence

- les reconnaissances des dags planaires sont d'une complexité beaucoup

plus grande que celle des automates de mots ou d'arbres,

- cette non-réduction du non-déterminisme nous fermé la voie classique
(Hoscropft, Ullman [29]) de démonstration de cldture par complémentaire
de REC. La cldture de REC par complémentaire reste un probléme ouvert
(Ir.2.s.].

Remarque : Le lecteur trouvera en [II.1.6.1.1. et II.1.6.1.2.] deux définitions
(proches) d'automate déterministe. La premiére guidée par notre souci de généralisa-
tion des théories existantes (langages et foréts) nous conduit d définir

les automates fortement déterministes.

La seconde guidée par notre souci de prendre en compte pleinement la notion

de déterminisme nous conduit 3 définir :

. les automates faiblement déterministes.

Mais le non~déterminisme n'étant pas réductible ni & 1'une [II.1.6.3.]
ni 3 l'autre [II.1.6.4.] définition, le distingo proposé n'est pas un probléme de

Hnd.

4. Enfin, l1'étude des propriétés de cldture dans REC confirme 1'importance

des deux aspects dégagés jusqu'd présent
- la CONNEXITE,

- le NON-DETERMINISME (et donc la complexité).
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REC est clos [II.2.1. d II.2.9.] par

- union, intersection, produit tensoriel, étoile du produit tensoriel,

produit de composition, homomorphisme inverse et homomorphisme connexe.
REC n'est pas clos [II.2.6. et II.2.7.] par
- étoile du produit de composition, homomorphisme de magmoide.

Rappelons que lacldture de REC par complément reste un probléme ouvert
[II.2.10.].

B.4.3. La rationalité dans les dags planaires

Comme dans les mots, et les Qrbres, nous allons considérer certaines
familles de dags obtenues par combinaison d'opérations ensemblistes. Cette démarche
vise naturellement & faire coIncider dans les dags les notions de reconnaissabilité
et de rationalité. Plusieurs difficultés s'ajoutent d celles déj3d cbservées dans les
arbres. Dans les expressions rationnelles d'arbres, on est astreint 3 un marquage
de certaines arités afin de les différencier Iesunes des autres. Dans les dags, il
sera nécessaire de particulariser arité et coarité, ce qui nous oblige 3 +ravailler
avec des lettres bitypées. Ceci entraine la définition d'un nouveau cadre d'étude :
le magmoide typé libre 8?(2, T). Les opérateurs ensemblistes choisis seront, & 1l'ima-
ge de ceux retenus pour les expressions rationnelles de mots et d'arbres, l'union
et l'extension aux ensembles des opérations constructrices des objets ainsi que
leurs opérateurs itérés. Hélas, on ne peut adopter cette fagon standard de faire
pour l'opérateur produit tensoriel. En effet, une extension pure et simple de ® aux
ensembles introduirait la possibilité d'exprimer une mise en paralléle synchrone non
bornée. Ainsi (a ® b)”™ décrirait le taillis {a" ® b" /n ¢ N} qui n'est pas reconnais-
sable. On créé donc un nouvel opérateur (), dérivé du produit tensoriel, et son opéra-
teur itératif associé noté@(placé en exposant). Cet opérateur@s'interpréte cormme
une mise en paralléle asynchrone, c'est-d-dire que la présence simultanée des termes
1'un & c5té de l'autre n'est plus obligatoire. De manidre plus formelle, 1'interpré-

tation de a @b est l'ensemble suivant de 6?(2, T)
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{e®..85e®8b/neNuf{aved...8e/peN}u{asdhbl.
- ; \'\N-

n fois p fois

Un dernier obstacle reste 3 surmonter : comment traduire dans les expressions
rationnelles de dags les contrdles haut et bas qui inter&iennent dans les automates
d'états finis. On doit se résoudre 3 filtrer les élémentsdécrits par l'expression
rationnelle en leur imposant un type d'entrée et un type de sortie 3 valoir dans

des langages rationnels de T" (si T est 1'ensemble desltypes utilisés). La notion
d'expression rationnelle de dagset leur interprétation en terme de taillis sont
rigoureusement définies en [VI.4.1.2.].

Il est évident que tout dag dans lequel figure l'opérateur produit tensoriel peut
8tre décrit par une expression rationnelle dans laquelle on fera appel, pour simuler
1'opérateur ®, i 1'opérateur(y dont l'action sera dirigée par un tvpage approprié

des lettres.

Exemple : L'interprétation de l'expression rationnelle :
D ,

| q q :
0 0
(a4 953 aql@bql, q; 49

recouvre l'ensemble des dags dont le type d'entrée est 45 9g» le type de scrtie 4y 94

et qui appartiennent d l'interprétation de

q q q
aqOEQ b 0 : soit done a 0 3 b O, ce qui donne par détypage a®b.
1 N1 41 4 :

A S e £ i s i n
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La notion de rationalité, telle que nous venons de la définir, remplit
bien sa mission qui était de se superposer 3 la notion de reconnaissabilité. On
peut triviallement exhiber une expression rationnelle eiprimant un taillis recon-
naissable d partir de la connaissance de l'automate : il suffit d'effectuer un typa-
ge des lettres reproduisant exactement les régles de l'automate. On peut aussi s'in-
génier 3 trouver des expressions rationnelles &quivalentes fournissant une descrip-

tion plus riche (en appauvrissant en contre-partie les types).

Exemple : L'expressioﬁ rationnelle

| n® t | tl
\/ : \/ \/ \é/ o
/\ \ / | ’J

represente le talllls reconnaissable Tl suivant :

QW

N
|

Si la preuve de l'inclusion de RAT dans REC est une simple formalité, la réciproque

est d'une toute autre complexité technique.
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Difficulté 1

Pour des expressions rationnelles présentant de nombreux opérateurs au-

~

tres que l'opérateur d'union (+), on assiste, 3@ une prolifération de régles entrai-

nant un non-déterminisme chronique, lorsque l'on construit l'automate équivalent.

Par exemple l'ensemble des dags qui se terminent par un dag de la famille

T, (exemple précédent) se décrit rapidement par l'expression rationnelle

.Q .

t! £t t! t' ! ' t! t!
1IN N\ NS NS
(e, d + a + b + c

N l I l
B! t! t! t! t!

- J

dag quelcoﬁaue

o t’)® t t ot g o+t
N \a/ o \b/ . \c/ o
N\ } | g [
£ t t t t

- >
g

dag ¢ Tl

L'automate reconnaissant de tels dags est plus compliqué & trouver. En effet, pour
reconraltre ces dags, il faudrait prendre des 'paris'" sur la fonction tenue par
les lettres.

Difficulté 2

Une nouvelle difficulté surgit lorsque l'on cherche 4 montrer que la
mise 4 1l'étoile (du produit de composition) d'une expression simple conserve son

caractére reconnaissable.

‘

Cette difficulté se concentre autour du passage d'un dag de l'interprétation

de 1l'expression au suivant. On est contraint 3 ce niveau .d'intégrer en cours de
reconnaissance la vérification du contrdle bas pour 1'un et du contrdle haut

pour l'autre. La solution réside dans une analyse fine du comportement de 1'asso-
ciation des opérateurs * et. On s'apergoit, en particulier, lorsque l'on passe

3 1'étoile, que les emplacements relatifs des composantes connexes des dags assem-
blés les unes aux autres ne dépendent plus que des correspondances de types ; excep-

té pour celles qui occupent les bords de la structure.
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Exemple : Dans l'interprétation de l'expression (a@b@c@d@f) on trouve

les dags suivants

a®bh®8dBcdf
a®dec®bdf

a®c®d8®8bd®Ff... etc...

D'autre part, on sait que toute composante connexe reconnaissable peut

1'8tre en utilisant un automate pourvu simplement d'états initiaux et finaux.

De ces deux observations, on déduit que le passage d'un dag de l'expression simple
au suivant peut &tre négocié de fagon séparée sur chacune des composantes connexes,

et ceci par une simple substitution d'un final par un &tat initial.

Cette preuve est longuement détaillée et commentée par la partie VII de cette Theése.

B.4.4. Les grammaires réguliéres de dags planaires

Evoquons, pour achever le survcl de ce travail, un troisiéme angle d'ap-
proche des taillis étudiés : l'aspect génératif. Les grammaires linéaires a droite
et réguliéres de dags exposées dans la partie III présentent quelques particularités
par rapport aux notions équivalentes dans les mots ou les arbres. Les parties gau-
ches de régles peuvent éventuellement &tre un produit tensoriel de plusieurs varia-
bles et leur partie droite doit &tre connexe. Cette derniére contrainte interdit
toute génération paralléle et synchrone de termes dissociés sur une hauteur arbi-

trairement grande.

On établit 1'égalité entre l'ensemble des taillis réguliers (REG) et l'ensemble des
taillis reconnaissable (REC) par un raisonnement calqué sur la démonstration de
REC = REG dans les mots. Il suffit de transformer les régles de grammaire en transi-

tion d'automate par changement du statut des variables en états (ou vice-versa).

L'emploi de telles grammaires se révéle intéressant notamment pour démontrer que
le taillis des dags de dérivation d'une grammaire d structure de phrases est régu-
lier (donc rationnel -~ donc reconnaissable). Une présentation sommaire des dags de
dérivation a été donné lors de l'exemple B.2.2. de cette introduction j; la partie
IV de cette thése leur est entiérement consacrée. On découvrira en particulier, que
la reconnaissabilité des taillis de dérivation a comme conséquence l'indécidabilité

de 1'égalité de deux taillis reconnaissables.
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B.4.5. Axe de développement de notre travail

Le formalisme adopté pour la manipulation des dags permet d'établir de
nombreux résultats qui ressemblent dans leur esprit & ceux obtenus sur les mots et
les arbres. D'autre part, certains algorithmes, notamment les automates d'états fi-
nis de dags, ont été implémentds et testds sur machine (Caridroit [42]). Tout cela
nous conforte dans 1l'idée que le magmoide est 1l'un des outils de prédilection dans
les dags. On peut alors envisager de persévéfer dans cette voie d'étude suivant deux

directions académiques

1. Le modéle de la théorie des langages

La théorie des langages nous fournit quantités de notions que 1l'on peut
transposer dans les dags. Soulevons quelques questions classiques 3 titre d'exem-

ples

Le probléme ouvert du complémentaire d'un taillis reconnaissable.

Les transducteurs et bimorphismes.

Les DAGS infinis.

Les grammaires algébriques de DAGS.

Et l'on pourrait encore alonger la liste. Une telle démarche poﬁrrait se
justifier de part les résultats qu'elle dévoilerait. Mais elle permettrait également
de mettre en évidence des phénomeénes profonds & travers diverses structures. Ainsi,
les bimorphismes se composent dans les mots (Nivat [38]); dans les arbres, il ne se
composent pas mais toute composition de n bimorphismes se raméne 4 la composition
de 2 (Dauchet [12]). Il serait, par conséquent, intéressant d'examiner la puissance

de la composition des bimorphismes dans les dags.

2. Utilisation des dags dans un cadre interprété

L'emploi de dags semble bien adapté 3 l'analyse de la complexité des pro-
grammes comme nous avons pu le constater sur des exemples de cette introduction. On

peut remarquer &galement que les programmes pilotés par les données s'exprimeraient
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bien 3 l'aide de dags. De méme, des schémas de programmes itératifs paralléles in-
cluant des systémes de rendez-vous (FORK... JOIN) généreraient des traces de calculs
convenablement représentées par des dags. Et,-si l'ensemble des traces de calculs
d'un schéma de programme itératif est une forét rationnelle (Cousineau [45]), 1'en-
semble des traces de calculs d'un schéma de programme itératif paralléle pourrait
€tre vu comme rationnel au sens des taillis de dags. L'apport structurel des dags su
les arbres &largit considérablement la gamme des interprétations possibles et, par
voie de conséquence, atteste des nombreuses applications qgi pourraient tirer parti

d'un "bon" formalisme sur ce type d'objets.
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CHAPITRE 0

PRELIMINAIRE SUR LE CADRE
FORMEL DE L'ETUDE : LES MAGMOTDES
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PLAN DU CHAPITRE 0

0.1. - DEFINITION DE MAGMOIDES
0.2. - LES MORPHISMES DE MAGMOIDES

0.3. - LES MAGMOIDES LIBRES



0.17. - DEFINITION DES MAGMOIDES

U}l _}Jléémoide est un quintuplet <M, °*, 8, e, e >, qui sera noté M selon

0
1l'usage consistant 3 identifier une structure algébrique et son support ;

M est ici un ensemble, * une opérgfion binaire partielle sur M, ® une opé-
ration binaire sur M, e et e deux éléments distingués de M. M vérifie les

axiomes suilvants

Al. ¥p, q € IN, il existe une partie Mg de M appelée fibre p-q de M. Les fi-
bres sont deux 3 deux disjointes et M est la réunion de toutes ses
fibres. )

M.est donc un ensemble bigradué. Un é&lément de Mg sera dit de coarité

p et de arité q.

\J
A2. ¥p, q, D', @' £ ¥me My ¥m' e Mg'

me*m' est défini ssi q = p'. On a alors m*m' ¢ Mz,.

Cette opération * est dénommée produit de composition.
A'2, Le produit de composition est associatif.

1 + [
A3. ¥p, g, p', ¢' €N ¥me Mg Vm’eMl;, me'eMg_'_g,.
Cette opération ® est dénommée produit tensoriel.

A'3, Le produit tensoriel est associatif.

] ) t » ° [ t P 3 »
Al le, My, My, M, € M si (ml m2) ® (ml m2) est défini alors

(m; *my) ® (m; * m)) = (my ® m}) * (m2 ®m;).

A5. e € Mi,, eq € Mco). En posant, pour p > O e, = e ®,..8a.
(N —
p fois

Ona:¥meM e 'm‘=m,et_jr;°e =m
Q@ po.TTTT q

® = .Y =
et VmEM_ eO m m eo m
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Exemple :
Soit l'ensemble R(E) = L_) Rl(E)
,avec R (E) = {ensemble des relations de gl dans Ej} muni des lois sulvantes

- « La composition des relations.

¥r ¢ R;(E) ¥r' e Rﬂ(E), rer' est une relation de R;(E) définie par :
¥ € E- ¥z ¢ Ek (x, 2z) appartienf au graphe de r* r' ssi

Iy ¢ £ tel que (x, y) appartient au graphe de r et (y, z) appartient
au graphe de r'.

- Le produit tensoriel des relations.

¥r_e Rg(E) ¥r' e RZ r ® r' est une relation de Rg:;(E) définie par :

: : +r - +s
V(xl, Rpseves X, xp+l,..., xp+r) ¢ EP V(yl, Vogseees ¥ ) e 4

P q’ q+19"°’ Yq+s

((xl,..., - ) (yl,..., Yas )) appartient au graphe de r ® r' ssi

((xl,..., X ), (yl:f}., Vq )) ‘appartient au graphe de r et

((x

541700 Xoup ), (yq+l, g+ )) appartient au graphe de r'

On notera Id la relatlon € R (E) dont le graphe est l'ensemble

des couples (x, x), X ¢ E* , et I la seule relatlon définie de l'ensemble

0
vide sur lui-méme.

Alors <R(E), ®, =, Idl, IO> est un magmoide.
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0.2. - LES MORPHISMES DE MAGMOIDES

Soient <M, <, 9, e,‘eo> et <M', +, ®, e', el> deux magmoides.

Une application'§fde M dans M' est un morphisme de magmoIde ssi :
- & respecte la graduation : ¥me Mg ®(m) € Mép

- & préserve les éléments neutres : ¥(e) = e' et @(eo) = eé

-~ & est compatible avec les cpérations °* et ® :

¥m € Mz, m' e Mgi d(mem') = (m) « ¥(m")

¥m € Mg, m' € Mz ®(m®m') = &(m) * Sm').

0.3. - LES MAGMOIDES LIBRES

On peut également définir la notion de magmoIde libre engendré par

un alphabet bigradué domné I.

Le magmoide libre engendré par I sera tel que : quel que soit le mag-
moide M, quelle que soit l'application ® de I dans M qui respecte la gradua-
tion, il existe un et un seul morphisme de magmoide ® du magmoide libre dans
M tel que sa restriction 3 X considéré comme partie du magmoide libre soit @
Autrement dit & s'étend de fagon unique en un morphisme du magmoide libre

dans M.

i . - . 2 :
z —> magmolde libre engendré par I
injection canonique

319

=
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Remarg ue :

Le magmoIde exposé en I.l1. 3 titre d'exemple n'est pas un magmoide
libre.

En effet, considérons les relations suivantes :

Rl ":‘]N3 X ]N2 telle que (%, y, z) Rl(x, v)

R2 E]NZ X N telle que (x, y) R2 y

Ry ‘i]Ns ><]N2 telle que (%, y, 2) Ra(y, z)

R, EINQ XN telle que (x, y) Rq X

I1 est immédiat que Rl . R2 = RS °R,.

. Imaginons l'application g qui laisse invariant Rl,"RZ et RS et

transforme R,+ en R2 et étendons-la d la maniére 4'un morphisme ; on aurait

aleors :

g(Rl"R2) = g(Rl)' g(Rz) :le' R2
g(Ry * Ru) = g(Rs) . g(Ru’) = Ry *R,
et Rl R2 3 R3 R2

R(E) n'est donc pas un magmoide libre, en d'autres termes 1l'égalité
dans R(E) ne dépend pas uniquement des propriétés de sa structure de mag-
moide, mais d'autres facteurs qui rendent compte d'une interprétation plus

large de ses éléments constitutifs de R(E).
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CHAPITRE 1

LE MAGMOIDE DES DAGS PLANAIRES



I.1.
1.2,
I.3.
1.4,
1.5,

1.6
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PLAN DU CHAPITRE I

LE MAGMOTDE Sﬁ(z)
REPRESENTATION GRAPHIQUE DES ELEMENTS DE DP()

EXISTENCE D'UN REPRESENTANT CANONIQUE DES ELEMENTS DE‘5$(E)
FORME NORMALE DUALE D'UN ELEMENT DE Sﬁ(Z)

FEUILLAGE D'UN DAG PLANAIRE

EXTENSIONS DES OPERATIONS DU MAGMOTDE, AUX TAILLIS
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n
I.1. - LE MAGMOIDE DES DAGS PLANAIRES : DP(I)

On dira que I ensemble fini est un alphabet bigradué ssi il existe

deux applications (appelées arité et coarité) de I dans N.

On appelle alors Zg le sous-ensemble de I des lettres de coarité p

et de arité q.

Nous allons décrire le langage L(I) des expressions bien formées
construites 3 partir de I, de deux opérateurs binaires °* et ® (appelés
produit de composition et produit tensoriel) et de deux nouveaux symboles

e et eo.

o= \J uop
P,q €N 4

ol les L(Z)z sont définis de fagon récursive par :

ZPALZP
q- ()q

o .
O 3

g€ LE)] 5 ee L(Z)i |

Wt € L(:)Z, V' e L(E)é' alors (WeW') e L(Z)g

Yw € L(z)i W' € L(Z)g: alors (W® W') € L(Z)g:g:

"
On appelle DP(I) le magmoide libre engendré par I, c'est-3-dire
l'ensemble L(I) quotienté par les relations d'équivalence définies par les

axiomes du magmoide.

: v
1.2. - REPRESENTATION GRAPHIQUE DES ELEMENTS DE DP(X)

Nous allons montrer qu'd tout élément de L(I), on peut associer
un graphe planaire orienté dont les noeuds seront &tiquettés par les lettres
de T ; le nombre d'arcs arrivant sur un noeud, et le nombre d'arcs issus

d'un noeud seront respectivement égaux 3 la coarité et arité de son étiquette.
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. A une lettre a ¢ gg, on associera le graphe

p entrées (arcs entrant)

q sorties (arcs sortant)

. e sera représenté par un morceau d'arc de longueur quelconque.
. ey n'a pas de représentation visible.

P r ptr
. ¥me L(Z) ¥m' € L(Z) (m®m') ¢ ch)q+s

i I
1 i
| !
si m se dessine ' m :
1 j
' |
' |

T L alors (m ® m') se dessine
bl Jff '_ . H" I
et m' se dessine m' X :
' |
u

t )
! I
! ¥
m l © om! '
1 ]
) i
i 1

'
)

H_} . Hf )

1
!
!
!
!
!
|
]
)

¥me LY ¥m' e LD (nem)e LD



_Lf; ;jJ_ alors m m' se dessine

Si m se dessine

F .
.iéme
T od la i~ - sort
r !
! ' « - .léme .
| ! a la j entre
- t
et m' se dessine ' m! ' '
: : m de m
| l

' |
} !
' |
; I
' |
f i
) )
b e : .
- = ! []:—-—l y, de m est raccorc
b7 :
! 1
b
| 1
' i
X f
[ |
f

Pour obtenir une représentation en terme de graphe des éléments du
"\
magmoide DP(L), nous allons examiner comment s'interprétent les axiomes du

magmoides sur les graphes obtenus d partir des &léments de L(I).

A
La notation linéaire des éléments de DP(I) (c'est-d-dire les expres-

sions de L(Z)) permet de rendre compte de l'associativité des lois ® et «.

En effet, on peut convenir de noter (m ® m' ® m") 1'élément du mag-
moide dont les écritures possibles sont ((m ® m') ® m") et (m ® (m' ® m")).

La méme convention peut-&tre adoptée pour (mem' s m").

La notation linéaire permet également de tenir compte de la propriété

d'élément neutre de ey et eq-

Malheureusement, on ne peut rendre compte de l'axiome A4 dans ce style
12 nqnt . ! o m! ty o t
d'écriture. Dans (ml m2) ® (ml m2) et (ml ® ml) (m2 ® m2), les places et
les nombres d'occurences des symboles ®, et * sont changés.

Notre notation en dimension 2, va nous permettre de résoudre le pro-

bléme.
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tations graphiques

Transfert de 1'axiomatique du magmoide dans les ‘représen

a) L'associativité de ® :

élément

tent un méme

z

représen

' S Ly
. ) = '
f e -~
|
! |
i
R
—
Y |
[ }
-
TR
[ L

2
de DP(I) qui se dessinera :

b) L'associativitéd de -«

el w.(s!“,'--Tuan —
i N ] I= " v = ” |
| ! _lrlv. . 4 Lt
e e e L . ___J4
[
o 9 g
o (o]
ol 2 -
+ g o~
U @ [
=R
o 4 o
n Ll
\Q ~ 0
hel g
.
Qo ! ny, U
§ A
r- T T T T T s s T T
| e IO
' f b S -t
I R =T V=
N | ! 1 | )
J—J'l"- ~_|cv¢d|- -"!'—"w‘
L
......... O ...
i ”
T LT T T I |
' [ - t |
__ “ .M Y . = i !
i J ! y " U
| i
[

¢) L'axiome AY4

¥m, m', n, n' ¢ 6@(2) si (men) ® (m'*n') est défini alors

= (m®m')+*(n ®n'),

(m*n) ® (m' « n')
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T Bt ~ -1t
T ameky |: T o
1 .
Lol Moy oMY !
1 [ ' [ ’||
toa__ ! ===y
o ! ! "y
vt | ! II
(- 1 | ',
v, | t (.
' i 1 | '
ro ' i "y
] ! J-_., ;,-‘——-'1
'l |l , ty o,
L \ S " N"'l
pooe ! Lo LI ll'
v r '-_-_J' ‘._-__'l
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-_ _ e — e || - -
! ﬂ 3
] :"i—v | i
' i ’
; y Mo , MY '
{ —_e ! 1-_}
' [ 17 {
i . }
i t
i !
i !
r : --L -k 1
| ¢ L
N DN

d) La neutralité de e, et e

€0

€1

la structure propre du dessin.
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n'a pas d'existence dans le dessin.

=

v W e e e e m m w e A e s = a -

représentent un méme
Lo 2 4"
élément de DP(I) que

1'cn dessinera

est matérialisé par un bout d'arc, donc n'intervient pas dans

On constate, finallement, que la représentation sous forme de dag d'un

~&lément du magmoide ne comporte plus aucun encadré en pointillé. En effet,

ceux-ci disparaissent en appliquant les simpiifications de dessin issues des

axiomes du magmoIde. Cet encadré était la transposition en dimension 2 des

parenthéses de la notation linéaire. On obtient ainsi une écriture unique

en dimension 2 (3 la longueur des arcs prés) d'un élément de DP(D).
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Exemgle :

La classe d'équivalence de (e ® a ® e)*(a ® a)e+(e ®a®e) avec

ae Zg pourrait &tre représentée par le dessin :

||

a ///// | <\\\\a
N

[

Conclusion : Il existe une bijection entre l'ensemble des dags planaires

a
et le magmoIde DP(IL). On confrondra ces deux ensembles dans la suite de

notre propos.

"
I.3. - EXISTENCE D'UN REPRESENTANT CANONIQUE DES ELEMENTS DE DP(Z)

On vient d'exhiber une représentation unique d'un élément de DP(Z) en
dimension 2, nous allons montrer l'existence d'un représentant canonique
calculable pour chaque classe d'équivalence de L(Z) : ce représentant sera
appelé la forme normale de 1'é1ément du magmoide associé 3 la classe d'équi-
valence de L(Z).

Cette forme normale sera obtenue par application d'un systéme de
réécriture noetherien et confluent, systéme dont les régles ne sont qu'une

retranscription des axiomes sous forme de régles de réécriture orientées.

Remarques préliminaires :

Etant donné que l'associativité des lois * et ® peut &tre exprimée
dans la notation linéaire des éléments du magmoide, nous travaillerons non
pas sur des expressions de L(I), mais sur des expressions dont on aurait
déja réduit au maximum le nombre de parenthdses compte tenue de l'associa-
tivité de « et ®, et dont on aurait fait disparaitre toutes les occurences

de ey, appelons ce nouvel ensemble d'expressions L'(Z).
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On appelera niveau, tout élément de L'(I) construit uniquement avec

des lettres de I u {e}, et l'opérateur 3.

On appelera forme pseudo-nnrmale, tout &lément de L'(Z) qui s'écrit
sous la forme de produits de composition de niveaux, c'est-d-dire tout
me L'(Y) est une forme pseudo-normale ssi m = ml? m, *...* m , avec chacun des

m, niveau.
i

Calcul de la forme normale :

Nous appliquerons & une expression de L'(I), un premier systéme de

réécriture (S) dont les régles sont :
(i) - ¥, Q, R, S « L'(Z)

(P*Q) ® (R*S) se réécrit en (P ® R) * (Q ® 3).

(ii) - ¥R, S e L'(I)

P P =
YP ¢ Zq ou P ¢ L'(E)q tel que Jml, m, € L'(Z) P=m, ®m

1 2

P ® (R*S) se réécrit en (P ® R) * (eq ® S)

(R*S) ® P se réécrit en (R® P)+ (S ® eq)

On notera par la suite "se réécrit en" par l—zg

Ce systéme de réécriture (S) est noetherien.
Preuve :

Soit v une application de L'(I) dans N qui compte le nombre d'occurences
du symbole ® dans un élément de L'(Z). . '

v : L'(Z) »NN
e ¥a e & ‘via)

1]
(@]

. v(eo) = v(e)

. le, m, € L'(Z) wvim 'm2) = v(ml) + v(mz)

1
v(ml ] m2) = v(ml) + v(m2) +1
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Soit @ une application de L'(I) dans N, appelée poids qui compte

le nombre de ¢ devant passer "a travers" un ®.

o : L'(Z) >+ N
* Yae I a(a)
* a(e) = 0t(eo)
ot(ml' mz)_= Ot(ml) + cl(mz)

a(ml ® mz) = Ot(ml) + Ot(m2) + V(ml) + V(mz)-

Les applications v et @ vérifient de fagon trivialle, les trois

propriétés énoncées ci-aprés :

Propriété 0 : ¥me L'(X) vh(m) 0=>a(m) =0

0 <> m est une forme pseudo-normale

Propriété 1 : ¥m ¢ L'(Z) o(m)

Propriété 2 : ¥m, m' ¢ L'(Z) m ]—-(;—y— m' = a(m) > a(m')

Pour établir que (S) est noetherien, nous allons constater que toute
application d'une régle i) ou ii) fait décroitre strictement le poids d'une

expression de L'(ZI)

1-Sim '7_87 m' par application d'une régle i) alors une sous-expression my
de m est de la forme (P Q) X (R+S) et m' est obtenue en substituant

-dans m, m; par m, qui est de la forme (P X R)« (Q X S).

On a v(ml) > V(m2) H

n

. a(ml) a(P) + a(Q) + a(R) + a(S) + v(P) + vw(Q) + v(R) + v(8) + 2

"

. a(mz) a(P) + a(Q) + a(R) + a(S) + v(P) + v(Q) + v(R) + vw(S)

Op a donc a(ml) > a(mz).

v’(ml) > V(m2)

et => quelle que soit la fagon dont interviennent m, et

cx(ml) > or.(m2) m, dans leur contexte o(m) > a(m').
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2 - 8i ml_?§7 m"par application d'une régle ii) ; on prouve par le méme pro-
cédé que a(m) > a(m').

Cette propriété suffit pour conclure que (S) est noetherien puisque
le poids d'une expression est positif ou nul, il ne peut décroitre indéfini-

ment,

On peut établir que la derniére expression obtenue en appliquant (S)

d une expression quelconque, est une forme pseudo-normale.

Preuve :

On démontre que tout élément de L'(Z) qui n'est pas une forme pseudo-

normale peut &tre l'objet d'une réécriture dans (S)

Soit m € L'(Z) tel que &(m) # O ; alors deux cas sont envisageables

cas 1) m = m, *m, et d(ml) + 0‘(mz) 0= OL(rtll)<1“-10‘(rrl2) 0

Soit m' celui des deux dont le poids est nom nul alors

e m' = mi° mé et on retombe sur le cas 1)

ou

em' = mi E'mé et on retombe sur le cas 2).

cas 2) m = dm

.ml 5 et a(ml) + a(mz) + v(ml) + v(mz) £ 0= v(ml) ou v(mz) £ 0

Soit m' celui des deux tel que v(m') # O alors
+m' = mi_'mé auquel cas on peut appliquer & m une réécriture

ou

e m' = mi ® mé => a(m') # 0 et on retombe sur le cas 2).
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En analysant de la sorte une expression de L'(I) de poids non nul,
on parvient 3 iscler une sous-expression qui peut faire l'objet d'une réé-
eriture. [

On a, en conclusion le résultat suivant

*
vme L'(Z) m kgy m' avec m' forme pseudo-normale.
Notons également que m et m' sont deux &critures d'un méme élément
- i\ ~ ' ~ . .

du magmoide DP(L), les régles de (S) é&tant compatibles avec les axiomes du

magnoide. -

Considérons maintenant un second systéme de réécritures (T) définit

sur l'ensemble des formes pseudo-normales par :

s ! ‘ Ty ®1° %2

ssi Jmi, m!, mé, mg niveaux et a ¢ Zg tels que

1
- ! ) q ) ”
ml ml e ml
- ! "
my = m, 3 3 9® my

m:'L . mé et m:']t . m'z' sont dé_finis

] o] ® "
nl ml a ml

:mé&epﬂm"

Ry 2

dans le cas de lettres de coarité nulle e n'apparait pas dans m et dans

le cas de lettres de arité nulle eo n'apparait pas dans n,. .

-m e 2 q
m e, kTT m, pour m, € L(Z)P



Remargue : .

Par les réécritures de (T), on demeure bien dans le sous-ensemble

des formes pseudo-normales.

Une forme pseudo-normale se dessine en un empilement d'étages cor-

respondant chacun d un niveau.

Exemple :
. 0 0 1 1 2 3
Si ace Zl, be 22, ce Zlﬁ de 22, fe 22, g € Zl.

Alors

(a®b)e(e®ed®d)~(fdede) »(g®c) se dessine

|

: a b (: étage : (a ® b)

| :

: d & étage : (e ® e ® d)
1

! !

' £ & étage : (f® e ® ¢)

! |

| )

! g c |€ étage : (g ®c)

|

Une réécriture 1 consiste 3 faire "remonter" des lettres d condition

qu'au dessus d'elles "la place soit libre'", c'est-d-dire, que la boite cor-

‘

respondante soit sous un groupe de fils en nombre &gal 3 sa arité.
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La réécriture (T) consiste 3 supprimer un "étage" constitué uniquement
de fils.

Exemple :

On effectue donc par ce systéme de réécriture une sorte de "tassement"

des constituants de l'expression vers le haut.

Nous allons démontrer que (T) est un systéme de réécriture noetherien
en montrant que toute réécriture dans T fait décroitre strictement une cer-

taine quantité définie sur les formes pseudc-normales.

Cette quantité mesure le nombre de lettres coefficiente par le numéro
du niveau dans lequel elle se trouve (un niveau donné aura un poids minimum
de 1). D'aprés l'interprétation graphique donnée précédemment, on congoit

bien que cette grandeur diminue au fur et 3 mesure des réécritures dans (T).




66
Cette grandeur est définie comme une application 0 de l'ensemble des
formes pseudo-normales dams N par :
s+ Vaeg I p(a)=1
e ple) =0
* ¥n niveau avec n = u; ¥ u, B...9 u , avec U, ¢ Tz u {e} alors
n
p(n) = 1+ } pluy)

i=1

*» ¥m forme pseudo-normale avec m = nyeny ...t np,, avec nj niveau

alors

p(m) = E jepo(n.)

j=1 . 3

Propriété 3 :

¥m forme pseudo-normale p(m) > 0 (trivial)
Propriété 4 :

¥m, m' formes pseudo-normales m k?j-m' = o(m) > p(m;)
Preuve :
cas 1 : m' se déduit de m en appliquant la régle 1
d'oi m = m, * (m1 ® eq ® m2) -(ms ®a® mu)- my
avec my *m, et m, *m, définis ; a e £d
et

m' = mg- (ml ®abd m2)- (m3 ® eP ] mu)- my

on a donc p(m') = p(m) - 1.
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cas 2 : m' se déduit de m en appliquant la régle 2

d'oim =m, * my *...* m avec m; = eP

1
et
! = . . . >.~ . .
m —ml m2 PN mi_l mi+l .o m.k
i-1 k )
on a donc A(m) = Jep(m,) #1 4+ §  Fep(m)
j=1 1 j=itl .
et r=> po(m) > o(m")
i-1 k
p(m') = L jee(m) + L (3-1) o(m,)
j=1 1 3=im 1

On déduit des propriétés 3 et 4 que le systéme de réécriture (T)
’ *
est noetherien : ¥m forme pseudo-normale m k?ﬁ'm' ;m et m' sont deux nota-
Pl ” ’\I -~
tions d'un méme élément de DP(L) ; les régles de (T) ne sont en effet

qu'une version orientée des axiomes A,+ et A5 du magmoiIde.
A ce stade de la démonstration de l'existence et de la calculabilité
v B4 q’ ”~
d'une forme normale pour tout élément de DP(I), nous sommes assuré que pour
toute &criture m d'un élément de 8@(2) on a :
%* *
m %57 m' k?j'm“ ; avec m' et m" formes pseudo-normales

e ”, - r\‘ )
et m, m', m" notations du méme élément du magmoiIde DP(I).

Notre objectif est de montrer que pour deux notations m, et m, d'un

méme élément du magmoide, on a :

| “‘1’(‘;7“‘“(%“‘9

ot > => q!' = m'2' (égalité dans L'(Z)) .

1
m, sy m5 ey )
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Preuve :

mz et mg sont deux formes pseudo-normales représentant le méme

€lément du magmoide.

n,,*n *...* 1 avec n,. niveau
12 1k

: 1"
Soitm 11

1 11

1 " 'S ‘e . i
Soit m2 n n22 ' oo n22 avec n2i niveau

-

21

Supposons Ny différent de Nyqs alors une lettre apparaissant sur
1l'étage 1 de la représentation graphique de mi, n'apparalt pas sur l'étage 1
de la représentation graphique de mé (ou vice~versa) ; elle se trouve donc
en dessous. Etant donné que ces deux représentations graphiques illustrent
un méme &lément du magmoide, cette boIte par réduction de la longueur des
fils pourrait remonter vers les étages supérieurs. L'une des deux écritures
est donc encore susceptible d'une réécriture dans (T), conclusion contra-

dictoire avec notre hypothése de départ, d'od n,, =n

21°

Par induction, on en déduit que si k <€ £ alors ¥i e [1... k] LUPRL R P

Les étages supplémentaires dans l'une ou l'autre des deux écritures ne

pourraient &tre constitués que d'éléments neutres, ceci est en contradiction
1t

avec le fait que mj et m3 sont des réécritures achevées dans (T) ; on a donc

nécessairement k = 2.

=> mf = mg (égalité dans L'(I)). O -

On appelera FN(m) 1'écriture ainsi obtenue pour m € B?(Z).
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0"
I.4. - FORME NORMALE DUALE D'"UN ELEMENT DU MAGMOIDE DP(Z)

En considérant, les axiomes orientés du magmoide comme les régles d'un
systéme de réécritures, on obtient comme nous l'avons vu précédemment, par
application de ce systéme de véécritures, la méme réécriture terminale pour

des éléments d'une méme classe d'équivalence de L(IZ) : la forme normale.

- Observons, cependant, qu'd des choix différents du sens d'orientation
des axiomes, correspondent des systémes de réécritures différents dont on
pourrait montrer le caractére noetherien et confluent sur les classes d'équi-
valence de L(Z). On calcule donc par ces différents systémes de réécritures
d chaque fois des représentants particuliers mais distincts des classes
d'équivalence de L(Z) (i.e. les éléments du magmoide). On a donc le choix

entre différents type de "forme normale’.

Nous nous intéressons dans notre &tude d& deux types de formes normales
celle mise en évidence au chapitre I.6. qui sera appelée forme normale, et
une seconde dont nous allons expliciter la procédure de calcul qui sera ap-

pelée forme normale duale.

Calcul de la forme normale duale

La forme normale duale sera obtenue en appliquant 3 un élément de’
L'(Z) successivement (S) tel qu'il a été défini au chapitre I.6. et (T')
qui reprend les régles de (T) du chapitre I.5, en inversant le sens de la

régle 1.

Calculer la forme normale duale d'une expression de L'(I) consiste

donc &

- trouver une forme pseudo-normale par gpplication de (S),

- descendre les lettres le plus bas possible, tout en réduisant au
maximum le nombre de niveaux. (Interprétation symétrique de la
régle 1 de (T)).
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Natation @

On désignera par FND(m), la forme normale dualle associée 3 un él3-

ment m de 6?(2).

Exemple de forme normale duale

1 1 2
1s C€ 22, de 22 et

Soit I alphabet bigradué avec a ¢ Zé, be T
m=ce(e®c)e(d®c)e(a®d®a)e(b®a)ea L' (D).

Etant donné que m est une expression pseudo-normale, on applique

directement (T') pour déterminer la forme normale duale.

Regardons comment opére (T') sur les représentations graphigues

des é&léments de L'(Z).

- mm e e e e m— . am -

! ' !

| ! ' f

| ¢ | ; ¢ |

1 | r |

, c ' ! ! c !
[ | | !

| C T ,

li

) d Cl__t'_)) d c! i

T
| | 1 T T |
: all a | al! F d !
.

| 1 | ,

: b il a ' | b !
|

' 1 , ! |

: a | | ajll a a a |
| [ !

La forme normale duale représentant le méme é&lément du magmoide

que m s'écrit donc :

c*(e®c)*(d®c)e(e®dBde)e(e®bBdeBe)(a®adada).
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I1.5. - FEUILLAGE D'UN DAG PLANAIRE
Notation :

E Pd - - . . S (3 )
L désignera le monoide libre construit 3 partir de 1l'alphabet

£ U {e}, muni de 1l'opération ® et de 1'élément neutre eq-

Définition :

_— : 8 ®
On définit alors l'application de feuillage ¢ de DP(I) dans I comme
- "
celle qui a un élément de magmoide DP(I) associe le dernier niveau de 1la

forme normale duale qui lui est associée.

Soit m eS’P(Z) et FND(m) =

¢(m) = m_ .

‘M. *c..° m avec m, niveaux alors

ProEriété :

-Site I ufel o(t) =

o+

- ¥m , m, € Db(L) ¢(m; ® my) = ¢(my) ® é(m,).

- D'une maniére générale, on n'a pas $(m, *m,) = ¢(m,)).

Exemple : I = {a, b, ¢, d}  (cf. exemple précédent)

ml=c°(axb) etmy, = a

¢(nh.'m2) = a X aetd(m,) = a.

Remargue :

Pour tout é&lément de 5@(2), qui peut &tre considéré comme un arbre
(i.e. tous les noeuds de son graphe n'ont qu'un seul arc rentrant) la défi-
nition de feuillage que nous venons de donner, coincide exactement avec la

définition classique du feuillage d'un arbre.
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Exeggle :

Le dag planaire :

a comme forme normale
(a®b)e(b®cB®A®e).
(fF®c®e)
a comme forme normale duale :
(a®e)e(bB®cB®dB®e)
S A (f® c®Db)

T a comme feuillage :

fF®c®Dhb.

Lo e e -

‘ 1.6. - EXTENSIONS DES OPERATIONS DU MAGMOIDE, AUX TAILLIS

I.6.7. - Définition d'un TAILLIS

Soit M, un magmoide, on appelera P(M), 1'ensemble des parties de ce

magmoide. Un élément de P(M) est appelé un taillis.

Un TAILLIS est donc aux dags planaires ce qu'un langage est aux

mots ou une -forét aux arbres.

1.6.2. = Produit tensoriel de deux taillis, noté ®

VA, ¥B ¢ P(M)
A®B=f{a®be M/ aec Aetbe B}

1.6.3. - Produit de composition de deux taillis, noté -

VA, ¥B, ¢ P(M)
A*B = {a*be M/ ae A et b e B}

I1.6.4. -~ Etoile du produit tensoriel de deux taillis, notée &
sh :
Pour tout n = 0, on définit A~ par induction, od A € P(M)
1T : 141 _ 1
A" =f{egls AT =A A" =ABA ;A A" ®A
et n
< <
AU
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I.6.5. - Etoile du produit de composition de deux taillis,

, *
notee

n
%*
Pour tout n 2 O on définit A' par induction, ol A € P(M)

0 | 1 i+l .
A" ={T};A* = A ;...; A =al e
et
n
A* - LJ A*
n20
Remargue :

Ces opérations ensemblistes ne sont pas & rapprocher de la définition

classique du magmoide des parties.

L'ensemble des taillis muni des opérations ® et ¢ définies ci-dessus

ne forme pas un magmoide.
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LES AUTOMATES DE DAGS PLANAIRES
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I1. LES AUTOMATES D'ETATS FINIS -DE DAGS PLANAIRES

Notation :

® .. . - X el s .
Q désignera le monolde libre construit d partir de l'alphabet Q,
muni de l'opération ® et de 1'élément neutre ey

11.1. - DEFINITIONS ET CLASSIFICATION

Comme dans le cas des arbres, on définit les automates ascendants et

descendants.

II.1.1. - Automates descendants

C'est la donnée d'un quintuplet M = <Z, Q, I, F, R> ol
a) L est un ensemble fini de lettres bigraduées de co-arité et de arité > 0,

b) Q est un ensemble fini d'états bigradués de co-arité et de arité égalent

~ S B - . PR
d1l. 2nMmQ=¢g, on note Q le monoide libre (Q, ®), d'élément neutre ey-

& Pl . . T4 -
c¢) I € Q, langage rationnel, appelé indifféremment contrdle haut ou con-

trdle initial.

G s . . P -_
d) F ¢ Q, langage rationnel, appelé indifféremment contrSle bas ou con-

trdle final.
3 ® ., .
e) R est ensemble de régles, inclus dans Q X I X Q , écrites sous la forme :
(q) ®qy; ®...8q) ~c>c = (qf ®...8q,)

n
ol ¢c e i,
n
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m e SP(Z) est un facteur de § « S?(Z) ssi

soit § §, sm 62

1

soit § = 61 ®md 62
soit m est facteur d'unh facteur de 6.

11.1.1.3. - Mouvement élémentaire de l'automate

- S Gn P R W Em WD D TR WS MO G5 W GO WP WD S G G U e D ML WD GE I D A N D G T S WD D B W an AR e -

) . .
C'est une relation sur DP(Z uQ) : § hr §' si est seulement si &'
est obtenu en remplagant un facteur m de §, par m' tel que m > m' ¢ R :

* - Pl - [ .
On note hr, la cldture réflexive et transitive.

s T D S A S D = - D = W D S D - - - - - -

Soit M = <Z, Q, I, F, R>, un automate descendant d'états finis de

dags planaires. On note T(M), le taillis reconnu par M et définit par :
*
TM) = {§ <DB(Y) / Ja; € I, g € Favec g, * S - 8 + g},

I1.1.1.5._-_Taillis_reconnaissable

T < SP(Z) est un taillis reconnaissable si et seulement si 3IM,

automate descendant d'états finis de dags planaires tel que T(M) = T.
L'ensemble des taillis reconnaissable est noté REC.

Remargue :

Pour des raisons de commodité nous ne préciserons pas toujours la
nature, «d'états finis de dags planaires®» , des automates quand il n'y aura

pas d'ambiguIté sur les automates dont il est question.
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I1.1.2. - Exemple et critiques des définitions

Un ensemble de <murs> .

Soit I = {%, >b<} encore écrit pour l'exemple qui suit : {é }
l .

. !
[ | [ I [ l représente un dag planaire sur I,

qui s'écrit sous forme normale avec

b‘ les notations du magmoide :

(28b®8b®b®a)+(b®b®Db B®Dh) «
(a®b®b®b ®3)*(b®b ®b B®Db)

La forme générale de tel dag planaire é&tant : une alternance de rangée
1 1 Ll
Lr_l | |1 | ... et de rangée .

: . | |

L'automate reconnaissant le taillis ci-dessus : M = <%, Q, I, F, R>

O
1]

oy, 955 253

I=F=q06(ql5q2)*aqo+(q15q2)+et
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9
R:g. *a>a * g, ou encore, écrit graphiquement
0 1 44
11" " ql —-L
@t aracq, ) LTJ
9 9
q
2
- L ] " "
(ql ® q2) b+b (q2 ® ql)
4 93
9 93
(q @q)-b+bo(q @q) " "
1 2 0 1 9. q |
12 d~ 9
0 *1
. - 1" "
(ql&q_Q) b+b (q28qo) -
42 99
ainsi
1! ‘z 11 11. 11 ’2 10 10 qj, qz ’1 1& 10

sk
[ l‘_—m _, e g 2 }———M

g—w——w—g

2 1 h ?z % 7;

ce qui s'écrit encore, sous forme normale :
(qosqlaqzaqlaqzaqlaézaqo)'-(aabababaa)~(bsbabab)l-M—
(qo&b6q16q26q16q26q0)-(a5q2Sq16b6b8a)'(b&bEbij’-;;—
(aabababsa)-(qlnqzaqlaqzaqla%aqlaqz)'(babsbab)};—
(a&b6b6b6a)'(b8b6b5b)0(q08ql@q26q16q26q18q28q0).

Et notre ¥mur® est reconnu par M, puisque (qo 3 q ®q,® 1, ® q, ® qq ®q,? QO)
est &lément de I et de F.
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Les définitions proposées.pour les automates descendants de dags
planaires sont classiques, cf. automates de mots en [29] et automates d'arbres

en [33 ]. Cependant certains choix méritent d'&tre détaillés.

17.1.2.2.1. - Choix du contrile haut et du contniole bas

Il est impératif que tout sous-ensemble fini de 6?(2), comme par
exemple {a ® a}l, soit reconnaissable. D'autre part, on peut &tablir immé- E
diatement un isomorphisme entre le taillis {a ® b, a ®a® b,...} et le langage
rationnel de mots a'b. Ces deux remarques justifient que le contrdle haut

(ou bas) soit un langage rationnel de mots d'états et non un ensemble d'états.

On montrera ultérieurement [II.l1.4.] que l'un des deux contrdles peut
. . b 2 ° B : ® . .
toujours se restreindre 3 un état, i.e. I = {qo} ouF = {qf} , Ssans rien

perdre de la reconnaissabilité.

11.1.2.2.2. - Absence de Lettrnes de co-aniti et anit? nulles

11.1.2.2.2.1. - Si on s'autorise des lettres de co-arité ou de arité nulle,

Ly

des lettres telles que é € Zg et a' ¢ Zé seraient permises et il serait

raisonnable de considérer le taillis fini
c Db(2))

comme un taillis reconnaissable.
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Une telle démarche nécessiterait une adaptation de la définition des
automates de dags planaires : il s'agirait, comme pour les automates d'arbres
classiques [ ] de faire naltre un état 3 la lecture d'une lettre a et de

. . - p N | !
faire disparaltre un état & la lecture d'une lettre a'. Donc un tel dag ?

al

serait reconnu en partant d'aucun &tat et en arrivant 3 aucun état.

En d'autnes termes sa reconnaissance ne seralt subordonnée & aucun Lien avee £'ex-
Lenieun et de 2ol dag pournrnait proliféren, sans aucun contrile, dans n'importe quel
dag reconnu par allleuns. Ainsi un automate reconnaissant a , recomnaltrait

obligatoirement a ®a ,a ®a ®a ,...

R 3’

a' a' a' a' a'
et donc le taillis [a }ne seralt pas reconnaissable, ce qui explique la restriction

Q" prise.

11.1.2.2.2.2. - On aurait pu rompre la symétrie en ne s'interdisant que la
co~arité nulle ou que l'arité nulle. Nous avons exclus ce cas par souci de
simplicité.

Conséquence :

Les dags de la forme

d'

/\
b a' b
\C'
sont exclus de la reconnaissabilité.
Remarque :
Notre travail pourrait éfre étendu de fagon & considérer ces derniers

cas sans changer le fond de la démarche, mais en compliquant formalismes et

preuves par l'introduction de cas supplémentaires.
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17.1.2.2.3. - Choix du cadre formel deés reconnalssdances : r€enitures
~ dans Le magmoide

Les trois nemarquesd suivantes ont pour but d'illustrer que l'association
d'un mouvement élémentaire 3 une réécriture dans le magmoide permet de mani-
puler facilement les reconnaissances des automates. Cette facilité rendra plus

crédible les démdnstrations futures.

I1.1.2.2.3.1. - Dans une reconnaissance d'un dag planaire §, chaque étape de réé-

criture de cette reconnaissance peut s'écrire, dans le magmoide, sous la forme

61 e q 62K\ ol § = 61 . 62
partie de § partie de §
déja reconnu restant d reconnaitre

tenseur d'états

Exemple :
i | :
93 T b
l T = b
a\ 4 d; 9
C/ a
|
a\

en se rappelant [ ] que dans la représentation graphique d'un é&lément d'un
magmoide 1'élément neutre, e, du produit de composition est représenté par un

« fil1®» . La longueur de ce fil pouvant &tre variable puisque e*e *...* e = e.
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L' P - . tZ . .
exemple proposé pourvant encore s'écrire :

(g; ®b)+(a®b)*(a®q,) c=(e®Db)(edb) - (q; ®q,)j* (a®e)r(a®de)ec

s v

51 e q . §

IT.1.2.2.3.2. - Dans l'exemple ci-dessus, du fait de 1'égalité dans le mag-

moide des deux expressions et de la refléxivité de-PL, on peut écrire :
(ql ®b)*(a®b)(a® q2) *c Pi-(e ®b)e+(e ®Db) (ql B q2)' (a®e)s(a®e)-c

Ce phénoméne peut s'appeler «faire glisser un état le long d'un fil®

et est mieux illustrer par l'exemple suivant

a

q, a

a - a puisque 4, e = e q) = q

: . o
a La’ ou encere q, = }
| a,
\/qz | ! 12
b.

11.1.2.2.3.3. - Dans une reconnaissance de dags planaires, une lettre n'étant
reconnu qu'une fois et une seule, on peut décrire toutes les réécritures d'une
reconnaissance en un seul dag : en insérant avant et aprés chaque lettre les

tenseurs d'états qui ont permis de reconnaitre cette lettre. Plus formellement,
on obtient un élément de magmoide typé [VI.1.], cet élément est obtenu par le

systéme de reconnaissance T associé 3 l'automate [VII.2.1.].

ExemBle :



@—.—
H
0
.—A
0
'—l
0
N

Py
//,/’
-~

I1.1.3. - Dualité de l'automate descendant et de L'automate ascendar

I1I1.17.3.1. - Automate ascendant

La définition de l'automate ascendant s'obtient en inversant le sens

des régles dans la définition de l'automate descendant.

. P S R P WD 4 WD R G WD S D WP WD AT D Y T D MR WD D GG YN W S M A D WS G D ) P S S D GID D G b D THO WD M G e

Soit M = <Z, Q, I, F, R>, un automate ascendant. On note T(M), le
taillis reconnu par M et définit par : ‘

TM) = {8 ¢ SP(Z) /qu €F, 3qi € I tels que 6-'qf H} q * §}.

Reconnaissance descendante Reconnaissance ascendante

| d: ! el

q. el

!
!
!
|
!
!
' * ' | *
!
|
!
}
|
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I1 est clair que toutes propriétés dans le cas descendant se re-
trouveront symétriquement dans le cas ascendant et réciproquement. Plus pré-
cisément, soit A, l'opérateur qui inverse le sens des fliches des régles de

l'automate.

'='<Zs Qa Ia Fa R,>

M=<£,Q, I, F,R> > M A

A

(descendant) < (ascendant)

Il est évident que :

. (MA)A =M
si M est ascendant (resp. descendant) alors Mp est descendant

(resp. ascendant)

~qe8k-8+q' <> 8eq' - q- 6
M My

« T() = T(My)

Cette dualité permet de parler de propriétés de taillis reconnaissables
sans préciser si elles sont obtenues & partir d'un automate ascendant ou un
automate descendant. Dans la suite, les démonstrations seront faites dans le
cas des automates descendant, sans transposer les démonstrations au cas ascen-
dant.

II.1.4. - Théoréme de "remontée (resp. descente) du contrdle bas

(resp. haut)"”

Le théoréme suivant montre que dans un automate le contrdle bas peut
toujours se réduire 3 un ensemble d'états, dit états finaux, c'est-d-dire '
F = Qz avec Qf € Q. Ensuite un corollaire établit que cet ensemble d'états
finaux peut toujours se réduire & un état final, c'est-d-dire F = {qf}Q avec
e € Q. Ce résultat peut se transposer au contrdle haut, ce qui nous assure
que l'on peut toujours réduire 3 un état, 1l'un des deux contrdles, c¢'est-d-dire

I ='{qi}a, avec g, € Qou F = {qf}5 avec q. € Q.
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L'intérét de ce théoréme vient du fait que 1l'un des dsux contrdles
devient "local" : présence ou absence de 1'2tat final (resp. initial) en

fin (resp. début) de reconnaissance.

11.1.4.1. - Enoncé

¥ =<, Q, I, F, R>, automate de dags planaires, il existe effec-
<Z, Q', I', F', R'> tel que '

tivement M’

OF'

1]

¢  odQcQ
. T(M) = T(M')

I1.1.4.2. - Notations

« Ap = <Q, K,{kO}, {kf}, A>, l'automate de mots sur Q, qui reconnalt
r .

- B
. Aki’kj = {m e (KXQXK)" / (k;y qq, k), qy, k)0 20 L kj)}

. (k
A e A
pour k. et k. € K.
1 ]
11.1.4.3. - Idée de construction

L'information contenu dans le contrdle bas F, sera, dans le nouvel

automate M', réparti dans
+ le contrdle haut,
« les régles de transitions,

* le choix des états de Qf.
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Le contrdle haut et les régles de transitions devront contenir les
informations qu'ils avaient auparavant pour avoir T(M') ¢ T(M) et posséder
des informations relatives au contrdle bas pour avoir T(M) = T(M'). C'est
pourquoi, Q' = KX Q X K

N

conservation de introduction d'informations
1'information de pour simuler le contrdle de F .
l'ancien automate

11.1.4,4. - Construction

O
1}

- KX QXK

1]

®
I'={meQ' /MO (m) eI etme }
F' = )\6 ? Ako’kf

R' {(m, a,m") ¢ Q'E X T X Q'a tel que

Im]

[m"]

*a €L

. (HQ(m), a, HQ(m )) €R
“metm' €A, ,pourk,,k, ¢ K}
125 J

- Le r3le des premiére et troisidéme composantes de Q' est d'effectuer
D

lé contrdle qui était effectué par le contrdle bas.

- Le rdle de la deuxiéme composante de Q' est d'effectuer le méme

contrdle de l'ancien automate M, ce qui explique que .
T 1
( Q(m), a, HQ(m )) €R et
M(r') =1
Q(I )

- Les reconnaissances admises par M' peuvent de schématiser :
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(kns Q.5 kq) (K
0» Gg» kp) (kys Qgs kodeww (k45 aps k)

(k . q", k" k" "
0 a7» k7D (ky, ag, k) eeo Cefly g Qs Kg)

el

O’

£
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1I1.1.4.5, - Demonstrat1on

Aprés avoir montré par récurrence sur le nombre d'occurences de
lettres de §.

17.1.4.5.1. - Lemme

¥4 eDP(Z) Slq eQ@, 3 € Qg tels que q; ° ) ; S o U

<> 3m € Ak x, avee HQ(ml) = q R _m2 €, . avec HQ(m2) =
f b}
tels que m, * 6 I——- S -

e

fpe

il vient :

(a) § e T(M) <= qu eI, Jqf ¢ F tels que q, Y %— S qe en utilisant

le lemme

(b) <= §m 6Ako kf avec HQ(ml) =q; €I, -}m € Ako’kf avec HQ(m2) Tqp €F
tels que m, * § Fﬁ*T‘ Svmz.
En remarquant que : Ak k et my * § IM— § o

= t t L= '
> m, € Ak kf et que 4 autre part m e)\ = F m, € Ako’kf

(c) <= 3m1 € I', -3m € F' tels que m, l-ﬁ,—

(d) <> & e T(M'").
a

I7.1.4.5.2. - Preuve du Lemme

Par récurrence sur le nombre, &, d'occurences de lettres de &

T l=0=>Ww=c (ep e ®...8e), q; ¥ Qg pour my = m, avec HQ(m ) = HQ(m2)
p fois

= q; = Qg Le lemme se vérifie.
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Hypothése de récurrence :

. N
¥r s]N*, le lemme est vérifié pour § € DP(I) tel que son nombre, £,

d'occurences de lettres soit strictement inférieur 3 r.

-L=r=§ = 61' (ei ®a® ej), ol le nombre d'occurences de lettres

de 61 est 2-1, et on a =

- ® ® ® *
(a) <=>3qi €qQ , qu €Q , 3g € Q tels que qi°6{F61°q'(ei@a@ej)

IF § « Q-

En utilisant l'hypothése de récurrence et en remarquant
. . ®abde, . 3 ade.)
q (el a ej) l‘g‘ (el a ej) Qe

(b) <> 3m, « Ako g avee HQ(-mi) = 4q;, dm « Ako,k avec I (m) = q tels que

f £ Q

*
mi°61|-M—¢Sl'm, et

?rqg a+acqy €R telle que q qlﬂqgaqzetqf q, ®qy ®a,

en considérant la définition de R'.

avec HQ(mi) = q;, me € A.k j  avec I.(m.)

(c) <= 3m, « q
i Ako,kf 0%¢ Q 't £

*
tels que m, * &lw,— S me.

I1.,1,4.6..=_Corollaire

¥M = <, Q, I, F, R>, automate de dags planaires, il existe effecti-
vement M" = <I, Q", I", F", R" tel que

e« F" = {qf]'G ol Qe € Q"

» T(M) = T(M")
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11.1.4.6.1, - Idée de construction

On ajoute un nouvel état, U 4 la construction prlcédente.

» On reprend les mémes éléments de M' pour avoir Les mémes rZZcritures
et en pfus on donne la possibilitZ 3 chaque état final de F', apparaissant
soit & droite dans une régle de transition, soit dans I' d'&tre remplacé

par q. (ainsi qe est un état final que l'on ne peut réécrire).
. P ®
* Enfin, on définit F" = {qf} .

Remargue :

Cette construction va introduire un indéterminisme important puisque
chaque fois qu'un état final de F' pourra apparaitre, il faudra décider, d
priond

- s'il doit &tre réécrit par la suite, et choisir la régle qui le

laisse tel quel.

- s'il ne doit pas &tre réécrit, et choisir la régle qui fait appa-

raltre de d sa place.

171.1.4.6.2. - Construction

Soit M', l'automate construit au théoréme précédent alors
. ® .
M = <T, Q' v {qghs I, {gqgh, R™ o

« Q" n {qf} =g qe est un nouvel état
- I"A= S(I')
« R" =

. - . . s t
{qg a > a-s(q,) telle que q g a*acqy R }

ol s : Q'5 - (Q' thf)a; substitution finie définie par :

¥q ¢ Q' si g ¢ A alors s(q) = {q, qf}

{q}.

si q £ A alors s(q)
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11.1.4.6.3. - Démonstration

Immédiate, aprés avoir montré :

I1T.1.4.6.3.1. - Lemme

¥$ ¢ BP(Z), ¥m,, ¥m, € Q'a, on a :

*
ml-él-ﬁ-‘G-mz <=> s(ml) . GI-E-,— 6-s(m2).
Il vient :

(a) § e T(M') <= Bml e I', 3m2 e F' tels que m, $ h;r-ﬁ *m, en

utilisant le lemme.

(b) <= le eI, }mé € F' tels que s(ml) ¢ H%T § -s(m2) en considérant la

Lo s . ®
définition de s et le fait que F' = A .

(c) <= & e T(M").

La preuve du lemme est laissé au. soin du lecteur. Par exemple, une

récurrence sur le nombre de lettres de §.

11.1.4.7. - Corollaire

¥M

<Z, Q, I, F, R>, automate de dags planaires, il existe effecti-
<L, Q', I', F', R'> tel que

vement M'
.}
o I :{qi} ’qi e Q'

e T(M) = T(M")
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171.1.4.7.1. = Preuve du cornolliine

En notant A, l'opérateur qui transforme un automate descendant
(resp. ascendant) en un automate ascendant (resp. descendant) dual [ecf. II.1.3.],

on peut écrire :

M A ‘~MA . en utilisant la construction du
lemme précédent, mais en "réduisant"
le rationnel I dans MA'

! >S5 M
M X M
- ~ s 3
et le contrdle haut de M' est égal a {qi} . 0

11.1.4.8._=_Conclusion

L e L 2

En introduisant un indéterminisme important, on peut toujours réduire
- ~ ” ~ . 8
un des deux contrdles, haut ou bas, & un état, c'est-d-dire F = {qf}

oul = {qi}a.

I1.1.5. - Automates d'arbres et automates de dags planaires

Nous allons montrer qu'aux notations prés, la définition des automates
de dags planaires prolonge celle des automates d'arbre. Ainsi, < une foret
est neconnaissable 84 et seulement 54 elle L'est en fant que talllis sur un
alphabet d'anbres (T = Zl)»'. Pour cela, on montre qu'au formalisme prés

» Un dag planaire sur un alphabet d'arbres s'identifie d un arbre, et

réciproquement.

* Un automate de dags planaires sur un alphabet d'arbres s'identifie

d un automate d'arbres, et réciproquement.



9y

La différence de formalisme concerme le degré (ou arité) des lettres

du feuillage.

a) Pour {dentifier un dag planaire sur un alphabet d'arbres 3 un arbre, on

attribuera l'arité O aux lettres du feuillage de ce dag.

dag pianaire arTre

l\\\\\\\\\\b é//////////l\\\\\\\\\\\E
N N
/\ |

b) Et d'une maniére similaire, pour {dentifier un arbre & un dag planaire

construit sur un alphabet d'arbres, on attribuera l'arité 1 aux lettres du

0

c c
I
feuillage de cet arbre.

arbre dag planaire

L ; L

N N
|

c c b
/N
Conclusion :

Ainsi, 1'identification est faite 3 l'arité prés des noeuds des feuillages
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I1 est évident que le fonctionnement des automates de dags planaires
se calque sur celui des automates d'arbres. La seule notion introduite pour
les dags est celle de "contrdle'". Nous allons voir que dans le cas des "ar-

bres", le contrdle haut et le contrdSle bas peuvent toujours &tre supprimés.

a) Comme nous considérons des taillis sur un alphabet d'arbres, donc avec
des lettres de co-arnite Zgale & 1, les "mots d'états" du contrdle haut
seront de longueur 1, donc des états. Ainsi le contrdle haut se réduit 3 un

ensemble d'états, comme dans les arbres.

b) Nous avons vu [cf théoréme II.1.4.] que £e contrdle bas d'un automate de
dags planaires peut toujours &tre réduit 3 un Ztat {inal, ceci en modifiant
le contrdle haut et les régles de l'automate, ce qui nous renvoie aux consi-
dérations ci-dessus. Et donc le contrdle bas d'un automate de dags peut tou-

jours se réduire d la présence ou & l'absence d'un &tat, comme dans les arbres.
Conclusion :
Ainsi, moyennant la suppression, par remontée, du contrdle bas, le

lecteur vérifiera que les automates de dags planaires sur un alphabet d'arbres

s'identifie 3 un automate d'arbres, et réciproquement.
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I1.1.6. - Automates déterministes

Comme toujours, la sous-classe déterministe d'une classe de machines
considérée, en l'occurence celle dss automates de dags planaires, est obtenue
en'imposant des restrictions syntaxiques excluant le choix dans les calculs.
Précédemment, [II.1.1.]et.[II.1.4.], nous avons donné deux définitions équi-
valentes pour la classe des automates. En imposant le déterministe,tsuivant le
principe de restriction rappelée ci-dessus, & l'une ou l'autre définition, on

obtient deux définitions différentes des autcmates déterministes :
- avec un contrdle bas quelconque (langage rationnel),

- sans contrdle bas, au plus exactement réduit 4 un état final par

remontée de ce contrdle [théoréme II.1.4.].

Mais en remontant le contrdle bas afin de le réduire 3 un état final,
il est clair [cf. construction en II.1.4.3. et II.1.4%.4.] que nous introdui-
sons un non-déterminisme dans les régles, d'ol la restriction de ces deux
définitions au cas déterministe vont 3 priori donner deux classes différentes

de taillis. On définit le déterminisme fort et le déterminisme faible.

I1.1.6.1. - Définitions

IT.1.6.1.1. - Determinisme 4aible

Un automate descendant de dags planaire M = <Z, Q, I, F, R> est fai-

blement déterministe si et seulement si

+Ic {qo}a » 45 € Q (un seul é&tat peut participer

3 la définition de I)

. . . : 3
* R est une application partielle de Q& e Z>1 Q.



11.1.6.2.2. - Determinisme fornt

- Un_automate descendant de dags planaires M = <I, Q, I, F, R> est

fortement déterministe si et seulement si :

*+ il est faiblement déterministe

Remargue :

Le cas ascendant est défini en échangeant les restrictions entre I et F.

Nous avons rappelé en début de [II.1.6.] que la sous-classe des automates
déterministe est obtenue en imposant des restrictions syntaxiques excluant
le choix dans les calculs, c'est-d-dire tout au long du processus de recon-

naissance. Ainsi :

I1T1.7.6.2.1. - Restrnictions sun Le contrnole haut

La nature de l'objet & reconnaltre doit induire l'unique tenseur d'états
. . . . 3
avec lequel il faut commermcer la reconnaissance, ce qui explique que I = {qo} .

Un contrdle haut faisant intervenir plus d'un état introduirait un indéterminisme.

11.1.6.2.2. - Restrnictions sun Les rigles de reconnalssanee

Le choix de la régle 3 utiliser pour reconnaitre une lettre doit &tre

unique ou ne pas exister, c'est pourquoi R est une application partielle.
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11.1.6.2.3. - Restnictions sur Le contriole bas

La décision d'accepter ou de ne pas accepter le tenseur d'états doit
8tre aussi déterministe, on a fe déferminisme fort ol cette décision se res-
treint d l'appartenance, de chacun des é&tats du tenseur d'états obtenu, 3 un
ensemble d'états finaux ; Le déterminisme faible ol cette décision est soumise
d l'appartenance, du tenseur d'états obtenu & un langage rationnel, cette con-
dition se justifiant en considérant le magmoIde comme une extension de la struc-
ture de monoide et par la possibilité de pouvoir toujours réduire le non-déter—

minisme dans les automates d'états finis de mots.

11.1.6.3. - _Théoréme de nonzréductibilité du_déterminisme_fort

Le théoréme suivant montre qu'il existe des taillis reconnaissables (et
méme finis) qui ne peuvent &tre reconnus par un automate fortement déterministe,
qu'il soit ascendant ou descendant. L'idée est de partir du phénoméne bien connu
dans les arbres de non-réductibilité du non-déterminisme (qui correspond ici
au déterminisme fort) de l'automate descendant etpar dualité de 1'étendre au

cas ascendant.

11.1.6.3.1. - Enonce

I1 existe des taillis reconnaissables qui ne peuvent &tre reconnu par

. un automate fortement déterministe.

171.1.6.3.2. - Preuve

a) Le taillis reconnaissable T, = ne peut &tre

/\ /\

Fl’ R1> fortement déterministe et des-

/

reconnu par un automate, M, = <Zl, Q> Tl’

cendant, puisque :
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b
qg b *b (g ®qy) ‘
€ R; pour reconnaitre a a ‘
qpta >artqy 3 qpraracq, l /lb\
q;*a’ *a'*qg 3 q,"a' >a' -qs} € Ry pour reconnaltre a' a'

L

3 . P . .
avec I1 = {qo} et Pl = {qa, Qs dgs qs] , bulsque M1 fortement déterministe.
Mais avec ces conditions nécessaires, M, reconnait en plus

et

|

b
;//\\\a' a///‘\\
. | |

b) de la meme manlere, on mentre que le talllls reconnaissable

T2 ' ne peut &€tre reconnu par un automate ascendant

fortement determlnlste .

c) et le taillis reconnaissable T, u T2 ne peut étre reconnu par un

automate fortement déterministe qu'il soit ascendant ou descendant.

La classe des taillis reconnus par les automates faiblement déterminis-
tes est beaucoup vaste que celle reconnue par les automates fortement déter-
ministes, notamment elle comprend la sous-classe des taillis finis. Cependant,
cette classe de taillis n'est pas aussi riche que celle des automates non-
déterministes. Le théoréme suivant montre qu'il existe des taillis reconnais-

sables qui ne peuvent &tre reconnu par un automate faiblement déterministe.
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11.1.6.4.1. - Enoncé

Il existe des taillis reconnaissables qui ne peuvent &tre reconnu par

un automate faiblement déterministe.

11.1.6.4.2. - Preuve

Nous allons montrer qu'il existe des foréts reconnaissables qu'on ne
peut reconnaitre par un automate descendant déterministe. Ainsi si T est cette

forét alors T U T' n'est pas un taillis reconnaissable si T' est le taillis

composé des arbres de T maispris dans l'autre sens, i.e. si a\\\ e T&
d 4 d

%\\T//? € T', Prenons T = L(G, XO) ol G est la grammaire réguliére d'arbres
a

définie par :

XO-> L + L + f
1IN 1IN
xl XO xl X2 XO X2

X, > b

X, *c
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Les arbres engendrés par cette grammaire sont de la forme :

AN
7NN

f b b ¢ b b

[4"] .
}w et ¢,

et®(T)={we{b,c,f}a/mzmlf&‘ .

l'application de feuillage.
11.1.6.4.3. - 1dée de demonsiration

désignant le mot miroir de W

1771

En montrant que la construction de M = <Z, Q, I, F, R>, automate des-
cendant faiblement déterministe, tel que T(M) = T est impossible. Plus pré-

cisemment, on procéde en trois temps.

a) Dans un premier temps, on montre que si M est fortement déterministe alors

T ¢ T(M) implique que M reconnalt les arbres de la forme :

(b ou ¢) (b oh;;S (b ou <) £ (b ou <) (b ou ¢) (b ou c)
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b) puis on montre que étendre M en un automate faiblement déterministe tel que

M reconnaisse exactement la forét T, revient 3 trouver un langage de mots, F,

)
sur {b, c, £} tel que
* F soit rationnel
«F={w e, c,»f}”/w=wlf3‘)l}

c) enfin, on montre qu'un tel langage n'existe pas. Et donc qu'on ne peut

construire M, faiblement déterministe tel que M reconnaisse T.

I11.1.6.4.4. - Démonstrnation

Essayons de construire M = <&, Q, I, F, R>, automate descendant fai-

blement déterministe tel que T(M) = T.

. . (Y P
a) si M existe alors M' = <X, Q, I, Q , R> est un automate fortement déter-
ministe que l'on peut construire. Les restrictions imposées par le détermi-
nisme faible et la structure de l'ensemble de dags 3 reconnaitre, notamment

soient tous d'une co-arité égale & 1, impose
« I = {qo}

* Les seules reconnaissances admises par M' sont de la forme

qu'il
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et

et aussi

pi.b+b.P]!_

pi°c+c"p'£ pour 1 = 1,.

x.'c-*c'x;.:pouri:l,.

n TR '
r'.°c->c'z’i pour 1 =1,,

o 1t s o
Z;*c>cezy pour 1 = ...

., M.
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Les dags reconnus par M' sont les arbres de la forme :

(b, c} a {b, <}

{b, c} a {b, <}

!
a

PN
{b, e} £ {b,c}
Les feuillage en fin de reconnaissance sont de la forme :
(p} +2Y) (o) + p)ee (py #23) [(xy + et on (! + xI7 7
[(zé 2., ... (2] 4 zg)]n (ri t ... (ri + ri)
pour n’elh

Remargue :

I1 est facile de vérifier que les éléments de construction proposée
jusqu'd présent sont nécessaires puisque l'automate doit &tre fortement dé-

terministe.
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b) si 1'on note Q' (resp. Q") l'ensemble des états engendrés aprés la recon-
naissance d'une lettre b (resp. d'une lettre c). Il est clair que l'existence

de l'automate M' faiblement déterministe, est liée aux conditions
. Q' o Q" = ¢
. . -]
* 11 existe un langage I sur Q tel que

* F soit rationnel

* deux états 3 distances égales du milieu §m sont : soient tous

deux éléments de Q', soient tous deux éléments de Q".

Ainsi en d'autres termes l'existence de M faiblement dérerministe est

s 2 = . : ]
liée 3 l'existence d'un langage F' sur {b, c, £} tel que
* F' soit rationnel
:  4® ", <V .
e F'={we {b, ¢, f} /w = w f wl} ol W, est le mot miroir de w..

1 1

¢) F' ne peut &tre rationnel, est un résultat classique de la théorie des
langages, et airsi il n'existe pas M descendant, faiblement déterministe tel que
T =T(M).

I11.1.6.4.5. - Remarque

Le fait d'introduire un contrdle bas rationnel dans les reconnaissances
d'arbres (définition du déterminisme faible), permet d'étendre la sous-famille
des for€ts reconnaissables reconnue par les automates déterministes. L'exemple
qui le met en évidence [II.1.6.3.] est une forét finie. Nbus allons voir, par
l'exemple ci-dessous, que des foréts beaucoup plus "compliquées" font partie
de cette extension, i.e. qu'elles peuvent &tre reconnues par un automate fai-

blement déterministe mals non par un automate fortement déterministe.
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ExemEle :

Soit l'automate d'arbre non déterministe suivant :

M=<Zs Qs QO’ Qf: R> ol
S '
2_22-{1:,1:}

Q = {qy, qq}

Q = lags a5} 5 Q¢ = gy, a4}

R={qbl=br(qgy®qy) ;q5°D I—b-(q; ®qp 3
q*b' [-—b"(qobqo) 5 q, b }-—b'-(qlaql)

Les arbres reconnus sont ceux tels que les successeurs de toute lettre

soient deux lettres identiques (b ou b')

B//////P\\\\\\b
g{///\\\b' g///, \\\\b
A A

Nous allons construire un automate d'arbre faiblement déterministe
(avec contrdle bas) qui reconnait cette forét. La vérification de 1'égalité
des successeurs directs d'un noeud aura lieu sur le mot d'état obtenu en bout
de reconnaissance. On transportera 3 ces fins des marques caractéristiques des

lettres qui ont été rencontrées selon le principe suivant :
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b'

transport le long de cette aréte d'une marque

indiquant que 1l'on a rencontré un b comme

successeur droit

transport le long de cette argte d'une marque

indiquant que l'on a rencontré un b comme succes-

seur gauche

vérification dans le mot final que ces deux

marques se suivent bien. ¢

Dans l'automate que nous allons construire, les marques auront les

significations suivantes :

: b comme successeur droit
: b comme successeur gauche

b' comme successeur droit

M d N

: b’ comme successeur gauche

- . ‘ d
Les arétes droites seront repérées par un état q porteur d'une marque

et les aré@tes gauches seront repérées par un état qg porteur d'une marque.
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L'automate M' descendant et faiblement déterministe qui reconnalt la

forét considérée sera donc :
M' = <%, Q, I, F, R> ol
I=12=1{b,b'}
Q= 1{q, & ¢4 o, of, &, qt}

I = {q}

F=qg‘9(q<q§+q[q]) ® ¢

R = {q‘bl-—b°(qg@qd)‘; q’b"}-—b"(qgaqd) ;
bbb (afoq)) ;e n b e (qf 8 )
d.p ]——-.b-.(q%@qd) ;qd.-b'{-—b"(q%@qdj ;
$epbbr(a¥oqh) s fen b (af®q)
R RN L R I LR S AR LA R
b1 (afwqh ;q%°b"l—b’°(-q%@q§) ;

Tebbb-@sad) s afn b (af ® gD}

Exemple de reconnaissance d'un élément de la forét :



10¢

|
15’/b\
VA N

AN
/\ A
AN

donne la reconnaissance suivante :

/\
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et le mot d'état obtenu appartient bien 3 F.

b/\
/\ /\
/\/\ /\

donne la reconnaissance suivante :

q
|
,/””//’/'\\f\\\\\\\
q® '

g/\d /\
l (

N
NN ,/ e

état sans
correspondance correspondant
non vérifiée
correspondance

vérifiée
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- Il1.2. - PROPRIETES DE CLOTURE SUR LES ENSEMBLES RECONNAISSABLES
DE DAGS ’

Le but de cette partie est de mettre en évidence (et de démontrer)
les propriétés de cldture ou de non-cldture des ensembles reconnaissables
devdags planaires par les opérations usuelles comme l'union, 1'intersection...
ou plus spécifiques du magmolde comme le produit tensoriel, le produit de
composition... Les résultats obtenus, sans respect de l'ordre de présenta-

tion dans les pages suivantes, sont :

a) Résultats de cldture par

Union

Intersection

Produit tensoriel

Etoile du produit tensoriel
Produit de composition
Homomorphisme inverse

Homomorphisme convexe.

b) Résultats de 'non-cldture'

Etoile du produit de composition

Homomorphisme.

c) Probléme ouvert

Le complémentaire.

Les différentes constructions et démonstrations mettrons en évidence

un aspect fondamental des dags planaires : la CONNEXITE.
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11.2.17. = Cloture par unian

REC est clos par union.

I1.2.1.2. - Preuve

VDl, VD2 € REC, il existe effectivement un automate M3 tel que
T(M3) = D, uD,.
11.2:1.3._z Construction
3 => = < =
D, e REC ;Ml Zl, Ql, Il’ F» R> avec T(Ml) Dl’

D, € REC => 3, = <I,, Q), I,, F,, R,

= i 1 = < T
Q1 n Q2 3 et ainsi M ;l uZ,, Ql u Q2, Il U I2, F. u F2, Rl u R2>.

> avec T(M2) = D,. On peut supposer

3 1

11.2.1.4._z_Justification informelle de la_construction
- L'alphabet (respectivement les états, les régles) de M, est défini
comme l'union (respectivement des états, des régles) de M, et M, => on a les

mémes réécritures dans M, que dans M, et M, réunis.

- De plus, le contrSle haut (resp. bas) de Mé est défini comme 1l'union

des contrdles hauts (resp. bas) de M. et M, => T(Ms) < T(Ml)'lJT(MQ).

1

- Supposer Q; NQ, = @ permet d'éviter que les réécritures ne se
mélangent ou n'interférent entre-elles et assure T(MS) = T(Ml) U T(Mz),

i.e. T(Ms) = Dl u D2.

La justification formelle est évidente.
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Ii.2.2. = Cl8ture par intersection .

Préliminaire

1. L'opérateur Sh

Soient X' et Y les monoides libres engendrés respectivement par l'alpha-
bet X et Y, on définit 1'application partielle Sh : X x Y s (xx )" par :
* ~
¥ue X odus=u

Uy.o. U_avec u. € X pour i = 1,..., n
20 Uy 1 p ) s

¥v € Y* ol v

]
<

e Vo avec v, € Y pouri=1,..., n'.
Sin #n' alors
Sh(u, v)bn'est pas définit

sinon
Sh(u, v) = (ul, vl) (u2, v2)... (un, vn).

On &tend Sh : P(X") x P(Y") + P((X * ¥)*) par ¥U ¢ X*, ¥V < ¥" alors
Sh(u, V) = {Sh(u, v)/u e Vet v ¢ U}.

*

. *
L'extension de Sh pour un ensemble fini X5 X;,... X  de momoide libre

est laissé aux soins du lecteur.

2. La projection Il

Soit Ql X Q2 X,..X Q_ un ensemble produit d'ensemble, on notera HQ la
. . i

X X,, %

projection de Ql Q2 . Qn sur Qi'

HQi : Ql X Q2 Xeo X Qn“* Qi

(q1’ q.2""9 q_n) > qi

et par extension, on notera Il 1l'application de Q

Q. X Q. x...x Q.
i i, i,
QX Qy Xe.X Q QX Q X...XQ
. 1 2 n

W > (HQi (w)f er_ (W),..., I

(w))
Q.
1 o in
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REC est clos par intersection.

11.2.2.2. = Preuve

¥D VD2 € REC, il existe 2ffectivement un automate M3 tel que

l’
T(Ms) =D

1 n D2.

I1.2.2.3. -~ Construction

= = < > a =
D, € REC => §Ml zl, Q> I;» Fyy Ry> avec T(Ml) D
D, € REC => M, = <L, Q,, I,, T,,

- ' ” - ”~ ) I I—
O_1 X Qq, SF(II, I2), Sh(Pl, F2), Ry>, ol Sh est l'opération définie ci-dessus.

l’
R,> avec T(Mz) = D,, et ainsi M, = <Zl nL,,

Ry définit par :

o
Cc € lny 2n'

(q; 8...8 g )rc+c> (q} ®...8 q/,) €Ry -
<=

(3, 8.8 q)c>c (3] 5...83,) ¢ R,
(ag, 3p) 3.8 (qp, 3D ve > o (a], @) .8 (ql,, 3ly) € Ry

- La définition des états et des régles de M, => la reconnaissance
d'une lettre peut se faire par My si et seulement si elle peut se faire 3 la

fois par Ml et par M,.

- De plus, la définition du contrdle haut (resp. bas) de M3 comme

résultat par Sh des contrdles haut (resp. bas) de M, et M, permet d ce contrdle

1
haut (resp. bas) de prendre en compte en méme temps les contrdles haut (resp.

bas) de Ml et de M, et => T(M3) = T(Ml) n T(M2).
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I1.2.2.5. - Démonstration

1 L ' 5, ' \ . . * ..1
le, le g Ql 3 sz, sz € Q2 ; YW e Sﬁ(zl n 22) on a :my°-w hﬁ? w my

L ] * L ] 1 == .* * ' !
et m, e w h@; wem) <=> Sh(ml, my)  w hi;-w Sh(ml, my) .

Ainsi il vient (comme démonstration de la propriété)

W e Dl n D2 <=> W) € Dl et We D2

<> dm, e I,, Im, ¢ I,, Emi € Fl, }mé € F, tels que
moewl—wem! et m -u.)‘}'—*—-w-m'
1 Ml' 1 2 M2 2
en utilisant le lemme,
<=> }ml € Il’ im, € I2, }mi € Fl, }mé € F, tels que

Sh(my, my) W "n'g w e+ Sh(m}, m}).

en remarquant que Sh(Il, I2) et Sh(Fl, F2) sont respectivement le contrdle

haut et le contrdle bas de M3.

<> W ¢ T(MS);

a
Preuve du lemme :
Récurrence sur le nombre, %, d'occurences de lettres dans .
-2 =0=w-= ep, my =-mi et m, = mé. Le lemme se vérifie aisément.

Hypothése de récurrence :

* 2 s ez
¥r e N , le lemme est vérifié pour £ e N et & < r.



L=p=>Ww=wWw, - (ei ® abd e_i), ol le nombre d'occurences de lettres

dans wl est &-1, -

= t‘ *. . ' .. * W e !
>m1 NIT].—U) mle‘!:m2 wl-g m2
<=>m 'QILUU cn"s(e, ®aBe,) b—wem! et
1 Ml 1 1 i J Ml 1
m le__*_w .m"' (e 3 a o) e )* wom'
2 M2 1 2 i 3 M2 2

en

<> Sh(m, m)) - wll—— w, + Sh(ny, m3) et Sn(ny, my) ~ (e; ® a ® e) b

H

utilisant 1'hypothése de récurrence

Sh(m,, m,) *w I—*— * Sh(m'', m") et il existe
1?72 1M3 1

(qi@...E qn)°a+a°(qi5...6 Q) € Rl/mz=u@ql€9 ®q Bvet
usqé 3...% qr'l' ® v

(&i‘s...a in)°'a'+ a*(q] ®...8 iﬁ,) € Ré /mf=us il 5...8 an ® v et
u® q .28 q_['l, ® v en considérant la construction de RS’

3
(ei ®as® ej) 'Sh(mi, my).
<=> Sh(ml, my) W ]-ﬁ-*;w 'Sh(mi, m)).
a

11.2.3, -~ Cldture par produit tensoriel

REC est clos par produit tensoriel.

11.2.3.2. - Preuve

T(M,) =

l’ VD e REC, 11 existe effectivement un automate M3 tel que

Dl B D2.

I1.2.3.3. - Construction

I., F,, R.> avec T(M,) =

Dy € REC = 3M; = <I;, Qp, Ips Fys Ry 1 =Dy

D, e REC => 3M2 = <I,, Q,» I, Fy, Ry> avec T(M,) = D,. On'peut supposer '

Qi NQ, =9 et ainsi My = <I, v I

29 Ql u Q2, Il ] I2’ Fl () FZ’ Rl u R2>.
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- L'alphabet (resp. les états, les régles) de M, est défini comme
1'union des alphabets (resp. des états, des régles) de M, et'¥, => on a

les mémes réécritures dans My que dans M, et M, réunis.

- de plus, le contrdle haut (resp. bas) de My est le produit tensoriel
des contrdles hauts (resp. bas) de M, et M, et donc => D, ® D, < T(MB)'

- supposer Q, n Q = @ permet d'éviter que les réécritures ne se
melangent ou n 1nterferent entre-elles et assure T(M ) = T(W ) B T(M ),

i.e. T(M ) = Dla D2

La justification formelle est évidente.

IT.2.4. = Cldture par étoile tensorielle

REC est clos par étoile tensorielle.

I11.2.4.2. - Preuve

B
¥D € REC, 1l existe effectivement un. automate M' tel que T(M') = D .

11.2.4.3. - Notations

D D D S WD T D wn S w m w—  m ——

Notons M = <&, Q, I, F, R> l'automate qui reccnnait D et

M' = <Z, Q', I', F', R'> 1'automate que nous cherchons 3 construire tel que

T(M') = D°.

I1 faut que T(M') = D° = \J D" ou encore
ieN

={8cDB(Z) /5=6, ®...8 § ol 8, €D, pour i = 1,..., n}.
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C'éest-d-dire que toute reconnaissance dans M' implique et réciproque-
ment plusieurs reconnaissances indépendantes de dags 65 e D. La construction

que nous proposons peut s'expliquer en deux principes.

Premier principe de la construction de 1'automate M' :

- On garde les mémes régles que l'automate M
- le contrdle haut devient IG

- . B
- le contrdle bas devient F
Cec¢i dans l'espoir d'aveir § ¢ T(M') si et seulement si

-4§= 61‘6...8 Gn ol di € Dpoww i = 1,..., n

- et § reconnu par une reconnaissance schématisée

m, € I m, € I o« o e mo € I
51 62 e e e Gn
\i \i |

m:L € F m2 € F .« e . mn € F

mais ce seul principe de construction, n'assure pas que les reconnaissances
des 6 30 au lieu de rester indépendantes, n'interférent entre—elles et abou-

tlssent d reconnaitre des dags qui ne sont pas é&léments de D

ExemEle :

Soit l'automate M définit par

I = {1 @2}
F={19®2}
(1 ®2)*a »a3-(231)

(2 81) *b *b * (1 B8 2)

*
T(M) = D = (a *b) , c'est-i-dire les dags de la forme

) .



B S qs '
et D° = ((a+b)") » c'est-d-dire les dags de la forme

() O O
A

0) 9

§§§>
b
alors la construction de M' ne prenant en compte que ce seul premier principe

admettrait la reconnaissance
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\VARRRVA VARY
ANVANEEE VY

\ / | (b> £ D°
A\ N

2\ /l | /N /\

f// \\\2

/N

/\ /\
/ \ {’ \

1 2 2

et

avec (1 ®2)® (1 ® 2) ¢ I6 et Fa.

Dans cet exemple, une des lettres\é/est reconnue en étant contrdlde par
des états issus de deux débuts de reconnaissances qui auraient di rester indé-
pendantes. Et "malheureusement!", la reconnaissance concernée aboutit 3 une
configuration d'état élément de Fa, donc d une reconnaissance acceptée par

. &
l'automate M', mais le dag reconnu n'est pas élément de D .
Il est clair que les interférences possibles entre reconnaissances indé-
pendantes se situent sur les '"bords'" de ces reconnaissances. C'est pourquoi

nous allons mémoriser dans les états une information supplémentaire.

Deuxiéme principe de la construction de 1'automate M'

Puisque le probléme se situe sur les "bords" des reconnaissances des

61’ nous allons définir l'automate M' sur l'ensemble d'états.
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QXL\
conservation du introduction d'un contrdle
contrdle de l'ancien permettant de s'assurer que
automate les différentes reconnaissances

des 61 n'interférent pas

od L = {bg, m, bd, 0}, ce qui permet de "marquer" chaque état et de savoir

son rdle dans la reconnaissance en interprétant

bg > état bord gauche (de la reconnaissance d'un w, e D)
m > état milieu
bd -+ état bord droit

0 + état d la fois bord gauche et bord droit (cas de coarité ou arité = 1)
Exemple :

Considérons les deux dags planaires

| |
a/\a =8, D et b/\b-cs
/NN VA
| i

g ——g—

D

b N

|

alors, en ne nous {ntéressant qu'd La composante 1. des &tats, la reconnaissance

de 61 ® 62 par M' peut se schématiser :
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reconnaissance de 81 R 62
l - o -~ — “~N
bg m bd 0
| |
L b b a
////’\\\\\ ////"\‘
7 \L
b m m bd b bd
ig i / : ~
a a b b b /
bg E 1{ n m bd Bg bd
\ L e P
b ¢ b e
0
b
: .
bg m m m bd 0
~N
ére \ éme .
1 reconnaissance 2 reconnaissance
indépendante indépendante

C'est-d-dire que

- D&s le début de la reconnaissance un choix de découpage des reccn-
naissances indépendantes est fait 3 PRIORI, grdce au choix de la composante

: |
Ldu contrdle I'. Dans l'exemple ci-dessus le bon choix était bF ®m @kﬁi&

- Les régles vont 'propager" le découpage choisi pé;'I' et donc
empécher que les reconnaissances indépendantes s'interférent puisque une méme
lettre ne pourra réécrire une séquence d'états contenant : bd ® bg, bd ® 0,

0 ® bg ou 0 ® 0.
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- Enfin, le contrdle bas F' va vérifier A POSTERIORI (si on réussit une

reconnaissance compléte) que l'on aboutit pour chaque découpage, & un mot de F.

Ceci se fait en imposant 3 F' la méme contrainte que celle imposée 3 I'.

Application des deux principes

Les états Q' de l'automate M' 3 construire étant Q X L, les deux prin-

cipes expliqués se traduisent par :

* premier principe (traduit plus formellement en II.2.4.5,)

- Iy(1') = ®

- (my g, m'") € R" == (I[.(m), @, T.(m")) € R
e Q Q

- HQ(F') = F

» deuxiéme principe

- ¥m € (Q X L)a tel que m et un facteur de I'
M(m) ¢ L= To(m) e Tod L= (bg® n°®bd + 0)
- ¥(m, a, m') € R' =

soit HL(m) et HL(m') € mE ® Ld

soit HL(m) et HL(m')-e bg ®m

soit HL(m) et HL(m’) € m8

soit HL(m) et HL(m') € L

11.2.4.5. - Construction

(]
M' = <, Q' = QX L, I' = Sn(I, L)®, F' = Sn(F, L)°, R') o
Sh est l'opérateur définit en II.2.2.5.

R' = {(m, a, m') tel que (HQ(m), a, I.(m')) € R et

Q
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]
soit HL(m) et HL(m') em B bd

soit TIL(m) et HL(m') €e-bg ®m

)
3

soit HL(m) et IIL(m')

soit HL(m) et HL(m’) e L}
< o]
ol L =(bg®m ®bd +0).

11.2.4.6. - Démonstration

Aprés avoir rappelé que l'ensemble des langages rationnels de

clos par l'opérateur Sh [déf. en II.2.2.6.], et avoir montré

11.2.4.6.1. - Lemme

¥S € IS\P(Z), ¥m € Qa, ¥m' ¢ Q&, on a

m e 5%—5'111' <= Ju ¢ (Q X L)Q9 avec IIQ(u) =m et HL(u) e L
Ju' € (Q x L)és avec HQ(u') = m' et HL(u’) e L
et u * Sl-ﬁ*-,—é°u'

il vient :

§ eD!s <= § = 61 B...8 Gn avec 'Si eDpour i = 1,..., n

<> 3m = m ®...5m avec m, ¢ Ipowri=1,...y, 1

1

Im' = mi ES...ESmr'l avec mJ!_ ¢eFpour i = 1,..., 1
[ 3 * L ] '

etmy + & f & om

en utilisant n fois le lemme

<=> Ju = u; &..8u avec ITQ(ui) =m; eIlet l'IL(ui) € Lpour i = 1,.
b = gt 1 a!) = m! ' s -

Ju' = uj é..;ls u; avec HQ(J‘i') LY F et lTL(ui) € Lpour i = 1,

[ 3 s t $ = R

et u, Si 'T- Si ug . pour i = 1,

d'aprés la définition
, ) ' 5 8 * '
<> Ju ¢Sh(I, L), Ju' €Sh(F, L) tels que u -* GIT'— § s u

&tant donné que I' = Sh(I, L)® et F' = Su(F, L)
<=> § ¢ T(M").

mots est
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I11.2.4.7. = Preuve du lLemme

Par récurrence sur le nombre, £, d'occurences de lettres dans §.

-2=0=>m=m', § =e_etu=u'=Sh({m}, {v}) o v est 1'unique mot de

L de longueur |m|, le lemme se vérifie.

Hypothése de récurrence : ¥p ¢ ]N*, le lemme se vérifie pour § ¢ SP(Z) tel

que son nombre d'occurences de lettres soit strictement inférieur & p.

-4=p=>4§-= 61 . (ei ®ad ej), ol le nombre d'occurences de lettres dans

61 est p-1.

=>mn e« § s e e (e, GaEe.)'* Wem'
M 1 i j°'M

=) e * Ps "
<=> m 61 l—M— 61 n'" et
Il existe une régle de R : my*a > a-m) telle que

"-_- Vg "E 4 !___ ls '6 1
m 1‘11:L m:2 m3 et m ml m2 rn:3

<=> (i) en utilisant l‘'hypothése de récurrence pour 61, on a :
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HQ(u) = ? et HL(u) e L

HQ(U") =m" et ]'[L(un) € L

u
S
" 13 1
41 ) us
e, a e’.
i 3
? 1 4 (2
ul u2 u3

avec II (ui) =m!, T .(u") = m?, T (u!) = m!

Q 12 Q2 2

11 a 3 . 1
et m2 a a m2 € R.

Q73 3

<=> d'aprés la définition des régles de M' et en remarquant que

HL(u") e L= HL(ug) em> ® bd + bg ® n + n° + L, i1 est clair que

usegd h{r-é eu'' ol § =4
tel que
T.(u) =m et HL(u) e L

Q

HQ(u') = m' et HL(u') €

1

L

. (ei 5 abd ej)
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Une autre construction pour M' est possible. Elle consiste a construire
M* a pértir de deux automates Ml et M2, chacun reconnaissant D, mais ayant
17 <% Qs Iy By
M, = <I, I,, Fys Ry> tels que T(Ml) = T(M2) = D avec.Q; N Q, = #, en traitant

des ensembles d‘'états disjoints. Ainsi soient M Rl> et

d part le cas ol e, € I,ul

0 2 ¢

_ ’ ’ ® ® ‘ ®
M' = <D, Q) U Qy, (I 8 (I8 1) +(I, %X 1)), (F, 8 (F,®F)+(F 8F)),

Rl U R2>.

I1.2.5. = Cléture par produit de composition

REC est clos par produit de compositionm.

11.2.5.2. = Preuyve

- . . P . G D D D S an e =

VDl € REC,?VD2 € REC, 1l existe effectivement un automate M3 tel que
T(My) = D, = D,.

I11.2.5.3. - Construction

. — D " =D D WD D D S D . D = e - -

D, ¢ REC = il existe un automate M = <Zl, Ql’ Il’ Fl, R,> tel que

= = 1 i ] = >
T(Ml) Dl’ D2 € REC => il existe un automate M2 <Z2, Q2, I2, F2, R2 tel
que T(MZ) =D,

En utilisant les corollaires [II.1.4.6.] et [IT.1.4.7.], on peut cons-
truire 1'automate M! = <Zl, Q.. Ii, F!, R!> tel que T(Ml) = T(Mi) et

k]
Fi = {qf}8 et l'autimate Mé = <22, Qéf Iéf Fé, Ré> tel que T(Mz) = T(M%) et
I} = {qf}a.
remontée du contrdle bas "
4, >/ F} o= {qd

descente du contrdle haut

]
]
4, >My /I, {qf}

de plus, on peut supposer . que Qi n Qé = {qf} et ainsi
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- 1 t ] t 1 1
M3 = <Zl u 22, Ql U Q2, Il’ P2, R] U R2>

I1.2.5.4. - Démonstration : directement

. = W = .
w e Dl D2 <> wl Qz*avec wl € D1 et w2 € D2
e t ! \] IS P 1] t 1] ] ]
<=> Jml € Il’ 3ml € Fl / my wl hff'wl m; et 3ml € I2, 3m2 € F2 /

! . * e m!'
my Y, lﬁ;“’ my-

: ]
puisque Qi n Qé = {qf}, Fi = {qf} = Ié

= i ' r M . . L* 'S ' o W * T e e« m!
<> dmy e Ij, 3my e By /omy oo Wy “’2}?3‘“’1 ™ 2@'“’1 Yyt m

<> w e w2 =W e T(Ma).

1I1.2.6. - Non=cldture par étoile du produit de composition

D . W An EE D S W W . W

REC n'est pas clos par étoile du produit de composition.

II1.2.6.2. = Preuve

. e . *
Soit le taillis reconnaissable T, T = {? ® d}, alors T n'est pas
un taillis reconnaissable, en effet REC est clos par produit de composition

car

- | . .
{a} T ={ a , a a ,...} n'est pas un taillis reconnais-

—0

/\ ///\\E é//\\ﬁ ://\\E
]
by

|

sable puisque ce n'est 'pas une forét reconnaissable.
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11.2.7. - Non~-c'l8dture par homomorphisme de magmoide

' A
Soit h : 6?(2) + DP(Z'), homomorphisme de magmoide alors
D £ REC sur I =f=> h(D) € REC sur L'. En effet,

A U U
AN
AV
ANAN
N\
A
||

reconnu par : qo-.a}——a~(q1€9q2) P c[——cvqf 5 qz-df—-d-qf
(qe ® qf)-iik—-b «(g; ®q,) avec I = {qo} et F = {qf ® qf} ol

Soit le taillis reconnaissable T =

|~V . - - 2o s
L= %7’ ?, ?, ?} et h : DP(L) + DP(L), morphisme de magmoide défini par :

| { \/ | |

h(a) = a h(b) =c®d

[ ! [ U
I Lo
h(c) = ? h(d) = 4d
\
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alors h(T) = {///; , l . ?\\\""} n'est pas un taillis reconnaissable
c \\é é/// é é// d
l |

c d c d

|

|
c d ¢ d

| |
c d
c d

puisque ce n'est pas une forét reconnaissable.

a
11.2.7.3._z_Corollaire
REC n'est pas clos par homomorphisme alphabétique effagant.
Preuve du corollaire :
. A
Méme exemple mais h(b) = e ® e.
AN 0

I1I1.2.8. - Cldture par homomorphisme connexe

11.2.8.1. = Propriété

REC est clos par homomorphisme connexe.

11.2.8.2. - Preuve

¥D ¢ REC et Vh : DP(Z) - ﬁ?(Z'), homomorphisme connexe => il existe
effectivement un automate M' tel que T(M') = h(D). '
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I1I1.2.8.3. - Notations

" Notons M = <Z, Q, I, F, R> l'automate qui reconnalt D et
M' = <I', Q', I', F', R'> 1l'automate que nous cherchons d construire tel
que T(M') = h(D).

‘L'idée de la construction peut s'expliquer en quatre points.

Premier point

I1 serait naturel de construire M' en s'assurant Q < Q' et la propriété

*
(ql 3...8 qn)- a‘a~a,-(qi ®...8 qﬁ,) € R <= (q_l B...8 qn) L) h?r-6° (qi ®...8 qé,)

od 8 ¢ (n(a)” siq, ®...8q =q]8...8q,

8§ = h(a) sinon

Puis de poser I = I' et F = F'. Mais nous ne pouvons appliquer cette
propriété 4 toutes les régles de R. Ainsi la régle q*b » b+ q' telle que
!
q # @' et.h(b) = e ne pourra respecter la propriété énoncée, car il faudrait

M'
si et seulement si q = q'.

| | f
que q * ? d %° q' avec q # q', or ceci est impossible puisque q*e Hf}-é *q'

Remarque :
| S :
h(b) = ? => b e I puisque l'homomorphisme h est connexe.

Deuxiéme point :

I1 faut donc compléter 1'idée de construction proposée au premier
point en distinguant les régles de R ol la lettre reconnue ne s'efface pas

. j . ..
(i.e. h(a) # e) et celles ol la lettre reconnue s'efface. Ainsi
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a) Pour les régles v € R, ol la lettre reconnue ne s'efface pas
g , ; pas,

i.e. v = (ql ®,..8 qn)° a>ra- (qi 8,..8 qé,) € R avec h(a) # e on construit

M' en respectant la propriété énoncée au premier point. C'est-d-dire plus
concrétement, 3 chacune de ces régles r, on associe un ensemble de régles

R_ et d'états Q_ tels que :
r r

* *
(q; ®...8q)*$ I-R—r- §+(q} ®...8q!,) > § e (h(a)) siq; ®...8q =q]¥...8
§ = h(a) sinon

b) Pour les régles de R ol la lettre s'efface par h, il faut prévoir

d priori les effacements possibles de lettres, d la suite de chaque reconnais-
I -~ Pl - ~ - rd
sance d'un h(a) # e. Plus concreétement, cela révient & considérer que
|
y - - P *
- s'il apparaft un état q € Q / q* 8§ Hr 8§+ q' avec h(8) = e, en partie
droite d'une des régles d'un des ensembles Rr’ alors il peut appa-

raitre aussi 1l'état q'.

Troisiéme point

Mais le principe ci-dessus ne permet pas de tenir compte des lettres
qui s'efface dés le début, il faut donc définir le contrdle haut de M' comme
&tant le contrdle haut de M mais ol chaqué fois qu'apparait un état

qe€Q/q- 5}%% §+q' avec h(§) = é, il peut apparalitre 1'état q'.

Quatriéme point

En s'assurant (pour des raisons techniques : éviter des "interférences"
entre les reconnaissances des différents ensembles de régles Rr)’ que les Qr
soient disjoints deux 3 deux et disjoints de Q, la construction de M' est immédia

(la construction formelle se trouve en II.2.8.6. ot II.2.8.7.) : ,

o' =\U o ua
reR

R' = k_) R
reR r

I' est issu de I en tenant compte du troisiéme point

F' = F
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- - - - A = e -

Soit l'automate M = <{a, b}',{ql, 4, a5}, I = {q, ® q,}, F = {a; ® gy}, ®

~

ol R =

régle 1 = (ql&qQ)'a-*a'(qlEqa)
régle 2 = q3*b > Db *q,

M reconnait donc les dags de la forme : (e ®b)*a+(e®b)ea ...

soit schématiquement : ’

b

Y,
J

B
/N

' I
Soit h, l'homomorphisme connexe, sur {a, b} tel que h(b) = T.

On peut illustrer le défaut de la propriété énoncée au premier point.
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9, En se limitant

a au premier point

. q2
égles définies . \\\; ///
\\\\//) aux rég

h(a)

e W

qq dg développé dans
l 1'idée de construction
b on a :
42

h(a)

en ajoutant les modifications des points suivants

I'" = {q; ®qy, q; ® q,} o ay

h(a)

dans les regl

définies au

premier point
le probléme d
1l'effacement j
sible n'a pas
été pris en c«

te

. aipnsi M' = t N
ainsi M <zt gzé Qr v Q, {ql ® 45> 94 ] qz}, F, gz% Rr> ou Qr et Rr sont

respectivement les états et les régles intermédiaires pour avoir

4 T q, oq ap
h(a) et h(a)
q; - q, 4y dq

et les reconnaissances de M' peuvent se schématiser :
P
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4, 9,
»
N

q 9
A
™

1, 4,

Remarque 1 :

Nous ne décrivons pas les régles qui permettront d'avoir
(ql ® qQ) * h(a) ?L h(a) '(ql ® qz)'puisque h(a) est un dag fini connexe,
cela ne pose pas de probléme. Nous prendrons seulement la précaution nécessaire
d'utiliser de nouveaux états pour les états, Qr’ intermédiaires, afin que les

régles définies pour reconnaitre h(a) n'interférent pas avec les autres.
Remarque 2 :

L'exemple choisi est assez simple, et certaines régles issues de la
construction peuvent apparaltre superflues, comme le fait d'avoir
(ql 5 q2) * h(a) h%r-h(a) '(ql L] 43), qui ne servira pas dans les reconnaissances
de M'. Mais il suffit d'envisager que l'automate initial M posséde la régle

(ql ® qs)' c+ce (ql ® q2) pour s'apercevoir de son utilité.

11.2.8.6. - Construction

Notons Rl = {q*b+beq" € R/ h(b) = e}

et R, = R\R, = {mesa+a+m'" / h(a) # e} alors

1
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a) d chaque régle r ¢ Ry :me*a *>’a*m, on associe
- un ensemble de nouveaux états Qr
N ] ®
- un ensemble de régles sur (Qr UuQ) x I x (QrLJQ) tels que
(i) les ensembles Q. solent disjoints deux 3 deux et disjoints de Q
.. ) ' ) ",
(ii) ¥m, € Q, ¥m, € Q°, ¥6  DB(T), ¥6' ¢ DE(Z')

*
m, e 5!?6'm2 et &' = h(¢§) <= m1°<5' f—R:r-_S' *m,

b) Ainsi ¥'=<z', U q v Q, s(D), F, "> od
reR

(i) s est la substitution finie, définit par
¥q€Q, s(q) ={qgtufqg'eq/q-3¢ H% §+q' et h(8) = e}

(ii) R* = {m*a>a*s(m') /mea+a+m' ¢ U Rr}.
r€R2
11.2.8.7. = _Démonstration
En trois temps nous illustrons d'abord par un exemble, afin de mieux
.exposer le probléme, que si l'homomorphisme h n'est pas connexe alors la cons-
truction proposée peut s'avérer impossible. Deuxiémement, nous montrerons que
si l'homomorphisme h est connexe alors la construction est effective ; et en-

fin nous montrerons que la construction proposée est telle que T(M') = h(D).
11.2.8.7.1. - On peut facilement voir sur un exemple que si 1l'homomorphisme

h n'est pas connexe, la construction proposée peut s'avérer impossible puisque
du fait de la non-connexité de h, les conditions imposées 3 la construction
peuvent, dans certains cas, se contredire. En effet :

Considérons la régle i : (q1 B g,)ca>a:- (ql ] q3) telle que

h(a) = b 8 ¢ alors il faut trouver R; telle que
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(ql ® q2) *(b & ¢) H;—-(b'@ c) '(ql ® q3), condition nécessaire, =>

* s

(ql ® q2)- (e ® ¢) = (e ® ¢) °(q1 ® qs), interdit puisque e ® ¢ # h(a).
. : |

'T1.2.8.7.2. - La construction de M' sera effective, si pour chaque régle i € R,
la construction de Ri est effective. La description formelle du processus de
construction et sa validation n'apporte rien, limitons-nous 3 un exemple :

soit la régle i : (ql ®q,® q3)° d-=>d- (qi ®q,8q;® qi) avec

on peut schématiser R, par

|

S|

\/\\/ ol Q; = {3y, 0 g0 4y» 3gs 3!
o] [

T/\T /\

R 2 °
l ] l
a b - a

£ 45

N o
9 ¢ _ . c

55////\\<i§

a a

l l

‘ t | \] /Y \ ]

] a) 4 a

Le principe de la construction étant de créer dans R;, une régle par
occurrence de lettres dans h(d). Un exemple de construction de méme nature

se trouve en III.2.1.4.

11.2.8.7.3. - On démontre facilement que la construction proposée est bonne,

i.e. T(M') = h(D). En effet, aprés avoir montré
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11.2.8.7.3.1. - Lemme

- - - —— - ——— -

¥q; € Q°, Yo € Q°, ¥O € DB(D), ¥§' € DR(I")

9

. | |
» Sk Scaq et 8 = h(8) <> Iq] € slqy) /q;;.'@'%é"qf
il vient :

§ e T(M) <= }qi € I, }qf e F/ q * 8}%% Seg.et &' = h(S8) en

utilisant le lemme

<=> }qi e I', }qf e F' / qQ; §t h%— gt Ue

<=> §' ¢ T(M").

171.2.8.7.4. - Preuve du Lerme

Par récurrence sur le nombre, &, de lettres de 8, qui ne s'effacent
pas
2 = 0= n(d) = = §=4,8...89 8, € B@(Z)L' t h(§,) = |
= I = e =0, ®...8 0 avec 1@ ;) = T,
pour i = 1,..., n. Ceci, car l'homomorphisme h est connexe. Ainsi qi S

et de par la définition de la substitution s, le lemme se vérifie.

Hypothése de récurrence :

[

",
¥p eZN*, ¥8 € DP(Z) ol le nombre, £, de lettres qui ne s'effacent pas

est strictement inférieur 3 p, le lemme se vérifie.

-~ 2 =D : dans ce cas, on peut considérer § :
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’61 est un dag ou
le nombre de lettres
1 rqui s'effacent est

égal 3 p-1

l a [ est une lettre qui ne

\
5 s'efface pas par h et 62 est

un dag qui s'efface par-h.

t -3-41 = - ) .
ctest-d-dire § 61 (en a 52 5 em).

Ainsi, q * SAIT’;— 6~qf et §' = h(9§)

* Nk
= qi.‘él!.M_(sl'ql et 91'(en ®ar 62 ® em) lT'I- (en ®as 62 ® ern).qf
et §' = h(d) en utilisant 1l'hypothése de récurrence pour 61

1%
= 1 T o IS ] 7 a3
< Eqi € s(qi) / qa; h(Gl) ’-——M, h(él) q et il existe une régle
r=me+a*a*m' € R telle que h(a) # e pour obtenir la réécriture

) % (el_1 8 ad em) *qg et §' = h(9f).

ql°(en6?8em

d
2 2
en considérant la construction des régles en III.2.8.6. a) et b)

<> 3q} € s(q,) / qf *h(d,) b h(8) = q et .
*
ql-h(er1 ® ab em) }—W—h(en -] ]a ® em) =P §' = h(§)

2 d,

<=> qu'._ € s(qi) / q]!_- §? h;T §' . Qe

I1.2.8.8. - Corollajre

REC est clos par homomorphisme alphabétique, non effagant.
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Un homomorphisme alphabétique non effagant est un homomorphisme

connexe.

11.2.9. - Cléture par homomorphisme inverse

11.2.9.1. = Propriété

REC est clos par homomorphisme inverse.

11.2.9.2. - Preuve

n, 2
¥h : DP(Z) =+ DP(Z'), homomorphisme de magmoide et ¥D' € REC sur L',

il existe effectivement un automate M sur I tel que T(M) = h-l(D').

11.2.9.3. - Notations

Notons M = <Z, Q, I, F, R> L'automate que L'on cherche & construire
-1
tel que T(M) = h “(D'), et M' = <Z', Q', I', F', R'> l'automate qui reconnait
D',

11.2.9.4. - Construction

Seuls l'alphabet et les régles sont modifiés par rapport 3 l'automate M' et

donc : M=<L, Q', I', F', R™ ol

(q; 8...8q ) a>a-(q!®...5 q1) € R

(ql 5...8 q )+ h(a) ~ h(a) '(qi 5...8 qé,)

0
pour a e Z_,.
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11.2.9.5. - Démonstration

En deux temps, on montre dfabord que la construction est effective,

ensuite que c'est bien celle attendue, i.e. T(M) = h-l(D').

a) La construction est effective se déduit directement de :
Q' et h(I) étant des ensembles finis, l'ensemble des possibilités de rééecri-

tures (ql 8...8 qn)- h(ajvhfr-h(a)- (qi 8...9 qé,), ol a € L, est fini.

il est effectif de déterminer. si une réécriture donnée est une réécriture de M'.

b) La construction proposée est bien celle attendue, se montre directe-

ment apreés avoir montré.

W < BB(D), ¥qy € Q'°, ¥ag e Q% onat gy » whruegg
<=> qi . h(u)) I.T{[*'_ h(UJ) . qf. - B

il vient

w e T(M) <= 3q; € I', 3q € F' tels que q; = W H%-w 4

en utilisant le lemme

*
<=> ! ! » h(w w) -
qu e I', qu ¢ F' tels que q h(w) HT h(w) de
en remarquant- que les automates M et M' ont méme contrdle initial et méme
contrdle final

<=> h(w) ¢ D!

<=> W e h'l(D').
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Preuve du lemme :

Par récurrence sur le nombre, &, d'occurences de lettres dans W.

= = = W= <=> = =
2 =0 Q. de et e 9 = 4 et h(W) = e_, le lemme se
vérifie.

Hypothése de récurrerce

%
¥r e N , le lemme est vérifié pour W € DP(Z) tel que le nombre d'oc-

curences des lettres dans W soit strictement inférieur 3 r.

2=r=>w=0Ww ‘(ei ®a® ej) ol le nombre d'occurences de lettres
dans W, est L-1.

%
= qi . wl_ﬁ-m‘qf

.
<> g, * W W e . <) -
= q; "Wl tatle;®aseung

en utilisant l'hypothése de récurrence
= q h(w) F—— h(w ) q et il existe

(ql 3,..8 qn)' a>ra- (qi ®,..% q%,) €eR/qg=u?® q, ®...8q ®vet

qg = u?® q' 8,...%9 qﬁ, ® v en considérant la construction de M'
<= . * w . L -2 .
q; * h( )l—h(w) q* (e aaej)iﬁ-,-w ae

<> g, *h(W) b h(w) -

11.2.10. - Probléme ouvert : cl8ture de REC par complémentaire

Nous avons vu en [II.1.6.3. et II.1.6.4.] qu'il existe des automates
non-déterministes pour lesquel il n'existe pas d'automate déterministe, ni
descendant, ni ascendant équivalent, (i.e. définissant le méme taillis). Ceci
nous interdit donc de reprendre 1'idée de la démonstration de la cldture par
complémentaire dans les arbres [ ] qui est d'utiliser la réductibilité
du non-déterminisme pour les automates d'arbres, ascendant. On peut néanmoins

établir 3 partir de cette constatation le résultat suivant
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Les taillis reconnus par un automate déterministe (faiblement et done

aussi fortement) et leurs complémentaires sont reconnaissables.

Esquisse de preuve

Soit M ='<Z, Q, I, F, R>, l'automate initial, on peut le construire
totalement spécifié, i.e. ol toutes les reconnaissances aboutissent ou plus

formellement
¥m e Qa, ¥Ya € I, 3 une régle telle sa partie gauche soit m-« a.

La décision de l'appartenance d'un dag au taillis T(M) est fonction du
contrdle final. Ainsi l'automate M' = <I, Q, I, F', R>, ol F' est le complé-
mentaire de F, reconnait le complémentaire de T(M), et de plus M' est aussi

faiblement déterministe.
Exemple 1 :

Les finis et les co-finis (les finis sont ici des sous-ensembles 44inis

de dags planaires, et les co-finis, leurs complémentaires) sont reconnaissables.

En effet, tout fini peut &tre reconnu par un automate faiblement dé-

terministe.

ExemBle 2 :

Les taillis, dont les dags possédent au moins une occurence d'une
lettre donnée, et leurs complémentaires sont reconnaissables.

En effet, l'automate reconnaissant de tels taillis peut &tre faible-
ment déterministe. Le principe de sa construction est d'utiliser deux états
qg et q. L'état g indique que jusqu'd présent aucune occurence de la lettre

\.J/

donnée n'a été reconnue et ;> le contraire. Ainsi, soit 'a, la lettre 3 cher-

cher, on aura
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Q = {q, q;}

v e I\{a} : (q )

0

®,..% qo)°2,+9, . (qd ®,..% 44

\/ \/ ‘
-(g.®q.)ea+a*(q, ® ® q.) : reconnaissance de la lettre
£ 0 /IN /N 1 » qO 0

cherchée et génération d'un

état qy (1 seul suffit).

3 ®
V&' € I, V¥m € Q {qo} » 1.e. m £ (qo ®...8 qo), alors
me L L' .(ql a.qo 5...8 qo) E propagag}on du fait que la

lettre a a déja été reconnue
/N\
- s s e
le contrdle initial I = {qo}

- . 8 . Pl -~
le contrdle final F = Q \I, i.e. le langage composé des mots possée-

dant au moins une occurence de 1l'état .
1



145

CHAPITRE III

LES GRAMMAIRES REGULIERES DE DAGS PLANAIRES



II1.1.

III.2.

IIT.3.
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PLAN DU CHAPITRE III

DEFINITIONS ET EXEMPLES
II1.1.1. - Grammaires Llinéaires & droite
I111.1.2. - Grammaires réguliéres

II1.1.3. - Critique des définitions

- THEOREMES D'IDENTITE DES CLASSES DE TAILLIS

TAILLIS RECONNAISSABLES = TAILLIS REGULIERS =
TAILLIS LINEAIRES A DROITE

I11.2.1. - Théoreme d'équivalence entre grammaires
réguliéres et grammaires Llinéaires 3

droite
II1.2.2. - Théoréme d'équivalence entre régularité
et reconnaissabilité dans les dags

planaires

SCHEMA RECAPITULATIF
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ITI.1. - DEFINITIONS ET EXEMPLES

I11.1.17. - Grammaires Llinéaire a droite

IIT.1.1.1. = Définition

Une grammaire linéaire 4 droite de dags planaires est la donnée d'un

triplet G = <Z, V, R> ol :

a) I est un alphabet bigradué de lettres de co-arité et arité > 0 dit
alphabet terminal.

b) V est un alphabet bigradué, disjoint de I, de lettres de co-arité
et arité égalent a 1, dit alphabet de variables ou alphabet auxilliaire.

c) R est un sous-ensemble fini de régles, appelé production ou 42gle
. . 2] Ny
de production, inclus dans V. X DP(LI) X (V u {eH® de 1a forme :

3,..8 . ''3,..8 V!
vl Vn > 8 (vl Vn,)

Ny
ol § € DP(Z)E, et § est un dag connexe
Vi € Vpour i = 1,..., n

Vievu {e} pour.i=1,..., n’

I11.1.1.2. - La relation <<dérive directement de (dans G)>>

La relation <<dérive directement de (dans G)>> est définie dans
n, ) ny
DE(Z u V) par : ¥S € DE(Z u V), ¥8' € DB(Z u V).

§' dérive directement de § dans G, encore écritlSTE& §', si et seulement

si §' est obtenu en remplagant un facteur m de § par m' tel que m >~ m' € R.

II1.1.1.3. - La relation <<dérive de (dans G)>>

La relation <<dérive de (dans G)>> est définie dans BP(Z U V) comme

- P » ] . - - 2 *
la cloture réflexive et transitive de la relation ??>’ et est notée 7§> .
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I11.1.1.4. - Ordre de dérivation

" N
¥§ € DP(Z U V), ¥§ € DP(Z U V), il est classiquement établi que

* . . s . . ..
S = §' si et seulement si il existe une suite finie 51, 52,..., 6k+l de
. - A - t
dags planaires sur Z u V tels que 51 = &, 6k+l = §' et
¥i=1,...,k 8 = Sivy

Le nombre k est alors appelé ordre de La dénivation de u en u' dans

G. Il représente le nombre de fois ol on a utilisé une régle.

II1.1.1.5. - Notations

N
On note, pour § € DP(Z u V).

T(G, §)

(8" ¢ DB(T) / s’{%» §'}

(s, §)

H

(8" e DP(Z U V) /6 {§> 81}
On étend cette notation 3 A < 6?(2 uv)

T(G, A)

u

{8" e DE(Z) / 36 ¢ A et & {§> 8}

7(Q, A)

{6' e DE(Z uV) /38 e ets {%» 8}

TS R e S D A S VD S S R D o T R . S D T T D WY S G GRS G N WS D G R S I R S e WD D G R D G0 G wm WD wp i i Y g S WE G D R e e M e

Dans le cas ol A s'identifie & un langage rationnel de mots sur V6 alors
T(G, A) est appeld Zaiflis engendté par la grammaire G & partir de £'axiome
A (ou du fangage ratiomnel d'axiomes) ; E(G, A) est appelé talllis Elargi en-
gendré par la grammaire G & partir de 1l'axiome A (ou du langage rationnel d'axio-

mes).
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111.1.1.7. — Taillis Llinéajres & droijte

r\l e ) ~ L3 - - - . M
T < DP(Z) est un taillis linéaire 3 droite si et seulement si il existe

Soit la grammaire lindaire 3 droite G = <{a, b, c, d}, {v

R est composée de quatre régles.

- 2 régles pour générer

U
Q) —

regle 1 Vl ] V2 ] Vl -

N

< ———— ——

régle 2 : vy >

<@ e Yy e

. .z N . & .
une grammaire linéaire 3 droite G s <I, V, P> et A €V, rationnel de mots

tels que T(G, A) = T. L'ensemble des taillis linéaires 3 droite est noté LIND'

1 v2}, R> ol

- 2 réles pour éliminer les variables, en fin de génération

m_.._._

I
régle 3 : V,®8 V,®V, >~ a

o
N N
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|
< 'pégle Y4 : v, > d
- !

A partir de l'axiome A = Vl ®V,® Vl’ nous aurons une succession de
séquences de réécritures de la forme :

V.®V_ ® YV x >SV. ®8dB8V

1 2 (régle 2, plusieurs fois)

—_— < —n

B ——

]

—~— >
regle 1 ,//////

A
/

< —p
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Qy ——

—>
(regle 2, plusieurs fois)

/\

/////F

|

a d T
a d b
Vl d Vl

En répétant la séquence de réécritures, ci-dessus, puils en utilisant
les régles 3 et 4 pour éliminer les variables, nous mettrons en évidence que
T(G, A) est le taillis de dags planaires de la forme d'une répétition du motif

ci-dessus, ol le nombre d'occurences de lettres d est arbitraire.

Exer_rIE le :
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d
d a
d a

c . le nombre de d est arbitraire

!

fu
(=9
o1}

—
—

Remarque :

Une autre maniére de décrire T(G, A) est de le considérer comme l'en-
semble des dags de la forme i ' ol l'on peut "insérer" 3 tout ins-

e e

e

1
. d L
tant et autant de fois que l'on veut le motif
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) m

\u_ -

\
-

e

—

II1.1.2. - Grammaires réguliéres

111.1.2.1. - Définition

Une grammaire réguliére de dags planaires est la donnée d'un triplet
G = <X, V, R> ol

a) G est une grammaire linéaire d droite de dags planaires
B \ ®
by RcV ® L u {el x (Vu {e}) de la forme

. i< 3...® +a*V!®,..8 V'
sol Vl Vn a Jl Vn'

VievVu {e} pour i = 1,..., n'

« gsoit V, 3...8V_—+e
n n

1

od Vi € Vpour i = 1,..., n
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g R e X Y R e P R R - - o —-—

'\’ ’ . . Y o .
T < DP(L) est un taillis régulier si et seulement si il existe une
. 2 . s <) .
grammaire réguliére G = <X, V, R> et A € V', rationnel de mots tels que
T(G, A) = T. L'ensemble des taillis réguliers est noté REG.

L'ensemble des dags planaires de la forme de <<mur de toutes largeurs

et de toutes longueurs>> est un taillis régulier

I
=18 H

I | ™1

T H i
[

| -

I

- p——
— 1

1’
s
%

~ ~

I1 peut &tre généré 3 partir de l'axiome A

- ' ®
A= Vl &‘(V2 ® V3)‘ B Vl

N

Pd - N - \ ' -~ - ”
par la grammaire réguliére G = <{a}, {Vl, V2, V3}, R> ol R est composé des
/ .

- ~
six reégles :

~ 3 régles pour générer les <<murs>> :

s \/
regle 1 : V2 ] V3 > /a\
V3 V2
N \/
regle 2 : Vl B3 V3 - /a
\ %
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\/
régle 3 : v, <] v, ™ Q\\\
Vs V1

- 3 régles pour faire disparaltre les variables et rendre les dags

générés élément du taillis engendré :

\./
régle 4 : V2 3 V3 + a
- /
N \/
. . ®
regle 5 : Vl V3 +/a\
/
régls 6 : v, 8V +\é
- Ly

On peut schématiser une génération :

—

: : v 7
v v 7
3 2 3 2
| ! | ‘
L T ] rl L——v—
Vl V2 V3 V2 V3 Vl
L | | |
T i ¥ ]
v v v \'
i
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I1I1.1.3. -~ Critique des définitions

La critique des définitions portera principalement sur celles relatives
aux grammaires linéaires 3 droite, les grammaires réguliéres étant un cas par-

ticulier de grammaires linéaires & droite.

IIl.1.3.1._-_Sur_la forme des _régles (génération de dags connexes)
Il semble naturel de retrouver, pour les dags planaires, la propriété

J’..IND = REC que l'on posséde déjd dans les mots. Ainsi, imposer qu'un dag,

généra par une régle, soit connexe s'avére essentiel. Dans le cas contraire,

on pourrait engendrer des taillis non reconnaissable. Exemple :

G=<{a, b, cl}, {Vl, VZ}’ R>, R définit par :

|
régle 1 Vl - c

A

ol les régles 2 et 3 générent chacune des dags non connexes. Alors

T(G, {Vl}) est l'ensemble des dags de la forme :

|
c

N

fu

U —— g —Uu

) e )

n fois ¢ * n fois
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et T(G, Vl ), dans ce cas, n'est pas un taillis reconnaissable car ce n'est

pas une forét reconnaissable.
-'Remarque :

Les régles de la forme V + e, ol V est une variable, sont admises comme
régles réguliéres de grammaire de dags planaires, alors que dans les mots,
toutes régles réguliéres réécrit au moins une fettre. Ainsi on aurait pu res-
treindre la définition des régles réguliéres de dags planaires d &tre inclus

d 3 . .
dans V X I X (V u {e}) et laisser les autres contraintes telles quelles.

Mais dans ce cas, il aurait fallu changer, d'une maniére duale, la
. . e s -] .
nature de l'axiome en acceptant qu'il soit inclus dans (A u {e}) au lieu de

Q . - ” .
A", car sinon le dag {a ® e} ne serait pas régulier.
D'entre les deux choix
® : B . ®
1.RcV *x(Zu{e}) x (Vu{el) et l'axiome A ¢V
°
2.RcV xIx (Vule}?) et 1'axiome A c (Vv u {eh®

Notre choix s'est porté sur lapremiére possibilité, ce qui ne change

fondamentalement rien.

sur V )

ITT.1.3.2.7. = La nature, langage rationnel de mots de variables, de l'axiome

pouwr les grammaires de dags planaires, rompt avec la nature de l'axiome définit
pour les grammaires de mots ou d'arbres, ol l'axiome est une variable. Cette
différence de nature des axiomes correspond 3 la différence de dimension des

objets considérés
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I11.1.3. - Critique des définitions

La critique des définitions portera principalement sur celles relatives
aux grammaires linéaires 3 droite, les grammaires régulidres étant un cas par-

ticulier de grammaires linéaires & droite.

I1 semble naturel de retrouver, pour les dags planaires, la propriété
LIND = REC que l'on posséde déjd dans les mots. Ainsi, imposer qu'un dag,
généra par une régle, soit connexe s'avére essentiel. Dans le cas contraire,

on pourrait engendrer des taillis non reconnaissable. Exemple

G=<{a, b, c},_ {Vl, vz}, R>, R définit par :

l
régle 1:v, ~» e

1 //;//\\\\
Vl V2
P
régle 2 : Vl ® V2‘-> a ® T
Vi Y

\
régle 3 Vl ] V2 - % 3 b
|

ol les régles 2 et 3 générent chacune des dags non connexes. Alors

T(G, {Vl}) est l'ensemble des dags de la forme :

|
c

r 3 T 9
a b
n fois A a b } n fois
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et T(G, Vl ), dans ce cas, n'est pas un taillis reconnaissable car ce n'est

pas une forét reconnaissable,
‘Remarque :

Les régles de la forme V + e, ol V est une variaﬁle, sont admises comme
régles réguliéres de grammaire de dags planaires, alors que dans les mots,
toutes régles réguliéres réécrit au moins une Lettre. Ainsi on aurait pu res-
trelndre la définition des régles régulidres de dags planaires a etre inclus

dans V° x I X (V y {e})® et laisser les autres contraintes telles quelles.
Mais dans ce cas, il aurait fallu changer, d'une maniére duale, la
. . . s ] .
nature de l'axiome en acceptant qu'il soit inclus dans (A u {e}) au lieu de
3 . . P .
A", car sinon le dag {a ® e} ne serait pas régulier.
D'entre les deux choix
3 : B . ®
1.RcV x (T u{el) x (Vu{e}) et l'axiome A < V

)
2.RcV %I x (Vu{e}®) et 1'axiome A c (Vu {eh®

in

Notre choix s'est porté sur lapremiére possibilité, ce qui ne change
fondamentalement rien.

I11.1.3.2._-_Sur_la _nature de_L'axiome (langage rationnel de mots

sur V )

ITT.1.3.2.7. = La nature, langage rationnel de mots de variables, de l'axiome

pour les grammaires de dags planaires, rompt avec la nature de l'axiome définit
pour les grammaires de mots ou d'arbres, ol l'axiome est une variable. Cette
différence de nature des axiomes correspond 3 la différence de dimension des

objets considérés
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- un mot est un objet de dimension 1 : un seul opérateur, la concatémation.

'~ un drbre est un objet de dimensicn 1-<2 : deux opérateurs, le produit de com-

position et le produit tensoriel, mais la racine d'un arbre est réduit 3 une

lettre de co-arité 1,

que pour les arbres, mais pas de contralnte sur le '"haut" des objets.

 T11.7.3.2.2. - Cependant, en remarquant qu'un langage rationnel de mots peut

&tre engendré par une grammaire réguliére de mots. On peut conjecturer que la
proposition de la définition de grammaire de dags planaires, ci-dessous, permet
de définir, & parttin d'un axiome nédult 4 une variable, exactement les mémes
taillis que nos grammaires linéaires 3 droite 3 partir d'un axiome, langage

rationnel de mots de variables.

Proposition de définition

G=<I, H 7, B ol

a) I est un alphabet bigradué de lettres de co-arité et arité > 0, dit

terminal.

b) H est un alphabet bigradué de lettres de co-arité et arité égalent

j1irg

1, disjoint de I.

c) V est un alphabet bigradué de lettres de co-arité et arité égalent

Y

1, disjoint de I et de H.
d) R est un ensemble fini de regles de la forme

soit A » Vl ® Al
ol Ae H; A' ¢ H u'{eo} et V. e V

A,

soit V R...® V >
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v
ol ¢ e DP(Z)g, et 0 est un'dag connexe
Vi € Vy,powi=1,..., n

Vie Vu {e}, pour i ='1,..., n'

Les régles de R de la forme A + v, ® A' &tant destiné i générer le
langage rationnel de mots de variables qui sert d'axiome, et ensuite les régles

P4 ~

de la forme V., ®...% Vn > G (Vi 3...8 Vé,) étant destiné 3 générer le tail-

1
lis proprement dit.

La définition [III.1.1.] a été préférée pour des raisons de simplicitd

d'écriture.
Remarque :

Dans la proposition de définition ci-dessus, la génération di langage
rationnel de mots sur V, destiné 3 servir d'axiome est faite indépendemment
de la génération du taillis proprement dit. Pour avoir les deux générations
imbriquées, et ainsi peut-&tre avoir une définition, de taillis, plus modulaire,

on peut étendre R en admettant aussi les régles 3

V. ®..8V 8 A-> S 5 a'
1 n /////\\\\
L t
Vi T,

ou § € 8?(2)2, et § est un dag connexe
Vi € Vpour i = 1,..., n
AeH
Vievu {e} pour i = 1,..., n'

1
A' e Hu {eo}.

Dans la suite, nous ne considérerons que la définition donnée initiale-~

ment [III.1.1.1].
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III.2. - THEOREMES D"IDENTITE DES CLASSES DE TAILLIS ': TAILLIS
RECONNATSSABLES = TAILLIS REGULIERS = TAILLIS LINEAIRES
A DROQITE

IIT.2.1. - Théoréme d'éguivalence entre grammaire réguliére et

grammaire linéaire & droite

Toute grammaire réguliére est par définition une grammaire linéaire &
droite. Nous allons montrer que, inversement, toute régle linéaire 3 droite
peut se décomposer en un ensemble de régles régulidres. Ce qui nous permet

d'écrire le théoréme suivant :

Dans les dags planaires, REG = LIND.

111.2.1.2._=_Preuve
(i) Toute grammaire régulidre est par définition une grammaire lindaire
d droite, et donc REG ¢ LIND.
(ii) ¥G6 = <Z, V, R>, grammaire linéaire 3 droite, il existe effective-
ment G' = <I, V u V', R'>, grammaire réguliére telle que ¥A ¢ V@,
T(G, A) = T(G', A). Et donc LIND < REG.

Le (i) ne nécessitant pas de démonstration, regardons celle de (ii).

I11.2.1.3. - _Idée de construction de (ii)

La seule différence entre ces deux types de grammaire est qu'une régle
d'une grammaire linéaire 3 droite peut générer, en une seule réécriture un
dag connexe, tandis qu'une régle-régulidre ne peut générer qu'une lettre. Nous
allons done remplacer chaque régle r € R, par un ensemble, Rr’ de régles ré-
guliéres simulant cette régle r. Afin que les nouvelles régles produites n'in-
terférent pas entre-elles, il s'avérera nécessaire de définir chaque ensemble
* de régles R, sur (v, u e >z . (v, u vu {eh®, ot pour r € R, les ensembles
de variables sont deux 3 deux disjoints, et disjoints aussi de V. Pour la régle

r, Vr est appelé ensemble de variables intermédiaires pour simuler la régle r.
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Soit la régle linéaire 3 droite :

S
/N

<o — U

, vuen [III.1.1.8.]

nous allons la remplacer par neuf régles réguliéres, en prenant comme principe
d'écrire une régle régulidre par occurences de lettres terminales générée,
ici quatre occurences de a, quatre occurences de b et une occurence de c. Les

neuf régles d écrire pour simuler la régle considérée, peuvent se schématiser
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Vl V2 Vl
a b

t t
Vl‘ V2
a b

' r
V3 Vq

\ //

/C\

[} t
Vs Ve
a b

t '
V7 Vs
a b
V1 Vo vy

~ 1 1] 7t t t | ] ! 3 3
od Vl’ V2, 13, Vu, V5 VG’ V7, V8 sont de nouvelles variables, ils forment

pour la régle simulée, l'ensemble des variables intermidiaire.
I11.2.1.3._ z _Construction
En deux temps :

a) 3 chaque régle r e R : v -+ § « v', on associe
9

- un ensemble de variables, V£3 tel que les Vr soient deux 3 deux dis-

joints et disjoints de V.

- un ensemble de régles réguliéres, Rr’ définit sur

Q -]
(Vr Uuv) -2 » (Vr Uvu {e}) tel que :
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* *
1 o L= ? .
vl-;-—>6 v, <> v R>6 v,
T
]
pour v, V, € v
n,
§' ¢ DP(I).
b) G' = <L, L,) Vr uv, L_J Rr>'
reR reR

I11.2.1.6._=_Démonstration
En reprenant, III.2.1.3. et III.2.1.4., il est clair que la construction

a) est effective. Montrer alors que la grammaire réguliére G' est telle que

6 Pd .
YA c V, T(G', A) = T(G, A) est immédiat :

* - (]
¥S ¢ T(G', A) <> Im ¢ A tel que m - §, d'aprés la construction des
régles r et Rr’ notamment qu'ils engendrent strictement les mémes dags & partir

d'un méme tenseur de variables de V.

*
<=> —a—b § avec m € A

<=>m e T(G, A).
a

111.2.2. - Théoréme d'équivalence entre régularité et reconnais-

sabilité dans les dags planaires

Dans les mots et dans les arbres, nous avons le résultat bien connu
que la reconnaissance par automate d'états finis et la génération par grammaire
réguliére sont deux approches d'une seule et méme classe d'cbjets : les recon-
naissables ou réguliers. Nous allons montrer qu'il en est de méme dans les dags

planaires.
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111.2.2.1. - Enoncé

Dans les dags planaires, REC = REG.

C'est-d~dire qu'un taillis est reconnaissable si et seulement s'il

est régulier.

111.2.2.2. - Preuve

(i) ¥M, automate d'états finis de dags planaires, il existe effective-
ment G, grammaire réguliére de dags planaires et A, langage rationnel de mots

tels que

T(M) = T(G, A).

(ii) ¥G, grammaire réguliére de dags planaires et A, langage rationnel
de mots, il existe effectivement M, automate d'états finis de dags planaires
tel que : “

T(G, A) = T(M).

1171.2.2.2.1. - Preuve de (4} (passage automate - grammaire)

111.2.2.2.1.1. ~ Idée de construction

Soit M = <Z, Q, I, F, R>, on peut supposer [théoréme II.1.1.4.] que

® . . . . . .
F = {qf} . Ainsi la construction peut s'expliquer en trois points

a) Identifier les variables de la grammaire aux états de l'automate, ainsi

on peut associer d toute régle de l'automate, une régle de la grammaire.

b) Identifier 1'état terminal de 1'automate 3 un effacement de variable dans

la grammaire, c'est-d-dire ajouter la régle qe > e

¢) Prendre comme axiome le contrdle haut de 1l'automate.
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117.2.2.2.1.2. - _Construction

Plus formellement, on a :

G:<I, Q, RG> od RG = R U {qf+e}

Immédiate,

* en constatant que la construction de la grammaire réguliére est ef-

fective
* en montrant :

Lemme :

® ® . ooA
¥me Q, ¥m' € Q , ¥§ € DP(I)
* *
. . ! £ —— . t
me§ Hr §em' <> n G> §em
) ®
et de plus si m' € {qf} alors

me+ 3§ %% § e m' <=nm %}> g,

Les justifications formelles de la démonstration et du lemme sont

évidentes.
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111.2.2.2.1.4. - Exemple

. . I \/ ’ N
Soit l'automate M = <{/a\, IID}, {ql, qf}, I= {ql}, F = {qf}, R> ol

R est 1l'ensemble des transitions :
ql°al——a'(q15ql)
ql°a}—-a'(qf6qf)
(qg®qg) *b }——b‘-qf

En appliquant, la construction propcsée, on obtient la grammaire

régulidre G = <I, Q, R¢> et l'axiome A = I = {ql} ot RG.
rqy >at (e ®aqy)
q; > a* (g B ag)
Qe ® Qe > b g
Qe > e

a) Les dags reconnus par l'automate peuvent &tre générés par la grammaire,
g P P

exemple, pour la reconnaissance :



ére
par-

ie fbrmée4

Sw—

g

"me

e forméex

N\

w
i 4
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* Au formalisme prés, R étant inclus dans RG, on a forcément

a

S
A
. 0 A
1G 0 0
~,
/

b

qe e

De plus, en utilisant deux fois la régle + e, on obtient le da
U g

reconnu précédemment.

b) Inversement, tout dag généré par la grammaire régulidre peut &tre

reconnu par l'automate ; exemple :

|
PN
294
Y

peut se décomposer en deux parties.
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/

b b b \/
1|a b

g g e

La premiére partie est faite en utilisant la partie R < RG, la seconde
partie grice 3 la régle Qg > e. Il est facile alors d'associer 4 la premiére

partie de la génération, une reconnaissance acceptée par l'automate M.

17171.2.2.2.2. - Preuve de ({L) (passage  grammaire négulidre + automate)

1771.2.2.2.2.1. - 1dée de construction

Nous allons utiliser une construction symétrique 3 la précédente. Cette
ym q P

construction peut, elle aussi, s'expliquer en trois points.

a) Identifier les états de l'automate aux variables de la grammaire, ainsi on

rn

peut associer 3 toute régle de la grammaire dont La partie droite n'"efface”

‘pas de variable, une transition de l'automate.

b) Introduire un nouvel état : qg et pour chaque régle de G ol apparalt soit
e, soit une variable qui peut s'effacer, ajouter les régles de transitions
identiques 3 la régle de b concernée mais

" ¢ en remplagant chaque e par de (sauf Vl +> e)

« en donnant la possibilité de faire apparaltre Ae 13 ou peut

disparaitre une variable, exemple
1. Pour la régle (V1 ] V2) > a- (Vi ® e ® e), on ajoutera la transition

* ® '
(v, ® Vy)ra>a (Vl ®q.® qf).
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~ ° t t t
2. Pour les régles (V1 ® V2) > a (Vl ® Vz'b V3)
Vé > e
.Vé > e

On ajoutera 4 la transition (V,®V,)ea>a- (Vi ® V) ® Uy) déja

lors dé l'identification des états aux variables, et les trois transitions
[ 2 L] t
(VlesVQ) a—>a (Vlaqfaqf)
L] L 4 ! M
(V1 ] V2) a-—+a (Vl ®V,® qf)
. ° \J )
(V, ®V,)ea>a-(V]®q.® V)
¢) Prendre comme contrdle haut : l'axiome A mais comme en b) : chaque fois
que pourra.appraltre, grdce aux régles v -~ e, 1'élément e, on fera apparaitre
Upo dans le contrdle haut. '
'117.2.2.2.2.2. - Construction

- — - - — - "~ - —— —— - - -~

Plus formellement : soit G = <I, V, RG> pour l'axiome A on a :

=
1]

- [
<, Vu {qf}, s l(A), {qf} , R> ot e £V et

el
1]

. - -1 ! 1
{(Vl ®...8V )ra>a+s (V] ®..8 Vn,) tel que

- t t
V, 8.8V +a-(V]®..8 Vi) e RG}

s+ (Vu {gh® > P(V u {e})®, substitution finie définie par :

s(v) = {v, qf} <> veVetv>ecR

. s(v)

{vlI<=> vevVetv+e R

s(qg) = {qf}
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111.2.2.2.2.3. - Demonstrhation

D - - — T —— " —— - -

Immédiatement,

* en constatant que la construction de l'automate d'états finis proposée

est effective
* en montrant que
Lemme
Vm e (VU {qf})@, ¥m' e (VU {qf})@, VrSeSf?(Z)

me¢§ [—;;— Sem!' <= s-l(m) -Z—> S o S—l(m')

ol s est la substitution finie définie précédemment.

Les justifications formelles sont évidentes.

- - - —— o o - -

i

a) Considérons fLa grammaire régulidre G =< b , {V

V2}, RG> et l'axicme
A= {VO 8V, 8V, ® V,} ol RG est composée/\

O’ Vl’

de 5 régles pour générer

0 1 1
' : génération de () ()
V.8V, >b-(V, ® V) b
1 0 //
() /\
Vi

\/ /
Vo ® Y > b (V5 V) b 5
1% Y% b

/b v,

/\

Voo Yy
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Vg ® Vg b (V8 V)
: transformation des V1 en V,, peur
v,®V,®b °(V2 8 VO) préparer un "croisement”

7 . e Maamd )
7o 3 V2 ® b (Vl -] Vl) : "croisement b

\
2b/
v.v/\v v T

et réapparition des V, pour revenir 3 la

~
a
X VX V. XV

1
condition initiale : VO 1 1 o

de 3 régles pour faire disparaitre les variables

Voavl-»b-(eavl)

Vl ® VO > Dhe (Vl 3 e)

Kemar'g ue

L »

Le choix des 3 régles, ci-dcssus, 2 été fait pour mieux illustrer

a4

la construction preoposée, il aurzit 4té éAquivalent de choisir

VO + e 3 Vl +~ e ¢t V2 > e.

Le taillis généré par cette grammaire G & partir de l'axiome A est une

2z

répétition du motif :
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d n lettres b
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\/

b

()

b

\

\b/
0

0
()
-

\suite de une 3 n' lettres

b
/\

od 1l'on ne s'impose pas de terminer les dags par un croisement, exemples :

\
b

0
|

N

————,

SO b,/ \b

(
A

]
AN

A\

\/
b

)

\b

BVAN

0
g
\ ;

]
PN

7N

\/
b

)

b

¢—— "croisement”

/\
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b) En reprenant les trois points de la construction proposée en III.2.
on obtient :

\/ -1 ® .

M= <§b\},A{V s Vis Voo qels IT=s 7(A), F = {qe}l, > o

R est l'ensemble de transitions composé

des transitions identifiables dux régles de G {pas de e en partie droite)

(Voevl)-b]—-b-(voa v,)

(v, » vo)-b}—b-(vlavo)

(Vy & V)b }-—b-(V06V2)

(V, 8 V)eb|=b- (v, ®V,)

(V8 V) ebf—=be(V, 8 V)

(V, ®V,) *b -3 (v, BV)

des transitions destinée 3 prendre en compte les effacements de variables

(e en partie droite)
I v
+ remplacement des ? par q. sauf pour Vl + e
voevl-bl——b-(qfavl)
VlaVO~b}—b-(Vlaqf)
* prise en compte de la régle Vi re

(VOaVl)°b|—b-(Voaqf)

(VlGVO)'bI-—b-(quVO)
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(V, 8 V,)*b — b (V3 qp)

(v, ® Vz) b -0 CILR

(v, ® V2)°b|—b°(qf6 a.)

ol s(Vy) = {V,} .
s(v,) = {Vl, qf}

s(V,) = {v,} et s(qf) = {qf}

-1, . -1 '
s (A) = s {voavlesvlevo}

i

et I

(2]
1]

) ]
{vo_av BV, B8V, V,®q, B8V, 87V

q. B
1 1 0? V@Vquf VO"VOquaqfaV‘

0> 0

3 ~ Schéma récapitulatif

automate d'états finis

de mots

automate d'états finis

d'arbres
automate d'états finis ¥s-| utomate déterministe
de dags planaires 2 d'états finis de dags
(ascendant ou descendant) planaires
M{:;;;;’“ _7<:E:::::::?>i |
grammaire réguliére : . grammaire linéaire 3 droite
de dags planaires de dags planaires

(axiome rationnel) ’ (axiome rationnel)
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CHAPITRE IV

LES DAGS DE DERIVATION

- 1t g £ e e e o .71 2 PP £ v ¥ s rm 5 £ e e rEe At et s ot oo et e
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PLAN DU CHAPITRE IV

~DEFINITIONS

THEOREME : LES TAILLIS DE DAGS DE DERIVATIONS
SONT REGULIERS

IV.2.1. - Exemple introductif

Iv.2.2. - Généralisation de la construction

IV.2.3. - Démonstration du théoréme

L'INDECIDABILITE DE L'EGALITE DE DEUX TAILLIS
REGULIERS
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INTRODUCTION

On a pu observer lors des parties précédentes, la parfaite continuité
dans laquelle s'inscrivent les définitions d'automate de dags, de grammaire
de dags vis 3 vis des notions correspondantes qui existent dans les mots et
les arbres. On peut alors légitimement envisager de trouver certaines propri-
étés des dags planaires et plus particuliérement des taillis réguliers, en
transposant certaines propriétés observées Sur les arbres. On.peut notamment
étendre la notion d'arbre de dérivation d'ume grammaire algébrique, en dag
de dérivation d'une grammaire de mots quelconques. En effet, si une réécriture

dans une grammaire algfbrique peut &tre assimilée 3 un greffe dans un arbre

m —> m' par application d'une régle de la forme

G
vV > V1 V2... Vn
arbre
de déri arbre
. de dériva-
vation \
N\ tion . N
/ v
‘\7’/\; L
Vl V2... Vn

Une réécriture dans une grammaire quelconque, peut &tre traduite

graphiquement par une connexion dans un dag planaire

m —==> m' par application d'une régle de la forme
t t t
Vl V2... Vn - V! Vi... Vn

dag de dé- 172
rivation dag de
dérivation
_> *
1 t t
viJaeeVy
A X ra
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On sait que l'ensemble des arbres de dérivations d'une grammaire
algébrique est une forét régulidre d'arbres, et on montrera que l'ensemble
des dags de dérivations d'une grammaire 3 structure de phrases sans €-régles
est un taillis régulier. De ce résultat, on pourra déduire que 1'égalité de
deux taillis réguliers est indécidable. Notons, que sur les dags réguliers,
on ne parvient pas 3 mettre en évidence des lemmes d'itérations aussi géné-

raux et aussi simples que dans les mots, ou les arbres.

IV. - LES DAGS DE DERIVATION D'UNE GRAMMAIRE DE MOTS

IV.1. = DEFINITIONS

Iv.1.1. = Définition

On appelle grammaire d structures de phrases sans €-régles la donnée

d'un triplet G = (X, N, P) avec :
X ensemble de lettres terminales
N ensemble de lettres non terminales

P ensemble de régles de production, sous-ensemble de
(X u M eNe(x u " x(X v N)+

Iv.1.2. - Définition

On appelle le langage engendré par G = (X, N, P), 3 partir de l'axiome

A € N, le sous-ensemble de X" noté L(G, A) défini de la fagon suivante
L(G, &) = {g e X" / alz> g}

. .| * - P . ..
La relation notée |—G-> est la cloture réflexive et transitive de la

relation l-E> définie sur l'ensemble (X u N)* comme suit :

g }E> f si et seulement si E}ml, m, € (X u N et Iv l— m e P tels que

f=ml-m°m2 et g=m s vem,.
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Remargue :

L'ensemble des langages tels qu'il existe une grammaire 3 structure
de phrases qui les engendre, est 1l'ensemble des langages récursivement énumé-
rables.

IV.1.3. - Définition

On appelle dérivation dans G = (X, N, P) toute suite :
Sl fil R iR L

Cette dérivation est de longueur n (n applications de régles de G

pour obtenir £ d partir de fo).

IV.1.4. - Définition

UGCG) : le dag de dérivation associé 3 la dérivation § dans G, est
m rd ”, -
un dag de DP(Z) dont le feuillage ¢(DG(6)) est égal au terme de la réécriture
§, et qui retrace la fagon dont a été généré ce feuillage, & la maniére des

arbres des dérivations associés aux grammaires algébriques de mots.

T est un alphabet bigradué tel que :

¥x ¢ X 3 X € Zi

¥neN;ne Zi

1
« Vue N tel que Juf—> v ¢ P alors u ¢ Lo ()
‘ 2w 2(u)
« Wu F—b v ¢ P tel que 2(u) > 1 alors o(v) € ZZ(V)'

i . .
Les cj sont de nouveaux symboles appelés connecteurs.
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Et DG(S) est défini de fagon récursive par :

- 8 est une dérivation de longueur nulle : § est donc un mot ® de (X v N)*

alors :

DG(G) = (W) ; avec i 1l'injection canonique du monoide (X u N,*) sur
le monoide (I, ®). On confondra par la suite W et i(w);¢(UG(5)) est bien égal

aw,
. :
-8 £y Fa—> £f-1 FE—> fn alor§ :
On peut affirmer que :

Ju, v, g, d € (XU N)f tels £ _, = ugv, £ = udg et g —> d ¢ P.

1

oA
Appelons 6' : £ F%—> £ _, 3 alors DG(G') est un dag de DP(I) dont
le feuillage est égal & ugv (par définition) DG(G) sera :

1°7 cas : g € N, donc g € Z%(d)

r 0,(8")
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2% cas &(g) > 1 alors ¢ € Z%Egg

UG(G) = B ¢ UG(S’)

‘On a bien dans ces deux cas ¢(DG(6)) = £ -
Remarque :

On a distinguer deux cas :

- Le premier qui rend compte de régles de type algébrique que nous
traitons de fagon classique. Ainsi, en présence d'uée grammaire algébrique,

ndtre systéme é&labore des arbres de dérivatioms.

- Le second qui nous plonge dans une structure de graphe planaire, et

qui rend compte de la transformation d'un mot en un autre mot.

IV.1.5. - Définition

On appelle D(G, A) le taillis des dags de dérivations associds 3 des

réécritures dans G dont le premier terme est A.

D(G, a) = {D,(8) / & : A }—g—> w, we (XuN*}
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On appelle Du(G, A) le taillis des dags de dérivations associés a

des réécritures terminales dans G dont le premier terme est A.

D (G, &) = {Dy(8) / & : A%-w, we X1,

IV.2. - THEOREME : LES TAILLIS DE DAGS DE DERIVATIONS SONT REGULIERS

Enoncé :

¥G = (X, N, R) grammaire 4 structures de phrases sans E€-régles et
A € N alors D(G, A) et Du(G, A) sont des taillis réguliers de dags.

Iv.2.1. - Exemple introductif &8 la démonstration du théoreéme

Soit la grammaire 3 contexte 1ié suivante G = (X, N, R)

X = {a, b, c}
N = {a, C}
R:{A—l-—> ahbC ; A —> C 3 Cb > bC ; CC —> Cc ;bC5—>bc}.

Regardons d'abord quel est le dag de dérivation associé 3 la dériva-

tion suivante :

§ : A

> C > > >
) aép &Y aaépCPC T§7—>aag§pbc T§7- aabCEEp ng—,

aabCbhCC T§7_> aabbCCC -5~ aabbCCc

== ) Ty 3abbCee 7gy—> aabbece

Le dag de dérivation DG(S) est construit 3 partir de l'alphabet I

zi = {a9 b: C, A, C}
1.

22 {Cg} ; le connecteur 2, 2
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DG(G) :

;_
!
|
{
' a
{ l '
I | T
i | A
p .

] ' :
} | C b C b
: !
| : \\
| v
f | : .C b C .
[ ! [ ‘
f ! I T
| ‘ | ‘
[ l
! [ f ) C C ‘
j { '
! |
| | | 2
’ | | :
f b C . c
f : i ;
{
| i | @ |
] ‘ ! ' ]
{ i | ]

b C '

1

Soit la grammaire réguliére de DAG suivante G' = (I, V, P) oi I est

l'alphabet de lettres bigraduées défini précédemment

AVY]
e V = {K, b, C} ‘ \’\\'.L‘,‘
W

—
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v = Bopy> At (a® (/) ® (b+B/b) ® (Ce&/C) ;

- "
R opy=> At (ceC/0)

n 2 n n
C W>C2'(b‘bm5C'C/C)§

g

N A 2. v

CCWCZ‘(C”&/CEC) 5

Ny 2 n

b C ?37-> C2 e (beb/b ® c)
Notations :

« La notation "/" dans 1'énoncé des régles précédentes symbolise un

"ou" exclusif.
- v . .
Ainsi la notation A + A+ (C+ C/C) représente les deux regles
"
-A~>AC-C
_K-»AO-C
+ Le symbole X désigne 1'élément neutre du monoide (X u oM

Remarques sur la forme des régles de G'

Chaque variable de V correspond d une lettre de X u N :
veV <> Il>meR

a,
veV <> Ju',u",we (Xu N)* tel que u' *u" # A et

u' sveu" —> weR.

e On peut constater que chacune des régles de P est directement associé

d une régle de R.
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Construisons la dérivation dans G' dont le dernier terme est DG(G)

A fG—,> A - par application de ,
/J\\ K}-E,—>A°(a&K6b-g6c-?f)
a A ll: T
5od
/ idem
a
a z b <l: 1|: T
B ¢ 5 g
{'G_'> ' /A

A par application de

K,'E,—> A'(C"él)

>

11}
b
o

QS F—0
ol pb—vu
O ——0

(ol
o
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par application de
Ny : ’
c@bl-G—,>c§-(bac-'8)

par application de A

. 2 'c\:'ag"}—»cg%b»_i‘:‘ac-a’ ‘
/ ' et'c\:'a'c\:’}—>c§-(c-?fac)
a A o
/\\ |
a A b C b C
C
b C
b

Vs

N

o ——-O\

oo —g
A —~4— 0O
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par application de.
oy vy . v
cacCl— cg- (ceCac)

(]

OQo—4—0

"
b

"\
et qui par application de la régle b ® 8]—-> Cg + (b ® ¢), donne OG(G).

IV.2.2. - Généralisation : Construction d'une grammaire réguliére

de dags G' qui engendre le taillis-des dags de dériva=-

tion d'une grammaire & structure de phrases

Soit G = (X, N, R) grammaire de mots & structure de phrases sans

€-régles, ol

X = {xl, Kygeees xk}

=z
1}

N, Nyyoooy N}, A e N

+* +* +
R = {ui >V e (X u N)" N (XuDN) et v, € (XuN) }ie[t]
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Nous allons construire une grammaire réguliére de DAG, G' = (I, V, P)
telle que T(G', &) = D(G, A).

< Construction de I : voir définition IV.4.

- Construction de V :

ﬁ; € V <> N, ‘est la partie gauche d'une régle de R.

. _
X: (resp. Ni) €V =X (resp. Ni) apparalt dans une partie gauche de régle
de R,

- Construction de P :

A chaque régle de R, on va associér une famille de régles de P.

Préliminaire 1

: nooA
On appelera E =X U NuVu {xex/ x e V}et

E = (E, ®, eo) le monoide libre construit & partir de l'alphabet E

et de l'opération ®.

Préliminaire 2

Soit s la substitution rationnelle de (X u N)* dans E" telle que :

N . - . s 1
s(x) = {x, x*x} ssi x ¢ X et x apparait en partie gauche d'une régle de P.
s(x) = {x} ssi x ¢ X et n'apparalt pas en partie gauche d'une régle de P.
s(n) = {n, n} ssi n ¢ N et n apparait uniquement comme membre gauche de
régle de P.
. "\ - . . N
s(n) = {n, n+*n} ssi ne N et n apparalt uniquement en partie gauche de régle
de P. ’
g v . - - LN T
s(n) = {n, n, nen} ssi n e N et n apparait comme membre gauche de régle de P et

‘en partie gauche de régle de P.
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* Pour une régle de R de la forme
u, u 'Pib wi3k>13u,eXuVv
. 1 20..% ’ ’ j
on crée les régles de P suivantes
v
u

n
u. 8
i

NGk

Exemgle :

A la reégle Cb + bC, de l'exemple introductif correspondent les régles
de P : '

Cob o ciesb o)
soit ¢ & B> c2- (/b B & c/ce )

- Second type de régle de P

* Pour une régle de R de la forme :
Ni F—>W'; Ni e N

on crée les régles de P suivantes :
N, > N, - s(w)

Bxeggle :

A la régle A +~ C de R de l'exemple introductif correspondent les

régles de P :
E>as(c/ce )

- On rajoute la régle A + A, si A est l'axiome considéré.
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//"

iIv.2.3. - Démonstrationfdu t

I1 suffit de démontrer que D(G, A) = T(G', A).

.= Preuve de D(G, A) s T(G';’K) :

» D(G, A) ='{DG(5) telle que § est une dérivation dans G dont le premier

terme est A}.

Nous allons démontrer par récurrence sur la longueur des dérivations &
débutant par A, que DG(S) e T(G', B).

Cas d'une dérivation de longueur nulle :

2(8) = 0= DG(G) = A ; dag obtenu par l'applicaticn de la régle

K'H?> A.

Hypothése de Récurrence :

¥S§ ; 2(8) <= n alors UG(G) e T(c', B).
Soit &' telle que 2(8') = n+l.
§' est donc de la forme A E§> ugv h;b udv avec g - d ¢« R.

Appelons § la dérivation de longueur n : A H%> ugv ; d'aprés notre

hypothése de récurrence, et les propriétés des dags de dérivations, on a :
Dy(8) € T(G", T), ou & j5r>0,(8)
et

¢(UG(6)) = ugv.
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D'aprés la construction de la grammaire G', on est assuré de 1'-

dans P de la régle suivante :

cas 1 -sifl(g)>1 g, ®g, 6...agnf-é.'_.> Creay d

cas 2 - si 2(g) = 1 él—é\-—> ge+d

Considérons dans la dérivation K'—g,—> DA(S), ‘toutes lésAapplications
de régles qui font apparaltre une lettre de g. On peut leur substituer des
applications de régles ayant naturellement la méme partie gauche, mais dont
la partie droite ferait apparaltre Ies lettres de g suivi de la variable qui

n, -
leur correspond g; dans le cas 1 ou dans laquelle g remplacerait g dans le cas 2.
On aurait ainsi :

cas 1 :

-

- ,~-., par applica-

*

- i - ty - '
ruwiigiivy ‘tndela | iyl gl v
T 3oy _--- Jlréglemise __ ---- ot "D _t
1 ‘ .. en évidence. T ‘ rvG(d)
M n
- Ca(a)

= D,(8") e T(e', D).
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cas 2 :

—————————— } = = = = = — - - e
: ! ! . J
!

-1 Q! ! ' G 1 .

A S ' . " lo.(&)
| par applica- 1 Y r DG(é')
| I tion de la ' Co

R B Tl B ~ . [l B Rentaaiied
prur g v ooardglemise oy gy
ozt s t-z -l 1 en évidence _'---— T-;{_ i
d J

= DG(G') e T(G', A).

- Preuve que T(G', &) < D(G, A)

Nous allons pour ce faire démontrer que :

avec h 1'homomorphisme de (T u V)™ dans ({xeZl ; x € X} u {ei})*‘tel que

¥X e I h(X) =X

N,
V?{JeV h(X)=e]]:
¥ ¢ Vv h(N) =

On a la propriété suivante :
Y - % .
¥d € DP(Z u V) tel que A }G—,> d
si d=me¢(d) alors m+h(d(d)) e D(G, A).

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence sur la longueur

des dérivations dans G'.

Cas d'une dérivatién de longueur 1 3 partir de A : il ne peut s'agir
que de la régle K]-éT» A Ae DG, 8. 0O

Ou d'une régle de la forme -A—,E'—> Ass(w) avec A > w ¢ R.

Ash(s(w)) =A*w ; Aew e (G, A). O
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Hypothése de récurrence :

¥d € DE(Z U V) ¥L <=n tel que TL\'IE‘Q',—> d
sid=me*®(d) alors m+ h($d(d)) ¢ D(G, A).
Soit d e DP(Z u V) tfel que X[-é—,—> d.
Envisageons les différents types de régles applicables 3 partir de d.

cas 1 :

—— e e e wm e —— a—— e -

d =
e e e _ L _ __.
i O i e N it B el
- v ' ' Yoo . ! !
$¢(d) :_‘u._ ;__N_J'., | ‘V : _-u-' lel—J :__“'
s(w)

Regardons quel est le dag obtenu en appliquant au feuillage de d',

1*homomorphisme h.

Ce dag est le suivant :

N

! ]

! !

: ) m : > = me*h(¢(d)) € D(G, A)

! i |d'aprés l'hypothése de
:____-_.._-_._-.' récurrence, | e D(G, A), car la
:_h_(‘:)_: ;_ N ;.h—(v—)‘; régle N, ~w ¢ R.

R

| hest)) 2w
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cas 2 :
n N . n
-] 600.6 > C e S s 00 °
41 7 U “n }E'_ 2(w) (w) (et ! “n FweR
ST T T T T e ‘T T T T = - T
! ' ' '
! ! |
| , |
d =1 m |[-G—,>; m o= qr
| ' \ !
’ - - - | ! | [
) : uq un: ] \ !
b e = ] ) |
’--", ’_’\:_ - ",\"-: T e l'-n“ it I I |
v o1 e ! 1 ' !
:_.-i.' '__Ij‘._ u v oo Lou ' Cz(w) » v
s(w)
_— = - — P
. ! ! (") A
La présence de) u, ... w ;"au dessous" de, U, ... U résulte de la
'

~ - rd ~ [ ’\J
forme des regles qui géneére uniquement des ug e U

Regardons quel est le dag obtenu en appliquant au feuillage de d' 1'homo-

morphisme h.

Ce dag est le suivant :

- = - = — — = = = o))

!
!
1
!

. = meh(9(d)) € D(G, A) )
u * o0 u
' F‘l“‘ o d'aprés 1'hypothése de
v A récurrence.
') ! ' h(v)!
T T T r ¢ D(G, A) car la
n régle
CSL(W) g s 2
Ugeen W w € R,
h(s(w)) =w ' J
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Cette propriété nous permet de conclure que T(G', &) < D(G, A), car
tout dag de T(G', &) est conservé par application 3 son feuillage de l'appli-

cation h.

Ceci conclut la premiére partie du théoréme : D(G, A) est un taillis

régulier. [

La démonstration de la seconde partie du théoréme : Dﬁ(G, A) est un
taillis régulier, repose sur la construction d'une grammaire réguliére trés
proche de la précédente. La restriction que 1'on s'impose, est que chaque
lettre de I correspondant d une lettre quelconque de N devra &tre suivi
dans les membres droits des régles de P, de la variaBle de V qui lui est

associée (son apparition ne donnera donc jamais de dag terminal).

On peut alors reprendre la méme construction, en modifiant la défini-

tion de s de la maniére suivante
‘ . ' s ‘ o
* x ¢ X et x apparalt en partie gauche de régle de R = s(x) = {x, x+ x}
« x € X et x n'apparait pas en partie gauche de régle de R = s(x) = {x}

«*n € N et n apparait uniquement comme membre gauche d'une régle de R =’

s(n) = {n}

*n € N et n apparait uniquement en partie gauche de régle de R =

s(n) = {n*n}

*n € N et n apparait en partie gauche de régle de R, et comme membre

gauche de régle de R => s(n) = {n'°%; n}

et en supprimant de P la régle A - A.

Exemple :
La régle A Pi> aAbC deAR, n'exige plus que l'existeﬁce des régles.
Ee s ac(asTobmsced)

— ' —
EE—> A+(a®E®b+b®sCe) dans P.
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Remarque :

Ce théoréme prolonge un autre résultat bien connu qui nous dit que les
arbres de dérivations d'une grammaire algébrique constitue une forét réguliére
d'arbres. Pour y parvenir on a d définir une notion de régularité dans une
structure plus riche que les arbres : les dags planaires. Comme dans le cas
des arbres ol un arbre de dérivation caractérise une classe de dérivations
"dquivalentes', un dag de dérivation caractérise une classe de dérivation

"équivalentes' pour une grammaire d structures de phrases.

IV.3. - L'INDECIDABILITE DE L'EGALITE DE DEUX TAILLIS REGULIERS

On obtient comme corollaire du théoréme précédent que 1l'égalité de

deux taillis réguliers est indécidable par le raisonnement suivant :

Si 1'8galité de deux taillis réguliers était décidable ; on pourrait

décider 1'égalité au vide d'un taillis régulier.

Dans cette hypothése, pour G = (X, N, R) grammaire 3 structure de phrases

sans €-régles et A € N, 1'égalité Du(G, A) = ¢ serait décidable.

Or Du(G, A) = ¢ <= L(G, A) = @, 1'égalité L(G, A) = ¢ deviendrait
également décidable, ce qui s'oppese au résultat établi que 1l'égalité au vide
du langage engendré par une grammaire 3 structure de phrases sans €-régles est
indécidable. '

La difficulté de résoudre les problémes d'égalité de taillis réguliers

peut &tre illustrée par l'exemple suivant :

Exemple :

Soit My = (Z, Qs I;5 Fi Rl) et M, = (z, Qs Iy, Fps Rz) automates

de dags planaires ; avec
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= Zg = {x}

Q ={g, d, a} 5 Q, = {ql, q,}

i
1

@ ] s =
1°4%d®q+q®g®¥q;I,=q)8q ¥q,+q, 8q,¥q,

3
"

* *
279 3 FyFa,

~
"

{g®q)exf—x*(ad®q) ; (g8 d) x}=x-(q5g)}

~
|

2= 1y 8 ap) s xbxe(ay 8 q)) 5 (ay 8 qp) xf—x *(q, 8 g}

Tout éloigne, ces deux taillis reconnaissables dans leur mode de re-

connaissance :

- nombre d'états -des automates
- un automate déterministe en montant et l'autre en descendant
- forme des régles.

Or manifestement T(Ml) =‘T(M2) = ensembles des "tresses 3 trois brins"

de longueurs quélconques, c'est-d-dire les dags qui ont l'allure suivante :

—
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CHAPITRE V

(?{J | ~ CONNEXITE DANS LES DAGS PLANAIRES

Littt

.
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PLAN DU CHAPITRE V

V.1. - LYAUTOMATE DE DAGS PLANAIRES DG
V.2. - PROPRIETE DE L'AUTOMATE DG EN RAPPORT AVEC LA CONNEXITE

V.3. - CONCLUSION
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V. - CONNEXITE DANS LES DAGS PLANAIRES

La notion de comnexité tient dans l'étude des dags, une place de pre-
mier plan. Ainsi la cl3ture par homomorphisme n'est obtenue que pour les
homomorphismes connexes. Nous verrons dans ce chapitre qu'un taillis recon-
naissable de dags connexes peut €tre reconnu par un automate dont les con-
troles haut et bas se réduisent 4 des &tats initiaux et finaux. Nous observerons
également, lors dé la démonstration de l'inclusion de RAT dans REC, le rdle
primordial que jouent les parties connexes des dags envisagés. La notion de
connexité considérée ici répond 3 la définition classique de connexité sur les
‘ graphes : un graphe connexe est tel que pour toute paire de sommets distincts,

ceux-ci sont reliés par une suite d'arcs.
Nous présenterons dans ce chapitre un outil particuliérement utile dans
l'analyse de la structure d'un dag : l'automate de dags que nous appelerons

-DG.

V.1. - L'AUTOMATE DE DAG PLANAIRE DG

DG = <L, H, I, F, P> ol

» I alphabet bigradué sans lettre de arité ou co-arité nulle

« H={g,c,d, 0}

* -
« I =H
er =0"

" ¥aeli) (g»® ) ea F—as(g® cFed+ B g® ¢ eP

ii) & o a b— a c(F+cFBdm (g ® Fed+r e g v ™) e P
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iii) ("B d)cal—ac(c"BdB (g8 Bd+0)) e P
iv) O0ea F—-a + (g ® c* 5 d + 0)* e P
v) (g ® cF®a) . a}—— a*(g® ¢ wd+ N ep

Note :

* désigne ici 1'itération de l'opération ® dans le monoIde libre

construit 3 partir de H et de l'opération ®.
" Remardque :

Cet automate est un automate ascendant déterministe, d'ol ¥3 e T(DG)
Jtw € H tel que W"‘S‘TDE'G‘W' sw' e 0

Les propriétés qui suivent, explicitent formellement le comportement
de cet automate sur les dags, et témoignent de son intérét quant d 1l'étude de

la structure des dags et en particulier de ses composantes connexes.

V.2. - PROPRIETES DE L'AUTOMATE DG EN RAPPORT AVEC LA CONNEXITE

Cet automate effectue au fil de la reconnaissance d'un dag, un "marqua-
ge'" des bords droits et gauches des sous-dags connexes (états d et g), et celul

des sous-arbres extrémes (état 0) comme nous le constatons sur l'exemple suivant :
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¢ c c d
1 ] ] ]
A\
\
) \
° RN
\
i
\
\ y [
\ g d ,
\
(bOI‘é
droit
c N
\ 0 0
C, d \
t arbre en bout
j
d/ e
/

N

\ f
\ ’

\ 13
bord gauche \ bord droit

V.2.1. - Propriété

¥6 € ﬂ?(Z) Jwe (0O+ (g® " ®a)N” et w' e 0" tel que

w-s!T*G-a-w'.
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Preuve :
Par récurrence sur le nombre de lettre du dag 6.

- § est composé d'une seule lettre, alors il est reconnu par une

régle de la forme (v) dans les conditions préscrites.

Hypothése de récurrence :

~ .
¥8 € DP(I) tel que § est ccmposé de moins de n lettres alors

we (O+ (g® & an® et w' ¢ o tel que

w e 6 }g%— Sew'

soit &' = a ol a € X et § dag de n lettres

288 e il 281

-‘on"lnn--'cln.» ,ltlo',

il existe alors d'aprés l'hypothdése de récurrence w € (0 + (g ® " ®d)) et
w' e 0F tel que : w e+ § H%; Sew',

w peut se décomposer en Vl 5V, s V3 de maniére 3 ce que
[} ' * T . t
(v, ® (a*V,) 87V, s}ﬁa w'.

V, est un facteur d'un mot de (0 + g ® s H* =

V2 appartient 3 l'un des langages suivants
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(g8c 58d+0) " B8gmc”

[
"

Fedw(goc dd+ )

[
"

o
]

c*ada(gsc*@d+0)*sga~c*>=-=>

(g®c" ®d+0)

[
1

a*V, est la partie gauche d'une régle de P)
Soit u,*a —a- V, cette régle
. ! * t o ]
(Vlauzﬁvs) 8 l-——DG St ew

de plus, il est évident au vu de la forme des régles de P que le résultat
de la substitution de v, par u, dans w est lui-méme wn mot de (o +'g® ¢ B d)*

,
Comme corollaire de cette propriété on a : T(DG) = DP(I).

' a
Tout dag de DP(ZI) est donc reconnu par l'automate DG ; nous allons exa-
miner comment la reconnaissance par l'automate DG peut nous donner des infor-
mations sur la structure du dag. Nous constateroms dans un premier cas, que les

états de cet automate sont porteurs d'une interprétation graphique.

V.2.2. - Propriété

¥8 ¢ DP(T).

1) 3w cH s dw® H* Iw' e 0" tel que w * § hﬁ;-@ ew! =

O
"

61 -] 62
wl 3 doew

g
"

2

'=W,6W'
W 1 )

tels que (w, & d) &, hi? §, ewi.
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Cela signifie que 1'état 4 "marque" 1l'ar@te droite d'un dag.

2) dw e H*Ggﬁ H Ju' ¢ 0" tels que w*cS»_!B*é- Sew' =

61 B 62

w, B gd w,

$
W
! = 4 ]
whoE W, ) LP)

L 4 * * t
tels que (g.& w2) 62 }Ba- 62 W)

Cela signifie que 1'é&tat g "marque" l'aréte gauche d'un dag.

3) weH 80 ®H Ju' € 0¥ tels que w ¢ § h%; S+ w' =
§ = 61 5§, ® 63

wzw,® 0 8w

) . !
tels que 0 62 =5 62 W
Cela signifie que 1'état 0 marque des arcs qui sont 3 la fois ar8ts

gauche et ar€te droite d'un dag.
Preuve :
L'analyse de la forme des régles nous fait observer que :

dans les parties gauches de régles, 1l'état d est toujours au-dessus de 1l'extré-
mité droite d'une lettre (confére les régles (iii) et v)) ; et que par appli-
cation de ces régles (iii) et (v), on retrouve sous l'extrémité droite de la

lettre un 4 ou un 0.

dans les parties gauches de régles, 1l'état g est toujours au-dessus de l'extrd-
mité gauche d'une lettre (confére les régles (i) et (v)) ; et que par applica-
tion de ces régles (i) et (v), on retrouve sous l'extrémité gauche de la lettre

u g ou un 0.
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dans les-parties gauches de régles, 1l'état 0 est au déssus d'une lettre de
co-arité un (confére régles (iv)) ; c'est-3-dire simultanément au dessus de
1'extrémité droite et gauche d'une lettre ; et que par application de ces ré-
gles (iv), on retrouve sous l'extrémité gauche de la lettre un g ou un 0, et sous

1l'extrémité droite de la lettre un d ou un 0,
Ces trois constatations suffisent pour induire les énoncés précédents. [

La propriété qui suit, constitue en quelque sorte une caractérisation des
dags planaires connexes a partir de l'automate DG. Elle établit que tout dag.
connexe est reconnu par l'automate DG & partir d'un mot unique (car l'automate

z s %*
est ascendant déterministe) du langage 0 + g® ¢ & d.
Accessolrement,cette propriété établit que le taillis des dags connexes

est reconnaissable.

V.2.3, - Propriété

¥6 ¢ DP(T)

3wl e (0O+gw> "’ d) 3w2 e 07 tels que w, * $ H%; §e Wy <=> § est connex

Preuve :
. A *
=> : « Soit § ¢ DP(Z), w,€g®8c ® d, w

* *
260 telsquewl*G%G—S-wz.
Montrons par l'absurde que § est nécessairement connexe

Si § ne 1'était pas, on aurait alors § = §' ® §", W, = wi ] wz et

- "
Wy T W, <] Wo tels que

* * *
1 e A1 Ve up!? ' ] '
wye$ Hf? S Wy avec w) € g:® ¢ et wy ¢ 0

wg o & H%; 8" . wg avec WI cc ®det wg e 0 ’




LU0

Or, dans w} ona (nombre de g - nombre de d) =1, et 1'application d'une -

régle quelconque de DG conserve cette quantité, wé ne peut donc appartenir a
*

0.

De méme, dans WI ona (nombre de d ~nombre de g) =1, et l'application d'une

régle quelconque de DG conserve cette quantité, wg ne peut donc appartenir 30" 0

, . o
* Soit d € DP(Z), W, € 0" et 0+ 38 h%? § W, § est connexe puisque de co-

arité 1. 0O

<= : * Soit § connexe alors 3w e (0 + g ® 8 A", I e 0% tels que
g9 H%? § « w' (Propriété vI.2.2.1.).

~Si § est de co-arité 1, alors w = 0 (seul mot de longueur un du langage
(0 +gd®c"®d)). O

-S1i § est de co-arité et de co-aritéd strictement 3 1

- § a une et une seule aréte droite ;
- § a une et une seule aréte gauche ;
- l'aréte droite et. l'ar@te gauche de § sont distinctes

et sur les bords.
On conclut, d'aprds la Propriété V.2.2, que w e g & ¢~ & d. [
Pour établir la propriété suivante, attestant que les taillis connexes
reconnaissables peuvent &tre reconnus par des automates possédant comme con-
trdles haut et bas des états initiaux et finaux, on doit s'astreindre 3 des pré-

liminaires fastidieux.

Préliminaires 4 la propriété V.2.4, :

1) Quelques notations

a) Soit M = <X, Q, I, F, R> un automate d'états finis de dags

* On appelera AI = <Q, V, {VO},v{Vf}, U> un automate d'états finis de mots

qui reconnait I et tel que
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- VO est un état strictement initial, c'est-d-dire que

v x QX {VO} nu=3y

- Vg est un état final "puits'", c'est-d-dire que

{Vf} XQXVnu=Qq

Soit V., = V\{VO, v

1 }  (i.e. les états intermédiaires).

f

- ¥y ¢ V il existe une suite de transitions de u conduisant de cet é&tat

v & 1'état final Vf

et
il existe une suite de transitions de U conduisant de 1'état Vo a 1l'état v.
* On appelera
»Avivj = {(vi, G vl) ® (vi, dps v2) .. B (vn—l’ Qs vj)}

l'ensemble des suites de transitions chalnées qui démarrent par V.

i v Voveo v, (i.e. i i
et se terminent par Ve s Vi Y vi-1 €V (i.e. on ne passe jamais par

Vs Ou par vf).
De fagon tout-d-fait symétrique, on notera

Ap = <Q, K, {ko}. {kf}, A> un automate d'états finis de mots qui reconnait F

avec les mémes contraintes sur l'ensemble K.

Akikj désignera alors l'ensemble des suites de transitions (de K x Q X K)

chainées qui commencent par ki et finissent par kj.
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b) Soit Q X Q2

) . . x .
On notera HQi la projection de Ql X, Qn sur Qi :

T + Q%G X G,
(ql’ q2a"': qn) aN—> qi

et par extension

on notera I % % * 1l'application de
Qil qi2 o Qi'n

1 2 in
Wwoam (T, (W), T, (w),ee., M. (w))

2) Rappels de construction connue (cf. II.1.4.)

a) Soit M = <&, Q, I, F, R> un automate de dag.

On peut construire les deux automates de dags suivants :

S, A, R

« My = <I, Kx QXK Ako,k nt 1

£

ol Ry = meal—aem' / }ki,kj € K tels que m et m' ¢ Akikj et
HQ(m) cal—a - HQ(m') e R}

- * =l

* My, =<I, VXxQXV,u, AV v n,HQ (F), R2>
o f
ol Ry, = {m-a F—aem" / }vivj € Vtels que metm' ¢ AViVj et
IIQ(m) vaf— a-HQ(m') e R}
Ces deux automates sont tels que T(M) = T(M;) = T(M,).

X...X Q  un ensemble produit d'ensembles d'états.
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3) Une propriété intéressante

n, " . .
¥§ € DP(I) connexe alors
Im,m' € (K X QX K)* tels que m* 5,H;-'5 *m' =
1

! ]
;kikj € K tels que met m' € AkikiA
Preuve :
Par récurrence sur le nombre de lettres de §

[ 4 = . * |4 ~
SeZ=>m=+§ h;;-é m' e Rl et les régles de Rl sont telles
gue m.-et m' appartiennent 3 un méme Ak‘k .
. | 2 . : ~
* Hypothdse de récurrence : ¥§ € DP(I), § composé de moins de n lettres

- -y

me ¢ H;— Sem"=>met m' ¢ Ak‘k’
1 Ky

* Soit &' composé de n+l lettres, tel qu'il existe m et m' ¢ (K x Q X K)*

etm e+ §' h;— Sem' ;
1

er
1 cas

(o)
-
"

H connexe de n lettres

],..;‘ H

a

rrews

em-=+ ¢ hgl»ﬁ * mj avec (d'aprés H.R) m et mi appartenant 3 un méme
1
B .
13

» m' est obtenu & partir de mi sans briser la chaine, d'old m et m'

appartiennent au méme L
i




éme
2 cas :

6?

1}
O
O
(o]
O

. 8.
l 2 L ] n—l n b i connexe
de moins de

n lettres.

a

|""""lll¢'0"'.‘.l'l

d'aprés l'hypothése de récurrence, on a :
*m=m ] m, 9...8 m,

. * . .
(ml ] m, . ® mn) '(61 2] 62 e B Gn) H;;'(dl ® 62“6...6 Gn) . (mi ] m) 5,..8 mn)

avec ¥i ¢ {1, 2,..., n} le’i,

1. 1]
‘2,i € K tels que m, et my « Akl ikQ ;
t] 3

* 1l'application d'une régle de Rl sur la lettre a impose que

¥ie {1, 2,..., n-.1} kz,i = kl,i+1

' ol ] e D ! oL, !
d'od m, ® m, m, et my ] m, -] m € Ak X
1,172,n

=>m et m' € Ak 0

l,lk2,n

V.2.4. - Propriété

Quelque soit T taillis reconnaissable connexe (i.e. ¥6¢ T & connexe), il
existe un automate M = <%, Q, I, F, R> o0 I = QZ, Qo cQet T = Q;, Qf cQ
tel que T(M) = T.
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Preuve :

Comme T est reconnaissable, il existe par définition un automate
Ml = <29 le I ’ Fl’ Rl>, tel que T(Ml) = T.

Le Théoréme II.l.4. nous assure que l'on peut construire 3 partir

de Ml’
* :

et tel que F, = Q2f, Q2f c Q2-

un automate M, = <z, Q2, I2, F2, R2> reconnaissant le méme taillis

Soit A = <Q2, v, {VO}, {vf}, H> l'automate de mots qui reconnait I2,

avec les caractéristiques énoncées en Préliminaires 1.

On notera : U l'ensemble des transitions commengant par vy (i.e.

My =M {vo} X Q, % V) He l'ensemble des transitions aboutissant & Ve
(ie. Mg =V XQ,X {vel) H,e l'ensemble des transitions permettant de
S . . - X ' -

passer de v d v, (i.e. By = M0 {v.} = q, {vf}). L'automate DG est carac

térisé par le quintuplet <I, 3, H, {0}Y*, P> (ef. V.1.).
Nous allons montrer que
ltautomate M = <%, Q, I, F, R> ol

Q=VXQ2XVXH

T o= (kg X {gh) u (ug * {dh) v (ux{ch v (% {omn*
F=(VxQyXVX {on*.
R={meal—aem' telles que :

. Hq2(m) cal— a*qu(m') € Rz
. IIH(m)-al-—a°HH(m’) e P

« I (m) et HVX

yxq XV xy(m') appartiennent au méme A& v }

Q, iV

reconnait le taillis T.
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a) T(M) ¢ T

¥8 e T(M) dme Ietm' €F tels que m ° SVH% §em'
* Par projection sur la composante H des états on a :
*
. ‘. '
HH(m) § hr $ HH(m )

* . ,
Comme m' € F, HH(m') € 0°. On en conclut donc, étant donc que § est connexe

que HH(m) e (0+g® ¢ & d). (cf. Propriété v.2.3.).

* Par projection sur les composantes V X Q2 X V des états on a :

' *
HVXQQXV(m) « §f—s - HVXszV(m )

Attendu que § est connexe, on en déduit que HVXQ XV(in) est suite de

t?an31tlons chainées de U (i.e. 3Vivj € V tels que HVXszv(m) 5 Aviv.)
(cf. Propriété interessante - Préliminaites 3). J

De ces constatations, il résulte que :

. HVXQ xv(m) € AV,V’.

2 1]

*
. HH(m) e (0+gxc x4 == HVXQQXV(m) e‘Avaf

*me I J

vxQ XV(m) est une suite de transitions chainées de i1, démarrant
. 2 s s .
en v, et aboutissant en Ve cela signifie que HQ (m) appartient au langage

‘ 2

Or, si Il

reconnu par A, soit I2.

I1 suffit, maintenant de regarder ce que l'on obtient par projection

sur la composante Q2 des états :
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e (m) s k=6 . T (mH) )
Q, l_gz_ Q,

«I.(m) e I

q, ) =5 § ¢ (T(Mz) = T) a

. ' .
. HQ2(m ) € (sz)

V.3. = CONCLUSION

On constate d travers ce chapitre, l'intérét d'étudier les dags connexes
comme composantes des dags plus généraux. On découvre, en particulier, que
dans les dags connexes, la notion de recomnnaissabilité peut &tre &purée des con-
trdles haut et bas. Ceci exprime bien le fait que sur des dags connexes on peut
toujours parvenir 3 faire coincider deux informations par un mécanisme de trans-
mission tel que les régles de transitions locales ; alors que ceci est manifes-
tement impossible pour des dags non connexes (1l'information ne pouvant passer d't
composante connexe 3 une autre ) : ces informations sont donc consignés dans

les contrdles haut et bas.
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CHAPITRE VI

- LA RATIONALITE DANS LES DAGS PLANAIRES
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PLAN DU CHAPITRE VI
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VI.4. - RATIONALITE DANS LES DAGS PLANAIRES : DEFINITIONS

VIi.5. - JUSTIFICATION DE LA DEFINITION DE RATIONALITE
DANS LES DAGS PLANAIRES
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INTRODYUCTION

I1 ne nous reste, pour compléter notre étude influencée par les résultats
obtenus sur les mots, et les arbres, d définir sur les dags planaires une notion
de rationalité. L'ensemble des tai}lis reconnaissables est-il, comme le sont les
ensembles des langages et de for8ts réguliéres, la cldture par certaines opéra-
tions des ensembles finis de dags, ou encore peut-on par combinaison d'un nom-
bre fini d’opérateurs sur des sous-ensembles finis obtenir tous les taillis
reconnaissables. Dans les mots, le probléme est bien connu ; tout langage ré-
gulier est solution d'un systéme algébrique que l'on peut résoudre ; mais bien
que les foréts réguliéres d'arbres soient également soclution de systéme algébri-
que, leur résolution nécessite 1l'introduction d'opérateurs typés. Dans les dags,
on se verra contraint, & bityper les lettres d partir desquelles on fabriquera
les expressions rationnelles. Un cadre algébrique nouveau sera adopté pour

- - - 2
manipuler ces expressions :.le magmoide typé.

A travers cette définition de rationalité sur les dags, notre but est
de parvenir au méme théoréme classique que dans les mots et les arbres
1'équivalence entre les neotions de reconnaissabilité, de régularitéd et de

rationalité.

VI.1. = LES MAGMOIDES TYPES

Nous allons définir 3 la manidre de Jacob et Corbeel dans [ ]
la notion de magmolde typé. Pour ce faire, nous allons particulariser les
liaisons qui peuvent exister entre ses 4léments. Les éléments du magmoide typé
auront deux caractéristiques particuliérés : une co-signature et une signature
mot d'un monoide T*, T étant un ensemble fini de symboles de types. Et on impo-
sera au produit de composition d'€tre compatible avec les signatures et co-signa-

tures des éléments du magmoide.

IV.1.1. - Définitions formelles

Soit T un ensemble fini de symboles de type.

* Un alphabet bitypé (Z, T) est un ensemble fini de lettres qui sont des

triplets de la forme (t, a, t') avec
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—teT appelée co-signature de cette let?re
- a ¢ I appelée étiquette de cette lettre
-t e T appelée signature de cette lettre.
On notera aussi pérfois ces triplets a:,.

* Un magmolde typé est un sextuplet <M, T, ¢, ®, E, e> qui sera noté

(M, T), o M est un ensemble, T un ensemble fini de symbole de types, °* une
opération partielle binaire sur M, ® une opération binaire sur M, E un sous-

ensemble distingué de M et e_ un &lément distingué de M ; et qui vérifié les

€
axiomes suivants :

Al : Vu e T*, Vv € T" il existe une partie M: de M, appelée fibre u-v de M.

Les fibres de M constituent une partition de M.

M est donc un ensemble bitypé, tout é&lément de M: sera dit de signature

v et de co-signature u.

. 1
A2 : VueT, WweT, v eT, ' eT, ¥me Mo, ¥m' e M,

s s u
me*m' est défini ssi v = u'. On a alors m*m' ¢ Mv'

Cette opération * est appelée produit de composition (typé).

A'2 : Le produit de composition (typé) est associatif.

13
A3 : VueT, ¥ eT, V' eT, W' ¢T , ¥m ¢ Ml, Vm' e M,

ul
]

u.
m® m' € M
Ve

Cette opération ® est appelée produit tensoriel.

A'3 : Le produit tensoriel est associatif.
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A% : ¥m m,, my, my €. M

19

(ml- m2) ] (mi' mé) défini = (ml s mi)' (m2 ® mé) = (m,*m,) ®

1
" em!
(m1 m2)

2

AS :

A tout symbole de. type t € T, est associé un et un seul élément de E qui

a comme signature et co-signature t. Nous noterons ey 1'élément de E associé 3 t.

En posant e, = eul e 2... eun tel que u = Uy *Upeee Uy Up € T

u
ona:¥meM €e *m=metmee._ = m
v u v

N £z . - *
"t e, € M, ou € désigne 1'él2ment neutre du monoide T et ¥m € Ms

€
eg 8m=m?9% e = m.

est également

Les éléments e, sont donc neutres pour la composition ; e

neutre pour le produit tensoriel.

VIiI.1.2. - Exemple de magmoide typé

Nous avons illustré la définition de magmoide en donnant comme exemple
1'ensemble des relations définies de E- sur E? (E ensemble donné), muni de la

composition des relations et de "la juxtaposition'" de relations.

Par contre, cette structure algébrique de magmoide ne peut s'appliquer
d l'ensemble des relations définies 3 l'aide de deux ensembles E et F muni des
mémes lois de composition des relations et de "juxtaposition" des relations. On n'
peut plus se contenter pour composer deux relations de vérifier que le nombre
de composantes de l'ensemble d'arrivée de la premiére relation est égal au
nombre de composantes de l'ensemble de départ de la deuxilme relation (respect
de la graduation), mais il faut s'assurer que chacune des composantes appartien-

ne au méme ensemble (respect d'un type : l'ensemble de référence).
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soit T = {E, Fl

R(E, F) = L~J . RE(E, F) avec

u,veT

u .
= X X X
RV(E, F) {ensemble des relations de u; X uyeeXou dans VX Yy e

Uz u; Uy e u 3ueTet Ve voev, .. Vb, Vi e T}.

(R(E, F), T) muni des lois de composition et de juxtaposition des rela-
tions, de l'identité de E sur E, de 1l'identité de F surF, et de la relation

définie du vide sur le vide (qui correspond & e.) est un magmoide typé.
Remarque :
La notion de magmoide typé est une généralisation de la notion de mag-

moide. En effet, tout magmoide peut &tre considéré comme un magmoide typé dont

1'ensemble des symboles de type est réduit & un seul élément.

<~
P

On montre que tout magmoide typé (M, {t}) est isomorphe 3 un magmoIde M.

Soit & l'isomorphisme de t" dans N tel que

vuet  f(u) = longueur du mot u.

gout fibre M: du magmoide (M, {t}) s'identifie de fagon unique 3 une
fibre MQE:; et les axiomes du magmoide typé se réduisent alors aux axiomes du

magmoide.

VI.2. = LES MORPHISMES DE MAGMOiDES TYPES

Soient <M, T, *, ®, E, e.> et <M", T', «, ®, E', e_,> deux magmoides

€ e
typés, une application ¢ de (M,,T) dans (M', T') est un morphisme de magmoides

typés si :

Cl: ¢ se comporte comme un morphisme vis-d-vis des types ; i.e. il existe

un morphisme h de T* dans T,

Vue T, ¥Wve T ¥me M, 9m) < Mﬁ%ig.
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C2 : ¢ préserve les &léments neutres :
¥t e T @(et) = e (t)
C3 : ¢ est compatible avec les opérations, i.e.

vme 2, ¥n' e MY, @(mem') = &(m) - &(n') et &(m B ') = &(m) & B(m')

Remarquons que la condition 1 assure que lorsque me*m' est défini
rSq

®(m) *» ¥(m') l'est aussi.

VI.3. - LE MAGMOIDE LIBRE TYPE ENGENDRE PAR UN ALPHABET BITYPE (%, T)

Soit (I, T) un alphabet bitypé.

On construit alors de fagon standard le magmoide libre typé engendré

par (Z, T) comme l'ensemble des expressions syntaxiques bien formées bities a

partir des lettres de (I, T) quotientd par les axiomes du magmoide typé.
A,
Le magmoide libre engendré par (I, T) se note DP(Z, T).

Les éléments de ce magmoide peuvent s'interpréter comme des dags planaires
dont les noeuds, et les arcs seraient é&tiquettés. La jonction de deux arcs n'est

possible qu'd la condition qu'ils portent la méme étiquette.

Exeggle :

Soit T = '{tl, tz}, (Z, T) = _{(titz, a, tyt)), (tt,,.b, t2t2)}

sz A" .
Les éléments de DP(Z, T) sont en terme de dags planaires
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Ty t4
’ a

t t
t 1

b
+ -
1 %o, t2

a

t

—_— o - -

VIiI.3.1. - L'opération de détypage .

Le dag obtenu "en gommant" les types de l'interprétation graphique d'un
élément de B?(Z, T), est manifestement l'interprétation graphique d'un élément
de ﬂf(Z). On dira que l'élément de 3?(2) ainsi obtenu, l'a été par détypage de

_1'élément de SF(Z, ™.

ExemEle :

Reprenons T et (I, T) tels qu'ils ont été définis ci-dessus.

tIl t2|
a
a t2
d tlk** d dé
le dag ‘tl b onne par détypage b
t ]
2 t2
a
a l !
tJ ol Ty

Formellement, cette opération de détypage est un morphisme T de BP(Z, T)
dans DP(T) définie par :

- ¥(t, a, t') € (£, T) %((t, a, t')) = a e ﬂp(z)igia)

Ce morphisme n'est pas d'une maniére générale injectif.
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VI.3.2. -~ Propriété du magmoide typé Libre

Quelque soit le magmoide typé libre, son détypage est un taillis recon--

naissable.
% 7Y ; %z, M} 115

¥DP(Z, T) T(DP(Z, T)) = {T(m) /m € DP(Z, T)} est un taillis reconnaissable.

Preuve :

Soit M = (X, T, T*, T*, R) automate de dag planaire

3 = . . t ' »
o R = {(tl 5.8t )a — a (t] ®...8 tp)/(tl... t s a, t]

e 1) € (2, T}
%
On se convaint aisément que le taillis reconnu par cet automate est bien

",
le sous-ensemble de DP(I) obtenu en détypant 6?(2, T).

Remarque :

Cette propriété établi l'analogie parfaite qui existe entre le rdle des
types dans le magmoide typé et le rdle des états dans un automate d'états finis

de dags.

Imaginons qu'au fil d'une reconnaissance, on marque les lettres par la
transformation d'états résultant de la régle appliquée sur la lettre, on obtien-

drait alors un &lément de magmoide typé.

De méme, on congoit aisément que les concordances de types & l'intérieur

du magmoIide typés puissent &tre vérifiées par un automate d'états finis.

On peut bien évidemment mettre en &vidence des ensembles 3 structure

de magmoide typé, qui ne soient pas des structures libres
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VI.3.3. - Un exemple de magmoide typé& non libre

Soit (X, T) un alphabet bitypé.

Soit M le sous-ensemble de T X DB(E) x T" défini par :

Vaz, e (Z, T) (t, a, t') e M

On appelera M:, le sous-ensemble de M dont la premidre composante des élé-

ments est u et la seconde v.

ul

* ¥(u, m, v) € M: ¥(u', m', v') € Mv'

(u, my v) ® (', m', v') = (uwu', m®m', vv')

u

* ¥W(u, m, v) € M: ¥(u', m', v') € Mv'

(u, my v) e (u', m, v') existe ssi v = u',

et est alors égal 3 (u, m*m', u')
t
e ¥t e T (t, e, t) ¢ Mt

€
= (€, e, €) € M_.

O’

L'ensemble M défini comme L“) . M: est un magmoIde typé, contenant (I, T)
- u,veT

mais n'est pas le magmoIde libre typé engendré par (I, T).

Preuve :

' Pd . , . . e . . ’ . ’\I
S'il en était ainsi, on pourrait définir un morphisme de M dans DP(Z)
par sa restriction & (I, T) et ceci de fagon unique ; ce qui est contredit par

l'exemple suivant :
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t t T t
s (5, M = {at, ato, b, L, bto}
1 1 1 1

* Soit l'application ¢ de (I, T) dans 6?(2) telle que

t t
¢(atl) = a ¢(btl) = a
1 1

t t
1 0
d(a,”) =b 3 ¢(b.7) =b
tO' tl

* On a (tl, ab, t2) = (tl, a, to) . (to, b, tl) = (tl, a, tl) . (t]_, b, tl)
dans M.

Le calcul de ¢((tl, ab, t2)) par extension de ¢ en un morphisme donnerait

soit h*b, oua-ra. a

VI.4., - RATIONALITE DANS LES DAGS PLANAIRES : DEFINITIONS

Lors des chapitres précédents, nous avons mis en &vidence deux familles
de taillis incluses dans 3?(2). REC (les taillis reconnaissables) et REG (les

taillis réguliers). Un taillis reconnaissable est caractérisé par l'existence

d'un algorithme de décision de l'appartenance d'un élément de DP(L) & ce taillis

(automate d'états finis).

Un taillis régulier est caractérisé par l'existence d'un procédé de gé-

nération (grammaire réguliére) des éléments de ce taillis.

Et nous avons montré que ces deux familles coIncident (REC = REG). Ce
premier théoréme s'inscrit dans la lignée de théorémes similaires sur des clas-

ses d'objets plus pauvres : les mots et les arbres.

Sur les mots, on dispose d'un résultat supplémentaire : la classe des
langages réguliers (ou reconnaissables) est la plus petite classe de langages
contenant les langages finis et close par union, produit et &toile (Théoréme _
de Kleene). Ce théoréme offre une troisiéme caractérisation des langages régu-

liers (ou reconnaissables) par l'existence d'expressions décrivants les mots de

ces langages : les expressions rationnelles de mots.
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Dans cette partie, nous établirons un résultat de méme nature concernant
la classe des taillis réguliers (ou reconnaissables) ; nous montrerons qu'd
tout taillis de REC (ou REG), on peut associer une expression rationnelle de

dag et vice-versa.

VI.4.1. - Expressions rationnelles de dag

vi.4.1.1. - Définitions

Soit (I, T) un alphabet bitypé.

L'ensemble Ex(I, T) des expressions simples construites d partir de 1l'al-

phabet (I, T) est défini récursivement par :
‘tc t
- Va e (z, T) a‘tc € Ex(Z, T)
S s

- Vexpl € Ex(Z, T) Vexp2 € Ex(I, T)

*

(expl + exp2) ¢ Ex(Z, T)
« (expl * exp2) € Ex(Z, T)
(expl@exp2) € Ex(Z, T)

*

- ¥Yexp € Ex(I, T)

. exp* € Ex(Z, T)
« exp- € Ex(Z, T)

On appelle expression rationnelle de dags (sur (I, T)), tout triplet
(I, exp, F) oiu I et F sont des langages rationnels inclus dans T" et exp est

une expression simple de Ex(Z, T).

On note RAT(Z, T),'l'ensemble des expressions rationnelles de dags
(sur (T, T)).




228

Par la suite, la référence systématique 3 l'alphabet.bitypé (I, T)

sera implicite, et on abrégera les notations Ex(I, T) en Ex et Rat(Z, T) en Rat.

Notre objectif &tant de faire correspondre les expressions de RAT et
les taillis de REC (ou REG) ; il nous faut interpréter les expressions ration-

nelles comme sous-ensembles de B%(Z).

a) Interprétation d'une expression simple

A"

I, pg > oPP(Z, D)

définie par :

- ¥expl € Ex Yexp2 € Ex

I(expl+ exp2) = I(expl) * I(exp2)

{m,*m, ¢ 6?(2, T) /my e I(expl) et m, e I(exp2)}

1 72 2

Propriété :
Yexpl, exp2, exp3 e Ex
I((expl * exp2) * exp3) = I(expl+ (exp2 -« exp3))
du fait de l'associativité du produit de composition dans 6?(2, ).

Cette propriété nous autorise de fagon classique une réduction du nombre

de parenthéses dans l'écriture des expressions simples de dags.
Propriété :
On déduit immédiatement de la propriété précédente que :

¥n e N ¥i e [1... n] ¥expi € Ex
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T(expl + exp2:...+ expn) = I(expl)+...+I(expn)
- ¥exp € Ex

Iexp ) = {e /peT}u U . I(expi)
p ie N

ol expl = eXp ¢ eXp*...* exp

)

g

i fois
- ¥expl € ﬁx ¥exp2 € Ex
Iexpl(® exp2) = I(expl) ® I(exp2) u
I(expl) ® {ep/p « T}y
{e, /p < T'} ® I(exp2)
| Propriété :
¥expl € Ex Yexp2 € Ex ¥exp3 € Ex.
I(expl @) (exp2(® exp3)) = I((exp1(® exp2) () exp3)
du fait de l'associativité du produit tensoriel dans SP(Z, T).

Cette propriété nous autorise de fagon classique une réduction du nom-

bre de parenthéses dans l'écriture des expressions simples de dags.

- ¥exp ¢ Ex

ie N

I(exp@% = {ep/peT}u U , Hexp @ exp @ . ) exp)
) i fois

- ¥expl ¢ Ex ¥exp2 ¢ Ex

I(expl + exp2) = I(expl) u I(exp2)
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Propriété :
Yexpl € Ex ¥exp2 € Ex Yexp3 € Ex
I(expl + (exp2 + exp3)) = I((expl + exp2) + exp3)

La propriété précédente améne la possibilité d'une réduction du nombre

de parenthéses.

Progri té
Vn e N ¥i € [1... n] Yexpi € Ex
I(expl + exp2 +...+ expn) = U I(expi)

iel1...n]

- l'interprétation d'une lettre se confond avec l'identité sur (I, T).

b) Interprétation d'une expression rationnelle de dag

I: RAT » ZSP(E)

(I, exp, F)A> {T(m) /m € I (exp) dont la co-signature appartient

~

d I et la signature 3 F}.

Par la suite RAT désignera aussi bien l'ensemble des expressions ra-

tionnelles de dags que l'ensemble des taillis qu'elles ont comme interprétations.

c) Exemple d'expression rationnelle et de son interprétation

Soit T = {to, tl}, ensemble fini de types.

t

a_ . ,
Tot1

t
Soit (X, T) = bto l}, alphabet bitypé
0

t t.t
et r = (to, ((atot §:%* ¢« ((b 0 lg:B*, to) € RAT.
of1 % :
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Etudions la composition du taillis qu'elle représente :

Pour ce faire, nous allons analyser la composition des éléments de 1l'in-
terprétation de l'expression simple
o o
t

tot 1@
exp = ((at . ((bt 935 dont la signature et la co-signature

01 0
sont- égales a tye

Notons que

t . t. .t .
¥d € I(exp) 3i,j e N tel que 4 ¢ EI((atOt §:%]l . EI((btO l§:%]]
01 0

t
* le premier étage de d ¢ I((a ° §:%
totl t

=> le premier étage de d est a

- ooty
* la co-signature de d est t
t
+ le deuxiéme étage de d ¢ I((atot §:5 t
01 => le deuxidme étage de d est a 0
Yoty

¢ sa co-signature est totl

d'une maniére générale :

N t
o le kM€ étage (k <=1) de d ¢ I((atot §:B

i 01 = le kT étage de d est
* sa co-signature est totl-»tl... tl . to
) a ® e
~- ~ -~ O of
tOtl tl 1
k-1 fois —
k-1 fois

t. .t
le i+l idme étage de d € I((bto lg:B
0

= le i+l iéme étage de d est

. t .t
sa co-signature est tOtlf" tl th 1 s e, .
[ — 0 1°°° 1
R
i fois
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d'une maniére générale :

t. .t
* le i+l iéme étage (L <= 3) ¢ I((btO l)@)

0 => le i+l iéme &tage de d est
* sa co-signature est t. t.... t t .t
071 1 b 01 5 e
A C— to tl o tl
i-2+1 fois
i-% fois
. tot, ]
* le dernier étage (i+j idme) est b ®e
t St ...t
oF 1 1
- e e
i-j fois p = i = j
* sa signature est to J

On conclut de cette &tude que les éléments de I(exp) sont des dags de

la forme suivante :
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a
a
a
]
/f
7
/
/
il
a
b
ﬁ"\
“~
AN
AN
N
AN
N
N
\' .
N
b
b
b

Les opérateurs qui interviennent dans les expressions simples de dags

expriment la compositions des dags dans deux directions

- le produit de composition contrdlé par les types : *
« verticale

Pd . - ” *
- le produit de composition contrdlé par les types et itéré : X
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- la mise asynchrone en paralléle : ()
» horizontale )

- la mise asynchrone en parallédle itérée : )Si

Dans chacune des deux directions, on observe des propriétés analogues

d celles des expressions rationnelles de mots :

VI.4.1.3.1. - Proprniete

Yexpl € Ex ¥exp2 € Ex
. (expl® + exp2")* = (expl + exp2)”
K (expl@)@exp@@ = (expl + 6@2@
. exPl®= eXPl@expl@= -eXP1®@ exp,

L'introduction des deux types d'opérateurs, fait apparaitre de nouvelles
propriété.

VI.4.1.3.2. - Propridts

Yexpl € Ex ¥exp2 € Ex

. (expl@)+ expzq* z (expl®~ expzﬁ%*r- (expl Q) expg%* = ((expl + exp2)6%*

Preuve :

a) (expl@- exp2@)*.c (expl©+ exp2q* c (expl©@exp2@* c ((expl + exp2)@*
1 2 3

* Les inclusions 1 et 3 sont évidentes

+ 1t'inclusion 2 est vraie car exp].@)c (expl@@ eX92®> et exp2®c (expl @expg

b) ((expl + epr)Q* = (expl®' exp2Q*
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Preuve :
Nous allons montrer que (expl + exp2)@c (expl® . exp26%

e ¥d ¢ (expl + exp2 )®d est une juxtaposition d'éléments de l'ensemble
{ep/p ¢ T} u I(expl) u I(exp2).

” P Pd » ” P4 *
* Tout élément de I(expz) peut -s'écrire sous la forme d'un élément.de {ep/p ¢ T
composé avec lui-méme, de méme que tout élément de I(expl) peut s'écrire sous
- Pl P4 ” * Pd 4
la forme de lui-méme composé avec un élément de {ep/peTl, et tout &lément

*
de {ep/p € T } peut &tre recomposé & lui-méme.

=> 4 peut &tre considéré comme la. composition de deux éléments, l'un apparte-
nant a I(expl , l'autre & I(exp2 . '
N

Remarque :
Malgré ces quelques propriétés, les expressions simples de dags ne peuvent

&tre considérées comme les solutions d'un systéme d'équations comme dans le cas

des expressions rationnelles de mots.

VI.5. - JUSTIFICATION DE LA DEFINITION DE RATIONALITE SUR LES DAGS

Notre volonté d'aboutir au résultat REC = REG = RAT a contrebalancé
notre désir de poser les définitions les plus naturelles et les plus simples
de rationalité. L'ambition de cette partie est de vous persuader que les choix
pris constituent le meilleur compromis entre ces deux intéréts. Deux points

essentiels méritent une justification :

1 - L'introduction des types dans la définition d'une expression

rationnelle.

2 - Le choix de l'interprétation de 1'opérateur &) de mise en parallile.
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VIiI.5.1. - L'introduction des types

Le recours 3 des lettres bitypées, et par conséquent 1l'introduction lors
de 1'interprétation d'une expression rationnelle d'une fonction de détypage

s'appuient sur des considérations faites sur les foréts régulidres d'arbres.

En effet, il est connu qu'on ne peut exprimer rationnellement les fo-
réts réguliéres d'arbres avec un unique opérateur d'itération, mais que ces opé-
rateurs doivent &tre typés par des "étiquettes" dans le cas de boucles entre-

lacées.

Nous retragons dans la suite, comment peuvent &tre abordés ces problémes

de types dans :

a) Les mots et les expressions rationnelles de mots.

b) Les arbres et les expressions rationnelles d'arbres.

¢) Les dags et les expressions rationnelles de dags.

Notons aussi que la présence dans les expressions rationnelles de dags
d'un rationnel I, et d'un rationnel F qui filtrent les dags retenus en imposant

une cecntrainte sur leur signature et co-signature, n'est que le pendant du
gn g s q P

contrdle haut et contrdle bas des automates d'états finis.

a) Dans les mots

Un langage régulier (ou reconnaissable) des mots est un langage pour

~

lequel la succession des lettres obéi 3 un nombre fini de régles. La fagon dont
doivent se succéder les lettres d'un mot du langage peut &tre traduite en dimen-

sion un, par une expression rendant compte

. de 1l'enchaInement des lettres : lfopérateur de concaténation ()
. du choix entre différentes lettres : l'opérateur d'union (+)

. de la reprise de séquences de lettres : l'opérateur d'itération (x)
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ExemEle :

Soit l'automate de mots

Le langage reconnu par cet automate est :

(ae ((a+b) *b)" « (a+b)+ab)* « a((a+b) +b) " (a+b)+a

* L'opérateur d'itération est unique car on peut isoler parfaitement en
dimension 1 par un jeu de parenthéses de facteur du mot susceptible d'&tre

itéré.

b) Dans les arbres

Notation :

Dans les schémas qui suivant le symbole L.,.i aura la signification d'un

choix entre diverses possibilités ainsi le schéma

a
b c b c /

décrit l'ensemble d'arbres :{ | | I l

ANA NN

ol de fagon symétrique :
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Le schéma décrit l'ensemble d'arbres

— ) _U‘_..m —
-
e oo

7T\

b c
a

Dans les foréts réguliéres (ou reconnaissables) d'arbres, le probléme

ne peut &tre résolu aussi facilement. En effet, le passage en dimension deux

induit une diffeculté de description supplémentaire : la localisation des sous-

arbres 3 itérer.

ExemEle :

Soit l'automate d'arbres suivant M = (I, ¢, F, R)

g
|

= {a, b, ¢, #} Q = {ags 945 2,5 g4} - F = {q,}

~
"

{qoaf-—a‘(ql, q2) ;a‘l‘b’__b.(o;.:Ba qo) ;qS.c’—c'ql )
Gy *bl=Dbeag, qo) ;3 ay - #l— #,q, * #— #I.

La forét reconnue par cet automate peut &tre décrit en dimension

deux par :

ol encore, en développant ce schéma, de facon 3 ce gque chaque recyclage

se fasse en remontant sur un noeud pé€re :
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#

On femarque que trois sous-arbres font l'dBjet d'une itération, et que
ces itérations s'amorcent 3 partir de différents endroits, d'ol 1'idée pour
traduire ce schéma en notation linéaire de marquer certaines places de l'arbre,
marquages qui vont de pair avec des opérateurs d'itérations relatifs d ces mar-

quages.

Ainsi la forét décrite précédemment pourrait s'écrire

*X *X *X
L b (Teoblx, + #,x)] 2, %) +#1 °

Ca~(Cb-(cox, + #, x))]
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Ce qui correspond au marquage suivant

\ 4 *oTx
*

/ Tx
-, 1 / 2 b {
' 4
{
ra
1 \ ,
{ \o’/
( ~
\\ Xy #

4

/
»

L'opérateur * (respectivement X ¥ ) équivaut 3 itérer 3 partir
1 2
des places marquées Xy (respectivement Xy x,) -

Remarque 1

Ce marquage de certaines arités des lettres intervenant dans une expres-

sion rationnelle d'arbres est en quelque sorte un "typage" de ces lettres.
Remarque 2 :

Ces expressions rationnelles d'arbres sont les solutions calculables

de systémes d'équations réguliers.
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c) Dans les dags

L'introduction de lettres bigraduées doit donc inévitablement conduire
3 la fois 3 un marquage des arités, mais aussi des co-arités de certaines let-
tres. Il en ressort que les expressions rationnelles de dags seront construites

d partir des lettres d'un alphabet bitypé.

Exeggle :

Soit M = (Z, Q, I, F, R) un automate de dag, ou

3
g ]
(1]

2 1 2 _
Zé U Zl et 22 = {a} et Zl = {b}

© Q= {gy, a5, gyl

.
—
1]

{qo} F = {qz}

.
~
1}

,qooal_—a.(quql) s (q2@ql)°bl__b'q2
q’o'al-—a'(qzﬁql)

Le taillis reconnu par cet automate est celui donné 3 titre d'exemple

au paragraphe V.4.1.2, c).

On peut associer 3 ce taillis une représentation finie en dimension deux.

.. i
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Cette description ne fait plus réellement apparaitre de sous—graphes
pouvant &tre itérés mais exprime plutdt un certain nombre de contraintes quant
aux assemblages des lettres. Ces contraintes peuvent €tre parfaitement tradui-

tes par des correspondances de types 4 l'intérieur d'un magmoide typé.

Ainsi le taillis précédent peut s'écrire

b @ 931+
(a0 ((aqoql@s (b2 B, o)

Signalons tout de méme la perte de perception graphique du taillis

régulier lorsqu'on le caractérise par une expression rationnelle.
Ainsi dans l'exemple suivant :

q,9
1l'expression rationnelle : ((qoq )*, ((a 0 l§:5*, (g + q ) s'interpréte
1 1,9 0 1

comme le taillis des dags de la forme

ou a

T

VI.5.2. - Le choix de L'opérateur de mise en paralléle

L'extension canonique de la structure de magmoIde aux parties.améne a
P ” [ . » . - Pd Pl 6
considérer Ies opérateurs produit tensoriel (®) et produit tensoriel itéré (X)),

dont les interprétations seraient les suivantes
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¥expl € Ex ¥exp2 € Ex
I(expl ® exp2) = I(expl) ® I(exp2)
¥exp € Ex

I(exp&) = L,J* I(exp ®...® exp) U {ep /pe T}
ie N ~ ’

i fois

Or de telles définitions vent & l'encentre du but fixé (REC = RAT = REG)
puisque la cldture par de tels opérateurs des sous-ensembles finis de dags

nons entraine hors de la classe des taillis reconnaissables.

105 0"
En effet, on aurait alors, pour (X, T) = 4a,", b ", ¢ , comme inter-
t t t,t
1 1 171
i1 f1 o Fiw
prétation de l'expression rationnelle (t., c « (a,~®Db "), t,t,) le taillis
. 1 t.t t t 171
11 1 1
composé de dags de la forme :
. . R n
n fois n fois ou a b pour n 2 1

- — —~—m\\
/"
- - -y

-

Et ce taillis n'est pas un taillis reconnaissable.

La raison fondamentale est que l'opérateur ® s'interpréte comme une

_ mise en paralléle correspondant 3 des mouvements de reconnaissance synchrone

le long de deux branches indépendantes. Ce type de reconnaissance ne peut &tre
assuré par un automate d'états finis qui ne considére que le contexte immédiat

d'une lettre (les états qui sont composés avec elle).
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L'interprétation de l'opérateur%i)est définie, quant 3 elle, de sorte
d simuler des mouvements de reconnaissances asynchrones en paralléles : on
respecte le contexte (les types)s 1la mise en paralléle (l'ordre horizontal)
mais les mouvements sont indépendants. Ce comportement reproduit celui des
automates d'états finis considérés usuellement dans les arbres et par exten-

sion ici dans les dags.
Remarque :

Une autre maniére d'aborder cette question aurait été de remettre en
cause ndtre notion de reconnaissabilité, et en particulier d'enrichir la gamme
des mouvements de reconnaissance possibles. Pour ce faire, on pourrait imaginer
l'existence de régles permettant de reconnaltre un parallélisme synchrone local,

ces régles seraient de la forme
Exemple :

. ] ‘ . =]
(t; 8 t)°(a b) — (a ® b) (t; 8 t))
. .
Sous ces conditions, le taillis J 5 / n e N} devient reconnaissable

n n
La b J
En introduisant la possibilité d'un contrdle de synchronisation local,

on peut par intersection obtenir une synchronisation sur une largesur quelconque.

BxemEle :

(£, T) = [0 5

U

,» e€xl et ex2 deux expressions rationnelles avec

O O
[

t t t t
2
exl = ((£2-t)%, ([a®®a + 1 s H1%", (£2-H%)
0 "1 t t t t 0 "1
0 0 1 1
t t t t t t
= ((£2 . £2)* 0 0 1 1 0,8 1% 2, 2%
ex2-((to tl) ,[at es((aJc sbt)+(bt aat)) sbt] ,(to tl))

0 0 I 1o 1
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- les dags de l'interprétation de exl sont de la forme

|
a la b b ....... S Ia a b b
a a
a a e b b
| I ' m longueur . I
N m longueur
m longueur b -
ALV\V
m longue

- les dags de l'interprétation de ex2 sont de la forme

l ‘I B ]\ " Rt I\ /IM/'\ 'f\/\/‘\ :
a a b b A crescncsossene b a a ﬂ b
B f
P i :
a b ~ p S, VN
| | m longueur
a \l_/v\,
m onguellr b a ooooooooooooo * i
m longueur

Par intersection de ces deux taillis on obtient une famille de dags
composés alternativement dans le sens de la largeur de chalnes de "a" et de

chalnes de "b" qui ont toutes la méme longueur.
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C'est-d-dire les dags de la forme :

~
—

l

b

i

]

_|

= =, =

'

|
?

n fois w

-

——-—m-——-“-———m

a
l
'
= !
'
|

!
a
I
!

4
=, =
{

l
a

vt [T =

et ce taillis est reconnaissable par un automate possédant des régles de la forme

évoquée plus haut.

En effet pour :

M=(,Q, I, F,R ot
¢ = {a, b}
. ? 1
Q = {qO’ ql’ q23 q3’ qi’ Qfa qis qf}
I={q,-( )" }
130 99 91 95 e
F = { o ( q )* . + q! ( . q )* ’ l}
4; * *99 95 93 94 e T 93 93 93 93° 93 97 93 ¢
R =

{qi al—a a 3 qe b —b ‘q% ;_(qO B qo) *(a®b)}—~(a®b)e (q2 ® qa)

(3, 8q) (BB |- (b8a) (3,8 q);5(q,8q)  (asa) |-
(a®a)- (ql ® qo) H

(qi 5 q2)4 (a®a)fl—(a®a)e (qi ®q4) 3 (g5 ® q4) « (b ®Db) }—
(b ®b)- (qo ® ql) 5

(g3 ® qf) * (b®B) [~ (b ®Db) (g

0% qf)}.’
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On a T(M) égal au taillis décrit ci-dessus (cf. exemple du mur dans le pre

mier chapitre).

On peut émettre la conjecture suivante : la classe des taillis reconnus

par ce type d'automate d'états finis est close par intersection.
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VII. - LE THEOREME RAT = REC ET SA DEMONSTRATION

VII.1. - ENONCE DU THEOREME

Quelque soit T taillis reconnaissable, il est également l'interpréta-

tion d'une expression rationnelle de dags.

Quelque soit r expression rationnelle, son interprétation est un taillis

reconnaissable.

VII.2. - DEMONSTRATION DU THEOREME

Cette démonstration sera menée en deux temps

1. Démonstration de RAT < REC

2. Démonstration de REC C_RAT

La démonstration de RAT < REC, s'appuie sur la démonstration d'un
lemme fort important, qui requiert une preuve par induction sur la construc-

tion des expressions simples de dags.

ViiI.2.1. - Enoncé du Lemme

¥exp ¢ Ex (expression simple de dag sur (I, T)).

M = <Z, Q, I, F, R> automate de dag planaire qui vérifie les trois

propriétés suivantes.

Propriété 1 :

’

Q est unvproduit cartésien d'ensembles dans lequel figure une fois T
et¥Vaef VYmym €Q° mea l—aem'eR=> (HT(m), a, HT(m')) e (T, T).

. Cette propriété exprime la compatibilité des régles de R avec le typage des
lettres de (3, T).
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Cette propriété 1 permet la construction du systéme de réécriture T défini par :

+ 3 toute régle de R : m*a|— a*m', on associe la régle de réécriture
mea > (HT(m), a, HT(m'))° m' dans T.

_* aux pseudo-régles m* e l— e *m, on associe la régle de réécriture

mee => e *m.
T IIT(m)

+ A tout mouvement dans M, on peut donc associer une rééeériture dans T

telle que

¥S e DP(I) Vm, m' € Q
Je %
m-d}-M—G-m' => me+ $§ -=>T(S) *m’

f\J ” Y4 - ”
L'élément de DP(I, T) résultant de cette réécriture dans T, sera appelé
T(S).

Remarque :

4

= N n
On rappelle que T désigne la fonction de détypage de DP(I, T) dans DP(I).

T(T(8)) =8 ; T peut donc &tre assimiler 3 un "typage" d'un élément §

A,
de DP(I) relativement 3 un mouvement dans M.

Exeggle :

Soit M =<, QX T, I, F, R> ol

{a, b}

{i, f, m} et T = {tl, t2}

(i, tl) et F = (f, tl)

{(1, tPcal—as(m, t) 5 (m, ty) *bl=Db* (£, t)}

L ]
A H O ™M
n
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Cet automate M vérifie bien la propriété 1.
Nous allons construire T(a *b) relativement 3 sa reconnaissance dans M

(i, t)*(a*b) k- a- (m, t2)°5}-M—a-b-(f, £,)

7 - Noe,

. 1 . . h 1, 2,
(i, tl) *»(asb) 3, (m t2) b = a, bt (£, tl)
2 2 %1
Propriété 2 :

A

1) » ¥6 ¢ DP(Z) ¥m. € I ¥m_ ¢ T
i £
*
m; 8 ’—M—G-mf=> T(8) ¢ I(Exp)

2) » ¥8' e I(exp) 38 ¢ T(M) tel que T(§) = §'.

Commentaire

Ces deux propriétés sfipulent, qu'en dehors du fait que T(M) = T(I(exp)),
toute reconnaissance dans M est compatible avec le typage de (I, T), en particu-
lier, les co-signatures et signatures des éléments de I(exp) se retrouvent dans

les contrSles haut et bas issus de la reconnaissance des éléments correspondants
N
de DP(Z).

Ou encore que l'automate M

- par la composante T de ses états, simule les correspondances de types
d valoir dans I(exp). Cette faculté nous réserve la possibilité de tra-
duire ultérieurement des restrictions sur les signatures et co-signa-

tures des éléments de I(exp), & l'intérieur des contrdles haut et bas

de l'automate M.

- par les autres composantes des é&tats, simule les autres contraintes appa-
raissant dans l'expression simple ; c'est-i-dire celles exprimées par

les opérateurs.
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Notations :
Scoit L un langage rationnel de mots inclus dans X* , Oon appelera :
+ +
F(L) = {ue X / Ive X wuvell
ensemble des facteurs gauches propres de L
+ +
FD(L) = {ve X / 3ue X wuvel}
ensemble des facteurs droits propres de L.
. + + ‘
FS(L) ={w e X / 3u, ve X uwve L}

ensemble des facteurs stricts de L.

2

Progriéte 3

"\
¥S € DP(Z), § non élément neutre.

1) - }mi € FG(I) et m_ € FG(F) tels que m, * § ﬁl S me =>

£ i M

¥tt e T T(S) ® ey € Ilexp).

€ FD(F) tels que m, ° GI:L S m. =>

2) o Smi e FD(I) et me : M

Ve e T e 8 T(8) ¢ Lexp).

3) - Emi € FS(I) et m. € FS(F) tels que m, 6}%% Sem_ =

£ f

*
¥t, t' e T e, ® T(S) ® e r € I(exp) .

t

Commentaire :
On s'impose cette propriété 3 pour rendre compte de certaines particula-
rités de l'interprétation des expressions simples de dags, particularités que

nous illustrerons par un exemple :

t t2' ot
Soit exp = a @b, “@c. ” € Ex ; on a alors
tl t2 t3
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t :
i vte T ‘ alse e I(exp)
€, ot
vt e T 5.0 I(exp)
€ e, ct3 e I(exp
t
¥, t' e T e, 85b %8 e, ¢ Ilexp)
t° 0, o St

VII.2.2. - Démonstration de lemme par induction

a) exp est réduit d une lettre de (L, T)

tltzo . n‘tn

Pt '
tlt2. . otn

Soit exp = a ; lettre de (I, T).

On peut effectivement construire un automate qui vérifie les propriétés
1, 2 et 3 '

L'automate M = <, QX T, I, F, R> ol

Q = {qys a4}

H
!
a

z (qo,, tl) (qo, t2) 8...8 (qo, tn)

- t | 1]
F = (ql, tl) B (ql, t2) 5...8 (ql, tm)

~
n

{Ieal—a-r}
« M vérifie sans conteste la propriété 1

* T(M) = a ; la seule manidre de reconnaitre a est : I+ a hr a*F

t,...T oot

, 1" 'n h
*lralgacF=>Ta)=a, e Hagy o)
1 n 1 m

la propriété 2 est donc trivialement vérifide.
+ La vérification de la propriété 3 ne se pose pas, il est impossible
de se placer dans des conditions telles que les prémisses des impli-

cations soient vraies.
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b) exp est la somme de deux expressions simples de dags
Soit exp = expl + exp2.

D'aprés notre hypothése d'induction :

QMl <I, Qs I;, Fy, Rl> qui vérifie les propriétés 1, 2, 3 pour expl
3M2 = <E, Qy, Iy, Fys R2> qui vérifie les propriétés 1, 2, 3 pour exp3
de plus, on peut s'assurer que Q, .n.Q, = x.

i t = < >
Soit l'automate M z, Q v Q2, v Iz, Fl U F2, Rl u R2 .
On peut énoncer directement, comme conséquence de la séparation des
ensembles d'états Ql et Q2 que M vérifie la propriété suivante :

¥S ¢ S?(Z) ¥m,, m, € ((Ql U Q2) x )"

’ *
. ml°5lM—l-6"m2
m1-°6 hr Sem., <> {ou

2 %*
ml°’5|T4;-CS'm2

~

De cette propriété résulte la transmission des propriétés 1, 2, 3 3

l'automate M.

c) exp est la mise en paralléle asynchrone de deux expressions simples de dags

Soit exp = expl® exp2.

D'aprés notre hypothése d'induction :

<I, Ql’ Il’ Pl, Ri> qui vérifie les propriétés 1, 2, 3 pour expl

M,
M, = <X, Q5 I, Fyp R2>'qui vérifie les propriétés 1, 2, 3 pour exp2

de plus, on peut s'assurer que Q, n Q, = A.
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Soit l'automate M = <Z, Q, I, F, R> o

Q=0 VQ, u R} x T); Q étant un nouvel état
I =(I, ® I,)u(1,.8 ({a} x Ty x T 8 I,)

F =(F, 8 F,)u(F, ® (al x " el x 1 » F,)

La propriété 1 est vraie pour les ensembles de régles Rl et Rz, elle est

donc vraie pour Rl u R 1l'automate M vérifie donc la propriété 1

2 3

M vérifie également la propriété 2.

Preuve :

-

Le fait que Ql nQ, =0 et queQ soit un nouvel é&tat, confére & M la

propriété suivante :
¥ e DP(Z, T)  ¥m e I Ym_ e F
§ -8 =
mg o+ Sy O mg =
On distingue trois types de reconnaissances :

er
1 cas :




-~
eme

=> comme M, et M, vérifie la propriété 2

T(Gl) € I(expl) et T(62) € I(exp2)
= T(8) = T(§;) B T(6,) ¢ I(expl @ exp2)
cas :

= : T
m; mile,mile._letwe({Q}XT)

5w;mf eFl

Me = M
£ 1 1

£

§ = (51 ] So(w) ou 2(w) désigne le nombre de lettre de W

*
etmi . Gll-M—l—cSl-mf

1 1

=> comme M, vérifie la propriété 2

T(6,) € Uexpl)

= T(68) = r(al)neHT(w) ¢ Nexpl(® exp2)

m, =W ®m, ;we({Q}xT)*etm. e I
i, i,

=> comme M, vérifie la propriété 2

T(Gz) e I(exp2)

= T(8) = ep ) B TS, € Hexpl® exp2)

T 0

Ceci conclut la preuve que M vérifie bien le premier point de la propriété
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Point deux de la propriété 2 :

. Vﬁ; € ‘I(expl@exp?)

© 8 e I(expl) ® I(exp2) ou §' € I(expl) GA{eD)/p e T} ou &' ¢ {ep,/p e T}

I(exp2)

envisageons tour d tour les trois éventualités.

er _ .-

17" cas :
§' ¢ I(expl) ® I(exp2) d'od &' = 61 & &1 ; 8! € I(expl) et §) ¢ I(exp2)
- ! = - !
51 € I(expl) = }61 € T(Ml) tel que T(Gl) 61
car M, vérifie la propriété 2
- R = -
65 € I(exp2) => 38, € T(M,) tel que T(3,) = 8}
car'M2 vérifie la propriété 2.
P - ] ) S t
I1 en résulte que &, ® §, ¢ T(M) et que T(Gl ®6,) = &1 ® 6, =138
. a
2™ cas

8' € I(expl) ® {ep/’p e T} d'ol &' = Gi B e avec 6i € I(expl)

tltZ' . .-tn

- 6} € I(expl) = 38, e'T(Ml) tel que T(8,) = §]

car M, vérifie la propriété 2.

*
- 61 € T(Ml) = Bmi € Ietm.eF tels que m, * 61 haf'él © mg

Le mouvement suivant est alors valide dans M




258

| ' o .
(m; ® (2, t,) ®(Q, ty)ee. 8 (@, t)) (8, ®e) l-M— (8, 8e)
(“‘f ® (R, tl) 5...8 (Q, tn))

Ce qui implique que

51 3 e € TM) et 1(61 B én) = di 5 ® ..t = § 7
175 a
.A3éme.Cas
6" € {ep/p e T°} ® I(exp2)”
Ce cas se traite de fagon tout 3 fait symétrique au précédent.
Ceci achéve la preuve que M vérifie la propriété 2.
a
M vérifie également la propriété 3.
Preuve :

Nous axerons notre démonstration uniquement sur le point 3 de cette pro-

z

priété, les deux autres points se démontrant de fagon similaire.
Soit § € 6%(2); m, € FS(I), et mf € FS(F) tels que
LI S H% §e me
Nous allons examiner les différents modéles de facteurs stricts de I :
1) si m, € FS(Il) obligatoirement mg € PS(Fl)

Les régles utilisées pour reconnaltre § appartiennent donc a Rl.
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mg Gl m, -
1 = ¥t e T e BT % e, ¢ Lexpl)
M vérifie la propriété 3j -
+ 1(expl) < I(exp].@exp2)
d'oll ¥t,t' e T" e, ® (8) ® et € I(exp)
2) Si m, € E’S(IQ).. cas analogue au précédent.

3) Sim, € FD(Il) ® FG(I2) obligatoirement m; € FD(Fl) ] FG(FQ)

* Pd .
m, * $ IT S me peut se décomposer suivant le schéma suivant :

¢ FD(I,) € FG(L,)
Régles s S Régles de R
1 2 2
de R
l .
¢ FD(F,) ¢ FD(1,)
¥t e T' e, 8 T(§;) ¢ I(expl) ¥t e T T(6,) B e s € Iexp2)
car M, vérifie la propriété 3. car M, vérifie la propriété 2.

—

!

Ve, et e T e ® T(8) ®T(8) ¢ e, I(expl) ® Lexp2)
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4) sim, e ({0} X " ® FG(I,), obligatoirement m. e ({0} x " 9 FG(F,,)

d'oll : § = e_ ® 52 ym, = w®m., ;m w®m, avec

n i i, £ £,
, *
we ({Q} xT) ;m € F6(I,) 3 m_. e FG(F,)
i, 2 f2 2
e
etm, & |—34&,m
i, 2 M2 2 f2
em 8 —&, o m
i, 2 M2 2 f2 *
= ¥t e T T(52) ] e, € I(exp2)

M, vérifie la propriété 3

o ¥8' € I(exp2) vt' e T e, ® 8" € I(expl ® exp2)

tl

« T(S) =e!T:T(w) ® T(Gz)
On en conclut que

® T(S8) ® e

Vnt'eT*, e € I(expl (@) exp2)

t! t

5) Si m, € FD(Il) ® ({Q} x T)"... cas analogue au précédent.

Nous avons é&tudié tous les cas possibles, M vérifie donc le point 3 de

la propriété 3.

0
d) exp est la mise en paralldle asynchrone itéré d'une expression simple de dag

®

Soit exp = (expl
D'aprés notre hypothése d'induction :
--Ml = <7, Ql’ Il’ Fl, Rl> qui vérifie les propriétés 1, 2, 3 pour expl.

Soit L

{bg, m, Bd, Bdg}, ensemble de nouveaux symboles.

Soit L

bg ® m* ® bd + bgd.
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Soit §!, un nouvel état.

Soit l'automate M = <&, Q, I, F, R> ol

Q=(Q*1L)u ({al x 1)
I=(I'+ {Q} % T)* dans lequel I' = {m € (Ql x 1)* / HL(m) e L et HQ (m) ¢ I
. : 1
F = (F' + {Q} x T)" dans lequel F' = {m ¢ (Ql x L)" / TIL(m).€ L et HQ (ﬁ)e Fl
1

~
]

{m°av’-—a'm'/]T (m)°éf——a°l’l’ (m') e R -
Q Q 1

et HL(m) et HL(m') em ®bdou
HL(m) et HL(m') € bg ® n ou
HL(m) et HL(m’) € m* ou

T (m) et T (m")e L}.
On a alors a :

M vérifié la propriété 1, en effet la construction des régles de R con-

serve les projections sur T.

M vérifie la propriété 2.

Preuve du premier point de }a propriété 2 :

Cette preuve est basée sur les deux remarques suivantes :

* par M, 4 partir d'un mot de I', on ne peut reconnattre qu'un dag appar-
tenant 3 T(Ml). En effet, tout mot de I' est un mot de I marqué 3 droite par bd
et d gauche par bg (ou bgd si le mot est de longueur 1). Le transport de ces
marques par l'intermédiaire des régles de R assure l'indépendance entre les recon-

naissances menées 3 partir du mot de I', et celles issues de son contexte.

» Dans aucune des régles de R n'apparait d'état de la forme (Q, t) ; sous

un état appartenant & {Q} X T, on ne reconnait que des &léments neutres.

n,
¥8 € DP( D) ¥m, €I ¥m_ € F
. i £
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m, * S ‘Ta‘ 5.mf => T(8) € (I(expl) + {ep/p e T'H™ = 1(8) ¢ I(eXp%

......... 2

Preuve du deuxiéme point de la propriété 2 :

¥3' € I(exﬁ%% :

8" s'écrit comme un produit tensoriel de dags appartenant alternative-

ment & {ep,/p e T} et & I(expl)°

§' =e, ®8'Be BE ,..B®Be BJI'DH,.BE Be
t 0 tl 1 ti i k tk+l

‘ %
avec pour tout i, t; €T et 6£ € I(expl).
* M vérifie la propriété 2

=> pour tout i 36i € T(Ml) tel que T(Gi) = 6;.
pour tout i, Si € I(expl)

. Gi € T(Ml) = Gi e T(M) ; et de plus Gi est reconnu exactement de la méme

fagen dans M et Ml‘

*
c ¥t e T }en e T(M) tel que T(en) = e,

On conclut des trois points précédents que

1° n i k

I =e ® 60 e ®F5 ..8e B865,...88 de e T(M) tel que
o "1 i Pr+l |

T(8) = &',
M vérifie la propriété 3.
Preuve :

Cette preuve se ramenant 4 une analyse de cas, nous n'examinerens que
certains cas qui nous semblent suffisamment représentatifs des autres pour nous

dispenser de leur démonstration.

Notre intérét se fixera donc sur le point 3 de la propriété 3, et sur

quelques conformations particuliéres des facteurs stricts de I.
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. _
Soit § € DP(L), m, € FS(I), m_ € FS(F) tels que :

£
Sk
m, o cSl-EG-mf.

1) Sim, e FD(I') ® (I' + {Q} x T)* ® FG(I'), alors obligatoirement
m. e FD(F') ® (F' + {Q} x )" ® Fa(F").

' * P4 . e .
m; $ hf'6 * m; peut se décomposer suivant le schéma suivant :

e FD(I') e (I' + {0} x TV ¢ Fa(I")
Régle de , Régle de R
§ § )
R g m d
e FD(F') e (F' + (@} x )" ¢ Fa(F")

s ] O\

e FD(I) r(ﬁm) € I(exég% ¢ F&(D)

car M vérifie la propriété 2. Régles

le l L
de R
R . 1
1
e FD(TF) e FG(F)
* *

. 5T ' T ()
= e T e, (6g) 5 I(expl) i Wt e T ,(6d) eyt € I(expl)
r M, vérifie la propriété 3. car M, vérifie la propriété 3.

¥t,t' ¢ ™ o, ® T(Gg) ) T(Gm) ] T(Gd) B et € I(expl) B I(exé%ﬂ B I(expl)

t

¥e,t' e T e 8 T(S) 8 eyt € I(exé:%.
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2) si m. € (rr + {0} T)*, obligatoirement m_. € (F' + {R} x T)*

&

£

L
*omy o $ hr—é' me - _
: => T(Q) € I(exéi%
M vérifie la propriété 2

d*ou

¥t t' e T e, 8 T($) ® et € J(exp(?).

e) exp est le produit de composition de deux expressions simples de dags

Soit exp = €Xp, * eXp,.

D'aprés notre hypothése d'induction.

3Ml <I, Q> Iy, Fy, Rl> qui vérifie les propriétés 1, 2, 3 pour exp

m, = <, Q,, I,, Fys R,> qui vérifie les propriétés 1, 2 et 3 pecur exp,

2’
avec Ql,n Q2 = f.

Soit M]'_ et Mé les automates construits 3 partir de M, et M2 par les cons-

1
tructions définies en V.2.4,

.
=
1l

X X 1 t T N
 <Z, KX Q% Ky, Ii, FI,RI> od

1? 1’71

-1
I = n I, (I.)
1 Aklokl Ql 1

£
t - J
Pl = )\l
t = - . . t . !
R} = meaf—aem /}kli,klj € Kl tels que m et m' ¢ Akliklj

et IIQl('m) cafb—a- HQ]_(m.') e R}
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My = B0y R 0 Yy, T B R
R
I3 =¥,
Fy = v, v, n Hal(f‘?_)
0O °f 2

~
H

2,
i

2 {me+a F—-a em' /_}vzi,vzj € V2 tels que m et m' ¢ sz.v
: J

et T (m)'a”!—a-II
2

Q 2(m') € R2}'

Q

Nous allons montrer, dans un premier temps, que l'automateMi(resp. Mé)

vérifie les propriété 1, 2, 3 pour exp, (resp. expz).

Mi et M) vérifient la propriété 1 pour respectivement expy, et exp, ;

chaque régle de Ri (ou Ré) étant batie & partir d'une régle de Rl (ou Rz).

Ml et M} vérifie la propriété 2, en effet :

Point 1 de la propriété 2 :

A"
1) t '
¥0 € DP(Z), Vmi € Il me € Fl

* %*
| m * S Ws-mf = an(mi) -dl-ﬁl— a-an<mf>

et I, (m,) eI
1

Ql l T

et I (mf) e T

Q, 1

la projection sur T des régles employées lors de la

reconnaissance dans Mi et dans Ml sort les mémes.

Comme M, vérifie la proposition 2, on a donec T(Q) € T(exp,).

Un raisommement tout-a-fait comparable permettrait de démontrer que M

vérifie lui-aussi le premier point de la propriété 2.
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Point 2 de la propriété 2 :

¢ ¥3' € I(expl) 1§ € T(Ml) tel que T(§) = §' (propriété de M)

En plus de 1'égalité de T(Ml) et T(Mi),étoute reconnaissance dans Ml’
on peut associler une reconnaissance dans Mi qui utilise des régles dont les
projections qur Ql sont les régles utilisées pour la reconnaissance dgns Ml’
c'est-d-dire qu'il y a conservation de T(§), d'ol

© ¥8' € I(exp,) 38 ¢ T(M]) tel que T(8) = ¢'.
¢ Idem pour Mé.

L'argumentation précédente suffit pour justifier que M et Mé vérifient

également la propriété 3.

O

Soit la substitution fini S de

Kl X Ql X Kl+ (VO X Q? X V?) U (Kl % Ol X Kl)

telle que * ¥w ¢ A, s(w) {whu{uemn,/ Tp(w) = Tp(w)}

. Vw X Xl s(w) = {w}.

Idée de la construction de l'automate M qui vérifie le lemme pour exp = expl * exy

Pour reconnaitre les éléments de I(expl)' I(exp,), il faut que consécuti-
vement 3 la reconnaissance d'un élément de I(expl), on puisse entamer la reconnai
sance d'un élément de I(epr)J Le passage d'un élément de I(expl) d un élément
de I(expz) se fait en cours de reconnaissance, la possibilité d'un contrdle bas
sur 1'élément de I(expl), et d'un contrdle haut sur 1'élément de I(exp2) est
exclue, on a donc recours d la construction exposée en V.2.4., Ce passage sera dor
caractérisé par la transformation d'un &tat appartenant & ll en un état apparte-

nant & Uos cecli en préservant le type : c'est le rdle de la substitution s.
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T(8,) ¢ I(exp,)

-

Fa

L'automate M vérifiant les propriétés 1, 2, 3 pour exp = eXp, exp,

donc

"

Q

1k
2

Ry v

s(Il

T( 62) € I(exp2)

‘Scéhéma :
I Iizntsl(llj'”k k
o 1 . 1.1
] 0
8, ~ S
et et
T(Gl) € I(expl.) T(Gl) € I(expl)

*
Fy M
*
I, Wy
.5 N S,
et et

1

Ql(Il) n Ak

lk

-l .
F2_-H (FQ) nAv2 v

Q2 0

<%, Q, I, F, R> dans lequel

(1<1 X le Kl) U (v2 X Q, X v2)

)
0 lg

F,) n Av, v
2 202,1:

t ~ " -
Ry ou Ry =

2

£

7

£

s(I:'L)

1

et
T(8,) € I(exp,)

* *
s(ll) €U,

S

et
T(Sz) e I(exp,)

: A 4
Fa

{m-a}——a-s(m.) tél que a-rﬁll-— asm' ¢ Ri}-

sera
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I1 reste & montrer que l'automate ainsi construit yépifie hien les
q :

propriétés 1, 2, 3 pour exp = exp, * exp,.

La propriété 1 est manifestement yérifiée, les projecticns sur Q; ou Q,

des régles de R sont inchangées par rapport aux régles de RJ'_ et R3.

M satisfait aussi 3 la propriété 2.

' Preuve du premier point :

¥6 € I’)\P(Z) Vrﬁi eI me e F

%
mi°5|'M+6-mf=> 6-6l°62et

*

*
m]._ocSl[-R—,lt-Glom;meu2

%*
1'1'1“(52 '-Ré_ 62-mf

= |-, . * o =1, -1 -1
= s (mi) Sll-R-i— 61 s (m) ; s (mi) € Akloklf n HQl(I

et s X(m) ¢ A;

* * -
m (52l-7:é—c52-mf;meuzetmfsszovzfnl'IQ2 )

=> comme Mi et M vérifient la propriété pour exp, et

exp2;‘r(dl) € I(expl) H T(62) € I(expz).

Signature de T(Gl) = II_(m) = co-signature de T(62).

T

=> T(8,) « T(8,) = T, » §,) € I(exp,) * I(exp,) =
I(expl~exp2).

' Préuve du deuxiéme point :

¥4 ¢ I(expl . expz) : §' = 6_{' 65 avec eso-signature de 65 = gignature de
§1> 8] e Ilexp) et §) ¢ I(exp,).
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ue.I(expl) => |de part la propriété 2 Vérifiée par-Mi
‘ l@i € T(Mi).tel que T(51) = ﬁi ‘

+ 8! e I(exp )'=9 de part la propriété 2 vérifiée par M/
2 I prop )

t - \

352 € 1(M2) te;/que T(Gz) = 62

. N 1 . . o .
6, e T(M3) = Im, € I et me €A, tels que m, 8, hF— 8, m,
1 1 1 1 1

* ! = ' * ' . L .
0, € T(M2) > }mi2 € U, et mf2 € F2 tels que mi2 Sy h@; 62 mf2

*m, € s(m. ) car co-signature de 8! = signature de §’'.
i, fl 2 1

On en déduit que :
*
1 ! . .
Emil € s(mil) tel qug mil 61 hr 61 mi2

*
en rapprochant le résultat précédent de m, =+ & |—— &, * m_ , on obtient :
i, 2 M2 2 f2

*
LIS (61- 62) hf'(al . 62) ©mg

1 2

1]

d'ou 61-62 e T(M) et T(Glo 62) s'. |
. . O

M satisfait la propriété

w

Preuve :

Nous nous attacherons toujours 4 démontrer qu'un seul point de cette

propriété, les autres preuves découlant de celle que nous donnomns.

Preuve du point 3 :

N
Soient § € DP(R), m, € FS(I) et m_ € FS(F) tels que

f

Cx
m, * 8 vaﬁ' me
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Toute reconnaissance dans M peut &tre diviser en deux mouvements, un
premier dans lequel n'interviennent que des régles de R{, et un second n'utili-

sant que des régles de Ré.

m, L S me => |8 = 61.' f
m, o 61 i 6i em j;me€ u2
*
52"?{‘52

= s-l(mi) . 51 H;— 51 . s-l(m)
1

S—l(mi) € FS(Ii) et s-l(m) € KI
*
m 62 LR;- 62 * mg

m € u; et mg € FS(Fé)

=> |Nous sommes placés dans les conditions d'application
de la propriété pour Mi et M;
»
' e ® T(8. ) ® €
¥t,t T e, ( l) e I(expl)

et e ® T(52) ® et € I(expz)

= ¥t,t' € T e, ® 1(S) ® e, , € I(exp).

t

f) exp est le produit de composition itéré d'une expression simple de dag

*
Soit exp' = exp

Alors d'aprés ndtre hypothése d'induction :

iM = <%, Q, I, F, R> automate de dags planaires qui wvérifie les propriétés
1, 2, 3 pour exp.

Clest 3 partir de cet automate, que nous allons construire 1'automate
N *
qul reconnait IL(exp ).
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Analyse du probléme :

Tout dag, élément de I(exp*) est une succession d'élément de I(exp)

composés les uns aux autres.

Une cascade de reconnaissance d'éléments de I(exp) pose certains problé-

mes que nous mettrons en évidence sur un schéma :

Forme des dags é———— contrdle haut possible
d reconnaitre : 61 tel que ' '
i T(dl) € I(exp)

é————1Impossibilité d'effectuer en

cours de reconnaissance, un

62 tel que contrdle intermédiaire sur toute
T(52) e I(exp) la largeur du dag.
¢——Idem

|
i
|
!
'
!
!
|
l ]
Idem
Gn tel que

T(én) € I(exp)

¢&——— Contrdle bas possible
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Y

I1 faut donc parvenir d réduire le contrdle au niveau du passage d'un
dag de I(exp) au suivant, 3 un simple contrdle indiyviduel supr les &tats assuprant
cette transition. Les contraintes qu'exprimaient les contrdles haut et bas de-

vront &tre intégrés dans les mouvements de reconnaissance des dags.

Une construction apparentée d la construction exposée en V.2.u, permet
de répondre 3 ces exigeancés, mais uniquement sur des dags connexes. Cette pre-
miére construction deit &tre considéré comme une ébauche trés incompléte de 1'au-

tomate recherché.

Les notations retenues ici sont celles adoptées au paragraphe V .2.4,

. ' - ~
Soit l'automate Ml = <Z, Ql’ Il’ Fl, Rl> ol

Ql :‘V X KX QX KxV
Il :.{(VO’ ko, q, k, V)/(VO,‘q, v) é U et ke Kis v e.Vl}.
v, k, g, k', v /(v, q, V') e wetk, k' € K3 v, v' e Vl}*.
{(v, k, q, kf, vf)/(v, q, vf) €U etke K1 3V o€ Vl}
u {(v., kg» @5 Kgs vf)/(vo, Qs Qf) € ut.
FL = Toega®) = (s kpu a4 Ky v/, @, ko) € A
Rl = {m'a[-fa-m' / HQ(m)-a}—a-HQ(m') e R et
}ki,kj e K tels que HKXQXK(m) et HKXQXK(m') € Akikj
E'Vi,vj eV telé.que HVXQXV(m) et HVXQXV(m') € Avivj}

Cet automate posséde les propriétés suivantes
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' ¥Q € ﬁ?(z) ; § connexe.

1) my € FG(I), m € F, To(my ) € F&(I)
tels que - => I Cmf) € FG(F)
o
m e § hir-d * mg et H ) F—-5 . HQ(m )
2) m; € FD(Il), mg € Fl, HQ(m ) € PD(I)-
tel que = {m*7 € FG(F) .
e
m, + § hﬂ? § o m, et H (m )+ 6 F—-G . HQ(mf)
3) m, € FS(Il), me € Fl HQ(m Y} € FS(I)
tels que | = HQ(m ) € FS(F)
mi-(Sl-ﬁ*I-G-mf etn(m)-al-—a.n(m)

Preuve :

Ces propriétés résultent directement de la propriété énoncée et demon-

trée en V.2.4, en effet :

L'automate My vérifie la propriété V.2.4, pour ses projections sur
KX QX KetsurVXQXy,

On a donc :
é connex: = |k, ;K: € K tels que HKXQXK(m) et
my § hﬁ? 8 : LY QXK(m ) e Ak, k
3Vlv] € V tels que HVXQXV(m) et
|
HVXQXV(m ) € Avivj

On en déduit immédiatement la propriété 1 précédente.

ms < FG(I)s mg € F ot |° }vj €V, tel que II
tel que = ’

ok . o : .
m; § H@T § o me . 3kj € K, tel que HKXQXK<mf) € Akokf na

. *
VXDXV(mi) € AVij nu
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Les transitions de l'automate A_ permettent de passer de v. & v. en lisam

Y 0
HQ(m y 3 m, peut donc €tre prolengé en un mot de I, d'oll H (m, ) € FG(I)

Les transitions de 1l'automate A permettent de passer de ko a kj en lisan

HQ(mf), peut donc €tre prolongé en un mot de F, d'oll HQ ) € FG(F).

Les preuves des propriétés 2 et 3 s'appuient sur des raisonnements cal-

qués sur le précédent.

Pour reconnaitre effectivement plusieurs éléments de I(exp) 3 la suite
les uns des autres, il nous faut compléter les régles de fagon d ce qu'en chaque
endroit ol un état final pouvait apparaitre en cours de reconnaissance, on puis-
se lui substituer un état initial transportant le méme type pour démarrer la re-

omnaissance de 1'élément suivant de I(exp).
Un état final est caractérisé par le fait qu'il comporte une transition
de l'automate qui reconnait F, alors qu'un état initial comporte une transition

de l'automate qui reconnait I.

La substitution rationnelle S, que nous allons définir, formalise la

transformation d'état final en état initial en préservant le type transporté.

*
Soit donc sl s Ql > Ql telle que

Yw € Ql

KXQXK(W) § A= s (w) = {w}
* w = (ko, Vas Qs Vs k) tels que (ko, . 1
= sl(w) = {(ko, Vos a's 7', k*) € Ql/(Vb, q', V') u
vt eV, k' e K, et HT(q) = HT(q')} u {w}

g, k) e A etveV,, keKk

*w = (k, v, q, k ) tels que (k, q, kf) eEletveV,,kek

f’
= s (W) = {(k'. AN L Ve kf) £ Ql,/(v', at, vf) € u

v' e Vl: k' e Kl et HT(q> = HT(QT)} U‘ {W}

il
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*w s (kg Voo qf vf,_kf)vtels;que (ko,‘q, kf) €A
= sl(w) =~{(ko; LATECAE ﬁf,:kf)‘e_ql/’(vo,»q', vf) TR
et M(q) = M(q")}.u {wl,

* W ne rentre dans aucun des cas préeités
=> s(w) = {(k, v, q, v', k") ¢ ng/(v,’q, v') e u

v, v eV, 5k, k' € Ky 5 et (W) = HT(q)} u {w}.

L'automate M2'suivant nous rapproche un peu plus du but recherché.

=
N .
"

<L, Qs I, Fys R2> ou

Q=Q s I,=I; s Fy = Fy

b
]

{m'AI—a'sl(m') /meal—aem' ¢ R 1.

Cet automate reconnait bien tous les dags §, tels que T(S) appartient 3
I(exp*), mais pourrait en reconnaitre d'autres le cas échéant. Dans ndtre cons-
truction, aucun contrdle ne permet de différencier les états servant 3 la recon-
naissance d'éléments normalement différents de I(exp) ; rien ne s'oppose donc & ce
que ces états interviennent conjointement dans une méme régle ; ceci peut condui-
re 4 la reconnaissance d'un dag n'appartenant pas & I(exp*).

transitions de U
Exemple : Reconnaissance d'un premier

//A\flément de I(exp) JZA\\

états finaux devenus

états initiaux

états finaux devenus

V

initiaux

Interférence entre des états

qui participent 4 la recon-

PN naissance du premier et ceux
transitions de A P

qui auraient du ent3mer celle

d'une troisiéme.
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D'ol la nécessité d'introduire dans nos états une nouvelle composante
capable de "séparer" les reconnaissances d'éléments différents de I(exp). Le
travail de cette composante sera donc, d la vue de l'exemple précédent, d'impo-
ser des choix quant aux statuts des ar€tes parcourues : aréte droite, aréte
gauche, aréte interne, extrémité d'aréte. La reconnaissance sera Bloquée dés que

les choix considérés seront en desaccord avec la structure locale du dag :

Nous allons donc parallélement d la reconnaissance des éléments de I(exp),
promener les marques d, g, ¢, 0 suivant les régles établies lors de la présenta-
tion de l'automate DG(cf. V.1.). Un nouveau marquage arbitraire sera généré 3
chaque transition : fin d'élément de I(exp) et début du suivant. La pertinance de

ce choix sera éprouvée par la suite de la reconnaissance (blocage ou non).

Sur l'exemple précédent, le blocage se serait produit de la fagon sui-
vante

transitions de u

AN

- /
Aréte néces-— ////// i ¢ Aréte nécessairement
sairement marquée marquée 0 ou g
0 oud - ;
| 77

un état marqué 0 ou d un état marqué 0 ou g
ne peut &tre placé qu'a ne peut &tre placé qu'a
1'extréme droite d'une 1'extrémité gauche d'une

partie gauche de régle. partie géuche de régle.
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Ltautomate M' qui satisfasse aux propriétés 1, 2, 3 pour exp* peut donc

8tre élaboré comme suit

Soit's la substitution raticnnelle de (Q, X H)* dans (Q, x H)* définie
(w) ¥ A alors

par ¥w € Q, X H"§_J';I[H(w) Zooul

KXQXK
l s(w) =w
" “sinon
l s(w) = sl(IIQ (w)) x H
. 1
Esi
Définition de l'automate M'
Mv = <Z’ Q', I', Fr’ Rr>
Q" =Q xE
-1
I'' =00.7°(I.)
Q, 1
_ a1 * -1, *
F' = HKXQXK(A ) n 7o)
R' = {meal—arsm")/meal—a-m'e Ri}'et

Rt ={meal—as+m' /-IIQ(m)-°aI-—a-HQ(m') e R
*TMg(m)eaf—a-T(n') cP
(m) et I

e 3k k. tels que I (m") ¢ Ak k.
i3 13

(m') ¢ Avivj}

KxQXK

KXQXK
. }vivj tels que Hvaxv(m) et HVXQXV

PP W S

M' vérifie la propriété 1 du lemme, puisque les projections sur Q des régles de

R', sont des régles de R qui par hypothdse vérifient la propriété 1.

La démonstration du point 1 dé la propriété 2 pour M' nécessite la preuve

de la propriété liminaire suivante :
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A,
« ¥Q ¢ QP(Z) Vmi € I Vm} € I

e . ‘ . . .
m 6.}-@— § + mg = My(m.) e B 8 (g8c’ 8d+ 0) B H

" Preuve :

Si § appartient au taillis reconnu par M', § appartient &galement au tail-

lis reconnu par l'automate DG' suivant :
* *
DG' = <X, H, H, 0, P> ol
P' est l'ensemble ci-aprés de régles

Pr={(g®cH)ral—a- (H*_E g® ) /aez}u

(Fealmac(c "+ ®adH ®8gw )}y

{(c\*Gd)'a]—-a°(c*®_d®H*)]’ v

{(0+g®c*®d)'al-—a'H*}
*
et de plus HH(mi) 4 Hﬁ? § HH(mf).

D'autre part nous pouvons établir que :

Vmiec*6d6H* VGe‘]rD\JP(Z)

* * *
mi'&fTD-é—,CS'mf—>mfsc 5 doH

On observe, en effet que l'application d'une régle de P', conserve

P *
l'appartenance du mot d'états obtenu au langage ‘sdaH .
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.y |
i) La régle appartient 3 {(g & c")+a | a* (H*':b g8 c’)/a e}

*
miec adEH*

% *
me € C 8dodH
s N . s ro* * * * *
ii) Laregleappartlenta{c 'a{-—a'(c +c B8dBH ®gbdc*)}
/ed&
mfe(c +c’6d€9H Ggac)GdGH

/ .
«
e A +c* B AdBH BgBc BdBH cc®dBH

mfeé*GdGH*

iii) La régle appartient 3 {((F®d)ea —a- ("B dsH) /ae 1}

* *
m. e ¢c ®¥d4d®H
1 | E———

mfec*adaH*aH mfec*GdaH*

iv) La régle appartient & {(0 + g ® c” ® d)eal— a*H /acel}

m. € c 6d29H*

fec*adaH*
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De fagon, tout-d-fait symétrique, on peut établir que

¥m; € H* 3 g o c® ¥§ ¢ DP(1)

m o+ ST S em.=>mc H mgwct

Les constatations précédentes vont nous permettre de démontrer par 1l'ab-

surde que HH(mi) cH' ® g® < ®dwsu.

Supposons que HH(mi) 5 H ® g® csdeH = HH(mi) e (c+d) 8 (c+g)
' s * * * * N
d'ol HH(mi) e H ® g® c ou HH(mi) €c B8d®H ou HH(mi) € ¢ 3 d'aprés les
comportements de l'automate mis en &vidence précédemment le mot final d'états
ne peut pas &tre constitué uniquement de 0.

ad

Preuve du point 1 de la propriété 2

N .
¥¢ ¢ DP(Z) Vmi € I me e F!

mg § h%— § o mg => HH(mi) cH ® g® B dBH (cf. propriété liminair

Nous allons examiner le sous-dag reconnu a partir du sous-mot w, de m,

2
dont la projection sur H appartient & g & c® ® d, et ceci tant que les rigles
appliquées n'utilise pas ‘en partie gauche des &tats qui auraient subis, par 1l'ap-

plication de la substitution s, la transformation d'état final en &tat initial.
‘Schéma :

W

W E Civvnnvncenss c d W

! : s(w) : mot constitué d'états ter—g
o minaux transformés en !
| initiaux. :

§ ¢
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. LA LE L ) o
Si on a w, 51 HF— 51 * s(w), on a &galement w, - §

On en déduit donc :

o .
HH(wz) . 51 hﬁ? 61 J HH(w) '
HH(W2) €g® " ® d = 61 connexe

HH(W) ¢ oF (cf. propriété v.2.3.).

61 connexe = avivj € V tel que HVXQXV(WQ) € Avivj

(cf. propriété V.2.4.,),

§, connexe => 3kikj € V tel que I

1 (w2) € Akikj

KXQXK
(cf. propriété v.2.4.).

(w,) € Av.v,
iJ

VXQxy: "2
= HQ(W ) € FG(I) ou FD(I) ou FS(I)
HVXQXV(WZ) €U
KxQXK(w) e Ak, k
=> T (w) € FG(F) ou FD(F) ou FS(I)
N Q
HKXQXK(W) € A

On a donc, conformément & la propriété 3 vérifiée par M.
Soit ¥t e T" T(Sl) ®e e I(exp)

Soit ¥t ¢ TF e, ® T(8,) ¢ Ilexp)

Soit ¥t,t' € T e, B T(Sl) ® et € I(exp).

Nous venons de faire la preuve que
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PR 6] et T(éi) € I(exp

+ §' est reconnu par M'

mot final appartenant & F'

En poursuivant jusqu'd l'extréme cette décomposition des dags reconnus
par M' en un dag dont le '"typage" induit par sa reconnaissance dans M' est un
élément de I(exp) et un autre élément du taillis reconnu par M', on obtient

§ = Gi . Gé... 6& avec ¥i ¢ {1,..., n} T(5£) € I(exp)

d'od T(8) = T(S8]) * T(BY)... T(8)) I(exp’).

Preuve du point 2 de la propriété 2 :

¥§' ¢ I(exp”) }6i, 8y, 5& € I(exp) tels que

§r = 8! - dé‘...-éé.

1
1
¥8! }éi e T(M) tel que T(Gi) = 81 (cf. propriété 2 de M) or si
§; € T(M) alors §; € T(M*) et son marquage'T(Gi) est identique d'oﬁ'VGi
361 e T(M'") tel que T(di) = Gi.
D'aprés les régles de M', on a aussi 61 * Oyt dn e T(M') et
- R S - . - - t o ] ° T = 1.
T(3;+ 6y § ) = 1)) T(8,)0ene TC(E) 61 M S
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Cette preuve ne comporte pas de difficultés majeures et s'explicite par-

failtement sur un schéma :

" "Point 1 :

Soit § ¢ 6?(2), m; € FG(I') et m

Sk
mi- SI-E'_G.

mf.

£ € FG(F') tels que

La reconnaissance de §, par l'automate M' peut &tre décomposée la fagon

suivante :

;Ml

M'J' J ‘=>M.L

HQ(wl)

Ty(sGep)

HQ(wz)

HQ(s(wn_l))

et HQ(mi) € FG(I) et HQ(Wl) e FG(F)

(car v., k, sont conservés 4 chaque transition).

et HQ(s(wl)) € FG(I) et HQ(Wz) ¢ FG(F)

(car v., kO sont conservés d chaque transition).

!
!

!

et My(s(w, 1)) € FG(T) et Tp(my) € FG(F)

(car v., k. sont conseryés d chaque transition).

0
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On peut donc appliquer a chaque 51, la propriété 3 point 1 vérifiée

par M :

Ve e T : T(Gi) ® e, ¢ I(exp)»
= ¥e e TV (T(8) Be ) (T(8,) Be)oue (T(5) B e,) ¢ Hexp)
= ¥t ¢ T C(T(Glj" ‘T(Szj...' T(énj)é etj € I(exp*)

=¥t e T° (08 ®e,) ¢ Ilexp®)

ad

Les points 2 et 3 n'appellent pas de commentaires particuliers et

se démontrent de fagon rigoureusement similaire.

Ceci clos la démonstration du lemme VI.3.1.

VIiI.3.2. - Démonstration de Ll'"inclusion de RAT dans REC

Soit une expression rationnelle de dags (I, exp, F) ol
« I ‘est un langage rationnel de T*
« exp est une expression simple de dags sur (I, T)

« F est un langage rationnel de 7

a

Nous allons prouver que l'interprétation de cette expression rationnelle,

ou encore les dags de DP(L) obtenus par détypage des éléments de I(exp) dont la

co-signature est un mot de I, et la signature un mot de F, est un taillis reccn-

naissable.

Le lemme VI.3.l. nous assure l'existence d'un automate d'états

de dags : M, = <z, Q> Iy, Fys R1> tel que :

¥ ¢ T(My) T(8) ¢ I(exp)

¥§' ¢ I(exp) 38 ¢ T(Ml)telque T(8) = 6.

finis
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L'attomate M' = <&, Q', I', . F, R*™> ol

Q' = Qg
I' =1y 0 M7 (D)
F' =F, 0 H;ltFj
R* = Rl

- -~ a N - ” ” '\J . Y - . v ]
reconnait de la méme manieére, les mémes &€léments de DP(L) & condition toutefois
que la projection sur T du contrdle haut soit un mot de I, et que la projection

sur T du contrdle bas soit un mot de F.

Les propriétés mises en évidence par le lemme VI.3.l, nous permettent d'af-

firmer que :

« ¥ e T(M") E(8) € I(exp) ; la co-signature de T(§) € I et
'~ "la signature de T(8) € F, c'est-3-dire
T(T(8)) = 8§ e (I, exp, F).

ou encore :

T(M*) e (I, exp, F).J

* ¥§ ¢ (I, exp, F) 38' € I(exp) de co-signature appartenant & I

et de signature appartenant 3 F tel que T(S') = &.

Ce qui nous autorise d conclure que § € T(M') ou encore

(I, exp, P)  T(M")

L'automate M' reconnait exactement (I, exp, F), cet ensemble de dags est

" donec un taillis reconnaissable.

a
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VI.2.4. - Démonstration de L'inclusion de REC dans RAT

La similitude des rdles assumés par les types dans un magmoide typé et
les états dans un automate d'états finis déjd notée lors du paragraphe V.3.2,

est la base de cette démonstration.

Soit M = (Z, Q, I, F, R) automate d'états finis considérons 1l'alphabet
bitypé (I, Q) tel que :

(qlqz... Qs @s qi qé... q&) e (£, Q) ssi
(q1 X qpees X qn) ea F—-a (q' x q qm) € R

Il est alors évident que (I, ((Z, Q§:3*, F) est égal au taillis reconnu
par M., En effet :

(z, of* = Becz,

-~

2o’ i\ '3 . h
et le détypage des &léments de DP(Z, Q) dont la signature appartient 3 F et la
co-signature & I coIncide bien avec les éléments reconnus par M, les types cons-

tituant en quelque sorte la trace, ou la mémorisation de la reconnaissance dans M

ExemEle :

Le taillis reconnu par M = (I, Q, I, F, R) ol

z =nZ§ u Zi et Zg = {a} et Zi = {b, c}

Q= {ay> 955 955 95}

I24q 84,

F = 9, 8 9,

R = {(qO B qo) cat—a °(q B q2) (q3 5 qa) catf—a *(q, ® ql) ;

-b +—-b *d 5 4y -b +— be 3 5 4, °C —c *dy 3 9y "¢ +—-c 'q3}

peut &tre décrit par l'expression rationnelle :
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1.4 q.4 q q 4 q
_ oo, _%a%s 1 1. % 2;}*
O—(qoaqo,(( a +b " +b " +c+ec » 9 B q,

R M M

ce qui représente encore les dags de la forme :

7\
\/

\/
N

; dags ol b et ¢ change alternativement

de place dans la descendance immédiate de a.

Remargue :

Les expressions rationnelles suivantes décrivent le méme sous-ensemble

4\ 2 . . e s
de dags de DP(I), et réclame un nombre moins important de types distincts.

(2 0% 92 ~ 92 4% 9~ 1
g = ¢ , b ®c ) +a (e, “@b_“N7, a,)
% ° % 92% @7 4 929 9 Y Yo" %
qui ne nécessite pas trois types distincts.
0% 9 ~ 41, . Yo% U a1y
xp, = (q. ® q., (a * (b "(®ec ) - a s (¢ "®Db 7)), a4 ® q,)
e L TP P °

qui ne nécessite que deux types distincts.
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Alors que l'expo ne nous renseigne guére sur "l"allure" des dags qu'elle
représentent, l'expl et l'exp2 évoque de fagon plus précise la "forme'" des 81&-
ments dont elles sont la description synthétique. On peut donc penser que la
réduction du nombre de types enrichit la description que constitue 1l'expression
rationnelle. Nos &tudes ne nous ont pas permis de mettre au point un procédé ef-
fectif de réduction du nombre de types nécessaires 3 1'élaboration d'une expres-

sion rationnelle, et l'existence d'un tel algorithme nous parait trés incertaine.
p _

VII.3. - CONCLUSION

Cette longue et fastidieuse démonstration atteste, pour le moins, de la
distance qui sépare la caractérisation d'un taillis reconnaissable par 1l'existen-

ce d'un automate qui reconnait ces éléments, de celle qui consiste 3 exhiber une

expression rationnelle qui décrive ces éléments.

On peut, par exemple, établir que l'ensemble des dags possédant un motif
connexe donné est rationnel, attendu que cette spécification se traduit de fa-
gon simple sous forme d'expression rationnelle : (T*, S?(Z, T) » motif - 8?(2, ™),
La recherche de l'automate de dags planaires capable de reconnaitre ce type de
dags, et uniquement ceux-13, réclamerait un effort considérable de combinatoire.
Inversement, pour d'autres taillis reconnaissables, il sera plus évident de dé
couvrir un automate d'états finis qui le reconnaisse que de produire une expressi

rationnelle non réductible directement 3 un automate d'états finis.

ExemEle :

Soit I = Zg = {d}, et l'ensemble de dags suivants :

\/

SN

/\
/
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est reconnu par l'automate M = <&, Q, I, F, R> ol

Q = {qp, q,}
R =

{(qO ®q, " df—a- (q, ® qo)}.

L'élément fondamental de cet automate est la régle de R, et on la retrou-

vera d'une fagon ou d'une autre dans une expression rationnelle.

Ces deux maniéres de caractériser les taillis reconnaissables sont donc
complémentaires, et nous offre deux méthodes d'approche trds différentes i 1'é-

gard des problémes de rationalité dans les dags.

Le second apport de cette démonstration est de nous avoir obliger 3 dé-
cortiquer les mécanismes de fonctionnement de l'opération * sur les expressions
rationnelles, ce qui nous permit de dégager le rdle capital joué par les parties

connexes sont un dag est composé.

Mettre 4 1'étoile une expression simple de dag équivaut a

- assembler, en respectant les concordances de types, les '"blocs"

connexes qui sont représentés par l'expression simple,

- en respectant uniquement la place des blocs droit et gauche qui de-
vront obligatoirement se situer sur les bords droit et gauche des dags

construits.
Exemple :

Soit l'expression simple de dag suivante : exp = (aE@b:@cz@)dE)*
t t t
b .

d

les blocs connexes sont ici at £ c. s 4y

t?

le bloc droit est : aE

le bloc gauche est : di

Tous les dags composés de a, b, ¢ ou d pourvu que les occurences de la

lettre a se trouvent sur le bord droit et les occurences de la lettre d se trou-
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vent sur le bord gauche, appartiennent & l'interprétation de cette expression
PP rp XD

simple de dags.

Exemple :
.
a b b d
I l € I(exp), on peut en effet considéré ce dag
c b ¢ b
o »
comme : e I(a@b@c@® )

i-+3__§ I(a®b@c® d)
L > € I(a®@b@®c@® )
\—b --*e I(a@b@® c®4d)

| |
— 04—t

|

o —o—
| |
O
|

= R——

|

Par contre d a n'appartient pas d I(exp), une occurence de la lettre

a étant placée sur un bord droit.



L1l

£21]

£31

[4]

€51

£é1l

£7]

€8]

292

BIBLIOGHAPHIE

A. ARNOLD, M. DAUCHET
"Théonie des magmoldes (1}".
RAIRO Informatique Théorique, 1979, pp. 135~154.

A. ARNOLD, M. DAUCHET
"Theonie des magmoldes (2)".
RAIRO Informatique Théoriqué, 1979, pp. 135-154,

_M. NIVAT

"Compilation et interprétation".
Actes de la Dixiéme Ecole de Printemps, Baréges, 1982, LITP.

B. COURCELLE, P. FRANCHI-ZANNETTI

"On the expﬂéééxiue power of attrnibute grammans'.

Proc. of 21 St. IEEE Symp. of Foundations of Computer Science, Act. 1980, '
pp. 39-59,

B. LORHO
"Semantic attrnibutes processing in the systel delta.

Methods of Algorithmic Languages Implementation

M.C. GAUDEL

"Connectness proof of programming Language translations".

IFIP TC2 Working Conference, Garmiﬁh Parten Kirschen, 1977, Rapport
GRECO Programmation N° 013-31.

D. KAHN

"Editeurs dinigés par La syntaxe'.
Ecole INRIA.

J.A. GODEN, J.W. THATCHER, E.G. WAGNER

"An initial algebra approach to the specification, comrectness and imple-
mentation of abstract data types current thends in programming methodofogy”.
Rapport Technique YEH (Editeur), Volume IV, Prentice-Hall, 1978.




£91

£10]

[111

121

[13]

[14]

£151

{161

283
/

C. PAIR, M.C. GAUDEL
"les Structures de donnes et Leur reprdsentation en mémoire”.
INRIA, 1979, ISBN 2-~7261-0229-8. '

A.V. AHO, J.D. ULMAN
"Principles of compiler design”.
ISBN 0-201-00022-9.

G. COMYN, M. DAUCHET

"etrnic approximations in onder domains”.

Algebraics Methods in Semantics, Editeurs J.C. REYNOLD et M. NIVAT. Cam-
bridge University Press, 1975.

A. ARNOLD, M. DAUCHET
"™Monphismes et bimornphismes d'arbres"
Theoretical Computer Science, 1982, pp. 33-93.

J. ENGELFRIET

"A hieranchy of tree transducteurs'.

Proc. 3éme Colloque sur les arbres en algébre et programmation,
Université de Lille 1, 1978, pp. 103-106.

W.C. ROUNDS
"Context-gree grammars on tree'. .
Proc. 1St ACM Conference of Theory of Comput, 1969, pp. 143-148.

J.W. THATCHER

"Thee-automata : an informal survey". _
Currents in the Theory of Computing, Prentice-Hall, Englewood Cliffs,
1973, pp. 142-178.

D. JANSSENS, G. ROZENBERG
"A survey of NLC grammans".

Lecture in Notes in Computer Sciences, Volume 159, pp. 114-128.




1171

[181

f191

(201

(211

(221

[23]

f24]

294

RAOULT ,
"Sun Le traltement opiratoire des graphes fonctionnels”.
Thése d'Etat, 1983, UCiversité de Paris=Sud, Centre d'Orsay

V. CLAUS, H. EHRIG, G. ROZENBERG
"Graph grammarns and their applications to computer sciences and blology”.
Lecture in Notes in Computer Sciences, Volume 73, 1979.

H. EHRIG, M. PFENDER, H.J. SCHNEIDER

"Graph grammars and thein applications to computer science”. ,
Lecture in Notes in Computer Sciences, Volume 153, 1983, ISBN 3-540-12310-5,
ISBN 0-387-123210-5 (Anglais).

B. COURCELLE

"Equivalence and thansformation of regular system : application to
recursive program schemes”. _

Rapport Technique n° 8430, Université de Bordeaux, 1984.

B. COURCELLE ’
"Graphs expressdions and ghaphs rewnitting”.
A paraftre, CAAP 1986.

S. EILENBERG, J.B. WRIGHT
"Automata and trhee grammars”. ,
Information and Control 11, 1967, pp. 217-231.

H. EHRIG, M. PFENDER, H.J. SCHNEIDER

"Graph ghammars : an algebraic approach.

Proc. 14th Ann. IEEE Symposium on Switching and Automata Theory, IOAWA CITY,
1973, pp. 167-180.

W. PATERSON

"Linear unification”.
JCSS, Volume 16, 1978, pp. 158-167.

S P A S M A e T T R AR T R e T i gt T




285

[251 FAGES
"Unification. Notes sur L'unification des fermes du premien ordre
findl ou Lngind".
Rapport LITP

[26] MARTELLI, MOUTANARI
"An efficient unification algornithm".
Transactions on programming languages and syst., 1982, pp. 256-282.

[27]1 ARBIB, MANES
Graph Grammars, 1973.

£28] D.F. STANAT
"A homomonphism theorem for wedighted context-free grammarns".

Journal of Computer and Systems Sciences, Volume 6.

~ [291  J.E. HOPCROPFT, J. ULLMAN .
"Introduction o automata theory, Languages and computation”.
Editeur Addison-Wesley.

£30] BEERSTEL
"Thansductions and context-gree Languages”.
1979.

{311 W.S. BRAINED
"Tree generating regulan systems”.
Information and Control 14, 1969, pp. 217-231.

£32] S. EILENBERG
"Automata, Languages and machines".
New=York, 1974,



296

[33] J. ENGELFRIET
"Thee automata and trhee grammarns".
-DAIMI Report FN=10, University of Aarhus, Danemark, 1975.

[34] T.S.E. MAIBAUM
"A generalised approach to formal Languages”.
Journal Computer System Sciences 8, 1974, pp. 402-432.

[35] W.C. ROUNDS
"Context-free grammars on trees”.
1St ACM Proc. on Theory of Computing, 1969, pp. 257-287.

[361 w.C. ROUNDS
"Mappings and ghammarns on trees”.
Math. Systems Theory &4, 1970, pp. 257-287.

[37] D. PERRIN

"Le deteminisme en informatique”.

Actes du Colloque : Informatique et connaissances, CIRSH, 1983.
[38] M. NIVAT

"Transductions des Langages de Chowsky".
Annales de L'Institut Fourrier de Grenoble, 18, 1968, pp. 339=-345.

[391 G. HUET
"Congluent neductions : absitract properties an applications to term
rewniting systems".
JACM, Volume 27, n° 4, 1980, pp. 797-821.

[40] D. CORBEL
"Schéma de cablage et schéma de contrile. Application & La simulation
a La gestion des processus Lindusiniels”.

Thése de 3°™ cycte, Lille 1, 1979.




[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

297

N. CARIDROIT
"Automates d'états finis de dags planaires”.
Mémoire de DEA, 1985, Université de Lille 1.

M. NIVAT

"langages algdbnriques sur Le magma Libre et sémantique des schimas de pro-
gramme” '

Automata, Languages and programming, 1St Colloquium, Editeur M. NIVAT,
Springer-Verlag, 1973, pp. 293-307. '

A. ARNOLD

"Systimes d'Equations dans Le magmolde. Ensembles rationnels
et algébriques d'arnbres”.

Thése d'Etat, Lille, 1977.

G. COUSINEAU
"Langages d'intenpritation des schimas nécurnsdigs'.
RAIRO - Informatique Computer Science, 1975, Volume 1.

M. DAUCHET
"Transductions de forn2ts. Bimonphismes de magmoides'.
Thése d'Etat, Lille, 1977.




