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A .  PRESENTATION 

Le b u t  d e  n o t r e  t h è s e  e s t  d e  : 

1 - Poser de façon critique un cadre formel  pou^ l e s  DAGS (Directed 

Acyclic Graphs : graphes o r i en t é s  sans c i r cu i t ) , .  cadre dans l eque l  nous puis- 

s ions  "pratiquement" ca l cu l e r  sur ces ob je t s  . 

2 - Définir  l e s  notions de r a t i o n a l i t é  e t  de reconna issab i l i t é  dans 

l ' e s p r i t  de ce qu i  ex i s t e  dans l e s  mots e t  dans l e s  a rbres .  

3 - Prouver des p ropr ié tés  e t  cons t ru i re  des algorithmes posant des 

jalons pour une u t i l i s a t i o n  r é a l i s t e  de ces ob j e t s .  

N o t r e  démarche  e s t  s o u s - t e n d u e  p a r  deux p r i n c i p e s  : 

1 - L ' i n t é r ê t  de t r a v a i l l e r  dans l e s  s t r uc tu r e s  profondes, fussen t -e l l es  

complexes, des ob je t s  . 

2 - L'importance. conceptuelle de l a  r a t i o n a l i t é  e t  de l a  reconnaissabi- 

l i t 6  dans l e s  fondements syntaxiques de l ' informatique théorique.  

Dans l ' i n t r o d u c t i o n  : 

1 -  près quelques exemples i l l u s t r a n t  l ' i n t é r ê t  de t r a v a i l l e r  dans l e s  

s t r uc tu r e s  profondes des ob j e t s ,  nous s i tuons  notre  étude s u r  l e s  dags comme un 

prolongement n a t u r e l  de l ' é t ude  des arbres .  

2 - Nous parcourons une s é r i e  de quatre  exemples, des t inés  à i n t rodu i r e  

intuit ivement l a  notion de dags p lana i res .  

3 - Dans notre t r a v a i l  nous iden t i f ions  l e s  mots, l e s  a rbres  e t  l e s  dags 

planaires  sans c i r c u i t  à des ob je t s  syntaxiques d'un magnoïde l i b r e  engendré p a r  un 

alphabet .(Arnold e t  Dauchet C l ] ,  C21) respectivement s i m ~ l e  (c 'es t -à-di re  bigradué 

1-11 gradué (c 'est-à-dire bigradué 1-n) e t  bigrad& quelconque. Nous rappelons r a p i -  

dement l e s  r é s u l t a t s  de l a  théor ie  des langages (mots) e t  des f o r ê t  (a rbres )  qu i  trou- 

veront un écho dans notre théor ie  des t a i l l i s  (dags p l ana i r e s ) .  



4 - Nous donnons une présenta t ion informel le  de no t re  t r a v a i l  a s s o r t i e  d ' ~  

discuss ion c r i t i que  des dé f in i t i ons ,  mise en évidence des a l t e r n a t i v e s ,  des d i f -  

f i c u l t é s  rencontrées e t  des so lu t ions  proposées. Ce t te  p a r t i e  s e r t  de guide à qu i  

voudrait  s e  plonger dans une l e c tu r e  technique du corps de l a  thèse .  

5 - Nous concluons en proposant des axes de développement à ce t r a v a i l .  

B .  CORPS DE L'INTRODUCTION 

0.1. Des a r b r e s  a u x  DAGS 

L'idée que mieux vaut  f a i r e  des opérations simples sur l a  s t r u c t u r e  

profonde des ob je t s  ( f i t - e l l e  complexe) p l u t ô t  que des opérations compliquées 

sur l a  s t ruc ture  apparente simple,  s ' i l l u s t r e  avec succès dans l e s  a rbres  : 

- en compilation : 

. Nivat C 31,  Aho e t  LTllman C 101 

. Compilation -- p a r  a t t r i b u t  (Courcelle C41, Lohro C51 pour l e  système 

DELTA ) 

. méta-compilation ( Gaudel [ 6 1 pour l e  système PERLUETTE ) 

- dans l e s  o u t i l s  modernes de développement de provamme (Kakn C71 pour 

MENTOR) . 

Dans ces exemples, l ' o b j e t  manipulé e s t  l ' a r b r e  s t r u c t u r e l  du programme e t  non 

l e  programme vu comme un mot. 11 n'y a  Das de miracle,  l e  gain de s i m ~ l i c i t é  

v i en t  du déploiement par  l ' ana ly se  syntaxique de l ' information de l a  s t r u c t u r e  de 

programme. Les arbres  s o n t  u t i l i s é s  Dar a i l l e u r s  dans de nombreux au t r e s  domaines 

de l ' informatique : types  d 'ob je t s  (Gognen C81), arbres  de tri, combinatoire (Pa i r  

e t  Gaudel C91, Aho e t  Ullman C I O ] ) .  



La d i v e r s i t é  des centres  d ' i n t é r ê t  j u s t i f i e  donc une étude syntaxique .(C111, C121, 

C131, C141, Cl511 ;c ' e s t -à -d i re  une étude de ces ob j e t s  pour eux-nêmes, indépen- 

demment de l e u r  s i g n i f i c a t i o n  dans t e l  ou t e l  domaine. 

Notre étude des graphes s ' i n s c r i t  donc dans une volonté communeàde'nombreux 

informat ic iens  d'horizons d i f f é r e n t s ,  qui  e s t  d e  ma î t r i s e r  des s t ruc tu r e s  complexes 

(Claus,  Ehrig, Rozenberg Cl81 ; Janssens , Rozenberg Cl61 ; Raoult Cl71 ; Ehrig, Nagl, 

Rozenberg C191). En e f f e t  l e s  graphes apparaissent  adaptés à déc r i r e  l a  s t r u c t u r e  

profonde d 'ob je t s  complexes : r é seau ,  schéma de programmes p a r a l l è l e s ,  ... Mais l e& 

u t i l i s a t i o n  syntaxique e t  systématique e s t  f r e i n é e  par  l e  manque de cadre formel 

siÏnple pour l e s  d é f i n i r  e t  l e s  manipuler pratiquement. La complexité des formalis-  

mes e t  des techniques opéra to i resdéf in ies  jusqu'à présent  s ' i l l u s t r e  bien dans 

l ' ex tens ion  des arbres  aux graphes des systèmes de r é é c r i t u r e  ( f a i r e  une r é é c r i t u r e  

g -+ d consis te  à remplacer dans un contexte un sous-objet g : sous-mot, sous-arbre, 

sous-graphe , par  un a u t r e  d ) .  La généra l i sa t ion  de c e t t e  notion aux graphes pose de 

s é r i eux  problèmes formels comme par  exemple l a  dé f in i t i on  de sous-graphe correcte-  

ment insé ré  dans un au t r e .  Ehrig C231 a bien s p é c i f i é  l e  problème en termes de caté-  

gor ies  ; Raoult Cl71 e t  Courcelles (C201, C211) ont  dans l e  même e s p r i t  simplifié 

l 'approche,  mais malgré c e l a  il r e s t e  malaisé de ca l cu l e r  pratiquement dans l e s  

graphes. 

Situons donc nos choix par  rapport  à c e t t e  ccmplexité formelle pour l 'heu- 

r e  encore r edh ib i t o i r e ,  d'une u t i l i s a t i o n  ca l cu l a to i r e  des graphes. Nous ne consi- 

dérerons que des DAGS (Directed Acyclic Graphs) cons t ru i t s  s u r  un alphabet bigra- 

du6 où l e s  l e t t r e s  représenteront l e s  noeudsdes graphes, l a  coa r i t é  d'une l e t t r e  

représentera  l e  nombre d ' a r c s  en t r an t  pour ce noeud e t  l a  a r i t é ,  l e  nombre d ' a rcs  

s o r t a n t .  Une f o i s  payé l e  p r i x  de c e t t e  r e s t r i c t i o n ,  nous disposons d'un cadre for-  

mel commun avec ce lu i  des arbres  : l e s  magrnoides (Arnold, Dauchet Cl1 e t  C21). Cette 

s imi l i t ude  en t r e  arbres  e t  dags e s t  du point  de vue formalisme, l a  c l é  de c e  t r a -  

v a i l .  Les ob je t s  manipulés - l e s  dags - sont  l e s  ob je t s  du magrnoide l i b r e  engendré 

par  un alphabet bigradué donné. s i gna lAs  que nous escamoterons dans c e t t e  thèse  l e  

ga rde lou  conceptuel que pou r r a i t  ê t r e  l 'approche catégorique (Eilenberg e t  Wright 

C221, Ehrig C231). Quels que so i en t  l e s  mérites un i f ica teurs  de c e t t e  approche, e t  

b ien q u ' e l l e  a u r a i t  pu nous dispenser d ' e x p l i c i t e r  quelques constructions s tandards ,  

son i n t é r ê t ,  i c i ,  eut  é t é l i m i t é  : l a  p lupar t  de nos r é s u l t a t s  "f ins"  échappant t o t a -  

lement à ce cadre  global .  



B . 2 .  D E S  E X E M P L E S  SUR' L E S  D A G S  

Nous a l l ons  donner quelques exemples présentant  l e s  dags en t a n t  que 

s t ruc tu r e s  déployant des calculs .  Ces exemples ne son t  évidemment pas des t inés  

à é tayer  l ' i n t é r s t  pra t ique de notre  t r a v a i l  mais prétendent simplement in t rodui re  

intuit ivement ces ob j e t s  en l e s  chargeant d'une i n t e rp ré t a t i on  immédiate. 

B. 2.1. I l  e s t  b ien  connu que l e s  a rbres  su f f i s en t  pour déc r i r e  l a  sémantique 

des calculs  mais pas l e u r  ccmpléxité. On consta te  que s eu l s  des DAGS peuvent in té -  

g r e r  dans l e u r  formalisme l e  partage de ressources ou de r é s u l t a t s .  

Ainsi l e  dag 

e s t  sémantiquement équivalent  à l ' a r b r e  

a i  on i n t e r p r é t e  l ' opéra teur  X comme l a  fonct ion suivante  : '  

X(x, y) = ( x x  y ,  xXy). 

Cette idée  a conduit à l ' i n t roduc t ion  des DAGS dans de nombreuses étu- 

des l i é e s  à 1' implémentation e t  à l a  complexité (Aho, Ullman C201) , en A-calcul 

(Raoult C171) e t  dans l e s  mécanismes d 'un i f ica t ion  (C251, C261, C241). 

On peut applique: c e t t e  idée ,  pa r  exemple, dans l ' op t imisa t ion  du ca l cu l  

des termes de l a  s u i t e  de Fibonacci. L a  s u i t e  de Fibonacci e s t  une s u i t e  réciar- 

r en t e  à l aque l l e  e s t  associée l a  fonction récurs ive  Fib(n) = +(Fib(n- l ) ,  Fib(n-2) 

avec Fib(0) = O ; F i b ( 1 )  = 1. 

Déployons l ' a r b r e  de Fib( 5) : 



Essayons de rendre  compte, à l ' a i d e  de dags, des pa r t ages  de r é s u l t a t s  

poss ib les  dans ce  c a l c u l .  



L a  forme générale du dag de ca l cu l  d'un terme de l a  s u i t e  de Fibonacci 

s e r a i t  : 

Les dags obtenus t radu isen t  une optimisation des ca l cu l s ,  p ra t ique  désor- 

mais courante en compilation. 

B.2.2. De même que l ' o n  pa r l e  d 'arbre  de dér iva t ion  pour l e s  mots d'un langage 

algébrique,  on peut i n t rodu i r e  la  notion de dags de dér ivat ion pour l e s  mots géné- 

r é s  par  une grammaire à s t ruc tu r e  de phrase. Cette représenta t ion s p a t i a l e  des 

dérivations dans une grammaire à s t ruc tu r e  de phrases permet t ra i t  de prolonger l a  

r e l a t i o n  d'équivalence dé f in i e  sur l e s  dér ivat ions  des g r m a i r e s  alggbriques.  Deux 

démvations seront  d i t e s  équivalentes s i  e t  seulement s i  e l l e s  ont  mémeç dagâ do 

dér ivât ions  . Cette approche a déjà  f a i t  1 'ob je t  d '  études (Stanat  C 281 ) . 



I l l u s t r o n s  ce point  de vue s u r  l 'exemple suivant  : 

So i t  l a  grammaire G = (C, N ,  P) où 

C = C a , b , c  ,..., 2 ) ;  
'L % 

N =  {A, ..., Z}  u { A i . .  ., Z.} u {A f y . . . ,  zf} u A . . .  Z) u {a ,  61 
1 

P comprend l e s  famil les  de règ les  suivantes  : 

ii) Yx E C a -t -X oii XX: 

iii) 3u,y É C XiY + 

Le langage engondré par  c e t t e  grammaire à p a r t i r  de l 'axiome 6 e s t  
* 

l 'ensemble des mots mm ; m E C . Le nombre de r èg l e s ,  l a  r e l a t i v e  lourdeur du for-  

malisme rend l a  preuve d i f f i c i l e  à é c r i r e  e t  su r tou t  éloignée de l'intuition que 

l ' o n  peut s e  f a i r e  du phénomène. Examinons que l les  a l l u r e s  possèdsnt Les dags de 

dér ivat ions  i s s u s  des dér ivat ions  dans c e t t e  grammaire. 

Le mot "gu i l igu i l i l '  e s t  obtenu par  c e t t e  grammaire à p a r t i r  de l a  dér i -  - 
vation dont l e  dag e s t  : 



On indu i t  de façon assez na tu r e l l e  que la  forme des dags obtenus e s t  

conservée pour tous l e s  mots de même longueur, e t  que ce schéma s ' ag rand i t  "régu- 

lièrement" lorsque l a  t a i l l e  des mots c r o î t .  I l  appara l t  donc un caractère  un i f i -  

ca teur  dans c e t t e  fami l le  de dags : l e  l i e n  "géométrique1' en t r e  l e s  p a r t i e s  supé- 

r i eu re s  de ces dags e s t  évident e t  l e s  p a r t i e s  in fé r ieures  ressemblent tou tes  à 

un "maillage régulier '? .  

B .  2.3. Regardons maintenant comment un c e r t a i n  nombre de "calculs " peuvent ê t r e  

considérés comme l ' i n t e r p r é t a t i o n  de familles de dags possédant un caractère  de 

r égu l a r i t é  dans l eu r s  formes. 



8.2.3.1. Reprenons l a  f a m i l l e  de dags mise en évidence l o r s  de l 'exemple B.2.2. 

e t  a t t r ibuons  a u  symbole l a  fonc t ion  de permuter deux l e t t r e s  quelconques : X 
quelques s o i e n t  a  e t  b appar tenant  à un alphabet  donné : 

)((ay = (b ,  a ) .  

Les dags de c e t t e  f ami l l e  r eprésen ten t  a l o r s  l 'eneemble des schémas de 

c a l c u l  de l a  t ransformat ion q u i ,  à un mot, a s s o c i e  son m i r o i r .  De p l u s ,  c e t t e  famil-  

l e  de dags e s t  ca rac té r i sque  d'un algori thme p a r t i c u l i e r  e f f e c t u a n t  c e t t e  t r ans fo r -  

mation. 

Exemple : 

B.2.3.2. Remarquons que l a  même f a m i l l e  de dags, pour l a q u e l l e  on accordera i t  au  

symbole )( 1' i n t e r p r é t a t i o n  su ivan te  : 

. J s inon  ( p ,  n )  - 

r e p r é s e n t e r a i t  a l o r s  l tensemble de schgmas de c a l c u l  du tri d'une s é r i e  de nombres 

r é e l s  se lon  une méthode que l ' o n  p o u r r a i t  a s s i m i l e r  au  " t r i -bu l l es" .  



Exemple : 

B . 2 . 3 . 3 .  Ce dern ie r  exemple s 'appuie  sur une méthode de c a l c u l  de cP o a r  un a l -  
n - 

gorithme qu i  "const ru i t"  l a  p a r t i e  minimale du t r i a n g l e  de Pascal  q u i  oermette de 

déterminer l e  CE d é s i r é .  L 'élaborat ion du t r i a n g l e  de Pascal  repose sur l ' a p p l i c a -  
I I  

t i o n  de l a  formule C: = cP p-l ; à p a r t i r  de c e l a  on peut  aisément met t re  en 
n - i  + 'n-i 

P évidence l a  p a r t i e  u t i l e  du t r i a n g l e  de Pascal  a u  c a l c u l  d'un Cn 



Représentons c é t t e  success ionde  c a l c u l s  p a r  un graphe p l a n a i r e  dont l e  

noeuds s e r o n t  i n t e r p r é t é s  t a n t ô t  comme l ' o p é r a t e u r  c l a s s i q u e  d ' a d d i t i o n ,  e t  d'au- 

t r e s  f o i s  comme un opéra teur  d ' add i t ion  q u i  duplique l a  somme obtenue. 

d Cela donnerai t  pour l e  c a l c u l  de C7. 

On remarque, a u s s i  que c e t  exemple, que l 'ensemble des schémas de c a l c u l  
P  des Cn r e spec ten t  une forme de " régu la r i t é" .  

Dorénavant, nous abandonnons t o u t e  i n t e r p r é t a t i o n  pour des considéra t ions  

purement syntaxiques.Nous ne manipulerons que des l e t t r e s  b i p a d u é e s ,  i . e .  des 

l e t t r e s  auxquelles son t  associées  un c e r t a i n  nombre d ' en t rées  a ~ ~ e l é  CO-ar i t é  e t  un 

c e r t a i n  nombre de s o r t i e s ,  appelé a r i t é .  Ces l e e t r e s  représenterons  de noeuds ou 

sommets de nos graphes e t  s e  dess ineront  : 



Elles  s e ron t  composées en p a r a l l è l e  grâce aux opérateurs @ e t @  ou en 

s é r i e  par  l ' opéra teur  ', pour ob ten i r  l e s  ob j e t s  dé s i r é s .  Ainsi l e  dag p l ana i r e  

,l, ,l/ \ih 
s ' & r i r a  ( a e a ) b 

/ \ / \  / \  

E t  nous étudierons l e s  p rcpr ié tés  "fornel les"  de ces  ob j e t s ,  i .e. valables  quel- 

que s o i t  l a  s i gn i f i c a t i on  ( i n t e rp ré t a t i on )  donnée aux l e t t r e s .  Cette démarche e s t  

c e l l e  su iv i e  dans l ' é t ude  des s t ruc tu r e s  plus  simples de l a  théor ie  des langages 

(vo i r  pa r  exemple Hoocroft, Ullman C291) e t  des f o r ê t s  ( v o i r  par  exemple : Brainerd 

C311, Eilenberg C321, Engel f r i e t  C331, Maibaum C 341, Rounds C351, C 361 ) . 

8 . 3 .  LA RATIONALITE ET LA RECONNAISSABILI'TE DANS LES' MOTS E T  
L E S  ARBRES 

8 . 3 . 1 .  L e  c a s  de-s  m o t s  

L'étude de ces not ions  s u r  l e s  mots s e  s i t u e  dans l e  cadre formel d'un 

monoide l i b r e .  Un monofde e s t  un t r i p l e t  formé d'un ensemble M ,  d'une l o i  de com- 

pos i t ion  in terne assoc ia t ive  e t  d'un élément dis t ingué de M que nous noterons €. 

Cet élément E e s t  l 'élément neutre  de l a - l o i  de composi t~on in te rne  appelée conca- 

t éna t ion .  Soi t  A un ensemble f i n i  appelé alphabet,  dont l e s  éléments son t  appelés 
* * 

l e t t r e s  ; o n  notera A le.monoïde l i b r e  sur A .  Pratiquement A e s t  cons t ru i t  de l a  

manière suivante : c ' e s t  l 'ensemble des s u i t e s  f i n i e s  de l e t t r e s  ou mots. On note  

un mot par  simple juxtaposi t ion de l e t t r e s  : ala *... an ; l a  concaténation de deux 

mots a a *.. . a e t  blb2.. . b e s t  l e  mot ala 2... a n b 1 b 2"' b . On a p ~ e l l e  langage 
n P * 0 

( su r  l ' a lphabet  A )  une p a r t i e  du monoide l i b r e  A . On peut d é f i n i r  sur l e s  langages 

une grande quan t i t é  d'opérations. Outre l e s  opérations booléennes c lass iques  (union 

f i n i e ,  in te r sec t ion  f i n i e ,  complémentation), on u t i l i s e  aus s i  l t opé ra t i on  produi t  

e t  é t o i l e .  Le produi t  (de concaténation) de deux langages L e t  K e s t  l e  langage : 



% * * 
L ' é t o i l e  d'un lqngage L de A , notée L , e s t  l e  sous-monozde de A engen- 

.&&par L. Les opéra t ions  p r o d u i t ,  union, e t  é t o i l e  permet tent .de  s p é c i f f e r  c e r t a i n s  

langages dé f in i s  p a r  des p r o p r i é t é s  combinatoires. Ains i ,  s i  A = fa, b}, l 'ensemble 

des mots dans l e sque l s  ne f iguren t  jamais deux "a" consécut i fs  peut  s 'exprimer sous  

l a  fcmk : (ab + b)* ( a  + E)  . On peut  t e n t e r  de déterminer l a  puissance de ces  

opéra t ions  ; o n  d é f i n i t  a l o r s  l 'ensemble des langages r a t i o n n e l s c o m e  l e  p lus  p e t i t  
* 

ensemble de langages de A qui contienne l e s  langages r é d u i t s  à un mot e t  qu i  s o i t  

' c l o s  p a r  union, p rodu i t  e t  é t o i l e .  

Paral lèlement,  on s ' i n t é r e s s e  à une c l a s s e  d 'algori thmes,  q u i  a g i s s e n t  

sur les mots d'un monoide l i b r e ,  que l ' o n  appe l l e  "automate d ' é t a t s  f i n i s f ' .  Un auto- 

mate d ' é t a t s  f i n i s  e s t  un algori thme q u i  : 

- r e ç o i t  une donnée cons t i tuée  d'une s u i t e  de symboles, 

- lit c e t t e  donnée sans  r e t o u r n e r  en a r r i è r e ,  

- dispose d'un nombre f i n i  d ' é t a t s  pour q u a l i f i e r  l ' informat ion q u ' i l  

r e t i e n t  s u r  ce q u ' i l  a d é j à  l u ,  

- :produit  (éventuellement : t ransducteur  s é q u e n t i e l )  au  f u r .  e t  à mesure 

son r é s u l t a t  sous forme d'une nouvelle s u i t e  de symboles ( P e r r i n  C571). 

L e  formalisme adopté,  dans l e  cas des automates d l S t a t s  f i n i s  de mots 

e s t  : 

- un automate d ' é t a t s  f i n i s  e t  un q u i n t u p l e t  C = < A ,  Q ,  qo, F, O > o ù  

A e s t  un alphabet  f i n i ,  

Q e s t  un ensemble f i n i  d ' é t a t s ,  

q0 é t a t  de Q ,  appelé é t a t  i n i t i a l ,  

F sous-ensemble de Q , t o u t  é t a t  a ~ p a r t e n a n t  à F e s t  appelé é t a t  f i n a l ,  

0 e s t  une r e l a t i o n  de -Q x A dans Q . Cet te  r e l a t i o n  e s t  étendue p a r  
* 

a s s o c i a t i v i t é  à A de l a .  façon su ivan te  : 

On d i t  qu'un langage L e s t  reconnu p a r  l 'automate C s i  e t  seulement s i  
* 

L = {w É A / qg O w E F}. Tout langage reconnu p a r  un automate e s t  d i t  reconnais- 

sab le ,  l 'ensemble des langages reconnaissables e s t  habituel lement appelé REC. 



Notons, qu'en préservant  l e  langage reconnu, on parvient  toujours à . 
rendre déterminis te  e t  minimal un automate d ' é t a t s  f i n i s  de mots ( i . e .  l a  r e l a t i o n  

[I devient  une app l ica t ion  de Q x A dans A e t  l e  nombre d ' é t a t s  e s t  l e  p lus  p e t i t  

pos s ib l e ) .  L'informaticien dispose donc, pour un processus de reconnaissance, 

de l 'a lgor i thme de complexité minimale. 

Par exemple, l 'ensemble des mul t ip les  de 3 ,  considérés comme des mots du 

monoide l i b r e  engendré par  1' alphabet {O, 1, 2 , .  . . , 9) e s t  un langage reconnaissable 

Un examen a t t e n t i f  de l 'automate ci-dessous convaincra sans  doute l e  l e c t eu r  q u ' i l  

reconnait  b ien l e s  mul t ip les  de 3. 

1, 4 ,  7 
- 

Un r é s u l t a t  fondamental de l a  t héo r i e  des langages rapproche ces deux 

notions de reconna issab i l i t é  e t  de r a t i o n a l i t é  : l e  théorème de Kleene. Ce théorème 

affirme que tou t  langage r a t i o n n e l e s t  reconnaissable e t  vice-versa. De p l u s ,  l e  pas- 

sage de l a  carac té r i sa t ion  reconnaissable (automate) à l a  c a r ac t é r i s a t i on  rat ionneIl1 

(expression r a t i onne l l e )  s ' e f fec tue  par  réso lu t ion  d'un système r égu l i e r  d'équations 

algébriques.  

Ainsi l ' express ion ra t ionne l le représen tan t  l e  langage des mult iples de 

t r o i s  e s t  e x t r a i t e  de l a  réso lu t ion  de (S) : 

1 
. - - 

(S) N2 = 2  + NI 1 + N2 a + N3 1 

. i 



dans l eque l  Ni désigne l e  langage reconnu par  l 'automate avec q3 c a m e  S t a t  i n i -  

t i a i  k t  q comme é t a t  f i n a l  e t  5, T, T représentent  respectivement l e s  ensembles i 
{O, 3 ,  6 ,  9),{1, 4 ,  7 ) , (2 ,  5 ,  8). 

En remarquant que l a  so lu t i on  d'une équation de l a  forme 

X = XA + B (où A ,  B son t  des langages) 

* 
e s t  l e  langage BA . 

En appliquant à ce système un procédé de réso lu t ion  de type 

"subst i tu t ion" .  

On ob t ien t  une expression . ra t ionne l le  représen ta t ive  de N 3  : 

Bien que c e t t e  d u a l i t é  rat ionnelle-reconnaissable s o i t  encore vraie  dans 

l e s  a rb r e s ,  e t  l e s  dags, on ne re t rouvera  pas dans l e s  a rbres ,  e t  moins encore 

dans l e s  dags l e s  f a c i l i t &  e t  La souplesse ' d ' u t i l i s a t i o n  de ces concepts dans l e s  

mots. 

1 3 . 3 . 2 .  L e  c a s  d e s  a r b r e s  

La formal isa t ion par  une s t ruc tu r e  algébrique de l a  notion d 'arbres  con- 

d u i t  à l a  s t r uc tu r e  de C-magmas (Nivat C931, de C-algèbre (Eilenberg r321,  Thatcher 

J . W .  1151) ou à c e l l e  de magrnoide (Arnold, Dauchet C l ] ,  C21). Dans l e  C-magma l i b r e  

e t  l a  1-algèbre l i b r e  ( l e s  s eu l s  qu i  nous i n t é r e s sen t  i c i )  on ne considère qu'un s e u l  

opérateur por tant  sur des l e t t r e s  graduées : la  composition. On d é f i n i t  l e s  ob je t s  . 

(termes ou a rbres )  de l a  façon suivante : 

- s i  a  e E0 a l o r s  a  e s t  un terme, où C e s t  l e  sous-ensemble de C des O 
l e t t r e s  de a r i t é  O 

- si t l y w o y  tn son t  des t e rnes  e t  T e s t  une l e t t r e  de degré n  (en 

f a i t  T e s t  considéré comme un opérateur à n opérandes) a l o r s  

T(t l ,  t2,..., t n )  e s t  un terme. 



Dans l e s  magmoïdes on i n t r o d u i t ,  ou t re  l ' opéra t ion  de composition 

énoncée ci-dessus, un opérateur noté @ de mise en p a r a l l è l e .  Un élément du magmoide 

e s t  a l o r s  une s u i t e  f i n i e  d 'arbres  donc un ob j e t  à plus ieurs  en t rées  e t  à plus ieurs  

s o r t i e s  (on vo i t  p a r  là comment l a  s t r u c t u r e  de magrnoide pourra aus s i  rendre compte 

des DAGS ) . Plus formellement : 

- Un magmoide e s t  un qu in tup le t  M = <M, , 8 ,  e ,  eo> - qui  e s t  noté 

M su ivan t  l 'usage cons i s tan t  à i d e n t i f i e r  une s t r u c t u r e  algébrique e t  

son support  - où M e s t  un ensemble, ' une opérat ion b ina i r e  p a r t i e l l e  

sur M ,  8 une opération b i n a i r e  sur M ,  e e t  eo deux éléments dis t ingués  

de M.  De plus ,  M v é r i f i e  c inq axiomes que l ' on  t rouvera  en (Arnold, 

Dauchet [Il). 

Ainsi la  s u i t e  d 'arbres  

'-b 
s ' é c r i t  dans l e  magmoïde l i b r e  sur C, noté T(C) 

<a (b  @ b )  ( a  @ a )  ( C  b c b c b c ) ,  b * b e a * ( b  8 b ) * ( c  8 c l >  

Remarque : Les a rbres  f i n i s  considérés comme élément du magmoïde l i b r e  n ' u t i l i s e  

pas tou te  l a  puissance de c e t t e  s t r u c t u r e  e t  s e  l im i t e  à en ê t r e  une p a r t i e .  

Les automates d ' é t a t s  f i n i s  d 'arbres reprennent l e s  mêmes pr incipes  

(Thatcher C1.51, Engelfr ie t  C331) que l e s  automates d ' é t a t s  f i n i s  de mots, mais 

appliqués à l a  reconnaissance de l e t t r e s  graduées. De plus ,  un arbre  n ' é t an t  pas 

un obje t  "symétrique1', deux po in t s  de vue duaux son t  poss ibles  : l e s  automates des- 



cendants e t  l e s  automates ascendants.  Dans l e  cadre du magrnoide, rappelons suc- 

cintement quelques d é f i n i t i o n s  

Un automate descendant d ' é t a t s  f i n i s  d 'a rbres  e s t  un quadruplet  

M = CC, Q ,  1, R? où 

- X e s t  un alphabet  gradué f i n i  

- Q ,  un ensemble f i n i  d ' é t a t s  

- I C , Q ,  un ensemble d ' é t a t s  d i s t ingués ,  appelés é t a t s  i n i t i a u x  

- R, un ensemble f i n i  de r è g l e s  de l a  forme 

qCaI -> a s i  a e s t  de a r i t é  n u l l e .  

En a s s i m i l a n t ,  pour des ra i sons  de f a c i l i t é  d ' é c r i t u r e ,  Q à des l e t t r e s  
1 

graduées de a r i t é  1, on d é f i n i t  l a  r e l a t i o n  sur T( Z u Q) p a r  : M O 



1 On d i t  que t E T(Z)O e s t  reconnu p a r  M ssi zq E 1: t e l  que q *, t  $ t ,  

où désigne l a  c l ô t u r e  t r a n s i t i v e  de b. On note  F(M) l a  f o r ê t  reconnue p a r  M .  M M 
L'automate ascendant a 'obt f  e n t  en "inversant  l e  sens  des f l êches  " des règles.  de R 

e t  l 'ensemble T, a l o r s  noté F, e s t  appelé ensemble des é t a t s  f inaux.  L a  r e l a t i o n  

e s t  modifiée de façon à e f f e c t u e r  l a  reconnaissance de "bas en haut1'. On d i t  que 

t E T(c)' e s t  reconnu par  M ,  ascendant ,  s i  e t  seulement ;i, 3q E F t e l  que 
O 

Ains i  une f o r ê t  e s t  reconnaissable  s i  e t  seulement s i  e l l e  peu t  être reconnue p a r  

un autQmate d ' é t a t s  f i n i  d ' a rb res  q u ' i l  s o i t  ascendant ou descendant. 

Les résultats élémentaires sur l a  c l a s s e  des f o r ê t s  reconnaissables 

notée REC, son t  : 

a) l e s  c l ô t u r e s  p a r  union, i n t e r s e c t i o n ,  homomorphisme i n v e r s e ,  homomor- 

phisme l i n é a i r e ,  complémentaire (Thatcher C 151 ) , 

b) dans l e  cas  ascendant ,  l a  cons t ruc t ion  e f f e c t i v e  d'un automate mini- 

mal (Thatcher C151). . . 

c )  . l a  réduct ion du non-déterminisme des automates ascendants , c f  exemple 

ci-dessous e t  (Thatcher C 151) . 

pas d'automate descendant déterminis te  M = <C, Q ,  f ,  R> ( i . e .  f e s t  r é d u i t  à un 

s e u l  é t a t  e t  deux r è g l e s  d i s t i n c t e s  de R o n t  des membres gauches d i f f é r e n t s )  t e l  que 

M reconnaisse FR. En e f f e t  : 



- I r é d u i t  à un s e u l  é t a t ,  s o i t  qo c e t  é t a t ,  on a nécessairement 

- e t  a i n s i  pour reconnaî t re  FR, on a nécessairement 

mais a l o r s  l 'automate reconnar t  a u s s i  l e s  a rb res  : 

d)  l a  p r o p r i é t é  fondamentale du f e u i l l a g e  : il y a i d e n t i t é  e n t r e  l a  

c l a s s e  des langages a lgébr iques  sans  mot vide e t  l a  c l a s s e  des f e u i l -  

lages  des f o r é t s  reconnaissables (Thatcher C151). 

La not ion de r a t i o n a l i t é  d é f i n i e  dans l e s  langages ( s o é c i f i c a t i o n  de 

langages à l ' a i d e  des opéra teurs  d'union 1 ,  de composition * e t  d ' i t é r a t i o n  de 

composition (*)  équivalente  à l a  r e c o n n a i s s a b i l i t é )  ne peut ê t r e  r e p r i s e  t e l l e  q u e l l e  

dans l e s  magmoides que dans l e  cas des " f ibres  c a r r é e s f T ,  i .e. d ' o b j e t s  ayant une 

a r i t é  e t  une c o a r i t é  égales  (A. Arnold C44l). L'exemple 8.2.1. r e n t r e  dans ce cadre ,  

e t  on peut  l e  d é c r i r e  p a r  : 

OU encore 

O 1 

avec b = 
I I  \ /: 

l ' é t o i l e  e s t  dans ce cadre d é f i n i  sur des o b j e t s  'ln-nt', ( i c i  n = 3 ) .  



Mais il n ' e s t  pas poss ib le  en généra l  de d é c r i r e  une f o r ê t  reconnais- 

s a b l e  à l ' a i d e  des t r o i s  opéra teurs  usuels  : +, * e t  * .  Le passage de l a  caracté-  

r i s a t i o n  reconnaissable  (automate) à l a  c a r a c t é r i s a t i o n  r a t i o n n e l l e  (expression - 
r a t i o n n e l l e )  n é c e s s i t e ,  comme l J  i l l u s t r e  1 'exemple c i -après ,  'de "Qper"  1' opéra teur  

* CVI.5.1. dans l a  thèse] .  , 

Exemple : S o i t  l a  f o r ê t  composée des a r b r e s  de la  forme 

* a i n s i  l e s  arbres  

où symbolise un choix 

I 
a ;. . . son t  des 

1 a rb res  de c e t t e  

Cette f o r ê t  e s t  reconnue pa r  l 'automate descendant M = <C , Q, R ,  F> où 

- 9 = Cs,. SI. s2} 

- 1 = (9,) 



et l'ensemble de règles R : q c a l  + a 
Q I  a I 

En notant Ni, la forêt obtenue à partir de l'état q,, on obtient le sys- - 
t Srne d' équations 

ce qui donne (sans typer *)  - 

No = Ca Eb (e + # , e + # II*]* où e est l'élément neutre du produit 
I I I de composition 

mais dans cette expression, on ne sait pas à quel endroit faire opérer l'opérateur 

, en réalité il faut exprimer : 

C G 3  No = CaeCb (e + # ,  e + # )1 1 
I I 

dtoÙ ltintroduction de l'opérateur "étoile typée'' 



8 . 4 .  Le c o n t e n u  d e  n o t r e  t r a v a i  1 

8 . 4 . 1 .  Le, magrnoide d e s  d a g t  p l a n a i r e s  : $?(,Tl 

On peut v o i r  l ' é t ude  successive des mots, pu i s  des arbres  comme au tan t  

de pas vers  l ' é tude générale des ob je t s  syntaxiques d'un magmoïde l i b r e  quelconque. 

En e f f e t ,  s i  M e s t  un magmofde, l a  f i b r e  1-  1 de ce magmofde muni de l ' opé ra t eu r  

produi t  de composition e t  de l'élémen-t: e e s t  un monolde l i b r e  : cadre formel de 1 '6-  

tude des langages de mots. L'étude des arbres  s ' i n s c r i t  également dans l ' é tude  des 

ob je t s  d'un magrnoide puisqu'un 1-magma peut ê t r e  muni d'une s t ruc tu r e  de magrnoide. 
'L 

Les éléments du magmoide l i b r e  DP(1) engendré pa r  l ' a lphabe t  1 bigragué sont  obtenus 

comme combinaisons de produi t  de composition e t  de produi t  t e n s o r i e l  de l e t t r e s  

bigraduées . 

2 \,' I \ /  
Exemple : S i  1; 1 , Z 2  = b ,  1: = c ,  E = {dl 

/ \  / \  

6 =  a *  ((((a 8 e)  * ( e  8 b ) )  (b e e ) )  ( C  8 d ) )  E &(c). 

Comme pour l e s  mots e t  l e s  a rbres ,  on s 'évertue à donner à ces ob je t s  

syntaxiques une présenta t ion p lus  i n t u i t i v e  sous forme de dessins.  Ainsi ,  on as- 

s imi le ra  l e  produit de composition à une mise en "sér ie"  de deux schémas, e t  l e  

produit  t en so r i e l  à une mise "en pa ra l l è l e "  de deux schémas. On ob t ien t  a l o r s  comme 

représenta t ion graphique de l 'élément 6 d u  magrnoide mentioné plus-haut  : 



Ce type de dess in  s 'apparente à un graphe o r i en t é  (de haut  en bas) e t  

s a n s c i r c u i t ,  s o i t  "directed acyc l ic  graph" ou DAG. Par l a  s u i t e ,  l e s  éléments du 
'L 

magmqide l i b r e  DP(C) se ron t  systématiquement appelés dag. 

Une des préoccupations p r inc ipa les  lorsque l ' o n  a à manipuler des ob j e t s  

syntaxiques, e s t  d ' exp lo i t e r  l e s  p ropr ié tés  du cadre formel pour s i m p l i f i e r  l ' é c r i -  

ture l i t t é r a l e  de ces ob j e t s .  La suppression des çystèmes.de parenthsses issue 

de l r a s s o c i a t i v i t é  d 'opérateur e s t  une manoeuvre extrêmement courante e t  conduit,  

pa r  exemple, à 1' abandon t o t a l  des' dans l e s  é c r i t u r e s  de mots. Dans l e s  

dags, c e r t a in s  jeux de parenthèses ne peuvent é t r e  effacés  sans i n t rodu i r e  d'zmbi- 

gu i té .  

Exemple : L'écr i tu re  a 8 a * b  8 b peut é t r e  c e l l e  de a 8 ( a * b )  E )  b ,  ou c e l l e  

de ( a  E )  a )  (b  8 b ) .  

Cn peut,  pa r  un système de p r i o r i t é s ,  comme il e s t  d'usage dans l e s  

expressions ari thmétiques,  p r i v i l é g i e r  un opérateur par  rappor t  à l ' a u t r e  e t  

a i n s i  é ca r t e r  l 'une des deux i n t e rp ré t a t i ons  de a E )  a e b  63 b. Dans l e  magmoïde, 

on accorde une p r i o r i t é  supérieure au produi t  de composition. Ainsi,  on peut enle-  

ver  l e s  parenthèses dans l ' é c r i t u r e  de a 8 ( a  b )  b ,  mais e l l e s  demeurent iné- 

v i t ab l e s  dans l ' é c r i t u r e  de ( a  8 a)  (b 8 b ) .  S i  l e s  mots, s t r u c t u r e  à une dimen- 

s ion,  peuvent é t r e  s p é c i f i é s  sans équivoque p a r  une éc r i t u r e  l i n é a i r e  non paren- 

thésée ,  on ne peut supprimer, dans l ' é c r i t u r e  l i n é a i r e  des dags ( r é s u l t a t s  de l a  

composition d 'opérateurs qu i  ag i ssen t  de façon "perpendiculaire"), ce r ta ines  in-  

formations ( l e s  ~ a r e n t h è s e s  ) indiquant s u r  quoi ag i ssen t  ces opérateurs.  Par contre ,  

une représenta t ion en dimension deux rend parfai tement compte de l a  composition des 

dags sans "sol idar iser ' '  explici tement l e s  opérandes des opérateurs.  

Ekemple : ( a - b )  8 (b d )  e t  ( a  8 b ) *  (b 63 d ) ,  qui son t  deux éc r i t u r e s  d'un même 

élément de &(z), ont respectivement l e s  représenta t ions  graphiques suivantes : 



On consta te  que l a  suppression des encadrés en p o i n t i l l é s  ( t ranspos i -  

t i o n  en dimension 2 des parenthèses ) f a i t  appara î t re  deux dess ins  semblables . 

Nous montrerons en 1.2. que l 'axiomatique des magmoïdes s e  confond dans 

l a  représenta t ion graphique de s e s  éléments avec une notion plus  na tu r e l l e  e t  

plus directement percep t ib le  : 1' équivalence "s t ruc ture l l e"  de deux dess ins .  On a 

par  conséquent une représenta t ion unique en dimension 2 de t o u t  élément du mag- 

moide &(c). 

On peut néanmoins s e  poser l a  cues t icn  de savo i r  s i  deux éc r i t u r e s  l i né -  

a i r e s  d i s t i n c t e s  Feprésentent ou non un même élément du magrnoide. Cefte question 

revêt  un i n t é r ê t  majeur pour des manipulations algorithmiques des éléments de 

&(L). O r ,  ce problème tombe tans l e  cadre de ceux abordés pa r  Knuth e t  Bendix 

dans Leur fameux a r t i c l e :  "Simp7e iJords i n  Universal Algebras'! Ils proposent un 

2lgorithme ( p a r t i e l )  capable de répondre à c e t t e  question ; c e t  algorithme repose 

sur  : 

- l a  d é f i n i t i o n  d'un ordre b ien  fondé sur l'ensemble des éc r i t u r e s  

consicérées , 

- l ' o r i e n t a t i o n  des i d e n t i t é s  axiomatiques dans l e  sens décroissant .  

Ces i d e n t i t é s  deviennent a l o r s  l e s  reg les  d'un système de r ééc r i t u r e .  

Dans cer ta ins '  cas,  pour un choix judicieux de l ' o r d r e ,  l e  système de 

r ééc r i t u r e  a i n s i  d é f i n i  e s t  confluent (Huet t 3 3 f ) .  Le problème de 1 ' éga l i t é  de 

deux mots revient  a l o r s  à comparer l e s  r é é c r i t u r e s  i r r éduc t i b l e s  de ces deux mots 

par  l e  système : s i  e l l e s  sont  égales,  l e s  deux mots représentent  l e  même élément. 

Cette dernière r é é c r i t u r e  d'un mot e s t  un terme p r i v i l é g i é  pour l'ensemble des 

termes qu i  l u i  son t  6gaux;on l a  d is t inguera  en l ' appe lan t  forme normale. Cette 

méthode appliquée aux obje ts  bigradués nous a permis de mettre en évidence dans 

l e s  dags une forme normale ; c e t t e  forme normale e s t  obtenue en "remontant" l e  p lus  

haut poss ible  l e s  l e t t r e s  e t  en f a i s a n t  d i spa ra l t r e  l e s  é tages  composés uniquement . 
dtéléments neutres.  D e  l ' i n t e r p r é t a t i o n  imagée du fonctionnement du système de 

r ééc r i t u r e  employé naZt l ' i d é e  d'un au t r e  système de r ééc r i t u se  au comportement 

symétrique par rappor t  au précéde.nt ( i . e .  qui  effectue un "tassement" vers l e  

"bas" des l e t t r e s ) .  Ceci conduit à l ' é l abora t ion  d'une au t r e  forme normale que 

nous appelerons forme normale duale. 



Exemple : Le dag dont l a  r eprésen ta t ion  e s t  : 

tassement v e r s  l e  tassement vers  l e  bas pour 

hau t  pour l a  fo r -  \ l a  forme normale duale 

me normale 
a c 

a comme forme normale ( b  8 a)  ( a  8 a 8 e ) *  ( e  8 c )  

e t  comme forme normale duale (b e )  ( e  8 a 8 e )  * ( a  e5 c )  

8.4.2, L e s  a u t o m a t e s  d e  dags p l a n a i r e s  

Comme dans l e s  a r b r e s ,  nous dé f in i s sons ,  dans l e s  dags p lana i res ,  l e s  

automates d ' é t a t s  f i n i s  en d i s t inguan t  l e  cas descendant C11.1.1.1 du cas ascendant  

[II. 1.3 .] , mais i c i  contrairement aux a rb res  l a  symétrie p a r f a i t e  e n t r e  l e  "haut'' 

e t  l e  ''bas" d'un dag nous assure  de l a  d u a l i t é  e n t r e  automate descendant e t  ascen- 

dant  CII.1.3.1 e t  s i g n i f i e  que t o u t e  p r o p r i é t é  p o r t a n t  sur l e s  automates descendants 

s e  re t rouvera  symétriquement dans l e  cas ascendant. 

Un automate d ' é t a t s  f i n i s  descendant de dags p lana i res  e s t  un qu in tup le t  

M = CC, Q, 1, F ,  R> où 

* C e s t  un ensemble f i n i  de l e t t r e s  bigraduées de c o a r i t é  e t  a r i t é  > 0.  

* Q e s t  un ensemble f i n i  d ' é t a t s  bigradués de c o a r i t é  e t  de a r i t é  éga- 
b l e n t  à 1 e t  C n Q = 0. On note Q l e  monolde l i b r e  ( Q ,  8 )  d'élément 

neu t re  e O' 
* 1.. c - Q langage r a t i o n n e l ,  appelé indifféremment con t rô le  haut  ou con- 

t r ô l e  i n i t i a l .  
e, * F 5 Q , l angagera t ionne l ,  appelé indifféremment contrôle  bas ou contrô-  

l e  f i n a l .  
8 * R e s t  un ensemble f i n i  de règ les  c Q' x Z x Q é c r i t e s  sous l a  forme - 

On d é f i n i t  classiquement l e s  mouvements de l 'automate [ I I . 1 . 1 . 2 .  à 11.1.1.5.1 comme 
'L * 

une r e l a t i o n  s u r  DP(C u QI, -noté  tiy e t  l e  t a i l l i s  reconnu p a r  M, noté T ( M ) ,  e s t  

d é f i n i  p a r  : 



Exemple. : L'automate d 'é ta t s  f i n i s  descendant de dags planaires  M = CC, Q, 1, F, R> 

* Q = { ,  sl. 9,) 

* 1 = F = q0 8 (ql q2 l8 B 90 (langage ra t ionne l  d ' é t a t s  1 

90 a + a *  q ou encore, é c r i t  graphiquement 
1 ? 
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90 a + a q ou encore, é c r i t  graphiquement 2 Q 
Q1 Q2 

(ql 8 q2) b + b - (q2 8 q 1 ou encore, é c r i t  graphiquement 1 H 
92 9 1  

q1  q2 

(ql  8 q2) b + b (90 B ql) OU encore, é c r i t  graphiquement 

Q1 9; 

( q1 8 q2) b + b ( q2 8 40) OU encore, é c r i t  graphiquement 

reconnaît  l e s  dags "en forme de m u r  (de briques) " dont un exemple de reconnaissance 

peut se représenter graphiquement : 



mot d ' é t a t  i n i t i a l  

Le mot d ' é t a t  commençant (ou contrôlant  en haut)  l a  reconnaissance e s t  

appelé l e  mot d ' é t a t  i n i t i a l  (ou hau t ) ,  e t  l e  mot d ' é t a t  f i n i s s a n t  (ou contrôlant  

en bas )  l a  reconnaissance, e s t  appelé l e  mot d ' é t a t  f i n a l  (ou ba s ) .  

Le cas ascendant e s t  obtenu en "inversant  l e  sens des f léches"  des règ les  ,. 
de R e t  T(M) = {6 E  fi(^) /3qi  E 1, 3qf E F avec 6 - q  q 6). f M '  i 

Nous rencontrons deux problèmes formels au niveau de l a  dé f in i t i on  des 

automates de dags p lana i res .  Le premier problème concerne l e  s t a t u t  des "conditions 

i n i t i a l e s "  e t  des "conditions f inales1' .  Le deuxisme, l i é  au premier, concerne l e s  

dags de degré 0-0. 

1. Pour l a  notion de contrôle  i n i t i a l  ( resp.  f i n a l ) ,  nous avons l e  choix 

en t r e ,  reprendre la  notion d ' é t a t  i n i t i a l  ( resp .  f i n a l )  des automates de mots, ou 

de l a  généra l i se r .  

Option a : On s e  donne 1 5  Q e t  F 5 Q e t  l e s  condit ions d'une reconnaissance sont  

de commencer à p a r t i r  d ' é t a t s  éléments de 1 pour about i r  en f i n  de reconnaissance 

à des é t a t s  éléments de F. 
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option b : On s e  donne 1 5 Q e t  F c - Q', donc des langages d ' é t a t s ,  avec l a  con- 

t r a i n t e  q u ' i l s  so i en t  ra t ionne ls  e t  l e s  conditions d'une reconnaissance sont de 

commencer à p a r t i r  d'un mot d ' é ta t s  élément de 1 pour about i r  à un mot d ' é t a t s  

élément de F. 

Nous adoptons l a  deuxième option,  p lus  générale,  Un r é s u l t a t  dans l a  thèse CV. 2 -1 

montrera que l e s  deux options coïncident pour des t a i l l i s  composés de dags connexes. 

En conséquence, l e  choix de ce point  de l a  dé f in i t i on  e s t  secondaire,  il ne por te  

que sur l e  contrôle  de l a  mise en p a r a l l è l e  de dags déconnectés (non connexes). 
< 



Mais, ou t re  ces j u s t i f i c a t i o n s  théoriques,  nous pouvcns i l l u s t r e r  sur un exemple, 

même simple, l ' appor t  du choix de l a  seconde opt ion.  

I l  
Exemple : Soi t  l e  t a i l l i s  f i n i  T = {a 8 a}. Essayons de cons t ru i re  l 'automate 

I I 
M = CC, Q ,  1, F, R> qu i  reconncisse T.  Alors il v i en t  

e t ,  en s e  l imi tan t  à d é f i n i r  1 5 Q e t  F 5 Q (opt ion a ) ,  il v i en t  nécessairement 

mais a l c r s  M reconnaît  en p lu s  l e s  dags 

i i I i I I i  
a 8 a 8 a ,  a 8 a a 8 a, .  .. 
i l I l I l i  

Par contre ,  en déf in i ssan t  (opt ion b )  1 = {qo @ qo} e t  F = f q f  @ qf} 
I l  

on a : T C M )  = T = {a 8 a) .  L'exemple c h o i s i ,  ci-dessus,  pour mettre en défaut  
I I 

( l ' op t i on  a )  joue sur une ca r ac t é r i s t i que  c lé  dans l ' é tude  des dags : l a  CONNEXITE. 

Un dag D e s t  connexe s i  e t  seulement s i  deux sommets d i s t i n c t s  quelconques peuvent 

ê t r e  r e l i é s  par une s u i t e  d 'arcs  ou encore plus  fcrmellement s i  e t  seulement s i  

s o i t  D = eo, s o i t  on ne peut é c r i r e  D = dl 8 d2 avec dl # e e t  d2 # eo.  O 

2. D'autre p a r t ,  nous choisissons de ne considérer des ' t a i l l i s  reconnais- 

sab les  que s u r  des alphabets bigradués ne comprenant n i  l e t t r e  de coinrité nu l l e ,  

n i  l e t t r e  de a r i t é  nu l l e .  Ce t te  r e s t r i c t i o n  e s t  expliquée en C11.1.2.2.2.1 e t  peut 

s e  résumer en deux po in t s  : 

* Le nombre d ' é t a t s  "contrôlant1' un dag l o r s  d'une reconnaissance e s t  

directement l i é  à l a  coa r i t é  e t  à l ' a r i t é  de ce dag. Ainsi l a  reconnaissance d'un 

I I dag t e l  que , où a e s t  de c o a r i t é  nu l le  e t  a '  e s t  de a r i t é  n u l l e ,  ne s e r a i t  subor- 

a ' 1 
donnée à aucun é t a t  à ' l ' e x t é r i e u r  e t  de t e l s  dags pourraient  p r o l i f é r e r ,  sans aucun 

con t rô le ,  dans n'importe que l  dag reconnu par  a i l l e u r s .  Ainsi un automate reconnais- 
- -- 

s a n t  séparément. : 



r e c o n n a î t r a i t  a u s s i  l e s  dags 

* I l  e s t  v r a i  que l e s  dags de l a  forme 

I 

a u r a i e n t  pu être reconnus, en rompant avec l a  symétrie ,  en admettant dans l ' a l p h a -  

b e t  la  c o a r i t é  n u l l e  ou ( e x c l u s i f )  l ' a r i t é  n u l l e .  Mais nous avons exclu  ce cas  

p u i s q u ' i l  ne change pas l e  fond de n o t r e  démarche, mais compliquerai t  formalismes 

e t  preuves. 

Remarque : L'exclusion des l e t t r e s  de c o a r i t é  ou de a r i t é  n u l l e  p a r a î t  d i s s o c i e r  

l e s  a rb res  e t  l e s  dags : un a r b r e  e s t  un élément de T(z)~, c 'es t -à-d i re  un élément 

ayant  une c o a r i t é  égale  à 1 e t  une a r i t é  n u l l e .  Mais c e t t e  d i s s o c i a t i o n  n ' e s t  qu'une 

d i f fé rence  de formalisme CII.1.5.1, e t  il e s t  inmédiat d ' i d e n t i f i e r  un dag p l a n a i r e  

c o n s t r u i t  sur un a lphabet  d 'a rbres  ( l e t t r e s  de c o a r i t é  égale  à 1) à un a r b r e ,  e t  

vice-versa. 



dag p l ana i r e  a rbre  

a rbre  dag p lana i re  

Ainsi ,  l ' i d e n t i f i c a t i o n  e s t  f a i t e  à l ' a r i t é  près  des noeuds des f eu i l l a -  

ges. 

Après l a  j u s t i f i c a t i o n  de nos choix dans l a  dé f in i t i on  des automatss d ' é t a  

f i n i s  de dags p l ana i r e s ,  abordons maintenant l e s  p ropr ié tés  charnières des t a i l l i s  

reconnus pa r  de t e l s  automates, i .e. l e s  t a i l l i s  RECONNAISSABLES. Rappelons aupara- 

vant que l a  dua l i t é  pa r f a i t e  en t r e  l e s  automates descendants e t  l e s  automates ascen- 

dants nous assure que toutes  p rop r i é t é s ' v r a i e s  dans l e  cas descendant s e  retrouve 

(symétriquement) dans l e  cas ascendant, e t  vice-versa : 

1. Comme pour l e s  automates d ' a rbres ,  un automate de dags planaires  ne 

powra  "é tab l i r "  qu'un "comptagé borné". Par  exemple, l a  f o r ê t  (donc l e  t a i l l i s )  : 

t e l  que n E IN 
i- 1 

-- 

R 

f o i s  



n ' e s t  pas une f o r ê t  reconnaissable ,  n i ,  cons idérée  en t a n t  que t a i l l i s ,  un t c i l l i s  

reconnaissable .  Cependant un automate de dags p l a n a i r e s  permet un "comptage synchro- 

nisé' ' .  Par exemple, l e  t a i l l i s  : 

1 

est  un t a i l l i s  reconnaissable .  Dans l e  même o r d r e  d ' i d é e ,  l e  t a i l l i s  

e s t  un t a i l l i s  reconnaissable .  Ce q u i  nous amène à remarquer immédiatement que l e s  

t a i l l i s  reconnaissables ne s o n t  pas c l o s  p a r  homomorphisme de magmoïde puisque 

F = h(T2) où h e s t  l ' i d e n t i t é  sauf  pour h (  b ) = e b e .  



2. Il convient de signaler un résultat important CII.1.4.1 : à tout 

-2utomatè- de dags planaires, Ôn peut associer un automate M' = CC, Q ' , I ' , F' , RI> 
tel que 

81 
En d'autres termes, si 1'' = Q; , l'appartenance à I? du mot initial 

d'états se réduit à l'appartenance de chacun des états de ce mot, à l'ensemble 

48, ce qui peut -se faire au niveau de l'utilisation d'une règle état par état. 

Ainsi l'expression du contrôle haut d'une reconnaissance se "résume" à l'apparte- 

nance d'un état à un ensemble d'états, comme dans les mots et les arbres. 

Par dualité CII.1.3.1, on peut construire M'' = <C, Q1', In, Fu, R1'> tel 

et dans ce cas le contrsle bas se "résume" à ,l'appartenance d'un état à un ensem- 

ble d'états. Mais c'est seulement dans le cas où M reconnaît un taillis de dags 

connexes que l'on peut assurer de pouvoir "résumer" à la fois Cv.2.4.1 : 

- le contrôle haut à l'appartenance d'un état à un ensemble d'états, 

- le contrôle bas à l'appartenance d'un état à un ensemble d'états. 

Remarque : La construction des automates M' oQ Mff à partir de l'automate M est 

obtenu par démultiplication de l'ensemble d'états et l'introduction d'un non- 

déterminisme considérable C II. 1.4 .] . 



3 .  L'étude du déterminisme dans l e s  automates de dags p lana i res  permet 

de s i t u e r  (en p a r t i e )  l a  ''complexité" des ca lcu l s  ( l e s  reconnaissances) de ces au- 

tomates. En e f f e t ,  nous montrons CII.1.6.3.1 que l e  non-déterminisme n ' e s t  pas ré- 

duc t ib le ,  i . e .  on ne peut pas toujours  cons t ru i re  un automate déterminis te .  En con- 

séquence : 

- l e s  reconnaissances des dags plana i res  son t  d'une complexité beaucoup 

plus  grande que c e l l e  des automates de mots ou d ' a rbres ,  

- c e t t e  non-réduction du non-déterminisme nous ferme l a  voie c lass ique  

(Hoscropft,  Ullman C291) de démonstration de c lô ture  par  compl6mentaire 

de REC. La c lô tu r e  de REC par  complémentaire r e s t e  un problème ouvert  

CII.2.9.3. 

Remarque : L e  l e c t e u r  t rouvera  en CII.1.6.1.1. e t  11.1.6.1.2.1 deux dé f in i t i ons  

(proches) d'automate déterminis te .  L a  première guidée p a r  notre souci  de général isa-  

t i o n  des théor ies  ex i s tan tes  (langages e t  f o r ê t s )  nous conduit à d é f i n i r  : 

l e s  automates fortement déterminis tes .  

L a  seconde guidée par  no t r e  souci  de prendre en compte pleinement l a  notion 

de déterminisme nous conduit à d é f i n i r  : 

. l e s  automates faiblement déterminis tes .  

Mais l e  non-déterminisme n ' é tan t  pas réduc t ib le  n i  à l ' une  CII.1.6.3.1 

n i  à l ' a u t r e  CII.1.6.4.1 dé f in i t i on ,  l e  d i s t ingo  proposé n ' e s t  pas un problème de 

5 n d .  

4 .  Enfin, l ' é t u d e  des propr ié tés  de c lô tu r e  dans REC confirme l ' importance 

des deux aspects  dégagés jusqu tà  présent  : 

- l a  CONNEXITE, 

- l e  NON-DETERMINISME ( e t  donc l a  complexité). 



REC e s t  c l o s  CII.2.1. à 11.2.9.1 p a r  : 

- union, i n t e r s e c t i o n ,  p r o d u i t  t e n s o r i e l ,  é t o i l e  du p rodu i t  t e n s o r i e l ,  

p rodu i t  de composition, homomorphisme inverse  e t  homomorphisme connexe. 

REC n ' e s t  pas  c l o s  f I I . 2 . 6 .  e t  11.2.7.1 p a r  : 

- é t o i l e  du p rodu i t  de composition, homomorphisme de magmoïde. 

Rappelons que l a c l ô t u r e  de REC p a r  complément r e s t e  un problème ouver t  

CII.2.10.1. 

6 . 4 . 3 ,  L a  r a t i o n a l i t é  d a n s  l e s  d a q s  p l a n a i r e s  

Comme dans l e s  s o t s ,  e t  l e s  a r b r e s ,  nous a l l o n s  cons idé re r  c e r t a i n e s  - 

f a m i l l e s  de dags obtenues p a r  combinaison d 'opéra t ions  ensembl is tes .  Cet te  d é ~ a r c h e  

v i s e  naturel lement à f a i r e  c o ï n c i d e r  dans l e s  dags l e s  no t ions  de r e c o n n a i s s a b i l i t é  

e t  de r a t i o n a l i t é .  P lus ieu r s  d i f f i c u l t é s  s ' a j o u t e n t  à c e l l e s  dé jà  observées dans l e s  

a r b r e s .  Dans l e s  expressions r a t i o n n e l l e s  d ' a rb res ,  on e s t  a s t r e i n t  à un marquage 

de c e r t a i n e s  a r i t é s  a f i n  de l e s  d i f f é r e n c i e r  Iesunes  des au t res , .  Dans l e s  dags, il 

s e r a  nécessa i re  de p a r t i c u l a r i s e r  a r i t é  e t  c o a r i t é ,  ce  q u i  nous obl ige  à t r a v a i l l e r  

avec des l e t t r e s  b i typées .  Ceci e n t r a î n e  l a  d é f i n i t i o n  d 'un nouveau cadre d 'é tude  : 
'L 

l e  magmoïde typé l i b r e  DP(C, T). Les opéra teurs  ensemblistes  c h o i s i s  s e r o n t ,  à l ' ima- 

ge de ceux re tenus  pour l e s  express ions  r a t i o n n e l l e s  de mots e t  d ' a rb res ,  l ' un ion  

e t  l ' e x t e n s i o n  aux ensembles des opéra t ions  c o n s t r u c t r i c e s  des o b j e t s  a i n s i  que 

l e u r s  opéra teurs  i térés .  Hélas, on ne peut  adopter  c e t t e  façon s tandard  de f a i r e  

pour l ' o p é r a t e u r  p rodu i t  t e n s o r i e l .  En e f f e t ,  une extens ion pure e t  simple de @ aux 

ensembles i n t r o d u i r a i t  l a  p o s s i b i l i t é  d 'exprimer une mise en p a r a l l è l e  synchrone non 

bornée. Ains i  ( a  @ b )* d é c r i r a i t  l e  t a i l l i s  (an 8 bn / n E q u i  n '  e s t  pas reconnais-  

sab le .  On c r é é  donc un nouvel opérateur@, dér ivé  du p r o d u i t  t e n s o r i e l ,  e t  son opéra- 

t e u r  i t é r a t i f  a s soc ié  noté  @ (p lacé  en exposant ) .  Cet opéra teur  & s ' i n t e r p r è t e  comme 

une mise en p a r a l l è l e  asynchrone, c 'es t -à-d i re  que la  présence simultanée des termes 

l ' u n  à c ô t é  de l ' a u t r e  n ' e s t  p lus  o b l i g a t o i r e .  De manière p l u s  formel le ,  l ' i n t e r p r é -  
'L 

t a t i o n  de a @ h  e s t  l 'ensemble s u i v a n t  de DP(C, T) : 



{e 8 . . . 6  e P ) b / n ~ m )  u { a a e  a . . . E ) e / p  E B )  u Eaa b ) .  - - *  

n  f o i s  p  f o i s  

Uh d e r n i e r  o b s t a c l e  r e s t e  à surmonter : cclmment t r a d u i r e  dans l e s  expressions 

r a t i o n n e l l e s  de dags l e s  contrôles  hau t  e t  bas q u i  in te rv iennen t  dans l e s  automates 

d ' é t a t s  f i n i s .  On d o i t  se résoudre à f i l t r e r  l e s  é lémentsdécr i t s  p a r  l ' express ion  

r a t i o n n e l l e  en l e u r  imposant un type  d 'ent rée  e t  un type de s o r t i e  à v a l o i r  dans 
* 

des langages r a t i o n n e l s  de T ( s i  T e s t  1 'ensemble des types u t i l i s é s  1. La notion 

d 'expression r a t i o n n e l l e  de d a g s e t l e u r  i n t e r p r é t a t i o n  en terme de t a i l l i s  son t  

rigoureusement d é f i n i e s  en [VI. 4.1.2.1. 

Il  e s t  évident  que t o u t  dag dans l e q u e l  f i g u r e l ' o p é r a t e u r  p rodu i t  t e n s o r i e l  peut  

ê t r e  d é c r i t  p a r  une expression r a t i o n n e l l e  dans l a q u e l l e  on f e r a  appel ,  pour s imuler  

l ' o p é r a t e u r  8 ,  à l ' opé ra teur@ dont l ' a c t i o n  s e r a  d i r i g é e  p a r  un tvpaee aoproprié 

des l e t t r e s  . 

Exemple : L ' i n t e r p r é t a t i o n  de l ' e m r e s s i o n  r a t i o n n e l l e  : 

recouvre l 'ensemble des dags dont l e  type d ' en t rée  e s t  qo qo, l e  type de s c r t i e  q 1 91 
e t  q u i  a ~ p a r t i e n n e n t  à l ' i n t e r p r é t a t i o n  de 

a'@ bqo : s o i t  donc 20 8 bqo, ce q u i  donne p a r  détypage a  8 b .  
Il 9 1  9 1  



L a  notion de r a t i o n a l i t é ,  t e l l e  que nous venons de l a  d é f i n i r ,  remplit 

b i en  sa mission q u i  é t a i t  de s e  superposer à l a  notion de reconna issab i l i t é .  On 

peut  t r iv ia l l ement  exhiber une expression r a t i onne l l e  exprimant kn t a i l l i s  recon- 

na i ssab le  à p a r t i r  de l a  connaissance de l 'automate : il s u f f i t  d ' e f f ec tue r  un typa- 

ge des l e t t r e s  reproduisant  exactement l e s  r èg l e s  de l 'automate. On peut aus s i  s ' i n -  

gén ie r  à t rouver des expressions r a t i onne l l e s  équivalentes fournissant  une descrip- 

t i o n  plus  r iche (en appauvrissant en contre-par t ie  l e s  types ) . 

Exemple : L'expression r a t i onne l l e  : 

reconnaissable Tl su ivan t  : 
\/ 

d 
\," 

d 

S i  l a  preuve de l ' i nc lu s ion  de RAT dans REC e s t  une simple formal i té ,  l a  réciproque 

e s t  d'une toute  au t r e  complexité technique. 



Dif f i cu l t é  1 : 

POW des expressions r a t i onne l l e s   rése entant de nombreux opérateurs au- 

t r e s  que l ' opé ra t eu r  d'union (+), on a s s i s t e ,  à une p r o l i f é r a t i o n  de règ les  en t r a ï -  

nant un non-déterminisme chronique, lorsque l ' o n  cons t ru i t  l 'automate équivalent .  

Par exemple l'ensemble des dags qu i  s e  terminent par  un dag de l a  fami l le  

T (exemple précédent)  s e  d é c r i t  rapidement p a r  l 'expression r a t i onne l l e  : 1 

dag quelconque 

dag E TI 

L'automate reconnaissant  de t e l s  dags e s t  p lus  compliqué à t rouver .  En e f f e t ,  pour 

rzconaal t re  ces dags, il faud ra i t  prendre des "paris" sur l a  fonct ion tenue par  

l e s  l e t t r e s .  

Di f f icu l té  2 : 

Une nouvelle d i f f i c u l t é  s u r g i t  lorsque l ' on  cherche à montrer que l a  

mise à l ' é t o i l e  (du produi t  de composition) d'une expression simple conserve son 

caractère  reconnaissable.  

Cette d i f f i c u l t é  s e  concentre autour du passage d'un dag de l ' i n t e r p r é t a t i o n  

de l 'expression au suivant .  On e s t  con t ra in t  à ce n iveau .dr in tégre r  en cours de 

reconnaissance l a  v é r i f i c a t i o n  du contrôle  bas pour l 'un  e t  du contrôle  haut 

pour l ' a u t r e .  La so lu t i on  rés ide  dans une analyse f i n e  du comportement de l 'asso-  

c i a t i on  des opérateurs * et@. On s ' aperço i t ,  en p a r t i c u l i e r ,  lorsque l ' on  passe 

à l ' é t o i l e ,  que l e s  emplacements r e l a t i f s  des composantes connexes des dags assem- 

b l é s  lesunes  aux au t r e s  ne dépendent plus que des correspondances de types ;excep- 

t é  pour c e l l e s  qu i  occupent l e s  bords de l a  s t r uc tu r e .  



* 
Exemple : Dans 1' i n t e r p r é t a t i o n  de l ' express ion  ( a  @ b @ c  a d O f )  on trouve 

l e s  dags suivants  : 

a  8 c  i9 d B b 8 f . . .  e t c . . .  

D'autre p a r t ,  on sai t  que tou te  composante connexe reconnaissable peut 

l ' ê t r e  en u t i l i s a n t  un automate pourvu simplement d ' é t a t s  i n i t i a u x  e t  f inaux.  

De ces deux observations,  on déduit  que l e  passage d'un dag de l ' express ion  simple 

au suivant  Deut ê t r e  négocié de façon séparée  s u r  chacune des composantes connexes, 

e t  c ec i  pa r  une simple s u b s t i t u t i o n  d'un f i n a l  pa r  un é t a t  i n i t i a l .  

Cet te  preuve e s t  longuement d é t a i l l é e  e t  commentée pa r  l a  p a r t i e  VI1 de c e t t e  Thèse. 

8 . 4 . 4 .  L e s  g r a m m a i  r e s  r é g u l i è r e s  d e  d a g s  p l a n a i  res 

Evoquons, p0.w achever l e  su rvo l  de ce t r a v a i l ,  un t ro is ième angle d'ap- 

proche des t a i l l i s  é tud iés  : 1' aspect  géné ra t i f .  Les grammaires l i n é a i r e s  à d ro i t e  

et régu l iè res  de dags exposées dans l a  p a r t i e  III présentent  quelques p a r t i c u l a r i t é s  

p a r  rapport  aux not ions  équivalentes dans l e s  mots ou l e s  a rb res .  Les p a r t i e s  gau- 

ches de règles  peuvent éventuellement ê t r e  un produi t  t e n s o r i e l  de p lus ieurs  varia-  

b l e s  e t  l e u r  p a r t i e  d r o i t e  d o i t  ê t r e  connexe. Cette dernière  con t ra in te  i n t e r d i t  

t ou t e  génération p a r a l l è l e  e t  synchrone de termes d i s soc iés  sur une hauteur a rb i -  

t ra i rement  grande. 

On é t a b l i t  l ' é g a l i t é  e n t r e  1' ensemble des t a i l l i s '  r égu l i e r s  (REG) e t  l 'ensemble des 

taillis reconnaissable (REC) pa r  un raisonnement calqué sur l a  démonstration de 

REC = REG dans l e s  mots. I l  s u f f i t  de transformer l e s  règles  de grammaire en t r an s i -  

t i a n  d'automate par  changement du s t a t u t  des var iables  en é t a t s  (ou vice-versa) .  

Ltemploi de t e l l e s  grammaires s e  révèle  i n t é r e s san t  notamment pour démontrer que 

l e  t a i l l i s  des dags de dér ivat ion d'une grammaire à s t r uc tu r e  de phrases e s t  régu- 

l i e r  (donc r a t i onne l  - donc reconnaissable) .  Une présenta t ion sommaire des dags de 

dér ivat ion a  é t é  donné l o r s  de l'exemple B . 2 . 2 .  de c e t t e  in t roduct ion ; l a  p a r t i e  

I V  de c e t t e  thèse l e u r  e s t  entièrement consacrée. On découvrira en p a r t i c u l i e r ,  que 

la  reconna i ssab i l i t é  des t a i l l i s  de dé r iva t ion  a corne conséquence l t i n d é c i d a b i l i t é  

de l ' é g a l i t é  de deux t a i l l i s ' r e c o n n a ~ ç a b l e s .  



8 . 4 . 5 .  Axe d e  d é v e l o p p e m e n t -  d e  ~ o t r e  t r a v a i l  

L e  formalisme adopté pour l a  manipulat ion des dags permet d ' é t a b l i r  de 

nombreux r é s u l t a t s  q u i  ressemblent dans l e u r  e s p r i t  à ceux obtenus s u r  l e s  mots e t  

l e s  a rb res .  D'autre p a r t ,  c e r t a i n s  a lgor i thmes,  notamment l e s  automates d ' é t a t s  f i -  

n i s  de dags, ont  é t é  implémentés e t  t e s t é s  s u r  machine(Caridroit  C421). Tout c e l a  

nous confor te  dans l ' i d é e  que l e  magmoïde e s t  l ' u n  des o u t i l s  de p r é d i l e c t i o n  dans 

l e s  dags. On peut  a l o r s  envisager de pe r sévére r  dans c e t t e  voie  d ' é tude  su ivan t  deux 

d i r e c t i o n s  académiques : 

1 .  L e  m o d è l e  d e  l a  t h é o r i e  d e s  l a n g a g e s  

L a  t h é o r i e  des langages nous f o u r n i t  q u a n t i t é s  de not ions  que l ' on  peut  

t r anspose r  dans l e s  dags. Soulevons quelques ques t ions  c lass iques  à t i t r e  d'exem- 

p l e s  : 

- L e  problème ouvert  du complémentaire d'un t a i l l i s  reconnaissable .  

- Les t ransducteurs  e t  bimorphismes. 

- Les DAGS i n f i n i s  . 

- Les grammaires algébriques de DAGS. 

E t  l ' o n  p o u r r a i t  encore alonger l a  l i s te .  Une t e l l e  démarche p o u r r a i t  s e  

j u s t i f i e r  de p a r t  l e s  r é s u l t a t s  q u ' e l l e  d é v o i l e r a i t .  Mais e l l e  p e r m e t t r a i t  également 

de mettre en évidence des phénomènes profonds à t r a v e r s  d iverses  s t r u c t u r e s .  Ains i ,  

l e s  bimorphismes s e  composent dans l e s  mots (Nivat  C381); dans l e s  a r b r e s ,  il ne se 

composent pas mais t o u t e  composition de n bimorphismes s e  ramène à l a  composition 

de 2 (Dauchet C121). Il s e r a i t ,  pa-r conséquent, i n t é r e s s a n t  d'examiner l a  puissance 

de l a  composition ?es b i n u q h i s n e s  dans l e s  dags. 

2. U t i l i s a t i o n  d e s  d a g s  d a n s  u n  c a d r e  i n t e r p r é t é  

L'emploi de dags semble b ien  adapté à l ' a n a l y s e  de l a  complexFté des pro- 

grammes comme nous avons pu l e  cons ta te r  sur des exemples de c e t t e  in t roduc t ion .  On 

peut  remarquer également que l e s  programmes p i l o t é s  p a r  l e s  données s 'expr imeraient  



bien  à l ' a i d e  de dags. De même, des schémas de programmes i t é r a t i f s  pa ra l l è l e s  in- 

cluant des systèmes de rendez-vous (FO RK... JOIN) génereraient des t races  de ca lcu ls  

convenablement représentées pa r  des dags. E t ,  s i  l'ensemble des t races  de ca lcu ls  

d'un schéma de programme i t é r a t i f  e s t  une f o r ê t  ra t ionne l le  (Cousineau C451), l ' e n -  

semble des t races  de calculs  d'un schéma de programme i t é r a t i f  p a r a l l è l e  pour ra i t  

ê t r e  vu comme r a t i onne l  au sens des t a i l l i s  de dags . L'apoort s t r u c t u r e l  des dags su  

l e s  a rbres  é l a r g i t  considérablement l a  gamme des i n t e rp ré t a t i ons  possibles  e t ,  par  

voie de conséquence, a t t e s t e  des nombreuses appl icat ions  qui  pourraient  t i r e r  part!. 

d'un "bon" formalisme sur ce type d 'ob je t s .  



CHAPITRE O 

PRÉLIMINAIRE SUR LE CADRE 

FORMEL DE L'ETUDE : LES MAGMOÏDES 



PLAN DU CHAPITRE O 



0 . 1 .  - D E F I N I T I O N  DES M A G M O I D E S  

-. - . 
U n  magmoide e s t  un qu in tup le t  CM, , 8, e ,  eo>, qu i  s e r a  noté M se lon 

l ' usage  consis tant  à i d e n t i f i e r  une s t ruc tu r e  algébrique e t  son support ; 
--. *-. 

M e s t  i c i  un ensemble, l une o_pération b ina i re  p a r t i e l l e  s u r  M ,  8 une opé- 

r a t i on  b ina i re  sur M ,  e  e t  e  deux éléments dis t ingués  de M. M v é r i f i e  l e s  
O 

axiomes suivants : 

A l .  Vp, q  E î, il ex i s t e  une p a r t i e  M' de M appelée f i b r e  p-q de M. Les f i -  
9 .- 

bre s  sont deux à deux d i s j o i n t e s  ë t  M e s t  l a  réunion de toutes  s e s  

f i b r e s .  

M-est  donc un ensemble bigradué. Un élément de M' s e r a  d i t  de c o a r i t é  
9  

p  e t  de a r i t é  q.  

1 

A2. Vp, q ,  p', q t  -E IN Ym E MP Vm' E M~ 
9  q  ' 

m e m '  e s t  d é f i n i  s ç i  q  = p l .  On a  a l o r s  r n ' m ' ~  M~ 
q '  ' 

Cet te  opération * e s t  dénommée produi t  de composition. 

At2. Le produit de composition e s t  a s s o c i a t i f .  

A 3 .  Vp, q ,  p ' ,  q t  E W Y m E  M~ Vm' E MP' m 8 m '  € MP'P' 
q  4 ' Q+Q ' ' 

Cet te  opération 8 e s t  dénomée produi t  t en so r i e l .  

At3. L e  produit t e n s o r i e l  e s t  a k o c i a t i f .  

A 4 -  Yml, m2 ,  m i ,  mg E M s i  (rnlem2) 8 ( m i *  mg) e s t  d é f i n i  a l o r s  

(ml m 2 )  @ (mi mg) = (ml 8 mi) * (m2 m i ) .  

1 O 
A 5 .  e E Ml,  eo E Mo. En posant ,  pour p  > O e  = e @...a e. 

p -  
p  f o i s  



Exemple : 

S o i t  l 'ensemble R(E) U R ~ ( E )  
i , j  

i ,avec R!(E) = {ensemble des r e l a t i o n s  de E dans E' 1 ,  muni des l o i s  suivantes  : 
1 

- --- - - .- - L: composition des r e l a t i o n s .  

V r  E R!(E) V r '  E $(E) ,  r r' est  une r e l a t i o n  de $(E) d é f i n i e  pa r  : 
1 

Vx E Ei Vz E E~ (x,  Z )  a p p a r t i e n t  au  graphe de r r ' ssi  

Jy E EJ t e l  que (x, y )  a p p a r t i e n t  a u  graphe de r e t  (y ,  z )  a p p a r t i e n t  

a u  graphe de r ' . 

- L e  p rodu i t  t e n s o r i e l  des r e l a t i o n s .  

Yr-c R:(E) V r '  E R: r 8 r '  est  une r e l a t i o n  de R ~ + ~ ( E )  d é f i n i e  par  : 
q+s 

xp, xp+l>'.*Y V(xl. x2.. . . y x  ) E E ~ + ~  ~ ( Y ~ Y  Y~ , . . .  Y Yq> Y q + l > * . . >  p+r Yq+s 
) E ~ q + ~  

((xl,*... x 1, (y1,*. O .  Yq+s 
P+F 

) a p p a r t i e n t  au graphe de r 8 r '  ssi 

-- . 
( ( x ~ , ~ ~ . ,  x  1, (yl,! .. , y 1) -appar t ient  a u  graphe de r e t  

P  9 

p+r  
1) a p p a r t i e n t  au  graphe de r ' .  ( ( x ~ + ~ ¶ . . . ¶  X ) Y  ( Y ~ + ~ ¶  Yqcs 

On no te ra  ldi  l a  r e l a t i o n  E R:(E) dont  l e  graphe e s t  l 'ensemble 
i des couples (x ,  x ) ,  x  E E , e t  IO l a  seule  r e l a t i o n  d é f i n i e  de l'ensemble 

vide sur lui-même. 

1 Alors <RIE ) , 8, , Id , IO> est  un magrnoide. 



0.2. - L E S  M O R P H I S M E S  D E  M A G M O I D E S  

Soient CM, O ,  8, e ,  eo> e t  CM',  * ,  8, e t ,  eb> deux magrnoides. 

Une appl icat ion '$-'de M dans M '  e s t  un morphisme de magmoïde ssi  : 

- respecte l a  graduation : Vm c MP O(m) E M" 
q q 

- O préserve l e s  éléments neutres  : N e )  = e '  e t  (Neo) = e; 

- e s t  compatible avec l e s  opérations e t  8 : 

0.3, - L E S  M'AG'MOI'D'ES L I B R E S  

On peut également d é f i n i r  l a  not ion de magmoïde l i b r e  engendré pa r  

un alphaber bigradué donné C. 

Le magrnoEde l i b r e  engendré par  C s e r a  t e l  que : quel que s o i t  l e  mag- 

moïde M ,  quelle que s o i t  l ' app l i ca t i on  0 de C dans M qui  respecte  l a  gradua- 

t i on ,  il exis te  un e t  un s e u l  morphisme de magmoïde @ du magmoide l i b r e  dans 

M t e l  que s a  r e s t r i c t i o n  à C considéré comme p a r t i e  du magmoide l i b r e  s o i t  @ 

Autrement d i t  @ s ' é tend  de façon unique en un norphisme du magmolde libre 

dans M. 

C 
i 

magmoide l i b r e  engendré par C 



Remarque : 

Le magrnoide exposé en 1.1. ; . t i t r e  d'exemple n ' e s t  pas un magmolde 

l i b r e .  

En e f f e t ,  considérons l e s  r e l a t i ons  suivantes : 

2 R1 5 IN3 X ïN t e l l e  que (x,  y ,  z )  Rl(x, y )  

R2 - X N t e l l e  que (x, y )  R 2  y  

3  2  
R3 - 1 IN t e l l e  que (x ,  y,  z )  R3(y, Z )  

2  
R4 - B x B  t e l l e  que (x ,  y )  R4 x  

Il e s t  immédiat que R1 * R2 - - R 3  a R4. 

, Imaginons l ' app l i ca t i on  g  qu i  l a i s s e  invar iant  R 
1 9 R2 e t  RJ et  

transforme R4 en R 2  e t  étendons-la à l a  manière d'un morphisme ; on a u r a i t  

a lo r s  : 

R ( E )  n ' e s t  donc pas un magmolde l i b r e ,  en d 'autres  termes l ' é g a l i t é  

dans R ( E )  ne dépend pas uniquement des propr ié tés  de s a  s t ruc tu re  de mag- 

molde, mais d ' au t res  fac teurs  qui  rendent compte d'une i n t e rp ré t a t i on  plus 

l a rge  de ses  éléments c o n s t i t u t i f s  de R(E). 



CHAPITRE 1 

LE MAGMOÏDE DES DAGS PLANAIRES 



PLAN DU CHAPITRE 1 

'L 
1.1. - L E  MAGMOTDE DP(L) 

1.2. - REPRESENTATION GRAPHIQUE DES ELEMENTS DE $(L )  

1.3. - EXISTENCE D'UN REPRESENTANT CANONIQUE DES ELEMENTS DE $P(L) 

4 .  - FORME NORMALE DUALE DIUN ELEMENT DE 0%(2) 

1.5. - FEUILLAGE D'UN DAG PLANAIRE 

1.6 .' - EXTENSIONS DES OPERATIONS DU MAGMOTDE, AUX T A I L L I S  



'L 
1.1. - L E  M A G M O I D E  DES DAGS PLANAIRES : DPCC) 

On d i ra  que C ensemble f i n i  e s t  un alphabet bigradué ssi il ex i s t e  

deux applications (appelées a r i t é  e t  coar i té )  de C dans m. 

On appelle a lors  CP l e  sous-ensemble de C des l e t t r e s  de coar i té  p  
Q 

e t  de a r i t é  q. 

Nous a l lons  décrire l e  langage L(C) des expressions bien formées 

construites à p a r t i r  de C ,  de d e y  opérateurs binaires  * e t  @ (appelés 

produit de composition e t  produit t enso r i e l )  e t  de deux nouveaux symboles 

où l e s  L(c)' sont  définis de façon récursive par  : 
q 

'L 

On appelle DP(C) l e  magrnoide l i b r e  engendré par C , c'est-à-dire 

l'ensemble L(E) quotienté par  l e s  re la t ions  d'équivalence définies  par l e s  

axiomes du magrnoide. 

'L 

- 1 . 2 .  - REPRESENTATION GRAPHIQUE DES ELEMENTS DE D P ( C )  

Nous al lons montrer qu'à tout  élément de f.( C) , on peut. associer 

un paphe  planaire orienté dont l e s  noeuds seront é t iquet tés  par l e s  l e t t r e s  

de C ; l e  nombre d'arcs a r r ivant  sur un noeud, e t  l e  nombre d 'arcs  issus 

d'un noeud seront respectivement égaux à l a  coar i té  e t  a r i t é  de son ét iquet te .  



. A une l e t t r e  a a 1!, on a s soc i e r a  l e  graphe 
Y 

p en t rées  ( a ~ c s  e n t r a n t )  

1 le----- !  
q s o r t i e s  ( a r c s  s o r t a n t )  

. e s e r a  représenté  pa r  un morceau d ' a r c  de longueur quelconque. 

. eo n ' a  pas de représen ta t ion  v i s i b l e .  

s i  m s e  dess ine  
1 

1 ' - - - -  
1 r -  - - -  1 a l o r s  (m 8 m') s e  dess ine  : 

- J 1- r iiL, 
l 

l 1 
I 1 

e t  m '  s e  dessine ; m' 
1 
1 

1 1 

I l 
1 - --- - 1  

1 - --. 11 
J 

I l  1 1 I 

l j  m I I m l  1 

I l  1 1 
I 

1 1  

. Vm r 1 (1 lP  Ym' E ~ ( 1 ) :  (m m ' )  c ~ ( 1 ) ~  
Q r 



1 l 

S i  m s e  dessine I m l  
1 l 
1 1 

e t  m '  s e  dessine 

a l o r s  m m'  s e  dessine 

où l a  j  i è* 
sor t  

l ! 1 1 - - - - 1  , d e m e s t  raccori  ' 1 '  - L L - - L 7  ; , I à l a j  i ème 
, I  entr6 

Pour ob t en i r  une représenta t ion en terme de graphe des éléments du 
'L 

magmoïde DP(C), nous a l l ons  examiner comment s ' i n t e r p r è t e n t  l e s  axiomes du 

magmoïdes su r  l e s  graphes obtenus à p a r t i r  des éléments de L(C). 

'L 
L a  nota t ion l in ,éai re  des éléments de BP(C) (c 'es t -à-di re  l e s  expres- 

s ions  de L(C)) permet de rendre compte de l ' a s s o c i a t i v i t é  des l o i s  8 e t  * .  

En e f f e t ,  on peut convenir de no te r  (m @ m '  @ ml' 1 ' élément du mag- 

moïde dont l e s  é c r i t u r e s  poss ibles  sont  ((m a m l )  8 m") e t  ( m  a (mt m " ) ) .  

L a  même convention peut-être adoptée pour ( m  m '  ml ' ) .  

L a  nota t ion l i n é a i r e  permet également de t e n i r  compte de l a  p ropr ié té  

d'élément neutre de el  e t  e  O ' 

Malheureusement, on ne peut rendre compte de l'axiome A 4  dans ce s t y l e  

d ' é c r i t u r e .  Dans (mlom2) ( m l  l * m ; )  e t  (m 8 m l )  (m2 8 m l ) ,  l e s  p laces  e t  1 1 2 
l e s  nombres d'occurences des symboles @, e t  son t  changés. 

Notre no ta t ion  en dimension 2, va nous permettre de résoudre l e  pro- 

blème. 



Trans fe r t  de l 'axiomatique du magrnoide dans l e s ' r e p r é s e n t a t i o n s  graphiques 

a)  L ' a s s o c i a t i v i t é  de 8 : 

représen ten t  un m ê m e  élément 
'L 

de DP(C) qui s e  dess inera  : 

b )  L ' a s s o c i a t i v i t é  de - : 

1 I 
I l  

l 
l 
1 I 

' t M f ' l  , 

I I '  1 , .  

représen ta t ion  

même élément de 

&(LI que I t o n  

des s ï n e r a  

c)  L'axiome A 4  : 

vm, m ' ,  n ,  n '  E &(z) s i  ( m .  n )  a (m ' - n ' 1 e s t  d é f i n i  a l o r s  

(m n )  @ (m' n ' )  = (m.@ m f )  * ( n  n t ) .  



représen ten t  un même 
'L 

élément de DP(C) que 

l ' o n  dess ine ra  

d )  La n e u t r a l i t é  de e l  e t  eo : 

eo n 'a  pas  d 'exis tence  dans l e  dess in .  

e l  e s t  m a t é r i a l i s é  p a r  un bout d ' a r c ,  donc n ' i n t e r v i e n t  pas dans 

la  s t r u c t u r e  propre du dess in .  

On cons ta te ,  f ina l lement ,  que l a ' r e p r é s e n t a t i o n  sous forme de dag d'un 

élément du magrnoide ne comporte p lus  aucun encadré en p o i n t i l l é .  En e f f e t ,  

ceux-ci d i spa ra i s sen t  en appliquant  l e s  s i m p l i f i c a t i o n s  de dess in  i s s u e s  des 

'axiomes du magrnoide. Cet encadré é t a i t  l a  t r a n s p o s i t i o n  en dimension 2 des 

parenthèses de l a  no ta t ion  l i n é a i r e .  On o b t i e n t  a i n s i  une écriture unique 

en dimension 2 (à la  longueur des a r c s  p rès  ) d'  un élément de &( L) . 



La c l a s se  d'équivalence de ( e  a 8 e )  ( a  e a )  ( e  a a 8 e )  avec 
2 

a E C pou r r a i t  ê t r e  représentée pa r  l e  dessin : 2 

Conclusion : I l  e x i s t e  une b i j e c t i o n  e n t r e  l 'ensemble des dags planaires  
'L 

e t  l e  magmoide DP(C). On con-frondra ces deux ensembles dans l a  s u i t e  de 

notre propos. 

'L 
1 .3 .  - E X I S T E N C E  D ' U N  R E P R E S E N T A N T  C A N O N I Q U E  DES ELEMENTS D E  DP(C) 

'L 
On v ien t  d'exhiber une représenta t ion unique d'un élément de DP(C) en 

dimension 2 ,  nous a l lons  montrer l ' ex i s tence  d'un représentant  canonique 

calculable  pour chaque c lasse  d'équivalence de L(C) : ce représentant  s e r a  

appelé l a  forme normale de l 'élément dvu magmoïde assoc ié  à l a  c lasse  d'équi- 

valence de L(C). 

Cet te  forme normale s e r a  obtenue par  app l ica t ion  d'un système de 

r ééc r i t u r e  noetherien e t  confluent,  système dont l e s  r èg l e s  ne sont  qu'une 

r e t r ansc r ip t i on  des axiomes sous forme de règles  de r ééc r i t u r e  o r ien tées .  

Remarques prél iminaires  : 

Etant  donné que l ' a s s o c i a t i v i t é  des l o i s  e t  peut ê t r e  exprimée 

dans l a  nota t ion l i n é a i r e  des éléments du magmolde, nous t rava i l l e rons  non 

pas sur des expressions de L(C), mais s u r  des expressions dont on a u r a i t  

déjà r é d u i t  au maximum l e  nombre de parenthèses .compte tenue de l ' a s soc ia -  

t i v i t é  de * e t  @ ,  e t  dont on a u r a i t  f a i t  d i spa ra î t r e  t ou t e s  l e s  occurences 

de eo, appelons ce nouvel ensemble d'expressions L'(Cl. 



On appelera n i  veau, t o u t  élément de 6 '  (C 1 cons t ru i t  uniquement avec 

des l e t t r e s  de 2 u {e l ,  e t  l ' opéra teur  8. 

On appelera forme pseudo-n~rmale, t o u t  élément de 6'(C) qu i  s ' é c r i t  

sous l a  forme de produi ts  de composition de niveaux, c 'es t -à-di re  t o u t .  

m E f . ' (C) e s t  une forme pseudo-normale ssi m = m l *  m2 O . . . *  fi. avec chacun des 
n '  

m niveau. i 

Calcul  de l a  forme normale : 

Nous appliquerons à une expression de L'(Cl, un premier système de 

r ééc r i t u r e  (S) dont l e s  r èg l e s  son t  : 

(i) - VP, Q ,  R ,  S E L7(C) 

( P - Q )  8 ( R a s )  s e  r é é c r i t  en ( P @ R ) * ( Q @ : 3 ) .  

( i i )  - VR, S E L'(Cl 

vP a zP ou P E L . ' ( L ) ~  t e l  que l m l ,  m2 E L1(C) P = ml @ rn2 
4 9 

P P9 ( R *  S)  s e  r é é c r i t  en (P isi R) ( e  @ S) 
Q 

On notera par  l a  s u i t e  "se r é é c r i t  en" pa r  c, 
Ce système de r é é c r i t u r e  (SI e s t  noetherien.  

Preuve : 

So i t  v une appl ica t ion  de L 1 ( C )  dans ïN qu i  compte l e  nombre d'occurences 

du symbole 8 dans un élément de f. ' (Cl. 



S o i t  a une a p p l i c a t i o n  de L'(CI dans N ,  appelée  poids q u i  compte 

l e  nombre de devant p a s s e r  "à t r a v e r s "  un 8 .  

Les a p p l i c a t i o n s  v  e t  a v é r i f i e n t  de façon t r i v i a l l e ,  l e s  t r o i s  

p r o p r i é t é s  énoncées c i -après  : 

P r o p r i é t é  O : Ym E L1(C) v(m) = O -> a(m) = O 

P r o p r i é t é  1 : Vm r L'(Cl a(m) = O <=> m e s t  une forme pseudo-normale 

p r o p r i é t é  2 : Vm, m '  E L1(C) m l*, m f  => Mm) > a (ml )  

Pour é t a b l i r  que (SI e s t  noether ien ,  nous a l l o n s  c o n s t a t e r  que t o u t e  

a p p l i c a t i o n  d'une r è g l e  i) ou i i )  f a i t  d é c r o î t r e  s t r i c t e m e n t  l e  poids d'une 

express ion de L1(C) : 

1 - S i  m lm m l  p a r  a p p l i c a t i o n  d'une r è g l e  i) a l o r s  une sous-expression m 
1 

de m e s t  de l a  forme (P  Q )  x ( R e  S) e t  m '  e s t  obtenue en s u b s t i t u a n t  

-dans m, ml p a r  m2 q u i  e s t  de l a  forme ( P  x R) ( Q  x S) .  

On a  donc "(ml) > a(m2).  

d m l )  > d m 2 )  

e t  = > q u e l l e  que s o i t  l a  façon dont  in te rv iennen t  ml e t  

a(ml) > a(m2) m2 dans l e u r  contexte  a(m) > a(ml ) . 



2 - Si  m lm m l  pa r  app l ica t ion  d'une règ le  ii) ; on prouve pa r  l e  même pro- 

cédé que a(m) > a(ml ) .  

Cette  p ropr ié té  s u f f i t  pour conclure que (S) e s t  noetherien puisque 

l e  poids d'une expression e s t  p o s i t i f  ou nul ,  il ne peut  décro î t re  indéf ini -  
__-. --- 

ment. 

On peut é t a b l i r  que l a  dernière  expression obtenue en appliquant (SI 

à une expression quelconque, e s t  une forme pseudo-normale. 

Preuve : 

On démontre que t o u t  élément de f . ' (C)  qu i  n ' e s t  pas une forme pseudo- 

normale peut ê t r e  l ' o b j e t  d'une r é é c r i t u r e  dans (SI : 

So i t  m E L'(Cl t e l  que a(m) # O ; a l o r s  deux cas son t  envisageables : 

So i t  m '  c e l u i  des deux dont l e  poids e s t  non n u l  a l o r s  

m 7  = mi m i  e t  on retombe sur l e  cas 1) 

m '  = m i  D-m; e t  on retombe sur l e  cas 2 ) .  

cas 2) m = ml 8 m2 e t  Mml) + a(m2) + d m 1 )  + d m 2 )  # O -> d m l )  ou d m 2 )  # O 

So i t  m l  c e l u i  des deux t e l  que d m ' )  # O a l o r s  : 

m t  = m i * m l  auquel cas on peut appliquer à m une r ééc r i t u r e  2 

m '  = m i  8 m i  * a (ml )  # O e t  on retombe sur l e  cas 2).  



En analysant  de l a  s o r t e  une express ion de L'(C) de poids non n u l ,  

on parvient  à i s o l e r  une sous-expression q u i  peu t  f a i r e  l ' o b j e t  d'une réé-  

c r i t u r e .  0 

On a ,  en conclusion l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Ym É L '  (1) m 6 m '  avec m '  forme pseudo-normale . 

Notons également que m e t  m '  son t  deux é c r i t u r e s  d'un même élément 
'L 

du magrnoide DP(C) ,  l e s  r è g l e s  de ( S )  é t a n t  compatibles avec l e s  axiomes du 

magnolde . 

Considérons maintenant un second système de r é é c r i t u r e s  (T) d é f i n i t  

sur l 'ensemble des formes pseudo-noniales p a r  : 

ssi hi, mi', m i ,  m î  niveaux e t  a E zq t e l s  que : 
P 

m i  m$ e t  m ï  ml1 s o n t  d é f i n i s  2 

dans l e  cas  de l e t t r e s  de c o a r i t é  n u l l e  eq n ' a p p a r a î t  pas dans ml, e t  dans 
O l e  cas de l e t t r e s  de a r i t é  n u l l e  e n ' appara î t  pas dans n2. . 

- ml e ml pour ml E L ( z ) ~  
P P 



Remarque : 

Par l e s  r ééc r i t u r e s  de ( T l ,  on demeure bien dans l e  sous-ensemble 

des formes pseudo-normales . 

In te rpré ta t ion  graphique des r ééc r i t u r e s  dans CT) 

Une forme pseudo-normale s e  dessine en un empilement d 'étages cor- 

respondant chacun à un niveau. 
' 

Alors 

(a e b )  ( e  e 8 d)  - (f e 8 e )  ( g  eJ c )  s e  dess ine  : 

1 
( 1  

étage : ( a  e b )  
1 

'Fi /-$(! étage : ( g  8 c )  

Une r ééc r i t u r e  1 cons i s te  à f a i r e  "remonterff des l e t t r e s  à condition 

qu'au dessus d ' e l l e s  "la p lace  s o i t  l i b r e " ,  c 'es t -à-di re ,  que l a  bo i t e  cor- 

respondante s o i t  sous un groupe de f i ls  en nombre éga l  à sa a r i t é .  



Exemple : 
- - - - - -  - - - -  

I - I 

La r ééc r i t u r e  (Tl consis te  à supprimer un "étage" const i tué  uniquement 

de f i ls.  

On e f fec tue  donc p a r  ce système de r é é c r i t u r e  une s o r t e  de 'Ttassement'l 

des const i tuants  de l 'express ion vers l e  haut.  

Exemple : 
- -  - - - -  - - - -  - - - - _ ,  

I 
- -  - - - -  - - - - - - -  - 

I l 
1 

[ b 1 b 
1 

1 
I 

f d - 1  f 
l 

1 

I 
\ 

l 

l 
g I 

r 

Nous a l lons  démontrer que (T) e s t  un système de r ééc r i t u r e  noetherien 

en montrant que tou te  r ééc r i t u r e  dans T f a i t  décro î t re  str ictement une cer- 

t a i n e  quant i té  déf inie  sur l e s  formes pseudo-normales. 

l 
I - - - - -- 

Cette quant i té  mesure l e  nombre de l e t t r e s  coef f ic ien te  par  l e  numéro 

du niveau dans lequel  e l l e  s e  trouve (un niveau donné aura un poids minimum 

de 1). D'après l ' i n t e rp ré t a t i on  graphique donnée précédemment, on conçoit 

bien que c e t t e  grandeur diminue au fur e t  à mesure des réécr i tu res  dans (T). 

- ----- 
l I - - -  - - 1 

- 1 



Cette grandeur e s t  dé f in i e  comme une app l ica t ion  P de l'ensemble des 

formes pseudo-normales dans lN par  : 

Yn niveau avec n = u Ci u2 B . .  .B un, avec ui E Z u {e} a l o r s  I 

Ym forme pseudo-normale avec m = n l e  n2 O . . . *  n 
P" 

avec n niveau 
j 

a l o r s  

Vm forme pseudo-normale p(m) > O ( t r i v i a l )  

propr ié té  4 : 

Vm, m '  formes pseudo-normales m m l  3, ~ ( m )  > ~ ( m '  ) 

Preuve : 

cas 1 : m'  s e  dédui t  de m en appliquant l a  règ le  1 - 

avec m l m3 e t  m2 m dé f in i s  ; a E zq ' 4 P 

m'  = m l (ml B a B m l ) -  (mg B e 8 m4)-md 
g P 

on a donc ~ ( m ' )  = ~ ( m )  - 1. 



cas 2 : m'  s e  déduit de m en appliquant l a  r èg l e  2 

d'où m = m l 0 m 2  * . . . O  mk avec m = e P i 

e t  

On déduit  des p ropr ié tés  3 e t  4 que l e  système de r ééc r i t u r e  (T) 

e s t  noetherien : Vm forme ps.eudo-normale m 6 m'  ; m e t  m '  sont deux nota- 
% 

t i ons  d'un même élément de DP(C) ; l e s  règles  de (T) ne sont en e f f e t  

qu'une version or ientée  des axiomes A e t  A du magmolde. 
4 5 

A ce s tade de l a  démonstration de l ' ex i s tence  e t  de l a  c a l c u l a b i l i t é  
'L 

d'une forme normale pour t o u t  élément de DP(C), nous sommes assuré que pour 

t ou t e  éc r i t u r e  m d'un élément de &(c) on a : 

m 6 m '  6 m'' ; avec m '  e t  ml' formes pseudo-normales 

'L ' 
et  m, m ' ,  m" nota t ions  du même élément du magmolde DP(C). 

Notre object i f  e s t  de montrer que pour deux notat ions  ml e t  mî d'un 

m ê m e  élément du magmolde, on a : . 

e t  i- m; ( é g a l i t é  dans f.' CC) ) . 



Preuve : 

ml' e t  m z  son t  deux formes pseudo-normales représentant  l e  m ê m e  
1 

élément du magrnoide. 

So i t  ml = nll * n12 . . . nlk avec n niveau 
li 

Soi t  mf = n21*n22 * . . . O  n2e avec n niveau 
. 2i, 

Supposons n d i f f é r e n t  de n21, a lo r s  une l e t t r e  apparaissant s u r  11 
l ' é tage-  1 de l a  représentat ion graphique de m i ,  n 'apparaî t  pas su r  l ' é t a e e  1 

de l a  représentat ion graphique de m i  (ou vice-versa) ; e l l e  s e  trouve donc 

en dessous. Etant donné que ces deux représentat ions  graphiques i l l u s t r e n t  

un même élément du magrnoide, c e t t e  bo i t e  par  réduction de l a  longueur des 

fils pour ra i t  remonter vers l e s  étages supérieurs.  L'une des deux éc r i t u r e s  

e s t  donc encore suscept ible  d'une r ééc r i t u r e  dans ( T l  , conclusion contra- 

d i c t o i r e  avec no t re  hypothèse de dépar t ,  d'  où n - 11 - n 2 1 '  

Par induction, on en déduit  que s i  k 5 L a l o r s  Y i  r C l  ... kl nli = n 2 i  ' 

L e s  étages supplémentaires dans l ' une  ou l ' a u t r e  des deux éc r i t u r e s  ne 

pourraient  ê t r e  const i tués  que d'éléments neutres ,  c e c i  e s t  en contradiction 

avec l e  f a i t  que m l  e t  m; s on t  des r é é c r i t w s  achevées dans (T) ; on a donc 

nécessairement k = L. 

-> ml1 = m" ( é g a l i t é  dans L1(C)). O - 1 2  

On appelera FN(m) l ' é c r i t u r e  a i n s i  obtenue pour m E &(Cl. 



'-tJ 

1 . 4 .  - FORME NORMALE' DUALE D ' U N  ELEMENT DU MAGMOf'DE DP(C) 

En considérant,  l e s  axiomes or ien tés  du magrnoide comme l e s  règ les  d 'un 

système de r ééc r i t u r e s ,  on ob t i en t  comme nous l 'avons vu précédemment, par  

app l ica t ion  de ce système de r ééc r i t u r e s ,  l a  même r ééc r i t u r e . t e rmina l e  pour 

des éléments d'une même c lasse  d'équivalence de L(C) : l a  forme normale. 

Observons, cependant, qu'à des choix d i f f é r en t s  du sens d 'o r ien ta t ion  

des axiomes, correspondent des systèmes de r ééc r i t u r e s  d i f f é r en t s  dont on 

pour ra i t  montrer l e  caractère  noetherien e t  confluent sur l e s  c lasses  d'équi- 

valence de L(C). On calcule  donc par  ces d i f f é r en t s  systèmes de r ééc r i t u r e s  

à chaque f o i s  des représentants p a r t i c u l i e r s  mais d i s t i n c t s  des c lasses  

d'équivalence de L(C) ( i  .e. l e s  éléments du magrnoide) . On a donc l e  choix 

en t re  d i f f é r en t s  type de "forme normale". 

Nous nous intéressons dans notre étude à deux types de formes normales ; 

c e l l e  mise en évidence au chapi t re  1 . 6 .  qui  s e r a  appelée forme normale, e t  

une seconde dont nous a l lons  e x p l i c i t e r  l a  procédure de ca lcu l  qui  s e r a  ap- 

pelée forme normale duale. 

Calcul de l a  forme normale duale 

La forme normale duale s e r a  obtenue en appliquant à un élément de 

L'(C) successivement ( S )  t e l  q u ' i l  a é t é  dé f in i  au chapi t re  1 . 6 .  e t  ( T t  ) 

qui  reprend l e s  règles  de (T) du chapi t re  1.5, en inversant  l e  sens de l a  

règ le  1. 

Calculer l a  forme normale duale d'une expression de L '  (C) consis te  

donc à : 

- t rouver une forme pseudo-normale p a r  appl icat ion de (S), 

- descendre l e s  l e t t r e s  l e  plus bas possible ,  t o u t  en réduisant au  

maximum l e  nombre de niveaux, ( In te rpré ta t ion  symétrique de l a  

r èg l e  '1 de (T l ) .  



Natation : 

On désignera par FND(m), l a  forme normale dual le  associée à un é1S- 

ment m de &(c). 

Exemple de forme normale duale 

1 1 1 2 
Soi t  L' alphabet bigradué avec a E L0,  b E LI, c E L2, d E E2 e t  

Etant donné que m e s t  une expression pseudo-normale, on applique 

directement (TT) pour déterminer l a  forme normale duale. 

Regardons comment opère (T' ) s u r  l e s  représentat ions  graphicues 

des éléments de L ' (1) . 

L a  forme normale duale représentant l e  même élément du magrnoide 

que m s ' é c r i t  donc : 



1 . 5 ,  - FEUILLAGE D ' U N  D A G  PLANAIRE 

Notation : 

B 
C désignera l e  monolde l i b r e  cons t ru i t  à p a r t i r  de l ' a l phabe t  

.E u { e l ,  muni de l ' opéra t ion  @ e t  de l 'élément neutre  eo. 

Déf ini t ion : 

'L 8 
On d é f i n i t  a l o r s  l ' app l i ca t i on  de f eu i l l age  $ de DP(C) dans C comme 

"J 
c e l l e  qu i  a un élément de magrnoide DP(C) assoc ie  l e  dern ie r  niveau de l a  
forme normale duale qu i  l u i  e s t  associée .  

'L 
So i t  m E DP(Z) e t  FND(m) = ml m 2 *...* m avec m. niveaux a lo r s  n 1 

$(ml = m . n 

Propr ié té  : 

- D'une manière générale,  on n ' a  pas $(mlom2) = $(mZ). 

Exemple : C {a, b,  c ,  d l  ( c f .  exemple précédent) 

Remarque : 

Pour t o u t  élément de & z ) ,  qu i  peut ê t r e  considéré comme un arbre 

( i . e .  tous l e s  noeuds de son graphe n 'ont  qu'un s eu l  a r c  r en t r an t )  l a  défi-  

n i t i o n  de f eu i l l age  que nous venons de donner, coïncide exactement avec la  

dé f in i t i on  c lass ique du feu i l l age  d'un arbre .  



Le dag p l a n a i r e  : 

I a I I l  a comme forme normale : 

( a @ b ) * ( b  BI c  8 dBI e ) .  

1 a comme forme normale d w l e  : 

(a 8 e )  (b 8 c BI d  BI e ) .  
l 

I I a comme f e u i l l a g e  : 

1 . 6 .  - EXTENS'f'ONS' DES OP'ERA'TI'O'NS' DU NAGMOI.DE, AUX T A I L L I S  

1 . 6 . 1 .  - D é f i n i t i o n  d ' u n  T A I L L I S  

- S o i t  M y  un magrnoide, on appelera P(M), l 'ensemble des p a r t i e s  de ce 

magmoide. Un é l iment  de P(M) e s t  appelé un t a i l l i s .  

Un TAILLIS est  donc aux dags p l a n a i r e s  ce  qu'un langage es t  aux 

mots ou une . f o r ê t  aux a r b r e s .  

1 . 6 . 2 .  - P r o d u i t  t e n s o r i e l  d e  deux  t a i l l i s ,  n o t é  @ 

1 . 6 . 3 .  - P r o d u i t  d e  c o m p o s i t i o n  d e  deux  t a i l l i s ,  n o t é  

VA, YB, E P(M) 

A - B  = { a * b ~  M / a €  A e t  b E B}. 

1 . 6 . 4 .  - E t o i l e  d u  p r o d u i t  t e n s o r i e l  d e  d e u x  t a i l l i s ,  n o t é e  e 

sn 
Pour t o u t  n 2 O ,  on d é f i n i t  A p a r  induct ion,  où A E P(M) 



1.6.5. - E t o i l e  d u  p r o d u i t  d e  c o m p o s i t i o n  de d e u x  t a i l l i s ,  
* 

n o t é e  .- 

* n 
Pour t o u t  n 1 O on d é f i n i t  A p a r  induct ion,  où A E P(M) 

Ces opéra t ions  ensernblistes ne s o n t  pas à rapprocher de l a  d é f i n i t i o n  

c lass ique  du magmoide des p a r t i e s .  

Ltensemble des t a i l l i s  muni des opéra t ions  8 e t  d é f i n i e s  ci-dessus 

ne forme pos un magrnoide. 



CHAPITRE I I  

LES AUTOMATES DE DAGS PLANAIRES 



PLAN DU CHAPITRE I I  
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11.2.7. - Non-clôture par homomorphisme de magrnoide 

TI .2.8. - Clôture par homomorphisme connexe 
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II. LES AUTOMATES D'ETATS F I N I S - D E  DAGS PLANAIRES 

Notation : 

PJ 
Q désignera l e  monoide l i b r e  cons t ru i t  à p a r t i r  de l ' a lphabet  Q ,  

muni de l ' opé ra t i on  e t  de l 'élément neutre  eo. 

1 1 . 1 .  - D E F I N I T I O N S  ET CLASSIF ICATION 

Comme dans l e  cas des a rbres ,  on d é f i n i t  l e s  automates ascendants e t  

descendants. 

1 1 . 1 . 1 .  - A u t o m a t e s  d e s c e n d a n t s  

1 1 . 1 . 1 . 1 .  - Automates  d e s c e n d a n t s  d ' é t a t s  f i n i s  d e  d a g s - e l a n a i r e s  ----------------------------------------------------- -------- 

C'est  l a  donnée d'un quintuple t  M = CC,  Q ,  1, F, R> où 

a )  C e s t  un ensemble f i n i  de l e t t r e s  bigraduées de C O - a i t é  e t  de a r i t é  > 0. 

b )  Q e s t  un ensemble f i n i  d ' é t a t s  bigradués de CO-ar i té  e t  de m i t é  égalent  
8) 

à 1. C n Q = 0, on note Q l e  monolde l i b r e  ( Q ,  , d'élément neutre e 
0 ' 

b 
c )  1 5 Q , langage ra.tionne1, appelé indifféremment contrôle  haut ou con- 

t r ô l e  i n i t i a l .  

PJ 
d)  F 2 Q , langage ra t ionne l ,  appelé indifféremment contrôle  bas ou con- 

t r ô l e  f i n a l .  

b B 
e )  R e s t  ensemble de r èg l e s ,  inc lus  dans Q 1 x Q , é c r i t e s  Sous l a  forme : 



11.1.1.2.  - F a c t e u r  d ' u n  d a g - e l a n a i r e  
---------*------------ci ------- 

'L 
m E &'(LI e s t  un f ac t eu r  de 6 E DP(Z) ssi 

s o i t  6 = 6L m - 62 

s o i t  6 = @ m d2 

s o i t  m e s t  f a c t eu r  d'un f ac t eu r  de 6 .  

11.1 - 1 . 3 .  - Mouvement é l é m e n t a i r e  d e  L ' a u t o m a t e  
----------------------------------------mm----- 

rü 
C'est  une r e l a t i o n  sur DP(Z u Q) : 6 6' s i  e s t  seulement s i  6' 

e s t  obtenu en remplaçant un f ac t eu r  m de 8, par  m '  t e l  que m + m '  E R : 
* 

On note k, l a  c lon i re  r é f l ex ive  e t  t r a n s i t i v e .  

11.1 .1 .4-  - T a i l l i s  r e c o n n u  ~ ~ y - ~ : ~ u ~ o ~ ~ ; $  ............................ 

So i t  M = CC, Q ,  1, F, R>, un automate descendant d ' é t a t s  f i n i s  de 

dags p lana i res .  On note T(M), l e  t a i l l i s  reconnu par  M e t  d é f i n i t  par  : 

T(M) = { 6  E $ ( L )  / 3qi e 1, 3qf e F avec q 6 & 6 $. i 

11.1 .1 .5 .  - T a i l l i s  r e c o n n a i s s a b l e  .................................. 

T c - &'(I) e s t  un t a i l l i s  reconnaissable s i  e t  seulement s i  3M, 
automate descendant d ' é t a t s  f i n i s  de dags planaires  t e l  que T(M) = T. 

L'ensemble des t a i l l i s  reconnaissable e s t  noté REC. 

Remarque : 

Pour des ra isons  de commodité nous ne préciserons pas toujours l a  

nature ,  <<d'états f i n i s  de dags planaires» , des automates quand il n'y aura 

pas d'ambiguïté s u r  l e s  automates dont il e s t  question. 



1 1 . 1 . 2 .  - Exemple e t  c r i t i q u e s  des d é f i n i t i o n s  

11 .1  . Z . I .  - Exemele de t a i  l l i s  r e c o n n a i s s a b l e  ---------------- ............................ 

Exemple : 

Un ensemble de < m u r s >  . 
I \ /  

b encore é c r i t  pour l'exemple qui  s u i t  : {A Soi t  Z = {;, , , 
I 

r eprésente  un dag p lana i re  s u r  C ,  

qu i  s ' é c r i t  sous forme normale avec 

l e s  no ta t ions  du magrnoide : 

La forme générale de t e l  dsg plana i re  é t a n t  : une a l ternance de rangée 

L'automate r e c o n n a i s s ~ t  l e  t a i l l i s  ci-dessus : M = CC,  Q, 1, F, R> 

où 



R : q0 a + a q 1 ou encore, é c r i t  graphiquement 

11 t>  
q0 * a + a *  q2 

I l  f t  
(ql @ q 2 ) * b  b *  (42 @ 91) 

't II 

(ql q2) b + b (qO B ql )  

'1 1 f 
(ql ?9 q2) b ' b (q2 @ qO) 

a i n s i  

ce qu i  s 'écrit encore, sous forme normale : 

E t  notre  <<mur* e s t  reconnu par M ,  puisque (qo @ ql q2 8 ql 8 q2 8 ql @ q2 @ gj) 
est élément de 1 et de F. 



1 1 . 1 . 2 . 2 .  - C r i t i q u e s  des d é f i n i t i o n s  ----------------- -----..------------- 

Les dé f in i t i ons  proposées- pour l e s  automates descendants de dags 

planaires  sont c lass iques ,  c f .  automates de mots en [291 e t  automates d 'arbres 

en C33 1. Cependant ce r ta ins  choix méri tent  d ' ê t r e  d é t a i l l é s .  

77.1.2.2.7. - Choix du co&ô.te haut et du covLfirôle bab 

'L 
I l  e s t  impératif  que tou t  sous-ensemble f i n i  de DP(C), comme pa r  

exemple {a 8 a) ,  s o i t  reconnaissable. D'autre p a r t ,  on peut é t a b l i r  immé- 

diatement un isomorphisme en t r e  l e  t a i l l i s  {a 8 ti, a a 8 b , .  . .) e t  l e  langage 
+ ra t ionne l  de mots a b .  Ces deux remarques j u s t i f i e n t  que l e  contrôle haut 

(ou bas) s o i t  un langage r a t i onne l  de mots d ' é t a t s  e t  non un ensemble d ' é t a t s .  

On montrera ultérieurement CII.1.4.1 que l ' u n  des deux contrôles  peut 
B 8 

toujours s e  r e s t r e ind re  à un é t a t ,  i . e .  I = {qO} OU F = {qf} , sans r i e n  a 

perdre de l a  reconna issab i l i t é .  

TT.7.2.2.2.7. - S i  on s ' au to r i s e  des l e t t r e s  de CO-arité ou de a r i t é  nu l l e ,  
1 I 

des l e t t r e s  t e l l e s  que a E 21 e t  a' E z1 se ra i en t  permises e t  il s e r a i t  O 
raisonnable de considérer l e  t a i l l i s  f i n i  

comme un t a i l l i s  reconnaissable. 



Une telle démarche nécessiterait une adaptation de la définition des 

automates de dags planaires : il s'agirait, comme pour les automates d'arbres 

classiques [ 1 de faire naître un état à la lecture d'une lettre a et de 
I I 

faire disparaître un état à la lecture d'une lettre a'. Donc un tel dag 7 
serait reconnu en partant d'aucun état et en arrivant 3 aucun état. a' 

En d ' a l m u  tma 4a treconnain~ance ne 4 eh& A ubohdonnée à aucun fien avec L ' ex- 
t e n i e w  & de t& dag powctrai;t pto&béhek, d a r u  a+un contrcôle,  da^^ n'hwohte q u e l  

dag keconnu pan adXelino. Ainsi un automate reconnaissant a , reconnaîtrait 
I obligatoirement a @ a , a 8 a @ a ,... 

I I l  I I a' 

a' a' a' a' a' 

et donc le taillis fa )ne AM pa.4 &econnaibdab~e, ce qui explique la restriction 
prise. 

1 7 . 1 . 2 . 2 . 2 . 2 .  - On aurait pu rompre la symétrie en ne s'interdisant que la 
CO-arité nulle ou que l'arité nulle. Nous avons exclus ce cas par souci de 
simplicité. 

Conséquence : 

Les dags de la forme 

sont exclus de la reconnaissabilité. 

Remarque : 

Notre travail pourrait être étendu de façon à considérer ces derniers 

cas sans changer le fond de la démarche, mais en compliquant formalismes et 

preuves par l'introduction de cas supplémentaires. 



1 7 . 1 . 2 . 2 . 3 .  - Choix du cadne dotun& ' d a  heconnaibbancu :. h é é d Z u h a  
d m  Le magmoZde 

Les t r o i s  hema/rquU suivantes on t  pour bu t  d ' i l l u s t r e r  que l ' a s soc i a t i on  

d'un mouvement élémentaire à une r é é c r i t u r e  dans l e  magrnoide permet de mani- 

puler  facilement l e s  reconnaissances des automates. Cette f a c i l i t é  rendra plus  

crédible  l e s  démonstrations futures .  

TI. 7 . 2 . 2 . 3 . 7 .  - Dans une reconnaissance d'un dag p lana i re  6 ,  chaque étape de réé- 

c r i t u r e  de c e t t e  reconnaissance peut s ' é c r i r e ,  dans l e  magmoide, sous l a  forme : 

déjà reconnu \ r e s t a n t  à reconnaî t re  

t enseur  d ' é t a t s  

en s e  rappelant  C 1 que dans l a  représenta t ion graphique d'un élément d'un 

magmoide l 'élément neutre,  e ,  du produi t  de composition e s t  représenté  par  un 

fi l=* . La longueur de ce fil pouvant ê t r e  var iable  puisque e e * .  . .* e = e .  



. L'exemple proposé pourvant e,ncore s'écrire : 

II.1.2.2.3.2. - Dans l'exemple ci-dessus, du fait de l'égalité dans le mag- 
* 

moide des deux expressions et de la refléxivité de b, on peut écrire : 

Ce phénomène peut s'appeler <<faire glisser un état le long d'un fil:'> 

et est mieux illustrer par l'exemple suivant 

OU encore q = 
1 

7?.1.2.2,3.3. - Dans une reconnaissance de dags planaires, une lettre n'étant 
reconnu qu'une fois et une seule, on peut décrire toutes les réécritures d'une 

reconnaissance en un seul dag : en insérant avant et après chaque lettre les 

tenseurs d'états qui ont permis de reconnaître cette lettre* P d  formellement, 

on obtient un élément de magrnoide typé CVI.1.1, cet élément est obtenu par le 

système de reconnaissance T associé à l'automate CVII.2.1.1. 

Exemple 



11.1.3. - D u a l i t é  de  l ' a u t o m a t e  d e s c e n d a n t  e t  d e  l ' a u t o m a t e  a s c e n d a i  

11.1.3.1. - A u t o m a t e  a s c e n d a n t  .............................. 

L a  d é f i n i t i o n  de l 'automate ascendant s ' o b t i e n t  en i n v e r s a n t  l e  sens 

des r è g l e s  dans l a  d é f i n i t i o n  de l ' au tomate  descendant. 

11.1.3 .2 .  - f a i l l i s  r e c o n n u  e a r  u n  a u t o m a t e  a s c e n d a n t  ---------------------------- ----O------------------- 

S o i t  M = <C, Q ,  1, F, R>, un automate ascendant. On no te  T(M),  l e  . 

t a i l l i s  reconnu p a r  M e t  d é f i n i t  p a r  : 

Reconnaissance ducendan:& 1 Reconnaissance a6 cendante 
I 
I 



11.1.3.3. - D u a l i t é  ------------------- 

I l  e s t  c l a i r  que toutes  proprié tés  dans l e  cas descendant s e  re- 

trouveront symétriquement dans l e  cas ascendant e t  réciproquement. Plus pré- 

cisément, s o i t  A,  l ' opéra teur  qui  inverse l e  sens des flèches des règ les  de 

1 'automate. 

(descendant) < (ascendant ) 
A 

I l  e s t  évident que : 

s i  M' e s t  ascendant ( resp . descendant a lo r s  M A e s t  descendant 

( resp . ascendant) 

Cette dua l i té  permet de pa r l e r  de proprié tés  de t a i l l i s  reconnaissables 

sans préc ise r  s i  e l l e s  sont obtenues à p a r t i r  d'un automate ascendant ou un 

automate descendant. Dans l a  s u i t e ,  l e s  démonstrations seront f a i t e s  dans l e  

cas des automates descendant, sans transposer l e s  démonstrations au cas ascen- 

dant. 

11.1.4. - Théorème d e  " r e m o n t é e  ( r e s p .  d e s c e n t e )  du c o n t r ô l e  b a s  

( r e s ~ .  h a u t ) "  

Le théorème suivant  montre que dans un automate l e  contrôle bas peut 

toujours se réduire  à un ensemble d ' é t a t s ,  d i t  é t a t s  finaux, c 'est-à-dire 
e 

F = Qf avec Q 5 Q .  Ensuite un co ro l l a i r e  é t a b l i t  que ce t  ensemble d ' é t a t s  f 
8)  

finaux peut toujours s e  réduire à un é t a t  f i n a l ,  c 'est-à-dire F = {qf} avec 

. qf E Q. Ce r é s u l t a t  peut s e  transposer au contrôle 'haut ,  ce qui  nous assure 

que l ' on  peut toujours réduire à un é t a t ,  . l 'un des deux contrôles ,  c'est-à-dire 
B b 

1 = {qi} , avec q E Q OU F = {qfl  avec qf E Q.  i 



L1in t é r ê t  de ce théorème v ien t  du f a i t  que l ' un  des 3-ux contrôles  

devient "local" : présence ou absence de l ' g t a t  f i n a l  ( r e sp .  i n i t i a l )  en 

f i n  (resp.  début) de reconnaissance. 

11.1.4.1. - E n o n c é  ------------------ 

VM = CC,  Q ,  1, F, R>, automate de dags p lana i res ,  il e x i s t e  effec- 

tivement M t  = CC, Q t ,  If, F r ,  R t >  t e l  que 

'8 
F' = Q f  où Qf c - 12' 

T(M) = T(M')  

11.1.4.2. - N o t a t i o n s  ..................... 

* *F = <Q, K ,{k 1 ,  {k 1 ,  A > ,  l 'automate de mots s u r  Q, qui  reconnalt  
O f 

11.1.4.3. - Idée d e  c o n s t r u c t i o n  ................................ 

L'information contenu dans l e  contrôle  bas F, s e r a ,  dans l e  nouvel 

automate M ' ,  r é p a r t i  dans : 

* l e  contrôle  haut,  

l e s  r èg l e s  de t r a n s i t i o n s ,  

* l e  choix des é t a t s  de Qf .  



Le contrôle haut et les règles de transitions devront contenir les 

informations qu'ils avaient auparavant pour avoir T(M') c T(M) et posséder - 
des informations relatives au contrôle bas pour avoir T(M) = T(M'). C'est 
pourquoi, Q' = K x Q x K 

conservatioh de introduction d ' informations 
i. ' information de pour simuler le contrôle de F 
l'ancien automate 

1 1 . 1 . 4 . 4 .  - C o n s t r u c t i o n  ........................ 

m et m' E \ , pour ki, k. E K} 
i' j 1 

- Le rôle des première et troisième composantes de Q' est d'effectuer 
1è contrôle qui était effectué par le conhôle bas. 

- Le rôle de la deuxième composante de Q' est d'effectuer le même 
contrôle de l'ancien automate M, ce qui explique que . 

(RQ(m), a, II (m')) E R et Q 

lTQ(I1) = 1 

- Les reconnaissances admises par M' peuvent se schématiser : 





11.1.4.5. - D é m o n s t r a t i o n  ......................... 

Après avoir montré par récurrence sur  l e  nombre d'occurences de 

l e t t r e s  de 6 .  

TT.7.4.5.1. - Lemme 

8 B 
~6 ; &(Z)  : 3qi E Q , lqf c Q t e l s  que qi 6 $- 6 qf 

o 3ml c 4 avec II ( m  = qi, 3m2 E % Q 1 
avec II ( m  ) - 

O '  f*  O '  k f  Q 2 - q f  

t e l s  que ml 6 6 m 2 .  

il vient  : 

(a )  6 E T(M) <=> Jqi E 1, Jqf E F t e l s  que qi 6 6 qf en u t i l i s a n t  

l e  lemme 

( b ) < = > 3 m l c 4 (  a v e c I I ( m ) = q i ~ I , b 2  
Q 1 

avec II ( m  ) = qf E F 
0 tkf Q 2 

t e l s  que ml 6 8 * m2. 

En remarquant que : 

=' m2 ' %O,kf e t  que 

( c )  <=> h 1. E I', 3m2 E Fr t e l s  que m l *  6 6 6 m 2 

(d l  <=> 6 E T(M!).  

Par récurrence sur l e  nombre, 2, d'occurences de l e t t r e s  de 6 - 

* & = O = > w = e  ( e  = ,e 8 .  ..B e,), qi = qf pour ml = m2 avec II ( m  = II ( m  
P P Q 1 Q 2 

p f o i s  
- - qi - - qf. Le lemme se vé r i f i e .  



~$po thèse  de récurrence : 

* 'Il 

V r  E M  , l e  lemme e s t  vé r i f i é  pour 6 E DP(1) t e l  que son nombre, P., 

d'occurences de l e t t r e s  s o i t  strictement infér ieur  à r.  

- P. = r => 6 = 61- (ei  8 a @ e . ) ,  où l e  nombre dloccurences de l e t t r e s  
1 

de 61 e s t  1-1, e t  on a -: 

b b b 
(aIe3qi  E Q  , 34, E Q  , 3 q ~ Q  t e l s  que q i * 6 $ 6 1 * q * ( e i b a ~ e . )  1 

l-p qf* 

En u t i l i s a n t  l'hypothèse de récurrence e t  en remarquant 

q *  ( e  i b a 8 e j )  (ei a @ e . )  * q f  
1 

( b )  <=> l m i  avec P (mi)  = qi, Q 
3 m  ~ 4 < ~ , ~ ~  avec Ti Q ( m )  = q t e l s  que 

3q, 
* a  + a - q  E R t e l l e  que q = q l @  qg @ qÎ e t  qf = ql B qd * q:, d 

en considérant la  déf in i t ion  de R ' .  

( c )  <=> 3mi 
4nO,kf 

avec II (mi )  = qi, Jmf E avec II ( m  1 = 
Q Q f f 

t e l s  que m 6 -6 6 mf.  i 
C 

rL,l,&,4,,=,LoroLLaire 

YM = CC, Q ,  1, F, R>, automate de dags planaires ,  il exis te  e f f ec t i -  

vement Ml' = CC,  Q", If', FI', Rn> t e l  que 



On a jou t e  un nouvel é t a t ,  qf, à l a  construction p k é c é d e e .  

- On reprend l e s  mêmes éléments de M' pour avo i r  !n&&5 / r @ ~ & 5  

e t  en p h  on donne l a  pobb*bL&tZ à chaque é t a t  f i n a l  de F r ,  apparaissant  

s o i t  à d r o i t e  dans une r èg l e  de t r a n s i t i o n ,  s o i t  dans 1' d ' ê t r e  remplacé 

par  q ( a i n s i  q e s t  lm é t a t  f i n a l  que l ' on  ne peut r é é c r i r e  1. f f 

B) 
Enfin, on d é f i n i t  F1' = {qf} . 

Remarque : 

Cette  construction va in t rodui re  un indéterminisme important puisque 

chaque f o i s  qu'un é t a t  f i n a l  de F' pourra appara î t re ,  il faudra décider,  à 

p G 0 f U  : 

- s ' i l  d o i t  Gtre r é é c r i t  pa r  l a  s u i t e ,  e t  c h o i s i r  l a  règ le  qui  l e  

l a i s s e  t e l  quel. 

- s ' i l  ne d o i t  pas ê t r e  r é é c r i t ,  e t  cho i s i r  l a  r è g l e  qui  f a i t  appa- 

r a î t r e  qf à sa place.  

. . S o i t  M ' ,  l 'automate cons t ru i t  au théorème précédent a lo r s  
@ 

Ml' <2, 9' u {qf}, In,  {qf} , R1'> où 

Q '  n {qf} = fl q e s t  un nouvel é t a t  
f 

R" = {qg* a + a *  s ( q  ) t e l l e  que q a +- a *  qd E R > }  
d g 

8- 
où s : Q'* + ( Q '  u q f )  , subs t i t u t i on  f i n i e  déf in ie  par  : 

Uq r Q '  s i  q E X a l o r s  s ( q )  = {q, qf} 

s i  q k X a l o r s  s ( q )  = {q}. 



Immédiate, après a v o i r  montré : 

T T .  1.4.6.3.1. - L m e  

Il vient  : 

( a )  6 E T(M' )  <* 3ml E I l ,  3m2 e F' t e l s  que m l o  6 b  6 * m 2  en 

u t i l i s a n t  l e  lemme. 

( b )  <=> 3ml E I t  , 3rn2 e F1 t e l s  que s(ml) 6 6 6 s(m2) en considérant l a  

dé f i n i t i on  de s e t  l e  f a i t  que F' = A@. 

La preuve du lemme e s t  l a i s s é  au . so in  du l e c t eu r .  Par exemple, une 

récurrence sur l e  nombre de l e t t r e s  de 6. 

11.1.4.7. - C o r o l l a i r e  ...................... 

YM = < C ,  Q ,  1, F, R>, automate de dags p l a n a i r e s ,  il e x i s t e  e f f e c t i -  

vement M t  = CC,  Q ' ,  1', F r ,  R t >  t e l  que 



En notant  A,  l ' opéra teur  qu i  transforme un automate descendant 

( resp.  ascendant) en un automate ascendant ( resp.  descendant) dual  [c f .  11.1.3.1, 

on peut é c r i r e  : 

M A 'i" . en u t i l i s a n t  l a  construct ion du 

lemme précédent, mais en "réduisant" 

1 l e  r a t i onne l  1 dans M A 

B 
e t  l e  contrôle  haut de M '  e s t  é g a l  à {qi} . 

En int roduisant  un indéterminisme important, on peut toujours réduire  
P9 

un des deux contrôles ,  haut ou bas ,  à un é t a t ,  c 'es t -à-di re  F = {qf} 
B 

ou 1 = €si} . 

11 .1 .5 .  - Automates d ' a r b r e s  e t  a u t o m a t e s  de dags p l a n a i r e s  

Nous a l lons  montrer qu'aux nota t ions  p rès ,  l a  dé f in i t i on  des automates 

de dags p lana i res  prolonge c e l l e  des automates d 'arbre .  Ainsi ,  une 60hZ.t 

est heconnaidsabCe d i  e;t d e d e m e n t  d i .  f i e  C'est en ,tant que Zd.U& AUA un 
1 LtephLzbet d ' m b h ~  ( Z  = Z . Pour ce l a ,  on montre qu'au formalisme près : 

* Un dag planaire  sur un alphabet d 'arbres  s ' i d e n t i f i e  à un a rbre ,  e t  

réciproquement. 

Un automate de dags p lana i res  sur un alphabet d 'arbres  s ' i d e n t i f i e  

à un automate d 'arbres ,  e t  réciproquement. 



1'1.1.5 .l. - A r b r e s  e t  dags  g l a n a i  r e s  ........................ -- -------- 

L a  d i f férence de formalisme concerne l e  degré (ou a r i t é )  des l e t t r e s  

du feu i l l age .  

a) POWL id&&Len un dag p.&wu&e sur un alphabet d 'arbres  à un a rb re ,  on 

a t t r i b u e r a  l ' a r i t é  O aux l e t t r e s  du f eu i l l age  de ce dag. 

dae ~ l a n a i r e  a rb re  

I 
b) E t  d'une manière s i m i l a i r e ,  poWL idenA;i&h un à un dag p lana i re  

cons t ru i t  sur un alphabet d ' a rbres ,  an a t t r i b u e r a  l ' a r i t é  1 aux l e t t r e s  du 

f eu i l l age  de c e t  a rbre .  

arbre  dag planaire  a - I 
/Il 
C C C A', C 

l /b\ l /b\ I 
C C î 

Conclusion : 

Ainsi ,  1' i d e n t i f i c a t i o n  ' e s t  f a i t e  à l l . a r i t é  près  des noeuds des f eu i l l ages  



1 1 . 1 . 5 . 2 .  - A u t o m a t e s  ..................... 

I l  e s t  évident que l e  fonctionnement des automates de dags planaires  

s e  calque s u r  c e l u i  des automates d 'arbres .  L a  seu le  not ion i n t rodu i t e  pour 

l e s  dags e s t  c e l l e  de f'contrÔle". Nous a l l ons  v o i r  que dans l e  cas des "ar- 

bres" ,  l e  contrôle  haut e t  l e  contrôle  bas peuvent toujours  ê t r e  supprimés. 

a)  Comme nous considérons des t a i l l i s  sur un alphabet d ' a rbres ,  donc avec 

des l e t t r e s  de c o - d t é  égale 1 ,  l e s  "mots d 'états ' '  du contrôle  haut 

se ron t  de longueur 1, donc des é t a t s .  Ainsi l e  contrôle  haut s e  r édu i t  à un 

ensemble d ' é t a t s ,  comme dans l e s  arbres .  

b )  Nous avons vu [cf  théorème II. 1.4.1 que Ce covi;t)rô.te bas d'un automate de 

dags p lana i res  peut toujours  ê t r e  r édu i t  à un é.-?3A {.bu&, cec i  en modifiant 

l e  contrôle  haut e t  l e s  règ les  de l 'automate,  ce qu i  nous renvoie aux consi- 

dérat ions  ci-dessus. E t  donc l e  contrôle  bas d'un automate de dags peut tou- 

iours  s e  réduire  à l a  présence ou à l 'absence d'un é t a t ,  comme dans l e s  a rbres .  

Conclusion : 

Ainsi ,  moyennant l a  suppression, pa r  remontée, du contrôle  bas ,  l e  

l e c t e u r  v é r i f i e r a  que l e s  automates de dags p lana i res  sur un alphabet d 'arbres  

s ' i d e n t i f i e  à un automate d ' a rbres ,  e t  réciproquement. 



1 1 . 1 . 6 .  - Automates  d é t e r m i n i s t e s  

Comme toujours ,  l a  sous-classe déterministe d'une c lasse  de machines 

considérée, en 1 ' occurencr c e l l e  des automates de dags p lana i res ,  e s t  obtenue 

en imposant des r e s t r i c t i o n s  syntaxiques excluant l e  choix dans l e s  ca lcu ls .  

Précédemment, C11.1.1.1 etC11.1.4.1, nous avons donné deux déf in i t ions  équi- 

valentes pour l a  c lasse  des automates. En imposant l e  déterministe,  suivant l e  

pr incipe de r e s t r i c t i o n  rappelée ci-dessus, à l 'une ou l ' a u t r e  dé f in i t i on ,  on 

ob t ien t  deux dé f in i t i ons  d i f fé ren tes  des automates déterministes : 

- avec un contrôle  bas quelconque (langage r a t i o n n e l ) ,  

- sans contrôle bas ,  au plus  exactement r édu i t  à un é t a t  f i n a l  par  

remontée de ce contrôle [théorème II. 1.4.1 . 

. Mais en remontant l e  contrôle bas a f i n  de l e  réduire  à un é t a t  f i n a l ,  

il e s t  c l a i r  [cf .  construction en 11.1.4.3. e t  11.1.4.4.1 que nous introdui-  

sons un non-déterminisme dans l e s  règ les ,  d'où l a  r e s t r i c t i o n  de ces deux 

déf in i t ions  au cas déterministe vont à p r i o r i  donner deux classes  d i f f é r en t e s  

de t a i l l i s .  On d é f i n i t  l e  déterminisme f o r t  e t  l e  déterminisme f a i b l e .  

D é f i n i t i o n s  ------------ 

Un automate descendant de dags p lana i re  M = CC, Q ,  1, F, R> e s t  f a i -  

blement déterministe s i  e t  seulement s i  : 

, 40 E Q (un s e u l  é t a t  peut pa r t i c ipe r  

à l a  dé f in i t i on  de 1) 

m 
* R e s t  une appl icat ion p a r t i e l l e  de Q Z + Z Q'. 



- Un-automate descendant de dags planaires  M = CC, Q ,  1, F, R7 e s t  

fortement déterministe s i  e t  seulement s i  : 

il e s t  faiblement déterministe 

Remarque : 

Le cas ascendant e s t  dé f in i  en échangeant l e s  r e s t r i c t i o n s  en t r e  1 e t  F. 

I-I-J--;6.2. - Cri t i q u e s  des  d é f i n i t i o n s  s u r  Le d é t e r m i n i s m e  ......................................................... 

Nous avons rappelé en début de [II. 1.6.1 que l a  sous-classe des automates 

déterministe e s t  obtenue en imposant des r e s t r i c t i o n s  syntaxiques excluant 

l e  choix dans l e s  ca lcu ls ,  c 'est-à-dire t ou t  au  long du processus de recon- 

naissance. Ainsi : 

La nature de l ' o b j e t  à reconnaître d o i t  induire l 'unique tenseur  d ' é t a t s  
eJ 

avec lequel  il f a u t  conmiencer l a  reconnaissance, ce qui explique que 1 = {qO} . 
Un contrôle haut f a i s an t  in te rven i r  p lus  d'un é t a t  i n t r o d u i r a i t  un indéterminisme. 

L e  choix de la r èg l e  à u t i l i s e r  pour reconnaître une l e t t r e  d o i t  ê t r e  

unique ou ne pas e x i s t e r ,  c ' e s t  pourquoi R e s t  une appl icat ion p a r t i e l l e .  



L a  décis ion d 'accepter ou de ne pas accepter  l e  tenseur  d ' é t a t s  d o i t  

ê t r e  aus s i  déterminis te ,  on a Le d&tmni&rne doht où c e t t e  décis ion s e  res-  

t r e i n t  à l 'appartenance,  de chacun des é t a t s  du tenseur  d ' é t a t s  obtenu, à un 

ensemble d ' é t a t s  f inaux ; l e  d é t W m e  d d b &  où c e t t e  décis ion e s t  soumise 

à l 'appartenance, du tenseur  d ' é t a t s  obtenu à un langage r a t i onne l ,  c e t t e  con- 

d i t i on  s e  j u s t i f i a n t  en considérant  l e  magmoïde comme une extension de l a  s t ruc-  

t u r e  de monolde e t  par  l a  p o s s i b i l i t é  de pouvoir toujours  rédu i re  l e  non-déter- 

minisme dans l e s  automates d ' é t a t s  f i n i s  de mots. 

11.1.6.3. - Théorème de non-réductibilité du déterminisme fort .............................................................. 

Le théorème suivant  montre q u ' i l  e x i s t e  des t a i l l i s  reconnaissables ( e t  

même f i n i s )  qu i  ne peuvent ê t r e  reconnus p a r  un automate fortement déterminis te ,  

q u ' i l  s o i t  ascendant ou descendant. L'idée e s t  de p a r t i r  du phénomène bien connu 

dans l e s  arbres de non-réduct ibi l i té  du non-déterminisme (qui  correspond i c i  

au déterminisme f o r t )  de l 'automate descendant e t  par  d u a l i t é  de 1' étendre au 

cas ascendant. 

T T .  1.6.3.1. - Enoncé 

Il  e x i s t e  des t a i l l i s  reconnaissables qu i  ne peuvent ê t r e  reconnu par  

. un automate f o r t e r e n t  déterministe.  

T T .  1 .6 .3 .2.  - Pkeuve 

a )  Le t a i l l i s  reconnaissable Tl = 
I 
b 9 

I 
ne peut ê t r e  

[[\a i i [\} I 7 
reconnu par  un autoinate, Ml = < E l ,  QI, Tl, FI, R > fortement déterministe e t  des- 1 
cendant, puisque : 



% - b  *(ql q2)  

1 
/\ 

E R pour reconnaître a a 

q l * a  + a * q 3  ; q 2 * a  + a *  94 l I l  
q l * a r  + a t  *q5 ; q2 

/\ 
a '  -+ a '  q6 E R1 pour reconnaî t re  a ' a' 

I I 
avec Il = {qO} e t  F1 = {q3y q,+> q5,  q6l8, puisque Ml fortement déterministe.  

Mais avec ces condit ions nécessa i res ,  M reconnaît  en plus  1 

b ) de l a  même manière , on montre que l e  t a i l l i s  reconnaissable 
- I I I I 

T - r,,a, \,a1 ne peut ê t r e  reconnu par  un automate ascendant 

7 b I 
I 

fortement déterminis te .  

c )  e t  l e  t a i l l i s  reconna'ssable Tl u T ne peut ê t r e  reconnu par  un 2 
automate fortement déterministe q u ' i l  s o i t  ascendant ou descendant. 

11.1.6.4. - Théorème d e  n o n - r é d u c t i b i l i t é  du  d é t e r m i n i s m e  f a i b l e  ................................................................ 

L a  c l a s se  des t a i l l i s  reconnus par  l e s  automates faiblement déterminis- 

t e s  e s t  beaucoup vaste que c e l l e  reconnue p a r  l e s  automates fortement déter- 

ministes,  notamment e l l e  comprend l a  sous-classe des t a i l l i s  f i n i s .  Cependant, 

c e t t e  c lasse  de t a i l l i s  n ' e s t  pas aus s i  r i c h e  que c e l l e  des automates non- 

déterministes.  Le théorème suivant montre q u ' i l  ex i s t e  des t a i l l i s  reconnais- 

sab les  qui  ne peuvent ê t r e  reconnu par  un automate faiblement déterministe.  



I l  ex i s t e  des t a i l l i s  reconnaissables qu i  ne peuvent ê t r e  reconnu par  

un automate faiblement déterministe.  

Nous a l l o n s  montrer q u ' i l  e x i s t e  des f o r ê t s  reconnaissables qu'on ne 

peut reconnaî t re  par  un automate descendant déterministe.  Ainsi  s i  T e s t  c e t t e  

f o r ê t  a l o r s  T u T'  n ' e s t  pas un t a i l l i s  reconnaissable s i  T '  e s t  l e  t a i l l i s  

coÏnposé des arbres de T maispr i s  dans l ' a u t r e  sens ,  i.e. s i  E T W  

/i\ 
d d d E T' . Prenons T = L( G ,  Xo) où G e s t  l a  grammaire régu l iè re  d 'arbres 

\ !/ 
déf inie  par  : 



Les a rbres  engendrés pa r  c e t t e  grammaire sont  de l a  forme : 

I 

b 'L 'L 
e t  @(T) = {W E {b, C ,  f }  / W = W f W 3,W1 désignant l e  mot mi ro i r  de  u, e t  4 ,  

1 1  - 
1 appl icat ion de f eu i l l age .  

1 7 . 1 . 6 . 4 . 3 .  - Tdée de d P m o n s ~ o n  

En montrant que l a  construction de ?4 = <C, Q, 1, F,  R> ,  automate des- 

cendant faiblement déterministe,  t e l  que T(M)  = T e s t  ~npo&bibee. Plus pré- 

cisemment, on procède en t r o i s  temps. 

a )  Dans un premier temps, on montre que s i  M e s t  fortement d é t e r m i n i s t ~  

T 5 T(M) implique que M reconnaît  l e s  a rb r e s  de l a  f o m e  : 

I 
a 

, --. , 
o u c )  ( b o u c )  ( b o u c )  

a lo r s  



b )  pu5s on montre Que étendre M en un automate faiblement déterminis te  t e l  que 

M reconnaisse exactement l a  f o r ê t  T ,  r e v i e n t  à t rouver  un langage de mots, F, 
B 

sur {b, c ,  f) t e l  que : 

F s o i t  r a t i onne l  

'L 
F = {hl E {b, c ,  flB /  JI = hl1 f 

c )  enf in ,  on montre qu'un t e l  langage n ' ex i s t e  pas. E t  donc qu'on ne peut 

cons t ru i re  M ,  faiblement déterministe t e l  que M reconnaisse 'T.  

Essayons de construi re  M = <Z, Q ,  1, F, R>, automate descendant f a i -  

blement déterministe t e l  que ? (MI  = T. '  

PJ 
a )  s i  M ex i s t e  a l o r s  M '  = CC, Q ,  1, Q , R> e s t  un automate fortement déter-  

ministe que l ' o n  peut const rui re .  Les r e s t r i c t i o n s  imposées p a r  l e  détermi- 

nisme f a ib l e  e t  l a  s t r uc tu r e  de l'ensemble de dags à reconnaî t re ,  notamment q u ' i l  

soient  tous d'une CO-ar i té  égale à 1, impose : 

Les seu les  re'connaissances admises par  M '  sont  de l a  forme : 



P i  c + c * . p l '  pour i = 1, ..., R. 
1 

r i e c +  c a r ?  pour i = 1, ..., R. 
I 

et  a u s s i  

z - C  + C-z!' pour i = 1, ..., m. i 1 



Les dags reconnus par  M' son t  l e s  a rbres  de l a  forme : 

Les f eu i l l age  en f i n  de reconnaissance sont de l a  forme : 

pour n ED. 

Remarque : 

Il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que l e s  éléments de construct ion proposée 

jusqu'à présent sont  nécessaires puisque l 'automate d o i t  ê t r e  fortement dé- 

terminis te .  



b) s i  l ' on  note  Q '  ( r e sp .  QI') l'ensemble des é t a t s  engendrés après l a  recon- 

naissance d'une l e t t r e  b ( resp.  d'une l e t t r e  cl. I l  e s t  c l a i r  que l ' ex i s t ence  

de 1-'automate M '  faiblement déterministe,  e s t  l i é e  aux condit ions : 

b il e x i s t e  un langage F s u r  Q t e l  que 

F s o i t  r a t i onne l  

de& é t a t s  à dis tances  égales  du mil ieu y sont  : so i en t  tous  m 
deux éléments de Q ' ,  so ien t  tous  deux éléments de Q''. 

Ainsi en d 'autres  termes l ' ex i s tence  de M faiblement d é ~ e r m i n i s t e  e s t  
B, 

l i é e  à l ' ex i s tence  d'un langage Fr sur {b, c ,  f )  t e l  que : 

F' s o i t  r a t i onne l  

B 'L 'L 
F r  = {W c {b, c ,  f} / U i Ul f Wl} où Wl e s t  l e  mot miroir  de Ul. 

c) F' ne peut ë t r e  ra t ionne l ,  e s t  un r é s u l t a t  c lass ique de l a  t héo r i e  des 

langages, e t  a i x s i  il n 'ex i s te  pas M descendant, faiblement déterministe t e l  que 

T = T(M).  

O 

Le f a i t  d ' in t rodui re  un contrôle  bas r a t i onne l  dans l e s  reconnaissances 

d 'arbres (dé f in i t i on  du déterminisme f a i b l e ) ,  permet dl étendre l a  sous-famille 

des f o r ê t s  reconnaissables reconnue par  l e s  automates déterministes.  L'exemple 

qui l e  met en évidence CII.1.6.3.1 e s t  une f o r ê t  f i n i e .  Nom a l lons  vo i r ,  pa r  

l'exemple ci-dessous, que des f o r ê t s  beaucoup plus  "compliquées" fon t  p a r t i e  

de c e t t e  extension,  i . e .  qu 'e l l es  peuvent ê t r e  reconnues par  un automate f a i -  

blement déterministe mais non par  un automate fortement déterministe.  



So i t  l 'automate d 'arbre  non déterminis te  suivant  : 

Les arbres  reconnus son t  ceux t e l s  que l e s  successeurs de t'oute l e t t r e  

so i en t  deux l e t t r e s  identiques (b  ou b ' )  : 

Nous a l l ons  cons t ru i re  un automate d 'arbre faiblement déterministe 

(avec contrôle bas )  qui  reconnaî t  c e t t e  f o r ê t .  L a  vé r i f i c a t i on  de l ' é g a l i t é  

des successeurs d i r ec t s  d'un noeud aura l i e u  sur l e  mot d ' é t a t  obtenu en bout 

de reconnaissance. On t ranspor te ra  à ces f i n s  des marques ca rac té r i s t iques  des 

l e t t r e s  qu i  ont  é t é  rencontrées se lon l e  pr incipe  suivant  : 



\ t r anspor t  l e  long de c e t t e  a r ê t e  d  ' une marque 

\ indiquant que l ' o n  a  rencontré un b comme 

successeur d r o i t  

:1 i 
t r anspor t  l e  long de c e t t e  a r e t e  d'une marque 

indiquant que l ' o n  a rencontré un b comme succes- 1 
seur  gauche 

vé r i f i c a t i on  dans l e  mot f i n a l  que ces deux 

marques s e  suivent  b ien.  ( I  

Dans l 'automate que nous a l lons  cons t ru i re ,  l e s  marques auront l e s  

s i gn i f i c a t i ons  suivantes : 

) : b comme successeur d r o i t  

( : b comme successeur gauche 

1 : b'  comme successeur d r o i t  

C : b ' comme successeur gauche 

d  . Les a r ê t e s  d r o i t e s  seront  repérées pa r  un é t a t  q  por teur  d'une marque 

e t  l e s  a r ê t e s  gauches s e ron t  repérées par  un é t a t  qg por teur  d'une marque. 



L'automate M l  descendant et faiblement déterministe qui reconnaît la 

forêt considérée sera donc : 

q g * b C b . ( q g @ q  

Exemple de reconnaissance d'un élément de la forêt : 



donne la reconnaissance suivante : 



et le mot d'état obtenu appartient bien à F. 

Exemple de non-reconnaissance d'un élément hors de la forêt 

donne la reconnaissance suivante : 

état sans 

correspondance I correspondant 

non vérifiée 
correspondance 

vérifiée 



I I  . 2 .  - P R O P R I E T E S  D E  C L O T U R E  S U R  L E S  E N S E M B L E S  R E C O N N A I S S A B L E S  

D E  DAGS 

Le bu t  de c e t t e  p a r t i e  e s t  de mettre en évidence ( e t  de démontrer) 

l e s  p ropr ié tés  de c lô tu r e  ou de non-clôture des ensembles reconnaissables 

de dags p lana i res  par  l e s  opérations usue l les  comme l 'union,  l ' i n t e r s e c t i o n  ... 
ou p lu s  spécif iques  du magrnoide comme l e  p rodui t  t e n s o r i e l ,  l e  produi t  de * 

composition.. . Les r é s u l t a t s  obtenus, sans respect  de l ' o rd r e  de présenta- 

t i o n  dans l e s  pages suivantes ,  son t  : 

a )  Résul ta ts  de c lô ture  p a r  

Union 

In te r sec t ion  

Produit t e n s o r i e l  

E to i le  du produi t  t e n s o r i e l  . 
Produit de composition 

Homomorphisme inverse  

Homomorphisme convexe. 

b Résul ta ts  de "non-clôture 

E to i l e  du produit  de composition 

Homomorphisme. 

c )  Peoblème ouvert 

Le complémentaire. 

Les d i f fé ren tes  constructions e t  démonstrations mettrons en évidence 

un aspect  fondamental des dags p lana i res  : l a  CONNEXITE. 



11 .2 .7 .  - C l ô t u r e  D a r  u n i o n  

11.2 .1  - 1 .  - P r o e r i é t é  --------------- ----- 

REC e s t  c l o s  par union. 

11.2 .1  - 2 .  - P r e u v e  
- - - - - - - - - O - - - - - - - -  

YC1, VD2 E REC, il e x i s t e  effectivement un automate M t e l  que 3 
T ( M ~ )  = D~ u D ~ .  

11.2 .1 .3 .  - C o n s t r u c t i o n  ........................ 

D l  E REC => 3~ = <Z1, QI, Il, FI, 1 R 1 > avec T ( M ~ )  = 1 ' 
D2 E REC => 3M2 = Q2, 12, F2> R2> avec T ( M ~ )  = D 2 .  On peut  supposer 

QI f12 = 0 e t  a i n s i  M3 = <Z1 u L 2 ,  Ql u Q2 > Il u 12' F1 u F2, R1 u R >. 
2 

11 .2 .1 .4 .  - J u s t i f  ------------------ i c a t i o n  i n f o r m e l l e  ------------------- d e  L a  c o n s t r u c t i o n  ------------------ 

- L'alphabet (respectivement l e s  é t a t s ,  l e s  r èg l e s )  de M3 e s t  d é f i n i  

comme l ' un ion  ( respect ivenent  des é t a t s ,  des r è g l e s )  de Ml e t  M2 => on a l e s  

mêmes r ééc r i t u r e s  dans M que dans Ml e t  M r éun i s .  3 2 

- De p l u s ,  l e  contrôle  haut ( resp .  bas)  de Mg e s t  d é f i n i  comme l ' un ion  

des contrôles  hauts  ( resp .  ba s )  de M l  e t  M2 -> T ( M ~ )  c - T ( M ~ )  u T ( M ~ ) .  

- Supposer Ql n Q 2  = 0 permet d ' é v i t e r  que l e s  r é é c r i t u r e s  ne s e  

mélangent ou n t i n t e r f è r e n t  en t re -e l l es  e t  assure  T(M ) = T ( M ~ )  u T ( M ~ ) ,  3 
i . e .  T ( M ~ )  = Dl u D e .  

L a  j u s t i f i c a t i o n  formelle e s t  évidente.  



11.2.2. - C l ô t u r e  p a r  i n t e r s e c t i o n  . 

Prél iminai re  : 

1. L'opérateur Sh 

* * 
Soient  X e t  Y l e s  monoldes l i b r e s  engendrés respectivement p a r  l ' a lpha-  

* * 
b e t  X e t  Y, on d é f i n i t  l ' a p p l i c a t i o n  p a r t i e l l e  31 : X X Y -+ (X x Y)* p a r  : 

* 
Yu E X où u = ul u2. . .  u avec u E X pour i = 1, ..., n n i 

* 
Yv E Y 03 v = v1 v2.. .  v avec v. E Y pour i = 1 ,..., n ' .  n t  1 

S i  n # n t  a l o r s  

Sh(u, v )  n ' e s t  pas d é f i n i t  

s inon 

On é tend Sh : P(x*) x P(Y*) + P((x  x Y)*) p a r  VU c x*, W c Y* a l o r s  - - 
Sh(U, V) = CSh(u, V) / u  E v e t  v E u) .  

* * * 
L'extension dè Sh pour un ensemble f i n i  XI, X2 ,... X de monoide l i b r e  

m 
e s t  l a i s s é  aux so ins  du l e c t e u r .  ' 

2 .  L a  p r o j e c t i o n  li 

S o i t  Q1 X Q2 X . . . X  Qn un ensemble p rodu i t  d'ensemble, on notera  IIn l a  

p ro jec t ion  de Q1x Q2 X . . . X  Qn SUP Q ~ .  

e t  p a r  extension,  on no te ra  il l ' a p p l i c a t i o n  de QI Qi X  Qi X . . . X  Qi 
1 2 n 



REC e s t  c l o s  par i n t e r s ec t i on .  

11.2.2.2. - P r e u v e  
- w - - - - - - - - - - - - - - - -  

ml, W2 E E C ,  il ex i s t e  2ffectivement un automate M 3  t e l  que 

T ( M ~ )  = D~ d2. 

11.2.2.3. - C o n s t r u c t i o n  
-w----------------------  

D l '  REC + 3~~ = CL1, Q I ,  Il, FI, RI> avec T(M ) = 
1 1 ' 

D2 E REC => 3n2 = CE2,  Q 2 ,  12, 7 R ~ >  avec T ( M ~ )  = D ~ ,  e t  a i n s i  M~ = <El  n L 2 ,  - 2 '  

QI 
Q2, Sh(I1, 12) , Sh(F1, Fî), R 3  >, où Sn e s t  l ' opéra t ion  déf in ie  ci-dessus.  

R d é f i n i t  par : 
3 

11.2.2.4. - J u s t i f i c a t i o n  i n f o r m e l l e  d e  l a  c o n s t r u c t i o n  ....................................................... 

- La dé f in i t i on  des é t a t s  e t  des règ les  de M3 => l a  reconnaissance 

d'une l e t t r e  peut  s e  f a i r e  par  M 3  s i  e t  seulement s i  e l l e  peut  s e  f a i r e  à l a  

f o i s  pap Ml e t  p a r  M 2 .  

- De p lus  , l a  dé f in i t i on  du contrôle  haut  ( resp . bas ) de M3 comme 

r é s u l t a t  par Sh des contrôles  haut ( resp .  bas)  de M e t  M 2  permet à ce contrôle  
1 

haut ( resp.  bas)  de prendre en compte en même temps l e s  contrôles  haut ( resp.  

-> T ( M ~ )  bas)  de Ml e t  de M2 e t  - = T ( M ~ )  n T(M2). 



1 1 . 2 . 2 . 5 .  - D é m o n s t r a t i o n  ......................... 

Lemme : 

Ainsi  il v i e n t  (comme démonstration de l a  p r o p r i é t é )  : 

Il, b2 E 123 3 m i  € F19 3m; E FÎ t e l s  que 

en u t i l i s a n t  l e  lemme, 

<=> gml E Il> 3m2 E 12, 3 m i  E F1, 3m; E F2 t e l s  que 

en remarquant que Sh(I1, I2 e t  Sh(F1, F2 s o n t  respectivement l e  cont rô le  

haut  e t  l e  con t rô le  bas de M3. 

Preuve du lemme : 

Récurrence sur l e  nonibre, R ,  d'occurences de l e t t r e s  dans U. 

- R = O l > W = e  , ml =. m i  e t  m2 - 
P 

- m i .  L e  lemme se v é r i f i e  aisément. 

Hypothèse de récurrence  : 

* 
V r  E N , le  lemme e s t  v é r i f i é  pour R E N e t  R < r. 



R = r => u = w l -  (ei @ a B e.), où l e  nombre d'occurences de l e t t r e s  
-2 

dans W1 e s t  R-1 ,  -. 

en u t i l i s an t  l'hypothèse de récurrence 

%(ml. m2) w wl Sh(mï, rn;) e t  il exis te  
M3 

- - - - 
(ql. e.... qa) a + a ( g i  B.. .a 3')  E R2 / m i  = Ü B cl B.. .@ qn v e t  

m; 2 Ü @ q; 8 . .  .@ $, @ en considérant l a  construction de R3, 

(ei @ a @ e . )  3 * Sh(m;, m;). 

11.2.3. - C l ô t u r e  p a r  p r o d u i t  t e n s o r i e l  

REC e s t  clos par  produit tensor ie l .  

11.2.3.2. - P r e u v e  ------------------ 

YDl, YD2 E REC, il exis te  effectivement un automate Mg t e l  que 

T(M3) = Dl s D2.  

11.2.3.3. - C o n s t r u c t i o n  ........................ 

D i  E REC => 3M 1 = C E l y  Q l Y  I l> FlY RI> avec T(M1) = D l .  

D2 E REC => 3M2 = CL2 Q2 I2 F2 R2> avec T ( M ~ )  = D2. On.peut supposer 

QI O2 = 0 e t  a i n s i  M3 = <LI  u L 2 ,  QI u Q2,  I l @  12, F 1 ~  F2, R1 u R2>. 



1 1 . 2 . 3 . 4 .  - J u s t i f i c a t i o n  i n f o r m e l l e  d e  l a  c o n s t r u c t i o n  
------------------------------i--------------- 

- L'alphabet  ( r esp .  l e s  é t a t s ,  l e s  r è g l e s )  de M3 e s t  d é f i n i  comme 

l ' un ion  des a lphabets  ( resp .  des é ta ts ,  des r è g l e s )  de Ml e t :  P2 => on a 

l e s  mêmes r é é c r i t u r e s  dans M3 que dans Ml e t  M r éun i s .  2 .  

- de p l u s ,  l e  con t rô le  haut  ( r e s p .  b a s )  de M e s t  l e  p rodu i t  ' t e n s o r i e l  3 
des con t rô les  hauts  ( resp .  bas )  de Ml e t  M2 e t  donc => D ë D2 5 T ( M ~ ) .  1 

- supposer Q U2 = 0 permet d ' é v i t e r  que l e s  r é é c r i t u r e s  ne s e  

mélangent ou n ' i n t e r f è r e n t  e n t r e - e l l e s  e t  a s s u r e  T(M ) = T(xl)  ë T ( M ~ ) ,  3 
5.e.  T(M$ = D~ B D 2 ' 

La j u s t i f i c a t i o n  formelle est  évidente.  

~ 1 1 . 2 . 4 .  - C l ô t u r e  p a r  é t o i l e  t e n s o r i e l l e  

REC e s t  c l o s  p a r  é t o i l e  t e n s o r i e l l e .  

1 1 . 2 . 4 . 2 .  - P r e u v e  ------------------ 
B 

VD E REC, il e x i s t e  effect ivement un. automate M '  t e l  que T ( M ' )  = D . 

1 1 . 2 . 4 . 3 .  - N o t a t i o n s  ..................... 

Notons M = CC, Q ,  1, F, R> l 'automate qu i  reconnaî t  D e t  

M '  CC, Q ' ,  If, F ' ,  R'> I fautomate  que nous cherchons à c o n s t r u i r e  t e l  que 
b 

T(M' )  = D . . *  

1 1 . 2 . 4 . 4 .  - Idée d e  c o n s t r u c t i o n  ................................ 
a i 

Il f a u t  que T(M' ) = D = U D ou encore 
i~ M 

DB {6 E &(L) / 6 = 8...B 6 où di E D ,  pour i = 1 ,..., n}. n 



C'est-à-dire que toute reconnaissance dans M' implique et réciproque- 

ment plusieurs reconnaissances indépendantes de dags 6, E D. La construction 
1 

que nous proposons peut s'expliquer en deux principes. 

Premier ~rinci~e de la construction de l'automate M' : 

- On garde les mêmes règles que l'automate M 
- le contrôle haut devient 1 es 

e3 - le contrôle bas devient F 

Ceci dans l'espoir d'avoir 6 E T(M') si et seulement si 

- 6 = 61 a... 8 6 où 6. E D pour i = 1 ,..., n n 1 

- et 6 reconnu par une reconnaissance schématisée : 

mais ce seul principe de construction, n'assure pas que les reconnaissances 

des 6i, au lieu de rester indépendantes, n'interfèrent entre-elles et abou- 
81 

tissent à reconnaître des dags qui ne sont pas éléments de D . 

Exemple : 

Soit l'automate M définit par 

* 
T(M) = D = (a ' b) , c'est-à-dire les dags de la forme : 

.Y--- 



* 8 
e t  D' = ( ( a  b ) , c ' e s  t -à-di re  l e s  dags de l a  forme 

\ / 

a l o r s  l a  const ruct ion de M T  ne prenant  en compte que c e  s e u l  premier p r inc ipe  
- - 

admet t ra i t  l a  reconnaissance 



b b 
avec (1 8 2)  b f l  b 2) E 1 et F . 

\ / Dans cet exemple, une des lettres a est reconnue en étant contrôlée par 
1 \ 

des états issus de deux débuts de reconnaissances qui auraient dû rester indé- 

pendantes. Et "malheureusement", la reconnaissance concernée aboutit à une 
8 

configuration d'état élément de F , donc à une reconnaissance acceptée par 
es 

l'automate M', mais le dag reconnu n'est pas élément de D . 

Il est clair que les interférences possibles entre reconnaissances indé- 

pendantes se situent sur les "bords" de ces reconnaissances. C'est pourquoi 

nous allons mémoriser dans les états une .information supplémentaire. 

~euxième principe de la construction de l'automate Ml : 

Puisque le problème se situe sur les '%bords" des reconnaissances des 

di , nous allons définir 1 'automate Ml sur 1 'ensemble d'états. 



conservatiok du introduction d'un contrôle 

contrôle de l'ancien permettant de s'assurer que 

automate les différentes reconnaissances 

des 6. n'interfèrent pas 
1 

où L = {bg, m, bd, O}, ce qui permet de "marquer'' chaque état et de savoir 

son rôle dans la reconnaissance en interprétant 

bg + état bord gauche (de la reconnaissance d'un U E D) i 
m + état milieu 

bd + état bord droit 

O + état à la fois bord gauche et bord droit (cas de coarité ou arité = 1) 

Exemple : 

Considérons les deux dags planaires 

alors, en ne nous int&ebaant qu'a .ta compoaavtXe L deb &tats, la reconnaissance 

'de de6 1 B2 par MM' peut se schématiser : 



reconnaissance de 

lère reconnaissance 

indépendante 

ème 
reconnaissance 

indépendante 

c 'es t&-dire  que : 

- Dès l e  début de l a  reconnaissance un choix de découpage des recon- 

naissances indépendantes e s t  f a i t  à PRIORI, grâce au choix de l a  composante 
1 ' A  

L du con t rô le  1'. Dans l'exemple ci-dessus l e  bon choix é t a i t  bg 8 8 b d  B . 
I I 

- Les r è g l e s  vont "propager" l e  découpage c h o i s i  par '  1' e t  donc 

empêcher que l e s  reconnaissances indépendantes s ' i n t e r f è r e n t  puisque une même 

l e t t r e  ne pourra r é é c r i r e  une. séquence d ' é t a t s  contenant : bd bg, bd B 0 ,  

O 8 bg ou O 8 O .  



- Enfin, l e  con t rô le  bas F' va v é r i f i e r  A POSTERIORI ( s i  on r é u s s i t  une 

reconnaissance complète) que l ' o n  about i t  pour chaque découpage, à un mot de F. 

Ceci s e  f a i t  en imposant à F' l a  même cont ra in te  que c e l l e  imposée à 1'. 

Application des deux pr inc ipes  : 

Les états Q '  de l 'automate M f  à cons t ru i re  é t a n t  Q x L ,  l e s  deux prin- 

c ipes  expliqués s e  t radu isen t  p a r  : 

premier p r inc ipe  ( t r a d u i t  plus formellement en II. 2.4.5.) - 

deuxième pr inc ipè  

B - Vm E (Q X L )  t e l  que m e t  un f ac t eu r  de 1' 
6 IIL(m) E L => i'! (m) E 1 où C = (bg 5 m Bbd + 0) 

Q 

- V(m, a ,  m ' )  E R '  => 
@ - s o i t  IIL(m) e t  EL(m,') E m a lid 

- s o i t  liL(m) e t  IL(ml)- E bg @ m 

5 - s o i t  liL(m) e t  IL(mr)  E m 

- s o i t  IIL(m) e t  iiL(mf) E L 

1 1 . 2 . 4 . 5  - Construction ------,-'-,------,------ 

b b 
M' = CC, Q '  = Q x L ,  I r  = % ( I ,  L )  , F' = S ~ ( F ,  L) , R ' )  où 

Sh e s t  l ' opéra teur  d é f i n i t  en 11.2.2.6. 

R '  = {(m, a ,  m '  t e l  que (II (ml, a, li (m' 1) E R e t  Q Q 



e, 
s o i t  llL(m) e t  I I L ( m l )  E m 8 bd 

s o i t  llL(m) e t  llL(ml) E -  bg @ m 

e, 
s o i t  llL(m) e t  l l L ( m l )  E m 

s o i t  l lL (m)  e t  llL(ml) E LI 

a où L = (bg 63 m 8 bd + 0 ) .  

11.2.4 .6 .  - D é m o n s t r a t i o n  ......................... 

Après avoi r  rappelé que l'ensemble des langages ra t ionne ls  de mots e s t  

c los  par  110p6rateur Sh [dé£. en II .2.2.6.1, e t  avo i r  montré 

TT.2.4.6.1. - Lemme 

B 
m 6  & 6 - m '  <=> 3u E (Q x L )  avec ll ( u )  = m e t  lTL(u) E L Q 

4u' E ( 9  X L)@ avec II ( u t )  = m t  e t  IIL(ut ) E L Q 
e t  u *  6 6 6 - u '  

il vient  : 

6  C D @ < *  6 =  6 a...@ 6  avec 6. ~ D p o u r  i = 1 ,..., n 
1 n  1 

++ 3 m  = ml 8.. ..B m avec m E 1 pour i = 1 ,..., n  
n  i 

)ml = m i  8 m f  avec m l  E F pour i = 1 , .  , n n i 
e t  mi $ -$- $ * m i  

en u t i l i s a n t  n  f o i s  l e  lemme 

<=> 3u = u1 Ci... 8 u avec $(ui) = m E 1 e t  %(ui) E Lpour i = 1 ,..., n  
n  i 

3u1 = u i  a...@ UA avec $(si,) = m i  E F e t  I ! ( u ~ )  E L pour i = l,..., n  

e t  ui - $6 6i * u! . pour i = 1,. .., n  
1 

d'après l a  déf in i t ion  

8 8 
c=+ ju ~ S h ( 1 ,  L )  , 3u1 E S ~ ( F ~  L )  t e l s  Que u  6 G  6  u t  

8 
é t a n t  donné que 1' = Sh(I ,  L )  e t  Fr = S ~ ( F ,  L )  

c* 6  E T(M1). < 



- P r e u v e  --------- Lemme ----- 

Par récurrence sur Ir nombre, R, d'occurences de lettres dans 6 .  

- 2 = 0  => rn = m', 6 = e et u = u' = %({ml, {VI) où v est l'unique mot de - P 
f. de longueur 1 ml , le lemme se vérifie. 

Hypothèse de récurrence : Yp E IN*, le lemme se vérifie pour 6 E &(L) tel 

que son nombre d'occurences de lettres soit strictement inférieur à p. 

- 8 = p => 6 = 6,. ( ei B a 8 e . ) , où le nombre d' occurences de lettres dans 
1 

61 est p-1. 

m * 6 %  d I 4 m " *  (ei 8 a 8 e.) $ - w * r n 1  
3 

Il existe une règle de R : m; * a  + a * m l  telle que 2 

<=> (i) en utilisant l'hypothèse de récurrence pour 6 on a : 1' 



avec II ( u t )  = mi, II (u") m;, II ( u t )  = m; Q 1 Q 2 Q 3 

e+ d t ap rè s  l a  d é f i n i t i o n  des r èg l e s  de M' et en remarquant que - - 

b O 8 
IIL(ul') E L +j IIL(ui) E m b bd + bg b m + m t L, il e s t  c l a i r  que 

t e l  que 

IIQ(u) = m e t  IIL(u) E L 

lTQ(ul) = m i  et IIL(uf)  E L 



Une au t r e  construction pour M '  e s t  possible .  E l l e  consis te  a cons t ru i re  

M r  à p a r t i r  de deux automates Ml e t  M 2 ,  chacun reconnaissant D ,  mais ayant 

des ensembles d ' é ta t s  d i s j o i n t s .  Ainsi so i en t  Ml = < Z ,  Q1, Il, FI, RI> e t  

M2 = <Z,  12> F2, R2> t e l s  que T(M ) = T ( M ~ )  = D avec Q1 1 n Q2 = 0. en t r a i t a n t  

à p a r t  l e  cas  où e O E 1 1 U 1 2 : .  

11.2.5. - C l ô t u r e  p a r  p r o d u i t  de c o m p o s i t i o n  

REC e s t  c los  pa r  produit  de composition. 

11.2.5.2. - P r e u v e  ------------------ 

YD1 E REC, YD2 E REC, il ex i s t e  e f fec t iveaen t  un automate Mg t e l  que 

T(M3) = Dl - D2. 
11.2.5.3. - C o n s t r u c t i o n  ........................ 

Dl E REC => il e x i s t e  un automate Ml = <LI. Q1, Il> FI> RI> t e l  que 

T(M = D l >  D2 E REC => il ex i s t e  un automate M = C L 2 ,  Q 2 ,  12, F2. R2> t e l  1 2 
que T(M2) = D2 

En u t i l i s a n t  l e s  co ro l l a i r e s  CII.1.4.6.1 e t  c I I .1 .4 .7 .1 ,  on peut cons- 

t r u i r e  l 'automate M i  = <.El. Qi. Ii, Fi, R i >  t e l  que T ( M ~ )  = T(M;) e t  
B 

Fi = {Clf} e t  l 'automate M; = <Z2.  Q;, I;, F;, Rb> t e l  que T ( M ~ )  = T(M;) e t  
8 

1; = {qf} . 
remontée du contrôle  bas 

1 

descente du contrôle haut 

M2 

de p lus ,  on peut supposer .que Q' n 1 91 = 1 q 2  e t  a i n s i  



11.2.5.4. - D é m o n s t r a t i o n  : d i r e c t e m e n t  ....................................... 

a E Dl D2 a = a a avec al E Dl e t  u2 E D2 
1 2  

<=> 3m1 E I;, 3mi E F; / ml a G a 1  mi e t  3m.i e I;, 3m; E F; / 

- a  +a0m;. "i 2 M; 

puisque 9' 1 n Q; = {qf3, Fi = {qfl8 = 1; 

11.2.6. - N o n - c l ô t u r e  p a r  é t o i l e  d u  p r o d u i t  d e  c o m p o s i t i o n  

REC n ' e s t  pas c los  pa r  é t o i l e  du produit  de composi.tion. 

11.2.6.2. - P r e u v e  ------------------ 
I l  * 

Soi t  l e  t a i l l i s  reconnaissable T ,  T = {c @ d l ,  a l o r s  T n ' e s t  pas 
I I 

un t a i l l i s  reconnaissable, en e f f e t  REC e s t  c los  par  produi t  de composition 

ca r  

l 
{a) T* = { 

I I I ,...) n ' e s t  pas un t a i l l i s  reconnais- 

/ \  /\' \ /"\ 
c d c d c d 

sable  puisque ce n ' e s t  'pas une f o r ê t  reconnaissable. 
~ 



11.2.7. - N o n - c l ô t u r e  p a r  homomorphisme d e  magmoide 

11.2.7.1. - P r o e r i é t é  --------------- ----- 
REC n ' e s t  pas c l o s  par homomorphisme de magmoide. 

11.2.7.2 - P r e u v e  -------,L-,,-,--,- 

'L 
Soi t  h : &( Z ) + DP(Z ' , homomorphisme de magmoide a l o r s  

D E REC s u r  Z h(D) REC sur L'. En e f f e t ,  

So i t  l e  t a i l l i s  reconnaissable T = { 

d c 

I 

C 

C 

rpconnu par  : 
qo 

*-a )- a tg q2) ; q1 

i i' 
* c + c e q f  ; q 2 * d k d * ~ f  

(qf B, qf) * b  /I b (ql  8 q2) avec 1 = {qO} e t  F = {qf qf} où 
I \' I 

Z..= {a, b ,  c ,  d) e t  h : &(Z) + & ( L ) ,  morphiime de magmoide d é f i n i  p a r  : 
/ \ I  I l  



I I 
a l o r s  h(T) = I , . . .} n ' e s t  pas un t a i l l i s  reconnaissable  

]\¶ /\.' /\ 
c d c 
1 I I  ti I 

c d c d 

d C 

puisque ce n ' e s t  pas une f o r ê t  reconnaissable .  

11.2.7.3. - C o r o l l a i r e  ...................... 

REC n ' e s t  pas c los  p a r  homomorphisme alphabgtique e f f a ç a n t .  

Preuve du c o r o l l a i r e  : 

\ I l 
Même exemple mais h(b) = e 8 e .  

\ 1 I 

11.2.8. - C l ô t u r e  p a r  homomorphisme connexe 

REC e s t  c l o s  pa r  homomorphisme connexe. 

11.2.8.2. - P r e u v e  ------------------ 

M E REC e t  Yh : &(L) + & ( L ' ) ,  homomorphisme connexe => il e x i s t e  

effectivement un automate M t  t e l  que T(M' )  = h ( ~ ) .  



11.2.8.3. - N o t a t i o n s  ..................... 

Notons M = CC, Q ,  1, F, R> l 'automate qui  reconnaît  D e t  

M' = CC', Q 1 ,  Il, F ' ,  R 1 >  l 'automate que nous cherchons à cons t ru i re  t e l  

que T ( M ' )  = h(D). 

11.2.8.4 - Idée de c o n s t r u c t i o n  ----,---L---,------------------- 

L'idée de l a  construction peut s ' exp l iquer  en quatre  po in t s .  

premier point  

I l  s e r a i t  n a t u r e l  de cons t ru i re  M' en s ' a ssuran t  Q c - Q '  e t  l a  p ropr ié té  

(ql @..OB S)  * a  + a v  (q '  . , E R ++ (ql ei.. .  8 qn) 6 6 6 -  (qi B...@ 4; ' )  
1 

* 
où 6 É ( h ( a ) )  s i  ql a;..@ qn = q i  @...a. 

6 = h(a)  s inon 
% t  

Puis de poser 1 = 1' e t  F = F' .  Mais nous ne pouvons appl iquer  c e t t e  

p ropr ié té  à t ou t e s  l e s  r èg l e s  de R. Ainsi l a  r èg l e  q - b  + b q '  t e l l e  que 
I 

q # q1  e t . h ( b )  = e ne pourra respec te r  l a  p ropr ié té  énoncée, c a r  il faudra i t  
I I I  t I 

que q e 6 e q 1  avec q # q ' ,  o r  cec i  e s t  impossible puisque q e & e e. q r  
I I 

s i  e t  seulement s i  q = q ' .  1 I 

Remaraue : 

I 1 
h(b)  = e --> b E C puisque l'homomorphisme h e s t  connexe. 

1 1 

Deuxième point  : 

I l  f a u t  donc compléter l ' i d é e  de construct ion proposée au p ~ e m i e r  

point  en dis t inguant  l e s  règ les  de R où l a  l e t t r e  reconnue ne s ' e f f ace  pas 

( i . e .  h ( a )  f A) e t  c e l l e s  où l a  l e t t r e  reconnue s ' e f f ace .  Ainsi 
I 



a )  Pour l e s  règles  r é R,  où l a  l e t t r e  reconnue xe s ' e f f a c e  pas ,  

i . e .  r = (ql B . .  .s g) a + a *  ( q i  S...@ q") é R avec h(&) # e on cons t ru i t  

M'  en respectant  l a  propr ié té  énoncée au  premier point .  C'est-à-dire plus  

concrètement, à chacune de ces règ les  r, on associe  un ensemble de r èg l e s  

Rp e t  d ' é t a t s  Qr t e l s  que : 

* 
(ql a...s %' 6 6 *  (qf  @ . . . a  G.1 ++ 6 E ( h ( a ) )  s i  ql B . . . @  qn = q i  B. .  .B  

Rr 6 = h ( a )  sinon 

b) Pour l e s  règ les  de R où l a  l e t t r e  s "efface Dar h.  il f a u t   rév voir 

à p r i o r i  l e s  effacements poss ibles  de l e t t r e s ,  à l a  s u i t e  de chaque reconnais- 
I 

sance d'un h ( a )  # e .  Plus concrètement, c e l a  r év i en t  à considérer que : 
I 

* - s '  il appa ra î t  un é t a t  q E Q / q 6 CM 6 q '  avec h( 6) = e ,  en p a r t i e  

d ro i te  d'une des règ les  d'un des ensembles Rr, a l o r s  il peut aGpa- 

r a l t r e  a u s s i  l ' é t a t  q ' .  

Troisième   oint : 

Mais l e  p r inc ipe  ci-dessus ne permet pas de t e n i r  compte des l e t t r e s  

qu i  s ' e f face  dès l e  début, il fau t  donc d é f i n i r  l e  contrôle haut  de M '  comme 

&tan t  l e  contrôle haut de M mais où chaquè f o i s  qu 'apparaî t  un é ta t  

q r Q / q 6 & 6 * q 1  avec h(6)  = é, il peut appara i t re  l ' é t a t  q ' .  
I 

Ouatrième   oint : 

En s ' assuran t  (pour des ra isons  techniques : é v i t e r  des "interférences " 
en t re  l e s  reconnaissances des d i f f é r en t s  ensembles de règ les  R ), que l e s  Q r r 
so ien t  d i s j o i n t s  deux à deux e t  d i s j o i n t s  de Q ,  l a  construction de M' e s t  immédia 

( l a  construction formelle s e  trouve en 11.2.8.6. et 11.2.8.7.) : 

1' e s t  i s s u  de 1 en tenant compte du troisième point  

F' = F 



S o i t  l 'automate M = < f a ,  b}.{ql, q 2 >  q 3 I y  1 = {ql a q 3 I y  F = {ql a q3}, R> 

où R = 

r è g l e  1 = (ql  q 2 )  * a  + a *  (ql @ q g )  

r èg le  2 = q3 * b + b * 
q2 

M r econna î t  donc l e s  dags de l a  forme : ( e  5 b )  a ( e  81 b ) a . . . 

s o i t  schématiquement : 

I f  
a 

/: \ 
I 

S o i t  h ,  l'homomorphisme connexe, sur {a, b)  t e l  que h ( b )  = e .  
I 

On peut  i l l u s t r e r  l e  défaut  de l a  p r o p r i é t é  énoncée a u  premier po in t .  



En s e  l im i t an t  dans l e s  ' règlc 

aux règ les  dé f in i e s  .déf inies  au 

au premier point  premier point  

l e  problème dt 

développé dans q1 i3 / l ' e f f a c e m e n t ]  

1' idée de construct ion 

on a : 

s i h l e  n ' a  pas 

é t é  p r i s  en cc 

en ajoutant  l e s  modifications des po in t s  suivants  : 

a i n s i  M l  = cL', Qr u Qy {ql * q3. q1 q2}, F, U R > DÙ Qr e t  sont  r 
r~ R r e R  

respectivement l e s  é t a t s  e t  l e s  règ les  intermédiaires pour avo i r  

e t  l e s  reconnaissances de M t  peuvent s e  schématiser : 



Remarque 1 : 

Nous ne décrivons pas l e s  règ les  qu i  permettront d ' avo i r  
* 

(ql B q2) h ( a )  /- h(a )  (ql 8 q2) puisque h ( a )  e s t  un dag f i n i  connexe, 

c e l a  ne pose pas de problème. Nous prendrons seulement l a  précaution nécessaire 

d ' u t i l i s e r  de nouveaux é t a t s  pour l e s  é t a t s ,  Qr , intermédiaires , a f i n  que l e s  

règ les  déf in ies  pour reconnaître h ( a )  n ' i n t e r f è r e n t  pas avec l e s  au t res .  

Remarque 2 : 

L'exemple cho is i  e s t  assez simple, e t  cer ta ines  règ les  issues  de l a  

construction peuvent appara î t re  superf lues ,  comme l e  f a i t  d ' avo i r  

(ql @ q2) h (a )  h (a )  (ql  @ q3) ,  qui  ne s e r v i r a  pas dans . l e s  reconnaissances 

de M ' .  Mais il s u f f i t  d 'envisager que l 'automate i n i t i a l  M possède l a  règle  

(ql B q3) c + c (ql 8 q2)  pour s 'apercevoir  de son u t i l i t é .  

11.2.8.6. - C o n s t r u c t i o n  ........................ 

Notons R = Cq * b  + b * q 7  E R / h(b)  = e l  
1 



a )  à chaque. règ le  r E R2 : m a + ' a  * m ,  on associe  

- un ensemble de nouveaux é t a t s  Q 
r 

O - un ensemble de r èg l e s  sur (Qr U QI' x L x (Qr u Q) t e l s  que 

( i )  l e s  ensembles Qr s o i en t  d i s j o i n t s  deux à deux e t  d i s j o i n t s  de Q 

b) Ainsi M ' = < Z r ,  U Qr u Q ,  s ( I ) ,  F, R ' >  où 
r c  R 

( i l  s e s t  l a  subs t i t u t i on  f i n i e .  d é f i n i t  pa r  

11.2.8.7. - D é m o n s t r a t i o n  ......................... 

En t r o i s  temps nous i l l u s t r o n s  d'abord pa r  un exemple, a f i n  de mieux 

.exposer l e  problème, que s i  l'homomorphisme h n ' e s t  pas connexe a l o r s  l a  cons- 

t r uc t i on  proposée peut s ' avé re r  impossible. Deuxièmement, nous montrerons que 

s i  l'homomorphisme h e s t  connexe a l o r s  l a  construction e s t  e f f ec t i ve  ; e t  en- 

f i n  nous montrerons que l a  construction proposée e s t  t e l l e  que T(M' )  = h(D). 

TT.2.8.7.1. - On peut facilement v o i r  sur un exemple que s i  l'homomorphisme 

h n ' e s t  pas connexe, la construction proposée peut s ' avére r  impossible puisque 

du fa i t  de l a  non-connexité de h ,  l e s  condit ions imposées à l a  construction 

peuvent, dans ce r t a in s  cas ,  s e  contredire .  En e f f e t  : 

Considérons l a  règ le  i : (ql  q2) a + a (ql qg )  t e l l e  que 

h ( a )  = b 6 c a l o r s  il f a u t  t rouver  Ri t e l l e  que 



* 
(ql @ q 2 )  (b @ c )  FR. (b C )  (q l  6 q3) , condi t ion  n é c e s s a i r e ,  => 

1 

(ql @ q2)  ( e  @J c)  ( e  @ c )  (q l  @ q 3 ) ,  i n t e r d i t  puisque e 8 c # h ( a ) .  
1 

II.Z.B.I.2. - La cons t ruc t ion  de M '  s e r a  e f f e c t i v e ,  s i  pour chaque r è g l e  i E R ,  

l a  cons t ruc t ion  de R.  est  e f f e c t i v e .  L a  d e s c r i p t i o n  formel le  du processus de 
1 

cons t ruc t ion  e t  s a  v a l i d a t i o n  n 'apporte r i e n ,  limitons-nous à un exemple : 

s o i t  l a  r è g l e  i : ( q l @  q2 @ q3) * d *  d *  ( q i  8 q; 8 q i  8 q{) avec 

I 
a  

I I 
on peut  schématiser  R.  p a r  \/va 1 - - -  - 

Qi ' €il¶ q2> 939 94.3 q59 

a a 

I 

Le p r inc ipe  de l a  const ruct ion  é t a n t  de c r é e r  dans Ri, une r è g l e  p a r  

occurrence de l e t t r e s  dans h ( d ) .  Un exemple de cons t ruct ion  de même nature  

s e  t rouve en 111.2.1.4. 

11.2.8.7.3. - On démontre faci lement que l a  cons t ruc t ion  proposée e s t  bonne, 

i . e .  T(M' ) = h(D). En e f f e t ,  après  a v o i r  montré 



7 7 . 2 . 8 . 7 . 3 . 7 .  - Lemme --------------------- 

il v i e n t  : 

u t i l i s a n t  l e  lemme 

Par récurrence  s u r  l e  nombre, R ,  de l e t t r e s  de 6 ,  qui ne s ' e f f a c e n t  

Pas 

% 1- I - R = O * h(6)  = en => 6 = dl 8 . . . 8  6 avec 6i E DP(L)l e t  h(6i) = e ,  - n 
pour i = 1, ..., n .  Ceci, c a r  lthomomorphisme h  e s t  connexe. Ainsi  q; - I 

- 4f 
e t  de p a r  l a  d é f i n i t i o n  de l a  s u b s t i t u t i o n  s ,  l e  lemme se v é r i f i e . -  

Hypothèse de récurrence : 

b 

* 'L 
Vp E ïN , y6 E DP(C) où l e  nombre, R, de l e t t r e s  qui ne s ' e f f a c e n t  pas 

e s t  s t r i c t e m e n t  i n f é r i e u r  à p ,  l e  lemme s e  v é r i f i e .  

- R = p : dans ce c a s ,  on peu t  cons idérer  6  : 



c 'es t -à-d i re  6 = 6L * ( en  8 a 62 @ em) .  

Ainsi ,  qi 6 6 6 * qf e t  6 '  = h(6)  

I 

61 

* 
<=> qi 6l 6 1  q1 e t  ql (en 8 a -  62 8 em) (en 8 a *  E2 8 em) * q f  

e t  6' = h(6)  en u t i l i s a n t  l 'hypothèse de récurrence  pour 6 
1 

61 e s t  un dag où 

l e  nombre de l e t t r e s  

q u i  s ' e f f a c e n t  e s t  

é g a l  à p-1 

<=> 3q; E s ( q i )  / qi ' * h( 61) h (  61) ;ql e t  il e x i s t e  une r è g l e  

r = m a -+ a m '  E R t e l l e  que h ( a )  # e pour o b t e n i r  l a  r é é c r i t u r e  
* I 

q l *  ( e  8 a 8 em) FM ( en  8 a 8 e - q  e t  6' = h ( 6 ) .  
I d m f 

d2 2 
en cons idérant  l a  cons t ruct ion  des r èg les  en 111.2.8.6. a )  e t  b )  

11.2.8.8. - C o r o l l a i r e  ...................... 

62 

I 

REC e s t  c l o s  p a r  homomorphisme a lphabét ique ,  non ' e f façan t .  

. .  , 

- e s t  une l e t t r e  q u i  ne 
' 

' s ' e f f a c e  pas p a r  h e t  e s t  

un dag q u i  s ' e f f a c e  par- h .  



11.2.8.9. - P r e u v e  du c o r o l l a i r e  ................................ 

Un homomorphisme a lphabét ique  non e f façan t  e s t  un homomorphisme 

connexe. 

11.2.9. - C l ô t u r e  p a r  homomorphisme i n v e r s e  

11.2.9.1. - P r o p r i é t é  --------------- ----- 

REC e s t  c l o s  par  homomorphisme inverse .  

11.2.9.2. - P r e u v e  ------------------ 
'L *% 

oh : DP(C) -+ DP(Z1), homomorphisme de magrnoide e t  YD' E REC sur C ' ,  
- 1 

il e x i s t e  effect ivement un automate Y sur C t e l  que T(M) = h (D'). 

11.2.9.3. - N o t a t i o n s  ..................... 

Notons M = CC, Q, 1, F, R> X'aLLtomate QUE l'on chekche à c o r n f i d e  
-1 

t e l  que T(M) = h (D'), e t  M '  = < C t ,  Q', I', F ' ,  R ' >  l 'automate qui  reconnaît 

11.2.9.4. - C o n s t r u c t i o n  ........................ 

Seuls l ' a lphabe t  e t  l e s  r è g l e s  s o n t  modifiés p a r  r appor t  à l 'automate M '  e t  

donc:M=<C,  Q ' ,  I t ,  F ' ,  Rt> où 

(ql 8 . .  .8 %> * h ( a )  -+ h ( a )  * ( q i  6.. -8 <,) 

n pour a E C n1  ' 



11.2.9.5. - D é m o n s t r a t i o n  ......................... 

En deux temps, on montre d'abord que l a  construction ' e s t  e f f e c t i v e ,  
- 1 

ensu i te  que c ' e s t  b ien c e l l e  at tendue,  i . e .  T(M) = h (Dl). 

a )  L a  construction e s t  e f f ec t i ve  s e  déduit  directement de : 

- Q '  e t  h(C) é t a n t  des ensembles f i n i s ,  l 'ensemble des poss ibi l . i tés  de r ééc r i -  . 
t u e s  (q l  B.. .8 h(a )  h ( a )  (q; B.. .B q' , ) ,  où a E 2, e s t  f i n i .  

-il e s t  e f f e c t i f  de dé te rminer . s i  une r é é c r i t u r e  donnée e s t  une r ééc r i t u r e  de M ' .  

b )  La construction proposée e s t  b ien c e l l e  at tendue,  s e  montre d i r ec t e -  

ment après avoir  montré. 

11.2.9.6. - Lemme ----------------- 

il vien t  

w E T(M) o 3qi E I r ,  3qf E F' t e l s  que q * a $ o t q f  i 
en u t i l i s a n t  l e  lemme 

<=> 3qi E I 3qf E F' t e l s  que q *h(w)  h(u)  - q f  i 
en remarquant.que l e s  automates M e t  M' an t  même contrôle  i n i t i a l  e t  même 

contrôle  f i n a l  



Preuve du lemme : 

Par  récurrence su r  l e  nombre, A, d'occurences de l e t t r e s  dans U .  

A = o = > q  = q , e t U =  
e~ <=' qi 

= qf e t  h(U) = e l e  lemme s e  i P' 
v é r i f i e .  

tlypothèse de récurrence : 

* 'L 
Y r  E IN , l e  lemme e s t  v é r i f i é  pour u  E DP(C) t e l  que l e  nombre d'oc- 

curences de l e t t r e s  dans U s o i t  s t r i c tement  in féy ieur  à r .  

!2 = r => U = U * ( e i  a e . )  où l e  nombre d'occurences de l e t t r e s  
1 3 

dans U1 e s t  1-1. 

<=> qi & u l * q 0 ( e  i @ a 8 e . )  k 0 - 9 ~  
1 

en u t i l i s a n t  l 'hypothèse de récurrence 

<=z q h(U) & h(U1) q  e t  il ex i s t e  
i M 

(q l  B . . .@ g ) * a + a 0  (91  ' @...a$,) E R / q = u @ q l a  . . . B q n @  v e t  

qf = u 8 q i  @. . ." G ,  @ v en considérant  l a  construction de M' 

11.2.10. - P r o b l è m e  o u v e r t  : c l ô t u r e  de REC D a r  c o r n o l é m e n t a i r e  

Nous avons vu en CII.1.6.3. e t  11.1.6.4.1 q u ' i l  e x i s t e  des automates 

non-déterministes pour l e sque l  il n 'ex i s te  pas d'automate déterminis te ,  n i  

descendant, n i  ascendant équivalent ,  ( i . e .  dé f in i ssan t  l e  même t a i l l i s ) .  Ceci 

nous i n t e r d i t  donc de reprendre l ' i d é e  de l a  démonstration de l a  c lô ture  par  

complémentaire dans l e s  a rbres  L 1 qui  e s t  d ' u t i l i s e r  l a  r é d u c t i b i l i t é  

du non-déterminisme pour l e s  automates d ' a rbres ,  ascendant. On peut néanmoins 

é t a b l i r  à p a r t i r  de c e t t e  consta ta t ion l e  r é s u l t a t  suivant  : 



Les t a i l l i s  reconnus pa r  un automate déterminis te  (faiblement e t  donc 

a u s s i  fortement) e t  l eu r s  complémentaires son t  reconnaissables.  

Esquisse de preuve : 

So i t  M = CC, Q ,  1, F, R'y l 'automate i n i t i a l ,  on peut l e  cons t ru i re  

totalement s p é c i f i é ,  i . e .  où tou tes  l e s  reconnaissances about issent  ou plus  

formellement : 

b 
Vm E Q , Va E C, 3 une règ le  t e l l e  s a  p a r t i e  gauche s o i t  m a .  

La décision de l 'appartenance d'un dag au t a i l l i s  T(M) e s t  fonction du 

contrôle  f i n a l .  Ainsi l 'automate M t  = CC, Q ,  1, F r ,  R > ,  où F' e s t  l e  complé- 

mentaire de F,  reconnart l e  complémentaire de T(M),  e t  de plus M t  e s t  a u s s i  

faiblement déterministe.  

Exemple 1 : 

Les f i n i s  e t  l e s  CO-f inis  ( l e s  f i n i s  son t  i c i  des sous-ensembles 

de dags p lana i res ,  e t  l e s  CO-f inis ,  leurs complémentaires) sont reconnaissables.  

En e f f e t ,  t o u t  f i n i  peut ê t r e  reconnu pa r  un automate faiblement dé- 

t e rmin is te .  

Les t a i l l i s ,  dont l e s  dags possèdent au moins une occurence d'une 

l e t t r e  donnée, e t  l eu r s  complémentaires sont  reconnaissables. 

En e f f e t ,  l 'automate reconnaissant de t e l s  t a i l l i s  peut être fa ib le -  

ment déterministe.  Le pr incipe  de..sa construction e s t  d ' u t i l i s e r  deux é t a t s  

90 e t  ql. L ' é t a t  q0 indique que jusqu'à présent  aucune occurence de l a  l e t t r e  
\ 1 donnée n ' a  é t é  reconnue e t  q l e  con t ra i re .  Ainsi ,  s o i t  a ,  l a  l e t t r e  à cher- 1 ' 

cher,  on aura : / l \  



\ /  ',/ - (40 8 qO) a + a (ql 8 90 8 qO) : reconnaissance de l a  l e t t r e  
//\ Il\ 

cherch4e e t  générat ion d tun  

é t a t  q1 ( 1  s e u l  s u f f i t ) .  

b - Y!?,' E L, Ym E Q {qo~", i . e .  rn # (qo @...a q ), a l o r s  
O 

m *  R I ' +  f i ?  (ql  q0 8 . .  .8 q 1 : propagation du f a i t  que l a  O \ / 
l e t t r e  a a déjà  é t é  reconnue 

/I \ 
@ l e  contrôle  i n i t i a l  I = {qO} 

b . l e  con t rô le  f i n a l  F = Q \I, i . e .  l e  langage composé des mots possè- 

dant a u  moins une occurence de l ' é t a t  ql. 



CHAPITRE III 

LES GRAMMAIRES REGULIERES DE DAGS PLANAIRES 
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111.3. - SCHEMA R E C A P I T U L A T I F  



I I ' I . 1 ,  - D'EFIN'I'TI'O'N'S' ET' EXEM'P'LES 

111.1.1. - Grammai res  l i n é a i r e  a d r o i t e  

III'.1.1.1. - Déf 
---mm----------- 

i n i t i o n  ------- 

Une grammaire l i n é a i r e  à d r o i t e  de dags p lana i res  e s t  l a  donnée d'un 

t r i p l e t  G = CC, V ,  R> où : 

a )  C e s t  un alphabet  bigradué de l e t t r e s  de CO-ar i té  e t  a r i t é  > O d i t  

dphabet  t e h m i d .  

b )  V e s t  un alphabet  bigradué, d i s j o i n t  de 2, de l e t t r e s  de CO-ar i té  

e t  a r i t é  égaient  à 1, d i t  dphabet  de v&ablu ou alphabet  a u x i l l i a i r e .  

e) R e s t  un sous-ensemble f i n i  de r èg l e s ,  appelé production ou /riZgLe 
eP b 

depoduction, i n c lu s  dans V &(C) (V u {e}) de l a  forme : 

où 6 E D%(E):~ e t  6 e s t  un dag connexe 

V.  E V pour i = 1, ..., n 
1 

V! E V u { e l  pour. i = 1,. . . , n' 
1 

111.1 -1 - 2 .  - La r e l a t i o n  < < d é r i v e  d i r e c t e m e n t  d e  ( d a n s  G ) > >  ........................................................... 

L a  r e l a t i o n  <<dérive directement de (dans G)>> e s t  dé f i n i e  dans 

%(C u v )  par : Y6 E &(z u V), ~ 6 '  E &(z u V ) .  

6' dérive directement de 6 dans G ,  encore é c r i t  6 -> 6 '  , s i  e t  seulement 
G 

s i  6 '  e s t  obtenu en remplaçant un f a c t eu r  m de 6 pa r  m '  t e l  que m + m'  E R. 

111.1.1.3. - La r e l a t i o n  < < d é r i v e  d e  ( d a n s  G)>> ----------------------------------------------- 

L a  r e l a t i o n  <<dérive de (dans G ) > >  e s t  dé f in ie  dans $(c u V) comme 
* 

l a  c lô tu re  r é f l ex ive  e t  t r a n s i t i v e  de l a  r e l a t i o n  G>, e t  e s t  notée -> . G 



111.1 - 1 . 4 .  - O r d r e #  d e  d é r i v a t i o n  ................................ 
<L 'L 

~6 E DP(C U V), ~6 E DP(C U V), il e s t  classiquement é t a b l i  que 
* 

6 fl 6' s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  une s u i t e  f i n i e  6 1 9  623 .**9  6 de 
k t 1  

dags p l a n a i r e s  sur C u V t e l s  que 6 = 6,  6k+l = 6' e t  
1 

Le nombre k e s t  a l o r s  appelé  o/rcbil) de déruv&on de u en u '  dans 

G. I l  représen te  l e  nombre de f o i s  où on a u t i l i s é  une r è g l e .  

111.1.1.5. - N o t a t i o n s  
- - - - - - - - - - - - - - - - - - O - - -  

% 
On no te ,  pour 6 E DP(C U V ) .  

On é tend  c e t t e  n o t a t i o n  à A c &(c u V) - 

111.1.1.6. - D é f i n i t i o n  d e  t a i l l i s  à ~ a r t i r  d ' u n e  g r a m m a i r e  l i n é a i r e  
- - - - - - - - - - - - - O - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  ------------ ----------------- 

3 d r o i t e  -------- 
0 

Dans l e  cas où A s ' i d e n t i f i e  à un langage r a t i o n n e l  de mots sur V a l o r s  

T(G,  A )  e s t  appelé engendrté p a r  l a  grammaire G à p a r t i r  de ~'ax-iume - 
A (ou  du -tangage  onn ne^ d'axAoma) ; T(G,  A) '  e s t  appelé t u  é h g i  en- 

g ~ d d  p a r  l a  grammaire G à p a r t i r  de l 'axiome A (ou du langage r a t i o n n e l  d 'axio-  

mes . 



111.1.1.7. - T a i l l i s  linéaires à d r o i t e  ....................................... 
2, 

T c - DP(C)  e s t  un t a i l l i s  l i n é a i r e  à d r o i t e  s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  
6 

une grammaire l i n é a i r e  à d r o i t e  G = C C y  V ,  P> e t  A c - V , r a t i onne l  de mots 

t e l s  que T(G, A) = T .  L'ensemble des t a i l l i s  l i n é a i r e s  à d r o i t e  e s t  no té  LIND' - 

Soit  la  grammaire l i n é a i r e  à d r o i t e  G = <{a, b, c ,  d l ,  v v2} y R> où 

R e s t  composée de quatre règ les .  

- 2 r èg l e s  pour générer  

règle  1 : V ei V2 ei V + 
1 1 

règle  2 : V2 -+ d 
I 

- 2 r è l e s  pour é l iminer  l e s  va r iab les ,  en f i n  de génération 

l 
règle  3 : VI s V2 s V + a 1 

1 
I 

I a 



l - règle 4 : Vp + d 
I 

A partir de l'axiome A = V1 B V  B V1, 2 nous aurons une succession de 

séquences de réécritures de la forme : 

* v B V  B V *  
1 2  

'1 
> V I B d B V 1  

(règle 2, plusieurs fois) I 
d 

> 
règle 1 



> 
(règle  2 ,  plusieurs f o i s )  

I I I  
I I I  

En répétant l a  séquence de réécr i tures ,  ci-dessus, puis en u t i l i s a n t  

l e s  rès les  3 e t  4 pour éliminer l e s  var iables ,  nous mettrons en évidence que 

T(G, A )  e s t  l e  t a i l l i s  de dags planaires de l a  forme d'une r épé t i t i on  du motif 

ci-dessus, où l e  nombre d'occurences de l e t t r e s  d e s t  a r b i t r a i r e .  



I 
l e  nombre de d e s t  a r b i t r a i r e  

I 

Remaraue : 

Une a u t r e  manière de d é c r i r e  T(G, A )  e s t  de l e  considérer  comme l 'en-  

semble des dags de l a  forme I I 1 où l ' o n  peut  "insérer" à t o u t  ins -  

I 
d 

t a n t  e t  au tan t  de f o i s  que l ' o n  veut  l e  motif 



111 .1 .2 .  - G r a m m a i r e s  r é g u l i è r e s  

111.1.2.1.  - D é f i n i t i o n  --------_-------------- 

Une grammaire r égu l i è r e  de dags p lana i res  e s t  l a  donnée d'un t r i p l e t  

G = <C, V ,  R> où 

a)  G . e s t  une grmmaire  l i n é a i r e  à d r o i t e  de dags p lana i res  

b )  R c vB P> Z: u (el x (V u {el)' de l a  forme - 

- soi: V I  a.. .8 V + a Vi 8. ..& V A l  n  

Vl E V u {e} pour i = 1 . .  n '  

s o i t  VI  8 . .  .a V + e  - n n 

où V. E V pour i = 1, ..., n 
1 



111.1 .2 .2 .  - T a i l l i s  r é g u l i e r s  ....................... ------ 
2, 

T c DP(C) e s t  un t a i l l i s  régul ie r  s i  e t  seulement s i  il ex i s t e  une - 
29 

grammaire régul ière  G = <C, V ,  R> e t  A c V , rat ionnel  de mots t e l s  que - 
T(G,  A) = T. L'ensemble des t a i l l i s  régul ie rs  e s t  noté REG. 

L'ensemble des dags planaires de l a  forme de <<mur de toutes largeurs 

e t  de toutes longueurs>> e s t  un t a i l l i s  régul ie r  

I l  peut e t r e  généré à p a r t i r  de 1-'axiome A 

\ /  
par l a  grammaire régulière G = <{a), { V ,  V 2 ,  V }, R> où RRes t  composé des 

/ \ 3 
s i x  règles : 

- 3 règles pour générer l e s  <<murs>> : 

règle 1 : v2 B v3 + 
\/ 

/\ 
v3 v2 



- 3 règles  pour f a i r e  disparaztre  l e s  variables e t  rendre l e s  dags 

générés élément du t a i l l i s  engendré : 

\ / 
règle 5 : VI B V + a 

3 / \  

\/ 
règle 6 : V2 8 V + a 

/ \  

On peut schématiser une génération : 



111.1.3. - C r i  t i q u e  des d é f i n i t i o n s  

La c r i t i q u e  des dé f in i t i ons  por te ra  principalement sur c e l l e s  r e l a t i v e s  

aux grammaires l i n é a i r e s  à d m i t e ,  l e s  grammaires régu l iè res  é t a n t  un cas par- 

t i c u l i e r  de grammaires l i n é a i r e s  à dro i t e .  

III 1 3 1 - Sur La forme des r è g l e s  ( g é n é r a t i o n  d e  dags connexes)  - - -z-: -2-: - - - - - - - , -v-- - - - - - - - - - -  --- 

I l  semble n a t u r e l  de re t rouver ,  pour l e s  dags p lana i res ,  l a  propr ié té  

LIND = REC que l ' o n  possède déjà dans l e s  mots. Ainsi,  imposer qu'un dag, 

généra par  une r èg l e ,  s o i t  connexe s ' avère  e s s e n t i e l .  Dans l e  cas  con t r a i r e ,  

on pour ra i t  engendrer des t a i l l i s  non reconnaissable.  Exemple : 

G i < { a ,  b ,  CI. {vl, v2}, R>, R d é f i n i t  pa r  : 

règle  1 : V1 - I 

/i 

I I  
r ègle  3 : VI 8 V2 + a 8 b 

I I 

non connexes. Alors où l e s  règles  2 e t  3 génèrent chacune des dags 

T(G, {vl}) e s t  l 'ensemble des dags de l a  forme 

t 

r a i\ b 9 

n f o i s  n f o i s  

I 
a b 

I 
a 

I 
b p  



e t  T(G, V ), dans ce c a s ,  n ' e s t  pas  un t a i l l i s  reconnaissable  c a r  ce  n ' e s t  1 
pas une f o r ê t  reconnaissable.  

Remaraue : 

Les r è g l e s  de l a  forme V -+ e,  où V e s t  une v a r i a b l e ,  s o n t  admises comme 

r è g l e s  régulières de grammaire de dags p l a n a i r e s ,  a l o r s  que dans l e s  mots, 

t o u t e s  r èg les  r é g u l i è r e s  r é é c r i t  au m 0 . h  une t&ttRe. Ainsi  on a u r a i t  pu res- 

t r e i n d r e  l a  d é f i n i t i o n  des r è g l e s  r é g u l i è r e s  de dags p l a n a i r e s  à ê t r e  i n c l u s  
8 iPJ 

dans V x C x ( V  u Ce))  e t  l a i s s e r  l e s  a u t r e s  con t ra in tes  t e l l e s  q u e l l e s .  

Mais dans ce cas ,  il a u r a i t  f a l l u  changer, d'une manière duale ,  l a  
es 

na ture  de l 'axiome en acceptant  q u ' i l  s o i t  i n c l u s  dans ( A  u Ce)) a u  l i e u  de 

A', c a r  sinon l e  dag {a @ e l  ne s e r a i t  pas r é g u l i e r .  

D ' e n t ~ e  l e s  deux choix : 

O 8 
1. R c - V ( C  u Ce)) x (Vu Ce)) e t  l 'axiome A c V@ - 

0 
2 .  R c V x C x ( V u  {el@) e t  l 'axiome A c (V u {e))' - - 

Notre choix  s ' e s t  p o r t é  sur l a  première p o s s i b i l i t é ,  c e  qu i  ne change 

fondamentalement r i e n .  

111.1.3.2. - S u r  l a  n a t u r e  d e  L ' a x i o m e  ( l a n g a g e  r a t i o n n e l  d e  m o t s  ...................................... 
s u r  V 1 

7TT. 1 . 3 . 2 3 ;  -- L a  nature ,  langage r a t i o n n e l  de mots de v a r i a b l e s ,  de 1 'axiome 

pour l e s  grammaires de dags p l a n a i r e s ,  rompt avec l a  nature  de l 'axiome d é f i n i t  

pour l e s  grammaires de mots ou d ' a r b r e s ,  où l'axiome e s t  une va r iab le .  Cette 

d i f fé rence  de nature  des axiomes correspond à l a  d i f fé rence  de dimension des 

o b j e t s  considérés : 



111.1.3. - C r i t i q u e  des d é f i n i t i o n s  

La c r i t i q u e  des d é f i n i t i o n s  p o r t e r a  principalement sur c e l l e s  r e l a t i v e s  

aux grammaires l i n é a i r e s  à d r o i t e ,  l e s  grammaires r é g u l i è r e s  é t a n t  un cas  par- 

t i c u l i e r  de grammaires l i n é a i r e s  à d r o i t e .  

111.1.3.1. - Sur l a  fo rme des  r è g l e s  ( g é n é r a t i o n  de dags connexes)  ----------------------------- --- 
I l  semble n a t u r e l  de re t rouver ,  pour l e s  dags p l a n a i r e s ,  l a  p ropr ié té  

LIND = REC que l ' o n  possède dé jà  dans l e s  mots. Ainsi ,  imposer qu'un dag, 

généra p a r  une r è g l e ,  s o i t  connexe s ' a v è r e  e s s e n t i e l .  Dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  

on p o u r r a i t  engendrer des t a i l l i s  non reconnaissable.  Exemple : 

G =  <{a, b ,  c l ,  {vl, v2}, D, R d é f i n i t  p a r  : 

I I 
r è g l e  2 : VI @ V2 + a @ b 

1 l 
v1 v2 

I I  
r èg le  3 : VI 8 V2 -+ a B b 

I I 

où l e s  r è g l e s  2 e t  3 génèrent  chacune des dags non connexes. Alors 

T(G, {VI}) es t  l 'ensemble des dags de l a  forme : 

I 

n f o i s  n f o i s  



e t  T(G, V ), dans ce c a s ,  n ' e s t  pas un t a i l l i s  reconnaissable  c a r  ce  n ' e s t  
1 

pas une f o r ê t  reconnaissable .  

Remarque : 

Les règ les  de l a  forme V + e, où V e s t  une v a r i a b l e ,  s o n t  admises comme 

règ les  r é g u l i è r e s  de grammaire de dags p l a n a i r e s ,  a l o r s  que dans l e s  mots, 

tou tes  r è g l e s  r é g u l i è r e s  r é é c r i t  au moinb une t e e .  Ainsi  on a u r a i t  pu res -  

t r e i n d r e  l a  d é f i n i t i o n  des r è g l e s  r é g u l i è r e s  de dags p l a n a i r e s  à ê t r e  i n c l u s  
8 Cgl 

dans V x C x ( V  u { e l )  e t  l a i s s e r  l e s  a u t r e s  c o n t r a i n t e s  t e l l e s  q u e l l e s .  

Mais dans c e  c a s ,  il a u r a i t  f a l l u  changer, d'une manière dua le ,  l a  
e nature  de l 'axiome en acceptant  q u ' i l  s o i t  i n c l u s  dans ( A  u { e l )  a u  l i e u  de 

A', c a r  s inon l e  dag {a e l  ne s e r a i t  pas  r é g u l i e r .  

D'entre l e s  deux choix : 

O 8 
1. R c - V x ( C  u { e l )  x (Vu { e l )  e t  l 'axiome A c V@ - 

@ 
2 .  R c V x E x (Vu{e18) e t  l 'axiome A c (V u {el)' - - 

Notre choix s ' e s t  p o r t é  sur l a  première p o s s i b i l i t é ,  c e  q u i  ne change 

fondamentalement r i e n .  

111.1.3.2. - S u r  la n a t u r e  d e  l ' a x i o m e  ( l a n g a g e  r a t i o n n e l  d e  m o t s  ...................................... 
s u r  V 1 

TTf .  1.3.2:7;--- L a  na tu re ,  langage r a t i o n n e l  de mots de v a r i a b l e s ,  de 1 'axiome 

pour l e s  grammaires de dags p l a n a i r e s ,  rompt avec l a  na ture  de l 'axiome d é f i n i t  

pour l e s  grammaires de mots ou d ' a rb res ,  où l'axiome e s t  une va r i ab le .  Cet te  

d i f f é rence  de n a t u r e  des axiomes correspond à l a  d i f f é rence  de dimension des 

o b j e t s  considérés : 



- un mot e s t  un ob j e t  de dimension 1 : un s e u l  opérateur ,  l a  concaténation. - 

- un a rbre  e s t  'un ob j e t  de dimension 1-2 : deux opérateurs ,  l e  produi t  de com- 

pos i t ion  e t  l e  produi t  t e n s o r i e l ,  mais l a  racine  d'un a rbre  e s t  r édu i t  à une 

l e t t r e  de CO-ar i té  1. 

- un dag p lana i re  e s t  un ob j e t . de  dimension 2  : deux opérateurs ,  l e s  mêmes 

que pour l e s  a rb r e s ,  mais pas de con t ra in te  sur l e  "haut" des ob j e t s .  

TT7.1.3.2.2. - Cependant, en remarquant qu'un langage r a t i onne l  de mots peut 

ê t r e  engendré par  une grammaire r égu l i è r e  de mots. On peut conjecturer  que l a  

proposi t ion de l a  dé f in i t i on  de grammaire de dags p lana i res ,  ci-dessous, permet 

de d é f i n i r ,  A paiu'h d'un atome &Cd& A une v k a b l e ,  exactement l e s  mêmes 

t a i l l i s  que nos grammaires l i n é a i r e s  à d r o i t e  à p a r t i r  d'un axiome, langage 

ra t ionne l  de mots de var iab les .  

Proposition de défcn i t ion  : 

a )  C e s t  un alphabet bigradué de l e t t r e s  de CO-ar i té  e t  a r i t é  > 0 ,  d i t  

terminal .  

b) H e s t  un alphabet bigradué de l e t t r e s  de CO-mi té  e t  a r i t é  égalent  

à 1, d i s j o i n t  de C .  

c )  V e s t  un alphabet bigradué de l e t t r e s  de CO-ar i té  e t  a r i t é  égalent  

à 1, d i s j o i n t  de C e t  de H.  

d) R e s t  un ensemble f i n i  de règ les  de l a  forme 

s o i t  A + V1 @ A '  - 



'L 
où 6 É DP(c):, e t  6 e s t  un*dag connexe 

Y l c V  u {e l ,  pour i = 1, ..., n t  

Les r èg l e s  de R de l a  forme A + VI @ A '  é t a n t  des t iné  à générer l e  

langage r a t i onne l  de mots de var iables  q u i  s e r t  d'axiome, e t  ensu i te  l e s  règ les  

de l a  forme V1 B . .  .B Vn -+ 6 (Vi a . .  .a Y', ) é t a n t  des t iné  à générer l e  t a i i -  
n 

l i s  proprement d i t .  

La dé f in i t i on  CIII.1.1.1 a é t é  p ré fé rée  pour des ra i sons  de s imp l i c i t é  

d ' é c r i t u r e .  

Remarque : 

Dans l a  proposi t ion de dé f in i t i on  ci-dessus, l a  génération dY langage 

ra t ionne l  de mots sur V,  des t iné  à s e r v i r  d'axiome e s t  f a i t e  indépendemment 

de l a  génération du t a i l l i s  proprement d i t .  Pour avo i r  l e s  deux générations 

irribriquées, e t  a i n s i  peut-être avoir  une dé f in i t i on ,  de t a i l l i s ,  p lus  modulaire, 

on peut étendre R en admettant auss i  l e s  règ les  à 

où 6 E $P(z):, e t  6 e s t  un dag connexe 

V. E V pour i = l,.. ., n 
1 

A E H  

V! E V u Ce) pour i = 1, ..., n' 
1 

Dans l a  s u i t e ,  nous ne considérerons que l a  dé f in i t i on  donnée i n i t i a l e -  

ment CIII.1.1.1. 



1 1 1 . 2 .  - THEOREMES D r I D E N T I T E  DES CLASSES DE T A I L L I S  : T A I L L I S  

RECONNAISSABLE'S' = T A I L L I S '  REGULIERS = TAI'LLIS LINEAIRES 

A DROITE 

1'1'1.2.1. - Théoréme d ' é q u i v a l e n c e  e n t r e  g r a m m a i r e  r é g u l i è r e  e t  

s r a m m a i r e  l i n é a i  r e  à d r o i t e  

Toute grammaire r égu l i è r e  e s t  pa r  dé f in i t i on  une grammaire l i n é a i r e  à 

dro i t e .  Nous a l l ons  montrer que, inversement, t ou t e  règ le  l i n é a i r e  à dro i t e  

peut s e  décomposer en un ensemble de règ les  régu l iè res .  Ce qu i  nous permet 

d ' é c r i r e  l e  théorème su ivan t  : 

I I I . 2 . 1 . 1 .  - Enoncé ------------------- 

Dans l e s  dags p l ana i r e s ,  R E G  = LIND.  

1 1 1 . 2 . 1 . 2 .  - P r e u v e  ------------------- 

( i l  Toute grammaire r égu l i è r e  e s t  par  dé f in i t i on  une grammaire l i n é a i r e  

à d r o i t e ,  e t  donc REG c - LIND. 

( i i )  YG = CC, V ,  R>, grammaire l i n é a i r e  à d r o i t e ,  il e x i s t e  e f fec t ive-  
@ 

ment G '  = CC, V u V ' ,  R ' > ,  grammaire régu l iè re  t e l l e  que VA c V , - 
T(G, A )  = T(G1, A ) .  E t  donc L I N D  c - REG. 

Le (i) ne nécess i tant  pas de démonstration, regardons c e l l e  de ( i i ) .  

1 1 1 . 2 . 1 . 3 .  - I d é e  ----------------- de c o n s t r u c  ------------ t i o n  de (ii) ------------ 
La  seule  di f férence en t r e  ces deux types de grammaire e s t  qu'une règ le  

d'une grammaire l i n é a i r e  à d r o i t e  peut générer, en une seu le  r ééc r i t u r e  un 

dag connexe, t and i s  qu'une r èg l e  - régu l iè re  ne peut générer qu'une l e t t r e .  Nous 

a l l ons  donc remplacer chaque r èg l e  r c R, pa r  un ensemble, Rr, de règ les  ré- 

gu l iè res  simulant c e t t e  r èg l e  r. Afin que l e s  nouvelles r èg l e s  produites n'in- 

t e r f è r e n t  pas en t re -e l l es ,  il s ' avère ra  nécessaire de dé f in i r  chaque ensemble 
BI 

de r èg l e s  Rr s u r  (vr u V) -+ E * (Vr u VY {e))@, où peur r E R,  l e s  ensembles 

de var iables  son t  deux à deux d i s j o i n t s ,  e t  d i s j o i n t s  a u s s i  de V .  Pour l a  règ le  

r, Vr e s t  appelé ensemble de var iables  intermédiaires pour simuler l a  règ le  r.  



Soit l a  règle  l i n é a i r e  à droi te  : 

nous allons l a  remplacer par  neuf règles régul iè res ,  en prenant comme p r i n c i ~ e  

d ' éc r i r e  une règle  régul ière  par occurences de l e t t r e s  terminales générée, 

i c i  quatre occurences de a ,  quawe occurences de b e t  une occurence de c.  Les 

neuf règles à éc r i r e  pour simuler l a  règle  considérée, peuvent se  schématiser : 



où V'  1, V;, Vj, VG, V; V i ,  V;, V '  son t  de nouvelles var iab les ,  i l s  forment 
8 

pour l a  règ le  simulée, l'ensemble des var iables  intermsdiaire.  - 

1 1 1 . 2 . 1 . 5  - C o n s t r u c t i o n  - - - - - - - - - z - - - - - - - - - - - - - - -  

En deux temps : 

a )  à chaque r èg l e  r E R : v + 6 . v'  , on associe  

- un ensemble de var i&les ,  VI, t e l  que l e s  V so i en t  deux à deux d i s -  
Z' r 

jo in t s  e t  d i s j o i n t s  de V .  

- un ensemble de règ les  régul iè res ,  R d é f i n i t  sur 
Sa 61 

(V u V )  + Z (Vr u V u {el) t e l  que : r 



es 
pour VI, v2 E V 

111.2.1.6. - D é m o n s t r a t i o n  .......................... 

En reprenant, 111.2.1.3. e t  III .2.1.4. ,  il e s t  c l a i r  que l a  const ruct ion 

a )  e s t  e f fec t ive .  Montrer a l o r s  que l a  grammaire r égu l i è r e  G t  e s t  t e l l e  que : 

b 
YA 5 V , T ( G ' ,  A) = T(G,  A )  e s t  immédiat : 

* 
> 6 ,  d'après 1s construction des Y6 E T ( G 1 ,  A )  <3 3m E A t e l  que m~ 

r èg les  r e t  Rp, notamment q u ' i l s  engendrent s t r i c tement  l e s  mêmes dags à p a r t i r  

d'un même tenseur de var iab les  de V .  

* 
<=> m -> 6 avec m E A 

G 

<=> m E T(G, A). 

III -2.2. - T h é o r è m e  d ' é q u i v a l e n c e  e n t r e  r é g u l a r i  t é  e t  r e c o n n a i s -  

s a b i  l i t é  d a n s  l e s  d a g s  p l a n a i  r e s  

Dans l e s  mots e t  dans l e s  a rb r e s ,  nous avons l e  r é s u l t a t  b ien connu 

que l a  reconnaissance par  automate d ' é t a t s  f i n i s  e t  l a  génération par  grammaire 

r égu l i è r e  sont deux approches d'une seule  e t  même c l a s se  d 'obje ts  : l e s  recon- 

naissables  ou r égu l i e r s .  Nous a l lonsmantrer  q u ' i l  en e s t  de même dans l e s  dags 

p lana i res .  



III.2.2..1. - Enoncé ------------------- 
- Dans l e s  dags p lana i res ,  REC = REG. 

Ctest-à-dire qu'un t a i l l i s  e s t  reconnaissable s i  e t  seulement s ' i l  

e s t  r égu l i e r .  

111.2.2.2. - P r e u v e  ------------------- 

( i )  YM, automate d ' é t a t s  f i n i s  de dags p lana i res ,  il e x i s t e  effect ive-  

ment G ,  grammaire régu l iè re  de dags p lana i res  e t  A ,  langage r a t i onne l  de mots 

t e l s  que : 

T(M) = T(G, A ) .  

( ii YG, grammaire régu l iè re  de dags planaires  e t  A ,  langage ra t ionne l  

de mots, il e x i s t e  effectivement M ,  automate d ' é t a t s  f i n i s  de dags planaires  

t e l  que : 

III. 2.2.2.1. - Pteuve de (il Ipa~age  automate + gmCWLe) 

777.2.2.2.7.1. - Idée de cons.&uction ..................................... 

So i t  M = CC,  Q, 1, F, R>,  on peut  supposer [théorème 11.1.1.4.1 que 
b 

F = {qf} . Ainsi  l a  construction peut  s 'expliquer en t r o i s  po in t s  : 

a )  I d e n t i f i e r  l e s  var iables  de l a  grammaire aux é t a t s  de l 'automate,  a i n s i  

on peut assoc ie r  à toute  règ le  de l 'automate,  une règle  de l a  grammaire. 

b) I d e n t i f i e r  l ' é t a t  terminal  de l 'automate à un effacement de var iable  dans 

l a  granmaire, c 'est-à-dire a jou te r  l a  r èg l e  qf + e .  

c )  Prendre comme axiome l e  contrôle haut  de l 'automate. 



7 7 7 . 2 . 2 . 2 . 1 . 2 .  - ConnAhuc;tCon ............................. 
+. ___.-- 

Plus formellement, on a : 

Immédiate, 

en cons ta tan t  que l a  const ruct ion de l a  grammaire r égu l i è r e  e s t  ef- 

f e c t i ve  

en montrant : 

Lemme : - 

b 
- e t  de plus s i  m t  E {qf 1 a lo r s  

Les j u s t i f i c a t i o n s  formelles de l a  démonstration e t  du lemme sont  

évidentes. 



l '/ 
Soit l'automate M = a ,  b1, q qf}, 1 = q , F = {qf}, i<> où ' I 

R est l'ensemble des transitions : 

En appliquant, la construction proposge, on obtient la grammaire 

régulière G = CL, Q, RG> et l'axiome A = 1 = {ql} où RG. 

a) Les dags reconnus par l'automate peuvent être générés par la grammaire, 

exemple, pour la reconnaissance : 



ème 
P a -  

ie formée4 
\/ 

e b  
I 

i 
4f 

I 
L {g;) 

!. , l L' .\.tJ/ 



Au formalisme p r è s ,  R é t a n t  i n c l u s  dans RG, on a forcément 

De p l u s ,  en u t i l i s a n t  deux f o i s  l a  r è g l e  qf + e ,  on o b t i e n t  l e  dag 

reconnu précédemment. 

b )  Inversement, t o u t  dag généré p a r  l a  grammaire r é g u l i è r e  peut  être 

reconnu p a r  l 'automate ; exemple : 

peut  s e  décomposer en deux p a r t i e s .  



La première p a r t i e  e s t  f a i t e  en u t i l i s a n t  l a  p a r t i e  R c - RG, l a  seconde 

p a r t i e  grzce à l a  r èg l e  qf t e .  I l  e s t  f a c i l e  a l o r s  d ' assoc ie r  à l a  première 

p a r t i e  de la  génération,  une reconnaissance acceptée par  l 'autc~mate M .  

T77.2.2.2.2.1. - Tdée de cons&uction ..................................... 

Nous a l l ons  u t i l i s e r  une construction symétrique à l a  précédente. Cette 

construction peut ,  e l l e  aus s i ,  s ' exp l iquer  en t r o i s  po in t s .  

a )  I d e n t i f i e r  l e s  é t a t s  de l'automate aux var iab les  de l a  grammaire, a i n s i  on 

peu t  associer  à tou te  règ le  de l a  grammaire do& kk p d e  &o.& n' "eddace" 

'p(t6 de  vaniable, une t r a n s i t i o n  de l 'automate.  

b) Introduire un nouvel é t a t  : qf e t  pour chaque règ le  de G où appara i t  s o i t  

e ,  s o i t  une var iab le  qui peut s ' e f f a c e r ,  a j o u t e r  l e s  règ les  de t r a n s i t i o n s  

identiques à l a  r è g l e  de b concernée mais 

en remplaçant chaque e p a r  q (sauf  VI + e )  
f 

en donnant l a  p o s s i b i l i t é  de f a i r e  appara i t re  q l à  où peut 
f 

d i s p a r a î t r e  une var iab le ,  exemple : 

1. Pour l a  règ le  ( V I  B V 2 )  + a * ( V i  B e 63 e ) ,  on a jou te ra  l a  t r a n s i t i o n  



2. Pour l e s  règ les  (VI B V2)  -r a (V; B V; B VA) 

On a jou te ra  à l a  t r a n s i t i o n  (V1 es V 2 )  a  + a ( V i  8 V; B Vj) déjà 

l o r s .  de 1' iden t i f i ca t i on  des é t a t s  aux var iab les ,  e t  les t r o i s  t r ans i t i ons  

c )  Prendre comme contrôle haut : l'axiome A mais comme en b) : chaque fo i s  

que pour ra .appra î t re ,  grâce aux règ les  v + e ,  l 'élément e ,  on f e r a  apparaî t re  

qf , dans l e  contrôle haut.  

Plus formellement : s o i t  G = CC, V,  RG> pour l'axiome A on a : 

- 1 es 
M CE, V u {qf}, s ( A ) ,  {qf} , R> où qf C V e t  

- 
R = {(y1 B . . . @  V ) - a  + a * s  

n 
'(v; B .  . . B  v f  ,)  t e l  que 

n 

O 
s : (V u {qf})' + P(V u {e l )  , subs t i tu t ion  f i n i e  déf in ie  pa r  : 
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Immédiatement, 

en consta tant  que l a  construction de l 'automate d ' é t a t s  finis proposée 

e s t  e f f ec t i ve  

en montrant que 

Lemme - 

où s e s t  l a  subs t i t u t i on  f i n i e  déf in ie  précédemment. 

Les j u s t i f i c a t i o n s  formelles son t  évFdentes. 

\ /  a)  Considérons ûr g n d e  régul ière  G = < b , {v0, VI v2 1 RG> e t  1 'axicme 

A = {v0 8 V1 B TJl 8 V C! 3 où RG e s t  composée/ \ 

de 5 règ les  pour générer 

génération de O 



V, B b (s 5 V,) 
" 0  * L 

: t ransformatioz des VI on V,, pour 

V1 8 V B b m ( v ,  Cg V ) ~ r é s î r e r  un ' 'cr~isernerit" O - O 

B V 8 b l (V1 8 V I )  : "croisornerit" b 2 

. - 
vo vl Vo 

e t  réappar i t ion des V pour reven i r  à l a  1 
: v condit ion i n i t i a l e  O Y V1 X VO 

de 3 règ les  pour f a i r e  d i s p a r a ï ~ r e  l e s  var iab les  

Remarque : 

L e  choix des ? r èg l e s ,  cf-dcsscs, 2 é t 5  f a i t  pour wieüx i l l u s t r e r  

l a  c o n s t ~ u c t i o n  proposée, il a u r s i t  6 té  gquivalent de cho i s i r  : 

Le t z i l l i s  généré pa r  cetYe grammaire G 2 p a r t i r  de l ' axione A sst -me 

r é p é t i t i o n  du motif : 



s u i t e  de une 
\ / 

à n l e t t r e s  b 
/ \ 

s u i t e  de une à n t  l e t t r e s  '- 

où l'on ne s'impose pas de terminer l e s  dags par  un croisement, exemples : 

f-- "croisement " 



6) En reprenant l e s  t r o i s  po in t s  de l a  const ruct ion proposée en 111.2. 

on ob t i en t  : 

R e s t  l 'ensemble de t r a n s i t i o n s  composé 

des t r a n s i t i o n s  i d e n t i f i a b l e s  aux règ les  de G (pas  de e  en p a r t i e  d r o i t e )  

des t r a n s i t i o n s  des t inée  à prendre en compte l e s  effacements de var iab les  
- - 

( e  en p a r t i e  d r o i t e )  

I 
remplacement des e p a r  q sauf pow? V + e  

I f 1 

V 8 VI b b  * (qf 8 V1) O 

v1 s vo * b /- b  - (vl a qf )  

* p r i s e  en compte de l a  r èg l e  V + e  1 

(Vo 8 V1)*b k b * ( V o  8 q f )  

(VI 8 V O ) * b  F b *  (qf B V o l  



3 - Schéma r écap i tu l a t i f  

1 automate d ' é t a t s  f i n i s  I 
de mots - 

1 automate d ' é t a t s  f i n i s  I 
1 d  ' arbres 

1 automate d ' é t a t s  f i n i s  1 g 1 automate déterministe 1 
I 

W de dags pLanaires d ' é t a t s  f i n i s  de dags 

(ascendant ou descendant) planaires 

1 (aeome ra t ionne l )  I 

L 

1 (axiome ra t ionne l )  

grammaire régul ière  

de dags planaires  

grammaire l i néa i r e  à dro i t e  

de dags planaires 



CHAPITRE IV 

LES DAGS DE DERIVATION 



PLAN DU CHAPITRE I V  
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I V . 2 .  - THEOREME : LES T A I L L I S  DE D A G S  D E  DERIVATIONS 

SONT REGULIERS 

I V . 2 . 1 .  - Exemple i n t r o d u c t i f  

I V . 2 . 2 .  - G é n é r a l i s a t i o n  d e  l a  c o n s t r u c t i o n  

I V . 2 . 3 .  - D é m o n s t r a t i o n  du théorème 

1 v . 3 .  - L' INDECIDABILITE D E  L ' E G A L I T E  D E  D E U X  TAILLIS 
REGULIERS 



I N T R O D U C T I O N  

On a pu observer l o r s  des p a r t i e s  précédentes, l a  p a r f a i t e  cont inui té  

dans l aque l l e  s ' inscr iven t  l e s  dé f in i t i ons  d'automate de dags , de grammaire 

de dags v i s  à v i s  des notions correspondantes qui  ex i s t en t  dans l e s  mots e t  

l e s  a rbres .  On peut a l o r s  légitimement envisager de t rouver  ce r ta ines  propri- 

é t é s  des dags planaires  e t  p lus  part iculièrement des t a i l l i s  r égu l i e r s ,  en 

transposant ce r ta ines  propr ié tés  observées S u r l e s  a rbres .  On peut notamment 

étendre l a  notion d 'arbre de dér ivat ion d'une grainmaire algébrique,  en dag 

de dér ivat ion d'une grammaire de mots quelconques. En e f f e t ,  s i  une r ééc r i t u r e  

dans une grammaire algébrique peut ê t r e  assimilée à un g re f f e  dans un arbre : 

m -> m' pa r  appl icat ion d'une règ le  de l a  forme 
G \ 

arbre  1 \ 
de d é r i 4  arbre  

de dériva- \ t i on  

, 
v 

Une r ééc r i t u r e  dans une grammaire quelconque, peut ê t r e  t r adu i t e  

graphiquement par  une connexion dans un dag planaire  : 

de l a  forme 

% 

dérivat ion 



On s a i t  que l 'ensemble des arbres de dérivations d'une grammaire 

algébrique e s t  une fo rê t  régul ière  d 'arbres,  e t  on montrera que l'ensemble 

des dags de dérivationsd'unegrammaire à s t ruc ture  de phrases sans €-règles 

e s t  un t a i l l i s  régul ie r .  De ce r é s u l t a t ,  on pourra déduire que l ' é g a l i t é  de 

deux t a i l l i s  régul iers  e s t  indécidable. Notons, que sur l e s  dags régul ie rs ,  

on ne parvient pas à mettre en évidence des lemmes d ' i t é ra t ions  aussi  géné- 

raux e t  aussi  simples que dans l e s  mots, ou l e s  arbres.  

I V .  - L E S  DAGS DE D E R I V A T I O N  D ' U N E  G R A M M A I R E  DE M O T S  
-- 

I V . 1 .  - D E F ' I N I ' T ' I ' O N S  

I V . 1 . 1 .  - D é f i n i t i o n  

On appelle grammaire à structures  de phrases sans &-règles l a  donnée 

d'un t r i p l e t  G = ( X ,  N ,  P) avec : 

X ensemble de l e t t r e s  terminales 

N ensemble de l e t t r e s  non terminales 

P ensemble de règles  de production, sous-ensemble de 

( X  u N)**N-(x u NI* x ( X  u NI+  

I V . 1 . 2 .  - D é f i n i t i o n  

On appelle l e  langage engendré par G = ( X ,  N ,  P ) ,  à p a r t i r  de l'axiome 
* 

A E N ,  l e  sous-ensemble de X noté L(G, A) déf in i  de l a  façon suivante : 

L a  re la t ion  notée @ e s t  l a  c lôture réf lexive e t  t r ans i t ive  de l a  

re la t ion  & définie  sur l'ensemble ( X  u N)* comme s u i t  : 

g (->-f s i  e t  seulement s i  3ml, ml E ( X  u N)*  e t  3v /-- m E P t e l s  que 
G 

f  = m l 0 m * m 2  e t  g = * v * m  l 2 ' 



Remarque : 

L'ensemble des langages t e l s  q u ' i l  e x i s t e  une grammaire à s t ruc tu re  

de phrases qu i  l e s  engendre, e s t  l 'ensemble des langages récursivement énumé- 

rab les .  

I V . 1  - 3 . .  - D é f i n i t i o n  

On appel le  dér ivat ion dans G = (X, N ,  P) tou te  s u i t e  : 

Cette dér ivat ion e s t  de longueur n ( n  appl icat ions  de règ les  de G 

pour obtenir  f a p a r t i r  de fol .  
n 

IV.1.4. - D é f i n i t i o n  

VG(6) : l e  dag de dér ivat ion associé  à l a  dér ivat ion 6 dans G,  e s t  
'L 

-cr i  t u r e  un dag de DP(C) dont l e  feu i l l age  @(OG( 6 ) )  e s t  éga l  au terme de la  rCC 

6, e t  qui r e t r ace  l a  façon dont a é t é  généré ce f eu i l l age ,  à l a  manière des 

arbres  des dér ivat ions  associés aux grammaires algébriques de mots. 

C e s t  un alphabet bigradué tel que : 

Yu E N t e l  que 3u +> v E P a l o r s  u E C L  
R(v) 

b R(u) R(u) 
YU k> v E P t e l  que %(u) > 1 a l o r s  E 

i Les c .  sont  de nouveaux symboles appelés connecteurs. 
3 



E t  DG(6) e s t  dé f in i  de façon récurs ive  par  : 

- 6 e s t  une dér iva t ion  de longueur n u l l e  : 6 e s t  donc un mot a de (X u N)* 

a l o r s  : 

DG(6) = i (U)  ; avec i l ' i n j e c t i o n  canonique du monoide ( X  u N o )  sur 

l e  monoide ( 2 ,  a) .  On confondra p a r  1 9  s u i t e  U e t  i ( o )  ;$(DG( 6) ) e s t  bien éga l  

à o. 

- 6 : fo fn-l tG> fn a l o r s  : 

On peut aff i rmer  que : 

* 
3u, v ,  g, d E (X u N ) ,  t e l s  fn - = ugv, f n  udg e t  g +> d E P .  

't 
Appeloqs 6 ?  : fo fn-l ; a l o r s  DG( 6' 9 e s t  un dag de DP(L) dont 

l e  f eu i l l age  e s t  éga l  à ugv (pa r  d é f i n i t i o n )  (69 s e r a  : 
G 

1 
ler cas : g E N. donc g E Le(d) 



g)  2ème cas : R(g) > i a l o r s  c r 

On a bien dans ces deux cas $(DG( 6) ) = fn. 

Remarque : 

On a d i s t inguer  deux cas : 

- Le premier qui rend compte de règ les  de type algébrique que nous 

t r a i t o n s  de façon c lass ique.  Ainsi ,  en présence d'une grammaire algébrique,  

nôtre  système élabore des arbres  de dér ivat ions .  

- Le second qui  nous plonge dans une s t ruc tu r e  de graphe p lana i re ,  e t  

qui  rend compte de l a  transformation d'un mot en un au t r e  mot. 

I V . 1 . 5 .  - Définition 

On a ~ ~ e l l e  D(G, A )  l e  t a i l l i s  des dags de dér ivat ions  associés  à des 

r ééc r i t u r e s  dans G dont l e  premier terme e s t  A.  



On appel le   VU(^, A) l e  t a i l l i s  des dags de dér iva t ions  associés  à 

des r ééc r i t u r e s  terminales dans G dont l e  premier terme e s t  A.  

I V . 2 .  - T A E O R E M E  : L E S  T A I L L I S  D E  D A G S  D E  D E R I V A T I O N S  S O N T  R E G U L I E R S  

VG = (X, N ,  R )  grammaire à s t r u c t u r e s  de phrases sans &-règles e t  

A E N a l o r s  DCG, A) e t  DU(G, A )  son t  des t a i l l i s  r é g u l i e r s  de dags. 

I V . 2 . i .  - Exemple  i n t r o d u c t i f  à l a  d é m o n s t r a t i o n  du théorème 

So i t  l a  grammaire à contexte l i é  su ivan te  G = (X, N ,  R )  

x = Ca, b ,  c l  

Regardons d'abord que l  e s t  l e  dag de dér iva t ion  assoc ié  à l a  dériva- 

t i o n  suivante  : 

6 : A -> aAbC - > aaAbCbC - .  aaCb Cb C - (1) - (1) 0 -  m> aabCCbC - ,m> 

- > aabbCCC 4 aabbCCc - aabCbCC > aabbCcc - - > aabbccc - ( 4 )  - ( 4 )  

Le dag de dér iva t ion  DG(6) e s t  cons t ru i t  à p a r t i r  de l ' a lphabe t  L 

L i =  {a, b ,  c ,  A y  C} 

1 c4 = { A l  

2  2 L 2  = Cc2} ; l e  connecteur 2, 2 



S o i t  la  grammaire r é g u l i è r e  de DAG su ivan te  G' = (C, V, P )  où C e s t  

l ' a l p h a b e t  de l e t t r e s  bigraduées d é f i n i  précédemment 



Notations : 

* La nota t ion  "/" dans l 'énoncé des règ les  précédentes symbolise un 
I I ~ ~ I I  exc lus i f .  

'L 
Ainsi l a  no ta t ion  A + A ( C  * C/C) représente l e s  deux règ les  

* 
* Le symbole X désigne l lé lément  neutre du monoide (X u N )  

Remarques sur l a  forme des règ les  de G' : 

* Chaque var iab le  de V correspond à une l e t t r e  de X u N : 

'L * 
v E V Ju ' ,  u", w E ( X  u N) t e l  que u t  *u" # A e t  

U T  TJ UV ~ W E R .  

* On peut cons ta te r  que chacune des règ les  de P e s t  directement associé  

à une règ le  de R. 



Construisons l a  dé r iva t ion  dans G f  dont l e  de rn ie r  terme e s t  DG(&) : 

p a r  a p p l i c a t i o n  de 
- 'L 
A k ~ . ( a @ A @ b * b  B C  - 8  

idem 

p a r  app l i ca t ion  de - 
A &  A-(cm?!) 



pa r  app l ica t ion  de 

? B ~ F G I >  ~ : * ( b  8 c e ? )  

pa r  appl icat ion de 



pa r  a p p l i c a t i o n  de 

a 

a A b C b C 

't 
e t  qui p a r  a p p l i c a t i o n  de l a  r è g l e  b ip 3 )-> c2 (b cl, donne DG( 6 ) .  2 

I V . 2 . 2 .  - G é n é r a l i s a t i o n  : C o n s t r u c t i o n  d ' u n e  g r a m m a i r e  r é g u l i è r e  

d e  d a g s  G '  q u i  e n g e n d r e  l e  t a i  l l i s - d e s  dags  d e  d é r i v a -  

t i o n  d ' u n e  g r a m m a i r e  à s t r u c t u r e  de  p h r a s e s  

Soi t  G = (X, N y  R) grammaire de mots à s t r u c t u r e  de phrases sans  

&-règles,  où 



Nous a l l ons  cons t ru i re  une grammaire r égu l i è r e  de DAG, G t  = (C, Y, P) 
- 

t e l l e  que T(G ' ,  A )  = Q(G, A ) .  

- C6nstWcfion de C : voi r  dé f in i t i on  I V . 4 .  

- Consfruction de V : 

- 
N. E V -> N; . e s t  ' la  , p a r t i e  'gauche d' une règ le  de R. 
1 1 

'L 
Xi ( r esp .  b ) E V Xi ( r e sp  . Ni) appa ra i t  dans une p a r t i e  gauche de règ le  i 
de R. 

- Construction de P : 

A chaque r è g l e  de R, on va a s soc i e r  une famil le  de r èg l e s  de P .  

Préliminaire 1 

'L 'L 
On appelera E = X u N u V u {x l x  / x E VI e t  

E* = (E, 8 ,  eo)  l e  monoide l i b r e  cons t ru i t  à p a r t i r  de l ' a lphabe t  E 

e t  de l ' opéra t ion  8 .  

Préliminaire 2 

* * 
So i t  s l a  subs t i t u t i on  r a t i onne l l e  de (X u N I  dans E t e l l e  que : 

'L 
s (x)  = {x, x  X) ssi x E X e t  x  appara î t  en p a r t i e  gauche d'une r èg l e  de P. 

s ( x )  = {x) s s i  x  E X e t  n 'apparaî t  pas e n  p a r t i e  gauche d'une règ le  de P .  

s ( n )  = {n, n) ssi  n  E N e t  n  apparaî t  uniquement comme membre gauche de 

r è g l e  de P. 

'L 
sCn) = {n, n  * n} ssi n E N e t  n  appara î t  uniquement en p a r t i e  gauche de règ le  

de P. 

- 'L 
s ( n )  = {n, n, n o n }  ssi n  E N e t  n  appara î t  comme membre gauche de r èg l e  de P e t  

en p a r t i e  gauche de règ le  de P .  



- Premier type 'de . règ le  de P 

Pour une règle  de R de l a  forme 

on crée l e s  règles de P suivantes : 

Exemple : 

A la  règle  Cb + bC, de l'exemple introduct i f  correspondent l e s  règles 

de P : 

. Soit  2 8 +> C: ( b /b  tg C/C 2) 

- Second type de règ le  de P 

Pour une règle  de R de l a  forme : 

on crée l e s  règles de P suivantes : 

- 
N. /-> Ni S(W) 
1 

Exemple : 

A l a  règle  A + C de R de l'exemple introduct i f  correspondent l e s  

règles de P : 

- 
A -+ A *  ( C / C  0 2 )  

- On rajoute la règle  A + A ,  s i  A e s t  l'axiome considéré. 



I V . 2 . 3 .  - D é m o n s t r a t i o n  du t h é o r è m e  

- 
I l  s u f f i t  de démontrer que P ( G ,  A) = T ( G t ,  A ) .  

. -  Preuve de D(G, A) s T(Gt, A) : 

D(G, A) = {D (6) t e l l e  que 6 e s t  une dér ivat ion dans G dont l e  premier 
G 

terme e s t  A). 

Nous a l l ons  démontrer pa r  récurrence sur l a  longueur des dér ivat ions  6 - 
débutant par  A ,  que VG(6) E T ( G t ,  A). 

Cas d'une dér ivat ion de longueur nu l l e  : 

k(6) = O * VG(6) = A ; dag obtenu par  l ' app l i ca t i on  de l a  règ le  
- 
A &  A. 

Hvoothèse de Récurrence : 

- 
Y6 ; k(6) <= n a lo r s  VG(6) E T ( G ' ,  A ) .  

So i t  6 '  t e l l e  que R(6') = n+l.  

6' e s t  donc de l a  forme A & ugv udv avec g  -+ d  6 R . 

Appelons 6  l a  dér ivat ion de longueur n  : A @ ugv ; d'après notre 

hypothèse de récurrence,  e t  les  propr ié tés  des dags de dér iva t ions ,  on a  : 

- 
DG(&) c T(G ' ,  A ) ,  ou x*pA(6) 

O(DG(6)) = ugv. 



 après la construct ion de la grammaire G r ,  on e s t  assuré  de 1' ' 

dans P de l a  règ le  suivante  : 

cas 2 - s i  t ( g )  = 1 gtGr> g 0 d  

Considérons dans l a  dér ivat ion A G> DA( 6) , tou tes  l e s  app l ica t ions  
G 

de règ les  qu i  font  appa ra î t r e  une l e t t r e  de g. On peut l e u r  s u b s t i t u e r  des 

app l ica t ions  de règ les  ayant naturellement l a  même p a r t i e  gauche, mais dont 

l a  p a r t i e  d ro i t e  f e r a i t  appara î t re  I e s  l e t t r e s  de g s u i v i  de la var iab le  qu i  
'L 

l e u r  correspond g dans l e  cas 1 ou dans l aque l l e  2 remplacerait  g dans l e  cas 2.  i 

On a u r a i t  a i n s i  : 

cas 1 : - 

1 I 
pa r  applica- 

' t i o n  de l a  1 
I A r èg le  mise - 

en évidence. 



cas  2 : 

t i o n  de l a  
'- - -' : --- l  r è g l e  mise 1 ; 1 

en évidence 1- '-- 

T --T - 

- 
-, v G t a l )  T ( G > ,  A) .  

- Preuve que T(Gf,  A) c V(G, A )  : 

Nous a l lons  pour ce f a i r e  démontrer que : 

1 * .  avec h l'homomorphisme de (1 u v)* dans ( { X E  L ; x E X) u {el}) t e l  que 

On a l a  p ropr ié té  su ivan te  : 

~d E &(L u V )  t e l  que A + d 

s i  d = m * + ( d )  a l o r s  m-h ($ (d ) )  E V(G, A). 

Nous a l lons  démontrer c e t t e  p ropr ié té  pa r  récurrence s u r  l a  longueur 

des dér ivat ions  dans G ' .  

Cas d'une dér iva t idn  de longueur 1 à p a r t i r  de A : il ne peut s ' a g i r  

que de l a  règ le  A ; A E V(G, A). 0 

Ou d'une r èg l e  de l a  forme A &  A m s ( w )  avec A + w E R. 



~ypothèse de récurrence : 

Yd E &(L u V) Y2 <= n tel que A h >  d 
G 

si d = m $(dl alors m h($(d)) D(G, A). 

Soit d E &(L u V) tel que À & d. 

Envisageons les différents types de règles applicables à partir de d. 

cas 1 : - 

Regardons quel est le dag obtenu en appliquant au feuillage de d', 

l'homomorphisme h . 

Ce dag est le suivant : 
1 - - -  - - - --  - - -  1 '  
l 
1 

I 

m I 
l 

I 
I 

1 
1 

I 
1- --- -- -------  
)-- - -  1 ! - - r i  .- - - -, 
h(u) ' I Ni ' h(v) I - -  - - 1 1 )  

= m h($(d)) E V(G, A) 

'd'après l'hypothèse de 

récurrence. E V(G, A), car la 

règle Ni + w E R. 

h(s(w) = w IL- 
-- 



cas 2 : 

'L 'L 'L 
u @J u2 a.. .8 un & 1 

S(W) ( e t  ul.. . un w E R). 

I 1 
i 'L 'L 

La présence de; ul . . u ' "au dessous" de, ul . . . u n I 
' r é s u l t e  de l a  

I ii i 

'L 
forme des règles  qui  génère uniquement des u eu.. 

i 1 

Regardons que l  e s t  l e  dag obtenu en appliquant au feu i l l age  de d' l'homo- 

morphisme h. 

Ce dag e s t  l e  suivant : - - -  - - - - - -  
I -11  
l I 
l 1 
1 l 

I ' *  
1 u1 * . '  

I 

n ' 

: ~ ( V I :  

= m-h(@(d) )  E D(G, A )  

d'après l ' hypothèsede  

&currence. 

h(s(w)) = w A 

E D(G, A )  ca r  l a  

règle  

Ur U k W €  R. n 



Cet-te propr ié té  - nous permet de conclure que T(  G r  , A) c - U(G, A), c a r  - 
t o u t  dag de 7(Gt , A )  e s t  conservé pa r  appl ica t ion  à son feu i l l age  de l ' a p p l i -  

ca t ion  h . 

Ceci conclut l a  première p a r t i e  du théorème : P(G, A )  e s t  un t a i l l i s  

r égu l i e r .  O 

La démonstration de l a  seconde p a r t i e  du théorème :  DU(^, A) e s t  un 

t a i l l i s  r égu l i e r ,  repose sur l a  construction d'une grammaire régul iè re  t rès  

proche de la  précédente. L a  r e s t r i c t i o n  que 1 'on s 'impose, e s t  que chaque 

l e t t r e  de C correspondant à une l e t t r e  quelconque deN devra ê t r e  s u i v i  

dans l e s  membres d r o i t s  des règ les  de P ,  de l a  var iab le  de V qui  l u i  e s t  

associée (son appar i t ion ne donnera donc jamais de dag terminal) .  

On peut a lo r s  reprendre l a  même construction,  en modifiant l a  déf ini -  

t i o n  de s de l a  manière suivante : 

% 
x E X e t  x apparaî t  en p a r t i e  gauche de r èg l e  de R -> s (x )  = {x, x x) 

x E X e t  x n ' appara î t  pas en p a r t i e  gauche de r èg l e  de R => s ( x )  = {x) 

* n E N e t  n appara î t  uniquement comme membre gauche d'une r èg l e  de R * 
s < n )  = {a 

n E N e t  n apparaî t  uniquement en p a r t i e  gauche de règle  de R => 
% 

s ( n )  = {n : n l  

n E N e t  n apparaî t  en p a r t i e  gauche de règ le  de R ,  e t  comme membre 
'l. 

gauche de règ le  de R -> s (n )  = In  n, Îï) 

e t  en supprimant de P la  règ le  A + A .  

Exemple : 

G La règle  A k> aAbC de R ,  n'exige plus  que l ' ex i s tence  des règ les .  

- 
A @ > A * ( ~ @ A B ~  @ C o ? ! )  

A@> A * ( ~ @ A @ ~ * ~ B c * ? ! )  dans P. 



Remaraue : 

C e  théorème prolonge un au t re  r é s u l t a t  b ien  connu qu i  nous d i t  que l e s  

arbres de dér ivat ions  d'une grammaire algébrique cons t i tue  une f o r ê t  régu l iè re  

d 'arbres .  Pour y parvenir  on a dû d é f i n i r  une notion de r égu la r i t é  dans une 

s t ruc tu re  plus r i c h e  que l e s  arbres  : l e s  dags p lana i res .  Comme dans, l e  cas 

des a rbres  où un a rb re  de dér ivat ion ca rac t é r i s e  une c lasse  de dér ivat ions  

"équivalentes1', un dag de dér ivat ion ca rac t é r i s e  une c l a s se  de dér ivat ion 

l'équivalent es pour une grammaire à s t ruc tu re s  de phrases. 

I V . 3 .  - L f  I N D E C I D A B I L I T E  D E  L f  E G A L ' I T E  D E  D E U X  T A I L L I S  R E G U L I E R S  

On obtient  comme c o r o l l a i r e  du théorème précédent que l ' é g a l i t é  de 

deux t a i l l i s  régu l ie r s  e s t  indécidable p a r  l e  .raisonnement suivant : 

S i  l ' é g a l i t é  de deux t a i l l i s  r égu l i e r s  é t a i t  décidable ;'on pour ra i t  

décider l ' é g a l i t é  au vide d'un t a i l l i s  régu l ie r .  

Dans ce t t e  hypothèse, pour G = ( X ,  N ,  R )  grammaire à s t ruc ture  de phrases 

sans €-règles e t  A E N ,  l ' é g a l i t é  DU(G,  A )  = s e r a i t  décidable. 

O r   DU(^, A )  = 0 L(G, A )  = 0 ,  l ' é g a l i t é  L(G, A). = 0 deviendrait  

également décidable, ce qui s'oppose au r é s u l t a t  é t a b l i  que l ' é g a l i t é  au vide 

du langage engendré par  une grammaire à s t ruc tu re  de phrases sans €-règles e s t  

indécidable . 

L a  d i f f i c u l t é  de résoudre l e s  problèmes d ' é g a l i t é  de t a i l l i s  régu l ie r s  

peut ê t r e  i l l u s t r é e  par  l'exemple suivant  : 

Exemple : 

s o i t  Ml = ( 3  QI, Il,, FI, RI) e t  M 2  = ( 2 ,  Q2, 12, F2, R 2 )  automates 
de dags planaires ; avec 



Tout éloigne, ces deux taillis reconnaissables dans leur mode de re- 

connaissance : 

- nombre d'états .des automates 

- un automate déterministe en montant et l'autre en descendant 

- forme des règles. 

Or manifestement T(M1) = T ( M ~ )  = ensembles des "tresses à trois brins" 

de longueurs quelconques, c'est-à-dire les dags qui ont l'allure suivante : 



CHAPITRE V 

CONNEXITE DANS LES DAGS PLANAIRES 



P L A N  DU C H A P I T R E  V  

V . 1 .  - L ' A U T O M A T E  DE DAGS P L A N A I R E S  DG 

V . 2 .  - P R O P R I E T E  DE L ' A U T O M A T E  DG EN RAPPORT AVEC LA C O N N E X I T E  

V . 3 ,  - CONCLUSION 



L a  notion de connexité t i e n t  dans l ' é tude  des dags, une place de pre- 

mier plan. Ainsi l a  c lô ture  p a r  homomorphisme n ' e s t  obtenue que pour l e s  

homomorphismes connexes. Nous verrons dans ce chapi t re  qu'un t a i l l i s  recon- 

naissable  de dags connexes peut ê t r e  reconnu par  un automate dont l e s  con- 

t r o l e s  haut  e t  bas s e  réduisent à des é t a t s  i n i t i a u x  e t  f inaux. Nous observerons 

également, l o r s  de l a  démonstration de l ' inc lus ion  de RAT dans REC , l e  rOle 

primordial que jouent l e s  p a r t i e s  connexes des dags envisagés. La notion de 

connexité considérée i c i  répond à l a  dé f in i t i on  c lass ique de connexité sur l e s  

graphes : un graphe connexe e s t  t e l  que p o m  toute  pa i r e  ~e sommets d i s t i n c t s ,  

ceux-ci son t  r e l i é s  pa r  une s u i t e  d 'arcs .  

Nous présenterons dans ce chapi t re  un o u t i l  part iculièrement u t i l e  dans 

l 'analyse  de l a  s t ruc tu re  d'un dag : l 'automate de dags que nous appelerons 

DG. 

V . 1 .  - L 'AUTOMATE DE DAG P L A N A I R E  DG 

* C alphabet bigradué sans l e t t r e  de a r i t é  ou CO-arité nu l le  



* * 
iii) (C  8 d)  a a (c* 8 d 8 (g 8 c 8 d + O)*) E P 

Note : - 
* désigne i c i  l ' i t é r a t i o n  de l ' opéra t ion  B dans l e  monoide l i b r e  

cons t ru i t  à p a r t i r  de H e t  de l ' opéra t ion  8 .  

Remarque : 

Cet automate e s t  un automate ascendant d é t e m i n i s t e ,  d'où Y6 E T ( D G )  

w E H' t e l  que v 6 h  6 * w t  ; w '  c O* 

Les propr ié tés  qui suivent ,  exp l i c i t en t  formellement l e  comportement 

de c e t  automate sur l e s  dags, e t  témoignent de son i n t é r ê t  quant à l ' é t ude  de 

l a  s t ruc tu r e  des dags e t  en p a r t i c u l i e r  de s e s  composantes connexes. 

f l  Cet automate e f fec tue  au f i l  de l a  reconnaissance d'un dag, un marqua- 

ge" des bords d r o i t s  e t  gauches des sous-dags connexes ( é t a t s  d e t  g ) ,  e t  c e l u i  

des sous-arbres extrêmes. ( é t a t  O) comme nous l e  constatons sur l'exemple suivant  : 



bord gauche bord droit 

V . Z . 1 .  - P r o p r i é t é  

~6 E &(z) 3w E (O + ( g  8 C* 8 d))* et w 1  E O* t e l  que 



Preuve : 

Par récurrence sur l e  nombre de l e t t r e  du dag 6. 

- 6 e s t  composé d'une seule l e t t r e ,  a l o r s  il est reconnu p a r  une 

r è g l e  de l a  forme Cv) dans l e s  condi t ions  p r é s c r i t e s .  

Hypothèse de récurrence : 

'L 
y6 E DP(C) t e l  que 6 est  ccmposé de moins de n l e t t r e s  a l o r s  

* 
il e x i s t e  a l o r s  d 'après l 'hypothèse de récurrence w E (O + ( n  8 c B d l )  e t  

w 6 6 6 * w t  

J . ,  , # . j  

w 1  E O* t e l  que : w 6 6 6 w'  . 

s o i t  6' = 

w peut  s e  décomposer en V 8 V 8 V de manière à ce  que 
1 2  3 

(VI ( a  V 2 )  @ V3) 6 & 6' w t .  

a 1 où a E C e t  6 dag d.e n l e t t r e s  

* 
V2 e s t  un f a c t e u r  d'un mot de (O + g @ c 8 dl* => 

V appar t i en t  à l ' u n  des langages su ivan t s  : 2 

a . .  . ' 4 . l . .  l a . . .  1 

6 

- .... <.......,'..... - l I 



a V2 e s t  l a  p a r t i e  gauche d'une r èg l e  de P) 
1 

So i t  u2 a ç a  V2 c e t t e  r èg l e  l*  
de p lu s ,  il e s t  évident  a u  vu de l a  forme dès r èg l e s  de P que l e  r é s u l t a t  

* 
de l a  subs t i t u t i on  de v2 p a r  u2 dans w e s t  lui-même un mot de (O + g  e) c  B dl*  ! 

% 
Comme c o r o l l a i r e  d'e c e t t e  p ropr ié té  on a  : T(DG) = DP(C). 

'L 
Tout dag de DP(C) e s t  donc reconnu par  l 'automate DG ; nous a l lons  exa- 

miner comment la reconnaissance par  l 'automate DG peut  nous donner des in for -  

mations sur l a  s t r u c t u r e  du dag. Nous constaterons dans un premier c a s ,  que l e s  

é t a t s  de c e t  automate son t  por teurs  d'une i n t e r p r é t a t i o n  graphique. 

V . 2 . 2 .  - P r o p r i é t é  

1) h E H *  B ~ B H : *  3w1 E O* t e l  que w 6 6 6 - w '  => 

t e l s  que (w 1 B d)  61 & 66 PT;. 



Cela s i g n i f i e  que l ' é t a t  d  "marque" l ' a r ê t e  d r o i t e  d'un dag. 

* * 
2) k E H* @ g B d 3w' E O t e l s  que w .6  1- 6 . w '  9 DG 

t e l s  que ( g  8 w2) 62 I-& 62 w; 

Cela s i g n i f i e  que l ' é t a t  g "marque" l ' a r ê t e  gauche d'un dag. 

t e l s  que O 62 /-&- 62 w;. 

Cela s i g n i f i e  que l ' é t a t  Ù marque des arcs  qu i  son t  à l a  f o i s  a r ê t s  

gauche e t  a r ê t e  d ro i t e  d'un dag. 

Preuve : 

L'analyse de l a  forme des règ les  nous f a i t  observer que : 

dans l e s  p a r t i e s  gauches de r è s l e s ,  l ' é t a t  d  e s t  toujours au-dessus de l ' ex t r ê -  

mité d ro i t e  d'une l e t t r e  (confère l e s  règ les  ( i i i )  e t  v)) ; e t  que par  appl i -  

ca t ion de ces rè2les  (iii) e t  ( v ) ,  on retrouve sous l ' ex t rêmi té  d ro i t 3  de l a  

l e t t r e  un d  ou un O. 

dans l e s  p a r t i e s  gauches de règ les ,  l ' é t a t  g  e s t  toujours au-dessus de l ' ex t r ê -  

mité gauche d'une l e t t r e  (confère l e s  r èg l e s  ( i )  e t  ( V I )  ; e t  que par  applica- 

t i o n  de ces règ les  ( i) e t  (v )  , on retrouve sous 1 'extrémité gauche de l a  l e t t r e  

un g  ou un O .  



dans 1e s .pa r t i e s  gauches de règ les ,  l ' é t a t  O e s t  au dessus d'une l e t t r e  de 

co-ar i té  un (confère  règ les  ( i v ) )  ; c 'es t -à-di re  simultanément au dessus de 

l 'ext rêmité  d r o i t e  e t  gauche d'une l e t t r e  ; e t  que par  app l ica t ion  de ces rè- 

g les  ( i v ) ,  on re t rouve sous l 'extre'mité gauche de l a  l e t t r e  un g ou un O ,  e t  sous 

l ' ex t rêmi té  d r o i t e  de l a  l e t t r e  un d ou un O ,  

Ces t r o i s  cons ta ta t ions  s u f f i s e n t  pour indu i re  l e s  énoncés précédents. O 

La propr ié té  qui  s u i t ,  const i tue  en quelque s o r t e  une ca r ac t é r i s a t i on  des 

dags planaires  connexes à p a r t i r  de l 'automate DG. E l le  é t a b l i t  que t o u t  dag. 

connexe est-reconnu par  l 'automate DG à p a r t i r  d'un mot unique ( c a r  l 'automate 
* 

e s t  ascendant déterminis te)  du langage O + g B c 8 d. 

Accessoirement, c e t t e  p ropr ié té  é t a b l i t  que l e  t a i l l i s  des dags connexes 

e s t  reconnaissable . 

y6 E &(c) 

* 
hl r ( O  + g s c* 6 d)  k2 E O t e l s  que w l e 6  & 6 * w 2  o 6 e s t  connex, 

Preuve : 

- % * * 
-> : So i t  6 E DP(C), wl E g 8 c 8 d, w2 r O t e l s  que w * 6 6 6 - w 2 .  

1 
Montrons pa r  l 'absurde que 6 e s t  nécessairement connexe : 

S i  6 ne l ' é t a i t  pas ,  on a u r a i t  a i o m  6 = 6' 8 6", wl = w '  6 w" e t  1 1 
w2 = w2 B w z  t e l s  que 

* * 
wi 6' &- 6' w; avec w i  E g , @  c e t  w; E O 

1 1  6" 6'1 . * 
1 DG 

W; avec w" E c B d e t  w;< E O* 
1 



O r ,  dans w; on a  (nombre de g  - nombre de d)  = 1, e t  1 ' a p p l i c a t i o n  d'une 
-- 

r è g l e  quelconque de DG conserve c e t t e  q u a n t i t é ,  w; ne peut  donc a p p a r t e n i r  à 

O*. 

De m ê m e ,  dans w ï  on a (nombre de d  - nombre de g )  = 1, e t  1 ' app l i ca t ion  d'une 
* r è g l e  quelconque de DG conserve c e t t e  q u a n t i t é ,  w" ne peut  donc a p p a r t e n i r  à O O 2 

'L 
S o i t  d  E DP(C) ,  w2 E O* e t  O 6 6 6 w2 : 6 est connexe puisque de CO- 

a r i t é  1. Cl 

+ : S o i t  6 connexe a l o r s  3w E ( O  + g 8 c* 8 d)*, 3w'  E O* t e l s  que 

q  6 & 6 w t  ( P r o p r i é t é  VI.2.2.1.). 

- S i  6 e s t  de C O - m i t é  1, a l o r s  w = O ( s e u l  mot de longueur un du langage 

( o + g @ c X @ d ) * ) .  il 

,-Si 6 e s t  de C O - a r i t é  e t  de CO-ar i t é  s t r i c t ement  à 1 

- 6 a  une e t  une s e u l e  a r ê t e  d r o i t e  ; 

- 6 a  une e t  une s e u l e  a r ê t e  gauche ; 

- l ' a r ê t e  d r o i t e  et.  l ' a r ê t e  gauche de 6 s o n t  d i s t i n c t e s  

e t  sur l e s  bords.  

On conclut ,  d 'après  l a  p ropr ié t é  V.2.2. que w E g @ c* 6 d. 

Pour é t a b l i r  l a  p r o p r i é t é  su ivan te ,  a t t e s t a n t  que l e s  t a i l l i s  connexes 

reconnaissables  peuvent ê t r e  reconnus p a r  des automates possédant comme con- 

t r ô l e s  haut  e t  bas des é t a t s  i n i t i a u x  e t  f inaux,  on d o i t  s ' a s t r e i n d r e  à des pré- 

l imina i res  f a s t i d i e u x .  

Pré l iminai res  à l a  p r o p r i é t é  V.2.4. : 

1) Quelques no ta t ions  

a )  S o i t  M = <C, Q,  1, F, R> un automate d ' é t a t s  f i n i s  de dags 

On appe le ra  AI = <Q, V ,  {vol, {vf}, P> un automate d ' é t a t s  f i n i s  de mots 

q u i  r econna i t .  1 e t  t e l  que : 



- V e s t  un é t a t  s t r icrement  i n i t i a l ,  c 'es t -à-di re  que 
O 

- Vf e s t  un é t a t  f i n a l  "puits", c 'es t -à-di re  que 

{ v ~ } x Q ~ V ~ I J = P  

S o i t  VI = v\{Vo, vf } (i .e. l e s  é t a t s  in termédiai res)  . 

- Yv E V il e x i s t e  une s u i t e  de t r a n s i t i o n s  de p conduisant de c e t  é t a t  

v à l ' é t a t  f i n a l  Vf 

il ex i s t e  une s u i t e  de t r a n s i t i o n s  de p conduisant de l ' é t a t  V à l ' é t a t  v. 
O 

On appelera  

l 'ensemble des s u i t e s  de t r a n s i t i o n s  chainées qui  démarrent pa r  vi 

e t  s e  terminent p a r  vf ; vl, v2... v ~ - ~  E VI Ci.e. on ne passe jamais pa r  

v.  ou pa r  v f ) .  
O ' 

De façon t o  u t -à-fa i t  symétrique, on notera  

AF = <Q. K,  {ko}, {kf}, A> un automate d ' é t a t s  f i n i s  de mots qu i  reconnait  F 

avec l e s  mêmes con t ra in tes  sur l 'ensemble K.  

&.k. désignera a l o r s  l'ensemble des s u i t e s  de t r a n s i t i o n s  (de K x Q K )  
1 1  

chaînées qui commencent pa r  k e t  f i n i s s e n t  pa r  k i j ' 



b) So i t  Q1 Q2 X . .  .X Q un ensemble produi t  d'ensembles d ' é t a t s .  n -  - 

On notera ' ~ i  - 
l a  p ro jec t ion  de Q x . . . x  Q SU, Q . 1 n i *  

e t  par  extension 

on notera TI * l ' app l i ca t i on  de 

n 

2) Rappels de construct ion connue ( c f .  11.1.4.) 

a )  S o i t  M = CC,  Q ,  1, F, R> iin automate. de dag. 

On peut cons t ru i re  l e s  deux automates de dags suivants : 

où R1 = { m * a F a * m t  / 3ki,kj E K t e l s  que m e t  m l  r 4,k et i j 

où R2 = {m a a m l  / 3v.v r v t e l s  que m e t  m f  E A, 
1 j 

e t  
V.V. 

? 1 

Ces deux automates sont  t e l s  que T(M) = T ( M ~ )  = T ( M ~ ) .  



3 )  Une propr ié té  in té ressan te  

'L 
y6 E DP( C) connexe a l o r s  

3 m , r n 1 - ~  ( K  x Q X K)* t e l s  que m *  6 & 6 m r  + 
1 

&.k E K t e l s  que m e t  m f  E 4nek 
1 j 1. j 

Preuve : 

P& récurrence s u r  l e  nombre de l e t t r e s  de - 6  

6 E 1 => m 6 6 m t  E RI e t  l e s  règ les  de R1 son t  t e l l e s  
J. 

que a-et m' a ~ p a r t i e n n e n t  à un même 
%,k, 

'L - ilyeothèse ------q---P---OP---- de récurrence : Y6 E DP(Z), 6 composé de moins de n l e i t r e s  

* Soi t  6' composé de n + l  l e t t r e s ,  t e l  q u ' i l  e x i s t e  m e t  m l  r (K x Q X K ) *  

ler cas : 

connexe de n l e t t r e s  

* m 6 6 m i  avec (d 'après H.R) m e t  m '  appartenant à un cême R. 1 

* m t  e s t  obtenu à p a r t i r  de m i  sans b r i s e r  l a  chaine, d'où m e t  m '  

appartiennent au même 4x:k,. 



2ème c a s  : 

6' = ; 5 connexe 

de moins dl 

n l e t t r e s .  

d 'après l 'hypothèse  de récurrence ,  on a : 

avec Y i  E {1. 2 , . . . ,  n) 3klYi,k,, . E K t e l s  que mi e t  mi E 
L 9 1  . i k  1,i 2 , i  

* l ' a p p l i c a t i o n  d'une r è g l e  de R1 sur l a  l e t t r e  a impose que 

V . 2 . 4 .  - P r o p r i é t é  

Quelque s o i t  T t a i l l i s  reconnaissable  connexe ( i . e .  Y ~ E T  6 connexe), il 
* * 

e x i s t e  un automate M = <Gy Q ,  1, F, R> où 1 = 
Q ~ 9  Q~ c Q e t F = Q f ,  Q f = Q  ; 

t e l  que T(M) = T.  



Preuve : 

Comme T est reconnaissable, il existe par définition un automate 

Ml = <z, QI> Il, FI, RI>, tel que T(M~) = T. 

Le Théorème 11.1.4. nous assure que l'on peut construire à partir 

de Ml, un automate M2 = <L, Q2, 12, F2, R > reconnaissant le même taillis 
* 2 

et tel que F2 = Q2f, Q2f C Q2* 

Soit A = <Q2, V, v 1, {vf}, Il> l'automate de mots qui reconnait 12, 
O 

avec les caractéristiques énoncées en Préliminaires 1. 

On notera : p l'ensemble des transitions commençant par v (i .e. 
O O 

"O 
= ~i n {vol X Q2 X V) ; p l'ensemble des transitions aboutissant à vf. f 

(i.e. pf = p n V  X Q2 X {vfl) '-'of l'ensemble des transitions permettant de 

passer de vo à .rf (i.e. LIOf = p n {vol X Q2 X {v 1 ) .  L'automate DG est carac- 
* * f 

térisé par le quinruplet CC, FI, H , (0) , P> (cf. V.1.). 

Nous allons montrer que : 

l'automate M = CC, Q, 1, F, R> où 

Q = V X Q 2 X V X H  

R = {me a a * r n l  telles que : 

*VX$XV (ml et lT -<Q2xV v.v (m' ) appartiennent au même A 3 
1 j 

reconnait le taillis T. 



Y6 E T(M) 3m c I et .  m t  c F t e l s  que m 6 %  6 m' 

Par project ion sur l a  composante H des é t a t s  on a  : 

Comme m E F, lTH(ml E O*. On en conclut donc, é t an t  donc que 6 e s t  connexe 
* 

que llH(m) E (0 + g s  c 8 d ) .  (cf .  Propr ié té  V.2.3.). 

Par project ion sur l e s  composantes V x  Q 2  x V des é t a t s  on a  : 

Attendu que 6 e s t  connexe, on en déduit  que ll cm) e s t  s u i t e  de 
v Q 2 X V  

t r a n s i t i o n s  chainées de 1i ( i . e .  3v.v E V t e l s  que llVxQ xV 
1 j 

( r n > ~ A .  
2  v.v 

( c f .  Propr ié té  in te ressan te  - Préliminaires 3 ) .  1 j 

De ces consta ta t ions ,  il r é s u l t e  que : 

O r ,  s i  IIVxQ xV (m) e s t  une s u i t e  de t r a n s i t i o n s  chaînées de P ,  démarrant 
2  

en v e t  about issant  en v f ,  c e l a  s i g n i f i e  que iï (ml appar t i en t  au langage 
OJ ' 

reconnu par  A,  s o i t  12. 2 

Il s u f f i t ,  maintenant de regarder ce que l ' on  ob t ien t  par  project ion 

s u r  l a  composante Q des états .  : 2 



Ceci re&ent à démontrer que T(M2) c T(M), ce  qu i  e s t  t r iv ia l l ement  

v é r i f i é  . 0 

V . 3 .  - C O N C L U S I O N  

On constate à t r ave r s  ce c h a ~ i t r e ,  l ' i n t é r ê t  d ' é tud ie r  l e s  dags connexes 

corne composantes des dags p lus  généraux. On découvre, en p a r t i c u l i e r ,  que 

dans l e s  dags connexes, l a  notion de reconna issab i l i t é  peut ê t r e  épurée des con- 

t r ô l e s  haut e t  bas .  Ceci exprime bien l e  f a i t  que s u r  des dags connexes on peut 

toujours  parvenir à f a i r e  coïncider  deux informations par  un mécanisme de t rans -  

mission t e l  que l e s  règles  de t r a n s i t i o n s  loca les  ; a l o r s  que cec i  e s t  manifes- 

tement impossible pour des dags non connexes ( l ' in format ion  ne pouvant passer  d' i  

composante connexe à une a u t r e  ) : ces informations son t  donc consignés dans 

l e s  contrôles  haut  e t  bas. 



CHAPITRE V I  

LA RATIONALITE DANS LES DAGS PLANAIRES 



P L A N  DU C H A P I T R E  V I  

v 1 . 3 .  - LES M A G M O Ï D E S  T Y P E S  LIBRES 

V I . 4 .  - R A T I O N A L I T E  DANS LES DAGS P L A N A I R E S  : D E F I N I T I O N S  

V I . 5 .  - J U S T I F I C A T I O N  DE LA D E F I N I T I O N  DE R A T I O N A L I T E  

DANS L E S  DAGS P L A N A I R E S  



I l  ne nous r e s t e ,  pour compléter notre  étude influencée par  l e s  r é s u l t a t s  

obtenus. sur l e s  mots, e t  l e s  a rbres ,  à d é f i n i r  .sur l e s  dags planaires  une not ion 

de r a t i o n a l i t é .  L'ensemble des t a i l l i s  reconnaissables e s t - i l ,  comme l e  sont  l e s  

ensembles des langages e t  de f o r ê t s  régul iè res ,  l a  c lô tu re  pa r  cer ta ines  opéra- 

t i ons  des ensembles f i n i s  de dags, ou encore peut-on pa r  combinaison d'un nom- 

bre f i n i  d1op6rateurs sur des sous-ensembles f i n i s  ob ten i r  tous l e s  t a i l l i s  

reconnaissables. Dans l e s  mots, l e  problème e s t  b ien connu ; t ou t  langage ré -  

g u l i e r  e s t  so lu t ion  d'un système algébrique que l ' o n  peut résoudre ; mais bien 

que l e s  f o r ê t s  régul ières  d 'arbres  so i en t  également so lu t ion  de système a lgébr i -  

que, l e u r  résolut ion nécessi te  1' introduction d 'opérateurs typés. Dans l e s  dags , 
on s e  verra  cont ra in t ,  à bi typer  l e s  l e t t r e s  à p a r t i r  desquelles on fabriquera 

l e s  expressions ra t ionne l les .  Un cadre algébrique nouveau s e r a  adopté pour 

manipuler ces expressions : . l e  magmoïde typé. 

A t r ave r s  c e t t e  dé f in i t i on  de r a t i o n a l i t é  sur l e s  dags, notre but e s t  

de parvenir  au même théorème class ique que dans l e s  mots e t  l e s  arbres : 

l 'équivalence en t r e  l e s  notions de reconna issab i l i t é ,  de r égu la r i t é  e t  de 

r a t i o n a l i t é .  

V I . l .  - L E S  M A G M O I D E S  T Y P E S  

Nous a l lons  d é f i n i r  à l a  manière de Jacob e t  Corbeel dans C 1 

l a  notion de magmoïde typé .  Pour ce f a i r e ,  nous a l lons  p a r t i c u l a r i s e r  l e s  - 
l i a i sons  qui  peuvent e x i s t e r  en t r e  s e s  éléments. Les éléments du magmoïde typé 

auront deux carac té r i s t iques  pa r t i cu l i è r e s  : une CO-signature e t  une signature 
* 

mot d'un monoide T , T é t a n t  un ensemble f i n i  de symboles de types. E t  on impo- 

s e r a  au produi t  de composition d ' ê t r e  compatible avec l e s  signatures e t  CO-signa- 

tu res  des éléments du magmoïde. 

I V . 1 . 1 .  - D é f i n i t ' i o n s  f o r m e l l e s  
- - -- - - 

Soi t  T un ensemble f i n i  de symboles de type. 

Un alphabet bitypé (C, T) e s t  un ensemble f i n i  de l e t t r e s  qui sont des 

t r i p l e t s  de l a  forme (t, a ,  t ' )  avec : 



* - t E T appelée CO-signature de c e t t e  l e t t r e  

- a E C appelée é t i q u e t t e  de c e t t e  l e t t r e  

* - t '  E T  appelée s igna ture  de c e t t e  l e t t r e .  

On notera auss i  pa r fo i s  ces t r i p l e t s  a  t 
t" 

Un magrnoide typé e s t  un sex tup le t  CM, T,  *, 8, E, e C  qui  s e r a  noté 

(M, T l ,  où M e s t  un ensemble, T un ensemble f i n i  de symbole de types ,  * une 

opération p a r t i e l l e  b i n a i r e  s u r  M ,  8 une opérat ion b ina i r e  s u r  M ,  E un sous- 

ensemble dis t ingué de M e t  eE un élément d i s t ingué  de M ; e t  qui  v é r i f i é  l e s  

axiomes suivants : 

* * u 
A l  : Yu E T , Yv É T il e x i s t e  une p a r t i e  Mv de M ,  appelée f i b r e  u-v de M. 

Les f i b r e s  de M cons t i tuen t  une p a r t i t i o n  de M .  

M e s t  donc un ensemble bi typé,  t o u t  élément de M: s e r a  d i t  de s ignature  

* * * u u ' 
A2 : Yu E T , Y V E  T , Yut E T , Yv' r T*, Ym r Mv, Ym' É Mv,  

u  m m' e s t  dé f in i  ssi v = u t .  On a  a l o r s  m m' E Mv,  

Cette opération e s t  appelée p rodui t  de composition ( typé) .  

Al2 : Le produit  de composition ( typé)  e s t  a s s o c i a t i f .  - 
* * * u ' 

A3 : Yu E T*, Yv E T , Yu' É T , Yv' T , Ym r M:, Ym' E k, 

Cette opération 8 e s t  appelée p rodui t  t en so r i e l .  

Al3 : Le produit  t e n s o r i e l  e s t  a s s o c i a t i f .  



(ml m2) 6 (m 1 2  ' m') dé f in i  *, (ml B mi) l ( m 2  B mg) = (ml  m2) @ 

(mi l m; ) 

A t o u t  symbole de type t E T ,  e s t  associé  un e t  un s e u l  élément de E q u i  

a comme s igna ture  e t  CO-signature t .  Nous noterons et  l 'é lément de E associé  à t .  

En posant e u =  e * e  ...* e t e l  que u = 
u 1 u2 u u1 u2"' n *  ui U E T 

n 

o n a  : Ymc M ~ E  e U 8 m = m e t  m * e  = m  v 

E * U 
'- e E  E ME, où E désigne lfé15ment neutre  du monoide T e t  Vm E Mv 

e E B m = m 6 e g = m .  

Les éléments eu sont  donc neutres  pour l a  composition ; e E  e s t  également 

neutre pour l e  produi t  t en so r i e l .  

VI.1.2. - E x e m p l e  d e  m a g m o i d e  t y p é  

Nous avons i l l u s t r é  l a  dé f in i t i on  de magmoide en donnant comme exemple 

l'ensemble des r e l a t i ons  déf inies  de E~ sur E' ( E  ensemble donné), muni de l a  

composition des r e l a t i ons  e t  de "la juxtaposit ion" de r e l a t i ons .  

Par contre ,  c e t t e  s t r uc tu r e  algébrique de magmoide ne peut s 'appl iquer  

à l'ensemble des r e l a t i ons  déf in ies  à l ' a i d e  de deux ensembles E e t  F muni des 

mêmes l o i s  de composition des r e l a t i ons  e t  de "juxtaposit ion" des r e l a t i ons .  On n '  

peut p lus  s e  contenter  pour composer deux r e l a t i ons  de v é r i f i e r  que l e  nombre 

de composantes de l'ensemble d 'ar r ivée  de l a  première r e l a t i o n  e s t  éga l  au 

nombre de composantes de l'ensemble de départ  de l a  deuxième r e l a t i o n  ( respect  

de la  graduation),  mais il fau t  s ' a s su re r  que chacune des composantes appart ien- 

ne au même ensemble ( respect  d'un type : 1 'ensemble de ré fé rence) .  



Soi t  T = E E ,  FI 

R(E, F) = U * R ~ ( E ,  f )  avec 
U,VET 

R:(E, F) = {ensemble des r e l a t i ons  de ul x u 2 . . .  X u dans vl X v . . . x  v 
n 2 

\ *  v2 ... v 
P 

u = u l a u 2  ... u ; ui E T e t  V =  n 

(R(E, F), T) muni des l o i s  de composition e t  de juxtaposi t ion des r e l a -  

t i o n s ,  de l l i d e n t i t é  de E sur E ,  de l ' i d e n t i t é  de F s u r f ,  e t  de l a  r e l a t i o n  

dé f in i e  du vide sur l e  vide  (qu i  correspond à E ~ )  e s t  un magmoide typé.  

Remarque - : 

L a  notion de magmoide typé e s t  une généra l i sa t ion  de l a  notion de mag- 

moade. En e f f e t ,  t o u t  magmoide peut ê t r e  considéré comme un magmoide typé dont 

.l 'ensemble des symboles de type e s t  r é d u i t  à un s e u l  élément. 

On montre que t o u t  magmoide typé (My { t ) )  e s t  isomorphe à un magrnoide M .  

* 
Soi t  R l'isomorphisme de t dans iN t e l  que 

Yu E t* R(u) = longueur dumot  u. 

Tout f i b r e  M: du magrnoide ( M y  { t})  s ' i d e n t i f i e  de façon- unique à une 
R(u) f i b r e  e t  l e s  axiomes du magmoide typé s e  réduisent  a l o r s  aux axiomes du 

magmoide. 

V I . 2 .  - L E S  M O R P H I S M E S  D E  M A G M O I D E S  T Y P E S  

Soient <My T ,  , @, E, eE> e t  < M T ,  T '  , *, 8, E T ,  e E l >  deux magmoides 

typés, une appl icat ion $ de (M,,T) dans (Mt, T ' )  e s t  un morphisme de magmofdes 

typés s i  : 

Cl -: $ s e  comporte comme un morphisme vis-à-vis des types ; i . e . il e x i s t e  

un morphisme h de T* dans T ' * . 



C 2  : 4 prése rve  l e s  éléments neu t res  : 

C 3  : 4 e s t  compatible avec l e s  opéra t ions ,  i . e .  

Remarquons que l a  condi t ion  1 assure  que lorsque  m .  m '  e s t  d é f i n i  

Q(m) @(ml) l ' e s t  a u s s i .  

S o i t  (C, T) un a lphabet  b i t y p é .  

On c o n s t r u i t  a l o r s  de façon s t andard  l e  magmoide l i b r e  typé  engendré 

p a r  (C, T) comme l 'ensemble des e x ~ r e s s i o n s  syntaxiques b i e n  formées b â t i e s  à 

p a r t i r  des l e t t r e s  de (1, T )  quo t i en té  p a r  l e s  axiomes du magmoide typé.  

'L 
L e  ~ g m o ~ d e  l i b r e  engendré par ( 1, T) se note DP(C , T) . 

Les éléments de c e  magmoide peuvent s ' i n t e r p r é t e r  comme des dags p l a n a i r e s  

dont l e s  noeuds, e t  l e s  a r c s  s e r a i e n t  é t i q u e t t é s .  L a  jonct ion  de deux a r c s  n ' e s t  

poss ib le  qu 'à  l a  condi t ion  q u ' i l s  p o r t e n t  l a  même é t i q u e t t e .  

Exemple : 

'L 
L e s  éléments de DP(C, T) s o n t  en terme de dags p l a n a i r e s  : 



VI.3.1. - L ' o p é r a t i o n  de d é t y p a g e  

Le dag obtenu "en gommant'' l e s  types de l ' i n t e r p r é t a t i o n  graphique d'un 
'L 

élément de DP(C, T ) ,  e s t  manifestement l ' i n t e r p r é t a t i o n  graphique d'un élément 
'L 'L 

de DP(C). On d i r a  que l 'élément de DP(C) a i n s i  obtenu, l ' a  é t é  par  détypage de 

l 'élément de &(C, T). 

Exemple : 

Reprenons T e t  (C, T )  t e l s  q u ' i l s  ont  é t é  dé f in i s  ci-dessus. 

donne par  détypage 

Formellement, c e t t e  opération de déty-page e s t  un morphisme de &(E, T) 

dans &(C) déf in ie  par  : 

Ce morphisme n ' e s t  pas d'une manière générale i n j e c t i f .  



VI.3.2. - P r o p r i é t é  du magmoide t y p é  l i b r e  

Quelque s o i t  l e  magrnoide typé l i b r e ,  son détypage e s t  un t a i l l i s  recon-. 

naissable .  

'L 
v$(x, T )  F(DP(c, T I )  = {T(m)/m 6 &(E, T)} e s t  un t a i l l i s  reconnaissable, 

Preuve : 

* 
So i t  = (1, T,  T , T*, R) automate de dag p lana i re  

où R = { ( t l  @ * - * a  t a C a *  ( t '  S...@ t t ) / ( t  tn, a ,  t;... t f )  , T)}  n 1 P P 

On s e  convaint aisément que l e  t a i l l i s  reconnu par  c e t  automate e s t  bien 
'L 

l e  sous-ensemble de DP(Z) obtenu en détypant &(L, T ) .  

Remarque : 

Cette p rop r i é t é  é t a b l i  l ' ana log ie  p a r f a i t e  qu i  e x i s t e  en t r e  l e  r ô l e  des 

types dans l e  magrnoide t p é  e t  l e  r ô l e  des é t a t s  dans un automate d ' é t a t s  f i n i s  

de dags. 

Imaginons qu'au f i l  d'une reconnaissance, on marque l e s  l e t t r e s  par  l a  

transformation d ' é t a t s  r é su l t an t  de l a  r èg l e  appliquée sur l a  l e t t r e ,  on obtien- 

d r a i t  a l o r s  un élément de magmoide typé. 

De même, on conçoit aisément que l e s  concordances de types à l ' i n t é r i e u r  

du magrnoide typés puissent  ê t r e  vé r i f i é e s  pa r  un automate d ' é t a t s  f i n i s .  

On peut bien évidemment mettre en évidence des ensembles à s t ruc tu r e  

de magmoide typé, qui  ne so ien t  pas des s t ruc tu r e s  l i b r e s  : 



VI .3 .3 .  - Un exemple de magmotde t . y p é  n o n  l i b r e  

So i t  (C, T )  un alphabet  bi typé.  

So i t  M l e  sous-ensemble de T* x I?P( Z) x T* d é f i n i  p a r  : 

u 
On appelera M v ,  l e  sous-enseïnble de M dont l a  première composante des 616- 

ments e s t  u e t  l a  seconde v. 

(u ,  m, v)  @ ( u ' ,  m ' ,  v l )  = ( uu t ,  m 8 

U u V(u, m ,  V )  E Mv Y(u' , m ' ,  v ' )  6 MV, 

( u ,  m ,  v)  a ( u t ,  m ,  v l )  e x i s t e  ssi v = u t ,  

e t  e s t  a l o r s  éga l  à (u ,  m * m l ,  u l )  

t 
V t  E T (t, e ,  t )  E Mt 

L'ensemble M d é f i n i  comme M~ e s t  un magmoide typé,  contenant (L, T )  * V 
u , ueT 

mais n ' e s t  pas l e  magrnoide l i b r e  t p é  engendré pa r  ( 1 ,  T). 

Preuve : 

'L 
S ' i l  en é t a i t  a i n s i ,  on pour ra i t  d é f i n i r  un morphisme de M dans DP(C) 

par  s a  r e s t r i c t i o n  à (1, T )  e t  cec i  de façon unique ; ce qu i  e s t  con t r ed i t  pa r  

l'exemple suivant  : 



- <L 
Soi t  l ' app l i ca t i on  4 de (C, T) dans DP(C) t e l l e  que 

dans M .  

Le ca l cu l  de b ({ t l ,  ab, t î ) )  pa r  extension de en un morphisme donnerait  

s o i t  h b ,  ou a a .  17 

V I . 4 .  - R A T I O N A L I T E  DANS L E S  DAGS P L A N A I R E S  : D E F I N I T I O N S  

Lors des chap i t res  précédents, nous avons m i s  en évidence deux fami l les  

de t a i l l i s  incluses  'dans &( C)  . REC ( l e s  t a i l l i s  reconnaissables ) e t  REG ( l e s  

t a i l l i s  r égu l i e r s ) .  Un t a i l l i s  reconnaissable e s t  c a r ac t é r i s é  p a r  l ' ex i s tence  
'L 

d'un algorithme de décision de l tappartenance d'un élément de DP(C) à ce t a i l l i s  

(automate d ' é t a t s  f i n i s ) .  

Un t a i l l i s  r égu l i e r  e s t  c a r ac t é r i s é  p a r  l ' ex i s tence  d'un procédé de gé- 

nérat ion (grammaire r é g u l i è r e )  des éléments de ce t a i l l i s .  

Et nous avons montré que ces deux fami l les  coïncident ( E C  = REG). Ce 

premier théorème s ' i n s c r i t  dans l a  l ignée de théorèmes s imi l a i r e s  s u r  des c l a s -  

ses  d 'ob je t s  p lus  pauvres : l e s  mots e t  l e s  a rbres .  

Su r  l e s  mots, on dispose d'un résultat supplémentaire : l a  c l a s se  des 

langages r égu l i e r s  (ou reconnaissables)  es-t: l a  plus p e t i t e  c lasse  de langages 

contenant l e s  langages f i n i s  e t  c lose  par  union, produit  e t  é t o i l e  (Théorème 

de Kleene). Ce théorème o f f r e  une troisième ca r ac t é r i s a t i on  des langages régu- 

l i e r s  (ou reconnaissables)  par  l ' ex i s tence  d>'expressions décrivants l e s  mots de 

ces langages : l e s  expressions ra t ionne l les  de mots. 



Dans c e t t e  pa r t i e ,  nous é tab l i rons  un r é s u l t a t  de même nature concernant 

l a  c l a s se  des t a i l l i s  r égu l i e r s  (ou reconnaissables) ; nous montrerons qu'à 

tou t  t a i l l i s  de REC (ou REG), on peut  assoc ie r  une expression ra t ionne l le  de 

dag e t  vice-versa. 

V I . 4 . 1 .  - E x p r e s s i o n s  r a t i o n n e l l e s  d e  d a g  

So i t .  ( 2  , T) un alphabet bi typé . 

L'ensemble Ex(C, T) des expressions simples cons t ru i tes  à p a r t i r  de l ' a l -  

phabet (C, T )  est déf in i  récursivement par  : 

- Vexp E Ex(C, T )  

* 
exp E Ex(2y T )  - expQE Ex(L, T )  

On appel le  expression r a t i onne l l e  de dags ( s u r  (C, T ) ) ,  t ou t  t r i p l e t  
* 

(1, exp, F )  où 1 e t  F son t  des langages ra t ionnels  inclus  dans T e t  exp e s t  

une expression simple de Ex(C, T). 

On note RAT(C, T )  , ' l 'ensemble des expressions ra t ionne l les  de dags 

Csur ( C ,  T l ) .  



Par l a  s u i t e ,  l a  référence systématique à l t a lphabe t .b i typé  (1 ,  T )  

s e r a  impl ic i t e ,  e t  on abrègera l e s  nota t ions  Ex(C, T) en Ex e t  Rat(C, T )  en R a t .  

Notre o b j e c t i f  é t a n t  de f a i r e  correspondre l e s  expressions de RAT e t  

l e s  t a i l l i s  de REC (ou REG) ; il nous f a u t  i n t e r p r é t e r  l e s  expressions r a t i on -  
'L 

n e l l e s  comme sous-ensembles de DP(C). 

a )  In te rpré ta t ion  d'une expression simple 

1 : E x + 2  
&(Z, T )  

d é f i n i e  par  : 

- Yexpl E Ex Yexp2 E Ex 

I (exp1  exp2) = I(exp1) I(exp2) 

= {ml m E $(z, T )  / m l  E I(exp1) e t  m2 E I (exp2))  2  

Propr ié té  : 

Yexpl, exp2, exp3 E Ex 

't 
du f a i t  de l ' a s s o c i a t i v i t é  du produit  de composition dans DP(Z, T ) .  

Cette p ropr ié té  nous au tor i se  de façon c lass ique une réduction du nombre 

de parenthèses dans l ' é c r i t u r e  des expressions simples de dags. 

On déduit  immédiatement de l a  p ropr ié té  précédente que : 



T(exp1 exp2'.. - .* .- expn) . = I ( e x p l ) * .  . .*I(expn) - - 

- Yexp E Ex 

i 
où exp = exp*  exp*.... exp 

i fo i s  

- Yexpl E EX Yexp2 E Ex 

I(expl@exp2) = I (expl)  CJ I(exp2) 

Propriété : 

Yexpl E Ex Vexp2 E Ex Yexp3 E Ex. 

du f a i t  de l ' a s s o c i a t i v i t é  du produit  t enso r i e l  dans h g ,  Tl. 

Cette propr ié té  nous au to r i s e  de façon classique une réduction du nom- 

b re  de.parenthèses dans l ' é c r i t u r e  des expressions simples de dags. 



Propr ié té  : 

La p r o p r i é t é  précédente amène l a  p o s s i b i l i t é  d'une réduct ion du nombre 

de parenthèses . 

Yn E IN* Y i  E C l  ... nl Yexpi E Ex 

I(e-1 + exp2 +...+ expn) = U I ( e x p i )  
ie11..  .n l  

- l ' i n t e r p r é t a t i o n  d'une l e t t r e  se confond avec l ' i d e n t i t é  sur (C, T) .  

b )  ~ n t e r p r é t a t i o n  d  ' une expression r a t i o n n e l l e  de dag 

( 1, exp , F) * {f( m) / m E 1 (exp 1 dont l a  CO-signature a p p a r t i e n t  

à 1 e t  l a  s igna tu re  à F). 

Par l a  s u i t e  RAT désignera a u s s i  b i e n  l'ensemble des expressions ra- - 
t i o n n e l l e s  de dags que l'ensemble des t a i l l i s  q u ' e l l e s  on t  corne i n t e r p r é t a t i o n s .  

c)  Exemple d 'expression r a t i o n n e l l e  e t  de son i n t e r p r é t a t i o n  

S o i t  T  = {tO, tli y ensemble f i n i  de types .  

f 

boi t  (Z,  T) = btotl}, alphabet  b i t n é  
t ~ t l  t0 

t o t l  rL * 
e t  r = ( t O Y  ( (a t0  R* ((b 13, ; t O )  E RAT. 

t ~ t l  10 



Etudions l a  composition du ta i l l i s  qu ' e l l e  représente : 

Pour ce f a i r e ,  nous a l lons  analyser  l a  composition des éléments de l ' i n -  

t e rp ré t a t i on  de l ' e m r e s s i o n  simple 

exp = ((btot1p)* dont l a  s ignature  e t  l a  CO-signature 
t0 

sont. égales à tO. 

Notons que 

~d E I (exp)  3 i , j  E B t e l  que d E CI((at  t" Bli *  CI((^ t~ti)ql j 
0 1 t0 

l e  premier étage de d E I( (at  
t0 l e  premier étage de d e s t  at 

l a  CO-signature de d e s t  t0 
O '  1 

l e  deuxième étage de d E I ( ( a  

l e  deuxisme étage de d e s t  a t0 e 

s a  CO-signature e s t  t t t ~ t  l 
O 1 

d'une manière générale : 

i ème 
l e  k étage (k  <=i) de d E I ( ( a t  

i ème 
étage de d e s t  

s a  CO-signature e s t  t t 
0 tl". tl . - 

t ~ t l  
a etl... tl 

k-1 f o i s  - 
k-1 f o i s  

totla] 
l e  i + l  ième étage de d E I ( ( b +  

'0 
=r> l e  i + l  ième étage de d e s t  

s a  CO-signature e s t  tOtl.. . - 
i f o i s  

- 
i-1 f o i s  



d'une manière générale : 

t t  
l e  i+R ième étage (L <= j ) E I ( ( ~ _ O  

Lo } 3 l e  i + L  ième étage de d e s t  

sa CO-signature e s t  t t O 1"' - J b t ~ t l  8 

t0 tl". tl i - R + 1  f o i s  - 
i - R  f o i s  

t t  
l e  dern ie r  é tage ( i + j  ième) e s t  b O 1 @ e  

tO. tl"' tl 
\ C 

i - j  f o i s  -> i = j 

sa s ignature  e s t  t 
O J 

On conclut de c e t t e  étude que l e s  éléments de I(exp) sont  des dags de 

l a  forme suivante : 



V I . 4 . 1 . 3 .  - Q u e l q u e s  e r o e r i é t é s  des e x p r e s s i o n s  s i m e l e s  de d a i s  ---------------- ---- -- .......................... --------- 

Les opérateurs qui interviennent dans l e s  expressions simples de dags 

expriment la compositions des dags dans deux direct ions  : 

- l e  produit  de composition contrôlé pa r  l e s  types : . ver t ica le  

- l e  produit  de composition contrôlé pa r  l e s  types e t  i t é r é  : X* 



- l a  mise asynchrone en pa ra i i 8 i e  : @ 
horizontale  

[- l a  mise asynchrone en p a r a l l è l e  i t g r é e  : @ 
Dans chacune des deux d i rec t ions ,  on observe des propr ié tés  analogues 

à c e l l e s  des expressions ra t ionne l les  de mots : 

Yexpl E Ex Yexp2 E Ex 

Lfintro.duction des deux types d'opérateurs, f a i t  appara î t re  de nouvelLes 

propr ié té .  

Yexpl E Ex Vexp2 E Ex 

Preuve : 

Les inclusions  1 e t  3 sont  évidentes ' 

O ' 0 exp2q  e t  e x p p c  (expl ;; l ' inc lus ion  2 ést vraie  ca r  expl c (expl @@ exp; 



Preuve : ' 

O Nous a l l ons  montrer que (expl  + exp2) c (expl' e q 2  9 
Yd r (exp l  + eq2)'d e s t  une juxtaposi t ion d'éléments de l'ensemble 

* 
Tout élément de I (exp2)  peut s ' é c r i r e  sous l a  forme d'un élément.de {ep / p  E T 

composé avec lui-même, de même que t o u t  élément de I(exp1) peut s ' é c r i r e  sous 
* 

l a  forme de lui-même composé avec un élément de {ep / p E T 1 ,  e t  t o u t  élément 
* 

de {ep / p E T peut  ê t r e  recomposé à lui-même. 

d peut ê t r e  considéré comme l a  composition de deux éléments, l ' u n  apparte- 

9. nant à I ( e x p l q ,  l ' a u t r e  à I (exp2  

u 

Remarque : 

Malgré ces quelques p ropr ié tés ,  l e s  expressions simples de dags ne peuvent 

ê t r e  considérées comme l e s  solut ions  d'un système d'équations comme dans l e  cas 

des expressions r a t i onne l l e s  de mots. 

V I . 5 .  - J U S T I F I C A T I O N  DE LA D E F I N I T ï O N  DE R A T I O N A L I T E  SUR LES DAGS 

Notre volonté d 'about i r  au r é s u l t a t  REC = REG = RAT a contrebalancé 

notre dé s i r  de poser  l e s  déf in i t ions  l e s  p lus  na tu r e l l e s  e t  l e s  p lus  simples 

de r a t i o n a l i t é .  L'ambition de c e t t e  p a r t i e  e s t  de vous persuader que l e s  choix 

p r i s  const i tuent  l e  meil leur compromis en t r e  ces deux i n t é r ê t s .  Deux points  

e s sen t i e l s  méritent  une j u s t i f i c a t i o n  : 

1 - L'introduction des types dans l a  dé f in i t i on  d'une expression 

r a t i onne l l e .  

2 - Le choix de 1' in t e rp ré t a t i on  de l ' opéra teur  @de mise en parallXle . 



VI.5.1. - L'introduction d e s  t y p e s  

Le recours à des l e t t r e s  b i typées ,  e t  pa r  conséquent l ' in t roduc t ion  l o r s  

de l ' i n t e r p r é t a t i o n  d'une expression r a t i onne l l e  d'une fonct ion de détypage 

s 'appuient  sur des considérations f a i t e s  s u r  l e s  f o r ê t s  r égu l i è r e s  d 'arbres .  

En e f f e t ,  il e s t  connu qu'on ne peut exprimer rat ionnellement l e s  fo- 

rêts régu l iè res  d 'arbres  avec un unique opérateur d ' i t é r a t i o n ,  mais que ces opé- 

r a t eu r s  doivent être typés pa r  des "é t iquet tes"  dans l e  cas  de boucles entre-  

lacées .  

Nous re t raçons  dans l a  s u i t e ,  comment peuvent ê t r e  abordés ces problèmes 

de types dans : 

a) Les mots e t  l e s  expressions r a t i onne l l e s  de mots. 

b )  Les a rbres  e t  l e s  expressions ra t ionne l les  d 'arbres .  

c )  Les dags e t  l e s  expressions r a t i onne l l e s  de dags. 

Notons a u s s i  que l a  présence dans l e s  expressions r a t i onne l l e s  de dags 

d'un r a t i onne l  1, e t  d'un ra t ionne l  F qu i  f i l t r e n t  l e s  dags retenus en imposant 

une con t ra in te  sur l e u r  s ignature  e t  CO-signature, n ' e s t  que l e  pendant du 

contrôle haut e t  contrôle  bas des automates d ' é t a t s  f i n i s .  

a) Dans l e s  mots 

Un langage r égu l i e r  (ou reconnaissable) des mots e s t  un langage pour 

lequel  l a  succession des l e t t r e s  obéi  à un nombre f i n i  de règ les .  L a  façon dont 

doivent s e  succéder l e s  l e t t r e s  d'un mot du langage peut ê t r e  t r adu i t e  en dimen- 

s ion un, par  une expression rendant compte 

. de l'enchaînement des l e t t r e s  : l % ~ é r a t e u r  de concaténation ( * )  

. du choix en t r e  d i f fé ren tes  l e t t r e s  : l 'opérateur  d'union (+) 

. de l a  r ep r i s e  de séquences de l e t t r e s  : l 'opérateur  d ' i t é r a t i o n  (*)  



S o i t  l 'automate de mots : 

Le langage reconnu pa r  c e t  automate est  : 

' L'opérateur d ' i t é r a t i o n  e s t  unique c a r  on peut  I s o l e r  parfa i tement  en 

dimension 1 p a r  un jeu de parenthèses de f a c t e u r  du mot s u s c e p t i b l e  d ' ê t r e  

i t é r é  . 

b )  Dans l e s  a r b r e s  

Notation : 

Dans l e s  schémas q u i  su ivant  l e  symbole , . , . aura  l a  s i g n i f i c a t i o n  d'un h 
choix e n t r e  d ive r ses  p o s s i b i l i t Ê s  a i n s i  Ee schéma 

où de façon symétrique : 



. 

Le schéma 
I 

d é c r i t  l 'ensemble d ' a r b r e s  

b c 
I I 

Dans l e s  f o r ê t s  r é g u l i è r e s  (ou  reconnaissables)  d ' a r b r e s ,  l e  problème 

ne peut  ê t r e  r é s o l u  a u s s i  fac i lement .  En e f f e t ,  l e  passage en dimension deux 

i n d u i t  une d i f f e c u l t é  de d e s c r i p t i o n  supplémentaire : l a  l o c a l i s a t i o n  des sous- 

a r b r e s  à i t é r e r .  

Exemple : 

S o i t  l 'automate d ' a rb res  s u i v a n t  M = (C, C, F, R) 

L a  f o r ê t  reconnue p a r  c e t  automate peut  ê t r e  d é c r i t  en dimension 

deux p a r  : 

où encore,  en développant ce  schéma, de façon à c e  que chaque recyclage 

s e  f a s s e  en remontant sur un noeud pè re  : 



On remarque que t r o i s  sous-arbres f o n t  l ' o b j e t  d'une i t é r a t i o n ,  e t  que 

ces i t é r a t i o n s  s ?amorcent à par t - i r  'de d i f f é r e n t s  endro i t s ,  d'où 1 ' idée pour 

t r a d u i r e  ce schéma en no ta t ion  l i n é a i r e  de marquer ce r ta ines  p laces  de l ' a r b r e ,  

marquages qui  vont de p a i r  avec des opérateurs  d ' i t é r a t i o n s  r e l a t i f s  à ces mar- 

quages . 

Ainsi l a  f o r ê t  d é c r i t e  précédemment pou r r a i t  s ' é c r i r e  : 



Ce qu i  correspond au  marquage suivant  : 

L'opérateur * (respectivement * 
X X *x ) équivaut à i t é r e r  à p a r t i r  

O 1 2 
des places  marquées x ( r e s~ec t i vemen t  x O 1, x2). 

Remaraue 1 : 

Ce marquage de ce r t a i ne s  a r i t é s  des l e t t r e s  in tervenant  dans une expres- 

s ion  r a t i onne l l e  d 'arbres  e s t  en quelque so r t e  un "typage1' de ces l e t t r e s .  

Remarque 2 : 

Ces expressions r a t i onne l l e s  d la rbres  son t  l e s  so lu t ions  calculables  

de systèmes d'équations r égu l i e r s .  



c )  Dans l e s  dags 

L ' in t roduct ion  de l e t t r e s  bigraduées d o i t  donc inévitablement conduire 

à l a  f o i s  à un marquage des a r i t é s ,  mais a u s s i  des CO-ar i t é s  de c e r t a i n e s  l e t -  

tres. I l  en r e s s o r t  que les express ions  r a t i o n n e l l e s  de dags s e r o n t  c o n s t r u i t e s  

à p a r t i r  des l e t t r e s  d'un a lphabet  b i typé .  

Exemple : 

S o i t  M = ( 1 ,  Q ,  1, F, R) un automate de dag, où 

q O e a  + a o  (qO 8 ql) ; (q2  B ql) * b  l-b q2 

40. a k a *  ( q 2  ql) 

Le t a i l l i s  reconnu p a r  c e t  automate e s t  c e l u i  donné à t i t r e  d'exemple 

au paragraphe V.4.1.2. c ) .  

On peut a s s o c i e r  à c e  t a i l l i s  une r e p r é s e n t a t i o n  f i n i e  en dimension deux. 



Cet te  desc r ip t ion  ne f a i t  p lus  réel lement a p p a r a ï t r e  de sous-graphes 

pouvant ê t r e  i t é r é s  mais exprime un c e r t a i n  nombre de con t ra in tes  quant 

aux assemblages des l e t t r e s .  Ces c o n t r a i n t e s  peuvent être parfa i tement  t r a d u i -  

t e s  p a r  des correspondances de types  à l ' i n t é r i e u r  d'un magrnoide typé .  

Ainsi  l e  t a i l l i s  précédent peut  s ' é c r i r e  : 

Signalons t o u t  de m ê m e  l a  p e r t e  de perception graphique du t a i l l i s  

r é g u l i e r  lorsqu'on l e  c a r a c t é r i s e  p a r  une expression r a t i o n n e l l e .  

Ainsi  dans 1 'exemple su ivan t  : 

* 90% jq * * 
l ' express ion  r a t i o n n e l l e  : ((%ql) , ( ( a  (qO + ql) s ' i n t e r p r é t e  

comme l e  t a i l l i s  des dags de l a  forme : q l q ~  

VI.5.2. - L e  choix d e  l'opérateur d e  mise en p a r a l l è l e  

L'extension canonique de l a  s t r u c t u r e  de magrnoide aux parties.amène à 
Pg 

considérer  l e s  o p é r a t e q s  p rodu i t  t e n s o r i e l  (a) e t  p rodu i t  t e n s o r i e l  i t é r é  (X 1, 

dont l e s  i n t e r p r é t a t i o n s  s e r a i e n t  l e s  suivantes  : 



Yexpl E Ex Yexp2 E Ex 

I(exp1 8 exp2) = I(exp1) 8 'I(exp2) 

Yexp E Ex 

es 
Uexp = U I ( e x p 6  ... ~ e x p )  u {e I p  E T*} 

i e  IN* - P 

i f o i s  

O r  de t e l l e s  dé f i n i t i ons  vent à l ' e n c e n t r e  du but  f i x é  (REC = RAT = REG) 

puisque l a  c lô tu re  pa r  de t e l s  opérateurs des sous-ensembles f i n i s  de dags 

nons en t ra îne  hors de l a  c l a s s e  des t a i l l i s  reconnaissables.  

En e f f e t ,  on a u r a i t  a l o r s ,  pour (C, T) = 

t 
1 

t 
p r é t a t i o n  de l ' express ion  r a t i onne l l e  ( t c (a btl)*,  tltl) l e  t a i l l i s  

1' tltl 1 

composé de dags de l a  forme. : 

I - I lT; c'j n f o i s  ou a n n fo i s  (a 
/c\ 

bn pour n r 1 

1 

t 
I 

l à  i 

E t  ce t a i l l i s  n ' e s t  pas un t a i l l i s  reconnaissable.  

L a  ra ison fondamentale e s t  que l ' opé r a t eu r  s s ' i n t e r p r è t e  comme une 

mise en pa r a l l è l e  correspondant à des mouvements de reconnaissance synchrone 

l e  long de deux branches indépendantes. Ce type de reconnaissance ne peut  ê t r e  

assuré  par  un automete d ' é t a t s  f i n i s  qui  ne considère que l e  contexte immédiat 

d'une l e t t r e  ( l e s  é t a t s  qui sont  composés avec e l l e ) .  



L ' i n t e rp r é t a t i on  de 1' opérateur  @ e s t  dé f i n i e ,  quant à e l l e ,  de s o r t e  

à s imuler  des mouvements de reconnaissances asynchrones en p a r a l l è l e s  : on 

respec te  l e  contexte ( l e s  types),  l a  mise en p a r a l l è l e  ( l ' o rd r e  hor izon ta l )  

mais l e s  mouvements son t  indépendants. Ce comportement reprodui t  c e l u i  des 

automates d ' é t a t s  f i n i s  considérés usuellement dans l e s  a rb r e s  e t  pa r  exten- 

s i on  i c i  dans l e s  dags . 

Remarque : 

Une a u t r e  manière d'aborder c e t t e  question a u r a i t  é t é  de remet t r r  en 

cause no t re  not ion de r econna i s s ab i l i t é ,  e t  en  p a r t i c u l i e r  d ' en r i ch i r  l a  gamme 

des mouvements de reconnaissance poss ib les .  Pour ce f a i r e ,  on pour ra i t  imaginer 

l ' ex i s t ence  de règ les  permettant de reconnaî t re  un para l l é l i sme  synchrone l o c a l ,  

ces r èg l e s  s e r a i e n t  de l a  forme : 

En in t rodu isan t  l a  p o s s i b i l i t é  d'un contrôle  de synchronisat ion l oca l ,  

on peut pa r  in te r sec t ion  ob t en i r  une synchronisat ion sur une l a rgaur  quelconque. 

( Z ,  T1 = ' , ex1 e t  ex2 deux expressions r a t i onne l l e s  avec l a t o  1 



- les dags de l'interprétation - 
1 1  
a a 

iî 
b h 

1 
longueur b b  

de ex1 sont de la f0m.e - 
-- 

A LJ ........... 
m longueur J/..J 

;;i longueur 

m longueur 

- les dags de l'interprétation de ex2 sont de la forme : 

a b  
J-J 

m longueur 

m longueur 

Par intersection de ces deux taillis on obtient une famille de dags 

composés alternativement dans le sens de la largeur de chaînes de "a" et de 

chaînes de "bu qui ont toutes la même longueur. 



C'est-à-dire l e s  dags de l a  forme : 

.n f o i s  

e t  ce t a i l l i s  e s t  reconnaissable pa r  un automate possédant des r èg l e s  de l a  forme 

évoquée plus haut .  

En e f f e t  pour : 



On a T(M) é g a l  .au t a i l l i s  d é c r i t  ci-dessus (c f .  exemple du mur dans l e  pre 

mier chap i t r e )  . 

On peut émet t re  l a  conjec ture  s u i v a n t e  : l a  c l a s s e  des t a i l l i s  reconnus 

p a r  ce type d'automate d ' é t a t s  f i n i s  est c l o s e  p a r  i n t e r s e c t i o n .  
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LE THEOREME RAT = REG 
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V I X ,  - L E  THEOREME R A T  = REC E T  S A  D E M O N S T R A T I O N  

VII.1. - ENONCE DU THEOREME 

Quelque s o i t  T t a i l l i s  reconnaissable ,  il e s t  également l ' i n t e r p r é t a -  

t i o n  d'une expression r a t i o n n e l l e  de dags. 

Quelque s o i t  r expression r a t i o n n e l l e ,  son i n t e r p r é t a t i o n  e s t  un t a i l l i s  

reconnaissable.  

VII.2. - D E M O N S T R A T I O N  DU T H E O R E M E  

Cette démonstration s e r a  menée en deux temps : 

1. Démonstration de RAT c REC 

2.  Démonstration de REC c RAT 

La démonstration de RAT c REC, s ' appu ie  sur l a  démonstration d'un 

lemme f o r t  important ,  qui r e q u i e r t  une preuve p a r  induction s u r  l a  construc- 

t i o n  des expressions simples de dags. 

VII.2.1. - Enoncé d u  Lemme 

Yexp E Ex (expression simple de dag sur (C, T ) ) .  

3M = CC, Q ,  1, F, R >  automate de dag p l a n a i r e  qui  v é r i f i e  l e s  t r o i s  

p ropr ié tés  suivantes .  

P ropr ié té  1 : 

Q e s t  un p rodu i t  c a r t é s i e n  d'ensembles dans l eque l  f i g u r e  une f o i s  T 
. *  e t  va E Z Ym, m '  E Q m * a F a * m 1  E R = >  (IIT(m), a ,  TiT(mt)) E (1, T). 

Cette p r o p r i é t é  exprime l a  compat ib i l i t é  des règ les  de R avec l e  typage des 

l e t t r e s  de (c, Tl .  



Cette  propr ié té  1 permet l a  consrrmcrion du système de r ééc r i t u r e  T dé f in i  par  : 

* à t o u t e  règle  de R : m * a a m '  , on associe l a  r èg l e  de r ééc r i t u r e  

m *  a  + (nT(m), a ,  nT(ml ) )*mf  dans r .  

. aux pseudo-règles m e e * m, on associe l a  r èg l e  de r ééc r i t u r e  

A t o u t  mouvement dans M ,  on peut donc assoc ie r  une r ééc r i t u r e  dans 

t e l l e  que 

v6 E &(LI 
* 

Ym, m t  E Q 

'L 
L'élément de DP(C, T )  r é su l t an t  de c e t t e  r ééc r i t u r e  dans T ,  s e r a  appelé 

T( 6) 

Remaraue : 

'L 'L 
On rappel le  que désigne l a  fonction de détypage de DP(C, T) dans DP(C). 

? ( T (  6) ) = 6 ; peut donc ê t r e  ass imi le r  à un "typagefl d'un élément 6 
'L 

de DP(C) relativement à un mouvement dans M .  

Exemle : 

Soit  M = CC, Q X T, 1, E, R> où 

1 = ( i ,  tl) e t  F = (f, t l )  

R = i tl) * a a * ( m ,  t2) ; (m, t2) b /- b ( f ,  t l ) )  



Cet automate M v é r i f i e  b ien  l a  p ropr ié té  1. 

Nous a l l ons  cons t ru i re  T(a * b )  relat ivement à s a  reconnaissance dans M 

P ropr ié té  2 : 

2) * V6' E I(exp) 36 E T(M) t e l  que T(6) = 6 ' .  

Commentaire : 

Ces deux propr ié tés  s t i p u l e n t ,  qu'en dehors du f a i t  que T(M)  = Y(1(exp)) ,  

t ou t e  reconnaissance dans M e s t  compatible avec l e  typage de (1, T ) ,  en pa r t i cu-  

l i e r ,  l e s  CO-signatures e t  s igna tures  des éléments de I(exp) s e  retrouvent dans 

l e s  contrôles  haut e t  bas i s su s  de l a  reconnaissance des éléments correspondants 

de &(L). 

Ou encore que l 'automate M 

- par  l a  composante T de s e s  é t a t s ,  simule l e s  correspondances de types 

à v a l o i r  dans I (exp) .  Cet te  f a cu l t é  nous rése rve  l a  p o s s i b i l i t é  de t r a -  

duire  ul térieurement des r e s t r i c t i o n s  sur l e s  s ignatures  e t  CO-signa- 

t u r e s  des éléments de I(e:cp), à 1' i n t é r i e u r  des contrôles  haut e t  bas 

de l 'automate M .  

- par  l e s  au t res  composantes des é t a t s ,  simule l e s  au t res  contra intes  appa- 

r a i s s a n t  dans l ' express ion simple ; c 'est-à-dire c e l l e s  exprimées par  

l e s  opérateurs ,  



2 5 3 

Notations : 
- - 

* 
S o i t  L un langage r a t i o n n e l  de mots i n c l u s  dans X , on appelera  : 

FG(L) = {u E X+ / 3v E X+ UV E L) 

ensemble des f a c t e u r s  gauches propres de L 

FD(L) = {v E x + /  3u E X' U V E  L) 

ensemble des f a c t e u r s  d r o i t s  propres de L.  

+ + 
FS(L) - { w  E X / 3u, v E X uwv € LI 

ensemble des f a c t e u r s  stricts de L. 

P r o p r i é t é  3 : 

'L 
~6 E DP( C) , 6 non élément neu t re .  

1) l 3mi E FG(1) e t  mf E FG(F) t e l s  que m i e  6 & 6 * m f  * 

2) l 3mi E FD(I) e t  mf E FD(F) t e l s  que m i o  6 & d o m f  + 

3) Jmi E FS(1) e t  mf E FS(F) t e l s  que mi l 6 6 6 mf -, 

* 
Y t ,  t '  E T et @ r (  6 )  8 e t ,  E I (exp) .  

Commentaire : 

On s'impose c e t t e  p r o p r i é t é  3 pour rendre  compte de c e r t a i n e s  p a r t i c u l a -  

r i tés  de l ' i n t e r p r é t a t i o n  des  expressions simples de dags, p a r t i c u l a r i t é s  que 

nous i l l u s t r e r o n s  pa r  un exemple : 

L2  '3 e EX ; on a a i o r s  s o i t  exp = O c t 3  



~t E T* et ~l c 3 E I(exp) 
t3 

~ t ;  t1  E T* et bt2 t2 B e t ,  E ~ ( e x p )  

V I I . 2 . 2 .  - Démonstration de lemme p a r  induction 

a )  exp e s t  r édu i t  à une l e t t r e  de (C, T) 

tlt2.. it 
S o i t  exp = a n 

t't'. . .t' ; l e t t r e  de (1 ,  T ) .  
1 2  n 

On peut  effectivement cons t ru i re  un automate qu i  v é r i f i e  l e s  p ropr ie tés  

1, 2 e t  3 : 

L'automate M = C C ,  Q x T ,  1, F, R> où 

M-vérifie sans contes te  l a  p rop r i é t é  1 

T(M) = a ; l a  seu le  manière de reconnaî t re  a e s t  : 1 a a F 

tl.. .tn tl.. .t 
I o a k a * F -  ~ ( a )  = a  

t;. . .t' E I ( a  1 
t;. . . tr n m 

l a  p rop r i é t é  2 e s t  donc t r iv ia lement  v é r i f i é e .  

L a  v é r i f i c a t i o n  de l a  p ropr ié té  3 ne s e  pose pas ,  il e s t  impossible 

de s e  p lacer  dans des condit ions t e l l e s  que l e s  prémisses des impli- 

ca t ions  so i en t  v ra ies .  



b) exp e s t  l a  somme de deux expressions simples. de dags 

Soi t  exp = expl  + exp2. 

D'après no t r e  hypothèse d'induction : 

3~~ < Z ,  QI, Il, FI, R 1 > qui v é r i f i e  l e s  p ropr ié tés  1, 2, 3 pour expl 

3M2 = < L ,  Q 2 ,  12, F2, R2> qui  v é r i f i e  l e s  p ropr ié tés  1, 2, 3 pour exp3 

de p l u s ,  on peut s 'assurer  que Q1 n Q2 = 8 .  

So i t  l 'automate M = <Z, Q1 u Q2, Il u 12, F 1 u F2, R1 u R 2 > .  

On peut énoncer directement, comme conséquence de l a  séparat ion des 

ensembles d ' é t a t s  Q1 e t  Q2 que M v é r i f i e  l a  propr ié té  suivante : 

De ce t t e  p ropr ié té  r é s u l t e  l a  transmission des propr ié tés  1, 2 ,  3 à 

l 'automate M .  

c )  exp e s t  l a  mise en p a r a l l è l e  asynchrone de deux emress ions  simples de dags 

So i t  exp = expl O exp2. 

D'après no t re  hypothèse d'induction : 

3M1 = CC, Q1, Il, FI, q> qui v é r i f i e  l e s  p ropr ié tés  1, 2, 3 pour expl  

3M2 = CI',, Q2, 12, F2, R2> qui  v é r i f i e  l e s  p ropr ié tés  1, 2, 3 pour exp2 

de p lu s ,  on peut s ' a s s u r e r  que Ql n Q2 = Cl. 



So i t  l 'automate M = CC, Q ,  1, F, R> où 
. - 

Q = Q~ u Q2 u ({a} x T) ; a é t a n t  un nouvel é t a t  

L a  p rop r i é t é  1 e s t  v r a i e  pour l e s  ensembles de r èg l e s  RI e t  R 2 ,  e l l e  e s t  

donc v r a i e  pour R1 u R2 ; l 'automate M v é r l f i e  donc l a  p rop r i é t é  1 

M v é r i f i e  également l a  p rop r i é t é  2 .  

Preuve : 

Le f a i t  que Q1 n Q2 = O e t  que 52 s o i t  un nouvel é t a t ,  confère à M l a  

p rop r i é t é  suivante  : 

On dis t ingue t r o i s  types de reconnaissances : 

îer cas : 

m f = m  c m  ; m  E F  e t m  € F 2  
f, f, f, 1 f 0 

etrn - 6  p 6 1 * m  e t m  * 6  p 6 2 * m  i 2 Ml r î 2 M2 2 
i 



1 

c0mrr.e M e t  M v é r i f i e  l a  p ropr ié té  2 
1 2 

ème 
cas : 

6 =  6 1 B e  
R(w) 

; où R(w) désigne l e  nombre de l e t t r e  de w 

-> comme Ml v é r i f i e  l a  p ropr ié té  2 

3ème 
cas : 

-> comme M v é r i f i e  l a  propr ié té  2 
2 

Ceci conclut  l a  preuve que M v é r i f i e  b ien l e  premier point  de l a  ~ r o p r i é t é  



Poin t  deux de l a  p r o p r i i t é  2 : 

envisageons t o u r  à t o u r  l e s  t r o i s  é v e n t u a l i t é s .  

- 6; E i (exp1) => 3d1 r T(M,) t e l  que r(61) = i 

c a r  Ml v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  2  

- 6; E I(exp2) => 3d2 E T ( M ~ )  t e l  que T(62) = 6; 

car ' M  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  2. 2  

11 en r é s u l t e  que 61 8 62 r T(M) e t  que '(61 8 62) = 6; 8 6; = 6' 

2ème 
cas  : 

6' r(exp1) 8 {e / p  É T*} d'où 6 >  = 6' 8 . e  
P 1 tlt2...t avec 6' E I(exp1) n  1 

- 6; E I(exp1) 361 E T ( M ~ )  t e l  que ~ ( 6 ~ )  = &i 

c a r  Ml v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  2 .  

- 61 E T ( M ~ )  3 +mi r 1 e t  mf r F t e l s  que mi * 6 
61 mf 

Le mouvement s u i v a n t  e s t  a l o r s  v a l i d e  dans M 



(mi 6 (Q, t l )  Q (Q, t2). .. '9 ( a ,  t n > )  (61 @ en)  $- (61 8 en) 

(mf 
B (fi, t , )  8 . .  .8 ( a ,  t ) )  

n 

Ce qui implique que : 

cas  : 

Ce cas s e  t r a i t e  de façon t o u t  à f a i t  symétrique a u  précédent. 

Ceci achève l a  preuve que h é r i f l e  l a  p rop r i é t é  2. 

M v é r i f i e  également l a  p rop r i é t é  3 .  

Preuve : 

Nous axerons notre démonstration uniquement sur l e  po in t  3 de c e t t e  pro- 

p r i é t é ,  l e s  deux au t res  po in t s  s e  démontrant de façon s i m i l a i r e .  

'L 
So i t  6 E DP(Z), mi E FS(I ) ,  e t  m E FS(F) t e l s  que 

f 

m i 6 %  6 * m f  

Nous a l l ons  examiner l e s  d i f f é r e n t s  modèles de f ac t eu r s  s t r i c t s  de 1 : 

1) S i  m.  E FS(I ) obligatoirement mf E FS(F1) 
1 f 

Les règ les  u t i l i s é e s  pour reconnai t re  6 appart iennent donc à RI .  



M v é r i f i e  l a  p rop r i é t é  3.)' ' 

. 
2) S i  m. r FS(12). . cas analogue au  précédent.  

1 

3) S i  m. E FD(1 ) B FG( 12) obligatoirement mf 5 FD(F1) @ TG( F2) 
1 1 

mi 6 $ 6 mf peut  s e  décomposer su ivan t  l e  schéma suivant  : 

Règles 1 Règles de R 2  

. L / 

f l  
A 

- 
* A 

i 

Y t  E T* et @ ~ ( 6 ~ )  E  expl pl) ~ t '  r T* r ( 6 2 )  6 e t ,  r 1(exp2) 

c a r  Ml v é r i f i e  la  p ropr ié té  3 .  c a r  M2 v é r i f i e  l a  p ropr ié té  2 .  



* 
4)  si  mi E ({O} x T) B FG(12), obligatoirement mf E ({QI X T)* F G ( F ~ )  

dpoù : 6 = en 6 d2  ; mi = w 8 m ; mf = w B mi avec 
i 2 - 2 

M2 v é r i f i e  l a  p ropr ié té  3) 

On en conclut que 

* 
5 )  S i  mi E FD(I1) P) ({O} x T) . . . cas analogue au précédent. 

Nous avons é tudié  tous l e s  cas poss ibles ,  M v é r i f i e  donc l e  point  3 de 

l a  propr ié té  3 .  

O 

d)  exp e s t  l a  mise en p a r a l l è l e  asynchrone i t é r é  d'une expression simple de dag 

O So i t  exp = (expl)  

D'après notre  hypothèse d ' induction : 

-Ml = <L, QI, Il, FI, Ri> qui  v é r i f i e  l e s  p ropr ié tés  1, 2 .  3 pour expl.  

S o i t  L = {bg, m,  hd, bdg}, ensemble de nouveaux synboles. 

s o i t  L = hg B m* B bd + bgd. 



S o i t  fi, un nouvel é t a t .  

S o i t  l 'automate M = CC, Q ,  1, F, R? 0.Ù 

1 = (1' + {R} x T)* dans l e q u e l  I' = {rn E (QI x LI* / IL(m) E' L e t  H (m) a Il 
Q, 

F =' (F '  + {Q} TI* dans l e q u e l  F1 = {m E (QI x LI* / TIL(m) E L e t  H (rn) E FI 
Ql 

On a a l o r s  a : 

M v é r i f i é  l a  p r o p r i é t é  1, en e f f e t  l a  cons t ruc t ion  des r èg les  de R con- 

se rve  l e s  p ro jec t ions  sur T .  

M v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  2 .  

Preuve du premier - o i n t  de l a  p r o p r i é t é  2 : 

Cet te  preuve e s t  basée sur l e s  deux remarques suivantes  : 

* p a r  M ,  à p a r t i r  d'un mot de If, on ne peut  r econna î t r e  qu'un daq appar- 

t enan t  à T(M 1. En e f f e t ,  t o u t  mot de 1' e s t  un mot de 1 marqué à d r o i t e  pa r  bd 1 - 
e t  à gauche p a r  & (ou s i  l e  mot e s t  de longueur 1). L e  t r a n s o o r t  de ces 

marques p a r  l ' i n t e r m é d i a i r e  des r è g l e s  de R assure  l 'indépendance e n t r e  l e s  recon- 

naissances menées à p a r t i r  du mot de I l ,  e t  c e l l e s  i s s u e s  de son contexte .  

Dans aucune des r è g l e s  de R n ' appara î t  d ' é t a t  de l a  forme (!il, t ; sous 

un é t a t  appartenant  à {fl) x T,  on ne reconnaî t  que des éléments neu t res .  



Preuve du deuxième p o i n t  d e  ' l a  ' p m p ~ i 6 t ê  2 : 

6' s ' é c r i t  comme un p rodu i t  t e n s o r i e l  de dags appar tenant  a l t e r n a t i v e -  
* 

ment à {e / p  E T 3 e t  à I(expipl). 
P 

* 
avec pour t o u t  i, ti E T e t  6: E l (expl) .  

1 

M v é r i f i e  l a  p ropr ié t é  2) 1 

} pour t o u t  i 36 E T(M ) t e l  que ~ ( 6 ~ )  = 6;. 
i 1 

pour t o u t  i, 6' i E l (expl)J  

6. E T ( M ~ )  => 6i E T(M)  ; e t  de p lus  6i e s t  reconnu exactement de l a  même 
1 

façon dans M e t  Ml.  

V t  E T* 3e E T(M)  t e l  que T(e ) - n n - et* 

On conclut  des t r o i s  p o i n t s  précédents  que 

3 6 . e  B 6 0 B e  e 61...8 e 8 6 i e . . ~  6 8 e E T(M)- tel que 
"0 nl i %+l n 

~ ( 6 )  = 6 ' .  

M v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  3. 

Preuve : 

Cet te  preuve s e  ramenant à une analyse de cas ,  nous ii'examinerans que 

c e r t a i n s  cas q u i  nous semblent suffisamment r e p r é s e n t a t i f s  des a u t r e s  pour nous 

d ispenser  de l e u r  démonstration. 

Notre i n t é r ê t  s e  f i x e r a  donc sur l e  po in t  3 de l a  p r o p r i é t é  3 ,  e t  sur 

quelques conformations p a r t i c u l i è r e s  des f a c t e u r s  s t r i c t s  de I. 



fb 
S o i t  6  E DP(Z), mi c FS( I ) ,  mf € Fs(F) t e l s  que : 

1 )  S i  mi E FD(I1) B ( I l  + {a} x T)* 8 FG(I1 ), a l o r s  obligatoirement 

m, E FD(F>)  6 ( F '  + In} x TI* s F G ( F I ) .  

m 6 6 mf p e u t  se décomposer su ivan t  l e  schéma su ivan t  : i 

Règle de f 

- 
3r M v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  3 .  

1 

~ ( 6 , )  E T(ex@ 

c a r  M v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  2 .  Règles 

1 de R1 

~ t l  E T* ~ ( 6 ~ )  8 e t ,  E I(expl) 

c a r  Ml v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  3.  



R 
2.) S i  mi E (I' + In1 x T) , obl iga to i rement  m E ( F f  + {QI X T)* f 

M v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  21 

e) e m  e s t  l e  ~ r o d u i t  de c o m ~ o s i t i o n  de deux e m r e s s i o n s  s i m ~ l e s  de daas 

S o i t  exp = expl exp2. 

D'après ' no t re  hypothèse d' induct ion .  

3~~ = < Z ,  Q1, Il, FI, R > q u i  v é r i f i e  l e s  p r o p r i é t é s  1, 2 ,  3 pour expl 1 

3M2 = < Z ,  Q2,  12, F2, R2> q u i  v é r i f i e  l e s  p r o p r i é t é s  1, 2 e t  3 pcur exp2 

avec QI. n Q 2  = Q. 

S o i t  M' e t  M; l e s  automates c o n s t r u i t s  à p a r t i r  de M e t  M p a r  l e s  cons- 
1 1 2 

t r u c t i o n s  d é f i n i e s  en V .2.4. 

R i  = {m a  a  m' / Pl ,kl c KI t e l s  que m e t  m' E Aklikl 
i j j 

e t  n (ml a a  IiQl(ml E RI> 
1 



R$ = a  + a m 7  / 3v2 ,v2 E v2 t e ï s  que m e t  m 1  E A ~ ~ ~ V ~  

i j j 
. . 

e t  ïi < m > * a b a * l T  (ml) e R21.  
Qc, Q c, 

Nous a l l ons  montrer, dans un premier temps, que l tautomateYI ( resp .  M;) 
1 

v é r i f i e  l e s  p ropr ié té  1, 2,  3 pour expl ( r e sp  . e V 2 )  . 

M i  e t  Mi v é r i f i e n t  l a  p ropr ié té  1 pour respectivement expl, e t  exp:, ; 

chaque règ le  de R i  (ou R;) é t a n t  b â t i e  h p a r k i r  d'une règle  de ?? (ou R 2 ) .  1 

M i  e t  M i  v é r i f i e  l a  p ropr ié té  2 ,  en e f f e t  : 

Point  1 de l a  p rop r i é t é  2  : 

It 
~6 E DP(L), Ym. E Ii Ym E Fi , 

1 f 

1 l a  project ion sur T des règles  employées l o r s  de l a  

Ireconnaissance dans M l  e t  dans M s o r t  l e s  mêmes. 1 1 

Comme M v é r i f i e  l a  proposit ion 2 ,  on a donc ~(6) E 1(expl) 
1 

0 

Un raisonnement tout-à-fa i t  comparable pe rmet t ra i t  de démontrer que M i  
v é r i f i e  lu i -auss i  l e  premier point  de l a  p rop r i é t é  2.  



Point 2 de la .proprist& 2 : 

~ 6 '  E I(expl) 26 c T(M~) tel que ? ( 6 )  = 6' (propriété de Ml). 

En plus de l'égalité de T(M~) et T ( ~ l i 1 '  à toute reconnaissance dans M 
1 ' 

on peut associer une reconnaissance dans Mi qui utilise des règles dont les 

projections qur QI sont les règles utilisées pour la reconnaissance dans M 
1' 

c'est-à-dire qu'il y a conservation de ~ ( 6 ) ~  d'oc 

36 E T(M;) tel que T( 6) = 6'. 

Idem pour Mi. 

L'argumentation précédente suffit pour justifier que Mi et M' vérifient 
2 

également la propriété 3. 

Soit la substitution fini S de 

telle que Yw E A. s(w) = {w) u {u E v2 / ITT(u) = II~(w)) 

idée de la construction de lrautomate M au. vérifie le lemme Dour e m  = e m l  e m  

Pour reconnaitre les éléments de I(expl) I(exp2), il faut que consécuti- 

vement à la reconnaissance d'un élément de I(eq ), on puisse entamer la reconnai 
1 

sance d'un élément de I(exp2).. Le passage d'un élément de I(expl) à un élément 
- 

de I(exp2) se fait en cours de reconnaissance, la possibilité d'un contrôle bas 

sur l'élément de I(expl), et d'un contrôle haut sur l'élément de I(exp2) est 

exclue, on a donc recours à la construction exposée en V.2.4. Ce passage sera don 

caractérisé par la transformation d'un état appartenant à A en un état apparte- 1 
nant à u2, ceci en préservant le t=e : c'est le rôle de la substitution S. 



Schêma : 

Il 

donc 

'Il 
'L 

L'automate M vér i f ian t  l e s  propriétés 1, 2, 3 pour e x .  expl exp2 sera  

M a CC, Q, 1, F, R> dans lequel 

R = Ri' u R; où Ry = {m a a  s ( m )  t è l  que a m a *  m '  E R i } .  



I l  r e s t e  à montrer que l 'automate a i n s i  cons t ru i t  yér i f ie  hjen  l e s  . 

La  p ropr ié té  1 e s t  manifestement v é r i f i é e ,  l e s  project ions  sur QI ou Q2 

des règ les  de R son t  inchangées par  rappor t  aux règ les  de Ri e t  R;. 

M s a t i s f a i t  ' auss i  à ' l a  'prdpri6tg 2.  

Preuve du premier ' po in t  : 

-> comme M r  e t  M l  v é r i f i en t  l a  propr ié tg  pour exp e t  1 2 1 

Signature de '(61) = IIT(m) = CO-signature de ~ ( 6 ~ ) .  

Preuve du ' d e ~ i è m e  noint  : 

~ 6 '  E I(expl exp2) : 6' = 6 1 9  6; avec eo-signature de 6; = signature de 

619 6; E I(expl) e t  6; E I(exp2). 



6> E I(exp2) '> de p a r t  l a  p ropr ié té  2 v é r i f i é e  par  M; 2  I 

63 E I(expl) 3 

)3d2 E T(M;) t e l  -- que r ( 6  2 ) 2 6; 

de p a r t  l a  p ropr ié té  2 vé r i f i é e  par  M; 
E T(M;) t e l  que 5(61) = 6; 

* 61 E T(M;) =+ l m i  E I r  e t  m E X t e l s  que rn 6 61 m 
1 1 

1 
1 i 

1 1 M i  
1 

* 
62 E T(M;) => 3m E u2 e t  m 

2 2 2 2 
E F r  t e l s  que mi 

2 

m. r s(m ) ca r  CO-signature de ô'  = s ignature  de 6' = 2 1 2  1 ' 

On en dédui t  que : 

3m! E s(mi t e l  que rn' 61 & 61 m .  
1 1  t i, 1, 

en rapprochant l e  r é s u l t a t  précédent de m. 6 62 m , on ob t ien t  : 
1, 2 M 1 ,  f , 

M s a t i s f a i t  l a  propr ié té  3 .  

Preuve : 

Nous nous at tacherons toujours à démontrer qu'un s e u l  point  de c e t t e  

p ropr ié té ,  l e s  au t res  preuves découlant de c e l l e  que nous donnons. 

Preuve du po in t  3 : 

'-b 
Soient 6 E DP(Z), mi 6 FS(1) e t  m E FS(F) t e l s  que f 



Toute reconnaissance dans M peut ê t r e  d i v i s e r  en deux mouvements, un 

premier dans l eque l  n' in terviennent  que des règ les  de  Ri', e t  un second n '  u t i l i -  
- 

san t  que des règles de R;. 

f) exp e s t  l e  produi t  de composition i t é r é  d'une expression simple de dag 

* 

* 
Soi t  exp' = exp 

Nous sommes placés dans l e s  condit ions d 'appl icat ion 

de la  propr ié té  pour M' e t  M; 
* 1 

v t , t r  T e @ ~ ( 6 ~ )  @ e t ,  . I(expl) 
t 

e t  e @ ~ ( 6 ~ )  @ et ,  . I(exp2) t 

Alors d 'après nôtre hypothèse d ' induction : 

3M = CC, Q, 1, F, R> automate de dags planaires  qu;L v é r i f i e  1e.s propr ié tés  

1, 2, 3 pour-exp. 

C'est 2 p a r t i r  de c e t  automate, que nous a l lons  cons t ru i re  l 'automate * 
qui reconnait I( exp ) . 



Analvse du ~roblème : 

* 
Tout dag, élément de I(exp ) est une succession d'élément de ~(exp) 

composés les uns aux autres. 

Une cascade de reconnaissance d'éléments de I(exp) pose certains problè- 

mes que nous mettrons en évidence sur un schéma : 

Forme des dags 

à reconnaître : 

# contrôle haut possible 

6* tel que 

<- impossibilité d'effectuer en 

COUPS de reconnaissance, un 

contrôle intermédiaire sur toute 

la largeur du dag. 

l i I d e m  I 

I 
1 

I 
1 
I 

- 1 
I I 

Idem 

Jn tel que 

<-, Contrôle bas possible 



Il faut donc parvenir à réduire le contrôle au niveau du passage d'un 

dag de I(exp) au suivant, a un sbple contrôle individuel su7 les états assurant 
cette transition. Les contraintes qu'exprimaient les contrôles haut et bas de- 

mont être intégrés dans les mouvements de ~econnaissance des daga. 

Une construction apparentée à la construction exposée en V.2.4. permet 

de répondre à ces exageances, mais unPquement sur des dags connexes. Cette pre- 

mière construction doit être considéré comme une ébauche très incomplète de l'au- 

tomate recherché. 

Les notations retenues ici sont celles adoptées au paragraphe V .2.4. 

Soit l'automate Hl = CZ, QI, Il, FI, RI> où 

u {(vos kg. q, kf. vf)/(vOY q> vf) E u l .  

- -l (A*) = ((1, ki, q, kj, v.)/(ki, q, k.) E XI* F~ - *KXQXK I 1 

R1 = {m* a a * m l  / lTQ(m) a a *  n (m') E R et Q 

3ki,k. E K tels que II KXQXK(~) et lIKxQxK (ml) E Ak.k 
I l j  

3v v. E V tels que II 
i' 1 

yxQxv(m) et & p v  (ml) E ~v.v.1 1 a 

Cet autamate possède les propriétés suivantes : 



'L 
9 y6 E w ( C )  ; 6 connexe. 

2 )  m. c FD(I1), m 
E F1 1 

Ji (m. 1 E FD(1) 
f I 1 9 1  

t e l s  que Jz 

t e l  que 

1 

Preuve : 

lT ( ~ n  1 E F m )  Q f 
e t  n cm 6 '6 T- gq(mf) Q i 

3 )  mi d S ( I 1 ) ,  m 
E F1 f 

t e l s  que 

m i 6 p 6 - m f  
1 

Ces propr ié tés  r é su l t en t  directement de l a  p ropr ié té  énoncée e t  démon- 

t r é e  en V.2.4, en e f f e t  : 

., 

L'automate M v é r i f i e  l a  propr ié té  V.2.4. pour s e s  projections sur 1 
K x Q x K e t s u r V x Q x V .  

TI-$me) E FG(F) Q f 
e t  IIq(rni) 6 M 6 Ti Q (m f ) 

9 

On a donc : 

iï (mi) E FS(1) Q 
TiQ(mf) E FS(F) 

e t  ïï (m.) 6 $ 6 ïïQ(mf) Q 1 

On en déduit immédiatement l a  propr ié té  1 précédente. 

6 connexe 

m i 6 P 6 . m  

m i c FG(I1), mf E FI hj E YI t e l  que JiyxDxy (m.) A E AY Y n P* 
é e l  que 

0 j 

3k.  e % t e l  que IlKXqxK(mf) E AkOkf n A* 
7 

B . k .  E K t e l s  que iïPQXK(m) e t  
1.1 

' K ~ Q X K  (m') E k . k  
Ml -. f 1 j 

3 v . v  6 V t e l s  que iïlnQxV(m) e t  
1 j 

&QXV (ml) E AV.V 1 j 



Les t r a n s i t i o n s  de l 'automate A p e m e t t e n t  de passe r  de v0 à Y en l i s a n  I: j 
UQ(mi) ; m.  peut donc ê t r e  prolangé en un mot de X ,  d'oh A (m ) E FG(I). 

1 Q 1 

Les t r ans i t i ons  de l 'automate A permettent de passer  de k à k .  en l i san.  F 0 1 
Ii (m ), mf peut donc ê t r e  prolangé en un ,mot de F, d'oÛ II (m ) E FG(F). Q f Q f 

Les preuves des p ropr ié tés  2 e t  3 s 'appuient  sur des raisonnements cal -  

qués sur l e  précédent. 

Deuxième étape de l a  construction : 

Pour reconnaître effectivement plus ieurs  éléments de I (exp)  à l a  s u i t e  

l e s  uns des a u t r e s ,  il nous f au t  compléter l e s  r èg l e s  de façon à ce qu'en chaque 

end ro i t  où un é t a t  f i n a l  pouvait apparaî t re  en cours de reconnaissance, on puis- 

s e  lui  subs t i t ue r  un é t a t  i n i t i a l  t ranspor tant  l e  même type pour démarrer l a  re- 

onnaissance de l 'élément su ivan t  de I (exp) .  

Un é t a t  f i n a l  e s t  c a r ac t é r i s é  par  l e  f a ï t  q u ' i l  comporte une t r a n s i t i o n  

de l'automate qu i  reconnait  F, a l o r s  qu'un é t a t  i n i t i a l  comporte une t r a n s i t i o n  

de l'automate q u i  reconnait  1. 

La subs t i tu t ion  r a t i onne l l e  s que nous a l l ons  d é f i n j r ,  formalise l a  
1 

transformation d ' é t a t  f i n a l  en é t a t  i n i t i a l  en préservant l e  type t ranspor té .  

Soi t  donc s1 : Q~ + 91 t e l l e  que 

'KXQXK ( w >  k 1 s 1 ( w )  = EW) 

w = (kg, Vos q. v, k) t e l s  que (kg,  q,  k )  E X e t  v E V k E K1 
1 

3 s l ( w )  = {(ko, voy q '  , V' , k '  ) E Q1 / ( V O S  q t  , V I )  il ; 

v '  V1, k '  E K1 e t  p ( q )  = IIT(qf)} u {w} 

w = (k,  v, q ,  vf, k f )  t e l s  que ( k ,  q ,  k ) E h e t  v E V , ,  k E KI f 
3 sl(w) = {(kt. v' , q' y v k ! 6 QI / ( V I ,  q', vfl  E p f '  f 

Y '  E VI, k f  E KI e t  lTT(q) = lTT(q7)} u {w) 



w ne r e n t r e  dans aucun des cas p r éc i t é s  

* S(W) = E(ky Y, q. Y ' .  kt) e Q ~ / ( V ,  q ,  v ' )  E II ; 
v, v t  € Y l  ; k, k t  e K1 ; e t  lIT(w) = lIT(q)J u {w}. 

L'automate M suivant  nous rapproche un peu plus  'du but recherché. 2 

Cet automate reconnait  bien tous l e s  dags ô, t e l s  que ~ ( 6 )  appar t i en t  à 
* 

I(exp ), mais pour ra i t  en reconnaî t re  d'au-tres l e  cas échéant. Dans nôtre cons- 

t r uc t i on ,  aucun contrôle ne permet de d i f f é r enc i e r  l e s  é t a t s  servant  à l a  recon- 

naissance d'éléments normalement d i f f é r en t s  de I(exp) ; r i e n  ne s'oppose donc à ce 

que ces é t a t s  interviennent conjointement dans une mgme règ le  ; cec i  peut condui- 
* 

r e  à l a  reconnaissance d'un dag n'appartenant pas à I(exp 1. 
t r ans i t i ons  de IJ 

Exemple : 

é t a t s  i n i t i a u x  

é t a t s  f inaux devenus 

Interférence en t re  des é t a t s  

quJ. par t i c ipen t  à l a  recon- 

naissance du premier e t  ceux 
t r ans i t i ons  de A 

qu i  auraient  du entâmer celle 

d'une troisième. 



D'où l a  nécess i té  d ' in t roduire  dans nos états une nouvelle composante 

capable de "séparer" l e s  reconnaissances d'éléments d i f f é r en t s  de I(exp).  ~ e '  

t r a v a i l  de c e t t e  composante s e r a  donc, à l a  vue de 1 'exemple précédent, d' Ampo- 

s e r  des choix quant aux s t a t u t s  des a r ê t e s  parcourues : a r ê t e  d ro i t e ,  a r ê t e  

gauche, a r ê t e  in te rne ,  extrémité d ' a rê te .  L a  reconnaissance s e r a  bloquée dès que 

l e s  choix considérés seront  en desaccord avec l a  s t ruc tu re  loca le  du dag : 

Nous a l lons  donc parallèlement à l a  reconnaissance des éléments de I (exp)  a 

promener l e s  marques d, g, c ,  0 suivant  l e s  règ les  é t a b l i e s  l o r s  de l a  présenta- 

t i on  de 1 'automate DG( c f .  VS.1. ). Un nouveau marquage a r b i t r a i r e  s e r a  généré à 

chaque t r ans i t i on  : f i n  d'élément 6e I(exp) e t  début du suivant .  La pert inance de 

ce choix se ra  éprouvée pa r  l a  s u i t e  de l a  reconnaissance (blocage ou non). 

Sur l'exemple précédent, l e  blocage s e  s e r a i t  produi t  de l a  façon sui- 

vante : 

t r ans i t i ons  de p 

I 
Arête néces-- 
sairement marquée 
O ou d ' 1  

Arête nécessairement 
marquée O ou g 

un é t a t  marqué O ou d 

ne peut être placé qu'à 

l'extrême d ro i t e  d'une 

p a r t i e  gauche de règ le .  

un é t a t  marqué O ou g 

ne peut ê t r e  placé qu'à 

l ' ex t rémi té  gauche d'une 

p a r t i e  gauche de règ le .  



* 
L'automate M' qui  s a t i s f a s s e  aux p r ~ p r i é t é s  1, 2, 3 pour exp peut donc 

ê t r e  élahoré comme s u i t  : 

Préliminaires : ------------- 
* 

So i t  s l a  subs t i t u t i on  r a t i bnne ï l e  de (QI x  H) dans ( Q ~  x H)* déf in ie  

par  Yw E Q X H s i  l'IH(w) # O OU IlKxQXK 1 - (w) k X a l o r s  

. I s(w) =W 

sinon - 
1 s(w) = s (II (w)) x H 

fsi - Ql 

Définit ion de l 'automate M t  : ........................... 

M '  = C C ,  Q f ,  I f ,  F r ,  R r >  

R i  = { m * a k a * m l  /*II ( m ) * a k a - n Q ( m l )  E R Q 
IIR(m) a  /- a IIH(mr E P 

3k.k. t e l s  que I P Q X K ( m )  e t  TiKxQxK 
1 1  

(m') E Ak.k 
1 j 

3v.v t e l s  que IlwQxV(m) e t  TiwQxv 
1 j 

(m') E Av.v.1 
1 

M f  v é r i f i e  l a  propr ié té  1 du lemme, puisque l e s  project ions  s u r  Q des règles  de 

u t ,  sont  des règ les  de T? qui  pa r  hypothèse v é r i f i e n t  l a  propr ié té  1. 

La démonstration du po in t  I de l a  p ropr ié té  2 pour M' nécess i te  l a  preuve 

de l a  p ropr ié té  l iminaire  suivante  : 



Preuve : 

Si 6 appartient au taillis reconnu par M t ,  6 appartient également au tail- 

lis reconnu par l'automate DG' suivant : 

P' est l'ensemble ci-après de règles : 

et de plus RH(mi) 6 6 6 n H ( m f ) .  

D'autre part nous pouvons établir que : 

On observe, en effet que l'application d'une règle de ?' , conserve 
* 

l'appartenance du mot d'états ohtenu au langage c" B d B H . 



1 

i) La règ le  appar t i en t  à fCg 8 c*) a !- a (H* 8 n 8 c*] / a  e 21 

* 
i i )  La r èg l e  appar t i en t  à {c a a * (c* + c* I )  d 8 H*' 8 g B c*)} 

iii) L a  règ le  appar t i en t  à {(c* e, d) a /- a (c* 8 d B H*) / a z}  

iv )  La règ le  appar t ient  à {(O + g @ c* 8 . d )  a a H* / a E 



Be façon, tout-à-fa i t  symétrique, on peut é t a b l i r  que 

Les consta ta t ions  précédentes vont nous permettre de démontrer par  l ' ab -  
* * 

surde que IIH(mi) E H B g 8 c  e) d 6 H*. 

* * 
supposons lTH(*i) k H 8 g 8 c  6 d H* => IIH(mi) E ( c  + dl* s ( c  + g: 

* * 
d'où TiH(rni) E H* B g B c OU lTH(mi) E c  8 d B H* ou Ti (m.) E c  ; d'après l e s  

H 1 

comportements de l 'automate m i s  en évidence précédemment l e  mot f i n a l  d ' é t a t s  

ne peut pas ê t r e  cons t i tué  uniquement de o.  

Preuve du point  1 de l a  p ropr ié té  2 : 

iTmf E F' 

* * * 
m 6 6 6 mf => il (m ) E H B g  8 c B d  B H ( c f .  ~ r o p r i é t é  l iminair  
i H i 

Nous a l l ons  examiner l e  sous-dag reconnu à p a r t i r  du sous-mot w de mi 
2 

dont l a  projection sur H appar t ient  à g  8 c* 8 d, e t  c ec i  t a n t  que l e s  règ les  

appliquées n ' u t i l i s e  pas 'en p a r t i e  gauche des é t a t s  qui aura ien t  subis, par  l ' ap -  

p l i c a t i on  de l a  subs t i t u t i on  s ,  l a  transformation d ' é t a t  f i n a l  en é t a t  i n i t i a l .  

s ( w )  : mot const i tué  d ' é t a t s  t e r -  i 
minaux transformés en 
i n i t i aux .  i 

FI ,- 
1 g c . . . . . . . . . . . .  c d' w 

I 

.- 



S i  on a  w2 &1 61 s(w),  on a également w2 &1 61 y 

Onen déduit  donc : 

nH(w2) 6l &- 6l . 

nH(w2) E g B C* @ d  O, 61 connexe 

* 
RH(") c 'I ( c f .  p ropr ié té  Y.2.3.). 

61 connexe 9 3v.v E V t e l  que TiwQxV 
1 j 

(W ) E AV.V 
1 j 

( c f .  p ropr ié té  V . 2 . 4 . ) .  

6 connexe =+ 3k .k . É V t e l  que IIpQxK 1 '-1 (W ) E Ak.k 
l j  

( c f .  p ropr ié té  V.2.4.). 

On a  donc, conformément à l a  propr ié té  3 vé r i f i é e  par  M.  

So i t  ~t E T* T(  8 e t  E I (exp)  

So i t  Y t  E T* et ~ ( 6 ~ )  E ~ ( e x p )  

So i t  Y t , t f  E T* et 8 r(61) 8 e t ,  E ~ ( e x p ) .  

Nous venons de f a i r e  l a  preuve que 



mot f i n a l  appartenant à F' 

E I ( q  

par  M '  

En poursuivant jusqu'à l 'extrème c e t t e  décomposition des dags reconnus 

par  M t  en un dag dont l e  "typage" i ndu i t  pa r  sa reconnaissance dans M '  e s t  un 

élément de I(exp) e t  un a u t r e  élément du t a i l l i s  reconnu par  M l ,  on ob t ien t  

6 = 6; 6 ; . . .  6' avec Yi E {I, ..., n} ~ ( 6 1 )  E l (exp)  
n 1 

Preuve du  oint 2 de l a  ~ r o o r i é t é  2 o 

~ 6 '  E ~ ( e x p * )  36; ,  64, ..., 6' E I (exp)  t e l s  que n 

Ys: 16 E T(M) t e l  que T(6i) = 61 (c f .  p ropr ié té  2 de M) o r  s i  i 
6i E T(M) alors 6i E T(Mr ) e t  son marquage T( 6i) e s t  identique d'où Y6> i 

E T(M') t e l  que ~ ( 6 ~ )  6;- 

D'après les règles  de M t ,  on a aussi 61 6 2 . .  . *  6 c TCM') e t  
- n 



Preuve de la propriété 3 

Cette preuve ne comporte pas de difficultés majeures et s'explicite par- 

faitement sur un schéma : 

Soit 6 E &(z), mi E FG(It) et mf E FG(F') tels que 

La reconnaissance de 6,,par l'automate M t  peut être décomposée la façon 

suivante : 

et If (mi) c FG(1) et li (w ) E FG(F) Q Q 1 
(car v k sont conservés à chaque transition) . 

0' O 

et Il (s(r,)) E FG(1) et li (w ) E FG(F) Q Q 2 
(car v k sont conservés à chaque transition). 

O' O 

l 

l 

I 
i 

I 

I 

I 

et fl (S(W~-~)) E FG(I) et %(mf) E FG(F) Q 
(cap v0, k sont conservés à chaque transition) . 

O 



On peut donc appliquer à chaque 6 l a  p ropr ié té  3 poin t  1 v é r i f i é e  i ' 
Pa?? M : 

Les po in t s  2 e t  3 n 'appel lent  pas de commentaires p a r t i c u l i e r s  e t  

s e  démontrent de façon rigoureusement s imi l a i r e .  
cl 

Ceci c los  l a  démonstration du lemme VI.3.1. 
n 

V I . 3 . 2 .  - D e m o n s t r a . t i o n  de l ' i n c l u s i o n  d e  RAT d a n s  REC 

Soi t  une expression r a t i onne l l e  de dags (1, exp, F )  où 

1 - e s t  un langage r a t i onne l  de 

exp e s t  une expression simple de dags s u r  ( 2 ,  T) 

* . F e s t  un langage r a t i onne l  de T 

Nous a l l ons  prouver que l ' i n t e r p r é t a t i o n  de c e t t e  expression r a t i onne l l e ,  

ou encore l e s  dags de k ~ )  obtenus par  détypage des éléments de I ( e= )  dont l a  

CO-signature e s t  un mot de 1, e t  l a  s ignature  un mot de f, e s t  un t a i l l i s  recon- 

na i ssab le  . 

Le lemme VI.3.1. nous assure  l ' ex i s tence  d'un automate d ' é t a t s  f i n i s  

de dags : Ml = CC, QI, Il, FI, RI> t e l  que : 



% 
reconnait  de l a  même manière, l e s  mêmes éléments de DP(C)  à condit ion tou te fo i s  

que l a  p ro jec t ion  s u r  T du contrôle  haut  s o i t  un mot de 1, e t  que l a  project ion 

sur T du contrôle  bas s o i t  un mot de F. 

Les propr ié tés  mises en évidence par  l e  lemme VI.3.1, nous permettent d t a f -  

f irmer que : 

vd E T(M' )  ~ ( 6 )  E I (exp)  ; l a  CO-simature  de ~ ( 6 )  E 1 e t  

' l a  s ignature  de ~ ( 6 )  E F. c7est -à-dire  

F ( T ( ~ ) )  = 6 E (1,  exp, n .  

OU encore : 

y- 
- y6 E (1, exp, f) 36' E I (exp)  de CO-signature appartenant à 1 

e t  de s ignature  appartenant à F t e l  que r (  6' = 6. 

Ce qu i  nous a&orise à conclure que ô E T(M') ou encore 

L'automate M t  ~ e c o n n a i t  exactement (1, exp, fi, c e t  ensemble de dags e s t  

donc un t a i l l i s  reconnaissable. 



VP.2.4. - Démonstration de L'inclusion de R E C  dans R A T  

La s imi l i tude  des rô l e s  assumés par l e s  types dans un magrnoide typé e t  

l e s  é t a t s  dans un automate d ' é t a t s  f i n i s  dé jà  notée l o r s  du paragraphe V.3.2, 

e s t  l a  base de c e t t e  démonstration. 

Soi t  M = (C, Q ,  1, F ,  R) automate d ' é t a t s  f i n i s  considérons l 'a lphabet  

bitypé (C, Q )  t e l  que : 

I l  e s t  a l o r s  évident que (1,  ((L, Q B * ,  F)  e s t  égal  au t a i l l i s  reconnu 

par  M .  En e f f e t  : 

'L 
e t  l e  détypage des éléments de DP(C, Q) dont l a  s ignature  appar t ien t  à F e t  l a q  

co-signature à 1 coïncide bien avec l e s  éléments reconnus par  M ,  l e s  types cons- 

t i t u a n t  en quelque s o r t e  l a  t race ,  ou l a  mémorisation de l a  reconnaissance dans M 

Exemple : 

Le t a i l l i s  reconnu par  M = (C, Q ,  1, F, R) où 

peut ê t r e  d é c r i t  par  l 'expression ra t ionne l le  : 



ce qui représente  encore l e s  dags de l a  forme : 

; dags où b e t  c change alternativement 

de place dans l a  descendance immédiate de a .  

Remarque : 

Les expressions ra t ionne l les  suivantes décrivent l e  même sous-ensemble 
'L 

de dags de DP(C), e t  réclame un nombre moins important de types d i s t i nc t s .  

qui ne nécess i te  pas t r o i s  types d i s t i n c t s .  

qui  ne nécess i te  que deux types d i s t i n c t s .  



Alors que l t e x p 0  ne  nous renseigne guère sur "l 'allure" des dags q u ' e l l e  

r eprésen ten t ,  l t e x p l  e t  l t e x p 2  évoque de façon p l u s  p r é c i s e  l a  "forme" des é lé-  

ments dont e l l e s  son t  l a  desc r ip t ion  syn thé t ique .  On peut  donc penser  que l a  

réduct ion du nombre de types  e n r i c h i t  l a  d e s c r i p t i o n  que cons t i tue  l ' express ion  

r a t i o n n e l l e .  Nos études ne nous ont  pas permis de mettre a u  po in t  un procédé e f -  

fectif  de réduction du nombre de ty-pes nécessa i res  à l ' é l a b o r a t i o n  d'une expres- 

s i o n  r a t i o n n e l l e ,  e t  l ' e x i s t e n c e  d'un t e l  algori thme nous p a r a r t  très i n c e r t a i n e ,  

VII.3. - C O N C L U S I O N  

Cette longue ' e t  f a s t i d i e u s e  démonstration a t t e s t e ,  pour l e  moins, de l a  

d i s t ance  qui sépare  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  d'un t a i l l i s  reconnaissable p a r  l ' e x i s t e n -  

ce  d'un automate q u i  r econna i t  ces éléments, de c e l l e  qui  cons i s t e  à exhiber  une 

expression r a t i o n n e l l e  q u i  décrive ces éléments. 

On peut ,  p a r  exemple, é t a b l i r  que l 'ensemble des dags possédant un motif 

connexe donné e s t  r a t i o n n e l ,  a t tendu que c e t t e  s p é c i f i c a t i o n  s e  t r a d u i t  de fa-  
% % 

son simple sous forme d 'expression r a t i o n n e l l e  : (T*, DP(E, T) motif DP( Z, T) , 
L a  recherche de l 'automate de dags p l a n a i r e s  capable de reconnaî t re  ce  type de 

dags, e t  uniquement ceux-là, réc lamerai t  un e f f o r t  considérable de combinatoire. 

Inversement, pour d'  a u t r e s  t a i l l i s  reconnaissables  , il s e r a  p lus  évident  de dé 

couvr i r  un automate d ' é t a t s  f i n i s  qui  l e  reconnaisse que de produire une express i  

r a t i o n n e l l e  non r é d u c t i b l e  directement à un automate d ' é t a t s  f i n i s .  

Exemple : 

Soi t  E = Z: = d ,  e t  l 'ensemble de dags su ivan t s  : 



e s t  reconnu par  l 'automate M = CC, Q ,  1, F, R> où 

L'élément fondamental de c e t  automate e s t  l a  r èg l e  de R, e t  on l a  re t rou-  

vera d'une façon ou d'une au t r e  dans une expression r a t i onne l l e .  

Ces deux manièreç de c a r a c t é r i s e r  l e s  t a i l l i s  reconnaissables sont  donc 

complémentaires, e t  nous o f f r e  deux méthodes d'approche t rès  d i f fé ren tes  à 1'é- 

gard des problèmes de r a t i o n a l i t é  dans l e s  dags. 

Le second apport de c e t t e  démonstration e s t  de nous avo i r  ob l iger  à dé- 

cor t iquer  l e s  mécanismes de fonctionnement de l ' opéra t ion  * sur l e s  expressions 

r a t i onne l l e s ,  ce qu i  nous permit de dégager l e  r ô l e  c a p i t a l  joué par  l e s  p a r t i e s  

connexes son t  un dag e s t  composé. 

Mettre à l ' é t o i l e  une expression simple de dag équivaut à : 

- assembler, en respectant  l e s  concordances de types,  l e s  "blocs" 

connexes qu i  sont  représentés par  l ' express ion simple, 

- en respectant  uniquement l a  place des blocs d r o i t  e t  gauche qui  de- 

vront obligatoirement s e  s i t u e r  s u r  l e s  bords d r o i t  e t  gauche des dags 

cons t ru i t s .  

t t t t *  So i t  l 'expression simple de dag suivante : exp = (a, b+ a C+ @J d,) 
t t t  t C C C C 

l e s  blocs connexes sont  i c i  : a t , b t ,  ct , dt 
L 

l e  b loc  d r o i t  e s t  : a' 

l e  bloc gauche e s t  : tt 
dt 

Tous l e s  dags composés de a ,  b ,  c ou ' d  pourvu que l e s  occurences de l a  

l e t t r e  a s e  trouvent sur l e  bord d r o i t  e t  l e s  occurences de l a  l e t t r e  d s e  trou- 
- 



vent sur l e  bord gauche, appartiennent à l ' i n t e r p r é t a t i o n  de c e t t e  expression 

simple de dags. 

Exemple : 

I I I  
a b b  

I I I  
c b c  

comme :. 

I 
d 

1 c I(exp),  on peut en e f f e t  considéré ce dag 

b 

1 I 
P a r  contre d a n 'appartient  pas à I ( e x p ) ,  une occurence de l a  l e t t r e  

I I 
à é t an t  placée sur .un bord d r o i t .  
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