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INTRODUCTION 

E t a n t  donnée une v a r i é t é  X é t a l é e  s u r  cn x C e t  S une f a m i l l e  

non v i d e  d e  f o n c t i o n s  holomorphes s u r  X,  X e s t  d i t e  d e  t y p e  S s i  l e  mor- 

phisme d ' ex t ens ion  d e  X à l ' enve loppe  d'holomorphie de  S e s t  un isomor- 

phisme. 

Dans l e  c h a p i t r e  O ,  nous é tud ions  quelques p r o p r i é t é s  e s s e n t i e l l e s  

d e  l ' enve loppe  d'holomorphie d e  S ; l o r sque  X e s t  d e  t y p e  S, nous obte-  

nons une a u t r e  c a r a c t é r i s a t i o n  d e  X. 

Dans l e  c h a p i t r e  1, X e s t  muni d'un homomorphisme c o n t i n u  y -+ -r 
Y 

d e  IR dans les automorphismes d e  X q u i  se p r o j e t t e n t  s u r  an x O en les 

t r a n s l a t i o n s  d 'ampl i tude  i y  'le long  du d e r n i e r  f a c t e u r  Q: ; nous appelons  

a l o r s  X v a r i é t é  t u b u l a i r e .  

Dans l a  p r o p o s i t i o n  3 ,  nous montrons qu'en chaque x c X il p a s s e  

un t u b e  maximal T q u i  s ' i d e n t i f i e  par  p r o j e c t i o n  à une bande d e  C paral- 
X 

l è l e  aux imag ina i r e s  p u r e s  ; nous munissons X d e  l a  r e l a t i o n  d ' équ iva l ence  

XRX' s i  Tx - - Txr 9 l a  r e l a t i o n  R est o u v e r t e  mais  l ' e s p a c e  q u o t i e n t  

X n ' e s t  pas  t o u j o u r s  séparé.  Lorsque l a  s é p a r a t i o n  a l i e u ,  on d i t  que X 
I R  

est une v a r i é t é  d e  Hartogs.  On montre  que s i  X est d e  S t e i n ,  X est une 
I 

v a r i é t é  d e  Hartogs (théorème 2) e t  qu'une v a r i é t é  X d e  Hartogs est isomor- 
1 

I phe à (Y ,r- ,r+) = < ( y , z )  E Y x C / r  (y )  < R e  z < r+(y)}  où Y est une v a r i é -  - 
t é  é t a l é e  s u r  an (théorème 1 ) .  



Dans l e  théorème 3 et l e  c o r o l l a i r e  1 ,  nous é t ab l i s sons  que l t e n -  
% 

veloppe d'holomorphie X d'une v a r i é t é  t u b u l a i r e  X e s t  une v a r i é t é  tubu- 
r(, 5 %  i 

l a i r e  X e s t  une v a r i é t é  t u b u l a i r e  de  Hartogs ; a i n s i  X = ( ~ , r - , r + ) ,  les 

% % % 
fonc t ions  r - e t  -r+ é t a n t  plurisousharmoniques s u r  Y. En p a r t i c u l i e r ,  

% 
nous obtenons que s i  X = (Y,r-,r+) Y est l ' enveloppe d'holomorphie de Y ,  

% 5  
et s i  Y e s t  de  S t e i n  r et  -r sont  les p l u s  grandes minorantes p l u r i -  - i- 

sousharmoniques de  r - e t  r , respectivement ; c e  qui  n ' e s t  p a s  v r a i  

s i  Y n ' e s t  pas de  Ste in .  

Dans l e  c h a p i t r e  II, nous é t a b l i s s o n s ,  p lus  généralement, que s i  l a  

f a m i l l e  S est i n v a r i a n t e  par  l a  t r a n s l a t i o n  T, l 'enveloppe d'holomorphie 
% % 5 %  % . 
X d e  S reste une v a r i é t é  d e  Hartogs, donc X = (Y,r - ,r+) à un isomorphisme 

% % % 
p r è s ,  où Y est de  S t e i n  e t  l e s  fonct ions  r- et  -r+ sont  plurisousharmo- 

% 
n iques  s u r  Y. 

On é t u d i e  p l u s  par t icul ièrement  l e  cas  où S = H-(x), espace d e s  

fonc t ions  holomorphes bornées s u r  X et on c a r a c t é r i s e  l e  type H- de 

X = (Y r ,  par  l ' appar tenance  r - et -r+ à une c l a s s e  P(Y) de  fonc- 

t i o n s  plurisousharmoniques i n t r o d u i t e  par  N. Sibony 23 . 



CHAPITRE O 

RAPPELS SUR LES ENVELOPPES D'HOLOMORPHIE 

S o i t  (X,p) une v a r i é t é  connexe é t a l é e  sur  an, l a  fonc t ion  

d i s t a n c e  s u r  X e s t  d é f i n i e  par : 

d(x) = sup(p > 0, il e x i s t e  un voisinage ~ ( x ,  p) de x homéomorphe p a r  p  

à l a  boule B ( P ( X ) , ~ )  de (En). 

- 1 
On no te ra  par  px l ' i n v e r s e  de p  d é f i n i  s u r  B(p(x) ,d(x))  

par  p i '  O p  = i d e n t i t é .  On désignera par  O(X) l 'anneau des  fonc t ions  

holomorphes s u r  X ; s i  f  s O(X) l e  germe de f  au point  x s e r a  

n o t é  par  f  e t  l e  rayon de convergence du développement t a y l o r i e n  d e  
X 

- 1 
f O p, au vois inage  de p(x) par  p ( f )  (x) . 

S o i t  S  une p a r t i e  non v ide  de  O(X), une S extens ion d e  

X est un morphisme X Y d e  v a r i é t é  é t a l é e  t e l  que l e  morphisme 
t * 

u de  r e s t r i c t i o n  : f  e U(Y) L-i f  O u E: O(X) a i t  une image contenant  

S, c ' e s t - à -d i re  : t o u t e  fonct ion  f  de S  s e  prolonge à Y en une 

* 
fonc t ion  unique de  U(Y) notée  u  (£1. 



Deux S ex t ens ions  X 5 Y e t  X A Z sont  isomorphes s ' i l  

e x i s t e  un isomorphisme d e  v a r i é t é  é t a l é e  Y --%- Z t e l  que v = w O u. 

Une S ex t ens ion  X ES(X) est a p p e l é e  une  S enveloppe d 'holomorphie  

u 
s i  t o u t  a u t r e  S ex tens ion  X + Y se f a c t o r i s e  à t r a v e r s  j ,  c ' e s t - à - d i r e  

v 
s ' i l  e x i s t e  un morphisme Y -+ ES(X) t e l  que j = v O u. On s a i t  [ 1 1  ] 

q u ' i l  e x i s t e  une S enveloppe d'holomorphië unique à un isomorphisme p r è s  ; 

d (x)  e s t  a l o r s  l ' inf inimum d e s  rayons de convergence au p o i n t  p (x)  
Es - 1 * 

d e s  développements t a y l o r i e n s  d e  f O px l o r s q u e  f d é c r i t  j (S) où p 

e s t  l ' é t a l e m e n t  de  E~ s u r  cn. 

Lorsque S = O(X) une O(X) enveloppe dlholomorphie  s e r a  a p p e l é e  

un domaine d'liolomorphie. 

S o i t  X ES(X) une S enveloppe d lholomorphie  e t  1 une 

* 
p a r t i e  non v i d e  d e  O ( E ~ ( X ) )  contenant  j ( s ) ,  a l o r s  E ( E ~ ( x ) )  est une C 
a u t r e  S enveloppe dlholomorphie  q u i  e s t  donc isomorphe à E ~ ( x ) ,  en 

p a r t i c u l i e r  s i  on prend 1 = O(ES(X)) on c o n s t a t e  qu 'une S enveloppe 

d lholomorphie  est un domaine d'holomorphie p a r t i c u l i e r  et par  conséquent  

une v a r i é t é  é t a l é e  d e  S t e i n .  

X est d i t e  d e  t ype  S s i  une ( e t  a l o r s  t o u t e )  S enveloppe 

d'holornorphie X A ES(X) est un isomorphisme. 

* 
Il est c l a i r  que ES(X) est d e  t y p e  j ( S ) .  S i  X est d e  

t y p e  S,  X est un domaine d'holomorphie ; l a  r éc ip roque  é t a i t  évidemment 

f a u s s e  en  g é n é r a l  : on prend pour X un domaine de 6 . -  {O) et pour  S 

l a  r e s t r i c t i o n  à X d e  O(C). 



S o i t  j : X --+ ES(x) une S enveloppe d'holomorphie e t  supposons 

que X s o i t  isomorphe à E (X) par  un morphisme 0, j est a l o r s  un i so -  
S 

morphisme e t ,  pa r  conséquent ,  X e s t  de  t ype  S s i  e t  seulement s i  il 

e x i s t e  un isomorphisme v de  ES(X) t e l  que 

a )  Supposons l ' e x i s t e n c e  de v ,  en s u b s t i t u a n t  v O j à j on 

* * * 
peu t  supposer  que (S) = j (S ) ,  il en r é s u l t e  que g = j ( f )  O 4 est 

* * Jc 
dans  S et l ' o n  a j (g) O j = g, a i n s i  j ( g )  O j O 4-I = j ( f )  c e  q u i  

s i g n i f i e  que j O 4-l est une S ex tens ion  ; d ' a u t r e  p a r t ,  t o u t  a u t r e  

S ex t ens ion  Y s e  f a c t o r i s e  à t r a v e r s  j e t ,  par  conséquent ,  à t r a v e r s  

j O 0 j. Il en r é s u l t e  que j O 4-l o j est une S enveloppe d 'holo-  

morphie ,  il e x i s t e  donc un isomorphisme u d e  ES(X) t e l  que 

-1  ' u O j O 0-' 0 j = j ,  c e  q u i  s i g n i f i e  u O j = 0 e t  e n f i n  j = u O 4. 

b) Réciproquement, supposons que j s o i t  un isomorphisme 

- 1 
v = 4 O j e s t  a l o r s  un isomorphisme d e  ES q u i  v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  

énoncée d a n s  l a  p r o p o s i t i o n .  



Remahque : 

La p r o p o s i t i o n  1 s ' a p p l i q u e  aux deux c a s  impor tan ts  s u i v a n t s  

S = HW(x) l ' a l g è b r e  de  Banach des  f o n c t i o n s  holomorphes bornées su r  X. 

U * 
En e f f e t ,  pour t o u t e  Hm(X) ex tens ion  X ---t Y on a u  (Hm(X)) = Hrn(y) 

* 
c a r  l ' é v a l u a t i o n  9 : f  e H-(x) 4 u ( £ ) ( y )  en un p o i n t  y  d e  Y d e s  

i f o n c t i o n s  d e  H ~ ( x )  e s t  un c a r a c t è r e  s u r  c e t t e  a l g è b r e  de  Bznach. Il  est 

p a r  conséquent c o n t i n u ,  on a  donc 

Ains i  u*(f)  est dans HW(y) e t  s i  Y est l ' enve loppe  d tholomorphie  

d e  X r e l a t i vemen t  à Hm(x), . a l o r s  Y e s t  d e  t y p e  H ~ ( Y ) .  

X e s t  d e  type  S s i  e t  seulement s i  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  

sont v é r i f i é e s  : 

a)  s i  x' # x" et p (x ' )  = p(x") il e x i s t e  f  E: S t e l  que 

b) Pour  t o u t e  s u i t e  x d e  X t e l l e  que dX(xn) f O ,  n  

il e x i s t e  une s u i t e  f n  d e  S t e l l e  que p(fn)(xn)  + O. 

D é m o n ~ ~ o n  : 

1 " )  Supposons que X s o i t  de  t y p e  S ,  s o i t  X 1-i E ~ ( x )  

une S-enveloppe d ' h o l ~ m o r ~ h i s m e  d e  X. Rappelons brièvement l a  c o n s t r u c t i o n  

On pose Ez = {a E Ii (Oz)£ t e l  que ~ ( a )  = in f  p ( a f ) ( z )  > O] 
f  ES f e S  



où 0 est l ' anneau  d e s  germes en z  d e  f o n c t i o n s  holomorphes e t  
Z 

a =  ( a f I f e S  

On pose  E = U n  E, ; muni d 'une t o p o l o g i e  a p p r o p r i é e  E est 
z  e C  

TI 
un espace  s épa ré .  ~ ' a ~ ~ l i c a t i o n  E -t cn d é f i n i e  p a r  n (a )  = z s i  

a  e Ez est un é ta lement  s u r  E ; on d é f i n i t  un morphisme d e  v a r i é t é  

- 1 
é t a l é e  d e  X dans  E pa r  j ( x )  = {f O px I fEs  . E ~ ( x )  est a l o r s  l a  

composante connexe d e  j(X) dans E. X é t a n t  de  t y p e  S, . j est un 

isomorphisme d'où a )  . 

S o i t  xn une s u i t e  d e  X t e l l e  que dX(xn) + O ,  on a  

( j  (xn)) = in f  p ( f  , j ( x n ) )  = i n f  ~ ( f  ,x,) 

f e j*  (s)  
f € S  

A i n s i  in£  p(f  ,xn) tend v e r s  zé ro  e t  donc pour t o u t  e n t i e r  n  
f CS 

il e x i s t e  f n  E S  t e l l e  que p( fn ,xn)  -+ 0. 

Z O )  Supposons l e s  c o n d i t i o n s  a )  et  b) v é r i f i é e s .  Par  

c o n s t r u c t i o n ,  j est i n j e c t i f  d ' a p r è s  a ) .  S o i t  x  un p o i n t  f r o n t i è r e  

d e  j(X) dans  ES(X), il e x i s t e  une s u i t e  x  d e  X t e l l e  que n 

j x  + x e t  donc dX(xn) + 0. . 

Pour t o u t e  s u i t e  f d e  S ,  on a  p (fn,xn) = p (f O j-' , j (xn) 1. n 
- 1 

Comme p(f  O j ,x0) >- a  > O e t  j (xn )  + x  on a  p( fn ,xn)  3 a > O 
n  O 

pour t o u t  e n t i e r ,  c e  q u i  c o c t r e d i t  la c o n d i t i o n  b). A i n s i  j (XI = Es(X). 



S o i t  X une v a r i é t é  é t a l é e  d e  t ype  S  où S  est un espace d e  

F reche t  a y a n t  une t o p o l o g i e  p l u s  f i n e  que l a  t o p o l o g i e  d e  l a  convergence , 

compacte,  il e x i s t e  a l o r s  une f o n c t i o n  f  appa r t enan t  à S t e l l e  que 

ES (XI = Ef (XI . 

a ]  Posons E  , = {f E S ,  f X =  f  pour t o u t  
x  ,x  X 

( x , x ' )  c X x X - A où A e s t  l a  d i agona le  d e  X x X. La t o p o l o g i e  d e  S 

é t a n t  f i n e  que l a  t opo log ie  de  l a  converge compacte E  est un 
x ,x '  

sous-espace fermé d e  S q u i  e s t  d i f f é r e n t  d e  S  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  2 .  

S o i t  (xn.xe) une s u i t e  dense d e  X x X - A .  Quel que s o i t  f  appa r t enan t  

au complémentaire d e  E l  = U ( E ~  e t  pour t o u t  ( x , x t )  dans  
Y X  n2O n n 

X x X - A  o n a  f x  # f x  . 

b )  Pour x  s X e t  E > O ,  

E est un sous-espace fermé de  S ,  il d i £  f  è r e  d e  S  c a r .  
E , X  

X est une ex t ens ion  maximale pour les f o n c t i o n s  de S. 

* 
S o i t  (xn , cn) E X x R+ une s u i t e  t e l l e  que dX(x,) + O e t  

-t O. Pour t o u t e  f o n c t i o n  f  appa r t enan t  a u  complémentaire d e  

El U E2 est maigre ; d ' a p r è s  l e  théorème d e  B a i r e  S  # E l  U E2. 

A i n s i  ES(X) = Ef(X) pour t o u t  f  appa r t enan t  au  complémentaire  dans  S  

d e  E l  u E2 , d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  2 .  



CHAPITRE 1 

VARIETES TUBULAIRES ETALEES SUR (En. 

Une v a r i é t é  é t a l é e  (X,II) su r  ân x C e s t  d i t e  t u b u l a i r e  s ' i l  

r (x,û) = x  e t  n O r (x,y)  = (nl ix) , n2 (x) + i y )  pour t o u t  x 

dans X e t  t o u t  y r é e l .  

. Dans l a  s u i t e ,  (X,II) désignera une v a r i é t é  é t a l é e  t u b u l a i r e  ; 

on n o t e r a  par  d  l a  fonct ion  d i s t a n c e  de X. 

Remque : 

S i  x , e s t  une a u t r e  v a r i é t é  é t a l é e  isomorphe à (X,II ) ,  

a l o r s  x I I '  ) e s t  a u s s i  tubu la i re .  En e f f e t ,  s o i t  h : X + X' un 

isomorphisme de  v a r i é t é  é t a l é e ,  posons : 



n'  O e = n' O h O T O (h-l x ida) ; comme = n t  O h ,  

n t  O e ( x V  ,y )  = n O h 1  X ,  = (5 (II-' ( ~ ' 1 )  ( x ' ) )  + iy)  

= (n; (x' ,n;(xt + i y )  

pour t o u t  x '  dans X '  e t  y r é e l .  

Pour t o u t  y r é e l ,  notons par  T l ' a p p l i c a t i o n  holomorphe d e  X 
Y 

dans X ,  d é f i n i e  par T (x) = ~ ( x , y ) .  
Y 

Pkapoa&on 4 .  - 
~ ' a ~ ~ l i c a t i o n  1: --+ T e s t  un homomorphisme du groupe (IR,+) 

Y 

dans Aut X. 

Pkeuve : 

s o i t  (x ,Y)  E x x a e t  E = {h E I R / T ~  O (x) = T ~ + ~ ( X ) I .  
Y 

E n ' e s t  pas v i d e  c a r  O a p p a r t i e n t  à E ; E e s t  fermé p a r  

c o n t i n u i t é .  

S i  V e s t  une c a r t e  l o c a l e  de T (x) avec h E E ,  a l o r s  . 
h+y 

T O r (x) et  T h+k y h+k+y 
(x) sont  a u s s i  dans V pour k a s sez  p e t i t .  

ûn v é r i f i e  faci lement que nGh+k O ~ ~ ( x ) ]  = nhh+k+y (x)) , donc 

rh+k+y 
(x) = T ~ + ~  O T ( x ) ,  a i n s i  h + k E E pour k assez  p e t i t  ; 

Y 

c e  q u i  montre que E est ouvert e t  E = IR c a r  E est a u s s i  fermé. 

La fonc t ion  d i s t a n c e  su r  (X,X) e s t  i n v a r i a n t e  par T 

c ' e s t - à -d i re  : 

d [T(X,Y>] = d <x> V ( X , ~ )  E X x IR. 



S o i t  p  < d(x)  ; désignons pa r  B(x,p)  l a  p a r t i e  d e  X contenant  

x,  homéomorphe pa r  II à B(II(x),p). 

Pour t o u t  y  d e  IR, est i n j e c t i v e  s u r  T(B(X,P)  ,y )  c a r  é t a n t  

donnés (x'  ,x") dans  B(x,p) x B(x,p) t e l s  que : 

a l o r s  II(X') = IT(xl'), c e  q u i  e n t r a î n e  x' = XI'. Comme T(B(x,P) ,y) est  

une p a r t i e  connexe contenant  T (x ,Y) ,  on a  ~ ( T ( X , Y ) )  2 d(x)  ; en 

s u b s t i t u a n t  T(x , -y)  à X ,  on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  cherché.  

Ptlopob.LlAon 6 .  - 

Pour t o u t  x d e  X,  il e x i s t e  une p a r t i e  d e  X n o t é e  Tx q u i  

c o n t i e n t  x  e t  q u i  e s t  homéomorphe par  II à {JI,(x)] x T: où Ti est 

un ouve r t  t u b u l a i r e  de @. 
Tx s e r a  appe lé  t u b e  d e  X contenant  x. 

S o i t  Ux une c a r t e  l o c a l e  contenant  x homéomorphe pa r  

II = (II, ,II2) à U; x U; où U; e s t  un v o i s i n a g e  r e c t a n g u l a i r e  ouver t  d e  

Il2(x) dans  E. Posons : 

'-b 

U = U u T(Y,Z)  et  montrons que Il e s t  i n j e c t i v e  sur  
X 

zsux yew 

'L 

l ' o u v e r t  U . 
X 

Notons pa r  [0,y] l ' i n t e r v a l l e  r é e l  fermé d ' e x t r é m i t é s  O e t  y. 



S i  Il2(") + i y  E U; pour z O U et  y r é e l ,  a l o r s  
X 

Il (2) + it E U; , 2 \J t F c a r  U; est un v o i s i n a g e  r e c t a n g u l a i r e  

d e  I'I2(z) dans  C. 

Donc 'C([O,~] ,Z)  E I I - l ( ~ ;  x u;) mais  ( [ o ~ ] , )  est connexe 

e t  c o n t i e n t  z  E UX. 

- 1 Comme Ux est l a  composante connexe d e  iI (u; x u;) con tenan t  

pour  z  e t  y  r é e l ,  en p a r t i c u l i e r  r ( y , z )  E Ux. 

Par conséquent  : 

2' = ~ ( y , z )  est é q u i v a l e n t  à : 



A i n s i  : 

On a donc : 

T ( Y '  , z ' )  = ~ ( y '  ,T( (Y-y ' )  , z ) )  = r ( y , z ) .  

'LI 

C e  q u i  prouve l ' i n j e c t i v i t é  d e  il s u r  Ux q u i  e s t  donc homéo- 

morphe pa r  Ii à U; x (u: + 3R). 

11 s u f f i t  maintenant  pour r é a l i s e r  l e s  c o n d i t i o n s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  

d e  p rendre  : 

L ' i n t e r s e c t i o n  de  deux. t ubes  
1 2 

Tx e t  Tx contenant  x  est 

connexe, l a  r e s t r i c t i o n  d e  li à l e u r  réunion 
1 2 

Tx U Tx 
e s t  donc un homéo- 

morphisme e t  forme un nouveau tube  contenant  x. 

Il e x i s t e  donc un tube  ouve r t  contenant  x  dans X maximal 

'b 
pour l a  r e l a t i o n  d ' i n c l u s i o n ,  on l e  n o t e r a  Tx. Il s e  p r o j e t t e  su r  

pa r  Ti2 
s u i v a n t  un t u b e  dont  l e s  a b s c i s s e s  i n f é r i e u r e s  e t  s u p é r i e u r e s  

s e r o n t  n o t é e s  r (x) e t  r+(x) .  - 
% 
T est l a  composante connexe contenant  x  d e  

X 

% % - % 
Il  e s t  c l a i r  que Txl - Tx ' t( x '  E TX. 



PhupiiaLtiarz 7. - 

Les f o n c t i o n s  r - (x )  e t  r+(x)  s o n t  r e spec t  ivement semi-cont inues  

supérieurement  e t  in fér ieurement  . 

% 
Pour x s X ,  s o i t  ilo l a  r e s t r i c t i o n  de ii à Tx , e t  

O 
O 

cons idé rons  [a,~] contenu dans 1 - r - (xo) , ï+(x0)  [. Quel que s o i t  

z B &,BI, il e x i s t e  une s e c t i o n  f de II-' au-dessus de z 

q u i  co?ncide avec f1 s u r  (]r-(xo),r+ 
O 

2 
est une bou le  c e n t r é e  en ill (xo) e t  UZ une boule  c e n t r é e  en z .  

Pour z et  z '  dans  [a,@], f z  e t  f z ,  co' incident s u r  l ' i n t e r s e c t i o n  

connexe d e  l e u r s  doreaines d e  d é f i n i t i o n  c a r  c e  son t  d e s  prolongements d e  

fl. P a r  compaci té ,  on en dédu i t  l ' e x i s t e n c e  d 'une s e c t i o n  f d e  f1 
O 

au-dessus d e  U1 x U2 q u i  c o l n c i d e  avec It-' 
O s u r  {n,(x)} x b,~], 

où U t  e s t  un vo i s inage  d e  il,(x) e t  Uî un v o i s i n a g e  de b,$]. 
Comme dans  l a  démonstrat ion d e  l a  p ropos i t i on  précédente ,  on pose  

U =  f(U1 XU2) e t  on montre que il e s t  un homéomorphisme de  : . 

U ~ ( y , x )  s u r  U t  X {U2 + iR]. 
xcU ysR 

P a r  conséquent : r (x )  < a e t  r+(x) > B x E U, c e  - 
q u i  prouve l a  p r o p r i é t é  annoncée. 

In t rodu i sons ,  à p r é s e L ~ t ,  l a  r e l a t i o n  d ' équ iva l ence  s u i v a n t e  

'-b 
s u r  X : x R x '  s i  e t  seulement s i  T = T 

X x' 



P~apabiLLon b. - 

La r e l a t i o n  R est ouver te .  

Démana&atian : 

'L 
S o i t  xo E X e t  x  E Tx . Pour que R s o i t  ouve r t e ,  il s u f f i t  

O 

d e  t r o u v e r  F ,  système fondamental de  v o i s i n a g e s  de  x  
O '  

t e l  que pour 

t o u t  U d e  F, il e x i s t e  V vo i s inage  d e  x ,  dont  t o u t  é lément  z est  l 

é q u i v a l e n t  à un élément d e  U. l 

. On a  vu précédemment q u ' i l  e x i s t e  un tube  o u v e r t  B d e  a l 

con tenan t  I l 2  (xo) et  Ji2 (x) , un vo i s inage  U, d e  Il, (x) = Ill (xo) ,  un 

% 'L 
v o i s i n a g e  V d e  xo . t e l  que l a  r e s t r i c t i o n  de  Il à V s o i t  un homéo- 1 

1 

morphisme s u r  U1 x B. 1 



Considérons l ' ensemble  F d e s  v o i s i n a g e s  U de  xo , contenus  

'b 
dans  V e t  homéomorphes par  à un système fondamental de  vo ' is inages 

é l émen ta i r e s  w; x w ;  d e  ll(x0). 

(Ili,)-' (w; x B) e s t  un v o i s i n a g e  V de  x  e t  x  . S o i t  x' 
v O 

dans  V e t  x" dans  U s e  p r o j e t a n t  p z r  !Il en l l l ( x l ) .  

'L 'L 
TxI e t  Tx,, n e  sont  pas  d i s j o i n t s  c a r  i l s  con t i ennen t  

'b - 'L 
(. ,)-' k l l l  (x '  1 X B] , on a  donc Txt - Txtt s o i t  x' R x". C e  qu i  

v 

t e rmine  l a  démonstrat ion.  

La r e l a t i o n  R n ' e s t  pas  en g é n é r a l  fermée ; il s u f f i t  pour 

l e  v o i r  d e  p rendre  X = C x C - {(O, t ) /Re t  = O).  Auss i  i n t rodu i t -on  

l a  d é f i n i t i o n  s u i v a n t e  : 

-Une v a r i é t é  t u b u l a i r e  é t a l é e  e s t  d i t e  d e  Hartogs s i  l a  r e l a t i o n  

R d é f i n i e  précédemment e s t  fermée. 

Théot~eme 7 . -  

Toute v a r i é t é  t u b u l a i r e  de  I ia r togs  é t a l é e  s u r  an x ii: e s t  i s o -  

morphe à un ouve r t  t u b u l a i r e  S l  d e  Y x Q, d e  l a  forme 

{ ( y , z )  E Y x C ; r - ( y )  < Re z i r+(y)} où Y e s t  une v a r i é t é  é t a l é e  

s u r  an e t  r- et -r sont  des  f o n c t i o n s  semi-continues supér ieurement  
-t- 

s u r  Y .  



a )  Comme l a  r e l a t i o n  R e s t  ouve r t e  e t  fermée,  l ' e s p a c e  t opo lo -  

g ique  q u o t i e n t  x / ~  est sépa ré  pour l a  t o p o l o g i e  q u o t i e n t .  On prend pour  Y 

. 
l ' e s p a c e  topologique  X et on pose 111 (x )  = IIl (x)  pour t o u t  X r X 

/ R  I R '  
Montrons que est é t a l é e  s u r  P.  Désignons p a r  P l ' a p p l i c a t i o n  . 
canonique de  X dans X 

/ R  
E tan t  donné W un ouve r t  d e  an 

Ai' (W) = PLII;' (w)] e s t  ouve r t  c a r  P est une a p p l i c a t i o n  ouve r t e .  A i n s i  

5 est con t inue .  il est ouve r t e  : 6, ( 6  = I I  - O pour t o u t  o u v e r t  

O d e  XIR ; comme II1 est ouve r t e  e t  P c o n t i n u e  A, est ouver te .  

S o i t  xo c X ,  il e x i s t e  un v o i s i n a g e  W d e  xo homéomorphe 

p a r  Il à W; (w; + iR) où W; est un v o i s i n a g e  de  I l l  (x0) e t  W; 

un v o i s i n a g e  r e c t a n g u l a i r e  d e  II2 (xo).  

. . 
W est un v o i s i n a g e  de  x  s u r  l e q u e l  II1 est i n j e c t i f ,  en 

O 

e f f e t  : 

s i  ( x )  = A 1 x t  pour (x ' , x t1 )  E Y x W 

'b % 9 (x' ) = 9 (x") . De p l u s ,  Tx' 
e t  Tx,, con t i ennen t  

'Il - 'L 
donc Txl - Tx,, c ' e s t - à -d i r e  X' = X".  ins si # est une c a r t e  l o c a l e  

pour il et  

Y = X e s t  une v a r i é t é  é t a l é e  par  / R 
f i l  s u r  c*. 



b)  Considérons l ' a p p l i c a t i o n  h de X dans XIR x C d é f i n i e  

par  : 

h est un morphisme pour l e s  s t r u c t u r e s  de v a r i é t é s  é t a l é e s .  

De p l u s ,  h e s t  i n j e c t i v e  c a r  h ( x l )  = h(x"> e n t r a î n e  

'L 'L - Tx, - Txtr e t  n (x ' )  = lI (x") c e  q u i  implique x '  = X" 2 2 

% - 'L 
c a r  Il est i n j e c t i v e  s u r  Txt - Txtt. 

h est donc un isomorphisme s u r  son image. 

L'image par II2 de Tx e s t  l e  tube  de  C d é f i n i  p a r  

{r - (x) < Re z < r+(x)}. De p lus ,  r+(x) e t  r (x) n e  dépendent que d e  - 
'L 
Tx donc que d e  x. 

r - e t  r+ sont  donc respectivement semi-continues supérieurement 

e t  i n £  érieurement s u r  
XIR 

par  d é f i n i t i o n  de  l a  topologie  quo t i en t  e t  l a  

p ropos i t ioc  4. 

La v a r i é t é  { fy,z)  E Y x C, r - (y) < Re t < r+(y)]  s e r a  n o t é e  

Par Y r r  ; on a donc X = (Y, r- ,r+) à un isomorphisme près. 

Toute v a r i é t é  t u b u l a i r e  é t a l é e  (X,Ii) q u i  est de S t e i n  e s t  

isomorphe à une var iéké  de Hartogs. 



1 ~ ' a ~ r è s  l e  théorème 1 ,  on e s t  .conduit à v é r i f i e r  l a  f e rme tu re  d e  

1 l a  r e l a t i o n  R ,  c ' e s t - à -d i r e  à montrer  que l ' ensemble  

'b 'b 
c = {(a ,b )  E X  x x / T a =  Tb] e s t  fermé dans X x X .  

Considérons (ao,bo) c E ,  par  c o n t i n u i t é  d e  on a 

n, (ao)  = n, (bol  

a et ,, sont  d e s  v o i s i n a g e s  r e s p e c t i f s  d e  a e t  d e  bo 
O 

O O 

r 
i n v a r i a n t  p a r  l e s  t r a n s l a t i o n s  ~ ( y , x >  e t  homéomorphes par  n à d e s  

w v o i s i n a g e s  é l é m e n t a i r e s  d e  l a  forme w x (1 + iR) où w e t  1 s o n t  
O O 

compacts dans  respect ivement  en et IR. On suppose w e s t  connexe 
O 

( c f .  l a  p r o p o s i t i o n  3 ) .  



'L 'L 'L 'IJ 

Il e x i s t e  (a,B) O Ua x Ub t e l  que T = T a u s s i  a  et  
a  

O O 
f3 ' 

B s o n t  dans  un t u b e  à base  K compacte e t  connexe. 

Par  c o n t i n u i t é  d e  l a  fonc t ion  d i s t a n c e  d ,  il e x i r t e  deux 

c o n s t a n t e s  p o s i t i v e s  E, e t  E~ t e l l e s  que : 

S o i t  x une f o n c t i o n  d e  D+(iR) normal i sée  pa r  : 

2 
X (  12 1 )d ( z )  = 1 où dA e s t  l a  mesure d e  Lebesgue s u r  

ê"+l . Pour 

ri .> 0, posons : 

U) x x,(z) = x (  
1 

2 2 (n+l ) et pour x  t e l  que d ( x )  > E~ : 
ri n 

n(x) + z  O B(II(x) ,d(x))  s i  I z I  < E* et donc 

- 1 \ x("x)+z) e s t  b i e n  d é f i n i e  s u r  {x E X/d(x) > E ~ } .  

Comme X e s t  de  S t e i n ,  on s a i t  que l a  f o n c t i o n  - Log d  est 

plur isousharmonique s u r  X Cg]. Les r i g u l a r i s é e s  $ri de  - Log d 

forment une s u i t e  décro issaf i te  d e  f o n c t i o n s  cm e t  plur iscusharmoniques 

. q u i  convergent  v e r s  - Log d .  

~ ' a ~ r è s  l e  théorème d e  Din i ,  l a  convergence a  l i e u  uniformément 

s u r  t o u t  compact d e  



d e s t  i n v a r i a n t e  par  T ( Y ,  a )  y E IR d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  5 ,  

il en e s t  donc d e  même pour l e s  f o n c t i o n s  . " 
'b 

Puisque K U Ua U $b e s t  i n v a r i a n t  par  r e t  e s t '  à base  
O O 

compacte pa r  c o n s t r u c t i o n ,  il e x i s t e  
"O 

t e l  que $ < - L o g  E s u r  
'Io 

2 

Y = 
1 + [Re nJ2  . 

- Log E 2  - 4 

Sur l ' ensemble  {x/d(x)  < - Log c2)  Y e s t  cQ) e t  s a  

'b 
r e s t r i c t i o n  à Tx e 5 t  s t r i c t e m e n t  sousharmonique à causi  d e  l a  présence  

du terme [ ~ e  n2(x)12. Y e s t  e n f i n  i n v a r i a n t e  pa r  l e s  t i a n s l a t i a n s  

~ ( y ,  0 )  pour t o u t  y r é e l .  

Posons = 3 < - Log E2) e t  Re z = n l ( n l ( z ) , ~ e  n2 (z ) )  
Ex X 

- 1 
pour z E EX ; comme z E Tx on a a u s s i  F.e z = z pl (x) ,Re n2(z) . 1 
On a main tenant  beso in  du lemme su ivan t  : 

Y est d 'exhaus t ion  s u r  Re Ex. 

On admet provisoirement  c e  lemme. Notons pa r  
1 

Tt l a  composante 

connexe d e  : 



2 
contenant  l e  po in t  il-' ( t  , ~ e  i12(ao)) pour t E W e t  pa r  Tt  l a  compo- 

a  O 
O 

s a n t e  connexe obtenue en remplaçant a  p a r  b  . 
O O 

1 2  rt e t  T t  sont  homéomorphes pa r  il2 à un t u b e  d e  â ; Y 

% 
é t a n t  s t r i c t e m e n t  sousharmonique s u r  

Tx * e t  i n v a r i a n t e  par  T, 

- 1 1 2  
1 O II2 e s t  s t r i c t e m e n t  convexe s u r  Re II2 .Tt e t  Re II2 T t .  Comme 

Y e s t  d ' exhaus t ion  s u r  chacun d e  c e s  i n t e r v a l l e s ,  , d ' a p r è s  l e  lemme 

c i -des sus ,  Y a t t e i n t  son minimum s u r  chacun d 'eux  en deux p o i n t s  

1 2  
m ( t )  un ique  s u r  Re li2 T t  e t  m ( t )  un ique  s u r  R e  II2 T t .  Mortrons 1  2  

- 1 - 1 
que II2 m l ( t )  et II2 m2(t)  sont  c o n t i n u e s  s u r  o . En e f f e t ,  s i  

O 

a - ( Y  O II-') e s t  l a  d é r i v é e  de  Y O Il-' p a r  r appor t  à l a  p a r t i e  r é e l l e  a 5 
d e  l a  deuxième coordonnée, on a : 

à cause  d e  l a  s t r i c t e  p lur i sousharmonic i té .  

. % 1 
S i  m est l e  minimum s u r  Re Tt .  Le théorème des  f o n c t i o n s  

% - 1 
i m p l i c i t e s  a s s u r e  que m = r2 ( m , ( t ) )  où m , ( t )  e s t  une  f o n c t i o n  

c o n t i n u e  s u r  
1 

Tt , connexe. 

On montre  d e  l a  même façon que m2(t)  e s t  con t inue  s u r  

S o i t  : 



w l  e s t  ouver t  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  5 e t  c o n t i e n t  ml(&) ; 

comme il (a ) n ' a p p a r t i e n t  pas à w l  e t  que w e s t  connexe, il 
1 O O 

e x i s t e  t dans  w q u i  a p p a r t i e n t  à l a  f r o n t i è r e  d e  w 
O O '  1 ' 

1 2 
ï t  n ï, = e t  donc ' l e s  p o i n t s  m ( t  ) e t  m2(to) s o n t  d i f f é -  1 0 .  

O O 

r e n t s .  

 a autre p a r t ,  il e x i s t e  une s u i t e  ( t n )  d e  p o i n t s  d e  

q u i  converge v e r s  to ; o n a :  

P a r  c o n t i n u i t é  d e s  f o n c t i o n s  ml  et m2 , on d é d u i t  : 

QJ 

oi ( t  1 = m2(t0) ,  c e  q u i  c o n t r e d i t  
1 o Ta 

O O 

On a donc (ao,bo) E C. 

Il r e s t e  à montrer  l e  lemme précédemment admis. à s a v o i r  que Y 

e s t  d ' exhaus t ion  s u r  Re En , c ' e s t - à -d i r e  que 

VM = {y E. Re Ex./Y(y) c M} e s t  r e l a t i vemen t  compact dans  R e  Ex pour t o u t e  

c o n s t a n t e  M. 

S c i t  (yn) une s u i t e  d 'é léments  d e  VM. On a il, ( Y ~ )  = TI, (x) 
QJ 

pour t o u t  n  c a r  
Yn € Tx' 

Puisque  Y < M, on a a u s s i  [Il (y )] < M et donc 
2 n 

ïï (y ) converge dans B v e r s  yo. 
2  n 



Pour n a s s e z  grand (II, (x)  ,yo) E B(II(yn), E , )  ; comme 

E~ < d(yn)  il e x i s t e  un v o i s i n a g e  d e  y dans  X qu 'on n o t e  pa r  n  

B (y,, E)  homéomorphe pa r  Il à B [II (yn) , E ,3 

'b 
S o i t  y  l ' u n i q u e  élément de  B(yn, E , )  t e l  que 

O 

'L 
II(yo) = (II, (x)  ,yo) et montrons que y, E <. S i  o d é s i g n e  un 

J'n 
v o i s i n a g e  é l é m e n t a i r e  d e  I12(yn) dans  C ,  

On a y0 Yn 
a s s e z  grand.  Posons : 

on s a i t  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  6 que T est homéomorphe p a r  Il 
Y n  

'L 
à { n l ( y n ) )  x T' où T' e s t  un t ube  de  C et on a  y. E T . 

Yn Yn "n 

'il 'L 'il 
P a r  maximal i té  d e  T , T C Tx , s o i t  Y 0  € Y .  

Yn 
X 

 a autre p a r t  d e  l ' i n é g a l i t é  d (yn)  > E~ > E 1 '  
on d é d u i t  

'L 
p a r  c o n t i n u i t é  de  d ,  que d(yo)  > c l .  A i n s i  l e s  f o n c t i o n s  4 et Y 

'L 
s o n t  b i e n  d é f i n i e s  en 

y0 

D e  Y(yn) c M ,  il v i e n t  < - Log E* - M ' et  

'il 'L 
< - Log E c a r  Y est c o n t i n u e  en 

2 Y 0  . 
fb 

A i n s i  y  E R e  Ex et EM e s t  r e l a t i v e m e n t  compact dans  R e  Ex. 
O 

S i  (X,  II) est une v a r i é t é  connexe t u b u l a i r e  é t a l é e ,  a l o r s  s o n  

enveloppe d 'holomorphie  e s t  a u s s i  une v a r i é t é  t u b u l a i r e '  é t a l é e .  



i)érnanA&alion : 

% .'Il 
Notons (X,II) l ' enve loppe  d'holomorphie d e  (X,II) ; nous u t i -  

l i s e r o n s  l e  r é s u l t a t  su ivan t  1 5 1  dont  nous r appe l e rons  l a  démons t ra t ion ,  

une p a r t i e  d ' e n t r e  e l l e  s e  t rouvan t  d i f f i c i l e m e n t  dans  l a  l i t t é r a t u r e .  

. 
P t r ~ p ~ b ~ n  9.  - 

'L 
Pour t o u t  4 d e  O(X,X), il e x i s t e  une un ique  f o n c t i o n  $ dans  

'L 'L 
O(X,X) t e l l e  que  ( 1 )  3 O u = u O $ où u  est l e  morphisme d ' e x t e n s i o n  

'L 
d e  X d a n s  X. D e  p l u s ,  l ' a p p l i c a t i o n  $l + 5 est c o n t i n u e  pour l a  topo- 

l o g i e  d e  l a  convergence uniforme s u r  t o u t  compact. 

L e  théorème 3 e s t  une conséquence f a c i l e  d e  c e t t e  p r o p o s i t i o n .  

En e f f e t ,  s o i t  y  4 T l ' a p p l i c a t i o n  c o n t i n u e  d e  IR dans  Oc(X,X) 
Y 

'L 
q u i  d é f i n i t  l a  p r o p r i é t é  t u b u l a i r e ,  l l a p p l i c a t  ion y  T est c o n t i n u e  

Y 
'L 'Il 

d e  IR dans  Oc(x,x) d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  c i -dessus .  De p l u s ,  

'Il 'L 'L % 
O T et ( , + i y )  coznc ident  s u r  u(X) d ' a p r è s  ( 1 )  e t  donc s u r  

Y 1 2  
'L 

t o u t  X .  

% 'L 
- A i n s i  y  T f a i t  d e  X une v a r i é t é  t u b u l a i r e .  

Y 

Démontrons maintenant  l a  p r o p o s i t i o n  : 

Les  ensembles d e  l a  forme {g E: O ( X , X ) / ~ ( K )  C U} c o n s t i t u e n t  

une b a s e  d ' o u v e r t s  d e  U(X,X) pour l a  t o p o l o g i e  d e  l a  convergence u n i -  

forme s u r  t o u t  compact, l o r s q u e  K e t  U d é c r i v e n t  respec t ivement  l e s  

compacts et  les  o u v e r t s  d e  X.  indice c  dans  Oc dé s igne ra  c e t t e  

t o p o l o g i e .  

r(, % 
I , ' apPl ica t ion  f E O (X) Ct f  c OC(X) e s t  c o n t i n u e  p a r  l e  

C 



'L 
graphe fermé, où f  e s t  l e  prolongement d e  f à 2. - 'b 

L ' a p p l i c a t i o n  f c Oc(x) - f O 4 E O (x) e s t  con t inue  comme 
C 

- composée d ' a p p l i c a t i o n s  con t inues  e t  donc l ' a p p l i c a t i o n  : 

w 5 'b 
f r_+ f O $(:) e s t  un c a r a c t è r e  d e  Oc(x) pour x o X. 

'b 'L 'L 
~ ' a ~ r è s  [ 5 ] ,  il e x i s t e  $(x)  E X t e l  que : 

w 
f 0 )(xZ) = ?@(2)] pour t o u t  f r O(X) ; 

On o b t i e n t  a i n s i  l a  c o n s t r u c t i o n  d e  , d e  p l u s  pour t o u t  

5 'L 
compact K d e  X ,  il e x i s t e  un compact K d e  X t e l  que : 

1 
En remplaçant f par  f n ,  p u i s  en é l e v a n t  à l a  pu issance  - n '  

pour  t o u t  e n t i e r  n ,  on o b t i e n t  M = 1 ,  a i n s i  : 

'L 'L 
I f ( @ ( X ) ) I  d I l f l l K  pour X e %  et donc 

5 5 I\ 
$(x)  e s t  dans l ' enve loppe  holomorphiquement convexe u(K) 

'L 'L 
d e  u(K) dans  2 ; c e  q u i  montre que )(K) r e s t e  dans un compact d e  

'L 
Montrons que @ e s t  con t inue  : 

'L 5 'L 
S o i t  (x,) une  s u i t e  d 'é léments  d e  X q u i  converge v e r s  a .  

5 'L 5 
. $2 s u i t e  {g(xn) 1 e s t  donc r e l a t ivemen t  compacte dans X e t  il e x i s t e  

une sous - su i t e  e x t r a i t e  convergente ' v e r s  

S o i t  ( $ ( x ~ ) ) ~  une t e l l e  sous-su i te .  

~ ' a ~ r è s  l ' é g a l i t é  ( 1 )  f  O $(a) = Y(& pour t o u t  f  dans 



'L 'b 'L 
Oc(X) ; 0" dédu i t  que : $(a)  = b ; c e  q u i  montre que e s t  con t inue .  

X 9 X 

11 r e s t e  à v o i r  que l l a p p l i c a t i o  $ " $ e s t  con t inue  de  

'L 'L 
O,(X,x) dans  O,(X,X). 

'b 'L 'b 
S o i t  V = {J E o ~ ( x , x ) / $ ( K )  C U} où K e s t  un compact de  X ,  

'b '-b 
U un ouve r t  d e  X. 

S i  go E V ,  il s u f i  it d e  montrer  que V est un vo i s inage  d e  

$0 
ou,  pour t o u t e  s u i t e  qn d 'é léments  d e  Oc(X,X) convergente v e r s  

, on a iP, E V pour n a s sez  grand,  l a  t o p o l o g i e  d e  Oc(x,x) 

é t a n t  à b a s e  dénombrable. 

. 'b 
Raisonnons p a r  l ' a b s u r d e ,  il e x i s t e  donc une s u i t e  (xn) 

'L 'b 'L '-b 
d 'é léments  d e  K t e l le  que qn(xn) d U ,  pour t o u t  e n t i e r  n .  

'L % 'L 'b 
Comme qn(xn) E IPn(K), on a vu qu'  il e x i s t e  un compact K 

'L A 
d e  X t e l  que $ n ( ~ n )  E U(K). 

'L 'L 
A i n s i ,  il e x i s t e  un compact Q d e  X t e l  que c(K)C Q 

pour t o u t  e n t i e r  n ,  on peut  donc e x t r a i r e  une sous - su i t e  I O  (> ) }  
P P 

d e  { convergente v e r s  b E Q,  e t  une sous - su i t e  d e  

'L 'b rtr 
x }  convergente  v e r s  a E K c a r  x E 2, n ; on peut  donc n 

'L 'L 
e x t r a i r e  une sous - su i t e  d e  {$ ( x  ) }  qu'on n o t e r a  encore  p a r  {$ (x ) }  

P P P P 



% 
pour n e  pas a l o u r d i r  l e s  n o t a t i o n s ,  t e l l e  que : x converge v e r s  a 

P 

e t  $ (; ) converge v e r s  b E Q. 
P P 

w 
D ' a p r è s  l ' é g a l i t é  ( 1 )  , f  O 4 ( a )  = f (b)  f c O(X) ; 

O 

'L % % 'L 
a i n s i  b = Vo(a) , donc b E $ o ( ~ )  C U ; mais $ n ( ~ n )  t! U ,  n ,  et 

% 
donc b d 5 c a r  U est ouve r t .  D ' O Ù  l a  con t r ad ic t2on .  Ce q u i  montre 

que l ' a p p l i c a t i o n  IP + e s t  cont inue .  

Théotrème 4 . -  

S o i t  Y = ( X ,  r - , r+) une v a r i é t é  t u b u l a i r e  é t a l é e  d e  Hartogs.  

Y e s t  d e  S t e i n  s i  e t  seulement s i  : 

a) X e s t  d e  S t e i n .  

b )  l e s  f o n c t i o n s  r - e t  - r  s o n t  plur isousharmoniques.  + 

Pétnonaxk&lon : 

1 " )  Supposons l e s  c o n d i t i o n s  a )  e t  b )  v é r i f i é e s  ; il s u f f i t  

d ' a p r è s  un r é s u l t a t  dû à Grauert-Docquier [8] d e  montrer  que Y e s t  

localement  d e  S t e i n .  

Pour x c X e t  p < d(xo) ,  posons w = B(X ,p) x C 
O O 

e t  . 

((x,  t )  = max [r (x)  - Re t ,Re t - r+(x)] pour (x,  t) € u. - 

. , 
( e s t  plur isousharmonique s u r  W. 

w n Y e s t  homéomorphe par  II x ida: à 



1 'L - 1 
où @ ( z ,  t ) = m(Ilx ( z )  , t )  . Comme e s t  p l u r  isousharmonique s u r  

I O 

B(n(xo) ,p) x O, V e s t  un domaine pseudo-convexe d e  B ( ~ ( X ~ )  , p )  x C ,  

c e  q u i  e n t r a î n e  que  w n Y e s t  de  S t e in .  

Z O )  Supposons que Y e s t  d e  S t e i ~ .  S o i t  x  c X e t  to e Q 
O 

t e l  que (xo , to )  E Y. 

. Posons r;(x) = r+ (x )  - Re to e t  r x  - = r - x  - t on a 

Comme l e s  f o n c t i o n s  - r '  e t  r '  sont  semi-continues supé- + - 
r i eu remen t ,  il e x i s t e  uii vo i s inage  U(xO) d e  x  dans  X t e l  que : 

r;(x) > O e t  r ' ( x )  - < O pour t o u t  x O u(xO). Posons 

Y '  = ( ~ , r : , r i ) .  

X' e s t  d e  S t e i n  comme image d e '  Y par  l a  t r a n s i a t i o n  

( x , t )  % ( x , t - t O ) .  Les homothét ies  ( x , t )  + ( x , n . t )  t ransforment  pour 

t o u t  n  Y'  en Y: q u i  e s t  d e  S t e i n  ; on a  Y '  = ( ~ , n r '  ,nr;). S o i t  n  - 
da  l a  f o n c t i o n  d i s t a n c e  s u r  Y: dé£ i ~ i e  p a r  : 

s i  ( x , t )  e s t  dans  avec x dans U(xo), on a  Pour 

p  < d t ( x , t )  : 
n 

(n+l ) r' - (x )  < n r '  - (x )  < Ret-p < Ret+p < nr;(x) < (n+l )r:(x) 

On en d é d u i t  que l a  s u i t e  d e  f o n c t i o n s  {dA(x , t ) l n  e s t  

c r o i s s a n t e  pour x E u(x0) e t  majorée pa r  d ( x ) ,  d  é t a n t  l a  f o n c t i o n  

d i s t a n c e  s u r  X. 



Comme lh n r  (x) = l i m  ( - n r + ( ~ ) )  = - m ,  o n a  d t ( : ( , t )  = d ( x )  Pour - 
n-tf-00 n-+tm 

n a s sez  grand et  x dans  U(xo) et  l i m  -Log dA(x, t )  = - Log d ( x ) .  
n+t-- 

A i n s i  l a  f o n c t i o n  - Log d(x)  est plur isousharmonique comme l i m i t e  

d é c r o i s s a n t e  d 'une  s u i t e  d e  f o n c t i o n s  plur isousharmoniques,  X e s t  donc 

d e  S t e i n .  

Montrons,  à présen t  que les  for.c.tions r et  -r  sont p l u r i -  - + 
'b 

sousharmoniques.  Notons par  Y l ' image  d e  Y pa r  l a  t r ans fo rma t ion  

Pour  que r - et -r s o i e n t  p lur i sousharmoniques ,  il s u f f  it 
4- 

d e  montrer  que  Y est de  S t è i n  d ' a p r è s  [IO]. 

Comme X est d e  S t e i n ,  il e x i s t e  une  f o n c t i o n  $ con t inue  

et p l u r  isousharmonique s u r  X ,  q u i  est d '  exhaust  ion .  Posons 

est plur isousharmonique et  d 'exhaus t ion  s u r  Y.  En e f f e t  : 

s o i t  ( xn , t n )  une s u i t e  d ' é léments  d e  V = { ( x , t )  E ~ l @ ( x , t )  < CI. 
C 

Comme Q est d ' exhaus t ion  s u r  X, il e x i s t e  une s o u s - s u i t e  {xm} 

2 
e x t r a i t e  d e  x convergente  v e r s  x r X. Pu isque  [R.e tJ < c 

O 

il existe  une  a u t r e  sous - su i t e  { ~ e  t qu'on n o t e  encore  p a r  
P P 

{Re tmIm e x t r a i t e  d e  { Re  t,}, convergente  v e r s  to  
s IR. 

- C 
@(x,,y0) E Y c a r  e < d t x n , ~ e  t ) pour t o u t  n .  Comme n 

(x ,  t )  n e  dépend pas  d e  l a  p a r t i e  imag ina i r e  d e  t , l a  f o n c t i o n  

% s 
d é f i n i e  p a r  @(x,X) = @(x,Log A )  e s t  b i en  d é f i n i e  s u r  Y ,  c a r  e l l e  

n e  dépend pas  d e  l a  dé t e rmina t ion  du  logar i thme.  



% % 4 e s t  plurisousharmonique s u r  X comme ccmposée d 'une  f o n c t i o n  

plur isousharmonique 'avec une f o n c t i o n  localement  holomorphe. 11 s u f f i t  

% % 
d e  montrer  que e s t  d ' exhaus t ion  s u r  Y .  S o i t  

e t  (x,, An) une s u i t e  d 'é léments  d e  
r\, . vc ; (xn,L0g ,) e s t  une s u i t e  

d e  Y ,  pour une dé termina t ion  quelconque du logar i thme {(xn,Log An)} 

e s t  une s u i t e  d e  V c a r   log An) < C ; comme 4 e s t  d ' exhaus t ion  
C 

s u r  Y ,  il e x i s t e  une sous-su i te  e x t r a i t e  (x ,Log X ) q u i  converge m m 
- 0 % 

v e r s  ( ~ ~ ~ 0 ~ )  e V C .  A i n s i  (,,hm) c o n v e r g e v e r s  (x  , e  O) & Y ,  c e  
O 

% % 
q u i  montre que e s t  d ' exhaus t ion  s u r  Y ,  q u i  e s t  donc d e  S t e i n .  

a )  L'enveloppe d'holomorphie d ' une  v a r i é t é  t u b u l a i r e  Y ,  

é t a l é e  s u r  an x (C, e s t  à un isomorphisme ~ r è s  d e  v a r i é t é  é t a l é e ,  

une v a r i é t é  t u b u l a i r e  de I lar togs,  qu'on n o t e  pa r  

% 
1 " )  X e s t  une v a r i é t é  é t a l é e  d e  S t e i n  ; 

% % 
2") Les f o n c t i o n s  r e t  -r+ s o n t  plur isousharmoniques 

% 
s u r  X ; 

b)  En p a r t i c u l i e r  s i  Y = (X,r-;r+) est une v a r i é t é  t u b u l a i r e  

d e  Har togs ,  a l o r s  

% - X e s t  l ' enve loppe  d'holomorphie d e  X , 
% % - S i  X e s t  d e  S t e i n ,  l e s  f o n c t i o n s  r e t  -r son t  - + 

respect ivement  l e s  p l u s  grandes minorantes  plurisousharmo- 

n iques  de  r - e t  d e  -r+. L'enveloppe d'holomorphie d e  Y 

e s t ,  pa r  conséquent ,  u n i v a l e n t e  au-dessus d e  Y.  



D é r n a n ~ ~ ~ n  : 

'b 

a )   après l e s  théorèmes 3 e t  2 ,  Y e s t  une v a r i é t é  t u b u l a i r e  

'Il 'b'b % 
é t a l é e  d e  Hartogs,  a i n s i  on peut  é c r i r e  Y = (X, r - , r+) .  Les  a f f i r m a t i o n s  

1') et  2") découlent  du théorème 4 .  

'L 'b 
b) s i  p e t  p dés ignent  l e s  é t a l emen t s  de  X et X s u r  

'b cn, s i  a = (5, ,$) dés igne  l e  morphisme d ' ex t ens ion  d e  Y v e r s  Y ,  

'L 'L 
on a $ 0  a , ( x , t )  = p(x)  e t  u 2 ( x , t )  = t .  11 en r é s u l t e  que u l  n e  

'L 
dépend pas  d e  l a  v a r i a b l e  t e t  que u s e  met s o u s  l a  forme 

U(x , t )  = (u(x)  , t )  où u e s t  un morphisme d e  v a r i é t é  é t a l é e  d e  X 

QJ 'L 
v e r s  X. Puisque X e s t  d e  S t e i n ,  il r e s t e  à v é r i f i e r  que u e s t  un 

'L 
morphisme d e  prolongement pour O(X) pour conc lu re  que X e s t  l 'enve-  

l oppe  d'holomorphie d e  X. 

E t an t  donné f dans ()(Y), on peut  l e  cons idé re r  comme 

'L 'L 
élément  d e  O(X) ; s i  f dés igne  son prolongement à X ,  on a 

rL a 'L a i  - f  = - =  'b 

a t  a t  O ; a i n s i  f peut ê t r e  cons idé ré  comme un élément d e  

'L 'L 
O(X) q u i  v é r i f i e  f O u = f .  

'L 'L 
Il e s t  c l a i r  que r- O u e t  -r O u minorent  r e t  -r+ + - 

* * 
respec t ivement .  Désignons pa r  r e t  -r l e s  p l u s  grandes minorantes  - + 
plurisousharmoniques d e  r- e t  -r+ ; s i  Y e s t  d e  S t e i n ,  l e  

morphisme u e s t  l ' i d e n t i t é ,  on a donc 

QJ 

Y* est une v a r i é t é  d e  S t e i n  d ' ap rè s  l e  théorème 4 et  Y e s t  l ' ' enveloppe 

'L * 
d'holomorphie d e  Y ,  il en r é s u l t e  que Y = Y . 



I QI 

S i  Y n ' e s t  pas  de  S t e i n ,  l e s  r e s t r i c t i o n s  à Y d e  r et - 
% 

d e  r n e  s o n t  pas  en géné ra l  l e s  p l u s  grandes minora r~ te s  p lu r i sous -  + 
harmoniques d e  r e t  d e  - r  comme l e  montre l 'exemple s u i v a n t  : - + 

Po sons  
2 

A l  = {(x1 ,x2)  E R  / lxl-x21 < E} e t  

3 
On c o n s i d è r e  dans l e  domaine i n v a r i a n t  pa r  l e s  t r a n s l a -  

3 
t i o n s  l e  long d e  3R3 dont  l a  p r o j e c t i o n  s u r  IR e s t  dé£ i n i e  par  : 

Pour E a s s e z  p e t i t  Inf  1 ,2  - lX1+X21] e t  1 coxncident  [ 
s u r  A l  n A2. 



P a r  r a p p o r t  aux n o t a t i o n s  p récéden te s  du c o r o l l a i r e  1 ,  

y = (2 , z2)  avec  x1 = R e  z1  > x2 = R e  z 2  , t = z 3  avec Re z3 = x3. 

2 
Y = (Al U A2) fB ilR . On a donc r+(y) = 1 s i  (Re z , R e  z 2 )  c A2 

e t  r+(y)  = In f  - I x , + x ~ ~ ~  s i  (Re zl , I?e  z 2 ) c A 2 ,  r-(y) = - 03. 

 après l e  théorème d e  Bochner [l] , l ' enve loppe  d'holomor- 

'b p h i e  d e  X est l ' e n v e l o p p e  convexe d e  X e t ,  pa r  conséquent ,  r+ r 1 .  

'b 
A i n s i  r est s t r i c t e m e n t  s u p é r i e u r e  à r p o u r t a n t  - r  est + + y + 
p l u r  isousharmonique comme fonc t ion  convexe d e  y indépendante  d e  l a  

p a r t i e  imag ina i r e  d e  y .  

C u n o U a h e  2. - 

S o i t  f 6 O(Y) où Y = (X,r-,r+) est une v a r i é t é  t u b u l a i r e  

d e  Ear togs .  Pour chaque x d e  X ,  cons id6 rons  l a  bande maximale 

(8 - (x) < Ret < e+(x))  à l a q u e l l e  f  (x,.) se prolonge.  Désignons par  

* * 
O+ e t  8 - l e s  r é g u l a r i s é s  semi-continues i n f é r i eu remen t  et  semi- 

c o n t i n u e s  supérieurement  d e  8+ et 8 . Alor s  : - 
* * 

a )  (X,8 , 8  ) est à X f i x é e  l a  v a r i é t é  t u b u l a i r e  m a ~ i m a l e  - + 
d e  Hartogs à l a q u e l l e  f  se pro longe  ana ly t iquement .  

* '  * 
b)  -O+ e t  8 son t  plur isousharmoniques s u r  X. - 

Pémana;Dtcttiun : 
* * 

a )  Montrons que f s e  pro longe  a n a l y t i q u w e n t  à (x, O-, O+). 

* Jr 
S o i t  K un compact d e  (X,8-,O+) ; on peut  r e c o u v r i r  K P a r  un 

nombre f i n i  d e  domaines de  l a  forme 

K = { ( x , t )  a < Re t < A ,  x c B(x ,p )}  avec 
P O 



* * 
a = max O ( x ) ,  - A = Inf  B+(x) . 

xcB(x0,p) x ~ B ( x ~ , p )  

On c h o i s i t  p a s s e z  p e t i t  pour que 

b = max c - (x) < In£  r+(x) = B . 
xcB(x0,p) xeB(y,p) 

C e  q u i  est p o s s i b l e  c a r  l e s  f o n c t i o n s  r - et - r s o n t  serni- + 
c o n t i n u e s  supérieurement .  

O n a  a S b < B f A .  

f est ho lon~orp? ;~  dans l a  bande { ( x , t ) ,  b < Re. t < B, x E B(xo,p)).  

Pour t o u t  y f i x é  dans B(yo,p),  f ( y , . )  s e  prolonge ana ly t iquement  à 

l a  bande a < R e  t < A .  D'après  un théorème d e  Har togs ,  f  se pro longe  

ana ly t iquement  à Kp est donc au vos inage  d e  K y  pour t o u t  compact K 

* * 
Il en r é s u l t e  que (x,G-,B+) e s t  l a  v a r i é t é  maximale t u b u l a i r e  

d e  Har togs  à l a q u e l l e  se pro longe  f analyt iquement  pour X f i x é .  

* * 
b) Considérons l ' enve loppe  d'holomorphie d e  (X,0-,O+), 

'Il 
d t a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  2 ,  e l l e  e s t  d e  l a  forme ( ~ , p - , p + )  où p- et 

'Il 
-p+ s o n t  d e s  f o n c t i o n s  plur isousharmoniques e t  X est l ' enve loppe  

d tholomorphie  d e  X. S i  u dés igne  l e  morphisme d e  X dans  s o n  enve lcppe  

dlholomorphie  X ,  on a : 

* * 
p o u 6 0  - < 0  ~ p + o u  . I l  en r é s u l t e  a l o r s  d e  l a  

+: 
* * 

maximal i té  d e  ( X ,  O-,  O+) que : 



* * 
0 = p- O u et O+ = p+ O u s  c e  q u i  é t a b l i t  l a  plurisous-  - 

* 
harmonicité d e s  fonct ions  0* e t  -O+ . - 

On donne maintenant une a u t r e  démonstration d e  l a  plurisous-  

* 
harmonici té  d e s  fonc t ions  O* e t  O+ in tervenant  dans l e  c o r o l l a i r e  2 ,  - 
q u i  a l ' i n t é r ê t  d ' ê t r e  cons t ruc t ive  ; t o u t e f o i s ,  on est amené à f a i r e  

l 'hypothèse supplémentaire suivant  : v x E'X, il e x i s t e  un vois inage 

V d e  x et deux réels a et b tels que : 

* * * * 
- 0 - > O  et O < 0 + - b < b - 0  s u r  V. - 

* 
Cette condi t ion  e s t  v é r i f i é e  lo r sque  O+ e t  ê s o n t  - 

continues.  Bochner dans a t r a i t é  l e  c a s  .des demi-plans 

* 
(O+ i + a e s .  * - . On remarquera que l 'hypothèse  f a i t e  . 

i c i  suppose O* v a l e u r s  dans IR. - 

L m e  CI] .- - 
Désignons, pour r > s, par  E(r)  l ' e l l i p s e  d 'équation 

Notons R ~ ( z )  - tn + t-n oh t est l 'me des  r a c i n e s  d e  

1 l ' équa t ion  z - 2 ( t  + t-' ; Rn est un .polynôme. Alors 

b) Toute fonc t ion  holomorphe s u r  E(r) se développe en 

série absolument et uniformément convergente s u r  t o u t  compact de E(r) 

sous la  forme : 



Il en r é s u l t e  .que s i  l ' o n  sup.pose R = 1 
l im  nJlanl ' 1, 

n 

R e s t  l e  supremum d e s  r pour l e s q u e l s  f se pro longe  ana ly t iquement  

aux e l l i p s e s  ~ ( r ) .  

* 
On é t u d i e  l a  p lu r i sousha rmon ic i t é  d e  0  sur V ; a p r è s  l a  - 

t r a n s l a t i o n  t * t - a ,  on peut  supposer  : 

* * * * 
e - (x) < O < e (XI et  1 ~ J x )  1 < e+(x) s u r  V.  - 



Quelque s o i t  k  > O ,  f  est holomorphe s u r  V x k x E ( r ) ,  pour  r a s s e z  

~ v o i s i n  d e  1 ; on peut  donc poser  : rk(x)  l e  supremum d e s  r t e l  

que f ( x , . )  s e  pro longe  analyt iquement  à k .E( r ) .  ~ ' a ~ r è s  ( 1 )  e t  ( 2 ) ,  on a  : 

- 1 k  
(3) - l o g  r (x)  = i im - Log lan(x) 1 k n  

La f o n c t i o n  f x , .  se pro longe  ana ly t iquement  à l a  réunion  

d e s  e l l i p s e s  k .E(rk(x)) .  Il en r é s u l t e  que : 

n ' a u t r e  p a r t ,  q u e l  que s o i t  l ' e n t i e r  k  > O, il e x i s t e  r > 1 

k 1 * 
t e l  que  - 2 (r- r)  = 0-(x) ; l ' e l l i p s e  k .E( r )  e s t  a l o r s  contenue  

* 
dans  l a  bande {Re t E [9*(x) - ,9+(x)] 1 et  , p a r  conséquent  f  (x ,  .) e s t  

holomorphe s u r  k .E ( r )  ; il en r é s u l t e  que : 

On a donc : 

La con jonc t ion  d e  (5) e t  (6)  f a i t  que 

e-(x) l i m  
k-tt- 



e t  donc 

* 
- 0 (x) = l i m  

I * - k  Uk 
-u 

k  - * et 6 (x)  = l i m  - (e - 2 
- e ) = l i m  k.uk c a r  0 (x )  é t a n t  f i n i ,  l a  

l 
I 

- 
I k-w k* 

k Uk 
-u 

p l u s  grande  v a l e u r  d ' adhérence  d e  l a  s u i t e  - ( e  - e k, n e  peut  ê t re  
2 

obtenue  que pa r  une s o u s - s u i t e  uk t endan t  v e r s  0. Il en r é s u l t e  

* 
donc l a  p lu r i sousha rmon ic i t é  d e  0 d ' a p r è s  l e  r é s u l t a t  de  P. Lelong. - 

* 
Une démons t ra t ion  ana logue  condui t  à l a  p r o p r i é t é  voulue  pour - 8+ . 

. Nous donnons maintenant  une a u t r e  démons t ra t ion  du théorème 3 

q u i  a l ' a v a n t a g e  d e  s ' a p p l i q u e r  aux enveloppes dlholomorphies  d 'une  f a m i l l e  

quelconque d e  f o n c t i o n s  holomorphes. 

Théok2me 5 . -  

S o i t  S une f a m i l l e  d e  f o n c t i o n s  holomorphes s u r  une  v a r i é t é  

t u b u l a i r e  X t e l l e  que S  s o i t  i n v a r i a n t e  p a r  l a  t r a n s l a t i o n  T, a l o r s  

'b 
l a  S-enveloppe d lholomorphie  X d e  X est une v a r i é t é  d e  S t e i n  q u i  e s t  

d e  p l u s  t u b u l a i r e .  

D6mama;irLaA;ion : 
'L 
X est l a  composante connexe d e  j ( X )  dans U Ez d é f i n i  a u  

z sen x c  

'L 
c h a p i t r e  O e t  j (x)  = {fx}frS pour t o u t  x E X. p  et  p  s o n t  les ap- 

'L 
p l i c a t i o n s  d 'é ta lement  d e  X et  X respec t ivement .  

s i  z = ( a , t )  E ân x C ,  on n o t e  pa r  z+iy l e  p o i n t  ( a , t f i y )  d e  E" x 9. 



" " 
Pour y  f i x é  p a r  T l ' a p p l i c a t i o n  d e  X dans  V E d é f i n i e  p a r  

Y zê. c'j< B: z 

" 
( 1  = f c S  

déf 
Y i 1 -  (fory);  fsS . 

" " " " " QJ 

S o i t  XE = x 8 X/d(x) > E ]  où d  est l a  d i s t a n c e  s u r  X. 

" 
Pour 1 y1 < E ,  l e s  a p p l i c a t i o n s  T 

Y 

a n a l y t i q u e s  s u r  2 e t  c o i n c i d e n t  s u r  j (x) .  E l l e s  c o i n c i d e n t  donc s u r  
E " QJ 

l a  composante connexe YE d e  j (xo )  dans  XE où x c X. Comme 
O 

C " 
X = u X c ,  c e s  a p p l i c a t i o n s  co' incident p a r t o u t .  On a  : 

6 '/O 

QJ " 
pour l y l  < d(x )  . 

" QJ 
Il en r é s u l t e  l a  c o n t i n u i t é  d e  T s u r  un v o i s i n a g e  d e  10) x X. 

C 
On a ,  d ' a u t r e  p a r t  : T O j = j O r , v y  E Dl, ce q u i  e n t r a î n e  : 

Y Y 

QJ " " " 
T O T ' = T  

Y+Y ' et r = i d e n t i t é .  
Y Y y =O 

Pa r  c o n s t r u c t i o n ,  on a  : 

" 
D e s  r é s u l t a t s  ( l ) ,  ( 2 )  e t  ( 3 ) ,  on d é d u i t  l a  c o n t i n u i t é  d e  T 

" 
s u r  IR x X. 

" QJ 
A i n s i  X e s t  une v a r i é t é  t u b u l a i r e  pour l a  t r a n s l a t i o n  r. 



CHAPITRE II 

DOMAINE DE TYPE H-. 

************* 

(X,p) dés igne  une v a r i é t é  é t a l é e  et Hm(x) l ' ensemble  des  fonc- 

t i o n s  holomorphes, bornées s u r  X. On a p p e l l e r a  v a r i é t é  d e  t y p e  H une 

v a r i é t é  é t a l é e  X s u r  C" d e  t y p e  Hm(x) au  sens  d e  l a  d é f i n i t i o n  du 

c h a p i t r e  O. D'après l a  p ropos i t i on  1 ,  c e t t e  n o t i o n  e s t  i n v a r i a n t e  par  les 

isomorphismes d e  y a r i é t é  é t a l é e  e t  l a  H ~ ( x )  enveloppe d'holomorphie e s t  

d e  t y p e  Hm ; s i  X e s t  d e  t y p e  Hm, X e s t  l ' enve loppe  d'hdlomorphie 

d 'une f o n c t i o n  f  d e  HW(x) d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  3 ,  l e s  domaines d e  

type  Hm s o n t  é t u d i é s  pa r  N. Sibony [12] e t  D. C a t l i n  [3]. Nous nous 

proposons d e  c a r a c t é r i s e r  l e s  v a r i é t é s  t u b u l a i r e s  d e  t y p e  Hm. Au préa la -  

b l e ,  nous rappelons  l e s  p r o p r i é t é s  géné ra l e s .mi ses  en év idence  p a r  N. Sibony. 

ThéofiCrne. - 
O - 

S o i t  R un ouve r t  borné d e  C" t e l  que $2 = . et n admette  

un système fondamental d e  v o i s i n a g e s  pseudoconvexes, R e s t , a l o r s  de  t y p e  

Hm. 



Démo~zd,ttaLion : 

Soient  x  s 0 e t  E > O,  on a  B ( x , d ( x ) + ~ )  r\ (5)' # {@) c a r  

- 
n = a. Pour a  E B ( x , ~ ( x ) + E )  n (E)', il e x i s t e  un ouve r t  w d'holomorphie 

- 
contenant  Q e t  d i s j o i n t  d e  a .  D'après  un théorème d e  1. Cnop, il e x i s t e  

1 
U a > .  . . > U  

n  n  f o n c t i o n s  holomorphes s u r  w q u i  v é r i f i e n t  : 
a  

n 
i 1 (zi  - ai)ua(z)  = 1 s u r  w. 

i= 1 

- i Comme a e s t  un compact d e  w ,  u  E ~ ~ ( 5 )  pour t o u t  1 $ i n. 
a 

1 2  n  
Parmi les f o n c t i o n s  u  u  . . . ,u il en e x i s t e  au  moins une, n o t é e  u  

i 
a '  a '  a  a '  

i 
a un développement t a y l o r i e n  d e  rayon d e  convergence p(u  ) (x )  a u  po in t  

a 

x  q u i  v é r i f i e  p(ui)  (x)  < d ( x )  + r ,  s i n o n  l a  r e l a t i o n  s e r a i t  v r a i e  pour a 

z = a ,  c e  q u i  e s t  imposs ib le .  

So ien t  (x,) une s u i t e  de  p o i n t s  de  t e l l e  que d(xn)  + O ,  

( E ~ )  une s u i t e  d e  r é e l s  s t r i c t e m e n t  ~ o s i t i f s  e t  (an)  une s u i t e  d 'é léments  

d e  (5)' t e l l e  que a  s B(xn,d(xn) + cn) n (8)'. D'après  l e  raisonnement 
n  

précédent  il e x i s t e  une s u i t e  (un) de  f o n c t i o n s  d e  ~ ~ ( $ 2 )  q u i  v é i i f i e n t  

p(un)(xn) < d(xn)  + cn. A i n s i  l a  c o n d i t i o n  b)  d e  l a  p ropos i t i on  3 du cha- 

p i t r e  O e s t  v é r i f i é e ,  l a  c o n d i t i o n  a )  d e  c e t t e  m ê m e  p ropos i t i on  l ' é t a n t  

t r i v i a l e m e n t ,  $2 e s t  d e  type  H-. 

Il  en r é s u l t e  que dans a, t o u t  ouver t  borné q u i  e s t  l ' i n t é r i e u r  

d e  son adhérence e s t  d e  t y p e  Hm. Ce t t e  p r o p r i é t é  n ' e s t  p l u s  v r a i e  en d i -  

mension s u p é r i e u r e  ; t o u t e f o i s ,  dans gn, s i  l a  f r o n t i è r e  d'un o u v e r t  

pseudoconvexe e s t  d e  c l a s s e  cm, R e s t  d e  t y p e  H~ d ' a p r è s  un r é s u l t a t  d e  

D. C a t l i n  [3]. C e t t e  hypothèse s u r  l a  r é g u l a r i t é  d e  l a  f r o n t i è r e  e s t  essen-  

t i e l l e ,  comme l e  montre l ' exemple  su ivan t  l j  21 . 



Soien t  D l e  d i sque  ouver t  u n i t é  d e  E e t  ( ap )  une s u i t e  d i s c r è t e  

d 'é léments  d e  D t e l l e  que t o u t  po in t  du  c e r c l e  u n i t é  s o i t  l i m i t e  non tangen- 

t i e l l e  d ' une  sous - su i t e  e x t r a i t e .  Pour z s D,  posons : 

$(z)  = 1 A ~ o g  
h~ 

forment une s u i t e  sommable d e  nombres r é e l s  
P 

P 

. . 

p o s i t i f s  ; $ est une f o n c t i o n  sousharmonique dans D comme limite déc ro i s -  
z -a 

s a n t e  d e  l a  s u i t e  de  f o n c t i o n s  BN(z) = 1 hp Log I+/ , sous-harmoni- 
p=O 

ques dans  D ; 4 est néga t ive  ou n u l l e  e t  vau t  - m s u r  l a  s u i t e  (ap) .  

Comme (ap )  e s t  d i s c r è t e ,  il e x i s t e  c 3 O q u i  dépend d e  z E D t e l l e  que  

I$(z) 1 = - $ ( z )  C c . 1  A < + ; a i n s i  4 n ' e s t  pas  ident iquement  é g a l e  à 
P P 

- Posons v ( z )  = exp $ (z ) ,  on a O d V S 1 e t  V est une f o n c t i o n  sous-  

harmonique e t  con t inue  dans D c a r  l a  s é r i e  e s t  uniformément convergente dans  

ni - 9  s u r  t o u t  compact d e  D. S o i t  $2 = {(z ,w) s D x C/ lwl < exp - V(z) 1 .  

2 
Q est un domaine dtholomorphie s t r i c t e m e n t  i n c l u s  dans  D , é g a l  

à l ' i n t é r i e u r  d e  son adhérence e t  non d e  t y p e  H-. 

2 
$2 est i n c l u s  dans D c a r  O c V $ 1 ; comme 4 n ' e s t  pas  iden-  

t iquement é g a l e  à - c e t t e  i n c l u s i o n  e s t  s t r i c t e .  La c o n t i n u i t é  d e  l a  
O 

f o n c t i o n  V e n t r a î n e  !d = 6. 
2 

52 est l 'ensemble d e s  p o i n t s  (z  ,w) d e  D q u i  v é r i f i e n t  

Iw /exp  V(z) < 1 ou encore exp(V(z) + Log Iwl) < 1 ; l a  f o n c t i o n  

2 
V(z) + Log Iwl e s t  plur isousharmonique dans  D , il en e s t  donc d e  m ê m e  pour 

l a  f o n c t i o n  exp(V(z) + Log Iw 1) ; 52 e s t  a i n s i  pseudo-convexe donc d 'holo-  



03 2 
morphie. Montrons que t o u t e  f o n c t i o n  d e  H ( R )  se prolonge à D . S o i t  

g o H*(R), on peut supposer  que 1 1 1 1, s 1 , ; 8 admet un développement 

en s é r i e  d e  la  forme : 

g(z,w) = 1 h ~ ~ ) ~ ~  avec 
n  20 

i 9  
(2  

i "< g(z , r (exp-V(z) )e  )de  
Il (2) = -' J , pour r < 1 .  

m O rmexp(-m V(z))expimB 

(hm(z) 1 Ç r -meap(m~(z ) )  ; comme r e s t  a r b i t r a i r e m e n t  proche d e  1 ,  on a ,  
1 
l 

1 

pour t o u t  z e D : 

Ihm(z) 1 B exp(mV(z)), donc h  E H-(D) pour t o u t  e n t i e r  m. La l i m i t e  m 

i e 
non t a n g e n t i e l l e  h*(e ) = l i m  h  (a  ) e x i s t e  presque p a r t o u t  d ' a p r è s  l e  

m 
a -te 

i e  P  
P  

théorème d e  Fatou s u r  l e s  v a l e u r s  au  bord d e s  f o n c t i o n s  holomorphes bornées.  

On a donc 

(3)  
* if3 Ihm(e ) 1 6 1 presque  pa r tou t .  

 a autre p a r t  : 

(4)  h  m z )  = & 1; h*(eie)l?(z m ,eie)d9 , z  E D où P(z,w) est l e  noyau 

d e  Poisson  a t t a c h é  a u  d i sque  u n i t é .  Appliquons l ' i n é g a l i t é  d e  Cauchy- 

Schwarz a u  2ème membre d e  (4)  cons idé ré  comme i n t é g r a l e  du p r o d u i t  

* i û  ' i 9  
h  ( e  ) . 1  pour l a  mesure p o s i t i v e  d e  masse u n i t é  : P (2 ,  e  )de ,  on m 2 7I 

o b t i e n t  : 



C e t t e  i n é g a l i t é  e n t r a î n e  que l a  s é r i e  ( 1 )  converge uniformément s u r  

2  2  
t o u t  compact d e  D ; g s e  prolonge donc à D e t  il n ' e s t  pas  d e  t y p e  

H-. 

En g é n é r a l ,  1' image r éc ip roque  par  une a p p l i c a t i o n  holomorphe, d ' un  

ouver t  d e  t y p e  Hm dans  un ouve r t  d e  t y p e  H- n ' e s t  pas  d e  type  HOD. 

Exempte i-j 4. 
S o i t  I l ' a p p l i c a t i o n  d e  c2 dans  c2 dé£ i n i e  p a r  

2 
y(z ,u)  = (2 ,u .z )  ; posons A = {(z,w) fz a / I w l  < 1 < 1).  

Montrons que A e s t  d e  t y p e  H-. S o i t  (z  ,w ) un p o i n t  f r o n t i è r e  
O O 

d e  b avec  z # O e t  (zn,wn) une s u i t e  d e  A q u i  converge v e r s  
O (zo ,w0). 
W 

Le p o i n t  
O 2 

( zO ,  Z )  a p p a r t i e n t  à l a  f r o n t i è r e  d e  D . Comme D2 est d e  t y p e  
O 

H s e l o n  l e  théorème 1  par  exemple, il e x i s t e  une s u i t e  ( fn )  d e  8 ( D 2 )  

w ' 
n  t e l l e  que p(fn)  (zn, -+ O. Posons gn = f n  O 4 où 4 est l ' a p p l i c a t i o n  
n  

W 
holomorphe d é f i n i e  s u r  A à v a l e u r s  dans  D2 pa r  $(z ,w) = (z ,  -). La z 

s u i t e  (9,) est dans  HOD(8) ; il s u f f i t  d e  montrer  que p(gn)(zn,wn) t e n d  

v e r s  z é r o  ; dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  
g  n  

s e r a i t  holomorphe au  v o i s i n a g e  d e  

(zo ,w0) et f n  = g n o Y  a u r a i t  un prolongement a n a l y t i q u e  au  v o i s i n a g e  d e  

W 
O 

z  ,- . A i n s i  gn e s t  s i n g u l i è r e  s u r  une p a r t i e  dense  d e  l a  f r o n t i è r e  d e  A, 
O Z 

O 

il en r é s u l t e  que A e s t  d e  t y p e  HW. 

2 
D'au t r e  p a r t ,  Y- ' (A)  = {(z ,u )  t & ; O c lz 1 < 1 ,  lu1 c 1 )  



n ' e s t  pas  de  t y p e  H' c a r  t o u t e  f o n c t i o n  holomorphe s u r  Y-' ( A )  bornée a u  

2 v o i s i n a g e  d '  l t h y p e r p l a n  ( z  = O )  s e  prolonge à D . 

Théorrême. 23 . - 
Soient  X e t  Y deux v a r i é t é s  é t a l é e s ,  X é t a n t  d e  t y p e  H-. 

S o i t  0 une a p p l i c a t i o n  holomorphe d e  X dans Y ; l ' image  r éc ip roque  

pa r  $ d'un ouve r t  U d e  t y p e  H dans  Y e s t  d e  t y p e  H l o r s q u e  9 

est d e  rang maximum en t o u t  p o i n t  d 'un ensemble dense d e  l a  f r o n t i è r e  d e  

d-' (U). 

P é m o n ~ ~ o n  : 

Posons V = 6' (U) . 11 s u f f i t ,  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  2 de mont rer  

que pour t o u t e  s u i t e  (xn) d e  V convergente v e r s  x  E aV,  il e x i s t e  une  
G 

s u i t e  (f,) dans  HW(v) t e l l e  que p(f,)(xn) ' O. Pa r  d e n s i t é ,  on peut  

% 
supposer  que e s t  d e  rang maximum en x  e t  il e x i s t e  $ holomorphe a u  

O 

v o i s i n a g e  d e  $(xo) t e l  que $ O 3 = idy.  A i n s i  $(x ) a p p a r t i e n t  à l a  
O 

f r o n t i è r e  d e  U, eornme U est d e  type  H ,  il e x i s t e  une s u i t e  (gn) d a n s  

HW(iJ) t e l l e  que ~ ( g ~ )  ($(xn)) + O. La f o n c t i o n  f = gn O $ es; dans H-(v) n  

pour  t o u t  n.  Supposons que p( fn)  (xn) n e  t ende  pas  v e r s  zé ro ,  a i n s i  il 

e x i s t e r a i t  E > O t e l  que E < p(fn) (xn)  e t  xo E B(xn,c) pour  n  a s s e z  
. . 

grand. Donc on a u r a i t  a u s s i  E < p(fn)(xO) et f n  a d m e t t r a i t  un prolonge- 
% %. 

ment f n  au  v o i s i n a g e  d e  x  t e 1  que f n  O $ = gn , 
O 

d'où 

% % le p(gn)(d(xn))  = le p( fn  O 9) ($(xn)) > 0 ,  c e  q u i  e s t  imposs ib le .  



S o i t  V une f o n c t i o n  plur isousharmonique s u r  une v a r i é t é  X ana- , 

l y t i q u e  complexe e t  connexe ; su ivant  Sibony [12], nous no te rons  par  V1 

l a  f o n c t i o n  plur isousharmonique d é f i n i e  s u r  X pa r  : 

* 
V,(.) = ( sup  C ~ o g l f ~ l )  ( z )  

i 
is 1 

e s t  l e  sup e s t  p r i s  s u r  les couples  (ci ,fi)  avec c  > O ,  i f i  
holomorphe 

s u r  X et ci l ,og(f  h V ; l ' é t o i l e  dés igne  l a  r é g u l a r i s é e  semi-continue 

supérieurement .  On a  V I  6 V ; on dés igne  par  P(X) l e  cône d e s  f o n c t i o n s  

plur isousharmoniques q u i  v é r i f i e n t  V1 = V. 

Donnons un exemple d e  f o n c t i o n  plur isousharmonique dans  D q u i  

n ' e s t  pas  dans P(D), où D e s t  l e  d i sque  u n i t é  d e  a. 

S o i t  ( a  ) une s u i t e  d i s c r è t e  d e  D t e l l e  que t o u t  p o i n t  du 
P 

c e r c l e  u n i t é  s o i t  l i m i t e  non t a n g e n t i e l l e  d 'une sous - su i t e  e x t r a i t e  ; posons 

z-a 
$ 1  = 1 hp Lopl--$~ OG ( A  ) e s t  une s u i t e  sommaiiie d e  nombres p o s i t i f s  

P  
P  

et V = exp $ ; V e s t  plur isousharmonique dans  D e t  s ' annu le  seu1emen.t 

s u r  l a  s u i t e  ( a  ). Les f o n c t i o n s  f i  d é f i n i s s a n t  V1 s o n t  bornées s u r  D ,  
- P 

e t  l e u r s  v a l e u r s  au  bord d e  D ,  pa r  l i m i t e  non t a n g e n t i e l l e ,  o n t ,  d ' a p r è s  

l e  théorème d e  Fatou,  un module i n f é r i e u r  à 1 .  I l  en r é s u l t e  V1 I O e t ,  

par  conséquent ,  V I  # V. 

Pmpo~--Ction [I 21 - . - 
- 

S o i t  un domaine dlholomorphie borné d e  en t e l  que $2 admet te  

une base  d e  v o i s i n a g e s  d ' h o l ~ m o r ~ h i e ,  s o i t  V une f o n c t i o n  plur isousharmoni-  



que con t inue  au vo i s inage  d e  5, a l o r s  il e x i s t e  une  s u i t e  (ck) dans IR+ 

1 et  une s u i t e  ( fk)  dans ~ ~ ( 5 )  t e l  que : 

I 
V = sup  ( ck  Log l fk l ) .  En p a r t i c u l i e r  V E P ( R ) .  

k  

PtrapaaXon 10. - 

S o i t  <An) une s u i t e  dans ]0,1 [ e t  V une f o n c t i o n  d e  P ( X ) ,  il 
. . * 

e x i s t e  une s u i t e  ( ~ ~ , f . )  d e  W+ x O(X) t e l l e  que  

D'après un lemme d e  G. Choquet [2], il e x i s t e  une s u i t e  ( cn>fn )  

dans x O(X) t e l l e  que : 

E t a n t  donnée une s u i t e  (un) dans I R ,  on a  

- 
sup  u = l im(u  ,u  , u  

n , o , ~ 1 , ~ 2 , ~ o , . . . ) .  On peut donc supposer  : 
O 

c '  N 
n  n 

En remplaçant (cn , fn)  p a r  (N,fn ) avec  Nn assez  grand pour  
n 

que 
Pn l A n  < + -  où - Nn - -  

Pn c 
, on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t .  

n  n  



l 
Théohème 6 .- 
S o i t  Y = (X,r , r  ) une v a r i é t é  t u b u l a i r e  d e  Hartogs ; s i  X e s t  - + 

d e  t y p e  H a l o r s  il s u f f i t  que r et - r s o i e n t  dans  P(X) pour que - + 
Y s o i t  d e  t y p e  H ~ .  

2, 
S o i t  Y l a  Hm-enveloppe dtholomorphie d e  Y. On a déjà remarqué ' 

~ 2, 

que Y e s t  d e  S t e i n  et d e  type  H ( c h a p i t r e  O) ; d ' a p r è s  l e  théorème 5 
l 

2, 2, 

Y e s t  t u b u l a i r e  ; d e  p l u s  Y e s t  une v a r i é t é  d e  Hartogs d e  l a  forme 

2,'L IL 

( X , r +  d t a p r è s  les théorèmes 1 e t  2. Le même  raisonnement que c e l u i  u t i -  

'L 
l i s 6  au  c o r o l l a i r e  1 page 30 montre que X est une Hw(x)-extension de  X. 

% 2, 'b 
Puisque  X e s t  d e  t y p e  Ilw, X = X à un isomorphisme p r è s  e t  r - et -r+ 

minorent  respec t ivement  r - et -r 
+ *  

Le raisonnement q u i  s u i t  u t i l i s e  

une i d é e  d e  N. Sibony 23. S o i t  (hn) une s u i t e  d e  ]0,1 [ convergente  

v e r s  1 ; d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  10, il e x i s t e  des  s u i t e s  (p,,fn) e t  

* 
(qn,gn) dans 1R+ x O(X) t e l l e s  que : 

Considérons l e s  s é r i e s  



Pour x f i x é  s o i t  t D (18 (x) < Ret < 8+(x) l a  bande maximale - 
dans l a q u e l l e  l e s  f o n c t i o n s  hl (x, . ) e t  h2 (x ,  . ) r e s t e n t  holomorphes. 

 après l a  formule d e  Cauchy-Hadamard, on a  : 

qn0 r- 
p lus ,  lgnl 6 e et l fn l  6 e  

-pnr+ 
; a u s s i  

n p n c + < n  I h , ( x , t ) l  6 1 hqn < + e t  l h 2 ( x , t ) I  E I) An s u r  Y. Les f o n c t i o n s  

hl e t  h2 s o n t  donc dans H-(Y) ; d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  2 du théorème 4 

* * 
(x, 8-,-(-O+) ) e s t  à X f i x é  l e  domaine d e  Hartogs maximal auquel  l e s  fonc-  

m * * 
t i o n s  h l  e t  h2 d e  H (X) s e  prolongent  ; comme (-O+) = -r + et 0  ~ r ,  - - 

% 
les f o n c t i o n s  r et -r majorent  r et  -r et on a Y = Y c e  q u i  - + - + 
t e rmine  l a  dgmonstrat ion.  

Le r é s u l t a t  su ivant  é t a b l i t  une r éc ip roque  du  théorème précédent .  

S o i r  Y = (X,r-,r+) une v a r i é t é  t u b u l a i r e  d e  Hartogs te l le  que 

r et r s o i e n t  bornées s u r  X. Alors  : - + 
Toute f o n c t i o n  d e  H ~ ( Y )  s e  prolonge en une  fonc t ion  holomorphe 

s u r  Y I  = ( ~ , ( r - ) ~ , - ( - r + ) ~ ) .  En p a r t i c u l i e r  s i  Y est d e  type  8, les 

f o n c t i o n s  r e t  -r sont  dans  P(X) . - -l- 



P ~ m o n ~ R n ~ o n  : 

S o i t  f c H=(Y) , on peut supposer que 1 1 £ 1 1 1 . Posons 
2 

t 
p ( x , t ) = f ( x , t ) e  e t ,  pour a ~ ] r  - (x) , r+(x)[ '  

(1 )  G(x,u) = '1 e g ( x , t ) d t  ; G est holomorphe s u r  X x C. -ut  

Ret=a 

e g ( x , t ) d t  = O où y e s t  l e  contour du rec tang le  c i -cont re  on a -ut 
Y 

I m t  

B+iR 

._.__+' 

B Ret 



où f3 F ] r-(x) , r+(x)  [. Lorsque R tend v e r s  l ' i n £  i n i  l a  r e s t r i c t i o n  de  l ' i n -  

* t é g r a l e  précédente aux cô tés  horizontaux du rec tang le  tend v e r s  z é r o  ; a i n s i  

G n e  dépend pas d e  a .  

 intégrale (1) s ' é c r i t  a u s s i  : 

-ui< -ua A C(x,u) = i e - ~ ' E e  g x d  = i e  g (x ,a , . )  (Y) 

A 
g(x ,a , . )  é t a n t  l a  transformée de  Four ier  d e  g (x ,a , . )  ; on a donc 

2 
Comme g(x ,a ,  .) e s t  dans C- n L , on o b t i e n t  à p a r t i r  d e  l a  t ransformat ion  

d e  Four ie r  inve r se  : 

(2) g(x ,z)  = - ,n i  1: e uz ~ ( x , u ) d u  pour r-(x) < Re z < r+(x)* 

a 
S o i t  a > 0 , .  notons g l ( x , z )  = - e ~ ( x , u ) d u ,  2 i i  

Il est c l a i r  que l a  fonct ion  z w g2(x,z) e s t  e n t i è r e  ; posons 

v,(x) = sup LogIG(x,u) I . L' i n t é g r a i e  q u i  exprime g l ( x , z )  e s t  uniformé- -u 
u<-a 

ment convergente pour Va(x) < Re z ,  gy est donc holomorphe s i  Va(x) < Re z . 



En posant : 

Wa(x) = sup G(x'u) I , on montre d e  l a  même façon que gg est u 
u>a 

holomorphe s i  Re z < - W,(x); Comme g = gl + g2 + g3 , g est holomorphe 

dans l e  domaine 

L ' é g a l i t é  (1) s ' é c r i t  a u s s i  

-ua+a 
2 

e t  IG(x,u) 1 < c e où c e s t  une cons tan te  p o s i t i v e .  On d é d u i t  : 

r 

~ o g  (G(x,u)  1 m 
-U 

d r (x) + - , pour t o u t  u < -a, où m e s t  une constante  indé- - a 

pendante d e  x e t  d e  a. 

Il en r é s u l t e  que : 

On démontre de  l a  même façon 

Comme a peut être c h o i s i  a rb i t r a i r ement  grand, l e  r é s u l t a t  énoncé 

e s t  démontré. 
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On étudie les enveloppes d'holomorpnie aes variétés connexes X ,  étalées 
sur tn x 8 ,  munies d ' u n  homomorphisme continu y - -T 

Y '  
de IR dans les  

automorphismes de X q u i  se projettent sur t n x $  en les  translations d'am- 
pl itude iy l e  long du dernier facteur t.. De telles variétés seront d i  tes  
tubulaires. 11 passe par chaque x de X un tube maximal Tx q u i  s'identi- 
f i e  par projection à une bande de C parallèle aux imaginaires pures. On con- 
sidere sur X la relation d'équivalence R : "Tx = Tx ,  ". L'espace quo- ( 

t ient n'est pas en général séparé ; lorsque la séparation a lieu on d i t  que X 
es t  une variété de Hartogs, on démontre que c ' e s t  le  cas lorsque X e s t  de 
Stein e t  gui une varieté de Hartogs e s t  isomorphe à ( y  , r-,r+) = f (y,z) E Y x t , 
r-(y) < Re z c r+ (y ) l  où Y e s t  étalee sur çn. 

On établ i t que 1 ' enveloppe d '  ho1 omorphie di une famil 1 e de fonctions holo- 
morphes sur une variété tubulaire X, invariante par la  translation r ,  e s t  

% 'L 'L 'L 'b 
une variété de Hartogs X = (Y,r+,r-) où Y e s t  de Stein, r- e t  -r+ sont 

'L 
plurisousharmoniques sur Y ; ce q u i  caractérise les variétés de Hartogs qui 
sont de Stein. 

X . e s t  di te  de type S, s i  l e  morphisme d'extension de X vers l'envelop 
d'holomorphie de S e s t  un isomorphisme. On étudie plus particulierement l e  
cas où S = H-(x), espace des fonctions holomorphes bornees sur X: Lorsq 
X = Y r r e t  Y e s t  de type H on caracterjse l e  type H" de X 

C 


