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Ce t r a v a i l  a pour or igine un a r t i c l e  de M. C .  H. WILCOX Cl81 apparu en 
b 

1975 dans lequel il formulait l e  problème physique du sca t t e r ing  des ondes 

acoustiques par des obstacles r ig ides  bornés f immergés dans un f lu ide  homogène 

i n f i n i .  Il e s t  supposé qu'une perturbation de p e t i t e  amplitude du f l u i d e  ex i s t e  

au temps t = O (due, par exemple aux forces agissant durant t < O  ). Le 

problème physique basique e s t  de prédire  lpévolu t ion  de l 'onde acoustique résu l tan te  

durant t ) O . Ce problème e s t  résolu pour des conditions i n i t i a l e s  a rb i t r a i r e s  

ayant une énergie f i n i e  e t  une classe  d 'obstacles avec surfaces i r régul iè res  

(non-lisses). Un des r é su l t a t s  principaux de son analyse e s t  que toute  onde ayant 

une énergie f i n i e  e s t  asymptotiquement égale pour t -)oa à une onde sphérique 

, divergente. En outre,  il e s t  montré que l e  p r o f i l  de ce t t e  onde peut ê t r e  calculé 
/' 

à . p a r t i r  de l ' é t a t  i n i t i a l .  Ces r é s u l t a t s  sont a lors  u t i l i s é s  pour calculer l a  
R 

dis t r ibu t ion  asymptotique de l ' énerg ie  pour t +@O . 
Sur l e s  conseils  de M. PARSY ~ I I J ,  nous prolongeons ce t  a r t i c l e  pour des 

ondes é las t iques .  Un problème de d i f f r ac t ion  (ou de dispersion) d'ondes par des 

obstacles bornés e s t  tou t  d'abord un problème hyperbolique mixte. L; problème 

suivant : trouver V ( z) k ) vé r i f i an t  

dans Be , t > O  

vcx ,  O >  = 2 
d J t C  x, O )  E $ - C Z )  dans 5~ 

v ( x , t )  = O r € B  , t > O  

C 

où A' = ( J + ~ ~ ) W A &  - ,U h t - t  e s t  l 'opérateur  
l 

de W, à support borné e t  Be un domaine de complémentaire !3 borné, de 

f ron t iè re  8 bornée, e s t  ce lu i  de l a  d i f f r ac t ion ,  par 6 ; , des ' ondes engendrées, 

dans Be , par des forces harmoniques de densi té  !-L ( x )  C 
-; k t agissant à 

P 

P a r t i r  de l ' i n s t a n t  t = dans un mil ieu é las t ique au repos. Cette solution 



III 

- e s t  en général unique. 

- O r ,  t r è s  souvent, on cherche directement V ( X t ) sous l a  forme : 

* 
ce qui  amène à chercher V < z > so lu t ion  de 

O 

A*. + k Z + =  dans Be , V = t&- tu0 où 

(11) Y, so lu t ion  donnée . , = O  

On a a i n s i  remplacé l e  problème hyperbolique ( 1 )  par  l e  problème aux 

l im i t e s  é l l i p t i q u e s  (II) .  Ce f a i s a n t ,  on perd l ' u n i c i t é  de l a  solut ion.  Cette 

un i c i t é  e s t ,  depuis SOMMERFELD, r é t a b l i e  en imposant une conGition de radia t ion.  

Pour chercher à l e s  formuler dans l e  chapi t re  III, on a procédé à peu 

près comme suit : 
1 

.-- D'après l e s  récents  résultats de P. LAX e t  R. PHILLIPS 151 on peut 

montrer que, localement e t  relativement à l a  norme C 

L 

l I L  ; , 'J - l D I  4- l l ~ c z > ~ ~ ~ j  
k -> @ l a  solut ion du problème ( 1 )  "tend versn une fonction de l a  fome 

Ic t 
v e 4 > 

où V e s t  so lu t ion  de (II) v é r i f i a n t  ce r ta ine  condition à 
.k 

l ' i n f i n i  ( ~ n  fa i t  V e s t  so lu t ion  4 - rayonnante de A V - 12V=O) .  

On vo i t  que l e  problème rev ien t  à ca rac t é r i s e r  V Cr) . Plus ~ a r t i c u i i è -  

rernent son un i c i t é  nécess i te  l ' é t u d e  du système (II) où = O . -- 
O r ,  dans ce cas 

* 

A * &  + k2u. = O  équivaut au système 



On é t a b l i t  ensui te  que v < r) e s t  l a  somme de deux fonctions d'ondes 

rayonnantes Va e t  V, . 
Le chapi t re  O donne quelques préliminaires su r  l e s  espaces fonctionnels 

8 

u t i l i s é s .  Dans l e  chapitre 1 nous étudions l e  comportement asymptotique lorsque 
t b 

k -, 9 , des solut ions  d 'énergie f i n i e  des équations de LAME dans 14 . Dans l e  

chapi t re  II, on s e  propose de généra l i se r  au problème mixte suivant : 

yT JL c IP- ( e s t  un domaine a r b i t r a i r e )  l a  méthode qui a permis de 

construi re  l e s  solut ions  d'énergie f i n i e  (dans 1). Dans l e  chapi t re  III on considère 

des forces  dépendant harmoniquement du temps. 

e t  on cherche l e s  solut ions  de 

de l a  forme 
I 

C'est l e  problème de d i f f r a c t i o n  harmonique dans des domaines ex té r ieurs  

pour l e s  équations de 1'Elastodynamique. Dans l e  chapi t re  I V  l a  théor ie  du s ca t t e -  

' //z 
';ing e s t  développée pour l a  pa i r e  d1 opérateurs A''' e t  A . où 



( c f .  chapitre II) 

Les opérateurs d'ondes pour cet te  pa i re  sont déf inis  e t  leurs  propriétés 

basiques sont formulées. Dans l e  chapitre Y deux familles de fonctions propres 
-# 

généralisées pour A sont construites e t  l e u r  é t a t  c a p l e t  e s t  trouvé. Physique- 

r ment, l e s  fonctions propres généralisées sont des ondes acoustiques de l ' é t a t  

sol ide qui sont produites quand une onde plane e s t  dispersée par un obstacle 
fL 

r )  = /R . Leur construction e s t  basée su r  l e  théorème d'absorption l imi te  IU. 

Les expressions des valeurs propres définissent deux représentations spectrales 

pour A . Ceci fourni t  des constructions expl ic i tes  des solutions dans L a ( a )  
e t  solutions d'E.F. de l 'équation de l ' é l a s t i c i t é  qui e s t  l e  point de départ pour 

l e s  analyses asymptotiques des chapitres Y I  e t  V I I .  Dans l e  chapitre Y I  l a  solution 

dans CL ( R  1 est-, construite par  l e  moyen du développement des fonctions propres 
* 

du chapitre V e t  son comportement asymptotique pour t 4 00 e s t  calculé. Le 

r é su l t a t  principal dans ce chapitre e s t  l e  théorème qui énonce que toute  solution I 

dans Lz(R) e s t  asymptotiquement égale à une onde l i b r e  dans LI CR%) . 
Comme un corol laire ,  l 'exis tence des opérateurs d'ondes W+ e s t  prouvée e t  

une représentation expl ic i te  dériue pour eux. Les r é su l t a t s  exhibent l e s  re la t ions  

précises entre l a  théorie  de scat ter ing s tat ionnaire  des chapitres III e t  Y. 

e t  l a  théorie de sca t te r ing  dépendant au temps du chapitre I V .  Dans l e  chapitre VIS, 



- l e s  résultats ohtenus dans l e  chapi t re  Y I  sont  u t i l i s é s  pour const rui re  des 

- fonctions a' ondes asymptotiques pour des so lu t ions  dans des sous-ensembles bornés 

e t  non bornés de a . 
w 



TABLE DES MATIERES 

7NTRODUCTION .............................................................. 11 

................................................ CHAPITRE O : PRELIMINATRES 7 

................................ :: Equatiovu de L1 éeastodynanùque 1 

......................................... :: Edpace de Beppo-Levi 6 

:: Décornpos~on de t c C IR" ; ck ) en somme h e c t e  . 10 

CHAPITRE I : DlFFRACTION D'ONDES ELASTIQUES PAR DES OBSTACLES BURNES ...... 13 

CHAPITRE II : E2UATIONS DE L' ELASTICITE DYNAMIQUE DANS DES DOMAINES 
ARBITRAIRES ................................................. 35 

................................... :: G é n W a t i o n  du pmbLème 35 

L ' espace H' [ b 4 ; n )  ...................................... 31 

................................ :: Dé&&on de L' opéllatew A 31 

CHAPITRE II 1 : DIFFRACTION D' ONDES fi ARMONI2UES PAR DES POMAINES BORNES 
............................ ET PRINCIPE D'ABSORPTION LIMITE 45 



:: Théotréme d1a66o~,tXan m e  ($héohhW 3.6) ................. 56 

:: Second théotrèrne dl wU&é ( c a m W e  3.7) .................. Sb 

. 
CHAPITRE I V  : THEORZE DE D I F F U S I O N  DEPENDANT DU TEMPS DANS DES 

...................................... VUhMINES EXTERI EURS 7 0  

2: Opéhatew~ d'onde ............................................ 76 

CHAPITRE V : THEORIE DE D I F F U S I O N  STATIONNAIRE E T  EXPRESSION DES 

FONCTIONS PROPRES POUR A ................................ 1 8  

CHAPITRE VI : OPERATEURS D l  ONDE E T  SOLUTIONS D E  L ' EQUATION DE LAM; 

............................. DANS-DES DOMAINES EXTERIEURS 124 
f ......................... 2: Ré~uetc& phincipaux du cCuxpARne V I  126 

CHAPITRE VI  I : FONCTI UNS D ' ONDES AS YMPTOTT QUES E T  D l S T R l  BUTIONS 

.............. ENERGETTQUES DANS D E S  DOMAINES EXTERTEURS 143 

:: Fonction d'onde agmpXo~que ................................ 145 

:: ThéotrEme de convagence pouh Lea &onctioru d'onde 
a 

a.6 ymp;toaXq u u  ............................................... 146 



:: DhixibuZlon aqmp;to.tique de L'éne/rgie &VIA Ce cône ........ 163 



PRELXMTNAIRES. PARSY L7 11 

Soit un milieu élastique indéfini, anisotrope rapporté au repère 

orthonormé ( 0 , eh , CC , 5 OU 071, X a ,  % 
- z 3 q i  e; C ;  = d i t ,  3 ) si u (x,t) - désigne le 

1' = 4 

vecteur déplacement au point (de coordonnées X,  , îCz , % ) et à l'instant t , 

on définit le tenseur (linéaire) des déformations par ses composantes : : 

. dans le cas triaimensionne1 (ou 2 = u 4 , p - t u  p,O( dansle cas 

plan D C r p  r 4 ,  2 ) . La notation " , " désigne la dérivation partielle 
C a /ar& . 

Le milieu'est caractérisé par les relations suivantes entre le tenseur 

des contraintes ( ) symétrique et le tenseur ( : 

où l'on a utilisé la convention ae l'indice muet. 
/ 

Les coefficients d'élasticité C i j  /cl C r) sont caractéristiques du 
i 

matériau et satisfont aux relations de symétrie : 

On dira que le milieu est homogène si les ( &  t. sont indépendants 

du point X , qu'il est homogène à 1 'infini si 
* 



O 
Iim. C ~ J \ C \  CZ.) r Cidk~ X uniformément en - 

-1-x\---2 I rl 

S i  f désigne l a  densi té  volumique de fo r ce s  e t  f C 

l a  densi té  au point Z , l a  l o i  fondamentale de l a  dynamique entra îne  : 

s o i t ,  pa r  (0.2)  : 

( i ,  + rU,,tt 

Système que l ' on  peut condenser sous l a  forme ma t r i c i e l l e  : 

où A ; . (  X I  e s t  m e  matrice 3 r 3 d'éléments 

En outre ,  l e s  condit ions (0.3) entra înent  

t .  1 - c k p  ) = A,j ; (0 .7)  A i J  = = ai* = c , : c j -  
* 

Ca6 pa~LLcU-eie~. cit un trÛl3e.u h o w p e .  

- J 6;66ki  t p  Dans ce cas : C ij lc l - (b;.khjL + &th, 1 
t 

où C\ C r ) , p < r ) sont  l e s  coef f ic ien t s  de LAME. 

Il e s t  a lo rs  a i s é  de v é r i f i e r  que : 
'r 



. Si r\ et sont constants (milieu homogène) on retrouve le système 

classique 

Ca plan 

Dans ce cas, on suppose U 3 et f3 identiquement nuls, U, , 

f 4 et -fL n'étant fonction pue de Z4 , X 2 et t . - 
Si l'on fait l'hypothèse que les C i  J ' kL ne sont fonction que de X 4  

et ZL avec: - 

(milieu transversalement isotrope pour la direction O z 3  : milieu stratifié par 

exemple), les équations du mouvement s'écrivent (les: indices grecs ne prenant que 

les valeurs 1,  2) : 



* s o i t  

où A 4 p  =(&xc  = c $ ~ r p  1 e s t  une matrice 2 x 2 vér i f i an t  (0.7).  Les 

équations conservent l a  même forme, l e  cas i so t rope  donnant : 

Au = C A  + LP ,p) , A 2 2  = D î a & C p ) A + 2 p )  

8 Il ex i s t e  une constante O( pos i t ive  t e l l e  que, pour t ou t  tenseur  

symétrique ( & i j ) : 

C 

(0.8) C i i t i ~ i i Z ~ ,  >, .( E i d E ; /  C { J i  = 4 ,J , .3  a %  2) 

h p a r t i c u l i e r  s i  & 4. j e s t  dé f in i  par  (0.1 ) on ob t ien t  aisément : 

/ - - 
( O . 9 )  C I  E = C k ; ~ i  uk,i kt,i  - 

k qui, dans l e  cas isot rope,  donne : 

1 

J I d i v  CL I + 2 r, f , * j < k ) * L , ' d  ( ~ 3  )/ Z P  ElaJ . ( i l )  E l ~ . ( g )  e 

Une conséquence de (0.8) e s t  l e  théorème suivant  : 



Théohème 0.3 

Si  (0.8) a l i e u ,  on a 

(O.  IO) C ~ i l j  5; 2e Tt > O  C i , j , L , L  = 1,2,3- .1 ,2)  
. *I, 

powt X o u t  5 n o n n d d e  I P ~  e t X o u , t %  nnonndde  (n 5 2 o u  3 1 .  Pow 

.tu& 5 non n d  de IR-, ta m+ce 

(0 , io) '  A C X ;  5 )  = A i i % ;  T b  ux a y m W q u e  dé@vLie 

Dérnovccstmtion 

Dans (0.8) on prend : 

ce qui donne, compte tenu de (0.3) : 

(nui s i  5 = o e t  = o 1 

Si  l 'on note que (0.10) s ' é c r i t  

5 )  > O  , on voi t  que l a  matrice A C X, 5 ) 
est définie  posit ive ( e t  symétrique donc hennitienne). 

co&o&%iJ~e 0.1 : Les valeurs propres de A C 5 )  sont posit ives.  

A C 1 5 ) e s t  diagonalisahle e t  s i  e s t  un de ses  vecteurs propres, 

l e  théorème ( 0.1 ) donne l e  r é su l t a t .  
2 - 

Les valeurs propres seront notés : C j ( X i 5 ) C C i  > O )  avec 

cd2 >/ C: ), c~~ (ou Cd > c: dans l e  cas pian) e t  l e  vecteur 
* 

unitaire  propre correspondant e i  Cr, 5 ) : on s a i t  q u ' i l  en ex is te  toujours t r o i s  

formant une base orthonormale. 



Remuqùe 0.1 : S i  i f o n  pose f = e  w , ( w J  = 1 , on a  : 

A [ z ;  3) = f Z  A C x j w )  

. d l o Ù l f o n d é d u i t a i s é m e n t q n e :  C : ( X ; S ) =  C ~ C ~ L X ~ W )  J 

étant un vecteur propre de A ( 1 j S ) e t  A C j \LJ ) . 

C a  d'un miLieu h o t m p e  : 
t 2 t f 

c : ( q  i w )  = A + 2.p ; = c3 = /' ( C, , C a  dans l e  cas plan) 

e, ( n ; d )  = w [ e , c ~ j w ) =  e3 A w dans l e  cas plan 1 . 
On introdui t  i c i  l 'espace dans lequel seront pr i ses  l e s  données i n i t i a l e s  

du problème suivant : 

D é w o n .  O. 7 - ESPACE DE BEPPO-LEY1 

On appdle espace de Beppo-Levi a d o c i i i  aux é q u a t i o ~  de t'Ua6&Lticcté, 

t e  compteté de D C I R ~ ~ C * )  p o l v r h n o w e :  

On t e  n o t a  E 1 4 i~ * j 6-*) ( O U  B L c ICC~) no.tation de D E N Y - L I O N S  L21) . 
- 

On va dans une s u i t e  de Lemmes é t a b l i r  (ou rappeler) quelques ~ r o ~ r i é t é s  

de cet espace. - 

L e m e 0 . 1 ; ~  f E c 3 )  o n a  f t L ~ I ~ ~ ~ ~ I ~ ~ ~ Q ~ ) ~  



La démonstration se trouve dans la thèse de M. PARSY LJ1J.  Muni du 

produit scalaire 

5 t a j . C f  ~ . i + ( g ) d i  
( h =  2 , 3 )  

- \P 
E L c IR-; hh ) est un espace de Hilbert (sur 6. ) . La démonstration se trouve 
en fait dans DENY-LIONS [21. Dans le cas rL = 3 , il résulte de (0.33) que si 

11 EL= O 9 est nulle p .p. sur tout ouvert relativement compact de IR 3 

et même sur toute boule fermée 1 2 1 ,( b f kbl)rl. 
3 3 

L'inégalité (0.13) montre que E L C IR j G )est contenu dans 

2 3 
l- IO, C Je i c3) : c'est donc un espace de distributions (c'est-à-dire qu'il 

1 3 3  
est contenu dans D ( IR, 6 1. 

Pour définir EL C dm ; crv) il est utile de partir d'une défini- 
tion plus générale : comme dans DENY-LIONS [2 , p. 308-3091 et 'de retrouver 

E k C I R * ;  C C  ) éventuellement (dans le cus iz 3 ) . 
Soit DL ( leb ,' c ) l'espace des T E D c IR ; k b  ) 

telles que : 

cet espace étant muni de la topologie lamoins fine rendant continues les applica- 

tions : TL, E;j C T ) de DL C /R "i c %) dans L' ( @- ) ) . cet espace 
n'est pas séparé car l'adhérence de O soit n'est pas réduite à 

en effet : 
/ 

Et&' c 7-1 = O 
.. i ,,j. = A ) - )  b entraîne (au sens des distri- 

butions) 
- 

d'où I R  étant connexe : T € w => T= S x + C où 5 est 
rl 

une matrice t 'b  L constante réelle et antisymétrîque et C un vecteur 



/ 

constant. Si 7 E D c û e ( l ~ ~ C )  on pose : 

* /  / 

L'espace vectoriel topologique quotient l)e de OC par hl est un 

espace de HILBERT. 

S i 7 €  ' o n a :  ?={T+sz +- C 

symétrique, c c I Q W 3  . 

' 
canonique (de  De h é  et t l a a a e n c e  de 3 ciam j t e  . 

(équivalent à A S " T ,  '4 i k " ~ ) .  

Corne dans [DENY-LIONS 2, p. 3183 les difficultés se présentent dans 

l'interprétation dé . 
-. 

Si E L C /R Y ; 6 ) est un espace de distributions, il résulte 

de ce qui précède que : 

/ 3r 'l. 

Toute didXxiblLti~n 7- e D e  Ca; 6 ) admet une décoiapo&Lt.Lon unipue : 



4 = T - L  E X  ~ O M C  A- t i W  h, t W i  = O 

C 2. 
e~ I I  = If L I I ~  + IIhll, 

" 

~ n e f f e t ,  on a p o u r  j E , f r ,  L; +iL , 6 6c, k e k .  
U. e s t  a lo rs  l 'unique élément de E L ( IR- j c h )  d t  image dans ~ ' i somor -  

phisme de E L ( IR C *) sur a c . Dans ces conditions : 

b = T - R E  h donc A,>'L, t * j  = O . 
2 

En out re  11 i- fie = b '1 e i- fj 11; entraîne 
e 2 .  

I ~ i l e  = II kll, + II h II, 

pour n = Z ,  3 entra îne que l a  s t ruc ture  préhi lber t ienne déf inie  par ( , V ) 
EL 

r - ( u  e s t  équivalente à ce l le  déf in ie  par  : ( u r14 - 
J ' J  ; 2 en 

p a r t i c u l i e r  il résu l te  de l ' é tude  de [DENY-LIONS 2, p. 320-3221 que pour 3 
E L C / R K , -  h k  ) 

f 

e s t  un espace de d i s t r ihu t ionsa lors  que 

ceci  e s t  faux pour k = 4 ou 2 . 
En consé<uence, dans l e  cas vt = a , on prendra pour espace de données 

- z 
i n i t i a l e s  [LIONS 6,  p. 29-30] E C 112 C L )  complété de 2 ( R\ cz) 
pour l a  norme 



0.2. DECOMPOSTTTON DE L ( IR '7 EN SOMME DIRECTE k = 2,3 

Lemme 0 . 3  

On a &a décompoaWon hulvavLte de L~ C IR*' i c ) bOU6-e6pace6 



Ces deux lemmes s e  yér i f lent  facilement à l ' a i d e  de l a  transformation 

de FOURIER e t  de l ' i d e n t i t é  v e c t o r i e l l e  1 Z j j  
2 

. 
Lemme 0.4 

1 )  si f~ E L C R ' ~ ~ ~ )  et Ais $ , i i = o  a ~ o i o , # = o .  

5 )  En ce den5 que : 2 ( I ;Q($)  E i i  c%)) 

+ 1. z I ~ f $ ) f ~ o f ~ ) ~ z ~ , ~ r )  . 

On vien t  de v o i r  que # E E L c le3 ; ê3) entra îne  

Compte ténu de l a  dé f in i t i on  de E L  on vo i t  que : 

- - 

pour l a  norme ii IpiiqL - - 5 d I P;,i 1 ~ ~ a ~ ~ ~ 3 )  
d x -  

1.1 JL I 

La réciproque é t an t  évidente. C'est l ' espace qu'ont é tudié  MM. DENY e t  LIONS [2]. 

3 3 
Des lemmes qui précèdent on peut déduire l a  décomposition de #f ELOR; tf ) 

en l a  somme d'un gradient  e t  d'un ro t a t i onne l  plus. précisément on a l e  : 
/ 

Lemme O. 5 

On a lu d é c o m p o ~ ~ o n  ~ L c i v d e  : 



2 
Ce lemme s'étend à E L  C IR ;cL) . 
La démonstration des lemmes 0.4 et 0.5 se trouve dans la thèse de 

M. PARSY [ I l l .  



DTFFRACTTON D ' ONDES ELASTI2UES 

PAR DES OBSTACLES BORNES 

1.  - E@JATIONS DE L ' ELASTICITE DYNAMIQUE DANS IR?' 

Dans ce chapitre nous a l lons  é tudier  l e  comportement asymptotique, lorsque 

t + '0 , des solutions d'énergie f i n i e  des équations de LAMF, dans  IR^. 
Etant donné l 'opérateur  de k : 

(1.1) A * &  C p i - p ) ~ ~ t ) ~ t ~ .  

- - P A U .  + ( J + r ) % u d ~ k  

3 (où Di  = - J A U  = U j ) j i j  ( 4 ,  eL,. . - .> % )base canonique de 
32; . 

R e t  ( x .  Y )  l e  produit  s ca l a i r e  u sue l ) ,  on peut dé f in i r  : 

ru 

On associe à A* , l 'opérateur  A. défini  s u r  [ L ~ ~ I R ~ J ]  , de domaine 

de déf ini t ion 

e t  t e l  que : 

( 1  -4) A, LC = - ~ " 1 . c  pour t o u t  K t U ( A.) . 
rL 

ThZonènte 1 . 1  : A. est un o p w e u h  anto-adjoint non nEguLLd de [L'<IR')I. 



A 

Si (A < 9 ) désigne la transformée de FOURIER de LL ( x ) [où 5 = 

d'où O 

f i  i\, 

: ( O '  Z (u, A O Y ) ~ ~ ( , R * ) ' "  

et: (~,a,u): p ~ z ~ Z I  LIZ + C J + P )  '(,'. c,I2>/0 

11 s'en suit pue A admet une famiiie spectrale { Te T.(% 11 et la 
représentation spectrale : 

On sait alors définir (cf. RIESZ-NAGY [14 J) , étant donné une fonction Y 

à valeurs dans 6: , 

qui vérifie le : 

'IL 
ComUaiire 1 .2  : A , admet une A eule "h.ucine canirEeJf non négative A, , de 



- On peut noter que : 

L'opérateur A 0 est associé à la forme sesquilinéaire d ( K I  Y) 
'L w 

défnie sur ( I R ~ ) ~ X @ ( I R ~ )  dense dans E L (~~~)(com~lété de -- 

En outre est borné inférieurement sur IR* )  (a) /p)  et fermée; df après 
le second théorème de représentation (T. KAT0 141 p. 331) on a : 

Les équations de l'élasticité dynamique peuvent s'écrire : 



4 'L 
dans L* ( IR . On peu t  a lo r s  é c r i r e  : 

r2, 

son t  des opérateurs bornés de Lz ( lurr) . 
Une au t re  façon de représenter  LC, (X k ) s ' ob t i en t  par l a  transformation 

de FOURIER F, définie sur L'(~R- )* par  : 

formules déf inies  pour t o u t  f E L ~ c I R ~ ) ' "  . e s t  un opérateur u n i t a i r e  

de 1' ( PLn ) % c'est-à-dire que, en p a r t i c u l i e r  : 

4 
a p o u r t o u t  f € ~ ~ ( 1 ~ ~ 1 %  . (1.14) I l ,  IlpllpCIR") 

En ou t re  fW f o u r n i t  une représenta t ion spec t ra le  pour tous l e s  opérateurs 
'b 

d i f f é r e n t i e l s  l i néa i r e s  coe f f i c i en t s  constants s u r  [LZ ( I R * ) ]  en v e r t u  de : 

lu 

qui  e s t  valable s i  e t  D*$ sont  dans [L'(IR*)] . s i l l o n p o s e  



d é f i n i t  .un opérateur l i n é a i r e  s u r  l e  complexifié de 1 , symétrique (donc 

hermitique) déf in i  p o s i t i f ,  donc à valeurs propres r é e l l e s  pos i t iyes ,  de ~ e c t e u r s  
2 

propres associés formant une base orthonormale : (w) n A + 2~ , e, ( W) = W ; 

2 c, (w) :... t 
2 : j C . . . s & u  

é t a n t  orthogonaux à W . 
A A h 

si l ' on  pose 8 = [ + ÿZ ( resp*  9 .  a, + s  ) o ù  &,+-b,Jw 3 

h f i  

= o z . YJ on ob t ien t  aisément K - e b c " ) )  
2 

- 
d'où 

Il e s t  c l a i r  que ( 1.12) e t  ( 3  .18) ne déf in i ssen t  pas des soiut ions  classiques 

en général.  Toutefois s i  f , t+ E ~ [ l f f )  il e x i s t e  toujours une so lu t ion  

d i s t r i bu t i on  unique, d représentée par  ( 1.32) e t  ( 1.18) s i  # , $- f [L' WJ3*. 
L1application t k i t )  é t a n t  continue de IR dans L2 c 1 ~ ~ ) ~ .  

si f E E L C I R * ) ~  et % 6 L~ C IR&)& a l o r s ,  (1.12) 

h d  

en t ra îne  pue U, ( t ) E E L ( lR k ,  e t  D ~ L Q ( ~ )  E L' ( 1 ~ ~ ) -  ; 

l e s  applications : t II,%~o(t)i ( i z O ) . ,  ., é tan t  

continues de IR dans (IR"') . Dans ce cas ,  l ' énerg ie  de U, : 



- 11 . 
est finie : LC, est dite "solution d'énergie finie dans If? (solution dlE.F. 

dans IR* ) des équations de &. 

dérivées premières et secondes dans L' IR *) 7 et vérifiera les équations de 

1 

LAME ainsi que les données initiales : U o  est alors l'solution d'énergie finie 

au sens strict" (solution stricte dlE.F. ) . 

w 
Théotrème 1 . 3  : Soient  4 et r& deux @nctiori6 à v a l e l u s   dan^ IR teUe6 pue 

4 L' c  IR^) . et D ~4:'~) on d ~ o i d  : 

où VO ( t j r ) ut ta dotu-iion à v d e w  complexes de t ' é q u a t i o n  d é g n i e  

Parr : 



- VZirnom.tmCLan 

(1.12) s ' é c r i t  encore : 

-'la f , 9- é tant  à valeurs dans /RN, .j! f L' [/Rn) e t  3- 6 Cho > 
On a ( A O é tant  un opérateur à coéff icients  r é e l s ) .  

- '/z ; th0  
(1.23) W,, (.; t )  y e I Q  + ; A:"++) : V. C - j  t) 

(1.23) e t  (1.22) donnent (1.20). 

Le théorème 1.3 montre que l e  comportement asymptotique de Mo C XJ' t) 
. 

e s t  déterminé par  celui de V, (Z t) . En outre 
2 r 

A , ( < ,  R ~ ( A . v , )  = - a. K, - - - 4. (a Y. )  

f i  2 "  
f i  2 

d<où D: ve + A  Go = o . o r ,  comme Aor(z).û.= I % J ~ [ c ~  I Q ~ I ' + C : I & ~ ~ ]  

4 f\ C =XÇZC) 2 = p  U 4 = a . ,  , a,= ,. e ,  OÙ ~ , . w = o  e t  

A A 

u = b t ,  . W  + y,. e ,  1, on en déduit (compte tenu de (1  . I O )  ) .  

On déduit de ce qui précède : 

6 n h 

(déf ini t ion de l 'exponentielle d'un opérateur) où LL. W O e t  L~ z ~ ~ ~ ~ ' ~ ~  . 
Compte tenu de ( 1.25) on a donc : P 



ave c n) - (i.-)q c. ;e(z.  Y/-C&A 

v* (z;t) - 
IR& 

Li l f  )d 4 J , ~ ! I  

Le comportement asymptotique de Vo ( x j  t ) est d'abord étudié pour 
A 

~ ~ D ~ ( I R " ) ) - - D ( / R ~ I ~ ~ ~ L ( F )  ; L c ~ ) = o ~ ~ ~ ~  j51  S.Q- y 
\ 

qui est dense dans L~ (IR? . 
En fait, si l'on a : 

alors 

fi - t  

soit en introduisant : '5 = f 2 w e S c ,  d S =  c h - ' d e d ~  



On voit immédiatement que \Ji(nj f )  est une solution de lfé~ua.tion 

de HELMOLTZ. 

(1.32) (A -t f % " ~ x j  ~0 
pour tout 

Afin d'obtenir le comportement de V, ( x ;  t ) pour k -3 oo , on va 

étudier celui des ( ~ j  ) pour 11 1 3 . Or, (1.31 ) suggère l'utilisation 
de la méthode de la phase stationnaire qui a été développée par W. LITTMCW [8] 

et M. MATSüMURA [IO]. Leurs résultats (établis dans le cas d'une ~ariété lisse de 

dimension rt - 4 ) donnent pour ( 1 31 ) le 

& 
ThZokène 1.4 : Sad ae(/~ ) uZhi&iavLt (1.281, on pose : 

n- l - 
27r V ~ ( ~ ~ P ) = (  i f  1x1 ) 

( 1.33) 
n- i 

121" (d ) 
t 

( r r  
l,,,(-rw)+9 O (6.4.z) 

,if l x \  



(5 1 17,  Cxjf)I < M O  h-ei pour tout  

(1.34) 1x1 
n- t 

a <  e t  W E S  

1) ~rr majoration (1.34) e s t  uniforme pour f Cu, b 1 e t  W c S --' 
2) Dans ( 1.33) l e s  "racines carrées", s ' i l  y en a ,  sont définies par l a  convention 

i l ' 'a=e suivante : s i  2 : - J 2 

I 
où G ~ ( ~ ~ ~ )  et G ; ( ~ M )  sont définies sur 

If? x 5"" 

par : 

Il e s t  à noter que ( 1.38) e t  ( 1.34) entraznent 

pour tout  I XI >O, t E IR e t  w E r''. 
. - 

, k. - C b 4 -  4.) M o  
% 

avec M,  r ( 2 ~ )  " 
b 



Remarryue : Le premier terme du second membre ( 1 .35 ) e s t  une onde sphérique diver- 

gente. Comme l 'on  montrera que l e s  autres termes tendent Ters zéro dans L,C J R ~ ) ~  

quand t -+CU , il en résu l te ra  qufasymptotiquement U, (zj k)  e s t  l a  somme 

de deux ondes sphériques divergentes. 

Auparavant, il convient d'étendre l e s  applications 1, d a  - G' , 

définies par (1.36), à t ou t  = + h L  E L ~ ( / ~ ~ ) ~  . 
d 

Pour cela  on remarque que, s i  Iri é 4 [ jeb) , G, E L~ IJ"-')~ , . 
C a r  

De plus, comme ( IR H s"“) " admet l a  décomposition 

( c f .  PARSY [ I l ]  ) , il e s t  immédiat de v é r i f i e r  que : 

6; t L:'( in 4 x s@-')" e t  G: E fi) c in X S " . ' ) ~  ( k=4,2) 

4 

de même que Li ( h i )  I<:"(//?")w (bv ) 
- ( 2  1 

OÙ L z  C ~ R ~ ~ L  - L<: ( IR")"" @ L, ( IRY 
L2) (w")* = L$/ f E L , C I R W ) ~  J 12Qt $ = O  1 

J ~ i v p  = 0 3  



(1.40) s ' é t a b l i t  en notant que l a  transfomée de Fourier en * de G,'(*) W )  
tb-J f i  

e s t  (-if) L i  [ f ~ - ) & f i , ~ )  ( 1  ( X<a,h) ( P) fonction caractéristique 

de l ' i n t e r v a l l e  la, 63  de IR ) l a  formule de Parseval donne alors  : 

e t  ( 1.40) s 'en déduit par intégrat ion sur . C'est (1.40) qui permet 
h 

d'étendre l a  définit ion de h --) G de L' c 1 CV a L~ ( IR x s ~ - ' I ~  puisque 

l L / C ' a o ( w ) "  f e s t a e n s e d a n s  L ' ( I ~ * ) ~  . 

'v 

égal i té  qui implique que L' ( 8 S *-  ' ) ' e s t  isomorphe, en t a n t  qu' espace 

de HILBERT à L~ ( i Lz ( Sn - ')b ) : par l a  s u i t e  on ident i f ie ra  ces deux 

espaces. 
/ 

On déf in i t  l a  transformée de Fourier de G ( h ;  . ) E 2 (IR L%C S ~ S ' J ~ )  



En outre 

( 1  -45)  II g I I  - - I \  G I I  
L=( IR *sn-,)% pour tout  G 6 ~ ( I R x ~ Y '  

L~ ( in I sn-'f 
comme pour tout L c L' C IR %)'" 

og 
t 

(1.46) 11 LL J I  : \ L I  1 Rh l i(5,1% 5 - - . 1 O ( JI Sn-' c-ir) 

il s'en s u i t  que : 

L 

appartient à L2 IR X 5 * -' ) . [C'est l a  transformée de Fourier au sens 

de (1.43) de GL h j  W )  définie par  (1 .44 ) l .  

- DE&uU;tion 7.5 
rL 

A .tO(Lt b~ E 1' (  IR^)^ , on abdoCie t e  p&o@ d'onde G € L'(IL? X S ~ - ' )  
' 0 0  

ci&@ pm (1.47) et ( 1.44) . En o u h e ,  t'onde asymp.to.tique Vo (X i k ) a66ooiEe à 



Z ' h ,  

G j c  L'- OR X S ~ - ' J ~  (,,ki c L ( J ) ( I R ~ )  Il e s t  à noter que , (d 1 
Llo 00 

vol A ( resp . V,, ) sera  l'onde asymptotique longitudinale ( resp . transversale ) 

(4 (2 ) 
associée à Ve (resp. V, ) . Les ondes asymptotiques définies par  ( 1.50) 

vér i f ien t  l e  : 

- (1.53) 1 1 ~ ~ ? ( . j ~ )  \[ est donaXon criadbavtte de t . 

V é m o n . ? l ~ o n  - ( 1 ~ ~ ) ~  
( 1.5 1 ) e t  Je théorème de FUBINI entraînent que W .  ( * j t ) L ( d 



Pour é t a b l i r  (1.52) il s u f f i t  de vo i r  que pour (k, Z )  E IR' , compte 

tenu de ce que l a  transformée de Fourier (en ) de f i  H j ( ~ - c j t ,  W )  . 

dans LL( IR; L ~ ( s " - ' ) ~  ) e s t  e - i c i t (  H 4 . ( P ,  w )  Y 

;cd:tP 
comme le - e pour t ou t  ( t, Z) C e t  tou t  f 

1 ;  1 e i q t e  #.Y ze l a  
e t  que - e r O pour f' fixé e t  que 

t9-c 

H j & L~ ( IR X 
" -' )& 

y l a  dernière i n t ég ra l e  de ( 1.57) tend ve r s  zéro 

quand k -j Z en ve r tu  du théorème de l a  convergence dominée ; ( 1.57) entraine 

donc ( 1.52). 

On va é t a b l i r  enf in  l e  r é su l t a t  p r inc ipa l  de ce chapitre. .  

h 

On é t ab l i t .  ce r é s u l t a t  pour L ae dlb) y l e  cas général é tan t  

- a lors  é t ab l i  à l ' a i d e  d'un argument de densité.  
n 

Le cas E c IR; C" ) e s t  basé sur l e  : 

Leme 1.8 : S o i t  C IRN un domaine &&Lem (c'es*-à-&e de comptémeWe 

borné) et t ,teBe que : 

( 1  -59) ( t )  E L ~ ( . J L F '  pow k > te donné. 



(1.60) J;m )lu ( t ;  4 1 1  2 O 
p c k ~ n )  pour t ou t  compact de  IR^ . 

t -s - 
fl constant. 

Ces conditions entra înent  O 

DérnouZutLon : q o  e s t  t e l  que 3n C B(-2.) = {XIJXI (41 . Pour t ou t  

ZL)%et k ) to on a aisément : 

rn - t  
03 w = a i r e  de 3 . Faisons a lo r s  tendre t vers  , 

b 

/L fixé, ( 1.60) entra îne : 

- w 2 u , L - ,  
(1.64) l1üI.j % pour t ou t  A > 4 0  , 

t -sa 

qui son tour  entra îne ( 1.62) puisque II U C ' j ' )1rcdT1) e s t  inclépendant 

de . 

. 
On a, d'après (1.35) e t  (1.50) 

h v  

Les deux termes du premier membre appartiennent à L' ( If? &) 



og 

( v:') par hypothèse e t  V o ,  j d'après l e  théorème 1.6) donc l e  deuxième 

2 4 
membre auss i  appar t ient  à L ( IR%) : il v é r i f i e  donc ( 3.59). 

(d' ) og 
(1.60) e s t  v é r i f i é e  par go e t  vO,i séparément; en e f f e t ,  d'après (1.29) 

Ce qui entra îne ,  l ' i n t ég ran t  é t an t  uniformément borné en t , 

v é r i f i e  (1.59). Comme 

R- c j t  

- - J \ \ L ; ' ( ~ ; w )  

Y-' 
td > - 5-t 

e t q u e  G, E L' ( I R  x 5 , - ,  )LV , il s ' en  s u i t  que, pour R f ixé,  

( 1 .68) tend vers zéro lorsque t +, oo : ve: v é r i f i e  donc (1.60) e t  l e  

second membre auss i  de (1.65) en ve r tu  de l ' i n é g a l i t é  t r i angu la i r e .  

Reste à montrer que l e  second membre de (3.65) v é r i f i e  (1.63). Pour 
A- k- 

qi ( "jt) H c ' e s t  (1.39) déjà  é t ab l i .  , 
1x1 

on commence par  v o i r  qu'une i n t ég ra t i on  par p a r t î e s  dans (1.37) entra îne  une 

est imation de l a  forme : 

. 
' C  

(1.69) 1 G:) (ai w) 1 6 i ~ - i o \  e t  w E s2- '  

d'où 



[ p o u r  I x l ) o  , k > o  e t  Y ' / E s k - ' -  

11 résui te  de ( 1.69) e t  ( 1.70) pue l e  second membre de ( 1.65) vé r i f i e  (1.61 ) e t ,  

l e s  hypothèses du lemme 1.8 é tan t  vé r i f i ées ,  l e  théorème 1.7 e s t  é t a b l i  povr 
A 

li. E De I R ;  ) 

(Li)  Cas général : 

Si  l 'on  pose : 

2 
On déf in i t  un opérateur uni ta i re  sur L ( IRQ)- ; dtaprès l e  théorème 

déf in i t  encore un opérateur l i néa i r e  sur LZ ( IR&) n, qui v é r i f i e  

(1  073) pour tout  k E IR . 
% w 

Soit  a lors  \ I" 1 une s u i t e  de L' (IR"') convergeant vers  h E L ~ C I R ~ )  

t e i i e  pue Irm €ae (leYi ch) pour tout  C IFJ . 
* 

û n a :  

11 uocih,-li."rt-) L,II + L ~ J ~ - L . I I  pour tout  t- O e t  n\ EIIJ 



A Q 
'on f ixe  e t  on f a i t  t-j PO , puisque km & a. ( I R  ; c%) on obt ient  : 

qui implique ( 1 .58 ) puisque l e  premier membre e s t  'indépendant de tm, . 

Rem- ue 

Il e s t  c l a i r ,  d'après l e  théorème 3.5 e t  (3,53),  (1.54) que ceci e s t  

2 
vrai pour vid ) (. ; t ) - ( j t ) 

O dans 1 )  ( j z  (,2 ) . 
Le théorème 1.7 va permettre de déf in i r  l e s  ondes asymptotiques pour l e s  solutions 

dans L~ ( e t  l e s  solutions d'énergie f i n i e  du problème de Cauchy de 

1 'Elas t ic i té  dynamique. 

. 
k'L 

Théokërne 1.9 : (Ondu UA yrnp;to;tCyuc~ p o u  L u  soLutiotio~ d a m  L' (IR ) ) . 
Soient # et à v d e w  dari6  IR^ .teeeu que +' E L' c IR^ )b et 

f E D (A'  
- "2 ) 

Q o  ( x ;  t) ta ûioûLtion comesponciante ci* L' I 1 ~ ~ ) ~  

des éguatiom de LAM;, donnée pair (1 . 1 7 )  et (1.18) . 

avec 



d' où G, < h ; w )  ut l e  prro d '  onde (à v d e w  c o r n p l a u )  ci an^ 
- I l2 ~ k j  ( IR x s h-')n-' dé&ULi p m  ( 1 . 4 1 )  avec LI+ h, f ; 4, g t L' ( IRY 

m/ln 

I ) é m o v l c ~ ~ o n  : O n  a de manière éyidente 

. 
puis 00 

( x j t )  d' .% - Motj C T ) . ~ )  z Re [v, ( r i  t ) -  v,ij(x; t-1) 

pour tou t  t € IR . Le théorème ( 3 .7) donne l e  r é s u l t a t .  
/ 

Co/roU.ahe 1.10 : Le prra &il d' onde acl ymp;toitiy ue ut donné p m  lu dotonda  : 



V é r n o ~ ~ o n  : 

rr, 
S i  F(*>W) e s t à v a l e u r s  dans IR , sa t ransforméedeFOURIER.  

F u  > w >  a l a  propr ié té  suivante : 

pour t ou t  E IR e t  w&I'. 

La première é g a l i t é  de (1.82) provient  de (3.47) e t  (1.83).  Quant à la dernière 

é g a l i t é  ( 1.82), e l l e  s e  déduit de la première, de la déf in i t ion  de 4,' e t  des 

propr ié tés  : fC-S) 2 , %(-z) = 8(5)  . 

. . 
Hude du cornpo~ment a ~ y m p ~ o ~ y u e  d a  boCuLion6 d'EnmgLe &cnce 

2 .  h " "  
S i  l e s  données i n i t i a l e s  f E EL( lRn)y e t  % E ( W ) , l a  

- solut ion correspondante Uo ( a  j k ) admet une énergie f i n i e  constante pour t ou t  

t é 14 . En ou t re ,  L(, [ . ; t )  E y' ( 1 ~ " ~  L' ( 1 ~ ~ ) ~ )  . On obt ient  . 
a lo r s  aisément des représenta t ions  : 

qui e s t  équivalent ,  d t  après l a  représenta t ion spec t ra le  de A , ?i : 
'z 





vérifient : 

k camparant (1.32) et (1.86),  on voit que le théorème (3 .9)  s'applique à 
- IlL f ) respec- D o ~ , ( Z ; b )  s i  ( + , A .  % ) est remplacépar ( 4 j - A o  

tivement, d'où ( 1.93) pour = O . De même le théorème 1.9 s <applique à D ~ U ?  (2; t) 
A 

(k:c,. ., fi et F i  étant respectivement remplacés par 
A A - *k %. respectivement d'où (1.93). 

=d' 

11.- EQUATIONS VE-7L'ELASTICITE VYNAMTQUE VANS VES DOMAINES ARBITRAIRES 

Dans cette partie, on se propose de généraliser au problème mixte suivant : 

- 
t 

(2.1) O. L( - A"< :: O pour t € 1 1 2 ,  x €A 



( a C IR- e s t  un domaine a r b i t r a i r e ) .  

La méthode qui a permis de construire l e s  solutions d'énergie f i n i e  

(dans 1), dans l e  cas de domaines a rb i t r a i r e s .  

Remmque : Comme A* u peut s ' éc r i re  
i l  j: l 

où 

e s t  une matrice PL x , Hm i a  matrice un i t é  h x b  , E t e  j l a  matrice K x î v  

dont tous l e s  éléments sont nuls sauf celui s i t u é  sur l a  ligne e t  l a  colonne : 

il en résul te  que A i ;  1 3 ; e q  ( - -,pl 4 4 2 ~ )  p, -, p 1 
* 

A ~ e c  ces notations : 

- A ; , ~ , . b i u  où (2.5) T v t ~ )  - v = v i e , '  e s t  un vecteur 
l'/d'Z c 

uni ta i re .  

sont des espaces de HILBERT pour l e s  produits scalafres  respectifs : 



La formulation de l a  condit ion (2.2) pour des domaines a r h i t r a i r e s n  e s t  

motivée par  l a  formule 

valable pour 3 a , e t  suffisamment régu l iè res .  S i  7 9  ) = O 

ce qui précède suggère l a  dé f in i t i on  suivante : 

U t? HI( a*  j n ) v é r i f i e  l a  condit ion de Nemiann si 

Cette déf ini t ion a un sens pour cles domaines a r b i t r a i r e s  n e t  l ' on  peut 

d é f i n i r  l e  sous espace fermé de H '  (dg;>): 
4 

* 

S i  l a  f ron t i è r e  de e s t  suffisamnent l i s s e ,  l e s  V C k! ' (fi admettent une 

t r ace  su r  3 fi a i n s i  , A ,j. ~ i y  ( u E ci n) ) d t  après LIONS-KAGENES C73 

e t  (2.9) e s t  valable : on en déduit : 

Z 



(2.12) S A ~ ~ ~ * L L . D ~ V ~ S = O  pour tout 
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ce qui implique (2 .2 ) .  Si l e  problème mixte admet une e t  une seule solution d a n s n  

a rb i t r a i r e  il suivra de l a  remarque que ce t te  solution coïncidera avec 

l a  solution classique chaque fo i s  qu 'e l le  existera.  
b 

On déf in i t  l 'opérateur l i néa i r e  A : ~'(~r)&___j L2 (il) par : 

(2.14) A I* = - d*u pour tout  u g b ( A ) .  

A possède l a  propriété importante suivante : 

r 2 /  
Théoirème 2 . 2  : 4 esZ wr o p E i r a t e ~  auto -ad jo in t  non n é g a t i 6  AUL L' (n) . 

V é m o v ~ c l ~ o n  

a )  'D C A )  e s t  dense dans L : en e f f e t  c e s t  dense dans 

~ ~ ( - - n  l h  e t  contenu dans 0 ( A )  . 
b) A*= A sur L ~ c _ ( L ) ~  

Par déf ini t ion,  s i  LL & D < A )  e t  V L* (n)b 
' (  A u , d  = (u, A*V) 

O r ,  pour tout '  u dC D(4 )  e t  tout  V E ~ l - r ~ ) ~  on a  : 

iZI 

comme a(a)rv es t  dense dans D ( A  ) pour l a  topologie de L' (n) , l a  

re la t ion  précédente vaut pour tout  V E D ( 4) . Autrement d i t  A* = A sur 



ce qui ,  sPboliqueme~t, e s t  noté 4 C . 

A A A 2 - ~ J ~ i i u l j . ü , ;  dx - < Q ,  A U ) - <  4 , 2 5 5  2 0  (2.16) ( K I A U ) -  i ' ld=~ - - 1 ) j : 1  d 

fi d k  D C A )  

ce qui équivaut à A )/ O . 
D ( A )  é tant  dense dans L ' C A ) ~  , A e s t  symétrique donc admet 

$Ç 
une extension fermée, (KATO, p. 269 C41), qui e s t  A . 

KATOintroduitl'ensemble a ( ~ ) r  { ( A U I ~ ) ~  K D C A ) ! :  qui, 
+ 

d'après ce qui précède, e s t  l a  demi droi te  IR de 6 : son complémentaire d dans 

d- e s t  donc convexe. Il résu l te  d o r s  de [KAT0 [4] p. 268 Th. 3.21 que : 

k q ( 4 - 4 )  = \ O {  J pour tout  4 non r é e l  $0 e t  qye : 

.CQ dirn Im (4 - ) e s t  constante pourx  IR+ (en pa r t i cu l i e r  pour 3 - 1 ) .. 
pour appliquer l e  [ th .  3.16 de KATO, p. 2731 , il s u f f i t  de montrer que : 

affirmer que A es t  auto-adjoint sur L'(xL)''" . O r  (2.17) équivaut 5 : 

rJ 
(2.18) V f c  L2(nIrr) 3~ & D (4 )  2 H Wjn ) t e l  que u + A u ; $  



(2.19) @ , y )  + ( A u , d  = (#P) pour tout  v t  EL(J~ . ;C~)  

FI +jR) c 'es t -à -d i revér i f ie  (2.10), (2.19) implique: O r ,  puisque u € H ( A  

Il s u f f i t  d o r s  d ' é t ab l i r  que (2.20) a une solut ion U E E L(a )b 

pour tout  ,$ L~ (a)* e t  de montrer a lors  que (2.20) implique 

L( € H " ~ ( A * ~ s z ) ~ ~   AU=$ . s o i t  -$ € L~ 9 

. 1 ) 1 \( l~fllll \< jl-fIlII ' I l E L  pour tout  ' Y E H ~ S L ~ C  ELL$ 

Le théorème de représentation de RIESZ dans E L (4) IV implique 
nf 

l 'existence d'un U ( E L CR) t e l  que (2.20) a i t  l i e u .  Pour montrer enfin que 

A' U E L' e t  que ~ * t (  = M- , il s u f f i t  de noter qu'au sens 

des dis t r ibut ions : 

Comme a (sr? c HI (A) , (2.20) donne, si V E z& )a 

(2.22) e t  (2.23) entraînent donc : T 



C < A* 4 , ~ )  pour tout  

donc 

(2.23) e t  ce t te  dernière éga l i t é  entraînent,  

n/ - 
( 6  . Y  +5 A i ~ ~ , ~ . ~ > ; ) d ~  S,; . ; r i :  i v € E L C ~ "  

qui e s t  équivalente à (2.10) c'est-à-dire î4 HIV <A))&). 
Comme dans 1, on en déduit l e  : 

A "2 
C o m m e  2 . 3  : A a h e t  une d e d e  "tracine caméen non n é g d v e  

d e d o m a i n e  DCA'*) = E L  (A)* et 

On peut a lors ,  à l 'a ide de l 'opérateur A , construire diverses classes de 

solution du problème mixte hyperbolique. Tout d'abord ce problème se  reformule 
"b 

comme su i t  : trouver LL: IR -L'~Q) t e l l e  que : 

2 
(2.25) Do L+ = O pour tout  k t IR 

(2.26) k ( 0 )  = ? et D,u ( 0 )  = % dans L 

A l ' a i d e  du théorème spec t r a l  appliqué à A . 



e t  du ca lcu l  opérationnel associé  on cons t ru i t  l a  so lu t ion  généralisée : 

où l e s  coéf f ic ien t s  sont des opérateurs bornés ce qui  implique que U 1 t )  e s t  
Zn/ . 

déf in ie  pour tou t  ( f I 9 )  f l'(a) e t  que u E I I : C / R i  L ~ C ~ ) ~ )  . 
Ses propr ié tés  de d i f f é r e n t i a b i l i t é  dépendent de ce l l e s  de # e t  $- . Trois  ca s  

seront  envisagés : 

C a s  1 :  { e t  9 f L~(A)" : solut ions  dans l2 ( A ) ~  

 ans ce cas M ~ Y : ( / R ; L ~ ( ~ ) - )  e t  ~ < ( o ) = f , m a i s  

en général M ne s e r a  pas d i f f é r en t i ab l e ,  (2.25) e t  Da L< ( 0 )  = % ne 

seront  pas vér i f i ées .  

U t) e s t  l a  "solution général isée  dans 

Cas 11 : 4 f b (AI'L) , + L~ (A)- : so lu t ions  d'énergie f i n i e .  

Dans ces condit ions 

(conséquence f a i b l e  du théorème s p e c t r a l  e t  du co ro l l a i r e  2.3). Alors CL v é r i f i e  

l e s  conditions i n i t i a l e s  (2.26) mais (2.25) n ' e s t  pas forcément vé r i f i é e .  U, 

coïncide avec l a  so lu t ion  A.E.F. é tudiée ,  dans un cas p lus  général,  par  EZIN [ 3 ' ]  

qni en a étudié l ' u n i c i t é  e t  l ' ex i s tence  pour des domaines a r b i t r a i r e s  e t  des 

é t a t s  i n i t i aux  j E L~ (a)"' . - 

cas III : f E D ( A )  i H * ( A * ~ > ) ,  4 Ç A = E L ~ S L ) ~  : 

solut ions  d'énergie f i n i e  au sens s t r i c t .  

Dans ce cas : * 



- e t  v é r i f i e  (2.25) e t  (2.26). Leur exis tence a é t é  dé t a i l l é e  pour des domaines .n. 
a r b i t r a i r e s ,  #! f H N ( ~ * ;  i ; ? ~  e t  g f E ~ ( 4 y  par  EZIN. 

Le co ro l l a i r e  2.3 entra îne  que l ' éne rg i e  d'une so lu t ion  d'énergie f i n i e  

peut s ' é c r i r e  : 

provient de (2.28) qui en t ra îne  : 

droÙ (2.32) à l ' a i d e  de (2.33) e t  (2.31).  . 

Afin d ' é tud ie r  l e  comportement de K (t ) lorsque k 3 , on aura 

besoin du r é s u l t a t  suivant (1 'analogue de ( 1.23) e t  ( 3.22) avec démonstration 

analogue ) . 



 dan^ IR* , et si t t o n  pose : 



CHAPI TRE 11 1 

DIFFRACTI ON D ' ONDES HARMONIQUES 
PAR DES DOMAINES BORNES ET PRINCIPE 

D'ABSORPTION LIMITE 

Dans l e  cas où l e s  forces données dépendent harmoniquement du temps : 

On cherche l e s  solut ions  de 

de l a  forme 

C'est l e  problème de d i f f rac t ion  hannonique dans des domaines extér ieurs  

pour l e s  équations de 1'Elastodynamique. 

V ( X ) se ra  l a  solut ion du problème suivant 

(c f .  2.4). 



1)  Dans l e  problème (3.1) ,  (3 .2) ,  l e s  conditions i n i t i a l e s  n'ont pas é t é  

indiquées puisque l ' o n  ne sait  ce l l e s  q u ' i l  f au t  imposer pour que U- ait  l a  

forme (3.3).  

2) (3.4) e t  (3.5) équivalent formellement à : ( A - kL) V = $ où 

A = - A* e s t  l ' opéra teur  auto-adjoint in t rodui t  en chapitre II A >I O - 
implique que l e  spectre  de A e s t  inclus  dans IR+ . En f a i t ,  on montrera que 

L_ 

PJ ( A ) = 1- + : il s 'en suit que (3 .4) ,  (3.5) ne peut avoir  de solut ions  

dans p(n; IR"J : 

On l e s  cherchera dans un espace "plus grand" mais a l o r s  l ' u n i c i t é  ne s e ra  

assurée que s i  l ' on  impose des conditions à l ' i n f i n i  du type "condition de radiat ion 

de SOMMERFELD" qui ,  physiquement, s i gn i f i en t  que (3.3) s e  comporte, lorsque 

l x  -j , comme l a  somme de deux ondes sphériques divergentes, l 'une longi- 

tudinale ,  l ' a u t r e  t ransversale .  

3) ( 3 . 6 )  ( A  - 3) v = f admettra une e t  une seule solut ion dans 

L& (2; IR-) pow t o u t  # €  L~(-.Q; l ~ - ) s i  3 4 & ( A )  (en p a r t i c d i e r  

pour tou t  5 E 6- avec 3 w # O ) . La méthode (ou l e  principe ) d'  absorp- 

t i on  l imi te  revient  à chercher l a  solut ion de (3 .4) ,  (3.5) avec k E If?. comme 

l imi t e  : 

La l imi t e  é tant  p r i s e  au sens de l a  topologie d'un espace "plus grand1' que 

Physiquement, V( X ;  3 )  avec 1 a 3 O e s t  une onde permanente dans 

un milieu é las t ique produisant ou absorbant de l 'énergie  ( s i  1 m 3 < 0 ou 

1-4 > O  ) , l e  coéff ic ient  de pe r t e  ou d'absorption é t an t  proportionnel 

La v a l i d i t é  de c e t t e  méthode se ra  g tab l ie  essentiellement à l ' a i d e  du 

théorème de sé lec t ion  de RELLICH Cl21 . * 



Pour ce f a i r e  suivant C.H. WILCOX on e s t  amené à préciser  l e s  f ron t iè res  

3 ,S obstacles.  

On aura  besoin des espaces fonctionnels suivants (localement ce sont ceux 

in t rodui t s  en chapitre II). 

01 - (A;\R-) pour 1 4 \ 4 ' ~ 3  
(3; r ~ ~ ) ) ,  \ LC I D4 LI,' (3.9) H,,' 

0 L CE; IR*)] (3.10) Hl ( A*; Ji) = { rc / <L e t  A*K 6 L 10, 

Ce sont des espaces de Fréchet dès l o r s  qu'on l e s  munit des semi-normes respectives : 
4 2 

pour ; I R ) :  (3.1) P k ( u )  = j  I U  ~ x > l  Al. , k compact de IR& 
k O r 2  

J 
1 n*u (XI 1 L1 x , I< compact de IR'" 

pour Oc IR%) : (3.13) Pk ( U )  = 
K O n  

' * -  
~e même pour +II  OL (A ;Q): w 2 

- - j  1 1 + ,+ A D ~ ~ L ~ > ~  + I A * ~ < ~ >  ] d~ (3.15) Pk (u) - 8 ,  J:' 

k 0 r Z  

On u t i l i s e r a  a u s s i  l e s  notations : 



( E'( ; IR& ) est l'espace des distributions vectorielles à valeurs dans 

IR\t à support compact SCHWARTZ Cl51 YOSIDA [19]). 

Remahy ue 

Cette condition et (3.18) sont équivalentes pour tout c ~'(d+;n) 
. et (3.18) est valable pour des n arbitraires, se réduit à la condition classique 

Pour 3(1 suffisemment régulière. (3.18) permet de défnir le sous-espace fermé de 
1 

( a+ ; fi ) suivant : 
H l O '  

N 
(3.19) H \ , , ( ~ * ~ f i )  = HI,, (~*~-E.)n{u;e vérifie (3.18) J 
qui est donc également un espace de FRECHET. C'est dans ce dernier espace que l''on 

cherchera la solution du problème de diffraction harmonique. Si l'on pose : 

L'@ g?, ; IR% ) s'identiïie au sous-espace des éléments de L~ (fi ; IR" ) 
qui sont à support dans a, . b particdie, .f &a (fi ) si, et 

seulement si, $ E ~ ~ ( 4 ~  ;  IR^) pour un Re (dépendant ae f 
soit alors f E EL: ( fi ) e t  u t 

solution de : 



vér i f i e  donc (au sens des dis t r ibut ions)  
2 

(3.22) A* U < d  + k ~ ( x )  = O pour tout  x t e l  que 1 1 1  ) f?o : 

ce qui entraîne pour U d ' ê t r e  analytique (*ou. I X  1 > ) .  C'est à une t e l l e  

solution que l 'on peut appliquer l e s  conditions de radiation de SOMMERFELD. 

Avant de l e s  déf in i r ,  on note que l e  système suivant 

,!le +r29 = O  où e = J i v u = d i ~ ~ ,  e t  ( ~ + - + ) e = k ~  
pour 1x1 > R 

Ad -me& = a  où d =  r i n b ~ ~ = ~ o t ~ .  e t  y*" = k2 

e s t  équivalent aux équations (3.22). Donc, l e  théorème suivant dû à RELLICH 1131. 

Théotrèrne : SoLt K C Z ) une a o l d o n  de : 

UOM OU bien u (I) 5 o p o a  x / > R ou bien pom t o d e  p d e  de nom6ir~ 

ké& t& que R < R ,  < R ,  Lt &te une comiante M = M(u, Ro, Ri, k)>o 

t&e que : 
/ 

e s t  appliquable séparément pour U,  e t  ML e t  sachant que : 

Le théorème de ~ e l i i c h  e s t  appliquable à Li . 



UédirkLion 3 . 2  : Une hotuLion Cc de ( 3 . 2 2 )  &U%K 6ui.t t e s  condLtLort6 de iradiation 

tv 1 
Xd' L A ; ;  Lu - - i k ~  O f .  ,cd 

iIj= I 

x 
Les l imites  dans (3.26) e t  (3.27) sont uniformes ü m s  l a  direction - . 

1x1 
La classe de solutions du probl'eme de sca t te r ing  de l ' é t a t  sol ide e s t  

décri te  par : 

nJ 
Ué&in&ion 3 . 3  : U :  ê (4 =a ou 3 )  est une sotiLtîon myonnante 

du pm btèrne de di6&action haimoLque pmz t e  domauie et p o w  t a  @équence 

k ) O hi, e t s e u ~ e m e n t 6 i ,  

Z 

(3 .29)  f l ~  + ~ L L  = - P  dans , p t e > ( E )  



En échangeant des s ignes  + e t  - dans (3 .26) ,  on d é f i n i t  une so lu t ion  an t i -  

r eonnan t e  . 
De p lus ,  s i  k = o , on a : ;~v= O (3.28) (3.29) e t  (3.30) sont 

complétée par ( 3.27) . 
On commence par  é t a b l i r  l ' u n i c i t é  des so lu t ions  rayonnantes. 

DémomLsthation : Il s u f f i t  d ' é t a b l i r  pue C%) i O dans entra îne  u (z)= O 

dans ST . Lorsque 3JI- e s t  régul ière .  

P 
ûn i n t rodu i t  une fonct ion 6 E co0(.J~) t e i i e  que : 

pour r E (9 
$tc)  E O PO'-= r , < o  
+,(z) r A pour -C > / d  

11 s 'en suit que 0 ,( &z) 1 ,( 4 pour + 5 IR . On d é f i n i t  l a  fonct ion : 

~ c ~ ( J R ~ )  pour S ) 0 .s  ins si LL e s t  une so lu t ion  



de (3.22) e t  (3.26) a lo r s  y C z )  = x3,r c - 2 )  E 7 '"5) L2 

e t  (3.18) t i e n t  avec ce choix de V . Maintenant par subs t i t u t i on  dans (3.18) 

En f a i s a n t  l a  soust ract ion de l a  conjuguée de (3.32) e t  de (3.32) on' 

obt ient  : 

En ou t re  l e s  deux i n t ég ra l e s  sur l a  gauche de (3.33) sont n u l l e s  respectivement 
2 

car  A'& +k. LL = o d a n s X L  e t  A;j = T ~ d ;  re ipec t i -  

vement . 
Ainsi (3.33) devient : 

Aussi 

En int roduisant  l e s  coordonnées sphériques : 



On obtient  : 
n. - 1 

En fa i san t  tenàre  6 ->O , l e  c s l cu~ .  àe l a  l imi te  lt in tégra le  (3.35) e s t  

classique,  p"sque u 6 cm(n )on a : 

x- (Dju" - B J - U G )  d s  -0 
1'rJ': t  

(3.36) IZ I=  a 

a> R pour t ou t  

* 
où 3n C -;ZR . En subs t i tuan t  (3.26) e t  (3.27) dans (3.36) on obt ient  

' 3% 3 q  3 1x1 3~ Xc)' 
puisque : - - - - - - - -  3-i ' 2 l x l  .>rj 31x1 Ir/ 

(3.37) 

x 
Il s 'en suit d'après l 'uniformité de (3.26) e t  (3.27) dms  Q ; - que : Ixl 

'Z 
ce qui e s t  équivalant à 1;- J I ' l x > /  A S  -0 -and k 4 0 

a-'w I Z ) = A  

e t  ceci  complète l a  preuve dans ce cas.  \ 

,,, k = o :  
Dans ce cas (3.32) t i e n t  avec 



En ou t re ,  U (2 ) e s t  analytique dans ( r é g u l a r i t é  e l l i p t i q u e )  e t  

a i n s i  par  passage à l a  l im i t e  3 O on a : 

a 
i; Z j:~ 44 Di&. ~ S = Q  pour t ou t  JW* 

Ill:a 

- 3 %  
En subst i tuant  U e t  - 

31x1 
dans- (3.26) e t  (3.27) avec = O dans l a  
3 u  C)Q -d' 

dernière in tégra le  on a puisque : . = - - 3=j 3brl (2) . 

e t  en f a i s an t  tendre .)L j - dans (3.40) ce la  donne 

m a i s  

32. 2 
nLP // ~ G J ~  \C i . ~ '  ) 1J:s A ; ~  ~p n . . c ~ ~ < ~ ( ~ + z ~ ) i /  JGII 

où V ~ = g . > ~ a d  LC ce qui implique que e t  a i n s i  t ( C ~ ) r ~ $ t e .  

Mais a lo r s  (3.27) implique que C = O ce quî a c h b e  l a  démonstration. 

Les r é s u l t a t s  présentés sont v r a i s  pour un domaine ex té r ieur  a r b i t r a i r e n  . 
La plus pa r t  des rg su l t a t s  présentés dans l a  s u i t e  du t r a v a i l  sont  basés  su r  l e  

théorème de compacité loca le  pour qui e s t  v r a i  seulement pour une c lasse  
I - 

r e s t r e i n t e  de domaines. Le théorème énonce que s i  s H,,(n ,' IR%) e s t  un 

ensemble de fonctions dont l e s  r e s t r i c t i o n s  à nR sont oornées dans H ' ( fiR) 
a lors  e l l e s  sont précompactes dans L fl . Ceci e s t  l e  fameux "théorème 

di! sé lec t ion  de F. RELLICH. Une formulation précise  e s t  basée sur : 



ûé&i&on : Un domaine C IR- a .ta pwpdété de cornpadté l o c d e  s i ,  et 
' (3  ; IRV seulement d i ,  p o u  chaque ememble de d o n o t i o ~  5 c Hi cc 

et chaque !?>O l a  condiLion. 

&fique pue { LL = v 
I-Q u ; v € S 3  est ptrécompact cians 

L 2 ( ~  ) ; cte6t-à-dihe, ciique d d e  i Y, 1 ciam S a h &  une 6 0 ~ 4 -  
N 

*d& \ vh { &&kpu~ = I-Qe convmge dans L L ( ~ R )  . La d u d e  

de d o n a h e s  ayant .ta p t r o p ~ a é  de compacité t o c d e  setta désignée patr L. C .  

Le théorème de sélection original de Rellich affirme que des domaines 

bornés avec frontières lisses sont dans la classe L.C. La -Tersion utilisée ici 

est due, essentiellement, à S. AGMON [l],qui prouve le thgorème pour des domaines 

ayant la propriété du segment [i , théorème 3.81. Un domaine à "la propriété du 

segment" s'il existe un ensemble fini d'ouverts recouvrant 3 11. . 

(4 1 (2 1 
X , . .  CN 1 

etcorrespondantàdes~ecteursnon-nuls J x tel que 

5 f l  O! . Cette propriété définit plutôt une classe large de domaines 
qui surgissent en application. Quoi qu'il en soit il y a quelques exceptions. 

Pour exemple, le disque ( 3 . 4 4 ) ~ = { ( ~ 1 , ~ z ; ~ ~ ) :  x : ' ~ :  ( 4  
3 

et x3=01 C If? n'admet pas la propriété du segment. Ceci est parce que des 

ensembles ouverts O i  recouvrent nécessairement le bord du disque. L'auteur a 
observé que le théorème de compacité locale peut être étendu à une classe de domaine 

plus large, la démonstration 'dlAgmon se conserve en modifiant la propriété du segment. 
P 

Le premier pas est de remplacer les ensembles ouverts Od par: des ensembles compacts. 



5 6 

'v 
On suppose q u ' i l  ex i s te  un ensemble ouwert 0 C IR , des ensembles compacts 

. - - Cd 1 
- > C J R -  e t  des vecteurs non nuls Z J - . PlE IR% 

t e l s  que : 

(3.47) t ' :  o ( t < ~ ! , ~ n  p o u r t o u t  x , E ( ; L Q ~ ~ .  

Alors l a  preuve dfAgmon t i e n t  entièrement comme avant avec l e s  ensembles 

k d ?i l a  place des ensembles OJ . La c lasse  de domaines a in s i  déf in ie  contient  
( 1  1 

b l e  cas (3.44). Ainsi, pour (3.44) il suffit de cho i s i r  fd= 2 , Z = (01 1 , 

x "' . (0, 0,-1) , K, z i ( n l ,  2,, x , )  : 3,z+7:~40,< r3 \C 4 f , 
k2= { ( 2 , , ~ ~ ~ r ~ ) :  ~ i 2 + ~ :  < 2  ; - 4  I É . ~  4 0 )  e t  

O =  X: , < 3 / t ,  -4/2 <Y3 < d l t j  . O n n o t e q u e  

l a  condition du théorème de compacité loca le  e s t  "intrinsèque"; qui e s t ,  indépen- 

dante du système de coordonnées u t i l i s é  pour décr i re  . En outre  (3.47) e s t  

dépendante des coordonnées. La condition (3.47) peut ê t r e  généralisée comme suit : 

Chaque ensemble kd consis te  à coordonner O i  t e l  que (3.47) t i e n t  
(3.48) 

quand X = (2, ) )%)sont l e s  coordonnées correspondantes. 
/ 

Il e s t  supposé, désormais, que l e  tenseur métrique dans chaque coordonnée e s t  borné 

e t  uniformément pos i t i f .  Alors Agmon f a i t '  l a  démonstration quand l e s  coordonnées 

appropriées sont u t i l i s é e s  dans chaque kg . 
Les points l e s  p lus  importants autour des propr ié tés  (3.45), (3.46) e t  

( 3.47) sont, premièrement, un voisinage de 3 n e s t  complètement recouvert par l e s  

ensembles 1 , deuxièmement, chaque 4 \.<$ e s t  recouvert par  un paquet & 

segments. La s i t ua t i on  f a i t . p e n s e r  à recouvrir  l a  "Surface" >n par  un  ensemble 



fini d'ensembles ki . Ceci suggère la terminologie suivante : 

V é ~ h X i o n  : Un domaine ex,téhiewr -f2 a La pkoophiété de couvudme @nie- si les 

pmpn*réta 13.45), (3 .46)  et 13.47) fiennent p o u  un ensemble 0 conoenanble 

ouveht, d u  menibLes compaots .k et d e s  pièces de cooildonnées O* . 

L'extension suivante du théorème de Rellich et Agnon est uraie. 

Les détails de la preuve peuvent être fondus sur le livre d'Amon et ne 

sont pas reproduits ici. 

Le théorème d'absorption limite sera maintenant formulé et prowé. Les 

notations suivantes sont utilisées. A est l'opérateur auto-adjoint dans L2(n) 
construit dans le chapitre II. 

est l'opérateur résolvant. Il est commode d'introduire les deux surfaces de.Riemann 

pour la fonction désignées par ,,&et : 

désignera souvent "la première surface". Le fait que U ( A ) C +. 

implique que R (2 ) est défini, comme un opérateur de L 2 (R ) , pour 
tout 2 f C L &  et définit alors une fonction analytique. Le théorème 

d'absorption limite donné avec les valeurs frontières de R(2 )sur les frontières 



Théokème 3 . 6  : Soit  n un dormine ertéhiewr a n b m e  .tel pue t 1. C 

& 6 0 i t  $ E f 12(fi) . MOM : 

-t 
p o u r t o u t  z € & /la 

1 es$ continue am c+, . - + 
(3.53) [ 7 admet une e x t m i o n  conünue am ~7,' , LG d o t m e  de (II,, ciam 

hi désigne l e s  points sur l e s  bords "inférieur" e t  "supérieur" de l a  - 
frontière de & ?, par f - ; e t  3 -+ i 0 , respect i~ement ,  où 5 ), . 

- 
+ - R ( k t  + i O )  Q ., k >, O , dgsignent l e s  l imites En outre, on pose - 

clont 1' existence e s t  impliqcGe par (3.53). 

Alors : 
+ hJ 

(3.54) ui, - - R ( c'+ ; O )  f Illo, ( d*jn) 

(3.56) 1 uC (resp. M C  sa t i s font  aux conditions de radiation 

L sortante (resp. entrante) .  



4- D E m o a W o n  du comtoeeaihe 3 . 7  : (3.54) à (3.56) affirment que gI, (resp. L<c ) 
satisfont les propriétés définissant (3.28) (3.29). L'unicité est démontrée comme 

le théorème ( 3.4). 

La preuve du théorème (3.6) est basée sur deux lemmes quT sont dlWérêt 

indépendant. Le premier est : 

Lerne 3 . 8  : Sad un domaine ertéhiwn. et -CL E kC . On 6UppOhe que 

2 c B L ~ )  e~ on pose I = [ 4 , 4  c IF+. 
r . > o  , a  ) A o  et A' ) a . M o u  e d r e  une con~*anti 

= , P O '  ) O  t a e q u e :  

Dém0nA;Dration : Démonstration par l'absurde. Si le lemme est faux alors il existe 

La (JL a ) teiles que : -- 

il s'en suit qu'il existe une sous suite 3 bc I' 3 qui converge. On 

désigne la sous suite par le même indice et on écrit 1 ;,(y, fi/?%)= 5 3 i I) . 
fiors /3 est nécessairement nui, parce que R(2 )est analytique sur ClLdans la 

topologie de l'opérateur uniforme. Ainsi si 

-. . . .  . -. 



aura une l im i t e  quand vM -') a qui  contredi t  (3.59) . Ainsi 

Maintenant on dé f in i t  

- hi note que l e s  dénominateurs dans (3.61) e t  (3.62) ne sont  pas nu is  d'après (3.59). 

ni outre ,  

(3-65) , ( A* + ( F ~ * ; P A ) U ~  - - - Fm dans fi 

pour YU. = A, 5 - . . . Maintenant 1'ensemble 5 = 1 ) ha, ("3,- -. c 



2) c J 4 c 3 , if?") e t  s a t i s f a i t  : 

(3.66) uh11h4(12a l )  \ < 4 pour tn=1,2,-.. d'après 

(3.63). En outre ,  il e s t  supposé que 1. C. Ainsi l e  théorème (3 .4 )  e s t  

appliquable e t  implique que 5 admet une sous s u i t e  qui conTerge dans I-$Aal) 

on garde l e  même indice.  Ainsi il se ra  montré que 1 L( f converge dans 

l-4 le. // ( A+ J' ii . Pour l e  prouver on cho i s i t  un rayon 4 t e l  que 

a < a' ( )Lf . La preuve se ra  const i tuée  de deux pas. Le  premier pas 

e s t  l a  preuve que convergedans H '  ( a Y ;  na.) . La deuxième 

p a r t i e  e s t  l a  preuve que 4 M4 1 converge dans H ' (A*; 3,- Ra,,) pour tou t  

R >,.ru 

Pas 1 : 

ûn note pue S r, pp Fm C STh c nat, e t  a i n s i ,  I l ih .  F%=o 
"+)a0 

dans L2 T J L z t )  dl après (3.64). 11 s ' e n  s u i t  d 'après (3.60),  (3.65) e t  l a  

convergence de { U ~ K  { dans I!- (AIL)) que { d*ua f converge dans 

L + ( a' ) . Pour compléter l a  p r e w e  du pas 1 il faudra montrer que 

V 4 N = ( 4 ~ a , - - - , D r r ~ n c )  convergedans L a  ( R a u )  . o n d é f i n i t :  

/ 

03 x4, 6 e s t  dé f in ie  par  (3.3) . 

Maintenant nous appliquons l a  condit ion de Newnann généralisée (3.18), 

à u =. up - y,= U,, e t  v = y Ü e w  . L e r é s u l t a t  e s t  ( c f .  (3 .32)) :  



Ceci implique l e s  estimations suivantes : 

où mi . )/ 4 e s t  une borne pour 1 V Y /  , r ) O  e s t  a r b i t r a i r e  e t  Ils' 

# 

(3.69) 4 

M~ 
On chois i t  $- = E/M,  e t  on é c r i t  mL = Ml(d + f ) =  M I + - i  e 

- 
< 5 u,, 2 i , . u L l ~ d r  2 A;( .  a;~,,a;ii;,,+ , IV t 

il&:# 

-12, *. 
+ Li,& L 1 . /dS:l A j j  D i u , , ~ ;  Y' 1 d r  

XY 

< , 1 4  I I  
\ 

f i o r s  (3.69) devient : 

. Maintenant (1 6 A i b  Bi ~ 1 %  l lAJ  A pour m= 1 ) 2 , . * .  a taprès  

(3.63) a ins i ,  ( 3.70) implique 



En faisant tendre -3 ce dans (3.71) on obt ient  

parce que 1 Uq. 3 e t  1 d*un $ convergent dans L, (J-2. ;) . ceci  prouye 

que L  vu^ converge dans L , ~ R  puisque e s t  a r b i t r a i r e  e t  parce que 

ce qui complète l e  pas 1. 

Pas 2 : - 
La fonction de Green, ou l e  noyau résolvent,  pour l 'opérateur 4 0 du 

chapitre 1 e s t  u t i l i s é e  dans ce pas. Il e s t  donné par  : 

4- 
où 2 t5 61 i l t  e t  H i*' e s t  l a  fonction de Hankel de I ère  espèce. 

II. a l a  propriété que ( A ,  - 2 ) U = $ dans L 2 C IR"' ) s i ,  e t  seulement 

s i ,  

En pa r t i cu l i e r ,  ceci implique que G o  conmie dis t r ibut ion s a t i s f a i t  : 

On note que chaque MW C Z) E cV- na) parce qps (3.65) t i e n t  avec 

'// . On chois i t  un rayon t e l  que 
1 

" < ' e t  on applique l e  théorème de Green par rapport à 



( 4  
où U h  

(2 1 
e t  _L(& représentent  l e s  in tégra les  sur 5 e t  SR> respec t i -  

CZ ) e s t  en e f f e t  indépendant de R p u i s s e  U N  Ca) vement . On note que C( nt 
(4 1 

e t  Cx) i e  sont. 

Ainsi, e l l e  a une continuation analytique en t o u t  point I c I R  e t  

s a t i s f a i t  : 

d'après (3.75). On rappelle que Un, E L2(s )  d'après (3.61 1. En ou t re  



tend vers zéro exponentiellement quand \1')=.2'" et 1 X I  -+ a> . Il s'en suit 
6 1 pue Li, U* - LI;) & ( IR%) . Mais ceci est possible uniquement 

si (2) z O parce que 4, n'admet pas de recteurs propres 

(4 1 
dans L z ( / f f ) .  Ainsi (3.76) implique que MiCs= Uwr OU 

3 G , c ' , ~ ;  $ h ? ; p & l  
3 lr'l 

Sa# v pourtout 1 2 . 1 > / + "  
(3.78) 

Après, on note que 4 et \ V Qw 3 conrrergent dans L2 C S q n ' )  . PO, 
voir ceci on note que puisque 1 UH< f et 1 ~*o*$convergent dans fl J2 
les estimations standards de la théorie elliptique impliquent que 

converge dans L2 (n,,-, - na& ) pourl~!d2 [Ci. A m o n ,  Ch. 61. 

hi choisit tel que les rayons soient rangés camme suit : 

Alors le théorème de plongement de Sobolev [Cf. ~ejoonl implique que {et { V%I f 
convergent dans L2 ( Sa/#). On note que llin%égrale dans (3.78) peut être différentiée 
sous le signe intégral pour tout 1 'X 1 >/ 4'' . Ainsi : * 



pour tous.multi-indices o( . 
4 

La représentation (3.80) implique que chaque 0 L(*(7) converge uniformé- 

ment sur tout sous-ensemble compact de , nar . Ceci s'en suit facilement 
d'après la convergence de 4 L4 o, f et Qnr { dans LZ ( Sn@// )  et le fait 
que D' ( G O ( T , Z ; gh + ;p%\) et sa dérivée normale con~ergent uniformé- 

/ 

ment pour x € RR - na1let x ' € S a,,, . EII particulier 1 ~ r n  f converge dans 
H ' ( a* )  3 g - nau) ce qui complète le pas 2. 

N 
~e preuve que 3 ~ -  converge dans I-Il,, C A';. fi peut maintenant 

être complété. D'après les pas 1 et 2, 
1 ~ m  3 converge dans H ' C 4 * j Ra" 

!/ 
et. H A  C Of R n  -Ra*#) pourtout R >,a . Ainsi, 
converge dans ' ( $,GR) pour tout R > 4 " qui implique la convergence dans 

1 N - 
H ( A* , 5 ) . Finalement, chaque L(k 6 lac ( dC 1 ) qui est un 

sous-espace fermé de ~iO~(6,fi) 

LA CONTRADICTION : 

Pour compléter la preuve du lemme (3.8) il faut montrer en plus que la 

N 
convergence de { um. 3 dans C( 1 ,, ( A" j 5 ) conduit à une contradic- 

tion. Pour montrer ceci soit : 

(3.82) ( A' + 5 ) k z 0 dans 

puisque Fw -> O dans . En outre, par passage 
à la limite dans (3.78) on a pour tout 1 x 1 $ Q: , 



qui implique que s a t i s f a i t  l e s  conditions de radiat ion sortante e t  

entrante. Il s'en suit d'après l e  théorème d'unicité que U ( z )  2 O d a n s S .  

D'une autre par t ,  l e  passage à l a  l imi te  dans (3.63) donne 

qui e s t  clairement une contradiction. 

Le second Lemme réclamé pour l a  preuve du théorème d'absorption e s t  : 

s = r a , 5 1  c E +  , p. > O  et p t  L,c-Q~) . .  MOU 

ttappficatxon T: 2 1-> ) $ E  flZc~d*, fi 1 est  wri~omérnent 

continue 6W t ' e ~ m b t e  4 z = 52 ; P  : 5 E S  , O <  p,< ~ ~ 3 .  
DZrnonhWon : La preuve e s t  de nouveau donnée par contradiction. On note en 

premier q u ' i l  e s t  Bossible de supposer que 3 t B ( -2) puisque < a ' 
implique L 8 (a) C ( ) . Maintenant si l e  lemme es t  faux 

il exis te  nécessairement a' > , un )O e t  des su i tes  

e t  {/?ml, \ ~ n f  dans ( o / ~ o ]  t e i s q u e :  

I p M - 7 & I ( & ,  POU m. 'Ap.. 



Il s ' en  s u i t  q u ' i l  e x i s t e  des sous s u i t e s ,  qui seront désignées par  l e  

même indice,  t e l l e s  que, 

où 3 E T . Les deux l imi t e s  sont  nécessairement semblables dl après (3.85). 

La l imi te  e s t  r ée l l e  parce que M = R (2 ) f e s t  continue dans 

1 ' ( , znl) en tout  point  non r ée l .  La preuve de ce t  énoncé e s t  basée sur 

l a  cont inui té  de Y 2  et  A *  ~2 = - 2 U 2  - $- dans LZC-J2') 
La continuité de Q Q ~  peüi S t r e  prouvé par l e s  mêmes arguments u t i l i s é s  dsns l a  

preuve du Lemme ( 3.8) pas 1 , pour prouver l a  convergence de 4 v " U I *  

Maintenant l e  lemme (3.8) implique q u ' i l  e x i s t e  une constante r / l  r 

rl, (1, P O  ,a',* t e l l e  que : 

pour W = A , & . . .  . Ainsi l e  t h é o r k e  de campacité loca le  e s t  appli- 

quable pour l e s  su i t e s  {~(f*)  4 3 e t  ! R ( ~ & )  f 5 . Ainsi, il ex i s t e  des 

sous su i t e s ,  désignées encore pa r  ] 3- 3 , 4 pt~{ , t e l l e s  que l e s  l im i t e s  

1 %  R (3L) f  = ud e t  
* Jm 

A(/vk^) q = V A  

(3.89) 

ex is ten t  dans 1. 



En outre, les limites satisfont en plus : 

et (A*+J)Y,.,= - 4 dans 

et les conditions de radiation entrante et sortante, puisque chacune ahet la 

représentation (3.83). Mais alors L( = V A  dans n d'après le théorème 
R ( X A )  9 = MA = d'unicité et ainsi Ih-,pO R- ( ,%)$ 

N 
dans C( l c r  (n", 5) ce qui contredit (3.86). 

C é m o n h W o n  du Xhéotrème 3.6 : 

4- - 
Pour prouver (3.51) on note que g,,L est contenu dans l'ensable résol- 

vant de A . Pour prouver (3.52) on note que 4 2  - - R b )  $ et 4Z2=- 2 ~ ~ - $  

+ t 

sont continues dans Ir&) pour 2 f Q  ̂ . La preuve que est continue 

dans La (n ') s !en suit de la condition de Newmann généralisée (3.18) avec 

z V =  u z  - 2 1  . Ainsi (Z ( 2 )  $- est continue aans 

h N I  A * ,  R\ 
+ c I4ZL ( b*, 5 )  pour tout 2 E ê ,,z . La preuve 

+ 
de (3.53). l'existence d'une extension continue de T sur CI/ t est une consé- 

N 
quence immédiate du leme (3.9) et du fait que (,c(d*ln) est complet. Les 

conclusions (3.54) et (3.55) s'en suivent aussi d'après la complexité. Finalement 

=I: 
(3.56) s'en suit parce que Uk admettent une représentation de la forme (3.83). 



CHAPITRE 1 V 

THEORIE DE D I  FFUSTON DEPENDANT 

DU TEMPS DANS DES DOMATNES EXTERTEURS 

Dans c e t t e  par t ie  l a  théorie  de diffusion e s t  développée pour l a  pa i re  

'4 '1, 
d'opérateurs A,, e t  A . Les opérateurs d'onde pour c e t t e  paire  sont définis 

e t  leurs  propriétés basiques sont formulées. Les re la t ions  de ces opérateurs  d'onde 
A 

par rapport à la  théorie de diffusion pour l e s  équations d ' é l a s t i c i t é  dans 1 L 

sont discutées dans l a  f i n  de ce t t e  pa r t i e  e t  l e s  p a r t i e s  V e t  Y I .  La par t ie  

copence avec quelques résu1tat.s préliminaires sur l e s  spectres de A 0 e t  A e t  sur 

l e  comportement asymptotique des fonctions d'onde dans l e s  ensenbles compacts. 

La fome  de l a  famille spectrale  pour , e s t  donnée par (1.15) 

(Chapitre 1) , impliqw que A 0 e s t  continue absolument spectralement [KATO, Ch.  XI . 
En e f f e t ,  

pour tout  

En outre,  un caicui  court donne pour tout  > . 

Il e s t  c l a i r  que pour y> O c e t t e  quantité e s t  posi t ive pour un choix souhaitable 
4 

de ? , il s ' en suiÇ que l e  spectre de A o  e s t  G+= $A : A >/ o j  A = IR+ . 
Quant à A ; l a  pos i t iv i té  A )/ 0 implique que N ( A )  C IR+ .  égalité - 
W ( A  ) z IR + 

es t  prouvée dans l a  f i n  du chapitre. 



2 
Le théorème de F. Rellich pour les solutions de u + k u = 0 , 

k d 0 dans des domaines extérieurs implique : 

Thiiohème 4.1 : L 1 o p W e u n  auto-adjoint A cornaspondant à un domaUze u t i 9 ~ L ~  

m m  n ' a pczb de. ~deutts phophu . 

Démonntmiion : On suppose que LC E D C A )  et A u = J  aTec A € IR4 . 
On montrera que U est nécessairement nulle. 

En premier lieu on suppose que A * O . Alors le théorème de 
Relleich est appliquable et si U C X >  f O pour 1 x 1 ) R l'inégalité 

(th. de ~ellîch) 

tient, ceci est impossible puisque U E (A ) . Ainsi U( X> 3 0 pour tout 

Ir) ) R  . ceci implique que u O dans L~ C-Q) , puisque M(Z)  

e s t  nécessairement analytique dans R . Finalement, si ' A  = O alors 

u c  C I ' ( A " ; J ~ )  et 4"u -o  dans . Ainsi* (2.18) tient 
- 

avec \ / =  u et A%= O ; ceci implique 

Ainsi, U ( X )  C , Une constante, et par suite U ( X ] ? O  ~ G s q u e  

u € L~(-IZ) 
Le théorème 4.1 implique la continuité de la famille spectrale 1 (y) f 

pour A . 



t 

Une preuve peut ê t r e  fournie dans l e  l i v r e  de KATO (Ch. X ) .  Maintenant, 

on é c r i t  T ( X )  = 7- ( 5 )  - T ( a )  où I'=Cc,b), 

e t  on dé f in i t  : . 

Ainsi ,  (1 ) dé f in i t  une mesure sur l 'anneau des i n t e rva l l e s  1 e t  de 1 2  une 8 
extension de l a  mesure ( S  ) sur l e  QU - anneau des boréliens de IR . Il e s t  ? 
connu que KATO 

pour t o u t  borélien S où (5 ) 

est une projection orthogonale sur  L2(n ) . On d é f i n i t  l e s  sons ensembles : 

(4.6) u A n 1  CS) e s t  absolument continue 1 . 
SC 

(4.7) H (4 )  2 L . ( n  0 \ $ : 9 ( 5 )  e s t  s i n N a i r e m e n t  cont inuel  

où absolue e t  s ingul ière  cont inui té  sont déf in ies  dans KATO (ch. X) e t  se ré fè ren t  

Èi l a  mesure de Lebesgue s u r  IR . KATO a montré (Ch .  X) . 

a c  SC 

KAT0 a appelé H ( A )  e t  H ( A )  l e s  sous espaces de cont inui té  

absolue e t  de continuité s ingul iè re  paur A , respectivement. 



Théokènie 4 . 3  : S o a  fi un domaine extéhieun $et que n C L. C . Aeoha : 

c ' u t - à - d h e ,  ( 5 ) continue a6~olument p o u  t o u t  { 6 z(n ) . . e 
La preuve du théorème (4.3)  e s t  basée sur l e  théorème d'absorption 

l imite  du chapitre III e t  l e  théorème suivant connu de M.H. STONE [3(ATO]. 

Théokème 4 . 4  : S o a  un wzpaca de f f a b e h t  a6Aakai.t et k un opehateuh d o -  
-1 

adjoint 6u.k H avec @ n i U e .  bpeotnaee {T ($13 et kéaolvant R (2)- ( k-2) 

V é m o ~ ~ o n  du ;th&ofième 4 . 3  I - 
Soit  J z Cu,4 ) un i n t e m i e  quelconque e t  s o i t  f f L2 cn 1 . 

On applique (4.10) avec + . Le r é su l t a t  peut ê t r e  é c r i t ,  d'après ( 1  -31, 

comme 
/ 



Maintenant l ' in tégrant  de ce t t e  intégrale  e s t  une fonction continue de 

fi,/3 ) 1 4 1 O ,  P d'après l e  théorème (3.6) (on rappelle que 

sLCfp $ e s t  compact). Ainsi il e s t  uniformément continue ( c f .  L-e 3.9) e t  

(4.11) implique que : 

où l ' in tégrant  e s t  continue pour tou t  # f ; ~ t n ) e t  3 E IR . 11 s1en 

s u i t  que 1' extension de BOREL correspondant à " P  (1) s a t i s f a i t  : 

En par t i cu l i e r ,  s i  1 5 1 désigne l a  mesure de Borel de 5 alors  1 5 1 = O 

implique " 9  C s ) : ~ ~ o u r  tout  € ;, (3 ) . pour étendre ce r é s u l t a t  

po? { L2(-ç2) a rb i t r a i r e  on rappelle que H~ L A ) e s t  un sous espace 

fermé (théorème 4.2). En outre f /LZ [fi) e s t  dense dans L,[R) e t  on 

vient juste de montrer que Z Lt (JI ) C hGC C A )  . ~ ' é ~ u a t i o n '  (4.9) s'en s u i t  

immédiatement . 
Maintenant, on considère l e s  solutions à ~ a l e u r s  complexes de l 'équation 

d ' é l a s t i c i t é  qui ont é t é  introdui ts  en chapitre II. 
/ 

On montrera que l e  théorème 4.3 implique : 

I 



Théon2me 4.5 : S o L t  w d o n t a i n e e r t e h i e t ~ i r X & q u e ~ ~ ~ . ~ . ~ o ~ ~ ( t ; - )  IV 

t e n d  v m  O po, ,O, h 6 Lp ; î . e .  

2 rZ 
(4.15) l ; ~  J v  ( t ; x > l  A r  = O  pom cka,que borné k t  IR . 

Le théorème 4.5 e s t  u t i l i s é  dans l e  Chapitre V I  pour construire l e s  
"2 A '4% 

opérateurs d' onde pour A e t  

Dérnonbtmi ion du Xhéonème 4.5 : 

Q,: k2  CSL) < ) désigne l a  projection orthogonale 

dé f in i epa r  X k C f ) ~ C ~ ) = Q k  U C X )  où XL: ( x )  e s t  l a  

fonction caractéristique de k . Alors (4.15) e s t  éyzcralent Èi  

(4.16) z 0 pour chaque borné 
t -, DO 

k c IR* . La preuve de (4.16) e s t  basée sur un t h é o r b e  abs t ra i t  donné dans 

11 8, WILCOXI . 11 énonce que ( 4.16) t i e n t  pour tout  h G H ~ ~ c A ' ' ~ )  s i  

Q k  
A" 

e s t  . Compact ( c f .  KATO) pour chaque borné k . On note que l e  

théorème (4.3) implique que L 2  CL ) = Da' ( A l i 2  , d'après l e  

théorème spectral .  Ainsi, l a  preuve sera  achevée quand il sera  montré pue q k 
e s t  A"' . compact. Ceci s igni f ie  que tout  ensemble 5 C L 2 (fi borné pour l a  

norme du graphe de A"& a nécessairement l a  propriété que q S e s t  pré- * 

compact dans L21n) . Maintenant D ( 4 " ~ )  H ' (3 e t  l a  norme au graphe 
2 

de A"' e s t  U A  "C u II 3 JI I I 1 ' lC . *insi 1s. A"' . 
s'en s u i t  du théorème (3.4) . 

Le théorème (4.5) montre que l e s  solutions dans L Z ( n  ) de l 'équation 

d ' é l a s t i c i t é  tendent vers zéro dans tout  voisinage de r:  IR^- n . Ceci suggère 

que chaque onde (4.14) devrait ê t r e  asymptotiquement égale à une onde l i b r e  v,[%; k) 
F 



dans  IR^ ; c'est-à-dire : 

où Le e s t  une fonction souhaitable dans L2 ) . On note que, puisque 

(4.16) t i e n t  pour A. , ( 4.17) e s t  é q u i ~ a i e n t e  à l a  condition : 

J, : L , c ) -3 L2 (14 n, e s t  dé f in ie  par 

Maintenant ( 4.18) e s t  équivalente à : 

-; t&"~  
parce que e e s t  un opérateur u n i t a i r e  dans Lac IR*) . Finalement 

(4.20) peut ê t r e  formulée sans référence par  rappor t  à l a  fonction inconnue ho . 

* '6 '/' ~ ' t  A* a ". 
(4*21 )  M.+ = % C A . ,  A , jn)_ s-l;kue J S L ~ - ' ~ ~  l im i t e  forte. 

t+@J 

devrai t  ex i s te r .  \iC e s t  appelé l ' opéra teur  d'onde pour l e  t r i p l e t  A, , 9 

1~ . Une construction de l ' opéra teur  d'onde s e r a  donnée en chap i t re  VI basée 

sur l 'expression des ~ a l e u r s  propres développée en chapi t re  V. 



Théonbe 4 . 6  : Si es* w domaOIe e x L w e u h  .tee pue . ae0u 

d L'opéhateuh d' onde : 

ic 
(4.23) r( ) = d+ 0 ( 1  w+ p o u r t o u t  IR où 

Le théorème (4.6) s'en suit du théorème (6.2) du Chap t r e  Y I .  



CHAPITRE V 

THEORTE DE DIFFUSION STATIONNAIRE 

ET EXPRESSION DES FONCTIONS PROPRES POUR A 

Dans c e t t e  p a r t i e  deux fami l les  de fonctions propres généralisées pour A 

sont construi tes  e t  l e u r  é t a t  complet e s t  prouvé. Physiquement, l e s  fonctions 

propres généralisées sont l e s  ondes acoustiques de l ' é t a t  so l ide  q c  sont produites 

quand une onde plane e s t  dispersée pa r  un obstacle f= IR-  . Leur construction 

e s t  basée sur l e  théorème d'absorption l im i t e  de III. Les expressions des valeurs 

propres déf inissent  deux représentations spectra les  pour A . Ceci fourni t  des 

constructions exp l i c i t e s  des solut ions  dans L ,(R) e t  solut ions  d1E.F. de 

l 'équation de l ' é l a s t i c i t é  qui e s t  l e  point  de départ pour l e s  analyses asymptotiques 

des Chapitres V I  e t  V I I .  

Une expression des fonctions propres généralisées pour 1 'opérateur 4, 
e s t  prouvée d'après l a  théor ie  de p l i c h e r e l  de l a  transformée de Fourier. Les 

fonctions : 

où Oc e s t  un vecteur constant de nome 1,satisfont : 
-. 

OU encore : 



Ainsi, formellement, 

et W, CI; 5 ) est une fonction propre généralisée de A 4 puisque 

w0 (z; 5 ) 4 L2[/Ra) La forme de l'expression des fonctions propres 

pour A, est donnée par les formules de Plancherel (3 16, Chapitre 1) qui peuvent 

s * écrire 

Ltéquation 8 Chapitre i) peut s'écrire : 

La seconde équation est obtenue en multipliant scalairement par CL : mazs (5.2a) 

entraîne : -- 

IR" 

Soit 



ce qui montre que (5.3) d é f i n i t  une représentation spectrale  pour A. . Cette 

représentation e s t  généralisée après pour l 'opérateur A dans un domaine extérieur 

a rb i t r a i r e  ayant l a  propriété de couverture f i n i e .  
1 

La fonction W, ( $ ; Z) e s t  une solution de l 'équation de LAME de 
4 

l ' é t a t  solide qui représente m e  onde plane se  propageant dans l a  direction 3 
- i c i  15(t 

s i  l a  dépendance du temps e e s t  supposée comme dans (3.3). Les fonctions 

propres correspondant à A sont définies comme é tant  des ondes W C 1' 5 ) 
de l ' é t a t  sol ide 9" sont produites quand l 'obstacle  p e s t  immergé dans l e  

plan de l'onde W0(%;%). 

Mathématiquement, ceci  s ign i f i e  que W (l j 5 ) doit  s a t i s f a i r e  : 

E n  outre,  s i  W '[T j 5 ) e s t  définie par  : 

I 
d o r s  W (l; 3 ) devra s a t i s f a i r e  l a  condition ae rad ia t ion  de Sommerfeld 

sortante.  Physiquement, -. ceci  e s t  dû au f a i t  que l'onde t o t a l e  W CX; 5) e s t  l a  

superposition de ''l'onde incidente" W, (y; % ) e t  d'une "onde diffusée1' sortante 

VJ '( 7 ;  3 ) . Les fonctions propres de ce t t e  forme seront appelées "ondes planes 
4 

 distordue^'^. Une seconde famille d'ondes planes distordues e s t  obtenue en se  rappe- 
J 

l a n t  que W (3j ) doi t  s a t i s f a i r e  l a  condition de radiat ion entrante. Il sera 

montré en Chapitre V I  que l e s  deux famil les  sont u t i l e s  pour l 'étude des solutions 
' 

de l 'équation de LAME. 
Y 

Les ondes planes distordues sortante e t  entrante seront désignées par 



W+ C ; ) et - C Z j } respectivement. Pour des domaines 

avec frontières régulières (5.7) peut être remplacée par la condition de Newmann 

généralisée. Ceci suggère les définitions suivantes : 

D e g ~ o n  : soa -Q un & w e  &thLem. A e o ~  kW ondes p û v i ~  ~%t~hdues  

w,Cx;%) sohtante i w p .  VJ- ( x ;  5 ) e ~ ~ a n t e i  p o m  fi et 3 E IR'" sont 

&A dondovls cahacltéhinéa p a h  les  conciXavls. 

ûn note que les fonctions W+ Cf; %)et W- ( X  j 5 ) sont uniques si 
elles existent, parce que la différence de deux telles fonctions doit satisfaire 

(5.9), (5.10) et _la condition de radiation sortante ou entrante et ainsi doit être 

nulle dans d'après le théorème d'unicité. Il sera montré après que l'existence 

des ondes planes distordues s'ensuit d'après le théorbe d'absorption limite quand 

a, la propriété de couverture finie. 

La construction de w+ (1; 5 ) fait intervenir la fonction 



où , E coQ ( IR ) e s t  l a  fonction in t rodui te  en Chapitre III 

e t .  h e t  choisi t e l  que 

clairement a 6 C" [IR") , 0 < $ c ~ ) < I  e t  

En pa r t i cu l i e r ,  C X  > est nu l le  dans un voisinage de r . Les fonctions 

propres seront cherchées pour avoir  l a  forme 

1 
Pour trouver un chemin de construction de W+ CI ; 5 )  on note que ( 5.30) e t  - 
(5.15) impliquent que : 

1 

Le membre à dro i te  de (5.16) peut ê t r e  désigné pas : 

On note que : 

(5-18) ~ ( 2 ~  5 )  € [* [ / R ~ * ( R " )  
C 



En p a r t i c u l i e r ,  

(5.19) M(.  j 
pour t ou t  

/ 
ceci  suggère que W+ - (z; 5 ) s o i t  dé f in ie  par  

L - - R ( ~ ~ ~ I ~ + ~ + ~ ) I W  + i o ) ~ ( . j  51 , 4 - g id" 

4- 
03 R C 2 )  = ( A  - 2 6  C,,= e t  l e s  l imi tes  

F/ 

(5.21) ex i s ten t  dans Hioc (A* 5 ) dlaPr& l e  t h é o r b e  dlabsorption l imi te .  

La notation 
/ 

s e r a  auss i  u t i l i s é e ,  t e l l e  que : 



Les résu l ta t s  de c e t t e  construction sont résumés dans : 

ThéotLème 5 . 1  : S o a  fi un domaine WLtérUeuh atrbL0uzi.m k& que n € L . C . Alou 

poun chaque S E I Q ~  Le &te une unique onde p h e  &tondue doMante w4 (z; 5 )  
et une w@a onde p h e  diskohdue evttrrante w, [A;.%). 

llémonA*nation : L'unicité de W+ - C X ; 5)  s len s u i t  d'après l e  théorème aluni- 

c i t é ,  comme remarqué au-dessus. L'existence e s t  basée sur l a  construction définie 

par (5.15), (5.20) e t  (5.21 ) . Il e s t  nécessaire de v é r i f i e r  que W+ - sa t i s fasse  

(5.9), (5.10) e t  (5.11). ûn note que 6 ( - )  we (. 5 )  EU:& (A* ja) 
d' après l e  théorème 3.4.  Ainsi sa t i s font  (5.9). Aussi, l e  théorème 3.4 

implique que 

(5.24) ( A *  + p  lS12 + <Atr) ( 3 .  " 1  ' ) w $ ~  - ;%)=r i (* ;%) dans . 
- 

En combinant ceci avec (5.17) e t  (5.15) ce la  donne (5.10). Finalement 

w , [ x j $ )  -.;Jo(rj$) = *; - (lj $)  pour I d  a e t  

W + ( . 5 ) s a t i s f a i t  l a  condition de radiation sortante  (+) e t  - 
entrante (-) d'après l e  théorème (3.6) . Ceci complète l a  preuve du t h é o r h e  5 1. 

On note que W+ e t  w, sont uniques, comme énoncé dans l e  théorème 5.1 , 
/ / 

toutefois  W + e t  W- ne sont pas uniques puisqu'elles dépendent du choix de 

l a  fonction 4 (2) . Le comportement de W+ (î(;$) à une grande distance de l a  
/ 

- 
front ière  e s t  décr i t  par : . 



- w:(.x,.~) pour Dérno~Mation : Puisque W 2 C3( j 5 ) - w ~ ( x ;  5 )  - 
1x1 >, 4, + 1 

f 
il suffit de considérer W+ - . Maintenant, l 'appl icat ion 

de l a  formule de Green e t  l a  condition sur l a  f ront iè re  comme dans l a  preuve du 

Lemme 3.8, donne une représentation 

4 (A +p) I 346;h ~, ( . r , r :p lS~~ 
31x11 

L 

vraie  pour Ir 1 ) R > 4. + 1 . L1 application du développement asymptotique 

classique pour l a  fonction de Hankel MAGNUS, W.; F. OBERHETLINGER and SON1 [ 9  ] 

par rapport à GO donne l e s  r é s u l t a t s  (5.25), (5.26). Cette ~ rocédure  donne une 

formule expl ici te  pour $+(f i  - 5 )  comme une intégrale  sur Sa ce qui i m p ï i w  

que 8_+ 6 C Sn-' K IR%- < O ]  . Cette formule ne sera  pas 

donnée i c i .  

Physiquement, l e  corol la ire  5.2 énonce que W+ (1 ; 5) se comportent - 
pour tout  grand comme l a  superposition d'une onde plane de ( x;  3 ) - 

(l'onde incidente) e t  une onde divergente (+) ou con~ergente (-1 sphérigue (l'onde 

diffusée par P ) . En acoustique O+ cq i 5 ) e s t  appelée " amplitude au chsmp- 

loin". 



Il s e r a  montré après  que chacune des deux fami l les  

5 ) ;  5 tc est un ensemble complet 

de fonctions propres général isées  pour A . L'expression aes fonctions propres 

dér ivera  de l a  famille spec t r a l e  Zr($)! pour A . Le dern ie r  se ra  cons t ru i t  

par  l e  moyen du théorème de Stone. puisqueA e s t  spectralement continu, l ' équat ion 

(4.10) prend l a  forme : 

où I = ( a ,  h )  e s t  un i n t e rva l l e  quelconque e t  Q,q E L2(n 1 . 
Pour calculer  l e  membre de d ro i t e  de (5.28) on note que l ' i d e n t i t é  

- - (2 , - r2  > R C2,) R (2,) , Unplique que 

(5.29) - - 2;Ii,2 { P R ) P ( ~ )  R(zz) g x > d ï  
JcL- 

La mesure spec t ra le  (5.28) e s t  calculée en premier pour l e s  fonctions 

4 $l 6 r 'LZ c R ) . On note que pour de t e l l e s  fonctions,  on : 

où x,, + ,  e s t  l a  fonct ion ca rac té r i s t ique  de parce que 

Maintenant Rc2 > $ e t  Re ) 7 convergent dans L ( Ra- +, ) a' après l e  

théorème d'absorption l i m i t e .  Ainsi ,  



où 0 ( 4 ) e s t  une fonction de Z qui tend vers zéro quand T m 2  * 0 . 
~n outre,  l a  convergence e s t  unifame pour Re 2 G 1~ , d'après l e  lemme 3.9. 

En combinant 

(5.29) e t  ( 5 . 3 1 )  cela  donne 

On pose : 

l 'opérateur l inéa i re  déf ini  par : 

e t  on note que 7 e s t  borné. En fait, en prenant CZ {x!  $ ( x )  = A $  

ceci montre que \( J I I  = 1 . Alors (5.32) implique : 



Dans l a  dernière équation (J R ( z )  f désigne l a  transformée de Fourier de 

5 R C z )  dans L2 ( IR ) e t  l 'équation s 'en s u i t  d'après l a  ' 

f o u l e  de Parseval. L'équation (5.35) sera  substi tuée dans (5.28). Pour ceci 

on défini t  : 

où &(%, 5,2 ) e s t  définie par (5.20), (5.22). ûn note que Pour 5 (c IR" 

e t  2 E (c f i d s  l ' i n t ég ra l e  dans (5.36) converge ponctuellement. La 

connextion avec (5.35) e s t  donnée par : 

Démo~Lta-Cion : 

Une preuve historique peut ê t r e  basée sur l 'observation que, formellement, 



e t  a ins i  

Cet argument n ' e s t  pas rigoureux parce que W C* , S / 2 ) n 'es t  pas 
/ 

dans L2 (A) . Une preuve rigoureuse peut ê t r e  donnée comme s u i t .  (5.201, 
/ 

(5.22) e t  (5.36) impliquent que s i  L2 (na) C SLe(fi ) a i o r s  

pour tou t  5 € Rh e t  2~ 6;2 . 



Le dern ie r  pas s 'en  suit de l a  dé f in i t i on  (5.17) de M ( 2; 5 ) . 
Le prochain e t  dernier  pas e s t  v r a i  parce que M ( . jS) ( LZ(fl ) C L,(n) I 

et f Lz c f i n  ) c L, (n ) . Pour déduire (5.37) de (5.40) 

il e s t  nécessaire d ' in tégrer  par p a r t i e  dans l a  dernière in tégra le .  Pour ceci on 

in t rodui t  l e s  fonctions loca les  : 

qui s a t i s f a i t  pour 1x1 ) / W b  e t  

da (x )  2 4  PO^ \ X I $  y ~ - I  .si 
& 

n-b+, e t  auss i  : 



Maintenant R ( T ) $  H '  ( b i F j f i )  ce qui implique 

+ & » L c ~ ) Q  E é'; ( 3  ) lu 
2 ~n outre J'CZ) W U  (1,. 5 ) ~  H,,(d* ) 

parce que c ' e s t  une fonction qui s tannul le  dans un voisinage de 3n . Ainsi l a  ' . 
condition de Newmann généralisée implique en prenant u = (7)  Wo C 2; 5 ) 

C X )  R C ~ ) ~ < X )  que : 

près 

de { X : 1 X 1 = m + l 1 . Ainsi une seconde application de (3.3 8) implique en 
7 

échangeant l e s  rôles de U e t  v , puisque A ;J , A j i  : 

Aussi, le3 règles de d i f f é ren t i ab i l i t é  dans D ~ R  ) impliquent, puisque 



En combinant ( 5 . 4 ~ ) ~  (5.44),  (5.45) et l'équation R c 2 ) f  = - $-. R ( 2 )  $ 
cela donne : 



Onnoteque  < 7 ) ~ / 1  quana - . A i n s i ,  
+ W b  

l e s  deux premiers termes du membre de droi te  de (5.46) s'annulent e t  a insi  : 

désigne l a  transformée de Fourier dans L p  ( 10 Il e s t  c l a i r  de l a  

forme (5.47) que 

E L 2 C 1 ~ ' 9  puisque Cp13lz - t (A-~p)  13 - 4  1' - 2 es t  bornée 

e t  mesurable sur IR quand I r z i  2 # 0 . En outre 3 R(z)# G' L , ~ l ~ ~ ) e t  

J D ; R ( Z ) #  E & C I R ~ )  parceque  R c 2 )  3. H " ( A " ~ R )  

,t ~ ; u p p  @ +  -+ v s u r p ~ j 4 , c I *  : m - t<i=i g 4  d i =  4,. .,,,, . 
Il s'en s u i t  d'après l e  théorème de conyergence dominée de Lebesgue pue 

C 

Q m ~ ~ ( Z ) ~ - >  5 ~ ( 2 ) +  e t  A*+ k I R (  z)$+2 I,J-= $ A ; * D ~ ~  \ 
~t . J P R ~ ~ + O  

dans L .  ( lub) quand 'M -3 m . Finalement, en f a i san t  tendre W j dans 

(5.47) cela  donne ( 5 3 7 )  parce que 6, e s t  continue dan, SC IR*) . 
En combinant (5.35) e t  (5.37) cela  donne : 



En outre,  l e  terme O( 4 ) tend vers zéro uniformément pour % = Re 2 C X 

e t  p -+O (~emme 3.9). Ainsi ,  par intégrat ion dans (5.48) 

ce la  donne : 

La seconde équation s 'en s u i t  d'après l a  première forme du théorème 

de Fubini. On note que l e  lemme 5.3 implique que .@%,2) / (p~r j~2+(~v~15 .QI'-z) 
+ 

e s t  une fonction continue de 2 61 t/< dans ( leh) . 
I 

On note aussi  que ( 5.49) représente deux équations correspondant au 



choix du signe + - . Les deux sont obtenues de (5.48) par  subs t i tu t ion  d e Z = l f ' i p .  

Le théorème de Stone (5.28) e t  (5.49) seront  maintenant combinés pour 

obtenir  une représentation de l a  mesure spec t ra le  ( f ,T (11% ) . La l im i t e  

quand p -5 0 
+ 

de l ' i n t é g r a l e  i n t é r i eu re  dans (5.49) peut ê t r e  é ~ a l u é e  

par l e  moyen d'une propr ié té  bien connue du noyau de Poisson. La formulation 

suivante e s t  due à E . C . TITCHMARSH Cl 61. 

L m e  5.4 : S o i t  4 ( ) ) d 6 une boncüon à v d e a  comptexe t&e pue 

t# Cd)/ ( A + $ * )  E L,(IR) onsuppose pue tes  m e s  $ (*+)et 
$(a-) &Axent .  MOU: 

Pour appliquer ce  r é s u l t a t  à (5.49) quelques informations concernant 
n 

l a  cont inui té  ponctuelle de $ ( 5  , y f ; P ) sont nécessaires.  On note 
(Ir 

quepour  chaque 3 f i x é  l 1 a p p l i c a t i o n d f ; f ~ w C , ~ , d f ; P ) ~ [  

e s t  continue pour '6 ( T , O \( p \( [3, d'après l e  lemme (3.9). En pa r t i -  

cu l i e r  pour chaque $ € E ,(fi ) l e s  l i m i t e s  : 

-- 
e a s t e n t  pour chaque 3 ( 1 R~ , -/ < 1 R . Le résultat  suivant s e r a  prouvé. 

i 



Démonn W o n  A 

En nie de l a  déf ini t ion (5.36) de f ( 5  , 2) il sera suff isant  "b de , 

montrer que l 'appl icat ion(  5 1 1  +i P ) c > w ~ , Z ~  I *I'P ) Lb,( fi) e s t  

uniformément continue pour 3 E k -d E T e t  o < p , < k e  
03 k c IR"' e s t  un ensemble compact, I= 14 ,b ]  e t  p o ) O  

En outre,  dans l a  déf ini t ion (5.22) de W ( x ,  5 / 2 ) l e  terme ~ C X )  w , ( x ; ~ )  

e s t  indépendant de e t  e s t  continue pour ( % $ ) IR& 8  IR^ ce 

i i q e  & ( - )  W . C .  5 )  € e s t  

wiiformément continue. ûn considère maintenant w ' ( . , 2 ) z - R<z) M ( 0  ; S ) . 
la continuité de M C ; 5 sw 1 f? IR implique que S c j  ~i (*, 3) E &..(Q*,) 

e s t  continue pour 5 f k . En outre,  s i  W e s t  une constante 

posi t ive l e  îemme 3.8 implique q u ' i l  y a fd ..= b/ ( 1 , P a,h) )O t e l l e  p e  : 

pour tous 5 , 5 ' ~  IR- , $ &  1 e t  O < p ,( . En combinant 

ceci e t  l ' i néga l i t é  t r iangula i re  on a : 

4 

%', 8 ' 2  ; p ' )  IlLJnw) 



pourtous 5 ,  IR"-" , % et d l  daJlsIet . < P  > p t \ ( p 0 *  
n) Ainsi Iltuniforme continuité de ( 5 1 d 2 i P ) H w(.> 5, d f if ) L:( 

pour T E  , 'd €1 , < p ,< PO sfen suit de l'uniforme continuité 
de 3 L- MC. j 5 )  L , c G  0 + 1 

pour 5 € k 

et du lemme 3.9. A 

Le lemme 5.5 implique que les fonctions Q+(s et i ( 3 ) &finies - 

sont continues sur lRIV . Une comparaison avec (5.23) montre que 

Ces fonctions seront utilisées pour calculer la limite du membre de 

droite de (5.49) pour 13 -j 0+ . La limite de l'intégrale intérieure est 
donnée par : 

Lemme 5.6 : P O U  

+ ; P ,  (Jy + ; p )  Sc<,$ - P. ?CS,$- / ' (A+/J) 15 
(il - p l S I  - .al q2+p (5.57) 1 



D é m o ~ ~ o n  : On f ixe 5 € IR- e t  on é c r i t ,  pour brièveté, 

Ainsi 

Maintenant l e  lemme 5.5 implique que pour tou t  & ) 0 il existe p.= P(E) ) O  

t e l l e  que 

En outre,  



Notation évidente. Maintenant (5.62) implique que 

p o u r t o u t  p < Pa(€)  ; clest-à-dire, Iik I I ( P )  = 0 . En outre ,  P+o 
2 

i;.. i,rp,= ~ ; ( ~ i s ~ ' + w + ~ ) i % . ~ l  , O )  . l e  lemme 5 .4 implique que p30+ - 
ce r é su l t a t  avec (5.63) , impliquent ( 5  -57) 

Le lemme 5.6, l ' équat ion (5.49) e t  l e  théorème de Stone suggèrent : 

ThiZotème 5.1 : Pow t o u t  f et 6 E L (n ) et *out  Lntehva.Uk borné 
x 2 

Démona&tdon : On note que l ' i n t é g r a l e  sur  l e  membre de dro i te  de (5.65) e s t  f i n i e  
4 A 

par  ce que $ e t  ?+ sont  continues e t  4 (/(, I S I' I ( J +/J) 13 - Q I : )  a - 
un support compact. En ou t re ,  (5.65) s 'en  s u i t  de (5.49) e t  (5.57) s i  l e  passage 

à l a  l imi te  sous l e  signe i n t ég ra l  e s t  v r a i .  Ca se ra  déduit à p a r t i r  du théorème 
i- 

de convergence dominée de Lebesgue e t  l ' es t imat ion suivante.  
6 

/ 

L m e  5.8  : P o u  XouX f É LZ~n ) La bondon 2 ( .  , $ 2 ; ~ )  E LZ C I R ~ )  

poun XouX Y IR et 13 ),O . En o&e, pom Lntmu&e b o u e  1 C IR 

et > O  i e e r i s . t e l u l e c o n ~ ~ n t e  C E. C c $ , I , ~ J ~ )  ~ a e q u e  

5 1 f(s1ir f i p >  i 2 d 3  \ ( c  
IR& 

( 5.66) x 

pour t ou t  $ e s  e t  0 ,  < P a  8- 



~ é r n o ~ ~ o n  : Le cammencement est l'équation (5 .ho) au-dessus qui peut s 'écrire : 

Ce qui implique que : 

En outre, 

Ainsi, il sera suffisant de prouver (5.66) avec $ remplacée par 4- . Maintenant, 

car, en effet en utilisant (5.2a) et (5.17) on a : 

- M ( ~ ; s  jz (aC + p ~ ~ ~ 2 + ( r l + p )  1 ~ ~ 4 1 ~ 1 ~ ~ ~ )  do 
1 

I\r 

: J (r)4*< - twOdC1J(~)+2i  k,~: Z- t A k i  Se bk~c*,j%(x;S) 



Ainsi 

La formule de Parseval et le lemme (3.8) impliquent que : 

Pourtout 3 E I , O \< p < r)0 et C est une borne pour 

1 d * ~  C X )  1 et ~7 i M ( I ,  PO, a O + ~ ,  a> est la 

constante du lemme 3.8. Pour trouver une estimation similaire pour 
1 

avec k,L = n , z ,  - *  , Q  , on note que : 

En substituant dans (5.74) cela donne 



(5.77) - - aii w 0 ( x j  5 )  D:,,~(z) RW $(*dl 
n 

=g; (7 ,2)  3 qc,, CS,z l  - D & ( x >  on note que pour chaque % E IF* f i x é  l a  fonction W, ( X ;  $ ) k 

e s t d a n s  a ( n ) . E n o u t r e ,  R ( 2 ) f  Q H * ( A * ~ ~ )  3 

e t  a i n s i  l e s  dérivées DQ /? C 2 )  $ & L2( ) . Ainsi ,  l a  déf in i t ion  de 

l a  d i s t r ibu t ion  dérivée implique : 

En procédant comme dans l e  c a s  de 3 ( 5 2 2 ) c e l a  donne : 
O/ 0 

1 
pour t o u t  d , 0 \ (p  ,( PO où Clri / = B ~ S ~ Z A L I  D k b ~ x ~  1 . Finalement, 

L 
k, , ( )S , 2 ) admet l a  forme semblable à %,O ( S 1 2 ) e t  s a t i s f a i t  a i n s i  

à l ' es t imat ion voulue (5.75) . En combinant ces r é s u l t a t s  ce la  donne l ' e s t imat ion  

(5.66). r 



Pheuve ch Xhéohènie 5.7 : On note q u ' i l  s u f f i t  de prouver (5.65) dans le cas 

où fJ = 3 . Le cas général s 'en suit. Ainsi seu l  l e  cas où = #  se ra  

considéré. 

La l imite  du membre de gauche de 1 < équation ( 5.49) pour P 3 O+ 

e s t  ( f , r(s) #! ) quand 
; $ , dl après l e  théorème de Stone, e t  l e  

# 

terme o (4 ) tend vers zéro avec P 
L'intégrale sur l a  droi te  a l a  forme : 

Ch choisit  W b  dans (5.80) assez grand de so r t e  que 

( 1 - p  1 SI& - ( ~ + ~ ) 1 8 . 4 1 ~ 1  >/i pour tou t  ISI>/b e t  

a ins i  XI ( p  I SI'+ ( A f p )  1 % - c ~  1') = O POU ISI > , W .   près 

on note que l a  continuité de $( S d f i P ) , prouvée dans l e  lemme 5-53 

implique q u ' i l  existe une constante Co t e l l e  que : 

Igrs, t T ~ P ) I '  .-< 

~ i n s i ,  pour 1 %  I d p , ( P O  > 



Il s'en su i t  d'après le th-éorème de convergence dominée de Lebesgue 

et du Lemme 5.6 que 

t 
parceque 3~ C/V /SI' + ( A t p )  1 q 4 1  )lo pour (FI&. Après, 

on note que : 

couout 1 1 >/ W et ainsi d'après le lemme 5.8. 



où c e s t  l a  constante du lemme 5.8 e t  I lt l e s t  l a  longueur de 1. I l  s'en su i t  

que : 

En combinant (5.801, (5.84) e t  (5.87) on a : 

Ce qui complète l a  preuve du théorème 5.7. 

Le théorème 5.7 fournit  l a  c le f  de l a  re la t ion  qui ex is te  entre  l a  

famille spectrale  1 7'r (Y 3 de A e t  l e s  fonctions propres généralisées 

VJ+(I; 5 )  e t  w- ( % ,' . 11 sera  u t i l i s é  pour déirelopper 

une analogie complète de l a  théorie de Plancherel pour des domaines extérieurs 
h A 

ayant l a  propriété de couverture f in i e .  Les fonctions #+(SI e t  Y? - ( 8 )  , données 

par (5.56) où E (fi ) , jouent l e  rôle  des transformées de 

1 (1P). Fourier généralisées. Il  sera  montré après qu 'e l les  sont toujours dans 

DémomLtaCion : On applique l e  théorème 5'. 7 avec # e t  3 = (- I 8 ) 

mors  T C I )  = 7 T ( d )  ,pu isque  W ( A ) C  iR+ e t  a ins i  puisque 



pour t o u t  1 ) / O  . Maintenant on f a i t  -d -jca . Le membre de gauche ae 

(5.90) converge vers  II f 1 1  d'après une propr ié té  basique des famil les  

spec t ra les .  Ainsi, l e  membre de d ro i t e  admet une l im i t e  f i n i e ,  ce qui prouye 
A 

L, C ina) , e t  l a  forme l imi t e  de ( 5  .go) e s t  (5.89). 
h 

l e  problème après, e s t  d'étendre l a  déf in i t ion  de de (5 ) 
sur t o u t  L p [ n  ) . ceci  e s t  donné par 

(5.91) f+ CS) = L ~ c I R ' Y -  1l.k \ W *  < r i  s ) $ ( x ) ~ x  - M-3- fi 

exiszent et, avec cette dé@nition &tendue de .  , L ' é q W o n  ( 5 . 6 4 )  f i e n t  pom 

I 

D é r n o ~ M o n  : On note que ( 5  -91 ) coïncide ayec (5.56) quand f 6 Ê L2 ( fi ) 
e t  fourn i t  a in s i  une extension de l a  déf ini t ion.  Pour prouyer l 'exis tence de l a  

l imi t e  (5.91) quand f~ L2[n) on dé f in i t  : 

l i b  ffl = $  dans LL(n) . Onapplique (5.89) e t  on note que rljoo 

% 

pour tous  M e t  N f i n i e s .  Le membre de dro i te  tend vers  zéro quand 



f l  j oo dans t o u t  chemin parce que 4 4 l.l 3 e s t  convergente dans - e 

Li (n ) . A n s  $, + 3 e s t  une s u i t e  de Cauchy dans LL IR*) 

e t  a i n s i  converge vers e s t  complet. 

Ceci prouve (5.91 ) parce que : 

Finalement, (5  -89) e s t  étendue pour $ a r b i t r a i r e  dans L2(n) en fa i san t  

bf = O dans (5.93); c'est-à-dire, 

fa i san t  C7 - 0 0  

D b t n o ~ ~ o n  : Ecrire (5.65) p o u  fm e t  3 e t  f a i r e  -3- . 

DErno~nhzCion : On note en premier que - - 



p . ? ( * j $ ) c {  . > L :  0 I ~ J \ < 4 ~ + 4 1  e s t  d i s j o in t  

avec IR&- . Il. s ' en  s u i t  facilement d 'après l a  théor ie  de r égu l a r i t é  

standard pour d ' q u e  w + ( x ; ~ )  - E C ~ ( _ ~ X I R " + )  . * u s s i ,  

e t  a i n s i  + L A C k ) 
.- 

où I< e s t  

un compact quelconque. Ainsi  l e  menhre de d r o i t e  de (5.95) e s t  f i n i  pour t ou t  

X fi . Pour prouver l ' équat ion ( 5  -95) on note  que (5.65) avec $ L2(f i )  , 
g t D ( J 2 , )  e t  1 - implique 

où l e  dern ie r  pas s 'en s u i t  d'après l e  théorème de Ribini, (5.96) implique que l e s  

membres de d ro i t e  e t  de gauche de (5.95) coïncident comme d i s t r ibu t ions  dans 

O/( ) . En p a r t i c u l i e r ,  l e  membre de d ro i t e  de (5.95) coïncide 

avec une d i s t r ibu t ion  dans L t  (fi ) . 
* 

Le coro l la i re  ( 5.12) implique que t o u t  $ E L2 (R ) admet une fonction 

propre étendue dans L2 Cn ) . 



Ceci s 'en  s u i t  h é d i a t e m e n t  d'après (5.95) e t  une propr ié té  basique 

d e  l a  famille spectra le .  On note que (5 -97)  d é f i n i t  deux représentations Ce $ , 

une avec VV+ C1; 5 )  e t  l ' a u t r e  avec W- ( x ;  5 )  
Il e s t  remarqué en chapi t re  II que l a  transformée de Fourier dé f in i t  

un opérateur 4 .' L2[/~''')+  IR^) par $ # = ( l ' i nd i ce  b s e r a  suspendu 

dans ce qui s u i t )  e t  que e s t  un i ta i re  e t  f ou rn i t  une représentation spec t ra le  

pour l 'opérateur  A, . Ce r é s u l t a t  sera  général isé  pour des domaines extér ieurs  

cf.< . Pour ceci  on dé f in i t  l e s  opérateurs 

pour t o u t  

Alors l a  généra lka t ion  suivante de l a  théor ie  de Plancherel t i e n t .  

(5.100) Il $+ f II - L, C R "  = Il $11 
 fi) pour tou t  



T h é o h h e  5 . 1 5  : SoLt  Y( 'I ) bornée,  6onot ion  n a w b l e  a u  sena d e  L e b a g u e  

de Y $ c . M o u  ( A ) d é g n i e  pak l e  X l iéokbe  speot trae ,  ut un opéha: 

&uh borné b U n L 4 ~ I - R  ) et 

Le théorème 5.15 s e r a  p r o u ~ é  en premier e t  a l o r s  u t i l i s é  pour l a  prenve 

du théorème 5.14. 

Dérnan&CuCLon C[U théo/~èrne 5 . 1 5  : On note en premier q u ' i l  s e r a  su f f i s an t  de 

montrer que 

pour t ou t  L( 6 b CA ) . L'équation (5.103) s ' en  suit par  des méthoaes 

standards d' approximation; [voir KAT0 , pp. 530-531 1.  près il suffit de montrer 

(5.104) pour t o u t e  fonction dans un "core" de A ; c'est-à-dire, un ensemhle 

D c ( A ) _  t e l l e q u e  ( L < ,  A u )  : u 6 O j s o i t  

dense dans l e  graphe de A . Il s e r a  montré que 

P o u r  c e c i s o i t  î4 é D ( A )  e t  on d é f h i t  C ( * =  tkr*, 05 
e s t  l a  fonction (5.43 ) u t i l i s é e  

dans l a  preuve du lemme 5.3 11 s e r a  montré que a 6 n Four a > 40+ 



e t  u,,, c3 pour l a  norme du graphe de A . On rappelle 

que CI I O pour I x ( > , ~ ,  L b , c + ) _ = ~  pour 

Ainsi : 

4 
ce qui implique que L( H (- b* ) R . En outre,  Um. s a t i s f a i t  l a  

condition de Newmann &néralisée (3.18) parce que U s a t i s f a i t  (3.18) e t  

c p k c Z )  s A au. voisinage de 3 (près d e 3 R  ).  Pour ~ o i r  
4 

ceci on note que s i  w L . [ a l o r s  ( 5.106) implique, après 

quelques réarrangements de termes, 

+j'i(-)~*y5 b + Y ljd'= ) A;,. D ; ( Q ~ ) D ; ~ #  wb fd-r 



Maintenant, l e  premier terme sur l a  droite dans (5.107) e s t  nul parce que 

s a t i s f a i t  (3.18) e t  W H ' (fi ) . Le second terme peut 

s ' éc r i r e  : 



O r ,  d 'après l a  déf ini t ion de l a  dérivée dans l a  théor ie  des d i s t r ibu t ions  on a : 

Ainsi, l a  dernière in tégra le  dans (5.107) s 'annile parce que $ 6 D C / R * )  

e t  % ~ p p  V 4% e s t  un ensemble compact de fi . Finalement, l e  f a i t  
# 

que U k  -jk e t  A uVC\, = - A Qk -> A u  = - A f &  

e s t  évident d'après (5.106) e t  &es propr ié tés  de 4- 
Après (5.104) s e r a  v é r i f i é e  pour tt f Û . Pour ceci  on note f inale- 

ment que : 

où rn e s t  choisie t e l l e  que 4- Cr ) A ~ C < P P  k 
bl 

Maintenant w t  C o i  5 )  E Ci 10, ( d * j  31.1 e t a i n s i  

#* w+ (. 2 )  (& *cd> -52 ) = D [ A  ) d'après l e s  arguments d o ~ n é s  au-dessus. 

En outre  , 

1 - w . + ~ s ; ~ ) ~ * + , ( z I  - = - A*@+ - (îij S) pour tout ~ ~ l p  



pa rceque  $ * C X )  F I  sur Fm,4 . Aussi, 

Ainsi  ( 5 .IO91 implique : 

pour t ou t  5 E lew. Finalement, en remplacant LC pa r  Y dans (5. J i  3 ) e t  

en f a i s an t  tendre  ce la  donne (5.104) parce que krrc-jU e t  Au,+ 

dans Lp(n ) - e t  $t e s t  continue. 

DémorwtrLatian du t héa t rhe  5.14 : L'équation (5.100) énonce que l 'équat ion (5.89) 

* 
t i e n t  pour t o u t  f E L 2 ( n  ) e t  e s t  prouvée dans l e  lemme 5.10. 11 e s t  auss i  

équivalent à l a  première équation des équations (5.102). L'équation (5.101) e s t  

équivalente à l a  seconde équation de (5.302). Ce n ' e s t  pas l a  même chose pour l e  

théorème s p e c t r a l  pour A . La preuve de cec i ,  donnée au-dessous, e s t  basée sur 

* 
l e  théorème 5.15 e t  l e s  deux lemmes suivants : 



* h o ~ h d i o n  du t m e  5 . 1 6  : Il e s t  c l a i r  que $ + = 4 implique - 
(5.112). Pour prouver la réciproque s o i t  $ € 4 CR') e t  on dé f in i t  

En appliquant $: $ (5.114) e t  en u t i l i s a n t  l a  première équation de (5.102) 
C 

' cela donne : 

- 

Ainsi (5.112) implique que k =  O ; c1est-à-aire { a_+ fi - A ) $ - 0  
-.y 

pour tou t  $ 6 LZ( IR- )  e t  a i n s i  $+ $$ = 1 . - 

DZniomMon  d u & m e  5 . 1 7 :  So i t  h L z C i R C )  e t o n  dé f in i t  

Alors s i  



En écrivant (5.11 7 )  sous forme intégrale  e t  en substituant l a  représen- 
A 

t a t ion  (5.56) pour #+ $ = qt cela  donne 4 - 

d'après l e  théorème de Fubini. Ce qui  im?lique que 

/ 

puisque ELt (fi ! e s t  dense dans 1 C a  ) . On note, qu'en pa r t i cu l i e r ,  

ceci  prouve que l e  membre de dro i te  de (5.139) e s t  dans Lt ( ) . Finalement, * 
si M 3  a lors  6 h. dans Lp ( IR- )  e t  a ins i  ++ hm-$ $* L , 

r* - 
puisque q+ es t  bornée. Ainsi (5.119) implique (5.113). 

D é m o n ? 5 ~ a n  du; théa/rhe (5 .14)  (Fin)  : D'après l e  lemme (5.16) il s u f f i r a  de 
IC 

v é r i f i e r  (5.112).  Pour ce t t e  f i n  s o i t  h 6 u( $+ ) ; c 'est-2-dire h L c ~ t ~ 4 )  

Il s'en s u i t  que s i  VI ( y )  e s t  une fonction niesurable au sens de Lebesgue bornée 

sur I( >/ O quelconque a lors  : 



En e f f e t ,  si f & L , ( a )  a iors  l e  théorème 5.15 implique que : 

l ' exponent ie l le  d'un opérateur où h. 2 . W ; a e t  , = 11 k, W ) 

Ainsi (5.121) e t  l e  lemme (5.77) impliquent que : 

(5.122) < 

- j ~ S I ~ + C A + / Y ) I ~ .  - ic)$,t5) h c S i d S  
\R" 

- - (~ ( ,U I * I&+  (~+,d 1 + - 1 Lz [le") 

( #+ - F < A > ~ ,  L ILCiR*)  = ( v ( ~ ) + , 4 f  h )  L , c n  , =Q - - 
+ 

f 1 

d'après (5.120). Enchois i ssan t  $ =  $+ - L dans (5.122) celadonne (5.121). 

Maintenant, s o i t  O < f"l < li ' e t  on dé f in i t  

'/t 
,;t A, 

.de)  z e. ( 5 )  J 
tr lR 

(5.123) ( P I  51C+ (A  1 %  X&,k9 



aans I Z ( R )  p o u r t o u t  k & I F ?  e t  M , M ' E  IR+ w e c m ' ) ~  

S i  l a  décomposition (5.25) pour .*/ + (%, 5 ) , prouvée dans l e  co ro l l a i r e  5 -2,. - 
e s t  subsituée dans (5.124) l ' équa t ion  peut s ' é c r i r e  : 

0 

(5.125) 1 dans Pour t 6  l(S 

où, en u t i l i s a n t  l e s  no ta t ions  du chapitre II, 

Mo ( ~ j t )  = U* ('1 ( 3 ;  t ) avec 

; (7.5 - t C, (31) 
(5.126) 

41 i x.S - k c Z l % -  al ) 

; + C<, (Z ' (y ; t  1 avec U , ( X j t )  = h l  

4 
(5.127) 

4 

(5.128) 

(4) ) ( t  avec u 4 ? , x ; t ) =  u, ( r ; t )  +4,  

s t  c, 15) 
u ;  t 1 = k, ( 5 )  d j  

H ,cixi g W  ' 
-it Cl l3 * 4 l  

Uf )  (2; l3 = .. L, 6) dS 
P 

b 



4 QI  0) QI 
Dans 5.126 $ 128 on a h = h i + h t I  qf = Y t  +qt et e+=&+&L+ - - 
On note que : 

'4 0 
,; t A, 

(5.129) U G ( -  j t  ) = e 

et est la transformée de Fourier dans LZ ( 1 R*) .nisi, 

I j t ) I IL2CIR*)  
(5.131) (l*i,Lll 

n$r51 a w '  
Ce qui complète la preuve du théorème (5.3 4) , il sera montré que : 

En combinant (5.131 ) et (5.332) cela donne 

pour tous 

ce qui implique clairement que h = O dans Le C IR*) et ainsi (5. 3 12) . 
Pour prouver (5.332) on note en premier que : 



4 

En outre, F: - Lz ( IR x C" " ) . pour vérifier ceci on note que F+ - 
s'écrivent en introduisant les coordonnées sphériques 5 = f v<l f >, O 

n -1 

et w s  1 

ûn rappelle que e; ( 4 ,  ) c"C s"" IR"- ? O\ ) , 

le corollaire 5.2. Une application de la f o m e  de Parseval 'et du théorème 

de Fubini donne : 

A 2 - 2 T ~ " ' j "  
IIFt l l , * ( ,p*sn- ' )  - rl fi- l 

r-1 2 

(5.137) ( J  O+' C 4,  P w )  p ($r )  jh,cew) dwde  
- 

J6-' 

1 B ;  c a ; ~ ) i . i i " \ &  f l - t  

Maintenant pour x 6 5 et 

1 %  ' d'après le corollaire 5.2 aÙ C z C C P ? )  M') est 

une constante convenable. Ainsi ( 5.137) implique 
-Z 

La représentation (5.134), ensemble anec (5.338) et le théorème (1-5 du mapitre 1) 

impliquent que : 



1;- Il & ? ' ( a ;  t) Il = O 
Pour montrer que t 4-@ 1, Gin*) . On note 

2 4 
t ou t  d  ' abord que + - a lesmêmes proprié tés  que 8 . De plus ,  en posant :  

Notation h i d e n t e .  Ainsi, i 
~ + t m  \\ u:' C *  jt) IlLZCIRk) z O 

pour l e s  mêmes raisons qu' au dessus e t  par  m i t e  1 1 , , j 1 1  =O 
t-1 ~m LL( IR*) 

s 'en s u i t  d'après l ' i n é g a l i t é  t r i angula i re .  

Finalement, l e  lemme (1.7) s e ra  u t i l i s é  i c i  pour prouver que : 

Pour v é r i f i e r  le? hypothèses de ce lemme, on note en premier que (5.325) implique 

M, ( . j t )  & La C -CL) parce que & ( j t 1 € Lz C I R & )  e t  

u , I g  ; t )  E L, C I R  q) . En out re ,  (5.125) implique aussi  

pour tou t  /L > O , parce que L& ( * j t ) a ce t t e  proprié té  d 'après l e  théorème 
1 

(4.5) e t  



(4 1 (2) 
qui tend vers  0 quand )tI-$00 . Ainsi U 2 C x ; k )  =ha ( y ; t ) - e u Z ( ~ t )  

s a t i s f a i t  (2.69) e t  (2.70). Finalement i 'estimiation(5.26) ponr q+ - ( Y  ; f ) 
e t  l e  co ro l l a i r e  5.2 impliquent : 

pour t o u t  t E I R  e t  (2 1 >, 40 e t  donc U ~ ( X , '  L ) v é r i f i e  (2.71). Ceci 

complète l a  preuve de ( 5.14 1 ) . 
'Finalement, pour prouver (5.132) on note que s i  f l  > &J * 1 a l o r s  

(5.125) implique 

Maintenant l e  troisième terme à dro i t e  tend v e r s  zéro quand k + 3 6 ,  

d'après l e  théorème (4 .5 ) ,  (5.139) e t  (5.141). ceCi c m p l è t e  l a  preuve de (5.132) 



Le corollaire (5.13) et le théorème (5.15) impliquent que les deux 

expressions des fonctions propres basées sur W+ - (2; 5 ) fournissent deux 

représentations spectrales de l'opérateur A . Ce résultat fournit la base 
pour l'étude dans les parties 6 et 7 des solutions de l'équation de & d a n s a  . 
Elle peut être formulée comme suit : 

C o k o U e  5 .18  : Si ( ) est bornée, donotion rnesiurable au  sen^ de 

D é r n o a M o n  : ( 5 . 1 4 5 )  s'en suit immédiatement de (5.97) et (5.103). 



CffAPZTRE Y1 

OPERATEURS D'ONDE ET SOLUTIONS DE L'EQUATION DE LAME 
DANS DES DOMAINES EXTERI EU=. 

Dans ce chapitre l a  solut ion dans L ( a 1 e s t  construite par l e  

moyen du développement des fonctions propres du Chapitre V e t  son comportement 

asymptotique pour k 3 00 e s t  calculé. Le r é su l t a t  pr incipal  dans ce Chapitre 

est l e  théorème qui énonce que toute  solution dans L2 (fi) e s t  asymptotique- 

ment égale à une onde l i b r e  dans L, ( IR" ) , comme suggéré en Chapitre IV. 

Comme un corol la ire ,  l 'exis tence des opérateurs d'ondes whlt e s t  prouvée e t  

une représentation expl ici te  dérive pour eux. Les r é su l t a t s  exhibent l e s  relat ions 

précises entre  l a  théorie fie sca t te r ing  *stat ionnaire  ?es Chapitres III e t  Y 

e t  l a  théorie  du scat ter ing dépendant du temps du Chapitre IV. 

Les solutions à valeurs complexes définies par : 

sont étudiées dans ce chapitre. Les r é s u l t a t s  corrrespondants pour l e s  solutions 

à valeurs r ée l l e s  sont donnés dans l e  Chapitre V I I .  Le corol la ire  (5.18) implique 

que V ( 2 ; t ) admet L deux représentations spectrales correspondant aux deux 

ensembles complets de fonctions propres , 

. El les  ont l a  forme : 

(6.2) 



On rappelle que : 

AC w . + ! ( x ; ~ )  et W: ( 1 ; 5 ) se cOmpOrtent sembïatïement 

comme des ondes sortante et entrante respectivement. 

Dans ce principe, l'une ou l'autre des représentations (6.2), (6.3) 

peuvent être utilisées pour connaître le comportement asymptotique de V C X  j k) 

pour t + a . 11 sera montré que la représentation entrante (6 .3) conduit 
à un simple résdtat particulier. En substituant la décomposition (6.5) 2e 

. . 
dans (6.3) cela donne : 



En particulier, l'existence des limites dans (6.3) et (6.7) qui sont connues 

- d'après les théorèmes du développement des valeurs propres pour A et A. , 
impliquent que la limite dans (6.8) existe. On note que v,+ ( Y ;  t ) est une 

onde libre dans L p C If? de la forme : 

Ainsi, d'après (4.4) et (5.4). 
-ii 

où $ est la transformée de Fourier dans Lp (  IR^) . Avec cette notation 
les résultats principaux de ce Chapitre peuvent s'énoncer comme suit : 



Théonème 6 .  I : soit A. domaine ertéhiem .tee que JI E. L c . m i  powr 

ZoLLt h E L z C R ) .  

Théohème 6 . 2  ( ComfTahe) : S.i (;1. est wz domaine ~ A é n i e w ~  'tel que fi L. C . 
Uoha et o p W w n  d'onde \rJ+ = d+ ( A '' A'" 

O J  3, ) &Xe 
1 

a L, Cfi) -> L, [ I R * )  En pahti&m, w+ U Z  m û t h e .  En a a e ,  

&e dé@.& une équivdence u n h b h e  e&e A et A, : 

/ 

On note qué l e  théorème (4.6) du chapi t re  I Y  e s t  pronné par  l e  

co ro l l a i r e  6.2. 

Les énoncés de (6.11) e t  (6.12) sont équivalents,  d'après (6.6).  En 

ou t re ,  (6.12) peut s ' é c r i r e  : 
* 



d'après (6.1), (6.9) e t  (6.10) où JI: L 2 ~ l ~ ) + ) ~  I p  (fl) e s t  dé f in ie  

par  : 

(6.16) J*-$(T) = & ( ~ ) $ - c z )  P O U ~ ~ O U ~  . 

La notation J* e s t  u t i l i s é e  parce que (6.16) dé f in i t  l ' opéra teur  adjoint  

de J : L i, (3 )-, L2( /Rn) déf inie  pa r  (6.34). Maintenant, l 'opérateur  
-:t 4'/2 
& - J*éi 'A"'$* $ 5 e s t  uniformément borné pour tout  k e IR . Il 

s 'en s u i t  que pour prouver l e  théorème (6.1) il s u f f i t  de v é r i f i e r  (6.15) pour 

des vecteurs dans un sous ensemble dense de LL ( n) , comme dans l a  

preuve du théorème (1V.3). Il conviendra d ' u t i l i s e r  l'ensemble dense : 

C 

où ( IR*)  e s t  l'ensemble d é f i n i  dans l e  c h q i t r e  1. De e s t  dense 

dans LZ (fi) parce que 0, ( /Rn ) e s t  dense dans L C IR e t  

- * L~ ( len) ---+ L , c ~ )  e s t  u n i t a i r e ,  d'après l e  théorème 

(5.14) 
/ 

A 

On suppose que Bo c / R ~ I  t e l l e  que : 

où K . , support de , e s t  compact, l a  convergence (6. 1 1 ) s e r a  

prouvée par l e  moyen du lemme ( 1 - 7 )  . 
On rappel le  que i (3 ;  # ) e s t  soiut ion de 



m ( r ; % )  a> IR " A IR ) . En p a r t i c u l i e r ,  

W-' ( y ;  5 ) g  Cm&% If?") . En outre ,  l e  co ro l l a i r e  5.2 implique pue 

OÙ 8- (  C; 5 )  c c " l 5 " “  x IR" - 4 0 2  ) e t  pour chaque 

compact C IR"  -103 il e x i s t e  une constante r ]  -= N(k) 

t e l l e  que : 

511 < M -  
14. c x ;  pour t o u t  

l 2 L L  
Ir\ * 

(6.21) 

e t  3 . E  k *  

en subs t i tuan t  (6.20) dans (6.18) ce l a  donne : 



h introduisant l e s  coordonnées sphériques = f " dans l a  

première équation (6.23) ce l a  donne : 

4 ii - IZI  + ~ , t ) e  
+ ' A ) ( x ;  t) = fi,) 

I I-xl a 4 

(6.25) 
n i J @:(zj y w ) ~ : ( t w ) ~  n ' l ~ ~ i  A P  

5" -' Ir 1 

h 

où a e t  b .sont des nombres t e l s  que k = kt kt 2 &bp L_  = 
n 

%,, ( 11- +L: ) c j S :  O <s , ( lS I  ,( b j  . E ~ O U ~ ~ ,  

l a  fonction en t r e  accolades dans (6.25) e s t  dans l a  c lasse  O C/R +.) comme 

fonction de f . 
Ainsi,  une in tégra t ion  par  pa r t i e s  donne : 

(?,<b e t  l a  fonction entre accolades dans (6.26) e s t  bornée pour tout  cC , 
e t  3 E sa-' . S o i t M o  uneborne on a': 



pour t ou t  2 6 (;l- 1 of e t  t> O . La dernière  i néga l i t é  t i e n t  parce 

que ( X I  - c c , ~  > [ - X I  p o u  t ) O . En combinant (6.21 ) e t  (6.24) 

c e l a  donne une estimation s imi l a i r e  pour 

r i .  w,d 
(" 5 ) ( ~ X d ~ 5 ) ~ d ~ , (  

(6.28) 1 vr + ( ~ ) ( ~ ; ~ ) l  < J  ~ q -  ( 
(4 k i 

En combinant (6.22), (6.27) e t  (6.28) ce l a  donne 

4 c 4') 
(6.29) 1 12it) 1 < N~ 

"+ 1 - pour t o u t  t > O  e t  A-103 
(z l  

C ( 2 )  
* i % i C i x i + c z t I  2 R ,ilif (.gId5 4 jbe-' 

puisque ( J, I Z ;  t l  1 \( 0- ( 1% 
, z jC  4 

( c f .  V ) ,  où N d' - est une constante souhaitable 

~ ' é ~ u a t i o n  (6.29) e t  l a  condition (2.71 ) . L'équation (6.6) implique 

que v + ( i ) ( . ; t )  Lz CJ2) p o u r t o u t  k f l R  ( e t d o n c  

V +  ( *  j t C- LzC--Q-) d'après 1 ' i néga l i t é  t r i angu la i r e )  

+li) ( *  ; t I  € L,CIR'> parce que y(d '  ( -  ;t) € Lz(fil) e t  V I  

Finalement, \J+ ( )< ; t ) s a t i s f a i t  l a  condition de décroissance 

loca le .  

1 ;  I l v f  ( *  ;t'llL,ckqsz) Y 0 

t-340 ' I  

(6.30) F 

I pour t ou t  compact k C  IR^ . 



+ 
parce que v ( ? ; t) e t  Vo ( 7 ; t )ont c e t t e  propriété d'après l e  

théorème ( 4 . 5 ) .  Ainsi l e  lemme ( 3.7) implique (6.11 ) quand h h 8 , .  

L'extension de ce cas pour 4 h L Z ( f i )  a r b i t r a i r e  e s t  f a i t e  en u t i l i s a n t  - 
l a  densité de dans L2 ( R ) . L'argument ne sera pas reproduit i c i .  

D é r n o ~ W o n  du cohoLlahe 6.2 : Le commencement de l a  démonstration e s t  

l 'équation (6.15) q" t i e n t  pour tout  h 6 L2(n) d'après l e  théorème (1.7, 

Chapitre 1 ) .  On note que s i  3, : L 2 C R )  -> L Z C I R " )  e t  

5 : L 2  (n) .-> LL[ 1 ~ ~ )  sont définies par (4.21) e t  (5.341, 

respectivement, a lors  : 

"* "t - 1 - e ' t A o  $*#- 

'12 "a , t 
, z t A  - 1 - 1  

9 - J e  - e A* #* f -  + c J = - s ) ~  , 

(6.31) ( . t Alla 
'4 

- : t A O  + * + - )  
, 1 - - J (. - 5' 

"z 
t h *  . t - I 

+ ( 3 3 ~ 1 ) e  4 - + IJa- s le- '  
I 

\ 

- (J'2(x)-l  ) q c r ,  pour tout  ûn note que ( J J*-I)Q(x) - 
x E IR- e t  

( ~ - J c z > ) $ ~  > x € n  

(6.32) ( J ~  - 3) Q l x )  =I o > r E IR&# n 



~n par t icu l ie r  11 3 3 *- 1 [[ 4 4 , I I  2 ,  -311 < 4  3 

L ~ ( J J " - A ) $  c :  I x 1 \ < a Q  5 e t  L p p ( j a - S ) f  
c { x :  h l  < n e  3 . Ainsi (6.31) implique que, pour tout  

h 6 L,cn-) , 

Maintenant, l e  premier terme sur l a  dro i te  dans (6.33) tend vers zéro 

quand t + ma d'après (6.15). En outre,  l e s  deux derniers termes tendent vers  

zéro quand t 9 po d'après l e  théorème 4.5 , appliqué à A, e t  A respecti- 

vement. Ainsi (6.331 implique 

pour tout h E Lp C A )  . Ceci e s t  équivaut à l 'équation 

. t't A, ' 4~ 
pour tout E L2 (fi) , parce que e e s t  unitalre.  

- 

- id+ C A ? ,  4'') JJL)  équation (6 .35)  implique que W+ - 
exis te  e t  s a t i s f a i t  (6.13). 

 unicité de \hl+ : Lq(n>-> L2 C IR@) s 'en s u i t  diaprès 

l ' un ic i t é  de H - : L ,  LW- > LZ C IR') (théorème (5.34) e t  

f 
: L, ( I R & )  ---3La(l~Q) . Pour compléter l a  preuve du corol laire  



6.2 il reste à vérifier (6.14). 

On note que (6.13) et l'unicité de $ et $ impliquent que - 
. Ainsi, (6.14) peut s 'écrire sous la forme 

équivalente. 

pour tout 

mais la dernière équation est correcte parce .que les deux membres coïncident 

avec l'opération de multiplication avec H( d - / ~ i  1% ! - ( A f - r ~ )  1 %  *a 1' ) 

w s  L 2  CIR)*) d'après le théorème (5.15) et l'équation (1.35). 

Maintenant, on considère la représentation sortante de V { X ;  t ) , 
équation (6.2). En substituant (6.5) pour W +  ( 7  ; 5 )  dans (6.2) cela 
donne : 
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En outre, \/,- (2 ; k ) est un onde libre dans L 2 c  IR^ ) 
de la forme : 

Aussi, en substituant la représentation 

du corollaire (5.2) dans (6.40) cela donne : 



Dans l e s  deux dernières  équations, il e s t  supposé, pour s impl ic i t é  que 
A A 

h +  D o  (/R&) e t  %jbPhç=k,~kr . L'estiination (5.26) p o u r q + ( l j $ )  

implique que 1 V )  z pour t o u t  t E IR e t  a i n s i  

v2',- ( j t)l! 4 0 quand t -5 em d'après 1' i n é g a l i t é  t r i angu la i r e  e t  l e s  

arguments u t i l i s é s  pour l a  preuve du théorème ( 6 . 3 ) .  En ou t re ,  une in tégra t ion  

par p a r t i e s  dans (6.45) ne conduit pas à un r é s u l t a t  s im i l a i r e  pour v+'( 2 ,' t) I 

quand t + 00 . Ceci e s t  parce que l e  terme 1 T 1 - k dans l e  dénomi- 

na teur  n' e s t  pas plus grand pue 1 X pour t > O . En ou t re ,  1 Y 1 - Ci t e s t  

supérieur à 1 X ( pour t o u t  t < O e t  a i n s i  l a  méthode u t i l i s é e  pour 

prouver l e  théorème 6.1 montre que : 

Ainsi ,  l a  représenta t ion sor tan te  conduit aux théorème e t  co ro l l a i r e  

analogue à 6.3 e t  6.2. 

CoiloUaitre 6.3 : soit -Q un domLine ertéhiewr t& que E L -c  . k o ~  p o w  

C o m U e  6.4 : SOU L u  J I IZ~CA & o . t h ~ u  L1op&r.aXew d'onde 



Il sera noté que la preuve du théorème (6.1) et les corollaires dépendent 

essentiellement du théorème 4.5 qui garantit la propriété de décroissante locale 

des solutions dans L (n\ . Le chapitre VI1 , contiendra des résultats forts 2 
sur la décroissante des solutions dans LL[ n) et des solutions E.F., pour ce 

fait, on combinera le théorème 6.1 et les résultats sur les fonctions d'ondes 

asymptotiques (chapitre 1). Le rappel de ce chapitre est développé en montrant que 

si i/ [ 7 ; k) est une solution dlE .F. alors les solutions asymptotiques ~ ~ ~ ( 2 ;  t) 

et \~,+(r;t) du théorème (6.1 ) et du corollaire (6.3) approchent V ( 2 j t ) 

pour la norme de l'énergie. 

Plus précisément, le résultat suivant est prouvé : 

Théonème 6 .5  : S o a  fi wz domahte ertéhiewr .tee que L - C et 

unesot i~t ion ~ ' E . F .  MOU = N+ - L C D C A ~ ' ~ ) = H ' « R ' ? ,  t e e p u e  

c - #  ut 4:it.c v,- C b  jt) = e 1,  ont s o W o m  d l E . F . ,  et 

+ 
Jib 1) j t )  -J ' (*)  D ~ V B ( -  j t )  II 2 O 

(6 -52)  Lj-+@ 4 R) 

Démonbha-tian : Seule la limite t Co sera discutée. L'autre cas est 

exactement analogue. On note que le corollaire 6.2 implique que h € ( ~ ' k )  si, 

et seulement si, = =+ E O ( A ? )  . pour prouver (6.52) avec 
k = O  on note que quand h f D [ 4 "' ) '. , aïors : 



Le dernier  pas dans (6.54) s ' en  suit d'après 

qui e s t  une conséquence de (6.14). Maintenant, l e  théorème 6.1 énonce que : 

pour t o u t  
"a h . En subs t i tuan t  A 4 pour dans (6.56) 

e t  en u t i l i s a n t  (6.53),  (6.54) c e l a  donne (6.52) avec L a  . 
Ls preuve de (6.52) avec k = A,  2 , . - , & e s t  plus d i f f i c i l e .  

On note en premier que, puisque D Y,+ = T)C(&vo ' ) + ( D ~  i)voi ¶ 

(6.57) 
-L 

+ ( *  ; t > f 11 + 11 DI, i t .1  v:(- ; tlII 
M a i n t e n a n t  p D lc C 8 ( 3 +. 1 ) e t  a i n s i  l e  dernier  terme tend  

vers zéro quand k -3 .d'après l e  théorème ( 4 . 5 ) .  Ainsi ,  pour prouver (6.52) 

pom k 2 1 J - J * il suffit de prouver que : 



pour prouver cec i  on suppose en premier que h & D C A ) . M o r s  

ho.  = bdf  h t D CAO) , a fap rè s  (6.14), e t  i l s f e n s u i t  que 

v ( a i t )  t D ( A )  e t  ~ , + C * j t )  E D C A , )  pour t o u t  
I - H  ( R )  e t  t e . Enou t r e ,  h D C A " )  - 

3 - H I ( / R ~  ) . 11 s ' en  s u i t  pue~~~IV,f<~ik)t~~~"2)=~~R) =W+l, D C A ; ' ~ )  - 
e t  a i n s i  : 

* 

On note que : 

parce que h 6 D C A )  . E n o u t r e ,  



Ainsi ,  si e s t  m e  horne pour ) I A * J ( x  > il e t  1 V~'<Y> I 

+ 
parce que hp = \I\l+k 6 DLAo) . Ainsi  (6.59) implique pue  pou^ 

k 

où C = C ( k )  e s t i n d é p e n d a n t e d e  t . E n f a i s a n t  t * m  dans . 
(6.63) e t  en u t i l i s a n t  l e  théorème (6.1) ce l a  donne (6.58) dans l e  cas où 

h C D C A )  
La preuye de (6.58) dans l e  cas  général de h 6 D  CA"^) se r a  complétée 

par  un argument de densi té .  On note que : 



(cont ) 



où M es t  une borne pour 1 Di'(- 1 e t  i = 2 + . Pour compléter 

la preuve de ( 6.58) on note que 0 ( 4 ) e s t  deux dans O 4 'IL) 2 U '(a) 
d'après l e  théorème spec t ra l .  Etant donné h D (A'") s o i t  { l i h j  m e  

s u i t e  t e l l e  que h W  D C A - )  pour & i l = l , 2 , - - .  e t  

/;h A ,  = c dans # '  (A) . Alors, d'après (6.64) e t  ï'inéga- 
ut+@ 

l i t 6  t r iangulaire ,  

l b f a i s a n t  t 40 dans (6.65) avec fixé. Le premier terme sur 

l e  membre de dro i te  tend vers zéro parce que h H, D ( A )  
/ 

Ainsi, - 

pour vît = A ) 2 , 3 ,  . . . . Ceci implique (6.58) parce que l e  membre de 

gauche dans (6.66) es t  indépendant de e t  CCrh 3 dans k ' CR) . 
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CHAPITRE Y71 

FONCTIONS V'O,YDES ASYMPTOTIQUES ET DTSTRZBUTIONS 

ENERGET10,UES VAIVS DES DOMAINES EXTERTEURS 

Dans ce chapitre, les .résultats obtenus dans la lecture précédente sont 

utilisés pour construire des fonctions d'ondes asymptotique ponr des solutions dans 

des sous ensembles bornés et non bornés de n . 
ûn considère en premier la solution à valeur complexe dans L (3 ) . 

Le théorème (6.1 ) énonce que V C T  ; t ) est asymptotiquement égale 

dans L î( fi ) à i1 onde libre. 

pour t -> 00 où 

L'équation (6.12) du théorème (6.1) est équivalente à 
/ 

+ C 2  jt) - & c  1 - Pour voir ceci, on note que V o  -x>v,+ t) - 
.I- (I* ; t )  et ainsi : (4 - ~ c ? L ) ) V O  



La dernière  q u a n t i t é  tend v e r s  zéro quand k -+ J. d'après l e  

, théorème 4.5. Après on r a p p e l l e  que l 'onde l i b r e  (7.2) e s t  asymptotiquement 

égale dans L2 C I R ') à une fonct ion d'onde asymptotique 

G* ( a ; w ) e s t  d é f i n i e  pa r  : 

e t  H ) e s t  l a  fonc t ion  ntHeviside. ï, Z 4. 

(2' 2 
11 e s t  à noter  que G " ( c a r  k> r LGl c//~) > 

(cf .  Chapitre 1) . 

Ains i  (7.7) peut  aussi  s ' é c r i r e  : 

Le théorème ( 3 .6) implique que : 

On a u t i l i s é  l ' i n é g a l i t é  t r i a n g u l a i r e  a u s s i .  Maintenant : 

? 



e t  l e s  deux dernières quan t i t é s  tendent vers  zéro quand t * cu d'après (7.4)  e t  

(7.10). Ceci suggère l a  dé f in i t i on  

Dé&i&on : La donotion d'onde asgnpXo.tique adoc iée  avec l a  donotion d'onde 

(7.11 ut 

Les propr ié tés  basiques de aè t t e fonc t i on  d'onde asymptotique sont données 

par  l e  théorème suivant : 

Théokème 7.1 : POWI .tom5 h ~ L , ( n )  k b  donotion d'onde ~ymp*ofique (1.12) 

2 " *t)6L(,, (7.14) k - 4  V j  ( 1 (n) e s t  continue pour t ou t  



' D é m o n n ~ o n  : Les propr ié tés  (7.13),  (7.34) e t  (7.36) s 'en suivent d'après 
2 

e t h o m e  ( 1.5) c a p e  1 parce e G 4, / 3 e t  2 c iC . 
Pour v é r i f i e r  (7.15) on note que : 

D'après l e s  arguments u t i l i s é s  pour prouver l e  théorème (3.5) Chapitre 1. 

Maintenant, d'après (7.12) e t  l e  théorème (5.34) : 

. 
En combinant .(7.17) e t  (7.18) ce l a  donne (7.15).  

Le théorème de convergence basique pour l e s  fonctions d'ondes asymptotiques 

e s t  : 

Théoirème 7 . 2  : SoLt  un domaine c d e h i e w  X d  pue E L . C . A e o ~  po w 



D é f n o n h w n  : On a hesoin de l'hypothèse fi f L -C pour garantir la validité 
du théorème de l'expression des valeurs propres et l'existence du profil d'onde 

(7.9). L'équation (7.19) s'en suit d'après (7.73), (7.4) et (7.10), puisque V 43 

+/ O0 coïncide avec Vo sur 52 . 
Les fonctions d'onde asymptotiques pour les solutions du problème à valeurs 

1 

initiales sur les frontières pour l'équation de LAME s'en suit immédiatement d'après 

le théorème (7.2). Soit : 

l a  solution dans L (fi ) avec lis vdeurs' initiales e t  7 . ~ e  

théorème (7.2) et (chapitre II; (2.34) et (2.35)) impliquent : 

C o k o U e  7 . 3  : S o i t  n un domaine e l c t w e w r  t& que fi € L . C . s o i e n t  f et $f- 

deux d f f n C t i 0 ~  à v d e w  ~ é e l e ~  .teeeu pue Q G b ~ n )  et 8 E D ( A  - tk) 

et on a w  bi = $ + 1 A"" $ € L2 ( R ) . on dé@& 

avec 

où G' es t  dé@nie  pair (7 .91 .  A ~ D M  



La preuve e s t  semblable à c e l l e  du théorème (1.8) Chapitre 1. 

Dérnoa&on : La première équation dans (7.24) s 'en  s u i t  immédiatement de (7.9) 

e t  (7.22). Pour prouver l a  seconde équation, on note que l e s  ondes planes distordues 

ont  l a  propr ié té  que : 

(7.25) V J + C ~ ; - C ~ )  - =1*I+ C X ; ~ ?  pour tou t  r 6 a ,q~ R . 

Le chemin simple pour v é r i f i e r  cec i  e s t  de noter  que W- + (2; - 5) s a t i s f a i t  

les conditions (5.9) , (5.10) e t  (5.11) qui déf inissent  itV+ - (1; 5 1 . Ainsi  

(7.25) s 'en  s u i t  d'après l ' u n i c i t é  de W! -. + C2; 5 ) . (7.25) implique que s i  

e t  k(2 )  sont  dans L 2 ~ I S . )  a io r s  

En p a r t i c u l i e r ,  x 



Il s'en suit que : 

dans L2(J2)-$~5.)=f(5) + - dans J<lRL) 

*i 2 t e ~ ,  
-f+tW 4 - 1  cQ. pour - 

ce qui complète la preuve de (7.24). 

Les fonctions d'ondes asymptotiques pour des solutions E.F. dans fi 
dériveront après. On considère en premier la fonction d'onde à valeur complexes 

(7.1) avec h D . Dans ce cas, le théorème (6.5) implique 

Pour k -5 O& - ' 2  uL . La fonction i (~>  peut être oubliée dans (6.52) 

d'après les arpents donnés après (7.4) au-dessus. On rappelle que d'après (6.56) 

+(r;t) h particdier , De ~o est une solution dans L2Ci~" )  quand 

h 6 a [ A ' / ' )  . Enoutre, d'après (7.3) 

Ainsi le profil de la fonction d'onde asymptotique pour (7.30) est caractérisé . 



par  : 

A n A I e 
- 6, + Go G , ( ? ; w )  - 

(7.32) h - 1  

A i - 
L A c i  

G, ( P  y) = L ) ~ < c ) ( - ; ~ i c ~ L - ( c w ~ ~ t , e , W ~ s " "  

La fonction d'onde asymptotique correspondante s e r a  dés ignéepar  : 

e t  (7.29), l e  théorème (5.6) e t  l ' i n é g a l i t é  t r i angu la i r e  impliquent : 

Similairement, comme dans l a  preuve du théorème 1.10 (Chapitre 1),  l e s  dérivées 

sont solut ions  dans L-(IR&) e t  

Ainsi ,  l e s  p r o f i l s  d'onde G k des fonct ions  d'onde asymptotiques pour (7.35 ) 

sont ca rac té r i sés  par  *. 



Les fonctions d t  ondes asymptotiques correspondantes seront désignées par  : 

e t ' (7 .29)  e t  l e  théorème (5 .6)  impliquent 

La co l lec t ion  de ces  r é s u l t a t s  donne : 

ThEotrème 1.5 : Soit fi un domaine extehieuh .tee que 52 f L .C . Mo@ Po& 

h 6 D C A  
'IL 1 

Les r é s u l t a t s  correspondants pour des solut ions  d'E.F. du problème aux 

va leurs  i n i t i a l e s  sur l a  f ron t i è r e  sont donnés par  : 
-i 



ComeûLine 7 .6  : So*t fi un domaine ertéiiieuft .teL que fi€ L- c . Sokent f et 
% eu  dondon4 à v d e m  t léeeea x e e e ~  que $ t? D c A ' ~ )  = E L (fi) 

4 -  L, (fi) . on d é d i n i ~  : 
1-b 

- r 1 
(*;t) 

(7.42) 
- U t  ( 3 ;  t) 4- u,,, 

4 
avec G k  k =  o p 2  - .  2 rt 40nit d é w e a  pan. ( 7 . 3 2 )  c.t (7.36) . 

Chaque so lu t ion  dlE.F. dans n a m e  quant i té  d 'énergie q e  e s t  

indépendante de t . Le théorème r e s t an t  de ce chapi t re  déc r i t  l a  d i s t r i bu t i on  

asymptotique de c e t t e  énergie,  pour t j oo , dans des  sous ensembles de . 
. Les r é s u l t a t s  sont basés su r  l e  c o r o l l a i r e  (7.6) e t  l a  forme des fonct ions  

Dans l e  r e s t e  de ce chapi t re  on enlève l a  mention que -(L e s t  un domaine 

ex té r ieur  t e l  que E &. C e t  on désigne par  U ( Y ;  t ) une solut ion 

dlE.F. dans R . S i  k~ fi e s t  un ensemble mesurable a l o r s  l ' énerg ie  su r  K 
au temps t e s t  dé f in ie  par  

9 



L'application du corollaire 7.6 pour le calcul de la üistribution d'énergie 

asymptotique est basée sur le lemme suivant : 

où O ( A ) .te.nd v m  z é x o  u n i ~ o m é m e n t  avec x e s p e o t  d e  { k ( ~ ) , . ~ E I R J  . 

~ é m o m ~ o n  :  inégalité triangulaire implique que : 



e t  l e  dernier terme tend v e r s  zéro quana t 9 R> d'après l e  Corol la i re  (7 .6) .  

En ou t re ,  l e  dernier  terme e s t  indépendant de l a  famille 1 k (t) ,* t E IR 3 .' 
Les premiers r é s u l t a t s  s u r  l e s  d i s t r i bu t ions  d'énergie concernent l a  

concentration de l ' énerg ie ,  concentration asymptotique, dans des régions sphériques 

développantes de l a  forme : 

h i n o t e q u e s i  lRn -JI. C ed % d o r s  od ( t ,  e , ( t ~ ,  ep(t))<-n 
fou rn i t  que 

Avec ceci  l 'hypothèse du lemme 7.7 implique : 

où o C A )  e s t M é p e n d c n t d e  e , ( t ) e t  e p ( t )  . 

~ h o n 4 ~ o n  : On note en premier que, d 'après (7.42) 



Après, on note que (7.38), (7.43) impliquent : 

(7.53) pour C = 4 2 ,  * *,h. 

2 2 
, . En combinant (7.521, (7.54) e t  l e  parce que 4,' + ) L ~  +. - 4 )L& - 

- 
lemme 7.7 cela  donne ( 7  -5 1 ) 



La preuve est basée sur le lemme 7.8 et 

Pkeuve du thZotthe 7.9  : Le lemme 7.8, (7.55) et le lemme (7. JO) impliquent 

L'équation (7.57) s'en suit de (7.56) parce que : 



Plreuve du &vune 7.10 : L a  dé f in i t i on  de , l e s  équations (7.43) e t  (7.32) 

impliquent que : 9 > "  

En ou t re ,  l a  formule de Parseval e t  l e  théorème de Ribini  impliquent : 

d' 4' 
t 

- - II Fo Il L, [IR* sa-') 
A *  

(7.62) 2 1 Ld i l  d w  d e  

Maintenant (7.61) implique que 

Similairement : 
A * 

1 rd l L d d  d 9  [, O h * 

"+' 1 1,: (-e W) jLdw d r  

-00 

- - t e w ) \ '  d w  



En additionnant (7.63) e t  (7.64) e t  en u t i l i s a n t  (7.62) c e l a  donne : 

En f a i s an t  1' 

u t i l i s a n t  (7.27) ce l a  

échange des variables2 + - 5 dans ce t t e  i n t ég ra l e  e t  en 

donne l a  représenta t ion a l t e rna t i ve  : 

donne : 

(7.67) 

L 

En appliquant l e s  théorèmes 5.14 e t  5.17 à ces deux représenta t ions  c e l a  

* 

-h" 
Cd' 

; d 
I 

c i  



Finalement, en additionnant l e s  deux dernières  expressions e t  en 

u t i i i s a n t  l a  l o i  du parallélogramme dans L2 ) ce l a  aonne 

4% - I I A " ~ +  do  II 2 + -  11 aqii' t / IF,  l l , e ~ , a A s h - t )  - ~,cn) c;: 'pi 

On a l e  coro l la i re  suivant : 

D é m o ~ ~ o n  : Puisque kC n e s t  borné il existe a>ao t e l  que k C -JI- . 
Dans l e  théorème T.9 on prend QI < t ) = 4 - c i  t >/ a. - cd k e t  

8 , ( t )  = -  . M o r s  K c Ah c n - d (t, @ , ( t ) , e z < t ~ )  
pour t o u t  k e t  a ins i  : 

1 

pour tou t  t . En f'aisant tendre t 4 00 e t  en u t i l i s a n t  (7.57) cela  donne 

(7.69).  

Le lemme 7.8 implique auss i  

coiuiuaitre 7 . 1 2  : Soient f! g EL(R), 9 t~ LZ(n) et > O  borné- 

Aeo~ileeristedes C O ~ . A ~ C U Z ~ U  e, = 8, ( 4 , g , t >  P 6,: e, ( # / a / f )  



D é m o m U o n  : On note que (7.71) e s t  équivalente à 

Maintenant d 'après l e  lemme 7.10 : 

pour t o u t  k . Le lemme 7.8 implique q u ' i l  ex i s t e  L = bo ( 4 / f ,f )¶ indépendant 

de 6, BC , t e l  que l e  dern ie r  terme dans (7.73) e s t  in fé r ieure  à t / ~  pour 

t o u t  t >,to . En ou t re ,  il e x i s t e  des constantes Q I  = $, ( f ,g , f > 3 

@L : 0.5 C 4 / 9 , L ) t e l l e s  que l a  somme de l a  première e t  seconde in té -  

g ra les  sur  l e  membre de d r o i t e  de (7.73) s o i t  i n f é r i eu re  à L / L  . Avec ce bhoix 

(7.73) implique (7.72) e t  a i n s i  (7.71). 

Le lemme 7.7 implique encore plus précisément l e s  r é s u l t a t s  concernant 

l a  concentration asymptotique des solut ions  dtE.F. La nature des ensembles dans 

lesquels  U j k ) e s t  concentrée pour t grand e s t  aétermînée par l ' é t a t  i n i t i a l  



à travers. l a  fonction Fo . Pour formuler cet te  idée, s o i t  ) O 

donné e t  s o i t  sJ'= SJ' ' f ,$ 1 ,  ) an e n s e d i e  t e l  que : 

On introdui t  l e s  notations : 

Alors l e  rafinement du coro l la i re  7.12 t i e n t  : 

c o i l o f i a ~ r e 7 . 1 2 : ~ o t  Q E E L C ~ )  , f L , C R )  t 
4' 

donne. Soit si = 5 ( q l ( l , f )  w6ot.t~ emembte de IR X J ~ - '  

.teeque (7.741 fient. MO&& cuite tto = ' O (  $ ' g /  €1  teeque : 



D Z m o n s ~ o n  : (7.78) est équivalente à 

. 
(7.79) 1 E ~ ' ( "  A.)o)  - E ' ( ~ , - R O ~ C  >t ) l \ (é  pour tout t >, te ; 

d'après le lemme 7.10. 

2 ~ j ~ ~ ( ~ , . i ) [ ~ d l i d t  \ 
(7.80) 

( ( L I I F ,  II - 
\ 5 
+ 1 2  (,~r"(a, kI l C  - E*.(~,Ro k[',t) I 

Le premier terme sur la droite est inférieur à €12- d'après le choix 

(7.74) de Sd . Pour estimer le second terme on note que, d' après le lemme 7.7, 

00 
Les fonctions d'ondes asymptotiques L(k,i ;t) ont une extension dans 

w 
L2 C lR? et tendent vers zéro dans Lz C k ) pour tout k C IR borné. 

Ainsi ( 7.8 1 ) implique 



On note que : 

et l a  dernière intégrale  tend vers  zéro quand t 3 . Ainsi (7.82) e t  (7.83) 

impliquent que 

Ainsi il exis te  LP= t 2 ( f i g / ~  ) t e l  que l e  dernier terme dans (7.80) e s t  in fér ieur  

à f / Z -  pour tout t >,te . Ceci complète l a  preuve. 
rL 

Maintenant on considère un cône dans IR ayant pour sommet 1 *origine ; 

c'est-à-dire, un ensemble de l a  forme 

où C o  e s t  un sous ensemble mesurab.le &u sens de Lebesgue de se-' . La distribu- 

t i on  asymptotique de l 'énergie  dans l e  cône e s t  décr i te  par : 



e d t e  pom tout cône C et es.t donnée pa>r , A .  

Un premier pas dans l a  preuve du théorème 7.14 e s t  : 

~emme 7 - 1 5  : P O W ~  t o d  cône C 

On pose : 

e t  a insi  : 

Maintenant E ' ( ~ / ~ ~ ~  c , k ) = o L 4 )  pour k d 1 a p r 8 s l e  

corol la i re  7.31. Ainsi en combinant (7.90) e t  l e  lemme 7.7 cela  donne : 



Maintenant : 

En additionnant (7.92) e t  (7.93) e t  en u t i l i s a n t  (7.93) cela donne : 

ce qui e s t  équivalent à (7.88). 



Pneuve du théatrème 7 . 7 4  : 11 sera  montré que : 

d' 

- t d '  4 '  

- 1 ( G{ + G: ) 03 G, e t  G: sont Pour ce t te  f i n  on note que r3 - 2 
orthogonaux dans Lz C IR ( 0 )  . Ceci s1en suit dtaprès  l a  fonmiie de Parsevai 

A 
d ' /r * 

sans L a  C I R ) C Z  C C ~ ) )  e t l e f a i t  que Go((;&) e tG ,6 ( -e / ? I ,  
A 

transformees de G$ , ont des supports d is jo in ts .  Ainsi : 
C 2 C 

cd Il La (IR*(,) ‘ - L e I I  ~3' L , [ , R Z  Q.) v 

2 
3- If GO I I L 2 (  IR$&) -- f II ~ . d ' / / ~ ,  C l &  A(.) (7.96) , A 2 - - 11 G, 11 , L C r P  XC,) = Jw.J 1 G " ~ * ( P , + )  O l Z d t  d e  

. O Ce A ' ehti/'i< (pj)12dil de z Jl5l2 ( h o  (5, l2d5 
c 

C e  qui équivaut à (7.95) parce que : 



C 

Ceci e s t  immédiat dl après  ( 7 .87 ) ,  (7.97) e t  l a  r e l a t i o n  ~ + = g  *l 4 
- 

Tout cône dans peut s ' é c r i r e  l a  forme C + X où x €IR* 

e t  C e s t  un cône ayant pour sommet l ' o r i g ine .  Ce décalage par  2 n ' a  pas 

d ' e f f e t  sur l a  d i s t r i bu t i on  asymptotique de l ' énerg ie .  Ceci e s t  énoncé comme s u i t  : 

C o h o U e .  7.1 7 : Powr t o u t  cône C 

n c c + ?  1) ,ET ( h , n  o c )  Pour tou t  Z ~ I B  , 
(7 .99)  

Démonhtmtion : Une preuve d i r ec t e  par  l e  ca lcu l  e s t  tou t  8 fai t  fastudieuse.  En 
IV 

outre ,  on note que sous l e  changement de coordonnées X- -C % = X - 2 l e  

problème à va leurs  sur l a  f r o n t i è r e  n devient un problème à valeurs  sur l a  . 
f ron t iè re  pour -3 . Il n ' e s t  pas d i f f i c i l e  de v é r i f i e r  que l e s  fonctions 

- 
propres pour -(L - A dans l e  système nouveau de coordonnées sont 

0;  x 5 5 )  - = e  L x ; 5 ) . En ou t re ,  si 

2 ( 9 ; t ) = u (2 ; t a i o r s  2 ( j t) e s t  une so lu t ion  ~ ' E . F .  - 
pour - e t  

/ 

Il s ' en  s u i t  que 

A 
I V '  p ; Kdj) 

C Cd ' 



Mais 

A 
w 

et similairement g- ( 5 1 = . Ainsi (7.303) implique 

Maintenant on considère une plaque dans IR% ; ;>est-2-dire un ensemble ' 

de la forme : . 

- 
où d et d p  )/ dl sont constants et x est un ~ecteur unité. 5 peut 

s'écrire comme la -ff&rence de deux demi-espaces. Ainsi si : 

Alors : --C 

il s'en m i t  que : 



- e t  a i n s i  : 

Mais l e  corollaire 7.37 implique que : . 

En combinant ceci avec (7.107) ceci  prouve : 
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, Cette these se propore d'etuétar 1 s perty@ifion, du problePe da 

des ondes el astiques dans R\ prrdui te par* 1 *introductieq d' un o6staclc- borne ri 
Si 1 'on designe par A. (rasp. A )  1 'op6mteur d1i51asticite defini sur 

2 r i -  2 n L (R 1 [tesp. L ( R  / O ) ]  on e s t  amen6 a conparer l e s  developpemnts en fonctions 
general isees de A, (resp. A) d'une onde élastique rat isfaisant  à dae - emditions initia 
imposées. 

Le probltm fmdaaental ( "scattering') e s t  celui dc l a  c a g a ~ a i s o n  asympto- 
tique, l . ~ n q u e  t &d vert 1 'infini des ondes l ib re  e t  diffus& (par. D) . ' 

Pour ce f a i n  on Btudie directeaant les solutions des eqeations d'tivolutlor 
(Mthode "d8pendant du tmpsn) ou. on s l i q o s a n t  une dependana haraaniqw par rapport 
au temps (dthode d i t e  "s&tionnaireY) on est rarnrne & caaparar les deval nts  en 
fonctions preprcs general i r h s  au uoisinafp' der vrleurr propres A. 

ABSORPTION L IrJlITE . 
COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE. 
DI FFUS 1 ON ONDE. 
ELASTICITE LINEAIRE. 
ELASTODYNAMIQUE . 
OPERATEUR LAME:. 


