-Jf? 3ff}gi f;t)f;;zé;
1 8¢ 1986
49

N° d'ordre : 1336

THESE

présentée a

L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE
LILLE FLANDRES ARTOIS

- (BU
pour obtenir LILL

Le grade de Docteur de 3éme cycle

en MECANIQUE

par

Hasser KADRI

SUR LA THEORIE DE LA DIFFUSION D'ONDES
ELASTIQUES DANS LES DOMAINES EXTERIEURS.

Membres du Jury : Messieurs les Professeurs R. FAURE, Président.

F. PARSY, Rapporteur.
H. JOULAK, Examinateur.

Soutenue le 25 Juin 1986

%



A mes parents,
A ma femme Touzia,

A mes fréres et soeurs.



REMERCTEMENTS

Monsieur le Professeur Fernand PARSY m'a confié ée passionnant sujet de
recherche. I1 a guidé mon travail sans discontinuer, ses conséils et ses remarques
sont & la base de ce mémoire. Qu'il trouve ici 1l'expression de ma profonde
reconnaissance.

Je remercie vivement Mbnsieur 1e‘Professeur R. FAURE qui s'est intéréssé’
a4 ma thése et qui me fait 1'honneur de présider le juiy.

Monsieur le Professeﬁr JOULAK a consenti & juger mon travail et & participer
au jury. Qu'il trouve ici l'expression de toute ma gratitude.

Je remercie vivement Madame Frangoise PéTIAUX pour la rapidité et i;A
compétence avec lesquels elle a assuré la mise en page, par délé ellé, je remércie
tout le personnel de 1'U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquéés dé Lille I pour
le soin, la rapidité et la qualité apportés i la réalisation matérielle de cétte

-

theése.



II

INTRODUCTION

Ce travail a pour origine un article dé M. C. H. WILCOX [18] apparu en

1975 dans lequel il formulait 1é problémé physique du scattering des ondes
aéoustiques par des obstacles rigidés bornés /—, :Emnergés dans un fluide homogene
infini. I1 est supposé qu'une perturbation de petite amplitude du fluide existe
au temps £ = © (due, par exemple aux forces agissant durant £ < ©). Le
probléme physique basique est de prédire 1'évolution de 1'onde acoustique résultante
durant & D> © . Ce problime est résolu pour des conditions initiales arbitraires
ayant une &nergie finie et une classe d'obstacles avec surfaces irrégulidres
(non—lisses). Un des résultgts principaux de son analyse est q_ue toute onde ayant
une énergie finie est asymptotiquement égale pour £ ~>eo & une onde sphérique.
divergente. En outre, il est montré que le profil de cette onde peut &tre calculé
a partir de 1'état initial. Ces résultats sont alors utilisés pour calculer la
distribution asymptotique de 1'énergie pour t —oo

) Sur les conseils de M. PARSY [11], nous prolonge.ons cét article pour des
ondes élastiques. Un probléme de diffraction (ou de dispersion) d'ondes par des
obstacles bornés est tout d'abord un probléme hyperbolique mixte. Le probleéme

suivant : trouver V( =, l‘) vérifiant

( A*v - Ve = W) e -tkE dgans Be , £EDoO
(1) W viXx, 0> = QC%) o Vel»,0) =gcan) dans BRe
L vix,t) = o r€EBR ,E Do

* . '
ol A" = (f\ + 2 o ) %ﬂo{é&”’ - N Mol ok est 1l'opérateur
de LAMé, !’\/ & support borné et Be, un domaine de complémentaire B ¢ vorné, de

frontidre B ‘bornée, est celui de la diffraction, par 8, des ondes engendrées,
. .ol -kt . <
dans B?_ » par des forces harmoniques de densité L\, ('x) e. ' k agissant a
®
partir de 1'instant b = @ dans un milieu élastique au repos. Cette solution
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“est en général unigque.

Or, trds souvent, on cherche directement V (%, t) sous la forme :

-ikE
V(?C)'t‘): \l(x\&
ce qui améne & chercher vV (=) solution de
S 2
-+ v =o dans B, V¥V = w + w, ol
(I1) U, solution donnée

On a ainsi remplacé le probléme hyperbolique (I) par le probléme aux
limites élliptiques (II). Ce faisant, on perd 1'unicité de la solution. Cette
unicité est, depuis SOMMERFELD, rétablie en imposant une condition de radiation.

Pour chercher 3 les formuler dans le chapitre III, on a procédé & peu
prés comme sult :

D'aprds les récents résultats de P. LAX et R. PHILLIPS [5] on peut

montrer que, localement et relativement & la norme

2 " N .
‘ ' VIEL = Ji%—;' /1 .DJ':E('x)” + “g,C.'x)ll !ol‘x_

bt —> e 1a solution du problime (I) "tend vers" une fonction de la forme

ik

Ve oi V est solution de (II) vérifiant certaine condition 3

* 2
1'infini (En fait Vv est solution 3 - rayonnante de A v~ 3 v=0).

On voit que le probldme revient & caractériser V (x) . Plus particulié-

rement son unicité nécessite 1'étude du systéme (II) ol L:O .

’Or, dans ce cas

* 2
A"w +kTuw =o0 équivaut au systéme
(111) .

2

?\Qala(«'sru.,,-l-zzw,,:o N (A-}-Z,U)Z.z:/,wz:k

Mot Mol w, — ~*uyzo
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On établit ensuite que v ( x) est la somme de deux fonctions d'ondes
rayonnantes Voet WV,

Le chapitre O donné quélqués préliminaires sur les espaces fonctionnels
utilisés. Dans le chapitré I nous &tudions lé comportement asymptotique lorsque
k —» oo , des solutions d'énérgie finié des équations de LAME'Z.' dans ’Rm. Dans le

chapitre II, on se propose de généraliser au probléme mixte suivant :

]

Wep — ATw:o FER, x €9
n
(1v) Ty(w):= pDu + (A +/u) [%_ ¥ Dyw, + 425 ._S__js_)l(V.-DJ-u;nj- D;w
) =N Dyu + (A +p) [vavu+gAag((u.y)]=o HE R x€d0)

w(x)o);f('x_) D"ucx’o):%(x) | xéS)

. L
s
H.c IR ( est un domaine arbitraire) la méthode qui a permis de
construire les solutions d'énergie finie (dans I). Dans le chapitre III on considére

des forces dépendant harmoniquement du temps.
—kF
W) hWix,E) = e $ulx) , kYo

et on cherche les sclutions de

(V1) W — A%u 2 h(x,t) EelR | x & 5L
delaforme

-kt
(viry wl=,E) =e¢ vex)

C'est le probléme de diffraction harmonique dans des domaines extérieurs
pour les &quations de 1'Elastodynamique. Dans le chapitre IV la théorie du scatte-

- . L A . g V2
ring est développée pour la paire d'opérateurs A et A, ol



' n ot n
b(ay = LPaa% YT R 0w /ot e Gor|

(virz) *
. Aou = - A w W E D(.Ac)
et
Dca) = H"¢a* ) (cf. chepitre IT)
(1) Aw =-Auw | wE DCA)

Les opérateurs d'ondes pour cette paire sont définis et leurs propriétés
basiques sont formulées. Dans le chapitre V deux familles de fonctions propres
généralisées pour A sont construites et leur état complet est trouvé. P'hysique—’
ment, les fonctions propres généralisées sont dés ondes acoustiques de 1‘'état
solide qui sont produites quand une onde plane est dispersée par un cbstacle
N - IR"L J)L . Leur construction est basée sur le théoréme d'absorption limite II.
Les e;cpressions des valeurs propres définissent deux représentations spectrales
pour A . Ceci fournit des constructions explicites des solutions dans La(.Jl)
et solutions 4'E.F. de 1'équation de 1'€lasticité qui est le pbint de départ pour
les analyses asymptotiques des chapitres VI et VII. Dans le chapitre VI la solution
dans L L(-)—Z.) est construite par le moyen du développement des fonctions propres
du chapitre V et son comportement asymptotique pour t — %0 est calculé. Le
résultat principal dans ce chapitre est le théoréme qui €nonce que toute solution
dans L 2(/‘7.) est asymptotiquement égale & une onde libre dans |._2 (R"’) .

Comme un corollaire, l'existence des opérateurs d'ondes \/\/-J_- est prouvée et
 une représentation explicite dérive pour eux. Les résultats exhibent les relations
précises entre la théorie de scattering stationnaire dés' chapitres III et V.

et la théorie de scattering dépendant du temps du chapitre IV. Dans le chapitre VII,
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“les résultats obtenus dans le chapitre VI sont utilisés pour construire des
fonctions d'ondes asymptotiques pour des solutions dans des sous—ensembles bornés

et non bornds de S). .
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'CHAPITRE O

" PRELIMINATRES, PARSY [1]]

Soit un milieu &lastique indéfini, anisotrope rapporté au repére
orthonormé ( O , €, , ¢, , %3 ) ou 0’7(;1, Ko Ko

Si u(x)t—):._Z_f_?u.- e, (iz=1,2, 3 ) désigne le
vecteur déplacement au point (de coordonnées X, , %, , L2 ) et & l'instant € ,
on définit le tenseur (lindaire) des déformations par ses composantes : 6";:

(0.1) Séij = A oy, Crygp =12,3)

dans le cas tridimensionnel (ou 2 G—-{ P = u"f) Pt “’I';,a( dans .le cas
plan « B = 1, 2 ). La notation ",J," désigne la dérivation partielle
2 /'Q'JLJ; |

Le milieu'est caractérisé par les relations suivantes entre le tenseur

des contraintes (?V§) symétrique et le tenseur ( EIJ. )

(0.2) “/n'}(-"'-)t) = C CJZHC’C)CHC‘*, t) ( ik =443

ol 1'on a utilisé la convention de 1l'indice muet.

Les coefficients d'é€lasticité C.'J: ki ¢ %) sont caractéristiques du

matériau et satisfont aux relations de symétrie :

(0.3) Cijler = Gk =Gaiyg

On dira que le milieu est homogéne si les Cyigk sont indépendants

du point ¢ , qu'il est homogéne & 1l'infini si



o .
| L cl‘J.kS 1) = Cofk - uniformément en —%
;l'l‘*)ao lxl

si fc x, k) désigne la densité volumique de forces et ( =)

la densité au point ¢ , la loi fondamentale de la dynamique entraine :

O P

soit, par (0.2) :
(Ckilju»(,/j))i, +¥k: el'(k_,tt

Systéme que 1l'on peut condenser sous la forme matricielle :

0.5)  (Aie=rwg),i +f0xE) = QD WL

ol A'JJ_ C 7‘) est une matrice 3 x 3 d’éléments
(0.6) el = Ceily (%)

En outre, les conditions (0.3) entrafnent

r, . ) ..
(0.7) Al‘} = é“—kn = Qpx 3z Ciikyf s Cugly ).—. AJL

Cas particulien d'un milieu LA0trope ~
Dans ce cas : C.;J‘lcl = AS&S—H -r/u(fs‘kf}l, -+ yil‘l}k )

i ACx) , N (%) sont les coefficients de LAME.

I1 est alors aisé de vérifier que :



A

3
A

1

Diag,CA-!—Z/))/u,/u) F PYRE D"”@(ﬂz"\*aﬂ)/’))

<
o

Drag[//)/),r)*"z/\/)

] d 9 0 o o
L r
o] o o o Vod 0
° o
A, _Ea

314 = 13 = o o o

d o ©
Si (\ et N sont constants (milieu homogéne) on retrouve le systéme

classique

‘ 2
(o.1)* (d -r&/\l)ﬁ/wwfauu'u. —-/Uiz,ot',ﬁ,ot'u. +1’i:€3t“;
. )
Cas plan
Dans ce cas, on suppose Y a et :ﬁS identiquement nuls, W, , W, ,
f,, et -fz_ n'étant fonction que de %, , X, et t .

S8i 1'on fait l'hypothése que les Ct'J'kL ne sont fonction que de X4

et Ay avec :
C31225Cam = C3,5 = %320 = €3,,, = €322, = O

(milieu transversalement isotrope pour la direction Oxg : milieu stratifié par
exemple), les équations du mouvement s'écrivent (les.indices grecs ne prenant que

les valeurs 1, 2) : : A ’
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(C“‘Kgﬁ L"f)[&%o( +£~5 = Qu"o’

soit

P 2
2 (A 2« =0 2w
’Dx’( ( “ P dxp ) + ? e 2t

ou A’(F = (“’xf = “yx§ P ) est une matrice & X 2 vérifiant (0.7). lLes
équations conservent la méme forme, le cas isotrope donnant :

An ed Dia—@- (r)+2/u)/u) ) Azz,: D"ag’C}J)A-Q--Z/u)

o A
A\)_ :tA,z,u o '

-

Vod (o}

Hypothese d'ellipticite

I1 existe une constante & positive telle que, pour tout tenseur

symétrique (€ rg )

(0.8)  Cojur EvjEy, » < EgEy Cinl= 42,3 ac i 2)
En particulier si € J est défini par (0.1) on obtient aisément :

(0.9) Ckv"J’ £k"—€té = Crilf Wy g CZQM[ = A,J’ (Z) e, > °(£,--(u)-£,-ol‘(u)

qui, dans le cas 1isotrope, donne :
2- . ————— . b sa-emet
dldive |7+ 2 p E,'c[(u)f.."{ («) >, Z/U €y (u) €y )

Une conséquence de (0.8) est le théoréme suivant :

k3



Théoneme 0.1

8i (0.8) a lieu, on a

(0.10) ck..,J.g'. g}. 2 ’-Lk So ¢ i,k l=023042)
pour tout 5 on nul de IR ot tout L non nul de c” (h =< ou 3 ). Pour
tout S non nut de IR, ta matrice

(0,10 ACx; ) = Aigs, % est symttrique definie
possitive;
Démonstration

Dans (0.8) on prend :

£,'J_' :g:?‘;"*‘»g‘}' E--_-_-Sé'a' 5 gkt,:gkll'c ‘f‘g(_ 'Z’k
ce qui donne, compte tenu de (0.3) :

Cijer 3, 2y 2y DO (misi S =o0e g=0 )

Si 1'on note que (0.10) s'écrit

A'('Z)%)Q,-/z >o , on voit que la matrice A(x)g)

est définie positive (et symétrique donc hermitienne).

Conoflaine 0.1 : Les valeurs propres de ACx; ";) sont positives.

A C z, S ) est diagonalisable et si %L est un de ses vecteurs propres,
le théordme (0.1) donne le résultat.

Les valeurs propres seront notés : Cf C > 7 % ) ( CJ‘ > O) avec
542' > C: >, Céz' (ou C4vz >/ (2& dans le cas plé.n) et le vecteur
unité.ire propre correspondant eJ_' (l, §) : on sait qu'il en existe toujours trois

formant une base orthonormale.



Rema)uz;ueo.] : 81 1'on pose g.—_—ew s lwl:{,ona:

ACzjS) = €% AL w)

TP £ : > - .2. . 2 . . d
d'ou 1'on déduit aisément que : CJ C’l/ g) = f C&C_X)w) ) 6}-(7(,-‘4/)
étant un vecteur propre de Ac'l)g)et ACx;wW).
Cas d'un milieuw isotnope :

b .
cfxiw) = Away s fmedo p (QF. € dmsle cas plan)
64(7().“,) = w [ezcx,w); €a A W dans le cas plan] .

On introduit ici 1l'espace dans lequel seront prises les données initiales

du probléme suivant :

Wer —-("‘q w4 ,: ’.e("‘— t)
(0.11)

W 0) =4 (x> ; Wl x50) =9 Cx)

Définition 0.1 - ESPACE DE BEPPO-LEVI

On appelle espace de Beppo-Levi associl aux Equations de £'Elasticite,
" i
Le complité de D (IR VL) pour La noume :

, | , |
120 [ £l = %.-;tg"g'c‘-e)(ﬁcm“) (n=20u3)

n (4"
On 2o notena ELCIR™;C)  low BLCIR™C") notation de DENY-LIONS E21).

On va dans une suite de Lemmes établir (ou rappeler) quelques propriétés

de cet espace.

| X 3
Lemme 0.1 : S :Fé EL(’R?’)‘ (fs) on a fFé Lz|o¢C”2 )'023)@1

(0.13) g\:@cx)\ A K A° ﬂ“HEL

fxig<n ®



La démonstration se trouve dans la thdse de M. PARSY [131]. Muni du

produit scalaire
(0.14) ((f,g))EL _ '\z;,,-(f,’)a.-é(g)dz (n=2,3)
™

FLCIR w,‘ ["' ) Aest un espacé de Hilbert (sur @€ ). La dfmonstration se trouve
en fait dans DENY-LIONS [2]. Dans le cas N = 3,11 résulte de (0.13) que si
” 10," EL:_ o ) -;g est nulle p.p; sur tout ouvert relativement compact de IR 3
et méme sur toute boule fermée { |2/ n } n€IN.

L'inégalité (0.13) montre que E L Cl}?.aj Cajest conﬁenu dans
leo(_ CIR 3 R Ca) : c'est donc un espace de distributions (c'est-d-dire qu'il
est contenu dans D’C )Rf (fg).

- n
Pour dérinir EL ( IR

s CN) il est utile de partir d'une défini-
tion plus générale : comme dans DENY-LIONS [2,p. 308-309] et de retrouver
ELCIRY , € v ) éventuellement (dans le cas n =3 ).

Soit D’z ¢ R™ J ™ ) l'espace des | € D’ CJQN_;' d:’m)

telles que :

Eci(T) =2 (DT « D;T)e B (R™) Y iz .
d 2 $§ T 4 | .

cet espace &tant muni de la topologie la moins fine rendant continues les applicé.—
. ' / 2 o
tions : Tip—y 6,'J CT)de De CIR n’,- ™) aans LT ¢ /,Q"’) . Cet espace

n'est pas séparé car 1'adhérence de o soit w n'est pas réduite & {0 S

en effet : _
5,}' C T) =9 J IJ‘ S Ay—, entraine (au séns des distri-
butions)
2 .
D T DE,; - : : ..
: IJ + ')eék - ‘De—lk :O C'IJ)k=A,Z,3)
dtol  IR™ étant connexe : T E W =) T= S -+-. C ad S ést

. . . . *
une matrice "o X N constante réelle et antisymétrique et € un vecteur



/
constant. Si 1 & @eClR’\}if) on pose :
2 s . . ' n ) 2
(The = (Al'at-r)' T)A )LZ CIR™Y €®) équivalent & %‘ Iei\,t CT) IL?'(IR«')

. o / 7 .
L'espace vectoriel topologique quotient De ae De par V\/ est un
espace de HILBERT. _
. . Y - -
si T € D e on a : T:{T#’S‘L - C- S anti-

n
symétrique, C E IR } .

Théondme

Soit alons D £'image de D(//&m; a "’) dans é¢. par L'application
canonique (de D'e. sur De ) ot De 2'adhinence de D  dans D'e
On a : 25',; =.D.,_®!;'

-~

ou "—':. %—:‘—é.D‘IE / Té_i" ) AOJT)l'J, :OS

Deémonstrhation :

En effet 'i"é'_ H = (6") ¢))E=O \'4 ¢ ) (//Q,n; dfn')

et.VTé'i' or ((T/()b))E:O —_ <A,‘J' T.—)o'é,.) ¢ >-’.‘.O

(équivalent & A g T, & a::O).

Comme dans [DENY-LIONS 2, p. 318] 1les difficultés se présentent dans
1l'interprétation ac De .
o, " . . . . P
Si EL cr ;€ ) est un espace de distributions, 1l résulte

de ce qui précéde que :

Théoneme

‘ y v n
Toute distribution T € De CR;C7) admet une décomposition unique :
T = w+h od

%

.\J »
U est alorns L'unique &lément de £ L(_/R.N,' C ) d'image W dans



L' isomonphisme de EL CR™ ; €%) aun ba . Dans ces conditions, :

h = T_ . & A done A’:‘J' /»),'J_' -0
et NTal oo o Nwni o o4 onnnd

Preuve

En effet, on a pour T € f@hle_,_'rzd.-f—i«. ,_&ébﬁ,i\éﬁ!.
W est alors 1l'unique &1lément de E L ( IR,'\’) @k) d'image Le dans 1'isomor-
phisme de é[_ CIR 'Vi C"’) sur ‘bC . Dans ces conditions :

h =T- w e /*\ d'onc A‘»,‘J’ A,) :'J' =0 .
En outre N;r."i = "u’ "2": -+ ” k"i entraine

Pt = Nwls o I

I

Conclusion 2
2 : 4 .
L'inégalité [l Jﬁ Il E L >/ = “ :£ I BL valable

pour n=2,9% entraine que la structure préhilbertienne définie par (& , v~ )L
' E

-~

est €équivalente & celle définie par : (LL) \r>4 - -2 (‘i) -') \f) N ) Ll en
particulier il résulte de 1'étude de [DENY-LIONS 2, p. 320-322] que pour ,_ >/ 3
EL CRr"™ ;y @ " ) est un espace de distributionsalors qué
ceci est faux pour A= 4 ou <
En conséquence, dans le cas A = .2, on préndra pour espace dé donnéés
initiales [LIONS 6, p. 29-301 & < r Lj . L) complété de 2D ( /'ij ‘fz)
pour la norme

I el :S yrer N 5:’&'(?)14§dx

l'IJ': »
IR?
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. ", " |
0.2. pECowPostTION o E L C/R™J €) py souye prrecre 2 = 2,3

Lerme 0.2

Nsi f e*CRY, €M)n=20u3 et Arjf,ij=0 atousf=o
2) si L€ L2CRY €™) n=2 ou 3, Dirfroet not 4-o0 atons f-0

Nsif,Robpe L2CR™, €) etsi Divyg € LPCRY)
- atons E"J.(?p) eL*CIR™; ™) ';434:20‘\3); en outre, &L 4
satisfait aux mémes hypothzses.

Se,-é'cge)a.-(,'(@')d; = Sdalr:fd»'{?dx-c- =S Swrﬁ:wl-;o!x
| Sa_ﬁ W dx = (difdicGdx + (ot g du

D O,

Lemme 0.3 .
o L4 %
On a La décomposition sulvante de L CRrR; C ) en sous-espaces
genmes onthogonaux : ~ .
L*CR™; €*) = LB, CR™ ; €)@ BCR™ €Y6=203)
o LS (R €)= ) 41 £€ 2R, o:'“),)wwizog

-

= adhérence dans LZ CiRm,‘ Cm) de }f}«adcﬁ) ¢éD(I}Z3}

2 " | “w ' -
L, (R, €)= {41 fecr™ ), dirf=of
- adhgnence dans L CIR™ C*) defrot-p ; t/JGsz'}’o.”')v,{.
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Ces deux lemmes se Yerlf:Lent facilement & l'ajde de la transformation

de FOURIER et de 1'identité vectorielle | g, f g(g f)-j— g /\(%/\ 2‘?)

Lemme 0.4
nsi fe€ ELCR?,€3) et Aig §yij=0 atons 19—"0
2 st fe EL ang(})alov .{ = o ¢t sotfoatons f=o
31 8¢ f, gé&l(/ﬂa ®) o
f 9')51. = (df, A 4 ) 12 C1R?) -(7*~0+i€/"°"7) 12 (R3, €)
4) En outre 80 f€ ELCIRY %) , ethe virnifie 1] et 7) ainsi que
5) En ce sens que : 2 (8.'4'(?3 . ’g"d' (@-)> A“”%)

‘(m‘): (M{' 2R
()w’fﬁ) n0t4-)

L2 cCIR?) -

Remarque

On vient de voir que :F &€ EL C/)Q-3 N Ca) entraine
nobf € L% ¢ R, €3) .

Compte tenu de la définition de EL on voit que :

{G BL C“QBJ 3) completede DC/RBI. fa)

2 d <
. (=3 | 1% 2 0n
pour la norme i :f” RL = s e‘l,} LECIR®) ‘
La réciproque étant évidente. C'est 1l'espace qu'ont &tudié MM. DENY et LIONS [2].
hd Vd -~ Pd g ” - - s 3
Des lemmes qui préceédent on peut déduire la décomposition de £€EL('R*"C)

en la somme d'un gradient et d'un rotationnel plus précisément on a le :

Lemme 0.5

On a La décomposition Au,éuan,te :

ELCR®, ca) El,CRY €3) @ EL,CR?; )
oil EL C‘R i € ). adhérence dans EL  de {q/mdle ‘(JED(”Z f)§
| Ve ecci’; &) ;10%4—0}
adhnence dans EL  de + S, = {)‘O" ¥ we D("Qaf C,)} o
e eL R € b f=0 ]

. EL CIR*; €3)

u
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2 2
Ce lemme s'étend & E LCR ;€ ) }
La démonstration des lemmes 0.4 et 0.5 se trouve dans la thése de

M. PARSY [11].
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DIFFRACTION D'ONDES ELASTIQUES
PAR DES OBSTACLES BORNES

1.- EQUATIONS DE L'ELASTICITE DYNAMIQUE DANS R

Dans ce chapitre nous allons étudier le comportement asymptotique, lorsque

o . - . (4 ¥
t —y o  des solutions d'énergie finie des &quations de LAME dans R,

Etant donné l'opérateur de LAME
(A +2/u)0y\,a.o( v — p Aok Aot w

MAw + (A4 p)graddiv w
- /u(D,,Z+D;+---+Di)u + (4 +/J)§—? é; D.‘(é:; Dk(ek-u))

(1.1) A w -

-
-

R .o e :
(oW D; = S 2 Aw = Wi id o (Ca,€p ..., €,, )base canonique de
n ) . . P
IR et ('X—- 7) le produit scalaire usuel), on peut définir

(1.2) L% 2% 1R™) [chm")]N N iw)‘ A 5{1-2("3"')]‘& |

n
+* 2
On associe & A , l'opérateur Ao défini sur [L CIR K)] , de domaine

de définition
- 2 * n 2 v
(1.3 DCA,Y = LT (A" ;R ) (= L°CA;R ))

et tel que :

| (1.4) Ao w

*’ .
pour tout W €D (Ao) .
Théoneme 1.1. A, est un opérateun anto-adfoint non négatif de [L (’Rn)].

,‘: A




2T

Démonstrhation :

Si 3.( %) désigne la transformée de FOURIER de u.(z)[oﬁ» E =
(‘g,,)...)g,l_))'I:C'X.“__.)xn’)] on & :

N A ~

KW(E) = w1512 CE) + (A (3-8(3)

d'ol
(Aot e gyt (Ao, ) 51%2-0 APER), GO
oV ez (Ao, V) 2y 2 V) rmy HOH et VR

r N ) n |
s (v AV )2y = (k) Ao"),_z( R")

et : (Aou)u.>: /ulglzl CL‘Z + CA'#'/U) I(%a-)'z >/O

I1 s'en suit que A, admet une famille spectrale {Tra (")} et la
représentation spectrale :

«©

(1.5) Ao = g 3 d T, (%)

o

On sait alors définir (cf. RIESZ-NAGY [14]), &tant donné une fonction "4

3 valeurs dans € ,

o0

(1.6) Y (A): g W) AT, Cx)

-4

en particulier, on/peut définir :

o
4[2

A, - g \[»4/2 d, (5) de domaine ;_u

o

: deumu)wllzws

2

qui vérifie le :

. Vo,
Conollaine 1.2 : A, admet une seule "racine carrde” non négative Ao, de

domaine : x
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(1.7) DCA2Y - EL CR™) T et
) 2 n 2 2
(1.8) A w ™ . p2 Dl ¢ (A rp)l dnru

81 w ) v & @C’RW)N on a : -jA LLTO('X- :_Jj “Jin'qoll:‘yu);g;dx

(1.9) (Aol{/ V)Lz(ﬂln,)n - - S A*u_. de_ :J Lf' Dc.“' D,“\I_.,.(A-{—/U) Df\/u. b;V -\-/)Jl
IR™ IR™ .

I |

= a(u,v) - jp.\ [Adic w-dic V4 2 €15 («).€(T) ]
[/

ot Sy ud = Druy 4 Dy,

On peut noter que : ,
o )y 2 pZh (300 64 D)5 ey

et :
a (a,v) Y p Z_:V ( Diw, Div) 20 on™
L'opérateur A, est associé 3 la forme sesquilinfaire @ (W, v)
gétnie sur D C R™™M x D (/R")'Ldense dasns E L Can)n/(complété de
D CRY™  pow STUD Wz ™ )

n
En outre e~ est borné inférieurement sur L{(IR ) (0“>//u) et fermée; d'aprés

le second théoréme de représentation (T. KATO [L] p. 331) on a :

(1.10) a(u,v) - (Ao “, A. V‘) uv € D(a—):D(A':z): ELURA)N

Les équations de 1'élasticité dynamique peuvent s'écrire :

’ (1.11) Doa L(o -+ Ao Wo = O télR (Do='_33E)

w
w, IR 3 b F——-——%Mo('} r)é Lz(lk") et, t(°<~}’°)::F ) Do“o('io):g« .
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2 n v
dans L ('R ) . On peut alors écrire :

! / -1/ '
(1.12) Ug (-5 E) = c,ozsttA,lz)f + (Aols”\‘(tA:&»%
et 0%) = S olt @ dTD) o0 A inla™. S s‘:}_g_iﬁlamw
° ° ¥

n
n
sont des opérateurs bornés de LZCIR ) .

Une autre fagon de représenter bto(’x.)- k) s'obtient par la transformation

2 n
de FOURIER F,. définie sur L (IR™)  par :

1e5) . (6.4)%) - (21)-35‘25""‘"%:{3(1)0{1

{(1.13)

IR

L 1{)(7&) :(‘f:f)(i) :(2#)—%S e_""'g f(‘g’)d%

"w .

formules définies pour tout ;? € Lz" CIR™) . Cﬁ est un opérateur unitaire
n/

2 "oy

c'est-d-dire que, en particulier :

A
(1.14) ”?”chlkm)'t: nf”l}(l&")w pour tout ;Fé Lz(“?"'y\.J .

En outre (I)N fournit une représentation spectrale pour tous les opérateurs

n
. P . s . -~ .o a 2 V\-)
différentiels linéaires a coefficients constants sur L (’R en vertu de :

(1.15) ¢m[DJ1Q>(§) = _"' EJ‘ (qsw 43)(§) (J=4;-')“)

no
. 2 "
qui est valsble si ¥ et Dd"ﬁ sont dans [L (_’R )] . 81 1'on pose

g = € w ol Il wn =1, c})w appliquée a (1.11) donne :

*®



17
~ o " ~
“(1.16) Doz uo(‘é)t) +Qz AOCW)W(g)t)=O

A A ~ ~ 2 A A
ot Q&A,(W) w - op pZw + (A +/V)zé(g . U.) - ¢ [/uuv+(cl+/&l)w(w.u,)]
définit ‘un opérateur linéaire sur le compléxifié de lR,N , symétrique (donc
hermitique) défini positif, donc & valeurs propres réellés positives, de vecteurs

2
propres associés formant une base orthonormale : & (w): Ao N, € (W) =W

C:(W)- I c (W) /u 5 62,) R A étant orthogon/a\uxi wW o,
”~
Si 1'on pose ? f ‘f (resp. ﬁ, j + 9 ) ol :ﬁ)%:,\w ,

A=

9&. w o= 0_: ;E v on ohtient aisément C fAJ' =.;’E . 6“: (w))

(1.17) Q(?,t) . f(‘%) cos C, L’f-{- gé(g) i €, T+ f(g)wsc t'C-{-

gz_(g) S 6(’2‘:
R Ce

d'ou

(g W) = (27 2 S x5 W(5,t)dE
R™

I1 est clair que (1.12) et (1.18) ne définissent pas des solutions classiques
en général. Toutefois si ;F , 4 € {0( /R") i1 existe toujours une solutlon
distribution unique, représentée par (1.12) et (1.18) si :F 9 € [Lz (/P”‘)}

L'application F g— s ult)étant continue de IR dans L[2C IR

fe ELCRM™ o0 ¢ € L2 (R aors, (132
entrafne que Uo(t) €& ELC R™) et Do wo(t) € LZ(IR"')'U ;
les applications : [ t———————)%’uo(b); (ji= o )',_ 5 n ) dtant

. 2 n .
continues de IR dans [ (IR"’) . Dans ce cas, l'énergie de W,
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( E(uo‘;IR'\l)t)'
(1.19) IR™

g |t f(§>ll T NEE
R™

L]

| S 125860l 4 g eol?] d

1

“' .
est finie : Weo est dite "solution d'énergie finie dans IR "(solution 4'E.F.
. ‘

dans IR™) des équations de LAME.

. PR Y

Slfé D(CA.) et @,éD(AQ);EL(IQ) s Wo aura ses
s s . 2 n £ e . .
dérivées premieres et secondes dans L ( IR ) et vérifiera les &quations de

' .

LAME ainsi que les données initiales : Wo est alors "solution d'énergie finie

au sens strict" (solution stricte 4'E.F.).

Théondme 1.3 : Sodent ,{.) et g, deux fonctions a valeurns dans IRN telles que
| - -
:ﬁéLZCIR"'). et q/é _'D('A,l) on définit :

-1/ n
(1.19) oo f i Afg, e L, CR")
Ators La sotution dans L, CIR™)  deginie par (2.12) satisgait

(2.20) wWlit) z: Re (vo(5H))

oa Vo(t J x) est La solution a valeuns complexes de L'Zquation définie

par :

ok A'/Z | -1l A2
(2.21) v, (- JE) e ( 2F+|°Ao ﬁ,) —e' T kL

®
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- Demonstration

(1.12) s'écrit encore :
(1.22) wo (-5E)+ %vo(- ;E) + iwo(-,‘t)
115 . . '/Z i
‘b A, L] . ~ith, ) -1/
o V(' 5E):e d (1€+LA.'Z¢) et w(ib)z€ (f-itA 4)

n -/,
1.4 erant 2 vatows ams IRY, £ € LZCR™) o g€ D(A)

On a ( A o étant un opérateur & coéfficients réels).

— l'tA"lz "',2_
(1.23) w, (-, t):- ¢ °(3f+3/\o %,>-V,C'jt)

(1.23) et (1.22) donnent (1.20).

Le théoréme 1.3 montre que le comportement asymptotique de Wo (X, t)
est d€terminé par celui de v, ij E) . En outre
. A,u, - Re (Aova) :-—D,Z Wo = — R.eCD:Vo) .
d'ol Df Vo +As Vo = 0 . Or, comme A/:u_(g)a: 'glz[c'lla"{'_ C: IM.J]
(C,£=A+2/u 5 C::/J 5 Q,,-;Q.w . Qa: CL e, ol Cé-w:o et

a = Q.-w + aa- €2 ), on en d&duit (compte tenu de (1.10) ).

PPN ~ A '
(1.24) A:z'“— - faw + €U, ot € : 'gl

-

On déduit de ce qui précede :

T gt el
(1.25) e 'y .:e_e' h, + e'" 2 h,

A . ' n A
(définition de l'exponentielle d'un opérateur) ol "v,_- W =0 et l'\_. -'-"““: ”W

Compte tenu de (1.25) on a donec : . ®
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4

n' ~N"c|t ~
vy - @y et e BT ey e

IR

(1.26) j +(2T) 5 le('l-w _"C.z,t) l‘tz(g)dg

(
- o‘")('z) E) + Voz)(x)' t)

avec

) - e(= w—-¢ t)'\ |
Vo (2,6) - (ZT") 2“5"2 ( N h (B)AT (f=1,2)
T=Cw ,Iwl=

et

(1.27) hyC(EY - %(5) + i ?C(_g) € L2R) j=12 .
é

Le comportement asy'mptothue de Vo (2) t) est d'abord &tudié pour

he D, (k). DrR™) n{k(?) b (€)=0 sous |€] &a
a - a (/L) Yo } qui est dense dans L (’Rm)

En fait, si 1'on a :

(1.28) SA-LPP/I['\L C {g : Q_\< l?f%bi

alors

- 'tjh'
(1.29) (?'_t) (Zvr) “ kog(?)d? (5=1,2)

~Soit en introduisant : E'—‘ ew ) W € S d g € -‘O(f’dw
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b
‘ -3 (s S L QY RPYL s
(1.30) v?)(x;t) - (2T) S‘LVJ(*/ <) e € A€ (4-';;)
(”‘-WLL fw)dw (j=1,2)

(1.31) VJCX €) = SS J'<

On voit immédiatement que VJ'(‘Z} 6) est une solution de 1'équation
de HELMOLTZ.
(.32 (A + PP)V;(x58):20  pour tout x € IR

Afin d'obtenir le comportement de V, (’1; E) pour E — 00 , on va
étudier celui des \4 (7‘—)' e) pour l’ll-—-) 0 . Or, (1.31) suggere l'utilisatioﬁ
de la méthode de la phase stationnaire qui a été développée par W. LITTMAN [8]_
et M. MATSUMURA [10]. Leurs résultats (établis dans le cas d'une variété lisse de

dimension n —~ 4 ) donnent pour (1.31) 1le

. : m
Théoneme 1.4 : Soit h€ Q(/R ) vernifiant (1.28), on pose :

Vj (2 ¢): (("*') o 1! hi (€ w)
1. o 1 Plx @ ( :
(1.33) T R 27 )2 - (” |A (_€W)+Clj(zje) (4_;4,2)
-iC1x
L _

il existe une constante Mo = M, (/L) telle que :



§) .
, ’ AL,( )(1) e)' \< _I"l_om pour tout ]1l>o)
(1.34) [x |72z :

a L 6L b et weS

n-{

L

Remarques :
1) La majoration (1.3k4) est uniforme pour f € [4 L] et W é AN

2) Dans (1.33) les "racines carrées", s'il y en a, sont définies par la convention
-+

iy _|——- e
suivante : si '2:—‘\2\)2&-:5 IZ.‘ lZI >/

La substitution de (1.33) dans (1.30) donne :

1=r :
(1.35) V, (1 £)- J=l * G (lxl c,,t .—\Hzl GClxI+6t —’5)+‘1}(x,t)

od G' (~ J w ) et G:_ ( L ) W) sont définies sur IR X Sn-
par : |
J ) -1y, b e ~ . 'l-i-‘-

n-1

(%.37) G{(A;w)_—_ (ev)-'/l SL e ¢ h (ew)=ie) = dg

et ‘
/ “ e @)
5 - ¢y t
e ('l 6 0‘ €
(1.38) q; (>, E) = (em) J‘ €)
4 2 3
I1 est & noter que (1.38) et (1.3k4) entrafnent

' M, : -}
(1.39) M 4; (*{Lt)” £ TR pour tout IxI30,t€R et wES .
avec M, =(2r) (b"- al) Mo )

o
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Remarque : Le premier terme du second membre (1.35) est une onde sphérique diver-
¢ L,CIRY)
gente. Comme 1l'on montrera que les autres termes tendent vers zéro dans 3
quand Y , i1 en rdsultera qu'asymptotiquement U, (‘1) t.') est la somme
de deux ondes sphériques dlvergentes
L\, é

Auparavant, il convient d'etendre les appllcatlons §— G

définies par (1.36), & tout kb = L\4 + ’11 I3 L,,(’E'L) . ,
. h ”n J 2 na d
Pour cela on remarque que, si J_'é :Oo (IR ) G‘ E L (IR XS

car

(1&0)!6!1 - g"u(?)'dgzllﬂ a;”‘l” (j=12)

('R " ) agi¥igch

~

nay\ v
De plus, comme L ( IR xS ) admet la decomp051t10n

Lz(IRxS"")m;L CexS" )@ L CRxS™")

) “

ol L (R xs™ ) :2‘<(€w)/k:<\wg et L:.(’RXS“-'N:%‘(/kw- g

(Cf. PARSY [11]), il est immédiat de vérifier que :
! ( naot n ( nay v

G, € Lz)(uz’xs ) N LZ) CIR x$™) (k:1,2)
» @ . .

ka; ( hJ') € L, (IR )N (§=4,2)

n - ™) Y ) o\
ot L, (R™) - L, (R") & L, (R")
G i AV

LZ.)CIR) = {:g/:?é LZC”?’) P po\’;?.:O‘
L(f)(u&"')'L - zﬁ/ f ¢ L,_C/re”jw , Div$ :o}

de méme que
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(1.40) s'établit en notant que la transformée de Fourier en 7L~ de G,J()‘—) W)
n-\ 2 .
est (—-;Q) ¢ L\JJ,' ((W)X(a,;,) €) X(d,l,)(e) fonction caractéristique

de 1l'intervalle [a/é_] de IR ) la formule de Parseval donne alors :

. ') 3 z n-1 n~}
(1.41) S lGlJ (')l) W)lzd’L:SIAi(PW)I e d€ pour tout weS
IR a

n. -}
et (1.40) s'en déduit par intégration sur S . C'est (1.40) qui permet

' N 2 oy v 2 Vv
d'étendre la définition de b —y G e L*CIRY) " & LCIRxS" ') puisque

{LV / ’1’ S ZD" (/R'N)N g est dense dans LZ (/RN)N

_si G € LmrxS$"T)

n/ .
, le théoréme de FUBINI entraine

2 L 2
(1.%2) n =§(§ G(r w)l c{w)d’l— = S ” G )” v
Icl LCRxgm) " et 2 sy
R Su-c IR
2 natyv '
égalité qui implique que L C IR XS ) ' est isomorphe, en tant qu'espace
2 . 2 "t h .
de HILBERT & L CIR J L=CS ) ) : par la suite on identifiera ces deux
espaces.
- : 2, N ] “')
On d8finit la transformée de Fourier de 6()1,, ) € L CIRJ' L°¢S )
par :

A ~ih| —ignr
(1.143) G (e,w) = (er) gme. G (n,w)dr

b G (1, w) = (ZW)J/"Se"“ G (&, d¢

12

x
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En outre

(1.45) a -\ Gl z("? Sq.-t"'
Hel L* QR x ™) Crrxsnyy  PowT e Gel (R );

Comme pour tout W € VF(CIR "')N

(1.16) || LL“é; S (UEBI o’% S Sl (-+€) E U(’w)ldw)dﬁ
IR™ o net

il s'en suit que : |

-,
n -1\

A
G((’/W) - (-—i?) oz L\z(?“’) ) €Yo
(1.47) ¢
L =0 , §<Ko
appartient 3 L% C R x S""')N . [C'est la transformée de Fourier au sens

de (1.43) de G(-)L)W) définie par (1.44)].

Définition 1.5 _
’ n
Atout h € LECIR™)™ , on associe Le progil d'onde G € LCIRXS™)
dégini pan (1.47) et (1.44). En outre, £'onde Mymptouque Vo (1) E) associe a

.tA‘/z. ' "
gy Ve (x; ) - 7 T Lo L hE L CRYY

est déginie par

-

(1.09)  «, (x;E)

(L)

Vo (X E) + Vo, 2 (35 t)

oll . - :
. 4
VO (ki k) = Ix) 2 G Clml- G E)

7 Ixl
xe IR*- {o} , FER
GJ Stant Le progil d'onde de I\.J_ (J: 4,2_).

*

- (1.50)
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' n- h 2 ,vlfv
I1 est & noter que G,Jé LZ') (R X5 ') (car li €L (j) (”‘?)

V,,,‘- (resp. Vo,z, ) sera 1l'onde asymptotique longitudinale (resp. transversale)

) ) ) . L.
assocife & V, (resp. V, ). Les ondes asymptotiques définies par (1.50)

vérifient le :

2 vh-\)"’ .
Théoreme 1.6 : SL Hié LU')(’R xS (4=4,2.) , 804t
A=

e n
(1.51) w:.o(x)-l;): | 2 Hj(el-¢jb;2) > eR-}e] ,FeRr

Ona:

(1.52)  w = (- )t') € L(J) (RR™ ) pour tout £ € IR | en outre Les
appuca,tcom W e €' (R, L(‘;) (/Rn)'\’) |

(1.53) It wy (- SE) " est fonetion croissante de € .

V]

(1.54) ,‘:-'_;50 I wf"(-,‘ el =lH; ECRAS)

(1.55) lrm "Wf(~ ;B -o
‘ b=

Démonstrhation

, oo 2
(1.51) et _le théorime de FUBINI entrafnent que Wi (.;E)E L(})C’R )

et
PR . 2
56w e :Sdm S l HJ(’L—CJ‘t,‘w)l dw
° st
af e

qui implique (1.53), (1.54) et (1.55).
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Pour &tablir (1.52) il suffit de voir que pour (t‘ Z.) € le’ , compte

tenu de ce que la transformée de Fourier (en -“T ) de H (’L C l'.' w)

s LEORS 1207 ) aae emiSitEH )

)

(=] o0 C ; 2
| W (-J'l:)—wJ C;oll € S KS", '“'(’l-f‘l"w)-HJ(’).—CJ'Z;W)'JW
(1.57) | (o .
= [ {19 e e[t lH,,(e,wﬂdw
oo 3ﬂ~'
’ t ic; 2 .
Comme lac& ? e Calf‘ é Y pour tout (.&t) ) € IR * et tout ©
et que , Jom ‘ C‘Cét€~. C‘.C‘;Z’?l = pour (’ fixé et que

t>T
RN,
HJ = L (IR x S"™ ) , la dernidre intégrale de (1.57) tend vers zéro

quand F ~— C en vertu du théordme de la convergence dominée; (1.57) entraine

donc (1.52).

' On va établir enfin le résultat principal de ce chapitre.:

Theonome 1.7+ S h = h, + hy € L2 CR™)Y

£0

(1.58) o " vo(-5E) = v, (-; )Ml =0
E—>eo _
rene st ot oo (- - L
Ce rnésultat etant vial pour Yo (-;FB) et Vo}‘i(')t) v d=M2 .

~ noon
On établit ce résultat pour h € @o (IR € ) , le cas général étant

alors établi i 1'aide d'un argument de densité.
~

Le cas W € @o C’ij ‘En‘) est basé sur le :

v
Lemme 1.8 : Soit SL C IR un domaine extérieun (c'est-d-dire de complémentaire
bons) et W (x;t) telle que :

C(1.59) w (-;E) € L2y powr tout £ to donng.
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(1.60) lime Huw (5

2 30 our tout t d IRN
ks oo 12(k N _51) P out compact de .
- h+1

(1.61) \U.(X;t)‘\<lv)|‘>(, T pour tout Ix\ > 2 donné,
M constant.

Ces conditions entrafinent .

1 ne LL(')'t)" "
(1.62) s o “ Lz(-fl)"' (o)

Démonstration : ‘Lo est tel que D) C R.) = {x/lx( ()lo} . Pour tout
AD%et E > to on a aisément :

2 z 2
(. ;b Hw ¢ 56 + MW
oﬁ O._)n_" = aire de S ™ot v . Faisons alors tendre L vers oo N

2L fixé, (1.60) entrafne :

2 2
——— ___ . M u)n’_.
(1.64) ,t:"-—:?:o ” LL(") £ ”LZ(Q)'\ N\ ———— pour tout _— > A, ,

2
qui & son tour entrafne (1.62) puisque Il w C > )n LZCJL)'V est indépendant

de L .

Démonstration du tﬁéonéme 1.7
”» w "
1) h €D, CIRY; €7)

On a, d'aprds (1.35) et (1.50)

; { L 1i-n j
(1.65) Vf”(x;t) - Vo,;(ot,-t); 1l ¥ 6, (Ix] 45k E—:n +q; Gesr)

. .t - 2_> ~
Les deux termes du premier membre appartiennent a L ( IR"’)
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. 4 o0
( VO(A) par hypothése et Vo,d- d'aprés le théoréme 1.6) donc le deuxidme

. . « 2 n . e e
membre aussi appartient & |° (IR™) : il vérifie donc (1.59).

(1,60) est vérifiée par Vg) et V:IOJ séparément; en effet, d'aprés (1.29)
é) )2 (Gt ?e"f(x'w)ﬁ-(ewﬁf"‘za dw
(1.66) V, (x;t)=_fzfif_ ¢ g €
)
é ag ITILh

Ce qui entrafne, 1l'intégrant &tant uniformément borné en [ ,

(1.67) {VO(J)(X,'t:)} L ri—l | VeeRY o bgo:

vérifie (1.59). Comme

2

i Va:)’ ( ’ ).t)”LZ(BR)""

R )
d
(0 167 e | dwan
° Sn~!

aR-C

1

o .
(J\( , ‘2 4

. ’

\ G, A" w) wd
W) gt ST
et que G' € La (IR x Sh_‘ )’V , 11 s'en suit que, pour R <fix&,
[ 4
1d .
second membre aussi de (1.65) en vertu de 1'inégalité triangulaire.

(1.68) tend vers zéro lorsque f —y co : v, vérifie donc (1.60) et le
Reste & montrer que le second membre de (1.65) vérifie (1.631). Pour
J—NGG)
. x; E test (1. 8ja établi. P < -
“]J ( x; t) _ c'est (1.39) aéjd &tabli. Pour [x| 2('z’+CJt) x Y

on commence par voir qu'une intégration par parties dans (1.37) entraine une

estimation de la forme :
) e et
(1.69) ‘Gz (n;w)] Sm Y neE iR—)tog. et w €S

d'old
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c C
N o

Ix T 6 (=it s 20| € —=
I | 27 (1 +¢51) lel =

x|

(1.70)
1

| pour x|S0 . E Do et w-e S,

I1 résulte de (1.69) et (1.70) que le second membre de (1.65) vérifie (1.61) et,

les hypoth&ses du lemme 1.8 &tant vérifies, le théoréme 1.7 est établi pour
A

L € D, (RY; €™)

(ii) Cas général :

Si 1'on pose :

- abA'IZ
(1.11) % CGE) = U (B) o Ullb) = & "7

Pome Ve o . 2 n n -~ » -~ )
On définit un opérateur unitalre sur L (IR ) ; d'aprés le theoreme

1.6 et (1.53), (1.54) :

) i 2 wy v
() W (5E) 2 Us (B)R , hE€LTORY)
P 2 Myvoo < o
définit encore un opérateur lin€aire sur [< (IR™) qui vérifie

0
(1.73) “ uo (,t) ” \< A pour tout £ &€ IR

2, .\ 2 n.)"’
Soit alors { ‘vm} une suite de L (IR ) convergeant vers h € L OR
telle que l\MEZDO(’RN,‘ ﬁh) pour tout ™ & IN . |

On a :

'\\ Vo(- E) = V0SB s N UL b - Ul ey |
(. § MWy = U E)) ke 4 1 (U0 - Ue)) (- ||

< U, )b, U0 by L+ 2llh-hpll pour tout  pro et meiN
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) A noon
On fixe et on fait t— eo , puisque ‘r\,m' S @o (R ; € ) on obtient :

(1.15) Jom ve (5 8) = TC5 DI KMk -ha |l moe N
t9o0 '

qui implique (1.58) puisque le premier membre est*indépendant de m. .

Remarque

Il est clair, d'aprés le théoréme 1.5 et (1.53), (1.5L4) que ceci est

. { ] . (% , 2 " w .
vrai pour Vo‘“(';}:)-\/o”-(-j E) dans L“-)('R ) (§=1,2)
Le théoréme 1.7 va permettre de définir les ondes asymptotiques pour les solutions
n .
dans LZ (IR™) et les solutions d'énergie finie du probléme de Cauchy de

1'Elasticité dynamique.

Theéoneme 1.9 : (Ondes asymptotiques pour Les solutions dans L*(¢ IR"')W) .

Soient § et 4 a vatewss dans IR telles que { € 12 CR™)Y ot
g € D (p,~"2 ) , We (X, k) La sotution comnespondante dans L% ( IR™)"™
des Zquations de LAME, donnZe pan (1.17) et (1.15).

Les ondes asymptotiques associes & Wo sont déginies par :

(1.76) W2 (x,t) = uZ, (X, F) 4 w5, (x,¢)

0 - '
(‘-77)‘ Uo i (x;8) = Ix] & F; (Ix]-¢sk; z),x eR™Yo], temr, (jz42)

Ix|

avec
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J
(1.78) F; (Asw) = Re{G.(’w‘w)l

oil G,J (n; w) est Le profil d'onde (d valeurs complexes) dans
b2 - ne-J} L. ' -1
Lo-)(lR xS dé fini par (1.47) avee hzh,+h, - ,}o-u—iAo lag,eL"(IR")w
ALons | ‘

(1.79) b NuoCsb) = ul(- ,t)"-k;:‘;"u (0= uo,J( ;eyllzo
-y 00O

Démonstration : On a de maniére évidente

(1.80) 0/_] (‘x t‘) = Re {V:J'C'x)-.t)i
puis ’ o0 ‘ .

L(g (x)'t) = “olJ. (’x). t) by Re x_vod(fje)‘v(:‘ (’JC;I:)J
d'ol

e lud (x,0) - ws, Gopll ¢ v eee) vy Gae)ll

pour tout £t € IR . Le théordme (1.7) donne le résultat.

-

Conollaire 1.10 : Le progil d'onde asymptotique est donné par Les formules :

A
oll o . I\, (?W) , € >0
Friw) 120 e
N Z\,J (—?w) ) € <o ‘
(1.82) S et At R ) (§=1,2)
=3(-7¢) ® HJ'((’W)+ { %(fw}

L CCs
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Démonstration :

no
si F (x;w) est & valeurs dans IR, sa transformée de FOURIER,
A L]
F(€ o w ) a la propriété suivante :
Fal P » n-1
(1.83) F(esw) = F("QJW\ ‘ pour tout CE IR et we$S .

La premidre égalité de (1.82) provient de (1.47) et (1.83). Quant & la derniére

égalité (1.82), elle se déduit de la premiére, de la définition de ,'\.J‘ et des

propriétés : ?(‘g) = f(f} R g»("-g) = é‘(g)

Etude du compontement asympfotique des sofutions d'Energle finde

h 1%
Si les données initiales ¥€ EiL( IR"')_ et g & L2 C'"?”') , la
solution correspondante W, (- ; E ) admet une énergie finie constante pour tout
. n
E € IR . En outre, U, ('.).t) € ‘f"(/ijLz'(/R"') ) . On obtient

alors aisément des représentations :

. - ‘2‘ . ~ ' . - :
(1.4 Dol (x;t)-(@m) 3 S{-.— i* < fﬂ-(f)&wt’gr+%—(§')co5(7cd-de Igd‘?
(Joled

(od § =€w , w €S"")€:'z§|)‘ df:fh-'o’fcjw )

et

-

' = [ ix. 2,0 %\'U. ol
(1.85) Dk U.:('X)'f:) :(aﬂz Se x E{%?:?J(g)wsciet-)—_c_;_fslm% ff}lwkdg

n.
R (l<:4,2./..,n.>)

qui est &quivalent, d'aprés la représentation spectrale de A os & ¢

%
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7] 7,
(1.86)  D.ug (- ) (costA)g _ (sint AZ)AS]

et

1

/ 1,
(1.87) Dy Yo (- ;t) - (cos w»ﬁﬁ@:% +(sin EA, =) !

—_— A
(1.88) D, (%) ::i 5 §(%) M%/” As) (= Cwic;

k=4,2,.., S\v
(1.86) et (1.87) montrent que les dérivées premidres d'une solution d'énergie finie

Y .
sont aussi des solutions dans _IN CIR™) 3 leur comportement asymptotique

{qui se déduit alors du théoréme 1.9) est énoncé dans le :

Theoneme 1.11

! v ’ )
: Sodent A@m D(A.?) = ELCR™™ ot g & L2 CIR™)Y , w, Cx; k)

La solution d'nengie finie comrespondante. Les ondes asymptotiques définies par :

1-h

————

(1.89) Foc (x,;t)- © m- C(lx]-¢; \.xm_m.cswow;.nmib.@u:wu

‘..u_

(1.90) ﬂlr.u. m\ﬂmfvn Re Wm_n:m).\.«(vw
avec

(1.91) m,um\ \?,zv = J

o -, @Ko

A

A‘\
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et
4 A R .
"\,0”'(%) Rl ¢ ¥J. (%) ‘*’ﬂ'd' (i)
(1.92) j
~ A A /N
ka,f(i): ; gk ‘fé_(g’) -Y_\’L{%__(_g pour k=12, 0
vérifient :
(1 93) 'IM," Dku ( )t‘)——uold t)”-o \k: Ophy--) o
t->e0 .
Démonstation

En comparant (1.12) et (1.86), on voit que le théoréme (1.9) s'applique &
-1 "
D uo(;[ F ) osd ( :F A, "q ) " est remplacé par ( 4-)—- Aoz.ﬁ ) respec—

J
tivement, d'ou (1. 93) pour k- © . De méme le théoréme 1.9 s'applique & Dk (7‘ £) A

‘s A
“‘=')'_ on ) {,’ et A., z ?’J‘ étant respectivement remplacés par
, n ~
' Ek _f; et :"__v!é‘_zﬂ’_. respectivement d'ol (1.93).
J

11.- EQUATIONS DE L'ELASTICITE DYNAMIQUE DANS DES DOMAINES ARBITRAIRES

Dans cette partie, on se propose de généraliser au probléme mixte suivant :

(2.1) D,ZIL - A*'L = 0 pour E €IR, X € N
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| " . cv.-D'u;J,v-D-u-):]
(2.2) Ty lw) = pDyw o (Aep)[TViditti o Zgrgn T

-y Dyu + (A+/u)[v-D:‘vu-t—g/md(u-v)]:o) E €R, x €201

(2.3) q(x,o)zfu) -, Do ul(x,0) =g-(x) pour XESL

n
(SL C IR~ est un domaine arhitraire).
La méthode qui a permis de construire les solutions d'énergie finie

(dans I), dans le cas de domaines arbitraires.

'\‘ 1
Re ue : Corme A* w peut s'écrire %J,:-. A:'J' D, bé W od
@uy Ay s p L& & (ep)Eiy

est une matrice N xn, , IL,. 1la matrice unité nxn, Ec";' la matrice hx i/

dont tous les &léments sont nuls sauf celui situé sur la ligne L et la colonnej, :

il en résulte que A bia?(/ul - N, A-l»Z/vI/v} __//U)
*-—-v-—-'.L .
. T ‘
A“J - AJ‘L‘

Avec ces notations :

(474
(2.5) Tyluw) = < Aoé, Yy DJ w ol yV=y,es est un vecteur

Vidzt

unitaire.

Notations :

2), RO, Hat )= L) 0fu/biue 12R) ]
(2.6) - 4 n | A '
ﬁ H4(A*;'-51) = H ) [\ H(A*_‘,' .52_)

. \ .
sont des espaces de HILBERT pour les produits scalaires respectifs :
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— BPPRE
(2.1) (w,v) ;Su(z) vix) d»x 5 (q)\,)m- > (b u)D v)
=2

T lajgm

(2.8) (U’V)d*: (u,v)+ (A%, A*v) et Cu,v),/d; (u,v), + (A", A V).

La formulation de la condition (2.2) pour des domaines arbitraires{) est

motivée par la formule

(2.9) S %A*u.v + %'—:Af;' D)t D‘-vgd'x.:j T'y(bt).vds
2 : ' D25

valable pour O J) , W et V  suffisamment régulidres. Si Ty (w) =0

ce qui précéde suggére la définition suivante :

Déginition 2.1 :

u € H'( A*,'.S).)vérifie la condition de Newmann généralisée si
M . " ) D c’ ,( n
(2.10) S {(A Wy + L'.,J.:, Ay Ju-D.-V} x=0 pour towt ve HER).
L

Cette définition a un sens pour des domaines arbitraires S) et 1'om peut

| *
définir le sous espace fermé de H (A ; .ﬂ.)

-

an HYA%, ) 2 HCES ) A Y w/ e serimse 2o

Si la frontiére de £) est suffisamment lisse, les V € H'(ﬂ) adméttent une
'
trace sur 05 )L ainsi que A'J D&q (ug H (A*)- ) ) d'aprés LIONS-KAGENES [T7]

et (2.9) est valable : on en déduit :
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(2.12) S qu‘. Ddu_ D,va’ Sz o pour tout VéH‘@.)N
o250 | |

ce qui impligue (2.2). Si le probléme mixte admet une et une seule solution dans §).
arbitraire il suivra de la remarque précédente que cette solution coincidera avec
la solution classique chaque fois qu'elle existera.

n W,
On définit l'opérateur linéaire A: LZ(JD — LZOl) par :
, N )
(2.13) DCAY:= H (4%, )

*
(2.14) Auw= - A w pour tout w & D(A).

A possdde la propriété importante suivante :

‘ v
Theondme 2.2 : A est un oplrateur auto-adjoint non négatif sur Ll (_D_) .

Démonstrhation . : L
a) DCA) est dense dans La (—Sl)m : en effet @ (Jz-)’v est dense dans
L* (—53. )N et contenu dans D (A) -
b). A*: A sur Lz(-jz)'v )
9 n
Par @éfinition, si W &€ DCA) et v € L°(I))

 (Au,y) = (w, A'V) N

Or, pour tout W € DC(A)et tout V € ;/D(J)..> on a :

| (Au,v) - ”S AcjUyif-v clx':)&ff\;jbd'u.b,-v)dx:_j(u-/*j.'q.o,.v)dz
5L JL

(2.15)ﬁ
- (u., Av‘)

L
rv 2 rv
comme @(Jl) est dense dans D CA) pour la topologie de L (J)_> s la

relation précédente vaut pour tout V € D(A) . Autrement dit A* = A sur
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D(A) et D (A) ¢ D(A*) -
ce qui, symboliquement, est noté A c A"

si WU =V & DCA)'

. A AN
(2.16) (L(,AL() . SA|J ;J u)l c“x "("(, ALL): V1) l&g—‘g

ce qui équivaut & A > o

P 2 v ses
D (A) &tant dense dans L () 3 A est symétrique donc admet

une extension fermée, (KATO, p. 269 [4]), qui est A*
KATO introduit 1'ensemble (=) ( A) - {(A‘*; w) g u € DA ; qui,
~ g N . . + ” 3
d'apreés ce qui précéde, est la demi droite ]R de ([: son complémentalre A dens

€ est donc convexe. Il résulte alors de [KATO [4] p. 268 Th. 3.2] que :

ke"l(A"S) :{o.g ) pourtoutz nonréel>/0 et que :

Codim T, (A- ) est constante pouer"#-(en particulier pour '3 ==1) .

. pour appliquer le [th. 3.16 de KATO, p. 2711 , il suffit de montrer que :

(2.17) codim Iw (A+1) zo (&y T, (A+) - L32)") pour

2 n
affirmer que A  est auto-adjoint sxuf L (-ﬂ_) . Or (2.17) équivaut a :
N | ' .
(2.18) ‘v'fé 12CL) , FuEDA): HN(A*,-J)_ ) tel que w+AuzF

et
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(2-19‘.) (u,\/):-i- (ALL)\/) = (;‘)—,V) pour tout VéEL(J)_,'d:n)

Or, puisque W € HN (A*j SL) clest-a-dire vérifie (2.10), (2.19) implique :

n

| v .o 7 ' !
(2.20) (u,V)EL: S;J‘EV +%_?| /\,-%- bJu..D‘.v]clx:jg;r.vdx VVéH(jl)

Il suffit alors d'établir que (2.20) a une solution w € ELOL )N
2 rn
pour tout :P é L (—5)_) et de montrer alors que (2.20) implique
n
w € HY(ANS5D) et w 4—Au:£ . Soit :f e L2(n)

on a :

on) | (£,v)| € 0PIV KRNIV vour toe v EHEcELA]

Le théordme de représentation de RIESZ dans E L (Jl) implique

r

1'existence d'un W € EL m) tel que (2.20) ait lieu. Pour montrer enfin que
12 S \V * : . .

A"'u é L (—37.) et que A y = (,(-—TF , 11 suffit de noter qu'au sens

des distributions :

_ | . N
(2.22) £ A g ,V> :-—j iy Ly -V;cjdx pour tout veRE)
- L

Comme @CSI') C H4 (—Sl> , (2.20) donne, si \V} é Q)m )’L

(2.23) JA:J Dd‘u-DN d'x = S :E.? UL)-V Ol’x pour tout \/6DM

(
—& )

(2.22) et (2.23) entrainent donc : *



41

(AT TS = S;{—f—%?)-va’x pour tout Ve

done
* 12/ e
ATw = u-F € L)
(2.23) et cette derniére égalité entrainent,

- >
(a.v-:—éwAr&’L—uJ.v).')dx __5(6(. -4 u)Nolx
)y n

qui est &quivalente & (2.10) c'est-d-dire W &€ HN (A*,Jl)

v &€ ELOY™

Comme dans I, on en déduit le :

l/a
Conollaire 2.3 : A admet une seule "nacine cannée” non négative A

de domaine DCA'?) = EL (-57-)’\’ et

o 2
(.ot) I A W ”sz :/uf_. ND;uH‘Z + (d+p) | dive ™

-
(-8}

On peut alors, & l'aide de 1'opérateur A , construire diverses classes de
solution du probléme mixte hyperbolique. Tout d'abord ce probléme se reformule

2 (o V]
comme suit : trouver W ! IR —_— L (_LI) telle que

4
(2.25) D, w + Au = o pour tout F &€ IR

'(2.26) u (o) = £ et VDOO( (o) e q' dans Lz(—)l)m .

A 1'aide du théordme spectral appliqué a A .

(2.27) A = SX d (%)
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et du calcul opérationnel associé on construit la solution généralisée :

(2.28) W (F) = (cos b A2 )£ + (A" cin kb A™%) g

ol les coéfficients sont des opérateurs bornés ce qui implique que W lE’) est
définie pour tout ( g; g,) € LZ(-Q.)Z'V ét que U € CCR ; L* [—52)'L )
Ses propriétés de différentiabilité dépendent de celles de ‘ZF et @, . Trois cas
seronf envisagés : | |
1 2 hd 2 n

Cas I : ‘f"et % €L (-51) : solutions dans | (.)1) .

Dans ce cas uéf(’R}Lz()Z)m) et L((O)-‘-“ﬁ,mais
en général (AL ne sera pas différentiable, (2.25) et Do ule) = 4 ne
seront pas vérifiées.

. ‘ z W
W (t) est 1a "solution généralisée dans L (Jz) Y.

n
Cas II : 4& DCA'/"), 9 E L* (-31) .+ solutions d'énergie finie.

Dans ces conditions

. n . n, .
220y w € LR, LEODT) A€ (R ELAYT)

(conséquence faible du théoréme spectral et du corollaire 2.3). Alors (& vérifie
les conditions initiales (2.26) mais (2.25) n'est pas forcément vérifiée. (L
coincide avec la solution A.E.F. étudiée, dens un cas plus général, par EZIN [3']

gni en a 8tudid 1'unicité et 1'existence pour des domaines arbitraires SL et des

états initiaux ‘TP € H'(ﬂ)m et @» € Lz (&)N .

. y
cas 111 : § € D(A) = HN(A*;J)_)) g € DA 2) = EL Y
solutions d'énergie finie au sens strict. .

Dans ce cas :
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' n
(2.30) wu € EC(R; H N(A"/-)y_)) A € R ELCY) N CER; LIOV) )

et vérifie (2.25) et (2.26). Leur existence a été détaillée pour des domaines S 2.
N/, .x uZ
arbitraires, :ﬁ e H (A ,-51) et g £ E L(—Q) par EZIN.
Le corollaire 2.3 entralne que 1l'énergie d'une solution d'énergie finie

peut s'écrire :

( " ~
ECu,2,t)- Do u (1:){]2+/u = 1D, u ()N (Aep) ]| qfvu'lt)}lz
(2.31) J
S DO+ A ool D, colls (A BT Diu)
et

(e.32) E(u,2b) = E(w,2,0) = g™ (Ay; D; £ Dif)

provient de (2.28) qui entrafne :

Dow = - A" Ginta"2 )80 (tos £A2) g et
(2.33)

A%y - A" (o a) L (sin A,h)@

-

d'oll (2.32) & 1'aide de (2.33) et (2.31). .
Afin 4'étudier le comportement de W (t ) lorsque £ —S eco » On aurs
besoin du résultat suivant (1'analogue de (1.23) et (1.22) avec démonstration

analogue).
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-1/
Théonme 2.4 : S¢ f € 2CL;IRY) ot g € D (AT 4 vapeuns
dans IR™ , et si £'on pose :

"y .
23 h =f+iA Pg € L2 )
La solution (2.28) dans Lz(J-).,’ C’b) venigie

e wCx;t)z Redvix;b)}
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CHAPITRE 111

DIFFRACTION D'ONDES HARMONIQUES
PAR DES DOMAINES BORNES ET PRINCIPE
D'ABSORPTION LIMITE

Dans le cas ou les forces données dépendent harmoniquement du temps :
et
- X
(3.1) fC'x,'t) = & :fc'x) > kYo,
On cherche les solutions de

(3.2) DZu - A% w _—_—f,(x,-l:) yFelR, x € 5

de la forme

(3.3) ul~x,£) = e“'”‘t

v (x)
C'est le probléme de diffraction harmonique dans des domaines extérieurs
pour les équations de 1'Elastodynamique.

V ( X ) sera la solution du probléme suivant

A | - »
(3.4) A%y -+ ki fcx) | x € S,

(3.5) A'J va ”"J = o x & i)n.

“

a Ay ://TNY;J' + (A +p) By

(ef. 2.4).
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RMquu

1) Dans le probléme (3.1), (3.2), les conditions initiales n'ont pas été
indiquées puisque l'on ne sait celles qu'il faut imposer pour que W. ait la
forme (3.3).

2) (3.4) et (3.5) équivalent forméllement a: (A-K¥)v= :‘E oll
A - - A* est l'opérateur'auto—adjoint introduit en chapitre II A >0
implique que le spectre de A est inclus dans )-F-z._,. . En fait, on montrera que
o~ (A) = ﬁ-y- : i1 s'en suit que (3.4), (3.5) ne peut avoir de solutions
dans Lz(_ﬂ; anJ:

On les cherchera dans un espace "plus grand” mais alors l'unicité né sera
assurée que si 1l'on impose des conditiofxs a4 1'infini du type "condition de radiation
de SOMMERFELD" qui, physiquement, signifient que (3.3) se comporte, lorsque
|xl —3 0@ | comme la somme de deux ondes' sphériques divergentes, l'une longi-
tudinale, l'autre transversale.

3) (3.6) (A - 3)V = ,? admettra une et une seule solution dans
| * (_QJ IR’L) pour tout 1Q€ L2 (31 R IR™) si 5 ¢ oV (A) (én pafticulier
pour tout 'S € C avec JIm ; :,E O ). La méthode (ou le principe) 4'absorp-
tion limite revient 3 chercher la solution de (3.4), (3.5) avec k €IR comme
limite :

(3.7) v(x/'k>=%;":a\’(x;<5)

La limite &tant prise au sens de la topologie d'un espa.cé "plus grand" que
L2 IR™) .

Physiquement, v(x; 3) avec L m z 7& O est une ondé pema.nenté dans
un milieu &lastique produisant ou absérbant de 1'énergie (si I m S < 9 ou
Inm 'S > o ), le coéfficiént de pertej éu d'absorption étant proportionnél
3 Im 3

La validité de cette méthode sera &tablie esséntiellement a l'aidé du

théoréme de sélection de RELLICH [12] . *
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Pour ce faire suivant C.H. WILCOX on est amené & préciser les frontiéres

D ﬂ des obstacles.

On aura besoin des espaces fonctionnels suivants (localement ce sont ceux

introduits en chapitre II).
(3.8) [L lo(_fl)] {u 5—;{) (_)1) S U £ La(knﬂ)-lRm) pour tout compact de
(3.9) Hloc(jl IR ) {L* / D.(LL € L (-3-2., IR™) pour lo(‘\(ms
*. N * 2 .- |R"’)}
(3.1O)H‘°L(A )Q):{u_/ w et A (,LéL",‘_( )

(3.11) H:o:_(A*; j-)-): Hl.oc (jl) ,Rn) n H loc (A*)-. J1 P) ,RN)

Ce sont des espaces de Fréchet d8s lors qu'on les munit des semi-normes respectives :

= " 2 n
pour L,o‘(j)_)' IR ): (3.12) Plr( u) =S w (’x)' clx ) Kk compact de IR
_ | kR .
m ,—=— n
pour Hio (32, IRY): .13 Py () JMZ‘—(—”L’D u(x)| 0’" K compact de IR
: Kf)J)_
* = ( ) -j“u (:z)l A Q(’X)HCIX) ‘( compact de | ’R’b
pour HM(A ;-Q) : (3.14) Pi( u ,

KnJL

De méme pourHlo (A Q)

2
(3.15) P (u) = S[ |u(><>l + Z— ,A'J JuOﬂ)! + fA*u(x)fz ] d~x
Kns
K compact de lR’v

On utilisera aussi les notations :

s Ep () = LFGL; kM) N E/( R™; IR™)

Gan £ = HI(SL;RY 0 £ ()
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( ‘E ( IR, IR ) est l'espace des distributions vectorielles & valeurs dans

n
IR et 3 support compact SCHWARTZ [15] YOSIDA [19]).

Déginition 3.1

' ¥ w
w € Hi, (87,50 ;IR™) venigie ta "condition de frontizne Libre
gendratisse” pour £ 84, et seulement 84,

(3.18) ‘g [A+‘L-V +|'2-J"\:-1A"J DJ-LL-D,‘V]CJI::O
[@] d-

Re ue
L. . . : PR =
Cette condition et (3.18) sont &quivalentes pour tout W & H (a ;Q)
et (3.18) est valable pour des n arbitraires, se réduit & la condition classique

pour Dﬂ suffisemment régulidre. (3.18) permet de défnir le sous—espace fermé de

H‘;L (A*; ﬁ) suivant :

(3.19) HI\\:‘_ ( A*/‘_ﬁ_) = H\oc (A*,' _?).) N % w,uw vérifie (3.18) }

qui est donc &galement un espace de FRECHET. C'est dans ce dernier espace que l'Aon

cherchera la solution du probléme de diffraction harmonique. Si 1l'on pose :

(3.20) QRO S A {‘x ; Ix] < Ro

2 : | n

meo J IRN ) s'identifie au sous—espace des &léments de Lz (-Q-) IR )
’ —
qui sont & support dans HR . En particulier f ELZ (-r)_ ) si, et
2' R

seulement si, f € L (JlRo)' IRW) pour un Ko (dépendant de f ).
, p _ o
Soit alors ;e &€ ng N ) et W € :Dléjl)

solution de. : : %
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_ * < 2
(3.21) Mu vkw =-F € L(-(LRO) a ko ;
vérifie donc (au sens des distributions) o
* z
(3.22) A" ulx) +'< ulx) = o pour tout X tel que I'xl > Ro

ce qui entraine pour W d'&tre analytique (pour ’DC' d Ro). Clest & une telle
solution que 1l'on peut appliquer les conditions de radiation de SOMMERFELD.

Avant de les définir, on note que le systéme suivant

w = W, +u, oll notu, = o et divu, = o
(3.23) AB +726 -0 ol B=divu=divy, et (z\-f-??u)zz: kz,
| j ' ~ pour [x]Y R
A{ —r*HK =0 A K= NoFuz2obu, et /uavz:_- k-

L

est équivalent aux équations (3.22). Donc, le théorém_e suivant a4 & RELLICH [13].

Théoneme : Soit W () une solution de :

(3.28) Au +ku = o pour || >R )l<»>o
Alons ou blen W(x) = 0 pour [x| SR ou bBien 'pou/L toute pairne de nombres
ngets tets que R < Ro & R il existe une constante M= M(Y, Ro, Ry, k)0
Zelle que :

-

2 « '
(3.25) f [ ucx>]”dx >/ M pour tout ~ Y R,
20\(,1,\<’L : ' . .

\

est appliquable séparément pour W, et Wz et sachant ciue :

D@ DD o Dy’ -

Le théoréme de Rellich est appliquable a W .
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- Deginition 3.2 : Une solution W de (3.22) satisfait Les conditions de nradiation
de SOMMERFELD sontante (resp. entrante) 84, et seulement &,

r

~ : | 4
;Z;_ /\;' ‘:Ef"jfi - ki& - o (/'—_TEET_ )
TEY 2lxl x| x| 2
<
(3.26) ;
' A
(JL85P Z_. A'J w Xy +rku = 0( — ))
\ e :)Izl le | 2| ~&
4 3
(3.27) W (x) - O(——""’T{T—") pour |2 | — e -

- R x

Les limites dans {3.26) et (3.27) sont uniformes dans la direction T—-'.
x
La classe de solutions du probléme de écattering de 1'état solide est

décrite par :

n
Déginition 3.3 : WU: 2 —C7(n =2 ou 3)est une solution rayonnante

du problime de difgraction harmonique par Le domaine ) et pour La griquence

k N0 i, et seutement si,

(3.28) « € H',‘:c‘( A5

e Au K - dame L, FE€ E'L,,(ﬁ)
et

(3.30) W satisfait Les conditions de nadiation sontante (nesp. entrante).

®
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En échangeant des signes + et - dans (3.26), on d&finit une solution anti-

T zov=0 (3.28) (3.29) et (3.30) sont

rayonnante.
De plus, si k:o , On a:

complétée par (3.27)
On commence par établir 1l'unicité des solutions rayonnantes

un domaine exténieurn anbitraine, Le probleme de diffraction

Theoneme 3.4 : Soit §2
! - .
harmonique nelatif a$ ) , fé EL.zCQ) et ko admet au plus une solution

Démonstration : I1 suffit 4'établir que :?Cx):o dans L) entrafne wilz)=

dans §). . Lorsque ’Dﬂ est réguliére.
- 3 w
On introduit une fonction- (f)l € C (R ) telle que

42:('() >0 pour z € IR
. < ¢'(C) =0 pour <o
$(7) = A pour = 1
) 4 pour T € IR . On @éfinit la fonction

I1 s'en suit que O \< d)'(Z) \<

(3.31) X,ngfi) = 47( "xl> , x €RY, Lo, 11.>o.

' Alors
Kag (2 = 4 pour =l € 2=t
. Xyllf C'x-)-‘- o _ pour ‘2’.’ >/ T
. et
" ”" X YCZ) X,\C?c) fonction caractéristique de
Ex P Y P ”-3

- :
En outre 2,5 € C (IRN) pour S‘ >0 « Ainsi W~ est une solution
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‘de (3.22) et (3.26) alors V(%) = X;,’g’ (=x) wx) € Lg L 2 ( ﬂ-)
et (3.18) tient avec ce choix de V . Maintenant par substitution dans (3.18)

on & :

(3.22)82(A#u) w XJ’,T + 'ZL]:' Au'J. D&‘L[XJZ,S D/‘:‘.+a D, X_&,{]icjx: O
N

En faisant la soustraction de la conjuguée de (3.32) et de (3.32) on

obtient :

f i (4"
¥* .

j(u Aa-zA W)Xy s dx +5(.ZI.A Dj u'D,‘u.-‘%:—.Ang.u-b.u)X%éx

N )

(3.33)
Z__A4<;(bd_u D )/;,{LL-D w D XA(“)JX =0
‘/d !

5L

L
En outre les deux intégrales sur la gauche de (3.33) sont nulles réspéctivement -
car A*M. +~kz w = o dans. .S-l et AJ - TAJ. rés:i)écti—

vement. .

Ainsi (3.33) devient :

(3.34) %A.J (D;aw — Djui) DiXag dx =0
S

Aussi

Di Xng = Di g (2zl=l)(=Zir)

En introduisant les coordonnées sphériques :
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TV P

On obtient :

(™

(3.35) J J y A'J ( ba“ u —Dguu)D 45(’2 hl)(;—\,‘. ) lxi dl*ldfz,
2.0 5""

En faisant tendre r—>0 , le calcul de la limite dans 1'intégrale (3.35) est

Y-
classique, puisque « &€ C N )on a

4

SY A (D e —Djuiz) dS =0
l‘u.:' J’ é J
(3.36)ﬁ "ZI'.:JL ’ ;
pour tout )l> R
L

ou D.Q C QR . En substituant (3.26) et (3.27) dans (3,36) on obtient
puisque . 3__"_': - 3_‘_‘_ :3.__'.’_‘.’ _du X
DT Dlxl DX T Sl 1z

(3.37) S S (+ ke Tcx)) — @) -,ku(x))+o(l = )zdg o

Il
I1 é'en suit d'aprés l'uniformité dé (3.26) et (3.27) dans A = -‘-% qué B
v o luo[2ds = of4) '
(3.38) (— 2:‘\'.) - o y A —>00
Ix)= ’
ce qui est équivalant & I5 j U (’CJI d S=zo quand k 40
A —~d oo ‘

1z)=n
et ceci compléte la preuve dans ce cas.

\Y

LecaA "C-‘:O:

*
Dans ce cas (3.32) tient avec A u =20
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n

" (3.39) JZ.N A'J DJ"" Drw X;Ljfd'x + JZ__ A;J’ D(,'u D,'X;l’{ uUdx =o
'M:' :

3

| IJ.."
A )
En outre, W () est analytique dans AP (régularité elliptique) et

ainsi par passage a4 la limite 5- — O ona:

" .
(3.L0) Z: Alot DJ‘u. D/ C‘z - SZ 12‘_— A"q‘ DJ'u_ c(S:‘D pour tout "R
Ry L)
! 1l
D dans (3.26) et (3.27) avec k:‘O‘ dans la

> .
=) Su . Du A
derniére intégrale on a puisque : DA T D) =l

En substituant &« et

J
(3..141) JCLZ_A_' Ay DJ' udS = S o (—%)ds so(4) a-e0
t,J';l ,—xl

lxl=n_ 2=

et en faisant tendre 2 —3 oo dans (3.40) cela donne

LA - '
SZ.... A,JD&M D, Q(’Z::O mais

"IJ. =,

TR " . 2

w2 Il Vul? § i% Aij Dy B doe & W2 (a4 2 Il Vel
ol .Vu-=6’la.0( L ce qui implique que VL( = o etainsi U (x)=-cste,
Mais alors (3.27) implique que C=0 ce qui achéve la démonstration.

Les résultats présentés sont vrais pour un domainé éxtérieur arbitraire_ﬂ_ .

La plus part aes résultats présentés dans la. suite du travail sont basés sur lé
théoréme de compacité locale pour 0. qu:'L. est vral seulement pour une classe
restreinte de domaines. Le théordme &nonce que si S C Hh’x(ﬁ 5 'Rm) est un
ensemble de fonctions dont les restrictions & QR sont bornées dans H‘(QR)
alors elles sont précompactes dans LZ( QR) . Ceci est le fameux "théoréme

de sélection de F. RELLICH. Une formulation précise est basée sur :
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” » v ’V v
-Dedinition : Un domaine Q C IR ata proprlete de compacité Locale 84, et
: . ' = n
seulement 44, pourn chaque ensemble de fonctions S C Hlo< 52 J IR™)
et chaque R )0  fa condition. |

(3.42) Nu“H'(.fz )\( C(R) poun;omt U= V,_QR cwec\lé'S'

R .
Amplique que {U— = Vi 2 4V € S } est précompact dans
L (Q ; c'est-a-dine, chaque suite Yo ¢t dans 5 admet une sous-
2 R
~S ~ .
suite )l Va g telle que U, = VY. I converge dans Lz(‘QR) . La classe

de domaines ayant La proprniété de compacité Locale sera désignée par L.C.

Le théoréme de sélection original de Rellich affirme que des domaines
bornés avec frontiéres lisses sont dans la classe L.C. La version utilisée ici
est due, essentiellement, 3 5. AGMON [1] qui prouve le théoréme pour des domaines

ayant la propriété du segment [t , théoréme 3.81. Un domaine & "la propriété du

segment" s'il existe un ensemble fini d'ouverts recouvrant PRI
(3.)43) ‘DQ C O. U" * UON

) 2) (V)

et correspondant & des vecteurs non-nuls X% ) *® ) ) ¢ tel que
@)
o< E<CA C Sy “pour tout

Xo € S N Od . Cette propriété définit plutdt une classe large de domaines

le segment {'DC = Xo + F >

qui surgissent en application. Quoi qu'il en soit il y a quelques exceptions.
’ 2

Pour exemple, le disque (3.4k) F={("‘u"z)"3)f x, “"122 \<4

3
et 7‘37-0% CIR n'admet pas la propriété du segment. Ceci est parce que des
ensembles ouverts O J recouvrent nécessairement le bord du disque. L'auteur a
. observé que le théorime de compacité locale peut &tre &tendu 2 une classe de domaine
plus large, la démonstration 'd'Agmon se conserve en modifiant la propriété du segment.

®

Le premier pas est de remplacer les ensembles ouverts OJ par des ensembles compacts.
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-On suppose qu'il existe un ensemble ouvert O C lR’v , des ensembles compacts
v C47 (N)
kn_) - - ky\, Cc IR et des vecteurs non nuls X - . é'R

tels que :
(3.45) 282 C O

(3.86) O N S0 C UK

(3.47) {'X'-‘-'Io-&txm’ : o(t(dg-Cﬂ pour tout x,eﬂﬂk‘;-

Alors la preuve d'Agmon tient entiérement comme avant avec les ensembles
K& & la place des ensembles OJ . La classe de domaines ainsi définie contient
. : ) oo N= X o, 1)
le cas (3.LL4). Ainsi, pour (3.4k4) il suffit de choisir = = (0,9,
€]
x ,-(o/o)u), K‘ —{C‘X.,’xz)z%) > "'7 éo\<73 A ;
K,z Yz, %, 75)= x 24w g2 s -4 $xy g0 e
0- {(7,,7( x): XE )t K312, -1/p <‘Z;5 <*'/ez . On note que

la condition du théoréme de compacité locale est "intrinseéque”; qui est, indépen-
dante du systdme de coordonnées utilisé pour déerire {) . En outré (3.47) est
dépendante des coordonnées. La condition (3.47) peut stre généraliséé commé suit :
(3.48 Chaque ensemble k J consiste i coordonner 0& tel que (3.47) tievnt
3:48) quand X = (7p )" -)zn,)sont les coordonnées correspondantés.
Il est supposé, désormais, que le tenseur métrique dans chaque coordonnée est borné
et uniformément positif. Alors Agmon fait la démonstration quand lés coordonnées
appropriées sont utilisées dans chaque kJ .

Les points les plus importants autour des prd?riétés (3.45), (3.46) et
(3.47) sont, premidrement, un voisinage de DQ est complétement recouvert par les

ensembles kd' , deuxiémement, chaque -Q /\ R J' est recouvert par un paquet de

segments. La situation fait penser & recouvrir la "surface" 35). par un ensemble
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fini d'ensembles l'( <§. . Ceci suggére la terminologie suivante :

Déginition : Un domaine exténieur J ) a fa proprieté de couverture finie si Les
propridtes (3.45), (3'.46) et (3.47) tiennent pour un ensemble O convenanble

ouvert, des ensembles compacts ,k § et des pieces de coondonnes O&' .

L'extension suivante du théoréme de Rellich et Agmon est vraie.

Thooneme 3.5 : S¢ S) est un domaine extérieur ayant La propritté de couvertwre
§inie atorns £y ELC.

Les détails de la preuve peuvent étre fondus sur le livre d4d'Agmon et ne
sont pas reproduits ici.
Le théoréme d'absorption limite sera maintenant formulé et prouvé. Les

notations suivantes sont utilises. A est l'opérateur auto-adjoint dans Lz(ﬂ)

construit dans le chapitre II.
' -1
(3.L9) Rz = (A-2)

est 1'opérateur résolvant. Il est commode d'introduire les deux surfaces de. Riemann
pour la fonction V2 désignées par C.,aet :

-
-

(3.500 €3, : € N ) 2. E ang (2 <"TS

désignera souvent "la premiére surface". Le fait que o (A) C '_F—i-}.
implique que R (2 ) est‘déi‘in.i, conme un opérateur ge L 2 (-S). ) , pour
tout 2 € C -:* 4 et définit alors une fonction analytiqué. Lé théoréme
d'abéorption limite donné avec les valeurs frontidres dé R(2 )sur lés frontidres

+ .
de f :/& dans C(/& . *
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Théoneme 3.6 : Soit SL un domaine extérieun arbitraire tel que S € L. C
/ —
et soit P € “c"_z(_ﬂ_) . ALors :

N ¥ = +
(3.51) R(=2) f € chc A j -Q- ) pour tout 2 & 15

(3.52) L'a.ppblcq,téon T 2 R(Z) f é Hloc C A J —S-)->

. +
Laézt continue sun (f, 2y

—

¢ + +
(3.53) T admet une extension continue sur (f-'/z_ , La cloture de a://zdam

1 €

' .
S ‘2

On d8signe les points sur les bords "inférieur"” et "supérieur" de la
-+ . . _
frontiére de C '/, par f — 19 et E =+ 1 O | respectivement, ol -g >/ o
+ 2 . . .
En outre, on pose (LL - R (k - F O) _‘E_) k >/ O , désignent les limites
dont 1'existence est impliquée par (3.53).
Alors :

(3.54) ,“i - R(k*+:i0)§ ¢ H,:_(A*,-ﬂ)

Gosy (A k) uil == F ams )

+ ' - -
(3.56) Uy (resp. Up ) satisfont aux conditions de radiation

sortante (resp. entrante).

-

Conotlaine 3.7 : Si [) est un domaine extinieuwn o€ L.C alons Lo probleme de

/ -
seattening stationnaine admet une  s0lution unique pour tout _:f & ELZ (57.)
et toute griquence k >/ o
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Démonstrnation du corollaine 3.7 : (3.54) & (3.56) affirment que L(: (resp. (,(‘: )

satisfont les propriétés daéfinissant (3.28) (3.29). L'unicité est démontrée comme
le théoréme (3.hL).
La preuve du théoréme (3.6) est basée sur deux lemmes qui sont d'intérét

indépendant. Le premier est :

Lemme 3.8 : Soit ) un domaine exténiewr et ) €LC. On suppose que
D S C 36}7"’) ‘ et on pose I~[4/6}4E+'

Po>0 , D Nwoet ' D . Abons ik existe une constante
M:M(I/ FO;JL/)LI>>O telle que :

pown tout A €T , o< P K Poettout P €L, (S05n)
Démonstration : Démonstration par l'absurde. Si le lemme est faux alors il existe

une suite %Em‘gdans I, %Pm}dans (0) ?o] ) %.:?m§ dans
Lz (’QIL) telles que : G

(3.58) “ :ﬁ% I/LQ(JL,;) = 4 M.: Ay2)3,- -

et

(3.59) Il R(CE, + I'Pm) fm i

' w m = 4, 2,..
“(A*;-SZ;,')> ) 1<,

A

il s'en suit qu'il existe une sous suite % .gm_ + /3001 g qui converge. On
désigne la sous suite par le méme indice et on &crit "‘“'\—(gm -'-""/3%): g T P
. ' . . +

MAors F est nécessairement nul, parce que R(2 )est analytique sur £ ', dans la

topologie de l'opérateur uniforme. Ainsi si F Fb . ” R( E,,N T i/zm, ) ”



60

aurs une limite quand M. —5 20 qui contredit (3.59). Ainsi
6 lime (Bt = % €1

(3.60)  Jiwe E5, T i )

Maintenant on définit

(3.61) w, = R(gm.t"!%wv) :ﬁw
N RCE, Fiffu) :E”"'”HI(A*'ﬂa’) |

et

(3.62) F‘w - _ .:gm, \
N R(E, Pl

On note que les dénominateurs dans (3.61) et (3.62) ne sont pas nuls d'aprés (3.59).

En outre,
Vil gy = Bl oy + 2 1A D g,
(3.63) ﬁ 4 ‘ |
* Z
L - +"A u""“La(-ﬂn') = A
(3.64) Al Fe ”LZULJ <=
et

(3.65) ( Ax— + [f "_*‘l'}gm,))um' = .——F—w dans S L

pour W = 4, 2,... . Maintenant 1'ensemble S = 3_“,)1«(2/) “2)"" (% <

®
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| —_
: HM(A* J S ) - Hl"" C als / “2”\,) et satisfait :
(3.66) “ um, ” Hd (‘5212,') \< A | pour m = 4,21,.. d'apres
(3.63). En outre, il est supposé que S € L.(C. Ainsi le théoréme (3.h4) est
appliquable et implique que {‘( m § admet une sous suite qui converge dans Lz(ﬂ’z')
on garde le méme indice. Ainsi il sera montré que { Um { converge dans

H 1:lc (A% ; ) |
AL AL !

. Pour le prouver on choisit un rayon 27 tel que
. La preuve sera constituée de deux pas. Le premier.pas
est la preuve que {Umg converge dans. H ' ( A * ) ‘5-222." . 'La. deuxiéme
partie est la preuve que A{Hm 3 converge dans H'(A*j -SZQ" ﬂ,ln) pour tout

R~

Pas 1 :

On note que gu./:P F—m, C .S).;,_ C .S).)L’, et ainsi, ’Li;zs sz o
dans L-Z (_gl)z') d'aprds (3.64). Il s'en suit d"aprés (3.60), (3.65) et la

convergence de {“m g dans La(ﬂh') que {A*Um g converge dans

L 2 ( —57- 21’) . Pour compléter la preuve du pas 1 il faudra montrer que
Yup= (D, U , - - ')Dn,“m,) converge dans L 2 C 52 " . On définit :
, o "

ol X;z/g' est @éfinie par (3.3).

n”

y(x) = 4 pour [x] €

¢ (x) = 4 - pour [z >

Maintenant nous appliquons la condition de Newmann généralisée (3.18),

Y]

w = Uy — YUpp= Uyt VvV = (f/(l_ew . Le résultat est (cf. (3.32)):



62

i DU l(f/ x=0
“u S AL D umbu,-*“mz—/w I
) j{(d o) B+ ¢ 2 A

Ceci 1mp11que les estimations suivantes :

SL Aid D"L q"‘" i S 7o A by Uy D T Y%
G | o,
)
&- 9\(.4 U ¥+ 7:»%;, Ay D&“/MP/‘/gdx_
(3.69)i S,

<M A L 1Ay, [+ 0,0 nz_A.J g, 1,

o, VI B 1 4l ll,f e SI by 2 ey

v M >/ < est une borne pour , V‘IJI J r>0 est arbitraire et "q ”/’L’
désigne ” 78 ”La (Jl-’z’) .

M2
On choisit S = €/M, et on &crit M£=Mt(" +%>=M'+Zl

Alors (3.69) devient :

(3.70) ”Z AIJ AJ ™ D U’ N n (E"ZA)J DJ—“IM I / +Mé%./d b(hw”l ILLIMJ/ S

Maintenant " %jj A\'& D& u)mlla’ é A pour M= ')2,---

(3.63) ainsi, (3.70) implique

d'apreés

)
(3.71) n 2— Ay DJ“I'M—D' Iw.” " \<l‘ £+M&%.”AZL’A’Zm”iL""”“F“m (5 %
. e

®
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' En faisant tendre L,“*-)"o dans (3.71) on obtient
rn

12y e 0Dy Z . L UE
(3.72) L!Lﬁ;’m | f——' A.& bé Uppe Dy Yim H,L R

* .
parce que ?.um,z et { A um,% convergent dans La(Q ’L') . Ceci prouve

que lvumg converge dans L_z{ﬂ;g") puisque & est arbitraire et parce que

2 ¢ "oa.. -
np |7l &) == Ay Dy Dricll ¢ ntldezn)ll V_u//f;"

ce qui compléte le pas 1.

La fonction de Green, ou le noyau résolvent, pour 1l'opérateur Ao du
chapitre I est utilisée dans ce pas. Il est donné par :
. n-2 '
=\ e @) |
> -Hn-& ('/:?—R) y R= \z~7c']
2

(3.73) G, (=, %’y 2) = 7.!. (eTrR

+ . ‘ (4)
a 2 € C 1), et HP est la fonction de Hankel de 18re espéce.
Il a la propriété que ( A, —2 )U-: ‘.]9 dans L_ 2 C IRN) si, et seulement

si,

(3.74) W(x) = S‘Go (I)x’) 2) :ﬁ(z’_) d~’
. |RN

-

En particulier, ceci implique que Go comme distriﬁutiOn satisfait :
* .
(3.75) (A% +2) Gulx,%,2) =-{(x—x")

On note que chaque WUy, C‘Z_) € CMC-Q* Q;z,) parce que (3.65) tient a.véc
s""-’t’r’ Fme C ﬂ)\, . On choisit un rayon A7 gel qué
. %

‘" . ‘ P -~ . l . ~
7L < 2! < A et on applique le théoréme de Green par rapport &
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b(m(x') et Vm_Cx’): Go('x,-x’l'g :!'.'Pm_,)da.ns la région QR‘ Q-’L"’ avec
;;_”\<l‘><] R .si SJZ: %,x‘. (2-|:)LS le résultat peut s'écrire :

]

’) '
Salll }’z ‘
- ”)WJI') GOCX) 2,) f% ; N P%)g d S/
Dlx’)
_ g Y () D6o(Er %) St i Pr)
D x|
) Se |
’ S , ‘ /
~ du, (2 'G, (==, g, +iPal{ds
(3.76) /)],xll
= u(;) (%) + L(,f)(x)
[
ol Mf,:,) et /L(,(:,) représentent les intégra.lés sur SJ),’” ét’ gp_) 'réspécti‘

vement. On note que U, (%) est en effet indépendant de R puisque Uy, ( x)

A
et u,,(b)(z) le sont.

- - - - - - n/ i
Ainsi, elle a une continuation analytique en tout point x e IR et

satisfait :

(3.77) ( A* + (.gm + i{%m)&>uﬁ>(2);0 pour tout X & IRW

d'aprés (3.75). On rappelle que WUy € LZ(Q) d'apreés (3.61). En outré
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(4)(1) & L (ﬂ -n;z"> parce que G C'x)?(_/ ng-c- P"‘-)

"l

tend vers z&ro exponentiellement quand \‘l I_)l et |'Zl —> o0 . Il s'en suit

“ .
que HE) = Uy -~ ”m) € L 2 CIR’L) . Mais ceci est possible uniquement

si (/t,{f:) (x) = O parce que Ao n'admet pas de vecteurs propres

dans LQC/E’L) . Ainsi (3.76) implique que WUy = b(“{:‘) ou

,

w, () = S {um(ll) D 6.(x % S Ei F'w)

D=’
.S ’ - "
(3.78) T =" _ pour tout I'zf >//’2_

OM ('x/) 6 (’Z,‘Z , %m~ F"’b)i
’)l’xl

L

Aprés, on note que %“m et }1 V“m_ } convergent dans L [ 5:1’”) Pour -
voir ceci on note que puisque {um% et %A Umgconvergent dans 52 ;z _SlyL

of
les estimations stendards de 1a théorie elliptique impliquent que i D um S
converge dans LZ ( QA, g DIL\«—S> pourl’”{l [cf. Agruon, Ch. 6].

On choisit I tel que les rayons soient rangés comme suit :
(3.79) A < AL 43 &AM LA ¢ A-F AR

Alors le théordme de plongement de Sobolev [Cf. :Agmon] implique que )L“M get 3 V“'M;
convergent dans Le( S‘,zm), On note que 1l'intégrale dans (3.78) peut &tre différentiée

sous le signe intégral pour tout ’7:’ >/ A" . Adnsi

' %
Da(“m.(f) = g %M (x") ()D(Gk(ﬁ’x ) But ﬁwu)
(3.80) ﬁ S . Dl

= D) pf6, (%2 5, xiPa) §48
Alx|
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pour tous multi-indices & .

La représentation (3.80) implique que chaque Ddum('Z) converge uniformé-
ment sur‘ tout sous-ensemble compact de Q - QJZ" . Ceci s'en suit facilement
d'aprés la convergence de 'z Uy g et { V L(mg dans L ( S;z'ﬂ) et le fait
que DK ( G ('Z ) ’Z' g,u T 'P"")) et sa dérivée normale convergent uniformé-
ment pour X € ﬂg‘ leﬂet x € 5 ~m . En particulier %qmg converge dans
H ' ( A%) -Q,q - QJL") ce qui compléte le pas 2.

La preuve que % qm% converge dans H(Clc ( A")‘ -ﬁ ),peut ‘maintenant
' €tre complété. D'aprés les pas 1 et 2, %“mi converge dans H‘ (A*)‘ j?.)z,”)
et. H ( A* -SZ- Q)L") pour tout IZ >/ )Z” . Ainsi, {qmg
converge dans H ( A’F Qg)pour tout R > "l qui implique la convergence dans

H loc (A ) . F:Lnalement, chaque Wy € Hloc (A%)Q )qul est un
sous-espace fermé de Hloc (A* —Q)

LA CONTRADICTION :

Pour compléter la preuve du lemme (3.8) il faut montrer en plus que la

convergence de %um g dans H l‘\é ¢ ( A% j ﬁ ) conduit & uné contradic-

tion. Pour montrer ceci soit :

U, & H,oc ( A" 51)

_ lim
(3.81) LL m-500

-

Alors (3.65) implique :

(3.82) ( A* —+ §> Ww =o0 dans | .51

" puisque F‘—m —> O [L loc Q7 ] « En outre, par passage

d la limite dans (3.78) on a pour tout l 'x, >/

b
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- | w ( ’)DGOC’IIY'/ *io)
u(Z) ‘SS % : /Dlx’l
)zlll

(.83 U G rx, xS io) §ds’
ol='l

qui implique que ({ (%) satisfait les conditions de radiation sortante et
entrante. Il s'en suit d'aprés le théoréme d'unicité que Y (z) VE o dans .S} .

D'une autre part, le passage a4 la limite dans (3.63) donne

.8l | « ll =4
(3.84) H'C 8% S1nt)
qui est clairement une contradiction ..

Le second Lemme réclamé pour la preuve du théoréme d'absorption est :

Lemme 3.9 : Soit L) un domaine extérieur tel que S2 &L.c. Soit
I=[a,b] C IR+ , Bodo ot L& L,C525). Mons
L'application V' 2 > R(2) :,e& H?f,‘(d*,f).) est undformément
continue swr L'ensemble % 2= 'gt;f) : Z €31 ,0< ﬁ{[gog

Demonstration : La preuve est de nouveau donnée par contradiction. On note en

premier qu'il est possible de supposer que B ) C A (Jz_) puisque 2 & /
implique L 2 (-Q;ﬁ C LZ (_51)1" ) . Maintenant si le lemme est faux _

il existe nécessairement 2’ > A, un € Yo et des suites 3 EM % ,

2) ))Mg et {ﬁml, ),Zng dans (O/ﬁo] tels que :

(3.85) I ‘§m — vw[ ¢ _::\_/ et ‘Fm_ 'Cm,] <%—V pour m=12,..

®

et
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(3.86) ||| R gmj;/Zm:f-R(v 1 iTw) i”n'u"/na') Y&

-~ pour M =A,---

I1 s'en suit qu'il existe des sous suites, qui seront désignées par le

méme indice, telles que,
(3.87) Zm = gm t Fvw‘—3§ , Mms Vm‘i'fznc-?% . quand m—>00,

ol "§ € T . Les deux limites sont nécessairement semblables d'asprds (3.85).
La limite est réelle parce que MZ = R(Z )“1? est continué dans
Hl ( A* ) .Szn’)en tout point non réel. La éi‘euvé de cet &noncé est basée sur
la continuité de U et A* U = - 2 U — 'fﬁ— dans LZCJZ_') .
La continuité de Vaz peut Etre prouvé par les mémes arguments utilisés dans la
preuve du Lemme (3.8) pas 1, pour prouver la cdnvergéncé dé % VU," g
Maintenant le lemme (3.8) implique qu'il existe une constanté M -

MO(I) Igo/,l'/L ) telle que :

”

RS SN e sy, € IEN (Y
(3.88) <

IR G e, nay) SMIHIL (0,
pour WL = A, 2 . Ainsi le théorfme de compacité locale est appli-

quable pour les suites {Q(ZM) ’:E% et {R(/VM) :Fg . Alnsi, i1 existe des

sous suites, désignées encore pa.r ‘} zm, R -z /UMZ » telles que les limites

I, Q(Z’“):ﬁ:“a t ‘l’wv»‘Q(/Jnu7:€:V,\.

m —=>
- (3.89) ¢ >

‘ N —_
existent dans H loc (A*) 5—)— )

L
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En outre, les limites satisfont en plus :
(3.90) (A*‘Frl) U, <= -~:F et (A*+,J)V,_): - ;ﬁ dgans S)_ .

et les conditions de radiation entrante et ‘sortante, puisque chacune admet la
représentation (3.83). Mais alors L((\ = V4  Qdans S\ d'aprés le théordme
- s ” . '- ‘ " — — ,’. M} £
d'unicité i’t ainsi m;l:; (2. ( gm.) “F - "’(,\ = Mmoo (2' (/Unv)
e . . :
dans H loc (A ) _51) ce qui contredit (3.86).

Pemonstration du théornéme 3.6

+ o ' ' .
Pour prouver (3.51) on note que C"?_ est contenu dans 1l'ensemble résol-
.
vant de A . Pour prouver (3.52) on note que U, = Ré) { etd M2:~2.b(z—£
i L) C; Du ;
sqnt continues dans Z.'Q pour 2 € i /2.. . La preuve que > est continue
dans La_ (R ‘) s'en suit de la condition de Newmann généralisée (3.18) avec
U = v = WUy, — Yo | pinsi Q(Z)"F est continue dans
N > N ¥ =
H ( A ; SL) & 1 L(A,Sl) pour tout 22 £ 4:;‘/—2- . La preuve
[ 3 3 + ) P
de (3.53), 1l'existence d'une extension continue de T sur C//L est une consé-
N — .
quence immédiate du lemme (3.9) et du fait que H ‘OC(A*).Q) est complet. Les
conclusions (3.54) et (3.55) s'en suivent aussi d'aprds la complexité. Finalement

-+ .
(3.56) s'en suit parce que L(k admettent une représentation de la forme (3.83).

-
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CHAPITRE 1V
THEORIE DE DIFFUSION DEPENDANT
o TEMPS DANS DES DOMAINES EXTERIEURS

Dans cette partie la théorie de diffusion est développée pour la paire
23 ‘2 .

d'opérateurs A° et A . Les opérateurs d'onde pour cette paire sont définis
et leurs propriétés basiques sont formulées. Les relations de ces opérateurs q’onde
par rapport & la théorie de diffusion pour les &quations d'élasticité dans ﬂ
sont discutées dans la fin de cette pa.rtie et les parties V et VI. La partie
commer-me avec quelques résultats préliminaires sur les spectres de Ao et A et sur
le comportement asymptotique des fonctions d'onde dans les ensembles compacts.

La forme de la famille spectrale pour Ao , est donnée par (I.15)

(Chapitre I), impliqueque Ao est continue absolument spectralement[KATO, Ch. X_].

En effet, ' .
ET R T 7S SYA 3
IR™

pour tout i € Lz, C Rw)

En outre, un calcul court donne pour tout /V > o .

(4.1)

A Z ~ 2

wa 4 IFI°. d j | 2eH)[d5 -8 12l do | po
de W igig, e |

I1 est clair que pour /V>O cette quantité est positive pour un choix souhaitable

de i? , 11 s'en suit que le spectre de Ao ‘est ﬁs-&:%r‘ g >/°} . N(Ao) = I—F—{__,. .

Quant 3 A ; la positivité A >/O implique que o~/ (A) C (Ti,,, . L'égalité

o~ (A) - IR.* est prouvée dans la fin du chapitre.
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Le théoréme de F. Rellich pour les solutions de A w -+ k w=-o »

k— £ o0 dans des domaines extérieurs implique :

Théondme 4.1 : L'optrateur auto-adjoint A corespondant a un domadine extériewr

arbitrhaine n'a pas de valeurs propres. *

Démonstration : On suppose que W & D (A) et ALL A W avee A € R. .

On montrera que (A est nécessairement nulle.
En premier lieu on suppose que r\ 3 0 . Alors le théoréme de

Relleich est appliquable et si W (Xx) i (o] pour l’x ] ) R 1'inégalité

2
& I‘(('Z){ dx >/ M (th. de Rellich)

RO\(,'X‘ \(’L

L . . . . 2 .. -

tient, ceci est impossible puisque w & [ (_Q) . Ainsi U(XD = O pour tout
2

I’x' SR . Ceci implique que W = © dans L (Q ) , puisque W Xx)

est nécessairement analytique dans L. Finalement, si r\ = 0 alors

N .
u € H ( A* ) P ) et A*(A = O dans _D . Ainsi (2.18) tient
*—

avee V= y et A U= O ; cecl implique

J‘.Z“.AJ'D w D;indx = o
/n. "

wis ndo IVl ¢ § 30 Aijopu DiE dx nF(dedy) 1vel®
xn

Ainsi, (€)= C , une constante, et par suite W(X )= O puisque
2
w € L°(5) .

Le théoréme 4.1 implique la continuité de la famille spectrale zT(/")i

pour A
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- (4.3) “ Ll C/U) 'ﬁ ”&': (Tr(/”) f) Zf) € CCIR) pour tout félﬁﬂ)

Une preuve peut &tre fournie dans le livre de KATO (Ch. X). Maintenant,
on écrit m(IT) =T (b)) = T (a) ot I=(a,b),

et on définit :

_ 2
(1) My (T) = I Ty £l :(T(I):ﬁ,f)_ L, feln)

Ainsi, "Lg (1) @éfinit une mesure sur l'anneau des intervalles I et de 13 une
extension de la mesure m—g (s sur le A/ - anneau des boréliens de IR . 11 est

connu que KATO

2 , |
(L.5) M,‘? (S) = (fres) JF Il pour tout borélien S o2 TCS)

est une projection orthogonale sur L&(ﬂ ). On d&finit les sons ensembles :

(4.6) Ha‘(A) < LZ(‘Q> N {, .:g N m’_f(s) ést absolument continue }

(L. 7) HSC (4) = Lz(ﬂ } N {‘.ﬁ : ”"’f (S) est singulairement continué}

ol absolue et singulidre continuité sont définies dans KATO (Ch. X) et se référent

3 la mesure de Lebesgue surlR . KATO a montré (Ch. X).

ac sc
Theonome 4.2 : H  (A) ot H™ (A) sont des sous espaces fermés de

L—z C-Q) qui sont onthogonaux et réduisent L'opérateur A . En outre

L(n) - H 4y & Hoeny .

ac sc v .
KATO a appeléd H (A) et H (A) 1es sous espaces de continuité
absolue et de continuité singulidre pour A , respectivement.

€



73

Theoname 4.3 : Soit () un domaine extérieun tek que S € L.C. Alons :

(4.9) L,(N) = H* cA)
c'est-a-dire, M—__E(S ) est continue abéoﬂumenft pour tout '.e € Lz(_ﬂ.)

La preuve du théordme (4.3) est basée sur le théoréme d'absorption

limite du chapitre III et le théoréme suivant connu de M.H. STONE [KATO].

Théordme 4.4 : Soit H un espace de HiLbert abstrait et K u optrateur auto-

adjoint sun H avec famille spectrale {’r(“&)g et nesotvant R(2)= (K- 2)
Soit (Q!B) n' imponte qu,el intervalle findl. Alons

(4, [TChy+ (b )-T(ay-T (23] 9)
b ,
- b L (£,[R(5+P)-R(S-ip)lg)d

(4.10)

'\

[=°

\

Démonstration du théonime 4.3 .
Soit J = (6(, L) un intervalle quelconque et soit ':ré E 2 (ﬂ)

On applique (4.10) avec % = ‘:? . Le résultat peut &tre écrit, d'aprds (1.3),

vF Trm‘):!f)

comme

-

W£(T)

1)

-HF -R(3- P ]f)dg

[ ]

—~> O
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Maintenant 1'intégrant de cette intégrale est une fonction continue de
(-g) P )y &€ T «x [ o, Fa:] d'aprés le théoréme (3.6) (on rappelle que
S'-'vf>[> :€ est compact). Ainsi il est uniformément continue (cf. Lemme 3.9) et

(4.11) implique que :

(L.12) Mf(;m :.Z':_W. ig (‘£ 3 [ R[é+io)—l?[§—io)]¥) cf'g

! .
ol 1'intégrant est continue pour tout ‘]e € fLZ (Q)et § &€ IR .11 s'en

suit que l'extension de BOREL correspondant & Wb_? (I) satisfait :

(4.13) M (5):._4_. S ('fz) [F?(g-f-s‘o)-— R(%—fo)]ﬁ)ﬁjg )
£ 2T 2 $eZ 280

En particulier, si ISl désigne la mesure de Borel de S alors l S | = o
implique Wb_g (5):0pour tout :{3 € 5:_2 (f}. ) . Pour étendré ce résultat
pour ‘g & LZ(Q) arbitraire on rappelle que HQL C A \ est un sous espace
fermé (théoréme L4.2). En outre Z /LZ C—S—l) est dense dans chjl) et on
vient juste de montrer que 2 /LZ (5L \C Hac(A) . L'équation (4.9) s'en suit
immédiatement. |

Maintenant, on considére les' solutions & valeurs complexes de l'équation

d'élasticité qui ont &té introduits en chapitre II.

—.‘EAVZ
(4.1k4) v(t; ) = e lf\, , hée L, )

On montrera que le théordme 4.3 implique :

!
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Théondme 4.5 : Soit N un domaine exténieur tel qu.e.ﬂ. EVL.C. Aons v(t)- )
2 — ny
tend vers © dans )_—L(“(‘Q)] powt tout h € szﬂ) ; L.e.

. 2
(k.15) lim ’ v (t'} X)’ cj‘x, =0 pour chaque boané kCerL.
Eoe i

Le théordme 4.5 est utilisé dans le Chapitre VI pour construire les

'/2 A '/a
opérateurs d'onde pour A et .

Démonstrhation du théoneme 4.5 :

Qk ; Lg (ﬂ) —_—) L2 (-S-)-) désigne 15. projection orthogonale
définie par Xkc'x)u(x\:Qk udx) o Xk (x) est la

fonetion caractéristique de K . Mors (Lh.15) est équivalent &

N ~ik AR |
(k.16) ,}."-;h:o ” Qk = LL ” =~ 0 pour chaque borné
K ¢ irv ‘

. La preuve de (4.16) est basée sur un théoréme abstrait donné dens
[18, wiLcox] . Il énonce que (4.16) tient pour tout h & Ha( CA '/2') si
Q Kk est A’/z' . Compact (cf. KATO) pour chaque borné k . On note que 1le
théordme (L4.3) implique que L 2 ¢ S0 3 = Hac ( A 2 ) , 'aprés le
théordme spectral. Ainsi, la preuve sera achevée quand il sera montré que Q K .
est AIQ . compact. Ceci signifie que tout ensemble S cL 2 ( -D-) borné pour la
norme du graphé de Al/z/ a nécessairement la propriété que Q w S est pré-
compact dans chn) Maintenant D ( P\'/z') - H ‘ (3L ) et 1a norme du graphe
de A./& est %_ “A./z’ LLHZ"' “u“ “& g‘/t-. Ainsi la Aué . compacité
s'en suit du théordme (3.L).

Le théoréme (4.5) montre que les solutions dans L a(ﬂ ) de 1l'équation
d'élasticité tendent vers zéro dans tout voisinage de I”': IRN..ﬂ . Ceci suggére

%

que chaque onde (4.14) devrait &tre asymptotiquement égale & une onde libre Vo(%; £)
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n o s
dans IR ; c'est-8-dire :

TEA? -'tAZ"
|, He_’Mbk_.e ' kJ)

= O
ha1m) L, (S5))

ol I’Lc est une fonction souhaitable dans La (_D_) . On note que, puisque

(4.16) tient pour Ao) (4L.17) est équivalente & la condition :

_itA™” —itAJ
(.18) I"W; 135 h —e” L. |

v =0
£ L,IR™)
ou
J.S]_ . Ll(ﬂ) 3 Lz‘(”?n) est définie par
WCx) . ) xe S£)1
(4.19) Y =
352- u ( X ) ﬁ "
| | © ) XE IR - )L
! .
Maintenant (L4.18) est &quivalente 3 :
Al LtA2 .
, 'EA, ' il 5)
(4.20) k';’;‘; e & h - ;‘o //Le(lFZ"‘)
kA |
parce que & ' est un opérateur unitaire dans L?.C ’Rm) . Finalement

(4.20) peut &tre formulée sans référence par rapport & la fonction inconnue L\,o .

e

1% a2
1, s, Y -/tA ..
(4.21) \/\/+ - M(A:’) A f j_Q_) - < l,-)wv e'tA 1()_5 ! limite forte.
E—09

. . W L it . e e
devrait exister. YV4 est appelé l'opérateur d'onde pour le triplet /4, . A

]

3 5). - Une construction de l'opérateur d'onde sera donnée en chapitre VI basée

sur l'expression des valeurs propres développée en chapitre V.

X
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Théondme 4.6 : SL ) est un domaine extirieuwn tek que L € L. ators
L'opérateurn d'onde :

(h22) Wy @ L, (S2) s L CRY)

existe et est unitaine. En outre, il applique La famille spectrale de Ao sun
celle deA ; clest-a-dine,

* V .
(k.23) (%)= W.(— T, (X) V\/+ pour tout ¥ & IR ol
9 -1
W, =W,

Conollaine 4.7 : Les oprateuns A et Ao sont Zquivalents unitairement. En
particulien

(k.24) oo CA) = oV CAL) = IR

Le théordme (4.6) s'en suit du théordme (6.2) du Chap tre VI.
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CHAPITRE V

THEORIE DE DIFFUSTON STATIONNAIRE
ET EXPRESSION DES FONCTIONS PROPRES POUR A

Dans cette partie deux fa.mille‘s de fonctions propres généralisées pour A
sont construites et leur &tat complet est prouvé. Physiquemént, les fonctions
propres généralisées sont les ondes acoustiques de 1'état solideﬂ qui sont produites
quand une onde plane est dispersée par un obstacle I": IR"’- ﬂ . Leur construction
est basée sur le théoréme d'absorption limite de III. Les expréssions des valeurs
propres définissent deux représentations spectrales pour A . Céci fournit des
constructions explicites des solutions dans /_z(ﬂ) et soluti.ons d'E.F. de
1'équation de 1'élasticité qui est le point de départ pour les analyses asymptotiques
des Chapitres VI et VII.

Une expression des fonctions propres généralisées pour 1'opérateur Ao
. est prouvée d'apres la théorie de Plancherel de la transformée de Fourier. Les

fonctions :

(5.1) W, (x; %) = (2 Sy e' T Pq L x€RY, SE€RY
™=

ol o est un vecteur constant de norme 1 Jsatisfont :

-

(5.2a) (A*+/()[€)2+ (A-(—/J))'%.QI&)WO(X{g):O

pour tout X € IRN, % € rR™ .

ou encore

(5.2p)

( &F £ (A+ '1/05 | £ -a(a-/u gi/\(gf\qya_)wa[x;i):o |
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Ainsi, formellement,

Ao 5) [ Qa2a)l 5 2l Sa(Bna)afw,= | 1 %1% (A5l T

et W, (‘Z)' € ) est une fonction propre généralisée de Ao puisque

” . .
, . La P de 1' des fonet S
w, (1, ’? ) ¢ Lz C/R ) a forme de 1l'expression des fonc .lons propre
pour /40 est donnée par les formules de Plancherel (136, Chapitre I) qui peuvent

1Z ol
s'ecrire

(5.3) *E[g)a = (Ft)(3)a _ E,E,\,Wa[%'%) $(z) dx
s {(Da - ((—1—‘%)(%)4 = SW°( x; %) %(g)dé

(R

L'équation (1.18, Chapitre I) peut s'écrire :

Sk G o BIFA(S )+ (Aap) $(E.0(5) )50
, |
[-—-ka +/J{'§l&m -{—(.«\f-/u)g-(%-ﬂ)]& =

{"ka +/'f§le + (Arp) | 5. al® ]g w, (%, 5 Jutx)dx
IR™ :

La seconde &quation est obtenue en multipliant scalairement par @~ : mais (5.2a)

entraine :

J (- k* -—A*> Wol%; 5) ulx) dx =o
Soit

(5.5) k° SWOCXJE)qu)dx - SAO w, (x; 3)u(x) dx
IR™ .

IR"
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ce qui montre que (5.3) définit une représentation spectrale pour A, . Cette
représentation est généralisée aprds pour 1'opérateur A dans un domaine extérieur
arbitraire ayant la propriété de couverture finie.
. ’ . P - !
La fonction W, ( "i H ’JC) est une solution de l'équation de LAME de
1'état solide qui représente une onde plane se propageant dans la direction —g

] EYls

si la dépendance du temps est supposée comme dans (3.3). Les fonctions
propres correspondant & A sont définies comme &tant des ondes W ( X J 'g)
de 1'état solide qui sont produites quand l'obstacle {—1 - est immergé dans le

plan de 1l'onde Wo('X,' -g)

Mathématiquement, ceci signifie que W(I J 3;) doit satisfaire :

(5.6) ( A +/JI§I&+ (A+p)| = a[(/) w(z,5)=o 'zéfl

(5.7) Aa'J' D;whny =0 x€25)

.En outre, si W,('J(j -%) est définie par :

5.8) WX ;3) twolx;S)+ W 5) pow [xI)2

alors W I( Ijg) devra satisfaire la condition de radiation dé Sommerfeld
sortante. Physiquement, ceci est 48 au fait que 1l'onde totale W C‘x; €) est la
superposition de "l'onde incidente" w,(x; S )et d'une "onde diffusée” sortante
W /( x; 5 ) . Les fonctions propres de cette forme seront appéléés "ondés plénes
distordues". Une seconde famille d'ondes planes distordues ést obténué en sé rappe-
lant que W '('X,‘ g) doit satisfaire la condition de radiation éntrante.' I1 sera
montré en Chapitre VI que les deux familles sont utilés pour 1l'étude des solutions
de 1'équation de LAMé

k3 .
Les ondes planes distordues sortante et entrante seront désignées par
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we (%, 5)

avec frontidres régulidres (5.7) peut &tre remplacée par la condition de Newmann

et W- (’X; E) respectivement. Pour des domaines

généralisée. Ceci suggére les définitions suivantes :

Definition : Soit ) wn domaine extérieun. Alous Les ondes planes distordues
w, (x;5) sontante (resp. W.(x;E) entrante) pour £1 et T € IR™Y s0nt

Les fonctions caractérnisées par Les conditions.

o) we (- 3S) € Hu. (&%)

6.0 (& 4p)512 4 (dep) S al” ) we(x5) = o
= (& + (d+20) l‘g-d.lz'-—//'g/\(g’\‘t)-a) wi (%;75)

(5.11) la fonction W (x ; %) — W, (x; E ) (nesp. ,

wo (x;% )-w,(I) S )) satisfait a La condition de radiation
sontante (nesp. entrante).

On note que les fonctions Wi (7} .g)et Wo (Z)‘ %) sont uniques 51
elles existent, parce que la différence de deux telles fonctions doit satisfaire
(5.9), (5.10) et la condition de radiation sortante ou entrante et ainsi doit &tre
nulle dans Q d'aprds le théordme d'unicité. Il sera montré aprés que l'existence
des ondes planes distordues s'ensuit d'aprds le théoréme d'absorption limite quand

N a1a propriété de couverture finie.

La construction de Wy ( x, ’% )fait intervenir la fonction

(5.12) ;}C‘x) = d>| (l=xl-n.) , = £RY

x
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: oo
ol 47| € C ( IR ) ~est la fonction introduite en Chapitre III

et 7lo et choisi tel que
5.139 1 - IRY_ )X C B(xn.)

clairement 01:6 Cm(‘RN) . o < <f('Z) \< 4 et

O pour |7CI\<’1‘;
(5.14) b =x) =
A pour ll‘ >/Jlo+l

En particulier, é‘ (X ) est nulle dans un voisinage de F .- Les fonctions

propres seront cherchées pour avoir la forme
(5.15) Wx (X; %) = jex)Wo(2;3) + wyilx; %)

- . , . .
Pour trouver un chemin de construction de W, (’1,’ g) on note que (5.10) et

(5.15) impliquent que :

(5.16) (A* +/J"§'&+(A+/J)I'gq_]b) W‘!:I (2;5) -
- ( A*fﬁ’§’6+[d+ﬂ)"§-a.["’) J‘(z) W, (X ; ‘g)

-

Le membre & droite de (5.16) peut &tre désigné par :
Z " n
2 b
(5.11) M(x; %) :~(A*+/u (2% + (,)+/z)l§.a’ )i w, ,xER) SER™
On note que :

(5.18) M(x%; %) € C®(CmMxRY) °
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et

S’uPPM (-;3) C {x: ﬂa{lxl()l‘,_,_.g pour tout '%élR'U

En particulier,

/.
(5.19) M(‘,‘ %)é LZ(QA«-I) CEE((Q) pour tout gé\R

. - / - P 13 )
ceci suggére que Wy (‘I)' g) soit définie par

(5.20) W'(°) g)Z):-—RCZ)M()g) ,gélRw,zéC*’/b

et
(W (53) = W, 5, p5% e 1s el xio)
(5.21) 9§ : '
- SR(pISI*He 5 al tine;5) 5 SER
a R(2) = (A-Z)—' pour 2 € [f/a et les limites -

. * 0 5 25 . .
(5.21) existent dans Hloc (A ,-D.) d'aprds le théoréme d'absorption limite.

La notation

-

: +
522) W(x) B 2) = JW(¥X5)+w (x, $,2) ,z2¢€ y,
sera sussi utilisée, telle que :

. ' N -
(5.23) Wt('5 %) = w(-, S, /\J‘glz-(— (Af-/./)’g-Q(&:fio)éub‘_(A"}ﬂ)
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Les résultats de cette construction sont résumés dans :

Theoneme 5.1 : Soit £L un domaine extérnieun arbitraine tel que S) € L.C. Alons

pour chaque § € IRV it existe une unique onde plane distordue sontante Wwy(=x; %)
et une wnique onde plane distordue entrante W_ (x,;7%). |

Démonstration : L'unicité de w4 (X %) s'en suit d'aprds le théoréme d'uni-
cité, comme remarqué au-dessus. L'existence est basée sur la construction définie
par (5.15), (5.20) et (5.21). Il est nécessaire de vérifier que W4 satisfasse

- N ——
(5.9), (5.10) et (5.11). On note que § (-) w, (- ; s;) < L‘loc (A" ;-fl )
d'aprds le théordme 3.4. Ainsi W 4  satisfont (5.9). Aussi, le théoréme 3.4

implique que

FA¥ 2 . ey, . '
(5.28) (A% 4 p ISI% 4 (dep) |15 al S)we j5)= M5 5) dens )
En combinant ceci avee (5.17) et (5.15) cela donne (5.10). Finalement

- , ’ ’
WI[X,'g)—Wa(X,'g):Wt (ljg) pour - | x| >/"Lo+4 et
4 . . e . .
' ( C 5 'g) satisfait la condition de radiation sortante (+) et
entrante (~) d'aprds le théordme (3.6). Ceci compldte la preuve du théoréme 5.1.
On note que W, et w_ sont uniques, comme énoncé dans le théoréme 5.1 ,
/ /

toutefois W 4 et Wo_ ne sont pas uniques puisqu'elles dépendent du choix de
la fonction J:(Z) . Le comportement de Wx [7(,-‘2)5 une grande distance de la

frontiére est d€crit par :

Conollaire 5.2 : Sous Les hypothZses du thZondme 5.1, Ll existe des fonctions
. -1 .

G+ (1 ; §) & C’°(S XIR.’V-{OE)IQ,&KQA que :

. +; -

we (255) = w04 5) + € NETEILE

(5.25)
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(5.26) q.__.. C'x;'-g): O[ — ) ) "Z’—-—)ao

| = | ==

<) '
und formément poun Ah = ‘_—_x;" €S et § dans n'imponte quel ensemble compact

de R* - 4ol .

Démonstration : Puisque W + (X 5 g ) —wo( %, 'g) = W:'r(’II' ’g’) pour

| x| >/ o + 1 il suffit de considérer W__’(_. . Maintenant, l'application
de la formule de Green et la condition sur la frontiére comme dans la préﬁve du
Lerme 3.8, donne une représentation

wi (2 %) Szw (+, %)36(#)%@‘%!?(4%)!?«
xl

4

\/

LR

(5.27) \

..’DW+- (':‘ 3) G, (x,x )/ul'g( +(A+ﬂ)ﬁ a hé}JS
iz’

L

vraie pour x| >t > 77, + | . L'application du développement asymptotique
glassique pour la fonction de Hankel MAGNUS, W.; F. OBERHETLINGER and SONI [9 ]
par rapport & Go donne les résultats (5.25), (5.26). Cette procédure donne une
formule explicite pour 6:(’2,' §) corme une intégrale sur S;,_ ce qui implique
que Qi- € Cao C Sn-' X IR -2 o} ) . Cette formule ne sera pas
donnée ici. -

Physiquement, le corollaire 5.2 &nonce que Wi (> ,i) se comportent .
pour tout 'xl grand comme la superposition d'une onde plane W o( x ; g )
(1'onde incidente) et une onde divérgente (+) ou con:rérgenté (~) sphérique (1'onde
diffuséebpar P ). En acoustique Bi (/2 y) g) est appéléé A a:mplitudé du champ-

loin".
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Il sera montré aprés que chacune des deux familles 3W+ (- 5 ‘§) 5
E € 'EW % et {W.-('j g), g & /RKE est un ensemble complet
de fonctions propres généralisées pour A . L'expréssion des fonctions propres
dérivera de la fa.milie spectrale zTr(X)Z pour A . Le dérnier sera construit
par le moyen du théoréme de Stone. ,Puis.queA est spectralement continu, 1l'équation
(4.10) prend la forme : |

(5.28) (4, T(1)g) = lim —— gr(f L R(¥+if3)- R(x-.f,)]g)dx

f&ﬁo* Z'T

ol I =(a,} ) est un intervalle quelconque et ?,4 € L-Z('Q ).

Pour calculer le membre de droite de (5.28) on note que 1'identité
R&.X - R(Zz y = (2,-—12) R(z,) R(?e) y Implique que
si Im. 2 # O alors : -

| (4, [Rc2)- R(]): 2; Im,z(RCz)f , R€2q.)

(5.29) | :-ZLTw2§R(2)f(z) R(z)@(x)dx'
A

La mesure spectrale (5.28) est calculée en premier pour les fonctions

‘:e /7 € E L2 C SL ) . On note que pour de telles fonctions, on a :

4

[ (4- {?Cx)) RG) (=) RE)G (x|

(5.30) -
"< IRG@Y o] I R@IG G

ol XI'L, +) est la fonction cai-actéristique de n No o) parce que

)

o \< JC'Z) \< 4 et <i(lc) = A4 pour ,1,>/'Q,4-‘.

Maintenant R:)> ¥ et R2) 7— convergent dans LZ_ ( 51;20_“ ) d'aprds le

théoréme d'absorption limite. Ainsi, ®
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{

I, 2 g(/l.. §3Cx3) Re)f(x) RE)4(x)dx = oCH4)

n
(5.31) 4
Im=z —o
L
oo o(A) est une fonction de 2 qui temd vers zéro quand Iy 2 > O

En outre, la convergence est uniforme pour Re 2z &7 , d'aprés le lemme 3.9.

En combinant

(5.29) et (5.31) cela donne

(¥, [R@)Y-RE)]4 )=

(5.32) '
\ 2, Tmz \ jc0) Re@)£(x) (=) R(2)4x)dx +o(H)
| . |

On pose :

(5:33) J:L,(f)) s L, (R™)

1'opérateur linéaire défini par :

| | '&.Cx):EC:c) , x€ 5L
s (T€) =) = ¢ -
_ 0 | , x € IR -S)

L

et on note que :I est borné. En fait, en prénant g«uPF:‘P C {x: J:(x) '-:’f%

ceci montre que " JN=4 . Alors (5.32) implique :
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' (f, [R(z-R3)]9) =

iIm 2 (JR@Y , TR(2)F) vy +0(H) -

v

(5.35)

2/ ITm 2 (( JR (Z)f),:(j R(Z)@)A)LQC‘{R"‘) +o(A)

N

A
Dans la derniére équation (-\j— R(=2) f) désigne la transformée de Fourier de
n .
—S R (2) :ﬁ dans L2 (IR ) et 1'équation s'en suit d'aprés la
formule de Parseval. L'équation (5.35) sera substituée dans (5.28). Pour ceci

on définit :

(5.36) 2(%,2) = g w(x,%5,3) fdx ,{€ Z,;(Sl),Imz;(o
52 |

‘ e s ‘ Ly
on w(x, %,2 ) est définie par (5.20), (5.22). On note que pour 5 € IR
4 . '
et 2 € d: 1/ fixés 1'intégrale dans (5.36) converge ponctuellement. La

connextion avee (5.35) est donnée par.:

: , v
Lemme 5.3 : Poun tout :fé sz(ﬂ)a 2 & CETQ ,

P05, 2 (p1sF+ (e 1521° = 2) €L

et

son PCS2) = (ISP (T alf=2)(TrR@E)D)

Démonstration :

Une preuve historique peut &tre basée sur 1l'observation que, formellement,
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| @\ - 2>WCX; g,z) (A -2 );;Oc) Wo (X, g)-l—(A-l)w'(x,'g,z)

=M(x5) ¢ (IS5 CypdiS al *-2) jeownc; )
Mz %)

et ains

(5.39) ¢

- (/u('% 1%+ GEMILS al®-2 ) [COW(E)

i

(

«_ﬁ(‘é 2)_5 Rc2) (A- 2)w(x, ,E):€(x)a{x

j( /ungz ()5l =3) o Rl
| :(/M%f +Q+)[E -Q(Z~2)jgwo(><,€)g‘(x)9(2)ﬁxﬂz

= (plSle (Aep) 5 al’2) (jR(z)f)/\(-‘%) )

Cet argument n est pas rigoureux parce que W [ ) 'g ) =2 ) n'est pas

dans L (_ﬁ) . Une preuve rigoureuse peut &tre donnée comme suit. (5.20),

(5.22)

pour tout -g € ,R et =2 & G:

et (5.36) lmpllquent que si :ﬁ & L (ﬁd) c ELacﬂ ) alors

/5
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(5.40)
)

L
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f('g ,2) = g wo (%, 5) ¢ x);f(z)dx +Jw’(7,‘€,2) L0d=

2 0,
(3 (s) - ﬁ R(2) M=, %) 0dx
. H)L
- (jﬁ)l\(g) - chz) M (x, %):{3(2)6{74
DI |

3!

T(E) +

S (VA* -{—/Jlglz‘(' (d -{-/U)’t}'— 'Cda){c(‘(z)%(zg)f .

Slage R(z) £Cx) dx

Le dernier pas s'en suit de la définition (5.17) ae M (X, 5 )

Le prochain et dernier pas est vrai parce que ™ (,‘3) & L2 (..Q.)z o ) C LaC-D-)
et ':? € L.Z (f1n ) C La_ (ﬂ ) . pour déduire (5.37) e (5.40)

il est nécessaire d'intégrer par partie dans la derniére intégrale. Pour ceci on
gr P gr

introduit les fonctions locales :

(5.41) ¢M(I) -'-‘.43, Cm —1xl) , x € IR

qui satisfait (ﬁm(x) =z O pour | x/ >/ m et
4)"1()() = 4 pour \’X’ \< e~ | . Si

m -1 >/ Ao+l  alors- 4)m ( ©) = A4 sur ﬂn¢+l et aussi :

(5.12)8

Jes,2) = (3D Cs)

N S (8 + pI5 1% QA 1522 )i Wl %5 S COR @ Farde
n | | *
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Maintenant R (2) l’)i & H N ( A* Aol ) ce qui implique
| —_— —
(i)chz) ‘? € ELZC—S_)- ) . En outre J(z) wWo (X, S)éH (A*)ﬂ)

parce que c'est une fonction qui s'annulle dans un voisinage de 'JD . Ainsi 1la

loc

condition de Newmann généralisée implique en prenant ’ o= (2 Wo( x; 5 )
t = 2 :g C~ ue :
e v C‘JM(_I Y RC ) ) que

4

g £} §¢2) Wol; 303 ¢ (%) RC2) Y z)dx =

5
>-43) 9 _ Sz_ Aij D 1 o wal;5)f Dil .02 RC2) fad
(J nd }

. {
On note que JC’X)WQ(Y)"%)Q H(,ﬂm.u) et
ém. R(z) :?é HN(A*) ﬂmu) parce que‘ 47%(’2’_) =0 prés
de {X x|z mes l} . Ainsi une seconde application de (3.318) implique en

. - . T, ..
échangeant les rgles de W et v , puisque A,'J‘= AJ" :

,

| g AT) fen o Tx; =)} 4,0 R(z);‘i(i)dz -

S
(5.44) <

j cf(z) Wol(x; 5) AT 47%[1) R(z)-g(x)fdx

-~ . -~ Pl / - .
Aussi, les régles de différentiabilité dans D( -S)-) impliquent, puisque
Aij = Agy

' A" )\ 43%(2) R(2)£(2)§ = A*cpm(z)- R(C=2) :ﬁ(z).,.

2 % Aig Dj ¢ (%) DR L) + 9 (z)A RC2)( )

®
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En cémbinant (5.42), (5.4k4), (5.45) et 1'équation R(z)-\e - _ff-z R(z)-fl

cela donne :

(5.146)

[ A A
005,2) =(3D)"(5)

+ g JOO wo(x, %) ( A*f/(JIg’Z-(—CA +/J)/§'f<lz)z)¢,,{")'2(2)f""}d"
5 | | |
S(3EYN(E) + g;mwo(z; $)] &% RC2)E

S2

+ 2 i Ai; Dy¢ (0 D,-R(z)£-CPM#-(zwlilz-aw)lgaD-
¢ (x)R)|dx

l',J.’.l

_ (j:g)n(-g) — gwo("‘/' 5 ) px) cbm(z) {C'x)c]x
0

.{-(/U | 5 1% +(d +p) 15 Y )XW,(*; 5)4??)43)9(#)#2)&
| S

+ gwo(,,;g)é‘(w) { A*q‘)m. R(:):P—(‘z)

51 +2 37 Ay Djd (0 DR e} dx

QJ:’

-
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On note que *#WC‘Z) = 4 sur Q«wpp.:? quand M -t >/’L . Ainsi,

les deux premiers termes du membre de droite de (5.46) s'annulent et ainsi :

(3,2
2 ) ' = Swo (x; )4 CI)J;CZ)Q(Z)&R’CJZ
(P12 +(A7L/U)l§-412’—2) S) w
A

+ > Xwo(ij =) A*(f’@écz)mz))?&)
(/ulil +(d+p) 15.2)%-2) A { |

anf + 2 Z Ay Db icoDi Renfeoldx - § (4, TrRexd)

1
+ %[A(ﬁ ]R(Z)'f+-2 yDtﬁ jDRCZ)f)
ALY +(A+/u)€a’ -2)

ol % désigne la transformée de Fourier dans L ( an) . I1 est clair de la

forme (5.47) que ’J?( ey Z)/C Vad lg)e-;- (d +/U)l—% Q( -2)
E L'Z'CHZ )pulsque C/U"glz —f-(rJ—L/\/)’? a.l -2) est bornée

et mesurable sur IR quand IwzHo . m outre S R(2)% € LCIR et
IDiR(2>{ € L,CIR™) parceaque RC2)4€ H"(4%;52)
ot gur[; A¥ ?5% v S“FPDJC{) < {=: m-v{\x\anz \/4 4) o
I1 s'en suit d'aprds le théordme de convergence dominée de Lebesgue que

b TRE > JR(DE el 5R<2>f+22’*«¢ 0y, TR >0
dans L_2(IR”" ) quand ML —> 00 . Finalement, en faisant tendre WL —>&©  dans
(5.47) cela donne (5.37) parce que C_-ﬁm est contimue dans (¢ IR™) .

En combinant (5.35) et (5.37) cela donne :



9k

(4, TRe2) -Rc21g])
- 2iTm 2 (PSR ep)ISal® -2) 4(5,2),
Gam 4 (pISPa (eplseal®i2) 9E) s

L2CIr*)
Zt;I ZS f(g,z)a;(g,z)
) R [ P11 Qep)Isal? -2

&Jg +o(«)

En outre, le terme 0( 4) tend vers zéro uniformément pour “6 = R& 2 &1

et B =Iwz o

|
21T

—

_ i S P 3CE, 4+ip) (5,0 4ip)
Rv (4 - /ul'gla—(.-\ﬂU)l%QIL){'-&- f:z'

(Lemme 3.9). Ainsi, par intégration dans (5..8)

cela donne :

4

(f, [RCE+P) - R(3-iP)]gd

"

cl'gc!)’ +o(1)

(5.49)

L gﬂE(é,x-:;F)%(ini;(%) 45 et
e T3 (o pIs BT

La seconde équation s'en suit d'aprss la premiére forme du théoreéme
) ~ 2 2
de Fubini. On note que le lemme 5.3 implique que 4('5) 2> /(,U['S’ +(A+/U)(g'4' -2)

‘ . . ~
est une fonction continue de 2 & 1/, dans L2 C !R"") .
%

On note aussi que (5.49) représente deux équations correspondant au
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choix du signe + . Les deux sont obtenues de (5.48) par substitution deZ=¥ 1':'/3-

Le théoréme de Stone (5.28) et (5.49) seront maintenant combinés pour
obtenir une représentation de la mesure spectrale ( - -f)'TT (I)% ). La limite
quand F — O+ de 1'intégrale intérieure dans (5.49) peut ‘étré évaluée
par le moyen d'une propriété€ bien connue du noyau de Poisson. La formulation

suivante est due 3 E.C. TITCHMARSH [16].

Lemme 5.4 : Sodit 43( Y) ) ¥ € IR une fonction a valeur compléxé telle que
¢ (“J)/( A+¥*) € L (IR) et on suppose que Les Limites 4’ (4y)et
Pla_) existent. Alors :
(%)
liw\, F’ Cb

(5.50) F"°+? ) G d ¥ :,% [ ¢cayy =+ cf(a_):(

Pour appliquer ce résxi\lta.t 4 (5.49) quelques informations concernant
la continuité ponctuelle de ‘:f (g ) Yt F ) sont nécessaires. On noté _
que pour.cha.que X £ ”?N fixé 1l'application ¥ i‘l‘{3 -—>W(‘)§/‘/TI‘P>€[L1£-Q)]
est continue pour ¥ € I , O \< [7> \( Po d'aprés le lemme (3.9). En parti-

/ —
culier pour chaque *:f € & L (S ) les limites :
, 2

(5.51) :’ﬁ\(g)%:th) :-SW(X,g)w/;fo)sz)a(x
=pX

-

existent pour chaque '§é (RW » ¥ € IR . Le résultat suivant sera prouvé.

Lemme 5.5 : Pour chaque -,—g € ZLa (ﬁ)

¢ A
fcg)‘l ‘i'if’) est continue pour tout §61Rm)

(5.52) <
¥y € IR et F)/o
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Démonstration

En vue de la définition (5.36) de ;?('S ,2) il sera suffisant de
montrer que l'appligation( = ) ¥ P ) *—)W(-) 2) Y ‘_h'ﬁ ) Lic( ﬂ)’v est
uniformément continue pour 'E € k ) ¥ € T et o < P < Fo

ol k < IRrRY : b‘est un ensemble compact, I:[C«,LJ et'Fo>° .
En outre, dans la définition (5.22) de W(%, $,2) 1e teme §CxIw,(x,5)
est indépendant de £ et est continue pour ( <, T)€E IR™ x IR™ ce

qui impligee S > § () W, (. S)E LYY et
uniformément continue. On considére maintenant W,(- 5 5,2) g R(Z)M ()g)

La continuité de ™M (7‘,' g) sur [R™ xIR"™ implique que gl-)l"] (-) g)é L-Z(D’Ml)
est uniformément continue pour g €K . En outre, si WL est une constante

positive le lemme 3.8 implique qu'il y a N = :‘\/ (I ) 133;,“) )o téllé que :

Nw'C.,5,3+/P)-w'(.,5/, “‘/fiP')”LaCﬂ,,p)
(5.53) < |
SNIMC.;8) =mdC.; 5]

| Lo(n, )

pour tous. 'E) ilé 1R , Y& I et o< F\< Bo . En combinant

ceci et 1'inégalité triangulaire on a :
(w5, 55 P) - w/C, 30 2ip ln,y
\< “ w'(./ g,‘['f(F) - W,(') i’)x =+ .'F) “Lz(“gllq)

(5.54) 9 W' G, 3 5B -wC, 3, Wi B Iy, )

< N ”M ()§)-—M() gl) " l—.z(-jz)la-f»—l)
+ ”W’(.,g )xtl‘ﬁ)-wf(-;i’;‘/’i‘i(;')”L CSL, )
| . 2 "
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pour tous g,g’gu?“’ , % et ¥ dans I et ol B )P,\<Fo'
pinei “1'uniforne continuité de (S, ¥ )R wW(,5,¢+ip)E LrAl)
pour &€ K , ¥ g".T o < [b K Po slensuit de 1'uniforme continuité
e 30— MG 5) e L< ﬂa.,.,) pour % € K

et du lemme 3.9.

Le lemme 5.5 implique que les fonctions £ (g) et ‘TP (g) définies

rarxr

(5.55) iﬁi_(g) (3, p [S1% 4 (A wp) 5. <[ ;_.‘ob) , 3€IRY

n ' '
sont continues sur ,R . Une comparaison avec (5.23) montre que

556 $.(3) = S wWr(x,;35)4x)d=x , L€ é'LZCJ’i)
, S

Ces fonctions seront utilisées pour calculer la limite du membre de

droite de (5.49) pour [5 — ot | 1a limite de 1'intégrale intérieure est

donnée par :

LemmeSé Pour tout ;ﬁ € f\_z C.S).)

i ES s, xxilP) 5(5, 4 *iP) dv
son 4 P2 T V(0 —prsit oA 15l +f
‘:xl(/u:%f cChep)s al) P ()G (5) VIeR”
T r 4 p) .Q~< f(L
(5.58)‘ XI () = ﬁ 1/2 5 fz=a e 1d=zb
o L ¥<o e $Db
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. "o
Démonstrnation : On fixe ?? € IR et on écrit, pour bridveté,

559 Fr(u,p) = X () ¢S, +iB) §¢5, ¥ +p)

Ainsi

(5.60) Fu(4,0) = Xy (¥) f(%, $+i0) 9 (S ,¥=xio)
et
.61 3 (p 1317+ (A+/U?l§'a/z,o):)Q'(ﬂﬁli(«-lw)li-all)%(g) é‘;m

Maintenant le lemme 5.5 implique que pour tout E) 0 il existe 3o= P-( £) Do
telle que | | :
,F:(Y,P)V~F;_(X,o)l'\<£
(5.62) ' |

pourtout ¥ €T et o £ P &P

En outre,

Ev ‘g E.t(‘&;{%)cii
T 1 (“-/Jlile-(ruf))lﬁ-aIz)a+[;‘

| ¥, Y
(5.63) :_IET.SE”:N-F:(?UOLJ“E fr (¥,0)d

¢ -pl?)z—(4+/4)1§~a.[‘)z+/3‘ 7"&('&—,«:!%)2_(4#,))3.412) P |

S, ¢

- t[a ('/3) + :ri C;[!)

\
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Notation évidente. Maintenant (5.62) implique que

rI,,([s) < B J | thx)j‘) -0l gy
T T (7‘-//151 "(A-f/‘/)lg'ala)&-l—-ﬁz
(5.64) < |
dv
\< E -I}— - S
- (Wg (3 - pIsI=Cdep) lg-qt"—+[8)

&

pour tout P \< FO(E) H c'eét—a-dire, ('5'_)“;’ IA(F) = C@. . En outre,
. —_ 2

le lemme 5.4 implique que ‘,3'_)";;_ J_z (I’S): F‘." (/Jlsfz +(,.I+/J) I%q_l ) o) .

Ce résultat avec (5.63), impliquent (5.57).

Le lemme 5.6, 1'équation (5.49) et le théordme de Stone suggérent :

o _
Théoreme 5.7 : Pour tout ‘-f’ et ¢ € & L, (52D et tout intervakle borng
Ic IR -

(5.65) :ﬁ,#(l)q):g XI(//l€11+(,4+,<;)15-4/2):fj(f)é_t("g)dg-.

IR"™

Démonstration : On note que l'intégrale sur le membre de droite de (5.65) est finie
A

par ce que f+ et a_,_ sont continues et /\% (/J'?'z+(4+/u) (Y -4‘?’) a

un support compact. En outre, (5.65) s'en suit de (5.49) et (5.57) si le passage
8 la limite sous le signe intégral est vrai. C& sera déduit a partir du théoréme

-

de convergence dominée de Lebesgue et l'estimation suivante.

/ — ~ )
temne 5.8 : Poun tout £ € ), (51 ta gonction 4 (-, ¥%iP) e Ly (R
pour tout ¥ € IR et [5 >,0 . En outre, pour tout intervalle borné I C IR
et -Fo D0 ik existe une constante C = C (‘-’E)I,Fo) telle que

S lf<5)x +ip) 15 ds {cC

IR™

(5.66) x
pour tout Y&TX et o\<(‘> \< B"
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Démonstration : Le commencement est 1'équation (5.40) au-dessus qui peut s'écrire:

(5.67) '2\(5,2):(3':\‘?)%%) +9(%,2) 3¢ IR ,z ey,

i (5.68) g,(g,;)_—- g Mﬁ;i)?(z)flw)dx
' Aoy |

Ce qui implique que :

sor | deg, ) F ¢ 2 (1D DHE +1835,2)1)

En outre,

(5.70) j I('Ji)'\(?)lzdg - gl j{(z)(ch‘x RS H:f”Z
IR™ IR™

A
Ainsi, il sera suffisant de prouver (5.66) avec ‘18 remplacée par %’ . Maintenant,
) i 21 3% A, D) Dy(w,(%5))
5.711) =M(%; 5) = 4 fow,+ P2 Ak ) §(x) Dp (e (%)
ey
. . n » .
= (A%f 0 +?'%?.§€Akl D d (1) w (%,5)
R
car, en effet en utilisant (5.2a) et (5.17) on a :
- M(x;5): (O e plSIPaCdep) 15 al®) {00 w,

i) A* A i) e2i T A Se Dy ) w(xS)
:J('Z)A W, +tw,4 42+ 'k,l.:l kit S¢ Did A

+ (/U f?’z '+ (A-f-//)’g'a..‘z )é(‘z) Wo
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Ainsi

(s.12) 4 (5, 2) = ,‘2,“

"Hso

%, (5,2

ol

(5.13) 4, (%, =) _-.—jw, C‘J;S)A*}cx) R(z):ﬁ(z) dx .
A d _S)_ i . -

et
(5.7%4) %k"(i, 2)=-2iA,, kavo(x,g')ijcx)R(Z)-?(z)Jx k,L=4.,n

La formule de Parseval et le lemme (3.8) impliquent que :

S [.gm{g, x:w[?)l%d*; = I ¢a%§) R(”'_'P)MZ(&@.)
IR™

(5.75) ﬁ 7
2 , 2 2 2 2 .
L < CTIR (A *‘/Z)f”gcn,lq_,) AN NN g
Pour tout ¥ € I , o § F KY Po et C  est une borne pour
| A¥4cx>] e M =2 M (I, Bo, s, 1) est 1a

constante du lemme 3.8. Pour trouver une estimation similaire pour

gkl'(—g,z) avec k/l-':/l,ll..)r\, , on note que :

. z. i »
(5.76) i Ty wo(x,;3) Dy j¢x) = Dy (w, (5 ) Dy, gex3) = We(Xi §) Dy ) €

2 32
ol kﬂ =

En substituant dans (5.T4) cela donne
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,

i (5,2) = ZA S Dy (Wo (»; ) Dy { () R(2) foudx
' Su
(5.77) 9

- LAy S wo (X ;%) D:,‘}(z) RCz2) £(x)d=
S

, ; ‘ »
{ ;gk, (1/2) + @,,,, (5,2)
On note que pour chaque g € ‘Rw fixé 1la fonction W, ( x g ) Dk J-‘.(x)

est dans D(S2) . En outre, R (2)‘.£ & HN CA*)Q)‘ s

et ainsi les dérivées De R (2) :ﬁ & Lz(n) . Ainsi, la définition de

la distribution dérivée implique :

(5.78) g,;: ($,2) - - ZAk,Sw,(x,-g)DN'cz)De(R(Z)f(Z))Ax
| n |

En procédant comme dans le cas de @,{o(g )‘2.) _ cela donne :

,
2
zén'.qbﬂ) V

J I %'k',, ( 5} gt ;y/?.)lzdi =2 A D j DpRG+iR)E

R !

2 2
G ND ROV IR, o

c+\)

(19) 2 2
$ G IR (3 tiP) ‘f uH‘(A*,.Q;l,“)

. .
< C:; M2 :?”L,L(ﬂ&)

pour tout ¥ £7T , o\<f5 \< Po ol Ck/] :MaxlaAm DkJ(X) ‘ . Finalement,
%kz‘ ( 'g ) 2_) admet la forme semblable & 70/€§/ 2-) et satisfait ainsi
/

3 1'estimation voulue (5.75). En combinant ces résultats cela donne l'estimation

(5.66).
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Preuve du th2ondme 5.7 : On note qu'il suffit de prouver (5.65) dans le cas

ou g = ‘£ . Le cas général s'en suit. Ainsi seul le cas oll ﬁ = :ﬁ sera
considéré.

La limite dume,mbre de gauche de 1'équation (5.49) pour F —> 04
est ( f ) "(I):P )} quand g = ~;ﬁ , dfaprés le théoréme de Stone, et le
terme 0(4) tend vers zé€ro avec /3 .

L'intégrale sur la droite a la forme :

(5.80) S ICs,B)dS - JI(S,[‘S)A% + J I(s,p)ds
IR™ JSlgm 1€15m

~
ou

| B (g g’ &~ B S
(5.81) 1(5,[s) T é(x.ﬂlilz (A+/U)I?<<l )4 pt al Sel F

On choisit WA dans (5.80) assez grand de sorte que

[y =p IS Qe S al?] 34 pouwrtout [SIYm o
sinsi X7 (wl%[%+ (Af-/v)li alt)=o  pour 121> m . Apras
on note que la continuité de £( g ) 'b’ /3 ) , prouvée dans le lemme 5.5,

implique qu'il existe une constante C, telle que :

! [4¢5, x«ip)[P < G

(5.82) |
tpourtout !i]{m)‘&éx 10<B\<F°

Ainsi, pour l?,{m ’0<F\<B° )

d¥
(5.83) T( S S £Co
" P ( £ (3pl3I= (A+/1)§41)+/3?)
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I1 s'en suit d'aprés le théor@me de convergence dominée de Lebesgue

et du Lemme 5.6 que
{

A

| )i wn JIC%J‘)J? - g xI(ﬂlil‘+(A+/:)I§-4l‘)I}P.(g)lzdz
3ot *

(5.8L4) D, /L |§'L<n~ | IE'\(”& -

A
- S X3 (o 1514 15l Y[ 4. ) [dg

(2N

IR

parce que. Ay C/V I-S)‘z ~+ (A-f—/v) 'g& ]L)Eo pm%r ’ﬂ},n Aprés,

on note que :

o A
(s.85) o < [ ¢ B
(v —plEl® . Cely—/u)l?'fkll)ﬁfpl v

tout ,'il >/ Mo et ainsi d'aprds le lemme 5.8.

pour

4

Sx(s,pug

12|22 n
(5.86)

_(-(7 B 4 ~ ; 2
' g g(""' (‘—/ﬂil‘.-mw)ts‘al‘){lﬁ—")#(g’ﬁMdgh

TIsiom

B C15es veip) Pdsdy

TISIdm

< IT) C l‘

L T
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- ot € est 1a constante du lemme 5.8 et /X1 est la longueur de I. Il s'en suit

que :

|1 ne JIC? /3)d§—o
(5.87)
At 1Sy

En combinant (5.80), (5.84) et (5.87) on a :

we (TCS,pId% = j;q(,,;snaw)rgag){c';)w%

G:88) pacy ),

Ce qui compléte la preuve du théoréme 5.7.

Le théoréme 5.7 fournit la clef de la relation qui e};iste entré 1la
famille spectrale e TF(V)} de A et les fonctions propres généralisées
wy (X, %) | et wWo( %, 5;' ) . I1 sera utilisé pour développer
une analogie compldéte de la théorie de Plancherel’ pour des doma.lnes extérieurs .
ayant la propriété de couverture finie. Les fonctions f(i) et ".E. ( g) , données
par (5.56) ol "g € EL (..rl) , jouent le rdle des transformées de

Fourier généralisées. Il sera montré aprds qu'elles sont toujours dans LZ.( ’w)

' / — A .
Lemme 5.9 : Pounr tour :F & gl_&(-ﬂ-) Les 5onc,t£bws ‘£i_ (g) € Lz (’RN)
et

(5.89) Nl 391. ”Lz CIR™Y ~ I ¥”L2 (L)

Démonstration : On applique le théordme 5.7 avec g = 'ﬁ et ] = (— h, b’)

Alors TCT) =TM(3) , puisque ~NCA) C l?l.,. , et ainsi puisque
*- ) .
T(4y=T(H:=T(e)

(5.90) HT‘H)_JHI

ry 2
5 RRIC L R SN (N I NG TP

KISy 7
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pour tout ¥ >/ o . Maintenant on fait ¥ —>+o0 . Le membre de gauche de
2
(5.90) converge vers Il '@” d'aprés une propriété basique des familles
spectrales. Ainsi, le membre de droite admet une limite finie, ce qui prouve
1Pt € |, IR™) , et la forme limite de (5.90) est (5.89).
/ ——
Le probléme aprés, est d'étendre la définition de ‘-P_,_ de g,_z. (Q)

sur tout LZCQ) . Ceci est donné par

Lemme 5.10 : pour tout § € L(SL) Les Limites

(5.91) -@f(?) L, C1R™) - | S Wi (x; 5)Px)dx

M—-boo
.S).M

”~
existent et, avec cette définition étendue de. :?_,_ , L'8quation (5.83) tient poun
tout £ €L, (N)

, —
Démonstrhation : On note que (5.91) coincide avec (5.56) quand :fé g}_{(ﬂ )
et fournit ainsi une extension de la d&finition. Pour prouver l'existence de la

limite (5.91) quand féLz(_Q) on définit :

L= xé.ﬂ.m.—ﬂﬂ{x:lxl‘<"’\g
(5.92) :eM('z) =

- l

o , x € 1Y - )y

et on note que M-)Oo 7? = $ dans Lz(n) . On applique (5.89)

pour {M - “,Q_Né Eﬁ.(ﬂ)
(5.93) ” \.\E_MT - :fNi'H L, CIR™) = “ :gf"l - :EN “La(_r)_)

*
pour tous M et NN finies. Le membre de droite tend vers zéro quand
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M, N - 0 dans tout chemin parce que { '£M g est convergente dans
’~

L 2 (Jl ) . Ainsi IL 'qu + } est une suite de Cauchy dans LZ. ( /R'\')
A

et ainsi converge vers ‘.f.,. S LZ( lR'\') car LZ CIR"’) est complet.

Ceci prouve (5.91) parce que :

(5.9%) }"Mt(?) = S Wilx;3)4x)dS

S

Finalement, (5.89) est &tendue pour ¥ arbitraire dans LZ(Q) en faisant
~

N =0 dans (5.93); cvest—é—dire; *:eN e . "eNi' -0 , €t en

faisant M - o

Corollaine 5.11 : Lla neprésentation {(5.65) de La mesure spectrafe TT (1) tient
powr tous - :f et 4. dans L-z(..ﬂ.) et tout I c IR

Démonstration : Ecrire (5.65) pour fm et gM et faire M - 2

Conotbaine 5.12 s Pour tout § € Lo (FL1) ettour ¥ € IR

| S Wer;é)'ﬁt(i)dg ,¥20

EIREE?
G5 () ) =

_ o 41(0

dans L2 (SY) . En particulier, Le membre de droite de (5.95) dégénit une
gonction dans L,CSL ) poun tout ¥ € IR

Démonstration : On note en premier que W_-t("; §):J'(7<}wo(7<;";)+w_+_’.(!,' 5)
ot ((AF ¢ plTIE 4 A IS & [E)wi(%;5 )= M (%) pour tout
x €S)L , 'g € 'Rm . Maintenant ™M (%, '5) € C—’OCIRW?K /KN) et
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SuP'oMC';g) C)L.’C: )l°\< |x'\<’7o+4g est disjoint
avec ['= IR™ SL . I1 s'en suit facilement d'apréds la théorie de régularité
standard pour A e we (%;5) € ¢®CSLxR™) . Aussi,
‘{téLa(,RN) et ainsi -:21_ & LA(k) oﬁkest

un compact quelconque. Ainsi le membre de droite de (5.95) est fini pour tout

x€ £) . Pour prouver 1'équation (5.95) on note que (5.65) avec :QGLQ(Q) .
96 D(—fl) et I :(-')7‘) implique

(4,7 $) = { Gec5)8,¢5)d5s
IRt

(5.96) = S ( jW;rf?‘,"g)ﬂfw)dx)‘ftlg)d?
ISigly 52 -

: S_?_(;—)—( gw-_t_-(ng)zi.({)dg) dz)
» SL ISIL7 '

ol le dernier pas s'en suit d'aprds le théoréme de Fubini,(5.96) implique que les
membres de droite et de gauche de (5.95) coincident comme distributions dans
: D/( ) ) . En particulier, le membre de droite de (5.95) coincide

avec une distribli/tion dans LZ (I)_) .

Le corollaire (5.12) implique que tout ‘_£ éLz (JL) admet une fonction

propre étendue dans L 2 ( ﬂ) .

Conolbaine 5.13 : Pour tout $ € L, ()

M2 [51&M

5.om Plx) = L (5= lime S we (%;5)3,(5)d%
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Ceci s'en suit immédiatement d'aprés (5.95) et une propriété basique
de la famille spectrale. On note que (5.97) définit deﬁx réprésentations de { s
une avec Wy (%; %) et 1'autre avec w_( *; 5)

Il est remarqué en chapitre II que la transformée de Fourier définit

A

un opérateur @.’ LZUK»)—) LZUR'“) par é. £ = f (1'indice N~ sera suspendu
dans ce qui suit) et que é est unitaire et‘ fournit une représentation spectrale
pour l'opérateur Ao . Ce résultat sera généralisé pour des domaines extérieurs

£ €[.C. Pour ceci on définit les opérateurs

'

-

.08 ¢, + Ly (52) s L, Cr™)
par
(5.99) é: ('ﬁ) = iet , pour tout fel, (L)

Mlors la généralisation suivante de la théorie de Plancherel tient.

Théonréme 5.14 : Les operateuwrs (f_‘_ et @ sont unitaines;

l =
(5.100) " i‘- '.f ,Lz(m") “ :f“l-z(-n-) pour tout fél.z(ﬂ)

-

i
(5.101) ﬁi‘ L, () = L, CIR™)

ou, Equivalement,

(5.102) @; 4-71 = A et @t j;f: = A
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Théoneme 5.15 : Sodit ‘{/( ‘l) bornde, fonction mesurable au sens de Lebesgue

de ¥ >/ o . Aors W(A) déginie par Le thiontme 5pé_c,aa£, est un opéra-
teur bornd surl, (S2) et |

(5.103) {ftCH(A) = w[/vl'lz+.(.4+/V)l-.al&) fi

a Y (pl 1€+ (A +,u){~~o-l{) désigne L'optrateun de multipli-

ttpar @ (w1 g (drp)lSal®) 0 dns
Lo CIR™)

Le théoréme 5.15 sera prouvé en premier et alors utilisé pour la preuve

du théoréme 5.1h4.

Démonstration du théorme 5.15 : On note en premier qu'il sera suffisant de

montrer que

(5.101;)' ( ?1. Aul(S)- (/ulila-s- (A-[-/u)li.qlz')(-%iu.)(g)

pour tout & € D (A ) . L'équation (5.103) s'en suit par des méthodes
standards d'approximation; [voir KATO, pp. 530-531]. Aprés il suffit de montrer
(5.104) pour toute fonction dans un "core" de A; c'est-3-dire, un ensemble

DCDCA.)/telleque)L(u,A-u):uéDg soit

dense dans le graphe de A . 11 sera montré que
' -
(5.105) b = D(aryn ()

" Pour ceci soit W € D CA) et on définit Uy, = 47”‘. T ol

4)44. (x) = 4)4 ( m ~1w}) est la fonction (S.l&J)’utiliséé

L3

dans la preuve du lemme 5.3. Il sera montré que U, € D pour M > Ao+l



R

et Uy — w . pour la norme du graphe de A . On rappelle
que d>m_ (1) =o0 pour lxl >,,m, ), ‘hu."“ =4 pour

x| gma  , o &Pulx) <A et § € D (R™)

Ainsi :

"

* * 0 -~ ] *

(5.106) & Upy = CPMA w4 272-‘}—: Ay Dy ém,b"" +u A Cf’m
1=
4 % .

ce qui implique que U 4 & H (h ) -51) . En outre, WU, satisfait la
condition de Newmann généralisée (3.18) parce que W satisfait (3.18) et
_ ¢M Cx) = 4 av voisinage de IS (pras dge JSL ). Pour voir

; .
ceci on note que si w & H (J)_) alors (5.106) implique, aprés

quelques réarrangements de termes,

| S {(A*MM)W -f%.:\—: Aa‘J Dd"“m, D.‘WZ dx
9]
4 :S%(A"“q)cﬁmw+%;‘A‘4%MD,C¢mw)gdx
SL
(5.107) n ,
-l-S‘ { (uW ) A* ¢m+ ’2‘/‘;_.‘:, A,'(' D;( uW) D*.(ﬁmidi
\ ot '

Demons trwation de (5.107) :
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S

) wlu+2w 37 Ay Did, Djutluw) A4,

" Y i

‘ JZCA*“M)W .'.i: A“d.’)d‘u”" D,'ngx =
S

+ 2.? A.‘J' (.M bd‘ ¢m+ (Pm. DJ“)D('W gdx

iy

= S%(A*u)(f)mw —+ 2:: A.{ DJ‘M D,/ ( (ﬁmw){dx.

PR
S2
+j{(u W)A*(i? + w Zf Ay Dy ¢MD,'K+H‘.Z:: A:J' Dd'(l?m D: wgdx
N m od Jo

- S{(A*L()(ﬁmw -+ ‘.%—: Ai; DJ“ D:‘(tﬁmw){d‘x
S

-+ J{(uw) A*({)m. + == Aig Dy 4)% D;(“W)] dx
S)] .

PEL

Maintenant, le premier terme sur la droite dans (5.107) est nul parce que
. . ! '
W satisfait (3.18) et 47“~W € H (ﬂ) . Le second terme peut

t2 3
s'ecrire :

- | . N
(5.108) .)2)-, Aiy S (uw Dé'zl' 47m * bi("‘“’) D¢, ) dx
)
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Or, d'aprés la définition de la dérivée dans la théorie des distributions on a :

pour tout ¥ € D (SL)

2 .
‘S %(‘AW) DJ'“‘ 9) -+ D;(QW)Dc}‘wfd’X =0 -
By} )

.. e sz : ' . R %
Ainsi, la derniére intégrale dans (5.107) s'annyle parce que 95% E DCIRT)
et QM.FP V Cﬁm est un ensemble compact de _F)_ . Finalement, le fait

*
que Uy —> W et AUy = — B Uy —> Au = — AT w
est &vident d'aprés (5.106) et les propriétés de ¢m’
Aprds (5.104) sera vérifiée pour ¢« € 0D . Pour ceci on note finale-

ment que :

K

JWt(w ;5) Auwd)dx
J2

| (gﬁi A«)-(g)

(5.109) ¢

4)”‘-(1) we (X, 5 ) Aulxdx

Y

~

on M est choisie telle que ¢'n (x) = A sur S«MPP W

N —
Maintenant W o+ ( oy 'i) € W toc ( A*} -D-) et ainsi

¢M ws (.; i) € H N{A*, SL) =D(a) d'aprds les argmnénts donnés au~dessus.

En outre,
¢

A(D (we(x;%5)) = = 8" ($we (%))

= b (x) Ofwa(x; 5) = 22 Ay Bid, Diwa (% %)
(5.110) ¢ " 'd =t

- W4 ( %, g) A" wa (z) = '—-A*Wi-(‘z/'i? pour tout X E€Suppu
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parce que (}SM (x) =1 sur Suppu. - Aussi,

A% we 4 (W 1%1%4 Clep) 15 al*)wy = o

Ainsi ( 5.109) implique :

(@tm)(i) = (b wy (i %), Au)lz(ﬂ)

(Albow: (55)),u)L,cn)

(5.111) ﬁ

(/V’g’a-f-(r‘Up) "g'f(/c) SQWt(X;g)L((X)dx

: (PISF CepIs al(§, 1) (S)

wo_. '
pour tout -E,. €IR". Finalement, en remplagant L par &, dens (5.111) et

en faisant tendre "™ =) ®© cela donne (5.104) parce que Up—2U et AUy A

dans LZ('Q) et @.,. est continue.

Démonstration du théoreme 5.14 : L'équation (5.100) énonce que 1'équation (5.89)

tient pour tout ‘Zfé Lz(ﬂ) et est prouvée dans le lemme 5.10. Il est aussi

équivalent 3 la premidre &quation des &quations (5.102). L'équation (5.101) est
équivalente 3 la seconde &quation de (5.102). Ce n'est pas la méme chose pour le
théoréme spectral pour A . La preuve de ce¢i, donnée au-dessous, ést ’basée sur

le théoréme 5.15 et les deux lemmes suivants : *
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K3
Lemme 5.16: é,‘, (f... = A 84, et seulement &4,

(5.112) N( é.:) 31‘4. éth’ :oi :{o}

Lenme 5.17 : Poun tout h € L, CIR™) -

(5.113) C}':ka)' = Lz(n)—“%jwiCij 5O h(3)dy .

M2 gigm

»*
Démonsitration du Lemme 5.16 : Il est clair que ?.4_ é-‘- = A1 implique

(5.112). Pour prouver la réciproque soit :ﬁé LZ CIR™) et on aéfinit
S SNV
(5.11Lk) k:(&i'ét —4)512 & LQCIR)

*
En appliquant é,,, 3 (5.114) et en utilisant la premiére équation de (5.102)

"cela donne :

(5.115) %; h = (( %: §i>55- §5+ = é,_)f 0

Ainsi (5.112) implique que "’- = 0 ; c'est-a-dire ( é-i- %-ﬂ_ -4 ) '1?:0
pour tout '¥ GL CIR™) et ainsi % ?,,, =4

Démonstration du Lemme 5.17 : Soit h € Lz CIR™) et on aérinit

h(zy , 13lgm
(5.116) L,M ('f) = J

o , 131 >m

, / * ,
Mors si € E 2 (‘S-)") la définition de implique que
: L +

%
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. () ??:*knhzcn) (%24, b )chm”)

En écrivant (5.117) sous forme intégrale et en substituant la représen-

tation (5.56) pour @_'_ :ﬁ = ‘£t cela donne 3

(‘f &+ h )]_ L(N) = g ( f"‘@-(’ﬁ%)f{r) dx) L(%)d%

IR P!

(5.118) 1 ‘ |
| ([ caisinesras)da
) 15Igm

d'aprés le théoréme de Fubini. Ce qui implique que
*

(5.119) §>+ L\M(‘I) = th (I}S) L\ ("5)0! Y € L{( SL)
- EYRE

I;uisque ELZ(Q .) est dense dans LZ C—Q) . On nc;te, qu'én particulier,

ceci prouve que le membre de droite de (5.119) est dans L&(ﬂ) Finalemént,
~n
si M- oo alorsl'l - h dans L CIR™) et ainsi é L-M‘?Eé lq,

puisque @_f est bornée. Ainsi (5.119) implique (5.113).

Démonstration du théoneme (5.14) (Fin) : D'aprds le lemme (5.16) il suffira de

. . ¥ n
vérifier (5.112). Pour cette fin soit I"L € N( §i‘) ; c'est-d-dire !’té L<C”Q )
et

*
(5.120) §+ L, = ©
Il s'en suit gque si l{)( ¥) est une fonction mesurable au sens de Lebesgue hornée

sur Y >/0 quelconque alors :
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o WCE) 2 @ (S ()15 a1 (5) € N (&)

En effet, si 'f € Lz(ﬂ) alors le thforéme 5.15 implique que :

(

(4,8 W)y = (B2 ) ce
IR" | .

j 't?(/v'€!L+(r<+,u)ls.«l‘)%(€)k(g)aé
WR™ ‘

(5.122) ¢

— A
:(V(/J’-|£+ (cl-,-/\/)'-.al )éri‘—e,k)\_a(na“)
* —
= (% V(A)'{'e Iﬁ')L UR«.) (LV A)’£ jl >L(ﬂ)o
d'apres (5.120). En choisissant f é.;- dans (5.122) cela donne (5.121).

Maintenant, soit © <M <M’ et on aéfinit
s,

—it Ao \
(5.123) ‘f’(ﬂlil{+(4+/u)l€.qlc) - e £ X(MM§€) ,E€R

-) —l'glc t -|.'€'Ql C E
De plus € o l\ = l’\, + € e "Lz. (Définition de
1l'exponentielle d'un opérateur ou "La W = o et LL, = ”h,” wW ) .

Ainsi (5.121) et le lemme (5.17) impliquent que :

_.I:A
(5.124) ( §+ k’)(x) = gvh-(x g)e k(g)c{§~
| B MEVSI &M’

%
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dans LQ(Q) pour tout £ € [R et M,M’é IR+ awéc M')h’\

Si 1a décomposition (5.25) pour w_-q_.('z, 5) , prouvée dans le corollaire 5.2,

est subsitufe dans (5.124) 1'équation peut s'écrire :

(5.125)

JCx)yu, (x;b) U (xX;b) +u,(x;t)=zo

dans L, ¢SL) powr EEIR

ol, en utilisant les notations du chapitre II,

(5.126)

(5.127)

et

(5.128)

4

W

L

4

| (2
Wo (%, k) =ul(xe) wug (3D evee

4 S i(x.5 -t (3)

u(o') (7)‘t') :——-—-—"

W (5)dS,

62":)04 LAY
Doty = . Se.( X. s-rczts-u)hz(g)dg%
v) P
€, (x;6) = u® Cz;6) +u, 00k avee
uMx ) = . R S a(*lx’-cr)ls)m S)l»l?)dg

Ix| < MSISigm!

Se (FHRITI- ¢ 15 o) k) (z)

uxry - (2., DA

|2z

ML IBIgm!

e

MZ( x; ) = u(4) (7,t) ‘4'(422)(‘2 t’) avec

et e ls)
W (x b)) = S ‘I+ (x;5) e h, (5)d%
§ mrsiem!
@) @) B IS el
Uy (28 = S"i’ (x;%)e h,(5) d%

MgITHEM?

*
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N Ay Q) @
Dans 5.126 4128 on a l‘L = ‘1,-}—‘\2_) qi- = l+ +qt et e!_.-&_ta,@r .

On note que :

/3
(5.129) Uo (-t ) = & hom, . € L, CRY)

(5.130) l""Mlm' = @* KMIMJC“I)LV

et @ est la transformée de Fourier dans chlRm) . Ainsi,
l\ Uo (* ; by “LQCIRW) :'“KM;M‘ ]IL&CIRN)
. 4
WXyt (DR oy = S LheHi dS

L )
(IR Mgisig ™'

Ce qui compldte la preuve du théordme (5.14), il sera montré que :

(5.131)

T lwe ¢- ;e "y =0
(5.132) i ? L, CIR™)

Fn combinant (5.131) et (5.132) cela donne

S Ik(g)'ac"g Z o pour tous o(m(M'

Mmgis) m!

(5.133)

",
ce qui implique clairement que LL = © dans LQ(_IR ) et ainsi (5.112).

Pour prouver (5.132) on note en premier que :

4 . X
(A' (Y}L’) = A -t
| | [ F

(5.13L)
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[ 4 g P alsl
R (n,4) = e’ %)L (3)ds
g Masigm’

(5.135) 2 € IR , p & Sn-

§
A ’ . . 4
En outre, F+ € L ( IRx S ) . Pour vérifier ceci on note que F+

s'écrivent en 1ntrodulsa.nt les coordonnées sphériques -‘g fw ) € >/

etWés . '

(5.136) F; (2, 4) = 5 e_i)le ( 5 9; ['Z ) fw)lt,(ew)eh'a'fw)df
(S

™M

A nat "
On rappelle que 6—!.; (’2/ -g) & CWCS X IR —7‘-0’5) , d'aprés

le corollaire 5.2. Une application de la formule de Parseval et du théoréme

de Fubini donne : i!

2 M
l\F-:A “L ( IR X S"") = 2TS ju .

(J |6, (4, ¢w)¢ T lclz) b (ow) % | dwde
5! :

e

(5.137)'

“

h.t '
4
Maintenant Iet (Q}g)lg'z_!\(Q pour X €& Sn~"et
< I1s) < M’ a'aprds le corollaire 5.2 08 C = C C ™M, M) est

une constante coiwenable. Ainsi (5.137) implique

' P4

n ot 2
azw "R, on £
VERLGIRY)

(5.138) ” F+ “L ¢ Rx ")

La représentation (5.13L4), ensemble avec (5.138) et le théoréme (I-5 du Chapitre I)

. impliquent gque :

“) i -
(5.139) e fw, (5% ‘\ch ™)
£ ¥
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' . ) , -
Pour montrer que “WV | L(' ‘ ('l F) "LzC!R"'Yo

ko0 . On note
: A
tout d'abord que 6+ a les mémes propriétés gque 61- . De plus, en posant :
S = QW ) P xl =<2t = et 7‘/(,“ =4

On a :

°

A Se.‘ (r «Gt(a<iw.a]))l5]

EV(xyt) :
u, (7() = e;({’g)t‘l(adg

”n .
Xl ¢ hagigm

D'od :
Ll ey € )€ 165 45 ()14
: R P MPIPIY
RoCrn)
|| &
' Notation éyidente. Ainsi, E‘_';g_\; i\ uf” C.;t) “L CRrey = o
pour les mémes raisons qu'au dessus et par suite | /v " u, (- 38

bt L cm“)

s'en suit d'aprés 1'inégalité triangulaire.
Finalement, le lemme (I.T) sera utilis& ici pour prouver que :

Lt flu, C5E) Il

(5180 | 570 Lo (50

Pour vérifier les hypothéses de ce lemme, on note en prémiér que (5.3125) implique
Uy (5E)E Le(,ﬂ) parce que Uo € - 5E) € L, CIR™) et
u, ( - )'t) € Lz C,R‘\) . En outre, (5.125) implique aussi

(5.141) E,-;";.Vao { U, (- ) N-LZ[QW—) =

pour tout “t > O , parce que Uo () t ) a cette propriété d'aprds le théordme
*
(4.5) et
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nN-Cik

(4
(5.142) (l u, )( - ) HL (-Dn) < S Sjlr(}l;’z)ld'ld)"

1) ().
qui tend vers O quand “:[%oo . Ainsi uz ("‘HT) = U& (7)'t)"‘“e (7/ £)
satisfait (2.69) et (2.70). Finalement 1'estimation(5.26) pour q.‘_('x,‘ %)

et le corollaire 5.2 impliquent :

(5.143) | Uy, (7,t)l K4 S “\(g)(dg/ C(MM',h,)

Mg 151 (x| %~

pour tout £ € IR et I'Z, >/ Neo et donc Mz_(’/t,‘ L) ve:tjlfle (2.71). Ceci
compldte la preuve de (5.1h41).

’Fina.lement, pour prouver (5.132) on note que si > 2+ | alors

(5.125) implique

Il w, [’jf)llec(ém) £ Mu: "t)“‘l.z (B ()

+ lua (- )f)”B(lrz ) & Mua G sl caea)
(5.144) <

S g
vy, ¢ ) IL&(Q) _4.” u, ( t)Hchn)

Maintenant le troisilme terme & droite tend vers zéro quand £ — 30,

d'apréds le théoréme (4.5), (5.139) et (5.141). Ceci compldte la preuve de (5.132). '
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et du théordme (5.14). |

Le corollaire (5.13) et 1le théorémé (Sf]S) impliquént qué les deux
expressions des fonctions propres basées sur Wi. (7; S) fournissent deux
représentations spectrales de l'opérateur /\ . Ce résultat fournit la base
pour 1'étude dans les parties 6 et 7 des solutions de 1l'équation de LAMﬁ dans{) .

Elle peut €tre formulée comme suit :

Conotlaine 5.18 : 8¢ Y ( ¥) est boande, fonction mesurable au sens de

Lebesgue de ¥ >, 0 alons Y (A) admet La représentation.

(5.35) YCA)L(2) = LzC;(‘lL:JM SW;t(ijs)‘{’(-/llf,.lé+(4+y)f§"¢lz)ft(§)d§
R

Démonstration : (5.145) s'en suit imédiatement de (5.97) et (5.103).
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. CHAPITRE VI

OPERATEURS D'ONDE ET SOLUTTONS DE L'EQUATION DE LAME
' DANS DES DOMAINES EXTERTEURS.

Dans ce chapitre la solﬁtion dans L 2 ( .57_) est construite par le
moyen du développement des fonctions propres du Chapitre V et son comportement
asymptotique pour £ —> a© est calculé. Le résultat principai dans ce Chapitre
est le théoréme qui énonce que toute solution dans L 2 (SL) est asymptotique-
ment égale & une onde libre dans L 2 4 IR'\') , comme suggéré en Chapitre IV.
Comme un corollaire, l'existence des opérateurs d'ondes V\/i est prouvée et
une représentation explicite dérive pour eux. Les résultats exhibent les relations
précises entre la théorie de scattering 'stationnaire des Chapitres III et V
‘et la théorie du scattering dépendant du temps du Chapitre IV.

Les solutions & valeurs complexes définies par :
: ' /2
\t A'
-1
6.) vix;t) =e - h , ho€e L, ()

sont étudifes dans ce chapitre. Les résultats corrrespondantspour les solutions
8 valeurs réelles sont donnés dans le Chapitre VII. Le corollaire (5.18) implique
que V( X [: ) agmet deux représentations spectrales correspondant aux deux
ensembles complets de fonctions propres .{ W, (7,”%) P g £ IR* g et

" . ‘
{w_ Cx; «g)' g € IR 3 . Elles ont la forme :

. . D11 1 ,,
| V<$>(.,)t) . Ly - \mSWfCW;S)a"ticz«s.o.l Lﬂ@}d{, [

M —)00
. I51<™M
(6.2) d 318

N, (-,(;t\:\,m[x 3 E) v‘(?f;‘t)
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et
KON
¢ ' -t 1S4 /
Wxey = l-z('n)""”*-g wo (%)% )e : INOTH =2
B2 % 151¢m
\
(6-3) v{x,F) = v¢ x,t) + v® (x;t)
ou
4 L, CIR™) - 1 J’W-c-i(?;'g)kéi(?‘)dx - ¢ k"' (%)
64y h+(%) = 2t 10, 3 =94
=2

On rappelle que :
B '
(6.5) W4 (7;?) :-A (7{)\«/,(75'5_,) -+ Wi-(X; g)
O\ , ' . N
oo w4 (X 3) et wo ( % ) se camportent semblablement
comme des ondes sortante et entrante respectivement.
Dans ce principe, 1'une ou 1'autre des représentations (6.2), (6.3)
peuvent &tre utilisées pour connaltre le comportement asymptotique de v(x ) t )
pour t > o0 . Il sera montré que la représentation entrante (6.3) conduit

3 un simple résultat particulier. En substituant la décomposition (6.5) de

dans (6.3) cela donne :

(6.6) v Cxsb) = fexdvot (% b) vy (x;F)
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{c.lgl A
Lligal Af(S) d-g

' )
(6.7) vo (x ) - L ("3”) mSW‘Q ;3)e

ISigm

et

gclgl ;
L, (S2)- lin. S 1)y 5) e E Leal3 el LLKS)dé

M=yoo . |SigM

En particulier, l'existence des limites dans (6.3) et (6.7) qui sont connues
-d'aprés les théorémes du développement des valeurs propres pour & et Ao
impliquent que la limite dans (6.8) existe. On note que V, + ( X, b) est une
onde libre dans L C IR ) de la forme :

"

| —c‘tAa +
6.9 v (%k) = e ho (x)

+ ~ | +
ol ho € Lz C[Rw) est définie par ’f\a(x) = Vo+('1,‘o)

Ainsi, d'aprds (L.k) et (5.L).
+ */’l:\ * L\,
(6.10) hy = @ - = % (T-

~ ”~ - 'V . 3
ou é est la transformée de Fourier dans LZ ( IR ) . Avec cette notation

les résultats principaux de ce Chapitre peuvent s'énoncer comme suit :
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Théoneme 6.1 : Soit ) un domaine exténieun tek que S Y EL.C. Ainsé pour
tout h €L,(S1).

6 ko (SL)-lim vFL5E) =0

E -
el alnsd

(6.12) Liwm ”V(‘J‘tj -J(-)V:-(',‘t)u o

YN L)

Théonime 6.2 {Conollaine): Si )L est un domaine extérieur tel que ) €L.C

'y A
Alons L'opérateur d'onde \A/+ - \A/+ ( Aoz P Alb’/ 3_;1) existe
et
*
(6.13) W+ = é é_ :
En panticulion, W : Lz (L) —> L2 C’Rm) est unitaine. En outre, |

eLE.e. définit une Equivalence unitaire enMeA et Ao

(6.14) ’ﬂ'(i) = V\[: ‘U;(zf) w4 pour tout ¥ € IR

-

On note que le théoréme (4.6) du chapitre IV est pronné par le

corollaire 6.2,

Deémonstrhation du théorime 6.1

Les énoncés de (6.11) et (6.12) sont équivalents, d'aprés (6.6). En

outre, (6.12) peut s'écrire :
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', ( -—-'i:/’(’,2 * —ftAt'o/L * )k“ =0
(6.15) o i€ - J ¢ ¢ 9 L,(SL)

oo

d'aprés (6.1), (6.9) et (6.10) od 3%, LZUR%)-———) Lz(.ﬂ.) est définie

par :
(6.16) 3-* ‘:Q'C'I) :A.(Z) ﬁe(z) pour tout X & S

*
La notation R) est utilisée parce que (6.16) définit 1'opérateur adjoint

ge J: LZ(Q)
R

Y 7 W
-3" Fhe é @ est uniformément borné pour tout £ € IR .

) L ({[2”’) définie par (6.34). Maintenant, 1'opérateur

s'en suit que pour prouver le théordme (6.1) il suffit de vérifier (6.15) pour
des vecteurs ‘Ldans un sous ensemble dense de La(.ﬂ_) , comme dans la

‘preuve du théordme (IV.3). Il conviendra d'utiliser l'ensemble dense :

6.17) D, = %_* DUR™) = {l\e L,(s52): h. € @o(/ﬂ"’)}

ol Z)o (/R,m) est 1l'ensemhle défini dans lé chapitre I. _D: ést dense
dans Lz(jl) parce que Do ( /R“) est dense dans LZ ( 'Rw)

- * - - -~ P ~ .

@ . LZ ( IQ”‘) —_ \_2 C_n) est unitaire, d'aprés le théordme

—

(5.14).

_ A
On suppose que l\. € ﬁo C/IQ 'V) telle que :
‘ tgc,l‘Sl Ay
' (4) - al
(6.18) v+(°”(u;t)=gw.i (x;5) e “latsal |L (5)d%
Ky
ol k& , Support de kd.. , ést compact, la convergence (6.11) sera

prouvée par le moyen du lemme (1.7).

On rappelle que w. (x; g ) est solution de
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(6.19) ( 4* +/ulgla+(4+/u) l% .a("')w_'(w;g):m(w;g) ,Z7€5), 'z;erR"'

a M(»5) € Coo(IR"’;(,Rm)

. En particulier,

o0 : . .
W__' ( ‘x;g)é C (—Q)( IRW) . En outre, le corollaire 5.2 implique que

13 (=] <
(6.200 Ww. (»; %) = € —C (‘-;i;g)-(- C]_‘(?,"g).
| x| * L
ol 9—(’2;5) € Cao( Sn.-’X /'Qm "‘{0} ) et pour chaque
compact K C < - { 03 il existe une constante M_= M_(k)
telle que : '
'ﬁ\(w;g)\ \< M~” — pour tout Xéﬂ"%o}‘
o 12
(6.2])ﬁ
et .g € k ‘

en substituant (6.20) dans (6.18) cela donne :

' ) ()
6.22) v¥®(x;t) = Va+()("'b) vy T E)
ol ' B ASICl k) A
v*"’(w;e)=_?7-,,ge “Torz ;5) k09 d
' rdix |
(6.23)

b ~y |
4(2)( l" J e-:‘l?l("xi-&(dw.alb)ei(%)_g)h—(_g)dg
o
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et

%(, (S\ AJ
(6.24) v:(“(u,t) :S q° (%;5) e cel$-al k2 (5) d%
K
En introduisant les coordonnées sphériques g = ‘e wW dans la

premidre équation (6.23) cela donne :

Le-—:( ‘1‘+C:t)e

Ovnet

(x| 2

r 4
vt (xs b)) s—as

a {

{5 9( ,:?w)kcew)e “dw i dR

(6.25)

. . A
on a et b ‘sont des nombres tels que kK = k. v kz = (;u/)p l'\,,—

A ~
' 2 .
g"“v"’[’(‘\-— +L1- ) C‘; g-’ o <Q 'g, i . En outre,
1a fonction entre accolades dans (6.25) est dans la classe D (/R{._) comme

fonction de e

Ainsi, une intégration par parties donne :

/ L b aiimrar)f
+ (1) , - €

. {_g__é_ SSN'G: <l:i—l ;0w ) L\- (fw) fh'.dwidf )

(6.26)

I\

et la fonction entre accolades dans (6.26) est bornée pour tout & \< 1Y \< b

X

na .
et x /l'xl € S . Soit M,  une borne on a :
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b

1 Mo (b-a)
6. v, w;t)l  —5= M, df £ o
( 27)l ( <! T(1xl +¢ k) & I:tl J

pour tout X & S)L- { D}- et EDo. La dernidre inégalité tient parce
('xl +C,t > |~ | pour L > o . En combinant (6.21) et (6.2L)
cela donne une estimation similaire pour Ve_ J‘)( x R t') s

C'est-a-dire :

(6.28) | v;(“(vc £ ] <J f‘i(d)(Y <)l ‘* (S)Idg (T ,M,
x$
K¢ \

pour tout x € S) - 2 0’)) et EEIR ol Ml<s :Skj‘?“:(g),dg'

‘En combinant (6.22), (6.27) et (6.28) cela donne

. i |
i) :
(6.29) IV.‘- (7‘1“:) ’\< N Agl pour tout E Do et 1657—-—2;"%
(= &
| '(‘ZH‘({(’.’)
puisque[v”"’( ;0] < <_1F_' _S e l,g)h (5)d%
Izl ¢ & _
(ef. V), ot NJ = t\j ( l‘\d ) est uné constante souhaitable .

L'équation (6.29) et la condition (2.71). L'équati.on (6.6) implique
que v+ (. 5t) € L, CIV pour towt £ € IR (et done
vt (.5 ) €L (SY) d'aprds 1'inégalité triangulaire)
parce ame v@) C.ib) €L,(SLY o8 vSFI(sE) € L. CIRY).

Finalement, ( % yt) satisfait la condition de décroissance
locale.
+ .
] v -y F) | =0
(6.30) & B

X

Y]
pour tout compact K ¢ IR
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+ . \ - N AL, ~
et Vo (X; E)ont cette propriété d'aprds le

théordme (4.5). Ainsi le lemme (1.7) implique (6.11) guand l’l € .Do

L'extension de ce cas pour L\ GLZ[-Sl) arbitraire est faite en utilisant

la densité de Do dans LQ (ﬂ) . L'argument ne sera pas reproduit ici.

Démonstration du conollaine 6.2

: Le commencement de la démonstration est

1téquation (6.15) qui tient pour tout ”1 €L (S2) d'aprés le théoreéme (I.T,
2

Chapitre I). On note que si 35)_ . L2 (_Q) ____5 LZC;R"') et

J L (52)

respectivement, alors :

TS_Q_c"'“VL._
: jéJtA%-
(6.31) ] :S(e_,.m'/a
+(33™-1)e
-
x € IR et

(6.32) (SQ ,‘j)f(x)

—

> L?_( IIR™) sont définies par (4.21) et (5.3L),

/.
-~ E A
e T 3T
73 y
_.'tAo __,'tAz‘
e %’(%’_;(3&—3)6
IEALE
Y e $"¢_)
_.‘EA:/Z _itA

$*F + (Jn-3)e

On note Qque (D'S*_;):ef'x) = (J.Z(Dr)-)) “.f(z) pour tout

(A-4e)Plx) , x € 5L

R

, XER"-SL
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En particulier Hj I*-—l”\g4 ,” 3.51_ "'3” é 4 N
Sapp (T37 =AY € L2 Vxl a0 § ev Supp(Ta-3¢

C. { x ! £ e g . Ainsi (6.31) implique que, pour tout

h € L,(5v)
( ” (> ...'I:A"l -t A;,L * ) h ”
s ¢ - ¢ é é-, Lz( ™)
. y . /
(6.33) | & | (e"tA : - 3%e™ tA"Lé* @’)hl}l‘z(.n) _

] /?,

. AP
+le™ o * s, m”Lz(Bzzzo)Tﬂe f‘ ) k.”LJ'Qno)

\

Maintenant, le premier terme sur la droite dans (6.33) tend vers zéro
quand F -3 oo  d'aprds (6.15). En outre, les deux derniers termes tendent vers
zéro quand t -3 o0 d'aprds le théordme 4.5, appliqué & Ao et A  respecti- |

vement. Ainsi (6.33) impliq_ue

‘ b a2 ' E-A,/"’ ¥ —
. —1 bA - ° - O
(6.34) ‘,;_,“g I{ Ine < ¢ ib)k / L CR™)

pour tout l'\. &€ L2 (-—S-l ) . Ceci est équivaut a i'équation

cEal ~rea'e * _
(6.35) ,l'% U a J_S‘LC "\.— @ &_ l"' ”L‘,_CIR“) =0

tde0

. (‘ t Ao'/L ‘
pour tout Ir\_ € LZ (ﬂ-) , parce que & est unitaire.

I/ Il
Ltéquation (6.35) implique que V\/-[- = W+ (Aoz' J A /a) J-Jl)
existe et satisfait (6.13). » |
" . ‘
L'unicité de V\/+ : L2 (.D.)_______; LZ C ]R ) s'en suit d'aprés
1'unicité de 5!'5_,- Lz, ( SL)

@ *, LZ ( IR™) V 7L£(|R"‘) . Pour compléter la preuve du corollaire . |

S Le C[R"’) (théordme (5.14) et
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6.2 i1 reste & vérifier (6.1L4).

On note que (6 13) et 1%unicité de % et & impliquent que

e @ @ V\/ + . Ainsi, (6.1L) peut s'écrire sous la forme
équivalente.
6.36) T (¥) = @f §7T°(z’)§*é5_' pour tout Y E€IR .
ou
(6.37) f_ (%) @f = § Mo(y) @’( pour tout | YEIR

mais la derniére &quation est correcte parce que les deux membres colncident

avec l'opération de multiplication avec H( 1 "—/U,"('; !2'-— (A‘{'/U) ‘g A /&)

‘dans L 2 C IRW) d'aprés le théoréme (5.15) et 1'équatiocn (I.15).
Maintenant, on considére la représentation sortante dé v (7‘)'.*-')

équatioﬁ (6.2). En substituant (6.5) pour W  ( X ,'%) dans (6.2) cela

donne :

6.38) v (x;t) = { (xy Vo (x;t) v (xE)

U . 25 "5.:’ A‘
ou
—E) ;)= L (uz")-lum,j (D x; ) tealbal LJ?)JE
Vo )(‘k,t)_- ¢ M - 00
I51<™m
(6.39) j
~Va.. = Vo-(') "('_Vo" €2) C.'S'
et / N -.t{czl"g al ( \
v=62 ()= Lz(.sz)-lrm‘( (%% )e L ),
M ¢
(6.50) ¢ 121&™Mm
v - v_{a) +V-La)
\
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En outre, Vo (’7( ;B est un onde libré dans LZ C lRw)
de la forme : |
- E Ao
(6.41) Vo (x;t) = e L ¢=>

G ko= 3 hy = TN

Aussi, en substituant la représentation

«.ISH?’
(6.143) w{(’z;g):-—_—_e (—— §)+‘{+(2 5)

E1k=

du corollaire (5.2) dans (6.40) cela donne :

G v- (xsE) =T (XE) 4 v E)

\/'_(.,(1"&): A‘M SeaI€’Cle~Caf)&+(l)(~ g)l\'+(g) a(g
'2TZ Kk
v ()2 (151 C 1 =Celral®) jea)
f Yt c——

212 Kk

- - (2)
v( = V‘-C’) +V

L

y

et c' I's '

bl

(6.46) W

®

e e (X $)he (5)dS

g
v e = j 45 (255 Af(S)dé
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- Dans les deux derniérfs équations, il est supposé&, pour simplicit& que
l'\-q- € .Do (/Rﬂ) et S’“{)/D/L@:k,u kg . L'estimation (5.26) pour Ch_('-‘(,‘%) .
~ implique que ‘\/z-.(a‘)(w)t)!\(M /zlzgl pour tout te IR et ainsi

I V.z— (. )‘t)“‘-’ﬁo quand o - #0o0 §'aprds 1'inégalité triangulaire et les
arguments utilisé€s pour la preuve du théoréme,(6.]). En outre, une intégration

par parties dans (6.45) ne conduit pas & un résultat similaire pour V'—G)( 7(,‘&')

quand t") ©0 |, Ceci est parce que le terme ,'XI - (4' E dans le dénomi-

nateur n'est pas plus grand que |x’ pour h >0 . En outre, ‘Yf -—_ (J' E est
supérieur 3 l')c | pour tout E <o et ainsi la méthode utilisée pour
prouver le théoréme 6.1 montre que :

Le_(ﬂ)-l:'wvv’('J't)—'—fo

(6.47) E -y — oo

Ainsi, la représentation sortante conduit aux théoreéme et cordllaire

analogue 3 6.1 et 6.2.

Conollaire 6.3 : Soit S) un domaine extérnieun tel que D E€L.c. Aons pour

tout h € L, ()

Gaey L v (5 8) = §C0vs (-5 1) ”Lauz) =
k>

-t

Corollaine 6.4 : Sous Les memes hypotheses L'opéﬂaiéu)r. d’onde

7] '
cEASL. A2

42 My _ e live e Jne
(6.h) W- =W_ (A, A /.)J'L)- S\:—a-m S73

existe et

(6.50) W. = @*é_*' )
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En particulien, W= Lz(ﬂ)-——————) Lz ('P\‘n) est unitaine et satisgait

65y T (¥)= W To (¥) W-  pour tout | ¥ € IR

T1 sera noté que la preuve du théor&me (6.1) ét lés corollairés dépendent
essentiellement du théoréme 4.5 qui garantit la propriété de décroissante locale
des solutions dans Lz(ﬂ\ . Le chapitre VII , contiendra des résultats forts
sur la décroissante des solutions dans LZC .57_) et des solutions E.F., pour ce
fait, on combinera le théoréme 6.1 et les résultats sur lés fonctions d'ondes
asymptotiques (Chapitre I). Le rappel de ce chapitre ést développé en montrant que
si V (’X,‘ t) est une solution A'E.F. alors les solutions asymptotiques vo"(‘zj E)
et \Io+('7(,'t‘) du théoréme (6.1) et du corolla.iré (6.3) approcher;tt; v( x; € )
pour la norme de l'énergie.

Plus précisément, le résultat suivant est prouvé :

Theoneme 6.5 : Soit SL un domaine exténieun tel que S L € L- C ot
. e A
heDea™) = H'(S0) tetque vC-5E) =S A L e

o+
une solution d'E.F. Alons L\: =W+ W &D (AOU"): H'ORY), et que
+ b Al k’i’

V.~ ( ‘t) - e sont solutions d'E.F., et
Qo = .

' " \ +, i
(6.52) l!.:):f:o l l}kv(')t) — 46DV (- ’t)”LL(.Q) °

pownk.—.o,»f).z RRTLZE

Demonstration : Seule la limite b —» 0 gers discutée. L'autre cas est

exactement analogue. On note que le corollaire 6.2 implique que ,\ E D( A”z-) si,

et seulement si, "\t; = V\/+ l"\. €D (A;/Z.) . Pour prouvér (6.52) avec

k = o on note que quand h € D (A '/‘):' , alors :
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| ‘ LA . kA
(6.53) Dov(:;E) = i A EA k:—oc‘t CA" L)

et

e
o _itA /z
Dv:( t):—'A MtA l‘u —ie W b

-
—

(6.54)3 e AL /
-:—a_,l‘.-Ao \/\L‘_CA",'L\)

Le dernier pas dans (6.54) s'en suit d'apreés
A 1 3 W
(6.55) W4 A C Ao W4

qui est une conséquence de (6.1lL). Maintenant, le théoréme 6.1 &nonce que :

-.tf\ -otA
(6.56) ‘”’“ Il e h — 37

popr ot h € Lo (SL) | En supstituant A’/z' h pour k. dans (6.56)
et en utilisant (6.53), (6.54) cela donne (6.52) avec ko

La preuve de (6.52) avec K — 4 ,2, -0 est plus difficile.
On note en premier que, puisque J Dk Yot = Dk(&vo )"'CDL: ‘_)Vc R
"Dkvf';t) ~ L Dt O ;e
(6.57) ¢ .
DR v (-t g vt I+ I Def vt ¢ ol

3 . 0 .
Maintenant Su PP ch ¢ C R ( lot1) et ainsi le dernier terme tend

vers zéro quand tE—> 0© .d'aprds le théordme (4.5). Ainsi, pour prouver (6.52)

pour ‘( =) , v il suffit de prouver que :

(6.58) E"_:"; IlV%vC SE)— ¢V ( t)}”L(ﬂ) o
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"Pour prouyer ceci on suppose en premier que k € D 4 A ) . Alors

H: = V\/+ h €D (Ao) , d'apreés (6.]74)‘, et 11 s'en suit que

V(')\L’) &€ D (A) et Vo""C')‘t)é D C 40) pour tout

F e IR . En outre, h & D CA'/<) - H : ( —Q> et

-+ : : . . . [y )
L’o - W{-LL & D CAo,/z) - H '(“2"' ) . I1 s'en suit que<((’7(7vo+(d, E)GD(A Z):H.(S?')

et ainsi :
' 2
” V% v(-;E) —{) vt ( - )‘t:)g“
2
A e g ot ;040
CCA G ) =gt ¢k, ARG C ;%)

(6'59)i N ‘ (.
= (A VG E)=deve (.;t)g, Jvl-jE)=§)vs 5 0)

< | Av(-5t) —A'S*vj(';t)ll;llv(qt) —re)ywt sl |

< ( UAv(',-t)lHIIAS*v:C-;E)N)Hv(-;t) —+0) e o)l

On note que :

. ' . b 0/2
G0 1Ay i)l = NAe="EA hll=Ne " Anll = Ak ) <

parce que ,1 € D(A) . En outre,

(

37 G Cx) = - 4" deo e ()

(6.61) 1

= e NCIACT t)+2k2,: Ap DedeoDiwt (2 6)esen 8 v b))
)E2

x
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Aingi, si M  est une borne pour JIA*J-\('Z D) ” et ( VJ(?) ‘

1A T v Gl P e AT |
" AL 4 TR
+M“2—|‘Z[;, A De™ ' h, | + "Ao e h. 1

1,
IEASE 4+
£ Mle EA LI
LA

NS
LMt ey e Ve NN |

(6.62)

il

N 1
IR e 2t (e A A el A AR

- MR 4 2MA (L A bl ALK < oo

parce que I'l: = y\/-{-LL é DCAO)
h € D(A)

. Ainsi (6.59) implique qﬁe pour

2 . '
6.63) || PQv(iE)=¢ v C ;O clvlgE) - (e vt (. ;B
ol C =C(l) est inaépendante de b . En faisant £ —> o0 dans
(6.63) et en utilisant le théordme (6.1) cela donne (6.58) dans lé cas ol
h e Dca) -

[
La preuve de (6.58) dans le cas général de h€é DcA /L) sers complétée

par un argument de densité. On note que :



141

’/2_

. 1/, .
“Vle—'l:A&[’l—j*e—'tAo W+h§”
7dve e —jovt e utl

NP ) =g Vet 0 =)t ool
L7 SO+ 1O Ve Coell +11(vd ywr ¢ ol

. ’ kAt
(6.68) K[| A%y LA <l Ve Weh !l cr™)

“MI g,

e Az

+M |l "‘tAULV\/\L Wl = lle A"zh”;_uz)

¥
Y, _tA’-
’d °
&l

+1A, Wihl, cr™) MW +hil CIR™Y)

_ “ Al/Lk”Lz(Jl) + ” Ao’/z, N+k ”LZCH,L*\.) + M ,“'\I,L{_Q)
1 ‘h | |
=N A ZL‘_- lle(_ﬂ)+ Pty A ”L?~ CR™) + M Nkﬂ"zcjm

) |
(cont)

=2 VRl N LLUNEIR <M IRt e
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‘o0 M est une borne pour IAVJ\(T > ] et M= 24™M | pour compléter
la preuve dé (6.58) on note que D CA) és‘b déux dans D CA,/‘") b ”'(Jl)
d'aprds le théoréme spectral. Etant donné A €D (A ’/L) soit % l'm g une
suiteltelle que A”L € D (A) pour M =/, 2, -. et

1’ m A% = h dans -“' (ﬂ) . Alors, d'aprés (6.64) et 1'inéga—

" o0
1ité triangulaire,

( “V?v(f;-) —&‘(-)vo'“(.;t)ll

!

SV (TR e EA )

otk ) -
Gend ( NP Bh_g* e~ EA e ) hal

t/ ‘ ) ’/L i
APl g7 e = EA N ) (o b

NV b= T Wb 4 k= bl 02

En faisant [ —> oo dans (6.65) avee WL fixé. Le premier terme sur

le membre de droite tend vers zéro parce que l'\ e é D (,4)

-

Ainsi,

——— . ) +_ A‘ .
(6.66) | [l (7 {V (- St) -4 ()% (')H" \<M, HLJ\MHANM_}
E>00
S pour =4)2,%5, ... . Ceci.impliq_ue (6.58) parce que le membre de

- 4 1
gauche dans (6.66) est indépendant de W~ et km - h  aans H (ﬂ)
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CHAPITRE VII

FONCTTONS D'ONDES ASYMPTOTIQUES ET DISTRIBUTIONS
ENERGETIQUES DANS DES DOMAINES EXTERIEURS

Dans ce chapitre, les résultats obtenus dans la lecture précédente sont
utilisés pour construire des fonctions d'ondes asymptotique pour des solutions dans

des sous ensembles bornés et non bornés de n .

On consid@re en premier la solution & valeur complexe dans L2_<_51 )

iEA"2
(7.1) V( —)'—)'f) = e—-' LLC'l) )"lé chn\

Le théordme (6.1) énonce que V(X , £)  est asymptotiquement égale
dans Ll(ﬂ) 4 1l'onde libre.

'/2,
—iEA Tt
(1.2) v:(”z;l:\):ve - Lto (z)

pour b =5 20 o
oWk 230 L
L'équation (6.12) du théoréme (6.1) est équivalente a

(1.8) l;”:.?' lve s e) -V 0N gy =o

= , +
+ - t -
Pour voir ceci, on note que Vo ( x ;t ) — !r(’x)'vo ¢ ) ) =

(.4 "‘}‘(7‘)) V°+ (’X,t) et ainsi :

(1.5 | (Aagc-))vf(' 5t>,|L(,Q) N I\V:-( 5":)”1_ (St er)



144

La dernidre quantité tend vers zéro quand bt —3 <o d'aprés le
théordme L4.5. Aprds on rappelle que 1l'onde libre (7.2) est asymptotiquement

" . . .
égale dans LZClR ) 4 une fonction d'onde asymptotique

(vt P () = VAP Ca k) vz (%)
(7.6) 9 - .
velZ (xiE) s I TG C 2= ¢ &)

G (‘}l W ) est définie par :

.n GiCe w) = (- e)‘ H(f)k”(QW) PER ,weE S

et H(Z ) est la fonction Ad'Heviside. + 2 "
(37 el ()
Il est 3 noter que G € L(J D) ( /ﬁ)(s ) (car Aérél(l}(”l )

(cf. Chapitre I).

(7:8) L\j =§>l"o = a?ﬂ_k = ‘«__

Ainsi (7.7) peut aussl s'écrire :

(.9 G (? w) = (- (’) H(?)L (Gw) ,eEIR ywES

Le théoréme (1.6) implique que :

(1.10) rwe llvt C-.jt) v }t)"lz-ClR"’)
t—>w

On a utilisé 1'inégalité triangulaire aussi. Maintenant :

®
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(Nve ey —vr® el )

(7.11) ¢ \< HV(-)L-) —v.r(.;E) ”La(ﬂ)

s vt Coue) =v e e, )

-

et les deux derniéres quantités tendent vers zéro quand E>e d'aprés (7.4) et

(7.10). Ceci suggére la définition

Définition : La fonction d'onde asymptotique associe avec La fonction d'onde
(7.1) est

(7.12) < ‘ 1~

ot .
el (rxS™)

Les propriétés basiques de cette fonction d'onde asymptotique.sont données

par le théoréme suivant :

Theoreme 7.1 : Pour tout I\GLZ(JZ) La fonction d'onde asymptotique (7.12)
satisfait : "

-

) .
(7.13) VJ”( © ) t) é L(})(ﬂ') pour tout té =R

(7.1%) V:o( . )‘t)éLz(J)(ﬂ) est continue pour tout teR

(1.15) [Twa Hv’of.)-t)“z_e(_n) - |tk L, ()

>

b v (5Bl = ©

E-d ~p0

(7.16)
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" Démonstration : Les propriétés (7. 13) (7. Jh) et (7.36) s'en sulvent d'apreés

le théoréme (1.5) chapitre I parce que 6 4 L CJ) C//QX S“-) et 52 CIR

Pour vérifier (7.15) on note que :

(o Jiee [V G5 ”Le(-ﬁl) - "G“L CleS”")

-2

D'aprés les arguments utilisés pour prouver le théoréme (1.5) Chapitre I.

Maintenant, d'aprds (7.12) et le théordme (5.14) :

¢ ' 2 >l '
Il G”L CIR» ") < " G ”L 1R x$"')

1 g SS”'M (ev)|“¢" dwde = Ik NL ™)
»

(7.18)

L, ()

En combinant (7.17) et (7.18) cela donne (T7.15).

Le théordme de convergence basique pour les fonctions d'orndes asymptotiques

est :

Theoneme 7.2 : Soit L) un domaine extérieur tel que £ € L.C . Aons pour

Ztout l\é L;Z'(.S).)

(ragy i HVC ”Ym("‘t)”LQ(ﬂ):

E>0
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- Demonstration : On a besoin de 1'hypothfse NELC pour garantir la validité
du théoréme dé 1'expression dés valéurs proprés et l'éxistence du profil d'onde
(7.9). L'équation (7.19) s'en suit d'apres (7.1]7), {7.4) et (7.10), puisque vZ
cofncide avec V"'/ © sur S2

Les fonctions d'onde asymptotiques pour les solutions du probléme & valeurs

. ,
initiales sur les frontidres pour 1l'équation de LAME s'en suit immédiatement d'aprés

le théoréme (T7.2). Soit :
- 1 N
(1.20) U (xst) = eos(ba®)Px) (A7 sin b A®) G (2

la solution dans Lz (-ﬂ) avec les valeurs initiales ‘{- et ? . Le

théoréme (7.2) et (chapitre II; (2.34) et (2.35)) impliquent :

Conollaine 7.3 : Seit LY un domaine extérieun tel que ) €L.C . Soumt? et 3—
deux fonctions a valeuns nelles telles que :f € LZ(.S)..) et g € DA '/2')
et on déginit l’\ -:P+cA-'/z‘g EL ( S2 ) . Ondeginit

| Fu”(w;t) = u® (b)) ¢ uh (2;t)
(7.21) {

;-.K

uJ-"’( x; b)) lzl F (Ivd- L‘ 7(/:-::«) 2e52-90 } t€R

avec

(7.22) FJ(JI,‘W) .':Ro{ C,‘(a;w)g

ol GJ est définie par (7.9). Alors

*© ; =
ey Jiluw Cose) —un G0 ARG

3
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La preuve est semblable & celle du théoréme (1.8) Chapitre I.

Cornollaine 7.4 : Le profil d'onde a/symptoi;équé (7.22) est carnactérnisé par :

’ o

1\_{_(6“’) )€>0

(6 ) f‘- "6)& W N
F - 1 (-ew) ) e<o

. g, |
A . (eW) o
(7.2h)ﬁ o 'f—i (e W)+' g—e (J" )€>
EENET R P N
2 ? (ew) + 4* () oo

Démonstration : La premiére équation dans (7.24) s'en suit immédiatement de (7.9)

et (7.22). Pour prouver la seconde &quation, on note que les ondes planes distordues

ont la propriété que :

(1.25) W3 (X, -%) =Wz (x;5) pour tout x € 52 ;TER™ .

Le chemin simple pour vérifier ceci est de noter que W: [7(} - 'g) satisfait
les conditions (5.9), (5.10) et (5.11) qui définissent W+ (‘:r;'g) . Ainsi
(7.25) s'en suit d'aprés 1l'unicité de W+ (7() g) . (7.25) implique que si

L\_ (%) et )»(.(’2 ) sont dans Lz (n ) alors

——

(7.26) L\('Z) :m dans LQ(Q) = L.;_(Lg): k-(g) dans LZUR)

En particulier,
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N A
(ren L) =000 ams L, () e L9150 s L)

Il s'en suit que :

g¢ (em %x‘(e ) - i (0 4,«(\%

[~ )i
L‘(e)'“%b(e” €< HZIwaJ

(7.28) ¢

- ‘{i (ew) + v _____4+Ci€W) pour A | € <Q

ce qui compléte la preuve de (7.24).

Les fonctions d'ondes asymptotiques pour des solutions E.F. dans ﬂ
dériveront aprés. On con51dere en premler la fonction d'onde & valeur complexes -
(7.1) avec l\ € DcA &) . Dans ce cas, le théoréme (6.5) implique

. ‘ + -0
(7.29) k!;::" IDyv (e sE) =DV ;8 ”L (.513

pour k= )4, - . , . La fonction j('x) ‘peut &tre oublide dans (6.52)

d'aprds les arguments donnés aprds (7.l4) au-dessus. On rappelle que d'aprds (6.56)

_ "
, kA, &
(1.30) D, vf( 5E) = _ie \A/+(A 211)

-

n
En particulier, D,V (7{ L)  est une solution dans LZC'E ) quand

lh é D CA/L) . En outre, d'aprds (7.3)

oy (Wo AR (5) =(3 A#R)(5) 1513 h(3) 121].(5)

*

Ainsi le profil de la fonction d'onde asymptotique pour (7.30) est caractérisé
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par :

A 0 e
Go(e;w) :60 + Go
(7-32)4 A . ':_-_.L AJ-
2 e n.l
clle;w) = Coe) T He-igohllew,eer, wes
La fonction d'onde asymptotique cqrrespondante sera désignée par :
voo (xi B) = V2 () + VS, (2B
(7.33) '

|~ J'
20 2 - r 4
Vo,a' ( 'x,t ) - l—x, Go (,’ZI CJ t) 4’2{);75‘0’202/%6'21
et (7.29), le théordme (5.6) et 1'inégalité tria.ngulaire impliquent :

(1.30) Jiwo I Z,v C ;) =v°( - ;¢) ”L'a(ﬂ) -0

Ess

Similairement, comme dans la preuve du théorme 1.10 (Chapitre I), les dérivées:

¢/
-1 Aoz
(7.35) Dk\/,,+( . )‘t) € it D|<\/\/+"» k:l

—

sont solutions dans LQ(IR"’ ) et
(7.36) (D kW+A)A(€) = j%’k (W, h)(5)= ,-gkA_(g) (5p=0wi kel on)

© Ainsi, les profils d'onde Gk des fonctions d'onde asymptotiques pour (7.35)

sont caractérisés par
<
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"(\Sk(P;w) = &|'<(QJW3 —(-.Zofc(?;w)

(7.37) ~ -l § ’\J‘ | N
\ Gi (€ ;w) = (=i¢) ¢ Hie)y(ie<y Wk)l‘-(e“’))eélR}wéS
S .
~ ¢ N |
(7.38) GL-(?)W) = —Go(@jw)wk )k;I).-)rv

Les fonctions d'ondes asymptotiques correspondantes seront désignées par :

vk”('z-t) - v (x,E) +v:j¢C7z;t)
/ k"

(7.39)

LEY
T V’:/J (xt) = I'xf& G (la)- <t "/aqn),zéﬂ~20},f:elﬁ
L _

et (7.29) et le théordme (5.6) impliquent
o 1l DLy (- 5E) —v® (Ol ome ke
(1.80) line I Dpv € — Yk ) L, (51 |
Eox
La collection de ces résultats donne :

-

Theoneme 7.5 : Soit L)L un domaine extérieun tel que SL €L .C. Abons pour tout

h €D CA")
(7.41) Ll;n; IDv (- s5E) —v&( -;t)HLZ(SZ):O y k=0,

Les résultats correspondants pour des solutions d'E.F. du problime aux

valeurs initiales sur la frontiére sont donnés par :

%
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Conollaine 7.6 : Soit L un domaine extérieur tel que ﬂéL C. Soient ’£ et

G Les fonctions & valeuns ntelles tebles que :? éD(A/Z) SEL(SLY) et
q’ c L2 (-ﬂ.) . On deﬁuwt

( : 2
"(f('x,'t') = )__FL‘('?I—C,!:} ,‘;),’t,)-f-ﬂ(hl-czb, wd)]
(7.142) = uf,,('x;t') +“1:?z,<°(ft)
x € -394 , & €IR /l‘_-: O)1o- 0"
ol

d , J".
quy  Fo (Ayw ) = Rey NETY

avee G k

ALons

) Fz 9,4, oL, v sont définies par (7.32) et (7.38).

(Mu)k'"’\’“Dk“( by — U (- )NL o Sk

:0/').,)7\/

Chaque solution 4'E.F. dansn a une quantité d‘'énergie qui est

indépendante de t Le théordme restant de ce chapitre décrit la distribution

asymptotique de cette énergie, pour E — 00 , dans dés* sous'énsembles dén
Les résultats sont basés sur le corollaire (7.6) et la formé dés fonctions
w, Cz;t)
Dans le reste de ce chapitre on enlévé la mention qué ) ést un domalné
extérieur tel que Q el.¢C
 @'E.F. dans SL . s

au temps t

et on désigne par W ('7(; t) une solution

i k(’ S)  est un ensemble mesurable alors 1'énergie sur k

est définie par
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Oy
(115) ECu,k,tb) = i— D, w5 E2 0 k)

L'application du corollaire 7.6 pour le calcul de la distribution d'énergie

asymptotique est basée sur le lemme suivant :

Lemme 7.7 : !:(..5 k(t)(ﬂ déginit une famille de sous ensembles mesurables
de L)Y poun EEIR . Abons :

(WD (e

| L, (kee)
(7.16) | .
L sug o el ey + () St
pour k 0 4, - - v et ainsi
E(u, k(b ,t)
(7.47)

_ IZ_ S ,t)HL (kb

+0(1) ) tax

o o ( A) tend vers zérno uniformiment avec nespect de { Kk (k) l.bélﬁg .

Démonmstration : L'inégalité triangulaire implique que :

4

](D k(5 E) ”Lz(k(t)) Il ch'/‘t)'ll-z(k(b)) ‘

(7.48) 0o
W \<“ Dk({(‘)’t) -—Mh(-)'f

) ”Lz( k()

KRl D ul- ;) *“L(:)C')'t) I L, (L)
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et le dernier terme tend vers zéro quand E - 0 d'aprés le Corollaire (7.6).
En outre, le dernier terme est indépendant de la famille 4 K (&) ; & €Ry
Les premiers résultats sur les distributions d'énergie concernent la

concentration de 1l'énergie, concentration asymptotique, dans des régions sphériques

développantes de la forme :

(7.19) B” (t,ec(t), 0,(t) = { x : b¢y +6,(t)\<lzl\<6;(e;+tc;}

on note que i IR™ = ) € 8% 5 s B? (L, B.(t), O,())CSL

fournit que

(7.50) 2, - GE £ 6 () & 0, (t) L
Avec ceci 1'hypothése du lemme 7.7 implique :

Lemme 7.8 : Soient O, () et B, (E) tes fonctions de £ € IR qui
satisfont (7.50) pour tout EeIrR . Abons : ‘

(Ed (w, BYCE,8,(E),6,(8)),F)

GLE) g ¢ |
(7.51) < - 2 : “ F; (’l toe ) “ "l d)l —]-0(4)
= S / Lcs™)
L ) 9, lt)

ot o(A) estindépendant de G, (t) ot 6 ,(E)

Démonstration : On note en premier que, d'aprds (7.42)
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/

"“‘4 ¢ /””L(@(t e(t),&(t)) g'“«;(’ft)’ dx
. gi(t,6,,6,)
92+t(d
ol U w1

T Bl 4 key ¢!
e N 2

:féunj RS (2w [T dw

6 s

 Aprds, on note que (7.38), (7.43) impliquent :

4 ’ .
rlg <;l/‘}z.) :"'F—OJ(}I/)L) 'lk. pour k: AlZ)..IN

(7.53)
[ o0 2
% I uk,a’ (.;t)ll L, ( R (t,é,,ez))
n o ‘ ) .. 2
-2L_Sl«h,fww>|Ax
k- BJ.(t/Q//Qa)
6,+t¢ ; ,
-Z.S OL‘S [P (n-gt;a) [T da
(7.5%) SR
924-’:(&
(T (1R gt o1ty
] 8,4ty S"'
e, :
=§dnf1r (207 da
e, st
parce Que-ﬁ_"‘-{-/lf -+ ,,_,_‘_Q_i:/\ . En combinant (7.52); (7.54) et le

iemme 7.7 cela donne (7.51).
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- Theoneme 7.9 : Sodent ©,(E) , 6, (L) satisfaisant (7.50) pour tout
EelR ot aussi :

,l’m 92 (¢) = +©

' e E) = -00
(7.55) h(-wo 8, (t) ;o

Alons

. . }\
4 :
(7.56) i E& (u / B‘(L’)&,(l:), gz(t)))b):E (."‘-/D-,O)
k>0 . | |
et ainsi

oo E4(u, D= 8 (a, 8000, 8,00) k) =0

(7.57) Fss0

La preuve est basée sur le lemme 7.8 ét

Lemne 7.10 : Poun tout § €& D (A7?) =EL () &t g€ Lo (S1)

Z —_

Ld ]
(7.58) E (L()ﬂ)O) = Z ” E “ Lz—clgx Sn-')

Preuve du théoneme 7.9 : Le lemme 7.8, (7.55) et le lemme (7.10) impliquent

4

( \J‘W\J EJ"CM‘) BJ'(E/B,(E)ce&(t)))t)
50

(1. ‘ )
7.59) ¢ Z _ EJ (e(,.ﬂ.,o)

!}
- 2/" FO “LQ(»'RX.SA.') —_

L

L'équation (7.57) s'en suit de (7.56) parce que :
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’ * ¢ J -
El(u,m2.0) = B Cu,na,b) < EY (4 BULE, BLeL6,(00),E)

4

| ('1.60)41
+ ol (u, SL- R’ (t 6, (t),az(u) k) -
5
J.
Preuve du Lemme 7.10 : La définition de ' o , les équations (7.43) et (7.32)
. . » 4 AN
impliquent que : | 1 11,4.. [ e w) , ¢ Yo

A |
e FEC0 w2 360)T (=7 o
7.61) / 2 ij‘ (-€w) ) e <o

En outre, la formule de Parseval et le théoréme de Fubini impliquent :

.

2 24t .
Fao L, (Rx ™) T IF lle(uus”')
J o . A
- (j.62) . = g“' SS”" “:;Q‘ (e /‘W)(&dw de
i Zeo | |

Maintenant (7.61) implique que

(R e dude = [ S colade
o S"' o. §! .
e g 52 |0 (5) 1245 .
L-
Similairement : . :
fa IF‘J'(e;'w)\adwde
Zoo S0
!
° "“lL"(evv)l dw de
- (7.64) :2 $ Suc
= YO § g el dw d¢
N ° h-l
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w.a{) = 4 f 1512 1LY =) 12 ds
'Rm ‘ .

En additionnant (7.63) et (7.64) et en utilisant (7.62) cela donne

( 2 ¢ ci)l d5
SUFS /L ey = S
;2% 06

(7.65) < S |,g,{_ (g)+
1 “

[ds .

h

En faisant 1l'échange des variablesg - -§ dans cette intégrale et en

utilisant (7.27) cela donne la représentation alternative

( | D, o0 i 2.905) ldg
.ZNF “L CIRxS™) gz‘(g’f-(g)“f————z—'“j
LA

§l151¥3“<5)+ 2

i1

(7.66) W

L

En appliquant les thdordmes 5.14% et 5.17 & ces deux représentations cela

I

donne : s
[ é 2 | iy j ) TR ,
RN gy = 1A+ )

(7.67) v & ad 1t
< “ A/2£_|%_”LZ(D)

1
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Finalement, en additionnant les deux dernidres expressions et en

utilisant la loi du parallélogramme dans LZ (ﬂ) cela donne

r [y ‘z ,/ &' z _4_- J'
Lened iy, cpxsmy = AT+ 03 2 I /'gm
(7.67)

= Ed‘(("/ﬂ)’o)

On a le corollaire suivant :

Conollaine #.11 : SL K est un sous ensemblfe meswrable bonné de 0 atons :

|t un EJ‘<"‘) k,t)=o

E=0

(7.69)

Démonstration : Puisque kCﬂ_ est borné il existé J'L) 1o tel que k C—D-’L .

Dans le théoréme 7.9 on prena 9, (t‘) = JL...(J‘t >/ )Lo _Cdt‘ et
OolE) = .mors K € N, €N ~ B (E, 8,(8),6.8)

pour tout E et ainsi :

. ' d'
(71.70) © ¢ Ed (u, k,F) ¢ E(u,fL-B (E,6,(8),8,(8)), )

g

pour tout £ . En faisant tendre A E —> 20 et en utilisant (7.57) cela donne
(7.69).

Le lemme 7.8 implique aussi

Conolbaine 7.12 : Soient § € EL(R), G & L () et £ bomnt.
 Aons il existe des constantes 6, - €, (;P/ 2,€) , B, 6,(£14,¢)
et to :‘ta (ff/g/ f) Lelles que : < .
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4 ' ¢ )
gy B9 (u, 3, 0)-e & E4(u, B(E,8,6,),E)<E (1, ,0)
pour tout t>/to .

Démonstration : On note que (7.T1) est équivalente &

IEJ\(L‘/‘O‘IO) _ € (“‘IBJ (£,8,6), t)’S&

(7.72)
pour tout E >/ | o
Maintenant d'apreés le lemme T7.10 :
l Ed.(ul ﬂlo) - EJ.(M/ B_J<t/§,,61)) t—),
. [ag [ F;J(/z,-.)llzda _El(u,B%t,8,6),)]
(7.73) iy - o -,
. g 6 , | . _
‘1\< 2 f "l F;J'(ﬂ,-.)llzda_ *’25 HF;"(JIJ.,)HAA_
-0 - 92.

. 9 , : ' L
+|2 S ZUF;‘*(A-,--)IIZM - (u,e"(t,e,,ez),t)i
! 6,

pour tout E . Le lemme 7.8 implique qu'il existe ta =t (¥/ﬂ/f), indépendant
dée 6, ,‘ 9'2_ , tel que le dernier terme dans (7.73) est inférieure 2€l2 pour
tout £ >/to En outre, il existe des constantes 9, - Q-I (‘g /g , E)D )
&, - 6. C 'g / Q /€D tellés que la somme de la premidre et seconde inté&-
grales sur le membre de droite de (7.73) soit infériéuré a3 &/¢ . Avec ce thoix
(7.73) implique (7.72) et ainsi (7.71).

Le lemme 7.7 implique encore plus précisémént les résultats concernant

la concentration asymptotique des solutions 4'E.F. La nature des ensembles dans

lesquels W (x J t) est concentrée pour E grand est déterminée par 1l'état initial
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'( Q/ & travers la fonction Fo . Pour formuler cette idée, soit &)0
* J n.y
donné et soit SJ = S ( € 6 /i) CIR X S un ensemble tel que :

’ F - & Fo‘*(’l 4) d J‘z
“ ’L ( IR x ) Yy \< S / ‘
(7.74) 4

d
< Ik “L CIRxS™")

On introduit les notations :

' | J. Aa-}
(7.75) Sﬁ =% (24 GE,0) (’t,{z,) € S fc IRx§

(a6 Se= 80 n (1) +2 2o

et

(4 ¥4

. : ;
o KE = Ax =a4q () € See) C®

Alors le rafinement du corollaire 7.12 tient :

Cornollaine 7.12 : Soit ‘fé ELCﬂ) , 9 € L (ﬂ_) et
€ > 9 donne. Soit Sd SJ (£/? £) uwi sous ensemble de IR X S™
Zel que (7.74) tlent. Alons ik existe Fe = Eo ( '@ ‘97 £) tel que :

. \) J' .
(7-78) EJ (L‘,—Sl,io‘) - £ \< EJ(ul'nn k'f'/t) é EA(“/—Q\IU)

~ pour tout E D Eo



162
\

Demonstrhation : (7.78) est équivalente &

.
]

. . J'. .
(7.79) l Ed (Lt,..ﬂ,_,o)_E (h,-ﬂ_ﬂk{:,t)’éé pour tout l:>/L-t<:

d'aprés le lemme T7.10.
f

IE(L« N,0) - E (u, _ﬂ,f\kg)t)\ |
(lanr"u _zgn—‘d(aé)( dndn |

+]2 S IR (, tL)l dn dy - E¢ (4, Slnkt,t)l

Le premier terme sur la droite est inférieur & 5/7— d'aprés le choix

(7.80) 9

.

(7.74) de SJ . Pour estimer le second terme on note que, d'aprés le lemme 7.7,

: . n
£ (",ﬂnktd:t):l/wkfa t)" CK ) +olt)

(7.81)

00
Les fonctions d'ondes asymptotigues b(k)d' [Jt) ont une extension dans

L, (R™)

Ainsi (7.81) implique

n
et tendent vers zéro dans Lz C k ) pour tout k CIR borné.

. " "~ 20 2 ’.
Ed(qlﬂdktIt) =2 uk“t.(.v;t)/{[‘z(ki) +o(4)

4-n

:.z_j I AT IL VP R TR

(7.82) = S (F;!.(.)l "'(d‘kt/}L)' dx C{;L + o(4)
Y |
:Zg ‘F‘;J\('}LI’;L-)‘Zd)l 0“2_ +o(4)

ISAHEHTE DAL
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On note que :

' 2
(7.83) O g ”'— ("/ ’Z)l dadi ¢ ( jn ,,'J//’b“z.)fd’&d’t
T R PP AR S |

et la dernidre intégrale tend vers zéro quand tﬁoo . Ainsi (7.82) et (7.83)

impliquent que

(7.84) EJ.(("/'Q” kg.) E) ";Zg. lgd (.JZ/"U!LJ{ JQ_+‘(();&4’?
| (g ,

Ainsi il existe t t ('F g,E) tel que le dernier terme dans (7.80) est inférieur
a E/Z pour tout t >/ [‘a . Ceci compléte la preuve.
Maintenant on considdre un cdne dans IR ayant pour sommet l'origine;

c'est-d-dire, un ensemble de la forme
(1.85) C = i‘x:’lﬁ_ : )L>o et ;Lech

ol Co est un sous ensemble mesurable gu sens de Lebesgue de S . La distribu-

tion asymptotique de 1l'énergie dans le cOne est décrite par :
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Théoneme 7.14 : La distribution asymptotique de E'éneﬁgia

i 4 N¢,E)
(7.86) EA (u,52nC) -t-;':éE ()

existe pour tout cone C ot est donnce par

" | J( 4 (5) d
(7.87) EJ. (L'Iﬂn() él,g|£ g)-f- J I %

Un premier pas dans la preuve du théoréme 7.1l est :

Lemme 7.15 : Pour tout cone C

L,
4
e Ej (u,stnc) = ZMET cirxes)

Démonstration du Lemme 7.15

On pose :

/ - 1'\_ et Qécq
(1.89) Cp = cABj = { 4 )L>’ ;

Alors si L\ >/£l, ,ﬂﬂC:(ﬂhnC) v C-i,\, puisqué ,Rm_ QL CcBa,

et ainsi :

. ." f ,
(7.90) Ed (b’)ﬂnC/)-'):Ea(q/ﬂh,qc)b)-(—g(("/ch lb)’

Maintenant Ed(h}ﬂ)\ﬂ C) }:)-"»'OC’{) pour t -y /0 d'aprés lé

corollaire T.11. Ainsi en combinant (7.90) et le lemme 7.7 cela donne :
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. . " 00 2
Ed(u,_ﬂﬂ C,L’) -'-"go— ”ukw'(')t)IILZCCL)*°(4)

Maintenant :

(1.92)% =

4

| ' 2
I u:d' (- ;t) "&Lz Cel )= 5 '.Ré Clxl- G, M)l x| dx

éf | F)’ (A ¢ t,iJldqh fj{—'(}z’z)!dédn.

Agz—

L:”E ”L CiR x (o) 4o () ) E=> e

Similairement :

(7.93)

jl (’”"a /’Z)U'zdfz.

0

i%?: 1' Lfkid‘ (‘- ; b )I‘L

;\__\

(Lk
00

:.S f’E—J()Z_C /L)l Cllld’l“[g //L(/I?x(')-(“’(,')
h G

—

En additionnant (7.92) et (7.93) et en utilisant (7.91) cela donne :

(7.9%)

. &‘ Z o 0
E¥(w,nnc, ) = 206 T (rye )b

ce qui est équivalent & (7.88).
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Preuve du théondme 7.14 : Il sera montré que :

L, (IR X () ¢

! / 5{. <»%;) %; ..
(7.95) -ZHF;J”Z f 5] f"(g) S e {
C

. . J. — .
Pour cette fin on note que Fod = % ( Go ."' G:( ) ou Go et 60 sont.

orthogonaux dans Lz C IR X CG) . Ceci s'en suit d'aprés la formule de Parseval

dans Lz_

A ~ .
CIR Ly CCo)) et e rait we GJ(€50) e G (-€2),

P d
transformées de Gp , ont des supports disjoints. Ainsi :

,

(7.96)

2 4 4
éllF"”,_ CRxey) © % I G, “L CRx o)

” God ”L (_/KXCo)

1

2

{, “L C{[L,((,,) f J G"(F ’l.)'d/l.de
e ¢,

(LI Centlap de = [ 151 (b (5[5

—

-+

Iy

1GA I, L (IR xCo)

O)

1"

1

Ce qui equlvaut a (7. 95) parce que :

[

(1.97)

11 (o K)s) - §atid)ge {Lg)

151hd %) -
| :%(A :f)+§?-l?/f(g)+'4;(g

—

Cornollaine 7.16 : La distrnibution Limite (7.87) peut &'écnine :

, E;‘o(“/ﬂac) :glé-—c}"/a{{_‘_ig‘l.)(z C’%

(7.98) ﬁ.

BN A i g (a3
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* -
Ceci est immédiat d'aprés (7.87), (7.97) et la relation \?\/+=§ { .
N . . . . - - "
Tout cdne dans IR peut s'écrire de la forme C + % ot X€IR
et C est un cdne ayant pour sommet 1'origine. Ce décalage par X n'a pas

d'effet sur la distribution asymptotique de 1'énergie. Ceci esténoncé comme suit :

Conollaine 7.1% : Pour tout cone C

g x = v our tou )—Zé’é\’
(7.99) Ef(w,ﬂﬂf(*—x))_gé CL;/_Sl()C)p tout

Démonstrhation : Une preuve directe par le calcul est tout & fait fastudieuse. En

(874 —
outre, on note que sous le changement de coordonnées » — X = 2o X le

probléme & valeurs sur la frontiére L)L gevient un probléme a valeurs sur la
frontiére pour ﬂ X . Il n'est pas difficile de vérifier que les fonctions

propres pour -(l — X dans le systéme nouveau de coordonnées sont

Q/’:_;, (;Y,‘ g) = =X % W+ Cx, g) . En outre, si

e
A ~
& (')'\v) t) :u(’){;t’) alors u(')l)t) est une solution 4'E.F,

pour ) _ X et

oy B C L0 C ), E) = E(XCRORAGE) powr EER:

p—

I1 s'en suit que

,

EX (u, LN () = &4 (& (n-%)ANc)

| N5
(7.103).T ’({lglaed@%“ 4 S {dg

- ('J'

Wy
-

L ; C




168

Mais

\

floo) - (Eaas ez

—

- K

(7.102) T

N
S e 2 w-(‘x;?):ﬁ‘sa)dx :e:.g.x‘{ef‘;)

A . g w— A )
~ ’1 2. x i 7 ‘ ’
et similairement q (g) =€ - {;) . Ainsi (7.301) implique
(7.99).
’v . . . . .
Maintenant on considére une plaque dans IR ; c'est—d~-dire un ensemble

de la forme :

(7.103) 5—'{ x: d 57":’260‘15

—

o d; et dz D/d' sont constants et 2 est un vecteur unité. S péut

s'écrire comme la différence de deux demi-espaces. Ainsi si :

' H = { x N . x 202
(7.108) | M, = H+ d %
M, = H+d; X
Alors : -~
(7.105) S = H, - H,

il s'en suit que :

(7.106) E‘{(q /SL QO Hy ) e (u, 1N H,_,t)-l-EJ(“/RnS)L')
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- et ainsi :

A o0
(7.107) E;o(“, ﬂnHl)'—‘EJ (QI_Q/]H&)-&-EA‘CL/,_QQS)

Mais le corollaire T7.17 implique que :

(7.108) Ef(u, L AaH)) = ET‘(“,.S‘L/)HI) :E’:(a,SL/IH)

En combinant ceci avec (7.107) ceci prouve :

Conollaine 7.18 : Pour toute plaque S

o
(7.109) Es (u,8) =0 .
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RESUME

Cette thése se propose d'é@tudier la perturbation, du probléme de CAUCHY
des ondes &lastiques dans g produite par 1'introduction d'un obstacle borné rigide (

Si 1'on désigne par Ao (resp. A) 1'opérateur d'élasticité défini sur
L2(Rn) [resp. L2(Rn/D)] on est amené a comparer les développements en fonctions propres
généralisées de A0 (resp. A) d'une onde élastique satisfaisant a des conditions initial
imposées. |

Le probléme fondamental ('"scattering") est celui de la comparaison asympto
tique, Jorsque t tend vers 1'infini des ondes libre et diffusée (par D).

Pour ce faire on étudie directement les solutions des équations d'évolutio
(méthode "dépendant du temps") ou, en s'imposant une dépendance harmonique par rapport
au temps (méthode dite "sfationnaire") on est ramené a comparer les développements en
fonctions propres généralisées au voisinage des valeurs propres de A.

MOTS CLES

ABSORPTION LIMITE.
COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE.
DIFFUSION ONDE.

ELASTICITE LINEAIRE.
ELASTODYNAMIQUE.
OPERATEUR LAME.




