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NOTATIONS PRIXCIPALES 

Les l e t t r e s  minuscules désignent des grandeurs physiques, l e s  

l e t t r e s  majuscules des grandeurs normalisées; une l e t t r e  l a t i n e  en indice 

symbolise une dérivation. Les grandeurs accentuées se  rapportent au f lu ide  

l é g e r ,  ce l l e s  non accentuées au f lu ide  lourd. . 
sr , 2 , â  ( A , y , .Z ) coordonnées cartésiennes; 

k ( 7  ) : temps; 

I L ,  w , w  ( U  , V  ,LJ ) e t  u', v' , W' ( U' , \/) ,M' ) : 

composantes des vi tesses ;  

< f' 1 y' ( p' ) : pressions ou pressions effect ives;  

J e t  5 '  = d.J : masses volumiques; 

3 : accélération de l a  pesanteur; 

h 
e t  y : pressions motrices; 

1((\0 ou a (A) équation de l a  conduite ou du canal; 

h ( 5 )  : a l t i t u d e  de l ' i n t e r f a c e ;  

G(Z) e t  ' : a i res  occupées par l e s  deux f luides  dans une section 

d ro i t e  ; 

kf) : a i r e  occupée pax l e s  deux f lu ides  dans une section d ro i t e ;  

Nous récapitulons ci-dessous l e s  notations pr incipales  de chaque 

chapi t re  : 

Les symboles sont c lassés  par ordre d ' introduction. 

Chapitre 1 .  

f : pression in te r fac ia ie .  

- 
b, , bp , b , e , @' , r , P' : f i v e  1.1. 



C , C' : équation (1.10); 

k : pente de l a  conduite. 

( O , ri , y , a; ), h ,  : figure 1.2; 

, 1; : moyennes de l a  contrainte de frottement à l a  paroi sol ide;  

CI : moyenne de l a  contrainte de frottement à l ' i n t e r f a c e .  

TL , TC' : périmètres mouillés de l a  paroi so l ide ;  

Y , ' , : coeff ic ients  de frottement l inéique entre  l e s  f lu ides  

e t  l a  paroi sol ide  e t  i n t e r f a c i a l ;  

b , a' : diamètres équivalents. 

tr) : vi tesse  de propagation de l 'onde progressive coritinue. 

3 : équation (1.26).  

q , 71 : équation (1.27).  

p , D' : équations ( 1 .35) e t  ( 1.47). 

0 : figure 1.3. 

, , L , L' : équation (3 .39) ;  

T, n, : équations (1.40.a).  

, E' : nombres de Froude absolus. 

k , k! , 8 , el : équation (1 .50) ;  

4 , T A  , TA , . . . . , IA : équation (1.51) ; 

/V 8 ,  , : équation ( 1 . 5 1 ) ;  

CL, t : équation (1 .51) ;  



Chapitre 2. 

f , y'*: pressions interfaciaies. 

7 , qi : équation (2.3). 

8 , 9 , 9) , 9 : équations (2.5) et (2.6). 

& , 4, : équation (2.10) et (2.15); 

F , F'  : équations (2.17) et (2.18); 

: équation (2.19); 

($ , 8' : équation (2.23.a); 

: équation (2.23.b); 

W : vitesse de propagation des ondes périodiques avec discontinuités; 

Pour les paragraphes 2.1 .3 à 2.2.4 F et F' sont des nombres 

de Froude relatifs définis par (2.37) et (2.18) où 7 et y'  sont donnés 

par (1.27). 

% c  , 11 : équations (2.49) et (2.52). 

Chapitre 3. 

k , k. : grandeurs de référence, équations (3.3 ) . 
: paramètre petit, équation ( 3.1 ) . 

Hu , o~l : équations (3.11 .a) et (3.11 .b) . 
C e  , cio : équations (3.16). 

c ,  F: : équation (3.19); 

$: : équations (3.21 .a) et (3.21 .b). 

- 
h : figure 3.2. 

, , : équations (3.31.a) et (3.31.b). 



L , L' : équations (3.38.a) et (3.38.~). 

\A , \q', t\\ : équations (3.38.b), (3.38.d) et (3.39). 

JA Y h Y 
jtb , & , 9; : équations (3.46), (3.47), (3.48), 

(3.491, (3.50) et (3.51). 

8 , 9; : équation (3.58). 

A , : équations (3.61) et (3.62). 

, a4 : équations (3.63) et (3.64). 

(& : équation (3.65). 

GA , , dl3 : équation (3.66). 

q : second membre de ( 3.66) . 

. 4 r y b r e  PA3 : racines de . 

h,? 4 5  : racines de 2 . 

: équations (3.69) et (3.81). 

(k : intégrale elliptique complète de première espèce. 

k : équations (3.70) et (3.82). 

1 : équation (3.71). 

ç,, 5, : équation (3.73). 

: équation (3.75). 

fl : intégrale elliptique complète de seconde espèce. 

Chapitre 4. 

P) ( S' ) : altitude de la surface libre. 

0 : équation (4.1). 

CO , CL : équation (4.15). 



df, (ylo : équation (3.18.a). 

N. , h : équation (4.21). 

, : équations (4.45) et (4.47). 

7 , M : équations (4.46) et (4.48). 

GA, , G',', , G'; : équations (4.561, (4.571, (4.58) et (4.59). 

A ,  : équations (4.63) et (4.64). 

$il: équation ( 4.65 ) . 



INTRODUCTION 

L'objet de cette recherche est de construire des solutions 

nouvelles d'ondes faiblement non linéaires pour deux fluides pesants 

stratifiés soit dans une conduite fermée, soit dans un canal ouvert à 

l'atmosphère. Il s'avère que le problème général des ondes d'amplitude 

finie ne peut donner lieu à un développement analytique et doit être 

traité numériquement. En conséquence, l'étude théorique doit se limiter 

aux ondes de faible amplitude produites dans un écoulement de base 

uniforme . 
Dans le Chapitre 1, on donne les équations générales qui régissent 

l'écoulement sans frottement dans les conduites quasi-horizontales de section 

quelconque, puis l'écoulement avec frottement dans les conduites cylindriques 

de faible pente. La seconde partie de ce chapitre est consacrée à la recherche 

de solutions d'ondes progressives continues en canalisation cylindrique de 

pente constante, en adoptant pour le frottement une loi empirique simple 1253. 

On néglige dans un premier temps le frottement interfacial et on met en 

évidence des solutions d'ondes progressives continues dites ondes de crue, 

analogues à celles obtenues dans un liquide avec surface libre par Thomas 

en mouvement plan [41 et par DYMENT et DYMENT et LOFFICIAL dans un canal 

cylindrique quelconque [Il, [2]. Dans un second temps on tient compte du 

frottement interfacial et on obtient des résultats analogues mais un peu 

plus compliqués analytiquement. 

Le Chapitre 2 est consacré à l'étude des ondes périodiques avec 

discontinuités dans une canalisation cylindrique de pente constante. Après 

une étude des discontinuités interfaciales, on exploite les propriétés 

établies pour construire des solutions d'ondes périodiques avec discontinuités 

1251. Des ondes analogues ont été trouvées dans un liquide avec surface libre pa 

DRESSLER en mouvement plan [12] et par DYMENT et DYMENT et LOFFICIAL [ I l ,  [2] 



pour une sec t ion  quelconque. Le problème e s t  t r a i t é  i c i  d'abord sans 

frottement i n t e r f a c i a l ,  puis  en tenant  compte de ce f ro t tement .  Pour 

i l l u s t r e r  ces r é s u l t a t s  un exemple e s t  considéré en d é t a i l .  

Au Chapitre 3 on r ev ien t  à l 'écoulement sans frottement e t  on 

procède à l a  normalisation des équations suivant une présenta t ion  qui 

découle des propr ié tés  physiques du phénomène. Cet te  présenta t ion  f a i t  

appara î t re  un p e t i t  paramètre représentant  l e  ca r r é  du rapport  de deux 

longueurs de référence ,  1 'une t r ansve r sa l e  e t  l ' a u t r e  longitudinale.  Une 

méthode des per turbat ions  p a r  rapport  à ce paramètre e s t  ensui te  mise en 

oeuvre en prenant pour so lu t ion  de base un écoulement uniforme. Cette 

procédure a dé jà  é t é  u t i l i s é e  pa r  de nombreux auteurs 171, [ 131, 1181. 

On calcule  ensui te  l e s  approximations d 'ordre un e t  deux e t  on montre 

l ' ex i s t ance  d'ondes progressives indéformables à l ' o r d r e  deux de type 

cnoîdal [261. Suivant l a  forme de l a  conduite, l e  rappor t  des masses volumiques 

e t  l e s  v i t e s ses  respect ives  dans l e s  deux f l u i d e s ,  l e s  ondes cnoidales ont 

une forme normale ou inversée .  En p a r t i c u l i e r  l e s  ondes s o l i t a i r e s  obtenues 

dans l e  cas p a r t i c u l i e r  d'une longueur d'onde i n f i n i e  sont  s o i t  des suré- 

lévat ions ,  s o i t  des dén ive l l a t ions  quel le  que s o i t  l a  forme de l a  conduite. 

Le cas p a r t i c u l i e r  des ondes s o l i t a i r e s  ava i t  dé jà  é t é  envisagé par  LONG 1171, 

mais seulement en mouvement p l an .  Dans l e  cas d'un seu l  l i qu ide  à surface  

l i b r e  é tudié  pas  DYMENT [ 11, FENTON [ 161 on ob t i en t  des r é s u l t a t s  analogues. 

mais l e  type des ondes dépend uniquement de l a  forme du canal .  La propr ié té  

remarquable é t a b l i e  dans ce ~ r o b l è m e  e s t  que l e s  condit ions pour lesquel les  

l e s  ondes périodiques indéformables à l ' o r d r e  deux sont de type normal ou 

inversé sont  l e s  memes que c e l l e s  obtenues dans l ' é t u d e  des ondes périodiques,  

e t  pour lesquel les  l e s  d i scon t inu i t é s  sont  des suré lévat ions  ou des déni- 

ve l l a t ions .  

La normalisation e t  l a  méthode des per turbat ions  sont  appliquées 

de nouveau dans l e  Chapitre 4 2 l'écoulemerit sans frottement d- ans un canal 



cylindrique horizontal ouvert à l'atmosphère. Les approximations d'ordre un et 

deux sont calculées pour un écoulement de base uniforme à l'ordre zéro. Ici 

igalement on met en évidence l'existance d'ondes progressives indéformables de 

type cnoïdal tant pour l'interface que pour la surface libre : suivant les 

données du problème ces ondes sont de type normal ou inversé. En écoulement 

plan ces ondes sont bien connues (DYMENT [151, KENLEGAN 1191, KAKUTANI et 

YAbIASAKI 1201 PETERS et STOKER [221 .... voir bibliograpiiie dans MILES [231). 
GAVRILOV [21] a montré expérimentalement pour une section rectangulaire l'exis- 

tance d'ondes solitaires tant pour l'interface que pour la surface libre. 

GRIMSHAb7 1241 a été le premier à obtenir des ondes interfaciales de type cnoïdal 

dans les canaux de section lentement variable et pour des écoulements voisins 

du repos. Indépendamment de GRIMSHATJ nous avons établi par une méthode différente 

les équations définissant les ondes cnoïdales à l'interface et à la surface libre. 



CHAPITRE 1 

ECOULEMENT D E  DEUX F L U I D E S  NON I U I S C I B L E S  S U P E R P O S E S  

D A N S  U N E  C O N D U I T E .  O N D E S  P R O G R E S S I V E S  C O N T I N U E S  A V E C  FROTTEMENT 

1 . 1 .  - ECOULEMENT P R E S Q U E  A U N E  D I A 4 E N S I Ù N .  ECOULEMENT G R A D U E L L E M E N T  V A R I E .  

On considère deux fluides non miscibles superposés, isovolumes, pesants, 

non visqueux dans une conduite de section régulière quelconque. 

Les mouvements considérés s'effectuent par rapport à un repère 3 
trirectangle, direct, galiléen avec LX horizontal et L I 2  vertical ascendant. 

Les grandeurs accentuées sont liées au fluide léger et celles non accentuées 

au fluide lourd. 

Nous désignons par u. , ,:- , \rr et u' , y' , c1  les composantes des 

vitesses, par et 5 ' :  dg les masses voimiques, par 8 l'accélération 
\ 

de la pesanteur, par 11 et : les pressions motrices définies par I ; 1 t h . 
et - 3 (où y et l désignent les pressions effectives (différence 

entre la pression et la pression atmosphérique) ) ,  par la cote de l'interface, 

par y- et X I '  les aires occupées par les deux fluides dans une section transversale 

- 
de la conduite, par C r '3 -i '5' l'aire d'une section transversale de la conduite, 

par = b /)(-,a / ou 2 = CL(*, <d 1 l'équation de la conduite, par t le 

temps. 

Ecrivons l'équation de conservation de la masse, les équations de la dynamique, 

et les conditions cinématiques à la frontière solide et à l'interface 

(une lettre latine en indice symbolise une dérivation). Pour le fluide lourd on a : 



( 1 . 1  e )  &a, .vab =UT ' 5 5 a \ K i 8 j )  , i-Y u b L r u b  - v ~ L L L  3 = h  LX, 3 \ , 
3 - 

à la f ront ière  so l ide-f lu ide  lourd.  

1 .  bt + LA .+cb - \15- à l ' i n t e r f ace  6 = hCr, ., 1: . 
K Y -  

Pour l e  f l u i d e  léger  on a : 

&*' 
(1 .2 . e )  v.'axÇ\rcty = pour 3 = LL LX, 1) , ou fi b& + G b 5 = 1,- ' 

à l a  f r o n t i è r e  so l ide-f lu ide  l é g e r .  

à l ' i n t e r f a c e  5=bC'X, d>g . 
pour l e  f lu ide  l é g e r .  

L a  condit ion dynamique à l ' i n t e r f a c e  s ' é c r i t  : 

(1 .3)  p z  P' p u e  3 = b lxl 3 ,L-) 

On suppose que l 'écoulement e s t  i r r o t a t i o n n e l .  On a  donc : 



Si la section de la conduite varie très lentement en fonction de 3L et 

s'il est de même pour la cote de l'interface à i'sgard de X et de C , l'écoulement 

est presque à une dimension. 

Ceci se traduit par : 

(1.5.b) 
A 

v , Lt'c < J 

11 vient pour '\i et y '  , compte tenude (1.3) : 

(1.6) 

On en déduit que b ne dépend presque pas de . Par suite, les équations 

prendre les formes approchées suivantes : 

(1.7.h) hC- + Li),% Y w r  , ~ U C  % = a  
Intégrons les équations (1.l.a) et (1.2.a) respectivement sur I?- et T'. 



Comme LA e t  a' ne dépendent presque pas de 2 e t  de 3 , on ob t i en t  : 

"aL + (=cbd3~\5 ".. 20 

Si e t  9' désignent l e s  contours r e s p e c t i f s  de 2 e t  T I  pamourus dans 

le sens d i ,  \ e t  F1 l e s  p a r t i e s  r e s p e c t i ~ s  de e t  appartenant 5 

l a  f r o n t i è r e  so l ide  ( f i g .  1 . 1 )  , nous obtenons : 

Fig .  1 . 1  : Section de l a  conduite.  



Par conséquent, les équations de conservation de la masse ( 1.1 .a), (1.2.a) 

s'écrivent : 

avec C et C I  positifs définis par : 

En tenant compte de 

on obtient : 

~ e l à ,  à la place de (1.9.a) et (1.9.b) : 



(1 -12.b) 

Remplaçons les égalités approchées par des égalités strictes : les équations 

(1.5) et (1.6) s7écrivent : 

Compte tenu des deux dernières relation: ( 1.13 .b) ,  le: équations (1.7.a) et 

(1.7.e) deviennent : 

(1.15.a) .bLe ? ) i s  .r,- - z ~ ~  

pour 2 = b 

(1.15.b) + > J I  %K = W '  
c5 1: 

(1.16.b) 8, , \ ! l L 1 i  ' ' IL-- i? 

Les écoulements correspondant à la solution du système d'équations (1.131, 

(1.14) et (1.16) sont appelés écoulements par tranches ou encore écoulements 

graduellement variés. On admet que ces écoulements constituent une premisre 

approximation des écoulement presque 2 une dimension. 



1 . 2 .  - ECOULEMENT GRADUEL LEMENT V A R I E  AVEC F R U T T E I E N T  

Abandonnons l 'hypothèse de f lu ide  i d é a l  e t  tenons compte du frottement.  

Nous adoptons pour ce Prottement une l o i  expirique simple comme dans Cl] ,  [2], [ 3 ] .  

La conduite e s t  supposée cylindrique de sec t ion  r égu l i è re  quelconque, quasi- 

hor izonta le  de pente n constante.  

Plaçons-nous dans un repère C Y, 3 *; ; t r i r e c t a n g l e ,  d i r e c t  g a l i l é e n  

avec ';L, d i r i g é  su ivant  l a  pente ,  e t  C 3, directement perpendiculaire 

( v o i r  f igure  1 . 2 ) .  S i  5 ,  = h désigne l ' i n t e r f a c e  on a : I? z h + L XL . 
La condition d'adhérence obl ige  l e s  deux f lu ides  à avo i r  l a  même v i t e s s e  à 

l ' i n t e r f a c e  d'une p a r t ,  e t  à avoir  une v i t e s s e  n u l l e  à l a  f r o n t i è r e  so l ide  d ' au t r e  

p a r t .  Autrement d i t ,  l a  v i t e s s e  va r i e  t r è s  rapidement au voisinage des f r o n t i è r e s  

e t  e l l e  e s t  t r è s  voisine,pour chaque f lu ide ,de  l a  v i t e s s e  moyenne s u r  l a  p lus  

grande p a r t i e  de l a  s ec t ion  t r ansve r sa l e  baignée par  ce f l u i d e ,  de s o r t e  qu'on 

peut remplacer en première approximation l e s  p r o f i l s  de v i t e s s e  r é e l s  par  des 

p r o f i l s  uniformes. Au l i e u  de IL('K , , et f i l ( x ~ , y ~ . 3 L , t z )  

on aura tr. \ Y -  ) \ ' e t  M' \ A - ,  , t )  su r  '3- e t  C' ouver ts ,  e t  : 

-> -> 
LI = d pour 5L = h  = 5 r & t i  , 

(1 .17 )  
- -, -> - ,  

=L , U' .= L s u r  l a  f r o n t i è r e  so l ide ,  

de manière k s a t i s f a i r e  aux condit ions d'adhérence. Ainsi, l e s  hypothèses (1.13) 

de l 'écoulement bicouches p a r  tranches demeurent encore va lables  en première 

approximation. 

A l a  p lace  de (1.15) on a : 

(1.18) R, . Il ax, : il: pruv 'r L 
On ve r ra  pa r  l a  s u i t e  que l e s  équations (1.16) demeurent va lables .  



1.2.1 .- E q d o n  de conbe.hvaa%on de la e a h e  

Intégrons les équations ( 1.1 .a) et ( 1.2 .a) respectivement sur C et W' . 
Compte tenu de (1.8) et de (1.17) on obtient (voir figure 1.2) : 

Fig. 1.2 : Conduite de section quelconque 

on peut écrire : 



On obtient,compte tenu de (1.13) : 

(1.19.a) C t -  9 ( U 5 '  -- 0 ,  
' H ,  

(1.19.b) a- , 1 ) = (l . \- I 

7 .2 .2 .  - Eq&on de La dynardque 

Appliquons le théorème global d 'Euler au volume 'l9' de fluide lourd compris 

entre deux sections parallèles à 3 ,  et distantes de d ~ ,  . 
On obtient par projection sur C X, : 

où et C; sont respectivement les moyennes de la projection sur O'X; de 

la contrainte de frottement à la frontière entre solide et fluide de CI- , et 

où Ï-C est le périmètre mouillé de la paroi solide. 



Par ailleurs : 

dx, , puisque la pression est hydrostatique 

et 
,-J J .i?c\c : JJ eL"f\) en première approximation. 
JE- 

En utilisant ( 1.19.a) on obtient finalement : 

D'une manière analogue on obtient pour le fluide léger, en tenant compte 

de la continuité du vecteur contrainte à l'interface : 

où est la moyenne de la contrainte de frottement à la ~aroi solide et & le 
périmètre mouillé Jr ca paroi solide. 

En définissant les coefficients de frottement linéîque 7 , y ' '  et ?L par : 

on obtient : 

où et /n' sont les diamètres équivalents définis par : 

Les relations (1.13.b) permettent d'écrire : 



Il e s t  à noter  que , y '  e t  h sont de même signe que u. , a' e t  u -*' 

r e sp~c t ivemen t .  Dans l a  s u i t e  9 , Y i  e t  -X seront  considérés comme des 

constantes.  

L'él imination de fC e n t r e  l e s  deux équations ( 1.24) donne : 

1 . 3 .  - ONDES PROGRESSIVES - CONTINUES SANS FROTTEMENT ZNTERFACI AL 

1.3.1 . - S u R d a n 6  d  'andeb p&aghe.bnlven c o n f i n u a  de v d e h b  e conb.tavLte 

Négligeons l e  frottement i n t e r f a c i a l ,  ce qui  revient  à poser 'h .= O dans 

(1.24), e t  proposons-nous de chercher des so lu t ions  d'ondes progressives de v i t e s s e  

!!? constante.  

On s e  place dans l e  repère l i é  à l 'onde dont l e s  axes sont  p a r a l l è l e s  à 

ceux du t r i è d r e  
Xi '1 3 L' 

. Cela s e  t r a d u i t  par l e  changement de va r i ab le  : 

1 
On f a i t  l 'hypothèse que , M I  , e t  ne sont  fonct ion  que de 

Alors l e s  équations (1.19) deviennent : 



où 7 et ' représentent les débits apparents. 

Compte tenu des relations (1.27), l'équation ( 1.25) s'écrit : 

Nous cherchons à construire une solution représentant une onde unique, 

dite onde de crue, telle que l'écoulement soit uniforme à l'infini amont et à 

l'infini aval [ 2 5 ] .  

En réservant les indices :! et respectivement pour l'infini aval et 

pour l'infini amont les conditions aux limites sont : 

(1.29.8) : Uo , = \?, *r i u'. : à l'infini aval 

\ 
(1.29.b) *I - UA , k? = i1.i I Li .( : à l'infini amont 

Dans le cas d'un seul fluide à surface libre, ce problème a été résolu 

en mouvement plan par THOMAS [hl, et étendu aux canaux cylindriques par 

DYMENT [Il, DYMENT et LOFFICIAL [pl. 

Des deux relations ( 1.2 7) on tire : 



Les équations ( 1 . 2 4 )  s e  réduisent  au l o i n  à : 

Par  conséquent l e  gradient  de Z e s t  constant  au l o i n .  d r  
De là, l a  condit ion d'écoulement uniforme à l ' i n f i n i  amont e t  à l ' i n f i n i  

aval  : 

( 1.32) 
A ' ,  /AA 

1 . 3 . 3 . -  C o n U o a  d'exintance - 

Dans l e s  deux expressions (1 .30 ) ,  on v o i t  que dépend de façon indépendante 

d?s propr i é t é s  du f l u i d e  supér ieur  e t  du f l u i d e  i n f é r i e u r .  I l  en r é s u l t e  une condi- 

t i o n  néces sa i r e  d 'ex is tance  d'ondes progress ives  continues de v i t e s s e  (d constante.  

' = c k  l e s  r e l a t i o n s  ( 1.30) E n e f f e t , c o m p t e t e n u d e  T 6 + a \ ~ ~ 5 , * ~ A  

donnent,par é l iminat ion  de : 

(1 .33)  a, u, , cg', = ~ , & b ,  .Y%~\L.,, 1 1 

Les r e l a t i o n s  ( 1.30) e t  ( 1.32) permet tent  d ' é c r i r e  : 



Cette équation du second degré en car! n'admet de solutionsréellesque si 

son discriminant est positif ou nul. De là,la seconde condition nécessaire 

d'existance d'ondes progressives de vitesse (2, constante : 

Dans cette inégalité, il faut tenir compte de ce que les différentes grandeurs 

au loin en amont et en aval ne sont pas indépendantes. 

En plus de (1.33),on a en effet 

Tt, + TT: = y, , K'., 

.Uu , , Tu , 3-1 , /L\ , y vérifiant la première égalité (1.32) étant donnés, 
V 

-. i, , 5 :  , /fi,, Lfil sont des fonctions de \\,, et (1.35) constitue alors une 
inéquation en C\,, dont la racine ou les racines, si elles existent, fournissent 

la solution du problème. 

Par suite, on obtient C d  à partir de ( 1.34) A 

4% u ,  ' L  
-- - C 5 u ' ~ : u b  - - .- \zqi3'l~'[i-a)-~( 
/ !  % T\ 1 ,  I L  4 _i 

f i l  r. - 

L'autre racine est écartée car elle ne satisfait pas la condition d'existance 

(1.33). 

Dans le cas exceptionnel où le coefficient de <A? dans (1.34) est nul, 

la solution est évidente : elle satisfait la condition d'existance ( 1.33). 

Les relations ( 1.31 ) montrent qu'au loin, où l'écoulement est uniforme, .\f 

est une fonction linéaire de X, . Il ec est par conséquent de même pour et \L I  

d'après les deux dernières relations (1.13.b). C'est une solution acceptable pour 

une conduite de longueur finie, ce qui se présente toujours dans la pratique. 



Pour une conduite de longueur infinie,corme e t  y' doivent ê t r e  bornées, 

il fau t  que On a a l o r s  5 l a  p l ace  de ( 1.32) 

La condit ion ( 1.33) devient : 

Car s u i t e  : 

Revenons au cas généra l  e t  donnons un exemple. S o i t  une conduite cyl indr ique ,  

de sec t ion  c i r c u l a i r e  de rayon C\ . 
Prenons pour paramètre l ' a n g l e  0 indiqué s u r  l a  f i gu re  ( 1.3). On a : 

Fia. 1.3 : Conduite de sec t ion  h\ = q 
c i r c u l a i r e .  

TL-€J 



On trouvera sur les planches 1, 2, 3 les représentations graphiques de 

et de Q en fonction de 0, pour 0, , i , C , y , y '  donnés. 
4 

1.3.4.- S o t d o n  e x p f i d e  p o w  l'onde de 6dbLe ampLLtude 

L'intégration analytique de l'équation (1.28) pour une conduite quelconque 

est impossible. 

Par la suite, nous nous limitons à envisager le cas d'une onde de faible 

amplitude. 

Introduisons les quantités 

qui ne dépendent que de la forme de la conduite. 

L'équation (1.28) s'écrit au terme d'un long calcul : 



1 .- 
e t  , IfU sont des nombre de Froude absolus dé f in i s  pa r  

La r e l a t i o n  (1.36) devient  : 

Dans l ' équat ion  ( 1.40),  .-ha e t  ?I .- ?14 sont de s ignes  con t r a i r e s  

pour l e  p r o f i l  indiqué s u r  l a  f i g u r e  1.4. Par conséquent, l a  pente b3 e s t  du 

s igne  opposé de m, W6 

Pour des nombres de Froude absolus,  un rapport  de masses volumiques e t  

une forme de l a  conduite t e l s  que c e t t e  quant i té  s o i t  p o s i t i v e ,  on a une onde 

de crue. Dans l e  cas con t r a i r e ,  on a nécessairement une onde de décrue. 



, , t , ,  

a .  onde de crue b.  onde de décrue 

Fig.  1.4 : Ondes de crue e t  de décrue. 

L' intégration de l ' équa t ion  ( 1.40.a) e s t  immédiate. 

En choisissant l ' o r i g i n e  du repère mobile au point  où 

on obt ient  : 

Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  d 'un seu l  f lu ide  à surface  l i b r e ,  on a : a=O . 
On retrouve l e s  r é s u l t a t s  de DYMENT [ l ] ,  e t  DYMENT e t  LOFFICIAL [23. 

Exemple : conduite de sec t ion rec tangula i re  e t  de grande largeur  ( f i g .  1 .5 ). On a : 

Fig. 1 .5  : Section r e c t a n e d a i r e  





1.4. - C)NDES PROGRESSIVES AVEC FROTTEMENT ZNTERFAClAL 

Reprenons le problème posé en 1.3 en supposant maintenant de plus qu'il y a 

frottement à l'interface. Les équations du mouvement graduellement varié sont 

donnéespar ( 1.19) et ( 1.24). 

1.4.1.  - SolutLon6 d'ondeh p h o g t ~ e A b i ~ e h  conLLnue.6 de viakbnt? conbtun-te 

Nous nous proposons de chercher des solutions d'ondes progressives analogues 

à celles envisagées en 1.3. Nous nous placons dans un repère lié aux ondes ce qui 

nous conduit au changement de variable ( 1.26 ) . A  partir des équations ( 1.19) on 

obtient les deux formules (1.27). Par suite,l'équation (1.25) peut s'écrire : 

Pour une onde de profil indiqué sur la figure 1.4 les conditions à l'infini 

aval et à l'infini amont sont définies par le système (1.29) 

Puisque l'écoulement est uniforme à l'infini, 0- , C I  et 4 sont constants 
à l'infini aval et à l'infini amont de sorte qu'au loin le système (1.24) se réduit 

à : 



De là,les conditions d'écoulement uniforme à l'infini aval et à l'infini 

amont : 

A partir des expressions (1.27), on obtient les deux relations (1.30) pour ( 

De là, il résulte la première condition (1.33) nécessaire d'existance d'onde 

progressive de vitesse uniforme w . La relation (1.45) nous permet d'écrire, 
grâce à ( 1.301, l'équation du second degré en CC/7:  



8R équation (1.46) admet des solutions si son discriminant est positif ou nul. 

D'OÙ la seconde condition d'existance : 

U., do, q, CL , do vérifiant la première égalité (1.45) étant donnés; 

comme en 1.3, (1.47) constitue une inéquation en dont la racine, ou les 

racines si elles existent,fournissent la solution du problème. 

On obtient pour à partir de (1.46) : 

L'autre racine est écartée car elle ne vérifie pas la condition d'existance 

(1.33). 

Dans le cas particulier sans frottement interfacial, on retrouve la relation 

(1.36). 

Dans le cas exceptionnel ou le coefficient de wS dans (1.46) est nul, 
la solution est évidente : elle satisfait la condition d'existance (1.33). 

Comme en 1 .3 , T et $ sont des fonctions linéaires de 'xi . Ces solutions 
sont valables en conduite de longueur finie. 

Pourune conduite de longueur infinie on doit avoir en toute rigueur : 

et les relations (1.44) sont remplacées par : 



1.4.3. - SoluLLon explichte poux l'onde de baible amplLtude 

L'intégration analytique de l'équation (1.43) pour une section quelconque 

de la conduite est impossible. 

Nous nous limitons à envisager le cas d'une onde de faible amplitude, 

comme en 1 .3. 

Nous introduisons les quantités \< , L , \TI, LI définies par les 

relations ( 1.39) et k , , , e '  définies par 

L'équation (1 .k3) devient au terme d'un long calciil : 

L 
avec : 

F"L 
N 

+ 4 P - < )  , 1 









L'équation ( 1 .48) donnant fournit : 

Dans ( 1.51 ) -kc et 8 -&, sont de signes contraires pour les profils 

indiquéssur la figure 1.4. 

Nous obtenons des ondes de crue ou de décrue suivant que : 

*n: (Y* l - L . 1 3  +I* ,. 2 L-5+4 t . 
d A '.L$ 

est positive ou négative. 

L'intégration de ( 1 . 5 1 )  donne, en choisissant la même origine des cotes 

que dans le cas sans frottement interfacial : 



3 7 

Nous retrouvons les résultats de 1.3 en posant = O . 



Planche 1. : i =D.04. , y= 0.4 , q z  O 0 4 ,  Y: 0.02 , 8,= CO" 







CHAPITRE 2 

D I S C O N T I N U 1  T E S  I N T E R F A C I A L E S  EN ECOULEMENT 

BICOUCHES DANS L E S  COVIDUITES C Y L I N D R I $ U E S .  

ONDES I N T E R N E S  P E R I O D I Q U E S  AVEC D I S C O N T I N U I T E S .  

2 . 1  . - D I S C O N T I N U 1  T E S  I N T E R F A C I A L E S  

Jusqu'à présent, nous avons traité les problèmes d'écoulements continus 

dans les conduites cylindriques de faible pente. 

Nous allons aborder ici le problème de discontinuité interfaciale dans 

une conduite cylindrique quasi-horizontale de faible pente .& , qui consiste 

en une variation brutale de l'altitude de l'interface. 

Dans la suite nous dirons discontinuité au lieu de discontinuité inter- 

faciale pour simplifier le langage. 

Considérons d'abord une discontinuité en mouvement permanent. Le système 

de référence peut être pris soit avec un des axes horizontal soit avec un des 

axes suivant la pente de la conduite. 

Etant donnée l'utilisation qui sera faite dans la suite de ce chapitre 

des résultats que nous allons établir, c'est ce second système d'axes qui sera 

utilisé. Donc cîr, est dirigé suivant la pente et (33, est directement 

perpendiculaire. 

De part et d'autre de cette discontinuité, l'écoulement est continu et 

les équations de l'écoulement graduellement varié établies au chapitre 1 restent 

valables en première approximation. 



2 . 1 . 1 .  - ffypothènu g & n W u  

Les vitesses dans les deux fluides sont supposées de même sens (~ig. 2.1) 

t; 4 
a : discontinuité de surélévation b : discontinuité de dénivellation 

Fig. 2.1 

En suivant la théorie de CHU et BADDOUR [6], on suppose qu'il n'y a pas 

de perte de charge dans le convergent (partie occupée par le fluide léger dans 

le cas d'une discontinuité de surélévation (Fig. 2.1.a) ou celle occupée par 

le fluide lourd dans le cas d'une discontinuité de dénivellation (Fig. 2.1 .b)) 

Nous n'envisageons pas le problème où les vitesses des deux fluides sont 

opposées : dans ce cas il y a soit deux convergents soit deux divergents (voir 

figures 2.2 et 2.3). 



Fig. 2.2 Fig. 2.3 

En effet, si on suppose connues les conditions d'un côté de la disconti- 

nuité, les inconnues au nombre quatre sont les deux vitesses, la cote de 

l'interface et la pression de l'autre côté. 

Pour déterminer ces quatre grandeurs on dispose dans le premier 

problème (fig. 2.2) de cinq équations : deux pour la conservation de la 

masse, une pour l'impulsion et deux pour la conservation de la charge 

(problème surdéterminé). Par contre dans le second cas (fig. 2.3) on a 

trois équations : deux pour la conservation de la masse, et une pour 

1 'impulsion (problème indéterminé) . 

2 . 1 . 2 .  - Equdonb pouh une a ' h c o d n & é  Gxe 

Nous désignons par \i et f' les pressions interfaciales respectivement 
à l'amont et à l'aval de la discontinuité (voir figures 2.1). 

Si on désigne par 1 et 2 les indices liés respectivement à l'amont et à 

l'aval de la discontinuité, nous avons : 



où et 7 '  désignent les débits volumiques. 

En appliquant le théorème global d'Euler au domaine hachuré compris entre 

deux sections droites très voisines des figures 2.1 et en tenant compte de (23) 

nous obtenons l'expression suivante : 

où (voir Fig. 2.4) 



Fig. 2.4 

2 . 1 . 2 . 1  .- DibcantinuLtén de buhZévaLLon 

C'est le cas de la figure 2.1 .a avec hL R 4  . Dans le convergent 
formé par le fluide léger il n'y a pas de perte de charge. Par conséquent, 

l'équation de Bernoulli y est valable et, compte tenu de (2.21, ( 2 . 3 ) ,  on 

peut écrire : 

L'équation de l'impulsion (2 .4)  s 'écrit par conséquent : 



r \ 
ou encore, compte tenu des expressions de 9, , 9% , 9; , $! : 

D'après l'équation de l'énergie et le second principe de la thermodynamique 

la charge du fluide lourd à l'amont de la discontinuité doit être supérieure 

(ou égale) à la charge à l'aval. 

Si on désigne par &a la perte de charge à travers la discontinuité 

de surélévation, nous devons donc avoir, compte tenu de (2.1 ) : 

En substituant àla quantité f - f ' sa valeur tirée de ( 2 . ~ ) ~  
l'inégalité (~.10)s'écrit : 



2.1.2.2. - D.ihcontin&é de dénivcUa,tLon 

Comme dans le cas d'une discontinuité de surélévation, nous appliquons 

l'équation de Bernoulli au convergent occupé par le fluide lourd (fig. 2.1.b). 

Compte tenu de (2.1) et (2.3) nous obtenons : 

Par suite, en substituant dans (2.4) on obtient : 

ou encore, compte tenu de (2 .5 ) ,  (2.6) : 



Comme dans le cas d'une surélévation, en désignant par ab la perte 

de charge du fluide léger à travers la dénivellationton a l'inégalité suivante : 

Soit, compte tenu de (2.12) , 

Dans ce qui suit nous nous limitons à des discontinuités de faible 

amplitude. 

Reprenons l'équation de l'impulsion (2.9). Introduisons les quantités 

J= , F' et R définies par : 

L'équation (2.9) s'écrit alors après quelques transformations : 



ou encore en fonction de , , F; . 

En tenant compte de (2.9) quelques calculs permettent dlécrire.l'expression 

de la perte de charge sous la forme : 

La discontinuité interfaciale étant de faible amplitude, nous avons : 

R I - & ,  c < f i 4  
Posons : 

11 faut noter que 3 et a ' ne sont pas indépendants car T + 5; ci;. 



Par suite on peut écrire les développements : 

Introduisons ces développements dans les relations (2.20), (2.21 ) , (2.22). 

Après un long calcul on obtient : 

Puisqu'il s'agit d'une surélévation il est nécessaire que l'on ait : 



On obtiendrait la même inégalité pour Qz.  
En comparant (2.24)e,t (2.25) avec (2.28), on voit que : 

Les relations (2.24.d) et (2.24.e) nous donnent les conditions suivantes, à 

satisfaire de part et d'autre de la discontinuité pour chaque fluide : 



2.1.2.4.- Di~conünuLté  de dEnLveUaüon de ddbLe  ampliXude 

Pour l 'é tude d'une discont inui té  de dénivellation de f a i b l e  amplitude, 

nous allons t r ans fomer  l e s  équations de l ' impulsion e t  de l a  perte de charge 

comme dans l e  cas d'une surélévation. Après quelques calculs ,  l a  re la t ion (2.14) 

peut prendre l 'une des formes suivantes : 



L'expression de la perte de charge peut s'écrire, grâce à (2.14) : 

Comme la discontinuité est de faible amplitude, nous avons : 

I 
Les développements concernant , r2 sont donnés par les formules 

(2.24.a) et (2.24.~). 

Par suite, les relations (2.31), (2.32), (2.33) deviennent après un long 

calcul 



pour l'équation de l'impulsion, et 

'> 

pour l'équation de la perte de charge. 

Les quantités , F', , y , Q L  , sont définis par les relations(2.17), 

(2.181, (2.19) et (2.23). 

L'inégalité (2.37) montre que : 

La même inégalité est valable pour . 
L 

En comparant (2.35), (2.36) avec (2.38) on voit que : 

A partir de (2.24.d) et (2.24.e) on obtient les conditions à satisfaire 

de part et d'autre de la discontinuité pour chaque fluide suivantes : 



De la confrontation des résultats concernant les faibles discontinuités 

de surélévation et de dénivellation établies ci-dessus, il ressort que deux 

des 4 conditions nécessaires à leur existance dépendent du signe de la quantité 

Par analogie avec les résultats du cas d'un seul fluide [71 on peut considérer 

qu'un écoulement bicouches dans une conduite cylindrique et quasi horizontale est 

supercritique ou subcritique suivant que est positif ou négatif. Avec cette 



terminologie l'écoulement est supercritique en amont d'une faible discontinuité, 

qu'elle soit de surélévation ou de dénivellation, et il eçt subcritique en aval. 

Les deux états amont et aval sont dits conjugués. 

On définit un écoulement critique corne étant un état qui est son propre 

conjugué [8],  [9] , [ I O ] .  En faisant tendre & L vers h4 on voit à partir des 

équations de l'impulsion (2.25), (2.26) et ( 2 . 3 5 ) ,  ( 2 . 3 6 )  que (<., et \2L 
tendent vers zéro. 

On a par conséquent le critère suivant : un écoulement bicouches est 

critique pour  et^.: @ . 
Il est à noter qu'on aboutit également à ce critère en partant des hycothèses 

de 31IH et GUHA [ I l ] .  

2 . 1 . 3 . -  D ~ c o ~ n ~ é n  mob+ 

A présent nous considérons une discontinuité mobile. On peut montrer que 

dans ce cas les équations de la discontinuité fixe restent valables à condition 

de remplacer les vitesses absolues par les vitesses par rapport à la discontinuité. 

En effet, l'écoulement n'étant pas permanent, il va figurer dans les 

équations de conservation écrites dans le repère lié à la discontinuité des 

termes instationnaires du type cf d où est le domaine 
3L- D 

auquel on applique les lois de conservation à l'instant t ,et des termes du 

type 1 5 q c i  11 correspondant aux forces d'inertie. Les fonctions [(' et 
l b  L\ 
sont bornées. Soient , , les parties de i\ situées à l'amont 

\ 
de la discontinuité et , &. les parties à l'aval. Nous avons : 

L 



et une décomposition analogue pour 1-4) d b 
En prenant un domaine b de volume nul, applati sur la discontinuité, 

on voit que tous ces termes apportent une contribution nulle de sorte que les 

équations établies dans le cas permanent restent valables ici, dans le repère 

accompagnant la discontinuité. 

2 .2 .  - ONDES PERIODIQUES DE FAIBLE AMPLITUDE 

Nous allons essayer de construire des solutions d'ondes progressives 

périodiques avec discontinuités, de vitesse constante m, dans une conduite 
cylindrique quasi-horizontale de pente constante i [25]. On suppose 

(Q-~) ' (LO-~!)?O. Celà signifie que dans le repère lié à la discontinuité, les 

deux fluides se déplacent dans le même sens de manière à se trouver dans les 

cas des figures 2.1.a et b auxquelles correspondent ici les figures 2.4.1 et 

2.4.2. 

Comme au chapitre 1 ,  nous nous plaçons dans le repère lié aux ondes. 



Fig. 2.4.1.a : dans un repère 

absolu. 

Fig. 2.4.2.a : dans un repère 

absolu. 

Fig. 2.4.l.b : dans un repère lié Fig. 2.4.2.b : dans un repère 
i 

à l'onde,W> .k, I' . lié à l'onde &)L i ,  iI . 

Fig. 2.4.l.c : dans un repère lié Fig. 2.4.2.c : dans un repère 
i à l'onde, W< U , M . lié à l'onde, &cd, U' . 

Fig. 2.4 : Conduite de section quelconque. 

Considérons une longueur d'onde. Repérons par les indices 1 et 2 

l'amont et l'aval d'une discontinuité et par l'indice 1' l'amont de la discontinuité 

suivante (~i~ures 2.4.1 et 2.4.2) . 



D'après les résultats sur les discontinuités mobiles, de faible amplitude 

on a : 

I/ O dans le cas des figures (2.4.1 .b) et (2.4.2.~)~ 

Q < (.1 dans le cas des figures (2.4.! .c) et (2.4.2.b). 

Il ne faut pas oublier que dans les expressions de R, , R2 et 
interviennent les nombres de Froude relatifs. Or,il est facile d'établir 

qu'en écoulement continu 

Par conséquent, K(h) est décroissant dans le cas des figures : 

(2.43.b) et (2.42.~)~ et croissant dans le cas des figures (2.4.l.c) et 

(2.4.2 .b) lorsqu'on parcourt une longueur d'onde de la section 2 vers la 

section 1 ' . 11 en résulte que l'écoulement est critique, j? = I) , dans 

une section située entre 1' et 2 et qui sera repérée par l'indice 0. 

Entre l'aval d'une discontinuité et l'amont de la suivante l'écoulement 

est continu et les équations de l'écoulement graduellement varié établies 

au chapitre 1 demeurent donc valables. 

2.2.2. - S o l d o n  nand @oLtttement intekgaciae 

A partir des équations ( 1.27) exprimant la conservation des débits 

apparents, on obtient la condition suivante d'existance d'ondes progressives 

périodiques avec discontinuités, de vitesse uniforme Cd : 



(2.44.a) 

où et F 1  sont les nombres de Froude absolus de l'écoulement 
définis par 

Cette relation est valable en particulier dans la section O : 

Comme la section O est critique on a,en plus : 

Ces deux relations nous permettent de déterminer et 6 en fonction 
de $ 3 vb 3 <J: 9 & et E,: c'est-à-dire (4, et q'  en finction de 5 , , <, >, , ;) 

En se donnant < , q et Q-; et en prenant (apc - comme 

paramètres,les solutions dans le plan ( , 6 ) sont déteminées par les 
points d'intersection de l'ellipse fixe ( E) d'équation (2.45.b) et de la 

droite 0) d'équation (2.45 .a). La situation est présentée sur la figure 2.5. 

Sur les portions (1) de ( E )  en traits discontinus il n'y a pas de 

solution (car F, < 0 ) . 
Sur les portions (II) de ( E ) en traits pleins il peut y avoir des solutions 

(car F, FI, 7 0 ) .  
Par conséquent, le système (2.45) admet deux solutions si (33 ) coupe ( ) 

sur les portions (II), ce qui correspond à : 



Il y a une seule solution si les intersections se font sur les portions (1) 

et (II) ce qui correspond à : 



Enfin, il n'y a pas de solution en absence d'intersection,ou bien si 

celle-ci se fait sur la portion (1); dans ce cas on a : 

L'équation (1.28) se réduit dans la section O à 

On obtient au terme d'un long développement : 

Donc R est une fonction linéaire d e 3  première approximation. 

On sait que est positif si le raccord entre les régimes supercritique 

et subcritique se fait avec élévation de la cote de l'interface. Par conséquent, 

RF est positif dans le cas de la figure 2.4.1 .b, et négatif dans le cas de la 
figure 2.4.2.c. 

Par contre, (& est négatif si on a une discontinuité d'abaissement et 

est négatif dans le cas de la figure 2.4.2.b et positif dans le cas de la 

figure 2.4.1 .c. 



On voit finalement que dans tous les cas une condition nécessaire 

dlexiste.nce des ondes périodiques avec discontinuités s'exprime par : 

avec 

2 

Les deux relations (2.47) et (2.49) constituent les deux conditions 

nécessaires d'existance d'ondes progressives avec discontinuités en écoulement 

bicouches sans frottement interfacial des figures (2.4.1 ) et (2.4.2). 

Dans le cas particulier d'un seul fluide à surface libre on a y'=. 0 , 
I - 
J" @ ,  et comme L3 doit être supérieur à M [ l ]  la condition (2.49) 

devient : 3 ,? 'clk-- . C'est le résultat de D m N T  [II et 
\!CL, - 2, LA L,  

DYMENT et LOFFICIAL [2].  

Si, de plus,la section est de grande largeur on obtient le résultat de 

DRESSLER [ 123. 

2 . 2 . 3 . -  So~LLtian avec @o~e.m3nevLt intehda&d 

Considérons le cas de 116coulement avec frottement interfacial. Les 

I 
nombres de Froude relatifs , , et la vitesse de l'onde w sont 
déterminés par les solutions du système (2.45). La discussion des solutions 

a déjà été faite en 2.2.2. 



L'équation (1.25) se réduit dans la section 0 à : 

Entre les sections 2 et 1' on obtient pour (1.25), à l'issue d'un long 

calcul : 

Comme dans le cas sans frottement interfacial, ici aussi PL est une 

fonction linéaire de 't en première approximation. 

Par un raisonnement analogue au cas sans frottement interfacial, on 

aboutit à une condition nécessaire d'existance des ondes périodiques avec 

frottement : 



Les relations (2.50) et (2.52) constituent les deux conditions nécessaires 

d'existance d'ondes périodiques avec discontinuités en écoulement bicouches 

avec frottement interfacial des figures 2.4.1 et 2.4.2. Nous retrouvons les 

résultats du cas sans frottement en posant h = O  . 

2.2.4. - Exemple : ConduLtu  de beccion dcLLeaVre ( u o h  Ggwre 1 . 3 )  

, , Ab , b' sont données en fonction de 8, par ( 1.38), 

On trouvera sur les planches 4.a, b, c les représentations graphiques 

de en fonction de 8, pour différentes valeurs des paramètres 5 et 

(ou . étant donné en fonction de j-l ou inversement (2.45.b). 

On trouvera également les représentations graphiques dans le plan ( , F: ) 

de l'ellipse ( ) d'équation (2.45.b) et de la droite ( D ) d'équation (2.45.a) 

pour trois cas : 

Deux solutions (planche 5 d) une solution (planche 5 b) et aucune solution 

5 4  étant donné en fonction de F"' ou inversement par (2.47) dans 

le cas sans frottement interfacial, et par (2.52) dans le cas avec frottement 

interfacial. 



Planche 4.c : <=0.7& 



Planche 4.a :. 6 = 0  

Planche 4.b : 6 = 0.4 



Planche 5.a : A, ( ~ . ; . 2 3 4 , & ~ ~ ' = & ,  ~ ,=3641+ ,~ :=  9 . ~ ~  * b = 4*634J 



Planche 5.c 



CHAPITRE 3 

ONDES INTERNES INUEFORMABLES EN CONDUITE CY LINDRIQUE 

HORIZONTALE, DE SECTION QUELCON2UE, CONTENANT 

DEUX FLUIDES STRATIFIES NON MISCiBLES 

3 . 1 . -  NORMALISATiON POUR UN ECOULEMENT DE FLUIDES STRATIFIES DANS UNE 

CONDUITE CYLINDRl2UE HORIZONTALE 

Nous revenons à des fluides idéam en mouvement irrotationnel considérés 

en 1.1. 

La conduite est maintenant cylindrique et horizontale. Nous avons admis 

que l'écoulement correspondant à la solution des équations de l'écoulement 

graduellement varié constitue une première approximation de l'écoulement 

presque à une dimension. 

Pour envisager le problème d'une facon générale et systématique qui 

évite de commettre des erreurs dans l'évaluation des ordres de grandeur nous 

procédons à la normalisation des équations proposée par DYMENT [ I l .  

Nous écrivons les équations à l'aide de grandeurs dites normalisées, 

qui sont à la fois sans dimension et de l'ordre de grandeur de 1. Ces grandeurs 

seront représentées par des lettres majuscules. 

La normalisation à effectuer est la suivante : 



où e s t  une longueur de référence t ransversa le  e t  t l e  p e t i t  paramètre 

~ = ( f  )% qui ca rac té r i se  l e s  écoulements presque à une dimension, k étant  une 

longueur de référence longitudinale.  

Les équations générales s ' éc r iven t  avec des grandeurs normalisées: 



Les conditions sur la paroi sont respectivement pour le fluide lourd 

et le fluide léger (figure 3.1 ) . 

Les conditions à l'interface sont : 

(3.5.a) 5r +usx + U S  =\J 

(3.5.b) Sr TU'S* + v ' s ~  id' pour Z=~[X ,Y , \ )  
i 

3.2.- METHODE DES PERTURBATIONS ET APPROXIMATION D'ORDRE ZERO 

Nous allons utiliser la méthode classique aes perturbations qui consiste 

à poser pour chacune des inconnues U , , h/ , i) , 5 , b f  , v '  , dl, p f  

les développements formels : 

ou les Ui sont indépendants de k . ( b; , V,, \dL , pi , 5; , di , 

d:  , \d, ) est appelée approximation d'ordre i. 

l 
T O U ~ ~ S  les quantités U L  , V i  , \Ji , PL. , Si , u',. , ~1 , \ A L ,  p,: 
et leurs dérivées sont supposées d'ordre 1. 



On obtient les approximations successives en substituant dans les 

équations qui régissent le mouvement et en identifiant les termes de même 

puissance par rapport au paramètre petit 6 . 
Déterminons les équations de l'approximation d'ordre zéro. Les systèmes 

d'équations (3.2) et (3.3) s'écrivent en retenant les termes indépendants de 

e : 

(3.8.e) 

Les conditions (3.4) donnent respectivement pour le fluide lourd et le 

fluide léger : 



Les conditions (3.5) à l ' i n t e r f a c e  deviennent : 

Le système (3.71, (3.81, ( 3 . 9 ) ,  (3.10) consti tue l e s  équations de 

l'écoulement graduellement var ié  ou par tranches.  

On intègre  l e s  équations (3 .7 .c ) ,  (3.7.d) e t  ( 3 . 8 . ~ ) ~  (3.8.d) d'où : 

où e t  di sont des fonctions a r b i t r a i r e s  de )( e t  de . Compte tenu 

de ( 3 . 1 0 . ~ ) ~  l a  dernière équation peut s ' é c r i r e  : 

D'après (3.11 ) on voi t  que 5, e s t  indépendant de )' . 
Les premières équations (3 .7 .e)  e t  (3.8.e) montrent que u, e t  

sont indépendants de Y e t  de Z . 



Des équations (3.7.b) y (3.8.b) on t i r e ,  compte tenu de (3.11.a) e t  de 

(3.12) : 

Soient 2, e t  ';- l e s  sections mouillées,à l ' o rd re  zéro,par l e s  

deux f luides  ( f igure  3.1).  

Nous allons in tégre r  l e s  équations de conservation de l a  masse (3 .7 .a) ,  

(3.8. a )  respectivement su r  z, e t  . 
Désignons par %, e t  'aL l e s  ordonnées de l a  conduite pour .z = 5, , 

par kc e t  k l e s  contours respect i fs  de 2, e t  z: parcourus dans 

l e  sens d i rec t ,  e t  par e t  1; l e s  p a r t i e s  respectives de k; e t  i 1 
appartenant à l a  f ron t i è re  solide-fluide.  

Nous avons d'abord : 

Par s u i t e ,  e t  compte tenu de ( 3 . 1 0 . a ) ~  l 'équation (3.7.a) s ' é c r i t  : 



D'une manière analogue, l ' équat ion (3 .8 .a) ,  compte tenu de (3.10.b), 

donne : 

.L i 

(3.15) 5, + u: sC2,+ - CL Ubx = O  

Les quantités posi t ives  $. e t  déf inies  par 

sont l e s  mêmes que ce l l e s  in t rodui tes  dans l e  chapitre 1 .  Les équations (3.131, 

(3.141, (3.15) permettent de calculer  ue , dl , 5c . 
Ce sont l e s  équations de l'écoulement longitudinal.  

Leurs courbes caractér is t iques  dans l e  plan ( , T ) sont déf inies  

par : 

El les  sont toutes  rée l l e s ,  donc l e  système es t  hyperbolique, s i  on a : 

e 
(3.18) (A-$)(,$c:+L\~) - ~ ( Ü ~ - U \ )  7 0  



Fig. 3.1 : Conduite de section quelconque. 

Si l'écoulement est permanent à l'ordre zéro on tire des équations 

(3.13). (3.141, (3.15). 

avec 

Si on écarte le cas de l'écoulement uniforme. il en résulte : 



Revenons au cas général de l'écoulement non permanent. Pour déterminer 

dc 5 hlb 3 \IL , wi nous introduisons,comme dans l e  cas d'un seu l  

f lu ide  à surface l i b r e  [7],les fonctions y, 2) e t  &ky, *) J où 

- 
l e s  variables X e t  \ jouent l e  rôle  d'un paramètre,et qui sont déf inies  

par : 

de manière à v é r i f i e r  l e s  re la t ions  d ' i r r o t a t i o n a l i t é  (3.7.e) e t  (3.8.e).  

Les équations (3.7.a) e t  (3.8.a) montrent que e t  sont hamoniques. 

Compte tenu de (3.141, (3.15) l e s  conditions (3.10) donnent : 

,- t 
(3.22.a) & o z =  3, -& 

pour t s 5 ,  

Quant aux conditions (3.9), on obtient respectivement à l a  f ron t i è re  de 

l a  paroi avec l e  f lu ide  lourd e t  avec l e  f lu ide  léger  : 

- 
Exemple : Conduite de section rectangulaire de hauteur t I  

( f i g .  3.2). 

Le mouvement e s t  plan. 

On obt ient  : 



Fig. 3.2 : Conduite de section rectangulaire. 

fluide léger 

5, fluide lourd 

3 . 3 .  - E C O U L E M E M S  PRESQUE UNTFORMFS 

On se limite désormais à l'étude des écoulements dont la solution d'ordre 

zéro est uniforme et qui seront dits presque uniformes. 

Les équations générales et les conditions à la frontière de la conduite 

et à l'interface s'écrivent à l'ordre 1 : 

i - \i 

(3.24.a) U4, + V 4 y  + W,., = O 

(3.24.~) b 4 ~  + ULUlx -+ e,, = O 



A p a r t i r  de (3.24.b) ,  (3.24.d) ,  (3.25.b) ,  (3.25.d);  on obt ien t  : 

(3.28.a) U4 =U,LX,T) j PA ; ?+ [x,$ 

(3.28.b) b', = b; [x,T) 

Compte t enu  de ( 3 . 2 7 . ~ ) ~  l e s  équations ( 3 . 2 4 . ~ )  e t  ( 3 . 2 5 . ~ )  donnent : 



Nous intégrons les équations (3.24. a) , ( 3.25 .a) respectivement sur LU 

et 2, , comme pour l'ordre zéro. Il vient : 

Les équations (3.29) et (3.30) permettent de clcvler U, , U: et 5, . 
Les courbes caractéristiques correspondantes dans le plan ( 4  , ) sont définies 

par (3.17). 

Dans le cas où les caractéristiques sont réelles chaque famille de carac- 

téristiques est constituée de droites parallèles. La condition pour que l'écoule- 

ment soit permanent à l'ordre 1 est encore donnée par (3.20). Autrement dit,pour 

que l'écoulement soit permanent à l'ordre 1, il faut qu'il soit critique à l'ordre 

zéro. Le même résultat a été obtenu au chapitre 2. 

Pour calculer \II , \hld , v \ , W \  nous procédons comme à l'ordre zéro. 

Nous introduisons les fonctions \ (  y , Z ) ,  4; ( y , z) définies par : 

de manière à satisfaire à (3.24.b) et (3.25.b). 

Les équations (3.24.a) et (3.25.a) montrent que 
I 4, et sont harmoniques. 

Les conditions aux limites (3.261, (3.27) donnent, compte tenu de (3.30) : 



Exemple : Pour une section rectangulaire, on obtient ( ~ i ~ .  3.2) 

Passons à l'approximation d'ordre 2. 

Les équations générales et les conditions à la frontière s'écrivent : 



Compte tenu des résultats à l'ordre 1, (3.34.b), (3.34.d), (3.34.e) et 

(3.35 .b) , (3.35 .d) , (3.35 .e) donnent par intégration : 



L, , \! , \y1 étant des fonctions arbitraires de X et de . 

3.4.- ONDES INDEFORMABLES 

Dans ce qui va suivre nous chercherons à construire des solutions 

d'ondes progressives, indéformables à l'ordre 2, donc permanentes à l'ordre 2 

dans le repère lié à ces ondes [261. Nous allons donc supposer dès à présent que 

l'écoulement est permanent jusqu'à cet ordre [131. 

De (3.34.~) et (3.35.~) on tire, compte tenu de (3.38) : 

En posant 

(3.39) N = - Y I 1  , 

on obtient par différence : 

(3.40) 

Compte tenu des résultats à l'ordre zéro et 1 ,  l'équation (3.37.~) 

permet d'écrire : 



Par s u i t e ,  (3.37.a), (3.37.h) donnent : 

Intégrons l e s  équations (3.34.a) e t  (3.35.a) respectivement su r  zo e t  E\ 

comme pour l 'ordre  zéro. 

Compte tenu de (3.40) e t  (3.41), on obt ient  : 

I fi, P , TA, Ji , PL e t  < sont déf inis  par  : 



Le mouvement est permanent à l'ordre 2 si le système formé par les 

équations (3.40)~ (3.441, (3.45) admet une solution. 

Le déterminant principal de ce système est : 

et il est nul d'après (3.20). 

Par conséquent, il faut qu'un des déterminants secondaires soit nul. 

Cette condition se traduit par : 

fi h, , 'yr et hl sont respectivement les seconds membres de (3.40), 

(3.44) et (3.45). 

Compte tenu des résultats à l'ordre 1 ,  nous avons : 



En tenant compte des condit ions à l ' i n t e r f a c e  e t  à l a  paroi  so l ide  

on trouve pour TA e t  Ti l e s  expressions : 

OU encore 
e 4 

(3.56) ( 3 * ' ~ )  -Z gL , 
L 

où gL e t  Bi sont les dér ivées  fondamentales dé f in i e s , come  au chapi t re  2 ,  
" 

par  : 

- 
Puisque E . + £ ; = L  constant on a 



Compte tenu de (3.531, (3.56) e t  de (3.571, nous obtenons à p a r t i r  

de (3.52) au terme d'un long caïcul  : 

où CA e s t  une constante e t  où 4 e t  @ sont définies par : 

avec : 

Une double intégration de (3.60) conduit à 

3 -2. 
(3.66) &5f,=-%s4 --a,'% + 4-,5,+63 



d 
06 Lt et L3 sont des nouvelles constantes. 

Désignons par le second membre de (3.66) : puisque d est positif, 

ii est évident que (3.66) nladmet de solution que si $>O . 
Soient 5,, , SAL, s,3 les racines supposées réelles de 

rangées dans l'ordre suivant : 

Nous avons : 

Les Iigures 3.3 représentent 9 respectivement dans les trois cas 

Q7 0 , qo < O et dans le cas particulier 0 . 
Y 

Fig. 3.3 



bit être borné; par conséquent, pour obtenir % > 0 on doit faire 

varier 5, , dans l'intervalle [5,*. , S,.j 3 si @,,O ,dans 

i'interraiie [5iiA, 5423 si 4, <O , et dans l'intervalle C ' A ~ ,  sAi7 
si koc O et 7 O , SAL) et 545 désignmt les 

racines de P3 dans ce cas particulier. 

Une solution explicite de (3 .60)  en termes des fonctions elliptiques de 

Jacobi est bien connue Cl 41. 

3 . 4 . 2 .  - Onded Lndé~omnabLu de type héguLLu~  

Ce cas correspond à 0 . 
Nous cherchons la solution sous la forme : 

L'intégration donne : 

La constante d'intégration a été choisie telle que s4.= 5,3 pour 

et O( est une constante positive définie par 

e 
la fonction Ln est périodique de période fi [sl%) 03% est 

l'intégrale elliptique complète de première espèce de module: 



La longueur d'onde est : 

On peut donc écrire à l'approximation d'ordre 1 : 

2 . .  
(3.72) s = SL t E . [ S ~ ~  +(~,~-5,,)cn wr]  

Le maximum et le minimum sont donnés par : 

Par suite, 

e 
(3.74.a) S = S m  + ( 5 M . - 5 ~ ) ~ ~ ~ ~  

.e 
(3.74.b) ub C U - U ~  = k 15c -5, -+ (SM-S~)  i)$dX] 



Les ondes indéformables déf inies  par l e s  r e la t ions  ci-dessus sont 

appelées ondes cnoïdales. 

Soi t  Sw1 : l ' a l t i t u d e  moyenne des ondes cnoidales définies par : 

Compte tenu de (3.74.a), on obtient : 

où 3 e s t  l ' i n tégrab le  e l l ip t ique  complète de seconde espèce. O r  : 

Par conséquent : 

ce qui s ign i f i e  que l a  dénivellation entre l e s  crê tes  e t  l e  niveau moyen de 

l ' i n t e r f a c e  e s t  supérieure ou égale à l a  dénivellation en t re  l e  niveau moyen 

e t  l e s  creux (Fig. 3.4.a). 

Pour 54L= 54j : Fig. 3.3.a, il n'y a pas de solution d'ondes. 

Pour S t t =  : Fig. 3.3.a, l a  longueur d'onde Aevint in f in ie ,  

ce qui dé f in i t  l 'onde s o l i t a i r e .  

Les formules (3.7k),  (3.76) deviennent : 

(3.78.a) Sn.!= Sq 



On voi t  que l 'onde s o l i t a i r e  e s t  une surélévation (Fig.  3.4.b). 

En résumé l e  cas QJ70 correspond à des ondes cnoïdales e t  s o l i t a i r e s  

de même nature que ce l l e s  qu'on obt ient  usuellement dans un canal ouvert 

contenant un seul f lu ide  lorsque l a  dérivée fondamentale e s t  pos i t ive  [ I l .  

Nous dirons que ces ondes indéformables sont de type régul ier .  

3 . 4 . 3 .  - Ondes i n d é ~ o h m a b l e b  excepLionn&eh 

Ce cas correspond à c$ < 0 . 
Le changement de var iable  à effectuer  dans ce cas e s t  : 

L'intégration donne : 

où O( e s t  une constante posi t ive  déf inie  par : 



La longueur d'onde e s t  déf in ie  par  (3.71) aveccette fo is-c i  : 

(3.82) 

5 e t  si,,, sont déf in ies  par : 

S v =  5= -4 E S , ,  

Çw= 5, + £ ç,, 

Par s u i t e ,  on obt ient  : 



Résultat opposé au cas O (vo i r  Fig. 3.5 .a) 

pour ~,,1=s,4 , il n'y a pas de solution d'onde. 

Pour 54 = St3 , l a  longueur d'onde devient i n f i n i e ,  ce 

qui d é f i n i t  l 'onde s o l i t a i r e .  Dans ce cas l e s  équations (3.831, 

(3.84) deviennent : 

Cela s ign i f i e  que l 'onde s o l i t a i r e  e s t  une dénivellation (Fig. 3.5.b).  

La situation obtenue pour R L D  e s t  analogue à ce qu'on rencontre dans un 

canal ouvert contenant un seu l  l iquide lorsque l a  dérivée fondamentale e s t  

négative. Nous dirons que l e s  ondes indéformables sont de type exceptionnel. 

Il reste à examiner l e  cas l imi te  Gb= 0. 

Si  < O , ii n 'y  a pas de solut ion d'onde. 

Par contre s i  7 (Fig. 3 . 3 . ~ ) ~  on obt ient  : 



b : on dtr soLitcriv6 p o s i h a  

Fig. 3.4 : Ondes indéformables régulières. 

b: ondes s r l i k ~ v t s  &ptivcs.  

Fig.  3.5 : Ondes indéformables 

exceptionnelles. 



On remarque que les ondes périodiques avec discontinuités (chapitre 2) 

aussi bien que les ondes périodiques indéformables à l'ordre deux s'obtiennent 

par perturbation d'un écoulement critique donné, et que les ondes cnoîdales 

et les ondes avec discontinuités sont régulières ou exceptionnelles (ou encore 

3 L , ? _ l e  
inversées), suivant que la quantité : = L. E 8, - x i  J-0 &, 

est positive ou négative. La quantité QU joue donc ici exactement le même 

rôle que la dérivée fondamentale dans un écoulement d'un seul fluide dans un 

canal ouvert à l'atmosphère [ 1 ],[A 61. 

Exemple : conduite de section circulaire (voir Fig. 1.3). 

Les courbes représentatives de G ,  en fonction de 0, pour différentes 

valeurs des paramètres C et r b  &u F:) ont déjà  été données sur les 

plariches &.a, b, c, d auxquelles il suffit de se référer. 



CHAPITRE 4 

O N D E S  I N D E F O R M A B L E S  EN C A N A L  C Y L I N D R I ~ U E  H O R I Z O N T A L ,  

D E  S E C T I O N  QUELCONQUE,  C O N T E N A N T  DEUX F L U I D E S  S T R A T I F I E S  NON M I S C I B L E S  

4.1 . - N O R M A L I S A T I O N  E T  A P P R O X I M A T I O N  D' O R D R E  Z E R O  

Nous reprenons le problème considéré dans le chapitre 3 mais cette fois 

en écoulement dans un canal cylindrique et horizontal, ouvert à l'atmosphère. 

La pression atmosphérique sera prise pour origine des pressions. Nous conservons 

les mêmes notations et la même normalisation. On désigne par b' la cote de la 

1 
surface libre et on définit 5, et a par ( ~ i ~ .  4.1 ) : 

Nous mettons en oeuvre la méthode des perturbations comme au chapitre 3. 

Nous posons pour chacune des variables U , V , d , , 5 , U' , V I ,  

1 LJ', P' , 5 les développements de la Forme (3.6). 

Déterminons les équations de l'approximation d'ordre zéro. Les équations 

de conservation de la masse, les équations de la dynamique et les conditions 

d'irrotationalité, s'écrivent à l'ordre zéro : 



Les conditions sur la paroi sont : 

Les conditions cinématiques à l'interface et à la surface libre sont : 

(4.5.a) 50T -t basoX =\db 
pour Z s 5 ,  

(4.5.b) SOT + \!S '?x =dl 

pn. 
I (4.6) s : ~ + u L S , ~ = \ J ~  pour Z = 5: - 

*O 



Les conditions dynamiques à l'interface et à la surface libre sont : 

(4.8) po=o pour Z = S :  

Fig . 4.1 : Canal de section quelconque. 

Les équations (4.2.e) et (4.3.e) montrent que u, et U{ ne sont 

fonctions que de X et de T . 
L'intégration de (4.3.c), (4.3.d) donne, compte tenu de (4.8) 

De même l'intégration de (4.2.~) et (4.3.~) donne, compte tenu de (4.7) 

et (4.9) : 



(4.10) Po = 5.-2 + 4 ( ~ ' ,  - 5 ~  

Par s u i t e ,  (4.2.b) e t  (4.3.b) deviennent : 

De (4.9) e t  (4.10) il résu l t e  que 5, e t  5: ne sont fonctions que 

de e t  de T . 
Intégrons l e s  équations de conservation de l a  masse (4 .2 .a) ,  (4.3.a) 

respectivement sur Zy e t  2; , a i r e s  mouillées par l e  f lu ide  lourd e t  l e  

f lu ide  léger .  

Pour cela ,  désignons par e t  (ol l e s  contours respec t i f s  de zc 
e t  z: parcourus dans l e  sens d i rec t ,  e t  par Po e t  PA l e s  pa r t i e s  

de k, e t  (0; appartenant au fond ( ~ i g u r e  4.1 ) . 
Nous avons d'abord : 



Par suite,l'équation (4.3.a) prend la forme suivante : 

-c 
(4'13) , U:~:x - 0 Cse5,, +U:S~$)  , CL u:, = 0 

D'une manière analogue, (4.2.a) donne : 

L 
(4.14) S,, t. U,S,, + CL ucx.= O 

.Les quantités positives Ce, et CL sont définies par : 

Leséquations (4.11)~ (4.12)~ (4.13) et (4.14) permettent de déterminer 

Uc , Sy , uto , . Ce sont Les équations du mouvement longitudinal. 
- 

Leurs courbes caractéristiques dans le plan ( , \ ) sont définies par : 

Pour que l'écoulement soit permanent à l'ordre zéro, il faut que : 

avec 



Dans le cas particulier de l'écoulement plan. (3.17 .b) devient #L)io=<: 
c'est le critère d'écoulement critique obtenu par YIH et GUHA [Il]. 

Pour déterminer y , \JO V i  , ~1 nous introduisons les fonctions I 
définies par (3.21) de manière à satisfaire 1 

(4.2.e) et (4.3.e). les équations (4.2.a) et (4.3.a) montrent que Zo et )I: 
sont harmoniques. 

Les conditions (4.4), (4.5). (4.6) s'expriment par : 

Exemple : section "puissance" d'équation : 

' I ,  

' - 3  
-h 

2 y=+nz , n e t X  constantes positives. ûn a : 



I 
Dans le cas particulier simple où U V =  U o  on obtient : 

4.2.- ECOULEMENTS PRESQUE UNIFORMES 

Conme au chapitre précédent nous allons poursuivre en nous limitant à 

des écoulements presque uniformes, c'est-à-dire des écoulements pour lesquels 

l'approximation d'ordre zéro est uniforme. 

Les équations générales, les conditions cinématiques à la paroi solide, 

à l'interface et à la surface libre s'écrivent à l'ordre 1 : 



Les conditions dynamiques à l'interface et à la surface libre s'écrivent : 



Les équations (4.22.c), (4.22.d), (4.23.c), (4.23.6) montrent que u4 , , 
, et pl ne sont fonctions que de K et de 7- . 

Compte tenu de (4.9) l'équation (4.26) s'écrit : 

Par suite, l'équation (4.25) s'exprime grâce à (4.10) par 

Ces deux équations montrent que 5, et 5: ne sont fonctions que de X 

etde . 
En injectant (4.27) et (4.28) respectivement dans (4.22.b) et (4.23.b) 

on obtient : 

(4.29) h j r  i L , U , ~  +- + $ (5 :  - 5 , ) p  O 

On intègre les équations (4.22.a) et (4.23.a) respectivement sur 

et zy comme pour l'ordre zéro. De là : 



Les équations (4.291, (4.301, (4.31) et (4.32) permettent de calculer 

U4, U: , 5, et 5: qui sont les inconnues du mouveme~t longitudinal. 

Leurs courbes caractéristiques dans le plan ( A  ,T ) les mêmes que pour 

l'ordre zéro: elles sont définies par l'équation (4.16). 

La condition d'écoulement permanent à l'ordre un est donnée également 

par (4.17.b). 

1 
Pour déterminer V I  , MI, , \I'~ et \ , ' l +  nous introduisons les fonctions 

t4()',z) et [ ; ( r , ~ )  définies par (3.31). 
Les équations (4.22.a) et (4.23.a) montrent que i, et sont 

harmoniques. 

Les conditions à la paroi solide, à l'interface et à la surface libre 

donnent : 

Exemple : Section "puissance" en écoulement permanent, et telle que r 

On obtient : 



d'où 

Passons à l'approximation d'ordre deux. 

Les équations générales, les conditions d'irrotationalité, Les conditions 

cinématiques à la frontière solide, à l'interface et à la surface libre s'écrivent 

à l'ordre deux : 



pour z = 5: (4.38) 5 ~ r + b ~ 5 ~ x 3 b \ 5 ~ h . = ~ J ~ + 5 \ ~ ~ z  

Les conditions dynamiques à l'interface et à la surface libre sont : 

(4.39) eL+ 5,tL.= r t e : ,  PUY zi S ,  

Compte tenu de (4.9), l'équation (4.40) donne 

De même, grâce à (4.9) et (4.10), (4.39) donne : 

(4.42) k-7)s1= P,-P; 



Des équations (4.34.c), (4.34.d), (4.34.e), (4.35.c), (4.35.d), (4.35.e) 

on tire, compte tenu des résultats à l'ordre 1 : 

De là, on obtient par intégration : 



, \v\ , L' , étant des fonctions arbitraires de )( et de .f . 

4 . 3 .  - ONDES TNVEFORMABLES 

Puisque nous nous intéressons à la recherche de solutions d'ondes pro- 

gressives indéformables à l'ordre 2, nous supposons comme en 3.4 que l'écoulement 

est permanent jusqu'à cet ordre. 

Dans cette hypothèse et compte tenu de (4.451, (4.46), (4.47), (4.48); 

les équations (4.34~b) et (4.35.b) s'écrivent : 

Des relations (4.39) et (4.40) on tire, compte tenu de (4.461, (4.48) 

et des résultats à l'ordre zéro : 

pour Z = S c j  

(4.52) 52 = - $ o : u ~ ~ ~ ~ . ( ~ ~  - 5: pour Z =  59 

A de (4.51) et (4.52), et des résultats à l'ordre 17on peut écrire 

à la place de (4.37) et (4.38) : 



L 
(4.53)  (A-C)\~,=ÇLJ,~:~:~*&[~:-~;) - ~ ' b \ l X i ( { l - T )  

+.LM -MI], + - 5 - 5,41$4zz-j 

pour Z = 5 o 

On intègre les équations (4.34.a) et (4.35.a) respectivement sur Z, 

et 2: comme pour l'ordre zéro. 
II 

Introduisons les quantités G, , G: , L' et GL définies par : 
L 



Compte tenu de (4.53),  (4.54) e t  (4.55) on obtient l e s  re la t ions  suivantes : 

l 
où y, ,TA , Be sont déf inis  par (3.461, (3.481, ( 3 . 5 0 ) .  

Le déterminant principal du système d'équations (4.491, (4.501, (4.60) 

e t  (4.61) e s t  : 

e t  il est nul  d'après (4.17.b). 



La condition nécessaire d'existance d'un écoulement permanent à l'ordre 

deux est par conséquent que l'un des déterminants secondaires soit nul. 

De 12 la condition : 

où d4 , , d 3  et sont respectivement les seconds membres de (4.49), 

(4.50)~ (4.60) et (4.61). 

Compte tenu de (4.17.b) et des équations à l'ordre 1 ,  on obtient à partir 

de (4.62) au terme d'un calcul fastidieux l'équation (3.60) qui définit les ondes 

progressives indéformables, avec cette fois : 



Dans ces re la t ions  , r., , sont déf inis  par (3.581, (3.63),  

(3.64) e t  e s t  l a  dérivée fondamentale déf inie  par : 

Etudions l e  signe de 4 e t  de . 
-- 

Dans l a  formule (3.631, l e  coeff ic ient  de d4 e s t  p o s i t i f .  Il en e s t  

de même du coeff ic ient  de compte tenu de (4.17.b).  

Par conséquent : 

A z  O 
Le signe de dépend de l a  forme du canal,  du rapport des masses 

volumiques $ , e t  du nombre de Fronde (ou F I  ) . Si  \a e s t  p o s i t i f ,  

l e s  ondes obtenues dans l e  f lu ide  lourd correspondent au cas de l a  f igure  (3 .4 .a) .  

Par contre, s i  \g e s t  négat i f ;  on se  trouve dans l e  cas de l a  f igure  (3 .5 .a) .  

En ce qui concerne l e  f lu ide  léger ,  comme : 

I 
l ' i n te r face  e t  l a  surface l i b r e  présentent deux bosses ou deux creux s i  Fu 7.1 . 

Par contre,  pour , à une bosse dans l ' un  des f lu ides  corres- 

pond un creux dans l ' a u t r e .  En p a r t i c u l i e r ,  en écoulement plan, nous retrouvons 

l e s  r ésu l t a t s  de DYMENT '11 51. 

S i  en plus ,  on f a i t  9 = O , on tombe sur  l e s  r ésu l t a t s  de KELLER C131. 

Exemple : pour une section "puissance" déf inie  par (2.21 ): 



Par suite : 

A+\ L 
\ B =  51 ( h - 5 1 [ ~ ~ + 3 ) ~  -pl 1); +5fi+.4~p+p)+41+ 

3b4' I S', 5, 3, 

On trouvera sur les Planches 6.a, b, c , les courbes représentatives 

de %151 en fonction de 52 pour différentes valeurs des paramètres 

do et '1 . Sl 



Planche 6. a : 3-= 0.4 , \ = A  



r - a'? 

I 

Planche 6.c : 0.9  , 1 ~ 0 . 5  
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MOTS CLES 

ECOULEENTS STRATIFIES DANS UNE CANALISATION OU 

WRUt3 U t  LLWt LIY LHIYHLL3HIlUR. 

ONDES PERIODIQUES AVEC DI SCONTINUITES EN CANALIS 

ONDES CNOIDALES ET SOLITAIRES EN CANALISATION. 

;: ", 

. . .. 
, ", - + --- g cc:, 

" &&z;; 

' .-," 
On cons trui t .der so! utions nouvel les' d'ondes ~ r o g ~ e s s i v e s  faiblppmnt 

i -. non l inéaires  pour deux fluides pesants s t r a t i f i é s  s o i t  dans une conduite fermée, 
   soit dans un canal ouvert  à 1 'atniosph6re. Pour des conduites de f a ib l e  pente e t  en  r, ; tenant c w t e  du frottenént troude des solutions d'ondes progressives cn>tTnmFr. 
f -  di  tes ondeo de crue, e t  d'ondes' p6ri odiques avec discontinuités.  
5 

Dans Ir! cas des i2catl&nts sans frottement dans l e s  conduites cylindriques f 

1 horizontales, puis dans l e s  canaux ouverts 8 l 'atmrph6re, une néthode da perturbation / 
r par  rapport à un p e t i t  par-arnetro, caractéristique de l a  distors'ion gfs@trique du 
1 domine d'6coulement, e s t  mise en oeuvre en prenant pour solution dk &se ;n' &oulement 

unifarme. On cal tu le  Tes approximations d'ordre .un e t  &eux et  on montre l 'exis tencé 1 
d'ondes progressives indt4formables de type cna'fdal, e t  d'ondes solftait%S. I 


