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INTRODUCTION 

Dans son a r t i c l e  " Q u a d r a t i c  forms ' à  l a i L o c a l  ~heory " [4 ] ,  FROHLICH 

donne une a x i o m a t i s a t i o n  des corps  (de c a r a c t é r i s t i q u e  + 2 )  q u i  pcssèdent  une 

t h é o r i e  de fcrmes quadrat iques analogue à c e l l e  des nombres p-adiques ou 

c e l l e  des nombres r é e l s .  Son axiome e s t  que pour  chaque d i s c r i m i n a n t  d  d i f f é -  

r e n t  de -1, il e x i s t e  deux c l a s s e s  d ' é q u i v a l e n c e  de formes quadra t iques  b i -  

n a i r e s  r é n u l  i è r e s  de d i s c r i m i n a n t  d. 

Une o é n é r a l i s a t i o n  a  é t é  donnée p a r  KAPLANSKY [5], pour  l e s  c o r p s  

de c a r a c t é r i s t i q u e  # 2 e t  il a  posé l e  problème pour  un corps  de c a r a c t é r i s -  

t i q u e  2 de s a v o i r  s ' i l  e x i s t e  à isomorphisme p r è s  une unique a l ~ è b r e  de qua- 

t e r n i o n s  de d i v i s i o n  lo rsque  pour  chaque i n v a r i a n t  de A r f  d  d i f f é r e n t  de O, 

il e x i s t e  a u  p l u s  deux c lasses  d ' é q u i v a l e n c e  de formes quadra t iques  b i n a i r e s  

t o t a l e m e n t  r k g u l i è r e s  d ' i n v a r i a n t  de Ar f  d  e t  exactement deux c l a s s e s  pour  

un do au moins. Scus l ' h y p o t h è s e  q u ' i l  e x i s t e  exactement deux c l a s s e s  d ' é q u i -  

va lence de fcrmes quadrat iques b i n a i r e s  t o t a l e m e n t  r é g u l  i è r e s  pour  chaque i n -  

v a r i s n t  de A r f  d i f f é r e n t  de O, DRAXL 123 a  répondu à l a  q u e s t i o n  dans ce 

cas p l u s  r e s t r e i n t .  

Dans n o t r e  étude, on e s s a i e  de v o i r  d 'une  façon d i r e c t e  l e  problème 

de KAPLANSKY. Les r C s u l t a t s  obtenus correspondent  en t iè rement  aux r é s u l t a t s  

d é j à  connus dans l e  cas de c a r a c t é r i s t i q u e  jc 2, [5]. On procède comme s u i t  : 

Dans l a  première p a r t i e ,  on r a p p e l l e  l a  d é f i n i t i o n  des alcjèbres 

de q u a t e r n i c n s  en c a r a c t é r i s t i q u e  2 e t  des formes quadrat iques q u a t e r n a i r e s  

cof icrètes to ta lement  r é g u l i t i - e s  associées k chaque a lgÈbre de quatern ions.  



On montre que deux a lc jèbres de qua te rn ions  s o n t  isomorphes s i  e t  seulement s i  

l e s  formes quadra t iques  associées i ces a lgèbres  s o n t  équ iva len tes .  

Dans l a  deuxième p a r t i e ,  on d é f i n i t  un co rps  de H i l b e r t  g é n k r a l i s é  

comme é t a n t  un corps de c a r a c t é r i s t i q u e  2 v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  c i -dessus 

données p a r  KAPLANSKY. On v o i t  que s u r  un t e l  co rps  t o u t e  forme quadra t ioue  

q u a t e r n a i r e  to ta lement  r é o u l i è r e  e s t  u n i v e r s e l l e .  A l ' a i d e  de c e c i ,  on montre 

q u ' u n  corps  de c a r a c t é r i s t i q u e  2 e s t  de H i l b e r t  g é n é r a l i s é  s i  e t  seulement s i ,  

il e x i s t e  une seule a l 2 è b r e  de qua te rn ions  de d i v i s i o n  à isomorphisme p r è s  s u r  

ce cerps ; c e  f lui  e s t  é q u i v a l e n t  à l ' e x i s t e n c e  a équ iva lence  p rès  d 'une ferme 

quadra t ique  q u a t e r n a i r e  to ta lement  r é g u l i è r e  a n i s o t r o p e  unique d ' i n v a r i a n t  de 

A r f  n u l .  On donne a u s s i  une c o n d i t i o n  nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pcur  que sur  

un ccrps de t ' i l  b e r t  généra l  i s é  t o u t e  forme quadra t ique  quaterna i r e  t c t a l e m e n t  

r C g u l i è r e  d '  i n v a r i a n t  de A r f  non n u l ,  s o i t  i s o t r o p e .  

Dans l a  t r o i s i è m e  p a r t i e ,  on u t i l i s e  des p r o p o s i t i o n s  démontrées dans 

l e s  p a r t i e s  précedentes pour  donner une réponse dans l e  cas de corps  de carac-  

t é r i s t i q u e  2 à une q u e s t i o n  posée p a r  P. Drax l  dans [2] : Pour que ls  co rps  K 

non p a r f a i t s  a- t -on l e  théorème " l e  p r o d u i t  t e n s o r i e l  de deux K-a lgèbres de 

qua te rn ions  n ' e s t  pas de d i v i s i o n  s i  e t  seulement s i  ces K-algèbres possèdent 

un même c o r p s  n e u t r a l i s a n t  quadra t ique  purement i i s é p a r a b l e  su r  Ku. 

P L A N  
------- 

§ 1 - ALGEBRES DE QUATERNIONS. 

§ 2 - CORPS DE HILBERT GENERALISE DE CARACTERISTIQUE 2. 

5 3 - SUR UN THEOREME DE DRAXL. 
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5 1 - ALGEBRES DE QUATERNIONS. 

Ra~eel-be-dCflnltlo!s-et-co!eI~!ent~~ 
Dans toute la suite, K est un corps de caractéristique 2. 

Les notations sont en général celles de DRAXL [2]. 

L'endomorphisme du groupe additif K défini par x + x2 + x est 

noté ;P et P K  désigne l'image de K par 2. 

A chaque a E K, on associe une K-algèbre commutative de dimension 2 

de base (1 ,al : 

Ka = K @ Kw 

L munie de la multiplication déterminée par la condition : w = w + a, 

c'est-à-dire 2 w  = a. 

Ka est un corps exactement pour a f O (mod PK) et 1 'application 

S : -t a+l induit sur K un automorphisme involutif de K-algèbre. 

On définit maintenant pour B e K* = K - (01 et a IZ K, une K-al- 

gèbre de dimension 4 par : 

avec la multiplication déterminée par les conditions : 

2 u = B et ua = S(a)u pour tout a c Ka. 

Alors 1, U, u, wu forment une base de (y] sur K. 

On étend 1 ' invol ution S de Ka à 1 'algèbre entière par 1 ' identité 

sur Kau, on définit ainsi un antiautomorphisme - de K-algèbre. 

Dédin&ov~ 1 . 1  - On appel 1 e K-al gèbre de quaternions, toute K- 

algèbre de la forme ("3 . 



On pose maintenant v = w u ,  a lors  l es  vecteurs 1 ,  u ,  v e t  U V  

sont linéairement indépendants sur K e t  on a : 

La multiplication dans notre algèbre e s t  alors complètement déter- 

minée par ( 1 )  e t  on a : 

L Si cc -. O (mod pK), s o i t  cc = y + y avec y E K. Les deux 

matrices u = ( u) e t  v = (1 :(y+1)) vé r i f ien t  l a  règle  (I), 

c'est-a-dire qu'on a : 

(y] 1. M M 2 ( K ) .  

Si par contre cc f O (mod BK), Ka e s t  une extension quadratique 

séparable de K e t  (y] e s t  isomorphe à l 'a lgèbre croisée (Ku,K , S , B ) .  

Donc (y] e s t  une K-algèbre centrale simple de dimension 4 sur 

K. Inversement, on montre que toute K-algèbre centrale simple de dimension 4 

e s t  une K-algèbre de quaternions au sens de la  définition 1 . 1 ,  ([3] , p. 103). 

Remahque : L ' al gèbre (+] e s t  isomorphe a M 2 ( K ) .  

So i t  (y] une K-alglgebre de quaternions, on pose : 

Lemme 1 . 2  - Pour tout q E (y] , l e s  énoncés suivants sont équi- 

valents : 



i )  i = q  

2 i i )  q c K 

i i i )  q c K 8 Kau 

PReuve : 

S o i t  q = (a+bu) + (c+du)u un élément de [y] . 
O n a  i = b + q  e t  

q2 = a2 + ab2 + B(c2+cd+ad2) + b[bw+cu+dud. 

Les équivalences énoncées r é s u l t e n t  a l o r s  de ces f a i t s .  m 

P h a p o ~ ~ n  7.3 - Pour t o u t  isomorphisme de K-algèbres de quater-  

nions $ de A dans A', on a $(Ao) = Ah. En p a r t i c u l i e r ,  A. e s t  

s tab le  par t o u t  automorphisme de A. 

La preuve e s t  immédiate à p a r t i r  du lemme 1.2 précédent. 

Dé&in&Lon 1.4 - A chaque q = a + bu + CU + dwu E (y] , on f a i t  

correspondre 1 ' élément 

2 2 2 2 n ( q )  = qq = Qq = (a +ab+ab ) + ~ ( c  +cd+ad ). 

La forme quadratique n a i n s i  d é f i n i e  e s t  appelée norme. 

L.'appl i c a t i o n  d é f i n i e  par : 

2 2 2 2 (a,b,c,d) + (a +ab+ab ) + B ( C  +cd+ctd ) 

e s t  une K-forme quadratique quaterna i re  concrète totalement r é g u l i è r e  associée 

L l ' a l g è b r e  (y] e t à  l a  b a s e c h o i s i e .  

2 2 2 2 On l a  note (xl + xlyl + "y1) + 8(x2 + x2y2 + "y2). 

Il e s t  c l a i r  que l ' a l g è b r e  de quaternions (y] e s t  de d i v i s i o n  s i  

e t  seulement s i  l a  forme n e s t  anisotrope.  



Pour t o u t  q  = a + (c+dw)u c (qo, on a 

2 2 n ( q )  = q2 = a2 + ~ ( c  +cd+ad ). 

Donc n i n d u i t  une forme quadra t ique  t e r n a i r e  concrè te  r é g u l i è r e  s u r  

1 'espace v e c t o r i e l  (?Io ; p a r  r e s t r i c t i o n .  

Remahque : Dans t o u t  c e  q u i  s u i t ,  quand une a lgèbre  de q u a t e r n i o n s  

e s t  considérée comme espace quadra t ique  ; c ' e s t  r e l a t i v e m e n t  à l a  norme assoc iée  

c i -dessus  e t  il en e s t  de même pour  son sous-espace v e c t o r i e l  des éléments i n -  

v a r i a n t s  p a r  1 ' i n v o l u t i o n .  

PfiaponiLLon 1.5 - S o i e n t  A e t  A '  deux K-algèbres de qua te rn ions .  

Les c o n d i t i o n s  su ivan tes  son t  é q u i v a l e n t e s  : 

i )  A e t  A '  s o n t  isomorphes comme K-algèbres. 

i i )  A e t  A '  s o n t  i somét r iques  comme K-espaces quadrat iques.  

i i i )  A, e t  Ab son t  i somét r iques  comme K-espaces quadrat iques.  

Pheuve : 

S o i t  A = (y] dont  1, u, u, UV e s t  une base s u r  K v é r i f i a n t  : 

u 2 = B ,  V 2 = a B  e t  U V + V U = B ,  

d o n t  1, u ' ,  v ' ,  u ' v '  e s t  une base sur  K v é r i f i a n t  : 

2 u t  = 6 1 ,  v 1 2  = a l f i l  e t  u ' v '  + v ' u '  = 6 ' .  

S o i e n t  n  e t  n '  l e s  formes normes associées à A e t  A '  respec-  

t i  vemen t, 

i )  => i i )  

S o i t  IJ un K-isomorphisme d ' a l g è b r e s  de A dans A'. On v e u t  

mont re r  que p o u r  t o u t  q  E A : n l ( $ ( q ) )  = n ( q ) .  



Pour ce la ,  s o i t  q  = qo + auv E A avec qo c A, e t  a  c K. 

D'après l a  p r o p o s i t i o n  1.3, on a  $(qo) E A; donc $(Clo) = $(q0), 

pa r  s u i t e  : 

- 
D ' a u t r e  p a r t ,  q = q  + a ü i  e t  compte tenu  du f a i t  que UV = f3 + UV, 

O 

on a  : 

$ ( G )  = $(qo) + a(B + $(UV)) .  

Montrons que $(UV) = f3 + $(UV). 

I l  e x i s t e  p: e A; e t  b  e K t e l s  que $(UV) = p; + b u ' v ' .  

Mais comme UV rf A. , on a  $(UV) rf Ah p a r  conséquent on a  b  # 0. 

2  Comme (UV) = aB2 + @UV, on a  : 

En s u b s t i t u a n t  dans ( 3 ) ,  on o b t i e n t  : 

(5) ($(UV) l2 = b2!312 + aB2 + ~ d ( u v ) .  

De (4), on o b t i e n t  d i r e c t e m e n t  : 

( ~ ( U V ) ) ~  = C X B ~  + B$(uv), 

ou encore, compte t e n u  de (2 )  : 

(6) ( m l 2  = aB2 + B B ' ~  + B$(uv). 

En coinparant (5 )  e t  (6), il en r é s u l t e  que 

b 2 8 l 2  + ~ B ' B  = O avec b,  B, B I  K*. 

On d i v i s e  p a r  B', on o b t i e n t  : 



Puisque # O ,  o n a  = 1 donc bs l  = 8. 

- 
Il en decoule que $(UV) = s + $(UV).  Par su i t e ,  $(q) = $ (q)  pour t o u t  q E A. 

Finalement, pour t o u t  q E A on a : 

A i n s i  d e s t  une isomét r ie  de A sur A ' .  

i i )  => i )  

Supposons A e t  A' isométriques. 

2 2 2 So ient  xl + X1yI + a y i  + B ( X ~  + XZY2 + @y2) 

représentant  respectivement 1 es normes n e t  n' . 
Les K-algèbres de C l i f f o r d  C(A), C(A1) associées respectivement 

à A e t  A' sont isomorphes (Cl]), avec 

Donc M2(A) - M2(A1) e t  puisque A e t  A '  sont de même dimension 4 

s u r  K, il en r é s u l t e  que A e t  A' sont isomorphes comme K-algèbres ([3], 

p. 60). 

i )  => i i i )  

S o i t  3 un K-isomorphisme d'a lgèbres de quaternions de A dans A ' .  

D'après l a  p ropos i t i on  1.3, on $(Ao) = A;. Donc $ i n d u i t  un isomorphisme de 

K-espaces v e c t o r i e l s  de A. sur  A;. 



De plus, n' ($(q) ) = n(q) pour t o u t  q E A,. 

D'où, A. e t  A; sont isométriques. 

S o i t  do une isométr ie de A, sur  A;. Donc pour t o u t  q c A. , 

on a : 

2 
n o  = q avec n1(P0(q) )  = (iVo(q))2 e t  n(q) = q . 

En p a r t i c u l i e r ,  on a : 

2 
n o  = , n(v )  = v2 = 

n1 (go(u+v))  = ($o(u+v)) 
2 

2 
= O 0 ( u ) )  + (u i0(v) l2 + do(u)Jo(v)  + iUo(v)Po(u) 

e t  n(u+v) = (u+v12 = u + v + uv + vu. 

I l  en r é s u l t e  que : 

2 
(7)  $o(u)2  = 6 ,  J0(v) = ab e t  ),(u)$,(v) + ~ , ( V ) @ ~ ( U )  = B dans A ' .  

Montrons que 1, $,(u), (Jo(v) ,  go(u)go(v)  sont 1 inéairement indé- 

pendants sur K. 

En ef fet ,  supposons que pour a, b, c, d dans K ; on a : 

M u l t i p l i o n s  à d r o i t e  par So(u) e t  à gauche par  So(u), on o b t i e n t  

respectivement : 

Par add i t ion ,  on trouve que : 



Comme on a B # O, a l o r s  c+dgo(u) = O dans A;. Puisque l e s  

v e c t e u r s  1, So(u), $,(v) s o n t  l i n é a i r e m e n t  indépendants s u r  K, on a : 

c = d = O. On p o r t e  dans (8) p o u r  a v o i r  a + bqo(u)  = O. Ce q u i  e n t r a î n e  

que a = b = O. 

Il en r é s u l t e  que 1, So(u),  $,(v), $o(u)$o(v) fo rment  une base de 

A '  s u r  K, v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  (7). 

On d é f i n i t  1 ' isomorphisme de A s u r  A' p ro longean t  do , 

p a r  $ = e t  $(UV) = 30(u)$0(v) .  
l A 0  

D'où A e t  A'  s o n t  isomorphes comme K-algèbres. m 

fj 2 - CORPS DE HILBERT GENERALISE DE CARACTERISTIQUE 2. 

2 2 S o i t  F = 1 (aixi + bixiyi + ciyi) avec bi # O pour  1 s i s r. 
i =l 

On assoc ie  à l a  c l a s s e  d ' é q u i v a l e n c e  de F deux i n v a r i a n t s  : 

aici 
1) L ' i n v a r i a n t  de A r f  q u i  e s t  l a  c l a s s e  mod PK de - . 

i = l  b: 

On n o t e r a  souvent AF l ' e x p r e s s i o n  
'ici 

i = l  bi 

2 )  La c l a s s e  d ' isomorphisme des a l g è b r e s  de C l i f f o r d  de F. On 

n o t e r a  souvent  C(F) une de ces a lgèbres  de C i  i f f o r d ,  avec 

Ces i n v a r i a n t s  ne dépendent en f a i t  que de l a  c l a s s e  d 'équ iva lence  

de F ( [ I l  1. 

Les formes quadra t iques  b i n a i r e s  d ' i n v a r i a n t  de A r f  O (mod !pK) 

s o n t  t o u t e s  é q u i v a l e n t e s  à l a  forme quadra t ique  xy ( [ I l ,  c o r o l l a i r e  2 du  

théorème 3). 



On é t u d i e  l e s  formes quadra t iques  b i n a i r e s  d ' i n v a r i a n t  de 

A r f  f O (mod SK). 

2 S o i t  9: ax  + bxy + cy2 avec b # O. On p e u t  t o u j o u r s  supposer 

a # O, c e  q u i  p e u t  ê t r e  obtenu p a r  1 'une des deux t rans fo rmat ions  x '  = y ,  

y '  = x  ou x '  = x  e t  y '  = x  + y .  

2 b  c  2 2 ac 2 Donc $ - a ( x  +;xy +;y ) e a ( x  + xy  + - y  ) c e c i  en s u b s t i -  

a  a c  b *  
t u a n t  y  d e p l u s  A $ = - .  

b 

D'une a u t r e  manière, U' ' a N ~ ( ~ ) / K  (x+yw) où K(w) e s t  une ex ten-  

a c  s i o n  p r o p r e  de K de polynôme min imal  T' + T + - 
et N ~ ( w ) / K  dés igne  l a  b2 

norme de c e t t e  ex tens ion  au sens usuel 

S o i e n t  Ü une c l ô t u r e  séparab le  de K, w e t  W '  dans K v é r i -  

f i a n t  PW r p w '  (mod n) avec P w  = a, T u '  = a '  e t  a $ O (mod YK).  Prenons 

l e s  formes quadra t iques  : 

2 2 2 2 $ - B ( X  + x y + a y )  e t  $ '  E B ' ( X  + x y + a l y )  

* 
où B, 6 '  E: K . 

Les formes $ e t  $ '  o n t  l e  même i n v a r i a n t  de A r f  : a(mod p K ) .  

PxoponLthn 2 . 1  - Les formes quadra t iques  b i n a i r e s  3 e t  4 '  s o n t  

é q u i v a l e n t e s  s i  e t  seulement s i ,  i l  e x i s t e  A, p E K t e l s  que 

B = B'N K ( ~ I  ),K(~+uw'). 

Pheuve : 

(=> ) On suppose l e s  formes $ e t  $ '  équ iva len tes ,  donc IJ' r e -  

présente B e t  comme IJ' = E 'N  



11 e x i s t e  A, !.I E K t e l s  que B = B ' N  K(wl ) ,K (~+~w ' ) .  

( <=)  Supposons que B = B 'N  K(w' )/K 
(A+! . I~ ' )  avec A,U c K. 

On a  a  E a l (modPK) ,  donc il e x i s t e  p E K  t e l  que w = w '  + p .  

Donc ui - $NK(U)IK(~+~~) 

3 z B 'N 
K(w' )/K ( (A+!.Iw' ( (x+PY)+Yw'  1).  

D 'où : 

1+4 z B ' N  K ( w ~ ) , K [ ( h ~ + ( A ~ + ~ a '  ) Y )  + ( P X + ( A + U + U P ) Y ) W ~ .  

Par s u i t e ,  4 p r o v i e n t  de 4' p a r  l a  t r a n s f o r m a t i o n  

D'où $ - $ ' . m  

On n o t e  N(2,a) l e  nombre des c l a s s e s  d 'équ iva lence  des formes qua- 

d r a t i q u e s  b i n a i r e s  to ta lement  r é g u l i è r e s  d o n t  1  ' i n v a r i a n t  de A r f  e s t  

a(mod F K ) .  Il r é s u l t e  de l a  p r o p o s i t i o n  2.1 que N(2,a) e s t  exactement l e  

nombre des c l a s s e s  de K  - c ' e s t - à - d i r e  : 

N(2,a) = . dans l e  cas a $ O (mod 9 K )  

N(2,a) = 1 dans l e  cas a : O (mod p K ) .  

Donnons une d é f i n i t i o n  suggérée p a r  KAPLANSKY pour  p ro longer  c e l l e  

de FROHLICH. 



V é & i ~ ~ L i i o n  2.2 - Un corps K e s t  d i t  de Hilbert généralisé, s i  pour 

toute extension quadratique séparable Ka de K avec a e K ,  on a - - 
: NKa,K(~Ig s 2 avec 1 ' éga l i té  pour au moins un o 2 O (mod 3lo. 

I l  e s t  c l a i r  que K e s t  un corps de Hilbert généralisé s i  e t  seule- 

ment s i  pour chaque a & K i l  ex is te  au plus deux classes d'équivalence de 

formes quadratiques binaires totalement régulières d' invariant de 

Arf a(mod pK) avec exactement deux classes pour au moins un a f O (mod pK). 

P ~ o p o n L t b n  2 . 3  - Sur un corps de Hilbert généralisé, toute forme 

quadratique quaternaire totalement régulière e s t  universelle. 

Pheuut : 

Soit  F une t e l l e  forme quadratique, F z $7 + Y où $ e t  Y sont 

deux formes quadratiques binaires totalement régulières avec 

A(F) E A($) + A ( Y )  (mod PK). 

Soient a r A($)  e t  a '  E A ( Y )  ( m o d n ) .  

On va distinguer deux cas : 

i ) !n-sue~ose-,olEl-Z-!-lmcd-~l. 
Donc a f a '  (mod 2 K ) .  

Si N(2,a) = 1 ou N(2,a1) = 1,  a l c r s  4 ou Y e s t  universelle. 

Donc F e s t  universelle. 

Supposons N(2,a) = N(2,a1) = 2. Posons Na = N (K:),  ka/^ 
N~~ = N  KG^) e t  soient B ,B '  c K* t e l s  que B d N~ e t  B '  1 N,'. 

Ka ' /K 
Alors ( N a , ~ N a }  e t  N a  , N a  sont deux part i t ions de K*. 

11 résulte de ces hypothèses que les  deux classes d'équivalence de 



formes quadrat iques b i n a i r e s  t o t a l e m e n t  r é g u l i è r e s  d '  i n v a r i a n t  de 

A r f  a(mod PK) ( respec t i vement  a '  (mod TK) ) ,  s o n t  c e l l e s  des formes q u a d r a t i -  

ques su ivan tes  : 

2 2 2 = + x y + a y 2  e t t j 2 = ~ ( x  + x y + a y  1, 

( respec t i vement  

2 2 ul = x2 + xy  + .'y2 e t  y2 = B I ( X  + x y  + a l y  1). 

Donc F e s t  é q u i v a l e n t e  à l ' u n e  des q u a t r e  formes quadra t iques  

s u i v a n t e s  : 

Si + Y j  où 1 s i,j s 2 ,  

e t ,  on a : 

Na = iPI((K x K I * ) ,  BNa = d12((K x K ) * )  

Na' = r l ( ( K  x KI*) e t  B'N,, = y 2 ( ( K  x KI*). 

D 'abord  l a  forme quadra t ique  g1 + y1 e s t  t o u j o u r s  i s o t r o p e ,  

*2 
pu isque  K C Na n Na' e t  K e s t  de c a r a c t é r i s t i q u e  2. Par  exemple, 

2  
s i  y  E K*, on a $l(y,O) = illY,O) = y e t  dl + y 1  v a u t  12 + 12 = 0 

au p o i n t  (Y,O,Y,O) ( K ~ ) * .  

Comme t o u t e  forme q u a d r a t i q u e  r é g u l  i è r e  i s o t r o p e  e s t  u n i v e r s e l  l e ,  

+ y1 e s t  u n i v e r s e l l e .  

Montrons que g1 + y2 e s t  a n i s o t r o p e  s i  e t  seulement s i  g2 + y1 

e s t  an iso t rope .  

En e f fe t ,  supposons que l ' o n  a i t  dl + y 2  a n i s o t r o p e  e t  d2 + y1 

i s o t r o p e .  A lo rs ,  on a N fl ( f i1NaI)  = 0, d ' o ù  Nat Nal e t  

(6 'NaI  ) c (RN,). Donc q12 + y2 e s t  i s o t r o p e .  

Il e x i s t e  t r o i s  formes quadra t iques  b i n a i r e s  to ta lement  r é g u l  i è r e s  



f ,  g e t  h vérifiant l es  conditions suivantes : 

avec ~ ( f )  E ~ ( g )  z ~ ( h )  (mod pK). 

Supposons que f z g, a lors  $, + Y, z 9, + y1 e t  par su i te  

q1 - d2. Ceci e s t  en contradiction avec les hypothèses de départ. D'où f b g. 

De même, supposons h = g, a lors  g2 + Y, = 9, + Y, impl ique que 

y1 z Y, 
ceci e s t  aussi faux. D'où h $ g. 

Puisque K e s t  un corps de Hilbert généralisé, on a f = h d'où 

9, + Y I  = q2 + Y2. 

I l  en découle que : 

(dl + 'Y,) + ( Y ,  + y2)  (9, + y2) + (y1  + 

(9, + Y,) + ( Y ,  + Y , )  ' (9, + y l )  + ( y 2  + y,). 

On s a i t  que pour qu'une forme quadratique binaire totalement régu- 

l i è r e  s o i t  équivalente à l a  forme xy, i l  faut  e t  i l  s u f f i t  que son invariant 

de Arf s o i t  égal à O (mod CPK), ([Il, p. 153). 

Soi t  maintenant G une forme quadratique binaire totalement régu- 

l i è re .  La forme quadratique G+G e s t  totalement régulière isotrope. I l  exis te  

donc une forme quadratique binaire totalement régulière G '  t e l l e  que : 

G + G = xy + G '  avec A ( G + G )  5 A(xy+G1 ) (mod pK). 

D'autre part,  on a : 

a(G+G) - A ( G )  + A(G)  - O ( m o d ~ ~ )  

~ (xy+G ' )  = ~ ( x y )  + a(G1) z A ( G ' )  (mod pK). 

Donc A(G' ) = O (mod 3 K )  e t ,  par conséquent, G' = xy. 



D'où G + G z xy + x ' y ' .  

Il en r é s u l t e  l e s  equivalences : 

D'où $, + y2 e s t  équivalente à 92 + yl, ce q u i  e s t  absurde ca r  

+ y2 e s t  anisotrope e t  d2 + YI e s t  isotrope.  Donc d2 + YI e s t  néces- 

sairement anisotrope. 

D'une mani&re analogue, on montre que s i  $2 + YI 
e s t  anisotrope, 

a l o r s  $Il + Y2 e s t  anisotrope. 

On a  l e s  deux cas su ivants  : 

1 )  q1 + Y 2  e t  q2 + y1 sont anisotropes. 

Donc Na n ($INaI ) = 0 e t  ($Na) fl Na, = 0, ce qu i  implique que 

NaC Nal , ($ 'Na, )  C (BN,) e t  Nal C Na, ($Na) C ($'NaI l .  

D'où Na = Na, e t  BNa = $ ' N a ,  . Par su i t e ,  l e s  formes quadratiques 

dl + Y2 e t  + YI sont  un i ve rse l l es  e t  $12 + Y 2  e s t  i so t rope  donc uni-  

verse l le .  

2) 9,  + y2 e t  d2 + y1  sont isotropes. 

Donc e l l e s  sont un iverse l les .  Il r e s t e  à v o i r  que l a  forme quadra- 

t i q u e  $2 + y2 e s t  un i ve rse l l e .  

Puisque l e s  t r o i s  formes quadratiques + yl, 3, + y2 e t  d2 + y1 

sont  isotropes,  il e x i s t e  t r o i s  formes quadratiques b ina i res  totalement régu- 

1 i è res  f ,  g e t  h de même i n v a r i a n t  de Ar f (a+a l )  (mod p K )  v é r i f i a n t  res-  

pectivement l e s  cond i t ions  : 

Comme on a  : 



sur K un corps de H i l b e r t  général isé, il en r é s u l t e  que g  % h. 

Donc 4, + Y2 P d 2  + YI 

e t  (q1+y2) + ( Y ~ + Y ~ )  (q2+y1) + (y1+y2) 

(d1+y1) + (y2+y2) " (d2+y2) * (yl+yl)* 

Mais y1 + y1 - Y2 + Y2 P xy + x ' y '  , ce qu i  impl ique que 

91 + 

e t  d2 + y2 sont équivalentes. Par su i te ,  $2 + Y2 e s t  un i ve rse l l e .  

Finalement l e s  4 formes di + Y  pour 1 ç i,j s 2 sont un iver -  
j 

se l l es .  Donc F e s t  un i ve rse l l e  lorsque A ( F )  f O (mod pK). 

i i ) !n-sueeose--olE2-:-O--l!od-iK) 
Donc a - a ' (mod pK ) .  

S i  a :  O (modSK), a l o r s  F ;  xy + x ' y ' ,  puisque 3 - Y -  xy. 

S i  a f O (mod$K), a l o r s  ou b ien  N(2,a) = 1 donc J )  z Y e t  

on a a u s s i  F - xy + x ' y ' ,  ou b i e n  N(2,a) = 2 e t  F z(I1 + d 2  ou 

F - $1 + $, z $2 + (î2 P xy + x ' y ' .  

Dans tous l e s  cas F e s t  un iverse l le .  Ce qu i  achève l a  démonstra- 

t i o n  de l a  proposi t ion.  

Rema/rque : 

L'algèbre de C l i f f o r d  e t  l ' i n v a r i a n t  de A r f  cons t i t uen t  un système 

complet d ' i n v a r i a n t s  pour l e s  c lasses d'équivalence des formes quadratiques to-  

talement régu l i è res  de même dimension sur un corps de H i l b e r t  général isé. 

Ceci r é s u l t e  de l a  p ropos i t i on  2.3 e t  du théorème suivant ,  (Cl], 

p. 166) : 



Th6vhème.- S o i t  K un  corps sur  lequel toute  forme quadratique de 

type + Y + z2 où $ e t  Y sont deux formes quadratiques b ina i r e s  to ta-  

lement r égu l i&res ,  e s t  i so t rope.  Alors l e  nombre de var iables  m = Z n ,  l  ' a l -  

gèbre de C l i f fo rd  C(F) e t  l a  c l a s se  A(F)  (rnod pK) forment un système d ' in-  

var iants  complet pour l ' équivalence  des formes quadratiques totalement régu- 

l i è r e s  F. 

Pnvponi,tiv~ 2.4 - Soient (v] e t  [y] deux K-algèbres de 

quaternions de division t e l l e s  que l a  forme quadratique quaternaire totalement 

régul i è re  

2 2 2 2 
F = 6(xl + X , Y ,  + @ Y , )  + b(x2 + x2yZ + ay2) 

s o i t  universelle.  Alors i l  e x i s t e  une extension quadratique séparable Kd 

(resp.  purement inséparable  fi)) de K y  isomorphe à l a  f o i s  à un sous- 

corps de [y] e t  à un  sous-corps de ( YI e t  i l  e x i s t e  des sca la i r e s  non 

nuls  Bo, bo c K (resp.  ao ,  a. E K )  t e l s  que 

B ,d bo,d (y] -(+] e t  

C ,a c ,a 
(resp.  (y] e t  (+] g (-+]). 

Pneuvc : 

S o i t  1 ,  e,u, eu ; une base de (y] v é r i f i a n t  : 

u2  = 8 ,  pe = a e t  ue  = ( l + e ) u  

e t  s o i t  1 ,  w ,  v ,  wv ; une base de ($$] v e r i f l a n t  : 

Can népanable : 

s o i t  e = ( p + ~ e )  + ( A + Y ~ ) u  &(y] y 



calculons PL = + L. 

Pour que PL s o i t  dans Ky il s u f f i t  que l ' o n  a i t  v = 1. 

On ob t i en t  : 

On prend de p lus  LI = O ; L = e + (x+ye)u 

2 2 
e t  PL = a + B ( X  +Ay+ay ) e s t  dans K. 

S o i t  maintenant h = w + (z+tw)v .E (y] y par  analogie avec ce q u i  

2 2 précède, on a P h  = a + b(z +z t+at  ) appa r t i en t  a K. 

Puisque l e s  deux K-algèbres (y] e t  (y] sont de d i v i s i o n ,  

on a a $ 0  e t  a f O (rnod9K). 

S i  on a a z a (mod9K). K(0) e s t  isomorphe à K(w), il se plonge 

dans l e s  K-algèbres (y] e t  [y]. On prend Bo = B e t  bo = b. 

Etude du cas a f a (mod PK) : 
* 

La forme quadratique F représente a + a E K ca r  e l l e  e s t  un iver -  

s e l l e  ; il e x i s t e  ho, y,, Z, e t  to non tous n u l s  dans K t e l s  que : 

Donc pour Lo = e + ( A  +y e)u e t  ho = w + (z  + t  W)V, 
O O O O 

on a 910 = p h o  = d E K avec L, E (y] e t  ho E(y] . 



On a ?Lo $ O e t  P h o  $ O (mod FK),  puisque lo e t  ho n'appar- 

t i ennen t  pas A K. 

K(Lo) e s t  isomorphe à K(ho), c ' e s t  l ' ex tens ion  quadratique sépa- 

rab le  de K cherchée. 

Posons uo = (xo+y0e)u e t  vo = ( Z  + t  W)V, on a : O O 

1 = e + u,, h = U  + v o ,  T L o =  a + u2 e t  P h o =  a+( avec 
O O O 

D'où Louo + uoL0 = u,. De même h v + vohO = vo. 
0 O 

On a t ou jou rs  uo # O ou vo # O car  a + n # O. 

Etude des cas possib les.  -------------- -------- 

1 )  u o # O  e t  v o # O .  

2 2 0 n a  u 0 = 6  O E K * ,  v , = ~ , E K *  d 'où 



3)  u, # O e t  vo = 0. 

2 * On a 2 h o  = a = d, uo = 8, E K d'où 

Ceci termine la  démonstration de la  proposition concernant l e  cas 

séparable. 

h2-jnçepxrablg : 

2 
Soient L c (91 e t  h E (y] . pour qu'on a i t  ait E K e t  

L 4 K i l  f au t  e t  i l  s u f f i t  que L = p + (x+ye)u avec h + ye # O. 

Demême pour qu'on a i t  h2 E K e t  h 4 K i l  faut e t  i l  s u f f i t  que 

h = x + (y+zw)v avec y+zw # 0. 

On cherche un te l  L e t  un  te l  h t e l s  que L' = h2 E K* 

2 2 2 2 On a L = p + B ( A  +hy+uy 1 
2 2 e t  h 2  = x2 + b(y +yz+az 1. 

Soient po  # xo dans K ,  l a  forme quadratique F e s t  universelle 

donc représente ( , O + ~ O ) L  i O ; c 'est-à-dire  q u ' i l  exis te  ho,  y ,  y e t  

zo non tous nuls dans K t e l s  que : 

On prend Lo = uo  + ( h  +y e)u e t  ho  = xo + (yo+zow)v. 
O O 

Si on avai t  Xo - 2 2 2 
- 

= O ,  a lors  on aura i t  b(yo+yozo+azo) = (xo+p0)  # O 

e t  b s e r a i t  une norme d'un élément de Ka. Dans ce cas, on aura i t  

(y] M 2 ( K ) .  Ce qui e s t  absurde car (F] e s t  de division. Donc, on a 

De même, h o É  K car y o +  zow o. 



On a t rouvé Lo E (y] e t  ho c (y] , qu i  ne sont  pas dans K 

2 2 *  avec Lo = h E K . Donc K(L,) e s t  isomorphe à K(ho) e t  K(Lo) e s t  l ' e x -  
O 

tens ion quadratique inséparable de K cherchée. 

Pour terminer l a  démonstration de no t re  p ropos i t i on  dans l e  cas 

inséparable, il s u f f i t  d ' app l i que r  l e  lemme su ivant  : 

Lemme 2.5 - S o i t  une K-al gèbre de quaternions qu i  c o n t i e n t  

une extension quadratique inséparable K ( K )  de K. Alors il e x i s t e  a, E K 

t e l  que (y] s o i t  isomorphe à (71 . 

Pkeuve : 

On u t i l i s e  l e s  mëmes no ta t i ons  e,u que dans l a  preuve de l a  propo- 

s i t i o n  précédente. 

K I  

2 Il e x i s t e  Lo c -@ t e l  que : Lo = c e t  lo t K. 

D'après l e  lemme 1.2, on peut  é c r i r e  Lo = po + aou avec a, = ho + yoe # O 

e t  x 0 '  ?,O E K. 

On cherche eo = e + xu avec x = x + ye # 0, v é r i f i a n t  l a  condi- 

t i o n  eoLo + Roeo = 1,. 

D 'au t re  par t ,  on a : 

.e, + eoeo + eoe, = Po + a O u + (~i~+a,u)(e+xu) + ( e + x u ) ( ~ ~ + a ~ u )  

= + a u + a ue + a uxu + eaou + xua u 
O O O O 

= Po + aO(u+ue + eu) + aO(ux)u  + x(uaO)u 

mais comme u + ue + eu = O, ux = ( x + ~ ) u  e t  uao = (a +Y lu ,  on a : 
O O 

2 
Lo + Loeo + eoLO = v0 + a0(x+y)u + x(ao+y0)u 

2 

= + +B(a0y + 



Puisque aoy + xy0 = y o ~  + XOy, on trouve finalement que : 

Comme on a a, f O ,  dans l e  cas où xo f O on prend A = O e t  

-1 -1 
Y = A, B po e t  dans l e  cas où A, = O ,  on a y. # O e t  on prend 

-1 -1 
A = y. 6 po. On obtient donc dans l e s  deux cas : 

Théohèmc 2.6 - K e s t  u n  corps de Hilbert généralisé s i  e t  seulement 

s i ,  i l  exis te  à isomorphisme près une unique K-algèbre de quaternions de divi- 

sion. Si K e s t  de Hilbert généralisé cet te  K-algèbre de quaternions de divi- 

sion e s t  neutralisée par toute extension quadratique séparable de K d'indice 

de norme 2. 

Pheuve : 

Soit  K un corps de Hilbert généralisé. Soit a, f O (mod TK) 

te l  que [K* : N ( K a  ) = 2 e t  s o i t  B~ E K qui n ' e s t  pas la norme d'un 
Kao/K * 1 

elément de Ka . Alors ( -&] 60ya0 e s t  une K-algebre de quaternions de division. 
O 

Soient (y] e t  (FI. deux K-algèbres de quaternions de di- 

vision. Donc on a a $ O (modfl) e t  6 , ~ '  ne sont pas des normes d'éléments 

de Ka. 

2 2 2 2 Les formes quadratiques ~ ( x  +xy+ay ) e t  ~ ' ( x  +xy+ay ) sont équi- 

valentes comme étant des formes quadratiques binaires totalement régulières de 

2 2 même invariant de Arf u(modpK), non équivalentes à la forme x + xy + ay , 

puisque K e s t  de Hilbert généralisé. 



2 2 2 2 Les formes (xl + xlyl + "y1) + 6(x2 + X2Y2 + Q Y ~ )  

2 2 2 2 e t  (x, + xlyl + ayl) + 8 '  (x2 + x2y2 + ay2) sont  des formes quadratiques con- 

c rè tes  associées respectivement aux K-algèbres [fifi e t  (y] , e l l e s  

sont équivalentes. D'après l a  p ropos i t i on  1.5, on a (y] e s t  isomorphe 

Soient (y] e t  (y] deux K-algèbres de quaternions de d i -  

v i s i on .  D'après l a  p ropos i t i on  2.3, l a  forme quadratique 

e s t  un iverse l le .  

Par l a  p ropos i t i on  2.4, il e x i s t e  une extension quadratique sépara- 

b l e  Kd de K qu i  se plonge dans (y] e t  (?] , e t  des sca la i res  

A ,  y non nuls dans K t e l s  qu'on a i t  : 

D'après ce q u i  précède, on a (y] I (FI . 
. Inversement, supposons qu'  il e x i s t e  à isomorphisme près une unique 

K-al gèbre de quaternions de d i v i s i o n .  

S o i t  a E K, a $ O (mod pK).  Considérons l e s  formes quadratiques 

d ' i n v a r i a n t  de A r f  a (mod p K )  suivantes : 

2 2 2 2 f = x  + x y + a y  , g z ~ ( x  + x y + a y )  

2 2 
e t  h = 6 ' ( x  + x y + a y )  avec B,BI E K * .  

Supposons que f ne s o i t  équivalente n i  à g n i  à h. 

A lors  l e s a l g k b r e s  d e c l i f f o r d  c (g)  - e t  c (h )  ;(y] sont de 



division. Donc e l l e s  sont isomorphes e t  comme ~ ( g )  r ~ ( h )  : a (mod m), on a 

h ;  g. D'où N(2,a) 6 2. 

Soit  (F] une K-algèbre de quaternions de division, a lors  la  

2 2 forme quadratique g, = ~ ~ ( x  +xy+aoy ) n ' e s t  pas équivalente à l a  forme qua- 

2 dratique f o  = x +xy+aoy2 e t  f o  , go ont l e  même invariant de 

Arf ao(mod pK). Donc N(2,ao) = 2. 

D'où K e s t  de Hilbert généralisé. 

Soit  Q une K-algèbre de quaternions de division e t  so i t  K, une 

extension quadratique séparable de K d'indice de norme 2 ; a e K. Soi t  

B r K*, B n'étant  pas la norme d'un élément de K,. Alors (y] e s t  de 

division, d'où Q .(y] e t  Kt neutralise ( 1  donc neutralise Q. 

CokokYahe 2.7.-  Soi t  K un corps sur lequel toute forme quadrati- 

que quaternaire totalement régulière e s t  universelle. Les énoncés suivants 

sont équivalents : 

1 )  Si (y] e t  (%] sont des K-algèbres de quaternions de 

division, a lors  [y] e s t  isomorphe à (KI. 
2 )  Si (y] e t  (FI sont des K-algèbres de quaternions de 

division, a lors  (y] e s t  isomorphe 2 (y]. 
Pfieuve : 

1) => 2 ) ,  résul te  de la preuve du théorème précédent. 

2) = >  l), en e f f e t ,  

puisque l a  forme quadratique F donnée par 



e s t  u n i v e r s e l l e ,  il e x i s t e  y, x e t  A '  non n u l s  dans K t e l s  qu 'on  a i t  

ceci  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  2.4. 

D 'après  2),  on c o n c l u t  que (YI e s t  isomorphe à (91 . m 

Phopo~.iLLan 2 . 8 . -  K e s t  un c o r p s  de H i l b e r t  g é n é r a l i s é  s i  e t  seu- 

lement  s i ,  il e x i s t e  une s e u l e  c lasse  d ' é q u i v a l e n c e  de formes quadra t iques  

q u a t e r n a i r e s  to ta lement  r é g u l  i è r e s  a n i s o t r o p e s  d '  i n v a r i a n t  de A r f  O (mod 9 K ) .  

Pheuut : 

S o i t  K t e l  q u ' i l  e x i s t e  une seu le  c l a s s e  d ' é q u i v a l e n c e  de formes 

quadra t iques  q u a t e r n a i r e s  t o t a l e m e n t  r é g u l i è r e s  a n i s o t r o p e s  d ' i n v a r i a n t  de 

Ar f  O (mod p K ) .  

Toute forme quadra t ique  norme associée à une K-a lgèbre de qua te r -  

n i o n s  de d i v i s i o n  e s t  a n i s o t r o p e  e t  d ' i n v a r i a n t  de A r f  O (modpK). La p ro -  

p o s i t i o n  1.5, montre q u ' i l  e x i s t e  à isomorphisme p r è s  une unique K-algèbre 

de q u a t e r n i o n s  de d i v i s i o n .  D G ~ C  K e s t  de H i l b e r t  généra l i sé .  

Réciproquement, s o i t  K un c o r p s  de H i l b e r t  généra l i sé .  

S o i t  F une forme quadra t ique  q u a t e r n a i r e  t o t a l e m e n t  r é g u l  i è r e  

a n i s o t r o p e  d ' i n v a r i a n t  de A r f  O (mod p K ) .  A lo rs ,  on a F -= $ + Y où g 

e t  Y s o n t  deux formes b i n a i r e s  t o t a l e m e n t  r é g u l i è r e s  avec A($) E A(Y)  

(mod p K ) .  

Puisque F e s t  an iso t rope ,  on a ql f Y. Donc N(2,a) = 2 

où a E A($)) (mod8K). 



Soi t  6 E K* te l  que B L N (K:).  ka/^ 
2 2 Soient ), = x2 + xy + ay2 e t  Q2 = 8(x + xy + ay ) deux formes quadrati- 

ques non équivalentes représentant l e s  deux classes de formes quadratiques 

binaires totalement régulières d' invariant de Arf a (mod pK). On peut 

donc supposer que 4 e t  Y sont équivalentes respectivement aux formes 

9, e t  

Par su i te  F e s t  équivalente à 3 ,  + $2 , qui e s t  une forme norme 

associée la  K-algèbre de division (y] . 

Par l e  théorème 2.6, (y] e s t  l a  seule K-algèbre de division 

de quaternions il isomorphisme près. La proposition 1.5, montre que la classe 

d'équivalence des formes quadratiques quaternaires totalement régulières ani- 

sotropes d'invariant de Arf O (mod2K) e s t  unique. rn 

PhopobLtLan 2.9 . -  Sur un  corps K de Hilbert généralisé, l es  énoncés 

suivants sont équivalents : 

i )  Toute forme quadratique quaternaire sur K ,  totalement régul ière 

d' invariant de Arf différent  de O (mod pK), e s t  isotrope. 

ii ) Toute extension quadratique séparable de K neutral ise toute 

K-algèbre de quaternions de division. 

i i i )  Toute extension quadratique séparable de K e s t  d ' indice de 

norme 2. 

Ph~uve  : 

i )  => i i ) .  

Soient Q = (y] une K-algèbre de quaternions de division e t  
KY 

une extension quadratique séparable de K. 



Si 
Ky 

e s t  d ' indice de norme 2, a lors  par l e  théorème 2.6, 
KY 

neutralise Q. 

( ; M 2 ( K ) .  Si Ky e s t  d ' indice de norme 1 ,  prenons Q '  = - 

On a : ou bien y = a (modPK) e t  K neutralise Q ,  
Y 

ou bien y 2 a (mod pK) e t  d'après i ) ,  l a  forme quadratique 

e s t  isotrope avec A(F) = y 2 O (modgK) e t  C ( F )  ; M 2 ( K )  8 Q. 

D'autre part,  on s a i t  qu'une forme quadratique G quaternaire to- 

talement régulière e s t  isotrope si e t  seulement s i ,  1 'algèbre de Cl i f ford 

C ( G )  e s t  neutralisée par K A ( G )  (cl], p. 162). 

Donc C ( F )  e s t  neutralisée par K ce qui implique que Q e s t  
Y y 

neutralisée par . 
KY 

i i )  => i i i ) .  

Soit  K a ,  une extension quadratique séparable de K.  

Puisque K a ,  neutralise l 'a lgèbre de division Q = (y] , K a ,  e s t  iso- 

morphe à un  sous-corps de Q ([3], p. 65). 

Donc i l  exis te  B '  a K*, 6 '  $ 1 (mod K * ~ )  te l  qu'on a i t  

B '  ' Q ; (A]. Donc 6' N K  K .  Comme on a N(2,a1) r 2 ; puisque K 
K a ' / ~  

e s t  de Hilbert généralisé. On en déduit que N(2,a1) = 2. 

i i i )  => i i ) .  

Soit  K a ,  une extension quadratique séparable de K.  Donc K a ,  

e s t  d ' indice de norme 2. D'après l e  théorème 2.6, K a I  neutralise toute K- 

algèbre de quaternions de division. 



i i )  => i )  

Soit F une forme quadratique quaternaire totalement régulière avec 

A ( F )  $ O (mod2K). 

On a F 2 4 + Y où $l e t  Y sont deux formes quadratiques binai- 

res totalement régulières avec C ( F )  = C ( $ l )  @ C(Y) e t  A ( F )  = A($)  + A ( Y )  
K 

(mod pK). 

De plus, KA(F) e s t  une extension quadratique séparable de K. 

Si C($) e s t  isomorphe à C ( Y ) ,  alors C(F) e s t  isomorphe à 

M4(K). 

S i  C($) n ' e s t  pas isomorphe à C(Y),  alors ou bien C($) e s t  

de division e t  C ( Y )  e s t  isomorphe à M 2 ( K )  ; donc KA(F) neutralise 

C($), ou bien C($) e s t  isomorphe à M2(K) e t  C ( Y )  e s t  de division ; 

donc K ~ ( ~ )  neutralise C ( Y ) .  

Dans les t ro i s  cas, K ~ i ~ )  neutral i se C (F I .  Par conséquent, F 

e s t  isotrope ; d'après ce qui précède. m 

Remahque : 

Un corps de Hilbert au sens de Draxl [2] es t  un corps de Hilbert 

généralisé vérifiant l a  condition supplémentaire donnée par les  énoncés équi- 

valents de la proposition 2.9. 



5 3 - SUR UN THEOREME DE DRAXL. 

P.  Draxl dans [2] a démontré l e  théorème ( D l  

(D) Le produit tensoriel de deux K-algèbres de quaternions n ' e s t  pas de di- 

vision s i  e t  seulement s i  ces K-algèbres possèdent un même corps neutrali-  

sant quadratique séparable sur K .  

Nous allons d'abord énoncer des corol laires  de la proposition 2.4 

e t  obtenir une nouvelle démonstration d u  théorème de P.  Draxl. Nous allons 

ensuite dans l e  cas de corps de caractéristique 2 en réponse à une question 

posée par P. Draxl, déterminer les  corps non parfai ts  K pour lesquels l e  

théorème ( D l )  obtenu en remplaçant dans l'énoncé ( D )  séparable par insépa- 

rable e s t  valable. 

R. Baeza ([7T], p. 134) a donné l'exemple d'un corps K de carac- 

tér is t ique 2 t e l  qu' i l  exis te  deux K-algèbres de quaternions de division 

neutralisées par une même extension quadratique séparable de K ,  donc dont 

l e  produit tensoriel n ' es t  pas de division, qui ne possèdent pas de corps 

neutralisant commun quadratique inséparable sur K.  

Ceci montre que l e  théorème ( D l )  n ' e s t  pas valable pour tous 

les  corps K.  

On u t i l i se ra  l e  théorème d'Albert [6] suivant qui e s t  valable 

pour un corps K de caractéristique quelconque. 

Théo/rème.- Le produit tensoriel de deux K-algèbres de quater- 

nions de division n ' e s t  pas de division s i  e t  seulement s i  ces deux K -  

algèbres possèdent un même corps neutralisant quadratique sur K.  



PxopobLXion 2.4 (Rapp&) . - 
So ien t  (y] e t  (y] deux K-a lgèbres de q u a t e r n i o n s  de d i v i s i o n  

t e l l e s  que l a  forme quadra t ique  q u a t e r n a i r e  t o t a l e m e n t  r é g u l i è r e  

s o i t  u n i v e r s e l l e .  A l o r s  il e x i s t e  une ex tens ion  q u a d r a t i q u e  séparab le  K 

(resp. purement i n s é p a r a b l e  K(d?)) de Ky isomorphe à l a  f o i s  à un sous- 

co rps  de (y] e t  à un sous-corps de [y] e t  il e x i s t e  des s c a l a i r e s  

bo e K* (resp. aoi a. c K) t e l s  que : 

c y a  c y a o  ( e s .  ( 1  ( 1  e t  (4 ) . 

C o t r o U e  3.1.- S i  deux K-algèbres de q u a t e r n i o n s  de d i v i s i o n  pos- 

sèdent un même corps n e u t r a l i s a n t  quadra t ique  purement i n s é p a r a b l e  s u r  Ky 

a l o r s  ces  deux K-a lgèbres possèdent un meme corps  n e u t r a l  i s a n t  quadra t ique  

séparab le  s u r  K. 

Ptreuve : 

S o i e n t  A e t  A '  deux K-a lgèbres de q u a t e r n i o n s  de d i v i s i o n  

n e u t r a l i s é e s  p a r  une même e x t e n s i o n  quadra t ique  purement i n s é p a r a b l e  K(Jc)  

de K. Donc K(Jc)  se p longe  dans A e t  A '  ([4], p. 65) .  D 'après l e  



lemme 2.5, i l  exis te  p ,  v E K* t e l s  qu'on a i t  : 

La forme quadratique quaternaire totalement régul ière  

e s t  isotrope donc universelle. D'après la  proposition 2.4, i l  exis te  une 

extension quadratique séparable Kd de K e t  des scalaires  h ,  y E K* t e l s  

qu'on a i t  : 

D'où Kd e s t  une extension quadratique séparable de K neutrali-  

sant A e t  A '  comme sous-corps commutatif maximal de A e t  A '  ([4], 

page 65 ) .  8 

Il résul te  de 1 'exemple de R .  Baeza c i t é  ci-dessus que la  récipro- 

que du corollaire 3.1 e s t  fausse. Toutefois, on a l e  corol laire  suivant : 

CahaHIWLe 3 . 2 . -  Soi t  K un  corps sur lequel toute forme quadra- 

tique régulière de la  forme : 

2 2 2 2 a(xl  + xlyl + C Y , )  + b(x2 + x2y2 + cy2) + z 
2 

* 
avec a, b E K e t  c E K e s t  isotrope. 

Si deux K-algèbres de quaternions de division possèdent un  même 

corps neutralisant quadratique séparable sur K ,  a lors  ces deux K-algèbres 



possèdent un même corps n e u t r a l i s a n t  quadratique purement inséparable sur K. 

Pkeuve : 

S o i t  K un corps v é r i f i a n t  l a  cond i t i on  ci-dessus. 

Soient  A e t  A' deux K-algèbres de quaternions de d i v i s i o n  

neu t ra l i sées  par un même corps Kd quadratique séparable sur K. Donc Kd 

se plonge dans A e t  A' ([4], p. 65 )  e t  il e x i s t e  P, v c K* t e l s  qu'on 

a i t  : 

Par hypothèse, l a  forme quadratique quaternaire tota lement régu- 

1 ;ère 

2 2 2 2 F = v (x l  + xlyl + dyl) + v (x2  + x2Y2 + dy2) 

2 représentent  un élément de K , c 'es t -à -d i re  il e x i s t e  a, B, A, y non tous 

n u l s  dans K e t  a E K t e l s  que 

Soient  1, 9, u, eu une base de (y] sur K. v é r i f i a n t  : 

2 u = v , $ e  = d  e t  ue = (e+l)u,  e t  1, w, v, UV unebase de 

sur K, v é r i f i a n t  : 

Maintenant on reprend l a  preuve de l a  p ropos i t i on  2.4 dans l e  

cas inséparable : 



on pose L = (a + BB)U  c (y] e t  

h = a + ( A + ~ u ) v  c (y] . 

2 On s a i t  que l2 = u(a2 + a6 + da ) e t  que 

2 2 2 h = a  + v ( A 2  + Xy + ciy 1. 

D'après (9 ) ,  on o b t i e n t  : 

Puisque l e s  K-algèbres A E (y] e t  A l i  (91 sont de 

d i v i s i on ,  il en r é s u l t e  que C L K e t  h # K. 

Donc K(m e s t  une extension quadratique purement inséparable 

sur K isomorphe à l a  f o i s  à un sous-corps de A e t  à un sous-corps de A ' .  

D'où K ( E )  n e u t r a l i s e  A e t  A' comme sous-corps commutatif 

maximal de A e t  A ' .  

Détnon~;DtaLLon du théofiërne de V m x C  r é s u l t a n t  de ce q u i  précède : 

Soient  A e t  A' deux K-algèbres de quaternions t e l l e s  que 

A 62 A' ne s o i t  pas de d i v i s i on .  Dans l e  cas où l ' u n e  des deux K-algèbres 
K 

A ou A' n ' e s t  pas de d i v i s i on ,  il n ' y  a r i e n  à démontrer. On peut donc 

supposer A e t  A'  de d i v i s i on .  

D'après l e  théorème d 'A lbe r t ,  A e t  A' sont neut ra l  isees par 

une même extension quadratique L de K. Donc L = K ( w )  où w e s t  

2 une rac ine  d 'un  polynôme minimal de degré 2 sur  K de l a  forme X + aX + b 

avec b # O. 



l e r  cas a Z O, L = K(wl) où w '  e s t  une rac ine  du polynôme 

2 b minimal X + X + sur K. Donc L e s t  un corps séparable sur K neu- 
a 

t r a l i s a n t  A e t  A ' .  

2ème cas a = O, donc L = ~ ( 6 )  e s t  une extension quadratique 

purement inséparable sur K n e u t r a l i s a n t  A e t  A'. D'après l e  c o r o l l a i r e  

3.1, A e t  A' possèdent un même corps n e u t r a l i s a n t  quadratique séparable 

sur K. 

Inversement, so ien t  A e t  A' deux K-algèbres de quaternions 

qu i  possèdent un même corps n e u t r a l i s a n t  quadratique séparable sur K. Le 

théorème d ' A l b e r t  impl ique que A 8 A' n ' e s t  pas de d i v i s i o n .  m 
K 

Théatrèrne 3 . 3 . -  Les propr ié tés  suivantes sont équivalentes : 

1) Toute forme quadratique r é g u l i è r e  sur  K de l a  forme 

2 2 2 2 a(xl + xlyl + cy,) + b(x2  + x2y2 + cy2) + z2  avec a, b E K* e t  c E K, 

e s t  isotrope.  

2) Le p r o d u i t  t enso r i e l  de deux K-algèbres de quaternions de 

d i v i s i o n  n ' e s t  pas de d i v i s i o n  s i  e t  seulement s i  ces deux K-algèbres pos- 

sèdent un k m e  corps n e u t r a l i s a n t  quadratique purement inséparable sur K. 

Ptreuve : 

1) = >  2). 

So ient  A e t  A' deux K-algèbres de quaternions de d i v i s i o n  

t e l l e s  que A 8 A '  ne s o i t  pas de d i v i s i on .  D'après l e  théorème d 'A lbe r t ,  
K 

A e t  A' possèdent un même corps n e u t r a l i s a n t  quadratique M sur K. 



Donc M = K ( w )  où w e s t  une racine d'un polynôme minimal de degré 2 

sur K de la forme X' +aX + b avec b # O .  

l e r  cas a  = O ,  donc M = K ( 6 )  e s t  une extension purement insépa- 

rable sur K neutralisant A e t  A'. 

2ème cas a  Z O ,  donc M e s t  une extension quadratique séparable 

de K neutralisant A e t  A ' .  D'après l e  corollaire 3.2, A e t  A '  possè- 

dent un  même corps neutralisant quadratique purement inséparable sur K.  

2) => 1 ) .  

2 2  2 2 Soi t  F = a(xl  + xlyl  + dy,) + b(x2 + x2y2 + dy2) une forme qua- 

dratique quaternaire totalement régul ière  sur K. 

Considérons les  K-algèbres de quaternions : 

I o )  On suppose A e t  A '  de division. 

Soient 1 ,  w,  u ,  wu  une base de A sur K ,  vér if iant  : 

e t  1 ,  e ,  v, ev une base de A '  sur K ,  vérifiant : 

d'après 2 ) ,  A e t  A' possèdent un  même corps neutralisant quadratique 

purement inséparable K(Jc )  sur K. Donc K(m e s t  isomorphe à un  sous- 

corps de A e t  a un sous-corps de A'. 



Donc i l  e x i s t e  L E A e t  h E A' t e l s  que L t! K ,  h k K e t  

2  2  L = h = c. D'après l e  lemme 1.2, L e t  h peuvent s ' é c r i r e  sous l a  forme 

L = p + ( A + ~ O I ) U  e t  h = x + (y+ze)v avec A + yu f O e t  y  + ze # 0. 

2  2  2  D'autre pa r t ,  L = p2 + a(A + Ay + dy ) e t  

2  2  2  2  h = x + b(y2 + yz + dz ) .  Alors 1 = h2 implique que : 

avec A ,  y ,  y  e t  z  non tous nuls.  

2  2  Donc F représente l ' é lément  (p+x) E K . D'où F + z2 e s t  

isotrope.  

2") On suppose qu'une au moins des algèbres A ,  A' n ' e s t  pas de 

d ivis ion,  par exemple A.  

On a A - ; . f2(K)  d'où : 

2 2  2  2  
a (x l  + x ly l  + dyl)  x1 + xlyl  + dyl 

2 2  2 2  2 2 2  
a ( x l  + x1y1 + dyl)  + b(x2 + x2y2 + dy2) (x l  + xlyl  + dy,)  + b(xl  + x2y2 + dy:). 

Cette forme quadratique représent  1  e t  par s u i t e  l a  forme quadratique 
2  2  2  

a h l  + xlyl  + dyl)  + b(x2 + x2y2 
2  + dy2) + z2 e s t  isotrope.  i 

Si  l e  corps K n ' e s t  pas p a r f a i t ,  pour toute  K-algèbre de quater-  

nions A (de division ou non) i l  e x i s t e  une extension quadratique purement 

inséparable su r  K neu t ra l i san t  A. 



En u t i l i s a n t  l e  théorème 3 .3 ,  on o b t i e n t  donc une réponse au 

problème posé p a r  P. Drax l  . 
Les c o r p s  non p a r f a i t s ,  de c a r a c t é r i s t i q u e  2 ,  pour  l e s q u e l s  l e  

théorème ( D l )  e s t  v a l a b l e  s o n t  ceux q u i  v é r i f i e n t  l a  c o n d i t i o n  ( 1 )  du théo-  

rème 3 .3 .  

C e t t e  c o n d i t i o n  e s t  v é r i f i é e  en p a r t i c u l i e r  p a r  l e s  c o r p s  de 

H i l b e r t  général i s é s  de c a r a c t é r i s t i q u e  2 ,  c e l a  r é s u l t e  de l a  p r o p o s i t i o n  2.3 .  

s o i e n t  A =(y] e t  A' = (y] deux 

K-algèbres de q u a t e r n i o n s  de d i v i s i o n .  Les p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  son t  équiva-  

l e n t e s  : 

1) A  e t  A'  s o n t  n e u t r a l i s é e s  p a r  une même e x t e n s i o n  q u a d r a t i -  

que séparable s u r  K  e t  l a  forme quadra t ique  r é g u l i è r e  

e s t  i s o t r o p e .  

2)  A  e t  A'  s o n t  n e u t r a l i s é e s  p a r  une même e x t e n s i o n  quadra t ique  

purement inséparab le  s u r  K. 

Pheuve : 

1) = z 2 ) .  

Supposons que A  e t  A'  s o i e n t  n e u t r a l i s é e s  p a r  une même ex tens ion  

quadrat ique séparable Kd de K. Donc Kd se p longe dans A  e t  A ' ,  e t  

il e x i s t e  1, y E K* t e l s  q u ' o n  a i t  : 



D'après l a  proposit ion 1.5, on a l e s  équivalences : 

2 2 2 2 2 2 (X: + XIYl +aYl) + 6(x2 + X2Y2 + UY 2 ) - (x: + XIYl + dyI) + h ( x2  * X2Y2 + dyZ) 

2 2 2 2 2 2 2 2 (xl  + XIY1 + u t y l )  + f3'(x2 + X2Y2 + " 'y ) 2 (XI + X Y + dyl) + y ( x2  + X2Y2 + dy2) -  2 1 1  

Comme on a de plus l e s  équivalences suivantes : 

2 2 2 2 2 2 
(xl + xIyl + "y1) + (x2 + x2y2 + a ' y  2 ) xlyl + (x2 + x2y2 + ("+" ')y2) 

2 2 2 2 
(x l  + xlyl + dyl) + (x2 + x2Y2 + dy2) 2 XIY~ + X2Y2 . 

11 en ré su l t e  que : 

2 2 2 2 2 2 
B(X,  + XIYl + "y1) f z t ( x 2  + X2Y2 + " ' y2 )  + (x3  + X3Y3 + ( "+" ' )y3)  + X4Y4 ' 

2 2 2 2 
h(x l  + x1Y1 + dyl) + y ( xZ  + x2Y2 + dy2) + x3y3 + ~ 4 ~ 4 .  

Donc on a : 

Par s u i t e  : 

2 2 2 2 2 2 B ( X ~  + XIYl + ayl) + 8 '  (x2 + X2YZ + ' 'y2)  + (x3  + X3Y3 + (a+a1)y3)  + z2 

2 2 2 2 2 
h (x l  + xlYl + dyl) + y ( x2  + X2Y2 + dy2) + X3Y3 + 



Mais comme on a pour tout LI E K* : 

D'après la proposition 1.5, on obtient l'équivalence : 

2 2 
z2 + (x2 + xy + (a+al)y ) - z2 + p(x2 + xy + OY ) 

^ z2 + xy. 

Il en découle que : 

D'où : 

qui est donc isotrope. 

Donc on a A - (y] et A' I- (y] avec la forme quadratique 
régulière : 

qui est isotrope. 



La preuve du c o r o l l a i r e  3.2 montre a l o r s  que A e t  A' possèdent 

un même corps n e u t r a l i s a n t  quadrat ique purement inséparab le  sur  K. 

2 )  => 1) .  

s o i e n t  A = (y] e t  A '  = [y] deux K-algèbres de quater-  

n ions  de d i v i s i o n  n e u t r a l i s é e s  pa r  une même ex tens ion  quadra t ique  purement 

inséparab le  ~ ( 6 )  de K. Donc K ( J ~ )  se plonge dans A e t  A '  ([4], 

page 65) .  

D'après l e  lemme 2.5, il e x i s t e  A, y c K t e l s  que : 

D'après l a  p r o p o s i t i o n  1.5, on a l e s  équivalences : 

2 2 2 2 2 2 2 2 
(xl  + XIYl + aY 1 ) + B(x2 + X2Y2 + "y2) E (xl  + XIYl + AY,) + c ( x2  + X2Y2 + A Y ~ )  

2 2 2 2 2 2 2 2 
(XI + x1y1 + " ' y2 )  + B 1 ( x 2  + x2y2 + a ' y  2 (x1 + xlyl + yy l )  + c ( x2  + x2y2 + yy2) .  

Comme dans l a  preuve de " 1 )  imp l ique  2 " ) ,  on peu t  v o i r  de l a  

même façon qu 'on  a l ' é q u i v a l e n c e  : 

La deuxième forme quadra t ique  é t a n t  i so t r ope ,  on en d é d u i t  que l a  

forme quadra t ique  : 



e s t  isotrope.  

Finalement, puisque A e t  A '  possèdent un même corps n e u t r a l i s a n t  

quadratique purement inséparable sur  K. D'après l e  c o r o l l a i r e  3.1, A e t  

A '  possèdent aussi  un même corps neu t ra l  i s a n t  quadratique séparable sur K. 
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RESUME 

Dans une prerniere partie, on êtudie les corps K de 

caractéristique 2 tels que pour chaque deK il existe au p lus 

âeux classes de K-formes quadratiques binaires totalement 

r6guli&res d'invariant de A r f  d, avec pour un do au moins 

exactement deux classes correspondant à do .  On montre en 

particulier qu'à isomorphisme ptas fl existe sur de  tels corps K , . j  

une unique K-algàrbre de quaternions de dîvlsion. 

Dans une deuxième partie, pour répondre B une 

question posée par P. Draxl concernant les corps non parfaits de 

caractéristique 2, on étudie l'existence pour des K-algbbres de 

quaternions données de corps neutralisants communs, 

quadratiques insdparables sur  K.  

MOTS CLES,  : FORMES QUADRATIQUES, 

ALCEBRES DE QUATERNIONS, 

CARACTERISTIQUE 2, 

CORPS NEUTRALISANTS. 




