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INTRODUCTION

Dans son article "Quadratic forms 'a la‘Local Theory"[4], FROHLICH
donne une axiomatisation des corps (de caractéristique # 2) qui pessédent une
théorie de fermes quadratigues analogue a celle des nombres p-adiques ou &
celle des nombres réels. Son axjome est que pour chaque discriminant d diffé-
rent de -1, il existe deux classes d'équivalence de formes quadratiques bi-

naires réauliéres de discriminant d.

‘Une aénéralisation a été donnée par KAPLANSKY [5], pour les corps

de caractéristicue # 2 et il a posé le probléme pour un corps de caractéris-
tique 2 de savoir s'ijl existe & isomorphisme prés une unique algébre de qua-
ternions de division lcorsque pour chaque invariant de Arf d différent de O,
il existe au plus deux classes d'équivalence de formes quadratiques binaires
totalement réguliéres d'invariant de Arf d et exactement deux classes pour

un d0 au meins. ‘Scus 1'hypothése qu'il existe exactement deux classes d'équi-
valence de fcrmes quadratiques binaires totalement réguliéres pour chaque in-

variant de Arf différent de 0, DRAXL [2] a répondu & la question dans ce

cas plus restreint.

Dans notre étude, on essaie de voir d'une facon directe le probléme
de KAPLANSKY. Les résultats obtenus correspondent entigrement aux résultats

dé;a connus dans le cas de caractéristique # 2, [5]. On procéde comme suit :

Dans la premiere partie, on rappelle la définition des alogbres
de quaternicns en caractéristique 2 et des formes quadratiques quaternaires

concrétes totalement régulities associées & chaque algébre de quaternions.



On montre que deux algébres de quaternions sont isomorphes si et seulement si

les formes quadraticues associées & ces algébres sont équivalentes.

Dans la deuxiéme partie, on définit un corps de Hilbert généralisé
comme étant un corps de caractéristique 2 vérifiant les conditions ci-dessus
données par KAPLANSKY. On voit que sur un tel corps toute forme quadratioue
quaternaire totalement réguliére est universelle. A 1'aide de ceci, on mentre
qu'un corps de caractéristique 2 est de Hilbert généralisé si et seulement si,
il existe une seule algébre de quaternions de division & isomorphisme prés sur
ce corps ; ce aui est équivalent a 1'existence & équivalence prés d'une ferme
guadratique quaternaire totalement réguliere anisotrepe unique d'invariant de
Arf nul. On donne aussi une condition nécessaire et suffisante pour que sur
un corps de Milbert généralisé toute forme quadratique quaternaire tctalement

réguliére d'invariant de Arf non nul, soit isotrope.

Dans la troisiéme partie, on utilise des propositions démontrées dans
les parties précédentes pour donner une réponse dans le cas de corps de carac-
téristique 2 a une question posée par P. Drax1 dans [2] : Pour quels corps K
non parfaits a-t-on le théoréme "Te produit tensoriel de deux K-algebres.de
guaternions n'est pas de division si et seulement si ces K-algébres possadent

un méme corps neutralisant quadratique purement ihséparab]e sur K",

§ 1 - ALGEBRES DE QUATERNIONS.

§ 2 - CORPS DE HILBERT GENERALISE DE CARACTERISTIQUE 2.
§ 3 -~ SUR UN THEOREME DE DRAXL.
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§ 1 - ALGEBRES DE QUATERNIONS.

Dans toute la suite, K est un corps de caractéristique 2.

Les notations sont en général celles de DRAXL [2].

L'endomorphisme du groupe additif K défini par x - x2 + x est

noté P et PK désigne 1'image de K par P.

A chaque a ¢ K, on associe une K-algébre commutative de dimension 2
de base {1,w0} :
K =K 8 Ke
[¢1

munie de 1a multiplication déterminée par la condition : w = uw + a,

c'est-a-dire Puw = o.

K, est un corps exactement pour o #0 (mod PK) et 1'application

S : w->wtl dinduit sur K un automorphisme involutif de K-algébre.

On définit maintenant pour B8 e K=K - {0} et aeKk, une K-al-

gébre de dimension 4 par :

B,yo _
(—K—J =K, 8 Ku

avec la multiplication déterminée par Tes conditions :

u2 =g et ua=S(a)u pour tout a e K,
Alors 1, w, u, wu forment une base de (Eigﬂ sur K.
On étend 1'involution S de Ka a 1'algébre entiere par 1'identité

sur Kau, on définit ainsi un antiautomorphisme - de K-algébre.

Définition 1.1 - On appelle K-algébre de quaternions, toute K-
algebre de la forme (ﬁig]



On pose majntenant v = wu, alors les vecteurs 1, u, v et uv

sont Tinéairement indépendants sur K et on a :
(1) e = 8, V2 - aB et uv + vu = 8.
La multiplication dans notre algebre est alors complétement déter-
minée par (1) et on a :
U= u, V=uy et uv = g + uv.

Si « =0 (mod PK), soit a = yz +y avec y e K. Les deux

0 B 0 B{y+1)
matrices u = et v = vérifient la ragle (1),
1 0 y O

c'est-a-dire qu'on a :

(—B-K—ﬂ = My (K).

Si par contre o # 0 {(mod PK), K, est une extension quadratique

Séparable de K et (ﬁig] est isomorphe & 1'algébre croisée (Ku/K ,S,8).

Donc (Eig] est une K-algebre centrale simple de dimension 4 sur
K. Inversement, on montre que toute K-algébre centrale simple de dimension 4

est une K-algebre de quaternions au sens de la définition 1.1, ([3], p. 103).

Remargue : L'algébre (lﬁgq est isomorphe a MZ(K)‘

Soit (Efﬂ une K-algébre de gquaternions, on pose :

Baa - B,a
(B = 10 e {B2]

Lemme 1.2 - Pour tout q € (E%%ﬂ » les énoncés suivants sont équi-

= q}.

Na))

valents :



i) g9=q
i) % e K
i11) q e K@ Ku

Preuve :

Soit q = (a+bw) + (c+dw)u un élément de tgfﬂ .
Ona gq=b+q et

Q2 = al + ab? + g(cl+cd+ad?) + b[:bw+cu+dwu:|.

Les équivalences énoncées résultent alors de ces faits. m

- Proposition 1.3 - Pour tout isomorphisme de K-algébres de quater-

nions ¥ de A dans A', ona W(AO) = Aé. En particulier, A0 est

stable par tout automorphisme de A.

La preuve est immédiate a partir du lemme 1.2 précédent.

Déginition 1.4 - A chaque q = a + bw + cu + dwu € (Eig] , on fait
correspondre 1'élément

- 2

n(q) = q3 = 3q = (a 2

+ab+ab2) + 8(c +cd+ad2).

La forme quadratique n ainsi définie est appelée norme.
L'application définie par :

2 2

(a,b,c,d) - (a +ab+ab2) + g(c +-cd+ad2)

est une K-forme quadratique quaternaire concréte totalement réguliere associée

3 1'algebre (Eﬁ%] et a la base choisie.

‘ 2
On la note (x? +XqYy # ay?) + B(xg + Xp¥y + ayz).

IT est clair que 1'algeébre de quaternions (Efﬂ est de division si

et seulement si Ta forme n est anisotrope.
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Pour tout q = a + (c+dw)u e (Eig]o » ona

2 a2

n(g) =q° = + 6(C2+Cd+ad2).

Donc n dinduit une forme quadratique ternaire concréte réguliére sur

1'espace vectoriel {Eié]o 5 par restriction.

Remarque : Dans tout ce qui suit, quand une algébre de quaternions
est considérée comme espace quadratique ; c'est relativement a la norme associée
ci-dessus et il en est de méme pour son sous-espace vectoriel des éléments in-

variants par 1'involution.

Proposition 1.5 - Soient A et A' deux K-algebres de quaternions.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A et A' sont isomorphes comme K-algebres.
ii) A et A' sont jsométriques comme K-espaces quadratiques.

iii) AO et Aé sont isométriques comme K-espaces quadratiques.
Preuve :
Soit A = (éig] dont 1, u, v, uv est une base sur K vérifiant :

2 VZ

u- = B8, =ogf et uv + vu =8,

] 1
et soit A' = (B ié ] dont 1, u', v', u'v' est une base sur K vérifiant :

uwc=8", v'©=a'g' et u'v' +viu =g'.

Soient n et n' Tles formes normes associées a A et A' respec-

tivement.

i) => ii)
Soit ¢ un K-isomorphisme d'algébres de A dans A'. On veut

montrer que pour tout q e A : n'(#(q)) = n(q).



Pour cela, soit q = q

[¢]

o AW e A avec 9, € A et aceK.

D'aprés la proposition 1.3, on a &(qo) € Aé donc ﬂ(qo) = ﬂ(qo),

par suite :

9(a) = ¥(q,) + ad(uv).

D'autre part, q = 9o * auv et compte tenu du fait que UV = 8 + uv,

on a :

3(@) = ¥(q,) +a(s + Pluv)).
Montrons que $luv) = &8 + ¢(uv).

IT existe pleAl et beK tels que Pluv) = Pg + bu'v'.

Mais comme uv ¢ A0 , ona Pluv) ¢ Aé par conséquent on a b # 0.

+bu'v = pé +b(8' + u'v')

(2) P{uv) = bg* + P{uv)

(3)  (@(w))? = b%6'% + (P(uv))2.

Comme (uv)2 = uBZ + BUV, on a :

@) Wuw)? = ag® + so(uv).

En substituant dans (3), on obtijent :
(5) ()% = b2 + og? + sP(uv).
De (4), on obtient directement :

@2 = og? + s(uv),

ou encore, compte tenu de (2) :

6)  @Fw))? = w8 + ga'b + d(uv).

En comparant (5) et (6), i1 en résulte que

2

bzs' + bg'g =0 avec b, 8, B' e K*.

On divise par 82, on obtient :



—
o

B'\2 bg'y _
—E—J + | ) = 0.

b ] 1
Puisque —%— #0, ona 2%—- = 1 donc bg' = 8.

I1 en découle que P{uv) = 8 + P(uv). Par suite, ¥{q) = ¥(q) pour tout q e A.

Finalement, pour tout qe A ona :

$(q)9(q) = $(q)¥(3) = ¥(qd) = ¥(n(q))
n(q)¥(1) = n(q).

n'(#(q))
n'(¢(q))

Ainsi ¢ est une isométrie de A sur A'.

ii) => 1)

Supposons A et A' isométrigues.

. 2 2 2 2
Soient Xp+ XYy toayy o+ B(x2 + XYy + ayz)
2 ] 2 ] 2 I 2
X7+ xqyy + a'yy + B (x2 + XYy + yz)

représentant respectivement les normes n et n'.

Les K-algeébres de Clifford C(A), C(A') associées respectivement

a A et A' sont isomorphes ([1]), avec

C(A)

13

(] %] = 00 g r =20

et C(A") = (K) g A

K

n

My (A').

1
—
—_
v
xQ
| WS-

by o}
—
w
Al
Q
Lt5
I
=
rS

Donc MZ(A) = MZ(A') et puisque A et A' sont de méme dimension 4
sur K, il en résulte que A et A' sont isomorphes comme K-algeébres (Eﬂ,

p. 60).

i) => 1iii)
Soit ¢ un K-ijsomorphisme d'algébres de quaternions de A dans A'.
D'apres la proposition 1.3, on ﬁ(Ao) = Aé. Donc ¢ indujt un isomorphisme de

K-espaces vectoriels de A0 sur Aé.



De plus, n'{#(g)) = n(q) pour tout q e Ay

D'oti, A. et Aé sont isométriques.

iii) => 1)

Soit ﬂo une isométrie de A0 sur Aé. Donc pour tout q e A0 s

on a :

n'(9,(a) = n(a) avec n'(g(a)) = (9 ()% et nlq) = .

En particulier, on a :

n' (g, (W) = ()P, nuw) = of =g

() = W, n(v) = VP = g

n' (g, (usv)) = (g, (urv))?
= (0,(u)? + (0% + (W, (v) + 9, (V) (u)

et n(u+v) = (u+v)2 O T
I1 en résulte que :
(7) Iﬂo(u)2 = B, xﬂo(v)2 =ap et P (Ul (v) + g (v)¥ (u) =8 dans A'.

Montrons que 1, wo(u), wo(v), wo(u)wo(v) sont linéairement indé-
pendants sur K.

En effet, supposons que pour a, b, c, d dans K ; ona :
(8) a+b wo(u) +c ﬂo(v) +d wo(u)ﬂo(v) = 0.

Multiplions a droite par wo(u) et & gauche par ﬂo(u), on obtient
respectivement :
8b + ay (u) + 8dy (v) + cf (u)y (v) = 0 et

(b+c)g + (a+d8)$0(u) + Bdﬂo(v) + c@o(u)ﬂo(v) = 0.

Par addition, on trouve que :
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B(c+d) (u)) = 0.

Comme ona B # 0, alors c+d$o(u) =0 dans Aé. Puisque les
vecteurs 1, ﬁo(u), ﬂo(v) sont linéairement indépendants sur K, on a :
¢ =d=0. On porte dans (8) pour avoir a + b¢%(u) = 0. Ce qui entraine

que a =b = 0.

11 en résulte que 1, ﬂo(u), @O(v), wo(u)ﬂo(v) forment une base de

A' sur K, vérifiant les conditions (7).

On définit 1'isomorphisme ¢ de A sur A' prolongeant ﬂo s
par lﬂ/AO =, et dluv) =P (u)d (v).

D'ol A et A' sont isomorphes comme K-algébres. @

§ 2 - CORPS DE HILBERT GENERALISE DE CARACTERISTIQUE 2.

2 2
(aixi + bixiyi +cly

Soit F = 3

I ~1-s

) avec by #0 pour 1< isT.
=1

On associe a la classe d'équivalence de F deux invariants :

a.c.

' r
1) L'invariant de Arf qui est la classe mod PK de } -—lEl
i=1 b
roagc,
On notera souvent AF 1'expression _21 —I;§~ .
i=

i
2) La classe d'isomorphisme des algebres de Clifford de F. On
notera souvent C(F) une de ces algébres de Ciifford, avec
-2
1 ai’aicibi

C(F) = 8
i=1 K

Ces invariants ne dépendent en fait que de la classe d'équivalence

de F ([1]).

Les formes quadratiques binaires d'invariant de Arf 0 (mod PK)
sont toutes équivalentes a la forme quadratique xy ([1], corollaire 2 du

théoreme 3).
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On étudie les formes quadratiques binaires d'invariant de

Arf # 0 (mod PK).

Soit ¢ = ax2 + bxy + cy2 avec b # 0. On peut toujours supposer

a # 0, ce qui peut &tre obtenu par 1'une des deux transformations x' =y,

y'=x ou x' =x et y' =x+y.

Donc ¢ = a(x2 + % Xy + g-yz) = a(x2 + XYy + 3% y2) ceci en substi-
b
tuant y a % y, de plus Af = E% .
b

D'une autre maniére, ¢ = aN (x+yw) ol K(w) est une exten-
sion propre de K de polyndme minimal T2 + T+ 2% et NK(w)/ désigne la
b K

norme de cette extension au sens usuel

NK(w)/k(X +yw) = (x + yu)(x + y(1+0)).

Soient K une cldture séparable de K, w et o' dans K véri-
fiant Pu = Po' (mod PK) avec Puw =a, Pu' =o' et o #0 (modPK). Prenons
les formes quadratiques :

§ = B(x2 + Xy + ayz) et ' = 3'(x2 + Xy + a'yz)

*
o B, B' e K.

Les formes ¢ et ' ont le méme invariant de Arf : a(mod PK).

Proposition 2.1 - Les formes quadratiques binaires ¢ et ¢¥' sont
équivalentes si et seulement si, i1 existe A, u e K tels que

B = B'NK(w|)/K()\+uw').

Preuve :
(=> ) On suppose Tes formes ¢ et ¢#' équivalentes, donc ¢' re-

présente 8 et comme ' = BINK(w')/ (x+yw').
K
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I1 existe A, ue K tels que 8 =8 N (A +uw')

() 4

( <=) Supposons que B =g NK(w.)/k(x+uw ) avec A,u e K.

Ona o = o'(mod PK}, donc il existe p e K tel que w = w' + p.

NK(w)/k(X+ym) = (x+yw) (x+y (1+0))
= (x+y(w'+p)) (x+y (14p+a'))
- NK(m')/K((X+p>/)+yw').
Donc ) = BNK(w)/k(X+yw)

J = B'NK(w')/k((X+uw')((X+DY)+yw'))-

¢ = g'N [(ax+(p#ua')y) + (ux+(Atprue)y)e .

K(w')/K

Par suite, ¥ provient de ' par la transformation

X — ax + {Ap+ua')y

y = ux + (M+utuo)y.

Dot J=2¢'.m

On note N(2,a) T1e nombre des classes d'éguivalence des formes qua-
dratiques binaires totalement réguligres dont 1'invariant de Arf est
o{mod PK). 11 résulte de la proposition 2.1 que N{(2,0) est exactement Te
nombre des classes de K*/QN (K )) 3 c'est-a-dire :

Ka/k

N{(2,a) = [K* . NK /k(K:i] dans le cas o # 0 (mod PK)
o

N(2,a) =1 dans le cas a = 0 (mod PK).

Donnons une définition suggérée par KAPLANSKY pour prolonger celle

de FROHLICH.
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Déginition 2,2 - Un corps K est dit de Hilbert généralisé, si pour
toute extension quadratique séparable Ka de K avec o ek, ona

[%* ¢ Ny y (K;{] < 2 avec 1'égalité pour au moins un o Z 0 {mod PK).
a/K :

IT est clair que K est un corps de Hilbert généralisé si et seule-
ment si pour chaque o € K il existe au plus deux classes d'équivalence de
formes quadratiques binaires totalement réguligres d'invariant de

Arf o(mod PK) avec exactement deux classes pour au moins un o # 0 (mod PK).

Proposdition 2.3 - Sur un corps de Hilbert généralisé, toute forme

quadratique quaternaire totalement réguliére est universelle.

Preuve :

n

Soit F une telle forme quadratique, F = ¢ + ¥ ol ¢ et ¥ sont
deux formes quadratiques binaires totalement réguligres avec

A(FY = A(9) + a(y)  (mod PK).

Soient o = A({y) et o' = aA{¥) (mod PK).

On va distinguer deux cas :

Donc o £ o' (modPK).
Si N(2,0) =1 ou N{(2,0') =1, alors ¥ ou ¥ est universelle.

Donc F est universelle.

' - *
Supposons N(2,a) = N{2,a') = 2. Posons N, = NKu/k(K“)’

N K;.) et sojent 8,8' e K* tels que g ¢ N, et g' ¢ N,

[ N (
o Ka'/K

] P *
Alors {Na’BNa} et {Na.,s Nu.} sont deux partitions de K.

I1 résulte de ces hypothéses que les deux classes d'équivalence de
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formes quadratiques binaires totalement réguligres d'invariant de
Arf o(mod PK) (respectivement «'(mod PK)), sont celles des formes quadrati-

ques suivantes :

i

x2 + Xy + ayz et ﬁz = e(x2 + Xy + ayz),

(respectivement
2

Y, %2 4 Xy + afyz et ¥, = B'(x° + xy +a'y9)).

Donc F est équivalente a 1'une des quatre formes quadratiques

suivantes :
@1 + Wj ot 15 1,js<2,
et, on a :
= * _ *
N= 0K x K)T), BN = g, ((K < K)™)
* R B *
Ngr = ¥4 0K < K)T) et "N = v ((K x K)¥).

D'abord la forme quadratique ﬂ1 +¥, est toujours isotrope,
puisque K*2<: Na n NOCl et K est de caractéristique 2. Par exemple,

2

si yek', ona P (v,0) = ¥ (+,0) = Y2 et ) +y, vaut y2 +y5=0

au point (y,0,7,0) ¢ (KH)*.
Comme toute forme quadratique réguligre isotrope est universelle,

0+ Yy est universelle.

Montrons que ﬂ1 + ¥, est anisotrope si et seulement si ﬂz Yy

est anisotrope.

En effet, supposons que 1'on ait &1 + ¥, anisotrope et ﬂz + Yy
isotrope. Alors, ona N 0O (g'N,) =0, d'ot N c N, et
a o [¢ 2 o

(s Na.) C:(BNu). Donc ¢, + v, est isotrope.

IT existe trois formes quadratiques binaires totalement régulitres
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f, g et h vérifiant les conditions suivantes :

n

@1 ¥ ey o+ f, wz t¥ Xy 4 g et ﬂz + ¥ =Xy + h

avec A(f)

n
It

alg) = alh)  (mod JK).

Supposons que f = g, alors &1 + ¥y o= ﬂz + ¥ et par suite

w1 = ﬂz. Ceci est en contradiction avec les hypotheses de départ. D'ou f £ g.
De méme, supposons h = g, alors $2 +Y, = &2 + ¥, implique que
¥, = ¥, ceci est aussi faux. D'ou h £ gq.

Puisque K est un corps de Hilbert généralisé, ona f = h d'ol
Iy + ¥y =y e b

11 en découle que :

(191 + ‘1’1) + (\P,' + ‘1’2) = (uﬂz + \yz) + (‘Y1 + WZ)

n

(&1 + wz) + (w1 + w1) (&2 + w1) + (vz + wz).

On sait que pour qu'une forme quadratique binaire totalement régu-
liére soit équivalente & la forme xy, i1 faut et i1 suffit que son invariant

de Arf soit égal a 0 (mod PK), ([1], p. 153).

Soit maintenant G une forme quadratique binaire totalement régu-
liere. La forme quadratique G+G est totalement réguliére isotrope. I1 existe

donc une forme quadratique binaire totalement réguligre G' telle que :
G+6Gzxy+ G avec A(G+G) = A(xy+G') (mod PK).
D'autre part, on a :
A(G+G) = a(G) + A(G) = 0 (mod PK)

Alxy+G') = alxy) + a(G') = a(G') (mod ¥K).

Donc A(G') = 0 (modPK) et, par conséquent, G' = xy.
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D'ot G+ G=xy +x'y'.

I1 en résulte les équivalences :
Yo+ ¥y =¥, ¥, =Xy 4 x'y'.

Dol v1 + ¥, est équivalente a wz +¥,, ce qui est absurde car
$1 + ¥, est anisotrope et ﬂz + ¥, est isotrope. Donc &2 + ¥, est néces-

sairement anisotrope.

D'une mani&re analogue, on montre que si &2 + w1 est anisotrope,
alors &1 + ¥, est anisotrope.

On a les deux cas suivants :

1) @1 + ¥, et wz + ¥, sont anisotropes.
Donc N, N (B'N ) =0 et (SNa) NN, =9, cequi implique que
NS N (e'Na.) C(8N) et N.CN, (eNa) C (B'N,1).
D'ob N =N, et BN =8'N,. Par suite, les formes quadratiques
o ¢ a o

&1 + Y, et wz + ¥ sont universelles et $2 + ¥, est isotrope donc uni-

verselle.

2) ﬁ] +y, et &2 + ¥, sont isotropes.

Donc elles sont universelles. I1 reste a voir que la forme quadra-

tique &2 + ¥, est universelle.

Puisque les trois formes quadratiques ﬂ1 * ¥y, @1 +¥, et ﬂz + ¥
sont isotropes, il existe trois formes quadratiques binaires totalement régu-
liéres f, g et h de méme invariant de Arf(ata’) (mod PK) vérifiant res-

pectivement les conditions :
$1 + ¥ =Xy o+ f, &1 ¥, B XY+ g et ﬂz ¥y =Xy o+ h.

Comme on a :
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Yy fy, = fi#g
et $1 # wz => f #h
sur K un corps de Hilbert généralisé, il en résulte que g= h.

Donc 01 + ¥, 2 mz + Y

n

et ($1+W2) + (W1+W2) (w2+w1) + (w1+w2)

n

(ﬂ1+w1) + (W2+W2) (¢2+w2) + (W1+W1).

Mais Ypo+ ¥y Y, Y, =Xy 4+ x'yf, ce qui implique que

ﬂ1 + w1 et @2 + WZ sont équivalentes. Par suite, ﬂz + wz est universelle.

" Finalement les 4 formes ﬁi + wj pour 1 < i,j £ 2 sont univer-

selles, Donc F est universelle lorsque A{F) 2 0 (mod PK).

Donc «

o n
e
—
=3
o
a
<
~
Z

Si o= (mod PK), alors F =z xy + x'y', puisque ¢ = ¥ = xy.
Si « 20 {(modPK), alors ou bien N(2,0) =1 donc ¢ = v et
on a aussi F =z xy + x'y', ou bien N(2,a) =2 et F = @1 + ﬂz ou

F = &1 + $1 = wz + ¢2 z xy + x'y'.

Dans tous les cas F est universelle. Ce qui achéve la démonstra-

tion de la proposition.

Remargue :

L'algebre de Clifford et 1'invariant de Arf constituent un systeme
complet d'invariants pour les classes d'équivalence des formes quadratiques to-

talement réguliéres de méme dimension sur un corps de Hilbert généralisé.

Ceci résulte de la proposition 2.3 et du théorgme suivant, ([1],

p. 166) :
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Théorlme.- Soit K un corps sur lequel toute forme quadratique de
type ¢ + V¥ + 22 ot ¥ et v sont deux formes quadratiques binaires tota-
lement réguligres, est isotrope. Alors le nombre de variables m = 2n, T1'al-
gebre de Cl1ifford C(F) et la classe a(F) (mod PK) forment un systeme d'in-
variants complet pour 1'équivalence des formes quadratiques totalement régu-

lieéres F.

Proposition 2.4 - Soient (f%g% et (bﬁa} deux K-algebres de

quaternions de division telles que la forme quadratique quaternaire totalement
réguliere
F = s(xf XYyt Otyﬁ) + b(xg * XYy * ayg)

soit universelle. Alors il existe une extension quadratique séparable Ky

(resp. purement inséparable K{vc)) de K, isomorphe & la fois & un sous-
corps de (fffﬂ et & un sous-corps de (EiFJ et i1 existe des scalaires non

nuls Bys b0 e K (resp. s By € K) tels que

n
——
w
=<
a
L
o
pid
—_—
lU‘
eyt
!y
n
——
o
x -
a
| IO |

(m
K.

Crt g
K

).

in

——
O
“
[

L 1o,

(resp. (fafl} = (

Preuve :

«

K

Soit 1, &,u, 6U ; une base de (ﬁﬁgl vérifiant :
¢}

u2 =g, Po=0a et us = (1

et soit 1, w, V, wv 3 une base de ( vérifiant :

Cas séparable :

Soit £ = (p+ve) + (A+y6)u e (——~J s
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calculons PL = 22 + L.

PL (p+\)6)2 + (atyo)u{r+ye)u + (u+ve)(r+ye)u

+ (A+y0)ulu+ve) + (u+v6) + (A+y6)u

wZ e V%% Ouaye) (uy(a+1))ul + (ueve) (a+ye)u

W24

+ (a+ye)(urv(e+1))u + (p+ve) + (A+ye)u

P = Pu+P(vo) + (1 4aysayl) + (14v) (A+y6)u.

Pour que P£ soit dans K, 11 suffit que 1'on ait v = 1.

On obtient :
PL = u o+ u2+ o +B(A2+Ay+ay?).

On prend de plus pu =0 ; £ =06+ {(A+yd)u

et PL=a+ B(A2+Ay+ow2) est dans K.

Soit maintenant h = o + (zZ+tw)v e'(bTa] » par analogie avec ce qui

2

précéde, on a Ph = a + b(z +zt+ét2) appartient a K.

Puisque les deux K-algébres (B—I’zo—‘-' et (b_l’;] sont de division,
ona o#0 et a#0 (mod&K).

a (mod PK). K(8) est isomorphe & K(w), il se plonge

-alge 8,0 b,a - _
dans les K-algébres ( K] et ( K]’ On prend Bo =8 et bo— b.

(111

Siona o

Etude du cas a £ o (mod PK) :

*
La forme quadratique F représente a + a € K car elle est univer-

selle ; i1 existe Ao’ Yor 2o et ’co non tous nuls dans K tels que :

2 2 2 2
o +a= B(Ao Ao ¥ ayo) + b(zo+zot0+at0).

Donc pour £, =6 + (A +y 8)u et h =w + (zo+t0m)v,

_ _ Bya b,a
on a J’ﬁo—:}’ho-deK avec Koe(ﬂ et hoe(T:'
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Ona PL #0 et Ph #0 (mod PK), puisque L, et hg

tiennent pas a K.

K(ZO)

rable de K cherchée.

(a3
u

o
n

On a

Posons Uy = (Ao+yoe)u et v_-= (zo+t0w)v, on a :

0

8 + U, h0 =WtV &%o =a + ug et Jmo = a+vg avec
2 2 2 2

B(Ao +Aoy0 + ayg) = Bo et Vo = b(z0 + zot0 + ato) = bO’

Loug + ugty (e+uo)u0 + uo(e+uo)

= +
euo uoe

e(AO+YOe)u + (A0+Y08)u6

(A0+Y09)6u + (A0+Y06)(6+1)u

Zouo + Uy o (A0+yoe)u.

"ol + = . e + = .
D ou Eouo uft u0 De méme hov0 voh0 Vo

toujours u, #0 ou Vo #0 car a + o # 0.

1) Us #0 et Yo # 0.

2 _ 2 _ * o
On a Uy = BO € K, Vo = bo e K d'ol
(59 = ol
- K K K K )
2) Uy = 0 et v, # 0.
o 2 * .
On a J%b =0 = d, Vo b e K" d'ou

(0]
o
—
o
s
~ [o3]
| PO |
12
——
o o
~{e,
i By

n'appar-

est isomorphe a K(ho), c'est 1'extension quadratique sépa-
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3) Us #0 et Vo = 0.

0]
o

1]
a.
™
(=

H
w
™
=~
o
o
j ot

On a éPhO

(5]

Ceci termine Ta démonstration de la proposition concernant le cas

[[43

11
—
kas)
=~|%
(ol
N
.

(B e (5]

séparable.

Soient £ € (ﬁig] et he (Pifq . Pour qu'on ait ZZ e K et

2 ¢ K i1 faut et i1 suffit que £ = p + (Z+yd)u avec X + y6 # O.
De méme pour qu'on ait h2 e K et h¢ K il faut et il suffit que
h=x+ (y+zw)v avec y+zw # O.

2

*

On cherche un tel 2 et un tel h tels que KZ = h" e K
On a 22 = “2 + B(A2+ky+ayz)
et h2 = x2 + b(y2+yz+a22).

Soient o # X dans K, Tla forme quadratique F est universelle
donc représente (“0+Xo)2 #0 3 c'est-a-dire qu'il existe Ag» Yoo Yo €1

z, non tous nuls dans K tels que :

2 2 2 2 2 2
Mo * %o = B(AO+A0yo+ayo) + b(y0+yozo+azo).

On prend L= u,+ (Ao+yoe)u et hO =X+ (y0+zow)v.

0 0

S 2 2y _ 2
Si on avait Ao = Vo = 0, alors on aurait b(yo+yozo+azo) = (Xo+u0) £ 0

et b serait une norme d'un élément de Ka' Dans ce cas, on aurait

(4

A+ Yol #0 et Eo ¢ K.

I

M2(K). Ce qui est absurde car (!ﬁfﬂ est de division. Donc, on a

De méme, ho ¢ K car Yo * Lo £ 0.
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S s b,a .
On a trouvé Ko € (ﬁké] et ho € (—ITJ » qui ne sont pas dans K

2
0

tension quadratique inséparable de K cherchée.

avec Ei = h% e K*. Donc K(KO) est isomorphe a K(h ) et K(KO) est 1'ex-

0
Pour terminer la démonstration de notre proposition dans le cas

inséparable, i1 suffit d'appliquer le Temme suivant :

Lemme 2.5 - Soit (ﬁig] une K-algebre de quaternions qui contient

une extension quadratique inséparable K(/€) de K. Alors il existe ay € K

Csa
tel que (8;0] soit isomorphe a ( Ké} .

Preuve

On utilise les mémes notations eo,u que dans la preuve de la propo-

sition précédente.
5 Bsa . 2 _
IT existe ¢, e( < ] tel que : £ =c et £ ¢K

' ¢ . <] i = + = +
D'aprés le Temme 1.2, on peut écrire L, Hp t3gu avec ag Ao * Y8 #0

et Hg? Age Yo € K.
On cherche B = © * Xu avec Xx = X + yo # 0, vérifiant la condi-

tion eozo + Zoeo = KO-

On a eg + 8, 7o+ 3(12 + Ay ayz) =5 ¢ K.

D'autre part, on a :

Lo * o8 * 8Ly = g AU+ (p0+aou)(e+xu) + (e+xu)(uo+a0u)

it

+ + + a _UXUu + ga_U + Xua u
W * g + aue QUXU + 83y o

uy * ao(u+ue + 0u) + ao(ux)u + x(uao)u

mais comme U + us + 6u =0, ux = (x+y)u et va, = (a0+y0)u, on a :

2 2
Lo+ £0, + 0 L, = ug + ao(x+y)u + x(ao+Y0)u

0

no *+ Blagy + Xyq)e
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Puisque agY + XYy = YA+ Agy,  on trouve finalement que :

KO + Koeo + GOKO =yt B(YOA + Aoy).

Comme on a a, # 0, dans le cas ol Ao #0 onprend A=0 et

8-1“0 et dans le cas ol Ao = 0, ona Yo # 0 et on prend
A= y;18_1u0. On obtient donc dans les deux cas :

_ -1
Y= A,

£,0, = (1+8,)L,.

Théoneme 2.6 - K est un corps de Hilbert généralisé si et seulement
si, i1 existe a isomorphisme prés une unique K-algébre de quaternions de divi-
sion. S1 K est de Hilbert généralisé cette K-algeébre de quaternions de divi-
sion est neutralisée par toute extension quadratique séparable de K d'indice

de norme 2.

Preuve :

Soit K un corps de Hilbert généralisé. Soit ey #z 0 (mod :PK)

% * . . ' '
tel que {k : NKaO/K(KGOi] =2 et soit By € K qui n'est pas la norme d'un

B sa
é1ément de Ku . Alors ( OK é} est une K-algebre de gquaternions de division.
0

Soient (f%%% et (B f%]' deux K-alggbres de quaternions de di-

visjon. Donc ona o # 0 (mod PK) et B8,8' ne sont pas des normes d'éléments
de K.
o

2 2

Les formes quadratiques g{x +xy+ay2) et g'{x +xy+ay2) sont équi-
valentes comme étant des formes quadratiques binaires totalement réguliéres de
méme invariant de Arf o(modPK), non équivalentes a la forme x2 + Xy + ayz,

puisque K est de Hilbert généralisé.
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2
Les formes (x% Xy ¥ ay?) + B(Xg * Xo¥p + ayz)
2 2 v o2 2 .
et (x1 * Xyt ay1) + 8 (x2 + XYy uyz) sont des formes quadratiques con-

.
crétes associées respectivement aux K-algebres (ﬁié] et (Jii%g] , elles

sont équivalentes. D'apreés la proposition 1.5, on a (ﬁig] est isomorphe
Soient (éi%] et (Eiig:} deux K-algébres de quaternions de di-
vision. D'aprés la proposition 2.3, la forme quadratique

2 ' \
F = B(x1 XYy ay%) + B (x% * XYy oo yg)

est universelle.

Par la proposition 2.4, il existe une extension quadratique sépara-

ble K, de K qui se plonge dans %8 et LA ,» et des scalaires
d K K

As vy non nuls dans K tels qu'on ait :
B . Aﬂ] B'sa']z(hd_]
(K]‘(K et(K U
(Bl3u.]
-

Inversement, -supposons qu'il existe a isomorphisme prés une unique

(14

D'aprés ce qui précede, on a Léf%

K-algebre de quaternijons de division.

Soit o e K, o« #0 (modPK). Considérons les formes quadratiques
d'invariant de Arf o (mod PK) suivantes :

x2 + Xy + ayz s gz B(x2 + Xy + ayz)

-
0

et B'(x2 + Xy + ayz) avec 8,8' ¢ K.

=
e

Supposons que f ne soit équivalente ni @ g nia h,

Alors les algebres de Clifford c(g) (%{i‘q et c(h) = (9-?"1] sont de
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division. Donc elles sont isomorphes et comme A(g) = A(h) = o (mod PK), on a

h=g. Do N(2,a) < 2.

B 50
Soit (-E%Zi% une K-algébre de quaternions de division, alors la

2) n'est pas équivalente a la forme qua-

forme quadratique 9o = B (x2+xy+a0y

0
dratique fo = x2+xy+cx0y2 et fo s 9, ont le méme invariant de

Arf ao(mod PK). Donc N(2,0.) = 2.

o
D'ou K est de Hilbert généralisé.
Soit Q une K-algebre de quaternions de division et soit K, une
extension quadratique séparable de K d'indice de norme 2 ; o e K. Soit
B € K*, B n'étant pas la norme d'un élément de Kq. Alors (-ﬁfﬂ est de

division, d'ou Q = (EE?ﬂ et Ka neutralise (Ei%] donc neutralise Q.

Conollaine 2.7.- Soit K un corps sur lequel toute forme quadrati-
que quaternaire totalement réguliere est universelle. Les énoncés suivants

sont équivalents :

1) Si (EigJ et (E—igﬂ sont des K-algébres de quaternions de
division, alors (Eig est isomorphe & ( 8 g“}.

2) Si ( 8’“] et (fbiiJ sont des K-algadbres de quaternions de

B0
K

L

est isomorphe 3 (_&lg:].

division, alors ( e

Preuve :
1) => 2), résulte de la preuve du théoréme précédent.
2) => 1), en effet,

puisque 1a forme quadratique F donnée par

2 2v .2
Fr=alxy + xyqy +ay)) + 870G + xoy, + “yg)
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est universelle, il existe vy, 2 et A' non nuls dans K tels qu'on ait

ceci d'aprés la proposition 2.4.

D'aprés 2), on conclut que (ﬁig] est isomorphe 2 (B éﬁ]' -

Proposition 2.8.- K est un corps de Hilbert généralisé si et seu-
lement si, i1 existe une seule classe d'équivalence de formes quadratiques

guaternaires totalement réguliéres anisotropes d'invariant de Arf 0 {(mod $K).

Preuve :
Soit K tel qu'il existe une seule classe d'équivalence de formes
quadratiques quaternaires totalement réguligres anisotropes d'invariant de

Arf 0 (mod .PK).

Toute forme quadratique norme associée & une K-algebre de quater-
nions de division est anisotrope et d'invariant de Arf 0 (mod PK). La pro-
position 1.5, montre qu'il existe a isomorphisme prés une unique K-algebre

de quaternions de division. Donc K est de Hilbert généralisé.
Réciproquement, soit K un corps de Hilbert généralisé.

Soit F une forme guadratique quaternaire totalement réguliere
anisotrope d'invariant de Arf 0 (mod PK). Alors, ona F =P +v ob o
et ¢ sont deux formes binaires totalement réguligres avec a(¢) = a(y)

(mod FK).

Puisque F est anisotrope, ona ¢ # ¥. Donc N(2,a) = 2

ol o = A(P) (mod<PK).
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. * *
Soit B € K tel que B ¢ NK y (Ku).
a/K
2

Soient $1 = X"+ xy + ay2 et 02 = e(x2 + Xy + ayz) deux formes quadrati-
ques non équivalentes représentant les deux classes de formes quadratiques
binaires totalement réguliéres dfinvariant de Arf o (mod &PK). On peut
donc supposer que ¥ et ¥ sont équivalentes respectivement aux formes

Par suite F est équivalente a @1 + @2 ,» qui est une forme norme
associée a la K-algeébre de division (Eﬁé] .
Par le théoréme 2.6, (Eisﬁ est la seule K-algébre de division

de quaternions a isomorphisme prés. La proposition 1.5, montre que la classe
d'équivalence des formes quadratiques quaternaires totalement régulieres ani-

sotropes d'invariant de Arf 0 (mod PK) est unique. ®

Proposition 2.9.- Sur un corps K de Hilbert généralisé, les énoncés

suivants sont équivalents :

i) Toute forme quadratique quaternaire sur K, totalement réguliére

d'invariant de Arf différent de 0 (mod PK), est isotrope.

1) Toute extension quadratique séparable de K neutralise toute

K-algébre de quaternions de division.

iii) Toute extension quadratique séparable de K est d'indice de

norme 2.
Preuve :
i) => ii).
Soient Q = (f%?q une K-algébre de quaternions de division et KY

une extension quadratique séparable de K.
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Si KY est d'indice de norme 2, alors par le théoréme 2.6, K

neutralise Q.

Si KY est d'indice de norme 1, prenons Q' = (1’“+i] =z MZ(K)’
On a : ou bien vy = o« (mod PX) et KY neutralise Q,

ou bien y # o (mod PK) et d'aprés i), la forme quadratique

F= (X§ + X1.Y1 + (0‘+Y).V§) + B(Xg + X2y2 + uys)

est jsotrope avec A(F) =y #0 (modPK) et C(F) = MZ(K) 8 Q.

D'autre part, on sait qu'une forme quadratique G gquaternaire to-
talement réguliére est isotrope si et seulement si, 1'algébre de Clifford

C(G) est neutralisée par Kite) ([1], p. 162).

Donc C(F) est neutralisée par KY, ce qui implique que Q est

neutralisée par Ky.

ii) => iii).

Soit Ku. une extension quadratique séparable de K.
Puisque Ka. neutralise 1'algébre de division Q = (Eigl » K, est iso-
morphe a un sous-corps de Q ([3], p. 65).

Donc il existe 8' e K, 8' # 1 (mod K*Z) tel gqu'on ait

Q = (Eligiﬂ' Donc B' ¥ NKaI/K(K:.). Comme on a N(Z,a'):s 2 ; puisque K

est de Hilbert généralisé. On en déduit que N(2,a') = 2.

iii) => ii).
Soit Ka. une extension quadratique séparable de K. Donc Ku.
est d'indice de norme 2. D'aprés le théoréme 2.6, Ka. neutralise toute K-

algeébre de quaternions de division.
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i1) = 1)
Soit F une forme quadratique quaternaire totalement réguliére avec

AMF) £0 {(modPK).

Ona F=¢+v ot ¢ et ¥ sont deux formes quadratiques binai-
res totalement réguliéres avec C(F) = C(J) E C(y) et a(F) = A(d) + A(Y¥)
(mod PK).

De plus, KA(F) est une extension quadratique séparable de K.

Si C(#) est isomorphe a C(¥), alors C(F) est isomorphe a
My (K).

Si C(J) n'est pas isomorphe & C(¥), alors ou bien C(J) est
de division et C(¥) est isomorphe a MZ(K) ; donc KA(F) neutralise
C(¥), ou bien C(J#) est isomorphe a MZ(K) et C(¥) est de division ;

donc KA(F) neutralise C(v).

Dans les trois cas, KA(F) neutralise C(F). Par conséquent, F

est isotrope ; d'aprés ce qui préceéde. ®

Remargue :

Un corps de Hilbert au sens de Drax1 [2] est un corps de Hilbert
généralisé vérifiant la condition supplémentaire donnée par les énoncés équi-

valents de 1a proposition 2.9.
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§ 3 - SUR UN THEOREME DE DRAXL.

P. Draxl dans [2] a démontré le théoréme (D)
(D) Le produit tensoriel de deux K-algébres de quaternions n'est pas de di-
vision si et seulement si ces K-algébres possédent un méme corps neutrali-

sant quadratique séparable sur K.

Nous allons d'abord énoncer des corollaires de la proposition 2.4
et obtenir une nouvelle démonstration du théoréme de P. Draxl. Nous allons
ensuite dans le cas de corps de caractéristique 2 en réponse a une question
posée par P. Drax1, déterminer les corps non parfaits K pour lesquels le
théoreme (D') obtenu en remplacant dans 1'énoncé (D) séparable par insépa-

rable est valable.

R. Baeza ([7], p. 134) a donné 1'exemple d'un corps K de carac-
téristique 2 tel qu'il existe deux K-algébres de quaternions de division
neutralisées par une méme extension quadratique séparable de K, donc dont
Te produit tensoriel n'est pas de division, qui ne possédent pas de corps

neutralisant commun quadratique inséparable sur K.

Ceci montre que le théoréme (D') n'est pas valable pour tous

les corps K.

On utilisera le théoréme d'Albert [6] suivant qui est valable

pour un corps K de caractéristique quelconque.

Théonéme.- Le produyit tensoriel de deux K-algebres de quater-
nions de division n'est pas de division si et seulement si ces deux K-

algebres possédent un méme corps neutralisant quadratique sur K.
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Proposdition 2.4 (Rapped).-

Soient (ﬁﬁ%] et (Eﬁ§} deux K-a1gébres de quaternions de division

telles que Ta forme quadratique quaternaire totalement réguliére

F = B(X% *XgYq ¥ uy%) + b(xg + Xo¥o * ayg)

soit universelle. Alors il existe une extension quadratique séparable K

(resp. purement inséparable K(/C)) de K, isomorphe a la fois & un sous-

corps de kf%?ﬂ et a un sous-corps de (QﬁéJ et il existe des scalaires

By» Dy € K*  (resp. g 3y € K) tels que :

n

] «[%] - [op
K1 \ K K.

o (5 fi] )

4

[

Conollaine 3.1.- Si deux K-algébres de quaternions de division pos-
seédent un méme corps neutralisant quadratique purement inséparable sur K,
alors ces deux K-algébres possédent un méme corps neutralisant quadratique

séparable sur K.

Preuve :
Soient A et A' deux K-algébres de quaternions de division
neutralisées par une méme extension quadratique purement inséparable K{Vc)

de K. Donc K(v/c) se plonge dans A et A' ([4], p. 65). D'apres le
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lemme 2.5, i1 existe u, v e K* tels qu'on ait :

ne(S] et s (5]

La forme quadratique quaternaire totalement régulieére
2 2
F = c(x1 + Xqyq o+ uy1) + C(Xg + Xo¥, + vyg)

est isotrope donc universelle. D'aprés la proposition 2.4, il existe une
extension quadratique séparable Kd de K et des scalaires A, v € K*  tels

qu'on ait :

L] Cou| o[ 2ed Ve[S L[ xed
(5 (] e e (5] (1
D' ol Kd est une extension quadratique séparable de K neutrali-

sant A et A' comme sous-corps commutatif maximal de A et A' (Eﬂ,

page 65).

11 résulte de 1'exemple de R. Baeza cité ci-dessus que la récipro-

que du corollaire 3.1 est fausse. Toutefois, on a le corollaire suivant :

Conollaine 3.2.- Soit K un corps sur lequel toute forme quadra-

tique réguliére de la forme :

a(x% + Xyt cy?) + b(xg * Xo¥y + cyg) v 22

*
avec a, b e K et c e K est isotrope.

Si deux K-algebres de quaternions de division possédent un méme

corps neutralisant quadratique séparable sur K, alors ces deux K-algébres
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possédent un mé&me corps neutralisant quadratique purement inséparable sur K.

Soit K un corps vérifiant la condition ci-dessus.

Soient A et A' deux K-algebres de quaternions de division
neutralisées par un méme corps Kd quadratique séparable sur K. Donc Kd
se plonge dans A et A' (Bﬂ s p. 65) et il existe wu, v ¢ K* tels qu'on

ait :
o~ ]J,d | L \)_’d.
A= (_WTJ et A —( K ] .

Par hypothése, la forme gquadratique quaternaire totalement régu-

2 2
F= U(X1 + X1Y1 + dY1) + V(Xg + XzYz + dyg)

représentent un élément de K2, c'est-a-dire il existe a, B, A, Yy non tous

nuls dans K et a e K tels que

(9) uo? + ag + d8%) + v(aZ + ay + dy%) = al.
Soient 1, 6, u, 6u une base de (l%§9 sur K, vérifiant :

u" =u,Pe =d et us = (e+f)u, et 1, w, v, wv une base de (3ﬁ?ﬂ

sur K, vérifiant :
vi=v, Po=d et vo = (w+l)v.

Maintenant on reprend la preuve de la proposition 2.4 dans le

cas inséparable :
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On pose £ = (a + B88)u e (lﬁfﬂ et

h=a+ (Atyuv e (3ifq

2 2

On sait que £ + o + dg?) et que

(o

h2 = a2 + y (32 + oy + dyD).

D'apres (9), on obtijent :

Puisque les K-algébres A = (iifﬁ et A'= (lifq sont de
division, i1 en résulte que £ £ K et h ¢ K.

Donc K(/C) est une extension quadratique purement inséparable

sur K disomorphe & la fois & un sous-corps de A et a un sous-corps de A'.

D'oll K(¥£) neutralise A et A' comme sous-corps commutatif

maximal de A et A'. ®

Démonstration du théoneme de Draxf résultant de ce qui précede :

Soient A et A' deux K-algébres de quaternions telles que
A % A" ne soit pas de division. Dans le cas ol 1'une des deux K-algeébres
A ou A' n'est pas de division, il n'y a rien & démontrer. On peut donc

supposer A et A' de division.

D'apres le théoréme d'Albert, A et A' sont neutralisées par
une méme extension quadratique L de K. Donc L = K{w) ot w est
une racine d'un polynome minimal de degré 2 sur K de la forme X2 +aX + b

avec b #£ 0.



- 35 -

ler cas a #0, L =K(w') ot w' est une racine du polyndme

minimal X2 + X + J% sur K. Donc L est un corps séparable sur K neu-
a

tralisant A et A'.

2eme cas a = 0, donc L = K{¥b) est une extension quadratique
purement inséparable sur X neutralisant A et A'. D'aprés le corollaire
3.1, A et A' possédent un méme corps neutralisant quadratique séparable

sur K.

Inversement, soient A et A' deux K-algébres de gquaternions
qui posseédent un méme corps neutralisant quadratique séparable sur K. Le

théoréme d'Albert implique que A E A’ n'est pas de division. =

Théoneme 3.3.- Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) Toute forme quadratique réguliére sur K de la forme
2
a(x1 XYt cy%) + b(xg * Xo¥p * cyg) + 22 avec a, b e K¥ et c e K,

est isotrope.

2) Le produit tensoriel de deux K-algebres de quaternions de
division n'est pas de division si et seulement si ces deux K-alggbres pos-

sédent un méme corps neutralisant quadratique purement inséparable sur K.

1) = 2).
Soient A et A' deux K-algébres de quaternjons de division
telles que A % A' ne soit pas de division. D'apres le théoréme d'Albert,

A et A' possédent un méme corps neutralisant quadratique M sur K.
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Donc M = K(w) ol w est une racine d'un polyndme minimal de degré 2

sur K de la forme Xz +aX +b avec b # 0.

ler cas a =0, donc M = K(¥/B) est une extension purement insépa-~

rable sur K neutralisant A et A'.

2eme cas a # 0, donc M est une extension quadratique séparable
de K neutralisant A et A'. D'aprés le corollaire 3.2, A et A' possé-

dent un méme corps neutralisant quadratique purement inséparable sur K.

2) = 1).
Soit F = a(x2 + X +d 2) + b(x2 + XY, + d 2) une forme qua-
17 XY Ay 2 T XYt Wy q

dratique quaternaire totalement réguliére sur K.

Considérons les K-algébres de quaternions :

STRPRE

1°) On suppose A et A' de division.

Soient 1, w, U, wu une base de A sur K, vérifiant :

u2 = a, Puw

d et uw = (u+1)u,

et 1, o, v, 8v une base de A' sur K, vérifiant :

vo = b, Pe

1!

d et vo = (s+1)v.

Comme A 8 A' = MZ(K)
K

ad 44

(f’—"ﬂ ([4], p. 104),

d'aprées 2), A et A' possédent un méme corps neutralisant quadratique

purement inséparable K(/C) sur K. Donc K(/C) est isomorphe & un sous-

corps de A et a un sous-corps de A'.



- 37 -

Donc il existe L e A et he A te]s que £ ¢ K, hé¢K et

2 2

£ =h" =c. D'aprés le Temme 1.2, £ et h peuvent s'écrire sous la forme

£ =nu+ (A+yw)u et h=x+ (y+z8)v avec X +yw #0 et y + zo # 0.

D'autre part, £2 = u2 + a()\2 + Ay + dyz) et

h2 = x2 4 b(y2 +yz + dzz). Alors 22 = he implique que :

(u+x)2 = a(A2 + Ay + dyz) + b(y2 + yz + dzz)

avec i, v, y et z non tous nuls.

Donc F représente 1'é&lément (u+x)2 € Kz. D'oli F + 22 est

isotrope.

2°) On suppose qu'une au moins des algebres A, A' n'est pas de

division, par exemple A.
Ona A=z MZ(K) d'ol :

2
a(x1 * Xqyq o+ dy%) = X% +X4Yy o+ dY§

2 2 2
alxy + xqyq + dyy) + b(xg * Xp¥p * dyp) = (X% *Xqyy ot dy%) * b("% * XY ¥+ dy22)°

Cette forme quadratique représent 1 et par suite la forme quadratique

a(x% + X1y1 + dy%) -+ b(x% + x2y2 + dyg) + 22 est ‘iSOtY‘Ope. a

Si le corps K n'est pas parfait, pour toute K-algébre de quater-
nions A (de division ou non) il existe une extension quadratique purement

inséparable sur K neutralisant A.
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En utilisant le théoreme 3.3, on obtient donc une réponse au

probléme posé par P. Draxl.

Les corps non parfaits, de caractéristique 2, pour lesquels le
théoreme (D') est valable sont ceux qui vérifient la condition. (1) du théo-

réme 3.3.

Cette condition est vérifiée en particulier par les corps de

Hilbert généralisés de caractéristique 2, cela résulte de la proposition 2.3.

Proposition 3.4.- Soient A =(-§fﬁ et A' =(-§j?i] deux

K-algebres de quaternions de division. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

1) A et A' sont neutralisées par une méme extension quadrati-

que séparable sur K et la forme quadratique réguliere

2

2 \ .
F = B(x% +XqYq +ayq) + 8 (xg t XYy + oo yg) +1z

est isotrope.

2) A et A' sont neutralisées par une méme extension quadratique

purement inséparable sur K.

Preuve :

1) =>2).
Supposons que A et A' soient neutralisées par une méme extension
guadratique séparable Kd de K. Donc Kd se plonge dans A et A', et

*
i1 existe A, v e K tels qu'on ait :
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of 2sd Caf 1ed
A=( K} et A = K]

D'apregs la proposition 1.5, on a les équivalences :

O+ xgyyrar) + 80G + xpvp + ) = 0§+ xpyy + &)+ A0G + xpyp + )

O+ xyy +a'y]) « 810G+ xgr » ati) = O+ xpyy + @)+ 10+ xpyy + ).

Comme on a de plus Tes équivalences suivantes :

Xq¥q + uy%) + (xg + XYy + u'yg) = Xyt (xg XYy * (a+a')y§)

+

2
(X1
2 2 2
(x1 XYy o+ dy1) + (x2 + Xo¥p * dy%) T XY * Xp¥g .

I1 en résulte que :

2 ' 2 : :
(] Xy e ) et 0g 4 xguy v alvg) ¢ O gy ¢ (et IG) ¢ gy -

x(xf *XyYy * dy%) + Y(xg * Xo¥oy * dyg) * X3¥3 *+ Xg¥g.

Donc on a :

2 2 VL2 ' !
B(X] + X3¥y + ayy) + 8 (X5 + Xy, + o yg) v (s X3y3 + (a+a )yg)

(24

2 2 2
>\(x1 XYy ¥ dy1) + y(x2 + XoYp + dy%) + XgYs

Par suite :

2 2 . . '
B(x1 + XYyt ay1) + 8 (xg * Xo¥p * @ y%) + (xg + X3¥g + (a+a )yg)

+
N
R

2
A(x1 XYt dy%) + y(Xg + Xo¥o * dyg) * Xg¥g * 22.
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Mais comme on a pour tout wu e K

8

D'apres la proposition 1.5, on obtient 1'équivalence :

[13

( 1’“&"*1 = My (K)

2

z° + (x2 + Xy + (u+a')y2) 2

A p(x2 + Xy + 0y2)

z2 + XY.

n

"

I1 en découle que :

2

2 . . 2
s(x1 XYy ay1) + B (xg + Xo¥y * 0 yg) * Xa¥3 * 2

1%}

2
A(x1 XYt dy1)

+

y(Xg + Xp¥p dyg) * Xgyg + 22,

2 2 V12 V2 2
B(X1 +X1y1 +0Ly1) + B (X2+X2Y2+0cy2) + Z =

2 2)

2
>\(x1 XYt dyy) + y(xg + Xo¥p dyz) + 22 ,

qui est donc isotrope.

Donc ona A= (lifq et A' = (139. avec la forme quadratique

réguliere :
2 2 2 2 2
A(x1 *XgYq * dy1) + Y(x2 * Xo¥y * dyz) +z

qui est isotrope.
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La preuve du corollaire 3.2 montre alors que A et A' possédent

un méme corps neutralisant quadratique purement inséparable sur K.

2) = 1).

Sojent A = (-ﬁigﬂ et A' =( Eiigij deux K-algebres de quater-

nions de division neutralisées par une méme extension quadratique purement
inséparable K(/c) de K. Donc K(v/c) se plonge dans A et A' ([4],

page 65).

D'aprés Te lemme 2.5, il existe A, y € K tels que :

o~ &.& 'g M
A “( K] et A ( K]

D'apres la proposition 1.5, on a les équivalences :

2 2
(x) + xqyq + oyy) + B(Xg + Xo¥, + ayg)

n

2 2 2 2
G+ xqyq + 2yp) + 0+ xpy, +2y)

2 2 ViVl 12 2 2 2 2
(X1 + X1y1 +oa .yz) + 8 (XZ + X2.Y2 ta )’2) = (X1 + X1)’1 + Y.Y1) + C(XZ + X2Y2 + Y.YZ)-

Comme dans la preuve de "1) implique 2"), on peut voir de la

méme facon qu'on a 1'équivalence :

2 ) '
B(x1 *Xg¥q ot ay%) + B (xg * Xo¥p * 0 y%) + z2 =

2
c(x% +Xqyq * Ay1) + c(xg + XoYp * yy%) + 22.

La deuxiéme forme quadratique étant isotrope, on en déduit que la

forme quadratique :
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2 2 12 2 2
F = B(x1 +Xgyq + ay,) + B (x2 + Xo¥y + 0 y2) + 2
est isotrope.
Finalement, puisque A et A' possédent un méme corps neutralisant

quadratique purement inséparable sur K. D'aprés le corollaire 3.1, A et

A' possédent aussi un méme corps neutralisant quadratique séparable sur K.
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RESUME

Dans une premiére partie, on étudie les corps K de
caractéristique 2 tels que pour chaque deK il existe au plus
deux classes de K-formes quadratiques binaires totalement
régulieres d'invariant de Arf d, avec pour un do au moins
exactement deux classes correspondant a do' On montre en
particulier qu'a isomorphisme preés il existe sur de tels corps K

une unique K-algébre de quaternions de division.

Dans une deuxiéme partie, pour répondre a une
question posée par P. Draxl concernant les corps non parfaits de
caractéristique 2, on étudie I'existence pour des K-algébres de
quaternions données de corps neutralisants communs,

quadratiques inséparables sur K.

MOTS CLES : FORMES QUADRATIQUES,
ALGEBRES DE QUATERNIONS,
CARACTERISTIQUE 2,

CORPS NEUTRALISANTS.





