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CHAPITRE I 

I N T R O D U C T I O N .  

1. 7. - DESCRIPTION DU MODELE.- 

On va considérer une suite X = (X ; n 2 1) d'observations, n 'n 

à valeurs dans un espace probabilisable (Xn,Bn) quelconque (n 1). 

Les notations suivantes seront utilisées : 

(8 (n) ; n > 1) est une suite croissante de sous-tribus de -(n)) 8'") = a ( u  B 
n2 1 

On admettra que les Xn sont des variables aléatoires définies 

sur un espace probabilisable (R ,A)  et l'on choisira pour X le modèle statis- 

tique (x'"), B'~', ff) , où fi est un ensemble de lois de probabilité sur 

(x(") 3 B(-)). 

Un sous-ensemble de ff est appelé une hypothèse ; ff est dite 

hypothèse générale. 

Si (E,d) est un espace métrique et f : ff -+ E est un paramètre 

fonctionnel, on essayera d'obtenir des conditions qui assurent l'estimabilité 

de f, c'est-à-dire l'existence d'une suite d'estimateurs de f qui converge 

vers f dans un sens à préciser. 



On se reportera quelquefois à un modèle (X("), 8(" )  , (P, , 8 €0)) 
et à l'estimabilité du paramètre 8. Le sens d'une telle expression doit être 

éclairci. 

(Po, 8 E 0) est un ensemble de lois sur (x'"), 8'")). corne il 

est d'usage, chaque élément d'un tel ensemble n'est repéré qu'une fois : 

Si un paramètre f : (Po, 8 E @) --t (~,d) est injectif, on peut 

considérer sur @ la métrique dl : (8 ,8 ) u d(f (Pe ), f(Pe ) )  . L'estima- 
1 2  1 2 

bilité de 8 se traduit ainsi par l'estimabilité de tout paramètre injectivement 

relié à la loi. Par exemple, si @ =  IR , Pe =N(O,t), dire que 8 est 

estimable est une façon abrégée de désigner l'estimabilité de f : N(8,l) ++ 8. 

La notation (xb), B ( - ) ,  (Po, 8 cc)) s'avère commode lorsque 

l'on veut désigner la loi de Xn associée à 8, qui sera notée 'e,n > 

(n > 
ou celle du vecteur X(n) = (XI,. ..,X ), qui sera notée Po . n 

On se réfèrera souvent à la loi sur En associée à 8, conditionnée 

Par ,(n-l) = (n-') = (xl,. . . ,X ) E x(~-'). Une telle loi, en admettant 
n- 1 

x(n-l>,x(n-l> 
qu'elle existe, sera notée P 

0 ,xn 

1.2. - DECANTA T lON ET SEPARA T lON ASYMPTOTIQUE UNIFORME DE 

FAMILLES DE LOIS.-  

Soit ( X , B )  un espace probabilisable. Une application mesurable 

$ : (X,B) --+ ([0,fl, BL0,,l) est appelée un test. 

-.- Soit (X,B) un espace probabilisable, Ho et H l  

deux familles de probabilités sur (X,8).On dit qu'elles sont décantées s'il 



existe un test $ défini sur X tel que 

w -w sera quelquefois appelé seuil de décantation associé au test 4. 1 O 

Remahque 2 . 1 . -  Puisque 1-9 est aussi un test, la notion de 

décantation est symétrique par rapport aux familles Ho et Hl. 

ikmhque 2 . 2 . -  Si $ est l'indicatrice d'un événement dans B, 

on parle de décantation par des événements, Mais cette notion est strictement 

plus forte. 

ExempLe 1.1 . -  Soit X = {1,2,31 , B = P(X) , Ho = {loi uniforme P 

sur X), Hl = {lois Q sur 8 tels que 2Q( 1 ) + Q( 2 ) $ 0,8}. On voit 

facilement que ces deux familles ne peuvent pas être décantées par aucun 

événement. Pourtant, si $(i) = 1 , J(2) = f , $(3) = 1 
3 

Etant donné le modèle (x(~), B(~), (P8 , 0 r 0)) une suite 
(Cn ; n > 1) est dite ~(~)-ada~tée si Cn r ~(~'(n 1 )  . 

~ é ~ ~ u n  1 . 2 .  - Soient (PB, 8 E (i = 0,l) deux familles 

de lois sur (x(~), B(~)). On dit qu'elles se séparent asymptotiquement (resp. 

asymptotiquement uniformément) s'il existe une suite (Cn ; n 2 1) 8'")-adaptée 

telle que : 

(resp. telle que 

lim sup pBn)(cn) = O  , iim inf PB"' (c,) = 1). 
n- BE@ n- 8 c m 1  



Remmque 1 . 3 , -  Pour vérifier que ces notions sont aussi symétriques 

par rapport aux familles de lois, on n'a qu'à remplacer Cn par ~("1-C n . 

Remairque 1 . 4 . -  Compte tenu de la remarque 1.2, on pourrait envisager 

une définition de séparation asymptotique faisant intervenir une suite 

(4, ; n 3 1) de tests définis sur x(~) au lieu des événements Cn , pour 

laquelle on ait : 

Pourtant, cette condition équivaut à (2) : si (Sn ; n 1) 

vérifie (41,  et si l'on pose Cn = 4 , alors (Cn ; n 3 1) vérifie ( 2 ) .  
{en>3 1 

Les mêmes considérations sont extensibles à la séparation asympto- 

tique unif orme. 

Si Ho et Hl se séparent asymptotiquement, ~(P,Q) c b x Hl 

P est orthogonale à Q , ce qui se notera P I Q . 
Les notions de décantation et de séparation asymptotique uniforme 

sont reliées par le fait suivant. Lorsqu'il existe des versions régulières 
x(n-l)=x(n-l) 

de P ( ~ E @ ~ u @ ~  , n 5 2 ,  x (n-l) cz x(~-')) , si bn 2 2 , 
e ,xn 

x(n-l>Ex(n-l> 
vx(n-1) x(n-l) ; 0 e O.)  (i = 0,l) sont décantées et si 

1 

les seuils de décantation n-dimensionnels satisfont certaines contraintes, 

on en déduira la séparation asymptotique uniforme de (Pe ; (i = 0,l). 

1.3. - SEPARA TlON ASYMPTOTIQUE UNIFORME ET ESTIMA T lON CON VERGENTE. - 

Considérons un modèle statistique ( x ( ~ ) ,  B(-) ,ff), un espace métrique 

(E,d) et un paramètre f : H -+ E. Soit E muni de sa tribu borélienne. 



Pour n 3 1 soit in : x(") t E mesurable. (in ; n > 1) est appelée une 

suite d'estimateurs de f. Une telle suite est dite : 

- convergente si 
> O M c H lim P(") {d (;n, i(~)) > = O ; 

n-tm 

- presque-sûrement convergente si 
VE > O  b c  ff l i m ~ f u  [{d(ik, f(~)) > € 1  x n x,} = O ;  

n-tm k>n j>k ' 
- uniformément convergente si 

t7E > O lim sup P i n ,  P > € 1  = 0 ; 
n- PEH 

- uniformément presque-sûrement convergente si , 

k > 0 iim sup P[U ((d(Gk. f(P)) > € 1  x n K . ) ]  = 0 . 
n-tm PEU k>n j>k 

P é a M 0 f l  1.3.- Soit (x'~), B(=), H) un modèle statistique, 

(E,d) un espace métrique, f : ff + E un paramètre. f est dit estimable 

(resp. P.-S. estimable, resp. uniformément estimable, resp. uniformément - 
P.-S. estimable) s'il existe une suite (fn ; n 5 1) d'estimateurs de f 

vérifiant (5) (resp. ( 6 ) ,  resp. ( 7 1 ,  resp. (8)). 

Remque. 1.5.- On verra dans le lemme 11.1 que s'il existe une 

suite d'estimateurs de f vérifiant (7), il en existe une autre vérifiant (8) 

et réciproquement, c'est-à-dire f est uniformément estimable <=> f 

est uniformément P.-S. estimable. 

Sous des hypothèses topologiques sur (E,d) et des hypothèses 

de séparation asymptotique uniforme de certaines familles de lois, on peut 

démontrer que certains paramètres sont estimables. La démonstration de 



l'esîimat>ilit& e s t  constructive : on parvient j. cxliibcr uni suitc conv~rgcnte 

d'estimateurs du paramètre en question. Les résultats les plus importants 

à ce propos feront l'objet du chapitre II. 

1.4. - ORTHOGONALITE DE DEUX H Y P 0 T H E S E S . -  

Soit (X,8) un espace probabilisable, P et Q deux probabilités 

sur cet espace. L'expression 

définit la distance en variation dV entre P et Q. On peut toujours 

trouver un événement B tel que P(B) - Q(B) = dV(P,Q). En particulier, 

si dv(P,Q) = 1 , P et Q sont orthogonales : 38 E B tel que 

P(A') = Q(A) = o. 

Si P et Q sont des probabilités sur un espace produit infini 

(x'"), 8(")), dv(P,Q) est la limite lorsque n + de la distance en 

B("), que l'on notera (n> 
variation des projections de P et Q sur 

et (n) respect ivement : 

Si p(n) = p g . . . g p et Q(") = Q @ . . . 8 Q (cas d'observations - 
n facteurs 

- 
n facteurs 

indépendantes identiquement distribuées), et si P # Q , on vérifie que 
m 

-1112 ~G(P,Q) 
%(P(~), Q'~)) 3 I - e 1 . D'après (91, P 1 Q et il est 

évident que {PI et {QI se séparent asymptotiquement. 

Naturellement, la vérification de l'orthogonalité est plus difficile 

si l'on a affaire à des observations qui, bien qu'indépendantes, ne sont 

pas identiquement distribuées, et pire encore si les observations ne  son^ 

même pas indépendantes. 



Pour ce qui est de la vérification de l'orthogonalité de deux 

hypothèses simples, deux résultats doivent être soulignés : 

a) Pour le cas d'observations indépendantes, avec Ho = {Pl, Hl = {QI, 

P = @ Pi , Q = 4 Qi , S. Kakutani ([34]) a établi que, si Pi % Qi (i > 11, 
i>l ib 1 

P et Q sont ou bien orthogonales ou bien équivalentes. 

b) Si les observations ne sont pas indépendantes mais les probabilités 

P et Q sont déterminées par les lois initiales Pl , QI et les lois condi- 
x(n-l>=x(n-l> x(n-l>,x(n-l) 

tionnelles (n > 1, x (n-1) x(n-l)) 
Px Qx 
n n 

l'orthogonalité de P et Q peut se déduire d'un critère énoncé par 

J. Kabanov, R. Lipcer et A. girjaev ([33]), applicable si PX(n) et 
QX(n) 

sont équivalentes (n 2 1). 

Si l'on passe de la considération d'hypothèses simples à celle 

d'hypothèses multiples, notamment lorsqu'elles sont infinies, le problème 

de la vérification de leur séparation asymptotique uniforme se complique 

beaucoup plus. En effet, le fait que \~(P,Q) e Ho x Hl P I Q n'implique pas 

la séparation asymptotique uniforme de Ho et Hl , si l'une de telles 

hypothèses est infinie. Sauf si Ho et Hl sont au plus infinies dénombrables, 

l'orthogonalité de tout couple de Ho x Hl n'induit même pas la simple 

séparation asymptotique de Ho et ff, . 
Or le plus souvent en statistique on est confronté avec le problème 

de vérifier la séparation d'hypothèses infinies non dénombrables. Dans le cas 

où les éléments P de ces hypothèses sont définis par les lois initiales 
1 

et les lois conditionnelles ( n >  1, x (n-1) X(n-l)) , le 
n 

problème peut se résoudre en faisant appel à un outil plus fort que les 

antérieurs, à savoir le théorème fondamental de la décantation (formulé 

initialement par J. Geffroy ([23]) ; amélioré plus tard par R. Moché ([43] ) ) .  



Des résultats concernant la séparation de lois seront analysés 

dans le chapitre III. 

1.5.  - RAPPORTS ENTRE C E R T A I N E S  DISTANCES SUR DES ENSEMBLES 

DE PROBABIL1TES.-  

On s'est sans doute aperçu qu'il existe un lien étroit entre la 

séparation asymptotique des lois et la distance en variation. Mais il se 

peut que, dans certains cas, on ne sache pas évaluer celle-ci, tandis que 

l'on réussit à calculer d'autres distances entre probabilités. 

Le fait qu'une fonction de ces dernières minore la distance en 

variation s'avère ainsi important pour l'étude de la séparation des lois. 

Dans le chapitre IV on exhibera des fonctions qui relient de 

cette façon la distance en variation à d'autres distances usuellement 

employées, telles que la distance de Hellinger ou la distance de Prokhorov. 

1.6 .  - SEPARATION ASYMPTOTIQUE DANS LES CHAINES DE M A R K 0 V . -  

Dans le chapitre V on considérera le cas où X = (Xn ; n > 1) 

est une chaîne de Markov à valeurs dans un espace X fini ou dénombrable, 

muni de la tribu de ses parties. 

Les résultats concernant le rapport entre la décantation des lois 

conditionnelles et la séparation asymptotique uniforme de familles de lois 

y trouvent un domaine d'application privilégié, vu que : 

- les problèmes de mesurabilité d'applications définies sur X" 

ne se posent pas ; 



- les lois conditionnelles de 5 sachant X(n-l) existent, sont 

assujetties à moins de contraintes que dans le cas général, et une des 

versions de ces lois est supposée fixée dès le début de l'analyse. 

Les résultats obtenus sont, dans le cas particulier des chaînes 

homogènes, des conséquences de conditions relativement souples. 

On pourra ainsi énoncer des conditions suffisantes pour que des 

paramètres tels que la matrice de transition et la distribution stationnaire 

d'une chaîne homogène irréductible récurrente positive soient uniformément 

P.-S. estimables. 

Les estimateurs convergents dont la construction est déduite de 

la connaissance de suites (Cn ; n 3 1 )  qui séparent asymptotiquement 

uniformément certains couples d'hypothèses ne sont pas mis en oeuvre facilement. 

Pour éviter ce problème, on énoncera une condition suffisante de convergence 

de l'estimateur du maximum de vraisemblance. 

1.7. - APPORTS DE CE T R A V A I L . -  

Pendant l'élaboration de cette thèse l'application des méthodes de 

décantation à l'étude de la séparabilité de familles de lois et de l'estima- 

bilité convergente de certains paramètres a connu des développements intéres- 

sants. Notament, et sans prétention d'exhaustivité : 

a) R. Moché ( [ 4 1 ] ,  [43]) a affaibli les conditions du théorème fondamental 

de la décantation énoncé originalement par J. Geffroy ([23]). 

b) W. Pieczynski ([47]) a énoncé une condition suffisante d'estimabilité 

d'un paramètre lorsque l'espace paramétrique est compact. Cette condition 

bien qu'équivalente dans ce cas à une autre introduite antérieurement 



par R. Moché ([39]), est d'application plus facile. Par ailleurs, W. Pieczynski 

a remarqué que, sous les hypothèses en question, la condition est aussi 

nécessaire. 

Dans le même travail, W. Pieczynski a aussi exhibé une condition 

suffisante de convergence de l'estimateur du maximum de vraisemblance pour 

des observations quelconques. 

c) R. Moché ( [ 4 2 ] )  a précisé le rapport entre la condition nécessaire 

et suffisante d'estimabilité d'un paramètre de W. Pieczynski et celle qu'il 

avait présentée antérieurement et a par ailleurs étendu quelques résultats 

de la convergence en probabilité à la convergence presque-sûre. 

Sauf pour ce qui concerne la condition suffisante de convergence 

de l'estimateur du maximum de vraisemblance, que l'on examinera sous les 

conditions particulières qui nous intéressent dans le chapitre V, on essaiera 

d'exposer de façon organisée ces résultats dans les chapitres II et III. 

Naturellement, d'autres résultats seront analysés, de manière à bien encadrer 

les premiers et permettre de mieux comprendre leur importance. 

L'apport de ce travail doit donc être recherché dans les deux 

derniers chapitres : 

i) dans le chapitre IV, suivant une suggestion de R. Moché, on analyse 

le rapport entre la distance en variation et d'autres distances sur des familles 

de probabilités sur un même espace. 

En particulier, les distances de Hellinger, de Prokhorov, de 

Kolmogorov, de Lévy, de Forter-Mourier et celle associée à la norme 

entre les fonctions caractéristiques y sont contemplées. 



Naturellement, l'analyse ne pourrait jamais être exhaustive, mais 

des majorations de la distance en variation par des fonctions d'autres 

distances sont exhibées, et ces fonctions se font par ailleurs remarquer 

par leur simplicité. Quelquefois elles permettent d'obtenir quelques résultats 

connus de façon presque immédiate. C'est le cas du calcul de la distance de 

Fortet-Mourier tel qu'il est présenté dans le corollaire 1 de la proposition IV.7, 

à comparer avec celui de R. Dobrushin (1171 ) . 
ii) Dans le chapitre V , le théorème fondamental de la décantation et 

les théorèmes d'existence d'estimateurs convergents décrits dans le chapitre 

II sont appliquées aux chaînes de Markov à espace des états dénombrable . 
Le travail de J. Geffroy ([24]) a constitué le point de départ de ce qui y est 

présenté. La notion de décantation de familles de matrices de transition a été 

reformulée en tenant compte de la version améliorée (R. Moché, [43]) du 

théorème fondamental de la décantation. La notion de temps de décantation est 

utilisée, comme dans ( [24] ) , pour conclure que certaines hypothèses se séparent 

asymptotiquement uniformément, mais on a aussi envisagé les cas où l'espace des 

états est infini dénombrable, la chaîne est d'ordre k > 1 ou irréductible 

récurrente positive périodique. Par ailleurs, l'application des résultats de 

R. Moché ([42] ) mentionnés à la fin de c) a permis l'obtention de résultats 

plus forts que ceux de ([24]), notamment parce que l'existence d'estimateurs 

convergents est remplacée par celle d'estimateurs P.-S. convergents, pour ce 

qui est de l'estimation de la distribution stationnaire d'une chaîne de Markov 

homogène irréductible récurrente positive apériodique. De plus, on a aussi 

établi des conditions pour que la matrice de transition d'une chaîne de Markov 

homogène soit P.-S. estimable. Des extensions au cas où l'espace des états est 

infini dénombrable ont aussi été envisagées, 



Finalement, en suivant des démarches semblables à celles de 

W. Pieczynsky ( [47] ) ,  une condition suffisante de convergence de l'estirnateur 

du maximum de vraisemblance est énoncée. En effet, elle s'avère dans ce 

cadre plus facile à vérifier que celle de (L47] ). Par ailleurs, le fait 

de travailler avec des chaînes de Markov n'étant pas essentiel à notre 

résultat (proposition V.13), on peut même dire que, moyennant le renforcement 

d'une hypothèse, on affaiblit la condition de W. Pieczynski dans un cadre 

aussi général que le sien. 

1.8 .  - COMPARAISON DES RESULTATS OBTENUS AVEC CEUX QUI SONT 

USUELLEMENT PRESEN TES.  - 

Dans le domaine où se place cette thèse, on essaie essentiellement 

d'obtenir, à partir de La décantation de lois conditionnelles et de la sépara- 

tion asymptotique uniforme qu'elle peut induire, des conditions qui assurent 

l'existence d'estimateurs convergents de certains paramètres. Donc, le 

caractère de ce travail est naturellement plus théorique que celui de la 

plupart des travaux concernant l'inférence statistique sur les chaînes de 

Markov. 

Pour exemplifier, mentionnons la question suivante. Il est connu 

que l'on peut passer d'une chaîne de Markov d'ordre k > 1 à une autre 

d'ordre 1 , en modifiant convenablement l'espace des états. Cela est décrit 

en détail dans le chapitre V, surtout pour souligner que la décantation de 

familles de matrices de transition n'est pas affectée par le passage en 

question. Les résultats statistiques concernant des observations indépendantes - 

sont naturellement plus nombreux que ceux qui s'appliquent aux chaînes de 

Markov. Une des questions que les praticiens se sont posés d'abord a été 

celle de tester l'hypothèse d'indépendance des observations dans ("dans" 

au lieu de "contre" pour suivre la terminologie usuelle, motivée par le 

fait qu'une suite d'observations indépendantes est aussi une chaîne de Markov) 



l'hypothèse générale de dépendance rnarkovienne d'ordre 1, puis celle de 

* 
tester la dépendance markovienne d'ordre k c IN dans celle d'ordre r >  k 

(voir [3] , [ 6 ] ,  [7], [26] , [27], 1281 , [31] ). Cela parce qu' il est clair que 

l'analyse d'une chaîne de Markov d'ordre k > 1 peut se ramener à celle plus 

simple d'une chaîne d'ordre 1 , mais seulement si k est connu au préalable. 

Remarquons que le comportement asymptotique des estimateurs proposés 

pour certains paramètres est analysé selon l'une de deux voies : 

- en considérant T échantillons de taille fixe N et étudiant leur 

comportement lorsque T + - (par exemple, [II, sauf dans la brève section 5) ; 

- en considérant un seul échantillon de taille N et étudiant leur compor- 

tement lorsque N +- m. 

Naturellement, seule la seconde de ces voies est comparable au 

cadre où nous nous sommes placés. 

On essaiera de décrire le procédé d'analyse habituel dans un cas 

simple, pour le comparer avec les résultats obtenus dans ce travail, plus 

particulièrement avec les propositions V.5 et V.6. On considère un échantillon 

(x,, ... ,X d'une chaîne de Markov homogène d'ordre 1, à valeurs dans X 
n+ 1 

fini. Pour alléger l'écriture posons X = {l, ..., v). Le problème est celui 

d'estimer les probabilités de transition P ( x , y = t  ,..., v ) .  
XY 

C. Derman ([16]) et L. Goodman ([27]) considèrent aussi le cas 

où X est infini dénombrable, mais pour des problèmes de test. Naturellement, 

il n'est pas question d'estimer les P (x, y 1) à partir de l'échantillon 
XY 

Ils proposent de choisir au hasard b valeurs parmi les p et, à partir 
XY 

de leurs valeurs estimées, de tester si elles coïncident avec les valeurs 

correspondantes de l'hypothèse nulle Ho : P = Po (x, y 3 1). On voit 
XY XY 

que, si la concordance des b valeurs sélectionnées PO avec leurs 
XY 



estimatives n'est pas tr&s conclusive, par contre leur discordance implique 

le rejet de Ho : ici, comme d'habitude dans les problèmes de test, le rejet 

de l'hypothèse nulle est plus important que son acceptation. Remarquons que 

le passage d'un espace des états X infini à un autre X fini, par groupement 

en classes, peut détruire le caractère markovien du processus (voir [7] ; 

pourtant, dans [27], un tel procédé est suggéré). 

Reprenons le problème d'estimation des P (x, y E C 1,. . . ,VI) à 
XY 

partir d'un échantillon (xl,...,x ) d'une chaîne de Markov d'ordre 1. n+ 1 

Dans la plupart des travaux sur ce sujet, la chaîne est supposée irréductible 

récurrente positive (voir p3], [7], [8], [16], [26] , [27], [31]). 

Soit n (x, y = 1, ..., v )  le nombre (non excédant n) de fois 
XY 

auxquelles à l'état x s'est succédé l'état y. La matrice 

= (nxy)x,y=l,. . . ,V est appelée matrice de comptage de transitions. 

V V 

o i t  n = 1 nxy, n = 1 nxy (x, y = 1,. ..,Y) et 
X* 

y=l 'Y 

admettons pour simplifier que n > O , nax > O (1 i x 5 v) , en rappelant 
X. 

que les méthodes employées supposent n large. Les P (x,y = 1, ..., v) 
XY 

sont estimées par le maximum de vraisemblance sous les contraintes 
n 

pXy = 1 (1 s a s  v), soit par = -  xy ( x , y = l ,  ..., v). 
y=l P x ~  nx. 

En utilisant une formule de P. Whittle ([55]) et des résultats connus sur les 

lois multinomiales et l'analyse de tables de contingence avec des fréquences 

marginales données, on obtient des tests de l'hypothèse d'indépendance dans 

celle de dépendance markovienne d'ordre 1 (voir [3], [7] ). 

Ou alors on suppose que les P sont des fonctions d'un paramètre 
XY 

f3 E cl C E~ et on estime aussi 0 par le maximum de vraisemblance, en 

admettant des conditions de régularité (voir [7], [8]). Par exemple, dans 

( [8] ) on admet que : 



- @ est un ouvert de lItk ; 

- l'ensemble D = i (x,y) E (1,. . . ,V I *  : qy(8) > 01 est indépendant 

de 8 ; 

- chaque P (8) admet des dérivées partielles continues par rapport 
XY 

à 8 jusqu'à l'ordre 3 (8 6 0) ; 
ap (8) - la matrice d'entrées XY ((x,y) E D ; 1 < u s k) est de 

aeu 

rang k(8 c g )  ; 

- la chaîne est irréductible récurrente positive. 
On établit le système des équations de vraisemblance 

et on conclut que, e0 E @ étant la vraie valeur du paramètre, il existe 
A 

une solution On de (10) qui converge vers 8' lorsque n + m. 

1 a 
Par ailleurs, ((- 1 - log Px , 1 s u < k) est 

>/;; j=i aeu j Xj+~ 

asymptotiquement gaussien non dégénéré N( O , E(0)) , où 

c(e) = (auv(e))u,v =,,...,k est définie par 

On remarque tout de suite la ressemblance avec les propriétés de 

l'estimateur du maximum de vraisemblance pour des observations indépendantes 

équidistribuées, sous les hypothèses classiques, par exemple celles énoncées 

2 
par H. Cramér ([13] ; la méthode du x minimum pourrait aussi être utilisée, 

mais ne présenterait pas de grands avantages : voir la référence à ce propos 

dans [8], p. 27). 



En e f f e t ,  l e  f a i t  que P ( O )  s o i t  de  c l a s s e  c 3  par rapport à 
XY 

û permet (localement) de dériver sous le signe de l'intégrale et on voit 

a 
que ( 1 - log Px. (O), n 3 1) est une martingale dont le terme 

j=l aeu J j+ l  

général possède des moments d'ordre 2. 

Les conclusions sont obtenues en tenant compte de l'ergodicité 

de la chaîne et en appliquant un théorème central limite pour martingales 

On voit immédiatement que dans les propositions V.5 et V.6 l'irré- 

ductibilité de la chaîne n'est pas invoquée, et qu'il n'est pas question non 

plus d'exiger que les P (0) soient différentiables, donc que les équations 
XY 

de vraisemblance ne sont pas utilisées. 

Comparer les résultats usuels sur l'analyse statistique de chaînes 

de Markov à ceux auxquels nous arrivons par la théorie de la décantation nous 

amène à une discussion, qui forcément ne peut être que concise, de l'utilisa- 

tion des estimateurs du maximum de vraisemblance. Les propriétés de ces estima- 

teurs sont en général obtenues en supposant des conditions de différentiabilité 

(ici, des P (8)) et considérant les équations de vraisemblance (10). 
XY 

I Pour le cas d'observations indépendantes équidistribuées, les hypothèses 

classiques telles que celles de H. Cramer ([13]) permettent de conclure qu'une 

solution ên de (10) converge vers la vraie valeur 8' du paramètre et que 

~ n ( ê  -8') est asymptotiquement normal centré. On est par ailleurs 
n 

asymptotiquement efficace. 

L'approche de J. Wolfowitz ([57]) concerne aussi des observations 

indépendantes et impose des conditions de régularité semblables à celles de 

([13]). Aussi dans le cas indépendant, L. Le Cam ( [ 3 6 ] )  envisage surtout la 

normalité asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblance en 



affaiblissant les hypothèses de différentiabilité. 

Des extensions des résultats classiques aux cas d'observations 

dépendantes ont aussi été énoncées. 

i) Dans (C52]), A. Wald considère un processus discret où les observations 

sont éventuellement dépendantes. En imposant des conditions semblables à 

celles de ([13]), il conclut par la convergence et l'efficacité asymptotique 

de l'estimateur du maximum de vraisemblance (efficacité au sens large, - 
c'est-à-dire n'exigeant pas que & (en-eO) soit asymptotiquement gaussien). 

ii) S. Silvey ([50]) fait essentiellement une discussion des restrictions 

qui assurent la convergence et la normalité asymptotique de l'estimateur du 

maximum de vraisemblance, et de la façon selon laquelle elles pourraient être 

affaiblies. Pour ce qui est de la convergence, qui est plutôt en rapport avec 

ce que nous avons fait, ses conditions supposent l'existence des moments 

~~(8') 
d'ordre 2 de log - , où Ln(0) est la vraisemblance d'un échantillon 

Ln(e> 

(x, ,..., xn) SOUS la loi associée à 8, et que le quotient entre l'écart-type 

~~(8') 
de log --- et son espérance sous 8' converge vers O uniformément 

Ln (8 ) 

sur un ensemble dépendant de 8' , bien que d'autres conditions de régularité. 

Ces mentions n'ont pour but qu'illustrer la complexité du problème. 

iii) Y. Bar-Shalom ([4]) analyse le problème de la convergence et de 

l'efficacité asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblance pour 

des observations dépendantes suivant les démarches de H. Cramér ([13]), mais 

en utilisant une loi des grands nombres pour observations dépendantes 

de E. Parzen (mentionnée dans [46], p. 419) plus restrictive que celle de 

Khinchine (voir [25], p. 203) utilisée par H. Cramér. D'autre part, il 

utilise le théorème central limite pour martingales dc ([3]), plus facile 



à mettre en oeuvre que l'énoncé de Lévy sur lequel ( [9] ) est basé, tandis 

que S. Silvey s'est reporté à l'énoncé original de Lévy. 

Le travail de Y. Bar-Shalom est aussi à mettre en rapport avec 

celui de A. Wald ( [52] 1. 

iv) B. Bhat ([SI) a étendu les résultats de Y. Bar-Shalom pour obtenir 

la normalité asymptotique, en utilisant un théorème central limite pour martin- 

gales de M. Loève ( [37] , p. 387). Pour qu'une racine de (10) soit convergente, 

les logarithmes des densités conditionnelles pk(f3) = P (k > 1)  
8 ,x 

doivent être dérivables sur un intervalle contenant la vraie valeur du paramètre. 

Ainsi, ses conditions sont encore lointaines de celles induites par la théorie 

de la décantation. 

v) M. Bad ([2]) souligne une erreur de B. Bhat et utilise un théorème 

central limite pour martingales de P. Scott ([49]) pour obtenir des résultats 

pareils à ceux mentionnés dans iv) ; pourtant, son travail a aussi pour but 

de démontrer l'équivalence de l'estimateur du maximum de vraisemblance et de 

l'estimateur de Bayes, sous des conditions supplémentaires. 

vi) M. Crowder ([14]) présente des résultats semblables aux autres 

antérieurement cités, utilisant les équations de vraisemblance. Pourtant, 

il n'exige que l'existence des dérivées de 2ème ordre des logarithmes des 

densités, moyennant l'utilisation d'une forme du théorème du point fixe de 

Brower. Pour la normalité asymptotique, il fait appel à un théorème central 

limite de B. Brown ([II]). 

On doit aussi faire mention d'autres travaux qui, n'ayant a priori 

pour but d'étendre la connaissance des conditions de convergence de l'estimateur 

du maximum de vraisemblance, ont quand même abouti à des résultats sur cette 

question. Ayant en vue des problèmes de robustesse et des propriétés des 



estimateurs dans des modèles mal spécifiés (c'est-à-dire on suppose que les 

observations suivent une loi P appartenant à un ensemble donné H, tandis 

que la vraie loi n'est pas un élément de H), on a remarqué qu'une solution 

du système (10) serait tout de même raisonnable comme estimateur, vu qu'elle 

correspondrait à l'estimateur intuitivement proposé par le critère du minimum 

de 1' information de Kullback (en notation abrégée KLIC ; voir H. White ([54]). 

Or il se peut que parmi les erreurs de spécification du modèle soit 

incluse l'hypothèse d'indépendance d'observations qui sont en effet dépendantes. 

Sous certaines conditions de régularité, on peut conclure qu'une des solutions 

de (10) est convergente. Cela conduit aux estimateurs dits du pseudo-maximum 

de vraisemblance (voir C. Gouriéroux, A. Monfort, A. Trognon ([29])). 

Des hypothèses de différentiabilité sont aussi invoquées, naturel- 

lement, d'où qu'elles ne soient pas comparables à celles que nous émettrons. 

C'est vrai pourtant que ces travaux ont pour objet des recherches plus 

appliquées et donc que la connaissance des lois limites des estimateurs y 

occupe une place importante. 

Ceci dit, on peut se demander si, par exemple, les hypothèses qui 

assurent la convergence de l'estimateur du maximum de vraisemblance mentionnées 

dans la proposition V.13ne sont pas trop lourdes. On doit plutôt les comparer 

à celles de A. Wald dans ([53j ; voir aussi [56]), où il n'est question que 

d'assurer la convergence de l'estimateur du maximum de vraisemblance basé 

sur des observations indépendantes (A. Wald souligne que des extensions au 

cas dépendant doivent être possibles ; cette approche, que je sache, n'a pas 

été développée ultérieurement). On remarque que 8 hypothèses y sont présentées 

(7, pour des lois discrètes), et qu'elles peuvent aussi être considérées 

trop restrictives. 



Eventuellement, on parviendra en utilisant des conditions de décantation 

et en admettant des hypothèses convenables, à énoncer des lois des grands 

nombres, des théorèmes central limite ... Pour le moment, l'auteur avoue ne 
pas être en position de le faire. 

Le bilan de toutes ces considérations est que, si par les méthodes 

employées ici on peut aboutir à des théorèmes d'existence d'estimateurs 

convergents là où des exemples d'estimateurs convergents ont déjà été proposés, 

les hypothèses qui assurent la convergence des estimateurs sont, dans les 

deux cas, de nature bien diverse, ce qui rend la comparaison des deux approches, 

la classique et celle de la décantation, bien difficile à accomplir. 



CHAPITRE I I  

CONSTRUCTION D'ESTIMATEURS CONVERGENTS. ................................................. 

I I .  1 .  - GENERALITES. - 

Dans ce chapitre, on se reportera à un modèle statistique 

(x'"), B(~), tl), à un espace métrique (E,d) et à un paramètre fonctionnel 

f :  H + E .  

B(e,r) désignera la boule fermée de E de centre e E E et 

rayon r > O ; la boule ouverte de même centre et rayon sera notée b(e,r). 

Sous des conditions portant sur les caractéristiques topologiques 

de E et la séparation asymptotique uniforme de certaines familles de lois, 

on exhibera une suite convergente d'estimateurs de f. 

On ne présentera que l'énoncé de la plupart des résultats. Les 

démonstrations seront fournies dans certains cas, pour illustrer le type 

de construction des estimateurs ou éclaircir le rapport entre certaines 

conditions. 

Commençons par établir un résultat déja annoncé. 

Lemme 11.1.- Soit (x(~), B(~), ff) un modèle statistique, (E,d) 

un espace métrique, f : ff -t E un paramètre. f est uniformément estimable 

si et seulement s'il est uniformément P.-S. estimable. 



Ptreuve : I l  e s t  év ident  que s i  f  e s t  uniformément P.-S. es t imable ,  

il e s t  uniformément est imable.  

- 
Réciproquement s o i t  ( f n  ; n 5 1) une s u i t e  d ' e s t ima teu r s  de f  

v é r i f i a n t  1. ( 7 ) .  

La s u i t e  ( n ( r )  ; r 2 1 )  peut  ê t r e  c h o i s i e  s t r i c t emen t  c ro i s san t e .  

Vn 5 n(1)  notons rn l 'un ique  e n t i e r  t e l  que n ( r n )  6 n < n ( r n  + 1).  

A 

S o i t  (gn ; n 2 1) d é f i n i e  comme s u i t  : 

- 
- s i  n  < n(1)  gn e s t  une a p p l i c a t i o n  mesurable de X(n) dans E 

quelconque ; 

A 

CI ({d(gk,f (P l )  > E )  x n x . )  = ( i d ( fn (p ) , f  (P) )  > € 1  x n X . )  . 
j  >k P5rn j>n  (p) J 

kgn 

S i  n 2  n ( ~ )  , c e t  ensemble e s t  contenu dans 

VU que n  + m => r  + m , on en dédui t  n 



11.2. - CAS OU (E,d) EST PRECOMPACT OU - o-PRECOMPACT (R.  Moché [39], 

[42] ; vo i r  oussi J .  Geffroy e t  R .  Moché p l ]  e t  P Z ] ) .  

Considérons la condition 

(S 1) 
-1 * YE* c E , E* précompact b o ,  Pl E f (E vao, al > 0 

tels que d(f(p0),f(p1)) > a, + al alors 

-1 * (f (E ( f  P ,  a .  (i = 0,l) se séparent asympto- 

tiquement uniformément. 

Phopon.iCion 11.7.- Soit ( x ( ~ ) ,  B ( - ) ,  H) un modèle statistique, 

(~,d) un espace métrique, f : H -t d un paramètre. 

Supposons (SI) vérifiée. Alors : 

a) Si (~,d) est précompact, f est uniformément P.-S. estimable ; 

b) Si (~,d) est a-précompact, f est P.-S. estimable. 

Pxeuve de (a) : f(H) est précompact. Si f est constant, il est 

trivialement uniformément estimable. Sinon, soit E > O , E < diam f (H). 
r 

Pour i = 1, ..., r posons : 



Par hypothèse, ces ensembles ne sont pas vides et, si i, j c { l , .  . . ,r}, 
d(f(Pi)> f(Pj)) 5 3 €15 , Hi et fij se séparent asymptotiquement uniformément. 

On peut donc trouver une suite (CYj, n 3 1) B(~)-adaptée telle que 

Y i  E (1, ..., T) Vn 3 1 posons cq = n cYj . 
j:d(f(Pi),f (Pj>)?3~/5 

On a : 

.. 
Pour n > 1 définissons un estimateur 

fn,E 
comme suit : 

Soit P c H . ]i c (1,. . . ,r) : P E Hi. Cela implique d(f (P), £(pi)) E €15 . 
Vu que 

sup ~(~){d(;~ ,f(P)) 3 E) 6 sup P 
7 E 

(") (xn) - ; c;) + i sup P(") (c;) - O , 
H H i= 1 j=l H' n* 

j 

d'après (2). 

Considérons la famille (f,,, ; n 3 1, O < E <diam f (ff)). Soit 

< diam f (H). Donnons à E successivement les valeurs p 3 1 tel que - 
Po 

1 1 - - ,... et construisons une suite (ni ; i > po) strictement 
Po ' p0+l 

croissante vérifiant 



S i  n  2 n(p  ), désignons pa r  r ( n )  l 'un ique  e n t i e r  r 2 Po 

que 

S o i t  E > O e t  pE un e n t i e r  v é r i f i a n t  p  
E 

f E .  Alors  YE > 0 On 2 n  S i  n  5 n  , r ( n )  5 pE e t  - 
PE r (n) P~ 

D'où 
1  

sup P(") {d ( in , f (P ) )  3 E ]  $----+O e t  f  e s t  donc un i fo r -  
H r ( n >  n-i.. 

mément P.-S. e s t i m a b l e . 8  

La p a r t i e  (b) de l a  p ropos i t i on  11.1. s e  dédui t  du lemme su ivant  

dont l a  démonstrat ion qu i  ne r a p p o r t e r a i  r i e n  e s t  omise (c f .  [ 4 2 ] ) .  

B ( ~ ) ,  H) un modèle s t a t i s t i q u e ,  (E,d) Lemme 71.2.- S o i t  (X , 

un espace métrique,  f  : fi + E un paramètre,  (Hn ; n  2 1) une s u i t e  c r o i s s a n t e  

de p a r t i e s  non v ides  de H dont l a  réunion e s t  H. 

On suppose que v n  2 1 f  r e s t r e i n t  à Hn , no té  f P If, , 

e s t  uniformément es t imable  pour l e  modèle s t a t i s t i q u e  ( x ' ~ ) ,  8'") 9 Hn) 

Alors  f  e s t  P.-S. est imable.  



Il est évident que (S2) ===> (SI), d'où que les conclusions 

de la proposition 11.1. soient valables si (S2) est vérifiée. 

Considérons la condition 

11.3. - CAS OU (E,d) EST COMPLET. -  

Considérons la condition 

9 b* C E , E* précompact 'deo , el E E Vao, al 
* 

tels que d(eo.el) > a +a (f-l(~ fi B(ei,ai))) (i = 0,l) 
0 1 

* 
U*CE , E* précompact ve0, el E E ,  e o # e l  ]ci>O 

tel que (f-'(E* ~(e~,a))) (i = 0,l) se séparent 

asymptotiquement uniformément. 

(3) 

Lemme 11.3. ( [42] ) .- Si (E,d) est complet, (S2) <-> (S3). 

se séparent asymptotiquement uniformément . 

Plleuve : Evidemment (S2) =-=> (S3), même si (E,d) n'est pas 

complet. Réciproquement, soit (E,d) complet, supposons (~3) vérifiée. 

i) Nous allons d'abord montrer que la propriété suivante est satisfaite : 

* * 
~ * C E ,  E précompact VE > O  ]a EJO,E[ ]NE I I 

se séparent asymptotiquement uniformément. 

* * 
.,eN points distincts de E tels que E C u B(ei,a) 

* -1 * i= 1 
et d(e e.) > E => f-l(E n ~(e~,a)) et f (E 0 ~(e~,a)) iy J 

* 
Soit E une partie précompacte de E. Si E n'est pas inférieur 

au diamètre de E* , (5) est trivialement vérifiée. Cette possibilité 

(5) 



ne sera pas considérée dans la suite. 

Si (5) n'est pas vérifiée, JE* C E, E* précompact 

* 
3~ B ]O, diam E [ tels que va E ]o,E[ vel,.. . ,e points distincts 

Na 
Na 

de E* tels que E* C (J B(ei,a) on a 
i= 1 

d(e e.) < ~ ( i ,  j E (1 ,..., N 1 )  ou Ji, j E {l,...,N 1 
i' J 

-1 * 
tels que d(ei,e.) 2 E , f (E n B(ei,a)) et 

J 

f E *  B ( e  a )  ne se séparent pas asymptotiquement 

uniformément 

d(ei,e.) < E (i, j E { 1,. . N .  Alors, sup(d(ei,e.) ; i, j { 1, ..., NI) 6 E 
J N J * 

et diam u B(e a) a E + 2a < diam E , ce qui est absurde. Donc la 
i= 1 i' 

négation de la propriété (5) se traduit par : 

* 3 E*C E, E précompact J E  > O tels que va E ] O,E[ 

3 ei , e: E E* vérifiant simultanément 

- d(el,e") 5 E ; 
a a 

-1 * - f-'(E*nB(e;,a)) et £ (E n ~(e:,a)) ne se séparent 

pas asymptotiquement uniformément. 

E E 
Donnons à a successivement les valeurs - , - E - 

2 3 > " "  n+l '"' 
On en déduit l'existence de deux suites (en ; n > 1) et (e: ; n > 1) 

* 
de E telles que : 

- d(en,ei) E ; 

-1 * -1 * - f (E n B(eA, 5)) et f (E B ) )  ne se séparent 

pas asymptotiquement uniformément. 



E* étant précompact, de (ei ; n 2 1) et e ; n > 1 respectivement, 

on peut extraire deux sous-suites de Cauchy (ei ; p > l), (en ; p > 1) 
P P 

convergeant dans l'espace complet (E,d) vers e t ,  el'. Puisque vp 2 1 

d(el: ,et '  ) 3 E, on a d(et,e") 2 E , et # et'. 
n 

P P 
* 

E** = E U {et,e") est précompact ; d'après (~3), 3 a  > O tel que 

f-1 (EX* ~ ( e '  ,a)) et f-' (E** n B (et',a)) se séparent asymptotiquement uniformément. 

Or à partir d'un certain rang B(eA , %)C B(et,o) et B(e: , C B(et',a). 
P P 

n +1 
* p P 

Donc f-l (E* n B(ei , 5)) et f-l (E n B(en , 5)) se sépareraient 

P P P P 

asymptotiquement uniformément, ce qui contredit (7) et permet de conclure (5). 

ii) Montrons maintenant que si (E,d) est complet, (S3) => (S2). 

* * 
Soit E C E ,  E précompact, eo, el E E * ,  o o > O  

O '  1 
1 

tels que E = - 
3 [d(eo,el) - a. - al] > 0 . 

Placons-nous dans le cas non trivial où f (ff) i? E* B(ei,ai) # 0 

(i = 0,l). 

D'après (il, on sait que 3 $ E ]O,E [ je; , . . . , e i  points de 

* 
E* tels que E C b ~ ( e i ,  ) et (i, j c 11, ... ,NI, 

i= 1 
-1 * 

d(e' el) > 5) ==> f (E n B(e;,$)) et f-l (E* ~(e! ,fi)) se séparent 
i' J J 

asymptotiquement uniformément. 

Pour i = 0,l faisons 

Alors f"(E* I? B(ei,ai)) C u (f"(E* B(e],B))) pour i = 0,l . 
jc1 i 

Comme jo E Io , jl E Il -> d(et ,et ) > E, on en déduit que 
jo jl 



-1 * 
(f (E 0 B(ei,ai))) (i = 0,l) se séparent asymptot1.quement uniformément. . 

A 

Une suite (fn ; n 5 1) d'estimateurs d'un paramètre f à valeurs 

dans (E,d) est dite uniformément convergente sur tout compact de E si 

~ ' K C E ,  K compact 'dc > O  sup ,(n> {d(fn,f (P)) > € 1  ---' 0 . (8) 

PEf-l (K) 
n- 

Phuposi,.tk7n 77.2. ( [ 4 7 ] ,  [ 42 ] ) . -  Soit (x(-), B ( ~ ) ,  H) unmodèle 

statistique, (E,d) un espace métrique, f : ff -t E un paramètre. 

a) Si (E,d) est complet, (S3) est une condition nécessaire pour que 

f soit uniformément estimable sur tout compact de E. 

b) Si (E,d) est complet et s'il existe une suite croissante (Ep ; p 5 1) 

de parties compactes de E telles que E = U E- et bkC E , K compact 
p>l lJ 

l n  c iN, : K C  En , alors (S3) est une condition nécessaire et suffisante 

pour que f soit uniformément P.-S. estimable sur tout compact de E. 

Pheuve : 

a) f étant uniformément estimable sur tout compact de E , soit 

i n  ; n > 1 une suite d'estimateurs de f telle que bkc E , K compact 

Y€ > O  

lim sup ,(n) {d(fn, f (P)) > € 1  = O . 
n- pcf-l (K) 

* * * 
Soit E C E, E précompact, e e c E , eo # el , 

O' 1 
1 -1 -* -* A = d(eo,el) , 6 = - A,  4 H~ = f (E n B(ei,G)) (i = o,~), où E 

* -* 
désigne l'adhérence de E . E ~ ( e ~ , 6 )  (i = 0,1) sont des compacts 

de (E,d). 

Plaçons-nous dans le cas non trivial où Hi # 0 (i = 0,l). 



X 
posons C = {d(fn,eo) < (n 5 1). n 

A A 

Si P E H l  et x E C n ' alors d(fn(x),f(P)) 5 d(eo,f(p))-d(fn(x),eo) > 6. .. 
Ainsi C n C  Id(fn,f(p)) 2 8 1  et SuP 

(n) 
(Cn) * 0 ' 

PEH 

b) Condition nécessaire. Soit (fn ; n 2 1) une suite d'estimateurs 

de f convergeant uniformément P.-S. sur tout compact de E. Evidemment, 

cette même suite converge uniformément sur tout compact de E. Vu que (E,d) 

est supposé complet, on n'a qu'à appliquer (a) pour conclure que (S3) est 

nécessaire. 

Condition suffisante. (E,d) étant complet, (S3) <=> (S2) => ( S I ) .  

On peut ainsi appliquer la proposition 11.1. : \dp 2 1 E est un compact, 
P 

d'où il existe une suite uniformément P.-S. convergente dlestimateurs de 

* 
Par hypothèse, si K est un compact de E ,  an(^) E iN : K C  En(K) 

et une suite d'estimateurs de f convergeant uniformément P.-S. sur En(K) 

converge a fortiori uniformément P.-S. sur K. f est donc uniformément 

P.-S. estimable sur tout compact K de E. 



11.4. - CAS OU ( ~ , d )  EST SEPARABLE.- 

I I .  4. 7 .  - L'algèbre des hypothèses testables. - 

D @ ~ ~ & o M  I I .  1 .- Soit (x'"), B(~), H) un modèle statistique, 

H une hypothèse. H est dite testable (resp. P.-S. testable, resp. uniformément 

testable) si le paramètre f : P c-t 1 (P), à valeurs dans ( 1 . 1  , est 
H 

estimable (resp. P.-S. estimable, resp. uniformément estimable). 

Lemme 11.4.- Une hypothèse H du'n modèle statistique 

(x'"), 8("), H) est testable (resp. uniformément testable) si et seulement 

si H et fl - H se séparent asymptotiquement (resp. asymptotiquement 

uniformément). 

- 
Paeuve : Si (fn ; n 2 1) est une suite convergente (resp. 

uniformément convergente) d'estimateurs de f = % , il suffit de poser 
.. 1 

Cn = { - 1  S (n 2 1) pour obtenir une suite  adaptée qui sépare 
asymptotiquement (resp. asymptotiquement uniformément) H et H-H . 

Réciproquement, si (Cn ; n 2 1) est une suite 8'")-adaptée 

telle que 

b E H P ( C  1 , YP E H-H P(.) (Cn) O 

(resp. 

lim inf P(")(c~) = 1 , lim sup P(~) (Cn> = O> , 
n* PEH n* PEH-H 

faisons fn = 'llC (n > 1) pour conclure . I 
n 



a) Si H est uniformément testable, elle est a fortiori testable. 

b) Les Cn qui figurent dans (9) ou (10) 'peuvent s'interpréter 

conme régions d'acceptation de tests de H contre ff-H basés sur des 

échantillons de taille n , ce qui justifie le qualificatif testable de 

l'hypothèse H. 

Lemme 1 1 . 5 . -  La classe Ht des hypothèses testables et la 

classe H des hypothèses uniformément testables sont des algèbres de u 

parties de ff. 

Le résultat dérive du fait que 4 et ff sont uniformément 

testables et que : 

i) Ho E Ht (resp. H O E H u ) -> H-H~ E Ht (resp. H-H, a HU) ; 

ii) Ho, Hl E Ht (resp. Ho, H~ E Hu) ===> Ho f l  H~ , H~ u H~ E fft 

(resp. Ho fl Hi , Ho U Hl E HU) . 

En effet, si (c: ; n 2 l), (c? ; n 2 1) sont des suites vérifiant 

les conditions (9) (ou (10)) par rapport à Ho et Hl , respectivement, 

on prend ( X  - c ; n 2 1 pour verif ier (i) et C: C; (resp. CE LJ c;) 

(n 3 1) pour vérifier (ii) en ce qui concernce Ho 0 Hl (resp. Ho U Hl). 

Rmahque 7 1 . 2 . -  En général, Ht n'est pas une tribu, comme le 

montre l'exemple suivant (dû à J. Hodges, Jr., cité dans [35]). Soit 

(xn ; n 2 1) une suite d'observations indépendantes équidistribuées, 

H = {N(B,1)8(m) ; B e [0,1]1 . Alors ; E Q [0,l] {N(B,~) 8 (-1 ) E ut ; 

pourtant, H = {N(e,l) ( )  : e Q n [o,i]l H~ . 



k.Wm2 11.6.- Soit H E ff (resp. HU) pour le modèle statistique 
t 

(xC), B'"), H) et {Hl, ...,% ) une partition de H en éléments de +'t 

(resp. de Hu). Soit ('dC ; n 5 1) une suite convergente (resp. uniformément 
n 

convergente) de tests pour H. A chaque H (1 $ j 6 k) on peut associer 
j 

une suite convergente (resp. uniformément convergente) (1, ; n > l )  
n j 

de tests pour H de manière que 
j 

CCnl ,..., Cnk) est une partition de 

On le vérifie en considérant, pour j E {l,...,k), une suite 

(fC1 ; n 2 1) de tests convergente pour H , en posant pour l$j$k 
n j 

j 
k j-1 

C" = C' U(Cn - u C'.) , puis Cnl = CIil fl Cn , Cnj = (C''j - U Cn ) '1 Cn nj nj j=l nJ t= 1 
(1 < j S k). Il ne reste qu'à tenir compte du lemme 11.4. et des considérations 

qui le suivent. 

I I .  4. 2. - Condit ion suffisante d'estimabil i té d 'un paramètre à valeurs 

dans un espace métr ique séparable. 

Ué~inLCian 11.2.- Soit E un ensemble, 8 une classe de 

* 
sous-ensembles de E. Si S. = {Z ,..., Z 

j,k(j> 
, avec k(j) E IN , est 

J j, 1 

une ~artition de E en éléments de 8 et, pour j > 2 , 
P 

B c 2 -  3 p c  I* ]B, ,..., B~ E z : v B~ = B  , alors 
j ;=, 

(Sj ; j 1) 

est appelée une suite de partitions emboîtées 8-mesurables de E. 

Remahque. 11.3.- ( Z  ; j >' 1) étant une suite de partitions 
j 

emboîtées de E, vj > 1 be E E ]h(j,e) : e E Z 
j,h(j,e)' 

Soit (E,d) un espace métrique, notons A(E) l'algèbre engendrée 

par les boules fermées de E. 



Lemme 11.7 .  [ [ 4 b ] ) . -  Si (E,d) est séparable, il existe une suite 

( Z  ; j 2 1 )  de partitions emboîtées finies A(E)-mesurables de E telle que, 

avec les notations précédentes, on ait : \dj 2 1 Z .  # O (lliik<j) et 
~ 9 i  

'de E E lim diam Z = O  . 
j,h(j,e) 

(11) 
j+= 

En se basant sur cette propriété, on peut démontrer la 

P n o p o a W o n  I I .  3 .  ([44 1 .  - Soit (xC),  g(m). H) un modèle 

statistique, (E,d) un espace métrique séparable, f : H - t  E un paramètre. 

Si f est (Ht-A(~)) - mesurable, f est estimable. 

Pteuve  : (E,d) étant séparable, d'après le lemme précédent il existe 

une suite (Zj , j >, 1) de partitions emboîtées finies A(E)-mesurables 

de E , notées Zj = (zj,, , . . . y  Z 
j,k(j) 

) , telles que : 

- V j  2 1 z ,..., z 
j ,k(j) 

sont non vides ; 
j,l 

-!de E E , si j 2 1 h(j,e) désigne l'unique élément h 

de l k j  tel que e E Z 
j,h ' 

b j  1 1 notons Zj 1' image réciproque par f de la partition Zj : 

Z! = f j  ,.. ., f-l (lj ,k(j) 13 = {Z' ,. . . , Z' 
3 j , l  j,k(j)' ' 

Z ;  est une partition finie H -mesurable de H dont certains t 

éléments peuvent être vides. 



2; étant une partition finie H -mesurable de H, bn > 1 on peut, en 
t 

utilisant le lemme II.6., trower une partition  mesu me sur able de x(~) , 

lyk(')), telle que : (c;J ,..., cn 

- 'di E 1 , .  1 tel que z;,i = 0 on a vn > 1 c " ~  = 0 ; 
n 

a) Montrons que k/n 2 1 1 j  2 1 3(cj9' 
n ,--., c"~(')) n partition 

8'")-mesurable de x(") dont certains éléments peuvent être vides telle 

que : 

i) Pour m = 1 , les partitions ,..., Cl,k(l) 
n In3 î introduites 

ci-dessus vérifient (14) et (15), d'après (13). 

n , m 2 i <ci" ,..., Cl,k(l)) , . . . , (CE' ' , . . . , cm, (m)) sont n n 

des partitions emboîtées B(")-mesurables de x(") . 

ii) Supposons que pour j = 1,. ..,m (m 3 1) on ait construit des suites 

(cj, 1 n '.." ~ j ~ ~ ( j ) ) ~ ~ ~  n de partitions B(~)-mesurables de x(") de facon 

que (14) et (15) soient satisfaites. 

(14) 

Considérons ici et Zi+l . 
Pour i & {l, ..., k(m)], Zi,i est une hypothèse testable qui admet 

une partition finie H -mesurable composée d'éléments de , notés 
t 

m+l ,a(i,B(i)) (images réciproques par f de la trace Zni+i,a(i,t) y . . . 3  " 

sur 
'rn, i 

de la partition 'm+l)' 



Si Zm,i # 0 , en appliquant le lemme 11.6 au modèle statistique 

B ( ~ ) ,  Z' .) on peut trouver une suite de partitions finies 
"'9 1 

(n) 1 8(n)-mesurables de X , , . . . , D~ n,i (i) )n>l (en prenant 0 si 

l'hypothèse correspondante est vide), telles que : 

Vr c {l, .. . ,~(i)} 'dp c ZA+l ,(n) (DnJ r - 1 . 
n-m 

b'n 2 1 Vr E Cl, ..., B(i)} on pose 

si zA,i = 0 , on sait que vn 2 1 = 0 et on pose n 

c ~ + ~ , ~ ( ~ , ~ )  = 0 (1 r s ~(i)) . n 

Dans tous les cas (p+l ,a(i,r) ; 1 s r $ B(i)) est une partition n 

8'")-mesurable de cmyi n , et il en résulte que { c ~ + ~ ~ ~ ( ~ ~ ~ )  n ; Ibibk(m), lfr<B(i)) 

est une partition B(~)-mesurable de x(~), que l'on peut noter 

; lfifk(m+l)) car {a(i,r) ; lfisk(m) , IsrbB(i)) = Il, ..., k(m+l)). 

Par construction, les partitions ; lfifk(j)) (n>l ; lfjbm+l) 

vérifient la propriété (14) à l'ordre m+l . 
Par ailleurs bi E 1,. . . ,k(m)l \Jr E C 1 ,..., B(i)} VPE Zm+l ,a(i,r) 

nous avons : 

- P'~'(c:") 3 1 , d'après (151, car P r z:+~,~ , w que 
n* 

- P(") .) - 1 , d'après (16), car P E Z' 
(Dn, 1 m+l ,a(i,r) • n-m 

D'après (17), on en déduit P(~) m+l 'a(iyr)) - 1 et la ('n n* 
propriété (15) est aussi vérifiée à l'ordre m+l . 



Par récurrence sur m , on peut donc construire une famille de 

cylindres ( C i  ; j > 1 , ISi$k(j), n 2 1) tels que : 

- n 2 1 vj 2 1 ( c i  ; l k  est une partition finie 

(n 1 B(")-mesurable de X dont certains éléments peuvent être vides ; 

- les propriétés (14) et (15) sont vérifiées. 

b) Com&uc-tion d'une  AL&^ convagente d1ena%natewrd de f . 

Soit n 2 1. Pour définir 
Li 

( x ' ~ ) ,  8'")) (~,d) on fn ' 

considère 1; et ( c y  ,..., c~J~'~)). pour i = I , . .  .,k(n) on 
n 

choisit arbitrairement un point 
'n,i 'A,i 

et ~x'") E x ( ~ )  on pose 

.) si x(") e (en remarquant que cnsi 
n, 1 n 

# 0 => 2 '  f 0, n, i 

par construction). 

- 
Montrons que la suite d'estimateurs (fn ; n > 1) ainsi définie 

est convergente. 

Soient P E H, E > O. D'après (12), diam Z - 0 .  
m,h(m,f (P)) w 

Donc : 

jME' "* : m 2 M  => Z 
m,h(m,f (Pl) c B(~(P),E) . 

ME,h(ME,f 0')) K > M i E 1 ,  k m  si C;'~ 
cm # 0 

M~,~(M~,~(P)) 
alors c cm 

m 
C Z' 

'A,i M~,~(M~,~(P)) et 
. - 

k'"' E c:" f (x'~)) E B(f(P),€). On en déduit que m 
ME,h(ME ,£(Pl> 

vm 2 ME {d<i,f (PI) 5 E} 3 Cm , puis que 

Li 

,(ml {d(f,,f(~)) s €1 > P (m) (cm ME,h(ME,f(P)) 
) , ce qui permet de conclure 

puisque P E %c,h(~E,f(~)) et que, d'après (15), il en résulte que 



On voit que la (Ht-A(E))-mesurabilité de f nous permet de 

construire une suite convergente d'estimateurs de f. On voudrait traduire 

cette condition en termes de séparation asymptotique des images réciproques 

par f de certaines boules de (E,d). Pour cela, on tient compte des 

résultats suivants. 

Lemme 11.8. ( [39] ) .- Si (E,d) est un espace métrique séparable, 

b = B(e,a) (e E E, a >, O) boule fermée de E telle que E - B f 0 on peut 

trouver une suite (B(en,an) ; n 3 1) de boules fermées de E vérifiant 

vn 3 1 d(e,en) > a + an et E - B = u ~(e,,a,). 
n? 1 

D'autre part, par des méthodes standard déjà utilisées il est 

facile de montrer que : 

Lmt 11.9. ([39J ] .- Soit (x(-), B(~), H) un modèle statistique. 

Ho et Hl deux hypothèses. S'il existe deux suites d'hypothèses 

(Hor ; r 3 1) et (Hls ; s 3 1) vérifiant : 

se séparent asymptotiquegent uniformément, alors Ho et Hl se séparent 

asymptotiquement. 

En utilisant ces résultats, on démontre la 

Ptcopo~.iCi.o~ 11.4- ([42]].- Soit (x(~), B(-) , ff) un modèle 

statistique, (E,d) un espace métrique séparable, f : H + E un paramètre. 

Si la condition (S4) ci-après est satisfaite, f est (Ht-A(~))-mesurable : 



64) beo , el s E va , al > 0 : d(eo,el) > uo + al 

(f-' (g(ei,ai))) 0 1) se séparent asymptotiquement 

uniformément. 

Compte tenu de la proposition II.3., lorsque (E,d) est séparable 

(S4) est une condition suffisante pour l'estimabilité de f. Elle peut 

pourtant être affaiblie, w que si (~,d) est séparable il en est de même 

pour (f(ff),d) et qu'en effet cet espace est celui qui nous intéresse. 

P h o p o b ~ o n  11.5. ( [42] ) .- Soit (x(~), B(-), H) un modèle 

statistique, (E,d) un espace métrique séparable, f : H -+ E un paramètre. 

Pour qu'il existe une suite convergente d'estimateurs de f il suffit que 

la condition (S5) ci-dessous soit vérifiée : 

11 .4 .3 .  - Le point de vue bayesien. 

(S5) ho , pl E H 'dao , al > O : d(f(p0),f(p1)) > a. + al 

(f-' (~(f (Pi) ,ai))) 0 1 se séparent asymptotiquement 

uniformément. 

Ptiopobf in  11.6 .  ([48]) .- Soit (x(~), B(~), H) un modèle 

statistique. On suppose que ff est muni de la tribu P engendrée par les 

applications Pt--+ P(~)(A) (p E H , n > 1 , A E B'")) et que (H,P) 

est muni d'une probabilité D . Soit (E,d) un espace métrique, 

(20) 

f : ff -t E un paramètre. Si f est estimable, il existe une suite (fn ; n >1) 

d'estimateurs de f convergeant P-P.-S. vers f pour D-presque toute 

probabilité P e ff . 



Cohol%he 1 .  ( [ 42 ]  ) . - Dans l e s  conditions de l a  proposition II.6., 

s i  (E,d) es t  séparable et (S5) e s t  sa t i s fa i te ,  f e s t  P-P.-S. estimable 

pour p-presque toute probabilité P a f i .  



CHAPITRE I I I  

SEPARATION ASYMPTOTIQUE DE LOIS DE PROBABlLlTE . 
......................................................... 

111. 7 .  - NOTIONS PRELlMlNAlRES : LA DISTANCE EN V A R I A T I O N  ET 

LA DISTANCE DE HELL1NGER.- 

P é ~ ~ a n  111.1.- S o i t  (X,B) un espace p r o b a b i l i s a b l e ,  H un 

ensemble de p r o b a b i l i t é s  sur  B ,  P, Q  E H , p  une mesure O- f i n i e  s u r  B 

dP dQ dominant à l a  f o i s  P  e t  Q , p  E d; , q  E d;; . La d i s t ance  en v a r i a t i o n  

dV e n t r e  P  e t  Q e s t  d é f i n i e  p a r  

Remahque 111.1.- 

a )  La d é f i n i t i o n  ne dépend pa s  de p  vu que, s i  p  domine P  

dP - dP dv e t  Q , IJ domine v  = P  + Q e t  - - - - 
dp dv ' dp ' 

b)  Le supremum qu i  i n t e r v i e n t  dans (1)  e s t  a t t e i n t  pour 

B = C P  > q ) .  

S i  P  e t  Q sont  des l o i s  s u r  un espace  produi t  i n f i n i  ( x ( ~ ) ,  B ' ~ ) )  

on a  é v i d e m e n t ,  pour n  2 1 , d V ( ~ ( " ) ,  Q(")) = sup (P(B) - Q(B)) $ 

BEË (n) 

SUP (P(B) - Q(B) )  = dV(p (n+:) ,  Q ( n + l ) )  
Bcg (n+ 1 ) 

Lemme I l l .  1 . -  S i  P  e t  Q son t  des  l o i s  su r  (x(-),  B ( ~ ) )  



Pheuve 

a)  Pour n 5 1 s o i r  p = r + Q , p (n) = + Q(n) d~ 
> P E d j ; >  

(n) = dP (n) 
q = l - p ,  P ,(n) = P. i -p(")  , O 6 p < 1 , O 6 p(n) 6 1 (n2l) .  

s i  f : (x'"), 8 ' ~ ) )  - IR e s t   mes me sur able, on désignera a u s s i  

par f l a  fonction (x l ,  ..., x ) w f ( x l ,  ..., x n n , ~ n + l  , . . .) , où E Xn+i ( i ?  1) , 

suivant un abus de no ta t ion  commode. 

- (n) 
Commençons par  v é r i f i e r  que p (n) = E ~  (p) p-p.p. : 

C1 

(n) 
VA + 8'") B (p) dp = 1 p dp = P(A) ; s i  A' + B ( ~ )  e s t  l a  

J* A 

b a s e d u c y l i n d r e  A , o n a a u s s i  P ( A ) = p ( " ) ( A 1 ) =  

jj (n) 
Donc, puisque p(") = E p p . .  , (pCn) ; n 5 1) e s t  une 

IJ 
1 

martingale pos i t ive  in tégrable ,  qu i  converge p-P.-S. e t  dans L (p) v e r s  p 

(cf .  [45]). 

b) D1apr&s a ) ,  dV(P("), Q ( ~ ) )  = J I P ( ~ ) - ~ ( ~ )  1 du'") = 

Passons maintenant à l a  d is tance  de Hell inger.  

Avec l e s  mêmes nota t ions ,  l ' a f f i n i t é  de Hell inger en t re  P e t  Q,  

notée p (P,Q),  e s t  donnée par p(P,Q) = ] fi du. 

D é ~ ~ n  111.2.- S o i t  (X,B) un espace probabil isable,  un 

ensemble de l o i s  su r  (X,B), P , Q E ff , p une mesure a-finie su r  6 

dP dQ 
dominant à l a  f o i s  P e t  Q , p E d;; , q E d;; . La dis tance  de Hell inger 

41 e n t r e  P e t  Q e s t  donnée par : 



Remahque 111.2.- Pour d e s  r a i s o n s  s i m i l a i r e s  à c e l l e s  ind iquées  

dans l a  remarque 1 I I . l . a )  , dH ne  dépend pas  de p  . 

~emme 111.2.- S o i e n t  P  e t  Q deux l o i s  s u r  un espace p r o d u i t  

(x'"), B'")). Notons p ( ~ ( " ) ,  Q ( ~ ) )  p a r  pn(P,Q). Alors ,  s i  P(.) e t  Q ( ~ )  
n  n  

s o n t  d e s  l o i s - p r o d u i t ,  P(") = (I Pi e t  Q(n)  = 8 Q i , o n a :  
i= 1 i= 1 

dP 
Phcuve : S o i t  pi = Pi + Qi , p .  E - ,  qi = 1  - p .  ( i > , l ) .  A l o r s ,  

1 dJJ: 

kmme 111.3.- So ien t  P  e t  Q deux l o i s  s u r  un espace p r o d u i t  

(x("), B'")). On a  'A 1 i  P ~ ( P , Q )  3 pn+l (P,Q) . 

Pheuve : Rappelons l e s  n o t a t i o n s  e t  r é s u l t a t s  de l a  p a r t i e  (a) de  

l a  preuve du lemme 111.1. 

L ' i n é g a l i t é  c i-dessus r é s u l t e  d 'une double a p p l i c a t i o n  de l ' i n é g a l i t é  

de Jensen pour l e s  espérances  c o n d i t i o n n e l l e s  : 



B 2 8 
i )  x  I--+ x2 e s t  convexe -> E (p ) > [E (p)12 -> 

i i )  x  - h e s t  concave => /EB,q> > ~ ' ( 6 )  . 

De façon s i m i l a i r e  à c e l l e  du lemme 111.1, on en dédui t  l e  

Lemme 711 .4 . -  Soient  P e t  Q deux l o i s  su r  un espace p rodu i t  

i n f i n i  (x'"), B ( ~ ) ) .  ~ i o r s ,  

L m t  777.5.  ( [35]) .- S o i t  (X,8) un espace p robab i l i s ab l e ,  P 

e t  Q deux p r o b a b i l i t é s  sur  8. On a 

P X ~ U V ~  : I p - q l  = 1661 1 GGl 3 1 V'&J~J permet de v é r i f i e r  l a  

première i n é g a l i t é .  

La deuxième r é s u l t e  de 

L ' i n é g a l i t é  de Schwarz en t r a înan t  p(P,Q) L 1 , l a  t ro is ième 

i n é g a l i t é  dans (3)  e s t  une conséquence immédiate de l a  de rn i è r e  i n é g a l i t é  

ci-dessus.  



Remque 111.3.- dV et dH prennent leurs valeurs dans [O, 11. 
Par ailleurs, dV(P,Q) = 1 <-> dH(P,Q) = 1 <-> P I Q  . En effet, 
P I Q  < = > ~ A E  8 : Q(A) =p(AC) = O  <=>]AC 8 : P(A) - Q(A) = 1 <-> 

v 7 <-> dV(P,~) = 1 et d (P,Q) = 1 -> 1 $ 1-p (P,Q) -> dH(P,Q) = 1 -> 

-> dV(P,Q) = 1 , d'après ( 3 ) .  

111.2. - LE THEOREME DE K A K U T A N I  (PO]).- 

Restreignons notre attention au cas d'observations indépendantes, 
m 

c'est-à-dire à des lois-produit P'") = Pi , P = @ Pi définies su 
i= 1 i= 1 

un espace probabilisable (,Y("), B(~)) . 

Re.natque 111.4.- Pour ne pas alourdir les notations, on désignera 

par le même symbole les fonctions dn : x -+ 0 : (xl ,..., xn) G+ gn(x1,. ..,xn) 

et : x'̂' + [o,I] : (x, ,..., xn,xn+l ,... 1 ++ C < X  ,,..., x > . 
n 

Théohème111.1. (deKahdanL1.-  soient P =  8 P. et Q =  @ Qi 

("1 is1 iz 1 
deux lois-produit sur (X , B(~)) . 

ii) Si vn 2 1 Pn 'L Qn , c'est-à-dire Pn est dominée par Q 
n 

et réciproquement, alors P# Q <-> P Q, Q . 

ii) Il est évident que P 'L Q => P f Q . 



Réciproquement, s i  P.# Q , II p (Pn,Qn) = a > O . 
n= 1 

% 2 1 Pn e s t  dominée par  Qn , c e  que l ' o n  no t e r a  Pn ( Qn . 
dPn fi. 

S o i t  q = 1 , pn E - . Soien t  m ,  n E R , m > n .  On a n 
dQn 

m 
n p (P . ,Q . )  = j  -JP.+ ,... p m d Q  ,... ~ Q ~ = P , ( P , Q )  ~ ~ , + ~ . . . e ~ d ~ ~ + ~ . . . d g .  

j= l  J J 

Puisque pn(P,Q) a , J' ~'n+l.."m d ~ n + l ' ' . d ~  1 

S o i t  4, = , cons idérée  à l a  f o i s  comme fonc t i on  su r  ,(n) 

ou comme fonc t i on  su r  x ( ~ )  ne dépendant que des  n premières cordonnées, 

se lon  l a  remarque 111.4.  On a 

2 
Donc (Sn;n 1)  e s t  une s u i t e  de Cauchy dans L (QI.  Puisque Sn $ O(n>l)  , 

I 2 
~ ) E L ~ ( Q )  , ) r O :  (),-JI d Q ~ 0 .  P a r a i l l e u r s ,  

2 2 
1 = 1 I),1 1 ,  1 141 l 2  e t  p a r  conséquent q2 e s t  une d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  

par  r a ppo r t  à Q. 

* 
Remarquons que bm E R 

* (n 1 
Soien t  m , n ~ R  , m > n , A c 8  . 



dP 
Ceci nous permet d'affirmer que P < Q , d2 $ a . 

Compte tenu de ce que n > 1 , Qn < Pl, et de ce que dans la 

démonstration ci-dessus les rôles de P et Q peuvent être intervertis, 

on conclut que P Q Q. 

111.3. - CRITERE D 'ORTHOGONALITE DE DEUX HYPOTHESES SIMPLES A 

PART IR  DES LOIS CONDITIONNELLES. -  

111. 3. 1. - Introduction - Notations. 

Soit (O,A,p) un espace probabilisé, P et Q deux probabilités 

sur A dominées par fl , Bo = {@,Ci), (Bn ; n 3 1 )  une suite croissante de 

sous-tribus de A,  Em = o(LJ  Bn) . 
n SI 

dQ dP et - Choisissons des versions non négatives f et g de - 
du d~ 

Bn respectivement. Puis, pour n 5 1, des versions non négatives de Ep (£1 

*n et de Eu (g) , notées respectivement fn et gn , et des versions non 

Ba Bm 
négatives fm de E (f) et gm de E (g). Finalement, faisons fo = go = 1. 

JJ JJ 

0 JJ 

Si n E IN U (03) et v est une probabilité sur A ,  la restriction 

de v à En sera notée . Il est clair que b n  E IN LI l m )  on a 

d P ~  n d Q ~  n 

PB < YE QB < pBn , fn E q, gn E - . En effet, 
n n n 

n d p ~  n 



111. 3. 2. - Calcul de p (P8 , QB ( C~O] 1 .  
m m 

Remarquons que @(PB , QB ) = 1 . D'autre part, 'dn 3 1 
O O 

On voudrait mettre en facteur dans l'expression entre parenthèses 

Jfk-lgk-l , ce qui pose problème vu que £k-lgk-1 peut s'annuler. Mais on 

Bk- 1 
peut remarquer que P (fk-l=O) = E (fk)dci = 

Bk ci tfk-l=o) Bk- 1 

k 
Par conséquent, en convenant que = 1 , - fk-l est JJB~-P*-s- 

gk . 11 faut pourtant retenir que ces dé£ inie. Il en est de même pour - 
gk- 1 

fonctions sont 
M ~ k  

-P.-S. définies au moyen d'une convention. 

Sur {fk-l > O 9 gk-l > O) on a évidement 

Sur {fk-l=O} U {gk-l=O} on a encore cette égalité -P.-S., 
"Bk 



En repor tant  dans ( 4 ) ,  on ob t i en t  

Montrons maintenant que e s t  JJ - in tégrable .  
Bk 

bk i<l 0  soient f k  = f k  + q t f  =O} 7 gk = gk + bgkZO} 
k  

- bk i<. i  so i en t  Fk = f  
=O} gk = gk + 4{gk-1=~1 

k  f k  + 4ifk-1=01 - -  O n a  - =  
Fk , c e t t e  de rn i è re  expression é t a n t  un 

f t - l  fk+l  + 4 t f k - 1 = ~ 1  flc-l 

quo t i en t  de fonct ions  d é f i n i  sans aucune convention sous-jacente. Or 

e s t  donc l a  dens i t é ,  par  rappor t  à p , d'une p r o b a b i l i t é  que l ' o n  
fk- 1 Bk 

i d e n t i f i e r a  ul térieurement (vo i r  remarque 111.6 ci-dessous).  Il e n  e s t  de 



r- 

gk . Ainsi, et JL sont de carré intégrable par même de - 
gk- 1 k- 1 gk- 1 

rapport à f l  et leur produit est donc p -intégrable. Donc, pour k h 1 : 
Bk Bk 

k - dfk-lgk-l (1 -,,/$-) est p -intégrable, car égal 
k- 1 gk- 1 Bk 

- Jfk-lgk-l (l - - est le produit de deux fonctions 
k-1 k-1 

En conditionnant dans (5), on obtient : 

Puisque p ( ~  ,Q ) = lim 4 P (pB ,QB ) , 
Bm 'a n-im n n 

Comme d2(P ,Qg ) = 1 - p(PB ,QB ) , on a finalement 
H Bm a m m 

m 
1 

d2(p H 'a ,QB) a = n=l 1 J f n l n  (1 -/A 5) du 
n-i gn-1 'n-1 ' 

111. 3. 3. - Rappels sur les lois conditionnelles. . 
On veut exprimer EBn-1 JJ (1 - /=) (nll) en fonction de 

fn-î gn-1 

la distance de Hellinger entre certaines probabilités conditionnelles. 



D é d i m o n  111.3.- Soit A ,  un espace probabilisé, 8 une 

sous-tribu de A. On appelle version régulière de la probabilité p conditionnée 

par B toute fonction p8 : Sl x A --+  CO,^] telle que : 

B B 
A p A E ; 

B 
- v u  E Q p (w,.)' est une probabilité sur A. 

L e m m e  411.6.- Soit (n,A,p) un espace probabilisé, B une sous- 

tribu de A. Si la tribu A est de type dénombrable et s'il existe au moins 

une version régulière pB de JJ conditionnée par 8, alors pour toute autre 

version régulière JA de p conditionnée par 8 on peut trouver al E 8 

B B telque U(Q) = 1 et v u ~ n ~  p (w,.) =p1(u,.) . 1 

P ~ C U V ~  : Soit (An ; n 5 1) une sous-algèbre de A engendrant A. 
8 B B 

vn 2 1 p (.,A) et pl(.,A) sont des versions de E (4 ). Donc, n n ' An 
B 8 

Cn = {W : p (a,An) = p1(w,An)} est un élément de 8 pgcertain et il en 

est de même de 
8 B 

Q ,  = Cn. De plus, vu E Sll p a,. ) = pl W ,  . sur 
n> 1 

(An ; n 5 1). Le fait que A = o(An ; n > 1) permet de conclure. 8 

On rappelle le résultat suivant, dont la démonstration, qui se 

fait par des méthodes standard, est omise. 

Lemme 111.7.- Soit (n,A,p) un espace probabilisé, B une sous-tribu 

de A. Supposons qu'il existe une version régulière pB de f l  conditionnée 

par B. Alors, pour toute fonction £ : (S2,A) - [0,m[ mesurable, 

B 8 
w I-+ j £(ut) p (w,dwT) t E~(£) . 

Runahyue 111.5.- Dans les conditions du lemme précédent, 

B 
W f ( b ' )  (i.,dul) est une fonction I valeurs dans [!,ml . 



Lemme 111.8.- Soient P et Q deux probabilités sur un espace 

probabilisable (o,A), 8 une sous-tribu de A. On suppose qu'il existe 
B 8 

une version régulière P (resp. Q ) de P (resp. de Q) conditionnée 

B 1 
par B. Alors, il existe une version régulière P de p = - (P + Q) 2 

conditionnée par 8. 

dPB 
Choisissons f E - et g 

d Q ~  

F dEB telles que fB + gB = 2 , 8 dpB 

f g 5 O , g g 5 O .  

Alors on a : 

1 B 8 
Posons Y(~,A) = 7 [P (w,A) fB(w) + Q (w,A) gB(w)]. 

E ~(w,.) est une probabilité sur @,A) puisque 

1 B 8 1 
iy(w,a) = [P (w,~) fB(w) + Q (w,~) gB(w)] = 7 [fB(w) + gB(w)l = 1 . 

De plus, VA F A l'(.,A) est B-mesurable et le calcul précédent 

1 
permet de conclure que Y(,,.) est une version régulière de fi conditionnée 

par B. . 
Lemme 111.9.- Soit @,A) un espace probabilisable, A de type 

dénombrable, A une sous-tribu de A, P et Q deux probabilités sur A 

telles que PB QB- 

On suppose qu'il existe des versions régulières pB et Q~ de P 

et Q conditionnées par B ,  respectivement. 



1 
Soit p = 2 (P+Q). Alors, If', E 8 : p(R,) = 1 et l'application 

2 B B 
ut-. dH(P (a,.), Q (LI,.)) 1, (w) est B-mesurable. * 

d P ~  P4euve : Soit f E - . Si pB est une version régulière de P 
d f l ~  n 

conditionnée par B, il en est de même de Pf définie sur R x A par 

Définissons gl de facon analogue. 

Si Y est la version régulière de JJ conditionnée par 8 

construite comme dans le lemme précédant à partir de P: et 

B 8 
bw c R Y domine à la fois Pl(w,.) et Q1(w,.) . 

B 
dPl (w,.) 

B 
dQ1(w,.) 

Soit fw E . D'après le lemme III.7., 
dY(w,.) gw dY(w,.) 

2 B B 
: w- $(Pl(w,.), Q1(w,.)) est une version de 

8 1 5 (WX)~] , donc 

B-mesurable . 
B B 

Or, d'après le lemme III.6., 3 R 1  E B : P(Rl) = 1 , Pl(w,.) = P (w,.) 

8 B 
sur Q ,  et 3R2 c B : Q(R2) = 1 , Q1(wY.) = Q (a,.) sur il2 . 

Vu que PB % QB , R* = Rl n R2 est simultanément P-certain 

2 B B 
et Q-certain et, sur R* , coïncide avec w I-+ dH(P (w,.), Q (w, .)). 

2 B B Donc, 3R, E 8 : p(R*) = 1 et wk+dH(P (w,.), Q (w,.)) 4 (w) est 
fi* 

B-mesurable, comme nous voulions démontrer.. 

Lemme 'III.10 (p0]).- Soit un espace probabilisé, 

8 une sous-tribu de A ,  P une probabilité sur A dominé par p . S'il 
existe une version régulière pB de p conditionnée par 8, il existe 

une version régulière de P conditionnée par B. 



Remque 117 .6 . -  Une telle version est construite ci-dessous. 

On choisit d'abord une version f non négative de - dP , puis 
du 

une version B d P ~  fB non négative de E (£1. ûn a fB e - . La version 
b 

JJ d J J ~  

régulière P* de P conditionnée par 8 que nous allons construire vérifie : 

B f pour uB-presque tout , P*(w, .) est la probabilité sur A de densité - 
f~ 

B B ' étant JJ (w, .) - P.-S. dé£ inie grâce à la par rapport à I.I (w, . ) , - 
f~ 

convention 2 = 1 . 
O 

Pneuve du Lemme 117.10.- Sous la convention = 1 ,  - est 

JJ-P.-S. définie conmie l'on a déjà souligné. En effet, cette fonction est 

définie sur SIl = D - If > O , fB = 01 et 

P i f  =O) = f dJJ = 
B 

B EJJ(f) dlig = 
fs dpB = O => ~~(f>O,f~=0) = O . 

Jifg=01 

Introduisons, connue ci-dessus, des fonctions auxiliaires qui permettent 

de substituer à un vrai quotient : 5 

f -  Alors - - - f -' , donc pB(L) = E (c) . De plus , 
,,-P.-S. f LJ f, P B f~ 

8 f sur Ifs > O1 on a E,,() = 
1 8  C EL(F)=-E~(~) = 1 ,  et 

f~ B f~ %-p. 
B f 8 B f sur {fB=O} , on a E (r) = Edl) = 1 . ûn en dédujt que 1 c E (-1 
P 

f~ 

JJ P.-S. 
8- IJ 'B 

B f B 
D'autre part, on peut calculer E ( Y )  à partir de JJ . 

P 
f~ - 

B 8 7 
Plus précisément, w- 1 m, p (w, do') c E (=-) . On a donc , 

fg(wt) JJ f 

f ! w t )  8 
pour JJ presque tout w, 1 = B- .1 (a, du') . 



- 
} é t a n t  p-cer ta in ,  nous avons 1 = ( f i  = 

B 
= 1 Ep(% ) duB = (..,'II) ,uB(du). Donc,  p o u r  p 8 -presque toiit  w , 

1 - 
8 

p (w,R,) = 1 ; autrement d i t ,  pour p -presque tout  
B 

B p (a,.)-P.-S. 
a '8=r B 

En résumé : op peut  t rouver  fi, e 8 t e l  que p(Q,) = 1 , 

1 = --- B f b ' )  du ' )  = - (w') p (w, da ' )  . 
;8(w') i :, 

8 
Considérons P, : fi x A -+ [O, fl dé f in i e  par  : 

B 
Il e s t  c l a i r  que par cons t ruc t ion  vu  E R ?* (a , . )  e s t  une 

8 
p r o b a b i l i t é  sur  A .  De plus ,  VA E. A P , ( . , A )  e s t  cons tante  sur  - n, E 8 ; 

8 ' 4 '  p (u.dwl) F su r  Q* , P* (. ,A) coïncide avec w ++ 7 
fg (wf>  

l a q u e l l e  e s t  B-mesurable. C'est-à-dire : Q A E  A P;(.,A) e s t   aies sur able. 

Vér i f ions  qu' il s ' a g i t  d'une ve r s ion  de E:(II~). 



d P ~  
(car f E --) 

8 duB 

B 
On peut donc conclure que P, est une version régulière de P 

B 
conditionnée par B et que va E R* P*(w, .) est la probabilité sur A de 

B 
par rapport à p (a,.), compte tenu de la convention = 1 densité - - a 

f~ 

11 1 . 3 .  4. - La condition suffisante d'orthogonalité de deux lois de 

J .  Kabanov, R .  Lipcer et A .  l i r iaev ( [33]1. 

Reprenons le calcul de %(PB-, QBm) , en utilisant les notations 

des sous-sections antérieures et en introduisant une hypothèse supplémentaire : 

Soit n > 1. Considérons l'espace probabilisé 

la probabilité PB sur (n,Bn), absolument continue par rapport à uB 
n t? 

puisque P ( u . 

h )  n 1 il existe une version régulière 
'n- i de la probabilité 
' B n 

sur (R ,Bn) conditionnée par Bn-, . 
'Bn 

( 9 )  



D'après le lemme 111.10, on peut construire une version régulière 
B 
n- 1 P de PB conditionnée par 8n-l qui vérifie : pour PB - presque 
B n 
n 

n- 1 

'n- 1 'n 
tout w , P, w .  est la probabilité sur (0,Bn) de densité - 

'n 'n-i 

Bn- i 
par rapport à J.I (w, .) , la dé£ inition pB 1 -p.-s.de - 'n faisant 

Bn n fn-i 

intervenir la convention 2 = 1 . 
Bn- i 

On introduit de même Q, 

Bn 

Pour P - presque tout w on a donc 
Bn- 1 

B 
n- I Bn- 1 

P(P, (w,.) ,Q, (w,.))= 

Bn Bn n- 1 gn- 1 n 

En reportant dans (8) on obtient : 

Faisons deux nouvelles hypothèses supplémentaires : 

h i )  h > 1 Bn est une tribu de type dénombrable . 



Alors, si vn > 1 ) désigne une version régulière 

quelconque de la probabilité (resp. QB ) sur (O,Bn) conditionnée par 
n 

Bn- 1 
, compte tenu des lemmes 111.6. et 111.9. on a : 

Remarquons que, dans cette formule, on peut aussi remplacer 
dQ 

'n-1 
dP8 

n- 1 
(resp. gn-l) par une version quelconque de - 2-1) 

d~ 
(resp. de --- 

dv 
n -  1 r n -  1 

et que, grâce au théorème de la convergence monotone, 1 et peuvent être 

intervertis. 

Avant de faire cette intervention, calculons le premier terme 

cic la série (13). Nous avons : 

Bo Bo - VA 'A B1 PB (.,A) E E (lA) = PB (A) , car Bo = {@,QI ; 
1 1 

On en déduit que 

2 
(a,.)) PB (dm) = 

O 

En résumant l'étude précédente, qui évidemment permet aussi le 

calcul de dL(p ,Q8 ) (n?2), on peut écrire : 
'n n 

Théohème 111.2.- Soit (il,A,p) un espace probabilisé, (Bn ; ri 2 1) 

une suite croissante de sous-tribus de A , 8- = u ( C /  Bn) , P et Q 
n> 1 

deux probabilités sur A dominées par p . 



On suppose que : 

- Yn > 2 Bn est une tribu de type dénombrable ; 

- Yn 2 2 il existe une version régulière de la probabilité J.I~ sur 
n 

(R,Bn) conditionnée par . 

Alors : 

- bk 2 1 PB (resp. QB ) est absolument continue par rapport à pB ; 
n n n 

d P ~  
n 

d Q ~  
n 

on note f n  (resp. gn) une version non négative de - (resp. de -) . 
d P ~  n d J . I ~  n 

- bn , 2 il existe au moins une version régulière de la probabilité 

p>- 1 
PB (resp. QB ) sur (R,B ) conditionnée par Bn-l ; on note 

n n n n 

(resp. 
Bn- 1 
QB ) l'une quelconque de ces versions. 
n 

C o x a U a i h e  1 .  ( J .  K a b a ~ a v ,  R .  LLpca eR A.  & h j a e v  [33], 

J. ~ é m u z  [3bJ ) .- 

Pour que P et Q soient orthogonales il suffit que 



Pheuve : D'après  (15) e t  puisqu 'une f o n c t i o n  non néga t ive  

D~ - i n t é g r a b l e  e s t  -p.p. f i n i e ,  nous avons : 
m m 

- pour uB -presque t o u t  w 
m 

n -  I 'n- I 1 Jfn-i (a) gn-1 (w) dZ (P (m,. 1, gg ( u ,  . ) ) < m . 
n>2 'n n 

S o i t  f m  ( resp .  gm) une v e r s i o n  non n é g a t i v e  de  - = 

d Q ~  CO 8- m 

( r e s p .  de - = E,, ( g ) )  . 

( f n  ; n > 1) ( resp .  (gn ; n > 1) )  converge 
f m  

( r e s p .  v e r s  gW) ( v o i r  [ 4 5 ] ) .  

Compte-tenu du lemme 111.9, pour 'presque t o u t  w on a donc, 
"B, 

en p l u s  de (16) : 

O n e n d é d u i t q u e p o u r  - p r e s q u e t o u t w  ( f C O g m ) ( w ) = O .  
"8- 

Donc 
"'CO 

(fW > O ,  gm > 0 )  = O e t  p a r  conséquent  

PB ( f m  > 0 ,  gm = 0) = O. D'où P ( f m  > O ,  gm = O )  = P  ( £ - > O )  = 1 , 
0) Bm Bm 

t a n d i s  q u ' i l  e s t  é v i d e n t  que QB (f- > O , gm = 0 )  = O : e t  QBm, 
m 

e t  a  f o r t i o r i  P e t  Q , son t  or thogonales .  . 



P4euve : En reprenant  l e s  arguments de l a  démonstrat ion précédente ,  

e t  vu que P < pBm , on a ,  pour - presque t ou t  w : 
8 m 

(w)  - f m ( d  ; - f n - ~  n-tm 

- gn-, (w) - gm(w) ; 
n-tm 

- (fco gm) (w) > O , vu que ( Q ~  => P (fm > 0, gm = O) = O . 
m Bm 

On en d édu i t  que, pour - presque t o u t  w , 

n 

111.3.5. - Application a I'orthogonalité de deux hypothèses simples 

en statistique. 

Soient  P e t  Q deux p r o b a b i l i t é s  s u r  un espace p r o d u i t  i n f i n i  
n 

(,(a> , (m> , = 8 (Xn,Bn). Pour n > 1 posons ~ ( n )  = 8 Bk Y 

na 1 k= 1 

g (n) = 
n 

8 ( n ) x  n X 
j ' 

8'") e s t  une t r i b u  s u r  x(")= n X, , B (") une 
j>n  k= 1 

(g(n)  ; n >  1) t r i b u  s u r  X . e s t  une s u i t e  c r o i s s a n t e  de sous- t r ibus  

de B(m)  q u i  v é r i f i e  B ( ~ )  = 0 (U 8 
n> 1 

- (n) Pour n >  1 o n p o s e a u s s i  P(") = P P 8 ( " )  , 6'") = Q P B  . 



On peut  i n t e r p r é t e r  P  e t  Q comme deux hypothèses simples pour 

une s u i t e  d 'observa t ions  X = X ; n  1 : (C2,A) --r (x(-),  8(.)). On no t e r a  

( resp .  l a  l o i  de x'"' = (XI,.  . . ,Xn) sous l 'hypothèse 

P  ( resp .  Q). O n a :  

Admettons que l e s  hypothèses ( h l ) ,  (hZ) e t  (h ) su ivantes  Sont 3 

v é r i f i é e s  : 

Rappelons que v n  2 2 P ( ~ )  (. , .) : ,(n-l) x 8'") -  CO,^] 

( e t  de même Q(n ) ( .  ,.)) a  pa r  d é f i n i t i o n  l e s  p r o p r i é t é s  su ivantes  : 

a )  YB /B E ( ~ )  p (n ) ( . ,B )  e s t   mesura me sur able e t  v é r i f i e  

h i )  
v n  5 2 on peut  c h o i s i r  une ve r s i on  P ( ~ ) ( . , . )  ( resp .  

Q ( n ) ( .  ,.)) de l a  l o i  c o n d i t i o n n e l l e  de X (") sachant  

x(n-l)  sous l ' hypo th t s e  P  ( resp .  Q ) .  

où Pr  désigne l a  p r o b a b i l i t é  sur  (R,A) dont  P  e s t  l ' image par  X .  

(17) 

b) vx("-l) . x ( ~ - ' )  p ( n ) ( x ( n - l ) , . )  e s t  une p r o b a b i l i t é  sur  

l 

h2) n  1  Bn e s t  de type dénombrable . (18) 

( x ( ~ ) ,  B ( ~ ) )  ( d i t e  l o i  de x ( ~ )  sachant  que x(n-l)  = x(n-l)  ) .  



Le produit de deux tribus de type dénombrable étant de type dénom- 

brable, il résulte de (18) que Vn > 1 8'") est de type dénombrable. 

Donné x(~) E x(~), soit x (n- 1 le (n-1)-uple des n-1 premières 

coordonnées de x(-). 'dn 2 2 VX'~) c x(~) \JB E B(~) on pose 

On voit aisément que Pin) (. , . ) est une version régulière de la 

probabilité F ( ~ )  sur (x'"), 8'")) sachant 8("-'). Il en est de même 

de 92) (. , .) , définie de manière analogue à partir de Q(n) (. , .) . 
1 

~e pius, si P = Q et si 'dn 2 I on pose ;(n) = P B(~), 

on a ;(") =I (?(") + q(")), probabilité sur (x(~), 8'")) qui admet une 2 

version régulière sachant 8("-') , d'après le leme 111.8. 

On peut donc appliquer le corollaire 1 du théorème 111.2. : pour 

. 1 d2(p'n'(x(m),.),Q~'(x'm',.)) = m} = 1 que P I Q  ilsuffitque p{x . 
n32 

H * 
ou, ce qui est équivalent, que 

(n)(x(m)y.), Q~)(x(m),.)) = C O }  = 1 P{x(") : 1 dH(P* 
n>2 

Nous voulons revenir aux données : P . ,  . et Q(")(. ?.) ( n > 2). 

Leur rapport avec les P . .  et C)p)(. ,.) , respectivement, conduit à 

formuler la condition suffisante d'orthogonalité présentée ci-dessus de la 

façon suivante : 

pour que P I  Q , il suffit que l'on ait, pour tout x (m) X(m) 

d'un ensemble simultanément P-certain et Q-certain, 



ou, avec une notation plus suggestive, 

Lemme III. 11.- Soit (B,A) un espace probabilisable, 8 une 

sous-tribu de A, P et Q deux probabilités sur A. On a : 

Pheuve : Suivant des démarches analogues à celles du lemme III.3., -- 

dP 8 dP8 8 soit = P + Q ,  f E - ,  g r g .  h a  EN(£) P-  
dQ8 

dci dri dci8 ri d~~ 
, E ( g )  E - e t  

ce qui permet de conclure. 8 

Ce lemme nous amène à une autre condition suffisante d'orthogonalité 

de deux hypothèses, à savoir : 

P t r o p o b ~ n  111.1. - Soient (Xn,Bn) ("5 1) des espaces probabilisables, 

X = (Xn ; n 2 1) une suite d'observations, Xn à valeurs dans Xn (n 3 1). 

On considère deux hypothèses pour X , P et Q , probabilités sur 

(x(~), B(~)), et l'on admet que : 

- n 2 1 Bn est de type dénombrable ; 

il existe une version régulière 



de la loi de X(n) conditionnée p?r 
x(n-l) , sous l'hypothèse P (resp. Q). 

Une condition suffisante pour que P I  Q est que, pour tout 

x(~) E x(-) d'un événement simultanément P-certain et Q-certain, on ait : 

où x(n-I (m) est le (n-1)-uple des n-1 premières coordonnées de x . 

Pheuve : Conmencons par remarquer que, bn 2 2, l'existence des 

(n-1) 
versions régulières pX ) de la loi de Xn sachant 

x(~-') sous l'hypothèse P (resp. Q) est assurée : on n'a qu'à les 

définir comme la restriction à la sous-tribu de 8'") des événéments de - - 

,(n-1) x(n-l) 
la forme x("-') x A , avec A E Bn , de PX(n) et 

Qx(n) 

respectivement . 
D'après (22), 

Donc, (23) -> (21), ce qui permet d'établir le résultat prétendu. . 
* 

Si on se limite à des hypothèses sur  IR^ , f3 )(-) (s c N ) , 
mS 

le type dénombrable des tribus 8'") est assuré et l'existence d'une version 

régulière de la loi de Xn conditionnée par x("-') (n 5 2) résulte d'un 

théorème de M. ~ifina ([32] ). On peut ainsi énoncer le théorème suivant, qui 

est une conséquence immédiate de la proposition 111.1. et de ces considérations. 



* 
Théokème 111 .3 . -  Soit s E IN , X = (Xn ; n 2 1) une suite d'obser- 

vations de IRS dont la loi inconnue sur 8'-) est P ou Q - 
IRS 

Supposons que t/n 3 1 

s (-1 Alors, pour que P L  Q il suffit que, pour tout x E (IR ) 

d'un événement simultanément P-certain et Q-certain on ait : 

où x("-') désigne le (n-1)-uple des n-1 premières coordonnées de x. 

111.4. - SEPARABIL ITE DE DEUX HYPOTHESES SIMPLES.-  

Théokème 111.4 .  - Soient (x(-), B'~), H) un modèle statistique, 

Ho = {P} et Hl = {QI deux hypothèses. Ho et Hl se séparent asympto- 

tiquement uniformément si et seulement si P L  Q . 

Pkeii"~ : Si 3 (Cn ; n 3 1 ) B telle que 

p(")(Cn) _t 1 , Q(.)(C~) O soit (Z ; k  3 1) une suite de 

naturels strictement croissante telle que Qnk(c ) r - . posons 
nk k2 

C = l i m s u p C  . Alors 
k-w ='k 

(n 1 
P(C)=lim~[u (C x n xi)] 2 1imP (Cn)=l et 

j k > j  nk i>nk j- j 

(nk) 1 
Q(C) = lim Q[U (Cn X 11 xi)] < lim 1 Q (Cn ) < lim 1 3 = O . 

j+-= k > j  k  i>n k j-- k > j  k  j* k > j  k  

Donc P L  Q . 



Réciproquement, si P 1 Q , d"(~(~), Q(~)) ;;_, 1 . Soient 

C 0 h 0 u d e  7 . -  Dans un modèle concernant une suite d'observations 

indépendantes identiquement distribuées, deux hypothèses simples distinctes 

sont toujours asymptotiquement séparées. 

111.5. - SEPARABILITE D E  DEUX HYPOTHESES MULTIPLES.-  

ThéahBrne 111.5.- soit (x(~), s(~), H) un modèle statistique, 

Ho = (Pi ; i a 1) et Hl = (Qi ; i > 1) deux hypothèses dénombrables. 

Alors, Ho et Hl se séparent asymptotiquement si et seulement si 

Vi, j E JN* 
'iLQj . 

Pheuve : La condition étant évidement nécessaire, passons tout 

de suite à la démonstration de sa suffisance. 

* 
D'après le théorème III.Z., bi, j E N 3 ; n > 1) B(")-adaptée 

telle que Vi 1 1   PA^- I , j > 1 Q~")(A?.)-o. 
n* l-1 n- 



r s 
Si C s  = u ( f - )  alj) , tcZs ; n a 1) sépare asymptotiquement 

i=l j=l - 
I 

(uniformément, vu qu'il s'agit d'ensembles finis) HE = i/ {pi} et 
s i= 1 

En effet, Y i  E {l,...,rl 

* 
'dp c C* jmp E IN 

1 
: n? m > in£ P(")(c" ) - sup Q(n)(~;p) > 1 - -  . 

P PP P 
P~H: 

(m ; p ; 1) peut être choisie strictement croissante. 
P 

Pour n 2 ml , soit p(n) tel que m p(n) ' < p(n)+i ' 

Posons 

Coho.&~&e 1 .  ([3!5]). - Dans un modèle concernant une suite de 

variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, deux hypothèses 

dénombrables Ho et Hl sont asymptotiquement séparées dès que disjointes. 

Si l'on veut énoncer une condition suffisante pour que deux hypothèses . 

dénombrables H et Hl se separent asymptotiquement uniformément on doit 

imposer des contraintes difficiles à kérifier. Dans les cas les plus courants, 



on est amené à considérer les enveloppes convexes C(H~) et C(H,) de ces 

hypothèses, comme le montre le théorème 111.6. ci-dessous (dû à L. Le Cam, 

cité dans l35]). On abandonne alors l'hypothèse que Ho et Hl sont dénombrables. 

Remahque 1 1 1 . 7 . -  11 est facile de vérifier que, pour tout espace 

probabilisable (X,B) tout test défini sur X et toute paire Ho , 

Hl de familles de probabilités sur (X,B) 

inf j Ji d~ - sup j $  ci^ = inf j Ip d~ - sup 1 4 d~ = 
PEH, PeHo PCC (H, PEC (Ho) 

= i n  J J  ci^ - sup J Ip  ci^ , PET PCC (Ho) 

où A désigne l'adhérence de A , par rapport à d~ ' 

ThéohPrne 7 7 7 . 6 . -  Soit (X,B) un espace probabilisable, Ho et H l  --- 

deux ensembles de probabilités sur cet espace dominées par une mesure O-finie 

sur (X,8), C(Hi) (i=0,1) leurs enveloppes convexes. Soit E > O . 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un test 

défini sur (X,B) tel que 

sup j JI ciP + E s inf j' J dP 
PEH, PeHo 

est que dV(C(~o), C(H,)) > E . 

dP Pheuve : Supposons (25) vérifiée. Notons p une version de - 
d~ 

q une version de - , où P F C(H~) , Q E C(H,) . 
du 



Soit A = {p 5 qj. On a 

La condition est donc nécessaire. 

Pour voir qu'elle est suffisante, supposons dV(C(Ho), C(H~)) 2 E . 
Soit b(0,2~) la boule ouverte de centre O et rayon ZE dans l'espace de 

1 dP dQ 
Banach L V(.B.p). Soit C = 1 - - - -+  g : P E C(H~), Q E  C(H~), g E b(0,2~)3. IR d~ du 

C est évidemment convexe, est ouvert comme réunion d'ouverts : 

C = U 
dP (-- - - dQ + b(0.2~)). De plus, C ne contient pas O. 
du du 

(P.Q)cC(H~) C 

Sinon on pourrait trouver P E C(Ho), Q E C(H,), g e b(0,2~) tels que, 

avec dp et q E S  O = p-q+g . On aurait donc / / P - q I / l  = 2 dv(P,Q) < Zr. P E &  dJJ 

Or dV(P,Q) b s . 
1 Le dual de L]~(X,B ,p) est l'espace M des classes d'équivalence 

de fonctions mesurables bornées, avec la norme 

I'lfll, = p - ess. sup . If1 = inf {A > 0 : p(lfl>~) = 01 (f E M) . 

D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe un hyperplan fermé 

qui ne rencontre pas C. Il existe donc Y E M , Y de norme 1 vérifiant 

vc c C c Y dp > O. C'est-P-dire que : 

1 Si l'on pose 31 = 2 (1+Y) , est un test défini sur (X,8) et, 

dP dQ d'après (26), (- - -) dp > ; 1 g Y dp . On en déduit que 1 du du 



comme nous voulions démontrer. . 
Remmque 111.b.- Dans le théorème précédent, l'hypothèse de domination 

des lois est indispensable. Par exemple, si (X,B) = (IR, %) , Ho = { U  

et Hl =(Sx : x c [0,1]}, alors dV(C(~o), C(Hl)) = 1 , mais il est évident 
r r 

qu'il n'existe aucun test $ vérifiant sup 1 4  dP + 1 < 
PEH, 

A partir du théorème I11.6., on peut énoncer une condition nécessaire 

et suffisante de séparation asymptotique uniforme de deux hypothèses multiples. 

Dans la proposition suivante et sa démonstration on utilisera 

librement les notations introduites dans la sous-section 111.3.5. 

Phopob&on 111.2. - Soient (Xn,Bn) (n? 1) des espaces probabilisables, 

Ho et Hl deux hypothèses multiples sur (Y(-), B(-)), dominées par une 

mesure o-finie p sur (x(*), B'~)) . 

bn 1 notons c(") (resp. c(")) l'enveloppe convexe de la famille 
1 

de lois = 0'") ; p E Ho) (resp. de HI") : (9(n) ; Q E H l ) ) .  

Une condition nécessaire et suffisante pour que Ho et Hl se 

séparent asymptotiquement uniformément est que d c(~)) --+ 1 ' v O ' n* 

p k w e  : Vu que HP) et IIIn) sont dominées par ~(~)(n?l) , 

il résulte du théorème 111.6. et de la remarque 1.4. que la condition est 

suffisante. 



D'autre part, si Ho et Hl se séparent asymptotiquement 

uniformément 3 (Cn ; n 2 1 ) 8(")-adaptée telle que 

Désignons par C(H~) et C(H~) , respectivement, les enveloppes 

convexes de Ho et Hl . Il résulte de (27) que 

inf (I; (n> (cn) - 6(")(cn)) - 1 , 
(P,Q)cC(H~)XC(H~) n* 

d'où %(c:), c(")) ---* 1 . Donc, la condition est aussi nécessaire . 8 
n- 

Soulignons que la condition de la proposition précédente n'est pas 

facile à mettre en oeuvre, vu qu'elle implique l'évaluation de dv(c:), cjn)). 

On peut présenter d'autres conditions qui assurent la séparation 

asymptotique uniforme de deux hypothèses infinies, mais ces conditions sont 

très contraignantes. Par exemple : 

PhopodiLion 111.3. ( [35] ) .  - Soient Ho et Hl deux hypothèses 

d'un modèle statistique (x(-), B(-), i f ) .  On suppose que 

v n  /n 1 ]kn, IN* ,..., H' C H o  ]H" ,..., H" 
n,kn n, 1 n,kn C 

3 ~ ,  > O  et Yi, j c cl,. . . ,kn} 4 )  , j test défini sur (x(") ,B (")) 

tels que : 



Alors, si en kn + O , Ho et Hl se séparent asymptotiquement 
n* 

uniformément . 

Pxeuve : Posons a = sup (inf d!"!). Si P E Aisi alors 
i j ~ Y J  O 

 autre part, si Q E H: . , alors 
JO 

remarque 1.4. nous permet de conclure. 8 

111.6. - LE THEOREME F O N D A M E N T A L  D E  L A  D E C A N T A  T I O N . -  

On présentera ici une version améliorée d'un résultat de J. Geffroy 

Commençons par rappeler une inégalité de W. Hoeffding. 

Lemme 111.12. (1301 ) . -  Soit X une variable aléatoire réelle 

presque-sûrement à valeurs dans un intervalle [a,b] , a $ b. Alors : 

On peut énoncer un résultat similaire en termes d'espérances 

conditionnelles. 



Lemme 1 7 1 . 1 3 .  ( LIS] ).  - S o i t  (n,A,p) un espace probabi l i sé ,  8 

une sous-tr ibu de A pour l aque l l e  il e x i s t e  une version régul ière  de P  

sachant 8. So i t  Y une va r i ab le  a l é a t o i r e  r é e l l e  in tégrable  dé f in ie  su r  

( ~ , A , P ) .  So i t  y  3 0 . 
On suppose que pour P-presque tou t  w il e x i s t e  un i n t e r v a l l e  

B 
I ( w )  de longueur y t e l  que Py (w,I(w)) = 1 . Alors 

e t  par conséquent 

B 
Ep (e Y-E (Y)) e ~ 2 / 8  

Reuve : Pour P  -presque tout  w ,  d 'après  l ' i n é g a l i t é  (281, 

B 1 e Y - ~ Y P ~ ( ~ , ~ Y )  2 
Py(w,dy) 6 y  18 . Or ce la  n ' e s t  a u t r e  que 

On peut a u s s i  obteni r  une inéga l i t é  de Markov pour l e s  espérances 

condit ionnelles,  à savoir  : 

Lemme 1 1 1 . 7 4 .  ( p 3 ]  ) .- S o i t  (n,A,p) un espace probabi l i sé ,  B 

une sous-tribu de A pour l aque l l e  PB e x i s t e .  S i  X e s t  une va r i ab le  

a l é a t o i r e  r é e l l e  B-mesurable e t  s i  Y e s t  une va r i ab le  a l é a t o i r e  r é e l l e ,  

X e t  Y déf in ies  s u r  (n,A,p), pour P-presque tou t  w on a  



Ptreuve : 

B B Y X 8 p (w, {YSX)) = P (w, Ce >e 1 )  = P (w, {eY-X>ll) . 

D'après l'inégalité de Markov, pour P-presque tout w (32) 

est majorée par 1 e (Y-x"w" pB(w,dw') = [EB(eY-')](u) = e -X(W) [EB(eY)] (u) .m 

Paopob&on 111.4. ( [43] ) .- Soit @,A) un espace probabilisable, 

P et Q deux probabilités sur cet espace. Soit (Bn ; n 2 O), avec 

B = {@,Q), une suite croissante de sous-tribus de A, (an ; n > 1) 

une suite réelle, (dn ; n > 1) et (P, ; n 2 1) deux suites de variables 

aléatoires réelles, telles que Vn > 1 : 

- il existe une version régulière P Bn 'n 
(resp. QR de P 

'n+ 1 n+ 1 'n+ I 

(resp. de Q ) conditionnée par 
'n+ 1 'n ; 

- a n E [0,11 9, et p, sont à valeurs dans [O, 11, an + pn 5 1 ; 

- Qn est B -mesurable ; n 

- pn est Bn-l-mesurable ; 

n 
Soit Y = aj (nzl). Alors, vn 'n. 1 

j=l 

n 
1 3 " 2 Q' {yn . 1 aj(pj + a.)) > 1 - expi- a.) . 

n j=l J j=1 J 



Reuve : Remarquons tout d'abord que (34) est une conséquence 

de (33), que l'on établira de suite. 

n 
En effet, si C = 1 - & , p = 1 - p - a , Y = 1 aj 9; , 

j=1 

Bn- 1 'n- 1 pour n 5 1 E (4;) = 1 - E (gn) S 1 - pn Q - an = p; . D'après (331, 
Q 

passage au complémentaire, 

Voyons maintenant comment établir l'inégalité (33). 

D'après l'inégalité de Markov conditionnelle (311, 

En intégrant, on obtient : 

D'après l'inégalité de Hoeffding conditionnelle (29), 



a 9  
2 'n- 1 

an/8+anEp (Sn) 
2 

En-1  (. n n )  an/8+anp, 
c e c i  implique S e  f  e  

En r epo r t an t  dans (351, pour n > 1 

n a L n 
1 1 2  n 

P{Yn 3 1 a . (p .+  - a . ) )  f  Ep(exp{- 1 (a .p .+  - a . )  + a p + - + Y,-, 1) = 
j=l  J J  2 J  j = l ~ ~ 2 ~  n n 8  

En p a r t i c u l i e r  pour l e  de rn i e r  terme on a : 

CohoUa.he 1 . -  Dans l e s  cond i t i ons  de l a  propos i t ion  précédente,  

1 a 2  = e s t  une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que P L Q. 
j g l  j 

PIreuve : La conclusion r é s u l t e  du f a i t  que 

3 "  2 d y ( ~ ( n ) , ~ ( n ) )  3 1-2 e x p l - -  1 a . )  . w 
j = l  J 

Théohème I 1 I -7. ( Théoaème Oondamentd de La d é c a n ~ ~ u n  ) ( C4 3J 1 . - 
S o i t  X = (X ; n 2 1) une s u i t e  d 'observa t ions  à va leu r s  dans IRS, n 

de l o i  inconnue. 

. Es(n-l)  - Pour n 3 2 , s o i t  a  n E [0,1] , p n .  [O, 11 mesurable 

v é r i f i a n t  bx(n-1) Bs(n-l) P,(X (n-1) ) + a n s l ,  J , : I R ~ ~ - - - +  Co, 11 

mesurable. 



n n  
Vn > 2 posons 

1  
'n = { 1 a  a 1 a j  ( p j  + - a  ) l .  

j=2 j  j j=2 2  j  

Pour t o u t  n  2 2 e t  t o u t e  hypothèse simple P su r  (IR', BBs) (m 

,(n-l) 
on suppose c h o i s i e  une vers ion  r é g u l i è r e  Px de l a  l o i  de X n  

n  
sachant X (n-l) sous l 'hypothèse  P. 

Alors,  pour t ou t e  hypothèse P v é r i f i a n t  

e t  pour t ou t e  hypothèse Q v é r i f i a n t  

S i  P  v é r i f i e  (36) e t  Q v é r i f i e  (37) ,  1 a 2 = r n  e s t u n e  
j>2  j  

cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour que P l  Q . 

Preuve : Le r é s u l t a t  s e  dédu i t  de l a  p ropos i t i on  III.4., en cons idérant  

l e s  Xn des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  d é f i n i e s  s u r  un espace p robab i l i s ab l e  @ , A )  

e t  en prenant  B~ = O,QI , B~ = O(X(")) ( n > l ) ,  c., = y1 = a l  = O 9 

(n> = p o  x ( ~ - ' )  (n>2). 
C n = S n 0 X  7 yn 

So i t  P r  l a  l o i  su r  o(X) dont P  e s t  l a  l o i  image. D'après l e  

théorème de .Ji?ina, il e x i s t e  une ve r s ion  r é g u l i è r e  de Pr, condi t ionnée  
"n+ 1  

par  Bn (nz l )  . Puisque 
1  

',(n) 
(cn) = P r  { T a j  c j  > a j W j  + - a . ) )  

Bn j = I  j= i  2 J 



il nous s u f f i t  de v é r i f i e r  que b n  3 2 
'n- 1 

Epr (5,) 6 Yn P r -~a - s .  

O r  il e s t  connu que 
'n- 1 

f E E~~ ( s ~ )  <-> 3 8  E ECS, 1 x (n- 1  I-J t e l  que 

f = g o ~  (n-l)  , d'où que l ' on  pu i s se  s e  ramener à v é r i f i e r  que 

9, é t a n t  i n t ég rab le  par  rappor t  à P  , d 'après  l e  
(X (n- 1  > 

,Xn) 

(n- 1 (n- 1 >,x (n- 1  > 
théorème de Fubin i  géné ra l i s é  x i--+ ifin(x ,x)  e s t  PX - in t ég rab le  

n  

(n-1) Donc x  (dx) E E[S, 1 x (n- 1  )] , 
n  

c e  qui  nous permet de conclure pour c e  qu i  concerne P  v é r i f i a n t  (36).  

La deuxième p a r t i e  r é s u l t e  de l a  première, en f a i s a n t  des modif ica t ions  

p a r e i l l e s  à c e l l e s  i n t r o d u i t e s  dans l a  preuve de l a  propos i t ion  I I I . 4 . ,  e t  l a  

p a r t i e  f i n a l e  s e  dédui t  du c o r o l l a i r e  1  de c e t t e  propos i t ion .  

Remanque 111.9.- On a u r a i t  pu, na ture l lement ,  i n t rodu i r e  des  

condi t ions  po r t an t  su r  l e s  l o i s  i n i t i a l e s .  Pa r  exemple (cf .  [41]) 

3 a 1  , p l  E [0,1] t e l s  que a ,  + P,  I 1 3 d l  : IR' -+ [0,1] mesurable 

pour l e sque l s  

1 $1 dpx( l )  P I  (à a j o u t e r  à (36))  , 

j $1 dQx( l )  i p l  + a l  (A a j o u t e r  à (37)) . 



On remplacerait alors, dans l'énoncé du théorème III.7., 
n i Par I . 

j =2 j=1 

On peut se demander pourquoi le théorème 111.7. est qualifié de 

fondamental. Il y a des raisons qui justifient ce qualificatif. 

Un des avantages qu'il présente est que la vitesse de séparation 

2 
des lois P et Q est explicitement minorée par 2 exp 1- 318 1 a . } .  

j=2 J 

Par ailleurs, les bases de cylindre Cn qui séparent P et Q 

sont aussi exhibées. 

Mais, ce qui est essentiel en statistique, le théorème 111.7 ne 

s'applique pas seulement à des hypothèses simples, mais aussi à des hypothèses 

multiples. En effet, si Ho et Hl sont deux hypothèses quelconques, si on 

se donne des versions fixes et Qx des lois P dans Ho et 
n n 

Q dans Hl gui vérifient, respectivement, (36) et (37), alors 

2 
inf (Q(n)(Cn) ; Q r Hl) 1 1  - exp { -  3/8 1 a.} , 

j=2  J 

et 1 a2 = => H et Hl se séparent asymptotiquement uniformément ([43] 1. 
j 3 2  



CHAPITRE IV 

PROPRIETES DE DECANTATION DE DISTANCES SUR DES 

ENSEMBLES DE PROBABILITES. 
......................................................... 

I V .  1 .  - N O T I O N  DE D I S T A N C E  D E C A N T A N T E  SUR UN ENSEMBLE D E  

On a vu dans l e  c h a p i t r e  précédent  q u ' i l  y a  un r appo r t  t r è s  é t r o i t  

e n t r e  l a  s épa ra t i on  de s  l o i s  e t  l a  d i s t a n c e  en v a r i a t i o n  e n t r e  c e s  l o i s .  

Pou r t an t ,  l a  d i s t a n c e  en v a r i a t i o n  n ' e s t  pa s  t ou jou r s  f z c i l e  à éva lue r .  

Par  exemple, on ne s a i t  pas  l e  f a i r e  pour deux l o i s  gauss iennes  non 

dégénérées quelconques su r  IR'. Pa r  c o n t r e ,  on peut  dé te rminer  l a  d i s t a n c e  

de He l l i nge r  e n t r e  c e s  l o i s .  

Dé,jinLtion 1V. I . -  S o i t  ( x , B )  un espace p r o b a b i l i s a b l e ,  P un 

ensemble de  p r o b a b i l i t é s  su r  c e t  espace ,  d une d i s t a n c e  d é f i n i e  s u r  P. 

d e s t  d i t e  décantan te  s i  

I f  ::lo,m[ - + 1 0 , 1 ]  t e l l e q u e  & > O  ~ / P , Q E P  

d(P,Q) 5 a -> dV(P,Q) 5 f  (a) . 

Une conséquence immédiate de l a  d é f i n i t i o n  e s t  l e  

Lemme 1V.l.-- S i  d e s t  décantan te  s u r  P e t  f  v é r i f i e  ( l ) ,  

a l o r s  b, Q r P , P + Q d y ( p , ~ )  2 f ( d ( p , ~ ) ) .  



Puisque suivant les cas il se peut qu'une distance décantante d 

soit plus facile à évaluer que dV , on s'aperçoit que la connaissance d'une 

fonction f vérifiant (1) est importante en statistique asymptotique. 

Naturellement, on a intérêt â choisir f de façon optimale, 

c'est-à-dire à déterminer fd vérifiant (1) par rapport à d (supposée 

décantante) telle que, si f vérifie (1) aussi, f S fd , en supposant 

que ce soit possible. 

PhoponLeion 1 V .  1 .  - 

a) Pour que la distance d définie sur un ensemble P de probabilités 

définies sur un même espace probabilisable soit décantante, il faut et il 

suffit que 

Alors fd vérifie (1) et vf vérifiant (1) fd 2 f . 

b) Si (2) est vérifiée, posons 

Preuve : 

a) Il est évident que (2) est une condition nécessaire pour que d 

soit décantante. Qu'elle est aussi suffisante résulte de b). 

i 
1, si {(P,Q> E P ~  : ~(P,Q) 5 XI = 0 . 

fd : ] o , w [  -10,l-j: x c--t 

inf(dV(P,Q) ; P,Q E P, d(P,Q) 5 x), 

sinon . 

b) Si (2) est vérifiée, fd 
est en effet à valeurs dans ]0,1]. 

(3)  



2 
Sur {a > 0 : {(P,Q) e P : d(P,Q) 3 al = 01 , (1 )  est trivialement vérifiée 

pour toute fonction f à valeurs dans ]0,1] et f f sur cet ensemble. d 
2 

Sur {a > O : {(PYQ) E P : d(P,Q) 5 a) # 01, dV(P,Q) 5 fd(a). Donc fd 

vérifie (1). D'autre part, bf vérifiant (1) sur cet ensemble 

Calro~aihe 1 . -  Soit P un ensemble de probabilités sur un espace 

probabilisable (X,B), d une distance sur p. Pour que d ne soit pas 

décantante il faut et il suffit que 

C o l r a ~ a h e  2 . -  Si, dans les conditions du corollaire 1, P est 

fini, toutes les distances définies sur P sont décantantes. 

30 > O  3 ( ~  ; n 5 l ) ,  (Qn; " 2  1 )  n suites d'éléments de P 

pour lesquelles 

Nous allons maintenant essayer de déterminer fd , qui est la 

meilleure fonction de décantation possible, pour un certain nombre de distances 

usuelles d sur un ensemble donné P de lois sur (X,B). Sauf mention 

expresse du contraire, P désignera toujours l'ensemble de toutes les lois de 

probabilité sur l'espace probabilisable considéré (X,B). 

( 4  

Remahque 1 V . T . -  Soit (X,B) un espace probabilisable, P un 

ensemble de probabilités sur B contenant deux suites de lois (Pn ; n 2 1) 

* 
et (Qn ; n 1 1) telles que vn E ïN Pn # Qn , dv(Pn,Qn) 0 . Alors, 
la distance discrète d : (P,Q) * qaCpl(Q) n'est pas décantante. 

'in r 1 d(pn,qn) 5 a , lim dV(Pn,Qn) = O  . I 
~->oD I 



On verra dans la suite que la plupart des distances couramment 

employées sont décantantes. 

I V .  2. - L A  DISTANCE DE HELL1NGER.- 

Elle a déjà été introduite et on sait que si (X,B) est un espace 

probabilisable, P l'ensemble des probabilités sur 8 b , Q E P 

2 
dV(P,Q) 3 d (P,Q). Cette inégalité n'est pas améliorable en toute généralité, 

H 

comme il s'ensuit de l'exemple ci-dessous. 

Exemple IV. 7 . -  Soit (X,d) un espace métrique, 8 la tribu 

borélienne de X. Désignons par b(x,r) la boule ouverte de centre 

x c X et rayon r E IR+ . 
Soit (X,B! muni d'une mesure a-finie p . 
Supposons que X possède deux points x et y tels que 

y > 1 et que, avec v c IN* , Va e [o,IJ p(b(x,$)) = av , 

p(b(y,g)) = a' . 

Soit P la probabilité sur B de densité 1 par rapport 
'b (x ,TI 

L 

à JJ , Q celle de densité 4 l-a par rapport 
b(xYT) b(~, 

à p , où a E]o,I[. 

En particulier, si l'on munit IR' de 

d : ((x,, . . . ,x ), (y,, . . . ,yv)) I--+ max lxiYil et lV est la mesure de 
ldisv 



Lebesgue sur B 
IR 

satisfaites pour 

, on voit que les conditions de l'exemple IV.1. sont v 

(X,B) = (IRv, B ) , ci = hv . Donc : 
IRv 

i) dH est décantante . 
ii) Sur l'ensemble P de toutes les lois boréliennes sur (IR', 8 ) 

IRv 
on a : 

IV .3 .  - L A  DISTANCE DE PROKHOROV.- 

~ é ~ ~ o n  ' I V . 2 . -  Soit (X,d) un espace métrique, B la tribu 

borélienne de X, P l'ensemble des probabilités sur B. La distance de 

Prokhorov, 
d~ > 

est dt!finie par 

où AE est le e-dilaté ouvert de A, c'est-à-dire A: = {x c X : d(x,A) < €1, 

si A # @ ,  0: = 0 .  

Retnatrque 1 V . 2 . -  On aurait pu considérer des E-dilatés fermés, 

et se restreindre à des événements ouverts ou à des événements fermés. 

D,ans tous les cas, (P(A) 6 Q(AE) + E) pourrait être remplacée par 

(P(A) f Q(A?) + E et Q(A) 6 P(AE) + E) (cf. [19]). 

Si (X,d) est séparable, dp définit la topologie de la 

convergence faible sur P. 



11 est connu que { E  > O : VA E B P(A) 6 Q(AF) + E) est un intervalle 

qui contient [1 ,m[ et que dp prends ses valeurs dans [O, 11, 1 étant 

atteinte si, par exemple, avec v E B* , IRv est muni de 

d : (x,y) t-t man / ~ ~ - ~ ~ l  (xi y E lRv ) , X = ) , P = 6 
1 S i6v 

{(O, ..., 013 
et Q = 6  , où (0,. ..,O) , (2,0,. . . ,O) E IRV . 

{(2,0, ..., 011 

Contrairement aux distances dV et % , pour lesquelles 
d (P,Q) = 1 <=> d (P,Q) = 1 <=> PI Q , dp peut prendre la valeur 1 
V H 

maix P L Q  #> dp(P,Q) = 1 . En effet, dans les conditions mentionnées ci-dessus, 
soit (X,d) = (nV,d) , P =  6 (où (O, ..., O) E IRv) , Q = L I  

NO,. . . ,O)) CO, 13~' 
A c  8 . O n a :  

IRV 

1 
Donc, dp(P,Q) 1 - -  et P L Q  #> dp(p,~) = 1 - 

2V 

Soient P, Q E P , !3= d,,(P,Q) = sup (P(B) - Q(B)). Alors 
v 

BE B 
 BE B P(B) <Q(B) +@~Q(B!) + B .  Donc 

Remarquons que (7) permet d'affirmer : 

Revenons à l'espace (IRv ,d) . Soit P = U 

1 1 CO,1lV V 
Q = -  U + (1 --) 6 , où (2,O ,..., 0) E IR . 

2v [O,;] 
2V {(Z,O ,..., 0)) 

et , d'après (7) , 



1 
Soit A = [0,1]' , y E ]oY2] . Alors, 

1 1 1  -> y > 1 - - - . Donc, P(A) = 1 s Q(A:) + y = - + y - 1 
$(P,Q) = . 

2 2v 

Compte tenu de (7) il s'ensuit que 

PtroposCüon 1 V.  3 .  - 

i) $ est décantante . 
ii) Sur l'ensemble P de toutes les lois boréliennes sur (IR' , Bgv) 

I V . 4 .  - L A  DISTANCE DE KOLMOGOROV.-  

Vé~inLCion l V . 3 . -  Soit v E IN* , (X,B) = (IRv , BEv) , P 

l'ensemble des lois sur (X,B), P, Q IZ P , F et G les fonctions de 

répartition de P et Q , respectivement. La distance de Kolmogorov 

entre P et Q , notée +(P,Q) , est définie par 

4( est la distance qui intervient dans le théorème de Glivenko- 

Cantelli. Elle prend ses valeurs dans [0,1] , et il est aussi évident que 
d (P,Q) = 1 => P I Q .  Pourtant, il suffit de considérer, sur BIRv , K 

8 v 
P = N(0,l) et Q = 6 v 

{(O, ..., 011 (où , O  IR ) pour voir que 

P l Q  #> %(P,Q) = 1 , vu que dans ce cas %(P,Q) = 112 . 



Puisqu'il ne s'agit ici que de la valeur absolue des différences 

des probabilités d'événements de type particulier, à savoir 

x ]  x . 1 ,  x (x=(x ,,..., x ) c E'), et que v 

dV(P,Q) = sup (IP(A) - Q(A)I ; A c B , on a 

CaRcuR de f . Considérons l'exemple suivant : 
d~ 

E x m p L e  I V . 2 . -  Soit v c IN* , a c]0,1] , P = 6 1 (O,.. .,0)l7 

Q, = (1-a) 6 
{(O, ..., 0)) + a 6  

{(l,O, ..., 0)) , où (O ,..., O), (1,O ,..., O) € IR" . 
1 

On a dV(P,Q,) = 2 (a+n) = a = d (P,Q ) . Compte tenu de (11) , K a 

Pkoponia%on 1 V . 4 . -  dK est décantante sur l'ensemble des lois 

boréliennes sur (w", E ) et 
lRV 

I V . 5 .  - LA DISTANCE DE L E V Y . -  

* 
Dc?di%&Lon 1 V . 4 . -  soit v E Bi , (X,B) = (E' , B g )  , P 

l'ensemble des probabilités sur B. La distance de Lévy, ciL , est définie 

où h = (h, ..., h) E $ et F et G désignent respectivement les fonctions 

de répartition de P et Q. 



P, définit, comme dp , la topologie de la convergence faible sur P. 

On voit qu'il s'agit d'un infimum pris sur un ensemble qui est 

un intervalle contenant Cl,=[ et que P, prend ses valeurs dans [O, 11. 

La valeur 1 est atteinte si, par exemple, P = 6 
{(O, ..., O)} et 

Q = 6  i(2,0, ..., 011 , où (O ,..., O), (2,o ,..., O) E IR" . 

P I Q  +> dL(P,Q) = 1 . Pour le vérifier on n'a qu'à considérer, 
sur BEv , P = 6 

1 
{(O, .-., 011 et Q = N(O,I)@" . On a P,(P,Q) : , 

vu que vx = (xi,. . . ,x ) s IRv , si i s 11,. . . ,VI tel que x. < 0 , 

1 1 et que, si x. > (irirv) G(x - (? , - S . ,  - + <  1 =F(x) < 

1 1 
< G(x + ,..., 1 

+ T '  

On sait que t/x E IR" , si 8 = d (P,Q) F(x) É G(x) + 8 : G(X+;) + 8. v 
De même, G(x-B) 5 F(x-B)  + B 6 F(x)  + B , d'où 

En particulier, 

C d c d  de f . Reprenons l'exemple ïV.2. On sait que ~"(P,Q~) = a ; 
d~ 

donc, dL(P,Q) 6 a . 

D'autre part, soit O < h < a. Désignons par Ga la fonction de 

répartition de Qa. On a - h = Ga (-h , . . . , -h) -h < 1 = F(0,. . . ,O), 
mais 1 > Ga(h, ..., h) + h = 1 - a+h . Donc dL(P,Qa) > a . 



Finalement, dL(P,Q,) = ci . 

Compte tenu de (14), on peut affirmer : 

Pxopodi,tion i V . 5 . -  dL est décantante sur l'ensemble des lois 

v 
boréliennes sur (IR , Bnv) et 

I V .  6. - LA DlSTANCE ASSOCIEE A LA ( 1 . 1  1- ENTRE LES FONCTIONS 

CARACTERISTIQUES. - 

* 
DêSinLtion 1 V . 5 . -  Soit v E Bi , (X, g) = (IRv , 8 ) , P l'ensemble 

IRv 
des probabilités sur B. Considérons la distance dg définie par 

où gp et gQ désignent respectivement les fonctions caractéristiques 

de P et Q. 

On voit que do prend ses valeurs dans [0,1] : O I d S 1 1D 
et la valeur 1 est atteinte si, par exemple , P = 6 ~(O,...,O)l 

et 

v 
Q = 6{(1,0,...,o)l 

où (O.. 0 1 O,... O e IR . En effet, 
1 it 1 

~$(P,Q) = 2 sup 11-e 1 = sup ~(l-costFJ ' 1 2  = I . 
te IR t a  

v 8v- 1 
Si P = 6  où (O,...,()) E IR et Q = N(0,l) 8 , 

~ ~ O Y . . . , O ~ ~  ' 
1 

alors d (P,Q) = 2  sup Il-e Ji 
l . Donc P L Q #> d (P,Q) = 1 . 

te IR 9 



P + Q , f E - ,  g c * ,  o n a :  Avec P, Q c  P , ri = T  
du ~ J J  

En particulier, 

dg(P,Q) = 1 => P l Q .  

C ~ C &  de f . Reprenons l'exemple IV.2. : 

1 
d9 

it 1 
(P,Q~) = 3 sup 11-(1-a)oe 1 = sup {o/2(1-cos t)~''~} = a = dV(p,qa). 9 ta IR tan 

Rappelant (18), on peut affirmer : 

P~oponition 1V.6. -  dg est décantante sur l'ensemble des lois 

boréliennes sur (lRV, Bnv ) et 

I V .  7. - LA DISTANCE DE FORTET-MOURIER ( [ 2 0 ] ) . -  

On examinera dans cette section une distance utilisée en statistique 

asymptotique ( [20] généralise le théorème de Gl jvenko-Cantelli à des espaces 

autres que la droite réelle) qui n'est décantante que dans des cas particuliers. 

Soit (X,d) un espace métrique, 8 la tribu borélienne de X, 

P l'ensemble des probabilités P sur B vérifiant : 





Fa i san t  n + -, v x ,  y E X vm > N 1 (f-fm) (x) - (f-fm) (Y) 1 S ~ d ( x , y ) .  
E 

Donc f-f, E Ma , f E Ma . 
D'où 

Lemme IV. 2.- (Ma , 1 1 1 1) d é f i n i  comme ci-dessus e s t  un espace de 

Banach. 

* * 
S o i t  (Ma , 1 1 1 ) l e  dual  f o r t  de (Ma , 1 1 - 1  1) . On peut 

plonger P dans l ' espace  de Banach M* en posant  

(25) e s t  j u s t i f i é e  par  : 

f e s t  donc P-intégrable.  

b) (26) montre a u s s i  que l a  forme l i n é a i r e  $(P) e s t  continue 

e t  que J ~ $ ( P ) I I * ~  d(x ,a> P(dx) . E n e f f e t ,  s i  ~ X E X -  Ca), posons i 
g : x c-+ d(x ,a)  . On v o i t  que g E Ma , vu que / d ( ~ , a ) - d ( ~ , a )  I ~ d ( x , ~ )  (x,y E X ) ,  

e t  a u s s i  que 1 l g I  1 = 1 , VU que Ig(x)-g(a)l  = d(x , a ) .  

Donc, 1 I$(P)I 1 = d(x ,a)  P(dx) . * i 
* 

L m e  1 V . 3 .  ([do]).- $ : P --+ Ma d é f i n i e  par  (25) e s t  i n j e c t i v e .  

Preuve : On s a i t  que t o u t e  p r o b a b i l i t é  P sur  (X,B) e s t  

r égu l i è r e ,  c ' es t -à -d i re  

où F e s t  l a  c l a s s e  des fermés de (X,d) . 



On peut donc se limiter à montrer que si P, Q c P , et si 

$(P) = $(Q), alors P et Q coïncident sur F. 

Soit F E F - (0) . Pour n 3 1 posons 

Donc, fn c Ma (n 5 1). 

Si $(Pl =$(QI , vn I I 1 fn dP = 1 fn dQ. Or 
n > 1 x E x lfn(x>l < 2 et Vx. x fn(x, - fF(.) - a,<.> 

n a  

D'après le théorème de la convergence dominée, P(F) - $(a) = Q(F) - %(a) , 

P(F) = Q(F). Donc P = Q sur F . 

P é d i W o n  I V . 6 . -  Soit (X,d) un espace métrique, B la 

tribu borélienne de X, P l'ensemble des probabilités sur 8 vérifiant (22), 

* 
Ma , 1 1 1 , et 1 1 * I  1 définis comme ci-dessus. La distance de 

Fortet - Mourier, ' est donnée par 

~mahquc 7 V . 4 . -  dFM ne dépend pas du point a E X fixé dans (22) : 

si f : X - IR est telle que f (a) f O , suP If(x)-f(y)l = 1 , 
x,ycX,x#y d(x,y) 

alors f' = f - f(a) c Na , 1 If' 1 = 1 et 1 jf'dp-jf'd~~ = ~IfdP-lfd~l 

Par contre, dépend évidemment de la distance d dont X est muni. 



R. Moché ([40]) a démontré que, si (X,d) est un espace métrique, 

8 sa tribu borélienne, P l'ensemble des lois sur (X,B) vérifiant (22), 

une condition nécessaire et suffisante pour que dm soit décantante sur P 

est que (X,d) soit borné. 

La proposition suivante étend ce résultat. 

P h o p o b a o n  l V . 7 . -  Soit (X,d) un espace métrique, 8 la tribu 

borélienne de X, P l'ensemble des probabilités sur B vérifiant (22). Une 

condition nécessaire et suffisante pour que dFM soit décantante sur P est 

que &,d) soit borné. Dans ce cas P est l'ensemble de toutes les lois 

boréliennes sur &,B). 

Si &,d) est borné et diam X = D > O , on a : 

Preuve : 

a) Supposons que (X,d) n'est pas borné. vn > 1 , 3xn a : 

d(a,xn) 5 n ]yn E X : d(a,yn) 3 d(a,xn) + n . 
1 Pour n 3 1 posons Pn = (1 - -) 6 1 

6 {al + '{xnl ' 
O n a :  

1 d(P,Q)=--O . V n n  & "- 

On a vu que f  = d(a,.) E Ma Ilfll = 1 . Donc 
f f 1 

dFM(Pn,Qn) 3 1 j f dPn - 1 f = - a n  - a n  1 > 6 > 1 . J G 

On conclut que 
dFM n'est pas décantante en utilisant le corollaire 1 

de la proposition IV.1. 



b) S o i t  (X,d) borné. Plaçons-nous dans l e  c a s  non t r i v i a l  où 

diam X = D > O. On v o i t  aisément que P e s t  l 'ensemble des l o i s  boré l iennes  

sur (X,B). 

Soient a > O , P ,  Q E P t e l l e s  que dFM(P,Q) 5 ci . 

Puisque f e s t b o r n é e ,  VE > O  j x  E X  : f ( x ) s i n f  f (x) + E .  
B E X E X  B 

Fixons un t e l  x . On v o i t  aisément que f B , €  = f B  - f B ( x E )  e s t  bornée 
E 

E+f 
B y E  prend s e s  va l eu r s  dans [0,1]. e t  prend s e s  v a l e u r s  dans 1-E,D]. Donc - 

D+E 

Etant  donné que dV(p,Q) = sup ( 1 3 d ~ -  $ d ~  1 ; mesurable à valeurs  dans i 1 €+fa  
B Y E  P , l ] )  e t  vu que f B  E Ma => f continue => f mesurable => -- 

B B D+E 

rab l e ,  

E é t a n t  un r é e l  p o s i t i f  a r b i t r a i r e  , 

D'après l a  propos i t ion  I V .  1. a )  e s t  donc décantante s u r  P. 

~ ) C d c u R d e  f , eomque (X, d)  ut bohné, diam X = D . 0. 
$M 

Pour E E.]o,D[ donné, f ixons  x: , x" E X  t e l s  que 

d(x2,x;) 2 D-E . 
l 



Soient PE = 6{x:1 , QE = 6{x:1 , fE(x) = d(x,x:) . On n fE E XI et, 
E 

vu que fE # O , on voit comme dans b), p. 93, que 

I l f E I I  = 1 . 
D'où 

D'après (33), h(PE,QE> 2 d(x:,x:) 3  D-E . 

Compte tenu de (32), 1  = d (P Q ) 5 
d~~(PE'QE) D-E 

V ES E 
3 - - 1 .  

D D E* 

Donc , 

Le résultat suivant a été démontré par R. Dobrushin (C171) pour 

la distance qu'il a appelée distance de Wasserstein. Il en résulte que celle-ci 

n'est autre que dFM , dans le cas considéré ci-dessous. 

C o h a U e  1.- Si X est un ensemble non vide muni de la distance 

discrète d , dFM coïncide avec dV sur l'ensemble P de toutes les 

lois sur (X, P(X)). 

Preuve : 11 est clair que,si X est muni de la distance discrète 

d, sa tribu borélienne est P(X). D'autre part, vu que (X,d) est borné, 

l'ensemble des lois sur P(X) vérifiant (22) est l'ensemble P de toutes les 

iois sur (X, P(X)). 

Soit a v! X , X' = X UCa}. Considérons X' muni aussi de la 

distance discrète d. Si P est une probabilité sur P ( X ) ,  elle en est 



une s u r  P(X') v é r i f i a n t  ~ ( { a } )  = O. De même, t o u t e  a p p l i c a t i o n  f : X + IR 

p e u t  s ' i d e n t i f i e r  à une a p p l i c a t i o n  de X '  dans  IR t e l l e  que f (a )  = O . 
dP S o i e n t  P , Q E P ,  P # Q ,  p = P + Q ,  p r d ; ; ,  O S p 6 1  

s u r  X , q = 1-p s u r  X. F a i s o n s  p ( a )  = q ( a )  = O. S i  

f : X ' -  IR : xi- q 
I P > ~ }  

(x) , f c M a  e t  I l f l l =  1 . D o n c  

dFM(p.a) > 1 jf d p - j f d ~ l  = d"(P.9) . 
O r ,  d ' a p r è s  (321,  dV(P,Q) > S M ( P , Q )  c e  q u i  nous permet de 

c o n c l u r e .  P 

CotloUeeaAhe 2. -  Sur IR, , P e s t  l 'ensemble d e s  l o i s  s u r  

BIR possédant  une espérance ,  e t  

où F e t  G dés ignent  respec t ivement  l e s  f o n c t i o n s  de r é p a r t i t i o n  de P 

e t  Q. 

Ce r é s u l t a t  e s t  démontré dans ([20], p. 275).  

Rm~Aque 111.5.- dFM t e l l e  que d é f i n i e  p a r  (35) e s t  a u s s i  

a p p e l é e  d i s t a n c e  de  Wassers te in  s u r  P ( c f .  [51]). 



CHAPITRE V 

SEPARATION ASYMPTOTIQUE DANS LES CHAINES DE MARKOV. ................................................................ 

Soit (Q,A,Pr) un espace probabilisé, X un ensemble non vide 

fini ou dénombrable, 8 = P(X) , X = (Xn ; n > 1) une suite de variables 

aléatoires définies sur (n,A) et à valeurs dans (X,8). 

* 
Soit k E IN . Notons le k-uple 

k (k) 
(x,, . . . ,xk) E X par x . 

f = {f (x 
k 

(k)) ; x(~) e x 1 vérifiant f(~(~)> O (x(k) E xk) et 

f (x(~)) = 1 , caractérise une loi de probabilité sur xk . 
X 

Pour n > k+l , soit : xk x X - [0,1] vérifiant 'n-î ,n 

x k  E x 1 Pn-, ,, (X (k) ,x) = 1 . 'n-i ,n 
est appelée fonction (stochastique) 

xcx 
de transition de l'instant n-1 à l'instant n. Si k=l on appellera aussi 

'n- t ,n matrice de transition. 

Supposons fixées une probabilité f sur xk et une famille 

('n-1 ,n ; n 2 k+l) de fonctions de transition. 

X est dite une chaîne de Markov d'ordre k , définie sur (R,A,Pr) 

et à valeurs dans (X,B), ayant f par loi de x . et ('n-I ,n 
; n > k+l) 

par'famille de fonctions de transition si : 

ii) Pr x = x 1 X = x ,. .., Xn-, = x ~ - ~ ]  = Pn-l,n((~n-k,. . . , ~ ~ - ~ ) , x ~ )  
\ 

vn 2 i+l x E X d x , .  , x E x tels que le premier membre soit défini, n n- 1 

c'est-à-dire tels que pr[xl = x1 , . . . , Xn-l = x ] > O . 
n- 1 



On vérifie aisément que : 

Si k = 1 , on parlera simplement d'une chaîne de Markov. 

S'il existe une fonction de transition P telle que 'n-1 ,n 
= P(ngl), 

on dit que la chaîne est homogène. 

d .  2. - DECANTATION DE FAMILLES DE FONCTIONS DE TRANSITION.- 

Soit X = (Xn ; n > 1) une suite d'observations à valeurs dans X, 

ensemble fini ou dénombrable, B = P(X). On admet que les Xn sont des 

variables aléatoires définies sur un certain espace probabilisable @ , A )  

et on choisit pour X le modèle statistique (X(m), B(m) 9 (Po; @ ) ) ,  

où x(-) = n xi , B(-) = B B~ , avec X. = x , B~ = B (igl) , 
1 

ia 1 i>, 1 
et où y8 E @ X est chaîne de Markov d'ordre k (dans la pratique, 

le choix de k peut dériver des tests auxquels on a fait mention en 1.8.) 

sous l'hypothèse Pe. 

f~ ('n-l,n (8) ; n 2 1 , PeYn , P?) désigneront respectivement 

la loi de (X l,...y Xk) , la famille de fonctions de transition, la loi 

de Xn , la loi de X(O) = (XI ,. . . ,X ) associées à 0 r @ . n 

On s'abstiendra d'ajouter chaque fois que les modèles considérés 

dans la suite sont de ce genre. 



D é d i f i o n  V. 1 . -  Soient et deux parties de @ . 
On dit que les deux familles (Pn-l,n (8) ; n 3 k+l , 8 E Qi) (i=0,1) sont 

décantées si à chaque n 3 k+l on peut associer : 

- a c 0 1  lasuite (an;n>k+l) vérifiant 1 a2=. n ; 
n ngk+l 

- une fonction pn : Xk- [0,l] telle que pn + a I 1 (nik+l) ; 

- à chaque x (k) E xk une fonction 4 : X ---t [0,1] , pour 
x(k) ,n 

lesquelles Vn k+l 'T'x(~) E xk 

0 CP,-~,~(~)I est la valeur assignée par la fonction P n-1 ,n (8) 
x(k),y 

à l'argument (~(~),y). 

Cette définition est une généralisation et un raffinement de celle 

introduite par J. Geffroy dans ([24]). Dans cet article, on ne considère que 

le cas où la chaîne est homogène et k=l. Par ailleurs, au lieu de la décan- 

tation par des tests on y fait appel à la décantation par des événements, 

et les bornes ~~(x(~)) et pn(x(k)) + a sont supposées constantes. 
n 

Rematrque V . 1 . -  En choisissant le modèle statistique, on a fait un 

choix des fonctions de transition, autrement dit un choix des lois condition- 

nelles de XI, sachant X (n-l ) sous l'hypothèse P ~ ,  b'n 2 k+l 'de c @ 

puisque évidemment 

est un choix de la loi conditionnelle de X sachant que x(~-')=x (n- 1 > 
n 



Phopoo&on V .  7 .  - S i  dans l e  modèle (X(m), B ( w )  , ( p g ; e ~ O )  

l e s  f a m i l l e s  de f o n c t i o n s  de t r a n s i t i o n  ('n- I , n 
(0)  ; n s k+l  , 0 E a i )  ( i=0 ,1)  

sont décantées ,  a l o r s  l e s  hypc thèses  (Po ; 0 e 0 ; )  ( i=0 ,1 )  se s épa ren t  

asymptotiquement uniformément. 

Preuve : On n ' a  qu 'à  appl iquer  l e  théorème 111.7. ,  en f a i s a n t  

a: , p: , 4: tous  n u l s ,  pour t h n 6 k e t  en  posant ,  pour n  2 k + i ,  

(n-1) = x , .  . . , 1 " x("-') ,  EX : 
n- 1 

où a  n  Pn e t  4 v é r i f i e n t  l e s  c o n d i t i o n s  de l a  d é f i n i t i o n  V.1. 
x ( k )  , n  

Puisque 8 = ?(X) , des  ques t ions  de m e s u r a b i l i t é  ne  s e  p r é s e n t e n t  

pas. 

P o u r . t o u t  O E @  e t  n > k + l  o n a u r a  

Les hypothèses du théorème 111.7. s o n t  donc s a t i s f a i t e s .  . 



V . 3 .  - PASSAGE D'UNE CHAINE DE MARKOV D'ORDRE k > 1 A UNE 

CHAINE DE MARKOV D'ORDRE 1 .- 

S o i t  X une chaîne de Markov d ' o rd re  k  > 1 , d é f i n i e  sur 

(n,A,Pr) e t  à va leu r s  dans (X,B), X f i n i  ou dénombrable, B = P(X). S o i t  

f  l a  l o i  de (XI,...,%) e t  ('n-1 ,n ; n , k + l )  l a  f a m i l l e  de fonc t ions  

de t r a n s i t i o n  de X. 

S o i t  Yn = (Xn,...,Xn+k-l) ( n ~ 1 ) .  Il s ' a g i t  d 'une va r i ab l e  a l é a t o i r e  

k  k  
d é f i n i e  sur  h ,A)  e t  à va leu r s  dans (X , P(X )). Montrons que Y = (Y ; ngl)  n  

e s t  une chaîne de Markov d ' o rd re  1, ayant f  pour l o i  i n i t i a l e  e t  

* 
('n- i  , n 

; 1132) pour f ami l l e  de  fonc t ions  de t r a n s i t i o n ,  où 

h , 2 V X ( ~ )  = ( x l , .  . . ,\) , y (') = (y l , .  . . ,yk) E X 
k  

I 

En e f f e t ,  il n'y a  que deux p r o p r i é t é s  à v é r i f i e r  : 

(k) 
(X ,yk ) ,  s i  Y; = ( l s i sk-1) ;  'n+k-2 ,n+k-1 * (,(k),y(k)) = 

'n-i ,n 

O , sinon . 

k * 
i )  que tJn g  2  'v'x'~) x 1 'n-l,n (x (k ) ,y (k ) )  = 1 ; 

y ( k ) € ~ k  

(2) 

i i )  que \tJn 2  2  

vy (k )  E xk vy(k )  1 , - - . Y  Y,-l (k) E xk t e l s  que l e  premier membre de (3) s o i t  

d é f i n i .  

Pour i ) ,  il s u f f i t  de  remarquer que vn  > 2 E xk 



Quand à ii), signalons que pour que le premier membre de (3) 

(k) (k)) > O. 
soit défini, il est nécessaire et suffisant que Pr{Yl=yl ,...,Yn-l=yn-l 

D'où il résulte que, si pour j donné X apparaît plusieurs fois dans 
j 

l'événement en question, à chaque fois la valeur qui lui est assignée est 

identique. L'événement est donc la forme {X,=X,, . . . ,Xn+k-2=xn+k-2} et 

le premier membre de (3) peut s'écrire : 

avec Pr{X,=x l,...,Xn+k-2=xn+k-2) > 0 . 

Si ] j  6 {l,... ,k-l} : yj x ~ + ~ - ~  , la probabilité (4) est 
* 

nulle, comme la valeur de Pn-l,n((xn-l,...,x n+k-2), (y1,.. . ,yk)) , d'après (12). 

Sinon (4) devient 

Ceci dit, pour ce qui est de la décantation de familles de fonction 

de transition, on pourrait se restreindre à considérer des chaînes de Markov 

d'ordre 1, pourvu que la décantation des familles (Pn-, ,n ( 0 ) ;  nSk+l, 8 E Oi)(i=0,1) 



as soc i ées  à une chaîne X d 'ordre  k > l  s o i t  assurée  dès que l e s  f ami l l e s  

* 
('n- î , n (8) ; 1-122, 8 E Q i )  ( i=0 ,1)  l e u r  correspondant selon l e  procédé 

ci-dessus sont  décantées,  e t  réciproquement. C 'es t  b ien  l e  cas .  

En e f f e t ,  supposons que X e s t  une chaîne de Markov d 'ordre  k> l  

à va leu r s  dans X e t  que an , pn , 4 (n>k+l,  x ( ~ )  E xk) v é r i f i e n t  
x(k)  ,n 

l e s  cond i t i ons  de décanta t ion  des  f a m i l l e s  de fonc t ions  de t r a n s i t i o n  de 

l a  d é f i n i t i o n  V.1. 

* K 1 2 b'x(*) E xk b'y(k) = (y l , .  . . ,y  ) E xk posons a = a 
k n n+k-1 

* (k) 
p n ( ~  ) = pn+k-l (yk) . Alors  

x (k) ,n+k- 1 

* (k))  
. @n+k-2 ,n+k- 1 (')' (k) ' 'n+k-l 

x 'Yk 

De même, v9 E QI ~ O ( X ( ~ ) )  + a* n . 
X 

Y 

Inversement, s i  Y e s t  une chaîne de Markov d ' o rd re  1 su r  x ( ~ )  

associée  à une chaîne X d 'ordre  k > l  sur  X se lon  l e  procédé d é c r i t  

* * 
c i - d e s s u s e t  s i  k n n . 2  Z X ( ~ ) E X ~  a ,  p ,  $*(k) : Xk+[0,1] 

x , n  

décantent  l e s  f ami l l e s  
(PO-1 ,n (8) ; n 4 2 , û E O i )  (i=O, 1) dans l e  

sens de l a  d é f i n i t i o n  V. 1 ., on v o i t  que 
('n-I , n  

( 0 )  ; n > k+l , û E Q i )  (i=O, 1 )  

sont  décantées en posant  Vn n. k t 1  V X ( ~ )  = ( x l ,  ..., xk) E Xk vy r X 



Ceci j u s t i f i e  que dans l a  s u i t e  nous ne nous occuperons que des 

cha înes  de Markov d 'ordre  1 .  

V . 4 .  - CAS DES CHAINES DE MARKOV HOM0GENES.- 

On examinera dans c e t t e  s e c t i o n  e t  l e s  t r o i s  su ivan t e s  des p a r t i c u l a r i t é s  

des cha înes  homogènes. 

Dans l a  première sous-sect ion,  on r a p p e l l e r a  quelques no t ions  e t  

r é s u l t a t s  qu i  s e ron t  u t i l i s é s  p l u s  t a r d  e t  on f e r a  quelques cons idé ra t i ons  

d ' o r d r e  pra t ique .  Dans l a  deuxième, on v e r r a  comment s e  t r a d u i t  dans l e  

c a s  homogène l a  no t i on  de décan t a t i on  de f a m i l l e s  de fonc t i ons  de t r a n s i t i o n  

e t  on i n t rodu i r a  l a  not ion  de temps de décanta t ion .  

V .  4. 7 .  - Rappels et considérations générales. 

Soi t  X un ensemble f i n i  ou dénombrable, 8 = P(X). S o i t  X une 

cha îne  de Markov homogène d é f i n i e  su r  (n,A,Pr) e t  à v a l e u r s  dans (X,8), 

de l o i  i n i t i a l e  f  e t  de ma t r i ce  de t r a n s i t i o n  P = (Px 
,Y)X,Y€X 

Rapp& V .  1.- Un é t a t  x  E X e s t  d i t  r é c u r r e n t  s i  1 P(") = , 
ngî X 7 X  

où P(") désigne l ' é lément  de l a  l i g n e  x  e t  colonne y de l a  ma t r i ce  pn. 
X,Y 

Un é t a n t  x E X e s t  d i t  t r a n s i t o i r e  s ' i l  n ' e s t  pa s  r écu r r en t .  

* 
Rapp& V . 2 . -  S i  vx, y c X l n  r IN : P(") > O  , X e s t  d i t e  

X,Y 

i r r é d u c t i b l e .  Alors ,  tous  l e s  é t a t s  sont  t r a n s i t o i r e s  ou t ous  l e s  é t a t s  

s o n t  r écu r r en t s ,  e t  X e s t  d i t e ,  respect ivement,  i r r é d u c t i b l e  t r a n s i t o i r e  

ou i r r é d u c t i b l e  r écu r r en t e .  S i  X e s t  i r r é d u c t i b l e  r écu r r en t e ,  



vx, y E X 1 P(") = (cf. [IO], chapitre 1, section 8). 
na 1 X,Y 

Rapp& V.3.- Si X est irréductible récurrente, il existe une 

mesure p = (px ; x E X) strictement positive sur X telle que 

= j~ (cf. [44], proposition 111.36). Naturellement, hX E y 
XEX 

P n'est définie qu'à une constante multiplicative près. Si JJ(X) = 1 ux = m , 
XE X 

X est dite irréductible récurrente nulle. Sinon, a = - Px (x E X) , 
P(X) 

a(A) = 1 vX (A C X) définit une probabilité a sur P(X) que l'on 
XE A 

appellera distribution stationnaire de X. 

Rapp& V.4.- Soit X irréductible récurrente. vx E X' 

1 s  E IN* : Pr(Xs=x) > O  . Soit m le plus petit entier vérifiant cette 

condition pour un état x E X , n E IN* . Posons 
f(") = Pr Exm+, + ~(,~t<n), X ~ + ~ = X [  xm = X] . On voit aisément que 
X 

fp) ne dépend pas de m. On appelle temps moyen de retour à x la 

quantité ,lx = 1 n f(n) . Alors (cf. 1441, dé£ inition et corollaire 111.37) 
ng 1 

si X est nulle Xx = m (x E X), tandis que si X est posivite Xx = - ' (X E X) 
X 

Rapp& V . 5 . -  Soit x E X. si l n  s IN* tel que P(~) > 0 
x,x 

et d = P.G.C.D. {n s IN* : P(") > O } , on appelle d la période de 
x,x 

l'état x. 

Si X est irréductible, tous les états ont même période d. Si 

d > 1 , X est dite irréductible périodique de période d. Si d = 1 , X 

est dite irréductible apériodique. Si X est irréductible de période d , 

v x ,  y s X j! r E {O ,..., d-1)- tel que P(") > O -> n = r(mod d). 
X9Y 

Posons alors y E Cr(x). On a s E d -  CS(y) = Cr+s(mod (XI. 
* (nd+r) > O. 

Par ailleurs, si y E Cr(x) IN E IN te1 que n > N -> PXsy 
d-1 Y Y 

D'autre part, bx E X X = 1 Cr(x) (cf. [12], 1.3). 
r =O 



Rapp& V.6 . -  Si X est irréductible récurrente positive de 

période d et si r E {O, ..., d-11, x, y e X , y E Cr(x) , alors 

lim P (nd+r) = d .rr où TI est la distribution stationnaire de X (cf. El21 , 
n- x>Y Y '  
1.6.). Il s'ensuit : vx, y r X f P(~) - .rr . 

m= 1 X,Y n- Y 

Rapp& V.7 . -  Si X est fini et si X est irréductible, X est 

irréductible récurrente positive. Si, de plus, X est apériodique, 

n (") - v 1 I c r (cf. [IO], 3c > O  3r E [o,I[ telsque v x ,  y e X  
Y 

section citée). 

Compte tenu de ces rappels, considérons maintenant une chaîne de 

Markov homogène X dont l'espace des états X est fini ou dénombrable et 

dont la loi est inconnue. La connaissance a priori du phénomène qui a engendré 

la chaîne de Markov, l'expérience du praticien qui enregistre les observations 

permettent souvent de restreindre considérablement l'hypothèse générale, parce 

que les différents types de chaînes de Markov ont des comportements très 

di£ f érenc iés. 

Ainsi on sait que les chaînes de Markov rencontrées dans les 

applications sont souvent irréductibles et l'on peut raisonnablement penser 

que l'on est capable de préciser si l'hypothèse générale (Po ; 0 E 0) vérifie : 

- soit VO E c: X est irréductible récurrente sous l'hypothèse pe ; 

- soit bO E @ X est irréductible transitoire sous l'hypothèse 

puisqu'un cas où X pourrait être à la fois irréductible récurrente et 

irréductible transitoire pour deux valeurs différentes de û est pratiquement 

à exclure. 



Si l'on a été amené à supposer que X est irréductible récurrente 

pour toute hypothèse Po , on sera aussi capable normalement de préciser 

si l'on a : 

- soit  CI E @ X est positive sous l'hypothèse pe ; 

- soit !dû E @ X est nulle sous l'hypothèse Pe , 

un cas mélangé étant encore à exclure pratiquement vu la différence 

significative de comportement des temps moyens de retour à chaque état 

x E X (voir rappel V.4.). 

Par ailleurs, dans certains cas, on peut avoir des raisons pour 

admettre que v8 E @ X est irréductible périodique de période d sous 

1 'hypothèse P, (cf. [12], 1.5.). 

V .  4. 2. - Décantation de familles de matrices de transition, dans le 

cas homogène. 

P(e) étant une matrice stochastique, on désignera par P (8 )  
x Y Y 

(resp. P(t)(e)) l'élément de la ligne x et colonne y de P(8) 
XYY 

(resp.  ce)] t). 

Supposons que X est une chaîne de Markov homogène à valeurs 

dans (X, P(X)), X étant au plus dénombrable, et que (x(~), (P(x))(~), 

(Pe ; 8 E @ ) )  est un modèle statistique pour X , les familles 

. (P(9) ; 8 E Oic el) (i=0,1) étant décantées. Ceci veut dire qu'à tout 

n22 on peut associer : 

- a E [O, 11 > (an ; n > 2 )  
2 

vérifiant 1 a = m  ; 
n n n>2 

- pn : X- [0,1] telle que pn + an s 1 ; 



- à tout x E X une application qX,, : x --+ C0,il 

pour lesquels Vn 5 2 Vx E X 

Vu qu'il existe N > 2 tel que a = a > O , on peut substituer 
N 

aux données précédentes les nouvelles données a = a , 
n Pn = PN Y 

$x,n = $x,N (n32 , x e X) pour conclure que ( p e ; O r  ai) (i=O,1) se 

séparent asymptotiquement uniformément : en effet, on a bien 
k 

2- -+m 1 a = - 1  a ,, et vn 1 2 ]C,C xn pour lesquels 
n=2 

2 2 
rup E'An) (c~) r exp{- 3/8(n-l)a 1 , in£ P?)(C~) > 1 - expl- 3/8(n-l)a 1 , 

e&, e e @ ,  

d'après le théorème 111.7. (voir aussi 111. (38) et ( 3 9 ) ) .  

Donc, dans le cas homogène, la notion de décantation de deux 

familles (P(0) ; 0 E Qic @ )  (i=0,1) de matrices de transition se 

traduit par : 

3a > O  jP : X -  [0,1-a] et 'dxc x 3 Ox : X- [o,I] 

telsque V x r X  : 

D é ~ ~ n  V . 2 .  ( [24 ]  ) .- t E IN* est appelé un temps de 

décantation pour (P(8) ; 8 E aiC @) (i=0,1) ri ([p(8)It ; 8 s ai) (i=O,l) 
sont décantées. 



* 
P/ropob.&hn V .  2 .  ( [24] ) . - S'il existe un temps de décantation t c IN 

pour (P(9) ; 8 c QiC @) (i=0,1) , alors les hypothèses (Pe ; 0 c @)i) (i=0,1) 

se séparent asymptotiquement uniformément. 

* * * 
Pheuve : Soit Xm = '(m-î t+l (m~l). X = (Xm ; m 1) est 

* 
une chaîne de Markov homogène dont la matrice de transition P (8) associée 

à 9 E. @ est donnée par P*(B) = [~(e)] . 

Puisque (~*(8) ; 0 c mi) (i=O,l) sont décantées, 3a > O 

3 (cm ; m 3 2) suite de cylindres ( P ( X ) )  pour lesquels 

2 
sup P:(~)(C~) I. expi-3/8(m-l)a21, inf P*(~)(c~) 2 1-exp{-3/8(ml)a 1 , (8) 

ecQ1 e ec@o 

* * 
où Pe désigne la loi de X sous l'hypothèse Pe. 

* n- 1 
b n >  t+l 3! mnc  IN : mn t+l$n < (mn+l) t+l . O n a  mn> - -1. 

t 

Donc 

Vn t+i posons 

C n = {x(n)=(xl,x2,. . . ,r  n ) c X" : ,. . . ,X m,t+l ) c c . Alors 
*(,+il * 

(Cm +,) et (8) et ( 9 )  nous permettent 
n 

de conclure. a 



V . 5 .  - CAS DES CHAINES IRREDUCTIBLES RECURRENTES POSITIVES 

APERIODIQUES. - 

L'idée de décanter les distributions stationnaires est dûe 

à J. Gef f roy ( [24] ) . 

PhoponiLbn V . 3 . -  Si . @, CG et V û  E 0' =RuQI 
X est irréductible récurrente positive sous l'hypothèse Pe , notons s(0) 

sa distribution stationnaire. Supposons que : 

a) vt E N* 1 (nt(.) ; x F X) mesure positive finie sur X telle que 

(t) ritu) - 1 ri,(x> O et Vû E F' VX,Y c X I~~,~(û)-s~(e)I < nt(y) ; 
x€x 

b) (~(8) ; 0 E Bi) (i=0,1) sont décantées par un test 9 ,  

w o =  su! 1 $(XI sx(û) < inf 1 $(XI ",(el = a 1  . 
8&@? X d   BE^^ X d  

Alors les hypothèses (Po ; û E ai) (i=0,1) se séparent 

asymp totiquement uniformément. 

Remuaque V . 2 . -  Dans l'énoncé ci-dessus, l'apériodicité de la 

chaîne X n'est pas posée en hypothèse. Mais on suppose que ~(~'(8) II~(B). 
XYY 

ce qui implique que X est apériodique (voir rappel V.5.). 

preuve de tn p ~ p o s i t i a  V . 3 . -  vt 1 1 v û  E cj0 vx, y E X 
(t) P s s (9) + y , d'où 1 )(Y) PXyy(û) t wo + nt(x) . 

XYY , Y Y& 
De même, pour û E on a 1 11(y) ~ ~ ~ ~ ( 0 )  2 ol - nt(x) . 

W -w YCX 

, alors t est un temps de décantation pour Si n,(X) < - 2 

(P(û) ; û E Qi) (i=0,1) , ce qui permet de conclure. l 



Rmvque V . 3 . -  Si X est fini et si X est irréductible apériodique 

sous P (8 E a'), d'après le rappel V.7. g c  : @ ' + IR: 3r : 0' [O, 1 [ 8 

vérifiant : 

\de E 0' 'dx, y E X  (t) (e) - nyte) 1 r c te) rt (e) . 
IPX,Y 

S'il existe une fonction r)(t), convergeant vers O lorsque t -+ , 
t qui majore c(8) r (8) uniformément sur @ ' , on obtient a) dans la 

proposition V.3. en posant r) t(x) = r) (t) (x c X ) . 
Sous l'hypothèse b) seulement, on pourra démontrer par les procédés 

standard que (Po ; 9 E ai) (i=O, 1) se séparent asymptotiquement. 

C o t r o U e  1 .  ( [ 2 4 ] ) . -  Si X est fini, @ =  {eo,ell , 

X est irréductible apériodique sous l'hypothèse Pei (i=û,l) et si 

"(Bo) #n(el) , alors P I P e  . 
O 1 

Pour le cas où X est infini dénombrable, on peut faire appel 

au théorème suivant, qui étend un résultat de J. Neveu ([44], proposition 111.38) 

en explicitant une minoration de la vitesse de convergence, obtenue selon un 

procédé classique (cf. [la], p. 173). 

Th6ohème V . 7 . -  Soit X une chaîne de Markov dont l'espace des 

états X est dénombrable et dont la matrice de transition P vérifie la 

propriété suivante : 

* 
, 1 k E N ]p = (px ; x c X) mesure strictement positive sur X 

tels que Px, y E x P (k) 
X,Y p~ 

Alors X est irréductible récurrente positive apériodique. 

T désignant sa distribution stationnaire, on a : 



Preuve : Puisque b x ,  y e  X P ( ~ )  > O , X e s t  i r r é d u c t i b l e  . 
X , Y  

Remarquons que v x ,  y E x 

Par  récur rence ,  on conc lu t  que v n  > k t/x, y  E X P(") x,y 2 py . Donc : 

i) Vu que P.G.C. D. {n E IN* : n 2 k) = 1 , X e s t  apér iod ique .  

i i )  Vx E x 1 P(") > 1 P ( ~ )  > 1 p = , vu que "x > o .  
n>l  X ' X  n>k X ' X  n>k 

A ins i .  X e s t  i r r é d u c t i b l e  r é c u r r e n t e .  

Montrons que X e s t  i r r é d u c t i b l e  r é cu r r en t e  p o s i t i v e .  S i  p e s t  

une mesure s t r i c t emen t  p o s i t i v e  su r  (X, P(X)) v é r i f i a n t  by c X 

= 1 Px Px,, , a l o r s  VY E X = 1 pX P:'" > py P(X) , e t  
y xEX py xEX 

(k)  L e f a i t q u e  1 = 1 Px 2 1 py = P O ( )  p e r m e t d ' a f f i r m e r  

t 
yeX 'Y YEX 

- - 1  

que [i - p ( x i l k  '=+O . 

Montrons maintenant  que : 

s o i e n t  mr = i n£  P:~) , M: = sup P ( ~ )  (y e  X , r > 1 ) .  
y  xEX .y x&X 

r+ 1 
Puisque m = i n f  1 P P ( r )  > mr e t  de même 

Mr + 1 
4 M~ on 

Y zeX X > Z  Z'Y Y Y Y ' 
1 

a m ' d m 2 $  . . . ~ M ~ S M  . 
Y Y  Y Y  

Soien t  x,y f i x é s  dans X. Dé f in i s sons  su r  P(X) une mesure à 

s i g n e  4 par  Vz E X $ ( z )  = P ( k ) - ~ ( k )  ~ B C X  $ ( B ) =  1 $ ( b ) .  
x , z  Y , Z  ' beB 



D'autre part, 

k k 
M -m = sup (k) (k) 

Z 2 s"P 1 (Px,b-Py,b)= SUP $(BX ) $  l+(X). 
X,YEX x , YEX Y Y 

>Y 

Par ailleurs, vt 2 1 

t t 
= SuP ($(BXsy) M,-$(B~>~) mz) = (sup $(B ) )  (~i-m:) 6 (l-p(X))(M:-m:). 
x,Y€X x, Y ~ X  X>Y 

' 0  I - X ~  r 1 E X .  Donc Y z c X  nt et Mt ont 

une limite commune lorsque t + m . 

n t 
Puisque VX, y c X  V n c  Ri* M l i m ~  2 limP(t) = 

y t-m y t-m X'y 

[tl t --1 
( 1 -  (1-p(x)lk , ce qu'il fallait démontrer . . 

Revenons au modèle statistique introduit précédemment. Le théorème 

V . 1 .  nous permet d'obtenir un résultat dont la preuve est analogue à celle 

de la proposition V.3. 



* 
C o m M e i . -  Si b 3 ~ @ ' = @ ~ "  0, 3 k , c m  3 0 ( e )  mesure 

strictement positive sur X telle que : 

- k = sup k g < - ;  
e€rZJ1 

et si ( ~ ( 0 )  ; 8 E 0.) (i=0,1) sont décantées par un événement fini A , 

w = sup 1 nx(û) < inf 1 ~ ~ ( 0 )  = W ,  , alors les hypothèses 
O XEA €JE 0 XEA 

; û E (i=0,1) se séparent asymptotiquement uniformément. 

Preuve : Remarquons qu'en vertu des hypothèses, le théorème V.1. 

nous permet d'assurer l'existence des distributions stationnaires n(8) (8 E@), 

la chaîne étant irréductible récurrente positive apériodique b û  c - 6  ' . De 

P(~)(O) $ wo + (1 
x, Y 

même, vt > k 

t --1 
Si (I-R)~ < 

w 1  - O0 , t est un temps de décantation pour 
2 card(A) 

(P(8) ; 8 E ai) (i=0,1) , ce qui permet de conclure. 



V . 6 .  - CAS DES CHAINES IRREDUCTIBLES RECURRENTES POSIT IVES 

PERIODIQUES. - 

S o i t  X = (Xn ; n 3 1) une chaîne de Markov homogène d é f i n i e  sur  

(n,A,Pr) de l o i  i n i t i a l e  f  e t  de matr ice  de t r a n s i t i o n  P , à valeurs  

dans (X,B), où X e s t  un ensemble dénombrable, B = P(X). 

Supposons X i r r é d u c t i b l e  r écu r r en t e  p o s i t i v e  de période d > 1 .  

Sous c e r t a i n e s  cond i t i ons ,  on peut  a s soc i e r  à X une chaîne de Markov Y 

i r r é d u c t i b l e  récurrente  p o s i t i v e  apériodique.  Ce f a i t  nous permettra d 'obteni r  

un r é s u l t a t  analogue à l a  p ropos i t i on  V.3., app l i cab le  au c a s  où X e s t  

i r r é d u c t i b l e  périodique de période d > 1. 

Supposons que l x  E X t e l  que f e s t  concentrée sur  Co(x) . 

Pour m 3 1 , s o i t  Y = X . On v o i t  aisément que m (m-l)d+l 

Vm 2 1 Ym e s t  P.-S. d va l eu r s  dans Co(x). S o i t  il'* = n (Ym E Co(.)) , 
* * m l  1 

A* l a  t r i b u  t r ace  de A sur  , Pr  = Pr P A* . S o i t  : 

On va vo i r  que Y e s t  une chaîne de Markov i r r é d u c t i b l e  récurrente  

p o s i t i v e  apériodique,  de l o i  i n i t i a l e  f e t  de matr ice  de t r a n s i t i o n  

* d P = P P (C0(x) x C0(x)) .  

Il e s t  év ident  que l a  l o i  i n i t i a l e  de Y e s t  f .  D 'aut re  p a r t ,  

* 
s i  n r  ïN , y i r  Co(x) ( l ~ i t n )  e t  pr*[yi = yi ( l ~ i ~ n ) ]  > O , compte 

tenu de l a  p rop r i é t é  de Markov de X on a : 



* 
Ceci montre que P est la matrice de transition de Y. 

* 
Remahque V.4.- On devrait dire plutôt que P est un des choix 

possibles pour la matrice de transition de Y. Pourtant, si vy E Co(x) 

* 
3n E IN* tel que Pr (Y =y) > O  , on voit aisément que la matrice de transition n 

est univoquement définie. Or on montrera ci-dessous que Y est irréductible, 

* 
ce qui permet d'affirmer que P est la matrice de transition de Y. 

* 
Soit y, z E CO(x). D'après le rappel V.5., 3n , m E IN tels que 

y est irréductible. 

Les résultats présentés dans le rappel V.5., impliquent, de plus, 

* 
que Vy~cO(x) I N E R  : n ? ~ - - > P  (nd) P("~) > O . 11 s'ensuit 

X,Y ' O , y,x 

que, si k > N , P *(k+N) 2 p(kd) . p(Nd) > O. vu que 
YIY YYX X>Y 

P.G.C.D. {m E IN* : m > ZN } = 1 , Y est irréductible apériodique. 

p(m) > O -> m = O (mod d). Donc, vy F cg(.) Si Y cCo(x) , y , y  
- . -  c ,*hl = 1 = 1 P(") . X étant par hypothèse irréductible 

n>1 Y*' fi>1 Y'Y n>1 ''Y 

récurrente, 1 P(") = . Il en résulte que Y est aussi irréductible 
n>1 

récurrente. 

Si n désigne la distribution stationnaire de X, \dy c c0(x) 

n z  PL:: = ny . mis, w que P(~) = O si z I c0(x) , on a aussi 
Z€X Z,Y 

. Puisque n(Co(x)) < - , Y est 

irréductible récurrente positive. 

1 
Enfin, le lennne suivant permet de vérifier que n(Co(x)) = 2 , 

* 
ce qui implique que la distribution stationnaire r de Y est donnée par 

n* = d n  (y rc0(x)) . 
Y Y 



L m e .  V . 7 . -  S o i t  X une chaîne de Markov i r r é d u c t i b l e  r écu r r en t e  

p o s i t i v e  de période d, dont l ' e space  des  é t a t s  X e s t  dénombrable. Désignons 

par  a l a  d i s t r i b u t i o n  s t a t i o n n a i r e  de X. Alors  v x  c X vr c {O,. . . ,d-1) 

1 
a(Cr(x>> = 2 . 

Preuoe : D'après l e  rappel  V.5., vr c {O,. . . ,d-1) 

y e c r (x )  -> Ck(y) = Ck+r (mod (x) . On en dédu i t  que : 

y c Cr(x) , y E C1(z)  ==> C (XI = C (2) -> c C 
1 d+r-1 (mod d)  (x) . (11) 

Ains i ,  n(Cr(x)) = 1 ay = 1 
y€Cr (x) 

1 " z P z , y  = 
y ~ C ~ ( x )  ZEX 

= 1 C a P  = 

ycCr(x) zaX,yeC,(z) 2 Z Y Y  

(puisque y d Cl (2) => P = 0)  
Z Y Y  

= C C a P  = 
(x) z Z Y Y  

y'Cr(x) '"d+r-1 (mod d) 

(d 'après  ( 1  1 ) )  

- - >: C a 1  P I =  
ZcCd+r-l (mod d) '"d+r-l (mod d) (x) ycC,(z) z y Y  

(car  C r  (XI = Cl ( 2 )  s i  z E Cd+r-l (mod d) (x) ) 

- 1 nz = n(Cd+r-l (mod d) (x) )  : 
'"d+r- 1 (mod d) (x) 

(vu que P = 1) .  
Y€C1 (2) Z Y Y  

Donnant successivement à r l e s  va l eu r s  1 , 2 ,  ..., d-1,O on v o i t  
d- 1 

que n ( ~  (x) )  e s t  indépendant de r , d'où 1 = n(X) = 1 a(Cr(x))  = dn(Ci(x)) ,  
r = O  

où i e s t  un élément a r b i t r a i r e  de {O ,..., d-1). Donc bx  E X vr E {O ,..., d-11 



Revenons au problème d 'une chaîne de Markov X de l o i  inconnue. 

Phopodh%on V.4 . -  S o i t  X une chaîne de Markov à va leu r s  dans un ' 

ensemble f i n i  ou dénombrable X muni de l a  t r i b u  B = P(X). S o i t  

(,,((a) (a) , B , (Po ; 0 E a)) un modèle s t a t i s t i q u e  pour X.  

S i  Oi C @ ( i=0 ,1)  e t  s i  v û  e O' = Q0 u al X e s t  une 

chaîne de Markov i r r é d u c t i b l e  r écu r r en t e  p o s i t i v e ,  notons n ( 0 )  l a  d i s t r i b u t i o n  

s t a t i onna i r e  associée  à 0 E 0' . 

Supposons que : 

Admettons de p lus  que : 

- j d  > 1 t e l  que b8 E G 1  X e s t  périodique de période d. 

a )  V t  .E N* 3 (nt(y)  ; y E c (x ) )  mesure p o s i t i v e  sur  Co(x) 

t e l l e  que qt(Co(x)) = 1 nt(y)  O e t  r @' bz, y r c0(x)  
ysCo(x) 

p i t d ) ( 0 )  > Y  - d ny(û)1 L nt(y) ; 

( ' )  - ]X e X : b0 c c 1  CO(x) e s t  indépendante de û e t  P0 

e s t  concentrée sur Co(x) . 

b)  l e s  f a m i l l e s  de p r o b a b i l i t é s  [(d ny ( 0 )  i Y Co(x)) i 0 c @ e l  ( i=O,l) 
1- 

(12) 

sont décantées par un t e s t  $ , 

u 0 =  sup 1 d $ ( y ) n y ( 8 ) <  inf  d $ ( y ) n y ( 0 ) = u 1  . 
ûeQ0 yeCo(x) yrCO(x) 

Alors l e s  hypothèses (P ; û r a i )  (i=O, 1) s e  séparent  asympto- 0 

tiquemen t uniformément . 



Preuve : Passons de X à Y de la façon décrite ci-dessus. 

On voit comme dans la démonstration de la proposition V.3. que, si 

- Wo , t est un temps de décantation pour (~*(8) ; 0 c Gi) (i=O,l), nt(C0(x)) < - 
ce qui permet de conclure, compte tenu de la proposition V.2. . 

- ESTIMATION DE CERTAINS  PARAMETRES.-  

V. 7. 7 .  - Introduction. 

Soit X une chaîne de Markov homogène à valeurs dans un ensemble 

X dénombrable. 

On appliquera ici les résultats présentés dans le chapitre II pour 

trouver des conditions suffisantes pour l'estimabilité de la matrice de transition 

de X et de sa distribution stationnaire, en supposant dans ce cas que X 

est irréductible récurrente positive apériodique. 

A notre connaissance, le seul résultat de ce genre publié anté- 

rieurement est le suivant, dû à J. Geffroy ([24], p. 13). Il s'applique 

au cas de l'estimation de la distribution stationnaire, lorsque X est fini. 

Th6onème V .  2. I [24] 1. - Soit {P81BE(- un modèle statistique pour 

une chaîne de Markov homogène finie {XnInEm . On suppose : 
a) que @ est un espace métrique o-compact ; 

b) que la matrice de transition P(8) est une fonction continue 

c) que pour tout 8 , le processus {xn} est irréductible apériodique ; 



d) que sur  t ou t e  p a r t i e  compacte Q de @ , l a  d i s t r i b u t i o n  

s t a t i o n n a i r e  ~ ( 8 )  du processus  - qui e x i s t e  en v e r t u  de ( c )  - s a t i s f a i t  

une r e l a t i o n  de l a  forme 

où h  e t  h'  sont  deux fonc t ions  cont inues  monotones non décroissantes  

t e l l e s  que : b d  E ]O, di am(^) [, O < h(d) < h ' ( d )  e t  l i m  h f ( d )  = l i m  h(d)  = 0.  
d+o d* 

Dans c e s  condi t ions ,  il e x i s t e  un es t imateur  convergent de 8. 

Pour l e  c a s  où X e s t  i n f i n i  dénombrable, on t i e n d r a  compte des 

cons idéra t ions  su ivantes .  

m 
Il e s t  connu que 1R e s t  en général  muni de l a  métrique 

2-i Ixi-yil m 

d l  : (x'Y) C-3 1 (X = (x. * i 3 l ) ,  y  = (yi ; i 3 1) E R ). 
1 ' 

i > l  I+ (x . -y .  / 
1 1  

Considérons [O,llm muni de 

* 
On v o i t  aisément que d l  e t  d  son t  équiva lentes  sur  [O,llm, 

1 * 
vu que l 'on  a a l o r s  : - d  s d l  i d* . 2 

Il e s t  a u s s i  connu que [ 0 , 1 ] ~  e s t  un compact pour l 'une  ou 

l ' a u t r e  de ce s  d is tances .  

* * 
D'autre p a r t ,  on s a i t  que N x N e s t  i n f i n i  dénombrable. On 

v o i t  par  des méthodes é lémenta i res  que s i  : 

* * * 
g e s t  b i j e c t i v e .  S i  g l  e s t  une a u t r e  b i j e c t i o n  de IN x IN dans ïN , 



* * 
il existe une permutation p de IN x IN telle que gl = g O p. Si 

1 x. est une série réelle absolument convergente, on peut intervertir 
i, jai l*j 

l'ordredesestermes.Donc 1 x. = 1 x - l  = 1 X-7 . Dans 
i,j>i 'Y' g ( )  ka1 il (k) 

la suite, on utilisera l'application g définie ci-dessus. 

Enfin, si l'on considère IR' muni de 

s 
d2,s : (X,Y) c-+ 1 Ixi-yil Y 

i= 1 

on sait que dZts est équivalente aux distances déduites des normes sur IRs 

(en particulier à la distance euclidienne) et induit donc la topologie usuelle 

de IRs. 

V .  7. 2. - Estimation de la matrice de transition d'une chaîne de Markov 

homogène. - 

PhopobiLion V .  5.- Soit X = (Xn ; n 5 1) une suite d'observations 

à valeurs dans un ensemble fini X = {xl, ..., xV}, de loi inconnue, Soit 

B = P(X). On suppose que le modèle statistique (X(m), B(m) , (P, ; 8 E O)) 

associée à X vérifie les propriétés suivantes : 

a) b3 e @ X est, sous l'hypothèse Po , une chaîne de 

Markov homogène à laquelle on peut associer une matrice de transition, 
2 

notée P (8), identifiée à l'élément suivant de [O, 11' , métrisé par 
9 .  

d = d 2 (voir(l5)) et muni donc de la topologie usuelle : 
2,v 

Alors la matrice de transition de X est P.-S. estimable. 



* 
Preuve : i) Posons, pour T E N , 

0: = tte,el> E @2 : 'dx r x 1 
dV(px,.(e) , px,.(e1)) z 1, 

vérifiant (û,û') E O;}. 

* 
Soit To = inf{T e IN : OT = (8). On a @ = u @ = lim +aT . 

T3To T* 

Pour T 3 To , notons ET l'adhérence de P ( @  Vu que 
- 9 .  

la convergence selon d implique la convergence coordonnée à coordonnée, 

1 1 1 
notons (elYl, eIy2 y . - - y  e e e ) unélément el de ET. 

1 ,vY  2,l V Y V  
1 

v 
O 1 O 1 

On prolonge d à ET en posant veO, e e ET d e  e ) = 1 lei, j-ei,j 1 .  
1 

i, j=l 
O 1 

D'après (16). beO, e E ET , e # e 

D'après la proposition 1I.l.b) et le lennne II.3., une condition 

suffisante pour que la matrice de transition de X soit P.-S. estimable 

1 O 
est que, h > P o  veO, e € E T ,  e #el ]a>O tel que, dans le 

modèle statistique réduit (x(~), B(~), (Po ; û c aT)) les deux hypothèses 
i 

(Po ; 0 e G T  y d(P (01, e ) d a) (i=O, 1) se séparent asymptotiquement 
- 3 .  

uniformément. D'après la proposition V.I., il suffit pour cela que les 

familles de matrices de transition associées aux hypothèses mentionnées 

soient décantées. 

ii) Soient Bo, el c @ Bo # 0 tels 

i 1 que d(P (ei) , e ) É (i=0,1). 
- 9 .  

'de c Vx E x XAC x notons P (0) = 1 ~ ~ ~ ~ ( 0 )  . 
x ,A YEA 

1 
D'après (16), VX c X c B : PxiAx(Oo) + I P (el) . 

x9Ax 



Montrons que H. = (P, ; 8 E , d ( ~  1 
(O), el) s -) (i=O, 1) 

- 3 .  16vT 

se séparent asymptotiquement uniformément. 

' . Donc vx E X Si P, E Ho , d(P (81, P < 8 v ~  
- 9 .  . Y .  

1 
dV(Px,. (81, Px,. (Bo)) S 4 v ~  et ceci implique 

On voit de même que si Po, E Hl alors 

Donc Vx E x P ( 8 ' )  - P (8) 2 - - = - 
x,Ax &Ax 

l > O ce qui, 2vT i v T  

compte tenu de (71,  permet de conclure. fl 

En passant, et vu la proposition 11.1. a), on a démontré que : 

C O ~ O U ~  1 .  - Si 3 k E N* tel que 0 = 0 , alors la 
matrice de transition de X est uniformément P.-S. estimable. 

La condition de ce corollaire est vérifiée, notamment, d'après 

la propriété archimédienne de IR , si in£ min d (P (9),Px, ( 0 ' ) )  > 0. 
e,e'~@, e#el XEX v x,. 

P/ropob&n V.6.- Soit X = (Xn ; n 2 1) une suite d'observations 

dans les conditions générales de la proposition V.5. 

On suppose que le modèle (x(~), B(~) , (Pe ; E O ) )  associé 

à X vérifie, en plus de la propriété a) de la proposition V . 5 . ,  la propriété 

suivante : 



* * 
b) If : IR+---+ IR+ telle que b, 8 '  e @  VE > O 

1 d ( ~  (O), P (8')) i E => min 1 IP~,~(O)-P~,~(B') 1 i f (€1 . .,. .> .  XE y€ 

Alors la matrice de transition de X est uniformément P.-S. estimable. 

Preuve : D'après la proposition 11.1. a) et le lemme II.3., et 
2 

puisque ([0,1IV d) est compact, il suffit de vérifier que 
; 

veo , e, E [0,1]~ , eo # el ]a > O tel que les deux hypothèses 

H. = (PO ; 0 E @ , d (P (O), e.) g a) (i=0,1) se séparent asympto- 
' 7 .  

tiquement uniformément. 

Si eo (OU el) n'est pas adhérent à P ( @ ), il suffit .,. * 
de prendre a e IR+ assez petit pour que Ho (OU H soit vide, auquel 1 

cas la séparation asymptotique uniforme de Ho et Hl est trivialement 

vérifiée. 

Si e. E P ( @  ) (i=0,1), alors YE c ]0,d (eo,el)[ on peut 
1 .,. 

trouver Bi E @ (i=0,1) de manière à avoir simultanément 

1 
D'après b) et ii), min 1 ;i I P ~ ~ ~ ( O ~ )  - P (el) 1 2 f (€1 , 

xcx ycx X9Y 

soit min %(Px, (Oo), Px (8,)) 2 t ( r ) .  D'OÙ vx c X ] A ~  c B tel 
XEX 7 .  

pue P (Oo) + f (€1 6 Px,X(B,) . 
x,Ax 

1 Posons H;= (P ; o c @ ,  d ( ~  (O), ei) 66f(~)) (i=O,l) e . , .  



Pour v o i r  que Hh e t  Hi s e  séparent  asymptotiquement uniformément, 

il s u f f i t  de v é r i f i e r ,  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  V . I . ,  que l e s  f a m i l l e s  de ma t r i ce s  

de t r a n s i t i o n  correspondantes sont  décantées.  O r ,  s i  8  e s t  t e l  que 

1 
d ( ~  (81, eo) 6 6 f ( ~ )  , On a 

- 9 .  

1 1 
d(p  (O), P  (Oo)) 6 - f  (E)  => v x  c X d  (P (O), Px,. (Bo)) 1 6 f ( ~ )  => 

- 9 .  .> -  3 v x , .  

=> Vx E X 1  
(go) + 6 £(El . 

1 
On v o i t  de même que s i  8 '  e s t  t e l  que d  (P ( e t ) ,  e t )  1 6 f ( ~ )  

- 9 .  

a l o r s  V x E x  P 
1  

( e V )  2 ~ ~ , ~ ~ ( e ~ )  - 6 
x ,Ax 

Il en r é s u l t e ,  pour 8  e t  8' dans c e s  cond i t i ons ,  que bx E x 
1 5 1 

P ( 8 ) f P  ( e o ) + 6 f ( ~ ) f P  ( 8 1 ) - 6 f ( ~ ) < p  ( e 1 ) - 6 f ( ~ ) 1 P  (O1), 
x,Ax &Ax x  .Ax x,Ax x,Ax 

ce qu i ,  compte tenu de (7) ,  permet de conclure.  . 
Cohu&&ihe 1 . -  La p ropos i t i on  V.6. r e s t e  exac te  s i  b )  e s t  remplacée 

pa r  l e s  condi t ions  su ivan t e s  : 

c l )  @ e s t  muni d'une topologie  qu i  en f a i t  un espace compact 

e t  pour l a q u e l l e  bx , y E X l a  fonc t i on  @ - (IR , 1.1) : O + P X  (8) 
7 Y 

e s t  continue.  

Preuve : La fonc t ion  -- 
1 

h :' Q 2  +(E, / - 1 )  : ( 8 , ~ ' )  C* min 1 7 (pXsy (8) - Px ,y (8 ' ) )  e s t  
XEX ycx 

cont inue  su r  G 2  pour l a  topologie  produi t .  

De p lu s ,  ' t E  > O { ( e , e l )  c Q~ : d ( ~  ( O ) ,  P ( e l ) )  > EI 
- 9 .  - 9 .  

e s t  v ide  ou e s t ,  s inon,  une p a r t i e  compacte de a2 su r  l a q u e l l e  h ne prend 



que des valeurs strictement positives. On pose £(E) = 1 dans le premier 

cas et f(~) = inf {h(e,ei) ; e, 0' c a 2  , d(P (61, P (6')) 2 €3 
- 9 .  - 3 .  

dans le second. 

Pour le cas où X est infini dénombrable, on peut présenter 

les résultats suivants, où les hypothèses sont naturellement plus contraignantes. 

Phopuhikion V . 7 . -  Soit X = (X ; n 2 1) une suite d'observations n 

à valuers dans un ensemble infini dénombrable X = {x . i 11, de loi i ' 

inconnue. Soit 8 = P(X). On suppose que le modèle statistique 

(x"), B(-), ( P ~  ; O E O)) associé à x vérifie les propriétés suivantes : 

a) \IO E @ X est, sous l'hypothèse PO , une chaîne de Markov 

homogène à laquelle on peut associer une matrice de transition, notée 

P (O), identifiée à l'élément suivant de [O, l I m  : .>. 

b) b'e , O' E @ , O # 8' inf d (P (O), Px,.(O')) > 0 
xc X v x,. 

O n  munit P ( @  ) de la distance 
- 9 .  

d : (P (O), P (8') - sue dV(Px,. (O), Px,. (e')) 
- 9 -  9 -  xc X 

On admet de plus : 

c) c @ 3~(8) E BI* tel que bi 5 1 vn > M(O) P (13) = O . 
Xi,X n 

Alors la matrice de transition de X est P.-S. estimable. 

Preuve : i) , O' E. @ , O # O' posons M(8,e') = max{M(O), M(0')). 

* 
Soit T E IN . Soit 



* * 
Soi t  T = inf{T t IN : OT 01. En ve r tu  de b) e t  c ) ,  To E IN 

1 0: = { c e , e t )  t Q~ : n ( e , e t )  r T e t  Yi  d 1 dy(pX. (,),Px ( e l ) )  > 
1,. i,. 

0, = { O  F @ : - ] O '  E @ v é r i f i a n t  ( 0 , ~ ' )  t a:} . 

e t  on a évidemment @ = U Q T  = l i m  I. eT . 
T>To T a  

(18) 

i i )  YT > T considérons l e  modèle s t a t i s t i q u e  r édu i t  

(x"), B("), (P, ; 0 E OT)). On va vo i r  que, sous l e s  hypothèses de l 'énoncé,  

* 
d e s t  équivalente à d (voir  (13)) sur P ( T) .  Pour c e l a ,  on 

- 9 .  

rappel le  l a  fonction g dé f in ie  par  (14), e t  on associera  aux éléments 

des matrices dans P (aT) des indices dans IN* , de l a  façon suivante : 
- 9 .  

x . (e )  = Y g ( i , j )  
( 0 )  . On a a l o r s  

iy J 

d * ( ~  (O), P (8')) = 1 2-g(i ,  j )  I Y ~ ( ~ , ~ ) ( ~ )  - . e t  
- 3 .  - 9 -  i, j > l  Y J  

D'autre p a r t ,  d 'après  c )  e t  vu (18), , 8' E OT , 0 # 0 '  



* 
Donc, l'adhérence par rapport à d (ou d, vu que la convergence 

selon d est celle de la convergence coordonnée à coordonnée) de P - 9 .  ( OT) 
est un compact de [O, 11- , noté ET . 

iii) h 2 To notons 1 1 
(el,l . un élément 

1 1 
e2,1 e2,2 '"' 

e t  de ET . On peut prolonger d à ET en posant 

Pour que la matrice de transition de X soit P.-S. estimable il 

suffit de vérifier, comme dans la preuve de la proposition V . 5 . ,  que 

1 
beO, e . ET , e0 # el ]a > O tel que dans le modèle statistique réduit 

(X(m), B(m) , (Po ; 8 E @ ))  les familles de matrices de transition associées 
T 

aux hypothèses Hi = (Pe ; 8 E OT , d(P ( 0 ,  el) 6 a = O 1  sont décantées. 
. 7 *  

Posons a = ' . 6T 

1 
Soient tels que d(P - 9 .  (ei),el) L E .  

1 
Compte tenu de (181, bx E X dv(Px,. (Bo), Px 9 -  (el)) > i . 

1 
Donc t/x 6 X ~ A ~ E  B te1 que P (Oo) + y  6 P (el)) . 

x ,Ax xIAX 



1 
si P, s H , d ( ~  (81, P (go)) I 5 . D'OÙ 'dx E X 

- 9 -  - 7 .  

1 
dV(Px,. 

l et K c x  P ( 0 )  I P  (eo) + = -  (el, px,. (eo>> 6 3T X , A ~  % A ~  

On voit de même que si P,. E Hl , alors bx E X P ( 8 ' )  2 P 
1 (el) - jT . 

%Ax x,Ax 
1 2 1  

Donc \Jx E X P (8') - P (8) > . - - - 3T = - 3T > O , ce qu'il fallait démontrer.. 
%Ax x,AX 

* 
Coho&&e 1 .- Si 3k E IN tel que @ = Ok , alors la 

matrice de transition de X est uniformément P.-S. estimable. 

Pf~opob&n V . 8 . -  Soit X = (Xn ; n 2 1) une suite d'observations 

dans les conditions générales de la proposition V.7. On suppose que le modèle 

statistique 13'~' , (P, ; 0 E 0)) associé à X vérifie, en plus des 

conditions a) et b) de la proposition V.7., la propriété suivante : 

P (0 ) est a-précompact et fermé dans (B,c~) , où cl) ., . 

Alors la matrice de transition de X est P.-S. estimable. 

Preuve : On voit aisément que (B,d) est complet. 

F = (P (a ), d) étant a-précompact et complet (puisque d'après 
. Y .  

c ) il s'agit d'un fermé de B), d'après la proposition II. 1.b) et le 
1 

* 
lemme 11.3. il suffit de vérifier que pour toute partie précompacte E 

* 
de F on ait : veo, el E E , eo # el ]cc > O tel que les deux 

hypothèses (P, ; €I E @ et P (8) E E* ~(e~,a)) (i=O,l) se séparent 
- 9 .  



asymptotiquement uniformément. 

On démontre la propriété plus forte suivante : 

v û o  , el c @, eo # el ] a  > O tel que les deux hypothèses 

H~ = (Pe ; û E G , d(P (01, P (8%)) s a) (i=0,1) 
- 3 .  . - -  

se séparent asymptotiquement uniformément. 

1 
D'après b), û0 # 8, -> - inf 1 l ~ ~ , ~ ( e ~ )  - px,y(~l)~ = a > 0 

xcx yox 

D'où V X E X  ]AXoB tellque P (go) + a d P  (O1). 
x,AX x,Ax 

a 
Posons, dans (19), a = - . On voit selon le procédé habituel 

3 
a 

que, si Po E Ho , alors bx j . ~  X P (0) s P (go) + - et que, 
x,Ax x >Ax 3 

si P,, € H l  ,alors X E  P 

D'OÙ V X E X  ~ ~ , ~ ~ ( e )  S P ~ , ~ ~ ( ~ ~ )  

ce qui permet de conclure. . 
Remahque V . 5 . -  On a déjà dit que la matrice de transition de X 

est unique si, X étant définie sur un espace probabilisé (n,A,~r), vx E X 
* 

3n o H tel que Pr(Xn=x) > O. En particulier, si X est irréductible, 

cette condition est vérifiée, mais en toute généralité la réciproque n'a 

pas lieu. 

V .  7.3. - Estimation de la distribution stationnaire d'une charne de Markov 

homogéne irréductible récurrente positive apbriodique. 

Dans les deux propositions suivantes, on tiendra'compte du rappel V.7. 

(section V.4.). 



1  
D 'au t re  p a r t ,  s i g n a l o n s  que s i  X = { x , ,  ..., x  1 e t  s i  no ( resp .  IT ) 

e s t  une p r o b a b i l i t é  s u r  8 = P(X) d é f i n i e  p a r  l e s  masses p o n c t u e l l e s  

no (xrX) p .  n  ( X E  e t  i d e n t i f i é e  à l ' é l é m e n t  O O 
S.. . ,  TI0 ) 

X X 
v  

( r e s p .  
1  1 1  

(nxl , nX2 ,..., n  x 1) de  [0,1Iv, on a  
v  

O 1  I V  O 1  l d  n o , ,  où d  e s t d é f i n i e p a r ( 1 5 ) .  dV(n , n )  = -  1 In -n 1 = -  
X .  X .  2  2 ,v ' i = l  1 1 2 , ~  

Il e s t  donc n a t u r e l  de  m é t r i s e r  l 'ensemble d e s  l o i s  s u r  B p a r  dV , vu que 

c e t t e  d i s t a n c e  i n d u i t  l a  t o p o l o g i e  u s u e l l e  de [0,1Iv. 

P k o p o d ~ o n  V . 9 . -  S o i t  X = (Xn ; n  2 1) une s u i t e  d ' o b s e r v a t i o n s  

à v a l e u r s  dans X = Cx,,. .. ,xV1,  de  l o i  inconnue. S o i t  8 = P(X). On suppose 

que l e  modèle s t a t i s t i q u e  (X(m>,  B(m)  , (PO ; O E 0)) a s s o c i é e  à X v é r i f i e  : 

a )  b E @ X e s t ,  sous  l ' h y p o t h è s e  Pe , une c h a î n e  de Markov 

homogène i r r é d u c t i b l e  apér iod ique .  On n o t e  n ( 8 )  ( resp .  P (O)) l a  d i s t r i -  
Y .  

b u t i o n  s t a t i o n n a i r e  ( r e s p .  l a  m a t r i c e  de t r a n s i t i o n )  cor respondante .  

On munit n (  @ ) de l a  d i s t a n c e  d  = d  v '  

Alors  l a  d i s t r i b u t i o n  s t a t i o n n a i r e  de  X e s t  P.-S. es t imable .  

Preuve : i )  V û  E E:O b x ,  y E X ] T ( X , ~ , O )  E IN* t e l  que 

1 
t > T ( x , ~ , B )  => P ( ~ ) ( o )  > - n  (8)  > O , vu que 

X , Y  2  Y 

Corne X e s t  f i n i ,  c @ 3 ~ ( 8 )  E W* t e l  que 

t 2 ~ ( û )  => Vx, y  E x ( t )  (0)  a 1 n  (6) 
O X , Y  2 Y  ' 



D'après le théorème V.I., 

t lm ve E @ Vt > T(0) bx, y E X 1~(::(0)-n~(0)1 I  2  (5) 

* 
Q T ~  IN posons Q T = { 0 & @ :  ~ ( 0 ) s ~ ) .  Soit 

* 
T = inf(Tc IN : OT # ( ô ) .  Il est clair que @ = C I  OT= limt OT. 

TSTo r" 

ii) &. S To nous considérons le modèle statistique réduit 

(X"), B"), (Po ; 0 F @ ) )  et nous allons montrer que dans ce modèle 
, T 

~(0) est uniformément P.-S. estimable. Compte tenu du fait que n(@) 

(et donc n( OT)) est précompact et de la proposition II. 1 .a), il suffit 

de vérifier que : 

be , 0, E O, vao , a, > 0 tels que d@(e0), n(0,)) > a. + al 

les hypothèses Hi = (Po ; 0 E QT , d(rr(0). ~(0~)) I ai) (iZ0,1) se 

séparent asymptotiquement uniformément. 

iii) La séparation asymptotique uniforme de Ho et Hl sera 

démontrée à l'aide de la proposition V.3. 

Notons d'abord que l'hypothèse a) de cette proposition est satisfaite, 

parce que X est fini (voir remarque V.3., section v.5.) et que nous avons 

t 
1 T Ve&OT V t r ~  V x , y c ~  IPE;(O)-~~(~)~ 1 2  (TI , 

t t 
1 T I 2  ($ . puisque t > T => t > T(B) -> IP(~)(~) - ~ ~ ( 0 1 1  I 2 (5) 

¶Y 

iv) Il reste à vérifier la seconde hypothèse de la proposition V.3., 

c'est-à-dire démontrer que (~(0) ; 0 E. , d(n(01, ~(0~)) É ai) (i=0,1) 

sont décantées. Ceci est une conséquence immédiate du fait que ces deux 

familles de lois sur B sont respectivement contenues dans les boules 

fermées B. = B(n(0.), 1 1  a.) (i=0,1) de l'ensemble de toutes les lois sur 8 



muni de la distance dV . Or on sait (cf. [39], p. 67) que la condition 

dV(r(Oo), ~(8~)) > a. + al assure la décantation de ces boules par un 

événement, ce qui veut dire que ]A E B tel que 

~~£([P(A)-Q(A)] ; (P,Q) e Bo x BI) > O . 
pius précisément, si VA e B on pose rA(8) = 1 ~ ~ ( 0 )  , 

Y ~ A  
on a (cf. [39], p. 68) : 

D'après les propositions V.3. et 11.1. a), la distribution 

stationnaire de X est donc uniformément P.-S. estimable pour le modèle 

(m) B(") statistique réduit (X , , (Po ; 8 eOT)). Comme @ = lim +OT , 
T* 

on en déduit, d'après la proposition 11.1. b), que la distribution stationnaire 

de X est P.-S. estimable pour le modèle initial. 1 

d"("(Bo)' *(el)) = 7TA(Bo) - ITA(B1) => 

inf [rA(8)-~A(e*)] > dV(~(80),~(8,))-(ao+alj > O . 
(a(e>,r(e'>)~~~x~~ 

coko&khe 1 . -  Si g k  c IN* tel que = Qk 9 la distribution 

stationnaire de X est uniformément P.-S. estimable. 

(20) 

P?LO~OA&M V . 1 0 . -  Dans les conditions de la proposition V.9., si 

* 
n t @ )  est fermé et si 3f : IN 41: telle que f(t) O et 

(t) b8 c bx, y E X IX,~(B) - ny(8)I 6 f(t) , alors la distribution 

stationnaire de X est uniformément P.-S. estimable. 

Preuve:  n(@) 6tant un sous-ensembleprécompact de ([O,lIV,d), 

il est compact dès que fermé. 

Soient eo , e l  E @ , eo # e l  .  après b), lxo E X tel que 



(n(@),d) étant complet, pour que la distribution stationnaire de 

X soit uniformément P.-S. estimable il suffit que beo = n(O0) , 

el = *(a1) E n(@) , eo # el ]a > O tel que les hypothèses 

H. = (Pe ; 8 E @ , d(n(8), ei) 6  a) (i=0,1) se séparent asymptotiquement . 
a 

uniformément. Si n (O1) - nx (Oo) = a > O , posons a = - . 
X 4 

O 

a 
Si Pe E Ho , on a dv(n(8), ~(8,)) 6 7  et 

a VY E n  n (8) 6  n (8 + T .  
Y Y 0  

Donc k, y F X ~(~'(8) 6  n (8) + f(t) 6  1 (8 ) + f + f(t) . 
X7Y Y Y 0  

De même, si Pol E Hl Vx, y E X ~(~'(8) 2 n (0 ) - f - f (t) . 
X,Y Y 1  

Donc vx E X X'') (8') - P(t) (8) 2 f - 2 f (t) > 0 dès que 
x,xo x,xo 

a 
f (t) < . Si to vérifie f (to) < 7 , alors to est un temps de décantation 

pour (P (8); P E H.) (i=0,1), et la proposition V.2. nous permet de 
- 9 .  8 1 

conclure. 

Les résultats suivants concernent le cas où X = {x. - i 5 1) 
1 

est in£ ini dénombrable. On identifiera une probabilité n sur P(X) 

à l'élément (n , n ,... ) de [0,1]~ , où n =n((x)) (xd ). 
X1 X2 

X 

P h o p o h f i n  V .  I I .  - Soit X = (Xn ; n 5 1) une suite d'observations 

à valeurs dans un ensemble in£ ini dénombrable X = (xi ; i 2 1) , de loi 

inconnue. Soit B = P(X). Supposons que le modèle (x(~), B'~), ( P~ ; 8 r O))  

associé à X vérifie : 

a) v 0  E @ X est, sous l'hypothèse P8 , une chaîne de Markov 

homogène irréductible récurrente positive. On notera n (8) (resp, P (8)) 
f . 

la distribution stationnaire (resp. la matrice de transition) correspondante. 



* * 
c )  I f :  JN -IR+ t e l l e q u e  f ( t ) ~ O  e t  b e c @  b x , y ~ X  

a )  Ve, e V  E O , e # 8 '  A ( ~ , ~ ~ )  = {X E x : ax(e)  > n x ( e 1 ) }  

OU A ( e l , e )  = Cx E X : nx(Of)  > ~ ~ ( 8 ) )  e s t  f i n i  . S i  A  
(, ,Of) (resp. A ( e ' , e ) )  * 

e s t  f i n i ,  no tons  M 
( e , e V )  (resp. M ( e q  , O )  ) l ' e n t i e r  maxi i  E N : X . E  A  

1 ( e , e f )  
1 

* 
( resp .  max { i  E N : X .  E A  

1 ( 8 ' , 8 )  
1 )  . Posons, a l o r s  , 

M 
( 9 , e f )  * si M ( e l , e )  n ' e s t  p a s  d é f i n i  .. 

M(eî , O )  s i  M(e,ev) 
n ' e s t  pas  d é f i n i .  

in£ {M ( e , e ' ) >  M ( e ' , e ) *  dans l e s  a u t r e s  c a s  . 

On munit  r ( @ )  de d  = d  
V '  

A l o r s  l a  d i s t r i b u t i o n  s t a t i o n n a i r e  de  X e s t  P.-S. e s t i m a b l e .  

Preuve : i) Considérons [O, 11- muni de  d* ( c f .  (13)) .  On va 

v o i r  que, sous  l e s  hypothèses c i -dessus ,  d* e s t  é q u i v a l e n t e  à d  s u r  T ( - ) ) .  

Il e s t  é v i d e n t  que d* 6 d  . D ' a u t r e  p a r t ,  s i  8  , 8 '  E @ , 8  # 8'  , 

supposons M ( e , e v )  = M ( e , e ~ )  7 l e  Cas où M(e ,e1)  = M ( e l , @ )  Pouvant s e  

t r a i t e r  de  façon  t o u t  à f a i t  analogue.  A l o r s ,  d ( n ( e ) ,  ~ ( 8 ' ) )  = 



* 1 
ii) Soit T F N , 0: = ((8.8') c a2 : d(r(e), ~(0')) 1 

0, = te E @ : 30' c @ vérifiant (e,el) E . 
* * 

To = inf{T E IN : 0, # $ 1. D'après b), To c IN et il est clair 

que @ = @ = lim 4 @ 
TITo T T- 

T ' 

Considérons le modèle statistique réduit (xC), B(~), (Pe ; B c 

VT 2 T notons ET l'adhérence de II ( OT) par rapport à d* . 
* 

Il s'agit d'un compact de ([0,1]~, d ). Vu que la convergence selon d est 

celle de la convergence coordonnée à coordonnée, on peut prolonger d à ET 

en posant b'eO = (el, ei ,. . .) , el = (e 
1 1  
1, e2 ,...) c E T 

0 1  1 1 
d(e .e ) = 2 1 lep-eil , et (ET,d) est complet. 

i? 1 

Ceci dit, pour que la distribution stationnaire de X soit P.-S. 

estimable il suffit, vu la proposition 11.1. et le lemme 11.3. que 

1 O 'deo, e r ET , e # el ]a > 0 tel que les hypothèses 

i 
(P, ; 0 c QT , d(n(0), e ) I a) (i=0,1) se séparent asymptotiquement 

uniformément, et d'après la proposition V.1. une condition suffisante pour 

cela est que les familles de matrices de transition associées à ces hypothèses 

soient décantées. 

iii) Soient e0 , el c GT , Bo # e l  tels que 

i 1 1 
d(r(Oi), e )  $ 6 ~  (i=0,1). Ladéfinitionde OT entraîne d(n(eo);r(el)) 1 ~ .  

Si M(eo.el) = M 
(eo,el> y 

posons A = A , et si 
(eo,el) 

M(eosel> = M(e e ) , posons A = A 
1, O (e1,e0) 

Alors card A = M(eo,el) $ N . Admettons que A = A(e e ) Y 1, O 

1 
l'autre cas pouvant se traiter de façon analogue. On a r (8 ) + T $ r (0 1. A O A 1 



i 1 
Soit Hi = (Pe ; û E QT , d(n(e), e ) < (i=0,1) . 

1 1 
Si P E  H~ , alors d(s(e), n(eo)) 6 3~ et n (8) < a (0 + 5 . e A A O 

1 
n'où : b'~ c x  te) r .,te) + ~f(t) 6 nA(eo) + + ~f (t) . 

x , A  

1 
~e même, si pe1 E Hl , alors k c X ~(~'(e') 3 n (8 ) - - - ~f (t) . 

x s A  A 1 3T 

1 2  
Donc V X E X  P(~)(O') -~(~)(f3) > - - -  -2Nf(t) . 

xsA x7A T 3T 

1 Si to vérifie f (to) < , to est un temps de décantation 

pour (P (8)  ; Po E Hi) (i=0,1) , et la proposition V.2. permet d'affirmer 
- 3 .  

que Ho et Hl se séparent asymptotiquement uniformément. 

* 
C o t r o ~ e  1 .- Si ]k E IN tel que @ = 5 , la distribution 

stationnaire de X est uniformément P.-S. estimable. 

Ptropoa.&ion V . 1 2 . -  Soit X une suite d'observations dans les 

conditions générales de la proposition V.ll. et dont le modèle statistique 

associé u ' ~ ) ,  B ( ~ ) ,  (Po ; 0 F 0 ) )  vérifie les conditions a), b), c) et d) 

de la proposition V.11. 

On munit n(@) de d = dV . 
Alors la distribution stationnaire de X est estimable. 

Preuve : i) Soit C1 l'espace de Banach des suites réelles 

y = ; i a 1) absolument sommables muni de la norme 1 l y l  1 = 1 Iyi\. 
i3 1 

'soit do la distance associée à cette norme. Il est évident que n ( @)  

1 est un sous-ensemble de (l? , do). Puisque 1' est séparable, et que 

1 d = 7 do , il s'ensuit que (n(@ ),d) est séparable. Il est complet dès 

que fermé. Pourtant, il n'est pas précompact, en général. 



ii) D'après la proposition II.5., une condition suffisante pour que 

la distribution stationnaire de X soit estimable est que 

vao , 0, r vao , a, > O tels que B = d(n(Oo), '(O1)) - a, - al > O 

les hypothèses Hi = (Pe ; 8 E. @ , d(a(8), n(€li)) f ai) (i=0,1) se séparent 

asymptotiquement uniformément. 

Comme l'on a vu dans la preuve de la proposition V.9. (partie iv) 

il existe un événement A qui décante les familles 

( ~ ( 8 )  ; e E @ , d(n(ü), =(Oi)) i ai) (i=0,1). Par ailleurs, d'après (20) 

et d), cet événement peut être choisi fini, de cardinal M(Bo,€ comme 1 

décrit dans la preuve de la proposition V.11, partie iii). On supposera A 

déterminé de cette façon. 

Supposons A = A (, , ) , l'autre cas pouvant se traiter de façon 
l Y  O 

semblable. 

Si P E Ho , alors d(s(@), ~(0~)) i a. et n (8) f nA(eo) + a. e A 

D'OG Vx r x ~(~'(8) s rA(e) + ~ ( e ~ , e ~ )  f(t) s nA(eo) + a. + ~ ( e ~ , e ~ )  f(t)- 
x,A 

De même, si Pet E Hl , alors VX E X 

~("(0') 1 ~ ~ ( 8 ~ )  - al - M(Bo,B1) f(t) . 
x ,A 

6 
Si t vérifie f(to) < 2Mteo,el) to 

est un temps de décantation 

pour (Pe, (6) ; P, E Hi) (i=0,1) , et la proposition V.2. nous permet d'établir 

le résultat annoncé. . 
Remmque V.6. -  Si l'on admet de plus que X est un processus 

strictement stationnaire, sa loi initiale coïncide avec la distribution station- 

naire. Donc , la loi initiale de X est estimable si la distribution stationnaire 

de X est estimable. 



En nous reportant à la remarque 111.9. et au théorème III.7., on 

voit que l'on peut toujours poser a, , pl , 3,  tous nuls, Cl = X . L'exemple 
où le modèle statistique (x(~), B(-), (Po ; B E @ ) )  associée à X 

vérifie, pour une matrice stochastique P donnée, b û  c @ P (8) = P .>. 
(1) et YB, 0 '  E @ , 8 # 0' P8 

# PB:) permet de vérifier qu'en général 

les méthodes employées dans ce travail ne peuvent aboutir à des conditions 

pour que la loi initiale soit estimable. 

V .  8. - UNE C O N D I T I O N  S U F F I S A N T E  DE C O N  VERGENCE DE L'ESTIMA T E U R  

D U  MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE.  - 

Les suites d'estimateurs convergents d'un certain paramètre dont 

l'existence est assurée d'après les méthodes constructives présentées dans 

le chapitre II ne sont pas utilisables dans la pratique. Des conditions de 

convergence des estimateurs usuellement employés sont donc utiles. Ceci 

justifie le contenu de cette section. 

Ici, les chaînes de Markov considérées ne sont pas nécessairement 

homogènes, sauf si cette condition est explicitement mentionnée. 

On se base sur des résultats présentés dans ([47]). 

Phopo~h%n V . 1 3 , -  Soit X une chaîne de Markov à valeurs 

dans X fini ou dénombrable, ( x ~ ,  (P(x)) (PB , B r @) un modèle 

statistique pour X. On note (n) laloide X , Pn-l,n (8) ( ~ 2 )  

la matrice de transition de l'instant n-1 à l'instant n associées à 8. 



On suppose que : 

a) (0 ,d) est un espace métrique compact ; 

Avec 8 ~ 0 ,  6 > O , n ~ I , x  (n) E xn , on note : 

.. 
iii) (On ; nai) la suite des estimateurs du maximum de vraisemblance, 

c'est-5-dire 

Considérons l'hypothèse 

(HI Soit (el,etl) s @2 . 
36.0 38~]0,1[ 

bh 2 2 ]an E [O, i] , la suite (an ; n > 2) vérifiant 1 a2 n = 
n22 

l n  : X O ,  1 vérifiant p n + a n I 1 et vx /a X 

3 6  ,e18,x : X - O,] telles que bx E X : 

3 L - a n III) Ket, < m 
8 n , ae8t,6SB e (1122) . (26) 



A 

Une condition suffisante pour que (On ; n21) soit convergente est que 

bl , e2 c @ , e l  # e2 (H) soit vérifiée par (el ,O2) ou par (e2,e1). 

RtmVquc? V .  7.- L'exigence que (21) et (22) soient vérifiées pour 

n 2 1 n'est introduite que pour simplifier l'écriture. On aurait pu aussi 

* 
bien considérer qu'elles n'étaient valables que pour n 5 N E IN . Pour 
n < N , on ferait = Bo où Bo est un des points où le 

supremun de P;)(X(~)) sur @ est atteint. Par ailleurs, lorsque l'on 

* 
se reporte à des ordres n 3 N e IN on devrait les remplacer par n 5 max(N,N1). 1 

Rewque V . 8 , -  L'énoncé présenté n'est pas une simple traduction 

du résultat de W. Pieczynski ([47]) au cadre qui nous intéresse. En fait, 

sa condition se traduirait par l'exigence que (H) soit vérifiée à la fois 

par (81,82) et (02,e1) pour tous el , E , el # O z .  

On s'apercevra que, pour l'affaiblissement de la condition, le 

caractère markovien de X ne joue aucun rôle. Ceci pourtant n'est guère 

le cas de la dénombrabilité de X . C'est-à-dire que la condition que nous 
énonçons serait aussi valable pour le cadre plus général de ( [ 4 7 ] )  , si la 

convergence de P:) (,(")) vers P;) (x(")) lorsque 0 -+ eo était 
O 

uniforme sur , (n) 
Preuve de Za proposition V.13.- Soit e l  , e2 r 0, e l  # e2. 

On suppose que (H) est satisfaite par (8 ,8 ) ,  la preuve pour le cas où 
1 2  

(H) est vérifiée par (82,81) étant naturellement tout à fait semblable. 

i) Soit 6 > O fixé sous les conditions de (H). Définissons 

n96 sur xn par 
Pe2 



6  
e t  une f a m i l l e  de f o n c t i o n s  de t r a n s i t i o n  Pn-,,n (O2) (n>2) p a r  

c e  q u i  e s t  j u s t i f i é  p a r  (26) .  

D é f i n i s s o n s  comme é t a n t  l a  l o i  markovienne s u r  x (m) 

P:+x) 
O2 

de l a  l o i  i n i t i a l e  P i s 6 * ( x )  = - e t  de f a m i l l e  de m a t r i c e s  de t r a n s i t i o n  
2  Ke., 

Vu que 
6  

['n-l 7n(e2)1x,y t s u p ( [ ~ ~ - ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  ; e c ~ ( 0 ~ ~ 6 ) )  , 

d ' a p r è s  (H)1 e t  ( H ) I I  on s a i t  que l e s  f a m i l l e s  de m a t r i c e s  de t r a n s i t i o n  

(0) ; n > 2  , 8  E B ( 0 1 , 6 ) )  e t  (e2)  ; n > 2) ('n-i , n  
son t  décan tées .  

('n-I , n  

Donc ]A(") C' x(") t e l l e  que 

= Ke2 
. P1.E*<.l> . [P6 (8 )] . ( 1 ""P C P ~ , ~ ( ~ ) J ~  . 

O2 l s 2  "17"2 x2.X ecB(02,6)  1 7X2 



De proche en proche, on constate que 

Soit 

i a Pn'6*(x(n)). D'où d'après (26) et 
02,6 ' 

3 " - Ç a  2 
8 j=2 j . e . pns6 (A'~)) S e2>* 

3 n  2 " a2 - -  1 aj 
p-2 8 j=2 j * j=2 . e . e - 0  n* 

d'où : 

ii) Vu que (H)I et (H)II sont vérifiées, d'après la proposition 

II.2., 0 est uniformément P.-S. estimable sur @ et une condition 

nécessaire pour cela est que %, , E @, 8,  # O 2  

]X > O : B(ei,X) (i=1,2) se séparent asymptotiquement uniformément. 

Donc jcnc x(") (II?,) pour lesquels 



S i  (H) e s t  v é r i f i é e ,  avec 6  E ] O , X [  , par  (01,02) e t  s i  

O 0  E B ( e , >  6/21 , 8" E B(02, 612) , a l o r s  36e, ,  > O t e l l e  que, pour c e t t e  

va l e u r  de 6 , (H) e s t  v é r i f i é e  p a r  (Bo,O1') . D'où 

Posons 

B(02, 6/2)  é t a n t  un compact, de (b(O", 6e l l ) ,  8" E B(e2, 612))  

on pe u t  e x t r a i r e  un recouvrement f i n i  ( b ,  6 )  ; 1 de ~ ( 8 ~ , 6 / 2 ) .  
1 

D'après (34) ,  C En, 6/2 
80982 ' 

vu que 
n-, 6  e ; 

x E Eeo,el! <-> t/i E (1 ,...,PT} sup(P(")(x(")) ; e E b(8;, 6ell)) < 
1 ç 1SN 1 

e i 

Puisque E  
n,6/2 n ,6 /2  

e0982 C A e l , e 2  



i i i )  S i  B o  e B(e1,6/2)  , 8'' E B(û2,6/2) e t  s i  

-Co, 8'' 
= i n )  . ( )  : P f )  , d 'après  (32) e t  (33) on a ,  

O 

w que 6  E 1 0 , ~ C  , 

Cela e s t  v é r i f i é  pour (00,8'1) a r b i t r a i r e  dans B(el  ,612) x B(e2,6/2). 

Compte tenu de  (22), t/e0 c B(ûl , 612) 3 6e > O : 
O 

x'"' c A: -> E b(ûo,6e ) x ( ~ )  c . La convergence de 
O O 

v e r s  P:) lorsque B + e0 é t a n t  unif orme s u r  xn , 6@ peut ê t r e  c h o i s i  
O O 

indépendamment de l 'é lément x (") considéré.  

De (b(ûo, 6@ ) ; û E B(û ,6 /2) )  extrayons un recouvrement f i n i  
1 

k  
(b (û j  , 6,.) ; 3 i j i k )  de B(€J l ,6 /2) .  û n a  P$)<LJ A: ell) a O , d'où 

3 i = 3  i s  

(n) 
k 

En e f f e t ,  s i  x  ~ : ~ , e "  , 'de E B ( e 1 . ~ / 2 )  3 i  E {3  ,..., i c ~  : i = 3  
0  e b(0i,6e ) e t  ~ i ~ ' ( ~ ( ~ ) )  < pl?)  ( ~ ( " 1 )  . Le supremum de 

i 

su r  B(ûl,6/2) é t a n t  a t t e i n t ,  (38) e s t  v é r i f i é e .  

(n) O r ,  d ' après  (35),  C ( s u p ( ~ F )  ; 0  E ~ ( 0 ,  ,612))  Pet .  
e1'e2 

11' s ' e n s u i t  : 



iv)  La conclusion e s t  une conséquence de (36) e t  (39). 

V c  > O 'deo c @ s o i t  

0o E b8 's CE notons 6(ûo,0) un élément de permettant de 

"ér i f  i e r  (H) par ( f1 .0~)  ou (0 O ,0) .  La f ami l l e  (b(0,6(00s0)) ; 0 E C~ ) 

cons t i tue  un recouvrement du compact 
Ce 

. On peut en e x t r a i r e  un recouvrement 

f i n i  (b(0: , 6(00,09)) ; l s j s ~ ( 0 ~ ) ) .  So i t  

(b(e0, 6(e0))  ; e0 E 0 ) e s t  un recouvrement de @ . duquel 

on peut e x t r a i r e  un recouvrement f i n i  (b(Bi, 6(ei)) ; If ifM). Soient 

A chaque i E (1 ,  ..., MI correspond un recouvrement f i n i  

i 
(b (0 i  , 2 6:) ; 1$j$N(ei)) de Cc . On n 

J . .  

t/i E: { l , .  . . ,Ml  posons 

Remarquons que = X(n) - !in,d (0, E @ y 0 # e V ) .  0,0' ,0 



puisque d(8.0~) $ rSi => d(8,ei) :: 6: (l$j$~(~~)) , d'après (43). 
J 

Or on peut montrer que 

ce qui nous permettra de conclure. 

(n 
n,26i 

En effet, x E Ae -> vj B {1,.,.,~(8~)] 
i 

d'après (44). Cela implique que ê(x(n)) ne peut pas appartenir di aucune 

boule b(ûi , 2 66) ( j  E (1,. . . .N(ei)}) , et l'ensemble de ces boules 
j J 

i 
est un recouvrement de C . Alors , 

E 

Or 8 appartient à b(8i,26i) par hypothèse (voir (46)) et ôi d 

d'après (41) et (42). Donc, d(in(x(")) , 8) < 2s, et (46) est vérifiée. . 
C o h o U e  1 .  - Si X est homogène, a = sup 1 sup P (8') 

XEX ysx 8'~B(8,6) X'Y 
(8 E @ , 6 > O) et si les conditions générales de la proposition V.8. sont 

A 

satisfaites, une condition suffisante pour que la suite ( B n ; n > l )  des 

estimateurs du maximum de vraisemblance soit convergente est que 

bel , OZ E @ , f e2 la condition (HI) ci-dessous soit vérifiée 

par (e1,e2) OU par (e2,e1) : 

H .  Soit (el,ell)s 0' . 



]a > 0 3 6  > O 3 6  E ]0,1[ g p  : X - [0,1-a] 

e t  t/x f ] $ e l , e l l , x  : X --+ [0,1] pour lesquels v x  e X : 

i )  b8 '8 B(e1 ,6 )  1 ~ o l , e l l , x ( y )  Px,y(%) 2 p(x) + a ; 
Y ~ X  

ii) 1 IÇB,,B",x (y) sup(px (8) ; 8 E ~ ( 8 " , 6 ) )  d P(X) ; 
YEX >Y 

i i i )  Kg,, < , sen,* d 6 e  
318 a2 
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R E S U M E  ------------- 
l 1 .  

I 

I 
X = (Xn)  étant une suite d'observations B valeurs respectivement/cii(r 

I (X1,B1) ,... de loi inconnue, H désignant l'hypothése générale (surllteem 
- - 

produit infini correspondant), on désire estimer un paramètre d 
application de H dans <E,d), espace métrique separable. Dans ce travk 2 - - 
restreint au cas où pour toute loi possible, X est une chahe de Markov 
homogène : dans le chapitre 1, les résultats obtenus sont annoncés, 

, accompagnés d'une revue bibliographique. 

Au chapitre II, on rappelle des constructions d'estimateftrs de H. 
Schmerkotte, J. Geffroy, R. Moché, W. Pieczynski qui, en toute généralité, 
raménent le ]i?ro&léme de l'estimation asymptotique de f B la séparation 
asymptotique uhRblme de certains couples d'hypothéses multiples, (E,d) devant 
de plus avoir certaines propriétés de compacité. , 

Au chapitre 'III, on traite, donc d'abord de l'orthogonalité de deux ' 

hypothéses simplés (avec un bref historique : théorèmes de S. Kakutani, puis 
de Ju. Kabanov ,-R. Lipcer, A. Sirjaev) huis on passe au théoréme fondamental 
de la décantatïori asymptotique (J. G e f f q :  R. Moché) qui s'applique B des 
hypothéses multiples, alors , que les théar&me~~~orthogonaIit6 d'hypothéses 

insuffisants en statistique asymptotique. 

1 F \ 

V sont 8esaestieliement des chapitres de résultats 
IV, on étudie un nouvel aspect des proprietés de 

entre lois de probabilité ; enfin, au chapitre 
V, les Fésultats obtedus sont appliqués au cps .particulier où X est une m e  
de Markov hdmogéne B espace des états &6notnbrable. Des conditions suffisantes 
pour que la, matrice de transition ou la histribution stationnaire, lorsqu'eïle 
existe, soient estimtibles sont données. Une condition suffisante de canvergence 
de la suite des estimateurs du maximum de vraisembldnce, .qui repose 
essentiellement sur des propriétés de décantation, est aussi étabüe. 

1 

M O T S  C L E S  

I 
- CHAINES DE MARKOV A QTATS DENOMBRABLES 

- SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNIFORME . e 

- DISTANCgS SUR DES ENSEMBLES DE LOIS 
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