595
Ne d’ordre : 1356 } 4 J 3

THESE
{ présentée a

L‘'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE FLANDRES ARTOIS

pour obtenir

LE GRADE DE DOCTEUR DE 3¢ CYCLE
SPECIALITE : MATHEMATIQUES APPLIQUEES

par

DE ALMEIDA Rui Manuel

DECANTATION DANS LES CHAINES DE MARKOYV

Membres du Jury : J. GEFFROY, Président (Université de Paris VI)
' A. HILLION, Rapporteur (E.N.S.T.de Bretagne)
R.MOCHE, Rapporteur et Directeur de Recherche
Sl Examinateurs
C.LANGRAND
B.U. LILLE 1

I

D 030 107589 2

Soutenue le 15 octobre 1986



A minka Mie.



Monsieur Jean GEFFROY a accepté de présider le jury de cette
thése, me faisant ainsi un grand honneur. Par ailleurs, c'est lui qui a
introduit les méthodes de décantation en statistique, qui sont naturellement

fondamentales pour ce travail.

Monsieur Raymond MOCHE m'a initié & cette technique et m'a
proposé de l'appliquer aux chaines de Markov. 1l n'est pas exagéré de dire

que sans son aide et sa compétence cette thése n'aurait pas été accomplie.

Monsieur Alain HILLION, lui aussi spécialiste de la décantation, a
accepté d'étre un des rapporteurs de cette thése, lui donnant ainsi un aval

précieux.

Monsieur Denis BOSQ apporte sa caution de spécialiste renommé
d’estimation fonctionnelle ; je n'oublie pas non plus qu'il m'a permis
d'entreprendre des recherches & Lille, en tant que directeur du

Laboratoire de Statistique et Probabilités.

Monsieur Claude LANGRAND cautionne lui aussi mon travail
avant de se consacrer a l'analyse des données, il a lui-méme travaillé sur
les processus de Markov. Son exemple me permet de penser que je pourrai
peut-étre m'orienter vers un travail plus appliqué a Jla Faculdade de

Economia da Universidade de Coimbra.

Madame Arlette LENGAIGNE a soigneusement dactylographié mon
manuscrit, en faisant preuve @ mon égard de beaucoup de patience et de
gentillesse.

Les membres du Conseil Scientifique et du Conseil Directif de la

F.E.U.C. m'ont toujours soutenu et encouragé & poursuivre ce travail.

La Fundacao Calouste Gulbenkian (Lisbonne), en m'accordant
une bourse pendant trois ans, m'a donné les moyens matériels nécessaires
d mon séjour en France.

De nombreux amis et parents m'ont soutenu moralement pendant

ces recherches, ce qui s'est révélé essentiel.

A tous, je tiens @ exprimer ici ma trés vive reconnaissance.



TABLE DES MATIERES

CHAPITRE | - INTRODUCTION .

ke 1

1.2. - Décantation et séparation asymptotique uniforme de familles
de lois.
1.3. - Séparation asymptotique uniforme et estimation convergente.

- Description du modéle.

4, - Orthogonalité de deux hypothéses.

5. - Rapports entre certaines distances sur des ensembles

de probabilités.

1.6. - Séparation asymptotique dans les chaines de Markov.
1.7. - Apports de ce travail.
1.8. - Comparaison des résultats obtenus avec ceux qui sont
usuellement présentés.

CHAPITRE [l - CONSTRUCTION D'ESTIMATEURS CONVERGENTS.
11.1. - Généralités.
11.2. - Cas ou (E,d) est précompact ou o-précompact.
11.3. - Cas ou (E,d) est complet.
11.4. - Cas ou (E,d) est séparable.

11.4.1. - L'algébre des hypotheéses testables.

11.4.2. - Condition suffisante d'estimabilité d'un paramétre
a valeurs dans un espace métrique séparable.

11.4.3. - Le point de vue bayésien.

12

21

21
23
26
31
31

33
39



CHAPITRE i1l - SEPARATION ASYMPTOTIQUE DE LOIS DE PROBABILITE.

111.1. - Notions préliminaires : la distance en variation et la
distance de Hellinger.

111.2. - Le théoréme de Kakutani.

111.3. - Critere d'orthogonalité de deux hypothéses simples a
partir des lois conditionnelles.

111.3.1. - Introduction. Notations.
Iir. 3. 2.

Calcul de P (PBm,QBw)-

i1.3.3.

111.3.4. - La condition suffisante d'orthogonalité de deux
hypothéses de J. Kabanov, R. Lipcer et A. Sirjaev.

Rappels sur les lois conditionnelles.

111.3.5. - Application a l'orthogonalité de deux hypothéses
simples en statistique.

111.4, - Séparabilité de deux hypothéses simples.
I11.5. - Séparabilité de deux hypothéses multiples.
1.6,

Le théoréme fondamental de la décantation.

CHAPITRE 1V - PROPRIETES DE DECANTATION DE DISTANCES SUR DES
ENSEMBLES DE PROBABILITES.

IV.1. - Notion de distance décantante sur un ensemble de
probabilités.

1V.2. - La distance de Hellinger.
1V.3. - La distance de Prokhorov.
IV.4. - La distance de Kolmogorov.
1IV.5. - La distance de Lévy.

IV.6. - La distance associée a la ||
caractéristiques.

entre les fonctions

IV.7. - La distance de Fortet-Mourier.

CHAPITRE V - SEPARATION ASYMPTOTIQUE DANS LES CHAINES DE MARKOV.

V.1. = Préliminaires.
V.2. - Décantation de familles de fonctions de transition.

V.3. - Passage d'une chaine de Markov d'ordre k > 1
a une chaine de Markov d'ordre 1.

41

41
45

47
47
48

50

56

61
66
67
73

81

81
84
85
87
88

90

91

99

99
100

103



V.4, - Cas des chalhes de Markov homogénes. 106

V.4.1. - Rappels et considérations générales. 106
V.4.2. - Décantation de familles de matrices de transition,

dans le cas homogéne. 109

V.5. - Cas des chaines irréductibles récurrentes positives
apériodiques. 112

V.6. - Cas des chaihes irréductibles récurrentes positives
périodiques. 17
V.7. - Estimation de certains paramétres. 121
V.7.1. - Introduction. 121

V.7.2. - Estimation de la matrice de transition d'une
chaine de Markov homogéne. 123

V.7.3. - Estimation de la distribution stationnaire d'une
chaine de Markov homogéne irréductible récurrente

positive apériodique. 132
V.8. - Une condition suffisante de convergence de i'estimateur
du maximum de vraisemblance. 141

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES. 151



CHAPITRE 1

INTRODUCTI ON.

/.1. - DESCRIPTION DU MODELE.-

On va considérer une suite X = (Xn ; n > 1) d'observations, Xn

a4 valeurs dans un espace probabilisable (Xn,Bn) quelconque (n > 1).

Les notations suivantes seront utilisées :

n
—x(“)=nxk , x(“)=nxk;
k=1 k>t
n
- 8™ -9 35 ., 8%-6 35 ;
k=1 k1
- ™ o™ oo, .
jn

(B(n) ;s n > 1) est une suite croissante de sous—tribus de B(w) = o(\U E(n)).

nxt

On admettra que les Xn sont des variables aléatoires définies
sur un espace probabilisable (Q,A) et l'on choisira pour X le modéle statis-
tique (X(m), B(w), H) , ot H est un ensemble de lois de probabilité sur

(X(w), B(‘”)).

Un sous—ensemble de H est appelé une hypothése ; H est dite

hypothése générale.

Si (E,d) est un espace métrique et f : H > E est un paramétre
fonctionnel, on ‘essayera d'obtenir des conditions qui assurent l'estimabilité
de f, c'est-a-dire l'existence d'une suite d'estimateurs de f qui converge

vers f dans un sens a préciser.



N

On se reportera quelquefois & un modele (X(w), B(m), (Pe , 8 e®)
et 4 l'estimabilité du paramétre 0. Le sens d'une telle expression doit &tre
éclairci.

()

(Pe, 8 € ()) est un ensemble de lois sur (X' 7, B(w)). Comme il

est d'usage, chaque élément d'un tel ensemble n'est repéré qu'une fois :
61,626®,61#62=—=>Pe #P .

1 2

S$i un paramétre f : (Pe, 8 e®) — (E,d) est injectif, on peut

considérer sur () 1la métrique d1 : (61,62) —r d(f(Pe ), f(Pe )). L'estima-
1 2
bilité de 6 se traduit ainsi par 1'estimabilité de tout paramétre injectivement

relié a la loi. Par exemple, si ®=Rr, Pe = N(6,1), dire que 8 est

estimable est une fagon abrégée de désigner l'estimabilité de £ : N(8,1) > 0.
X(m), B(m)

La notation ( s (Pe, 8 e€(2)) s'avére commode lorsque

1'on veut désigner la loi de Xn associée 3 0, qui sera notée P .

(n)

ou celle du vecteur X = (X

8,n

..,Xn), qui sera notée

(n)
" Pg

On se référera souvent a la loi sur Bn associée 3 0, conditionnée

par X(n_l) = x(n_1) = (x1,...,x ) € X(n~1). Une telle loi, en admettant

n-1
(@-1)_, (=1

qu'elle existe, sera notée Pe X
’
n

1.2, - DECANTATION ET SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNIFORME DE

FAMILLES DE LOIS.-

Soit (X,B) un espace probabilisable. Une application mesurable
P+ X,B) — ([0,1], B[Q 1]) est appelée un test.
2

Définition 1.7.- Soit (X,B) un espace probabilisable, HO et H1

deux familles de probabilités sur (X,B).On dit qu'elles sont décantées s'il



existe un test ¥ défini sur X tel que

w, = sup(J §ap ; P e Ho) < inf(J #dP ; Pe H1) =W . €))

wmw o sera quelquefois appelé seuil de décantation associé au test U,

1

Remarque I.7.- Puisque 1-§ est aussi un test, la notion de

décantation est symétrique par rapport aux familles Ho et H1.

Remarque 1.2.- Si  est 1'indicatrice d'un événement dans B,
on parle de décantation par des événements, Mais cette notion est strictement

plus forte.

Exempe I.1.- Soit X = {1,2,3}, B = P(X) , Ho = {loi uniforme P

sur X}, H1 = {lois Q sur B tels que 2Q( 1) +Q(2) < 0,8}. On voit

facilement que ces deux familles ne peuvent pas &tre décantées par aucun

événement. Pourtant, si (1) =1, J@2) = %‘, J@3) = %

SUP(J“UdQ;QEH1)=%<’§'=J!DdP.

Etant donné le modéle (X(m), B(w), (Pe , B e GB)) une suite

(C_ 5 nz 1) est dite B(n)

n -adaptée si Qn € B(n)(n > 1)

Définition 1.2. - Soient (Pe, 6 € C>i) (i =0,1) deux familles

de lois sur (X(w), B(w)). On dit qu'elles se séparent asymptotiquement (resp.
asymptotiquement uniformément) s'il existe une suite (Cn s nx 1) B(n)—adaptée
telle que :
Y @ 1im?P™ecr=0 , Voe@, 1imp™c ) =1 2)
o] 6 n 1 Sl n
> >
(resp. telle que
. (n) _ . . (n) _
lim sup Pe (Cn) =0 , lim inf Pe (Cn) = 1), (3)

e eeQDo noe fe GﬂT



Remarque 1.3.~ Pour vérifier que ces notions sont aussi symétriques
x™_¢
n

par rapport aux familles de lois, on n'a qu'a remplacer ¢, par

Remarque 1.4.- Compte tenu de la remarque I.2, on pourrait envisager

une définition de séparation asymptotique faisant intervenir une suite

s 02 e tests derinis sur au lieu des événements C_ , pour
(lﬂn 1) d déE T X(n) 14 d P "
laquelle on ait :
oD . (n) - § . (n) =
Vo e®, lim J J, drg o, W e\@1 lim J g dpg TR (4)

n>w N

Pourtant, cette condition équivaut a (2) : si (ﬂn ;1)

vérifie (4), et si 1l'on pose Cn =1 P alors (Cn ; n > 1) vérifie (2).
{¢ >=1
n 3

Les mémes considérations sont extensibles a la séparation asympto-—

tique uniforme.

Si H0 et H1 se séparent asymptotiquement, V%P,Q) € Ho X H1

P est orthogonale a Q , ce qui se notera P L Q .

Les notions de décantation et de séparation asymptotique uniforme

sont reliées par le fait suivant. Lorsqu'il existe des versions réguliéres
@D _, (-1

de Pe - (6 eQiBlJ GDI g W32, x(n—1) € X(n_l)) , Si Vo .
Yy
a _ (n-1)__(n~1)
V&(n D € X(n L (P§ % = : 8¢ GDi) (i = 0,1) sont décantées et si
>“n

les seuils de décantation n-dimensionnels satisfont certaines contraintes,

on en déduira la séparation asymptotique uniforme de (Pe ; 0 € C;i) (i =:0,1)s

1.3. ~ SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNIFORME ET ESTIMATION CONVERGENTE.-

Considérons un modéle statistique (X(m), B(m),H), un espace métrique

(E,d) et un paramétre f : H > E. Soit E muni de sa tribu borélienne.



-~

Pour n > 1 soit fn

: X(n)

— E mesurable. (fn ; n > 1) est appelée une

suite d'estimateurs de £, Une telle suite est dite :

-~ convergente si

Ve > 0 b@ e H 1lim P(n) {d (En’ f(P)) >e} =0

n->e
- presque-slirement convergente si

Ve >0 We# 1imPlU [{d(Ek,f(P))>e}x n XJ.]}=0;

n>©  k2n j>k

~ uniformément convergente si

Ve > 0 lim sup P(n) {d(g , E(P)) > e} =0 ;
n+e PeH o

- uniformément presque-sQirement convergente si ,

Ve > 0 lim sup [ (d(E,, £@) > e} x 1 X)] =0
n»e PeH  k>n >k J

Deginition 1.3.- soit X, B, H) un modzle statistique,

(E,d) un espace métrique, £ : H ~ E un parametre. f est dit estimable
(resp. p.-s. estimable, resp. uniformément estimable, resp. uniformément

p.-s. estimable) s'il existe une suite (fn s n>1) d'estimateurs de £

vérifiant (5) (resp. (6), resp. (7), resp. (8)).

Remarque 1.5.- On verra dans le lemme II.1 que s'il existe une

€))

6)

N

(8)

suite d'estimateurs de f vérifiant (7), il en existe une autre vérifiant (8)

et réciproquement, c'est-a-dire f est uniformément estimable <==> f

est uniformément p.~s. estimable.

Sous des hypothéses topologiques sur (E,d) et des hypothéses
de séparation asymptotique uniforme de certaines familles de lois, on peut

démontrer que certains paramétres sont estimables. La démonstration de



1'estimabilité est constructive : on parvient a cxhiber unc suitce convergente
d'estimateurs du parametre en question. Les résultats les plus importants

3 ce propos feront l'objet du chapitre II.

{.4. - ORTHOGONALITE DE DEUX HYPOTHESES.-

Soit (X,B) un espace probabilisable, P et Q deux probabilités

sur cet espace. L'expression
dy(,Q) = sup (P(A) - Q&) ; A €B) (9)

définit la distance en variation dV entre P et Q. On peut toujours
trouver un événement B tel que P(B) - Q(B) = dV(P,Q). En particulier,
si dV(P,Q) =1, P et Q sont orthogonales : HA € B tel que

P(AS) = Q) = o.

Si P et Q sont des probabilités sur un espace produit infini

(X(w), B(w)), dV(P,Q) est la limite lorsque n > ® de la distance en

variation des projections de P et Q sur B(n), que l'on notera P(n)
et Q(n) respectivement :
d,(P,Q) = lim dV(P(n), Q™) (10)
n->v°
Si P(n) =P® ... 8P et Q(n) =Q®8 ... 80Q (cas d'observations
—— ——
n facteurs n facteurs

indépendantes identiquement distribuées), et si P # Q , on vérifie que

-n/2 a5 (®,0)

dv(P(n), Q(n)) >1-e oo 1 . D'aprés (9), P L Q et il est

évident que {P} et {Q} se séparent asymptotiquement.

Naturellement, la vérification de 1'orthogonalité est plus difficile
si 1'on a affaire i des observations qui, bien qu'indépendantes, ne sont
pas identiquement distribuées, et pire encore si les observations me sont

méme pas indépendantes.



Pour ce qui est de la vérification de 1'orthogonalité de deux

hypothéses simples, deux résultats doivent &tre soulignés :

a) Pour le cas d'observations indépendantes, avec Ho = {P}, H1 = {q},

P= 9 Pi , Q= @& Q. , S. Kakutani ([}4]) a établi que, si Pi N Qi iz 1,
ix1 izl +
P et Q sont ou bien orthogonales ou bien équivalentes.

b) Si les observations ne sont pas indépendantes mais les probabilités

P et Q sont déterminées par les loisg initiales P1 , Q1 et les lois condi-

@ _ @D L @=1)_ (=1

tionnelles PX , QX (n>1, x
n n

(n-1) . X(n—1))

*

1'orthogonalité de P et Q peut se déduire d'un critére énoncé par
J. Kabanov, R. Lipcer et A. Sirjaev ([33]), applicable si P ) et Q ()
X

X
sont équivalentes f(n > 1).

Si 1'on passe de la considération d'hypothéses simples & celle
d'hypothéses multiples, notamment lorsqu'elles sont infinies, le probléme
de la vérification de leur séparation asymptotique uniforme se complique
beaucoup plus. En effet, le fait que ‘V(P,Q) € HO x H1 P 1 Q n'implique pas
la séparation asymptotique uniforme de HO et H1 » si 1'une de telles
hypothéses est infinie. Sauf si Ho et H1 sont au plus infinies dénombrables,

1'orthogonalité de tout couple de Ho x . n'induit méme pas la simple

1
séparation asymptotique de Ho et H1 .
Or le plus souvent en statistique on est confronté avec le probléme

de vérifier la séparation d'hypothéses infinies non dénombrables. Dans le cas

ol les éléments P de ces hypothéses sont définis par les lois initiales P

x(n-1)=x(n—1)
et les lois conditionnelles PX (n>1, x
poY

probléme peut se résoudre en faisant appel i un outil plus fort que les

1
(a-1) € X(n_1)) , le

antérieurs, a savoir le théoréme fondamental de la décantation (formulé

initialement par J. Geffroy ([23]) ; amélioré plus tard par R. Moché ([43] ).



Des résultats concernant la séparation de lois seront analysés

dans le chapitre III.

/.5. - RAPPORTS ENTRE CERTAINES DISTANCES SUR DES ENSEMBLES

DE PROBABILITES. -

On s'est sans doute apercu qu'il existe un lien étroit entre la
séparation asymptotique des lois et la distance en variation. Mais il se
peut que, dans certains cas, on ne sache pas évaluer celle-ci, tandis que

1'on réussit a calculer d'autres distances entre probabilités.

Le fait qu'une fonction de ces derniéres minore la distance en

variation s'avére ainsi important pour l'étude de la séparation des lois.

Dans le chapitre IV on exhibera des fonctions qui relient de
cette facon la distance en variation a d'autres distances usuellement

employées, telles que la distance de Hellinger ou la distance de Prokhorov.

1.6. - SEPARATION ASYMPTOTIQUE DANS LES CHAINES DE MARKOV. -

Dans le chapitre V on considérera le cas ou X = (Xn )
est une chafne de Markov & valeurs dans un espace X fini ou dénombrable,

muni de la tribu de ses parties.

Les résultats concernant le rapport entre la décantation des lois
conditionnelles et la séparation asymptotique uniforme de familles de lois

y trouvent un domaine d'application privilégié, vu que :

- les problémes de mesurabilité d'applications définies sur e

ne se posent pas ;



X(n—1) existent, sont

~ les lois conditionnelles de Xn sachant
assujetties 2 moins de contraintes que dans le cas général, et une des

versions de ces lois est supposée fixée dés le début de 1'analyse,.

Les résultats obtenus sont, dans le cas particulier des chalnes

homogénes, des conséquences de conditions relativement souples.

On pourra ainsi énoncer des conditions suffisantes pour que des
paramétres tels que la matrice de transition et la distribution stationnaire
d'une chaine homogéne irréductible récurrente positive soient uniformément

p.-s. estimables.

Les estimateurs convergents dont la construction est déduite de
la connaissance de suites (Cn ;3 n 2 1) qui séparent asymptotiquement
uniformément certains couples d'hypothéses ne sont pas mis en oeuvre facilement.
Pour éviter ce probléme, on énoncera une condition suffisante de convergence

de l'estimateur du maximum de vraisemblance.

1.7. - APPORTS DE CE TRAVAIL.-

Pendant l1'élaboration de cette thése l'application des méthodes de
décantation & 1'étude de la séparabilité de familles de lois et de 1'estima-
bilité convergente de certains paramétres a connu des développements intéres—

sants. Notamment, et sans prétention d'exhaustivité :

a) R. Moché ([41], [43]) a affaibli les conditions du théoréme fondamental

de la décantation énoncé originalement par J. Geffroy ([23]).

b) W. Pieczynski ([47]) a énoncé une condition suffisante d'estimabilité
d'un paramétre lorsque l'espace paramétrique est compact. Cette condition

bien qu'équivalente dans ce cas 3 une autre introduite antérieurement



par R. Moché ([39]), est d'application plus facile. Par ailleurs, W. Pieczynski
a remarqué que, sous les hypothéses en question, la condition est aussi

nécessaire.

Dans le méme travail, W. Pieczynski a aussi exhibé une condition
suffisante de convergence de l'estimateur du maximum de vraisemblance pour

des observations quelconques.

c¢) R. Moché ([%2]) a précisé le rapport entre la condition nécessaire
et suffisante d'estimabilité d'un paramétre de W. Pieczynski et celle qu'il
avait présentée antérieurement et a par ailleurs étendu quelques résultats

de la convergence en probabilité & la convergence presque-siire.

Sauf pour ce qui concerne la condition suffisante de convergence
de 1l'estimateur du maximum de vraisemblance, que 1'on examinera sous les
conditions particulizres qui nous intéressent dans le chapitre V, on essaijera
d'exposer de facon organisée ces résultats dans les chapitres II et III.
Naturellement, d'autres résultats seront analysés, de maniére & bien encadrer

les premiers et permettre de mieux comprendre leur importance.

L'apport de ce travail doit donc €tre recherché dans les deux

derniers chapitres :

i) dans le chapitre IV, suivant une suggestion de R. Moché, on analyse
le rapport entre la distance en variation et d'autres distances sur des familles

de probabilités sur un méme espace.

En particulier, les distances de Hellinger, de Prokhorov, de
Kolmogorov, de Lévy, de Forter-Mourier et celle associée a la norme <

entre les fonctions caractéristiques y sont contemplées.



Naturellement, 1'analyse ne pourrait jamais &tre exhaustive, mais
des majorations de la distance en variation par des fonctions d'autres
distances sont exhibées, et ces fonctions se font par ailleurs remarquer
par leur simplicité. Quelquefois elles permettent d'obtenir quelques résultats
connus de facon presque immédiate. C'est le cas du calcul de la distance de
Fortet-Mourier tel qu'il est présenté dans le corollaire 1 de la proposition IV.7,

4 comparer avec celui de R. Dobrushin ([17]).

ii) Dans le chapitre V , le théoréme fondamental de la décantation et
les théorémes d'existence d'estimateurs convergents décrits dans le chapitre
II sont appliquées aux chaines de Markov & espace des états dénombrable .
Le travail de J. Geffroy ([24]) a constitué le point de départ de ce qui y est
présenté. La notion de décantation de familles de matrices de transition a été
reformulée en tenant compte de la version améliorée (R. Moché, [43]) du
théoréme fondamental de la décantation. La notion de temps de décantation est
utilisée, comme dans ([24]), pour conclure que certaines hypothéses se séparent
asymptotiquement uniformément, mais on a aussi envisagé les cas ol l'espace des
états est infini dénombrable, la chaine est d'ordre k > 1 ou irréductible
récurrente positive périodique. Par ailleurs, 1'application des résultats de
R. Moché ([42]) mentionnés & la fin de c) a permis 1'obtention de résultats
plus forts que ceux de ([24]), notamment parce que 1'existence d'estimateurs
convergents est remplacée par celle d'estimateurs pP.—s. convergents, pour ce
qui est de l'estimation de la distribution stationnaire d'une chalne de Markov
homogéne irréductible récurrente positive apériodique. De plus, on a aussi
établi des conditions pour que la matrice de transition d'une chaine de Markov
homogéne soit p.-s. estimable. Des extensions au cas ol l'espace des états est

infini dénombrable ont aussi été envisagées.



Finalement, en suivant des démarches semblables a celles de
W. Pieczynsky ([47]), une condition suffisante de convergence de l'estimateur
du maximum de vraisemblance est énoncée. En effet, elle s'avére dans ce
cadre plus facile 2 vérifier que celle de ([47]). Par ailleurs, le fait
de travailler avec des chalnes de Markov n'étant pas essentiel a notre
résultat (proposition V.13), on peut méme dire que, moyennant le renforcement
d'une hypothése, on affaiblit la condition de W. Pieczynski dans un cadre

aussi général que le sien.

1.8. - COMPARAISON DES RESULTATS OBTENUS AVEC CEUX QUI SONT

USUELLEMENT PRESENTES.-

Dans le domaine ou se place cette thése, on essaie essentiellement
d'obtenir, a partir de la décantation de lois conditionnelles et de la sépara-
tion asymptotique uniforme qu'elle peut induire, des conditioms qui assurent
1'existence d'estimateurs convergents de certains paramdtres. Donc, le
caractére de ce travail est naturellement plus théorique que celui de la
plupart des travaux concernant 1'inférence statistique sur les chalnes de

Markov.

Pour exemplifier, mentionnons la question suivante. Il est connu
que 1'on peut passer d'une chaine de Markov d'ordre k > 1 & une autre
d'ordre 1 , en modifiant convenablement 1l'espace des états. Cela est décrit
en détail dans le chapitre V, surtout pour souligner que la décantation de
familles de matrices de transition n'est pas affectée par le passage en
question. Les résultats statistiques concernant des observations indépendantes
sont naturellement plus nombreux que ceux qui s'appliquent aux chaines de
Markov. Une des questions que les praticiens se sont posés d'abord a été
celle de tester 1'hypothése d'indépendance des observations dans ("dans"
au lieu de "contre" pour suivre la terminologie usuelle, motivée par le

fait qu'une suite d'observations indépendantes est aussi une chaine de Markov)



1'hypothése générale de dépendance markovienne d'ordre 1, puis celle de
tester la dépendance markovienne d'ordre k e'm* dans celle d'ordre r> k
(voir [3}, [6], [7], [26], [27], [28], [31]). Cela parce qu'il est clair que
1'analyse d'une chaine de Markov d'ordre k > 1 peut se ramener a celle plus

simple d'une chaine d'ordre 1 , mais seulement si k est connu au préalable.

Remarquons que le comportement asymptotique des estimateurs proposés

pour certains paramétres est analysé selon 1'une de deux voies :

- en considérant T échantillons de taille fixe N et étudiant leur

comportement lorsque T -+ «» (par exemple, [1], sauf dans la bréve section 5) ;

- en considérant un seul échantillon de taille N et étudiant leur compor-

tement lorsque N ~» =,

Naturellement, seule la seconde de ces voies est comparable au

cadre ol nous nous sommes placés.

On essaiera de décrire le procédé d'analyse habituel dans un cas
simple, pour le comparer avec les résultats obtenus dans ce travail, plus
particuliérement avec les propositions V.5 et V.6. On considére un échantillon

(xi,...,x ) d'une chaine de Markov homogéne d'ordre 1, & valeurs dans X

n+1
fini. Pour alléger l'écriture posons X = {1,...,v}. Le probléme est celui

d'estimer les probabilités de transition ny (X, ¥ = 1,000, V).

C. Derman ([16]) et L. Goodman ([27]) considérent aussi le cas
ol X est infini dénombrable, mais pour des problémes de test. Naturellement,
il n'est pas question d'estimer les ny (x, ¥y 2 1) a partir de 1'échantillon.
Ils proposent de choisir au hasard b valeurs parmi les ny et, a partir
de leurs valeurs estimées, de tester si elles coincident avec les valeurs
correspondantes de 1l'hypothése nulle HO : ny = ng (x, vy 3 1). On voit

. . . . o
que, si la concordance des b valeurs sélectionnées ny avec leurs



estimatives n'est pas trés conclusive, par contre leur discordance implique

le rejet de H0 ¢ ici, comme d'habitude dans les problémes de test, le rejet

de 1'hypothése nulle est plus important que son acceptation. Remarquons que

le passage d'un espace des états X infini & un autre X fini, par groupement
en classes, peut détruire le caractére markovien du processus (voir [7] 3

pourtant, dans [27], un tel procédé est suggéré).

Reprenons le probléme d'estimation des ny (%, ye {1,...,v}) &

partir d'un échantillon (x1,...,x ) d'une chaine de Markov d'ordre 1.

n+1
Dans la plupart des travaux sur ce sujet, la chaine est supposée irréductible

récurrente positive (voir [3], [7], [8], [16], [:26] , [:27], [31]).

Soit nxy (x, y = 1,...,v) le nombre (non excédant n) de fois

auxquelles & 1'état x s'est succédé 1'état y. La matrice

(n_ ) est appelée matrice de comptage de transitions.
XY Xy ¥y=1,000,V PP ptag

v
Soit n, o= 2 n, B = 2 n (X, v = 1,...,V) et
y=1 Y y X= :

admettons pour simplifier que o, > 0, n_ >0 (1 £x < vVv), en rappelant

que les méthodes employées supposent n large. Les ny X,y = 1,000,v)
sont estimées par le maximum de vraisemblance sous les contraintes

v n

y ny=1 (1 £ x £v), soit par f>xy=nﬂ (x, y = 1,000, ).
y=1 : : X

En utilisant une formule de P. Whittle ([55]) et des résultats connus sur les
lois multinomiales et 1'analyse de tables de contingence avec des fréquences
marginales données, on obtient des tests de 1'hypothése d'indépendance dans

celle de dépendance markovienne d'ordre 1 (voir [3], [7]).

Ou alors on suppose que les ny sont des fonctions d'un paramétre
k . . . .
8 e G C TR et on estime aussi 6 par le maximum de vraisemblance, en
admettant des conditions de régularité (voir [7], [8]). Par exemple, dans

([8]) on admet que :
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k
- QD est un ouvert de IR ;

2

- 1'ensemble D = {(x,y) € {1,...,v}" : ny(e) > 0} est indépendant

de ©

ws

~ chaque ny(e) admet des dérivées partielles continues par rapport

3 0 jusqu'a 1'ordre 3 (6 ¢ ®) ;
ap__(6)
X
90

- la matrice d'entrées ((x,y) e D; 1 <ugk) estde

a
rang k(8 e (@) ;

~ la chaine est irréductible récurrente positive.

On établit le systéme des équations de vraisemblance

— 7
- n__ logP_ () =0 (1 £uc<k) (10)
aeu (,5)€D Xy Xy . :

o p . N . .
et on conclut que, 6 € (& drant la vraie valeur du paramétre, il existe

une solution Gn de (10) qui converge vers 8° lorsque n » =,

1T 3
Par ailleurs, ((— 2 — log PX

) , 1 guc¢gk) est
n j=1 aeu j Xj+1(9) :

asymptotiquement gaussien non dégémnéré N( 0 , £(8)) , ol

x(e) = (ouv(e)) est définie par

u,v=1,...,k

6,0 (®) = Eg {5 log B, (0) 2~ logp,_ . (0)}
u 172 v 172

On remarque tout de suite la ressemblance avec les propriétés de
1'estimateur du maximum de vraisemblance pour des observations indépendantes
équidistribuées, sous les hypothéses classiques, par exemple celles énoncées
par H. Cramér ([13] ; la méthode du x2 minimum pourrait aussi &tre utilisée,
mais ne présenterait pas de grands avantages : voir la référence a ce propos

dans [8], p. 27).



En effet, le fait que ny(e) soit de classe C3 par rapport a

® permet (localement) de dériver sous le signe de l'intégrale-et on voit

log B, (8), n 2 1) est une martingale dont le terme
L X

que (
]

il ~18

o
1 aeu

général posséde des moments d'ordre 2.

Les conclusions sont obtenues en tenant compte de l'ergodicité

de la chalne et en appliquant un théordme central limite pour martingales
([oaD>.

On voit immédiatement que dans les propositions V.5 et V.6 1'irré-
ductibilité de la chaine n'est pas invoquée, et qu'il n'est pas question non
plus d'exiger que les ny(e)- soient différentiables, donc que les équations

de vraisemblance ne sont pas utilisées.

Comparer les résultats usuels sur 1'analyse statistique de chaines
de Markov 2 ceux auxquels nous arrivons par la théorie de la décantation nous
améne & une discussion, qui forcément ne peut &tre que concise, de 1'utilisa-
tion des estimateurs du maximum de vraisemblance. Les propriétés de ces estima-—
teurs sont en général obtenues en supposant des conditions de différentiabilité

(ici, des ny(G)) et considérant les équations de vraisemblance (10).

Pour le cas d'observations indépendantes équidistribuées, les hypotheses
classiques telles que celles de H. Cramér ([13]) permettent de conclure qu'une
solution én de (10) converge vers la vraie valeur @ du paramétre et que

/E(en-e°) est asymptotiquement normal centré. en est par ailleurs

asymptotiquement efficace.

L'approche de J. Wolfowitz ([57]) concerne aussi des observations
indépendantes et impose des conditions de régularité semblables & celles de
([13]). Aussi dans le cas indépendant, L. Le Cam ([36]) envisage surtout la

normalité asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblance en
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affaiblissant les hypothéses de différentiabilité.

Des extensions des résultats classiques aux cas d'observations

dépendantes ont aussi été énoncées.

i) Dans Q$2]),A. Wald considére un processus discret ou les observations
sont éventuellement dépendantes. En imposant des conditions semblables a
celles de ([13]), il conclut par la convergence et l'efficacité asymptotique
de l'estimateur du maximum de vraisemblance (efficacité au sens large,

c'est-a-dire n'exigeant pas que /E'(en~e°) soit asymptotiquement gaussien).

ii) 8. Silvey ([Bd]) fait essentiellement une discussion des restrictions
qui assurent la convergence et la normalité asymptotique de l'estimateur du
maximum de vraisemblance, et de la facon selon laquelle elles pourraient &tre
affaiblies. Pour ce qui est de la convergence, qui est plutSt en rapport avec

ce que nous avons fait, ses conditions supposent l'existence des moments

L_(8°)
d'ordre 2 de 1log 2 , ou L _(8) est la vraisemblance d'un échantillon
L (6) "
n
(x1,...,xn) sous la loi associée a 6, et que le quotient entre 1'écart—type
L_(8°)
de log ——— et son espérance sous 6° converge vers O uniformément
L (8)
n

p o . o , ..
sur un ensemble dépendant de 6 , bien que d'autres conditions de régularité.

Ces mentions n'ont pour but qu'illustrer la complexité du probléme.

iii) Y. Bar-Shalom ([A]) analyse le probléme de la convergence et de
1'efficacité asymptotique de 1'estimateur du maximum de vraisemblance pour
des observations dépendantes suivant les démarches de H. Cramér ([J3]), mais
en utilisant une loi des grands nombres pour observations dépendantes
de E. Parzen (mentionnée dans [46], p. 419) plus restrictive que celle de
Khinchine (voir [25], p. 203) utilisée par H. Cramér. D'autre part, il

utilise le thdoréme central limite pour martingales de ([9]), plus facile



3 mettre en oeuvre que l'énoncé de Lévy sur lequel ([9]) est basé, tandis

que S. Silvey s'est reporté a l'énoncé original de Lévy.

Le travail de Y. Bar-Shalom est aussi a mettre en rapport avec

celui de A. Wald ([52]).

iv) B. Bhat ([5]) a étendu les résultats de Y. Bar-Shalom pour obtenir
la normalité asymptotique, en utilisant un théoréme central limite pour martin-
gales de M. Loeéve ([37], p. 387). Pour qu'une racine de (10) soit convergente,

les logarithmes des densités conditionnelles pk(e) =P (k))/ P k > 1)
Bl,X 0. x k1)

doivent étre dérivables sur un intervalle contenant la vraie valeur du parametre.
Ainsi, ses conditions sont encore lointaines de celles induites par la théorie

de la décantation.

v) M. Bad ([2]) souligne une erreur de B. Bhat et utilise un théoreéme
central limite pour martingales de D. Scott ([49]) pour obtenir des résultats
pareils a ceux mentionnés dans 1iv) ; pourtant, son travail a aussi pour but
de démontrer 1'équivalence de 1l'estimateur du maximum de vraisemblance et de

1'estimateur de Bayes, sous des conditions supplémentaires.

vi) M. Crowder ([14]) présente des résultats semblables aux autres
antérieurement cités, utilisant les équations de vraisemblance. Pourtant,
il n'exige que 1l'existence des dérivées de 2éme ordre des logarithmes des
densités, moyennant l'utilisation d'une forme du théoréme du point fixe de
Brower. Pour la normalité asymptotique, il fait appel a un théoréme central

limite de B. Brown ([11]).

On doit aussi faire mention d'autres travaux qui, n'ayant a priori
pour but d'étendre la connaissance des conditions de convergence de 1'estimateur
du maximum de vraisemblance, ont quand méme abouti a des résultats sur cette

question. Ayant en vue des problémes de robustesse et des propriétés des



estimateurs dans des modéles mal spécifiés (c'est-a~dire on suppose que les
observations suivent une loi P appartenant & un ensemble donné H, tandis
que la vraie loi n'est pas un élément de H), on a remarqué qu'une solution
du systéme (10) serait tout de méme raisonnable comme estimateur, vu qu'elle
correspondrait 3 l'estimateur intuitivement proposé par le critére du minimum

de 1'information de Kullback (en notation abrégée KLIC ; voir H. White ([54]).

Or il se peut que parmi les erreurs de spécification du modéle soit
incluse 1'hypothése d'indépendance d'observations qui sont en effet dépendantes.
Sous certaines conditions de régularité, on peut conclure qu'une des solutiomns
de (10) est convergente. Cela conduit aux estimateurs dits du pseudo-maximum

de vraisemblance (voir C. Gouriéroux, A. Monfort, A. Trognon ([29])).

Des hypothéses de différentiabilité sont aussi invoquées, naturel-
lement, d'ol qu'elles ne soient pas comparables 2 celles que nous émettrons.
C'est vrai pourtant que ces travaux ont pour objet des recherches plus
appliquées et donc que la connaissance des lois limites des estimateurs y

occupe une place importante.

Ceci dit, on peut se demander si, par exemple, les hypothéses qui
assurent la convergence de l'estimateur du maximum de vraisemblance mentiomnées
dans la proposition V.13 ne sont pas trop lourdes. On doit plutdt les comparer
a celles de A. Wald dans ([53] ; voir aussi [56]), ot il n'est question que
d'assurer la convergence de l'estimateur du maximum de vraisemblance basé
sur des observations indépendantes (A. Wald souligne que des extensions au
cas dépendant doivent &tre possibles ; cette approche, que je sache, n'a pas
été développée ultérieurement). On remarque que 8 hypothéses y sont présentées
(7, pour des lois discrétes), et qu'elles peuvent aussi &tre considérées

trop restrictives.
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Eventuellement, on parviendra en utilisant des conditions de décantation
et en admettant des hypothéses convenables, & énoncer des lois des grands
nombres, des théorémes central limite ... Pour le moment, 1'auteur avoue ne

pas €tre en position de le faire.

Le bilan de toutes ces considérations est que, si par les méthodes
employées ici on peut aboutir a des théorémes d'existence d'estimateurs
convergents la ol des exemples d'estimateurs convergents ont déjd été proposés,
les hypothéses qui assurent la convergence des estimateurs sont, dans les
deux cas, de nature bien diverse, ce qui rend la comparaison des deux approches,

la classique et celle de la décantation, bien difficile & accomplir.
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CHAPITRE 11

CONSTRUCTION D'ESTIMATEURS CONVERGENTS.

.1, - GENERALITES.~-

Dans ce chapitre, on se reportera & un modéle statistique
(X (m) B (m) H) b ’ * -~ -~ .
, s , 4 un espace métrique (E,d) et a un paramétre fonctionnel

f: H-~>E.

B(e,r) désignera la boule fermée de E de centre e € E et

rayon r 2 0 ; la boule ouverte de méme centre et rayon sera notée b(e,r).

Sous des conditions portant sur les caractéristiques topologiques
de E et la séparation asymptotique uniforme de certaines familles de lois,

on exhibera une suite convergente d'estimateurs de f.

On ne présentera que l'énoncé de la plupart des résultats. Les
démonstrations seront fournies dans certains cas, pour illustrer le type
de construction des estimateurs ou éclaircir le rapport entre certaines

conditions.

Commencons par établir un résultat déja annoncé.

Lemme II1.7.- Soit (X(m), B(w), H) un modéle statistique, (E,d)
un espace métrique, f : H > E wun paramétre. f est uniformément estimable

si et seulement s'il est uniformément p.-s. estimable.
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Preuve : Il est évident que si f est uniformément p.-s. estimable,

il est uniformément estimable.

Réciproquement soit (fn ;n 2 1) une suite d'estimateurs de f£

vérifiant I.(7).

* * ~
Yrenw jn(r) € N : n3 n(r) ===> sup P(n) {d(fn,f(P)) > %} < 1—2
PeH bs
La suite (n(r) ; r = 1) peut 8tre choisie strictement croissante.

Va > n(1) notons r, 1'unique entier tel que n(rn) £n< n(rn + 1).

Soit (gn ;n > 1) définie comme suit :

-~

- si mn < (1) g, est une application mesurable de X

(n)

dans E

quelconque ;

(n)) - f

- si n3zn(1) gn(x

*
Soit € > 0. In(e) € N : n3 n(e) ==> ;L-< € .0na
n

U (4@ E@) > el x T X = U (dE ) £@) > e} x T X))

k>n i>k J p2r j>n(p)

Si n 3 n(e) , cet ensemble est contenu dans

2 1
O ({d(E LE®) > =} x I X.) .
pr, n(p) j>n(p)

Si n 3z n(e) , Yo e H

- ) :
P(W [{d(f LE@) > = x m XD s
pzrn n(p) P j>n(p) R P

Nt~ 8

: 1
PIIACE, () £@) >}« T X(].

r ji>n(p)

n

Vu que n~>w®=>r > , onen déduit

sup P[ U ({d(E (@) >edbx @ Xl )
PeH par n(p) j>n(p) p=r
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11.2. - CAS OU (E,d) EST PRECOMPACT OU o-PRECOMPACT (R. Moché [39],

[42] ; voir aussi J. Geffroy et R. Moché [21] et [22]).

Considérons la condition

* * -1 %
(st) Ve CE , E précompact V@o, P1 e f 1(E ) V@o, a, > 0]

tels que d(f(Po),f(P1)) >agta, alors (1)

-1 %
(f 1(E N B(f(P,), ai))) (i = 0,1) se séparent asympto-

tiquement uniformément.

Proposition 11.1.- Soit (X(m), B(m), H) un modéle statistique,

(E,d) un espace métrique, f : H >~ d un paramétre.
Supposons (S1) vérifide. Alors :
a) Si (E,d) est précompact, f est uniformément p.-s. estimable ;

b) Si (E,d) est o-précompact, f est p.-s. estimable.

'

Preuve de {a) : £(H) est précompact. Si f est constant, il est

trivialement uniformément estimable. Sinon, soit e > 0 , € < diam £{H).

r
By e, Boe Hor £(DC U BER)), €/5)
r i=1 1

Pour 1 =1,...,r posons :

o
fl

f—1(B(f(Pi), e/5)) ;

H = LJ H.
i

. e ]
J.d(f(Pi),f(Pj))ZT



- 24 -

Par hypothése, ces ensembles ne sont pas vides et, si 1, j e {1,...,r},

d(f(Pi), f(Pj)) >3 ¢€e/5, Hi et Hj se séparent asymptotiquement uniformément.

(n)

On peut donc trouver une suite (ng, n > 1) B' “-adaptée telle que

inf(P(n)(Crilj) s P e ) — 1, sup(P(n)(Ctilj) s PeH) —> 0.

N0 n->o

Vﬁ e {1,...,r} V& > 1 posons C? = (\ C?. .
§raE @), E(®))23e/5 ]

On a :

inf P(n)(Cg) _1, sup P(n)(C?) — 0 . (2)

H. n-w H! n->oo
i i

-~

Pour n > 1 définissons un estimateur fn'E comme suit :
]

. @, S n . () _.n - (n), _ .
- si x ¢ e Ci ou si X € C1 s fn’e(x ) = f(P1) :
r -~
- siox® iL=J1 c‘i1 et i = inf(ie{l,...,r}: *® ¢ ey, fn’e(x(n))=f(Pio).

Soit PeH . Jie {1,...,x} : P e H,. Cela implique d(£(P), £(P,)) s €/5 .

Vu que

T

U chH oy ( U ch ,
i=1 * j:d(f(Pi),f(Pj))23e/5 ]

(n) _

(d(E_ LE(®)) 3 €} C K
Nye

>

), .7 (n) ,yn) ' n s (n) ,.n
sup PU{d(E LE(@)) 2 e} g sup PO - L Cp) 4 Y sup PV(CY) — 0,
H '€ H i=1 j=1 H3 3 psw
d'aprés (2).

-~

Considérons la famille (fn 30z 1, 0< ¢ <diam £(H)). Soit

1 . s .
p. > 1 tel que 5 < diam f(H). Donnons & € successivement les valeurs
)

,... et construisons une suite (n., ; 1 > p_) strictement
i o

croissante vérifiant
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(np) c i 1
a(t JE(P)) 2 =) s =
s;p P {d( 0, 1/p ®)) p} o
P
Si n 3 n(po), désignons par r(n) 1'unique entier r 2 P, tel
que
n £n<n I V%(n) € X(n) posons f (x(n)) = fn 1 (x1, ceaXy )
r r n r(n)’ r(n) r(n)
Soit € >0 et p_ un entier vérifiant p_=p_ , —l-s €
£ € °o’p_
Si n2n_ , r(n) 2p et ! < €. Alors Ve >0 Vo >n
. € r(n) v P,
- (n ) -
pP™iaE e@) 2 er=p "™ faG, | E@) el s
r(n),r( 3
(n ) -
¢ T™7 a . EE) 3 (L)} .
r(n)’r(n)
D'ou sup P(n) {d(fn,f(P)) > e} g r(L) —— 0 et f est donc unifor-
n-><o

mément p.-s. estimable. B}

La partie (b) de la proposition II.1. se déduit du lemme suivant

dont la démonstration qui ne rapporterai rien est omise (cf. [42]).

Lemme 11.2.- soit X, B, #) un modéle statistique, (E,d)
un espace métrique, f : H > E un paramétre, (Hrl s n > 1) une suite croissante

de parties non vides de H dont la réunion est H.

On suppose que VB 21 f restreint 2a Hn , noté f p Hn s
est uniformément estimable pour le moddle statistique (X(w), B(m), Hn).

Alors f est p.-s. estimable.
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Considérons la condition

* * 3
(S2) VE"CE, E précompact V%o > e, € E Vﬁo, oy
—1 .
tels que d(eo,e1) > agta, £ E N B(ei’ai))) (i=0,1) (3)

se séparent asymptotiquement uniformément .

I1 est évident que (S2) ==> (S1), d'ou que les conclusions

de la proposition II.1. soient valables si (82) est vérifiée.

11.3. - CAS OU (E,d) EST COMPLET.-

Considérons la condition

* * *
(s3) Ve"CE, E précompact V%o’ e, €E, e/ # e Ja >0
-1 %
tel que (f 1(E n B(ei,a))) (i =0,1) se séparent (4)

asymptotiquement uniformément.

Lemme 11.3. ([42]).- si (E,d) est complet, (S2) <==> (S3).

Preuve : Evidemment (S2) ===> (S3), méme si (E,d) n'est pas

complet. Réciproquement, soit (E,d) complet, supposons (S83) vérifiée.
i) Nous allons d'abord montrer que la propriété suivante est satisfaite :

x * *
V" E, E précompact Ve > 0 E{u e Jo,e[ N e W
* *
ﬂe yeeese points distincts de E tels que E C U B(e.,a)
f N j=1 1 (5)
-1 % -1 %
et d(ei,ej) > g ==> f 1(E n B(ei,u)) et f 1(E n B(ej,a))

se séparent asymptotiquement uniformément.

*
Soit E une partie précompacte de E. Si € n'est pas inférieur

*
au diamétre de E , (5) est trivialement vérifiée. Cette possibilité
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ne sera pas considérée dans la suite.

* *
Si (5) n'est pas vérifiée, ;]E C E, E précompact
I * . . .
je € ]0, diam E [: tels que Vct € ]0,8[ Ve1,...,eN points distincts
N o
% * o
de E tels que E C U B(ei,oc) on a
i=1
d(ei,ej) <e(i, j € {1,...,Na}) ou Ji, j e “""’Na}
-1, %
tels que d(ei,ej) >e , f 1(E N B(ei,a)) et
-1 %
f 1(}':‘. y B(ej,oc)) ne se séparent pas asymptotiquement

uniformément

N
* *
Soit a € J0,e[,a < %diam(E -e), E C U B(ei,u),
i=1
d(e.,e.) <
17 ]

e (i, je {1,...,N}). Alors, sup(d(ei,ej) ; i, j € {1,...,8h ¢
N

%
et diam U B(ei,a) < € + 20 < diam E , ce qui est absurde. Donc la
i=1

négation de la propriété (5) se traduit par

* *
E]E C E, E précompact 38 > 0 tels que Yo e ]O,EI:
Heo’, , e(;' ¢ E vérifiant simultanément

- d(eo't,e&') z e 3

-1 % -1 %
- f 1(E N B(eo't,ot)) et f 1(E N B(e&',a)) ne se séparent

pas asymptotiquement uniformément.

. €
Donnons a o

e €

1 1 Ty T ey TTT seen
successivement les valeurs 3, 3 s T
On en déduit l'existence de deux suites (et'1 ;n2 1) et (e; ;n > 1)
*
de E telles que :

- d(er'l,e;) e

P P ' 3 -1, % w € )
f (E ﬂB(en, ————n+1)) et f (E ﬁB(en, —~—~n+1)) ne se séparent

pas asymptotiquement uniformément.

(6)

€

@
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*
E  étant précompact, de (eé ;02 1) et (e; ; n > 1) respectivement,

=

on peut extraire deux sous-suites de Cauchy (e; s P2, (" 35p21

P P
convergeant dans l'espace complet (E,d) vers e', e". Puisque V% 2 1

d(eé ,e; ) 2 e, ona d(e',e") 2 e, e' # e".
P P

Kk * .
E =E U {e',e"} est précompact ; d'aprés (83), Jo > 0 tel que
1

1

-1 k% ~1 k%
f (E NB(e',a)) et £ (E N B(e",n)) se séparent asymptotiquement uniformément.

Or a partir d'un certain rang B(e; > = il)C: B(e',a) et B(e; s £y B(e",a).
D P p np+1
-1, _* ' € -1, % " € . .
Donc £ (E DN B(enp . np+1)) et £ (E N B(enp , np+1)) se sépareraient

asymptotiquement uniformément, ce qui contredit (7) et permet de conclure (5).

ii) Montrons maintenant que si (E,d) est complet, (S3) => (82).

% * %
Soit E CE, E précompact, ey ey € E , o 1

1
tels que e =3 [d(eo,e1) -a, - u1] >0 .

*
Placons-nous dans le cas non trivial ot fH) N E N B(ei,ai) # 0

i=0,1.

D'aprés (i), on sait que 38 € ]0,5[ ae; seees eﬁ points de

N
* *
E tels que E C B(ei, ) et (i, je {1,...,N},
i=1

d(ei,ea) 3 ) ==> f_1(E* N B(ei,S)) et f_1(E* n B(e},B)) se séparent

asymptotiquement uniformément.

Pour i = 0,1 faisons

I = (je (1,..,N} : £G) 0 g N Bleg,a;) N Blel,8) # )

-1, % -1 % )
Alors £ (E N B(ei,ai))CZ U (£ (B NB(e!,B))) pour i = 0,1
jel., ]
i
. . v Ca s
Comme j eI , j, eI, = d(ejo,e.1) %> €, on en déduit que
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-1 %
(f 1@) N B(ei,ai)))(i = 0,1) se séparent asymptotiquement uniformément. Ml

-~

(fn ;5 n 2 1) d'estimateurs d'un paramétre £ & valeurs

Une suite
E si

dans (E,d) est dite uniformément convergente sur tout compact de

p(“){dén,f(p)) > el —> 0. (8)

Vk CE, K compact V% > 0 sup
N>

Pef ™ (K)
Proposition 11.2. ([47), [47]).- soit &, B, #) un modele

: H>E un paramétre.

statistique, (E,d) wun espace métrique, £

a) 8i (E,d) est complet, (S3) est une condition nécessaire pour que

f soit uniformément estimable sur tout compact de E.

(E,d) est complet et s'il existe une suite croissante (Ep spx1)

E=1(J E et VKCE , K compact
pz1

b) Si

de parties compactes de E telles que

3n € W, : KCIEn , alors (83) est une condition nécessaire et suffisante
pour que f soit uniformément p.-s. estimable sur tout compact de E.
Preuve :
E , soit

a) f étant uniformément estimable sur tout compact de

(fn ; n 2 1) une suite d'estimateurs de f telle que Vk(: E , K compact
V@ >0

lin s 2™ (4, £@) > el =0

2 e (R)

. * * e
Soit E CE, E précompact, e € € E , e, # e1 R
1 -1 =% . N
A= d(eo,e1) , 8§ = 7 A, Hi =f (E N B(ei,ﬁ)) (i =0,1), ol E
%

désigne 1'adhérence de E E N B(ei,ﬁ) (i = 0,1) sont des compacts

de (E,d).

Plagons-nous dans le cas non trivial ou Hi #¢ (1 =0,1).
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2 A
Posons Cn = {d(fn,eo) < E} (mz 1).

Si Pe HO et X € {d(gn, f(P)) < 8} , alors
d(En(x),eo) $ A(E_GO,E®) + d(E@),e,) < -;- . Done € D {d(En,f(p)) < &}

. (n)
et inf P €c) —1.
PeH_ nonee

Si P e H1 et xeC_ , alors d(fn(x),f(P)) 2 d(eo,f(P))—d(fn(X),eo) 2 6.
ainsi €_C {a(F_,£() » 61 et sw p®

PeH1

€)== 0 -

-~

b) Condition nécessaire. Soit (fn ;n 2 1) une suite d'estimateurs

de f convergeant uniformément p.-s. sur tout compact de E. Evidemment,
cette méme suite converge uniformément sur tout compact de E. Vu que (E,d)
est supposé complet, on n'a qu'a appliquer (a) pour conclure que (83) est

nécessaire.

Condition suffisante. (E,d) étant complet, (83) <===> (§2) ==> (51).

On peut ainsi appliquer la proposition II.1. : V% 2 1 Ep est un compact,
d'oll il existe une suite uniformément p.-s. convergente d'estimateurs de
£ re e,

P

Par hypothése, si K est un compact de E , Hn(K) € m* : KC‘En(K)
et une gsuite d'estimateurs de f convergeant uniformément p.-s. sur En(K)

converge a fortiori uniformément p.-s. sur K. f est donc uniformément

p.—s. estimable sur tout compact K de E. u
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/1.4, - CAS OU (E,d) EST SEPARABLE.-

1l.4.1. - L'algébre des hypothéses testables.-

péfinition 11.1.- soit X, B, #) un modele statistique,

H une hypothése. H est dite testable (resp. p.-s. testable, resp. uniformément

testable) si le paramétre f : P +—— ﬁH(P), a valeurs dans (IR, ), est

estimable (resp. p.—s. estimable, resp. uniformément estimable).

Lemme I11.4.- TUne hypothése H du'n modéle statistique
() () . , .
(X , B , H) est testable (resp. uniformément testable) si et seulement
si H et H ~H se séparent asymptotiquement (resp. asymptotiquement

uniformément).

Preuve : Si (f_ ;3 n > 1) est une suite convergente (resp.
uniformément convergente) d'estimateurs de f = ﬂH » i1 suffit de poser

B(n)

¢, = {Ifn—1i ES %} (n 2 1) pour obtenir une suite ~adaptée qui sépare

asymptotiquement (resp. asymptotiquement uniformément) H et H-H .

B(n)

Réciproquement, si (Cn s n > 1) est une suite —adaptée
telle que
(n) _ (n)
Wwern PME) 1, Yee Hm PV 0 (9
(resp.
lim inf ™ ) =1, lim sup p(®) €)=0 , (10)

n>o PeH n> PeH-H

~

faisons fn = ﬁc (n > 1) pour conclure . B
n
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Remarque I1.7.-

a) Si H est uniformément testable, elle est a fortiori testable.

b) Les c, qui figurent dans (9) ou (10) peuvent s'interpréter
comme régions d'acceptation de tests de H contre H-H basés sur des
échantillons de taille n , ce qui justifie le qualificatif testable de

1'hypothése H.

Lemme 11.5.- La classe Ht des hypothéses testables et la
classe Hu des hypothéses uniformément testables sont des algebres de

parties de H.

Le résultat dérive du fait que ¢ et H sont uniformément

testables et que :
i) HO € Ht (resp. Ho € Hu) = H—Ho € Ht (resp. H—Ho € Hu) 3

ii) H, H, € Ht (resp. H H e Hu) == Ho n H1 » H U H1 e H

n
(resp. Ho HT > H u H1 € Hu) .

E

En effet, si (Cg sms 1), (C? ; n > 1) sont des suites vérifiant

les conditions (9) (ou (10)) par rapport a H et H , respectivement,
on prend (X(n) - CE ; n > 1) pour vérifier (i) et Cg n C? (resp. Cz U C?)

(n > 1) pour vérifier (ii) en ce qui concernce H N H, (resp. H U H1).

1

Remarque 11.2.- En général, Ht n'est pas une tribu, comme le
montre 1'exemple suivant (dd & J. Hodges, Jr., cité dans [35]). Soit
(Xn ; n > 1) une suite d'observations indépendantes équidistribuées,
H=1n@, 1% 5 6c [0,1]} . Alors ; Vo e @ N [0,1] e, 181 e He s

pourtant, H = {N(6,1)e(w) :0eqQN [0,1]} ¢ Ht :



_33_

Lemme 11.6.- Soit H € Ht (resp. Hu) pour le modéle statistique
(X(m), B(”), H) et {H1”"’Hk} une partition de H en éléments de Ht

(resp. de Hu)' Soit (ﬂc ; n > 1) une suite convergente (resp. uniformément
n
convergente) de tests pour H. A chaque Hj (1 £ j £ k) on peut associer

une suite convergente (resp. uniformément convergente) (ﬂc s;noz 1)
nj

de tests pour Hj de maniére que {Cn1 ey an} est une partition de

Cn (mn=> 1).

On le vérifie en considérant, pour j € {1,...,k}, une suite

(10, s n 2 1) de tests convergente poutr Hj » en posant pour I1gjgk

nj 3
c"ic' u(c—kc') uis ¢, =¢C" N¢C c =(c"—Jk-J1C ync
N N N N T

(1 < j £ k). I1 ne reste qu'd tenir compte du lemme II.4. et des considérations

qui le suivent.

I1.4.2. - Condition suffisante d'estimabilité d'un paramétre a valeurs

dans un espace métrique séparable.

Définition 11.2.~ Soit E un ensemble, B  une classe de

%
sous—ensembles de E. Si 2. = {Zj,1 yeons Zj,k(j)}’ avec k(j) e N , est

J
une partition de E en éléments de B et, pour j 2 2,
P
VB ¢ Zj-1 Jp € N, 3B1 seoes Bp € Zj : ;:ﬁ B, =B , alors (Zj s izt

est appelée une suite de partitions emboitées B-mesurables de E.

Remarque 11.3.- (Zj 3 ] = 1) étant une suite de partitions

emboitées de E, Vj 2.1 Ve e E Jn@,e) ;e € Zj,h(j,e)'

Soit (E,d) un espace métrique, notons A(E) 1'algdbre engendrée

par les boules fermées de E.
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Lemme I11.7. ([48]).- Si (E,d) est séparable, il existe une suite

(. 5 j 2 1) de partitions emboitées finies A(E)-mesurables de E telle que,

avec les notations précédentes, on ait : Vﬁ 21 Zj i # 0 (1gigk<]) et
Veek lim diam Z, . ,. \ =0 . an
e i>h(j,e)

En se basant sur cette propriété, on peut démontrer la

(w), H) un modéle

Proposition 11.3. ([46)).- soit (), 8

statistique, (E,d) un espace métrique séparable, f : > E un parametre.

Si f est (Ht—A(E)) - mesurable, f est estimable.

Preuve : (E,d) étant séparable, d'aprés le lemme précédent il existe

=

une suite (Zj » j 2 1) de partitions emboitées finies A(E)-mesurables

de E , notées Zj = (2 yenss Zj,k(j)) , telles que

is1
_Vj 21 Zj TR Zj K(§) sont non vides

-VYeeE, si Vﬁ > 1  h(j,e) désigne l'unique élément h

de {1,...,k(j)} tel que e € Z, s
jsh

—0 . 12)
j >

diam (Zj,h(j,e))

-

yﬁ 2 1 notons 23 1'image réciproque par f de la partition Zj

2 - £z, ) .., £

13 Y T s Zey?

23 est une partition finie Ht—mesurable de H dont certains

éléments peuvent &tre vides.
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23 étant une partition finie Ht-mesurable de H, Vo > 1 on peut, en

utilisant le lemme II.6., trouver une partition B(n)-mesurable de X(n) s
1,1 1,k(1
(Cn yeees Cn ( )), telle que :
-Vie {1,...,k(1)} tel que Z; i = ¢ on a V& 21 Cl’l =@¢
“Vie (oo k(M) Yoez . p®hiy oy | (13)
1,1 n
nowe
a) Montrons que Vo oz 1 Vﬁ 21 3(0;’1 seses Ci’k(J)) partition

B(n)

n . 1z “ .
~mesurable de X( ) dont certains éléments peuvent &tre vides telle

que :

1,1 1,x(1 1 k
-Va, ms 1 I My ., (cﬁ’ ,...,C:’ @y ont

5 (@) (14)

x@

des partitions emboitées -mesurables de

Va1 Vie U, mVie {1,... k(DI Vo e z} P(n)(Ci’i) — 1. (15)

N>

. _ L. 1,1 1,k(1) . .
i) Pour m =1, les partitions (Cn seees Crl )nai introduites

ci-dessus vérifient (14) et (15), d'apres (13).

ii) Supposons que pour j = 1,...,m (m 2 1) on ait construit des suites

B(n) X(n)

(Clj]l’1 yeees C;]l’k(']))n>1 de partitions ~-mesurables de de facon

que (14) et (15) soient satisfaites.
: E4 1] T
Considérons Zm et Zm+1

Pour ie {1,...,k(m)}, Z% ; est une hypothése testable qui admet
’

une partition finie Ht—mesurable composée d'éléments de Zé , Notés

+1

t ] . . .
Zm+1,a(i,1) seees Zm+1,a(i,6(i)) (images réciproques par f de la trace

).

sur Zm i de la partition Zm+1
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Si Z; i # @ , en appliquant le lemme II.6 au modéle statistique
’

(X(w), B(m), Z' .) on peut trouver une suite de partitions finies
’
(n) (n) 1 g(i) .
B mesurables de X s (Dn,i seees Dn,i )n21 (en prenant @ si

1'hypothése correspondante est vide), telles que :

. (n) ,.r
1
Ve e {1,...,8(1)} VP e Zrt ety B @)1 (16)
N>
Y > 1 Vr e {1,...,8(1)} on pose
Cm+1,u(1,r) - cminpt | . a7
n n n,i
: * - i m’i =
Si Zm,i @ , on sait que Y 2 1 Cn @ et on pose
Y PR T )
m+1,a(i,r) . ..
Dans tous les cas (Cn s 1 < r < B(i)) est une partition
B(n)-mesurable de C:’l , et il en résulte que {Cﬁ+1’a(l’r) ; Tgigsk(m), 1sr<R(i)}

est une partition B(n)—mesurable de X(n), que l'on peut noter

(C?:H’l ; 1gigk(m+1)) car {a(i,r) ; 1gigk(m) , 1srsB(i)} = {1,...,k(m+1)}.

Par construction, les partitions (Cg’1 s 1gigk (7)) (o321 ; 1<jsm+1)
vérifient la propriété (14) a 1'ordre m+t
. X . .
Par allléurs Vie {1,...,k(m)} Vr e {1,...,8(i)} VTE:Zm+1,a(i,r)
nous avons :
P(n)(Cm’l) -——> t , d'apreés (15), car P ¢ Z' . , Vu que
n <o m+1,1

A 1
Zm+1,u(i,r)C: zm,i

_ (n) T ' . 1
P (Dn,i) ;:;» 1, d'aprés (16), car P ¢ Zm+1,a(i,r)

p emheln)y L o414
n o

D'aprés (17), on en déduit

propriété (15) est aussi vérifiée a l'ordre m+1
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Par récurrgnce sur m , on peut donc construire une famille de

cylindres (C;]l’l 5 321, 1gigk(§), n 2 1) tels que :

- VYa > 1 Vﬁ 3 1 (CIJI’1 3 1gigk(j)) est une partition finie

(n) ()

B -mesurable de X dont certains éléments peuvent &tre vides ;

~- les propriétés (14) et (15) sont vérifiées.

b) Construction d'une suite convergente d'estimateuwrs de £ .

-~

Soit n 3 1. Pour définir f_: (x(“), B(“)) —> (E,d) on

n,k(n))

N Pour i=1,...,k(n) on

considére Z' et (Cn’1 yeeuy C
n n

. . . . . n
cholsit arbitrairement un point Pn i € Z; i et V&( ) € X(n) on pose

S @) L @) i ’ S S
fn(x ) = f(Pn,i) si x € Cn (en remarquant que Cn # @ => Zn,i ¢ 0,

par construction).

-~

Montrons que la suite d'estimateurs (fn ;s n > 1) ainsi définie

est convergente.

Soient P e H, € > 0. D'aprés (12), diam Z 0.

m,h(m, £(P)) g

Donc :

A N C B(£(R),e) - (18)

2, h(m, £ (P))
- M ,h(M _,f(P))
Va 2 ME Vi e {1,...,k(m)} si CZ’l Nnct € # 0

m
M, £ (P))

alors c:’1Cc Al

. z!
m m,i © M her £

&%(m) € Cz’l fm(x(m)) € B(f(P),e). On en déduit que

N Ms,h(Me,f(P))
Vi x M {d(fm,f(P)) £ e}lD c, » puis que

- M ,hM ,£(P))
p ™ {d(e_,£()) < e} > p™ (c €

3 .
) , ce qui permet de conclure
m

puisque P € Zﬁ hM ,£(P)) et que, d'apreés (15), il en résulte que
E, €’
Me’h(Me’f(P))

(™ (¢ Yy — 1 . B
m
>
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On voit que la (Ht—A(E))-mesurabilité de f nous permet de
construire une suite convergente d'estimateurs de f. On voudrait traduire
cette condition en termes de séparation asymptotique des images réciproques
par f de certaines boules de (E,d). Pour cela, on tient compte des

résultats suivants.

Lemme I1.8. ([39]).- Si (E,d) est un espace métrique séparable,
b@ = B(e,a) (e € E, o 2 0) boule fermée de E telle que E - B # @ on peut
trouver une suite (B(en,an) ;n > 1) de boules fermées de E vérifiant

Vn > 1 d(e,en) >oa+o et E-B-= :51 B(en,un).

D'autre part, par des méthodes standard déja utilisées il est

facile de montrer que :

Lemme 11.9. ([39]).- Soit (X(m), B(w), H) un modéle statistique.
H et H, deux hypothéses. S'il existe deux suites d'hypothéses

o 1

(Hor s r>21) et (H1S 3 s > 1) vérifiant :

*
H =\UH 5 H1 = :§1 H1s § &G’, s e IN Hor et H1s

se séparent asymptotiqueﬁent uniformément, alors H0 et H1 se séparent

asymptotiquement.

En utilisant ces résultats, on démontre la

Proposition 11.4. ([42]).- soit ), 8, #) un modele

statistique, (E,d) un espace métrique séparable, f : H > E un parameétre.

Si la condition (S4) ci-aprés est satisfaite, f est (Ht—A(E))—mesurable 3
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(s4) V%o » e € E V@o > oy >0 d(eo,e1) > o+ oy
(f_I(B(ei,ai))) (i=0,1) se séparent asymptotiquement (19)
uniformément.

Compte tenu de la proposition II.3., lorsque (E,d) est séparable
(S4) est une condition suffisante pour l'estimabilité de f. Elle peut
pourtant &tre affaiblie, wvu que si (E,d) est séparable il en est de méme

pour (f(H),d) et qu'en effet cet espace est celui qui nous intéresse.

Proposition 11.5. ([42]).- soit X, B, M) un modele

statistique, (E,d) un espace métrique séparable, £ : H > E un paramétre.
Pour qu'il existe une suite convergente d'estimateurs de £ 1l suffit que

la condition (S85) ci-dessous soit vérifiéde :

(85) VPO yPoeH Vo, 00> 00 d(E@),E@)) > a + o,

(f_1(B(f(Pi),ai))) (i=0,1) se séparent asymptotiquement (20)

uniformément.

11.4.3. - Le point de vue bayesien.

Proposition 11.6. ([48]).- soit X, B, H) un modsle

statistique. On suppose que H est muni de la tribu P engendrée par les

My e, nz1,ae8™) ot que t,P

applications P+ P
est muni d'une probabilité u . Soit (E,d) un espace métrique,
f: H-+E un paramdtre. Si f est estimable, il existe une suite (f_ ; n 1)

d'estimateurs de f convergeant P-p.-s. vers f pour u-presque toute

probabilité P e H .
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Conofhaine 1. ([42]).- Dans les conditions de la proposition II.6.,

st (E,d) est séparable et (S5) est satisfaite, f est P-p.-s. estimable

pour p-presque toute probabilité P e H.
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CHAPITRE it

SEPARATION ASYMPTOTIQUE DE LOIS DE PROBABILITE

111.17. - NOTIONS PRELIMINAIRES : LA DISTANCE EN VARIATION ET

LA DISTANCE DE HELLINGER.-

Déginition I111.1.- Soit (X,B) wun espace probabilisable, H un

ensemble de probabilités sur B, P, Q ¢ H , u une mesure o-finie sur B

dominant a la fois P et Q, P € g% » q € g%-. La distance en variation

dV entre P et Q est définie par

4, (®,Q) = sup (P(B) - Q(B)) = %J Ip-qf du . )
BeB

Remarque III1.1.-

a) La définition ne dépend pas de u vu que, si u domine P

et Q, p domine v =P + Q et dp _dP dv

duy dv " du °
b) Le supremum qui intervient dans (1) est atteint pour

B ={p>q}.

Si P et Q sont des lois sur un espace produit infini (X(w), B(w))

on a évidemment, pour n > 1 , dV(P(n), Q(n)) = sup (P(B) - Q(B)) <

Beé(n)
< s @@ - Q@) = 4 @™, )

Beg(n+1)

Lemme I11.1.- Si P et Q sont des lois sur X, 8™y

() ()
dV(P ,» Q) 4 dV(P,Q)

>0
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Preuve
a) Pour n > 1 soit p =P +Q, p(n) = P(n) + Q(n) , D€ %% s
(n)
qg=1-p, p(n) - if?ﬁj , q(n) -1 - p(n) ,0s<ps<1,0cs p(n) €1 Gl

Si £ 3 (X(w), B(w)) — R est B(n)-mesurable, on désignera aussi

par f 1la fonction (x1,...,xn) F—»—f(x1,...,xn,yn+1,...), oty i€ Xn+' (E=1):5

n+ 1

suivant un abus de notation commode.

() _ Eg(n)

" (p) w-p.p.

Commencons par vérifier que p

_ =(n)
Ya e B(n) J EE (p) dp = J pdu=P(A) ; si A'e€ B(n) est la
A A

base du cylindre A, on a aussi P(A) = P(n)(A') = J p(n) d“(n) = I p(n) du.
Al A
=(n)
Donc, puisque p(n) = EE (p) wp-p.p-, (p(n) ; n > 1) est une

martingale positive intégrable, qui converge u-p.-s. et dans L1(u) vers p

(cf. [45]).

b) D'apres a), dV(P(n), Q(n)) = J lp(n)—q(n)| du(n) =

j lp-al du = d;(?,Q) . &

1
2
J [2p(n)—1( du(n) __—a-%-J [2p-1] du

n->e

Nf —

A
2
Passons maintenant a la distance de Hellinger.

Avec les mémes notations, 1'affinité de Hellinger entre P et Q,

notée p(P,Q), est donnée par p(P,Q) = J vpq du.

Définition 111.2.- Soit (X,B) un espace probabilisable, H un

ensemble de lois sur (X,B), P, Qe H , p une mesure o-finie sur &

. s . dp dQ
dominant a la fois P et Q , p € il q € du

dH entre P et Q est donnée par :

. La distance de Hellinger
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4y (P,Q) = [%J p? al'? - D] @

Remarque 111.2.- Pour des raisons similaires a celles indiquées

dans la remarque III.1.a) , dH ne dépend pas de u .

Lemme 1I17.2.- Soient P et Q deux lois sur un espace produit

(n) (n)

(X(m), B(m)). Notons p(P(n), Q(n)) par pn(P,Q). Alors, si P et Q

n
sont des lois-produit, P(n) = Pi et Q(n) = Qi , ona:
i=1

W ® B

i=1

n
pn(P3Q) = .n p(Pi’Qi)

i=1
dPi
Preuve : Soit uy o= P, + Qi > Py € 3;; > 45 = 1 - s (iz1). Alors,
n
n
Dn(P,Q) = j ‘/P1(X1) q1(x1) Vpn(xn) qn(xn) (121 ui)(dx1,...,dxn) = i£1 p(Pi’Qi)'.

Lemme 111.3.- Soient P et Q deux lois sur un espace produit

«, B ona Va1 oo 020, @0

Preuve : Rappelons les notations et résultats de la partie (a) de

la preuve du lemme III.1?.

ST z(n) z(n)
p,(®Q) = J p(n)q(n) a® - J/EE (p(n+1)) EE (q(nﬂ)) dp 2

“

zgM) I~y
2 J EE p gy, - J ‘/1>(n+1)q(n+1) ap D - Opat (B2Q)

L'inégalité ci~dessus résulte d'une double application de 1'inégalité

de Jensen pour les espérances conditionnelles :
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i) x+—— x2 est convexe ===> EB(pZ) 2 \:EB(p):l2 ==
==> EB(P) - [EB(p):I2 2 EB(p—pz) , soit

EB(p) O - EB(p)] = EB(p) EB(q) 2 EB(pq) = EB(p-pz) ;

ii) x+— VX est concave => EB(p,q) 2 EB(@) . B

De facon similaire & celle du lemme III.1, on en déduit le

Lemme 111.4.- Soient P et Q deux lois sur un espace produit

infini (X(w), B<w)). Alors,

b B0 4o 5 ™0™ 1+ a0

n->e no>o

Lemme 111.5. ([35]).— Soit (X,B) un espace probabilisable, P

et Q deux probabilités sur B. On a

d}zl(P,Q) € 4,(,Q) ¢ D-pZ(P,Q)]UZS 2d (P, . (3)
Preuve : |p-q| = I/E—/cﬂ 1/1;+/q—| > |/§—/E|2 permet de vérifier la

premiére inégalité,

La deuxiéme résulte de

J lp-ql du < »[J(/E—/DZ du fj(/%/c?)z au =27 [1-0@,Q] [+ @] -

L'inégalité de Schwarz entralnant p(P,Q) € 1 , la troisiéme
inégalité dans (3) est une conséquence immédiate de la derniére inégalité

ci-dessus.
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Remarque I11.3.- dV et dH prennent leurs valeurs dans BL1].

Par ailleurs, dV(P,Q) =1 <==>d,(P,Q) = 1 <==>P L Q. En effet,
PLQ<==>JAeB: Q@) =PQA°) =0<==>JAeB: P - Q) = 1 <===>
=>4, @0 =1 et 4 (®,Q =1 => 154 (,Q) => &, (,Q = 1 =>

=) dV(P,Q) =1, d'apres (3).

111.2. - LE THEOREME DE KAKUTANI ([34]).-

Restreignons notre attention au cas d'observations indépendantes,

(n)

n
c¢'est-3-dire 3 des lois-produit P = @ P, ,P= 0 P, définies su
=1 i=1

un espace probabilisable (X(w), B(m)) .

Remarque I111.4.- Pour ne pas alourdir les notations, on désignera

par le méme symbole les fonctions i : X(n) > [0,1] ¢ (X, peeeyx )= (X 40ve,x)
n 1 n n 1 n

et &: : X(m) > [b,l] : (xj,...,x

n’xn+1"") — @n(x1,...,xn)

Théoneme 111.1. (de Kakutani).- Soient P = 8 P, et Q= 8 Q
SRS a1 i
, BV 7).

deux lois-produit sur (X

i) PLQ<=> 1 M%&J=o.
n=1

.. . Vs qs .,
ii) Si V% 2 1 Pn N Qn , c'est-a-dire Pn est dominée par Qn

et réciproquement, alors P.¥,Q <===> P v Q .

Preuve

8

i) p(Pn,Qn) = lim pk(P,Q) = p(P,Q) = 0 <=—=> dH(P,Q) =1 <===> P J Q.

1 ke

n =

n

ii) Il est évident que P~ Q@ => P%Q .
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o

Réciproquement, si P_y.Q , i p(Pn,Qn) =a >0 .
n=1

Vo

W

s & 1
1 Pn est dominée par Qn » ce que l'on notera Pn < Qn

dP_ .
Soit qn=1,pnea-(—2—r;.Soient m,neN ,m>n.O0na
m
jg1 p(P.,Q.) = J YPyeePp VP yee By dQg...dQ =0 (R,Q) J p m Qe e -4

. J_—'——"—
Puisque pn(P,Q) v I J Poersc P dQnH...d%W 1

Soit \Dn = \/p1...pn , considérée a la fois comme fonction sur X(n)

. (=) . . .
ou comme fonction sur X ne dépendant que des n premiéres cordonnées,

selon la remarque IIIL.4. On a

J W 9> aq = j 02 om0 aq =

_ 2 (n) e _\2 oo o
= J 1ﬂn dQ J ( pn+1...pm 1) dQn+1...de = 2-2 J pn+1'“pm dQn+1"'de __———')m>n,n->°° 0.

Donc (tDn;n 1) est une suite de Cauchy dans LZ(Q). Puisque 19n > 0(nx1),
2 .
3\0 eL°(Q , ¥ 20: J (1ﬂn~1ﬂ)2 4Q = 0 . Par ailleurs,
= ||J Ilz == ||ﬂ|| et par conséquent #2 est une densité de probabilité

par rapport a Q.

*
Remarquons que Vm e N
[t a-2vz[0g,cczr2 a0

(n)

. *
Soient m, ne N ,m>n, Ae B

lp@ x 1 X)) -J 0 al = P @ -J 9 aql =
j>n Ax T X, Ax I X,
j>n j>n

- lf 9% aq - j 9% aql f 10207 dq <
Ax 1 X, Ax T X, Ax T X,

j>n j>n j>n

s'[wn-«ul 10,+0] aq < [M;wz a@ (M ap? aq] <2 |0,
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Ceci nous permet d'affirmer que P < Q , tﬂz < % .
Compte tenu de ce que Vn > 1, Qn < Pn et de ce que dans la

démonstration ci-dessus les rSles de P et Q peuvent @tre intervertis,

on conclut que P v Q.

1{1.3. - CRITERE D'ORTHOGONALITE DE DEUX HYPOTHESES SIMPLES A

PARTIR DES LOIS CONDITIONNELLES.-

111.3.1. - Introduction - Notations.

Soit (Q,A,u) un espace probabilisé, P et Q deux probabilités

sur A dominées par gy , Bo = {@,Q}, (Bn s n 2 1) une suite croissante de

sous-tribus de A, B_ = o(\U B.).
o n
n21
.. . L dp dQ
Choisissons des versions non négatives f et g de " et Fm
respectivement. Puis, pour n > 1, des versions non négatives de E n(f)
B
et de Eun(g) , notées respectivement fn et g , et des versions non
Boo Boo
négatives £ de E‘J (£) et g, de Ep (g). Finalement, faisons fo =g, = 1.
B

o o
On a f0 € E“ ) , g, € E“ (g).

Si ne N | {=} et v est une probabilité sur A, la restriction

de v a Bn sera notée v . Il est clair que Vo e N U {«} ona
n

dpg dog

n n
< > Q < ,f e———, g ¢ . En effet,
B Bn Bn Bn n duB T duBn

B

P

n
n

Ve "
e B P(B)=J fdp=J E (£) du =J f dp .
n B B H Bn B n Bn
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111.3.2. - Calcul de  p(Pg , Qg ) ([40}).

Remarquons que p(PB » Qg ) = 1 . D'autre part, Vo > 1
o o

n
0Py Q) =Py ,Qe ) + ) [®r ,Q )-p(®r Q)] =
Bn Bn Bo Bo k=1 Bk Bk Bk—1 Bk*1
n
=t z [J‘fkgk dug - J B i8ey g 1=
k=1 k k=1
n

On voudrait mettre en facteur dans l'expression entre parentheéses

ka_1gk_1 , ce qui pose probléeme vu que fk—igk—i peut s'annuleré Mais on
' k-1
peut remarquer que P, (f  =0) = J £, du, = E (£.) dp =
By ket (e =0t % B Jgg om0y ¢ K By
k~1 k-1
Bk—1
= J E“ (£) de = f fk_1 de =0 . Donc
{fk—1=0} k-1 {fk—1=0} k~1
f du, =0 et up (f >0, £ . =0)=0
J{f =0} k Bk Bk k k-1
k-1
£
; [¢) k
Par conséquent, en convenant que =~ = 1, 7 est pg “p.-s.
k-1 k

définie. Il en est de méme pour 2 . I1 faut pourtant retenir que ces
k-1

fonctions sont Mg “P.TS. définies au moyen d'une convention.
k

Sur {f,_, >0, g 4> 0} on a évidemment
— /e B
Bt T B T gy (7 i, gk_1)

Sur {f =0} U {g =0} on a encore cette égalité u, —p.-—S.,
k-1 k-1 Bk



- £, 8
- Ve o = 0 = g O -V g

puisque V£ .
Mp —p.-s. Hp —p.-s. k-1 ®k-1
B B

k k

k-18k~1

En reportant dans (4), on obtient

n fk 8y
Vo 3 1 p(PB > QB y=1- 3 J L& SWPT- (1 - f———) dug - (5)
n  ‘n k=1 k-1 k-1 k
B 8
Montrons maintenant que T3 est jp -intégrable.
k-1 k-1 k

~

V& 20 soient f

R PO
k kT g =0} k- Bk T g =0}

V& > 1 soient f

£+ 1 _ . é =g +1 _ .
I L O A N R T

£ Bt e, =01 f
On a £ = = , cette derniére expression étant un

_ f + 14 _ =
k=1 Tket T ONE =0} £,

quotient de fonctions défini sans aucune convention sous-jacente. Or

: f f B f
Vi 21 J 7 k dug = J A—k dug = f E“kq(A—k) dug +
k-1 k £ k {fk_1=0} £ k-1
B £ B
k- -
{f,_>0} £ k-1 {£, =0} k-1
B
1 k-1
+ J =— E (f,) du u {f, ,=0} +
N k B B k-1
(g, PO, _, k-1 k-1
1 k-1
+J +— E (£,) dp u {£, =0} +
{£, >0 Fie- KT Beey By Tk
J -1
+ - 4 = {f, _,=0} + {f, >0} = 1
tg,_ >0} e Biey  Byoy Kk By ke
fk
- est donc la densité, par rapport a Mg s d'une probabilité que l'on
k-1 k

identifiera ultérieurement (voir remarque III.6 ci-dessous). Il en est de
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- —
By . K Bk
. Alinsi, . et —_—
B—1 k-1 &1~ 1

méme de

sont de carré intégrable par

A

rapport a Mg et leur produit est donc Mg ~intégrable. Donc, pour k 2 1
k k

f g
/f (1 - —~5—-——ELO

Y- est u, —intégrable, car égal
k-18K-1 ey Bp B,

ka-p.—s. a /fk—1gk—1 - /fkgk H

. : z
- ka_1gk_1 -/ g—k;—-—li—) est le produit de deux fonctions

k-1 k-1
vg ~intégrables.
k

En conditionnant dans (5), on obtient :

n B, _ £ g
Va1 o@g.05)=1- 1 J Bt B0 - T g L ©)
n n k=1

k-1 &k-1 k-1

Puisque p(PB »Qg ) = lim ¥ p(Pg Qg )
(] o wand n n

e

Bk—1

p(PBw,QBw) =1 - szj/fj"gk'1 E, -Sy—) dug - €]

2 L .
Comme dH(PBm’QBm) =1 p(PBm’QBm) , on a finalement

2 v e B J/ £ &
dH(PB :QB ) = Z J fn_1gn_1 E“ (1 - £ s ) dUB . (8)
o oo n=1 n-1 °n~-1 n-1

111.3.3. - Rappels sur les lois conditionnelles.

- f g
On veut exprimer E ° f Q- 3 o LI
H n-1 &n-1

(nz1) en fonction de

la distance de Hellinger entre certaines probabilités conditionnelles.



Déginition 111.3.- Soit (Q,A,p) un espace probabilisé, B une

sous-tribu de A. On appelle version réguliére de la probabilité u conditionnée

par B toute fonction uB : @ x A— [0,1] telle que :
B B
-VaeA WL eE ()

- Vw e Q pB(w,.)\ est une probabilité sur A.

Lemme 111.6.- Soit (Q,A,p) un espace probabilisé, B une sous-
tribu de A. Si la tribu A est de type dénombrable et s'il existe au moins
une version régulieére uB de p conditionnée par B, alors pour toute autre
version réguliere oy de g con@itionnée par B on peut trouver 91 e B

tel que u(Q,) =1 et Vo ea pB(w,.) = uB(w,.)
1 1 1

Preuve : Soit (A 5 n 1) une sous-algébre de A engendrant A.

A

Vo 3 1 uB(.,An) et u1B(.,An) sont des versions de EE('ﬁ }. Donc,
n

Cn = {w: uB(w,An) u?(m,An)} est un élément de B pB—certain et il en

est de méme de 91 =M Cn' De plus, Vm € Q uB(w,.) = p?(w,.) sur
n>1

(An ;5 n 3 1). Le fait que A = c;(An ;n > 1) permet de conclure. B

1

On rappelle le résultat suivant, dont la démonstratiom, qui se

fait par des méthodes standard, est omise.

Lemme 111.7.- Soit (Q,A,u) un espace probabilisé, B une sous-tribu
de A. Supposons qu'il existe une version réguliére pB de p conditionnée
par B. Alors, pour toute fonction f : (R,A) — [0,00[ mesurable,

wHJ fw') MB(w,dw') € EE(f)

Remarque I11.5.- Dans les conditions du lemme précédent,

w J fw') uB(w,dw') est une fonction & valeurs dans [O,oo] .
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Lemme 111.8.~ Soient P et Q deux probabilités sur un espace
probabilisable (Q,A), B une sous-tribu de A. On suppose qu'il existe
une version réguliére PB (resp. QB) de P (resp. de Q) conditionnée
par B. Alors, il existe une version réguliere pB de uy = % P+ Q)
conditionnée par B.

‘ 1
Preuve : VB € B VAeAJB'ﬂAdp=7(JB1AdP+JB1AdQ)=

[J PB(w,A) Pp(dw) + J QB(w,A) QB(dw)] .
B B

[

dp dqQ

_B telles que fB +eg = 2,

Choisissons fB € EEE et gpe€ d”B

Alors on a :

JB 1, du = JB% PP, 5w + €, ggw] nglde) -

Posons ¥(w,4) =+ [PP(w,8) £5w) + Plu,n) ggw].
Vo e 0 ¥(w,.) est une probabilité sur (,A) puisque

v, = PP f5w + w,m ggw] = 3 [z + gg@l = 1 .

De plus, VaeA ¥(.,A) est B-mesurable et le calcul précédent
permet de conclure que ¥(.,.) est une version réguliére de pu conditionnée

par B. B

~

Lemme 111.9.- Soit (Q,A) un espace probabilisable, A de type
dénombrable, A une sous—tribu de A, P et Q deux probabilités sur A

telles que PB n QB'
B

On suppose qu'il existe des versions réguliéres PB et Q de P

et Q conditionnées par B, respectivement.
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Soit u = % (P+Q). Alors, ﬂ&* e B : u(Q*) =1 et l'application

w > di(PB(w,o), QB(wy‘)) 1Q (w) est B-mesurable.
*

dp
Preuve : Soit f € 535-. Si PB est une version réguliére de P
B

conditionnée par B, il en est de méme de P définie sur Q x A par

~

Phw,a) = B0, 1) A, @) + B Ui or @ -

{£5>0}
(s s B
Définissons Q1 de facgon analogue.

Si Y est la version régulidre de p conditionnée par B
. <z s . B B
construite comme dans le lemme précédant a partir de P1 et Q1 s

Vo e 0 ¥(w,.) domine a la fois P?(m,.) et Q?(w,.) .

@, ) aQ¥ @, )
Soit f € ———— |, g € ————— , D'aprés le lemme I1II.7.,
: avy (w,.) ¢ d¥w,.)
P owr— 2(PB(w ) QB(w )) est une version de EB[-l (/?—;¢F~)2] donc
; d Py (0s), Qo JL7 OF DT,

B-mesurable.

Or, d'aprés le lemme III.6., 391 € B : P(Q1) =1, P?(w,.) = PB(w,.)

sur 91 et 392 € B : Q(QZ) =1, Q?(m,.) = QB(w,.) sur

9 -
Vu que PB ~ QB s 9, = 91 n QZ est simultanément P-certain
et Q-certain et, sur Q. , § coincide avec w he-dﬁ(PB(w,.), QB(w,.)).
Donc, 32, € B :u@) =1 et wrr d2@Pw,.), Fw,) 1, @ est
*

B-mesurable, comme nous voulions démontrer. i

Lemme 111.10 {[40]).- Soit (0,A,u) un espace probabilisé,
B une sous~tribu de A, P une probabilité sur A dominé par u . S'il
existe une version réguliére uB de u conditionnée par B, il existe

une version réguliére de P conditionnée par B.
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Remarque 111.6.- TUne telle version est construite ci-dessous.

g ; s : dp 2
On choisit d'abord une version f non négative de — , puis

du
B dp
une version £, non négative de E (f). On a f, ¢ — . La version
B u B duB

el B . p : o5
réguliére P, de P conditionnée par B que nous allons construire vérifie :

pour hp-presque tout 5 PE(w,.) est la probabilité sur A de densité -g—

B

par rapport a uB(w,.), ?g- étant us(m,.) - p.-s. définie grice a la
B

convention =1

olo

Preuve du Lemme II11.10.- Sous la convention §-= (- 7 est

y-p.-s. définie comme l'on a déja souligné. En effet, cette fonction est
définie sur 91 =qg-{f>0, fB = 0} et

P{f,=0} = [

f dy =
B J _
{fB—O}

B _ P — Y =
Eu(f) duB = J fB duB = 0 => u(f>0,fB—0) = 0 «

J{fB=O} {fB=O}

Introduisons, comme ci-dessus, des fonctions auxiliaires qui permettent

: . f . s
de substituer a F— un vrai quotient :
B
f=fw 1{f3=0} o g gty oy -
Alors — = gL , donc EE(%L) = E”(giD De plus ,
B u-p.-s fB B fB
sur {fB > 0} on a EEC;L) = :L- Eﬁ(f) = EL- E:%f) = 1, et
) fB LB—p ~8q fB B KgTP-S-
sur {f_=0}, on a EB(:£J = EB(1) = 1 . On en déduit que 1 € EBQ£~)
B u » < pof
fB uB—p. S B

D'autre part, on peut calculer Eiég—) a partir de
f

B
Plus précisément, w F—»»J :ﬁif—l-, pB(w, dw') € EBGg—) . On a donc ,
fo(w") L
B —
£0u) B '
pour u_-presque tout w, i = | =——— 1 (w, dw')
B '
£,(")
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9, = (==

} étant p-certain, mous avons 1 = u(g,) = | 4, du =
17 ! 4

| 0?11M|

= J Eﬁ(’{)91) duB = J pB(u,Q]) pB(dm). Donc, pour pp-presque tout w ,

pB(w,§21) = 1 ; autrement dit, pour ug-presque tout fL = AL pB(w,.)—p.—s.
B fB
En résumé : op peut trouver £, € B tel que (@) =1,
Vm €, ;f— = 'fi uB(w,.)—p.—s. et Vw € Q,
f B
B
r ]
1= j £0D B, aw) = J £ @) 18, @
fB(w') B

Considérons PE 19 x A —> [0,1 définie par :

-Vae A Vo€ 0, PE@,A)

J f—f—@') uB(w,dw') ;
A°B

“Vaea Vo ¢9, Blwa =r@

. . B
I1 est clair que par construction Vw Y P.(w,.) est une

probabilité sur A. De plus, YA e A PE(.,A) est constante sur Q - Q_ € B ;
=, -

sur Q. » P, (.,A) coincide avec whr— —A—f-(—w-l 1IA(w') uB(w,dw') € EB (;f— ‘ﬂA),
fB(w') H fB

laquelle est B-mesurable. C'est-a-dire : Yae A PE(.,A) est B-mesurable.

Vérifions qu'il s'agit d'une version de Eg(‘ﬂA).
VB e B J PE(w,A) PB(dw) =
B

(J SLlh) 1, (") uBw,du')) Pylaw) =
ana* fB(m')

I
———
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[ B [ B _
_ JB BSG 4,) dpg = JB £ 1) 5 ap

u
fg fg
e
B
(car f, € —)
B duB
B, f B
= E (= 1 fg) dp =J E (1) du =
BN{fz>0} * fg A B B B N {£z>0} ¥ A
- J 1, a0 = P(a N B N {£50}) =
Bﬂ{fB>0}

L]

P(A N B) —P(AnBﬂ{fB=o}n{f>o}) = P(A NB) =J ﬂA dp .
B

B . . .y
On peut donc conclure que P, est une version réguliére de P

conditionnée par B et que Vo e 2, Pi(w,.) est la probabilité sur A de

olo

=1 .8

... £ . B .
densité — par rapport &3 u {(w,.), compte tenu de la convention

g

111.3.4, - La condition suffisante d'orthogonalité de deux lois de

J. Kabanov, R. Lipcer et A. Sirjaev ([33]).

Reprenons le calcul de dH(PB s QB ) , en utilisant les notations
o0 (-]

des sous-sections antérieures et en introduisant une hypothése supplémentaire :

B

h;) Vﬁ > 1 il existe une version régulieére uBn_1 de la probabilité
n €))
pg sur (Q,Bn) conditionnée par Bn_1 .

n

Soit n > 1. Considérons 1l'espace probabilisé (Q,Bn,uB ) et
n

la probabilité PB sur (Q,Bn), absolument continue par rapport a Mg
n n

puisque P < u .



Ona f €

D'aprés le lemme III.10, on peut construire une version réguliere

P n-1 de P conditionnée par B qui vérifie : pour p - presque
* B n-1 B
B n n-1
’ Bn—I fn
tout w , P (w,.) est la probabilité sur (Q,Bn) de densité f
n n-1
B B £
faisant

par rapport a p n_l(w,.) , la définition u -1 -p.—s. de
Bn Bn n-1

. . . o
intervenir la convention - = 1.

B
. . A n-1
On introduit de méme Q
n
Pour Mg - presque tout w on a donc

n-1

P () o ) = J // N e PRI
*Bn *Bn fm1 En-1 Bn '

“ F_»' V//an @ gy (") Br1—1((u da’) EBn—1( £ 8y ) = EBn—1 J/_fg_ &n )
£ g “Bn sauw’J € ug f g T Ut '
n

n-1 n~-1 n-1 °n-1 n-1 gn-1

En reportant dans (8) on obtient :

«©

B B
4?5 5 g ) = ] J VT @e__ @ dﬁ(P*g“<w,.),Q*;"<w,.)) b (@) . (10)

n=1 1

n n

Faisons deux nouvelles hypothéses supplémentaires :
hé) Vo 31 Bn est une tribu de type dénombrable . (11)

hy) Ya » 1 Pp v Qg - (12)

n n
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B B _
Alors, si Vo > 1 P -t (resp. QBn 1) désigne une version réguliére
n

[en]

quelconque de la probabilité PB (resp. QB ) sur (Q,Bn) conditionnée par
n n

Bn_1 , compte tenu des lemmes III.6. et III.9. on a :

2 Bn--1

4 ,Q ) = P /_(w)g & (P T, 0" W, ) by (@) . (13)
© oo n;1 n n-1

Remarquons que, dans cette formule, on peut aussi remplacer f
dPB dQ B »

n-1 n
W (resp. de EI’-B——)

n-1

(resp. gn_1) par une version quelconque de

n—1 n-1
et que, grdce au théoréme de la convergence monotone,i et J peuvent &tre

intervertis.

Avant de faire cette interventiomn, calculons le premier terme

de la série (13). Nous avomns :

—f°=g =1 ;3

B
( »A) € Ep ° @ ) = Pg A, car B =180} ;

1 31 1

B
-~ o =
- de méme, Va e B1 QB1(°’A) QBi(A)

- Va e B

On en déduit que
[ VT @), .6 uy @) = | g 10 ) () = a2 (Pg ,Q 5 ).
0 (W8 (W) dylPg (0,00, Qg (wo00) kg G g 0%, Mgt 8 %8,
En résumant 1'étude précédente, qui évidemment permet aussi le

calcul de d (PB ,QB ) (n22), on peut écrire :

Théonéme 111.2.- Soit (Q,A,u) un espace probabilisé, (Bn sz 1)

une suite croissante de sous-tribus de A, B_=o(l B ) , P et Q
nx1
deux probabilités sur A dominées par u .



On suppose que :
- Va2 Bn est une tribu de type dénombrable ;

- V% 2 2 il existe une version réguliére de la probabilité ug sur
n

(Q,Bn) conditionnée Par Bn_1

- V& 2 1 PB v QB

n n

Alors :

- V% 2 1 PB (resp. QB ) est absolument continue par rapport a Mg 3
n n

n
dPg dog

on note f_ (resp. g ) une version non négative de n (resp. de Lo
n n de duB
n n

- b% > 2 il existe au moins une version réguliére de la probabilité

B

PBn (resp. QBn) sur (Q,Bn) conditionnée par Bn—f ; on note PBZ_1
B -1
(resp. QBn ) 1l'une quelconque de ces versions.
n
- VG > 2
: B B
2 2 t 2, k-1 k~1
= V£ (e (o)
dy (g Qg ) = dy(Pp ,Qg ) + J[z e @g_ @ dg(Bp’ (0,.),Q"  (,.))]p(dw),
n n 1 1 k=2 k k
(14)
2 2 JSE TGy 2 Bk—1 Bk—1
dH(PB ’QB ) = dH(PB1’QB ) + [2 fk_1(w)gk_1(w) dH(PB (w")’QB (w,-))]u(dw).
o © 1 kaz k k
(15)

Conolhaire 1. (J. Kabanov, R. Léipcer et A. Sinjaev [33],
J. Mémin [38]).-

Pour que P et Q soient orthogonales il suffit que

2 Bn-1 B
pfow s ) dH(PBn w,.), g

nz2

n

It
-

T, ) = =

n
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Preuve : D'aprés (15) et puisqu'une fonction non négative

Mg —intégrable est Mg ~P-P. finie, nous avons :
@© @«

< POUTr up —presque tout w
©

2 Bn 1 Bn 1
VE e (@) - - ®
D YE @ W) dy @™ )y g ) < m (16)
nz2 n n
g 3

Soit f (resp. g_) une version non négative de 2=k (£f)

© oo de u
3 =

(resp. de E;E— = Eu ()

(fn ;n oz 1) (resp. (gn ; n 2 1)) converge ”Bw_P'—S' vers f_

(resp. vers g ) (voir [45]).

Compte-~tenu du lemme III.9, pour Mg “presque tout w on a donc,
oo

en plus de (16)

2 Bn-1 Bn—1
- L g W), g W) = e
n2 n n
- f @ £ W)

-0

S-S ) ;:;+ g, ()

]
(o]

On en déduit que pour ug —presque tout u (£, gw)(w)
o

Donc g (f,>0, g, >0) =0 et par conséquent
0

PBm(fm >0, g, =0) =0. D'olt PBm(fw >0, g =0)

(-]

]
_—
-

PBm(fw > 0)

tandis qu'il est évident que QBw(fw >0 ,g, =0)=0: PB et QB s

© )

et a fortiori P et Q , sont orthogonales. B



Concllaine 2. ([40]).-

2 Bn—1 Bn—i _
PB < QBm===> PB {w : 2 dH(PBn (ws ) QB (wy.)) < =} =1

© o ns2 n

Preuve : En reprenant les arguments de la démonstration précédente,

et vu que P , on a, pour PB - presque tout w :

-]

B, < g _

2 Baoy Ba-1 )
- Z an_1 Zngn_1(w5 dH(PB (w’°)’ QB (wa-)) < ® 3
n n

n>2
- f _1(w) — £_(w) ;

93
N>

(w) —> g_(w) ;
>0

(£, 8 ) >0, vuque PBm < QBw _> PBw(fw >0, g, =0 =0.

T Bny

On en déduit que, pour PB ~ presque tout w ,
©

B B
2 n-1 n-1
¥ dH(PBn (ws.), QBn (w,.)) <o . B

nx2

111.3.5. - Application & l'orthogonalité de deux hypothéses simples

en statistique.

Soient P et Q deux probabilités sur un espace produit infini

n
(X(w), B(m)) = @ (Xn’Bn)' Pour n > 1 posons B(n) = @ B R

nx1 k=1 K
n
B(n) = B(n) x I X. . B(n) est une tribu sur X(n)= n Xk , g(n) une
j>n J : k=1

) =(n)

. o« - . -
tribu sur X( . (B s nx 1) est une suite croissante de sous~tribus

de B(m) qui vérifie B(m) = o\ E(n)) .
nx1
Pour n > 1 on pose aussi §(n) =Pt E(n) , a(n) =QFfr E(n)
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On peut interpréter P et @ comme deux hypothéses simples pour
: ) . - . ) (@) (=)
une suite d'observations X = (Xn ;nz 1) (R,A) — (X¥7, B 7). On notera

P () {(resp. Q (n)) la loi de X(n) = (X1’°"’Xn) sous l'hypotheése
X

X
P (resp. Q). On a :

Ve e 8™ p @ ® = M g x 1 X)) =PGBx I X,)
X

j>n j>n

Admettons que les hypothéses (hl)’ (hz) et (h3) suivantes sont

vérifides :

® )

h1) Vh > 2 on peut choisir une version P (resp.
Q(n)(.,.)) de la loi conditionnelle de X(n) sachant “un
X(n—1) sous 1'hypothése P (resp. Q).
i
hz) Vo 3z 1 Bn est de type dénombrable . (18)
h3) Vn 3 1 Px(n) " Qx(n) . (19)

Rappelons que Vn 3 2 P(n)(.,.) : X(n_1) x B(n)<——+ lo,1]

(et de méme Q(n)(.,.)) a par définition les propriétés suivantes :

a) VB e B(n) P(n)(.,B) est B(n_1)—mesurab1e et vérifie

Va o gD J P® gy _1)(dx(n-1>) .
A X

(n)

(n-1)
e A, X™ eB) =P Taxx)ynsl,
X(n) n

= Pr(X

ol Pr désigne la probabilité sur (Q,A) dont P est 1l'image par X.

b) V%(H—I) € X(n_1) P(n>(x(n—1),.)

est une probabilité sur

@ g, (n) g@ 1D _ @1y

(dite loi de X sachant que
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Le produit de deux tribus de type dénombrable étant de type dénom-—

B(n)

brable, il résulte de (18) que Va 21 est de type dénombrable.

) @ (D)

Donné x , soit

coordonnées de x(m). Va > 2 Vk(w) € X(w) V& e B(n) on pose

le (n-1)-uple des n-1 premiéres

P a® a1 ox) - p® @D, g

j>n
On voit aisément que Pin)(.,.) est une version réguliére de la
probabilité §(n) sur (X(m), E(n)) sachant E(n—1). 11 en est de méme
de Qin)(.,.), définie de maniére analogue a partir de Q(n)(.,.).
De plus, si u = %—(P+Q) et si Vn 21 on pose ;(n) =pu P E(n),

on a ;(n) = %-(§(n) + -(n))’ probabilité sur (X(m), E(n)) qui admet une

version réguliére sachant E(n_1) , d'aprés le lemme III.§.

On peut donc appliquer le corollaire 1 .du théoréme III.2. : pour

que PLQ il suffit que p{x' : N d;(Pin)(x(m),.),QiH)(x(w),.)) = w} = 1
n>2
ou, ce qui est équivalent, que
p T Ze™a™, 0, Q™ a0 =er =
n32
et (20)
o=+ 7 2P, 0, a0 me -1,
n:2

Nous voulons revenir aux données : P(n)(.,.) et Q(n)(.,.) (n 3z 2).
(n) (n) . L
Leur rapport avec les P, "(.,.) et Qg "(.,.) , respectivement, conduit 2
formuler la condition suffisante d'orthogonalité présentée ci-dessus de la

facon suivante :

) 4@

pour que P 1 Q , il suffit que 1'on ait, pour tout x

d'un ensemble simultanément P-certain et Q-certain,
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I de™a™ o, ¢Wa®,) -

n>2

ou, avec une notation plus suggestive,

(n-1)__(n-1) (n-1)__(n-1)
7 oa2et = , Q% e ) = . (21)
n2 : X(n) X(n)

Lemme 1I1.11.- Soit (Q,A) un espace probabilisable, B  une

sous—-tribu de A, P et Q deux probabilités sur A. On a :

dH(PB’ QB) S dH(P,Q) . (22)
Preuve :  Suivant des démarches analogues & celles du lemme III.3.,
dP dqQ
. dp d B B B B
soit p =P+Q , f € W’ g € H% . On a E“(f) € EEE-, E“(g) € E;E et

o (Pg,Qp) = J »’éﬁ(f) Eﬁ(g) du 2 J Ef(/@ dy = J Vg dp = 0(P,Q)

ce qui permet de conclure. B

Ce lemme nous amene a une autre condition suffisante d'orthogonalité

de deux hypothéses, a savoir :

Proposition 111.1.- Soient (Xn,Bn) (nz1) des espaces probabilisables,

X = (Xn ;n> 1) une suite d'observations, Xn a valeurs dans Xrl m = 1)
On considére deux hypotheéses pour X , P et Q , probabilités sur

(X(W), B(m)), et 1'on admet que :

- Va

> 1 Bn est de type dénombrable ;
Vo P L@
(n-1) X(n—1)
- Vﬁ > 2

il existe une version régulieére PX(n) (resp. Qx(n) )
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(n) (n-1)

de la leoi de X conditionnée par X , sous l'hypothése P (resp. Q).

Une condition suffisante pour que P L1 Q est que, pour tout

HONRRC

d'un événement simultanément P-certain et Q-certain, on ait :

LD @1 )@=

2
Y ds(e » Q ) =, (23)
nx2 H xn Xn
ol x(n_i) est le (n-1)~uple des n-1 premiéres coordonnées de x(w).
Preuve : Commencons par remarquer que, V% > 2, 1'existence des

(n-1) (n-1)
versions réguliéres PX (resp. Qx ) de la loi de X sachant

n n
X(n-1) sous 1'hypothése P (resp. Q) est assurée : on n'a qu'd les

définir comme la restriction a la sous-tribu de B(n) des événéments de
(n-1) (n-1)
la forme X(n D XA, avec Ae B , de Px et Qx ,
n X(n) x(n)

respectivement.

D'apreés (22),

(n-1)__(n-1) (n-1)__(n-1) (n-1)__(n-1) (m-1)__(n-1)
dH(P§ =X , Q§ =X Y ¢ dH(PX(n) =X , QX(n) =X
n n : X X
(n 22 ; x(n_1) € X(n-1)) .

Donc, (23) ===> (21), ce qui permet d'établir le résultat prétendu. B

. - . -~ -~ g *
Si on se limite & des hypothéses sur (Rr® , B s)( ) (se ),
R

le type dénombrable des tribus B(n)

est assuré et l'existence d'une version
réguliére de la loi de X conditionnée par X(n-1) (n 2 2) résulte d'un

théoréme de M. Jifina ([32]). On peut ainsi énoncer le théordme suivant, qui

est une conséquence immédiate de la proposition III.1. et de ces considérations.
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*
Théoneme 111.3.- Soit s e N , X = (Xn ; n>1) une suite d'obser-
. s o ()
vations de IR~ dont la loi inconnue sur B by est P ou Q.
R

Supposons que Vn > 1 PX(“) N Qx(n)

)

Alors, pour que P L Q il suffit que, pour tout x € (]RS)(W

d'un événement simultanément P-certain et Q-certain on ait :

(n=1)__(n-1) (n-1)__(n-1)
R S R (24)

nx2 n n

ou x(n-” désigne le (n-1)-uple des n-1 premiéres coordonnées de X.

I11.4. - SEPARABILITE DE DEUX HYPOTHESES SIMPLES. -

Théoneme 111.4.- Soient (X(m), B(m), H) un modele statistique,

H = {P} et H1 = {Q} deux hypotheéses. H0 et H, se séparent asympto-—
tiquement uniformément si et seulement si P L Q .

B(n)

Preuve : Si H(Cn s a3z 1) -adaptée telle que

P(n) Cc)— 1, Q(n)(C ) —— 0  soit (nk ; k > 1) une suite de

n’ nw n’ noe
“k 1
naturels strictement croissante telle que Q (Crl ) < 5 - Posons
k k
C = lim sup C s Alors
koo
()
P(C) =limP[U (€ x T X)]: limP T )=1 et
e k2j Tk Bemy joeo %
(nk) 1
Qc) = limQ[U (€. x I X.)] <lim ) Q@ “(_ )< lim | —=0.
- : n . i . . n s . .2
j*e k2] k i>ny jo= k2] k joe k2] k

Donc P L Q.
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. . . (n (n) .
Réciproquement, si P 1 Q, dv(P ), Q );1-:;-* 1 . Soient

(n) (n) (n) 3

(n)
n =P +Q > P , C = {p(n) 2
du

1
@ o ,-2—} . On a

P(n)(cn) - P(n)(p(n) 5 1_p(n)) - dV(P(n),Q(n)) + Q(n)(p(n)21 N 1_.)(n)) 5

2 ay @™ Q™) s 1

et

(n) Y _ (n) (n) - (n) ,(n)
QUTC) = PUTC) - dy(BTTLQTT) < 1 = dy(BTTLQT) oo 0 . B

Conoflaine 1.- Dans un modéle concernant une suite d'observations
indépendantes identiquement distribuées, deux hypothéses simples distinctes

sont toujours asymptotiquement séparées.

Prewe : o (P,Q) = [b(P(U’Q“)]n;‘.;? o . ®

111.5, - SEPARABILITE DE DEUX HYPOTHESES MULTIPLES. -

Théondme 111.5.- Soit (X(w), B(w), H) un modéle statistique,
H0 = (Pi ;3 12 1) et H1 = (Qi 3 1 2 1) deux hypothéses dénombrables.

Alors, Ho et H1 se séparent asymptotiquement si et seulement si

*
Vl, je N Pi'LQj

Preuve : La condition étant évidemment nécessaire, passons tout

de suite a la démonstration de sa suffisance.

*
D'aprés le théoréme III.2., Vi, je N E(Arl.lj ;nx 1) B(n)—adaptée

telle que Vi 3 1 Pi“)(Ar.l‘j) — 1, Yis Qf“)(A‘i‘j) —_——0.

<o J n-—>
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T s
si ¢® = U (M AT) , «€® ;n 3> 1) sépare asymptotiquement
s . ., ij s
i=1 =1 r

(uniformément, vu qu'il s'agit d'ensembles finis) Hz = {Pi} et

s i=1
s =
H, U {Qj} .

3=

En effet, V& e {1,...,r}

s s . s
Py 3@ (A A%y = 1™ [0 «®p)] 5 1- Te®®ty sy
i rs i 5=1 ij i 5=1 ij j=1 17 e

i=1 n-e

r
et VG e {1,...,s} Q;n)(C:S).s Q;n)(L) A?j) —_—— 0

* *
V% e N Hm €N :n2m ===> inf P(n)(Cn ) - sup Q(n)(cn )y > 1 - 1 .
P P P PP p PP P
PeHo Q6H1
(mP 5 p > 1) peut Ctre choisie strictement croissante.
Pour n > m, , soit p(n) tel que o (n) £n< T (n)+1
m n
Posons cC =¢ p(n) x I X. .
n p(m),p(n) .
j=m +1
p(n)
Ve,e H n:m —> ™) = P(mp(“))(cmp(“) )z 1 - —_— 1
i ° p(i) i n i p(n),p(n) p(n) noe
(m ) m
(n) p(n) p(n) 1
et VQ.eH nem .., ==>Q, "(C)=24qQ, (c ) ¢ —0 . R
i~ p(3) i m j PmLpm7 " ) noe

Conollaire 1. ([35]).- Dans un modéle concernant une suite de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, deux hypothéses

dénombrables Ho et H1 sont asymptotiquement séparées dés que disjointes.

Si 1'on veut énoncer ume condition suffisante pour que deux hypothéses
dénombrables HO et H1 se séparent asymptotiquement uniformément on doit

imposer des contraintes difficiles a vérifier. Dans les cas les plus courants,
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on est amené & considérer les enveloppes convexes C(Ho) et C(H1) de ces
hypothéses, comme le montre le théoréme III.6. ci-dessous (dd & L. Le Cam,
cité dans [35]). On abandonne alors 1'hypothése que H_ et H, sont dénombrables.

[e]

Remarque I1711.7.- 11 est facile de vérifier que, pour tout espace

probabilisable (X,B) tout test $ défini sur X et toute paire Ho R

H1 de familles de probabilités sur (X,B)

infjlﬁdP— suleleP= inf JlﬂdP— sup JlﬂdP=
PeH1 PeH0 PeC(H1) ' PeC(Ho)

= inf J ¢ ap - sup J g dap
PeC(H1) PeC(HO)

ot A désigne 1'adhérence de A , par rapport i dv .

Théondme 111.6.~ Soit (X,B) un espace probabilisable, H et H
deux ensembles de probabilités sur cet espace dominées par une mesure o-finie

u sur (X,B), C(Hi) (i=0,1) 1leurs enveloppes convexes. Soit € > O .

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un test

$ défini sur (X,B) tel que

suprﬂdP+ss infjtﬂdl’ (25)
PeH - PeH

1 [
est que dv(C(Ho), C(H1)) > € .

e ips s . dpP
Preuve : Supposons (25) vérifiée. Notons p une version de T
. 4 .

q une version de a ol P e C(HO) , Qe C(H,)

ccfo@-fva-opa-]oaa.
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Soit A = {p 2 q}. On a

€ § J J(p-q) dp s J (p~q) du = P(A) - Q(A) = d,(?,Q)
CYA A

La condition est donc nécessaire.

Pour voir qu'elle est suffisante, supposons dV(C(Ho), C(H1)) 2 e .
Soit b(0,2e) 1la boule ouverte de centre O et rayon 2¢ dans l'espace de
dQ

! ; - (9 _dQ .
Banach L]R(X,B,u). Soit C = {du a te: P e C(Ho), Q € C(H1), g € b(0,2¢)}.

C est évidemment convexe, est ouvert comme réunion d'ouverts :
_ dP _ _cl(_)_ .
C = LJ (du a + b(0,2¢)). De plus, C ne contient pas O.
(P,Q)GC(HO) x C(H1)
Sinon on pourrait trouver P ¢ C(Ho), Q¢ C(H1), g € b(0,2¢) tels que,
dpP Q4 = p- i - =
avec p € an et q € i 0 = p—q+g . On aurait donc ||p q||1 2 dV(P,Q) < 2e.
Or dV(P,Q) 2 €.
Le dual de LLQC&B,p) est 1'espace M des classes d'équivalence

de fonctions mesurables bornées, avec la norme
[1£]]_=n - ess. sup . |[£] = inf {A >0 : p(|f[>2) =0} (feMm .

D'aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe un hyperplan fermé
qui ne rencontre pas C. Il existe donc ¥Ye€e M, Y de norme 1 vérifiant

V% €C J c ¥ dy > 0. C'est-3-dire que :

VPeC(Ho) Vo e cmp Ve € 5(0,2¢) J%de—J%%‘l’du>Jg‘l’dp. (26)

Si 1'on pose { = % (1+¥) , § est un test défini sur (X,B) et,

aor: @ _ 4 1 o
d'aprés (26), J (du dp) P dp > 7 | 8 ¥ du . On en déduit que
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inf J (ég-— %%) J du > %~ sup Jg‘Pdp = 1n2€. |‘¥||°° =,

@, Qec@)xCm) ) ¥ geb (0, 2¢) 2
comme nous voulions démontrer. BB

Remarque 111.8.- Dans le théoréme précédent, 1'hypothése de domination

des lois est indispensable. Par exemple, si (X,B) = (Bi,ﬁm) , Ho = {U[b 1]}
’

1 , mais il est évident

et H, ={6X : x € [0,1]}, alors dy(CH ), C(H1))

qu'il n'existe aucun test ¢ vérifiant  sup J P dP + 1 g [ J(x) ax .
PeH, lo,1]
A partir du théoréme I111.6., on peut énoncer une condition nécessaire

et suffisante de séparation asymptotique uniforme de deux hypothéses multipies.

Dans la proposition suivante et sa démonstration on utilisera

librement les notations introduites dans la sous-section III.3.5.

Proposition 111.2.- Soient (Xn,Bn) (nx1) des espaces probabilisables,

Ho et H1 deux hypothéses multiples sur (X(m), B(m)), dominées par une

mesure o-finie p sur (X(w), B(w)) .

Va > 1  notons Cén) (resp. Cfn)) 1'enveloppe convexe de la famille

(n) = (§ (n)

de lois H
o

; P e Ho) (resp. de Hin) : (6(n)

; Qe H1)).
Une condition nécessaire et suffisante pour que Ho et H1 se

séparent asymptotiquement uniformément est que dV(an), an)) —
N>

Preuve : Vu que H(n) et H(n)

o 1 sont dominées par ;(n)(n21)

il résulte du théoréme III.6. et de la remarque I.4. que la condition est

suffisante.
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D'autre part, si H_ et H, se séparent asymptotiquement

o 1
. . . z{(n) c
uniformément H(Cn ;n21) B ~adaptée telle que
—(n) -
it Gy -a™e)) — 1 . (27)
(P,Q)eHOXH1 no

Désignons par C(Ho) et C(H1) , respectivement, les enveloppes

convexes de H_ et H, . I1 résulte de (27) que

inf @(n) (Cn) — 6(11) (Cn)) — 1 ,
(P,Q)€C(H0)XC (H1) N

d'ol dv(an), C1(n)) —> 1 . Donc, la condition est aussi nécessaire . W
N>

Soulignons que la condition de la proposition précédente n'est pas
. s ' . . ' . (n) (n)
facile a mettre en oeuvre, vu qu'elle implique 1l'évaluation de dV(CO . C1 ).

On peut présenter d'autres conditions qui assurent la séparation
asymptotique uniforme de deux hypothéses infinies, mais ces conditions sont

trés contraignantes. Par exemple :

Proposition 111.3. ([35]}.- Soient H et H, deux hypothéses

d'un modéle statistique (X(w), B(w), H). On suppose que
*
1 1] " "
Vo 3 1 Jk, e N 3Hn,1 Hn,knc B gaw venes Hn’knC H,
ﬂen >0 et Vi, je {1,...,kn} 3 xﬂini test défini sur (X(n),B(n))
’

tels que :

k
n
- H =UH'
[e] i=1 s1
k
n
-H, = UH
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' ) () _
- WY B ; J A SR I
- Yqe Hy f q)i’:i Q™ < e

Alors, si € kn —_ 0, H0 et H1 se séparent asymptotiquement
n-re

uniformément.

Preuve : Posons "Un = sup (inf 1ﬂ](_n3) Si P e Hr'1 P alors
= i b 1,
J (-9 ) dP(n)vs I sup (1-‘ﬂ§n2j) ap® ¢ )

J -0y ™ ¢k ¢ —o0.
j 0 -] to* "

n
n-w

D'autre part, si Q € H; e alors
3
o

Jlﬂ dQ(n) < J inf ‘ﬂ(n) dQ(n) < XJ 1ﬂ(n) dQ(n) <k & —> 0 . La
n g [T : i3, n n

>

remarque I.4. nous permet de conclure. W

111.6. - LE THEOREME FONDAMENTAL DE LA DECANTATION.-

On présentera ici une version améliorée d'un résultat de J. Geffroy

([23]>.

Commencons par rappeler une inégalité de W. Hoeffding.

Lemme 111.12. ([30]).- Soit X une variable aléatoire réelle
presque~siirement i valeurs dans un intervalle [a,b] , a < b, Alors :

2
E(eX-—E(X)) < e(b—a) /8 . (28)

On peut énoncer un résultat similaire en termes d'espérances

conditionnelles.
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Lemme T11.13. ([75]).- Soit (Q,A,P) un espace probabilisé, B
une sous—tribu de A pour laquelle il existe une version réguliére de P
sachant B. Soit Y wune variable aléatoire réelle intégrable définie sur

(Q,A,P). Soit y 20 .

On suppose que pour P-presque tout w il existe un intervalle

I(w) de longueur 7y tel que Pg(w,l(w)) = 1 . Alors

B 2
EB(eY-—E (Y)) < /8  Pop.-s. (29)

et par conséquent

B 2
g’ F () ¢ /8 (30)

Preuve : Pour P -presque tout w, d'aprés 1'inégalité (28),

y-fy P,?(w,dy)

e P?(m,dy) S YZ/S . Or cela n'est autre que

B
PY(w,dy) = ey Pg(w,dy) = e_E (Y)(w)[bB(eY)](m) =

IED (D) () B ER) W) J

B
- [EB(eY_E (Y))] () .8

On peut aussi obtenir une inégalité de Markov pour les espérances

conditionnelles, a savoir :

Lemme 111.14. ([}3]).~ Soit (2,A,P) un espace probabilisé, B
une sous-tribu de A pour laquelle PB existe. Si X est une variable
aléatoire réelle B-mesurable et si Y est une variable aléatoire réelle,

X et Y définies sur (Q,A,P), pour P-presque tout w on a

B lw, 1¥3x) ¢ e ¥@ [EB(eN)] (w) . o)
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Preuve :

{eY-X

pBo, (1:x}) = PB(u, fe¥2e¥1) = PB(u, 31

D'aprés 1'inégalité de Markov, pour P-presque tout w (32)

est majorée par I e(Y-X)(w') PB(m,dw') = [ﬁB(eY—X)](w) = e_x(w) [EB(eY)](m)

Proposition 111.4. {[43]).- soit (9,A) un espace probabilisable,

P et Q deux probabilités sur cet espace. Soit (Bn ;5 nz0), avec

Bo = {¢,2}, une suite croissante de sous-tribus de A, (an ;nz 1)

une suite réelle, (&n ;n2 1) et (pn ; n 2 1) deux suites de variables
Ve . ’ \

aléatoires réelles, telles que Vn 21

B
- il existe une version réguliére PBn (resp. QBn ) de PB
n+1 n+1 n+1

(resp. de QB ) conditionnée par Bn 3
n+1

- a e [0,1] , \ﬂn et p  sont a valeurs dans fo,1], a +p_ 1

- ﬂn est Bn—mesurable 3

- p. est Bn_ -mesurable ;

1
n-1 .
- E W) sp, P-pe-s. ;

n-1
- E ) za +p, Q-p.-s.

O ;™Yo om B

n
Soit Y = z a, ﬁj (nz1). Alors, Vn > 1

j=1 J
n n
1 3 2
P, {Y » J a.(p, +%a.)} cexpl-2 ¥ a%} ,
Bn n 551 i 273 8 3=1 j
n n
1 3 2
QBn{Yn > jz1 aj(pj * 5 aj)} 2 1 - exp{ §'jz1 aj}

(32)

(33)

(34)
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Preuve : Remarquons tout d'abord que (34) est une conséquence

de (33), que 1l'on établira de suite.

n
En effet, si ﬁ% =1 - 0n 5 p; =1- P, " a s Y; = E a ﬁg ,

n j=q 3
Bn-1 Bn-1
pour n > 1 EQ (ﬂ;) =1 - EQ (ﬂn) s1-p -a = pé . D'apreés (33),
n n
1 3 2
Q, {¥' 2 J a, (pl +5a.)} sexp-3 ) at}
Bn n 5=1 j Y] 273 8 jei 4

passage au complémentaire,

Il 13

1 3 7
aj(pj + E-aj)} > 1 - expl- g Z a

QB {Yn : .
n 1 j

J

Voyons maintenant comment établir 1'inégalité (33).

D'aprés 1'inégalité de Markov conditionnelle (31),

V, Bn—1 e 1 T 1 2 Bn—1 Yn
nx1 P (S - a.(p. +=a.)}) < exp{- a.p. +=a.)} E
| j; sy v 7 ay P J_Z1<JpJ 7 aP) B (e ™
P-p.-s.
En intégrant, on obtient :
n
1 2
2 LRS! jz1(ajpj+§aj) i1, s
P{Yn 2 jZ1 aj(Pj * 5 aj) 'S EP(e E, (e )) (35)
Y Y B a{
Or EPn 1(e My =™ ! EPn 1(e Ty (1),
D'aprés 1'inégalité de Hoeffding conditionnelle (29),
B
=1 2
B ad -E."""(a ) a /8
EPn 1(e n'n ¥ bk ) s e B P-p.-s. , et
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0 25, gt @) a%/8+a
1(ean n) < a4 an"p n n oPn

ceci implique EPn— e < e

P-p.-s. P-p.-s.

En reportant dans (35), pour n > 1

2

n n a
1 1.2 n _
Pa > 1 250y g ) € Fplexpls L gyt g 23) oty v Yoy D S
2
-3/8an n-1 1 Bn-2 Yn—1
= e EP(exp{- j21 2 (pj+ 7 aj)} E, (e »n
En particulier pour le dernier terme on a :
Bo 2
B a gﬂ1-E (a111} ) a11ﬂ1—E(a1l01) a1/8
Eo(e1 1)=E(e Y g e
P P <~ 2
aZ
ap- 1y 3,2
< 12 1 8 "1
d'ou EPEe e ] <e . B
Conollaine 1.- Dans les conditions de la proposition précédente,
z a§ = o« est une condition suffisante pour que P 1 Q.
iz

Preuve : La conclusion résulte du fait que

dV(P(n),Q(n)) > 1-2 exp{—% a?} . B

W 1

=1

Théondme 111.7. (Théordme fondamental de La décantation) ([43]).-

Soit X = (Xrl ;n 2 1) une suite d'observations & valeurs dans IRS,
de loi inconnue.

. IRs(n~1)

Pour n 2 2 , soit a € [:0,1] > Py —> [0,1] mesurable

(@=1) ¢ gste=1 pn(x(n-”) +a <1, lﬂn : R% — [o0,1]

vérifiant Vx

mesurable.
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n n
Vo 32 s c =1 a. ¢. = a, (p. + l-a. 1.
n posons o z ¢ Z 5 pJ 5 J)

Pour tout n > 2 et toute hypothése simple P sur (®®, Bnis)cn)
(n-1)
on suppose choisie une version réguliére PX de la loi de Xn
) n

(n=1 sous l'hypothése P.

sachant X

Alors, pour toute hypothése P vérifiant

L@=1)_, (=1

V@ > 2 V&(n—1) € IRS(n_1) I ﬂn(x(n_1),x) PX (dx) < pn(x(n_1)) (36)
n .
{ !
on a P (C.) € expi- 3/8 ) a© (n22) ,
x® o’ j=2
et pour toute hypothése Q vérifiant
: (n-1)__(n-1) _
VE > 2 V%(n-1) € IRS(n_1) J&(x(n_1),x) QX = (dx) = pn(x(n 1))+an (37)
on a
T2
Qx(n)(cn) > 1 - expl- 3/8 jzz aj} (n:2)

Si P vérifie (36) et Q vérifie (37), 2 a? = ©  est une
' j22
condition suffisante pour que P L Q .

Preuve : Le résultat se déduit de la proposition III.4., en considérant
les Xn des variables aléatoires définies sur un espace probabilisable (Q,A)
et en prenant Bo = {¢,Q} , Bn = o(X(n)) (nz1), 51 = W1 =a = o,

e =0 ox®™ v =p ox® @),

Soit Pr la loi sur o(X) dont P est la loi image. D'aprés le

théoréme de Jifina, il existe une version régulidre de PrB conditionnée
n n n+l
. 1
1). = . £. 2 Y. + 5 a,
par Bn (n21). Puisque PX(n)(Cn) Pan{jZ1 a; EJ jZ1 aJ(\l’J 5 aJ)}
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il nous suffit de vérifier que Va > 2 EP:-1(gn) < Wn Pr-p.-s.

B__ -
Or il est connu que f ¢ EP: 1(gn) <===> g ¢ E[En I X(n 1)] tel que

f=go X(n-l) » d'ol que 1'on puisse se ramener i vérifier que
(o-1)
Ee, | X J.S P, P a-1)Pemse
X
nﬂn étant intégrable par rapport & P (n-1) , d'aprés le
6.6 X))
(a=1) X(n-l)=x(n—1)
théoréme de Fubini généralisé x 1ﬁn(x »X) est PX -intégrable
n
et VA e B =
]Rs(n 1)
o _ (n=-1)__(n-1) -
(| 0@ B2 T Ty e @) -
X (n-1)
A n X

J _dp =J _ dPr
JAX]RS 0 Fe@ T 1 sy %

x@1_ (a=1)

X

Donc x(n_” "“*‘ J{ lﬁ(x(n_1),x) P
n

(dx) e B[E_ | x(“'”] ,

ce qui nous permet de conclure pour ce qui concerne P vérifiant (36).

La deuxiéme partie résulte de la premiére, en faisant des modifications
pareilles a celles introduites dans la preuve de la proposition III.4., et la

partie finale se déduit du corollaire 1 de cette proposition.

Remarque I11.9.- On aurait pu, naturellement, introduire des

conditions portant sur les lois initiales. Par exemple (cf. [41])
}a1 » Py € [0,1:] tels que a, + P, <1 E] lﬂ] : RS — [0,1] mesurable

pour lesquels

¢, ap <p (2 ajouter a (36)) ,
(oo

J$1 dQ (1) z Pyt a, (4 ajouter a (37)) .
X
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On remplacerait alors, dans 1'énoncé du théoreéme II1I.7.,

L
o
[}
=1
~~1

On peut se demander pourquoi le théoréme III.7. est qualifié de

fondamental. Il y a des raisons qui justifient ce qualificatif.

Un des avantages qu'il présente est que la vitesse de séparation

n
des lois P et Q est explicitement minorée par 2 exp {- 3/8 a?}.
j=2

Par ailleurs, les bases de cylindre Cn qui séparent P et Q

sont aussi exhibées.

Mais, ce qui est essentiel en statistique, le théoréme III.7 ne
s'applique pas seulement 3 des hypothéses simples, mais aussi & des hypotheses

multiples. En effet, si Ho et H1 sont deux hypothéses quelconques, si on

(n-1) =1
se donne des versions fixes PX et QX des lois P dans Ho et
n n

Q dans H1 qui vérifient, respectivement, (36) et (37), alors

n
sup (P(n)(C )3 PeH) <exp {-3/8 ) a%} R (38)
n o j=2 ]
. (n) a 2
inf (Q (Cn) ; Qe H1) > 1 - exp {~ 3/8 2 aj} , (39)
j=2
et z a? = w0 ==> Ho et H1 se séparent asymptotiquement uniformément ([43]).
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CHAPITRE IV

PROPRIETES DE DECANTATION DE DISTANCES SUR DES

ENSEMBLES DE PROBABILITES.

1V.1. - NOTION DE DISTANCE DECANTANTE SUR UN ENSEMBLE DE

"PROBABILITES. -

On a vu dans le chapitre précédent qu'il y a un rapport trés étroit
entre la séparation des lois et la distance en variation entre ces lois.
Pourtant, la distance en variation n'est pas toujours facile a évaluer.

Par exemple, on ne sait pas le faire pour deux lois gaussiennes non
dégénérées quelconques sur RS, Par contre, on peut déterminer la distance

de Hellinger entre ces lois.

Déginition 1V.1.- Soit (X,B) un espace probabilisable, P un

ensemble de probabilités sur cet espace, d une distance définie sur P.

d est dite décantante si

Jf : Jo,o[ — J0,1] telle que Yo > 0 VP, Qe P

M

d(®,Q) z a = dV(P,Q) > fla)
Une conséquence immédiate de la définition est le

Lemme IV.1.- Si d est décantante sur P et £ vérifie (1),

alors Y2, Qe P, P #Q 4, (®,Q > £(@E@,Q).
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Puisque suivant les cas il se peut qu'une distance décantante d
soit plus facile a évaluer que dV , on s'apercoit que la connaissance d'une

fonction £ wvérifiant (1) est importante en statistique asymptctique.

Naturellement, on a intér@t a choisir £ de facon optimale,
c'est-a—-dire 3 déterminer fd vérifiant (1) par rapport 3 d (supposée

décantante) telle que, si f vérifie (1) aussi, £ g fd s €n supposant

que ce soit possible.

Preposition TV. 1, -

a) Pour que la distance d définie sur un ensemble P de probabilités
définies sur un méme espace probabilisable soit décantante, il faut et il
suffit que
2
Vao>0: {(®Q P :d@Q 2a} #¢

(2)
inf(d,(P,Q) ; P,Q e P, d(®,Q) 3 a) >0

b) Si (2) est vérifiée, posons
1, si {(®,Q eP’:d(®,Q 3 x} =6 .
£,0]0,=[ —Jo,1]: x> 3)

inf(dV(P,Q) s P,Q e P, da(P,Q) = x),

sinon .

Alors f, vérifie (1) et VE vérifiant (1) £, f .
Preyve -
a) Il est évident que (2) est une condition nécessaire pour que d

soit décantante. Qu'elle est aussi suffisante résulte de b).

b) Si (2) est vérifiée, fd est en effet & valeurs dans :]0,(].
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Sur {a >0 : {(P,Q € PZ: d®,Q) 2 a} =9} , (1) est trivialement vérifiée
pour toute fonction £ & valeurs dans ]0,1] et fd 2 £ sur cet ensemble.

2
Sur {0 >0 : {®B,Q e P: d®,Q) = a} # 0}, dv(P,Q) 2 fd(a). Donc £,
vérifie (1). D'autre part, Vf vérifiant (1) sur cet ensemble
Ve, Qe P : d®,Q 2« dv(P,Q) 2 f(o) => inf dV(P,Q) = fd(a) > f(a). 0@
. P,QeP,d(?,Q) 20
Conollaine 1.- Soit P un ensemble de probabilités sur un espace

probabilisable (X,B), d une distance sur P. Pour que d mne soit pas

décantante il faut et il suffit que

3“ >0 ](Pn ;no2 1), (Qn ;n 2 1) suites d'éléments de P
pour lesquelles 4)
l
Vo 2 1 A ,Q) 2 a, lim dy(P,Q) =0 .
N>
Conollaine 2.- Si, dans les conditions du corollaire 1, P  est

fini, toutes les distances définies sur P sont décantantes.

Nous allons maintenant essayer de déterminer fd ,» qui est la
meilleure fonction de décantation possible, pour un certain nombre de distances
usuelles d sur un ensemble donné P de lois sur (X,B). Sauf mention

expresse du contraire, P désignera toujours l'ensemble de toutes les lois de

probabilité sur l'espace probabilisable considéré (X,B).

Remanque IV.J.- Soit (X,B) un espace probabilisable, P un
ensemble de probabilités sur B contenant deux suites de lois (Prl ;noz 1)
*
et (Qn ;n 2 1) telles que Yo € IN Pn # Qn , dV(Pn,Qn) = 0 . Alors,

la distance discrete d : (P,Q) +— ﬂ{P}(Q) n'est pas décantante.
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On verra dans la suite que la plupart des distances couramment

employées sont décantantes.

V.2, - LA DISTANCE DE HELLINGER.-

Elle a déja été introduite et on sait que si (X,B) est un espace
probabilisable, P 1'ensemble des probabilités sur B e , QeP
dV(P,Q) > de(P,Q). Cette inégalité n'est pas améliorable en toute généralité,

comme il s'ensuit de l'exemple ci-dessous.

Exemple IV.7.- Soit (X,d) un espace métrique, B la tribu
borélienne de X. Désignons par b(x,r) la boule ouverte de centre

x € X et rayon r ¢ R
Soit (X,B) muni d'une mesure o-~finie p .

Supposons que X posséde deux points x et y tels que
%
d(x,y) > 1 et que, avec v e N Yo e [0,1] p(b(x,%)) =g ,
u(b(y,—;—)) =q’
Soit P 1la probabilité sur B de densité 1 1
b(X’E)

4, Q celle de densité 4 e ¥ 1 V/1—(1—a)\) par rapport

par rapport

[

'Y

gy , ou u€]0,1|:.

ona 4@, = &, =5 [pGGp - be 50 +

A= - AR Yy

+ pby, = 1-(1-a)”
En particulier, si 1'on munit R de
d oz ((xy5e005%)), ORI A )) —> max |x, -v; | et A¥ est la mesure de

1<1<\)
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Lebesgue sur B v *om voit que les conditions de 1l'exemple IV.1. sont
R
. v
satisfaites pour (X,B) = (IRv, B )Y, wp= X2 . Donc :

]R\)

Proposition 1V.2.-

i) d. est décantante .

H
ii) Sur l'ensemble P de toutes les lois boréliennes sur (BRV, B v)
R
on a :
fd :]O,w]:-—-—~>]0,1] : xi—-—>min(x2,1) . (5)
H
1V.3. - LA DISTANCE DE PROKHOROQYV .-

Définition 1V.2.- Soit (X,d) un espace métrique, B 1la tribu
borélienne de X, P 1l'ensemble des probabilités sur B. La distance de
Prokhorov, dP , est définie par

Yo, Qe P 4(P,Q) =infle >0 :Vae B P 5 QW) + e}, (6)

ot A% est le e-dilaté ouvert de A, c'est-a-dire AS = {x e X : dx,A) < €},

si A#0, ¢ =9¢.

Remargue IV.Z.- On aurait pu considérer des e-dilatés fermés,
et se restreindre a des événements ouverts ou a des événements fermés.
Dans tous les cas, (P(A) s QU5 + ¢) pourrait &tre remplacée par

(PA) £ QAS) + ¢ et QA) < PAS) +&)  (cf. [19]).

Si (X,d) est séparable, dP définit la topologie de la

convergence faible sur P,
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Il est connu que {e > O : Vae B PQ) s Q(A?) + £} est un intervalle

qui contient [1,00[ et que dP prends ses valeurs dans [0,1], 1 étant

. . * Y .
atteinte si, par exemple, avec v e W , TR est muni de

d : (x,y) —> max ixi-yil (x,ye]RV), X =R , P=2§
1gigy

{0,...,0)}

_ N v
et Q_G{(2,O,...,O)} , ou (0,...,0) , (2,0,...,0) ¢ R~ .

Contrairement aux distances dV et dH , pour lesquelles

dv(P,Q) = | <===> dH(P,Q) =1 <==>P4 Q, dP peut prendre la valeur 1

maix P L Q =f=> dP(P,Q) =1 . En effet, dans les conditions mentionnées ci-dessus,

. i y ) . v -
soit (X,d) = (R%d) , P = 6{(0’”"0)} (ot (0,...,0) e R") , Q= U[p 1]\),

Ae B . On a :
RV

- 0,...,0) d A==>P®&) =0<Q@) +¢ Ve>o0 ;

- (0,...,0) e A=>PQ) = 1< QQ) +¢ si ex1-—.

Donc, dP(P,Q) < 1 - L et PLQ==> d (P,Q) =1
oV P

Soient P, Qe P ,B= dv(P,Q) = sup (P(B) - Q(B)). Alors
BeB
¥Be B P(B) 5 Q® +8s QB +g . Donc

4y (®,Q) > 4, (2,Q) . m
Remarquons que (7) permet d'affirmer :
%@&)=1=®PLQ. 8)

Revenons a l'espace (RY ,d). Soit P ,

={
v
Q=—]\_) u 1\)+(1-L\)) 5{(20 0} ol (2[(,)(,)3]...,0)(»:]R\).
2 [0,51 2 sV s ey
oma 4 EQ=50-L ax ) =

s
" +J1 vdx1 N et , d'apres (7) ,
2 gl

N =
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1
& ®Q <7 -

soit A =[0,11", veJo,7]. Alors,
P(A) = 1€ QU +y =L +y=>y3z1-L
: 2

1 1
2\) > 5 - Donc, d.P(P,Q) =5

Compte tenu de (7) il s'ensuit que

Proposition 1V.3. -

i) d, est décantante .

ii) Sur l'ensemble P de toutes les lois boréliennes sur (]Rv . BIR\))
on a :
fd ::|0,°°[———->:|0,1] : X —— min(x,1) . 9)
P
1V.4., - LA DISTANCE DE KOLMOGOROV. -

Définition 1V.3.- Soit ve N° , (B) = (R , Bew , P
1'ensemble des lois sur (X,B), P, Qe P, F et G les fonctions de
répartition de P et Q , respectivement. La distance de Kolmogorov
entre P et Q , notée d.K(P,Q) , est définie par

4 (®,Q) = sup F(x) - 6(x)] . (10)

xeR

clK est la distance qui intervient dans le théoréme de Glivenko-
Cantelli. Elle prend ses valeurs dans [0,1] , et 11 est aussi évident que

dK(P,Q) = | ==> P L Q. Pourtant, il suffit de considérer, sur B]R\) y

P = N(O,1)8\) et Q= 6{(0 0)} (ot (0,...,0) € ]R\)) pour voir que

PLQ==> dK(P,Q) = 1 , vu que dans ce cas dK(P,Q) = 1/2 .
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Puisqu'il ne s'agit ici que de la valeur absolue des différences
des probabilités d'événements de type particulier, a savoir
]—W,x1] X .. X ]-m, Xv] (X=(X1""’Xv) € Ep), et que

dy(P,Q) = sup (JP) - Q)| ; AeB), ona

@0 € 4,0 (1

Caleul de fd . Considérons 1l'exemple suivant :
K

. * —
Exemple IV.2.- Soit ve N ,a e]O,l] , P = 6{(0,...’0)},

- (1- N v
QQ = (1-a) 6{(0 ,0)} +a 6 , ou (0,...,0), (1,0,...,0) € R" .

{(1,0,...,0)}

ge e

1
On a dV(P’Qa) == (a+a) = a = dK(P’Qa) . Compte tenu de (11)

2 3
Proposition 1V.4. - d, est décantante sur l'ensemble des lois
boréliennes sur (IRV, B ) et
v
R
:Jow[ —> J0,1] : x — min(x,1). (12)

fa

1V.5. - LA DISTANCE DE LEVY.-

Définition 1V.4.- Soit ve N , (GB) = (B , Bpo) , P

1'ensemble des probabilités sur B. La distance de Lévy, dL , est définie

par

Ve, Qe P 4 (®,Q = inflh >0 : Vx e B’ G(x=h) - h € F(x) € G(x+h) + h}, (13)

-
Iy

ou h= (h,...,h) € R et F et G désignent respectivement les fonctions

de répartition de P et Q.
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dL définit, comme d la topologie de la convergence faible sur P.

P 3

On voit qu'il s'agit d'un infimum pris sur un ensemble qui est
un intervalle contenant [1;»[ et que dL prend ses valeurs dans [9,1].
La valeur 1 est atteinte si, par exemple, P = 6{(0’_..’0)} et

Q=8r3.0.....00) * O ©s0s0), (2,0,...,0) € R’ .

PLQ==> dL(P,Q) = 1 ., Pour le vérifier on n'a qu'la considérer,
- = év 1
sur Bmy , P = 6{(0"..’0)} et Q = N(0,1) . 0Ona dL(P,Q) £5

vu que Vx = x "Xv) e R’ , si Ei e {1,...,v} tel que x; <0,

TR

1
G(X - (—2- seeey E)) -

1 1 1
5 < 0 =Fx) < G(x + QE seres

et que, si x. 2 0 (1gigsv) G(x - % yeees 19) -

5 < 1 =F(x) <

1

2
1 1 1

< Gx + (f seeey -‘2—)) +5 .

On sait que Vx ¢ Y , si B = dV(P,Q) F(x) £ G(x) + B g G(X+é) + 8.

De méme, G(x~8) € F(x-8) + B < F(x) + B , d'ob

dV(P’Q) 2 dL(P’Q) . (14)
En particulier,
dL(P,Q) =1 ==>P1Q. (15)
Caleul de fd . Reprenons l'exemple IV.2. On sait que dV(P’Qa) =aqa ;
L

donc, dL(P,Q) $a .

D'autre part, soit O < h < a. Désignons par Gu la fonction de
répartition de Qu' Ona ~-h-= Gu (-h ,..., -h) ~h < 1 = F(0,...,0),

mais 1 > Ga(h,...,h) +h=1- a+h . Donc dL(P’Qa) > o .
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Finalement, d'L(P’Qa) =a .
Compte tenu de (14), on peut affirmer :

Proposition TV.5. - d, ~est décantante sur 1'ensemble des lois

boréliennes sur (]R\), B]R\)) et

fd :]O,w[—»]o,ﬂ : X —> min(x,1) . (16)
L

I1V.6. - LA DISTANCE ASSOCIEE A LA H[[m ENTRE LES FONCTIONS

CARACTERISTIQUES. -

- . . . . *

Dé4inition 1V.5.- Soit veN , (XB = (IRV , B v) , P 1'ensemble
R

des probabilités sur B. Considérons la distance dd] définie par

Yo ,Qe? d(P,Q)=—1— sup [P (t) = ¥ (v)] , 17)
/ 2 e T Q

ou lBP et I désignent respectivement les fonctions caractéristiques

Q
de P et Q.

On voit que d‘ﬂ prend ses valeurs dans [0, 1] © 0% d\o <1
et la valeur 1 est atteinte si, par exemple , P = 6{(0 0)} et

Q=510 o} » o8 (0,...,0), (1,0,...,0) € R’ . En effet,
d\U(P’Q) =% sup |1—e1t| = % sup [:2(1—cost)] W

te R t €R

1.

: \ v _ ev-1
Si P=6{<0,”.’0)} , ou (0,...,0) ¢ R et Q-N(O,1)86{O} 5

2
sup |1-emt /2|

% . Done P L Q==> dp(R,Q) = 1
teR

alors dLIJ(P’Q) =%
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Avec P, Qe P , p= E%Q , fe %% , 8 € %% , ona:
i 1
dﬂ(P,Q) = % :z;v,lj eI %> (f-g) (x) u(dx)lls 7 Jlf—gl(X) pdx) = dv(P,Q) .
En particulier,
d4y(®,Q) =1 ==>PLQ.
Caleul de f, - Reprenons 1l'exemple IV.2,
P
i 1 2
dlp(P,Qa) =% sup |1-(1-)-aelt| = 7 sup {a]2(1-cos t)l” b= o= dp(@,Q).

te R teR -

Rappelant (18), on peut affirmer :

Proposition IV.6.~ d& est décantante sur 1'ensemble des lois

boréliennes sur (IRV, BIR\: ) et

fd :]O,W[___—————-»]O,ﬂ : X — min(x,1)
i

IV.7. - LA DISTANCE DE FORTET-MOURIER ([20]).-

On examinera dans cette section une distance utilisée en statistique

asymptotique ([ZO] généralise le théoréme de Glivenko-Cantelli 2 des espaces

(18)

19)

(20)

autres que la droite réelle) qui n'est décantante que dans des cas particuliers.

Soit (X,d) un espace métrique, B  la tribu borélienne de X,

P 1'ensemble des probabilités P sur B vérifiant :

3y e X : J d(y,x) P(dx) < « ,

21
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Si z e X et (21) est vérifide pour y € X , alors
J d(z,x) P(dx) g d(z,y) + J d(y,x) P(dx) < » . On peut donc fixer a e X

et dire que P est l'ensemble des lois P sur B telles que

J d(x,a) P(dx) < = . (225

Remarque IV.3.- L'ensemble (6X ;s x € X) est évidemment contenu

dans P.

Soit Ma 1'espace vectoriel défini par
M ={f : X—> R telles que £f(a) =0, sup £Go) - £(y) < =} (23)
a d(X,y)
x,yeX, x#y

Sur Ma définissons

l££§%7§—§§ZlL s x, ye X, x #y). (24)

It £ +—— sup(

Vu que f € Ma => f(a) =0, | | est une norme sur Ma .

Soit (fn ; n > 1) une suite de Cauchy dans (Ma s |

.
VkeX VYa,neW' [ 0-£6)] = |(E-f)G) - (F-f)@)] s
an—fmll d(x,a) m 0

Donc, (fn(x) ; n > 1) est une suite de Cauchy réelle. Notons
f(x) sa limite. On définit ainsi une fonction réelle f sur X, qui

appartient & Ma car :

i) f£@) =0 ;
ii) Ve > 0 ElNeelN:n,maNe = ||fn—fm|| <€ .

V&, yeX V%, m 2 Ne l(fn—fm)(x) - (fn-fm)(y)l < ed(x,y) .



_93_

Faisant n » =, V&, yeX b%l? N€ l(f—fm)(X) - (f-fm)(y)| < ed(x,y).

Donc f-f e M , feM .
m a a

D'ol

Lemme 1V.2.- (Ma |

«||) défini comme ci-dessus est un espace de

Banach.
* *
Soit (Ma , o117 1e dual fort de (Ma » 111> . on peut
plonger P dans l'espace de Banach M: en posant
VP e P J@) : fe Ma»—-» ey ) = J f dp . (25)

(25) est justifiée par :

a) feM, ,xeX = [fx)| = |[£&x)-f(a)]| < |]£]] dix,a) ==>

=——>J [£(x)] P(dx) s ||£]] J d(x,a) P(dx) < » , (26)

f est donc P-intégrable.

b) (26) montre aussi que la forme linéaire Y(P) est continue
et que ]]@Gﬂi[* < J d(x,a) P(dx) . En effet, si 4x e X - {a}, posons
g : xt—r d(x,a) . On voit que g € Ma , vu que |d(x,a)-d(y,a)|gd(x,y) (x,y € X),
et aussi que ||g|| =1, vu que |g®®)-g(a)| = d(x,a).

Donc, [Iﬁ(P)[[* = J d(x,a) P(dx) .

Lemme 1V.3. ([40]).- $ : P —> M: définie par (25) est injective.

Preyve : On sait que toute probabilité P sur (X,B) est

régulidre, c'est-a-dire

Va e B PQA) = sup(P(F) ; FCA,Fe F) , @7

ot F est la classe des fermés de (X,d) .
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On peut donc se limiter a montrer que si P, Qe P , et si

J(P) = J(Q, alors P et Q coIncident sur F.

Soit Fe F-{¢} . Pour n 3 1 posons

Z

f : X— R : Xb— L - L

n 1+nd (x,F) 1+nd (a,F)

On a fn(a) =0 et V&, v e X

1 1
- l

[£ G- ()| = |
n n 1+nd (x,F) 1+nd (y,F)

¢ n |d(x,F)-d(y,F)| < nd(x,y)

Donc, fn € Ma (nz 1).

si Y@®) =d@ , VYn 1 andP=andQ.0r

Vas 1 WeeX (6,}s2 et Vie X £ ) — 4,(x) - 1 ()

oo

D'aprés le théorime de la convergence dominée, P(F) - ﬂF(a) = Q(F) - ﬂF(a) ,

P(F) = Q(F). Donc P=Q sur F. B

Déginition IV.6.- Soit (X,d) un espace métrique, B 1la

tribu borélienne de X, P 1'ensemble des probabilités sur B vérifiant (22),

s 0 et |

Fortet - Mourier, dFM , est donnée par

*
| définis comme ci~dessus. La distance de

Moo,

a

VP, Qe P dpy B, Q) = Hzﬂ(P)—zﬁ(Q)H* = sup(ldeP—deQ s EeM el =1, (28)

Remarque 1V.4.- dFM ne dépend pas du point a € X fixé dans (22)

si £ : X—> R est telle que £(a) # 0, sup lfﬁfl:fﬁllL =1
x,yeX,xty  d(x,y)

alors ' =f-f(a)el, , £ =1 et IJf'dP—Jf'dQl = ijdPQdeQI.

Par contre, dFM dépend évidemment de la distance d dont X est muni.
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R. Moché ([40]) a démontré que, si (X,d) est un espace métrique,
B sa tribu borélienne, P 1'ensemble des lois sur (X,B) vérifiant (22),
une condition nécessaire et suffisante pour que dFM soit décantante sur P

est que (X,d) soit borné.

La proposition suivante étend ce résultat.

Proposition IV.7.- Soit (X,d) un espace métrique, B 1la tribu

borélienne de X, P 1l'ensemble des probabilités sur B vérifiant (22). Une
condition nécessaire et suffisante pour que dFM soit décantante sur P est

que (X,d) soit borné. Dans ce cas P est l'ensemble de toutes les lois

boréliennes sur (X,B).
Si (X,d) est borné et diam X =D >0 , on a :

deM : JO,0[ —> J0,1] ¢ x+—— min(% , 1) . (29)

Preyve :

a) Supposons que (X,d) n'est pas borné. Va > 1, E]Xn e X

d(a,x ) z n Hyn e X :da,y) z d(a,x ) +n .

Pour n 3 1 posons P = (1 - —) § +— 8 ;
n o {a} /a {Xn}
-1 1
Q, = /H) Sray * = Sy 3 On a
1
dV(Pn’Qn) = —/;: Poovs (30)
On a vu que f = d(a,.) e M, > [|£]] = 1 . Donc

f
dpy (P5Q) 2 lf £dp - | fdo| =

—. | ld@a,x ) - d(a,y )| » /o 3 1

A
/o
On conclut que dFM n'est pas décantante en utilisant le corollaire 1

de la proposition IV.1.
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b) Soit (X,d) borné. Placons-nous dans le cas non trivial ol

diam X =D > 0. On voit aisément que P est 1l'ensemble des lois boréliennes

sur (X,B).

Soient a >0, P, Qe P telles que dey(B>Q) 2 o .

Vs e Jo,al }fs e M, llfsll =1, IJ deP—JdeQI > B . (31)

Vx e X £, = |£,G)-E ()] s d(x,a) €D .

Puisque £ est bornée, Ve >0 ax e X + £ (x)ginf £, (x) + ¢ .
B € Bel xeX 8
Fixons un tel x . On voit aisément que £ =f =~ f (x ) est bornée
€ B,e B B e

e+f

et prend ses valeurs dans [—e,D]. Donc —ﬁISLE prend ses valeurs dans [b,!].
Etant donné que dV(P,Q) = sup(lj ﬁdP—J@dQ[ ; ¢ mesurable 3 valeurs dans
e+f
M == i S — __LE -
[p,1]) et vu que fB e M > fB continue > fB mesurable > Bte me su
rable,
e+f e+f f f
Bt gp - | __Boe = || =B ap - | <& B
dV(P,Q) > J Dre dap J Bre dqQ I[ Dee dp J Die dqQ!l = Hre
¢ étant un réel positif arbitraire ,
4@, 25— 250. (32)
Bg~>a

D'aprés la proposition IV.1. a) dFM est donc décantante sur P.
¢) Calcul de de , XLomnsque (X,d) est borné, diam X = D > 0.
M

Pour ¢ ¢ ]O,D[ donné, fixons x; , xg e X tels que
d(x;,xg) 2 D-e .

t
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1 = = = '
Soient P_ = G{Xé} » Q a{x.e.} » £.(x) =d(x,x]) . Ona f e Mxé et,
vu que fe # 0 , on voit comme dans b), p. 93, que

e Il =1 . (33)

@) > [ £, @, = [ £ aq | - atetaxd)

D'aprés (33), dFM(Pe’QE) 2 d(Xé,xg) 2 D-e .

d_ (P _,Q) _
Compte tenu de (32), 1 = dV(Pe’Qe) 2 M el e 2 be 1
D D 0
Donc , .
£ : Jo, o[ —TJo,1] s x— &, 1. B (34)
dFM D

Le résultat suivant a été démontré par R. Dobrushin ([1i]) pour
la distance qu'il a appelée distance de Wasserstein. Il en résulte que celle-ci

n'est autre que d dans le cas considéré ci-dessous.

FM °
Conollaine 1.- Si X est un ensemble non vide muni de la distance
discréete d , dFM coincide avec d sur l'ensemble P de toutes les

v
lois sur (X, P(X)).

Preuve : Il est clair que,si X est muni de la distance discrete
d, sa tribu borélienne est P(X). D'autre part, vu que (X,d) est borné,
1'ensemble des lois sur P(X) vérifiant (22) est l'ensemble P de toutes les

tois sur (X, P(X)).

Soit a ¢ X, X' =X {U{al. Considérons X' muni aussi de la

distance discréte d. Si P est une probabilité sur P(X), elle en est
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une sur P(X') wvérifiant P({a}) = 0. De méme, toute application f : X — R

peut s'identifier 2 une application de X' dans R telle que f(a) =0 .

Soient P, Qe P, P#Q, u=P+4Q, peg—z-, O<spcst

sur X, q=1-p sur X. Faisons p(a) = q(a) = 0. Si

feX'— R : xt—> 'Il{P>q}(x) , f(»:Ma et ||£]]=1 . Donc

deP-deQ| = 4, (P,

dFM(P,Q)z

Oor, d'aprés (32), dV(P,Q) Y dFM(P’Q) ce qui nous permet de

conclure. B

Conollairne 2.- Sur (R,

), P est l'ensemble des lois sur
BIR possédant une espérance, et

Yo ,qQe? dFM(P’Q) = J[F(x)—G(x){ dx ,

ot F et G désignent respectivement les fonctions de répartition de P
et Q.

Ce résultat est démontré dans ([20], p. 275).

Remarque IT1.5.- dem telle que définie par (35) est aussi

appelée distance de Wasserstein sur P (cf. [51]).

(35)
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CHAPITRE V

SEPARATION ASYMPTOTIQUE DANS LES CHAINES DE MARKOV.

V.1. - PRELIMINAIRES.-

Soit (,A,Pr) un espace probabilisé, X un ensemble non vi&e

fini ou dénombrable, B =P(X) , X = (Xn ; n > 1) une suite de variables

aléatoires définies sur (Q,A) et & valeurs dans (X,B).

(k)

*
Soit k € N . Notons le k-uple (Xi""’xk) € xk par x .

£= g™y 5 x® o xEy erifiane £y s 0 ¢ e xy et

; f(x(k)) = 1 , caractérise une loi de probabilité sur Xk .
(k €Xk

Pour n > k+1 , soit P : Xk x X —— [p,1] vérifiant

n~-1,n
Vk(k) € Xk 2

xeX
de transition de 1'instant n-1 & l'instant n. $Si k=1 on appellera aussi

(x7,x) =1 est appelée fonction (stochastique)

n-1,n Pn-—1,n

P matrice de transition.
n-1,n
Supposons fixées une probabilité f sur Xk et une famille

(Pn_1 n s B2 k+1) de fonctions de transitionm.
3

X est dite une chaine de Markov d'ordre k , définie sur (Q,A,Pr)
et & valeurs dans (X,B), ayant £ par loi de (X1""’Xk) et (P s n > k+1)

par famille de fonctions de transition si :

D OV® e maex) - 29 - ra®)

ii) Pr [Xn =x | Xy =Xy 5eeer X4 = xn_1] = Pn—i,n((xn—k""’Xn—1)’xn)
\
V% > k+1 V%n e X V&l""’xn—l e X tels que le premier membre soit défini,

c'est-a-dire tels que PrEX1 =Xy oseees X 40= xn_1] >0 .
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On vérifie aisément que :

k k
Vo 2 x V&( ) - (x1,...,xk) e X ¥&k+1 seves X € X
- . B k), =
Pr[}i = xi(1515mi] = f(x ) Il Pn—1,n((xn—k""’xn—1)’ xn)
n=k+1
Si k=1, on parlera simplement d'une chalne de Markov.
S'il existe une fonction de transition P telle que P = P(nz1),

n~1,n

on dit que la chalne est homogeéne.

V.2. - DECANTATION DE FAMILLES DE FONCTIONS DE TRANSITION.-

Soit X = (Xrl ;n > 1) une suite d'observations a valeurs dans X,
ensemble fini ou dénombrable, B = P(X). On admet que les Xn sont des
variables aléatoires définies sur un certain espace probabilisable (Q,A)

et on choisit pour X le modéele statistique (X(w), B(m), (Pe s 0e @),

oo X -mox. , B - 6 B, avee X, =X, B, =B (21,
izl i1
et ot Vo e e X est chalne de Markov d'ordre k (dans la pratique,

le choix de k peut dériver des tests auxquels on a fait mention en I.8.)

sous 1'hypotheése Pe.

y @)y .
fe s (Pn—i,n(e) ;o2 k+1) Pe,n 5 Pe désigneront respectivement

la loi de (X1,...,Xk) , la famille de fonctions de transition, la loi

(n)

de X la loi de X = (X1,...,Xn) associées 2 6 € () .

On s'abstiendra d'ajouter chaque fois que les modéles considérés

dans la suite sont de ce genre.
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Définition V. 1.- Soient (@ = et ()1 deux parties de () .

On dit que les deux familles (Pn—1 n(9) s n 2 ktl, 6 ¢ C)i) (i=0,1) sont
’

décantées si a chaque n > k+1 on peut associer :

- a_ € [0,1] , 1la suite (a_ ; n > k+1) vérifiant Y al=e
n n n
nk+1

- une fonction P, ¢ Xk BL1] telle que P, +a, s 1 (nzk+1)

- & chaque x(k) € Xk une fonction () : X — BL1] , pour
X

,n
lesquelles Vn 3 k+1 V%(k) € Xk

(k))

b

e = yZX ﬂx(k) n(y) . [Pn—l,n(e)]x(k) , s p

yeX x

b

k
oe G;}1 —> 17 (k) n(y) ' I:'Pn—1,n(e):lx(k) . 2 pn(x( )) A

[y

ou [Pn—1,n(e)]x(k) , est la valeur assignée par la fonction Pn—1,n(e)

a2 1l'argument (x(k),y).

Cette définition est une généralisation et un raffinement de celle
introduite par J. Geffroy dans ([24]). Dans cet article, on ne considére que
le cas ol la chalne est homogene et k=1. Par ailleurs, au lieu de la décan-

tation par des tests on y fait appel a4 la décantation par des événements,

et les bornes pn(x(k)) et pn(x(k)) +a  sont supposées constantes.

Remarque V.7.- En choisissant le modele statistique, on a fait un

choix des fonctions de transition, autrement dit un choix des lois condition-

nelles de Xn sachant X(n_i) sous l'hypothése P Vn > k+1 V@ € GD ,

9’
puisque évidemment

(n-1) (n-1)

Vx e X EPn_1’n(e)] (x

s
n—k""’xn—1)

est un choix de la loi conditionnelle de X sachant que X(n_1)=x(n-1) .
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Proposition Y.1.- Si dans le modele (X(w), B(w), (Pe ;0 e®)

les familles de fonctions de transition (Pn_1 n(8) ;nox k!l , B € ()i) (i=0,1)
b
sont décantées, alors les hypcthéses (Pe ; 8 € C>i) (i=0,1) se séparent

asymptotiquement uniformément.

Prewve : On n'a qu'a appliquer le théoréme III.7., en faisant

aé , pé , ﬁ; tous nuls, pour 1 £ n £ k et en posant, pour mn 2 k+1,

T e w0 e XD xe X

-a''=a ;3
n n
' (n-1) — .
Pn(X ) = Pn(Xn_k RS ] Xn_1) >
-9 0 =9 @
(x seeesX__),M
n-k n-1

ol a , p, et ] ) vérifient les conditions de la définition V.1.
X 7,n

Puisque B = P(X) , des questions de mesurabilité ne se présentent

pas.
Pour tout 6 € GD et n 2 k+i on aura

x@=1_, (=1

6,X (dx) = ‘D< )
jad

xneX xn—k""’xn—1)

p

Jx 0, 0 e

(1)
(8)] x

n—1,n n—k""’xn-1)’xn

Les hypothéses du théoréme III.7. sont donc satisfaites. u
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V.3. - PASSAGE D'UNE CHAINE DE MARKOV D'ORDRE k > 1 A UNE

CHAINE DE MARKOV D'ORDRE 1 .-

Soit X une chaine de Markov d'ordre k > 1, définie sur
(2,A,Pr) et i valeurs dans (X,B), X fini ou dénombrable, B = P(X). Soit

f la loi de (X1,...,Xk) et (Pn—1,n s n > k+1) la famille de fonctions

de transition de X.

. B v . ' . . .
Soit Yn (Xn""’xn+k—1) (nz1). Il s'agit d'une variable aléatoire

définie sur (Q,A) et 2 valeurs dans (Xk, P(Xk)). Montrons que Y = (Yn 3 nz1)

est une chaine de Markov d'ordre 1, ayant f pour loi initiale et

*
(Pn—l ‘n ; n22) pour famille de fonctions de transition, ou
k k K
Vnaz vx()=(x1,..-,xk) ’y()=(y1,.._’yk)€x
§5) o e
Pn+k-—2,n+k-1(x ,yk), si ¥, = X 4 (fslsk 1)3
* k
Pn—1’n(x( ),Y(k)) = 2)

0 , sinon .

En effet, il n'y a que deux propriétés a vérifier :

i) que Vo2 ALY e X ¥ P:_1 n(x(k),y(k)) =13
(k) _ k ’
vy TeX

ii) que \V/n > 2

(k) Y (k)
1

SIS [ SR C JuL e S R ®)

Pr [Yn=y n-1,n (Yn_ >

Vy(k) € Xk Vyik) sesesy yr(‘lg € Xk tels que le premier membre de (3) soit
défini.

Pour 1), il suffit de remarquer que Vn > 2 Vx(k) € Xk
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1o, %0 - NPENCERI
,yi=xi+1(1sisk—1)

k) _
y éx Potk=2, k-1 oY) = 1.
K

Quand & ii), signalons que pour que le premier membre de (3)

(k)

soit défini, il est nécessaire et suffisant que Pr{Y1=y1 yesesY _]=y§53} > 0.
D'oll il résulte que, si pour j donné Xj apparailt plusieurs fois dans
1'événement en question, 2 chaque fois la valeur qui lui est assignée est

. . ez _ =

identique. L'événement est donc la forme {X1 X1""’Xn+k—2 xn+k—2} et

le premier membre de (3) peut s'écrire :

Pern=y1,...,xn+k_1=yk|x1=x1,...,xn+k_2=xn+k_2], D)
avec Pr{X1=x1,...,Xn+k_2=xn+k_2} >0 .

si ﬂj e {1,...,k=1} : yj #x , la probabilité (4) est

n+j-1

' N
nulle, comme la valeur de P ((xn_1,...,xn+k_2),(y1,...,yk)) , d'apres (12).

n-1,n

Sinon (4) devient

Pr{Xn=xn,...,X |X1=x1,..., } =

k-2 Fnek-2Xnak-1"Tk X +k-2"%n+k-2

i R T T e PriX_ . .=y |X,= X . .=x } =
= k=1 Tk F17% 92 2 R a2 nk-2

Pr{X1=x1,...,Xn+k_2=xn+k_2}

(

«sX

*
= Pn+k-2,n+k—1((xn—1’""Xn+k—2)’yk) = Pn—1,n ¥p-12°" n+k—2)’(xn""’xn+k-2’yk))’

d'apres (2).
Ceci dit, pour ce qui est de la décantation de familles de fonction

de transition, on pourrait se restreindre i considérer des chaines de Markov

d'ordre 1, pourvu que la décantation des familles (Pn~1 n(e); nzk+1, 6 € ()i)(i=0,1)
E]
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associées 3 une chalne X d'ordre k>1 soit assurée dés que les familles

*
(Pn_1 n(6) ; n22, 6 € C>i) (i=0,1) 1leur correspondant selon le procédé
’

ci-dessus sont décantées, et réciproquement. C'est bien le cas.

En effet, supposons que X est une chaine de Markov d'ordre k>1
a2 valeurs dans X et que a Py § (1) (nzk+1, x(k) € Xk) vérifient
X ,0

les conditions de décantation des familles de fonctions de transition de

la définition V.1.

*
Vo 2 2 b&(k) € Xk V§(k) = (y1,...,yk) € Xk posons a = a . .

(x) ) * (k) '
p.(x7) = L&), G o) =4 (y,) . Alors
k-1 x(k),n x(k),n+k—1 k
Vo »2 V%(k) e xk Vo e C)O
I 0y o) B, @] - 19 )
y(k)cxk x(k),n n-1,n x(k),y(k) ykex x(k),n+k—1 k

&, _ * (&)
Er’n+k_2,n+k_1<e)]x(k) , § Poyeoq (0 ) =R (x).

k

- * (k) * * (k) *
e néme, V6 ¢ @, (kg N @ P ®] ) o 2P& ) * g
y CX' X N X .y

. - k
Inversement, si Y est une chaTne de Markov d'ordre 1 sur X( )
associée i une chalne X d'ordre k>1 sur X selon le procédé décrit

* *
ci-dessus et si Vh > 2 V&(k) € Xk a , p

* k
n n’ lﬁx(k) u : XD — [031]

*
décantent les familles (Pn_1 n(e) s nx22, 6e C)i) (i=0,1) dans le
3

sens de la définition V.1., on voit que (Pn—1 n(6) ;n > k+t |, 8 € <>i) (i=0,1)

sont décantées en posant V% > k+1 V&(k) = (x1,...,xk) € Xk V@ e X

- @ = &)

a = n-k+1

*
n an—k-l s pn(x > \0 k) (y) = lﬂ (k) (Xz,...,stY> .
x ,n X

,n~k+1
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Ceci justifie que dans la suite nous ne nous occuperons que des

chafnes de Markov d'ordre 1.

V.4, - CAS DES CHAINES DE MARKOV HOMQOGENES. -

On examinera dans cette section et les trois suivantes des particularités

des chalnes homogénes.

Dans la premiére sous-section, on rappellera quelques notions et
résultats qui seront utilisés plus tard et on fera quelques considérations
d'ordre pratique. Dans la deuxiéme, on verra comment se traduit dans le
cas homogéne la notion de décaﬁtation de familles de fonctions de tramsition

et on introduira la notion de temps de décantation.

V.4.1. - Rappels et considérations générales.

Soit X un ensemble fini ou dénombrable, B = P(X). Soit X une
chaine de Markov homogéne définie sur (Q,A,Pr) et 2 valeurs dans (X,B),

de loi initiale f et de matrice de transition P = (P_ )
X,y x,yeX

Rappel V.1.- Un état x € X est dit récurrent si y P;ni =00
(n) axt

ol PX v désigne 1'élément de la ligne x et colonne y de la matrice P,
b

Un étant x ¢ X est dit transitoire s'il n'est pas récurrent.

(n)
X,y

irréductible. Alors, tous les états sont transitoires ou tous les états

>0, X est dite

Rapped V.2.- Si VX, yelX Hn € ]N* : P

sont récurrents, et X est dite, respectivement, irréductible tramnsitoire

ou irréductible récurrente. Si X est irréductible récurrente,
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V&, y e X 2 Pin; = (cf. [10], chapitre 1, section 8).
nx1 ’

Rappel V.3.- Si X est irréductible récurrente, il existe une

mesure W = (pX s X € X) strictement positive sur X telle que

Vy ¢ X = uy (cf. [44], proposition IIT.36). Naturellement,

Iomy By
xex ’y
u n'est définie qu'a une constante multiplicative prés. Si p(X) = E yo=w

u xeX *
X est dite irréductible récurrente nulle. Sinon, #_ = X (x € X)

u(X)
7(A) = 2 T (A C X) définit une probabilité 7 sur P(X) que l'on
XeA
appellera distribution stationnaire de X.

b

Rappel V.4.- Soit X irréductible récurrente. Vx e X
%
Hs e N : Pr(xs=x) >0 . Soit m le plus petit entier vérifiant cette
. . P *
condition pour un état xe¢ X, ne IN . Posons

() _ = = it aisément que
£ = Pr[xm+k # x(1gk<n), X i x|Xm x] . On voit ais q

fin) ne dépend pas de m. On appelle temps moyen de retour 2 x la
.. _ (n) e s .
quantité A = 7 n £, . Alors (cf. [44], définition et corollaire III.37)
n:1
si X est nulle xx = {(xe X), tandis que si X est posivite Xx = }L (x e X).

X

Rappel V.5.- Soit x e X. Si dn € m* tel que Pini >0

*
et d=P.G.C.D. {ne W : Pini >0}, on appelle d 1la période de

1'état x.

Si X est irréductible, tous les états ont méme période d. Si
d>1, X est dite irréductible périodique de période d. Si d =1, X

est dite irréductible apériodique. Si X est irréductible de période d ,

Vx ,ve X 3! re {0,...,d=1} tel que Pin) > O\===> n = r(mod d).

)

Posons alors y e Cr(x). On a V@ e {0,...,d-1} Cs(y) = Cr+s(mod d)(X)'
*
Par ailleurs, si y e C_(x) JIN e IN tel que n z N N P(nd+r) > 0.
g1 Y y X,y

d-1
D'autre part, Vxe X X = ¥ Cr(x) (cf. [12], 1.3).
r=0
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Rappel V.6.- Si X est irréductible récurrente positive de

période d et si r € {0,...,d-1}, x,ye X , ye Cr(x) , alors

lim P(nd+r) =
o XY

n
1.6.). I1 s'ensuit : V&, y € X 1 E P(m) _—
Doy BoY WY

d ﬂy , ot T est la distribution stationnaire de X (cf. [12],

Rappel V.7.- si X est fini et si X est irréductible, X est
irréductible récurrente positive. Si, de plus, X est apériodique,
Je >0 3Ir € [0,1[ tels que Vx , veX lPin; - nyl secr’ (cf. [Kﬂ,

section citée).

Compte tenu de ces rappels, considérons maintenant une chalne de
Markov homogéne X dont 1'espace des états X est fini ou dénombrable et
dont la loi est inconnue. La connaissance a priori du phénoméne qui a engendré
la chaine de Markov, 1'expérience du praticien qui enregistre les observations
permettent souvent de restreindre considérablement l'hypothése générale, parce
que les différents types de chaines de Markov ont des comportements trés

différenciés.

Ainsi on sait que les chaines de Markov rencontrées dans les
applications sont souvent irréductibles et 1'on peut raisonnablement penser

que 1'on est capable de préciser si 1'hypothése générale (P, ; 6 € &) vérifie :

6

- soit Vo e (&) X est irréductible récurrente sous 1'hypothése Pe H

- soit Ve e () X est irréductible transitoire sous 1'hypothése Pe ,
puisqu'un cas ot X pourrait &tre a la fois irréductible récurrente et

irréductible transitoire pour deux valeurs différentes de 6 est pratiquement

a exclure.
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Si 1l'on a été amené i supposer que X est irréductible récurrente
pour toute hypothése Pe , on sera aussi capable normalement de préciser

si 1'on a :

- soit Wb e © X est positive sous 1'hypothése Pe R

- soit V@ e ® X est nulle sous 1l'hypothése Pe ,

un cas mélangé étant encore 3 exclure pratiquement vu la différence
significative de comportement des temps moyens de retour a chaque état

x € X (voir rappel V.4.).

Par ailleurs, dans certains cas, on peut avoir des raisons pour
admettre que Vo e (&) X est irréductible périodique de période d sous

1'hypothese P, (cf. [12], 1.5.).

V.4.2. - Décantation de familles de matrices de transition, dans le

cas_homogéne.

P(6) étant une matrice stochastique, on désignera par PX y(6)
L]

(resp. Pit;(e)) 1'élément de la ligne x et colonne y de P(8)

(resp. [P(e)]t).

Supposons que X est une chaine de Markov homogéne & valeurs
dans (X, P(X)), X étant au plus dénombrable, et que (X(w), (P(X))(w),
63 8 € (M )) est un modéle statistique pour X , les familles
. (P(B) 3 B € GDi}: (D) (i=0,1) étant décantées. Ceci veut dire qu'a tout
n32 on peut associer :

- an € [0’1]’ (an R - 2) vérifiant ZZ atzl = o 5
nz

Pyt X — [b,1] telle que p, +a s 13
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- a4 tout x € X une application d)x o’ X —> [0,1]
b

pour lesquels Va 2 Vx e X

6e@, = § I P () sp ), (5)
yeX .
8 e @ => EX \Dx’n(y) Poy® z2p () +a . (6)
ye
Vu qu'il existe N 2 2 tel que ag =a> 0 , on peut substituer
aux données précédentes les nouvelles données a =a, p =Py
, - . i i=
‘Dx,n l‘ux,N (n22 , x € X) pour conclure que (Pe ; 8 € Oi) (i=0,1) se
séparent asymptotiquement uniformément : en effet, on a bien
k
2 _ 2 n
nZ?_ a = (k=1) a” g5 et Vh 2 HCnC X pour lesquels

sup BV (€ ) < expl- 3/8(-Da’} ,  inf P (C ) 2 1 - expl- 3/8(-1)a’}
3 n 5} n
<G, ~ 5,
d'aprés le théoréme III.7. (voir aussi III. (38) et (39)).

Donc, dans le cas homogéne, la notion de décantation de deux
familles (P(8) ; 6 ¢ @iC ©)) (i=0,1) de matrices de transition se

traduit par :

Ja>0 Jp:X— [0,1~a] et Yoex 3¢ :X— [0,1]

tels que Vx e X

pe@ —> ] 9. P y(® s, &)
yeX :

AL @1 > yZX Wx(y) Px’y(e) > p(x) +a .

Définition V.2. ([24]).- t e N est appelé un temps de

décantation pour (P(8) ; 8 € @.C @) (i=0,1) si (P ;0 ¢ @) (i=0,1)

sont décantées.
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: *
Proposition V.2. ([24]).- S'il existe un temps de décantation t € N

pour (P(8) ; 6 € @iC@) (i=0,1) , alors les hypothéses (Pe ; 6 (-:G)i) (i=0,1)

se séparent asymptotiquement uniformément.

* *
Preuve : Soit X = m1). X = (Xm ;m2 1) est

X(m—1)t+1

*
une chafne de Markov homogéne dont la matrice de transition P (8) associée

3 0 e (™) est donnée par P*(G) = [P(G):It .

*
Puisque (P (8) ;0 € ®i) (i=0,1) sont décantées, Ja > O

*
3(Cm ; m 2 2) suite de cylindres (P(X))(m)-adaptée pour lesquels

sup P;(m)(c;) < exp{—3/8(m—1)a2}, inf Pz(m)(CZ) > 1-exp{—3/8(m—‘1)a2} , (8)

ee®o 0e@,

Iy

* *
ol Pe désigne la loi de X  sous l'hypothése P

0
* n-~1
Vo 2 t+1 E[!mne]N :mnt+1$n<(mn+1) t+1 . On a wo> = -1.
Donc
n ———> o =——% mn —_ (9)
Vn > t+1 posons
_ (n)_ n %
c, = {x —(x1,x2,...,xn) € X° (X1’Xt+1’x2t+1"'"xmnt+1) € Cmn+1} . Alors
*(m_+1)
*
W e ® Pe(n) (Cn) = P, n (Cmn+1 et (8) et (9) nous permettent

de conclure. @
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V.5. - CAS DES CHAINES IRREDUCTIBLES RECURRENTES POSITIVES

APERIODIQUES. -

L'idée de décanter les distributions stationnaires est die

a J. Geffroy ([24]).

Proposition V.3.- si @ GD1 C@® et Yoe®' = ®,u O,
X est irréductible récurrente positive sous 1'hypothése Pe , notons 7(8)

sa distribution stationnaire. Supposons que :

, *
a) Vte N H(nt(X) ; X € X) mesure positive finie sur X telle que
(t)
— ] - .
nt(X) =y nt(x) a0 et Vo € ®) Vx,y € X ]Px,y(e) ny(e)l < nt(y) 3
xeX
b) (n(8) ; 6 € EDi) (i=0,1)  sont décantées par un test {,
w, = sup T 9 m (8) < inf Y Jx) m (8) = w,
Bel xeX 666&1 xeX
Alors les hypotheéses (Pe A= C)i) (i=0,1) se séparent

asymptotiquement uniformément.

Remarque V.2.- Dans 1'énoncé ci-dessus, l'apériodicité de la
chaine X n'est pas posée en hypothése. Mais on suppose que P;t;(e) e ny(e),
3

ce qui implique que X est apériodique (voir rappel V.5.).

Preuve de la proposition V.3.- Ve 5 1 Vo e G&o V&, yeX

PE(©) € 1 (0) + n @), o Lo 2 (0) < vy + m 00

De méme, pour 6 € ()1 on a z P (y) Pit;(e) > wy - nt(X)

W, =W yek

12 ° , alors t est un temps de décantation pour

$i n (X) <

(P(B) ; 6 € C>i) (i=0,1), ce qui permet de conclure. B
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Remarque V.3.- Si X est fini et si X est irréductible apériodique
*
sous P (6 e @'), d'apres le rappel V.7. Jc : @' —> R, Je: @' — [o,1[

vérifiant :

Ve ¢ @' V&, y e X lP;f;(e) - ﬂy(6)|‘$ c(e) rf(e) .

S§'il existe une fonction n(t), convergeant vers O lorsque t + » ,
qui majore c(8) r'(®) uniformément sur ® "' , on obtient a) dans la

proposition V.3. en posant nt(x) =n(t) (xe X ).
Sous 1l'hypothése b) seulement, on pourra démontrer par les procédés

standard que (Pe ;6 € ()i) (i=0,1) se séparent asymptotiquement.

Conollaine 1. ([24]).- si X est fini, @ = {6,.8,} ,

1

X est irréductible apériodique sous 1'hypothése Pe (i=0,1) et si

1

n(eo) #n(e1) , alors Peo_L Pe1 .

Pour le cas ou X est infini dénombrable, on peut faire appel
au théordme suivant, qui étend un résultat de J. Neveu ([44], proposition III.38)
en explicitant une minoration de la vitesse de convergence, obtenue selon un

procédé classique (cf. [18], p. 173).

Théondme V.1.- Soit X une chaine de Markov dont 1'espace des
états X est dénombrable et dont la matrice de transition P vérifie la

propriété suivante :

*
] ke N 3p = (pX s X € X) mesure strictement positive sur X
k)
tels que Vx e X P 2 .
q Y x,y * Py

Alors X est irréductible récurrente positive apériodique.

7 désignant sa distribution stationnaire, on a :

4

\V/t > k \/X , vyeX IP}ET}), - ’n’yl‘5 [1_0()()]1( ‘ET«,” 0
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Preuve : Puisque Vx, vy e X P}Ek}), >0, X est irréductible .
b
Remarquons que VX, y € X P(k+1) = z P P(k) > p 2 P =p
X,y sox X222y Ty oy Tz Ty

Par récurrence, on conclut que Vn 2 k \‘/x, yeX P)En) 2 p._ . Donc :
b

*

i) Vu que P.G.C.D. {ne N :nxk} =1, X est apériodique.

ii)VxeX EP ZP(n),2p=°°,vuquep>0.
n31 X,X n>k X, X nzk x X

Ainsi, X est irréductible récurrente.

Montrons que X est irréductible récurrente positive. Si p est
une mesure strictement positive sur (X, P(X)) vérifiant Vy e X

(k)
o= X My P , alors Vy e X u 2 u 2 p. uX) , et
Y xeX Xs¥ xeX x Fx 2y y

*
uy,py€1R+==>u(X) < o,

Le fait que 1 = z P(k) > 2 p. =pX) permet d'affirmer
X,y y
yeX yeX
L

que [1 - p(X):lk —— 0 .

t >0

Montrons maintenant que :

: £
Ve > k Vx, y e X ]P(t) [1 - D(X)Jk
X,y
Soient m- = inf Pér) , M = sup P( r) eX,rz1).
xeX Y y xeX X,y
Puisque mr+1 = inf 2 P P(r) > m’ et de méme M+ <M, on
y xeX zeX Xy,Z  2Z,¥ y y . y
am15m2$...sM25M1 .
y y y. y

Soient x,y fixés dans X. Définissons sur P(X) une mesure a
signe ¢ par Vze X (z) =P ) _ P(k) , Yscx ¢@®) = RAC)
X,z Y,2 beB

Soit B_ - {(be X :{@d®) 20} .0na &(Bx,y) + ﬂ(si’y) = JX) =
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D'autre part,

(k) (k) (k) k)
B = P - P =1~ P - P g t-pX)< 1
e x.y beBz x,b be% y,b dﬁéc *,d be% ysb, PO
X,y X,y X,y X,y
On a
MI;—m = sup (P)Eki—P(k)) < sup 2 (Pikg—P(kg) = sup 'ﬂ(BX Y€ 1pX) .
x,yeX ’ Yoz, x,yeX beBx y ’ ¥ x,yeX 2

Par ailleurs, Ve > 1

tek_ t+k _ sup (P(t+k)_P(t+k)) -
z z X,z Ys2z

&) _, &)y ,(t)
M sup () (P P B s

X,yeX x,yeX weX *¥

&) _ (k)| t (k) (k) ty _
¢ sup (¥ (Px’w Py,w) M+ EC (Px,w Py’w)mz) -
x,yeX weBx y weBx y

= swp B, ) MG, ) m) = Csup §B, ) 0fmd) & (10 K)) adnd).
x,yeX 34 32 x,yeX sy z z zZ z

D'ol Mzk—mzk < (-0 )T (r2 1, ze X). Donc V2 e X th: et M; ont

une limite commune lorsque t » o ,

*
Puisque Vx, vyelX Vn e IN M > lim Mt > lim P(t) =
V7 e oo XY
rt] t
=k [k
=g 3 limmt 3n® , Vesk |P(t)—1r|\Mt—mts o
VP e Y Y ny vy Ty vy y

t t

=-1

g (1-p(x)) k < (1-p(X))k , ce qu'il fallait démontrer . M

Revenons au modéle statistique introduit précédemment. Le théoréme
V.1. nous permet d'obtenir un résultat dont la preuve est analogue a celle

de la proposition V.3.
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. ) *
Conolbaine 1.- si Wo e O @O U @1 ;Jke € N 10 (8) mesure
strictement positive sur X telle que :
(ke)
" Py 2 oy(e) x, ye X) ;

-k = sup k, <= ;

ION ®

-R= inf ) p_(8) >0,
be @' xeX X

et si (m(8) ; 9 ¢ ®i) (i=0,1) sont décantées par un événement fini A ,

w_ = sup z ‘rrx(e) < inf z 'nx(e) =, alors les hypothéses

© ee@o XeA 8e @1 XeA

(Pe ; 6 € @i) (i=0,1) se séparent asymptotiquement uniformément.
Preuve @ Remarquons qu'en vertu des hypothéses, le théoréme V.1.
nous permet d'assurer l'existence des distributions stationnaires w(8) (8 e@'),

la chaine étant irréductible récurrente positive apériodique \V'G et@ ' . De
=-1

plus, Vo e ®' Vit>k Vx, v e X IPit;(e) - ny(e)l < (1-R)k . D'ol :
£
- Ves>kx Woe @, tpif;(e)‘ < my0) + a-p)* et

-1
sup ) P}Et) (®) < w, * (1-R)k . card(a) ;
69@0 yea Y

t
=-1
-dememe, Ve>k  dnf § P{@) ru - (-mF . carac.
65@1 yeA Xy
t
. E_1 “1 7 mo . .
si  (1-R) < ~————— , t est un temps de décantation pour
2 card(a)

(P(8) ; 0 ¢ ®i) (i=0,1) , ce qui permet de conclure. Ml
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V.6. - CAS DES CHAINES IRREDUCTIBLES RECURRENTES POSITIVES

PERIODIQUES. -

Soit X = (Xn ; n 2 1) une chaine de Markov homogéne définie sur
(2,A,Pr) de loi initiale f et de matrice de tramsition P , & valeurs

dans (X,B), ou X est un ensemble dénombrable, B = P(X).

Supposons X irréductible récurrente positive de période d > 1.
Sous certaines conditions, on peut associer & X une chaine de Markov Y
irréductible récurrente positive apériodique. Ce fait nous permettra d'obtenir
un résultat analogue & la proposition V.3., applicable au cas ou X est
irréductible périodique de période d > 1.

Supposons que Bx € X tel que f est concentrée sur Co(x)

Pour m 2 1, soit ¥

m - Xm-1)a+

*
V& 21 Y est p.-s. a valeurs dans C (x). Soit € =M (¥ e C (x)) ,
m o m o
* * * * m21
A" 1la tribu trace de A sur Q , Pr =Pr M A . Soit :

. On voit aisément que

Y@ A% e — (e e @, e N @)

(10)

W — (Ym(w) sy mz 1)

On va voir que Y est une chaine de Markov irréductible récurrente
positive apériodique, de loi initiale f et de matrice de transition

" =pd p € () x ¢ (x)).

11 est évident que la loi initiale de Y est £f. D'autre part,
- * . * -
si ne N , ;€ Co(x) (1sisn) et Pr EYi =y (1515n)] > 0 , compte

tenu de la propriété de Markov de X on a :

@

* -
V& € Co(x) Pr EYn+1=y|Yi—yi(1slsn)] = Pr[knd+1_y‘x(n-1)d+1_yg] = Pyn,y .
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%
Ceci montre que P  est la matrice de transition de Y.

*
Remarque V.4.,- On devrait dire plut6t que P  est un des choix
possibles pour la matrice de transition de Y. Pourtant, si b@ € Co(x)
* * . . ’ . . . '
an e IN tel que Pr (Yn=y) >0 , on voit aisément que la matrice de transition
est univoquement définie. Or on montrera ci-dessous que Y est irréductible,

*
ce qui permet d'affirmer que P  est la matrice de transition de Y.

*
Soit y, z € Co(x). D'aprés le rappel V.5., Hn , me IN tels que

p@d) L o pad oo preem) | pliem)d] | p@d) (md)

2 > 0. Donc
DRSS X,2 ys2 ¥s2 ¥sX X,z

Y est irréductible.

Les résultats présentés dans le rappel V.5., impliquent, de plus,

*
que V& € C (x) ]N e N :n3N ==> P(nd> >0, P(nd) >0 . Il s'ensuit
[s) X,y ¥,X
*
que, si k2N, P (k4N) p P(kd) P(Nd) > 0. Vu que

¥,y T Ty.x TR,y
*
P.G.C.D. {me N :m22N}=1, Y est irréductible apériodique.

Si ye Co(x) , P;m; >0 ==>m=0 (mod d). Donc, V@ € Co(x)
>
*
P @ z P(nd) = 2 P(n) . X étant par hypothése irréductible
Y,y Ysy Ys¥Y

nzi nx1 nz1

' récurrente, 2 P;n; = , Il en résulte que Y est aussi irréductible
nz1 ’

récurrente.

Si 7 désigne la distribution stationnaire de X, V@ € Co(x)

(d)

T o p(@ - Mais, vu que P =0 si z¢C (x), on a aussi
zeX % EY 4 a4 °
%*
) r @ o ) 5 P =7 . Puisque m(C_(x)) <= , Y est
ze€C (x) % %Y zec (x) % %Y Y °
o o]

irréductible récurrente positive.

Enfin, le lemme suivant permet de vérifier que n(Co(x)) =-% s

*
ce qui implique que la distribution stationnaire m de Y est donnée par

*
“y = d “y (y € Co(x)) .
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Lemme V.1.- Soit X wune chaine de Markov irréductible récurrente
positive de période d, dont l'espace des états X est dénombrable. Désignons
par 7 la distribution stationnaire de X. Alors Vx e X Ve € {0,...,d4-1}

_ 1
n(Cr(x)) =g
Prewve : D'aprés le rappel V.5., Vr e {0,...,d~1}

vy e Cr(x) —> Ck(y) = Ck+r(mod d)(1-() . On en déduit que :

y € Cr(x) s YV € C1(z) == Cr(x) = C1(z) ==> z € C

d+r-1(mod &) & - (D
Ainsi, a(C_(x)) = Y To= T P =
r yeC_(x) y yeC_(x) zeX z EY
r r
= T Pz =
yeCr(x) zeX,yeC1(z) a4
(puisque y ¢ C1(z) =D Pz,y = 0)
= T P =

yeCr(x) Zecd+r—1(mod d)(x)

(d'aprés (11))

y m, (1 B )= ¥ (Y P )=
,y 2,y
2€C 4 ur—1(mod a)*’ yeC, () 2€Cy r1 (mod a) ™ ye€, (z)

(car Cr(x) = C1(z) si z e Cd+r—1(mod d)(X))

2 m_ = w(C

&) .
z d+r~1(mod d)
d+r-1(mod d)(x)

2zeC

(vu que 2 P
y€C1(z)

1).
2,y )

Donnant successivement & r les valeurs 1,2,...,d-1,0 on voit
‘ d-1
que n(Cr(x)) est indépendant de r , d'ou 1 = 1(X) = 2 n(Cr(x)) = dn(Ci(x)),
r=0
ot 1 est un élément arbitraire de {0,...,d-1}. Donc Y e X Vre {0,...,d~1}

o —

n(Cr(x)) =
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Conotlaire 1.- VYxe X Vre {0,...,d-1} C.x)#0.

Revenons au probléme d'une chaine de Markov X de loi inconnue.

Proposition V.4.- Soit X une chaTne de Markov & valeurs dans un

ensemble fini ou dénombrable X muni de la tribu B = P(X). Soit

(X(w), B(w), (Pe ; 6 ¢ (™)) un modéle statistique pour X.

Si @i C ®(i=0,1) et si Voe ®' = ®,V @1 X est une
chalne de Markov irréductible récurrente positive, notons 7(8) la distribution

stationnaire associée 3 6 e (' .
Supposons que :
- Eld > 1 tel que Vo e (' X est périodique de période 4.

_ ;Ix e X : VYo e=’ Co(x) est indépendante de & et Péj) (12)

est concentrée sur Co(x)

Admettons de plus que :

*
a) Vt e N a(nt(y) 3y € Co(x)) mesure positive sur Co(x)

telle que nt(C x)) = 2 nt(y) Fvoesd 0 et Ve e (' Vz, y € Co(x)
° yeCo(X)
(

|szs) (8) - d "y(e)l, s,

b) les familles de probabilités [(d ny(e) 5 V€ Co(x)) ; 0 € @J_(i=0,1)
sont décantées par un test 1 ,

w_ = sup ¥ df(y) =_(8) < inf ¥ af(y) m_(8) = w
° 96@0 YQCO(X) y 66@1 yeCo(x) y L

Alors les hypothéses (P 0 € ®i) (i=0,1) se séparent asympto-

6’

tiquement uniformément.
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Preuve : Passons de X & Y de la facon décrite ci-dessus.

On voit comme dans la démonstration de la proposition V.3. que, si

Y17 %
n (€ () <« 152

* .
5 , t est un temps de décantation pour (P (8) ;0 € Gai) (i=0,1),

ce qui permet de conclure, compte tenu de la proposition V.2. B

V.7. - ESTIMATION DE CERTAINS PARAMETRES.-

V.7.1. - Introduction.

Soit X une chalne de Markov homogéne a valeurs dans un ensemble

X dénombrable.

On appliquera ici les résultats présentés dans le chapitre II pour
trouver des conditions suffisantes pour l'estimabilité de la matrice de transition
de X et de sa distribution stationnaire, en supposant dans ce cas que X

est irréductible récurrente positive apériodique.

A notre connaissance, le seul résultat de ce genre publié anté-
rieurement est le suivant, dii & J. Geffroy ([24], p. 13). Il s'applique

au cas de l'estimation de la distribution stationnaire, lorsque X est fini.

Théoneme V.2. [[24]).- soit {Pe}eth un modéle statistique pour

une chafne de Markov homogéne finie {Xn}ne]N . On suppose :

a) que (9 est un espace métrique o-compact ;
b) que la matrice de transition P(8) est une fonction continue
de 6 ;

c) que pour tout 8 , le processus {Xn} est irréductible apériodique ;
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d) que sur toute partie compacte Q de (), la distribution
stationnaire 1w(8) du processus - qui existe en vertu de (c) - satisfait

une relation de la forme
Vo,6') € @° , n[a(e,eM)] < dv[w(e),w(e')] < h'[d(e,0")]

ot h et h' sont deux fonctions continues monotcones non décroissantes

telles que : Vd € ]0, diam(Q)[, 0 < h(d) < h'(d) et lim h'(d) = lim h(d) = O.
&0 @0

Dans ces conditions, il existe un estimateur convergent de 0.

Pour le cas oi X est infini dénombrable, on tiendra compte des

considérations suivantes.

[e24
Il est connu que R est en général muni de la métrique

-1 Ixi_yil
d, : (x,y) — z 2 T ———
iz1 1+‘xi-—yi{

Considérons [0,1]“’ muni de

* .
d : x,y)— ) 2 t |xi—yi| . : (13)
iz1

. 2 * e 3 o
On voit aisément que cl1 et d sont équivalentes sur [0,1] ,

* *

vu que 1'onaa10rs:-;—d sd1sd .

. L]
11 est aussi connu que [0,1] est un compact pour l'une ou

1'autre de ces distances.

% *
D'autre part, on sait que IN x NN est infini dénombrable. On

voit par des méthodes élémentaires que si :
* * * -
g: N xN — N : (m,n) — 2" 1(2m-1) s (14)

* * *
g est bijective. Si g, est une autre bijection de W x IN dans W ,
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* * )
il existe une permutation p de W x W telle que g, =8 0P Si

x5 i est une série réelle absolument convergente, on peut intervertir
i, j21 ’

1'ordre de ses termes. Dénc 2 X, . = X X 9 = 2 X . Dans
izt Y ko8 W k1 g W

la suite, on utilisera l'application g définie ci-dessus.

Enfin, si 1'on considére R® muni de
S
dy o (x,y) —> 121 |xi—yi| , (15)

. .. . P s
on sait que d2 s est équivalente aux distances déduites des normes sur 1R
¥

(en particulier & la distance euclidienne) et induit donc la topologie usuelle

de RS,

V.7.2. - Estimation de la matrice de transition d'une chaine de Markov

homogéne. -

Proposition V.5.- Soit X = (Xn ; n 2 1) une suite d'observations

4 valeurs dans un ensemble fini X = {X1""’Xv}’ de loi inconnue, Soit

B = P(X). On suppose que le modéle statistique (X(m), B(m), (Pe ;0 e @)

associée 3 X vérifie les propriétés suivantes :

a) b@ € C) X est, sous l'hypothése Pe , une chaine de

Markov homogéne & laquelle on peut associer une matrice de transition,
2
. . ceso s (12 . v e 2
notée P (8), identifiée 3 1'élément suivant de BL1] , métrisé par
ey

d= d2 v2 (voir (15)) et muni donc de la topologie usuelle :
’

(P @, P %) ,..., P %), P ® ,..., P (8)) .
XXy X12% X% X0 %y XXy

B) 8, 8' e B , 8 #£0" ==> Yk e X P (®) #P (8"

s ’*

Alors 1la matrice de transition de X est p.-s. estimable.
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] %
Preuve : 1) Posons, pour T e N ,

®X-

= {(8,8") € C)z : Vx € X d, (¢, (&) , P '(e')) 2

1
V' ox, X, T b (16)

®
=]
]

*
SoitT=inf{TeIN:@=¢}.0na@=u@=lim‘r@ .
o =1 T T
TZTO T

Pour T > TO , notons ET 1'adhérence de P (@T). Vu que
@ 358

la convergence selon d implique la convergence coordonnée a coordonnée,

1 1 1

notons (e1 e1 ) un élément e1 de E

1,1,e1,2 ,...,e1’\), ez’1 e & e 7 "
On prolonge d a E_ en posant Veo, e' € E d(eo,e1) = 2 ‘ec.’ .= 1 s
i T . 0 153 L]
o 1 o, 1 L=
D'aprés (16), Ve , e € ET , e # e
de®ey 3+ @axT) . 17)
3 7z T = o

D'aprés la proposition II.1.b) et le lemme II.3., une condition
suffisante pour que la matrice de transition de X soit p.-s. estimable

est que, VT st Veo, e1 e B e # e1 Hu > 0 tel que, dans le

o T
L o P (») (=) . 5
modele statistique réduit (X , B : (Pe 3 8 e @T)) les deux hypotheéses

(P9 ; B € GT , d(p 8), eh) < a) (i=0,1) se séparent asymptotiquement

o).

uniformément. D'aprés la proposition V.1., il suffit pour cela que les
familles de matrices de transition associées aux hypothéses mentionnées

soient décantées.

ii) Soient eo, 91 € @T 5 90 # 61 tels

i 1 o
que d(P. (ei) , e) g 69T (i=0,1).

w

Ve € @ VX € X VAC X notons P () = 2 P (8)
X,A yeA X7

1 P .
D'aprés (16), Vx € X HAX eB ¢+ P < Px,A (91) .

X

H|=

X’Ax(eo) +
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i 1
Montrons que H, = (P ; 6 € C)T , d(P.’.(e), e’) g Teop) (10,1

se séparent asymptotiquement uniformément.

. 1
si PoeH, , d® (8, P (6)) ¢ gy - Donc Vx € X
1 .. .
dV(Px,.(e)’ Px,.(eo)) € zor et ceci implique
Vx e X

1
Px,A (e)vs PX,A (eo) * 49T
x X
On voit de méme que si Pe, € H, alors

1

1

1 — ——
Y e X Poa @) 2R, G0 -7
X P9
'y - 1T__ 1 _ 2 .
Donc V& e X Px,Ax(e ) Px,AX(e) > T T = 50T >0 ce qui,

compte tenu de (7), permet de conclure. 1B

En passant, et vu la proposition II.1. a), on a démontré que :

. *
Conollaine 1.- Si 3 keI tel que () = C)k , alors la

matrice de transition de X est uniformément p.-s. estimable.

La condition de ce corollaire est vérifiée, notamment, d'aprés

la propriété archimédienne de R , si inf min dV(Px (©),p_ (8")) > 0.
8,6"e(),6#6" xeX e X

Proposition V.6.- Soit X = (X 3 n 1) une suite d'observations

dans les conditions générales de la proposition V.5.

On suppose que le modeéle (X(w), B(m), (Pe ; 8 € D)) associé

a X vérifie, en plus de la propriété a) de la proposition V.5., la propriété

suivante :
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* *
b) Jf : R, -— R _ telle que Vo, 6 e ® Ves>o

d@  (®, P (8") 3 e ==> min |

L
= |P_ _(8)-P_ _(8")] > f(e)
.y b X€E ye y X’y

2 X,

Alors la matrice de transition de X est uniformément p.-s. estimable.

Prewve : D'apreés la proposition II.1. a) et le lemme II.3., et
puisque ([0,1]\)2, d) est compact, il suffit de vérifier que
V%o > e € BL1]V2 S # e, Ha > 0 tel que les deux hypothéses
1-1i = (Pe ; 6e® » d (P _(e), ei) ¢ a) (i=0,1) se séparent asympto-

*y

tiquement uniformément.

Si e (ou e1) n'est pas adhérent 4 P (®), il suffit

*
de prendre o € ]R+ assez petit pour que Ho (ou H1) soit vide, auquel
cas la séparation asymptotique uniforme de HO et H1 est trivialement
vérifiée.
Si e.eP (®) (i=0,1), alors Ve e Jo,d (eo,e1)[ on peut

oy

i
trouver ei e ® (i=0,1) de maniére i avoir simultanément

D d® 6)), e) <) (i=0,1)

X

ii) d(P. '(60), P.’-(61)) > € .

3

. .. ) 1 _
D'aprés b) et ii), min 3 Ip (90) Px,y(e1)| z fe) ,

xeX yeX 24
soit :;; dy(®, 8, B (8)) 2 £(c). D'ob Vx e X Ja, € B tel
que PX’AX(eo) + f(e).s PX’AX(61) .

£(e)) (i=0,1) .

1
Posons H} = (P, ; 6 ¢ ® , d(P_ (9), ) <%

]
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Pour voir que Hé et H; se séparent asymptotiquement uniformément,
il suffit de vérifier, d'aprés la proposition V.1., que les familles de matrices

de transition correspondantes sont décantées. Or, si O est tel que

i@ ®), eo):s-% £(e) , ona
A ®), P (8)) s f(e) => VeeX d (. (), P (6)) €+ f(e) =
P >, 007 Y3 V'ix,. ’ Tx,. 0 * 6
=—> Yk e X P () gP . (8) ++ )
X,A T Tx,A_ o 6 ‘
X . X .
On voit de méme que si 9' est tel que d (P ®"'), e1) < %-f(e)

*“

v -—
alors x e X P , (6 ) > P , (91) 3 f(e).

Il en résulte, pour 6 et 68' dans ces conditions, que Vx e X

1 5 -1 '
Px,AX(e) < Px,A (90) % f(E).S PX’AX(91) 3 f(e) < PX’AX(91) 3 f(e) ¢ Px,AX(e s
ce qui, compte tenu de (7), permet de conclure.
Coroflaire 1.- La proposition V.6. reste exacte si b) est remplacée

par les conditions suivantes :

b) 0 e @, 640 == YaeX P (e) #P_ (9"

c1) (@ est muni d'une topologie qui en fait un espace compact
et pour laquelle Y , ¥y €X 1la fonction ® — (R , [.]) : e—P_ (o)

est continue.

Preyve : La fonction

hi @F—(®,[.D: (6,6 —> min ] 1 @

(8) - P
xeX yeX y x

y(e')) est

b b

continue sur @ 2 pour la topologie produit.

De plus, Ve >0 {(0,8') ¢ @ : d (8), B (8") 2 ¢}

>* A

. . . 2
est vide ou est, sinon, une partie compacte de GD sur laquelle h ne prend
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que des valeurs strictement positives. On pose £f(e) = 1 dans le premier
cas et f(e) = inf {h(8,8') ; 8, 6" ¢ @% , d(®@ (8), P (6")) > €} ,
eye ey

dans le second. B

Pour le cas ou X est infini dénombrable, on peut présenter

les résultats suivants, ol les hypothéses sont naturellement plus contraignantes.

Proposition V.7.- Soit X = (Xn ; n > 1) une suite d'observations

a valuers dans un ensemble infini dénombrable X = {xi ;5 iz 1}, de loi
inconnue. Soit B = P(X). On suppose que le modile statistique

(X(m), B(m), (B, s 08¢ @)) associé & X vérifie les propriétés suivantes :

a) Ve € C) X est, sous l'hypothése Pe , une chatine de Markov

homogéne a laquelle on peut associer une matrice de transition, notée

P (8), identifiée & 1'élément suivant de BL1]® :
ey

(PX1’X1(6)’ Px1,x2(6) seee
P (), P @) ,...

%y X)Xy

b) Vo ,6'e® , 08406 dinfd, (P (8), P (8')) >0
V'Ix,. Xy
xeX
On munit P () de 1la distance

d: (P ®), P (®') —— sup dV(P
e . x
xe X

©®), B, (8')

> bl

On admet de plus :

&) Voe® IM®) ¢ N tel que Viz1 Va > M) P, (®=0.
i’’n

Alors la matrice de transition de X est p.-s. estimable.

Prewve : i) Vo , 08" ¢ @ , 6 #6' posons M(9,6') = max{M(6), M(e')}.

*
Soit T e N . Soit
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{(6,6") ¢ @2 : M(8,6") s T et Vi1 4G, @, @) a3,

Be® : Je' e &)  vérifiant (0,08') e @;}

* *
Soit To = inf{T e N : @T # ¢}. En vertu de b) et c), To e N

et on a évidemment (& = U ®T = lim ¢ @T .
Toseo

T=T
o

ii) VT 2 T0 considérons le modéle statistique réduit

(X(m), B(w), (PG ; 0 € @T)). On va voir que, sous les hypothéses de 1'énoncé,

d

%
est équivalente a d (voir (13)) sur P ((@T). Pour cela, on

rappelle la fonction g définie par (14), et on associera aux éléments

*
des matrices dans P (@T) des indices dans IN , de la facon suivante :

W

.9

Px]'_’xj(e) = yg(i,j)(e) . On a alors

* ' - -g(i,j) - '
d (P_’_(e), P-,-(e )) 1,§a1 2 1yg<i’j)(e) yg(i’j)(e )| et
Vo,e6'c @, ,6#6 24 (®), P (8)) =2d® (8, P (6") ]
N
Y it PO
272 @D g ), r (') 3
Lt
PNl PO
R S O I S CL Y I
i,jz1 *i0%5 *i0%4
po2elhd) gy ©) -y O] =d'e @, p ()
i j>1 g(iyj) g(i9j) 9. ? vy .

D'autre part, d'aprés c) et vu (18), Ve , 8' € @T , 6 #8'

(18)

27 =
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M(6,0") -1,
* -2 -
e o@,r @n=71 5 277 @ED gy (e
e ese . . X.,X, X, X,
izl =1 j 7
M(6,6 T—1 .
f 2i1 p (8)-P (6" =
X.,X, X.,X.
121 j=1 1773 1°7]
T T-1,,.
_ oy 2 s D24 (e,r ()2 ) 272 @D
. Vix.,. Lse T .
iz1 i 1 iz1
T
22 -i2" i 1 .
== 'z 2 = T 3 T d(P.’_(e), P.’.(e')) , puisque d < 1.
121 1272y 11272
. *
Donc, 1'adhérence par rapport a d (ou d, vu que la convergence
selon d est celle de la convergence coordonnée a coordonnée) de P ( C)T)
ey
est un compact de [b,1]w , mnoté E. -
iii) b& > T notons (e1 1€ .9 un élément
e1 e1
2,17 72,2°
......... )
e1 de ET . On peut prolonger d 2 ET en posant
o 1 1
d(e ,e ) = sup z —-|e . — e, .l
i1 31 2 bl i,]

Pour que la matrice de transition de

suffit de vérifier, comme dans la preuve de la proposition V.5.,

V%o, e1 € E R e° # e1 aa >0

«*, B(‘”), By 3 0 ¢ @)
aux hypothéses Hi = 6 ; 0 € (} a(p
.
1
Posons o = 6T
Soient 60 . 61 € C)T , eo # 91
Compte tenu de (18), Vx e X a_(p
vVix,
Donc Vx e X QAX € B tel que P

1
X, A (60) * T
X

X

tels que

soit p.-s.

©), eb) £ @) (i=0,1)

.(eo)’ Px,.

da(p

estimable il

que

tel que dans le modéle statistique réduit

1
(91)) Z T "

£ Px,Ax(e1))

i 1
(ei),e ) < '671."

les familles de matrices de transition associées

sont décantées.



- 131 -

, 1 .
si Py eH ,d® (8, P (8)) <3 . Do Vx € X

0 oy ’
A (), P (68)) c— et VeeX P, (8) P , (8) + .
Vix,. > "x,. 07 % 3T x,AX C X,AX o 3T
1
. -~ 3 A\ - —
On voit de méme que si PG' € H1 , alors Vx e X Px,Ax(e ) Px,AX(e1) 3T °
1 2 1 . . B}
'y - = — '
Donc Vx e X Px,Ax(e ) Px,Ax(e) 27 T 3T >0, ce qu 11 fallait démontrer. B

*
Conofbaire 1.- Si Jke N tel que () = C>k , alors la

matrice de transition de X est uniformément p.-s. estimable.

Proposdition V.8.- Soit X = (Xn ; o 2 1) une suite d'observations

dans les conditions générales de la proposition V.7. On suppose que le modeéle

statistique (X(m), B(w), (Pe ; 8 € ())) associé 3 X vérifie, en plus des

conditions a) et b) de la proposition V.7., la propriété suivante :

c1) P () est o-précompact et fermé dans (B,d) , ol

.30

/ bO = (b bO \|
1,12 1,2 - o :
5[0,1]:Vi;12bij=1 | et
- o o 321 >
B by,1 » b, veee
........ .o )
ae°p) =sup g 3 b3 .-l | 0% b e B

iz1 iz 5] 1,]

Alors la matrice de transition de X est p.-s. estimable.

Preuve : On voit aisément que (B,d) est complet.

F=( (&), d étant o-précompact et complet (puisque d'aprés

.
c1) il s'agit d'un fermé de B), d'apréds la proposition II.1.b) et le
. . s 3 . . , *
lemme II.3. il suffit de vérifier que pour toute partie précompacte E
. \f *
de F on ait : ese ek , el # e Jo > 0 tel que les deux

%
hypothéses (P_. ; 0 € ® et P () e EE N B(ei,u)) (i=0,1) se séparent

8 .,
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asymptotiquement uniformément.
On démontre la propriété plus forte suivante

b%o 5 91 e ®, 80 # 61 Hu > 0 tel que les deux hypotheéses

B, = (B, ; 0 ¢ @ , d@  (e), P (6,)) s a) (i=0,1) (19)

i o v

se séparent asymptotiquement uniformément.

' e — l i L =
D'aprés b), 6 # 6 > inf § ]Px y(eo) Px,y(e1)| a>0 s

xeX yeX 2
. :
D'od Vx e X jAX e B tel que Px,A (90) +acg?P ®,) .

" x,AX 1

1

Posons, dans (19), a = . On voit selon le procédé habituel

a
3
que, si P, € H , alors VxeX P ) <P (6 ) + 2 et que

6 o XA x,Ax o 3 ’

g1 P

' 2
o € H1 , alors V& e X Px,AX(e ) > Px,Ax(e1) 7 -

"ot - 2a -2 '
Dot Vx e X Pep (O S B, O = F <2, (O -3 2 O

ce qui permet de conclure. M

Remarque V.5.- On a déja dit que la matrice de transition de X
est unique si, X étant définie sur un espace probabilisé (2,A,Pr), V& e X
3n e‘m* tel que Pr(Xn=x) > 0. En particulier, si X est irréductible,
cette condition est vérifiée, mais en toute généralité la réciproque n'a

pas lieu.

V.7.3. - Estimation de la distribution stationnaire d'une chaine de Markov

homogéne irréductible récurrente positive apériodique.

Dans les deux propositions suivantes, on tiendra compte du rappel V.7.

(section V.4.).
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D'autre part, signalons que si X = {XI’""X\)} et si TI'? (resp. 1T1)

est une probabilité sur B = P(X) définie par les masses ponctuelles

70 (xeX) (resp. n1 (xeX)) et identifide 2 1'élément (r° , 72 sevay 72 )
x x %7 %, X,
(resp. (TT1 s 111 seees 111 )) de [0,1]\), on a
X X X
1 2 v
o 1 1 v o 1 1 o 1 N SFini 1
dv(n ,T ) = 5 121 Inxi—ﬂxi| = dz,v(n ,T ) , ol dz,v est définie par (15).

I1 est donc naturel de métriser 1'ensemble des lois sur B par dV , Vu que

cette distance induit la topologie usuelle de [0,1]\).

Proposition V.9.~ Soit X = (Xn ; n 2 1) une suite d'observations

4 valeurs dans X = {XI""’X\:}’ de loi inconnue. Soit B = P(X). On suppose

que le modéle statistique (X(w), B(w), (Pe ; 8 e ®)) associde 3 X vérifie :

a) VG e ® X est, sous l'hypothése Pe , une chaine de Markov
homogéne irréductible apériodique. On note w(8) (resp. P (6)) 1la distri-
ese

bution stationnaire (resp. la matrice de transition) correspondante.

b) Veo » 0 € ®, & # 0, m(e) # 7m0, .

o]

On mumit 7((® ) de la distance d = dV .

Alors la distribution stationnaire de X est p.-s. estimable.

Prewve : i) Vo e® Vx, vy e X IT(x,y,0) ¢ N tel que

s p gy 5 1
t > T(x,y,6) > Px,y(e) 25 T

(t)
y(6) >0, vu que Px’y(e) —_— 1Ty(9)

towo
*
Comme X est fini, Ve e® _qT(e) e N tel que

£ 3 T() =—> Yk, y e X Pif;(e) > T, .
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D'aprés le théoréme V.1.,

1

Voe® Ves>T@) Vx, ye X lPif}),(e)—ny(e)l <2 G T

)

*
VT ¢ N posons GDT ={6e® : T() ¢ T}. Soit

*
TO = inf(Te N : GDT # @). Il est clair que ® = U GDT = lim + GDT .
T2TO oo

ii) V& 2 T0 nous considérons le modéle statistique réduit
(=) =) . .
(X , B . (Pe G GDT)) et nous allons montrer que dans ce modeéele
m(8) est uniformément p.-s. estimable. Compte tenu du fait que (@)
(et donc 7 ( GD,T)) est précompact et de la proposition II.1.a), il suffit
de vérifier que :
Ve ,0. e (3 Vo ,a,. >0 tels que d(m(® ), n(8,)) > 0o + o
o 1 T o 1 o 1 o 1

les hypothéses H, = (Pe ;0 € C)T , d(r(e), n(ei)) < ai) (i=0,1) se

séparent asymptotiquement uniformément.

iii) La séparation asymptotique uniforme de HO et H1 sera

démontrée & 1'aide de la proposition V.3.

Notons d'abord que 1'hypothése a) de cette proposition est satisfaite,

parce que X est fini (voir remarque V.3., section V.5.) et que nous avons

t

(t) 1.7
Voe®, Ve>tr Vx,yeX [P (@) -m (0)] s 2@ .
puisque t> T => £ > 1@ => [0 @) -1 ©] 2 PT® <2 @

iv) Il reste a vérifier la seconde hypothése de la proposition V.3.,
c'est-a-dire démontrer que (n(8) ; 0 € C)T , d(w (), n(ei)) < ai) (i=0,1)
sont décantées. Ceci est une conséquence immédiate du fait que ces deux
familles de lois sur B sont respectivement contenues dans les boules

fermées Bi = B(ﬂ(ei), ai) (i=0,1) de 1'ensemble de toutes les lois sur B
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muni de la distance dV . Or on sait (cf. ]:39], p. 67) que la condition
dv(n(eo), 1r(91)) >a_  +a, assure la décantation de ces boules par un

événement, ce qui veut dire que £|A e B tel que

inf ([PA)-QA)] ; (P,Q) e B, xB,) >0 .

Plus précisément, si VAeB on pose wA(e) = z m (8) ,

yeA
on a (cf. [39], p. 68)
d,(m(6 ), n(6)) =7, (6 ) - m,(68,) =>
v o 1 Ao A1 (20)
inf |:1TA(6)—1TA(6'):| 2 dy(n(e ),m(e,))-(a o) >0 .

(1r(6),1r(6'))eB0><B1

D'aprés les propositions V.3. et II.1. a), la distribution
stationnaire de X est donc uniformément p.~s. estimable pour le modéle
statistique réduit (X(w), B(w), (Pe ;s 0 € @T)). Comme () = lim ¢+ @T s

T

on en déduit, d'aprés la proposition II.1. b), que la distribution stationnaire

de X est p.-s. estimable pour le modéle initial. B

. . * . . 3
Corollaine 1.- si Jk e W tel que (= ®k > la distribution

stationnaire de X est uniformément p.-s. estimable.

Proposition V.10.- Dans les conditions de la proposition V.9., si

1((®) est fermé et si Ef : ]N*-—>]R* telle que £f(t) ——> 0 et
: + q o

Vo e ® Vx, y € X |P)Et}),(9) - TTy(G)I < £(t) , alors la distribution

stationnaire de X est uniformément p.-s. estimable.

Preuve : 7(()) étant un sous-ensemble précompact de ([0,1_-[\),d),

il est compact deés que fermé.
Soient 60 s 61 e O™, 60 # 61 . D'aprés b), on e X tel que

. (6,) -7 (8)>0.
X 1 X o
o o
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(n(()),d) étant complet, pour que la distribution stationnaire de

X soit uniformément p.-s. estimable il suffit que V%o = n(eo) o

By = n(61) € 1(@9) > e, # e, 3& >0 tel que les hypotheses
He = (Pe ; 0 e @, dn(e), ei) < a) (i=0,1) se séparent asymptotiquement
uniformément. Si n_ (8,) - n_ (6 ) =a > 0 , posons a = 2,

X 1 * o 4

o o

: a
Si PyeH , ona d(n(e), n(eo))‘ s et
a

V& e X ny(G) < ny(eo) + 7

(t) a
Done Vi, y e X B, (8) s m (8) + £(6) < m (8)) + 5+ £(B) .
De méme, si P € H V& y e X P(t)(e) >m (8,) - 2= filr) .

’ 8' 1 i X,y | 4

Donc  Vx € X p{t) (8') = Pgt) (6) > 2 -2 £(t) > 0 dés que
Xy o )\,Xo 2

. S a

f(t) < 7+ 8ot vérifie f(to) <%

pour (P (8); Pe € Hi) (i=0,1), et la proposition V.2. nous permet de

vy

a g f
, alors to est un temps de décantation

conclure. W

Les résultats suivants concernent le cas ou X = {xi 301z 1)
est infini dénombrable. On identifiera une probabilité m sur P(X)
a 1'élément (v, m_ ,...) de [b,1]m , ou 7w =n({x}) (xeX ).
x X, x

1

Proposition V.11.- Soit X = (X ; n 2 1) une suite d'observations

a3 valeurs dans un ensemble infini dénombrable X = (xi ;12 1), de loi
inconnue. Soit B = P(X). Supposons que le modele (X(m), B(m), (Pe ; 0 e @)
associé a X vérifie :

a) Yo € ©) X est, sous l'hypothese Pe , une chalne de Markov

homogene irréductible récurrente positive. On notera m(6) (resp, P (6))
.

la distribution stationnaire (resp. la matrice de transition) correspondante.
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b)

8,06 €@,

c) Jf : m*————»mi
(r)
‘Px,y(e) - ﬂy(0)|.s f(t) .

A Vo, e®, 0#0 AGe.0")

ou A(e',e) = {xeX: nx(e’) > nx(e)}

est fini, notons ) (resp. M(e,,e)) l'entier

Moo

. *
(resp. max {i e N :

Meg,00y » 51 Mgr,0)
M(8,6') = Megr gy » si L

inf {M(e’e,), M(e,’e)} ,
e) sup M(6,8') = N < o ,

8,0'e (= ,0#0"

Oon munit 7((®) de d = dV .

Alors la distribution stationnaire de X

Preyve : i) Considérons [b,1]w muni de

%
voir que, sous les hypothéses ci-dessus, d

*
Il est évident que d g d .

supposons M(6,8') =

M,0m)

traiter de facon tout a fait analogue. Alors,

0 # 8" ===> 7(9) # w(o'

={xe X:

est fini .

est équivalente & d

D'autre part, si 6 ,

, le cas o M(6,8') = M

) .

telle que £(t) peveas 0 et Yoe® V&, y e X

nx(e) > nx(e')}

Si A(e’e,) (resp. A(e.’e))

X.€ A }

lien
max{i € P oxg (0,0")

x € A(e,’e)}) . Posons, alors ,

n'est pas défini .

n'est pas défini .

dans les autres cas .

est p.-s. estimable.

d* (cf. (13)). On va

sur w((&)).

' ¢ &

pouvant se

, 6 #6'

(8',8)

d(n(8), n(6")) =
2M(e,e') Z-M(e,e') ‘

T (8)-7 (9')l <
X. X.
i i

= 3 (r (-7 _(8") = ¥
xeh g6 *i¢46,0")

< MO0 7 e)r 1] < 2Y dFree), wiem))
X.€A i x5

i 7(e,8")
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* *
ii) Soit T e N , CDT ={(8,8") € C)z : d(m(e), m(")) = %},
*
GDT ={6e®: J6'e® vérifiant (6,0') € C)T} R
* *
To = inf{Te N : C)T # @ }. D'apres b), To e IN et il est clair

que (& = GDT = lim 4 GDT ”
TZTO T

Considérons le modéle statistique réduit (X(m), B(w), (P6 ; 0 € C)T)).

v .k
s To notons ET 1'adhérence de W(CDT) par rapport a d

*
I1 s'agit d'un compact de (BL1]w, d ). Vu que la convergence selon d est

celle de la convergence coordonnée a coordonnée, on peut prolonger d a E

T
flo) o o] 1 1
en posant Ve = (e1, e, el el = (e1, e, e ET
d(eo,e1) g z |e?—e!| , et (E.,d) est complet.
2 31 11 T

Ceci dit, pour que la distribution stationnaire de X soit p.-s.
estimable il suffit, vu la proposition II.1. et le lemme II.3. que
Veo, e1 € E

(p

T ° e® # e1 Ja > 0 tel que les hypothéses
; 6 € , d(m(8), e') € o) (i=0,1) se séparent asymptotiquement
6 T

uniformément, et d'aprés la proposition V.1. une condition suffisante pour
cela est que les familles de matrices de transition associées a ces hypothéses

soient décantées.

iii) Soient 60 . 61 € (E/T . 60 # 61 tels que

ETHN

d(n(ei), el < E% (i=0,1). La définition de C)T entraine d(n(eo);ﬂ(61)) 2

Si M(60,91) = M(6°,91) , posons A = A(60,61) , et si

M(eo,e ) = M(e o) posons A = A(e ,0)
1’7o 1’70

Alors card A = M(Go,e ) < N . Admettons que A = A(

1 61,60)

< ﬂA(61).

==

1'autre cas pouvant se traiter de facon analogue. On a ﬂA(Bo) +
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: - . iy o1y (4=
Soit H, = (Pe ;3 0 ¢ C)T , d(n(8), e7) ¢ 6T) (i=0,1)
. 1 A
Si Pe el , alors d(w(8), n(eo)).s 57 et nA(e) < nA(Go) * 37 -
N (t) 1
1 - —
Do : VxeX P ,(8) < my(0) ¥ NE(E) < m,y(6) +gp * NECE) .
De méme, si P, € H alors Vx e X P(t)(e') >n.(8,) - - Nf(t) .
i g' 1° X,A - AT 3T
(€ gyry — p(t) 1.2 _
Donc Vx e X P a8 =P () 37 - g5 - 2N £(0)
. e 1 . .
Si to vérifie f(to) < BNT ° to est un temps de décantation
pour (P 9 ; Pe € Hi) (i=0,1) , et la proposition V.2. permet d'affirmer
que Ho et H1 se séparent asymptotiquement uniformément. B

Conolbaire 1.- si Jke N

stationnaire de X est uniformément p.

Proposition V,12.- Soit X

conditions générales de la proposition

™, 8", @ ;0 @)

(P

associé o

de la proposition V.11.

(@)

On munit de d=4d

Alors

Preuve : 1) Soit £1

y=(:;;iz2D

i
Soit do la distance associéde 3 cette

est un sous—ensemble de

d d

(o]

@(®),d)

% » il s'ensuit que

la distribution stationnaire de

absolument sommables muni de la norme

(11, do). Puisque !

@k’

tel que () la distribution

-s. estimable.

une suite d'observations dans les
V.11. et dont le modéle statistique

vérifie les conditions a), b), c) et d)

v e

X est estimable.

1'espace de Banach des suites réelles

It = T Iyl
i1

norme. Il est évident que 7m( (&)

est séparable, et que

est séparable. Il est complet dés

que fermé. Pourtant, il n'est pas précompact, en général.
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ii) D'aprés la proposition II.5., une condition suffisante pour que
la distribution stationnaire de X soit estimable est que
Vbo , 61 e O® »@o > Oy > 0 tels que B = d(n(eo), ﬂ(61)) S oy > 0
les hypothéses H, = (Pe ;6 e B, d(®, n(ei)) < ai) (i=0,1) se séparent.

asymptotiquement uniformément.

Comme l'on a vu dans la preuve de la proposition V.9. (partie iv)
il existe un événement A qui décante les familles
(n(8) 3 8¢ & , dln(o), n(ei)) < ai) (i=0,1). Par ailleurs, d'apreés (20)
et d), cet événement peut &tre choisi fini, de cardinal M(60,61), comme
décrit dans la preuve de la proposition V.11, partie iii). On supposera A

déterminé de cette facon.

Supposons A = A(G 6 ) ? 1'autre cas pouvant se traiter de facon
1o

semblable.

$i P, e H , alors d(n(o), ﬂ(eo)) sa et nA(e) 3 nA(Go) +ta .

8
(t)

Dot Vx e X Poa(®) €1 (0) ¥ M(B,00) £(E) € m,(8.)) * oy ¥ M(8,0,) £(E).

De méme, si Pe, e H, , alors Wk e X

1
P 3 m,(6,) - a, - M(8_,0.) £()
X,A 2 AT 1 o’ 1 :
(t) ory _ o) -

Donc Vx e X P a8 ~ B (8) 38 - M ,0,) £(6)

B
t]

2M(8 _,6,)
pour (Pe ®) ; Pe € Hi) (i=0,1) , et la proposition V.2. nous permet d'établir

le résultat annoncé. B

Si tO vérifie f(to) < to est un temps de décantation

Remargue V.6.- Si 1'on admet de plus que X est un processus
strictement stationnaire, sa loi initiale coincide avec la distribution station-
naire. Donc , la loi initiale de X est estimable si la distribution stationnaire

de X est estimable.
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En nous reportant 4 la remarque III1.9. et au théoréme III.7., on
voit que 1'on peut toujours poser a; s Pyos ﬂ1 tous nuls, C1 = X . L'exemple
ol le modéle statistique (X(w), B(w), (Pe ;8 e D)) associée 3 X
vérifie, pour une matrice stochastique P donnée, Vo e ® P."(e) =P
et V@, ' e D, 0 #9' Pé1) # Pé]) permet de vérifier qu'en général

les méthodes employées dans ce travail ne peuvent aboutir 3 des conditions

pour que la loi initiale soit estimable.

V.8. - UNE CONDITION SUFFISANTE DE CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR

DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE.-

Les suites d'estimateurs convergents d'un certain paramétre dont
1'existence est assurée d'aprés les méthodes constructives présentées dans
le chapitre II ne sont pas utilisables dans la pratique. Des conditions de
convergence des estimateurs usuellement employés sont donc utiles. Ceci

justifie le contenu de cette section.

Ici, les chalnes de Markov considérées ne sont pas nécessairement

homogénes, sauf si cette condition est explicitement mentionnée.

On se base sur des résultats présentés dans ([47]).

Proposition V.13.- Soit X umne chaine de Markov 2 valeurs

dans X fini ou dénombrable, (X(m), (P(X))(m), (Pe , 6 e ™) un modele

(n)

la loi de X

statistique pour X. On note Pén)

s By a(® @32)

la matrice de transition de l'instant n~1 & l'instant n assocides & 6.
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On suppose que :
a) (@ ,d) est un espace métrique compact ;

) 6, 0, @, 0, £0, => x™ X" 2™ ™)™ 10men) 5 @)
1 [¢) .

o Vo e@tin T pMa®)p™a™)) 20 @ . (22)
8»60 x(n)e)(rl °

Avec 6e@,6>0,n21,x(n)eXn on note :

i) Ky = Y sup (Pél)(y) ; 8' € B(8,8)) ;
yeX

n
ii) a = sup sup [P _ (6")] (nz2) ;
6,8 xeX yeX 9'eB(6,8) n-1,n x5y

iii) (&_ ; nz1) la suite des estimateurs du maximum de vraisemblance,

c'est—a~-dire

5 (x(n)) = eo (===> Pén) (x(n)) = sup(Pén) (x(n)) ;0 e @) . (23)

n
o
Considérons 1'hypothése

@ Soit (8',8") ¢ @2
Js>0 s elo,i

Vo 2 Ja_ e [0,1] , la suite (a_ ; m > 2) vérifiant ) a’=w
n n ns2 O

Jpn : X~ [0,1] vérifiant pyta s1 et Vx e X

E‘Bn"eu’x : X — [0,1] telles que Vx e X

D da00,0") < 8 ==> [ g, o &) [y O] 02 ) +a (32) 5 (20)

yeX
1) XX ‘ﬂgv o 5 ) iup ) P _, &), g S P00 (m22) (25)
ye ’ s 8eB 5",6 ) >

3 2
= a
I11I) Ke,, <o ag,. 656 e8 T (mx2) . (26)
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~

Une condition suffisante pour que (en ; nx1) soit convergente est que
V@1 , 62 € () , 61 # 62 (H) soit vérifiée par (61,62) ou par (62,61).
Rgmgggue V.7.- L'exigence que (21) et (22) soient vérifiées pour
n > 1 n'est introduite que pour simplifier l'écriture. On aurait pu aussi
*
bien considérer qu'elles n'étaient valables que pour n 2 N e N . Pour
n < N, on ferait en(x(n)) = eo ol 60 est un des points ol le
(m) , (n) . . . ‘
supremum de P9 (x ) sur (3 est atteint. Par ailleurs, lorsque 1'on

*
se reporte & des ordres n 2 N1 e N on devrait les remplacer par n 2 max(N,N1).

Remarque V.§.- L'énoncé présenté n'est pas une simple traduction
du résultat de W. Pieczynski ([47]) au cadre qui nous intéresse. En fait,
sa condition se traduirait par l'exigence que (H) soit vérifiée & la fois

par (61,62) et (62,61) pour tous 61 s 92 € C) , 61 # 62 .

On s'apercevra que, pour l'affaiblissement de la condition, le
caractére markovien de X ne joue aucun rdle. Ceci pourtant n'est guére
le cas de la dénombrabilité de X . C'est-a-dire que la condition que nous
énoncons serait aussi valable pour le cadre plus général de ([47]) , si la
convergence de Pén)(x(n)) vers Pén)(x(n)) lorsque 6 — eo était

(n) °

uniforme sur X

Preuve de la proposition V.13.- Soit 0, 8, ¢ @, 8, # 6,

On suppose que (H) est satisfaite par (91,62), la preuve pour le cas ol

(H) est vérifiée par (62,91) étant naturellement tout & fait semblable.
i) Soit & > 0 fixé sous les conditions de (H). Définissons

Pn’(S sur X" par

P ™) = s ™) 5 e e B, @D, 27)
2
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et une famille de fonctions de transition P (9 ) (nx2) par
sup([P _ (6)] ; 8 € B(,,8))
Vx y e X [Pn . n(ez)]x - n-1,n X,y 2
Y Y sup([P -1 (8)] 3 0 € B(6,,8))
yeX n~1,n X,y

ce qui est justifié par (26).

Définissons Pg’é* comme étant la loi markovienne sur X(w)
2,
)
e . 1,8 2 . . L.
de la loi initiale Pe’ *(x) = et de famille de matrices de transition
2’ ]
2

(n1n(8);n22).

8
Vu que [Pn—1,n(62):|x,y < sup([Pn_1,n(6)]x’y ; 0e B(,,8),

d'aprés (H)I et (H)II on sait que les familles de matrices de transition

(Pn—1,n(e) ;032 , 6 € B(8,,8)) et (P2—1,n(62) ; n > 2) sont décantées.
Donc HA(n) c X(n) telle que
@), (m) 3 7 2
inf (P @ ; 6 € B(6,,8)) 21 - exp(-<= z a’ ), (28)
e 1 8 o, Tk
s, (n) 3% 2
Pg’ A7) € exp(-§ Y a) . (29)
2’ k=2
Or Vx(n) e X° Pg’é(x(n)) <
2
) n-1
s sup(Py ' (x)) 3 0 € B(8,,8)) . sup( I |:Pj,j+1(e)]x.,x. 5 0 € B(6,,8)) s
=1 7 ‘
1,68 .
s Ky - Py ,*(x1) . sup([P1’2(6):|x x50 B(8,,8)) .
2 2 1°%2
n-1
sup( I [Pj’jﬂ(e)lx',x. 5 0 € B(6,,8)) =
j=2 3’73+
1,8 8
=k, .P % (x) . [PY  (8,)] .Y sup [P, .(e)]
8,  Opx B2U2TEGE) xeX 8eB(8,,0) 1,277
s
. sup (I [P, DTS
0B (6,,8) j=2 o3t gy
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2 2,8
<K a - [P (x,,x Y] sup ([P, ,(8)] ).
8, 9,8 By, 12 8B (0., 6) 2,377 x5y
ENEINO)
. sup (0 [P. . . (8) ).
963(92,5) j=3 s+l stxj+1
De proche en proche, on constate que
n .
Pg,é(x(n)) $Kg . T a; s Pg’s*(x(n)). D'ou d'aprés (26) et (29) ,
2 : 2 i=2 2? n 2°
3 v .2
g .1 2
Pn;G(A(n)) < K . Bn—2 . e i=2 . Pn"S (A(n)) <
0. % 8. ,% S
2 : 2 n 2 n
3 2 2 3 2 2
= a -= a’
8 .4, 73 8 .5, 7]
n-2 j=2 j=2
< K . B . e . e —— .
2] n->o
2
Soit
g8 = {x(n) e XU : P(n)(x(n)) > Pn’a(x(n))} . (30)
6,,0 [*] ¢}
1’72 1 2
Pé“)(E;”g ) - P%’G(Eg’ o) 2 Pé“) w™y - P;’G(A(n)) —_—
1 1772 2 172 1 2 n->w
d'ol :
1>(§“)(E‘e"‘se ) — 1 . (31)
1 1’72 poe
ii) Vu que (H)I et (H)II sont vérifiées, d'aprés la proposition
II.2., © est uniformément p.-s. estimable sur () et une condition

nécessaire pour cela est que \V’61 , 62 e ™, 9, # 92

37( >0 : B(ei,)\) (i=1,2) se séparent asymptotiquement uniformément .

Donc HCnC X(n) (n21) pour lesquels

(n) )
0 e B(91,>\) == Pe (cn) i (32}

n-<
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(n)

0 € B(Bz,)\) ==> (C ) — 0. (33)

n-oo

Si (H) est vérifiée, avec § € ]O,A[: , par (61,62) et si

8, € B(6,, 8/2) , ©" e B(8,, 8/2) , alors Js telle que, pour cette

ell

valeur de 8§ , (H) est vérifiée par (60,6") . D'ol

(n)
[E e" == - (34)
Posons
A 5 = {X(n) e X® ; sup(P(n)( (n)) s 6 € B(OI,G)) > sup(Pén)(x(n)) ; 0 € B(BZ,S))}.
19 2
(35)
B(Sz, §/2) étant un compact, de (b(8", de"), 8" € B(ez, §/2))
on peut extraire un recouvrement fini (b(eg, 66") ; 1gigN)  de B(62,6/2).
n’sen * o n"sen
D'aprés (34), P(“) [N By o] o1 et D Eg e.,CEe ‘séz ,
o 1<1<N 0’71 1<isN o’ 0’72
vu que
n'a(sen
x(n) e (M E ﬁ <=3 VYi ¢ {1,...,N} sup(P(n)(x(n)) 5 6 € b(eY, § ,)<
1gisN 2028 6 18y
2V ™) = s ™M ™) 50 U bey,8,0) < 2 ™) -
o 1<1<N 1 o
=3 x(n) € En 6/2 .
,0
o 2
Puisque Eg’ééz CfAe’6é2 s
0*"2 1272
[
R (36)

1°72 no
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iii) s8i 60 € B(61,6/2) , 0" € B(SZ,G/Z) et si

0 " = {x(n) € X(n) : Pén)(x(n)) > Péﬁ)(x(n))} , d'aprés (32) et (33) on a,
o’ o

vu que § € ]O,A[ .

[o] [o] [o] [o]
pP@n A (37)
an eo’e" oy .

Cela est vérifié pour (60,6") arbitraire dans B(61,6/2) X B(92,6/2).

Compte tenu de (22), \7’e0 € B8, 6/2) J&, >0 :
[s]

x(n) € Ag g" =D V% € b(eo,de ) x(n) € Ag gn -t La convergence de Pén)

o’ o ’
vers Pén) lorsque 6 » 90 étant uniforme sur X" s 58 peut &tre choisi

o )

indépendamment de 1'élément x(n) considéré.

De (b(eo, 56 ) s 60 € B(61,5/2)) extrayons un recouvrement fini

o k
(6, , 8,) ; 3%isk) de B(8,,6/2). ona B (U A ) —o> 0 , d'ob
J j : i=3 "7 @
P ™ e @™ ™) e ene,,620) > 2R ™)) 0 LGB
. (n) k n V, .
En effet, si x ¢ U Ae on e B (91,6/2) 31 e {3,...,k} :
i=3 i’

8 e b(ei,ée ) et Pén)(x(n)) < Péﬁ)(x(n)) . Le supremum de Pén)(x(n))

1

sur B(ePG/Z) étant atteint, (38) est vérifiée.

Or, d'aprés (35), AS’G/Z Ci{sup(Pén) ; 0 € B(e1,§/2)) > P(n)}
1272

e"

Il s'ensuit :

(n)

n,6/2)
e"

P (Ae 9 5‘:;.% o . (39)

1772
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iv) La conclusion est une conséquence de (36) et (39).
Ve >0 \7’90 € @ soit

0
c€° ={6e®:ale,e) el . (40)

[S]
€
Vo e Ceo notons 6(60,9) un élément de :]0,'2‘[ permettant de
5]
vérifier () par (8,6) ou (8 ,6). La famille (b(8,8(8 ,6)) ;6 € c€°)
[§]
constitue un recouvrement du compact CEO . On peut en extraire un recouvrement

fini (b(e;.’ , a(eo,e‘j’)) 5 1<§sN(8_)). Soit

_ s 1 O 4 g
5(90) = inf {2 6(60,6j) ,1SJSN(60)} . 1)
(b(eosd(eo)) 3 0 € (® ) est un recouvrement de ( , duquel
on peut extraire un recouvrement fini (b(ei, G(Gi)) ; 1<isM). Soient

- i3
8, = 6(ei) s 5j - G(Gi, 8.) - (42)

A chaque i€ {1,...,M} correspond un recouvrement fini
y - 6.
i 1 : i
(b(ej 5 2 aj) 3 1s;sN(ei)) de C_~ .Ona

Vie {1,..,000)) &, < &t . (43)

Vi e {1,...,M} posons

nss- D,GI..
A, Y= N A Ji : (44)
i 1SjSN(ei) ei,ej

§ _ (n) _ n,6 ' [
g1 = X Agt g (6, 68'e® , 0 #0").
i

Remarquons que Ag’
’

n,§

! i (n) ’j LI

Vie (1,....M  d(6,0) s 85 ==> By @ ei) —> 1, d'ob
173
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d(8,0.) < §, => P(n)(Aé’Gi) — 1 (45)
Y50 % % o e, w7

puisque d(8,8;) € &, ==> d(8,0,) < aJ? (15jN(8,)) , d'aprés (43).

Or on peut montrer que

~ n,28,
Vo e ® {a(e_,0) < 21D A, L, osi 6e b(6,,25,) , (46)

1

ce qui nous permettra de conclure.

(@) n,26.

En effet, x € Ae Lo VG € {1,...,N(ei)}
i

sup(Pén)(x(n)) ;0 B, 2 aJ?) > sup(Pén)(x(n)) i e B(eJ? .2 aJ?)) , 4D

-~

d'aprés (44). Cela implique que en(x(n)) ne peut pas appartenir 2 aucune
boule b(e; y 2 6}) (j e {1,...,N(ei)}) , et l'ensemble de ces boules
6.

i
est un recouvrement de Ce . Alors ,

GO = @
f (x0¢cCc T, dB xV) , 8. <e . (48)
n € n i
Or 06 appartient & b(ei,ZGi) par hypothése (voir (46)) et 6i < %
d'aprés (41) et (42). Donc, d(en(x(n)) , 8) < 2e, et (46) est vérifiée. B
Conollaire 1.- Si X est homogeéne, ag 5 = sup 2 sup P (")
’

xeX yeX 8'eB(8,8) xy
we® , 8§ >0) et si les conditions générales de la proposition V.8. sont

satisfaites, une condition suffisante pour que la suite (en ; n 2 1) des
estimateurs du maximum de vraisemblance soit convergente est que

Yo

par (91,92) ou par (e

1 62 € C) , 61 # 62 la condition (H') ci-dessous soit vérifiée
2,61)

@'). Soit (8',6M € @2 .
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Ja>o0ds>0 18 eJo,i[ dp : X — [0,1-3]

: X — [0,1] pour lesquels Vx e X

et VxeX 9

g',6",x

) Vee BO,O I Py gu )P, () 2p( +a;
yex ’ t] V ’y

iy ) lﬁe,’e..’x(y) sup (P

(8) ; 8 € B(8",8)) s p(x) ;
yeX Y

>

2
‘o 3/8
iii) Kow <=, ae",G:S B e /8 a
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RESUME , l;
' ?

I
I

X = (X,) étant une suite d'observations. & valeurs respectivement ;dhm

(XI’BI) ,+.. de loi inconnue, H désignant l'hypothése générale (sur fl'eonca
produit infini correspondant), on désire estimer un paramétre dg f,
application de H dans (E,d), espace métrique séparable. Dans ce travafl; en se
restreint au cas ol pour toute loi possible, X est une chaine de Markov
homogéne : dans le chapitre I, les résultats obtenus sont annoncés,
accompagnés d'une revue bibliographique.

Au .chapitre II, on rappelle des constructions d'estimateurs’ de H.
Schmerkotte, J. Geffroy, R. Moché, W. Pieczynski qui, en toute généralité,
raménent . le prolkléme ' de l'estlmatlon asymptotique de f & la séparation
asymptotique unfforme de certains couples d'hypothéses multiples, (E,d) devant

de plus avoir certames propriétés de compacité. p

Au chapitre 'III, on traite. ‘done d'abord de l'orthogonalité de deux °
hypothéses simples- (avec un bref historique : théorémes de S. Kakutani, puis
de Ju. Kabanov,*R. Lipcer, A. Sirjaev) ‘puis on passe au théoréme fondamental

 de la_décantation asymptotique (J. Geffroy, R. Moché) qui s'applique & des
hypothéses - multiples, alors -que ' les théorémes d'orthogonalité d'hypothéses

simples sont Kénéral insuffisants en statlsthue asymptothue

"Les chapit IV et V sont essentiellement des chapxtres de résultats
nouveaux : au gﬂapitre IV, on étudie un nouvel aspect des propriétés de
décantation de certaines dlstances entre lois ‘'de probabilité ; enfin, au chapitre
V, les résultats obtenus sont appliqués au cas particulier oli X est une chaine
.de Markov homogéne & espace des états dénotmbrable. Des conditions suffisantes

pour que la matrice de transition ou la distribution stationnaire, lorsqu'elle
existe, soient estimables sont données. Une condition suffisante de convergence
de 'la suite ‘des 'estimateurs du. maximum de vraisemblance, . qui repose
essenticllement sur des propriétés de décantation, est aussi établie.

~'.
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