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PREAMBULE

Le chapitre I reprend quelques résultats de ma thése de troisiéme
cycle [8] publiés en partie dans un article paru & Compositio Mathematica [9]
ét d'autres résultats d'un article [18] en collaboration avec A. Tihami & parai-
tre au Bulletin de la Société Mathématique de Belgique. Le chapitre II est la
reprise textuelle de la version [12] parue au Bulletin de 1'IRMA et soumise 3
Manuscripta Mathematica. Le chapitre III est un travail commun fait avec
G. Hector. Il a &té annoncé dans une note aux Comptes Rendus de 1'Académie
des Sciences de Paris []SJ et une version raccourcie paraitra aux Annales de
1'Institut Fourier [16]. Le résultat de finitude qu'il contient a déjé &té
obtenu en collaboration avec G. Hector et V. Sergiescu & 1'aide de deux suites
spectrales, 1'une du type Céch-de Rham, 1'autre similaire & celle d'un fibré
principal et est paru 3 Mathematische Zeitschrift [17]. Enfin, le chapitre IV
qui contient le r@sultat général de l'aspect transverse &tudié dans_le second
volet de cette *hdse a fait 1'objet d'une publication interne [13] au Bulletin
de 1'IRMA de Lille.

Certains objets sont notés différemment et certaines notations dé-
signent des objets différents quand on passe d'un chapitre & un autre. Nous

avons pris le soin de les préciser & chaque fois !.



INTRODUCTION

La rigidité d'un feuilletage tient 3 la fois de la géométrie des
feuilles, la structure transverse et la topologie de la variété ambiante. Deux
points de vue sont abordés dans ce travail. Un point de vue "tangent et trans-
verse" dans lequel on développe des calculs de certains invariants de nature
cohomologique et un point de vue "purement transverse'. En effet un feuilletage F
sur une variété M est la réalisation géométrique d'un systéme différentiel com-
plétement intégrable, A un instant donné on passe d'une feuille 3 une autre par
un changement de condition initiale. Onm peut donc interpréter 1'espace des feuil-
les B = M/F comme un "espace de paramdtres" des solutions de ce systéme diffé-
rentiel. Depuis le début de la théorie des feuilletages une question importante

s'est posée explicitement ou implicitement : dans quelle mesure 1l'espace B

ressemble-t-il 3 une variété compacte ? (la variété ambiante M &tant bien

entendu compacte). Des exemples simples montrent qu'en général B n'est pas
une variété. On peut cependant y définir la notion de différentiabilitd, de
fibré, de section, de métrique riemannienne, d'op8rateurs différentiels etc.. .
Ces objets correspondent 3 leurs analogues sur M invariants le long des feuil-
les en un sens 3 préciser selon le contexte. Le but du second volet de cette
thése est de montrer que si F a une certaine structure transverse, ces ob-
jets géométriques s'apparentent fortement & ceux d'une bonne vari&té compacte.
Les structures considérées sont de classe Cw. Soit M une variété
compacte munie d'un feuilletage F de codimension n (réelle ou complexe
suivant le cas). On supposera, pour simplifier que F est transversalement
orientable (c'est le cas par exemple si F est transversalement parallélisa-

ble -T.P. en abr&gé- ou tramsversalement holomorphe) sinon on passe 3 un revé-

tement 3 deux feuillets.



1. Swite spectrale d'un fewilletage.

Une forme différentielle o sur M est dite basique si elle vérifie
ixa =0 et Lxu = 0 pour tout champ de vecteurs X tangent & F. Localement
0 est la relevée d'une forme différentielle sur la variété des plaques. On peut
donc l'interpréter comme une ''forme différentielle sur l'espace B".

Le faisceau 2? des germes de p-formes basiques n'est pas fin et permet donc

PYTE P s * P P
de définir une théorie de cohomologie H (M,¢p) en général non triviale qu'on
N

appellera la cohomologie bigraduée de la variété feuilletée (M,F). C'est en

. * . e s - .
fait le terme EP d'une suite spectrale (E ) associée 3 la ré@solution de
1 P r

de Rham transverse

0+R->¢°—-——-+¢l > ¢ —> 0
N " N v

du faisceau constant % sur M. C'est l'analogue pour F de la version diffé-
rentiable de la suite de Leray-Serre d'une fibration localement triviale

(cf. [29]). la cohomologie bigraduée est apparue pour la premiére fois dans les
travaux de B. Reinhart [48]. Depuis lors, divers auteurs l'ont &tudiée.

I. Vaisman [5i] a donné une résolution fine du faisceau ip en termes de formes
différentielles. Dans sa th&se [51] K.S. Sarkaria a relié cette cohomologie aux
classes caractéristiques des fibrés en droites complexes et a obtenu des résul-
tats intéressants. Dans les travaux de K. Kodaira et D.C. Spencer [39] on peut
trouver des applications aux déformations des feuilletages ainsi que dans les
travaux de R.S. Hamilton [33], T. Duchamp et M. Kalka [i]. Certains résultats
ont &té obtenus aussi par C. Roger [}01, X. Masa [42], E. Macias [41],

M.A. Mostow [45}. J'en oublie sfirement d'autres ; qu'ils veuillent bien m'excu-—
ser. Le méme type de cohomologie a &té utilisé& par P. Molino [44] pour lire

. . . . Y oz
les obstructions 3 1'existence de connexions basiques. Jusqu'ad récemment on ne

. P 2
disposait d'aucun calcul & part celui des feuilletages linfaires du tore T



qui a été fait partiellement par B. Reinhart [48] et d'une mani&re complate
par J. Heitcsh [34] et C. Roger [ﬁo}. Les méthodes de calcul reposent sur la
notion de "petit dénominateur' déji présente dans les travaux de H. Poincaré

et C. Siegal.

Je présente l'ensemble du travail que j'ai entrepris dan [8],[9] et [18] sur
cette cohomologie.

J'ai montré pour commencer que le terme Eﬁ* est invariant par homotopie inté-
grablei.e. une homotopie qui préserve chaque feuille individuellement. Par le
biais d'une partition de 1'unit& sur M, nous avons &tabli [18] un principe
généralisé de Mayer-Vietoris et donc, comme dans le cas classique, une autre
suite spectrale de type C¥ch~de Rham convergent vers H¥(M,$P). En particulier
nous avons montr&, 3 1'aide de cette derni@re suite spectrale, que si F est
transverse 3 une fibration F > M + W alors Hx(M,Qp) = H¥(W,ép) oll %p

est le faisceau localement constant sur W de fibre 1'espace de Frechet Ap(F)
des p-formes différentielles sur F. Ce qui nous a permis de donner des calculs
explicites pour beaucoup d'exemples de feuilletages. J'ai montré [9] que si
Hdim F(M,,%p) est nul alors le feuilletage F n'admet pas de mesure transverse

invariante.

1T1. Dualité pour Les heuilletages trhansversalement holomosiphes .

On suppose que F est transversalement holomorphe. Une forme différen-

tielle sur M est dite basique holomorphe si elle est basique et si sa restric-

tion 3 toute transversale est une forme holomorphe. Sur un ouvert distingué

une telle forme est le pull-back d'une forme holomorphe sur ¢”. Pas plus que

le faisceau %p le faisceau %i des p~formes différentielles basiques holomor~
phes n'est fin. La cohomologie de M 3 valeurs dans %? sera appelée la coho-~

mologie mixte de la variété feuilletée (M,F). Cette appellation est bien justi-

fiée car d'une part une variété& supportant un feuilletage transversalement holo-



morphe est une variété mixte et d'autre part si F admet un feuilletage trans-
verse (qui sera nécessairement holomorphe) alors H*(M,%g) se calcule 3 1'aide
d'un complexe mixte de de Rham-Dolbeault. L'avantage du faisceau 2; est qu'il
admet, contrairement 2 %p, une résolution elliptique permettant de montrer

que les espaces vectoriels Hq(M,Q;) sont de dimension finie. Ceci a été& remar-~
qué par I. Vaisman [58]. Mais une démonstration correcte de ce fait n'a &té
donnée que récemment par T. Duchamp et M. Kalka [7].

De manilre générale soit E un fibré vectoriel complexe feuilleté~holomorphe

i.e. les fonctions de transition sont constantes sur les feuilles et transver-
salement holomorphes. En suivant la démarche de T. Duchamp et M. Kalka [7] je
montre que H*(M,Qg(E)) est de dimension finie ol %%(E) est le faisceau des
p-formes basiques holomorphes & valeurs dans E. Cette démonstration reste

vraie si on remplace %g(E) par n'importe quel g—faisceau localement libre et
cohérent oii Q = %o. Si E est le fibré normal holomorphe, 1'espace

HI(M,%z(E)) paramdtre les classes d'équivalence des déformations infinité&si-
males de F. Je démontre par ailleurs 1'analogue de la dualité de Serre & savoir
que pour tout p = 0,...,n et pour tout q = 0,...,n+dim F 1'espace vectoriel
Hq(M,Qp(E)) est canoniquement isomorphe & Hn+dim F-.CI(M,rS\l;-p(E;'C)) ol E*
est le dual de E.

J'ai d'autre part donné quelques calculs explicites de cette cohomologie. On

peut noter enfin que la suite

_ o d 1 d L n
0> € & e T Sl — 0

est une résolution du faisceau constant €. D'oll une suite spectrale K?q =
n
Hq(M,%g) convergent vers la cohomologie de de Rham & coefficients complexes

de la variété M. Par analogie aux cas classiques on 1l'appellera la suite

spectrale de Leray-Serre-Frblicher de la variété feuilletée (M,F). Son intérét




est que pour n =1 1le terme K;’l contient 1l'espace vectoriel HZ(M/F) de

cohomologie basique de F qui sera donc de dimension finie. Ce qui n'est pas

toujours le cas si la codimension de F est strictement supérieure 3 ! (codi-

mension complexe ou réelle bien entendu suivant le cas).

Chacune des cohomologies H*(M,¢p) et H*(M,gg) dépend de la topologie des
N

feuilles pour *21 et ne peut en aucun cas 8tre considérée comme cohomologie

de 1'espace transverse 3 F. Pour ce on consid@re l'espace PM/F)y = HO(M,QP)

des sections globales du faisceau gp qui n'est rien d'autre que l'espace des

p—formes différentielles basiques sur M. On obtient ainsi un complexe différen-

tiel (Qx(M/F),d) dont l'homologie H*(M/F) est appelée la cohomologie basi-

que de F. On peut l'envisager comme cohomologie de de Rham de la structure
transverse, voire de 1l'espace des feuilles de F. Ainsi lorsque F provient ¢'une
fibration, H*(M/F) s'identifie & la cohomologie de de Rham de l'espace de base
de la fibration. Que garde-t-—elle alors de la cohomologie de de Rham d'une varié-
té compacte ? Presque rien si le feuilletage est quelconque. On peut par exemple
se demander si les espaces vectoriels HP(M/F) sont de dimension finie. Ceci

est immédiat pour HO(M/F) et HI(M/F). Mais en général il n'en est riem pour
HP(M/F) avec > 2 comme le montrent les exemples de G.W. Schwarz [55] et
récemment ceux de K.S. Sarkaria [52] et E. Ghys [21]. Ces derniers ont l'avanta-
ge d'étre analytiques. En plus une "complexification" des exemples de E. Ghys
[21] fournit des exemples de feuilletages transversalement holomorphes de codi-
mension complexe au moins 2 pour lesquels la cohomologie basique est de dimension
infinie. Ce qui ne saurait se produire ni pour les feuilletages transversalement
holomorphes de codimension 1 comme je viens de le signaler plus haut ni pour

les feuilletages riemanniens auxquels on consacre une &tude détaillée.



IT1. Cohomolfogie basique des fewilletages riemanniens.

Si F est riemannien i.e le fibré& normal supporte une métrique rieman-
nienne invariante par le pseudo-groupe d'holonomie, B, Reinhart affirme dans
B9] que la cohomologie basique de F est de dimension finie et vérifie la dua-
1ité de Poincaré. Malheureusement la seconde assertion a été mise en défaut par
suite d'un contre-exemple de Y. Carriére [4]. L'erreur détectée compromet en
méme temps l'assertion de finitude. La question est devenue désormais ouverte.
Peu de temps aprés F. Kamber et P. Tondeur [36] ont montré que les résultats
et les démonstrations de B. Reinhart restent vrais pourvu que 1'on se restrei~
gne aux feuilletages riemanniens minimalisables (i.e admettant une métrique rie-
mannienne quasi-fibr&e pour laquelle les feuilles sont des sous-variété@s mini-
males). Nous avons alors abordé la question dans toute sa généralité pour un
feuilletage riemannien F. Le comportement qualitatif d'un tel feuilletage est
décrit par les théor&mes III.1.2.1 et III.3.1.2 dfis & P. Molino [}3]. Ces deux
théorémes nous ont permis de construire deux suites spectrales [17] permettant
d'une ﬁart de montrer que H*(M/F) est de dimension finie et d'autre part de
calculer effectivement cette cohomologie.
En fait pour un feuilletage T.P. (Q*(M/F),d) s'identifie & un complexe ellipti-
gque au-dessus de la vari&té basique de F (i.e. 1'espace des adhérences des
feuilles). A peu de choses prds ceci reste vrai pour I riemannien en géndral.
Notre résultat essentiel découle de cette observation : le complexe (Q*(M/F),d)
admet une décomposition de Hodge (cf. [15] ou [16]). Comme conséquence on retrou-
ve le théoréme de finitude pour H*(M/F). Il en résulte, d'autre part, que la
cohomologie basique de F wvérifie la dualité de Poincar@ si et seulement si
F est homologiquement'orientable i.e. Hn(M/F) est non nul. La dualité de
Poincaré a &té obtenue indépendamment par A. Haefliger (communication privée)

et V. Sergiescu [34] par des techniques homologiques.



Ces premiers résultats montrent & quel point la cohomologie de
de Rham de 1l'espace des feuilles B est proche de celle d'une variété com—
pacte. Ceci rentre, en fait, dans le cadre plus général de la théorie des

opérateurs transversalement elliptiques que nous allons esquisser maintenant.

1V, Optratewrs transversalement elliptiques sun Les fewilletages riemanniens.

Soit q : E »M un fibré vectoriel complexe de rang N'. On dira
que E est un F-fibré s'il est muni d'une connexion basique V (cf. 1V.2.1.3).

Une section o de E est dite basique si elle vérifie V

ha = 0 pour tout

champ de vecteurs X tangent 3 F. C'est la généralisation naturelle de la
notion de forme différentielle basique. L'ensemble Cw(E/F) des sections

basiques est un module sur 1'anneau A(M/F) des fonctions basiques sur M.

On note g le préfaisceau des sections basiques de E. Un opérateur différen—

tiel basique d'ordre m agissant sur les sections basiques de E est un mor-
phisme de préfaisceaux D : g > g tel que pour tout ouvert V distingué pour
F et trivialisant E, D s'8crit par rapport 3 un systéme de coordonnées lo-

cales (x,y)adaptées a F (i.e. F est d&fini sur V par dy = 0)

9 3

m
D = z Ps(y’ ’gﬂs'v',éi) >

s=0

ol P_-= (P:z) est une matrice de rang réel = rang réel de E = 2N' telle que

]
P T e s g
ay1 ayn

est un polyndme homogdne de degré s en a coefficients des

S

fonctions basiques.

Soient z € M, £ ¢ T:M un covecteur basique (on dira aussi transverse & F) et
g une fonction basique définie sur V telle que g(z) =0 et dgz= £. Le sym—
bole principal de D en (z,§) est l'application lindaire o(D)(z,E) : Ez > Ez

définie par

9(D) (2,£) (n) = = D(g"0) (2)



ot o est une section basique de E au-dessus de V vérifiant a(z) = n.

3
Formellement o0(D){(z,£) s'obtient en substituant 3 Sy dans Ps la composante
k

gk de £ = (El,...,én). On dira que D est transversalement elliptique si

0(D)(z,%) est un isomorphisme pour tout z € M et tout covecteur basique ¢

non nul. Notons T*M' le fibré T*M privé de la section nulle et E le fibré
image réciproque de E par la projection canonique T'M' > M. C'est un F-fibré
au-dessus de T*M' et le symbole principal de D est alors un morphisme de
fibrés feuilletés o(D) : E > E. C'est un isomorphisme si et seulement si D

est transversalement elliptique. La notion d'eilipticité transverse a &té utili-
sée de manigre implicite par B. Reinhart [48]. Elle se trouve aussi dans les tra-
vaux de M.F. Atiyah [l], A. Connes I}J et C. Lazarov [40]. Supposons maintenant
que E est muni d'une métrique hermitienne ,h paralléle le long des feuilles
pour la connexion canonique Vs définie par V sur le fibré SZE* des 2-formes

hermitiennes associé & E. Dans ce cas on dira que E est un F-fibré hermitien.

Supposons m = 2m' pair. On définit alors une forme quadratique en chaque point

(z,£) en posant

A(2,E,m) = (D™ h(a(D) (z,E)(M),).

L'opérateur D est fortement transversalement elliptique si cette forme qua-

dratique est dé&finie positive en tout point z de M et tout covecteur basi-
que & non nul. Localement un F-fibré est 1'image réciproque d'un fibré hermi-
tien muni de la connexion de Levi-Civita sur la variété des plaques et un opéra-—
teur basique transversalement elliptique (fortement transversalement elliptique)
agissant sur les sections basiques de E n'est rien d'autre que le relevé d'un
opérateur différentiel au sens ordinaire elliptique (fortement elliptique) agis-

sant sur les sections de ce fibré sur la variété des plaques.



La métrique hermitienne h sur E permet de définir un produit scalaire
feel
<5 % sur C (E/F) le munissant ainsi d'une structure préhilbertienne pour
. * _ cres . .
laquelle 1'adjoint formel D de D est un opérateur différentiel basique.

Je démontre alors le th&roéme suivant : soit D un opérateur différentiel

d'ordre pair fortement transversalement elliptique agissant sur les sectioms

basiques d'un F-fibré hermitien E au-dessus de M. Alors 1'espace vectoriel

H(E/F) = Ker D est de dimension finie et on a une décomposition orthogonale

CT(E/F) = H(E/F) @ Tm D"

Supposons D auto-adjoint. Uneconséquence immédiate de cette décomposition

est que 1'équation Do = £  dans Cw(E/F) a une solution (et dans ce cas
1'espace des solutions est de dimension finie) si et seulement si B est
orthogonale & H(E/F). La démonstration de ce th&oréme de décomposition se

fait en trois étapes.

i) D'abord si F est de Lie & feuilles denses, 1'espace vectoriel Cm(E/F)
est de dimension finie. La décomposition de Hodge est donc un probléme d'algd~
bre linéaire.

ii) Pour un feuilletage T.P. on utilise le théor&me de Molino (cf. III.1.2).
Soit u wun point de la variété basique W de F et notons Fu la fibre
au-dessus de u de la fibration basique % : M > W associée 3 F et Eu

la restriction de E 3 F . Le feuilletage Fu induit par F sur F est
de Lie 3 feuilles denses ; 1'espace vectoriel Cm(Eu/Fu) est donc de dimension
finie. Le parallélisme transverse 3 F et la structure de F-fibré sur E
permettent de montrer que cette dimension ne dépend pas de u. On construit
alors un fibré E au-des s de W dont 1'espace des sections C:(E) au-dessus

de tout ouvert U s'identifie par un isomorphisme naturel ¢ & 1l'espace

C:(E/F) des sections basiques de E au-dessus de V = ﬂ—l(U). D'autre part
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h induit une métrique hermitienne h sur E qui permet de munir Caiﬁ) d'un
produit scalaire de telle sorte que VY : Cm(E/F) > Cm(ﬁ) est une isométrie.
Enfin 1'opérateur D induit sur W un opérateur différentiel D d'ordre 2m'
fortement elliptique agissant sur les sections de E et faisant commuter le
diagramme

¢ (B/F) —2—— ¢ (E/P)

I
v v
¥

¢ () —2 ¢ (E)

La décomposition de Hodge pour D se raméne alors 3 celle de D sur W qui
sfobtient en appliquant la théorie classique bien connue.
iii) Enfin pour le cas général, on considdre le fibré principal
_ #_p 5 Ao 45 -
G = SO(n)— M M des repdres orthonormés directs transverses & F. La

variété M# est munie d'un feuilletage T.P. pi de méme dimension que F

#

. * .
et invariant par 1'action de G (cf. III.3.1.2). On note E' = p E 1'image
réciproque par la projection © du fibré E qu'on munit de la connexion V

P # P . o e .
et de la métrique h relevées respectivement de V et L. On vérifie faci-

lement que E# est un F#—fibré hermitien muni d'une action du groupe G.

fes]
L'espace C (E/F) des sections basiques de E s'identifie naturellement a

OO
1'espace C (E#/F#) des sections basiques de E# invariantes par G. D'autre
P G

#

part la connexion de levi-Civita du fibré principal G * M * M permet de

relever 1'opérateur D en un opérateur différentiel D# basique, d'ordre 2m',

gt

agissant sur toutes les sections basiques de

M%L

. Finalement on note Q' 1'o-
pérateur de Casimir le long des fibres de £L*‘M et on pose

1
D' =D + (-H© Q'. L'opérateur différentiel D' ainsi dé&fini est basique,

d'ordre 2m', fortement transversalement elliptique et commute avec 1'action
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de G. En plus sa restriction & dZ(E#/Fg) = ¢(E/F) coincide avec D.

D'apréds ii) l'espace vectoriel H(E#/F#) est de dimension finie et on a

une décomposition orthogonale dn(E#/F#) = H(E#/F#) ® Im D' . Comme

HG(E#/?#) = HE /A n dZ(E#/F#) et D commute avec G, en se restreignant

a C:(E /F#) on obtient le ré&sultat cherché.

Comme applications, outre la décomposition de Hodge pour le complexe de de Rham
basique obtenue au chapitre III, je démontre un thé€orZme de Hodge-Kodaira pour
le complexe de Dolbeault basique dans le cas oli F est hermitien (i.e est rie-
mannien et transversalement holomorphe). D'oli 1'on dé&duit que la cohomologie de
Dolbeault basique est de dimension finie et vérifie la dualité de Serre si et
seulement si F est homologiquement orientable. Si on raffine la structure
transverse en supposant par exemple que F est transversalement kdhlerien

(et homologiquement orientable), les belles propriétés cohomologiques (struc-—
tures de Hodge, théorémes de Lefschetz etc...) des variétés kdhleriennes com—
pactes se transposent entidrement 3 l'espace B = M/F.

En fait ce th8oréme de dé8composition s'applique & n'importe quel complexe
basique transversalement elliptique sur un feuilletage riemannien sur une
variété compacte.

Signalons que cette théorie peut &tre écrite directement sur les
pseudo-groupes d'isométries 3 génération compacte [32] qui est a priori un
cadre plus général !

Les méthodes utilisées dans ce dernier chapitre permettent d'&tablir
sur 1'espace des feuilles d'un feuilletage riemannien sur une variété compacte
beaucoup de théordmes d'Analyse Classique (voir par exemple {}0],{}1] et [34])

dont certains d'entre-eux ont été 3 peine abordés dans le cas particulier d'une

surface de Sataké.
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En conclusion, je peux dire que 1'ensemble du travail constitue

une réponse a4 la question posée : 1l'espace des feuilles d'un feuilletage rie-

mannien sur une variété compacte est une 'variété compacte" du point de vue

de 1'Analyse Globale.
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CHAPITRE 1

SUITE SPECTRALE D'UN FEUILLETAGE






1. Généralités.
Dans ce paragraphe nous introduisons une suite spectrale d'un feuil-

letage généralisant celle de Leray-Serre d'une fibration localement triviale.

1.1, Déginilion. Une forme différentielle o sur M est dite basique si
ixa = iXda = 0 pour tout champ X tangent & F.
Le faisceau oP des germes de p-formes basiques n'est pas fin en
N

général (sauf si dim F = 0) et permet donc de définir une théorie de cohomologie

Hq(M,sp) non triviale qu'on appelle la cohomologie bigraduée de la variété

feuilletée (M,F).
Cette cohomologie est en fait le terme El d'une suite spectrale

(El) associée 3 F et dont l'aboutissement est la cohomologie de de Rham de M.

1.2. Proposition. On a une résolution du faisceau constant R :
bt N

o d d

(n 0 — R — ¢° s ———»@“——»o

- . . .. o . .
Démonstration : Il est clair que R s'injecte dans 2 qui est le faisceau des
remonstration ~

germes de fonctions constantes sur les feuilles. Pour démontrer 1'exactitude il
suffit de le faire sur un voisinage ouvert U de chaque point et appliquer le

lemme de Poincaré habituel sur la variété des plaques.

On obtient donc le :

P . * . N
1.3. Théonéme [25]. La cohomologie de de Rham H (M,R) est isomorphe i 1'hyper-

. * * . ceen . *
cohomologie H (M,¢ ) de M a valeurs dans le faisceau différentiel S .
"
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A la suite exacte (1) correspond une suite spectrale (E ) de terme :
r

*
E?q = Hq(M,gp) convergent vers H (M,R).

2. Résolution du faisceau ¢P.
v

Nous allons donner une résolution fine canonique du faisceau %p en
e . . *
termes de formes différentielles qui nous permettra de calculer H (M,%p).
sy . *_*
Pour tout fibré vectoriel E au-dessus de M, on notrera A'E le
P - . s . pe 2 q,. ¥ p ¥
fibré en algébres extérieures associ&. Une section du fibré AT F @ A"V F sera

-

ccex . *
appelée une q~forme différentielle tangente 3 valeurs dans APy F. On notera

AP 9y 1'espace de ces formes différentielles et ép,q le faisceau des germes
correspondant.

. 0,q 0,q+1 feex : P .
Soit dF : A M) > A (M) 1la différentielle extérieure le long des feuilles
i.e. 1'opé8rateur défini par

q+l .
IEEDINCI A LTe HTNS &

dFa(Xl,...,X N
i=1

q+1 ,...,Xq+])

_ i+j a A A
+ izj (-1) ([Xi’xj]""’Xi"“’xj""’qu

qui vérifie clairement dg =0. On a la

2.1, Proposition. (57]. La suite

d d
—F oty —Es L

0-~ 9 — A°°)
n o

est une résolution fine du faisceau ¢ = ¢p.
LY
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oy o= *® . <
Puisque le fibré APVTF  est feuilletd (le cocycle est constant

sur les feuilles) 1'opérateur

d,81
A% g NPVF—F 00t g Y
¢

Y]

donne globalement une différentielle notée encore dF'

De la proposition 2.1 on d&duit alors une résolution fine de ¢p.
"

dr dr
0— ¢P — AP () —F— AP90) — o ...
v
2.3, Théonldme. On a : |
—_— +
nlqu,¢P) = Ker?ian » 42T (n)
maP T an > AP 900)

Dans la suite Hq(M,gp) sera noté Hpq(M,F) et sera appelé la

cohomologie bigraduge de type (p,q) de la variété feuilletée (M,F).

3. Invariance de fa suite Apectrale E.).

Une homotopie habituelle préservant F laisse les termes (Er)r>2

invariants mais pas le terme E,. Pour ce faire il faudrait qu'elle préserve

1
en plus chaque feuille individuellement. Une telle homotopie est dite intégrable
(cf [517).

L'invariance du terme E1 par homotopie intégrable a &té démontrée
independamment par K.S. Sarkaria Bi] et 1'auteur [9]. Nous rappelons rapidement
cette derniére.

Soient (M,F) et (M',F') deux variétés feuilletBes et f une
application de M dans »M'. On dira que f est feuilletée si pour toute
feuille L de F, £(L) est contenue dans une feuille de F'.

On peut feuilleter M x [0,1] de deux fagons différentes :

Soit par p*F ol p : Mx [0,1] + M est la premiére projection

soit en mettant le feuilletage F dans chaque facteur Mx{t}. Dans le premier



cas on dira que M x [0,1] est I-feuilletée ; dans le second cas on dira que
¥ ox [O,]] est 2-feuilletée.
Soient maintenant f et g deux applications feuilletées de

@:,F) dans (M',F').

3.1, Définition. £ et g sont dites k-homotopes (k = 1,2) s'il existe une

application
H: MxI >~ M'
envoyant les feuilles du k-feuilletage sur MxI dans les feuilles de F'.
3.2. Proposition [51]. si f et g sont k-homotopes alors elles induisent
le méme homomorphisme
Er(M,F) - Er(M
pour r = k.

3.3. Corollaine [9<]. Si (M',F') est un retract par k-déformation de (M,F),
alors Er(M,F) et Er(M',F') sont isomorphes pour r 3 k.
En particulier si f : M+ M' est un difféomorphisme feuilleté,

alors pour tout ¥ 2 O, EI(M,F) et Er(M',F‘) sont isomorphes.

4. Théordme de Mayen-Yietoris powr La cohomologie bighadule.

Soit U= (Ui)ieN un recouvrement ouvert de M. Pour tout multi-

indice (io,...,i ) on pose :
s

U, . =U,. N...NT,
1 ...1 1 1
o] s

on a une suite d'inclusions :

3
o
i i e i<l 11—
o o 81 o 1 ol
On fixe un entier p € {0,...,n}. Cette suite d'inclusions induit

une suite de restrictions :



&
(¢}
* r * —_— * —
a0 <= [ 47w, ) 187w )= ...
i o 9, <1y ol

Les ouverts (U, ) étant, bien entendu, munis des feuilletages induits

A 1
i, 1

par F.

On pose :

W, AP = [T w0
i iy o " ts

on construit alors comme dans le cas usuel (cf [ 3]) un opérateur
* + *
§ : cSu,aP* > ¢S, APt
on a la :

4.1. Proposition. La suite :

0 — AP*an —& W, APy S ol APy — ...

est exacte.

P . . P . s * s=1 *
Démonstration : On construit un opérateur d'homotopie K : C (U,Ap y>¢C (U,AP )
en utilisant une partition de 1'unité&, subordonnée au recouvrement U.

De cette proposition on déduit :
L, . p* * PR, . . . .
4.2. Proposition. La restriction r : A" (M) -+ C (U,A"") induit un isomorphisme :

PR OLF) > Hy (¥ U,aP%))
P

ol Dp =48 + (—l)de est la différentielle du double complexe (CS(U,qu))Sq.

On a alors une suite spectrale Er(p) de terme E;q(p) = HS(U,Hpq)

et dont 1'aboutissement et la cohomologie bigraduée de type (p,%) de (M,F)

upd

oll est préfaisceau sur M qui 3 tout ouvert V € U associe Hpq(V,F).

4.3. Cas particulier. Si le recouvrement (I est formé de deux ouverts U, et

U1 la suite 4.1 se réduit i la suite exacte courte :

0 — AP*() — Ap*wo) ) Ap*(ul) — A‘”“(uon U) —> 0
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a4 laquelle est associée la suite exacte longue
0 — WP — B ,F) @ BPW F) — v N U P — B 0LF) — ...
qu'on appellera la suite de Mayer-Vietoris de cohomologie bigraduée de (M,F).

Nous nous sommes référés 3 | 3] pour cette section.

5. Exemples de caleuls.

Nous allons donner quelques calculs explicites du terme (El) de la

suite spectrale pour certains feuilletages.

5.1. Fewillefages Lindaires sur Les tonres.

Soient Xl""’xm des vecteurs linéairement indépendants dans

n+m . . .
R . Ces vecteurs engendrent un sous—espace vectoriel de dimension m de

n+m . - - Py .
R . Les m-plans affines paralléles 3 ce sous-espace définissent un feuille-

tage invariant par les translations et donc un feuilletage sur Fm sur

+ + + . . —
™" = g" m/Zn ™. Les feuilles sont des m-plans, des m—cylindres T xR™ T ou

m . PP . P f
des tores T . Ce feuilletage est défini par n formes fermées linéairement indé-
pendantes en chaque point. Il posséde donc une structure transverse de Lie mo-

delée sur.le groupe R".
Supposons m = | et notons F] le feuilletage sur Tn+] défini
).

par le vecteur X = (),az,...,an+]

Si Fl est 4 feuilles denses, alors toute fonction f telle que

d f = 0 est constante. D'oi Hoo(Tn+j,F1) ~ R. Sinon les adhérences des feuilles

r
PREPON + +1= 2
sont des tores T2 qui fibrent ™ ! sur un tore T- ! K. Par conséquent
+ +1- . . +1-
r°° (" l,F]) = A(T" ! K) qui est 1'espace des founctions sur ™ ! K‘

0l
Pour calculer H (Tn+l,F]), notons w la I-forme duale & X.

Toute forme o de type (0,1) s'écrit :

n = f(xl,..., w

X
n+1

od £ e A(T™.
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La forme p est dF—fermée. Elle est dF exacte s'il existe
+
he A(Tn l) telle que

_ . oh oh oh
n=d;h i.e. 5;: + az 5;; + ...+ an+1 axn

= f.
+1

En développant f et g en série de Fourier, cette équation se

raméne au systéme 3

o, ¥ ... +

(s) ZiH(s]+s 1

Dh - £

s O
n+ln+ S, 500458
]’ 3 n+l

2 SpseresS

n+l

+ .
ot (sl,...,s A Vosi 1,@2,...,an

nel sont Q-linéairement indépendants

+1

. 01, _n+l . . NPT . < <
on montre facilement que HO (T ’Fl) est de dimension infinie mais séparé.

Supposons l,az,...,an Q-linéairement indépendants.

+1
Si fo o # 0 le systéme (S) n'a pas de solution et donc
yeeny
. 01, n+l s . . . .
dim H (T ,F.) > 1. Sinon on choisit ho o arbitraire. Et pour
seens

(Sl""’sn+l) # (0,...,0), on a :

£ s
B s],..., n+l
ZiH(sl+s O +...+8

h i
2% n+1%+1)

] o
12 ’Sn+l

La convergence de la série de Fourier de h dépend de la nature

).

arithmétique du vecteur (l,az,...,an+]

1

+ .
5.1.1., Définition. Un vecteur (l,az,...,a ) dans Rr" est dit :

n+l
i) de Liouville si pour tout vy > O il existe des entiers

s tels que :

1S

1

(s l+...+]s

]s +s,0, * ... + Sn+1an+l| ]) b

n+l
ii) diophantien s'il existe Yy >2 et A > 0 tels que

S A

|s *s,0, * ... +5 0O |
17272 +1 7" n+1
e (s [+entls_, DY

nt+] assez grands.
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5.1.2. Théoréme. Si le vecteur X = (l,az,...,a

n+1) est

. . . + \ .
i) de Liouville, HOI(Tn I,F]) est un espace vectoriel topologilque

de dimension infinie et non séparé&, l'adhérence de O est de codimension 1.

ii) diophantien, HOI(Tn+1,F1) est isomorphe 3 R et
CP
1, n+l n
uP (T ’Fl) ~ R pour tout p € {0,...,n}.

Si m est quelconque, on dira que Fm est diophantien si tous les
vecteurs X, ,...,X qui le définissent le sont.

1 m

Dans ce cas on a le :

5.1.3. Théoréme. Soit FIn un feuilletage linaire diophantien sur le tore
™™, Alors
o+
RPYT™LE ) = AT e A%R™

~ . . - . . n+m .
Démonstration : On fait une récurrence sur dim Fm et dim T . On coupe sui-

. n+m-1 N . . .
vant deux fibres T transverses a Fm' En utilisant 1'invariance de la

cohomologie bigraduée par l-homotopie on se raméne i un feuilletage diophantien

F sur Fn+m—]

1 et on applique la suite exacte de Mayer-Vietoris (cf [l{

pour plus de détails).

5.2. Feuilletages Epaissis et suspensions.

On note Aut(M,F) le groupe des automorphismes de F. On se domne
comme dans [20],

i) une variété W

ii) une représentation p : T (W) > Aut(M,F).

Soit % le revétement universel de W et P, ! %XM + M la deuxiéme

- . . * . . .
projection. Alors le feuilletage sz est invariant par les transformations

ny ny
WxM > WxM

©,%) > (you,p(y)x)
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et induit donc un feuilletage Fp sur la variété guotient
v o n
Mp = WxM/(u,x) = (yu,p(y)x).
La fibration localement triviale :

M- MQEL» W

va nous permettre, en appliquant les ré&sultats du §.4 de construire une suite
spectrale reliant la cohomologie de W, la cohomologie bigraduée de (M,F)

et convergeant vers H**(MQ,FD). Comme applications on calculera la cohomologie
bigraduée des suspensions et un exemple de feuilletage (Mp,Fp) obtenu &
1'aide d'une représentation du groupe fondamental du cercle dans le groupe des

automorphismes d'un feuilletage linéaire diophantien sur un tore.

5.2.1. Suite spectrale.

Soit V = (Vi)ieﬂ un bon recouvrement distingué (i.e les ouverts
Vi sont distingués et tels que toutes les intersections finies sont contrac-

tiles) de W. On pose

-1
Ui =1 (Vi) = ViXM.

D'aprés le §.4 on a une suite spectrale Er(P) de terme
Ez’q (p) = H?(U,Hpq) qui converge vers la cohomologie bigraduée de (Mp,Fp).

HPY  est 1le préfaisceau localement constant sur W qui 3

tn fait
tout ouvert V associe Hpq(H_](V),F). Le faisceau associ& a pour fibre
Hpq(M,F) car (H—I(V),F) et (M,F) ont méme type de l-homotopie.

On a donc une suite spectrale Er(p) de terme :
£,4p) = P 0LP) =« B,
et dont 1'aboutissement est la cohomologie bigraduée Hp*(Mp’Fp)'

5.2.2. Cas particuliers.

i) S1 F est le feuilletage ayant pour seule feuille M, on a :

Hpq(M,F) =0 pour p > O
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et B0, F) = wdoon.

Dans ce cas, on retrouve la suite spectrale d'une fibration locale-
ment triviale telle qu'elle est décrite dans [3] par exemple.

ii) 8i F est le feuilletage par points, Fp est obtenu en suspen-—
dant un groupe de difféomorphisme de M. On a :

0 pour q > O

P, =
AP(M) pour q =0

ol AP(M) est 1'espace des p—-formes différentielles sur M.
La suite spectrale Er(p) stationne au terme Ez(p) i.e
E (p) = Ez(p). Comme Ez’q(p) =0 pour q # 0, on a :
Hp’s(Mp,Fp) = E;O(p) = 1°(wW,AP)
ot AP est le fibrs plat localement trivial au~dessus de W dont la fibre
est 1l'espace Ap(M).

L'action de HI(W) sur AP(M) est donnée par :
n* 2 APQn — AP
*
w > hw

oi h = p(y) avec vy e H](W).

5.2.3. Calculs explicites.

5.2.3.1. Suspension d'un difféomorphisme de R.

Soit ¥ : R > R un difféomorphisme tel que :

i) ¥@©) =0

ii) ]@(x)l < |¥| pour x # O et p : HI(SJ) = Z » Diff(R) 1a
représentation définie par p(1) = .

La variété M obtenue en suspendant 1} & 1'aide de p est difféomorphe a
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RXS’ et le feuilletage Fp sur Mp a 1'allure ci-dessous.

D'aprés 5.2.2. ii) on a :
WM LF ) = 1 (s!,AP@)).

. 1 .
Soit U un recouvrement de § par des intervalles ouverts

UO,U],U2 dont les intersections sont des intervalles UO]’UIZ’UOZ et U012 = @.
Un élément c € CO(U,APGR)) est un triplet c = (fo’f]’f2) oll
P = ~

fo,f1 et f2 sont dans A" (R). On a dc (f01’f12’f20) ol fOl’fIZ et f20
sont donnés par :

fo1 =5 " %

flp=5 " &

30 = lDa‘ifo )

‘& 1 = S 3 3 = = ¥ =

L'équation §&c = 0 est alors équivalente a fo f], f] f2 et fo fo.

On en déduit que l'espace HO(SI,AP(R)) s'identifie au noyau de 1'opérateur
¥ P P
P ATR) > AT(R)

*
o> $a-oa
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Un raisonnement du méme genre donne
u'(s',AP@®)) = coker ¥*.

Nous ferons les calculs pour deux types de difféomorphismes :

0 est hyperbolique ¥ est infiniment tangent % 1'identité
en O,

1 s PP
Dans tous les cas on a HO(S ,AO(R)) = R. En effet une fonction f qui vérifie
f=f oy est constante sur les orbites de ¢ ; donc sur les adhérences de ces

orbites. Mais comme ces adhérences ont 0O comme point commun, f est constante.

i) cas oii J est hyperbolique.

Le difféomorphisme 1 est C®-conjugué & 1'homothétite x = ax
(cf Eé]). On peut donc supposer Y(x) = ax puisque la cohomologie bigraduée
est invariante par conjugaison différentiable.

Pour calculer HI(SI,AO(R)) il suffit de résoudre le probléme

suivant : étant donné f ¢ AO(R) existe-t-il g € AO(R) telle que
f=goP-g ? ie £(x)=glax) - glx).

I1 est nécessaire d'avoir f£(0) = O ; donc dim Hl(sl,Ao(R)) > 1. Supposons

cette condition remplie. Alors g est nécessairement de la forme :

gx) = ¥ £(a"v).
n30



Pour x = 0 tous les termes de la série sont nuls donc elle est
convergente.
Nous allons montrer que la série dérivée converge uniformément sur tout compact

[—R,+R] oi R > 0. On a formellement :

g'(x) = z anf(anx)
n>0

Le terme f(anx) est majoré par [sup] f qui ne dépend pas de n. La convergen-
R R

2 P . P 1
ce est assurée car 0 < a < l. On en déduit que g est bien défini de class C .
Le méme raisonnement vaut pour les dérivées d'ordre supérieur. La fonction g

est C.. L'espace HJ(SJ,AO(R)) est donc isomorphe i R.

Soit q = g(x) dx e AJGR). Alors ﬁ*(a) ag(ax)dx. Si ¢ satisfait

* . .
¥ (o) = o, la fonction g vérifie
ag(ax) = g(x).

. n 1 n
Pour x = 1, on obtient g(a) = —E-g(l). Quand n » o, a tend
a
vers 0 et g(an) tend vers . La fonction g ne saurait donc &tre continue

en 0. D'ou :
¢!, al®) = o.

"este 3 calculer H](SI,AJ(R)). Pour cela, rappelons-nous que

1l

01
1 9 ® d](E] ) est de

E$S = HS(SI,APGR)) = Hps(Mp’Fp)' D'autre part, E

dimension finie. Soit d*’% = dim E?’s. On a :

a® -

d10+d01 11

0= X(Mp) )y +d

Dot : d'' =o0. i.e B¢ a'®)

]
(]

ii) Cas ot ¥ est infiniment tangent i 1'identité.

Pour calculer la cohomologie bigraduée de (Mp,Fp) dans ce cas on
se servira du fait que la suite spectrale

EPS = wPSm ,r ) = 8S(s) AP @)
1 PP
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2°

Tout d'abord HO(U,AOGR)) s'identifie aux fonctions constantes

*
converge vers H (MD,R) au terme E

i.e. E?O = R.
1 2
D'autre part, H (U,AO(R)) est le conoyau de l'opérateur
AO(R) -> AO(R) qui 3 f associe f - f o . On est donc amené & résoudre

1'équation
g=f-~-f, ﬁ

On a g(0) =0 (car ¥(0) = 0).

Calculons les dérivées successives de g :

g'(x) = £'(x) - §'£' (=)
g (x) = £"(x) - P2 W) - ¥E ()
etCoieesns

or ') =1 et Y'(0) =¥ (0) =... =0 car f est infiniment tangent a
1'identité en 0. On en d&duit que g doit &tre plate en O. HJ(U,AO(R)) est
donc de dimension infinie. Il contient par exemple 1l'espace Aw(R) des fone-
tions analytiques.

01 01 11 . R L .
Le terme E_ = Ker(EJ > E] ) est isomorphe & ® puisqu'il contient les cons~

2
. i 01 10 10 .
tantes et est facteur direct de H (MD,R) = E2 ® E2 . Donc E2 = 0. Par consé-~
quent E:O = ( car d] = 0 sur E?o.

. 11 . . e e
Finalement, on montre que H (Mp,Fp) est de dimension infinie.
On résume tout dans le tableau qui suit en donnant les dimensions

des espaces :

Cas 1i) cas ii)
q q
0 1 0 0 1 0
L — >




Cet exemple montre bien que la cohomologie bigraduée n'est pas
invariante par conjugaison topologique. En effet, deux diff@omorphismes contrac-

tants ﬂl et @2 de B" fixant O et tels que ¥, infiniment tangent 4 1'i-

1

dentité et ﬁé(o) € [0,1] n'ont pas le méme terme ETI; et pourtant ils sont

topologiquement conjugués !

5.2.3.2. Suspension d'un difféomorphisme du cercle.

Soit i : Sl - $1 un difféomorphisme du cercle. Alors en suspendant
Y & l'aide de la représentation p : H]($l) > Diff($l) définie par p(l1) = ¢
on obtient un feuilletage Fp sur T2.

Notons m : R+ R un relévement de tel que pour tout x € R

on ait f£(x+l1) = f(x) + 1. Posons :

,\lﬂ
a(x) = lim ini’i
n>+co

Alors cette limite existe et est telle que si x' # x, a(x) - a(x') est un

entier, donc définit un &lément a de R/Z appelé le nombre de rotation

de &.

Si J est une rotation alors a coincide avec 1l'angle de rotation.
Dans ce cas le calcul a été fait en 5.1.

Supposons que J n'est pas une rotationm

i) cas oi a est irrationnel.

D'aprés un théoréme de Denjoy, Y est topologiquement conjugué
a4 la rotation d'angle a.

8i le vecteur (l,a) € Rz est diophantien (cf. 5.1.1 ii)) la con-
jugaison est différentiable. BS] La dimension de la cohomologie bigraduée

Hpq(Tz,F) est donnée par le tableau
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q
0 1 1
0 1 1

(ef 5.1.2. ii)).
Si (l1,a) est de Liouville la question est ouverte.

ii) Cas oi a est rationnel.

Le difféomorphisme 1 a nécessairement un point périodique X .

-

Si x = est unique, Y est nécessairement infiniment tangent & 1'identitd

en x .
[s]

“‘

e I I ——

La suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recouvrement {UO’UJ} s'écrit
p0,..2 poO pO pO pl,. 2
0 > B (T, F ) > B qugsF ) 0 (U F ) > BTN UL F) > m (R
Pour p = 0, la suite s'écrit :
o+-R->R®C(sH > sy o sy » 82,5 ) > 0

. 1 . . PP
L'examen de cette suite montre que HO est de dimension infinie.



Pour p =1, on a :

0-c”ishy > istec™s!y » 8@t p »o.

S 11,2 . . PV
L3 encore on constate que H (T ,F) est de dimension infinie.
Dans le cas ol il y a plusieurs points périodiques, on montre
par des calculs similaires que les espaces de cohomologie bigraduée ont pour

dimension

q
1 oo [
0 1 0

5.2.3.3. Feuilletages sur les tores hyperboliques.

Soit A wune matrice de S{£ (n+m,Z) diagonalisable ayant ses
valeurs propres 11""’ln’)i"'°’k; telles que A;,...,Aé soient irrationnel-~
les. Pour tout j = 1,...,m on notera Xj = (l,q%,...,qi) un vecteur propre

associé a la valeur propre oﬁ de telle sorte que X],...,Xm soit un systéme

libre. On supposera que ai est irrationnel pour tout j = 1,...,m et tout
k=2,...,m, Le vecteur Xj est alors diophantien pour tout j.

f 4z . n+m P ' . m -
Considérons le feuilletage Fm sur T défini par l'action de R engendrée
par les (Xj). Ce feuilletage est diophantien. Sa cohomologie bigraduée de

type (p,q) est donc :

Hpq(Tn+m

JF = AP r" et g"
(cf 5.1.3).

Soit p 1la représentation de HI(SI) = Z dans Aut(Tn+m,Fm)

définie par p(1) =A. En procédant de la méme fagon qu'en 5.2. on obtient
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un feuilletage F_ sur le tore hyperbolique

TX*”*‘ = TR/ (x,t) v (A(x),t+1)

1

Les feuilles sont des plans Rm+1 et des cylindres R™x$

D'aprés 5.2.1., on a :
s 1 +
B0p) = B8, 8PV L))

Nous allons calculer le terme Ez(p) de cette suite spectrale,

Soit (91,.'.,9n,6'],...,6'm) une base duale d'une base propre

+ ~ ~ =
de A. Un é€lément B € Hpq(Tn m,ﬁn) peut étre représenté sous la forme :
i i ]
o' n....n0Ppe!

j
B=1 8 Ao..aer @

]....1p3,...,3q

ol B,

.o sont des constantes.
11,...,1PJJ,...,

q

L'action de Hl(sl) sur un &lément 6% (resp. S'J) s'écrit
i 1 vj . . . Oq ~ ]q_
Aie (resp. Xje ). I1 est alors clair que la dimension de E2 (p) = E2 (p)
est égale au nombre de (p+q)~uples (il""’i ,jl,...,jq) tels que

A ...)\i A ool o= L.
H : I q

1%
D'autre part, on a :

qu(p) = E2%p),

car dim S] = 1. D'oi :
n+m+ ] 0 I,q-1
BT LE ) = By @ BT ().
Par exemple, sin=m=1, on a T2+m+] = Tz et Fp est le feuilletage d'Anosov

décrit dans [2ﬂ par exemple. Dans ce cas on a :

q

2 0 1
1 1 0
0 1 0
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En particulier on a HOZ(Tz,Fp) = 0 ; ce qui contredit un théoréme de I. Vaisman [37].

Notons Q le faisceau des germes de champs basiques pour le feuilletage

3. . . . c et s
Fb sur TA i.e le quotient du faisceau des germes d'automorphismes infinité&simaux

p

& ceux que l'on vient de faire permettent de montrer que 1'espace Hl(Tz,Fp) des

de F_ par le faisceau des germes des champs tangents & ﬁ;' Des calculs jumilaires

O
déformations infinitésimales de Fp est nul. La C -stabilité structurelle de ce

feuilletage a déja &té &tablie par E. Ghys et V. Sergiescu dans [}2].
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CHAPITRE 1I

DUALITE POUR LES FEUILLETAGES
TRANSVERSALEMENT HOLOMORPHES.
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1. Généralités.
Soit F un feuilletage de codimension 2n sur une variété M de dimension

2n+m.

1.1. Définition. On dira que F est transversalement holomorphe s'il est défini par

£f.
une famille de submersions locales Ui*——-l—* ¢" telles que pour tous i et j il

existe un isomorphisme holomorphe Yij : fi(UilW Uj) > fj(Ui n Uj) vérifiant

1.2. Exemples
i) Sur CZ on consid@re le champ de vecteurs
2
2 9z, ‘
Ce champ définit un feuilletage sur la sphére S3 = {(z],zz) € Gz/|z1|2 + |z2‘2 = 1}
si et seulement si ses feuilles intersectent transversalement S3. Un calcul simple
montre que ceci est le cas si % ¢ R . Le flot induit sur $3 est transversalement
holomorphe. Il a deux orbites fermées définies respectivement par zy = 0 et 22 = 0.
ii) En imitant la construction faite par E. Ghys dans Pq on obtient d'au-
tres exemples de feuilletages transversalement holomorphes. Soient N une variété
munie d'un feuilletage F de codimension n transversalement holomorphe et B une
variété i group~ fondamental de type fini. Supposons qu'on a une repré&sentation
o : HI(B) -+ Aut(N,F) ot Aut(N,F) est le groupe des automorphismes de N préser-
vant F. Soit g le revétement universel de B. Par produit Bxn on obtient un
feuilletage de codimension n invariant par les transformations :
BN —— BN
®,2)— (y-8,0(1)2)
oi Y€ H](B) et induit donc un feuilletage Fp transversalement holomorphe sur le

. n,
quotient M = BN &, 2)n(y+5,0(y)2) "

iii) Si F est le feuilletage par points dans l'exemple qui précéde alors



- 38 -

N est une variété analytique complexe et Fp est transverse & la fibration naturelle

I

N->M-—B

iv) Soit K = {(t,2) € R+x¢} - {(0,0)}. L'&quation dz =0 définit un
feuilletage de dimension 1 transversalement holomorphe sur K. Celui-ci est inva-

riant par la transformation

K —— K

(t,z)— (at,az)
oi ae€ |0,1[ et définit un flot F sur M = qui n'est rien

d'autre que le flot normal au feuilletage affine de Reeb sur SlXDz.

K/(t,z)'\a(at,az)

Si on prend cette fois-ci K = ®xE€ - {(0,0)}, la méme construction donne

un flot transversalement holomorphe sur $1X$2.

1.3. Remarques.
i) Une variété qui supporte un feuilletage transversalement holomorphe est
une variété mixte.

ii) Toute transversale hé&rite d'une structure complexe.

2. Cohomologie mixte d'un feuilletage transversalement holomorphe.

Soit F un feuilletage transversalement holomorphe de dimension (réelle)
m et de codimension n sur une wWarigté M.
00
Pour tout fibré vectoriel E sur M onnote E ., =E®C et C (E) 1'es-

¢ R
F et VF = TM/TF

[s114

pace de ses sections. On désignera par TF 1le fibré& tangent

le fibré normal et par
T : ™ — VF
la projection canonique. On a alors une suite exacte
0+ TF—> TM —2—> VF > 0 2.1)

Soient Vv et les sous-fibrés propres de 1'automorphisme

(1,0) Y(0,1)
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associé 3 la structure complexe sur vFG' On a une décomposition

=V v .
Ve = VL0 ® Yo, .2
L'application I s'&tend par linéarité en I : TMC - VFG' On notera H(l 0) la
p b
composée TM L v F—->1 oli p, est la premidre projection sui-
1] (3 (1,0) 1
vant (2.2). Posons L = Ker I&] 0)° On obtient alors une suite exacte
t 4
i I
T (1,0)
0+ TMC V(l,o) + 0 (2.3)
U . . N .
En utilisant une section T de H(I,O) : TMG «—7F— v(l,O) on obtient
des isomorphismes
T ~
Mm z 8 V(l,O) (2.4)
= (2.5
et z TFG ] v(o’]) )

On notera 1 : TMG + L la premiére projection.
Soient QP(M) 1'espace des p-formes différentielles sur M 3 valeurs

complexes, QP(M/C) le sous-espace de Qp(M) des formes w vérifiant

j_Xu)=0
pour tout champ de vecteurs X sur M tangent 3 [ et Apv?l 0) le fibré des
>
p-formes exté:-izures sur v(l,O)'
Les applications H(] 0) et T induisent de mani3re &vidente des isomorphismes
3
d'algdbres
*
(N W ¢ P R T
—2
(1,007 e=====3=== °
T
inverses 1'un de 1'autre.
Pour tout champ X tangent 3 [ et tout W € Cw(Ap v?l 0)) on pose
>
* ¥*
wa =T Ly H(l,o) w

ol LX est la dérivée de Lie dans la direction de X.
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2.1. Proposition. Soit w € QP(M/C). Les assertions sulvantes sont &quivalentes :

i) Lxu)= 0

. " n

ii) ® est localement la relevée d'une p-forme holomorphe sur ¢ .
Démonstration. Soit (xl""’%n’yl""’yn) un systéme de coordonnées locales adaptées
8 F. Un champ de vecteurs X tangent & { s'&crit dans ce systéme de coordonnées

n
5 a; (x, z) 2 bk(x,z) —
i=1 R 32y

ot a; et bk sont des fonctions.
La condition ixw = 0 implique que w s'Berit :
w = z w, i (x,z)dz, A ... A dz,
1€j <...<Jpgn Iy P I Jp
Un calcul simple montre alors que wa = 0 si et seulement si pour tout (jl,...,jp)
la fonction W, . ne dépend pas de x et est holomorphe en z i.e w est

APREREN
P
une p—forme holomorphe sur .

2.2, Définition. Une p-forme différentielle vérifiant les conditions &quivalentes de

la proposition 2.1 est dite basique holomorphe.

On notera Q? le faisceau des germes de p~formes basiques holomorphes
sur M. On posera Q mF

La suite (2.3) donne une suite exacte d'algdbres ext@rieures

L
1
0+ A" \ﬁgl o b popet T~ 19 T, —5— 29 T 0 (2.5)

et une suite exacte au niveau des faisceaux
¥
*
> v(l 0 nQt Tan— gl —5— 2% & 50 (2.6)
~n
La différentielle extérieure induit un opérateur

l N ~1 I % L

Ao

On dé&finit D comme &tant 1'unique opérateur qui fait commuter le diagramme :



L%
1 * q-1 q tr q ¥
O&QWLWAQ 0 wﬁg(m+“”;”ﬁ Az >0
1
|
™ ; 2.7)
d id 'p
¥ v i¥ v
1 * q o g+l ~____C___.> q+l %
o - Q v(l,o) A 2 M) — -> Q (M) Q z *0

. . q_*
1.e. pour toute section o de Q z on a

Localement on a :

L i,mi,(x,z)dzi Ao A dEi Adx,y Ao A odxg,
1 1 s 1 r 1 s

et Du =9 + dF ol 9 est l'opérateur de Cauchy-Riemann sur @ et dF la diffé-
rentielle extérieure sur R .

On a la
2.3. Proposition [7]. La suite

0 - Q,F‘_) QOC* »—D——> ,{\JIC* —>,,.—12-> /\\JnﬂnC* —_ 0 (%)

est une résolution fine du faisceau OF' |
"
Mieux encore
2.4. Proposition. Le complexe associé & la suite (%) est elliptique. B

Démonstration : Soit y € M et notons Ag; la fibre de qu en y. Si

£E=8

(1,0) + E(O,I) + EF est un vecteur cotangent & M en vy, le symbole de D

est 1'application
0 D(y,8) ¢ ALK p T
y y
définie par o D(y,&v = (E(O 1)+ gF) A v. Puisque £ =0 si et seulement si
k]

0 et %_ =0, la suite des symboles

So,1) T ‘F
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> Agc* O 0(y,8) Agﬂc*

est exacte pour tout & # 0. Ce qui démontre la proposition.
Soit maintenant E un fibré vectoriel complexe de rang N dé&fini par
un cocycle {Ui,yij} od U, est un ouvert de M distingué pour F et Yi; ume

fonction sur Uij = Ui n Uj 3 valeurs dans G£(N,C).

2.5. Définition. On dira que E est un fibrd feuilleté holomorphe si pour tous 1

et j, Y.:. est constante sur les feuilles de et transversalement holomorphe."

F
i u,.
i v,

Soit E wun tel fibré et notons pour tout i, (eil,...,eiN) une base de

sections basiques holomorphes (en un sens &vident) trivialisant le fibré E au-dessus

de U,.
i

Une p~forme basique holomorphe 3 valeurs dans E est une section du faisceau

N
QP(E) = Qp B, E s'écrivant localement @, = X wk B e oil wk est une p—forme
aF ~F QF iooop 4 |3 i
holomorphe au sens de 2.2.

L'espace vectoriel Hq(M,Qz(E)) sera appelé la cohomologie mixte de type
n

{(p,q) de (M,F) 3a valeurs dans E.

Dans toute la suite et sauf précision, tous les produits tensoriels que

1'on considérera seront au sens.du faisceau QF.
On note encore D 1'opérateur
D
pel: A%t eoPE) — 29 g QP (E)
F oF N ~F
De 2.3 et 2.4 on déduit la
2.6. Proposition. La suite
p o M P D *
0> (E) » At QQF(E) — Al @r%p(E) - .
est une réduction fine elliptique du faisceau QP(E). a
VF

Ce qui donne le

2.7. Théorédme. Si M est compacte, alors pour tout p = 0,...,n et tout

q = 0,...n*m, l'espace vectoriel Hq(M,QI;(E)) est de dimension finie. @
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Une démonstration de ce théoréme dans le cadre des faisceaux h feuille~

tés a &té donnée par X. Gomez-Mont dans P]. L'idée de la résolution de Q?(E) se trouve
dans [58] .

3. Dualité de Serre.

Dans toute la suite M sera supposée compacte, connexe et orientable.
On note
R . *
qu(M) 1'espace des sections du faisceau APY < QqC 1] Q? H
n v
Pq : : Pq T D
A" '(E) celui du faisceau % 8 E Q z 8 QF(E).

. *
3.1. Opérateurs ¥ et D .

En complétant une métrique hermitienne \)FC par une métrique hermitienne

sur TFG on obtient une métrique hermitienne sur TM@ qui permet de définir un opérateur

%P ——— n-p,n+m-q
v

Soit d'autre part ( , ) la forme bilin€aire canonique mettant en dualité
E et E*. Pour tout e £ E on notera e* 1'818ment correspondant de E*; On définit
alors 1'opérateur
x: AP E - — pVTPITA g g
N n

T ox Voo o« K
par *() o ®e)= ) %o 8e ol o € APY et (e,,...,e ) une base de
k=1 L k A 1 k

sections basiqr:s holomorphes trivialisant localement E (cf. 2.5). Il induit un

isomorphisme

® : qu(E)—~—m«+ An—p,n+m—q(E#)

. . * + - .
On pose alors de mani&re analogue au cas classique D = (-1)P79 x 1 D¥. On obtient
ainsi un opérateur

o* . APY(E). — s aAP2 T l(gy.

3.2. Produit scalaire.

X * . . .
On notera encore 1, et 1 respectivement les applications

c
* * * *
s Y P 5 a4 P . a4 P q P
i B3 qjq(M) 8 Q (E) Q z ® Q (E) et v 81 : Q z 8 % (E) ~ % M) 8 Q (E).

Y
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Soient o,B € qu(E) qu'on peut écrire localement

N N
o = X uk 8 e et B = 2 82 8 e
k=1 k P

2 . .
ol o et B sont des sections locales du faisceau qu. Alors
N

Far g ) (l*ak A K x 82)'(91(,9;)
k, %

est une forme différentielle scalaire de degré maximum définie globalement sur M.
On pose

<a, B> =[ I*OLA 1**6
M

L'espace APY(E) est ainsi muni d'une structure préhilbertienne.

P . - * . s - .
3.3. Proposition. L'opérateur D est 1'adjoint de D pour le produit scalaire - > o

Démonstration : Soient o € Ap’q_l(E) et Re Ap’q(E). On a :
* * * * -1 = *
d(itoA v *¥B)=dial *B+(-l)p+q ToaAdl %8

* .
comme 1 est une section de 1 on a

* * * * +q~-1 _* *
AT a A1 *B8) = Uda A o* g+ (-DPTTT T o n b x g,
D'autre part D% = (-I)p+q % D*. En intégrant les deux membres sur M, on obtient

*
0 = <Do,B> - <a,D B> .

. . * * s
3.4. Corollaire. L'opérateur V = DD” + D'D est auto—adjoint. ¥

Une section a e APY(E) qui vérifie Vo = 0 est dite V-harmonique. On posera :

HPY(E) = Ker V = Ker D NMKer D,
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D'apr&s la proposition 2.6 1l'op8rateur V est elliptique. Il résulte alors
de la théorie générale (cf. [59]) des opérateurs elliptiques le

3.5. Théoréme. L'espace vectoriel Hpq(E) est de dimension finie et on a une décom-

*
position orthogonale APYE) = HPY(E) @ ImD ® Tm D .
D'oll le

3.6. Corollaire. L'espace vectoriel Hq(M,QE(E)) s'identifie & Hpq(E). [ |

Considérons maintenant 1'accouplement ¥

92n+m(M)
!
¥
AP(E) @ gPTPIta Yy T ¥ g

défini par

Y(a,B) = ( Yo A 1*3
M

* * .
o taf 1B est défini localement par

N N 7 CoE o et (ek,eZ)

k,2
Yo ¥ o *
avec g = z o 8 e, et B = X B” 8 ey L'application Y est indépendante de 1
k=1 2=1

(i.e. de la sectior T).
3.7. Proposition. Pour tout o € qu(E) et tout P € An-p,n+m~q(E*) on a

¥(a,8) = <a,xp> B

La démonstration de cette proposition est immédiate.

On a alors un accouplement non dé&généré

Yyt HPUE) x HTTRRTAEYy

induit par Y. Ce qui donne le
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3.8. Théoréme de dualité de Serre [55]. On a un isomorphisme canonique

q P - tmq n-p %
H (M’%F(E)) = H (M,QF EN.N

3.9. Remarques.

i) Si dim F = dim M on retrouve le théor&me de de Rham, le théoréme de
Hodge et la dualité de Poincaré usuelle. Si F est le feuilletage par points, M
est une variété analytique complexe ; on retrouve alors les théorémes de Dolbeauit,
de Kodaria et la dualité de Serre. Les résultats qu'on vient de décrire constituent
une généralisation naturelle de la situation classique.

ii) i E = € est trivial, alors 1l'espace vectoriel Ho(M,Qg) des fonc-—
tions basiques holomorphes est isomorphe 3 €. En effet soit f une fonction basique
holomorphe. Comme M est compacte, f atteint son maximum en un point Yo € M. Posons
A ={yeMIf@y) = f(yoﬂ. Cet ensemble est clairement fermé et non vide. Soit y € A
et considérons une transversale Ty 3 F passant par y. La restriction de f 3 Ty
est holomorphe et atteint son maximum en y. Elle est donc constante en vertu du
principe du maximum. Comme f est basique, elle est en fait constante sur un voisinage

de y dans M. L'ensemble A est donc ouvert ; il est donc égal & M. Par suite la fonc-

tion f est comstante sur M.

4. Exemples de calculs.

Dans ce paragraphe nous considérerons des exemples de type 1.2 iii) pour
lesquels nous calculerons les espaces vectoriels Hq(M,Qg(E)).

Seit V¥ = {V.}

i5e1 un recouvrement ouvert dénombrable de B tel que toute

intersection finie Vi n...N Vi est contractile.
1 s

Pour tout 1 ¢ I, Ui =1 (Vi) est un ouvert de M difféomorphe 3 VixN et la
restriction de ce diff@omorphisme 3 toute fibre est un isomorphisme holomorphe sur N.
La famille U = {Ui}iel est un recouvrement ouvert de M, On a alors (cf. [5]) une

. *
suite spectrale Kr(p) convergeant vers H (M,Qi(E)) de terme
¥
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kS5 = 8,5 (m)

k PP PO
oll ﬁ?’ (E) est le préfaisceau localement constant sur B défini par

gp’k(E)(V) = Hk(H_I(V),Qg(E)) pour tout ouvert V de B. En fait

w5 % @) = 15,1 %E))
4"} "]
et

Ba W, @) = 1w, E)
nF

oii Hp’k(N,E) est la cohomologie de Dolbeault de type (p,k) & valeurs dans E de la

variété analytique complexe N.

*

4.1. Théoréme. Il existe une suite spectrale Kr(P) convergeant vers H (M,Q;(E))
_— A

et de terme

o) = B @), B
v

Si dim pr(N,E) < +0 (ce qui est le cas si N est compacte), alors
H*(B,Ep*(N,E)) n'est rien d'autre que la cohomologie de de Rham de B 3 valeurs
dans le fibré vectoriel plat de fibre Hp¥(N,E).

Nous allons donner explicitement des calculs de H*(M,gg) pour certains

feuilletages.

4.2, Sur une variété ouverte.

: 1s - . 1
Posous N =¢, B = S1 et considérons la représentation 0 de Hl($ ) =2

dans Aut(€) définie par (1) =§ olt ¥(z) = az avec a¢ c*. On obtient ainsi

¢x$l.

]

un flot F transversalement holomorphe sur M

Par le théor&me 4.1 on a une suite spectrale
1
k() = 15 BN (@)
-
pk N 00 . .
Or H® (€) = 0 sauf pour p,k =0 od H (€) = &, espaces des fonctions holomorphes

10
sur €. et H "(C) » ¢ est 1l'espace des 1-formes homomorphes sur @&. On va détailler
le calcul pour p = 0. A peu de chose prds le cas p = | se fait de la méme manilre.

I1 est facile de voir alors que
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Kgo(o) = Ker v
et Kéo(o) = Coker v
oli :
Yy: &0
f > f-f o Y

Nous allons donc calculer Ker y et Coker vy.

) b 2" et £, P(2) = ) a" b 2" et donc
ns0 - nx0

f € Ker Y si et seulement si b = anbn pour tout n * O.

i) Soit f e &. Ona f(2)

Cas 1. Si a est racine de 1'unité i.e. s'il existe pe N +2l que af =1,

. n - P e s ..
alors les fonctions f (2) = z oi n = kp sont linéairement indépendantes et véri-
n

. O . . s s
fient fn = f , {. L'espace KZO(O) est donc de dimension infinie.
n

Cas 2. Si a n'est pas racine de 1'unité, la relation £ =f o ¢ n'est

. . . O
satisfaite que si f est constante. D'oil K20(0)= c.

ii) Soit h € ¢, Alors h € Im7y si et seulement si il existe f € & telle

que h = f-f , P, si £(z) = E b 2" et h(z) = ; ¢ z% cette relation se raméne
n30 © nx0 °
au systéme :

%
(=)

n
(l1-a )bn = pour n

. 5 . . 1
Si h est constante non nulle, ce systdme n'a pas de solution donc dim Kzo(o) 2 1.

Supposons Co = 0.

Cas 1. Si lal # 1, alors ll—an] 2 J1-lal]. D'on

n < n

I = g pour n > 1.
ol (el

La série z b =" converge alors uniformément sur €, et donc f est holomorphe.
n
n>0

D'oll K;O(o) = C.

| . 1 . - *
Cas 2. laj =1 i.e. a-= ele. S1 6 =21 p/q ol peZ et q €N, alors

K;O(O) est de dimension infinie,
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c
Si é% n'est pas rationmel la convergence de la série E ?nS 20 dépend de la
nxl l-e

nature arithmétique de ©. Nous étudierons deux cas :
@) © est diophantien i.e. il existe A > 0 et s > 2 tels que
A
s

n

in®
ll-e1n l 2 pour n assez grand. On aura alors

S
Ib | < anle |

Ceci implique que f est holomorphe, et donc K;O(O) = C.

B) 6 est "super liouville" i.e. : pour tout s > 1, il existe un entier

in © -2n

n_ tel que ll—e s ] <e . on pose alors :

-n

e pour n = n_

De cette fagon on peut définir une famille infinie libre de fonctions holomorphes h -

pour lesquelles 1'équation £-f , ¥ =h n'a pas de solution dans &.

sae . . . . L
iii) Finalement S1 est de dimension 1, la suite spectrale sz(p) converge

au terme Kz(p). Donc :

o o, _ 0,0
H (M,gf) =K, )
et
1 o, _.1,0
H (M,QF) =K, (0)

Les autres termes sont tous nuls.

4,3. Sur une variété fermée.

. . 2 con 2 c e a
Posons cette fois—ci N = € /(Z & iZ) et B = Sl. La variété N est un

tore complexe de dimension 2 qu'on notera Té, Considérons la représentation
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1
p 2 (s —m Aut(T(Z:)

21
)g §2,(Z @ iZ)

—— - |

11

Nous avons alors une suite spectrale

2k
K, (@)

L}

2,a1 k. 2
G (Tg)) -
I1 est facile de voir que :

ng(p) = Ker vy ot

Pk

. 2 pk, 2
v+ BPE(Tg) —— P (1D)

*
o = o~A .
s x . < 1
D'autre part, par dualit@ de Poincaré sur $°, on a :

Ok

]
sz(p) = K, (p).

Un calcul simple mais un peu long donne alors :

c sip=2 ou k=2
Ko () = K, (p) =
0 sinon.
Ceci donne les différents espaces Hq(M,QE)
2 C C [/ C
1 0 o] 4] 0
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On trouvera beaucoup d'exemples de calcul du méme type dans @q‘

*
5. Relation avec H (M,€)

Considérons le faisceau différentiel

0 »e—g2 —4,0 4 4 . 0.

nF nF ~F

En raisonnant de manig&re analogue que dans le cas classique on montre que cette suite
est exacte et est donc une résolution du faisceau constant de fibre €.

On obtient alors un bicomplexe

q,* P D g+l * p

cee A 8 0 — A 8 Q > ...
" ¢ nF N C‘ nF
184 yad

oo > 09T g P! D AL AL
N ‘\;F n, r\,F

qui donne un complexe double au niveau des sections globales. On en dé&duit le
5.1. Théor8me. Il existe une suite spectrale (Er) de terme
Pa _ 14 P
EpT = HT0ML00)
*
convergeant vers la cohomologie de de Rham H (M,¢). 8
Pour la démonstration et les détails on peut consulter @ﬂ p. 179.

Par analogie aux cas classiques, on appellera (Er) la suite spectrale

de Leray-Serre-Frdlicher du feuilletage F.

Si M est compacte, on obtient & partir du théoréme 2.7 le

5.2. Corollaire. Pour tout r > 1, 1'espace vectoriel (Er) est de dimension finie.Wl
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6. Une application.

Nous allons utiliser le corollaire 5.2 pour démontrer un résultat de finitude
pour la cohomologie basique d'un feuilletage transversalement holomorphe de codimen-
sion 1.

Soit F un feuilletage transversalement holomorphe de codimension 1 sur
une variété M compacte, connexe et orientable.

La décomposition (2.4) donne une décomposition au niveau des algébres

extérieures
AN = e pPokst
ptk+l=1r
. Pk, p. ¥ k * q ¥
= 4] .
ol A A v(l,o) 8 A Vo,1) A TFc
. .~ aD.k,% . o .
Une section du fibré A est appelée forme différentielle de type

(p,k,4). On note
2
- Ap’k’ (M) 1'espace des formes différentielles de type (p,k,L) sur M.

- AP = e Ap’k’Q(M) et ép,q le faisceau des germes correspondant.
k+i=q

La différentielle extérieure se décompose en une somme

d=203+ 3 + dF + 6

oi 9,9 , dF et & sont des opérateurs respectivement de type (1,0,0), (0,1,0),
0,0,1) et (1,1,-1).
. ' e = P 2 .
On montre facilement que l'opé&rateur D = 8+dF vérifie D = 0 pour des raisons

de degré. On a la proposition dontla démonstration ne présente aucune difficulté.

6.1. Proposition. Une forme différentielle sur M de type (p,0,0) et D-fermée
est basique holomorphe. "

On note toujours Q? le faisceau des germes de p—formes holomorphes. La

résolution (2.6) s'écrit dans ce cas

0 - P APC D —>Apl S L _“—P-» Ap,1+m >0
~F oA " o
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de telle sorte que la cohomologie mixte est isomorphe a celle du complexe

D

o »aPun —2o aPlapy Do D pslvm

) =0
Soit maintenant & une forme différentielle de degré s sur M.

6.2. Définition. On dira que o est basique si elle s'écrit o = E
ptk=s

9 %p,k,0) T

- s . n
Localement o est la relevée d'une s—forme différentielle sur € .

*(p,k,00 ¢

OL(p,k,O) est une forme de type (p,k,0) et vérifiant 0.8

6.3. Théoréme. Soit F wun feuilletage transversalement holomorphe de codimension !
c sz . . ® .
sur une variété compacte M. Alors la cohomologie basique H (M/F,€) est de dimen-

sion finie.B

Démonstration : On sait que HO(M/F,G) = €. D'autre part un calcul simple montre

1 .. 1 - .
que H (M/F,€) s'injecte dans H (M,€). Le probléme se pose donc uniquement pour

1,1
2

suite spectrale (Er)' La conclusion sera alors immédiate par le corollaire 5.2.

2 ..
H"(M/F,C). Nous allons montrer que cet espace s'injecte dans le terme E de la

Soit o wune forme basique pour F de degré 2. Elle est nécessairement

de type (1,1,0) et vérifie dr a = 0. En plus, on a 9a =0 et 3Ja = 0. Donc elle

définit un cycle dans tout Ei’]. Supposons que o = dB oli B est basique.

Ona B=28 +B t né i =
,0,0%%0,1,0) et nécessairement dFB(l,O,O) =0 et dFB(O,I,O) = 0.

Ce qui donne :

*=30.1,00 * %8(1,0,0

. 1
i.e. 0 est un bord dans Ez’l. I1 existe donc un morphisme :

HZ(M/F,C) > E;’l.

Supposons que la classe de o est nulle dans E;’I i.e.
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o = an + Dy

ol T est de type (0,1,0) et vérifie Dn =20 = din et v est de type (1,0,0)
et donc elle vérifie nécessairement dFY = 0 sinon on aura une composante de type
(1,0,1), ce qui n'est pas le cas. La forme w = N+y est basique et vérifie

o = (3+3)w.
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CHAPITRE III

COHOMOLOGIE BASIQUE D'UN

FEUILLETAGE RIEMANNIEN.
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1. Cohomologie basique des fewilletages trnansversalement parnalléfisables :

suite spectrale.

Au paragraphe (l.l.), nous fixons le langage et les notations uti-
lisées dans ce travail et nous rappelons les théor&mes de structure de Fédida
et Molino pour les feuilletages T.P. (voir [A3] et EQ). La plupart des cons-
tructions et propriétés &voquées aux §. 1.1 et 1.2) se trouvent dé&ja chez
Molino et (ou Drissen (voir [4ﬂ et [6]) ; elles sont essentielles pour notre
propos ; nous avons donc &€té amené 3 les expliciter et & les compléter. Enfin
dans les paragraphes 1.3 et 1.4 nous décrivons la cohomologie (de De Rham)
basique d'un feuilletage transversalement parallélisable. En particuiier,
dans 1.4 nous introduisons une suite spectrale qui est une version "diffé-
rentiable" de la suite spectrale &tudiée au §.I1.5 de [I7]. Cette suite spec-

trale est construite sur le "mod&le'" de la version 'différentiable" de la

suite de Leray-Serre d'un fibré décrite dans Bg.

1.1, Champs fewilletds - champs basiques - Feullletages trhansversalement

parallilisables.

On note A(M) 1'anneau des fonctions sur une variété M. Si
M est munie d'un feuilletage F, on désigne par T(F)C T(M) 1le fibré tangent

3 F et par v(F) =TM)/T(F) le fibré normal a F.

I.1.1. Champs feuilleté&s ~ champs basiques.-

Soient X(M) le A(M)-module des champs de vecteurs sur M
et T(F) 1le sous-module des champs tangents 3 F (i.e. des sections de
T(F)).

i) On dit que X € X(M) est un champ F-feuilleté (ou simplement

un champ feuilleté) si on a :

[X,Y} e T'(F) pour tout Y € I(F),
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c'est-i-dire X est un automorphisme infinit&simal de F. On vérifie aisément
que X est feuilletd si et seulement si le flot local (&t) engendré par

X préserve F. L'algdbre de Lie des champs F-feuilletds est notée X(M,F).

ii) Bien siir, T(F) est un idéal de X(M,F) et on obtient une
suite exacte d'alg@bres de Lie :

\)*
0> r(F) » X(M,F) ——— XM/F) >0

ol X(M/F) = X(M,F)/T(F) est appelée 1'algdbre de Lie des champs F-basiques

. . . P b
1 q . P1 1 t X).
(ou simplement basiques) us simplement on écrira X  pour v*( )

1.1.2. Remarque. La notation X(M/F) se justifie par le fait

que si F est une fibration localement triviale de base B, 1'espace des
feuilles M/F s'identifie 3 B et X(M/F) s'identifie naturellement 3 X(B).
La méme interprétation reste valable dans le cas des feuilletages transversa-
lement parallélisables pourvu que l'on considére M/F comme une Q-variété

au sens de @]. Pour cette méme raison, nous préférons 1'appellation champ
"basique" plutdt que champ "transverse" (cf. @3]) pour les &léments de

XM/F) (voir 1.3.4.).

Nous introduisons maintenant la famille des feuilletages dont

nous voulons &tudier la cohomologie basique aux paragraphes 1.4 et 2.

1.1.3. Feuilletages transversallement parallé&lisables.

Soit (M,F) un feuilletage de codimension n.

i) On dira qu'un n-uple P = {P ..,Pn} de champs feuilletés

by
n

17"

définit un parallélisme transverse pour F si le n-uple :gﬂ>= {P?,...,P

de champs basiques est de rang n en tout point Bﬁ:donc trivialise le fibré
normal v(F)]. Si un tel parallélisme existe, on dit que F est un feuille-

tage transversalement parallélisable (ou plus simplement un feuilletage T.P).
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Dans le cas d'un feuilletage T.P, X(M/F) est un module libre
engendré par {P?,...,Pg} et le morphisme Ve introduit en 1.1.1 (ii)
admet une section 1. Remarquons encore que la trivialité de v(F) n'est
pas une condition suffisante d'existence d'un parallélisme transverse pour
F. Par exemple, un feuilletage de codimension un est transversalement paral-
18lisable si et seulement si il peut &tre défini par une forme fermée. Plus
généralement X(M/F) est un sous-module du module des sections de v(F)

mais il en est distinct en général.

ii) Dans le cas particulier oll le sous—espace vectoriel éﬁr de

X(M/F) engendré par ‘5?b est une sous—algdbre de Lie, on dit que F admet

une structure transverse de Lie ou plus simplement que F est un ;?cfeuille—
tage de Lie. On vérifie que F est uncfifeuilletage de Lie, si et seulement
si T(F) est le noyau d'une l!-forme a & valeurs dans ;5C qui est de rang

maximum et vérifie 1'équation de Maurer—Cartan :

do + % [a;a] = 0.

On peut encore remarquer qu'un feuilletage T.P admet une struc-

ture riemannienne transverse. Nous introduirons et utiliserons cette struc—

ture au paragraphe (2.2).

1.1.4. Structure des ;?Lfeuilletqggs de Lie (cf. 9.

. S . . sy
Soit F un gjlfeullletage de Lie sur une variété& compacte M
et soit G 1le groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algdbre de

Lie &. 11 existe un homomorphisme
174

H : TIl(M) > G
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Y
tel que si p : M > M est le revétement correspondant, alors

1) il existe une fibration localement triviale

n
D:M=~>G

invariante par Aut(p) = Im H ;

v *
ii) le feuilletage relevé F=pF de F par p a pour

feuilles les fibres de D.
N
On remarquera que la condition (1) signifie que si v et vy

sont des &léments correspondants de Aut(p) et 1Im H, alors pour tout

N
x e M, on a:

D(Y(x)) = v - D).

1.1.5. Structure des feuilletages transversalement parallélisables. (cf. @3]).

Soit F un feuilletage T.P de codimension n sur une variété
compacte M. Il existe :
a) une algébre de Lie & de dimension g < n ,
-

b) une fibration localement triviale T : M > W de fibre

(compacte) F ,
c) Un/?tfeuilletage de Lie (F,Fo) 3 feuilles denses sur F
tels que

i) m = dim W = n-g,
ii) les fibres de 1 sont les adhérences des feuilles de F ,

iii) le feuilletage induit par F sur une fibre de N est isomor-

phe 3 (F,FO).
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L'algébre de Lie /ff est appelée 1'algébre de Lie structurale

de F, la fibration T est 1; fibration (ou feuilletage) basique de F et

W est la variété basique de F.

En raison de la propriété (ii) ci-dessus le feuilletage basique

de F sera désigné par F

Retenons quelques conséquences de 1.1.5. qui nous seront utiles

pour la suite :

1.1.6. Remarques. Soit F wun feuilletage T.P. sur M.
i) Pour le feuilletage (F,FO), on a bien sfr X(F/FO) = g?.
ii) les espaces X(M,F) et X(M/F) sont des A(W)-modules.

Par ailleurs l'existence du parallélisme permet de montrer de facon immédiate

que X(M,F) engendre X(M) comme A(M)-module.

iii) De fagon &vidente X(M/F) s'identifie 3 X(W). Par ailleurs
en raisonde la propriété (ii) de 1.1.5., X(M,F) est une sous-algébre de
X(M,F). On obtient alors un morphisme de A(W)-modules et d'algébres de Lie

n, X(M,F) » X(W).

iv) Finalement on remarquera que le feuilletage basique F n'est
pas T.P en g& 3ral i.e. W n'est pas nécessairement parall&lisable. Bien

plus, W n'est pas orientable en général (cf. 1.2.2. (iii)).
p

1.2, Strhucture infinitésimale des feuilletages transversalement

parallilisables.

Désormais F désignera un feuilletage de codimension n sur

une variété compacte M admettant un parallélisme transverse P = {Pl,...,Pn}
que l'on supposera fixé une fols pour toutes. Le but de ce second paragraphe

sera d'expliciter les relatlons qu'il y a entre les différentes algébres de

Lie de champs de vecteurs associées & F (et & sa fibration basique F).
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Pour ce faire, on commencera par décrire une "trivialisation locale simulta-

née'" de F et F.

1.2.1. P-trivialisation du feuilletage basique F (cf. [43]).

Soit m, : X(M,F) - X(W) 1'homomorphisme défini en l.1.6 (iii)
. = = = ve . e
et soit P = {Pl""’Pn} 1'image par I, du parallélisme 7. Pour tout
u € W, on peut extraire de P une suite de m &léments (mettons pour simpli-
fier les m premiers) {51,...,§m} qui soient linéairement indépendants au
point u. On note (ﬂz) le groupe 3 un paramétre engendré par le champ feuil-

leté P.. Si F. = H—l(u), 1'application :

I R® ——— M

1 m
3ty ees 9 e 1
(X’tl’ ,tm) > E'tl 0 ID%:; o wﬁt;] (x)

est de rang maximum sur Fu x {0}. Puisque les champs Pi préservent F et

. . . m
F , il existe des ouverts V et U respectivement dans R et W tels que :

i) ¢ est un difféomorphisme de F_x V sur n“l(u) et ¢'F

est la fibration triviale

pr, : Fu x V>V

. * . . . . T .
ii) ¢ F est un feuilletage T.P de fibration basique ¢*F et si

Fu désigne le feuilletage induit par F dans Fu, la restriction de ¢*F

a Fox {y} est 1'image réciproque de Fu par :
pry Fu x V » Fu

restreinte 3 Fu x {y}.

Bref, on dira que (U,¢) "trivialise simultanément" F et F.
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Une famille {(Uj,¢j)} de telles trivialisations locales, pour

laquelle {Uj} est un recouvrement de W sera appelée une P-trivialisation

de F.

1.2.2. Le fibré structural 4'un feuilletage T.P

i) Comme conséquence immédiate de 1.2.1., on voit que le fibré
basique F d'un feuilletage T.P. (M,F), est un fibré & groupe structural
Diff(F,Fo), le groupe des difféomorphismes de F respectant le feuilletage
Fo induit par F dans F. Autrement dit F est défini & 1'aide d'un

cocycle C = ({Ui}’{gii}) sur W 3 valeurs dans Diff(F,FB).

ii) un €lément f € Diff(F,Fo) induit des isomorphismes d'algdbres

de Lie (cf. 1.1.6 i1)) :

f
X(F,F,) * X(F,F)
|
V* \)*
& : 5 &
T = X(FIF) X(F/F) =/

et bien sfir 1'application :

v @ Diff(F,F ) ———> Aut(9)

Pe
v

f - £

b
est continue oli Aut(d) est muni de la topologie pour laquelle la compo-
sante connexe de l'identité est le sous—groupe des automorphismes int&rieurs.
Donc E = ({Ui},{wogij}) est un cocycle sur W & valeurs dans AutS?)
qui nous permet de construire un fibré en algébres de Lie (appelé

fibrd structural de (M, F))

O s E—2 Ly

e
Bien slir, ¢ ne dépend pas du choix du cocycle C.



1i1) La variété basique W sera orientable si et seulement si il

en est de méme pour &£.

1.2.3. Sections du fibré structural et champs basiques.

Soit T(£) le A(W)-module des sections du fibré structural ¢
de (M,F). Il est muni canoniquement d'une structure d'algébre de Lie. On le

relie aux champs F-feuilleté&s par 1'intermédiaire de deux suites,

1) soit Xe(M,F) = X(M,F) N r(F) = ker 1, 1'algebre de Lie
des champs F-feuilletés qui sont tangents 3 F. L'algdbre T(F) est un
idéal de X _(M,F) et & 1'aide d'une P-trivialisation, on v&rifie immédiate-

F

ment que 1'on a une suite exacte d'algébres de Lie et A{(W)-modules
M
0> I(F) — X_(M,F) —=— T(¢) >0 -
F

ii) Par ailleurs T'(F) est contenu dans le noyau de U* et donc

la suite exacte de 1.1.1 (ii) nous permet de construire un morphisme Hb :

\)*
0 — (F) ——— X(M,F) ————— X(M/F) — 0

A
X (W)

I1 est facile de voir que ker My = T(E).

Le lemme suivant va nous permettre de construire des sections
de T, et Hb ; ce qul montrera en particulier que ces morphismes sont
surjectifs.

1.2.4., Lemme. (voir aussi [E]) : 11 existe n formes de Pfaff n* e Ql(w)

telles que 1'application
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o X(W)

> X(M)
v
Vv ——— V¥ =

=3

i
| n (V) Ei

It o~1

i

est un morphisme de A(y)-moduleset une section de I, (en particulier
Ve x(m,P).
Démonstration : Soit {(Uj,¢j)} une P-trivialisation de (M,?)

i 1
(cf. 1.2.1). Pour j fixé on définit n formes n} € 0 (Uj) par la con-

dition suivante :

" .
i

Pour tout V e X(W), le vecteur % = 2”'(V’U )P.1 est un vecteur
j .

J
. -1, v
horizontal respectivement 3 ¢j c'est-a-dire tel que (pr1 o ¢j )*Vj = 0.

Par construction, on a :

-1
: ) — X(I .
o X(UJ) (n (UJ))

N
—_— ¥

v .
b
; 3

n -1
est un homomorphisme de A(Uj)—modules tel que Vj € X(I (Uj),F) et

n*(g_) = VIU . On introduit une partition de 1'unité (f!) subordonnée au
] .

]
recouvrement (Uj) et on pose :

En utilisant (%), on obtient sans peine le résultat annoncé.

Notons les conséquences suivantes

1.2.5. Remarques.

i) En posant g, = v, 00, on voit dans 1.2.3 (ii) que 9 est

unc section de Ub. En conséquence les deux homomorphismes U* et ﬂb sont

surjectifs.
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iiy Puisque o est un morphisme de A(W)-modules, 11 vient que

pour tout u € W, et tout x € H—l(u), 1'ensemble {o(V)(x)} est un

Ve X (W)
sous—espace vectoriel de dimension m de TX(M) transverse a TX(?). Bref

on construit ainsi un sous-fibré de rang m de T(M) supplémentaire de

T(?). On le note cﬂﬂ(?).

Pour terminer nous pouvons résumer tout ce paragraphe dans le

diagramme exact commutatif ci-dessous

1.2.6. Diagramme descriptif

0 0
0 ——— 1(F) —> X_(M,) —F—>T(§) —> 0

]

0 ——— T(F) —— X(M,P)E——5 XWM/F) — 0
Vv

” * A
o 11[% Oy i lnb
X(W) e X(W)
} }
0 0

Toutes les lignes et les verticales sont exactes. Toutes les fl&ches sont &
3 la fois des morphismes de A(W)-modules et d'algdbresde Lie, i 1'exception
. v . . -
des sectlons Oy Ops T et, T qui ne sont pas des morphismes d'algébres de

. P . . v
Lie en général. [La section 1T a été introduite en 1.1.3 (i) et T est

induite par T]-
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1.3, Fommes basiques - Cohomologie basique d'un fewilletage thansversalement

parallElisable.

Nous développons ici quelques propriétés préalables de la cohomo-—
logie basique des feuilletages T.P. Afin de pouvoir faire cette &€tude unique-
ment en termes de formes différentielles, nous commengons par quelques rappels:
sur la notion de forme différentielle d valeurs dans un fibré vectoriel
(pour plus de d&tails, se reporter i 2§ et [3]).

Pour tout fibréd n on notera T(n) 1le module de ses sections.

1.3.1. Formes différentielles & valeurs dans un fibré vectoriel.

i) Soit n ¢ F > E ~A—+ W un fibré vectoriel réel de rang n.
On considére le fibré associé AP(T(W),n) dont la fibre en u e W est 1l'es-

pace des applications multilinéaires alternées :
TM x ... xT (W) —F .
u u u

Une section de ce fibré est appelée une p-forme différentielle

sur W 3 valeurs dans n. On dénote par Qp(w,n) le A(W)-module

F(AP(T(W),n)) de ces p-formes différentielles. On a bien siir :

e

Q®@,n) =t et  aP@,n) = APXW) 5 T())

i.e. tout &lément de QP(V,n) s'interpréte comme une application p-linéaire
altarnée de X(W) dans T(n).

ii) Le fibré vectoriel n est dit plat s'il est défini par un
cocycle localement constant. Ceci revient & dire que 1'espace total de n
est muni d'un feuilletage H transverse aux fibres qui en fait un faisceau

localement constant d'espaces vectoriels.
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Dans cette situation, solent U un ouvert trivialisant de n

et ¢ une trivialisation :

g : 2 > U x R°.

Une base de R dé&finit n sections {eé,...,eg} de n
au—-dessus de U qui sont "constantes" (i.e. 3 valeurs dans une feuille
de H) et qui engendrent le A(U)-module T(nlU). Pour toute forme

w € Qp(w,n) on a 1'écriture locale :
n
m‘U = Z w, ® ey ol w; € QP(U).
On définit une différentielle

+
D : oP(u,n) » P 1(W,n)
en posant :

n .
Doy = ) du, 9 e (cf. 3]).

On a bien sir D? = 0, ce qui permet de définir la cohomologie

a4 valeurs dans le fibré n que 1'on dénote par Hp(w,n).

On applique les notions précédentes aux fibrés en algébres de

Lie. Nous procédons en deux temps

1.3.2. Fibré de cohomologie d'un fibré en algébres de Lie.

Soit & : ¥+ E A, W un fibré en algébres de Lie ?, défini par
7 &
un cocycle C = ({U.},{g..}) & valeurs dans Aut@?).
1 1] v

. ¥ * .
i) Soit & le dual de & et N%%f 1'espace vectoriel des
7 a & .
q-formes linéaires alternées sur &. Le groupe Auﬁ;?) agit de facon natu-
7
relle sur A1@/™ et a 1'aide du cocycle C, on construit les fibrés associés.

e a9 (T — L

A
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ii) La différentielle habituelle

P
commute avec l'action de Aut(¥) donc induit un morphisme de rang constant
7
[

(qui est 1'identité sur la base), que 1l'on note encore

T AN 4 Vo

. ~ 2 . cr s .
On a bien sir 3 = 0 et pour tout q > O, on obtient le fibré vectoriel
quotient :

L Aa* q+l_*
Hq(E) = ker 3: AE —— A £ .

ima s 2971 —— 29t

Il n'est pas difficile de voir que la fibre de Hq(E) s'identifie 3

Hq(§Z). On dit que BY(E) est 1le q-fibré de cohomologie de &.

iii) Finalement, on observe que la propriété d'invariance par homo-
topie des applications induites en cohomologie montre que Hq(é) est défini

par un cocycle localement constant i.e. Hq(E) est un fibré plat.

1.3.3. Cohomologie & valeurs dans un fibré en algébres de Lie.

. . 5 A e N . .
Z) Soit £ :¢>E —~—> W un fibré en algébres de Lie. En consi-
. ¥
dérant les &léments de Qp(w,AqE*) comme des sections de AP(T\W),AqE ) 1la
différentielle 9 définie en 1.3.2. (ii), induit une différentielle que 1'on

désigne toujours par la méme lettre :

5+ P, n%e®y — Py, a9t ey,

La cohomologie du complexe ainsi défini sera donnée par :

[P, 0% ,8] 2 Pan,ud(e)).



i1) Mais Hq(é) est un fibré& plat (cf. 1.3.2. iii)) donc la

définition de 1.3.1. 1i1) s'applique. On a une différentielle

p s oPanude) - o))

qui nous permet de définir la cohomologie, Hp(w,Hq(g)) de V¥ 3 valeurs
dans le fibré plat Hq(g) (et qui est aussi la cohomologie de W 3 valeurs

dans Hq(g) considéré comme faisceau localement constant.)

Passons rapidement 3 la cohomologie basique d'un feuilletage

(quelconque) (M,F).

1.3.4. Formes basiques.

i) Soit Q*(M) le complexe des formes différentielles sur M
(QO(M) = AM)). Si M est muni d'un feuilletage F, on dira que a € Q*(M)

est F—basique (ou basique tout court), si on a :

ixa =0 et iXda = 0 pour tout X e T(F).

Bien sfir si « est basique il en est de méme pour do et l'espace des
formes basiques est un sous—complexe de Q*(M) que 1'on note Q*(M/F)
(voir 1.1.2).

La cohomologie du complexe [Q*(M/F),d] s'appelle la cohomologie

(de De Rham) basique de F.

ii) En particulier, on posera QOQM/F) = A(M/F). Alors Q*(M/F)
est muni d'une structure de A(M/F)-module. De plus si F est T.P. on a
de facon évidente A(M/F) = A(W) donc @*(M/F) est un A(WM)-module. On

verra en 2.1.1. que ce module est libre.

Par exemple, on peut calculer immédiatement la cohomologie

basique d'un é?Lfeuilletage de Lie en utilisant (1.1.4).
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1.3.5. Cohomologie basique d'un fy-feuilletage de Lie.

Soit (M,F) un:?—feuilletage de Lie. Avec les notations de
, % NN % .

(1.1.4), soit QI(M/F)CZ 2 (M/F) le sous-complexe des formes basiques de

y N

F qui sont invariantes par 1'action de Aut(p) sur M. Si par ailleurs

Q;(G) (ofi K = im H) désigne les formes sur G invariantes par K, on a

un diagramme

%

* ~
*m/F) B—s Q}‘(M/?) D n;(c)

ol p et D sont visiblement des isomorphismes.
- * v E 3 .
Comme conséquence,on a H (M/F) = HK(G) (cohomologie des formes
K-invariantes sur G). En particulier F est un feuilletage 3 feuilles denses

si et seulement si K = G et dans ce cas on aura donc :

R = D e
s

Pour le reste de ce paragraphe, nous supposerons que F est
un feuilletage T.P sur une vari8té compacte M et que l'on a fixé une
fois pour toutes un parallélisme P. A 1'aide du supplémentaire N(F) de
T(?) construit en 1.2.5 (ii), on va munir Q*(M/F) d'une structure de

A(W)-module bigradué différentiel.

1.3.6. Formes basiques pures de type (p,q).

i) Un champ feuilleté X € X(M,F) sera dit pur horizontal

[resp. vertical] si c'est une section de N(F) [resp. de T(F)]. De méme on

dira qu'une forme o € Qr(M/F) est pure de type (p,q), avec p+q = r, si

pour tout r—uple {Xl"°"Xr} de champs feuillet&s purs on a :

a(X ""’Xr) =0

1
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sauf si p-champs X.1 sont horizontaux et ¢ sont verticaux.
On note oP4M/F) le A(W-module des formes basiques pures
de type (p,q), et grdce au fait que les champs feuilletés engendrent X(M)

(comme A(M)-module) (voir 1.1.6 ii)), on obtient immédiatement que

Q" (M/F) = @ QM) .
p+q=r

ii) En outre, du fait que X_(M,F) est une sous-alggbre de Lie
E

de X(M,F) (voir 1.2.3), on déduit que la différentielle
d: ataup — o arp

se décompose en une somme de trois termes :

Contrairement & Qr(M/F), le module P9(M/F) ne sera pas libre en

généralm
Soit alors £ le fibré structural du feuilletage T.P., (M,F),
on a :

1.3.7. Lemme. Pour tout (p,q), on a un isomorphisme de A(W)-modules :

6 : oPIF) —— P, %Y.

Démonstration : Soient Xi e X(W), i=1,....,p et Yj e T(E), J=1,...bq9

Pour tout w € qu(M/F), la fonction

w[o(Xl),...,o(Xp), %(Y T(Yl),...,,€(vqi

est F-basique,donc appartient 3 A(W). (pour la signification de o et

v
1 se reporter 4 1.2.6).
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On définit alors 6Ow € F(Ap(T(w),Aqg*)) en posant :

N N
(*) : 6(@)(X1""’Xp) (u)(Y]!""Yq) = U)EO(XI)’-'"U(Xp)5T(Y1))"',T(Yq)](x)
oi ue W et x est un point quelconque de H—l(u). L'égalité (%) définit
8 comme morphisme de A(W)-modules et montre en méme temps que § est sur—

jective. En se rappelant que X(M,F) engendre X(M) comme A(M)-module

(voir 1.1.6 i1)), on voit immédiatement que o est injective ®

Du point de vue des structures de complexes différentiels

(voir 1.3.2 et 1.3.3), on a les résultats partiels suivants dont le premier

est immédiat :

1.3.8. Proposition. L'application ¢ est un isomorphisme de complexes

différentiels :

(g L3 -
o+ WPoUR, 4,0 > [RPwa%e,q].
En conséquence on a :

a[aPlai/Fy,a ] 2P, HE)).

Soit alors qu = {a € qu(M/F) | dOlu = 0} et soit J la

projection naturelle de qu sur Qp(w,Hq(g))2 H[qu(M,F),dnl] , on a
1.3.9. Proposition. a
b 10 +1,q
Le diagramme ci-contre Zoq ZS ’
est commutatif : en particulier
J{ ;
pour q =0 on a un ilsomor- D
+1
2P, () ———————— P (w,ul(e))

phisme de complexes différen-

tiels
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*0 *
: . T . M 7
J: (o M/Fy,d o] L (m,d

(ol dw désigne la différentielle sur la variété W).

Démonstration :
a) Dans le cas q = O on vérifie en utilisant la dé&finition des
o
formes de type (p,q) que dOla = 0 pour tout a € aP*%M/F). pans ce

cas J =10 qui est alors 1'isomorphisme de complexes différentiels annoncés

(voir 1.3.1).

b) Soit U wun ouvert P-trivialisant pour F (voir 1.2.1). Cet
ouvert trivialise &galement ker 3 C'Aqi* et Hq(E) et il existe un nombre
. . -1
fini de formes v € ﬂq[ﬂ (U)/F] telles que {e(vi)} est une base de

F(Aq£*1U). Pour toute forme w € qu(M/F), on a alors 1'écriture locale :

oli w, € QPO(M/F) est identifié d'aprés (a) 3 un &élément de oP(W).

On vérifie immédiatement que 1'on a :

dlow -1 =

, d
T " (U)

ws

W mi 3] v.l

s~

et

Moy = g dgw, ® [v.]

ol [vi] est la classe de V. dans HI(£). Par définition de D (1.3.1. ii))

on obtient enfin

Jd =DJ w-

1 O‘LO

D'ofi la proposition ®
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1.4, Suite spectrale de cohomologie basique d'un feuilletage transversalement

barallilisable.,

Enfin nous arrivons 3 la suite spectrale annoncée :

1.4.1. Filtration de Q (M/F) - suite spectrale.

i) Soient r, p des entiers naturels. On pose

PP (M/F) = fa e 2" OWF) | iga = O}

de champs feuilletés X,

pour tout (r-p+l)-uple V = X] A oo AKX 5

r—p+l

appartenant 2 X_(M,F). Du fait que X_(M,F) est une sous-algébre de Lie
T

de X(M,F), on vérifie que 1'on a (de fagon analogue au cas des fibrés) :

a PPl © PP ey

. . . . ~ . * .
Autrement dit, on obtient une filtration décroissante de § (M/F) compatible

avec la différentielle.
ii) La suite spectrale correspondante
+
Pt /p) = #P 0F)

r

qui aboutit 3 la cohomologie basique de F est appelée la suite spectrale

de cohomologie basique de F.

Les premiers termes de cette suite spectrale s'identifient

aisément avec les notations de (1.3)

1.4.2, Proposition. Pour tout (p,q) on a :

¥4

i) [Ezq,doj = [QP?(M/F),dm]

[P w,u%)),n]

e

o1 e P4
i1) LEI ,dll
Le point (i) est immédiat (et standard) 2 partir de 1'égalité :

Démonstration :

pP DYy Fy = PYD0 g oPraTh g g gPed
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in appliquant 1.3.8, on a donc :

E‘l’q 2 oPw,u%e))

et il nous reste simplement i identifier la différentielle

4y + B e

Pour cela considérons qu = {a e APY/F) | do1® = 0}. Une autre observation

p+l,q‘ *a arpliquant

standard est que d, est induite par d10 : qu > Z0

1
la proposition 1.3.9. on obtient le diagramme commutatif :

d

7P 10 P+l

(o) o)

J 1
P q D p+l q
Qv (W,H(E)) — 0" (W,H(&))
o* o*
d

gPd 1 gP*ha

1 1
Ce qui ach&ve la démonstration du lemmes

On a les conséquences immédiates suivantes

1.4,3. Théoréme. La suite spectrale de cohomologie basique d'un feuilletage

T.P. F vérifie la relation :

b 2 wPw,ul(e)).

1.4.4. Corollaire. (f. ﬁﬂ) La cohomologie basique d'un feuilletage T.P. est

de dimension finie.
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Dans la deuxidme partie de ce travail, nous utiliserons la condi-
. n .. . PP
tion H (M/F) # 0. Cette condition n'est pas toujours vérifide comme le montre

1'exemple ci-dessous.

1.4.5. Exemple (cf. [4}). Soit A une valeur propre d'une matrice hyperbo-
lique A e SZZ(Z). La direction propre associée 4 A définit sur TZXEO,II
un flot invariant par 1'identification (y,0) ~ (A(y),1). On obtient ainsi
sur la variété quotient Ti un flot F transversalement de Lie modelé sur
le groupe affine de la droite réelle, donc un feuilletage T.P.
La fibration basique s'identifie & la fibration naturelle
2

5 > Tz - $l. Le terme E2 de la suite spectrale de cohomologie basique du

feuilletage (TZ,F) s'écrit compte tenu de (1.4.2.) :
i
By = wP(s’,u%(e))

ot Hq(g) est un fibré vectoriel de fibre HqOR).

Enfin, puisque la base ¥ est de dimension un, il est facile
de voir que cette suite spectrale stationne 3 partir du terme E2 que l'on
peut représenter comme suit ; compte tenu du fait que HI(E) n'est pas

trivial (en tant que fibré plat) :

q
1 o] 0
0 R R
I 0 1 p
On en déduit que :
H°(T2/F) IR

Il
=

1.3 v
H(T,/F)

[
o
»

et Hz(Tz/F) X
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2. Feudlletages T.P. : décomposition de Hodge et dualité de Poincard.

Pour un feuilletage T.P. le complexe Q*(M/F) des formes
basiques est libre. Il s'ensuit que {Qr(M/F)}r_O o ©st la famille
FUss00y

des sections d'un complexe elliptique (B,d) au-dessus de la variété basi-

que W : le complexe de de Rham de M/F. On obtient immédiatement un théo-—

réme de décomposition de Hodge pour les formes basiques (voir 2.1.6).

Dans un deuxiZme temps (paragraphe 2.2), on rappelle qu'un
feuilletage T.P. est riemannien et on montre que si n =cod F, alors
Hn(M/F) est non nul si et seulement si la forme lﬁgiﬂgilliiiﬂgﬁ v est
harmonique. On conclut en montrant que H*(M/F) vérifie la dualité de
Poincaré si et seulement si cette hypothése est satisfaite. Notre démarche

dans cette deuxi®me partie se référe 3 Wells {59].

2.1. Décomposition de Hodge des formes basiques pour les feuilletapges T.P.

Soient (M,F) un feuilletape T.P. de codimension n et
P = {Pl,...,Pn} un parallélisme transverse de F. On montre tout d'abord

*
que § (M/F) est libre.

2.1.1. Base P-canonique de Qr(M/F).

% . .
i) soit X(M/F) le dual du module des champs basiques. On défi-

nit un morphisme de A(W)-modules
. i *
30 (M/F) > X(M/F)

par (jw)(X) = w(1(X)) pour X e X(M/F) [oﬁ 1 est comme en 1.2.6]. On

voit aisément en utilisant 1.1.6 (ii) que j est bijectif.

{i) Tdentifiant XOU/P)* avec o (W/F) 2 1'aide de j, on
désigne par {(s*1 c Q](M/F) la base duale de Pb. On voit que Qr(M/F) est
un A{W)-module libre de dimension Ci engendré par la base

i i
{8
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C'est la base P-canonique de Qr(M/F).

iii) le générateur v = el A 92 A ... A" de Qn(M/F) est appelé

la forme volume basique de F.

2.1.2. Le complexe de de Rham de M/F.

i) compte-tenu de ce qui précéde, on voit immédiatement que
QI(M/F) s'identifie au A(W)-module F(Br) des sections d'un fibré vectoriel
trivial B_ de rang ¢’ et base W. Soit B = {B } , alors
r n rr=0,1,...,n

(B,d) est le complexe de de Rham de M/F.

ii) Soit (Xl""’xm) un systéme de coordonnées locales sur un

ouvert U qui trivialise simultanément F et F (cf. 1.2.1). On peut

choisir le parallélisme p = {Pl,...,Pn} de telle fagon que l'on ait :
Pi -1 = 0(52—) pour i€ {1,...,m},
n (W i
Pi -1 e I'(F) pour i > m.
()

Un abus d'écriture évident nous donne alors les &critures locales suivantes

pour tout w € Qr(M/F),

i i
- \ N 5 s+1 P o
w[U o ail..i dwxi A ool A dwxi A8 AL Ae
<. r 1 ]
r
is+l r
do = Jdga oo oAdx A LA dyx, Ao A ved A8
fu 1 1 s
s is+l ir
+ - . . . v . :
1D 3 i, dwx11 A A dwxls A d(e Aveo e ).
ol s dépend du r-uple considéré i1 C e N ir et dw désigne la diffé-

rentielle sur la variété W .
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L'expression précédente de dw montre que la différentielle

d est un opérateur différentiel d'ordre 1 au_sens_du complexe B. Bref

(B,d) est un complexe différentiel. (Dans la suite on 8crira désormais
d au lieu de dw).

iii) Soient enfin u e W, £ € T:(w), E#0, et ¥ € A(W) tels
que y(u) =0 et dfP(u) = £. D'aprds ([15] p. 115), le symbole o(d)(u,&)

de d au point (u,f) est défini par
o(d)(u,8)e = (A A w)

pour toute forme w e Q' (M/F).
Alors si  (df A w)u = 0, on choisit les coordonnées locales

(Xl,x xm) dans (ii) ci-dessus de fagon 3 avoir =x, = ¢ et en utili-

21 1

sant les &critures précé&dentes, on obtient :

“’| =

dx, A ... Adx. A A ... A8
U 1

112...1r 1

w‘U = dxl A a,

oi o est la r-forme basique définie sur H_I(U) par :

Bref le complexe de de Rham (B,d) de M/F est un complexe elliptique.

Pour pouvoir appliquer au complexe (B,d) 1les résultats de la
. .. . s ysps s 2 .
théorie des complexes elliptiques, il nous reste a définir le L -produit
scalaire correspondant. Pour ce faire, on remarque qu'il existe sur (B,d)

une structure riemannienne adaptée au parallélisme fixé P.
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2.1.3. Structure riemannienne de (M,F).

i) Rappelons que le fibré& normal v(F) est trivialisé par la

famille des champs basiques
b b b
Po = {Pl,...,Pn} .
On désigne par Rv 1'unique structure riemannienne sur v(F) telle que :

b b, _ ]
Rv(Pi’Pj) = éi .

P . . - * * . .
Elle est définie par une section du fibré v(F) ® v(F) qui est F-basique
(en un sens évident). En raison de l'existence de cette structure, on dit

que F est un feuilletage riemannien (voir aussi 3.1.1).

ii) La structure Rv définit une métrique riemannienne RW
sur W.
Si W est orientable, on choisit une orientation (@ de W
(et donc aussi une orientation de &, cf. 1.2.2 (iii)) et on désigne par
w la forme volume correspondant 3 (RW,O). Dans le cas contraire, on
munit W de la mesure différentiable strictement positive ¢ obtenue en
v

v
considérant une forme volume W sur le revétement W des orientations

de W et pour laquelle on a

|
fdu=—2— fw
W ~

4" n
oli f est le rel@vement 3 W de la fonction f£.

Pour unifier 1'é&criture dans la suite, on conviendra que 1'on

écrira aussi dy = w dans le cas orientable.

2.1.4, Produit scalaire - Laplacien basique - Formes harmoniques basiques.

i) A la métrique Rv de 2.1.3, on associe naturellement la

structure euclidienne ( , )r sur Br telle que pour tout couple de
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r—formes basiques :

on ait

. b, .
ceedl Ticesdd
r r

(U-u)Bu)r = }‘ai .

1

pour tout u e W.

. . . _ r
On obtient un produit scalaire noté <,> sur @ (M/F), en posant :
( d
<q,B> = .
B> J (o »8 ) du(w)
W
ii) On construit maintenant les opérateurs usuels associés 3

1'opérateur dr :

ér : Qr+1(M/F) > Qr(M/F) 1'adjoint de dr par rapport 3

<y>

et : A, ot M/F) > Q" (M/F)

défini par :
A = 4d + 8 .d .

r r-lGr—! rr

L'opérateur A est auto-adjoint par rapport au produit scalaire <57

C'est le laplacien basique de (M,F). Les &léments de Hr(M/F) = ker AL

sont les r-formes basiques harmoniques. On a 1'8galité :

r
H (M/F) = ker drﬂ ker 5r_1

La théorie générale des complexes elliptiques (voir par exemple
Wells [59]) nous donne alors le thé&oréme de décomposition de Hodge pour

les formes basiques de (M,F).
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2.1.5. Théorgme. Soit F wun feuilletage T.P. de codimension n sur une

variété compacte M. Alors pour tout r € {0,...,n} on a :

i) Hr(M/F) est de dimension finie.

i) QQ/F) = H /F) 8 imd__, ®im 5 .

En particulier, on a HE(M/F) Hr(M/F) et on retrouve le

résultat de Eﬂ :

2.1.6. Corollaire. La cohomologie basique d'un feuilletage T.P. sur une

variété compacte est de dimension finie.

2.2. Dualité@ de Poincaré en cohomologie basique pour les feuilletages T.P.

On remarque que pour le feuilletage de Lie décrit en 1.4.5,
la classe Bﬂ dans Hn(M/F) de la forme volume basique v (cf. 2.1.1 (iii))
est nulle. Or la non-nullité de cette classe est bien siir une condition néces-
saire pour que H*(M/F) vérifie la dualité de Poincaré. En fait nous voulons
montrer dans la suite qu'elle est suffisante. Nous commengons par expliciter
la signification de cette condition dans le cas d'un feuilletage T.P. dont la

variété basique W est orientable.

2.2.1. Proposition. Soit F wun feuilletage T.P. de codimension n sur une
variété compacte M, avec m = dim W et g = n-m = dim 5%'. Alors si W est

orientable les conditions suivantes sont équivalentes :
. n
iy H(M/F)£0

ii) Hg(i) est un fibré orientable de rang un qui est trivial
comme fibré plat ;

iii) 3/ est unimodulaire et v est décomposable, c'est-a-dire
il existe A € 5Og(M/F) telle que dIOA =0 et v=wAX (oli w est

la forme volume sur W considérée comme Elément de Qmo(M/F)).
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Démonstration : D'aprés (1.4.3), on a une suite d'isomorphismes

e

() : HTovF) 2 EE 2 EDE 2 W w,uB )

et comme la variété W est orientable on a par dualité

ne

" w,u8(e)) = BOw,u8()).

On voit donc que Hn(M/F) £ 0 si et seulement si & est unimodulaire et

le fibré plat Hg(g) posséde une section non nulle A c'est-A-dire

Hg(E) est trivial de rang un. Ceci montre que (i) équivaut 3 (ii).
Supposons (ii) satisfaite ; une section non nulle A du fibré

plat HB(£) est un &lément de £°(W,HB(E)) tel que d,A = 0. Comme gy

est unimodulaire, on a :
Q®(w,H8(2)) = o®(w,nB™) = a® B

donc on peut consid@rer X comme un élément de Qo’g(M/F) vérifiant

Soient P = {Pl,...,Pn} un parallélisme transverse de F et
w la forme volume sur W correspondant 3 l'orientation de Hg(E)

(cf. 1.2.2. (iii)). La condition 4 = 0 implique que la fonction

10"
(W AR ) ,..,P (), x €M

est une constante non nulle. D'oli la condition (iii) pour un choix convenable
de X,

Réciproquement, soit A € Qo’g(M/F) avec leA = 0. Sa classe
de cohomologie [A] € QO(W,Hg(E)) vérifie dl[X] = 0 autrement dit [A]

définit une section du fibré plat HE(E). Puisque §7 est unimodulaire,

cette section n'est pas nulle et la condition (ii) suit aisément ®
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2.2.2. Corollaire. Dans les conditions précédentes, si Hn(M/F) ¥ 0,

1'homomorphisme de A(W)-modules
I: Qt(/F) — 2™(w)

défini par I(v) = w est un morphisme différentiel qui induit un isomor-

phisme :

™ B M/F) — 1R S R.

Démonstration : D'aprés la suite (S) de la démonstration précédente et uti-

lisant la condition (ii) dans 1'énoncé de 2.2.!, on a

Hh/F) = 1w, u8e)) T a"w) 2R,

. 1z m
En outre comme, avec les notations de 1.4.2, tout élément de Eog est

. . . mg mg e s
do—ferme, la projection naturelle de Zo sur El définit un morphisme

de A(W)-modules différentiels :

QPM/F) = QMBm/F) Eﬁg = zzg —_— ETg 2", 18 () T o™(w)

qui est tel que (voir démonstration de 1.3.9) :
I(v) =I(wAXN) =we [A] =w

ol [}] est la classe de A dans le fibré trivial Hg(i). Comme Hn(M/F) e R,

I est un isomorphisme ®

I1 faut bien noter que l'homomorphisme I ci-dessus est en fait
défini d&s que W est orientable mais que ce n'est un homomorphisme
différentiel que si Hn(M/F) # 0. Nous allons donc l'utiliser (méme quand
Hn(M/F) = 0) pour donner une expression du produit scalaire <,> a 1'aide

de 1'"opérateur de Hodge basique" (voir 2.2.3).
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Soit (M,F) wun feuilletage de codimension n admettant
un parallélisme transverse P = {Pl,...,Pn} et soit {Bl,..,en} la base

duale de Pb (cf. 2.1.1).

2.2.3. Opérateur de Hodge basique - autre expression du produit scalaire <,>

i) On définit un morphisme de A(W)-modules

*: QE(M/F) » " T (/)

en posant :

il ir j] i
G SO N B TS S I L S W

ol j, < +.. <] est la suite complémentaire de i, < ... < i  dans
J P
1 n-r 1 r

(1,...,n) et e(il,...,ir) est la signature de la permutation

). C'est 1'opérateur de Hodge basique pour F. On vérifie

(11...1rjl...Jn_
aisément que :

r(n—r)a

* %0 = (=1) pour tout «a,

donc que # est un isomorphisme dont 1l'inverse est donné par :

-1 - (_1)r(n—r)*

ii) Il est alors immédiat que si la variété basique W est orien-

table, le produit scalaire <,> peut s'@crire

<a,B> = [ I(a A % B) pour a,B € Qr(M/F).
ooy
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iii) Si W n'est pas orientable, on considére le diagramme

commutatif

=1
se+————$i— e
=

q
W W

n
oll 9y est le revétement des orientations de W et I est le fibré image

Y
* P
réciproque de 1. Alors F = q F est un feuilletage T.P. dont la variété

basique W est orientable et les formes basiques de F s'identifient aux
Y

ny
formes basiques de F invariantes par 1'action de Z, sur M. Dans ces

conditions, on a

i oA, v
| I(a A * B)
I,
\

N —

<(y,,B>r =

. * n * v .
o a=qa, B =qgB8 et I est l'homomorphisme correspondant & I pour

Y
le feuilletage F.

Nous arrivons au résultat central de ce paragraphe.

2.2.4. Proposition. Soit (M,F) un feuilletage T.P. de codimension n

tel que Hn(M/F) # 0. Alors on a les relations
6, = -n- *—ld * et *) = A %
r

Démonstration : On va montrer que 1'opérateur gr = (—1)r *-ldr* est bien
1'adjoint de dr pour le produit scalaire <, o En effet, pour

o€ Qr_l(M/F) et B € Qr(M/F), on a :

da A * 3 + ('l)r—l a A dxs,

d{o A * B)

d(a A * B) dao A * 8 ~a A ¥ § B.
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Supposons alors W orientable. Comme N (M/F) # 0, I est un morphisme

différentiel et par application du théorsme de Stokes, il vient :

<da,B> = <a,8 B> .

Ce méme résultat est obtenu en passant par 1'intermédiaire du feuilletage

N
F (cf. 2.2.3) si W n'est pas orientable. Finalement, on a Gr = Gr

et le reste en découle aisément B

On obtient le ré&sultat final annoncé.

2.2.5. Théordme de dualité. Soit (M,F) un feuilletage T.P. de codimension

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
i) la forme volume basique v est harmonique
.. n
ii) H (M/F) #0
iii) H*(M/F) vérifie la dualité de Poincaré.

Démonstration : (i) implique (ii) d'apr@s 2.1.5. Supposons alors que
Hn(M/F) # 0, 1'opérateur de Hodge commutant avec A (voir 2.2.4), induit

H™ T (M/F). D'olt la condition (iii).

un isomorphisme * : HE(M/F) -
Enfin, si H*(M/F) vérifie la dualité de Poincaré, on a
BU(M/F) # 0 et donc *A = Ax d'aprés 2.2.4. En appliquant cette relation

3 la forme volume v, il vient :

Puisque * est un isomorphisme, on a Av = 0. D'oii le théorémem
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3, Fewilletages niemanniens : Théonie de Hodge basique et dualité.

Un feuilletage riemannien (M,F) transversalement orienté se

# 1 . .
reldve en un feuilletage T.P. (M ,F7) dans le SO(n)-fibré principal
oot MY > M

des repdres transverses de F (cf. 3.1.2 et 3.1.3). Cette fibration joue dans
la suite un rble déterminant, car les formes F-basiques s'identifient par o

aux formes F#—basiques qui sont SO(n)-invariantes (cf. 3.2.1 (ii)).

Au §.3.1, on montre que p définit une suite spectrale de
Leray—Serre pour les formes F#—basiques qui comme celle de §.1.4 s'exprime
uniquement en termes de formes différentielles et dont le terme qu est
isomorphe 2 HP(M/F) @ HY(so(n)) (cf. 3.1.8 - Voir aussi [17)).

Dans 3.2., nous définissons tous les opérateurs de la théorie
de Hodge pour F et nous les relions aux opérateurs correspondants relatifs
a F' 3 1'aide de 1'intégration le long des fibres de p. On en déduit un
théoréme de décomposition de Hodge basique dans le cas particulier d'un
feuilletage F tel que la fibration p admette une forme caractéristique
fermée (cf. 3.2.10). Le cas général est traité au §.3.3 en se ramenant au
cas précédent par une modification de la différentielle.

3.1, Fibration principale associée a un feuilletage riemannien - suite

spectrale de Leray-Serre basique.

Nous commengons par rappeler la construction du feuilletage T.P.
HH _ . . . .
(M7, F")  "relevd" d'un feuilletage riemannien (M,F). Ceci nous permettra
' . . . % 4
d'introduire une nouvelle bigraduation du module Q (M'/F') et de construire
une nouvelle suite spectrale. Sauf en 3.1.1 et 3.1.10, les feuilletages
considérés seront supposés transversalement orientés.

Soit donc (M,F) un feuilletage de codimension n sur une

variété compacte M.
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3.1.1. Feuilletages riemanniens.

i) On dit que F est riemannien s'il existe une métrique rieman-
nienne Ro sur R" et unm cocycle feuilletd C = ({(Ui’fi)}’{gij}) définis—

. . P n
sant F tel que pour tout X € M, gij(x) s0it une isométrie locale de R .

La différentielle Dgij est 3 valeurs dans le groupe orthogonal 0(n)
et le fibré normal v(F) est muni d'une structure riemannienne Rv

invariante le long des feuilles de F (voir aussi 2.1.3 (ii)).

ii) En choissant un supplémentaire N(F) de T(F) dans T(M),
on pourra compléter Rv’ considérée comme structure riemannienne sur N(F)
en une métrique R = RT 0 Rv sur M, dont on dira qu'elle est quasi-fibrée
(voir [47]).

On remarquera que dans un syst@me de coordonnées locales (x,y)
adaptées & F, la métrique R sera donnée par une expression du type

2 - k 2 i, ]

ds” = } Rk (x,y) vy v + 2 R..(y) dyldyJ

k.o s )3 1]
3 ’

dont la seconde partie correspond & Rv'

4 u .
3.1.2. Feuilletage (M",F") relevé d'un feuilletage riemannien transver=-

salement orienté (M,F). (cf. [Qﬂ)

i) Soit (M,F) un feuilletage riemannien transversalement

orienté défini par un cocycle C comme ci-dessus. On désigne par :

o
ot M > M

le SO(n)-fibré principal associé & v(F), c'est~a-dire le fibré des
repéres orthonormés directs transverses a F. Il est défini par le cocycle

({Ui},{Dgij}).
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On remarque que la différentielle d'une submersiom fi permet
d'associer & tout repére transverse de F au-dessus de U, un replre de
; n
R™. Donc si p_ : E > RY est le fibré des repdres directs de R, la
o
submersion f, 1induit une submersion F.1 telle que le diagramme suivant
i

commute ¢

De méme la différentielle de 1'isométrie locale gij induit

un difféomorphisme local Gij de E qui fait commuter le diagramme

G, .
E ——X L E
OOJ ipo
e ¥
/" ij &™

On vérifie alors aisément que ({(p_l(Ui),Fi)},{Gij}) est un
H #
cocycle feuilleté&. Il d&finit un feuilletage F° sur M’ qu'on appelle
le relevé de F.

i
ii) On convient de faire opérer $0(n) & droite sur M . Par cons-

truction, F# est invariant par cette action, sa dimension est &gale i celle
de F et la restriction de p & toute feuille L de F%‘E est un revétement
galoisien, de base L' = p(L) ¢ F, dont le groupe d'automorphismes est isomor-
phe au groupe d'holonomie de L'.

i

L'intérét de F ré&side dans le fait que c'est un

feuilletage T.P. Nous en décrivons maintenant un parallélisme transverse.
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# o
3.1.3. Un parallélisme transverse pour (M",F") (cf. [43]).

i) Posons N = %—n(n—l) = dim SO(n). La connexion de Levi~Civita

n . P
sur (R ,Ro) permet de construire un parallélisme

o o o o 0
P- = {Pl,...,Pn, Ql,-..,QN}

de E qui jouit des propriétés suivantes :

(o)

N} de P° est formée par une base de

(a) La partie verticale {Q?,...,Q
1'algébre de Lie des champs de vecteurs fondamentaux pour 1l'action de

S0(n) sur E (celle~ci est isomorphe & l'algdbre de Lie so(n) de $0(n))

(b) La partie horizontale {P?,...,Ps} de P° est formée de n champs
de vecteurs tels que pour tout x € E, {P?(x),Pg(x),...,P:(x)} se projette

en un repére orthonormé de T ORn).

o (x)
o
(¢) 8i G est le difféomorphisme local de E induit par une isométrie

locale g de R", alors P° est invariant par G.

o

11) Cette dernidre propriété (c), nous permet d'associer 3 P

. b b b b b 3 .
une famille P~ = {Pl,...,Pn,Ql,...,QN} de champs de vecteurs F'~basiques
it
qui trivialise le fibré v(F'). On choisit un suppiémentaire N(F#) de
8§
T(F') dans T(M) ; en représentant les &léments de Pb par des sections

de N(F'), on obtient finalement une famille
= {
RS SN T

4 ) m
de champs F -feuillet&s qui est un parallélisme transverse de F'.

On décompose N(Fﬁ) en la somme d'une partie horizontale et
d'une partie verticale engendrées respectivement par les {PiJ et les

{0.}
]

NG IR RGO R E MG T



- 93 -

# '
Un champ X € X(M#,F“) est dit pur horizontal (resp._vertical)
. . h, 4 v, 4
si c'est une section de N (F") (resp. N (F")). Par exemple, pour les

crochets de Lie, on a :

(a) [Pi’Pj] est vertical,
(b) [Pi’Qk] est horizontal,
(c) EQk’Q13 est vertical.

iii) Pour terminer, remarquons que la métrique transverse de
F# définie 3 1'aide de P comme en 2.1.3 (i) est invariante par S0(n).
#

En outre la fibration p : M + M 1induit une isométrie du sous-espace

H H
horizontal de N(F') en x € M’ sur la fibre vp(x)(F)l

La distinction précédente entre €léments horizontaux et
éléments verticaux du parallélisme P va nous permettre mairtenant de
PP . . *, H %
définir une nouvelle bigraduation sur le complexe O (M'/F') des
formes F#-basique, dont on remarquera qu'elle est sans grand rapport avec

la bigraduation précédemment définie en 1.3.6.

o
3.1.4, Le complexe des formes F -basiques.

On désigne par W 1la variété basique de Fr
E.
i) Dans la base P-canonique de QI(M JF7)  (cf. 2.1.1), nous

s s P, . 12 n PP
distinguons les &léments horizontaux {w ,0”...w } dé&finis par

]
o

pour tout k

mi(Qk)

wl(Pj) =8 pour tout 1i,j ;

. . i N P
et les €léments verticaux {8 ,...,6°} définis de facon analogue.

. E I
La base P-canonique de Q" (M/F")  sera alors donnée par les

r .
Cn expressions du type

(oft r =p+q, i, < ... <1 g n et jl <3, € e jq ¢ N) dont on dira
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qu'elles sont de degré horizontal p et de degré vertical q. Ceci définit
la bigraduation annoncée :
4 i 3
Foftsiy - e oPlardi/Ety.
p+q=r
Par définition de la partie verticale du parallélisme P,

on a des relations du type

Jay gl gtk
do’ = ¢ ne C:

ik € A(W).

Par suite la différentielle d se décompose comme dans les cas usuels sous

la forme :

4

ii) L'action 3 droite de SO(n) sur M

#

S0(n) sur les formes différentielles de M

induit une action de
qui préserve les formes
F#—basiques. Comme en outre la différentielle d'une forme SO(n)-invariante
est elle-méme invariante, on obtient le sous—complexe différentiel des

formes F%-basiques SO0(n)~invariantes qu'on désignera par
I U
(I M /F7),d).
4 M
Ce n'est évidemment pas un A(W)-sous-module de Q(M"/F' ), mais il sera muni
d'une structure de IA(W)-module. I1 est bigradué par restriction de la
. . * #
bigraduation de (M%/F’) [ ]
11 est bien connu que 1'inclusion
i i
i st ary - of e

est une équivalence d'homotopie, ainsi que sa restriction aux formes F -basi-

ques. Son inverse homotopique est 1'opérateur de "moyennisation” par rapport
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par rapport au groupe SO0(n). Comme nous aurons besoin d'un raffinement de
ce résultat prenant en compte la bigraduation introduite en 3.1.4, nous

reprenons rapidement cette question en nous basant sur 1l'exposé de @@L

$ . .
3.1.5. Moyenne d'une forme «a € qu(M“/F“) relativement 3 l'action de S0(n).

. . # # . N .
i) Soit ¢ : M’ x SO(n) -~ M” 1'action (3 droite) de SO(n)
# . . ~ s ez . .
sur M" . Cette application ¢ peut €tre considérée comme une SO(n)-fibration

. . . . -1,
principale dont la fibre au point (x,g) est l'ensemble {xh,h 8 hesom)

. # . .. #
Elle est transverse au feuilletage F' et l'image réciproque ¢*F‘ est

b
un feuilletage dont les feuilles fibrent au—dessus des feuilles de F-

. ¥ H . ces s
(par restriction de ¢). L'espace transverse N(¢ F') s'identifie & un sous-

fibré d'une somme directe de trois factéurs qui s'écrit (avec des abus de
notations évidents)

Wt o vy o T(som))

et qui induit une graduation 3 trois indices sur 1'espace des formes

L . . HoH
¢*Ft—basiques. Ainsi, pour tout a € qu(M'/F“), la forme ¢*a est

#

‘~basique et s'@crit :

o°F

* ]
efa= ) oP9'd
q'+q""=q

(A noter que le degré horizontal p est préservé par rel&vement !).

ii) Désignons par X la forme volume canonique sur S0(n),
b
considérée comme une forme de type (0,0,N) sur M x SO(n). L'opérateur

"moyenne" est défini par

1.
m(a) = { ¢*a A Xo pour a € qu(M%/Fg)
S0(n)

(oli i désigne 1'intégration le long des fibres du fibré trivial
S0(n)
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t

H 4 I
pry: M7 ox $0(n) > M"). On vérifie aisément que pour tout « € qu(M”/F#),

on a @

O S I Gl
150(n) °

m(da) = d m(a),

m{a) = o si a est SO(n)-invariante.

3.1.6. Lemme. L'opérateur j om est dol—homotope 3 1'identité. En d'autres
termes, il existe un opérateur

SO - : qu(M&/Fg) > QP,Q'l(M{*/F?‘*)

tel que pour tout o € qu, on ait

(Gom(a) ~a=(d + S ) (o).

01%0,-1 * %0,-1%:1

Démonstration : L'op&rateur S va &tre obtenu comme somme de deux opérateurs

de type (0,-1).

(a) Soit U un voisinage contractile de 1'élément neutre e de SO(n).

Une N-forme 4 support dans U est cohomologue 3 ¥y si Xep = 1.

X
v ° Iso(n) v

Dans ces conditions, il existe une (N-1)-forme X telle que

. : PLPNE :
X "Xy = dA. Par suite si o€ @ (M“/F") et si on pose

m (o) f 4>*1\x
a) = o >
v S0(n) u
il vient :
*
m(a) - m (o) = ¢ a A dx s
v ISO(n)
m(a) - m(a) = d[(-x)rf ¢*anJ + (-pT! } 0% (do) A A,
S0(n) S0(n)



- 97 ~

ofi r = p+q. On obtient un opdrateur k de type (0,-1) en posant (avec les

notations de 3.1.5) :

k(@ = (D" o % A a = (DT } WPl
/50(n) S0(n)

Alors, comme m{a) - (o) est de type (p,q), un calcul simple montre
mU Y P

que l'on a :

m{a) ~ mU(a) = (dOIk +k ) (o).

0,-1 0,-1d01

(b) Finalement, soit r : U x I > U une rétraction de U sur e.

L'application

(id,r)

N H H# 4
¢ + M'xUxI M'xU M-

4 . ~
est transverse 4 F' et l'espace transverse au feuilletage ¢

i
*
(dont les feuilles sont difféomorphes au produit par I des feuilles de

F#) s'enrichit d'une quatri®me composante correspondant au facteur I.

pq i .
Pour a € @ (M'/F"). On a la décomposition

"* v _nt
¢ - ] Z "ne (_l-pq q q
q'+q"+q" =q

oli i1 faut remarquer encore une fois que le degré horizontal p est

préservé.

En reprenant le calcul de (@@, vol. I, p. 178) et en raisonnant
sur la bigraduation comme en (a) ci-dessus, il s'introduit un opérateur ¢

de type (0,~1) tel que

mplad = = (gt ¥t 1900

On trouve S en additionnant £ et k®
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Nous en arrivons 3 la suite spectrale annoncée.

i
3.1.7. Suite spectrale de cohomologie basique de la fibration p : M" > M.

i) De fagon analogue 3 1.4.1., on pose

4 4
FPOT (M /F) = {a e 97 | 1,0 = 0

v
I
pour tout (r-p+l)-uple V = X1 Ao A Xr-p+1 de champs F'-feuilletés
verticaux. D'aprés (3.1.4), on a
4o H HooH
arPat o /FTy © PP o Fy

Ce qui nous définit une filtration décroissante compatible avec la

différentielle.
ii) la suite spectrale correspondante,
+ HoH#
B2 ) = wPTu"/F)

-

H
qui aboutit 3 la cohomologie basique de F" s'appelle la suite spectrale

: M#

de Leray-Serre basique de la fibration o > M.

3.1.8. Théordme. Pour tout feuilletage riemannien transversalement orientable
(M,F), la suite spectrale de Leray-Serre de la fibration principale associée

p vérifie les relations suivantes :

Pl /P,

ne

b E%a,) ol

P a/F) 8 Hl(so(n)),d @ 1]

1) [E}%,4)]
1i) £bd 2 wP(/F) 8 Hl(so(n)).

(ot so(n) est l'algébre de Lie de S0(n)).
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Démonstration : L'E&galité (i) est obtenue de la fagon habituelle. Pour démon—
trer (ii), on considére le fibré en algdbres de Lie associé a p
H
£:so(n) »E ~M,

et on note Aqg* le fibré vectoriel associé (cf. 1.3.2)

2 so@n™ E(ET) - M

comme SO(n) est connexe, l'argument usuel montre que le fibré de cohomolo-
gie Hq(E) obtenu 3 1'aide de la différentielle 09 de 1.3.2 est le fibré

trivial de fibre Hq(so(n)).

Mais en proc&dant exactement comme en 1.3.7 et 1.3.8, on montre

que :

(B
L st

S

[mpq@ﬁﬂﬁxdm]: P M/F 5 1%),0].

Et puisque l'injection j : 1079 5> oPY est une équivalence d'homotopie
pour la différentielle d01 (cf. 3.1.6), on obtient par passage a la cohomo-

logie :
BP9 2 oPau/F,uY () 2 P /Py @ Hl(so(n)).

Pour finir, la différentielle d, de gPd

1 1 s'identifie comme en 1.3.9.

D'oll le thé&oréme ®
3.1.9. Corollaire. Dans les conditions précédentes, on a :

B Nof iy L i/ e 1 (som)) Y EM /).

Pour terminer considérons le cas oii le feuilletage riemannien

n'est pas orientable.



- 100 -

3.1.10. Feuilletage riemannien non transversalement orientable.

Soit (M,F) un feuilletage riemannien de codimension n.

i) si F n'est pas transversalement orientable, on construit
q (MI’FI) -+ (M,F) le feuilletage induit sur le revétement des orienta-
tions transverses de F. Le fibré des repéres transverses de F, (cf. 3.1.2),

1

définira un O(n)-fibré principal au-dessus de M

Et on aura comme préc&demment une suite spectrale reliant la cohomologie

basique de F? 3 celle de Fl'

P

ii) On passera 3a la cohomologie basique de F par 1'identification
Q*M/F) = of M /F)
22 11

-

ol Q; (MI/FI) est le sous—complexe des formes F‘—basiques qui sont inva-
2
riantes par l'action naturelle de ZZ sur M.

En particulier, on aura 1 0/F) = 0.

3.2, Préliminaires pour le théoréme de décomposition de Hodge.

Nous nous plagons dans la situation du paragraphe 3.1 et dési-

HoH . . .
gnons par (M',F"), le feuilletage T.P. relevé d'un feuilletage riemannien
(M,F). Dans ce paragraphe, nous décrivons les relations &tablies entre les

-Ll: .
opérateurs de la théorie de Hodge pour F" et F respectivement, au moyen

de 1'intégration le long des fibres de la fibration o : M# + M. Ceci nous
permettra déja d'obtenir le thoéréme de décomposition de Hodge basique

dans le cas des feuilletages F pour lesquels p admet une forme caracté-
ristique yx fermée (cf. 3.2.1).

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que F est transver-

salement orienté.
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H
3.2.1. Formes volumes basiques de F et F".

oo
Soit {wl,...,m“,el,...,eN} la base duale dans QI(M“/F”) du

parallélisme P de Fﬁ (cf. 3.1.4 (1)),

2 wou
i) La forme x = 6l he A ...n6"e 2ONOCYEY  est

SO(n)—-invariante. Un calcul explicite, utilisant les ré&sultats de crochet

de 3.1.3(ii), montre que d = 0, On appelle x 1la forme caractéristique

10X
_— #
du fibré p : M" > M.

ii) La fibration ¢ induit
* Ho 3
o* 1t oF) > 25000 F

dont il est aisé de voir que l'image est exactement IQr’O(M#/Fﬁ). Pour
des raisons de conmmodité& on fera souvent 1'identification
Qf (u/Fy =105 00t EY .
L'orientation transverse de F définit une orientation du
fibré normal v(F) (muni de la métrique transverse Rv)' Exactement comme

dans le cas du fibré tangent 3 une variété riemannienne, cette orientation

définit une unique forme v € Qn(M/F) qui vérifie la relation
V(Xl"°"xn) v(Yl,...,Yn) = det(Rv(Xi’Yj))

pour tous Xl,...,xn,Yl,...,Yn dans v(F). C'est la forme volume basique

de F. Avec 1'% e n on,0, 4 .
. identification ¢ (M/F) = Ig > "(M'/F), on peut écrire

1 N
v = A wz Aveeee w

. . . i .
(c'est une forme SO0(n)-invariante bien que les w ne le solent pas en
général).

4 4

iii) Enfin v ' = v A ¥ est la forme volume basique de ainsi

qu'elle a été définie en (2.1.1 (iii)). Elle est SO(n)-invariante.



Dans la suite, afin d'éviter les confusions, nous affecterons
d'un diéze # tous les opérateurs (sauf la différentielle d) relatifs
- ®0 L. < . # # T
a F'. Ainsi, on désignera désormais par * <> 8", A" les opérateurs

introduits dans (2.1.4), réservant les notations *, < >, §, A  pour des

opérateurs portant sur les formes basiques de F et qui restent & définir.

3.2.2. Les opérateurs de Hodge pour F et F"

i) Ainsi que nous 1'avons déjd remarqué 3 propos de la forme
volume basique de F, la métrique transverse Rv nous permet de définir

un opérateur

x0T M/P) > 2T/

par un procédé analogue 3 celui que l'on utilise dans le cas des variétés
riemanniennes.
. a s 70 . s . T r,0, #H #
En fait grdce a 1l'identification & (M/F) = IQ M/F), on

vérifie immédiatement que cet opérateur appelé opérateur de Hodge basique

. P (O P
de F sera induit par l'opérateur suivant défini sur ot (M#/F¥)

i k k

i
*(w LA oo fw r) = e(il,...,ir) w ! [ W

oll k1< veans < kn—r est la suite complémentaire de i] < 12 vee < i

dans (l,2,...,n) et g(il,...,ir) est la signature de la permutation

(i i skl k )
T

177 1’ n-r

i1i) De la méme maniére qu'en (2.2.3), on vérifie que

r(n—r)a

% % o = (-1) pour tout o € Qr(M/F)

donc que * est un isomorphisme dont 1'inverse est donné par la formule

habituelle
-1 r{n-r) «

* = (-1)
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sas . . g . . #
iii) Finalement soit *' 1'opérateur de Hodge basique de F".
s - #
Les définitions explicites de * et %', montrent que 1'on a les deux
relations suivantes (quel'on vérifie en &valuant sur la base canonique

de nr’O(M#/Fﬁ) :

i #
g o= % o Ay et ¥ = % (a A X)
pour toute forme a € o C1/F)m

u
3.2.3. Produits scalaires pour F et F

L 44 L
. . r = e . . 5t e -
i) Nous munissons £ (M /F7) du produit scalaire <,> défini

en (2.1.4) et notons <,> le produit scalaire sur Qr(M/F) obtenu par
L, 4 r,0, # & <

restriction de <,>" a IQ > (M'/F'). En procédant comme en (2.2.3),- (et

avec des notations comme en 2.2.3 (i1ii)) ce produit scalaire s'exprimera

en fonction de 1l'opérateur * par les formules :

I I(aA*¥BAX) si la variété basique W de F#
%) est orientable,

<o,B> =
n
% I I(EA*EA;) dans le cas contraire
J ' .
W

pour tous o,B € Qr(M/F).

1) Soit & : QT(M/F) » @° L(M/F) 1'adjoint de d par rapport

4
4 <,> . En géndral on a bien sfir &a # §"«. De méme pour le laplacien

L
F-basique A = d§ + &d, on a Aa # Ata.

iii) Finalement H(M/F) = Ker A est appel& 1'espace des formes

harmoniques basiques de F. On vérifie de la fagon habituelle que les sous-

espaces Ker A, Imd et Im & sont deux 3 deux disjoints et que 1'on a

Ker A= Ker d N Ker §.



- 104 -

Dans la suite, nous utiliserons de manidre essentielle 1'inté-
gration le long des fibres du fibré o mais appliquée aux seules formes
& . . . . s s . .
F -basiques qui sont S0(n)-invariantes. Cette restriction qui facilitera

nos calculs est justifiée par le résultat préliminaire suivant.

4 . . .
3.2.4. Proposition. Les formes F'-harmoniques sont S0(n)-invariantes et

pour tout r e¢ N, on a une décomposition de Hodge

) . L - 3
wrar /FY = HEof Yy e a(otY) e sty

i
Démonstratiqg : Comme SO0(n) agit par isométries sur v(F') (ecf. 3.1.3 (iii)),
P . *  HoH
on vérifie que son action sur Q (M'/F") commute avec 1'opérateur de Hodge
i ) _ _ . H .
* . De plus cette action préserve les adhérences des feuilles de F" (i.e.
les fibres de la fibration basique 1 et donc S0(n) agit par isométries
sur la variété basique W. Par suite la forme volume w sur W (ou si W
n'est pas orientable, la mesure positive u) est invariante par SO(n) et
le morphisme I de (2.2.2) commute avec l'action de S0O(n).
r, 4
En résumé, pour tous a,8 € O (M'/F") et tout g e SO(n),

on a (si W est orientable) :
* Hox * H * i
I(g o A *'g'B) = I(g (a A #78)) = g I(a A *7B)

H 4 f 4
| 1% n %) < | gtie n ety - [ 10 4 af)
Jy A% w

H

* * 3
<g o,g B>" = <a,B>" .

De cette relation et de la relation correspondante dans le cas
; 1 de T8 4
non orientable, il découle que les sous—espaces H (M'/F') et 1Im §
s . .
sont stables par 1'action de SO(n) sur Qr(M#/F”). Enfin puisque SO(n)

est connexe par arcs, l'argument d'homotopie habituel montre que son action

sur Hr(M#/F#) est triviale. Comme H' s'identifie 3 HT (voir 2.1.6),
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on obtient
HE ol P ¢ 1t ol EY.
La proposition suit par unicité de la d8composition d'une forme invariante ®

3.2.5. Quelques propriétés de 1'intégration le long des fibres de

ot M > M (voir BE]).

Rappelons que 1l'on désigne par {Ql,Qz,...,QN} la famille des

4L
champs fondamentaux pour l'action de SO(n) sur M'.
i) En restriction aux formes F -basiques qui sont S0(n)-inva-
riantes, 1'intégration le long des fibres de [ désignée par :
{ N, d 4 !
{ : 1" Naf/EY > ot ouR) = D0 af /)

peut étre définie par :

a= (- o ol i e =i i cer i a.
50(n) so(m)® ~ to to | 0,

ii) Alors on v&rifie que 1'on a les propriétés suivantes (la bi-

graduation &tant celle introduite en 3.1.4)

. r
}a =0 sauf si o € 1ID N .

‘
}da d{a pour tout «a € IQrN

(}a) A B

Enfin, pour a € Qr(M/F), on vérifie que :

1

I V
(—1)1“\I o A (}B) pour tout a e IQr1 et B € IQSN

}(a Ax) =a

ce qui montre en particulier que y est surjective.
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[ &
La prochaine &tape vya consister & relier { § et §.

rs, %, .3
3.2.6. Lemime : Pour tout a e IQ (M /F'), on a

ka3 N
$7a = (1) §fa pourvu que s # N-1.
J

Démonstration : La relation est trivialement vérifiée pour s ¢ N-2. Pour
la vérifier dans le cas s = N, il nous suffit de montrer que si o est

fixée, alors pour tout § ¢ Qr—l(M/F), on a la relation :

(8) <}6¥a,6> = (—-l)N <8 } a,B> .

Nous nous contenterons d'ailleurs de le faire dans le cas oli la variété
i .
basique W de F° est orientable.

Nous calculons successivement les deux produits scalaires qui

figurent dans la relation (S).

a) Considérons la forme X = (IG#Q A % B) A x. On a les égalités successives :

!

A= (-0 TN Sy f(*e A X)
v o= (DTN G g d'aprés 3.2.5 (ii)
v o= DTN St e a0 d'aprés 3.2.2 (iii)
On en dédu?t que :
- ( DN (8o

<! 8§ 0,B> = jw I(A) = (-1

(r-1)N

n
= (-1) <a,d(B A x>

(r-1)N #

= (-1 <a,d8 A x> .
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La derniére égalité provient du fait que leX

=0 et que

n
<a,d(B A ¥x)> = <a,le(B A x)>% vpuisque o est de degré vertical

maximum N.

b) On fait de méme avec \' = (ia)A * dg A ¥x. On a successivement

rN

A= (-1 o A }(* B A Y = (—1)rN o A *dB

i
At = (-1 a A *°(dB A X).
Par suite

<8 i a,Bf> = <Pa,d8> = } (")
J Iy

L

rN

f #
<8 f a,BR> -1)"7 <a,dB A x>

La relation (S) suit immédiatement®

ros, 4 4
3.2.7. Lemme : Pour toute forme o e I ~“(M/F), on

# N [
,f(s a = (-1) SJ/u+/J/6_2,+1 a.

a

Démonstration : La formule ci-dessus se raméne 3 3.2.6 quand s # N-1,

si s = N-1, on a :
et donc

Comme par ailleurs SJQ = 0 dans ce cas, le résultat

annoncé est démontré @
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3.2.8. Le relévement vy : 2 (WF) » o Nad/Fh.

i) On définit ¢ par ¢(a) = a A X pour o € Qr(M/F). Comme
L(u A x) = o, on voit que ¢ est injective mais ce n'est un morphisme de
J
complexes différentiels que si dy est nulle.

.. . L O, 4 4 .

ii) Soient o et B deux éléments de Io (M/F7). D'aprés

3.2.2 (iii), on a :
. .
ah x A *(BAY) =a Ay A %3

et en utilisant les formules 3.2.3 (i), il vient :

ca b B AT = (TN s

r—l,N( 8

Soit maintenant B8 A x e IQ MY/F7). Comme d = 0 (d'aprés

10X

3.2.1 (1)) et que d = dg la relation précédente nous donne successive-

10°

ment :

# 4 4 #
<<S_‘1 O(QAX),BAX>” <an,dlo(BAx)>“ = <ahy,dBAx>"
Y

= (-l)(n-r)N<a,dB> = (-l)(n_r)N<6u,B>

mn
<Sahy,BAX>" .

4 . .
L'argument utilis& en 3.2.4 montre que 6:1 O(QAX) est S0(n)-invariante
E)

et donc, on a :

Fue

ajl,o(an) = Sa A X.

ii1) En utilisant le fait que SO(n) est unimodulaire, on montre
de méme que

66 —1(an) = (0 pour tout a € Q" (M/F).
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Pour des raisons de degré, on arrive 3 la formule

6#(qu) = 8o A ¥ pour tout o € Q(M/F).
3.2.9. Remarque. Tous les calculs précédents ne nous permettent malheureuse-
ment pas d'&tablir de "bonnes" relations entre les formes Ao et A#a pour
o€ Qr(M/F). Toutefois la situation se simplifie fortement si
dy = dz,_] X = 0. En effet dans ce cas on a pour tout o € IQ*(M#/Fﬁ) les

relations :

#

i) dla A x) =do A x 3 6#(qu)= §"a A x. Donc A#(an) = Ao A X.

ii) ,fs#a = )Y s f -

En effet si a est de type (r,N-1) et si B A x est un élément quelconque

de Qr—Z,N on aura :
i B A x> A, (B A>T =0
< o > = < >! =
—2,+1 @B A X 1dy 18 A x
et donc
4
5_2’+1a = 0.
On applique (3.2.7).
iii) Infa = N 4 } a
J J

On en déduit une démonstration aisée du théoréme de décomposition

de Hodge de Qr(M/F) dans le cas oii dy = 0.

3.2.10. Théoréme. Soit (M,F) un feuilletage riemannien transversalement
orienté sur une variété compacte.
&

Si la forme caractéristique x de p : M > M est fermée,

on a pour tout r une décomposition en somme directe

QS (M/F) = HS(M/F) ® Tm d 6 Ims

avec dim Hr(M/F) < 4o,
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. P < L . 3
Démonstration : Le thé&oréme de dé&composition de Hodge basique pour FV

(cf. 2.1.5) et la proposition (3.2.4) nous donnent la décomposition :
+ B EIS Y -
w™Nor /P = N/ 8 ety e st et

On applique 1l'opérateur & a cette décomposition. Comme il est surjectif

(cf. 3.2.5 (i1)) et commute (au signe prés) avec d d'une part, avec

87 et & d'autre part (cf. 3.2.9 (ii)), on obtient une dé&composition

QN (M/F) = HE(u/F) + a@ YouF) + s ow)).

En fait cette somme est directe d'aprés 3.2.3 (iii).

Pour terminer, rappeloms que ¢ est injective (cf. 3.2.8 (i))
#oY
et par les mémes relations de 3.2.9 (i), envoie Hr(M/F) dans Hr+N(M‘/F“).

I1 vient dim H'(M/F) < += ®

3.3. Cas général : décomposition de Hodge basique et dualité.

Nous considérons un feuilletage riemannien (M,F) pour lequel
la forme dx est éventuellement non nulle. Pour pouvoir reprendre la
démarche utilisée & la fin du paragraphe précédent, nous raisonnons en termes

de "suite d'opérateurs différentiels" au lieu de "complexes différentiels".
. T (.

3.3.1. La suite (2 (M'/F7),d).
Supposons F transversalement orienté et considérons la suite

d'opérateurs différentiels :

4oou d oY d N B8
(s) 020 /Py —2— alar /iy s S 2Nt s o
ot d=d., +d,_ =d~-4d , au sens de la décomposition 3.1.4. Cette suite
01 10 2,-1

ceex . . P =2
ne définit plus un complexe différentiel puisque, en général, on a d" # O.

*
i) Soient ue W, & € Tu(w), E 40 et ¥ e A(W) tels que

$u) =0 et dP(u) = £ le symbole de d au point (u,f) est défini par
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0@ (u,6) w = dWw) = @ A w)

FEE -
pour toute forme w € Q*(ML/F“). Comme di d) et que P(u) =0, on

voit immédiatement que l'on a

o(d) (u,£) = o(d) (u,£) pour tout {(u,&).
- u
ii) L'adjoint de d par rapport au produit scalaire < >"

- ou n .

est bien siir 1'opérateur 6# = 66 g * $21.0 - Son symbole en un point
b b

(u,£) est le transposé de l'application linéaire o(a)(u,g) donc compte

tenu de (i), il vient :
4 4
(87 (u,8) = 0(87)(u,&) pour tout (u,&).

iii) Finalement, pour chaque r, nous définissons

3= @Mt : Tl — ofodFh.

4
C'est un opérateur auto-adjoint par rapport & <,>"., En outre, les régles de
P P pp g

calcul usuelles pour les symboles (cf. [15], p. 134) et les résultats précé-

dents donnent
-3t #
a(a™) = o(a9).

#

Bref A" est un opérateur différentiel auto-adjoint elliptique.

iv) Le théordme de décomposition correspondant (cf. 591 théoreme
4,12), nous permet d'Bcrire :
4oy & - ) ~#
QF(MT/FT) = Rer A © Im A avec dim Ker Aﬁ < 4w,
-3
Exactement comme en 3.2.4, on vérifie que les deux espaces Ker A" et

Im A" sont stables par l'action de S0(n) et donc que 1'on a une décomposi-

tion induite pour les formes SO(n)-invariantes
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ro4 o # oy 1t
IO (M7/F) =Ker AV ® A (I ) avec dim Ker A" < +o

A =2 . .
La non-nullité de d~ fait que, contrairement au cas des

-3t
complexes elliptiques, on ne peut plus décomposer Im A" en une somme

m

Imd ® Im §. Mais ceci est sans importance pour notre propos. Par contre

il reste vrai que

-4

-4 -
Ker A" = Ker d N Ker §
En outre, on a les ré&gles de calcul suivantes :

3.3.2, Lemme. Si F est transversalement orienté. On a :

) #oo4
i) ié”a = (—I)N 8 }a pour tout a € IQr(M“/F‘),
4
i) 87(B A x) = 5B A ¥ pour tout B8 € 9' (M/F).

. . . P PR 4
Démonstration : La relation (i) découle de 3.2.7 par définition de &"

La relation (ii) provient de 3.2.8 (iii) compte tenu du fait que

6?2’”(8 Ax)=0m

A partir de 3.3.2, on obtient maintenant le th&oré&me de d&compo-—
sition de Hodge basique pour un feuilletage riemannien quelconque (M,F)
exactement par la méme démarche qu'en 3.2.10 pourvu que F soit transversa-
lement orienté, Par ailleurs, le produit scalaire <,> (cf. 3.2.3) est
défini, que F soit orientable ou non et il en est donc de méme pour ©
et A. En identifiant Q*(M/F) aux formes basiques Zz—invariantes du
revétement des orientations transverses de F (cf. 3.1.10), on étend sans

peine la décomposition précédente au cas non orientable ; d'oli 1'énoncé

général suivant :
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3.3.3. Théoréme de décomposition de Hodge basique :

Soit (M,F) un feuilletage riemannien de codimension n sur

une variété compacte M. Pour tout r<n, on a :
. r r
)Y QM/F)y =H M/F) 8 Imd & Im §

ii)  dim HE(M/F) < 4o,

3.3.4. Corollaire (cf. [I7]). Soit (M,F) un feuilletage riemannien de

codimension n. Pour tout r < n on a :

N

HE(M/F) S HE Q)

Donc la cohomologie basique de (M,F) est de dimension finie.

Pour finir, nous allons &tablir un thé&oréme de dualité de
Poincaré dans les mémes conditions et de la méme mani&re que pour les
feuilletages T.P. a partir du préliminaire technique suivant (analogue 2

2.2.4).

3.3.5. Proposition. Soit (M,F) wun feuilletage riemannijen de codimension n.

Si Hn(M/F) # 0 on a les relations :

(1) § r ol et (ii) *p = Ax.

"
~
1
Z
*
o,
*

. . n . - .
Démonstration : Si H (M/F) # O, F est bien slir transversalement orientable

+ o
Hn+N(M#/F“) # d'aprés 3.1.9 et le morphisme 1 relatif a F  (cf. 2.2.2)

2

est un morphisme différentiel.
Pour établir la formule (i), on procé&de comme en (2.2.4) (en se
restreignant 13 aussi au cas ofi W est orientable !).
r=1 r - .
Pour tout o € 8 M/F) et B et (M/F), on a la suite

d'égalités

’
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daA*g) =dahA*B+ (-D" P andaxs
d[uA*BAx]=daA*BAx+(-l)r_lo.Ad*BAx

puisque d =0,

10X
difa A% B Ax]=I[def*8Ax] + <DV 1[a ads 8 2 ]

En intégrant sur W, il vient grdce au théoréme de Stokes :

-1

0 = «<da,B> + (—1)1'_l <o, %  d¥B>

et &= (-1)F ! d* est 1'adjoint de d par rapport & < > c'est-d~-dire

§ = §. La relation (ii) suit immédiatement &

3.3.6. Théordme de dualité. Soit (M,F) wun feuilletage riemannien de

codimension n. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) F est transversalement orientable et la forme volume
basique v de F est harmonique ;

.. n

ii) H (M/F) £ 0,

iii) H*(M/F) vérifie la dualité de Poincaré.
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CHAPITRE IV

OPERATEURS TRANSVERSALEMENT ELLIPTIQUES

SUR UN FEUILLETAGE RIEMANNIEN.






1. Optrateuwns efliptiques Lnvarionts.

Soient M une variété de dimension n, G un groupe de Lie connexe et
E un fibré vectoriel complexe de rang N' défini par un cocycle {Ui’Yij} oll U.1
est un ouvert de M et Yij une application de U.l N Uj d valeurs dans GL(N',€).

1.1. Définition. On dira que E est un G-fibré s'il existe une représentation de
G dans le groupe Aut(E) des automorphismes de E au-dessus de M.

Ceci définit en particulier une action de G sur M. Soit E un tel
fibré et désignons par Cw(E) 1'espace de ses sections., L'action de G sur E
induit de maniére évidente une action de G sur Cm(E). Pour tout g € Aut(E) on
notera encore g 1'automorphisme de Cm(E) associé.

Si get, aeC (B, (g =galg x).

o0
8i X est un champ fondamental de l'action de G et o € C (E),

expt Xeo-0 (x)

(Lxu)(x) = lim T

t>0

1.2, Deginition. Une section o de E est G-invariante si gea = o, Ve € G, ou
encore LXOL = 0 pour tout champ fondamental X (G E&tant connexe). ]

On note CE(E) 1'ensemble des sections G-invariantes de E. C'est un
module sur 1'anneau AG(M) des fonctions G-invariantes i.e. constantes sur les
orbites de G sur M.

Soit D un opérateur différenteil agissant sur les sections de E.

On dira que D est invariant si LXoD = DoLX pour tout champ fondamental X asso-
cié 3 1l'action de G sur E. Un tel opérateur induit un op@rateur qu'on notera

©
encore D sur CG(E).

Une section ¢ de E est donnée localement sur un ouvert U, par ses
i

composantes

0, (0 = (o (1,000 ()
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de telle sorte que sur Ui N Uj on a

1

N
T\ _ e £
a (x) = KZI Yij j(x)-

Soit m 1'ordre de l'opérateur D. Alors Do a pour composantes

m N'
L 3 9, L
M) = § T PL(x 5 e seees )0 (X)
i k=0 £=1 k ax; an i
. e - 5 - 9 )
ofi Pk est un polyndme homogéne de degré k en oo ,...,5;; .

1
Dans toute la suite nous supposerons que G est compact. Dans ce cas le

fibré E peut 8tre muni d'une métrique hermitienne h = (h _) invariante par G.

2

. * .
Soient x € M et £ ¢ Tx M ; on substitue Et 53— pour tout
rl t
t=1,...,n et on note (Pm (x,i))r la matrice qui définit le symbole principal
3

or

o(D)(x,&) : Ex - Ex oll Ex est la fibre de E en x.

. I *
Soit T wun sous-fibré de T M.
1.3. Déginition. On dira que D est T-elliptique si 0(D)(x,£) est un isomorphisme
pour tout x € M et tout & non nul appartenant & T ..

s . 3 . - - *
On retrouve la dé&finition usuelle de 1'ellpticité en posant T =TM
Supposons que m = 2m'. En utilisant la métrique hermitienne h sur E
.. * .
on définit pour tout x € M et tout & € T M une forme quadratique AD(X,E,‘) sur

E en posant
< P

A (,E) = B(ED™ 0(D) G, 6 (M),n)
pour tout n € Ex'

1.4. Définition. On dira que D est fortement T-elliptique si AD(X,E,-) est

définie positive pour tout x € M et tout £ non nul appartenant 4 T . Dans le cas

* . e
oi T =TM, on dira tout simplement que D est fortement elliptique.
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Dans toute la suite M sera compacte et munie d'une métrique riemannienne

[ee]
G-invariante dont on notera dx la mesure canonique associée. Pour tous o,B € C (E)

on pose

<0,B> = J h(alx),p(x))dx (D)
M

fee) 00
On définit ainsi sur C (E) un produit scalaire G-invariant pour lequel CG(E) est

un sous-espace fermé. On pose

HG(E) = {0 € CG(E)/DOL = 0}

* =] o< _ *
By(E) = {Be CG(E)/HaecG(E), g =D a}

-

X . . . :
oli D est 1l'adjoint formel de D qui est bien entendu invariant. On a alors le

1.5. Théonéme. Soit D wun opérateur différentiel invariant et elliptique agissant
sur les sections d'un G-fibré hermitien E au-~dessus d'une variété compacte M. Alors
i) HG(E) est de dimension finie,

ii) on a une décomposition orthogonale COGO(E) = HG(E) 2} B:(E). B

Démonstration : L'opérateur D agissant sur Cm(E) est elliptique.
D'apreés la théorie générale [59] son noyau Ker D est de dimension finie, 1'image de

* s
D est fermée et on a une décomposition orthogonale

C°(E) = Ker D ® Im D" (2)

comme HG(E) est contenu dans Ker D, il est de dimension finie. D'autre part, les
P * . . .
opérateurs D et D  sont invariaants ; donc pour tout champ fondamental X 1'appli-

fee] o0
cation Ly : C (E) > C (E) préserve Ker D et Im D*. D'od

oo
Ker D N CG(E)

H,(E)

*
B, (E)

]

ImD N C:(E)
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mais surtout si o = al+a2 avec LXu

i.e. a € HG(E) et o, € BZ(E).

0 alors ani =0 pour i =0,

D'aprés (2) on a

oo *
CG(E) HG(E) ® BG(E)

C.Q.F.D.

2. Optrateurns transversalement elliptiques sun Les feuilletages. Applications aux

feuilletages rlemanniens.

Soit M wune variété munie d'un feuilletage F de codimension n. On
notera toujours TF 1le fibré tangent 38 F et VF = TM/TF ; X(M) et TI(F) sont
les A(M)-modules des sections respectivement de TM et TF.

Enfin si X est un champ feuilleté sur M, Xb sera sa classe d'équivalence dans
VF i.e. le champ basique associd .

Si V est un ouvert de M et E *> M un fibré vectoriel, C:(E) sera l'espace des
et E

1 2

sont des fibrés vectoriels gu-dessus de M, on notera Lk(El,EZ) le fibré des appli-

o] oo
sections de E au-dessus de V ; pour V = M, on aura CV(E) =C (E). 81 E

cations k-linéaires de E1 dans E Sk(El,Ez) le sous-fibré des applications

2
PP . k k k ' . . .
k-linéaires symétriques et § : L (EI’EZ) > S (El’EZ) 1'application canonique de

symétrisation définie par

k 1

ST (¥ p,eeenYy) = g7 g B 1y )
oli o0 décrit toutes les permutations de {li,...,k}.

7.1, Catigornie des F-4ibnés-Optrateurs differentiels basiques.

Soit 1 : P~ M un fibré principal de groupe structural G'C GEL(N',C).

Pour tout point z ¢ P on notera ;2; l'espace tangent en z & la fibre de 1.

2.1.1. Définition. Une connexion sur le fibré G' -+ P L M est un sous-fibré H de

TP tel que
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i) H, F:?; = {0} pour tout z € P ;

ii) Hzg' = (Rg')¥ Hz pour tout z € P et tout g' € G' of Rg' est

1'action & droite de g' sur P. @

Si H est une connexion sur P on notera, pour tout champ de vecteurs Y sur
’\l - 3 .
M, Y 1'unique champ de vecteurs sur P, horizontal et se projetant sur Y ; de

PO 1 v [ <
méme si T est un sous—-fibré de TM, T sera le sous-fibré de H engendré par les

relevés horizontaux des champs tangents i T.

2.1.2. Définition. On dira que P est feéuilleté s'il muni d'une comnexion H pour
o .
laquelle T = TF  est intégrable..

n Y
Dans ce cas T définit un feuilletage horizontal F sur P de méme

m
dimension que F et invariant par l'action i droite de G' sur P.

Notons w 1la l-forme de connexion associée & H. C'est une l-forme sur P & valeurs

dans ;?'.
e

2.1.3. Définition. La connexion H est dite basique si ® est basique pour F 1i.e

Law = O pour tout X tangent & F. On dira alors que P est un F-fibré.l
X

On remarquera que la forme  est basique au sens usuel car on a égale-

"
ment i w =0 puisque X, est horizontal pour tout X.
X

Soit maintenant E un fibré vectoriel complexe de rang N' et

1 i1 s s . 5 . . P e
G' »P—M le fibré principal associé par la représentation linaire G'< GEZ(N',C).

2.1.4. Définition. On dira que E est
i) feuilleté si P est feuilleté ;
ii) un F-fibré si P est un f-fibré. M
]
Rappelons que E s'obtient 3 partir de P en quotientant PX¢N par

1'action libre de G'
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-1
g'*(z,e) = (zg", g' "e).
N'

N' .
Pour tout (z,e) € PXC on notera [z,e] sa classe d'équivalence dans P XG, c .

. PP . N'
Pour toute section o de E on définit une fonction o(a) : P+ € par

[z,0( ()] = a(1(2))

On a clairement o(o)(zg') = g'_lo(u)(z) pour tout z € P et tout g' € G'.
oo t
L'application 0 est un isomorphisme de Cw(E) sur 1l'espace CG(P,CN ) des fone-
1

tions G'-&quivariantes sur P 3 valeurs dans € .

Soient o € Cw(E) et X € X(M) on pose

-1
Ve = [0 o]

ol x = 1(z).

L'application V : X(M)XC (E) + C (E) ainsi définie est A(M)-lindaire
en X et vérifie

i) Vx(a+6) = VXu + VXB

ii) Vx(fa) = fVXu + (X+f)a
Va,8 € C(E), VX e X(M) et VEe AQ).
Pour tous X,Y € X(M) on notera R(X,Y) 1'endomorphisme de Cm(E)

R(X,Y) = VXVY - VYVX - VEX,Y]

qu'on appelle la courbure de la connexion linéaire V sur E.

2.1.5. Proposition. EBﬂ Si E est un F-fibré on a

pour tout X e I'(F). M
On observe que V définit sur E un champ d'éléments horizontaux HE'

En particulier R(X,Y) = 0 si X,Y € T(F). Il existe un feuilletage
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FE sur E relevé horizontal de F pour HE' Ce feuilletage peut &tre obtenu autre-

n
ment : sur chaque facteur Px{e} on met le feuilletage F. On obtient ainsi un feuil-

1]
letage sur px¢"  invariant par G'. Il passe donc au quotient en un feuilletage

N'

= X
FE sur E =P X, c .
Un morphisme de fibré feuilletés V¥ : E1 -+ E2 est un morphisme de fibrés
qui envoie les feuilles de FE dans les feuilles de FE . Un tel morphisme est
1 2
v

induit par un morphisme feuilletd ¢ : P1 > P2. Supposons que E1 et E2 sont des

F-fibrés et notons w, la 1-forme de connexion basique sur Pi oi i =1,2, On dira

n
que § est un morphisme de F-fibrés si ﬂ¥w2 = .-

le relevé horizontal pour HE de X.

Pour tout X € X(M), on notera XE
En utilisant le fait que la courbure R vérifie iXR =0 pour tout X € T(F) on

montre la

2.1.6. Proposition. Pour tout X € I'(F) et tout champ feuilleté Y € I'(M,F),

EXE,YE] € F(FE). Autrement dit, tout automorphisme infinitésimal Y de F se reléve
en un automorphisme de FE.-

Démonstration : Il suffit de montrer que pour tout XeT(F) et tout Y e X(M,F)

on a

53] = [X.v].

Soient o une section de E, z € P et x = 1(z). Par définition de R on a :

- ~
RE, D) = [0 (X,¥]-[X 1)o@y ()
comme X € I'(F) ona R(X,Y) =0 pour toute section o de E. D'ot 1'on déduit

o~ A P . .
[X,YJ = LX,Y] qui implique bien entendu la proposition 2.1.6.8

Soient E, et E, deux F-fibrés. La proposition qui suit se démontre

de la méme manid&re que dans le cas classique.
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2.1,7. Proposition. Les connexions basiques sur El et E2 définissent une unique

connexion basique Vk sur Sk(El,Ez). [

Ceci montre que Sk(E],Ez) est un F-fibré.

2.1.8. Définition. On dira que o € Cw(E) est basique si VXU = 0 pour tout

XeT(F).8

Si o est basique et f € AM/F) alors fo est basique. En effet on a
Vx(fa) = fVXa + (X<f) o

Si X €I(F), alors X*f =0 et an = 0. L'espace Cw(E/F) des sections basiques de

E est donc un module sur 1l'anneau A(M/F).

2.2, Fibrés des jets basiques.

La plupart des définitions et démonstrations que nous presentons dans
cette section sont une adaptation au cas basique de 1'exposé de R.S. Palais @ﬂ,
chapitre IV.

Soient E un f-fibré sur M et V wun ouvert distingu@ pour F et
trivialisant E. Pour tout 2z ¢V soit Im(V/EV)Z 1'id&al des fonctions basiques
pour le feuilletage FV induit sur V dont les dérivées d'ordre inférieur ou

égal & m sont nulles en z. On note
ZE/P, = o/t e TTW/E), et o€ C(E/P)
ot C;?E/F) est 1'espace des sections Fv—basiques au-dessus de V et
JGE/F) = Co(E/F) [ Z3(E/F) .

La projection canonique C:(E/F) ~>~J$(E/F)Z est compatible avec les

restrictions Cs(E/F) > C:,(E/F) pour V'C V., On l'appellera le m—jet basique en =z,
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v

Dans toute la suite on supposera que le fibré normal VF est muni d'une
. . AV . -
connexion basique V~ i.e. VF est un F-fibré.
2.2.1, Lemme. Il existe une unique application linéaire

d: : Im(V/FV)z > Sm(sz,G) telle que si Y?,...,Yz sont m champs basiques en 2z et
m
fel (V/FV)Z, on a :

b

. m b
i) dzf(Yl,...,Ym) = (Y Ym)'f(z)

IR
ii) la suite
R

0+ Im+l(V/Fv)z > IV/F.) —F— sm(sz,q:) >0

V)z

P b b
est exacte ot Y .,Ym dont des champs sur M représentant Yl""’Ym'.

10

Démonstration : i) Pour m = 1, la différentielle d'une fonction basique est une
l1-forme basique df. Sa valeur en 2z est une forme linaire sur TzM nulle sur TZF
Elle définit donc une forme linéaire d;f = vZF = TZM/TZF.

Supposons que le lemme est vrai pour tout k < m.
ii) Soit f € Im(V/FV)z. Par l'hypoth&se de récurrence on a dm-lf = Q.
z

Soient Y?,...,YE, m champs basiques. Alors

[(Yl... Y.Yi+l...Ym)‘f](z) - [(YI‘...Y

; Ym)-f](z) =

i+lYi

[(Y1 N A _[Yi,Yi+l]'Yi+2‘...‘Ym)'f](z)

m~-1

d f(Yl,...,[Yi,YiH],...,Ym) =0
ce qui montre que [(Yl'...'Ym)f](z) est symétrique en Yl""’Ym' I1 n'est pas
difficile de voir qu'en fait [(Yl ven Ym)'f](z) € Sm(sz,C). Comme f est basique
ceci ne dépend pas du choix qu'on a fait des champs Y

champs basiques Y?,...,Y;.

l,...,Ym représentant les

L'application

=}

. m m
d) : I (V/FV)z > § (sz,m)
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est donc bien définie.

iii) Soient Bysee B4 € I(V/FV)z et Yb un champ basique. Alors

m+1

Y'(gl'... m+1) 21 8" .(Y'gi)...gm+l

est un élément de Im(V)FV)z i.e. 1'application £ * Y*f envoie ImH(V/FV)z dans
m - . m+] V] .
I (V/Fv)z' Par récurrence si f € I (V/FV)Z alors (Yl... Ym)f €1 (V/FV)z i.e.

b b . +1
[y . Ym)f](z) = d‘:f(Yl,...,Ym) = 0. D'o IT (V/F)), C Ker dI:.

1

. . X *
iv) Soit (e?,...,ez) une base de VzF et (e? ,...,eh ) 1la base duale

associée. Considérons n germes de fonctions basiques Y ,Yn telles que

preee
Yi(z) =0 et (in)z = ez. Si f e A(V/FV) par le théor&me de Taylor on a

1 S s N m+1 “n
f= ] 50%@Y +g ot ge 1T, s=(sy,..uns) €N, [s] = s,
Islém
3‘5l s S S, o
p° =% et YU =Y .Y si £ eI (M/F), alors
1 n
3yl ...Byn

3 b (s)l (s)

p° f(z) = d 'fl« 0 ol (e) est le [sl—uple (el,. ,el,...,en,...,en)
— . ,
5 fois s, fois

. 1 -
si e = (el,...,enl si {s| <m et f= % (;T-Dsf(z)) v o+ g. D'oti
s {=m :

d fBK b)s] = D f(Z) car pour ,s} ] l =m alors (DS'YS)(Z) =0 si s ¢#s'

et (Ds Ys)(z) =s! (= sl!...s 1) si s = s'. Finalement si f € ker d: on a
n

Dsf(z) = 0 pour lsl =m 3 donc £ € Im+](V/FV)z

. . m . .
v) Pour terminer nous allons montrer que 1'application dz est surjective.
. m
Soit a € 5 (v, F,€) et posons

£= 3 —s},— a(e(s))Ys

s ]=m

(s)

ona £eI"(V/F), et d‘;‘(e(s3 - 00 (z) = ae®)y ie. f=a. W
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2.2.2. Lemme. Soit g € I(V/FV)z et dgZ = v, On a alors d:gm = m!sm(v) [ |

On a aussi le

2.2.3. Lemme. Il existe une unique application dg : Zm—l(E/F)z - Sm(vZF,EZ) telle
que
. . m~1 o ¥ m _ m ~
i) si f € ZV (E/F)z et he CV(E /F)Z alors dz(hof) = h(z)odzf oll
(hof)(z) = h(z)(£(z)) ;
ii) si g € A(V/F ) est telle que g(z) = 0 et dgz =v et fE£ CV(E/F)
P m, m m
vérifiant f£(z2) = e alors dz(g £) =m!(S (Ve e),;
iii) la suite

m

z

m m-1 m
0> ZNE/F),— 7y @/F), —E— > "V F,E) >0

est exacte. B

Ces lemmes se démontrent de la méme maniére que les lemmes 2 et 3 de
6] p. 57-58.

L'application canonique £ - Jﬁ(f)z de Q;OE/F) dans Jg(E/F)Z =
Cm(E/F)/Z$(E/F)z envoie ZI;;(E/F)z dans Zg—l(E/F)Z. Elle induit donc une application
linéaire Jm(f)Z > 1

1
m—l(f)z de JI‘I;(E/F)z dans JV (E/F)z ayant pour noyau

Zsr{E/F)z/Zs(E/F)z' Par le lemme 2.2.3 on obtient une suite exacte

m i ., o]
0-~+S8 (sz,Ez) L J$(E/F)z > Jy (E/F)z + 0
oi 1 est caractérisée par

) b 1
i(s"(v) 8 e) = 3y )

avec g ¢ A(V/F) vérifiant g(z) 0 et dg = v.

z

Posons Jm(E/F) = J?(E/F)z et définissons Jm(f) T M > Jm(E/F) pour
zeV

fe C;O(E/F)Z par Jm(f)(z) = Jm(f)z.
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.o m e .
2.2.4. Proposition. J (E/F) est un fibré vectoriel. 8
Démonstration : Soient V un ouvert distingué trivialisant E et £ une section
. . . . N'
F-basique au-dessus de V 1i,e une fonction Fv—b351que de V dans C ., Par le

théoréme de Taylor, on a Jm(f)Z = 0 si et seulement si d:f = 0 pour

k = 0,...,m. On pose alors

k
b@ ), = (a7 )

L'application ¢ ainsi dé&finie est une trivialisation de Jm(E/F) au-dessus de U

m . Tk, n N
J(E/F)IV—VX ® S (R ,C ). »
k=0

En utilisant le fait que E et VFsont des F-fibrés nous allons montrer,

m
. k . .
qu'en fait I*(E/F) et @ S (VF,E) sont canoniquement isomorphes.
k=0

La suite (S) donne une suite exacte au niveau des fibrés
0 > "B~ J@E/F) ~ I /Py > o s%
Pour m =1 on a simplement
0> L&F,E) —— sl @/F —P>E >0

o i(dg,® £(z)) = jl(gf)Z et pjl(f)z = f(z) avec g €:A(V/Fv) telle que

g(z) = 0 et fe C:(E/F).

2.2.5. Proposition. La connexion V définit une application lingaire
T : JI(E/F) + L(VF,E) telle que T,i est 1'identitd de L(vF,E)..
Démonstration : La connexion ¥V sur E peut &tre vue comme une applica-

fe ol feel
tion linéaire de C (E) & valeurs dans C (L(TM,E)) définie par

(Yo) , () = (7,0) (2).
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fe o)
Si ae C (E/F) alors (Va)(X) = 0 pour tout X € T'(F). Donc V défipit une
application linéaire de Cm(E/F) dans Cm(L(v}iE)) telle que l'application

o > Va(z) est nulle sur ZL(E/F). Elle induit donc une application
1 o 1
Tz : J (E/F)z = CV(E/F)/ZV(M/F)z > L(VZF,EZ)

vérifiant V =T »° jl'

Par construction T,i est 1'identité de L(VF,g). W
2.2.6. Théoréme. La connexion V définit une application Dm : Jm(E/F) - Sm(vF,E)
telle que Dm°i = id a

s™(VF,E)
2 . oL s m m-1 1 o k
Démonstration : Il suffit de poser Dm = S* o V 6 ves o V oV o V est vue
e e, K, o k L kel
comme application linaire de L (VF,E) dans L(L (VF,E) , E) = L " (VF,E).
. *
Un calcul simple utilisant la définition de i dans la suite exacte (S ) permet de

conclure., B

2.2.7. Corollaire. Il existe un isomorphisme canonique du fibré JUE/F)

m
sur le F-fibré @ SS(VF,E). @
k=0

< . . * m-1 L.
Démonstration : Par la suite (§), J (E/F) se réalise comme sous-

fibré de J(E/F) isomorphe au noyau de D Ona ainsi

PEIF = ) @ SSOF,E).
Un raisonnement analogue donne
~1 - -
IR/ = 3™ 2w/F) 8 sV L(uF,E)

etc... On obtient finalement

14
-]
w

i~
—~
<
+
-
=3
~

JU(E/F)
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s m . . . .
On en déduit que J (E/F) est canoniquement muni d'une connexion basique

et qui en fait un F-fibré.

2.3, Opérateuwns difftrentieds basiques sur Les F-4ibnis.

Considérons le préfaisceau S sur M qui & tout ouvert V associe

1'espace CV(E/F) des sections Fv—basiques de E au-dessus de V.

2.3.1. Définition. Un opérateur différentiel basique d'ordre m agissant

sur les sections basiques Cw(F./F) de E est un morphisme D : C > C tel que pour
v
tout ouvert V distingué pour F et trivialisant E pour tout z € V, Jm(Ot)z =0

implique Da(z) =0 Vo e C:;(E/F). ]

Un tel morphisme induit une application linéaire D : CW(E/F) > COO(E/F).

Dans un syst@me de coordonnées locales (x,y) adaptées a F, D s'éerit

3 3
P(ys 5= 5enesm)
k Byl ayn

[w)
[
~18

k=0

ot pour tout k = 0,..,m P, est un polyndme homogéne de degré k en

3 ) P . 2

T Sy dont les coéfficients sont des matrices carrdes d'ordre N' = rang¢ E
Y1 yn

a4 valeurs des fonctions basiques.

On peut remarquer que si T est un morphisme feuillet& entre deux F-fibrés E,
et EZ alors la section T, du F-fibré L(EI’EZ) induite par T est ¢’ et basique. On
a la proposition qui se démontre comme dans le cas classique [46].
2.3.2. Proposition, D est un opérateur différentiel basique d'ordre m
si et seulement si il existe un morphisme feuilleté T : Jm(E/F) > E tel que

D = T¥ 1, B

2.4, F-4ibnds hermitiens.

Supposons que F est riemannien. Alors le fibré \)Fm =VvF 8C est muni
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d'une métrique hermitienne h invariante le long des feuilles.

2.4.1, Proposition. La comnnexion de Levi-Civita transverse associe 3 h

est basique et fait donc de \)FC un F-fibré hermitien. @

Les sections basiques de VFC ne sont rien d'autre que les champs
basiques sur M.
De manidre générale soit E un F-fibré muni d'une métrique hermitienne h.
: 1 . 12 o2p¥ sas e
On peut considérer h comme une section du fibré S"E  des formes bilinéaires her-
mitiennes sur E. La connexion basique V s'8tend de manidre naturelle en une con-

. : 2_%
nexion basique VS sur S E .

P o s . S
2.4,2, Définition. On dira que E est un F-fibré hermitien si Vxh =0

pour tout X € I'(F). B

Si F est riemannien alors sur l'espace total d'un tel fibré, le feuilletage
FE est riemannien. En effet le fibré& normal 2 FE s'identifie & la somme directe
du fibré TE tangent aux fibres de q : E > M et au fibré q*(vF) qui sont munis
de métriques riemanniennes invariantes le long des feuilles de FE'
Les F-fibrés hermitiens constitueront la catégorie que 1'on considérera
dans toute la suite.
Soient maintenant D un opérateur différentiel basique d'ordre m agissant
sur les sections basiques de E, z e M et § ¢ T*M basique pour F. On se donne
une fonction basique g définie sur un voisinage V distingué pour F et triviali-
sant E telle que g(z) =0 et dg(z) =& et ae€ C:(E/F). On notera n 1la valeur
de o au point z. Par analogie au cas classique (cf. [46]) on définit le symbole

principal de D au point 2z comme &tant l'application lingaire

o) (z,8) : B, T E, définie par

9(0) (2,6) (M) = = D(g"a) (2) ().



- 132 ~

Comme en 1.3 on notera An(z,£,°) la forme quadratique relativement & la métrique

hermitienne h sur E.

2.4.3. Définition. On dira que D est

i) transversalement elliptique si 0(D)(z,£) est un isomorphisme pour

tout z € M et tout & mnon nul ;

ii) fortement transversalement elliptique si AD(z,£,°) est définie posi-

tive pour tout z € M et tout & non nul.

Dans toute la suite E sera un F-fibr& hermitien de rang N' au-dessus
d'une variété compacte M munie d'un feuilletage riemannien F de codimension n.
On notera h la métrique hermitienne sur E. Quitte d passer & un revétement & deux
feuillets on peut supposer que F est transversalement orientable. On se donne un
opérateur différentiel basique D d'ordre pair m = 2m’' fortement transversalement
elliptique agissant sur les sections basiques de E.

Nous allons montrer que D poss&de les mémes propriétés qu'un opérateur
fortement elliptique agissant sur toutes les sections d'un fibré herminiten au-dessus

d'une variété compacte. Nous procé&derons en trois E&tapes.

2.5. Fewllletages de Lie a heuilles denses.

Dans ce cas l'espace vectoriel Cw(E/F) est de dimension finie. En effet
une section basique qui est nulle en un point est nulle partout par densité des
feuilles. Autrement dit, une section basique est enti@rement déterminée par la
valeur qu'elle prend en un point. Il n'y a donc qu'un nombre fini de sections basi-

- o0
ques linéairement indépendantes. Posons Eo = C (E/F) et Né = dim E_.
La métrique hermitienne sur E définit une métrique hermitienne sur Eo' La décom-
position de Hodge pour D se raméne donc i celle d'une application lindaire opérant

sur un espace hermitien de dimension finie.
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2.6. Feuwilletages T.P.

Pour tout u € W, on note Fu la fibre au-dessus de u de la fibration
» - o .
basique T : M~>W et E =C(E /F) o E et F sont respectivement les
u uu u u

restrictions du fibré E et du feuilletage F 2 F -

2.6.1. Proposition. La dimension de Eu ne dépend pas de u. B

Démonstration : Soient Uy et u, deux points de W. Les automorphismes

infinitésimaux de F se reldvent naturellement (E &tant un F-fibré) en automorphis-
mes infinitésimaux de Fg, et il en est de méme du groupe des automorphismes
qu'ils engendrent. Celui-ci est transitif sur M et projetable sur W. Donc il

existe dans ce groupe un Elément Y tel que Y(Fu ) = Fu . Si YE est son relevé
i

2
dans E, le diagramme suivant est commutatif :
Yg R
E E
Y Y2
4 ¥
I SR
F F
ul uz
L'automorphisme Yg induit alors um isomorphisme entre E& et E' .8
1 u

On pose E= U Eu et on note a :E* W la projection a(au) = u.
ueW

2.6.2, Proposition. E est un fibré hermitien au-dessus de W.H

Démonstration : E est la réunion pour chaque u € W, d'un espace

vectoriel de dimension Né associé & ce point. On définit sur E' une structure

de fibré vectoriel de base W a l'aide des trivialisations locales suivantes :

soient u €W, z, e (uo) et Né sections basiques O

o
1,---, N' de E
o
linéairement indépendantes en z, L'ouvert de M oii ces sections restent linéaire-

ment indépendantes est saturé pour la fibration m, donc se projette epn un ouvert U de
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W dans lequel CpseeesOpy définissent une trivialisation locale de Eo' I1 est

o
immédiat de vérifier que ces trivialisations locales sont différentiablement compa-
tibles (le passage d'une telle trivialisation 3 une autre se faisant par une matrice
de fonctions basiques, regardées comme fonctions différentiables sur W).

En outre sl @ est une section basique de E, la correspondance dé&finit

u->a . une section de E que nous noterons Y(d). D'od une application :

l”_](u)
¥ s C(E/F) > C (B)

qui est visiblement un isomorphisme de  A(W)-modules (A(W) @&tant identifié au
module des fonctions basiques sur M).

D'autre part, comme pour tout u £ W, 1l'espace vectoriel Eu est muni d'une métrique
Eu provenant de la métrique hermitienne h définie globalement sur E, le fibré E

est canoniquement munie d'une métrique hermitienne h. B
q

E sera appelé le fibré basique correspondant 3 E,.

2.6.3. Exemple. Soit M = T3 le tore de dimension 3 et notons
(z],zz,u) les coordonnées canoniques. Considérons le feuilletage F défini par

le systéme différentiel

[V}
=¥
N
|
o
N
]
o

oi a est un nombre réel irrationnel. C'est un feuilletage transversalement de Lie
2 . . . . ces . . -
de groupe R°, donc T.P. Sa fibration basique s'identifie 3 la fibration triviale

définie par 1'équation du = O :

2 3 7w 1

TS T°t T g

. 2 . . . .
Le feuilletage induit sur chaque fibre T  est le feuilletage par droites irration-

nelles de pente a.



- 135 -

Soit E 1le fibré complexe de rang 2 défini par la représentation :

g o ﬂl(M) > SU(2)

avec

1 0 1 0

¥ ((1,0,0)) = ¥ ((0,1,0)) = \

i 162 /

Y e ' o] e /
eiA o} A

¢((0,0,1)) =
[¢] eiu'

ol 91, 62 € R-@ et X et U sont des réels quelconques.

On munit E de la connmexion canonique assocife & VY. Elle est basique et
plate. D'autre part le groupe structural de E est un sous—groupe de SU(2). Bref E
est un F-fibré hermitien. Le feuilletage FE sur E est un feuilletage en droites.

. P, 1
Soit u un élément de S°.

i) On peut remarquer que si dim dw(Eu/Fu) était égal 3 2, alors Eu
aurait une trivialisation basique, ce qui n'est pas le cas car le morphisme
WI(TZ) -+ SU(2) induit par ¥ est non trivial. Ceci &tant, si 1'on exhibe un &lément
non nul de Cm(Eu/Fu), tous les autres lui sont proportionnels (sur C€). On peut observer
que le fibré Eu est, pour u = 0 par exemple, le quotient de RZXCZ par la rela-
tion d'équivalence qui identifie 1'&lément (zl,zz,t],tz) a (ZI+2kl’ zz+2k

i(k181+k26q)
tl,tze “ ). On définit alors la section qui a (z],zz) associe la classe

2,

d'équivalence de 1'élément (21,22,1,0) quiest basique car & dériv@e covariante nulle

pour la connexion plate définissant le feuilletage FE sur Eo.
o

ii) En opérant ainsi sur chaque fibre Eu, on voit que toute section basique

globale s'écrit (zl,zz,u) a.(zl,zz,f(u)) = classe d'équivalence de (z],zz,f(u))
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et 1'application f : R~ € doit vérifier, par définition de E :
iA
flutl) = £(u)e (%)

iii) D'autre part le fibré E se décompose de fagon naturelle en somme

directe : si v = (z],zz,u,tl,tz), alors v = vl+v2 on v = (z],zz,u,t],O) et

v, = (zl,zz,u,o,t ).

iv) Finalement, le fibré E est défini par la représentation ¥ de

HI(SI) = Z dans SU(l) donnée par (1) = elx.

2.6.4, Produit scalaire.

En utilisant la métrique hermitiemne h sur E, nous allons munir
o0
l'espace € (E/F) d'une structure préhilbertienne.
Supposons que la métrique sur M quasi-fibrée pour F soit telle que le

volume des fibres est €gal 3 1. La mesure canonique associée est de la forme
*
v=2AAT W)

oi A est la forme volume sur les fibres de T et w la mesure induite sur W.

(>
Si o et B sont deux éléments de C (E/F) on pose :

<a,B> . = J h_(a,B)v
E M z

feel
On définit ainsi un produit scalaire sur C (E/F).

Considérons maintenant deux 818ments o et B de Cw(E) tels que
a = (o) et B = w(B)

avec asp € C (E/F) et ¢ 1'isomorphisme entre C (E/F) et C (E) décrit en

2.6.2. On pose :
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On a alors la

o0 00 e
2.6.5. Proposition. L'isomorphisme ¥ est une isométrie de C (E/F) sur C (£).8

Démonstration :

<o, B>, = J h (a,B8)v
E M z

J b, (a,B)A 1 (W)
M

D'aprés le th&or&me de Fubini, on a :

<0L,B>E

f (b @, mrm
w'r?

= Jw hu(a,B)w

Nous allons maintenant associer 3 1l'op€rateur D un opérateur différentiel
OO -
ordinaire de méme ordre sur W agissant sur C (E) et fortement elliptique.
2.6.7. Proposition. D induit sur W un opérateur différentiel D agissant sur les

sections de E.W

Démonstration : Soit U un ouvert de W  (muni du feuilletage par points)

- - QO - -—
trivialisant E et posons V =1 I(U). Si CU(E) est l'espace des sections de F

au~dessus de U on a un diagramme commutatif

o0 D oo
Cy(E/F) - - Cy(E/F)
12 v
CO e 5 0O =
Cy(E) Cy(E)
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qui définit donc 1'opérateur différentiel D cherché. =

2.6.8. Proposition. D est d'ordre 2m' et est fortement elliptique.

. . . ¥

Démonstration : Soient uevVv et z € F . Posons E' = 7T E. Alors
remonstration u

1'évaluation de o ¢ E; en z permet d'identifier E' 3 un sous-fibré& de E.

L'espace cotangent 3 M en 2z se décompose de la fagon suivante :
* * *
TM=TF®N
z z z

- -

ol Nz est 1'orthogonal 3 1l'esapce TzF tangent a& la fibre de 7 en z. Pour tout

= * . * . :
< TW onnote £ 1l'unique vecteur de Nz qui se projette sur £,
u

Soit g une fonction sur W telle que g(u) =0 et dgu = & ; bien entendu si g
est considérée comme fonction sur M, elle est basique pour la fibration 7T et on a
donc dgZ =% pulsque la 1-forme différentielle dg est aussi basique pour .
Considérons unme section locale G de E telle que a(u) = n € Eu' On pose

o = w_l(&). Le symbole de D est alors donné par

5 (D) (2,8) (N(2)) = = D(g™) () (n(2))

et préserve le sous-espace E;; il induit donc une application linéaire de Eu dans

lui-méme qui n'est rien d'autre que le symbole principal
q q ¥ P P

o) (u,E) () = =y (g0« (w) (n)

de D au point u. Cecli montre que D est d'ordre 2m' =m et que la forme

quadratique A_(u,§,~) associée & D sur Eu relativement a4 la métrique hermi-
D

tienne h est &gale 3 la restriction & EL de la forme quadratique AD(Z,E,-)

associée 32 D sur Ez relativement & la métrique hermitienne h. Comme cette

derniére est définie positive pour tout & # O (D é&tant fortement transversalement

elliptique) et que & =0 si et seulement si & =0, A (u,£,*) est définie
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positive pour tout £ # 0 i.e. D est fortement elliptique.l

* . . oo
On note D 1'adjoint de D pour le produit scalaire sur C (E/F).

C'est un opérateur différentiel basique d'ordre 2m'. Puisque ¥ est un isomorphisme

* -x
d'espaces préhilbertiens on a D =1D .

Soit H(E/F) = {a & Cm(E/F)/Da = 0} qui s'identifie & H(E) = Ker D. On a le

2.6.9. Théoréme. L'espace vectoriel H(E/F) est de dimension finic

[#]
t

on a une décomposition orthogonale
*
C (E/F) = H(E/F) @ ITm D .8

Démonstration : résulte de la théorie générale des opérateurs elliptiques

- W - -
appliquée 2 D agissant sur C (E) sur la variété compacte W (cf. [59]) @

2.7. Cas niemannien.

On note toujours G = SO0(n) - Mﬁ‘E* M le fibré principal des repéres

orthorormés directs transverses &8 F et F# le feuilletage T.P. sur M# associé

# 0k

*
i F. On pose E# = p E et on note q# la projection E" » M

# S . .
2.7.1. Proposition. E" est & la fois un F#—flbré hermitien et un G-fibré

sur M#. [ ]

3
Démonstration : Soit : EnE + E la projection relevant . L'image

Pg

. . # #
de la connexion V sur E est une connexion v sur E°

réciproque par Pe

qui en fait un fibré feuilleté. On a alors un diagramme commutatif de variétés

et d'applications feuilletées

P
£
qt ‘q
i !
Mt e—_
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La connexion V# est donc basique et compatible avec la métrique hermitienne

# #

h” sur E# relevée de h. D'autre part, 1'action de G sur M se reldve, 3 1'aide

de cette connexion, en une action sur E~ qui préserve 3 la fois le feuilletage

F " et la métrique hermitienne h# . Ce cui démontre la proposition., B
E

H -
Au fibré E" correspond, par la proposition 2.6.2,, un fibré E# sur la va-

o #

riété basique W# de . L'action de G sur E# induit une action sur E" qui

en fait un G-fibré muni d'une métrique E# G-invariante induite par h . On dira

que E# est le fibré basique correspondant 3 E.

2,7.2. Remarques.
i) L'anneau A(M/F) des fonctions basiques sur M s'identifie @ 1'anneau

AG(W#) des fonctions sur w# invariantes par G. On a alors un isomorphisme naturel

entre le A(M/F)-module Cm(E/F) et le AG(W{)—module C:(E#/F#) des sections basiques

(o]
de E# invariantes par G. Comme C (E#/F#) est canoniquement isomorphe au A(W)-module

QO oc OQ .
C (E ) on a une identification naturelle entre C (E/F) et le AG(W#)-module CG(E#)’
i

des sections de qui sont G-invariantes.

1i) Signalons aussi que E &tant un F-fibré hermitien, il en est de méme

de tous les fibrés associés (Sk(VF,E),Jk(E/F), L(Jk(E/F),E) etc...). Leurs

} k : . .
relevés Sk(VF,E)#, Jk(E/F)#, L({J (E/F),Ef%... a M# par la projection

P M# + M sont 3 la fois des F#-fibrés hermitiens et des G-fibrés.

o
iii) On d&finit le produit scalaire sur C (E/F) par restriction i

C:(E#/F#) de celui défini 2 1'aide de la métrique h# comme précédemment sur
Cw(E#/F#) .

Posons N = % n{n-1) = dim G et considérons le parallélisme transverse a
f .
o, P= {Pl"°'»Pn’Q1,---,QN} (cf. 3.1.3. ii) chap III). Les champs basiques

associés P?,...,PE,Q?,...,QE engendrent le fibré normal VF# a F#. On notera H
le sous-fibré de TM engendré par (Pl""’Pn) et V celui engendré par

(Q],...,QN). De méme Hb sera le souc-fibré de vF# engendré par (P?,...,Pz) et
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b ‘s Py
Vb celui engendré par (Q?,...,QN). On a de manig&re évidente

™ =1t even
\)F% = Vb ® Hb
et des isomorphismes naturels
R = PR = B M
Sk((\JF)#,E#) = Sk(\)F,E)# = sk(vF#/vb, E#) (2)

Soit maintenant D = T, o Jm ol Jm est un jet basique d'ordre m et T

un morphisme feuilletd T : Jm(E/F) + E. Nous allons relever 1'opérateur D en
0 A
un opérateur différentiel basique d'ordre 2m' sur M agissant sur C (E#/F“) et

commutant & l'action de G. Pour cela il suffit de relever T en un morphisme

# #

. < , . . . # #
feuillet& : T : Jm(E /F#) + E" commutant 3 l'action de G induite sur Jm(E /F)

et E#.

LY
2.7.3. Lemme. Tl existe un relé&vement T qui fait commuter le diagramme

m ~H
o s“wrEf —T
k=0 I
!
s !
Cx | Px (¥x)
\ ¥
m ok
JUEF) = & S (VFRE)-— > E
k=0
oll p; et Oi sont les applications naturelles définies par ¢. W
# .
Démonstration : Soient z# EM et z = p(z#). La restriction de Oy d la fibre
# # # . . k #
E " de E” en 2" est un isomorphisme sur Ez. Pour tout 6 € S (VF,E)" on pose

z
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™(0)
Z

op [T, (p5(0)]

’\;#

on vérifie alors facilement que T" est différentiable par le théoréme 2 p.60 de

[46] ; c'est donc un morphisme feuilletd et fait commuter le diagramme (%x) .1

Reste d prolonger %#. On a des isomorphismes canoniques

s*0RE) = sf(ont et = st B
pour tout k = O,...,m. Alors la projection

pr : VF# - \)F#/Vb

définit une injection

¥
pr : S (vF#/v E#) - Sk(\)F#,E#).
2.7.4, Lemme. Il existe wm morphisme feuilleté T# qui fait commuter le diagramme :
o
e S (\)F#/v E# z E#
k=0 [,, ,//
# (%¥%)
} T
m
® Sk(\)F#,E#) ' [ ]
k=0
Démonstration : On a %ﬁ = ¥§ e ... 0 %ﬁ oli %ﬁ est la kéme composante de %#.

b
Il suffit de prolonger cette composante. On a vF# = Vb @ H . D'oll

sfoort ety - @D sooT
r+s=k
ol Ss’ S (H E#) <] Sr(Vb,m) ; et donc
s*rty B = §%0 s faP, 5.
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Tout 6 € Sk(vF#,E#) s'écrit de mani&re unique sous la forme

g = 8k,O . 2 gS»T
s+r=k
rxl
on 65T st on pose alors
k
T#(a) = ::#(e ’0) et T%( VoSt g
s+r=k
rzl

Ceci définit bien le prolongement T# cherché&. On vérifie facilement qu'il commute

3 1'action de G.B

#

On pose D" =T #

% ° o On obtient ainsi un opérateur différentiel basique
d'ordre m sur M#, G-invariant agissant sur les sections basiques de E# et dont

o0
la restriction a3 C -1 (E#/F#), pour tout ouvert V de M fait commuter le

G, (V)
diagramme
ol
¢, @t ¢ &t
G,o (V) G,p (V)
g ’
’ D

CV(E/F) ~A—CV(E/F)

2.7.5. Proposition. L'opérateur D# est fortement H*-elliptique..

# # # %
Démonstration : soient z € M , EH e H " et n €E #-On notera z = P(z ),
Zemonstration .

# 3 z z
€= p¥(£H) et n=p (") qui sont respectivement des vecteurs de (vF): et E_

~

ou pg est la projection induite natureliement par 'p. Il existe alors un ouvert

V distingué pour F et trivialisant E, une fonction basique g dé&finie sur V
S - . .

et o€ CV(F) vérifiant

g#(z#) =0, dg#% = E§ et u#(z#) = n#.
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ol g# et a# sont les relevées a p—l(V) de g et a.
Puisque la restriction de D# a ¢ _ (E#/F#) est égale 3 D on a
G,p (V)
oot o, el oty = Lottty oM oy
- = oy PG @ )]
= 0! [0(D) (2,8) (m)]
D'oti
# _
AD#( ,&H, ) = Ap(z,Em).

Comme AD(Z,i,-) est définie positive pour tout & # O et basique et que Eﬁ #0
o b

si et seulement si & # 0, A # > °) est définie positive pour tout & €
nul i.e. D# est fortement DH*—elliptique. e

Ceci n'est malheureusement pas suffisant pour appliquer le théoréme 2.6.9.
car D# n'est pas fortement transversalement elliptique. Nous allons le compléter

a cet effet.

Les champs fondamentaux Q,,...,Q de l'action de G sur M# définissent
P 1 N

des opérateurs différentiels d'ordre 1 basiques et G-invariants qu'on notera encore

Ql,...,QN. On pose

N m' ,
Y Q.Q) 5 Q== gl et D'=D"+Q

ol aj est le conjugué complexe de Qj et m = 2m' est 1'ordre de D.

*

2.7.6. Proposition. L'opérateur Q est fortement V -elliptique et est nul sur
oo H

C " /F). @

Démonstration : Soit (gl,...,gN) un systme de coordonnées locales au voisinage d'un

i #

point z € M" dans la fibre de p : M > M telles que pour tout j = 1,...,N
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1'opérateur Q, s'écrit Q. =b, 2 oli b, est une fonction. Onaalors
i i ] os, j
]
1§ T b
Q=c¢ b, b, ¥— £
j=1 ] deag'

s =4 ! si m' estpair
ou -1 si m' est impair.
#_ g#
V1’ 2PYN

#

que pour tout vecteur 1 de E## et quelle que soit la parité de m' on a
z

Soit E = (&

) un vecteur de Vz. Il est alors facile de voir

ot oy
el n#) ) hﬁ_(ﬁ)(iﬁ)zm nt At
k, 2 k£ ya

i.e. la forme quadratique A#(Zﬁgﬁ, ) a pour matrice

1t
ot h" est la matrice de la métrique hermitienne sur E# et = la matrice diagonale

‘ e H 2m'i
\ O €2 /

Comme h~ est une métrique hermitienne elle est définie positive ; en plus tous les

- H
coéfficients de = sont positifs. Donc Ao(z”,gﬁ,') est définie positive pour tout
*
Et eV " non nul.
2 . o —
Le fait que Q est nul sur CG(E /F") découle de la définition méme d'une

section basique invariante. B

;’gl»
Soit maintenant & € T #Mr un covecteur basique non nul. On a
S T R 2y ¥
= +
£ EH év ol EH € H 4 et &6 eV §
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+
On déduit immédiatement des propositions 2.7.6 et 2.7.6 que AD.(T,E#,') est définie

positive i.e. que D' est fortement transversalement elliptique. Il est basique,

Bt

o
) on a Qa# = 0, la restriction de D' 2 CG(E#/F#) est

et invariant agissant sur Cw(E
Comme pour u# € C:(E#/F#
égale 3 D. D'autre part 1'adjoint p'¥ de D' est la somme du relevé de 1'adjoint
de D et de 1'adjoint de Q.

Le théoréme 2.6.9. appliqué 2 D' donne

i) 1'espace vectoriel H(E#/F#) = Ker D' est de dimension finie ;
ii) on a une décomposition orthogonale Cm(E#/F#) = H(E#/F#) 6 Im D'*-

#

fos]
En se restreignant 3 CG(E /F#) et en raisonnant de la méme maniére qu'en

1.1.5, on obtient finalement le

2.7.7. Théoréme.
i) L'espace vectoriel H(E/F) est de dimension finie ;

e *
ii) On a une décomposition orthogonale C (E/F) = H(E/F) @ Im D .8

Ce théor@me montre que D est de Fredholm. C'est donc un opérateur &
indice
. : . *
1ndF(D) = dim Ker D - dim Ker D .

2.7.23. Probléme. Calculer cet entier en fonction d'invariants transverses.

3. Exemples.

Nous allons donner quelques exemples pour illustrer les résultats que

nous venons d'obtenir.
Soit M une variété compacte, connexe munie d'un feuilletage riemannien

F de codimension n (réelle ou complexe suivant le cas) et transversalement orienta-

ble. La métrique riemannienne sur le fibré normal VF définit sur son complexifié
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ch une métrique hermitienne invariante le long des feuilles. La connexion associée
fait de va un F-fibré hermitien.

Dans toute la suite le feuilletage F  sera supposé homologiquement orien—
table i.e. 1'espace vectoriel de cohomologie basique en dimension maximum est non

nul. Pour la dualité de Poincaré et la dualité de Serre. Cette condition HCOdF

M/F)#0
est nécessaire. C'est en fait une telle condition qui traduit la bonne notion
d'"orientabilité de 1'espace des feuilles B = M/F". L'orientabilité transverse de F

n'est malheureusement pas suffisante comme le montre le flot transversalement de Lie

de groupe GA sur le fibré hyperbolique Tz (cf. IXII. 1.4.5).

3.1. Le complexe de de Rham basique.

*. . = .
On pose E = AR FG ol r est un entier tel que O £ r < codRF. On obtient
ainsi un F-fibré hermitien sur M. Les sections basiques de E ne sont rien d'autres
cerz . . 5 r
que les r-formes différentielles basiques & valeurs complexes. On notera  (M/F,8)

1'espace de ces formes différentielles.

3.1.1. L'opérateur *.
L'opérateur * : Qr(M/F) - Qn—r(M/F) défini en III 2.2.3 par la métrique

riemannienne transverse & F, s'étend par linéarité en un opérateur
- r n-r
* 1 Q (M/F,0) ~Q (M/F,€)

qui est en fait un isomorphisme.

3.1.2. Produit scalaire sur Qr(M/F,C).

Soient (,B ¢ Qr(M/F,G). Alors o A¥B est un élément de Qn(M/F,c), Pour

tout j =1,...,N considérons la l-forme basique 67 duale du champ fondamental

. et
QJ
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0

—> M, La forme diffé-

#

la forme caractéristique du fibré principal G = SO(n) - M
. * z . . .

rentielle p (¢ A ¥ B) A ¥ est basique et invariante sur M de degré n+N =

cod F#. On définit alors le produit scalaire de o et f par

<, B> = f T @ A% B8) Ay
W

ot I est l'extension complexe de 1'homomorphisme
I Qm-N(M/F) N Qdim W(w)

défini en III.2.2.2 et W est la variété basique de F#.

r L. P .
L'espace 1 (M/F,€) est muni ainsi d'une structure préhilbertienne.

3.1.3. Le Laplacien basique.

Soit ¢ : Qr(M/F,G) - Qr_l(M/F,C) 1'opérateur défini par
§ = (—l)r ;_1 d ¥, En procédant comme en III, 3.3.5 on montre que ¢ est 1'adjoint
de d pour le produit scalaire < , >.
L'opérateur A = d8 + 8d est basique et auto-adjoint. Sur la variété& quotient
locale il coincide avec le laplacien usuel défini & 1'aide de la métrique induite.

I1 est donc fortement transversalement elliptique. D'apr&s le théoréme 2.7.7 on a :

3.1.4, Théoréme.
i) 1'espace vecotriel Hr(M/F,G) = Ker & est de dimension finie,
ii) on a une décomposition orthogonale Qr(M/F,G) = Hr(M/F,m) ®Imdo6 In sl
L'espace vectoriel Hr(M/F,G) de cohomologie basique 3 coefficients

complexes s'identifie & Hr(M/F,@). Il est donc de dimension finie. D'autre part

1'opérateur * induit un isomorphisme
x = n-r
H (M/F,0)-———— H ~(M/F,C)

D'ol le

3.1.5. Théordme de dualité de Poincaré. Pour tout r = O,...,n on a un isomorphisme

B o/F,e) = B Su/F,c) B
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3.2. Le complexe de Dolbeault basique.

Supposons que F est transversalement holomorphe. Alors le fibré
VFE = F @ ¢ hérite d'une structure complexe dont on notera J 1'automorphisme
associé. ia métrique riemannienne transverse h définit une métrique hermitienne
g(',') = h(*,*) + h(J*,J*) sur ch invariante le long des feuilles et en fait

un F-fibré hermitien. Dans ce cas on dira que le feuilletage F est hermitien.

On a une décomposition en somme directe

ch = VF(I,O) ] VF(o,l)

ot vF(l 0) et vF(O 1 sont les sous-fibrés propres associés respectivement aux
> bl

valeurs propres i et -i de J. On a alors une décomposition du fibré& en algébres

extérieures
NVF = e n Pl
p+q=r
*
oa AP*T = APVTF & AL*F On pose AP’Y = E, C'est un F-fibré hermitien.

(1,0) (o,1n°

3.2.1. Définition. Une section basique de E est appelée forme différentielle

basique de type (p,q). R

On notera P?9(M/F,C) 1'espace de telles formes différentielles. On a de
maniére &évidente :
Q /F,e) = o 9P Yw/F,0)
pq=r
Sur les formes basiques Qr(M/F,G) la différentielle d se décompose en

la somme de deux opérateurs 9 et d respectivement de bidegrés (1,0) et (0,1).

On obtient un complexe différentiel

b,C ERE 3 pn

qu'on appellera le complexe de Dolbeault basique du feuilletage F. Son homologie

sera appelée la cohomologie de Dolbeault basique de F.
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3.2.2. L'opérateur A"

L'opérateur ¥ défini en 3.).1 induit un isomorphisme

*1

: P uF,0) »~ " P00 F )
On pose Y = -%0x. On vérifie facilement que ¥ est 1l'adjoint de 3 pour le
produit scalaire < , >. On en déduit que 1'opérateur basique A" = 35+30  est auto-

adjoint. Une &criture locale de A" montre comme dans le cas de A que c'est un

opérateur fortement transversalement elliptique. D'apré&s 2.7.7. on a le

3.2.3. Théocréme.

i) L'espace vectoriel Hp’q(M/F,G) = Ker A" est de dimension finie ;

ii) On a une décomposition orthogonale

P Ym/F,c) = HPYM/F,C) 8 Im 5 0 Im 5. B

L'espace vectoriel B Y(M/F,c) s'identifie 3 Hp’q(M/F,C) ; i1 est donc

de dimension finie. D'autre part ¥ induit un isomorphisme
¥ YW/ F,E) - HYP R/ F 6y .
D'ol le

3.2.4. Théorgme de dualité de Serre [55].

Pour tout p,q = 0,...,n on a un isomorphisme

B /F,¢) = 50 P Y/F,e) B

3.2.5. Remarque. Les mémes th&orZmes de décomposition et de dualité& peuvent &tre

obtenus en prenant les formes différentielles & valeurs dans un F-fibré holomorphe.

3.3, Le cas transversalement kidhlerien.

N N
La métrique hermitienme h sur va vérifie h(+,*) = h(J*,J*). On pose

Y
0)(',') = h(Jc,.).
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On définit ainsi une 2-forme différentielle sur M.

3.3.1. Proposition. La forme w est basique, de type (1,1) et réelle.B

Démonstration : Soit (zl,...,zn) un syst&me de coordonndes locales transverses &

. ’\J - .
F, La métrique h s'écrit

v N -
h(z) = ] h _(2) dg dz,
k,4 k&
D'oii
a -
w(z) = 1 2 h _(z} dzk A dzz
k,£ k&
On voit donc que ® est basique et de type (1,1).
Comme h _ =h _ et dz, A dz, = -dz, A dz_ , on obtient :
W7 % k £ £ k
w(z) = i) h _(z) dz, A dz
Lk L7 Tk

i.e. w(z) =w(z). La forme ®w est donc réelle.

est

3.3.2. Définition. On dira que F

et dans ce cas on l'appellera la forme

transversalement kdhlerien si « est fermée

F. 8

de Kidhler du feuilletage

3.3.3. Exemples.

i) Tout feuilletage hermitien
khdlerien.

ii) Tout feuilletage de Lie de

de codimension 1 est transversalement

n . .
groupe € est transversalement kahlerien.

iii) On peut bien entendu construire d'autres exemples de tels feuilletages
en suspendant des groupes d'automorphismes de variétés kdhleriennes.

iv) Soient © ,...,0

1’ des nombres réels et considérons le flot ¢ sur

n+l

¢n+l—{0} engendré par le champ holomorphe X donné€ au point z = (z],. ) pa:

es g2
*“n+l

X(z) = A(2)
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161
e O
ot A=
—~ w8
\‘__v\ e n+l /
n+l _
Ce flot préserve la métrique kdhlérienne standard h = 2 dzk-dzk. I1 est donc
k=1
transversalement k3hlerien.
En chaque point =z € @ b {0}, X(2) engendre un plan réel

Pz = {(x+iy)*A(z) / x,y € R}

[

D'autre part l'espace tangent T, en z la sphére unité
P P g z P

2n+l n+l ntl 2 )
3 = i(zl,...,zn+1) €0 ) )zkl = 1} est donné par 1'équation
k=1
n+l _
zl (zk et z, Zk) = 0.
i0

En remplagant Zk par (x+iy)e k z, pour tout k=1,...,n+*l on obtient

n+l 2
Pz N TZ = {(x+iy)-A(z)/ kzl (x cos ek—y sin Gk)lzk} = 0}

Pour un choix convenable des (6, ) 1le sous-espace szW Tz reste constamment de

k

- 2n+ cr s
rang réel 1 sur § " l. 11 définit donc un flot F sur $2n+1 transversalement

kdhlérien pour la métrique induite et de codimension complexe n.
Géométriquement on peut dire qu'un feuilletage F hermitien est transver-
salement kZhlérien si au voisinage de tout point de M on peut trouver un syst@me

de coordonnées complexes (z ..,z ) transverses & F et qui soient g€od&siques
n

17

i.e. la métrique h coIncide 3 1'ordre 2 avec la métrique euclidienne 2 z dzk-dzk.
k

La cohomologie de Dolbeault basique d'un feuilletage F  transversalement

kdhlerien et homologiquement orientable sur une variété compacte M possade les

mémes propriétés que la cohomologie de Dolbeault ordinaire sur une variété k#hlérienne

compacte.
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Soit (M,F) un tel feuilletage. On notera  sa forme de Kihler et
¥ = -%3% 1'adjoint de 8 sur 9PYW/F, ©).
5 +2
On définit un opérateur L sur Q" (M/F, €) & valeurs dans Q' “(M/F, €) par
La =0 Aw
et son adjoint A = —XL¥.

3.3.4. Lemme. On a

i) A5 - 3A = -i3
i1) A3 - 3A = i¥
iii) 95 + 0 =053 + 55 = 0.8

La démonstration est similaire 3 celle du cas classique qu'on pourra trouver

par exemple dans [26] ou [29]-

Du lemme 3.3.4 on déduit la
3.3.5. Proposition. On a

i) A = 24"

ii) Le laplacien basique A commute avec les opérateurs L et A.B
On obtient finalement le

3.3.6. Théor&me, Pour tout feuilletage F transversalement kdhlerien et homologique-
ment orientable sur une variété compacte M on a

i) la r-forme basique o = z o est harmonique si et seulement si
ptg=r °’
toute composante ap q de type (p,q) 1l'est ; d'oi

H]
M/ ¢ = o Bl © ;
p*q=r
ii) La conjugaison induit un isomorphisme Hp’q(M/F,E) = Hq’p(M/F,E) ;
iii) Pour tout p = O0,...,n la forme WP est harmonique ; donc

' P/Fc) 0. B
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On peut remarquer que toute p-forme basique holomorphe est harmonique.
Pour p = 1, une telle forme sera appelée, par analogie au cas classique, différentielle

basique abélienne de premi&re espéce.

Posons br(M/F) dimc Hr(M/F,m) et hp’q(M/F) = dim Hp’q(M/F,C). Alors pour n = 1
i

on a hl’O(M/F) 5 bl(M/F). Le nombre de différentielles basiques abé&liennes de

premidre espéce linéairement ind&pendantes ne dépend donc que de la structure trans-
s . . . . 1
verse différentiable. En particulier si H (M,€) = 0 on a bl(M/F) =0 (car
. . . i 1 .. . s ez
1'application canonique H (M/F,€) >~ H (M,€) est injective) et donc de telles diffé-

rentielles non nulles n'existent pas.

3.3.7. Décomposition de Lefschetz basique.

k
Notons Lk . QT (M/F, @) > Qr+? (M/F,C) 1'opérateur défini par
o A wk si k > 1
Las=
a si k=0

- ¥
et HZ(M/F,@) = Ker(A : Qr(M/F,G) + f 2(M/F,(L‘)). Un élément de HO(M/F,G) est dit
primitif. Il est clair que HE(M/F,&) = Hr(M/F,G) pour r =0 ou 1. On a alors

i) Lk : Hn-k(M/F,C) - Hn+k(M/F,€) est un isomorphisme ;

i) BEQ/F,C) = 8 L¥ H:;_Zk(M/F,C). (]
k

La démonstration classique se transpose compl&tement (voir [29] ou [59]).
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DEUXIEME THESE

REGULARITE AU BORD DU 3

PAR LA METHODE DES NOYAUX



RESUME

La rigidité d'un feuilletage F sur une variété compacte M tient 3
la fois de la géométrie des feuilles, la structure transverse et la topologie de la

variété ambiante. Deux points de vue sont abordés dans ce travail

i) Un point de wvue "tangent et transverse' dans lequel nous développons

des calculs de certains invariants de nature cohomologique : nous étudions diverses
: .

cohomologies de la variété feuilletée (M,F) & valeurs dans des faisceaux naturel-

lement définis sur l'espace transverse d F.

ii) Un point de vue "purement transverse'. En effet depuis le début de la
théorie des feuilletages une question s'est posée explicitement ou implicitement
dans quelle mesure l'espace des feuilles B = M/F ressemble-t-il 3 une variété
compacte ? Des exemples simples montrent qu'en général B n'est pas une variété.

On peut cependant y définir les objets géométriques usuels ; ils correspondent a
leurs analogues sur M invariants le long des feuilles. Notre résultat principal

du second volet de cette thése est alors le suivant : soient F un feuilletage
riemannien sur une variété compacte M et E un fibré vectoriel complexe muni

d'une connexion basique et d'une métrique hermitienne invariante par le pseudo-groupe
d'holonomie et compatible avec cette connexion. Alors tout opérateur différentiel
basique agissant sur les sections basiques de E (i.e paralléles le long des
feuilles) fortement transversalement elliptique est de Fredholm. De 13 on déduit

que tout complexe basique transversalement elliptique admet une décomposition du

type Hodge. En particul?:r on obtient des théor@mes de finitude et de dualité de

Poincaré pour la cohomologie basique, un thé&oréme de dualité de Serre pour la coho-

mologie de Dolbeault basique si F est hermitien . S'il est en plus transversale-
ment kdhlerien et homologiquement orientable, alors toutes les bellespropriétés
cohomologiques des variétés kidhlériennes compactes (structures de Hodge, décomposi-
tion de Lefschetz ...) se transposent & l'espace B. Ce qui montre que 1l'espace
"des feuilles d'un feuilletage riemannien sur une variété compacte est une '"variété

compacte" du point de vue de 1'Analyse Globale.

Mots clés : Feuilletages - forme basique - faisceau - cohomologie - suite spectrale -

F-fibré - section basique - opérateur - ellipticité transverse.





