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I N T R O D U C T I O N  

La définition d'une métrique euclidienne sur  l'espace M des mesures 

à signes bornées est due à C. GUILBART qui a donné une étude générale 

des (pseudo)-produits scalaires sur M (cf. [9] et [IO] ). Cet auteur a 

notamment démontré que l'on pouvait toujours munir l'espace des mesures à 

signes bornées sur la tribu borélienne d'un espace métrique séparable d'un 

produit scalaire dont la topologie trace sur l'espace M +  des mesures posi- 

tives bornées soit la topologie faible. Les résultats obtenus dans cette étude 

ont été utilisés par C. GUILBART essentiellement en théorie de l'estimation. 

L'objectif du présent travail est d'étudier la possibilité de bâtir une 

théorie des mesures aléatoires à l'aide de la topologie définie sur l'espace des 

mesures par un produit scalaire. 

On commence pour cela par donner une construction directe d'un pro- 

duit scalaire sur M à partir d'une suite de fonctions caractérisant les 

mesures. Ce produit scalaire nous permet ensuite de définir un espace 

de Hilbert autoreproduisant dans lequel s'injecte isométriquement l'espace des 

mesures (cf. 1.1. et 1 .2 .  ) . L'espace des mesures peut ainsi être identifié à 

un sous-espace vectoriel dense de l'espace autoreproduisant associé. 

On étudie ensuite la caractérisation des éléments de l'espace autorepro- 

duisant et on montre que la suite de fonctions caractérisant les mesures 

utilisée pour construire son noyau est totale dans cet espace (cf. 1.3.) . 
Moyennant l'adjonction d'une hypothèse supplémentaire du type indépendance 



linéaire, on prouve que cette suite constitue une base hilbertienne de l'espace 

autoreproduisant (cf. 1.4. ). On utilise alors ce résultat pour obtenir des bases 

hilbertiennes d'expression simple pour des exemples d'espaces autoreproduisants 

de fonctions sur une partie de ni ou IRn (cf. 1.5.). 

Trois questions essentielles se posent en vue de l'étude des mesures 

aléatoires : la richesse en fonctions de l'espace autoreproduisant, la caracté- 

risation des (images des) mesures parmi ces fonctions, la mesurabilité de 

l'espace des mesures par rapport à la tribu borélienne de son complété. Nous 

y répondons dans le cas où l'espace de base X est compact (resp. localement 

compact) avec un noyau continu (resp. continu tendant vers O séparément B 

l'infini) (cf. II). 

Les résultats obtenus permettent ainsi de batir une théorie des mesures 

aléatoires à signes sur la tribu borélienne de l'espace X dans le cas le plus 

"usuel" où X est une partie de IR ou de IRn. 

La section III est consacrée B l'étude des hypothèses relatives 

B la topologie de X rendant possible la construction sur M d'un produit 

scalaire (comme au 1) bien adapté B l'étude des mesures aléatoires. Les 

réponses partielles que nous apportons à ce problème nous conduisent à conjec- 

turer que cette construction n'est envisageable que dans le cas où l'espace 

Y est métrisable séparable. 

Le problème de la mesurabilité des espaces M et M+ dans la tribu 

borélienne du complété de M est traité au O IV. 



- III - 

On cherche ensuite une caractérisaiton des parties relativement compactes 

dans l'espace autoreproduisant et dans l'espace des mesures (cf. V) .  On en 

déduit des conditions suffisantes de relative compacité qui seront utilisées lors 

de l'étude de la convergence des suites de mesures aléatoires. 

Dans la 2ème partie consacrée aux mesures aléatoires, on met en oeuvre 

les résultats obtenus dans la première partie pour construire les mesures 

aléatoires comme variables aléatoires à valeurs dans un espace autoreproduisant . 
La donnée d'une mesure aléatoire équivaut ainsi la donnée d'une loi de probabi- 

lité sur la tribu borélienne de l'espace autoreproduisant dont toute la masse soit 

concentrée sur le sous-espace vectoriel dense image isométrique de M (cf. VII). 

Les variables aléatoires réelles qui s'associent naturellement B une telle mesure 

aléatoire sont les intégrales des éléments de l'espace autoreproduisant par rapport 

à cette mesure. On étudie alors les divers modes de convergence des suites de 

mesures aléatoires en essayant systématiquement de les déduire des convergences 

selon le même mode de suites d'intégrales de ces mesures aléatoires (VIII, IX, X) . 
Une loi forte des grands nombres termine cette étude (XI). 



PRINCIPALES NOTATIONS 
........................... 

- M. (resp. M') 

désignent respectivement la norme et le produit 

scalaire de l'espace autoreproduisant % associé 

au noyau K. 

désigne la fonction réelle sur X définie par 

Vy 6 X , K(x, .) (Y) = K(~,Y). 

désigne la forme linéaire continue associée à 

l'élément h d'un espace de Hilbert (H, < >) 

par : ch,. >(g) = <h,g> Vg e H . 
désigne la norme de la borne supérieure : si f 

est une fonction réelle bornée sur X , 

désigne toujours l'espace des mesures à signes 

(resp. positives) bornées sur la tribu borélienne 

de l'espace topologique X. 

désignent respectivement la variation totale, la 

partie positive et la partie négative (au sens de 

la décomposition de Hahn Jordan) de la mesure à 

signes bornée JJ . 
désigne la mesure de Dirac au point x. 

désigne l'espace vectoriel de dimension finie engendrée 

par les n fonctions gi (lsi6n). 

désigne l'espace de Hilbert des suites réelles de 

carré sommable. 



désigne l'espace de Banach pour la norme 1  1 1 l m  
des fonctions réelles continues bornéessur X. 

désigne l'espace de Banach pour la norme I I  1 l m  
des fonctions réelles continues et tendant vers 

zéro à l'infini sur l'espace localement compact X. 

désigne l'espace de Banach pour la norme 1 1 1  1 -  
des fonctions réelles uniformément continues 

bornées sur l'espace métrique X . 
- Si F est un espace de Banach et F' son dual topologique, on 

note a(F,FV) la topologie affaiblie de F (cf. [22] p. 286). 

En particulier : a(FyP') 5 f <-> 'de E F' lim e<fn> = e(f>. 
n-++(0 

Dans le cas où F est un espace de Hilbert H , nous noterons 
plus simplement u(H,H) : 

- La convergence faible des suites de mesures bornées sera notée par : 
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NOTATIONS et DEFINITIONS. 

On désignera par M (resp. M') l'espace des mesures à signe (resp. 

positives) bornées sur un espace mesurable (X,B). Sauf mention explicite du 

contraire, on considérera que X est un espace topologique et que 8 est la 

tribu borélienne associée. 

Pour alléger les écritures on notera : 

Une fonction réelle K sur X x X est dite noyau reproduisant 

si elle est symétrique et semi-définie positive : 

1 a. a K(x~,x.) 5 0  . 
lfifn 1 j J 
lfjfn 

On sait qu'on peut associer à un tel noyau un espace de Hilbert 

autoreproduisant de fonctions réelles définies sur X c'est-à-dire un espace 

y( de fonctions vérifiant : 

- Vx r x K(x,.) t % (K(x,.) désignant la fonction réelle 

définiesur X par : ~(x,.)(y) =K(x,y) vy E X )  . 
- & x , vf ) = ( x , . )  (propriété d'autoreproduction). 

Pour le construire on définit sur l'espace des combinaisons 

linéaires finies des K(x,.) un produit scalaire en posant 



(K(x,.), K(y,.)) = K(x,y). Parmi les complétés de 
Ho un seul est un espace 

autoreproduisant y< de fonctions réelles sur X. y< est l'ensemble des 

fonctions sur X qui sont limites simples sur X de suites d'éléments de 

Ho qui sont de Cauchy. (cf. Aronszajn "Theory of reproducing kernels" [2]). 

Remarrque. : ComCquenceb de. la phaphZtE d'aLLtOhephoduction. 

La propriété d'autoreproduction permet la transmission de certaines 

propriétés de K à tous les éléments de 5 . Citons en quelques-unes qui 
seront utilisées par la suite : 

. Si K est borné alors tout élément de - y< est une fonction bornée sur X. 

En effet : 

Sup If(x)l = Sup I<f,K(x,.)>l S SUP (IIfIIKx IIK(x,-)II) 
xeX xeX xaX 

Donc f est bornée et 

en notant : 1 If\ 1-  = SUP \f(x)) . 
xeX 

Remarquons au passage que Sup K(x,x) = Sup IK(x,y) 1 . 
x€x (X,Y)€X 

En effet comme K(x,y) = <K(x,.), K(.,y)> on a par l'inégalité de Schwarz 

. - Si K est continu (resp. uniformément continu) sur x2 alors tout 

élément de y< est une fonction continue (resp. uniformément continue) sur X. 

En effet on a la majoration : 



1 - LES ESPACES M K  2 HK.- 

1.1. - Construction d'un produit scalaire sur M .  

Nous ferons sur X l'hypothèse suivante et qui, sauf mention 

expresse du contraire, sera toujours supposée vérifiée dans la suite : 

" Il existe une suite (filicm de fonctions mesurables bornées X + IR 

qui caractérise les mesures à signe bornées : 

si I f i d p r o   vie^ alors . = O  . 

La caractérisation des espaces (X,8) vérifiant cette hypothèse 

sera discutée ultérieurement (cf. III). 

Quitte à remplacer les fi par des homothétiques convenablement 

choisies on peut alors, sans que cela entraîne de restriction supplémentaire 

sur X, se ramener au cas où la série de fonctions 

converge uniformément par rapport à chaque variable (l'autre étant fixée) 

et où K ainsi défini est une fonction bornée (et mesurable) sur x2 . 

Pour tout couple (u,v) de M x M on pose alors : 

PkopobLCLon lI.1.1.).- 

(M, < est un espace préhilbertien séparé (noté 



D 6 m a v ~ s ~ n  : La bilinéarité et la symétrie de < , >K étant 

évidentes, il reste à prouver la définie positivité. Pour cela on établit 

la formule suivante : 

En effet, si (1) est vraie on aura : 

donc ~i = O -puisque f. caractérise les mesures. 

Preuve de ( I l  : 

+ - + - 
En écrivant JJ = fl - JJ et v = v - v on se ramène facilement 

au cas où fl et v sont deux mesures positives. 

n 
Pour tout x E X , les 1 fi(x) f. (y) sont uniformément bornées 

i=O - - 

(par rapport à y) en effet on a la majoration : 

Le théorème de convergence dominée nous permet alors d'écrire : 

D'autre part : 

(Beppo-Lévi) 

puisque JJ , v et K sont bornés. 



Par conséquent en appliquant  2 f o i s  l e  théorème de Fubin i  on a : 

7 . 1 . 2 .  - C o r n u e . -  

Le noyau K e s t  d é f i n i  p o s i t i f  s i  l a  t r i b u  8 sépare l e s  poin ts .  

Vérification : Il s u f f i t  de poser  p = v = 1 a .  ,. &x. 
avec 1 p a r t i e  

i ~ 1  

f i n i e  quelconque de IN dans ( 1 ) .  En e f f e t  on a a l o r s  : 

1 a i  a j  K(ai,a.) = O => 1 a i  6x. = O - > Y i  ii 1 a .  = O  ( 6  e s t  
J ( i ,  j)cI is 1 1 i 

l a  mesure de Dirac au po in t  x de X e t  l e s  xi sont  supposés d i s t i n c t s ) .  i 

7 . 1 . 3 .  - R m q u e  : 

Dans [IO] on trouve une étude généra le  des pseudo-produits s c a l a i r e s  

s u r  l ' e space  M. S i  l 'on  s e  l i m i t e  au c a s  des  p rodu i t s  s c a l a i r e s  su r  M l a  

cons t ruc t i on  donnée peut  s e  résumer a i n s i  : 

- On considère un produi t  s c a l a i r e  s u r  M no t é  <.,.> . On d é f i n i t  K 

pa r  : 

Alors K a i n s i  d é f i n i  e s t  un noyau symétrique de type p o s i t i f .  On no t e  Ifc 
l ' e space  de H i l b e r t  au toreproduisant  a s soc i é ,  Mo l ' e space  des combinaisons 

l i n é a i r e s  f i n i e s  des mesures de Dirac ,  
Ho l ' e space  des combinaisons l i n é a i r e s  

f i n i e s  des K(x,.) . 



- On a alors le Z e m  : 

" Si K est mesurable borné, l'application linéaire 4 de (Mo, < >) 

sur (Ho, ( , ) ) est une isométrie entre ces deux espaces , 9 
Ek 

étant définie par : $(oy) = K(. ,y) " 

puis le 

- Théoréme de p longement : 

" On peut alors prolonger en une application linéaire de M dans 'k 
par : $(pl = K(. ,y) du(y) ; on note ( p , ~ ) ~  le pseudo-produit 

scalaire défini sur M par ( p , ~ ) ~  = (fl(u) y $(Y)) . 
'k 

" Si ( , lK est non dégénéré , 4 est une isométrie et ( M ,  ( )K) 

peut être considéré comme un sous-espace de HK " . 
On voit facilement qu'une condition nécessaire et suffisante pour 

que le pseudo-produit scalaire ( , )K soit un véritable produit scalaire 

est l'injectivité de 9. L'injectivité de 4 peut se traduire par : 

Cette condition est l'analogue de notre hypothèse de caractérisation des 

mesures par la suite ('il i s ~  en remplaçant la suite ('i'ic~ par la 

famille de fonctions { K ( x , . ) ,  x e X I  . 
- D'autre part C. Guilbart donne une condition nécessaire et suffisante 

pour que le produit scalaire < > sur M "se réintégre" c'est-à-dire vérifie : 

Pour le produit scalaire que nous avons défini à la proposition 

(1 .1 .1 . )  cette condition est automatiquement vérifiée par construction. Dans 



toute la suite de ce travail les seuls produits scalaires que nous envisageons 

seront de ce type. 

Pour des raisons de mesurabilité nous nous occuperons essentiellement 

du cas où $ est séparable. Dans ce cas là la construction donnée en 1.1.1. 

coïncide avec celle de C. Guilbart dans le cas où $ est injective et 

< > se réintégre. En effet, le "théorème de séparabilité" de C. Guilbart 

nous dit que : 

It L'espace autoreproduisant $ associé au noyau reproduisant borné K 

est séparable si et seulement si il existe une suite de fonctions 
m 

(f i'ic~ telle que K = 1 fi 4 fi (série convergent simplement 

2 
i=O 

sur X 1. Alors les fi sont bornées et la convergence est uniforme 

en x pour tout y fixé ". 

Donc si le produit scalaire < > se réintégre et est tel que HK 
soit séparable on peut prouver comme dans 1.1.1. que 

et conmie < > est défini positif en tant que produit scalaire il en résulte 

que (filiEN caractérise les mesures. 

Remarquons enfin que la construction de C. Guilbart la densité de 

$(M) dans y< a lieu l'par construction1' tandis que la formule de réinté- 

gration n'est pas acquise a priori. A l'inverse avec la construction (1.1.1,) 

la "réintégration" est automatique, mais on ne peut utiliser les théorèmes 

de C. Guilbart pour avoir la densité de $ ( M )  dans $ . Il nous faut donc 
prouver directement que le complété de MK est isométrique à 

H~ ' 



1 . 2 .  - Plongement isométrique de MK dans HK . 

1.2.1. - Théakème.- 

MK s'injecte isométriquement dans l'espace autoreproduisant H~ 

par l'application $ : 

9 : MK - HK u 1 K(. ,Y) ~JJ(Y) 
$(MK) est un s.e.v. dense dans %* 

Dérnondhn%on : A tout élément p de M on peut associer la fonction 

réelle $(p) sur X définie par : 

Comme K est borné et mesurable cette définition a bien un sens et, comme nous 

l'avons vu au cours de la démonstration de (1.1.1.) les hypothèses faites sur 

K et les fi nous permettent, grâce au théorème de convergence dominée 

d'écrire : 

- Notons Hl l'espace vectoriel de fonctions réelles sur X défini par : 

L'application $ réalise alors une bijection linéaire de M sur Hl ; le seul 

point non évident est l'injectivité. Supposons donc $(pl = O . 
Alors on a J x 

$(p) (x) dp (x) = O . Ce qui entraîne par le théorème de 

Fubini et la formule (1.1.1.): K dp 8 p = O donc < ~ , J J > ~  = O donc = O . l 



- Définissons alors sur l'espace fonctionnel Hl un produit scalaire 

noté < > par : 

Nous allons démontrer que l'espace préhilbertien (Hl , < >) 

admet un complété fonctionnel (l) et que ce complété n'est autre que 'k. 
Nous aurons besoin pour ce faire des résultats préliminaires contenus 

dans les lemmes 1 à 3. 

Lme 1 : L'espace Hl contient toutes les fonctions ~(x,.) 

(x E X) et vérifie la propriété d'autoreproduction pour le noyau K. 

Vérification : 

- On a K(x,.) = . De plus pour tout couple (x,y) de x2 

112 En particulier 1 IK(x,.) ) 1 = ~(x,x) 

- Pour tout f de Hl , en notant f = d(p) on a : 
;pig[,,: 

<f,K(x,.)> = < J J , ~ ~ > ~  = 1 K dy 8 d6x = 1 K(x,y) dy(y) = $(p)(x) = £(a) . ( 4  

Vérification : 

+m 

Si f = $(VI on a d a  1 : f = (1 fi dv) fi et d'après 
i =O ...................................... 

(1) : Par "complété fonctionnel" nous entendons selon la terminologie de 
N. Aronszajn (cf. [2]) un complété dont les éléments sont des fonctions 
sur X et pour lequel la convergence en norme implique la converge 
simple sur X. 



la définition (2) : 

+m 

<$<v>,P<u>> = 1 (1 fi dv) ( fi du) = 1 j ( i  (Ifi dv) fi) du = 
i=O i=O 

La justification de l'interversion des sommations ayant été donnée en (1.1.1.). 

Ltrnme 3 : La topologie définie sur Hl par < > est plus forte 

que celle de la convergence uniforme sur X. On a en effet : 

Vérification : En utilisant la propriété d'autoreproduction du 

leme 1 et l'inégalité de Schwarz : 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que (Hl, < >) a 

un complété fonctionnel. On utilise pour cela un théorème d1Aronszajn (cf. [2]). 

" Soit F un espace préhilbertien de fonctions sur X . Une conditiab 
nécessaire et suffisante pour l'existence d'un complété fonctionnel de F 

est que : 

1 " )  pour tout y fixé de X la fonctionnelle linéaire f(y) définie 

sur F soit bornée , 

2') si (fm) est une suite de Cauchy de F la condition £,(y) + O 

pour tout y de X implique 1 Ifml / + O . 

Si cette complétion fonctionnelle existe, elle est unique " . 



La vérification de 1") est immédiate puisque la "fonctionnelle 

f c-t f (y)" n'est autre que la forme linéaire <K(.,y),.> continue sur ' 

Pour la vérification du point 2) notons (fm)meN une suite de Cauchy 

de Hl convergeant simplement vers O sur X. D'après le lemme 3 la suite 

(fm)a~ 
est aussi de Cauchy pour la norme 1 )  I l O D  . Elle converge donc aussi 

uniformément sur X et sa limite uniforme ne peut être alors que 0. 

Pour toute mesure à signe bornée p on a alors (1) . 
lim 1 fm dp = O . Ce qui d'après le lemme 2 peut encore s'écrire : 

m++m 

b c H~ lim <f ,h> = O . 
mccco m 

- 
Notons Hl un complété (pas forcément fonctionnel) de Hl . Hl 

- 
est dense dans Hl donc la condition (7) jointe au fait que (fm) est 

bornée en norme I I  1 l E  comme suite de Cauchy assure la convergence 
1 

de (fm) vers O pour la topologie faible de il (au sens o (il, a, > ) 
d'après un critère classique de convergence faible (cf. Kolmogorov-Fomine b4] 

p. 189). 

D'autre part, (fa) étant de Cauchy converge aussi fortement dans 
- 
Hl . Sa limite forte coïncide alors avec sa limite faible, c'est-à-dire 0. 

La condition 2) est ainsi vérifiée. 

- 
Désormais la notation Hl désignera l'unique complété fonctionnel 

- 
de Hl . Les éléments de Hl peuvent être caractérisés comme étant les fonctions 

limites simples sur X des suites de Hl qui sont de Cauchy. 

Hl contient bien entendu toutes les fonctions ~ ( x ,  .) (x c X). 

Il possède aussi la propriété d'autoreproduction par rapport au noyau K : 

................................... 
( 1 )  On pourrait conclure directement avec le théorème de convergence dominée sans 

invoquer la convergence uniforme de (f ). Mais en vue d'une généralisation m 
ultérieure nous avons préféré cette version (cf. VI). 



Si f E Hl cf, K(x,.) > = lim <fm, K ( x , . ) >  = lim f (x) = f (x) 
m 

m++m m+m 

en désignant par (f,) une suite d'éléments de Hl convergeant fortement 

vers f. 

On peut alors conclure que Hl est exactement l'espace autorepro- 

duisant 'k. 

Preuve : C'est vrai pour f E $(Ml d'après le lemme 2 de 

(1.2.1.). Si f d $(MI alors f est limite en I I  1 I K  d'une suite 

(f,) d'éléments de $(M) donc : lim <fm,$(p)> = <f,$(p)> . D'autre 
ni++m 

part fm converge aussi uniformément vers f et p est bornée donc : 
r I 

Désormais nous noterons < >K et I I  1 l K  le produit scalaire 

et la norme de l'espace ' k -  

1.3.  - Une caractérisation des éléments de HK . 
Dans son article (Publ. Int. no 108) [9] C. Guilbart citant la 

thèse de Duc-Jacquet ( [5] ) utilise la notion de "support d'un noyau 

reproduisant1' pour donner une caractérisation des éléments de H E : '  
On appelle "support du noyau reproduisant Kt' tout élément de C K 

maximal pour l'inclusion, CK étant la famille des parties A de X telles 



que pour t ou t  sous-ensemble f i n i  { x l ,  ..., x de A l a  f ami l l e  n 

{K(x1,.) ;...; K(xn,.)) s o i t  l i b r e .  Nous examinons maintenant ce  que devient  

c e t t e  c a r a c t é r i s a t i o n  dans l e  c a s  où K d é f i n i t  un p rodu i t  s c a l a i r e  sur  M 

e t  où l a  t r i b u  borél ienne B sépare l e s  poin ts .  (Ce qui  e s t  l e  ca s  dès que 

l a  topologie de X e s t  séparée) .  

1.3.1. - PmpobiLLon.- 

S i  l a  t r i b u  B sépare l e s  po in t s  de X e t  s i  l e  noyau K d é f i n i t  

un produi t  s c a l a i r e  su r  M, a l o r s  quel  que s o i t  A C X , l a  f ami l l e  

c(A) = { ~ ( x , . ) ,  x c A) e s t  une f ami l l e  l i b r e  de % . Autrement d i t ,  l e  

s eu l  support  de K e s t  X. 

Dérno~&u.?%n : S o i t  A C X  . Il f a u t  prouver que tou t e  sous fami l le  

f i n i e  de c(A) e s t  l i b r e .  Puisque K d é f i n i t  un produi t  s c a l a i r e  < , >K 

sur  M,  s i  p e s t  une mesure bornée non n u l l e  il e x i s t e  au moins y E . %  

t e l  que 

l x  K(x,y) dp(x) # O (d 'après l ' i n j e c t i v i t é  de $) . 

S o i t  a l o r s  {x l , .  . . , x  une p a r t i e  f i n i e  quelconque de A. Supposons q u ' i l  n 

e x i s t e  des r é e l s  a l ,  ..., a non tous n u l s  t e l s  que : n 

Comme, par  hypothèse, l a  t r i b u  boré l ienne  8 sépare l e s  p o i n t s  de X (donc 

s i  x # y  6x # Jy) e t  comme l e s  a .  ( l é i i n )  sont  non tous  n u l s  e t  l e s  
n 

x .  deux à deux d i s t i n c t s  l a  mesure p = 1 a .  
1 6x e s t  non n u l l e  donc 

i= 1 i 
f 

il e x i s t e  y r X t e l  que : K(x,y) dp(x) f O . 



I n 
Mais comme K(x,y) dj~(x) = 1 ai K(xi,y) on a une contradiction. 

i=l 

En adaptant le théorème de Duc-Jacquet à ce cas particulier on 

arrive alors au résultat suivant : 

1.3.2. - Phopobition.- 

Une CNS pour qu'une fonction f : X - IR soit un élément de Hx 
est l'existence d'une constante c(f) telle que : 

On peut d'ailleurs donner une démonstration directe de ce 

résultat : 

DémonbA;traüon : 

- Condition nécessaire : évidente puisque si f c % on a 

alors £(xi) = <K(xi,.),f> et il suffit d'utiliser l'inégalité de Schwarz . 
On a alors c(f) = Ilfll . 

% 
- Condition suffisante : L'hypothèse : 

comme une condition de continuité d'une forme linéaire sur y( construite 

à partir de f et permet ainsi d'identifier f à un élément de y< par le 

théorème de Riesz. Explicitement, considérons Ho espace vectoriel des combi- 

naisons linéaires finies des K(x,. ) (x c X). On définit sur Ho une forme 
'Il 

linéaire notée f par : 



Cette définition est cohérente puisque {~(x ,.) ,..., K(xn,.)) est libre. 
1 

L'hypothèse (1) nous dit alors que : 

0, 

Par conséquent f est une forme linéaire continue sur Ho de norme inférieure 

ou égale à c(f). Ho étant d'autre part dense dans % , elle se prolonge 
de manière unique en une forme linéaire continue sur % que nous noterons 

<L 

encore f . 

D'après un théorème de Riesz, il existe alors un unique élément g 

de HK tel que : 

<L 

Enfincomme: V X E X  f(x) = f ( K ( x , . ) ) = < g , K ( x , . ) > = g ( x )  ona f = g  

donc f E % . 

1 . 3 . 3 .  - Cohof%%&k?.- 

Soit f une fonction mesurable réelle sur X alors : 

n 
Condition suffisante : En faisant JJ = 1 ai 6x. on retrouve (1) . 

i=l 1 



Condition nécessaire : Prendre c ( f )  = / 1 f 1 l K  . 

Une conséquence de ce corollaire est, par exemple, que les fonctions fi à 

partir desquelles on a construit un noyau K au 1.1. sont des élément de 

$ . En effet on a la majoration 
+m 

fi du)' p 1 (1 f d u 2  = u 1 1  . On mit de plus que 1 Ifil l K  6 1 . 
j =O 

Bien entendu, un tel résultat doit être indépendant de la topologie 

de X ('). Nous allons donc le retrouver dans le cas général. Le théorème 

suivant, qui peut être considéré comme complémentaire à la démonstration du 

théorème de séparabilité dans DO], précise le rôle des fi . 

Si (f i)icN est une suite de fonctions réelles sur X telle que 

la série 

converge simplement sur x2 et que la fonction K ainsi définie soit bornée 

sur X' alors : 

i) K est un noyau symétrique de type positif. 

ii) L'espace autoreproduisant $ associé contient les fi . 

iii) {fi , i E IN est une famille totale de $ . 

Dérnonb2kaZion : 

i) est immédiat. 

(1) Le corollaire 1.3.3. a été démontré à partir de 1.3.1. en supposant 
que la tribu 5 sépare les points. A ce sujet, on pourra comparer 
les deux démonstrations du théorème de séparabilité de C. Guilbart dans 
[9] et dans [IO]. 



Preuve de l i i l  : Soit S un support du noyau K (cf. p. 14 ). 

Pour tout élément h de l'espace Ho des combinaisons linéaires finies 
n 

des {K(x,.), x E X) il existe une décomposition unique h = 1 ai K(xi,.) 
i= 1 

où les xi sonttous des éléments de S. Par conséquent la formule : 
B 

<\> 

définit de manière cohérente une unique forme linéaire fi sur Ho . On 
2, 

vérifie alors la continuité de fi pour la norme I I  1 l K  sur Ho : 

Vn , V a l  a E , V(xl,..., x E s : a K(x.,.))~ = C Y  a fi(x.)12 
j=l j J j=l j J 

et 

?i est donc bien une forme linéaire continue sur Ho . Elle se prolonge 
de manière unique à y( et on en déduit comme dans 1.3.2. en utilisant le 

théorème de Riesz l'existence d'un élément gi de y< tel que 

La définition de Yi et la propriété d'autoreproduction nous permettent 
alors d'écrire que : 

V X E S ,  f.(x) = gi(x) . 

Il reste à prouver que cette égalité est valable aussi pour x E X \ S. 

Soit x E X \ S . D'après la définition de S , il existe une décomposition 

unique : 



où x E s Vj c C i ,  ..., n> . 
j 

On a alors : 

D'autre part, on a 

En revenant à la définition de K à partir des fi , et en remarquant qu'on 

a affaire à une somme finie de séries convergentes ce qui légitime l'inter- 

version des sommations on en déduit : 

donc f i(x) = g i(x) aussi pour x E X \ S . 

Preuve de fiii) : Pour montrer que {fi , i E R > est totale 

dans HK il suffit de montrer que les fi engendrent les K(x,.). Pour cela 

nous disposons de la formule suivante qui nous est fournie par la définition 

Mais il importe de remarquer que la convergence de cette série a lieu 

uniquement (pour l'instant) au sens de la convergence simple d'une suite 

de fonctions réelles sur X. Nous allons démontrer que cette convergence 



a lieu aussi au sens de la topologie (forte) de Y< c'est-à-dire que : 
m - 

iim IIK(x,.> - 1 fi(x) fiIIK=O . 
m+= i=O 

Y< étant complet, nous allons utiliser le critère de Cauchy en montrant 

n+p 
lim 1 1 1 fi (x) fi 1 I K  = 0 (uniformément par rapport à p). 

n-+w i=n 

Ho étant dense dans Y, on a 

m 
Soit donc h = 1 a K(xj , . ) un élément quelconque de Ho . On a : 

j=l j 

d'après la propriété d'autoreproduction. En utilisant l'inégalité de Cauchy- 

Schwarz dans l'espace euclidien on peut alors écrire : 



L'interversion des sommations entre (4) et (5) étant justifiée par la 
+Co 

convergence des m2 séries 1 f . (x. ) f . (x ) (d'après la définition de K). 
i=o 1 J 1 1 

Compte tenu de (l), (2) on en déduit alors : 

il ne reste plus alors pour conclure qu'à observer que la série définissant 

K(x,x) étant convergente vérifie le critère de Cauchy pour les séries à 

termes réels. 

1.4. - Recherche d'une base orthonormée de H K  . 

Pour construire une base orthonormée d'un espace autoreproduisant 

a;, , on peut utiliser le théorème suivant (cf. [17]). 
" X étant un espace métrique séparable muni de sa tribu borélienne 8 

2 
et d'une mesure positive o-finie JJ de support X, Ln(X>B,p) est un espace 

de Hilbert séparable que nous supposerons de dimension infinie. K étant un 

noyau symétrique, de type positif, continu sur X x X et tel que 

K(X,X) p(dx) < + - alors on a : 

ii) Il existe une base orthonormale (hn ; n 5 0) 
2 

de L=(X,B,JJ) 

constituée de fonctions propres de l'opérateur de Hilbert-Schmidt auto-adjoint 

Ku : 



Leurs valeurs propres respectives (cn y n E IN) sont positives ou nulles 
+m 

iii) Si N = {n E N c > 0) , alors pour tout n E N on peut 
n 

choisir h f O de manière que n 

et 1% hn , n c N> est alors une base orthonormale de Y, " .  

L'inconvénient de ce théorème est qu'il n'est pas forcément facile de résoudre 

l'équation intégrale KU(f) = cf . 
Dans certains cas il peut sembler plus commode de construire la base 

orthonormée sansse fixer K a priori (cf. 1.4.2. et 1.4.3.). 

Si l'on sait résoudre l'équation "K (£1 = cf" ce théorème permet 
1-i 

alors d'obtenir une base hilbertienne de 
HK formée d'éléments de $(hi )  

qui sont des (images par de) mesures ayant toutes une densité par rapport 

à JJ. 

Soit (filieN une suite de fonctions réelles sur X telle 
+m 

que la série 1 fi(x12 soit simplenent convergente sur X .  On suppose 
i=O 

de plus que : 

+m 
(i) Si pour (ai)irIN E e2(~) 1 a . f i = O  alors: a = O  Y i c I N  . 

i=O i 



Dans ces conditions la fonction réelle K définie sur x L  par : 
*O 

K(x,y) = 1 fi(x) £;(y) est un noyau reproduisant et l'espace % admet 
i=O 

( f  i, i E IN) pour base hilbertienne. 

Démov~sA%aA%on : Remarquons d'abord que pour tout x c X la 

suite (fi(x))tIN est un élément de lL(IN) par conséquent les séries : 
+O3 2 1 ai fi(x) pour (ai)kN E l (IN) et 
i=O 

sont bien convergentes. Il est alors immédiat de vérifier que K est une 

fonction symétrique et semi-définie positive. Donc c'est bien un noyau repro- 

duisant. Nous notons y( l'unique espace de Hilbert autoreproduisant de fonctions 

réelles sur X ayant pour noyau K. 

On va construire un espace de Hilbert F de fonctions réelles 

sur X admettant (fi , i E IN) pour base hilbertienne puis on montrera 

que F = % . 
- Définissons F comme l'espace des fonctions réelles sur X de 

la forme 

D'après l'hypothèse (i) la représentation d'un élément de F sous la forme ( 1 )  

est unique. Cette unicité garantit la cohérence dela définition : 

d'un produit scalaire sur F . (F , < >F) est alors clairement un espace 

de Hilbert isométrique à k2 (IN) et admettant (fi, i r IN) pour base 

hilbertienne. 



- Maintenant, pour x E X fixé, (fi (x)) irN E e2 (IN) 

donc fi(x)fieF. Or fi(x)fi=K(x,.). 
i=O i=O 

F contient donc CK(X, .) , x E X I  

+m 

Calculons <f, K(x,. )> : Si f = 1 ai fi on a F 
i=O 

F vérifie donc la propriété d'autoreproduction. F est donc un espace de Hilbert 

autoreproduisant de fonctions réelles sur X pour le noyau K. On sait que K 

étant donné, un tel espace fonctionnel est unique donc F = y< . 

1.4.2.2. - Reimahque : Il serait intéressant de pouvoir affaiblir 

l'hypothèse (i), mais il est clair qu'elle ne peut être complètement supprimée 

puisque si (fi , i E IN) n'est pas une famille libre la conclusion du 

théorème est en défaut. 

On verra au 1.5. que pour les exemples avec X = IR cette hypothèse 

(i) est assez facile à vérifier par des considérations sur les développements 

en série par exemple ... 

Bien sûr, le cas qui nous importe est celui où (f i)icIN est une 

suite de fonctions mesurables bornées caractérisant les mesures et où K 

est borné sur x2. 

1.4.3. - Une b u e  ahthonornée de $(Ml  .- 
Pour construire une base orthonormée de $(M) on peut remarquer 

que l'identité 



<u,v>, = (] f i  du) ( f i  dv) 
i=o J 

peut  s ' i n t e r p r é t e r  cormne une i d e n t i t é  de Bessel-Parseval  su r  $(M) : 

On prouve a l o r s  l e  lemme su ivan t  : 

1 . 4 . 3 . 1 .  - Lemme : S o i t  H un espace de H i l b e r t  séparab le ,  

( e i ) i c ~  
une f a m i l l e  t o t a l e  de H e t  G un sous-espace v e c t o r i e l  dense 

de H v é r i f i a n t  : 

b) Y i c W  , I V E G  <e  v > = O  s i  j f i  [ j y  

Alors  (ei)iEN e s t  une ba se  h i l b e r t i e n n e  de H formée d 'éléments  de G. 

Preuve : On s a i t  d é j à  que (ei)iEN e s t  une f a m i l l e  t o t a l e ,  il 

r e s t e  à prouver q u ' e l l e  e s t  or thogonale.  S o i t  i f i x é .  On peut  t ou jou r s  dans 

l 'hypothèse (b) c h o i s i r  v  dans G t e l  que <e . , v>  = 1 . 
En r e p o r t a n t  dans ( a )  on a  a l o r s  : 

+a 

'du E G <u,v> = 1 <eL,u> <e ,v> = <ei ,u> . 
e=o L 

Les formes l i n é a i r e s  cont inues  < . ,v>  e t  <ei , .> co ïnc iden t  donc s u r  G 

q u i  e s t  dense dans H donc e l l e s  co ïnc ident  s u r  H donc v = e .  . 
Donc < e  e . > =  1 e t  < e i , e . > = O  pour j  # i  . D e p l u s  e . E G .  i' i J 

En appl iquant  c e  lemme à H = $ avec G = $(M) e t  e .  = Fi (on s a i t  

que l e s  f i  s on t  dans % d ' ap rè s  1.3.4. e t  q u ' e l l e s  forment une 



f ami l l e  t o t a l e  de % . De p lus  $(M) e s t  dense dans $ d 'après  1.2.1.) 

on ob t i en t  : 

1 . 4 . 3 . 2 .  - Phopob&ion.- 

S o i t  (fi)iEm une s u i t e  de fonct ions  mesurables c a r a c t é r i s a n t  
+m 

l e s  mesures sur X t e l l e  que l a  s é r i e  f i (x )  f i ( y )  converge uniformément 
i = O  

par rapport  à chaque va r i ab l e  ( l ' a u t r e  é t a n t  f i xée )  v e r s  un noyau K(x,y) 

borné sur  x2 . On suppose de p lus  que : 

V i e a i  3 i . e ~ .  u t 0  e t  { f i d u t o  

f . du = 0% pour j # i . 
J 

Alors l ' espace  HK admet (f i ' i ca i  
comme base h i l b e r t i e n n e  e t  tous  l e s  f i  

sont  des  éléments de $(M). 

1 . 4 . 3 . 3 .  - AppaAccLtiun : étude  d'un exemple avec X = [0,1].- 

Sur X = [O¶ 11 on considère l a  s u i t e  de fonc t ions  r é e l l e s  ( f ~ ) e a  

d é f i n i e  par : 

V , C E  V x e  [o,I] i (XI = a, cos<n tx>  (a, c f . e 

- Véri f ions  d'abord que c e t t e  s u i t e  c a r a c t é r i s e  l e s  mesures su r  [0¶1]. 

On s a i t  que cos(nnx) e s t  un polynôme de degré n en  cosnx. Le s.e.v. 

de c([o, 11) engendré par l e s  fl "coïncide" donc avec l ' a l g è b r e  des 

"polynômes en cos  x '\ C e t t e  a lgèbre  con t i en t  l ' u n i t é  e t  sépare l e s  po in t s  

de [0,1]. D'après l e  théorème de Stone-Weierstrass e l l e  e s t  donc dense dans 

c([0,1]) pour l a n o r m e  I I  I l m .  
( f ~ ) ~ s I N  

c a r a c t é r i s e  donc b i en  l e s  mesures. 

- Fixons n E IN . S o i t  u l a  mesure dé f in i e  pa r  du(x) = cos(nnx) dx .  

On a a l o r s  par un c a l c u l  c l a s s ique  : 



,=O s i  l + n  
al c o s ( l v x )  c o s  (nvx) dx = 

- bal si l = n  
2 

+m 

- En c h o i s i s s a n t  l e s  al de  façon  à c e  que : 
2  

a L < + m  on 
e=0  

e s t  dans l e s  c o n d i t i o n s  de 1.4.3.2. . 
2 

Alors  K(x,y) = 1 al cos(Lnx) cos (eny)  d é f i n i t  l e  noyau d 'un 
L=o 

e s p a c e  au toreproduisan t  y( e t  l a  s u i t e  (fl)km c o n s t i t u e  une base h i l b e r -  

t i e n n e  de y( formée d ' é léments  de  $(h i ) .  

Pour l e  c a l c u l  e x p l i c i t e  de  K s i  on c h o i s i t  de p rendre  
-e/ 2  

= a 

a v e c  a  > 1 on a  : 

+m i n  (x+y) n +m -i n(x+y) n  
c o s  nnx c o s  nny = ' 

K(X,Y)  = 1 n ) + C ( '  a ) 
n=O n=0 n=O 

c e  q u i  donne a p r è s  c a l c u l  : 

a  a  - cosv(x+y) + a-cosn (x-y ) 
K(x,y) = [ 2 

1 +a -2acosn (x+y) l+a  -2acosn (x-y) 
1 

1 . 5 .  - Exemples d'espaces H K  . 
Dans [IO] C .  G u i l b a r t  montre  que dans l e  c a s  où X e s t  métr ique 

s é p a r a b l e  on peu t  t o u j o u r s  c o n s t r u i r e  un p r o d u i t  s c a l a i r e  s u r  M dont l a  

t o p o l o g i e  t r a c e  sur  M+ s o i t  l a  topolog ie  f a i b l e .  Les exemples 1 à 5 

ci-dessous son t  i s s u s  de son "théorème de c o n s t r u c t i o n "  ([IO] p. 21). 



2 Exemple 1 :  X =  [o,l] ~ ( x , y ) = ~  . 
+a 

On a alors K(x,y) = 1 . Soit (fn)ncm la suite de fonctions 
n=O 

n 
réelles sur [0,1] définie par : v x c  [O,,] fn(x) =(;) . 
On voit facilement que (fn) vérifie les hypothèses du théorème (1.4.2.1.). 

C'est donc une base hilbertienne de HK . Remarquons de plus que 
( , 1 1 )  est dense dans C([O,I]). 

(cf. 1.4.3.3. avec a = 2). La suite (fn)naN dé£ inie par : 

x c x , x = 2 c o s n x  est une suite d'éléments de $(M) et 

constitue une base hilbertienne de % . Là encore (% , I I  1 lm) est dense 

dans c([o,I]). 

Exemple 3 : X = IR (OU X C IR) et K(X,Y) = 
2 

-. 

2 - xy 

( l +  b(I 1 (l+ IY 1) 

La suite de fonctions réelles sur X (£n)ncN dé£ inie par : 

fn(x) = 2 -n/2 jn vérifie les hypothèses du théorème (1.4.2.1.) : 

pour l'hypothèse (i) il suffit de poser z = -( de façon à se ramener 
l+lxl 

à un développement en série sur 1-1 , + 1 [  . C'est donc une base hilbertienne 
de 5 . La vérification est analogue pour les exemples 4 et 5 ci-dessous : 

X Exemp.te4: X = n  (ou X C B )  K(x,Y)= e x p ( - . L  1 
l+lxl l+lyl 

Base hilbertienne : (fn)ncH définie par : vn E IN , bx c X 



ExemyJRe 5 : X = I R  (OU X C IR) ~(x,y) = 
3 

3 - Arctg x Arctg y 

n 
Base hilbertienne : 

(fn)ncm définiepar: v n c  l , v x c X  fn(x) = 

Les noyaux des exemples 1 à 5 peuvent servir à la construction de noyaux 

sur IRm (ou X C IRm) comme le prouve C. Guilbart ("Lerne des produits" 

(3.E.I.) [IO] ). Pour l'exemple 3  le noyau correspondant est alors donné par : 

On peut alors vérifier que l'on a une base hilbertienne constituée par les 

fonctions de la forme f. 8 f. 8 ... B fi (où (fn)ncl désigne la 
l2 m 

base hilbertienne de l'exemple 3 ) .  

-1/2(x-Y) 
2 

Exemple 6 : X = IR K(x,Y) = e 

C'est un exemple du à C. Guilbart ([IO] p. 22 2.E.I.) de noyau pour lequel 

la topologie trace sur M+ est moins fine que la topologie faible. Remarquons 

que K tend vers O à l'infini lorsque l'une des 2 variables est fixée. 

Nous verrons plus loin qu'avec ce type de noyau, (% , 1 1 1 1,) est dense 

dans Co(X). 

1 . 6 .  - Relations entre les divers modes de convergence des suites de H K ' 

1.6.1. - Soit HK un espace autoreproduisant de noyau K et 

(n'ns~ 
une suite de fonctions de % . Soit h E y( , nous envisageons 

les 4 modes de convergence suivants : 



i) hn - h en norme 1 1  1 l K  

ii) hn --+ h O(%,%) (i.e. : vg E % , <hn-h,g>K -+ 0) 

iii) hn --+ h uniformément sur X (ou en ( ( ( 1 a) 

iv) hn - h simplement sur X . 

Notons les implications évidentes : 

. (i) => (ii) 

. i = i i i  = i v  (car I I  1 1 -  a (sup K)"~ . I I  1 IK) 

. (ii) -> (iv) (Autoreproduction, faire g = K(x,.)) . 

'1 .6 .2 .  - Remque : Les seuls espaces yl( où (ii) => (i) 

sont de dimension finie : si dim % = + il y a dans % au moins une 

famille orthonormale (hn)nEm et hn - O O<%,%> puisque : 

+ a 
2 

b g c 5  1 <g,hn> 6 ((g(12 donc lim<hn,g>=O. 
n=O (Bessel) ri+- 

Par contre 1 h 1 = 1 . Vn E . 

7.6.3. - R m q u e  : 

- t h  simplement sur X 

Preuve : 

(i) > ( v  : c'est immédiat car (ii) => (iv) et 

toute suite O(%,%) convergente est bornée en norme. 



(v) => (ii) : La convergence simple de hn vers h se traduit 

grâce à la propriété d'autoreproduction par : 

On en déduit immédiatement : 

Vf E llo lim <h ,f> = <h,f> 
n 

n-rtm 

où Ho désigne l'espace des combinaisons linéaires finies des K(x,.). 
Ho 

étant dense dans % et ( 1  l h n l  lK)nca étant bornée on en déduit la 

convergence faible O($,$) de h n  vers h d'après un critère de convergence 

faible u(HK,$) (cf. [ 1 4 ] ) .  

Voici maintenant 2 cas où il est possible de remonter de la 

convergence u(HK,%) à la convergence en norme 1 1 1 1 moyennant l'adjonction 

d'une hypothèse supplémentaire relative aux 1 un[ (X) pour une suite de 

la forme (hn) = ($(LI,)). 

1.6.4. - Phop~b& i~n . -  

On suppose que X est métrisable séparable, K continu et % 
dense pour la topologie de la norme I I  / l m  dans u(X) espace des fonctions 

uniformément continues bornées sur X pour une certaine métrique d telle 

que (U(X), 1 1 1 1-1 soit séparable ( 1 )  

+ 
Soit JJ c M et ( P ~ ) ~ ~ ~  une suite de M+ telle que : 

Sup pn(X) < + CO . Alors (i) <=> (ii) <=> (iii) : 

d$,$) 
i) quand n-++rn $(JJn)-------$(P) • 

ii) quand n -t + m Un @ P 

( 1 )  C'est le cas du "théorème d'existence" de Guilbart d'un noyau dont la 
topologie trace sur M+ est la topologie faible. 



iii) quand n +- + 

Preuve : Comme " (iii) => (i) " est évident, il suffit 

de prouver : (i) ==> (ii) - -> (iii) " . 

(i) > ( i  : La suite ( considérée comme suite de 

formes linéaires continues sur (~(x), I I  1 lm) est équicontinue donc 

d'après 1221 (T.2. XX.3.1. corollaire 5 p. 312) : 

- 1) l'ensemble des f de u(X) pour lesquelles lin 1 f dun 
n++m 

existe est un fermé de U(X) mais comme il contient y( qui est dense 

dans U(X) , c'est u(X) tout entier. 

- 2) L'application T : U(X) -+ IR définie par T(f) = lim 1 f dpn 
n++EO 

est une forme linéaire continue sur U(X). 

Mais JJ étant aussi une forme linéaire continue sur U(X) telle 

que : vf 'r y( T(f) = f ~ J J  on en déduit par densité de HK que T 

et JJ sont identiques. 

Par conséquent on a : 

/ k'r U(X) 1 f dyn --+ 1 f ~ J J  quand n +- + m 

On en déduit alors la convergence faible de JJ vers p par le théorème de 
n 

Billingsley-Alexandrov. 

(ii) -> (iii) : cf "théorème d'existence" ([IO]). 



1.6.5. - Phopon&on.- S o i t  X mét r ique  compact e t  K un 

noyau c o n t i n u  d é f i n i s s a n t  un p r o d u i t  s c a l a i r e  s u r  M . S o i t  ('n)ncIN 

une s u i t e  d ' é léments  de M t e l l e  que Sup lun l ( 8  < + . Alors  
n~ IN 

( i )  <-> ( i i )  <=> ( i i i )  : 

i )  La s u i t e  ($(pn)IneH e s t  a(%,%) - convergente . 
i i )  Il e x i s t e  une mesure à s i g n e  bornée  p t e l l e  que p n m  p 

quand n -t + . 

i i i )  La s u i t e  ($(pn>>neW e s t  1 1 1 I K  - convergente . 

Preuve : 

( i )  -> ( i i )  : Nous ver rons  p l u s  l o i n  ( c f .  II. 1 .) qu'avec c e s  

hypothèses ,  HK e s t  dense dans C(X) pour l a  t o p o l o g i e  de l a  I I  1  l m  . Le 

même raisonnement q u ' à  l a  p a r t i e  ( i )  -> ( i i )  de  1.6 .4 .  avec C(X) à l a  

p l a c e  de  U(X) montre a l o r s  que : 

Pour t o u t e  f F C(X) , l i m  j f dun e x i s t e  e t  que l ' a p p l i c a t i o n  T 
n++m 

T : C(X)  4 IR T ( f )  = i im j f dp, 
n++= 

e s t  une forme l i n é a i r e  con t inue  s u r  (C(X), I I  1 l m ) .  D'après  l e  théorème de 

r e p r é s e n t a t i o n  de  Riesz ,  il e x i s t e  a l o r s  une unique mesure p bornée t e l l e  que 

On a b o u t i t  donc à : t/f F C(X) l i n  1 f dgn = 1 f dp 
n-i+m 

c e  q u i  e s t  exactement l a  d é f i n i t i o n  de l a  convergence f a i b l e  de p v e r s  p . n 

( i i )  ===> ( i i i )  : D'après  l e  théorème de f a i b l e  comparaison ( c f .  [IO]) 

l a  topolog ie  f a i b l e  s u r  M e s t  p l u s  f i n e  que l a  topolog ie  t r a c e  de 1 ( 1  I K  

donc : 



II  - ETUDE DES CAS X COMPACT, X LOCALEMENT COMPACT.- 

On suppose dans c e t t e  sec t ion  que l ' e space  (X,B) e s t  t e l  que tou t e  

mesure bornée sur  8 s o i t  r é g u l i è r e  c 'est-à-dire v é r i f i e  : 

VB /B B , luI(B) = Inf  { I p / ( V )  , V 3 B  , V ouver t )  = 

Sup {[pI (C)  , C C  B , C compact) . Cet t e  hypothèse e s t  v é r i f i é e  s i  X 

e s t  métrique compact ou s i  X e s t  localement compact séparé e t  à base dénombrable. 

La néces s i t é  de c e t t e  hypothèse s e ra  d iscutée  au Si III. Avec c e t t e  hypothèse 

on peut par l e  théorème de représenta t ion  de Riesz i d e n t i f i e r  M au dual  

de C(X) (resp.  Co(X)). 

II. 1. - Proposition. 

So i t  X un espace compact e t  K un noyau reproduisant  continu 

sur  x2 dé£ i n i s s a n t  un produi t  s c a l a i r e  sur  M. Alors (% , 1 1 1 1 )  e s t  

dense dans C(X) espace des fonct ions  continues su r  X. 

Preuve : Comme K e s t  continu,  y( e s t  formé de fonct ions  

continue S.  Donc y( e s t  un sous-espace v e c t o r i e l  (au sens algébrique) de 

C(X). D 'aut re  p a r t  K d é f i n i t  un produit  s c a l a i r e  sur  l ' espace  des mesures 

bornées sur  X. On a donc : 

O r  on s a i t  que l e s  formes l i n é a i r e s  continues s u r  (C(X), ( 1 ( 1-1 sont  

exactement l e s  mesures bornées sur  X. P a r  conséquent {K(x, .) ,  x E X) 

e s t  une f ami l l e  t o t a l e  de (C(X), / ( 1 lm) par  un c o r o l l a i r e  c lass ique  

du théorème de Hahn-Banach. 

Comme : { K ( x , . ) ,  x E X I  C Y< c C(X) , Y( e s t  b ien  dense dans C(X). 



11.2. - Caractérisation des éléments de $(M) dans H K  . 

Phopob&on 11.2.- S o i t  X un espace compact, K un noyau 

r e p rodu i s an t  cont inu  su r  x2 d é f i n i s s a n t  un p rodu i t  s c a l a i r e  su r  M .  

S o i t  g  un élément de y( , a l o r s  g  a p p a r t i e n t  à $(M) s i  e t  seulement 

s i  : 

Sup 1 Cg,£> 1 < + . 
f E %  

I I f  l  1,sl 

D é m o n h w n  : S o i t  g  E Y1( . Alors  g  d é f i n i t  une forme l i n é a i r e  

cont inue  1 : 

Condition nécessaire : S i  g  = $(fi) pour JJ E M a l o r s  : 

Or JJ d é f i n i t  une forme l i n é a i r e  cont inue  s u r  (C(X), 1 1 1 1,) e t  comme 

y( C C(X), 1 e s t  a u s s i  une forme l i n é a i r e  continue sur  ( Y , ,  I I  II,) 

Ce q u i  équivaut  à : Sup /[cf> 1 < + d'où l e  r é s u l t a t  . 

I l f l  1,sl 

Condition suffisante : Réciproquement, s i  l a  forme l i n é a i r e  continue 

1 = <g, .>  sur  (y( , 1 1  1 lK) e s t  a u s s i  cont inue  en t a n t  que forme l i n é a i r e  

s u r  ( , 1 1 )  a l o r s  e i i e  s e  prolonge en une forme l i n é a i r e  cont inue  

s u r  (C(X), I I  1 lm) ( t h .  de Hahn Banach) e t  ce  prolongement e s t  même unique 

à cause  de l a  d e n s i t é  de Y1( dans C(X) pour l a  1 1  1 l m  . 



X étant compact 2 est donc de la forme : 

'7, 

bf E c(X) , l(f) = lx f dp , p E I( d'après le théorème de Riesz. 

Alors par restriction à % on a : vh E % t(h) = / h dp = <$(p), h> 
X 

donc g = J(p). 

R m q u e .  I : On sait d'autre part que même dans le cas X compact 

avec K continu définissant la topologie faible sur M+ , (M , 1 1 1 IK) n'est 

pas nécessairement complet (cf. [9] p. 65 1 7). Il y a donc généralement 

des éléments g de % qui ne sont pas de la forme $(p) pour p mesure à 

signe bornée sur X. 

Pour ces éléments on a alors nécessairement Sup Icg,f>l = + . 

I I f  l l,fl 
2> 

Remahque 2 : A cause de l'égalité IIIIIC(X)i= 

dans le prolongement par le théorème de Hahn Banach on a : 

si g = $(pl alors sup lcg,f>l = (X) . 

I I f  l l,fl 

I I .  3.  - Application à la mesurabilité de $(M). 

Nous faisons maintenant l'hypothèse supplémentaire de séparabilité 

de y( . Comme nous le verrons plus loin cette hypothèse est en fait superflue 
(cf. III) dès que X est métrisable puisque sa séparabilité entraîne alors 

celle de % grâce à la continuité de K . 



Phopobxon 11.3.- S o i t  X compact, K un noyau reproduisant  

sur  x2, continu , d é f i n i s s a n t  un produi t  s c a l a i r e  su r  M e t  t e l  que % 
s o i t  séparable.  Alors $(MI  e s t  un bo ré l i en  de % . 

'ûérnonh-n : Considérons l ' a p p l i c a t i o n  T d é f i n i e  par  : 

- + 
T : (HK , I I I lK) - IR 

g - -r(g) = Sup I<f ,g>I . 
f"% 

I I ~ I  1,61 

S i  on montre q u ' e l l e  e s t  (8 , ôG+) mesurable, a l o r s  on 
% 

- 1 
aura  prouvé que $(M) e s t  un b o r é l i e n  de % puisque $(Ml =T ([O, +-[)  

d ' ap rè s  11.2 .  O r  dans l a  "boule" I f  E % , 1 If 1 1 ,  < 11 il y a un SOUS- 

ensemble dénombrable dense pour l a  norme 1 1 1 l K  que nous noterons 

Cfn , n E IN) . En e f f e t  (% , I I  1 lK) é t a n t  séparable  t o u t  sous-ensemble 

d e  % e s t  séparable pour ( 1 I K  . 

Puisque d ' ap rè s  un lemme c lass ique  t o u t  sous-espace d'un espace 

métrique séparable e s t  encore séparable.  

<. ,g> é t a n t  continue pour l a  1 1 1 l K  on en dédui t  donc : 

Par  conséquent T = Sup (<£,,.> 1 e s t  bien mesurable puisque chaque 
nc IN 

f , .  e s t  continue . 



II .  4. - Extension au cas X localement compact. 

Les résultats obtenus ci-dessus dans le cas X compact reposent 

essentiellement sur la densité de ( 1 1 )  dans C(X) et sur le 

théorème de représentation de Riesz qui identifie C(X)' dual de 

C O  I l  1 )  à M. 

Dans le cas où X est localement compact, il y a également un 

théorème de représentation de Riesz qui identifie Co(x)' à M . 
(cf. [20] p. 125) en notant par Co#) l'espace de Banach pour la ( 1 ( l m  
des fonctions continues sur X tendant vers O à l'infini. Avec un choix 

convenable de K on peut donc obtenir des résultats analogues à ceux du 

cas X compact. 

1 1 . 4 . 7 .  - Dé&iniAiun : 

Soit X un espace localement compact et K un noyau continu 

sur x2 on dira que K tend vers O séparément à 1' in£ ini si : 

vx E X , VE > 0 O ,C compact de X tel que Sup IK(X,~) 1 < E. 

Y.X \C 

(Autrement dit si pour tout x fixé K(x,.) E CO(X)). 

1 1 . 4 . 2 .  - Remahque : 

Si X est localement compact et K un noyau reproduisant borné 

continu sur x2 et tendant vers O séparément à l'infini alors (% 9 1 1  Il',, 1 

est dense dans Co(X). 

Preuve : Il suffit de vérifier que H K C  Co(X) et 

ensuite le raisonnement est le même qu'au 5 II. 1. en remplaçant C(X) par 

Co (X) . 



Soit f E HK et E > O fixé. Comme K tend vers O séparément 

à l'infini les K(x,.) sont dans Co(X). Comme K est borné on peut approcher 

f en / 1 1 l m  par une combinaison linéaire finie : 

bi IZ il,. . . ,n} 3 Ci compact de X tel que Sup 1K(xi,y) 1 < . 
YEX \Ci 2nlail 

n 
Pour le compact C = U Ci on a alors Sup If (y)  1 < E dot;? f IZ Co(X). 

i=l YSX\C 

11.4.3. : La démonstration des résultats 11.2. et 11.3. est alors 

la même pour X localement compact que pour X compact à condition de 

prendre K borné continu et tendant vers O séparément à l'infini. 

P h ~ p ~ b L t i ~ n  11.4.3.-  Soit X un espace localement compact, 

K un noyau reproduisant continu et borné sur X* tendant vers O séparément 

à l'infini et définissant un produit scalaire sur M alors on a : 

ii) si g = $ ( P I  SUP l<g,f>l = ILI/ ( X I  
f ~ ~ ,  l  I f  l  lmll 

iii) si y( est séparable alors $(M) est un borélien de H~ . 



III - ETUDE DES HYPOTHESES RELATIVES A (X,B) .- 

III .  O .  - Introduction. 

On se propose maintenant de discuter des hypothèses sur l'espace 

mesurable (X,B) rendant possible la construction d'un produit scalaire 

sur M comme dans (1.1.1.) ou si l'on ne souhaite pas supposer a priori la 

séparabilité de l$ comme dans (1.1.3.). 

D'après le théorème d'existence de C. Guilbart, si X est métrique 

séparable on peut toujours construire sur M un produit scalaire < >K pour 

un certain noyau K reproduisant continu et borné. 

Soit X un espace topologique pour lequel il existe un noyau 

reproduisant K borné et caractérisant les mesures (au sens de (1.1.3.)). 

K définit alors un produit scalaire sur M. X est-il alors nécessairement 

métrisable ? Si l$ est séparable, X doit-il l'être aussi ? Nous apportons 

une réponse partielle à ces questions en nous limitant au cas de noyaux 

continus et d'espaces compacts ou localement compacts. 

On commence par une proposition qui justifie l'hypothèse de régularité 

des mesures formulée au 5 II. On note Mr l'espace des mesures régulières. 

171 .0 .1 .  - Phopobh%on.- Si X est compact (resp. localement 

compact) et si M # Mr il n'existe aucun noyau continu (resp. continu tendant 

vers O séparément à l'infini) définissant un produit scalaire sur M. 

Preuve : On fait la démonstration dans le cas localement compact, 

le cas compact s'en déduisant facilement. 

Soit donc p une mesure à signe bornée non régulière sur (tribu 

borélienne de X). On peut associer à une forme linéaire A sur Co(X) 



définie par : 

puisque f étant continue est mesurable et f étant dans Co(X) est bornée, 

par conséquent f est bien intégrable par rapport à la mesure à signe bornée p. 

De plus A est continue puisque : f = J f dvI s I IfII. IuI(X) 
X 

Alors d'après le théorème de représentation de Riesz, il existe une unique 

mesure B signe bornée régulière p' telle que : A(f) = 1 f du' ( y£ E co(x)). 

Comme p est non régulière, on a bien sûr : p # p' . 
Ceci montre que l'espace Co(X) et donc a fortiori y( ne suffit 

pas à caractériser les mesures de M. 

Plus explicitement : on ne peut trouver de noyau K tel que : 

(Prendre v = u - p'). 

111.1. - Cas X compact. 

P h o p o b ~ ~ n  111.1.- Si X est un espace topologique compact et 

s'il existe un noyau reproduisant continu définissant un produit scalaire 

sur M alors l'application r; : x ++ K(x,.) est un homéomorphisme de X 

sur son image dans $ .  

C o h o ~ ~ . -  X est alors métrisable, donc aussi séparable, 

donc % est nécessairement séparable. 



D é m a n d ~ o n  : 

- La surjectivité de 5 est évidente. 

- L'injectivité provient de l'injectivité de $ : 

x # y => 6 # 6 puisque B sépare les points (puisque X est compact) 
x Y 

et comme <(x) = ~(x,.) = $(6x) et <(y) = $(6y) on a bien <(x) # <(y). 

- La continuité de 5 résulte de la continuité de K via la relation : 

2 2 1 I<(x) - <(y) 1 / = 1 IK(x,.) - K(Y,.) 1 I K  = K(x,x) + K(Y,Y) - ZK(x,y) . K 

- 1  - La continuité de 5 est moins immédiate. On raisonne par l'absurde : 

Si 5-' n'était pas continue, il existerait x e X et V voisinage 

ouvert de x tels que : 

* 
Posons rl = n(p) avec p E IN et ~(p) + O quand p -, + - 

et notons y = yp l'élément correspondant (Le choix de rl(p) sera précisé 

ultérieurement). 

X est compact donc complètement régulier. Il existe par conséquent 

une fonction continue f égale à 1  en x et nulle en dehors de V de 

sorte que : 

On sait que $ est dense dans C(X) pour la 1 1 1 l m  (cf. II. 1 . ) .  On peut 

donc approcher f en I I  1 l m  à 1/4 près par une combinaison linéaire 
n 

finie non nulle 1 ai K(xi, .) . 
i= 1 



On a a l o r s  : 

On é c r i t  a l o r s  : 

1 
Le ler e t  l e  3ème termes du deuxième membre de (2 )  sont  majorés par - 4 ' 

Pour majorer  l e  deuxième terme on é c r i t  : 

En c h o i s i s s a n t  a l o r s  ~ ( p )  = 
1 

n 
on a b o u t i t  dès que 

3 p 1 4 à une cont radic t ion  puisque ( l ) ,  (2) e t  (3) impliquent I f  (XI-f (yp) ( 6 4 

a l o r s  que par cons t ruc t ion  de f : f  (x) = 1 e t  f  (yp) = O 

- 1 
L e s t d o n c b i e n c o n t i n u e .  

On peut  donc d é f i n i r  l a  topologie de X par une d is tance  qui  e s t  

- 1 
l ' image par 5 de l a  d is tance  t r a c e  de c e l l e  de / 1 1 I K  su r  { ~ ( x ,  .), x e X I  : 

X e s t  donc un compact mét r i sable  donc nécessairement séparable e t  comme K 

e s t  cont inu  s i  (Xn)na IN e s t  dense dans X, {K(xn,.),  n c IN 1 e s t  

t o t a l e  dans y( qui  e s t  ddnc forcément séparable.  



III .  2. - Cas - X localement compact. 

P&opoh&n 111.2.- Si X est un espace topologique localement 

compact, s'il existe un noyau K sur x2 reproduisant, continu borné et 

tendant vers zéro séparément à l'infini et définissant un produit scalaire 

sur M alors l'application r, : x I---+ ~ ( x ,  .) est un homéomorphisme de X 

sur son image dans H K '  

C o & o ~ e . -  X est alors métrisable. Si de plus HK est 

séparable X est alors nécessairement séparable. 

Démon6Rhation : Elle est identique à celle de 111.1. moyennant 

les modifications suivantes : 

- % est densedans Co(X) pour la 1 )  \ l m  (cf. 11.4.2.) 

- On remplace V par un voisinage compact de x ce qui est toujours 

possible puisque dans un espace localement compact tout point admet un système 

fondamental de voisinages compacts. f est alors à support compact donc 

dans C (X) et on peut bien l'approcher en ) 1 1 lm par 1 ai K(xi,.). 

Pour le corollaire, un localement compact métrisable n'est pas 

forcément séparable. Si on rajoute l'hypothèse y( séparable alors <(X) 

llest,donc aussi X. 

111.3. - P&oPoAL~~oM.-  (cf. [IO] lemme 1.B.ï. p. 7). 

Si 8 est une tribu de type dénombrable séparant les points de X, 

si y( est séparable et si les K(x,.) sont mesurables, il existe une 

métrique séparable d sur X ayant B pour tribu borélienne et rendant 



K d 8 d  continu. 

Preuve: (cf. [IO] lemme I.B.I. p. 7-8). 



IV - MESURABILITE DE $(M) ET - $(M+).- 

Pour l ' é t u d e  des mesures a l é a t o i r e s  à signe (resp.  p o s i t i v e s )  

cons idérées  comme va r i ab l e s  a l é a t o i r e s  à v a l e u r s  dans y< , il importe 

de s avo i r  s i  $(M) e t  d ( ~ + )  son t  des  bo ré l i ens  de % . Dans tou t e  

c e t t e  s ec t ion  nous supposerons y( séparable e t  X métrique. Nous é tudions  

l e s  ca s  su ivants  : 

- X compact : on s a i t  d é j à  que $(M) e s t  bo ré l i en  de HK (cf .  11.3.). 

- X localement compact avec K cont inu  tendant  ve r s  zéro  séparément 

à l ' i n f i n i  : $(M) e s t  a u s s i  un bo ré l i en  de % (cf .  11.4.3. ( i i i ) ) .  

- X e s t  métrique séparable  complet e t  l a  topologie t r a c e  

de I I  1 I R  sur  MI e s t  l a  topologie f a i b l e .  

- X métrique séparable complet. 

Pour l e s  deux premiers c a s ,  il r e s t e  à v é r i f i e r  que $(M+) e s t  a u s s i  

bo ré l i en  de  % (') pour l e s  deux de rn i e r s ,  on prouve ci-dessous que $(M') 

e s t  bo ré l i en  de % .  
Pour l e  c a s  l e  p lus  "usuel" : X Ç IRn on aura  a i n s i  l e  choix 

e n t r e  des  n c y x x  pour lesquels  on s a i t  que $(Ml e s t  bo ré l i en  (2ème c a s )  

ou des noyaux dont l a  topologie t r a c e  sur  M+ e s t  l a  topologie f a i b l e  (3ème cas)  

comme ceux des exemples 1.5. ex. 3,  4 e t  5. 

Remarquons que l e  f a i t  que $(Ml s o i t  un sous-espace v e c t o r i e l  

de % ne g a r a n t i t  pas q u ' i l  s o i t  boré l ien .  

...................................... 
( 1 )  Dans l e  cas X localement compact en a jou tan t  l 'hypothèse que X 

e s t  dénombrable à l ' i n f i n i .  



IV .  1. - Remarque : 

Il e x i s t e  des s.e.v. denses non b o r é l i e n s  dans H K '  

Justification : Pour l e  prouver on u t i l i s e  l e  théorème du graphe 

b o r é l i e n  qu i  e s t  une géné ra l i s a t i on  pa r  L. Schwartz du théorème du graphe 

fermé de Banach (c f .  [24] ) . 

" Théohèmei : S i  E e t  F sont  deux espaces de Banach e t  s i  u  

e s t  une app l i ca t i on  l i n é a i r e  de E dans F dont  l e  graphe e s t  un bo ré l i en  

de E x F a l o r s  u e s t  continue " . 
Pour a v o i r  un s.e.v. dense non b o r é l i e n  de y< on applique 

ce  théorème en prenant  E = y< , F = IR e t  u  forme l i n é a i r e  non cont inue  

s u r  y< . 
Alors l e  graphe G de u  n ' e s t  pas bo ré l i en  dans 5 x 1 ~ .  

D'autre p a r t  puisque u  n ' e s t  pas continue Ker u  e s t  un s.e.v. dense 

de . 
Ker u  ne  peut  pas ê t r e  bo ré l i en  de  y( c a r  l a  p ro j ec t i on  canonique 

- 1 
s : y( x R +$ é t a n t  continue e s t  mesurable e t  G = n (Ker u) .  

IV.  2. - Proposition : 

S i  X e s t  compact e t  s i  K e s t  un noyau reproduisant  cont inu  

su r  x2 d é f i n i s s a n t  un produi t  s c a l a i r e  s u r  M a l o r s  $(M+) e s t  bo ré l i en  

dans $ . 

Preuve : On s a i t  que dans ce  c a s  (M+ , < > e s t  complet 

( c f .  CIO] p. 17) donc $(MI) e s t  fermé dans HK . 



IV .  3 .  - Proposition : 

Si X est localement compact dénombrable à l'infini et si K 

est un noyau reproduisant continu borné sur xL , tendant vers zéro 
séparément à l'infini et définissant un produit scalaire sur M alors 

$(M+) est borélien dans ' k -  

LUVW I V . 3 . 1 . -  Soit X un espace topologique et A C  U C X  . 
Si U est borélien dans X et si A est borélien dans U 

alors A est borélien dans X (cf. L. Schwartz, [23Ip. 521-4 t.1). 

Grâce à ce lemme et à 11.4.3. (iii), il nous suffit de montrer 

que $(M+) est borélien de g(M). 

On peut caractériser les mesures positives bornées sur X de la 

façon suivante : 

+ 
Pour montrer que $(M ) est borélien de $(MI ou ce qui est 

équivalent pxe M+ est borélien de M il suffit donc de prouver que 

l'application 8 : 

et mesurable (puisque M+ = 8-1 ({O)). 

La mesurabilité de JJ -+ /P I  (X) résulte de 11.4.3. (ii) : 



où hn est une suite dense dans {f E Y( 9 Ilfllm S 1) . 

Les fonctions 1<9(.), hn>l étant continues pour tout n , on en 

déduit la mesurabilité de la fonction O 1  = Sup 1<$(.),  hn>I et 
n~lN 

e , ( d  = 1~100 . 
Pour prouver la mesurabilité de O 2  : u - uO() on montre qu'il 

existe dans $ une suite 
(gn)ntzlN ne dépendant pas de p telle que 

X étant dénombrable à l'infini peut s'écrire comme réunion croissante 

d'une suite de compacts Cn . On applique alors le lemme d'urysohn (cf. 1201 

2 .12  p. 38) qui nous garantit l'existence d'une fonction continue 
fn à 

support compact telle que : 

fn 
étant à support compact est bien un élément de Co(X). 

On sait d'autre part (cf. 11.4.2 . )  que Y( est dense dans Co(X) 

pour la I I  I lm. 

Pour tout n c R , il existe donc gn dans y( telle que 

1  1 I f n  - gril l m  ; . 
On a alors : lutx) - lx gn dlil I lx 1 lx - %I dlu/ 

Comme 1 ~ 1  est une mesure positive bornée et Cn 4 X on a : 

1 
lirn{/pI (X \ Cn) + ; Ilil (XI)= 0 d'où la conclusion. 
n* 



Remahque : A cause de la mesurabilité de 8, et e2  , un corollaire 

immédiat de cette démonstration est que $(P)  où P est l'espace des probabi- 

lités sur X est borélien de Y( . De même que $({p c M , /pl (X) s a}) 

et $({p E M+ , p(X) 6 a)) etc ... 

IV. 4 .  - Proposition. 

Si X est un espace métrique séparable et complet, si K est un 

noyau reproduisant définissant un produit scalaire sur M tel que la topologie 

trace de I I  / I K  sur M' soit la topologie faible, alors $(MI) est un 

borélien de ' k a  

D6mo~nXhdtion : 

- On sait que l'espace M+ muni de la topologie faible est métrisable 

comme espace métrique complet si X est lui même métrique complet. 

- Par ailleurs on sait qu'une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'étant donné un espace métrique (E,d) il existe une métrique 

équivalente d' telle que (E,d') soit complet est que (E,d) soit 

un G, dense de son complété pour la métrique d. Autrement dit, que E 

soit "topolop"quement complet" (cf. [18] ). 

- Par conséquent , X étant métrique complet $(M+) sera un 

G, dense de son complété $(MI) pour la I I  / I K  . 
- 

Donc $(M+) est unboréliende $(M+) et comme $(M+) est fermé 

donc borélien dans $ , on peut conclure en utilisant le lemme IV.3.1. 



IV. 5. - Proposition. 

S i  X e s t  un espace mét r ique  séparable e t  complet, s i  K e s t  un 

noyau reproduisant  cont inu  su r  x2 e t  borné d é f i n i s s a n t  un p rodu i t  s c a l a i r e  

s u r  M a l o r s  $(M+) e s t  un b o r é l i e n  de Y < .  

- Notons M; l 'ensemble des  mesures p o s i t i v e s  s u r  !: dont l a  

v a r i a t i o n  t o t a l e  e s t  i n f é r i e u r e  ou éga l e  à 1 .  

1  
L'homothétie de rappor t  ; é t a n t  cont inue  il e s t  c l a i r  que s i  

)(M;) e s t  boré l ien  a l o r s  J(M:) = n $(MT) l ' e s t  également. 

(Mn = {y c M' , u(X) L n}) . Comme $(M') = u &M:) il nous 
n~ IN 

s u f f i r a  donc de prouver que $(M;) e s t  boré l ien  de 
H~ 

- So i t  c2 = ~ u p  K (c  > O) .  

xL 
Alors $(b[ i )  e s t  contenu dans l a  boule  fermée. 

2 112 
En e f f e t  s i  y =z M; : ( l$ ( r )  1 l K  = (j K dy B I (c21rl (Y) s c .  

X 
Comme X e s t  séparable  e t  K con t inu ,  Y< e s t  séparable.  Y( é t a n t  r é f l e x i f  

l a  boule  B e s t  a(%,%) - compacte. On s a i t  que l a  t r a c e  de l a  topologie 

f a i b l e  a($,l-$) e s t  mé t r i s ab l e  séparable  sur  B. Notons 6 une d i s t ance  

"métrisant"  c e t t e  topologie.  Par exemple 6(h,g) = 1 1 fn>  1 où 
n=O 2n 

{ f n  , n E IN} e s t  dense dans l a  boule  un i t é  de % . Alors (B,6) e s t  

compact donc en p a r t i c u l i e r  complet. 

- So i t  p l a  métrique de  Prokhorov su r  hl; . Puisque X e s t  

mét r ique  séparable complet, e s t  métrique séparable  complet. Notons 



B(M;,P) sa tribu borélienne et 8(B76) celle de l'espace métrique (B,S). 

L'application , : M + ( 6 )  définie par : 

l~ Y pour Y E M; 

est (p.6) continue donc B(M;,~) ; B(B,~)]-mesurable. En effet : 

si pn est une suite quelconque convergeant vers p dans ( ~ f  ,p) : 

o'ylr,H#' 
donc $(Yn) 

6 bd(~) donc $(un) -~(J.J) . 

- On utilise alors le théorème de Kuratowski : 

" Soit X1 et X2 deux espaces métriques séparables complets, 

E ~ C  Xl E C X . On suppose que 2 -  2 El est borélien de X1 et que 4 est 
une injection mesurable de XI dans X2 telle que $(El) = E2 . Alors E2 

est borélien de X2 " (cf. El81 p. 12). 

On applique ce théorème à 9,  avec El = XI = (M;,D) 

E2 = $(M;) X2 = (B76) . On voit ainsi que $(M;) est un borélien de (B,6). 

Il résulte du lemme IV.5.2. ci-dessous que si % est séparable 

la topologie forte I I  1 l K  et la topologie faible O(%,%) ont la même 

tribu borélienne : 

On en déduit que B(B, I I  1 I K )  = B(B, o(HK7 s)) = B(B,6) . 

Par conséquent $ ( M ; )  est borélien d'un borélien de B(HK, I I  1 IK) 
et on conclut en appliquant le lemme IV.3.1. 



1 V . 5 . 2 .  - Lemme : 

Si yl( est séparable alors B(y( , I I  1 lK) = B(% , a ( y ( , s ) ) .  

Preuve : 

- Tout ensemble a(%, %) - fermé étant I /  I I K  - fermé on a bien 

sûr B O $ ,  u ) C B ( y ( ,  I I  IIK). 

- y( étant séparable, B(y( , 1 1 1 I K )  est engendrée par les boules 

fortes fermées qui étant convexes sont aussi a(%, Y<) - fermées donc 
B($,a) mesurables donc B(%, ( 1 1 IK) C B(%, O) . 



On se propose maintenant d'établir des critères de relative compacité 

dans les espaces % et $(MI. Ces critères seront utilisés dans l'étude des 

divers modes de convergence des suites de mesures aléatoires. On commence par 

donner une caractérisation générale des sous-ensembles relativement compacts 

d'un espace de Hilbert quelconque en utilisant un résultat de la théorie des 

espaces de Banach : 

V.1. - Théorème : 

Soit H un espace de Hilbert et d la distance définie par sa norme. 

Une partie G de H est relativement compacte si et seulement si : 

I (i) G est I I  1 I H  - bornée 

Sup d(g,V) < E . 

V .  1 . 1 .  - Dérno~dL4aLbn : Supposons d'abord G relativement compacte. 

Alors (i) est vraie. Pour prouver (ii) on utilise le résultat suivant vrai 

pour tout espace de Banach donc en particulier pour H . 
Il existe une suite 

(Un)na IN d'éléments de H telle que : 

limu = O  
n (au sens 1 1 1 IH) 

n- 

(Cg désignant l'enveloppe convexe équilibrée fermée). 



Soit donc E > O fixé. D'après ( 1 )  il existe un entier m tel que : 

Notons V = [un , n d ml le sous-espace vectoriel de H engendré par les 

u (n m). Si g est un élément quelconque de G , on peut d'après (2) n 

l'approcher à 5 près par un élément de CO {un , n r IN} donc de la 
2 

forme 1 ti ui où : 1 est une partie finie de IN , et les réels 
irI 

t. ( i c i )  vérifient: 1 ltil É 1 . 
ir 1 

Par conséquent : d(g,V) 6 5 + d( 1 ti ui , V) . 
i ~ 1  

Or en désignant par prV la projection orthogonale de H sur V on a : 

Donc, pour tout g dans G : d(g,V) < E . 

Réciproque : On suppose maintenant que (i) et (ii) sont vraies. 

Pour montrer la relative compacité de G dans H , on prend une suite quelconque 

(hn)nc~ 
d'éléments de G et on prouve qu'elle a une sous-suite qui est de 

Cauchy dans H . 
H étant réflexif, ses boules fermées sont u(H,HT) compactes. Il 

résulte donc de (i) que G est a(H,H')-relativement compact. 

Le théorème d'Eberlein Smulian nous permet alors d'extraire de . 

(hn)ng IN une sous-suite (hn ) qui soit o (H,H') - convergente (cf. [26] ). 
P PCH 



Soit E > O fixé et V un s.e.v. de dimension finie de H vérifiant 

(ii) pour cet c .  Dans V , prV(hn ) converge au sens o(H,H1) donc aussi 
P 

au sens o(V,V') donc aussi en norme puisque V est de dimension finie. 

Il en résulte que (prV(hn )) est une suite de Cauchy de V. En choisissant 
P P E ~  

alors m a IN tel que : 

On a alors la majoration : 

Le ler et le 3eme termes sont majorés par E d'après (ii), le 

deuxième terme aussi d'après (3), (hn ) est donc bien une suite de Cauchy. 
P P E ~  

V . 1 . 2 .  - Remahque : 

Si G est compact, prV étant continue, pr (G) est alors aussi v 
compact et on a : 

Compte-tenu du théorème V.1. on en déduit que les compacts de H sont exactement 

les fermés dont on peut approcher uniformément les éléments par ceux d'un 

compact de dimension finie (donc fermé borné de dimension finie). 



V .  2. - Exem~ie : les cubes de Hilbert. 

Soit {gi , i E IN) une famille orthonormée de H et {ai , i E IN] 

une suite de réels positifs vérifiant : 

On appelle cube de Hilbert construit sur (gi, i E IN) et (ai, i E N) 

le sous-ensemble C de H défini par : 

Avec le théorème V.1. la compacité de C est immédiate. 

V.2 .2 .  - Rcmahque. : 

Si g , i E ) est une base orthonormée de $ ( M )  avec 

gi = $(vi) (cf. 1.4.3. et V.5.1.) et si les a. vérifient la condition 

supplémentaire 

alors C est un compact inclus dans $(Ml.  

V . 3 .  - Proposition. 

On suppose H séparable 

i) G bornée est relativement compacte dans H si et seulement si il 

existe une base hilbertienne {gn , n E IN ) telle que : 



ii) Si la condition (V.3.1.) est vérifiée pour une base hilbertienne 

de H , elle l'est pour toute base hilbertienne. 

Preuve de (i) : D'après le théorème V.1. la condition (V.3.1.) est 

évidemment suffisante pour la relative compacité de G. Pour prouver sa 

nécessité on procède par itération : 

* 
En prenant E = - , m E a  dans le théorème V. 1. : m 

- Pour E = 1 on a un sous-espace de dimension finie V1 tel que 

Sup d(g,V1) < 1 . On choisit alors dans VI une base orthonormée gl, ...,gm . 
geG 1 

- Ensuite pour m = 2 , il existe un s.e.v. de dimension finie v; 
1 

tel que Sup d(g,~;) < 2 . Soit V2 le s.e.v. engendré par V1 et V; 
gc G 

1 
on aura a fortiori Sup d(g,V2) < et on pourra compléter la base 

gcG 
{gl, .. . ,g de V1 en une base orthonormée de V2 etc ... 

1 

G est alors inclus dans le s.e.v. fermé de H engendré par la 

famille orthonormée ainsi construite de sorte que si on complète cette famille 

pour en faire une base hilbertienne de H (que nous noterons encore (gn, n E B?)) 

on a <g,g,> = 0 (g e G) pour tous les gn ainsi "rajoutés" et (V.3.1.) 

est ainsi vérifiée. 

Preuve de ((ii) : Soit G une partie bornée de H vérifiant 

(V.3.1.). Notons {hn , n E IN 1 une base hilbertienne quelconque de H. 

Considérons alors la suite de fonctions Bm définies par : 



('m)mEN est une suite de fonctions continues décroissant vers O sur le 

compact G. D'après le théorème de Dini elle converge uniformément vers O 
- 

sur G ce qui se traduit par : 

V .  4 .  - Application au cas où G = $(M), M C M . 

Dan4 le cas  où G est l'image par d'un ensemble M de 

mesures bornées on peut donner, compte tenu de la proposition V.3. la traduction 

suivante du théorème V.1. 

Soit M une partie de M . $(M) est relativement compact dans % 
si et seulement si : 

ii) Il existe une base hilbertienne {gi . i E IN de Y( telle 

que : 



S'il existe une mesure positive bornée v telle que pour toute 

mesure p de M on ait I J J ~  6 v alors  MI est relativement compact 

dans y( . 

- (il est vérifiée puisque : 

KJ . M : j K d~ e u r I(S;;P IKJ) dlp B = 

- Vérification de (ii) : 

Soit tgi , i E IN) une base orthonormée quelconque de % . O n a  

alors : 

Et cette série est absolument convergente puisque : 

Soit E > O fixé et n un entier dont le choix sera précisé ultérieurement. 

On a alors : 

= f (1 gi 
+ 1 ( 1 gi B gi) dp 4 p de sorte que : 

i=o X x2 i>n 



Il ne nous reste plus alors qu'à appliquer le théorème de convergence monotone 

pour rendre ce dernier majorant inférieur à E pour n assez grand : 

Justification : 

+m 

- 1 , 1 lgi(x) gi(y)I v 8 v(dx,dy) < + car v est une mesure 
X i=O 

+ m  

positive bornée sur X et : Igi(x) gi(y) 1 f K(x,x) + K(Y*Y) 
i=O 

- 1 gi(x) gi(y) 1 tend vers O en décroissant quand n tend vers + m 

i>n 

à cause de la convergence absolue de 1 gi(x) gi(y) . 

L'entier n étant ainsi fixé on a alors 

Avec des hypothèses légèrement moins générales sur le noyau K , 

on obtient la condition suffisante de relative compacité beaucoup plus 

maniable suivante : 

S'il existe une base orthonormée (gi)iEN de y< telle que 
+ m 

la série : .l gi(x)2 converge uniformément sur X, et si : 
i=O 

Sup (X) < + m alors $(M) est relativement compact dans y< . 
u EM 



On utilise V.3. (i). Posons c = Sup (p[(x) . 
u EM 

D'après l'inégalité de Holder on a : 

et ce dernier majorant tend vers O par hypothèse. Donc : 

Sue 1 (jgid~)2+0 quand m + + -  . 
PEM i2m 

V .  5.  - Relative compacité dans $(M). 

Le théorème V.1. ou la proposition V.3. permettent de caractériser 

tous les compacts de HK . Pour autant ils ne résolvent pas la question de 
la (relative) compacité dans $(M). En effet si $(MI est relativement compact 

dans % , sa fermeture peut contenir des éléments qui ne soient pas dans $(MI.  

Or dans l'étude des théorèmes de convergence des suites de mesures 

aléatoires il peut être utile de disposer de critères de relative compacité 

dans $(M). 

On se propose donc dans ce paragraphe d'obtenir des compacts non 

triviaux formés uniquement d'éléments de $(M). On commence par quelques 

compléments relatifs aux bases hilbertiennes de % *  



V . 5 . 1 . 1 .  - Phopob&on : Dans les conditions du théorème 1 . 4 . 1 .  

et en supposant p finie la base orthonormée hn , n c N 1 de $ 

est constituée en fait uniquement d'éléments de $(M). 

Preuve : D'après 1.4.1. (iii) on a : 

On sait que 2 hn est un élément de L (pl . Comme p est finie il en résulte 

1 
que hn est aussi dans L (p). Il en résulte que la fonction d'ensemble vn 

définie par : 

A E B  

est une mesure à signe sur 8, absolument continue par rapport à p et de 

hn 
densité - . La formule (1) peut alors s'écrire 

Jc n 

On a donc bien ainsi une base orthonormée d'éléments de + {$(vi>, i E N 1 

où les v sont toutes absolument continues par rapport à . i 

Remarquons d'ailleurs que réciproquement si on connaît une base 

hilbertienne de $ de la forme {$(vi) , i E Il alors les V. sont 

absolument continues par rapport à une même mesure positive bornée. 11 suffit 

de poser ~i = 1 1 
Ivil ' 

i=o 2ii/il (XI 



V . 5 . 2 .  - P&opob&n : Si X est métrique séparable et si M 

est une partie de M pour laquelle il existe un élément v de M+ tel 

que : 

Alors est un compact de HK , inclus dans $(MI. 

DérnonbZtmZon : 

- On commence par remarquer que l'on a : vp E M , [pl v + 

où est une mesure positive bornée chargeant les ouverts. Il suffit donc 

de faire la démonstration dans le cas cas où v charge les ouverts. On peut 

alors appliquer le théorème 1.4.1. (en remplaçant p par v dans les notations 

du théorème). 

- Pour tout p dans M on a : p est absolument continue 

par rapport à v et du Id;] s 1 V-presque partout puisque 1p 1 s v . 

2 d~ Par conséquent : E L  v et deplus ( I z I  $VU) , 
dv 

L (v) 
d~ 2 {=, H E M }  est donc bornédans L (v) donc faiblement (o(L~(v), L~(v))) 

relativement compact. 

- 
- On sait d'après le corollaire V.4.2. que $(M) est un compact 

de HK. Il reste à montrer que S(M)C $(M). 

Pour cela on se donne une suite quelconque ($(pn>, n E IN) d'éléments 

de $(M) convergeant en 1 1 1 l K  vers l'élément g de % et on démontre 

que g est en fait dans $(M). 

d'n 2 
{- , n E IN) est faiblement relativement compact dans L (v) donc on peut 
dv 

extraire de (pn)nE w une sous-suite (un ) telle que 
P PEN 



2 pu(~2(v)7L2(v)) > h  h F L  (,,) * quand p + + - - 
dv 

2 - Pour tout x de X, K(x,.) est dans L (v). On en déduit 

donc : 

dJJn 
x K(x,y) d; (Y) v(dy) -*lx K(x,y) h(y) v(dy) quand p + + -  . 

X 

Autrement dit $(un ) converge simplement sur X vers K(. ,y) h(y) v(dy) . 
P 

- Comme v est bornée h estaussi dans L1(v) et la mesure y 

de densité h par rapport à v est bien définie et est dans M. 

On a alors $(Y) = J K(.,Y) h(y) v(dy) . 

- D'autre part la convergence en norme I I  1 l K  de $(un) vers g 

entraîne sa convergence simple sur X vers la même limite donc aussi celle 

de $(vn ) on en déduit g = $(y) ce qui achève la démonstration. 
P 

V .  6 .  - Relative compacité et équitension. 

On étudie maintenant des conditions suffisantes de relative compacité 

de $ (M) dans q( , M+) ou $(M) inspirées du théorème de Prokhorov 

sur la relative compacité d'un ensemble de mesures pour ln topologie faible. 

V . 6 . 1 .  - TiuZoir2mi) : Soit X un espace métrique, K un noyau 

reproduisant continu borné sur x2 définissant un produit scalaire sur M. 

Soit M une partie de M+ vérifiant : 

b) v n  > O ,  3 C compact de X, Sup {JJ(X\C), JJ E MI < II 

Alors $(M) est relativement compact dans E k .  



D 6 m o n b ~ n  : On prouve que $(M) vérifie les conditions (i) 

et (ii) du théorème V. 1. 

- La preuve de (i) est immédiate : 
2 vli E iI$<li)ll, = jX2 K dli B li I Sue K P(X) 

2 

x2 
et on conclut avec (a). 

- Pour prouver (ii), soit E > O fixé, nous allons construire 

un s.e.v. V de dimension finie de $ tel que 

Soit 6 > O , r > O et q > O trois réels dont le choix en fonction de E 

sera précisé ultérieurement. Soit C un compact associé à q par l'hypothèse 
m 

(b). Il existe un recouvrement fini V B(xi,r) de C par des boules de même 
i=O 

rayon. Notons alors V le s.e.v. de % engendré par {K(xi,.), i = O,. . .,ml. 
Comme 

on va prouver d'abord que les f de VI tels que 1 /fl 1, = 1 sont 

uniformément "petits" sur C : 

Soit f r vL : vi 'i Eo,. . . ,ml f 1 K(xi, .) donc f (x.) = O . 

De pius : vx E C , Ji c O,. . . m , tel que x E ~ ( x ~ , r )  . 
On a alors : 

Comme K est continu sur x2 donc uniformément continu sur le compact c2  , 

le dernier majorant dans (1) peut être rendu inférieur à ô2 en prenant r 



suffisamment petit. (Ce choix de r dépend alors de C donc de ri, de K 

et de 6 mais non de f). 

Donc: X E  , V ~ E V ~  telque 1 ,  If(x)I<6 . (2) 

On en déduit la suite de majorations : 

~ u p  d(v,$(p)) = ~ u p  1 Ipr 1($(~)) 1 I K  = Sup Sup l<f ,$(p)>l 
fevL 

1 l f l  I K n l  

= Sup Sup ~j f dpI I Sup 
PEM IlfllK=l JJEM 1 1 f 1 lK=l 

fav1 fEvL 

5 6 Sup p(X) + Sup 1 ~ 1 ~ ' ~  Sup p(X \C) 
PEM x P ~ M  

6 sup P(x) + ri Sup  KI''^ 
JJEM x 

Les hypothèses (a) et (b) nous permettent de choisir 6 et ri de façon à 

rendre le dernier majorant de (3) inférieur à E.  Les choix de C , de r 

et des x. donc de V en découlent. 

V . 6 . 2 .  - Remahque : Si X est métrique séparable le théorème 

V.6.1. peut se déduire plus simplement du théorème de Prokhorov et du théorème 

de faible comparaison de C. Guilbart : 



lep cas : Si la topologie trace de I I  1 / sur M+ est la 

topologie faible alors V.6.1. n'est que la condition suffisante de relative 

compacité du théorème de Prokhorov (remarquons que pour cette partie du théo- 

rème de Prokhorov la complétude de X n'est pas nécessaire (cf. [8] p. 

362-365). 

$me cas : Si la topologie trace de 1 1 / I K  sur MI n'est pas 

la topologie faible, on sait d'après le théorème de faible comparaison de 

C. Guilbart (') (cf. [IO] p. 14) qu'elle est moins fine que la topologie 

faible. M étant alors séquentiellement relativement compact dans M+ pour 

la topologie faible (Prokhorov) l'est a fortiori pour une topologie moins fine. 

Si X est métrique séparable, le théorème V.6.1. fournit une 

+ 
condition suffisante de relative compacité dans 4(M ) (et pas seulenient 

dans %). 

- 
Preuve : Il faut montrer que $(M) C I$(M+) . 
Soit donc (un)naH une suite convergente quelconque de M. 

Notons h = lim $(u ) (au sens de ) ) 1 IK). 
n n-t+m 

(u ) admet une sous-suite convergeant vers une mesure positive n 

bornée p pour la topologie faible puisque M est relativement compact 

dans M+ pour cette topologie (Prokhorov). 

Soit (un cette sous-suite. On a : 
P PEN 

(1) Les seuls produits scalaires que nous envisageons ici sont continus et 

se réintégrent i.e. = j <Sx,6 > p ~3 v (dn,dy) et <6x,6 > est 
Y Y 

une fonction continue de (x,y). On est donc bien dans les hypothèses 

du théorème de faible comparaison. 



En particulier, puisque % est formé de fonctions continues bornées sur X : 

kf"k l i m j f d p n  = I f d p  . 
P" P 

En faisant f = K ( x , . )  on en déduit h = $(p) donc h G $(M+). 

V . 6 . 4 .  

Le théorème V.6.1. et son corollaire V.6.3. se généralisent aux 

mesures à signe à condition de remplacer partout P par [pl dans les 

majorations des énoncés et des démonstrations. 

Théofiërne : Soit X un espace métrique, K un noyau reproduisant 

continu borné sur x2 définissant un produit scalaire sur M. Soit M une 

partie de M vérifiant : 

b) vn > O , 3 c compact de X , Sup { \ P I ( ~  \CI, H E Ml < . 

Alors $(MI est relativement compacte dans % .  
Si de plus X est séparable, $(M) est relativement compacte 

dans $(M). 

Pour le théorème de relative compacité pour la topologie faible 

sur M (au lieu de M+) cf. [25]. 



VI - COMPLEMENTS .- 

VI.l. - Une généralisation de la construction d'un produit scalaire 

sur l'espace des mesures. 

L'examen des résultats de densité dans C ( X )  ou Co(X)  , ainsi 

que de mesurabilité de $(M) obtenus dans les cas X  compact et X  localement 

compact nous a suggéré la construction abstraite suivante qui généralise le 

procédé du 1 .1 . )  tout en englobant des résultats déjà obtenus. 

VI.l.l. - PhopobiLion : 

Soit X  un espace métrique, C(X)  l'espace de Banach pour la 

norme I I  1 1 -  , des fonctions continues bornées sur X. On suppose qu'il existe 

un sous-espace fermé séparable F ( X )  de C ( X )  , caractérisant les mesures. 

Soit L  l'ensemble des formes linéaires continues sur ( F ( X ) ,  1 1 1 l m ) .  

(fi)is~ étant une suite totale de F ( X )  vérifiant : 

On pose : 

Alors K est un noyau reproduisant défini positif, l'espace de Hilbert 
H~ 

associé est formé d'éléments de F ( X ) ,  ( 1 )  définit un produit scalaire sur L 

et (L, < >) est isométrique à un sous-espace dense de HK. (M, < >) 

est dense dans ( L ,  < >). 



V é r n o n h W n  : 

- Définition du produit scalaire sur L : 

F(X) é t an t  fermé dans C(X) e s t  lui-même un espace de Banach. 

Notons I I  I l F ,  l a n o r m e d e s o n d u a l :  ( ( u \ ( ~ ,  = Sup l u ( £ ) (  . 
faF 

+- 1 l f l  l,dl 
L'hypothèse ( 1 / f i  1 1 :  < + - ) assure  l a  convergence absolue de l a  

i = O  
s é r i e  dans l a  dé f in i t ion  de <u,v> : 

La b i l i n é a r i t é  de < > e s t  a l o r s  évidente.  

Pour l a  dé f in ie  p o s i t i v i t é  il s u f f i t  de noter  que : 

Et comme ('i)iEIN 
e s t  t o t a l e  dans F(X) c e t t e  dernière  condit ion 

équivaut à l a  n u l l i t é  de u. 

- K es t  un noyau reproduisant de type posi t i f  e t  Y( C F(X) : 

 hypothèse " 1 ( 1 1 f i l  12' < + - " en t ra îne  l a  convergence 
i c  IN 

uniforme sur tout  X de l a  s é r i e  de fonct ions  dé f in i s san t  K(x,.). Il en 

r é s u l t e  que pour tout  x E X l a  fonct ion ~ ( x , . )  e s t  un élément de F(X). 

La même hypothèse assure l a  convergence de l a  s é r i e  dé f in i s san t  K dans (2) 

e t  de p lus  K e s t  borné su r  xL . 



Il est clair que K est un noyau de type positif (et même défini 

positif dès que la topologie de X est séparée : faire u = v = 1 ai 
is 1 

dans ( 1 ) ) .  

Les éléments de l'espace autoreproduisant Y( étant limites 

pour la norme 1 1 1 l K  donc aussi pour la norme 1 1 1 1- de combinaisons 

linéaires finies des K(x,.) et les K(xi,.) étant dans F(X) on en déduit 

que HK est un sous-espace vectoriel (au sens purement algébrique) de 

F(X). 

- PZongement isométrique de L dans HK : 

La démonstration est identique à celle de (1.2.1.) à ceci près 

que les théorèmes d'intégration sont remplacés par la continuité de u pour 

la norme I I  I l m .  

On définit $(u) (u E 1) par : 

La convergence uniforme de la série définissant K(x,.) nous permet 

alors d'écrire comme dans (1.2.1.) (1) : 

On note Hl l'espace vectoriel de fonctions réelles sur X défini par 

Remarquons que Hl est un s.e.v. de F(X) à cause de la convergence 
+a +- 

2 
uniforme de la série y u;fi) fi ( 1 1 u(fi) fi/ 5 1 lu1 1,. 1 (1 1 fi/ l a >  . 

i=O i=O i=O 

$ est une bijection linéaire de L sur Hl : le seul point à vérifier est 



l'injectivité : $(u) = O = >  u($(u)) = O  (car $(u) a F(X)) 
+m +Co 

==> u(1 u(fi)f.)=O-> 1 U ( £ ~ ) ~ = O  àcausedela 
i=O i=O 

convergence unif orme de la série (1 ' ) . Donc <u,u> = O donc u = O 

$ est donc bien injective. 

On munit alors Hl du produit scalaire 

Les lemmes 1 ,  2 et 3 de la démonstration de (1.2.1.) restent valables 

mutatis mutandis : 

Lemme I : Hl contient &(x, .), x E et vérifie la propriété 

d'autoreproduction pour K. 

Preuve : . K(x,.) = $(XI 
a m  

Preuve : Si f E Hl , f = $(v) 

(L'interversion de u et 1 provenant de la convergence uniforme de 
4.m 

la série 1 v(fi) fi) 
i=O 



iemme 3 : Vu E L , II$(u>Il, r (sue KI'" II$(u>II. 

x2 
Même démonstration qu'au 5 1.2.1. 

A partir de là, on peut reproduire mot pour mot la fin de la 

démonstration 1.2.1. en remplaçant simplement le mot "mesure" par "forme 

linéaire continue sur F(X)" les notations M et f ~ J J  par L et u(f) I 
respectivement ... (On prouve de même la proposition 1.2.2. : 

L'injection isométrique de L dans y( par $ est donc démontrée. 

En notant Mo (resp. H ) l'espace des combinaisons linéaires finies 
O 

des mesures de Dirac (resp. des K(x,.) , x E X) , la situation peut se résumer 

dans le schéma suivant : 

Mo C M C L C i (i étant complété de ( L ,  < >)) 

Comme Ho est dense dans 5 et $ est isométrique il est alors 

clair que 1 et y( sont isométriques par le prolongement de 4 à 1 

et que (M, < >) est un s.e.v. dense de (L, < >). 

v1.1.z. - C 0 / r o ~ ~  : 

Avec les hypothèses de VI.l.l. on a alors : 

i) (% , ( 1 1 lm) est dense dans F(X) . 
ii) Les éléments de $(LI dans % sont caractérisés par : 



h E $(L) <-> Sup I<h,f>l < + . 
fe% 

lIfll,fl 

iii) $(L) est un borélien de 5z 

Preuve : 

i) On sait déjà que : % C ~(x). Si u est un élément de F 

s'annulant sur y, on a alors vf c u( f )  = O . 

Mais u(f)=<f,$(u)> donc $(u)=O donc u P O  et y( est 

bien dense dans F(X) pour la 1 1 ( 1 -  d'après un corollaire du théorème de 

Hahn-Banach. 

ii) Se démontre exactement corne (11.2.) en remplaçant partout 

f du par u(f) , C(X) par F(X) et le théorème de Riesz par . . . la 
définition de L ! 

iii) y( étant séparable par construction (théorème de séparabilité 

de C. Guilbart) on peut reprendre la démonstration de (11.3.) en remplaçant 

$(Ml par $(L). 

- La construction VI.l.l. englobe les principaux cas étudiés 

auparavant : 

Si X est compact on prend F(X) = C(X) et on retrouve (11.1. , 

11.2. et 11.3.1, 

Si X est localement compact, on prend F(X) = Co(X> et on 

retrouve 11.4. , 



Si X est séparable, on prend F(X) = u(X) espace des fonctions 

réelles uniformément continues (') bornées sur X et on retrouve la construc- 

tion d'un noyau induisant la topologie faible sur M+ donnée par C. Guilbart. 

- Il serait souhaitable de disposer d'une caractérisation des éléments 

de M dans L permettant de démontrer que M est un borélien de (L, < >). 

Il en résulterait alors la meçurabilité de 4 (M) dans $ (L) puis comme $ ( L )  

est lui même borélien de % celle de $(M) dans % . A défaut d'une telle 
caractérisation, on pourrait adopter un point de vue légèrement différent : 

définir les "pseudo-mesures aléatoires" comme des variables aléatoires à valeur 

dans $(L) presque sûrement et utiliser des critères de relative compacité 

dans $ ( M I  pour pouvoir passer de résultats sur les pseudo-mesures à des 

résultats sur les mesures. 

VI. 2. - Non-extension aux mesures de Radon. 

On peut se demander si la construction d'un produit scalaire telle 

que nous l'avons développée en 1.1. ou VI.l. est adaptable à l'espace des mesures 

de Radon sur un espace localement compact X. La réponse est négative. Nous 

en esquissons ci-dessous la démonstration. 

Une mesure de Radon réelle JA sur l'espace localement compact X 

est une forme linéaire sur l'espace C (X) des fonctions continues à support 

compact dans X vérifiant : 

VC compactde X, ~ c ' O  telque: Iii(f)lIMcIlfIw 

pour toute f continue à support dans C. 

Cc(X) étant muni de la topologie limite inductive des topologies 

de la convergence uniforme sur les sous-espaces C,(C) (C compact de X)  
...................................... 
(1) pour une distance d' équivalente à d convenablement choisie (cf. 

dCmonstration du th. d'existence dc C. Guilb'lrt). 



l'espace des mesures de Radon est le dual topologique de Cc(X) . 
Supposons alors que l'on dispose d'une suite de fonctions 

(fi) icIN* 

totale dans Cc(X) et qu'en remplaçant chaque fi par un homothétique 
+m 

suffisamment petit en 1 1 1 l m  on puisse définir +,v> = 1 u(fi) "(fi) 
i=l 

pour tout couple (p,v) de mesures de Radon. 

Il serait alors nécessaire que pour toute mesure de Radon J.I 

+m 

on ait : 1 p(fi)' < + - . Nous indiquons sans détailler les démonstrations 
i= 1 

la construction possible d'un contre-exemple. 

Lemme 1 : L'existence de la suite 
(fi)icm 

implique la 

dénombrabilité à l'infini de X. 

O 
+='- 

Lemme. 2 : X = V supp(fi) . 
i= 1 

Lemme 3 : On peut extraire de une sous-suite 

(fi ) +, vérifiant les deux conditions : 
n nclN 

O 
m- . u Supp(fi) = x  

n 

Lemme 4 : Si ( x ~ ) ~ ~ ~ *  est une suite de points de X vérifiant : 

alors il n'y a qu'un nombre fini de termes de ( x ~ ) ~ ~ ~ *  dans tout compact C 



On c h o i s i t  une s u i t e  (xnlnaH* v é r i f i a n t  l 'hypothèse du lemme 4 

( c ' e s t  pos s ib l e  d 'après  l e  lemme 3 ) .  On pose a l o r s  : 

où l e s  r é e l s  a  v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  de récurrence  : 
j 

La conclusion du lemme 4 assure  que JJ e s t  b i en  une mesure de  Radon. 

On a a l o r s  : 

u ( f i  > = i + I I f i  I I ,  1 Ia,l + 1 a f .  (xk> 2 1 
n n kbn-1 k ~ n -  1 ln 

+m +a 

donc u ( f i ) * = t r n  donc 1 v ( f i )  2 = + m .  
n= 1 n i= 1 





DEUXIEME PARTIE 

MESURES ALEATOIRES 





INTRODUCTION. 

Nous envisageons maintenant l'application à l'étude des mesures 

ère 
aléatoires des résultats obtenus dans la 1 partie. 

D'une manière générale une mesure aléatoire est une variable aléa- 

toire à valeur dans un espace de mesures muni de la tribu borélienne d'une 

certaine topologie. Des auteurs comme Jagers, Kallenberg ont étudié les mesures 

aléatoires sur un espace localement compact à base dénombrable en prenant pour 

espace de mesures l'espace des mesures de Radon positives muni de la topologie 

vague (cf. C13-l). 

J. Geffroy a d'autre part introduit la topologie faible à distance 

finie sur l'espace des mesures positives finies sur les boréliens bornés. L'uti- 

lisation de cette topologie constitue le point de départ des travaux de Geffroy, 

Jacob, Quidel, Zéboulon , . . . sur les mesures aléatoires positives (cf. [6], [7], 

[II], [19]). Pour l'étude des mesures aléatoires à signe, signalons en outre 

un article de P. Jacob (cf. [12]). 

Si l'on se restreint à un espace de mesures bornées alors la topologie 

ère 
induite sur M par 1 ( 1 l K  (avec les notations de la 1 partie) peut 

permettre l'étude des mesures aléatoires. Un cas important sera dans cette 

optique celui où la topologie trace sur M+ est la topologie faible (théorème 

d'existence de C. Guilbart). 

Par ailleurs, les travaux évoqués ci-dessus concernent essentiellement 

les mesures positives. L'étude des mesures à signe soulève d'importantes 

difficultés. Par exemple lorsque X est métrique séparable M muni de la topo- 

logie faible n'est pas métrisable contrairement à M+ . 



Pourtant les mesures aléatoires à signe apparaissent naturellement 

même dans l'étude des mesures aléatoires positives, par exemple si l'on 

souhaite centrer une suite de mesures aléatoires positives pour étudier son 

comportement asymptotique. Le cadre $ où la topologie sur hi est définie 

par une métrique euclidienne semble alors relativement bien adapté à une étude 

des mesures aléatoires à signe. 

Une fois que l'on a décidé de munir M de la topologie définie par 

la norme I I  1 l K  , deux alternatives se présentent pour la définition d'une 

mesure aléatoire : 

On peut définir une mesure aléatoire comme une variable aléatoire à 

valeurs dans l'espace M muni de la tribu borélienne associée à la topologie 

du produit scalaire < > sur M .  Ce point de vue a été adopté par Sbai qui 
K 

dans [21] a donné une étude de divers modes de convergence de suites de mesures 

aléatoires. L'avantage est d'éviter "par construction" les problèmes de mesura- 

bilité de g(M) dans $ . Un tel choix nous semble cependant avoir un double 
inconvénient : 

- (M, < >K) n'étant pas complet, on ne pourra parler de suite 

convergente dans M sans connaissance a priori de la limite qui ne pourrait 

être qu'un élément de M. 

- Les propriétés des lois de probabilité sur un espace de Hilbert séparable 

ne pourront être pleinement exploitées. 

La deuxième alternative, que nous choisirons pour la suite de ce 

travail, est de définir une mesure aléatoire comme variable aléatoire à valeurs 

dans l'espace de Hilbert Y( prenant ses valeurs dans M avec une probabilité 



1 (en identifiant % avec le complété de (M, < > K ) .  On voit que cette 

construction suppose la mesurabilité de $(Ml (ou de $(M+) si l'on se 

limite aux mesures aléatoires positives). En effet la donnée d'une mesure 

aléatoire JJ équivaut alors à celle d'une loi de probabilité P sur la 
P. 

tribu borélienne de HK telle que : P . ($(M)) = 1. Avec cette construction, 
IJ 

on pourra ultérieurement exploiter les résultats connus concernant les lois 

de probabilité sur un espace de Hilbert séparable. 

Dans [3] A. Berlinet a donné une étude de la mesure empirique en 

la considérant comme variable aléatoire à valeur dans % . La mesure empirique 
étant une mesure aléatoire, cette étude peut s'insérer dans le cadre que nous 

venons d'évoquer. 





VI1 - MESURES ALEATOIRES COMME V . A .  A VALEURS DANS HK.- 

Dans toute la suite, nous supposerons X métrique séparable 

et muni de sa tribu borélienne 8. K sera un noyau définissant un produit 

scalaire sur M. Nous identifierons M avec $(M) et $ avec le complété 
- 
MK de M pour < > K. 

Nous supposerons également que 4 (M) ou $(hi+) est un borélien 

de %. Nous avons vu en IV que cette hypothèse était légitime avec un choix 
convenable du noyau notamment dans les cas suivants : 

X métrique compact 

X métrique localement compact 

X métrique séparable et complet. 

La tribu borélienne de $ sera notée BK . Nous supposerons 
systématiquement que $ est séparable. 

VII. 1 .  - Déf in i t ions .  

(R,A,P) étant un espace probabilisé on appelle mesure aléatoire 

(resp. mesure aléatoire positive) toute variable aléatoire à valeurs 

dans gK prenant ses valeurs P-presque sûrement dans M (resp. M'). 

$ O JJ' est alors une application de i2 dans % , (A,BK)-mesurable 

telle que : 

La donnée d'une mesure aléatoire JJ' (resp. m.a. positive) 

sur (X,B) équivaut ainsi à la donnée d'une mesure de probabilité notée 



Pym et appelée L d e  P' sur la tribu borélienne BK de % définie par : 

bh c BK P . (BI  = P(~$(P') e B I )  
Ci 

et vérifiant P M  = 1 resp. P~*($(M+)) = 1 

VI1 . 2 .  - Proposition. -- 

L'application v *  de Q dans est une mesure aléatoire si et 

seulement si : 

ii) Pour tout élément f de ï-$ , JX f dv. est une variable 

aléatoire réelle. 

-oi : Bien sûr dans (ii) j f dv' n'est défini que P-presque 

sûrement. 

La condition (i) est nécessaire d'après la définition des mesures 

aléatoires. 

La nécessité de la condition (ii) se vérifie ainsi : 

Vu E nv W v C M  donc j f dvw = <f,$(~~)>~ . 
X 

On a alors la factorisation : 

I de sorte que f dv' est bien (A,BX)-mesurable puisque : 



- v'  est (A,B- ) - mesurable comme mesure aléatoire , 
M~ 

- 3 est une isométrie donc (8- , BK) - mesurable , 
MK .. 

- cf,.> est une forme linéaire continue donc (BK, BIR) - mesurable. K 

Comme y( est supposé séparable, la suffisance des conditions (i) et (ii) 

résulte du lemme IV.5.2. 

VIX. 3. - Remarques. 

- Il résulte de l'interprétation des variables aléatoires réelles 

f dp' (f E %) comme des produits scalaires <f ,$(p')> qu'une mesure 

aléatoire JJ' est entièrement déterminée par la famille de variables aléatoires 

f dp', f c %). 

- Ces variables aléatoires réelles jouent pour la théorie des mesures 
aléatoires considérées comme variables aléatoires à valeurs dans % un 

rôle analogue à celui joué par les v.a.r. p0(B) pour B borélien borné 

dans la théorie des mesures aléatoires bâtie sur la topologie faible à distance 

finie. On peut les interpréter comme des ''observations" de la mesure aléatoire 

- Dans [21] SBAI a montré que si la topologie trace de I I  1 l K  
sur M+ est la topologie faible alors pour toute mesure aléatoire positive 

p' et tout borélien borné B , JJ*(B) est une variable aléatoire réelle. Sa 

démonstration dépend étroitement des propriétés de la topologie faible et ne 

semble pas généralisable à d'autres produits scalaires ni aux mesures à signe. 

- D'une manière générale, le cadre y< pour l'étude des mesures 

aléatoires est mieux adapté à une caractérisation ''fonctionnelle" des mesures 



qu'à leur caractérisation comme "fonctions d'ensembles". De ce point de 

vue il peut être utile de disposer de v.a.r. de la forme { f du* pour 
des f appartenant à un espace de fonctions plus large que HK. Nous envisa- 

geons maintenant une telle extension dans les 3 principaux cas. On verra un 

exemple d'utilisation de ces résultats dans le théorème sur la loi des grands 

nombres. 

VII .  4 .  - Proposition. 

Si X est métrique localement compact et si le noyau K définissant 

un produit scalaire sur M est continu sur x2 et tend vers O séparément 

à l'infini, si JJ' est une m.a. alors pour tout élément f de Co(X), 

f dp* est une variable aléatoire réelle. 

Coho.eeaihe : Si X est métrique compact et si le noyau K définis- 

sant un produit scalaire sur M est continu sur x2 , alors pour tout élément 
f de C(X), 1 f dp. est une variable aléatoire réelle. 

P é m o ~ ~ n  : Soit JJ' une mesure aléatoire. 

Cas X ZocaZement compact : - 
Soit f un élément de Co(X). On sait que y< est dense dans 

C (X) pour la norme I I  1 l m .  Il est donc possible de choisir une suite 

(hn)nE~ 
d'éléments de y( vérifiant : 

. quand n + + m hn-f . 
I I  I l m  



JJ* étant une mesure aléatoire, il existe un événement 51' de probabilité 1 

de la tribu A tel que : 

On a alors par le théorème de convergence dominée (puisque f est 

W bornée et b est une mesure à signe bornée) : 

I I d'où : f d = i P.S. ( hndpW) ce qui prouve que I f db' est 
n++m 

bien une variable aléatoire réelle. 

Cas X compact : Même démonstration en utilisant la densité - 

de ( 5 ,  I I  11,) dans C(X). 

VI1 . 5 .  - Proposition. - 

Si X est métrique séparable et si Y( est dense pour la norme 

I I  1 l m  dans l'espace U(X) , si p' est une mesure aléatoire positive, alors 

pour toute fonction continue bornée f sur X 1 f du' est une variable 

aléatoire réelle. 

D é m o n A ~ n  : Ces hypothèses sont vérifiées dans le cas du 

théorème d'existence de C. Guilbart où la topologie trace de 1 / 1 l K  sur M+ 

est la topologie faible. 

- La densité de % dans U(X) pour la norme I I  1 1 ,  nous permet 

grâce au théorème de convergence dominée de prouver exactement comme dans 

VII.4. que pour toute f s U(X) , j f du' est une variable aléatoire réelle. 



Ceci va nous permettre de démontrer le : 

Lemme : Avec les hypothèses de VII.5., si F est un fermé de X 

alors p'(~) est une variable aléatoire réelle. 

Preuve : Notons qu'on ne suppose pas nécessairement F borné. 

Soit (fn)nEhT la suite de fonctions définie par : 

Il s'agit bien d'une suite de fonctions uniformément continues 

bornées sur X. Si p est une mesure bornée positive quelconque on a : 

donc llfndp -u(F)~ s p(F 'ln \ F) . 

On en déduit par continuité séquentielle monotone de que 

iim / fn dp = p(F) . 
n++= J 

Par conséquent p (F) est limite presque sûre de la suite de v.a.r. 

(j fn dp)nc~ c'est donc aussi une v.a.r. . 

Soit maintenant f un élément de C(X). On peut se ramener sans 

perdre de généralité au cas où f (X) C [O, 11. On a alors : 

j f dp* est ainsi limite presque sûre d'une suite de combinaisons linéaires 

finies de v.a.r. du type u'(F) pour F fermé de X. C'est donc encore 

une variable aléatoire réelle. 



VIII - CONVERGENCE PRESQUE S U R E . -  

VIII .  1. - Définition. 

La suite (ui)nc7N de mesures aléatoires est dite presque sûrement 

convergente lorsque la suite (~(~~))nc7N est I I  1 I K  - convergente dans H~ 

avec une probabilité 1. 

Si une suite 
(pi)ncm 

est P.S. convergente, sa limite est donc 

en général une variable aléatoire à valeurs dans y( . Bien entendu, le cas 
le plus intéressant est celui où la limite est encore une mesure aléatoire. 

Nous disposons d'un critère d'identification des éléments de $(M) dans les 

cas X compact et X localement compact. Par ailleurs l'utilisation de 

critèrede relative compacité dans $(M) peut aussi nous fournir des conditions 

suffisantes de convergence P.S. vers une mesure aléatoire. 

V111.2.1. - Pkopoh&n.- 

Soit une suite de mesures aléatoires presque sûrement 

convergente alors : 

i) Pour tout élément f de y( la suite ( f J est 

une suite P.S. convergente de variables aléatoires réelles. 

ii) Si de plus la limite P.S. de (un) est une mesure aléatoire 

Preuve : 

I i) Il suffit de remarquer que f du; = <£,$(un)> et que la 

convergence en norme 1 1 1 I K  implique la convergence C T ( H ~ , H ~ ) .  



ii) Evident d'après (i). 

V 7 1 7 . 2 . 2 .  - Remahyuen : 

- La réciproque de VIII.2.1. est bien entendu fausse : si (JJ:)~~~ 

est une suite de mesures déterministes (i.e. : ]a' E A , P(a') = 1 

K E IN ,va E a' = ) la condition (i) de convergence p... de f du: 

n'est autre que la convergence a(%,%) de $(un) et on sait qu'elle 

n' implique la convergence en norme ( ( 1 l K  que si y( est de dimension 

finie (cf. 1.6.2.). 

- Même avec les hypothèses supplémentaires : " ' E M+ " n et u' E M+ 

P.S. " la réciproque de (ii) reste fausse comme le montre le contrexemple 

suivant : 

On prend X = IR 
1 2 

K(x,y) = expt- 2 (x-y) 1 (cf. 11 

La convergence simple de la suite des fonctions $(u:) vers O 

a donc lieu sur tout IR et comme cette suite est bornée en I I  1 I K  (puisque 

1 K .  1 = K(n,n) = 1) on en déduit d'après 1.6.3. la convergence K s'YI(,%> 
de $(pn) vers O. Pourtant 1 I~(n,.)l l K  ne tend pas vers O quand n tend 

vers + m. 

- Pour pouvoir "remonter" de la convergence P.S. des v.a.r. \ f du: 

à celle de la suite de m.a. ("A) nous sommes donc conduits à introduire des 

hypothèses de relative compacité soit dans y( , soit dans $ ( M ) .  



VIII.3.  - Théorème de convergence presque sûre dans %. 

VII7.3.1. - ThéohBrne. : 

Avec les hypothèses : 

i) Presque ; n c  NI est relativement compact dans %. 

ii) Pour tout f de l$ la suite de v.a.r. j f dp; est presque 

sûrement convergente. 

La suite ( P ~ ) ~ ~ ~  est p. S. convergente. 

Pfirnons,t4c&&n : Observons d'abord que l'hypothèse (ii) est plus 

faible que : " P.S. $(DA) converge O(%,%) " qui est la véritable 

conclusion de (VIII.2.1.). 

Il nous faut prouver l'existence d'un Q" de A tel que : 

est relativement compact p(.~l~) = 1 et VU E a" 9 
E IN 1 dans % 

converge O(%,%) - 

- D'après (i) il existe a' E A tel que : P(S2') = 1 et 

bu E Q r  , n E ïN 1 est relativement compact dans y( . 

- Soit (fi , i E. #) une base orthonormée de y( . ~ ' a ~ r è s  (ii), 

il existe Qi E A tel que : 

converge dans IR . 

Posons alors : 



Il e s t  c l a i r  que : Q" e A e t  P(Q") = 1 . 

NOUS a l l o n s  prouver que l a  s u i t e  ($(pA))nea e s t  O($,%> 

convergente sur  Q" . 

Soi t  F l e  s .e .v.  de $ formé des combinaisons l i n é a i r e s  f i n i e s  

des f i  . Pour w e Q" e t  f c F déf in issons  : 

W e w ( f )  = i i m  j f dun . 
n- 

- Alors e* e s t  une forme l i n é a i r e  continue sur F puisque : 

donc  IL"(^)/ S 1 I f /   su^ I$(P:)I I K  
na IN 

e t  Sup / /fl(>i:) 1 I K  e s t  f i n i  en ra ison de l a  r e l a t i v e  compacité de {$(PO), n r IN) 
ne IN 

dans $ pour tou t  w de fi" . 

- F é t a n t  dense dans $ , eu s e  prolonge donc de manière unique 

en une forme l i n é a i r e  continue sur y( que l 'on  peut  i d e n t i f i e r  par l e  

W 
théorème de Riesz à un unique élément g de y( : 

- On a a l o r s  : 

F é tan t  dense dans y( on reconnaît  l à  un c r i t è r e  c l a s s ique  de convergence 

f a i b l e  dans l e s  espaces de  Banach. On a donc : 



a(%,$' 
+ gW quand n + + m . 

- Pour tout w de il" la suite ($(pn))ncB est donc 

a(%,%) - convergente vers gw et I I  1  I K  - relativement compacte. On en 

déduit sa convergence en norme 1 1  1  l K  vers gW . 

ConcZusion : converge presque sûrement vers g' . 
n 

g : w w g est une variable aléatoire à valeur dans HK 
(comme limite forte P . S .  d'une suite de v.a. mais aussi comme limite o(HK,%) 

de la même suite de v.a. puisque y( étant séparable la tribu forte et la 

tribu faible coïncident). 

Et on a de plus : 

g = ( iim J fi du:) fi P.S. . 
iclN n* 

S'il existe une base hilbertienne (gilicB de % telle que 
+a0 

la série gi(x)2 converge uniformément sur X et si : 
il0 

i) Presque sûrement Sup IN: 1 (XI < + OD . 
ne B 

ii) Pour tout f E % , la suite de variables aléatoires réelles 

(1 d':)ne, est presque sûrement convergente , 

alors la suite pn est P.S. convergente . 

Preuve : D'après V . 4 . 3 . ,  (i) est une condition suffisante de 

relative compacité dans 
H~ ' 



V111.4. - Convergence presque sûre vers une mesure aléatoire. 

V 1 1 1 . 4 . 1 .  - CoiroJY&te (cfut&ohème V 1 1 1 . 3 . 1 . ) .  

Si les hypothèses (i) et (ii) suivantes sont vérifiées : 

i) Presque sûrement {$(pi) , n E NI est relativement compact 

dans $(MI.  

ii) Pour tout f de % la suite de variables aléatoires réelles 

est presque sûrement convergente. 

Alors il existe une mesure aléatoire p '  telle que 

. p. S. ' n + u quand n + + - . 
V 1 7 1 . 4 . 2 .  - C o t r o U e  : 

Si X est métrique séparable et complet : 

S'il existe une mesure aléatoire p positive telle que : 

et si la suite de variables aléatoires réelles (j fi converge 

presque sûrement pour tout fi d'une famille totale dans y( alors il 

existe une mesure aléatoire p qui est limite presque sûre de la suite 

Preuve : Comme corollaire du théorème V.6.4. on sait que la 

condition de majoration de lp,l par p '  est une condition suffisante 

de relative compacité dans $(M). 



V111.4.3. - Pmpos&n : 

On suppose que X e s t  mé t r i s ab l e  s épa rab l e ,  K cont inu  , Ek 
dense pour l a  topologie  de l a  norme 1  1  1  1, dans UW) espace des f onc t i ons  

uniformément cont inues  bornées su r  X pour une c e r t a i n e  mét r ique  d  d é f i n i s -  

s a n t  l a  topologie  de X e t  t e l l e  que , ) s o i t  séparable.  On 

suppose de p l u s  que e s t  une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  p o s i t i v e s  

v é r i f i a n t  l e s  hypothèses ( i )  e t  ( i i )  su ivantes  : 

i )  Presque sûrement, Sup J J ~ R )  < + m 

nc IN 

i i )  Il e x i s t e  une mesure a l é a t o i r e  JJ'  t e l l e  que : 

. P.S. Vf E % , 1 f  dun 

Dans c e s  cond i t i ons ,  l a  s u i t e  J J ~  converge presque sûrement v e r s  JJ '  au s ens  

de  l a  topologie  de l a  norme ( 1  1 l K  e t  au sens  de l a  topologie  f a i b l e .  

Preuve : cf  (1.6.4.). 

On suppose que X e s t  métr ique compact e t  K cont inu .  On suppose 

de  p lu s  que l a  s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  à s ignes  
(JJA)nE v é r i f i e  l e s  

hypothèses ( i )  e t  ( i i )  su ivan t e s  : 

i )  Presque sûrement, Sup I J J ~  1  (X) < + - 
nc IN 

i i )  Pour t o u t e  f onc t i on  f  élément de y( , l a  s u i t e  de v a r i a b l e s  

a l é a t o i r e s  r é e l l e s  ( f  dp;) e s t  p resque  sûrement convergente. 

Dans c e s  cond i t i ons ,  il e x i s t e  une mesure a l é a t o i r e  JJ' t e l l e  que (HA) 

converge presque sûrement v e r s  JJ' au sens de l a  topologie  de l a  norme 

I I  I l K  e t  au  s ens  de l a  topologie  f a i b l e .  



Preuve : (cf. 1.6.5.). 

V111.4.5. - Rcmmque : 

Il est facile de vérifier que dans tous les énoncés ci-dessus de 

(VIII.3.1.) à (VIII.4.4.) on peut remplacer dans l'hypothèse (ii) : 

"pour tout f de Y( . . ." par "pour tout fi d'une famille totale de 

y( ..." (Par exemple celle qui a servi à construire K , cf. : 1.3.4.). 

Si l'on veut conserver la formule de calcul explicite de g 

dans la conclusion de VIII.3.1. il faut supposer de plus que 
('i)iem 

est une base hilbertienne de H~ . 



IX - CONVERGENCE EN PROBABIL1TE.- 

IX . l .  - Définition. 

La su i t e  de mesures a l é a t o i r e s  (,Jn)nEm 
converge en p robab i l i t é  

s ' i l  e x i s t e  une var iable  a l é a t o i r e  g' à valeurs dans y( t e l l e  que : 

I X .  2 . 1 .  - PkupaniAon : 

S i  l a  s u i t e  de mesures a l éa to i res  converge en probabi l i té  

vers l a  var iable  a l é a t o i r e  g  , a l o r s  pour tout f  de % l a  s u i t e  de variables 

a l é a t o i r e s  r é e l l e s  
(J d ~ i ) n ç r n  

converge en probabi l i té  vers <g , f > .  S i  

de plus g  e s t  une mesure a l é a t o i r e  : 

g' = $(,J') on a  : 

quand n  + + m , 1 f  dpn 1 f  dila . 

Dém~nbhaLiD~ : Le cas f  = O é t an t  t r i v i a l ,  s i  f  # O on 

u t i l i s e  l ' i n é g a l i t é  de Schwarz : 

donc : 

donc P ( { I /  f  dp; - > €1) I P ( { /  $(y;) - g.1 > - 
I l f l I K  

Ce majorant tend vers O quand n tend vers + d'après l 'hypothèse 

de convergence en p robab i i l t é  de 
$ ( , J O )  . n 



1 X . 2 . 2 .  - Remahque : 

Comme pour la proposition (VIII.2.1.) dans le cas de la convergence 

P.S., la réciproque de (IX.2.1.) est fausse en général et même pour des suites 

de mesures aléatoires positives. Le même contrexemple peut servir à le vérifier. 

On est donc conduit pour pouvoir "remonter" de la convergence en 

probabilité des suites de variables aléatoires réelles (1 f dv:)ncN à la 

convergence en probabilité dans % à introduire une hypothèse supplémentaire 

de relative compacité dans % , adaptée à la convergence en probabilité 

des v.a. à valeurs dans H K .  
A priori le critère de relative compacité dans % le mieux adapté 

à la formulation d'une telle hypothèse est (V.3.) : 

On fixe une base hilbertienne de % notée (fi , i E IN) et on 

suppose que la suite (ym)m~ 
de variables aléatoires réelles définie par : 

converge en probabilité vers 0. Notons que d'après (V.3. (ii)) il est possible 

d'utiliser une seule et même base hilbertienne pour la caractérisation de tous 

les ensembles relativement compacts de H K -  

1 X . 3 . 1 .  - Théahème : 

Si les hypothèses (i) et (ii) suivantes sont vérifiées : (fi, i c IN) 

étant une base hilbertienne 

i) La suite (Ym)meN de variables aléatoires réelles définie par : 

2 \ = Sup 1 ( fi dun) 
ncN i>a 

converge en probabilité vers O. 



ii) Pour tout i E B , la suite de variables aléatoires réelles 

(] fi dui'ncm 
converge en probabilité. 

Alors il existe une variable aléatoire g à valeurs dans % 
telle que : 

quand n -+ + $<u,> -EL+ 9' a 

- Il résulte de (i) que {$(pi) , n E B} est presque sûrement 

compact dans y( : En effet ( Y ~ ) ~ ~ ~  converge en probabilité vers O donc 

elle admet une sous-suite (Ym ) qui converge presque sûrement vers O. 
j jeB 

Mais (Ym)mEm étant une suite décroissante presque sûrement on en déduit 

que c'est la suite (Ym)me~ 
toute entière qui converge presque sûrement 

vers O. Par application du critère (V.3.) il en résulte que {$(UA), n e IN 1 

est bien presque sûrement relativement compact dans % .  
- L'existence d'une sous-suite presque sûrement convergente pour 

toute suite de v.a.r. convergente en probabilité nous permet de construire 

à partir de l'hypothèse (ii) via le procédé diagonal une sous-suite 

) telle que : 
j j~lN 

I V ~ E N  , ( fi dun converge P.S. . 
j jelN 

On applique alors le théorème (VIII.3.) qui nous assure l'existence d'une 

mesure aléatoire g à valeurs dans y( telle que : quand n + + 

$(u: ) p.s. F g' . Il en résulte d'après (VIII.2.1.) que : 



Pr 
puis: b i ~ N  , f i , g  quand n + + m .  

la suite (1 fi étant elle aussi d'après (ii) convergente en proba- 

bilité, par unicité de la limite (modulo l'égalité presque sûre) on en déduit : 

Pr 
v i c ~  , fi dpn - Cfiyg*> quand n -+ + m. 

- En posant : h: = $(ui) - 
on déduit facilement de l'hypothèse (i) que la suite de v.a.r. 

('rn)rnE~ 

définie par : 

Zm = Sup 1 <f i,h:> 2 

n~lN i?m 

converge vers O en probabilité. 

- Fixons un réel E strictement positif quelconque : 

L'entier m étant ainsi choisi en fonction de ri , l'hypothèse (ii) entraînant 

la convergence en probabilité vers O des suites de v.a.r. (<fi,hn>)nEm 

nous fournit maintenant un entier No tel que : 

Déf inissons alors : 

11 est clair que Rn est un élément de la tribu A et on déduit des 

points (1) et (2) que : 



Comme par construction pour tout de Qn on a : 

on a bien prouvé que l!hillK converge vers O en probabilité ce qui achève 

la démonstration. 

7X.3 .2 .  - Remahque : 

Une formulation plus générale de l'hypothèse (i) évitant sa réduction 

en ''relative compacité presque sûre dans HK1' nous fournirait l'énoncé suivant : 

" Hypothèse : i : {$(ua) , n E 8) est relativement compact 

pour la topologie (métrisable) de la convergence en probabilité sur l'espace 

des classes d'équivalence (modulo l'égalité P-presque sûre) des variables 

aléatoires à valeurs dans % .  
ii)' : Il existe une suite aléatoire à valeurs 

dans y( telle que : 

V f 6 $  Y jfdun-% <fYg.> quand n + r m  . 

Pr ConcZusion : ( )  - g quand n + + m . 

Mais la nouvelle hypothèse (i)' serait, nous semble-t-il, moins 

bien adaptée que (i) à l'utilisation de critères de relative compacité dans 

% et dans $(h i ) .  De plus il semble moins facile de supprimer dans (ii)' 

l'existence a priori de g* comme dans (ii). 



Nous continuerons donc à utiliser des hypothèses de "relative compacité 

presque sûre dans % " pour remonter de la convergence O(%,%) à la conver- 

gence forte des suites de mesures aléatoires aussi bien pour la convergence 

en probabilité que pour la convergence en loi. 

Hypothèses : i) Il existe une base orthonormée (gi)i~~ de 
+m 

% telle que la série 1 gi(x)2 converge uniformément sur X. 
i=O 

ii) Presque sûrement , Sup / (X) < + . 
ne N 

iii) Pour tout fi d'une base hilbertienne (fi) igN 

de $ , la suite de v.a.r. () fi dpA)nEN converge en probabilité. 

ConcZusion : Il existe une variable aléatoire g' à valeurs 

dans $ telle que : 

Pr $(UA) -3 g quand n + + m . 

Preuve : Grâce à (V.4.3.), les hypothèses (i) et (ii) impliquent 

la relative compacité presque sûre de {$(PA), n E IN dans $ laquelle 

entraîne par le théorème (V.3.) l'hypothèse (i) de IX.3.1. 

I X .  4 .  - Convergence en probabilité vers une mesure aléatoire. 

IX .4 .1 .  - CohoLihihe 1 : 

Hypothèses : i) Presque sûrement {$(pA), n E IN) est 

relativement compact dans $ .  



ii) Il existe une mesure aléatoire p' telle que 

(fi, i E IN) étant une base hilbertienne de $ '  
V i E N  , I dp' quand n +  + m  . 

Pr ConcZusion : p - p quand n -+ + m . 

ZX.4.2. - C o n o W c  2 : 

Hypothèses : i) Presque sûrement (9  (pi), n E IN ) est relativement 

compact dans $(Ml. 

ii) Pour tout f i  d'une base hilbertienne ( f i  , i E IN) 

de $ la suite de variables aléatoires réelles ( est 

convergente en probabilité. 

ConcZusion : Il existe une mesure aléatoire telle que : 

Pr 
quand n + + pn - p . 

1X.4.3. - C~hO&khe 3 : 

Hypothèses : i) X est métrique séparable et complet. 

ii) Il existe une mesure aléatoire positive p 

telle que : 

ip;i 6 P .  P.S. 

iii) Pour tout f. d'une base hilbertienne 

(fi, i E N) de % la suite de variables aléatoires réelles 

est convergente en probabilité. 



Conclusion : 

11 ex i s te  une mesure aléatoire  p '  t e l l e  que : quand n + + - , 



X - CONVERGENCE EN LOI.- 

X .1. - Définition. 

Soient ( J J : ) ~ ~ ~  une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  e t  g  une var iable  

a l é a t o i r e  à valeurs  dans % . La convergence en l o i  de l a  s u i t e  ( ' n ' n c ~  

ve r s  e s t  par d é f i n i t i o n  l a  convergence f a i b l e  de l a  s u i t e  de p r o b a b i l i t é s  

images P r(D;, v e r s  P  su r  l a  t r i b u  boré l ienne  BK de y< . Le cas  l e  
g  

p lus  i n t é r e s san t  e s t  c e l u i  où g' e s t  une mesure a l é a t o i r e  $(p.). Nous 

noterons  - 1  un c e t t e  convergence : 

. L  
quand n  -+ + m un - p > quand n  -t + rn P .  ï Z + P p . .  ' n 

X.  2. - Proposition. 

S o i t  ( P : ) ~ ~ ~  une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  convergeant en 

l o i  v e r s  l a  va r i ab l e  a l é a t o i r e  Alors  pour t ou t e  f a m i l l e  f i n i e  { h l ,  ..., h } m 

i d'éléments de y< l a  s u i t e  de vec teurs  a l é a t o i r e s  (j h l  drii ,..., hmdu,) 

de am converge en l o i  ve r s  l e  vec teur  a l é a t o i r e  (<hl ,g '>  ,. . . , 
de am. 

D é r n o ~ d ~ o n  : S o i t  m un e n t i e r  quelconque e t  (h l  ,. . . , h  } 
m 

une p a r t i e  f i n i e  quelconque de y< . Notons [hl,. . . , h d  l e  sous-espace 

v e c t o r i e l  de y( engendré par  c e t t e  p a r t i e  f i n i e .  On s a i t  qu'une condi t ion  

néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour qu'une s u i t e  de vec teurs  a l é a t o i r e s  de IRm 

converge en l o i  vers  un vec teur  a l é a t o i r e  de IRm e s t  que tou t e  combinaison 

l i n é a i r e  de l eu r s  composantes converge en l o i  dans IR v e r s  l a  même 

combinaison l i n é a i r e  des  composantes du vecteur l imi t e .  I c i  il nous s u f f i t  



donc de montrer que : 

L 'dh E [hl ,...,hm] h dun - <h,g > quand n + + . 

Or ceci est immédiat puisque <h,.> étant une forme linéaire continue sur 

HK , elle transforme la suite convergente en loi $(PA) en une suite de 

variables aléatoires réelles convergente en loi. 

X. 3. - Théorème. 

Si les hypothèses (i) et (ii) suivantes sont vérifiées : 

i) {d)(pn), n E R} est presque sûrement relativement compact dans Y( 

ii) Il existe une variable aléatoire f' à valeurs dans y( telle que : 

- L 
b c Y (  jhdvn-<h,f'> quand n + + m  

la suite de mesures aléatoires $(pi) converge en loi vers f'. Si f' est 

- L  
elle même une mesure aléatoire $(p.) on a : un ---+ p quand n -i + m .  

V é m o n n ~ o n  : 

Nous noterons (gi , i E IN) une base hilbertienne de Y ( .  
Remarquons d'abord que l'hypothèse (i) équivaut à chacune des 3 hypothèses 

suivantes : 

2 
" La suite de v.a.r. (Ym)mc~ 

définie par Y = Sup 
m n&R i>,m 1 (j pi dun) 

converge vers O en loi ou en probabilité ou presque sûrement ". 
En effet la convergence en loi d'une suite de v.a.r. vers une constante 

implique sa convergence en probabilité donc aussi dans ce cas particulier 

sa convergence presque sûre (cf. démonstration de IX.3.1.) et la convergence 



Par conséquent : 

{$(PA) F FI c n: u {n,($(~,) F F' fl G ~ I  

d'où : 

Comme il n'y a qu'une seule topologie d'espace vectoriel normé 

en dimension finie, la convergence en loi d'une suite de vecteurs aléatoires 

de IRm équivaut à la convergence en loi de la suite de vecteurs de mêmes 

composantes dans Gm . Or il est facile de vérifier (en utilisant le même 
argument que dans la démonstration de X.2.) que l'hypothèse (ii) entraîne 

I la convergence en loi dans IRm de ( g o  , , d vers 

(<go,fa> ,..., <g,-,,f'>) . On a donc : 

L 
quand n -t + , nm($(p;)) - nm(f '1 . 

Or FE n Gm étant un fermé de Gm le théorème de Billingsley Alexandroff 

appliqué à la convergence en loi dans Gm nous permet d'écrire : 

. . 
Par ailleurs, en se souvenant que sur 

D,, 
on a : llnm(f )-f I l K  s E 

on a la suite d'inclusions : 

{nm(f0) r F' n G,IC nz u {f* r (F' n G~I'IC n t  u <f' . ~ ~ € 1  

d'où l'on déduit : 



presque sûre de (Ym) vers O équivaut à (i) (cf. V.3.). 

Nous noterons A€ le dilaté d'ordre E d'une partie A de HK 
défini ainsi : A= = {h E $ , d(h,A) :: E} d désignant la distance 

euclidienne associée à la norme I I  1 I K  . 

Pour prouver la convergence en loi de $(NA) vers f' il 

suffit, d'après le théorème de Billingsley-Alexandroff de démontrer que si 

F est un fermé quelconque de % :  
- 
iim P({ $(D:) c F I )  s P(I£' c F I )  . 
n++* 

Soit donc F un fermé de % , fixons E > O . Notons n la projection 
m 

orthogonale de y( sur le sous-espace vectoriel : G = [go , g, , . . . , gm-l]. m 

L'hypothèse (i) implique la relative compacité presque sûre de 

{g(~iA), n E IN} U {f'} donc la convergence en probabilité vers O de la 

suite (Zm)mEN de v.a.r. définie par : 

zm = Sup [sup 
ncN i>m i> m 

En fixant alors un réel arbitraire ri dans ] 0 , l  [ on en déduit : 

(1) 38, E A tel que 

l m  E N 'du E n y \in r IN 1 ld(~~)-n~tl(u~) I l K  5 E 

Remarquons alors que sur 
: 



Les majorations (21,  (4) et (5) nous permettent alors d'écrire : 

Cette dernière égalité étant vraie pour tout choix de E > O et de n 
03 

dans ] 0,l [, en écrivant par exemple F = n p2" et en utilisant 
e= i 

la continuité monotone séquentielle de la mesure de probabilité P 

on en déduit enfin : 

- 
iim P({$(U;> E FI) c P ( { ~ T  E FI) . 
n u -  





XI - LOI DES GRANDS NOMBRES.- 

XI. 1. - Espérance et mesure moyenne d'une mesure aléatoire. 

Une mesure aléatoire p étant une variable aléatoire à valeurs 

dans y< , on peut définir les notions d'intégrabilité au sens de Pettis et 

au sens de Bochner par rapport à la mesure de probabilité P . On trouvera 
Li 

dans [3] une étude de ces notions pour des variables aléatoires à valeurs 

dans y< . En vue de la loi des grands nombres, nous nous intéresserons surtout 
à la Bochner-intégrabilité. 

X I .  1 . 1 .  - Vé&in.&iona : 

Soit p* une mesure aléatoire. L'application ( (p. ( I K  de Q 

dans IR' est alors une variable aléatoire réelle. Nous supposerons que : 

On sait qu'alors la variable aléatoire ()(p.) est P-Bochner 

intégrable. Nous noterons ~(p') ou ~($(p*)) son intégrale au sens de 

Bochner que nous appellerons "espérance de la mesure aléatoire p'". 

Le cas le plus intéressant est celui où ~(p') est encore une 

mesure (ou ~($(p')) un élément de $(M)). Dans ce cas là nous parlerons 

de "mesure moyenne de la mesure aléatoire p'" pour ~(p'). 

Avant de donner des conditions suffisantes assurant l'existence 

d'une telle mesure moyenne notons que : 

Si E($(U*)) E $(Ml , en posant $(pl = E($(P*)) on a : 



OU encore J f d~(u') = E(J f du') . 

En effet la Bochner - intégrabilité implique la Pettis - intégrabilité donc : 

XI. 1.2. - PmpohLCLon : 

Si X est métrique localement compact (resp. métrique compact) 

et K continu tendant vers O séparément à l'infini (resp. continu) alors 

l'hypothèse : 

est une condition suffisante d'existence de la mesure moyenne de la mesure 

aléatoire p . 

Preuve : 

- Commençons par justifier l'écriture "E( lu' [ ( X I ) "  en vérifiant 

que 1 . 1  X )  est une variable aléatoire réelle positive. C'est une conséquence 

de la formule : 

obtenue dans les cas compact et localement compact (cf. 11.2. Remarque 2 et 

11.4.3. (ii)). HK étant séparable, considérons en effet une suite ('n)naIN 

dense dans {f E E 4 ( ,  Ilfll,< 11 on a alors : 

IuWI(x)=Sup f n >  P.S. 
nc IN 



donc IJJ'I(X) e s t  bien mesurable. 

- On u t i l i s e  maintenant l a  c a r a c t é r i s a t i o n  des  mesures dans 'k 
obtenue dans l e s  c a s  compact e t  localement compact (cf .  11.2. e t  11 .4 .3 .  ( i l )  : 

Puisque E ( I J J ' I  (X)) e s t  f i n i ,  E([ l u ' (  I K )  l ' e s t  a u s s i  d 'après  l a  

majorat ion : 

par conséquent JJ e s t  P - Bochner in tégrable .  On a  a l o r s  : 

'v'f 'r F I < ~ , E ( o ( P . ) ) > I  = I E ( < ~ , Q ( J J * ) > ) I  I E ( J  f  dJJ.1) s 1 I ~ I  l m  E ( I L I . I ( X ) )  

par  conséquent : 

donc E($(J.I ')) e s t  un élément de 9(M). 

XI. 1.3. - PtrapobLLian : 

S i  X e s t  métrique séparable e t  s i  l a  topologie d é f i n i e  par  l e  

noyau continu K su r  M+ e s t  l a  topologie f a i b l e  a l o r s  l 'hypothèse : 

e s t  une condi t ion  su££ i s a n t e  d 'ex is tence  de l a  mesure moyenne E(JJ ' )  de 

l a  mesure a l é a t o i r e  p o s i t i v e  JJ . 



Preuve : .  On s a i t  ( c f .  lemme dans l a  démonstration de VII.5.) 

que JJ'(X) e s t  b i e n  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  pos i t i ve .  

Comme nous venons de l e  v o i r  dans l e s  ca s  compact e t  localement 

compact l 'hypothèse de f i n i t u d e  de E ( ~ ' ( x ) )  implique l a  f i n i t u d e  de 

E ( ]  l u '  1 lK) .  Donc P'  e s t  b i en  Bochner - i n t ég rab l e .  

S o i t  ( fn)nEN une s u i t e  de fonc t i ons  cont inues  bornées s u r  X 

déc ro i s san t  v e r s  O . 
Pour P - presque t o u t  w on a  p a r  l e  théorème de convergence 

w 
monotone appl iqué  à l a  mesure p o s i t i v e  bornée p  e t  à l a  s u i t e  ( f n )  : 

/ f n  dpw + 0 quand n + + . 

On s a i t  que l e s  1 in dp* son t  des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  ( d r a p r & s  VI1.5.). 

On a  : 1 f n  d ~ .  + O P.S. quand n  + r m  . 

De p l u s  comme E ( ~ ' ( x ) )  < + -  on a  : 

E( f ,  dp') 5 I / f , l l ,  E ( ~ ' ( x )  < + rn . En appl iquant  l e  théorème de J 
convergence monotone avec l a  mesure de p r o b a b i l i t é  P  e t  l a  s u i t e  de v .a . r .  

( J f n d ~ * ) n , m  on en dédui t  : 

E( f n  dp') + O  quand n + + - .  i 
Par  conséquent d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  11.7.2. de [16] l a  forme l i n é a i r e  

p o s i t i v e  A d é f i n i e  sur  C(X) pa r  : 

peut  ê t r e  r ep ré sen t ée  par  une mesure p o s i t i v e  bornée p  au  sens où : 



Par r e s t r i c t i o n  à y( on v o i t  a l o r s  que : 

ME% <f,ec$(p.>)> = e (< f ,$ (p '>>>  = E (  i dp.) = A ( £ )  = 1 f dp = t f , $ (p )>  . I 
Donc : ~ ( $ ( p ' > )  = $(JJ) e t  p e s t  l a  mesure moyenne de  p' . 

XI .  2. - Loi des grands nombres. 

On s a i t  que l a  l o i  f o r t e  des grands nombres e s t  v é r i f i é e  dans un 

espace de Banach séparable  : 

X 1 . 2 . 1 .  - Théahëme. [cd [ 4 ] ,  p. 471. 

S o i t  (Q,A,P) un espace p robab i l i s é ,  F un espace de Banach 

séparable  muni de s a  t r i b u  bo ré l i enne  BF . S o i t  (Xn)ncm* une s u i t e  

de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  d é f i n i e s  s u r  (n,A,P) à va l eu r s  dans ( F , B ~ ) .  

On suppose que l e s  Xn sont  P-Bochner i n t ég rab l e s ,  indépendantes e t  de 

même l o i .  

Alors  : P.S. : f Xi - E(X ) quand n + + m . 
n i= 1 

1 

E(X ) désignant  l ' i n t é g r a l e  de Bochner de XI . 1 

En appl iquant  ce théorème à F = % on o b t i e n t  : 

X I . 2 . 2 .  - Th6oh2me : 

S i  e s t  une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  Bochner - i n t é g r a b l e s ,  

indépendantes e t  de même l o i  : 

1 ; 1 pi"- E(P; )  quand n + + m .  

i= 1 



X1.2.3. - CO&O.&?LX&.C? : 

S i  X e s t  métrique localement compact (resp.  compact) e t  s i  K 

e s t  continu e t  tendant vers  O séparément à l ' i n f i n i  (resp. K continu).  

s i  ( J J ~ ) ~ ~ ~  
e s t  une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  indépendantes e t  de même 

l o i  v é r i f i a n t  : E ( J J J ;  1 (XI) < + a l o r s  : 

1 * P . S .  + 

; C cl; E(";) quand n + + -  
i= 1 

e t  E(JJ') e s t  l a  mesure moyenne de JJ; . 
1 

X1.2.4. - C o & o U r r e  : 

S i  X e s t  métrique séparable e t  s i  l a  topologie déf in ie  par  l e  

noyau continu K sur  M+ e s t  l a  topologie f a i b l e .  S i  e s t  

une s u i t e  de mesures a l é a t o i r e s  pos i t ives  indépendantes e t  de même l o i  

v é r i f i a n t  : 

E(JJ;(x)) < + rn 

a l o r s  : ' n  p i - ~ ( u ; )  quand n + i W  
i= 1 

e t  E("') e s t  l a  mesure moyenne de 1 "1 
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L'objectif de ce travail est d'étudier les fondements d'une thrksria 

hilbertienne des mesures aléatoires. 

Dans la première partie, suivant une méthode inauguréb por C. 

Guilbart, on construit sur l'espace des mesures h signes bornées un produit 

scalaire qui le rende isométrique à un sous-espace dense d'un espace de 

Hilbert autoreproduisant de fonctions. On donne des bases hilbertiennes de cet 

espace autoreproduisant. Les cas des espaces compacts et  localement compacts 

sont étudiés. On prouve la mesurabilité de l'espace des mesures dans la tribu 

borélienne de son complété dans les principaux cas usuels. On donne des 

critères de relative compacité dans l'espace autoreproduisant et dans l'espace 

des mesures. 

Dans la deuxième partie, on utilise les résultats obtenus pour 

construire les mesures aléatoires comme variables aléatoires B valeurs dans un 

espace autoreproduisant. Les divers modes de convergence des suites de 

mesures aléatoires sont alors loi forte des grands 

nombres. 
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