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INTRODUCTION

La définition d'une métrique euclidienne sur l'espace M des mesures
a signes bornées est due 4 C. GUILBART qui a donné une étude générale
des (pseudo)-produits scalaires sur M (cf. [9] et [10]). Cet auteur a
notamment démontré que l'on pouvait toujours munir l'espace des mesures a
signes bornées sur la tribu borélienne d'un espace métrique séparable d'un
produit scalaire dont la topologie trace sur l'espace M*  des mesures posi-
tives bornées soit la topologie faible. Les résultats obtenus dans cette étude

ont été utilisés par C. GUILBART essentiellement en théorie de l'estimation.

L'objectif du présent travail est d'étudier la possibilité de batir une
théorie des mesures aléatoires & l'aide de la topologie définie sur l'espace des

mesures par un produit scalaire.

On commence pour cela par donner une construction directe d'un pro-
duit scalaire sur M & partir d'une suite de fonctions caractérisant les
mesures. Ce produit scalaire nous permet ensuite de définir un espace
de Hilbert autoreproduisant dans lequel s'injecte isométriquement l'espace des
mesures (cf. 1.1. et 1.2.). L'espace des mesures peut ainsi étre identifié a

un sous-espace vectoriel dense de l'espace autoreproduisant associé.

On étudie ensuite la caractérisation des éléments de l'espace autorepro-
duisant et on montre que la suite de fonctions caractérisant les mesures
utilisée pour construire son noyau est totale dans cet espace (cf. I1.3.).

Moyennant l'adjonction d'une hypothése supplémentaire du type indépendance



_II_

linéaire, on prouve que cette suite constitue une base hilbertienne de l'espace
autoreproduisant (cf. 1.4.). On utilise alors ce résultat pour obtenir des bases
hilbertiennes d'expression simple pour des exemples d'espaces autoreproduisants

de fonctions sur une partie de IR ou R"™ (cf. 1.5.).

Trois questions essentielles se posent en vue de 1'étude des mesures
aléatoires : la richesse en fonctions de l'espace autoreproduisant, la caracté-
risation des (images des) mesures parmi ces fonctions, la mesurabilité de
l'espace des mesures par rapport a la tribu borélienne de son complété. Nous
y répondons dans le cas ou l'espace de base X est compact (resp. localement
compact) avec un noyau continu (resp. continu tendant vers 0 séparément &

I'infini) (ef. II).

Les résultats obtenus permettent ainsi de batir une théorie des mesures
aléatoires a signes sur la tribu borélienne de l'espace X dans le cas le plus

"usuel” ou X est une partie de IR ou de R".

La section III est consacrée & 1'étude des hypothéses relatives
4 la topologie de X rendant possible la construction sur M d'un produit
scalaire (comme au I) bien adapté & 1'étude des mesures aléatoires. Les
réponses partielles que nous apportons & ce probléme nous conduisent & conjec-
turer que cette construction n'est envisageable que dans le cas olu I'espace

X est métrisable séparable.

Le probléme de la mesurabilité des espaces M et m dans la tribu

borélienne du complété de M est traité au § IV.
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On cherche ensuite une caractérisaiton des parties relativement compactes
dans l'espace autoreproduisant et dans l'espace des mesures (cf. V). On en
déduit des conditions suffisantes de relative compacité qui seront utilisées lors

de 1'étude de la convergence des suites de mesures aléatoires.

Dans la Zéme partie consacrée aux mésures aléatoires, on met en oeuvre
les résultats obtenus dans la premiére partie pour construire les mesures
aléatoires comme variables aléatoires a valeurs dans un espace autoreproduisant .
La donnée d'une mesure aléatoire équivaut ainsi &4 la donnée d'une loi de probabi-
lité sur la tribu borélienne de l'espace autoreproduisant dont toute la masse soit
concentrée sur le sous-espace vectoriel dense image isométrique de M (cf.VII).
Les variables aléatoires réelles qui s'associent naturellement a une telle mesure
aléatoire sont les intégrales des éléments de l'espace autoreproduisant par rapport
4 cette mesure. On étudie alors les divers modes de convergence des suites de
mesures aléatoires en essayant systématiquement de les déduire des convergences
selon le méme mode de suites d'intégrales de ces mesures aléatoires (VIII, IX,X) .

Une loi forte des grands nombres termine cette étude (XI).
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PRINCIPALES NOTATIONS

désignent respectivement la norme et le produit
scalaire de 1'espace autoreproduisant HK associé

au noyau K.

désigne la fonction réelle sur X définie par

Wy e X, Kx,.)() = Kx,y).

désigne la forme linéaire continue associée a
1'élément h d'un espace de Hilbert (H, < >)
par : <h,.>(g) = <h,g> V% € H.

désigne la norme de la borne supérieure : si f
est une fonction réelle bornée sur X ,

[[£]], = sup [£(x)
xeX

.

désigne toujours l'espace des mesures 2 signes
(resp. positives) bornées sur la tribu borélienne

de l'espace topologique X.

désignent respectivement la variation totale, la
partie positive et la partie négative (au sens de
la décomposition de Hahn Jordan) de la mesure 2

signes bornée u .

désigne la mesure de Dirac au point x.

désigne 1'espace vectoriel de dimension finie engendrée

par les n fonctions 8; (1gign).

désigne 1'espace de Hilbert des suites réelles de

carré sommable.
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Si F

désigne l'espace de Banach pour la norme || Ilw

des fonctions réelles continues bornéessur X.

désigne 1'espace de Banach pour la norme || ,lw
des fonctions réelles continues et tendant vers

zéro 3 1'infini sur l'espace localement compact X.
désigne 1'espace de Banach pour la norme || ||°°

des fonctions réelles uniformément continues

bornées sur l'espace métrique X .

est un espace de Banach et F' son dual topologique, on

‘note o(F,F') 1la topologie affaiblie de F (cf. [22] p. 286).

1]
En particulier : f£_ SEF) ¢ s> Ve ' lim R(£ ) = £().

N>+
Dans le cas ot F est un espace de Hilbert H , nous noterons
plus simplement o(H,H) :

h SHH s Veew , lim <h -h,g> =0 .

n N>+

La convergence faible des suites de mesures bornées sera notée par ZiZp

b = oa <==> YieCK , limjfdun=deu .
X X

n
o o
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NOTATIONS et DEFINITIONS.

On désignera par M (resp. M+) 1'espace des mesures 3 signe (resp.
positives) bornées sur un espace mesurable (X,B). Sauf mention explicite du

contraire, on considérera que X est un espace topologique et que B est la

tribu borélienne associée.

Pour alléger les écritures on notera :

J f dp pour J f dp et J K du ® v pour J Kdp 8v .
X x?

Une fonction réelle K sur X x X est dite noyau reproduisant
si elle est symétrique et semi-définie positive :
Vi 2 =
- Y(x,y) € X K(x,y) = K(y,x)

* n n
- Vaenw , V(a1,...,an) €e R, V(XP""xn) e X

a. a. R(x.,x.) 20
1S§Sn b 75
1¢jsn

On sait qu'on peut associer 3 un tel noyau un espace de Hilbert
autoreproduisant de fonctions réelles définies sur X c'est-a-dire un espace

HK de fonctions vérifiant :

- V& e X K(x,.) € HK (K(x,.) désignant la fonction réelle

définie sur X par : K(x,.) ) = K(x,y) V& e X))

- V& e X, h@ € HK f(x) = <f,K(x,.)> (Propriété d'autoreproduction).

Pour le construire on définit sur l'espace des combinaisons

linéaires finies des K(x,.) un produit scalaire en posant



(K(x,.), K(y,.)) = K(x,y). Parmi les complétés de HO un seul est un espace
autoreproduisant HK de fonctions réelles sur X. HK est l'ensemble des
fonctions sur X qui sont limites simples sur X de suites d'éléments de

Ho qui sont de Cauchy. (cf. Aronszajn "Theory of reproducing kernels" [2]).

Remarque : Conséquences de fa propriété d'autoreproduction.

La propriété d'autoreproduction permet la transmission de certaines
propriétés de K & tous les éléments de HK . Citons en quelques-unes qui

seront utilisées par la suite :

S8i K est borné alors tout élément de HK est une fonction bornée sur X.

En effet :

Sup |£(x)| = Sup |<f,K(x,.)>| 5 Sup (]]f||K x | [RGx,) | ])
X

xeX xeX Xe€.
< sup (|]£] ] Koo el lg] | sup k]2
- xeX : X2
. 1/2
Donc f est bornée et [1£]], s (sup k|4 ]lf[]K
en notant : |if||w = Sup |£(x)| .
Xe.
Remarquons au passage que  Sup K(x,x) = Sup 9 [KG,y)] .
xeX (x,y)eX

En effet comme K(x,y) = <K(x,.), K(.,y)> on a par 1'inégalité de Schwarz

y1/2

lK(x,y)ls K(x,x K(y,Y)1/2 < Max(R(x,x), K(y,y))

. . . . . 2
. 8i K est continu (resp. uniformément continu) sur X" alors tout

élément de HK est une fonction continue (resp. uniformément continue) sur X,

En effet on a la majoration :
[EGO-£(y)| = |<E,KR(x,.)> ~ <f,KR(y,.)>] = |<f,K(x,.)-K(y,.)>|

el RO DRGL D = 1] ®esmwkly,y)-2kGy0) 2



I - LES ESPACES MK et Hp o=

I.1. - Construction d'un produit scalaire sur M.

Nous ferons sur X 1'hypothése suivante et qui, sauf mention

expresse du contraire, sera toujours supposée vérifiée dans la suite :

" - .
I1 existe une suite (fi)ieli

qui caractérise les mesures i signe bornées :

de fonctions mesurables bornées X = R

Sijfidu=0 Vien alors p=0 " .

La caractérisation des espaces (X,B) vérifiant cette hypotheése

sera discutée ultérieurement (cf. III).

Quitte 3 remplacer les fi par des homothétiques convenablement

choisies on peut alors, sans que cela entrafne de restriction supplémentaire

sur X, se ramener au cas ou la série de fonctions

KGo,y) = ) £;&x) £;()
i=0

converge uniformément par rapport a chaque variable (1'autre étant fixée)

N s gses s . . 2
et ou K ainsi défini est une fonction bornée (et mesurable) sur X° .

Pour tout couple (u,v) de M x M on pose alors :

<u,v>. = J K(x,y) p & v (dx,dy) .
K XZ

Proposition [1.1.1.).-

M, < >K) est un espace préhilbertien séparé (noté MK)'



Démonstration : La bilinéarité et la symétrie de < , >  étant

K

évidentes, il reste a prouver la définie positivité. Pour cela on établit
la formule suivante :

©

\/QJ,v) e M x M J 2 K(x,y) p 8 v (dx,dy) = 2 J fi dp J f. dv (1)
X i=0 X X *

En effet, si (1) est vraie on aura :

+oo

JKdu@u=2(indu)230 etJKdu8u=O=>indp=0 Vie]N
i=0

donc u = 0 puisque fi caractérise les mesures.

Preuve de (1) :

» e + - + = 5 ¥
En écrivant p =pu - p et v=v -V on se rameéne facilement

au cas ou u et v sont deux mesures positives.

n
Pour tout x e X , les 2 fi(x) fi(y) sont uniformément bornées
i=0
(par rapport 2 y) en effet on a la majoration :

n

n
1] £, £,0] ¢ § ;0% + £,00% € KG,x) + KG,y) € 2 Sup K
i=0 i=0 X2

Le théoréme de convergence dominée nous permet alors d'écrire :

<00
Vx € X izo fi(x) J fi dv = J K(x,y) v(dy)

D'autre part :
©o -] ©o
_X [J £, dyf |in av| < .{ J[fil dp J[fil dv = ‘Z Jlfi 8 f| duev
1=0 1=0 1=0
(Fubini-Tonelli)

= j Yy |f. @ £, dudv (Beppo-Lévi)
i=o '

+00 +co
< J [Z fi(x)2 + X fi(y)ZJ u € v (dx,dy) = J [K(x,x)ﬂ((y,y)] g ® v (dx,dy) < + o
i=0 i=0

puisque p , v et K sont bornés.



Par conséquent en appliquant 2 fois le théoréme de Fubini on a :

‘ . .
f K(x,y) u 8 v (dx,dy) = J [JK(x,y) v(dy)] n(dx) = j[ 1 £, J £, av] p(ax)
i=0
40

= z in du J fi dv .

i=0

1.1.2. - Corollaine.,-

Le noyau K est défini positif si la tribu B sépare les points.

Vérification : 11 suffit de poser u =v = 2 a; Sx avec I partie

finie quelconque de IN dans (1). En effet on a alors :

z 5 35 2; K(ai,a.) = Q ==> 2 a; Gx = Q ==> Vi el a; = 0 (Gx est
(i,])el J J iel i i

la mesure de Dirac au point X, de X et les s sont supposés distincts).

1.1.3. - Remarque :

Dans [10] on trouve une étude générale des pseudo-produits scalaires
sur 1l'espace M. Si 1'on se limite au cas des produits scalaires sur M 1la

construction donnée peut se résumer ainsi :

- On considére un produit scalaire sur M noté <.,.> . On définit K

par :
K(X y) = <§ s > (X y) € X
2 X’ y 3

Alors K ainsi défini est un noyau symétrique de type positif. On note HK
1'espace de Hilbert autoreproduisant associé, Mo 1'espace des combinaisons
linéaires finies des mesures de Dirac, Ho 1'espace des combinaisons linéaires

finies des K(x,.)



- On a alors le lemme :

" Si K est mesurable borné, 1'application linéaire i de (Mo, < )

sur (Ho, (G )HK) est une isométrie entre ces deux espaces , |

étant définie par : 0(6y) =K.,y "
puis le

- Théoréme de plongement :

On peut alors prolonger 0 en une application linéaire de M dans HK

par : Y(u) = J K(.,y) du(y) ; on note (u,v)K le pseudo-produit
"

est non dégénéré , ¢ est une isométrie et (M, ( )K)

scalaire défini sur M par (p,v)K = W@w, dv)

" gi (’)K

peut &tre considéré comme un sous-espace de HK Ll

On voit facilement qu'une condition nécessaire et suffisante pour

que le pseudo-produit scalaire ( , ) soit un véritable produit scalaire

K

est 1'injectivité de . L'injectivité de { peut se traduire par :
Vo #o , dy e X, J K(x,y) du(x) # 0 .
X

Cette condition est l'analogue de notre hypothése de caractérisation des

mesures par la suite (fi)' en remplacant la suite (£f.) par la

ielN i’ielN

famille de fonctions {K(x,.), x e X} .

- D'autre part C. Guilbart donne une condition nécessaire et suffisante

pour que le produit scalaire < > sur M "se réintégre" c'est-a-dire vérifie :

V& eM YWeM <u,v> = J <6x,6y> dp 8 v(x,y) = J K du v

Pour le produit scalaire que nous avons défini a la proposition

(I.1.1.) cette condition est automatiquement vérifiée par construction. Dans



toute la suite de ce travail les seuls produits scalaires que nous envisageons

seront de ce type.

Pour des raisons de mesurabilité nous nous occuperons essentiellement
du cas ou HK est séparable. Dans ce cas 13 la construction donnée en I.1.1.
coincide avec celle de C. Guilbart dans le cas od ¥ est injective et
< > se réintégre. En effet, le "théortme de séparabilité" de C. Guilbart

nous dit que :

" L'espace autoreproduisant HK associé au noyau reproduisant borné K
est séparable si et seulement si il existe une suite de fonctions
(<]
). = £. . Sri i
(fl)leIJ telle que K izo i e f1 (série convergent simplement
sur Xz). Alors les fi sont bornées et la convergence est uniforme

en x pour tout y fixé ",

Donc si le produit scalaire < > se réintégre et est tel que HK
soit séparable on peut prouver comme dans I.1.1. que
0

<pp> = Y (J £, du)2
1=0

et comme < > est défini positif en tant que produit scalaire il en résulte

que (f.). caractérise les mesures.
1" 1elN

Remarquons enfin que la construction de C. Guilbart la densité de
JdM) dans HK a lieu "par construction'" tandis que la formule de réinté-
gration n'est pas acquise a priori. A 1l'inverse avec ia construction (I.1.1.)
la "réintégration" est automatique, mais on ne peut utiliser les théorémes
de C. Guilbart pour avoir la densité de (M) dans HK . I1 nous faut donc

prouver directement que le complété de MK est isométrique 2 HK .
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I.2. - Plongement isométrique de MK dans H,

1.2.1. - Théonéme.-

MK s'injecte isométriquement dans 1l'espace autoreproduisant He

par l'application ¢ :
P My — H u F—»-[ K(.,y) du(y)

ﬂ(MK) est un s.e.v. dense dans Hp.

Démonstration : A tout élément p de M on peut associer la fonction
réelle {(p) sur X définie par :
Pu) = J K(.,y) duly) .
X
Comme K est borné et mesurable cette définition a bien un sens et, comme nous
1'avons vu au cours de la démonstration de (I.1.1.) les hypothéses faites sur
K et les fi nous permettent, grice au théoréme de convergence dominée
d'écrire :
P = (J £, dp) £, . m
. i i
i=0

- Notons H1 1'espace vectoriel de fonctions réelles sur X défini par :

H1={!ﬂ(u),ueM} .

L'application ] réalise alors une bijection linéaire de M sur H, 3 le seul

point non évident est 1'injectivité. Supposons donc Jw) =0 .

Alors on a J J)(x) du(x) =0 . Ce qui entraine par le théoréme de
X

=0 donc u=0.

Fubini et la formule (I.1.1.): J Kdu ® p =0 donc <u,u>K
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~ Définissons alors sur l'espace fonctionnel H, un produit scalaire

1

noté < > par :
Vg e B, o, Vh e H, <g,h> = <0 (g), 0 (b oo 2)

Nous allons démontrer que 1'espace préhilbertien (H1 s, <02)

(1)

admet un complété fonctionnel et que ce complété n'est autre que HK .

Nous aurons besoin pour ce faire des résultats préliminaires contenus

dans les lemmes 1 a 3.

Lemme 1 : L'espace H, contient toutes les fonctions K(x,.)
Lehne | 1 .

(x € X) et vérifie la propriété d'autoreproduction pour le noyau K.

Vérification :

-0Ona K(x,.)= ﬂ(éx) . De plus pour tout couple (x,y) de X2

on a .
<K(x,.),K(y,.)> = <<sx,<sy>K = K(x,y) . (3)
. L ~ 1/2
En particulier |[K(x,.)]| = K(x,x) .
» - Pour tout f de H, , en notant f=y{) ona:
@
<E,K(x,.)> = Wy 8 >y = j K dpeds = f K(x,y) dp(y) = () (x) = £(x) . 4)
Lemme 2 :
ern1 , YueM , <f,(p(u)>=dep. (5)

Vérification :

+00
S8i £ ={y(v) on a d'apres (1) : f = 2 (J fi dv) fi et d'aprés
1=0

(1) : Par "complété fonctionnel nous entendons selon la terminologie de
N. Aronszajn (cf. [2]) un complété dont les éléments sont des fonctions
sur X et pour lequel la convergence en norme implique la converge
simple sur X.
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la définition (2) :

+o0 +co
QW) P> = ) (J £, 4V (in dp) = J( N (in dv) £.) du = Jf du
i=0 i=0

La justification de 1'interversion des sommations ayant été domnée en (I.1.1.).

Lemme 3 : La topologie définie sur H, par < > est plus forte

1

que celle de la convergence uniforme sur X. On a en effet :

W], ¢ suw 072 [[9w]] - ®)
2
X

Vérification : En utilisant la propriété d'autoreproduction du

lemme 1 et 1'inégalité de Schwarz :

PG| = sup WG G| = sup [<P),K(x,)>] ¢ sup (RGO TG D
xeX xeX xeX
s suwp 02 19wl

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que (H1, < >) a

un complété fonctionnel. On utilise pour cela un théoréme d'Aronszajn (cf. [2]).

" Soit F un espace préhilbertien de fonctions sur X. Une conditix
nécessaire et suffisante pour 1'existence d'un complété fonctionnel de F
est que

1°) pour tout y fixé de X 1la fonctionnelle linéaire £(y) -définie
sur F soit bornée ,

2°) si (fm) est une suite de Cauchy de F 1la condition fm(y) +0
pour tout y de X implique Ilfmll -0 .

Si cette complétion fonctionnelle existe, elle est unique "
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La vérification de 1°) est immédiate puisque la "fonctionnelle

f > f(y)" n'est autre que la forme linéaire <K(.,y),.> continue sur H1 .

Pour la vérification du point 2) notons (fm)mem une suite de Cauchy

de H1 convergeant simplement vers O sur X. D'aprés le lemme 3 la suite

(£ )

est aussi de Cauchy pour la morme || || . Elle converge donc aussi
m melN o

uniformément sur X et sa limite uniforme ne peut &tre alors que O.

(n

Pour toute mesure a signe bornée u on a alors :

lim J fm dy =0 . Ce qui d'aprés le lemme 2 peut encore s'écrire :
m>too

Vh e H, lim < ,h> =0 . ' ¢2)
m-+oo

Notons ﬁ1 un complété (pas forcément fonctionnel) de H, . H,

est dense dans H donc la condition (7) jointe au fait que (fm) est

1

bornée en norme || llﬁ comme suite de Cauchy assure la convergence

de (fm) vers O pour la topologie faible de H, (au sens c(ﬁ1, ﬁi))

1
d'aprés un critére classique de convergence faible (cf. Kolmogorov-Fomine [14]

p- 189).

D'autre part, (fm) étant de Cauchy converge aussi fortement dans
H, . Sa limite forte coincide alors avec sa limite faible, c'est-a-dire O.

La condition 2) est ainsi vérifiée.

Désormais la notation ﬁ1 désignera 1'unique complété fonctiomnel

de H1 . Les éléments de ﬁ1 peuvent &tre caractérisés comme étant les fonctions

limites simples sur X des suites de H1 qui sont de Cauchy.

H1 contient bien entendu toutes les fonctions K(x,.) (x € X).

Il posséde aussi la propriété d'autoreproduction par rapport au noyau K :

(1) On pourrait conclure directement avec le théoréme de convergence dominée sans
invoquer la convergence uniforme de (£ ). Mais en vue d'une généralisation
ultérieure nous avons préféré cette version (cf. VI).
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Si f e ﬁ1 <f, K(x,.)>= lim <f , K(x,.)> = lim £ (x) = f(x)
m>+o0 o mote B

en désignant par (fm) une suite d'éléments de H, convergeant fortement

vers f.

On peut alors conclure que H1 est exactement 1'espace autorepro-

duisant HK .

1.2.2, - Proposition.-

Ve e HK , Vh e M <E, J(u)> = J £fdu .

Preuve : C'est vrai pour f € §(M) d'aprés le lemme 2 de
(1.2.1.). Si £ ¢ $(M) alors f est limite en || llK d'une suite

(fm) d'éléments de YM) donc : lim <fm,ﬂ(p)> = <f,#(p)> . D'autre
m>+°
part fm converge aussi uniformément vers f et u est bornée donc :

J f dy = lim J fm dp .
m>+e

Désormais nous noterons < >k et [ IIK le produit scalaire

et la norme de 1l'espace HK .

I1.3. - Une caractérisation des éléments de HK .

Dans son article (Publ. Int. n°® 108) [9] C. Guilbart citant la
thése de Duc-Jacquet ([5]) utilise la notion de "support d'un noyau

reproduisant" pour donner une caractérisation des éléments de HK :

On appelle "support du noyau reproduisant K" tout élément de CK

maximal pour l'inclusion, CK étant la famille des parties A de X telles
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ue pour tout sous-ensemble fini {x,,0..,x.} de A 1la famille
1 P 1 n

{K(x ) T K(xn,.)} soit libre. Nous examinons maintenant ce que devient

1"
cette caractérisation dans le cas oli K définit un produit scalaire sur M

et ou la tribu borélienne B sépare les points. (Ce qui est le cas dés que

la topologie de X est séparée).

1.3.1. - Proposition.-

Si la tribu B sépare les points de X et si le noyau K définit
un produit scalaire sur M, alors quel que soit AC X , la famille
z(A) = {K(x,.), x € A} est une famille libre de HK . Autrement dit, le

seul support de K est X.

Démonstrnation : Soit A C X . Il faut prouver que toute sous famille
finie de z(A) est libre. Puisque K définit un produit scalaire < , >K
sur M, si u est une mesure bornée non nulle il existe au moins y € HK

tel que
J R(x,y) du(x) # 0 (d'aprés l'injectivité de ) .
X

Soit alors {x1,...,xn} une partie finie quelconque de A. Supposons qu'il

existe des réels ays..-,a mon tous nuls tels que :

03

a; K(xi,.) = 0

1 g

i
Comme, par hypothése, la tribu borélienne B sépare les points de X (donc

si x#y Gx # Gy) et comme les a; (1<¢ign) sont non tous nuls et les

1
n

X deux & deux distincts la mesure u = X a; GX est non nulle donc
i=1 i

il existe y € X tel que : J K(x,y) du(x) # O .
X
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n
Mais comme J K(x,y) dp(x) = 2 a; K(Xi,y) on a une contradiction.
i=1

En adaptant le théoréme de Duc-Jacquet a ce cas particulier on

arrive alors au résultat suivant :

1.3.2. - Proposition.-

Une CNS pour qu'une fonction f : X —> TR soit un élément de HK

est l'existence d'une constante c(f) telle que :

*
Voenw s V{x1,...,xn}CX s V(aI,...,an)eIRn
n

n
Doa; &) e 1] a; Rl - (1

i=1 i=1

On peut d'ailleurs donner une démonstration directe de ce

résultat :

Démonstrhation :

~ Condition nécessaire : évidente puisque si f € HK on a
alors f(xi) = <K(xi,.),f> et il suffit d'utiliser 1'inégalité de Schwarz .
On a alors c(f) = |lf||HK .

~ Condition suffisante : L'hypothése :

n n
Je(f) € r* D) a; f(xi)ls c(f) |} a; K(xi,.)HK peut s'interpréter
i=1 i=1

comme une condition de continuité d'une forme linéaire sur HK construite

a partir de f et permet ainsi d'identifier £ & un élément de HK par le
théoréme de Riesz. Explicitement, considérons Ho espace vectoriel des combi-
naisons linéaires finies des K(x,.) (x € X). On définit sur Ho une forme

nu
linéaire notée f par :
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* n
Voew , V{x1,...,xn}CX , V(a1,...,an)elR :

n
Q(.E ai K(Xi:')) =

a; f(xi) .
i=1 i

1

I o~

Cette définition est cohérente puisque {K(x1,.) geeey K(xn,.)} est libre.

L'hypothése (1) nous dit alors que :

Voen, . 1] < c® [In}ly

N
Par conséquent f est une forme linéaire continue sur H de norme inférieure

ou égale & c(f). Ho étant d'autre part dense dans HK s, elle se prolonge
de maniére unique en une forme linéaire continue sur HK que nous noterons

a
encore £ .

D'aprés un théoréme de Riesz, il existe alors un unique élément g

de HK tel que :
f =<g,.> .
n
Enfin comme : Vx € X f(x) = £(K(x,.)) = <g,K{%,.)> = g(x) ona f =g

donc f € HK .

1.3.3. - Conollhaire.~

Soit f une fonction mesurable réelle sur X alors :

feH.K<=>3c(f)€]R+ , Yoew IJ £ du| g c(f) HuHK . (2)
x .

n
Condition suffisante : En faisant p = ) a, 6, on retrouve (1) .



Condition nécessaire : Prendre c(f) = ||f]], .

Une conséquence de ce corollaire est, par exemple, que les fonctions fi a
partir desquelles on a construit un noyau K au I.1. sont des élément de
HK . En effet on a la majoration

40

2 2 2 .
(J £, dw) ‘S jzo (J fj du)” = ‘|p||K . On woit de plus que l‘fiilK_s 1.

Bien entendu, un tel résultat doit &tre indépendant de la topologie

de X M

. Nous allons donc le retrouver dans le cas général. Le théoreme
suivant, qui peut &tre considéré comme complémentaire a la démonstration du

théoréme de séparabilité dans DO], précise le rdle des fi .

1.3.4. - Théonéme.-

si (f.)

ien est une suite de fonctions réelles sur X telle que

la série

400
2 fi(x) fi(y) = K(x,y)
1=0

. 2 . e+ azes s . .
converge simplement sur X et que la fonction K ainsi définie soit bornée

sur - X2 alors :
i) K est un noyau symétrique de type positif.
ii) L'espace autoreproduisant HK associé contient les fi .

iii) {fi , i€ N} est une famille totale de Hp .

Démonstrhation :

i) est immédiat.

N

(1) Le corollaire 1.3.3. a été démontré 3 partir de I.3.1. en supposant
que la tribu B sépare les points. A ce sujet, on pourra comparer
les deux démomstrations du théoréme de séparabilité de C. Guilbart dans
[9] et dans [10].
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Preuve de (i1) : Soit S wun support du noyau K (cf. p. 14).
Pour tout élément h de l'espace Ho des combinaisons linéaires finies
n
des {K(x,.), x € X} il existe une décomposition unique h = 2 a; K(xi,.)

i=1
ou les x, sonttous des éléments de S. Par conséquent laxgormule :

?i(x(x,.» - £, Vee s

N
définit de maniére cohérente une unique forme linéaire fi sur Ho . On

N

vérifie alors la continuité de fi pour la norme || l'K sur H_ :
n n
Vo, Via,,... ", Vi, P . %= 2
o, V(ag..,a) e B, Vixg,..x) s ?1(3-21 a, K(x;,.)) EjL a; £;0x)]
et
n 2 +x n 2 +® n
. f.(x, < . £ , = . f £ .
EjL a; £,G]" p&) EZ, aj £ ()] pZo j’gﬂ aj ag £,(xp) £ (x))
n +o0 n n 2
i J',Zz=1 % % pZo fP(x.i) fP(xz) ) j.g=1 % % K(xj’xl) } szi %3 K(xj")HK

%i est donc bien une forme linéaire continue sur Ho . Elle se prolonge
de maniére unique & H, et on en déduit comme dans I.3.2. en utilisant le

théoréme de Riesz 1'existence d'un élément 8; de HK tel que

?i = <gi,.> .

La définition de ?i et la propriété d'autoreproduction nous permettent

alors d'écrire que :
Yxes, £, =g, ) .

Il reste i prouver que cette égalité est valable aussi pour x ¢ X \ S.
Soit xe¢ X\ S . D'aprés la définition de S , il existe une décomposition

unique :
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On a alors :

g; (x) = <g;Kx,.)> = jz ay gi(xj) = jr; a fi(xj)
D'autre part, on a
v 2
1K (x,0) = jz1 2 K(xj,.)IIK =0
n n
=> K(x,x) - 2 jZ1 aj K(xj,x) + j’z=1 aj ap K(Xj’xﬂ) =0

En revenant a la définition de K a partir des fi , et en remarquant qu'on
a affaire i une somme finie de séries convergentes ce qui légitime l'inter-
version des sommations on en déduit :

oo 2 n n
- : (X . . £f.(x.) £f. =0
izo Ei(X) 2 jz1 a, fl(xJ) £ + j’g;1 a; a, 1(xJ) 1(X£)]

+00 n 2 n
— ] - ] a £ &N’ =0= View , £ =] a £ Gxy)
i=0 j=1 J j=t 3
donc fi(x) = gi(x) aussi pour x € X \\' S .
Preuve de (iii) : Pour montrer que {fi » i€ N} est totale

dans HK il suffit de montrer que les fi engendrent les K(x,.). Pour cela

nous disposons de la formule suivante qui nous est fournie par la définition

de K :
40
K(x,.) = ) f.(x) £,
. i i
i=0
Mais il importe de remarquer que la convergence de cette série a lieu
uniquement (pour 1'instant) au sens de la convergence simple d'une suite

de fonctions réelles sur X, Nous allons démontrer que cette convergence
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a lieu aussi au sens de la topologie (forte) de HK c'est-a-~dire que :

lim ||K(x,.) - Z FICOIE P
jigsd i=0

HK étant complet, nous allons utiliser le critére de Cauchy en montrant

que

lim || 2 £,(0) £, || = 0 (uniformément par rapport a p).
oo  i=n

H étant dense dans HK on a

o
n+p
Y £,60 £,)]g = suw |<2 £.(x) £, b>] . (1)
i=n heH i=n .
[In et
m
Soit donc 2 a K(x y+) un élément quelconque de Ho . On a:

n+p m
a K(xj,.)>| =] £, (] a fi(xj»l )

I< 2 £.00 £,
= 1 i=n j=1

i=n j

I 18

d'aprés la propriété d'autoreproduction. En utilisant 1'inégalité de Cauchy-

s s +1 P
Schwarz dans l'espace euclidien rP on Peut alors écrire :

A

liﬂx)(Eaf(x))l [Ef()]wzx[E <2an(x))2]”2 -

=n j=1 i=n j=1

A
=}

40
[f £ 2] () a8 £,V @
1= j 1 3

=n i=0 j=

n+p m
[y fi(x)2]1/2x[ TRV 2 £,0c) £ (x)]”2
i=n j,E=1 i=0

(3

n+p 2:1/2 m
[.Zn £,.)7] sz1 a K(xj,.)HK
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L'interversion des sommations entre (4) et (5) étant justifiée par la
+oo

convergence des n’ séries V£, (x ) £, (XZ) (d'apres la définition de K).
i=0

Compte tenu de (1), (2) on en déduit alors :
zf(x)f lgfu‘/z 6)
i=n

il ne reste plus alors pour conclure qu'a observer que la série définissant
K(x,x) étant convergente vérifie le critére de Cauchy pour les séries a

termes réels.

1.4. - Recherche d'une base orthonormée de HK .

1.4.1. -

Pour construire une base orthonormée d'un espace autoreproduisant

H, , on peut utiliser le théoréme suivant (cf. [17]).

" X 4tant un espace métrique séparable muni de sa tribu borélienne B
et d'une mesure positive o~finie u de support X, LiiC&B,u) est un espace
de Hilbert séparable que nous supposerons de dimension infinie. K étant un
noyau symétrique, de type positif, continu sur X x X et tel que

J K(x,x) p(dx) < + » alors on a :
X
i) Ve LiR LB, Jx K(x,.) £(x) n(dx) € H .

ii) Il existe une base orthonormale (hn ;n 2 0) de LiR(X,B,u)

constituée de fonctions propres de l'opérateur de Hilbert-Schmidt auto-adjoint

K
[

K,J s f— J K(x,.) £(x) pldx) .
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Leurs valeurs propres respectives (cn , n € N) sont positives ou nulles

400

< .

et z cn ©
n=0

iii) S8i N={ne N |, c > 0} , alors pour tout n € N on peut

choisir hn # 0 de maniére que

e hn = J K(xz,.) hn(x) u(dx)

et {Vcn hn , n e N} est alors une base orthonormale de HK ",

L'inconvénient de ce théoréme est qu'il n'est pas forcément facile de résoudre
1'équation intégrale K“(f) = cf .

Dans certains cas il peut sembler plus commode de construire la base
orthonormée sans se fixer K a priori (cf. I.4.2. et I.4.3.).

Si 1'on sait résoudre 1'équation "K“(f) = cf" ce théoréme permet
alors d'obtenir une base hilbertienne de HK formée d'éléments de (M)
qui sont des (images par { de) mesures ayant toutes une densité par rapport
a .

h
. .. 2 1 _ n
(Car si u est finie hn € L% ==> hn €L et Vcn hn =9 = .

Ve
bﬁ dv n o
en notant — , M la mesure v telle que m =— )
Vcn H Vcn

1.4.2.1. - Théondme.-

Soit (fi)ieni une suite de fonctions réelles sur X telle
+0oo
: .. 2 . .
que la série z fi(x) soit simplement convergente sur X. On suppose
i=0

de plus que :

+00
(i) Si pour (ai) € EZ(]N) Yy a, f. =0 alors : a, =0 Viemw

ielN
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Dans ces conditions la fonction réelle K définie sur X par :
+oo0

K(x,y) = 2 fi(x) fi(y) est un noyau reproduisant et 1l'espace H.K admet
i=0

(fi, i e N) pour base hilbertienne.

Démonstration : Remarquons d'abord que pour tout xe X 1la
suite (fi(x))ie]N est un élément de £2(]N) par conséquent les séries :
4o

2
2 a; fi(x) pour (ai)ie]N e £7(IN) et
i=0
oo

12=0 £.() £,G)

sont bien convergentes. Il est alors immédiat de vérifier que K est une
fonction symétrique et semi-définie positive. Donc c'est bien un noyau repro-

duisant. Nous notons H.K 1'unique espace de Hilbert autoreproduisant de fonctions

réelles sur X ayant pour noyau K.

On va construire un espace de Hilbert F de fonctions réelles
sur X admettant (fi , 1 e WN) pour base hilbertienne puis on montrera
que F = HK .

- Définissons F comme 1'espace des fonctions réelles sur X de
la forme

by 2
f = izo a; f. (ai)is]N e £°(N) . €]

D'aprés l'hypothése (i) la représentation d'un élément de F sous la forme (1)

est unique. Cette unicité garantit la cohérence dela définition :

+o +co + oo
<Y a, f., § b, f> = ) a, b, (2)
iZo 11 jop 11 F iz 1 .
d'un produit scalaire sur F . (F , < >F) est alors clairement un espace

de Hilbert isométrique a ZZ(]N) et admettant (fi’ i € W) pour base

hilbertienne.



- 25 -

. c . 2
~ Maintenant, pour X € X fixé, (fi(x))ie]N € £7 (V)
+o0 oo
donc ‘z fi(x) f,eF . Or .2 fi(x) £, = K(x,.) .
i=0 1=0
F contient donc {K(x,.) , x € X} .

+00

Calculons <f, K(x,.)>_, ¢+ Si f = 2 a., f. on a
F . 11
i=0
+00 4 4
<f,K(x,.)>F = <.2 a; fi , '2 fi(x) fi>F = .2 a; fi(x) = f(x) .
=0 i=0 i=0

F vérifie donc la propriété d'autoreproduction. F est donc un espace de Hilbert
autoreproduisant de fonctions réelles sur X pour le noyau K. On sait que K

étant donné, un tel espace fonctionnel est unique donc F = HK .

1.4.2.2. - Remarque : Il serait intéressant de pouvoir affaiblir

1'hypothése (i), mais il est clair qu'elle ne peut &tre complétement supprimée
puisque si (fi , 1 € N) n'est pas une famille libre la conclusion du

théoréme est en défaut.

On verra au I.5. que pour les exemples avec X = R cette hypothése
(i) est assez facile & vérifier par des considérations sur les développements

en série par exemple ...

Bien slr, le cas qui nous importe est celui ol (fi)ienq est une
suite de fonctions mesurables bornées caractérisant les mesures et ol K

est borné sur X2.

1.4.3. - Une base onthonoamée de {P(M).-

Pour construire une base orthonormée de (M) on peut remarquer

que 1'identité
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oo

I.1.1. : i = (J £, dw) (J £, dv)
i=0

peut s'interpréter comme une identité de Bessel-Parseval sur (M)

]

DG, YOI = T <E, P> <E, JO)>

i=0

On prouve alors le lemme suivant :

1.4.3.1. - Lemme : Soit H un espace de Hilbert séparable,

(ei)

ieN une famille totale de H et G wun sous—espace vectoriel dense

de H vérifiant :
9 +o
a) Y@,v) e 6 <u,v> = 2 <ei,u> <e;,v>
i=0
b) VieN , JveG {<ej,v>=0 si j#i

<ei,v> £0 .

Alors (ei)i(’:]N est une base hilbertienne de H formée d'éléments de G.

Preyve : On sait déja que (ei)ielN est une famille totale, il
reste & prouver qu'elle est orthogonale. Soit 1 fixé. On peut toujours dans

1'hypothése (b) choisir v dans G tel que <ei,v> =1.

En reportant dans (a) on a alors :

+co
Vh e G <u,v> = 2 <e£,u> <e£,v> = <ei,u> .
2=0

Les formes linéaires continues <.,v> et <ei"> coincident donc sur G

qui est dense dans H donc elles coincident sur H donc v = e, .

Donc <ei,ei> =1 et <ei,ej> =0 pour j #1i . De plus e; € G .

En appliquant ce lemme 2 H = avec G =y(M) et e, =f. (on sait
i i

que les fi sont dans Hy d'aprés I.3.4. et qu'elles forment une
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famille totale de HK . De plus ﬁ(M) est dense dans HK d'aprés I1.2.1.)

on obtient :

1.4.3.2. - Proposition.-

Soit (f.). N une suite de fonctions mesurables caractérisant
i’ie o
les mesures sur X telle que la série ) fi(x) £,(y) converge uniformément
i=0

par rapport & chaque variable (l'autre étant fixée) vers un noyau K(x,y)

borné sur X2 . On suppose de plus que :

Vienw 3“ eM, u#0 et J fi du # O

J fj du =0 pour j #1i

Alors 1'espace HK admet (f.)

. comme base hilbertienne et tous les f,
i’ielN i

sont des éléments de P(M).

1.4.3.3. - Application : étude d'un exemple avee X = [0,1].-

Sur X = [b,1] on considére la suite de fonctions réelles (f

Z)Ke]N

définie par :

Ve e N Vx e [0,1] fZ(X) = a, cos (mlx) (a£ € IR*) .

~ Vérifions d'abord que cette suite caractérise les mesures sur BL1J.
On sait que cos{(nmx) est un polyndme de degré n en cosmx. Le s.e.v.
de C([p,1]) engendré par les fz "coIncide" donc avec l'algébre des

"polynOmes en cos x "

. Cette algeébre contient 1'unité et sépare les points
de [0,1]. D'aprés le théoréme de Stone-Weierstrass elle est donc dense dans

€([0,1]) pour la norme || ||Do . (fﬁ)ﬂeni caractérise donc bien les mesures.

- Fixons n e IN . Soit p la mesure définie par dp(x) = cos(nmx) dx.

On a alors par un calcul classique :
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1 1
f,(x) dp(x) = J a, cos(dnx) cos(nmx) dx =
JoZ o ¢ ~ %

0 si £ #n

- En choisissant les ap de facon a ce que : z 2o
est dans les conditions de I.4.3.2.
Alors K(x,y) = 2 a% cos(€rx) cos(€ny) définit le noyau d'un
£=0
espace autoreproduisant HK et la suite (fﬂ)ﬂeli constitue une base hilber-

tienne de HK formée d'éléments de PM).

Pour le calcul explicite de K si on choisit de prendre ap = a_l/2
avec a > 1 on a :
400 +e0 in(x+y) n +o  ~in(x+y) n
- cos nrx cos nmy _ 1 e e
K(x,y) = ) — 7 L )+ ) G
n= a n=0 n=
+0 in(x-y) n +00 -in(x~y) n
e e
+ ) E—) + ] ——]
n=0 a n=0 a

ce qui donne apreés calcul :

K(x,7) _a [ a - cosm(x+y) . a-cosm (x~-y)

1+az—2acosn(x+y) 1+az—2acosn(x—y)

N

1.5. - Exemples d'espaces H

K*
Dans [10] C. Guilbart montre que dans le cas ot X est métrique
séparable on peut toujours construire un produit scalaire sur M dont la

topologie trace sur " soit la topologie faible. Les exemples 1 3 5

ci~dessous sont issus de son "théoréme de construction" ([10] p. 21).



_29_

2
Exemple 1 : X = [0,1] R(x,y)= Toxy

+o n
On a alors K(x,y) = ) Gy) . Soit (f) la suite de fonctions
n n'nelN
n=0 2 n
réelles sur [0,1] définie par : Vi e [0,1] fn(x) =(-;:) .
2

On voit facilement que (fn) vérifie les hypothéses du théoréme (I.4.2.1.).
C'est donc une base hilbertienne de H'K . Remarquons de plus que

(HK s Hm) est dense dans C([O,ﬂ).

. _ _ 2-cos m(x+y) 2-cosT (x-y)
Exemple 2 : X = o,1]  ®Gy) = S5~4cost (x+y) * 5-4cosmix~y)

(cf. 1.4.3.3. avec a = 2). La suite (fn) définie par :

-n/2

nelN

Y% e X , fn(x) =2 cos(nmx) est une suite d'éléments de P(M) et

constitue une base hilbertienne de H.K . La encore (H'K , | Hm) est dense

dans C([0,1]).

2
/R A
(+ )+ ]y D

Exem[gﬁe 3: X=R (ou XTR) et Kx,y) =

La suite de fonctions réelles sur X (fn) définie par :

neIN
-n/2 x \® .
fn(x) =2 -—-) vérifie les hypothéses du théoréme (I.4.2.1.)
1+]x| '
pour l'hypothése (i) il suffit de poser =z = T ‘ de facon 3 se ramener
1+)x

a un développement en série sur ]—1,+1|: . C'est donc une base hilbertienne

de H.K . La vérification est analogue pour les exemples 4 et 5 ci-dessous :

Exempfe 4 : X =R (ou XCR) K(x,y) = exp(—>— ., X
1+lx|  1+]y|

définie par : Vaienw s Vx e X

Base hilbertienne : (f_)

n nelN
1 n
f (x) =———(—————x )
n Vol 1+ x|
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Exemple 5: X=TR (ou X C R K(x,y) = 3
3 - Arctg x Arctg y
n
Base hilbertienne : (£ ) définie par : Vne W ,Vxe X £ (x) = Arctg x
n'nelN n 3

Les noyaux des exemples 1 a4 5 peuvent servir & la construction de noyaux

m

sur R® (ou X C R™ comme le prouve C. Guilbart ("Lemme des produits"

(3.E.1.) [10]). Pour l'exemple 3 le noyau correspondant est alors donné par :

_ 2 2
K((x1,...,xm),(y1,...,ym)) = %, X.,.X

X
mym

Glx, D O+ly, D Qe lx D O*ly, D

On peut alors vérifier que l'on a une base hilbertienne constituée par les

fonctions de la forme fi1 2] fi2 ® ... 8 fim (oD (fn)neni désigne la

base hilbertienne de l'exemple 3).

2
Exemple 6 : X =R K(x,y) = e—1/2(x—y) .

C'est un exemple du a C. Guilbart ([10] p. 22 2.E.I.) de noyau pour lequel
la topologie trace sur M*  est moins fine que la topologie faible. Remarquons
que K tend vers O & 1'infini lorsque l'une des 2 variables est fixée.

Nous verrons plus loin qu'avec ce type de noyau, (HK ., ||m) est dense

dans CO(X).

1.6. - Relations entre les divers modes de convergence des suites de H

<
1.6.1. - Soit HK un espace autoreproduisant de noyau K et
(hn)nenl une suite de fonctions de HK . Soit h € HK , Nous envisageons

les 4 modes de convergence suivants :
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i) h - h ennorme || ||g

ii) h —h oE,B) (.. : Ve e He » <h -h,g> —> 0)

iii) h_ —> h uniformément sur X (ouen || |[))

iv) h — h simplement sur X .

Notons les implications évidentes :
(1) => (i1)

(1) ==> (iii) => @) (car || || < w02 . || ||

K

. (i) => (iv) (Autoreproduction, faire g = K(x,.))

1.6.2. - Remargue : Les seuls espaces He ot (ii) ==> (i)

sont de dimension finie : si dim He =+ il y a dans HK au moins une

famille orthonormale (hn) et hn — 0 o(HK,H.K) puisque :

nelN

+ 00
Ve e H Y <g,hn>2 < [ lgl [2 donc lim <h_,g> = 0 .
n=0 (Bessel) o 0

Par contre thl[K =1. Yohew .

1.6.3. -~ Remarque :

hn —> h simplement sur X

h —h o(H.K,HK) <==> (v)

n

sup [|£ ||, <+
ne N n HK

Preyve :

(ii) ==> (v) : c'est immédiat car (ii) ==> (iv) et

toute suite O(H'K’HK) convergente est bornée en norme.
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(v) ==> (ii) : La convergence simple de h ~vers h se traduit
grice a la propriété d'autoreproduction par :

Vx € X lim <K(x,.),h > = <K(x,.),h> .
n->+oo n

On en déduit immédiatement :

Vien lim <h_,f> = <h,f>
[o] n
n->+co

oll Ho désigne 1'espace des combinaisons linéaires finies des K(x,.). H,

étant dense dans H, et (||h || étant bornée on en déduit la

K)neIN
convergence faible o(HK,HK) de hn vers h d'aprés un critiére de convergence

faible o(H,H) (cf. [14]).

Voici maintenant 2 cas ou il est possible de remonter de la
convergence o(HK,HK) a la convergence en norme || IIK moyennant 1'adjonction
d'une hypothése supplémentaire relative aux Iun[(X) pour une suite de

la forme (h) = (J(u)).

1.6.4. - Proposition.-

On suppose que X est métrisable séparable, K continu et HK
dense pour la topologie de la norme || ||~ dans U(X) espace des fonctions
uniformément continues bornées sur X pour une certaine métrique d telle

que (UX), || || ) soit séparable a4

: + . +
Soit p e M et (un)nelN une suite de M telle que :

Sup pn(X) < + o . Alors (i) <==> (ii) <==> (iii) :

G(HK,HK)

i) quand n > + ® ﬂ(pn) I

ii) quand n > + oy zZZZ2> |

(1) C'est le cas du "théordme d'existence" de Guilbart d'un noyau dont la
topologie trace sur M  est la topologie faible.



- 33 -

iii) quand n>+e P ) ——— )
Preyve : Comme " (iii) ==> (i) " est évident, il suffit
de prouver : " (i) ==> (ii) ==> (iii) " .

(i) => (ii) : La suite (un) considérée comme suite de
formes linéaires continues sur (U(X), || || ) est équicontinue donc

d'aprés [22] (T.2. XX.3.1. corollaire 5 p. 312)

- 1) 1'ensemble des f de U(X) pour lesquelles 1imJ f dun
e
existe est un fermé de U(X) mais comme il contient H.K qui est dense
dans UX) , c'est U(X) tout entier.
- 2) L'application T : U(X) — R définie par T(f) = 1lim J f dun

n>r+o
est une forme linéaire continue sur U(X).

Mais p étant aussi une forme linéaire continue sur U(X) telle
que : Ve e HK T(f) = J f dpy on en déduit par densité de H‘K que T

et u sont identiques.
Par conséquent on a :
Vng(X) deun———-—*deu quand n > + ®

Sup pn(X) <+
nelN

On en déduit alors la convergence faible de M, vers u par le théoréme de

Billingsley—Alexandrov.

(ii) ==> (iii) : cf "théoréme d'existence" ([10:[).
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1.6.5. - Proposition.- Soit X métrique compact et K un

noyau continu définissant un produit scalaire sur M . Soit (un)ne]N

une suite d'éléments de M  telle que Sup l”n (X < +» . Alors
nelN
(1) <==> (ii) <==> (iii)

i) La suite (‘f)(un))nem est G(HK,HK) - convergente .

ii) Il existe une mesure & signe bornée p telle que pn:ZZZZZ> M

quand n > + ® .

iii) La suite (d)(un))nem est || ”K - convergente .
Preuve :
(i) ==> (ii) : Nous verrons plus loin (cf. II.1.) qu'avec ces

hypothéses, H, est dense dans C(X) pour la topologie de 1la || || . Le

©

N

méme raisonnement qu'a la partie (i) ==> (ii) de 1.6.4. avec C(X) 2a la

place de U(X) montre alors que :

Pour toute f e C(X) , lim J £ dpn existe et que l'application T

n>-+o
T:CX)— R T(f) = 1lim | f du
o n

est une forme linéaire continue sur (C(X), || || ). D'aprés le théoréme de

L]

représentation de Riesz, il existe alors une unique mesure p bornée telle que
T(f) = f £ dp
X

On aboutit donc & : Ve e C(X) 1lim J £ dpn = j £ du
n->+e

ce qui est exactement la définition de la convergence faible de M, overs .

(ii) ==> (iii) : D'aprés le théoréme de faible comparaison (cf. [10])

la topologie faible sur M est plus fine que la topologie trace de

donc : (unm u) = (un-ll—H—K—*u)

11l
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II1 - ETUDE DES CAS X COMPACT, X LOCALEMENT COMPACT.-

On suppose dans cette section que 1l'espace (X,B) est tel que toute
mesure bornée sur B soit réguliere c'est-a-dire vérifie :
Ve e B, |u|(B) =1Inf {{u|(V) , VOB , V ouvert} =
Sup {{u|(C) , CC B , C compact} . Cette hypothise est vérifide si X
est métrique compact ou si X est localement compact séparé et 4 base dénombrable.
La nécessité de cette hypothése sera discutée au § III. Avec cette hypothése
on peut par le théoréme de représentation de Riesz identifier M au dual

de C(X) (resp. CO(X)).

II.1. - Proposition.

Soit X wun espace compact et K un noyau reproduisant continu
2 PP . .
sur X” définissant un produit scalaire sur M. Alors (HK . 1) est

dense dans C(X) espace des fonctions continues sur X.

Preyve : Comme K est continu, HK est formé de fonctions
continues. Donc HK est un sous—espace vectoriel (au sens algébrique) de
C(X). D'autre part K définit un produit scalaire sur 1'espace des mesures

bornées sur X. On a donc :
J K(x,y) duly) =0 V& e X =>u=0 .
X

Or on sait que les formes linéaires continues sur (C(X), || Ilw) sont
exactement les mesures bornées sur X. Par conséquent {K(x,.), x € X}
est une famille totale de (C(X), || Ilm) par un corollaire classique

du théoréme de Hahn-Banach.

Comme : {K(x,.), x € X} C-HK(: CX) , HK est bien dense dans CX).
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I1.2. - Caractérisation des éléments de ¢(M) dans H

K

Proposition 11.2.- Soit X

un espace compact, K un noyau
. . 2 PR . .
reproduisant continu sur X° définissant un produit scalaire sur M.

Soit g un élément de HK , alors g appartient &3 Y(M) si et seulement

si :

Sup |<g,f>| < + = .
feHK

£} 51

Démonstration : Soit g e He . Alors g définit une forme linéaire

continue £ :

L m, ) — R L =<g,.>

Condition nécessaire : Si g = f(u) pour p e M alors :

eruK £(f)=<1ﬂ(u),f>=J £fdy .
X
Or p définit une forme linéaire continue sur (C(X), || ||m) et comme
He C C(X), £ est aussi une forme linéaire continue sur (HK s ] ||m)
Ce qui équivaut a : Sup  |L(E)]| < + = d'ol le résultat .
feHK
NESS

Condition suffisante : Réciproquement, si la forme linéaire continue

£ = <g,.> sur (HK . 1 IIK) est aussi continue en tant que forme linéaire

"
sur (HK s 1] llw) alors elle se prolonge en une forme linéaire continue £
sur (COO, || ||w) (th. de Hahn Banach) et ce prolongement est méme unique

4 cause de la densité de H, dans C(X) pour la || I'm .
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N
X étant compact £ est donc de la forme :

"\ ’ -
V% e CX) , &(£) = j fdo, peM d'aprés le théoréme de Riesz.
X
Alors par restriction a HK on a : V% € HK L(h) = J hdu = <0@), b
X

donc g = J(u).

Remarque 1 : On sait d'autre part que méme dans le cas X  compact
avec K continu définissant la topologie faible sur M, o, I ||K) n'est
pas nécessairement complet (cf. [9] p. 65 § 7). 11 y a donc généralement
des éléments g de He qui ne sont pas de la forme ¢(u) pour mesure a

signe bornée sur X.

Pour ces éléments on a alors nécessairement  Sup |<g,£>]| = + = .
feHK

HEl] 51

v}
. s Ly =
Remargue 2 : A cause de 1'égalité ||2] IC(X)’ ||£||(H.K; HOTLY

dans le prolongement par le théoréme de Hahn Banach on a :

si g ={PW) alors Sup l<g,f>] = l“l(X)
feHK

] 81

II.3. - Application & la mesurabilité de JM).

Nous faisons maintenant 1'hypothése supplémentaire de séparabilité
de HK . Comme nous le verrons plus loin cette hypothése est en fait superflue
(cf. III) dés que X est métrisable puisque sa séparabilité entraine alors

celle de HK gridce a la continuité de K .
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Proposition 11.3.- Soit X compact, K un noyau reproduisant

sur Xz, continu , définissant un produit scalaire sur M et tel que Hl(

soit séparable. Alors (M) est un borélien de He .

Démonstrotion : Considérons 1'application 1 définie par :

T 3 (H-K’ H HK)——"]I{*.
g —1(g) = Sup |<f,g>] .
fel-l.K
[1£]], 1

—+) mesurable, alors on

Si on montre qu'elle est (B, , B]R

e

aura prouvé que Y(M) est un borélien de He puisque M) =t -1([0, + °°D

d'aprés II.2. Or dans la "boule" {f e H o, |[f[|m < 1} il y a un sous—

ensemble dénombrable dense pour la norme |] HK que nous noterons
{fn ,n€ W} . En effet (HK s ||K) étant séparable tout sous-ensemble
de H est séparable pour || HK .

Puisque d'aprés un lemme classique tout sous-espace d'un espace

métrique séparable est encore séparable.

<.,g> étant continue pour la || HK on en déduit donc :
w(g) = Sup l<f’g>t = Sup [<fn9g>i
fel—lK nelN
1] ] s1
Par conséquent T = Sup l<fn,.>l est bien mesurable puisque chaque
nelN

|<fn,.>l est continue .
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II.4. - Extension au cas X localement compact.

Les résultats obtenus ci-dessus dans le cas X compact reposent
essentiellement sur la densité de (HK » |1 1) dans C(X) et sur le
théoréme de représentation de Riesz qui identifie C(X)' dual de

€, 111 2 M

Dans le cas ot X est localement compact, il y a également un
théoréme de représentation de Riesz qui identifie CO(X)' a M.
(cf. [20] p. 125) en notant par CO(X) 1'espace de Banach pour la || llw
des fonctions continues sur X tendant vers O a l'infini. Avec un choix
convenable de K on peut donc obtenir des résultats analogues a ceux du

cas X compact.

11.4.1. - Définition :

Soit X un espace localement compact et K un noyau continu

2 . oz N s e s
sur X° on dira que X tend vers O séparément 3 1'infini si :

Vx e X s Ve >0 , JC compact de X tel que Sup |R(x,y)]| < e.
yeX \C

(Autrement dit si pour tout x fixé K(x,.) € CO(X)).

11.4.2. - Remanrque :

Si X est localement compact et K un noyau reproduisant borné
. 2 . . N c e s
continu sur X° et tendant vers O séparément & 1'infini alors (HK > 1 l]w )

est dense dans CO(X).

Preuve : Il suffit de vérifier que HK_CTCO(X) et
ensuite le raisonnement est le méme qu'au § II.1. en remplacant C(X) par

CO(X).
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Soit feHK et ¢ >0 fixé. Comme K tend vers O séparément

Y

3 1'infini les K(x,.) sont dans CO(X). Comme K est borné on peut approcher

f en || Iim par une combinaison linéaire finie :

n
€
Hf_iLaiK“f”Hw<E

V& e {1,...,n} ] C; compact de X tel que Sup lK(xi,y)| < .
yeX \Ci 2n|ail

0
) C; ona alors Sup [f(y)] <€ donr fe€ CO(X).

Pour le compact C
i=1 yeX\ C

11.4.3. : La démonstration des résultats II.2. et II.3. est alors

la méme pour X localement compact que pour X compact & condition de

prendre K borné continu et tendant vers O séparément & 1'infini.

Proposition 11.4.3.- Soit X un espace localement compact,

. . . 2 p .
K un noyau reproduisant continu et borné sur X tendant vers O séparément

2 1'infini et définissant un produit scalaire sur M alors on a :

8

i) g=9W , peM<=> Su l<g,£>] < +
1308 |Tf||ws1
i) si g =dw Sup l<g,£>] = |} )

fel,, | |£][ 51

iii) si HK est séparable alors (M) est un borélien de He -
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111 - ETUDE DES HYPOTHESES RELATIVES A (X,B) .-

II1.0. - Introduction.

On se propose maintenant de discuter des hypothéses sur l'espace
mesurable (X,B) rendant possible la construction d'un produit scalaire
sur M comme dans (I.1.1.) ou si 1'on ne souhaite pas supposer a priori la

séparabilité de HK comme dans (I.1.3.).

D'aprés le théor2me d'existence de C. Guilbart, si X est métrique
séparable on peut toujours comstruire sur M un produit scalaire < >K‘ pour

un certain noyau K reproduisant continu et borné.

Soit X un espace topologique pour lequel il existe un noyau
reproduisant K borné et caractérisant les mesures (au sens de (I.1.3.)).
K définit alors um produit scalaire sur M., X est-il alors nécessairement
métrisable ? Si HK est séparable, X doit-il 1'@tre aussi ? Nous apportons
une réponse partielle a ces questions en nous limitant au cas de noyaux

continus et d'espaces compacts ou localement compacts.

On commence par une proposition qui justifie 1'hypothése de régularité

des mesures formulée au § II. On note Mr l'espace des mesures réguliéres.

111.0.1. - Proposition.- 8i X est compact (resp. localement

compact) et si M # Mr il n'existe aucun noyau continu (resp. continu tendant

vers O séparément a 1'infini) définissant un produit scalaire sur M.

Preyve : On fait la démonstration dans le cas localement compact,

le cas compact s'en déduisant facilement.

Soit donc p une mesure a4 signe bornée non réguliére sur B (tribu

borélienne de X). On peut associer & p une forme lindaire A sur Co(X)
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définie par :

AE) = J £auy (V£ e ¢ X

puisque f étant continue est mesurable et f étant dans CO(X) est bornée,
par conséquent f est bien intégrable par rapport & la mesure 2 signe bornée p.
De plus A est continue puisque : [A(f)] = |JX £dul < [HE[] [ul (O .

Alors d'aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique

s . . . . ' . - '
mesure a signe bornée réguliére u telle que : A(f) J £f du' ( Vs € CO(X)).
Comme yu est non réguliére, on a bien sfir : p # p' .

Ceci montre que l'espace CO(X) et donc a fortiori HK ne suffit

pas a caractériser les mesures de M.

Plus explicitement : on ne peut trouver de noyau K tel que

Ve X, Kx,.)e c 00

V& eM, Vv#0 on e X I K(xo,.) dv £ 0 .

(Prendre v = p ~ p').

II1.1. - Cas X compact.

Proposition 111.1.- 8i X est un espace topologique compact et

s'il existe un noyau reproduisant continu définissant un produit scalaire
sur M alors 1l'application ¢ : x+> K(x%,.) est un homéomorphisme de X

sur son image dans HK .

Conoflaire.- X est alors métrisable, donc aussi séparable,

donc HK est nécessairement séparable.
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Démonstration :
- La surjectivité de [ est évidente.

- L'injectivité provient de 1'injectivité de ¢ :

X #y=> GX # Gy puisque B sépare les points (puisque X est compact)

et comme ¢(x) = K(x,.) = ﬂ(éx) et z(y) = ﬁ(éy) on a bien z(x) # z(y).

- La continuité de ¢ résulte de la continuité de K via la relation :

e = @2 = kG, = K, 112 = KG,x) + K@,y) = 2K6oy)

K
e e . -1 . PPN .
~ La continuité de ¢ est moins immédiate. On raisonne par 1'absurde :
. -1 P . . . . ..
Si ¢ n'était pas continue, il existerait x € X et V voisinage

ouvert de x tels que :

K@, = KRG, D < n
Vn > 0 Jy e X , et

ye¢v .

*
Posons n = n(p) avec pe N et n(p) +0 quand p > + =
et notons y = yp 1'élément correspondant (Le choix de n{p) sera précisé

ultérieurement).

X est compact donc complétement régulier. Il existe par conséquent
une fonction continue f égale & 1 en x et nulle en dehors de V de

sorte que :

f(x) =1
*
f(yp) =0 Vpe N .
On sait que H  est dense dans C(X) pour la || Ilm (cf. II.1.). On peut
donc approcher f en || Ilm a 1/4 preées par une combinaison linéaire

finie non nulle a; K(Xi") .

1

ll‘l\/J’J

1
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On a alors :

n
1

Sup |f(z) - a, K(x.,2z)| ¢ ~ - )

zeX iZ1 t t 4

On écrit alors :

n
If(X)-f(yp)lis [£(x) - 'z a; K(x;,x)| +

i=1
n n n @)
+ I.E a; K(xi,x) - ‘z a; K(xi,yp)l + |'Z a; K(xi,yp) - f(yp)|
i=1 i=1 i=1
Le 1°F et le 3™ termes du deuxiéme membre de (2) sont majorés par %~.
Pour majorer le deuxiéme terme on écrit :
n n n
|'2 a; K(xi,x) - .z a; K(Xi’yp)[ = |<'2 a; K(Xi") , K(x,.) - K(yp,.)>|
i=1 i=1 i=1
(3
n

A

111 2y kG g KRG, DK, g

1

En choisissant alors n(p) = on aboutit dés que

n
P |1iz1 a; K(Xi")llK

P >4 a une contradiction puisque (1), (2) et (3) impliquent |f(x)—f(yp)| < %

alors que par construction de £ : £(x) =1 et f(yp) =0

-1 . .
z est donc bien continue.

On peut donc définir la topologie de X par une distance qui est

1'image par ;_1 de la distance trace de celle de sur {K(x,.), x e X}
P

K

d-K(ny) = IIK(X’~) - K(y")ll

X est donc un compact métrisable donc nécessairement séparable et comme K

est continu si (xn)nelN est dense dans X, {K(xn,.), ne N} est

totale dans HK qui est donc forcément séparable.
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111.2. - Cas X localement compact.

Proposition 111.2.- Si X est un espace topologique localement

. . 2 . . .
compact, s'il existe un moyau K sur X~ reproduisant, continu borné et
tendant vers zéro séparément a 1'infini et définissant un produit scalaire
sur M alors l'application r : x> K(x,.) est un homéomorphisme de X

sur son image dans HK .

Cornollaine.- X est alors métrisable. Si de plus H  est

séparable X est alors nécessairement séparable.

Démonstration : Elle est identique a celle de III.1. moyennant

les modifications suivantes :
- Hy est dense dans CO(X) pour la || H°° (cf. 11.4.2.)

~ On remplace V par un voisinage compact de X ce qui est toujours
possible puisque dans un espace localement compact tout point admet un systéme
fondamental de voisinages compacts. f est alors a support compact donc

dans C_(X) et on peut bien 1'approcher en || || par ) a; K(x;,.).

©
Pour le corollaire, un localement compact métrisable n'est pas
forcément séparable. Si on rajoute l'hypothése HK séparable alors z(X)

1l'est,donc aussi X.

111.3. - Proposition.- (cf. [10] lemme 1.B.I. p. 7).

Si B est une tribu de type dénombrable séparant les points de X,
si HK est séparable et si les K(x,.) sont mesurables, il existe une

métrique séparable d sur X ayant B pour tribu boréliemme et rendant
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K d8d continu,

Prewve : (cf. [10] lemme 1.B.I. p. 7-8).
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IV - MESURABILITE DE J(M) ET J().-

Pour 1'étude des mesures aléatoires a signe (resp. positives)
considérées comme variables aléatoires & valeurs dans HK , i1 importe
de savoir si (M) et ﬂ(M+) sont des boréliens de HK . Dans toute
cette section nous supposerons HK séparable et X métrique. Nous étudions

les cas suivants :
- X compact : on sait déja que P(M) est borélien de H (cf. II.3.).

- X localement compact avec K continu tendant vers zéro séparément

3 1'infini : §(M) est aussi un borélien de He (cf. II.4.3. (iii)).

- X est métrique séparable complet et la topologie trace

de || ||K sur M' est la topologie faible.

- X métrique séparable complet.

. . PP + .
Pour les deux premiers cas, il reste & vérifier que (M ) est aussi

¢))

. . +
borélien de HK pour les deux derniers, on prouve ci~dessous que P(M )

est borélien de HK .

n .. , .
Pour le cas le plus "usuel” : X € IR~ on aura ainsi le choix

entre des ncyaux pour lesquels on sait que (M) est borélien (22me cas)

éme

ou des noyaux dont la topologie trace sur M"Y est 1a topologie faible (3 cas)

comme ceux des exemples I.5. ex. 3, 4 et 5.

Remarquons que le fait que (M) soit un sous-espace vectoriel

de ne garantit pas qu'il soit borélien.
g

(1) Dans le cas X localement compact en ajoutant 1'hypothése que X

est dénombrable a 1'infini.
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IV.1. - Remarque :

Il existe des s.e.v. denses non boréliens dans HK .

Justification : Pour le prouver on utilise le théoréme du graphe
borélien qui est une généralisation par L. Schwartz du théoréme du graphe

fermé de Banach (cf. [24]).

" Théondme : Si E et F sont deux espaces de Banach et si u
est une application linéaire de E dans F dont le graphe est un borélien

de E x F alors u est continue " .

Pour avoir un s.e.v. dense non borélien de HK on applique

ce théoréme en prenant E = HK s F= R et u forme linéaire non continue
sur HK .

Alors le graphe G de u n'est pas borélien dans HK x R .
D'autre part puisque u n'est pas continue Ker u est un s.e.v. dense
de HK .

Ker u ne peut pas &tre borélien de HK car la projection canonique

T3 HK x ]R-—»—HK étant continue est mesurable et G = ﬂ_1(Ker u).

IV.2. - Proposition :

Si X est compact et si K est un noyau reproduisant continu

sur X2 définissant un produit scalaire sur M alors 0(M+) est borélien
dans HK .

. +
Preyve : On sait que dans ce cas (M , < >K) est complet

(c£. [10] p. 17) donc ﬂ(M+) est fermé dans He .
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IV.3. - Proposition :

N

Si X est localement compact dénombrable & 1'infini et si K
. . . 2 P
est un noyau reproduisant continu borné sur X~ , tendant vers zéro
séparément 2 1'infini et définissant un produit scalaire sur M alors

ﬂ(M+) est borélien dans He .

Démonstration :

Leynme IV.3.1.- Soit X un espace topologique et AC UCX .

S1 U est borélien dans X et si A est borélien dans U

alors A est borélien dans X (cf. L. Schwartz, [23]p. 521-4 t.I).

Grice 3 ce lemme et & II.4.3. (iii), il nous suffit de montrer

que ﬂ(M+) est borélien de J(M).

On peut caractériser les mesures positives bornées sur X de la

facon suivante :
poe MY c==> |p] () = p(X)

Pour montrer que 0(M+) est borélien de YM) ou ce qui est
équivalent rue M+ est borélien de M il suffit donc de prouver que

1'application 8

M— R po—r p]X) - pX)

et mesurable (puisque M= 6-1({0})-

La mesurabilité de p — Iul(X) résulte de II.4.3. {(ii)

|| O = Sup (<), £>]| = Sup
fen, el e bt h | |_et
' nelN

|0, b >]
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ot h  est une suite dense dans {f e He s [[£]], < 1} .

Les fonctions [<{(.), hn>| étant continues pour tout n , on en
déduit la mesurabilité de la fonction 6y = Sup  K{¥(.), hn>| et

nelN
8,) = [u| () .

Pour prouver la mesurabilité de 6y i M — p(X) on montre qu'il

existe dans HK une suite (g ) ne dépendant pas de p telle que

n nelN

ez(u) =uX) = lim <J@), g,> = 1imj g, du -
n->4oo n>+eo 4 X

X étant dénombrable 2 1'infini peut s'écrire comme réunion croissante
d'une suite de compacts C, - On applique alors le lemme d'Urysohn (cf. [20]
2.12 p. 38) qui nous garantit 1'existence d'une fonction continue fn a

support compact telle que :

fn étant a support compact est bien un élément de CO(X).

On sait d'autre part (cf. 1I.4.2.) que HK est dense dans CO(X)

pour la || []_

Pour tout n e I , il existe donc = dans HK telle que

1
e, - g |l <.

On a alors : |p(X) - JX g, du|»s JX |1X - g, | dly]
1
e[ -l alul o [ 1g, = gl dlul < Iblaney + L lsleo
X X
Comme |p| est une mesure positive bornée et c,* X ona:

1im{|u|(X \ Cn) + %A|u|(X)}= 0 d'oli 1a conclusion.
oo
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Remarque : A cause de la mesurabilité de 61 et 62 , un corollaire
immédiat de cette démonstration est que Y(P) ol P est l'espace des probabi-
lités sur X est borélien de HK . De méme que JHp e M, [u[(X) < al)

et J({p € Mt , #(X) g a}) etc ...

I1V.4. - Proposition.

Si X est un espace métrique séparable et complet, si K est un
noyau reproduisant définissant un produit scalaire sur M tel que la topologie
+ . . . +
trace de || I[K sur M soit la topologie faible, alors (M) est un

borélien de HK .

Démonstration :
- On sait que 1l'espace M" muni de 1a topologie faible est métrisable

comme espace métrique complet si X est lui méme métrique complet.

- Par ailleurs on sait qu'une condition nécessaire et suffisante
pour qu'étant donné un espace métrique (E,d) il existe une métrique
équivalente d' telle que (E,d') soit complet est que (E,d) soit
un GG dense de son complété pour la métrique d. Autrement dit, que E
soit "topologiquement complet" (cf. [18]).

. . ot +
- Par conséquent , X étant métrique complet Y(M ) sera un

G, dense de son complété P pour la || ||K .

Donc ﬁ(M+) est un borélien de ﬂ(M+) et comme ﬂ(M+) est fermé

donc borélien dans HK , on peut conclure en utilisant le lemme IV.3.1.



- 52 -

IV.5. - Proposition.

Si X est un espace métrique séparable et complet, si K est un
. . 2 f qses s . .
noyau reproduisant continu sur X et borné définissant un produit scalaire

sur M alors ﬂ(M+) est un borélien de He .

1V.5.1. - Démondtration :

v

+ ..
- Notons M1 1'ensemble des mesures positives sur dont la

variation totale est inférieure ou égale a 1.

L'homothétie de rapport %- étant continue il est clair que si
ﬂ(MT) est borélien alors ﬂ(M;) =n W(M:) 1'est également.

(M: ={pe m* , u(X) £ n}) . Comme tﬂ(M+) = U, 1D(M;) il nous
: nelN

suffira donc de prouver que ﬂ(MT) est borélien de HK .

- Soit c2 = Sup K (c > 0).
X2
Alors &(M?) est contenu dans la boule fermée.

B =B (03c) = {hel , ||b[[ <¢cl

En effet si pe M: : |!ﬂ(u)||K = (j K du 8 u)1/2 g (czlul(X)z)”2 <c
Comme X est séparable et K continu, HK eét séparable. HK étant réflexif
la boule B est O(HK,Hﬁ) - compacte. On sait que la trace de la topologie
faible O(HK’HR) est métrisable séparable sur B. Notons & une distance

+0  <h-g, fn>
"métrisant” cette topologie. Par exemple &(h,g) = ) I————;r———-l ol
n=0 2
{frl , ne IN} est dense dans la boule unité de HK . Alors (B,8) est

compact donc en particulier complet.

. P + .
~ Soit p la métrique de Prokhorov sur M1 . Puisque X est

métrique séparable complet, (MT,p) est métrique séparable complet. Notons



- 53 -

B(M:,p) sa tribu borélienne et B(B,8) <celle de l'espace métrique (B,8).

L'application ﬂ1 : (M?,p) — (B,§) définie par :
191(11) ={J@) pour pe M:

est (p,8) continue donc [B(MT,Q) R B(B,5)]—mesurable. Fn effet :

. " +

s1 }Jn est une sulte quelconque convergeant vers ¢l dans (M1,D) :

p Loy c=>VeeCc0O | £ay — | £ dp =>Vten fdy — | £ ap
n n n

G(HK,H]'<)

donc @(un) Ju)  donc ﬂ(pn) S, Pu) .

- On utilise alors le théoréme de Kuratowski :

" Soit X1 et X2 deux espaces métriques séparables complets,
E1§; X1 R EZC; X2 . On suppose que E1 est borélien de X1 et que § est
une injection mesurable de X1 dans X2 telle que ﬂ(E1) = E2 . Alors E2

est borélien de X2 " (cf. [}8] p. 12).

On applique ce théoréme a 01 avec E1

E2 = ﬁ(M;) X2 = (B,§) . On voit ainsi que ﬁ(MT) est un borélien de (B,S).

+
= X1 = (M190)

I1 résulte du lemme IV.5.2. ci-dessous que si HK est séparable
la topologie forte || IIK et la topologie faible O(HK’Hﬁ) ont la méme

tribu borélienne :

B, || 1) = B, oG,H)) .

On en déduit que B(B, || ||K) = B(B, O(HK, Hk)) = B(B,3)

)

Par conséquent ﬁﬂw:) est borélien d'un borélien de B(HK’ I ]’K

et on conclut en appliquant le lemme IV.3.1.
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1V.5.2. - Lemme :

Si H est séparable alors B(HK » | I[K) = B(HK , O(HK,Hi))-

Preuve :
- Tout ensemble G(HK, HK) - fermé étant || IIK - fermé on a bien
sir = By, , o) C B, || |-
- étant séparable, B, , || ||,) est engendrée par les boules
By Hy K

fortes fermées qui étant convexes sont aussi O(HK, HK) ~ fermées donc

B(HK,O) mésurables donc B(HK, I I[K)C: B(HK’ o) .
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V - RELATIVE COMPACITE DANS H, ET #i7) .-

On se propose maintenant d'établir des critéres de relative compacité
dans les espaces HK et J(M). Ces critéres seront utilisés dans 1'étude des
divers modes de convergence des suites de mesures aléatoires. On commence par
donner une caractérisation générale des sous-ensembles relativement compacts

d'un espace de Hilbert quelconque en utilisant un résultat de la théorie des

espaces de Banach :

V.1. - Théoréme :
Soit H un espace de Hilbert et d 1la distance définie par sa norme.
Une partie G de H est relativement compacte si et seulement si :
(i) G est || ||H ~ bornée
et

(ii) Ve >o , JV s.e.v. de dimension finie de H tel que

Sup d(g,V) < ¢ .
geG

V.1.1. - Démonstration : Supposons d'abord G relativement compacte.

Alors (i) est vraie. Pour prouver (ii) om utilise le résultat suivant vrai

pour tout espace de Banach donc en particulier pour H .

. . 414 .
I1 existe une suite (un)ndN d'éléments de H telle que :
limu =0 (au sens || IIH) €]
4o
et
| GC co {u ,ne N} (2)

(co désignant 1'enveloppe convexe équilibrée fermée).
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Soit donc € > O fixé. D'aprés (1) il existe un entier m tel que :
q

Vosu , [[un[|<% .

Notons V = [un , N m:’ le sous—-espace vectoriel de H engendré par les

u, (n £ m). Si g est un élément quelconque de G , on peut d'aprés (2)

1'approcher a % prés par un élément de co {un ,ne N} donc de la
forme 2 ti uy ot : I est une partie finie de W , et les réels
iel
t, (i € I) vérifient : 2 [t.] €1 .
i . i
iel
. €
Par conséquent : d(g,V) < 5+ d( 2 toug V) .

iel

Or en désignant par Pry la projection orthogonale de H sur V on a :

d( 2 t; uss v =] Z t,u, = prv( 2 t; ui)ll =] 2 te (ui - Prv(ui))H
iel iel i1el iel
i>m

A

Toegh Hugll o 3 Jegh s gl <5

el 1>m
i>m i>m
Donc, pour tout g dans G : d(g,V) < e .
Réciprogue : On suppose maintenant que (i) et (ii) sont vraies.

Pour montrer la relative compacité de G dans H , on prend une suite quelconque
(hn)ne]N d'éléments de G et on prouve qu'elle a une sous-suite qui est de
Cauchy dans H .

H étant réflexif, ses boules fermées sont o(H,H') compactes. Il

résulte donc de (i) que G est o(H,H')-relativement compact.

Le théoréme d'Eberlein Smulian nous permet alors d'extraire de

“(h) une sous-suite (h_ ) qui soit o(H,H') - convergente (cf. [26]).
n'nelN p pelN
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Soit € >0 fixé et V un s.e.v. de dimension finie de H vérifiant
(ii) pour cet €. Dans V , prV(hn ) converge au sens o(H,H') donc aussi
au sens 0(V,V') donc aussi en normeppuisque V est de dimension finie.
Il en résulte que (prv(hn N est une suite de Cauchy de V. En choisissant

p pelN
alors me N tel que :

Min(p,q) > m => ]iprv(hnp) - prv(hnq)|| <e . (3)

On a alors la majoration :

[ =by 11 [y =pr G 1T+ Hpry(y d=pry Gy 11+ Hpry Gy = |1
P q - p P P q q q

er &éme . . s .
Le 1 et le 3™ termes sont majorés par e d'aprés (ii), le

deuxiéme terme aussi d'aprés (3), (h_ ) est donc bien une suite de Cauchy.
p pelN

V.1.2. - Remarque :

Si G est compact, PTy étant continue, prv(G) est alors aussi

compact et on a :

d(g,V) = d(g,pry(6) Ve e &)

Compte-tenu du théoréme V.1. on en déduit que les compacts de H sont exactement
les fermés dont on peut approcher uniformément les éléments par ceux d'un

compact de dimension finie (donc fermé borné de dimension finie).
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V.2. - Exemple : les cubes de Hilbert.

V.2.1. - Déginition :

Soit {gi » 1 € N} une famille orthonormée de H et {oci , ie W}

une suite de réels positifs vérifiant :
"E"" 2
A, <+
=0 *
On appelle cube de Hilbert comstruit sur (gi, ie WN) et (ui, i e IN)
le sous-ensemble € de H défini par :

C={heH,h=Eaig. [ailvscxi Views.

i=0 .

Avec le théoréme V.1. la compacité de C est immédiate.

V.2.2. - Remarque :

Si (g, , i e NWN) est une base orthonormée de J(M) avec

g; = 10(\)].-) (cf. I.4.3. et V.5.1.) et si les oy vérifient la condition

supplémentaire
4+
£l oo <

alors C est un compact inclus dans (M).

V.3. - Proposition.

On suppose H séparable

i) G bornée est relativement compacte dans H si et seulement si il

existe une base hilbertienne {gn ,ne N} telle que :
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Ve >0 , 3‘“ ¢e N , Sup 2 <g,gn>2 < g (Vv.3.1.)
geG n2m
ii) S8i la condition (V.3.1.) est vérifiée pour une base hilbertienne

de H , elle 1'est pour toute base hilbertienne.

Preuve de (Z) : D'aprés le théoréme V.1. la condition (V.3.1.) est
évidemment suffisante pour la relative compacité de G. Pour prouver sa

nécessité on procéde par itératiom :

*
, me IN dans le théoréme V.1. :

En prenant ¢ = 1
m

- Pour € = 1 on a un sous-espace de dimension finie V1 tel que

Sup d(g,V1) <1. On choisit alors dans V1 une base orthonormée Bqoce By -
geG

- Ensuite pour m = 2 , il existe un s.e.v. de dimension finie Vé
tel que Sup d(g,V!) < l-. Soit V., le s.e.v. engendré par V, et V!
2 2 2 1 2
geG
on aura a fortiori  Sup d(g,Vz) < %- et on pourra compléter la base
geG
{g1,...,gm } de V1 en une base orthonormée de V2 ete ...
1

G est alors inclus dans le s.e.v. fermé de H engendré par la
famille orthonormée ainsi construite de sorte que si on compléte cette famille
pour en faire une base hilbertienne de H (que nous noterons encore (gn, n e WN))
ona <g,g >=0 (g € G) pour tous les g, ainsi "rajoutés" et (V.3.1.)

est ainsi vérifide.

Prewve de (i7) : Soit G wune partie bornée de H wvérifiant
(v.3.1.). Notons {hn s n e N} une base hilbertienne quelconque de H.

Considérons alors la suite de fonctions em définies par :
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' §— R*

2 _
g —> 2 <g,hn> —Bm(g)

nm

(em)melN est une suite de fonctions continues décroissant vers O sur le
compact G. D'aprés le théordme de Dini elle converge uniformément vers O

sur G ce qui se traduit par :

v, * 2
e >0 , Hme]N , N 2m ==> Sup 2 <g,hn> <e .
geG n3m

V.4. - Application au cas o1 G = (M), MCM .

Dans le cas ot G est 1'image par { d'un ensemble M de

mesures bornées on peut donner, compte tenu de la proposition V.3. la traduction

suivante du théoréme V.1.

V.4.1. - Proposition :

Soit M une partie de M . J(M) est relativement compact dans H.K

si et seulement si :

[
i) SupJde8u<+°°
MEM

et
ii) Il existe une base hilbertienne {gi , 1€ W} de HK telle
que :
n

\7’e>0, EIne]N, Sup(JKduep—Z(Jgidp)2)<e.
peM i=0
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V.4.2. - Conollaine :

S'il existe une mesure positive bornée v  telle que pour toute

mesure p de M on ait |u| £ v alors {J(M) est relativement compact

dans Hk .

Démonsthation :

- (i) est vérifiée puisque :
VueM?,JKdueusj(Sulel)dluﬁul=
xz ’
2 2
= |ul & |u| &) Sup K s v (X)“ Sup K
X2 x?
- Vérification de (ii) :
Soit {gi , i € N} une base orthonormée quelconque de HK . On-a
alors :
400

Kay) = 1 g g @y e K
i=0 '

Et cette série est absolument convergente puisque :

+o0 +

) lg; ) gy (] 5 Xf»(gi(x)2‘+ gi(y)z) $R(x,%) * K(y,y) <+ «
i=0 i=0

Soit € >0 fixé et n un entier dont le choix sera précisé ultérieurement.

On a alors :

JKdu8u=J(Elgieg{9du‘8u=J[E g; g, * ) g 8g] didy
1=0 T R _—
= ;2 (j g4 du)” + J 2 ) g; ® g;) du 8y de sorte que :
i=0 ‘X i>n
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n

J Kdy®p- | (J 8; aw)? < J , L g, g w8 ul(dx,dy)

i=i i>n

s JXZ 1 lg; ) gy v ey (ax,dy) .
1>n

11 ne nous reste plus alors qu'ad appliquer le théoréme de convergence monotone

pour rendre ce dernier majorant inférieur 3 € pour n assez grand :

Justification :

+®
- J ) E lgi(x) gi(y)l v 8 v(dx,dy) < + car Vv  est une mesure
X© 1=0
e
positive bornée sur X et : z Igi(x) gi(y)| < K(x,x) + K(y,y)
i=0
€2 8up K <+
X2
- 2 igi(x) gi(y)l tend vers O en décroissant quand n tend vers +
i>n
4 cause de la convergence absolue de 2 gi(x) gi(y) .
L'entier n étant ainsi fixé on a alors
v 2
Sup (J Kdy®u-~- J (J g, du)’) < e
. i
peM 1=0

Avec des hypothéses légérement moins générales sur le noyau K,
on obtient la condition suffisante de relative compacité beaucoup plus

maniable suivante :

V.4.3. - Proposition :

‘s . . ,
S'il existe une base orthonormée (gi)ie]N de HK telle que

+o
la série : 2 gi(x)2 converge uniformément sur X, et si :
i=0
Sup |u|(X) < + = alors @P(M) est relativement compact dans H .
ueM

o
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Démonstration :
On utilise V.3. (i). Posons c = Sup [p|(X) .
peM

D'aprés 1'inégalité de Holder on a :

Voew, View , ([ ane | Il x g alube(| lagl? alsD) x sl 00

da'ol Y (J 8; am?cc § Jgi alp| =°J ®) gi) diul

izm izm izm

s 1Y &l

et ce dernier majorant tend vers O par hypothése. Donc :

Sup 2 (J 8; du)z — 0 quand m > + ®
peM i>m

V.5. - Relative compacité dans {J(M).

Le théoréme V.1. ou la proposition V.3. permettent de caractériser
tous les compacts de HK . Pour autant ils ne résolvent pas la question de
la (relative) compacité dans ¢Y(M). En effet si J(M) est relativement compact

dans H,  , sa fermeture peut contenir des éléments qui ne soient pas dans J(M).

Or dans 1'étude des théordmes de convergence des suites de mesures
aléatoires il peut €tre utile de disposer de criteres de relative compacité

dans JM).

On se propose donc dans ce paragraphe d'obtenir des compacts non
triviaux formés uniquement d'éléments de P(M). On commence par quelques

compléments relatifs aux bases hilbertiennes de HK .
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V.5.1. - Une base cithononmée de YM).

V.5.1.1. - Proposition : Dans les conditions du théoréme I.4.1.

et en supposant p finie la base orthonormée {Vcn hn ,n€ N} de He

est constitude en fait uniquement d'éléments de Y(M).

Preyve : D'aprés I.4.1. (iii) on a :

h_(y)
VoeN , c #0 et Voc_h =JK(.,y) L du(y) m
n n n Vo
n
On sait que hn est un élément de Lz(p) . Coome p est finie il en résulte
que hn est aussi dans L’(p). 11 en résulte que la fonction d'ensemble vy

définie par :

h (y)
vn(A) = J du(y) AeB
A Yc
n
est une mesure i signe sur B, absolument continue par rapport 4 u et de
h
densité —= . La formule (1) peut alors s'écrire
c
n

/E; h = ﬁ(vn) .

On a donc bien ainsi une base orthonormée d'éléments de He {w(vi), ie N}

ol les v, sont toutes absolument continues par rapport a pu .

Remarquons d'ailleurs que réciproquement si on connalt une base
hilbertienne de HK de la forme {&(vi) , 1 e N} alors les vy sont
absolument continues par rapport & une méme mesure positive bornée. Il suffit

L3 1
de poser = ) - Ivi|
i=0 2 lvil x)



- 65 ~-

V.5.2. - Proposition : Si X est métrique séparable et si M

. . o1 2 +
est une partie de M pour laquelle il existe un élément v de M tel

que :
VHeM, |lli$\) .

Alors (M) est un compact de He inclus dans Y(M).

Démonstrhation :

~ On commence par remarquer que l'on a : V% e M, |pl £ v+
ol 1 est une mesure positive bornée chargeant les ouverts. Il suffit donc
de faire ia démonstration dans le cas cas ol v charge les ouverts. On peut
alors appliquer le théoréme I.4.1. (en remplacant p par v dans les notations

du théoréme).
~ Pour tout p dans M on a M est absolument continue
par rapport & v et I%%ﬂ <1 v-presque partout pulsque |u| v .

du

2 dp
3 €L (v) et de plus ||

Par conséquent : I
20

s vX) ,
dy . 2 . 2 2
qu beE M} est donc borné dans L°(v) donc faiblement (@ (v), L°MW)))

relativement compact.

- On sait d'aprés le corollaire V.4.2. que (M) est un compact

de HK. Il reste 4 montrer que Y@M C PHM).

Pour cela on se donne une suite quelconque (@(un), n € IN) d'éléments
de J(M) convergeant en || ||K vers 1'élément g de H, et on démontre

que g est en fait dans J(M).

dp .
{7;? , ne N} est faiblement relativement compact dans Lz(v) donc on peut
extraire de (un)nem une sous-suite (u_ ) telle que

"p peN
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du
% o @), L2 w)
dv

quand p > + o h h e Lz(v) .

- Pour tout x de X, K(x,.) est dans Lz(v). On en déduit

done :
dun
Vx € X J K(x,y) —£ (y) v(dy) —> [ K(x,y) h(y) v(dy) quand p »> + o .
X v Ix

Autrement dit ﬂ(pn ) converge simplement sur X vers J K(.,y) h(y) v(@dy) .
P

- Comme Vv est bornée h estaussi dans L’(v) et la mesure vy

de densité h par rapport & v est bien définie et est dans M.
On a alors dy) = j K(.,y) h(y) v(dy) .
- D'autre part la convergence en norme || ||K de ﬂ(un) vers g

entralne sa convergence simple sur X vers la méme limite donc aussi celle

de ﬂ(un ) on en déduit g = ¥(y) ce qui achéve la démonstrationm.
P

V.6. - Relative compacité et équitension.

On étudie maintenant des conditions suffisantes de relative compacité
de (M) dans Hy » JW™) ou P(M) inspirées du théoréme de Prokhorov

sur la relative compacité d'un ensemble de mesures pour 1a topologie faible.

V.6.1. - Théondme : Soit X wun espace métrique, K un noyau

. . . 2 PO . .
reproduisant continu borné sur X définissant un produit scalaire sur M.

Soit M une partie de MY vérifiant :
a) Sup {(pX) , peM < +o

») ¥Yn>o, 3 ¢ compact de X, Sup {u(X\C), p e M} <n

Alors (M) est relativement compact dams HK .
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Démonstration : On prouve que Y(M) vérifie les conditions (i)

et (ii) du théoréme V.1.
- La preuve de (i) est immédiate :

Vien llw(u)l|§=fZKdueusSupKu(X)z
X X2
et on conclut avec (a).

-~ Pour prouver (ii), soit € > O fixé, nous allons construire

un s.e.v. V de dimension finie de HK tel que

Sup d(f(n), V) <e .
ueM

Soit § >0, r>0 et n >0 trois réels dont le choix en fonction de ¢
sera précisé ultérieurement. Soit C un compact associé & n par 1l'hypotheése
(b). Il existe un recouvrement fini ﬁ; B(xi,r) de C par des boules de méme
rayon. Notons alors V le s.e.v. de 1;§ engendré par {K(xi,.), i=0,...,m}.

Comme

d@w),v) = sup {J<€,0G)>] , [[E]lg =1 et £e v}

on va prouver d'abord que les f de vt tels que |[f||K = 1 sont
uniformément "petits" sur C :

Soit fevi: Vie {0,...,m} f J.K(xi,.) donc f(xi) =0 .
De plus : Vx e c , died{o,...,m} , tel que x ¢ B(xi,r)
On a alors :

£ 1% = [£G0-£G) 1% = [<£,RGx, )RG> € N2 RGOk, 1

< K(x,x) + K(xi,xi) - 2K(x,xi) . 1)

. 2 . . .
Comme K est continu sur X° donc uniformément continu sur le compact 02 s

. . ~ s e N 2
le dernier majorant dans (1) peut &€tre rendu inférieur & &° en prenant r
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suffisamment petit. (Ce choix de r dépend alors de C donc de n, de K

et de 6 mais non de f).
Donc : Y e ¢ s Ve e vt tel que [|fI|K =1, |[f&x)] <3 . (2)

On en déduit la suite de majorations :

Sup d(V,9(u)) = Sup ||pr fﬂ(”))llK = Sup Sup  [<£,¥(u)>]
peM ueM v peM fev.L

gl ] =1

= Sup Sup [J f du|s Sup Sup [éu(X) + IJ f dpl]
X\¢C

peM ||f||K=1 weM | |£] | =1

i
feVL fev

A

§ Sup u(X) + Sup  Sup [HfllK S IR TAN u)||K]
peM MEM feVL

£ =1

A

8 Sup p(X) + Sup IK|1/2 Sup pX \ ©)

peM X2 peM
£ 6 Sup p(X) + n Sup |K|1/2 (3)
ueM X2

Les hypothéses (a) et (b) nous permettent de choisir & et n de fagon &
rendre le dernier majorant de (3) inférieur & €. Les choix de C , de r

et des X donc de V en découlent.

V.6.2. - Remarque : Si X est métrique séparable le théoréme

V.6.1. peut se déduire plus simplement du théoréme de Prokhorov et du théoreme

de faible comparaison de C. Guilbart :
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1°" cas : si la topologie trace de || ||, sur M est 1a
topologie faible alors V.6.1. n'est que la condition suffisante de relative
compacité du théoréme de Prokhorov (remarquons que pour cette partie du théo-
réme de Prokhorov la complétude de X n'est pas nécessaire (cf. Bﬂ P.
362-365).

2éme ecas : Si la topologie trace de || ]|K sur M" n'est pas
la topologie faible, on sait d'aprés le théoréme de faible comparaison de
C. Guilbart M (cf. [10] p. 14) qu'elle est moins fine que la topologie
faible. M étant alors séquentiellement relativement compact dans M+ pour

la topologie faible (Prokhorov) l'est a fortiori pdur une topologie moins fine.

V.6.3. - Conollaire :

Si X est métrique séparable, le théoréme V.6.1. fournit une

.. . . . o
condition suffisante de relative compacité dans y(M ) (et pas seulement
dans HK)'

Preyve : 11 faut montrer que (M) C ﬁ(M+) .

Soit donc (“n)ne]N

Notons h = 1lim J{u ) (au sens de || ]IK).
4o n

une suite convergente quelconque de M.

(un) admet une sous—-suite convergeant vers une mesure positive
bornée p pour la topologie faible puisque M est relativement compact

dans M' pour cette topologie (Prokhorov).

Soit (u_ ) cette sous—suite. On a :
p pelN

(1) Les seuls produits scalaires que nous envisageons ici sont continus et
51 3 i.e. v = < >
se réintégrent 1i.e ity >K J <6x,6y> u 8 v (dx,dy) et sx,sy est
une fonction continue de (x,y). On est donc bien dans les hypothéses

du théoréme de faible comparaison.
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Ve e COO lim J fdp = J £ dp
pro "p

En particulier, puisque HK est formé de fonctions continues bornées sur X :
Ve e By lim J £dp = J £dp .

n

p+e P

En faisant f = K(x,.) on en déduit h = §(u) donc h e ﬂ(M+).

V.6.4.

-

Le théoréme V.6.1. et son corollaire V.6.3. se généralisent aux
mesures & signe a condition de remplacer partout u par [ dans les

majorations des énoncés et des démonstrations.

Théondme : Soit X un espace métrique, K un noyau reproduisant
. . 2 PO . . .
continu borné sur X définissant un produit scalaire sur M. Soit M une

partie de M vérifiant :
a) Sup {|u|X), pe M} < +
D VYas>o , 3 C compact de X , Sup {|p{(X \C), peM}<n.
Alors J(M) est relativement compacte dans HK .

Si de plus X est séparable, (M) est relativement compacte

dans Y(M).

Pour le théoréme de relative compacité pour la topologie faible

sur M (au lieu de M") cf. [2s].
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VI - COMPLEMENTS.-

VI.1. - Une généralisation de la construction d'un produit scalaire

sur l'espace des mesures.

L'examen des résultats de densité dans C(X) ou CO(X) , ainsi
que de mesurabilité de (M) obtenus dans les cas X compact et X localement
compact nous a suggéré la construction abstraite suivante qui généralise le

procédé du I.1.) tout en englobant des résultats déja obtenus.

VI.1.1. - Proposition :

Soit X un espace métrique, C(X) 1'espace de Banach pour la
norme || {lw , des fonctions continues bornées sur X. On suppose qu'il existe

un sous—espace fermé séparable F(X) de C(X) , caractérisant les mesures.

Soit L 1'ensemble des formes linéaires continues sur (F(X), || [] ).
(f.). étant une suite totale de F(X) vérifiant :
1"1elN
+o 2
Todlg )" <+ o
i=0
On pose :
+oo 2
<u,v> = § u(f,) v(£,) (u,v) e L M
. 1 1
i=0
et
+eo 2
RG,y) = § £.() £,() xy) e X5 . ()
i=0

Alors K est un noyau reproduisant défini positif, l'espace de Hilbert HK
associé est formé d'éléments de F(X), (1) définit un produit scalaire sur L
et (L, < >) est isométrique i un sous—espace dense de HK. M, < >)

est dense dans (L, < >).
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Démonstration :
- Définition du produit scalaire sur L :

F(X) étant fermé dans C(X) est lui-méme un espace de Banach.

Notons || llF' la norme de son dual : |lul|F, = Sup |u(®)| .
feF

2 el ] et

+00
L'hypothése ( 2 Ilfi . <+ =) assure la convergence absolue de la
%0

série dans la définition de <u,v> :

2
Voer, Wer T et vaple I Hullp - vllp (1ggl10

ieN ielN

2
< ]|u||F, . HVHF- . '}:]N (||fil|m) <+ w,
1€

La bilinéarité de < > est alors évidente.

Pour la définie positivité il suffit de noter que :
<u,ud> = 0 <==> z u(fi)2 =0<==> YieN u(fi) =0
ielN

Et comme (f.) est totale dans F(X) cette derniére condition

1”ielN

équivaut a la nullité de u.

- K est un noyau reproduisant de type positif et HK C FX)

L'hypothése " ¥ (Ilfill“?z < += " entraine la convergence
ielN
uniforme sur tout X de la série de fonctions définissant K(x,.). Il en
résulte que pour tout x € X 1la fonction K(x,.) est un élément de F(X).

La méme hypothése assure la convergence de la série définissant K dans (2)

et de plus K est borné sur X2 .
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Il est clair que K est un noyau de type positif (et méme défini

positif dés que la topologie de X est séparée : faire u=v = 2 a; dx
iel i

dans (1)).

Les éléments de 1l'espace autoreproduisant HK étant limites
pour la norme [} ||K donc aussi pour la norme |l ]|w de combinaisons
linéaires finies des K(x,.) et les K(Xi") étant dans F(X) on en déduit
que HK est un sous—espace vectoriel (au sens purement algébrique) de

F&D.

- Plongement isométrique de L dans H s

La démonstration est identique a celle de (I.2.1.) & ceci preés
que les théorémes d'intégration sont remplacés par la continuité de u pour

la norme || []_.

On définit Y(u) (u e L) par :
Vx e X Pu) (%) = ulK(x,.))

La convergence uniforme de la série définissant K(x,.) nous permet

alors d'écrire comme dans (I.2.1.) (1) :

400
Plu) = izo u(f) £, . an

On note H1 1'espace vectoriel de fonctions réelles sur X défini par
H, = {Pu) , ue L}

Remarquons que H, est un s.e.v. de F(X) & cause de la convergence
o +o +oo 9
uniforme de la série iZo u(fi) £, (izo IU(fi) fi{ g ||UI|F' iZO ([lfiilw) )

§ est une bijection linéaire de L sur H1 : le seul point a vérifier est
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1'injectivité :

Pu) =0 => u@@W)) =0 (car P(u) € FKX))
Foo +o0 9
===> 2 u(f.) £f.) = 0 ===> 2 u(f.)* =0 A cause de la
. i’ 71 . i
i=0 1=0
convergence uniforme de la série (1'). Donc <u,u> =0 donc u =20
Y est donc bien injective.

On munit alors H

1 du produit scalaire

<g,h> = <I (g), ¥ m)>

mutatis mutandis

Les lemmes 1, 2 et 3 de la démonstration de (I.2.1.) restent valables

d'autoreproduction pour K.

+ @
= @,,8.> = izo £, £;G)
= K(x,y) .
+00
si £ =P), <f, K(x,.)> =<u,8>= ) u(f.) f.(x) = J(u)(x) = £(x) .
X =0 i7 i
Lemme 2 : V@ € H1 , Vuel <f, J)> = u(f) .
Prewe : Si feH , f= J(v)
0 400
W), P> = <vyu> = T v(E) ulE) =ul ] v(E) £) = ud@@®) = ul@) .
i=0 i=0
(L'interversion de u et 2 provenant de la convergence uniforme de
+<0
la série

Lemme 1 : H1 contient

Kx,.), x € X}

Preuve :

. K&,.) = ﬁ(%J

<K(x,.), K(y,.)>

1-2-0 v(E;) £ .

et vérifie la propriété

2"
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Lome 3+ Vuel , @, < w072 [Pl
: 2
X

Méme démonstration qu'au § I.2.1.

A partir de 13, on peut reproduire mot pour mot la fin de la
démonstration I.2.1. en remplacant simplement le mot "mesure" par "forme
linéaire continue sur FX)" les notations M et J fdy par L et wu(f)

respectivement ... (On prouve de méme la proposition I.2.2. :
Veen Wuel <E, P> = ulf) )

L'injection isométrique de L dans H par Y est donc démontrée.

En notant M0 (resp. Ho) l'espace des combinaisons linéaires finies
des mesures de Dirac (resp. des K(x,.) , x € X) , la situation peut se résumer

dans le schéma suivant :

Mo Cc M C L C | (I étant complété de (L, < >))

.

H C My c g < By

Comme Ho est dense dans HK et Y est isométrique il est alors
clair que L et HK sont isométriques par le prolongement de ¢ & L

et que (M, < >) est un s.e.v. dense de (L, < >).

VI.1.2. - Conollaines :

Avec les hypotheéses de VI.1.1. on a alors :
i) (HK » |1 Ilm) est dense dans F(X) .

ii) Les éléments de ¥{(L) dans HK sont caractérisés par :
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he §(l) <=> Sup  [<h,f>] < + =
feHK

[T£]] =1

iii) #(L) est un borélien de HK .

Preuve :

i) On sait déja que : HK(: F(X). Si u est un élément de F

s'annulant sur HK on a alors Vs e HK u{(f) =0 .

Mais u(f) = <f, $(u)> donc PY() =0 donc u =0 et HK est
bien dense dans F(X) pour la || |‘m d'apres un corollaire du théoreme de

Hahn-Banach.

ii) Se démontre exactement comme (II.2.) en remplacant partout
J fdu par u(f) , C(X) par F(X) et le théoréme de Riesz par ... la

définition de L !

iii) HK étant séparable par construction (théoréme de séparabilité
de C. Guilbart) on peut reprendre la démonstration de (II.3.) en remplacant

JM) par P(L).

VI.1.3. - Remargques :

- La construction VI.1.1. englobe les principaux cas étudiés
auparavant :

Si X est compact on prend F(X) = C(X) et on retrouve (IL.1. ,
11.2. et II.3.),

Si X est localement compact, on prend F(X) = CO(X) et on

retrouve IL.4. ,
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Si X est séparable, on prend F(X) = U(X) espace des fonctions

(1)

réelles uniformément continues bornées sur X et on retrouve la construc-—

tion d'un noyau induisant la topologie faible sur M*  donnée par C. Guilbart.

- Il serait souhaitable de disposer d'une caractérisation des éléments
de M dans | permettant de démontrer que M est un borélien de (L, < >).
I1 en résulterait alors la mesurabilité de ¢(M) dans (L) puis comme V(L)
est lui méme borélien de HK celle de JM) dans HK . A défaut d'une telle
caractérisation, on pourrait adopter un point de vue légérement différent :
définir les "pseudo-mesures aléatoires” comme des variables aléatoires & valeur
dans $(L) presque slirement et utiliser des critéres de relative compacité
dans Y (M) pour pouvoir passer de résultats sur les pseudo-mesures i des

résultats sur les mesures.

VI.2. - Non-extension aux mesures de Radon.

On peut se demander si la construction d'un produit scalaire telle
que nous l'avons développée en I.1. ou VI.1. est adaptable & 1'espace des mesures
de Radon sur un espace localement compact X. La réponse est négative. Nous

en esquissons ci-dessous la démonstration.

Une mesure de Radon réelle pu sur l'espace localement compact X
est une forme linéaire sur 1l'espace CC(X) des fonctions continues & support

compact dans X vérifiant :
V@ compact de X, HMC >0 tel que : Ju(f)] g M llf|im

pour toute f continue a support dans C.

Cc(X) étant muni de la topologie limite inductive des topologies

de la convergence uniforme sur les sous-espaces CC(C) (C compact de X)

(1) pour une distance d' équivalente & d convenablement choisie (cf.

démonstration du th. d'existence de C. Guilbart).
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1'espace des mesures de Radon est le dual topologique de CC(X) .

Supposons alors que 1'on dispose d'une suite de fonctions (fi)ielN*
totale dans CC(X) et qu'en remplacant chaque fi par un homothétique
suffisamment petit en || l|oo on puisse définir <u,v> = 3? p(fi) v(fi)
pour tout couple (u,v) de mesures de Radon. =

Il serait alors nécessaire que pour toute mesure de Radon p
4o 9

on ait : u(fi) < + = , Nous indiquons sans détailler les démonstrations
i=1

la construction possible d'un contre—exemple.

Lemme 1 : L'existence de la suite (f.) implique la

i’ielN
dénombrabilité & 1'infini de X.
o o
—
Lemme 2 : X = U Supp(fi)
i=1
Lemme 3 : On peut extraire de (£.). ..* une sous-suite
ZeTe 2 1°ieN
(fi ) « - Vvérifiant les deux conditiomns :
n nelN
o
®
() Supp(fi )y =X
n=1 n
° n-1
* T
Voew Supp(e, ) N XN\ U Supp(f; ) # 6
n k=1 k
femme 4 @ Si (x ) * est une suite de points de X vérifiant :
—— n’'nelN
% ’,_Jl_h\ n-1
Voenw x_ e Supp(f. ) N (X \ U Supp(f, ))
n i i
n k=1 k
alors il n'y a qu'un nombre fini de termes de (xn)ne]N* dans tout compact C

de X.
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Construetion du contre-exemple :

On choisit une suite (x )

* s ' s
2 nelN vérifiant 1'hypothése du lemme 4

(c'est possible d'aprés le lemme 3). On pose alors :

ou les réels aj vérifient la relation de récurrence :

£, (x) .a =1+]|f, || Y oola ] .
n B n ' ® kg<n-1 k

La conclusion du lemme 4 assure que u est bien une mesure de Radon.

On a alors :

(€. ) =1+ |[£, || Vo la )+ Y & £, (x) 21
I a ® k<n~1 k k<n-1 k n k

donc y p(fi )2 =+ donc

+o ' +
=1 n i=1






DEUXIEME PARTIE

MESURES ALEATOIRES
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INTRODUCTION.

Nous envisageons maintenant 1'application & 1'étude des mesures

. . p ére .
aléatoires des résultats obtenus dans la 1 partie.

D'une maniére générale une mesure aléatoire est une variable aléa-
toire a3 valeur dans un espace de mesures muni de la tribu borélienne d'une
certaine topologie. Des auteurs comme Jagers, Kallenberg ont étudié les mesures
aléatoires sur un espace localement compact & base dénombrable en prenant pour
espace de mesures l'espace des mesures de Radon positives muni de la topologie

vague (cf. [13]).

J. Geffroy a d'autre part introduit la topologie faible & distance
finie sur l'espace des mesures positives finies sur les boréliens bornés. L'uti-
lisation de cette topologie constitue le point de départ des travaux de Geffroy,
Jacob, Quidel, Zéboulon ,... sur les mesures aléatoires positives (cf. (6], [7},
[11], {19]). Pour 1'étude des mesures aldatoires & signe, signalons en outre

un article de P. Jacob (cf. [12]).

Si 1'on se restreint & un espace de mesures bornées alors la topologie
. . . ére .
induite sur M par || ||K (avec les notations de la 1 partie) peut
permettre l'étude des mesures aléatoires. Un cas important sera dans cette
. R . + . : P
optique celui ol la topoclogie trace sur M est la topologie faible (théoréme

d'existence de C. Guilbart).

Par ailleurs, les travaux évoqués ci-dessus concernent essentiellement
les mesures positives. L'étude des mesures a signe souléve d'importantes
difficultés. Par exemple lorsque X est métrique séparable M muni de la topo-

. - P . s +
logie faible n'est pas métrisable contrairement 3 M .
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Pourtant les mesures aléatoires & signe apparaissent naturellement
méme dans 1'étude des mesures aléatoires positives, par exemple si l'on
souhaite centrer une suite de mesures aléatoires positives pour étudier son
comportement asymptotique. Le cadre HK ol la topologie sur M est définie
par une métrique euclidienne semble alors relativement bien adapté a une étude

des mesures aléatoires a signe.

Une fois que 1'on a décidé de munir M de la topologie définie par
la norme || ||K , deux alternatives se présentent pour la définition d'une

mesure aléatoire :

On peut définir une mesure aléatoire comme une variable aléatoire 2
valeurs dans l'espace M muni de la tribu borélienne associée a la topologie
du produit scalaire < >K sur M. Ce point de vue a été adopté par Sbai qui
dans [21] a donné une étude de divers modes de convergence de suites de mesures
aléatoires. L'avantage est d'éviter "par construction” les problémes de mesura-

bilité de P(M) dans Hy - Un tel choix nous semble cependant avoir un double

inconvénient :

- WM, < >K) n'étant pas complet, on ne pourra parler de suite
convergente dans M sans connaissance a priori de la limite qui ne pourrait

tre qu'un élément de M.

- Les propriétés des lois de probabilité sur un espace de Hilbert séparable

ne pourront &tre pleinement exploitées.

La deuxiéme alternative, que nous choisirons pour la suite de ce
travail, est de définir une mesure aléatoire comme variable aléatoire a valeurs

s

dans l'espace de Hilbert HK prenant ses valeurs dans M avec une probabilité
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1 (en identifiant HK avec le complété de (M, < >K). On voit que cette
construction suppose la mesurabilité de (M) (ou de ¢(M+) si 1'on se
limite aux mesures aléatoires positives). En effet la donnée d'une mesure
aléatoire u' équivaut alors a celle d'une loi de probabilité Pu, sur la
tribu borélienne de HK telle que : Pu. (P(M)) = 1. Avec cette construction,
on pourra ultérieurement exploiter les résultats connus concernant les lois

de probabilité sur un espace de Hilbert séparable.

Dans [3] A. Berlinet a donné une étude de la mesure empirique en
la considérant comme variable aléatoire & valeur dans HK . La mesure empirique
étant une mesure aléatoire, cette étude peut s'insérer dans le cadre que nous

venons d'évoquer.
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VII - MESURES ALEATOIRES COMME V.A. A VALEURS DANS L

Dans toute la suite, nous supposerons X métrique séparable
et muni de sa tribu borélienne B. K sera un noyau définissant un produit
scalaire sur M. Nous identifierons M avec ¢(M) et H  avec le complété
M, de M pour < >K'

K
Nous supposerons également que (M) ou ﬂ(M+) est un borélien

de HK. Nous avons vu en IV que cette hypothése était légitime avec un choix

convenable du noyau notamment dans les cas suivants :

X métrique compact
X métrique localement compact

X métrique séparable et complet.

La tribu borélienne de HK sera notée B . Nous supposerons

K

systématiquement que est séparable.
q

VII.1. - Définitions.

(Q,A,P) étant un espace probabilisé on appelle mesure aléatoire

(resp. mesure aléatoire positive) toute variable aléatoire a valeurs

dans MK prenant ses valeurs P-presque slirement dans M (resp. M.

P ou’ est alors une application de § dans HK , (A,BK)-mesurable

telle que :

PUPIW™) € g} = 1
resp. PUPU) € &(M+)}) =1 .

’ P . . I3 3
La donnée d'une mesure aléatoire u (resp. m.a. positive)

sur (X,B) équivaut ainsi & la donnée d'une mesure de probabilité notée
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Pu- et appelée loi de p' sur la tribu borélienne BK de HK définie par :

8 e By BB = PUPG’) € B})

et vérifiant P“'(J(M)) =1 resp. P“'(ﬂ(M+)) =1

VI1I.2. - Proposition.

L'application v ' de @ dans MK est une mesure aléatoire si et

seulement si :

i) I e A, P(R') =1 et v (Q')VCM

ii) Pour tout élément f de HK R J f dv’ est une variable
X

aléatoire réelle.

Preuyve : Bien siir dans (ii) J f dv n'est défini que P-presque
slirement.

La condition (i) est nécessaire d'aprés la définition des mesures
aléatoires.

La nécessité de la condition (ii) se vérifie ainsi :
Yo € o Ve M donc j £ A’ = <f,\ﬂ(\)w)>K .
X
On a alors la factorisation :

&@ e Q' wt— VW — POY) — <f,ﬂ(vw)>K

de sorte que J f dv est bien (A,B]R)-mesurable puisque :



_89_

- v est (A,B_) - mesurable comme mesure aléatoire ,

- J est une isométrie donc (B_ , BK)—-mesurable ,

- <f,.>, est une forme linéaire continue donc (B

- < BIR) - mesurable.

Comme H, est supposé séparable, la suffisance des conditions (i) et (ii)

résulte du lemme IV.5.2.

VII.3. - Remarques.

- Il résulte de 1'interprétation des variables aléatoires réelles
J £du (fe HK) comme des produits scalaires <f,$(p.)> qu'une mesure
aléatoire u. est entiérement déterminée par la famille de variables aléatoires
réelles (J £du’, £e H).

- Ces variables aléatoires réelles jouent pour la théorie des mesures
aléatoires considérées comme variables aléatoires a valeurs dans HK un
rdle analogue & celui joué par les v.a.r. u'(B) pour B borélien borné
dans la théorie des mesures aléatoires bAtie sur la topologie faible a distance
finie. On peut les interpréter comme des "observations' de la mesure aléatoire

TR

- Dans [21] SBAI a montré que si la topologie trace de 1 IIK
sur MY est la topologie faible alors pour toute mesure aléatoire positive
' et tout borélien borné B , u' (B) est une variable aléatoire réelle. Sa
démonstration dépend étroitement des propriétés de la topologie faible et ne
semble pas généralisable a d'autres produits scalaires ni aux mesures 3 signe.

- D'une maniére générale, le cadre HK pour 1'étude des mesures

"

aldatoires est mieux adapté a une caractérisation "fonctionnelle" des mesures
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qu'i leur caractérisation comme "fonctions d'ensembles". De ce point de

vue il peut &tre utile de disposer de v.a.r. de la forme J f du' pour

des f appartenant 3 un espace de fonctions plus large que HK' Nous envisa-
geons maintenant une telle extension dans les 3 principaux cas. On verra un
exemple d'utilisation de ces résultats dans le théoréme sur la loi des grands

nombres.

VII.4. - Proposition.

8i X est métrique localement compact et si le noyau K définissant
. . . 2 p p
un produit scalaire sur M est continu sur X et tend vers O séparément

4 1'infini, si n est une m.a. alors pour tout élément £ de Co(X)’

f du est une variable aléatoire réelle.

Conollaine : Si X est métrique compact et si le noyau K définis-
. . 2 s
sant un produit scalaire sur M est continu sur X , alors pour tout élément

£f de CX), J £ dp' est une variable aléatoire réelle.
Démonstration : Soit u  une mesure aléatoire.

Cas X localement compact :

Soit f un élément de CO(X). On sait que HK est dense dans

CO(X) pour la norme || ||_. Il est donc possible de choisir une suite
(hn)neni d'éléments de He vérifiant :

. Vhenw o |1, < 2 el

. quand n > + © h ——f .

I,



_91_

4~ étant une mesure aléatoire, il existe un événement Q' de probabilité 1

de la tribu A tel que :
Vo e 0 wWeM .

On a alors par le théoréme de convergence dominée (puisque f est
. w s s .
bornée et est une mesure a signe bornée) :

Vo e o' 1ithnduw=deuw

n-r>w

d'ol : J £ dy = lim p.s. (J hn dp’) ce qui prouve que J fdy est
>+
bien une variable aléatoire réelle.

Cas X compact : MEme démonstration en utilisant la densité

de (HK s |l Ilw) dans C(X).

VII.5. - Proposition.
Si X est métrique séparable et si HK est dense pour la norme
[l ||, dans l'espace UKX) , si p°  est une mesure aléatoire positive, alors
pour toute fonction continue bornée f sur X J f du. est une variable

aléatoire réelle.

Démonstration : Ces hypothéses sont vérifiées dans le cas du

théoréme d'existence de C. Guilbart ol la topologie trace de || |]K sur M*
est la topologie faible.
- La densité de HK dans. U(X) pour la norme || l|oo nous permet

grice au théoréme de convergence dominée de prouver exactement comme dans

VII.4. que pour toute f e UX) , J f dy  est une variable aldatoire réelle.
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Ceci va nous permettre de démontrer le :

Lemme : Avec les hypothéses de VII.5., si F est un fermé de X

alors p (F) est une variable aléatoire réelle.

Preyve : Notons qu'on ne suppose pas nécessairement F borné.

Soit (fn)nelN la suite de fonctions définie par :

£.6) = [ -ndem]" .

I1 s'agit bien d'une suite de fonctions uniformément continues
bornées sur X. Si p est une mesure bornée positive quelconque on a :

f dp = pu(F) + J f du
J n {xeX,O<d(x,F)s%} n

done |J £ dp - u@®] < p(F'/“\F) .

On en déduit par continuité séquentielle monotone de un que

lim [ f dp = u(F) .
e 4T

Par conséquent p (F) est limite presque siire de la suite de v.a.r.

f ‘e nc a i une v.a.r. .
(J nd“)ne]N c'est donc auss v

Soit maintenant £ un élément de C(X). On peut se ramener sans

perdre de généralité au cas ou f(X) C [0,1]. On a alors :

=BT

n-1
£ dy = lim J{ z 1 . .. +1 _ } du  presque silirement.
J ne 4 ogm0 P N(BED

J f du’ est ainsi limite presque siire d'une suite de combinaisons linéaires
finies de v.a.r. du type @) pour F fermé de X. C'est donc encore

une variable aléatoire réelle.
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VIII - CONVERGENCE PRESQUE SURE.-

VIII.1. - Définition.
La suite (“;)n N de mesures aldatoires est dite presque slirement
€

convergente lorsque la suite (&(u;))nenq est || ‘!K - convergente dans He

avec une probabilité 1.

Si une suite (p;) est p.s. convergente, sa limite est donc

nelN

en général une variable aléatoire a valeurs dans HK . Bien entendu, le cas

le plus intéressant est celui oli la limite est encore une mesure aléatoire.

Nous disposons d'un critdre d'identification des éléments de (M) dans les

cas X compact et X localement compact. Par ailleurs l'utilisation de
critéresde relative compacité dans (M) peut aussi nous fournir des conditions

suffisantes de convergence p.s. vers une mesure aléatoire.

VIT1.2.1. - Proposition.-

Soit (u;l)m:]N une suite de mesures aléatoires presque siirement
convergente alors :
i) Pour tout élément £ e ite ‘
) d H la suit (J f dun)neni est

une suite p.s. convergente de variables aléatoires réelles.

ii) Si de plus la limite p.s. de (u;) est une mesure aléatoire

v on a : lim J £ du' = J £ du' p.s.
n>eo o

Preuve :

i) 11 suffit de remarquer que J f du; = <f,$(p;)> et que la

convergence en norme || ||K implique la convergence o(HK,HK).
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ii) Evident d'apreés (i).

V111.2.2. - Remarques :

~ La réciproque de VIII.2.1. est bien entendu fausse : si (”n)neni
est une suite de mesures déterministes (i.e. : 39' cA, P{O") =1
Vh e N ,V@ e Q' “2 = pn) la condition (i) de convergence p.s. de J £ du;
n'est autre que la convergence G(HK,HK) de ﬂ(un) et on sait qu'elle

n'implique la convergence en norme || 'IK que si HK est de dimension

finie (cf. I.6.2.).

" . . . . + . +
- Méme avec les hypothéses supplémentaires : "pn e M et p €M

n

p-s. la réciproque de (ii) reste fausse comme le montre le contrexemple

suivant :
1 2
On prend X = R K(x,y) = exp{- E-(x—y) } (cf. I)

by = Sy b =0 ﬂ(u;) = K(n,.) .

La convergence simple de la suite des fonctions &(u;) vers O

a donc lieu sur tout IR et comme cette suite est bornée en (puisque

11,
]]K(n,.)]]K = K{n,n) = 1) on en déduit d'aprés 1.6.3. la convergence O(HK,HK)
de ﬂ(un) vers 0. Pourtant IlK(n,.)I[K ne tend pas vers O quand n tend

vers + «,

- Pour pouvoir "remonter' de la convergence p.s. des v.a.r. [ £ dun
a4 celle de la suite de m.a. (pn) nous sommes donc conduits 3 introduire des

hypothéses de relative compacité soit dans HK , soit dans YM).
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VIII.3. - Théoréme de convergence presque slre dans H,.

VITI.3.1. - Théonlme :

Avec les hypothéses :

i) Presque sfirement {0(u;) ; ne N} est relativement compact dans HK.

ii) Pour tout £ de HK la suite de v.a.r. J £ dp; est presque

slirement convergente.

La suite (u )

est p.s. convergente.
n nelN P g

Démonstration : Observons d'abord que 1'hypothése (ii) est plus

faible que : " p.s. ﬂ(p;) converge G(HK,HK) " qui est la véritable

conclusion de (VIII.2.1.).

Il nous faut prouver l'existence d'un Q" de A tel que :

" - " w est relativement compact
P(Q") =1 et Vo ea W), new} B
W(uﬁ) converge o(Hg,H)

- D'aprés (i) il existe Q' e A tel que : P(Q') =1 et
Vo e o {ﬂ(uﬁ) , me W} est relativement compact dans H .

- Soit (fi , i € N) une base orthonormée de HK . D'aprés (ii),

il existe Qi e A tel que :

P(Qi) =1

et V@ € Qi (J fi duw) converge dans IR .

n nelN

Posons alors : Q" =qa'N (M f&) .
ielN
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I1 est clair que : Q" e A et P =1

Nous allons prouver que la suite (@(u;))nenq est G(HK,HK)

convergente sur Q" .

Soit F le s.e.v. de HK formé des combinaisons linéaires finies

des fi . Pour e Q" et f ¢ F définissons :

2Y(f) = 1lim J £ dpﬁ
n->+o

- Alors £“ est une forme lindaire continue sur F puisque :
Voom L] £ ol < 1l TG

donc 189 | < [1E]{g Sup |9 |ig
nelN

et Sup “&(pﬁ)i\K est fini en raison de la relative compacité de {Q(uﬁ), n € N}
nelN
dans HK pour tout w de Q" .

. w ‘s .
- F étant dense dans HK , £  se prolonge donc de maniere unique
en une forme linéaire continue sur HK que l'on peut identifier par le

théoréme de Riesz & un unique élément gw de HK :
2% = <g”, >
- On a alors :

sup [ [PWD ||, < + =
ne N n K

. VeeFr <% f> = lim <\1)(p(:),f>
N

F étant dense dans HK on reconnait la un critére classique de convergence

faible dans les espaces de Bamach. On a donc :
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c(HK,HK)

gw quand n > + @ ,

Vo e am ﬂ(uﬁ)

. w
- 11
Pour tout ® de Q" la suite (lg(un))n€IN est donc
c(HK,HK) - convergente vers g et || ||K - relativement compacte. On en

déduit sa convergence en norme | | [IK vers g .

Conelusion : ﬂ(pn) converge presque siirement vers g .

g oWk g(u est une variable aléatoire a valeur dans HK
(comme limite forte p.s. d'une suite de v.a. mais aussi comme limite G(HK,HK)
de la méme suite de v.a. puisque HK étant séparable la tribu forte et la

tribu faible coincident).

Et on a de plus :

g. = z (1lim J f. dp.) f. P.S. .
ielN nro 1o t

VI11.3.2. - Cornollaine :

)

S'il existe une base hilbertienne (g de HK telle que

i’1elN

+co
. 2 . . .
la série E gi(x) converge uniformément sur X et si :
i=0

i) Presque slirement Sup lu;l(X) < +®
nelN

ii) Pour tout f € HK , la suite de variables aléatoires réelles
est presque slirement convergente ,

(J £ dp))

n’nelN

alors la suite My est p.s. convergente .

Preuve : D'aprés V.4.3., (i) est une condition suffisante de

relative compacité dans HK .
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VIII.4. - Convergence presque siire vers une mesure aléatoire.

VII1.4.1. - Corollaine (du théoneme VIII.3.1.).

Si les hypothéses (i) et (ii) suivantes sont vérifiées :

i) Presque sfirement {\ﬂ(p;) , 0 € N} est relativement compact
dans JM).
ii) Pour tout f de H'K la suite de variables aléatoires réelles

£ i t pr 4 .
(J d“n)ne]N est presque sirement convergente

Alors il existe une mesure aléatoire p telle que

unp~'§i—+p quand n > + ® ,

VI11.4.2, - Conollaire :

Si X est métrique séparable et complet

S'il1 existe une mesure aléatoire op positive telle que :

p.S. Vn e N lu;[ S O.

et si la suite de variables aléatoires réelles (J fi dur.l)ne]N converge
presque silirement pour tout fi d'une famille totale dans HK alors il

existe une mesure aléatoire qui est limite presque slire de la suite
(“n)ne]N '

Preyve : Comme corollaire du théoréme V.6.4. on sait que la
condition de majoration de Iunl par ¢ est une condition suffisante

de relative compacité dans  J(M).
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VII1.4.3. - Proposition :

On suppose que X est métrisable séparable, K continu , HK
dense pour la topologie de la norme [ |lm dans U(X) espace des fonctions
uniformément continues bornées sur X pour une certaine métrique d définis-
sant la topologie de X et telle que (UX), [ ||°° ) soit séparable. On
suppose de plus que (“;)ngni est une suite de mesures aléatoires positives

vérifiant les hypothdses (i) et (ii) suivantes :

i) Presque siirement, Sup u;(X) < +
) nelN

ii) Il existe une mesure aléatoire p° telle que :

S

\/feH_K ,deur'lP—'——'-—+deu' .

P . . ~ .
Dans ces conditions, la suite M~ converge presque sUrement vers ju  au sens

de la topologie de la norme || IlK et au sens de la topologie faible.
fBU
Jlli
Preyve : cf (1.6.4.). wﬁ;a

VII1.4.4. - Proposition :

On suppose que X est métrique compact et K continu. On suppose
de plus que la suite de mesures aléatoires 3 signes (pr.l)ne]N vérifie les

hypothéses (i) et (ii) suivantes :

i) Presque siirement, Sup [u;l (X <+
nelN

ii) Pour toute fonction f élément de HK , la suite de variables

aléatoires réelles ( Jf du;) est presque siirement convergente.

Dans ces conditions, il existe une mesure aléatoire u telle que (p;)
~ . .
converge presque slirement vers y  au sens de la topologie de la norme

|| I!K et au sens de la topologie faible.
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Preuve : {(cf. I.6.5.).

VII1.4.5. - Remarque :

Il est facile de vérifier que dans tous les énoncés ci-dessus de
(VIII.3.1.) a (VIIL.4.4.) on peut remplacer dans 1'hypothése (ii)
"pour tout f de He ..." par "pour tout fi d'une famille totale de

HK ..." (Par exemple celle qui a servi a construire K , cf. : I.3.4.).

Si 1'on veut conserver la formule de calcul explicite de g

dans la conclusion de VIII.3.1. il faut supposer de plus que (fi)iem

est une base hilbertienne de HK .
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IX - CONVERGENCE EN PROBABILITE.-

IX.1. - Définition.
La suite de mesures aléatoires (“;)ne]N converge en probabilité

s'il existe ume variable aléatoire g' a valeurs dans HK telle que :

Ve >0, lim ,P({H‘ﬂ(u;) - g'|lK>€}) =0 .
oo

1X.2.1. - Proposition :

Si la suite (;Jr.l)ne]N de mesures alédatoires converge en probabilité
vers la variable aléatoire g., alors pour tout £ de HK la suite de variables
aléatoires réelles (J f d“;)nenl converge en probabilité vers <g.,f>. Si

.
de plus g est une mesure aléatoire :

g. = ﬂ(p‘) on a :

quand n > + ® , J £ dp; —EE—» J £ du'

Démonstration : Le cas f = 0 étant trivial, si f # 0 on

utilise 1'inégalité de Schwarz :

lff duy = <f,g7>] = [<E, 0G0 - g s [El 1196 - 8"l
donc : |f TR N P [ S S
el
done . P({|j £ du; -~ <f,g.>l >el) g P({||ﬂ(u;) - g.l|K > TTETT—})
£
K

Ce majorant tend vers O quand n tend vers + = d'aprds 1'hypothese

de convergence en probabiilté de ﬂ(u;) .



- 102 -

IX.7.27. - Remarque :

Comme pour la proposition (VIII.2.1.) dans le cas de la convergence
p.s., la réciproque de (IX.2.1.) est fausse en général et méme pour des suites

de mesures aléatoires positives. Le méme contrexemple peut servir a le vérifier.

On est donc conduit pour pouvoir "remonter" de la convergence en
probabilité des suites de variables aléatoires réelles (J f dpn)m_:]N a la
convergence en probabilité dams HK a introduire une hypothése supplémentaire

de relative compacité dans HK , adaptée a la convergence en probabilité

des v.a. a valeurs dans HK .

A priori le critére de relative compacité dans HK le mieux adapté

a la formulation d'une telle hypothése est (V.3.) :

On fixe une base hilbertienne de HK notée (fi , 1 e N) et on

suppose que la suite (Y )

de variables aléatoires réelles définie par :
m me N

2
Ym = Sup ‘2 (J fi dun)
nelN izm

converge en probabilité vers O. Notons que d'aprés (V.3. (ii)) il est possible
d'utiliser une seule et méme base hilbertienne pour la caractérisation de tous

les ensembles relativement compacts de HK .

1X.3.1. - Théoréme :

Si les hypothéses (i) et (ii) suivantes sont vérifiées : (fi’ i e W)

étant une base hilbertienne

i) La suite (Y ) de variables aléatoires réelles définie par :
m meN

e 2
Y = Sup .2 (J fi dpn)
nelN izm

converge en probabilité vers O.
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ii) Pour tout i e N , 1la suite de variables aléatoires réelles

(J fi d“n)ne]N converge en probabilité.

.
Alors il existe une variable aléatoire g 2 valeurs dans HK

telle que :

quand n + + @ ﬂ(p;) 2r g. .

Démonstration :

- Il résulte de (i) que {ﬂ(u;) , ne N} est presque siirement

compact dans HK : En effet (Y ) converge en probabilité vers O donc

m me N

elle admet une sous-suite (Y ) qui converge presque siirement vers O.
j jeN
Mais (Ym)meni étant une suite décroissante presque slirement on en déduit

que c'est la suite (Y )

2 meN toute entiére qui converge presque sirement

vers O. Par application du critére (V.3.) il en résulte que {ﬂ(p;), ne N}

est bien presque silirement relativement compact dans HK .

- L'existence d'une sous-suite presque silirement convergente pour
toute suite de v.a.r. convergente en probabilité nous permet de construire
a4 partir de 1'hypothése (ii) via le procédé diagonal une sous-suite

(un ) telle que :
j jem

Vi e N , (J f, dp. ) converge p.s. .
i 'n.’.
j JjeNlN

On applique alors le théoréme (VIII.3.) qui nous assure l'existence d'une

.
mesure aléatoire g & valeurs dans HK telle que : quand n - +

W(u; ) B=3: , o | Il en résulte d'aprés (VIII.2.1.) que :
3
View s lim f fi d”n. = <fi,g‘> p.s.

NRaad j
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puis : Vi e N , J fi dp;l pr, <fi,g.> quand n > + « ,

3

étant elle aussi d'aprés (ii) convergente en proba-

La suite (J fi d”n)ne]N

bilité, par unicité de la limite (modulo 1'égalité presque siire) on en déduit :
V. *« Pr .
ie N . fi dun —_— <fi,g > quand n > + o,

- En posant : hn = \D(un) -g
on déduit facilement de l'hypothése (i) que la suite de v.a.r. (Z)

m° me N

définie par :

- *.2
z_ = Sup Y ST

nelN izm

converge vers O en probabilité.
~ Fixons un réel ¢ strictement positif quelconque :

2
Ya>o Jme N , PUSwp ) «f.;h >)2>-€—})<n . )
. i’ n 2
nelN i2m

L'entier m étant ainsi choisi en fonction de n , 1l'hypothegse (ii) entrainant
la convergence en probabilité vers O des suites de v.a.r. (<fi’h.>)

n ‘nelN

nous fournit maintenant un entier No tel que :

Vas:n  Vie{o,1,...,m1} P|<f.,h'>]>-53) <2 (2)
o] i'n /Z_m m
Définissons alors :
D e’ e 50 (N (el € <
g ={ (<£,,h >)" ¢ 57} ( {{<f.,h >} £ —1}) . (3)
n i>m i’ n ) 2 i=0 i’n" ! /om

I1 est clair que Q, est un élément de la tribu A et on déduit des

points (1) et (2) que :
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\/n > NO P(Qn) > 1 - 2y . (4)

Comme par construction pour tout  de Qn on a :

m-1
w22 w2 Wy 2 2
] = T (Eme)" + T (<E,H) < e,
i=0 ism
on a bien prouvé que |Ih;||K converge vers O en probabilité ce qui achéve

la démonstration.

1X.3.2. - Remarque :

Une formulation plus générale de l'hypothése (i) évitant sa réduction

en "relative compacité presque slire dans HK" nous fournirait l'énoncé suivant :

" Hypothése : i)' : {@(p;) , n ¢ W} est relativement compact
pour la topologie (métrisable) de la convergence en probabilité sur 1'espace
des classes d'équivalence (modulo 1'égalité P-presque sfire) des variables

aléatoires a valeurs dans HK .
- 13 ’ . . -
1i)' : Il existe une suite aléatoire g a valeurs

dans HK telle que :

Ve e HK ’ J f du; Er, <f,g’> quand n >+ .
Conclusion : ﬂ(u;) —Bf—a-g' quand n > + oo ",

Mais la nouvelle hypothése (i)' serait, nous semble~t-il, moins
bien adaptée que (i) & l'utilisation de critéres de relative compacité dans
HK et dans ¥(M). De plus il semble moins facile de supprimer dans (ii)'

.
l'existence a priori de g comme dans (ii).
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Nous continuerons donc & utiliser des hypothéses de "relative compacité
presque siire dans HK " pour remonter de la convergence o(HK,HK) a la conver-
gence forte des suites de mesures aléatoires aussi bien pour la convergence

en probabilité que pour la convergence en loi.

1X.3.3. - Conollaine

IS

Hypothéses : i) 11 existe une base orthonormée (gi)ieni de

40
HK telle que la série E gi(x)2 converge uniformément sur X.
i=0

ii) Presque slirement , Sup Iu'I(X) < 4o,

nelN
iii) Pour tout f. d'une base hilbertienne <(f.).
1 171elN

de HK , la suite de v.a.r. (J fi dun)nelN converge en probabilité.

Conclusion : 1l existe une variable aléatoire g° & valeurs
dans HK telle que :

. Pr .
ﬁ(pn) —_— g quand n > + © ,
Preuve : Gréace & (V.4.3.), les hypothéses (i) et (ii) impliquent

la relative compacité presque sfire de {ﬁ(p;), ne W} dans He laquelle

entraine par le théoréme (V.3.) l'hypothése (i) de IX.3.1.

IX.4. - Convergence en probabilité vers une mesure aléatoire.

1X.4.1. - Conollaine 1 :

Bypothéses : i) Presque slirement {ﬂ(u;), ne N} est

relativement compact dans HK .
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ii) Il existe une mesure aléatoire pu telle que

(fi’ i € IN) étant une base hilbertienne de H.K :

Vie N , indur;_zr—-»indp' quand n > + ® .

Conclusion : B, u quand n > + ®

1X.4.2. - Conollaine 2 :

Hypothéses : i) Presque s@irement {\l](u;), ne N} est relativement

compact dans ().

ii) Pour tout fi d'une base hilbertienne (fi , 1e W)
de HK la suite de variables aléatoires réelles (J fi d“r.l)ne]N est

convergente en probabilité,

Conclusion : Il existe une mesure aléatoire u telle que :

« Pr .
quand n > + « un-——>u .

1X.4.3. - Corollaine 3 :

Hypothéses : 1) X  est métrique séparable et complet.

ii) Il existe une mesure aléatoire positive p

telle que :

Vne N Iun{ £p p.Ss.
iii) Pour tout fi d'une base hilbertienne
(fi, ie WN) de HK la suite de variables aléatoires réelles

(J fi d“n)ne]N est convergente en probabilité.
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Conclusion :

I1 existe une mesure aléatoire

M

M

telle que :

quand

n->+

3
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X - CONVERGENCE EN LOI.-

X.1. - Définition.

Soient (p;) une suite de mesures aléatoires et g une variable

nelN

aléatoire a valeurs dans HK . La convergence en loi de la suite (;Jn)m:]N

vers g est par définition la convergence faible de la suite de probabilités
images P,, . vers P .+ sur la tribu borélienne B, de . Le cas le

25 PG g A
plus intéressant est celui ob g est une mesure aléatoire ﬂ(p.). Nous

L

. .
noterons My = cette convergence :

quand n > + « u; L, u' <==> quand n + + o Pp- zz=> Pu‘ .
n

X.2. - Proposition.

Soit (”;)neﬂi une suite de mesures aléatoires convergeant en
loi vers la variable aléatoire g . Alors pour toute famille finie {hl""’hm}
t 272 . . . . *
d'éléments de HK la suite de vecteurs aléatoires (J h1 dun se ey J hm dpn)
de R" converge en loi vers le vecteur aléatoire (<h1,g.> sesesy <hnfg'>)

de R".

Démonstration : Soit m un entier quelconque et {h1,...,hm}
une partie finie quelconque de HK . Notons DH""’hﬁ] le sous-espace
vectoriel de HK engendré par cette partie finie. On sait qu'une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une suite de vecteurs aléatoires de R™
converge en loi vers un vecteur aléatoire de RY est que toute combinaison
linéaire de leurs composantes converge en loi dans R vers la méme

combinaison linéaire des composantes du vecteur limite. Ici il nous suffit
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donc de montrer que :
Vh « L .
€ DH""’huJ h dpn — <h,g > quand n > + ®

Or ceci est immédiat puisque <h,.> étant une forme linéaire continue sur
HK , elle transforme la suite convergente en loi ﬂ(u;) en une suite de

variables aléatoires réelles convergente en loi.

X.3. - Théoréme.
Si les hypothéses (i) et (ii) suivantes sont vérifiées :
i) {ﬂ(u;), n e N} est presque siirement relativement compact dans HK

ii) Il existe unme variable aléatoire f & valeurs dans HK telle que :
V% € h dp' —JL+ <h,f'> quand n > + ®
HK n ’

la suite de mesures aléatoires ﬁ(u;) converge en loi vers f . 8i f est
~ . . . . L .
elle méme une mesure aléatoire P(u ) on a : My > m quand n > + o,
Démonstration :
Nous noterons (gi , 1 € N) une base hilbertienne de HK .

Remarquons d'abord que 1'hypothése (i) équivaut & chacune des 3 hypothéses

suivantes :

. .2
" R g -
La suite de v.a.r. (Ym)melN définie par Ym Sup .2 (J 8; dpn)
nelN 12m

converge vers O en loi ou en probabilité ou presque sfirement ".

En effet la convergence en loi d'une suite de v.a.r. vers une constante
implique sa convergence en probabilité donc aussi dans ce cas particulier

sa convergence presque sfire (cf. démonstration de IX.3.1.) et la convergence
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Par conséquent :

W) e FICas Uln PGy € €N o)

Voew . PAIW) e D g0+ 2Un () e FE NG YD) . (2)

Comme il n'y a qu'une seule topologie d'espace vectoriel normé
en dimension finie, la convergence en loi d'une suite de vecteurs aléatoires
de ®R" équivaut a la convergence en loi de la suite de vecteurs de mémes -
composantes dans Gm . Or il est facile de vérifier (en utilisant le méme
argument que dans la démonstration de X.2.) que l'hypothése (ii) entraine
la convergence en loi dans R" de (J g, dp; ,...,J 81 du;) vers

(<go,f.> secas <gm—1’f.>) . On a donc :
quand n>+ e, @) o (£ . &)

or F° r\Gm étant un fermé de Gm le théoréme de Billingsley Alexandroff

appliqué 2 la convergence en loi dans Gm nous permet d'écrire :

— . € . €

Tim P({nm('ﬂ(un))e F N Gm})- cPUm () er Ne b . 3]
n>+o :

Par ailleurs, en se souvenant que sur Qn on a : ]Iwm(f')-f.l]K <€

on a la suite d'inclusions :
. € c . 3 € c . 2¢
C [ £
{n (£)eF ﬂGm} QnU{f e (F ncm)} nnu{ e F}
d'ol l'on déduit :

PAn_(£) e FEN G }) s n+ (S e S S )
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presque sfire de (Ym) vers 0 équivaut a (i) (cf. V.3.).

Nous noterons A le dilaté d'ordre € d'une partie A de H.K
défini ainsi : A® = {h e H'K , d(h,A) < €} d désignant la distance

euclidienne associée a la norme || HK .

Pour prouver la convergence en loi de Lﬂ(p;) vers £ il
suffit, d'aprés le théoréme de Billingsley-Alexandroff de démontrer que si
F est un fermé quelconque de H.K :

Tim P J@) e FH < PUE € FD)
N+
Soit donc F un fermé de H.K , fixons € > 0 . Notons L la projection

orthogonale de HK sur le sous-espace vectoriel : Gm = [go . g1 seees gm_J.

L'hypothése (i) implique la relative compacité presque sfire de
{\[)(u;), ne N} U{f'} donc la convergence en probabilité vers 0 de la

suite (Zm)me]N de v.a.r. définie par :

Zm = Sup [Sup 2 (J‘gi dur'l)2 : 2 ( <gi,f'>)2:[ .
nelN izm i>m

En fixant alors un réel arbitraire n dans :[0,1[ on en déduit :
P(Q > 1 -
( T]) n
m Jﬂn € A tel que et

;}m e N Vw € Qn , Vn € N ||u’](ur‘“’1)-nm(lﬁ(u:’1)| |K s €

et I ]fw—nm(fw)| lK < €

Remarquons alors que sur Qn

(Iﬂ(u;) e F) ==> (Trm(\ﬂ(u;) € F&) ==> (nm(‘ﬂ(pr‘l) e F° N Gm)
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Les majorations (2), (4) et (5) nous permettent alors d'écrire :

2¢

Tim P({lo(ur;) €F}) 5 2n + P({f e F°})

N+
Cette derniére égalité étant vraie pour tout choix de € > 0 et de
N 2/
dans ]0,1 E en écrivant par exemple F = M ¥ et en utilisant
£=1
la continuité monotone séquentielle de la mesure de probabilité P
on en déduit enfin :

Tim P({\D(u;) € F}) ¢ P{f. e F})
n>+oo

6)
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XI - LOI DES GRANDS NOMBRES.-

XI.1. - Espérance et mesure moyenne d'une mesure aléatoire.

Une mesure aléatoire p étant une variable aléatoire & valeurs
dans HK , on peut définir les notions d'intégrabilité au sens de Pettis et
au sens de Bochner par rapport 3 la mesure de probabilité P“- . On trouvera
dans [3] une étude de ces notions pour des variables aléatoires & valeurs
dans HK . En vue de la loi des grands nombres, nous nous intéresserons surtout

a4 la Bochner—intégrabilité.

X1.1.1. - Déginitions :

Soit p  une mesure aléatoire. L'application ||u.l[K de

+ . . : .
dans R est alors une variable aléatoire réelle. Nous supposerons que :
E ' <+,
A

On sait qu'alors la variable aléatoire 0(u') est P-Bochner
intégrable. Nous noterons E(u ) ou EW(u')) son intégrale au sens de

. . i .
Bochner que nous appellerons "espérance de la mesure aléatoire u ".

Le cas le plus intéressant est celui ot E(u ) est encore une
mesure (ou E(J(y )) un élément de PY(M)). Dans ce cas 1i nous parlerons

de "mesure moyenne de la mesure aléatoire u." pour E(u’).

Avant de donner des conditions suffisantes assurant 1'existence

d'une telle mesure moyenne notons que :

Si EW@@®')) e §(M) , en posant P(u) = EP@’)) ona:
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f

Ve e n J £ du E(J £ du")

ou encore J £ dEG)

E(J f dp.) .
En effet la Bochner - intégrabilité implique la Pettis - intégrabilité donc :

Vs ¢ He J £ dp = <£,J()> = E(E,J(u)>) = E(J £dp’) .

X1.1.2. - Proposdition :

Si X est métrique localement compact (resp. métrique compact)

et K continu tendant vers O séparément 2 1'infini (resp. continu) alors

1'hypothése :
E(Ju’ (X)) < + =

est une condition suffisante d'existence de la mesure moyenne de la mesure

.
aléatoire py .

Preuve : ‘
~ Commencons par justifier 1'écriture "E([u'[(X))" en vérifiant
que lp'l(X) est une variable aléatoire réelle positive. C'est une conséquence
de la formule :
|u] X) = Sup |<f(u), £>]
feHK
el s
obtenue dans les cas compact et localement compact (cf. II.2. Remarque 2 et
11.4.3. (ii)). HK étant séparable, considérons en effet une suite (f )

n'nelN
dense dans {f € He » HfHoo ¢ 11  on a alors :

Tl O = sup  [<fu ), £ > p.s.
nelN
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donc Ip'I(X) est bien mesurable.

~ On utilise maintenant la caractérisation des mesures dans HK

obtenue dans les cas compact et localement compact (cf. II.2. et 1IL.4.3. (i))

Puisque E(Iu.[(X)) est fini, E({lu.liK) 1'est aussi d'aprés la

majoration :
v, 2 2
ne M Hullp =] X w8 ps (Sup K) o] 00
par conséquent p. est P - Bochner intégrable. On a alors :

Veen I<EEDGD] = [EGEIWHN] < E(|J £au' ) s £l B’ &))

par conséquent :

Sup  |<E,EQGW N> s E(uT () < + =
fe
[1£]] st

donc E(@(u.)) est un élément de (M).

X1.1.3. - Proposdition :

8i X est métrique séparable et si la topologie définie par le

noyau continu K sur M est la topologie faible alors 1l'hypothése :

E( (X)) < + =,

est une condition suffisante d'existence de la mesure moyenne E(u) de

la mesure aléatoire positive u .
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Preuve : . On sait (cf. lemme dans la démonstration de VII.5.)

que u (X) est bien une variable aléatoire positive.

Comme nous venons de le voir dans les cas compact et localement
compact 1'hypothése de finitude de E(u (X)) implique la finitude de

E(Ilp'||K). Donc p est bien Bochner - intégrable.

Soit (£))

pnenw  Une suite de fonctions continues bornées sur X

décroissant vers O .

Pour P - presque tout w on a par le théoréme de convergence

monotone appliqué 3 la mesure positive bornée ”w et 4 la suite (fn) :
' w
J fn du” + 0O quand n > + ® ,

On sait que les J fn du” sont des variables aléatoires réelles (d'aprés VII.S.).

On a : J fn da’ v o0 p.s. gquand n > + © .

De plus comme E(p.(X)) < +® on a:
E(J f1 du’) ||f1||m E( (X) < + » . En appliquant le théordme de
convergence monotone avec la mesure de probabilité P et la suite de v.a.r.
(J fn dp )ne]N on en déduit :

E(J fn dp’) v 0 quand n >+ @ .

Par conséquent d'aprés la proposition II.7.2. de [16] la forme linéaire

positive A définie sur C(X) par :
AE) = E(J £ du)

peut B8tre représentée par une mesure positive bornée u au sens ou :
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A(f)=dep Veecw) .
Par restriction & HK on voit alors que :

VE e Hy <EEWQu ))> = EGEJ@)>) = E(J £du’) = A() = I £fodu = <£,0()>

Donc : E(&(p.)) = () et p est la mesure moyenne de u'

XI.2. - Loi des grands nombres.

On sait que la loi forte des grands nombres est vérifiée dans un

espace de Banach séparable :

X1.2.1. - Théoneme (cf [4], p. 47).

Soit (Q,A,P) un espace probabilisé, F wun espace de Banach
séparable muni de sa tribu borélienne B_ . Soit (X ) % une suite
F n° nelN
de variables aléatoires définies sur (Q,A,P) & valeurs dans (F’BF)'

On suppose que les Xn sont P-Bochner intégrables, indépendantes et de

méme loi.

Alors : p.s.

2=
ne-1s

X, — E(X1) quand n > + o

i=1

E(X1) désignant 1'intégrale de Bochner de X,

En appliquant ce théoréme a F = HK on obtient :

X1.2.2. - Théondéme :

s5i (u)

n ne]N* est une suite de mesures aléatoires Bochmer - intégrables,

indépendantes et de méme loi :

g LALL E(u;) quand n > + o,

SR
e
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X1.2.3. - Corolhaine :

Si X est métrique localement compact (resp. compact) et si K

est continu et tendant vers O séparément 2 1l'infini (resp. K continu).

Si (”;)neni est une suite de mesures aléatoires indépendantes et de méme
loi vérifiant : E(Iu;l(X)) < 4+ @ alors :

1 2 . s .

Y 2 My P-S. , E(p1) quand n > + ©

1

1

et E(u;) est la mesure moyenne de u; .

X1.2.4. - Conolhaine :

Si X est métrique séparable et si la topologie définie par le

noyau continu K sur M"  est la topologie faible. Si (p‘;)m:]N est

une suite de mesures aléatoires positives indépendantes et de méme loi

vérifiant :
E(uy(X)) < +

n
alors @ % 2 u L LI E(p ) quand n > + @

et E(p;) est la mesure moyenne de u; .
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RESUME

L'objectif de ce travail est d'étudier les fondements d'uﬁe théorie

hilbertienne des mesures aléatoires.

Dans la premiére partie, suivant une méthode inauguréb par C.
Guilbart, on construit sur l'espace des mesures i signes bornées un produit
scalaire qui le rende isométrique & un sous-espace dense d'un espace de
Hilbert autoreproduisant de fonctions. On donne des bases hilbertiennes de cet
espace autoreproduisant. Les cas des espaces compacts et localement compacts
sont étudiés. On prouve la mesurabilité de l'espace des mesures dans la tribu
borélienne de son complété dans les principaux cas usuels. On donne des
critéres de relative compacité dans l'espace autoreproduisant et dans l'espace

des mesures.

Dans la deuxiéme partie, on utilise les résultats obtenus pour
construire les mesures aléatoires comme variables aléatoires & valeurs dans un
espace autoreproduisant. Les divers modes de convergence des suites de
mesures aléatoires sont alors é§udiés '“_afill“\?i qu'une loi forte des grands

nombres. /70 Sl RN

MESURE ALEATOIRE

ESPACE AUTOREPRODUISANT
BASE HILBERTIENNE
RELATIVE COMPACITE
CONVERGENCE STOCHASTIQUE
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