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INTRODUCTI!ION

Durant les vingt derniérés années 1'estimation fonctionnelle non
paramétrique a connu un vaste développement, en particulier l'estimation de
la densité dans Bgc , k21 a fait 1'objet de multiples travaux par des méthodes
diverses. Nous ne citerons ici que les plus utilisées et plus importantes qu'on

peut répertorier en quatre catégories :

i) les histogrammes ou estimateurs 3 noyaux.
ii) les estimations par fonctions orthogonales.
1ii) la méthode des splines.

iv) les méthodes dites de maximum de vraisemblance.

Pour une bibliographie générale et des exposés de synthése nous
renvoyons aux livres de : R.A. TAPIA et J.R. THOMPSON (1978) B.L.S. PRAKASA RAO

(1983), L. DEVROYE et L. GYORFI (1984) et D. BOSQ et J.P. LECOUTRE (1985).

La méthode qui semble commode, simple & mettre en oceuvre, robuste
et ne nécessitant pas un choix multiple de paramétres est la méthode du noyau,
méthode qui a suscité le plus d'intérét depuis l'apparition des articles
de M. ROSENBLATT (1956) et de E. PARZEN (1962), qui, dans le cas univarié,

consiste en ceci :

" oSi {Xn, n > 1} est une suite de v.a. indépendantes de méme loi
sur TR , possédant une densité f(x) , relativement & la mesure de
Lebesgue sur IR, continue, alors l'estimateur 2 noyau de £(x) s'éerit :

1 x - X.
- K(—d) ot

f (x) =
a 1h h
n

1
n

I e~—13

] n
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- K(u) est généralement supposé tel que :
Va K(u) z 0, J K(u) du = 1, Sup IK(U)‘ <K,
u .
- hn est un paramétre réel positif, appelé généralement pas ou fen@tre

ou largeur de la fenétre " .

Le choix de K , convenablement normalisé par hn ; influe peu
sur l'efficacité de l'estimation, en pratique on se limite le plus souvent
a4 des noyaux bornés et simples, comme le noyau unité ou triangulaire ou para-
bolique (Epanechnikov) ou encore le noyau normal. Par contre le choix de hn
est primordial et a une importance considérable pour l'efficacité de l'estimation,
un choix de hn trop petit implique la présence de fluctuations aléatoires trop
importantes et un choix de hn trop grand élimine les aléas mais introduit des
biais de lissage trop importants. De nombreux auteurs se sont penchés sur ce
probléme mais malgré cela la difficulté du choix pratique et adéquat de hn

subsiste.

Pour ces raisons nous avons dressé, dans la premiére partie de ce
travail, le bilan des plus intéressantes méthodologies qui ont été proposées
pour choisir le pas optimal, nous avons mis en évidence le principe et les moti-
vations de chacune de ces méthodes, & la fin nous avons proposé une procédure
d'estimation en trois étapes, elle utilise la procédure de J.P. LECOUTRE (1975)

ainsi que le conditionnement par rapport a une statistique localement exhaustive.

Un article de H.J. BIERENS (1983) est a 1'origine du second chapitre,
1'idée de H.J. BIERENS est de construire un estimateur & noyau strict, dans le
sens qu'il est une densité et que ses moments et les moments empiriques d'ordre 1
et 2 de la densité 2 estimer colincident, moyennant une légére transformation

de 1'estimateur de Parzen~Rosenblatt, H.J. BIERENS a construit un estimateur
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fn qui répond aux conditions :

1
oy 2 k

a) fn est une densité sur R,
b) J xf (x)dx =X (=— X.) ,

) S e

t 1 Ii

c) j xx f (x) dx = — X. X, ,

R 2 BRI

ol (Xj)j=1 n sont des v.a.i.i.d. issues de la loi a estimer, dont une

version de la densité par rapport & la mesure de Lebesgue Ak , k21, est

notée f. Cet estimateur s'écrit sous la forme :

x—vi—yz X. - (1~ —YZ) X
n i n

1 v -1/2
£ (x) = Y K (S ( ))
R n'yﬁ IDet sn]”2 j=1 T

ou y est une suite réelle dans ]0,1] et telle que y —> 0 et
n 0 e
1% < =\t
Sn est la matrice variance - covariance empirique : . 2 X.-X) (Xj—X) .
i=1

On remarquera que le parameétre de lissage est fonction de la dispersion Sn

de 1'échantillon (Xi) , comme cela est le cas pour la fenétre proposée

i=1,...,n
par P. DEHEUVELS (1977).

H.J. BIERENS a établi la convergence uniforme en probabilité de
fn vers f , dans le cas du noyau normal uniquement ; pour notre part, nous
av;ns donné une condition suffisante de convergence uniforme presque siire,
dans le cas d'un noyau quelconque et avons proposé un choix de Yy » Pour lequel
la convergence du risque quadratique a été établie. Ensuite, nous avons repris
le principe de cette méthode pour construire une classe d'estimateurs & noyaux
qui généralise celle de fn1 » en prenant des estimateurs non précisés
mn1 et mn2 deJIRk x £(x) dx resp. J]Rk X xt f(x) dx , 1la motivation

de cette démarche est que : suivant les informations dont on dispose sur le

modéle a étudier, il est parfois préférable de considérer des estimateurs
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autres que la moyenne et variance empiriques, nous faisons allusion a la moyenne
empirique a-tronquée ou o-winsorizée, a la matrice variance - covariance
modifée S; = o7 Sn ou oa-tronquée etc ... Il serait également intéressant

de construire un estimateur dont le mode est une estimation du mode de la loi

4 étudier, lorsque celui-ci existe, on peut faire la mé€me chose pour la médiane

ou tout autre parametre estimable, nous comptons reprendre tout cela dans un

prochain travail.

Actuellement, la majorité des travaux sur les estimateurs & noyaux
penchent vers le choix d'une fen@tre qui dépend & la fois des observations et
du point ol 1'on veut estimer la densité. Ces dépendances varient suivant les
motivations et les raisons avancées ; mais ces estimateurs se ressemblent
tous par leur forme,une généralisation de cette forme, donnée par A. BERLINET,

est la suivante :

%i 9@, %X, @) ] K(8_ (0,%,X, @)

fn(X) =

I~

1

ou (Xi)' est une suite de variables aléatoires définies sur un espace

i=1,...,n
probabilisé (R,A,P) 3a valeurs dans ﬂgt , k 21, indépendantes et de méme loi

3 densité admettant une version continue, bornée f.

Gn est une application définie sur Q x Bgcx Bg( a valeurs réelles

vérifiant les conditions suivantes :

- Pour P-presque tout w, en(w,x,.) est, quelque soit X, un
. . kL .. . . . .
homéomorphisme de IR , a dérivées partielles continues dont le jacobien

est noté Jn(w,x,.) .

- en(.,x,X(.)) et Jn(.,x,X(.)) sont des applications mesurables.
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K est une application de IRk dans R , intégrable par rapport
a la mesure de Lebesgue Ak et J K dAk =1.

ngc

Dans la troisiéme partie, sous forme d'un théoréme général, nous
avons établi la convergence uniforme p.s. de fn vers f , sur des sous—
ensembles de Rk. En applications nous avons montré que cette classe recouvre
un bon nombre d'estimateurs classiques : P. DEHEUVELS (1977), L. DEVROYE et
T.J. WAGNER (1980), CHAI GENXIANG (1984) H.J. BIERENS (1983) etc ..., estimateurs

pour lesquels nous avons donné a chaque fois une version du théoreme général.

La derniére partie est essentiellement consacrée & la correction locale
de l'estimateur & noyau univarié, par application de la technique du conditionnement
introduite par A. BERLINET (1984-a) et (1984-b), dans un contexte plus général
que 1'estimation de la densité en un point. Pour éviter d'entrer dans les
détails nous allons nous contenter de reprendre les idées intuitives de cette

démarche : (on ne s'intéresse qu'a la densité).

Soit P 1l'ensemble des lois de probabilité Q sur IR , absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesgue, dont la densité admet une version
continue fQ s

de Q sur un sous-ensemble E de R tel que Q(E) <1 ne nous permet pas

x un réel fixé ; sous la seule hypothése Q ¢ P, la connaissance

de déterminer f tandis que la connaissance de sa restriction 3 un voisinage

Q°’
U de x entraine celle de fQ(x) , le paramétre fQ(x) est dit localisé par

U (pour une définition précise de la localisation, nous renvoyons & D. BOSQ (1970) ou
A. BERLINET (1984) page : X-07). La conséquence, de cette constatation, sur
1'estimation de fQ(x) au vu d'un échantillon X1""’Xn , est que les

observations tombant & proximité de U fourniront 1'essentiel de 1'information
apportée par cet échantillon, d'oll 1'idée de considérer la statistique S qui

retient les observations qui tombent dans U et qui censure les autres (Q est

. c . s Ry
supposée connue sur U') cette statistique a la remarquable propriété de
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résumer 1'information que 1'on peut avoir sur la restriction de Q & U

(notée Q[,), i.e. ce qui manque pour connaitre entiérement la loi Q , en

U

d'autres termes, cela revient a dire que S est localement exhaustive ou

U-exhaustive, d'une facon générale une statistique est dite U-exhaustive
: . . c

si elle est exhaustive au sens usuel dans le modéle (R, B]R , P (Q,U"))

C} . Par ailleurs, d'aprés le théoréme

ot P(Q,U%) ={PeP :P’C=Q
U

U

de RAO-BLACKWELL pour améliorer un estimateur il suffit de le conditionner

par rapport a une statistique exhaustive.

En choisissant U = ]x - hn , X + hn[', A. BERLINET (1984) a

étudié les effets du conditionnement par rapport a la statistique S = (S1,...,Sn)

ol
S. = X. si X. eU
i i i
. c
=X sinon avec x € U
o o
1 n X = X.
sur l'estimateur 2 noyau fn(x) = — E K(__E__l) 5

nhn j=1 n

Nous avons repris cela dans le cas d'un ouvert U de la forme
Ix - H o, x+ Hn[ ou H est une suite de réels > 0 , différente de hn .
Ensuite, nous avons montré la normalité asymptotique et une loi du log itéré
pour cet estimateur. La convergence presque compléte est également traitée.
D'autre part, la technique du conditionnement repose sur la connaissance d'une
bonne pré-estimation fP de f£ sur US , dans le cas ou cette pré-estimation

Q
est prise égale a l'estimateur a noyau de fP , nous avons établi la convergence
en moyenne et en moyenne quadratique de l'estimateur conditionné qui en résulte.
Enfin nous avons défini 1'estimateur a noyau conditionné séquentiel, par le biais

*
d'ouverts de la forme Ui =] X = hi’ x + hi[: ou hi € ]R+ , estimateur pour

lequels différents résultats de convergence ont été établis.



CHAPITRE 1

CHOIX DE LA FENETRE EN ESTIMATION DE LA

DENSITE PAR LA METHODE DU NOYAU.

I - RAPPELS SUR LE CALCUL DU M.I1.S.E.-

Soit (Xi) i=1,...,n une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi, & valeurs dans R , dont une version de la densité par rapport a

la mesure de Lebesgue est notée f. L'estimateur a noyau de f, en x€ R ,

s'éerit
1 n x -~ X,
£ () = Y OKC 1)
n h_ j=1 h
n n
ou (h) est une suite réelle telle que h >0 et h —-> 0
n'nxi n n

n>e

K est une fonction de TR dans R , A-intégrable : JK dx =1
Pour mesurer l'efficacité de fn plusieurs critéres ont été avancés, le critére
le plus commode semble &tre celui de 1'écart quadratique moyen intégré (Mean

integrated square error) défini par :

e 40
er, = J_m E(fn(x) - f(x))2 dx = E(j_m (fn(x) _ f(x))2 dx) = B? .\ Bg
\ BZ=+®(E(f())-f())2dx t BZ—MV (f_(x)) d
ou 1 o n ¥ X e 5 = . ar (£ (x x

d'autresmesures d'écart ont été étudiées notamment par P. BICKEL et M. ROSENBLATT

(1973)
It () - £0)] o (f (x) - £(x))2
Sup B 1 J ot 7 i
X f(x) —o f(x)



+o0
par L. DEVROYE et C.S. PENROD (1984) : J |fn(x) - f)| dx .

. . P - 2 . . .
Une estimation réalisant le minimum de Rn sera dite estimation du MISE,

nous avons

00
E(f (x)) = J RK(y) £&x - h y) dy et

+00

1

e 2 1
Var(fn(x)) = J_a’K (y) £(x - hn y) dy - H-(J

nh
n

d'oll si f est de classe C2 alors :

* "
B, ~ B2 -1 h4 [ y2 K(y) dy]2 . f 2(x) dx et
1 1 4 n
R R
. .
Bg ~ B; - J KZ(Y) dy
n hn R

a condition que hn — 0 et n hn —_— @,
n-»eo n >

*
On définit un M.I.S.E. asymptotique Ri , (ALM.I.S.E. voir
P. DEHEUVELS (1977-a)

4
h "
RZ* = J Kz(y) dy + -z (J y2 K(y) dy)2 J f 2(x) dx
R 4 R

n hrl R

*
le pas hn minimisant le critére de 1'A.M.I.S.E. est alors donné par :

* 1 .
hn = a(K) B(f) n1/5 ol
LR Kz(y) dy \1/5
s _ 1
a(K) - 2 2 et B(f) "o 1/5
(JY K(y) dy) / (| £ “(x) dx)

R

* *
mais en pratique, une détermination exacte de hn est impossible car hn

"
dépend de la quantité inconnue LRf (x) dx , pour surmonter ce handicap

K@) £ - b y) ap)’

(o))



plusieurs approches ont été proposées, avant d'en citer quelques unes, nous
allons évoquer un résultat trés important du point de vue théorique, il est

di & G. WATSON et M. LEADBETTER (1963)

Pour évaluer le M.I.S.E. on utilise 1'égalité de Parseval i.e.

erl = E(J (£ ) - £(x))% ax) = iE(J I\ﬂf (u) - \Df(u)lz du)
R R n

27

e 1 n iuX.

ol 0f (u) = J ettt fn(t) dt = E—¢’(hnu) . 2 e J
n R K j=1
et e (@) = J e R(E) a4t , 9 () = J '™ £(1) at
R R
le fait que les Xi i=1,...,n soient des v.a. i.i.d. permet d'avoir
2 2
18, (|

lﬁl((hnu) -

Koot {j:gﬂ—;-’ RACInE

1 -1 2
a0

J+w 0ewl? - @l
+

du
— 1+ 1) [ w2 }

2 ..
Rn est minimal pour :

9. w2
(i) g (h_u) = il Yu e R
= NPT
n + “n f u

le M.I.S.E. minimal est donc égal 2

dt
n

e 4
22 K (0) 1 J wa(t)|

2mn 2w 1+ (n~1) Iﬁf(t)lz



Kn est le noyau solution de (i). Malheureusement 1'inversion de (i) n'est simple
que dans quelques cas particuliers, ce qui fait que ce résultat est inexploitable

en pratique.

1l - QUELQUES METHODES D'APPROXIMATION DE LA FENETRE OPTIMALE.-

1°) Méthode de P. DEHEUVELS.

P. DEHEUVELS (1977-a) propose de remplacer B(f), dans l'expression

S N _ o s
/5 ou S = S(X1,...,Xn) est une statistique de

(0) page 2 , par
c

1'échantillon estimant un paramétre de dispersion de la loi des Xi et C

est une constante convenablement choisie et indépendante des observations

Xi , 1 =1,...,n , plus particuliérement pour la densité d'une loi normale
S 2_ 1 B =2
N(0,1), P. Deheuvels pose B(f) = ————2——T7§ avec §_ = Z (Xi—X)
(3/8vm) n-1 i=1
s _1 7 . o e *
et X = Y E Xi ainsi comme choix final de hn il prend :
i=1
S
* 1 n
h = a(K)
n n1/5 (3/8/;)1/5

Ce choix se justifie par le fait qu'il est anormal de prendre le méme pas pour
un échantillon ol les observations sont trés dispersées et un autre ol elles

. ' . N . 2 2
sont regroupées. D'autre part si X £ posséde une variance o¢° alors Sn

2 * L. N * . "2
converge p.s. vers O et hn est équivalent a hn si C = f “x) dx ,
1 R

pour n+ » et des choix de C trés différents de 3/8/71 changent peu les

valeurs obtenues, du fait que C est élevé a la puissance 1/5. Il faut aussi



* P .
remarquer que hn est optimal quand on est en présence d'une loi normale

N(m,oz) et quand 02 = Si , car dans ce cas

)
o .

8(£) = J £'2(x) dx = -
R 8vm

Pour des raisons de stabilité numérique il est recommandé de ne
n
pas appliquer directement la formule EéT 2 (Xi—X)2 , mais utiliser plutdt
i=1
: *
la statistique ordonnée X(1)""’X(n)' La robustesse de hn est également

1
étudiée par P. DEHEUVELS (1977-a) pour les détails nous renvoyons & son article.

2°) Méthode de P. DEHEUVELS et P. HOMINAL.

P. HOMINAL et P. DEHEUVELS (1980) étudient les variations de
n
J fnz(x)dx en fixant 1'échantillon, ils considérent un noyau symétrique,
R
positif, borné et & support compact, d'intégrale égale 3 un et dont la dérivée

seconde n'est pas identiquement nulle, on le notera H , ils obtiennent le

résultat suivant :

1 n X.,-x

Théoreme 1.1.- Si on pose g"(x) = J OE"(E—) ol
S el - n 3. A
n A~ i=t n
{An, n x> 1} est une suite de réels positifs.
Alors si {A_} vérifie 1limA_ =0, limn A> =0
n'n n n
N noo
"
on a lim J (g;(x))2 dx = %— [Jyz H" (y) d}"]2 . { f 2(Y) dy .
ne IR p.s. J

A partir de ce théoréme, ils proposent de modifier le pas optimal h

comme suit :



JKz(y) dy . (J y2 H" (y) dy)2 175

- 1 1
2 s v ko) an? o> ([ @pen? ao'

mais ce nouveau choix introduit umn paramétre inconnu An . Sous les hypothéses

: "
. ) s 2 PPN
faites sur H , une étude des variations de I 8, (x) dx les a incités a

prendre la quantité :

6. (1) = 4 J 8.2 dx - _1§J H2(y) day
<J 2 B (y) dy)? "

"
. . 2 s A .
comme approximation de J f “(x) dx et 2 proposer le critére suivant pour

le choix de A_ :
n
* -
An est la valeur qui réalise le maximum de en(x) pour X > I,
o I = Inf {£ >0, V% £, Bn(n) >0} , oubien pour X > J ,

avec J = 1Inf {£ >0, b% > &, gn(n) < gn(i)} oo

Les résultats pratiques de cette méthode sont satisfaisants aussi bien

pour des échantillons de petite taille que pour ceux de grande taille.

3°) Méthode de L. BREIMAN, W. MEISEL, E. PURCELL (1977).

L'estimateur fn présente quelques défauts, par exemple :

i) si dans une région oi f est voisine de O , on ne dispose que d'une
seule observation, disons Xj , alors fn aura un pic en X = Xj alors qu'il
est censé €tre proche de O dans toute cette région. Inversement, dans une
région ou f est grande, les observations vont s'y grouper ainsi l'estimateur

fn aura tendance 3 s'étaler.



ii) Aucun résultat asymptotique ne nous fournit un pas optimal indépendant

de f et de ses dérivées.

Pour remédier a ces deux problémes L. BREIMAN, W. MEISEL et

E. PURCELL (1977) ont proposé l'estimateur suivant :

1 B 1 Xi—x
£ & ==Y K¢ )
n .

1 i=1 o, d. o

ke kg

N . N éme ..
ou - di = distance de Xi a son k plus proche voisin
k

- @ est une constante multiplicative

- k est un entier fixé, dépendant de n.

Cet estimateur répond aux deux remarques précédentes car d'une part d. est
I
grand si on est dans une région ot f est proche de O et on ne dispose que

de Xj et par conséquent fn s'étalera, l'inverse se produit si on est dans
1
une région ot f prend des grandes valeurs, d'autre part pour le choix de k

et de oy ils utilisent essentiellement le théoréme suivant :

Théondme 1.2.- Soit f une densité de probabilité sur rP » P21

et (Xi) , 1=1,...,n un échantillon issu de f.

. P2 P

Soit w, = exp(- nf(X.) v(d. 1)), jetlt,n , ou v(r) = —
J J 1 I (1+p/2)

est le volume d'une boule de rayon r.

dj 1= distance de Xj a son plus proche voisin,
b

Alors les (wj) jel,n , sont asymptotiquement uniformes sur

Jo,1].



Donc si fn (x) ajuste convenablement f(x) alors les

~ 1

wj = exp(- n fn (Xj) v(dj 1)) doivent suivre approximativement une loi
1 b

uniforme.

-~

Ils mesurent la dissemblance entre la répartition des (w.) et

2 ..
s E-,...,1} au moyen de la statistique

5=

la loi uniforme sur {

w(j) - j/n)2 avec w(j) = le jeme terme de

1

la suite ordonnée (wj) j e 1,n, qu'ils cherchent a minimiser.

(783
1
Il ~3

J

4°) Méthode de B.W. SILVERMAN (1978).

La méthode de B.W. SILVERMAN (1978) repose sur le résultat suivant :

5 e nde ; " . i
"'Si f admet une dérivée 2 uniformément continue, K vérifie
certaines conditions (techniques) que nous omettrons ici, OHQH est choisie

de telle facon que fg converge uniformément vers f" quand n > « . Alors

sup [£1(x) - E(£ ()] 2= +a sup |£"(0)]
X

nre X

Inf [£7(x) - E(£(x))] <= - o Sup |£"(x)]

X n n->e X

J K 2(x) dx ]1/2
avec o =% |J x? K(x) dx| |——————— 4

Kz(x) dx

B.W. Silverman interpréte ce résultat comme suit :

Si la fenétre hn est choisie de telle fagcon a avoir la meilleure
estimation de f(x) alors les fluctuations aléatoires de la dérivée seconde

de fn seront asymptotiquement au maximum de 1'ordre de * o Sup |f"],



car si on considére que E f; est une bonne approximation de f" alors toutes
fluctuations dans f; sont dues au terme aléatoire (f; - E f;), tandis que

toute variation systématique est due 2 celle de E f; i.e. de f".

Enfin pour déterminer le pas optimal B.W. Silverman suggeére de
dessiner le graphe de f;(x) pour différentes valeurs de hn et a partir
%
de ces graphes déterminer hn pour lequel le graphe de f;(x) a des fluctua-

tions ni trop marquées ni trop lissées.

Cette méthode présente l'inconvénient d'@tre trés coliteuse lorsque le
nombre d'observations n est trop élevé et de mal se généraliser pour le cas

multivarié.

Pour son étude B.W. Silverman a choisi le noyau :

1 4 1 3 1 .
Z-]x] - i-]xl + 5 si x| g1
= LI 3 .
K(x) = 7 x| 2 - |x]) si 1< |x| g2
0 sinon

qul est un noyau facile & mettre en oeuvre et dont la dérivée seconde est un
polyndme de second degré, ce qui évite d'avoir une courbe avec des pics, car
il est plus difficile de faire la part entre fluctuations systématiques et

aléatoires avec des courbes affines par morceaux.

5°) Méthode de R.A. TAPIA et J.R. THOMPSON (1978).

La démarche heuristique de R.A. TAPIA et J.R. THOMPSON (1978) p. 67

"

; "
se base sur le fait que J fnz(x) dx converge p.s. vers j f

2(x) dx , sous
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certaines conditions sur f et K , ils ont donc remplacé BRB(f) par B(fn)
dans l'expression (0) p. 2 , du pas optimal h: , 4 la suite de cela

R.A. TAPIA et J.R. THOMPSON ont proposé deux approches qui déterminent une
approximation du pas optimal h: . La premiére consiste a appliquer la relation

récursive suivante :

i+1 _ _-1/5 i
h'' =n a(k) B(f)

i 1 IZ‘ x - X

oﬁ f (X) = 7 K(—-—)
n n bl j=1 h

relation pour laquelle ils n'ont précisé ni l'initialisation ni le test d'arrét.
P q P

La seconde approche est l'application d'une méthode de Newton & la

recherche du point fixe de la relation fonctionnelle :

h=g (h) avec g (B =n /> a(®) B(n)

~ " _ n x - X,
ol B(h) = (J fni(x) dx) 1/5 et fnh(x) =1 yoR—— .

n h j=1 h

Méthode pour laquelle, aprés cing itérations environ, ils obtiennent ; pour

. . . _ )
leurs exemples : Ih; T h;l < 10 2 cependant aucun résultat de convergence

: *
i e ax .
de hn vers hn n'a été démontré.

6°) La validation croisée.

Parmi les approches, qui font intervenir les observations pour évaluer
la parameétre de lissage optimal, la validation croisée est la méthode qui a eu
le plus de succés, elle a été introduite par J.D.F. HABBEMA J. HERMANS et
K. VAN DEN BROEK (1974), R.P.W. DUIN (1976), les travaux de C. STONE (1974 -
1977) ont largement contribué & son adoption par de nombreux auteurs. Sa

technique est utilisée dans plusieurs domaines d'estimation nom paramétrique.
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Nous rappelons briévement en quoi elle consiste dans le cas de l'estimateur

a noyau :

si désigne l'estimateur & noyau de f, obtenu apres avoir

n-1,1
me

PO L@ . .
éliminé la i observation, i.e.

1 n x - X,
foer, i@ = ——— 1 Ke—D
> (n-1h  j=1 h
j#i
alors la quantité fn—1,i(Xi) servira 3 mesurer 1'adéquation de h comme

valeur du paramétre de lissage de la facon suivante :

si la quantité £ i(xi) est grande alors on dira que f
bl

n-1,1
anticipe 1'observation Xi et h est un pas convenable, mais si elle est
petite alors on dira que l'observation X, est "malchanceuse" sous la

densité fn-1 i et cela peut €tre attribué au mauvais choix de h. En
b
faisant varier i de 1 3 n , on obtient n mesures d'ajustement qu'on
peut résumer sous forme d'une fonction en h, définie par :
n
L = f (X,
n(h) .H n—1,1(X1)
i=1
qu'il faut donc maximiser, le caracteére heuristique et arbitraire de cette
. . . - i
approche fait qu'elle peut diverger, car on n'est pas toujours sfir que fn—\

anticipe ou rejette 1l'observation Xi » par exemple dans le cas de 1'histogramme

+o0 n
R _ .
fnh(x) = ;;'jj;» 1[h(j-1),hJ)](x) {121 1[h(j_1)’hj](xi)} , si les Xi

. ' . - _ . N
proviennent d'une loi telle que An X(n) X(n—1) diverge, ou (X(i))i
est la statistique d'ordre associée a (Xi)i alors la validation croisée

*
fournit un h  pour lequel f _* diverge, car si Xi = max(X1,...,Xn)

nh
i _ _ .
alors pour h < An on aura fn—1,h(xi) = 0 donc Ln(h) = 0 par conséquent

*
le parametre h fourni par la validation croisée doit €tre supérieur a An
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il est donc divergent.

E.F. SCHUSTER et G.G. GREGORY (1981) ont également démontré la
divergence de ce procédé dans le cas du modéle exponentiel et de toute densité

dont la queue est trés longue.

Le lien entre cette procédure et la fonction de perte de Kullback -
Leibler I(f,g) = J f(x) log(f(x)/g(x)) dx a été établi par A.W. BOWMAN (1980)
qui a montré que maximiser Ln(h) est équivalent 2 minimiser Lé(h) définie

par :

.
L' (h) = — 121 Log (£(X;) /£ 4 L (X))

cette derniére méthode est connue sous le nom de "Validation croisée de
Kullbach - Leibler". On peut trouver un résultat de convergence la concernant
dans A.W. BOWMAN (1980), cependant E.F. SCHUSTER et G.G. GREGORY (1981) ont

montré qu'elle ne fournit pas toujours des estimations convergentes.

Enfin nous signalons que A.W. BOWMAN (1982) a montré qu'en terme
de validation - croisée, la minimisation du risque quadratique intégré revient

a2 minimiser la quantité :

2 2

L"(h)—er1 (63 @)% ax - 2 Ii £ x,) + = £(x.) - | £2(x) d
n T n im n-1,i% *~n o1 n-1,1i"1 n i e S

I o~13

i=1
Procédé obtenu également, par M. RUDEMO (1982) ; qui, dans le souci de
remédier au probléme que pose la minimisation du risque quadratique intégré
Jn(h) = j fi(x) dx - 2 J fn(x) f(x) dx + J fz(x) dx (i.e. la dépendance

de J fn(x) f(x) dx du paramétre inconnu f), a proposé de minimiser un

estimateur de Jn(h), l'estimateur en question est L;(h).
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Pour 1'étude asymptotique de cette procédure nous renvoyons &

C.J. STONE (1984), on peut également consulter Y.S. CHOW, S. GEMAN et

L.D. WU (1983).

111 - DEMARCHE PROPOSEE POUR ESTIMER f(x).-

La démarche que nous allons proposer utilise les résultats de

P. DEHEUVELS (1977-a) ainsi que la technique du conditionnement définie au

chapitre IV, de ce fait elle ne sera intéressante que lors de l'estimation

en un point fixé =x elle se fait en trois étapes.

1) Pré—estimation : On calcule le paramétre de lissage hn a

1'aide de :

1

f J ®2(y) day ) 1/5 §n 1
h = \ . .
n 1/5 1/5
1 (J 2 k() dy)zJ (3/8v71) n
.2 _ 1% BT =t 1§
o ST =— izi Ky —XDT k-5 121 Xy et

est 1'échantillon ordonné associé 2 (Xi) ie t,n.

Comme pré-estimation de f(x) on prend

1 n X - X.
£ o(x) = Y K¢ 1y .
n . h
1 n h_ j=1 n
n 1
1
11) Correction de la fendtre : On reprend l'expression du pas

n
optimal au sens de 1'A.M.I.S.E. et on remplace J f 2(x) dx par

"
J frl (x) dx , on obtient ainsi un nouveau pas hn
1

2
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sz(y) dy 175
1 1

h = . .

n 1/5
2 (J v’ KG) 4y’ <j @ @ an'? ®
1

On pourra éventuellement reprendre l'approche de R.A. TAPIA et J.R. THOMPSON,

choisir hn comme pas initial pour cet algorithme et poser hn égal au
1 2
pas fourni par cette méthode.

Le nouvel estimateur de f(x) sera donc :

n X - Xi
21 K(—ﬁ‘n—) .
t 2

£ = —
2 n hn
2

111) Correction locale de fn
2

A. BERLINET (1984~a, -b) a montré qu'en conditionnant l'estimateur de

Parzen - Rosenblatt, par rapport 3 la statistique localement exhaustive §,

définie par

1°°""°%n i ?
X sinon

(o]
avec Xo €U et U un ouvert contenant Xx.

Alors, par application du théoréme de RAO-BLACKWELL, 1'estimateur
obtenu est meilleur au sens du risque quadratique (voir chapitre IV, pour plus

de détails).

Comme derniére phase d'estimation on propose donc d'appliquer 1la

technique du conditionnement 2 fn , pour cela on choisira U égal a
2
]x - hn , X + hn [7 et pour approximation finale de f£f(x) on prendra :
2



n

et

Remarque :

. . . c
d'une pré-estimation de f sur U

n

- 15 -

n X - Xi
'21 {K(—h——) &) + m, fp) 1uc(xi)}
n, = n, n
1 X -y
)=-——~—.J RK(——) £ (y) dy
2 P @WH v n R
n n2
c —
P_(U ) = JUC fnz(y) dy

La technique du conditionnement suppose la connaissance

, dans notre cas, elle est égale a fn .
2
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CHAPITRE 11

ETUDE DE L'ESTIMATEUR DE HERMAN J. BIERENS.

! - INTRODUCTION. -

H.J. BIERENS (1983) a introduit une nouvelle classe d'estimateurs

a4 noyau de la densité d'une loi de probabilité sur E&

, k21, l'originalité
de ces estimateurs que la fenétre usuelle hn est fonction des observa-

tions et que ses moments d'ordre 1 et 2 coincident avec les moments empiriques

de la loi a estimer.

L'étude de H.J. BIERENS a été faite pour le noyau normal et la
convergence en probabilité uniforme uniquement, 1'objet de ce chapitre est
de généraliser la forme de cet estimateur et d'établir la convergence p.s.
pour des noyaux autres que le noyau normal. Nous allons donc rappeler en quoi
consiste cet estimateur et en méme temps indiquer la généralisation que nous
en proposons :

Soit P une loi de probabilité définie sur ﬂgg , k21, dont une

version de la densité par rapport i la mesure de Lebesgue sera notée f.
On suppose que les moments d'ordre 1 et 2 de P existent, étant donné un

issu de P , l'estimateur de Parzen-Rosenblatt

échantillon (Xi)'

1o,

de f au point x € ﬂgc s'écrit :

1
nh

N~
~
~~
e
Nt

fn(x) = k
n

oll hn est une suite de réels strictement positifs et telle que hn — 0
n-><o
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K est une fonction de le dans R .

Il est utile, dans beaucoup de cas, d'obtenir un estimateur strict
A s g . N N o k
de la densité f, c'est-a-dire imposer a fn d'@tre une densité sur R,

ce qui est réalisé si K vérifie :

a) K@) 30 Vze RS, JkK(Z)dZ=1 )
R

Puisque nous avons supposé que les moments u, = x f(x) dx et
1 IRk

t . . N . . .
My = J K XX f(x) dx , existent, il est tout & fait raisonnable d'imposer
R

a fn d'avoir des moments d'ordre 1 et 2 qui estiment Hy respectivement Hy
dans ce but H.J. BIERENS a supposé que fn vérifie les deux conditions

suivantes :

' n
— _ N - _ l
b) X—J kan(X) dx olt X—n.z X,
R i=1
n
et c) 1 z X. Xt = J x x° f (x) dx
n . 171 k n
i=1 R

(cette derniére égalité est une égalité matricielle).

Or ces deux conditions sont incompatibles car b) entraine

que J x X K(x) dx = 0 et c¢) implique que :
R

hn)_(J kxtK(x) dx+hn(J kxl((x) dx) )_(t+h121J kxxtK(x) dx =0

R R R

donc si elles sont simultanément vérifiées alors J’ K X xt K) dx =0,
R

ce qui est impossible puisque la condition a) entraine que J k ¥ xt K(x) dx
R

est une matrice définie positive, pour remédier a cela H.J. BIERENS a introduit

une légére modification sur frl en considérant le nouvel estimateur :

n x = (1-B) X.
fo = § ke
1 n h o 3=t h
n n
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ou B_ est une suite de réels, telle que Bn —_— 0 .

n
1>
Ba -
A partie de b) il a obtenu J k ¥ K(x) dx = — X , ensuite la
R h
n
condition ¢) s'écrit :
2
2 8. -8B n .
J xxtK(x)dx=__“_2.__2(%zx.x?—xxt)+Jka(x)dekxtK(x)dx
R ho j=1 1 J R R

ainsi pour que les conditions a), b) et c) soient vérifiées, la fonction K

B -
doit @tre une densité, de moyenne 2 % et dont la matrice variance -
h
2 Bn B Si : 1 7 = S\t
covariance est égale a — s, ot s, = E"Z (Xj - X) (Xj - X)

n J !

afin que cette matrice soit définie positive il faut choisir Bn telle que

2 By~ Bi >0 1i.e. prendre Bn dans J 0,2[ ce qui entraine que :
@2 8- 8> e]o,1]
n n >

I1 est clair que si on pose :

28 -8 -1/2 B
K[(——“——ﬂs) (x——ﬂi)
o 2 n h
hn n
K(x) = 5 1)
28 - Bn 1/2
Det( 5 S )‘
h n
n

ou K0 est une fonction de ﬂﬂ‘ dans R telle que :

Ko(x) dx =1 , J k ¥ Ko(x) dx = 0 ,

K(X)ZO,VXEIRk,J
o k R

R

J K X x* Ko(x) dx = 1
R

. . e k -
avec I = matrice identité de IR , alors les conditions a), b) et c)

seront satisfaites par 1l'estimateur fn obtenu aprés transformation

2
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de fn 3 1'aide de la relation (1) i.e.
1
£ oo - 1 . § . (3_1/2 x = (1-8) Xi,— B X))
n . o
k =
2 n(/28_-82) lnecsnl”z =1 /28 -6

on remarquera que le paramétre de lissage initial hn a disparu et que son
- .. . . /. 2
role est joué par Bn . Pour alléger les notations on posera Yo © 2 Bn - Bn

et on notera le noyau K au lieu de Ko :

n Y -yix - a-Y1-4H%
77 L K(S ( - - ))
|79 5=t y

n

f (%) = !

) n Yk |Dets n
n n

avec Y, € ]O,1].

Suivant les informations dont on dispose sur le modéle a étudier
ou pour des raisons de robustesse, il est parfois préférable de prendre des
estimateurs autres que la moyenne empirique X ou la variance Sn » On
choisirait, par exemple, la moyenne a-tronquée ou a-winsorizée qui sont

définies respectivement par :

n=[na]

3 1
X, = ~ 1 X,.
@ n-2 [na] j=1+ [nu:[ (3
- 1 niﬁ
X = —_— (p . X + X, . + p. X )
™% (1-20)n £ j=L+1 (3 (n-L+1)
Si £-1 € (n-1) e <na £f , avec p=4-no
1 [ n—§—1 :
=— |(1-p) X + X,.. + (1-p) X _
(1-2a)n (£+1) j=l+2 16D) n—{-

N est la statistique d'ordre, o est un réel appartenant
ot (X, ,.\), —
(j) jel,n

a ]0,1/2[ et [;] désigne la partie entidre d'un réel, on peut également
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appliquer la technique du Jackknife & ces deux estimateurs, pour obtenir une
estimation de la moyenne, encore plus robuste ; pour plus de détails nous

renvoyons & P.J. HUBER. (1981),
137 - o\t
Quant a la variance empirique § = = 2 (Xj - X) (Xj -,
i=1
souvent on lui préféere §' = = Sn » qui dans certains cas est optimal
n-1
sans biais, on peut notamment proposer la variance a-tronquée ou o~winsorizée

(cf. P.J. HUBER).

Pour ces raisons nous désignons par m, un estimateur de g
1

et par m  un estimateur de et afin de donner une forme plus générale

2 "2
3 1'estimateur de H.J. BIERENS nous introduisons la famille de fonctions

auxiliaires {ﬂg , j € 1,n} définies de E&' dans E$’ et considérons

le nouvel estimateur fn défini par
3

1 g (
f x) = K
ny n b j=1

n n

la condition a) reste inchangée pour cet estimateur, par contre les

conditions b) et ¢) s'écriront respectivement :

b') J xf x) d&x=m
rE 3 |

nous obtenons, i partir de b'),

) h lek 2K(z) dz =m -9 ou ¢ =-I1;

ensuite c¢') nous donne :
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n .
b J 2z 2" K(2) dz = m_ b, %-_Z ®) @@ - anxmn1-wn>t - <mn1—@n>.¢§

On en déduit que : sous b') et ¢') K vérifie

(2) I z zt K(z) dz - J z K(z) dzJ zt K(z) dz = L En -m mt —lﬂZ]
Rk Rk IRk h2 n2 ey n

N 2 1
ou 149n =H

1 13

W1 Gle)-7)"

=1

Pour que (2) ait un sens il faut que la matrice (m_ -m mt —\02)
n, n,n, ‘n

soit définie positive, car la quantité
{J K ? zk K(z) dz - I K Z K(z) dzJ X 2t K(z) dz} est la matrice
R R R

variance~covariance du noyau K.

. . t 2
Dans le cas de l'estimateur de H.J. Bierens (mn -mom %)  vaut

2 11
- Bn(z—sn) Srl » qui est p.s. une matrice définie positive, car B  est pris
h n
n
dans ]0,1:[. C'est d'ailleurs, la raison qui 1'a poussé a transformer

1'estimateur de Parzen-Rosenblatt fn(x) en fn (x). Par ailleurs si
2

n
m o= X et m z J . alors dans le cas ol la matrice de variance-
1 j=1

v|~

2

covariance des (tﬂ[Jl(Xj))j est dominée par celle de l'échantillon, la matrice

(m -m m -\0 ) sera définie positive. Elle 1'est également dans le cas ol
oy M

lﬂIJl(Xj) = Xj v_] e 1,n et =

n
1 t . ..
—2 i X X est strictement dominée
S n

t . .. P
par m -m m . Enfin pour des commodités d'écriture on notera

2 171
t 2 .
M =m -m_m -y , ainsi on pose
n n, n, n, 'n
2 11
1 ((Mn -1/2 mn1_mn \
K) = K — x - ———)
iper_/m)| 172 0 2 n
n’ n n n
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avec Ko une fonction de EF dans R telle que :

K (x) 20, J K x) dx = 1, J x K (x) dx = 0 ,
[¢) an [6] ]Rk [o)

J x x° Ko(x) dx = I
Rk

Alors le noyau K vérifiera les conditions a), b') et c') et frl s'écrira

f ) = !

2 -1/2 i
g n|Det M Z1 Kot G- ﬂ“(xj) "y " a“))
n

|1/2 1

j
On retrouve l'estimateur de H.J. Bierens f (x) lorsque @J(X.) = (1-8_) X.
n, n'"j n’ %3

1
111 n2 n J.'

et m =X, m =

On se propose, dans ce qui suit, d'établir la convergence uniforme

p.-s. de fn vers f, le méme résultat de convergence, peut &tre obtenu,
9
pour fn moyennant des conditions restrictives sur la famille
3

{@i , j e 1,n}. Cela fera l'objet de développements ultérieurs.

Il - CONVERGENCE UNIFORME PRESQUE SURE.-

Nous désignerons par :

F : la fonction de répartition associde & f.

F_ : 1la fonction de répartition empirique.

V, : 1la variation totale de K .
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My = Lmk x f(x) dx , My = jmk x x* f(x) dx , V = My T oMy u?
. , BPEERI Yi y - (1-/ —Yi)i
f ®) =707 K(S f(y) dy .
n k 1/2 J k ( n ( ”
2 v_ |Det S_| R Y
n n n
- 1 il X A= vpy - (e ~p) My
fn (x) =‘k—‘—17—2—j kK(V ( )) f(}’) dy .
2 v |Det V| R Y
n

n

P . . . . . k
Théonéme 2.1.- Si f est uniformément continue, bornée sur IR
K est une densité de probabilité & variation bornée et telle que

J K ¥ K(x) dx = 0 et J K X xt K(x)'dx = I
R R

(Yn)na1 est une suite de réels dans ]0,1], telle que :
2k
ny
n
Yy —*0 —— —— i+
T e Log n n»e
Alors 1)  1'estimateur fn défini par :
2
1 n —1/2[X " V1 - Yi X, - (1-v -Yi) X
f )= —F—7rr E K|S .l
"2 nySpet s_| /2 541 " Y
plDet 81707 ; /

142 k
est une densité de probabilité sur IR  telle que

J K X fn (x) dx = X et J k X xt f (x) dx = 1
R R R ™

2)  Sup |f (x) - £f(x)| 2220
xeﬁ? n2 n--o

la démonstration de ce théoréme fait intervenir les lemmes 2.1, 2.2 et 2.3

suivants :
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Lemme 2.1.- Si f est uniformément continu

. N P p k
K une fonction a variation bornée sur R

(Yn)n est une suite de réels dans ]0,1], t
2k
ny
n
y,—>0 et ————+e
n->® Log n noe
* .S
Alors Sup |[f_ (x) - £ (x)] £:5:5 9
n n
be 2 2 n->o

Preuve : Notons M 1'ensemble des matrices

positives dont le déterminant est plus grand que o >

par :
|Det V| > o
* *
Nous avons Sup |f (x) - £ (x)| < Sup |f (x) - £
n n n n
X 2 2 X 2

+ Sup ]fn (x) - f: (x) | 1Mc(S )
x 2 2 n

d'aprés la loi forte des grands nombres Sn RS-,y

n-re

1'événement {Sn € M} est p.s. réalisé a partir d'un

avoir (1.0) il suffit de montrer que

. k
e bornée sur 1R

elle que

(1.0)

(k x k) définies

0 ol o est défini

.1

ROURMER

, donc par définition de M

certain rang, ainsi pour

1y - sw [f () - f: x)| E2s 0 (1.2)
X 2 2 n-eo

en effet
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*
Sup |f (x)-f_ (x)]| =
b'e n2 n2

1

| Dets |1/2
n

V1-v§y-(1—/1-yi))-( )

) (an (y)-dF (y))

x—V1—Yiy—(1—/ﬁ—Yi)§\

o

n

Sup
X

—<|_‘
=R

Tn

—-172(*
[l
1 1

-1/2
— ————— = Sup |F_(x)-F(x)]| . j ldK(S (
yi | Dets_| 12°7 ' RS n

A

or

=VK

(x-/Tﬂ—iy-(H’ —Yi)i))l

-1/2
J]Rk |dk (sn

Yn

* Vk
nous avons donc : Sup ]fn (x)—fn x)] <

. Sup |[F_(x)-F(x)]|
X 2 2 yEIDetSn X n

|1/2

ce qui entralne que

\'
* K
Sup Ifn (x)—fn (=) | 1M(Sn) < A Sup |Fn(x)—F(x)|
X 2 2 yn.a X

or il est bien connu que  Sup |Fn(x)—F(x)| = C)(££%%11)1/2 p-s.
x

(voir D. BOSQ, (1985) chapitre II, Estimation fonctionnelle asymptotique)

i.e. il existe une constante 6 > 0O telle que

Log n 1/2
Sup IFn(x)—F(x)I <0 . C——%——Q pP-S. ,
x

nous obtenons donc 1'inégalité suivante :

_* 9 Log n\1/2
Sup |fn - (x)] 1 (8) s s %k (-——EE p.s.
X 2 2 oy,

2k
ny,

ce qui permet de conclure, puisque par hypothése —r o . B

Log n noe

(1.3)

(1.4)

(1.5)
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Remarque - : On peut obtenir la convergence presque compléte de

*
Sup [f (x)-f (x)| 1,(S ) grice & 1'inégalité de A. DVORETZKY, J. KIEFER
x n, n, M*°n

et J. WOLFOWITZ, (1956)

2
Yaw>0, Je>0 , Be Jo,2[ : Pr{Supan(x)—F(x)l > A /o g c e BA
x
2k
® ‘UnYn . .

et & la condition : Vu >0 z e < o qui est plus faible que la

condition n y2k/ Log n — -rrl=°° .

n o

. . P . . k
Lemme 2.2.- Si f est uniformément continue bornde sur IR , K est

.z s k . . N
une densité de probabilité sur R et (yn)n une suite réelle a valeurs dans

]0,\(] ol ye]0,1[.

* = “S.
Alors Sup |£. (x) - F (x| %0
n n
X 2 n =
Preuve : Nous avons :

Sup |f: (x) - fnz(x)l <

X 2
x—(1—¢1—y2)i—y S1/2y x~ (1~ —YZ)H‘Y V1/2Y
1 n n n n n
~——————— Sup f K K(y) 'f( ) - f( )' dy (2.0)
(«1-yr21)k x 'R v’1-'yr21 /1—731

* -
ceci d'aprés la définition de fn et de fn » d'autre part on a : pour
2 2
tout y € IRk :

2 -
x=(1-v "Yn)X‘YnS:l/ZY x~(1-v —Yi)u—vnvl/zy!

¢1—y§ ‘/1_Y121 !

2.1)

, .
1/2 _1/2,,%
| s! /212y

A

[l

A=
+
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ou ||.\\* est la norme matricielle subordonnée i la norme vectorielle ||.]
i.e.
* w. 2| > .
[wll = sup 222l o W est une matrice (k x k),
gk el

la loi forte des grands nombres appliquée & 1'échantillon (Xi)i—1 n
=1,00.,

nous permet d'affirmer que ||X-ul]| P:S: 0 et ][S1/Z~V1/2||* B-Ss o
n->o n n-<o

ce qui entrafne que (2.1) converge p.s. vers O lorsque n »> + », ainsi
o s e k
l'uniforme continuité de f sur R assure la convergence p.s., vers O,

de

Sup
X

(x—(1—1/ ‘Yi)i‘Ynsl/z}’) ( x=(1-v -Yi)u-vnvllzy) |
f - f
A A

. k. .
d'autre part, l'hypothése f bornée sur R implique que :

Vy € ]Rk gn(y) = K(y) Sup
X

(ol ) (o )
£ - f
¢1—Yi ¢1—yi

< 2M K(y) avec M = Sup f(x)
X

Nous sommes donc en mesure d'appliquer le théoreme de la convergence dominée

a4 la suite (gn(y%n et on obtient donc

dy P.S., 0

n

(x—(1—¢ “Yfl))_(‘YnS;/ZY) (x-(1—¢ -Yi)M‘YnV”z}’)
f - f
¢1—Yi ¢1—Yi

Sup J K(y)
X 'Rk

2
on en déduit que (2.0) converge p.s. vers O , puisque /1—Yn
£

reste bornée. @
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. . . . ‘ k
Lemme 2.3.- S8i f est uniformément continue, bornée sur R , K

une densité de probabilité sur IRk et y, — 0 . Alors :

>
/o2
_ 1 x=(1=Y1~y_Ju
i) Sup fn (x) - f —— 0
= 12 R N1-y2 e
/2
1 x=(1=/1=y_)u
ii)  Sup [f(x) - f — 0
X ( /1_YI21)k /1°Yr21 n>o
Preyve : 1) K étant une densité de probabilité sur ﬂgt , nous

avons

x=(1~V -Yi)u ) ’
<
¢1—y2

Fox) - — f(

n
4 x—(i—A—YZ)N"Y V”zy x-(1-v/1-yz)u
SukaK(y) f( L L )—f o ) dy
(VT—erl)k * 'R “_er1 »’1—\(121
Donc, pour tout § > O
/2
Sup fn o - 1 f(x-(1- ‘Yn)u) 3
x 2 Dk /o2
n n
x=-(1- -Yz)u—y V”Zy x~(1-/1-y2)p
[ e[y
(/1_Y2)k x ‘o /1_Y2 /1_Y2
n n n
x-(1~/1—y2)u—Y V1/2y x=(1-V -Yz)u
_L_SuchK(y) f( o L ) —f(*—r}——) dy
ik ® 0y /1=y N2 |

n

(3.2)



_29_

1/2
WV

> 51
V1—Yi

J

avec Qﬁ = {y € '.IRk :

la premiére quantité & droite de (3.2) est majorée par :

1 ' 1
————— Sup Sup If(x—z)—f(x)l.j K(y)dy § —————— Sup Sup |f(x-z)-f(x)](3.3)
pr—
(/1—Yi}( * ||Z|J$6 & ' (/1-Yi)k x |lz]]ss

car K est une densité de probabilité.
la deuxiéme quantité est majorée par :

M — J K(y) dy (3.4)
k c

=Dk g

n

Pour établir (i), il suffit d'injecter (3.3) et (3.4) dans (3.2), de

2
1—Yn §

} et de faire tendre

remarquer que Q; CI{% : |[y|| 2 || 1/2||*
v

Tn

n vers + ® pour 6 fixé puis de faire tendre & vers O .

Pour montrer (ii), on utilise la majoration

1 x= (1 'Yi)“ 1
Sup | f(x) - f( ) 1 = ———| . Sup |£(x)] +
x k ( ﬁ_Yi)k X

1% /iy

f—

x-(1-~/1—erl)u ) '

¢1—Yi

! Sup

i—yDk X

f(x) - f(

et on conclut, en utilisant, la convergence de Y, vers 0 et le fait

. P . . k
que f est uniformément continue bornée sur R . B
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Preuve du théoréme 2.1.

(1) est vérifié par construction de fn , pour avoir (2), il suffit
2
d'appliquer les lemmes 2.1, 2.2 et 2.3 aux termes de droite de 1'inégalité :

Sup |f (x)—f(x)| < Sup |f (X)—f* x) |
b4 ) : b'e ) h)

* -
+ Sup }fn (x)—fn (x)]| + Sup
x 2 2 X

_ x=(1-v 'Yz)u
B - L f( n )
2 (/1‘Y§)k ¢1-Yi !

1 x~ (1~ -Yi)u
+ Sup f( ) - £(x) B
* LDk N
n n
Remarques :

1°) Afin de mettre en évidence le fait que fn

2
Yy on écrira fn (x,y) au lieu de fn x) , fn (x,y) désignera donc
2

2
x—/1—y2xj—(1—¢ 4%

Y

dépend d'un paramétre

x|s1/2
n

———7 E
£ (x,y) =
"2 ny* | Det snl‘/2 j=1

Si K est un noyau de Parzen-Rosenblatt sur Bﬁ‘ (i.e. K une

densité telle que le[]k R(x) —>0) et K(O) >0 alors f_ (x,y) > o

x| | >+ = 2

si x e {XI""’Xn} et y-> 0, n étant fixé, car si ] io e l,n : x = Xi

o
alors
n X, - -szj—(1—¢ )

1 =-1/2 o
£ (X, ,y) = ) K( s
T2 Y nyk|Det Sn|1/2 =1 n Y

it
1 12, = (=/1yH)
* = 73 K{s, (Xi -X)
ny |Det Snl o Y
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or -— ==> ————————— —— 0 par conséquent
° 2 Y ¥>0
fi_. 2
1- — - -
— 73 K( I got2 x, -x)) —
ny ’Det Sn' Y [¢) ¥>0

et pour tout j # io nous avons :

X, -/1-y’x, - (1=/1-v9)%
1 ( -1/2f ‘Yo J
K{S

v¥|pet snl1/2 o

Y
|[s'1/2(x. —/ﬁ—yzx.—(1-f -Yz)illk
: n i J
1oV 2x, ~V1-v*x -(1-V1=vD)%| | v Ipec 5|1/

n 1 J "
X, -/ —yzxj—(1—/ A%

K (3-1/2( o
n

-

qui converge vers O lorsque vy tend vers O , car K est un noyau de

Parzen-Rosenblatt et ||S;1/2 (Xi —¢1—y2Xj - (1= —YZ) X|] converge vers
o

HS;”Z(Xi -Xj)|| lorsque Yy =+ 0 . On obtient donc la conclusion
[e]
o si X e {X1""’Xn}
fn (x,y) —
2 v>0
(o] sinon

Résultat qu'on peut interpréter de la maniére suivante :

" 1l'estimateur fn (.,¥) a tendance 3 avoir des pics lorsque 1'échantillon
2
contient des observations qui sont trés voisines du point ol

(Xi)i=1,...,n
1'on veut estimer la densité, la fen&tre vy est proche de O et que le noyau K

est un noyau de Parzen-Rosenblatt vérifiant K(0) # 0. (Le noyau normal

satisfait & ces conditions) ".
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Pour remédier i cela H.J. BIERENS a modifié fn comme suit

2
11 2%~ (1-V1-y2)X

) (S”z(x_ - ))
{X #x Y

vérifie bien les conditions, a, b') et ¢') et évite

o~

1
¥n (x,v) = ——————————7775 .

k .-
2 ny" |Det Sn j=1

1'estimateur £_ (.,y)
%2

d'avoir des pics lorsque x coincide avec une observation X, , io € 1,n
hY 10 k
et le paramétre vy est proche de O , en fait fn x,y) —> 0, b& e R,
2 v>+0
0 si x ¢ {X1""’Xn}
£ Gy - F (k) =
n n
2 2 /2
*115 ! 7 K(S 1/z(xi x). A o k= x,
|Det s, ] o y
or si K est borné et si (En)n>1 est une suite de réels positifs, indépendante

k

des observations, telle que gn E:;+ o , n En E;;* + © alors

Sup Sup (x,y) f (x,y)l B:5: 5 ¢ (*)
Ye[ﬁ ﬂ xeﬁk e

car, dans ce cas, on a

1
.M., ou M, = Sup K(y)

n
sup, |f (x,V-f (x, V) .
veR

xeR 2 2 nyklnet snl 1/2

1

— 1 N
Ipet s_| /2
n

.
= Sup Sup, lf (x,y)—fn (x,v)] < —1E . 1
n

ve[E ,1] xe® ™2 2 ng

ensuite la loi des grands nombres permet d'avoir

|Det S [ BBy |Det v/,
n
hokcad

d'on (*).
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1l - CHOIX DU PAS ~v.-

La mise en oeuvre de cette méthode se heurte au probléme du choix
du paramétre Y, choix plus délicat que celui de la fen€tre dans l'estimateur
de Parzen-Rosenblatt, puisque dans ce cas on arrive a déterminer le pas optimal
qui minimise le M.I.S.E. asymptotique, tandis que pour l'estimateur de H.J. BIERENS
on peut difficilement procéder de la méme fagon, vu que l'estimateur dépend de la
variance et moyenne empiriques. Le critére que nous retiendrons donc est l'écart
quadratique intégré i.e. :

2
d(’%nz:f) = d(fnz:f) = J]Rk (fnz(xy‘Y) - f(X)) dx .

Minimiser, en v, d(fn ,f) est équivalent 3 minimiser
2

2
R(y) = J f7 (x,y dx - 2 [ f (x,v) £(x) dx
]Rk n2 J]Rk n2

quantité qui fait intervenir 1l'inconnue . f, par conséquent inexploitable en
pratique, raison pour laquelle H.J. BIERENS propose de remplacer

1 v % . e
¢ (x,y) f(x) dx par - z f (X.,y) , technique qui a été utilisée
rE nosgqy By d

par M. RUDEMO (1982) et P. HALL (1983) (voir chapitre I, validation croisée,
page 10). Ce choix se justifie par le fait que sous certaines conditions

sur vy, K et f 1la quantité :

n
A
|l z ¥ X.,v) —J K f  (x,y) f(x) dx| converge p.s. vers O lorsque n +
Bz M2 d RS ™2

Proposition 2.1.- Si f est uniformément continue bornée sur ]Rk,

o . N s . k
K une densité bornée et a variation bornée sur R et ) est une

suite dans ]O,i] telle que :
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2k
ny

Y-—-»O,nyk—————>+oo et — + @
N0 nn—>oo Log n noe

Alors :

n
v 1 Y
£ (x,v) f(x) dx - — £ (X.,v)| 280
|J1Rk n, LY r1j=2I n, 3Tt

Preyve : on a

I 13

1 o
IJ £ (x,v) f(x) dx - — £ X.,y )I <
IRk n2 " n =1 n2 i’'n

U]Rk ?Inz(x,yn)f(x)dx— LRk fnz(x,yn)f(x)dx +

' - 1
J K fnz (X,Yn)f(x)dx— (Xj’ Yn)

g _
= £
R R T

1Tz
+ = 321 , ®pry) ¥n2<xj,yn>>| .

I1 suffit donc d'établir la convergence p.s. de chacun des trois termes de droite,

de cette inégalité, en effet :

H;[Rk ?’nz(x,yn)f(x)dx—LRk fnz (x,yn)f(X)dx = @1

”]Rk fr12 (x, yn)f (x)dx- J]Rk fnz (x ,yn)f‘(x) dx

car ¢ Goy.) = £ Gy )\k—p.p. ol Ak désigne la mesure de Lebesgue
n, n n, n

sur R, ensuite est majoré par

JIRR fnz(x,yn)f(x)dx - LRk fnz(x,yn)f(x)dx

- * * -
S§p|fn2(x,yn)-fn2(x,yn)[ < Szp[fn (x,Yn)-fnz(X,YnH + Sip[fnz(x,Yn)"fnz(x,Yn)’

2

une application des lemmes 2.1 et 2.2 permet d'avoir la convergence p.s. de
ces deux derniers termes et on obtient ainsi la convergence p.s. de (P1)

vers O.
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Par ailleurs nous avons

- 1
f LR
‘J Kk HZ(X’YH) f(x) dx 1

Sl

£ (Xj,Yn)

j=1 2

(22)
- x=YA-vy-(1-A-)
H kf(y){—1——————-—1 J kK(v”z( n’ ““))
R R

K 172
v, | Det v/ v,

((an(x)-dF(x))} dy l

cette égalité est justifiée par le théoréme de Fubini, son terme de droite

est borné par :

/ [ 2
1 -1/2 X 1"‘{121}’-(1‘ 1"Yn)“

A 777 Sup IFn(x)-F(x)lJ K J (EO) | dK(Y ( ) dx dy
v |Det V| x R ‘R Y
n n :

< — ! Vv, Sup |F_(x)-F(x)]

SR 772 'k °%P Iy ’

Yo |Det VI X

et on conclut de la méme facon que le lemme 2.1.

1r§l (E CIRBI:
n 3=1 n, ] n n

Enfin le terme

X.,y.) est majoré par
5 i Yn | P

- n, -
Sup lfn (7)) - £ (x,Yn)I < Sup |fn (x,v) - £ (x,Yn)|
X 2 2 X 2 2

+ Sup |fn (v) - ¥n (v |
X 2 2

quantités qui convergent p.s. vers O car d'une part les lemmes 2.1 et 2.2

entrainent que Sup Ifn (x,yn) - fn (x,yn)l converge p.s. vers 0 quand
b'd 2 2

n + o et d'autre part les conditions K bornée et n Yk -—— »  impliquent
nn—)oo
.S.
que Sup |f_ (x,y ) - ¥ (x,v. )} LI . B
n n n n
b'e 2 2 n >
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Remarques : la proposition précédente entralne que :

o 2 2 a2
£ (x,y )—f(x)) dx - J f7(x)dx ~ (J £ (x,y _)dx -
l[mk ( n, n . EF mk n, n

n
2yt (x.,vn)) | B8, g
j=t "2 J n-e
: + S, s _ N2 ¥
i.e. IR(Yn)—Rn(yn)l BeS2s 0 o0 R(y) = K fn (x,y dx - 2 k In (x,y)f (x)dx
n-- R 2 R 2
a2 2 %
et R () = J k £n (6Y) dx - = N £,
R 2 n j=1 2 b}
Soit (gn)n>1 une suite de réels positifs, telle que :
n grzxk
Va z 1 En € ]0,1] » gn — 0 et —_—t ® @®R )
n->o Log n n>+e

cette suite va nous permettre de montrer que Rn(°) est minoré sur [En,1]

* *
et que d(%n(.,yn),f) E:S:, 0  ob Y, est défini par

n->o
R (y) = Min R (y) ®,)
n Yn’ m RN : 1
velg 5 1] ,
En effet si K est borné alors, par définition de E; (x,Y), nous aurons
2
M
-1
}ln (X’Y) S kK ! 1/2 . L ’ VX € ]Rk
2 vy |Det 8_| n
n
d'ou
n
2 N
Rl e B cmaesl ] E oam
‘R M2 j=1 T2 J
1 M, e
n-
=« 75 (J f (x,y) dx + 2)
n ykIDet Sn|1/2 ]ﬁ‘ n,
3 M1 "
< , car f_(.,y) est une densité.
v¥|pet s_| 172 ny
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- 3M,
k
£ |Det S,

on en déduit donc que VY € [En,ﬂ Rn(Y) 2 ce

[1/2

*
qui assure l'existence d'un Y, € [En,ﬂ tel que

R ()= Min R()
vele 1]

nous allons maintenant procéder a2 la démonstration de la convergence p.s.

*
de fn(.,yn) vers £(.) , au sens du risque quadratique.

Proposition 2.2.- Si f est uniformément continue, bornée sur

k *

k

R" , K une densité bornée et a variation bornée sur R, Y, est
défini par (R1) , E_ vérifie (R ) et n Ek —_— 4+ @
n o n e
%
Alors (f\' (x,v) - f(x))2 dx B=22s0 (R,)
k “'n n 2
R 2 n->o
Prguve : Nous avons
n
* * 2 v *
j o Ear-£en? ax # J W ER vy ax -2 T OE Xy
R 2 r 2 j=1 2
' 2 1 2 o * *
U T O I A I SN e SV T ?n (x,v) £(x) dx
R j=1 T2 RS ™2
* 2 1 B oa * 0 *
SR G+ | L@ a2 ] E ®ov) - | B Goy) £G) dx
R j=1 T2 J R M2 |

- . . * *
or par définition de Y, Dous avons Rn(yn) < Rn(En) , pour prouver (RZ)
il suffira donc de montrer que Rn(gn) + f K fz(x) dx?’_s'_& 0 et que
R n->e

¥ (Xj,Y:) -J K é\ln (x,Y:) f(x) dx LALN 0

b} R 2 N

I 18

1
nJ1
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2 P.s.
a) Rn(gn) + K f°(x) dx — O
R N>

en effet on a :

¥ % LYoy ]
= ld( n (-,En),f)+2 Hmkfn (x, DE(x)dx - — 2 nz(Xj,En) )

2
R (& )+J £7(x)dx
l n °n k 2 2 j=1

R

"]
< S;p Ifnz(X,ﬁn)-f(X)l-Jmk l¥n2(X,€n)—f(X)| dx

1
n

il ~383

n
£ (XJ-,E“)I

+ 2 f[ ¥ o(x,6 )E(x)dx -
B P P )

i

N
g2 S:P ]'EnZ(x,En)-f(X)l + 2lJIkanz(x,«En)f(x)dx -

1 n
= 321 e

2

ce qui permet de conclure, puisque les hypothéses de la proposition 2.1. sont

vérifiées, d'autre part on a :

1 2 * * .S
b) '— yOr &y -J o,y ) £(x) dx| B2 0
n 321 n, j’'n ]Rk n, L n
1 B4 * a * 1 2 0~ * % *
car |— 2 £ (X.,y )-J fo(x,y )YE(x)dx]| € |~ z (f. X.,y)-f  (X.,y ))‘
n j=1 n, jin HJ( n, n . In =1 n,"j’n" n,"j'n
R T J £ (e, YD E(x)dx | + lR FG(E G,y )-f (x,v))dx
- vy - s X)dx s - X,
n =1 n, j’'n IRk n, n k n, n’ n, n

v % % * 1 2 % * % *
€ 2 Sup |fn Gy )-£ (X,Yn)l + |; N £ (Xj.Yn)-J k Ep Gy ) EGO)Ax
2 2 R 2

x 2 j=1

par un raisonnement analogue a celui utilisé pour l'expression (P2) dans la

proposition 2.1. nous obtenons :
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v
* * * * 1 K
f X.,y.) - J £ (x,y ) £(x) dx| s—5— -

ny e RE % : (yn)k |Det S

1 n
=l

) Sup an(x)—F(x)I
J

X

1 |1/2
n

2
) ) " * * * * *
implique que Sup |f_ (x,v.) - £ (x,y.)| € Sup |f (x,v.) - £ (x,v )|
n n n n n n n
X 2 2 X 2 2

*

et d'aprés (1.3) (page 25), on a V@ﬂ € ]0,1] Sup ]fn (X,Yn) - fn (x,yn)l
X 2

VK

Y

par ailleurs le fait que f (x,v) = £ (x,7) p.s. Yy e (0,1] ,
*
n

1

est inférieure a —
k

v |Det S_|
n n

» . *
73 Sup IFn(x)—F(x)] donc, en utilisant y_ 3 En,V% ,

on obtient :

n 3V

1 2 ’E ( * J N * K 1

- X.,y ) - £ (x,y ) f(x) dx| < Sup |F_(x)-F(x)]|
mogay M T JgkomytTe 5 Ipers |V2 x0T

ainsi les hypothéses faites sur En permettent d'avoir b).

Remarque : Dans le cas du noyau normal, H.J.BIERENS a démontré

o *
que Sup |fn (x,Yn) - £(x)| converge en probabilité, vers O , 1lorsque n
X

tend vers + «, Résultat obtenu 3 partir de l'uniforme continuité de fn x,v)
2
k .
sur R XJO,1] , on peut obtenir la convergence p.s., dans notre cas, en

imposant & K des conditions suffisantes de régularité par exemple : l'uniforme

continuité.
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CHAPITRE III

CONVERGENCE UNIFORME PRESQUE SURE D'UNE CLASSE

D'ESTIMATEURS DE LA DENSITE D'UNE LOI DE PROBABILITE.

I - INTRODUCTION. -

L'estimation de la densité d'une loi de probabilité dans ]Rk s k21,

par la méthode du noyau a fait l'objet de nombreuses études. La majorité'de
ces travaux, fait intervenir une fen@tre ne dépendant que du nombre d'observations,

ce qui n'est pas toujours réaliste et raisonnable (voir chapitre I).

L. DEVROYE et T.J. WAGNER (1980) ont proposé un estimateur 3 noyau dont
le paramétre de lissage dépend des observations et pour lequel, ils ont établi
les conditions de convergence uniforme presque siire, leur résultat a été élargi,
au cas ol la fenétre dépend des observations et du point ol 1l'on veut estimer
la densité, par CHAI GENXIANG (1984). Dans ce chapitre on se propose de généraliser
ces résultats & une classe d'estimateurs beaucoup plus vaste que les deux précé-
dentes et comme application on donnera des résultats de convergence, concernant

des estimateurs connus.

Soit (X.)

121 o une suite de variables aléatoires définies sur un
_"1-’

vas s N k e iz
espace probabilisé (Q,A,P) & valeurs dans R (k >1), indépendantes et de
méme loi a densité admettant une version continue, bornée f. On définit

l'estimateur de f en x € Bﬂc par

5=

n
£ G0 = 121 K(8 (0,%,X, @) [J_(w,%,X, )] 1
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- en est une application définie sur Q x ﬂg(x ﬂg( a valeurs réelles

vérifiant les conditions suivantes :

(c1) Pour P-presque tout w, en(w,x,.) est, quel que soit x ,
. . | . . . .
un homéomorphisme de IR a dérivées partielles continues dont le jacobien

est noté Jn(w,x,.) .
(cz) \/b{,i), Bn(.,x,Xi(.)) et Jn(.,x,Xi(.)) sont des applications

mesurables.

~ K est une application de DQ& dans R , intégrable par rapport a

la mesure de Lebesgue A osur BS et J R ak=1.

Dans toute la suite on supposera que ces conditions sont réalisées.

11 - CONVERGENCE UNIFORME PRESQUE SURE DE fn.—

On suppose que la fonction K vérifie les conditions suivantes :

. ez ca s < k .
i) K est une densité de probabilité sur TR , kz 1 , bornée, on notera

M2 = Sup K(y)

y
ii) K est Riemann intégrable.
On posera
. k N
L(t) = inf {u / 1[t’*m[(||s]|) K(s).s u, A .p.p.} ob ||s]]|= sup_ |sj|

+00
iii) J £ L) de < w .
0

N

En plus des conditions (c1) et (c2) on imposera a Bn et a Jn de vérifier

certaines des conditions suivantes :
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. -1 k
iv) P - presque slrement, pour tout y : lim en (w,x,y) = x , Vx e R .
n-—ro

v) P. - presque sfirement, on a :

Vs >0 sup (R / 3X@@O,R) N E (@) = 0] —> +

n->°

B, 5@ = x\:A B, s(00) 5 E o cGow) =y / IIG:(w,x,y) - x|| % &}

k

et A est une partie non vide de R,

vi) P - presque slirement on a :

) Sup ||9;1(m,x,y) - x|}l — o0
€A
Hyllsr

vii) il existe une suite de réels (Bn)n>1 telle que : Bn — 4+ ®© et

n-roo
. Py -1/2
P - presque siirement on a : Sup (|Jn(w,x,y)|) ¢{— Log n
k n
X,yeR
Remarques :
.o P . iy oz N k+§

La condition (iii) est réalisée dés que ||x|| K(x) — O

lorsque ||x|] = » , pour & > 0 .

Les conditions imposées 3 K ne sont pas trop fortes puisqu'on

~

ne lui impose pas d'8tre i variation bornée ou d'avoir une fonction caracté-

ristique intégrable, conditions souvent rencontrées (voir E. NADARAJA (1965)

et J. VAN RYZIN (1969).

La condition (v) est entrainée par la condition (vi), souvent plus

simple a utiliser.
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. .. . . k
Dans toute la suite A désignera une partie non vide de R .

Théondme 1.- Si la fonction K vérifie (i), (ii) et (iii) ,

en vérifie (v) ou (vi) et Jn satisfait (vii) . f est uniformément

. . k
continue, bornée sur R .

Alors Sup Ifn(x,w) - £(x)] Pp:s., 0 . (T1)

XeA -
La démonstration de ce résultat se fait 3 partir de 1'inégalité :

[£,000) - £G)| s £ (x,0) - g x0)] + [g &x,0) - £x)]

g (x,0) = J]Rk K(8_ (w,x,y)) IJn(w,x,y)| f(y) d)\k(y)

Sous les hypothéses faites l'existence de g, est garantie par le théoréme
de changement de variable (L. SCHWARTZ (1965) dont on déduit également

que :
-1 k
gn(x,w) = Jnf( K(y) f(en (w,x,y)) dA" (y)

Pour démontrer le théoréme 1, nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.-

i) 8i (i) est vérifiée alors Vx e ch gn(x,w) —— f(x) P-p.s. .
n>e

ii) Si £ est uniformément continue et (v) est satisfaite alors

swp |g (x,0) = £(x)] ——> 0 P-p.s.
X€EA n-e
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Démonstration du lemme 1 :

On note M1 = Sup f(x)
X

i) On a pour tout y € IRk et tout X € ]Rk

R £007 @,x,90) € M, .« K@)

P - p.s. pour tout w, ensuite la continuité de £ et la condition (iv)
donnent : K(y) f(6;1(w,x,y)) B:Sey K(y) £(x), 1le théoréme de convergence

dominée permet donc de conclure.
ii) Fixons € > 0 , soit S(e) tel que

-1
el < 80 —> 12 = £l <5 ([, 1kl a¥)
R

et R() >0 tel que : J (KRG d}\k(y) « e .

[yl 1>RE) 4M,

Soit Q, de probabilité 1, sur lequel (v) est vérifide et w € Qo ,

il existe N(g) tel que :
n2 NE) => A BORE) NE 6)) =0

. k
Soit xe¢ R , on a :

g, (xo0) - £ = |j LK) [ @) - 1G] ax ) |

= |

< £+ J K5 [£&) - £6 w,x,y))] a¥@)

2 E (x,0) "
n,§(e) "’

d'ott sup |g (x,0) - £G)] s 5+ 2 M, . k| &k

xeA En (S(e)(w)
S%+2M1.J kK| a*@) cec.m

Hyll=RG)
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. . k S .
Lemme 2.- Soit K une fonction de 1R , positive, bornée et

Riemann intégrable. Pour tout n, §, ¢ > 0 il existe une fonction :

a, 1, x), VXele
1 E.

K*(X) =
i=1 i

1

I ~12

1 Gyseee,0y  sOOE des réels positifs
2) E1""’EN sont des pavés ouverts, disjoints, de \:— 0, p]k
*
3) K (x) € Sup K(y) = M, Vx e IRk
y
*
4) K (x) ~K&®)| sn sur [~ p,p]k n p°
" T k
5) DCBC U Bi ot les Bi , 1€ 1,M sont des pavés de [— D, p]
i=1

et M) < 6 .

Pour la preuve de ce lemme nous renvoyons a L. DEVROYE et

T.J. WAGNER (1980) (lemme 3 pages 67-68).

1
Lemme 3.- {de SCHEFFE : cf. BILLINGSLEY p. 223 .

Pour toute mesure signée u de masse totale nulle sur un espace

mesurable (X,M) on a :

o] &) =2 . Sup [pE)]
EeM

ot |u| est la mesure de variation totale de u .
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Notations et Remarques :

On note : A1 la g-algébre engendrée par les ouverts de E&'.

F la fonction de répartition associée 3 f et u la

mesure correspondante .

F la fonction de répartition empirique , My la mesure

associée.

* —_—
Ej’n(x,w) = {y | en(w,x,y) € Ej}’ je 1,8,

(les E, sont définis au lemme 2)
J

{y | 8 (x5 ¢ [- psp kyC

W

C1’n(x,w)

C, Fw) ={y | 8, (w,x,y) € - p,p]k n %}

C3’n(x,w) = {y | o (w,x,y) e D}

Bn(X,w) = {y I Sn(w,x,y) e B} .

N.B. : L'application en(w,x,.) étant, pour P - presque tout w et tout X

*
un homéomorphisme de E&' les ensembles Ej n(x,w) sont des ouverts de ch.
t

Preuve du théoréme 1 : On a

£ (xw) - f(X)IZS £ G0) - g (0| + Ign(x,w) - £

or d'aprés le lemme 1 Sup [gn(x,w) - f(x)] —> 0 P - p.s. , il suffit
xeA -0

donc de montrer que Sup Ifn(x,w) - gn(x,w)] —>» 0 P - p.s. (T2)
XeA n--e
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la démonstration de ce résultat va se faire en trois étapes et est essentiellement

basée sur le lemme 2. On note

I1’n(w,X) = J]Rk [Jn(w,X,y)| k(e (w,%,y)) = K*(en(w,x,y))l dF (y)
I, o) = IJ]Rk |3,y | K56 (w,x,5)) dF@y) -
*
J]Rk |Jn(w,x,y)l K (en(w,X,Y)) an(y)I
I3’n(m,x) = J]Rk IJn(w,x,y)i |I(*(6n (w,x,y)) - K(en(w,x,y))l an(y)

pour tout x danms A et tout « dans Qo on a :

I~

[£,660 - g Gow | € L1 w0

i=1

] i w w W .
Majorons successivement Ii,n( »X) IZ,n( ,X) et I3,n( ,X)

i N
@ Sup 11 n(w,x) < % Sup I1 n(Uo,x) ol

xeA i=1 xeA 7’
1 *
I (,%) =f 1@, [ RE @,x,7)) - K (6_(0,%,5))] dF ()
s n
C. (x,w)
1,n
Sup 1] (u,%) € Sup J 19, @3] K@ w,x,y)) dF(y)
x€A ’ X€A C1 n(x,uu)

*
car si y € C1 n(X,w) alors en(w,x,y) € ([- D,D:]k)c et donc K (en(w,x,y)) =0 .
E]

2 k
Sup I1’n(w,x) £n M1 (20)" .

XecA

En effet d'aprés le lemme 2 -4) on a :

6, wx,y) € [- 001N p¢ —> [K(®_@,x,y) - K'C_@,x,y)] <
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par conséquent : Sup If n(w,x) £n . Sup { lJn(w,x,y)l dF (y)
xeA xeA JC2 (x,w)
. »1
or J |J (w,x,y)l dF(y) < M, . f lJ (w,x,y)| dy
C (x,0) ! C (x,0) O
2,n"? 2,n 77

< 19 Gw,x, )| dy < M, . A ([o,0]") < M1(2;>)k

v, .
{y:0_(w,x,y)e[~p,0]"}

car d'une part pour tout « et pour tout x dans IRk on a :
k c k

{y 2 8 (u,x,y) e [p,p] " ND}IC {y : 0_(w,%,5) ¢ [-0,0]"}

et d'autre part le théorgme de changement de variable nous permet d'écrire
k k
A ([—p,p] )= J e 19 Gx,y) | dy .
{y:en(w,x,y)e[—p,p] }

3
Sup Ii’n(w,x) < 26 M1 M 9

xeA

*
En effet d'aprés le lemme 2-3) V2 e IRk K (z) €M, ce qui implique que pour

2

P - p.s. tout w et pour tout x dans A

I? (w,x) £ 2 .M, . J I (w,x,y)| dF(y)
,n 2 c (x,0) n
3,n7?
S2M, M . Jc - 13, w,x,)| dy
3,n7?
<2 M, u 25D < 26 M, M, (Leme 2 - 5)) .

N
® sw Iz’n(w,x) < Sup [2 o j N IJn(w,x,y)l (dF(y) - an(y))|
X€A xeA j=1 Ej n(x,uu)

s

*
ceci par définition de K , (lemme 2 - 1)).

==> Sup IZ,n(w’X) < N. M2 . S\fp |J % |Jn(w,x,y)| (dr (y) - an(y))l
XeA x€A, je1,N Ej n(x,w)

3
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or
L -1/2
|J . [9_(w,x,9)| (@F)-dF_(y))] < (Bn . —"%) } J . |dF _(y)~dF (y) |
E. Xy w) \ E. (x,w n
j>m j,n
< (Bn Loﬁ n) . J K Ian(y)—dF(y)l
R
L -1/2 : 1
= 2(6n —"—g~—“—) . Sup |J (dF_(y)-dF ()| (lemme de SCHEFFE) ,
n n
EeA1 E

on obtient donc :

/
L
Sup I, (u,%) €2 .N .M, . (sn ——"—ﬁ—n) . Sup |p_(E)-p(E)]|

xeA EeA1

3 .
‘ i
(:) Sup 13 n(w,x) < 2 Sup I3,n

xeA ? i=1 xeA

(w,x) avec :

Ii’n(w,x) = J IK(en(w,x,y)) - K*(Bn(w,x,y))l |Jn(w,x,y)] dF_(y)
Ci’n(x,w)

(:> en procédant de la méme facon qu'en (:D on obtient :

) ,
Sup I3 n(w,x) < Sup J K8 (w,x,y)) |J (w,x,y)| dr_(y)
, n n n
xeA xeA ‘C (x,w)
1,n
-1/2
@ Sup 2 (w,x) €N M (Zp)k + 2n{8 Log n Sup ju_(B)~u(E)]
3,n 1 n n n
X€A EeA1

car d'aprés le lemme 2 - 4) si On(w,x,y) € [jp ,ﬁ]k N o alors

K8, (w,%,5)) = K*(0_(0,x,y))] 0,

d'ou :
2
Sup IS (w,x) s n . Sup f 9 (w,x, )| &F ()
x€A 3;n n o

J
x€eA Cz’n(x,w)

d'autre part, si c; n(x,w) désigne le complémentaire de C1 n(x,w) alors on aura
> b ]
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k
02 n(x,w)(: C; n(x,w) » pour tout w et pour tout x dans R , par
2 st

conséquent :

|3 (w,x,y)| & () s J |J_(w,x,y)| dF_(y)
JCZ,n(X’w) n o C;,n(x,w) n n
s[ 3 (w,x,y)| dF(y) + IJ 13, @,x,3) | (@F_(y)-dF ()]
C; (x,w) o c!  (x,w)
,n 1,n
ensuite J |3 (w,x,y)| dF (y) < M, . J |J (w,x,y)| dy
¢y Gow) P 1 {y:0_(w,x,y)e[-0,0]*} ©
,n n
M Ak([;o,o]k) N M1(Zp)k
et
I[ 13 (w,x,y)| (dF (y)-dF(y))| ¢
JC; (x,w)
,n
-1/2
g, Logn . j [dF (y)-dF (y) |
n n C' (X w) n
1,n"?
-1/2
£2. (sn 5‘35—“) cswp Ju Ep@E] , da ©).
EeA

1

3
@ Sup I (w,x) € 2 M M

L -1/2
3, §+ 4 MM, (Bn —5%%J1) / Sup Iun(E)-u(E)[
XEA

EeA1

2

*
en effet d'aprés le lemme 2 :IK(Sn(w,x,y) - K (en(w,x,y))l £2 M2 .

Donc :

Ig,n(w,X) £ 2N, . j [Jn(w,x,y)l dF_(y)
Bn(x,w)

<£2M J I (w,x,y) |dF (y) + J [J (w,x,y) | (dF (y)—dF(y))I}
2{ B_(x,0) ° B (x,u) n
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M
or Bn(x,w) = ;:i Bn’gx,w) ol Bn,gx,w) ={y / Gn(w,x,y) € Bi}
d'ou
J |3, (,x,y) |(dF ()-dF(y))| s M . sup_ IJ |3 (w,x,5) [(&F_(5)-dF ()|
B_{(x,w) jel,M ‘B, (x,w)
n n,J
L -1/2
<M. (B —95—2) . Sup |dF _(y)-dF (y)| (condition (vii))
n n vy n
jel,M ‘B_ . (x,w)
n,J
L -1/2
$£2 .M. (s —iﬁill) . Sup [J (dF_(y)-dF(y))| (lemme de SCHEFFE)
n n T
EeA1 E
par ailleurs'nous avons
J |3, %, 7) [dF () < M, J |3, @,x,y) | @)
Bn(x,w) {y:en(w,x,y)eB}

<M. . AS@) g5 .M

1 1

car Ak(B) < 8§ (lemme 2-5).
En regroupant les différentes majorations obtenues précédemment

on obtient : pour P-presque tout w 3

Sup Ifn(X,w)-gn(X,w)ls {Sup J IJn(w,X,y)[K(Gn(w,x,Y)) dF (y)
xeA : XA C1 n(x,m)

w

-1/2
§ + 2N . M, ( 2. Log n) Sup | un(E)—p(E)I

v 2 M @)  + 4 M il
1 1 n
EeA1

2
(13)

+ Sup J I (w,x,y)| R(8_(w,x,y)) dF_(y)

xeA ‘C, n(x,w) n n n

Bn Log n\~1/2

-———————) Sup lun(E)-u(E)l}
EeA

+ 2n+4M Mé] (
1

n
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On s'intéresse & la quantité Q (w) définie par :
9 n

Q (w) = Sup 13 w,x,y) | K(8_(w,x,¥)) dF(y)

xeA C1’n(x,m)

+ Sup

[J_(w,x,y)| K(6_(w,x,y)) dF_(y)
xeA JC1 n(X,w) n n n

Il est clair que lorsque K est i support compact, on peut choisir p de

fagon 3 ce que Qn(w) =0 Yeen , sinon par définition de L on a :

A pp. KG) g Lzl .

Donc (w) £Q W +Q (W) avec
Q n, n,
Q, (w) = 2 Sup J [Jn(w,x,y)l L(Ilen(m,x,y)l]) dF (y)
1 xeA C1 (x,w
et Q, (w) = Sup \J ‘Jn(w,x,y)‘ L(ilen(w,x,y)ll) (an(y)-dF(y))l .
2 xeA ‘C, (x,0)
, 1
Majorons Q, (w)
1
Nous avons (w) £ 2 M, Sup J [J_(w,x,y)]| L(]]e (w,%,9)| ) ay
Qn1 ! xeA /C (x,w) n n

1,n

or C, n(X,w) = {y/en(w,x,y) € [;p,p]k}c donc en posant z = en(m,x,y)
’

on obtient d'aprés le théoréme de changement de variable,

IJn(w,x,y)l L(Hen(w,x,Y)|]) dy = J L(||zl]) dz

jC1’n(x,w) ([fo,p]k)c

Par ailleurs d'aprés un résultat de L. DEVROYE et T.J. WAGNER (1980)

L L(t) dt .

+o0
L([2|]) dz ¢ 22 J £k
P

J([—p,ojk)c

d'ol Q (w) g 22k M ! L(t) dt

t
n 1

1 ‘0
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Majorons Qrl (w)
2

Pour cela on introduit un entier £ arbitraire et on pose

s.= G Blue) < LD s FLed e TX

J
- L L
Ty = (% %Z—-L(p) <L{|x[]) s L}= s, , jeTk
i=j
£
et CORE) Le g @ .
i=t j
ona: We ([—p,p]k)c lLdl=ll) - Lr@)| < %L(p) (*)
car L étant décroissante sur R _ on a [x]] > o == L{[x]|]) s L)

ce qui entraine qu'il existe jo e 1,£ tel que x ¢ Sj ou que L(||x||) =0 ;

j"1 S o

i xe 8 alors L'(x) = —>— L(p) et -JO—L() <L(]x|D s joL()
s € jo s Z P Z [& X s b

et on obtient : 0 < L(]|x|]) - L'(&x) g Lép) , d'autre part si L{]|x|]) =0

alors L'(x) = 0 et (*) est vérifiée.

Considérons la quantité :

Q. () = Sup |

| 13 @axa)| L1, @x,y)) W, ()= )]
2 XeA C1 n(X,w)

o} @ = sup ‘Jc 13 | 16, en) @, 6)-F 6D

2 XeA 1,1’1 ’
Qfl (w) = Sup J 13 G@,x, 9| |L(e, (w,x,¥)) - L' (8, (w,x,y))| dF_(y)
2 xeA C‘I (x,0)
8l
Q> W) = sup J 13 @w,x,9)] L' (0 (w,x,9)) = L8 (w,x,y))| dF(y)
2 xeA /C x,w)

1,n
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Une application de (*) nous donne :

Q2 @ + Q@ X sup J |9, @sx,9) | [4F (5)-aF )]
2 2 xeA 'C, n(x,w)
L 2LG) (Bn Log n)-1/2 (hypothése (vii)) .
S 2 ' n

D'autre part nous avons :

£
) = Sup ll¥§2~. 21 G-1 []S - |7 (.x,)] (an(y)-dF(y)]‘

2 xX€A i=
ol
S.(x,w) = {y : 6 (w,x,y) € S.} je 1,2
J n J
£
Notons Tj(x,w) ={y : Gn(w,x,y) € Tj} , jeT1,f, donc Tj(x,w) = U s, (x w)
i=j

le fait que les Si(x,w) ie 5:2 soient disjoints entraine que :

Y

L re-
) |3 @,x, ) | (@F_()-aF(y)) = § |} 19_(0,%,5)] (@F_(y)-dF(y))
n n n n
j=2 Tj(x,w) j=2 H=j ‘8. (x,w)
£
= 1 G-n J |3, (@, %,5) | (dF | (y)~dF (¥))
j=2 Sj(x,m)
£
= Y @G- J |Jn(w,x,y)|(an(y)-dF(y))
j=1 S. (x,w)
j
par conséquent :
Q1 (w) = L(Z_ Sup Z J [J (w,x,y)| (aF_(y)-dF(y))
b xeA ' j=2 T (x,0) N C (x w) O n
<O IJ 9_(w,x,3) | (@F_(5)-dF () |
x€A Tj(x,w) N C1 n(x,w) n n

jeT, X
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Enfin 1'hypothése (vii) permet d'avoir :

|3 (w,x,y)| [dF (y) - dF(y)]|
IJTJKX"D) Ne, G " n

<

<

(Bn Log n

)°”2 | | |
. dF _(y)-dF(y)
n Tj(x,w n

1
Le lemme de SCHEFFE nous donne :

1 Bn Log n\-1/2 | I
Q (w) £ 2L(p) . (———-——) Sup |u_(E)-u(E)| .
n2 ‘ n E€A1 n

En injectant ces nouvelles majorations dans (T3) on obtient :

sup £ (x,0) - g (x,0)] <
XeA ’

S B Log n\-1/
[2n (2p)k M, o+ 4 M, M, + 22k M, j ! L(t) dt + 2L(p) (-n—n——) 2]
P

Bn Log n\-1/2
+ 2N M, +2n+ 4 MM, + 2L(p)] (———7;————) Sup |un(E)-u(E)|

EeA1

. . Co s * %
£ étant un entier arbitraire, prenons-le égal 2 (1 +4£ ) oit £ est égal
8, Log n -1/2
-————————) , ainsi on aura :

3 la partie entiére de ( o

<1

(Bn Log n)-1/2

n

1
i

Ensuite fixons € > O ; et considérons vy(e) > 0 tel que :

. poo
J T L) de < % . % M1)_1
P
1) o > y() ==> et
L) < =

8

(ceci est possible grice aux conditions imposées & K).
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D'autre part n et ¢ étant quelconques, choisissons~les tels que :

(c2) § ¢ —=——— et ng ———

k
16 M, M, 8 M, (2p)

sous ces conditions (T4) devient :

(15) Sup ‘fn(x,w) - gn(x,w)l: se+a. ( —

Bn Log n)—1/2
XEA

sup  |p_ (B)-n ()]
EeA1

ol a=2NM +2n+4 MM

, 5 * 2L(p) .

p, 6, n étant fixés de facon i ce que (C1) et (C2) soient vérifiées,
le lemme 2 nous permet de fixer N et M donc aussi . Une application

de 1'inégalité de A. DVORETZY, J. KIEFER et J. WOLFOWITZ (1956) a :

Bn Log n\~1/2
a(—-n—-—) Sup lun(E)-u(E)l ,

EeA1

nous donnera @

Sn Log n\-1/2 6'2
Ye' > 0, Prie ———;—~——) ;ui ‘un(E)-u(E){ 2 g'}‘s g Exp (- ¢, =5 8, Log n)
€A, : a

o c et c, sont deux constantes, comme B, — la série de terme

n->ceo

T
. 2 e'2 . M
général exp(- <y —TT‘BH Log n) , est une série convergente, par conséquent
o

le lemme de Borel-Cantelli entraine que :

Ve >0 lim sup[Sup [f (x,w) - g (x,w)]|] s ¢ P-p.s. B
e \xeA O n
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11 - APPLICATIONS. -

On s'intéresse dans cette partie, aux applications du résultat précédent

a3 des estimateurs connus.

1°) Estimateur de P. DEHEUVELS (1977-b).

P. DEHEUVELS (1977-b) a défini un estimateur i noyau qui généralise
l'estimateur classique de Parzen-Rosenblatt ; comme étant égal 2
lDet Al n

—— ] R@& &X))

f (x) =
b n i=1

-

ol An est une matrice (k x k) inversible qui ne dépend que de n.
K une densité de probabilité sur ]Rk .
P . . . . . k
Théondme 2.- Si f est uniformément continue, bornée sur R

K est une densité de probabilité bornée, Riemann intégrable et telle

400
que J tk_1 L(t) dt < = ,

0 -2
n |Det A | ©
. s n -1 *
Si A vérifie +o et |lA ]| —=0
n n
Log n N>+ o
Alors Sup £ &) - fx)| &2 0
xeR Ry n-w
‘}.}[* désigne la norme matricielle subordonnée i la norme vectorielle ||.}|
i.e.
% Ha, =/l
| 1* = sup —2

x#0  |{x}|
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Pour prouver ce résultat nous allons montrer que fn fait partie de la classe
1

des estimateurs définis par (1) et que les conditions du théoreme 1 sont
satisfaites.
. . - k
Si on pose en(w,x,Xi(w)) = An(x-Xi(w)) Vi e 1,n , Ve € R ,V@ € Qo ,
alors fn s'écrira bien sous la forme (1), reste i montrer que les conditions

1
du théoréme 2 entrainent celles du théoréme 1 ; en effet :

. -1 * .
La condition ||A || -——> 0 entraine (vi) car W > o0
n e
sup, |10 woxoy) - x| = sw, a7yl s [1aZt* R our
Pk a X, ¥ Pk n y § - s P
xeR xeR :
Hyll<r [lyllsR
obtenir (vii) il suffira de choisir B, = L [Det An|_2, Vo> 1, puisque
Log n
dans ce cas
-1/2
Vo e a iug |J“(w,x,y)] = |Det An[ = (7? Log n) .
b

Remarque : En imposant 2 K des conditions plus fortes que les

ndtres, P. DEHEUVELS (1974) a établi le résultat suivant :

" Une condition nécessaire et suffisante pour que Sup ]fn (x) - f(x)l
X 1
converge p.s. vers 0O est que :

- K soit une fonction de Bgc dans IR , bornée et telle que j K dAk =1
et ||x|]] K&x) —— 0 , Ve > o
Hx]] —— 4=
. . k =1 *
- An soit un automorphisme de R~ tel que : ]IAn || —> 0 et
n->re

n |Det A I_1
n

Log n n>e
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2°) Estimateur de L. DEVROYE et T.J. WAGNER (1980).

L'estimateur de L. DEVROYE et T.J. WAGNER est défini par :

x - X.(w)
K ()

f (x,w) = !
n 1 hn(w)

2 a bW i
n

I~

ol hn(w) est une suite de réels positifs, qui dépend des observations
. — cL . i1 s k
Xi , 1€ 1,n et K est une densité de probabilité sur R .

fn est un cas particulier de (1), il suffit de poser :

en(m,x,y)=x_y s Vx,ye]Rk , Vweno, Vn21
h_(w)

une version du théoréme 1 pour fn est la suivante :

Théonéme 3.- Si £ est uniformément continue bornée sur ]Rk
si K vérifie (i), (ii) et (iii).
. ~ - . . .
Si hn(w) Puvesg 0 P - p.s. et s'il existe une suite de réels

positifs (Bn) telle que Bn —_—

nx1

n->o
n hrzlk(w)
et Vas1 — 2 > 3 P - p.s.
n
Log n
Alors Sup lfn (x,0) - f&x)| —— 0 P - p.s.
xeR 2 n-»e
Preuve : 11 est aisé de vérifier que hn(w) Pop.s., 0 entraine
noo

(vi) et que (vii) est assurée par l'existence de (Bn)n
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3°) Estimateur de CHAIl GENXIANG (1984).

CHAT GENXIANG a repris l'estimateur précédent et a considéré une

fen€tre qui dépend a la fois des observations et du point ot l'on estime la

densité,son estimateur s'écrit :

et de x

n
£ ) = —] @) ) R L - X @)
i3 n b (x,0) i=1 h (x,0)

& est une constante supérieure ou égale 3 1

hn(x,w) est une suite de réels positifs, qui dépend des observations

K est une densité de probabilité i support compact [—p,p]k .

£ s'obtient 3 partir de (1) en posant :
3
8 (w,x,y) = -2 (x-y) , Vx, y € IRk , Vw € f
n o
hn(x,w)

a partir du théoréme 1 on obtient :

Théoneme 4.- Si £ est uniformément continue bornée sur

K vérifie les conditions (i) & (iii).

Soit AQ_IRk tel que : Sup hn(x,w) -—> 0 P - p.s.

X€A n-o
et il existe une suite (Bn)n21 1B, 2 o , By —* =
N>
Inf (¥x,0) .« —2— 38 ,P - p.s.
n n
xeA Log n
Alors : Sup Ifn x,0) - f(x)| ~—— 0 P -p.s. .

x€A 3 n->w
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Preuyve : 11 suffit de montrer que les conditions (vi) et (vii)
e -1 hy G50) v K
sont réalisées,en effet on a : en (w,x,y) =|x - BT vyl y e R ,

ce qui entraine que

-1 1
b@ >0 Sup [[en (w,x,y) - xil‘s o R . Sup hn(x,w) ,
xeé X€EA
Hyll<r

d'ol (vi) ensuite par définition de en on a :

1

19, @y | = () .
hn(x,w)

2K Bn . Logn
la condition Inf (h7 (x,w)) = ———— permet donc d'avoir (vii).
XeA

Remarque : Ce résultat entrafne celui de CHAI GENXIANG, qui a

imposé a hn(x,w) la condition de Lipschitz suivante :

Vx ., V€ Bgc , Ihn(x,w) - hn(y,w)l < |lx-yl] , P - p.s.

condition qu'il fait intervenir lors de la démonstration de :

Sup !gn(x,w) - f(x)] Pp.s., 0
xeA n->

Nous signalons que, comme application de ce résultat, CHAI GENXIANG montre

la convergence uniforme p.s. de 1'estimateur du plus proche voisin.

4°) Estimateur de H.J. BIERENS (1983) (voir chapitre I1).

L'estimateur de H.J. Bierens s'écrit :

x=/1-2 %, -1~ DE_

n
1 1 -1/2
f  (x,0) = 2 K (S ( »
s n Yk |pet s |1/2 i=1 n Y

n n n
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ou Y, est une suite de réels appartenant a ]0,1], in est la moyenne
empirique ,
S est la matrice variance - covariance empirique de 1l'échantillon (Xi)ieT—E ,
E]

K est une densité de probabilité, de moyenne nulle, de matrice variance -

. . s . L. k
covariance égale a 1'identité de R .

Théoneme 5.- Si X vérifie (i), (ii) et (iii) et

t -
K XX Kx) dx =1 .

x K(x) dx = 0 J
R

J gk

. . . . . k
Si f est uniformément continue bornée sur R et admet un

moment d'ordre 1 noté u et une matrice de variance - covariance V inversible.

Si (Yn)n>1 est une suite de réels dans 10,1], telle que :
2k
noy
Yn — 0 et —_— 4 o,
n>w Log n n»

Alors, en supposant que l'on peut prendre pour A tout sous—ensemble compact

du support de la mesure de densité f, on a :

Sup [f_ (x,0) - £(x)| —— 0 P - p.s.
n
x€A 5 n>®
Preuve : Posons :
Ll x==ly - a - oD
8_(w,x,y) =S n n n
n s Xy n
Yn
d'ol IJn(w,x,y)|= ————*L———————-(V1 - Yi)k , on constate que l'estimateur

k 1/2
Yo | Det Sn[

? (x,w) défini par ¥ x,w) = 1 - yz)k f (x,w) , s'écrit sous la forme
ng ng n ng

(1). On a, par ailleurs :



Sup £ (x,0) - £(x)] ¢
X€A g

or la condition Y, — 0

n-—>o

(‘,/1 _'Yi)k Xe€A

entraine que
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1‘(/3‘Y2)k
L Sup f(x)
xeA

1

.

. Sup |¥n (x,0) - £x)| +

5 k

(¢1-Yi)

NGRS

(¢1-Yi)k

0 , donc pour

n->«

A
établir le théordme 5 , 1l suffit de montrer que fn (x,w) vérifie bien
5

les conditions du théoréme 1

1

9n (oyX,v) =
1- 2
Tn
d'oi VR >0 Sup |16~
n
XEA
liylisR
ou L, = sup , X,
X€A

Or par hypothése uy = J K X f(x) dx V= J
R

les ).
i’i=1,...,n

entraine donc que
s

R(w) BBy et

Par ailleurs soit

p.s. de Sn vers V assure l'existence de No : V% 2 No

donc

V% 2 N
o

X,y€EA

Enfin en posant

1(w,X,Y)‘X| | <

sup [J (w,x,y)] <

est définie par :

= -/ =D R -y s 2w oy

1-—/1-72

— G, + HE@ID v ——

; en effet 6—1
n

Kk (x-u) (x—u)t f(x) dx et
R

sont des v.a.i.i.d., la loi forte des grands nombres

g BP-s-

n

V , ce qui permet d'avoir (vi).

|1/2 > 9, 3 la convergence

S > 0 tel que |Det \
|Det S |1/2 >0 _ p.s.
n o

1 1 1

— . < P - p.s.
k 1/2 k
Y, IDet Snl 9, Y,
2k
2 B Yn
Bn =g on aboutit a (vii)

° Log n
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CHAPITRE IV

CONDITIONNEMENT SEQUENTIEL ET APPLICATION A I'ESTIMATION

DE LA DENSITE PAR LA METHODE DU NOYAU.

I - INTRODUCTION. -

A. BERLINET (1984) a étudié des propriétés des paramétres statistiques
qu'il a qualifiées de locales dans 1l'espace des observations, et a proposé une
technique qui améliore des estimateurs connus ; cette technique consiste a
conditionner par rapport a des statistiques qui ont de bonnes propriétés
locales. Nous avons repris ce principe pour définir le conditionnement séquentiel,
que nous avons particularisé a 1l'estimation de la densité univariée, par la

méthode du noyau.

It -~ CONDITIONNEMENT SEQUENTIEL.-

Soit (E,B,P) un modéle statistique, ol E est un espace topolo-

gique et B sa tribu borélienne. On considére une suite de boréliens propres

(8.)

;e A2ppartenant a4 B, pour Pe P et B e B on notera

P(P,B) = {Q : Qe P et Q

i

} ot P désigne la restriction de

c =P [ B

B

B
P a B.

Une statistique S est dite B-exhaustive si et seulement si
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V@ € P, S est exhaustive dans le modéle (E,B,P(P,B)). Intuitivement

on peut dire qu'une fois que l'on s'est fixé P o » une statistique

B
B-exhaustive résume l'information que l'on peut avoir sur P B i.e. ce qui
manque pour connaltre entiérement la loi P. On se propose, dans ce qui
n
suit, de définir une statistique I B.1 - exhaustive dans le modele
i=1

n 8n 'l . . sy s - . .
(8", B™, P’), qui nous servira & définir le conditionnement séquentiel
n

avec P" = 1'ensemble des probabilités de la forme @ Pi ol Pi € Pi
i=1
et Pi un ensemble de probabilités sur (E,B).
Remangque 1 :
n n
Si ('?1 Qi) a = (‘21 Pi) n . alors
= (n B * (1 B,
i=1 i=1
VieTn ol . =2 .
|B. 1Bi

en effet pour tout Ai € B, ie 1,n , tel que Ai C‘BE on a

n
EXEX ... XxEXA. x ,,.xEC(I B.)c ce qui entraine
1 i=1 1
que :
n n
® Q.(Ex Ex...XExA,x.,.xE) = @ P, (EXEx...XxExA xEx,,.xE) ==>
. 3 i . j i
i=1 i=1
QA =P (A => Q) =Py -
Bi Bi

Lorsqu'on considére le modéle ", Ben, P") on a donc
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Soit (X.). une suite de v.a.i. & valeurs dans (E,B). On
i“i=1,...,n

suppose que les Xi ne sont pas forcément de méme loi, le modéle est choisi

égal a3 E%,B% PYH oy P =

@3

~
]

—~

hes
o
o]
™
~
—
]
rt

Pi est une
i

famille de lois de probabilités contenant la loi de Xi , i€ 1,n , Pi est

dominé par une mesure positive p o-finie.

Proposition 4.1.- La statistique § = (S1""’Sn) a valeurs dans

(E,B)Gn définie par :

S. =X, si X. € B,

i i i i
N . n
= x. sinon, avec x. ¢ B.
i i i
o Bn
est it Bi - exhaustive dans le modéle (En, B ,Pn) .
i=1
n
Démonstration : On doit montrer que V’e Pi e P! , S est
i=1
n on o n
exhaustive dans le modéle dominé (E , B , P(® Pi , I B.). Supposons
i=1 i=1 *t
. . n n n
que le loi de (X.,,...,X ) soit ® Q. e¢P(® P, , I B.) .
1 n . i . 1 . 1
i=1 i=1 i=1
On a alors, d'aprés la remarque 1, Vi e 1,n Q. =P, | . On note f
1[,¢C 1j_¢C Q.
B [B. 1
i
dq. ap,
. i . i - .
une version de -—— et £ une version de -—— , colncidant avec f
du Pi du Qi

c . . . .
sur Bi la vraisemblance au point (X1""’Xn) s'éerit

n
LX,,...,X ) = I f_(X.)
! Poge 0 d
o fq () = (fq @) IICIRRINCRY (5, ;) ey s x,))
i 171
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en utilisant la définition de Si et le fait que f 1 = f 1 ,

on obtient

n
L(X1,...,Xn) =1 (fQ.(Si) 1B_(si) + 1 c(si))
i=1 i i B:
i
n
x .H (fP.(Xi) ! c(xi) * 1B.(Xi)) ’
i=1 i B. 1
i
0 .8 n n
1'exhaustivité de S dans le modele (E°, B, P( ® Pi , I Bi)) résulte
i=1 i=1
du théoréme de factorisation. @
Remarque 2
a) Si les (Xi)i=1 n sont de méme loi alors la statistique S
T 8 én O
est encore exhaustive dans les modéles (En, Bon , P(P, T Bi)) et
n n s én i=1
", B, [P, M Bp]™h .
i=1
b) Si les (X,)._ sont de méme loi et Vi e 1,n B, =B
i’i=1,...,n i

On

alors S est exhaustive dans le modeéle (En, B™, P(P@n, Bn)) et on retrouve

ainsi le résultat de A. BERLINET (1984~-a).

Une facon classique d'améliorer un estimateur est, d'aprés le théoréme
de Rao-Blackwell, de le remplacer par son espérance conditionnelle par rapport
a une statistique exhaustive. Nous allons nous intéresser, plus particuliérement,
3 1l'application du conditionnement aux estimateurs i noyaux, séquentiels ou non,
de la densité sur IR , mais auparavant reprenons un résultat tout a fait

général dd a A. BERLINET (1984-a) p. VI-06 :

" Soit (Xi)i-1 o une suite de v.a.i. telle que : pour tout
FElyesey

i€ 1,n Xi est définie sur un espace probabilisé (ﬂi,Ai, Pri), de loi
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i
Qi inconnue appartenant & un ensemble Pi de probabilités sur - (R, B EJ’

qu'on désignera par P lorsque les Xi , 1€ 1,n sont de méme loi Q
et J: PP — R

n
8 Q — xﬂ(Q' 8Q,6.....8 Q)

i=1

un parameétre réel localisé (cf. A. BERLINET (1984-a) p. X-07) par un fermé

F (F # ), on se fixe une suite d'ouverts propres Ui , 1€ 1,n tels
n

que F soit inclus dans 1 Ui , et une suite de probabilités Pi € Pi , 1¢e 1,n,
i=1

telles que Pi(Ug) >0 .

On se donne un estimateur d'ordre n de la forme

Ki(Xi) s

3
~~
P
e
=]
S’
]
Il ~~13

i=1

n
du paramétre (8 Q.) , ol les (K.). T (qui dépendent ou non de n) sont
s=1 1 i’ief,n

des fonctions de TR dans R Pi—intégrables.

On définit S en posant Bi =U, , ie 1,n

i

n
Proposition 4.2.~ La tribu BS , engendrée par S, est I U, -
exhaustive dans le modile (H{i B 0’ Py et

R

n
iz1 [k, &) 1Ui(xi) +m (P)) 1U§<xi>]

est une version de

S . 1

E e L) = ———
0 (T(X1, ,Xn)) ol mi(Pl) JUC K; dp,
® i
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111 - APPLICATION A L'ESTIMATION PAR LA METHODE DU NOYAU.-

111.1. - Introduction et notations.

Les éléments Q de P sont supposés admettre une densité par

rapport & la mesure de Lebesgue X\, dont une version f est bornée et

Q
continue au voisinage d'un réel fixé x. On cherche 3 estimer fQ(x), pour

P 1 X-u
ue R et 1e€l,n on pose Ki(u) = hn KCTi:)

ou K est une fonction

A-intégrable.

Le voisinage U du point =x considéré est 1'intervalle x-H, x+H[

oli H est un réel qui dépend ou non du nombre d'observations n.

)

8i les observations (Xi i=1 , sont indépendantes et de méme
Slhyeaey
loi Q alors, avec ces notations, l'estimateur T(X1,...,Xn) de la proposition

N

4.2., prend la forme de 1l'estimateur a noyau fn(x) de fQ(x) et une version

BS
de E en(fn(x)) est
P
? 1 n X - Xj
L&) = — '2 K(h—) 1U(xj) + m(®) 1 c(xj)
n j=1 n U
N 1 X-y
oll m(P) = J KE=) £,(y) dy
P(UC) UC hn P
avec P une probabilité de P, telle que P > o.

L'apport de cet estimateur est que le voisinage U ne dépend pas forcément

de la fenétre hn , 1l généralise donc l'estimateur a noyau conditionné

proposé par A. BERLINET. On se propose d'étudier le biais, le risque quadratique
et la loi limite de ¥n , on s'intéressera ensuite & la loi du Log itéré de

¥n , lorsque hn = H , aprés cela on examinera le comportement asymptotique de
%ﬂ dans le cas ol fP est remplacé par son estimateur a noyau, en fait nous



- 71 =

avons obtenu la convergence presque slire, en moyenne et en moyenne quadratique.
Enfin on envisage l'application du conditionnement 3 l'estimateur i noyau
séquentiel, univarié, estimateur défini par P. DEHEUVELS (1974). L'étude du

cas multivarié sera faite ultérieurement.

111. 2, - Etude du risque quadratique.~

N
1°) Comparaison des risques quadratiques de fn(x) et fn(x).

Dans toute la suite les lois Q et P seront prises dans P,

le noyau K sera supposé {A} U P-intégrable.

Proposition 4.3.-

i) E fn(x)-E

Q K(y) fQ(x-hny) dy -

v c r 1
q fa) = @) L

| ‘
Q(ue) Y]~/ w/m [

5 )
P(U®) JJHm Hm [©

K(y) f,(x=h_y) dy}

ii) si m(®) = m(Q) alors E fn(x) = E ;n(x)

Q Q

Pour la preuve de cette proposition voir A. BERLINET (1984-a) page VI-13 ; des

corollaires 1 et 2 page VI-14 on tire la proposition suivante :
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Proposition 4.4.- Si K est de carré intégrable alors :
1 J
c
Q) ‘J-u/n 0/ [

RK@y) £ (x—hrl y) dy -

D OVEG -VEG > { 0

=
P ‘] ~H/h_,H/h <

3
K(y)fp(x-hny)dy]-{Q(U)[Q L

K@)t (x-h_ y) dy +
(UC)J] -H/h_,H/h_ ¢ Q" m

o
P J-u/n_,u/n N

K(y)f_(x-h y)dy:l + ZIJ R(y) £ (x-h y)dy}
P J-m mm [ ¢ °

ii) si m(P) = m(Q) alors :

REE
R R = an(x)-V'gn(X) - = {~

2
K™ (y)f (x-h_y)dy -~
by J]-—H/hn,H/hn[c Q n

1 [

2
(J Ky £, (x-h_y)dy) } 20
c _ (o Q n
Q™) ] H/hn,H/hn[

a
ol R, est le risque quadratique associé a fn(x), R celui de fn(x).

Remarques :

- La proposition 4.4. i') fournit une minoration de Ro - R tandis
que 1ii') fournit une partie de l'ensemble des éléments de P pour lesquels
on a diminution du risque quadratique, ensemble difficile 2 déterminer en

toute généralité,

- L'hypothése m(P) = m(Q) entraine que R = R et la quantité

R - R reste invariante si on remplace P par P' telle que m(P) = m(P').

Si K1 c #ai C(a € R) Q - p.s. alors R >R i.e. 1'amélioration est
U U

stricte.
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2°) Etude asymptotique du risque quadratique de 'fn(x).

La méthode du conditionnement a pour but une amélioration de l'estimation
a2 n fixé. Il est néanmoins important d'étudier le comportement asymptotique
du risque quadratique, il nous fournira des indications sur le choix de H ,

hn et éventuellement du noyau K.
a) Etude du biais :

Proposition 4.5.-

. .. c
a1) si |K| est A-intégrable, r = QU y/PUWS),s—o0, hn = o,

H/hnnTm:-) Ot€E), +0°].

Alors lim E ¥ x) = f (x)‘J K dx + f_(x) J K dx
meo 30 Q -a,a P J-o,al®

bl P

a2) Si les versions (f.) p admettent une dérivée d'ordre 4 en x la

Q'Qe

fonction K vérifie :

K est paire

le et leZ sont A-intégrables, pour 1i e 0,4

2 2 2 " 11]
Alors [EQ ?tn(x) - fQ(x)] =[1- fQ(x)] + hn[I - fQ(x)] [fQ(x) I, +r £500) ij
o4
n n 2 1 -
¢ 2 [0 Ty + v 5560 3,07 + Fa-£,00) (fé‘*)(x) I, +r fr(,4)(x) 3, J+ble (D),

ol I= fQ(x) 101 +r fP(x) JO1

et

k

k L L
I =J K(y)dy , J =J y K'(y) dy ,
ke J-u/n_u/m f' ke 1-u/b ,H/h e

ke 0,4 et £ e 1,2
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Preyve de la proposgition 4.5.

31) on sait que

K(y) f,(x-h y) dy

(x-h y) dy + r J

E. f (x) = J K(y) £
@ 1-#/n_,u/m [

- Q
J-#/n B/ [

Q
converge X p-p. vers K(y) f _(x) 1 (y) ; par ailleurs
g PP y Q :[-a,a[y P

f  étant continue au voisinage de x , K(y) fQ(x—hny) 1]—H/hn,H/hn[(y)

K@) £, (-xh ) 1]—H/hn,H/hn[(Y)I:s KGO My (ob M, = Sup £,(y))

y
le théoreme de la convergence dominée, nous donne donc ,
p ,
j K(y) fQ(x—hny) dy — fQ(x) K(y) dy
J-8/n_,8/n [ e J-o,a
n n
de méme on obtient : J R K(y) fP(x—hny) dy ————»—fP(x) J c K(y) dy.
1-8/h_,H/b_[ n->e 1-0,a
n n
Ensuite H = 0 ==> Q(Uc) E;;ﬁ-1 et P@WUS) Pewag 1 donc r v 1
d'ol
ling ¥ G0 = £ G | K dA + £_(x) J K dA
im xX) = X + x .
meo 301 Q J]—a,u[ P ~0,0
az) voir A. BERLINET (1984-a) proposition 8 page VI-18 .
Remarques :
x si J K d\ = 1 alors lim (B, f (x)-£,(x)) =
e QT Q

K dA» , par conséquent %n(x) sera asymptotiquement

(fP(x)—fQ(x))

' Jj—a,af
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sans biais si K dA = 0 ou bien si fP(x) = fQ(x) ; dans le cas

—

ot fP(x) # fQ(x) le biais asymptotique de %n(x) sera strictement plus

petit que |fP(x) - fQ(x)l si et seulement si IJ K dx < 0 entraine
-a,0

que (ii: EQ ?n(x) - fQ(x)) et (fP(x) - fQ(x)) sont de signes contraires,

ce qui peut présenter un intérdt si om veut construire les intervalles de

. ~
confiance pour fn(x) .

k% Nous avons supposé que H dépend de n et tend vers O lorsque

n o car si H ne tend pas vers O il existe un réel B et une sous-—

. . . Y
suite (H_ ) telle que H 28, Vi , ce qui entraine que f (x) et
n n n
k k k
fn(x) coincident asymptotiquement puisque dans le cas ot B =+, U

contient A-p.s. toutes les observations ce qui est dépourvu d'intérét
pour nous, et dans le cas ot B € ]O , + m[ la quantité

; I
K(y) f,(x~h_ y) dy tend vers O lorsque n, =+ =,
pw®) ‘Fu/m_ ,H/Mm [C Py k
" ™

par conséquent, les observations qui tombent hors de U auront un poids

o
voisin de 0 i.e. fn(x) reste voisin de fn(x) .

k% La condition H/hn Prewad BT E), + 9] est parfaitement réalisable
on aura o =0 si H = O(hn) , 0=+ si hn = 0(H) , le cas
a € ]O, + w[ englobe le cas H = a hn s \/11 , qui & son tour généralise

le choix de A. BERLINET (1984-a) i.e. (o = 1).

b) Etude de la variance :

Proposition 4.6.~ Si K2 est A~-intégrable

limn h_ =+ o
n
n—>o
. ¥ .1 '
Alors : v ( n(X)) = —-f (%)

2
nh O J] -u/h_,H/h [

K" dx + 0(1/n hn)
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Preuve : On a :

k2 (y) £

1 a
vVE (x) - f_(x) (x-hny)dy

. Q J K% dx) Q
1/nh A nh 1—H/hn,n/hn[

n

J:| -H/hn,H/hn[
r

- f (%)

2
K°(y) dy - h [J K(y) £
¢ J]—H/hn,H/hn[ "]

2
(x-h y)dy] +
- Q" n
H/hn,H/h“[

K(y)£p Goh y)dy {—w

K(y)f_ (x~h _y)dy -
c J C P n
P(U") /] -H/hn,H/hn[

hn r J c
J-u/h_,0/h ]
[

2
J] —H/hn,ﬂ/hn[

K(y)f Q (x-h_y) dy}

Les hypothéses faites sur H , h_ , K

o , £ et £ permettent

Q P

de conclure. On se propose de déterminer les premiers termes du développement
n

asymptotique de l'erreur quadratique associée a fn(x) et d'en donner quelques

applications pour des noyaux usuels : normal, unité, Epanechnikov .

v
Le risque quadratique associé 2a fn(x) sera défini par

n v 2
R=1Y fn(x) + (EQ fn(x) - fQ(X))

Lemme 4.1.- 8i H—> 0,si f; et fQ admettent une dérivée d'ordre

4 en x . Alors :

r=1+ 2H(fP(x) - fQ(x)

+ 4 H2 fP(x) (fP(x) - fQ(x))

+ B> (8 £26) - 8 £,G0) f3G) + 3 Fp(x) - 5 £9G0)
21 (16 £ 60 - 16 1,0 B + 5 ) G
2 " - z "
- §-fP(x) fQ(x) 3 fQ(X) fP(x))
+omh) .
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Preuve : Par application de la formule de Taylor - Young a 1'ordre
4 on a
¢ outq-n 4
Vo, e P P (x+H) = F. (x) + LN (x) + oEh
1 Q Q .24 11 Q
1 1 i=1 1
ot F. est la f.r. associde &3 Q
Q, 1
d'ou :
c H3 3
® Q%) = 1-Q @ =1-2Hf (x)-= £ x) + 0@)
1 1 Q 3 ‘a
donc
. 1+ 2H £ (x) + 4 H2 fz(x) + H3 (8 f3(x) + 4 f"(x)]
c P P P 3P
P(U)
4 14 4 4
@ +H [—5 fP(x) fi,'(x) + 16 fP(x)] + 0@

Enfin en effectuant le produit de @ par @ , on obtient le

lemme 4.1.

I1 est facile de déduire du lemme 4.1, le développement de
y
[EQ fn(x) - fQ(x)] et du risque quadratique en fonction des puissances de

H et h. Nous allons voir en quoi cela consiste pour des noyaux usuels.

Applications
1 ~y2/2
a) Noyau normal K(y) = — ™7
VZn
—
Lemme 4.2.- On a :
Io1 = - exp(--HZ/(Zh?’))]”2

-
1}

2 2 1/2 2H 2 2
= ([0 - exp(-H"/(2n"))] - = exp(- H°/(2h%)))
21 hv2nw

I = 1= Iy
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3

1. = - 2 exp(- B2/ (20)) [H— - 9§] +3 (1 - exp(- B/ @2
41 Nors h3 h
1 =3 7 Ay
I, = —= - (1 - exp(- w2 /m2y) /2
2/
(H/h _
Preyve : On pose L = L e v /2 dy =—=> Io1 =
V21 /0
~rH/n (H/h _, 2 2
L2 =L J J e (y"+2")/2 dy dz
27 ‘0 0
avec le changement de variable y =1 cos @ on obtient :
z =1 sin ¢
H/h n/2 .2
21 J J re” 12 4r a0 = %-(1 ~ exp(- H2/(2h2)))
0

0

car

I, = [1 - exp(- w2/ 202y /2

et = > Jo1 =1-1

Kdia=1
f \

Par ailleurs une intégration par parties mous donne

I

20

o1~

~H/h

- h
Yoo 1 = (2p+1) I I e B /2]}1/
2P+2,1 2p,1 ‘/i?
2
= (2p+1) 1 - —— (H/h
(2p+1) Iy, 4 ( /n)%P
2 H 2 2
par conséquent 1 =1 - -2 = exp(- H°/(2 1))
21 01 /2—1Th
22 B+ ]
et 1, =31, -—%exp-u/@n") B+
41 01 Vo h 2
1
D'autre part J y2p RK(y).dy = (l)P (sz
R p:
Joq = 1-1,, et J4 = 3-1, -

exp (- B2/ (20%))

entraine que
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Pour 102 le changement de variable y = z/V¥2 permet de conclure.
Remarques :
; 1yp (2p)!
1) si H/h Puvesd 0 alors Ik£—+ 0 et sz’1 — (2) ol
n
par conséquent lim R = lim (EQ £ &) - fQ(x))2 = (fQ(X) - fP(X))2 .

n->oo n->o

On a donc intér@t a4 se contenter de la pré—estimation fP .

i m 1y 2p)!
2) si H/h == alors Jkl —> 0 et IZp,1 — (2) Y
et 102 — 1/2/7 .
. . v 2
Dans ce cas lim R = lim (EQ f (x) - fQ(x)) =0
n

nHo ne

. ~ €
ceci peut @tre obtenu lorsqu'on prend H = h avec € < 1

3) si H/h oy e]o, + »[ alors on obtient
1im R = [1 - (1 - exp(~ a2/2))1/2] (fQ(x) - fP(x))2
n-»e«

ceci incite & suivre la démarche suivante :

- se fixer un o assez grand, afin que le terme (1 - (1 - exp(—a2/2))1/2)
soit trés petit.

- remplacer H/h par o dans Iij et Jij , ce qui permettra d'avoir
un risque quadratique plus simple & minimiser.

b) Noyau unité K(y) = 5% 1[}a a](y) ol a>o0
s

Dans ce cas on doit imposer & H/h de vérifier H/h < a , V% ,

a
sinon fn(x) = f(x)
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Lemme 4.3.- On a :

L | -1.-1 H
o1 =3 % Jor=1'" 3%
3 3
- = (3 _H
L1 =33 3 Jp1 =35 (a ha)
1 —_Li J —...1_. (35 _EE.)
41732 5 41 = 3a 3
1 H
To2 7h

Démonstration : immédiate.

Remarques : Dans ce cas il n'est plus question de faire tendre

H/h vers un a € [a, + «ﬂ , reste donc deux cas.
a) H/h o 0 voir remarque cas normal .

b) si H/h o= o< a alors iii R=(1- %)2 (fQ(x) - fP(x))2 .

Donc si on se fixe un  treés voisin de a et on remplace H/h par o dans
Iij s Jij alors on peut espérer obtenir, asymptotiquement, un risque quadratique

voisin de O , dont l'expression est plus facile & minimiser.

¢) Noyau d'Epanechnikov. K(y) = i%-(1 - y2/62) 1[78 B](y) s, B>0.

Pour ne pas avoir fn(x) = %n(x) , H/h doit vérifier : H/h < B, V% .

Lemme 4.4.- On a :

Io1=§§é %(1_%(8_11};)2) Jor = 1~ Toy
Iyy = 2%;‘ @’ % "15'(?3%)2) I21 =.Esi - I
L5 @ G- 76R) AEE SRR
Lo =75 [0 -3 (%)2 ‘3 (TSHTn)lj

[o]
™
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Preuve : immédiate.

: nsta el I.. et J,. associés au noyau
Remangue On constate qu es ij t ij Y
d'Epanechnikov et ceux associés au noyau unité ont la méme forme, par conséquent
leurs risques quadratiques ont un méme comportement asymptotique. Ce sera
d'ailleurs la méme chose pour tout autre noyau symétrique & support compact

et coincidant sur ce support avec un polyndme de degré quelconque.

Conclusdion : A partir de ces trois applications on constate que
le risque quadratique de l'estimateur conditionné est beaucoup plus difficile
a3 étudier que celui de l'estimateur de Parzen - Rosenblatt, estimateur pour

lequel on obtient un risque quadratique en O(E%-+ ha), en imposant a K

d'8tre pair, A-intégrable, J Kdx =1, J K2 d\ < » et d'avoir des moments

d'ordre 4 finis, alors que pour l'estimateur conditionné on doit imposer

des conditions du style : J' Kdx =1, J -cK dh» =0
1-8/h,8/0[ J-8/h,0/0 ]

afin d'avoir un risque quadratique facile 3 minimiser, ce qui, par ailleurs,

impose au noyau K de dépendre des quantités inconnues h et H.

Y
111.3. - Convergence presque - compléte de fn (x).-

o
Nous allons établir une condition suffisante pour que fn(x) converge

- y
presque complétement vers f_(x) = lim E fn(x) , sous 1l'hypothése que £

Q e @

et fP appartiennent & P et que K est un noyau d'intégrale 1.

Q

Proposition 4.8.- Si fQ et f, sont majorées par M

et J Kdi=1, J K2 dr < o

1

K est borné par M

2
V% >0, 2 Exp(—nshn) < 4+ o
nx1
Alors %n (x) B=C2-, EQ(X) .

n->o
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Prewve : On a ?n(x) - 'f'Q(x) = (%n(x) - £y }‘n(x)) + (5 ?n(x) - EQ<x))
Q(%H(X)) - EQ(X) converge vers 0 , il

Y
suffit donc d'établir la convergence p.co. de fn(x) - E

par définition de EQ(X) » le terme E

Q %n(x) vers O.

Pour cela posons

x-X.
K (X)) = E:T{K( ) 1y &) - J REGD £,0) day
n n n U n

. REY) £ (y) dy (—— 1 (X.) - r)}
JUC b o R P uv¢ ?

avec U=]x—H,x+H[ et r = ———=

- ny
5,00 = £ () - Eg ?n(x)

]
o1
S
o~
]
L]
-
~

L'inégalité de Hoeffding va nous permettre de majorer Pr(§n(x) e ),
en effet : si (Y ) est une suite de v.a. indépendantes, centrées et

n'n21

majorées par un réel b > 0 , alors pour ¢ € ]O,b[

2

* - ne - bey _
(*) Pr(s 2 me) < Exp(- 5 (1 + 42 Log(l +02) 1)
n n
ol S, = 1 Y et =17 Yi
k=1 0 op=t

Donc si on remplace Yk par n Rh (X,Xk) alors on aura bien des v.a.
n
indépendantes centrées telles que :

*Xy

h
n

Ve e 5 ln B 30| € |- k¢
Khn X h_

1 X=.
)1()-—{K(——)f(y)dy|
v % R ) 557 fo

+(I1 C(xi)—Q<u°>|)—‘— IJ « KGED £,G) dyl
U n

C
U th(U )
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N K(}:—X“) 1y &%) - E‘—J KD £0) dy | e
n n n°’y n n
2 M2
et |1 (X)-Q(U)|| CIJCK( )f(y)d}'| §
h P(U ) i) n th(U )
| [Pt
donc n K (x,X)]| < 1+ ) , par ailleurs on a :
I(hn xk hn P@®)

1

X+H
P(UC) =1 —J fP(y) dy 21 -2M H 2% pour n assez grand car H —~> 0

x-H n->e
L 6 M,
par conséquent in K (x,Xk)| S5 = b,
n
, 2 1 ¢ — 2
d'autre part nous avons : ¢ = 5 ) n K (X,Xk))
k=1 n
= EQ(n I_(—h;(x,x1))2 =n Var(fn(x))
2 1 J 2 x-y c 1
==> g% = — K(—)f(y)dy+Q(U)(—————j R &Y )f(Y) dY)
w2y P Q h P Ju°

- %J RED) £50) dy + rJ  KEL) £,6) ap)?
U n [ n

d'ou

Q
A

1 J X~ 2
- K’ ( ) f (y) dy + —Et (J REGL) £,(y) dy)
hi U n’ P(U%) i h,~ P

en utilisant 1'inégalité de Schwarz on obtient

X~ 2 2
(JUC x(ﬁ) £, ay)° < J e n) dy JUC £2(y) dy

i

M
. 2 1 U 2 x~-y J 2 x-y :}
=> g g — K°(CG) dy + r K™ () dy
hrzl 1 =~-H,x+0[ By Jx-H,x+1[¢ b
M
1 J 2 1 2
< — K (y) dy + J K™ (y) dy
by I-#/0 ,u/m [ P(U®) ]-H/hn,ﬂ/hnLC
M
sﬁl.B.(1+ 1C) ol B=JK2dA
n P(U)

’
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2 M 2
.. 2 .. . .
ainsi ¢ £ i ! . B , ce qui implique que le terme %— ,» de l'inégalité
n €
M1 B
de Hoeffding, est majoré par T par ailleurs la fonction
2
1 . ..
h(u) = (1+u) log(1 + ;) - 1 est strictement positive et décroissante
sur ]0 , + w[ , donc
2 M. B 3 M, e
g bey _ 1= 2 5.
(1 + be) log(1 + 2) 12 (1 + M E) Log(1 + R ) -1
o 2 1
=c>0

1'inégalité (*) et les hypothéses faites sur hn entralnent donc que

h
Pr(ISn(x)l 2 €e) =exp(~-mne. c. g_ﬁg)
et
2 Pr(lgn(x)] 2 E). L ® i.e. §n(x) pral-C)oC:. 0 . .

nzl

111.4. - Etude de la loi limite.-

Dans ce paragraphe, nous commengons par reprendre un résultat de
J. AKONOM (1978), concernant la loi limite d'ume classe d'estimateurs de la
partie continue d'une densité de probabilité ; résultat que nous avons légérement
modifié et auquel nous avons donné une seconde démonstration. Ensuite nous
avons établi les conditions sous lesquelles une vaste classe d'estimateurs
conditionnés, qui contient notamment les estimateurs a noyaux, les estimateurs
splines, les estimateurs par les fonctions orthogonales etc ..., converge
en loi vers une v.a. normale. Enfin en application nous avons donné une

"\

condition suffisaqte de convergence en loi de fn(x) et de fn(x) (définis

page 70).
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I11.4.1. - Loi limite de la classe d'estimateurs de J. BLEUELZ.

J. BLEUEZ et D. BOSQ (1976) ont défini une vaste classe d'estimateurs
de la densité d'une loi de probaﬁilité, classe qui contient de nombreux estima-
teurs classiques : estimateurs 2 noyaux, estimateurs splines, estimateurs par
les fonctions orthogonales etc ... ; J. AKONOM (1978), a repris cette classe,
pour estimer la densité de la partie continue d'une proEabilité mixte
et a établi une condition suffisante pour la convergence en loi, nous allons
reprendre ce résultat, avec quelques légeres modifications, mais auparavant

fixons quelques notations :

Soit (Q,A,Pr) un espace probabilisé, (E,B,u) un espace mesuré
ou E est un espace topologique, B sa tribu borélienne. On définit une
v.a. X sur (Q,A) et a valeurs dans (E,B) ; dont la loi P admet une

X
dP

densité rm par rapport &4 p (dont une version sera notée f).

On considere un échantillon (X1""’Xn) de la via. X et I une
partie non bornée de R, ; on se donne une famille (Kr(x,t), rel) de
fonctions réelles mesurables 3 deux variables (x,t) € E x E, 1l'estimateur
de f(x) défini par J. BLEUEZ est donné par : fl(x) = %»j§1 Kr(n)(x’xj)’ x € E

ou r(n) eI et r(n) —> + = .
>0

Dans toute la suite pu sera supposée non atomique et o désignera
un nombre strictement positif attaché a la famille {Kr(x,t), r € I}. Nous
utiliserons les hypothéses suivantes :

I) f est bornée, on posera M1 = sup f(y) ,
y
I1) Vx € k&, J Kr(x,y) f(y) du(y) existe ,
E
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I11) Vx e E ’ E]Aé(x) > 0 tel que pour n assez grand

—— Var(k (x,X,)) < A, (%)
r %) r(n) 1 2
1v) Vx e E s 3A3(x) > 0 tel que pour n assez grand

JE IKr(n)(x,y)l3 du(y) € Ay () 2% @)

' (n)
n

V) — 0

N>

Nous verrons par la suite que ces conditions ne sont pas trés

restrictives et qu'elles sont vérifiées dans les cas usuels.

Proposition 4.9.- Si les hypothéses (I) & (V) sont vérifiées.

Alors :

£ - E £l
@D la v.a. converge en loi vers une v.a. normale

v Var fr11 (x)

centrée réduite lorsque n » = .

Preuve : Posons an = Kr(n)(x’xj) , jel,n ,nzx1

an est une moyenne de v.a. indépendantes de méme loi

=R
i ~—13

ainsi £ (x) =
n .

i=1

que Vn = Kr(n) (x,X)
(1) est équivalent a

1 1
£ (x) -E £_(x) c  _2
(1) Ve e R, 1lim Pr{n 1 n Sc}'=-—1- J eY/Z dy
n>eo U(fn(X)) V27 =

or d'aprés M. LOEVE (1963) p. 316 une C.N.S. pour que (1') soit vérifiée

est :

lv. -5 v |
(2) Vx»:>0, nPr{——E——P—ze\/ﬁ}——»O

g (Vn) n->w
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une application de 1'inégalité de Markov nous donne

- r{|vn -E vn| /_} Elvn - E vnl3
3 P{————---—> ¢ Vn }{ —sF77———
c(Vn) i 53 n3/2 03(Vn)

glv. -ev |3
n n

73 03 =0 , en effet en utilisant

il suffira de montrer que lim

n>o n (Vn)

1'inégalité
(a + b)3 < l;(a3 + b3) Va, b 3 0
nous obtenons

3 3 3
E[v, -EV |” 5 4(E|Vn| + |E v 1™

par ailleurs 1'inégalité de Jensen entraine que |E Vn|3 < Ean]3 ainsi

nous avons E|V - EV [3 < 8 ElV |3
n n n

3 _ 3
or e, = | Iy e 1) a)
$ M [ G, 13 duly)
R ML JCY R
< M1 A3(x) rza(n) » ceci d'aprés l'hypothése (IV)
Elvn -E vnl3 8 E|v_|3
nous obtenons donc < L

n1/2 03(Vn) /rTVVar(Vn)3

8 M, AL GO 2% (n)

1/2

a ¢ 3/2 . r3u/2(n)

Var(Vv_))
r (n) n

par conséquent
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Elv. -EV |
. n n .
lim /7 3. < lim -
n>e n o (V) n->oo (——— Vvar(v)))
n o n
r (n)

1 X (n), 1/2
32 ° G—;;—-) . 8 M1 A3(x)

quantité qui converge vers O 1lorsque n tend vers + ® puisque d'apres

1'hypothése (III) lim Var(Vn) < A2(x) et d'aprés (V) r*()/n — 0 ,
n» r (n) n-o

ce qui permet de conclure. B

Nous obtenons le méme résultat de convergence en utilisant le

théoréme central limite de LINDEBERG-FELLER et les hypothéses suivantes :
a) 3m >0 tel que V& eE f(y)zm

b) s§p |fn(x)| <+ o ol fn(x) = JE Kr(n)(x,y) f(y) du(y)

&) WxekE, 3A1(x) > 0 tel que pour r(n) assez grand dans I
sup ]Kr(n)(x,y)l < Ai(X) % (n)
y .

d) Yk e E s HAé(x) > 0 tel que pour r assez grand dans I

JE K2 ) @YD) @) 3 4300 @)

Proposition 4.10.- Si f , {Kr("')’ r ¢ I} vérifient les hypothéses

% ()
n

(a) a (d) et —> 0 .

N>

£ -
Alors la v.a, —m——————— converge en loi vers une v.a.

/Var(f;(x))

normale centrée réduite.

Preuve : Posons Tr(n),j = Kr(n)(x’xj) - fn(x), nz1, jet,n

et s = /n o {Kr(n)(x,x1)} .
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Nous avons [o(f1(x))]—1 {f‘(x) -f (x)} = A §
n n n s_ .

T .
n j=1 r@),]

4)

or Vn > 1 les Tr(n) 5 sont des v.a. i.i.d. de moyenne nulle et de variance
3

oz{Kr(n)(x,X1)} et d'aprés le théoréme central limite de LINDEBERG~FELLER

une C.S. pour que (4) soit réalisée est :

n
& VYes>o , L § 2 L ae—0 .

Nous avons
FE® KD = | K, (yy) £(y) duly) - E2(x)
r(n) 389 E r(n) sy y My n

> m Ay ) - 2

griace & 1l'hypothése (a).

L'hypothése (b) est le fait que r*(n) 5% t © nous permettent

->00

d'affirmer que pour n assez grand

P K,y X)) > 3 m AL ()

Par ailleurs 1'inégalité de Schwarz dans Lz(f.du) nous donne :

=2
fn(X) < JE Ki(n)(x,y) fly) duly) . JE £(y) du(y)

< 4, @)% (hypothese (c))

2

ainsi T .
r(n),j

<4 (A6 % ()2

(N

par conséquent en utilisant la définition de CI (6) et (7) nous obtenons :
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2
sup T .
rmad ¢4 a0 C@n? . 2
52 ! nmA' & rrm)
n 2
2
) 8 A1(x) (ra(n))
m AJ (x) n
donc ( T2 . dP £ sup T2 . Pr{]T dze s}
|7 |zes r(n),] r(n),j r(n),j n
r(n),j'" "n 9
e T o (Kr(n)(x,X1)
$ sup r(n),j 2 2
e” s
n
2 2
. 8 A1(x) o (Kr(n)(x,x1)) % ()
m A) () e2 n
r (n)
par conséquent (5) est vérifide puisque T o B
n>o

111.4.2. - Loi limite de la classe d'estimateurs de J. BLEUEZ conditionnés.

Afin d'obtenir une nouvelle classe d'estimateurs, qui localement
améliorent 1'estimation d'une certaine famille de densités, on se propose

d'appliquer la proposition 4.2, a l'estimateur f;(x).

L'échantillon (Xi) est donc, défini sur un espace

i=1,...,n
probabilisé (Q,A,Pr) de loi Q appartenant 2 un ensemble P, de probabilités

. ' R _ R
sur (R, Bm), la suite d'ouverts (Ui)i est réduite a U, =0, Vie 1,n
et telle que X € Un' On se fixe également une probabilité P ¢ P telle que

P(UE) > 0 . Une version de fl(x) conditionné par rapport 2 BS , est

définie par :

1oy o1 7
oo = 321 (R (qy GX) 150D +m ) (B) 1 (X))

U
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——1——-ch Kr(n)(x,y) fp(y) dy

ot m (P) =
r(n) P(UC)

On notera

Qu®)
P(U°)

* 1
£ G = EQ(¥n(x)) = {JU Kr(n)(x,y) fQ(y) dy + JUC Kr(n)(x,y) £,(y) dyl.

N

Avec des hypotheéses similaires a4 celles de la proposition 4.10. nous obtenons
*
e - £
la convergence en loi de ————————— vers une v.a. normale centrée réduite

ol )

nous imposerons a fQ , fP , {Kr("')’ r ¢ I}, r(n) , les hypothéses suivantes :

i) ﬂmo >0 tel que V& e U fQ(Y) > m,o

*
ii) sup Ifn(x)l < 4+ o,
n

‘e a
iii) 3A01(x) > 0 tel que ;zg lKr(n)(X’y)I < Aol(x) r (n) pour n
assez grand ,

. 2 o
iv) HAoz(x) >0 tel que JU Kr(n)(x,y) dy = Aoz(x) r (n) pour n
assez grand ,
y I
n

—_—
n->o 0

Proposition 4.11.- Si fQ B S {Kr("')’ rel}, r(n), nz21

vérifient les hypothéses (i) a (v).
Alors :
1 *
tleo - £ (x)

1 —+ N, 1)
ot )
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Preuve : Posons

0Ny *
¥y, = Koy CoXy) Ty +m () 1 () = £ ()

U

pour n2 1 et je 1,n

. .
s, = /EAU{Kr(n)(X,X1) 1U(X1) + mr(n)(P) 1UC(X1)}
d'ou
1 *
e - £ 4 rzl ¥
1, Ta L Tr(n), ]
c(%n(x)) Sy j=1
la condition de LINDEBERG-FELLER s'écrit :
n
1 N2
Ve >0 o5 'z N v Ve, 0
s- j=1 Y|V .|zes e
n r(n),j n
2 -
or o {Kr(n)(X,X1) 1U(X1) + mr(n)(P) 1UC(X1)} =

K2, y) £.y) dy + Q@S |—— | (x,y)E (y)d ‘- (£* 602
b @ ¥ Eoly) dy + Q y Koyt (y)dy aX

c c Kr(n
P(U7) JU

2
2 c 1
et JU Kr(n)(X,Y) fQ(y) dy + Q™) [;(UC) JUC Kr(n)(x,Y) fP(y) dy} 2

JU K oy (09D £ dy 3 my A, G0 @)

par application de (i) et (iv),d'autre part la condition (ii) et le fait

que 2 () —> impliquent que, pour n assez grand,
n->o

m
o] o
)(X,X1) 1U(X1) + mr(n)(P) 1UC(X1)} 5 AOZ(X) r (m) ,

2
o {Kr(n

. * o
ensuite nous avons fn(x) < Ao1(x) r (n) pour n assez grand

(®)
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et 1Eh00 Ry GoXp) &) + m ) (@) IRCRTERCIE @)

(il faut distinguer les 2 cas X1 e U et X1 e U%) , en regroupant

ces différentes majorations nous obtenons

w2

o 2
Vr(n),j‘ 3 4(A01(X) r (n))

et on achéve la preuve de la méme facon que dans la proposition 4.10. 1B

En procédant de la méme maniére qu'ad la proposition 1, on pourrait
*
'f;(x) -~ fn (x)
——————7—-————~-—+r+ N(,1) , & condition d'avoir :
o(?n(x)) o

montrer que

(ct) f  est bornée

Q

(c2) Kr(x,.) est Q, P-intégrable

c3) 7 A12(x) > 0 tel que :

lim Var{Kr(n>(x,X1) 1U(X1) + mr(n)(P) 1 C(X1)} < (%)

A
s ra(n) U 12

(c4) 3A13(x) > 0 tel que pour n assez grand
3 20
JE IKr(n) x,y)|° dy s A() £ (@)

o
(c5) E;jgll — 0
n-o

bien entendu x est un réel fixé, puisque nous conditionnons afin de

corriger localement ?;
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1. 4.3. - Application aux estimateurs @ noyaux.

1°) Estimateur & noyau de Parzen-Rosenblatt.

Comme cela a été indiqué précédemment, la classe d'estimateurs introduite
par J. BLEUEZ contient les estimateurs obtenus par la méthode du noyau, elle

correspond au choix d'une fonction K & une variable avec :
Kr(x,y) =r K(r(x~y)) , r =20

ol l'on suppose que E est un espace vectoriel sur TR , il suffit alors de

poser hn = 1/r(n) pour retrouver l'estimateur de Parzen-Rosenblatt.

Nous allons montrer que les conditions imposées a la famille
{Kr(.,.), r £ 1} dans les propositions 4.9 et 4.10 sont vérifides dans ce
cas usuel, en effet : en prenant a =1 1les conditions que doit vérifier r(mn)
s'écrivent :

h — 0 et nh —>»
n—>w n n-=o

ensuite pour que les hypothéses (I) a (IV) (p. III.3.1.) soient réalisées

il suffit de supposer que f est continue bornée et que ]Kli est A-intégrable,
avec i e 1,3 . Nous retrouvons ainsi le résultat de E. PARZEN (1962).

Quant a la proposition 4.10, elle est applicable dés que f ne s'annule pas

et est continue bornée et K est bornée, A-intégrable.

2°) Estimateur & noyau conditionné.

On se place dans le cas particulier o E= R et u = A la
mesure de Lebesgue sur- R , l'ouvert U est choisi égal a ]x—H, x+H[
ot H = H(n) est une suite de réels strictement positifs, on retrouve

ainsi 1'estimateur ?n(x) , défini page 70 ;
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-X
G— R(—D 1 (X ) +m ()1 (Xj))

=1
}{“(X) NS vt

I e~

3

1
=—JCK( )f(y)dy >

ol m_ (P)
n h P(U%)

afin que ?n(x) vérifie les hypothéses (a), (b), (c), (d) de la proposition 4.10

il suffit que

(*) f. et f, sont bornées continues au voisinage de x

Q p

f_ est non nulle sur un voisinage de X

Q

(**) |K| est bornée par M A-intégrable

2 bl

(*¥*%%) h — 0

o , n hn —® et Hn/hn —— y(e 0,+=])

n->o n->e n—>w©

En effet :

(a) est vérifiée d'aprés (*)

(b) l'est également car

c

o _1 -y Q) 1 X-y |
fn(x)-{EQ(gn(x)) =% JU K5 fQ(y) dy + -y % J KD £,00 dy}

existe et est borné d'aprés (*) et (*%),

vsup |4 RED] ¢ - u
xeR

D'autre part |K| étant bornée par ¥,

i.e. (c) est vérifide, enfin nous avons

2 ' s H
5 5 K"(y) dy . L'hypothe&se que I

1 - 1
=T
U h J-H/n,8/0[
converge vers un réel y non nul, positif, comibnée avec |K| A-intégrable
et bornée nous permet d'affirmer qu'il existe une constante B > 0 telle que

pour n assez grand on ait 1 Kz(y) dy 2 B/h i.e. 1l'hypothése (d)

h J] -H/h,H/h[

est réalisée (K est supposé non nulle au voisinage de 0). Enfin si on
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suppose que :

(a1) f et f. sont bornées et continues au voisinage de x

Q Q

(a2) K" est {A} U P-intégrable i = 1,2,3

(@3) h —> 0 , nh —>+o, H/h —>y e |0,+
nn_m nn_m n nn—)oo

alors les conditions (ct) a (c5) seront satisfaites et par conséquent la

convergence en loi de %n(x) est assurée,

I11.5. - Loi du Log itéré.-

P. HALL (1981) a déterminé les conditions sous lesquelles la classe
d'estimateurs de J. BLEUEZ vérifie la loi du log itéré, nous allons reprendre
ses résultats et les appliquer & l'estimateur a noyau conditionné qui correspond
au cas particulier U = ]x-h , x+h[ ou h est la fenétre. Auparavant nous

fixons quelques notations et rappelons le résultat de P. HALL.

n
On posera Sn(r) = 121 (Kr(x,xi) - E(Kr(x,Xi)))
2
Org = Cov(Kr(x,X1), Ks(x,X1)) R o, = 0.

ol {Kr(”')’ r ¢ I} est la famille de fonctions définie précédemment.

P. BALL a établi le résultat suivant :

Proposition 4.12.-

i) si {Kr(.,.), r € I} est une famille de fonctions & variations

bornées v
og w* (] 1ak_ ) w2
ii) si 3 — 0
n cr(n) Log Log n >
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%t (m) r (n) _
2

iii) si 1lim lim sup sup | 11 =0

>0 e m or(n)

ou le sup est pris pour les m tels que : Im—n] < en . Alors :

5, (x (@)

lim sup * =1 p.s.
n>e /. 2
2n Or(n) Log Log n

I

la condition (iii) peut se formuler comme suit :

iii') pour toutes suites m,n —> ® avec on a

=1k}

or(m)r(n)
2
Gr(n)

1

1>

, "
Ce théoréme est applicable 3 l'estimateur & noyau conditionné f

02 &) ,
a
obtenu & partir de fn(x) en prenant U = ]x—h R x+h[; car il fait partie

de la classe d'estimateurs de J. BLEUEZ, en effet l'estimateur conditionné

correspondant au cas U = |x-h, x+h[» s'écrit :

LY 1 n a .
b <2 ]k xpw
i=1 n
" 1 x--Xi x—Xi x—Xi 1
KD = o Ked) 19, (D) + 19 e eh) [ K(y)£. (x-h_)dy
Kn_S0X) = - S A 10 7 S RN pX-hy

avec K une fonction réelle {A} U P-intégrable, dans la suite nous

ny N
écrirons indifféremment Kh(x,X) ou Kh(x).

Proposition 4.13.- Sous les hypothéses suivantes :

(i1) fP continue, f continue bornée sur un voisinage de x et non

Q

non nulle en x.
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(i2) K est un noyau continu borné sur R et a variation bornée sur

]—1,1[ et tel que J K| < .

. - m h(m)
(i3) Vm , n —> avec —— 1 ona &y — 1
4
(i4) (Log n) 0
n h Log Log n mno>
Nous avons :
Yo -E ¥ 0 /T B
(LI) lim sup # n2 Q n2 v fQ(x) J K2 dx
N /’ Log Log n p.s. -1
2 —_—e o
nh

- n
Preuve : Posons Kh(xi) =h Kh(xi)

et Sn(r) = Sn(h) =
i

I ~10

(l_(h(x’xi) - EQ(I-(h(X’Xi))
1

‘rm)rm) - “h(@mh(n)

Dans ce cas
n

5_(r () DENCHER IR NCNCE 9

i=1

(2n oi(n) Log Log n)”2 (2n Var(ih(x,x1)) Log Log n)”2

n
) ¥n2(x) - EQ fnZ(X)

Log Log n = 1/2
E ———&2— Var(Kh(x,X1)):|
nh

1 1 2
or Var(Eh(x,X1)) =h J Kz(y) fQ(x—hy) dy - h2 [] K(y) fQ(x—hy) dx]
-1

-1

c
. h2 Q™)

QW)
P(U%) J]—1,1[°

K(y) £, (x-hy)dy {-————J K(y)f_ (x-hy)dy -
P P(Uc) ]_1’1[F P

1
-2 J K(y)fQ(x—hy)dy}
-1
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et d'aprés A. BERLINET (1984-a), proposition 7 p. VI-16, si fQ(x) #0 et
el

J Kz(y) dy existe alors

~1

1
Var(ﬁh(x,X1)) ~~ h fQ(X) J‘ Kz(y) dy
h»0 -1

s_(r() %nz x) - E, ?

2 1 1/2
(2n o t(n )Log Log n) 1/2 n*w 2 £2§_£2§—2 f (x) j K ) d?] !
-1

Donc pour avoir (LI) il suffit de montrer que Eh et h vérifient les

conditions du théoréme 1 page 49 de P. HALL (1981).

En effet :

x-u

X u) K(y)fP(x—hy)dy1_-l_1 "

&S

h
R
1-1,1["x P(x-h,x+n[%)/]-1,1[°

K (u) = KE&—

est & variation bornée sur R puisque

ffgé?}
- - L
SR - KED w e Tl ey
=0 sinon
ce qui entraine que
- 1
[regl - [ jweDi- [ jaw] <
U -1

car par hypothése K est & variation bornée sur ]—1,1[ ainsi la condition

(i) du théoréme de P. HALL est satisfaite.

Ensuite

A _ 2 4 I 2
(Log n) Uld K, (u) [] (Log n) U | dK (1) I:]
, -1

2 -
o}, Log Log n n Var(Kh(x,X1)) Log Log n

4 1 2
(Log n) [J |dK(H)[}
-1

n->oe

1
n h Log Log n fQ(x) J Kz(n) du
-1
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quantité qui converge vers O lorsque n tend vers + « , d'aprés (i4).

La condition (ii) de P. HALL est donc vérifiée, enfin pour avoir la condition
(iii) ou (iii') du théoréme de P. HALL, il suffit de montrer que : pour toutes
suites h, k — 0 telles que h/k — 1 on a

Cov(k, (X)), K (X,))
(LI2) h 1 k 1 e

! 2
h fQ(x) J K (y) dy
-1

or

Cov(®y, (X, K X)) = By® X)) K (X)) - Eg® (X)) Ep (K (X))

x-X1 x—
EQ{K(h )1]11['_( )'1:111[(

x X x—X1
+k.Q( )1:]11[( )1]11[0( )

1

] qu-k <k [©) J]-m[c

K(y)fP(x-ky)dy

x—X1

x-X,
+hEQ(K(T 1 -1, 1[( )1-|1 1Lc( )
——
P(Jx~h,x+h[)’/]-1,1[¢
Q(:]x—h,x+h[c N ]x—k,x+k|: ) J
P (Jx=h,x+h[) . P (Jx-k,x+k[S) J-1,1¢

K(y)f (x~hy)dy

+ hk

K(y)f (x-hy)dyj K(y) £ (x-ky)dy
P 3_1,1[C P

Q(]x-h,x+hf_c) J
P(Jx-h,x+h[) J]-1,1]¢

1
hk.{f K(y)fQ(x-hy)dy + K(y)fP(x-hy)dy}
-1

Q (] x~k,x+k [C)

1
. K(y)f, (x-ky)dy + —————— J
: {Jq Q P(Jx—k,x+k [©) J]-1,1[¢

K(y)fP(x-ky)dy}
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h et k jouant des rdles symétriques on peut supposer que h < k

x—}(1 X_X1
on aura donc 1]—1,1[(—3—) . 1‘-‘_1’1 [C(T) = 0 par conséquent

ol
Cov(ﬁh(x1), Ek(x1)) =h J_1 K(y) K(E-y) fQ(x-hy) dy

kh

P(Jx-h,x+h[%) I]—1 [
hk Q(]x—k,x+k[%)

P(]x~h,x+h[) P(]x-k,x+k [*) .J:l—1,1 [C

+ K(y)fP (x-hy)dy J

]_1:_ %]U[E' ) 1

EK(y)fQ (x-ky)dy

+

R(y) fP (x-hy) dyJ] 1:CK ) fP (x-ky)dy
-1,1

Q(Jx-h,x+h[")

1
- hk J K(y)f,(x-hy)dy + ———ee
{ -1 Q P(]x-h,x+h[)

K(y)f (x-hy)dy}
J]—mlf F

Q (:I x~k,x+k I—_c)

1
. RK(y)f_ (x~ky)dy + ——————— J
{jq Q P(]xk,x+k[) /]-1,1[¢

K(y) £y (x~ky) dy}

nous savons que les conditions imposées a fP , fQ et & K entrainent

que

*  Q(Jx~h,x+h[%) Q(]x—k,x+k[c) s P(]x-—h,xi»h[c) et
P(]x—k,x+k[c) convergent vers 1 lorsque h et k — 0

1 1 1
* J K(y)fQ(x-hy)dy et J K(y)fQ(x—ky)dy —_— f (x) f K(y)dy
-1 -1

-1 hkso O

* K(y)f_ (x-hy)dy etj K@) f (x~ky)dy —— £ (x)J_ K(y)dy.
J]—1,1[“ Q -1,1]¢ Q hkso & J)-1,1]¢

D'autre part la continuité de K et les conditions h =0 , k +~ 0 ,

> 1

=~

entrainent que :

K(y) K(b- y) £ (x-hy) —— Kz(y) f (x) pour tout ye |-1,1[
k Q Q
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ainsi le théoréme de la convergence dominée nous permet d'avoir :

! h L
J K(y) KRG y) fQ(x-hy) dy >~ £ (x) J K7 (y) dy
-1 -1

hkso  Q
h/k~>1

en regroupant tout cela nous obtenons (LI2). B

111.6. - Estimateur conditionné a noyau.-

111.6. 1. - Introduction et notations

Nous savons que la technique du conditionnement suppose la connaissance
d'une bonne approximation P sur v , de laloi inconnue Q. En général, cette
approximation provient d'une préestimation pour laquelle on pourra utiliser
des méthodes énumérées dans la premiére partie. On se propose, dans ce qui
suit, d'étudier le comportement asymptotique de l'estimateur conditionné
?n(x), dans lequel on a remplacé fP(y) par son estimateur & noyau

y-

n
fn(y) = E%n z K( T ), l'estimateur obtenu sera appelé estimateur conditionné
n k=1 n

a2 noyau et il est défini par

%m(x) = gUn(X) +g (%)

Uy
1 n x-X.
ot gy ® = 1 RED 1, &)
n n j=1 n n J
R
et g (x) = avec
UC &n(x)
n
1 § y-Xi X~y
v (x) = 1 (X.) J K( ) R(+=) dy
o nzhi i, j=1 U; J vt hn hn
1 g y-xl
&n(x) = Bh_ 2 I c K¢ h ) dy
n i=t1 /U n
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. . c
xﬂn(x) est une approximation de P(U;) , pour n assez grand, elle est
presque siirement non nulle.

* _
Pour tout n € N nous posons wn(x) = E(wn(x)) et

@n(x) = E(&n(x)) , et désignons par Bn(x) et, sous réserve d'existence,
par Vn(x) et Rn(x) le biais la variance et l'erreur quadratique de

N

. .
1'estimateur fn1(x).

111.6.2. - Etude du biais.

Proposition 4.14.-

- 81 f est continue bornée, de dérivées d'ordre 2 et 3

Q

bornées.

- K est une densité de probabilité sur IR , bornée, paire

et telle que J ]zi K(z)| dz <> , i€ 1,3.

2
- h —0 nh —>+®
n ’ n
n->e n->e

y
Alors Bn(x) = (E nt(X) - £ (x)) — 0 , plus exactement

R

Q v
B (x) = 113-A(x) + C)(h3 + ——l——)
n 2 n h Vo
n
avec ) = £560 [+ J K(t) dt] J s? K(s) ds .
J-1,1
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Preuve : Nous avons E(¥n1(x)) = E(gU (x)) + E(g C(X)) .
n

U
n

D'aprés la définition de on a :

8y
n

E(gy () = -
n n

1
XN = -
JU K(—h;) fQ(y) dy L K(y) fQ(x h y) dy

n

Une application de la formule de Taylor a fQ(x—hn y) nous donne :

hZ

1 1
E(gUn(X)) = fQ(x) J_1 K(y) dy + 7“ fa(x) J_1 y2 K(y) dy + htz1 e.l(hn)
avec 51(hn) Fon 0

(3)
Q

1
(91(hn) h_ J_1 2 xe) £33 -6 h z) dz)

O)

d'autre part la forme de g (x) ne nous permet pas de connaitre exactement
P

U
n
1'expression de E(g C(x)). On se contentera des premiers termes de son dévelop-
U
R n . .
pement asymptotique, pour cela 1'identité :

Vze & 1oy.z21
z z
ﬂn(X)
appliquéea 2z = — » Ppour n assez grand , nous donne :
0 )
NCY 1 N 0,00 = 9 (x)
g () == . = = .ol - 9]
@ 0@ P n
@n(X)
IRCONIN SR NS I S
9.0 900 T

d'ou :
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v (x)] [v () &n(x) - Zon(x)}

E(g () =E[“ -
U Y )G NEY

n

Pour déterminer le développement en hn de E(g C(x)). Nous

n
allons procéder en trois étapes : nous commencerons par étudier mn(x)

- 0,00 I o - P )
ensuite \pn(x) et enfin le terme @ E|—

9 D |

) P00 =1~ 2h £60 + Q)

en effet \—Dn(x) = h_:; Jm L] KEZE “) f (z) dy dz = LC Jm K(t) fQ(y--hn t) dt dy

n

f K(t) f fQ(z) dz dt
R ]x—hn(1+t),x+hn(1—t)[°

"

I K(t) QQx~h_(1+t), x+h_ (1-0)[©) at
R n n

quantité qui existe, puisque K(t) Q(]x—hn(1+t),x+hn(1—t) (_C) < K(t), Vee R .
D'aprés la formule de Taylor, & l'ordre 2, appliquéa FQ(x+hn(1—t)) et 2

F_ (x~-h (1+t)) nous avons :
Q n

2
h
FQ(x+hn(1—t)) = FQ(x) + hn(1-t) fQ(x) + —23 (1--1:)2 fé(x) + hi(1—t) € 1X(hn(1—t))
ol
1 "
ey (1)) = g h (1-t) £(x + 8, b (1-t)) et 6 ¢ Jo,1[
et d'autre part
h2
FQ(x—hn(Ht)) = FQ(x) - hn(1+t) fQ(x) + Tn (1+t)2 fé(x) + hrz1 (1+t)2 EZX(hn(Ht))
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o ey (b (1+6)) ==¢ h_(1+t) fotx - 8, b (1+0)) et 8, e]0,1[.

2

On en déduit que

Q(Jx-h_(1+t), x + hn(1—c)[c) =1=2% fQ(x) + 2t h fQ(x) B hz e, (%,0)

avec

e (,0) = (1+0)% e, (b (140)) = (107 & (b (1-0))

€2x

ensuite la parité de K et les conditions imposées a f. et a K permettent

Q
d'écrire
= S 3
9,60 =1 - 2h £,6)+ Om)
En effet J K(t) e (x,t) dt = (O(h)) car
R n n
i 3 3
le (x,t)] < = (|1+¢]” + |1-t|7) sup |E2(M)] .
n 6 ¥ Q
in(x) hi —~ 1 3
b) £ (x) J K(s) ds + 5 @ f'(x) + (O + h)
NN E ? noon
olt o = J K(s) ds + J K(s) ds K(t) dt
1-1,1 R -1,1[¢
les v.a. Xi étant indépendantes nous avons
= 1 y-z
v (x) = J f K( Ly K( ) £ (Z) dy dz +
n n hi vt s n n

n
n

“_qu(u) LR xy) KD £y(2) dy dz
n
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en posant s = = et t = _xh-_z on obtient :
n
) J J K(s) K(t-s) £, (x~h_t) ds dt
R /J-1,1[° em =

K(s) K(t-s) fQ(x-hnt) ds dt

5l f]_u[c

- () J J K(s) K(t-s) £.(s-h t) ds dt]
TR - aC e
Notons M1 un majorant de fQ , nous avons :
K(s) K(t-s) f_ (x-h_t) ds dt
”]—1,1[° J]—1,1[° Q" n

c
Q(Un) J]R J e K(s) K(t-s) fQ(x hnt) ds dt

<2 M1 , Ce qul entraine que le second terme, dans
1'expression de q_;n(x) est un ()(1/n). Pour le premier terme, la formule

de Taylor appliquée a f (x—hnt) nous donne :

Q

K(s) K(t-s) f, (x~h_t) ds dt = £ (x) J J K(s) K(t-s) ds dt
Q" Q R ‘]-1,1[¢

J]R J]—1,1[‘°

- h fl(x) J t K(s) K(t-s) ds dt
o mJ]-m N

Q
by 2
t 5 fa(x) J J t™ K(s) K(t-s) ds dt
R‘]-1,1
2
- h sx(hn)
hn 3 ) 3)
avec g _(h ) = —J J t” K(s) R(t-s) £.7°/(x-h 6t) ds dt , 6 € ]0,1[
n 6 R ]_1,1I:c Q n
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est bornée et J | tt K(t)| dt< e~ , i€ 0,3 donc
R

e (h
X' n

d'autre part la condition : K p

J J t K(s) K(t-s) ds dt
R']-1,1

G(t) = t J o K(s) K(t-s) ds

]_1’1[

) =Om)

aire, entraine que

0 car la fonction

existe et est impaire, elle existe car K

est bornée et A-intégrable. Elle est impaire car

G(~t) = -t J
J-1,1¢

i.e. G(-t) = -G(t)

Par ailleurs o

it

K(s) K(~t-s) ds

J1RJ]-1,1[°

et

t2

s2 K(

car K est paire et J Kdx =1

J]R Jr]-m[“

K(s) K(t-s) ds dt =

imposées & £, nous donnent

Q

Q) =1 -F

Q

(x+hn) + F

»

-t J K(-z) K(z-t) dz (on
J-1,1[¢

posé z =

= -t J K(z) K(t-z) dz car K
J-1,1

est paire

K(s) K(t-s) ds dt =

(s-z)2 K(s) K(z) ds dz

=J]R J]—m[c

K(s) ds J 22 K(z) dz ,

s) ds + J c
R

]—1’1[_
, de méme

I c K(s) ds enfin les conditions
-1,1

(b ) = 1 =2 h £ () + QOw) .

Q Q

En regroupant tous ces résultats on obtient :

-s)
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2
hl
T olw) = (1 — 3 0w
wn(x? = (1 -2 hn fQ(x) + C>(hn)) (fQ(x) 11-1,1[? K(s) ds + a . 5 fQ(x))
3
+()(hn + 1/n) .
. . . 1 2 2, ., 1
Ensuite en appliquant le développement T= = 1T +e+e” +0(e") a —
¢ (x)
on aboutit & b) n

b)) - PG 1/2
©) E{wn(x) ;e } =C>U v, ) ]
n &n(x) n hn

est une densité de probabilité bornée, notons

puisque K

M2 sa borne supérieure.
Nous avons pour tout échantillon (X.)

. , tout réel x
171=1,..

et tout n
.,n

|I'l\/l =]

n %= y-X.
1.@®) ] J KED kD oy
wn(X) 1 1 Un ij=t ‘U n n
7 ® nh n y-X.
" ) ) [ xeD e
i=t’u n
MZ
< E; , nous avons majoré 1Uc(xi) par 1 et
x=y y-X. y—Xj o
JUC KCE——) K(—?FJQ dy par M2 J c K( 5 ) dy , Vﬁ € 1,n
N n n Un n
v P x) - (x) M -
ainsi gy~ )|« B - T @
n ¥ &) n f &)

qui, d'aprés 1'inégalité de Schwarz, est inférieur 2

) 1
By P (x)

n

ar(@_(0))'/2

ensuite par définition de 0n(x) , Nous avons
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, car Vze]R

1 y-z 2 1
V(tﬁn(x)) < JIR (JUC K(h ) dy) fQ(z) dz g —

n n

{ -
on a L k&%) dy € 1, enfin le fait que lim ¥ (x) = 1 permet
h c h n

n Un n n-=>®

d'assurer 1'existence d'une constante m > O , telle que pour n assez
grand lﬂn(x) > m Ve R .

y ) P ) -0y

Finalement nous avons ‘E(‘ﬂ &)
n $n(x)

M
S-—-z— . ! i.e. «¢)
m

h vn
n

111.6.3. - Etude de la variance.

On se propose dans ce paragraphe, d'étudier le développement

asymptotique de la variance de }'m(x)

Proposition 4.15.- Si fQ est continue bornée sur R , et

admet des dérivées d'ordre 2 et 3 bornées. Si K est une densité de

probabilité sur R , bornée et telle que

J t' K(t) dt < » i=1,2 et J Kz(t) dt< = ,
R R

Si h —— 0 et nh2——>w.
0 e L

Alors V(%m(x)) = O( 1 2)

Preuve : Nous savons que }:m(x) s'écrit sous la forme :
v v x) P x) - (x)
%lm(X)=gU(X)+_rl -2 2 1
AR 7,

donc
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Y ) (d)n(X) zﬂn(X) - Jn(X))
vE ) = V(g (x)) + V@ () + v i BIMEENS
nt U mZ (x) mn (x) ‘Dn(x)
y_(x) box) § (&) - (x)
+ 2 Cov( (x), ———) -2 Cov( =), o n — n )
RS UNCY R R cd!
VINCONNR O I CO R NGO
-2 Cov(_ s . — ) .
dJn(X) tDn(X) an(X)

Nous allons déterminer le développement asymptotique de chaque

terme du second membre de cette égalité ,

1
D Vgt = £g00 | KO ay + oi/n by
n n -1

X
en effet un calcul direct nous donne V(gU(x)) - E(K ( ) 1 (X ) - (E gU(x))z,
n n h n n n
nous savons, d'aprés l'étude du biais, que E gU(x) converge vers

1 n
fQ(x) J K(t) dt lorsque n = © , par conséquent %Ez gU(x) est un O(1/n)
-1 n

1
nh
n

1
ainsi V(gU(x)) = J Kz(t) fQ(x—hrl t) dt + O(1/n) ou encore, en
n -1

1
utilisant la formule de Taylor, V(gU(x)) = n_1h_J Kz(t) dt fQ(x) + o(n
n n ‘-1

1
) -
n

2) V(lp x)) = ——-1- f (%) J (J c K(s) K(t-s) ds)2 dt + o
i R ‘1,1

n y—X
¢ _(x) étant défini par 1 2 1 (X)) K( Yy K(—-—) dy
n 2.2, % c i
n h i= U U n n

1,]1=
n n n

nous avouns

2 s y-
EQ@ _(x)) = E[ Y 1 XD 1 (X)) J ( Yy K(————) dy
o n4 4 i,j,k,2=1 U; L gt U n n

DO

]

(x-z) z—XK
. K T K (—h——) dz
U n n

=}
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Afin d'alléger les notations et provisoirement nous poserons :

X

y-a.
Y. S ke i
-1 @) et T, - JUC KG) K

) dy
n

avec ces notations nous obtenons :

L 4 2 B nooA _ N _ N
n hn E(wn(x)) = n E(S1 S1 T1 T1) + n(n-1) E(S1 S T1 T2) + n{n-1) E(S1 S T2 T1)

1 1

v n N n
+ n(n-1) E(s1 S. T Tz) + n(n-1) (n-2) E(s1 S

N N
1 Ty T, T3) + n(n-1) E(S1 S, T, T1) +

1

+ n(-1) B, §, T, 1)) + n(-1) (@-2) E(§1 %2 T, T,) + n@-1) E(E1 %2 T, T,)

+ n(n-1) E(§1 §2 T, T,) + n(n-1) (n-2) E('§1 gz T, T,) + n(=1)(n-2) E('§1 32 T, T,)

+ n(n-1) (n=2) E(§1 g7 T,) + n(a-1) (n-2) E('§1 gz T

2 I3 Ty +

3
LY
+ n(n-1) (n-2) (n-3) E(S; S, T, T,)
avec les mémes notations :

4 2 1. n-1 v 2
hn(E wn(x)) = (E-E(S1 T1) + —Ef-E(S1 TZ))

qu'on peut encore écrire sous la forme

1 . v n-1.2 _ N n-1_ 0 “
n—zE(s1 T, S, Tz) + (T) E(s1 S, Ty TA) + 2 —;—Z—E(S1 T, s, T3)
d'ou
2 2
VG, () = BE@E ) - ESG ()
- —‘5{‘—3 Eé‘ %) + Zﬂzﬂmy) E(g1 T) + “(“;') E§) Ea@d)
h n n n
ol
2 — -

+ ———2“(2") E(’§1 Tf) E(§1) s -2n ‘42“ E2('§1 T + n(=1) (n=2) ‘Z(“ 2) E(§1) E2(T1)

n n n

3 2
. n(n—12(n—2) E g1)2 E(T?) + =4n +20n -6n E §1)2 E T1)2
n n

3 2
2n"-10n"+8n 4 v
+ ————:?r————— E(S1) E(T1) E(S1 T1i}
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N
par ailleurs, d'aprés la définition de Si et Ti , nous avons

v c 3
E(S1) =QU) =1=-2h, fQ(x) + O(hn)

E(T,) = J J kEL) k™) £ (2) dy dz
! R Ug hn hn Q
N
=h K(s) K(t-s) f_(x-h_t) dt ds
MR-, Qe
¥ = XY Y~Z,
EG, 1) - JUC JUC <G k& () ¢y az
n
L.
=h K(y) K(t-y) f.(x-h_ t) dt dy
B[ -] Q" n
E(Tf) = J (J K(’;;y) K(’;;Z) an? £ (z) dz
R UE n n Q
=13 J (J K(s) K(t-s) ds)2 fQ(X-hnt) dt
IR 1,1
Vo2 X=-y y-z 2
EG, T2 = J (J REY) x2) ap)? £ (2) dz
171 v yc hn hn Q

n

13 " K(s) K(t-s) ds)? £ G e) de

: J]-1,1L° (J]-M[C

les conditions imposées a f K et a hn permettent d'avoir

Q b
(v2) J (j K(s) K(t-s) ds)i f_(x-h_t) dt
A -] Q" m

= £ (x) J (J K(s) K(t-s) ds)i dt + (O ()
Q A =11 n

avee A=TR ou ]-1,1[C et i=t,2

(il suffit d'appliquer la formule de Taylor & l'ordre 1 2 fQ(x—hnt)

et de remarquer que H'(t) = (J K(s) K(t-s) ds)* est paire d'ol
11,1

t H'(t) est impaire et donc t H'(t) dt = 0) .
A
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Pour conclure il suffit de reprendre (VI), de remplacer E(E: T%), ie0,1,

j € 1,2 par son développement obtenu & partir de (V2), et on obtient

v wn(x) = E—%;—fQ(x) J]R (J —_ K(s) K(t-s) ds)2 dt + o(1/(n hn))

1
3) Cov(gU(X), wn(x)) = ;—%— fQ(x) J J 1[9 K(s) K(t) K(t-s) ds dt + O(1/n)
n n -1 -1,

en effet : le fait que les Xi soient 1i.i.d. nous donne

n

_ 1 n
E(gUer) b () = 33 i,j,lz=1 E(L, s T,)
n
1 v v
= n3_h3. ((n-1) E(L1 T,) E(Sz) + n(n-1) E(LI) E(T2 SZ)
n

+ n(n-1) (n-2) E(L1) E(Tz) E('§3))

avec Si et Ti définis de la méme facon que précédemment et Li donné par :

x-X.

_ 1 . -—
L, = K 1y &) , VieTn
n n

Ensuite nous savons que :

1 1
_ _ _ 3
E(L1) = hn J_1 K(s) fQ(x hns) ds = hn fQ(x) J_1 K(s) ds + ()(hn)
EG) =) =1-2n_ £ () + O
P = QU = n Q¥ n
v 2 4
E(S, T,) = h_ £ _(x) J J K(s) K(t-s) ds dt + O}
I S R !
- 12 _ 4
E(T1) = hn fQ(x) JIRJ]_1’1 c K(s) K(t-s) ds dt + C)(hn)
par ailleurs avec le changement de variables %Ez-= s et 3%15= t dans
n n
- X2y p XYy g2
E(T, L) = JU J[ o kG K(hn) R fQ(Z) dy dz

U n
n n

on a
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_ .2
E(T1 L1) = h

K(t) K(s) K(t-s) £,(x-h t) ds dt
“J]-1,1[I]—1,1[° Q™ m

or d'aprés la formule de Taylor

K(t) K(s) K(t-s) £ (x-hnt) ds dt

J]—1,1[J]—1,1[‘"' Q

o

1
= f_(x) J J K(t) K(s) K(t-s) ds dt
-1 /]-1,1[¢

N‘zsﬁ

L
j i e? K(t) K(s) K(t~s) fa(x-ehnt) ds dt

-1 J]—1,1{°

ot 8¢ ]O,1[
(on a utilisé la propriété J c K(s) K(t-s) ds est paire en t, ce
-1,1

qui entraine que t K(t) ] [C K(s) K(t-s) ds est impaire en t).
-1,1
1
Donc E(T, L,) = h% £ (x) J J R(s) K(£) K(t-s) ds dt + QO hY)
171 n Q -1 ]_1’1 n

enfin & partir de Cov(gU x), wn(x)) = E(gU (x).wn(x)) - E(gU x)) E(wn(x))
n n n

1 N n
et de E(gun(x)) S EQ () = —3 [E@,) EGS, T) + (a-1) E(L,) ECS, T,)]

on obtient 3)

n

N h2
n

OB N R @n<x>) =O( . )

4) V( —_—
Ipn(x) @n(x)

En effet

V(wn(x) . RO q‘Jn(x)) ) E{wn(x) - 9,6 - ﬁ?n(x)}z
‘Dn (X) q_)n (X) . lﬂn (X) mn (X)

S CNEO
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d/n () M2 1

——— e —— ' —— n
car 1Dn(x) < hn , d'autre part V(Lﬂn(x)) < et d]n(x) >m>0

impliquent que :

(w (x) an(X) - @n(X)) M, 2
‘\0 (X) ‘T)n(x) =

v ) ) - P_(x)
5) Cov( n n )

x) , —
111 (x) P )

D'aprés 1'inégalité de Schwarz, nous avons

| o lP(X)\ﬂ(X)—ID(X))
Covig (x) , <
( U, ¢ (x) 760
{ (o () b P ) - (x)\N1/2
o ol B0
LA UNEY 7 6o
MZ
1 2
or V(g (x)) g J K ( Yy £ (y) dy <
Un n h2 n Q n h2
n n
donc en utilisant 4) on obtient
( w  a® e - Ne) i
Covig,(x) , . - ) < ol T ==
NN 7o nn m
d'ou 5).
ORI CO N MR X! :
6) Cov(_ R . — )=q 3/2)
7,00 "9 7o o b
on sait que (:; Ex; ‘Bn(X) ~ {l]n(x)) < 12 (M_Z)Z
x mn(x) n h n
v (x)
et que V( _n ) =0 ——1h—-) d'ou 6).
x[]n(x) n
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111.6.4. - Consistance de fn1(X)

Nous allons montrer que sous certaines conditions sur hn »K et
fQ le nouvel estimateur fn1(x) converge en probabilité ou presque complétement

vers f_(x).

Q

a) Convergence en probabilité.

1

[~

XY, ol i
On note Vi' = 1 c(Xi) JUC KGTZ:) K(—E;—J dy , i,j = 1,...,n

- 2
&n(x) hn L
ce qui permet d'écrire
v, () qon
= =5 LV
ﬁn(x) n" i,j=1

Lemme 4.5.- Si hn >0 et n hn > o Jlorsque n > , f_  est

Q

continue bornée au voisinage de x.

J Kdi=1 , K est positif borné et pair

Alors
5 l!)u(Xi -y, () —: o
¥ ) v
b lDn(Xi -9 o
¥ ) n->e

1
) gylx) —2 £40) J K(y) dy .
n noe -1

Preyve : a) et b) résultent immédiatement des majorations de
V(wn(x)) et V(ﬂn(x)) obtenues précédemment et de la minoration de ﬁn(x)

pour n assez grand.
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c) gU(x) peut s'écrire sous la forme :

3/
K(— 1(x.)—J (
n h j= 1L h Uy J U n

n
n n n

~ 1
gUéx) = L)y fQ(y) dy} +h—JU ( Ly fQ(y) dy .

I'l

On montre facilement que EL-J K(éEXJ fQ(y) dy — £ _(x) J K dx
n ‘4 n n->® Q =] 1[
§ X-Xj 1 X=-y P
K( ) 1 (X.)) ——j KE=) £,(y) dy — 0
i=1 hn Un J hn U hn Q n->eo

et que

finalement en écrivant _ _
Vo) =y (%) . b, ()

0,0 P

Y 0 - 9 (x)

I G

n
nt(X) = gU(x) +

1 +

et en utilisant le lemme 4.5. on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.16.- Si hn—>o , nh —s o

>0 n no>x

K est une densité de probabilité bornée paire .

fQ continue bornée au voisinage de x.

n P
Alors fn1(X) = fQ(X)

b) Convergence presque compléte.

Nous allons procéder de la méme facon que précédemment, pour montrer

Hhe

que

n1(x) converge presque complétement vers fQ(x)

Proposition 4.17.- Si fQ est continue bornée au voisinage de x.

K est positif, borné et J Kdx=1
R

—oanh

h —0 et Ya>0 J e "co .
n N> 11

Alors (x) p.co., fQ(X)



- 19 -

Preuve : La démonstration de ce résultat va se faire en quatre

n
étapes, il suffit de décomposer fn1(x) comme dans la preuve du lemme 4.5.
1 b (x) - ¥ (x)
et de montrer que gU(x) £4§2L+ £ (x) J K dA o — — o p'sgl+ 0
. h T RO
J x) - § (%) ¥ (x)
n _ n P;:):-Ao : _n n—_);—» fQ(x) J c K dx .
9, ) ¥ (x) J-1,1

Nous utiliserons l'inégalité de Hoeffding, pour établir la

convergence p.co. de ces différentes quantités :

" osi (Ti)i=1 , ©st une suite de v.a. indépendantes, centrées,
S 2 1 % 2
et majorées par b > 0 , si S, = 'z Ti s 0 = E’.Z E(Ti) alors
i=1 i=1
/ 2 b
ne g £
Ve ¢ ]O,b[ Pr{Sn > ne} < exp 5 G+ Eg) Log(1 + —79 1))

o !

wn(x) B wn(x) p.co.

i)

— 0
7,60 o

Afin de faire apparaitre la somme de v.a. indépendantes, on

décompose
b (x)-p(x) b (%) = y_(x) n
_IL:T__ll___ en 2 parties : —ll—fj———ll——— ='%f Y (V.. -EV..)
UNEY 9, () n” i=1 r
1
—_ . V.. - ..
"2 i}j Vij T F Vi)
1 yX
avec V..

= 1 (X)) J KED) k&) dy , i, 5=1,...n.
1 hi 0 ) vy by by

1 . — e .
Les v.a. H-(Vii - E(Vii) ie 1,n sont indépendantes, centrées

2 MZ

de valeurs absolues majorées par : ————"—— =
n hn &n(x)

b , car :
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I% (V, BV . D <

1 1 J X~y y—Xi 1 1 J ( X-y. y-z
Tt b k&Y kG ay + . J REY) k&) £ (2)dy dz
n ¥ (x)h2 Ufl hn hn n h2 ¥ (%) s s hn hn Q
n n
d'ol
1 M, 1 x-y 1 ¢ x=
I—I; (V11-E(V11))! < ——_——{h— J c K(—h—) dy + }TQ(UH) JC K(—h—y) dy}
n hn \ﬂn(x) n Un n n Un n
2.M2
< <
n hn q]n(x)
Notons 2.1 ri B v, -EW, ) = Lvar, )
9 T a L, *\m Vg ii 2 A
i=1 n
1 1 J {J Xy, . Y-z }2
§ = — KED KEE) dyl” £.(2) dz
R A CO L R L Q
M2 1 J J X-y y-2z
S = - K(&2) R(E=) £.(2) dy dz
n? lﬂi (x) hﬁ Us ¢ b h"Q

RK(y) K(t-z) f (x-h_t) dy dt
My J]—1,1L° J1—1,1[‘: Q" n

J K(t) Q(]x-hn(1+t), x+hn(1—t)[°) dt
R

MM, 1

T .

n2 q_)n(x) hn J

A

R(t) Q{x-h_(1+£) ,x+h_(1-t)[*) dt
R

]
or J K(t) Q(:]x—hn(1+t),x+hn(1—t) [C) dt = 1 , donc on peut toujours minorer,
R

a partir d'un certain rang No , J K(t) Q(]x—hn(1+t), x+hn(1—t) [C) dt
R

par un réel n strictement positif. D'ou
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L'inégalité de Hoeffding nous donne donc :

2
o

n
1 ne 1 be
Pr{l; .E (V;;-E Vii)l 2 ne}vs 2 exp[- 5 A+ EE) Log(1 + =) 1]
i=1 01
pour € € ]0,b[ .
Le fait que la fonction A£(u) = (1+u) log(1l + %) - 1 soit strictement positive
et décroissante sur ]O, + w[ et que
o> M, M nh 9 (x) M M
_1((12 )l(nn)=1<1
be © 2 = € N
n wn(x) bon 2 M, 2nen 2en
entrainent que :
2
1+ i’1) Log(1 + EE) -1z (1 + jEL) Log(1 + E]—) -1
be & 02 - 2en o8 2en
1
= B > 0
D'ot Vh > N
o
1 2 ae -
PI{IH L o] e “E}. Sexplo gy - 8. b PG,
i=1 : 2
or par définition de N0 , Va > No @n(x) >n ; donc
) ;R
Ve e Jo,u[, Pr{———— Y (V..-EV..) 3 e} <
2 . ii 1i
nzN n i=1
o
Y exp(- n? h @) <+ ol o= %ﬁf
nzN0 2

On en déduit que :
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D'autre part

y-X.
J L., -EW,.)) = ¥ {1 (x.) J KED k() ay
i#jn? U 1] n? O REET R U I hy

n

- Qs XYy g@Ez
Q) J]R JUC K(hn) KRG £y(2) dy dz}
n

est majoré par : S2r1 + S3n ol
_ n - y-X.
s = n-l _——TTL_—_ k(&) K(——) dy -
2n 2 .2 . c h h
n hn 1ﬂn(x) j=1 U n n

- KRG kE=Z) £ (2) dy dz
J]R C hn hn Q
n
et
Bk R ! - oS xyy k(=2
Sz O e Jm JUC KRG KD £,) oy a2
n n n
il suffit donc de montrer que § P20, 5 et 5. — 0.
2n  ne 3n noe

Les conditions imposées a hn et a fQ permettent d'établir, sans peine,

que —— 0 . Pour S nous allons procéder de 1a méme facon que

S3n n->wo 2n

précédemment ; posons pour j € 1,n

S .
J n hn'pn(x) vt n n

- kED) k&3 £ (2) dy dz}
JR Jug h h " Q

n n
-1 1 M
ces v.a. sont indépendantes, centrées, majorées par e &
¥ (x) n
n n
et o2=173v gr?-g1?
2 n i i 1
J
c@h? L] J U  KEY) k@& dy}2 NORE
h x) ‘R U n n
n 'n n
n-1,2 1 2

2
—~
~
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M, M
Pour n 2 N 02 < (11:—1)2 —1— L 1 2 3 par un raisonnement analogue
o 2 n h n
n 9 (x)
n
au précédent on conclut que S3n pl-l_c)eoo- 0
.. lDn(x) B lpn(x) p.co.
ii) - 0
NES) e
n
d)u(x) - an(x) 1 B 1
En effet, posons —_— 2 (L. -EL.) =—8
= n .2 j i n "n4
V_(x) j=1
n
y-X
ou L. = ! h—tj K(—B—J—)dy , jel,m
J ¢?n(x) n ‘U0 n

les v.a. (Lj ~ E Lj)je - sont indépendantes, centrées et majorées par

¥ (x)

notons g, =

2 1 J U y-z }z
on a A S — K2 ayl? £ (2) dz <
3 hﬁ P R vt P Q

n

L'inégalité de Hoeffding appliquée 2 Sn4 nous donne, pour n 2 No H

Ve e Jo,b' [ Pr{]Sn4| 3nel g 2 ™ o

b' = , 8= 2ol +—2;—n) log(142en) - 1}

P ) - D (x)
ainsi —= o P:-Co:, v @
P ) e
n

Enfin nous savons, d'aprés III.3., que g, (%) RSO, ¢ (x)

Uy Q J]—m[

K da,

. R v p.co.
ce qui achéve la preuve de fm(x) =" fQ(x)
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111.7. - Estimation séquentielle par la méthode du noyau. -

On se propose, dans cette derniére partie, d'appliquer le condition-
nement, par rapport a la statistique S (définie par la proposition 4.1), a
une classe d'estimateurs 2 noyaux séquentiels ; classe dfie 2 P. DEHEUVELS (1974)
et qui généralise les estimateurs de Parzen-Rosenblatt, YAMATO (1971) etc ...

Soit (h.) une suite de réels strictement positifs tels que : h_-— 0
n’n n noe

* *
H wune fonction arbitraire définie sur ]R+ dans IR+

K une fonction réelle A-intégrable, bornée ,

l'estimateur de P. DEHEUVELS (1974) est défini par :

n X-
f(x) =—>0— ) HM) ROk,
n n k=1 k hk
Y h; H(,)
. i i
i=1
Si les v.a. (xi)ie]N* , sont indépendantes de méme loi, et si la suite

*
d'ouverts (Ui) , 1€ N est définie par : U, = :[x—hi s x+hi [ alors,
d'aprés la proposition 4.2. une version de fn(x) conditionné par rapport

a la statistique S , est donnée par

= 1 n x—Xk
fn(X) =g kz1 H(hk){K(Tk-) 1Uk(Xk) + mk(P) 1UC(Xk)}
§ n, M) 7 A k
=1 * !
1
ol (P) = ——— J K(y) £, (x-hy) dy Yk 2 1.
R P(U,) " 1-1,1¢ PO

On obtient ainsi un estimateur récursif, puisque :

n
Y h, H,)
= 1=1 1 1 =
fn+1(x) T+l fn(x)
L h; H
i=1
H(h ) K(x-X \ }
n+1 n+1
1 X ) +m (P)1 x )
n+1 { hn+1[ Ui n+1 n+1 e n+1

1 h, Hh)) n+1
(2
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On se propose dans ce qui suit d'étudier le risque quadratique asymptotique

de En(x) et de le comparer avec celui de fn(x) .

111.7.1. - Biais asymptotique.-

Proposition 4.18.- Si K est X-intégrable

n
h =520 et iz1 by H(b)) —o>

Alors E fn(x) = fQ(x) f dx .

¢ 1-t1l

K dr + £_(x) J K
P ]_1’1['_C

Preuve : Pour démontrer cette proposition et pour la suite, nous

aurons besoin du lemme de Toeplitz ; dont un énoncé partiel est le suivant :

. . * . re . .
Lemme de Toeplitz.- Soit (ai) , 1e N une suite de réels positifs

ou nuls.
n
Si bn = .21 a e e alors on a peur toute suite (un)nal
i , o
convergeant vers u z a; Uy = u
n i=1 !
Pour un énoncé complet cf. M. LOEVE (1963) page 238.
Par définition de fn(x) et des Xi i€ 1,n , nous avons :
= 1 n
E, f x) = —n—r h. H.) J K(y) £, (x~h.y) 4&
Q'n n J-Z, J ] T-1,1 Y Q( A
} h, HG) B

i=1 c
U.
. Q;) J
1-1,1

3
K(y) f_(x-h.y) dy }.
) ¢ Poa J

C

Du lemme de Toeplitz il résulte qu'une condition suffisante, pour avoir la

convergence du biais, est que :
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Q) {
P(U) J]-1,1[f

K(y) fQ(x-hjy) dy + K(y) fP(x-hJ-y) dy

[
Dot
converge vers

fo(x) f K(y) dy + fP(x) J . K(y) dy 1lorsque
-1,1

¢ 1-1.1]
or cette condition est vérifiée grice aux hypothéses imposées 2

fQ , fP et K.

111.7.2. - Variance asymptotique.~

jrte

(),

nn

On suppose que les conditions de la proposition 4.18 sont vérifides

Proposition 4.79.- Si K est bornée

n .
Y h, HX(h.)
i=1 * !
0
n 2 n->
() h BB
i=1
2 2
et X h. H(h.) —> + = . Alors
. 1 17 N>t
1=1
n
] b))
VE (x) oE 2 a2t

(x) J K
0 O - 1
n J-1,1 (3 H(hi))z

i=1

Preuve : Nous avons, d'aprés l'indépendance des Xi et 1'expression
de En(x)
= B 1 n 9 x—Xk
VE () = — Z kz1 H (b ) V KGW%:—) 1Uk(xk) + m (P) 1Uc(xk)
(} b, 0GR k

i=1
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o 2
a8 h; H(h)))

R L V(E_G0) =
o 2
Yy h,H (h;)
S
n 1 N2
2 12 (h, ) Q(U ) {——J K(y) f,(x-h, y) dy}
5 n, W) * o P 1-110 P
i=1
1 “ 2
o h u2 (hk) J K" (y) fQ(x—hky) dy
Z h, H? (h) 1.1
i=1
1 2
U S ) h H (hk){J K(y) f,(x-h y) dy
2 h, H? (h) J-11L ¢
= QS

2
+ . J K(y) £ (&x-h y) d;}
pap  1-1,1[0 P

_ 2
posons a, = h, H (hi)

1

P(US) J]—1,1[°

2
c
et u; = hi Q(Ui) { K(y) fP(x—hiy) dy}

les conditions imposées a hi » @, P et a K entrainent que u E:;»— ,

par conséquent le lemme de Toeplitz permet d'obtenir la convergence vers O ,

. . . 2
du premier terme du membre de droite, de méme en posant a; = hi H (hi) et

{f ) Q?) |2
u. = h, K(y) f.(x~h.y) dy + J K(y) f_ (x-h.y) dy
Ul e P J1-1,1[° PO &)

on obtient la convergence vers O du troisiéme terme.

Reste done & montrer que
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1 ‘z‘ 2

h H(h)J
P on, #m,) K AR RN
e t

K2 () £oahyy) dy o £4 G0 J

K
J=11

n
En effet on peut écrire ! E hk Hz(hk) J K2(y) fQ(x—hky) dy
h. Hz(h.) k=1 -1,1

;1 i

Il o~

i
_ [ 2 1 n 2
= fQ(X) J iy K™ (y) dy +'j;‘—*—f7;———~kz1 h H(hy)
’ Y h. B (h,)
i=1 * t

2
K" (y) (£ (x-h y)-f (x)) dy
j]_1,1[ Q k Q

or fQ étant continue bornée et K2 A-intégrable, une application du théoreéme
f
de la convergence dominée donne : Kz(y) (f . (x-h, y)-f (x)) dy ——— O
111 Q k Q hk*O
b
une application du lemme de Toeplitz aux suites a, = hi Hz(hi) et

u; = JJ Kz(y) (fQ(x—hky) - fQ(x)) dy , permet de conclure.
-1,1

Remarques
p
*# Les conditions J cKdi=0 et J K d» = 1 entralnent
_ J-1.10
que fn(x) est asymptotiquement sans biais.

**%  Si on définit les variances asymptotiques de fn (resp.) fn

comme étant égales a

‘2‘ 2 2
h., H (h,) . f£f.(x) J K° da
2 421 1 1 Q R

1

n
(121 h; H(h,))

1 2

n 9 .
— 1 h; H'GY) £q) J _1,1[1( dx

2 i=1
(iz1 h. H(h,))

resp.

2

dx .
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Alors le choix de la variance asymptotique comme critére de comparaison

des deux estimateurs fn et fn donnera fn préférable a En . Par ailleurs

nous savons que pour une certaine classe de lois fn est préférable a fn

au sens du risque quadratique.
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RES UME

Ce travail se compose de quatre parties.

Dans un premier temps nous dressons le bilan des plus intéressantes
approches visant & déterminer la fenétre optimale en estimation de la densité
d'une loi de probabilité par la méthode du noyau et nous proposons une

procédure d'estimation en trois étapes.

Dans la seconde partie nous montrons la convergence uniforme
presque slire d'un estimateur & noyau, construit de telle facon que ses
moments d'ordre 1 et 2 coincident avec les moments empiriques de la loi a

estimer.

La troisiéme partie est consacrée & 1'étude de la convergence
uniforme presque sfire d'une classe d'estimateurs, qui recouvre la plupart des

estimateurs & noyaux connus.

La derniére partie porte sur la correction locale de l'estimateur &
noyau au moyen du conditionnement par rapport & une statistique localement
exhaustive ; le risque quadratique ainsi que la convergence suivant différents

modes y sont étudiés. On envisage pour terminer le cas séquentiel.

ESTIMATEURS A NOYAUX - FENETRE OPTIMALE -
CONVERGENCE UNIFORME PRESQUE COMPLETE -
EXHAUSTIVITE LOCALE - ESTIMATEURS SEQUENTIELS.





