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INTRODUCTION
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Ce travail s'inscrit dans le cadre des &tudes consacrfes i la Mécanique
non linéaire dont les applications sont répandues dans les domaines physiques et
techniques : problémes des structures sous l'action des forces périodiques
{8, 9, 10] ou non périodiques [5, 6, T]; vibration des structures mécaniques
probléme de stabilité associé [1, 6, 8, 9, 1C], etec...

I1 concerne plus précisément la résolution de quelques &quations diffé-
rentielles régissant le mouvement des plaques rectangulaires et des oscillateurs
voisins. Les plaques sont simplement posées et excites longitudinalement par des

percussions périodiques

3Wf/:'éﬂﬁ~+§477
o) = 74%:5'//-777/

F(H = /.:é; X oo (pect +7)

&7 = 277 N &/ est la pulsation excitatrice;

4 e
= 4/ < o=
P

Ces percussions sont uniformément réparties le long des quatre ardtes.
Le systéme d'équations différentielles régissant les mouvements de deux

oscillateurs voisins est de la forme

% ¢, = A [3’,, X, + f?('?é, X, t)+ /rezz‘/]

2l vetn, = A, + Bt 2, b -ket)
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avec une condition de colncidence instantanée :
x,(€) = Xy (0)
et ol Kest une inconnue ;
/
OU)==A St —7T) v
’ Ay
. . < . ini.
/(:7: /A:/(%,&_Z;(r-i(/f(rzpflnl /
Les zze sont des fonctions périodiques de Zret des coordonnées }Z; s ;k;,
/
;Zfz . 5(2 , satisfaisant certaines hypothdéses & préciser plus loin.
Ce mémoire est d'une part, une extension des probldémes &tudiés par
OSTIGUY [8, 9] et E. M'HAMEDE [10] et d'autre part, une extension d'un probléme
étudié par R. FAURE [20]. En effet OSTIGUY et E. M'HAMEDE ont étudié respective-
ment la stabilité dynamique des plagues excitées paramétriquement par des forces

de la forme :

/l/[f) = /tga —+ /V% C’é'?jﬁ/ll) ; la fréquence excitatrice &tant

ﬁ-_—_—__géjz%éz , [8, 91 ; et

W) :/I’g/(, —+ /@ ct)
ett) = T= §(t-n7)

T = 27T ) estia

pulsation excitatrice [10]; ces forces &tant distribufes uniformément le long

de deux arétes opposées dans les deux cas.

R. FAURE a &tudié dans le cadre des thfories des percussions, le systéme
d'équation différentielles régissant les mouvements de deux oscillateurs en

ljaison par choecs [20]. Le systéme est de la forme :
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X too _
x! ot = /\ZE} X, + E’(?&,z;/+ K”_;_';S//—wi)]

/s *k T
2 ety = A/}Zzz + Plr,, 7)) - ,(;__;z:;a”/f—wi

avec la condition de coIncidence

%_/(6) = X [C")

et
P 24 — ,
2("/0) :2-%(0/5’) :’98}17_’(@/@)" C T 7Z

On peut séparer 1'étude de la mécanique non linéaire en gros en deux

branches :

Méthodes analytiques : recherche de 1'existence des solutions particuliéres.

Etude de la stabilité.

Méthodes qualitatives et gquantitatives des solutions :

(i) Méthodes topologiques : la réduction du probléme 3 1'8tude des
points fixes d'un cpérateur dans un espace de fonctions périodiques.

(ii) Résolution & 1'aide des méthodes numériques.

Cet exposé n'a pas pour but d'énoncer une méthode de résolution uni-
verselle mais plutdt d'utiliser et contribuer au développement des applications
de celles déji existantes. Il est scindé en cing chapitres. Le développement
de certains chapitres est précédé d'une introduction qui les situe dans 1'en-
semble de l'exposé et en précise la portée.

Le Chapitre 1 est consacré i la théorie approchée des plaques. Le lecteur
¥y trouvera un résumé des chapitres concernant la flexion forte des plaques
traitées par : G. DUVAUT et J.L. LIONS [1]; LANDAU L. et LIFSCHITZ E. [L4];

TIMOSHENKO S. et GERE J. [6] et les rappels des équations de Von Karman.



Le Chapitre 2 illustre une application de la méthode de Galerkin
[8, 9, 10] pour &tablir 1'équation différentielle vérifiée par le déplacement
transversal de la plaque soumise & des percussions longitudinales.

Le Chapitre 3 traite d'un point de vue mathématique le probléme

d'existence de la solution périodigque de 1'équation différentielle généralisée :

YAy + ot (143€)9 = A9/ + gry)]

@(g/: @fg g ?—#-' R o (_(/’(,- g i’“} 7" entier naturel quelconque;

¥ oo + po
J1) = 7 =_5(t-n7) 4+ = oo (pevt+i)

avec

%/%/(Odf

La solution de cette &quation différentielle a été cherchée dans

1l'espace :

£ oo ;
//%//)//:4% [Za] < 9‘}

des séries péricdiques absolument convergentes. La méthode expos&e est inspirée

d'un travail de R. FAURE [19].

Nous étudions dans le chapitre 4 la stabilité d'une solution particulisdre

régie par la fl&che de la plaque. Pour cette &tude nous utilisons la THEORIE DE

FLOQUET.



X1

Dans le Chapitre 5, nous étudions le systdme d'équations différen-
tielles régissant les vibrations de deux oscillateurs voisins en liaison par

choecs

x] + cwx, :A[Z X, + 1%, x/ t) + kect)]
v i, = A6 X + Blx, % L) -Ked)
X, +0°X; 2 /2 2 (A ;% ,

avec la condition de coincidence instantanée Z,[ﬂ} _"/{z (0) et ol k

amplitude des percussions, est une inconnue

é/[’): = ﬂ;.é’/f_fl-—ﬁ‘/_/ avee ] = S

77

L 2

sont des fonctions de période 7

)
les 5
RO 20 = G 580+ A o

~

ou

. %' est un polynome.
C//f}est une fonction de f , de période 7_ .
Nous déterminons /(/ en deux étapes : A/._’.‘ /(o +/(// en nous

inspirant d'un travail de FAURE [20]7

7

- la premidre étape consiste & trouver /{/& » valeur principale de /(
1l'aide des équations de synchronisation du syst@me considéré.

g Pd / . . ” .. . -
- la deuxiéme &tape concernant A/ utilise une méthode d4'approximation &

partir de la solution du systéme et de A/a
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L'existence de la solution périodique a été dfmontré en utilisant des
résultats obtenus par R. FAURE dans le cadre de 1'étude des équations différen-
tielles [15, 16, 17, 18, 19, 20].

Dans la derniére partie de ce chapitre, le probldme de la synchronisation

est €tudié en détail dans le cas des équations de la forme :

.1:14/' + (cyfz'l,/ = A[A/é’(// — 2 u;/ -2 %1_ g’ngz]
‘;z + ot :A/:/(/e//}_ ZC”{’QZVIZ/{ P W?f{]

) — A/ }
1/!,1 (6) = M’z (&
ainsi que le probléme de la stabilité au voisinage d'un point de synchronisation.
Dans 1'ANNEXE, nous démontrons 1'orthogonalité des fonctions propres

intervenant dans la représentation du déplacement vertical VV/?:”/ g, Z/

de la plaque et de la fonction d'Airy - F/?(/ ,‘// f} dans le Chapitre ®.
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NOTATIONS
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D : rigidité de la plaque & la flexion.
E: module de Young.
F : fonction d'Airy (fonction de contrainte).
ly : €paisseur de la plaque.
]L, /77 s ”’(.‘7 : moments fléchissants et de torsion par unité de distance.
n'l/ » ,t/ : tensions du plan moyen de la plague suivant ¥ , g .
¢)t s a’o : efforts tranchants par unité de longueur suivant ¥ , (1 .
Ay’ ,((,a : déplacements de la plaque suivant ;Z s g .
1/ : déplacement normal.
x »9 . 3 : coordonnées cartésiennes.
gx s gg : allongements unitaires suivant 7( . g .
J/ : coefficient de Poisson.
(9 : densité volumique de la plaque.
ﬂ;, [); : contraintes selon les directions g , CJ .

Z;' s C}g : cisaillements selon ﬂj > %3 )

cé: coefficient ‘de viscosité (ou coefficient 4'amortissement).

6’,4.: coefficient de viscosité associé 3 un mode particulier ( P . ?) de
vibration.

A/((é), /Vzﬂ (‘L) : charges dans le plan de la plaque par unité de distance :

Nolt) = Mgy + Wy - frE)
W, (E) = My + /l@-f///

% . A'/ﬂc : charges statiques par unité de distance dans le plan de la
plaque.
/I

¢ s /Lgb : amplitudes des percussions (ou des charges harmoniques) par

unité de distance.
T: période d'excitation.
(i : demi-largeur (ou largeur) de la plaque.
b: demi-longueur (ou longueur) de la plaque.
@//J rapport de forme de la plaque.



CHAPITRE I

FLEXION DES PLAQUES RECTANGULAIRES
EQUATIONS DE VON KARMAN




1.- FLEXION DES PLAQUES SOUS L'ACTION D'UNE CHARGE REPARTIE LATERALEMENT

Considérons le cas de la flexion d'une plague par une charge répartie,

agissant perpendiculairement d son plan médian; on suppose ce plan horizontal et

~

contenant les axes des X et des ﬂ , llaxe de 3 étant perpendiculaire d ce plan

et dirigé de haut en bas. Soit é? 1'intensité de la charge que l'on consid@re comme

une fonction de X et de g

Dans 1'8tude de la flexion de cette plaque, il faut distinguer deux cas

1.1} Flexion simple

PR
négliger
tensions

tensions

aux 553

produira

Les tensions sont faibles par rapport aux tensions critiques et 1'6n peut
1'effet qu'elles produisent sur la flexion de la plague et admettre que les
totale s'obtiennent avec une approximation suffisante en superposant les
dues 4 la déformation du plan moyen, et celles produites par la charge.

En découpant un &1ément de la plaque par deux paires de plans paralléles

et 93 (Fig. 1), on déduit qu'en raison de 1l'action de la charge L? il se

sur les faces latérales de cet &lément, des moments de flexion et de torsion

et des efforts tranchants verticaux représentés sur la figure 1 et dont les valeurs

par unité de longueur seront définies par les formules (1.1a) et (1.1b) suivantes :

Cf?f,““ B “-“_(-J
i el o~

e

g

(?@/ Qﬂ‘

/7”"" ol + 2% ahx

-

- - - "9’1t9 4'EZ£EEH- éﬁz

-\. - -
)

\

5
2

re - - - -+
/If‘ “’Q“%f"@‘“‘

~
+
;; S
Rad
Q.
as
\
¢.L

- g 9’19—‘-_—-1‘!2—6/((3



Désignons par /71 et /7(1 les moments fléchissants et par /Zlget %;L les

moments de torsion; on a :

7] ‘%
My= [ 368 , 1= |0 3¢

| - = d
ﬂxg:’z"955§7 My Eon § 43

Soient @;‘ et % les efforts tranchants verticaux, on a :

b A

> = |, € @ =\ (1-45)
4 x5 ©6 7 &= | %y )
Z /,'/Z Z ﬁ/z
On peut négliger la variation de Z;; et Zl-gj le long des petites
distancesély et @l/f et supposer que les efforts tranchants résultant %‘@(g et

@(9. d)c passent par les centres de gravité des faces de 1'€lément.

NOTATTIONS
-:2 : épaisseur de la plaque
6. - ()Ta' : contraintes selon les directions A& , 9
Z;} . Z%; : cisaillements selon 2’; , y; .



Les efforts tranchants (1.1b), les moments fléchissants et les moments de
torsions (1.1a) sont tous fonctions de coordonnées X et g . Par suite, en employant
les notations %L . /77( et /fZl; pour la fg¥ce gauche de 1'&lément de la figure 4
les quantit@s correspondantes pour la face droite distante de la face gauche de la

quantité é’(x , seront :

% +2(f7£_gl;(

I + /7% C]Zf , ﬂ?‘
% ox

/
comme le montre la figure. On fait de méme pour les autres faces (faces pa.ra_'LZ_Léles
au plan %3 ). |

Si 1'on considdre les conditions d'équilibre de 1'élément de la figure (1),
on remarque qu'il est soumis & des forces qui sont paralldles & l'axe des 3 et que
les couples sont représentés par des vecteurs perpendiculaires a l'axe de 3

En tenant donc compte des directions des forces, leurs projections sur

1'axe des 3 nous donnent :

% oty +__ﬁ_eaddx F Gt by = ©
o 2y

ou, aprés simplification,

%z —+ 2(?_‘9_ ~+ Q (1-2)
% 29
Le poids de la plaque elle-méme peut &tre considéré comme compris dans
la valeur de q
En prenant les moments de toutes les forces agissant sur 1’él8ment par
rapport 3 1l'axe des X et, en observant des directions indiquées sur la figure,

on obtient 1'équation :



/7
Ty o oy — 0 “"’ oly tx —Hf %w/; =@
ox C¢

Le moment de la charge q et le moment dfi & la variation de la charge @ peuvent

&tre négligés dans cette &quation, comme infiniment petits d'ordre supérieur & celui
des quantités conservées dans 1'équation. Aprés simplification, cette &quation

devient :

Oy _ 2 g — @ (1-3)
ox oY 9

De méme, en prenant les moments par rapport & l'axe des , on trouve :
Ty x Dy ;
?___i—— -+ 5 - Cf??‘ = @ (1-4)

29 L

S8i 1l'on tire les valeurs de @ et de éf’g des dquations (1-4) et (1-3) et

qu'on les porte dans 1'équation (1-2), on obtient 1'équation suivante :
~Z ? 2 A

32 ﬂ% -+ 9 /791 -+ 9 //g - '9 /1%

Ix? 2x 2Y oY ox DY

Si 1'on remarque que /751 = - ﬂ)&y , parce que Z/;g - C;%

—

on arrive finalement & 1'équation de 1'équilibre :
2

ey . DN,
2/ _ & Q Iey g
oxt ox 29 2y9°

= —¢ (1-5)

1.2) Flexion gorte

Les tensions qui prennent naissance dans le plan moyen ne sont pas
négligeables et leur effet sur la flexion de la plaque intervient dans le calcul.

Pour &tablir les équations différentielles de la surface &lastique dans ce cas,



on considére, de nouveau, 1'équilibre d'un petit é1ément découpé dans la plaque

par deux paires de plans paralléles aux 15 et %5 . Aux Fforces déjd considérées
précédemment (Fig. 1), il faut ajouter celles qui agissent sur le plan moyen de la
plaque et dont les notations par unité de longueur sont indiquées sur la Figure 2.

En projetant ces forces sur les axes des et et en supposant qu'il n'y a pas
de forces de volume s'exercant dans ces directions, on obtient les &quations

suivantes, pour les conditions d'équilibre,

Ofx_ , OMx  _
% A
(1-6)

N 2 ¥

,___ﬁ_ ..;-_ﬂ.. =
oY ox

On constate que ces équations sont entidrement indépendantes de trois

équations de 1'équilibre considérées au paragraphe précédent.

——ax—

Fig. 2-a



r.__._m . ~ ]l- g e e o i 18 e o WM,) /’t

>

¢ o + 2 el

_ '?ﬁ;cg +§’—/z”—& €1¢¢
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S oM, + 2N
(3\7 ‘k )A/w‘ 99 6{3

- 9/l/9
Fig. 2-b - —-—-)A/9 t = 3(3 C%

=

N

Pour étudier la projection des forces, indiquées sur la figure 2 sur
1l'axe des 3 , 11 faut tenir compte de la flexion de la plaque. En raison de la

courbure de la plaque dans le plan ﬁé (Fig. 2~a), la projection des forces

normales ﬁ/x sur 1l'axe des 3 donne :

2
_A,{élﬁ-g——”i

xi

-+ (/l/ + M 9/Lx %‘) (aw 3 W 57/%) flﬁ

Aprés simplification et en négligeant les infiniments petits d'ordre

supérieur, cette projection devient :

Mc W_ by oy + 20 926 9“/ ot g (1-Ta)

/
De méme, la projection des forces normales ﬁ’g sur 1l'axe deg 3 donne



2/ . L4 W .
A/y%aﬂz”c“l" €ty "'%%L;g’é’k‘ ety (1-Tb)

Pour déterminer la projection sur 1'axe des 3 des efforts tranchants

‘ ,1/”3 , considérons la flexion d'un &lément @/7( flg du plan moyen (Fig. 3).

5
An %

- —
4 /
>/ ! “ /
/ F/ 4

9 U ow / i
)%J— M, DWW oy

En raison des angles

’ : ¢ €4/
oW oon DWW oy
240} oY O7¢ Y

indiqués sur la figure, les efforts tranchants A/x? ont pour projection sur



1'axe des 3
’%c Eln éfg —+ Dy W Plr él(]
7 ox 9»,) X 2Y
Les projections sur l'axe des 3 des efforts tranchants Ag)( - /%3 sont

données par une expression analogue et finalement la projection de tous les efforts

tranchants est :

.9 oo 74

' a'a 9 J 72
En ajoutant & la charge q@lﬂ 9@ agissant sur 1'élément les expressions

(1-7a), (1-To), (1-Tc) et en utilisant les équations (1-6), on aura 1'équation

suivante, pour les conditions d'équilibre,

9‘2’77( 83 ﬂ?{xﬁ + 9 /’13_ — (€+ Z aqu/ a/l/ 9?‘4/
ox?  9xoy oy’ "o :

En remplaga.nt ,77( » ﬁg et f'ézg par leurs expressions; soient :

- 2w 23 n/
I = HD(.‘axz + 7 axt )

W 2w
fly= - D St //--592—-)

/77((3 —_ —ﬂ?;(_ = D(’/"y)ga?;:/g
7.4



On s :
o'w e d'w | D'w —
Y 4t 2x* 9yt 24"

A . +/L/_9_i’l1i /l/?f_’_"_/‘.;.;’ﬂ/ ?_Q‘K, (1-8)
D (9 + oxt 9oyt T " aa gy

: dsigne la rigidité de plaque & la flexion.
: coefficient de Poisson.

: déplacement normal.

I \XT ¥

Dans le cas général, de grandes déformations d'une plaque sont accompagnées
d'une extension du plan moyen. Pour &tudier les fldches importantes des plagues,
on peut continuer & utiliser 1'équation (1-8) mais les forces /té s /lg . ,%13
dépendent ici non seulement des forces extérieures appliquées au plan %ﬁ , mais
aussi de 1'étirement de la surface moyenne par suite de la flexicn. Les &quations

d'équilibre dans le plan X}r} sont toujours :

7Y 2Y

Ny My — o
oY x , ,

. T e . . . . / /1, )
On obtiendra la troisiéme &quation pour déterminer ﬂ'x . /Lg et %y par la

condition de déformation du plan moyen de la plaque pendant la flexion.



Composantes du tenseur de déformation

Nous déduirons au préalable 1'expression du tenseur de déformation déter-
minant la traction de la plague (considérée comme surface) soumise simultanément
i une flexion et & une traction dans son plan.

Soit A 1e vecteur déplacement & deux dimensions (de composantes »// .

ﬂg ) en traction pure; W désigne comme avant le déplacement transyersal de
flexion. Alors, 1'élément de longueur M %‘ -+ té de la plague non

déformée devient aprds déformation %/ , de carré [4] :

A0 = (o 0ty ) 4 Ay + Hiny) s Al

Qr

= 2 o+ 2 oy

_ 2ty 2y .
Aty = v Ar + —é—ai— ez

oW = BY oty 4 AW o,

DA ;)%
2
(@/x +elty) = Axt + é’?é.i:‘—%%z—f- 2_%/1_5/7:@

" am yg;) _,,(_Pj:/z_g//)

+ 9P 2 of, ly
X 2Y

et



(ﬂ/gﬂcé/ﬂ)——%(/ +?3 dﬂk+32"9[%3
, Dty
oo ote)f 4 (25 45)°

+ 82% 2% o iy
o 2Y

D% ot

oty
on ne garde que les termes linfalres des dérivées s et )
. 2 X g X
2’_{{% , quand & ﬂ{u/ , on le garde sans simplification car il ne présente

pas de termes linéaires :

, aw 2 an’ W oW
Aw'= eh +(2x )é,/ AT e iy

Done :

A% = clf® + 26, Xy Ay

- _ A [tk 24//5 v oW
fas = 3 9% )+3

soit :
r — 9tlx , ‘on/ 2
Exx = &1 “57’*—4’(%‘

1
fgg—-{z’Z"‘ //91(

Gy b= 28 £ 2062

(1-9)
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En manipulant les dérivées des déformations afin d'€liminer .///g s '{/y

entre les expressions de gpgx, 5’59 N fx,g on a :

702,12 n? t
g Y 4 —I-c“ :(9“/ .._.Q?/QW (1-10)
%X, 4yy 29y%q9  “99,xx I Y x: Iyt
En introduisant la fonetion 4'Airy F , (fonction de contrainte) définie

B?F =0, _22/: = O, (1-11)
xx ) 2299 x4 !

et d'aprds les relations de contraintes-déformations (loi de Hooke).
Exx = Jex 2

£
‘-(%: -g_—,—-(ogb—'/@:x) (1-12)

by = LEE- G

(1-11) et {(1-12) donnent :
Enn = e ._9_2’5_ _ /,__@_Q’i
£ Loy 2z

— A (F N
Egg = [f()xz - yaeji ” (1-13)

£ = g+ DU
)= T 5,5
£ 2x0dY
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{(1-10) et (1-13) donnent :

Aﬁlzf: — ZE— L?{:;eg - L?;;%JK L4/275[]

et en utilisant ces &quations et 1'équation (1-8) on obtient

AW:"‘(% * gg"‘//lx""F

Les &quations (1-14) et (1-15) assocides aux conditions su contour,

déterminent les deux fonctions L4/'et /CT .

(1=-14)

fax l/ﬁ/ﬂg-g/%ﬂ /)‘g> (1-15)
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Pour tenir compte des effets dynamiques, on doit, dans les E€quations
d'équilibre, ajouter aux forces et moments extérieurs des forces et moments

d'inertie. L'equatlon (1-15) devient donc, en ajoutant au deuxidme membre le

rorne A ( (;9 W)

@ g .
A M/:i%_ 3 * FH?} M//%/t + },L_m: M/yy" ﬁtj%/ (e

_p2W
¢ L

I1.- FLEXION D'UNE PLAQUE SOUS L'ACTION DE CHARGE DANS SON PLAN

Considérons une plague rectangulaire d'épaisseur uniforme , excitée
dans son plan par des forces uniformément distribuées le long de deux arétes

opposées (Fig. U4).

,vb( 3

e .

DN

Fig. b.- Plaque excitée longitudinalement (dans son plan)

par la charge- A{a[f)

W



16

Les forces ayant la méme intensité /lé /é) mais exposées, la somme
des forces extérieures agissant sur la plague est nulle. L'Bquation différentielle

(1-16) vérifiée par 1la fliche deviernt donc

AZ.W: ':gl"(ﬁ;'glg Vl,/m: + Fxx M//yg "?5;"9 72

— 67 M)/Z‘Z‘ (1-17)



CHAPITRE II

EQUATIONS TEMPORELLES
DU
MOUVEMENT TRANSVERSAL




.

1 .- FORMULATION DU PROBLEME

I1.1) Geométnie du modéle

Le mod&le conceptuel considéré dans cette &tude consiste en une plaque
rectangulaire mince initialement plate, d'épaisseur uniforme ﬁ , homogéne,
8lastique, simplement supportée sur son pourtour et excitée dans son plan par
deux forces périodiques « M% (f}et ﬂ{g [(L} , uniformément distribuées le long

des quatre ardtes (Fig. 5). Les forces Aé(f) et ﬂ/g (l—) ayant pour expressions :

/V (t) = Ay + N, A’//f]
W l8) = My + 1y 2110

ol /14(6_ et /Vgt sont les amplitudes de la force périodique :

() = Ll) + € (t)

e(t) =T 5(t-n7) ;) T =sevia
Ft) = F/_—;‘ o, Ce(put+T), «wT=2T

L_ /4 p/ (/« A/=constante.

L’orlglne du systéme est choisie au centre de la plaque non déformée
(voir fig. %).

Le cas d'une plaque rectangulaire mince initialement plate, d'épaisseur
uniforme homogéne, €lastique, simplement supportée sur son pourtour et excitée
dans son plan par une force périodique uniformément distribuée le long de deux

arétes opposées a &té &tudié dans [8]1, [9] et [10].



NE)= W+ 6 ¢

o pllercnt appotts)
\ﬁ,__“ W, ()

Fig. 5.- Plaque rectangulaire soumise & une

excitation paramétrique et continue.
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Dans [é] et [9],ﬂf} a pour expression f((‘) :C’m L@/l‘/ .

Dans [10] , f{é} est une percussion g et a pour expression.

1) = T= & (t-n7)

N —o

1.2) Equations de base

L'analyse est basée sur les &quations (1-14) et (1-1T) non linéaires
correspondant & la version dynamique des &quations de Von Karman pour le cas de
grandes déformations; tient compte de 1'étirement de la surface moyenne mais ol
l'on néglige le moment d'inertie (car la plaque est mince). Ces équations, .expri-

mées en fonction de la fonction d'Airy F et du déplacement latéral W , sont :
e = z ,
VIF=&[ Wy — Wax Wyy [
(2-1)

viw = %‘[f;—% Woax +5nn Wy = Ebg "Wy
— oWy |

ol les indices inférieurs placés aprés la virgule représentent des dérivées
partielles par rapport & ces indices et ol D . E et €9 désignent respecti-

vement la rigidité en flexion, le module d'élasticité et la densité de la plague.

1.3) Conditions aux Limites

Les conditions aux limites sont reliées i la fois & la fonction d'AiryF
et au déplacement latéral W . La plaque &tant comprimée dans son plan moyen par

des forces uniformément réparties le long des ardtes A = -A s X=+H4 >

9.: - f) > 12) :-l-ﬁ nous avons
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_ %[«H — ¢ e
//:"9‘9_— 4 )6_}”7 a x=- (2-2)

A — &y

Les plagues considérées dans cette &tude étant simplement supportées sur
leur pourtour, les déflexions latfrales et les moments fléchissants le long des

arétes sont nuls et par conséquent :
W= Wox + Y Wyg=0 o x=2
(2-3) -

— — ¢ . —

Le probléme consiste a4 déterminer les fonctions F et W qui vont
satisfaire & la fois les équations du mouvement dans le domaine et les conditions

aux limites.

I1.- METHODE DE RESOLUTION

11.1) Expression de F et W .

Dans cette étude, le déplacement latéral de la plaque est représenté

par une double série des fonctions propres du systime linfaire associé :

W(%/ ’é/é) = PZ‘-% I/t,/w/[‘/j;(xj %/(g} (2-)

ol % [5) sont les coordonnfes géndralisées du systdme. Les indices et
correspondent au nombre de demi-ondes dans la direction des axes Q) et é’"j .

respectivement.
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La solution pour la fonction A'Airy est supposée sous la forme d'une
double série de fonctions propres de poutre qui satisfont les conditions de

contraintes aux rives :

F%y, b= waz'ffﬂ L) 00 yry)_ g2 8 yt 84 (s
24 24
ol ﬁﬂ(&) sont les coefficients généralisés de contrainte.
_ Les familles de fonctions (X"’n)rlé o C+ 903 (%}4_(,”5 + 823
| (g; )7_4 pL 22 et (94/}1_{6/_( 4 o doivent &tre des familles

compl&tes dans leurs domaines de définition, soit pour X é[:&/ ‘*ﬁ]et

Y é[“é)"*é]'

11.2) Choix des fonetions d'approximation

Les expressions analytiques des fonctions propres utilisées dans cette

étude sont les mémes que celles utilisées par OSTIGUY [8, 91; soit :

" b & lert, & 7

0’1:4/?/]/‘“

(2-6)
y = Gy kg
‘n @&é’é Cﬁ)lgé / -~ 7, 2,3, ---
7 — p7x _
éf—&%v ) P12, -
¢ = 979
a z< 5 ) 9= 7,2, (2-7)

e
Y = O 7Y
% 25 ) Gt -



5 F et Wvérifiant les

Avec un choix particulier de Q(m et é;

conditions aux limites, en effet :

: v M
—=f X N =L
Eg‘a - o, 9 mmer T T 4

et . . ) y
1% T on

et on a bien :

gyg[x:iér) :_/‘éc/f) Car Xom(To)=©

E%ﬂ(gl:iﬁ/ -:--A/-%ﬂ car 5 (t5) =0

et pour avoir :

/F-I/g&a/:@ il faut : T&ﬂ%ﬂ{m@ -+ %&(”@ =0

et

g;bg(t.ﬁ):d’ il faut : ngﬁ,; + 72;7;5& -

soitenposantA:g,é ’A'm—'%mé’ N

Tﬁwé/\,,*?é—mé,f = & (2-8)
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L'équation (2-8) est appelée &quation transcendante. Cette &quation

admet en général autant de solutions que les fonctions (— ta&tx) et Z'gmé X se

rencontrent (fig. 6 ).

Choix des solutions des Equations (2-8)

Soient % R %/ R 2/2 s s+e++, les abscisses des points d'inter-
section des courbes de(—[M%) et @*ﬂgx . Les dimensions & et 5 de la

plaque &tant connues, on peut choisir :

_”f"— el 0(,,,,:-—-7—5-'2—

I

B, 4
ou ﬁn:_zél__ et A/'m = Za

"‘%4 e @
ou /5;_-_-_—,22. et A/-—"'b—"/'

ou bien Xm et En étant fixés on peut choisir les dimensions convenables de la

plaque pour que le mouvement soit stable.
Pour la fonction W 3 avec le choix de 9;-(7() et %//9/ on a

bien :
wlr=*a) = ¢ ; Wiy=*5) = e

et




-~
ﬁo

(’T&M%)- o~ S

25

=1y

~N N

Fig. 6
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donc
W + W, 9y ~0  pewr x = %4

De méme pour

FWZ Pt

M//‘ata+jjm//"”: (22)* (2a)%

et

W)/gg-i-/n,/xx pour %:ig

On montre (voir ANNEXE, § A) que les familles mﬂ) N f}{,] N /g)

et / %} sont orthogonales.

11.3) Equation temponelle du mouvement

Dans ce paragraphe nous déterminons 1'équation différentielle vérifiée
W, (4 T 57
par les coordonnées généralisées D du systéme » ¢ et J désignent
les symboles de Kronecker. -
Portons les développements (2-4) et (2-5) supposés pour W et /"— dans
les &quations de base (2-1); on obtient [8, 9, 10] :

Z (X s+ EX % 2 X ")

(2-9)
, 7 old / s )
=EFFE R EL Y -2 gy

et
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%9‘/” dans la base (y)7(74_/ £ oo . Boit :

. A
/>a/‘ gf“%‘l

mpr Y m75‘
hﬂfi,-. 27 = 41 ’1/ ?//f/ 457 =1,

(l)x A ZK""‘X

h&z » 44% ¥
Y Y5,
(111)[ z;: P ”ZZ‘X/MPX %/y/—;.‘/ i{'[ Y
(iv)@'ﬁ/}ﬁ/ / ;:,;7;51 f'.?f)(/ Z 7 72

D EENG Y =25 == g TNy,

T 1datst 7
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Désignons par é;— le symbole de Kronecker; en remplagant les expressions

(i), (ii), (iii), (iv) et (v) ci-dessus dans 1l'équation (2-9), le premier membre

de celle-ci devient :

S 4
EFE R+ X057 2 k)

e Y = Iy
:Wz—ﬁfw[}w}{ﬂ "L%zbt =5 LAy
L}
+X'm%/‘7
Y% m_.m [A -
“‘ém_'wf’””[ ?dééﬂ&)d/'fﬁuf-éé‘g
Z . .
g,‘&”,” - A 1d N
Tat e = JZK’ = "5:7

o G /(44:’".[:;"]}/\}/‘1 |
‘ A u
o= EF L[ )
@ ) .
+ 8 A /@"”"ﬁ‘”]} Xoy

= A o (¢) ;q:m)ﬂéf

atht e
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en sdoptant les régles habituelles de sommation; c'est-3-dire la répétition da'un

indice dénote une sommation par rapport & cet indice et en posant :

Mm h 2 “ 0y
_ MeN | gyl » 2 2 AW [J‘M
— (i" fga [Z Alm +Am/c 7+ g/\fmAM K,, v

Ay }

C: b/g( est le rapport de forme de la plaque.
i o”"'"
Le secondfde (2-9) devient :

. . /o 7/ Y4
E§§éé”w%@£%%@££%%)

p] . . “ é Yy 1/ 3,
- = W/ w | PrasiT PV 4798
- t/j /)57(’”—? Ea s | eags R Lo

2201 4 <pr 144 AL
o A

A P4rs
= BT v Xy

P pars . . : .
— <pr 7195 ’ epy |49
= £7 ]}r%"(/z L, —psth L

D'ol
mn ! pars
— / ’
fmgf) - ; Vl?’ﬁ Wrs

Ag £y

(2-11)
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Pour les équations (2-10) nous posons

/7 7/ UM Y
. - T - VS RS /"3
(n)A,/mé; ___Gé;;"” = )</ é/u };%’__522/;/}" “/_Zq Z//
g

> v’

- 2
N A AT

—~— <“©my Vﬂ.S
o X &y M,zikz f)%%: T Tzl v

U h‘é 14

En remplagant dans 1'équation (2-10), nous obtenons :

4 4 22,2572 4 3%
WAV(5) LAk '(/sz V;?'q,_y};'
76 a” U (1.4 14 57

~ w7 e’y + BV [EE
9 52 Y &l -

m n r S a,’z

4_££[€¢ ‘»"f{zfj 1’57‘577‘ /‘\ A ;\/mmrL»aens

v 5
. ),.ZA: 772 /\/aWVZ'V”;. zAm 7t »wmr‘ gl'
helbt 4 3§ bl hft

= ©
*



i J~,7—If . lf .
fz[ﬂaw %5“)[6‘*4/ + 20ttty V”/c‘:]

772 | ’ 4 ; A
T aw[c bt 1 () + v P () [V _f_pvy,,gf}éj%

| L, _
- = A T ¢ umbyins
“"j{‘?{;— Z r25£0 ye® Z{ﬁm{")n’{'{é}[c;m/\'m(\ﬁ"A:’ [’{4”

7 UMy sym s ; Umyp s [ yya-
-a-.J:fkson /k;' Zié' - ;’.é/%§7fié Z::: )Z:}?éngsif’__' @

D'ol

b ’

AL [}34r2%(f)+»/%;/£) w, () + WY
ubeatcteh
mns

+ ‘Bem»n(é) Ws(é) = ©

AtV
ol 1'on a posé :

mnrs 77_2 S

' M '

_ . Y 271s A'm A'n 4 4
Lpdhc
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e KL KL

Finalement on obtient :

2
N Z ’ /
'W“y + &, Wuv’ - ?;;_ﬁ—zgz C'ilez/lé ([')7’-1/%};“/ %«/V

mnrs

v

oll les pulsations propres sont données par

o ¢,
't = ) clut g Sutvie vICH
“ qephat ct .

o !)/ﬂ est le rapport de forme de la plaque et ol la répétition d'un
indice dénote une sommation par rapport & cet indice.

L'équation différentielle (2-12) représente 1'équation temporelle
d*excitation paramétrique d'une plague rectangulaire simplement posée; cette
plaque étant soumise dans son plan & des percussions dans les directions ,‘U/C’Z
et g’& ‘2 .

Les expressions des /q‘ et Z—A‘ qui dépendent des fonctions

propres utilisées sont données dans 1'ANNEXE § A.
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Les équations (2-11) établissent les relations existant entre les
coefficients de contrainte (ﬁ»m( ) et les coordonnées généralisées Pﬁ f)

La résolution du systéme d'équations (2-11) en fonction des !an nous donne :

Pars
— : ¢ -
'm,y{é) — 14}/"7(2') 1/145 f) (2-13)
\ <
pars anm =4 [ i Fars
mn 3 4'1)‘ 11 42'

p=

En portant les relations (2-13) dans les équations (2-12), @n Pc«,vmf

A} (CZW@ g1’V 4 V"/C’z)

—

wy
Hea?
et sachant que

MO = My + My
£y (B)= Ny, + Mg f (E)

avec

f(é) — et + ¥
o) =T ;{ S(E-nT) T = pelseimtte

qa[é/ — ’: Céﬂ(/)wz‘ +z)

-

zp—-z:/%/<°‘°
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on peut écrire les &quations temporelles du mouvement sous la forme :
e v 2 2 2
2 AN, w o NG (T N PN, ) B
Wu,'l—w\r[/\- ¢ e %) : - L
w
. Nauw

uyr

+ {e ?17‘/’

M | \N&e \N‘,,‘Wm -°

v

J

Wpges r. bl ij
M - et

wv M A

des coefficients non linéaires d'élasticité. Transformons quelque peu cette

équation; nous obtenons :

os 2« 1
Vo4 [4__ (SN, + N um)][/‘_

'8 W
v PQALa—

&.@PQVA
=0
\N&a\Nﬂ W'S

(Cz M, ¥ \l”N%) {4 W 4_‘\/

R S

N, /J wr
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Posons de méme

4/,
L 1 2 Z
e M N+ U N

R v

qui est la
pulsation naturelle de la vibration de la plaque chargée par N’kv et N25
o
et
Z v 2
M N, ¥ Ny,
- Toa T
3 _ p
w 2N, — N, sty

: excitation

en charge paramétrique.

Avec ces notations nous avons 1'équation non linaire vérifiée par er:

L1 &P?qrﬁ

3
Wur*&w("‘ qj(k))ww M \NH\NMW”:O (2-11)

En ajoutant, pour plus de généralité, l'effet de 1'amortissement

linéaire dans 1'dquation du mouvement, nous obtenons :

W+ 0 W, + 2, (a-2p, 40 W,

w

MMM
' Mw Weg Wry W, =o° ()

Pour éviter la présence de naombreux termes non linéaires basiques
(d'ordre trois) qui crée un couplage modal important, nous prendrons u=T=eﬁ=7‘—
et U =4 = Q - A soit ‘N = — . L'équation (2-15) devient

1 ol w?“\ =Wy

alors :
o . ' 2 3
Wpy + £Cq Weq + S (4- L O] W Mﬂ\NM "¢

soit en omettant les indices

W 2ew e (-2 {O)W - MW - 0

(2-16)
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Dans la éuite nous nous placerons dans le cas des deux hypothéses
suivantes :
a) La viscosité  , l'excitation paramétriqueJJ et le coefficient
de non linéarité f4 sont petits, nous posons pour la commodité de 1'écriture :
N\ étant un petit paramdtre ()\ - 0 )
b) Dans le cas d'excitation paramétrigue nous devons envisager le cas

de la résonance (pour avoir des vibrations non nulles); soit :
& %
£ = w (A+>i>

E’étant une constante non nulle.

L'équation (2-16) devient :

Wor w'W = z}Wf(E)-zcw-gw&,?wj (2-43)

LM Y
Cette équation représente un oscillateur linéaire (yw + h[) perturbé par
S * 2
(2y W) =¥ ¥~ 2cw -cwtw )
Nous retiendrons la forme finale suivante de 1'équation (2-17) :

LX)

W w (At re)w 2w =x[2pwie -v W] e

i

€ (&) +(8)

T = $(k-~T)

M -V

{00
e(t)

{0

]

" o
Y:-Jb -

W
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Nous étudions dans les chapitres III et IV 1l'existence de solutions

péricdiques de 1'dquation (2-18) et la stabilité.
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CHAPITRE 111

EXISTENCE DE SOLUTION
DES EQUATIONS TEMPORELLES
DU MOUVEMENT.



39

1.- POSITION DU PROBLEME

R. FAURE a étudié la question des solutions périodiques de 1'équation

différentielle [15, 16] :

Y rrey' v wr(Aare)y = A& re )]

A0
oi vQ('ﬁ): T%—_—;%({_'M\> et \Q(‘%) est un polyndme
d coefficients constants vérifiant Q(o) =0 et Q’ () =0 , N un
paramétre.

Que se passe-t—il dans le cas de 1l'équation différentielle :
Yy aew v w0t (/\ X%) N ‘ |
§ o reyr *Ae )y = X[ Q)+ 340 (-1

pour laguelle l'ensemble des fonctions Q,(E) ; \e(l'-) et des constantes >\ N

% » ( satisfait les conditions Q\—}) suivantes :

1°) QC{-_\ . LQ((;.) sont toutes des fonctions périodiques de
t , de méme période T ; T et l'ensemble des fonctions sont indépen- -
donts e N .
2°) ‘g(' k) = Ke(e) +€ (é) est la combinaison d'une
percussion QU;) = T %wg (6 - "'\'r) et d'une force périodique

\Q(Q = gfw o('roa,(Ywi—‘tZ,> avec :f;—-& lb(ﬂ :K oo
3°) &(v}) est un polyndme 3 coefficients constants :
Q("b = Qz‘ﬁl*’"' - *arﬂr ; done Q(0) = &(v) = 0
4°) C et §  sont des constantes non nulles.
5°) |X] est supposée petite et X+0 2
Des hypoihéses supplémentaires (6°, 7°, 8°) portant sur la convergence

des suites définissant la solution du probléme seront précisées plus loin.
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Existe-t-i8 une sofution pérniodique non nulle ?

Dans les paragraphes ci-dessus, aprés avoir rappelé la structure et
quelques propriétés de 1'ensemble %(’T) des séries absolument convergentes
de période | , nous montrons l'existence de solution de 1'équation diffé-

rentielle (3~1) dans cet ensemble.

17.- EXISTENCE D'UNE SOLUTION

11.1) Prnéeliminaines [10, 23]
Nous donnons dans ce paragraphe un certain nomhre de propriétés et de
définitions dont nous aurons besoin pour montrer l'existence d'une solution de
.1'équation (3-1). . Cwook
e, € fm;; [ ] <200

B 2§ el = T E

-—

et 'JEJ,,L = 'f_m? désigne 1'espace des séries absolument convergentes de

périocde T
On définit dans cet espace la norme par : 40
si Qo'(_&) € BC’\') alors : l\‘)ﬁ(t) n - = 1'24\]
Mm= -9

I1-1-1.- Structure et propriéiés de £'espace B(T)
a) E)CT) est isomorphe & *eA (Z) = {(’EM\ 5 Z.."b\‘<+a)§
el

Soit l'application :

T ’Q‘ (2) —> % (T) telle que

1= {mwt
T (,OC'“ wezx = %.ﬂ b

T est linBaire et hijective.

Si on définit la norme de 1 par :

i) = g ATERLECY

\\ (‘2~\> “ en (73



L1

XA
Puisque (Z) est un espace de Banach alors on peut en déduire
que B(’T’) est aussi un espace de Banach.
o
b) L'application 3(’\’) —_— C (TR,T) muni de la norme
-]

"sup" est injective et de norme 1. P ﬁ) est donc un espace fermé de C(R;_Q

et la convergence dans © C‘T) implique la convergence

uniforme car :

o)) <« I = .

on a 1'égalité pour 'ﬁ_(l‘,) — 0 é,_e I’).
c) F (7) — E'(@ EQ'_ avec

E, '—{»(’fm)héz /ae,“:o A l"“l?"}

be = SL@"‘>MGZ [ 2=, ”}

Gréice & 1'isomorphisme ! nous avons :

BCT) = B (T) @ B (1)
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Nous appellerons ? et PL deux projecteurs suivant BA (’T) et

A
3L (T\ respectivement :

T, m€ B(MDi— PM = 4 € B ()
R M e B s BM = 4y € By (T)

AL:?AM'\' %M - MA+ML

a) BC‘T\ a une structure d'algdbre de Banach.
Puisque la multiplication est associative dans ’e” (Z) et distribu-

tive par rapport & l'addition, elle 1l'est aussi dans B CT) .

Propriets - si % (&) € BCT) .y e B 1)

aors « (|20 - g(0) & [ 2 g

Preuve 1
I1 suffit de montrer cette propriété danms Q (Zl
Posons ® = (xy‘) H ‘3 :("5,?) 3 S :(51;) , 2, 3 . ’}

A
sont des &léments de -Q (‘Z) . On définit la convolution des suites de la

manidre suivante. o 40
y=oery e Vo £y o= wm,
P:—ﬁc’

done :
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I3l = = 13.) = 2 = | x4 .|
LS N -w P;——v

2 = ] - =l Z )
= - og 7=~ % =
é_ EN RS A g N MR

Soit alors P € €4<Z>= gC’ (' (1)
Tyl 2 =l (g

et puisque

Txxry) = TE) < T(y)

On a alors pour R (t) € R(T) N 5(0 . 1(_]—’)
“*’C(U' (0 l) < n x(&)n. | y() |

etsi WEL  Lona: \l ()] < | ”e(e)”w
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IT.7.2.- Mesune de Dinac - Distrnibution.

a) Nous définissons la percussion par une mesure de Dirac %Gf— nT)
agissant pour tous les instants (,' =T /. Prenant toutes les valeurs
entiéres négatives et positives ou nulles

La force extérieure est représentée par

)
JO = T S (ko) ¢ = Lpees(puta)
M= - =Y 140 QUJE

On montre (cf. L. SCHWARTZ [23]) que la série Z_ —————-— converge

dans Sa) (m) vers la distribution périodique ®eoe é(t ﬂ)

comportant une masse en chaque point (instant) d’abscisse multiple entler deT

Soit : 2 6'&«09@ ) +°’v (':c MT)

. /
= e

b) Soit AL  une fonction périodique et % étant la distribution

de Dirac, alors :

< uS,q7 =<5, ma> = U0)g(o)

e LS = M(0)
Nous définissons le produit /(,L(; (/6 - 'h-T\

S (k-w7) = aL (m) Clb-mT) = M(0) S (k-m)

car M est périodique de période |

11.1.3.- Equations de synchronisation

Nous allons chercher une solution de 1'équation (3-1) sous la forme

_lwt s {wb

0
W= he y pe A =R

vérifiant la condition de synchronisation :
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4, #(6) -cd - e Fy ta(s,) € By (1) (3-2)

et ol P\-x désigne le conjugué du nombre complexe

Nous posons par la suite :

B =#A

et
Y (4, 4,6) = 440 -C - &y, + &(y)

Pour satisfaire la condition de synchronisation (3-2), il suffit
iwf' ~Cw |

d'annuler les coefficients de @ et @ dans le développe-
)
ment en série de Fourier de \k (‘ﬁc N ‘40) t ) . En effet, nous remplagons
N
la distribution perlodlque . ( Q—) T = & C £ - MT)
Py . \v\w( ol . . .

par la série de Fourier f au sens des distributions
W= R N .

et la force périodique ((—) - ?_, g(f o (/‘)w"-(’ Z) par
)

la série de Fourier : 1 w&- . Ce qui donne :
?- -

Y (4, W, ) - ‘Soe(k) ¢ \5 @(0)- ey - £y, + QC4,)

prt <4< - -Jut )
(Prﬂ:) v @ %,,"‘ (e vec”

VLuJ( LU\J(' Py ‘ ; "
—-C( iwhe +iwRBe )—qu'(ﬁe “’+_6e"’)

A \.tvdl' rUJ"
T = q (Ae r e >
=2

car Wag(EwT\ = ‘%(WT)%(/f'M‘T): ﬂv(o)g(t“”)

donc



et /i
Wiy g t) = (A48)€ " 4 (pe5)e™

4 -—/W/ (e F
v, coor(ne’ + 8e)

« vot
, ¢ r58'”
+ X anT A € 4+ X, €

et - (peer) -kt
= Jc =2
+o B, WrTE

[/p+4)w/
L = (sa2)%
p+e -t
- (}(// (W; 7 - eof

| 5 p,  —whil,, whp
2t ;/@-26;—{/46‘ S (e ’7

ol ’J"F = —5 7
¢4 (-9 P!

-9 ., B
Pour d - ; / 1'expression
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»LWL' leh\T ‘}7
(H (% < ) CJ contient les termes

»Lw \,u_’))/ 1

2 et @ pour impair. Donc \'I/ (V)O N ‘5:7 ) E‘)EBZ(T\ si : pour &

impair tel que 3 Lp=4 ans le aéveloppement de

? cMpe=t ) f (ee™")"
Q%ns))r (47 e B)cntmicwb- suas %:Zad I Lo (33)
(Pr%) r (e(mh-v &_13 T+ (LGN - € WA+ %zad cf h‘b'-?g?j o

8
A= R H4 =t

Ces équations (3-3) s'appellent &quations de synchronisation.

On suppose résolu le systéme numbrique (3-3) et soit :

R':,.R—-) 5 @’,@—

le systéme de solutions non identiquement nulles.

\3() — _R’ C (\,o\' -+ @ \ est appelée solution de synchronisstion s
°(9 , ;,(L o/ sont les coefficients intervenant dans 1l'expression de la force
) L
périodique :

t ,
Y(t) = = Lo Gon (ol +)

11.2) Théoneme

Si la solution de synchronisation ‘ﬂo existe et est non nulle,

1'équation différentielle (3-1) satisfaisant les hypothdses (1°, 2°, 3°, 4°,
> 6°, 7°, 8°) admet en général une solution périodique appartenant 3 1'espace

des séries périodiques absolument convergentes



kg

o VA
z@:iuo:z e 2 zmmw*:ng
nE oW W= - % ’

pourvu que ()\\ soit petite.

PREUVE DU THEOREME

11.2.1.- Suites réounrentes (ﬂAm)éB. () et (ﬂz.n> € %("\

Pour démontrer le théordme, nous allons définir deux suites
récurrentes(uhw> et (Vl’“> et montrer que toute solution 9& de (3-1)
est la somme de ﬂ et des limites, si elles existent, de ces suites;

©

clest-d-dire :

5 - \jo_)— QAM (‘/szlm« + /Uz)M>

h—S + &

~

Posons pour cela : lﬂ = \10 + AL ol \zjﬂ est la solution

(4

de synchronisation déterminée et U & 'B(T) . L'dquation :
él/-“'}\Cél +wz (/t—k/\‘\€>6 - X [l\’)(j(’f>+&(‘3ﬂ
Yy B () s B e (gt
M X ?:/%
et

—~ 4
Q) = 0294+ A3

devient alors :
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"+ Ac 4 /i (7 +Ag )7

= Afef?) + ¢lyst) - ecn)]

ou d'aprés le développement de Taylor du polyndme &/%j au voisinage
de % on a :

1" Ac '+ (1 +Ag )t
= A [2///:‘/ WU + £ @ (G)ut

A AN @ "teh) "]

Puisque jf{ﬁ(d:&frjégﬂz [7) posons :
A= Ay + Ay el L, &Ly ( 7/

Aty ey (T)
En remplagant dans 1'équation différentielle ci-dessus on obtient :

W+ AC et] + Y r4dg e, + 44 +Acthy 4 (r4c)t

— Al O+ o tain) + 2 @ lu) )
(3-7)

L @ Vet ) e 25 @ ) o) ]

Projetons les deux membres de (3-7) suivant 51/7) et KZ /f) .

On obtient alors :



(or-£)

[/ 92)(7) A 2O e

e PR A Ve
N\N\\x\m%m\\«\ “r(3V #L) 020+ M hp 0w + a\s\\

! 9GUBAINS SJ4g TUBUW

' 9p \& \‘\ 99 \& \\\ £93USIINOI $99TNS SOT SUOSSTUTIIP SNON

N\ \\\\\*\\\\\ﬁ\&i&+---+\w§{»\m \

5%

(9+92) (%), + (7//(7r? “&\mw v =

Y (3V+4) 2 + YrOX+ oy

19

yes o n 2
ol PENORG T L)) T

(b (WYX= [PrB) A

[ ] 8= (7)o v 17 2+

0¢
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et

U= ©

7

et

14

A, FAC Uy, + w1+ Ac) 4,

=2 73[?4,;/”_/+4/2/,,_,)//!) + &)Y, 4,.,)

+ LGN s Y, ) +.4_¢*(4//%/,” 4”_,}]

e /f (3-11)

-44,& = @

Les 8quations (3-10) et (3-11) définissent une transformation ;51

telle que :

(’/{/)7/ 7"/’/?,) /5(//,711/’/?%,)

ot ’éz/r,en///bn / ’/{’/ -2 /"%?/n-z < B/T/

11-2-2.- Majoration de //44,7;//01 N ol

Puisque {/4/” é’éj (7) , 11 existeg/“” et %1/1 tels que :
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_ ~ewlt ‘
Hn T %f,n + n ét%ﬁ
?[ﬂ » f(/’)] ldd/_ ‘ (2//(
+ A, -1 é = g—f

/
o[ )t s + 4 &R th . 4,.)

)

070)/”77/ /)r]
_ -tcof o
=%, 8y, e 2w,

1,n-1

e A
r/@

D'aprds la propriété /% 5: ///0)(5’
,ona:

E[/M/M @(})] :(%, +_9/ )/@’“}’L et

et puisque !
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W) == X wo(rart+c) ; on a .
C(peot+Z) _¢{}Wf+z)

4, 9)- (4\/ 67y N E e tE

&
(z] ¢f
Bt P01 g 220 e 0 14,8 0
-t ‘f(}lL
—/—[4&/ EF e fﬁ?l-f-g—qg%e‘g‘
pubaca (Pt
s @) == 207" , .

? Y @'/{90‘)]:(%%,,, )@ -+ //Q’ "L,Z A ;)Q

En remplagant dans (3-10) on obtient :



5

l??xaf;éz;z__ )\ —y{:46f63£7-— /%1?5 C%a?jzj,)éyz L]
— (At a2 €7 2oy S'F) g,

—-A(%oﬂm ,;_3_/2 o )‘]Q—(a)f

-An

(A4, b 2 A )
+ (A - A +4Aca"'—%?‘@:’75)%@47
A (% 4, +g24’/4m)]gw¢/

P T o

soit :

V4 Z .
(é;ﬁi’ - - /CCfC;C/ ——ﬁ}é 274 '_52;;) Jk%;/77

, oz x3
—(1+ £ %,€ *%%@K’F&/Z)%“"

QL" ‘ | (3-12)

i ({cyz, g + e X C@Z_"%)A/{,w

= 625; n-t + gfa/

1, %7
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Posons :

4 A
g T E - =X, CENT -t ~2§
4’

(T -1z

4—/-%0—/26 —P{’L\éé + 02,

]

S
3, = 4+4%¢ +FHE 4

Le systéme (3-12) devient alors :

A _ + @
31'%/4/17 _52 45/;% — Tesym-r T0H !

- (3<12a)
'33@/4,:4 + 3 Ajﬂ” :(/4/”” * yj””
ol ig; désigne le nombre complexe conjugué de ég;

Ce systime est de Cramer si son déterminant :

/(/"/3/7 52 3
J i ) —_ est différent de zéro.
/ 02 O3

Dans ces conditions on a :

//‘ [2_—’ Cé,’n-l +‘5Z q'/;:ﬂ'/ 4—'9;%

‘Oﬁl" - kK im-1

o 5 L ’ '
Aj"” - (/ [OZ} %hn»/ + (g” (4//-2/—/ +"3)’ S—V’,n-/-fa: ‘7/71—/7

donc :
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Vetnll =1 (#0501 <505 (130014, ]
1L, I8E,,+ 3 01%,.]

/g}//cﬂ ol 213,119/
-+ ’.,3; _7/77_,/+ /3///%”—/ /]

soit :

1,41l < 77 [{/3,/+/5 D, |+ 45,1004,
—F(/}// /53/)/¢/n//+(/3//+/gz/)/g/n //‘7

et finalement on a

//%m// \( (/3//7/“A//§/2//+/32/) ///Cé,//”f//%,//)

_ 3] 3]+ 18]
B 1K

(S

g w .
=N

&)

o]

[otd

e, ) < K (00, n] -
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i ff//:: :// R, (ec) +91) )
¢l R | B, 20
< efleh, |+ KN il

- ¢ = Z‘\/@?/PW/‘v‘f) MCZ 1) = Koo

//(/w /AN /Z+/ﬁ"}//’/"/z, /1-///

//éV E //P[&//%) Yy + 5 VD) 0 o)
R oYWyl |

271 %/)//%z” N+ 4@ Nz, +4,., )
by 2 ,M/@o/)// Wyns tHon  J

r/
ol 6QA<~U;> désigne le polyndme & coefficients positifs constants :

Solw) = M6yt s o s &)y

'3-13) devient alors
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Uyl S K [(2 1K+ G001 00
A‘ @l/(/%/)///ﬁ/f,ﬂ‘/ +///7, ¥~/ //i (3-14)

"4"—_@ [/%////4/4”//*44,”///7
vonc s |y I CE o 104, W e

21 étant deux nombres positi fs alors :

//%,w//f £, [?ff/(f-@///%/]/ﬂ% + %q”/gg/]/ﬁmjz

r) .‘ r
‘- -+ —-7;’/—]@ /%/}/{é'* m) '] (3-15)
Nous poserons dans la suite :

F(6,m) = K[ (2 45 +@ Tan))m + 5 & (1))
b @ T )"

b) Majoration de //%?/”//
Puisque {//Z/"I € BZ /7_) » 11 existe A;”,o tel que :
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+ 20 . -
- = ('pet
’%m "/p%; Znp €
re
_ ‘ (o)) = ©7*
(/%’//7'/ +M2/ﬁ-7)€/f/’— //% 7’("0]7‘,%7:”"0/ //7/¢4
. )/f
_ C;?Z'fé
= I 171F7

avec

E — o o)+, (9

7, %1

un nombre complexe

Posons

/_ 71 /)¢/// +@/¢¢é)/4m/+ 2 4~ /}

+ 5= ?U/%)/M//n/ ?,/4-/}27’" ﬁ/%///ﬁ/ " )]
zpwf

=@, K —= @,

-
1PlEA
En remplagant dans (3-11) nous obtenons les coefficients %n/ﬂ de

-4/2/” sous la forme
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X =B, r @, ] 19

ol .,
,/Zp :/;/szp7wf+ /)/\C{W] ) //)/f¢
Q= 1+dg)

donc

Mol s hifletzs, 101 2, 510l

Mais pour //\/ suffisamment petite nous avons VA@) o /Z/g/
équivalente & 4//—//4/ pour /(‘/ (Ao . Donc il existe 51 tel que

5 l/i'f //ZP/ < 54 pour /fl/ (Ac . Majorons /4/,/ . on a:

/ZP/(———- car pour / / suffisamment petite //Zp/ est équivalente amjz

. Posons :

n = sup [2p/

Done de (3-16) on a :

Wb i< [SIR =008 o,

Or nous avons :

e () ity ()]
< Nitlywill + Jtlon-s I

et
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Vo )| B 4y pat, 000 + @ 00)ft 3,0 )

+ 24@?%}/%#-/ 7"‘//?m'//;‘ : 7‘;'5/7 ‘ﬁ(féf} 4”—7;4/#—/)‘7//
S(krgtmlllie,., + 4,1

J. o
PR XY e W AT (7)) e |

o () =57 % terfpect 42 )

(3-17) devient alors :

e, /<1 //[5, #O(k+ ¢, ’//g,,//]///%j/ . //}

avec 4/—?:—-*/‘/’};)/: /(({k:

(3-18)

L[ £ ) 11,0, 4 44 1)
)
- - - ‘){7‘ 6(‘//%////%4/”-/-}%/”»///%

Done si //{/7/ B~y // ( ( ot //fély-/ //(777

alors
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//’%?/14//\( % /[(51 + 9//(4(73’//%/}///”1]

(4 @l (em)
+ - --+7/,/7_557(7/%/]//"”’}7]
= G (€, m)

(3-19)

11-2-3.~ Convergence des AM%f/éL/M /’/é/ﬂjdan& 51 /7)

et /;7,/ T) nespectivement

En considérant les indgalités (3-25) et (3-19) nous voulons trouver

les conditions sous lesquelles on a :

5i //%//%I//(é éfé //%?}77‘/ /(W on & alors :
4,/ (¢ el //ﬂz,ﬂ//(ﬂﬁ ; % et #7 &tant deux réels

positifs non nuls.

Pour / A/ suffisamment petite il est possihle de rendre .

F(l,m) <
of
6}[{7,;47) ( mi

si A/I est une constante positive, //I/ ¢ A4 , nous prendrons //’/5/)'»7,

A/n«r :'7441;)4(/}0//14/*
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En effet pour rendre F('P7 «M><€ , 11 suffit de choisir ,{ et A
tels :

K, (2 + ks Q;(\‘op\»w / 4

Y
j/z' KA Q,‘{‘ <\\jv\> Cé+w>z < %

A % (“’JD(P*@ < £

Si nous choisissons AQ/ tel que :

S )
< (‘%\3) >(’ ) soit 6 4(%\21

\ 'e' /{/3 ' soit 3/2)
(Gag) ~tre et

—————_?L) soit ?.’%:)
(K%Q("O ‘30\)> €’ >O ‘ { L [5

0 Y 3l - F ) !
T g sd) 7 b WS (1a) et \m@,‘w@m)_

on obtient :



6k

~

w ot

Ky n (8 + K+ &i(lﬂv)

| (&t "
™ ST & () ) -t

™ <(kﬁéﬁ>om )A/h"&

soit finalement :

h =
Lgme (g 8

et

A m {i °2€’ - h (2
< | U (2 r ks, (1) >\ Q) ) T

a1l h
<_Wz@fl>(w> > - ﬁj

Pour rendre G (é)/w\\zw\ , 11 suffit de choisir ])\\Z)\' avec :

> fm
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Ainsi avec ce choix de >\ , /Q et mpon a

\\Ju/u)w, ls £ ’(/ et “Jﬂz)“" [} 2w on a alors
n uj)m “ /. 4@ (3-20a)
si ‘(\u/‘v‘,) “ 'S 6 et “/UL) et “ 4 A on a alors :
\) Uy w \\ L om - (3-20b)

Donc les suites (u,{ M> et <uz)“.\ sont majorées.
2>

3) ajoration e ||, .~ M, . |)

Q%M*%M @QW— >é +O *&)c

’)QM~$J+{J

)V\"(l /(,M\

£l (10 Qb D% 1) ops (o)

\N \H\ 1% [ (b - 2,0 ) 4603

& (v u%v Ay |
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Y v //:///2[/{/ — 11y, 17.,) @ (o)
N Mo 2, n e
y ‘ ya 2
+ 5 @"/%)//”4“”“) - %”-'*”@”"})

v/
bt B O 14,) ™ (41,0, H0) )]//

En utilisant la formule -
X = - )X ek s e )

nous obtenons

%1 :// ?[( Yy~ 0] P (%)

-+ Zd— @///%]((%H—%/ﬂ—/) %/,//?/”,,”?/”_//)X

({4{,,,,4'///4,/7) + /%%-/+/%‘?/ ””))

r)
o’ - - +}47~@(/%] /%,,-%j,,,k,] + (4, -%,n-/})x

. ) r-17
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Par con qu ent o

I, - / <K, [/2+A”+¢//5»/)) 14, 4,1
Q//%/)///47, /,,”//-/-/7%? !ﬂ///)
( (14, )+ 1.4 1) +/ //%,ﬂv,-//w/%g,ﬂ ,///)

- - .,__,@ //5@/////%/,, Yynill+ N, - ”//)

( (1l 4020 0) s 4,// ,//f//%,,,_,/)“)]

soit finalement :

//44 wor =,y //\< K [(2’+(+¢’//%/}/ + @14y ) 1)
bt 2 G D) (o) ] 1

[084 -0+ 10ty 0,0 1) ]
2" 1l <€ ef //{//7/ o /< 2 (3-24)
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Nous poserons dans la suite :

Hlb.m) = (2 +K+&71%1) +@T1%))(€rm)

2(r-1) . /r/c- r-1
ht ST G (I%1) (f+m)

D'oll

W, th 0 1< K, H 1 m///fé;fz,h.,//f//zg o ) (3-21a)

L) Majoration de //{/?/ i+ -‘4/;/}1 //

D'aprds (3-16)

Oém,a - /‘/Z/”/—/g‘/ 7 @-///97

don¢ :

— A, ) 9_ —
%/m/),/’ -A;n,v = ?’ﬂ[//” /”71”) 7 %/p (Z”/’)]

~

ou

E =44, 4¢) +44, 1) o &,

est tel que :
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{3 [ (441, +th, )V + @TR) (11, % 1))
2 1 -1 /

or/ ¥
+ % ?ll/%] /Z///H-/’F{/f,ﬂ'//i oo F ;{/7 @f%}/{/{”,;ﬁJZlf—/) ,]

syt _
‘Z‘ @—I/pé o 17-7

VI EZ

Or on a

NE =Bl < Wt thi )+ 1, ~ il

et

// b - 5F// - // F !7 (G Y1) (V4,0 o )) V1)

+ é’ﬂ’/%)//%,h Y] ? /44,”-%,”,//)

2 |
ERACY CREMTRE)

+ -t 7//]7— @K;‘;a) (/%/ 4 +%/”)C{%4/#-/+4/?,/7-//l2///
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En utilisant la relation

Bk = (x-y)(x Ly ¥y 4 xr k)

on obtient :

//@’ | // [(( o) # Yy Py )}
+ C’V’/%)//%, Y ) (V) //;,,7-,/)

+ 4 é;////o)(/{;/H_ l’/’/” //—/—/M;/”— Z;/”,/))/\/

(//ﬂ% n 4’//;,- 7// %/%/h—/+ %7/ ”‘//)

(r)
-+ - -}-?/—— @ r/%) (/%n‘/%n /)”L/%? n" //)

(/fﬂ/—f (4t 44,)" 1l )

";""‘{' f//,// +¢4ﬂ)(¢4n; Z, -1 +/7/”72/71//2///

Donec :



T

Wttt ) < A5 15-] + D1y - //7
<IN +0(k+qlrul) + & //%////m/+

..(LLZ@( fagjierm)” ﬂﬁ/ oW1, |

Nous poserons dans la suite :

(3-25)

-+---+___5’ff;4///_fm/ﬁ7 4

d'Ol\l .

I[4,.. 4, ,7//</A/[5, e DK m) X

bttt ]

W, = // yn 4,;1-/// of (. ://4{2,,4"”/7/%///

les relations (3~2ha) et (3-253) deviennent alors :

4147\/(//L///W]/(Z+W/

541 < /A/(j; 49/{/%}477///[14 J—[w/ (3-26)

Soient :



Y, = K, B( L)
YSJ_ = ‘;\\ (_ %% ) Q K ((>4~;>J

et

S, = W, +AL

™

alors (3-26) donne :

W

(&

(6 +8L) Sn

~m
st R So avec Y = B, + K?_
La somme (%m\ seralt convergente si on a :

et
Xy LA
_ Pour cela il suffit de choisir >\ et \/(4 tels que :
A Y
’)\l < & = )\ (3-27a)
4 N ( L)
et

> 2k &)+ 8, (10l) (L)
ok 2D P (1) (Bn)

(3-27p)
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Or (3-2Th) ne peut &tre satisfaite que si M/\ <A car 1'expression
de droite de (3-27b) est strictement supérieur a 2.

"(A LA équivaut a :

lZAl 4*171'**125\ £ IK,, (3-27c)

car :
v 1zl + 1za] 41z
A=
| k7]
avec :
1 L
K=zl = z,=2,
KA
Zh T EW oA - Ky - e -,
> ) ¢ C -i<
2 = A A { ;
+ 304_&6 vk X, € +>5:2/
= -itZ
< —_ LC
3 = A+ 4 e +4 :
2 =2 o 2 € + \(L
o o et o étant les coefficients intervenant dans 1'expression

v > 2
de \e({) et
To 5 ¥,

et XL étant les coefficients intervenant dans le
!,
développement en série de Fourier de \,() (\(jo>.

De (3-26) on tire :



Th

1'1/;'74; < 3; Se 3/”

(3-28)
ZL-MJ/ ( j} §( ]}7

74 AT
5) (/’{’ 77) et (/27’ ’7) sont des suites de Cauchy

Montrons que (’/4/,,7) et ({4/ ,;/ sont des suites de Cauchy.

// , ;uf- 1 A ¥ // /////7'/ nep 4%/ v /) +/// WPt /%”//”1)
- /:%// ner Y, 77///

nip-/ ”ﬁ) 2

G s (775577 0

%59 // g ea)

(D y7 (<)
1=

Ce qui montre que /4, }7/ est une suite de Cauchy; donc convergente dans

Gi(7).

On montre de méme que :

/JM?,. .7 Jw// j» (J(*U

done (/73, )7/ est une suite de Cauchy; donc convergente dans [)2 /7_/
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CONCLUSTON
Pour \)\\ suffisamment petite, si les hypothéses supplémentaires

suivantes sont satistaites :
@) I 2 Min (he, 50 h)
r R &/l(l\sol)Jr &.'/(m\)(hm\
bk (”> (H\)(hw)

qui est une condition de convergence des. suites : UA w et ,&2 a &vec :
t /

t
8°) ‘2Al*l?1\4—\73‘ VA lK' (ie. K, £
alors les suites LUA)V\) et (UZ’,L) sont respectivement majorées par f et vy et
. p
de Cauchy, donc (<U\A‘h') est convergente dans ‘9, (‘T) et (Mﬂf'\) dans
%Q(—r') . Par conséquent 1'équation différentielle :

Il

¥ o4 xey oot (/1 + J\g):} — N [v& () +”€(‘~J\]

Qo) = ey 4 -+ ay’ o
1O« 1 2 c(enr) ¢ Z 4y o (puchat)

U -9

=2 l"('f\ L &  admet une solution périodique non nulle :

g =gy 4 A (K 4
O h—> +o0
ol est la solution de synchronisation.
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CHAPITRE IV

ETUDE DE LA STABILITE
DYNAMIQUE.



7

I.- INTRODUCTION
Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé les équations de
synchronisation de 1'équation différentielle (3-1). Soit R et © 85.5 solutions

du systdme de synchronisation (3-3). Posons :

Y, = R co (b =+9)

Au Vet houge
Nous étudions la stabilité¥de cette solution particulidre ‘j avec deux
o

nouvelles hypoth&ses)

.g) >\> O > ), paramdtre.

100 C>p

11.- ETUDE DE LA STABILITE

Posons %:'X +‘jo dans 1'équation :
Wreyr Plaexe)y = X[ 940+ ¢ ]

4O = T2 §(bmm) 4 e (ot aT

Q(V)\ = C‘z"&l* Y a,\a‘”.) ,

nous trouvons en tenant compte de (3-2) et en supposant que 1l'on peut négliger

2
les termes en % , '1$ s sens ¥

e rhe e 4 e =% [0 fwlnt 2,y
Fa, xylv - va,x%;j G-
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11-1) Etude de 2'équation

');,y.{_ Nex '+ [wl-l— X('{(‘”)* € wh- 2a,y,- "--—“quV'JJX:O

avec 5\70 R C,)o . )\ parametre

+=7 _

et %(k) - = o(rcox(wa—rt)
R K==

Soit 1l'équation :

i :
T+ A ¥ Lwﬂ— A (‘((i') + €w - Zagy - "rar\f"‘(m-o
¢ (4-2)

Cette &quation est lindaire et & coefficients périodiques de période [ . Elle est
i / :

sous la forme : 'R’—Q /?(f(“)"b( T(K(E)'I': a

o /\7([’) = X(.

GV = v N( £ - 2y, 38w e 1, 4] 44E)

Donc pour 1'étudier, nous allons appliquer les résultats de la théorie

de Floquet rappelée dans le paragraphe ci-dessous.

11-1-1.- Théondie de FLOQUET [21, 22]

Soit 1l'équation

’2&” + /V(e)’f—, -+ a\(&«}x = O (e-3)

avec /"(_E *'T> = /Y(L’> 9-}' 0\(&—) = ”\(t*T) ;
1'équation (4-3) est lindaire, il existe deux solutions IAU’) et '}lz((f) liné-
airement indépendantes et non identiquement nulles telles gue toute autre solution

%([’) s'exprime sous la forme : X = (-"4 Iyt (L'xl
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(h-b)

Le Wronkien de ‘)Z’,,‘ et Eg est :

%, %Ly,
A (4’) - \ / f \
Xy Ry (5-4)

et doit &tre non identiquement nul pour que (3&,;{L> forme un systéme fondamental

de solutions.

En @érivant A( E) on trouve :

d 4(©) _ g
.__;igj—a pud _-‘/P (4:) ZX ( )
soit :

t
AC{’B = A, Q’&F [, Jé /P(:>ch

(4-6)

L'idée de Floquet est d'exploiter le fait que /?(&\ et q({) sont
périodiques. En effet si &, (t-) et )Z&(E) forment un systdme fondamental
de solutions, alors ¥ (t <T) et By (et ) aussi, car :f'(t —tﬂ; pl)
et q(k+T) =q(k) o L(taT) 40 (ear AE)to).

Posons :

X4 (t’) T ¥ (E#'O = a,, b (E) +a/|z,zl, ((—>
Yo (6) - Y, (1':4‘\'} =&, (€ ta,, G(6) o
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Le wronkien de QXA(/") . XL('(') ) est

s (b)s|™ o A
(y14‘ CILQV
ce qui prouve que :
A, Qaz
0,4 Qi *O (4-8a)

Parmi toutes les solutions, il peut exister celles vérifiant la propriété

'&CE&‘V> = g e ()

(4-9)

Toute solution vérifiant (4-9) est appelée solution normale et toute

solution normale peut s'exprimer sous la forme :

¢ vérifie (4-9) quand 'ﬁl,t et 11 yérifient (4-7), donc :

( A (aM— t\“) + ‘;Zal)aq + ()\,,% . (au- W))% - C

%

et TZ sont lindairement indépendantes, done :
X (aM-cr) 4 NG, 4= O

MO+ X (azz'¢>:0
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Pour qu'il existe d'autres solutions que la solution nulle, il faut que :

o, - a,,
= O
"y Qyq- T
g vérifie 1'équation :
' (ara)e |0 | =g
sy A (4-11)

(4-11) s'appelle équation caractéristique de 1'équation de départ (4-3). Elle
. Rar Ay
admet deux racines non nulles T et UZJ car le terme constant
4 @ d;o
i'aprds (L4-8a). %

Le produit des racines est d'aprds (4-6) (4-8) et (L4-11) est :

A (£0+T>
A (6)

L+ T :

= ecy ._.J # (<) 4z
b

P= oy = a,a, - Qy, b,y =

-

(4-11a)

t la somme des racines :
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En @érivant les égalités (4L-T) et en &liminant QAL et alA on

trouve :
S = G; + Q_—g’ = GM + OLI
) I3 I ' .
_ % (T X ()= % (D)% (0) + %y (T) %(0) - (), (1)
/
X, (o) 'x’d(o) - D(Z(o') x;(o)
(b-11p)
Puisque le produit G; G—L - P est non nul, nous devons envisager
deux cas :

1°) L'équation (L4-11) admet deux racines distinctes G # S .

Donec il existe deux solutions normales linairement indépendantes

1 -

C ({:A,L) , nous pouvons écrire :

- (E—(T) L Y
X (E“.‘-)‘:UEQ C 15(E>

Nous introduisons deux solutions périodigues kei (i < /1,2/) telles

ue : “o([{— - -
Wiy () - e b ox (6) awe @ = T

(9

Ce qui nous domne pour solutions normales linéairement indépendantes :
0'd ( &) 4 € )
A = € Y)A (t

E
X (O = 2™ ¢,
s &'QL' (':'—’/\;’v} ot T 'PQricdiq»w: b6 - €

{4-12)

AT
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2°) L'équation (4-11) admet une racine double 6 = G, = G

Les équations (4-7) deviennent dans ce cas
XA (ES = % (%*T) = Q0 =, (E)
(4-13)

J~ = constante
Ko®= 2y (E%T) =ax (£)+ b, (¢)

ona U= \0 car 1'équation caractéristique (4-11) a une racine double.
(4-14) entraine :

¥, (€ _ :)31((2) v

PN

a_
XA(E> — ﬁ"&) o

(L=-1k)

Congidérons la fonetion \l/ (4:3 -

Compte tenu de (U4-15)

‘\’(HT} _ o (kxT) e
y,(t+7) ¢ T

G(O e e ek y(e)
(@ I ¢ a7

On a done :

M(Q =, (€) [% L%_ + \{/Ct-)J

Comme précédemment on introduit une fonction ‘e ((’) périodique telle
Al
que : ')Q,‘ (E» - @ ‘(,,U.) -
o
ol U =¢€ et le systéme fondamental

de solutions est :



8L

2 (6 = ¢y (¢)
By (t] = Q& [ S_-E:r- YO + Y, (E)] (4-15)

ol \?L(t) = \ﬁtt\)q’(rt)
\& et ‘-('L sont § - périodiques; O = Q_.(T .

L'intéré&t principal de cette théorie est de voir si les solutions de
1'équation (4-3) restent bornées ou non quand t tend vers +% . Si toutes
les solutions de (4-3) sont bornées, on peut dire que 1'équation différentielle
(L-3) caractérise un mouvement stable,

g9'il existe une seule solution non bornée on dit que le mouvement est
instable.

- Pour les équations (4-12) cette question se traduit par :
les solutions sont bornées si et seulement si ‘ e ) est borné pour

F e 5406 . soit RQ (0(‘_) £ 0 ou bien ‘Q:’ ] L A
- Pour les Bdquations (4-15) les solutions sont bornées si et seulement

est borné pour 'E —> +% . Soit Re (0(‘)<O ou bien lO‘I <4 .

si [e
Si toutes RQ ("():o ; pour avoir des solutions stables il faut que

le coefficient o( soit nul.

11.1.2.- Applications

Revenons au cas particulier ol
4)(":) = >\L
TN R —_
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Commengons par le cas oll 1'équation caractéristique (L4-11) admet deux
solutions ﬁ;=§.63,. Donc il existe deux solutions ]L‘ et TEZ, linéairement

indépendantes telles que :

T = € ox (k) + G e Ch)

CA et CZ sont deux constantes arbitraires. Or d'aprds la théorie de Floguet

il existe deux fonctions‘T——périodique \? et \{Z/ :
2

\‘P"(k> = e{‘%tré ((.> o= AL

donec :
K E & b
(8 -c e YD)+ e ¥ (&) .
Puisque d'aprds (L4-11-a), on a :
bot T
¥>:: GG, = Qdcvb['—-j 4>(z>c§2 AL /F (4?) - X
t.
alors :
“XcT A,
G - S« (s*— e ) -
b
XeTNY
G . 8- (- ke )
2
X, ()% () = Xy (x(e) + % (T (0) - 5 16Ye, ()
S) = C;:fGi -

4

%, (0) X7 (0) =X, (o) % (o)
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Les solutions de (4-2) sont borndes si et seulement si :

ISl =la+sm ] gl +1g] 2

soit :

\ L, (M 2z () -, (1), (0) 1 x, (1) %, (0) -,
i) 22 (o) = 2, (0) %, (o)

'), G) l ‘2

Si toutes les solutions de (4-2) sont bornées alors 1'dgquation
différentielle (L4-2) caractédrise un mouvement stable.
Dans le cas ol 1'équation (L4-11) admet une solution double

il existe alors deux fonetions T - périodiques ‘-e et \-()‘L telles que :
‘A

'L(é) = QO(L—LQ \{4(9 t G (%:} h(;(f\ ¥ YL“’)J (4-17)

Dans ce cas : N et

Le

v
1l

, ¢'est-8-dire que le discriminant de 1'&quation :

T
'7[,\ -S¥% _k?:o est nul.

«-—)\CT --l/L }\CT
e - $= £
et donc
“LheT A XNeT
- e ou T = -2 . _%A(T

Les solutions sont bornfes si et seulement si \U"\ = €_ <4

Ft alors 1'@quation (L4-2) caractérise un mouvement stable.
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Remarque : S'il existe une solution non bornée, le mouvement est instable.

11-2.- Etude de £'Equation complite “,C,” + /?(’t)ﬁ—r + C\(’E>I = Ax e (t)

avec AA) = he
(D= W4 X (EFm 2y — o - ra, y " ()

Soit )e\_ - .2_(/% i 3 entier positif.et M - fb t MQ, 5
h quelconque et m - A 2.,3
Nous désignons par E 1'ensemble des fonctions définies et continues
sur la demie-droite [ko ; + % {_ dérivables sur les interyallesJ‘-\T/' (M!)T[;

. Nous définissons le produit de g € E par la mesure de
Dirac S ({'—V\T) par :
% - ({ —M'T) = }(’“’T— °> g(’f' ”"T)

au sens des distributions.
Considérons 1'dquation (4-1) au sens des distributions. Ses solutions
seront des fonections de E . La fonction X di E définie sur [}L‘D /4'00{: est

solution de (k-1}; elle vérifie sur [h-) Lo [ 1'équation aux impulsions :
i [ +°
T, “\’>\C'f. + q(}C)I = /\ kﬁwg({-h-\:)l’.(v\‘r~ D) (4-18)

La restriction de (4-18) & chaque intervalle j ”\T)Q\ﬁ'/\)-r L

it
est 1'équation (4-2) : 'I’J + )\C 7(/4’ q(’(f> X = ©¢ . Done
la solution a sur chaque intervalle ]M'T 3 Q\ﬁ)‘T[ la forme (4-16) ou
(4-17). Les constantes o et P tant différentes sur les divers intervalles:

'ZC('Q = o(wl,k(%) + ?,,L nz,(&) h T < b £ (H.)T

Nous considérons dans la suite le cas ol 1'équation caractéristique



88

(4-11) admet deux solutions G; -;f- a.

g, . Alors :
i . ok XLE-
%(4) = d e Y () + g ey )
. _ AT
T <A & )T ozaeo(AT)Q;dﬁe,&
ou bien :
. -Xﬂy\ﬁ, a(,\ ('(?to') - g_'“ﬁ ;('-fo
)i-<&,> — & “Q,( )

w3 € LQA(&) +he e *)

2

nT 2 b o Gw)T N P SN

ol
_— W
@, = o ~€,°<AM et L. 'F -ex‘t |
”m L
Pour établir les conditions de stabilité, nous devons trouver 1'équation
matricielle :
Q... ~

WS

ot

reliant les coefficients de la solution dans deux intervalles consécutifs.

nT . GM-\)T Q»'\ 2T
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Nous chercherons alors le polynfme caractéristique de 9 . La

position des modules des racines du polyndme caractéristique de pf par

rapport & 1 donnera les conditions de stabilité.

. a
Fn effet pour trouver la relation entre ( ) et a"\ nous

1N b

allons traduire deux conditions :
- la continuité de la solution au point h’ - Q\.\.;;\).T

~ le saut de la dérivée au point £ ‘;&'vw A)T
a) Continuité de p & (%3 en E’ :('Y\-\-\)T‘

soit : T (6‘*‘7—\' - °> = x (("’W\)T-’r c)
a“‘*\%\ (Q*‘YT) + L«r\ﬂ\€L (("*‘)T> —

U,Ta,“ ‘Q‘ (Qm)T) + Gi L,“\QL (@w)v) (k-19)

b) Le saut de 'ﬁv((’{\ en 't' = ("*‘)T:

Sw“ = T', C(M‘MT }(C) - UC’( (m»f\\T_@>
: ,T_I(Q.\k\)"l'ko> - QM*\["(« \ﬁ (QM\‘T) +\<\4/ (C"\*“'\—:}’

vt
T}

Pl T L)+ ¥y e

5

T ( T - c) = Q,, [0(4 \ﬁ ((«*\)T\+ &C (Q"*‘WB(Z

"' 1 e -
L[ (80m) 4 (o[
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Posons par la suite :
Y J
4,, = K"\L + \ﬁ
i
¢1, = oy LP:L + Y,

done Seyy = L ((«WWJ(O) — x’ (GwiyT-0)
= (6 ) 4 (6om) + (b g b) 4 (6ar)
bone XC(4) est sotution e (4-18) si et seutenent si :
( Uy, - ‘TMQ ¢ (o) JSS L,q) ‘fﬁ( ey T)
- X[GI a, 06 + b e (o) |

(4-20)
Les équations (4-19) et (L4-20) déterminent QM‘ ) X)WH en fonction
de B, et b‘n . Soit :
Q’V\‘\’l¢4 ! \?n*)fpl = Wﬁ-a"" (i‘ﬂ + >\\€\)+ (J;/k,“ (&l + AKP}_ )
' (4-21)
a“‘\'\\PA +L‘M| &az = an\‘()fl + QZ L"\ \pi-

~
ou :

é't = &A LQ\*\)TJ

(&)3, = ‘iL [@‘*‘) TJ

&€A = &plt (Q‘*QT}
Y, - <. (1]
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En résolvant (L4-21) on a :

la.] &> \‘i‘iwq o\ \g . .‘ra;
- (h-22)
) L B A («m”)q‘h
F= 0% -4 d,
U =9 e T e = €%0) - %(6) (o)
car \PA et ‘ﬂ sont des fonctions ~| -périodiques telles que :
GO - e w6 L= A
siompose W (¥ Xy) = XX X, X , qui est le

wronkien de X, et X, ; on a :
A )%
(4 + 4
W) = e

donc :

W ('14) xz,> (o)

(%4 %4)

\

% (o) Xy, (o) - x; (0> e (O)
@ \FA - ‘Q,’Cb/, =

(8]

E_ 7C4) (o) x, (o) = X, () x/;(o)

L'expression (4-22) en terme de x4 (O\ et 'X'a (o) devient :

0, O
NN
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(/\‘b>\ x,(0) XL(O)
RACTAORADHC!

G NERAOY:

[X )% (0) - 5,00 T;@J

1, (o) I.Lf"')
- gl A N2
->\ "YI (o>q L( ! o) o) - o.’ 03
- [1.4’(°> %, (0) -1, () 1,0 [14( >1L( Y1, ), ()

—

Le polyndme caractéristique P(v“) de A est

A - — G/"G" i
[ [_x,l(ohz(o) -3(4[9\11(0)] ] M Z (4-23)

. _ - AT
vec G:‘ \‘J, - e .

Soit \(4 et (L

somme et P leur produit :

les deux racines de

P(wr)—.: O et posons R leur

%L (0) Ao (0)
h Ve = v+ G, + A 0Q,-
S [.1; (0) 24 (0) - %,(0)1y(v) ?'> (h-2L)

DYl
V=G4 =-e
avee AS0 et € >0
Tci puisque P LA
et _instables si R &

, les solutions sont stables si LQ‘ <2/
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Dans le paragraphe ci-dessous nous cherchons & simplifier 1'expression
de R :

11.2.1.- Développement de R & £'ondne deux en A
Al Simplification de £'expression de B

si (2(’4 . ’1‘,2 ) est un systdme fondamental de solutions de (L-2)
tel que :

B (t+7) = o, K (E) + Ry x, (€)

ll;(‘é—r"\") - 024 JQ(E:) b dllj:?/(ﬁ)

1'équation caractéristique de (4-2) est

1 a, Q
ETORCRE e

- <O
O\L/i R
8i G- et (. sont racines de cette &quation
4 = _
€04 ‘
d;Q/?: = amazzﬁaz,(aq’ = €)C,2> S 7{’(%>C(ZA‘
s N
_ + G -
S - G: t Ny = QM ‘('6;’21

%, (1) x, (o) - (T)% (o) + X, (Th(e)-x(0) x, (0)
P" (0) %y (0) -y (&7 x, (eU

Puisque 1'équation caractéristique est indépendante du choix des

solutions fondamentales, nous choisissons un syst2me de solutions (A,

o)
vérifiant des conditions simples. Soient AL et

J7 telles que



9k
MU} z A

(o) = o
«u‘(o> = C

(4-25)
U’I(o> = 71

V

Le systéme ( g , V~ ) est fondamental car le wronkien est non nul.

Toute autre solution de 1'8quation (U4-2) s'écrit dans ce systéme, sous forme

de combinaison linéaire. En particulier les solutions de Floquet ¢, et Xp 3
donce :

P2y :j4M +J‘)Zr

(4-26a)
en dérivant, nous avons
r /
')L/;( = /\AM —+ )\2 o~
( , / (4-26n)
X7_ - J/A AL 4“;’7_ A
(4-25) entraine que

M =G (0) s M= (2D 5 fa= % 0)5 =1 (o)

Les relations (Lk-26a) deviennent

Xy = Ky CV>M oLy (o)&)‘

p (h4-26c)
’)(2/ -~ izcﬂ>\l + 0(-2 (O) v

Par définition des solutions de Floquet

I,f (’r‘? —:()T"Z.L(‘O} et ')Cz (T) :C‘; 7(? (D)

donc en considérant (4-26c) :
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L (D m (T) + %5 (D(T) = 6 [ K (Due(0) #% () o(5)]
% () a(T) + 2 () o =T [, @ufo) + % (v

X, ()T 4 7 () v(T) = x4 (o)
Xy (@) + Qs () = g2, (@
(4-27) entraine :
\f(T - ’IL("’) XA(‘?')(O—;_—GZ) '
7 );11 () X5 (o) = % (o) <! [o)J

= - A\ 2,09 % (O (G4 = \.\L>
R (AJTQ, G;“S'G;: + CX4LO>XL O) ‘— X (0) 7‘([05:)

donec :

SR A D NG )
-XxcT
D'aprds (L4-11-a) nous avons en fonction de M et V :
. f
Sz 46, - (T + (T
soit finalement :

R= 4G + A0(™) = w (D7) + he@)

DT
-P - YV, — (4-28)
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B) Caleul de R en fonetion de cC, &, . >\_, et
(aq,,o.., ay)

~

Cherchons 3 déterminer R: %t Y, en fonction de C> - s 72—) /\
et (R, -vsr &) - %_ désignant 1'amplitude de la solution de
synchronisation :

\jo: pal C\Y)(wE —{-Q)
et(/ﬂ,Z‘, I, a',) les coefficients du polyndme Q(%»)

Nous nous proposons de chercher ,L( et U™ selon la méthode de
Poincaré, suivant un développement en puissance de A

Soit :

Mozoal, A+

U= Uy bR o NS L

vérifiant :
'u’(c) = ( .
w (o) =+ A (C) : (o) =0 LAt (4-29)
wo) = 0 i | '
et ‘E(O) = v (0) = O ¢ =40 (4-30)
[&

< (0)=4

Nous poserons par la suite (#J —4 (il suffit d'un changement de
variable), donc [ — 2T . En remplacant dans (L4-2) les expressions de Alet U

nous avons :
Mii tM, = o
MM = —C —( Y(t) +& - 2,4 ~3a, 95~
- )’ar‘jo')llo = ﬁ(l:) (4-31)
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u’;;ﬂl- - Gy - ( Qe t¢ - Za, Y-

-va_y“~'
4, Mg = 50 ton)

(4-29) et (4-31) entrainent

AL& - Cizlf
e = | o (63 ) 4o
)
~b (4-32)
V&lL’ = S Ain (:/t" 71;)%%’(§C> ‘r?f
fo
De méme pour \4 :
cr"—(— Vp =¢C
F oty s (et
=g (t)
A

(4-33)
G R e
ol gl((:\

(4-30) et (4-33) donnent

U;f/é;d' |
Sm‘»(%-z> g((z)a(z
oA

% =j pin( —Z)@L(z> Lz

—

("
“

(4-34)
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Par suite :

M= My, EAM & XM,
= ol +}x5é,u»\(t-z)g'(z)u[t 4 ;I}A.‘n(e-—z)(i(z)ar

t -
U = ginf 4 xs Ain ((’-z>3l (=) de +>Z),m[£ -2)32(t>ef‘c
o

o

avec :

4,(9\ ans (&(m + & -2y, ~ e - va(q;'—')ﬂo
3,(0 = ~L ,( (v £¢ -20,y — - = "‘Zf‘f‘)/"‘,‘
g () = -y - (€O ce-2a- - -va )y (1-%)

(Ot (Ot -

Expression de Q

R = M(zv) 40 (11f> LAY (2““')
donc en négligeant les termes en )‘ , l'expression de R est :
S -

R= a- xg ug(z>;l->ymz¥(z54z
—LX\ T % (04T + >\1g w*cg (Ydz

0

©

—X‘S 4wz g (=) dt #c\))
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soit

.

S ﬂj [emeq €) ~ancf(x) Jde
o

7| Lemzg (0 e f ()] de

’}\(jzjzwfg( ()d= + © (}5)

(L-36)

Les expressions de ﬁ, N f et % . ﬂ sont données par les formules
A 7 L Z,

(k~35). Soient :

fBU)
Jga <t> =-C pinT — F(ZD (T “ug

| 3& CZ7 = C‘Z"”Z — F(2) pinz i
{1& - —CS co> 6“@%“’”*- Hz)| 4in (- S)((1dp

© o

g (o) =- c}z%(”?) 4 ()8 F(c) (e §(@)dp
L o

0

ou ",

Fe)-Y=) +s- %awv—?_aﬁvﬁ ey

o
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Pour simplifier les calculs, nous supposerons dans la suite que le

polyndme Q(%} et la force périodique K((/t) sont de la forme :
(4) = -

x étant le coefficient non lindaire d'dlasticité et

C(4) = sz (44%)

C'est le cas d'une plaque rectangulaire excitée dans son plan par une
percussion Q‘/(_k’) et une force périodique \((f:’) . L'équation temporelle du

mouvement étant alors :

%m.w,\\ = }{zru(e(t) + %2(@94))” 2cy- QJ’KDBJ

ol j) désigne l'excitation en charge paramétrique.

Les expressions de g,i . J; et % s qz deviennent alors
"%1(C> - 2C/A'IVLC — FCZ>(‘3Z
g (T) = -2 el - Fl2) kinT

vgj. <Z\> = /2C5 s T-Y €y, £ (¢ - F(z \S A(*((-‘(’)f(%h -37)

ORI >T°“ (e 93,04

F(o) = S (z+9 )& + sxf

Dans ce qui suit nous nous proposons de calculer les trois intégrales

figurent dans 1'expression (U-36) de R
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SR )
J [c@zg(ﬂ wong(z)jéz = T

7)

Ltcv“c‘g (¢) - pime §, () 42 = T

[y
g AT (Sde = K
) ds

soit :
L

-
J/:S
P/

[ ac cofe - (2pram (090 + £

(/n‘-nt %Z) ~ 2¢ Mmtl+ ({F@Z(u%)

+C ¥7>\(°};L)/)fn‘(_ (,m"C] dz
T - -4LTC

Pour calculer _:Y- nous sllons procéder par étapes : puis
(A "‘h(JG')(L‘(’eB) , ona:
) - p s (Z<?> £ &+ 3% LJ
= (&'f RS )4—2§41(AL (Hq\+ 7 Cc>»2 (Z-t‘ﬁ‘)

Posons par la suite :

- ¢ 3 at
¢ z

T
Q, = %X.?z
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done

F(e) = a, + a, ca)z(zﬁh)t @, (2 (z+0)

soit :

A(()—» (T g (c) ~4n<§(c>
i) Lee e (24)g (1) mzene {){&(]A

hmgj (oot nfe )3 ()
— pon pin (- np):f(%}cf\aﬁ
A(a —vzcj B(Y)de - r(c)jmﬂ) 1

o o

oll apras toute simplification

B(g) . ~2c[%4écmz(z-‘ﬂj+ L, ain2 (o)
+% a, (:/MZ (Z+Q(> + pin Q(Z» 2y ‘%)}

+an‘ [m L(p‘(’) + A b ('?— 2Y- @)j



%LVNAS ...M@Wr;.\ AQ\TNV df\w Y ¢
&

mw -Q::; y 6+ 2wy "o ¥

h
(&2)r27, - M_@w s - Cﬁﬁwvwf\u ﬂu +

mw:,.“\J 2 w<+ﬁvw£q\wv04 »;n@@u$

QH
?v. 2)he@) ~ (b* MEQLMM.

h

ﬁ?rmww Wi 2 ﬂq + :a‘@\wv s —

A@+~w¢€uu 6 m¢+uwwsiu< J<+

[rgr-r)p% +2pr> ~ 257 28 v&n

: onb asugeajus b 90

52 v e @r2)em] %, (@) a3,

h
?&§€§&Fx§xgw+

(h-2) 705 Y As 2) 7T - u,c&w

eolL
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s Lo (]

= &

A(Z} 47

Calcul de %

-UT

5 F(o)E4de = /ic[a T - Z(“ 2% ~~W6®?ﬂ

b

LQLT, aﬂ - a£~ Uﬁln@«
° G L I

1

— (ZL__"‘[(" /inh@ _ G4, 4q, T?lw(lﬂ—r?ﬁ,)
b R

+ CE,%‘E'—(/)M (29- z%)
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w" .

2
S Pr(z)e_('c' :T[hc V+£‘LQOC ﬂ’iLca/l&J‘Q
0

f S T a‘z
o0 = 2§ —Q T+ AT
¢ 4

Z

@, /7M‘t§

k lé ‘419

a,(ga A‘M(% ﬁ

Calcul de !{
Ain T 34(2) = - X 4inTLesT - 4,1 ’, + 426(0 27
- C% (> 2 (Z—t‘h) - a_z_L_ (,632('(1{*@)
t :((:Q,, [Ch ( Lz + Z%) + O 29:,]

#% a, [Cv; (v 29) + QBZQI
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et

Lw
K - 5 AimT g(z>df :-ao’ﬁ'ﬂ_n’& o5 2%
1
0 4‘ ’l (Sll. o> 2 g)
2

Conclusion
La somme des racines de 1'8quation de stabilité au troisidme ordre

pres en}est:
Rosthma 832 2 NK
< 2 —Lwchd AzTr[Le o i (¢ +2:)»‘)72..,
- |
i <C+4> aACh an[ - 'l (C fi})ﬁz&bfg

-G, T 4 %(Tr-f—%/’mke)a 4‘(T+Hmfa)

+ @l (T (29 + 29,) - L S (v~ W)J

ol Q. = 6 42{)1&
2

)

a, — ZJ“

A .
&

3
al,iiﬁz
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C) Conditions de stabilité

Pour que les racines de 1'équation :

%z—-@x+?:—_o

soient comprises entre 1 et - 1 il faut :

a) -2 L R L2
v A-R +P Do
A+R+PDOO

La premidre condition est vérifiée pourvu que \‘X \ soit assez
petit.

Pour la seconde on a :
— LA T

P- e = A— LACT +$czﬁz)\2+(@()\%>

et les conditions de stabilité sont :
L weE + (u zﬁao — ;.J (C* 2}‘\&4 (> 38.{

—

[ — - . 3
'z(/\k(,\ G, %0 - G, T + (Tk(”lc"« gw\@&al
L @ . v
+ 4 ('ﬂ’-‘rL ,Aau(\<0> dq, + ""ZL' (Txm(ze*z«a\)
PRI

.ﬁlz/ij(z@-zgd >O
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et

L —S AcT - N [_(cmy)ao +1 (‘cw)aﬁm 294

! L .
Y1 (e)aen2d +aT & (s q‘oujaf
_A , - t_a ~ ,

< (T*% A L&‘Bf) a, T(’lra» [29+294)

M,‘C‘/AM\,(ZE—' 2%) — szg"j >o

Cette dernidre condition est vérifide si ()\\ est petite.

En résumé pour ‘}\\ petit, la condition de stabilité est :

2 .
hOT+ (c+ Zﬁ) a, - 4 (e~ 1), 29,

{ ' t — A (e pa
—1<C+2J4> a, (19 — @ T+ - (THZ%L&%

) ) ¢ a
A (s Lk ) 6+ U (e (294 28]

_—/_(Z\/A;,\,\< 99 - 2@.4)) >O

ayec :

Q= &+ ¥t
6, = 3 ft
a, = 2y

2z
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CHAPITRE V

LIAISONS SPATIALES INSTANTANEES

AVEC
SYNCHRONISATION ENTRE DEUX OSCILLATEURS.
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1.- FORMULATION DU PROBLEME

Dans ce chapitre, nous considérons deux oscillateurs voisins dépen-—
dant d'un paramétre /\ en liaison par choc et excités par des percussions
1% ’ D

de période T s TM: Zﬁet d'amplitude K inconnue. Nous supposons que

les pulsations respectives IZ4 R «-(22 des vibrations de chacun des oscillateurs

sont légdrement différentes; soit :
.(2?, = é’()z(’4+ /\54}
k4 .
<2, = 502(’/+A§z)

54 et {Z désignant des paramdtres non nuls.

Le systéme &tant réalisé, peut—on obtenir la synchronisation de la

période ’ sur les périodes des oscillateurs pour certaines valeurs de

1'amplitude l( ?

Pour cette étude, nous supposons que les équations différentielles

régissant les mouvements de ces oscillateurs sont de la forme :

2w, = A [.f X, + B, %) +K‘e’//z7
:A%(';(/‘//K/// (é) (5-1)

96;/ + 0, :A[}z Xy + 7;/%//?}// ¢ - ’Kgf{7
=A% (5,2,¢)

ol l'ensemble des fonctions et des constantes satisfait aux hypothdses (/’if )

suivantes :



K doit &tre choisi pour que la condition de cofncidence instantanée
7/4/6”/ = X (@) v (5-3)

soit satisfaite.

/A/ est supposde petite et /\ *= O .
3) On suppose £, F ¢ et &, £C.

) {i//—) est une percussion ayant pour expression :

cit) = =46l

A
ol les 'A'-L sont des constantes telles que

— A
Dy N R T o
€, (¢) = /7%__—565// lo-7T)

les ft‘ sont des constantes vérifiant :
- A P :
L <<t <7
le nombre des é” est arbitraire mais fini.

1

5) Les -L" sont des fonctions de [L de période / et des coordonnées

Hy o H] Ay x, e s PUH 2] E)E O 2 )T
4/(l£} de période T ; les 6”;’ sont des polyndmes et

—l
oy
f Lo ) =0 (5-4)
/f:/’ 2

6) lLes E satisfont par ailleurs & des hypothéses (/% ) précisées plus loin.
Dans la premiére partie de cette &tude, nous &tudions 1'existence de
solutions périodiques du systdme d'équations différentielles non linfaires

(5-1) - {5-2) - (5-3). Nous déterminons /( , amplitude des percussions

/
en deux &étapes : /(: /(5+K.
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- La premidre consiste i trouver /(0 » valeur principale de K 2 1'aide des
&quations de synchronisation;
- La deuxiéme &tape concernant K utilise une méthode d'approximation &
partir de la solution du systéme et de /(0 .
Dans la derniére partie nous &tudions la stabilité de la solution
de synchronisation.

Dang la suite, pour simplifier les calculs nous supposerons gue & 4.

11.- EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES DU SYSTEME (5-1)-(5-2)-(5-3)

11.1) Preliminaines
Dans le cadre des systémes non linéaires excitées par des percussions
R. FAURE [15, 18] a démontré les résultats suivants :

On considdre le systéme :

_g%; _—:/\(7”(/?:(.,}) (//(‘ =, ‘”/.A"’)"’)

g rostt-nr)
' > r /A
</d/: (A, ¢+ .

les ﬁd’ sont des fonctions de ﬂ,/g ) Z_ deux fois continfiment dérivables
par rapport & 2’& J ZL pour tout (L et pour //% / appartenant & un domaine

Les 2;:" sont des constantes facteurs des percussions 5//L- lfd_ 777)

Theon2me 1
Si (6_{/@ )4: 4, orn sont des constantes telles que les intégrales

suiventes &tant de Rieman,

a3
& (64,2)c0 +F %0 7 (=)

¢ J =1,
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les fonctions z%;‘ étant continfiment dérivables au voisinage de (15%(_} .

N = 2 2 < . pos as
alors le systeme (;:-1/] admet en général un systéme de solutions périodiques
pour //\ / suffisamment petite, ces solutions sont pour /A/ petite,
voisines de [(4 )ka =, N

En outre si on pose :

e
B )= ‘)i/fi}ﬂhﬁé/f PR

1a stabilité du systéme (':‘_(4 ] eu voisinage de (4. ] est donnée en

général par la stabilité du systime (Zf} au voisinage de / 7 / pour JA]

assez petite :

Zj‘(} = A ;;(1%] Al ks (Z5)

les 5 sont les fonctions associfes au systéme (f, } .

Nous allons appliquer et démontrer ces résultats dans le cadre du
systéme (5-1)~(5-2)-(5-3). Pour cela nous montrons dans le paragraphe ci-dessous
que ce systdme d'équations différentielles conduit & un systéme du type

en lui appliquant la méthode de la variation des constantes [17].

11.2) Equations de synchronisation

Cherchons une solution du systéme d'équations (5-1)-(5-2)-(5-3) sous

la forme :

o, (L) = A, () el + b, (t) gen £
X, () —a,(H) el + Bt) ol

avec :

Al Cert + b, (H ol =0
Gl t) oot + b (H) gmut = ¢
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en appliquant la méthode de la variation des constantes. On a alors le

&) ot + b omt = ©
a, ol + b, omt = O
!t + b et = A

. (5-5)

qui conduit &

Gl = 7% ot = A - (K= )oint |

ol = %y oot = A [ (55 e @)t

5-6)

(
%A = —M;Mf:AZCé + /(/?"/_‘;‘fj{/}})fl;li

4 =AY ant = /\[C/L, - (/({f“"’f{}'[f/)/ﬁf7
ét

ol
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G = (X, + B(X, 2 E)) ond
= (6,2 + £ (% ,%) ) cont
C/; g (55;(7 £ /;) /./Z’z//'(,’//))%/}/’
%»—— ([; Ky + /é?/zz/lz///])@f

On est ainsi ramené comme dans le cas classique & un systéme d'équé-
tions de période / = 27 qui a &té &tudié dans un cas plus général que
le systéme (5-6) dans [15].

. (e{' P e e .
Les conditions (= 2 du Théoré&me 1 (cf. Préliminaires; § II-1 de

ce chapitre) sont, compte tenu des percussions :

7
J[ 17 /1,,14/1/—/—5’,2’_7%44@4/ /(?_'vg;m/ zo
(5-6a)

g}?/:

. S [H(x, X, 4]+ g;x,,]ggo/e/é/ + Ky Z= 4 vy =0

3T ‘
-j [Pz (X, X)) +42;]M//// + ko Z X gml = O
C

(5-6b)
7”

(7, 21,¢) +exfeentcdt — ke ZHoanl = ¢
(e
ol /{; est une valeur approchée de ﬁr/ .

(5-6a) — (5-6b) est le systdme des €quations de Bifurcation-Synchro-

nisation.



116

Les fonctions associfes au systéme (5-6) sont définies par :

A
E(ey,,5)= =557 | Wid, b, ) ot df
&
oA .
F{%/b)p_ %/ﬂwéxn;}%%ﬁ//
b

E(ﬂzwé) /(Zy[fg/ Z,f/)hfl/(//

o]

b (a0, b)= 5o /Wﬂz,é ¢t dF

&

et la stabilité de (5-6) dépend donc du systdme :

:‘.’;%’L AL (,,5)

oAb — AL /4, , b,
7

(5-8)
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K//érz

A5 N ta,, by, )
_ZZ"-V /

On cherche alors des solutions constantes pour .:Q; R .,6, s % .

A5 (&,,5)

(5-8)

2

Dy et KC» du systéme de bifurcation-synchronisation (5-6a) - (5-6b).

Compte tenu de 1'hypoth&se de coincidence spatiale (5-3) Z (g/]:z/z (&]

o, = A,

On a alors les 5 &quations nécessaires a la détermination des 5

constantes :
@'//é(z / '61/'/92//("

On suppose résolu le systéme numérique et que le systéme de solutions :
A =
“

@z:g-

b, = b (5-9)
’bz = b,

K, = K.
est non identiquement nul.

On considére les hypothdses supplémentaires //fz) suivantes :
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Les solutions f/,, . g/ ) b 17 /( % = @2 n'étant pas
identiquement nulles, on suppose que les fonctions 0 /ﬂ g Z’]

(/ﬂ, V' LL) admettent au voisinage des solutions :

-/l’/ — ék/ (&@f 7L,4 %Mlé
Aty = Gy CorL 4 by ol

des dérivées partielles premidres et secondes dans un domaine

DKL) -

avec @

-, + 9

Z ) Zz
D (/ézj) défini par %_’/%? é /:(o—/
On @ésigne par D /A?) 1l'ensemble des points ﬁ/(/ ﬂ (/}}(/"{/

défini par :
t(9,4,4,4)€ DIK) « = 4.< k< r’

En utilisant les hypoth&ses on a alors le systdme ci-dessous :

960/ “A PG+, 9, +E () + £,(4,,4 ¢
— k= Aol j/f/..Z//Tf/7

{5-10a)

%{/_?L A[;g,,gf 5,6 +& 4K (9,4, )
%
+/(/ Xl 5(E - ¢ 2/7/7)7
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L R AT AL

+ k=280 M‘/W,j

{5-10b)

éfi (R ACRA )
ot |

K= Xl S - W/

/77

avec

-
f‘d - 94 /67 @, f/

G b (T H ) T R

’(-’ ),7’ / %:Z

=G4, 0)- Ll )~ F Gl g

—

les 7(1' calculés comme les 21 mais en remplagant les ﬂ par
&;4% avec pour /t‘:///z p s = 7,2 et pour ‘t - 3, Vi
7= 3.4

La condition .L (7 < ,{9 pour tout [L entraine :
L,Q( = constante.

[ 17 10, | <W )



120

Donc si les /ﬁ_’ sont calculés & partir de 9,/

7
d'une récurrence avec f’/’ /@,’M- . jé /) (/() on a également :
/’6 //7/%/ 71;)}/(;‘/%2

Dans le paragraphe ci-dessous nous démontrons le Théordme 1 (du

#-1 terme

§ II-1 de ce Chapitre) dans le cadre du systéme (5-10a) - (5-10b). Nous montrons

que la solution de ce systdme est la limjte, si elle existe, d'une récurrence

(9 ,4)¢€ s

11.3) Preuve du Théonreme 1

Les équations (5-10a) — (5-10b) sont & coefficient périodiques de
période Z// . On utilise alors pour déterminer les solutions périodiques
la méthode classique valable pour le cas des fquations différentielles

(17,131

Ay, — NZ R bt | (Zi)

/[:4/—~-'77

~

)
ol ‘é{ ici sont des fonctions continues, le systime (5“,/ étant de
période 277- On écrit alors pour le cas (‘f—’u

% —~ /\ (€4/ +{)J }Jtd PP AR /2;-)

()

oll les ’-'%J‘ sont les solutions canoniques du systime linfaire homogéne &

coefficients périodiques; c'est-3-dire celles qui vérifient les relations :
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— gt,(, -
E//‘d(?ﬁ—) - Y Jt(j 6} (ZO/)

. 7 . 2 -
ol les gj sont les nombres de Floquet. Les (3{/ et le ad sont alors

déterminées de la manifre suivante :
r
/ v . -
3{&): /:{;//L/@‘(@A]éé(ajﬂfy (4—4,1)
J A

avec

I /7;.,/1[//U
fle, = —
¢ H /f/ ’U
ot Hk,}/lé/f’) est le mineur des ‘J‘d dans le déterminant /7//&//,}
des lf]r‘.) (f, A) H
-

L SJ (‘Z'X)
&y = 75— 3 (47

:J
les nombres 5(} de Floquet étant supposés distincts et différents de 1.

Nous appliquerons ces formules du cas continu au cas des systémes

3 distribution 5 en tenant compte de celle-ci; en remarquant gu'ici le

nombre d'équations est quatre.

L'équation (5-3) de cofncidence instantanée 2’1 (J} :/2/2 /()

devient ici :

%(a):(%/‘f‘)

4,(0) =9 ‘;Z-j /ﬂd‘*%(f))%d»(a)

a,(c) = A,?— (a,+3,(0) ¢, (o)



et

donc on ne doit tenir compte que des 6:;9 " dans 1'égalité f/, /Z’/-: {é /()
et non des 314 car /gd ([/ ‘. '

Les expressions des %@ /3) sont données ici par :

Pour %
O (o):fg;@ b EREE Al S [ ftT)
j ¢
avee £ = —71 pour k:// , £+ pour é.‘:?
Pow K50 b (5-11)
«@ (0) = & +A% + Ekléﬂf,{m&é:ﬂ"/;-wi)

avee ¢ = +4 pour #-1 , £ -1 pour ‘Ié://.
/
’ On définit alors /(: /(0 + /(/ . /Ca étant défini par les

équations de bifurcation-synchronisation.

/‘lé S H@ (CI',/V//Z/{Z//‘) est une fonction analytique de A pour /f] /
suffisamment petite; @ (- < .

On a :
/ 7 /
H,@ - /7/ch -+ A /t/éJ-// (5-12)
/
ol /7;(/0 est une constante.
me T 2 i 277
b = H b A Y b

e < (o



B = an == W3 P

(n1=¢) Y,

l{\\
FON
$
X
o
Q_.'\Q

;:,y s /,_!_:_3 29 Z:,ff l:’% 1s ;..:3 79 //:qf BEY-

o
» tr0 P
S
» *

! UOT}ESTUOIYIURS 9D suoTqenby sop 23dmoo jueuweq ue ‘(Zl-G) I° (11-9) san1qoadsag

suotssaxdxe sanat Jed/ﬂ)‘fyL/ 19 P% suodeTdes uotjenby 93390 sSUBQ

200 [ 1 9, .7 Y ‘/'p__,
[ (%(&/%lf "Z)-—rg—‘ ;/_

)] =

: SIOTR QUSTASD (g[-G) uoTyenby, T

[”?(wm -

V)

rtgy Y = d Y ver T8

: suosog

oty 7 p. 71 4=
2Wale 5,4 ¥y o) S B
[ o)y / = ,S,jh__f -

EWww@f;Mg”

3uU9T3qQ0 UO /&/ﬁ (7) f@ 2717882, T JUBATIOY U¥

(EL-G)

gcl
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aveca‘:’l et ¢ Tf1 si @:Z s T2 et £ -1 si —%:1/

on obtient :

= {é [”m'o Gy ) Hoge = % 7l

g/ & ‘
~+ ('%,)‘o - gf,)'a) /-/?J’o T%" @
(5=75)

A (o= Gy ) oy = e 116

I = Xewl | [T}

(Do Do ) ge = 5 7? g
S’ Yy 1/7-

— — /4: ) A (}/6/77 ]J()

= d' / /; -

gd 7
__Z//g /ﬁ =/ /%@7% /7)(/]}/,“
" S e [ e
4 2 [ /Z~ leye / G Ao [ ¢
=1 (o

d

avec
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() e d (7
/ / 7 ’ / /
Or /’754/ :/%A +'/)/z[/7 done : fé‘/{:f{/—//éd-/z;ﬂ)
ped P 24
i | 24 [ = L
== {7;‘ [ oo | (Mo Moo e 7)”7 D0
' )
4 Sa {4 ”T/ /
e 20 [ =
_ﬁ{ 6~[;?fl Z(/%éj-’/éja)@ (7]%7}’«’/4(;0
R T A /
+ (}/T:' {P;[f—;, }7{@0/0,(;%‘. Yo (5-16)
ﬂ* ’ g —( - / X
_— —),zi—/i* /72;0 ety | (G0
J=1 (19 Jo

tous les g étant supposés différents de zéro.

Pour montrer 1'existence de la solution, on procéde par récurrence

7/
dans (5-10a) - (5-10b) et (5-15); on suppose connus les 4 ’
’ P < -t /(/9-1 J

/
on calcule alors /(/ i partir de (5-15). On porte alors la valeur de /(///da.ns
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les équations (5-10a) - (5~10b) considérées comme systime /Z,/) en
/
3 parti & X, &
calculant les ﬁ a partir des . et - les /
“p A il 7/ “p
étant des fonctions de période 2 /7 , puis 3 nouveau on calcule X
et aihsi de suite. On prend pour valeurs initiales de récurrence :

/ . L ’
Ko"'lb"& -’{—//2/]///

Définissons maintenant les récurrences :

i / N
2 >Tip Koy =24

P
On définit :
=(4 +3. , )y
?97. - dyp-1r " I P JJ (5-17)
/l,/a
3 g, « Ak
~ . N 2 - 3 il 7,/
ol les ﬂd//"’/ et ) ‘/,,‘/ sont calculés & partir des . et "/
3 les JL sont les solutions canoniques du systéme (5-10a) -

~(5-10b) /(/, est deflnl a partir de (5-15).

< -/
Majoration de q}/’ et /(/'

Nous voulons majorer les '/:? / / / dans 1l'ensemble de 1l'intervalle

[@'/ ?}7__7 compte tenu des percussions éventuelles; ceci pour //9/ petit,
/A / < Aﬂ Ae constante. Nous devons pour cela majorer les différents

termes @ [{L} pour & ( [L < 7/7- . On peut écrire comme ci-dessus
Sd = A+ ,]/3’ 4 /)f(ﬁ} ﬁ &tant des constantes supposées ici non

toutes nulles. Alors le nombre correspondant A 51 est :

7

» A SJ = A g . ’

, = _ - L.

/\%/P‘/ .4..5(}. # b’éd /]}é/ﬁi(7jf7
6’
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=7
S!‘ - / ; / . _
=) He, ()4, ,(7)

il en résulte que pour ,

fA/(("o |
faey /</?/é/fé /d?é/am@/

avec

g - Sup At e /5‘/+ﬁo/a‘m)/)
- / 5,/

mais

Hé/ - ’é?c_w‘/%ﬂ

ol f/éJ 0 est constante par rapport & <) et

a A ; il en résulte que la partie principale de f// g (7]%
’éj ®,p-

est donc celle de :

277
o [fose = 4, [Gc 7 0

20T
Kp (4., 5 0l + F/f/z 5”?@4[‘7

&

Qf)—écg:—f WM %:7 /{_‘_‘.,.7 : 14:]
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R

H'%o Sﬁ&,ﬁfm = H&&U@ (@, 6., »)ds

\

¥ X R, (@ b, ) *EV%&&E‘&S

v

avec E, - A  pour {” -2 3 % - A pour % =l . Mais compte tenu

des €quations de synchronisation (5-14), cette partie principale est réduite &

\Vﬂgd,)& ‘;\7&()) dp sor Q&(A> est horné par 04'&2 pour é__q e

N
par suite l)\aa T \< oL, 'R » les % C/V) étant bornes pour
Ae (0,27) et 1 e Ny

I1 reste 3 majorer ‘/\Z,6 N avec :
M 1

t
2w = % So H@ﬁ& (W) da.

Les \J(,D &tant toujours bornds, on voit que les expressions >\Z<) S
19
{ 3
en tenant compte des percussions, sont majorées, pour T4 & L RT, par une

constante :

(o(l'Ri+K$)l‘xl (5-18)

ol o{ R °<3 sont des constantes. Les percussions interviennent dans le termes

Py
0(5 [)\\ . Dol :

\qJ’T(t\\ £ YR 4 ?Ix]

(5-19)

ol "6 et sont des constantes indépendantes de et de R ; pour t>\\<>‘v .

pour | & (C, 21)’) et supposant < q. - A>€3><R>

Par conséquent :
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rer || < TK L DA (5-20)
Fele i7)

La suite (ﬁ ]appartlendra. toujours a ﬂ(ﬁ/ ai
(/7(%}(/(//7/} (ﬁ,ceqmaheum,’
E(xyrplAl) <K

si cette condition est réalisée avec la condition avee la condition L&/ =

on a toujours // ]( 0/;{/

Si nous voulons ue la suite converge, aprés avoir remarqué gque
b4

dans la différence C7 q n'interviennent ni Lg/ﬂ’t“/ é‘/ f/ , ni les
1 “t

P '

percussions on obtient une inégalité :

Nét%/ FZ,/ /\( 3,//?“ 7{%/6///«%;#// (5-21)

"/ P+

On voit qu'il suffit alors que fj/? (’7 pour qu'il y ait
convergence car alors la suite ({7‘ /,,/ est Cauchy.

La convergence aura certainement lieu dans le domaine ﬂ//{&) 2
1,\ /<'(|e, si les conditions (5-20) et (5-21) sont réalisées avec %,{):0 ;

la réalisation de (5-20) et (5-21) aura certainement lieu si :

1Al <Ay, ¢ do

/
Compte tenu de la formule (5-15) donnant 1'expression de /{/ , la
7

majeration de /{/, se fait comme celle des %//’ et de méme celle de
I'Knwy =K |
7t r ( /(
Les suites / (”/ et sont donc de Cauchy et par consequent
/
elles convergent vers des ]1m1tes % et /(é respectivement. Le Théoréme 1
est démontré.

Les convergences étant uniformes; les équations (5-1) - (5-2) - (5-3)
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ont une solution. D'ol le théoréme suivant :

Théonime 2

En général le systdme d'équations différentielles (5-1) - (5-2) -
(5-3) satisfaisant aux hypoth&ses H,, -f//z admet des solutions périodiques
de période 277_ pour /A I petit. Lorsque A tend vers zfro les solutions

tendent vers les valeurs [a/t . ,5{ s /% définies par les &quations de

synchronisation (5-6a) - (5-6b).

111.- APPLICATIONS - ETUDE DE LA STABILITE

I11.1) Position du probleme

Dans ce paragraphe nous &tudions en détails les probldmes de la
synchronisation et de la stabilité dans le cas ol le systéme (5-1) - (5-2) -
(5-3) est composé d'dquations différentielles régissant les mouvements de
Plaques rectangulaires excitées par des percussions périodiques de période
T:: 2 77 ; soit avec A suffisamment petit et (C une constante

positive :

e

Vi, + W = A Kett)-zen; -mt gu]

=) %/1/4/ 1/&/ ‘) (5-19)

v =A[ ke - ze il - X W lg ]

N§:

=A 9‘2/ 4 VI{ , IEZ , r) 7 (5-20)
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avec la condition de cofncidence

We) = %(@) (5-21)

+o0
. o = —_
K désignant ici encore 1l'amplitude de la percussion é/él} —-m:_‘og/“" 77//_7—

Dans ce qui suit nous nous proposons de chercher les &quations de

synchronisation, les points de synchronisation, de discuter les conditions de

stabilité au voisinage de chacun de ces points.

Nous déterminons les conditions de synchronisation en couplant les
deux &léments du systéme. Les conditions de stabilité sont &tudifes séparément,

mais nous déterminons les conditions sous lesquelles le systéme d'oseillateurs

est globalement stable.

111-2) Equations de synchronisation

Cherchons une solution des équations (5-19) - (5-20) - (5-21) sous la

forme :

W, (k) =@, () cent + b (¢) ottt
Wé (l‘) = é(z[f)é’éﬁﬂf'-/— !7.2 [f}%wél
en utilisant la méthode de la variation des constantes. On a le systéme suivant :

—““‘@(@{’/ _—g;;—-) ‘7‘4// 7 ) V.Z/ }}9’/’4('

*

6;{0% =h =290,

(5-22)

1

vy, ¢)cent
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Ay — al = 2 (g s, Lot

f/% (5.22)
, ’ ‘ 7} 4
dbe =4y = AK(, 0 F)cesr
At
Les fonctions associfes & ce systéme sont définies par :
7
Ll 5) = )% (w07, &) ol lf
L
s
: ‘ - A .o ,
722 (é/'l/éf} - ?/]7/(7‘/7 (W.f/ i ,(Z/(e?fg/r‘
=
— (5.23)
. M
e, b)) =L o
Fr (b, 8) = o | Y%, E) s
2
I
— A . o
(e ) = 5 | % 1, 1) conte o
LT

avec en tenant compte du fait que ".:%1‘7 PHT =0 et (e =}

Vi
j ‘ﬁ (. 1w, ) oml cdFf =

o
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f[/('?K//‘— W= 2¢ (<t 20t + b, cont)
= 7 7
— £, (€0 Cor b i by ginih)- 3 (e ao/fg%’ff/,_/%fd%

('

V)

i
{[é’c Oy 21— 20 b, cont opl — £, 61, covlovint
27

, - ; - 3 3 . .2 )
— E,4,901° -0, &, e il =32, 8, 00 s/

— 34 Cl, B, e s ‘)’7«’]/' Iy ‘é«/ ?)774 ///‘752//

= J7ca, - 7///33’ (4% + +_917¢;

Des calculs analogues donnent :

Vg, iy, L) el et

Sy
~ - :{

a

_./(? 5((1‘— 777JT— gc (——5/_1 gt + 5/, C@’?{L)

|
—

S

~—

— £ (Gt + 4 %f}—%/@mh@%;ﬁ]%;%

457) + 5]94

= K -27cb, -7
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F .
fsq ()i 4) et U
it
— J[”/(Z S(t-nT)l— 2c(-aoml+5 wpe)

-7

— <, (é/g vl 44 nb )=, (A, ) )/mfjgjﬂwzfg//f

___."3'. 7 2 _’ ;
= 27 c _?/7/@%—(64/2 1‘-6?)--/— %]62

v
f%(“é J 1/;{' ¢ art et
2y

W .
= [ [“k == S 4n7) = et G éot)
=

_._gg /ﬁz (b4 4 gonl) = ‘),;:/(/2 &Iy o ,‘} 'v’/c”f’*)fﬁ//

= k- emety - o7 [BE ()45 ) + £ o

La stabilité du systéme (5-22) dépend donc du systlme associé (5-24)

suivant :
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Ay — — A_r{ Y7 C Ety — L/7/)%/ﬂ 1“-512/#' %]‘élj

C%/’./ _ A f K -9 ¢ 6 377 V//é/ + 5 )'7"? ﬂi
P

(5-24)

el A é///c(fz..tﬁ/ : (6] )+F 7‘5]
== 7 4

f/ba '/ K — iz b ‘?///7% /5’ +25, )*‘ég ﬂz]

Posons dans (5-24) le changement de fonctions suivant :
l, = 1// ’?fl‘} 1
4 = ! g

b, = Iy Ceotls
@, = Vo omth

o
2

avec ‘,/)/ ¢ et ti & . Le systéme (5-2L) devient alors :

¢, A [T Kot 3/V Zr
%4_77? Kopet 4 2 (= )/
el

____L_,,_:__,_ Kfmﬂwz.//ch

AF 2 e (5-25)
tly — A [ Kot 37 32 éf’z']

T wml T *?’7/9 ;52

g A [ g — ITTC IS

o0 = 2 [~ K cenes ¢/
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Les équations de synchronisation sont :

T Kootntly | o /3% % £ ]
A 14 7 7/ 209 E1) [ —

F;(M,/ 14) = ?"47;/;(‘9 ol - 27 c V,,] = & (5-27)
it 18)= 75Kz 4 e (Fi e G

A ) :
E;/%/zé):: ﬁ[-/@d@pf@-?f/’(l{]:@ (5-29)

ol K@ est une approximation de 1'amplitude de la percussion.
. - . . . el
Compte tenu de l'équation de colncidence spatiale 1/%(5’7/: lfz /(]

on a : f{,:% , soit
Vg Al = by 2enth (5-30)
d'oll les cing équations (5-26) -~ (5-27) - (5-28) - (5-29) - (5-30) permettant

de Qéterminer les cing variables ./(4 R /// » l; s iz/' et /(67 .

Des équations (5-27) et (5-29) on tire :

.f{é Cen <ty = 27 c V// (5-31a)
— Ko Conth = 277C 14 (5-31b)

De (5-26) et (5-28) on tire :
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Ko ptnat, = 2;71/(’ y L ff} (5-32a)

E
Ko st == 2717 (3L €2 )
On obtient de (5-31a) et (5-31h)

o= 2ck = — 2Tl

s e — s ;
it Y wndl, = — Vy addy
d'oll, compte tenu de (5-30), 1'équation aux déphasages :

Cendl, undl, + Pty Ll T & (5-33)

Cette &quation est &quivalente 3

CE&ILY, HnAly = — Cealty 2t

soit

1 P4l = — K1l
donc

gLl = -7 F # )7
Comme ici :

el L £27

et
oL My T

alors :
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o< A 44l £ LT
0L 2t +24, <87

<L kmr <357

done o \(/"” < & ¢

Cherchons 3 présent les &quations aux amplitudes pour différentes
valeurs de #)
ler cas : %’ &3

si B wlery 4G S Ll CEVLT@IY, KNG - Tl
et 14 :"I/Z’ ; c'est impossible car 1’; et VZ sont positifs, le

cas {4 = 1/2' @ ne présentant aucun intérét.

28me cas Aé’:
4

alors U+ /l/g :;7]2 R Centl, = = F771 7

Un A, — cet

De (5-30) on tire L5 = |7 . Ka, ./, A
» . Mais de (5-31a) - (5-31n) :
-—1-/31——- Bhani o l/Z , d'oll /_é;tﬂf// (( , c'est impossible sauf si
&0, e ¢/ . ] )
vV’z/ Sy ////z _— ¢ mais alors on a l, — ¥y 3 or 17 et /jg

sont positifs.

3éme cas : %.’:‘ Z
-k": Z alors /{/4 F Al = 7

D141y = 2471 A7

; d'oll



139

Geo A, = — @
P e
l; = l{ — 1(’
De (5-31a) et (5-32a) on tire :
z 2 2
Ko Ceoer, = (77c ;)

329/ oy ?
#£r)

KL oantat, ~4T Y /

soit :
it (FEeh e = 1T,
De méme de (5-31b) et (5-32b) on obtient :
A Z/ZVZKE;L i Y*—ii—) Q—#/x77?7: e (5-30)

car Li,': 7/2 = ll
(5-3k4a) et (5-3LUb) représentent les équations aux amplitudes des

L. . .
régimes synchronisés possibles.

Des dquations (5-3ka) et (5-3kb) on obtient :

) 2 ¢ 4 ? 557
VAN R ANE WA Y A Ve
73” AN E LAY o oad
— 14 [[,77/ 4 4_5}1) + Ol
D'ol

1/0 - V4 = fé = ¢ solution triviale (5-35a)

et le carré de 1'amplitude de synchronisation Ve‘ est donné par :
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1,0 _ 4 ——54—sz AR 4 (5-35b)
Vo =3 T ) 2 F =y

et/ou

NN

T b gz-f}) e
- —_—— : —f] (5-35¢)
3 24,_% J 7 74

L'dquation (5-35h) admet une solution si
;é}‘+ E} g4 -
£, 20
ou , €f7 Z {5-36a)
Tt ¢ Teg <o

De méme (5-35c) admet une solution si :

g - > PR

o )
T, -Tg >C %-2 <Ce

(5~36n)

Si les conditions (5-36a) et (5-36h) sont simultandment satisfaites,
il existe deux valeurs possibles de }é; données par (5-35b) et (5-35c).
S8i 1'une ou l'autre des conditions (5-36a) et (5-36b) est vérifiée, il n'existe
qu'une seule valeur de k; donnée soit par (5-35b) soit par (5-35c). Nous
8tudions ci-dessous les Bventualités ol (5-36a) et (5-36h) sont simultanément

satisfaites.

é?f + éfz o Zr E;Z -€,2€
Cas ol Yo +X7 DC et dr—=J3 >cC
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Dans ces conditions les amplitudes sont données par

e = '@[ f,_gz)]//l (5-37a)
e — < 5-37
Iy +; a
— ) ) . ”/‘Z
v y A E, - Ey
fe = ‘?Z‘T *A——-“] (5-37h)
( »'77/‘-9'2

. 3(3’, - ry
Ko = Jc /277/ + g1j+///7 ]? (5-37¢)

- — < 3'92 7 g 7 . ‘ - % .
fe = %[”// /Y Je +‘Z—Z_) +/7'77252] (5-374)

acl

T R /:97/“5'/;')
Al — /7//6 e K. (5-3Te)

——

Al =TT — AT e Al 4Ty = ]7

3/7’ 1/
- fre (/6’7/ < )
7~ - <, >C o ) 3
Cas ol [ f; 21 et "(Z ,_;/(C,”
37 }‘2! '> C‘ 37 _4):,) ( CA

Dans ces conditions, Ic" ) /C ) ’/’f/ et'f/z sont aussi données par

(5-371)

(5-37a-b=-c—-da-e~- f). I1 en est de méme des cas ol :

-6, <0 {D; LD, <&
” et
[gg’ Er 2C 92'32)(’
et
{"5/‘@ ¢c {th <0
£,- €,<C S % - (O
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RESUME
Dans 1l'une ou 1'autre des &ventualités ci-~dessus les points de

synchronisation ont pour coordonnées :

.t<; - ¢ solution triviale

——

’1/@:2’[3 J#f)]
E) = £ / '
- g[;/; 2% /] N EVEIEY,

/ . 12 .27
122 +_~§1) -+/4//*(f/

Ko = I/Z//// (

%

: 4 — 7.
ikf }// /?// (/ ha }( ’f' éfz 7L /9 // C: %}7

Dans le cas oll 1'une des conditions (5-36a) est satisfaite et aucune

des conditions (5-36b) n'est vérifife on a alors :
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e[ =t)]”
X+

e »
et les expressions de K—L‘ ,//;//0 s »/4() sont données par (5-37c ~d - e - T).
De méme si l1'une ou l'autre des conditions (5-36h) est satisfaite

et aucune des conditions (5-36a) ne l'est on a alors :

£, - 6
J _ [)7 / z )] (5-38n)

les expressions de Kg s //';0 s '/{0 étant toujours données par (5-3Tc- 4 -

e ~ f).
4dme cas : éw
si =7 alors M+ 7 ;;ZJZ et ), = — P,
oty = — (& 11

D¢ (5-31a) = (5-31b) on tire : — 17 }’177{/7 = /// /447’{/2 /'

ce qui est impossible compte tenu de (5-30) sauf si 7; = 1/2 ~ .

Séme cas : “é' //
si %.’.‘1{' alors A1y 4 ///2 = 27 et
leé“’7*//7 = (¢ S YA :,Q/;}[é . C'est le cas E.: €

déja étudié.
6&me cas : #: {
S

Si/{’:)#alors —{/7,4»///2:*_2_ et (KO%:%%/'
Den My = Cendly b clest 1e cas #H= 1 agis étuaie.
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Téme cas : % —_ J
si Ié:é alors ‘//47"'%2 =37 et OW/{//:%’/{/Z ,
Certhy =-Ceplfy >0 Vy= 1 5 clestlecas ot B2
déja étudié et qui conduit aux équations aux amplitudes (5-3k4a) - (5-34b) dont

les solutions ont été &tudiées ci-dessus

88me cas : q@ = 7
Si #: ; alors. ‘4‘/7 ‘/"’//KZ oy z 77 ; ce qui correspond au
2

%2:7,7 .
98me cas : «,é’ f

8i k: 5/ alors {4.;.//2 _,‘4/7 . Ce cas équivaut aux cas

ETUDE DE LA STABILITE

Nous étudions la stabilité de chaque oscillateur du systdme au
voisinage des points de synchronisation car ce systéme peut &tre globalement
staeble ou non.

On dira que le systéme est globalement stable si les conditions de
stabilité de 1'un et l'autre des &l€ments du systéme sont simultanément
vérifiées. Si 1'un des &léments est stable et 1'autre ne l'est pas; on dira
que le systlme est non stable.

Les équations assocides au systéme (5-25) sont :

Gt — A i
4, (5-39)
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Al — A Fr

F T (5-40)
c/lz — A Fy

=

Cherchons les dquations de stabilité des systimes (5-39) et (5-40). Posons :
- M P
i = 12+ 4
th = (T2 )+ 5,

— . !
: }
donec au second ordre prés en ﬁ, et 9/ et g et 2 on & :

C“/'€7 — 9/’ 2/‘// 7
o [3, 2 (e, ve) + 0 4,5

(5-41)

i)+ 0 2% (4 %) |

—

A0 A€ A
W’Agw

D

a5 A5 (i) + DG 2

(5-k2)

L, £
C// [fy (74,4 )+ 855 (7%,

2




146

Etudions le systdme (5-41), 1'dtude de (5-42) se fait de la méme

manidre. Nous poserons par la suite :

— D g 1  p= 2Ll i)
5“7‘2%7("’”] / 31/

2F (4 A L
(s, v2) 5 57 (1%, Vz)

@:

2y
Nous cherchons une solution du systéme (5-41) sous la forme
rad rAZ’

%, =A€7 s

Le systéme donnant ﬂ et /5 est :

(e-a) - 568 =¢C

—54//7 _ //2—,5///57»:

Pour avoir d'autres solutions que la solution triviale /77:5' AT

(5-43)

nous devons poser le déterminant du systéme (5-42) identiquement nul. D'oll

n

1'équation de stabilité :

/?'Z—— (éf —/—b/)'Z + {4/;/"" 7 /4 Y A (5-kk)

que 1l'on appelle aussi &quation caractéristique.

Les conditions de stabilité sont :

S = (a+5) co

P -wb -asse (5-45)
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Calculons get P

b1 _ _ 4 ey 2F - f otk L EX

RF = — 4 oopret, )

avec ’i-’;)/ ] s ___32/7 /;/ — —
54 7/
Donc au point de synchronisation
- N / —— ) A /
S T e+ b T - {l Lot _ o
7 V4
ot ._égéi

eH
d'ol en tenant compte des €quations de synchronisation :
e car C >

-

6, &= —-2¢

la premidre condition de stabilité est donc toujours satisfaite.

Pour la deuxicme COndlthn de synchronisation et en posant :

ﬁ.:E- é// 3 _-V/ en Go7

1 z ) i
9\‘ SFz :)}-'z_' ‘QF

2%, 25 peh | PV

c bt L G sty (

= 3330 44 PS5 A CE

Considérant le systlme (5-42) et en posant :

4”’”’—%%1/)

A

™

2 X I ", P 2
Ay = '?g% p = e Sk

on obtient :

(5-46a)
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+ & (5-L6b)

?:3 j—f/# /)7'§—+/§)

Ftudions & présent les signes de ;?et /? pour déterminer la seconde
condition de stabilité de chague élément composant 1'oscillateur considéré.

Les discriminants de /,? et 1? sont :
P4 4
VRERANOASE P

_ 7 7_ .CZ
A, =x (g e

et nous avons les éventualités suivantes :

7 _—Z
- 2 22
1°) Cas ol E <3c et g (]C
. o 7 . . . ; 2 B}
si /[;;z( 3c Z et /2) (?c’z nous avons f? >C et /Z >C
et les points de synchronisation /74/45/ [5/ /G/et /Z (]7: fé/, /c'/ /ﬂ/e*j

sont simultanément stables.

4 . . Z .
. 2 B 5 .2
2°) Cas ol /j,, = 3C 7 et PZ = JcC
14 o Z 5 . . . ~ m
Si );’7 = /g :362 nous avons g >¢ et /Z))C ot

les points de synchronisation correspondants sont simultanément stables. Il en

est de méme si ﬁ;?(,'3CZ et /g‘z:fc’z ou 5'{:5752 ot /;Z"“(’;CZ,
% y
3°) Cas ou /j/ );CZ et /72 S)}Cé
z . . .2
Siﬁ;)jfé etg ))76 alors :
- e s y ,
Rz oa (3-3)(3-3])
avec g/ — ,2)71 — /éi, j(d) 2
a1
3,

3// g —’Zé; 7 {é;
7 7K,




149

et
n 2 7 7
P =3 (5-3")(3-3)
avec
z v%H
2 = —2F — (B = 3c%)7¢
pA 7“’2
7 =’
g — =2k 4+ (f-3c?)
& 74,
7 v
Les racines 5 et f sont de m@me signe car
')/ ,)/ — p:z'?‘CZ
o ,,7

3¢
Y
I1 en est de méme pour 7 et .

. Py . . 2 rl
Les solutions négatives ne conviennent pas car nous avons posé |

P { -
3:)1 et 3’ lfz

Puisque : -

/ 4 _,—sz

ol 2 -4l . ’ :
,37 +37 = ——'—1 K 52 +«’)2_ 3;}72

(=

72,
les racines sont positives si :
7 £
L (o ef ' e sy
-9(// 2z
i .
et dans ces conditions /7 et ZZ sont respectivement positifs sur les
intervalles : _
7 ¢, /’54 [ v ] /7 /
et

Tor 3, [ ¢ ]3 ey
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</ V4 / v ) . .
ehn supposantcé; (2;; et (i? <:£il . Les points de synchronisation corres-

pondants sont stables. 73 et 72 sont respectivement négatifs dans les

[:?4 ;35 s . * [32/ /?'33”] .

Ces points de synchronisation correspondants sont instables. On rappelle que

2 - =2F, —(BT)%
i 74,

intervalles

3/~ —~2F +/@)?'352)7§
A

. |

, 2 p (B =3
/32 -?,37
71,

H
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ANNEXE



. se

A) ORTHOGONALITE DES FAMILLES (X/}M ]) (%f )J @ ]/((é [103

Prenons par exemple la famille //Ym/ soit £ i‘/‘/’calculons

+d
f;".ﬂ;,ﬂfg.}inposant A/, _:Q/},é( , En o !

s+ & A

’ . A oy
XoXyetn = | CRAXK cohy Al
~ Ze

a Chd; e ﬁﬂd (1)

s +&G

Y

C:???A{‘ fe‘?)(“j '

X CEOX. 7 oy

-4

(1)

__.4 ~+d
C%ﬁ("t‘@o A," /W'A:'Z é’?)//lj“?( (’yZ (111)
~-a

Vf
+ o= "ﬂ//"af
1, Y.y A (1v)
MA{ AL L J z féﬁ/ﬁ] 5&
Lo

soit

- A Ay ook :
(I) — - . InbGA; (b A b b A
CoBhA; coh Ay (AZ#'{;‘J/'” @k By + Cenhd ’/’(3;7

PR : ) o
] WhA: cohdy — cenbi Ay apm) 4 7
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= N T ' Ay A g .

-*— ‘17 [;ﬂﬁhtqc'dc7)gb*-(féﬂ7(xg'ghé1éiéjzliz

(A=)

—
= [t%‘ Imbd; ety +_?ﬁé.,(wéﬁ fmjj

M/i Ay |y T Tt
(1V) — =7 ? LA )"’{A Ceocl gﬂ’f,“z (‘%AJ 91;1/‘1,‘
(Zf«:?/zzy(goﬁ XX x5 |

En considérant (I) et (II) :

(T)+(IL) = M}[M@mm + tand) +(fomb A, .H;,,g]

{ ﬁ/‘, + ’éim 3,) — //fﬁmg(‘b-.; /;;W)Jy
o ’(~ -
En tenant compte de 1'équation transcendante (2-8) (Chapitre II)

on a :

(T ) +(Z) =
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De méme en considérant (III) et (IV) :

-~

’ -— - fﬂﬂft‘ R . gq{ fa
(mr)+ (I7) = %'.Z*Jg : / Aznb Ay + Femd )—— /‘??:ZZ (ﬁfméﬂd + femz'ld)

et compte tenu de (2-8) on a :
(o )+ (I7)=¢

D'ol

+é
Aoy elx = @
24 . 5
Des calculs analogues en considérant la famille (%} donnent :
+b .
J oy dy =
- +a
Calculons maintenant : X,Z (;2/} (J/z
e + X
2. 2.
f?&(%)%)c - T T (Cﬂ)é’ X X ﬁ@( (’/)

- A

A 2 ,

+Ce‘07/\( J b (¢)
a

V£ G
ikt | CTHH biqx e (5)

<&
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A4

A (C‘JJ ¢ A Q/M’lé’\/‘, C@?é?’/\q)

A A 40 A .
R W (gf + - — 2n A, 6’67931)
e Ay e

i~

- =< ( b A cndp =+ hd\yom 94)
.%([&’7)[1'/3,' iy

(3)

) é? é’\f A /] p
i 2) = Gy LA+ g
(+}+(?) @k A a o = A ( ' ‘)

& €7
= T -+ g -
Ceoli P Ay e’ A
5 : “ /. ¢ g
(3) = — (//émfr Ay —+ /fa41/~31~) —e Hepye /g"j/

;;(}"
Or ﬂ -_ - ? f\ . v A — . %\; z/) N
-7 = 4 - ’z@'lﬂé Ny Y, — . - A + *4 O,
i Ny Cen Ay

donc

(1) +(2) = S +6 (FmAy — JankAc)=%
méme calcul pour la famille %/ (y) , Le ealeul pourg ot % st

81émentaire. Donc :
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+a S b
.f)(:élx = 2e ) fZZC’/y =25
L /y
+é '*!’2 (A-I-1)
) )
&, ok =€ [ Y9y = b
& ~ b
+4
A:)g = V,V /?QT / - (A-I-2)
-a ‘ P < F,)

/! E
B) EXPRESSION DES ff{ ET4¢ [8, 9, 10]

Dans ce paragraphe nous nous proposons de déterminer les coefficients

[f et 11 * intervenant dans l'écriture des fonctions :

Y- ///-5 -
X{/!/ /‘z/?/; - (;é?}‘ dans 1la base //}:17//_4 W L
7 oy Ly
g'} %;gf. J %%’// dans la base /%27'(}/(%9(

Yo & VE o F
" /')" ) Mﬁ;/’/};ﬂz‘}” dans la base (z;,//( o7 & FoL

1// /»‘ //, . P (.
4795/‘/ 5/;/5%” dans la base /%//7.‘);‘*""
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Ces coefficients sont déterminés en utilisant 1'orthogonalité des

fonctions X;,, , %7 ,’g‘; et % .

Z

v = de = pION
“« - fi i J
donc - ‘? ,} .
X///Y = — /\/, /%;-/\{,,,
h (] <.
et £ y o+
o/ - ‘ c7l { g 7
X X]“ (‘//l :—?%— Z—— ;{/ A‘; X/]v)] (/I
—éi L4 2t o e .
or /2‘/1 'Xh/ clx = o d'aprads (A-I-2) si 977 "td’
.y
/4-6/!
et /X ){ C/,t ~ 2a si d'aprds (A-I-1)
donc +6;1/ ‘ P‘ Z P71l .,,
X Xy (e = =5 K, Eel
&l
et finalement F €
ol - N )
/\ 17 { _ ,__ﬁ_, X " A/7 f'/}[
—_ P 7 7 <h
7 z /\r" -
Des calculs analogues donnent :
&
K 24 ff7 7K, b
z pr gt
~e
+4
'7’)’//7)/' ?&7 -/ ;
—— & & Ny obx

AR
=
N

1



158

Lfné)”‘ - P
3 — ZZ ; y//
stge |75 Yy ety
=5
+ 5

-5
A
AR AL
-
ZV'ﬁf 45
§ = 25 )
5'2/72. /%% % (/‘j
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MOTS CLES

1) EQUATIONS DE VON KARMAN.

2) VIBRATIONS-DES PLAQUES.

3) PERCUSSIONS.

4) EXCITATION CONTINUE.

5) STABILITE.

6) SYNCHRONISATION.

7) OSCILLATEURS EN LIAISON PAR CHOCS.
8) REGIMES PERMANENTS.

RESUME

"La thése porte sur les vibrations faites des plaques et Tes equat1ons
différentilles qui en décrivent les mouvements.

On étudie les cas suivants de systéme non linéaire :
1°) Excitation paramétrique percussionnelle et une excitation non linéaire directe.

2°) Mouvement avec liaison spatiale instantanée avec synchronisation du mouvement
par des percussions.

Cas général : étude d'un cas particulier et détermination dans ce cas
des régimes permanents".
ABSTRACT

"In this work we study the mouvements of the plates excited by
continuous excitations and percussions. The are two parts :
1°) Parametric excitation by percussion and non linear excitation direct.

2°) Problem of and instantaneous liaison between two non linear oscillators by 6§
periodic percussion.

General case : Study of a particular case and determination in this
case of the periodical oscillation".






