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INTRODUCTION 



CE. t r a v a i l  s - ' inscr i t  dans l e  cadre des études consacrées à l a  Mécanique 

non l i n é a i r e  dont l e s  applications sont répandues dans l e s  domaines physiques e t  

techniques : problèmes des s t ruc tu res  mus l ' a c t i o n  des forces périodiques 

[8 ,  9, 101 ou non périodiques r5 ,  6 ,  73; v ibrat ion des s t ructures  mécaniques : 

problème de s t a b i l i t é  associé C l ,  6 ,  8 ,  9 ,  ICI, e t c . . .  

Il concerne plus  précisément l a  résolut ion de quelques équations di f fé-  

r e n t i e l l e s  régissant  l e  mouvement des plaques rectangulaires e t  des osc i l l a t eurs  

voisins.  Les plaques sont simplement posées e t  exci tées  longitudinalement par des 

percussions périodiques : 

&~Tz 17 , e s t  i a  puisation e x c i t a t r i c e ;  

Ces percussions sont uniformément répar t i e s  l e  long des quatre a rê tes .  

Le système d'équations d i f fé re r i t i e l l e s  régissant l e s  mouyements de deux 

osc i l l a t eurs  voisins e s t  de l a  forme : 



avec une condition de coïncidence instantanée : 

x,W xz (6' 
e t  où K e s t  une inconnue i 

/$./ Cs=, O $ ~ G * * ( &  < T 7  p f i n i -  
A / 

Les $ sont des fonctions périodiques de f e t  des coordonnées g, , X,, 
/ Ri! , , s a t i s f a i s a n t  certaines hypothèses à préciser  plus lo in .  

Ce mémoire e s t  d'une p a r t ,  une extension des problèmes étudiés par 

OSTIGUY 18, 91 e t  E. MIHAMEDE [IO] e t  d 'autre  p a r t ,  une extension d'un problème 

étudié par R. FAURE 1201. En e f f e t  OSTIGUY e t  E. M'HAMEDE ont étudié respective- 

ment l a  s t a b i l i t é  dynamique des plaques exci tées  paramétriquement par  des forces 

de l a  forme : 

/ V L J  = /L& 4 %k ~ k 3 t ' l t J  ; ia fréquence exc i t a t r i ce  é tan t  

, 18, 91 ; e t  

= f / 7  ,' 6~' e s t  l a  

pulsation e x c i t a t r i c e  [IO]; ces force? étar?t d is t r ibuées  uniforniément l e  long 

de deux a rê tes  opposées dans l e s  d e u  cas. 

R. FAURE a étudié dans l e  cadre des théor ies  des percussions, l e  système 

d'équation d i f fé ren t i e l l e s  régissant l e s  mouveaients de deux osc i l l a t eurs  en 

l i a i son  par chocs 1201. Le système e s t  de l a  forme : 



avec l a  condition de coïncidence 

On peut séparer l ' é tude  de l a  mécanique non l i n é a i r e  en gros en deux 

branches : 

Méthodes analytiques : recherche de l 'exis tence des solutions pa r t i cu l i è res .  

Etude de l a  s t a b i l i t é .  

Méthodes qua l i t a t ives  e t  quant i ta t ives  des solutions : 

( 5 )  Méthodes topologiques : l a  réduction du problème à i 'b tÿde des 

points f ixes  d'un cpérateur dans un espace de fonctions périodiques. 

(ii) Résolution à l ' a i d e  des méthodes numériques. 

Cet exposé n ' a  pas pour but d'énoncer une méthode de résolution uni- 

versel le  mais plutôt  d ' u t i l i s e r  e t  contribuer au développement des applications 

de ce l l e s  déjà exis tantes .  Il e s t  sciridé en cinq chapitres.  Le développement 

de cer ta ins  chapitres e s t  précédé d'une introduction qui l e s  s i t u e  dens l 'en-  

semble de l 'exposé e t  en précise  l a  portée.  

Le Chapitre 1 e s t  consacré à l a  théorie approchée des plaques. Le l ec teur  

y trouvera un résumé des chapitres concernant l a  flexion f o r t e  des plaques 

t r a i t é e s  par : G. DWAUT e t  J .L .  LIONS [ 11 ; LANDAU L. e t  LIFSCTHITZ E. 141 ; 

TIMOSmNKO S. et GERE J .  [ h l  e t  l e s  rappels des équations de Von Karman. 



Le Chapitre 2 i l l u s t r e  une application de l a  méthode da Galerkin 

[8, 9, 101 pour é t a b l i r  l ' équat ion d i f f é r e n t i e l l e  v é r i f i é e  par l e  déplacement 

t ransversal  de l a  plaque soumise à des percussions longitudinales.  

Le Chapitre 3 t r a i t e  d'un point de m e  mathématique l e  problème 

d'existence de l a  solution périodique de l 'équation d i f f é r e n t i e l l e  généralisée : 

= 0% y *& - - + 4 9 T, r e n t i e r  naturel  quelconque; 

avec 

La solut ion de c e t t e  équation d i f f é r e n t i e l l e  a  é t é  cherchée dans 

l 'espace : 

des s é r i e s  périodiques absolument convergentes. La méthode exposée e s t  inspirée 

d'un t r a v a i l  de R. FAURE C191. 

Nous étudions dans l e  chapitre 4 l a  stabilité d'une solut ion pa r t i cu l i è re  

régie par l a  f lèche de l a  plaque. Pour c e t t e  étude nous u t i l i sons  l a  THEORIE DE 

FLOQUET. 



Dans l e  Chapitre 5, nous étudions l e  système d 'équations d i f f é ren -  

t i e l l e s  r ég i s san t  l e s  v i b r a t i o n s  de deux o s c i l l a t e u r s  ~ o i s i n s  en l i a i s o n  p a r  

chocs : 

avec l a  condit ion de coïncidence ins tantanée  rd(@) --& (@) e t  où K 
amplitude des percussions,  e s t  une inconnue 

3 
l e s  5. sont des fonctions de période 7 : 

C$ + e s t  un poiynome . 
? W e s t  une fonction de , de T . 

Nous déterminons X/  en deux é tapes  : K-- < 4k//  en nous 

i n s p i r a n t  d'un t r a v a i l  de FAURE [20J : 

- l a  première é tape  cons is te  à t r o u ~ e r  4 , yaileur p r inc ipa le  de /f à 

l ' a i d e  des équations de synchronisation du système considéré. 

- l a  deuxième é tape  concernant )(;' u t i l i s e  u n e  méthode d'approximation 2 

p a r t i r  de l a  bolution du système e t  de 6 . 



L'existence de l a  solutiori périodique a é t é  démontré en u t i l i s a n t  des 

r é s u l t a t s  obtenus pa r  R. FAURE dans l e  cadre de l ' é t u d e  des équations d i f f i r en -  

t i e l l e s  [15,  16, 17, 18, 19, 201. 

Dans l a  dernière  p a r t i e  de ce chap i t r e ,  l e  problème de l a  synchronisation 

e s t  é tudié  en d é t a i l  dans l e  cas des équations de l a  forme : 

t$ (01 = b4l C al 
a i n s i  que l e  problème de l a  s t a b i l i t é  au voisinage d'un point  de synchronisation.  

Dans l'ANNEXE, nous démontrons l ' o r thogona l i t é  des fonctions propres 

intervenant dans i a  représenta t ion  du déplacement v e r t i c a l  M//& 9 ,  t!) 
de l a  plaque e t  de l a  fonct ion  d'Airy ( 2  ) dans l e  Chapitre 3. 



DEFINITIONS 

NOTATIONS 



X I V  

D : r i g i d i t é  de l a  plaque à l a  f lexion. 

E : module de Young. 

F : fonction d'Airy (fonction de contra inte) .  

4 : épaisseur de l a  plaque. 

q, n2 , & : moments f léchissants  e t  de tors ion par un i t é  de distance.  

y h i  : tensions du plan moyen de l a  plaque suivant X , 9 . 
$- y .Qg : ef fo r t s  tranchants par unité de longueur suivant X . 

Atz, : déplacements de l a  plaque suivant 2 , Y .  
14 : déplacement normal. 

Y -  
% % $ ¶ $ : coordonnées cartésiennes.  

& , gy : allongements un i t a i res  suivant X , 
) : coefficient de Poisson. 

Y 
: densité volumique de l a  plaque. 

q, $ : contraintes selon l e s  directions , 

z y 5 2  : cisail lements selon 
5' 

2 : coeff ic ient  de Yiscosité (ou coeff ic ient  d'amortissement). 

cp4: coefficient de v i scos i t é  associé à un mode p a r t i c u l i e r  ( P , 7 ) de 
. - 

vibration. 

@/;(t), fiti (6) : charges dans l e  plan de l a  plaque par  uni té  de distance : 

& ( k )  .= Ah 4 hif * / h 9  

t; lkj' ,= 6 #- &k . $M 
, : charges s ta t iques  par unité de distance dans l e  plan de l a  

plaque. 

gt hit : amplitudes des percussions (ou des charges harmoniques) par  

unité de distance. 
C 1 : période d 'exci ta t ion.  

@ : demi-largeur (ou largeur)  de l a  plaque. 

5 : demi-longueur (ou longueur) de l a  plaque. 

&/h: rapport de forme de l a  plaque. 



CHAPITRE 1 

FLEXION DES PLAQUES RECTANGULAIRES 

EQUATIONS DE YON KARIW 



1.- FLEXION DES PLAQUES SOUS L'ACTION D'UNE CHARGE REPARTIE LATERALEMENT 

Considérons le cas de la flexion d'une plaque par une charge répartie, 

agissant perpendiculairement à son plan médian; on suppose ce plan horizontal et 

contenant les axes des X et des , l'axe de 8 étant perpendiculaire à ce plan 

et dirigé de haut en bas. Soit (7/ l'intensité de la charge que l'on considère comme 

une fonction de X et de $f . 
Dans l'étude de la flexion de cette plaque, il faut distinguer deux cas : 

1. I l  Flezion b h p &  

Les tensions sont faibles par rapport aux tensions critiques et l'on peut 

négliger l'effet qu'elles produisent sur la flexion de la plaque et admettre que les 

tensions totale s'obtiennent avec une approximation suffisante en superposant les 

tensions dues à la déformation du plan moyen, et celles produites par la charge. 

En découpant un élément de la plaque par deux paires de plans parallèles 

aux %$ et y$ (Fig. l), on déduit qu'en raison de l'action de la charge q il se 

produira sur les faces latérales de cet élément, des moments de flexion et de torsion 

et des efforts tranchants verticaux représentés sur la figure 1 et dont les valeurs 

par unité de longueur seront définies par les formules (1. la) et (1. lb) suivantes : 



Désignons par l& et $ les moments fléchissants et par &..et fid$ les 

moments de torsion; on a : 

Soient et q2 les efforts tranchants verticaux, on a : 

On peut négliger la variation de GJ et Gj le long des petites 
distances d4 et et supposer que les efforts tranchants résultant X et 

@%, 
passent par les centres de gravité des faces de l'élément. 

NOTATIONS 

: épaisseur de la plaque 

rN , $ : contraintes selon les directions X , 5' 
cxd , Z?.J : cisaillements selon x 



Les e f f o r t s  tranchants (1. l b ) ,  l e s  moments f léchissants  e t  l e s  moments de 

torsions ( l . l a )  sont tous fonctions de coordonnées X e t  (jl . Par s u i t e ,  en employant 

l e s  notations , ffx e t  pour l a  f a c e  gauche de l 'élément de l a  f igure  d 

l e s  quant i tés  correspondantes pour l a  face d ro i t e  d i s t an te  de l a  face gauche de l a  

quantité ,&$ , seront : 

comme l e  montre l a  f igure .  On f a i t  de même pour l e s  autres  faces (faces pa ra l l è les  

au pian X'J ). 

S i  l ' o n  considère l e s  conditions d 'équi l ibre  de l 'élément de la  f igure  ( 1 1 ,  

on remarque q u ' i l  e s t  soumis à des forces  qui sont pa ra l l è les  à l ' a x e  des 3 e t  que 

l e s  couples sont représentés par des vecteurs perpendiculaires à l ' axe  de . a 
En tenant donc compte des di rect ions  des forces ,  leurs  projections su r  

l ' axe  des 3 nous donnent : 

ou, après s impl i f icat ion,  

Le poids de l a  plaque elle-même peut ê t r e  considéré comme compris dans 

l a  valeur de 9 .  
En prenant l e s  moments de toutes  l e s  forces agissant sur  l 'élément par 

rapport à l ' axe  des e t ,  en observant des di rect ions  indiquées sur  l a  f igure ,  

on obtient l 'équation : 



Le moment de l a  charge 9 e t  l e  moment dû à l a  var ia t ion de l a  charge peuvent % 
ê t r e  négligés dans c e t t e  équation, comme infiniment p e t i t s  d'ordre supérieur à celui 

des quant i tés  conservées dans l 'équat ion.  Après s impl i f icat ion,  c e t t e  équation 

devient : 

De même, en prenant l e s  moments par rapport & l ' axe  des , on trouve : 

S i  l ' o n  t i r e  l e s  valeurs de e t  de % des équations (1-4) e t  (1-3) e t  

qu'on l e s  por te  dans l 'équation (1-2) ,  on obt ient  l 'équation suivante : 

S i  l ' o n  remarque que f l g ~  = - Nfiy , parce que Zny = 5% 
on arr ive  finalement à l 'équation de l ' é q u i l i b r e  : 

7 . 2  1 FLexion dohte 

Les tensions qui prennent naissance dans l e  plan moyen ne sont pas 

négligeables e t  l eu r  e f f e t  sur  l a  flexion de l a  plaque intervient  dans l e  calcul.  

Pour é t a b l i r  l e s  équations d i f fé ren t i e l l e s  de l a  surface é las t ique dans ce cas,  



on considère, de nouveau, l'équilibre d'un petit élément découpé dans la plaque 

par deux paires de plans parallèles aux X 8 et y d . Aux forces déjà considérées 
précédemment (~ig. l ) ,  il faut ajouter celles qui agissent sur le plan moyen de la 

plaque et dont les notations par unité de longueur sont indiquées sur la Figure 2. 

En projetant ces forces sur les axes des et et en supposant qu'il n'y a pas 

de forces de volume s'exerçant dans ces directions, on obtient les équations 

suivantes, pour les conditions d'équilibre, 

On constate que ces équations sont entièrement indépendantes de trois 

équations de l'équilibre considérées au paragraphe précédent. 



\ 

-. - 
Fig. 2-b 

Pour é tudier  l a  projection des forces ,  indiquées s u r  l a  f igure  2 sur 

l ' a x e  des 2 , il faut  t e n i r  compte de l a  f lexion de l a  plaque. E h  raison de l a  

courbure de l a  plaque dans l e  plan ( ~ i ~ .  2-a), l a  projection des forces 

normales It/X sur l ' axe  des 

Après simplification e t  en négligeant l e s  infiniments p e t i t s  d'ordre 

supérieur,  c e t t e  projection devient : 

De même, i a  ~ r n j e c t i o n  des forces normales b$ sur  1' axe d q  g Iionne 



Pour déterminer l a  projec t ion  sur l ' a x e  des des e f f o r t s  t ranchants  X 
N9 , considérons l a  f lexion d'un élément e(% plan  moyen (Fig. 3). 

En ra ison des angles : 

e t  .- 
;?Ci ihc 't+d 

indiqués s u r  l a  f i g u r e ,  l e s  e f f o r t s  t ranchants  ont pour p ro jec t ion  s u r  



1' axe des B 
aW dX dy 

-2 X 
Les projections sur l'axe des 

23 8 des effofis tranchants 4 =dg sont 
données par une expression analogue et finalement la projection de tous les efforts 

tranchants est : 

En ajoutant à la charge 964% dd agissant sur lV6l&nent les e,essions 
( 1-7a), ( 1-n) , ( 1-Tc) et en utilisant les équations ( 1-6), on aura l'équation 

suivante, pour les conditions d'équilibre, 

En remilaîant flp , H8 et flF2 par leurs expressions; soient : 



: désigne la rigidité de plaque à la flexion. 

t/ : coefficient de Poisson. 

: déplacement normal. 

Dans le cas général, de grandes déformations d'une plaque sont accompagnées 

d'une extension du plan moyen. Pour étudier les flèches importantes des plaques, 

on peut continuer à utiliser l'équation (1-8) mais les forces , , 
dépendent ici non seulement des forces extérieures appliquées au plan %fa , mais 
aussi de l'étirement de la si~rfacp moyenne par suite de la flexion. Les équations 

d'équilibre dans le plan 2 1. sont toujours : rl 

ad a MsL * d ; I = u  
d x  

On obtiendra la troisième équation pour déterminer ILL , IZ$I et big par la 
condition de déformation du plan moyen de la plaque pendant la flexion. 



Composantes du t m e w l  de dEbotvllaüon 

Nous déduirons au préalable l 'expression du tenseur de déformation déter- 

minant l a  t r ac t ion  de l a  plaque (considérée comme surface) soumise simultanément 

à une flexion e t  & une t r a c t i o n  dans son plan. 

s o i t  4 4  l e  vecteur déplacement à deux aimensions (de composantes44 , 

4 ) en t r a c t i o n  pure; désigne c m e  a ~ a n t  i e  déplacement t r a n s ~ e r s a ù  de 
f 2 

flexion. Alors, l'élément de longueur & Z &X )/X &$ ' de l a  plaque non 

déformée devient après déformation ' , de carré  141 : 



% ad49 
on ne garde que l e s  termes l i n é a i r e s  des dérivées -- -et 

52% ' a $  % y 

4 %  quand à , on l e  garde sans s impl i f ica t ion c a r  il ne présente  

termes l i n é a i r e s  : 

Donc : 

s o i t  : 



En manipulant l e s  dérivées des déformations a f in  d 'éliminer ..d& , d$ 
e n t r e  l e s  expressions de f?,, Ego y 0. a : 

E h  introduisant l a  fonction d'Airy F , (fonction ae contra inte)  définie 

pa r  : 

e t  d'après l e s  re la t ions  de contraintes-déformations ( l o i  de ~ o o k e ) .  

(1-11) e t  (1-12) donnent : 



(1-10) e t  (1-13) donnent : 

En posant : 

e t  en u t i l i s a n t  ces équations e t  l ' équa t ion  (3-8) on ob t i en t  : 

Les équations (3-14) e t  ( 1-15) associées  aux condit ions au contour,  

dé teminent  l e s  deux fonctions w e t  F . 



Pour tenir compte des effets dynamiques, on doit, dans les équations 

d'équilibre, ajouter aux forces et moments extérieurs des forces et moments 

d'inertie. L'équation (7-15) aevient donc, en ajoutant au deuxième membre le 

n 

Il. - FLEXION D'UNE PLAQUE SOUS L'ACTION DE CHARGE PANS SON PLAN 

 ons sidérons une plaque rectangulaire d'épaisseur uniforme , excitée 

dans son plan par des forces uniformément distribuées le long de deux arêtes 

opposées (Fig. 4). 

Fig. 4.- Plaque excitée longitudinalement (dans son plan) 
par la charge % (t). 



Les forces ayant la même in tens i t é  % ( k )  mais exposées, l a  some 

des forces extérieures agissant s u  l a  plaque e s t  nul le .  L16quation d i f f é r e n t i e l l e  

( 1-16) vé r i f i ée  par l a  f lèche devieri% donc 



CHAPITRE I I  

EQUATIONS TEMPORELLES 

DU - 
MOWEMEWT TRANSYERSAL 



1 .  I l  G é o m é M e  du modUe 

Le modèle conceptuel considéré dans cette étude consiste en une plaque 

rectangulaire mince initialement plate, d'épaisseur uniforme 4 , homogène, 
élastique, simplement supportée sur son pourtour et excitée dans son plan par 

deux forces périodiques 4 (?)et h'$ l e )  uniformément distribuées le long 

des quatre arêtes (Fig. 5). Les forces )\/r (i) et 4 ayant pour expressions : 

où et sont les amplitudes de la force périodique : 

- f *  

arl) = T .n= -W g([- nT),* T = période 

K = constante. 

 origine du système est choisie au centre de la plaque non déformée 

(voir fig. 5). 
Le cas d'une plaque rectangulaire mince initialement plate, d'épaisseur 

uniforme homogène, élastique, simplement supportée sur son pourtour et excitée 

dans son plan par une force périodique uniformément distribuée le long de deux 

arêtes opposées a été étudié dans [81, [91 et [IO]. 



Fig. 5.- Plaque rectangulaire soumise à une 

excitation paramétrique et continue. 



Dans 181 et [si, RF) a pour expression $[fi = CP? - 
Dans [IO] , $(k) est une percussion et a p o u  e-ression. 

7 . 2 )  E q d o n s  de b a e  

L'analyse est basée sur les équations (1-14) et (1-17) non linéaires 

correspondant à la version dynamique des équations de Von Karman pour le cas de 

grandes déformations; tient compte de l'étirement de la surface moyenne mais où 

l'on néglige le moment d'inertie (car la plaque est mince). Ces équations, expri- 

mées en fonction de la fonction d'Airy F et du déplacement latéral IC/Y , sont : 

-P%J 
où les indices inférieurs placés après la virgule représentent des dérivées 

partielles par rapport à ces indices et où D , et 4 désignent respecti- 
vement la rigidité en flexion, le module d'élasticité et la densité de la plaque. 

7.31 C o n U o n s  aux UtuLteb 

Les conditions aux limites sont reliées à la fois à la fonction d'~iryF 

et au déplacement latéral w . La plaque étant comprimée dans son plan moyen par 
des forces uniformément réparties le long des arêtes X= -& , /Y=+ , 

.- J , y = nous avons : 
2.- - 



Les plaques considérées dans ce t t e  étude é tant  simplement supportées sur  

l e u r  pourtour, l e s  déflexions l a t é r a l e s  e t  l e s  moments f léchissants  l e  long des 

a rê tes  sont nuls e t  par conséquent : 

Le problème consiste 3 déteminer  l e s  fonctions F e t  I/Y qui vont 

s a t i s f a i r e  à l a  f o i s  l e s  équations du mouvement dans l e  domaine e t  l e s  conditions 

aux l imites .  

TT. - METHODE DE RESOLUTION 

1 1.1 ) Exphebdion de F w . 
Dans ce t t e  étude, l e  déplacement l a t é r a l  de l a  plaque e s t  représenté 

p a r  une double s é r i e  des fonctions propres du système l i n é a i r e  associé : 

où qq CC) sont l e s  coordonnées généralisées du système. Les indices e t  

correspondent au nombre de demi-ondes dans l a  direction des axes r)X e t  , 

respectivement. 

cl  



La solution pour l a  fonction d'Airy e s t  supposée sous l a  forme d'une 

double s é r i e  de fonctions propres de poutre qui sa t i s fon t  l e s  conditions de 

contraintes aux r ives  : 

sont l e s  coeff ic ients  généralisés de contrainte.  

Les fan i i l es  & fonctions (X, J4 .m < + ; n + ; 

doivent ê t r e  des familles 

complètes dans leurs  damaines de déf ini t ion,  s o i t  pour E[&, ''4t 

1 7 . 2 )  Choix d a  60nctiovls dlapphoxOnaüon 

Les expressions analytiques des fonctions propres u t i l i s é e s  dans ce t t e  

étude sont l e s  mêmes que ce l l es  u t i l i s é e s  par OSTIGUY [ 8 ,  91; s o i t  : 



Avec un choir part ieul ier  de dm e t  4 ; F e t  w v é r i f i a n t  l e s  

conditions aux limites, en e f fe t  : 

e t  on a bien : 

e t  pour avoir : 

F @&)= O il faut : 7-dd-6  + TZWN-~ ' O /%' 

e t  

rq(-iU=o i l f a u t :  TmRF,J + rmg' 

s o i t  en posant X = 4 6 , r\n z r 

7 ~ 4 4 , + 7 ' Z ~ ~ ~  = 8 



L'équation (2-8) e s t  appelée équation transcendante. Cette équation 

admet en général autant de solutions que l e s  fonctions (- tw) e t  t&+74 se  

rencontrent ( f i g .  6 ). 

Cho ix  d U  ~ O ~ C L O Y L Q  d u  E Q w Z L O ~  ( 2 - 8 )  

Soient , , , , . . . . , l e s  abscisses des points d ' in ter-  

section des courbes de(-&%) e t  & l x  . s m e n o n s  & e t  5 de l a  

plaque étant  connues, on peut chois i r  : 

ou bien & e t  6 étant  f i x é s  on peut chois i r  l e s  dimensions convenables de l a  

plaque pour que l e  mouvement s o i t  s t ab le .  

Pour l a  fonction W ; avec l e  choix de $ /x )  e t  $'tg] on 8 

bien : 



Fig. 6 



donc 

De même pour 

b'72 + p q f i x  pour 9 - 2 5 .  

ûn montre (voir ANNEXE, § a) que les famiiles &) , J , (@) 
et ( (.;) sont orthogonales. 

Dans ce paragraphe nous déterminons 1 'équation différentielle vérifiée - 

par les coordonnées généralisées %'tj du système r &' et désignent 

les symboles de Kronecker. 

PDrtons les développements (2-4) et (2-5) supposés pour W et dans 

les équations de base (2-1 ) ; on obtient r8, 9, 101 : 



71 // - 
Exprimons comme dans I @  1 ,  l e s  fonct ions  & ; ~ ' g  

; j$ P U  
dans l a  base (LI4 $ 6 + de même pour l e s  ionetions 3'' ; ; y y" adns l a  base (%),-+,/ f , . Soi t  : 



Désignons par 4-1. symbole de Kronecker; en rempla~ant  l e s  expressions 

( i )  , ( i i )  , ( i i i )  , (iv) e t  (v) ci-dessus dans l 'équat ion ( 2 - 9 ) ,  l e  premier membre 

de celle-ci  devient : 



en adoptant l e s  règles habi tuel les  de sommation; c'est-à-dire l a  répé t i t ion  d'un 

indice dénote une sommation par  rapport  à ce t  indice e t  en posant : 

c = c3 / 4 e s t  l e  rapport  de forme de l a  plaque. 
m 6 m h  

Le secondfie (2-9) devient : 

avec 

D'où 



Pour l e s  équations (2-10) nous posons 

En remplaçant dans l 'équation (2-IO), nous obtenons : 

+f- +- 
A( b' k.5' ~ 4 6 '  



soit : 

D'où 7 

où l'on a posé : 



Finalement on obtient : 

où l e s  pulsations propres sont données par 

6: A/& e s t  l e  rapport de forme de l a  plaque e t  où l a  r é p é t i t i o n  d'un 

indice dénote une sommation par rapport à cet  indice. 

L'équation d i f fé ren t ie l l e  (2-32) représente l 'équation temporelle 

d 'excitation paramétrique d'une plaque rectangulaire simplement posée; c e t t e  

plaque étant  soumise dans son plan à des percussions dans l e s  directions xi?$ 
e t  Y . 

l e s  expressions des <- e t  LA* qui dépendent des fonctions 

propres u t i l i s é e s  sont données dans l'ANNEXE $ A.  



Les équations (2-31) établissent les relations existant entre les 

coefficients de contrainte Rn('-) et les coordonn6es %'O . 
La résolution du syatsme d'équations (2-11) en fonction des clinlr nous donne : 

En portant les relations (2-33) dans les équations (2-121, gn PO%& 

et sachant que 

avec 



on peut écrire les équations temporelles du mouvement sous la forme : 

des coefficients non linéaires d'élasticité. Transformons quelque peu cette 

équation; nous obtenons : 

't k 

ii/ CL\T 4 w Lu- [ A -  (i AL Idzo+ b1d3.l]k - 
L.J- 



Posons de même 

qui e s t  l a  

pulsation na ture l l e  de l a  vibrat ion de l a  plaque chargée par t.4, e t  N O  

: exci ta t ion 

en charge paramétrique. 

Avec ces notations nous avons l 'équat ion non l inéa i re  vér i f i ée  par  Wu,: 
4 1  

M V  $J!'v\hlUwtqv, iY 6 = (2-14) 

En ajoutant,  pour plus de général i té ,  l ' e f f e t  de l'amortissement 

l inéa i re  dans l 'équation du mouvement, nous obtenons : 

'Pour é v i t e r  l a  présence de nambreux tenues non l inéa i res  basiques 

(d'ordre t r o i s )  qui crée un couplage modal important, nous prendrons U n p  = &=  * 
e t  V ~1 = = a s o i t  wQ = = W, . L'équation (2-15) tievient 

a lors  : 
so 

3 4  

s o i t  en omettant l e s  indices 



Dans l a  s u i t e  nous nous placerons dans l e  cas des deux hypothèses 

suivantes : 

a )  La viscosi té  , l ' exc i ta t ion  parmétr iqueJ  e t  l e  coeff ic ient  

de non l i n é a r i t é  M sont p e t i t s ,  nous posons pour l a  commodité de l ' é c r i t u r e  : 

c.: >C J=>I; T s  = / \ Y  
étant  un p e t i t  paramètre ( A - 7 0  ) 

b )  Dans l e  cas d'excitation paramétrique nous devons envisager l e  cas 

de l a  résonance (pour avoir des vibrat ions  non nul les  ) ; s o i t  : 

E é t a n t  une constante non nuiie.  

* 'L 
Cette équation représente un osc i l l a teur  l i n é a i r e  CW -+ (u W )  perturbé par 

Nous retiendrons l a  forme f i n a l e  suivante de l 'équation (2-37) : 



Nous étudions dans les chapitres III et IV l'existence de solutions 

périodiques de l'équation (2-18) et la stabilité. 



CHAPITRE III 

EXISTENCE DE SOLUTION 

DES EQUATIONS TEMPORELLES 

DU MOUYEhERT. 



1 .  - PUSITiÙN DU PRÙBLEME 

R. FAURE a étudié la question des solutions de l'équation 

différentielle c15, 161 : 

à coefficients constants vérifiant q ( o )  c 0 et @ (O) sr 0 , un 

paramètre. 

Que se passe-t-il dans le cas de l'équation différentielle : 

pour laquelle l'ensemble des fonctions & (k) , Y (k) et des constantes , 

, (', satisfait les conditions (p) suivantes : 

1 ~ ( k )  , q(t) sont toutes des fonctions périodiques de 

t , de même période 7 ; 7 et l'ensemble des fonctions sont indépen- 
dants de . 

2') ((k) =y'(k) t qt) est la combinaison d'une 

percussion e(b) = T 2 C ( 6  - mr) et d'une force périodique 
,oî n=-* 34 

Y(L) = S- L . ~ ~ [ ~ W L ' I I )  avec 2- I d r \ = # ( ~ .  
p z  -62 

3') q(%) est un polynôme à coefficients constants : 

2 4(.() =a,% c - - -  ia,yr ; donc Q ( o )  = d[~)= 0 . 
4') C et fi. sont des constantes non nulles. 

5') [XI est supposée petite et X f O ? 

Des hypothèses supplémentaires (6', 7', 8') portant sur la convergence 

des suites définissant la solution du problème seront précisées plus loin. 



E h t e - t - 2  m e  b 0 ~ ~ 0 n  pë.dudique non n&e ? 

Dans les paragraphes ci-dessus, après avoir rappelé la structure et 

quelques propriétés de l'ensemble 8 (T) des séries absolument convergentes 

de période T , nous montrons l'existence de solution de l'équation diffé- 

rentielle (3-1) dans cet ensemble. 

I l .  - EXISTENCE D ' UNE SU LUTION 

11.1) Pt-a CIO, 231 

Nous donnons dans ce paragraphe un certain nombre de propriétés et de 

définitions dont nous aurons besoin pour montrer l'existence d'une solution de 

- 
et Zn. =y-- désigne l'espace des séries absolument convergentes de 

période T . 
On définit dans cet espace la norme par : 

+a' 

a : 11 ~ ( ù  = F- 19-1 
M =  - w  

a) B(T) est isomorphe à PA ,( z) = 1 
y ) 

Soit l'application : 

. . 
telle que 

est linéaire et bijective. 

Si on définit la norme de par : 



F'uisque JA(z:) e s t  un espace de Banach a lo r s  on peut en déduire 

que B (T) e s t  auss i  un espace de Banach. 

b) Ii 'appiication 3C-r) c0(fV,,~) muni de ïanorme 

"sup" e s t  in jec t ive  e t  de norme 1. B fi) e s t  donc un espace fermé de 

e t  i a  convergence dans (T) implique l a  convergence 

uniforme car  : 

i-+cn?&- 
on a l ' é g a l i t é  pour ( = (,,ET). 

C I  Q' ( Y ) =  E~-,o t, avec 

Grâce à 1 ' isomorphisme T nous avons : 



Nous appellerons et < deux projecteurs suivant $ (T) et 

gL (T\I respectivement : 

d) B [TI a une structure d'algèbre de Banach. 

Puisque la multiplication est associatiw dans 41 (z) et distribu- 
tive par rapport à l'addition, elle l'est aussi dans 3 CT) . 

p k ~ p n i e t é  - si 2 (4) E B fi) , 3 (G e 8 ~ 7 )  

alors : ) ( 1  L (1 ~ ( t ) f l  b(t)ll 

Pmuve 

Il suffit de montrer cette dans 

osons = ; ( ; -(a,) , e . 2 , 1- 
sont des éléments de PA ( a )  . 0n définit la conyolution des suites de Ia 
manière suivante. ; =u 



e t  puis que 

TCZ*,) = T ( * ) X T ( ~ \  



II .  1.2 . -  M e h ~ e  de. D h c  - Dh-OÙbLLtion. 

a )  Nous définissons l a  percussion par une mesure de Dirac S@- QT) 

agissant pour tous l e s  ins tan t s  k 5 1-r , prenant toutes  l e s  valeurs 

ent ières  négatives e t  posi t ives  ou nullef. 

La force extér ieure  e s t  représentée par 

f-' 

a(+) - 2 f i=  - Co s (.-") + 4i- ?= -si k p - ( p o k + t )  

5 ,;hwt 
On montre ( c f .  L. SCIIIARTZ I231) que l a  s é r i e  .y conyerge *=- 00 

dans S> ( R )  vers l a  d i s t r ibu t ion  périodique 
vb:-u> 

comportant une masse en chaque point ( i n s t a n t )  d 'abscisse mul t ip le  e n t i e r  d e 7  . 
Soi t  : +,O x S Lb 

< -e / /- (Y -%7 
r' Y- M = -  8 

b) Soi t  M une fonction périodique e t  S é tan t  l a  d i s t r ibu t ion  

de Dirac, a lo r s  : 

donc M $  r ~ ( 0 9 s  
NOUS définissons l e  produit  (k - n ~ )  par : 

car  & e s t  périodique de période . 

I l .  7 . 3 . -  E p d o n 6  de 6ynckito&a,tion 

Nous allons chercher une solut ion de l 'équation (3-1) sous l a  forme 

- l ' L ? l  i' ut- ; 0 Y - =  ~e k ~ ' e  
> ct = i 7 C  

vér i f i an t  l a  condition de synchronisation : 



et où A' désigne le conjugué du nombre complexe R . 
Nous posons par la suite : 

Pour satisfaire la condition de synchronisation ( 3 - 2 ) ,  il suffit 
i a k  -Lmk 

d'annuler les coefficients de e et (2. dans le développe- 

ment en série de Fourier de 9 ((Y, , Y:, t ) . En effet, nous remplqons 
ri> 

ia distribution périodique Q, (t) = T f- $5 ( t - m ~ )  
+ya inaI ih= - .Q 

par la série de Fourier 5- p, au sens des distributions 
h = - s  +m 

et la force périodique q(&) = a < p h ( q o ) * ~ )  Par 
'P5 -  "O 

la série de Fourier : . Ce qui donne : 



r * 

Pour / l'expression 



contient les termes 

L ,ç ;cd j. 1 

< et e PO'=- impair. ~ o n c  Y (yo  ) 9; , k) t $(A si 
impair t;el que - 2 p : 4 dans le dkeloppement de 

: d 

Ces équations ( 3-3) s ' appellent équations de synchronisation. 

On suppose résolu le système numérique (3-3) et soit : 

R=a j ; Q-:8 

le système de solutions. non identiquement nulles . 
- 

\jc : q ( w \  -t ) est appelée solution de synchronisation , 

dg , gL, d.L sont les coefficients intervenant dans l'expression de la force 

périodique : 
+Cb 

p r -  4> 

II .  2 ) Théokème, 

Si la solution de synchronisation y p  existe et est non nulle, 

l'équation différentielle (3-1) satisfaisant les hypothèses (1°, 2O, 3O, ho, 

5O, 6O, TO, 8') admet en général une solution périodique appartenant à l'espace 

des séries périodiques absolument convergentes : 



-2 

pourvu que [A\ soit petite. 

P R E U V E  DU THEÙREME 

Pour démontrer le théorème, nous allons définir deux suites 

récurrentes(h,,,) et ( I r , ,  ) et montrer que toute solution y de (3-3 ) 

est la somme de et des limites, si elles existent, de ces suites; 

c'est-à-dire : 

Posons pour cela : y =  yc+,U Y@ est la solution 

de synchronisation déterminée et L< & a(T) . ~'é~uation : 

devient alors : 



ou d'après l e  développement de Taylor du polynôme ~ ( v ]  au misinage 

de on a : 

puisque .&eBcr/=&crl@f12 (7) posons : 

..n/ = -44 + .c/r m ~ d  A+ é 8, 

. 4 4 4  ( T j  
En remplaçant dans l 'équation d i f f é r e n t i e l l e  ci-dessus on obt ient  : 

Projetons i e s  deux inentres de (3-7) suivant e t  gRL f7 j)  . 
On obtient a lors  : 



b 
T C; 
' 7  f"!, 

3& - 
+- 

r: 
\f * - 

-.SB 
L L  

\%- 
pl:. 
J 



Les équations (3-10) et (3-11) définissent une transformation $ 
telle que : 

11-2-2.- Majonation de //&,nn//e* //&!n// 
i s q e  4 6 ' 8 ,  (T )  , il existe $, ,,, et $w tels que : 



Posons : 

D'après la propriété 4 6 c d//D)&' , on a : 

et puisque .' 



donc 

donc 

En remplaçant dans (3-10) on obtient : 



[(Acw'-A -A;IPW - A %  : :L~s~L)LI I  - ) v  

t r  d 
4 ) -*,n 

+ L 

+ ( A C  k7'- A + - r r l c a 8  - h cir.,c)&~/, 
r C I ;  f - % /  +& q4,,,):7e 

+AV )gf"'+fif +nY )ed"' 1 
- - (ng,*-, - y , * - /  / n-1 -If rf- 1 

so i t  : 



Posons : 

Le système (3-32) devient a lo r s  : 

- 
où 3, &signe i e  nombre compiexe conjugué de 3, . 

Ce système e s t  de Cramer s i  son déterminant : 

KI.= /3,/ ' -  3, 3, e s t  a î f fé ren t  de zéro. 

Dans ces conditions on a : 



soit : 

et finalement on a : 

Posons : 

ce qui entraîne : 



donc 

où QA (+) désigne l e  polynôme à coeff ic ients  p o s i t i f s  constants : 

4 ) \6Lly1 f - - - c 1 oA \ 
3-1 3) devient alors : 



.v étant deux nombres positifs'aLors : 
I 

Nous poserons dans la suite : 

b) Majoration de 

Puisque 41 t. 4 (7) , ii existe tel que : 
f l v ]  



avec 

un nombre complexe 

Posons : 

En renp1a~an-t dans (3-11) nous obtenons l e s  coeff ic ients  de 

.dd,, sous l a  forne 



donc 

Mais p o u  /A / s u r r i s m e n t  p e t i t e  nous avons VA6) 0 , f i  / 
e 

équivalente à d / / ~ * ' f ) ~  pour /A/  (hb  . Donc il exis te  (I t e l  que 

/ c . Majorons /4// ; on a :  

p e t i t e  /"& / e s t  équivaiente à 
4 

(pC /)me . Posons : 

7 = S S 2 p  HP/ 
Donc de (3-16) on a : 

O r  nous avons : 



y@) = q fm(,wt + ,) car /' avec - /$>/= KCX. 
P 

(3-17) devient a l o r s  : 

Donc s i  //'$,,,-/ // < [* e t  //f 4, -1 //( ~7 a l o r s  : 



11-1-3.- Conuuqence des dui2e.h @4fl)et (~4 ,  n) davu Br (7) 
et &/7) fiespectivm& 

En considérant  l e s  i n é g a l i t é s  (3-25) e t  (3-19) nous ~ o u l o n s  t rouve r  

l e s  condit ions sous l e sque l l e s  on a : 

si / /" / / ,xqk'P a/ //$,,71-,//(.~ on a a l o r s  : - 

//&,,// (4 e f l/&, n//( M ; Q e t  ~9 é t a n t  deux r é e l s  

p o s i t i f s  non nuls .  

Pour / A 1 suffisamment p e t i t e  il e s t  poss ib l e  de r e n B e  : 

s i  A e s t  me constante pos i t i ve ,  A / A , nous p renbons  /A ; 

A,.,,, z ,m131 ' (h , A , ) *  



En effet pour rendre F ( P I  *) 4 f , il suffit de choisir { et b 
tels : 

Si nous choisissons 4! tel que : 

avec 

on obtient : 



s o i t  finalement : 

Pour rendre G ((,-)<w , il s u f f i t  de cho i s i r  Ih\ LA, avec : 

w r, = -. 

if) CS, +- 1 ( K+ Q,' (i ~ i )  ((+ml +- 7 h ~ " [ l ~ i i ) j f t . ^ C - + ~  r ! Q, (lr01!+3+" 
J 



Ainsi avec ce ehoîa de , 1 et Mi on a : 

on a alors : 

on a alors : 

\] u L , b  11 4 ( 3-2Ob) 

Donc les suites ) et , sont majorées. 

3) Majoration de 



En u t i l i s a n t  l a  formule : 
A )( f i -y)~n.;Xk-v4 - - - + K Y " - ~ y k ; )  

nous obtenons 



Par conséquent on a : 

r 

soit finalement : 



Nous poserons dans la suite : 

H(Q, ,) .= (2 t K t  @Y/%?) 4 q?/%/)//+,j 

4) Majoration de //4 VI41 - 44~ TI 1 
D'après (3-36) ; 

donc : 





En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  

on o b t i e n t  : 



Nous poserons dans l a  s u i t e  : 

d'où : 

Posons : 

=144ïp,M- &/NPln.l// 

l e s  r e la t ions  (3-24a) e t  (3-25a) deviennent a lors  : 



a lo r s  (3-26) donne : 

avec y-= o , tY1  

La sonme (Sn) s e r a i t  convergente si on a : 

Pour c e l a  il suffit de chois i r  e t  t e l s  que : 



O r  (3-2m)  ne peut être satisfaite que si car l'expression 

de droite de (3-27%) est strictement supérieur à 2. 

i A équivaut à : 

car : 

avec : 

d o  9 d-z  et d2 étant les coefficients intervenant dans l'expression 

de q(-t) et 
et étant les coefficients intervenant dans le 

développement en série de Fourier de 

De (3-26) on tire : 



5 )  (''~~~J e t  sont  des s u i t e s  de ~ a u c h y  

Montrons que ('lin) e t  ($4, son t  des s u i t e s  de Cauchy. 

Ce qui  montre que )> / e s t  une s u i t e  de Cauchy; donc convergente dans 

l</ ( . 
On montre de même que : 

done (6, ) e s t  une s u i t e  CBUCQ; donc convergente dans 4 /T/ 



CONCLUSION 

Pour \ h\ sufrisamnent petite, si les hypothèses supplémentaires 

suivantes sont satisfaites : 

qui est une condition de convergence des suites : et $ avec : 
2 1 ~  

8') I ~ A I + - I ~ L I  c l 7 3 1  C 1 ~ ~ 1  (i.e. K , , L / ~  
alors les suites [ DA , ,, ) et ( u ~ , ~ )  sont respectivement majorées par i et i i i  F I  

de Cauchy, donc est convergente dans 'a,, (J-) et ( u ~ ~ ,  1 dans 

3,(7-3 . Par conséquent 1'équation différentielle : 

où 

/-' 

L 1 dp 1 ( 9 acimet une solution périodique non nuiie : 
9 

où est la solution de synchronisation. 



CHAPITRE IY 

ETUDE DE LA STABILITE 

DYNAllIQUE . 



1.- INTRODUCTION 

Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé les équations de 

synchronisation de l'équation différentielle (3-1). Soit R et b &s solutions 

du système de synchronisation (3-3). Posons : 

eLL( V ~ < ~ ~ ~ . \ O L ~  
Nous étudions la stabilitéi/de cette solution particulière Y avec deux 

O 

nouvelles hypothèses f 

9 X> 0 , paramètre. 

11 .- ETUDE DE LA STABZLITE 
Posons <d 5 l +yo dans iléquation : 

nous trouvons en tenant compte de (3-2) et en supposant que l'on peut négliger 

t 3 
les termes en X , , .. ., Tr : 

73" + k c X' + = k [ 4 f ( k )  - fw2x 4 2 1 ( ~ y ~ x  



7 1 - 1 ) E t d e  de .e' équation 

avec , O . c ) 0 , X pardtre 

+"b 

et y ( t )  = 4pG, (pw t+ r )  . 
qz - w 

Soit l'équation : 

Cette équation est linéaire et à coefficients périodiques de périodeT. Elle est 

souslaforme: + ( k - ) r ' t q ( t ) d =  O 

Donc pour l'étudier, nous allons appliquer les résultats de la théorie 

de Floquet rappelée dans le paragraphe ci-dessous. 

11-1-1.- Théohie de FLO2UET 121,  221 

Soit 1' équation 

2' t h(t)r' -t d \ ( b ) r  = O 

avec 

l'équation (4-3) est linéaire, il existe deux solutions T,, (k) et rr ( k) liné- 

airement indépendantes et non identiquement nulles telles que toute autre solution 

*(t) s'exprime sous la forme : "je z f A X 4 - t l p 2  



Le Wronkien de z, et est : 

et doit être non identiquement nul pour que (~,,i~) forme un système fondamental 

de solutions. 

m dérivant 4(k) on trouve : 

soit : 
L 

L'idée de Floquet est d'exploiter le fait que .?(4) et q( t )  sont 

périodiques. Eh effet si *eA (k) et ( t) forment un système fondamental 

de solutions, alors g4 (t +T) et (t  4 7 ) aussi, car f ( t  -t.i): 
et 7 Ct -0) = q (t-) et A ( t - t ~ )  =( O (car d(k)<o 1. 

Posons : 

K,, (t) : 4 [ t - + ~ )  = a,, t lQ + d ~ i ~ z ~  It) 
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k wroniien de @,,(,tj , xL(&, ) est : 

ce qui prouve que : 

Paxmi toutes les solutions, il peut exister celles vérifiant la 

Toute solution vérifiant (4-9) est appelée solution normale et toute 

solution normale peut s'exprimer sous la forme : 

(4-9) quand z4 et xy vérifient (4-71, cionc : 

( A,, (4,- p) + tLa.t,,)z, +- ( ~ n a n 2  + x Z ( ~ ~ ~ - ~ ) Y ~  = 

% et TL sont linéairement indépendantes, donc : 

A - v )  4- hzald = O 



Pour qu'il existe d'autres solutions que la solution nulle, il faut que : 

vérifie l'équation : 

( 4-1 1 ) s 'appelle équation caractéristique de 1 'équation de départ (4-3) . Elle 
admet deux racines non nulles 9 et TL car le terme constant 

d'après ( 4-8a) . 
Le produit des racines .et d'après (4-6) (4-8) et (4-1 1) est : 

et la somme des racines : 

S ' + - a,, t a,, 



En dérivant les égalités (4-7) et en éliminant adt et alA On 

trouve : 

5 = q t q = a,,, -t a,, 

Puisque le produit = 7 est non nui, nous devons envisager 

deux cas : 

1') L'équation (4-1 3) admet deux racines distinctes % 5 . 
Donc il existe deux solutions normales linéairement indépendantes 

( ; = ,tIL) , nous pouvons écrire : 

- q‘. ( t ta - .riT . - a i t  

e r- l, (b + T )  = q e e xi IL) 
Nous introduisons deux soiutions périodiques (i s A ,  2) telles 

que : - .rit- 
q.  ( t7  - d[ 7- 

A Q xi ( t )  &L cri= e 

Ce qui nous donne pour solutions normales linéairement indépendantes : 



2') L'équation (4-3 1) admet une racine double = = G& 

Les équations (4-7) deviennent aans ce cas 

[ t) = $A c t - t ~ )  E X ,  (t) 
(4-33) 

< = constante 

on a fl= car  l ' équat ion caractér is t ique (4-1  1 ) a une racine douhle . 
(4-14) entra ine  : 

On a donc : 

Comme précédemment on in t rodu i t  une fonction f (k )  périodique t e l l e  

q u e :  îcl ( 6 )  r e"(;('(cl 
n o(T 

où Cr= C e t  l e  système fondmental 

de solutions e s t  : 



dl- 

?, et $& sont 7 - périobiquesi 6 = & ' - 
L'intérêt principal de cette théorie est de voir si les solutions de 

l'équation (4-3) restent bornées ou non quand t tend vers +Y, . Si toutes 
les solutions de (4-3) sont bornées, on peut dire que l'équation différentielle 

(4-3) caractérise un mouvement stable. 

S'il existe une seule solution non bornée on dit que le mouvement est 

instable. 

- Pour les équations (4-12) cette question se traduit par : 

les solutions sont bornées si et seulement si \ e l t  1 est borné pour 

-+-b . Soit a , ( d ; ) < O  oubien \o\ k A  . 
- Pour les équations (4-15) les solutions sont bornées si et seulement 

si l e d ' l  est borné pour t -3-f.b . Soit ze (d)~~oubien Ibl<l(. 

Si toutes se ( d ) ~  0 ; pour avoir des solutions stables il faut que 

le coefficient O( soit nul. 

1 2 . 1 . 2 . -  Appfic&o~o 

Revenons au cas particulier où 



Commençons par  l e  cas où l 'équation caractér is t ique (4-13) amnet deux 

solutions z f ~  rb . Donc il ex is te  deux solutions e t  linéairement 

indépendantes t e l l e s  que : 

%Ck) CA .r,(k) t ct ~2 kt) 

CA e t  Cp sont deux constantes a rb i t ra i res .  O r  d'après l a  théorie de  loquet 

il ex is te  deux fonctions -r-périodique 

donc : 

Puisque d'après (4-13-a), on a : 

a l o r s  : 



Les solutions de (4-2) sont bornées si et seulement si : 

soit : 

Si toutes les solutions de (4-2) sont bornées alors l'équation 

différentielle (4-2) caractérise un mouvement stable. 

Dans le cas où l'équation (4 -13)  admet une solution double 3 

il existe alors deux fonctions - périodiques et telles que : 

où 

a--= e dl- 

Dans ce cas : 
Z 

- > ci 
s = 4e 

, c'est-à-dire que le discriminant de l'équation : 

et donc 

- ;ACT - $ A C T  
O-= e ou O--= -e - 9  ACT 

t, 

Les solutions sont bornées si et seulement si \V \ = 44 
Et alors l'équation (4-2) caractérise un mouvement stable. 



Remarque : S'il existe une solution non bornée, le mouvement est instable. 

avec ~ ( k )  = k- 
q ( ~ )  = W L 4  ( E  2- ~ G ~ Y ~ -  - . - .  - v- clv 91-4+ y&)) 

soit A = 5 ; entier positif et /L\T S. te t wk ; 
1 u, 
ta quelconque et /rc A, L,g  . . . 

Nous désignons par l'ensemble des fonctions définies et continues 

sur la demie-hite [kc j + w L dérivables s u r  les intervalles Jîr; (nt,)?[; 

. Nous définissons le produit de $, E E par la mesure de 

Dirac 5 [t - h T) par : 

au sens des distributions. 

Considérons l'équation (4-3 ) au sens des distributions. Ses solutions 

seront des fonctions de E . La fonction X & F définie sur ,4- @ [ est 
solution de (4-1 1; elle vérifie sur [kG t,; $00 l'équation aux impuisions : 

La restriction de (4-18) à chaque intervalle 3 *T) @ t 4 ) T  

est l'équation (4-2) : ." + Xc + X = 3 . Donc 
la solution a sur chaque intervalle ]nT ; la forme (4-16) ou 

(4-17). Les constantes d et p étant différentes sur les dTvers intervalles : 

Nous considérons dans la suite le cas où l'équation caractéristique 



( 'r-1 1 ) admet deux solutions =f . Alors : 

ou bien : 

(i) = q e e C*) + b,e e 
4 

Pour établir les conditions de stabilité, nous devons trouver l'équation 

matricielle : 

reliant les coefficients de la solution dans deux intervalles consécutifs. 



Nous chercherons a l o r s  l e  polynôme caractér is t ique de . &a- 
posi t ion des modules des racines du polynôme caractér is t ique de & par  

rapport à 1 donnera l e s  conditions de s t a b i l i t é .  

En e f f e t  pour trouver l a  r e l a t i o n  en t re  ) e t  ( y  ') nous 

a l lons  t r adu i re  deux conditions : 

- l a  cont inui té  de l a  solut ion au point t 
- l e  saut de l a  dérivée au point t =(*+4')7 

a) Continuité de Y- c+) en b' r (m*)) 7. : 

s o i t  : ( 6 y l ~ ~  - 0 )  = r ( 6 * \ ) ~ 7 C )  
a,, q, (@+q~) + h,,qz (h-11~ j = 

b) Le saut  de Y((*\ en = @+OT: 

avec : 



Posons par la suite : 

4, = x,,V4 + Y; 
4, : .CL .PL . Y; 

donc : 

, = .3i ( (%+i )~+o)  - x' ( (%+I)T-~) 

Done ~ [ t )  est soiution de (4-18) si et sedement si : 

Les équations (4-19) et (4-20) déterminent Q-,, b++, en fonction 

de G, et b_ . Soit: 



En résolvant (4-23) on a : 

car $)A et yk sont des fonctions -périodiques telles pue : 

i I 
Si on pose W A ,  4 x 4  - x i  X ,  

wronkien de et ; on a : 4 

W ( ï r , ~ ( L )  = e 
donc : 

W [ % A ,  x,) (O) = ., ( O )  r', [O) - r, ( O )  l, (O) 

- - 4,t - .F,4 = - F 
soit : 

L'expression (4-22) en terme de 

, qui est le 

devient : 



l e  polynôme ca rac té r i s t ique  P(va) de FI e s t  : 

avec 
- ~ C T  

qs, te,. 
Soi t  e t  $ l e s  deux rac ines  de ?( i ) ( v )  7 E e t  posons R l e u r  

4 
somme e t  i )  l e u r  produit  : 

avec X>O e t  C > O  . 

I c i  puisque ?c4 , l e s  solut ions  sont s t a b l e s  s i  [ Q I  4 % 
e t  ins tables  s i  R) 2 . 



Dans le paragraphe ci-dessous nous cherchons à simplifier l'expression 

11.2.1. - Vév&oppement de à l'ohdhe deux en ,j 

A)  fipfi&caCLon de l'exphenbion de R 
Si ( 5,' <2 ) est un système fondanental de solutions de (4-2) 

tel que : 

~ e ,  ( t- +.r) ~ ~ ( t )  + a,,r,~t) 

l'équation caractéristique de (4-2) est : 

Si Q- et C sont racines de cette équation 
4 2- t-, t-r 

s = r, f G, = a,, f 

Puisque l'équation caractéristique est indépendante du choix des 

solutions fondamentales, nous choisissons un syst,ème de soluticns (A,  bw ' 
&ri fiant des conditions simples. Soient f i  et fl telles que : 



Le système ( R A ,  r) e s t  fondamental c a r  l e  wronkien e s t  non nul .  

Toute au t r e  so lu t ion  de l ' équa t ion  (4-2) s ' é c r i t  dans ce système, sous forme 

de combinaison l i n é a i r e .  En p a r t i c u l i e r  l e s  so lu t ions  de Floquet v4 e t  ZL; 

donc : 

en dérivant ,  nous avons : 

/ 

(4-25) en t r a îne  que : 

Les r e l a t i o n s  (4-26a) deviennent : 

Par d é f i n i t i o n  des so lu t ions  de Floquet  : 

donc en considérant  (4-26c) : 



'a (0) AL (r)  + 2 ~ ;  (4 -fi) 3 3 pL (@)&(O) 4- XL (0) ~(4 
s o i t  : 

(4-27) entra îne  : 

donc : 

D'après (4-11-a) nous avons en fonction de .& e t  : 

s o i t  finalement : 

R = q + q  +X\T(T) A h)+ir/o + X q T )  



Cherchons à déterminer R = $$$, en fonction de c, E )L A 
3 2 

e t  ( , . . . , , : L désignant l 'amplitude de l a  solution de 

synchronisation : 

et . . . , 0, ) l e s  coeff ic ients  du polynôme q ( cbj . 
r -  _ 

Nous nous proposons de chercher e t  selon l a  méthode de 

Poincaré, suivant un dé~eloppement en puissance de . 
Soi t  : 

A =  4 F h ~ l ,  +PA,--  - -  

0- z . g x q  + A Z < -  - ,  

vér i f iant  : 

Nous poserons par  l a  s u i t e  u54 (il s u f f i t  d'un changement de 

var iable) ,  donc 7 5 2~ . En remplaçant dans (4-2) l e s  expressions de L e t  

nous avons : 

-%fi,? d 



( 4-29) e t  ( 4-31 ) entra înent  : 

De même pour : 

dl* 5 s '? 

H r CI, +J* = -c$ - ( E  -za,y,-- . -  - ~ a r ~ - ; y ( * ) j  

= %,U) (4-33) 

1 $+$ = - c %  - ( Y&)+(--  ~ a , y  c - . . . . . -  

(4-30) e t  (4-33) donnent : 



Par  s u i t e  : 

A -- A',  AM^ -G h ~ ~ ,  

avec : 

R = ~ ( z v - ]  + t s ' ( ~ ~ )  + ~ \ r ( r - c r )  
donc en négligeant l e s  termes en )c3 , l ' express ion de R e s t  : 



soit hl 

R = L [ ~ a y ( - r )  - A ; ~ ~ $ ( T ) J ' J C  

b 

+ h x ~ i ~ z ~ ~ +  - A;^T f L .  / ~)j?jd~ 

Les expressions de , gL et y4 , C d L  sont données par les formiies 

(4-35). Soient : 



Pour s impl i f ier  l e s  ca lcu l s ,  nous supposerons dans l a  s u i t e  q - ~ e  l e  

polynôme q(t) e t  t a  force périodique If"(k \ sont de l a  forme : 

Q ( 2 )  = - Y p  
\- étant  l e  coeff ic ient  non l i n s a i r e  d161as t i c i t é  e t  

C'est  l e  cas d'une plaque rectangulai re  excitée dans son plan par une 

percussion e CL-) e t  une force périodique v[k) . L'équation temporelle du 

mouvement é t a n t  a lors  : 

où f désigne l ' exc i t a t ion  en charge param6trique. 
A 

Les expressions de , gL e t  $z , gi deviennent a lo r s  

avec 

Dans ce qui s u i t  nous nous proposons de calculer les t r o i s  in tégrales  

figurant dans l 'expression (4-36) de R : 



s o i t  : 

e 
1-x- 

- ( [-2.cch2r -(?y cm R ( 5 .+s .i) + E +.3k+4 
L- - 

If, = L,ri'L 

Pour calculer 3 nous a l lons  procéder par étapes : puis 

Posons par  l a  s u i t e  : 
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donc : 

,- , . 

f ( ~ )  = 4& t aA c-L -i aL b~ (,=+ 8) 

soit : 

- p l v~ "z  ,A;< (7- Y);P,(v)~ dp 
donc : 

02 après toute simplification : 



-- 9L c' - 
rJ % AJ 0, Y 

w w LW 

Y 
u 

s 
, - 4 

'3- d- y ?  "\. 5' r? 
lu - 

l S  9 JU 

\J -t 
$ l a  e \ x  6 

n -k t I 
g\ = 

"' (5- 
S .f: -3 w I 

n I f c f 
r cP N h 4 t- Y S * -  

O - IU U i  \Y" * 
(r t\' w a 

J %  A! 

h) AJ IlN -.- 
e 

r 
$ $1- - C 

4- &\' I ; - i l 3  + ! 

I 
C G r ' \  

O (P 
- 

wj a\" * / * \  -? i- lu $; v- 8 
\-Y h i 8  - c3 + - i l  

+ 
@ 4 'V 

lu 
0 I d 3 - n  i- I lu w d u -  o -9 - . F U  - 4 ( 3 *  4 

9- I 3 \ 9 s 
8 y 4  s' .- . - 
-t- 3 y <  T 

fiid y . - 
k W  w I f 

& v ' ,  
4 OS .$ 3 d 

rJ 5 cd I { s  5 . 3 -  4- 1' -4- ? 4- 

v , Y \ S  

CJ d J d  2 1 1  4- t + 1 I -6 
3- 

\ cc - n 
4- 

1'  
d - 3 

n :: 
Y D i, U 

5 
-g @ 
@ U'P 
O +, 



)~(- i) 42 
Calcul de 





Conclusion 

La somme des racines de l 'équation de s t a b i l i t é  au troisième ordre 

prss  en 1 e s t  : 



C) C o n U o ~ n  de n X a U é  

Pour que l e s  racines de l 'équation : 

soient comprises en t re  1 e t  - 1 il f a u t  : 

nti7-t P > o  
La première condition e s t  vgr i f i6e  p o u m  que s o i t  assez 

p e t i t .  

Pour l a  seconde on a : 

e t  l e s  conditions de s t a b i l i t é  sont : 



Cette dernière condition e s t  v é r i f i é e  s i  [ e s t  p e t i t e .  

En résumé pour rx\ p e t i t ,  l a  condition de s t a b i l i t é  e s t  : 

4 c 2 ~  + (i i ly) r)D - 1 (C.i2y)aA h 2 Q r  
2- 

- !  - ( c t 2 - y ) ~ ~  &y20 - q%+ A_ C, (TC iç~48,); 4 

'L 
'1 

4 \i @) fi2 t (, L L ~ ( Z B +  a!) 4L-(xt - 
(2 4 2 

-Lp ;o&(  S B -  29.9 )O 
'l 

avec : 

3 
Ci, -- + e 'i d p e  

a,, 7 %.y 



CHAPITRE Y 

LIAISONS SPATIALES INSTANTANEES 

AVEC 
SYNCHRONISATION ENTRE DEUX OSCILLATEURS. 



Dans ce chapitre,  nous considérons deux osc i l l a teurs  vois ins  dépen- 

dant d'un paramètre , en l i a i s o n  par  choc e t  excités par des percussions 

de période T , Tu= 2T.t d'amplitude K inconnue. NO= supposons que 

l e s  pulsations respectives a n  , (;2~ des vibrat ions  de chacun des osc i l l a teurs  

sont légèrement dif férentes  ; s o i t  : 

, e t  fz désignant des paramètres non nuls .  

Le système étant  r é a l i s é ,  peut-on obtenir  l a  synchronisation de l a  

période sur  l e s  périodes des osc i l l a teurs  pour certaines valeurs de 

Pour ce t t e  étude, nous supposons que l e s  6quations dif f6r?r . t ie l l?e  

régissant l e s  mouvements de ces osc i l l a teurs  sont de l a  forme : 

où l'ensemble des fonctions e t  des constantes s a t i s f a i t  aux hypothèses ( f i  ) 
suivantes : 



1 )  doit  ê t r e  chois i  pour que l a  condition de coïncidence instantanée 

s o i t  s a t i s f a i t e .  

2) In e s t  supposée p e t i t e  e t  $ O . 
3) On suppose E,#L? e t  6 $d7. 

4 )  ~ ( t )  e s t  t e  percussion ayant pour expression : F/() , , = .ZZq&' c 

où l e s  4 sont des constantes t e l l e s  que 

-t 

l e s  4 sont des constantes v é r i f i a n t  : 

l e  nombre des 6. e s t  a r b i t r a i r e  mais f i n i .  - 
5) Les sont des fonctions de I? de période / e t  des coordonnées 

q(i) de période 7 ; l e s  qe sont des polynômes e t  

~ t 2 '  - (cl e l ,  t -- O 
ax- ( 5-4 

A ' t  A, 2 

6)  Les $ s a t i s f o n t  par a i l l e u r s  2 des hypothèses ( 4  ) précisées plus lo in .  

Dans l a  première p a r t i e  de c e t t e  étude, nous étudions l 'exis tence de 

solutions périodiques du système d'équations d i f f é r e n t i e l l e s  non l i n é a i r e s  

( 5- 1 ) - ( 5-2) - (5-3). Nous déterminons K , amplitude des percussions 
1 

en deux étapes : f i  ka + K .  



- La première consiste à trouver Kg , vaïeur principale de K' à l ' a i d e  des 

équations de synchronisation; 

- La deuxième étape concernant K' u t i l i s e  une méthode d'approximation 2 

p a r t i r  de l a  solution du système e t  de G. 
Dans l a  dernière p a r t i e  nous étudions l a  s t a b i l i t é  de l a  solut ion 

de synchronisation. 

Dans l a  s u i t e ,  pour s impl i f i e r  l e s  calculs  nous supposerons que&'.'/. 

11. - EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODlQUES DU SYSEME ( 5 - 1 )  -1 5 - 2 )  - [ 5 - 3 )  

11.11 Phé-ed 

Dans l e  cadre des systèmes non l inga i res  excitées par des percussions 

R. FAURE 1 1 5 ,  181 a démontré l e s  r é s u l t a t s  suivants : 

On considère l e  système : 

d&: = / i V & , l )  - -  

03 df 
E ,T;s/r-¢ pz q-ix,t/ 

d 
l e s  4. sont des fonctions de y&, 1 deux f o i s  continûment dérivables 

par rapport à i k- pour tout  e t  pour &) appartenant à un domaine . 
ïes z 4 e  sont des constantes facteurs  des percussions Slb- (iJ - f l ~ )  . 

Théohènte 1 

S i  (@ ),-- . sont des constantes t e l l e s  que l e s  i n t é g r d e s  

suivantes é tan t  de Rieman, 



l e s  fonctions 6 - é tan t  con t inhen t  dérivables au voisinage de (&& ) , 

a lo rs  l e  système (LC1) admet en général un système de solutions périodiques 

Pour A s u f f i s m e n t  p e t i t e ,  ces solut ions  sont pour //1 / p e t i t e ,  

voisines de (o&)~--~, , ..,n 

En outre  s i  on pose : 
r T 

d ;  k = ~ , . - ,  f i  

l a  s t a b i l i t é  du système (K, / au voisinage de (f&) e s t  donnée en 

général par l a  s t a b i l i t é  du système (2;) au mis inage  de (6k)  pour /A/  
assez p e t i t e  : 

l e s  5 sont l e s  fonctions associées au système (fi, ) . 
Nous a l lons  appliquer e t  démontrer ces r é s u l t a t s  dans l e  cadre du 

système (5-1)-(5-2)-(5-3). Pour ce la  nous montrons dans l e  paragraphe ci-dessous 

que ce système d'équations d i f f é r e n t i e l l e s  conduit à un système du type 

en l u i  appliquant l a  méthode de l a  va r ia t ion  des constantes CI7J. 

II. 21 E q d o n s  de synchtronbaLLon 

Cherchons une solut ion du système d'équations (5-3 )-( 5-2)-(5-3) sous 

l a  forme : 

Nt ([) = ~ . ~ ( k )  mt + h?It)%At- 
-&?z3;oç&1 4 q(t /&t-  x2 - 

avec : 

u i ; ( t l e ~  + 5 : ( t l a " l =  0 



en appliquant l a  méthode de l a  var ia t ion des constantes. On a a lors  l e  

système : 

ai b 3 k  + b,'at~IL = 0 

qui conduit à 



On e s t  a i n s i  ramené comme dans l e  cas classique à un système d'équa- - 
tiens de période 1 2- 2/7 qui a é t é  é tudié  dans un cas plus général que 

l e  système (5-6) dans 1151. 

Les conditions e~) du Ihéorème 1 ( c f .  Préliminaires;  ( 11-1 de 

ce chapitre) son t ,  compte t enu  des percussions : 

( 5-6a) 

,. z T 

où & e s t  une valeur approchée de K .  
(5-6a) - (5-6b) e s t  l e  système des équations de Bifurcation-Synchro- 

nisa t ion.  



Les fonctions associées au système (5-6) sont définies par : 

277- 

e t  l a  s t a b i l i t é  de (5-6) dépend donc du système : 



hi cherche alors des solutions constantes pour ,& b., , Hz y 

,$* et du système de bifurcation-synchronisation (5-6a) - (5-611). 
Compte tenu de l'hypothèse de coïncidence spatiale (5-3) 2, (&)-X2 (8) 

On a alors les 5 équations nécessaires à la détermination des 5 

constantes : 

On suppose résolu le système numérique et que le système de solutions : 

est non identiquement nul. 

On considère les hypothèses supplémentaires [HE) suivantes : 



- - - - -  - - 
s s o u t i o n  4 , Hz b, , , nfétant pas 

identiquement nuiles, on suppose que les fonctions (4 < &) , 
.g (4 5 t) admettent au voisinage des solutions : 

- 
&* 4 &7k $ & w+if 

des dérivées partielles premières et secondes dans un domaine f i  if,). ./ 

avec : 

- gz + q3 oz - 
- 

h, = bz + q, 
z 

4 KI 0 (fi ) défini par 7 - 
r ' - 1  

ûn désigne par 0 (f 1 l'ensemble des points 

défini par : 

n(q 4' @ e /  9 7 )  $,)€ (A? si l~g- q-?< K*? ez 
L 

En utilisant les hypothèses on a alors le systhe ci-dessous : 

AA; = / i / y , q ,  +iz qz +&i$,l$ j t )  

(5-10a) 



avec 

- - 
l e s  X t  calculés comme l e s  mais en rempiacant l e s  4 p m  

avec pour A'-- .jl, 2 / a- y/ e t  POUT c -- j', 4 

3 5 j , lf  
f 

La condition <? < * pour tou t  (f entra îne  : 
4 

, $ = constante. 
f 



Donc si les (,* sont calculés 2 partir de y; +,- 7 terme 

d'une récurrence avec f i  (T;  - ) g ) on a égaiement : 

Dans le paragraphe ci-dessous nous démontrons le Théorbe 1 (du 

11-1 de ce Chapitre) dans le cadre du système (5-10a) - (5-lob). Nous montrons 

que la solution de ce système est la limite, si elle existe, d'une récurrence 

I l .  3 ) Puuve du Théohème 1 

Les équations (5-10a) - (5-lob) sont & coefficient périodiques de 

période f//. On utilise alors pour déterminer les solutions périodiques 
la méthode classique valable pour le ca.s des équations diff6rentielles 

[17{ 18 1 : 

où g4. ici sont des fonctions continues, le système@;,/ étant de 

periode PZ On écrit alors pour le cas (se& ) . 

oÙ les 2)- sont les soiutions C~oniqueS du système lindaire homogène 
coefficients périodiques; c'est-à-dire celles qui vérifient les relations : 



CI 
où l e s  sont l e s  nomhres de Floquet. l e s  6fd' e t  l e  Jd - sont a io rs  

déterminées de l a  manière suivante : 
L 

avec 

où Hk,]' (hh) e s t  l e  mineur des %>. dans l e  déterminant ff ( 1 ~ ~  A )  
des ' 1 -  ( k , A ) ;  

" d  
- 

4 - 
l e s  nombres -7 - de Floquet é tan t  supposés d i s t inc t s  e t  d i f férents  de 1. d 

Nous appliquerons ces formules du cas continu au cas des systèmes 

.?i dis t r ibut ion fi en tenant compte de celle-ci;  en remarquant qu ' ic i  l e  

nombre d'équations e s t  quatre.  

L'équation (5-3) de coïncidence instantanée y, (4 = zp (c) 
devient i c i  : 

avec 



donc on ne doit tenir compte que des à m s  lf6galit6 (2)-9 /r/, 
et non des Zd. car & (fi) = f i  . 

Les expressions des '&k  fi^) sont données ici par : 

Pour 

avec f = - ' f  pour k= q , 61- + 4 pour A L- 3 

Pour $$ -- 7, 4 : (5-13) 

a z +A pou, R 1 2 , .r - f pour 

On définit alors K-- 6 + r' , Xa étant défini par les 

équations de bifurcation-synchronisation. 

IC,II)/H(I,A) est une fonction analytique b ;\ pour / A  / 
suffisamment petite; Pd/- Pz. 

/ 
où GAO est une constante. 





on obtient : 

avec 



/ 

Or -+ " 4, f ; donc : 

D'où 

, -- 1 

tous les g. étant supposés différents de zéro. 
Pour montrer l'existence de la solution, on procède par récurrence 

dans (5-10s) - (5-lob) et (5-15); on suppose connus les 

on calcde alors Kp/ 6 partir de (5-1)). On porte alors la valeur de f 'dans P 



l e s  équations (5-10a) - (5-lob) considérées connne système (g',) en 

calcuirnt  l e s  ; à p a r t i r  des e t  ' l e s  < ; p  
étant  des fonctions de période zF , puis à nouveau on calcule /Y' 
e t  a i n s i  de s u i t e .  On prend pour ~ a l e u r s  i n i t i a l e s  de récurrence : 

Définissons maintenant l e s  récurrences : 

On d é f i n i t  : 

où l e s  N d l P - ,  e t  4; P., sont c d c d é s  à p a r t i r  des 6 A / k 7  1 
e t  $-< 

; l e s  3). sont l e s  solutions canoniques du système (5-10a) - 

(*-lob) e s t  déf ini  à p a r t i r  de (5-15). 

Majoration de 9;p e t  k,, 
NOUS voulons majorer l e s  9. (f) &ans l'ensemble üe l l i n t e r r a i i e  

-f/ /' 
[el 9R 1 compte tenu des percussions éventuelles;  ceci pour /A / p e t i t ,  

/ A I < &  y 
constante. Nous devons pour cela  majorer l e s  d i f fé ren t s  

termes & . , ad ( k )  pour e g k Pt?- . on peut éc r i re  comme ci-dessus 

Sd 4 + 5-4 PO)) ; $ h . n t  des constantes supposkes i c i  non 

toutes nul les .  Alors l e  nombre correspondant 2 0 - . es t  : 

- 
d / P - 1  - - 



il en résu l te  que pour 

avec 

mais 

/ 
où ha e s t  constante par rapport à 4 e t  

à A ; il en résu l te  que l a  p a r t i e  pr incipale  de 

e s t  donc c e l l e  de : 



avec I- A pour & : 2  ; é : - A  pour 4 = h  . Mais compte tenu 
des équations de synchronisation (5-lb), cette ~artie principale est réduite à 

4 z- 2 ; or %(A) est borné par d gL pour -q  4 g ; 
-, ( ,Y-" 

par suite . les 9,. (k) étant bornés pour 
4 

l v , ~ ~ )  et I X I ~ ~  . 
Il reste à majorer 3;. avec : 

i 

k s  Y.. ($7 étant toujours bornés, on voit que les expressions A z  y . 

'4 d *J 
en tenant campte des percussions, sont majorées, pour CL: k <Zn, par une 
constante : 

où d2 . dj sont des constantes. Les percussions interviennent dans le termes 

Ix\ . D'où : 

où 3 et 7 sont des constantes indépendantes de ), et de ; pou. [ A  1 JO , 
pour t E (c, 2 4  et mpposant 

Par conséquent : 



1 ;  < z fY+ P A  
LC L (&/ P R )  

La s u i t e  (q ) a p p a r t i e n b a  t o u j o w s  ii D / l f j  si  
A/ f =-( f l d i / q .  /) '<f '; ce qui a l i e u  s i  : 

1' C 4 / P  . ,~&fot!J/ / i / l  (f 7' 
s i  ce t t e  condition e s t  r é a l i s é e  avec l a  condition avec l a  condition 6ck .= C7 , 

on a t o u j o  [ 1. -gK). 
l f  

S i  nous voulons que l a  s u i t e  converge, après avoir remarqué que 

dans l a  différence n t  in temiennent  n i  &@;, 6, k )  , n i  l e s  
, . 

percussions on ,obtient une inéga l i t é  : 

On voi t  q u ' i l  s u f f i t  a lors  que (// pour q u ' i l  y a i t  

convergence car  a lo r s  l a  s u i t e  ,) e s t  Cauchy. 

La convergence aura certainement l i e u  dans l e  domaine b/ f )  2 
/<'do si  l e s  conditions (5-20) e t  (5-21) sont r éa l i sées  avec 

l a  r éa l i sa t ion  de (5-20) e t  (5-21) aura  certainement l i e u  s i  : 

Compte tenu de l a  formule (5-15) donnant l 'expression de f ' ,  l a  

majoration de /$,'se f a i t  c m e  c e l l e  des f i p  e t  de m&e c e l l e  de 

1 Les A su i t es  1 (4 / et. /K.*/ 
n sait donc de Cauchy e t  par conséquent 

/ 
e l l e s  convergent vers des ].imites L$ e t  h$ respectivement. Le Théorème 1 

e s t  démont ré .  

Les convergences é tant  uniformes; l e s  équations (5-1) - (5-2) - (5-3) 



ont une solution. D'où le théorème suivant : 

ThéakZmz 2 

En général le système d'équations différentielles (5-1) - (5-2) - 

(5-3) satisfaisant aux hypothèses f 6 ahet des solutions périodiques 

de période pour //I 1 petit. Lorsque tend vers zéro les solutions - - 
tendent vers les valeurs 4- , ,$- , &, définies par les équations de 

synchronisation ( 5-6a) - (5-6b) . 

Ill. - APPLICATIONS - ETUDE DE LA STABILITE 

Ill. 11 PobLtLon du pmblème, 

Dans ce paragraphe nous étudions en détails les problèmes de la 

synchronisation et de la stabilité dans le cas où le système (5-1) - (5-2) - 

(5-3) est composé d'équations différentielles régissant les mouvements de 

plaques rectangulaires excitées par des percussions périodiques de période 

TS 2 /cl ; soit avec A suffisamment petit et C une constante 

positive : 



avec l a  condition de coïncidence : 

+Pa 

K' désignaut i c i  encore l 'amplitude de l a  percussion 

Dans ce qui s u i t  nous nous proposons de chercher l e s  équations de 

synchronisation, l e s  points de synchronisation, de discuter  l e s  conditions de 

s t a b i l i t é  au voisinage de chacun de ces points.  

Nous déterminons l e s  conditions de synchronisation en couplant l e s  . 

deux éléments du système. Les conditions de s t a b i l i t é  sont étudiées séparément, 

mais nous déterminons l e s  conditions sous lesquelles l e  système d 'osci l la teurs  

e s t  globalement s table .  

711-2)  Equtions ds bynchhoninaLion 

Cherchons une solution des équations (5-19) - (5-20) - (5-23) sous l a  

forme : 

en u t i l i s a n t  l a  niéthode de l a  ~ a r i a t i o n  des constantes. On a l e  système s u i ~ a n t  : 



Les fonctions associées à ce système sont dé f in ies  par : 

,- 12- 

avec en tenant campte du f a i t  que . 'al 7 2 .//r - ~3 e t  &y s'///T 3 / : 



Des ca l cu l s  analogues donnent : 



La s t a b i l i t é  du système (5-22)  dépend donc du système associé (5-24) 

suivant : 



'7 
d h ,  - .- - ^i fir - y". 5, -p/7iBl($%"j7+ 2 5 m, 
p.'[ ?/7 ii" 

Posons dans (5-24) l e  changement de fonctions suivant : 

gq z 15 -2f,'jd(, 

t, ,+ 15 &9 
" I  - 

avec 14 2 c' et 2'2 4 (? . Le système (5-24) devient a lo r s  : 

A ' * 3 f  2 & = - r - K & i i * r  ++)7 
M ?T '4 



Les équations de synchronisation sont : 

où est une approximation de l'amplitude de la percussion. 

Compte tenu de l'équation de coïncidence spatiale p q ( ~ ] Z  j'fi'kg 
on a : @l , soit 

d'oa les cinq équations (5-26) - (5-27) - (5-28) - (5-29) - (5-30) permettant 
/ 

de déterminer les cinq variables A4 , d{ , l,, , 12' et & . 
Des équations (5-27) et (5-29) on tire : 

De (5-26) et (5-28) on tire : 



On obtient de (5-31a) et (5-33h) 

d'où, compte tenu de (5-30), l'équation aux déphasages : 

Cette équation est équivalente à 

c"P3 d4 p/-i/~di, r - CPY d4 ~ $ 1  -/d 
soit 

& Y -  = - ~ 3 ~ 9 ,  f -ah 

donc 

Z-&G ., 4 + &/T 

C m e  ici : 

E9g 4, L ' p K  



donc 0. ( / C c y *  
Cherchons à présent l e s  équations aux amplitudes pour di f férentes  

valeurs de @ .  
~ e r  cas : @= O 

si &=e 44 =-44 , ci'7i4--~7(i, ri(>-+=-;>/ny 
/ 

e t  26 =- $ ; c ' e s t  impossible car ?/, e t  '$$ sont p o s i t i f s ,  l e  

cas = tf l e >  ne présentant aucun i n t é r ê t .  

h ( 5 - 3 0 ) o n t i r e  -- /$ .,$=-tjl,dh d9où &rrl f;r)p 

. Mais de (5-33a) - (5-33b) : 

I/; - - 1.5 , d'où ( - . l l d / l  [[ y c ' e s t  impossible sauf s i  - - -  
Ct'7l4 &,.$/z - & mais a l o r s  on a z A/< - $ < - - - t . f  ; o r I I  e t  /g 
sont p o s i t i f s .  

3èm cas : 4 -- e 
si O S  n 4  Ç*/? . -  T ; 



De (5-31a) et (5-32a) on tire : 

soit : 

De même de (5-33b) et (5-32b) on obtient : 

( 5-34a) et (5-34h) représentent les équations aux amplitudes des 

régimes synchronisés possibles. 

Des équations (5-34a) et (5-34b) on obtient : 

/& = 1 /< = O solution triviale 
et le carré de l'amplitude de synchronisation 6 est donné p u  : 



L'équation (5-3'3) admet une solution si .' 

De même (5-35c) admet une solution si : 

Si les conditions (5-36a) et (5-36b) sont simultanément satisfaites, 

il existe deux valeurs possibles de t/8 données par (5-35b) et (5-35c). 
Si l'une ou l'autre des conditions (5-36a) et (5-36b) est vérifiée, il n'existe 

qu'une seule valeur de 6 donnée soit par (5-35b) soit par (5-35~). Nous 

étudions ci-dessous les éventualités où (5-36a) et (5-36b) sont simultanément 

satisfaites. 



Dans ces condi t ions  l e s  amplitudes sont  données pa r  

Dans ces condi t ions ,  I I  , /C , d!, e t f i  son t  auss i  données pa r  

(5-37a - b - c - d - e - f ) .  Il en e s t  de même des cas où : 

e t  

f , -  g, r c  

E* .- fi, cc  I- e t  
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Dans l 'une ou l ' a u t r e  des éventual i tés  ci-dessus les points  de 

synchronisation ont pour coordonnées : 

.ve Z f l  solut ion t r i v i a l e  

Dans l e  cas où l 'une des conditions (5-36a) e s t  s a t i s f a i t e  e t  aucune 

des conditions (5-3613) n ' e s t  vé r i f i ée  on a a l o r s  : 



e t  l e s  expressions de G- , dYE , d{g sont données par  (5-3'?c - d - e - f) . 
De même s i  l ' une  ou l ' a u t r e  des conditions (5-36h) e s t  s a t i s f a i t e  

e t  aucune des conditions (5-36a) ne l ' e s t  on a a lors  : 

l e s  expressions de /?@ , , *40 é tan t  toujours données par (5-37c- d  - 

e - f ) .  

4ème cas : & S .j 

(5 -31a) - (5 -31b)  o n t i r e :  - [{*>d+ ; ] $ : @ i 7 4 [ 2  / * 

ce qui e s t  impossible compte tenu de (5-30) sauf s i  4; L I< ;o. 

5ème cas : 4- .i 
S i  k>:h a s  Ad, 4 cd2 = e t  

~C'''7*4~, L f .  C e  1 cas # = - ( J  

déjà é tudié .  

6ème cas : #Z.T 
si /c z )- aiors  46 c .LI, - e t  /gg+ *; 6 ~ ~ ;  

2 

a,& &, mi/Z ; c ' e s t  l e  cas 41 d déjà é tua ié .  



,&me cas : # 5 6 
si 416' a s  d$+& =/P Lt &.t+=*ni$ , 

-44 =-&//2 , e t  z )  ; c ' e s t i e c a s o ù  4 ~ 2  
déjà étudié e t  qui conduit aux équations aux amplitudes (5-34a) - (5-34b) dont 

l e s  solutions ont é t é  étudiées ci-dessus : 

8ème cas : r.@ 1 ? 
si &..  3 alors  4 + 4 1 ; ce qui correspond au 

cas 4- / . 2 

gème cas : 4 .Z $ 

si RZ ,$ a lors  .&$ + //, ;&/i . Ce cas équi-raut aux cas 

.k=o;4 . 

ETUDE DE LA STABlLlTE 

Nous étudions l a  s t a b i l i t é  de chaque osc i l l a teur  au système au 

voisinage des points de synchronisation car  ce système peut ê t r e  globalement 

s table  ou non. 

On d i r a  que l e  système e s t  globalement s tab le  si l e s  conditions de 

s t a b i l i t é  de l ' u n  e t  l ' a u t r e  des éléments au système sont simultanément 

vér i f iées .  S i  l ' u n  des éléments e s t  s t ab le  e t  l ' a u t r e  ne l ' e s t  pas; on d i r a  

que l e  système e s t  non s table .  

Les équations associées au système (5-25) sont : 



& - A &  / 

Cherchons les équations de s t a b i l i t é  des systèmes (5-39) e t  (5-40).  Posons : 



Etudions l e  système (5-41), l ' é t u d e  de (5-42) se  f a i t  de l a  même 

manière. Nous poserons par l a  s u i t e  : 

Nous cherchons une solution du système (5-4-1 ) sous l a  forme 

Le système donnant & e t  f i  e s t  : 

Pour avoir d 'autres solutions que l a  solution t r i v i a l e  #cd ,fi:[ ; 

nous devons poser l e  déterminant du système (5-42) identiquement nu l .  D'où 

l 'équation de s t a b i l i t é  : 

que l ' o n  appelle aussi  équation caractér is t ique.  

Les conditions de s t a b i l i t é  sont : 



a& - - 4  4 , a)? .- 
__LI -- 
:2 di*, t ,-- 4 3"" Y ~ Â :  J$ 

,% 3 1; 1< 

avec 3% 

Donc au point de synchronisation 

d'où en tenant compte des équations de synchronisation : 

.- i, - - 2 cd < 6:' car C '8 

la première condition de stabilité est donc toujours satisfaite. 

Pour la deuxième condition de synchronisation et en posant : 

c? : 
e 

0 - 3~7 9G - @ - - - 5 J f i  
f ,  - - P 

a* ad ,  f iG 
*(*'+sx,gl =c k W.(*, , 6 x A d h ( 6  ~2 

7 ( 5-46a) 

O = ?y, - t i ( A >  l;;J - q 2 + ~ Z  

Considérant le système (5-42) et en posant : 

on obtient : 



Etudions 1 présent les signes de f et pour déterminer la seconde 

condition de stabilité de chaque élément composant l'oscillateur considéré. 

Les discriminants de et f sont : 

et nous avons les éyentudités suîvantes : 

'2 

IO)  Cas où f ( 3 ~  f f YZZ  
7 

si 6 Y ? I' ' et /2'( 7 ~ ~ "  nous avons > L et 4 > C 

et les points de synchronisation fl, (dg, &', /(;/let f$ (r- dh,  1; , A) 
sont simultanément stables. 

, e 2 -> 2 
2 0 )  cas où /> -- je et P; = / C L  

2 
si f -- g L ~ j c Z  nous ayons $ > € O  et iZ et 

les points de synchronisation correspondants sont simultanément stables. Il en 

est demême si ,$''<.3~\t $"--.3'~' ou $ - Y  et ~ ; ' d ï ~ '  

si 4*>3cZ et l ' > j e z  alors : 

avec 2 1  - - 2 ~ ~  .- ( f i 2 -  J ~ z ) " ~  



avec 

2 
- L 04 4 (4 - ICZ) y" = 

"-1 34% 
Les racines 4' et 3;' sont de mOme signe car : 

Il en est de même pour 3; et 33:' 
Les solutions négatives ne conviennent pas car nous avons posé 

Puisque : 

f f i  et 2' 32 z - .- 4 P! -?, ta, - - 7-4 3 
les racines sont positives si : 

3 

et dans ces conditions /: et /L sont respecti~ement positifs sur les 

intervalles : - 



en supposant %/{A" et 7 ' < 7" . Les points de synchronisation corres- 
( 2  ' 2  

pondants sont stables. et sont respectirement négatifs dans les 

intervalles 

Ces points de synchronisation correspondants sont instables. On rappelle que 



A N N E X E  



A) ORTHOGONALTTE DES FAMILLES 

Prenons par exemple la f a i l l e  (&) : s o i t  *If-3 ;'caieuions 
+d 

J'K.%.A. E n p O s m t  ( I ~  -wp :P , ,2m 0 :  
-4 

soit : 



En considérant (1) e t  (II)  : 

En tenant campte de l 'équat ion transcendante (2-8)  (chapi t re  II) 

on a : 



De même en considérant (III) e t  (m)  : 

e t  compte tenu de (2-8) on a : 

(Zr) +- (-Tl = O 

14 
Des caiculs  analogues en considérant l a  famille.(%) donnent : 

7. = e7 

Calculons maintenant : 

4' 

ç d  *A,- 
- A  - (t 



donc 

même calcul pour la famille x, (y) . Le eiiïcuï pour j$ e t  !$' e s t  

élémentaire.  Donc : 



6 )  EXPRESSION DES <k;' ETLL' [8, 9, 101 

Dans ce paragraphe nous nous proposons de déterminer les coefficients 

k;: et Ld ' intervenant dans l'écriture des fonctions : 

11 - 
' ' ,, '87 P dans ,a ,se 

P T P 3- 4 , F 3~ 

dans la base 

dans la base 

dans la base / $ ) , C ~  ç~ 



Ces coefficients sont déterminés en utilisant l'orthogonalité des 

fonctions X,, , x, ,$ et . 

or d'après (A-1-2) si 97?-$,/ 

-a 
et ;',LJ si d'après (A-1-1 ) 

donc 

et finalement 

Des calculs analogues dinnent : 

/. +& 
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1) EQUATLQNS DE YON K A W .  
2) VIBRATIQPIS- DES PLAQUES. 

3) PERCUSSIONS. 
4) EXCITATION CONTINUE. 

I 5) STABILITE. 
6) SYNCHRONISATION. 

7) OSCILLATEURS EN LIAISON PAR CHOCS. 
8) REGItES PERMANENTS. 

"La thêse porte sur les vibrations fa i tes  des plaques e t  les  équations 
a i  r re ren t i l  les qui en décrivent les mouvements. 

On Btudie les  cas suivants de système non l inéaire : / Io) ExcitatiDn paramétrique percussionnel1e e t  une excitat ion non I i n & a i n  dlrecte. 

2O)  Mouvement avec l ia ison spatiale instantanlie avec synchronisation du mwement 
par des percussions. 

Cas g8néral : étude d'un cas pa r t i cu l i e r  e t  dtitenoination dans ce cas 
des dgiines permanents". ~ 

Ai?O)TRACT 
' I n  t h i s  work w study the mouvements o f  the plates excited b 

continuous excitat ions and percussions. The are two parts : .J 
1°) Parai~etr ic  excitat ion by percussion and non l inear  excitat ion d i rect .  

blem o f  and instantaneous l ia ison kt-n two non l inear osc i l  la to rs  &y S 
r i o d i  ç percussion. 

Qneral  case : Study o f  a par t i cu la r  case and deteminati  
f the periodical esci l  lation". 




