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L'analyse statistique d'une série chronologique observée comporte 

trois phases principales : la modélisation, l'inférence (estimation et tests) 

et la prévision. 

Dans la méthode de Box et Jenkins, la modélisation s'effectue à 

l'aide d'un modèle linéaire (ARIMA). Cette méthode s'est révélée efficace 

dans de nombreuses situations concrètes, elle permet de faire des prévisions 

assez précises. Elle a donné lieu à un très grand nombre de publications dans 

les trente dernières années. Pour une étude détaillée nous renvoyons à 

C. Gouriéroux et A. Monfort [4] et [5]. Par ailleurs des études récentes ont 

montré que certaines séries observées se modélisent naturellement d'une façon 

non linéaire Howell Tong [27], donne en particulier l'exemple suivant : 

l'étude du niveau d'eau dans un canal sur la côte de Wellington en Nouvelle 

Zélande, Wittle en 1954 a montré le rapport entre les sommets et les oscil- 

lations de la densité spectrale estimée, dûe à un mécanisme non linéaire et 

il a donné une explication qualitative en utilisant le modèle : 

où X(t) représente le niveau d'eau à l'instant t , L est un opérateur 

différentiel linéaire et k est une constante qui explique le courant, 

quand X(t) est inférieur à h où h est le niveau d'eau critique. 

Parallèlement, l'estimation fonctionnelle se développe depuis 

1956 [M. ~osenblatt] . 



Les premiers travaux traitaient l'estimation de la densité. Dans un 

deuxième temps certains auteurs ce sont intéressés à l'estimation de la régression 

parmi eux : D. Bosq [l], J.F. Lecoutre [2], G. Collomb [28] ... 
Il était alors naturel de faire le lien entre le problème de la régression et 

les modèles non linéaires en analyse des séries chronologiques ; 

P. Doukhan - M. Ghindes 11 71 A. Mokkadam (Comptes Rendus Acad. Sci. 301 (1985)) 
ont utilisé la méthode du noyau pour estimer le paramètre fonctionnel d'un 

processus autorégressif non linéaire d'ordre un. 

Par ailleurs D. Bosq [3] a traité le même problème en utilisant la 

méthode du noyau conditionnel. Dans cette thèse nous continuons les recherches 

précédentes en utilisant un processus autorégressif non linéaire d'ordre k 

et nous posons le problème du choix entre le modèle linéaire et le modèle 

non linéaire. 

Cette thèse se compose de trois parties : 

La première contient l'étude probabiliste d'un processus autorégressif 

non linéaire d'ordre k , (k 2 1) de la forme : 

où Xn et E sont des variables aléatoires à valeurs dans ah ; pour 
n 

démarrer la chaîne on considère les variables Xo , X-l ,..., supposées 

connues et indépendantes de (E~). 

Les variables aléatoires E sont i.i.d., avec une loi absolument n 

continue par rapport à la mesure de Lebesgue et une densité g. est une 

application mesurable surjective de IRhk dans IRh . 
Dans un premier temps par vectoralisation on se ramène à une chaîne 

de Markov d'ordre 1. 



Posant 

avec une application de lRhk dans lRhk , dé£ inie par 

$(x) = ($(x) , x, ,..., \-,) , pour tout x = x , x élément de 

nhk . 
Dans un deuxième temps on montre que sous les conditions : $ 

différentiable , 1 1- + 1 I D ~ I  l m  + E I  IE,I 1 < + , la chaîne est 

irréductible, récurrente, apériodique et géométriquement ergodique sur la 

tribu C formé par les cylindres de TRhk . Sa probabilité invariante sur C 
% 

est notée n . 

Sur cette classe C on montre que la probabilité de transition 

q . , .  de la chaîne (Yn) s'écrit sous la forme q(y,x) = g(x-$(y)), pour 

hk 
tout x élément de 3 et pour tout y r IR , et sous l'hypothèse (Xn,Xn+,) 

converge en loi vers une variable aléatoire, on prolonge la probabilité 

%. 
invariante a en une probabilité invariante sur 8 notée n, ce qui 

lRhk 

nous permet d'avoir une relation avec la loi limite de (Xn,Xn+,). Cette 

relation est écrite c m e  suit : 

On propose ensuite des estimateurs de n(.), A ( . , . )  et de B(.) = n(.) $(.) 

par la méthode du noyau, et on en déduit des estimateurs de q(. , .) , $(.) 

et de g. Nous déterminons alors des majorations des risques quadratiques 

intégrés d'ordre un et deux correspondant à chaque estimateur. 

Dans la deuxième partie, on considère un modèle statique reliant 

deux processus X et Y de telle sorte que Yn = J(xn) + en , n r ïN 



où (E~) est une suite de variable aléatoire i.i.d. dont la loi est absolument 

continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR , de densité notée g ; 

on suppose que celle-ci atteint son unique maximum à l'origine. 

E est indépendante de Xn , pour tout n E IN . (x,,Y,) est une n 

suite de variable aléatoire i.i.d.. On suppose que sa loi est absolument 

continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur IRL , de densité f(.,.). 

est une fonction continue. On retient comme estimateur de f(.,.) celui 

donné par la méthode du noyau : 

où hn est une suite décroissante vers zéro et K est une fonction réelle 

mesurable positive symétrique, dérivable et d'intégrale 1. 

On en déduit un estimateur de $(t) en utilisant la méthode du 

noyau conditionnel. 

A 

L'estimateur Sn(t) est une fonction mesurable vérifiant : 

où An tend vers + m, avec n . 
On s'est intéressé au test de linéarité. L'hypothèse nulle est : 

il existe un réel a tel que $(t) = at , \dt E 1 compact de IR , et 

l'alternative est : \Ja s IR , ]t s 1 $(t) # at . 

L'idée générale est de trouver la loi limite de 

sous l'hypothèse nulle du test. 



Pour cela on utilise une approximation du processus Tn par un 

processus gaussien stationnaire, puis on applique un théorème de Bickel- 

Rosenblatt pour en déduire la loi limite de Tn. Cette loi dépend du paramètre 

a on peut alors construire une région de concentration au niveau 1-a 

pour l'estimateur iPn(t). 

Pour en déduire une statistique de test de l'hypothèse de linéarité, 

il nous faudra distinguer le cas où a est connu de celui où il est inconnu. 

' ' T - d a suit asymptotiquement la loi de Gumbel n 

(notée G) sous Ho , où d (a) est une constante qui dépend de n et de n 

a. 

Donc le test de linéarité aura pour région critique asymptotique : 

Dans la troisième partie on considère le processus donné dans la 

deuxième partie, et en utilisant une idée d'Eddy [25] , on montre que pour 

tout t r I , n h 2  t - t converge en loi vers une lai normale, 

cette démonstration est tout à fait différente de celle qui a été donnée dans 

la partie 2. 





CHAPITRE 1 

RAPPELS SUR LES CHAINES DE MARKOV 

De nombreux phénomènes aléatoires ont la propriété suivante : la 

connaissance de l'état du phénomène à un instant donné apporte sur le futur 

autant d'information que la connaissance de tout son passé. Ce sont les 

processus de Markov, appelés chaînes de Markov si le temps est discret. 

Pour certaines chaînes qui reviennent infiniment souvent et assez 

vite en un point, on obtient une loi des grands nombres et un théorème de 

limite centrale. 

1 - PRELIMINAIRES - NOTATIONS .- 

Nous commençons par rappeler quelques résultats de la théorie des 

chaînes de Markov, qui a été l'objet de nombreux travaux ([20] ; [19] ; [IO] ; 

[ll] ; [24] . . . etc). Un espace de probabilité (D,G,P) est partout donné. 

Soit (X,X1) une fonction mesurable à valeurs dans (E x E', E 8 E') , 

X ayant la loi FX . On peut, pour tout ï élément de E' , définir, 

à une F -équivalence près, la fonction E(lr(X1) 1 X = .) que l'on appelle 
X 

aussi probabilité de (X' E T) conditionnelle à (X = .) et que l'on note 

P(X' E rlx = .). 

Pour (rn) une suite d'éléments disjoints de E'  , on a , 

F ~ -  P.S. 1 P(X'  E rn 1 X =  .) =?(xi E U  r 1 x = .). 
n n 

n 



Qé6inLLion 1.1.1.- On appelle transition de (ElyE1) dans (E2,E2) 

une fonction de E x E2 dans [0,1] , (x,I') -+ P(x, I') , qui satisfait 

les propriétés suivantes : 

a) Pour tout I' E E2 , P(.,T) est une variable aléatoire sur (ElyEl). 

I b) Pour tout x E El , P(x,.) est une probabilité sur (E2,E2). 

I 

Remque : Une probabilité conditionnelle est une transition. Soit 

f une variable aléatoire sur (E ,E ) positive (ou négative ou bornée). Alors, 2 2 

pour tout x élément de El , on pose : 

Pf(x) = P(x,dy) £(y)  I 
la fonction Pf ainsi définie est une variable aléatoire sur (E1,El) 

(cf. [a]). 
% 

A P , on peut aussi associer la transition P de (E,,E~) 

'b 
dans (El , E l )  X (E E ) définie par P(x, .) = 6x 8 P(x,.) ; pour une variable 

2, 2 

aléatoire h sur (E~,E~) x (E~,E~) positive, on a : 

'L 
et confondant P et P on note cette fonction Ph. 

Enfin la composition des transitions est fort utile : pour 1 

une transition de (El ,El) dans (E2,E2) et P2 une transition de 

(E2,E2) dans (E3,E3) on définit les transitions Pl P2 de (El,E1) 

dans (E3,E3) et Pl 8 P2 de (ElyEl) dans (E~,E~) 8 (E~,E-,) 

Par : P P (x,~') = p1(xl,dx2) p2(x2,r) 1 2  I 
P 1 B P2(x,r") = Pl(xl~dx2) j P2(x2.dx3) lr,(x2.x3) 

% 

(Pl 8 Pz) = Pl P2) . 



pour une transition P de (E,E) dans (E,€), on note pn et pQn les 

produits de n transitions P. 
m 

Onnoteenfin u(x,.)= 1 pn(x,.) 

pn(x,.) = pn-'(x,dy) ~(y,.) ; YX E E . r0 
II - CHAINE DE MARK0V.-  

Considérons la transmission d'un message "oui" ou "non" dans une 

population. On suppose que chaque personne transmet le message reçu avec 

la probabilité 1-p et le contraire avec la probabilité p. 

Soit Xn le message transmis par le ne individu. 

On a : 

P ( X n = o u i I X n - l = ~ ~ i ) = P ( X n = n o n I X  = n o n ) = l - p  n- 1 

P(X = oui 1 Xn-l =non) = P(Xn = non 1 Xn-l = oui) = p . 
n 

Ces quatre nombres déterminent une probabilité de transition P de Ioui,non) 

dans lui-même, qui permet d'étudier la transmission du message, si on connaît 

le message initial. Une caractéristique est que seul le message transmis n -  1 

influence Xn , il ne sert à rien de connaître toute l'histoire du message. 

V é ~ ~ o n  1 . 7 1 . 2 . -  On appelle chaîne de Markov sur (O,G,P) une 

I suite (Xn)nSO d'observations à valeurs dans un espace (E,E) d'états, 

telle que, pour tout r élément de & et n 2 O 



Ué6irition 1.11.3.- Soit P une transition de (E,E) dans (E,E) , 

et v une probabilité sur (E ,E) .  La chaîne de Markov précédente est une 

chaîne de Markov homogène de loi initiale v et de transition P si on a : 

Remque : Soit (Xn) une chaîne de Markov sur (Q,G,P) à valeurs 

dans un espace (E ,E)  d'états, alors pour tout , , r2 , ,  élément 
P 

de E et n 5 O  o n a :  

PtropGéRé : Soit f une variable aléatoire positive (ou bornée) 

sur (E,E)'+' . Dans la définition 1.11.3. : 

Donc la loi de (Xn+l ,..., X ) conditionnelle à (Xo ,..., Xn) est 
n+p 

QP P (X,,.) : c'est aussi sa loi conditionnelle à n . 
La loi de X conditionnelle à (Xo,. . . ,Xn) (OU à Xn) est 

n+p 

pP(xn,.). 



ExmpLe 1 : Considérons une chaîne de Markov (Xn) sur 

E = {1,2, ..., kl, espace fini, une transition est alors définie par une matrice 
k x k , P = {P(i.j)~lsi,jsk où t/i , P i , .  est une probabilité 

c'est-à-dire : 

Une telle matrice est dite stochastique. On vérifie facilement que 

{~~(i,j)}~<.<~ est la matrice pn , puissance ne de P . 
4 1 4  

:l s j ~ k  
. . . . 

Pour P =  [': , onobtientpar récurrence: 

Alors, pour O < p < 1 , pn tend, si n tend vers 03 , vers 

Pour n assez grand "oui" et "non" ont presque la même probabilité d'être 

transmis. 

III - FONCTIONS EXCESSIVES ET INVARIANTES.- 

Soit (Xn) une chaîne de Markov sur (LZ,G,P) et à valeurs 

dans (E,E). 

Sur = E~ , l'opérateur de transition 0 est défini par 

û(w) = { x ~ + ~  (w)}n30 , autrement dit X O û = Xn+l pour tout n 2 O , 
n 

ième son p itéré est noté 0 : Xn O û = X . 
P P n+p 



I U é ~ i n ~ o n  1.111.3.- Une fonction invariante (resp. excessive) 

I pour P est une variable aléatoire positive h sur E , satisfaisant 

Ph = h (resp. Ph f h). 

Si h est invariante (resp. excessive) ; (h(Xn)) est une 

I F-martingale (resp. surmartingale) sur (Q,G,P ), quel que soit v ,  loi 

I initiale. 

1 En effet : 

I = Ph(Xn) = (resp $1 h(Xn) 

Cas particuZier : 

Soit r EE. Considérons Tr et Rr , le temps d'entrée et l'ensemble 

de récurrence en r, définis par : 

Tr = inf{n ; n > O , X E r} (par convention) 
n 

- 
Rr = lim i n  c Tl = {w : 

n- n~ IN 

la fonction x % Px(Tr < m) est excessive 

et la fonction x M Px(Rr) est invariante . 

IV - E T A T  RECURRENT OU TRANS1ENT. -  

Supposons ici que E contient {x) pour tout x c E . 
ième 

On note P(y,x) = ~(y,{x}) et u(y,x) = u(y,{xI) . Le p instant 

de passage de la chaîne dans r E E et le temps d'arrêt TF défini par les 



les relations de récurrence 

pour x E E , notons TE pour ~y~~ et Rx pour ilIxl. 

ThéohErne I.lV.4.- Soit x D E. Il n'y a que deux possibilités : 

1 a) px(TX<m)=l Alors Px(~x) = 1 ; u(~,~) = a 

b) Px(Tx<m)<l . Alors P ~ ( R ~ ) = O  ; u(x,x)Cm . 

Dans le premier cas on dit que x est récurrent et dans le second qu'il est 

transient. 

Pour la démonstration nous renvoyons à L9]. 

~ 6 d ~ 0 t l  7 . l v . 5 . -  Soit a une mesure sur (E,E). Elle est 

1 invariante pour P si aP = a. Elle est excessive si aP S s (c'est-à-dire 

Exemple 2.- Soit a un étant récurrent. 
," 
1 

Lamesure p sur E ,  r-+~(r)=Ea(l 1 
n= 1 

est O-finie et invariante pour P . 
En effet : 

Considérons un point c n'appartenant pas à E et "tuons" la 

chaîne à l'instant Ta : autrement dit, 

Considérons 
'n = 'n ' (n6Ta) + c  1 (Yn) est une chaîne 

(n'Ta) ' 



% % 
de Markov sur E u { c l ,  de t r ans i t ion  P avec P(x, . )  = P (x, ) pour 

'b 
x # a ,  P(a , . )  = 6c . 

Pour c e t t e  chaîne, a  e s t  t ransient ,  e t  tout  point de E conduit 

à a. D'après l a  proposition 4.8 .2 ,  [9], E e s t  l imi te  croissante  d'ensembles 

'L Qn r de E t e l s  que U ( .  , i p )  = 1 P (. , i p )  s o i t  f i n i .  On a  M{a) = 1 , 
P n 

e t  pour r = F - {a).  
P 

'b 

~ ( ~ 1  ='aL1(Tr < Ta) U(XT r , r)] < m . Donc p e s t  a-finie . 
La mesure p e s t  invariante.  En e f f e t ,  s o i t  r de p-mesure f i n i e  : 

Péd,i-n.&i-on l . l V . 6 . -  Soient (Xn) une chaîne de Markov déf inie  

sur (R,G,P) à valeurs dans (E,E), e t  v  une mesure a-finie sur (E,E), 

on d i t  que : 

1) La chaîne (Xn) e s t  v-irréductible sur (E,E) s i  : 

Vx E E , VB c E : P ~ ( U  (xn c B))  > O lorsque V(B) > O . 
n= 1 

2)  La chaîne (Xn) e s t  v-récurrente sur (E,E) s i  : 

m 

Vx c E , 'h E E : p x ( u  (xn 6 BI) = 1 lorsque V(B) > O . 
n= 1 



3) Une chaîne (Xn) possède un cycle de longueur si il existe 

un e-uplet (Cl, ..., C ) de boréliens disjoints éléments de E tels que : e 

P(X, c ~ + ~ )  = 1 , 'dj = 1 ,..., 1-1 , Vx e c 
j 

et P(X,C~)=I , ' ~ ' x c ~ ~ .  

4) La chaîne (Xn) est dite périodique de période d , si d 

est le p.g.d.c. des entiers .e, dans le cas où d = 1 , la chaîne est dite 

apériodique. 

V - DISTANCE EN VARIATION.- 

Soit E un espace muni de sa tribu borélienne E. On considère M : 

l'espace de Banach des fonctions définies sur (E,E) mesurables, bornées et 

à valeurs réelles ; muni de la norme uniforme. 

Soient p et v deux mesures définies sur (E,E), nous définissons 

donc la distance en variation par : 

V @ ~ ~ o n I . V . 7 . -  On dit qu'un processus est géométriquement ergodique 

de probabilité invariante a si : il existe deux constantes a et k réelles 

positives, avec k < 1 tels que : vv loi initiale du processus on a : 

n 
I(vp-r(lV<ak . 





CHAPITRE II 

ESTIMATION DE LA PROBABILITE DE TRANSITION D'UN PROCESSUS 

AUTOREGRESSIF NON LINEAIRE 
...................................................................... 

On considère deux processus (X,) e t  ( E ~ )  d é f i n i s  sur  un même 

espace p robab i l i s é  (R,G,P), ayant  l e u r s  va leurs  dans IRh muni de si t r i b u  

boré l ienne  8 e t  de s a  mesure de Lebesgue A ,  c e s  deux processus sont  r e l i é s  
IRh 

par  l ' équat ion  : 

xn+l = $(x ,-. . x ~ + ~ - ~ )  + E ~ + ~  b'n > O 

h' où J) e s t  une fonct ion  de IRhk dans IR . 
Les va r i ab l e s  x , X-, , . . . 7  x , - ~  sont  r é e l l e s  connues indépen- 

dantes  de k n ) >  qu i  e s t  une s u i t e  de v.a. cent rées  i. i .d.  

Posons Yn+1 s (x,+~ 7 xn 7 . . . 9  x,+~-,) , Vn 

Donc l ' équat ion  (2.1) devient  : 

Y = Y + , O S . . . ,  0) 

qui  e s t  une chaîne de Markov d ' o rd re  1.  



Avec 

A l'aide de l'équation (2.2), nous allons montrer que (Y,) est une chaîne 

de Markov possédant certaines caractéristiques, qui vont nous permettre 

d'estimer la probabilité de transition de la chaîne, le filtre $ et la 

loi du bruit blanc (E~). 

Notons Bm = a ( X j  , 1 $ j $ m), la tribu engendrée par les variables 

aléatoires (xj) , 1 $ j s m. 

i) la loi P de est absolument continue par rapport à X 
€0 

(PE < X) et que sa densité est notée g , positive . 
O 

ii) pour tout m et n , m < n ; E est indépendante de Bm . n 

Si on désigne par F la fonction de répartition de 
€0 ' On a : 

hk 
b€LZ , vyO = (y; ,..., Y*) € IR ,..-... 

dk 
n hk 

O 
P(Yn+l c B 1 Y. = y ,..., Yn = y") 

n 
= P($(Y~) + (cn+, , 0 , . . . , 0) € 1 y. = Y' Y .  9 yn = Y 

'I> 
=P($(Yn) + (E~+, ,..., 0) E B 1 Y n =  y") 

=p($(yn) + ( E ~ + ~  , O , ..., 0) E 8) d'après (ii) de Ho 

= F @ S  
(O,. . . ,O) (B - ?(yn)) . 



où est le Dirac en (0,  ..., 0 )  E IR 
h(k-1) 

%O, .  . . ,O) 

Pour éviter certains problèmes, nous définissons la classe C 

par C = (A x IR h(k- l )  , A E B , cette classe est une sous-tribu de la 
IR 

tribu borélienne 8 ; donc au lieu de travailler sur B , nous allons 
IRhk IRhk 

2i Bk "., "., 
travailler sur C = C U N où N = (N E B : A (N) = O 1 , si B E C ; 

2i nhk 
c'est-à-dire B = B + N , notre équation (2.3) devient 

B s'écrivant sous la forme A x IR h(k-1) 

De plus la probabilité de transition P(x,B) définie sur 

IRhk x B reste une probabilité de transition sur IRhk x ? . 
IRhk 

En effet : 

2i 
1) pour tout B élément de 

2) pour tout x élément de IRhk , P ( x , . )  est une vraie probabilité 
% % 

sur C , car c C B hk . 
IR 

% 

II - L'EXISTENCE D'UNE MESURE DE PROBABILITE INVARIANTE SUR C 

POUR LA CHAINE (Yn).- 

2i 
Sur la tribu C nous définissons la mesure A '  conme suit : 

% 2i % 
Pour tout élément B E C (IN E N : B = B + N) ; on 

pose A'($) = A'(B) = A(*) , car B s'écrivant sous la forme A x d ( k - l )  , 

avec A E B  . 
IRh 

$ est surjective , I I $ [  1, + 1  I D  lm < + , et E 1 [c0[ 1  < m. 



P h a p o n ~ o n  11.11.1.- Sous Ho et Hl on montre que : 

La chaîne (Yn) vérifie les résultats suivants : 

% 

1 )  (Yn) est A*-irréductible sur (IRhk , C ) 

2) (yn) est A*-récurrente sur (IRhk ,?) 

3) (Yn) est géométriquement ergodique sur (IRhk , ?) 

4) (Yn) est apériodique. 

Démonstration : 

1) Pour la A'-irréductibilité, nous allons utiliser la définition 

'L 'L . 'L 

Soient y E nhk,  et B E C  où A (B) > O .  

'L 
B = B + N et B s'écrivant sous la forme A x IR 

h(k-1) 

A'(:) = A'(B) = A(A) > O . 
'L 

Donc P (Y E B) est positive, d'après la positivité de g 
Y 1  

d'où : 

Pour démontrer la h -récurrence nous utilisons le lemme suivant 

donné par Richard L. Tweedie dans [ 'O , p .  3903. 



L m e  11.11.2.- Soit (Yn) une chaîne de Markov dé£ inie sur un 

espace probabilisé (fi,G,P) et à valeurs dans un espace (E,E,v) , 

v-irréductible. 

Une condition suffisante pour que cette chaîne soit récurrente est : 

1) Il existe un ensemble K élément de 

I et une fonction h mesurable sur E , non négative tels que : 

2) Pour toute constante M assez grande, il existe un 
K~ E~ 

tel que : h(x) 5 M pour x E KM . 

Posons h(y) = l lyll l hk 
Y = Y ,..., yk) F a 

IRh 

Soit x un élément de IRhk qui n'appartient pas à K . 



Comme x # K , on a llx,ll > 11911, + E ~ I E ~ I I  et donc : 
1~~ 

la première condition est satisfaite. 

2) Si M est une constante donnée, il suffit de prendre 

h 
1 

h'k-" donc : O < A'(K~) < m K . =  {X c w : IIxlJ( h a ~ l  x IR 
lR 

Pour montrer le 3"), on applique le lemme suivant donné par Richard L. - Tweedie 
dans [20, p. 3901. 

Lemme 11.11.3.- Soit (Yn) une chaîne de Markov définie sur espace 

probabilisé (SZ,G,P) et à valeurs dans un espace (E,E,v), V-irréductible. 

l Une condition suffisante d'ergodicité est : 

1) Il existe un ensemble K élément de Ev = {A c E : O < v(A) < -1 

et une fonction h mesurable sur E , non négative tels que : 

2) Pour une constante Mo fixé, on a : 

I 

,b'x = (xl,. . . c P hk 11 su£ fit de prendre h (x) = 1 1 xi 1 1 
,Rh 



Enfin pour montrer l'apériodicité de la chaîne (Y,), nous utilisons 

la proposition 3.1. de Orey Cl61 . 
" 

Soit C, ,..., C, , le cycle qui existe, avec Ci E C pour 

i = 1 , .  .., l. 

donc le cycle est de longueur 1. 

La chaîne de Markov (Yn) définie par l'équation (2.2.) est 

ergodique et irréductible, elle admet donc une mesure de probabilité invariante 
% % " 

sur C , notée a, cette mesure TI est unique à une constante multiplicative 

près, d'après [16]. 

" 
Remarquons que cette mesure a est absolument continue par rapport 

à X '  sur 2. 

En effet : soit 3 E ?! , donc ils existent un N E N et A E 8 
IRh 

tels que : 



% 
Dans toute la suite, nous allons noté T : la densité correspondante. C'est-à- 

dire nous allons confondre mesure de probabilité et densité. 

III - PROLONGEMENT DE LA MESURE DE PROBABILITE T ? , 

EN UNE MESURE DE PROBABILITE a 

Nous faisons l'hypothèse : (Xn,Xn+,) 5 Z . Montrons 1, 

relation qui existe entre cette hypothèse et l'ergodicité de la chaîne (Y,). 

Soient A et B deux éléments de 8 
IRh 

= IAxlRh(lc-1) P(yn+~c IR h(k-l) / yn = y) Py n (dy) 

= j AxnZh (k-1) 
F(B - &Y)) Py (dy) 

n 

Ceci est d'après la propriété d'ergodicité de la chaîne et comme sous l'hypothèse 

faite on a : 

on déduit que : 



% 
Pour pro longer  a en une mesure a s u r  8 , il s u f f i t  de 

'b 
IRhk 

montrer  que a e s t  prolongeable s u r  l e s  pavés de  IRhk . 
k 

s o i t  B un pavé de IRhk n o t é  x Bi avec B .  élément de 
i= 1 

8 'di = t ,  ..., k . 
IRh 

x P(Y n+2-k Bk-l IRh(k-l) yn+t-k B k x  IR^(^-^)) P(Yn+l,k f2 Bk X IR h(k-1)) .  

hk donc l a  l i m i t e  de P(Y E B) e x i s t e  pour  t o u t  B pavé de IR . n 

Donc l a  mesure a s e r a  d é f i n i e  s u r  B 
IRhk 

P a r  



Remarquons que a e s t  absolument c o n t i n u e  par  r a p p o r t  à ABk , 
k 

e n  e f f e t  : s o i t  B  = x B un pavé de IRhk t e l  que i i= 1 

===>3 io = 1, ..., k t e l  que A(Bi ) = O . 
O 

La d e n s i t é  de c e t t e  mesure de p r o b a b i l i t é  s e r a  n o t é e  p a r  n(x)  

dans t o u t e  l a  s u i t e .  

'L 

v x  E IRhk , P ( x , . )  < A '  s u r  C , n o t o n s  p a r  q (x ,y)  l a  d e n s i t é  

h 
de  P b , . )  p a r  r a p p o r t  à A '  , y EIR . 

De p l u s ,  on a  : V B  c 8 , VC E. 8 
IRhk IRh 



pour cela on pose : A(Y,z) = a(y) q(y,z) YY E IRhk 9 vz IRh . 

PmpLLé;téb : 

% 'L 
1) * = a  sur C ,  

2) a est une mesure de probabilité invariante par rapport à la 

probabilité de transition P. 

'-l, * la première : est évidente car a est le prolongement de s . 

* la seconde : soit A e B 
Bhk 

' f 
aP(A) = Jxhk P(y,A) ddy) = lim ' 1 (Y ,A) Py (dy) 

n- n 

hk 
= limP(Yn+, E A , Yn E IR ) = a(A) . 
n- 

IV - DEFINITION DES ESTIMATEURS .- 

P E ~ ~ o n  1 7 . 1 V . 4 . -  On dit qu'un noyau vérifie l'hypothèse (Hl, 

l si c'est une application positive, paire, et bornée de IR' dans IR+ , 

I (s = hk ou h(k+l)) , qui admet des moments d'ordre 1 et 2 , dont l'intégrale 

vaut 1 . En plus on suppose que la borne supérieure est atteinte. 

Si K et U sont deux noyaux vérifiant l'hypothèse (H) , nous 
, , 

définissons les estimateurs de n(y), de A(y,x), et de B(Y) = x A(Y,x) dx J* 
respectivement par : 



n 
VY . lRhk , ^<y) = ' 1 UB (Y. -y) 

n-k+l j=k n ' 
1 b'y L-. IRhk ,VxelRh , Ân(y,x) =-  Y K a  (Yj - Y, Xj+l - X) 

n-k+l j=k n 

vy € IRhk 
.. 1 
B~(Y) = - & xj+l EBn(yj - y) . 

n-k+l j=k 

a et Bn sont deux suites réelles qui tendent vers zéro quand n tend n 

vers l'infini. 

V - CALCUL DES RISQUES.- 

s Lemme 1 l . V . 5 . -  Soit 1 une fonction mesurable de IR dans IR 

positive et d'intégrale 1 , et soit A un réel positif ; de plus soit G l- 
une fonction de IRS dans IRm vérifiant l'une des hypothèses suivantes : 

1) G est différentiable presque partout, de dérivées directionnelles 

localement bornées. 

2) G est différentiable au sens des distributions. 

I 3)  G est localement lipschitzienne. 

I Supposons qu'il existe un q > 1 : DG E ILq(BS, X )  



Alors : 

1 I A  1 A [ X I  1 K < X >  h(dx)]'Iq 1 I D G ~ ~ ~  ; s i  I s q  < + a 
IR' 

I I G - G ~ I  l q  S A [jj 1x1 1 K(x) h(d.11 1 I D G I  l m  ; s i  q  = + , 
 IR^ 

où GA = G * 1 . * e s t  l e  produit  de convolution 
A '  

i P h ~ p o b ~ o n  71.V.6.- S o i t  (Yn) l a  chaîne de Markov d é f i n i e  

par  l ' équa t ion  (2.2), e t  q( . , . )  l a  dens i t é  de s a  p robab i l i t é  de t r a n s i t i o n  

% 
sur  C . 

S i  q ( . , . )  e t  n( .)  v é r i f i e n t :  

e t  s i  de p lus  q ( . , . )  e t  n( . )  v é r i f i e n t  l 'une  des hypothèses du lemme 

I I . V . 5 .  a l o r s  on a  : 

où v e s t  une l o i  i n i t i a l e  quelconque de l a  chaîne (yn). C ,  Do , D l  e t  D2 

I sont  des cons tantes  indépendantes de n . 
1 



n 
Do = sup sup I I  1 P .  - I l  < ( c f -  C231) 

h k n  j=k 
x €IR 

-1 /2+hk 
Nous optimisons l e  r i sque  en prenant  B n = (n-k+l) 

Démonstration : 

j h k  l n  I dy 

r Iphk I E ~ -  Y I  dy + jIRhk l u B n  * r ; n ( ~ ) - n ( y ) ~  d~ 

1,hk 

- 
I ( v -E~)  ",(Y)\ dy + I l " -  I I l  

B n 

,. 

l e  lemme I I . V . 5 .  => < j IRhk 
I ( E ~ - E ~ )  T,(Y)/  dy + C  B~ 



il r e s t e  donc à t rouver  l a  majorat ion de jEhk I(E"-E,,) nn(Y)~ d~ 

La première conclusion e s t  donc s a t i s f a i t e .  

posons : 

nous a l l o n s  chercher des majora t ions  pour L(y) e t  T(y) 



L~~ majorations de ~ ( y )  et T(y)  nous permettent de déduire que : 



Ces majora t ions  nous donnent : 

En revanche l e  lemme I I . V . 5 .  nous donne : 

Enfin on a : 
.. 

2 
(Ev-En) (",(y)-n(y)) dy = 

- 
(Ev-En) nn(y)  dy 

.. 
- 2 T(Y) (E ,,-E n> nn (y) dy 

d'où l e  r é s u l t a t  f i n a l  

- 
R m q u e  : Pour que l e  r i s q u e  Rv(nn) - O , il f a u t  c h o i s i r  

n+- 
l a  s u i t e  (6,) de t e l l e  façon que 



r- P t r o p o d ~ o n  11. V.? .  - Sous l e s  hypothèses de l a  propos i t ion  I I . V . 6 .  

Ce t t e  propos i t ion  s e  démontre de l a  même façon que l a  propos i t ion  

II.V.6. ; e t  pour que Rv(An) -3 0 , il f a u t  c h o i s i r  l a  s u i t e  (an) de 
n-im 

t e l l e  s o r t e  que : 

Nous optimisons l e  r i sque  en prenant  a = (n-k+l) - 1 /2+h (k+l ) 
n  

Lmme 1 I . V . b . -  S ' i l  e x i s t e  un bo ré l i en  C E 8 t e l s  que : 
IRhk 

( e t  s i  l e s  hypothèses de l a  propos i t ion  I I .V .6 .  sont  v é r i f i é e s  a l o r s  : 

Démonstration : Supposons q u ' i l  e x i s t e  un bo ré l i en  C E 8 
IRhk 

t e l s  1") e t  2O) so i en t  v é r i f i é e s .  



Alors 

R\,(nn) 6 1 hk + D2 80 d'après la proposition II.V.6. 
(n-k+l) Bn 

On obtient donc : 

Pour définir un estimateur de $(y) ; nous utilisons ~ ( y )  . 

si le lemme II.V.8. est vérifié, nous choisissons comme estimateur de 9,  

celui donné comme suit : 

P h o p o ~ ~ ~ n  I 7 . V . 9 . -  Si les hypothèses de la proposition II.V.6. 

sont vérifiées, alors on a : 



Démonstration : 

2 
R , , ( ~ , C  = Ev 1 I $ ~ ( Y ) - B ( Y ) I  1 h d~ 

C  IR 



d'où le résultat final de la proposition 

pour avoir les constantes Co , Cl et Cg , il suffit de suivre la même 

démarche de la proposition II.V.6. pour avoir 

Romque : S'il existe une suite de boréliens (Cn) qui tend 

en croissance vers d k ,  et si inf(~(y) ; y E Cn) > 2 bn > 0 , on peut 

donc donner 

1") Si ôn- 6 > O 
n-ro 

A 

alors R~($~, Cn) - O . 
n a  

2")  Si 6n - O , en décroissant 
n-ro 

,. 
2 

(J),, Cn) ---+ 0 , si ôn (n-k+l) - m 
n-ro n* 

2 2 4 hk 
ôn(n-krl) 6;-a ; 6n(n-lc+1)2 ghk-m ; 6n 6n (n-k+l)+a ; 

2 n 
B- 

C'est-à-dire, il faut que : 



Nous allons maintenant donner des estimateurs de q(. ,,) et de g(.) qui 

sont respectivement la densité de la probabilité de la chaîne (Yn) sur 8 
et la densité de la loi de . 

Soit a un réel supérieur à 1 g 1 , et C un borélien vérifiant 

le lemme II.V.8. 

On pose : 
,. 

.. 
Pour l'estimateur défini par (2.5) on introduit max(nn(y), 6) pour soulever 

.. 
les problèmes qui vont se poser surtout pour les points qui annulent vn(y). 

,. 
Par contre pour l'estimateur défini par (2.6), on a pris a A qn 

pour avoir un estimateur convergent, et comme chaque estimateur dépend d'un 

point y E IRhk , nous avons pris l'estimateur moyen sur C. 

Piroponition II.V.10.- Si les hypothèses de la proposition II.V.6. 

sont vérifiées alors, b% E B : O < X(B) < + m on a : 
nh 



Démonstration : 

1 )  e s t  év ident .  - 

c e c i  e s t  d ' ap rè s  la  propos i t ion  I I .V.6 .  



on o b t i e n t  donc 

I Phopo.rl&on Il.V.11.- S i  l e s  hypothèses su ivantes  sont  v é r i f i é e s  : 

l 1") So i t  B un b o r é l i e n  de IRh t e l  que O <  A(B)  < + , 

C un bo ré l i en  v é r i f i a n t  l e  lemme II.V.8. e t  

(y,,) dzl < + . 

2') Les hypothèses de l a  propos i t ion  II.V.6. 



1 / 2  - 
Rv (qnYc) IE,, gn(x)-g(x)l dx c SUP 1% (y.2) dz 

J?% IB ,CC aq  

Démonstration : 

.. ,. 
Ev gn(x> = E - v Bk1 1 (a A qn) (Y , x + $,(Y>> dy 

1 (C) C 

.. 
I Ev gn(x)-g(x) I = --- 1 i J c  CE,,(~A g) (YS x + $,(y)] - g(x)~ d y ~  

X 



il reste seulement à majorer 

.. 
puisque a > 1 I g J  / _  on a : ( a  A qn - qI d 14, - 91 

ce qui nous permet d'écrire : 



Donc pour avoir le résultat de la proposition, il suffit de prendre l'intégrale 

sur le borélien B. 





CHAPITRE III 

T E S T  DE LINEARITE POUR UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF 

On considère trois processus ( ; Y et (cn) ; n E " , 
définis sur un même espace probabilisé (n,A,P) et à valeurs dans (IR, %, A), 
où 1 est la mesure de Lebesgue sur IR , et une fonction 4 mesurable 

de ( A) dans (IR, BIR* A ), bornée et qui relie les processus comme 

suit : 

. ( E ~ )  est une suite de v.a. i.i.d., dont la loi est absolument 

continue par rapport à h, de densité notée g, on suppose que celle-ci 

atteint son unique maximum à l'origine et que E E: < + . 

'n est indépendante de Xn , pour tout n E N . 
. La loi de Y est absolument continue par rapport h2 , 

mesure de Lebesgue sur , de densité notée f (. , . ) . 

Soit 1 un intervalle compact de IR , on s'intéresse au test 

de linéarité : l'hypothèse nulle : il existe un réel a tel que $(t) = at 

pour tout t élément de 1. Contre l'alternative : va E IR , $(t) # at 

pour tout t élément de 1. 



II - DEFINITION DES EST1MATEURS.- 

Soient K une fonction réelle mesurable positive, symétrique, 

dérivable ; une suite d'intervalles [- An , de 1R avec An -" + 
n* 

et une suite hn décroissant vers zéro. 

On pose comme estimateur de f(.,.) celui donné par la méthode 

du noyau : 

le noyau choisit ici, n'est pas le même que celui qui a été donné dans le 

chapitre II, seulement pour simplifier certaines majorations. 

.. 
On retient comme estimateur de #(t), une fonction Sn(t) 

mesurable vérifiant : 

L'estimateur utilisé est un estimateur du mode conditionnel. 

.. .. 
Pour les convergences de Sn(t) et fn(t,y) nous renvoyons à [3]. 

L'idée générale pour tester l'hypothèse nulle contre l'hypothèse 

alternative est de trouver la loi limite de 
2 .. a fn 

lqn(t)-W) l 1 -7j- (t, in(t))l 
4 112 

Tn = SUP (n hn) ay Sous l'hypothèse nulle. 
~ E I  1jK2(~) dx 1 K'~(X) dxl 112 

Pour cela nous allons utilisé l'approximation du processus Tn par un 

processus gaussien stationnaire. 



Nous posons : 

1 )  1 = [O, 11 ,  car la démonstration sera la même pour tout intervalle 1 

compact de IR . 
2) A = 

n 
avec O < y < 2 4 

pour avoir une bonne convergence de notre processus 
Tn . 

3) les fonctions de répartition de (Xt) ; (ytlxt) seront notées 

G et F , de plus la densité de la loi marginale de (Xt) sera notée f' (x). 

Phopadh!ion 7 2 7 . I I . 1 . -  Sous les hypothèses : 

H2 : suppK = [-c , C] 

I Hg : K est 3 fois dérivable. 

HI : les fonctions inverses FI , G' , aF1(vlG1(u)) aF1(vlG1(u)) 
au Y av 

a 2 v G 1 u  existent et soient bornées. 
au av 



1 on a  l e  r é s u l t a t  suivant  : 

2  
a f n  A 

l i n ( t > - $ ( t >  1 1- ( t ,  $ ,( t))  1 
4 112 

P  ( (2 log  h) 1 ''2 (n .n) 112 - ..(a) < =) ajl 

[JK2(X) d X I  K * ~ ( X )   XI 

I --+ exp [- 2  exp - zl sous l 'hypothèse n u l l e  du t e s t  
n* 

avec / K I 2  (x) dx j~~~~ (x) dx 
+ a  

1  1 / 2 +  
dn(a)  = (2 log h) 1  

( lC2(x) rn2 jK'2(x) dx 

1 112 1% 
n  (2 log  h) 

n  

Pour démontrer c e t t e  propos i t ion  on va procéder autrement, pour c e l a  
.. 

a f n  
appliquons l a  formule de Taylor à - t , . )  on ob t i en t  donc : 

ay 

- 2- 

a f n  a f n  
ay 

a 
( t ,  Q t ) )  - ( t , $ ( t ) )  - - ( t ,  j n ( t ) )  = (dht )  - lJn(t))  -j- 

a Y a~ 

où 
- 

e s t  un poin t  a l é a t o i r e  s i t u é  e n t r e  d ( t )  e t  $,(t). Pour n  assez 

2  - -* a f n  ( t ,  g n ( t ) )  e s t  p... non nu l .  Corne i n ( t )  e s t  l e  maximum de grand - 2  - ay 
( t , . )  s u  A , A l ' équat ion  (3.1) devient : 

a f n  - - ( t ,  g ( t ) )  
ay g ( t )  - S n ( t )  = 2- P.S. 

a f n  -* 
2  - ( t , $ n ( t ) )  

a Y 

posons 
2  - 

a f n  
- 

IOn(t) - $ ( t )  1 1 --+t. dn( t ) ) l  

4 112 a~ 
Tn( t )  = (n hn) [j K' (x) dx 1 K'  ' (x) dx] 

l2  



d'après l'équation (3.21, T (t) s'écrit comme suit : 
n 

n 

donc la loi limite de sup Tn(t) est la même que celle de 

te Co, 11 

à condition de montrer que : 
9' 



III - RECHERCHE DE LA LOI LIMITE DE : 

e t  posons 

% 

S o i t  F (x,y) l a  f .d . r .  empirique de (x,, y t )  
n 

~ ~ ( x , y )  l a  f . d . r .  théorique de (Xt, Yt) . 

Considérons l a  fonc t ion  empirique Z (u,v) d é f i n i e  p a r  n 

donc vZ( t )  = Vn(t) + E ~ : ( t )  - 

Ce qui  nous permet d ' é c r i r e  

I Ptropon&on IlI.111.2.- Sous l e s  hypothèses H2 , HJ , H4 e t  Hg 



Démonstration : 

Pour déterminer la loi limite de 
Tn SOUS l'hypothèse nulle du test, nous 

allons introduire certains processus notés V (t) ; Vn,l(t) ; Vn,2(t) et 
n 7 0 

V (t) qui seront précisés au fur et à mesure ultérieurement, et on écrit : 
n,3 

v ( -1  - v (.) 
+ ( 1  n,O n, 1 

v (. 1 
n,l 

v (.> 
II, + I 1- n ,2  

C ~ K ~  j ~t~ (x)l I ~ K ~ ( ~ )  j ~ t ~ ( ~ ) l  llZ 11 K2(x) dd 112 1 l m  

Puis on va démontrer que : 1 I V  n,o - 'n, 1 1  lm ; 1 lvn,l - vn,zl l m  ; 

- , - , l m  ; 1 IvnYo Vn] 1, tendent vers zéro en probabilité 

quand n + suivant une certaine vitesse, et donner la loi limite de 

1 I v ~ , ~ ~  l m  



I P ~ & L ~ L ~ L u M  111.111.3.- So i t  U1 , u2 , ii3 ,..., Un , une s u i t e  

de va r i ab l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  uniformément d i s t r i b u é e s  su r  [O,lIP , p 2 1. 

So i t  En(x) l a  fonct ion  de r é p a r t i t i o n  empirique basée sur  l ' é c h a n t i l l o n  

U 1  ,... Un , a l o r s  : pour t ou t  x : (xl  ,..., xp) r [0 ,1]~  

e s t  appelée l e  processus empirique basé sur  ,..., U . 1 n 

D é ~ M n  177.111.4.- Un pont brownien { ~ ( x ) ,  x E [O,lIP1 

e s t  un processus gaussien v é r i f i a n t  : 

Remahqua : 

1) Un pont brownien {B(x)} peut ê t r e  représenté  en terme d'un 

processus de Wiener standard W , pour c e l a  il s u f f i t  de poser : 

2 )  Z: e t  B sont  considerés comme des éléments de l ' espace  

~ ( [ 0 , 1 ] ~ ) .  



Considérons la transformation T donnée par : 

d'après un théorème de M. Rosenblatt [21], (x*,Y*) est uniformément 

distribuée sur [O, 11' . 
Posons : 

* * * * 
n(u ,v ) est la £.d.r. empirique de l'échantillon (Xt,Yt) 

* * *  
F (u ,V ) est la f.d.r. théorique de l'échantillon (x:,Y:) 

et écrivons : 

Nous pouvons remarquer que les intégrales données par les équations (3.5) et 

(3.6) sont égales, donc 

Pour montrer que 1 ln,, - v ~ ,  11 1. tend vers zéro suivant une certaine 

vitesse, nous avons besoin du théorème suivant : 

Théohème 1 7 1 . 1 7 7 . 5 .  [2] .- Sur un espace probabilisé ( f i ,G ,P )  

-* * 
il existe deux versions Zn et Bn de Z etde B telque: 



avec une p r o b a b i l i t é  éga l e  à 1 .  L- 
Posons : 

I_ Phopob.&on 111.111.6.- Sous l e s  hypothèses H2 ; H3 ; Hg ; H, ; Hg 

avec une p r o b a b i l i t é  éga l e  à 1 .  

I 

Démonstration : On pose : 

1 t-u v ( t ) - v )  
pn, t ( u , ~ )  = - K(h-) K I  (- 

K n 
n 

hn 



par i n t ég ra t ion  par  p a r t i e s  (cf .  appendice 2 )  on ob t i en t  : 

1 * *  * * *  a p n t  I * *  * * *  
V '  ( t )  = [P, ,~(U .V ) Zn(u 
n , o  [+ 0 (U .yU)) Zn(u ,yU) 

u 

a p n t  I * *  * * *  
-A * (T (u ,ye)) Zn(u ,Y[)] du* 

au 

2 
* * * *  * * +II & ( ~ ~ ( u * , v ) ) Z ~ ( u , v ) d u  dv 

T(A)  au av 

apnJ I * *  * * * 
(T (X .V ) )  Zn(xu,v ) u 

v 

-- I * *  * * *  * 
apn;t (T (x[,V ) )  Zn(xL,v )] dv 
av 

Sous H2 e t  H V' devient  : 
3 n , o  



par un c a l c u l  s i m i l a i r e  appl iqué  à 

On o b t i e n t  : 

par  a p p l i c a t i o n  des hypothèses c i t é e s  e t  l e  théorème 111.111.5. on o b t i e n t  : 

2 -112  l I v ~ , ~ - v ~ , ,  l l = 0  ( (n  hn) ( L O ~  

avec une p r o b a b i l i t é  éga l e  à 1 .  

Théotrème 111.111.7.- [5 ] 

S o i t  U( t )  , t E (-a, + m) ; un processus gaussien s t a t i o n n a i r e  

avec une moyenne n u l l e  e t  dont l a  f onc t i on  de covariance R ( t )  v é r i f i e  : Ï 



S o i t  
1 2  

d ( t )  = (2 log  t ) l I 2  + (B - 1)  l o g  l o g  t + 

H 2  1 
(- - 1  )- B D 1 / B 2 B  l o g  --- 

112 2 3  (2 l o g  t ) - l I 2  
( 2 ~ )  

+Co 

où H~ = l i m l  j e s  ( sup Z(X) > S )  d s  , 
T++m O OfxfT 

e t  Z(x) e s t  un p rocessus  g a u s s i e n  v é r i f i a n t  

A l o r s  : 

~ ( ( 2  l o g  T)'" (% - d ( ~ ) )  < z )  --+ e  -2e-' 
T++m 

Posons : 



sous l'hypothèse nulle du test (i.e. $(t) = at & E [0,l]) Vn,)(t) est 

un processus gaussien centré stationnaire, sa fonction de covariance est 

donnée par : 

1 u-t v-a t u- s v-as 
R.,(t,s) = (u,v) K(h-) x K(-) K t ( )  du dv 

t~: 1 K'~(x) dx n 
n hn hn 

donc 

1 
on peut vérifier facilement que pour tout t E [O, , le processus 

n 
V (t h ) a pour fonction de covariance 
n,3 n 

si on pose 

J 
~ ( t )  = dWn(x,y) 

[~K'Z(~) dx] li2 

on constate que sous l'hypothèse nulle du test U(t) est un processus gaussien 

centré stationnaire dont la fonction de covariance est donnée par 

On peut donc conclure que ~ ( t )  et Vn,j(t hn) ont même loi pour tout 



Lemme 111.111.b.- Sous l 'hypothèse n u l l e  du t e s t  ; e t  sous 
H2 ; 

H j  on a : 

( max P( (2 log 
1 - d(h)) < z) --t e 

-2e-' 

n i n- 

1 où d(-) e s t  l a  cons tante  donnée dans l e  théorème 111.111.7. 

Démonstration : S o i t  

R1( t )  = 1 K(t + X) K(x) dx 

Sous l 'hypothèse n u l l e  du t e s t  : 

I ( a t )  
2 

R ( t )  = ( ~ ' ( x ) ) ~  dx - ( ( ~ " ( x ) ) ~  dx) - + 0 ( t 2 )  ; quand t -t O 
2 

2 4 2 
+ -  (j Kv2(x) dx) ( (x) dx) + O(t ), t --+ O 4 

d'où 

2 + ~ ( t )  ; quand t - + O  . 



S i  on considère l e  processus U ( t )  d é f i n i e  par  : 

u ( t )  1 
u o ( t )  = pour t ou t  t E [O, 

[lK2 (.) dx] ' j2 
n 

s i  on compare Ro(t)  avec l e s  données du théorème III.III.7., on v o i t  que : 

de p lus  R ( t )  d t  e s t  f i n i e .  I ' 
Donc l e s  2  condit ions du théorème 111.111.7. sont  v é r i f i é e s  par  l e  processus 

1 
U ( t )  pour tout  t E [O, ; d'où l e  r é s u l t a t  : 

n  

1 
V ( t  hn) e t  U(t)  ont  même l o i  pour tout  t E [O, ?;] d'où l e  r é s u l t a t  

n , 3  n  

du lemme. 

Remah.quU : 

1 
1) pour p, = 2 on a  H2 = -  

J;; 

,) , . 1 on a , = 1 , pour l e s  v é r i f i e r  [cf. 181. 



Lemme III.III.9. [26] .- 
Soit {~(x,t) ; t, s E (O, + m ) }  un processus gaussien centré 

de covariance 

pour (slrtl), (s2,t2) E [o,s] x [o,T] (s;T)I) . Alors : 
a ~(~~,t~)'(~~,t~),~l 

P(w : lim sup 1/2 = 1) = 1 
1 s -S I=E+ o  [~ETI log -1 2 1 € 0  

1 où A [(s2,t2), (sl,tl)] est l'accroissement du processus x sur 

PkopohiLLon 111.111.1~. - Sous les hypothèses H2 , Hg , Hg 

et Hg on a : 

Dénionst~-ation : Posons p = 1 1 /2 

par intégration par parties (appendice 2) on obtient 

u-t wn(u,dv)IA 

n u 



sous Hz et Hg , le second terme du second membre est nul. 

Appliquons l'intégration par partie une deuxième fois 

sous H2 , H3 le premier terme est nul, il reste : 

par un calcul similaire on obtient : 



d'où 

H2 e t  H3 e n t r a î n e n t  : 

c n ( u s v )  + Wn(f-chn, $(f)-chn) - Wn(u,$( t ) -chn)-n t -ch  n ,v)]du& 

AW~C(U,V)  (t-chn,$(t)-chn)] e s t  l ' accro issement  du proceçsus n 

su r  [t-ch,,~] x [$(t)-chn,v] 

a f  
1 u-t v-$(t) - (u,v> 

+ - 1 K(-) Kt'(- 
hn hn n 2[f(u,v)-J 

II  I av I 
* 



donc par application des hypothèses Hg , Hg et le lemme 111.111.9. on obtient 

d'où le résultat de la proposition : 

avec une probabilité égale à 1. 

d'après la remarque de la définition III.III.4., on peut écrire V n, 1 (t) 

comme suit : 

on peut remarquer que dwn(T(u,v)) et v (t) sont 
n,2 

h n [I Kf2(x) dx~''~ 

2 processus équivalents et que 

tend en probabilité vers zéro quand n tend vers . 



IV  - CONSTRUCTION D'UNE REGION DE CONCENTRATION ET D'UN TEST.-  

I P ~ o p o n ~ o n  7 7 7 . 1 V . I . -  Sous l e s  hypothèses H2 , H3 , 

Démonstration : 

S o i t  k une s u i t e  d ' e n t i e r  q u i  tend v e r s  l ' i n f i n i  avec n . 
n 

avec i = O,. ..,k -1 n 

j = - k  ,..., O ,..., k-1 n n 





+ sup SUP I E  Ln(x,y) - L(x,Y)/ 

É SUP An, + sup 
i+l 

suP I E  Ln(x,y) - ~(x,y) 1 (3.12) 
4%- x~Co,ll I Y I É A ~  
kn kn 

Le 2ene terme de cette inégalité tend vers zéro quand n tend vers l'infini, 

en effet : 

E L (x,y) = jr K(u) K1'(v) f (x+uhn,y+vhn) du dv n l f  
hn 

= -!- K(u) [f (i+uhn, y+vhn) K' (VI] Cc du 2 
hn 

a f - % 1 K(u) K' (v) - (uhn+x,y+hnv) du dv 
hn 

ay 

H 2 ,  Hj=> E L  (x,Y) = K(u) K(v) - n (x+uh ,y+hnv) du dv 
aY2 

n 

donc 



Donc pour un choix convenable de kn tels que : 

il reste à prouver que 

j An j An 
A: = Sup sup 1 (- , -) - E L - , ) O P.S. 

O<i$k -1 -k <j<k -1 kn kn 'n n n+- 
n n4 n 

soit E > O ,  



Pour démontrer c e  lemme, il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l ' i n é g a l i t é  de 

Berns te in  Fréchet  géné ra l i s ée  p a r  P. Jacob dans 1131. Le lemme III.IV.2. 

e n t r a î n e  : 

avec Co = - 2a-1 e t  ci = max(1, (1 I K I  1, 1 I K " ~  1, 13) 
4a 

il f a u t  c h o i s i r  kn de t e l l e  s o r t e  que : 

( (3.13) s o i t  v é r i f i é  

( l a  s é r i e  du terme géné ra l  u s o i t  convergente. n 

P r e n o n s  k = " 512 

n 
5 

I l 2  e t  = n y  ( o c  y C r )  . 
( log  n) 

nous avons c h o i s i t  : 



5 
An n~ (log ,) 112 (~+5ri- - -  = n (log nI1l2 - O 

5 1 
knhn 5(?-0) n* 

n 4 
'n - -- 

-C 2a2k: 
2 l/ne o e  "6 = (2 kn) 

n 4 
hn --- 2 

2 2 Co 
l log log n) kn 2 a 9 e  2(& log n - 

n 
= e e 

donc la série de terme général u est convergente, d'où le résultat 
n 

de la proposition. 

P h o p o b x o n  I l l . I V . 3 . -  Sous les hypothèses H2 , H3 et H5 . 

.. p. S. 
sup sup (fn(t,y) - f (t,y)l - 0 

06tsl I Y I S A ~  n-im 

Démonstration : Il suffit de suivre la même démarche que celle de 

la proposition III. IV.l. 

Phopob,&on 1 1 1 . 1 V . 4 . -  Sous les hypothèses H2 , H3 et H5 on a : 

Démonstration : 

.. .. .. .. .. .. 
n 



d'où l e  r é s u l t a t  de l a  p ropos i t i on .  

- 
Démonstration : 1 )  

1 6 sup 
2 - 



2  - 
a f n  - a2f - a2f - a2f - * 1 t n  - d n  1 SUP IT ( t , i n ( t ) )  - 2 ( t ,  d n ( t ) ) I  

t ay ay + t ay a Y i 2  - 
a f n  ( t , $ ) t ) ) l  

a 2  ;n -* 
inf  1--- i n f  1- ( t J n ( t ) )  1 
t ay2  ay2 

l a  p r o p o s i t i o n  I I I . I V . l .  e n t r a î n e  : 

a 2  ;n 
a2f - 

sup ' t n t  - t n t  A 0  , n ,  a 
o s t s l  ay ay 

P.S. 

d e  p l u s  on a : 

c e c i  e s t  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  I I I . IV.4 .  

On peu t  montrer  f a c i l e m e n t  que 

a 2  ;n n-ro a2f 
in f  l2 (t, $.(t)) 1 p;;;̂  in f  12 ( t ,  d ( t ) )  1 

o s t s i  ay O S ~ S I  ay 



(3.14) ; (3.15) ; (3.16) et (3.17) entraînent le résultat 1") de la 

proposition. 

Pour démontrer le 2 " )  il suffit de suivre la même démarche que 1'). 

Les propositions 111.111.2. ; 111.111.3. ; 111.111.6. ; III.III.lO. ; 

et III.IV.5. et le lemme 111.111.8. nous permettent de conclure le résultat de 

la proposition 111.11.1.. 

Cette loi dépend du paramètre a, on peut alors construire une 

région de concentration au niveau 1-a pour l'estimateur $n(t). Cette 

région dépend du paramètre, pour en déduire une statistique de test de l'hypothèse 

de linéarité, il nous faudra alors distinguer le cas où a est connu de 

celui où il est inconnu. 

La région de concentration au niveau 1-a est donnée comme suit : 

z~ [\R2(X) dx R'~(x) dx] 
p[ 1 )1/2 + dn(a)) A 

a2 in + Sn(t> < 9(t> < 
(2 log - 

4 112 hn 
A 

(n hn) IT (t, $,(t))l 
ay 

- 

--+ e -2e a = 1 - a sous l'hypothèse nulle du test. 
n- 

Si a n'est pas connu, alors considérons un estimateur a de a convergeant 
n 

et montrons que la loi limite donnée dans la proposition 111.11.1. reste la 

même lorsqu'on remplace a par a . 
n 

Sous l'hypothèse nulle du test : $(t) = a t , t/t E p, 11 



- 74 - 
a2 in 

l n t n  . tl IZ (t, $n(t)) 1 
4 112 

(2 log :) ( max (n hn) 
ay 

.. 
- dn(an)) 

n OS tS 1 [I K~ (x) dx 1 K t  (x) dx] l2 

2 - 
1Gn(t)-arl 1% (t, $n(t))~ 

4 1/2 
2 O ) l 2  ( a (n hn) ay - dn(a)) 

n 0dtf1 [j K~ (XI dx 1 K 1  (x) dx] l2 
2 - 

A a 'n - 
lat-a t /  (-2- (t,dn(t)) 1 

4 112 + (2 log ;)ll2 ( max (n hn) 
ay 

n 0s ti 1 [jK~(x) dx j Kt2(x) dx] 
+ (2 log $) l2 (dn(a) - dn(in) ) 

n 

Montrons que : (2 log :) '12 (dn(a)-dn(an)) -* O p .  S. 
n n- 

1 
(2 log $) (dn(a)-dn(in)) = - - 2 log 

n 

2 - 
a fn . (2 log &)Il2 (n h:)ll2 la-; n 1 m x  lT (t, in(t)) 1 --+ O 

n ostsl ay P . S .  

- 0 ,  n + -  
P . S .  

ceci est vrai d'après la proposition III.IV.3. 



CHAPITRE IV 

A 

THEOREME CENTRAL LIMITE DE S n ( t )  

On considère l e  processus Yn = $(xn) + E~ donné par  l ' équat ion  

(3.0) dans l e  chap i t r e  III, in l ' e s t ima teu r  de d é f i n i  dans c e  chapi t re .  

On va montrer que pour p e n t i e r  3 2 , 

e = l i m  (n h 4'2p)"2 , ~ ( t )  % N(O, f ( t , $ ( t ) )  1 K'(-u) du ~ " ( u )  du) 
n n - ~ o  I 

B = xp K(x) dx f i n i e  , on a : h c [-T,T] (o<T<+-) 
P 

Dé&hziLion IV.7.- On d i t  qu'un noyau K e s t  un noyau d'Eddy 

s i  c ' e s t  une app l i ca t ion  de  IR dans IR+ bornée t e l s  que : 

1) K e s t  absolument continue,  dér ivable  e t  s a  dér ivée  K' e s t  bornée. 

i K(x) dx = Bo = 1 . 

2)  S o i t  p ) 2 : 

. xi K(X) dx = B~ = O 'di = 1, . . . ,p- 1 

. I x P ~ ( x )  d x = B  f i n i e .  
P 

. 1 xPf ~ ( x )  dx = B f i n i e  . 
p+l 



. j x[K'(x)12 dx e s t  f i n i e .  

pour t , t c [-T,T] , s c [-L,L] on d é f i n i t  l e  processus z n ( t , s )  

par : 

e t  l e  processus Z ( t , s )  pa r  : 

~ ( t )  s u i t  l a  l o i  normale ~ ( o , f ( t , $ ( t ) )  1 K ' ~ ( X )  1 K ~ ( x ) )  . Pour t 

f i x é  élément de [-T , T] on va montrer que 

Z .Z@ Z t  quand n tend v e r s  l ' i n f i n i  e t  l e  théorème 
n ,  t 

c e n t r a l  l i m i t e  s e r a  une conséquence immédiate de c e t t e  convergence. 

Ptopob&n IV. 2 . -  Etan t  donné un e n t i e r  p 2 2 , e t  K un 

noyau d'Eddy sous l e s  hypothèses su ivantes  : 

6 
1 )  l i m  (n hn) = m 

n* 

6+2P) 112 = 0 2) l i m  ( n h n  
n* 

4+2P) 112 = 3)  l i m  (n hn 

i n* 

, i + j  
f e x i s t e n t  e t  sont  bornées pour i = O , .  . .p+l ; e t  4) - 

a x i a y ~  

j = O , .  . . ,p+l . 
Alors : pour t ou t  t c [-T,T] f i x é  on a : 

z =@ zt  n , t  



Démonstration : 

4 -112 
Posons bn = (n hn) 

a )  Montrons que : (Zn ( t , s )  - E Zn( t , s ) )  - s ( ~ ~ ( t . 1 )  - E z n ( t , l ) )  

P - O V ( t , s )  [-T,T] x [-L,L] n-Mo 

pour c e l a ,  il s u f f i t  de prouver que : 

Posons 

donc 



il reste à montrer que l'intégrale tend vers O quand n tend vers 

llinf ini, pour cela cf. [25] , d'où 

b) Montrons que : 

a2i 
E Zn(t,s) a % 7 (t, $(t)) + (-1)' S -$ 

a~ P. 



procédant par  app l i ca t ion  de l a  formule de Taylor à f ( t + u  hn, $( t )+bs+v hn) 

donc : 

où En e s t  un poin t  s i t u é  e n t r e  $(t) + v h e t  $ ( t )  + v hn + bs . 
1 n 

5, e s t  un poin t  s i t u é  e n t r e  $ ( t )  e t  ) ( t )  + v hn 
2 

a f Examinons l e  terme - ( t  + u hn , $ ( t ) )  . 
ay 



(U hn) P+' a ~ + l  
- -  (-) ( T l n  3 fit)) 

+ (p+l)! a x ~ + l  a Y  

est situé entre t + u hn et t , l'équation (4.2) devient égale à 
ri n 

on peut montrer facilement que : 

d'où le résultat du b) : 



c) Montrons que 

($(t)) sont des v.a.r. i.i.d. 

donc i ' 2 
Var(zn(t,l>> f(t, $(t)) K (-U) K' (-v) 

pour chaque t fixé élément de [-T,T] , 



Pour montrer la normalité asymptotique, on a appliqué le théorème 

de Lindeberg (théorème 7.2. Billingsley), pour cela, il suffit de vérifier 

que 

Un - E Un 
hn- O , donc pour E > O , ln(&) : vn ? n(~) : 1-71 ' 

d'où le résultat vt E [-T,T] . 

Pour conclure au résultat de la proposition, il reste à prouver 

que le processus Z (s) = Z (t,s) est équitendu par rapport à s 
n,t n 

(t étant fixé). Pour t fixé, Z (s) est élément de c([-L,L]) 
n,t 

car K est continue. 

Donc pour prouver l'équitension, il suffit d'appliquer le 

théorème suivant [6 ; p. 951. 



Théotrème IV.3.- La s u i t e  Z . e s t  équitendue s i  e l l e  
n ,  t 

s a t i s f a i t  l e s  deux condi t ions  su ivantes  : 

1) Zn,t(o) e s t  équitendue 

2) Il e x i s t e  deux cons tantes  p 2 O e t  a  > 1 e t  une fonct ion  

F non décroissante ,  continue t e l  que : 

Véri f ions  ce s  deux condi t ions  : 

1) Z n , t ( o ) = Z n ( t , o ) = O  donc Z (O) e s t é q u i t e n d u e .  
n , t  

ème 2) pour v é r i f i e r  l a  2 condi t ion ,  il s u f f i t  de montrer que : 

Y s ,  s2  ; V n 2 1 ,  a > ~  o n a  

posons p = a = 2 



posons 

f(t + u hn, $(t) + bsl + V) du dv 

2 2 1 2  I 2 
i I l f l ( m b  ( ~ ~ - 8 , ) ~  ( K (-u) du) ( ( K(6-v) e - K(-v)) dv 

b 
avec 0 = (s2-sl) , cette intégrale est uniformément bornée par 

n 
rapport à s1 et s2 r25 , p. 8791. 





donc on p e u t  conc lure  à : 

S A . ( s2-s , )  
2 

A e s t  une c o n s t a n t e  indépendante de n  , d 'où  l e  r é s u l t a t  f i n a l  

2  
E{Znyt (s , )  - Z ( s 2 ) I  6 A ls2-s1 1 2  

n ,  t 

donc l e  p r o c e s s u s  Z ( s )  e s t  équ i tendu  p a r  r a p p o r t  à s . 
n ,  t 

Remmque : Le r é s u l t a t  r e s t e  v r a i  pour t o u t  s E (- m ,  + CD) 

c e c i  e s t  d ' a p r è s  l e  théorème 5 de Whit t  [24] .  

C o h o U e  1V.4.- Sous l e s  hypothèses  de l a  p r o p o s i t i o n  (IV.2), 

on a ,  pour t o u t  t élément de [-T,T] . 

P 6 m o n n M o n  : S o i t  t E [-T,T]. 

On d é f i n i t  l a  f o n c t i o n  Mt P a r  



pour t ou t  g ( t , . )  élément de c([-, +ml). 

Cet t e  fonct ion  e s t  mesurable d 'après  [25 , 8811. Appliquons c e l a  à Zn(t , . )  

e t  Z ( t , . )  qui  sont  deux éléments de C([-CO, -1) pour t ou t  t élément 

de [-T , T]. 

On a donc : 

Mt(Z) = i n f c t ( t )  I zc t ,  t c t ) )  = sup Z( t , y )}  
Y 

donc d 'après  un c o r o l l a i r e  de B i l l i ngs l ey  , on peut  a f f i rmer  que : 
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QUELQUES GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV 
.......................................................... 

S o i t  E  un espace quelconque muni de  s a  t r i b u  borél ienne E 

e t  d'une mesure 9. 

On cons idère  une chaîne de Markov 
( x n ) n > ~  à va leu r s  dans 

(E,E,S) e t  ayant P(x,A) c m e  p robab i l i t é  de t r a n s i t i o n .  

i ème pn(x,A) dés igne  l a  n  étape de c e t t e  p r o b a b i l i t é  de t r a n s i t i o n  

d é f i n i e  par  : 

Posons 

Pé&in&i.un 1 . 1 . -  

1 )  On d i t  qu'une chaîne (Xn) e s t  r - t r ans i en t e  ( r  > O) s ' i l  

e x i s t e  un 5  c E e t  un A E E , avec $(A) > O , t e l  que Gr(S,A) < m . 

2 )  (Xn) e s t  d i t e  r - récurrente  s i  e l l e  n ' e s t  pas r - t rans iente .  

Remairque A : S i  (E,E,$) = (IR, BX, A) a l o r s  l a  notion de 

A- i r r éduc t ib i l i t é  s e  t r a d u i t  par  



Un temps d'arrêt est une fonction aléatoire à valeurs dans 

IN LI {m) , l'exemple le plus important pour les temps d'arrêts est les 

temps de retour vers un ensemble A E E noté par 
'A y 

c'est le premier 

k 5 1 tel que 

Xk c A si k est fini 

sinon , 

de même on note '*) le premier k > T (n -1 )  
A tel que 

Xk E A si k est fini 

sinon . 

On pose 

D é ~ ~ n  1.2.- Supposons la chaîne de Markov (Xn) possède une 

mesure de probabilité invariante notée TT. 

1 )  On dit qu'un borélien A est proprement essentiel si 

Q ( x , A )  > O lorsque n ( A )  > O . 

2) On dit qu'un borélien A est fortement uniforme si 



3) On dit qu'un borélien A est un D-ensemble si le processus 

( )  est uniformément récurrent c'est-à-dire : 

L(X,A) = 1 , \dx E A  et T(A) > O .  

Lemme 1.3.- Soit A un borélien proprement essentiel, alors 

A est fortement uniforme si et seulement si A est un D-ensemble et 

L 

Démonstration : 

1) Si A est fortement uniforme et proprement essentiel, alors 

a(A) > O et sup Ex rA < m , et d'après la proposition 2 . 4 .  [ 2 4 ]  on a : 
XEA 

A est un D-ensemble. 

2) Soit n(B) > 0 , alors E T < pour x IT. P.S., alors il 
x B 

(n) (n+l)-T(n) existe un C C A avec a(C) > O et sup Ex rg < m soit ArA = r 
XEC A A 

et on considère l'égalité : 

Maintenant A est un D-ensemble, appliquons le lemme 1 . 3 .  [24] pour 

l'ensemble C , il existe a < m et O < b < 1 tel que : 

et d'après le lemme 3 . 1 .  [23], sup E T < + . 
xe A x B 



Théolrème 1.4.- Soit A un ensemble proprement essentiel alors 

Démonstration : c f .  [23] . 



STATIONNARITE D'UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF 

GENERAL D'ORDRE 1. 
.................................................... 

Soit (Xn) , ( E ~ )  deux processus définis sur un même espace 

probabilisé (n,A,P) et à valeurs dans (IR, BIR, X) et soit $ une 

application de IR dans IR continue surjective tel que : 

Xo 
est connue pour qu'on puisse démarrer la récurrence. 

On suppose que ( E ~ )  est une suite de v.a.r. i. i.d. centrée 

et E leol < m dont la loi est absolument continue par rapport à la mesure 

de Lebesgue X sur IR , sa densité sera notée g , que l'on suppose 

continue. 

Soit Bm = a(Xj , j < m) la tribu engendrée par les 

on suppose de plus que E est indépendante de 
n Bm pour tout m < n . 

On peut donc vérifier facilement que (x,) défini par l'équation 

(1) est une chaîne de Markov homogène et que sa probabilité de transition 

vérifie 

Y X E  IR . 

Dé&inLtion 1 . -  La probabilité de transition P(x,.) est dite 

fortement continue, si pour tout A élément de BIR , P(x,.) est une 

fonction continue en x . 



i Lemme 7 . -  La chaîne de Markov (Xn) définie par (1) est 

A-irréduc tible. 

Démonstration : Puisque la loi de ( E ~ )  est absolument continue 

par rapport à A ,  pour montrer l'irréductible, il suffit de montrer que 

A s  G(x,.) b x ,  v z .  

Concktio~ nu$&ihanten de hécmence e2 d1ehgodicLté. 

Soit (Xn) une chaîne de Markov $-irréductible à valeurs dans 

un espace X normé, cette norme est notée 1 1 .  I I  ; muni de sa tribu E. 

Posons : Y, = E { I I x ~ + ~ I I  - IIxnII I Xn = XI 

Théohèn~e 1 1201 .- Si la probabilité de transition P(x,.) est 

fortement continue alors, une condition suffisante pour la O-récurrence 

est l'existence d'un compact K , avec $(K) > O , tel que yx s O pour 

l Coho.f%&e 7 . -  Si l'espace X est de dimension finie, alors 

/ une condition suffisante pour la $-récurrence est 1 'existence d'une 

constante a > O tel que yx 6 O pour tout x , / 1x1 1 > a . 

r- -- 
ThéohPrne 2 [ZO] .- si p(x,.) est fortement continue, alors 

: 
une condition suffisante d'ergodicité et qu'il existe un compact K , 

, avec +(K) > O , et une constante C > O tels que : 



CokolY&,te 2.- Si P(x,.) est fortement continue et si l'espace 

l X est un espace de Banach de dimension finie, alors une condition suffisante 

d'ergodicité est qu'il existe des constantes a et C > O tels que 

I y x $ - c  pourtout x , Ilxll>a 

et yx reste bornée pour tout x , / 1x1 1 d a . 

PkopohXan I .- Si la fonction 3 vérifie l'hypothèse suivante : 

il existe une constante A > 0 : 1$(x) 1 f 1x1 - 2 E 1 sol , pour 

tout x , 1x1 > A alors le processus (xn) défini par 

l'équation (1) est 

1) A-récurrent 

2) ergodiquement géométrique 

3) apériodique. 

Démonstration : 1) et 2) il suffit d'appliquer les corollaires 

(1), (2) et (3) et de voir [17]. 

Remque : le lemme 1 et la proposition 1 nous permettent de dire 

que la chaîne (Xn) admet une mesure de probabilité invariante notée a , et 

que cette probabilité est absolument continue par rapport à la mesure de 

Lebesgue A sur IR , sa densité sera notée aussi par a. 



Phopo~&on 2.-  S i  l a  l o i  i n i t i a l e  de l a  chaîne de Markov (Xn) 

e s t  n ,  a l o r s  c e t t e  chaîne e s t  s t a t i o n n a i r e  (dans l e  sens f a i b l e ) .  

Démonstration : Soi t  v l a  l o i  i n i t i a l e  de l a  chaîne 

Qu&que~ exempten 

1) So i t  $(x) = a x . 
v é r i f i e  l 'hypothèse ( H ~ )  s s i  la1 < 1 . 

Démontrons : (Ho) => (la1 < 1 )  . 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  une constante A > O t e l  que 

I I  1x1 - E E pour 1x1 > A 

2E I b o /  

il s u f f i t  de poser A = --- > O 
1-lal 

( lal-11 
) $ ( x ) /  = laxl = 1x1 + ( la l -1)  1x1 s 1x1 + - 2E 1 ~ ~ 1  = 1x1 - 2E 1 ~ ~ 1  

1-lal 



cela montre que pour la1 < 1 la chaîne définie par Xn+l = a Xn + E ~ + ~  

admet une probabilité invariante notée a et si v = a , alors le processus 

est stationnaire. 

Si (E ) suit une loi normale centrée réduite alors 
n 

a % \.(O , - l ) cf. 191 et on a 
1 -(a) 

2) Soit (Fo) IR* une famille de lois absolument continues 

par rapport à h de densité (4) où 

si $ est une fonction en escaliers, c'est-à-dire 

, A i n  A. = $I pour i # j 
J 

la mesure invariante du processus (x:) existe , cette mesure est notée 

n , et elle est donnée par 
<J 

donc si la loi initiale v est égale à a alors le processus (x:) 
u 

est stationnaire. 
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INTEGRALE STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A UNE 

MARTINGALE DE CARRE INTEGRABLE 

On fait une suite d'observations afin de connaître un phénomène 

aléatoire (R,G,P), l'ensemble des événements observés jusqu'à l'instant 

n E T , avec T = W ou Z , constitue une tribu Fn ; on appelle filtra- 

tion F = (F ) la suite de ces sous-tribus de G. C'est une suite croissante 
n 

(F,C Fn+,) car, à l'instant n+l les événements antérieurs à n ont été 

observés. 

Soit Fm = u Fn et F- = n F . 
n 

Soit (Q,G,P) un espace probabilisé pourvu d'une filtration 

= (Ft)tb~ continue à droite. 

Soit M = (Mt)tb0 une F-martingale à trajectoires nulles en O, 

continuesà droite et pourvues de limites à gauche (cad-lag) 

2 
la fonction t --+ E (M~) est croissante, supposons 1 M I  1 = sup J q )  

t 
fini. Alors la martingale (Mt) converge p. S. si t -+ m vers une v.a. 

M- pour cela cf. [9 ; p. 2081, de plus, pour s < t . 

2 2 
E(Mt - M~)' = E(Mt) - E(Ms) et si a et t tendent vers + -, 

cette expression tend vers O , donc (Mt) tend p. S. et dans L' vers une 

v.a. Mm : d'où : 

Si 1 M I  1 est nulle, M est nulle à une modification près. On 

a ici plus, à cause de la continuité à droite de M. P(Mt = O , pour 

tout t) = P(M = O , pour q rationnel) = 1 on note 
9 

AMt = Mt - Mt- . 



Védinüian 2 .  7 . -  

Deux processus  d é f i n i s  s u r  l e  même espace  p r o b a b i l i s é  son t  

i n d i s t i n g u a b l e s  s i  l e u r s  t r a j e c t o i r e s  s o n t  P.S. é g a l e s .  



INTEGRALE STOCHASTIQUE 
............................ 

% 
Soit A et A deux F-processus croissants de carrés 

'L 

intégrables tels que V = A - A soit une F-martingale et C un processus 

F-prévisible borné. Alors on a 

t 
C.V = (1 Cu dVu)t10 est une F-martingale (1)  

O 

En particulier, pour CU(w) = lr~s,t](~,u) avec O i- s < t et Fs 

l'équation (1) devient 

Il s'agit ici de généraliser ces formules et de définir une "intégrale 

stochastique". 

IO C s d M s =  (CM)t pour M E M ~ ( F )  (c'estl'espacedes 

classes d'équivalence pour l'indistinguabilité des F-martingales 

nulles en O et cad-lag , M = (M ) telles que t t>O 
2 2 1 1 ~ 1  l 2  = sup E(M~) soit fini). 

t 

On ne suppose plus les trajectoires de M à variations bornées, 

c'est-à-dire on ne peut plus parler de l'intégrale de Stieltjes sur chaque 

trajectoire. 



P h a p o n X o n  2 . 2 .  ~ p p r r o x U n d o n  de. Y .  M. pan de4 décuupageb & é a t o & a 1 .  

I Considérons, pour t o u t  p E IN , (T:) une s u i t e  de temps d ' a r r ê t  

f i n i s  qui  c r o î t  v e r s  l ' i n f i n i  e t  t e l l e  que TP = O . On suppose que 

s u P ( T ~ + ,  - T:) tend v e r s  O , s i  p -+ m. Alors  , pour t ou t  processus Y 

rcel  F-adapté borné e t  pourvu de l i m i t e s  à gauche, 

e t  converge dans M~ ve r s  Y-.M avec Y- - - (Yt- ) t so  

Démonstration : 

m 

S o i t  zP = 1 Y 1 
P P n=O T: ] T ~ , T ~ + , I  

mais s i  zP = (z:) t20 , Z: tend vers  Yt-  s i  p + e t  Y é t a n t  

borné, l a  s u i t e  zP e s t  borné par sup ( y s /  . Donc (zP) tend v e r s  

2 
Y dans L (uM) , e t  (zP.M) tend vz r s  (Y-.M) dans M~ . 

l S o i t  M E M~ . Il e x i s t e  un F-processus c r o i s s a n t ,  no t é  [M,M], 

s a t i s f a i s a n t  l e s  p rop r i é t é s  su ivantes  : 

a )  M2 - [M,M] e s t  une F-martingale 

b) S o i t  , pour chaque p E H , (T:) une s u i t e  de F - temps 

( d ' a r r ê t  qui  c r o î t  ve r s  l ' i n f i n i  e t  t e l l e  que T! = O . 



si lim sup IT:+~ - T:] = O , alors quel que soit t la variation 
P- n 

quadratique (M - M )2 converge en probabilité vers 
n=O T!+~ A t T! A t 

[M,M] si p + . 

C) ([H,M] - 1 A M:) est un F-processus croissant continu. 

Donc si M est continue, [M,M] est continu. 

I - 

Démonstration : Soit A < et TA = in£ {s ; 1MS 1 > A) ; 

T~ 
le processus (Ms ) est continu à gauche donc prévisible et borné 

T~ 
en module par A. Notons, pour alléger l'écriture, N au lieu de M . 

d'après la proposition 2.2. on a : 

Cette limite vaut, d'après la formule 8.1.8. (cf [9] p. 236) 

Soit s < t ; on peut prendre des suites (T:) dont deux des termes 

valent respectivement s et t. Alors : 

ce qui prouve la croissance de [M,MlA . 



2 
Les t r a j e c t o i r e s  t - [M,M] A TA s o n t  cad-lag ; e t ,  P.S. on a 

pour t o u t  t : 

Mais d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  7 . 2 .  c f  [9 , p. 2081. 

1 2 
On a  P(TA S 1 )  6 7 E(Mt) . Donc, pour t o u t  E > O , on peu t  t r o u v e r  

A 

A t e l  que P(TA 6 t )  s o i t  i n f é r i e u r  à E s u r  I T ~  > t ) ,  l e s  p rocessus  

N e t  M c o ï n c i d e n t  p. S. On peu t  donc d é f i n i r  un processus  [M,M] à 

t r a j e c t o i r e s  cad-lag t e l  que,  pour t o u t  A .E N . 

[M,M], = [M,M]: s u r  {TA > t )  

On a  : 

donc 

e s t  un processus  c o n t i n u .  

C?a~66yuence. S o i t  M e t  N deux m a r t i n g a l e s  de w'.  P a r  

l ' i n é g a l i t é  de Minkowski : 



p a s s a n t  à l a  l i m i t e  pour p + + . 

donc s i  une s u i t e  (M') de  M2 converge dans M2 v e r s  M , a l o r s  

2  Phaponikiun2.4.- s o i t  M E M  . 
2  a )  Pour t o u t  p r o c e s s u s  p r é v i s i b l e  Y de  L ( P ~ )  , on a : 

b )  Supposons M bornée.  S o i t  Y un processus  r é e l  adap té  à 

F , borné e t  ayan t  des  l i m i t e s  à gauche s u r  chaque t r a j e c t o i r e .  

Pour t o u t e  f a m i l l e  (T!) de  temps d ' a r r ê t  t e l l e  que c e l l e  de 

l a  p r o p o s i t i o n  ( 2 . 3 . 1 ,  on a : 

quand p -t m . I 
Démonstration : D'après  l a  remarque précédente ,  l 'ensemble des 

2  Y s a t i s f a i s a n t  l a  p r o p r i é t é  a )  e s t  un fermé de L (uM). Il s u f f i t  donc 

de  l a  prouver  pour Y é t a g é  de  l a  forme : 

n 

1 ai ' i i x ]  t i ,ti+, 
1 avec  O = t l  < . . .  

< tn+i  i= 1 



mais, alors supposant t < t $ tj+l 
j 

Prenons une suite de partitions de [o,t], plus fine que tl,. . . ,t t 
j7 

et dont le pas tend vers O. 

La somme des carrés des accroissements de Y.M le long de 

cette partition tend en probabilité vers 

Prouvons b) séparant partie positive et négative, on peut supposer Y 

positif, donc prouver le résultat pour y2 . 
soit = Y 1 , d'après la proposition (2) ; 

P P 
T: l ~ ~ > ~ ~ + ~ l  

(zP.M) tend dans M' vers 

Mais : 

d'où faisant tendre p vers m. 



cette limite vaut [Y- . M , Y- M] = Jt y2- ~ [ M , M ]  . 
O s 

a) un F-temps d'arrêt T est une v.a. de ( R , G )  dans [O, m] 

telle que, pour tout t 3 O ; {T $ t) soit dans Ft 

l La tribu Ft est l'ensemble des événements antérieurs à t 

) (t compris). 

b) si T est un temps d'arrêt, la tribu FT est 

FT = {A, A € Fm , A f l  {T $ t) E Ft , vt 3 01. 

1 " )  On désigne par oc 
l'ensemble des F-martingales locales 

c'est-à-dire des processus M  réels, à trajectoires cad-lag , tels qu'il 

existe une suite (Tn) de F-temps d'arrêt croissant vers m pour laquelle 

Tn 
M  soit une F-martingale quel que soit n . 

2") ~f~~ est l'ensemble des M  e M L o c  tels qu'il existe une 

Tn 
suite (T ) de F-temps d'arrêt croissant vers pour laquelle M 

n 

soit dans M~ , quel que soit n . 
3 " )  Un processus Y réel adapté à F est localement borné 

s'il existe une suite (Tn) de temps d'arrêt croissant vers telle 



que Y s o i t  borné , quel  que s o i t  n  . l 
ThéohCrne 2.7. (cd. 9 , p. 2 4 0 ) .  

I 2 
S o i t  M r Mloc . Il e x i s t e  un F-processus c ro i s san t  [M,M] 

s a t i s f a i s a n t  l e s  p rop r i é t é s  su ivantes  : 

a )  M2 - [M,M] e s t  une F-martingale l oca l e .  

I b) La p rop r i é t é  b) de l a  propos i t ion  2.3. e s t  v é r i f i é e .  

2  c )  {[M,M]~ - 1 (AMs) } e s t  un F-processus c ro i s san t  continu.  
s b t  

d) s i  M e s t  continu ; [M,M] e s t  continu , e t  c ' e s t  l 'un ique  

processus c r o i s s a n t  continu s a t i s f a i s a n t  l a  p r o p r i é t é  a ) .  

t 
Il e x i s t e  une app l i ca t ion  l i n é a i r e  unique Y I-+ Y . M = (1 Y s  ms) t>O 

O 
de l 'ensemble des processus p rév i s ib l e s  localement bornés dans M~ l oc  s a t i s -  

i f a i s a n t  l e s  deux p rop r i é t é s  su ivantes  : 

- 
1) ( Y M ) ~ - Y ~ [ M , M ]  e s t d a n s  M : ~ ~ .  

2) s i  T e t  S sont  deux F-temps d ' a r r ê t s  f i n i s  e t  S  < T 

e t  s i  Y s  e s t  une v.a. F -mesurable bornée a l o r s  

Y 1 s IS,TI M = I Y  (- M 
S S A  t t " t l 0  ' 

t 
on a l a  r e l a t i o n  : M2 = 2 1 M - dM + [M7MIt  . S i  pour t o u t  

t 
t 

o s  

t ; E i J  Y: ~ [ M , M ] ~ ]  e s t  f i n i e .  a l o r s  Y M e s t  une mart ingale.  
O 

Vé&nLtian 2.8. - Une fonct ion  V : t --t V de IR+ dans li? t 

e s t  à v a r i a t i o n  bornée s i  pour t o u t  t 



est fini. La fonction T' est la variation totale de V. 

Remahque : On admettra que V : t -4 V de X+ dans IR 
t 

continu à droite et à variation bornée si et seulement si, V - V(o) est 

différence de deux fonctions A et B de IR+ dans IR , croissantes 

continues à droites, nulle en O. La variation totale T' est égale 
t t v à A + B  o n a :  11 f(s)dVs~sJ' 1f(s)dTs. 
U u 

Enfin AV = V - V - désigne le signe de saut de V en t , nul sauf 
t t t  

v pour un ensemble dénombrable de t ; I A V ~ ~  É Tt . 
sst 

L'étude de ces fonctions et de l'intégrale de Stieltjes figurent 

dans [14] .  





FORMULE DE ITO E T  CALCUL STOCHASTIQUE 

Thgo~ème. - Formule de I t o  ou "changement de var iab le" .  S o i t  M 

une mar t inga le  de adaptée  à F , V  un processus cad-lag à 
1 oc 

v a r i a t i o n s  bornées adapté à F , e t  une fonc t i on  f  de c l a s s e  c2 de 

dans IR . 

l On a P.S. pour t o u t  t : 

+ 1 [f(v - , Ms) - f ( V  - , M -) - D2 f(V - , M-) ms 
s s t  s  s  S s  S 

Démonstration : Montrons l e  théorème pour M bornée e t  

V de v a r i a t i o n  t o t a l e  
v v 

= (T t ) t>O bornée i sup  I M ~  1 e t  sup T V  soni  
t t t 

bornées)  s i  C e s t  une cons t an t e  majorant sup 1 ~ ~ 1  e t  sup TV , a l o r s  
s  S 

s u r  K = I (x ,y )  : 1x1 f C e t  s Cl l e s  dér ivées  permières e t  secondes 

de f sont  uniformément cont inues .  S o i t  r\ > O ; on l u i  a s soc i e  E > O 

t e l  que, pour tous  (x,y) e t  ( x ' , y l )  dans K e t  lx-x'l s E e t  

I Y - Y ' [  h E 



Ces dér ivées  en (x,y)  e t  ( x 1 , y ' )  d i f f é r e n t  de moins de n.  Considérons 

un a \ O , e t  l e s  temps d ' a r r ê t s  Tn d é f i n i s  p a r  : 

To = O , . . . y  Tn+ I = i n f  { s  ; s > Tn ; Ivn-vT 1 + lns-% 1 > A(T n  +a) n t  . 
n  n 

Etudions l a  première somme. On p e u t  l a  comparer avec 

t 
q u i  tend,  s i  n tend v e r s  O , v e r s  1 D l  f  (V - , Ms) dVs . 

O S 

S o i t  Y = f ( v T  , % ) - f(VT y ) - D l  f ( V  - ) (VT -VT 1 ,  
P  P+ 1  ~ + l  P P+ 1  T  ~ + l  P+I  P  P+I  

 na 1 ~ ~ -  1 { F  ( v ~ , M ~ )  - f  (V - , M ~ )  - D~ f ( V  - , M ~ )  
{ s S t ,  ~ A V ~ ~ ? E / ~ I  s s 

v s ( A V ~ ~  b n T t ;  
Sbt 

E t ,  su r  chaque t r a j e c t o i r e  de V , il y  a  a v a n t  t a u  p l u s  un nombre 

f i n i  d e  s a u t s  de module s u p é r i e u r  à - q u i  s e  p r o d u i s e n t  à c e r t a i n s  d e s  
2  

i n s t a n t s  T  . 
P ' 



12E12} tend, si a tend vers O , vers 

P+ 1 

On fait tendre a vers O , puis ri vers O ; lllf(vT ,b$ 1-f(VT ,% 11 
t p+l p+l P P 

tend vers 1 D l  f(V - , Ms) dVs + Bt 
O S 

Etudions la seconde somme 1 W.$ 9% ) -f(VT , % )  . Onva la 
P p+1 P P 

comparer à son approximation de Taylor d'ordre 2 : 

Si ri --+ O , cette approximation tend, d'après les propositions (2) et (4) 
t 

vers D, f<V - , M -) dMs + ; 1: 02 f(v - , M -1 ~ C M , M I ~  - 
O S s S s 

Considérons les v.a. : 

probabilité. 



D'aut re  p a r t ,  s u r  une t r a j e c t o i r e  donnée de M , il y a avant  t 

un nombre f i n i  de s a u t s  >, €12 q u i  s e  produisen t  à c e r t a i n s  de s  i n s t a n t s  

T . S i  a - + O ,  
P 

Enfin : 

n -10' f ( v  - , M -) ( w ~ ) ~ ]  d 1 (AMs)' d $  [M,M]~ . 
2 2  s  s s d t  

Donc s i  0 e t  E t endent  v e r s  O , c e t t e  express ion  tend v e r s  0. 

Fa i s an t  t end re  a  v e r s  O , p u i s  T? e t  E v e r s  0 , on o b t i e n t  

v 
On a a i n s i  montré l e  théorème s i  sup I M ~ ~  e t  sup 1 ~ ~ 1  son t  des  v.a .  

t t 
bornées. 

Prenons M e M~ e t  V p rocessus  cad-lag à v a r i a t i o n s  bornées .  

v 
Posons 'n 

= i n£  { s  ; IMs 1 > n OU Ts > n )  , en no t an t  T l a  

v a r i a t i o n  t o t a l e  ( f i n i e )  de (Vt)tss s i  l ' o n  reprend l e s  c a l c u l s  

p récédents ,  on o b t i e n t  l a  formule pour t < Sn . Comme (sn)  c r o î t  P.S.  

v e r s  a, l a  formule de I t o  e s t  v a l a b l e  pour t o u t  t. 



D e  même pour M c ~f~~ , on peut  t r ouve r  une s u i t e  (Rn) de 

Rn 
temps d ' a r r ê t  qu i  c r o î t  v e r s  m, t e l l e  que M s o i t  dans M~ quel  que 

Rn Rn s o i t  n. On applique l e  théorème à M e t  V , ce  qu i  donne l a  formule 

pour t S R . Pu i s  on f a i t  t endre  n ve r s  
n 

Remahque : S o i t  f une fonc t i on  de c l a s s e  C* de IR 
2 

2 
dans 1R e t  M E Mloc . S o i t  [M,M]' l a  p a r t i e  cont inue  de [M,M] ; 

2 
[M,M]: = [M,M], - 1 AMs on a : 

sst 
t t 

f (Mt) - f (O) = 1 f '  (M -) dMs + 1 ft'(M -1 ~ [ M , M ]  
O S O s 

Exemple : Formule d ' i n t é g r a t i o n  par p a r t i e s  : 

Prenant  : f : (x,y)  --t f ( x , y )  = xy 

on o b t i e n t  : V t M t = V  M + 
O O 

O s 
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Cette thèse contient trois parties : la première partie c 

l'étude probabiliste d'un processus autorégressif non linéaire d'or 

Toutes les variables sont à valeurs dans u n  espace réel de dime 

On suppose que le bru i t  a I'instant n est indépendant de 

engendrée par toutes les variables jusqu'à I'instant n-1. 

Dans un premier temps on établit des conditions suffisantes 

d'ergodicité sur la t r ibu formée par les cylindres. Puis on propose des 

estimateurs de la probabilité de transition, d u  f i l t re e t  de la densité d u  

bruit ,  par la méthode du  noyau. Nous déduisons en suite des majorations 

des risques correspondant à chaque estimateur. Dans la deuxieme partie, 

on considete un modèle statique addit i f  reliant deux processus. 

L'observation et le bru i t  à I'instant n sont indépendants. On estime le 

f i l t re en utilisant un estimateur du mode conditionnel. Puis on s'est 

intéressé au test de l'hypothèse Ho : il existe un réel tel que le f i l t re 

est linéaire sur un compact ré-el contre l'alternative H, : pour tout réel 

le f i l t re est non linéaire sur le même compact. 

L'idée générale est d'uti l iser l'approximation d'un processus 

par un processus gaussien stationnaire. Dans la troisième part ie on 

donne les conditions central limite. 
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