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INTRODUCTION. -

L'analyse statistique d'une série chronologique observée comporte
trois phases principales : la modélisation, l'inférence (estimation et tests)

et la prévision.

Dans la méthode de Box et Jenkins, la modélisation s'effectue a
1'aide d'un modéle lindaire (ARIMA). Cette méthode s'est révélée efficace
dans de nombreuses situations concrétes, elle permet de faire des prévisions
assez précises. Elle a donné lieu & un trés grand nombre de publications dans
les trente dernidres années. Pour une étude détaillée nous renvoyons &

C. Gouriéroux et A. Monfort [4] et [i]. Par ailleurs des études récentes ont
montré que certaines séries observées se modélisent naturellement d'une facon
non linéaire Howell Tong [27], donne en particulier 1'exemple suivant :
1'étude du niveau d'eau dans un canal sur la cBte de Wellington en Nouvelle
Zélande, Wittle en 1954 a montré le rapport entre les sommets et les oscil-
lations de la densité spectrale estimée, diie 3 un mécanisme non linéaire et

il a donné une explication qualitative en utilisant le modéle :

e 0 si X(t) = h
LX(t)) =

k si X(t) < h

o X(t) représente le niveau d'eau i l'instant t , L est un opérateur
différentiel linéaire et k est une constante qui explique le courant,

quand X(t) est inférieur 2 h ol h est le niveau d'eau critique.

Parallélement, l'estimation fonctionnelle se développe depuis

1956 [M Rosenblatt] .



Les premiers travaux traigaient 1'estimation de la densité. Dans un
deuxiéme temps certains auteurs ce sont intéressés a l'estimation de la régression
parmi eux : D. Bosq [1], J.P. Lecoutre [2], G. Collomb [28] ...

I1 était alors naturel de faire le lien entre le probléme de la régression et
les modéles non linéaires en analyse des séries chronologiques ;

P. Doukhan -~ M. Ghindes [17] A. Mokkadam (Comptes Rendus Acad. Sci. 301 (1985))
ont utilisé la méthode du noyau pour estimer le paramétre fonctionnel d'un

processus autorégressif non linéaire d'ordre un.

Par ailleurs D. Bosgq [3] a traité le méme probléme en utilisant la
méthode du noyau conditionnel. Dans cette thése nous continuons les recherches
précédentes en utilisant un processus autorégressif non linéaire d'ordre k
et nous posons le probléme du choix entre le modéle linéaire et le modele

non linéaire.
Cette these se compose de trois parties :

La premiére contient 1'étude probabiliste d'un processus autorégressif

non linéaire d'ordre k , (k 2 1) de la forme :

X, =9& X _, ..., X ) + €

n+1-k

N R p . s h
ou Xn et € sont des variables aléatoires a valeurs dans IR ; pour

démarrer la chalne on considére les variables X0 s X_ 50005 X

1 supposées

1-k
connues et indépendantes de (en).

Les variables aléatoires e, sont i.i.d., avec une loi absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue et une densité g. { est une

application mesurable surjective de ]th dans BJ].

Dans un premier temps par vectoralisation on se raméne & une chaine

de Markov d'ordre 1.



Posant Yo = (Xn+1 » X, Xn+2—k) on a :
Y, = P@) 4 ey 50,0, 00, V2O
avec w une application de ]th dans Bth , définie par

w(x) = &) , X seees Xk-l) , pour tout x = (x1 seses Xk) élément de

Ith .
Dans un deuxidme temps on montre que sous les conditions :
différentiable , ||J]]_+ [[p#}]  + E[[so[l <+ _ la chalne est

irréductible, récurrente, apériodique et géométriquement ergodique sur la
. . . hk sz s .
tribu C formé par les cylindres de R . Sa probabilité invariante sur C

. N
est notee T .

Sur cette classe (C on montre que la probabilité de tramsition
q(.,.) de la chaine (Yn) s'écrit sous la forme q(y,x) = g&x-¥(y)), pour

)

hk
tout x élément de ]Rh et pour tout y e R , et sous 1'hypothése (Xn’xn+1

converge en loi vers une variable aléatoire, on prolonge la probabilité

s . N stz x . . .
invariante 7 en une probabilité invariante sur B hk notée m, ce qui

R

nous permet d'avoir une relation avec la loi limite de (Xn,Xn+ ). Cette

1

relation est écrite comme suit :

A(y,z) = 1(y) q(y,2) , ve Ith et z e:]Rh .

On propose ensuite des estimateurs de n(.), A(.,.) et de B(.) = n(.) $(.)
par la méthode du noyau, et on en déduit des estimateurs de q(.,.) , ¥(.)
et de g. Nous déterminons alors des majorations des risques quadratiques

intégrés d'ordre un et deux correspondant 3 chaque estimateur.

Dans la deuxiéme partie, on considére un modéle statique vreliant

deux processus X et Y de telle sorte que Yn = @(Xn) + €y > D E N



ou (sn) est une suite de variable aléatoire i.i.d. dont la loi est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR , de densité notée g ;

on suppose que celle~ci atteint son unique maximum & 1'origine.

e, est indépendante de X, pour tout ne N . (Xn,Yn) est une
suite de variable aléatoire i.i.d.. On suppose que sa loi est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur 1&2 , de densité £(.,.).

§ est une fonction continue. On retient comme estimateur de f£(.,.) celui
donné par la méthode du noyau :

- 1 n x-X. y-Yi
£ (x,y) = I R kKD 5 % ,yem
n

n b2 is1 M
n

ol hn est une suite décroissante vers zéro et K est une fonction réelle

mesurable positive symétrique, dérivable et d'intégrale 1.

On en déduit un estimateur de {(t) en utilisant la méthode du

noyau conditionnel.

L'estimateur ﬂn(t) est une fonction mesurable vérifiant :

£ (e, ) () = s £_(ty)
|y lsa,

ol An tend vers + ®, avec n .

On s'est intéressé au test de linéarité. L'hypothése nulle est :
il existe un réel a tel que Y(t) = at , Ve e compact de R , et

1'alternative est : Vae R , Jee1 P() #at .

L'idée générale est de trouver la loi limite de

- 9
[0 (£)- P(1)] 3°f -
Tn = sup (n h4 1/2 L | ;1 (t, ﬂn(t))l

tel [JKZ(X) dx JK'Z(X) ax] /2 ¥y

sous 1'hypothése nulle du test.



Pour cela on utilise une approximation du processus Tn par un
processuslgaussien stationnaire, puis on applique un théoréme de Bickel-
Rosenblatt pour en déduire la loi limite de Tn' Cette loi dépend du paramétre
a on peut alors construire une région de concentration au niveau 1-a

pour l'estimateur ﬁn(t).

Pour en déduire une statistique de test de l'hypothése de linéarité,

il nous faudra distinguer le cas ol a est connu de celui ob il est inconnu.

Tz = (2 Log ﬁL_)I/Z (Tn - dn(a)) suit asymptotiquement la loi de Gumbel
n

(notée G) sous H0 , olu dn(a) est une constante qui dépend de n et de

a.

Donc le test de linéarité aura pour région critique asymptotique :

Dans la troisiéme partie on considére le processus donné dans la

deuxiéme partie, et en utilisant une idée d'Eddy [25] , on montre que pour
4,1/2 ) .

tout telI, (n hn) (ﬂn(t) -~ §(t)) converge en loi vers une loi normale,
cette démonstration est tout a fait différente de celle qui a été donnée dans

la partie 2.






CHAPITRE I

RAPPELS SUR LES CHAINES DE MARKOV

De nombreux phénoménes aléatoires ont la propriété suivante : la
connaissance de 1'état du phénoméne & un instant donné apporte sur le futur
autant d'information que la connaissance de tout son passé. Ce sont les

processus de Markov, appelés chaines de Markov si le temps est discret.

Pour certaines chaines qui reviennent infiniment souvent et assez
vite en un point, on obtient une loi des grands nombres et un théoréme de

limite centrale.

I - PRELIMINAIRES - NOTATIONS.-

Nous commencons par rappeler quelques résultats de la théorie des
chaines de Markov, qui a été 1'objet de nombreux travaux ([20] ; [19] ; [10] ;
[11] ;5 [24] ... etc). Un espace de probabilité (R,G,P) est partout donné.
Soit (X,X') une fonction mesurable & valeurs dans (E x E', E ® E') ,

X ayant la loi F, . On peut, pour tout I élément de E' , définir,

X

3 une FX-équivalence prés, la fonction E(1F(X') | X =.) que 1'on appelle
aussi probabilité de (X' € I') conditionnelle 3 (X = .) et que l'on note

P(X' € T[X = .).

Pour (I‘n) une suite d'éléments disjoints de E' , on a ,

Fy = P-s. rle(x'ern|x=.)=P<x'eLrjlrnlx=.).



Déginition 1.1.1.- On appelle transition de (E1,E1) dans (EZ’EZ)

une fonction de E, % E2 dans [0,1] , (x,I) —> P(x, I) , qui satisfait

les propriétés suivantes :

a) Pour tout T e E P(.,T) est une variable aléatoire sur (E1,E1).

2 >

b) Pour tout x € E, , P(x,.) est une probabilité sur (EZ’EZ)'

Remarque : Une probabilité conditionnelle est une transition. Soit
f une variable aléatoire sur (EZ’EZ) positive (ou négative ou bornée). Alors,

pour tout x élément de E1 , On pose :

Pf(x) = J P(x,dy) £(y)

la fonction Pf ainsi définie est une variable aléatoire sur (E1,E1)

(cf. [8]).

A P , on peut aussi associer la transition % de (E1,E1)
dans (E1,E1) x (EZ’EZ) définie par %(x,.) = Gx ® P(x,.) ; pour une variable

aléatoire h sur (E1,E1) x (EZ’EZ) positive, on a :
A%
Ph(x) = J P(x,dy) h(x,y)

v .
et confondant P et P on note cette fonction Ph.
Enfin la composition des transitions est fort utile : pour P1

une transition de (E1,E1) dans (E2,E2) et P2 une transition de

(EZ’EZ) dans (EB’E3) on définit les transitions P1 P2 de (E1,E1)

dans (E3,E3) et P1 ® P2 de (E,,E1) dans (Ez,Eé) ® (E3,E3)

Par : P PZ(X,F) =

1 P1(x1,dx2) PZ(XZ,T)

)

P, ® Pz(x,P') J P1(x1,dx2) J Pz(xz,dx3) 1r,(x2,x3)

1

n
(P1 8 PZ) = P1 P2)



Pour une transition P de (E,E) dans (E,E), on note P et p® les

produits de n transitions P.

On note enfin U(x,.) 2 po (%,.)
n:

ol Pn(X,-)

J (X,dy) Py,.) ; Vx € E .

I1 - CHAINE DE MARKOV.-

Considérons la transmission d'un message "oui" ou "non" dans une

population. On suppose que chaque personne transmet le message recu avec

la probabilité 1-p et le contraire avec la probabilité p.

. . e . .. .
Soit Xn le message transmis par le n  individu.

On a :
P(Xn = oui | X4 = oui) = P(X = non | X1~ non) = 1 - p
P(X = oui | X 4 = mon) = P(X = non | X _q=oui) =p .

Ces quatre nombres déterminent une probabilité de transition P de {oui,non}
dans lui-méme, qui permet d'étudier la transmission du message, si on connait
le message initial. Une caractéristique est que seul le message transmis Xn—1

influence Xn , 11 ne sert & rien de connaitre toute l'histoire du message.

Définition 1.11.2.- On appelle chaine de Markov sur (9,G,P) une

suite (Xn) d'observations a valeurs dans un espace (E,E) d'états,

n20
telle que, pour tout I élément de E et n > 0

PX

4 €T | X, seees X)) =P T | X))
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Définition 1.11.3.- Soit P une transition de (E,E) dans (E,E) ,

et v une probabilité sur (E,E). La chaine de Markov précédente est une

chaine de Markov homogéne de loi initiale v et de transition P si on a :
P(X e ) =v(@

P(X

e €T | X, seees X)) = P(X,T) .

Remarque : Soit (Xn) une chaine de Markov sur (8,G,P) 2 valeurs
dans un espace (E,E) d'états, alors pour tout F1 , F2 yenes Fp élément

de E et n20 ona:

€T, , X el ,u00s X el | X , X, ,..., X))

P(X 12 %420

n+1

= P(Xn+1 € I‘1 seeey X el | Xn)

Propniété : Soit £ wune variable aléatoire positive (ou bornée)

sur (E,E)p+1 . Dans la définition I.II.3. :

E[f(xn, X

g v xn+p) | X, x,,...,xn] =

YJ P(Xn, dxn+1) J P(xn+1, dxn+2) v J P(Xn+p—1 , dxn+p) f(Xn, Xn+1""’xn+p)

= ép -
= J PU(X , dx dxn+p) £(X ), x seees X ) = E[f(xn xn+p)lxn].

n+l *° n+1 n+p

Donc la loi de (X

SPEERRY X . ) conditionnelle 2 (Xo yeevs Xn) est

n+p
Pep(Xn,.) : c'est aussi sa loi conditionnelle & X, -

La loi de Xn+p conditionnelle & (Xo,...,Xn) (ou a Xn) est

p
P (Xn")'
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Exemple 1 : Considérons une chaine de Markov (Xn) sur
E=1{1,2,...,k}, espace fini, une transition est alors définie par une matrice

kxk, P={P({,} ov Vi , {P(i,.)} est une probabilité

151, ik

c'est-a~dire :

k
Y OP(i,j) =1 et 0sgP(i,), V)
= ‘

1

Une telle matrice est dite stochastique. On vérifie facilement que

(P (i, )} est la matrice P" , puissance n° de P .

1gigk
155k
B o P
Pour P = , on obtient par récurrence :
P t-p
1 1 1 -1
2p" = + (1-2p)"
1 1 ~1 1
n 1/2 1/2
Alors, pour 0 < p < 1, P tend, s1 n tend vers «, vers
1/2 1/2

Pour n assez grand "oui" et "non" ont presque la méme probabilité d'&tre

transmis.

IIT - FONCTIONS EXCESSIVES ET INVARIANTES.-

Soit (Xn) une chaine de Markov sur (R,G,P) et & valeurs

dans (E,E).

Sur @ = EN » l'opérateur de transition 6 est défini par

8(w) = {Xn+1(w)}n20 , autrement dit Xn 06 = Xn+1 pour tout n 2 O ,
son pleme itéré est noté ep : X 06 =X
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Définition 1.111.3.-

pour P est une variable aléatoire positive h sur E , satisfaisant

Une fonction invariante (resp. excessive)

Ph = h (resp. Ph < h).

Si h est invariante (resp. excessive) ; (h(Xn)) est une
F-martingale (resp. surmartingale) sur (Q,G,Pv), quel que soit v, loi
initiale.

En effet :

i

X
n
E (h(X ) | X) = JQ h(X ) P (dw)

Ph(Xn) = (resp %) h(Xn) .

Cas particulier :

Soit T eE Considérons Tr et RF , le temps d'entrée et l'ensemble

de récurrence en T, définis par :
T, =inf{n ;jn >0, X e T} (par convention)

T n

inf{n : n e ¢} = + «)

R, = rl}:r: {Xn €T} =1{w: nZ]N ﬂ(Xnel")(m) = o}

la fonction X — PX(TF < w) est excessive

et la fonction X — PX(RF) est invariante .

IV - ETAT RECURRENT OU TRANSIENT.-

Supposons ici que E contient {x} pour tout x e E .
iéme .
On note P(y,x) = P(y,{x}) et U(y,x) = U(y,{x}) . Le p instant

de passage de la chaine dans T € E et le temps d'arrét T? défini par les
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les relations de récurrence

o _ 1 _ . . -
TF =0 , TP =inf {n ;n>0, Xn e T} T,
+1 .
T? = inf {n ; n > T? , Xn eI}

P P
pour x € E , notons Tx pour T{X} et RX pour R{x}'

—

Théontme 1.1V.4.- Soit x € E. Il n'y a que deux possibilités :

a) Px(Tx <w) =1 , Alors Px(Rx)

1 3 U(x,x) =

it
(o]

b) PX(TX < w) <1 . Alors PX(RX) 3 U(x,x) <=

Dans le premier cas on dit que x est récurrent et dans le second qu'il est

transient.

Pour la démonstration nous renvoyons a Bﬂ‘

Définition 1.1V.5.- Soit 7 une mesure sur (E,E). Elle est

invariante pour P si 7P = 7. Elle est excessive si 7P £ m (c'est-a-dire

VAeE ona: wR(A) £ m(A)).

Exempfe 7.- Soit a un étant récurrent.
Ta
La mesure p sur E , T — u(l) = Ea(nz1 1(Xn€r)) s

est o-finie et invariante pour P .
En effet :

Considérons un point ¢ n'appartenant pas 3 E et "tuons" la

chafne & 1'instant Ta : autrement dit,

Considérons Y =X 1(n$T y te 1 (Yn) est une chafTne

a (n>Ta)
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.. ny A,

de Markov sur E U{cl}, de transition P avec P(x,.) = P(x,.) pour

N
x#a, Pa,.)= Gc .

Pour cette chaine, a est transient, et tout point de E conduit
4 a. D'aprés la proposition 4.8.2, [9], E est limite croissante d'ensembles
n o

' de E tels que U(,I') = 2 P*(.,I' ) soit fini. On a pfa} =1,
P | P
et pour I = Pp - {al.

ny o »
p(l) = Ea[ﬁ(Tr < Ta) U(XTP R F)] <w , Donc p est o-finie .

La mesure p est invariante. En effet, soit I de p-mesure finie :

ue(r) = J P(y,T) p(dy) = E (1 P(Xn,r)]
0g<n<T
. a
= E E, [P(xn,r) 1(n<Ta)] = Izl EaD(n<Ta) Pxn(x1 e )]
= E Ea l:'1(n<Ta) 1(Xn+1eF5]
= E Ea[(1(n+1<Ta) * ‘(Ta=n+1)) 1(Xn+1el")]
= Pa(XTaeF) - Pa(XoeF) * Ea [E 1(n<Ta) 1I‘(Xn)]
= p(T) + 1r(a) - 1r(a) = u() .

Déginition 1.1V.6.~ Soient (Xn) une chaine de Markov définie
sur (9,G,P) & valeurs dans (E,E), et v une mesure g-finie sur (E,E),

on dit que :
1) La chaine (Xn) est v-irréductible sur (E,E) si

Vx ¢ E R V8 e E : PX(\J’ (Xn € B)) >0 lorsque v(B) >0 .
n=1

2) La chaine (Xn) est v-récurrente sur (E,E) si :

VXCE, VBEE!PX(U (XneB))=1 lorsque v(B) > O .
n=1



- 15 -

3) Une chaine (Xn) posséde un cycle de longueur £ si il existe

un {-uplet (C1,...,C£) de boréliens disjoints éléments de [ tels que :

P(x, C..,) =1 , V@ = 1,...,8-1 , Vx e Cj

j+1

et P(x, C1) 1, Vs e Cp -

4) La chaine (Xn) est dite périodique de période d , si d
est le p.g.d.c. des entiers £, dans le cas ot d = 1 , la chaine est dite

apériodique.

V - DISTANCE EN VARIATION.-

Soit E un espace muni de sa tribu borélienne E. On considére M :
1'espace de Banach des fonctions définies sur (E,E) mesurables, bornées et

a valeurs réelles ; muni de la norme uniforme.

Soient p et v deux mesures définies sur (E,E), nous définissons

donc la distance en variation par :

llp—v|lv = sup IJ fdu~f dv] =2 sup [p@A)-vA)| = 2 sup (u(A)-v(A))
feM AcE Aet
[E]] <1

Déginition I.V.#.- On dit qu'un processus est géométriquement ergodique

de probabilité invariante nm si : il existe deux constantes a et k réelles

positives, avec k < 1 tels que : b@ loi initiale du processus on a :

[lve=n|] & a k"
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CHAPITRE 1I

ESTIMATION DE LA PROBABILITE DE TRANSITION D'UN PROCESSUS

AUTOREGRESSIF NON LINEAIRE

I - INTRODUCTION.~

On considére deux processus (Xn) et (sn) définis sur un méme
espace probabilisé (Q,G,P), ayant leurs valeurs dans IRh muni de sa tribu

borélienne B h et de sa mesure de Lebesgue X, ces deux processus sont relids
R
par 1'équation :

X 1= lﬂ(xn seees X g ) te g Vazo 2.1

ot §§ est une fonction de ]th dans ]Rh

Les variables Ko os Xy seves Xk sont réelles connues indépen-

dantes de (en), qui est une suite de v.a. centrées i.i.d.

) . Vn

Posons Y = (X

n+1 »Xp oeeen X

n+1 n+2-k

Donc 1'équation (2.1) devient :

Y, - %(Yn) + (e 0,.e., 0) (2.2)

n+1 ’

qui est une chaine de Markov d'ordre 1.



- 18 -

Iy
Avec o (mhk , B , A@k) — (Rﬁk , B , Agk)
Ith ]th

X.

a
X = (Xi"'.’xk) Hlﬁ(x) = (lﬂ(x) s X] se ey k_1)

A l'aide de 1'équation (2.2), nous allons montrer que (Yn) est une chaine
de Markov possédant certaines caractéristiques, qui vont nous permettre
d'estimer la probabilité de transition de la chafne, le filtre ¢ et la

loi du bruit blanc (en).

Notons Bm = cr(Xj » 1 £ 3 < m), la tribu engendrée par les variables

aléatoires (Xj) , 153 ¢m.

Ho (i) la loi Ps de e, est absolument continue par rapport & 2
o

(Pe < A) et que sa densité est notée g , positive .
o

ii) pour tout m et n, m< a0 ; e, est indépendante de Bm .

Si on désigne par F 1la fonction de répartition de €, s On @i

hk

%EB bk’ Vy°=(y(1) 3o ey yl:)cm
R

n n hk
\Vfr = (y1 yeees y;:) e R

) -
P(Y ., eB I Y =5 eee, Y =y

o n
0, ..., 0) € B | Y0 =Y yeees Yn =y )

= P($(Yn) + (e

n+1 >

fi

g n
POE) + (e, seees 0) €B | Y =y)

P(w(yn) + (en ,0, ..., 0) ¢ B) d'aprés (ii) de H

+1 °

Y on
FOS, .. 0 B -8 . 2.3)
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H hk-1)
©,...,0) est le Dirac en (0,...,0) € R .

Pour éviter certains problémes, nous définissons la classe C

par C = {A x ]Rh(k_1) ,AeB h} , cette classe est une sous-tribu de la
R
tribu borélienne B hk donc au lieu de travailler sur B hk ° Dous allons

R

travailler sur ,é =CUN ot N={N¢€8B
R

n
c'est-a-dire B

8k _ A
hk')‘ N) =0}, si BeC ;

B+ N , notre équation (2.3) devient

N
Fe 6(0,...0) ®-9GM) = IA g(z - §GyN)) dz 2.4)

B s'écrivant sous la forme A x ]Rh(k_D

De plus la probabilité de transition P(x,B) définie sur
hk iy e o .. hk %
R x B pk reste ume probabilité de transition sur R x C . En effet :
R

4"

n, n
1) pour tout B élément de C , P(.,B) est B]Rkh - 3[0,1]

n
mesurable, car CC B

]th
2) pour tout x élément de ]th s P(x,.) est une vraie probabilité
A n
sur C, car CCB .
]th

"
II - L'EXISTENCE D'UNE MESURE DE PROBABILITE INVARIANTE SUR ¢

POUR LA CHAINE (Yn).—

o .
Sur la tribu C nous définissons la mesure A comme suit :

AN a
Pour tout élément B e C (3NeN:B=B+N); on

pose }\.(g) = )\.(B) = A(A) , car B s'écrivant sous la forme A x IRh(k_1) ,

avec A e B .
]Rh

H, ¥ est surjective , Hlﬂ[lm + HDlpr <+®, et E HEOH < @,
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we

=B +N

d'ou :

Vy e

Proposdtio
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n I11.11.1.- Sous HO et H, on montre que :

La chaine

1

(Yn) vérifie les résultats suivants :

¢ L, . hk %
1) (Yn) est A -irréductible sur (R ,()
- . hk N
2) (Yn) est A -récurrente sur (R ,C)
f e ) . hk 4
3) (Yn) est géométriquement ergodique sur (R , C)
4) (Yn) est apériodique.
Démonstration :
1) Pour la A.—irréductibilité, nous allons utiliser la définition
. hk vy .o
Soient ye R~ , et BeC o A (B) >0 .
*® " o
Py(L_) (Y € B)) > Py(Y1 € B)
n=1
n
P, eB) = | glz-J@) dz .
y A
et B s'écrivant sous la forme A X ]Rh(k_” .
. v .
A (B) =x (B) =2rA) >0 .
Y]
Donc Py(Y1 € B) est positive, d'aprés la positivité de g
hk ® v .
R Py(U (¥ e B)) >0 , lorsque A (B) >0 .

Pour démon

n=1

.
trer la A -récurrence nous utilisons le lemme suivant

donné par Richard L. Tweedie dans [20 s P- 390:[.
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Lemme 11.11.2.- Soit (Yn) une chaine de Markov définie sur un
espace probabilisé (Q,G,P) et & valeurs dans un espace (E,E,v) ,

v-irréductible,
Une condition suffisante pour que cette chalne soit récurrente est :

1) 11 existe un ensemble K élément de
E,={AeE:0<vd) <+=} ,
et une fonction h mesurable sur E , non négative tels que :
[E P(x,dy) h(y) s h(x) , Vi ¢ &

2) Pour toute constante M assez grande, il existe un KM € Ev

tel que : h(x) 2 M pour x ¢ K; .

_ _ hk
Posons h(y) = {Iy1[lngl V& = (Y1 seevs Yk) e R
et K=ty e ® Iyl s (W1 e e[l = 0D

. h
V® =y, e R :IIY,H]Rh s [+ E e IIH
< QW + & e ID
. o hk . . R
Soit x wun élément de R qul n'appartient pas a K .
h(y) P(x,dy) =J [y 0] | gy - Ox, 4eeey %)) dy
j]th gh 1 gh BV 1 *x 1

= LRhH'\U(x1 beees XD * YIH]Rh g(y,) dy,

< 10ls & e ]
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Comme x ¢ K, ona HX1H]Rh >|ltﬂl|w+E[[eoH et donc @

h(y) P(x, dy) ¢ |k || . = hx)
J]th : 1 gh
la premiére condition est satisfaite.

2) Si M est une constante donnée, il suffit de prendre

IRh(k—1)

KM={X1€]Rh: Hx,]lmhsM}X done : O<>\.(KM)<°°

et h(x)=||x1l|mh>M, VX¢KM

Pour montrer le 3°), on applique le lemme suivant donné par Richard L. - Tweedie

dans [20, p. 390].

Lemme 11.71.3.~ Soit (Yn) une chaine de Markov définie sur espace

probabilisé (f,G,P) et a valeurs dans un espace (E,E,v), v~irréductible.
Une condition suffisante d'ergodicité est :
1) Il existe un ensemble K élément de E\’ ={AeE:0<v() <=}

et une fonction h mesurable sur E , non négative tels que :

J P(x,dy) h(y) € h(x) - 1, Vx ¢ k.
E B

2) Pour une constante Mo fixé, on a :

£(x) = J P(x,dy) h(y) M<e, Ve e

E

I1 suffit de prendre h(x) =Hx1H h ,\V’x = (xi,...,xk) eIth
R
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K= {x1 e R’ ||x1l[ng1>s HOL, + E Ileoll + 1} « gD

ot M= 1001, + & e -

Enfin pour montrer 1‘'apériodicité de la chaine (Yn), nous utilisons

la proposition 3.1. de Orey [}6].

o
Soit Cqyseves Cp s le cycle qui existe, avec C; e C pour

i=1,..., L.
P(x,C,) = 1 ==> P(x,C{) =0 ==>1"(c) =0 ,
donc le cycle est de longueur 1.

La chaTne de Markov (Yn) définie par 1'équation (2.2.) est
ergodique et irréductible, elle admet donc une mesure de probabilité invariante
’\l ’ '\I ,\l . .~ 13 3 3
sur C , notée mw, cette mesure 7 est unique 3 une constante multiplicative
prés, d'aprés [:16].

~ .
Remarquons que cette mesure 7 est absolument continue par rapport

a sur E.

a
En effet : soit B e @ , donc ils existent un N e N et Ae B

]Rh

tels que :

g=B+N et B=Ax]Rh(k_1)

. .
- A (B) =2 (B)=xx@A) =0

TE =@ - J Tdy) P(y,B) .

(2.4) = P(y,g) = J glz - §(2)) dz = 0
A

= '-,\f(’]\j) =0
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’\‘ . ” by
Dans toute la suite, nous allons noté 1 : la densité correspondante. C'est-i-

dire nous allons confondre mesure de probabilité et densité.

Il - PROLONGEMENT DE LA MESURE DE PROBABILITE 7 SUR ¢

EN UNE MESURE DE PROBABILITE = SUR B hk'
R

Nous faisons l'hypothése : (Xn,X ) L

e .
2+’ e Z Montrons 1la

relation qui existe entre cette hypothese et 1l'ergodicité de la chaine (Y ).
4 n

Soient A et B deux éléments de B

-
PX, B, X ea) =p(r B xRED 1y cpxgh®?),
B L&xmh(k-I) P(Yn+1€ B x ]Rh(k‘” | - y) PYn(dy)
- JAxmh(k‘” FB - ¥y Py (@)
JAX]Rh(k-” P - b))y @) oo Lxmh(k'” FB - J5)) T(dy) .

Ceci est d'aprés la propriété d'ergodicité de la chaine et comme sous 1'hypothése

faite on a :

P(X . €B,X €A) = P,(AxXE)

n+1

on déduit que :

FGB ~ ¥y) Wdy) = J ?_(dy,dz) .
JAX]Rh(k—” B 2
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A
Pour prolonger T en une mesure % sur B hk ? il suffit de
R

n
montrer que T est prolongeable sur les pavés de ]th .

k
Soit B un pavé de ]th noté x Bi avec Bi élément de
i=1
B, Vi=1,...,k.

]Rh

P(Yn € B) = P(Xn € B1 , Xn_1 € 32 geees Xn+1~k € Bk)

p e s, x WD Ly cp x gD,
=P(_c B, x g0 | Y _ €8, x &Y Y 1€ B X mh(k"'))
x P(Yn__1 € B, % ]Rh(k—1) vever X, € B X th(k—1))
=p, e m, x BETD y en X gD
e n, x By 3, x WD,
R € By < BT Y e B x BT Py € B x BT,
p en xR [y o« ®ROCD,
R s xmMO y g bl
P, e 3, x B,
h(k-”) ’1\T'(dy)

-1y PG, B, x R
JBszh(k 1) 1

'1\1'(B2 X IRh(k_1))

donc la limite de P(Yn € B) existe pour tout B pavé de ]th .

Donc la mesure 7 sera définie sur B par
]th
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V8 ¢ B

, m(B) = lim P(Y_ € B)
IRhk <o n

Remarquons que T est absolument continue par rapport a }\ek s

en effet : soit B = X Bi un pavé de ]th tel que
i=1

=> ] i = 1,...,k tel que A@B; ) =0 .

o
PR oo ©B; »Xy; €By )
[o] o [s) o
h(k-1)
= P . . €B, xR lYy . =y P (dy)
JB. x]Rh(k 1) n+1 i, i n-i Yn—i
1 -1 o)
P(Y € B, x g &1 | ¥ =y) = J gz - J(¥)) dz =0
n+1-1i i n~-i
[o) o [} B

i
o

==> lim P(Yn € B) =0 = 7(B)

n>e

La densité de cette mesure de probabilité sera notée par w(x)

dans toute la suite.

. o
Vx ¢ R , P(x,.)< A sur C , notons par q(x,y) la densité

de P(x,.) par rapport a Ao,y eIRh .

De plus, on a : VBeBhk,VCeBh
R R

P(Y_eB, Y e c x M,

n+1

- JB P(Y_,, €Cx gD /Y, =) PYn(dy)

=J J q(y,z) dz Py (dy)
B ‘C n

n->co

——*J J q(y,z) {y) dy
B ‘C
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pour cela on pose : A(y,z) = n(y) q(y,z) , Vy € Ith y Vz e th

Proprniétés :

o "
=7 sur C ,

1)

2) 1 est une mesure de probabilité invariante par rapport a la

probabilité de tramsition P.

Y
* la premieére : est évidente car T est le prolongement de T .

*# la seconde : soit A e B

oK
@ = .. PG "y = lin (v,4) Py (dy)
mP(A) = P(y,A) =n(dy) = lim J P(y,A) P, (dy
J]th o | gh Y
. hk, _
—11mP(Yn+1eA,Yne]R ) = a(A) .
n-o>w

IV - DEFINITION DES ESTIMATEURS.-

Déginition 11.1V.4.- On dit qu'un noyau vérifie 1'hypothése (H),

. . . o . . ) .
si c'est une application positive, paire, et bornée de IRS dans R ,
(s = hk ou h(k+1)) , qui admet des moments d'ordre 1 et 2 , dont l'intdgrale

vaut 1 . En plus on suppose que la borne supérieure est atteinte.

Si K et U sont deux noyaux vérifiant 1'hypothése (H) , nous
définissons les estimateurs de 7w(y), de A(y,x), et de B(y) = J h X A(y,x) dx
R

respectivement par :
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h -
Vye]Rk s ﬂn(y)= XUB(Y -vy)
n-k+1 j=k
k h N
\V’y € ]Rh . Vx e R s An(y,x) E K -V, X.+1 - x)
n~k+1 j=k ‘n g J
h -
Yy e ®P® B () = 2 Xipq Ug (45 = 9)
n-k+1 j=k n J

a et Bn sont deux suites réelles qui tendent vers zéro quand n tend

vers 1l'infini.

hk 1 y

VyeIR , U, (y) = — U()
Bn Bhk Bn
n
hk h _ 1 Y. X
Vy e R™, Yxem Kan(y,x) YTy K=, an) .
n

V - CALCUL DES RISQUES.-

Lemme 11.V.5.- Soit 1 une fonction mesurable de R° dans R
positive et d'intégrale 1 , et soit A un réel positif ; de plus soit G

une fonction de R® dans R™ vérifiant 1'une des hypothéses suivantes :

1) G est différentiable presque partout, de dérivées directionmelles

localement bornées.
2) G est différentiable au sens des distributioms.
3) G est localement lipschitzienne.

Supposons qu'il existe un q > 1 : DG ¢ LY®®, »

L}

{
i|DGH?1 JHDG(X)HQ Adx) 1$q<+w

[Ipe||, = sup {]|DC(x)]] , x e BR%} <+

]

H
+
8

H q



- 29 -

-6yl < o 11119, kG0 a@0 ]/ el] 5 si 1cq<+e
J &S q

o6y g < o [f11xl]_,x60 a@o] Loell, 5 i a=se,

ou GA =G * IA 3 * est le produit de convolution

et L == 1& ; Vx ¢ B®

Proposition 11.V.6.- Soit (Y,) la chaine de Markov définie

par 1'équation (2.2), et q(.,.) 1la densité de sa probabilité de transition

n
sur (C .

si q(.,.) et w(.) vérifient :

sup ([Dg,llp 5 x e BG v swp (lla ], 5 x e K< v

[orli + Hinll, < + =

Hall, <+ Jlnll, <=

et si de plus q(.,.) et w(.) vérifient 1'une des hypothdéses du lemme

II.V.5. alors on a :

1) [JE. n=_-x]], sCcB +—2.
von ! D ke
- - 2 Dy 2
2 R (n) = J E(n (x) ~7(x))" dxs————— +D,_ B
v on ]th v n B:k(n—kﬂ) 2 "n
ol v est une loi initiale quelconque de la chafine (Yn). C, D, D1 et D

sont des constantes indépendantes de n .
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- [J]thnxumhk u(x) dax] |[pal],

o
1]

n .
sup  sup ||2 @1 (x,.) - ﬂ(.))llv <e (cf. [23]

X e]th n i=k

o
I

@, - I,

=7l s sep [1)
n j=1

X€ Ith

=4
[

= [J HXHZ u(x) dx:]HDerz
2 ]th ]th 2

Nous optimisons le risque en prenant Bn = (n_k+1)‘1/2+hk .

Démonstration :
E\) nn(Y) = (E\) - Eﬂ) 'nn(y) + E’!I nn(y)
= *
E ™, &) ug m(y)

n

~ n . .
€,E,) T ) = n—l1(+1 Z J nk g (z-y) ©PI(dz) -7 Pl (d2))
j=k ‘R n

1) HE\) L —1r|l1 = Jmhk lEv -rrn(y) - 1T(y)| dy

S I]th ‘(E\)_E“) ﬂn(y)l dy + J]th |ETI' Tfn(y)—’n’(y)l dy

< J]th l(EV—Eﬂ) Trn(}’)l dy + Jmhk IuBn *“n(y)_."(y)l dy

s J]th |(E\)_ETT) "n(y)l dy +ll‘"_ "Bn|l1

le lemme II.V.5. => ¢ Jmhk I(EV—E") 'nn(y)] dy +C Bn
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11 reste donc a trouver la majoration de Jmpk I(Ev_En) ﬂn(y)l dy

~ n .
Jnf*’ KEV-EH) nn(y)‘ dy = J hic [ E Lth uBn(z—y) wpJ(dz) - n(dz))}| dy

ak+1 TR 5=k

A

n .
sup sup || ) (®(z,.) - ﬂ(.))llv
n-k+1 2z n i=k

La premiére conclusion est donc satisfaite.
2) R () = fnghk E () - oD% ay
- j]th & -E ) (&)1 ()% ay + jnth E_(r (n)-n(y)” ay
E G (-1 = var_(r_(3) + g+ 7 (y)-1(y))>

- o
Var, (“n(y)) = __——J__i ) Ew(uB (Yj—y) - Ep Yg (Yj-y))z

(n-k+1)" j=k n n
A S WA
—_ E_|(u, (Y.-y) ~ E_(u, (Y.-y)))
(a-k+)? 5ok jr=fe1 T By 3 TRy
x (up (¥509) = B (up (¥;,-9)))]
n n
posons :
1 g 2
L(y) = —— E (u, (Y.-y) - E_u, (Y.-y)) et
(k+D)? G5 T By 3 LA
L
T(y) = — E [(u, (Y.-y) - E_(u, (Y.-y)))
(-k+1)? 35k j'=j+¢1 " Pn moBy

Y.,-y) - E e~
* lug (oy) - B v )]

nous allons chercher des majorations pour L(y) et T(y)
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2 (v,y) J 2 (z-y) m(2) L IE
E u, (Y.-y) = u z-y) w(z) dz g u m(y
m Bn J Ith Bn Bhk Sr1

n

Hull
2 ©
[E_u (Y.—y):]2 = [J u, (z-y) wz) dz|° § ——— u, * 7(y)
m Bn J Ith Bn sz Bn

L(y)

A

2 2 [E W @y + E v .-y)4
(n-k+1) 5= Bn i T Bn 1

S-Tli———llull *TT(Y)

n-1 n -
() = —2— ) ) [J ug (z=y) uy (e7y) P TV (z,de) wlde)
(n-k+1)" j=k j'=j+1 n n

n
2 n-1

n v
-—=— 1 1 [J ug (z7) ug () @) T (z,d0)-m(n) nidz)]
n

- JI by (2y) g (t-y) m(dz) m(at)]
n
;1 1
(n-k+1)" j=k j'=j+1 n

n—1

T | § —2— ) Jusn(z—y) lf"

(n—k+1 )2 j=k

A

n sy
Loug (t-y) (@3 "I (z,de)-n(dt))| x m(dz)
J

2 e o TG [
—_— u, (z-y) ® (z,.)-7(.)) x m{dz)
B:k(n‘k+1)2 J=k Bn j|=j+1 v

A

2 [lull,

— % sup sup | | z (Pk(z,.)—'n(.)HV x g * m(y)
(n=k+1) Bn hk n k=1 n

A

Les majorations de L(y) et T(y) nous permettent de déduire que :

'j L&) 4y £ el
y y <
Ith hk(n—k+1)
et
2 lull, K
,(]th T(y) dy N sup | | 2 P (Z,-)_’IT(.))HV

Bn (n-k+1) 2eR hk n k=1
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Ces majorations nous donnent :

2 [lull,

var_(1_(y)) dy € ——2_ (1 +D)
J]th TSN (n-k+1) Bsk o

En revanche le lemme II.V.5. nous donne :

I T e T L R IR
R n n

<o [ lo112 w0 o) Ioe] 1

Enfin on a :

R ) R
f]th (&, -E,) (r_()=1(y)? dy = Jmhk (E,E,) 7,() dy

-2 Jmhk ") EfED 1) dy

5 [lul],

€ —
s hk
(n~k+1) B

n .
sup sup || ) (PJ(Z,-)‘N(-))|IV

Jeghk n2l 3=t

d'ol le résultat final

C G 7 {lull,
m f{ —————— D + D, B .
v n (n-k+1) S:k o 2

Remarque : Pour que le risque Rv(nn) —> 0 , il faut choisir

N>
la suite (Bn) de telle facon que

ng (n~k+1) — o ,

n->o
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Proposition 11.V.7.- Sous les hypothéses de la proposition II1.V.6.

on a
- - 2
R @A) = j E (A (y,x)-A(y,x))" dy dx
n ]thx ngl v n ’
C
1 2
< +C, a
- (n-k+1) a:(k+1) 2m
-

Cette proposition se démontre de la méme facon que la proposition

II1.V.6. ; et pour que R (A ) —> 0, il faut choisir la suite (a ) de
Y n o n
telle sorte que :

(n~k+1) ah(k+1) —_— ® .
n o

Nous optimisons le risque en prenant o, = (n—k+1)‘1/2+h(k+1)
Lemme 11.V.8.~ S'il existe un borélien C € B hk tels que :
R

1 0< 20 <+
2) inf {n(y), y e C} 228 >0

et si les hypothéses de la proposition II.V.6. sont vérifides alors :

J - D, D, B
P (r (y) s 8) dy s +
c v n O I
Démonstration : Supposons qu'il existe un borélien C € B hk
R

tels 1°) et 2°) soient vérifiées.
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Alors

- - 2
R (m) 2 [ E (m_(y)-n(y))" 1 . (y) dy
VR oY ® {n_ (y)s8}

- » -
—_ Rv(nn) 2 8 JC Pv(ﬂn(y)_s 8) dy

D
- 1 2 ' N ..
Rv(nn) S e D2 Bn d'aprés la proposition II.V.6.
(n~k+1) 8
n
On obtient donc :
- D, D, 82

JP(NH(Y)S5)dySth + 5

C ) Bn (n-k+1) 8

Pour définir un estimateur de ¢(y) ; nous utilisons B(y) .

W e R s B(y) = J n ¥ AG.x) dx =0 &

R

si le lemme II.V.8. est vérifié, nous choisissons comme estimateur de 4,
celui donné comme suit :
- B_(¥) hk

ﬂ y) = ——————— V/y € R .
max(nn(y), §)

Proposition 11.V.9.- Si les hypothéses de la proposition II.V.6.

sont vérifides, alors on a :

R, C) = f E [ -0 1%, ay
vo'n c v n BJ]
4 C 4 C 4 C
S v : hk * 22 et
(m-k+1)8% 6% (n—k+1) B 82 (n-k+1) 8
2

([|ﬂ|| + §) -
2 2 [l
I S oGy
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Démonstration :

a ' 3 2
R,($,,C) = f E, Ilﬁn(y)-$<y>||]Rh dy

C

- J -9 1% 1 . ) dy
c {1r (y) <8}

+ J llﬂ -d 12 (y) dy
c {1r (y)>8}

H‘ﬁ ¥)- ﬂ(y)llzh - (y) dy
U OO
= J N (y) dy
c i (y)<6}

~

B_(y)
2 (J E\) H IIG _ W(Y)Glﬂ(}’)llz 1.
C

N

(y) dy

h
R {r_ (y)s8}

o] w1 I e &) &)
c ®P {1r (y)<6}
s o~ 2 2 ) -
<2 R (B ) + 7 —J [m)-6]17 B (v ()8) dy
C
~ 2 |2 R (r)
2 ® 2°v n
< -63 R\)(Bn) + ——6—2— (6+H‘H’Hm) 52
Hlﬂ &)- d)\ym (y) dy
n (y)>6}
-[ & = L g2 ») @
c () r" {n ) >}
B (y) w( &)
sZ(J EvHAn - —= th1A (y) dy
C nn(y) wn(y) R {nn(y) >§}
+ J 1_11(_}’_)__50_9'__ \G(Y)H (¥) dy
c () {w (y)>6}
, o~ o2nE
g 2 Rv(Bn) * 2 R (ﬂn

8 8
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d'ol le résultat final de la proposition

. w o~ 2 W2 i, + 82 .
Rv(ﬁn’c)‘$ — R, (B) + ( + DR (1)

5 Von 52 62

pour avoir les constantes C0 R C1 et C2 , 11 suffit de suivre la méme

démarche de la proposition II1.V.6. pour avoir

~ C C C
1 2 3
R (B ) g + +
VIR k) (oket) B2 (aekr)? B:k

Remangue : $'il existe une suite de boréliens (Cn) qui tend
en croissance vers ]th, et si inf{n(y) ; v € Cn} > 2 6n >0 , on peut

donc donner

s~ 2 NE Al + e?
— R (B) + 5 ( 5

2 Voo
n 6n 6n

R G Cn): < +1) xR (n) .

8

1°) 8i § ——= § >0
0 e

alors Rv(lﬂn, cn) — 0
n-»o
2°) si §,—> 0 , en décroissant

n->w

n . 2
alors Rv(ﬂn, Cn) —> 0 , si Gn(n—k+1) —

N0 n->o
2 hk 2 2 hk 4 _hk
dn(n-12<+1) By — = ; & (n-k+1) By —® 5 6 8 (n-k+1) — »
Bn
et ——— 0 .
A
S now
n
C'est-a~dire, il faut que :
4 hk
Gn B, (n-k+1) —> =

o

et
D>

SO$JJﬁv
[
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Nous allons maintenant donner des estimateurs de q(.,.) et de g(.) qui
ay
sont respectivement la densité de la probabilité de la chaine (Yn) sur C

et la densité de la loi de €,

Soit a un réel supérieur & ‘(gllw , et C un borélien vérifiant

le lemme II.V.8.

On pose :
- A (y,x)
h s
V}' € ]th 5 Vx e R q (y,x) = - (2.5)
n
max(n_(y),&)
n
et
V. h - _ 1 - 3
x ¢ R 3 8n(X) . (an qn) (y, x + \Un(y)) dy . (2.6)
A€y ‘¢
Pour 1l'estimateur défini par (2.5) on introduit max(nn(y), §) pour soulever
les problémes qui vont se poser surtout pour les points qui annulent nn(y).
Par contre pour l'estimateur défini par (2.6), on a pris a A 4,
pour avoir un estimateur convergent, et comme chaque estimateur dépend d'un
point ¥y € ]th , nous avons pris l'estimateur moyen sur C.
L. . N -
Proposition I11.V.10.~ Si les hypothéses de la proposition II.V.6.
sont vérifides alors, V@ e B h G 0< AB) <+ ona:
R
1 ||E ; -All, s Ca_+ S @2.7)
v n 1 n (n=k+1)

2 |1E ay - a llq o - [c 12, 3,000 = a0 & ax

3 D |, + 8 D

28 " (p-k+1)

vca) + |l (g + D, 8

<
s sz(n—k+1) 2

» B @120y V20

28
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Démonstration :

1) est évident.

- ) " A
2) I, q-ally g = |IE, T 1 oxm
n’
A A
A n A
s e, -1 .0 ] slEE -1 |
) v 6 T {r <6} 1,CxB v m T {”n>6} 1,CxB
A
n A A A
< - 1 . -1 . |
;<1|Ev(c 5 {nnss}]|1,c><3+HEv(s 7 {nsa}'lhcm

n
~

~ ~

‘e e -ty o lln - oy
v o T - v i -

I I
- r »8) 1,CxB {7 >8) 1,CxB
n n n
3 Alell_ + & )
1 o«
g RO g v AR, 0 ) <81 oy

1 N N 1
A 1 G g+ 18, 6D 1 o

n {nn>6}|
ceci est d'aprés la proposition II.V.6.
-~ Do
@.7) = ||E & -8 |1,c><3;5 Co_ + m
| la Pv(;nsa)‘l1,CXB = jch Aly,x) PV(;n(y?56) dy dx

= J m(y) q(y,x) PV(;n(y)scS) dy dx
CxB

S Hnlle P, (1, (7)<8) dy
C B

T —— 2 'm
g kis - + .
® 5% (n-k+1 )ggk §2
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~ o1 1
e, Gyt =D 1= 1o

by {m 268}
n n

1
2

< —J e12G_oon? B2 @-ron? @y ax
28 CxB

/2 =
R (n ) -
> 2 — [J {J EL/Z (An(}’,x))2 ax)? dy]”2
28 C B

A

~

R1/2 (7 )

LR [J A (B) J E (; (y,x))2 dx dy]
267 c p V"

1/2

A

2% /AA® R /Z(Xn)

1
v

N

on obtient donc

D

- 3 o
[E, q_=ql| <2 (Coa +—2)+
v 'n 1,CxB. = 28 n (a=k+1)

HT'H«,HS D ~ -
¢ L+, 82) |Inll, +___¢m£> Rl/z(ﬂn) Rl/z(An) .
28 (n—k+1)8n 268

Proposition 11.V.11.- Si les hypothéses suivantes sont vérifiées :

1°) Soit B un borélien de HJI tel que 0< A(B) < + =,

C un borélien vérifiant le lemme II.V.8. et

J sup I%% (y,2z) dz| < + = .
B yeC

2°) Les hypothéses de la proposition II.V.6.

Alors :
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R1/2

- W _,C)
J |E g (x)-g(x)| dx ¢ —AL———IL———J sup I%ﬂ-(y,z)l dz
B von : /’Aek(c) B yeC y
R (),0) lall, A .
+ 2a 5 Vekn AB) 4 —m8 —— Rl/z(“n’C)
AL AR () 252 /i oy

[All, G+ [}l ) A @)
N

262 2% @)

JC P (1 ()58) dy

+

o[

/AB+B, 3 ||¥]]) .
= ®2a)

v/ Aek(C) :

Démonstration :

=, 8,0 = B, g fc (@na) (v, x+ 9 60 a

1

2 %)

|E, g (0)-gG0)| = ifc [E,GA a) ) x+ 900 - go] ay

1 -~ -~ -~
S IJ E((an q) G,x +§ () - q@y, x + §_())) dy|
Aek(c) C v pe} n n

1

Aek(c)

IJ E (q(y,x+ &n(y)) - q@v,x+(y))) dy| -
C
On a : 1JC E (qG,x+) (3))~q(y,x+f(y)))dy] < H%H°° JC Evllﬁn(y>—ﬁ<y>ll

< g1, 0% en? 172G o)

v
et ]jc E,(a A a (el 0)-a.xd 5)))dy |
N IJC E (an ;n(Y,x+@n(Y))‘Q(Y,X+®H(Y))) 1{||@H(Y)IJ$2r|$||w} (v) dy|
+ IJ Ev(a/\;n<y,X+@n(y))—q(y,X+$n(y))) 1 dy |

- $2]
c U1 o291}
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l’ ~ -~ ~
< 1l E(@anaq (gt )-ql,x+d ) 1 -~ (y) dy|
: Jc Y i i ? U1 o 2l 1911}
+ 22 jc e (15, 1> 2 11911 e .
jc p (D, 115201911, o jc v (1 -0 1111911 a
a3 -2
< R (0,0 ]I,
il reste seulement & majorer
IJ E (a /\; (y,xﬂ‘!} (y))-q(y,x+@ N v . () dy|
c ¥ " b " g, o <2l 1013
puisque a2 |lgll, oma: laaa -al <l - al
ce qui nous permet d'écrire :
£, a A el 0)=a Gy, 1 ol
1ol 1911
CE | xel ) =axl N1 - )
vor " " U sz 191
;x (y,x+1ﬁ )) A(y,X+1B 62))
<E | 22— - I 1 . ¢2)
max(r_(y),6) m(y) {Hlﬂn(y)HSZH‘ﬂHw}
A ) AGxHl ()
SE\)l n ~ n _ n ix1 . _ () +
'rrn(y) m(y) {4 ltﬂn(y)HSZHW Iw} n {Trn(y)>6}

‘ A Gl () AG el )
E - x 1 - N
Y s " () (19 o sl WY 0 L (<8

)
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, . . R
S < E |A (yx+f_ ) -Aly,x+) ()] 1 - )
S ey R " URCOHET T

all, - - ;
v b MENOR Ll FE, 18,654 5))-AG, x4, )]
Hall, ~
+ . @+[l=]]) B, (1, ()58

Donc pour avoir le résultat de la proposition, il suffit de prendre 1l'intégrale

sur le borélien B.
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CHAPITRE III

TEST DE LINEARITE POUR UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF

I - INTRODUCTION.-

On considére trois processus (Xn) 3 (Yn) et (en) s ne N,
définis sur un méme espace probabilisé (Q,A,P) et a valeurs dans (R, &mﬁ A),
ol A est la mesure de Lebesgue sur IR , et une fonction ] mesurable
de (R, BIR’ A) dans (R, BIR’ X ), bornée et qui relie les processus comme

suit :

Y =P v, YVoenw (3.0)

(gn) est une suite de v.a.i.i.d., dont la loi est absolument
continue par rapport a ), de densité notée g, on suppose que celle-ci

. . . s .. 2
atteint son unique maximum a l'orlglne et que E Eo < + o,

- £y est indépendante de Xn , pour tout ne WN .

. La loi de (Xn’Yn) est absolument continue par rapport XZ ,

mesure de Lebesgue sur 1R2 , de densité notée £(.,.).

Soit I wun intervalle compact de TR , on s'intéresse au test
de linéarité : l'hypothése nulle : il existe un réel a tel que Y(t) = at
pour tout t élément de TI. Contre 1'alternative : Vae R , P(t) # at

pour tout t élément de 1.
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II - DEFINITION DES ESTIMATEURS.-

Soient K wune fonction réelle mesurable positive, symétrique,

dérivable ; une suite d'intervalles [- A Ah] de R avec A — + @
nn—)eo
et une suite hn décroissant vers zéro.

On pose comme estimateur de £(.,.) celui donné par la méthode

du noyau :

1 n x—Xi
1 K=K
1=1 n

y-Y

¢

n h2
n

i
h)
n

VX, ye R ’ fn(X,Y) =

le noyau choisit ici, n'est pas le méme que celui qui a été donné dans le

chapitre II, seulement pour simplifier certaines majorations.

On retient comme estimateur de (t), une fonction ﬂn(t)

mesurable vérifiant :

£ (e, 9 (D) = sup £ (6,)
[ylsa

L'estimateur utilisé est un estimateur du mode conditionnel.

Pour les convergences de ﬂn(t) et fn(t,y) nous renvoyons & [3].

L'idée générale pour tester 1l'hypothése nulle contre 1'hypothése

alternative est de trouver la loi limite de

32f

10, =90 | | —2 (e, d (e

4.1 Byz
Tn = gup (n h)) sous 1'hypothése nulle.
tel lJKZ(X) dx J K'z(x) dx]”2

Pour cela nous allons utilisé 1'approximation du processus Tn par un

processus gaussien stationnaire.
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Nous posons :

1) I= [0,1], car la démonstration sera la méme pour tout intervalle I
compact de 1R .

2) A = n'Y avec 0 < y <

RS R

=T 1
= _—< <
et h n avec ; T

v

5

pour avoir une bonne convergence de notre processus Tn

N =

3) les fonctions de répartition de (Xt) H (Ytlxt) seront notées

G et F , de plus la densité de la loi marginale de (Xt) sera notée £ (x).

Proposition 111.11.1.- Sous les hypothéses :

H, : suppK = E—C ,C]
H, : K() =K'(C) =0

:n h4 — 0
T e

2 2
of of 3°f 3°f
By = gzl + Ll + Ho *+ HEH, + =5t + 1O, <+ =

9x 9y 3y
H6 : K est 3 fois dérivable.
I I I I
H, : les fonctions inverses FI s GI , oF (V|G () , oF (le (u))
7 3u v
2 I
9 F(viG” (u)) existent et soient bornées.
3u v
H8 : inf f'(t) > 0
te[0,1]
By @ inf{f(u,v) u e (-1, c+1], |v| s [[¥]]_+c} >0
83f
H10 : -3 existe et solt bornée.

ay



- 48 -~

on a le résultat suivant :
. i S
W (©)-f) ]| (e, §_(e)) |
1.1/2 4o1/2 "0 8y° n
P} (2 log TTJ sup (n h)) -d (a)]< z
n Ostst [JKZ(X) dxj 2 (x) dx]1/2
E;;+ expE— 2 exp - z] sous 1'hypothése nulle du test
Al
avec X Z(X) ax ) K"Z(x) ax 1/2
+ a
1.1/2 1 2 J Kz(x) dx JKIZ(X) dx
dn(a) = (2 log E——) + T2 log 7
n (2 log E—? 27
L——__——__. n

Pour démontrer cette proposition on va procéder autrement, pour cela

of
appliquons la formule de Taylor a —5§1 (t,.) on obtient donc :
of . - 2°E ay
33 @0 - 58 (6 ) = W) - g e 2 (e, 4_(£) (3.1
~5 -
ot ﬁn(t) est un point aléatoire situé entre @(t) et @n(t). Pour n assez
dE g -
grand 5 (t, ﬁn(t)) est p.s. non nul. Comme ﬂn(t) est le maximum de

-~ 3y
fn(t,.) sur E—An > A&] 1'équation (3.1) devient :

-~

]
- 73 (t, § ()
gee) -4 (0) =% p-s
o f -~
n *
5 (6,0 (e)
3y
posons
~ Bzfn N
[0_(e) - )] | 2 (£, §_(£))]
T (1) = @uhH'?
n n

L[Kz(x) dx J K'z(x) dx]1/2
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d'aprés 1'équation (3.2), Tn(t) s'éerit comme suit :

9~
= o f -
of
=2 (e, D)) | = (&, 0, (o0
T.(6) = (/2 %y
7 f ~ 2 '2 1/2
n * [JK (x) dx J K “(x) dx
| —5 (e, P (e))] ]
ay
donc la loi limite de sup T (t) est la méme que celle de
tef0,1] ©
IaEn I
== (&, § (£))
(n h::)”z su 3y

te[g,ﬂ [JK'Z(X) deKz(x) dXJ1/2

a4 condition de montrer que :
L

24

9 fn N
7 (e, 0 ()

oy
sup 5= —>1 , n>« .
Osts1 |3 °f ~k
—5- (£, J_(t))
3y

et

azfn -

—5 (t, 1ﬂn(t))

dy

5= > 1 n-+-o

Ostg1 |23 fn ~g
(t, J_(t))

3y2
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I1I1 - RECHERCHE DE LA LOI LIMITE DE :

afn
- (t, lﬂ(t))
Tn = (n h4 1/2 sup M sous l'hypothése nulle.

n '
Ostst [JK 2(X) dx J k% (x) dx]1/2

"N
Soit Fn(x,y) la f.d.r. empirique de (Xt, Yt)

Fo(x,y) la f.d.r. théorique de (Xt’ Yt)

Considérons la fonction empirique Zn(u,v) définie par

Zn(U,v) = /Eh(gn(u,v) - Fo(u,v))

et posons
ey = a2 50 g (3.3)
n =y 3y t '
_ 40 B o
Vn(t) = Vn(t) E Vn(t) (3.4)
donc Vg(t) = Vn(t) +E Vg(t)

Ce qui nous permet d'écrire

1 t-u J(t) - v
Vn(t) il JJ K(—E*—) K'(-————h-*-—) dzn(u,v) . (3.5)
n A n n
ol
A= [t—chn, t+chn] x [0(e) - ch, nﬂ(t)+chn] .
Proposition 111.111.2.~ Sous les hypothéses H2 , H3 y H4 et H5
on a :

sup |E VO(£)] —= 0
Ogtg & b
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Démonstration :

(n h4 1/2 (
E vﬁ(t) = JJ K(w) K'(v) £(t +uh, §(t) + v h ) dudv

n

(n hi)1/2

=—g5 || KW K [ft +uh, §&) +vh) - £, §&)]du av
n
[E V2] ¢ by 112 ” K k'@ [lul [13E[], + |v] H%IU du dv
n->o

Pour déterminer la loi limite de Tn sous 1'hypothése nulle du test, nous

allons introduire certains processus notés V (t) ; Vv 1(t) H Vn

n,o n, ,Z(t) et

Vn 3(t) qui seront précisés au fur et & mesure ultérieurement, et on écrit :
3

v () Vo) -V ()
I " e ] ——Ree T 0y
[sz(x) dx J k2] /2 [JKZ(X) dx J k2] "2
Vo) -V () v () V()
+ t‘ n,o n,t |‘m + I‘ n,1 - n,2 1‘w
[sz(x) fx'z(xﬂ”z [jﬁ(x) J k21?2 [sz(x) ax] 172
V() V() V()
] a2 - 2,3 NI . A
[fx2<x> ax 1172 [fx2<x> ax] /2 [sz(x) ax] 172
Puis on va démontrer que : |an 0~ Vn 1|]oo 3 [an - Vn 2||w H

Hvy 5 =V 5l s v

-v || tendent vers zéro en probabilité
n,2 n,3 n,o n ‘o

quand n > » suivant une certaine vitesse, et donner la loi limite de

Hv, 5l
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Définition 111.111.3.- Soit U, , U

1 U, une suite

9 s U3 seees UL

de variables aléatoires réelles uniformément distribuées sur BL1]p s, p = 1.

Soit En(x) la fonction de répartition empirique basée sur 1'échantillon
Uy ,..., U, alors : pour tout x : (x1,...,xp) € [b,1]p

* P

Z (x) =v/n (E (x) - I x.)

n n 5=1 3

est appelée le processus empirique basé sur U P )

1" n

Déginition 111.111.4.- Un pont brownien {B(x), x € [0,1]P}

est un processus gaussien vérifiant :

EB(x) = 0O

P P
EB(x) B(y) = I min(xj,yj) - I xj y

Remarques :

1) Un pont brownien {B(x)} peut &tre représenté en terme d'un

processus de Wiener standard W , pour cela il suffit de poser :

B(x) = W(x) - Xy Xy -

.. Xp W(i,...,1)
ou EW() =0

et EW(x) W(y) =
]

(=Rl

min(x.,y.)
1 (J,yJ

%
2) Zn et B sont considérés comme des éléments de 1'espace

p([0,1]P).
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Considérons la transformation T donnée par :
* %
T(X,Y) = (6(X), F(¥|X)) = X',Y) ,

* %
d'aprés un théoréme de M. Rosemblatt [21], X ,Y ) est uniformément

distribuée sur BLI]Z .

Posons :
N
L * 0k % X k%
Zy(u,v) = VA (W ,v) - F (u,v))

»Y.)

X x %
?n(u ,v ) est la f.d.r. empirique de 1'échantillon (X

* % %
F (u,v) est la f.d.r. théorique de 1"échantillon (X ,Y. )

Lol o B )
[ B e S

et écrivomns :

- 2y o By
V.o () = B jJA K¢ hn) K'( b ) dzn(T(u,V))

s

x % %

- dz (u ,v ) (3.6)
n

n n

I, % I, %, I, %
” REC (), K'(\D(t)—Fh(v [ECHDN
T(A)

n
ot TM =T([t-ch ,t+ch]x[0e)-ch , ) +ch])
* *
= lipr 5] * B vl -

Nous pouvons remarquer que les intégrales données par les équations (3.5) et

(3.6) sont égales, donc

v, -v = 0

n,o||w

Pour montrer que ||V -V

' tend vers zéro suivant une certaine
n,o n,1' '

vitesse, nous avons besoin du théoréme suivant :

Théonéme TI1.111.5. [2].- Sur un espace probabilisé ®,G,P)

—%k

. . . *
il existe deux versions Zn et Bn de Zn et de B tel que
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~1/2

_%
sup |7 @) - B_(W] = 0(og 1P 0" ')
ue[O,ﬂp n n
avec une probabilité égale a 1.
Posons :
— 1 _t__u_ [ 'ﬁ(t)‘v
Vn,1(t) =5 H K(h ) K (———h ) dBn(T(u,v))
n A n n
I,k S SILITS I
- ?}_J[ REC W), o O G 161 @Dy 45 W) (3.7)
n
n ‘' T(A) n n
Proposition 111.111.6.- Sous les hypothéses H, ; Hy 5 Hg 3 H Hg
on a : ‘

sup IVn o(t)-vn,1(t)l = HV

2.-1/2 2
-V Hm = 0((nh>) (Log n)")
te[O,ﬂ , n,o n,ft n

avec une probabilité égale a 1.

Démonstration : On pose :
By ((wv) = CéF:K(%if) K'dﬂﬁﬁiii>
a
v ) = RV () = JJA Py (W) da (T(@,v)
T *(8) = [Xz,x:]
4 < D)
T(a) = Tu*(A) x TV*(A)

ol @ - p, b, FraTeT W) - Al DI
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par intégration par parties (cf. appendice 2) on obtient :

op
, 1 x k. kK% % , T, % % x k%
Vn’o(t) = [__pn’t(u sV ) Zn(u »V )]T(A) +J . [——n—*—t (T (u ,yu)) Zn(u ,yu)
Tu’(A) du
op
s I, % * x K % *
- a:*t (T (u,yp)) 2 (u ,yz)] du
2
YPL v 1% % * k% X %
+ JJ ——;r—L; (T (u ,v ) Zn(u ,v ) du dv
T(A) 3u 3dv
_ J Pyt s *) x K %
T —;;;— T (xu,v ) Zn(xu,v )
v
ap
, I, % % * Kk % *
- _;§;£ (T (xp,V7)) Z_(xp,v )] dv
Sous H2 et H3 V; o devient :
V(o) = 32 I, % * x k% x %
n,0 t) = ) ;;;—;;; (pn,t(T (u ,v)) Zn(u ,v ) du dv
3p I, % I, %
B R DU Bl (2l CYO DI
av h vh_ v
n n
I, * I, %, T, 6 *
K(t—Gh(u )) Ku(\”(t)_Fh(V [G (u )))
n n
2
Y SN B % i ol [-al ) RECLWD) | d©-F e W)
A * % s e * % h h
u v h_vh Ju  3v n n

1 actw™ arl(v*etw®y) K.(t—GI(u*))
2 * * h
h™vh du v n

I, % 1,6 %
x Ku(‘ﬂ(t)_F IEV IG (U )))

n

* £ % *
1 ooy et w®)) artv¥lel ™)
hzvh av* Su*

1 % I % 1. %
x K(t_(};l(U)) Kn(kp(t)_Fh(V IG (U )))

n n
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par un calcul similaire appliqué &

2
vl =Yh v () Jf SO A PP S CWRD I T
n,1 n n,l T(8) Bu* av* n,t 0
On obtient :
2.1 1, *
v_om-v. ] s = |5l JJ REE W)y
n,1 n,o hi au* av* © () hn
I, % 1,6 %
‘Kn(‘ﬂ(t)-F 1'(1V |G (u )))l HB _Z*H du* dv*
n n ©
n
BF t—GI( *)
el . 1251 I eegey
hn T(4) n

I %, 1, %
’K"($(t)-F év le” Cu )))l B -2*| | au”™ av’
n n' o«

n

1 I,k
P ] e
T(A)

v n
n

1, %, 1,6 *
e AL CIE WD, |1 2] a” o'

n
par application des hypothéses citées et le théoréme IIT.III.5. on obtient :
2.-1/2
v, v 1= 0@ nd)™? og mP

n,o n,1

avec une probabilité égale a 1.

Théoneme 111.111.7.- [5 ]

Soit U(t) , t e (-», + ) ; un processus gaussien stationnaire

avec une moyenne nulle et dont la fonction de covariance R(t) vérifie :

19y R =1-0ple|P+0(e|®) 0<gg2, quand t >0
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2°) J Rz(t) dt < +
R

Soit d(t) = (2 log t)1/2 + {% (% - 1) log log t +
2 1
H & - )y -
1og———B—1ﬁ p'/B 8 2} (2 10g £y /2
2w)

1 4

olt Hy = limTJ e® (sup Z(x) > s) ds ,
Tow & 0

0sxsT

et Z(x) est un processus gaussien vérifiant

EZ(x) = - lxIB
cov(z(x), z()) = |x|® + [y]® = |x-y|®
si

MT = max{U(t), 0 £ t g T}

Alors :
-z
P(2 10g D' 1y - a(D) < 2) —— 72
T>t
Posons :
[ xess o @@y (6,72
1 A n n
Vn’z(t) = h— ) 1/2 dwn(u’v)
o [J K'“(x) dx]
et
H REE) g @),
Vn,3(t) = EL' 4 L o dwn(u,V)

[+
n [J k2 (x) dX]1/2
=C
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(t) est

sous 1'hypothése nulle du test (i.e. {J(t) = at Ve e o, Vo4

un processus gaussien centré stationnaire, sa fonction de covariance est

donnée par :

Ry(t,s) = - 1'2 H 1, o @V K(Eﬁ—-t—) K'(";ft) x x(-‘ih'—s—) K'<X§f§> du dv
S n n n n
hn J K “(x) dx
donc
= I utty gL PHaAty pr (Vo
RB(t) = R3(t,o) = J K(h ) K(h ) du J K'( hn ) K (hn) dv

hi J K'2(x) dx n n

Y . 1
on peut vérifier facilement que pour tout ¢t € [b, E—] , le processus
n

v (t h ) a pour fonction de covariance
n,3 n

1

R 3(t hn) = K(u+t) K(u) du J K'(v+at) K'(v) dv

o,
K'z(x) dx

si on pose

J K(t=x) K'({()-y)
U(e) = de(x,y)
[JK'Z(X) ax] /2

on constate que sous l'hypoth&se nulle du test U(t) est un processus gaussien

centré stationnaire dont la fonction de covariance est donnée par

J K(t+x) K(x) dx J K'(x+at) K'(x) dx

R(t) =
J K'2(x) dx

On peut donc conclure que U(t) et v 3(t hn) ont méme loi pour tout
’

t e [O, —lﬂ
n
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Lemme T111.711.8.- Sous l'hypothése nulle du test ; et sous H

2 3
H3 on a :

Vn,B(t hn)

[JKZ ) ax) /2

-z

P((2 log 5191/2 ( max

- dGh)) < ) — 20
te(0,1/n_]

n N>«

ol d6%~) est la constante donnée dans le théoréme III.III.7.
n

Démonstration : Soit

R‘(t) = J K(t + x) K(x) dx
R2(t) = J K(x + at) K'(x) dx
Yt ¢ o, hL]
n

Sous 1'hypothése nulle du test :

P§(t) =at , Yee [0,1]

2
r(t) = J K2 (x) dx - (J &' (x))2dx) L 40?5 quand t—0

2
R2(t) = J (K‘(x))2 dx - (j (K"(x))2 dx) ﬁé%l_.+ O(tz) s quand t — O

rR')rRZ(t) = (J k2 (x) dx) (J K'2(x) dx) -% (J K% (x) dx) (J k"2 (x) dx) (at)?
2

-5 (J K'2(x) dx) (J K'2(x) dx) +
azt4 2 2 2
* = (J K'(x) dx) (J K" (x) dx) + 0(t"), t-—0
d'ou
) 2 , aziKz(X) dx J k"2 (x) dx
R(t) = J K™ (x) dx - 5 [IK' (x) dx + ]

J K'z(x) dx

+ O(tz) 5 quand t — O
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Si on considére le processus Uo(t) définie par :

Uo(t) = ue) pour tout t € [0, i%ﬂ
[JKZ(X) dx:!1/2 n
on a :
t2 J K'z(x) dx 9 J K"z(x) dx 9
Ro(t) =1 - 5 + a + 0(t") ; quand t — 0
I Kz(x) dx J K'z(x) dx

si on compare Ro(t) avec les données du théoréme III.III.7., on voit que :

K'z(x) dx 2 JK"Z(X) dx
+ a »——-———-——J

f
JKZ(X) dx J K'2(x) dx

TN

de plus J Rz(t) dt est finie.

Donc les 2 conditions du théoréme III.III.7. sont vérifiées par le processus

Uo(t) pour tout t € [b, EL] ; d'ou le résultat :

n
-z
P((2 log —L01/2 ( max lv () - d01~)) <z) —*>e 2e
hn te[O 1/h] ° hn ne
R+
-z
<===> P((2 log 1}01/2 ( max ————lgﬁg-—————w - dcl—)) < z) Pueess e-2e
, n te[0,1/h ] [JKZ(X) ax] /2 n
v, 3(t h ) et U(t) ont méme loi pour tout t e [0, T}J d'ol le résultat
’ n
du lemme.
Remarquesd :
1) pour B =2 ona H =L
v

1 , pour les vérifier [gf. 18].

il
o]
=]
8]
sl

"

2) pour B
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Lemme TI1.111.9. [26].-

Soit {X(%,t) ; t, se€ (0, + )} wun processus gaussien centré

de covariance
R(s1,t1,sz,t2) = m1n(s1,s2) m1n(t1,s2)

pour (s1,t1), (s2,t2) e [0,8] x [0,T] (s;Tz1) . Alors :

& x [(syt)), (55t ) 0]
P(w : 1lim sup

Isz—s1 [=e+0 [2en log - ] 1/2
|t2-t1|=n+0

=1) =1

ou A x [(sz,tz),(s1, 1)] est 1'accroissement du processus X sur

[t,5e)] x [s,55,) -

Proposition 111.111.10.- Sous les hypothéses H H

2 » B35 Hg

et H on a :
9

1/2

2
||vn,2—vn’3|]m = sup {vn 2(t)—Vn’3(t)| = 0((h] log —) ')

Ostgt ’
avec une probabilité égale a 1.
Démonstration : Posons u = ]J K'z(x) dxl"/2

1
vo,(t) =
w2l 9e)] '

” (—) ram A ‘B(t)) TEGY) a0 (u,v)

par intégration par parties (appendice 2) on obtient

, () = —‘— ” [K( ) KRR ‘”(“)) Ve, v)] W_(u,dv)

n

u-t 1 V"‘D(t) -
A" JA [K(Tn-) K (_h;_) VE(u,v) wn(u’dv)]Au

v
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sous H2 et H3 , le second terme du second membre est nul.

Appliquons 1'intégration par partie une deuxiéme fois
q

- - 2 @ty g 2Oy Favy
Vn’z(t) = hnu JA 3 (K( hn ) K ( hn ) f(u’V) wn(u’v)]A
u

"

¥ E:T JJ TR [K(——) QA 282 ‘“”) x VE(u,v)] W (u,v) du dv
n A

sous H2 s H3 le premier terme est nul, il reste :

vn,Z(t) = ;—}1: ”A I:K(T‘) k' - lﬂ(t)) x V£ (u,v)] W (u,v)) du dv

2
) u-t =)
Ty KOG KR VG

Explicitons

3 u-t, . v-(t) R T e R i 149
5 [K(—B-;) K (T) Vi(u,v)] = h_ K (h ) K ) V£ (u,v)

n

(u,v)
N % K(gh—_t) k= }llﬂ(t)\ 3u
n n VE (u,v)
2
9 - - / - uev— /.
3o 5 EK(EB—C) K' (Vh—lﬁ(t?') f(u,v)] = —;—K'(Bh——t—) K (’V"‘l}’%(‘t—)) f(u,v)
n n hn n n
3 f
(u,v)
R = O
n v E(u,v)
1 -t —)(t) —gi (u,v)
* g KO KTERD) =
n n n VEQu,v)

2 K ) - 2wy £ W
. (ut)K(vﬂ(t)) u av oY Usv du Y By MV

4 [f (u,v):] 3/2

par un calcul similaire on obtient :

ANOR ” e G X 2Oy y v au av
A n
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d'ou

e t) g (e “”(t’) VEGa,v)

du v

.
Ivn,z(t)—vn,3(t)| " UL 2

3u av

(K(l’hlt-) k' ‘ﬂ(t))] W (u,v) du dv
n

H2 et H3 entrainent :

190,209 501 = i || I TSy e e e - "
? E n

W (u,v) + W, (t=ch , P(e)=ch ) - W (u,f(t)-ch )-W_(t-ch_,v)]du dv

Awn[(u,v), (t—chn,lﬁ(t)—chn)] est 1'accroissement du processus Wn

sur [t-chn,u] x [tﬂ(t)—chn,v]

AWn[(u,v),(t-chn,lﬂ(t)—chn)] = W (u,v) + W (t-ch ,¥(t)-ch )
- (u,lﬂ(t)—ch ) - W (t-ch ,v)]

2
1 v=(t) e
= Ivn,Z(t)-Vn,B(t)l: N u_h: IJA 3u v [K(—t) k' (_—_) EQ,v) - Dj”

x IAWn[(u,v),(t-chn,wﬂ(t)-chn):lI du dv

u-t v(e)) u-t e = (E)
K(—h;—) K (T_) vE(u,v) - K(T) K (h—')J]

3
- lgaay
du 3v n n n

LU R ea AN v Y
h n n

n J 9f (u,v)
1 u~t v=J (t) du
+ = |K' () K'( )| !
hn hn hn 2[f(u,v)] /2
v)
1 u t V= lﬂ(t) oV
+ 7 KRG ) K" ( )| |
By By 2[f(u v)]”2
2
3 f of of
_ _ 2 = (u,v) f(u,v) - == ==
. hi |K(uh t K'(V}?(t))l I dudv du avl

n n n 4|:f(u,v)]3/2
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donc par application des hypotheéses H5 , H9 et le lemme ITI.III.9. on obtient

|Vn’2(t)~Vn’3(t)| < (hi log —%)1/2 X cste p.s.

n

d'ol le résultat de la proposition :

_ 2 1 (172
l|vn’2vn’3{|m o((h 1ogh2) )

n

avece une probabilité égale a 1.

1 t~u , )=V
Vn,1(t) =5 JJ KQE*—) K G—j;———) dBn(T(u,V))
n A n n

d'apreés la remérque de la définition III1.III.4., on peut écrire V (t)

n,1
comme suit :
= 1 t-u ' lﬂ(t)'v
Vn’1(t) = TT-JJ KQTT—) K G—j;——-) de(T(u,v)) -
n-’’A n n
hi ” K K'("L(%)—"l) £(u,v) du dv W_(1,1)
n A n n
t-u ,iut)—v
JJ K(TT—J K'¢( TT“')
on peut remarquer que L L= de(T(u,v)) et V_ 2(t) sont

h [j k' 2(x) ax] /2

2 processus équivalents et que

l” K({—:) K' (ﬂ%l:l) f(u,v) du dv] 1wn(1,1)|

El- sup
n Ogtg1 [J 22 (%) dx:l1/2

tend en probabilité vers zéro quand n tend vers « .
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IV - CONSTRUCTION D'UNE REGION DE CONCENTRATION ET D'UN TEST.-

3 £ - 32 ¢ -
|—~ (6,9 (e)] l—" (.00
sup gyA et inf BZ =
o<tgl ] fn ~% Ogtgt 9 fn ~%
IR e S CR (DY C |—= (0|
Ay dy

Proposition 111.1IV.1.- Sous les hypothéses H2 s H3 ,

5 10
32 fn 82f
sup sup | 7 (6,5) - 5 .| —= 0 p.s.
Ostst |y|sA, 3y 3y neo
Démonstration :
o’ £
Posons L (x,y) = (x,y)
n 2
ay
2
f
L(X,Y) = 2"'2' (XQY) .
3y

Soit kn une suite d'entier qui tend vers 1'infini avec n .

bo,i,i T 1 %Pin AR (Gana (TG0 - L) (3.8)
by kg s
n n
avec 1 =0,. "kn_1



>
It

s

Osigk -1
n
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up sup

—kns j skn- 1

A

n’l’j

L oY) - E L Gy

k
) - K"(

n (j+1)
YOS Ay
n n
i A A
s L &, ) - EL &, )| o+
n n
A
+ sup |E Ln(x,y) - E Ln(X, k_)l
jA (G+1A n
Sl i
k k
n n
Ay
+ sup L (x,y) - L_(x, )|
. . n n k
iAy (_]+1)An n
TR
n n
j An 1 n x--Xi . y-Y,
. |E Ln(x,y) - E Ln(x, k—)l = A lz EK ( o ) ﬁ( ('h—
n nh_ =1 n n
n
1 of ;
<-4, L | k@] ko] aw ey
n n
. 3)
ia LRI KD,
. sup an(x,y) - Ln(x, m < 5
i A GG+DA n k h
n n n n
k k
n n
An j An
(3.9) et (3.10) = An’j < |Ln(x, ) - EL (x, ) |

n

n

i)]

3.9)

(3.10)

Il D1 s, & B | 2@ a0 | ko] av

kh5
n n

2
n n

(3.11)



(3.8) ==> - sup sup
eled. it1 A G+1DA
r SX~_k— n 55 n
n n k %k
n n
+ sup sup
i i+1 7 A (j+1A
T $X§5— n n
by Tk ST
n n
< sup AL+ sup sup
. . n
: isxslﬂ >J xe[0,1] IylsAn
k k
n- n
éme ., .. .
Le 2 terme de cette inégalité tend vers zéro quand n

en effet :

1
E Ln(x’}’) = "
h
n
=1
h2
n
h
h2
n
H2 N H3 =D
donc

|E L G,y) - Lix,y)| s J

E%@J)=JH®KW)

2%
K(u) K(v) |—~2 (x+uhn,y+hnv)—

67 -

IK(u) K" (v) f(x+uhn,y+vhn) du dv

J K(uw) [f(x+uhn, y+vhn) K'(v):lSC du

of
J K{u) K'(v) 3y (uhn+x,y+hnv) du dv

an(X’y) - E Ln(X,}’)[

|E L G,y) - LGx,y) |

\E Ln(x’Y) = L(X,Y)‘

tend vers 1'infini,

335 (x+uh_,y+h v) du d
5 un,y LV u dv

ay

3y

2
2—125- x,y)| du dv —= 0
dy e

(3.12)
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(3.11) et (3.12) ===>

i jAn i jAn
SIL('—9 )_ELn(l:_-’k)l

An,i,j n kn kn 0 n
1 1 of
s el s = L | Reo] o
kb Kk n: o
nn n n

el 1R, a A
: By 0, | e e

k h5
n n n n
+ p sup |E Ln(x,y) - L,y .

su
X€ [0, 1] lylsAn

Donc pour un choix convenable de kn tels que :

> (3.13)

il reste a prouver que

.
A' = sup sup an(’ki S L Ln(i("l— " n)l'_’* 0 p.s
Ogigk -1 ~k_s<jsk -1 n n n n e
.. n n-n
soit € >0 ,
i jAn i jAn kn_1 kn—-l
P(Ar'l>g) = P( sup sup ILn(k—-, —k_) - E Ln(k_ » R Y > e)s 2 2
Osiskn~1 —knsjskn-1 n n n n - i=0 j=-k

. iA )
PAL G > ) “E LG el R
n n n 2kn
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Lemme TII.IV.2.-

Ve >0 P(L G- jAn)-EL(-i— j—ﬁr—‘)l>€)
e>05 n'k_ ’ k n'k_’ K 2
n n 4 n n 2 k
"y 20-1
e e
2.k, 20 4o
< 2e
avec e =max(1 , (}|K]]_ ||K"|lw)3) .
i

Pour démontrer ce lemme, il suffit d'utiliser 1'indgalité de
Bernstein Fréchet généralisée par P. Jacob dans [13]. Le lemme III,IV.2.

entralne :

nhi nhi
kn_1 kn-1 -nCz _%Lkz ;_f 2 —nCi _82 k2 2 2
P(a'>e) ¢ ¥ y e %e B 2kt e e “%n % =
n . . n
1=0 j=-k ‘
n
avec c, = 2:;‘2‘ et a=max(1, (J|&l]_ |[&"|]_)%

il faut choisir kn de telle sorte que :

(3.13) soit vérifié
et

la série du terme général vy soit convergente.

nS/2 Y 5
. Prenons k =———75 et A =n (0<vyc< Z)

(log n)”z

5,1
C B - n5/2 2o ) n (5 -n)
1/2 1/2

(log n) (log n)

nous avons choisit :

1 1oy o
A <n< 3 5 >k h7 —— ¢+
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5
1/2 - =
A = nY(iog n) / = n(Y+5n 2) (log n)1/2 — 0
5
kn hn HS(E - n) 4 >0
ch
- n
. 21/m o 2
/G; = (2 kn) e e 4
eh
_ n _ CZ
log 2 .5 1 7., 2 o
- 2(2n log n 7n log log n) kn 2 a
= e e
<2 - 2m_21
—e %=¢ Ao <1 car 2a-1 0

donc la série de terme général u est convergente, d'ou le résultat

de la proposition.

Proposdition 111.1V.3.- Sous les hypothéses H, , H, et H

2 3 5 °
On a :
- p.s.
sup sup |fn(t,y) - £(t,y)| —= 0
osts1 |yl|<A, no

Démonstration : Il suffit de suivre la m@me démarche que celle de

la proposition III. IV.1.

Proposition 111.1V.4.- Sous les hypothéses H, , H, et H. on a :

p J}(t)-tﬂ(t)———»o , n+w®
op, =

Démonstration :

(e, B - @)] 3 [ )00 = 15,660, 0)-£0, )]
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—_> [f (¢, @ (EN-£(t,P(L))| + |f (t, w (£))-£ (¢, w €N} 2 If(t,w (£))=£(e,P(e)) |

==> 2 sup sup |f (t,y)-£(t,y)] = Iﬂ ()= ()| 13 (t € Nl
Ogtgl |y|sA

sup |0n(t)—$(t)| > e ==>2 sup sup ]fn(t,y)—f(t,y)| > € ]I ||
Ogtgl Ogtg! |ylsAn

d'oll le résultat de la proposition.

P _ L I
) Proposition 111.1V.5.- Sous Hy , Hy , Hy , H, g et Hy :
inf ]é—g (6,9Ct))| >0 , on a :
Ogtg! 3y
.
> (e, (&)
| .
1) sup ;yA o 1
Osgtgl | 3 fn ~
5 (6,9 (e)
oy
82 fn -
5 (t,ﬂn(t))
2) inf oy P,
ostet | a%E ., e
5 (6,9 (t)
ay
Démonstration : 1)
o £ o E . S
2 - (t, W () — (t,ﬂ (v)) - > (t,&n(t))
sup gy- - 1| sup 3y 5= 3y
Ostg1 |9 fn % Ogtgt 3 f ~x
(e,9_(£)) (t @ (t))
2 n 2

oy 3y
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82 £ 2 2 2
7 37 f I ] 3 ] %
sup |—=2 (6,0 () = 5 (6,0_(e))] sup [ (¢, (1)) - 2L (¢, ()]
2 n 2 n 2 n 2 n
Lt 3y 3y L) 4 3y
S 5= 7=
CRE S, I S,
inf [—5= (t,0 ()] inf [——" (t£,0 (£))]
t dy t 3y
5 -
2 - 3" £
3 * %
sup 12 (,07(0)) - —2 (,8% (e))]
2 n 2 n
t 3y 3y
+ =
2
3 fn ~
inf |~ (t,9_(£))]
t dy
la proposition III.IV.1. entralne :
i S 2 -
sup | (6, (0) - =5 (£ ()] ——>0 , no>w (3.14)
Osts! 3y Jy p.s.
et ~
82 fn Pt Bzf ok
sup  [—= (,0 () - == (6,0 ()| =—==0 , n->w~ (3.15)
Osts1 3y 3y p.s.
de plus on a :
2 - 2 -~ ~ -~ 3 -
9 f 37 f * * 9~ f K
|5 (&9 _(t)) - = (&, 0_(eN] s 19, (©)=0_(t)| =5 &0 ()]
% % Wy (3.16)
2 -~ 2 -~ -~ 3
3 3 *
=> sup I——g— CRNO)! —~—§ (£, 8 ()] € sup [§ (©O-F(t)] Hi—g—H — 0
Ostg1 By ay ¢ 0stsg1 dy e
ceci est d'aprés la proposition III.IV.4.
On peut montrer facilement que
82 n I n-w 82f
inf | (t, ¥ (1)) == inf |Z= (&, $(&))| (3.17)
2 n p.s. 2
Ostgl 3y

ostgl 3y
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(3.14) 3 (3.15) ; (3.16) et (3.17) entrainent le résultat 1°) de la

proposition.
Pour démontrer le 2°) il suffit de suivre la méme démarche que 1°).

Les propositions III.III.2. ; IIT.III.3. ; IIL.IIT.6. ; III.III.10. ;
et IIT.IV.5. et le lemme ITI.III.8. nous permettent de conclure le résultat de

la proposition III.II.1..

Cette loi dépend du paramétre a, on peut alors construire une
région de concentration au niveau I-a pour l'estimateur &n(t). Cette
région dépend du paramétre, pour en déduire une statistique de test de 1'hypothese
de linéarité, il nous faudra alors distinguer le cas ol a est connu de

celui ot il est inconnu.

La région de concentration au niveau 1-a est donnée comme suit :

[jx2<x) dx j k2 (x) ax] /2
+d_(a)) v P (0) < D) <

@ nh'/?2 l 2 (e, §_(0))]
Y

2y

P~
(2 log h

)1/2

2 2 1/2 =
- z [ K™ (x) dx J K' (%) dx]
&n(t) + G“——“°37—77E'+ dn(a)) J 2 = 3 Vi e BLI]J

(2 log )
B, m 012 | LSRRG

oy

— e =1-a sous l'hypothése nulle du test.

-~

Si a n'est pas connu, alors considérons un estimateur a, de a convergeant

et montrons que la loi limite donnée dans la proposition III.II.1. reste la

méme lorsqu'on remplace a par a

» \VE € [b,I]

Sous l'hypoth&se nulle du test :  J(t)

It
[V
rt
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A S
|\0n(t)-an .t} |-———2— (t, &n(t))| ~
2 1og (' (max (@ niy /2 8y - d_(a))
a2 ¢
_}d)n(t)-atl I-——ZE (t, ﬂn(t))l
< (2 log EL91/2 ( max (n hi;)”2 % - dn(a))
Ostst [J K2 (x) dx J ) ax]'/?
a |32 S |
lat-a_t| 5 (£, (€))
+ (2 log 3101/2 ( max (n hi;)”2 3
n Osts1 [JKZ(X) = J k2o a2
+ (2 log EL)HZ (a (a) - dn(;n))
n
y . 2 ay-a o
ontrons que : (2 log M ) (dn(a) dn(an)) —> 0 p-s.
n n->ee
JK'Z(X) dx ~y K"z(x) dx__1
e 4+ a
1.1/2 - 1 Kz(x) dx n JK'z(x) dx
(2 log =) (d (a)-d_(a )) = -+ log —>0,n+e
hn n n n 2 K'Z(X) dx ) an(x) dx p-s.
——  + a
JKZ(X) dx JK'z(x) dx
3% £
1,1/2 4.1/2 - n r
. (2 log ;) (n h) la-a | max | (t, § (&N] — 0
hn n n gsgts1 8y2 n p.S.

ceci est vrai d'aprés la proposition ITI.IV.3.
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CHAPITRE IV

THEOREME CENTRAL LIMITE DE ﬂn(c)

On considére le processus Y = ﬁ(Xn) +ey donné par 1'équation

(3.0) dans le chapitre III, ﬁn 1'estimateur de { défini dans ce chapitre.

On va montrer que pour p entier 3 2 ,

>

e = lim (n h::".zl;‘)”2 , Y(t) ~ N(O, £(t,¥(t)) J Kz(—u) du J K'z(u) du)
N>
Bp =.J ¥P K(x) dx finie , ona: Vte [-T,T] (0<T<+w)
412 5 L p+1 e - B
((n b)) @ _(t) - §©)) — (-1)
n n n->0 32f
P! —5 (£,¥(£))
3y
p+1 p+1
[—"p-—f (e, 9 + 22 (t,tﬂ(t))] - Y(®)
9% 3y y 3 f
-—5-(t, g(e))
ay

Définition IV.7.~ On dit qu'un noyau K est un noyau d'Eddy

. . . + .
si c'est une application de IR dans IR bornée tels que :

1) K est absolument continue, dérivable et sa dérivée K' est bornée.

J K(x) dx = B0 =1

2) Soit p 2 2 :

J xb K(x) dx = Bi =0 Vi = Tyeeesp—1
J <P K(x) dx = B finie
J PV k) ax =B, finie .

p+1
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. J x[l('(x):l2 dx est finie .

pour t , t g [—T,Tj s S € [;L,L] on définit le processus Zn(t,s)

par :

1

z (6,8) = —— [£ (6,0() + @ nD™% &) = E (e,0(e))]
n

(n h)

et le processus Z(t,s) par :

2 2 p+1
Z(t,s) = iz_i_; (6, P(t)) + -1)P s :—!Bp E—pﬁ £(e,P(t))
oy y
p+1
i £ (t,ﬂ(t))} + s Y(E)
9x° 9y

Y(t) suit la loi normale N(o,f(t,ﬂ(t))‘J K'z(x) J Kz(x)) . Pour t

fixé élément de [-T , T|] on va montrer que

Z . o> Z_ quand n tend vers 1'infini et le théoréme
s

central limite sera une conséquence immédiate de cette convergence.

Proposition 1V.2.- Etant donné un entier p > 2 , et K un

1

noyau d'Eddy sous les hypothéses suivantes :

1) lim (o b%) =
nse n

2) lim (n hg+2p)1/2 =0

n->oo

3) lim (n h4+2p)1/2 = e
nw n

a1t

O
9x ByJ

existent et sont bornées pour i

]
o

..p+1 ;3 et

j = 0,...,p+1
Alors : pour tout ¢t € [fT,T] fixé on a :

Z IID> Z,

n,t
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Démonstration :
Posons b = (n hl‘)"”2 .
n n

2,069 = = [, (0® v 0 - £,(6,0(0)
n
- n t-X. PCE)-Y,
£ = 5 T KD KRe—
n nhn i=1 n n

Zn(t,s) = (Zn(t,s) - E Zn(t,s)) + E Zn(t,s)
+ s(Zn(t,1) - E Zn(t,1)) - s(Zn(t,1) ~E Zn(t,1)) .

a) Montrons que : (Zn(t,s) - E Zn(t,s)) - s(Zn(t,1) - E Zn(t,1))

L0 Vs e [F1,17] x [FL,I]

n>w
pour cela, il suffit de prouver que :
Var((Zn(t,s) - E Zn(t,s)) - S(Zn(t,1) - E Zn(t,1)) ;;;7-0 .
Var((zn(t,s) - E Zn(t,s)) - s(Zn(t,1) - E Zn(t,1)) = Var(Zn(t,s) - s Zn(t,1))

Posons

. =X, J(t) + b_s-Y, Pe) - Y,

i _ 1 1 n i 1
Ri(e,9) =~y e [K( L )]
n n

t-X. P(t)+b-Y,
gl

w'(t)-Yi
: )]

) - K
n n

donc
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n .
Var(Zn(t,s) ~ s Zn(t,1)) = Var(% 121 R;(t,s))

-1 var®! (¢,9)) < 1 E(R:l(t,s))z
1 1 2 _ 1 t-u J(£) +bs—v, _
= E(Rn(t,s)) = i J{K(—En—) K(——————hn )
n n

2
xd®m) - KD relbyy K("L({l‘—‘i)]} £(u,v) du dv

n n n
2 2 k5 —v) - R(=v)  KGZ - v) - R(-v12
s b h h
- n h2 Kz(—u) n _ n
4 4 n bs h
nh b = n
n n h
n
£(t+u b, Pt) + v hn) du dv
b2 nl
LI
n h4 b4
n n

il reste a montrer que 1'intégrale tend vers O quand n tend vers

1'infini, pour cela cf. [25] , d'olu

(z_(£,8) = E Z_(£,8)) = sz (£,1) - E 2 (c,1) Lo

n->e

b) Montrons que :

2 .2

E Z (t,s) DT;%— —3—2 (¢, Y + NP s 5
Jy L
p+1 p+1
B [3———3 (e, Py + 2=£ «, Wr))]
P axp oy Byp

(.10 EZ_(t,s) = —21—2 J K(t—h‘ﬂ) [K(‘ﬂ(t});’bs"’) - K(‘ﬂ(ﬁ)"’)} £(u,v) du dv
hn b n n n

b2

= —L-J K(-u) [f(t+u hn’ J(t)+bs+v hn) - f(t+u hn’ Pglt) + v hn)] K(-v)du dv
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N

procédant par application de la formule de Taylor a f(t+u hn’ J(t) +bs+v hn)

donc :

f(t+u hn’ f(t) + bs+v hn) - f(t+u hn’ Pt) + v hn)

2 2
(bs) 9 £
71 y (t+u hn, \0(t)+v hn)
3

3 -~

(bs)~ 3°f

* 3T -3 (t+u hn, gn )
9y 1

L af
= bs y (t+u hn’ P(t)+v hn) +

olt &n est un point situé entre P(t) + v hn et ¥(t) +v hn + bs .

(vh )i
(t +uh, lﬂ(t)+vhn)=,§ —r T3
i= oy

of
ay

(vh )p+1 ap+2

of n f ~
(5;)(t +uh, d(e)) + X T (t +u ho, € )
y 2
g est un point situé entre Y(t) et P(t) + v h
n, -
(v )b i+t
=> ]‘J%J —7 2 f(t+un, J(£)) R(-u) K(~v) du dv
. 1! i+1 n
b i=0 3
p=1 (v h)b i+
s n )
Y J .Z i! i+1 £(t +u hn’ J(t)) K(~u) K(-v) du dv
1=0 3y
s [ o p1
+ ET-S-J v© K(-v) dv J ayp+1 f(t +u b, P(t)) K(-u) du
=s|af -
3 J 3y (t +u hn’ P(t)) K(-u) du B +
s hg 3p+1 b
+ gp—!J W f(t +uh , $(t)) v R(-v) RK(-u) du dv (4.2)

Examinons le terme %§~(t +u hn , J(e))
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(u h )i i
of - nn 3 @3t
5 (t+uh , #(e)) izo T % (By) (e,(t))

@h )P o

(p+1)! axp+1

of
G (o> KO

n, est situé entre t + u hn et t , 1'équation (4.2) devient égale a

P
s h p+1
n J P K(-u) au E—E (¢, 9(©) dqu B
b p! 3y 9x
s nP ap+1
+ 2 f £(t + u b, $(t)) K(-u) vP K(~v) du av
p+1 n
b p! 4 3y
p+1
s h p+2
b f P B, 9Ge) RGw) du
b(p+1)! axP™' oy

on peut montrer facilement que :

2

3 £ Bzf
. ——E-(t + u hn’ &(t) + v hn) E;;ﬁ'—_f (t, ﬂ(t))
oy ay
3 3
b 37 f
« ThH T a5 (t +uh s E )
b2 8y3 n n, n>e
P
h p+1
n 1 ) £ P _ -
SGB") o7 J ;;E:T— (t +u hn , P(t)) vt K(-u) K(~v) du dv
p+1
oes S i 2 fi:’ﬂ(t)) B, x (_1)P
p-: Byp P
P
s h p+1 p+1
CSTE J . £(e, $C6)) o¥ K(-w) du —= s 2L (0@ B (-DP
p! 2P 3y P*5xP oy P

d'ol le résultat du b)
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2 2 p+1
lim E Zn(t,s) = %;- 2—%—(t, P(E)) + s J% 2—577£ (t,§(t)) Bp x (-1)P
ne dy P 3y
p+1
PP s & 2 £(t, §(t)) B

¢) Montrons que

2,(6,1) - E Z_(£,1) —5> N(o,£(t, $(0)) J K (u) J k%))

n t-X. P(t)+b-Y. P(e)-Y. n .
1
z (£,1) = ; 5 _Z K [x( ) ~ K 1)}; g U (t)
n hn b” i=1 n n n i=1
, t-X. J(t)+b-¥, P(t)-y.
. i _ 1 i iy _ i
olt Un(t) = hz oz K( o ) {%( R ) - K( hn )}
n

(U;(t)) sont des v.a.r. i.i.d.

Var(z, (e,1) = 2 var @ () = 1 B! @n? - @ vl e)?

CL@ulen? - . {hz J K(-u) K(-v) [ECt +uh, ¥(6) + b+ vh)

nhipt LD
n

-f(t+uh , ¥e) +vh)] du dv}2

4
h
¢ —1n ) 42 jx- du)® 0
7 551 e by () KCG0) dw)”
n
) @ - ) - K(~v) 72
1 1,032 _ __ b 2 (. 2, n
. E’E(Un(t)) =3 hn f K" (-u) T }
nh b h —
n n hrl

f(u ho+t, P(t) + v h ) du dv

—=> £, 0(t)) J k% (-w) K'2(-v) du dv
donc Var(Zn(t,1)) o £(t, P(r)) J Kz(—u) K-Z(_v)

pour chaque t fixé élément de [-T,T].
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Pour montrer la normalité asymptotique, on a appliqué le théoréme

de Lindeberg (théoréme 7.2. Billingsley), pour cela, il suffit de vérifier

que
Jﬁ [Un—EUnJZ
n —! f(u,v) du dv — 0
U-E U ° e
n n
2€
=
- 1 J)+b-vy _ o P(E)-v t-u
LN ‘ 72 [K( W K(__h——)] K
h™ b n n n
n
1 2 _ 2.2
< 2 lIkl2 -2 LIxl|2 82
n
=> |U ~EU | g4 ||K||2nh2
n n ® n
!Un_EUn, 2.2
S Wit PR FITE RS
n ® 'n
Un—EUn
h —> 0, donc pour e>0,3n(e):Vn2n(£): ——| < ¢
Un - E Un 2
= nj [-——-————-——-] f(u,v) du dv —> 0
~E Un n n->e

d'olt le résultat Vte [-T,1] .

@ (t,0 - Ez_(£,1) =h> Neo, £, (&) JKZ(—U) JK'2<~V)>

Pour conclure au résultat de la proposition, il reste a prouver

que le processus Zn t:(s) = Zn(t,s) est équitendu par rapport & s
>

(t étant fixé). Pour t fixé, Zn t(s) est élément de C(E—L,L])

>

car K est continue.

Donc pour prouver l'équitemsion, il suffit d'appliquer 1le

théoréme suivant [6 ;5 P 95].
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Théoréme 1V.3.- La suite z t(.) est équitendue si elle

b

satisfait les deux conditions suivantes :
1) 2 (o) est équitendue

n,t

2) 11 existe deux constantes p 3 0 et o > 1 et une fonction

F non décroissante, continue tel que :

1>([zn c(sy) - Zn,t(SZ)I 2 A) < A1—p IF(SZ) - F(s1)|°‘

V@1 > 8y ; V@ 21, Vﬁ >0

Vérifions ces deux conditions :

1) Zn,t(O) = Zn(t,o) =0 donc Zn t(o) est équitendue .

bl

PP éme .. . .
2) pour vérifier la 2 condition, il suffit de montrer que :

Vs

12 Sy Va1, a>1 ona
- P - o
Elz, (s Z, (1% s [F(sp) - F(s))|

posons p=a=2

2 1 n t—X. @(t)+bsz—Y.
Bz, (s =2, ((sp))" = {nhz -z Z [K( :

. h )
i=1 n - n
n
J(e)+bs,-¥, 3 2
e
B I
1 t-X, [ u)(t)-i-bsz—Yi u)(t)+1>s1-3fi 2
= —— E K2 ( 5y K¢ ) - K¢ )]
2 h4 b4 .2 n hn hn
n
t-X. P(t)+bs Y, J(t)+bs, -Y
1 i 2 1
+ ———— ) E K( ) [k( by - K(———————————O]
n2 h4 b4 i#j n : hn n
t-X. P(t)+bs.~Y. P(t)+bs ~Y.
x KD R 2 - K¢ h‘J)]
n n n



_84_

posons

P(t)+bs
h

t—

X.
A = E K¢ LY Z
n

-y, P(t)+bs Y. 72
1) - K( . 1 1]
n n

n
b(sz-s1) -v
2 2 KC—F————) - K(-v)
b" (s,-s,) h
S hr21 I Kz("u)[: o :l

b
n T (52—51)
n

f(t +u hn, P(t) + bs1 + v) du dv

2
< 11E112 b2 (s, ) (I % (-u) du) (I &)~ KOy gy

b . . . P
avec 6 = s (32—51) , cette intégrale est uniformément bornée par

=}

rapport a s, et s, [25 » P. 879].
- 1 § . Kz(t—xi) K(11)(t)+bs2—§{i) ) K(xﬂ(t)+bs1—i{i 2
2 4 .4 b h h h
h b i=1l n n n
n
2 2
L] ], (s,msy) —v)=K(=v). 2
. - 22 1 J 2 (<0) du J & v; K(v)y" gy

nh b
n

2
= [[f[li (sz—s1)2 I KZ(-u) duJ (K_(LS'_‘_’_%:_K_(_'_V).) dv

t~X. J(t)+bs, ~Y. P(t)+bs Y, )2
B ={E kD [R5 - e ! 1)]}

h 0
n n

= {j hrz1 K(-u) K(~v) [f(t +u hn’ P(e) + bs2 + v hn)

- f(t +u ho, Je) + bs, +v hn)]}du dv
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f(t +u hn’ J(t) + bs, + v hn) - f(t +u hn , P(t) + bs1 + v hn)

2

bz(s -5 )

= b(s -s ) (t +u h , () + bs1 + v hn) + 2' E—E (t +u h , g )
! ay
E (v h ) ai+1 £
= b(sz—s1) [; T (t +u hrl , P(e) + bs1)
=1 ay
p+1 2
(vh) aP*2 ¢ b%(s,ms ) 2%t f
+ ) (t +u hn’ nn) + 71 (t +u h R E )
e+t ayP ‘ 3y’

—_> B = b2(sz—s1)2 hz'{J K(-u) K(-v) af (t +uh, §(O) + bs,)
(v hn)P ap+1

+ P!

5 (c+uh, §) + bs,)

p+1
(v hn) ap+2 £

(t+uh n.)
! s
(p+1)! ayp+2 n’ 'n
b(s,~s,) 2
"2 1 3 £ 2
+ — ——E-(t + u hn’ En)J du dv}
oy
of of e:
Sy (e +uh , #() + bs,) "oy (t+uh, §(r)) + bs, _ay2 (t+uh, o)
i . 1
P (uh)b i (w )P pip
=l S e e s A G g
i=0 3% 9y ) ox 3y
2
f
+bs1zy—2(t+uhn ,(xn)
uh )p p+1
=> B, = b%(syms D B { [ KGw k) =2 ()
n 27 n p! p
39X~ 3y
@B )P e 12
(B, §(t)) +bs, == (t +uh a )
] > ’
(p+1)! axp+1 5 n 1 ayz n n
(v hn)p ap+1 £
+ o1 or (t +u hn’ Jle) + bs,) +
ay
(vh )p+1 p+2
( +r1l)' 2 +2f (t +u hn 4 nn)
P : ayP
b(s,-s,) .2 2
2 71 9 f
t— P (¢+uhn , gn)] dudv}



_86_

donc on peut conclure 2 :

t-X, P(t)+bs, ~Y. P(t)+bs, -¥.

1 i 2 71 171
54 4 z E{K( h ) |KC o ) - K¢ ™ )]
n hn b i#j n n n

t-X. P(t)+bs,-Y. P(t)+bs,-Y.
o e By - e )
n n n
< A. (sz-s1)2

A est une constante indépendante de n , d'ou le résultat final

2 2
E{Zn t(si) - Zn,t(SZ)} <A |52‘81|

donc le processus Zn t(s) est équitendu par rapport 4 s .
H]

ind Z Zﬂ> .
n,t Zc
Remarque : Le résultat reste vrai pour tout s e (- ®, + )

ceci est d'aprés le théoréme 5 de Whitt [24].

Conollaine IV.4.- Sous les hypothéses de la proposition (IV.2),

on a, pour tout t élément de [}T,T] .
4.1/2 5 L
()" @ () - Pe)))

2 -1 [ .p+l p+1
CIALIN S [3—-2- (t, @(ﬂ)} [ﬁ—ﬁ (t, P + E—E£ (¢, JJ(:))]
3y 3y 9x" 3y

2 -1
- [a—g (t, 0&))] ¥(t)
5y

Démonstration : Soit t e [-T,T].

On définit la fonction Mt par
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Mt(g) = inf{J(t) | g(t, P(e)) = sup glt,y)}
y

pour tout g(t,.) élément de C([~=, +°]).
Cette fonction est mesurable d'aprés [?5 , 881]. Appliquons cela 2 Zn(t,.)
et Z(t,.) qui sont deux éléments de C(EFW, +©]) pour tout t &lément

de [-1, T].

On a donc :
M (z) = inf{L (t) | z (t, 2 (t)) = s;p z (t,y)}
et
M () = inf{€(t) | z(t, £(t)) = sup z(t,y)}
y
M2) = L0 = @rhH? G @ - den
et
p+i 22f -
M (2) = NP7 e B [— (¢, lﬂ(t))]
p 2
oy
p+i p+i 2 -1
[3 (6 0@+ 2, wm} - ["—g (t, &(c))] (o)
ayP ax’ 3y Ay

donc d'aprés un corollaire de Billingsley , on peut affirmer que :

Vee [mal = a0 ot M.@)
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APPENDICE

1






QUELQUES GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV

Soit E wun espace quelconque muni de sa tribu borélienne €

et d'une mesure .

On considére une chaine de Markov (Xn)n>0 a4 valeurs dans

(E,E,l) et ayant P(x,A) comme probabilité de transition.

éme

n . i . el . A
P (x,A) désigne la nle étape de cette probabilité de transition

définie par :

P"(x,A)

X) nz 1

P(X_eA | X
n o

2 2" Pn(x,A) ; XeA et AectE
nz0

Posons GZ(X,A)

Définition 1.1.-

1) On dit qu'une chaine (Xn) est r-transiente (r > 0) s'il

existe un £ e€E etun AeE , avec J@) >0, tel que Gr(E,A) <o,

2) (Xn) est dite r-récurrente si elle n'est pas r-transiente.

Remarque A :  Si E,E,§H = (R, B]R’ A) alors la notion de

A-irréductibilité se traduit par

A< Gz(x,.) Vx ¢ E
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Un temps d'arrét est une fonction aléatoire a valeurs dans
N U {«} , 1l'exemple le plus important pour les temps d'arréts est les
temps de retour vers un ensemble A ¢ E noté par Ty c'est le premier

k > 1 tel que

Kk € A si k est fini

© sinon ,

(n)

T, le premier k >T(n-1)

A tel que

de méme on note

Xk € A si k est fini

© sinon .

On pose

<o)y =P (\J (X € A))
X n

L(X)A) =P (T
X
n=1

A

©

Q(x,4) = Px(m (Tén) <)) .

n=1

Définition 1.2.~ Supposons la chalne de Markov (Xn) posséde une

mesure de probabilité invariante notée .

1) On dit qu'un borélien A est proprement essentiel si
Q(x,A) > 0 lorsque 7(A) > O .
2) On dit qu'un borélien A est fortement uniforme si

sup E. 1 < = VB , avec 7(B) > 0 .
X B
XeA
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3) On dit qu'un borélien A est un D-ensemble si le processus

(X ) est uniformément récurrent c'est-a-dire :
n

L(x,A) =1, V& e A et 7w(A) >0.

Lemme 1.3.- Soit A wun borélien proprement essentiel, alors
A est fortement uniforme si et seulement si A est un D-ensemble et

sup E_ 1, < » .
x€eA A

Démonstration :

1) 81 A est fortement uniforme et proprement essentiel, alors

7(A) >0 et sup E 1, <=, et d'aprés la proposition 2.4. [24] on a :

XelA A

A est un D-ensemble.

2) Soit «(B) > 0 , alors E_ Tg < ® POUT X T.p.s., alors il

existe un CC A avec, m(C) > 0 et sup Ex T, < @ soit AT;F) =1

xeC B A

et on considére 1'égalité :
¥ (n)
T, =1, + 2 X (n)y At
c A =1 BC>ﬁA ] A

Maintenant A est un D-ensemble, appliquons le lemme 1.3. [24] pour

1'ensemble C , il existe a < o et o <b < 1 tel que :

v (n)
supE_t,ssupE 1, + ) E_{X (n), E (at, ")}
xeA ¥ €7 e x A 2y X (TC>TA ) X (n) A

T
A
0
n
<sup E_1, (1+ z ab) <
xeA x A n=1

et d'aprés le lemme 3.1. [23], sup E Tp<+>.
X€A

(n+1) _

(n)
A
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Théonéme 1.4.- Soit A un ensemble proprement essentiel alors
n

sup sup || ) #Fee,) - < e
x€A n k=1

Démonstration : cf. [23].
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STATIONNARITE D'UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF

GENERAL D'ORDRE 1.

Soit (Xn) , (sn) deux processus définis sur un méme espace
probabilisé (Q,A,P) et & valeurs dans (R, 5mf A) et soit ¢ une

application de R dans R continue surjective tel que :
A
X = V&) +e ¥n 20 (M

Xo est connue pour qu'on puisse démarrer la récurrence.

On suppose que (en) est une suite de v.a.r. i.i.d. centrée
et E [eol < o dont la loi est absolument continue par rapport 3 la mesure
de Lebesgue A sur IR , sa densité sera notée g , que l'on suppose

continue.

Soit Bm = O(Xj , j £m) la tribu engendrée par les (Xj)r;=1

on suppose de plus que e, est indépendante de Bm pour tout m < n .

On peut donc vérifier facilement que (Xn) défini par 1'équation
(1) est une chaine de Markov homogéne et que sa probabilité de transition
vérifie

P(x,A) = J gy - ¥(x)) dy Va e BRr (2)
A

\/x e R

Définition 1.- La probabilité de transition P(x,.) est dite
fortement continue, si pour tout A élément de B].R , P(x,.) est une

fonction continue en x .



_96_

Lemme 1.- La chaine de Markov (Xn) définie par (1) est

A-irréductible.

Démonstration : Puisque la loi de (eo) est absolument continue
par rapport a A, pour montrer l'irréductible, il suffit de montrer que

A< Gz(x,.) Vx y Vz .

Conditions suffisantes de rnécwrrence et d'ergodicite.

Soit (Xn) une chaine de Markov ¢-irréductible & valeurs dans

un espace X normé, cette norme est notée ||.|| ; muni de sa tribu E.

Posons : Yo = E {lixn+1ll - HxnlI [ X = b

Théonéme 1 [20] .- Si la probabilité de transition P(x,.) est
fortement continue alors, une condition suffisante pour la &-récurrence
est l'existence d'un compact K , avec ¢(K) > 0, tel que Yy € 0 pour

tout x ¢ K .

Cornolhaine 1.~ Si 1l'espace X est de dimension finie, alors
une condition suffisante pour la ¢-récurrence est 1'existence d'une

constante o > 0 tel que Yy € 0 pour tout x , fxl] > a .

Théondme 2 [20] .- Si P(x,.) est fortement continue, alors
une condition suffisante d'ergodicité et qu'il existe un compact K ,

avec ¢(K) > 0 , et une constante C > 0 tels que :

Yy < -C V& , x ¢ K

et pour un 0 < B < on a
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Conollaine 2.- Si P(x,.) est fortement continue et si l'espace
X est un espace de Banach de dimension finie, alors une condition suffisante

d'ergodicité est qu'il existe des constantes o et C > 0 tels que
y.s-C pour tout x , ||x]|]| >«

et Y, Treste bornée pour tout x , ||x|] ca .

Proposition 1.- Si la fonction § vérifie 1'hypothése suivante

(8) : il existe une constante A > 0: W) s |x|] - 2 E [so| , pour
tout x , x| > A alors le processus (Xn) défini par

1'équation (1) est

1) A-récurrent
2) ergodiquement géométrique

3) apériodique.

Démonstration : 1) et 2) il suffit d'appliquer les corollaires

(1), (2) et (3) et de voir [17].

Remarque : le lemme 1 et la proposition 1 nous permettent de dire
que la chalne (Xn) admet une mesure de probabilité invariante notée T , et
que cette probabilité est absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue X sur IR , sa densité sera notée aussi par .

VA € B]R ona 7 P(A)

J 7(x) P(x,A) dx 3)

(2) et (3) = 7 (y) f m(x) gy - J(x)) d&x y A-p.s.
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Proposition 2.-  Si la loi initiale de la chaine de Markov (Xn)
est 1w, alors cette chaine est stationnaire (dans le sens faible).
Démonstration : Soit v la loi initiale de la chaine
v=EoT
ETr Xn = J x P (dx) = J x w(x) dx = ETT X1 s YV
E x% = J x2 P (dx) = J r(x) dx =E X2 , Va
Ton T 1
- _ k
i X X = J xy (Pn)(X X )(dx,dy) = ny P (x, dy) n(x) dx
n’ n+k
=E_X X, Vk , n
Quelques exemples
1) Soit J(x) =ax .
vérifie 1'hypothése (Ho) ssi |a] < 1
Démontrons : #) =—> (Jal < 1 .
Supposons qu'il existe une constante A > O tel que
P&y ¢ |x| - 2E ]eol pour x| > A
=> (|ax| ¢ |x| - 2E Ieol
=> (la]-1) |x| s - 2E |e°| .
(Ja] < 1) => (Ho)
2E ]eo‘
il suffit de poser A =————>0
1-{al
(Jal-n
W) | = lax] = |x| + (Jal-D |x| < [x] +——-—-I— 26 |e | = [x] - 2E [e ]
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cela montre que pour |a| < 1 la chaine définie par X =aX +e

n+1 n+1

admet une probabilité invariante notée T et si v =7 , alors le processus

est stationnaire.

Si (en) suit une loi normale centrée réduite alors

T N , ———L—E-) cf. [9] et on a
1-(a)

2) Soit (Fc) une famille de lois absolument continues

*
e R
par rapport 2 X de densité (¢o) ol

X
&)

1
o

% x) =

si  est une fonction en escaliers, c'est-a-dire

Ai NA. =¢ pour i# ]

. . o . .
la mesure invariante du processus (Xn) existe , cette mesure est notée

Ty s et elle est donnée par

Kk
T () = iZ1¢o(y ~a) m @A)

donc si la loi initiale Vv est égale 3 ﬁc alors le processus (Xg)

est stationnaire.
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APPENDICE 2
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INTEGRALE STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A UNE
MARTINGALE DE CARRE INTEGRABLE

On fait une suite d'observations afin de connaltre un phénoméne
aléatoire (2,G,P), l'ensemble des événements observés jusqu'a 1l'instant

neT, avec T=N ou Z , constitue une tribu Fn ; on appelle filtra-

tion F = (Fn) la suite de ces sous-tribus de G. C'est une suite croissante
(Fn(: Fn+1) car, & l'instant n+! les événements antérieurs a3 n ont été
observés.
Soit F_=UF et F_=0F
© n —0 n
Soit (2,G,P) wun espace probabilisé pourvu d'une filtration
- (F . N te.
F ( t)tao continue a droite
Soit M = (Mt)t>0 une F-martingale a trajectoires nulles en O,

continues & droite et pourvues de limites & gauche (cad-lag)

la fonction t —> E(Mi) est croissante, supposons ||M||2 = sup /%(Mi)
t

fini. Alors la martingale (Mt) converge p.s. si t — © vers une v.a.

M_ pour cela cf. [9 5 P 206], de plus, pour s < t .

[>+]

2 2 .
E(Mt - Ms) = E(Mt) - E(Mz) et si s et t tendent vers + %,
cette expression tend vers O , donc (Mt) tend p.s. et dans L2 vers une

v.a. M : d'olu :
B0 = [jul |2 .

. 2 s ces . .
Si llM‘lz est nulle, M est nulle & une modification prés. On
a ici plus, a cause de la continuité a droite de M. P(Mt =0, pour

tout t) = P(Mq =0, pour q rationnel) =1 on note AMt = Mt - Mt— .
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Dédinition 2.1.~

Deux processus définis sur le méme espace probabilisé sont

indistinguables si leurs trajectoires sont p.s. égales.
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INTEGRALE STOCHASTIQUE

Soit A et X deux F-processus croissants de carrés
intégrables tels que V = A - X soit une F-martingale et C un processus
F-prévisible borné. Alors on a

t .
Cc.V = (Jo c, dvu)tZO est une F-martingale &)

En particulier, pour Cu(w) = t](w,u) avec 0 < s<t et T e Fs

1I‘X]s,

1'équation (1) devient

14 -V ) .

(Cv)u= 1I‘ tau sAu

11 s'agit ici de généraliser ces formules et de définir une “intégrale
stochastique'".

t
J CS dMS = (CM)t pour Me MZ(F) (c'est l'espace des
4]

classes d'équivalence pour 1'indistinguabilité des F-martingales

nulles en 0 et cad-lag , M= (1) telles que

t t20

||Ml]§ = sup E(Mi) soit fini).
t
On ne suppose plus les trajectoires de M & variations bornées,
c'est~a-dire on ne peut plus parler de 1'intégrale de Stieltjes sur chaque

trajectoire.
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Proposition 2.2. [Approximation de Y.M. par des découpages aléatoinres].

Considérons, pour tout p e€ N , (TE) une suite de temps d'arrét
finis qui croit vers l'infini et telle que Tg = 0 . On suppose que
sup(Tf1+1 - Tg) tend vers O , si p - «. Alors , pour tout processus Y

réel F-adapté borné et pourvu de limites a gauche,

{ Y M -M )l est dans M2 = MZ(F)
n=0 ™° ™ At Tat)t
n n+1 n
2 - -
et converge dans M~ vers Y .M avec Y = (Yt )tZO .
Démonstration :

soit zP = J ¥ oo o
n=0 T JTn’TnH]
on a
@m = ] - M ) Y
n=0 1 At At ™

mais si zP = (Zp) zP

t - 1 > e dtan
t'ts0 end vers Yt si p t Y étant

borné, la suite ZP  est borné par sup lYS| . Donc (zP) tend vers

s
Y dans Lz(uM) , et (ZP.M) tend vers (Y .M) dans M2 .

Proposition 2.3. [9].-

. 2 . . .
Soit M e M . Il existe un F-processus crolssant, note [M,M],

satisfaisant les propriétés suivantes :
2 .
a) M~ - [M,M] est une F-martingale

b) Soit , pour chaque p e N , (Tg) une suite de F - temps

d'arrét qui crolit vers 1'infini et telle que Tz =0 .
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si 1lim sup ITP+1 - TE[ =0, alors quel que soit t la variation
p n 0
quadratique 2 ™ -M )2 converge en probabilité vers
nm0 TP At A

[M,K]t si p > w .

c) (Dn,&]t - 2 A Mi) est un F-processus croissant continu.

Donc si M est continue, @Lkﬂ est continu.

Démonstration : Soit A < o et TA = inf {s ; ]MS| > A}
T
le processus (MS ) est continu a gauche donc prévisible et borné
T
en module par A. Notons, pour alléger 1l'écriture, N au lieu de M A.
2 % .2 2
Nt=E(N - N )
=0 T At T At
n+1 n
B 2
=) o - N Y +2 )Y N (N ~N
=0 T At T at =0 ™At P At TPaAt
n+1 n n n+1 n
d'aprés la proposition 2.2. on a
o L t
] - N 2 -2, Ni—ZJN_ aN_ .
=0 ™ At TPact o ® s
n+1 n

Cette limite vaut, d'aprés la formule 8.1.8. (cf [9] p. 236)

tAT
A_ 2 _ A
MMy =M o 2«(0 M odM_ .

Soit s < t ; on peut prendre des suites (Tz) dont deux des termes

valent respectivement s et t. Alors :

2 P = oA
I I L [,

ce qui prouve la croissance de [M,M]A .
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Les trajectoires t “’*‘[M,M]i AT sont cad~lag ; et, p.s. on a
A
pour tout t :
A 2 ’ 2
AlMM]T =AM -2M M = (&M .
- A
t t A TA tA TA t A TA t TA

Mais d'aprés la proposition 7.2. cf [9 s P- 208].

On a P(TA < #) < ;% E(Mi) . Donc, pour tout € > O , on peut trouver
A

A tel que P(TA < t) soit inférieur a ¢ sur {TA > t}, les processus
N et M coincident p.s. On peut donc définir un processus [M,M] a

trajectoires cad-lag tel que, pour tout A e N .

[M,M]t = [M,M]‘: sur {1, > t}

On a : P{A[:M,M]t = (AMt)2 pour tout t} = 1
donc o], - Y (AMS)2 = M - ) A [M,M]
s<t s<t s

est un processus continu.

Conséquence. Soit M et N deux martingales de Mz. Par

1'inégalité de Minkowski :

P! - N - M + N )2
™ At TP oAt At TPaAat
n+1 n+1 n n
=1 M )2+2(Np =N )2
n+1A t Tn/\t Tn+1/\ t Tn/\t
-2 - M ) W - N )
sz At T™at T . at TPaAt
n+1 n+1 n
2
IR =M T N, )
Nt TS At T At T At
2 2
-2 [Jo -M )Y - N Y4 1/2
P At TPAt ™ At Tat
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passant a la limite pour p > + @ ,

M-N, M- N]t 2 (/I:M,M]t—/[N,N]t)z
donc si une suite P) de M2 converge dans M2 vers M , alors

/[Mp,Mp]t—;z——» o], Ve .

Proposition 2.4.- Soit M e M2 .

a) Pour tout processus prévisible Y de LZ(pM) , on a :
2
(vM, YM] = Y"[M,M] .

b) Supposons M bornée. Soit Y un processus réel adapté 2

F , borné et ayant des limites a gauche sur chaque trajectoire.

Pour toute famille (Tg) de temps d'arrét telle que celle de

la proposition (2.3.), on a :

o 2 P t
Yo -M )Y —»J Y _ div,M]
n=0 TP P P 0 s s
n+1 n n
quand p > o .
Démonstration : D'aprés la remarque précédente, 1l'ensemble des

Y satisfaisant la propriété a) est un fermé de Lz(pM). I1 suffit donc

de la prouver pour Y étagé de la forme :

n
2 a, 1 avec 0 =1¢t, < ... <t < @ s
g2 b Tt ] ! n+1
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mais, alors supposant tj < t g tj+1
2 2 2
)W - @M = ¥ et (o -M )
15i<j i+1 t gt 15i<j N ri Eivt ty
2
+ o 1?. (Mt Mt .
] 1

Prenons une suite de partitions de [o,t], plus fine que t1,...,tj,t

et dont le pas tend vers O.

La somme des carrés des accroissements de Y.M le long de

cette partition tend en probabilité vers

I af [P,

2 -
1<t U (o], 11‘.:I T ey 1I“.(I-l\i’l'ﬂt - o] )
<1<] 1i+1 1 1 1 3 ]

t 2 )
= J Yo oalu,M] .
o s )

Prouvons b) séparant partie positive et négative, on peut supposer Y

positif, donc prouver le résultat pour Y2 .

soit zP = 1 , d'aprés la proposition (2) ;
1% P P

™ JrP,78 ]

n n’ o+l

(zP.M) tend dans M2 vers

t
Y M= (J Y _ dMs)tao . Mais :
0 s
@Pw?- 3 v ™ - M )2
n=0 T T At ™ At
n n+1 n
+2 3 v _ [2P.y] ™ -M )
n=0 TP TP ™ At TP oAt
n n n+1 n

d'ou faisant tendre p vers .
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¢ o™ - M ) — (

SN T
n=0 T T/ A

t
cette limite vaut [Y .M, Y M = J o afmM] .
0

Définition 2.5.-

a) un F-temps d'arrét T est une v.a. de (Q,G) dans [0, =]

telle que, pour tout t > O ; {T ¢ t} soit dans Ft .

La tribu ﬂ' est 1l'ensemble des événements antérieurs a t

(t compris).

b) si T est un temps d'arrét, la tribu FT est

Fp=f{A,aeF_, A0{TctleF , Ve 3 0}
Fo=UE .

Définition 2.6.-

1°) On désigne par Mloc l'ensemble des F-martingales locales
c'est-a-dire des processus M réels, & trajectoires cad-lag , tels qu'il

existe une suite (Tn) de F-temps d'arr@t croissant vers o pour laquelle
T

Mn

soit une F-martingale quel que soit n .

2°) M

f est l'ensemble des M e M tels qu'il existe une
oc loc T
suite (Tn) de F-temps d'arrdt croissant vers o pour laquelle M "

soit dans M2 , quel que soit =n .

3°) Un processus Y réel adapté & F est localement borné

s'il existe une suite (Tn) de temps d'arrét croissant vers « telle
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que Y soit borné , quel que soit n .

Théondme 2.7, (cg. 9, p. 240).

Soit M e Mioc . Il existe un F-processus croissant DLMﬂ

satisfaisant les propriétés suivantes :
2 .
a) M™ - Dﬂ,Mﬂ est une F-martingale locale.
b) La propriété b) de la proposition 2.3. est vérifiée.

c) {[M,M]t -3 (AMS)Z} est un F-processus croissant continu.
sst

d) si M est continu ; [M,M] est continu , et c'est 1'unique

processus croissant continu satisfaisant la propriété a).

t
11 existe une application linéaire unique Y+ Y . M = (J YS dMs)t>0
0 2

de 1'ensemble des processus prévisibles localement bornés dans Mioc satis—

faisant les deux propriétés suivantes :

1) M)2 - YZ[M,M] est dans Mioc .

2) si T et S sont deux F-temps d'arréts finis et S < T

et si Ys est une v.a. Fs-mesurable bornée alors

g 1]s,T] M=l G Mg M, es0

t
on a la relation : Mi =2 J M _ dMS + [M’M]t . Si pour tout
0 S
t
t E[J Yg d[ﬁ,MﬂS] est finie, alors Y M est une martingale.
0

Définition 2.8.~ Une fonction V : t — Vt: de R _ dans R

est a variation bornée si pour tout t
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.. . \'s ..
est fini. La fonction T est la variation totale de V.

Remarque : On admettra que V : t —— Vt de R, dans R
continu a droite et a variation bornée si et seulement si, V - V(o) est
différence de deux fonctions A et B de ]R+ dans IR , croissantes

. N . A v .
continues a droites, nulle en O. La variation totale T est égale

t t v
A A+B on a : }J £(s) dVSI < J | £(s)] dr_ .
u u
Enfin AVt = Vt - Vt_ désigne le signe de saut de V en t , nul sauf
pour un ensemble dénombrable de t ; 2 IAVSI < TZ .
s<t

L'étude de ces fonctions et de 1l'intégrale de Stieltjes figurent

dans [14].
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FORMULE DE ITO ET CALCUL STOCHASTIQUE

Théonéme.- Formule de Ito ou "changement de variable". Soit M
une martingale de M%oc adaptée &2 F , V un processus cad-lag a
o . PN . 2
variations bornées adapté 2 F , et une fonction f de classe C de

]R2 dans R .

On a p.s. pour tout ¢t :

t
£(V,,M) = £V M) = Jo D, f(vs_ s M) dv_ +

t t
sl o e _ M am + 2| pEev_ M) amu] «
2 - - s 2 2 - - s
0 s ) o s s

+ ] BEOuM) - (v _, M) =D, £V _, M) 8V ]+
sst s s

+ ) £V _,M)-£(V _,M)-D, £(V_,M_ )M

s<t s s s s s N
1.2 2
-5 D f(vs_ , M M%)

S

Démonstration : Montrons le théoréme pour M bornée et
.. \ \' . v
V de variation totale T = (Tt)t>0 bornée {sup |Mt| et sup Tt sont
- t t
bornées} si C est une constante majorant sup [MSI et sup TZ , alors
s s

sur K= {(x,y) : |x| £C et |y] £C} les dérivées permidres et secondes
de f sont uniformément continues. Soit n > QO ; on lui associe ¢ > O
tel que, pour tous (x,y) et (x',y') dans K et [x-x'| < ¢ et

BN

ly-y'| s ¢,
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Ces dérivées en (x,y) et (x',y') différent de moins de n. Considérons

un o > 0 , et les temps d'arréts T, définis par :

T =0 ..., T =inf{s;s>T ; lvn-anl + |MS—MTn| > %} AT +0) At .

On a :

F M) - £V ,00 = L [EL LMy ) - £Qu My )]
P p+1 “p+i P p+l

+ vy My ) = £V, .M )]
p p p+l P P

Etudions la premiére somme. On peut la comparer avec

¥ D, f(vT_ , My +1) A . - V)
P p+1 P P P
) t
qui tend, si n tend vers O , vers J D1 fv_, MS) av
0 s s
Soit Y = £V, s My ) - £V, L, M ) - Dy £V oM ) x (Vo SV ),
p+1 p+1 p p+1 p+1 p+1 p+1 P
et B = DoE M) - £V, M) - D £V _, M) AV ]
st S s
Ona |g - ¥ {EQV_,M) =~ £(V M) =Dy £V M) AV}
P {sxt, |V _|2e/2} s s s
: \'
sn ) v ] enT;
sst
Sy 1 | <n ) v -v. | snT¥
- 'p {lAVT [<e/2} Tor1 T, t

p+i

Et, sur chaque trajectoire de V , il y a avant t au plus un nombre

. L. . € . . R .
fini de sauts de module supérieur a 5 qui se produisent 3 certains des

instants Tp 3
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E Yp 1{1AVT ]25/2} tend, si o tend vers 0 , vers

p+1

{f(v_,M) - £(Vv _,M) - D, £(Vv _,M ) AV }
{SSt,lAVslae/Z} s 8 s ° ! s ° s

On fait tendre o vers O , puis n vers O ; E[f(VT
t p+
tend vers J D, £(V _, Ms) v + 8

[¢] 1 s

My )=EL M )]
p+i P P

1
t

t
= J D, £(V _, M) dV_ + y Fw,, M) - £(v _, m)
4] ] sst s

- D, f(VS_ s M) av ] .

Etudions la seconde somme f(VT M ) - f(VTP,MTp) . On va la

P p+1
comparer & son approximation de Taylor d'ordre 2 :

1 2 2
LD, £V, M) (M, M) +5 ] DS E(V, M) (M, - M)
P P p+1 p P P p+1 P

Sin — 0, cette approximation tend, d'aprés les propositions (2) et (4)

t t

vers D, £(V ,M )aM ++ | p%Ew , M ) dM,M]

2 - - s 2 2 - - s
0 s s 0 s s

Considérons les v.a.

z_ = f(v, , ) - £V, ) -D, £(V, , ) ( - )
p g oMy D EUp M) S Dy £ k) Gy

1.2
-5 Dy £V, ML) O
P p p+l

_MT)Z ’
P

Yo = 1 [f(V_,MS)-f(V_,M_)-sz(V_,M__) M
st s s s s s N
- DR, m ) () 7
s s
) 1 - 2 .
On a : y Zp 1{IAM.T |<e/2} £33N E(MT M, ) si o — 0,
p+1 p+ P
2 . 1
X - )o — [M,M] et le majorant tend vers —= n [M,M] en
MTP+1 Mﬁp t 2 t

probabilité.
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D'autre part, sur une trajectoire donnée de M , il y a avant ¢
un nombre fini de sauts > €/2 qui se produisent a certains des instants

T .81 a-—>0,

P
Yz o — N fw _,M)-£(@W _, M)
P {'AMT |2e/2} {sgt, |aM |ze/2} s s s s
p+1 s
SD f6V LM M -i02 s Lm0 (M)
2 -7 - s 2 2 - - s )
S 8 S S
Enfin :
y (v _, M) - £V _, M) =D, £V _, M ) &M
{sst,lAMs]<e/2} s s s s s
-1p2 Dy 2.1
5 D) f(vs_,Ms_> (ms)]szszt )" s 5 M) .

Donc si n et € tendent vers O , cette expression tend vers O.

Faisant tendre o vers O , puis n et € vers O , on obtient

P
) Z, =Y, =0 .

P . PP . oV
On a ainsi montré le théoréme si sup IMtl et sup \Ttl sont des v.a.
t t

bornées.

2 s s .
Prenons M e M et V processus cad-lag a variations bornées.

1 2
P (sup lMS| zn) €5 EQM) .
s n
. 1 \
Posons S = inf {s ; lM | >n ou T 2 n} , en notant T la
n s s s
variation totale (finie) de (Vt)t<s si 1'on reprend les calculs

précédents, on obtient la formule pour t < Sn . Comme (Sn) croit p.s.

vers ®, la formule de Ito est valable pour tout t.
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De méme pour M e Mioc , On peut trouver une suite (Rn) de
R
temps d'arr@t qui croit vers =, telle que M ® soit dans M2 quel que
R R

soit n. On applique le théoréme & M T oer v , ce qui donne la formule

pour t £ Rn . Puis on fait tendre n wvers .

Remarque : Soit £ wune fonction de classe C2 de IR2

dans R et Me Mioc . Soit [M,M}C la partie continue de [M,M];

c _ _ 2 .
[M,M]t = [M,M]t Aszt MM ona:
£ 1 (" 2
fM) - (o) = Io f (MS_) M+ 5 Jo £ (Ms_) d[M,M]S

+ L o) -fm0 ) -0 ) an] .
sst s s

Exemple : Formule d'intégration par parties :

Prenant : f 1 (xy) — £(x,y) = xy

t t
M dv_+ J vV _dd .
s s - s

on obtient : VM =V M +J
o o
0 s

0
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RESUME

Cette thése contient trois parties : la premiére partie contient
I'étude probabiliste d'un processus autorégressif non linéaire d'ordre k.

>

Toutes les variables sont a valeurs dans un espace réel de dimension h.

On suppose que le bruit a Il'instant n est indépendant de la tribu

engendrée par toutes les variables jusqu'a l'instant n-1.

Dans un premier temps on établit des conditions suffisantes
d'ergodicité sur la tribu formée par les cylindres. Puis on propose des
estimateurs de la probabilité de transition, du filtre et de la densité du
bruit, par la méthode du noyau. Nous déduisons en suite des majdrations
des risques correspondant a chaque estimateur. Dans la deuxiéme partie,
on considére un modele statique additif reliant deux processus.
L'observation et le bruit a Il'instant n sont indépendants. On estime le
filtre en utilisant un estimateur du mode conditionnel. Puis on s'est
intéressé au test de I'hypothese H0 : il existe un réel tel que le filtre
est linéaire sur un compact réel contre I'alternative H1 : pour tout réel

le filtre est non linéaire sur le méme compact.

L'idée générale est d'utiliser I'approximation d'un processus
par un processus gaussien stationnaire. Dans la troisiéme partie on

donne les conditions suffisantes pour trer le théoréme central limite.

CHAINE DE MARKOV

ESTIMATION NON PARAMETRIQUE CONDITIONNELLE
MOUVEMENT BROWNIEN

TEST DE LINEARITE





