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INTRODUCTION 

Les travaux réunis dans cette thèse portent sur plusieurs aspects 

de la théorie des feuilletages. 

Nous souhaitons donner dans l'introduction une image d'ensemble des 

questions abordées et des résultats obtenus. Nous les avons présentés en 

trois parties : 

1 .  FwLiYetacjen  dutr Ru v a t u é t é n  de d i m e n n i o n  3 .  

[l] Stabilité et conjugaison différentiable pour certains feuilletages (en 

collaboration avec E. Ghys) - Topology, Vol 19 (1980), pp. 179-197. 

11.  Ghoupen de. d id6éomotrpkinma d u  cehde.  

[2] Sur la nullité de l'invariant de Godbillon-Vey (en collaboration avec 

G. Duminy) - C.R.A.S., t. 292, (1981), pp. 821-824. 

[3] Sur un groupe remarquable de difféomorphismes du cercle (en collaboration 

avec E. Ghys) - Preprint I.H.E.S. (1985). 

[4] La cohomologie basique d'un feuilletage riemannien est de dimension 

finie (en collaboration avec A. El-Kacimi Alaoui et G. Hector) - Math. Zeit. 

188, (1985), 593-599. 

[5] Sur la suite spectrale d'un feuilletage riemannien - preprint Lille (1986). 

[6] Cohomologie basique et dualité des feuilletages riemanniens - Ann. Inst. 

Fourier, tome 35, (1985), 137-158. 



[7] Deux remarques sur les flots riemanniens (en collaboration avec P. ffolino) 

Manuscripta Mathematica 51 (1985),  145-161. 

Pour simplifier l'exposition nous supposons les structures diffé- 

rentiables de classe cm. Les objets considérés sont supposés orientés. 



7 .  Fem&gen  OUA [en vahié.tSb de dunemion 3 .  

Un résultat fondamental dans la théorie des feuilletages, dû à 

Lickorish, établit l'existence sur toute variété de dimension 3 d'un feuil- 

letage de codimension 1. Pour étudier et classifier les feuilletages sur 

ces variétés, il est naturel de leur imposer des restrictions de nature 

topologique. 

Mentionnons deux théorèmes allant dans ce sens. Le premier, dû 

à Rosenberg, affirme qu'un feuilletage par plans est topologiquement conju- 

gué à un feuilletage linéaire sur le tore T ~ .  Le deuxième est le théorème 

de Novikov selon lequel tout feuilletage sur la sphère s3 admet une feuille 

compacte. 

L'étude que nous proposons dans [ l ]  concerne les feuilletages sur 

les variétés à groupe fondamental résoluble. 

Ce cadre est suffisamment large pour contenir de nombreux exemples. 

Certains ont une dynamique compliquée, dûe à la présence d'holonomie sur 

les feuilles non-compactes. Leurs propriétés sont assez intéressantes. 

Par ailleurs, la topologie des variétés considérées est assez bien 

comprise. Ceci nous permet d'aboutir à des résultats précis de classifi- 

cation. 

Décrivons brièvement une partie des exemples mentionnés plus haut. 

Soit A E. SL (C) une matrice unimodulaire qui induit un difféomor- 2 
2 

phisme A du tore T = IR2/z2. Notons 3 
TA 

le fibré en tores sur le cercle 

dont la rnonodromie est A. 

Les variétés à groupe fondamental résoluble obtenues sont celles 

qui admettent des feuilletages sans feuilles compactes. Les feuilles sont 

nécessairement des plans et des cylindres. S'il n'y a pas de mélange, 

Hector et Rosenberg ont montré que trA = 2. Ils ont aussi classé ces 

feuilletages à conjugaison topologique près. 



Pour aller plus loin il faut considérer les feuilletages par 

cylindres plans. Lorsque trA > 2, deux tels feuilletages existent 

sur la variété 
3 TA, chacun associé à une valeur propre de la matrice A .  

Nous les appelons dans [l] modèles. 

Nous démontrons que tout feuilletage par cylindres et plans est 

conjugué à un modèle. Grâce authéorème d'Herman sur les difféomorphismes du 

cercle, nous mettons en évidence que la conjugaison obtenue est différen- 

tiable. 

Nous en déduisons une propriété forte de stabilité, phénomène 

auparavant inconnu pour un feuilletage sans feuille compacte : toute petite 

3 CO 
perturbation d'un tel feuilletage sur TA lui est C conjuguée. 

L'aspect topologique de ces résultats est utilisé ensuite pour 

montrer que sur une sphère d'homologie dont le groupe fondamental est réso- 

luble, il y a toujours une feuille compacte. Certains recollements de fibrés 

en intervalles sur la bouteille de Klein entrent dans le champ d'application 

de ce résultat (et pas dans celui des résultats de Novikov). 

Tout ceci permet alors d'aboutir à une classification topologique 

des feuilletages sans composante de Reeb sur les variétés à groupe fonda- 

mental résoluble. 

Nous considérons plus particulièrement les feuilletages analytiques. 

Un tel feuilletage a forcément comme variété ambiante un fibré 
3 
TA. Nous les 

classifions lorsque la trace de A est différente de 2. 



L'étude du groupe des difféomorphismes (préservant l'orientation) 

du cercle est relié de près à celle des feuilletages de codimension 1. Dési- 

+ 1 + 1 
gnons ce groupe par Diff (S ) (et par Diff (S ) lorsqu'il est muni de la 

6 

topologie discrète). 

Pour une variété M, les morphismes Ill (W) + Diff?sl) (qui s'iden- 

1 
tifient aux classes d'homotopie [M, B Diff+(s ) ])  correspondent exactement 

6 
1 

aux feuilletages transverses à une S -fibration. Les propriétés qualitatives 

et quantitatives d'un tel feuilletage se lisent sur l'action de groupe cor- 

respondante. 

Au niveau universel, les propriétés homologiques du groupe discret 

1 
Diff;(~ ) sont li6es à celles du classifiant de Haefliger Brl. Elles in- 

terviennent dans les problèmes de construction et de classification homoto- 

pique des feuilletages. 

1 
Le groupe DiffT(si) est simple. Dans l'espace H2(Diff:(s ) ; R) 

on connaît actuellement deux éléments : la classe d'Euler x et la classe 

de Godbillon-Vey gv. Par le morphisme caractéristique d'un feuilletage 

1 
transverse à une S -fibration, ces invariants correspondent respectivement 

à la classe d'Euler de la fibration et à la classe de Godbillon-Vey du 

feuilletage intégrée sur la fibre. 

Y 
Désignons par H (~iff+(s')) la cohomologie du complexe des co- 

+ 1 
chaînes continues d'Eilenberg-MacLane surie groupe Diff(S ). D'après le 

Y + 1  
théorème de van Est on sait que H (Diff(S ) )  s'identifie à la cohomologie 

1 
des champs de vecteurs sur S , relative à l'action du sous groupe 

des rotations. Les classes x et gv proviennent en réalité de 

2 + 1 1 
H (Diff (S ) ) .  En fait, Gelfand-Puks et Haefliger ont montré que H:(Diffi(s ) )  

s'identifie à une algèbre de polynômes tronquée R[~,~V] /x-gv. 



Dans un sens, les travaux [2] et [3] portent sur différents aspects, 

qualitatifs et quantitatifs,des classes x et gv. 

Le problème abordé dans [2] est une interprétation dynamique de 

la classe gv. 

+ 1 
Soit r C Diff(S ) un sous-groupe quelconque. Une trajectoire de 

r est dite ressort si elle "s'accumule sur elle-même". Le théorème démontré 

dans [2] est alors le suivant : si l'action de r n'a pas de trajectoire 

2 
ressort, la classe gv est nulle dans H ( r ; R). 

Des actions sans feuille ressort proviennent des groupes abéliens 

(dans ce cas le résultat est dû à Wallet et Herman). C'est le cas aussi 

lorsque les trajectoires ont une croissance non-exponentielle : le résultat 

répond alors à un problème de Moussu-Sullivan, dans sa version relative 

+ 1 
à Diff(S ). 

En termes de feuilletages,le théorème d'annulation s'énonce ainsi : 

la classe de Godbillon-Vey d'un feuilletage sans feuille ressort, transverse 

1 
à une S -fibration, est nulle. Formulé ainsi, le théorème est vrai en réalité 

sans l'hypothèse de transversalité à la fibration. C'est ce que Duminy a 

démontré depuis, à l'aide d'une approche très conceptuelle. 

Comme nous l'avons déjà mentionné, l'analyse de la cohomoln>gie de 

+ 1 
Diff(S ) et de ses sous-groupes est reliée à des problèmes géométriques : 

classification homotopique, cobordisme de feuilletage, etc... 

A part le cas abélien (les classes caractéristiques continues sont 

nulles dans ce cas), seules les actions issues de celle de SL2(lR) sur 

le cercle avaient été considérées. Du point de vue homologique, on connaît 

H~(SL~(IR)&) et, à un moindre degré, H3(S~2(i~)g). 



Dans [ 3 ] ,  nous étudions une nouvelle famille de sous-groupes de 

+ 1 
Diff(S ) qui présente un mélange intéressant de propriétés géométriques et 

cohomologiques. 

Le point de départ de la construction est un groupe G d'homéo- 

morphismes linaires par morceaux du cercle. Les "pentes" des éléments de 

G sont des puissances de 2 sur chaque morceau. Les "singularités" des dé- 

rivées sont des nombres dyadiques mod 1 (p,q E E ) .  En outre l'ensemble 
zq 

des dyadiques est invariant par G. 

Voici quatre éléments de ce groupe : 

Le groupe G a été introduit par R.J. Thompson (1965) comme inter- 

médiaire dans la construction de groupes dont le problème des mots n'est pas 

résoluble. Thompson a par ailleurs prouvé qu'il s'agit d'un groupe simple 

infini et de présentation finie : c'est le premier exemple découvert qui 

a ces propriétés simultanément. Il est possible de montrer que les éléments 

gl, g2, g3 engendrent G ; quant à hn, sa particularité réside dans son 

ordre qui est exactement n+2 (n 2 1). 

Un des problèmes abordés dans [3] est d'expliciter la cohomologie 

de G et de certains de ses sous-groupes. On montre par exemple que 

H*(G ; IR) s'identifie à une algèbre de polynômes tronquée ~[e,a]/ea, 

ou deg a = deg e = 2. Elle est donc isomorphe à la cohomologie continue 

+ 1 
du groupe Diff(S ) ! 



Le générateur e s'identifie à la classe d'Euler de l'action 

1  
de G sur S . Le générateur ct apparaît à son tour comme un analogue 

discrétisé de l'invariant de Godbillon-Vey. 

Plus précisément, un cocycle dans la classe ct est donné par : 

ou A9(x) = 9(x+> - $(x-). 

On remarque que la somme s'étend en fait à un nombre fini de dyadiques. 

L'expression de ce cocycle est à comparer avec celle du cocycle 

2 + 1  
de Thurston pour la classe gv e H (Diff(S ) ; R) : 

l Log Dv Log D(u v) I 

Bien que l'action naturelle de G sur S I  n'est pas différentiable, 

+ 1  
il est possible de construire des morphismes 4 : G + Diff (S ) ,  nécessaire- 

ment injectifs puisque G est simple. 

La classe gv des actions différentiables ainsi obtenues est 

nulle. A l'opposée, la classe d'Euler n'est pas nulle. En fait, nous mon- 

+ 1  
trons que, pour toute une famille de sous-groupes de Diff(S ) ,  la classe 

d'Euler et toutes ses puissances sont non-nulles. Il s'agit d'une version 

constructive d'un résultat récent de Morita. Puisque Thurston a montré un 

résultat similaire pour la classe de Godbillon-Vey, ceci peut s'exprimer 

* + 1  
en disant que la cohomologie continue H (Diff(S ) s'injecte dans la coho- 

+ 1  
mologie du groupe discret H* (~iff&(s ) ; R). 



+ 1 
Les morphismes $ : G -+ Diff (S ) fournissent des actions minimales 

ainsi que des actions qui laissent invariant un ensemble de Cantor. 

Ces dernières nous permettent de montrer que la classe d'Euler 

+ 1 
d'un sous-groupe de Diff(S ) peut être non-nulle en présence d'un minimal 

exceptionnel. Ce phénomène ne se produit jamais pourun sous-groupe de 

+ 1 
Diff (S ) ,  résultat dû à Ghys. 

W 

Les actions différentiables de G sur le cercle sont assez rigides. 

Nous établissons qu'une telle action est semi-conjuguée à l'inclusion natu- 

1 
relle G C Homéo (S ) . 

Pour terminer, mentionnons que plusieurs de ces propriétés conduisent 

à comparer G à un sous-groupe discret d'un groupe de Lie simple. Cette 

analogie est accentuée par le fait que G peut se réaliser comme sous- 

+ 1 
groupe discret de Diff(S ) tout en soulevant un certain nombre de questions. 



11 1. Co homoLogLe den ~ e ~ & g e n  himannienn . 
Les classes caractéristiques secondaires, comme la classe de 

Codbillon-Vey sont des éléments dans la cohomologie réelle de la variété 

ambiante. 

Il est aussi tentant d'associer, à une variété feuilletée (M,F) 

des espaces de cohomologie ayant un intéret géométrique. 

Une telle théorie cohomologique a été introduite par Reinhart dans 

les années 60. Désignons par Q~(H) l'algèbre des formes différentielles 

transverses invariantes ~ u ,  c'est-à-dire vérifiant i w = 8 w = O pour X X 

tout champ X tangent à F .  

La cohomologie H'(M) de cette algèbre est appelée bssiaue. 
b 

Il s'agit d'un invariant de la structure transverse du feuilletage. 

Contrairement à ce qui se passe pour les variétés compactes, la col.~mo?.og-'e 

basique n'est pas de dimension finie en général. 

Une classe de feuilletages pour laquelle la cohomologie basique 

s'est avérée intéressante est celle des feuilletages riemanniens. Il s'agit 

des feuilletages pour lesquels le pseudogroupe transverse préserve une mé- 

trique. De façon équivalente, il existe une métrique sur la variété telle 

que le champ de plans orthogonal au feuilletage est totalement géodésique : 

toute géodésique issue orthogonalement à une feuille reste orthogonale 

au feuilletage. 

Dans deux articles de 1959, Reinhart a commencé l'étude des ques- 

tions de finitude et de dualité pour les feuilletages riemanniens. Complétés 

et précisés par Kamber-Tondeur en 1982, ces travaux établissent un théorème 

de dualité de Poincaré pour un feuilletage riemannien sur une variété com- 

pacte lorsque les feuilles sont des sous-variétés minimales. 

Il s'agit là d'une restriction certaine. Voici un exemple n'ayant 

pas cette propriété. 



Reprenons le fibré en tores sur S' de monodromie hyperbolique 

considéré au paragraphe 1. L'intersection d'un feuilletage modèle avec les 

fibres de la fibration est un feuilletage (flot) riemannien de dimension 1. 

Carrière a montré que ce flot n'est pas minimalisable et que sa cohomolo- 

gie basique ne vérifie pas la dualité de Poincaré : le groupe est nul 

alors que HE est de dimension 1. 

Nous avons reconsidéré ces questions sous l'éclairage des résultats 

de Yolino concernant la structure des feuilletages riemannicns. 

Nous démontrons ainsi dans [4 ]  le théorème de finitude : 

sur une variété compacte, la cohomologie basique de tout feuilletage rieman- 

nien est de dimension finie. 

Quelque chose de plus général est en fait vrai. 

A tout feuilletage il est possible d'associer une suite spectrale 

différentiable de Leray-Serre. Ceci a été souvent remarqué. Les termes 

E;" s'identifient à la cohomolopie basique du feuilletage. Les 'cerner 

E*'" (n étant la dimension des feuilles) s'identifient à la cohomologie 
2 

de Haefliger-Rummler, significative dans l'étude des feuilletages minima- 

lisables. 

A l'aide d'un résultat partiel de Sarkaria, nous montrons dans [5] 

que le terme E de la suite de Leray-Serre différentiable d'un feuilletage 
2 

riemannien est de dimension finie. 

Nous nous intéressons dans [6] aux questions de dualité pour la 

cohomologie basique. 

Il s'agit d'abord de la dualité de Poincaré. Pour l'énoncer dans 

sa généralité, nous utiliserons un faisceau en droites ~,"dérivd'du fais- 

ceau transverse central du feuilletage. Ces faisceaux sont structurels ; 



ils ne dépendent qu'accessoirement de l'orientation. 

Notons H* (P1,P) la cohomologie des formes basiques à valeurs dans 
b, c 

P dont le support se ~rojette sur un compact de l'espace des adhérences des 

feuilles. 

Nous montrons dans [6] qu'il existe un isomorphisme 

@ : H:(M) -+ H~;:(M,P)* , (q = codim F), induit par le produit extérieur des 

formes. Ceci a lieu pour tout feuilletage riemannien complet, ce qui est 

toujours le cas sur une variété compacte. 

Un théorème du même type a été démontré à l'aide de la théorie 

de Hodge par El-Kacimi et Hector dans le cas compact. 

Un second théorème de dualité de ''de Rharn" relie la cohomologie 

basique à l'homologie des courants transverses invariants. Ces derniers 

sont caracterisés par l'annulation sur les formes &triviales (formes 

nulles lorsque n = dim F arguments sont dans une feuille) et sur leur 

F 
différentielles.Désignons par Hx(E.I) leur homologie. 

Chaque forme basique détermine un courant d'intégration transverse 

invariant. Nous démontrons dans [6]  qu'on obtient ainsi un isomorphisme 

: H[(M) -+ HF (M) (m = dim M). 
m-P 

Une question intéressante concernant les feuilletages riemanniens 

est le rapport entre leur géométrie et les invariants homologiques qu'ils 

déterminent. Nous apportons dans [7] une contribution à ce problème dans 

le cas où les feuilles sont de dimension 1. 

Soit F un flot riemannien de codimension q sur M. Nous montrons 

qu'une condition nécessaire et suffisante pour que le flot F soit isométri- 

que (c'est-à-dire ses orbites soient cellesd'un champ de Killing) est que 

l'espace C(H) soit non-nul. 
De plus, F admet une section transverse si et seulement si l'image 

de l'application H ~ ( M )  -+ H ~ ( E . ~ )  est non-nulle. 
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MTRODUCTION 
UNE CLASSE remarquable de feuilletages est celle obtenue à l'aide d'actions localement 
libres de groupes de Lie. Les actions des groupes abéliens et, à un degré moindre, 
celles des groupes nilpotents. sont bien connues. II est donc intéressant 
d'étudier les cas du premier exemple de grouperésoluble non nilpotent, à savoir le 
groupe affine de la droite réelle. Si I'on cherche à construire des exemples de telles 
actions, on est amené tout naturellement à considérer les fibrés en tores sur le cercle. 
Un feuilletage défini par une action de groupe ne, contenant pas de cycles évanouis- 
sants, nous avons été amenés à étudier les feuilletages sans com~osantes de Reeb sur 
ces fibrés. 

Les théorèmes de conjugaison entre feuilletages sont habituellement topologiques. 
En utilisant les résultats de Herman sur les difféomorphismes du cercle, nous avons 
pu mettre en évidence un phénomène plus fort. Sur les fibrés dits hyperboliques (cf. 
partie LA), nous constmisons deux feuilletages modèles que I'on pourrait qualifier de 
"linéaires", et tout feuilletage de classe Cm sans feuilles compactes est alors C" 
conjugué à l'un des modèles (cf. partie 1.B). 

Ce résultat peut s'énoncer en termes de stabilité. La définition habituelle d'un 
feuiiletage stable 9 est la suivante: tout feuillegage de classe C' qui est C' proche de 
9 est Co conjugué à 9. Nous avons ici la propriété évidemment plus fine: (partie 1.C): 
tout feuilletage de classe Cm qui est C' proche de 9 est Cm conjugué à 9. Une telle 
stabilité forte a déjà été remarquée par Rosenberg et Langevin pour certaines 
fibrations à fibres compactes. A la différence de ces fibrations, les feuilletages dont il 
s'agit ici sont sans feuilles compactes. 

Après avoir établi ces résultats dans la première partie de ce travail, nous en 
donnons quelques applications dans la seconde. La première de ces applications 
(partie 1I.A) est une classification des feuilletages transversalement orientables sans 
composantes de Reeb sur les 3-variétés fermées à groupe fondamental résoluble. La 
seconde (partie 1I.B) répond en partie à notre problème initial puiplu'elle classifie les 
actions localement libres du groupe affine sur ces mêmes variétés. Enfin, le para- 
graphe 1I.C donne un certain nombre de propriétés des feuilletages analytiques, 
toujours sur ces mêmes variétés. Par ailleurs, nous avons donné en appendice 
quelques propriétés techniques des fibrés en tores sur le cercle qui nous sont utiles 
dans les parties précédentes ainsi que le calcul de la croissance du groupe fondamen- 
tal du recollement de deux composantes cylindriques. 

Pendant le temps où nous rédigions une première version de ce travail, Plante a 
présenté une classification topologique des feuilletages sans composantes de Reeb sur 
les 3-variétés fermées à groupe fondamental résoluble. Dans cette direction son étude 
va plus loin que la nôtre et en particulier, elle ne contient pas d'hypothèses d'orien- 
tabilité et parfois les hypothèses de difftrentiabilité sont plus faibles. Nous avons cru 
bon de donner ici nos dtmonstrations car elles nous étaient souvent nécessaires pour 
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180 E. CHYS ET V. SERGIESCU 

la suite de nos applications. En outre, elles illustrent nos méthodes, comme c'est le 
cas de la Proposition II.A.2. démontrée indépendamment mais toutefois après Plante. 

D. Sullivan nous a indiqué que le théorème de stabilité 1.C est une conséquence du 
théorème de conjugaison I.B. Nous l'en remercions, ainsi que H. Rosenberg et L. Conlon 
pour les remarques qu'ils ont bien voulu nous faire. 

Ce travail s'est fait grâce à l'ambiance stimulante de l'équipe de feuilletages de 
Lille. Nous remercions tout particulièrement Ci.  Hector pour la façon dont il nous a 
guidés et pour ses nombreaux conseils et encouragements qui nou5 ont permis de mener 
à bien ce travail. 

Pour tout A E GL*(Z), on désigne par TA3 le fibré en tores sur le cercle obtenu en 
quotientant T2XR par la relation d'équivalence identifiant (m.  t )  à (Am,  t + 1). On 
peut encore dire que TA3 est obtenu en identifiant T 2  x {O} et T2 ~ ( 1 )  dans T 2  x [O, 11 à 
l'aide de A. Un tel fibré est dit hyperbolique si A est hyperbolique, c'est-à-due si 
Itr Al > 2. Nous noterons pA la fibration de TA3 sur le cercle induite par l'application 
( m , t )  E T 2 x R + t  E R .  

(A) Etude des modèles 
L'automorphisme A étant hyperbolique, il a deux directions propres réelles 

distinctes, de pentes irrationnelles. Le feuilletage du plan par droites parallèles à l'une 
des directions propres passe au quotient sur le tore en un feuilletage linéaire par 
droites. Le  feuilletage produit sur T2X R est évidemment invariant par l'application 
(m ,  t )+ (Am,  t + 1) et définit donc un feuilletage du fibré TA3. Sur chaque fibré 
hyperbolique, nous obtenons ainsi deux feuilletages (un pour chaque direction pro- 
pre). Nous dirons que ces feuilletages sont "les feuilletages modèles sur TA3" (OU pius 
brièvement "les modèles"). 

Les feuilles des modèles sont des cylindres et des plans si la valeur propre 
correspondante est positive; des cylindres, des plans et des bandes de Mobius si cette 
valeur propre est négative. Ces feuilles sont bien sûr toutes denses. Nous nous 
limiterons aux variétés orientables et  aux feuilletages transversalement orientables, 
c'est-à-dire que nous imposerons les conditions: det A = 1 et t r A  > 2. Les feuilletages 
par plans ainsi que ceux par cylindres sont entèrement classifiés (cf. [1,9]). Les 
feuilletages modèles donnent une première famille de feuilletages par cylindres et 
plans (mélange effectif); il est donc intéressant de les étudier de plus prks. 

PROPOSITION 1. Les feuilletages modèles possident une infinité dénombrable de 
cylindres. 

Démonstration. Introduisons tout d'abord la notion d'ordre d'un cylindre. Soit n 
un entier naturel; on dira qu'un cylindre est d'ordre n si sa trace sur une fibre de P A  

est constituée de n droites. Réciproquement, soit A une droite de la trace d'un modèle 
sur une fibre T 2  de p,. 

La feuille du modèle contenant A est un cylindre d'ordre n si et seulement si n est le 
plus petit entier tel que An préserve A. D'autre part, on voit facilement que si A" 
préserve A, alors An possède un unique point fixe sur A. On en déduit qu'il existe sur 
une fibre T 2  exactement n points périodiques d'ordre n de A par cylindre d'ordre n. 
Or, I'ensemble des points périodiques d'un difféomorphisme linéaire hyperbolique du 
tore est exactement l'ensemble des points à coordonnées rationnelles (cf. [l]). II existe 
donc bien une infinité dénombrable de cylindres. 
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Remarquons, d'autre part, que l'on peut démontrer (par des calculs assez rébar- 
batifs) que, pour tout n, il existe au moins un cylindre d'ordre n. 

PROPOSITION 2. TOUS les cylindres des modèles ont de l'holonomie et toutes les 
feuilles sont à croissance exponentielle. 

Démonstration. Si un des cylindres était sans holonomie, on pourrait utiliser les 
mêmes arguments que dans la classification des feuilletages par cylindres (cf. lemme 
fondamental de [9]), ce qui montrerait que toutes les feuilles seraient des cylindres 
sans holonomie. Or, on sait que les modèles contiennent des plans; ce qui montre que 
tous les cylindres ont de I'holonomie. La conclusion relative à la croissance des 
feuilles est alors une conséquence immédiate du corollaire 6.4 de [17]. . 

Remarquons que cette démonstration est valable pour tout feuilletage par cylin- 
dres et plans et c'est pourquoi nous l'avons préférée a un argument direct. 

Dans l'étude des feuilletages par plans ou de ceux par cylindres. la clef de la 
démonstration réside dans le fait qu'ils sont sans holonomie. Pour les feuilletages 
modèles, le point fondamental est qu'ils sont transversalement &es. Rappelons 
qu'un feuilletage est dit transversalement affine si l'on peut choisir un atlas de cartes 
distinguées tel que les changements de cartes soient affines dans la direction transverse. 
Ces feuilletages peuvent être définis de manière équivalente par un couple de formes 
(0,  o l )  vérifiant: 

(1) d o  =id h 01. 

(2) do ,  = O. 
(3) Le feuilletage a pour équation o = O (cf. [2]). 

PROPOSITION 3. Tout feuilletage modèle ( M ,  9) est transversalement afine. 

Démonstration. Soit A la valeur propre correspondant à 9 et y la seconde 
coordonnée propre. La forme w = A '  dy sur TLX W passe au quotient sur le fibré TA3 et 
définit le feuilletage modèle. D'autre part, la forme ol = -log A dt  passe aussi au 
quotient sur TA3 et on a d o  = o A ol et do ,  = O. Ce qui montre que les modèles sont 
transversalement affines. 

On sait déjà que I'holonomie de tout cylindre est non triviale. En fait, grâce à la 
structure transversalement affine, on a ici un résultat plus précis (voir aussi[2]). 

PROPOSITION 4. Soit C un cylindre et olc  la restriction de ml à C. Le groupe 
d'holonomie de C est lin groupe d'homothéties, chucune d'entre elles uyunt pourpente 
l'exponentielle d'une période de olc. 

Démonstration. Soit m un point périodique d'ordre k de A. L'image dans TA3 du 
chemin m x [O, k ]  de T 2  x R est un générateur y du groupe fondamental d'un cylindre 
d'ordre k et tout cylindre possède un générateur de ce type. Pour calculer I'holonomie 
de ce cylindre, utilisons y comme générateur du.groupe fondamental du cylindre et, 
comme sous-variété transverse, prenons une sous-variété se relevant dans T 2  x R dans 
la seconde direction propre de A. L'holonomie ainsi obtenue est le germe de 
l'application x + ( l / ~ ) ~ x .  (Remarquons que 1/A est la seconde valeur propre.) Cette 
holonomie est donc bien linéaire, le logarithme de sa pente est: - k log A = J, o,. Ce 
qui démontre la proposition et montre que tous les cylindres ont de I'holonomie. . 

Pour la suite, il nous sera utile de considérer le nombre de rotation d'un feuilletage 
de T 2  comme un élément de la droite projective des directions de Hl(TZ; R). Soit alors 
3 un feuilletage de T 2  = R2/Zz et .@ son relevé dans R2 et soit (x.) une suite de points 
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de RZ dans une même feuille de 9 tendant vers l'infini. La droite passant par l'origine 
et par x. tend vers une certaine droite indépendante du choix de la suite x,. Cette 
droite limite définit un élément de la droite projective réelle PI(R) que nous représen- 
terons par un couple (a ,  p )  défini a une constante multiplicative près. Si a est non nul 
nous l'identifierons au réel pla qui n'est rien d'autre que le nombre de rotation 
classique. Nous utiliserons les propriétés suivantes de ce nombre (cf. [24] Chap. 
111-4): 

(1) Le feuilletage 9 n'a pas de feuilles compactes si et seulement si @la est 
irrationnel. 

(2)  Soit f un homéomorphisme du tore et f ,  I'automorphisme de H , ( T ~ ;  R) induit. 
Si le nombre de rotation de 9 est ( a ,  8 ) .  alors le nombre de rotation de l'image 
Cf-l)*(F) de 9 par f est f*(a ,  p).  On a identifié ici Ft2 à Hi(T2; R) en choisissant 
comme base canonique de Hl(T2;  R) les classes d'homologie des lacets images des 
chemins t + (t, O) et t +(O, t ) .  

(3) Si l'on munit l'espace des feuilletages de la topologie C' (c'est-à-dire la 
topologie Co sur l'espace des champs de droites), alors le nombre de rotation dépend 
de façon continue du feuilletage. 

(4) Si 9 est un feuilletage de T 2  x R transverse aux fibres T 2  x { t ) ,  le nombre de 
rotation de la trace de 9 sur T Z x { t )  est indépendant de t. Ce nombre sera appellé 
nombre de rotation du feuilletage 9. 

PROPOSITION 5 .  Les deux feuilletages modèles de TA3 sont topologiquement con- 
jugués si et seulement si il existe une matrice B E Glz(Z) telle que ABA = B (c'est-à- 
dire que A et A-' sont conjuguées dans G12(Z)). Dans ce cas les deux modèles sont 
analytiquement conjugués. 

Démonstration. Soit f une conjugaison entre les deux modèles. L'homéomor- 
phisme f se relève dans T2X R en F (cf. Appendice 1, Prop. 1). Soit 

B = F,: l r I ( T 2 ~ R ) + . r r l ( T 2 ~ R )  

I'homomorphisme induit. D'après l'Appendice 1 (Prop. 2), deux cas sont possibles a 
priori: 

(1) BA = A B .  Dans ce cas, B et A ont mêmes directions propres. Or, f envoyant 
le premier modèle sur le second, B doit envoyer le nombre de rotation du premier sur 
celui du second. Ces nombres étant donnés par les directions propres de A, la matrice 
B doit permuter les directions propres de A, ce qui est impossible si A et B 
commutent. 

(2) ABA = B, ce qui est précisément la conclusion de la proposition. 
Réciproquement, si ABA = B, on vérifie facilement que l'application affine (m ,  t ) +  

(Bm, - t )  de T 2  x R dans T 2  X R passe au quotient sur le fibré TA3 et envoie l'un des 
modèles sur l'autre (car B permute les directions propres de A). 

Remarque. On peut se demander quels sont les fibrés TA3 pour lesquels les deux 
modèles sont conjugués, c'est-à-dire quelles sont les matrices A E SL2(Z) qui sont 
conjuguées à leur inverse dans GLz(Z). La réponse est la suivante: ce sont les 

matrices A qui sont conjuguées à une matrice (i fi) telle que a = d ou b = c ou 

b = - c ou a + b = d ou d + c = a. Il existe effectivement des fibrés pour lesquels les 
deux modèles ne sont pas conjugués. 
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Pour démontrer ces assertions, on écrit que A et  A-' sont conjuguées en utilisant 
la structure de produit libre 2/22! * 2 / 3 2  de PSL2(Z). 

Remarquons que la matrice A = (; :) souvent utilisée dans la littérature (exemple 

de Smale) vérifie deux des conditions données plus haut. Dans l'exemple de Smale, les 
deux modèles sont donc conjugués. 

(B) Classiilcation des feuilletages sans feuilles compactes 
On se propose de démontrer que tout feuilletage transversalement orientable, de 

classe C' ( r  3 2), sans feuilles compactes, sur un fibré hyperbolique orientable est P2 
conjugué à l'un des feuilletages modèles. 

Ceci est notre résultat essentiel. II donne un exemple de classification de feuil- 
letages à conjugaison différentiable près ce qui est bien sOr assez surprenant. 1.e 
théorème de stabilité de la partie (C) sera une conséquence assez rapide de ce 
théorème. 

La méthode employée va consister à faire la construction précédente "à l'envers". 
Pour cela, il va falloir couper le fibré TA3 le long d'un tore Tz transverse au 
feuilletage; modifier par isotopie le feuilletage obtenu sur T: x I de façon a obtenir un 
feuilletage produit; conjuguer le feuilletage induit sur Tz X {O} à un feuilletage linéaire 
de T: et  enfin modifier par isotopie I'automorphisme de recollement pour que celui-ci 
devienne linéaire tout en préservant le résultat des étapes antérieures. 

Dans la suite, on utilisera souvent la notion classique de composante de Reeb et 
son analogue deux dimensionnel, la composante de Reeb plane. Rappelons qu'un 
théorème fondamental de Novikov A r m e  l'existe d'une telle composante en 
dimension trois si le groupe fondamental d'une feuille ne s'injecte pas dans le groupe 
fondamental de la variété (cf. [15]). 

Etant donné une transversale fermée a un feuilletage, il est toujours possible de 
modifier celui-ci en introduisant une composante de Reeb dont l'âme est La trans- 
versale donnée. C'est le tourbillonnement de Reeb (cf. [8]). Lorsque la transversale 
est située dans le bord d'une variété, on  appelle demi-tourbillonnement la modification 
analogue. 

Si I'holonomie du bord d'une composante de Reeb est cyclique et  sans points fixes 
on peut effacer la composante par un détourbillonnement (cf. [14]) pour le cas 
analytique où ceci est toujours possible). 

On dira qu'un feuilletage 9 de T2 X I  transverse au bord, sans composantes de 
Reeb, contient une demi-composante de Reeb si le feuilletage double 2 9  sur T 3 =  
2(T2 x I )  contient une composante de Reeb. Nous utiliserons la théorème de Moussu 
et  Roussarie (cf. Théorème 111-3 de [14]) suivant lequel un feuilletage de T2 x I, de 
classe C' (r 22 ) ,  sans demi-composantes de Reeb et  sans feuilles compactes intér- 
ieures est C' isotope (modulo T2 x {O}) à un feuilletage produit fox 1 où fo est le 
feuilletage induit sur T2 x {O}. 

Soit (M, 9) un feuilletage de classe Cr (2 < r S o) transversalement orientable, 
sans feuilles compactes, sur un fibré hyperbolique orientable. Le théorème de 
Novikov permet d'affirmer que le groupe fondamental de toute feuille est résoluble; 
en outre, toutes les feuilles sont orientables et non-compactes, ce sont donc des 
cylindres ou des plans. 

D'autre part, puisqu'il n'existe pas de feuilles compactes toute fibre de la fibration 
est C'-isotope à un tore To2 transverse au feuilletage 9 (cf. Théorème 1-1 de [23]). En 
coupant le long de ce tore on obtient un feuilletage @ de T: X I, transverse au bord, 
sans feuilles compactes intérieures. Inversement, le feuilletage initial 9 s'obtient en 
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recollant les deux bords de T: X 1 à l'aide d'un difféomorphisme 4, de classe C', 
préservant les feuilletages induits. 

LEMME 1. Le feuilletage 9 de T: X 1 est isotope modulo T z  X {O} à un feuilletage 
produit fox 1, modifié par un nombre fini de demi-tourbillonnements autour de trans- 
uersales fermées situées dans le bord de TO x 1. 

Démonstration. Soit c($) l'ensemble des feuilles de $ qui sont homéomorphes à 
S' x 1 et dont les deux composantes du bord sont simultanément dans T: X {O} OU 

dans TO x {l}. Chaque F de C ( 9 )  sépare T: x 1 en deux composantes connexes dont 
une seule a un bord connexe. Notons c(F)  cette composante. On introduit surAc(@ une 
relation d'ordre par F s F' is et seulement si c (F )  C c(F'). L'ensemble C ( S  devient 
ainsi un ensemble ordonné inductif car la reunion des feuilles fermées de 4 est un fermé 
(cf. [20]). 

Montrons, tout d'abord, que c($) ne possède qu'un nombre fini d'éléments 
maximaux. Pour cela, considérons le feuilletage double 2 4  sur T3 = 2(T: x 1). 
Chaque feuille F de c($) définit par passage au double une feuille torique 2 F  telle 
que le groupe fondamental de 2 F  ne s'injecte pas dans celui de 2c(F). (Le double de 
c(F)  est un tore plein.) Le théorème de Novikov permet alors d'affirmer que pour 
toute feuille F de c($), le double de c(F) contient une composante de Reeb. Cette 
composante de Reeb n'est pas contenue dans c(F)  car le feuilletage $ ne contient pas 
de composantes de Reeb, elle coupe donc le tore T ~ x  {O} sur une composante de 
Reeb plane. Un feuilletage du tore ne contient qu'un nombre fini de composantes de 
Reeb planes. D'autre part, si F et F' sont des feuilles de c(&), deux cas sont 
possibles; soit F et F' sont ordonnées; soit c (F)  et c(F') sont disjoints. II est alors 
clair que C ( 9 )  ne possède qu'un nombre fini d'éléments maximaux. Notons 
FI,. . . , F, ces éléments. 

Dans le double 29 ,  les feuilles toriques 2F, ont une holonomie cyclique car ce sont 
des doubles. De plus, cette holonomie est sans points fixes sur la face extérieure à 
2c(F,) car les F, sont maximaux. On peut donc effectuer un nombre fini de détour- 
billonnements de Reeb sur le feuilletage 2$ de façon à supprimer les feuilles 2F, et 
donc toutes les feuilles 2 F  où F est un élément de c($). 

La trace de ces détourbillonnements sur T: x {O} (OU sur TO X (1)) est un "détour- 
billonnement de dimension deux" du feuilletage induit par $ sur T:x{O} (ou sur 
T:x {l}) Remarquons que si un détourbillonnement sur le tore fait apparaître une 
nouvelle feuille compacte, alors le nouveau feuilletage du tore est une suspension 
c'est-à-dire qu'il ne contient pas de composantes de Reeb plane. II s'ensuit qu'après 
les détourbillonnements sur 2(T: x 1), deux cas sont possibles; soit aucune nouvelle 
feuille compacte n'apparaît; soit la trace du nouveau feuilletage sur T:X{O} (OU 
T;x{l}) est sans composantes de Reeb planes. Dans les deux cas, le nouveau 
feuilletage sur 2 ( T t x 1 )  est sans composantes de Reeb, et  il est le double d'un 
feuilletage de TC X 1 sans demi-composantes de Reeb. D'après le résultat de Moussu 
et  Roussarie déjà cité, ce feuilletage de To2 x 1 est Cr isotope à un feuilletage produit 
fox 1. 

LEMME 2. Le feuilletage 9 est en fait Cr  isotope (mod TO x {O}) à un feuilletage 
produit fox 1, où f~ est le feuilletage induit sur T:x{O}. Le feuilletage fo  est un 
feuilletage par droites. 

Démonstration. Choisissons un tore Tl2 transverse à 4 dans le domaine où les 
tourbillonnements n'ont pas affecté le produit fox 1. Montrons que si l'on coupe le 
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fibré le long de Tl2 ,  le feuilletage @' obtenu sur T12x 1 ne contient pas de demi- 
composantes de Reeb. Pour cela, distinguons deux cas. Si fo ne contient pas de 
composantes de Reeb planes, il est clair que 9 ne contient pas de demi-composantes 
de Reeb. Si fo contient une composante de Reeb plane, toutes les transversales 
fermées à fo ont même classe d'homotopie; notons[y] cette classe. Après tourbillon- 
nements sur le tore, toutes les feuilles compactes obtenues sur le tore auront toujours 
[y] comme classe d'homotopie. Un difféomorphisme de recollement $' doit envoyer 
$,T,2,i0, sur @Tli,(,,. L'homomorphisme $$ induit sur le groupe fondamental doit donc 
envoyer [y] sur? [y]. Or ceci est impossible car $* étant hyperbolique, il n'apas la valeur 
propre + 1. Le feuilletage @' ne contient donc pas de demi-composantes de Reeb, et il est 
donc C' isotope à un produit. II est alors clair qu'il en est de même pour le feuilletage $ 
c'est-à-dire que: 

où Y est un Cr  difféomorphisme préservant fo. 
Supposons que fo possède une feuille compacte. Le difféomorphisme Y préservant 

fa, la classe d'homotopie de cette feuille compacte est un point fixe de VI,. Ceci est 
impossible car Y, est hyperbolique. Le feuilletage fo est donc par droites; ce qui 
termine la démonstration du Lemme 2. 

LEMME 3. Il existe un feuilletage ho linéaire par droites du tore T 2  et un Cr-' 
diffiotnorphiutir x du torr présrrcunt ho tels que Ir feuilletage (M.  3) soit Cr-' 
conjugué à ho x Il(x, O)  - ( ~ ( x ) ,  1). 

Démonstration. Soit fo le feuilletage de T Z  introduit dans le lemme prbcédent. On 
montre d'abord que son nombre de rotation (a, B )  est telque pla est quadratique sur 
O. Ceci nous permettra d'utiliser le résultat fondamental d'Herman sur les difféomor- 
phismes du cercle et de conclure. 

Si Y est le difféomorphisme du Lemme 2, Y, préserve l'élément (a, p )  de la droite 
projective. On a donc: 

Le vecteur (a, p )  est donc vecteur propre de Y*. 
Un calcul simple montre alors que les pentes des directions propres d'un automor- 

phisme linéaire hyperbolique de G1, (2) sont quadratiques sur 0. (Il suffit de calculer 
explicitement ces directions). On en déduit que pla est quadratique sur 0. 

Aussi @/a admet un développemement en  fraction continue qui est périodique est ses 
coefficients sont bornés. 

On peut alors appliquer le principal résultat d'Herman sur les difféomorphismes du 
cercle (cf. [ I I ] ) :  le feuilletage fo est Cr-2 conjugué à un feuilletage linéaire du tore, ce 
qui démontre le lemme. 

II s'agit maintenant de modifier le difféomorphisme ,y par isotopie pour obtenir un 
difféomorphisme linéaire, de façon à retrouver les modèles. Cette isotopie doit cepen- 
dant préserver le résultat du lemme précédent, c'est-à-dire qu'à chaque étape, elle doit 
préserver le feuilletage ho. 

Pour cela, soit F un relevé dans R2 du difféomorphisme ,y. Ecrivons F sous la 
forme: 
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Soit 6 = (Bla) la pente du feuilletage ho. Le difféomorphisme ,y préservant ho, la 
quantité f'(x, y) - 6f (x,  y) ne dépend que de y - 6x. On dira que ,y est transversale- 
ment affine si f'(x, y)  - 6f (x ,  y) est une fonction affine de y - 6x. 

LEMME 4. Soit x un difféomorphisme du tore, de classe C' ( r  3 O). Si ,y préserve le 
feuilletage ho linéaire par droites de pente irrationnelle 6, alors ,y est transversalement 
afine. 

iMmonstration. Soit @ la fonction telle que: 

Les fonctions f et  f '  s'écrivent de façon unique comme somme d'une fonction 
linéaire et d'une fonction périodique, soit: 

On en déduit: 

(1' - Sl)(x, 6x1 + (p' - 6p)(x, 6x)  = @(O). 

La fonction (pl -6p)  est périodique, donc bornée. La fonction associant (1'- 
SI)(x, 6x) à x est donc linéaire bornée, elle est donc nulle. Par suite, la fonction 
(pl -  6p) est constante sur une droite de pente irrationnelle, elle est donc constante. 
On a alors: 

C'est-à-dire que: 

Le difféomorphisme x est donc bien transversalement affine. 

LEMME 5. Soit ,y un C' difféomorphisme du tore ( r  0 )  préservant le feuilletage ho 
linéaire par droites de pente irrationnelle S. Alors ,y est C'-isotope à un difféomor- 
phisme linéaire par une isotopie ,yI telle que, pour tout t ,  le difféomorphisme ,yl préserve 
le feuilletage ho. 

Démonstration. D'après le lemme prkcédent, ,y est de la forme: 

Posons: 
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Montrons que ,y, est I'isotopie cherchée. 
(1) On a bien ,yo = ,y; de plus, ,yl est linéaire et X,  préserve le feuilletage ho. 
(2) L'application ,y1 passe au quotient sur le tore. En effet: 

a ( y + p - 6 ( x + n ) ) + ( l - t ) b + S f t ( x + n , y + p ) = [ a ( y - 6 x ) + ( l - t ) b + f , ( x , y ) ]  

+ [ap - aSn + Sl(n, p) ]  

et la quantité ap - a6n + 61(n, p) est entière car on sait que l'application: 

passe au quotient de tore dans le cercle. 
(3) L'application X, est un Cr difféomorphisme. Pour montrer que ,yr est injective, 

il faut montrer que: 

implique que: 

Pour t = 0, l'expression f (x , ,  y , )  - f (xz,  y,) est non nulle car ,y est bijectif. Pour 
t = 1, l'expression l(xl - x,, y1 - y,) est non nulle car S est irrationnel et 1 est à 
coefficients entiers. Si l'on montre que ces deux quantités sont de même signe, on aura 
montré que ,y, est injectif. Pour cela, il sufit de montrer que les deux fonctions: 

ont même sens de variation. La fonction q est injective, donc monotone. Supposons 
la, par exemple, croissante, et montrons que l (1 .6)  est strictement positif. 

Soit (m ,  n )  deux entiers tels que mln soit proche de 6  (on choisit n  positif). Alors 

nl( l ,  8 )  = l(n, nS) est proche de l(n, m )  
l(n, m )  = f ( x  + n, y  + m )  - f (x ,  y )  est proche de 
f ( x + n , y + n S ) - f ( x , y ) = q ( n ) - q ( O ) > O .  

Ce qui montre que 1(1,6) est strictement positif. L'injectivité de x, est donc établie 
La surjectivité de ,y, découle du fait que ,y, est injectif et que I'homomorphisme 

(xt)* = X* induit sur le groupe fondamental est bijectif. 
Il reste à voir que ,y, est un difféomorphisme local. Son Jacobien est: 
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On sait que ((aflax)+ô(aflay)) est non nul, de même que 1(1,6) et ces deux 
nombres sont de même signe car ce sont les dérivées des fonctions considérées 
précédemment. Le Jacobien de ,y, est donc non nul; ce qui termine la démonstration 
du lemme. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème. 

THBORBME 1. Soit 9 un feuilletage transversalement orientable, de classe C' (2 s 
r O) ,  sans feuilles compactes, sur un fibré hyperbolique orientable. Alors 9 est C'-2 
conjugué à I'un des feuilletages modèles. 

Démonstration. Soit X,  i'isotopie du lemme précédent et 

Le difféomorphisme X préserve le feuilletage ho x 1 et envoie le point (m, 0) sur 
lui-même et le point ( ~ ( m ) ,  1) sur le point (x,(rn), 1) .  Le feuilletage (M,  9) est donc 
C'-2 conjugué à: 

où ho est un feuilletage linéaire par droites de T2 et X I  un difféomorphisme linéaire, ce 
qui est precisément l'un des feuilletages modèles. 

Donnons tout de suite un corollaire immédiat du théorème: 

COROLLAIRE 1. Tout feuilletage transversalement orientable, sur un fibré hyper- 
bolique orientable, sans feuilles compactes, de classe C4 est transversalement afine. 

m 

(C) Propriétés de stabilité 
Nous dirons que deux feuilletages de dimension deux sont C' proches s'ils sont Co 

proches au sens de la topologie des champs de plans. 
Comme Sullivan nous l'a fait remarquer, le lemme suivant est un corollaire 

immédiat du Théorème 11.17 de [25] suivant lequel la croissance exponentielle est 
une propriété C1 stable. Nous en donnerons cependant une démonstration élémen- 
taire. 

LEMME 1. Un feuilletage sufisamment C1 proche d'un modèle n'a pas de feuilles 
compactes. 

Démonstration. Les modèles étant transverses à la libration, les feuilletages C1 
proches des modèles le sont aussi. Considérons alors le relevé $ dans T2 X R d'un 
feuilletage 9 suffisamment C' proche d'un modèle. Ce feuilletage $ est évidemment 
invariant par l'application (m. t)+(Am, t + 1 ) ;  le nombre de rotation (a, 8) de $ est 
donc vecteur propre de A et /3la est donc irrationnel. II s'ensuit que la trace de F sur 
toute fibre de TA3 est sans feuilles compactes; ce qui achève la démonstration. 

LEMME 2. Soit Ta3 un fibré hyperbolique sur lequel les deux modèles F I  et g2 ne 
sont pas conjugués. Alors, il existe un voisinage de chacun des modèles (dans la 
topologie Cl) ne contenant aucun feuilletage de classe C f  qui soit topologiquement 
conjugué à l'autre modèle. 
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Démonstration. Supposons le contraire, c'est-à-dire qu'il existe une suite 
d'homéomorphismes g. de TA) tels que g $ 9 ]  soit de classe C 1  et tende vers le 
modèle 8 2 .  Les homéomorphismes g, se relèvent dans T2 x R en G,,. Soit: 

I'homomorphisme induit. D'après l'appendice, deux cas sont possibles: Soit AB, = 
B,A, soit AB.A = B.. Comme les modèles ne sont pas conjugués, B. commute avec A 
d'après (I.A.-Prop. 5). Alors A et B. ont mêmes directions propres et le nombre de 
rotation du relevé de gz91 dans T2 X R est donc le même que celui du relevé de 9,. 
Or, ceci est impossible car tend vers F2 alors que 8, et s2 ont des nombres de 
rotation différents. 

TH~ORÈME 1. Soit 9 un feuilletage transversalement orientable de classe Cr (3 r 
r 6 w) ,  sans feuilles compactes, sur un fibré hyperbolique orientable. Alors, tout 
feuilletage de classe Cr, sufisamment C' proche de 4 est Cr-' conjugué à 9. 

Démonstration. D'après la partie B, le feuilletage 9 est C' conjugué à un modèle. 
Comme la C 1  conjugaison est continue dans la C' topologie, on peut supposer que 9 
est un modèle. Le feuilletage 8 étant transversalement orientable, tout feuilletage 9 
suffisamment C 1  proche l'est aussi. D'après le Lemme 1. le feuilletage '3 ne possède 
pas de feuilles compactes et 9 est donc Cr-' conjugué à l'un des modèles. Si les deux 
modèles sont conjugués, le théorème est démontré car alors FI et 9 sont 
conjugués. Si les deux modèles ne sont pas conjugués, le Lemme 2 montre que FI 
n'est pas conjugué au modèle différent de 9 et donc que 9 et 9 sont C'-2 conjugués. 

Remarque. On ne peut pas remplacer la relation de conjugaison par celle d'isoto- 
pie dans le Théorème 1. En effet, soit U. une suite de vecteurs de R2 à coordonnées 
entières, et soit f. la suite de difféomorphismes de T 2  x 1 définie par: 

On vérifie facilement que f,, passe au quotient dans TA3 et que si I'on choisit pour 
Un une suite de vecteurs dont les pentes tendent vers la pente de la direction propre 
utilisée pour construire le modèle 9, alors f z 9  tend vers 9 bien que fz8 et 9 ne 
soient pas isotopes. 

Remarquons, d'autre part, que si I'on choisit pour Un une suite dont la seconde 
coordonnée propre tend vers l'infini, cette même suite de difféomorphismes f,, envoie 
le feuilletage modèle considéré sur un feuilletage qui tend vers la fibration, ce qui 
montre que la fibration n'est pas stable. Ceci pouvait être prévu à l'aide du théorème 
de Rosenberg et Langevin affirmant qu'une fibration est stable si et seulement si 
l'homologie de la fibre est triviale (cf. [13,21]). 

%II. QUELQUES APPLICATIONS 

(A) Feuilletages sans composantes dç Reeb sur les 3-variétés fermées à groupe fondamental 
résoluble 

Dans cette partie, on se propose de montrer comment le Théorème 1 permet de 
terminer la classification des feuilletages de classe C2, transversalement orientables, 
sans composantes de Reeb, sur les 3-variétés fermées à groupe fondamental résoluble, 
commencée par Goodman [7]. 
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Soit (M, 9 )  un tel feuilletage. Si 9 possède une feuille sphérique M est 
homéomorphe à SI X S2 et le feuilletage est conjugué au feuilletage produit (cf. [20]). 
S'il n'y a pas de feuilles sphériques, deux cas sont à distinguer: 

ler  cas: II existe une feuille compacte qui est un tore puisque son groupe 
fondamental est résoluble. 

Si ce tore ne sépare pas M, en coupant le long du tore, on obtient une variété Ml à 
bord incompressible non connexe. La variété Ml est alors T2 X 1 (cf. Théorème 4-2 de 
151). Les feuilletages de T 2 x  1 tangents au bord, sans composantes de Reeb sont 
classifiés dans [l4]. 

Si ce tore sépare M, les deux composantes M' et M" sont des fibrés non triviaux 
en intervalles sur une bouteille de Kt ein. Goodman a montré que tout feuilletage sur M' et 
M s'obtient en recollant une composante cylindrique avec un feuilletage quelconque 
de T 2 x  1 tangent au bord (cf. Lemme 2-3 de [7]). Remarquons que les variétés 
obtenues ainsi ont un premier nombre de Betti égal à O ou 1. 

2ème cas: Il n'existe pas de feuille compacte. D'après un théoreme de Goodman, 
(Théorème 3.2 de 171) deux cas sont possibles: soit M est un fibré en tores sur le 
cercle, soit M est Q sphère d'homologie et  admet alors un revêtement fini qui est un 
fibré en tores sur le cercle. Nous étudierons successivement ces deux cas. 

Soit donc (TA3, 9) un feuilletage transversalement orientable sans feuilles com- 
pactes sur un fibré orientable. 

P ~ o p o s m r o ~  1. On a t r  A 3 2. De plus (i) si t r  A > 2, 9 est conjugué à un modele 
(ii) si t r A  = 2, 9 est un feuilletage pa r  plans ou par  cylindres sans holonomie. 

Ces derniers sont classifiés dans [9,21]. 

Démonstration. Si t r  A < - 2, 9 étant conjugué a un modèle qui dans ce cas n'est 
pas transversalement orientable, on aboutit a une contradiction. 

Si I t r A 1 ~ 2 ,  le groupe fondamental de M est à croissance polynomiale. Par 
l'argument habituel toutes les feuilles de 4" sont à croissance polynomiale. D'après un 
théorème bien connu, 4 est sans holonomie et toutes les feuilles sont simul- 
tanément difféomorphes à des plans où des cylindres. 

Or, seul T 3  est feuilletable par plans (cf. [21]) et les variétés feuilletables par 

cylindres sont les fibrés définis par les matrices (k y )  (cf. [9]). toutes de trace 2. 

D'après l'appendice 1 la trace étant la même pour les matrices définissant des fibrés 
homéomorphes, on en déduit que si ( t r A ( G 2  et t r A f  2 alors il existe une feuille 
compacte. Ceci démontre la proposition. 

Rernarqiionî que l'hypothèse d'orientritior. !r-nr:rersc est irnpor!inte dans la pro- 
position, car les modèles sur les fibrés de trace inférieure à -2  sont sans feuilles 
compactes mais ces feuilletages ne sont pas transversalement orientables. 

Pour terminer la classification, il reste à examiner le cas des sphères d'homologie 
rationnelles à groupe fondamental résoluble. 

P ~ o ~ o s r r r o ~  2. Tout feuilletage transversalement orientable d'une O-sphère 
d'homologie résoluble orientable possède une feuille compacte. 

Démonstration. On considère un revêtement galoisien fini qui est un fibré en tores 
siir le cercle, soit T~~ avec .4 E SL,(Z).  Soit 9 le relevé de feuil!ctagc dans T,'. On 
montre que 4" possède feuille compacte. 

Supposons le contraire et remarquons qu'un feuilletage transversalement orient- 
able sans feuilles compactes sur une sphère d'homologie résoluble orientable est un 
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feuilletage par cylindres et plans et son groupe fondametal est à croissance exponen- 
tielle (cf. [9,21]). La même chose est alors vraie pour (TA3, a, c'est-à-dire que A 
est hyperbolique, de trace strictement supérieure à 2, et 9 est Cr-' conjugué à l'un 
des modeles. 

On peut donc supposer que le groupe ï des automorphismes du revêtement est un 
groupe de C'-' difféomorphismes qui préservent le modèle. Pour la suite de la 
démonstration on considère que r 3 3. Dans le cas où r = 2, la proposition peut être 
démontrée par une méthode similaire en  faisant apparaître un cycle dans l'homologie 
singulière de TA3 dual à la forme utilisée plus bas et invariant par l'action de T. 

Soit o = A t  dy et ol = -log A dt  les formes qui définissent la structure affine du 
modèle. Montrons que la classe de cohomologie de o, (qui est non nulle) est 
invariante par T. Ce sera la contradiction cherchée car la classe de wl définira un 
élément non nul dans la cohomologie du quotient T,'lr. 

Soit Ji un élément de ï; Ji préserve 9, donc, il existe une fonction 9 partout non 
nulle telle que: 

Donc: 

Or d o  = oAol  et d o l  = O, donc 

La forme w étant non singulière, il existe une fonction G telle que 

**oi = oi - d(log IF/) + Go. 

Montrons que G = O .  Pour ceci, écrivons 

G o  = H(x, y, t) dy. 

Or G o  est fermée, donc en fait, 

G o  = H(y) dy. 

La fonction H étant constante pour y constant, H est constant sur les feuilles du 
modèle, or ces feuilles sont denses. La fonction H est donc constante. Ceci entraîne 
que H est nui car la forme dy de TZXR ne passe pas au quotient sur TA3. D(0k 
finalement [Ji*ol] = [ml]. 

Remarques. (1) Soit M = X U X le recollement de deux composantes cylin- 
f 

driques le long de leur bord qui est un tore. La variété obtenue a un premier nombre 
de Betti égal à O ou 1. Pour un choix convenable de f, son groupe fondamental est à 
croissance exponentielle (cf. Appendice 2). La proposition précédente montre que tout 
feuilletage transversalement orientable sur M possède une feuille compacte. Lorsque 
la croissance est polynomiale, ceci est prouvé dans[l7]. Remarquons aussi que toute 
O-sphère d'homologie résoluble suffisamment grande est de ce  type. 
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(2) Soit M3 une O-sphère d'homologie résoluble non suffisamment grande. Si le 
groupe fondamental de M3 est à croissance non exponentielle, il existe toujour5 une 
composante de Reeb[7]. C'est le cas de certains fibrés de Seifert. La proposition 
précédente entraîne la même chose si le groupe fondamental de M est à croissance 
exponentielle. Toutefois, on ne sait pas si cette situation existe effectivement. 

(b) Actions localement libres du groupe affine 
Les actions du groupe Rn sont bien connues (cf. [21]) celles des groupes nilpotents 

ont été étudiées dans [4, IO]. L'étape suivante consiste à étudier les actions de 
groupes résolubles dont le prototype est le groupe affine d de la droite réele. Nous 
donnons, ci-dessous, une classification des actions localement libres de d sur les 
3-variétés à groupe fondamental résoluble. 

PROPOS~ON 1. Les feuilletages modèles orientables peuvent être définis par  une 
action localement libre de d. Il en est donc de même de tout feuilletage transversale- 
ment orientable sur les fibrés hyperboliques orientables. 

Démonstration. Nous présentons cette action de deux manières différentes. Pour 
la première, il suffit de construire deux champs de vecteurs X et Y, linéairement 
indépendants en tout point, tangents aux feuilles du modèle, et qui vérifient la relation 
de commutation [X, Y] = - X des gérierateurs canoniques de l'algèbre de Lie de d. 
Posons: 

X(x, Y, t) = (A', O, 0) 

Ces deux champs de vecteurs de R3 où les deux premières coordonnées sont 
relatives à la base propre et où A est la valeur propre considérée, passent au quotient 
sur le fibré. On peut voir sans peine que X et Y vérifient la relation de commutation 
souhaitée. 

Une autre façon de présenter cette action est la suivante. Considérons le groupe de 
Lie résoluble G dont les éléments sont les triplets (t, x, y) et  où la loi de groupe est: 

ft. x, y)(tfx', y') = ( t  + t'. A1(.r', y') + (x, y)). 

Soit GZ le sous-groupe de G constitué des éIéments dont les trois coordonnées 
sont entières. L'appendice montre que le fibré en tores TA3 est difféomorphe à l'espace 
homogène G/GZ. Remarquons alors que le groupe affine 1 se plonge dans G de la 
façon suivante. Soit U le vecteur propre de A correspondant à la valeur propre A. A 
l'application affine 

associons I'élement ((iog allog A), b u )  de G. On vérifie facilement que ceci définit un 
morphisme injectif de I dans G. Le groupe d opère sur G par translation à gauche, 
donc il opère sur G/GZ. Il est facile de voir que cette action est localement libre et 
définit le feuilletage modèle. 
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PROPOSITION 2. Soit M 3  une 3-variété compacte à groupe fondamental résoluble 
admettant une action localement libre, de classe C' ( r  3 2), de& Alors M 3  est unfibré 
hyperbolique et le feuilletage obtenu 9 est C'-' conjugué à un feuilletage modèle. 

Démonstration. On sait que les seuls sous-groupes discrets de d sont cycliques. 
Ainsi, les feuilles de 9 sont des cylindres ou des plans. En particulier, la variété M 3  
doit être sans bord. D'autre part, on  vCrifie[3] que la croissance de ces feuilles est 
exponentielle. Ainsi, il y a toujours mélange [9, 211 de cylindres et  de plans. La 
proposition est alors une conséquence de la classification des feuilletages sans feuilles 
compactes donnée (Théorème I.A.]). 

Remarque. Le théorème de stabilité montre le caractère très différent des actions 
du groupe affine par rapport à celles de R2 qui ne sont jamais stables. 

(c) Feuilletages analytiques 
Le premier résultat remarquable sur les feuilletages analytiques est dû à 

Haefliger[l] qui a montré qu'il n'existe pas de tels feuilletages sur une variété à 
groupe fondamental fini. Plus récemment, Plante, Thurston et Goodman ([7,19]) ont 
montré qu'il en est de même si la croissance du groupe fondamental est non 
exponentielle et le premier groupe d'homologie réelle est nul. Dans le même ordre 
d'idées, on établit ici le résultat suivant: 

PROPOSITION 1. Soit 9 un feuilletage transversalement analytique, transversalement 
orientable, d'une 3-variété fermée M  à groupe fondamental résoluble. Alors m fibre sur 
le cercle. 

Démonstration. On montre tout d'abord qu'il existe sur M un feuilletage trans- 
versalement analytique sans composantes de Reeb. Puisque 9 est transversalement 
analytique, il en  est de même de I'holonomie. Supposons que 9 possède une 
composante de Reeb. On peut alors modifier le feuilletage par un détourbillonnement 
qui fait disparaître le bord de la composante de Reeb. Deux cas peuvent se présenter; 
soit on a une infinité de feuilles compactes, auquel ces toutes les feuilles sont 
compactes et le feuilletage est une fibration; soit le nombre fini de feuilles (compactes) 
qui ne rencontrent pas de transversales fermées diminue strictement (Remarquons 
que les nouvelles feuilles compactes introduites éventuellement ne possèdent pas 
cette dernière propriété). On continue le processus tant qu'il reste des composantes de 
Reeb et que le nombre de feuilles compactes reste fini. Donc, après un nombre fini 
d'étapes, égal au plus au nombre de feuilles compactes ne rencontrant pas de 
transversales fermées, il n'y a plus de composantes de Reeb. 

On peut alors appliquer le Théorème 3.2 de [7], suivant lequel une variété 
admettant un tel feuilletage est soit un fibré en tores sur le cercle, soit une Q-sphère 
d'homologie résoluble. En fait, Goodman exige aussi dans les hypothèses l'absence de 
composantes cylindriques, mais une légère modification de la démonstration permet 
d'éviter cette hypothèse. 

Il reste à éliminer le cas d'une sphère d'homologie. On a vu (Proposition 2 partie IL.4) 
qu'il existe alors une feuille compacte. Cette feuille est alors un tore qui sépare la 
variété. La variété M  s'obtient en recollant deux composantes cylindriques sur les 
deux bords d'un produit T 2 x  1 (voir 1I.A). L'holonomie du bord de chaque com- 
posante cylindrique M, et Mz est cyclique; et le diffeomorphisme de recollement 
identifie un lacet y, supportant de I'holonomie de M I  a un lacet y2 supportant de 
I'holonomie de MÎ. Puisque ces lacets représentant des éléments non-nuls dans 
l'homologie rationnelle de M ,  et de M,, il s'ensuit que M n'est pas une Q sphère 
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d'homologie. Les O sphères d'homologie résolubles ne sont donc pas feuilletable de 
manière transversalement analytique. 

PROPOSITION 2. Soit 9 un feuilletage analytique sur TA3, sans composante de Reeb, 
avec ltrAl# 2. Si 9 a une feuille compacte toutes les feuilles sont compactes et le 
feuilletage est une fibration. 

Démonstration. Si 9 a une feuille compacte, cette feuille est un tore incom- 
pressible donc elle ne disconnecte pas. Coupant le long de ce tore, on obtient un 
feuilletage analytique de T 2  X 1. Le fibré s'obtient en recollant T 2  X O et T 2  X 1 à l'aide 
de A' (où A' est conjuguée à A ou A-'). Le condition de recollement d'holonomie va 
nous montrer que cette holonomie est triviale si A "tord" trop le tore T2. 

Soit O l'ensemble des couples de germes de difféomorphismes analytiques de R en 
O qui apparaissent comme générateurs de I'holonomie d'un certain feuilletage analy- 
tique de T 2  X 1 pour le feuille T 2  X O. Le couple ( f i .  f ? )  E Y? déterminr le voisinage 
feuilleté de T 2  X O donc tout le feuilletage de T2  x 1 car le feuilletage est analytique. 
Au couple ( f i ,  f i )  E V, faisons correspondre I'holonomie de la feuille T 2 x  1 ainsi 
déterminée. On obtient ainsi une application 

Nous utiliserons deux propriétés de <P. Tout d'abord, Q, est involutive, i.e. a2 = id. 
D'autre part, il est clair que le groupe SL2(Z) opère sur O par: 

Nous noterons cette opération par A(f1, f,). On a alors: AQ,(fl, f 2 )  = Q,(A(fl,  fi)). 
En effet, soit 9 un feuilletage analytique de T2 x I ayant V I ,  j2) et @(FI, F2) comme 
holonomie en T2 x O et T 2  X 1. Le difféomorphisme analytique de T2 X 1 qui envoie 
(m,  t )  sur (Am, t )  envoie 9 sur un feuilletage de T2  x I ayant comme holonomie 
A u l .  f i )  et A@(fl ,  f i )  en T 2 x 0  et T 2  x 1. Donc Q,(A(fl,  f 2 ) )  = AQ,Cfl, f2).  

Nous pouvons alors démontrer la proposition. Puisque le feuilletage obtenu après 
avoir coupe le long d'une feuille compacte doit se recoller analytiquement à I'aide de 
A, on doit avoir: 

d'où 

Donc, si A2 n'a pas la valeur propre 1 (ce qui est équivalent à ItrAJ # 2), alors 
( f i ,  f 2 )  = (id, id); ce qui montre que le feuilletage 9 de T 2 x  Z est un produit. Toutes 
les feuilles de 4 sont donc compactes. 

Combinant cette proposition avec la proposition 1 de la partie II.A, on obtient le 

THÉORÈME 1. SOit Tn) un fibré en tores sur le cercle. Si JtrAl<2, le seul feuilletage 
analytique de TA3 sans composante de Reeb est la fibration. Si ltrAl> 2, les seuls 
feuilletages analytiques de T 2  sans composantes de Reeb sont la fibration et les 
modèles ( a  conjugaison Cw près). 



STABILITE ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE POUR CERTAINS FEUILLETAGES 195 

Remarques. ( 1 )  Nous ne savons pas s'il existe des feuilletages analytiques de TA3 
avec des composantes de Reeb. (2) Le théorème précédent ne règle pas le cas où 
ltr Al = 2. 
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APPENDICE 1 

Quelques remarques sur les fibres en tores sur le cercle 
On considère les fibrés TA3 définis comme quotient de T2 X R  par la relation d'équivalence identifiant 

(x. y, 1) à (A(x, y). t + 1) où A E GLi(Z). Le groupe fondamental de TA3 est le groupe des transformations 
de R3 engendré par: 

Ce groupe peut être défini comme l'ensemble des triplets (m. n, p) E Z3 avec la loi: 

(m. n, p)(m', n', P') = (m + m', Am(n', p') + (n, p ) )  

La suite exacte 

est ici 
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On notera H l'image de n , (T2 )  dan5 al(TA1). 

PROPOSITION 1. 
(1) dim .H,(T,,',O) = 3 TA'= T'(i.e. si A = id) 

= 2 o A conjugué à (:  oui(-^ ;) 
= 1 dans les autres cas. 

(2) Si HI(TA', 0)  est de dimension 1, tout automorphisme de n'(TA3) préserve le sous-groupe H image de 
r l ( T 2 ) .  Ceci implique que tout homéomorphisme de TA' se relève dans T' X R. 

DYnir>nstration: En étudiant le groupe dérive de n,(TA1), on trouve que: 
(1) Si A n'a pas la valeur propre 1, Dr, est d'indice fini dans H. Le groupe n l / l h r ,  est alors une 

extemion de Z par un groupe fini. 

(2) Si A a la valeur propre 1, A s'écrit (O y )  dans une certaine base. Si a est non nul hl est de rang 
- - .  

1. et si a est nul, Dr, est de rang O. Ceci donne la première partie de la proposition. 
Pour la seconde partie. considérons un automorphisme de nI (TA3)  avec A hyperbolique. Cet automor- 

phisme doit préserver le premier groupe dérivé. Or, ce groupe dérivé est d'indice fini dans H. On voit alorî 
facilement que I'automorphivne doit préqerver H. 

PROPOSITION 2. Les seuls automorphismes de n l (TA3)  (avec Itr Al > 2) sont les suivants: 

(m. n,p)-+(m. (1 + A  + .  . . + A"- ' ) (b)+  B(n, p))  pour m 3 0  
( rn , ( l +  A - ' + .  . . + A-"" ) (h)+  B(n,p)  pour m GO 

où b E Z et B E GL2(Z) est tel que AB = BA. 

(m. n,p)-(- rn , ( l+  A- '+ , , . + AAAAl) (b)+  B(n.p) pour rn r O 
( - r n , ( I + A + .  . . +Am" ) (b )+B(n ,p ) )  pour rn <O 

où h E Z' et B E GL'(Z) e\t tel que .4B:I - B. 

Dtmonstration. On sait que I'automorphisme préserve l'image de nl (TT) .  II existe donc B E G L d Z )  
telle que (0, n, p )  $'envoie sur (0. B(n, p)). Notons (a, b )  l'image de (1, O, O )  (on a a E Z et b E Z'). L'image 
de (m. n, p )  est alors: 

Puirque l'on b'intiresae aux automorphiames, on a u = 2 1. t n  ecrivarit que i application ainsi décrite doit 
être un morphisme de groupe, on obtient que si a = 1, les matrices A et B commutent, et que si a = - 1, les 
matrices A et B vérifient ABA =B .  Ce qui démontre la proposition. 

Remarque. On peut vérifier que tous ces automorphismes proviennent d'un difféomorphisme de TA3. En 
appliquant un résultat de Kupka et Que[lZ], affirmant que deux difféormorphismes de TA1 induisant le 
même automorphisme au niveau du groupe fondamental sont isotopes, on en déduit une description 
explicite du groupe des difféomorphismes de TA' a isotopie près. 

En cherchant par la même méthode les isomorphismes entre n'(TA3) et n l (TA3) ,  on obtiendrait la: 

PROPOSITION 3. Les fibrés TA3 et T,.' (avec I t rAJ > 2 et ( t r  A'J > 2) sont homéomorphes si et deulernent si: 
(1) soit A et A' sont conjugués dans GLz(Z);  (2) soit A- '  et A' sont conjugués dans GL2(Z).  

APPENDICE 2 

La croissance du groupe fondamental d'un rerolkment de composantes cylindriques 
Soit X I  et X2 deux exemplaires de la composante cylindrique, a, b (respectivement x, y )  des générateurs 

canoniques de n l (X l )  (respectivement al(X2)) vérifiant bab-' = a-' et yxy-' = x-' .  

Soit f: dBl-dX2 un difféomorphisme linéaire et (: f) la matrice de 1,: r l (dM-nl(dX2) relative aux 

bases (a, b2)  et {x, y2). 
On a une suite exacte provenant du rev&tement des orientations de la bouteille de Klein: 

où les générateurs canoniques de Z @ Z s'identifient à {a, h2} pour i = 1 et (x, v 2 )  pour i = 2 
On en déduit une suite exacte 

où TI(% UX2) est engendré par a, b. x, y et les relations bab-' = a - ' .  yxv' = x-'. a = xpy'q. b' = x'y" , les 
/ 

générateurs canoniques de Z@Z s'identifiant à a et b2. 
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Si on regarde Ir sous-groupe infini cyclique distingué d'indice 2 de 2,. Z, engendré par l'image de 

l'élément by CVI(X, U X2) on obtient la suite exacte 
f 

où G est un sous-groupe d'indice 2 de ?rl(Xl U G) donc ayant la méme croissance que lui. 
1 

Un calcul direct montre que l'action de Z sur Z @Z est donnée par la matrice 2 

Considérons G comme le groupe fondamental d'un fibré en tores sur S1 dont le difféomorphtsme 
caractéristique est donné par la matrice ci-dessus. La proposition suivante est alors une conséquence d'un 
résultat de [16]: 

PROPOSITION 1. La croissance de al(% U XI) est polynomiaie si Ips + qrl G l et exponentielle si 

lps + qrl > 1. 
(Remarquons que la condition Jps + qrJ s 1 est équivalente à pqrs GO). 



SUR LA NULLITE DE L'INVARIANT DE GODBILLON-VEY 

G. Duminy et V. S e r g i e s c u  
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TOPOLOGIE. - Sur la nullité de I'incariatit de Go~ lh i l l o~ i -Ve j .  Note ( * )  de Gcrard 
Duminy et Vlad Sergiescu, présentée par Henri Cartan. 

On démontre la nullité de l'invariant de Godbillon-Vey pour tout feuilletage de codimension un, à croissance non 
exponentielle. transverse à une fibration d'une variété compacte. 

We prorr rhe ranisliiitg of the Godbillon-Vev incariant of a codimer~sion one foli[irion c i r h  non-rxponeittial yrou.rli 
cliicli 1s rranscerse to a fibruriori ofa compacr niaiz~old. 

1. PRESENTATION DU RÉSULTAT. - Soit (M, 9 )  une variété feuilletée de classe C" avec M 
compacte et 9 de codimension un, transversalement orienté et tangent au bord 
(é\entuellement vide) de M.  Soli inkariani de Godbilloii-Vey [ l ]  se irouce daiia 
H 3 ( M ,  CM: R ) ;  on le notera y[. (.F). 

La nullité de cet invariant a été établie pour deux classes particulières de feuilletages à 
croissance polynomiale ([2], [3]). Par ailleurs, dans les exemples classiques d'invariant non 
nul, on peut mettre en évidence la présence de feuilles ressort (type particulier de feuilles à 
croissance exponentielle; uoir [4]). Nous démontrons ici : 

THÉORÈME 1 .  - Lorscl~te M est  j b r6r  cri ceiclrs oir c2ii  irir<,rr<rll<,.\ 1.1 .F ti,ctrici.c,r\c, ti I< i  

jibtxrrion, si 3 est saris jeuille ressori, trlois (3) est / I I I / .  

Ceci permet de répondre partiellement à la question no 17 .3  de [5] : 

COROLLAIRE. - Dans les mêmes conditions, si 3 est à croissance non exponentielle, alors 
gc (9) est nul. 

La démonstration du théorème se ramène au cas où la fibre type est un intervalle : si 8. 
transverse à une S1-fibration, possède une feuille compacte, il suffit de couper M le long de 
cette feuille; sinon, par le théorème du point fixe de Sacksteder, .9 est sans holonomie et le 
résultat est prouvé dans 161. 

Supposons donc que M soit un I-fibré de base N;  F est alors caractérisé, à conjugaison 
près, par son holonomie globale ho1 : nl  ( N )  -t Diff; (1). D'après Thurston (coir par 
exemple [3]), gç ( 9 ) ,  considéré dans Hz (N; R ) =  H3 (M, PM; R), est égal a i* hol* [A], où 
i : N G K ( r c ,  (N), 1) et [A] E H Z  (Diff: (1); R) est défini par : 

L'absence de feuille ressort se traduit par le fait que le groupe d'holonomie G = l m  ho1 
de 9 est sans trajectoire ressort,  c'est-à-dire vérifie lacondition : si y E G  (x) et s'il e x i s t e g ~  G 
tel que lim y" (y) = x ,  alors y = x .  

n- Z 

Le théorème 1 découle donc du suivant, dans lequel g v ( G )  désigne j*[A], où 
j :  G q Diff: (1). 

THÉORÈME I r .  - Si G est un sous-groupe de  Diff: ( I ) ,  sans trajectoire ressort,alors g u ( G ) e s t  
nul. 
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La nullité de yr ( G )  est connue lorsquc G est abélien (coir [3]). Dans le cas plus général du 
théorème l ' ,  notre démonstration nécessite : 

2. UN PROLONGEMENT DU COCYCLE A.  - Pour tout h E Homéo. (1), la fonction Log h' est 
définie presque partout et, lorsque sa variation totale V(Log h') est finie, on a Log h ' ~  Lx et 
(Log h ') '€L1.  Un tel homéomorphisme permettant les changements de variable (h et h- '  
sont alors lipschitziens) on vérifie que : 

( i )  o(;(I)= ( h ~ H o m é o ,  ( I ) /  V(Log h ' ) i x  ] est un sous-groupe de Homéo, (1) (voir 
aussi [7]. p. 74-75); 

(ii) la relation (*) définit un cocycle sur 9 ( I ) ,  encore noté A, et 
(iii) d : (f, g ) ~ V ( L o g ( j ~ ~ - ' ) ' )  est une métrique sur l'ensemble $B(I), pour laquelle 

l'application ( j; g )  ++ A ( f~ y- ', y )  est continue. 
Dans la suite, la notation gü(G) sera naturellement étendue à tout sous-groupe G de 9 ( I ) .  

De plus, on pourra toujours se ramener au cas où l'ensemble Fix G = n Fix g des points 
g s G  

fixes de G se réduit au bord de 1, car : 

LEMME O. - Pour G c 9 (1). gv ( G )  est nul si gt '(G,j) est nul pour toute composante connexe 
J de 1-Fix G .  

3. LA SITUATION GENERIQUE. - Est celle où G c 9 (1) admet, dans 1, une trajectoire fermée 
discrète non triviale. Cette trajectoire est de la forme G ( 5 )  = ( f n  (5) 1 n E Z }, où : E f et f E G ,  
f >id dans f .  Notons G '  le sous-groupe des éléments de G fixant G ( 5 ) :  G est alors le produit 
semi-direct ( f  ) . G a  et la suite exacte de Wang s'écrit : 

où i : G' ci G et f* est associé à I'automorphisme y + fC1 de G e .  L'action de f, sur 
H l  ( G e :  Z )  s'identifiant à celle d e l s u r  I'abélianisé G' / D G ' ,  ceci prouve le : 

LEMME 1. - g c ( G )  est nul ai  yc(G' ) est nul et si G sutisfuit u lu condition suioante : 
(W,) tout ~ E G  vérifiant [ f, g ] e D G '  est dans DG'. 
En dehors du cas trivial où G '  = { id ), on en déduit le : 

LEMME 2. - gu(G)  est nul sigt.(G' ,j) est nul pour toute composante connexe J de 1 -Fix G' 
et si G satisfait a la condition suii)ante : 

(W,) les germes de G '  aux extrémités a et b de 1 sont abéliens. 
La démonstration consiste à « grossir » G à l'aide de « morceaux » de G '  de façon a 

satisfaire à (W,) : on définit H comme le sous-groupe de 9 ( I )  engendré par G et tous les 
homéomorphismes obtenus en prolongeant par l'identité les restrictions des éléments de G' à 
l'un des segments [ f '(E,), f P + '  (C)], ~ E Z .  Le sous-groupe H ' ,  défini comme ci-dessus, 
coïncidant avec G '  sur toute composante de 1-Fix G '  , il suffit, d'après le lemme O, de 
montrer que H satisfait à (W,). 

Soit donc h E H' tel que [f, hl E DH' . Le groupe H vérifiant (W,), une extension à 9 ( I )  du 
lemme de N. Koppel (voir [SI) permet d'aftirmer que les germes de h en a et b sont ceux de 
I'identité. Pour n E N assezgrand, h et [h, f "1 ont alors même restriction au support de h et, vu 
la construction de H ,  il suffit de vérifier que [h, f n ] ~ D H ' ,  ce qui est immédiat. 

4. ACT~O~SDEGROUPESA~STRAJEC.TOIRERESSOK~. - SoitG un sous-groupe de HomSo, (1). 
Pour toute composante connexe J d'un ouvert G-saturé, notons G, = j g,j 1 y E G et y (S ) = J ) 
et considérons les ensembles minimaux de l'action de GJ sur J (fermés non vides de S .  
GJ-saturés, minimaux pour l'inclusion). Leur réunion M,, éventuellement vide, est un fermé 
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GJ-saturé de J .  On peur alors définir une suite croissante (MP),,,, de fermés G-saturés de 1 
par les conditions : 

MO=Fix  G et M P + ' - M P = V  {MJI J est composante connexe de 1 - M P } .  

Nous appellerons G-intercalle toute composante connexe d'un ouvert non vide 1 - MP. 
Lorsque G est un sous-groupe de type fini de Diff: (1), cette suite vérifie. d'après [9], la : 

PROPRIÉTÉ (PI). - La réunion des ensembles MP est dense dans 1. 
Supposons, de plus, G sans trajectoire ressort. Alors. pour tout G-intervalle J. l'action 

de G, sur M, [non vide d'après (Y,)] est sans point fixe. Puisque, d'après [4], le théorème de 
Sacksteder s'étend aux actions des groupes G,, l'ensemble M, ne peut contenir de minimal 
exceptionnel et la classification habituelle des minimaux s'énonce : 

PROPRIÉTÉ (#P2). - Tout G-intercalle J est  d e  l'un des deux types suicants : 
(A) M, = J e t  G, est sans point fixe dans J ;  
( B )  M,, distinct de J, es t  réunion de trajectoiresfermées discrètes non triviales. 
hous  qualifierons de rc;gillii.ie I'acrion de tour groupe G c Homéo, ( 1 )  vérifiant ces deux 

propriétés et appellerons diiiirnsion de l'action le nombre lie N v r_ j de saturcs de 
G-intervalles. 

Pour une telle action et tout G-intervalle J de type (A), le groupe GJ est abélien (théorème 
de Ho1der);'d'autre part : 

LEMME 3. - s i  G C p(1) 11  lii1C' [ / ~ l ; i l i l  ~ C ' ~ / l i / ; c / ' ~ '  [/<' l / ~ / i l C ' i l . > ~ i l i l  , / ; IIJL' .  [//ill'.\. / J l l i l i '  i i I l 1 1  

G-interculle J de tJpe ( B ) ,  G, satisfait u la corl<litiori (W,) (11r  leii~rne 2 .  
II suffit en effet de vérifier que, pour tout h E G,, les composantes connexes de J - Fix II  sont 

des G-intervalles de type (A) sauf peut-étre un nombre fini d'entre elles; cette vérification est 
effectuée dans [SI. 

LEMME 4. - Si G est un sous-groupe de typefini de  Diff+ (I), sans trajectoire ressort, cilors il 
existe une famille de morphismes n, : G -r 9 ( I ) ,  &>O, telle qlrv : 

(i) l'action de  G,=n,(G) est régulière, de  dimension finie; 

(ii) pour tout h e G ,  e t  tout G,- inter~al le  J de  type  (A), h , j  est tle c1us.s~ CZ; 
(iii) pour tout g e G ,  lim n,(g)=g dans 9 ( I ) .  

E - O  

En effet, l'action de G est régulière et la propriété (Y, ) entraîne l'existence, pour tout E >O, 
d'un entier p ,  tel que les composantes connexes de 1 - MPc soient de longueur inférieure à E. 

O n  peut donc construire un fermé G-saturé Me, contenu dans M" et vérifiant les 
conditions : 

( a )  pour tout entier p, les G-saturés des composantes connexes de 1 -(Mc n M P )  sont en 
nombre fini, 

( 6 )  les composantes de 1-M, qui ne sont pas des G-intervalles de type (A) sont de 
longueur inférieure à E .  

On obtiendra alors les morphismes n, cherchés de la façon suivante : si .Y est dans l'une des 
composantes Ir, fi[ de 1-M,  qui n'est pas de type (A), on pose n , ( g ) ( x ) = h ( x ) ,  où I I  est 
l'unique homographie coïncidant avec g en a et 0 et vérifiant : 

sinon on pose n, (g)(x) = g (x) 
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5 .  L>I .MO\SII IAIIO\  111 I I I I O I I I  M I  1'. - 011 peul Cçiden~niciit supposer Ci de type Iiiii ei. 

puisque l'application ( f ; y )  tr A ( . l ~ ~ g - ' , g )  est continue sur% (I)', il suffit de montrer la 

iiiilliic de gi ( H )  pour ioui H c Y ( [ )  vCriliaiii les condiiioiis(i) ei ( i i )  du lemme 4. 
C'eiic nuIli16 s'obtic~ii pitr r6curre11cc sur )a dimension 11 de l'aciion de H. 1 riviale 

pour ,I =O.  elle se ramÇnc. lorsque i i  2 1 .  ii celle de H,, où J esi une composante de i - M' 
((:/. lemme O ) .  Si J csi du type ( A )  elle esi connue (c i .  fi I ). sinon elle découle des lemmes 2 
C i  . C l  tic I ~ l l ~ p ~ ~ t l l C ~ c  clc l~~c~ll-rCllcc. 

(*) Remise le 27 avril 1981. 
[ I l  C. G ~ D B I L L ~ N  et J .  VFY. Cornpie.\ rendiis, 273. série A, 1971, p. 92. 
121 T NISHIMORI, TohOku Mu fh .  J..  32, 1980. p. 9-34. 
[3] T MIZUTANI, S. MORITA et T Tsusoi, Foliuied J-Birii<lle.\ und the Godhilloii-Ve). Closs of Codimensioi~ one 

Foliorioi! [AI! I I<I/ \  of Mrir l i .  fi piir;iilrc)] 

[4] G. HEnOR. L e c l u r ~  Nole.> in Mu f l ! . .  n" 652. 1978. p. 141-182. 
[5] P. A. SCHWEITZER, Lecrure Noies in Math. ,  n" 652, 1978, p. 247. 
161 S. MORITA et T. Tsusoi, Topolog).. 19, 1980, p. 43-49. 
[7] M. R .  HERMAN. Piihl. Mo i l i .  I.H.E.S.. 49. 1979. 
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INTRODUCTION. 

L 'é tude  de l a  cohomologie du groupe d i s c r e t  des difféomorphismes du 

c e r c l e  e s t  motiv4e par  son l i e n  avec  l e s  problèmes de c l a s s i f i c a t i o n  homotopique 

des  f e u i l l e t a g e s  de codimension 1 ( v o i r  p a r  exemple [ s e r l )  . Pour d é t e c t e r  des  

c l a s s e s  de  cohomologie non t r i v i a l e s ,  on e s t  ramené à l a  recherche  de sous-groupes 

dont  l 'homologie e s t  c a l c u l a b l e .  A p a r t  l e s  groupes a b é l i e n s ,  l e s  sous-groupes 

é t u d i é s  jusqu'h p r é s e n t  s e  c o n s t r u i s e n t  e s s e n t i e l l e m e n t  à p a r t i r  de l ' a c t i o n  projec-  

1 1  
t i v e  de SL(2,R) s u r  l e  c e r c l e  S = P (R) . ([Bot] , [Tsul] , [ TsuZ] . . .) . Dans 

c e  t r a v a i l ,  nous nous i n t é r e s s o n s  aux  p r o p r i é t é s  homologiques e t  dynamiques d 'un 

groupe de  n a t u r e  d i f f é r e n t e .  

N 

S o i t  G l e  groupe de9homéomorphismes g de R v é r i f i a n t  l e s  p r o p r i é t é s  

s u i v a n t e s  : 

2 .  g e s t  a f f f n e  p a r  morceaux .  

3 .  S i  x e s t  un p o i n t  d e  d i s c o n t i n u i t é  de  l a  d é r i v é e  de  g , a l o r s  x 

e t  g (x)  son t  d e s  nombres dyadiques,  c ' e s t - à - d i r e  des r a t i o n n e l s  du t y p e  p.2q 

avec p e t  q e n t i e r s  r e l a t i f s  

4 .  En t o u t  p o i n t ,  l e s  d é r i v é e s  à gauche e t  à d r o i t e  de  g son t  des  

pu issances  e n t i è r e s  de 2. 

5. g (o)  e s t  un nombre dyadique. 

N 

l a  p r o p r i é t é  1 montre qu 'un élément de  G d é f i n i t  na ture l lement  un homéo- 

morphisme du c e r c l e  S I  , i d e n t i f i é  à R I Z  . On désigne p a r  G l e  groupe des  

homémorphismes de S I  a i n s i  obtenu.  



On note F  l e  sous-groupe de G formé des  éléments  qui f i x e n t  O 

(mod 22) e t  F'  l e  sous-groupe de F  c o n s t i t u é  des  é léments  dont l e  germe en 

O e s t  t r i v i a l .  

Ces groupes son t  apparus dans p l u s i e u r s  con tex tes  : log ique ,  a l g è b r e ,  

~upu log , i e .  R . - J .  T l ~ u m > o n  ([MK-TH], [ ?] )  , i i i u t i v e  pa r  le "problème des mots", a 

c o n s t r u i t  un groupe i n f i n i ,  s imple  de  p r é s e n t a t i o n  f i n i e , p l o n g é  dans l e  groupe 

d e s  homéomorphismes du c e r c l e .  Il s ' a v è r e  que l ' image  de  c e  plongement n ' e s t  a u t r e  

que G (bien que nous n ' u t i l i s e r o n s  pas c e  f a i t ) .  Le groupe F  e s t  r e l i é  a u  pro- 

blème des  idempotents  homotopiques [ ~ y d  ]  , [ F r - ~ e ]  ; récemment K. Brown e t  

R. Geoghegan ont  démontré que F e s t  un groupe de  type FPm , de dimension cohomo- 

l o g i q u e  i n f i n i e ,  b i e n  que sans  t o r s i o n  [ ~ r - G e ]  . Par a i l l e u r s ,  F ne c o n t i e n t  pas  

de  sous-groupes l i b r e s  à deux g é n é r a t e u r s  [Br-Sq] . 

L'étude que nous proposons du groupe G e s t  basée  s u r  l a  dynamique de  son 

a c t i o n  s u r  l e  c e r c l e .  Nous v e r r o n s  que des méthodes apparues  précédemment en t h é o r i e  

d e s  f e u i l l e t a g e s  permet ten t  l e  c a l c u l  e x p l i c i t e  de  l a  cohomologie de G e t  é c l a i r e n t  

sa  s t r u c t u r e .  Inversement ,  l e s  p r o p r i é t é s  a l g é b r i q u e s  e t  homologiques de G son t  

r e l i é e s  à d ' i n t é r e s s a n t e s  p r o p r i é t é s  q u a l i t a t i v e s  des f e u i l l e t a g e s  q u i  l u i  son t  

a s s o c i é s .  

Les d i s c u s s i o n s  e t  l a  correspondance que nous avons eues avec p l u s i e u r s  

mathématiciens nous on t  constamment s t imulées .  D. S u l l i v a n  nous a  suggéré d ' é t u d i e r  

c e  groupe d'un p o i n t  de vue dynamique. Nous avons u t i l i s é  avec p r o f i t  l e s  p r e p r i n t s  

que P.  Greenberg e t  S. J e k e l  nous ont  communiqués. C ' e s t  g râce  à R. Geoghegan e t  

R. S t r e b e l  que nous avons e u  connaissance,  e n t r e  a u t r e s ,  de [ ? ] ,  D. McDuff e t  

A. Haef l iger  s e  s o n t  i n t é r e s s é s  à c e  t r a v a i l  e t  nous ont  encouragés durant  s a  

r é d a c t i o n .  

Nous l e s  remercions t o u s  pour l e u r  g e n t i l l e s s e .  

Le premier  a u t e u r  remercie  p a r  a i l l e u r s  1'IHES pour son h o s p i t a l i t é .  



1. ENONCE DES RESULTATS. 

T e l  que nous l ' avons  d é f i n i ,  l e  groupe G e s t  un groupe d'homéomorphismes 

du c e r c l e .  Le théorème su ivan t  montre q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  de  " l i s s e r "  ce groupe 

sans changer s a  dynamique topologique. 

THEOREME A .  I l  e x i s t e  un homéomorphisme h  du c e r c l e  t e l  que h ~ h - '  e s t  cons t i -  

1  
t u é  de d i f féomorphimes  de  c l a s s e  Cm de  S  . 

Nous v e r r o n s  p l u s  l o i n  q u ' i l  e x i s t e  un grand nombre de t e l s  homéomorphismes 

h  . Par a i l l e u r s ,  nous c o n s t r u i r o n s  d ' a u t r e s  plongements de  G dans l e  groupe 

1 
~ i f f y ( ~  ) d e s  difféomorphismes d e  S' , de c l a s s e  cm, q u i  r e s p e c t e n t  l ' o r i e n t a -  

t ion. 

Un théorème fondamental de J. Mather é t a b l i t  une équivalence homologique 

e n t r e  l e  c l a s s i f i a n t  du groupe d i s c r e t  D i f f m ( R )  d e s  difféomorphismes e" de 
m 

R à suppor t  compact d'une p a r t ,  e t  l ' e s p a c e  d e s  l a c e t s  du c l a s s i f i a n t  Br, d e s  

r - s t r u c t u r e s  de  H a e f l i g e r  de codimension 1 d ' a u t r e  p a r t  ( [ ~ a t ] ) . ~ .  Thurs ton  a  donné 

fy 
une v e r s i o n  de c e  théorème pour l e  groupe D ~ £ £ ; ( S ~ )  , revêtement u n i v e r s e l  de 

1  
D i f f y ( ~  ) . Une approche de c e s  théorèmes e t  de c e r t a i n e s  g é n é r a l i s a t i o n s ,  basée 

s u r  l ' u t i l i s a t i o n  des  monoïdes de  plongements, e s t  due à D. McDuff e t  G. Segal  

[MCDI],  [Seg3] . Nous étendons c e t t e  méthode aux groupes q u i  nous i n t é r e s s e n t .  En 

u t i l i s a n t  un théorème r é c e n t  de  P. Greenberg s u r  l e  c l a s s i f i a n t  d e s  pseudo-groupes 

l i n é a i r e s  p a r  morceaux, nous e x p l i c i t o n s  d e s  espaces  s imples  ayant  l e  même type 

d'homologie que l e s  espaces  d'Eilenberg-Maclane BG. B? e t  BF' . Notre  r lamar the  

e s t  en quelque s o r t e  i n v e r s e  de c e l l e  de J. Mather e t  W. Thurston q u i  u t i l i s a i e n t  

l ' é q u i v a l e n c e  d'homologie pour a n a l y s e r  B T ~  à p a r t i r  du groupe ~ i f f C ( ~ )  . 

S i  X e s t  un espace topologique p o i n t é ;  nous no te rons  nX l ' e s p a c e  d e s  
1 

l a c e t s  p o i n t é s  e t  LX l ' e s p a c e  X' des  l a c e t s  l i b r e s .  Le groupe s1 opère  s u r  



LX de façon n a t u r e l l e ;  nous no te rons  PX l e  "quotient  hoinotopique", c ' e s t -à -  

d i r e  l e  q u o t i e n t  d e  LX x ES' p a r  l ' a c t i o n  d iagona le  de S '  (où ES'  dés igne  

1 
l ' e s p a c e  t o t a l  du S  - f i b r é  u n i v e r s e l ) .  

THEOREME B. Il e x i s t e  d e s  a p p l i c a t i o n s  c o n t i n u e s  

BF' fis 3  

q u i  i n d u i s e n t  d e s  isomorphismes en homologie e n t i è r e .  

Ce théorème permet l a  dé te rmina t ion  d e s  anneaux de cohomologie d e s  groupes - 
F,FV,G,G . Rappelons d 'abord quelques n o t a t i o n s .  S i  A e s t  un anneau commutatif,  

on n o t e  A[x] l a  A-algèbre graduée des  polynômes en une v a r i a b l e  x  de  degré 

p a i r  1x1 . S o i t  A(u) l a  22-algèbre e x t é r i e u r e  engendrée p a r  un g é n é r a t e u r  u  

d e  degré impai r  lu1 . Enf in ,  on n o t e  r [ x l  l ' anneau  gradué d e s  pu issances  

d i v i s é e s  engendré par  un généra teur  x  de d e g r é  p a i r ;  c ' e s t  p a r  d é f i n i t i o n  

l ' anneau  l i b r e  engendré p a r  des  éléments  x (n > 1) t e l s  que x l  = x  e t  
n  

La cohomologie e n t i è r e  de  &S3 n ' e s t  p a s  connue. C ' e s t  pour c e t t e  r a i s o n  

que nous n ' e x p l i c i t o n s  que l a  s t r u c t u r e  r a t i o n n e l l e  de  l a  cohomologie d e  G . 
Voir  cependant [Hin] pour des in format ions  s u r  l a  cohomologie de  .J.s3 à coef- 

f i c i e n t s  dans Z2 . 

- 
COROLLAIRE C .  Les anneaux de  cohomologie e n t i è r e  de  F,F' , G son t  respec t ive-  

ment : 



H*(~;Z)=ii(u,,u~) @ ~ [ a ]  avec lu,l = lu2/ = 1 et /al = 2  

H*(FV;Z) - T[a] avec la] = 2 

H*(G;z) = r[al 9?,(3)  avec la1 = 2 et / B I  = 3 

De plus, on a : 

2 
Le groupe H (G;Z) est isomorphe à Z d Z . Il existe des générateurs 

a et x de H~(G;z) , naturels dans H'&s~;z) , tels que : 

H*(G;q) - Q[a,xI 1a.x = O avec Ial = 2 et l x [  = 2 . 

Par une méthode différente, K. Brown et R. Geoghegan avaient déjà calculé 

la structure additive de H*(F;Z) ([Br-Ge]) . 

En prenant des coefficients réels, ces résultats présentent une analogie 

m 
surprenante avec les cohomologies continues (ou de Gelfand-Fuchs) de Diff (R) 

1 
et ~iff-(~ ) . Rappelons que celles-ci sont respectivement isomorphes à R[gv] 

et R[gv,eu]/gv.eu = O où gv est la classe de Godbillon-Vey (intégrée sur la 

fibre) et eu est la classe d'Euler [Ha21 . Il est naturel d'interpréter les géné- 
rateurs a et x à partir de cette analogie. 

2 THEOREME D. L'élément A de H (G;Z) n'est autre que la classe d'Euler de 

l'extension 

O + Z  + G + G +  1 . 

Les puissances de la classe d'Euler sont non nulles dans 



1 
H*(G;$) et donc dans ~*(~iff*(s );$) . (D'après le théorème A). 

1 La non nullité des puissances de la classe d'Euler dans H*(D~££;(S ),$) 

est un résultat de S. Morita [~orl . Il nous semble intéressant de retrouver ce 
phénomène dans un groupe explicite aussi "petit" que G . 

L'interprétation de la classe a est plus délicate. Rappelons tout d'abord 

2 1 
que la classe de Godbillon-Vey dans H (~ifff(s ),Rj peut être représentée par 

le "2-cocycle de Bott-Thurston" suivant (voir[Bott]) : 

Log Dv Log D(u 0 v) 

D Log Dv DlogD(u ov) l dx 

Ce cocycle, bien qu'ayant un sens si u et v sont deux éléments de G est 

évidemment nul dans ce cas car DLog Du est alors nul presque partout. 

La classe a apparait cependant comme un analogue discrétisé de gv où 

la différentielle D est remplacée par une différence finie. Plus précisément, 

si cp : S' + R est une fonction admettant des limites latérales en tout point, 

on notera AQ : S1 + R la fonction définie par Acp(x) = Q(x+)-cp(x-) . En notant 

ud 
la dérivée à droite, on a 

- 
THEOREME E. La fonction gv : G x G + Z définie par : 

- Log2 v; Log2 (u v); 
gv(u,v) = c 

2 d  
XES Log V' A Log2 (II v); 

2 
est un cocycle dont la classe de cohomologie est l'élément 2a de H (G;Z) décrit 

dans le corollaire C . 



- 
On remarquera que la somme définissant gv est en fait finie. 

1 Pour un plongement de G dans ~iff:(S ) donné par le théorème 1, on 

pourrait être tenté d'interpréter a comme étant l'image réciproque de la classe 

de Godbillon-Vey par ce plongement. Il n'en est rien, comme le montre le théorème 

suivant. 

2 1 THEOREME F. Soit I$ : G +Diff (S ) un morphisme quelconque. Alors l'image de 

l'invariant de Godbillon-Vey par $* est nulle dans H~(G;R) . 

Nous abordons maintenant l'étude qualitative des actions de G sur le 

cercle. 

Rappelons que si un groupe agit sur le cercle, sa dynamique topologique 

peut être de trois types différents (voir par exemple [He-Hi]) : 

1. Il existe une orbite finie. 

2. Toutes les orbites sont denses. 

3. Il existe une orbite dont l'adhérence est un ensemble de Cantor, appelé 

minimal exceptionnel. 

Il est clair que les actions de G sur S1 fournies par le théorème A 

ont toutes leurs orbites denses. Nous verrons qu'une action non triviale de G 

sur SI ne peut avoir d'orbite finie. Par contre, le cas 3 peut effectivement 

se produire : 

THEOREME G. Il existe des représentations + : G + ~iff"(S') possédant un 

minimal exceptionnel. 



I l  r é s u l t e  fac i lement  d e s  théorèmes D e t  F  e t  de l a  formule de Hopf 

q u ' i l  e x i s t e  une s u r f a c e  compacte o r i e n t é e  C e t  une r e p r é s e n t a t i o n  

1 + : .rrl (C) + ~ i f f : ( ~  ) ayant  un minimal excep t ionne l  e t  t e l l e  que l e  nombre 

d 'Eule r  e s t n o n  nu l .  Nous avons r é u s s i  à c o n s t r u i r e  un exemple e x p l i c i t e  : 

THEOKEME H. S o i t  C 1 2  l a  s u r f a c e  compacte o r i e n t é e  de genre 12. Il e x i s t e  une 

1 r e p r é s e n t a t i o n  @ : a l  (Cl2) '+ ~ i f f ~ ( s  ) q u i  a  un minimal excep t ionne l  e t  t e l  que 

1  
l e  nombre d 'Eule r  du S  - f i b r é  a s s o c i é  e s t  é g a l  à 1  . 

Ce théorème c o n t r a s t e  avec l e  r é s u l t a t  de  [Ghl] où i l  e s t  montré  que l a  

c l a s s e  d 'Euler  r a t i o n n e l l e  d'un groupe de difféomorphismes a n a l y t i q u e s  du c e r c l e  

e s t  n u l l e  e n  présence  d 'un minimal excep t ionne l .  Remarquons que s i  

1 + : a l ( C )  -t Diff  (S ) possède un minimal excep t ionne l ,  a l o r s  son nombre d ' E u l e r  

e u ( @ )  s a t i s f a i t  l ' i n é g a l i t é  deMilnor-Wood " f o r t e "  / e u ( + ) ] < I X ( C ) /  [Ghl] . On 

p o u r r a i t  s e  demander dans q u e l l e  mesure c e t t e  d e r n i è r e  i n é g a l i t é  e s t  opt imale.  

Le théorème G e n t r a î n e  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

COROLLAIRE 1. Les groupes F  e t  G s o n t  isomorphes à d e s  sous-groupes d i s c r e t s  

1 1 1  1 
de  D i f f c ( R )  e t  D i f f + ( S  ) , munis de l a  t o p o l o g i e  C . 

Ains i  F e t  G son t  d e s  sous-groupes d i s c r e t s  d e  "groupes de  Lie" 

s imples  de dimension i n f i n i e ;  c e c i  p o u r r a i t  ê t r e  r e l i é  au  f a i t  q u ' i l s  son t  de 

type FPm ( v o i r  [ ~ r - G e ] )  . 

Une conséquence d 'un théorème c l a s s i q u e  de Denjoy e t  du théorème G e s t  

COROLLAIRE J. Tous l e s  éléments  de  G o n t  un nombre de  r o t a t i o n  r a t i o n n e l .  Par  

a i l l e u r s ,  t o u t  r a t i o n n e l  e s t  l e  nombre de  r o t a t i o n  d 'un élément de  G . 



Enfin, nous nous intéressons à la classification des actions de G sur 

s1 . 

Rappelons que si $ 1  et $2 sont deux représentations de G dans 

1  
~oméo+(s ) , on dit que (l est semi-conjugué à $2 s'il existe une application 

1 continue monotone h de s1 dans S de degré 1 telle que, pour tout g de G , 

o n a  h $l(g) = $2(g) O h .  

2 1 
THEOREME K. Soit $ : G -t Diff (S ) une représentation non triviale. Alors, $ 

1 est semi-conjuguée à l'injection de G dans Homéo(S'). 

En fait, nous donnerons une description précise de toutes les représentations 

1 
$ : G + ~iff~(s ) (r > 2) à cr-conjugaison près (voir théorème 111-3-17). 

COROLLAIRE L. Il existe des représentations non triviales de G dans 

r 1 
Diff (S ) (r > 2) qui sont semi-structurellement stables dans le sens suivant : 

toute représentation 4 '  proche de $ est semi-conjuguée à 4 .  

Ce corollaire nous semble intéressant car ces actions stables sont de nature 

différente des exemples déjà connus : essentiellement les groupes abéliens et les 

groupes fuchsiens. 

Eri conclusion, ces r k s u l t a t ; ,  semblent c o n f i r m e r  l'idée dc IZ. Brdwn ct 

R. Geoghegan suivant laquelle G est l'analogue d'un sous-groupe arithmétique ï 



d'un groupe de Lie simple H de R-rang supérieur à 2. Dans notre cas, 

1 1  Diff (S ) joue le rôle de H (Corollaire 1) et l'action de G sur SI est 

analogue à l'action de r sur H/P où P est un sous-groupe parabolique. La 

théorie des groupes arithmétiques montre que les propriétés de r sont proches 

de celles de H (voir [Zim]) . Par exemple, r est"résiduel1ement simple" (de 

même de G est simple). Il existe un rapport étroit entre la cohomologie 

de ï et la cohomologie continue de H (de même la cohomologie de G est analogue 

1 
à la cohomologie de Guelfand-Fuchs de S ) .  De la même façon, le théorème K est 

semblable au théorème de Margulis affirmant que sous des conditions très générales, 

un morphisme de r c H dans H se prolonge à H. Il serait intéressant de trower un 

cadre gédral qui puisse contenir les groupes arithnétiques ainsi que des groupes tels 

que G . Par ailleurs, cette analogie soulève naturellement quelques problèmes : 
F est-il moyennable ([~r-Sq]) , G possède-t-il la propriété T de Kazhdan ? 

Cet article est organisé de la façon suivante. Dans la partie II, consacrée 

aux questions cohomologiques, nous démontrons successivement les théorèmes 

B,C,D,E . La partie III est consacrée aux propriétés qualitatives; on y démontre 
les théorèmes A,G,J,H,I,K,L,F,M.Bien que la partie III s'appuie sur la partie 

II ; sa lecture pourrait Ztre faite directement après avoir pris connaissance des 

notations générales en 11-1. 

II. PROPRlETES QUANTL'ïATlVES. 

II. 1 : Préliminaires. 

- 
11.2 : Des espaces ayant la m-eme homologie que les groupes F',G,G . 

,., 
11.3 : La cohomologie des groupes F', F,G,G . 
11.4 : L'interprétation des générateurs de la cohomologie de G . 



III. PROPRIETES QUALITATIVES. 

111.1 : Construction des lissages 

1 1 1 . 2  : Corollaires de l'existence de minimaux exceptionnels. 

111.3 : "Unicité" des lissages. 

111.4 : Corollaires du théorème K. 
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II. PROPRIETES QUANTITATIVES. 

II. 1 . PRELIMINAIRES. 

Dans cette section nous fixons des notations et nous faisons quelques rappels. 

Notons Q2 C R  l'ensemble des nombres dyadiques et soit GA(Q~) le groupe 

affine dyadique, c'est-à-dire le groupe des bijections affines de R du type 

n 
x - 2 x + 2 avec n,p,q entiers relatifs . 

24 

Si x est un réel, nous noterons Tx la translation d'amplitude x . Soit 
R la rotation de S' correspondant à 

Tx . 

On désigne par r2(R) le pseudo-groupe des homéomorphismes locaux de R 

qui sont GA(Q ) par morceaux : h E r (IR) si pour toute composante connexe 1 
2 2 

de son domaine de définition il existe une suite strictement croissante de nombres 

dyadiques (Xn)nEz sans point d'accumulation et une suite (Y n )  n€iZ d'éléments 

Le monoïde des auto-plongements de R qui appartiennent à r2(R) 

,& 
est noté M2(R) . Il est clair que le groupe G défini dans l'Introduction est 

contenu dans M (R). Soit PL (W) le groupe des homéomorphismes de iR qui 
2 2 

appartiennent à r2(R). 
1 1 

On définit de même le pseudo-groupe r2 (S ) . Le monoïde M (S ) qui lui 2 

correspond est alors précisément le groupe G . 

i 
Un argument dans [MCD 11 montre que les classifiants BT2(iR) et BT2(S ) 

ont même type d'homotopie que nous noterons parfois Br2 simplement. 



Passons à quelques rappels sur l'homologie et l'homotopie des monoïdes 

(voir aussi [McD2] et [Seg 11, [Seg 21 , [Seg 31). 

Soit M un monoide topologique qui agit à gauche sur un espace topologique 

X . On désigne par C(M\bX) la catégorie topologique dont l'espace des objets est 

X et celui des morphismes est M x X . Soit M\x la réalisation géométrique du 

nerf de C(Mt\X) c'est-à-dire du complexe semi simplicial associé. On note 

BM = M '\\* le classifiant du monoïde M . Lorsque M est un groupe discret, 

BM est un espace d'Eilenberg-MacLane K(M,l) . 

Dans la suite les réalisations géométriques sont prises au sens fin sauf 

pour les classifiants Bi' des groupoïdes ou en relation avec eux (voir [McD2] 

93 et [Seg2] pour des détails sur ceci ainsi que sur des questions connexes). 

En particulier, si e est l'élément neutre d'un monoïde M alors Be c BM est 

le point base de BM . 

Avant de rappeler deux résultats sur les classifiants des monoïdes, intro- 

duisons les notions clé de fibrations homologiques et homotopiques. 

Soit B un espace connexe pointé en bo , p : E + B une application 

continue et F c P-' (bol un sous-espace de p-' (bo) . 

D E F I N I T I O N  1.1. La donnée F + E LB est une fibration homologique (resp. 

homotopique) si l'inclusion naturelle de F dans la fibre homotopique de p en 

bo 
est une équivalence d'homologie entière (resp. une équivalence d'homotopie 

faible). 



En particulier, une suite spectrale relie les homologies des espaces 

F,E et B . 

La proposition suivante est due à G. Segal et McDuff. 

Proposition 1.2 [MD-Se]. Si le monoïde M agit sur l'espace X par des équiva- 

lences d'homologie (resp. d'homotopie faible) alors 

est une fibration homologique (resp. homotopique). O 

En considérant des actions à droite, nous obtenons des notions duales et 

1.2. reste vrai. 

En particulier, soit K un sous-monoïde du monoïde discret M et soit 

M// K le classifiant de l'action droite de K sur M . 

COROLLAIRE 1.3.[Seg 31. Si MY K est un espace contractile alors l'inclusion 

BK + BM est une équivalence d'homotopie. Ceci a lieu en particulier si la condi- 

tion suivante est vérifiée : 

(*) Le monoide M est régulier à gaucheetpour ml,m2 E M , il existe 

m E M , kl,k2 E K tels que mkl = ml et mk2 - - m2 ' 

Une deuxième conséquence très utile de 1.2. est : 

COROLLAIRE 1.4. [Seg 31. Soit 1 + K M N 1 une suite exacte de monoïdeç 

- 1 
discrets (i.e. i injective, a est surjective et Im(i) = a (e)) telle que : 

(i) Pour n E N , il existe s E M tel que l'application k + s k de n n 



- 1 
K dans a (n)  e s t b i j e c t i v e .  

( i i )  L'endomorphisme Cn : K + K d é f i n i  par  l a  r e l a t i o n  k s  = s C (k) 
n  n n  

e s t  une équivalence d'homologie. (Ce t te  c o n d i t i o n  e s t  v é r i f i é e  s i  pour 

kl  ,... ,k  E K il e x i s t e  k  E K i n v e r s i b l e  t e l  pue Cn(ki) = k-'kik ( i  = 1 , .  . . , p )  
P  

A l o r s ,  BK + BM + BN e s t  une f i b r a t i o n  homologique. 

Dans l a  s u i t e ,  l e s  équ iva lences  e t  l e  type d'homotopie s o n t  c o n s i d é r é s  a u  sens  

f a i b l e .  



II. 2. DES ESPACES AYANT MEME HOMOLOGIE QUE LES GROUPES F' ,G ET G . - 

Dans cette section, nous commençons la démonstration du théorème B. Nous 

nous inspirons des techniques employées par D. McDuff et G. Segal dans leur 

démonstration du théorème de Mather-Thurston et de ses généralisations. 

Nous nous proposons d'établir des équivalences homologiques entre l'espace 

BF' (r<.sp. BZ) et l'espace QBT2 (resp. LBr2) . 

La situation présente diffère de celle traitée par D. McDuff et G. Segal 

dans la mesure où les groupes qui nous intéressent sont dénombrables et ne pos- 

1 
sèdent pas de topologie "continue" comme c'est le cas pour Diff(S ) par exemple. 

Pour cette raison, la démonstration de [MCDI] ne s'adapte pas automatiquement et 

nous allons donc nous attacher à donner une preuve qui explicite les points où 

la structure de F et G est importante. 

Nous avons cherché également à rendre cette démonstration accessible au 

lecteur qui n'est pas familier avec [Seg3] et [McDI] . Par ailleurs, le fait que 
nous nous intéressons à des groupes qui agissent sur le cercle ou sur la droite 

simplifie sensiblement les démonstrations de sorte que cette section pourrait 

aussi être considérée comme une introduction à [MCDI]. 

Nous remercions D. McDuff pour nous avoir aidé spontanément dans la présen- 

tation de cette section. 

Nous commençons avec une proposition qui exprime une connexité faible dans 

le pseudo-groupe T2(R) . Elle permet de lui appliquer certains raisonnements qui 
dans [McDI] et [Seg3] sont faits pour le pseudogroupe cm . 

PROPOSITION 2.1. Soient al < a2 , BI < fi2 quatre nombres dyadiques. Il existe 



- 18 - 

<O E PL2(R) tel que cp(ai) = Bi , i = 1,2 . 

DEMONSTRATION. Quitte à composer avec des translations dyadiques, nous pouvons 

supposer que al = fi1 = O . Il suffira alors de construire pour un dyadique y > O , 

un homéomorphisme cp E PL2(R) tel que (O) = O et (Py(l) = Y . En effet, 
Y - 1 

le composé 
@ B ~ O  "cr2 enverra alors a2 sur B2 . De plus, on peut supposer 

que y < 1 , en utilisant eventuellement pour ceci une homothétie. 

I 
Ecrivons alors y = L - i < ... < in . 

i k=O k 

Posons rp (x) = x pour x ( O , 
Y 

@ (x) =x-l+y pour x l  1 
Y 

et définissons 
1 cpy sur [0,1] en imposant que sa pente soit égale à - 

i -k-1 
1 1 s k  

sur les intervalles [ I -  , 1 - -1 , O ( k ( n-1 et à - 
Pl 

sur 
2 

1 -n 

1 
2 

l'intervalle [l - - , 1 1  . O 
2n 

Nous allons maintenant décrire une équivalence d'homologie entre les espaces 

BF' et RBr2 . Nous identifions librement F' au sous-groupe des éléments de 

PL (R) dont le support est contenu dans ]O,l[ . 
2 

Notons Io = 1-m,0j et Il =  CO[ et soit MI (R, rel Io) le sous- 
1 

monoide de M2(R) formé des plongements cp tels que <P = id au voisinage de - 
Io et cp(Il) c Il . Soit M(I1) le monoïde des germes au voisinage de Il des 

A A A 

plongements de r (R) qui envoient Il dans Il . Ainsi si cpl ,rp2 E ~ ( 1 ~ )  alors 2 
A .. 
cpl = cp2 s'il existe un ouvert V 2 Il tel que v1 (x) = cp2(x) pour x E V . 

Un morphisme de monoïdes 



e s t  d é f i n i  pa r  r e s t r i c t i o n .  I l  e s t  c l a i r  que son noyau e s t  exactement F' . 

PROPOSITION 2.2. La s u i t e  d e s  monoides d i s c r e t s  1 + F' + M ( ~ , r e l  I o )  M ( I ~ )  = 1  
-t 1  e s t  exac t e  e t  i n d u i t  une f i b r a t i o n  homologique des espaces c l a s s i f i a n t s .  

A ,. 
DEMONSTRATION. S o i t  Ji E M(I1) . On c h o i s i t  deux dyadiques O < a ,  < a L  < 1 

t e l s  que $ e s t  d é f i n i  au  vo is inage  de ]a2,"[ . D'après 2.1, il e x i s t e  

<p E P L ~ ( J R )  t e l  que <p:al) = a ,  , e t  cp(a2) = $(a2)  . L'élément de MI ( R , r e l  Io )  
1  

q u i  e s t  éga l  à i d .  ( r e sp .  9,$) su r  1-m,al] ( resp .  [ a l , a 2 1  , [a2,*[) s e  

p r o j e t t e  su r  $ par  l ' a p p l i c a t i o n  p  . La s u i t e  de monoïdes e s t  donc exacte.  

La deuxième a f f i r m a t i o n  e s t  une a p p l i c a t i o n  de 1.4. ( v o i r  [Seg3]) . S o i t  

- 1  
cp, ,cp2 E MI ( R , r e l  I o )  . S i  p((P1) = p(cp2) a l o r s  <p o c p z  e s t  b ien  d é f i n i e  c e  

1 
q u i  a s su r e  l a  condi t ion  1 . 4 . i  . 

S i  s l ,  ..., 3 E F' , (P E MI ( R , r e l  I o )  , on c h o i s i t  à l ' a i d e  de 2.1 un 
P  1  -1 p  

élément J ,  E F' qui  co ïnc ide  avec cp su r  (P ( U supp si)  . Ains i  
i = l  - 1  - 1  

<p sicp = $ siJi e t  l a  condi t ion  1.4. ii e s t  v é r i f i é e .  0 

La p ropos i t i on  2.2. e s t  u t i l e  g râce  au  : 

LEMME 2.3. L'espace BMI ( R , r e l  I o )  e s t  c o n t r a c t i l e .  
1  

DEMONSTRATION ( v o i r  [Seg 31).  Rappelons qu'une ca t égo r i e  e s t  f i l t r a n t e  s i  l e s  

deux condi t ions  su ivantes  sont  v é r i f i é e s  : 

1 .  S i  f e t  g son t  deux morphismes e n t r e  l e s  o b j e t s  y e t  z , il e x i s t e  

un ob j e t  x  e t  un morphisme h  : x  -+ y  t e l s  que f  O h = g  h . 



2. Si x et y sont deux objets, il existe un objet z et deux morphismes 

f : z + x  et g : z + x .  

Le classifiant d'une catégorie filtrante est contractile (Voir [~uil) . 

Le monoïde M(R,rel 1 ) des éléments de M2(R) qui fixent un voisinage 

de Io a un classifiant contractile. En effet, la catégorie C(M(~,rel Io)\*) 

est filtrante. 

Il résulte de 1.3 (*) que l'inclusion M (R,rel I ~ )  c M(~,rel I ~ )  est 
Il 

une équivalence d'homotopie. Ainsi, BM (R,rel 1 )  est contractile. 
Il 

Rappelons qu'un rtsultat fondamental de Segal ([~eg 31) assure que le 

classifiant du monoïde discret des autoplongements Cm de R a même type d'homo- 

topie que le classifiant de Haefliger B ~ L  . Ce résultat et sa démonstration restent 
vrais pour le monoïde M2 (R) et le pseudo-groupe T2(R) . 

On arrive alors à la description du type d'homologie de F r  . 

THEOREME 2.4. Il existe une équivalence d'homologie entre les espaces BF' et 

DEMONSTRATION. Il est assez simple de montrer que l'espace BM(I ) a même type 1 

d'homotopie que le classifiant des autoplongements de ]!,m[ , donc que BM2(R) . 

Il résulte de 2.2 , 2.3 et du résultat de Segal cité plus haut qu'il 

existe une fibration homologique d'espace total contractile, d'espace de base 

équivalent à Br (R) et dont la fibre est équivalente à BF' . Dans cette situa- 
2 

tion, il est classique que BF' a même type d'homologie que 0Bî2 . n 



Dans l a  de rn i è r e  p a r t i e  de c e t t e  s e c t i o n  nous cons t ru i sons  une équivalence 

d'homologie e n t r e  l ' e space  BE e t  l ' e space  des  l a c e t s  l i b r e s  LBF2(IR) . Pour un 

modèle convenable, c e t t e  équiva lence  s e r a  munie d'une p r o p r i é t é  d ' équivar iance  qu i  

permet t ra  d 'en dédui re  une équiva lence  d'homologie BG -+,$.Br2 . 

- 
Dans un premier temps, nous r e l i o n s  l 'homologie des groupes F' e t  G . - 

I l  n ' e s t  pas pos s ib l e  de plonger F '  dans G comme sous-groupe normal. Cependant, 

il e x i s t e  une f i b r a t i o n  homologique dont  l a  f i b r e  e t  l ' e space  t o t a l  ont  l e s  homolo- 

g i e s  de s  groupes F '  e t  G . 

1 1  - 
S o i t  l ' i n t e r v a l l e  1- 4 , 4 [ e t  M- l e  sous-monoïde de G formé 

1 
w 

des  éléments  qu i  p réservent  1 . La p ropos i t i on  q u i  s u i t  joue un r ô l e  e s s e n t i e l .  

C ' e s t  une ve r s i on  de 2.1 de [ M C D ~ ]  . Sa démonstrat ion e s t r epous sée  à l a  f i n  de 

c e t t e  s ec t i on .  

PROPOSITION 2.5. L ' inc lus ion  M- c G i n d u i t  une équivalence d'hornofope 
1 

e n t r e  l e s  c l a s s i f i a n t s .  

- 
S o i t  1 l ' image de l ' i n t e r v a l l e  1 par l a  p ro j ec t i on  R + S' . Notons 

M(s1 , re1  1 )  , MI , ( resp  $ ( I ) )  l e s  sous-monoïdes de G formé de s  éléments  q u i  

- 
sont  égaux à i d  au  vo is inage  de 1 , q u i  p r é se rven t  1 ( resp .  l e  monoïde de s  

- - 
germes en  1 des plongements V I  + 1 où V e s t  un vo i s i nage  de 1 )  . 



PROPOSITION 2.6. Il existe une suite exacte de monoïdes 

1 
1 + M(S ,rel 1) + MI k(1) + 1 qui induit une fibration homologique. 

DEMONSTRATION. L'exactitude de la suite se démontre comme dans 2.2 à l'aide de 2.1. 

De mAme la propriété homologique est une application de 1.4. 

1 ,. 
Notons H(S ,rel 1) , HI, H(I) les monoïdes de tous les homéomorphismes 

1 de S' définis de facon similaire à M(S ,rel 1) , MI , ( 1  et munis de leurs 

topologies naturelles. 

COROLLAIRE 2.7. Il existe une fibration homologique : 

DEMONSTRATION. Il suffit de comparer cette suite d'espaces à celle de la proposi- 

tion précédente compte tenu de 1.2 et de la contractibilité des monoïdes 

1 
Soit j : s1 + Br2(S ) l'application naturelle qui envoie n E s1 sur 

1 Lrel 1 
l'objet {x) de la catégorie associée à r2(S ) . Désignons par 1 

Br2(S 

1 
l'espace des applications s1 + Br (S ) qui coïncident avec j sur un voisinage 

2 

de Ï . 

On a une fibration homotopique 

où les flèches sont l'inclusion et la restriction. Puisque 1 est contractile, 

il s'agit essentiellement de la fibration : 

RBT2 + LBT2 3 Br2 (voir [MCDI 1). 



Nous allons la comparer à la fibration de 2.7. Soit H le groupe des 

homéomorphismes du cercle qui respectent l'orientation. 

1 
PROPOSITION 2.8. Il existe une application F : (G+H) x SI + Br (S ) qui induit 

2 

des applications fi , i = 1,2,3 et le diagramme commutatif : 

1 
DEMONSTRATION. Le groupe G agit sur H x S par g.(h,8) = (gh,8) . Les espaces 
(G\\H) x s1 et G\ (H x SI) sont homéomorphes. 

1 
Rappelons qu'au pseudo-groupe r2(S ) , on associe la catégorie topologique 

1 C(r (S ) )  dont les objets sont les points et les morphismes sont les germes d'homéo- 
2 

1 
morphismes locaux de r2(S ) . Il suffira de définir un foncteur continu 
- 1 1 F : C(G+H x SI) + C(i2(S )) . Pour un objet (h,%) H x S on pose 

- - 
F(h,B) = h(6) . Si g : (h,O:: + (h1,8) est un morphisme , on définit F(g) comme 

- 
étant le germe de g en h(8) . On vérifie alors que F induit naturellement les 

application fl,f2 et f3 qui font comrnuter le diagramme de 2.8. 

1 - 
REMARQUE 2.9. Ccnsidérons l'application f : G+H + LBï (S ) induite par F . 

2 
1 

Le groupe SI agit naturellement à droite sur G-H et sur LBT2(S ) . Pour 
1 A E LBï2(s1) , e E S on pose A.8 = A Rg . Si h E  H on pose 

h.6 = h 0 Râ et si g est un morphisme de h à h' , on pose 68 = g : on a 

en effet, g o  h 0 R = h' O 

8 Re . 

L'application f est équivariante par rapport à l'action de S1 . La 
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- 
vérification est imédiate à partir de la définition du foncteur F . 

On peut maintenant démontrer le 

THEOREME 2.10. L'application f induit une équivalence d'homologie 

1 G\H - LBr2(S ) . Par ailleurs, les espaces BG et G*H ont même type d'homo- 

topie. 

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que l'application f2 : M \ HI + LBr2 est une 
1 

équivalence d'homologie. En effet, a (Br ) = O par un argument direct ou bien 
1 2  

en utilisant le fait (voir II 3) que Br2 est une sphère s3 . On peut alors 
appliquer le théorème classique de comparaison des suites spectrales, pourvu que 

fl et f3 soient des équivalences d'liomologie . Le fait que f3 est une équiva- 

lence d'homotopie est essentiellement le résultat de Segal BM2(R)= Bï2(R) . 

Nous avons vu dans 2.4 que BF' et Or2 ont même type d'homologie. La 

preuve donnée s'adapte pour montrer que fl est une équivalence d'homologie. 

Notons pour ceci 
1 1  

JO , J1 et J l'image sur S' des intervalles [- , 
8 4' ' 

1 1 1 7  [- , - 81 et , 81 . La preuve de 2.2 donne une fibration homologique. 

A 
BM(J, rel JoU.J1) -+ BMJ (J,rel JO) + B~(J~) . 

1 

L'application f permet de la comparer à la fibration suivante comme en 2.8. 

(Les notations sont similaires à celles déjà utilisées). Le mke argument basé sur 

le théorème de comparaison des suites spectrales donne alors que f est une équi- 

valence d'homologie. 



Nous avons donc montré que f : M \ H -+ LBr2 est une équivalence 
1' 1 

d'homologie. Pour terminer, montrons que l'inclusion naturelle 

MI-HI -+ G-\H induit une équivalence d'homotopie. D'après 2.5, l'inclusion 

9 c G et une équivalence d'homotopie. Par ailleurs, les monoïdes 

w 

Y et M~ 

sont évidemment isomorphes. Si H désigne le groupe (contractile) des homéomor- 

phismes de R qui commutent avec la translation Tl , il suffit de montrer qu'il 

existe une équivalence d'homotopie G\% -+ G\UI . Le lecteur se persuadera lui- 
même de ceci en considérant le diagramme naturel : 

COROLLAIRE 2.11. L'espace classifiant BG et l'espace L B ~ *  ont même type 

d'homologie. 

1 DEMONSTRATION. Nous avons déjà remarqué que l'application f : G *.H -+ LBr2 (S ) 

est équivariante par rapport à l'action naturelle de S I  . Elle induit alors un 
morphisme de fibrations : 

D'après le théorème précédent, et en comparant les sui.tes spectrales des deux 



fibrations, il résulte que (G\ H)& S1 + LBP2 // S1 est une équivalence homolo- 

gique. On conclut en remarquant que ( G  \\H) // S' = G %(H@sl) G \ *  et que 

LBrL 1' s1 est un modèle pour l'espace comme il est bien connu. O 

Nous terminons ce paragraphe avec la démonstration de la proposition 2.5, 

c'est-à-dire du fait que l'inclusion B L  + BG est une équivalence d'homotopie. 
1 

Pour ceci, nous montrons que l'espace L \\G est contractile. Malheureusement, 
1 

la condition * de 1.3 n'est pas vérifiée, ce qui complique la démonstration. 

DEMONSTRATION DE 2.5. Soit Top R la catégorie des ouverts de R avec les inclu- 

sions comme morphismes et soit F: c(M-\G) + Top R le foncteur défini ainsi : 
1 - 1 

pour g E G on pose F(g) = g fi) ; si m : g + mg est un morphisme, alors 

F(m) est l'inclusion g1 (Y) c g-'ml (Y) . 

Soit F\C la réalisation de la catégorie dont les objets sont les couples 

(g,x) où x E F(g) = g-l(Ï) et l'ensemble des morphismes de (g,x) à (g',x') 

et égal à Hom (g,g') si x = x' et à l'ensemble vide sinon. Une application natu- 

relle F\c\ C 4 R et définie en envoyant (g,x) sur x . 

D'après [Seg 31 (A.5) il résulte que cette application est une équiva- 

lence d'homotopie si la condition suivante est vérifiée : 

Pour x E R , la sous-catégorie pleine Cx c C(&\??) dont les objets sont les 
1 

-1 - 
éléments g E G tels que x E g (i) = F(g) a un classifiant contractile. Ceci 

se produit effectivement puisque Cx est une catégorie filtrante. Il suffit pour 

ceci de produire pour g,h E Ob(Cx) un objet k et des morphismes de k à g et 

h. Pour ceci, choisissons k E G tel que x E k-l (Y) c g-l (y) n h-' (Y) à l'aide 

de la proposition 2.1. Alors, k E Obcx et gk-l € 5 , hk-' E L sont les mor- 
1 

phismes cherchés. Finalement, l'espace F \C est contractile. 



Pour finir la démonstration considérons l'action diagonale de MN sur 
1 

x G . La projection 1 x G + G est équivariante et induit une équivalence 

r /  
d'homotopie M ~ \ \  x G + MI '\\ G . Par ailleurs les espaces F\\C et 

LI 
M \\ y x G sont les réalisations de catégories isomorphes. Ainsi My \\G 7 
est un espace contractile. o 



- 
II. 3. LA COHOMOLOGIE DES GROUPES F' , F , G , G  . 

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous démontrons l e  théorème B e t  C . Nous p r é s e n t o n s  

d 'abord un théorème de P. Greenberg sous une forme q u i  nous e s t  convenable. Un corol-  

l a i r e  de c e  théorème s e r a  l e  f a i t  que l e  c l a s s i f i a n t  
Br2 a l e  type d'homotopie 

de l a  sphère s3 . 

S o i t  K un groupe d'homéomorphismes de  R qui  p r é s e r v e n t  l ' o r i e n t a t i o n  

e t  a g i t  analyt iquement  s u r  R c ' e s t - à - d i r e  t e l  que pour t o u t  ouvert  U , s i  

g l ~ = i d  a l o r s  g = i d .  / LJ 

S o i t  I' l e  pseudo groupe d e s  r e s t r i c t i o n s  des éléments  de K à d e s  o u v e r t s  

de R . S o i t  r P  l e  pseudo-groupe des  homéomorphismes locaux  q u i  son t  ' I r  p a r  

morceaux". P l u s  précisément  h E rP s ' i l  e x i s t e  un ensemble d i s c r e t  de  "singu- 

l a r i t é s "  a p p a r t e n a n t  à l ' o r b i t e  K(0) e n  dehors  duquel h e s t  un élément  de  r .. 

Désignons p a r  Ko l e  s t a b i l i s a t e u r  de  K en O e t  par  T: l e  groupe 

d e s  germes e n  O d e s  é léments  de  rP q u i  f i x e n t  O . L e  lemme su ivan t  e s t  c l a i r .  

LEMME 3.1. rP e s t  isomorphe à Y, o X K o .  
O 

S o i e n t  pd e t  pa l e s  p r o j e c t i o n s  n a t u r e l l e s  de ,O sur  Ko . Désignons 

p a r  R l e  "push out ' '  homotopique du diagramme 

c ' es t -à -d i re  l e  double "mapping cy l inder"  q u i  l u i  e s t  a s s o c i é .  



Considérons les applications naturelles BKo + ~ ï ? ~ ~  et BKo -t BK . A 

l'aide du diagramme précédent, elles donnent lieu au diagramme : 

THEOREME 3.2. (P. ~reenberg) [~r-21. L'espace classifiant ~r~ a le même type 

d'homotopie faible que le "push-out" homotopique du diagramme * * . 

Supposons à partir de maintenant que K et le groupe affine dyadique 

GA(Q2) . 

LEMME 3.3. L'espace R , "push out" du diagramme 

est une sphère S' 

DEMONSTRATION. Il est clair que K = Z , rP = iZ (B Z . Il est classique que le 
"double mapping cylinder " du diagramme 

est une sphère S' . 



Pour déterminer le type d'homotopie du classifiant 
Bi2 il nous reste, 

d'après le théorème 3.2 et le lemme précédent à déterminer le "push-out homoto- 

pique" du diagramme : 

COROLULIRE 2.4. L'espace Bi2 a le type d'hmotpie de s3 

DEMONSTRATION. Appliquons au "double mapping-cylinder" les théorèmes de van-Kampen 

et de Mayer-Vietoris. 

Montrons d'abord que a,(BS2) = O . Il suffit pour cela de prouver que 
le sous-groupe normal engendré par Ko est tout le groupe dyadique K = GA(Q2) 

Soit N(Ko) ce sous-groupe. Il est clair que la conjugaison intérieure de l'homo- 

1 
thétie x -t 2x par la translation x + - n > O est dans N(K~) . C'est dire 

, n 
1 1 1 

que l'application x-t2(x + - )  - -  = 2x + -  est dans N(K~) , d'où 
2" 2 2" 

1 x - + x + -  estdans N(K~) .Donc N(Ko) = K .  
zn 

Montrons maintenant que l'inclusion K + K est une équivalence d'homologie 

entière. La suite de Wang de l'extension : 

O -Q2 - + K  -rZ - O donne : 

A,- id, 
. . .  -H~(Q~)- \(ol2) -+ H~(K) ---+%-, Q2) -+ . . . 

où A : iQ2 +Q2 est la multiplication par 2. 



Si k > 2 le groupe Hk(Q2) est nul car tout sous-groupe de type fini de 

[Pz est cyclique. On en déduit que %(K) = O pour k > 3 . 

Puisque A-id = id , la suite exacte 

donne H2(K) = O et HI (K) = Z . Il en résulte que l'inclusion BKo -+ BK est 

une équivalence d'homologie. 

3 Finalement, l'application S = R -t Br2 déduite du diagramme **' est 

une équivalence d'homotopie; ceci résulte de la suite de Mayer-Vietoris de **' , 

compte tenu de la 1-connexité de Br2 et de l'équivalence d'homologie BKo -t BK .Ci 

REMARQUE 3.5. Il résulte de 2.4. et de [~rl] qu'une équivalence homotopique 

s3 + Bi2 est obtenue en classifiant le "feuilletage de Reeb affine" sur s3 . 

Nous arrivons à la : 

DEMONSTRATION DU THEOREME B. Elle résulte de 2.4, 2.10, 2.11 et 3.4. 



Dans l a  seconde p a r t i e  d e  l a  s e c t i o n  nous démontrons l e  théorème . 

Nous p r é c i s o n s  d 'abord l a  cohomologie d e s  groupes F '  e t  G . D'après  l e  

théorème B , l e  p remier  a l 'homologie de  l ' e s p a c e  d e s  l a c e t s  ns3 . Le deuxième 

a  même homologie que l ' e s p a c e  d e s  l a c e t s  l i b r e s  L S ~  . Remarquons que L S ~  

s ' i d e n t i f i e  à Cls3 x s3 a  l ' a i d e  d e  l a  s t r u c t u r e  m u l t i p l i c a t i v e  de s3 . Puisque 

l a  cohomologie d e  l ' e s p a c e  os3 e s t  une a l g è b r e  d e  p u i s s a n c e s  d i v i s é e s  ([Spa])  

engendrée par  un g é n é r a t e u r  de d e g r é  2 ,  on e n  d é d u i t  l a  : 

PROPOSITION 3.6. La cohomologie H*(FV;Z) e s t  isomorphe à l ' a l g è b r e  d e s  puis-  

sances  d i v i s é e s  r [ u ]  avec la1 = 2 . 

La cohomologie H*(G;z) e s t  isomorphe a u  p r o d u i t  t e n s o r i e l  T[a] 8 A ( B )  , 

la1 = 2 , = 3  , d ' u n e  a l g è b r e  de  pu issances  d i v i s é e s  e t  d 'une a l g è b r e  ex té -  

r i e u r e .  o 

Nous e x p l i c i t o n s  maintenant  l a  cohomologie e n t i è r e  d e  F  . 

PROPOSITION 3.7. Pour t o u t  n  2 1 , on a  H ~ ( F ; z )  N Z @ Z . 

DEMONSTRATION. Considérons l a  s u i t e  exac te  : 

Remarquons d ' abord  que Z @ Z opère  t r i v i a l e m e n t  s u r  H*(F' ;Z) . Ceci  

r é s u l t e  du f a i t  q u ' i l  e x i s t e  d e s  éléments d e  F  dont  l a  d é r i v é e  en O ( r e s p .  1) 

e s t  é g a l e  à 2 e t  dont  l e  support  e s t  a r b i t r a i r e m e n t  proche d e  O(resp. 1 )  . 

Le terme E2 d e  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  de  l ' e x t e n s i o n  cons idérée  e s t  : 



La p r o p o s i t i o n  en r é s u l t e  c a r  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  dégénère au  terme 
E2 . 

COROLLAIRE 3.8. Le groupe HI ( F ; Z )  e s t  engendré par  l e s  préimages 
'U2 

1 
d e s  g é n é r a t e u r s  de  H ( Z  @ Z ; Z )  . Le groupe H2(F;Z) e s t  engendré p a r  l a  

préimage il 
2 , 1 1 ~  di1 généra teur  de H (Z (R Z ; Z )  e t  par  lin 616ment qiii e s t  

2 - 
l a  r e s t r i c t i o n  à F du g é n é r a t e u r  a d e  H (G;Z) . 

DEMONSTRATION. La première a f f i r m a t i o n  e s t  une conséquence immédiate d e  l a  s u i t e  

e x a c t e  

Le groupe F s e  plonge n a t u r e l l e m e n t  dans G . L ' i n c l u s i o n  F r  + ?? correspond 

3 e n  homologie à l ' a p p l i c a t i o n  H*(IzS ; Z )  -+ H*(Ls~;z )  . C ' e s t  donc un isomorphisme 

e n  dimension p a i r e .  Il en r é s u l t e  que l a  r e s t r i c t i o n  du g é n é r a t e u r  a d e  

H ~ @ ; z )  e t  l ' é l é m e n t  ulu2 engendrent  H2(F;Z) . 0 

REMARQUE 3.9. Dans l a  s u i t e ,  on n o t e r a  a l e  généra teur  de  H ~ ( G , z )  e t  s e s  
n 

r e s t r i c t i o n s  à F e t  F' . Remarquons que 5 e x i s t e  dans H*(F,z) également. n .  

La p r o p o s i t i o n  q u i  s u i t  donne l a  s t r u c t u r e  m u l t i p l i c a t i v e  de H*(F;Z) . 



PROPOSITION 3.10. L'anneau de cohomologie e n t i è r e  H*(F;Z) e s t  isomorphe au  

p r o d u i t t e n s o r i e l  A ( u I , u 2 ) b ï [ a l  où l u 1  1 = I u 2 / = 1  e t  l u l = 2 .  

DEMONSTRATION. Nous devons montrer que pour k 2 O , 

k k 
HZk+l (F;Z) e s t  engendré par  u 5 1 k! 

k k+ 1 
H ~ ~ + ~  (F;z) e s t  engendré par u1 u2 e t  (k+l)  ! * 

La s u i t e  spec t r a l e  donne un isomorphisme : 

k k 
CI H2k+l 

Il en r é s u l t e  faci lement que u, e t  u2 engendrent (F;Z) . 

Considérons maintenant l a  s u i t e  exacte : 

2,2k + H2k+2 0,2k+2 + 

O -t Em (F;Z) -t Em 

k+ 1 2k+2 
L'image de a- (k+l)  ! 

072k+2 = H (F' ;Z) engendre ce  groupe. Pour terminer, dans Em 

dk il  s u f f i t  de remarquer que l 'é lément u u - e s t  un générateur de 1 2 k! 
E2,2k E2,0 g E0,2k O 

m m m 

Nous nous i n t é r e s sons  en f in  à l a  cohomologie de G . Nous savons dé j à ,  d 'après 

3 
l e  théorème B, que l ' e s p a c e  BG a la  même homologie que . S o i t  x l a  c l a s s e  

1 3 1 3 
d'Euler  du f i b r é  S -t LS x ES +& . 

1 
PROPOSITION 3.11. Le groupe H (G;Z) e s t  nul .  Le groupe H'(G;z) e s t  isomorphe 

à Z 8 Z .  



DEMONSTRATION. Puisque Ls3 = as3 x s3 e s t  simplement connexe, &s3 l ' e s t  

1 
&galement e t  donc H (G;Z) = O . De p l u s  l a  s u i t e  de Gysin : 

montre que H2@s3;Z) e s t  un groupe a b é l i e n  l i b r e  à deux généra teurs .  

Considérons l e  géné ra t eu r  6 du groupe cyc l ique  H3(Ls3;z) . 

PROPOSITION 3.12. H ~ ( $ S ~ ; Z )  e s t  engendré par  X e t  par  l ' image a = f où 

f : H3(LS3,2) -+ H ' ~ s ~ ; I )  e s t  l ' i n t é g r a t i o n  su r  l a  f i b r e .  

DEMONSTRATION. I l  r é s u l t e  de l a  s u i t e  de  Gysin que X e t  a engendrent  

2 3 H US ; Z )  pourvu que l e  composé Z N  H3 (I,s3;Z) + H2@S3;Z) J ~ - ~ H ~ ( L s ~ ; z )  Z 

s o i t  un isomorphisme. 

3 
S o i t  n : TIS - s3 l e  f i b r é  tangent  u n i t a i r e  à s3 . Une a p p l i c a t i o n  

f : T1S3 + LS3 e s t  d é f i n i e  en a s s o c i a n t  à un élément (x,v)  E T1S3 l a  géodésique 

i s s u e  de  x dans l a  d i r e c t i o n  v . Il e s t  f a c i l e  de v o i r  que f e s t  équ iva r i an t e  

par  rappor t  aux a c t i o n s  de S' s u r  T1s3 e t  Ls3 e t  i n d u i t  un diagramme commu- 

t a t i f  : 

2 3 
Remarquons que T ,s3  e s t  homeomorphe à S ir S . 

3 3 1 
Nous a l l o n s  montrer que f 2  e t  l e  composé H2(TlS ; Z )  J H2(T1 S /S ;Z) + 

H ~ ( T ~ s ' ; z )  son t  des m u l t i p l i c a t i o n s  p a r  I 2  e t  que f 3  e s t  un isomorphisme. 



3 
Ceci implique que le composé H (LS~;Z) + HZ@ ,Z) -+ H3(~s3;Z) est un isomor- 2 

phisme et démontre la proposition. 

-1 3 
Considérons une fibre S = a (xo) comme générateur de H2(T1S ;Z) . I l  

est clair que f 1s : S + LS' envoie un élément (xO,v) E S sur la géodésique 

issue en x dans la direction . Il résulte de [spa] , théorème 8.5.9 que 
O 

3 3 
f(S) représente le double d'un générateur de H2(LS ;Z) = H2@S ;Z) . L'applica- 
tion f2 est donc bien la multiplication par I 2  . 

Le fait que f3 soit un isomorphisme résulte du triangle commutatif : 

dans lequel les projections sur s3 induisent des isomorphismes. 

Finalement, justifions que le composé 

3 3 1 3 
H2(TIS ;Z) + H2(T1S /S ;Z) + H (T S ;Z) est la multiplication par 22 . L'image 

3 1 
- 1 1 

de la fibre S =  .ir (x  ) par ce composé est égale au S -saturé de S . En utilisant 
3 l'involution o : TIS + T s3 qui est l'application antipodale dans chaque fibre, 1 

1 on vérifie que le nombre d'intersection de S avec son S -saturé est égal à f2 . 
3 3 1 Donc, le composé H (T S ;Z) -+ H2(T,S /S ;Z) + H (T s3;Z) est la miiltiplication 2 1 3 1 

par 22 . Ceci achève la démonstration de 3.12. 

2 3 Considérons maintenant la classe X E H  &S ;Q) . 

PROPOSITION 3.13. Pour k > 1 , les puissances Xk E H~~&s~;Q) sont non nulles. 



DEMONSTRATION. I l  s ' a g i t  d'un argument c lass ique .  L 'ac t ion  de s1 su r  L S ~  a 

des points  f ixes ,  i . e .  l e s  l a c e t s  constants.  S o i t  { w )  un t e l  l ace t .  Le diagramme 

commutatif : 

1 BS i w }  x ES' - &S 3 

3 produit  une sec t ion  de  l ' app l i ca t ion  KS + BS' e t  l e  r é s u l t a t  s u i t  de l a  s t ruc-  

t u re  m u l t i p l i c a t i v e  de  ( C P ~  . 

Le théorème suivant  e s t  en f a i t  connu. Nous en donnons une démonstration 

élémentaire.  

THEOREME 3.14. Les c l a s s e s  ci e t  x engendrent librement l a  cohomologie 

H*@s3;Q) modulo l a  r e l a t i o n  u . x = O . 

DEMONSTRATION. Il e s t  c l a i r ,  d 'après  l a  s u i t e  de  Gysin, que X U  ci = X  I J ~ B  = O . 
Montrons par  récurrence que 

H2n-2 3 dgs ) = 0 pour n > 1 

3 n HZn($.s ) e s t  engendré par x " e t  ci pour n > O . 

( tous l e s  c o e f f i c i e n t s  dans Q) . Supposons que c e c i  s o i t  v r a i  pour n L  p . La 

s u i t e  de Gysin donne : 



2p- 1 
Conmie H &S3) = O , il s u f f i t  de montrer que f e s t  i n j e c t i v e .  Ceci r é s u l t e  

de  c e  que fgp*(ap-l) = aP  e s t  non-nulle d 'après  l 'hypothèse de  récurrence. 

2p+l 
Donc H @S3) = 0 . 

Pour déterminer H ~ ~ + ~ ~ s ~ )  , on cons idère  l a  s u i t e  exacte  

+1 
Il e s t  c l a i r  que p*(aP ) # O . D'après l 'hypothèse de récurrence e t  3.13., 

2p+2 - 3 l ' image H'P&s~) LH &S ) e s t  engendrée par  l 'é lément non-nul x'+' . 
Finalement, a'+' e t  XP+' engendrent l ibrement H ~ ~ + ~ ~ ~ s s ~ )  . 

DEMONSTRATION DU THEOREME C. E l l e  r é s u l t e  du théorème B e t  de 3.6. ,  3.10 e t  

3.14. O 

Enfin,  s ignalons  brièvement que l e s  r é s u l t a t s  de c e t t e  s ec t ion  permettent  de  

re t rouver  l a  s i m p l i c i t é  des groupes F' e t  G qui  s e r a  u t i l i s é e  dans l a  p a r t i e  

III. r 

THEOREME 3.15. Les groupes F' e t  G sont  simples. 

DEMONSTRATION. Il r é s u l t e  de  3.6. e t  de 3.11. que F' e t  G sont des groupes 

p a r f a i t s .  L'argument c l a s s ique  d e  Higman-Epstein [EPS] , appliqué à l ' a i d e  de 

2.1, montre que ces  groupes sont  simples. 



II .  4. L'INTERPRETATION DES GENERATEURS DE LA COHOMOLOGIE DU GROUPE G. 

Dans c e t t e  s e c t i o n ,  nous démontrons l e s  théorèmes D e t  E . 

Rappelons que l e  second groupe d e  cohomologie H*(G;Z) e s t  engendré par  

l e s  g é n é r a t e u r s  a e t  x . Le r é s u l t a t  s u i v a n t  i d e n t i f i e  l e  g é n é r a t e u r  X e t  

prouve l e  théorème D . 

THEOREME 4.1.  Le généra teur  X e s t  exactement l a  c l a s s e  d 'Eule r  de  l ' a c t i o n  de 

G siir s1 . Ses pu issances  son t  non-nul les  dans H*(G;Q) . 

DEMONSTRATION. Il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l a  n a t u r a l i t é  de l a  c l a s s e  d ' E u l e r  e t  l e s  

diagramne c o n s i d é r é s  à l a  f i n  de  l a  preuve de 2.10. e t  dans 2.11.  pour i d e n t i f i e r  

l ' é l é m e n t  X . La n o n - n u l l i t é  d e s  p u i s s a n c e s  de  X e t  une conséquence de  3.11. 

L 
L ' i d e n t i f i c a t i o n  de  l a  c l a s s e  a E H (G;Z) e s t  l i é e  à l a  c l a s s e  de 

Godbillon-Vey e t  a u  cocycle  cor respondant  e n  cohomologie d e s  groupes. 

Fa i sons  d 'abord quelques convent ions  jusqu 'à  l a  f i n  d e  c e t t e  s e c t i o n .  Nous 

a l l o n s  c o n s i d é r e r  l a  cohomologie d e s  groupes à l ' a i d e  d e s  cochaînes normal i sées  

homogènes ou non homogènes. Les convent ions  h a b i t u e l l e s  s o n t  r e s p e c t é e s  à l 'excep-  

t i o n  du f a i t  que nous t r a v a i l l o n s  avec des  cochaînes homogènes à d r o i t e .  Le passage 
- 

d'une n-cochaîne homogène c à l a  n-cochaîne non-homogène, c s e r a  a l o r s  donné 

Par  

Pour un groupe K nolis notons ?*(K) ( resp .  c * ( K ) )  l e s  cocha înes  homogènes 

à d r o i t e  ( resp .  non homogènes). 



- 
La différentielle d : c"(K) - Cn+I (K) est donnée par la formule 

La différentielle 6 : c~(K) -+ C n+l (K)  est 

n i 
Sc(k1,. . . .kn+, = c(kZ1.. . ,kn+,)+i (-1) c(kl ,. . . ,ki-, ,kiki+,, . . . ,kn+,) 

irl 

Rappelons la suite exacte de Gysin-Hochschild-Serre de l'extension centrale 

PROPOSITION 4.2. [HO-sel . Il existe une longue suite exacte 

k- 1 k+2 
(G;Z) ... 

REMARQUE 4.3. Il sera important pour la suite de bien contrôler la définition de 

k+l k 
l'intégrale sur la fibre f : H (G;Z) + H (G;Z) . 

La description suivante peut-être extraite de [HO-sel . 

Soit [QI E Hkfl (C;Z) . En utilisant la suite spectrale de l'extension 

w 

O + Z 4 G-G -1 , 

On peut choisir le cocycle non-homogène Gq tel qu'il soit identiquement nul dès 

que deux arguments se trouvent dans le centre Z . c'est dire que cP est de 

filtration 2. 



k - 
Considérons l a  cochaîne non homogène cp(i ( 1 )  ,. . . ) E C (G;Z) . 

I l  r é s u l t e  de  [HO-Se] p. 132 e t  125 que c e t t e  cochaîne e s t  en f a i t  un co- 

c y c l e  e t  se  t rouve  dans c ~ ( G ; z )  4 c ~ ( G ; z )  . Sa c l a s s e  de  cohomologie e s t  b i e n  

d é f i n i e  e t  e s t  é g a l e  à f [o ]  . 

2 Nous a l l o n s  d é f i n i r  main tenant  une f a m i l l e  de  cocyc les  dans H (G;Z )  . 

2 
S o i t  [(pl E H (Z @ Z ; Z )  l a  c l a s s e  de cohomologie d ' u n  cocycle  homogène 

normaliss  v . I l  e s t  immédiat qu 'on peut c h o i s i r  cp dans une c l a s s e  donnée t e l  

que s a  r e s t r i c t i o n  au  sous-groupe d iagona l  Z -+Z @ Z s o i t  identiquement n u l l e .  

Avec c e  choix, on a : 

2 
PROPOSITION 4.4. S o i t  Acp E C (G;Z) l a  cochaîne norma1.isée donnée par  : -- 

(x) Log2gb(x) Log 

(x) Log2gà (x) Log2hd(x) 

A l o r s  Av e s t  b i e n  d é f i n i e .  C ' e s t  e n  f a i t  un cocyc le  de  G . 

DEMONSTRATION. I l  e s t  c l a i r  qu 'en  dehors  d 'un nombre f i n i  de  p o i n t s  x , l e s  

d é r i v é e s  à gauche e t  à d r o i t e  d e  f , g , h  son t  respec t ivement  é g a l e s .  Puisque cP 

s ' a n n u l l e  s u r  l e  soiis-groupe diagonal  ZQZ! @ Z , l a  somme q u i  d é f i n i t  A e s t  

en f a i t  f i n i e .  

Montrons que l a  cochaîne AQ e s t  homogène. S i  k E G , on a : 

(k(x))+Log k '  (x), Log g '  (k(x)>+Log k'(x) 
A (fok,gok,h.k)= 2 g 2 g 2 g v (k(x))+~og~%(x), ~ o g ~ g à ( k ( x ) ) + ~ o g ~ k d ( x )  ,log2hd(k(x))+logzkà(x) 



Puisque cp e s t  homogène, c e t t e  somme e s t  é g a l e  à : 

Log2 f i ( k ( x ) )  Log g ' ( k ( x ) )  Log 
2 g 

C 

x€Q2 /z Log2 f i ( k ( x ) )  Log2 g i ( k ( x ) )  Log2 L\d(k(x) 

Il e s t  donc c l a i r  que 

Le f a i t  que A s o i t  un cocyc le  e s t  immédiat à p a r t i r  du f a i t  que, pour 
cP 

chaque x , & e s t  un cocycle .  O 

- 
COROLLAIRE 4.5. La cochaîne non-homogène gv E $(G;z) d é f i n i e  p a r  : 

e s t  un cocycle .  

- 
gv( f ,g )  = 

DEMONSTRATION. Remarquons t o u t  d 'abord que c e  cocyc le  e s t  b i e n  c e l u i  d é c r i t  dans 

l ' énoncé  d e s  r é s u l t a t s .  I l  s u f f i t  pour c e l a  de s o u s t r a i r e  l a  p remière  l i g n e  à l a  

Log2g;(x) Log2 (f o g )  ' (x) 

seconde dans l e  dé te rminant .  

x€Q2/Z Log2 g;(x) Log; (f og) (x) 1 

-2 
S o i t  cp E C (Z @ Z) l a  cochaîne 

On v é r i f i e  sans  pe ine  que cp e s t  un cocyc le  e t  l a  cochaîne non homogène qu i  l u i  

- 
correspond e s t  précisément  gv . 



La démonstrat ion du théorème E , c ' e s t - à - d i r e  du f a i t  que [G]= 2a dans 

7 
HL(G;Z) s e  f a i t  en p l u s i e u r s  temps. 

LEMME 4.6. I l  e x i s t e  un e n t i e r  p t e l  que [ F I  = p., - 

DEMONSTRATION. Considérons l ' i n t é g r a l e  s u r  l a  f i b r e  ; 

De par  s a  d é f i n i t i o n  ( s e c t i o n  11-3) , a e s t  l ' image  par  j du g é n é r a t e u r  d e  

3 - '  - 
H (G;Z) = Z . Pour montrer  l e  lemme, il s u f f i t  donc de  montrer  que gv e s t  a u s s i  

dans l ' image de  f . Pour c e l a ,  nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  un cocyc le  d e  

c 3 e , z )  t e l  que 3 [ U I  = [FI dans H ~ ( G ; z )  . 

3 - Considérons t o u t  d ' abord  l a  cochaîne $ F C (G;Z) d é f i n i e  p a r  : 

A 

où [ ] d é s i g n e  i c i  l a  p a r t i e  e n t i è r e .  Comme précédemment, on v é r i f i e  que o 

- 
e s t  un cocycle .  Il en r é s u l t e  que l a  cochaîne non homogène w a s s o c i é e  à e s t  

un cocycle  : 

û ( f , g , h , k )  1 
xecp,n~o, 1 [ 

1 1 1 1 

[ f  (XII  [g (x)  1 [h (x)  1 [k (x)  1 
1: 

L O ~ ~ I  g  (XI L O ~ ~ ; ( X )  L O ~ ~ '  g  (x) L O ~ ~ '  g  (x) 



Une vérification immédiate montre que w est de filtration 2, c'est-à-dire, s'annul- 

le dès que deux arguments se trouvent dans le centre Z 4  G . D'après la remarque 
4 . 3 .  f [ w ]  est la classe de cohomologie du cocycle : 

w(f,g,h)= E 
x'Q2n[07 ' [ 

(f,g) +-+ w(x+l,f,g) 9 

c'est-à-dire : 

1 1 1 1 

[ f gh(x! 1 1 [XI 

Log(fgh) ' (x) Log(gh) ' (x) Logh' (x) O 
g g g 

Log(f gh)à(x) Logcgh); (x) Loghi (x) O 

- 
Pour montrer le théorème E , c'est-à-dire que [gv] =2cr , nous allons évaluer 

chaque membre de l'égalité [FI = pa sur un cycle bien choisi. 

Considércns les éléments u et v de F' dont les graphes sont les 

suivants : 



Comme u e t  v  commutent, l a  cha îne  o = (u ,v )  - (v,u)  e s t  un c y c l e  

(non homogène). 

LEMME 4.7. La c l a s s e  d'homologie de n e s t  un génératein- d e  H2(Ft;Z) . 

- 2 
DEMONSTRATION. S o i t  <p E C (Z fl 22) un cocyc le  c h o i s i  comme dans l a  p r o p o s i t i o n  

4 . 3 .  e t  t e l q u e  [ c p ]  E H ~ ( z @ Z . ; Z )  s o i t  l e g é n é r a t e u r q u i v a u t  1 s u r  l e c y c l e  

non-homogene ( e l , e 2 )  - ( e 2 , e l )  ob e l  = [O) e t  e 2  = ( y )  . 

S o i t  A l a  cochaîne non homogène a s s o c i é e  à cp p a r  4 . 3 .  Alors  
cP 

Puisque Supp(u) il Supp(v) = 3 , e t  que l e  cocyc le  cp e s t  normal i sé ,  l a  

1  
sommation s e  r é d u i t  à s a  v a l e u r  e n  x = - 2 - 



On obtient alors : 

d'après le choix de <p . D 

Le lemme suivant, joint à 4 - 6 ,  termine la démonstration du théorème E car 

a n'est défini qu'au signe près. 

LEMME 4 . 8 .  On a z ( o )  = 2  e t  a(o) = 21 . 

DEMONSTRATION. La première égalité est un calcul semblable à celui du lemme précé- 

dent. Quant à l'égalité a ( o )  = Il , nous avons déjà vu que l'inclusion 
2 2 

F '  *G induit un isomorphisme entre H ( G ; Z )  et H ( F 1 ; Z )  . Comme, d'après 11-3, 

2 l'application H (G;Z.)  -+ H'(G;z) envoie a sur le générateur de H'(G;z) , il 
2 résulte que a définit un générateur de H ( F f ; Z )  N Z . Par conséquent 

a ( a )  = k1 . 



III. PROPRIETES QUALITATIVES. 

III .  1 :  CONSTRUCTION DES LISSAGES. 

Le bu t  d e  c e t t e  s e c t i o n  e s t  de  démontrer  l e s  théorèmes A e t  G , c 'est-à-  

d i r e  de c o n s t r u i r e  des  morphismes du groupe G dans ~ i f f * ( s ' )  . 

S o i t  f : R +  R un homéomorphisme v é r i f i a n t  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

(1) Pour t o u t  r é e l  x , on a f (x+l )  = f (x) + 2 . 

( I I )  f  (O) = O . 

Nous nous proposons d ' a s s o c i e r  à chaque homéomorphisme f s a t i s f a i s a n t  (1) 

e t  ( I I )  une r e p r é s e n t a t i o n  1 
qf de  G dans Homéo(S ) . L'image d e  qf s e r a  

c o n s t i t u é e  de  difféomorphismes d e  c l a s s e  Cm s i  f v é r i f i e  une c o n d i t i o n  supplé- 

m e n t a i r e  d é c r i t e  p l u s  bas.  Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où f ( x )  = 2x , l a  représen ta -  

t i o n  
1 wf s e r a  l ' i n c l u s i o n  canonique de  G dans ~ o m é o ( s  ) . 

Rappelons que nous avons n o t é  respec t ivement  Q2 , GA(Q2) e t  PL2(R) l e s  

groupes des  nombres dyadiques,  d e s  b i j e c t i o n s  a f f i n e s  dyadiques e t  d e s  homéomorphis- 

n 
mes q u i  s o n t  G A ( Q ~ )  par  morceaux ( v o i r  11-1) . La t r a n s f o r m a t i o n  x - 2 X+ 2- 

2 
d e  GA(Q2) e s t  no tée  (z", . En i d e n t i f i a n t  un nombre dyadique x à l a  r rans-  

24 
l a t i o n  Tx , on o b t i e n t  l e s  i n c l u s i o n s  n a t u r e l l e s  : 

Nous a l l o n s  t o u t  d 'abord c o n s t r u i r e  une r e p r é s e n t a t i o n  df d e  PL2(R) dans 

Homéo(R) . C e l l e  c i  s e r a  d é f i n i e  s u r  Q p u i s  étendue successivement  à GA(Q2) 
2 

e t  à PL2(R) . 



LEMME 1.1. L'application 

Bf : 2 E a)2 - f-q O T O fq E Homéo(lR) est bien définie et donne 
24 P 

un morphisme de groupes. 

DEMONSTRATION. Il s'agit tout d'abord de vérifier que 8 (&) ne dépend que du 
2q 

rationnel - . Pour cela, nous devons montrer que @ (-P) = O (2) c'est-à- 
zq f' 29 2q+1 

dire : 

OU encore 

Ceci est une conséquence de la propriété (1) . 

Le fait que Of est un morphisme est clair : 

REMARQUE 1.2. La propriété (1) et la définition de df montrent que si p est 

un entier, alors @£(p) = T . 
P 



Nous étendons maintenant 6, à GA(Q2) : 

LEMME 1.3. L'application : 

est un morphisme de groupes que nous noterons encore 
O f  . 

Démonstration. Ceci résulte immédiatement de la propriété suivante que l'on vérifie 

sans  difficulté 

Enfin, nous étendons à PL2 (n) . Soit h E PL2 ( I R )  . Par définition, il 

existe une suite strictement croissante et sans points d'accumulation 
(Xn) ~ E Z  

de nombres dyadiques et une suite y dans GA([P2) telles que : n 

Cette suite n'est pas unique pour un h fixé : il est toujours possible d'ajouter 

de riouveaux points dans un intervalle [ X ~ , X ~ + ~ ] ,  même si h est affine sur cet 

- 
intervalle. Notons x le réel of (xn)(O> . n 

- 
LEMME 1.4. La suite de réels xn est strictement croissante et sans points 

d'accumulation dans IR . 

DEMONSTRATION. Puisque f est un homéomorphisnestrictement croissant de lR , la 

définition de df montre que si 2 est positif, on a : 
zq 

8 (L) (x) > x pour tout réel x . 
zq 



Par conséquent, si xl et x2 sont deux nombres dyadiques tels que xl > x2 , 

o n a  df(xl>(0) >df(x2)(o) . O 

Nous définissons alors une application e f ( h )  : R - R  , à priori discontinue, 

de la façon suivante : 

Il est clair que bf(h)  est bien défini et ne dépend pas du choix de la suite xG . 
Il est tout aussi clair que df est une extension de la représentation préalable- 

ment définie 8, : GA(02) + ~oméo(" . 

LEMME 1.5. Si h E pL2(lR) , l'application df (h) est continue. 

- 
DEMONSTRATION. Il s'agit de vérifier la continuité de df (h) au point x . n 

Nous devons montrer que : 

c'est-à-dire : 

OU encore : 

-1 
Puisque h est continue, on a yn(xn) = ynel(xn) et T-x O Y,I O Yn O Tx 

n n 
est donc un élément de GA(Q2) qui fixe O , c'est-à-dire un élément du type 

(iN,O) . L'égalité que nous voulons montrer est alors claire car : 



ct f fixe O d'après (II) . 

LEMME 1.6. df : PL2 (R)  + Homéo(1R) est un morphisme de groupes. 

DEMONSTRATION. En effet, pour évaluer df(hl O h2) , on peut choisir une suite 

x telle que h2 est affine sur les intervalles [xn,x ] et hl est affine 
n+ 1 

sur les intervalles [h (x ) , h2(xn+l)] . La définition de 
2 n df montre alors 

que Of (hl) O df(h2) = of (hl O h2) . JJ 

w w 
LEMME 1.7. Si g E G , c'est-à-dire si g E PL2(R) et g(x+l) = g(x)+l , alors 

DEMONSTRATION. Ceci est une conséquence, d'une part, du Lait que df est un 

morphisme et, d'autre part, de la remarque 1.2 suivant laquelle df(p) = T . 0 
P 

D'après le lemme précédent, 6 permet de définir, par passage au quotient, 
f 

1 une représentation cpf de G dans Homéo(S ) . Avant de décrire plus précisément 
les propriétés de < o ~  , nous allons montrer qu'il est possible de choisir f pour 

que cpf(G) soit constitué de difféomorphismes du cercle. 

Considérons la propriété suivante (1 < r < m) : (IIIr) f est de classe cr , 
I 

f (0) = 1 et f(k)(~) = O  pour 2 - < k - < r . 

LEMME 1.8. Si f vérifie la condition (III ) , alors l'image de Of (et donc de 

( P ~ )  
est constituée de difféomorphismes de classe cr . 

DEMONSTRATION. En reprenant les notations de la démonstration du lemme 1.5, il 

s'agit de montrer que, pour 1 ( k  5 r , on a : 

ème -1 
Ceci est une conséquence du fait que le r jet de Of(~-x O yn O Tx ) = 

n n 

= fN est celui de l'identité au point O . 



Nous montrons maintenant que toutes les représentations wf que nous venons 

1 
de construire sont semi-conjuguées à l'inclusion canonique de G dans Homéo(S ) . 
Le lemme suivant est bien connu. 

LEMME 1.9. Soit f : IR +IR un homéomorphisme vérifiant les conditions (1) et ( I I )  

Alors, il existe iine application continue croissante H : IR +IR telle que : 

DEMONSTRATION. Nous avons déjà observé que l'application i : iQ2 -t IR définie 

par i(x) = d .(x)(O) est strictement croissante : r 

Soit H : i(Q2) -+ Q2 %IR l'inverse de i . Puisque H est strictement 

croissante, H se prolonge en une application croissante, encore notée H , de 
- 

i(Q2) dans IR . Comme Q2 est dense dans IR , l'application H : i(Q2) + IR 

est continue. On prolonge alors H à IR en imposant à H d'être constante sur 

- 
les composantes connexes de IR - . On obtient ainsi une application H 
continue croissante de IR sur IR . Le fait que H vérifie les propriétés requises 

provient du fait que : 

COROLLAIRE 1.10. Si f vérifie les conditions (1) et (II) , la représentation 
1 qf est semi-conjuguée à l'injection canonique de G dans Homéo(S ) . 

* 

DEMONSTRATION. L'application H donnée par le lemme précédent définit une applica- 

- 
tien continue H de S 1 

dans s1 . Par construction même de 'Pf ft 



- 
puisque H(f (x) )  = 2H(x) , c e t t e  a p p l i c a t i o n  H e s t  une semi-conjugaison e n t r e  

1 (of e t  l ' i n j e c t i o n  canonique d e  G dans Homéo(S ) . O 

Pour démontrer l e  théorème A , i l  f a u t  montrer  q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  de  c h o i s i r  

f  v é r i f i a n t  (1), (II) e t  ( I I I )  e t  t e l  que l ' a p p l i c a t i o n  H donnée p a r  l e  lemme 

1-9 e s t  un homéomorphisme. Pour montrer  c e  f a i t ,  nous a l l o n s  d 'abord montrer  que 

l e s  o r b i t e s  de qf peuvent s ' o b t e n i r  simplement à p a r t i r  de  f . 

S i  f v é r i f i e  (1) e t  ( I I )  , f d é f i n i t  évidemment une a p p l i c a t i o n  cont inue  

- - 
f : S 1  + S '  de  d e g r é  topologique 2 .  Par " r e l a t i o n  d ' équ iva lence  engendrée par  f "  , 

- 
nous entendons l a  r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e  - s u r  S I  engendrée p a r  x - f ( x )  pour  

t o u t  x de S I .  

LEMME 1.11. Les o r b i t e s  de vf son t  exactement l e s  c l a s s e s  d ' équ iva lences  de  l a  

- 
r e l a t i o n  d ' équ iva lence  engendrée p a r  f . 

DEMONSTRATION. 11 est é v i d e n t  que  l e s  c l a s s e s  d ' é q u i v a l e n c e s  de  l a  r e l a t i o n  engen- 

- 
d r é e  p a r  f son t  l e s  p r o j e c t i o n s  s u r  S I  d e s  c l a s s e s  d ' équ iva lence  de  l a  r e l a t i o n  

Rf s u r  IR engendrée par  x - x+l e t  f ( x )  - x . Nous a l l o n s  mont re r  que l e s  

c l a s s e s  d ' équ iva lences  d e  R f  s o n t  exactement l e s  o r b i t e s d e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  

Of de  G dans Homéo(lR) . 

Considérons t o u t  d 'abord deux p o i n t s  x l  e t  xp  d e  IR q u i  s o n t  dans l a  

w - - 
même o r b i t e  de G . Il e x i s t e  donc un élément g de G t e l  que 3 = a f G ) ( x l )  . 
P a r  d é f i n i t i o n  de  G , il e x i s t e  un i n t e r v a l l e  fermé contenant  x1 t e l  que l a  

r e s t r i c t i o n  de df (g) à c e t  i n t e r v a l l e  e s t  é g a l e  à l a  r e s t r i c t i o n  d 'un  homéomor- 

phisme du type of ( Y )  où Y E GA(Q2) . Comme Of (GA(Q2)) e s t  engendré par  f 

e t  p a r  l a  t r a n s l a t i o n  Tl , l e s  o r b i t e s  de  of (G) son t  contenues dans l e s  c l a s s e s  

d ' équ iva lence  de  Rf ' 



N N 

Réciproquement, considérons l'élément g de G dont la restriction à l'inter- 

valle [0,1] est donnée par le graphe suivant : 

- 
Sur l'intervalle [ O , T 4 ]  , g coïncide avec l'application x -2x . Par consé- - 
quent, sur l'intervalle [O,1/4] , qf (g) coïncide avec f . (Rappelons que nous 

- 
avons noté x = df(x) (O))  . Par conséquent, si x E [ô, 1/41, x et f (x) sont dans 

-- 
la même orbite de wf ( G )  . Si x E [1/4,1/2] , on considère l'élément - -1 
g l = T  O g O T l l 4  

112 
de G . Celui-ci coïncide avec l'application x -2x sur 

l'intervalle [1/4,1/2] et on conclut de la m-eme façon. On procède de manière simi- 

-- 
laire sur [1/2,3/4] , [3/4,i] , . . . . Par conséquent, pour tout x de R , les 

points x et f (x) sont dans la même orbite de df(G) . Puisque, par ailleurs, 
x+l = d (T )(x), les classes d'équivalence de 

Rf 
sont contenues dans les orbites f 1  

de df(?) . O 

LEMME 1.12. Supposons que f vérifie les conditions (I), (II) et la condition 

(IV) ci-dessous : 

f(x)-f (y)( > 1 X - ~ I  pour tout couple couple de réels distincts (s ,y)  

Alors, l'application H fournie par le lemme 1-9 est un homéomorphisme. 

- 
DEMONSTRATION. Cette condition (IV) signifie que f est "topologiquement expansive" 

(voir [shu]) . 



Nous avons déjà vu que H est surjective. Supposons que H n'est pas 

injective et notons R c IR la réunion des intervalles ouverts maximaux sur 

lesquels H est constante. Supposons R non vide. D'après 1-9, on a : 

D'après la première égalité, le maximum des longueurs des composantes connexes de 

R est atteint. Soit Rn une composante de longueur maximale. D'après la seconde 

égalité , f(Ro) est aussi une composante connexe de R . Mais la condition (IV) 
montre que 13 longueur de f(Ro) est strictement supérieure 2 celle de fio 9 ce 

qui est contraire au choix de Ro ' 
O 

Nous avons donc montré le théorème A : 

THEOREME 1.13. Si f vérifie les conditions ( I ) ,  (II) , (111~) et (IV) , alors 
1 vf e s t  ucc reprS,entation d e  G dans ~ i f f ~ ( s  ) qui est topologiquement conjuguée 

1 
à l'inclusion canonique de G dans Homéo(S ) . 

- 
DEMONSTRATION. En effet, d'après 1.12, la semi-conjugaison H est en fait une 

conjugaison topologique. O 

Nous montrons maintenant que wf peut posséder un minimal exceptionnel, 

c'est-à-dire le théorème G . 

PROPOSITION 1.1.4. Supposons que f : R - t  IR vérifie les conditions 1, II et la 

condition V suivante : 

(v) f possède au moins deux points fixes. 



Alors, cpf possède un minimal exceptionnel .  

DEMONSTRATION. La condi t ion  (1) montre que s i  a e t  f3 sont  deux poin ts  f i x e s  de 

f , a l o r s  18-a 1 < 1 . L ' i n t e r v a l l e  ]a,B[ de IR s e  p r o j e t t e  a l o r s  i n j ec t ive -  

-n 
ment su r  un ouvert  V de S I  t e l  que f (V) = V pour tout  n > O . Observons que 

- 1  
l ' ouve r t  f (V) e s t  l a  réunion de  deux composanteconnexes dont l ' une  e s t  V . 
De l a  même façon, f -"(v) e s t  l a  réunion de  2" i n t e r v a l l e s  d i s j o i n t s  dont 

m p- 1 
forment ~-("-I)(v) . par conséquent, l a  réunion R = u f n ( v )  e s t  un ouvert  

n=O - 
de S1 qu i  n ' e s t  pas S I  tou t  e n t i e r .  Comme i l  e s t  c l a i r  que f(R) = a e t  

-1 
f (fi) = R , on en dédui t  que R e s t  un ouvert  propre de S I  s a tu ré  par  l a  r e l a t i o n  

- 
d'équivalence engendrée par f  e t  donc inva r i an t  par  vf(G) d 'après  1.11. En 

1 
p a r t i c u l i e r ,  l e s  po in t s  de  S -52 ont une o r b i t e  non dense. Comme, par a i l l e u r s ,  

cpf ne peut avo i r  d ' o r b i t e  f i n i e  d ' ap rè s  1.10, c ' e s t  donc que vf possède un mini- 

mal exceptionnel .  



Le premier  c o r o l l a i r e  immédiat e s t  l e  c o r o l l a i r e  J . 

THEOREME 2.1. S i  g  E G , a l o r s  l e  nombre d e  r o t a t i o n  de  l'homéomorphisme g  de  

S' e s t  r a t i o n n e l .  

DEMONSTRATION. Deux homéomorphismes du c e r c l e  q u i  son t  semi-conjugués on t  l e  mAme 

nombre der.otlition. I l  s u f f i t  donc de  mont re r  que (Pf(g) a  un nombre de  r o t a t i o n  

r a t i o n n e l .  S i  f  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  1, II, III2 e t  V a l o r s  (Pf(g) e s t  

un difféomorphisme de S'  , d e  c l a s s e  C2 , dont  l e s  o r b i t e s  ne peuvent ê t r e  denses ,  

d ' a p r è s  1.14. Le théorème e s t  a l o r s  une conséquence du théorème de Denjoy s e l o n  

l e q u e l  un difféomorphisme du c e r c l e  de c l a s s e  C2 dont  l e  nombre d e  r o t a t i o n  e s t  

i r r a t i o n n e l  a  t o u t e s  s e s  o r b i t e s  denses ( v o i r  p a r  exemple [He-Hi]).O 

PROPOSITION 2.1. Pour t o u t  nombre r a t i o n n e l ,  il e x i s t e  un élément d e  G dont  l e  

nombre de r o t a t i o n  e s t  é g a l  à c e  r a t i o n n e l .  

DEMONSTRATION. S o i t  n  un e n t i e r  s u p é r i e u r  ou é 

gn de  G dont  l e  graphe e s t  l e  s u i v a n t  : 
A 

g a l à  O .  On c o n s i d è r e  l ' é lément  

Le graphe de go e s t  p a r t i c u l i e r  : 



Le l e c t e u r  v é r i f i e r a  aisément  que 
gn 

e s t  un élément dont  l ' o r d r e  e s t  exactement 

n+2 . ( L ' i d é e  de c o n s i d é r e r  ces  é léments  gn p r o v i e n t  d e  [ ? 1 )  . P a r  conséquent, 

l e s  pu issances  d e  gn f o u r n i s s e n t  d e s  éléments  dont  l e s  nombres de  r o t a t i o n  son t  

l e s  é léments  de Q/Z du type - mod Z . On o b t i e n t  a i n s i  t o u s  l e s  éléments  de  
n+2 

QIZ O 

Nous abordons main tenant  l a  démons t ra t ion  du c o r o l l a i r e  

1 1  que wi(G) e s t  d i s c r e t  dans D i f f  ( S  ) muni de l a  t o p o l o g i e  

t r è s  p a r t i c u l i e r  de  f . Le même r é s u l t a t  r e s t e r a i t  v r a i  pour 

r a l e  de difféomorphismes f , mais nous f a i s o n s  c e  cho ix  pour 

Chois i s sons  donc f  du type s u i v a n t  : 

O 11'4 1/2 3/4  1 

1. Nous a l l o n s  montrer  

c1 pour un choix  

une c l a s s e  p l u s  géné- ' 

s i m p l i f i e r  l e s  c a l c u l s .  



Le difféomorphisme f  e s t  a f f i n e  de  pen te  3 s u r  [1/4 , 3/41 e t  v é r i f i e  l e s  

p r o p r i é t é s  ( I ) ,  ( I I ) ,  ( I I I m )  e t  (V) . 

THEOREME 2.3. S i  f  e s t  du type d é c r i t  c i -dessus ,  a l o r s  cpf (G) (resp.  cpf(F))  

1 1  1 1 
e s t  d i s c r e t  dans D i f f + ( S  ) ( r e s p .  Di f fc ( lR) )  muni de  l a  t o p o l o g i e  C . 

DEMONSTRATION. S o i t  K c [ 0 , 1 ]  l 'ensemble d e  Cantor  "s tandard" c o n s t r u i t  s u r  

l ' i n t e r v a l l e  [1/4 , 3/41 . Précisément  K e s t  obtenu de  l a  façon  su ivan te ;  on 

d é f i n i t  induct ivement  des  o u v e r t s  " p a r  no = 0 e t  'n+ 1 e s t  l a  réun ion  d e s  

i n t e r v a l l e s  o u v e r t s  Ii dont  l e s  c e n t r e s  son t  l e s  c e n t r e s  des  composantesconnexes 

Ji  de  [1 /4  , 3/41 -fin e t  don t  l e s  longueurs  I I .  ( son t  l e s  t i e r s  des  longueurs  

J J .  1 d e s  i n t e r v a l l e s  correspondants  L'ensemble de  Cantor  K e s t  a l o r s  
CO - 

[ 1 / 4  , 3/41 - U fin . S o i t  K c S' l 'ensemble de  Cantor  obtenu par  p r o j e c t i o n  
n=O - 

d e  [0 ,1]  c R s u r  lR/Z . L'examen du graphe de  f  montre que K e s t  i n v a r i a n t  

- - 
(pos i t ivement  e t  négativenient) p a r  f . Rappelons que nous avons n o t é  f  l ' a p p l i -  

- 
c a t i o n  de degré  2 i n d u i t e  p a r  f  s u r  l e  c e r c l e .  En f a i t ,  on peu t  v é r i f i e r  que K 

e s t  l ' un ique  minimal e x c e p t i o n n e l  de ( G )  . f  

Observons que l a d é r i v é e  de  f  s u r  K e s t  é g a l e  à 3. On e n  d é d u i t  que, s i  

- 
g E G , a l o r s  l a  d é r i v é e  d e  cpf(g) s u r  K ne prend comme v a l e u r s  que des  p u i s s a n c e s  

e n t i è r e s  de 3 .  P l u s  préc i sément ,  s o i t  h : S' -t Ç' l a  semi-conjugaison e n t r e  

+ 1 vf : G i ~ i f f  (SI )  e t  l ' i n c l u s i o n  n a t u r e l l e  de  G dans Homéo (S ) donnée p a r  l e  

- 
c o r o l l a i r e  1.10. S i  x  e s t  un p o i n t  d e  K q u i  e s t  un p o i n t  d 'accumulat ion b i l a t é -  

- 
rai de K ( i .  e .  x  @ ~ ( s I - K ) )  , a l o r s  h (x)  e s t  un p o i n t  de s1 q u i  n ' e s t  pas  

dans q 2 / Z  . On a a l o r s  l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : La d é r i v é e  de g e n  h(x)  ( q u i  

e x i s t e  c a r  h (x)  @ Q2/Z) e s t  2" s i  e t  seulement s i  l a  d é r i v é e  de ( ~ ~ ( ~ 1  en 

x e s t  3n . 



1 1  
Nous devons montrer que cpf(G) est discret dans Diff+(S ) . D'après 

l'observation précédente, si la dérivée de cpf(g) est uniformément proche de 1 

- 
sur SI , elle est nécessairement égale à 1 sur K . La dérivée de g aux points 

non dyadiques de SI est alors elle aussi égale à 1 ce qui signifie que g est 

une rotation. 

Il nous reste à montrer que si g est une rotation telle que wf(g) est 

1 
suffisamment C -proche de l'identité, alors g est l'identité. Nous n'utiliserons 

en fait que la C'-proximité. Notons que l'affirmation correspondante pour le plonge- 

+ 1 
ment canonique de G dans Homéo (S ) serait fausse : Les rotations dyadiques 

+ 1 
forment évidemment un sous-groupe non discret de Homéo (S ) . Supposons donc 
cpf(g) suffisamment Co-proche de l'identité : Observons que cpf(g) permute les 

1 - 
composantes connexes d S -K qui sont de longueur ; 1 ( n  E 6) . L'intervalle 

,n 
J 

de longueur maximale de SI-K est unique : C 'est 1 = 1-1 14 , +1/4[ (mod Z) 

et sa longueur est +Il2 . Si cpf(g) est Co-proche de l'identité : cpf(g)(I) est 

un intervalle de SI-% de longueur proche de 112 et donc de longueur 112 . Dans 
ce cas cpf(g) (1) ne peut qu'être égal à 1 . Par conséquent, g fixe l'image de 

1 par h qui est un point car h "écrase'' les composantes connexes de sl-K sur 

un point. Puisqu'une rotation ayant un point fixe est l'identité, ceci termine la 

démonstration du théorème dans le cas de cpf(G) . Le cas de cpf(F) est tout à fait 

similaire. O 

Avant de démontrer le théorème H, montrons tout d'abord le résultat suivant : 

PROPOSITION 2.4. Il existe une surface compacte orientée et une représentation 

1 
cp :Tl (E) + ~ i f f ~ ( ~  ) ayant les propriétés suivantes : 

i) cp possède un minimal exceptionnel. 

ii) Le nombre d'Euler du fibré en cercles au dessus de E associé à cp est 

égal à 1 . 



DEMONSTRATION. Nous savons que la classe d'Euler x est non nulle dans G . Il 
existe donc, d'après le théorème de Hopf, une surface orientée I: et un morphisme 

i : nl(lI) + G tels que l'évaluation de i * ~  sur la classe fondamentale de I: est 

égale à 1 . Si f vérifie les conditions 1 ,  II, III , la représentation 
m 

@ = cpf o i vérifie évidemment la propriété ii). Si, de plus, f vérifie les 

conditions V,rp( . i i  (1)) preserve un ensemble de Cantor contenu dans S' . Pour 
1 

montrer que I: vérifie la condition i), il nous reste à montrer que ~ ( n  (1)) ne 
1 

peut pas avoir d'orbite finie. Mais, sans une telle situation, l'orbite finie 

1 
fournirait une "section multiforme" pour le S -fibré associé au dessus de lI et 

le nombre d'Euler de ce fibré serait nul contrairement à ce qu'affirme la propriété 

ii) . O 

La démonstration précédente n'est pas constructive et ne donne aucune informa- 

tion sur le genre de I: . L'intérêt du théorème H par rapport à la proposition 

2.4 est donc son aspect explicite. 

Soient A et B les éléments de G dont les graphes sont les suivants : 



On pose : 

On définit de même Bi(l < i 5  12) en remplaçant A par B dans les formules 

précédentes. 

THEOREME 2.5. Avec les notations précédentes, on a : 

12 
il [A. ,B.] = id 

1 1  i=l 

Cette égalité définit une représentation i du groupe fondamental de la surface 

X l 2  de genre 12 dans G . La classe d'Euler i * ~  évaluée sur la classe fondamenta 

de 1 est égale à +1 . 

DEMONSTRATION. Evidemment, le lecteur pourra vérifier par lui-même l'égalité 

annoncée ! Nous allons nous contenter d'indiquer la méthode utilisée pour obtenir 

cette représentation explicite. 

Soit g E G l'élément dont le graphe est le suivant : 



3 On vérifie immédiatement que 
(gR1 12) 

= id , ce qui peut s'écrire 

Par conséquent, 

Si l'on parvient à écrire g comme un produit de deux commutateurs, l'égalité 

précédente fournit un produit de douze commutateurs égal 2 l'identité : Vérifions 

tout d'abord que le nombre d'Euler de la représentation i : nl(C12) + G corres- 

pondant à cette relation est non nul. Pour cela, rappelons l'algorithme de Milnor 

(voir [~e-~i], par exemple), permettant de calculer le nombre d'Euler associé à 
k 1 

une représentation du type Ti [a.,b. 1 = id dans Dif$(S ) . On choisit des 
1 1  - i=l - 1 

relevés a et ci de a. et b. dans Diff+(S ) et on forme le produit 
i 

ic ,, - , 
Il [ai,bi] . Celui ci ne dépend pas des choix de a. et bi ; c'est une trans- 
i=l 
lation entière. L'amplitude de cette translation est le nombre d'Euler cherché. 

Dans notre cas, si g est un produit [al,bl] [a2,b2] notre relation s'écrit 
12 
Tr' [ai,bi] = id où les a ,b. sont obtenus simplement à partir de la relation i i 
i=l 
(2). Par exemple a3 = RI l2 al R-l l2 et b = R  1,2 bl R-1,2 . Si l'on choisit un 

N N N N  

relevé al , bl , as , b2 pour al , bl , a2 , b2 , on en déduit des relevés 
N  

"naturels" a , Gi pour ai , bi (1 < i < 12) . Par exemple, on pose 
i - - N 

a3 = Tl l2 al T-l l2 où Tl ,2 est la translation d'amplitude 112 . Dans ces . rl 
I L  

conditions, la quantité n [ai,T. ] que nous cherchons à évaluer est le carré 
6 i= 1 - .-.d 

de n [ai,ri] car = ai et '%'6+i = Ki (1 - < i < 6) . Par ailleurs, la 
i=l h 

relation (1) montre que il [gi,ri] est une translation du type x +x+n+1/2 
i=l 

(avec n E 22) . Son carré est donc une translation d'amplitude impaire et donc 
non nulle comme nous voulions le montrer. 



Il nous reste donc à exprimer g comme un produit de deux commutateurs. On 

vérifie que g est le produit des deux éléments a,B de G dont les graphes 

sont : 

est clair que Rt/8 aR-l/8 

suivant : 

et 
R-l /8@R1 /8 Sont tous les deux égaux à l'élément 

Pour terminer, il nous suffit donc de montrer que y est un commutateur. Dans 

[Fr-He] , il est montré que F' est le premier grijupe de commutateurs de F . 
La démcnstration de ce fait est suffisamment constructive et permet effectivement 

d'exprimer y comme un commutateur ce qui permet finalement de terminer la 

détermination de la représentation <p : rr, ( z lZ)  + G que nous cherchions. Pour 



t e r m i n e r ,  d i s o n s  simplement que  l e  c a r a c t è r e  e x p l i c i t e  d e  c e t t e  c o n s t r u c t i o n  permet  

d ' é v a l u e r  p r é c i s é m e n t  l e  nombre d ' E u l e r  a s s o c i é  (nous  avons vu q u ' i l  e s t  i m p a i r ) .  

Le r é s u l t a t  e s t  c e l u i  annoncé dans  l e  théorème,  c ' e s t - à - d i r e  1 .  O 



III. 3 : "UNICITE" DES LISSAGES. 

L ' e s s e n t i e l  de  c e t t e  s e c t i o n  c o n s i s t e  à démontrer l e  théorème K , c 'est-à-  

d i r e  qu 'une r e p r é s e n t a t i o n  non t r i v i a l e  d e  G dans ~ i f f ~  (SI ) e s t  serni-conjuguée 

1  
à l ' i n c l u s i o n  canonique de  G dans Homéo(S ) . 

2  1 
Fixons donc un morphisme non t r i v i a l  Q : G + D i f f + ( S  ) ( r  2) . Puisque G 

e s t  s imple ( v o i r  I I -3 .15) ,  q e s t  i n j e c t i v e .  Nous i d e n t i f i o n s  souvent Q2/Z au 

1  
sous-groupe d e  G ( e t  donc de  Homéo(S ) )  formé d e s  r o t a t i o n s  d ' a n g l e  dyadique. 

Pour s i m p l i f i e r  l ' e x p o s i t i o n ,  nous commencerons p a r  f a i r e  l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  : 

1  
(H) Pour t o u t  x  de SI  , l ' o r b i t e  d e  x  p a r  Q ( Q ~ / Z )  e s t  dense  dans S  . 

PROPOSITION 3.1. S i  l ' h y p o t h è s e  (H) e s t  v é r i f i é e ,  il e x i s t e  un homéomorphisme h  

de S I  t e l  que h  0 Q O  h-' (Q2/Z)  e s t  f o r n é  de r o t a t i o n s  du c e r c l e  d ' a n g l e s  dya- 

diques.  

1 DEMONSTRATION. Puisque q ( Q 2 / Z )  e s t  un sous-groupe a b é l i e n  de  Homéo+(S ) , i l  

1 p r é s e r v e  une mesure de  p r o b a b i l i t é  j~ s u r  S  . 

Sous l ' h y p o t h è s e  (H), JJ e s t  sans  atomes e t  son suppor t  e s t  l e  c e r c l e  t o u t  

e n t i e r .  S i  l ' o n  u t i l i s e  JJ pour paramét re r  l e  c e r c l e ,  on o b t i e n t  a l o r s  un homéo- 

1 morphisme h  d e  S  t e l  que h  ip h-l ( Q 2 / Z )  e s t  formées de  r o t a t i o n s .  En 

c o n s i d é r a n t  l ' a n g l e  de  c e s  r o t a t i o n s ,  on o b t i e n t  un morphism p de  Q2/Z dans 

R / Z  . Il e s t  immédiat que l ' image  d ' u n  t e l  morphisme e s t  contenue dans Q,/Z . o - 

Remarquons que f : Q 2 / Z 2 / Z  R e s t  i n j e c t i f .  O n v é r i f i e  qu 'une t e l l e  

i n j e c t i o n  e s t  nécessairement  un automorphisme de  Q2/Z . 

LEMME 3.2. L'automorphisrne p de Q 2 / Z  e s t  é g a l  à + i d  ou - i d  . En composar,t 



éventuel lement  h avec une symét r ie ,  l ' image  d e  l a  r o t a t i o n  Rx de Q2/z p a r  

- 1 
h O cp 0 h e s t  donc précisément  c e t t e  même r o t a t i o n  

Rx . 

Ce lemme s e r a  une conséquence r a p i d e  du s u i v a n t  : 

1 
LEMME 3.3. S o i t  e u  l a  c l a s s e  d ' E u l e r  dans H ~ ( D ~ £ ~ : ( S  );P) . Pour démontrer l e  

théorème K , on peu t  t o u j o u r s  supposer  que  eu) = 2~ . 

DEMONSTRATION DE 3 . 2  A PARTIR DE 3 . 3 .  D'après  3 . 3 . ,  P s e  r e l è v e  e n  un morphisme 

,.d 

p :  Q 2 + Q 2  t e l q u e  Q(1) = f l  . O n a d o n c  p(x)  = + x .  O 

DEMONSTRATION de  3 . 3 .  Nous savons que cE, (eu)  = na+p.)( ( n , p  E Z) (théorème c ) .  

Montrons que n e s t  nu l .  S o i t  o = (u,v)  - ( v , u )  l e  2-cycle de  G d é c r i t  e n  

II. $-S. Yous avons vu  que ;(r) = II . Puisque t o u t e  rc2i-Lsentat ion de  Z @ Z 

+ 1 
dans Homéo ( S )  a une c l a s s e  d ' E u l e r  n u l l e  ( v o i r  p a r  exemple [ ~ e - ~ i ] )  , l e s  

e n t i e r s  cp*(eu) (O)  e t  ~ ( o )  s o n t  n u l s .  L ' é g a l i t é  @*(eu) = na+px éva luée  s u r  

c d o n n e a l o r s  n = O .  

Supposons que p # + 1  , e t  cons idérons  l e  revêtement à p f e u i l l e t s  d e  

1 1 
~ i f f : ( ~  ) i d e n t i f i é  au  groupe ~ i f f : ( ~  ,Rl ,p) formé des  difféomorphismes 

commutant avec 
Rl  /p 

. Dans c e s  cor id i t ions ,  cP s e  r e l è v e  en un morphisme (Pl de  

G dans ~ i f f : ( ~ '  ,R  ) . On a évidemment q ( e u )  = i~ . S i  l ' o n  démontre l e  
1 /P  

théorème K pour l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  t e l l e s  que (p*(eu) = +X , on en d é d u i r a  que 

+ 1 
cp, e s t  semi-conjuguée à l ' i n c l u s i o n  de G dans Homéo (S ) . Mais c e c i  e s t  

imposs ib le  c a r  un groupe semi-conjugué à G ne  peu t  évidemment pas commuter avec 

l a  r o t a t i o n  non t r i v i a l e  Rljp . O 



S o i t  1 un i n t e r v a l l e  fermé de SI dont  l e s  deux ex t r émi t é s  sont  dyadiques 

( i . e .  é léments  de  Q2/Z) . Notons GI l e  sous-groupe de G formé des éléments  

dont l e  support  e s t  contenu dans l ' i n t é r i e u r  de 1 . Ces sous-groupes GI s o n t  

sans t o r s i o n  e t  s imples c a r  i l s  son t  évidemment isomorphes à F' ( vo i r  II 3 .15) .  

L 'observa t ion  de  base  e s t  l a  su ivante  : l e s  i n t é r i e u r s  de deux i n t e r v a l l e s  I l  e t  

I2 sont  d i s j o i n t s  s i  e t  seulement s i  tous  l e s  éléments  de commutent avec  tous 

l e s  éléments  de . Une t e l l e  s i t u a t i o n  e s t  ana lysée  par  l e  lemme su ivan t  : 

LEMME 3.4. Soien t  r l  e t  r2  deux sous-groupes s imples,  non t r i v i a u x  e t  sans  

2 1 t o r s i o n  de Di f f  (S ) . On suppose que l e s  éléments  de r l  cornmutent avec ceux 

de r 2  . Alors ,  s i  
1 

y1  E F I  e t  x E S son t  t e l s  que y (x)  f x , on a nécessa i re -  1 

ment y2(x)  = x pour t o u t  Y2  de r2 - 

DEMONSTRATION. Nous u t i l i s e r o n s  un théorème de N .  Koppel  op] dont  une v e r s i o n  

peut  s ' expr imer  de l a  façon su ivante  [ ~ s u l  1 ; s i  y ,  e t  y2 sont  deux d i £  féornor- 

phismes d e  S I  , de c l a s s e  c2 , q u i  commutent e t  t e l s  que F i x ( y l )  f 0 e t  

F ix(y2)  # 0 , a l o r s  a ( F i x ( y l ) )  c Fix(y2)  . 

Commençons par  supposer que tous  l e s  éléments  de r ,  e t  de r2  ont  de s  

p o i n t s  f i x e s .  Fixons un élément y1  de  r, e t  considérons l ' o u v e r t  

1 
S -a (F ix(y , ) )  . Les composantes connexes de c e t  ouver t  son t  de deux types : ou 

b i e n  y, e s t  l ' i d e n t i t é  su r  c e t t e  composante, ou b i en  y1 n 'a  pas  de po in t  f i x e  

su r  c e t  i n t e r v a l l e .  Notons A. l e s  composantes du premier  type  e t  B c e l l e s  du 
j 

1 
second; on a S - a ( F i ~ ( ~ , ) )  = ( u A ~ )  U (uB.) . Si v2 E T2 , l e  théorème d e  N .  Knpcll 

J 

montre que a ( F i ~ ( ~ , ) )  e s t  formé de p o i n t s  f i x e s  de y2 . Par conséquent, 
r2 

opère su r  chacune de s  composants Ai e t  B . En f i x a n t  j , on o b t i e n t  a i n s i  une 
j 

r e p r é se n t a t i on  : 



Comme ï2 commute avec y1 , l ' image  de c e  morphisme e s t  contenue dans l e  groupe 

- 
d e s  difféomorphismes de  l ' i n t e r v a l l e  B q u i  commutent avec y 

j  
. Comme 

1 lej 
y - n ' a  pas d e  p o i n t  f i x e ,  c e  d e r n i e r  groupe e s t  a b é l i e n  ( c ' e s t  a u s s i  un corol-  

1  IBj 

l a i r e  du théorème de  N. Koppel, v o i r  [ T S U ~ ~ )  . Puisque r2 e s t  s imple,  c e  morphis- 

rie e s t  t r i v i a l ,  c e  qu i  montre que 
y2 

e s t  l ' i d e n t i t é  s u r  l e s  i n t e r v a l l e s  où 
y1 

i i f c s ;  pas i ' i c i r i i i i t 2  e t  c ' e s t  prrcis6ment  c e  que iious voul ions  mont re r .  

I l  nous r e s t e  à montrer que l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t  l a q u e l l e  tous  l e s  é léments  

de  T l  e t  r 2  o n t  des  p o i n t s  f i x e s  e s t  i n u t i l e .  

Montrons d ' abord  qu'un élément  y de  Tl*de ï2  a nécessairement  un p o i n t  

pér iod ique .  Dans l e  cas  c o n t r a i r e ,  d ' a p r è s  l e  théorème de  Denjoy, y  s e r a i t  conju- 

gué à une r o t a t i o n  i r r a t i o n n e l l e  e t  l e  groupe d e s  homéomorphismes de  S '  q u i  com- 

m 1 i t P n t  ;ive? ~ e r a i  t donc cnn j i ig i~é  ail groiipe d e s  r o t a t i n r c  c t  donc abé l i en .  Or 

l e  commutant d ' u n  élément de r l  ( resp .  r ) n ' e s t  ce r ta inement  pas a b é l i e n ,  c a r  
2  

il c o n t i e n t  l e  groupe simple r2 ( resp .  r , )  . 

S o i t  y2 un élément non t r i v i a l  de ï2  . D'après  c e  que nous venons d e  v o i r ,  

une pu issance  non t r i v i a l e  y; d e  y2 possède  un p o i n t  f i x e .  Comme Tl  commute 

a v e c  f 2  , l e  groupe r l  p r é s e r v e  globalement Fix(y2)  e t  donc a(Fix(y;)) (qu i  

e s t  non v i d e  c a r  ï2  
e s t  sans t o r s i o n )  . On o b t i e n t  a i n s i  un morphisme : 

S i  y1 e s t  un élément  non t r i v i a l  de  r l  , une de  s e s  pu issances  y: a  un p o i n t  

f i x e  e t  on peu t  donc appl iquer  l e  lemme d e  N.  Koppel à y: e t  . On o b t i e n t  

!L 
a i n s i  $(y ) = i d  e t  $ n ' e s t  donc pas i n j e c t i v e  

1 
( r l  e s t  sans  t o r s i o n ) .  Puisque 

r ,  e s t  simple , $ e s t  t r i v i a l ,  c e  q u i  montre  que t o u s  l e s  éléments  de  r ,  on t  

R 
d e s  p o i n t s  f i x e s  (au moins a F ~ X ( ~ ~ ) )  . Ceci  termine l a  démons t ra t ion  du lemme. ci 



Appliquons c e  lemme à l a  s i t u a t i o n  q u i  nous i n t é r e s s e .  Notons Q' = h 0 (Q 0 h-' 

où h dés igne  encore l'homéomorphisme donné p a r  3-1 . S i  1 e s t  un i n t e r v a l l e  

fermé d e  s1 d ' e x t r é m i t é s  dyadiques,  on n o t e  

Le lemme précédent  montre  que s i  I l  e t  I2 s o n t  deux i n t e r v a l l e s  dont l e s  in té -  

r i e u r s  s o n t  d i s j o i n t s ,  a l o r s  s o n t  deux o u v e r t s  (non v i d e s )  e t  d i s -  

j o i n t s .  

Les lemmes s u i v a n t s  r é s u l t e n t  d e  l a  d é f i n i t i o n  de 
UI 

e t  d 'une  o b s e r v a t i o n  

précédente .  

LEMME 3.5. S i  g  E G e t  s i  1 e s t  un i n t e r v a l l e  fermé de S' d ' e x t r é m i t é s  

dyadiques,  on a  U 1 = ' g )  U I  . 

LEMME 3.6.  S i  x  E Q,/Z e t  1 e s t  un i n t e r v a l l e .  on a  Ui f7 UI+x = 0 s i  e t  
O O 

seulement s i  1 n ( I+x)  = 0 . o 

C ' e s t  c e t t e  dern i . è re  p r o p r i é t é  q u i  permet e s s e n t i e l l e m e n t  de  c a r a c t é r i s e r  ces  

o u v e r t s  UI . Le lemme su ivan t  e s t  é l é m e n t a i r e ,  nous en l a i s s o n s  l a  démons t ra t ion  

a u  l e c t e u r .  

LEMME 3-7. S o i t  1 c S I  un i n t e r v a l l e  fermé d e  longueur 1 1 1  s t r i c t e m e n t  

i n f é r i e u r e  à 1 /2  e t  R un o u v e r t  d e  S '  a y a n t  l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : 

O O 

1 n (I+x) = 0 s i  e t  seulement si  R n (R+x) = 0 (x E Q2/Z) . 

A l o r s ,  i l  e x i s t e  un unique i n t e r v a l l e  fermé J de  longueur minimale q u i  c o n t i e n t  

Q e t  l a  longueur d e  J e s t  é g a l e  à c e l l e  d e  1 . o 



Revenant à notre situation, on voit que, si 1 1 1  < 112 , il existe un unique 

intervalle fermé VI contenant UI et de longueur 1 1 1  . Il est clair que si 
Il C I2 , alors 

LEMME 3-8. Quitte à conjuguer cp' par une rotation, on a VI = 1 pour tout 1 

tel que III < 112 . 

DEMONSTRATION. L'intervalle V 
[O, 1/41 

est de longueur 1 /4 . En conjugant cp' 

par une rotation, on peut donc supposer que V [0,1/4~ = [0,1/41 . On a alors 
v 
[1/4,1/21 = v[o,1/41+1/4 

= 1/4+[0,1/4] = [1/4,1/2] d'après 3-5 et 3-2 . De même 

v[l 12,3141 
= [1/2,3/4] et V[314,11 = [3/4,1] . Les deux intervalles V 

[O, 1/81 

et V 
/8,1/41 

sont de longueur 1/8 , différent l'un de l'autre par la rotation 

d'angle 118 et sont contenus dans VLO, l4 ] = [0,1/4] . C'est donc que 
V - [0,1/8] et "[1/8,3/4] = [ 1 / 8 , 3 / 4 ]  . Par des arguments similaires, on 
[0,1/81 - 

montre que VI = 1 pour tout intervalle 1 d'extrémités dyadiques tel que 

1 < 1 . O 

PROPOSITION 3.9. Si cp vérifie l'hypothèse (HI , (p est topologiquement conjugué 

à l'injection de G dans ~oméo(~') . 

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que cp' = id . Soit g E G , x €Q2/72 et 1 

un intervalle fermé d'extrémités dyadiques dont l'extrémité gauche est x et tel 

que 1 1 1  < 112 et I~(I)/ < 112 . On a : 

v g(I) = g(1) (lemme 3-81 

= cp'(g) (VI) (lemme 3-5) 

= cp' (g) (1) (lemme 3-8) . 



Puisque g(1) = cpl(g)(I) , leurs extrémités gauches sont égales, c'est-à-dire que 

cp' (8) (x) = x . Par densité de Q2/Z dans ~'~mconclut que cp' = id . 

Nous cherchons maintenant à nous débarasser de l'hypothèse (H) . 

2 1 LEMME 3.10. Soit cp : G + Diff (S ) une représentation quelconque. Alors, il 

existe un point x de s1 fixe par cp(F) . 

DEMONSTRATION. Soit 1 l'intervalle [2-", 1-2-"] de SI et Un l'ouvert de 

S' défini par : 

1 
Le fermé S -Un est non vide car il contient les points non fixes de ~ ( g )  où 

g est à support dans [0,2-"+l] d'après 3-4 . Soit K c s1 l'intersection 

1 
décroissante de ces fermés S -Un . La définition même de K montre que cp(F') 

est l'identité sur K . 

Soient g1 et g2 les deux éléments de G dont les graphes sont les 

suivants : 



C m e  1 c g, ( I n )  c In-l n e t  In c g 2 ( I n )  c In-l (n > 2) , on a 

Un c v ( g l  (Un) c Un-,  e t  Un c @(g2) (Un) C Un-1 . 11 e n  r é s u l t e  que w(g l )  e t  

( ~ ( g * )  p r é s e r v e n t  globalement K . Comme nous avons vu que ~ ( g , )  e t  v ( g 2 )  on t  

au  moins un p o i n t  f i x e  ( v o i r  l a  démons t ra t ion  d e  3-41, e t  comme w ( g l )  e t  w(g2) 

commutent, on e n  d é d u i t  que w(g l )  e t  v ( g 2 )  o n t  un p o i n t  f i x e  commun x dans 

K . Observons maintenant  que t o u t  élément de  F s ' é c r i t  sous l a  forme gl gF g 

où g E F '  . Conme ~ ( g  ) e t  w(g2) f i x e n t  xo e t  que w(F') e s t  l ' i d e n t i t é  
1  

s u r  K , on conc lu t  que x e s t  f i x é  p a r  W(F) . 

2 1 
LEMME 3.11. S o i t  Q : G + D i f f  (S ) une r e p r é s e n t a t i o n  non t r i v i a l e .  A l o r s  w(G-) 

possède un unique minimal dans S I  q u i  e s t  a u s s i  l ' u n i q u e  minimal de cp(Q /Z) . 2 

DEMONSTRATION. Montrons t o u t  d 'abord que v(G) ne peu t  a v o i r  d ' o r b i t e  f i n i e .  En 

e f f e t ,  une t e l l e  o r b i t e  f o u r n i r a i t  une r e p r é s e n t a t i o n  de G s u r  un groupe f i n i  

c y c l i q u e  e t  l a  s i m p l i c i t é  de  G e n t r a î n e  a l o r s  que l ' o r b i t e  f i n i e  d e v r a i t  ê t r e  

un po in t  f i x e .  Mais l e  groupe d e s  homéomorphismes d e  S I  q u i  f i x e n t  un p o i n t  e s t  

un groupe sans  t o r s i o n ,  de  s o r t e  que c e  groupe ne  p e u t  c o n t e n i r  v(G) dont  l a  

t o r s i o n  e s t  non t r i v i a l e .  

Deux c a s  son t  a l o r s  p o s s i b l e s  : 

1 
i )  Les o r b i t e s  d e  q(G) son t  denses  dans S , i . e .  w(G) possède un unique 

1 
minimal M q u i  e s t  S . 

1 
i i )  Q(G) possède un unique minimal e x c e p t i o n n e l  M c  S . 

Dans l e s  deux c a s  M e s t  contenu dans l ' ensemble  d e s  p o i n t s  d ' accumula t ions  

de  n ' impor te  q u e l l e  o r b i t e  de  cp(G) . 



Les actions effectives de Q2/Z sur le cercle peuvent être décriteç de la 

façon suivante : 

1 
a) L'action possède un unique minimal ?I c S . 

b) 11 existe une semi-conjugaison h : SI + entre l'action considérée 

et une action de Q2/Z sur S' par rotations. 

c) Si N # S' et si y est un élément non trivial de Q2/Z , alors y 

1 
envoie une composante connexe de S -N sur une composante connexe distincte. 

Ces trois propriétés se montrent facilement en utilisant une mesure de 

probabilité p sur s1 invariante par Q2/Z . Le support de p est le minimal 

N et l'intégrale de p définit la semi-conjugaison h . 

La propriété c) montre que si x t S' , l'orbite de n par Q ne peut 

1 
contenir qu'au plus un point dans chaque composante de S -N  . Il en résulte que, 
pour tout x de S1 , l'ensemble des points d'accumulation de l'orbite de x par 

Q2/Z coïncide avec N . 

Soit x un point de SI fixé par cp(F) (lemme 3-8). Comme tout élément de 

G s'écrit sous la forme gl.g2 où g1 E Q2/Z et g2E F , on a 

<P(G)(X~) = Q(Q~/Z)(X~) . En considérant les point d'accumulation de cp(Q2/Z)(x ) , 

on obtient M c N . Comme N est clairement contenu dans 111 , on obtient l'égali- 

té cherchée M = N . 

Nous pouvons démonstrer le théorème K . 

2 1 
THEOREME 3.12. Toute représentation non triviale cp : G + Diff ( S  ) est serni- 

1 
conjuguée à l'inclusion canonique de G dans Homéo(S ) . 



DEMONSTRATION. Si les orbites de q(G) sont denses, le lemme précédent montrent 

que cp vérifie la propriété (H) et nous avons déjà montré le théorème (3-9). 

Si cp(G) possède un minimal exceptionnel M, on considère une application 

continue monotone h : s1 -+ s1 de degré topologique 1 ,  telle que h(M) = S' et 

h est constante sur les composantes connexes de s'-I\~ . Oii  peut alors construire 

1 
une représentation cp' : G -+ Homéo(S ) qui est semi-conjuguée à cp par h . 

1 Evidemment, les orbites de cp' sont denses dans S . 

On vérifie qu'un groupe d'homéomorphismes se s1 qui est semi-conjugué à 

un groupe de difféomorphisrnes de classe cf vérifie lui aussi le théorème de 

N. Koppel. Tous les arguments précédents peuvent donc s'appliquer à q' de sorte 

que cp' est topologiquement conjugué à l'inclusion de G dans ~oméo(~') . 

Pour terminer cette section, nous allons décrire les représentations de G 

2 1 
dans Diff (S ) à conjugaison différentiable près et non pas seulement à semi- 

conjugaison près. Le cas où les orbites de q(G) sont denses est facile. 

1 
THEOREME 3.13. Soit q : G +  if ff (S ) (r 2 2) une représentation non triviale 

telle que toutes les orbites de cp(G) sont denses. Alors, il existe un difféomor- 

phisme f de R satisfaisant les conditions (I), (II) et (III,) tel que cp et 

qf sont conjugués par une rotation. 

DEMONSTRATION. L'application m : x E s1 -+ 2x E s1 n'est pas un élément de G , 

mais il existe un recouvrement de S' par des intervalles ouverts Ii et des 

éléments gi de G tels que m = gii Ii . Soit h une conjugaison topologique 11; 
1 - 

entre cp et l'inclusion naturelle de G dans Homéo(S ) et soit f : s1 -+ S 1 

- - 
l'application définie par f . Il est clair que f est bien défini et 

1 h-l ( 1 ~ " ~ ~ )  h-l (I~) - 
ne dépend pas du choix des Ii &des gi . De plus, f est évidemment de classe cr . 





Soit g E G tel que 
11 

= id . Les éléments cp(gl) et cP(g) commutent et 

- 1 
préservent l'intervalle J = h (10,1/2[) . Par ailleurs, (~(g,) n'a pas de points 

fixes sur J alors que ~ ( g )  fixe tous les points de id fi J . On peut donc 
appliquer le théorème de N. Koppel pour conclure que ~ ( g )  lJ = id et donc que 

Le théorème suivant montre que les représentations cp ayant une orbite non 

denses sont "presque" conjuguées à une représentation du type (Pf ' 

1 
THEOREME 3.15. Soit cp : G -+ ~ i f f ~ ( ~  ) (r - > 2) une représentation non triviale 

ayant une orbite non dense et h une semi-conjugaison entre cp et l'inclusion de 

1 
G dans Homéo(S ) . Il existe un difféomorphisme f de R satisfaisant les 

conditions (1), (II) et (111~) et une rotation R de S' ayant la propriété 

suivante. Si g E G et si xl ,x2,. . . ,X sont les points de S' où g n'est 
k 

1 -1 
pas différentiable, alors cp(g) et R(pf~'' (g) coïncident sur S -h {xl ,x2,. . . ,xk}. 

DEMONSTRATION. On reprend les notations de la démonstration du théorème 3.13. Le 
- 

lemme précédent montre précisément que lVapplication f : -+ s1 définie par 

f l  -1  = '('i) lh-l (li) 
est bien définie et ne dépend pas du choix des Ii et 

ih ( 1 ~ 1  
de gi . Cette application est de classe cr et nous verrons plus bas qu'il existe 

- èm e - 
un point fixe pour f tel que le r jet de f en ce point est celui de l'iden- 

tité. En conjugant cp par une rotation R , on peut donc supposer qu'un relevé 

f de f à IR satisfait les propriétés (I),(II), et (III,) . Le fait que cp(g) 
1 - 1  

et F!qf~-'(g) coïncident sur S -h {xl,x 2 , . . .  ,xd résulte alors de la défini- 

tion de f . 

- 1 
Il nous reste à décrire cp(g) sur h {xl,x 2,...,~k) . Remarquons que 

h-1 (0) est la projection dans s1 de l'intervalle maximal J de IR dont les 



ext rémi tés  sont  des p o i n t s  f i x e s  de f  . 

LEMME 3.16 . On s e  p l ace  dans l e s  cond i t i ons  du  théorème 3.15. S i  g E F ,  l e  - -  
difféomorphisme ~ ( g )  de l ' i n t e r v a l l e  J = h-1 (O) = [ a , ~ ]  ne dépend que de s  

dér ivées  à gauche e t  à d r o i t e  de g e n  O . Cec i  d é f i n i t  donc une r e p r é s e n t a t i o n  

J ,  de 22 @ 22 dans D i f f ( J )  ayant  l e s  p r o p r i é t é s  suivan% : 

i )  Le rème j e t  de $(m,n) e n  a e s t  c e l u i  de fm e n  a . 

i i . )  Le rème j e t  d e  $(m,n) en  4 e s t  c e l u i  de fa en  B .  

DEMONSTRATION. La première a s s e r t i o n  e s t  une conséquense du lemme 3.14 ; s i  81 

e t  g2 sont  des  éléments  de F ayant  mêmes dé r i vée s  à d r o i t e  e t  à gauche e n  O , 
- 1 - 1 

a l o r s  l e  germe de  g1 g2 en  O e s t  t r i v i a l  e t  l e  germe de  v ( g l  g2) au  v o i s i -  

nage de h-' (0) e s t  donc l u i  a u s s i  t r i v i a l .  Les p r o p r i é t é s  i )  e t  i i )  r é s u l t e n t  

du théorème 3.15; s i  g  e s t  un élément de F dont  l e s  d é r i v é e s  à gauche e t  à 

d r o i t e  en  O sont  2m e t  2n , a l o r s  d ' ap r è s  3.13, ~ ( g )  co ïnc ide  avec fm su r  

un "demi-voisinage gauche" de  a e t  avec f n  s u r  un "demi-voisinage d r o i t  d e  B I 1 .  

La p r o p r i é t é  i i i )  r é s u l t e  a u s s i  de 3.15; s i  l e s  dé r i vée s  à gauche e t  à d r o i t e  de 

g E F en  O sont  éga l e s  à 2 ,  a l o r s  g e s t  d i f f é r e n t i a b l e  en  O e t  ~ ( g )  co ïnc ide  

- 
donc avec <D, (g) au  vo i s i nage  de h-' (O), c ' es t -à -d i re  avec f  au  vo i s i nage  de 

h-'(0) = [a,BI . 

S i  un c r - d i f f é ~ m o r ~ h i s m e  de [O, 1 1  ne possède pas de  po in t  f i x e  où son  rè"" 

j e t  e s t  c e l u i  de l ' i d e n t i t é ,  il en e s t  de même pour t o u t  difféomorphisme non t r i v i a l  

q u i  c o m u t e  avec l u i  ( v o i r  [Tsu 1 1 ) .  Comme l e  j e t  de $(O, 1)  e s t  t r i v i a l  en  a , 

c e t t e  remarque montre q u ' i l  e x i s t e  au  moins un p o i n t  de  [a,B] f i x e  par  f e t  



- 
t e l  que l e  rème j e t  de f  en  c e  po in t  e s t  t r i v i a l .  C ' e s t  c e t t e  a f f i r m a t i o n  q u i  

manquait à l a  démonstrat ion de 3.15. 

Nous pouvons d é c r i r e  maintenant  l e s  représen ta t ionsnon  t r i v i a l e s  

1 
Ip : G + Diff r (S  ) à conjugaison d i f f é r e n t i a b l e  p r è s .  

THEOREME 3.17. A conjugaison p a r  une r o t a t i o n  p r è s ,  l a  donniedrune r e p r é s e n t a t i o n  

1 non t r i v i a l e  cp d e  G dans D i f f r ( s  ) e s t  équ iva l en t e  à l a  donnée de s  deux o b j e t s  

s u i v a n t s  : 

1) Un difféomorphisme f  de W s a t i s f a i s a n t  1, II,  e t  IIIr . 

2) Un morphisme $ : Z? @ Z? -+Di f f r ( [ a ,B1 )  (où [ a , ~ ]  e s t  l ' i n t e r v a l l e  

maximal f i x e  pa r  f )  v é r i f i a n t  i ) ,  i i )  e t  i i i )  . 

La donnée de 2) e s t  i n u t i l e  lorsque l e s  o r b i t e s  de cp(G) sont  denses  c a r  

a l o r s  a  = 6  . 

DEMONSTRATION. Nous avons d é j à  vu comment a s s o c i e r  un couple ( f , + )  à une 

r e p r é s e n t a t i o n  cp . Montrons comment c o n s t r u i r e  cp à p a r t i r  d 'un t e l  couple . 
- 1 S o i t  h  une semi-conjugaison e n t r e  f  e t  x  E S  + 2x E 3' (Lemme 1-9) . S o i t  

g  E G e t  i x l  , x2 , .  . . ,xk)  l e s  p o i n t s  de s1 où g  n ' e s t  pas d i f f é r e n t i a b l e .  

Posons yi = g(x i )  . s u r  x = - hfxl  ,. . . ,xk l  , on pose ~ ( g )  l x  = cpf (g )  l x  . 
11 nous r e s t e  à d é f i n i r  cp(g) su r  l e s  i n t e r v a l l e s  du type h-l ( x l )  . Observons 

que R g  Rxl e s t  un élément de F 
-y1 

e t  que R- e t  R  sont  d i f f é r e n t i a b l e s  p a r t o u t ,  de s o r t e  que v(Rx ) e t  
y1 X1 1 

.(R-, ) son t  d é j à  d é f i n i s .  Pour d é f i n i r  cp(g) sur  h-l ( x l )  , il  nous s u f f i t  
1 

donc de d é f i n i r  ~ ( g )  su r  h-1 (0)  = [ a , ~ ]  lo rque  g  E F . On pose a l o r s  

<p(g) = $(m,n) où 2m e t  son t  l e s  dé r i vée s  à gauche e t  à d r o i t e  de 
1 h-l (O) 

g e n  O . I l  e s t  f a c i l e  de  v é r i f i e r  que l ' o n  d é f i n i t  b i en  a i n s i  une r ep ré sen t a t i on  

cp de G dans ~ i f f ~ ( s ' )  . 



III. 4. COROLLAIRESDU THEOREME K. 

" 1 
Le corollaire L est maintenant clair : si cp : G + Diff (S ) est topologique- 

1 
ment conjugué à l'inclusion canonique de G dans Homéo(S ) , alors cp est évidem- 

ment semi-structurellement stable. 

Nous démontrons maintenant le théorème F relatif à l'invariant de Godbillon- 

1 
Vey. Commençons par quelques rappels concernant cet invariant. Soit Br2 

le classi- 

fiant de Haefliger des r-structures transversalement orientées, de codimension 1 

et de classe c2 . L'invariant de Godbillon-Vey est une classe de cohomologie, que 
3 1 1 2 1 

nous notons GV , dans H (Br2;R) . Le S -fibré au-dessus de BDiff+(S ) associé 

2 1 -2 1 
à l'action de Diff+(S ) sur S' a le type d'hornotopie de BDi£f+(S ) . Ce fibré 

1 
est muni d'une F,-structure "horizontale" qui est classifiée par une application 

L. 

- 2  1 1 q : BD~£~+(s ) -i Br,, définie à homotopie près. L'image réciproque q*GV est une - 
3 -2 1 3 -2 1 

classe de cohomologie, notée encore GV dans H (B~iff+(S );R) = H (Dif f+(S ) ; R I  . 
L'image de GV par le morphisme d'intégration sur la fibre 

-2 1 2 1 
H3(~i£f+(s );IR) -+ ~'(~iff+(S );R) est une classe de cohomologie que nous notons 

gv (voir par exemple [~i-TS] ou  or]) . Nous nous proposons de montrer que, 

2 1 2 pour toute représentation cp : G -t Di££+@ ) , On a cpn(gv) = 0 dans H (G;IR) . 
2 1 

Soit eu 1s classe d'Euler dans H2(~iff+(S );k) . 

2 1 
LEMME 4.19. Si cp : G + Diff (S ) est un morphisme non trivial, on a + 
cp*(eu) = r x  . 



DEMONSTRATION. La façon la plus rapide de montrer ce lemme est d'utiliser le 

théorème K et d'observer que la classe d'Euler est invariante par semi-congaison 

respectant l'orientation (voir [ Gh2 1). 0 

Quitte à conjuguer cp par une symétrie, nous powons donc supposer que 

cp*(eu) = x . Nous avons donc un diagramme commutatif : 

2 1 LEMME 4.10. Pour toute représentation cp : G + Dif£+(S ) , il existe un réel 

k tel que @(gv) = ka dans H~(G;R) . 

DEMONSTRATION. On peut supposer que <P est non triviale. La naturalité de 
,., 

l'intégration sur la fibre montre que cp*(gv) est aussi l'image de cp*(GV) par 

2 3 - 
l'intégration sur la fibre H~(G;R) -t H (G;R) . Comme H (G;R) est engendré 

par la classe B et que l'intégrale sur la fibre de B n'est autre quecl E H~(G;R) , 

on obtient le résultat. 

Nous terminons maintenant la démonstration du théorème F . 

THEOREME 4.11. Pour toute représentation cp : G + ~iff*(~') , on a @(gv) = O . 

DEMONSTRATION. Utilisons de nouveau le cycle o = (u,v) - (v,u) fourni par le 

lemme 11-4.8. Comme l'invariant de Godbillon-Vey d'une représentation de 22 8 Z 



2 1 
dans D i f f + ( S  ) est nul (voir [~er]), on a <p*(gv) ( 0 )  = O . Par ailleurs, nous 
savons que a(u) = 1 (lemme II. 4.8). En évaluant l'égalité @(gv) = ka sur 

u , on obtient alors que k est nul. o 
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O. Introduction 

Le complexe des formes basiques sur une variété feuilletée (M, 9 )  a été 
introduit par Reinhart dans [12]. Ses éléments sont les formes différentielles o 
sur M ,  qui, pour tout champ X tangent à 5 vérifient les conditions: 

i) i,o=O. 
ii) i,do=O. 

Désignons par H*(M/B) la cohomologie de ce complexe. On peut envisa- 
ger H*(M/F) comme cohomologie de la structure transverse. voire de l'espace 
des feuilles de 9 .  Ainsi, lorsque B provient d'une fibration, la cohomologie 
H*(M/9)  s'identifie à la cohomologie de de Rham de l'espace de base de la 
fibration. 

Lorsque la variété M est fermée, il est immédiat que les espaces vectoriels 
H0(M/9)  et H1(M/9)  sont de dimension finie. A l'opposé, tous les autres 
espaces vectoriels Hk(M/9),  k 5 cod 9, peuvent être de dimension infinie 
comme le montrent les exemples de G.W. Schwarz [15]. 

Si on suppose que 9 est un feuilletage riemannien, Reinhart affirme dans 
[13] que la cohomologie basique H*(M/9)  est de dimension finie et vérifie la 
dualité de Poincaré. Toutefois, un exemple dû à Y. Carrière [3] montre que 
cette seconde affirmation n'est pas exacte. L'erreur détectée compromet aussi la 
preuve de l'assertion de finitude. Celle-ci devient désormais une question 
ouverte. 

Récemment, Kamber et Tondeur [lO] ont montré que le résultat de 
Reinhart reste vrai si le feuilletage est minimalisable (taut). Ils démontrent 
également un théorème de finitude pour les feuilletages étirés (tense). Les 
démonstrations dans [13], ainsi que dans [IO] sont basées sur les méthodes de 
la théorie de Hodge. 

Dans le même esprit, on trouvera une étude de la cohomologie basique 
des feuilletages riemanniens dans [7]. 

Le but de ce travail est de démontrer à l'aide d'une approche différente le: 
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Théorème O. Soit 9 un ,feuilletage rieinannien de codirnension n sur une variété 
jkrrnie M .  Alors la cohornologie bu.sique H*(M/F)  est de diinension finie. De 
plus, H n ( M / 9 )  est isomorphe Ù O ou IR. 

Notre preuve utilise un théorème de P. Molino [Il] qui décrit la structure 
d'un feuilletage riemannien à l'aide de deux fibrations. Les cohomologies des 
différentes variétés et des feuilletages qui interviennent dans ce théorème sont 
reliées à l'aide de deux suites spectrales du type Leray-Serre. Celles-ci nous 
permettcnt dc conclure. 

Le premier paragraphe contient des préliminaires. Dans le paragraphe II, 
nous traitons le cas des feuilletages transversalement parallélisables. La 
démonstration du théorème O est donnée dans le paragraphe III. 

1. Préliminaires 

Ce paragraphe est destiné au rappel de quelques notions et résultats utiles par 
la suite. Nous donnons également deux exemples pour les illustrer. 

Toutes les structures considérées dans ce travail sont de classe Cx. 
Soit 9 un feuilletage sur une variété fermée M. On note Cw(M) l'anneau 

des fonctions C" sur M et f (5) le CW(M)-module des champs de vecteurs 
tangents à 3. 

Le complexe des formes basiques sur (M, 9 )  sera noté Q*(M/F). La 
condition o ~ f i * ( M / F )  est équivalente à: si X e T ( 9 )  on a :  

i) i,w=O 
i i)  O,w=O 

où 0, est la dérivée de Lie associée à X. 

Définition 1.1. Le feuilletage 9 est transversalement parallélisable s'il existe sur 
M n-champs de vecteurs transverses indépendants en chaque point qui le 
laissent invariant. 

Un tel feuilletage est riemannien. Sa structure est donnée par le théorème 
suivant, dû à Conlon [ 5 ]  en codimension deux et à Molino [ I l ]  en général: 

Théorème 1.2. Supposons que F est transversaletnent parallélisable sur M .  
Alors : 

i) Les adhérences des feuilles de 9 sont les fibres d'une fibration localement 
triviale F q  M W 

ii) 11 existe un groupe de Lie 1-connexe G tel que le feuilletage induit dans 
chaque fibre est transversaleinent de Lie de groupe G .  

L'application Il est appelée la fibration basique de 9 .  

Reinarque 1.3. Les trivialisations locales de Il peuvent être choisies de façon à 
respecter le feuilletage sur chaque fibre [Il]. 

Exemple 1.4 ([3]). Soient A E S L , ( Z )  une matrice hyperbolique et Â une de ses 
valeurs propres. La direction propre associée à 1 définit sur T2 x 1 un flot 4 
invariant par l'identification (rn, O)-(A(m),  1). On obtient ainsi sur la variété 
quotient T: un flot transversalement de Lie le groupe affine de IR, donc 
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transversalement parallélisable. La fibration basique s'identifie à la fibration 
naturelle T2  -+ TA3 -+ S1. O 

Supposons que B est un feuilletage riemannien. Soit M le fibré des repères 
orthonormés transverses à F. En utilisant la connexion de Levi-Civita trans- 
verse, il est démontré dans [I l ]  le: 

Théorème 1.5. Le feuilletage 9 se relève sur M en un feuilletage @ de même 
dimension qui est transversaletnent parallélisable. 

Exemple 1.6 (voir aussi [3]). Considérons la sphère S3 plongée dans C2 comme 
{(z1,z2): l ~ 1 1 ~ + 1 ~ 2 1 ~  = 1). 

Soit (q,) le flot riemannien sur S3  défini comme suit: 

où X, ~ E W .  Si i, et p sont indépendants sur q, le flot (q,) a deux orbites 
fermées. 

Dans ce cas, en regardant les relevés d'une orbite fermée on constate que la 
fibration basique a comme fibre le tore T'. 

La fibration des repères S O ( ~ ) + S ^ ~ + S ~  induit un isomorphisme 
n1(S0(2)) 2 n1(S3). Il en résulte que l'application n , ( ~ ~ ) - + n ,  (g3) est surjec- 
tivc. D'ou r , (W)=O ct donc LY est une sphère S" lJ 

II. Le cas transversalement parallélisable 

Dans ce paragraphe. on établit A l'aide du théorème 1.7 l'existence d'une suite 
de Mayer-Vietoris généralisée polir la cohomologie basique et celle d'une suite 
spectrale qui converge vers cette cohomologie. Pour ceci nous utilisons un 
complexe double de cech-de Rham. Notre référence dans ce paragr:iphe est 
Cil. 

Supposons d'abord que dans le théorème 1.2 la variété W est un point. Le 
feuilletage B est alors transversalement de Lie de groupe G et à feuilles denses. 
Soit M le revêtement iini~crscl de M. D'après Fedida [XI. i l  existe ilne 
fibration D: M + G  dont les fibres sont des revêtements des feuilles de 9. De 
plus, il existe une représentation I I :  n,(M)+G dont l'image est dense et telle 
que D(N. i n ) =  h ( ~ )  Dofi). Ceci permet d'identifier le complexe Q*(M/9)  au 
complexe des formes invariantes i gauche sur G. On en déduit la: 

Proposition 11.1 161. Lct c ~ o l ~ o i n o l o ~ i c  h r t s i q i r t ~  H * ( M  1.S) c.st i s o t ~ l o i . p l ~ c ,  ri 1 ~ 1  

c.ohoinogie de l'algèbre de Lie du groupe G .  O 

On suppose dorénavant que la variété W n'est pas réduite à lin point. 
Soit ~8 = { Ü i ] i =  ,, ,,,. , un recouvrement de W et posons pour tout i :  Lf, 

= n-'(Ui).  On munit Ui du feuilletage induit par 9 
Pour tout multi-indice (i,, ... , i,,) on note U,,, , , , i l ,  I'ouvert Uj , ln  ... n lJiI,. On 

:i ilne suite de restrictions: 
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En définissant le cobord 6 = 1 ( -  1)' S i  on obtient une suite: 
1 

Les feuilles de B sont contenues dans les fibres de II. En relevant une 
partition de l'unité subordonnée au recouvrement & on obtient une partition 
de l'unité basique sur M ,  permettant de montrer que la suite ( 2 )  est exacte. 

Posons SZq ) -  n S Z q ( U i o ~ , ~ i p / F )  et D=S +(-  l ) P d .  On obtient 
alors le 

- .  
IO < ... . c i p  

Théorème 11.2. Lapplication de restriction: 

induit un isotnorphis~ne 

r*: H * ( M / F )  -+ Hg(C*(J#,  sr$)). 
Dans la suite nous aurons besoin du: 

Lemme 11.3. Soit Ü un ouvert contractile de W et posons U  = Il-'(0). Alors la 
cohotnologie basique H * ( U / F )  est isotnorphe à la <~ohotnologie de l'cilgèbre de  
Lie 6 du groupe G .  

Détnonstration. C'est une conséquence de la proposition 11.1 et de la remarque 
qui suit le théorème 1.2. On peut en effet construire un isomorphisme naturel 
de complexes : 

SL* ( U / 9 )  -"-* Q * ( Ü ) @  A* (fi*). 

La conclusion est alors immédiate. O 

Supposons le recouvrement 4 simple. Considérons le double complexe K  - - 
défini comme suit : 

muni de la différentielle D = S + ( - l ) P  d.  
On obtient à partir de K une suite spectrale { E r )  dont le terme E ,  est 

donné par: 
Eyq = CF(&, X ' ) ,  

où X '  désigne le préfaisceau (ainsi que le faisceau associé) ~ ' ( 0 )  = H q ( U / F )  
sur W Le lemme 11.3 implique que X f  est localement isomorphe à Hq(Q).  
D'autre part, comme d ,  = 6  sur El on aura: 

La suite { E r )  converge vers H g ( K )  qui est d'après le théorème 11.2 isomor- 
phe à H * ( M / F ) .  A l'aide du lemme 11.3 on obtient finalement le 

Théorème 11.4. I l  existe une suite spectrale { E r )  qui converge vers la cohomolo- 
gie basique H * ( M / F )  et dont le terme E ,  est: 
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Corollaire 11.5. La cohomologie basique d'un feuilletage transversalement 
parallélisable sur une variété fermée est de dimension finie. 

Démonstration. La fibre du faisceau localement constant 2'' est un espace 
vectoriel de dimension finie. Dans ces conditions la variété W étant compacte, 
il en résulte que la cohomologie H * ( w  X ' )  est de dimension finie. Le 
théorème 11.4 permet alors de conclure. O 

Remarques 11.6. i) Le corollaire 11.5 est aussi une conséquence d'un résultat de 
K.S. Sarkaria, basé sur les techniques de paramètrix 1143. 

ii) Une démonstration élémentaire de 11.5 peut être donnée en utilisant 
l'exactitude de la suite (2) et une récurrence sur le nombre d'ouverts d'un 
recouvrement simple de W 

Corollaire 11.7. La cohomologie en dimension maximale H n ( M / F )  est isomorphe 
à O ou IR. 

Démonstration. Il résulte de l'existence de la suite spectrale précédente que 

où s = dim W et t = n - s est la dimension de l'algèbre de Lie 8. 
Si 8 n'est pas unimodulaire &$=O. Sinon 8; est un faisceau localement 

constant de fibre IR. Soit O le faisceau des orientations de W La cohomologie 
H Y w  2'') s'identifie par dualité de Poincaré à HO(O@X'-')  qui est isomor- 
phe à 0 ou IR. 

Exemple 11.8. Reprenons le feuilletage 4 de l'exemple 1.4. On recouvre S1 par 
deux intervalles ouverts 0 et Alors: 

u = I I - ' ( Ü ) = T ~  x [O, 1 1 ,  V = ~ - ' ( ~ ) = T ~ X  [O, 11 
et 

K = U n V = T 2  x [O, 1]U T~ x [O, 11 .  

La suite exacte (2) devient: 

Puisque H0(T2 x [O, ~ ] / C $ ) E H ~ ( T ~  x [O, l ] / q 5 ) ~ I R ,  on en déduit la suite 
exacte de cohomologie: 

où A* (a, b) = (a  - b, a -A* b). On en déduit que H  (T:/$) = O  et H1 ( T i / $ )  
=R. O 
Remarque 11.9. La cohomologie H*(T:/@) est calculée dans [3] par une 
méthode différente. 

III. Le cas général 

Dans ce paragraphe nous démontrons le théorème 0. Si 9 est un feuilletage 
riemannien transversalement orientable on sait d'après le théorème 1.5 que le 
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feuilletage relevé .$ est transversalement parallélisable. On reliera leurs coho- 
mologies basiques a l'aide d'une suite spectrale. 

Rappelons que l'algèbre des formes différentielles sur le SO(n) fibré princi- 
pal M -+ M est une so(n)-A.D.G. ([4] ou [9]). 

Revenons au complexe Q*(M/.@) pour prouver le: 

Lemme 111.1. L'algèbre Q*(M/&) est une so(n)-sous-ADG de Q*(M). 

DPrnonstrarion. La seule chose à vérifier est qiie pour X~so(17)  les opérateurs i, 
et O ,  préservent Q*(M/.@).  Soient (I,EQ*(M/.$) et YET(@). Alors i, i, w = 
-i, i,c»=O. Puisque SO(n) préserve $ le crochet [X, YIET(&) (X étant vu 
comme champ fondamental). D'après une formule classique on a :  O, i,o 
=iI,. ,,w +i, i, w=O. Ainsi i , o~d*(M/&) .  

Montrons que O, ~ E Q * ( M / & ) .  D'abord, i, O, w = O ,  i,w -il,. =O. Une 
autre foi-mule donne: 

n , . oXw=o  ,,.,, w-o,.oyo,=o. O 

Coiisidérons à présent, la connexion de Levi-Civita transverse sur ,M. 
D'après [ I l ]  rt, est transverse projetable. Ceci revient à dire que si YET($), 
alors co(Y)=O et que si de plus w(X)=O alors w([X,Y])=O. Soit 
a*: .so(n)-+di (M) associée à cu ([4]). 

Idemme 111.2. La r~orir~~~sioii trlgGbr.iyur w Q :  S O ( I I ) + Q ' ( ~ )  est en Jult à valeurs 
dans d1 (MI&). 

Preuve. Soient h*~.so(n), YET(&). Puisque w(Y)=O on a :  

Si X cst un champ sur hl on a :  

d [w*(h*)](X, Y) = - Yto*(h*)(X) -o*(h*) [X, Y]. 

Distinguons deux cas : 
i )  Le champ X est horizontal. Alors [X, Y] est aussi horizontal et la forme 

o*(h*) s'annule sur ces champs. 
ii) Le champ X est vertical. On peut supposer que c'est un champ fonda- 

mental. Puisque o ( X ) = X  on a o*(h*)(X)=<h*,X)=constante, d'où 
Y [CO* (h*)(X)] =O.  Par ailleurs comme [X, Y ] E ~ ( @ ) ,  on a 

ce qui achève la démonstration. O 
Les lemmes précédents disent que les formes basiques Q*(M/@) forment une 

so(n)-A.D.G. munie d'une connexion algébrique. Il existe alors une suite spec- 
trale {E,)  qui converge vers H*(QT(MI&)) et telle que 
E;¶ E HP(M/S)@ Hq(so(n)) (voir [9]. 111.3.5). 

Par ailleurs l'inclusion des formes basiques SO(n) invariantes Q:(M/&) 
dans Q*(M/@) induit un isomorphisme en cohomologie par un argument 
classique de moyennisation. 

Nous pouvons maintenant donner la: 

Démonstration du théorème 0. En passant éventuellement a un revêtement a 2 
feuillets on peut supposer le feuilletage B transversalement orientable. D'après 
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le corollaire 11.5 la cohomologie H * ( M / @ )  est de dimension finie. La première 
partie du théorème résulte en démontrant par récurrence l'affirmation. 

(4) Les espaces vectoriels H k ( ~ / F ) = ~ t O  sont de dimension finie pour 
ksi. 

L'hypothèse de récurrence implique que les termes E l , q ,  r 2 2, p  5 1 sont de 
dimension finie. Comme la différentielle d, est nulle sur Et+'. O, r 2 2 ,  et que 

1 . 0  est de dimension finie on en déduit que H L +  ' (M/B)= E y  est de 
dimension finie. 

11 reste à montrer que H n ( M / F )  est O ou IR. Puisque E:, =O dès que p  > n 
ou q  > m =dim S O ( n )  on voit que 

H n ( M / F ) = E Z  " = E Z r n ~  H n + " ( M / @ ) .  

Le résultat découle du corollaire 11.7. O 

Remarque 111.3. On peut avoir H n ( M / 2 F ) = 0  même si F est transversalement 
orientable - voir l'exemple 11.8. 

Pour terminer illustrons ce paragraphe par un: 

Exernple 111.4. Considérons le flot q5 de l'A. exemple 1.6. Tout d'abord 
H 0 ( S 3 / 4 ) = I R .  Comme H l  ( S 3 / 4 )  se plonge dans H l  ( S 3 )  on a H l  ( S 3 / 4 ) = 0 .  On 
a vu que la fibration basique du feuilletage relevé a comme base S 2 .  

I l  ré~iilte que le faisceau iY,' est constant. D'où 

H ~ ( s ~ / ~ ) %  H ~ ( S ^ ~ / $ ) _ H ' ( S ~ ;  IR)=R. 
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SUR L A  S U I T E  SPECTRALE D ' U N  F E U I L L E T A G E  R I E M A N N I E N  
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S U R  LA S U I T E  S P E C T R A L E  D ' U N  F E U I L L E T A G E  R I E M A N N I E N  

7 .  lvuhoducüon. 

L'objet de cette note est de prouver un résultat de finitude pour la suite 

spectrale différentiable d'un feuilletage riemannien. Nous complétons ainsi le théo- 

rème de finitude de la cohomologie basique démontré dans [l] et un résultat partiel 

de Sarkaria [6]. 

Soit un feuilletage cm sur une variété M. Par extension du cas clas- 

sique, de nombreux auteurs ont remarqué l'existence d'une suite spectrale différen- 

tiable de qui converge vers la cohomologie H* (M) (voir par exemple [3] , [6] ) . 
Celle-ci est obtenue en filtrant le complexe des formes différentielles 

X 
R (M) en posant : 

F~Q,"(I!) = {~E.Q~(H) / i ... i w = O, X. champ tangent 
X~ 'n-p+ 1 à 61. 

Le terme ~ 7 ' ~  de la suite spectrale s'identifie à la cohomologie 

H~(M,Q;) où Q,: est le faisceau des p-formes basiques, c'est-à-dire vérifiant 

i w = 9 w = O pour tout champ X tangent à 5% 
X X 

Lorsque q = O, E ~ "  est le p-ème espace de cohomologie basique de la 
2 

variété feuilletée. 

Lorsque q = dim 5 les termes [r s'identifient à la cohomologie 

de Rmler-Eaef liger [5] [2] . 
Il est bien connu que la cohomologie basique, donc le terme E de la 

2 

suite spectrale du feuilletage ne sont pas de dimension finie, même si M est une 

variété compacte [8] . 
Nous nous proposons de montrer ici le 

Théohbe.  Soit y un feuilletage riemannien sur une variété compacte. 
Alors le terme E2 de la suite spectrale différentiable est de dimension finie. 



Après quelques préliminaires, nous démontrons le théorème au paragraphe 3. 

Pour ceci nous utilisons le résultat déjà mentionné de [6] et nous développons une 

méthode qui est dans [l] et [7]. Nous supposons du lecteur une certaine connaissance 

de [l] et de [7]. 

Toutes les structures sont supposées de classe cm. 

2. CohomoLogie k-baique d'un @udY&ge. 

Soit C f ;  un feuilletage sur une variété M. Nous introduisons une notion 

qui sera utile par la suite. 

DZ~iniXhn 2.1. Une forme différentielle &J est dite k-basique (k ) O) si 

pour tous champs de vecteurs Xi, tangents à y, on a : 

i . ... i &J = i,, . ... . i%dw = 0. * 1 Xi' 
Y 

Notons kQb(M) le sous-complexe des formes k-basiques. Il est clair que 

n 
w E R (M) si et seulement si &J est de filtration n-k+l et du est de filtration 

k b  

* Y 
ExmpLu 2.2. (a) Si k = O, ORb(M) = R (M). 

Y 
(b) Si k = 1,  fi (M) est le complexe des formes appelées classiquement 

I b  

basiques, noté souvent Q;(M). 

(c) si k = dim v, le complexe R*(M) est considéré dans [5]. Plus pré- 
k b  

cisement, Runnnler utilise le complexe quotient n.0 ainsi que sa cohomologie dans 
Q" (M> k h - 

l'étude des feuilletages dont les feuilles sont des sous-yariétés minimales. Un 

complexe légèrement différent ayant la même cohomologie et qui ne dépend que de la 

structure transverse du feuilletage est introduit dans [2] par Haefliger. 

* 
Remcvrcjue 2.3. Les complexes kRb(M) ne sont pas des sous-algèbres de 

* 
Q (M) dès que k ) 2. 

L'intérêt de la cohomologie k-basique réside pour nous dans la : 

PtrapaniXon 2.4. (voir aussi [6] ). Supposons la variété M compacte. Le 



terme E, de la suite spectrale différentiable de est de dimension finie si et 

seulement si la cohomologie klf(~) est de dimension finie pour tout k 2 0. 

Démonstration : La suite longue de cohomologie associée à la suite exacte 

Wi 
et le fait que la cohomologie H (M) est de dimension finie impliquent que la fini- 

Q' (M) 
tude des espaces H.(~) est équivalente à celle des espaces HI?*). k 'b kab (If) 

Pour démontrer la proposition nous remarquons que pour tout k il existe 

un morphisme de complexes - 

En effet, puisque ~p.4 = , il résulte que 
0 1 n~+q 

Comme QP+q(~) C F ~ + ~ Q ~ + ~  (M) , on obtient une surjection naturelle commutant avec les 
9 

différentielles 

* 
?A! k+lQdM) *-k,k 

Pour finir justifions qu'elle induit un isomorphisme H ( ) + E 2  • 

Q* (MI k b  

Considérons pour ceci la suite exacte de paires associée au triplet 

( QPlq (M) , d (FPQP+~-~(M)) +F~"QP+~ (M) , qQE+q (M) ) . 
q+l b 

Le résultat voulu découle du lemme suivant laissé au lecteur : 

Lemme 2.5. Pour q fixé, l'inclusion de complexes 

9 
(M) C d ( F P Q ~ + ~ - ~  (M) ) + F ~ + ~ Q ~ + ~  (M) 



induit un isomorphisme en cohomologie. La paire formée par ces complexes est acyclique. 

3. Démo~f ia t ion  du théoxème. 

Durant tout ce paragraphe nous considérons un feuilletage riemannien sur 

une variété compacte. On suppose d'abord que le feuilletage 9 est transversalement 

orientable. 

Soit k le SO(r) fibré des repères orthonormés directs au feuilletage 
4 

ou r = codim 9. D'après Plolino [ 4 ] ,  le feuilletage se relève sur 2 dans un 
h 

feuilletage F, de même dimension, qui est transversalement parallélisable. Ceci veut 

dire qu'il existe des champs de vecteurs non-nuls partout qui préservent le feuille- 

tage et trivialisent le fibré normal. De plus, la connexion de Levi-Civitta donne 

lieu à une connexion algébrique à valeurs dans Q*(fi) (voir [l]). 
b 

Fixons l'entier k > O. 

* ^  
P x o p o d ~ o n  3.1. La cohomologie kHb(M) est de dimension finie si et 

seulement si k<(~) est de dimension finie. 

Preuve : Lorsque k = 1, l'assertion de la proposition a été démontrée dans 

[il , à 1' aide de la suite spectrale de la SO(r) A.D.G. munie d'une connexion ,Q~<M). 
w 

Dans le cas général, l'argument est similaire une fois justifiée l'existence 

pour tout k, d'une suite spectrale ÊPsq qui converge vers 
k r k<(4. 

* "  
Bien que kfib(M) ne soit pas une algèbre, le produit extérieur d'une 

forme k-basique avec une forme I-basique est encore k-basique. En particulier ceci 

s'applique pour le produit d'une forme k-basique avec une forme qui est dans l'image 

1 ' -  
de la connexion SO(r) -+ (M). Cette propriété permet de justifier l'existence 

/v b 

de la suite spectrale cherchée. Nous renvoyons le lecteur à ([7], appendice) pour 

des détails ainsi que des exemples où se présentent des situations similaires. 

Nous pouvons maintenant donner la 

Preuve du théorème. Par un passage éventuel à un revêtement à deux 



feuillets, nous pouvons supposer que 9 est transversalement orientable. Comme nous 
A 

l'avons déjà rappelé, le feuilletage relevé "F sur 2 est transversalement parallé- 

lisable. Il résulte du théorème démontré dans [6] que dans ce cas le terme E2 de la 
f i  

suite spectrale de est de dimension finie. 

D'après la proposition 2.4., pour tout k 2 O est de dimension finie. D'où 

X! 
la même chose pour kHb(M) par la proposition 3.1. 

Le résultat découle d'une nouvelle application de 2.4. 

(a) La démonstration du théorème ne donne aucune méthode pour calculer le 

terme E2. Pour la cohomologie basique E*" ceci est toutefois possible (voir [l]). 
2 

(b) Pour une étude de la suite spectrale d'un flot isométrique voir [3]. 

(c) Il serait intéressant de relier les nombres dim à la géométrie 
2 

de la variété feuilletée. 

Un exemple simple est donné par la relation élémentaire 

X(M) = 1 dim . 
P,q 
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COHOMOLOGIE BASIQUE 
ET DUALITÉ DES FEUILLETAGES 

Par 
Vlad SERGIESCU 

O . Introduction. 

Les feuilletages riemanniens ont été introduits par B. Reinhart 
(voir [17]). Plusieurs auteurs se sont intéressés depuis à la topologie 
algébrique de ces feuilletages en étudiant la cohomologie des formes 
différentielles basiques. Des questions de finitude et de dualité ont 
été abordées([l6], [15], [SI, [6]). 

Dans ces travaux, les résultats de dualité ont été obtenus en 
utilisant des méthodes d'opérateurs elliptiques. Reinhart a Cté à 
l'origine de cette direction dans [16]. A la suite d'un contre-exemple 
dû à Y.  Carrière [4], les résultats de [16] ont été complétés par 
F. Kamber et P. Tondeur qui démontrent la dualité de Poincaré 
lorsque le feuilletage est minimalisable [ 1 1 1. 

Le but de cet article est de poursuivre l'étude de ces questions 
à l'aide d'une approche topologique. Celle-ci nous permet d'obtenir 
des résultats dans un cadre générai et, en particulier, sur des variétés 
non compactes. 

Soit 8 un feuilletage riemannien complet transversalement 
orientable de codimension n sur une variété M de dimension 
m .  P. Molino a introduit dans [14] le faisceau transverse central 
de 8 qui décrit la structure des adhérences des feuilles. 

II existe, sur M, un faisceau locdlernent constant 4il d'espaces 
vectoriels de dimension 1, lié au faisceau transverse central, que 

' l'on appellera faisceau d'orientation homologique de S .  On dira 
que S est homologiquement orientable si 111 est trivial. 

Mots-clés : Feuilletage riemannien - Cohomologie basique. 



138 V. SERGIESCU 

Soit H,*(M) (resp. Hz,, (M ; 9)) la cohomologie des formes 
basiques (resp. des formes basiques à valeurs dans 9 ,  dont le 
support se projette sur un compact de l'espace des adhérences des 
feuilles de $ ) . 

Notre premier résultat concerne la dualité de Poincaré. 

THEOREME 1.  - Soit 5 un feuilletage riemannien complet. 
Alors : 

(i) La cohomologie Hb, , (M ;Z) est isomorphe a R . 
(ii) Le produit extérieur des formes différentielles induit un 

isomorphisme 

Supposons la variété M compacte. La cohomologie basique 
est alors de dimension finie [SI. 

COROLLAIRE 1 . - (i) 3 est honzologiquement orientable si et 
seulement si Hb (M) # 0.  

(ii) Si Ht (M) # O , alors 1 'accouplement 

H;(M) x (M) - Hi(M) = R 

est non-dkgénéré. 

A l'aide d'un théorème de Hodge pour les formes basiques, 
A. El-Kacimi et G. Hector démontrent indépendamment dans [6] 
la dualité de Poincaré sur une variété compacte telle que Hi (M) f O .  

L'exemple donné dans [4] montre qu'il existe des feuilletages 
qui ne sont pas homologiquement orientables, bien que transver- 
salement orientables. 

La démonstration du théorème 1 fait appel aux résultats de 
P. Molino sur la structure des feuilletages riemanniens. Nous les 
utilisons en conjonction avec une méthode qui remonte à André Weil 
et un argument de suite spectrale basé sur le théorème de comparaison. 

Nous obtenons par cette même voie un second résultat. Désignons 
par c*(M) le complexe des $-courants invariants transverses (voir 
8.1). Ce complexe a été introduit par A. Haefliger dans [8]. 
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Supposons M orientée. Dans [ I l ] ,  Kamber et Tondeur ont 
remarqué l'existence d'une application de "de Rham" : 

THEOREME II. - Pour un feuilletage riemannien complet J, 
induit un isomorphisme 

Si d est un feuilletage riemannien avec feuilles minimales, 
et plus généralement si d est étiré (tense), Kamber et Tondeur 
esquissent une démonstration de ce résultat dans [ l  1 1. 

Nous remarquons à l'aide d'un exemple que l'énoncé ne 
s'étend pas à un feuilletage quelconque (ce qui contredit une 
affirmation dans [ 121) . 

Le premier paragraphe est destiné aux rappels et aux notations. 
Nous abordons ensuite la dualité de Poincaré. Le troisième 
paragraphe traite de la dualité de de Rham. Nous exposons brièvement 
dans un appendice la suite spectrale d'une $-algèbre différentielle 
graduée sous une forme qui nous est utile et qui s'étend aux 
situations nous concernant. 

L'approche de la dualité des feuilletages riemanniens présentée 
dans ce travail est également connue d'André Haefliger. Je le 
remercie pour ses encouragements et pour ses suggestions qui m'ont 
permis d'améliorer le théorème 1. 

Je remercie également Etienne Ghys et Pierre Molino pour leur 
intérêt et leurs observations qui m'ont été utiles. 

1 .  Préliminaires. 
1 

Nous rappellerons dans ce paragraphe les notions et les résultats 
utiles dans la suite. Nous fixons également quelques notations. Pour 
plus de détails, on renvoie à [13], [14], [15], [17]. 

Les structures considérées seront de classe C" . Tous les 
feuilletages seront transversalement orientables. 



Soit 3 un feuilletage de codimension n sur une variété M 
de dimension m . Une forme w E S2* (M) est appelée basique si, 
pour tout champ X tangent à 3, elle vérifie : 

(i) i, w = O 

(ii) i x d w  = 0 .  

Nous noterons !2,*(M) le coniplexe des foriiies basiques. Cette 
notation diffère de celle utilisée dans [ 5 ]  ; nous l'adoptons pour la 
simplicité de l'écriture. 

De même, si $2 est un faisceau localement constant d'espaces 
vectoriels de dimension 1, nous noterons nb(M ;%) les formes 
Cm à valeurs dans $2 vérifiant (i) et (ii) (voir [2], [9] pour des 
généralités). Ce complexe s'identifie aux formes basiques à valeurs dans 
le fibré vectoriel associé à 9 ,  muni de sa trivialisation de fibré plat. 

Rappelons, d'autre part, qu'une forme différentielle w est dite 
%-triviale si pour tous champs X , . . . , X - tangents aux 
feuilles on a : 

On désignera par C,(M) le complexe des courants de de Rham sur 
M .  Soit c*(M) le sous-complexe des courants qui s'annulent sur 
les formes B -triviales ainsi que sur leur différentielles. Il est montré 
dans [8] qu'un élément de c*(M) s'identifie à un courant invariant 
par l'holonomie sur une transversale complète à B . 

DEFINITION 1.1. - Le feuilletage 8 est dit transversalement 
pamllélisable complet s'il existe n champs transverses complets qui 
le laissent invariant e t  qui sont indépendants en chaque point. 

Dans la mesure où il n'y aura pas de confusion possible nous 
appellerons 5 simplement pardélisable. La structure d'un tel 
feuilletage est donnée par le théorème suivant, dû à Molino [13] 
(et à Conlon en codimension 2) : 

THEOREME 1.2. - Supposons 8 transversalement parallélisable 
complet. 

(i) Les adhérences des feuilles sont les fibres d'une fibration 
localement triviale F '-, M A W . 



COHOMOLOGIE DES FEUILLETAGES RIEMANNIENS 141 

(ii) il existe une algèbre de Lie Ç tel que le feuilletage induit 
sur chaque fibre soit un 9 feuilletage de Lie à feuilles denses. 

La fibration n est appelée basique. Son groupe structural peut 
être choisi pour préserver le feuilletage sur la fibre type. 

Notons O le faisceau des orientations transverses de la fibration 
n. Dire que O est trivial est équivalent à dire que W est orientable. 

Supposons que le feuilletage 3 est riemannien. Soit M le SO(n) 
fibré des repères orthonormés directs. A l'aide de la connexion de 
Levi-Civita transverse, il est montré dans [13]  le 

THEOREME 1.3. - Le feuilletage b se relève sur M en un feuil- 
letage 8 ,  de même dimension, qui est SO(n) -invariant. Les feuilles 
de & sont des revêtements des feuilles de  !3 . De plus $ admet un 
parallélisme transverse canonique. 

DEFINITION 1.4. - Le fetiilletage riemannien S est dit complet 
si le parallélisme transverse canonique de $ est complet. 

Dans ce cas, l'algèbre de Lie Ç associée à la fibration basique 
de M est un invariant structural du feuilletage. 

Puisque le groupe SO(n ) laisse le faisceau 6 sur M invariant, 
il résulte que celui-ci est le relevé d'un faisceau localement constant 
O sur M .  

La structure transverse d'un feuilletage complet est précisée 
par le faisceau transverse central [14], [15 1 noté e (b) . Il s'agit 
d'un faisceau localement constant de germes de champs transverses, 
dont la fibre est naturellement isomorphe à l'opposée de l'algèbre 
de Lie 9 . 

Lorsque d est paraiiélisable, Ce) est formé des germes de 
champs transverses commutant avec tout champ transverse complet. 

De plus, si & est le relevé de % sur M, le faisceau t? @) est 
le relevé de (? (b) . 

Si d est un g-feuilletage de Lie complet à feuilles denses, 
e (5) correspond aux germes des champs invariants à droite sur le 
groupe de Lie simplement connexe G associé à 9. On utilise 
pour ceci le diagramme développant de Fédida 
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(voir [ 15 1) 

Ici M est le revêtement universel de M qui fibre au-dessus du 
groupe G . De plus il existe un morphisme h : n, (M) --* G , à 
image dense, tel que la fibration D soit n, (M)-éqiiivariante. 

Désignons enfin par g le faisceau AS e(5)  où s est 
la dimension de l'algèbre de Lie structurale et soit 2 = 9 €3 O. 

DEFINITION 1.5. - On appelle 4 le faisceau d'orientation 
homologique de 3 . 

Nous noterons 52g,,(M ;4) les formes basiques à valeurs 
dans -il dont le support se projette sur un compact de l'espace 
des adhérences des feuilles ; dans le cas parallélisable ce 
dernier est la variété basique W . 

Dans ce travail notre référence pour la cohomologie des 
formes différentielles est la monographie [7]. Nous renvoyons 
à [3] pour les notions générales sur les faisceaux. Les références 
A. 1 -A.4. sont relatives à l'appendice. 

2. Dualité de Poincaré. 

Dans ce paragraphe nous démontrons le théorème de 
dualité de Poincaré pour la cohomologie basique. Nous envisageons 
d'abord le cas des feuilletages de Lie et des feuilletages 
parallélisables. 

Supposons que d est un $-feuilletage de Lie à feuilles denses 
de codirnension n sur M. Il est bien connu (voir [SI) qu'à 
l'aide du diagramme développant 



COHOMOLOGIE DES FEUILLETAGES RIEMANNIENS 143 

le complexe !2E(M) s'identifie au complexe C*( $; R) des 
cochaînes sur l'algèbre de Lie Ç. Ceci se réalise à travers les - 
formes basiques ?r, (M)-invariantes du feuilletage relevé sur M . 

On moptre de la même façon que le complexe !26(M ;4) (ici 
4 = 9 )  s'identifie à C * ( s ;  An Ç) où Ç agit sur An 9 par 
l'application adjointe. La dualité de Poincaré, énoncée d'habitude 
pour une algèbre unimodulaire [ 7 ] ,  fournit un accouplement 
non-dégénéré H*(c$) x Hn - * (Ç ; An Ç) - R . On obtient 
alors par transport la dualité de Poincaré pour la cohomologie 
basique sur M .  

Supposons maintenant que 9 est transversalement parallé- 
lisable complet sur M , que dim M = m , codirn 5 = n Posons 
Q = d i r n W ,  k = m - 2 = d i m F .  

Nous allons construire une application "d'intégration 
transverse" 1 : a,", ,(M ;Q ) --+ R telle que I(dq) = O si 
q ~ ~ , " , ; l ( ~  $1. 

Soit un ouvert trivialisant pour n et U = a - ' ( Ü ) .  Le 
lemme qui suit est immédiat. 

LEMME 2.1. - Le complexe CA: ,(U ;4 ) s'identifie à 1 'aide 
d'une trivialisation locale à aC(Ü ; O ) @ 8,*(F ; 9). O 

On peut donc écrire une forme o E CA?,,(U ; 2) d'une 
unique façon sous la forme w = a, €3 /3 ou O # 0 E S26 - '(F ; 5 ) 
est un générateur fixé et a, E 52e(Ü ;O). On pose alors : 

Plus généralement, si o E 52:,,(M ;9), soit ( f i ) i E J  une 
partition de 1 subordonnée à un recouvrement fini de n(supp w )  
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d'ouverts comme ci-dessus. On pose I ( o )  = 1 ( f jo)  , où 
I ( f i o )  est déjà défini plus haut. J 

PROP~SITION 2.2. - L'application 1 est bien définie et 
induit une surjection HE, .(M ; 9 )  + R . 

Preuve - Soit 1 Y F - F un difféomorpliisnie 
au-dessus de Ü qui prCserve le feuilletage dans chaque fibre. Un 
calcul immédiat donne : 

La dernière égalité tient compte du fait que a et P proviennent 
des facteurs et que x induit l'identité sur Slb - *(x x F ; Y ) . 
Il résulte que si ~ ( s u p p  w)  C Ü, alors I ( u )  est bien défini. 

Pour une forme o quelconque l'indkpendance de I ( o )  par 
rapport à la partition de 1 est similaire aux situations classiques 

(VI ,  [71). 

La définition locale montre que 1 # O . 
Soit qE52;,;'(Ü x F ; Z ) .  Si q = y A 6  avec d e g y = I I - 1 ,  

alors dq = d 7  A 6 , d'où I(dq) = O puisque sw dy = 0 .  s i  

q = A 6 avec deg y  = II, on a da = O ,  d'où dq = O .  Il résulte 
que 1 (dq) = O dans tous les cas. 

En général, si q E fi!,; ' (M ; 2 )  on peut écrire : 

et puisque C df;. = O on a que C 1 (f;.dq) = C 1 (d (67))) = O .  Ceci 
termine la démonstration. E 

Avant de montrer la dualité de Poincaré, remarquons que la 
technique de Mayer-Vietoris s'applique pourvu qu'on se restreigne à 
des ouverts du type U = n- ' (Ü) : 

LEMME 2.3. - Soient Ü et  v des ouverts de W .  Les suites 
suivantes sont exactes : 

Les flèches sont des restrictions ou des extensions par 0 .  
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Preuve. - Elle utilise une partition de 1 sur W comme dans 
le cas classique. 

La proposition 2.2 permet de construire un accouplement 
qi:&?g(M) x S21;P(M;%)-+ R enposant $ ( a , ? ? )  = I ( w  A r ) ) .  
On peut donner alors la démonstration du théorème 1 dans le cas 
parallélisable : 

PROPOSITION 2.4. - L 'accouplement qi induit un isomorphisme, 
noté encore qi : Hb(M)- H;,CP(M ;Q)* . 

Preuve (voir aussi [7]). - Soit Ci3 une base dénombrable 
d'ouverts de W , difféomorphes à RQ . On peut supposer 03 fermée 
par intersection finie. Notons af et ad les réunions finies (respecti- 
vement dénombrables) d'éléments de Ci3 . Pour Ü €63 , le cas des 
feuilletages de Lie implique que la "restriction" 

qi, : Hb(U) - H;iP(U $)* 

est un isomorphisme. 

D'après le lemme 2.3. et le lemme des cinq, ceci reste vrai pour 
Ü E (Br. On en déduit faciiement la même chose pour u E , 
puis pour Ü €((O3 f)d )f .  La conclusion vient de ce que ((af),), 
est fomCe de tous les ouverts de W .  O 

Remrque 2.5 .  - (i) Si M est compacte, le lemme 2.3. montre 
que H,*(M j et H,*,(M ;Q) sont de dimension finie (cf. [ 5 ] ) .  
On utilise pour ceci un recouvrement fini d'ouverts difféomorphes à 
RE. 

(ii) Il est clair que l'hypothèse Hg(M) + O est équivalente 
à la trivialité du faisceau Q . 

Dans ce cas, on peut remplacer la proposition 2.3. en montrant 
directement que pour Ü C W , l'inclusion n- ' (u) = U C M 
induit une surjection (donc une bijection) Hb, ,(U) - HE, ,(M) . 

(iii) Les résultats précédents restent valables pour un feuilletage 
transversalement complet (cf. [ 131). 

Passons au cas d'un feuilletage riemannien quelconque b . On 
considère toujours que codim 9 = n , dirn M = m .  Posons 
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Considérons les algèbres Q;(M) et !2; ,(M ,k 1. Les opérateurs 
ix et 8, y agissent et en font des 8 O (n) - A.D.G. (voir A.1 et 

151). 
Puisque le feuilletage $ est parailélisable, il existe d'après 2.4. 

un accouplement 6 : ~ Z ( M )  x n;,Yo-* ( M , & ) -  R.  

Nuus do i i s  û'dtoid 12 "dcsccx?re" S xn r ~ ~ n l l n l ~ m ~ n t  A - 

4 : S2Z(M) x SZ:,; *(M ' 9 )  - R ,  puis montrer que celui-ci 
induit la dualité de Poincaré cherchée. 

Considérons l'application d'intégration sur la fibre 

f so,., 
: G!*(M) + 52" --"O(M). Il est immédiat qu'elle 

A .. 
préserve les formes basiques. Soit 1 : s2,1Cn0(M ,4) -+ R l'appli- 
cation "d'intégration transverse" construite dans la proposition 2.2. 

LEMME 2.6. - Il existe une application 1 : a", ,(M ,% ) --+ R, 

tel que 
' " ~ S O , . ,  - 

= 1 .  blle rndulr un rsomorp/lisme 

1 : H C  - R .  

Preuve. - Remarquons d'abord que 

Hn b, +" c 0 (M ,& ) - HI, (M ,% ) est un isomorphisme. 

En effet, si y est une n-forme volume le long des fibres 
obtenue à l'aide de la connexion transverse projetable, on vérifie 
que l'application [o] [T* (a) A y] est l'inverse de 

i s o  ,., . On pourrait également utiliser le fait que 

'so ( n )  
: !2b,+," O (M , 4) --+ LI:, .(M ,% ) est suiective et 

. . 

conclure parce que H;,:~O (M ,& ) Z HI,,  (M .P ) d'après la suite 
spectrale de  l'algèbre SZ; .(M , k ) (voir A.4.a. et [ 5 ] ) .  

Le lemme résulte en définissant 1 pour faire commuter 
le diagramme : 
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Nous définissons maintenant 

@ : L?b(M) x q n , = * ( M  ,%) --t R par 

@ ( a  ' q )  = I ( w A v ) .  

LEMME 2.7. - Les applications I$ et I$ induisent le diagramme 
commutatif : 

Preuve. - Il s'agit de vérifier que si w E Ci?: (M) et 

Ceci revient à montrer que I(n* w A q) = 1 o A ( 'So(n) Q ) .  
Une propriCté de I'iii;L6idtiuii bur la fibre ([7]) assure que 

r* w A q = f w A n* 7 .  On conclut à l'aide 
so(n) 

du lemme 2.6. 

Nous aurons besoin du : 



V. SERGIESCU 

LEMME 2.8. - L'image de 1 'application 

est formée des éléments X E (S~;,?O-~ (M ,k ))* rels que 
(i, )* i = O et ( 8 ,  )* ̂ X = O ,  X E8O(n) .  

Preuve. - Le lemme est une conséquence de ce que l'application 

est égale, à signe près, au composé 

R n;,;"o (M , Q ) ,  

où R ( o )  = 1 g* w dg et X , . . . , X sont des champs 
so(n) 

fondamentaux (voir [ 7 ] .  11 6.5, exercice 4.4 et 111.8.4 pour le cas 
classique, l'extension à notre situation étant immédiate). O 

n + n o  -p Posons A: .(M , $ )  = (R,,, (M , a))*. Muni des opéra- 
îeuib J U ~ U X  f ';: c t  O z  , !e c~fiiglcxc ‘AL* b ,  c (?jl , &)  e t  an  
SO(n) module (voir A.4. b.). 

Il est convenable de se restreindre aux é1Cments SO(n)-invariants. 

LEMME 2.9. - Les inclusions , R*(M) , -+ SZ,*(M) et 
,A:, , (M , a )  A:, ,(M '4 ) induisent des isomorphismes en 
cohomologie. 

Preuve. - Pour la première inclusion il s'agit d'une adaptation de 
la preuve du théorème d'E. Cartan pour un groupe compact (voir aussi 
[5 1). En ce qui concerne l'inclusion *A:, , (M ,a ) --+ A:, , (M ,@ ) , 
il suffit de dualiser cette démonstration. u 

Rappelons que la connexion de Levi-Civita transverse définit 
une connexion algébrique dans !2,*(M) (voir A.1.' cf. aussi [5]). 

- 
Il existe peux suites spectrales E:' et EF* , qui conv:rg$nt 

vers H;(,~;(M) - H ~ ( M ) ,  et vers H*(,A;, ,(M ,Sp) H*(A; ,(M ,a)) 
telles que : 

E: - HE (M) QD Hq (SO (n)) 
- - HP( , , ,A~ , , (~  '4)) O Hq(SO(n)) H:,iP(M,2 )* O Hq (SO(n)) 2 

e=o 

La dernière identification tient compte du lemme 2.8. 
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On peut passer maintenant à la 

Démonstration du théorème I. - Nous avons déjà vu dans le 
lemme 2.6. que H:, ,(M ,@ ) i R . 

n +no  - * 
L'accouplement 6 : ~ z ( M )  x Qb, ( M ,  ) R est tel 

que &(ex O , q) + &(w , ex q) = Î(OX (O A q)) = O .  Il induit donc 
par restriction : 

1 : ,n;chi) - ,A;,~(M ,Y:). 
deg w A Puisque i ( i , w , q ) + ( - 1 )  ) ( w , i x q ) = Î ( i x ( w ~ q ) ) = O ,  ii 

résulte que 6 commute avec les filtrations. En particulier définit 
- 

un morphisme de suites spectrales 4:. : E,P' - EPj r -  Q 

Les remarques de A.3. et de A.4. impliquent la commutativité 
du diagramme : 

On peut alors appliquer le théorème de comparaison de Moore 
[ 181 à 4 . Celui-ci dit que si 

(il 6' : H;(M) -+ ( H ~ ~ " " - '  (M , @))* est un isomorphisme 
pour p > O ,  

@@id 
(ii) ' : Ho (M) @ Hq (SO(n)) - (H:, .(M ,B))* Q Hq (SO(n)) 

est un isomorphisme pour q > 0 ,  alors , 
#@id 6;. O : HE (Ml Q Ho (SO(n)) --' (H,",; (M ,9 ))* @ Ho (SO(n)) 

est une bijection pour tout p > O .  

La condition (i) est vérifiée par la proposition 2.4. La condition 
(ii) provient du lemme 2.6. On en déduit que 

" M) - H;,cP (M , 9)' 6 : Hb( 

est un isomorphisme, ce qui termine la démonstration. 
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Remarque 2.9.  - Si M est compacte, les suites spectrales 
ci-dessus permettent de démontrer la finitude de Hb(M) et de 
H,*(M '52) (voir [ 5 ] ) .  

3. Dualité de de Rham. 

Dans ce paragraphe nous dkmontrons le théorème II. Toutes 
les variétés seront supposées orientables. 

Observons d'abord que pour un feuilletage de Lie complet 
l'application $ : S2b(M) -+ c,b - (M) est un isomorphisme 
(voir [8]). 

Supposons 5 parallélisable. 

LEMME 3.1. - Soit Ü C W difféornorphe à R' et U = I -  (Ü) . 
Alors +U : Hg (U) - HL (u) est bijectif. 

Preuve. -Considérons d'abord l'intégration sur la fibre 

Il est clair que $ envoie une forme %-triviale sur une 

forme S- triviale . Puisque , elle préserve aussi 

les différentielles des formes % -triviales. Ainsi induit une 

application duale : C: (F) - c:+,(u x F) . 
Une proprié% de l'intégration sur la fibre assure que 

4 F I * ( U ) A ~  =J  ( U A $  1)) ,  où 1 :  u x F - F est la 
F U 

projection naturelle. Il en résulte que le diagramme suivant est commu- 
tatif : 
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Puisque u est contractile, a* induit un isomorphisme en 

cohomologie. Par ailleurs admet un inverse en cohomologie 

qui envoie w E !2,*(F) sur w A v où v est une Il-forme f i é e  

sur Ü tel que v = 1 . La duale de cette application est 

l'inverse de I' en cohomologie : il suffit de suivre pas à 

pas la situation classique ([2]). 

Le lemme résulte de la commutativité du diagramme 
ci-dessus dans lequel trois flèches sont bijectives. O 

On peut énoncer à prdsent la 

PROFQSITION 3.2. - Le théorème II est vrai dans le cas 
transversalement parallélisable complet. 

Preuve. - On a vu dans le lemme 2.3. que les formes basiques 
S2*,(M) vérifient une suite de Mayer-Vietoris. De même, on démontre, 
à l'aide d'une partition de 1 sur W , l'exactitude de la suite : 

Il en résulte alors du lemme des cinq que si I,!I est un isomor- 
phisme sur U , V et U fl V , alors la même chose est vraie sur 
U U V .  

On conclut à l'aide du lemme 3.1. et d'un argument identique à 
celui utilisé pour la dualité de Poincaré. O 

Considérons maintenant le cas général d'un feuilletage riemannien 
complet. 

Le complexe cf (M) des courants transverses sur le fibré des 
repères orthonormes M est muni des deux opérateurs obtenus en 
dualisant i, et 8,  , X €8 O ( n )  (voir A.4.c.) 

L'application d'intégration sur la fibre 
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admet une duale topologique (hl) qui 

est injective et envoie C: (M) dans C' (M). La démonstration 
+no 

du lemme qui suit est similaire à celle du lemme 2.8. 

LEM ME 3.3. - L'image de  1 application 

est formée des courants ê tel que (ix )'ê = O et (8, )'C = 0 .  O 

Remarquons aussi que l'inclusion des courants transverses 
SO(n)-invariants ,CS (M) dans C: (M) induit un isomorphisme 
en homologie. Il suffit d e  dualiser la démonstration du résultat 
correspondant pour les formes différentielles sur un fibré principal. 

Passons à la 

Démonstration du théorème II. - Elle sera parallèle à la preuve 
du théorème 1, une fois justifiée l'existence d'une suite spectrale 
convenable pour les courants transverses (voir A.4.c.). - 

Posons Ag (M) = cf - . (M) . Soit Ef. ' (resp. Ë7> ) la 
suite spectrale qui converge vers H*( ,~ ; (M))  = H;(M) 
(resp. H * ( I ~ $  (M)) = H*(AZ (MI) (A.2. et A.4.c.). 

Puisque 4 : Q,*(M) + Ag (M) préserve la filtration, elle - 
induit un morphisme de suites spectrales $f. : Ef9 - E,!. . 

En particulier on a : 
- *;. q : E;, 4 r H; (M) @ Hq (SO(n)) - 2: * 

Hz = , (AP (M)) €3 Hq (SO(n)) = HZ - (M) B Hq ( S O ( ~ ) ) .  
i =  O 

Remarquons que - - - s H ~ ( M ) *  E ; , O  = E - O  -. H , + , ~ ( M ) ~ H ; ( M ) -  R .  

Comme Hg(M) Y R ,  il rksulte à l'aide des identifications de 
l'appendice (A.4.d.) que : 

Jle id 
: HE (M) @ Hq (SO(n)) - HZ (M) @ Hq (SO(n)) 

est un isomorphisme. 
i 

Par ailleurs, : ~ s f ( M )  -+ Hm + n o  -, (M) est bijectif 
(prop. 3.2.). On déduit alors du théorème de comparaison des 
suites spectrale [18] que 
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est un isomorphisme. Il s'identifie à l'isomorphisme de de Rham 
cherché. 3 

Remarque 3.4. - Le théorème II tombe en général en défaut 
si le feuilletage n'est pas riemannien. 

Soit X un champ de vecteurs Cw à orbites denses sur le tore 
T' qui n'est pas Cl conjugué à un champ linéaire (cf. [I l) .  Dans 
ce cas ii n'existe pas de I-forme basique non-nulle et HL ( T ~  ) = O . 

D'autre part, X est topologiquement conjugué à un flot 
linaire. 11 admet une ri~esure transverse invariante qui est un élément 
non-nul dans H l  ( T ~  ) , donc dans H? (T? ) . 

Ceci contredit l'énoncé 3.12. de [12]. O 

Appendice. 

Nous rassemblons ici les principaux résultats sur la suite 
spectrale d'une 9-A.D.G. qui possède une connexion. L'identifi- 
cation des termes E r ,  r = 0, 1, 2, est faite par une methode 
(connue des spécialistes) inspirée de [IO]. Dans A.2. ,  nous suivons 
pour ceci un exposé de séminaire de D. Lehmann. Pour une 
présentation différente voir [7]. L'approche utilisée ici convient 
à nos applications en s'étendant à des situations plus générales. 

A.1. Soit Ç une algèbre de Lie. On appelle 5-A.D.G une 
algèbre différentielle graduée A munie : 

- d'une application linéaire X iX de dans les 
antidérivations de A de degré - 1 . 

- d'une representation linéaire X 8, de 5 dans les 
dérivations de degré O de A ,  vérifiant : 

(i) r ,  0 I ,  = O  

(ii) i[,,,, = 8, O i, -i, 0 8, 

(iii) 8, = i, 0 d + d 0 i, . 
On appelle connexion algébrique une application linéaire 

o* : $ - A' , vérifiant pour X E Ç, h E 9 
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(i) ix w*(h*) = h*(X) 

(ii) ex O W* = w* 0 ex 
Exemple (Voir aussi [5]). - L'algèbre des formes basiques 

sur le fibré des repères orthonormés directs transverses M, 
munie du produit intérieur et de la dérivée de Lie par rapport 
aux champs fondamentaux est une $-A.D.G. La connexion 
de Levi-Civita transverse induit une connexion algébrique à 
valeurs dans ~2:  (M) . 

A.2. Nous décrivons maintenant la suite spectrale associée à 
la 9- A.D.G. A munie de la connexion w* . 

Nous supposons l'algèbre réductive de dimension 
no . Soit ,A la sous-algèbre des éléments $-invariants, S 
la sous-algèbre des éléments semi-basiques (annulés par les 
opérateurs ix ) et B = ,A ri S leur intersection, formée 
des éléments basiques. 

On définit sur ,A la filtration : 

Soit C*( 9 ;  S) le complexe des cochaînes sur 5 à valeur 
dans S .  C'est aussi une s-A.D.G . 

Pour w E FP AP + q  on pose 

On définit ainsi une application p : F y AP +q - IC4 ( 9 ; sP)  qui 
induit un isomorphisme d'algèbres graduées p : E:' ,Cq ( 5 ; SP ). 

Pour démontrer la surjectivité de p , soit w1 , . . . , unO € A I  et 
X, , . . . , Xno E 9 une base tels que &(xi) = 6 : .  Si ~ E , C 9 ( ~ ; S p ) ,  

on pose a = wi 1 . . . wiq . y(Xil . . . Xiq ) . On vérifie 
l <  i l  < ... < no 

que p(a) = y et que a est invariant. 

Il résulte maintenant que Er* Z Hq (,C*( 9 ; sP)) . La 
cohomologie Hq ( , C * ( g  ; SP )) s'identifie à son tour à BP C3 ,CQ ( s )  
(voir par exemple [7], III, 5.28), puisque BP est formée des 
invariants de SP . 

Par ailleurs, la différentielle d l  : Efs9  - Ef + I l q  s'identifie à 
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Pour ceci soit 7 = b @ c  E BP O  ,C? (9). Alors 7 = p(a) 

En posant ~ = C C ~ ~ , . . . , ~  o i q  . . . ail on démontre 
que d , ~  = p((- lYq db.  B )  = (- l)q ab O c  . Il résulte de ce qui pré- 
cède que 

EZ,q - HP(B) O H q ( $ ) .  

A.3. Soit A et A deux $-A.D.G. Un morphisme cp : A- A 
est un $-morphisme s'il commute avec les opérateurs d , i, et 

8, 
Si w* : 9 --+ A' est une connexion, alors cp 0 w* l'est 

également. L'application cp induit un morphisme de suites spectrales - 
cp:' . r EP, -+ Er* . On vérifie aisément que pour les 
identifications de A.2. on a le diagramme commutatif : 

où cp, : B  ---t B est le morphisme induit par cp. 

A.4. Les résultats de A.2. ainsi que les remarques de A.3. 
s'appliquent encore aux situations suivantes : 

(a) Soit fi:, ,(M . %i l'algèbre des formes hasiqiieq s i i r  W 
à valeurs dans & considérée aux 5 .  1 et 5 .2 .  Il s'agit encore 
d'une S O ( n )  - A.D.G. Les opérateurs ix et 8, sont définis 
de façon évidente. 

On peut défmir une suite spectrale, comme précédemment 
au A.2. Quoique S2;f ,(M ,&) ne possède pas de connexion, les 
mêmes identifications restent valables. Il suffit d'utiliser la 
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connexion à valeurs dans !2b(M) et le fait que le produit d'une 
forme de s~,*(M) et d'une forme de ,(M , a )  a un sens. 

(b) Considérons le complexe dual hom(S2: , (M , a  ) , R) et 
définissons le complexe A t  , (M , 4 ) = hom(q,?o - * (M , k ) , R) . 
La différentielle 6 : A:, ,(M ,@ )+ A:,:' (M ,Z ) est définie 
tel q i i e  F(Â) = ( -  I ) ~ + '  i 0 d .  

On munit A:,-, (M , P l  des opérateurs 1, et Gx  qui vérifient 
pour ~ E A ; , , ( M  , C I  : 

Les opérateurs 6 ,  1, et vérifient les relations (i>(iii) de A. 1. et 
A:, ,(M , 3) devient un SO(n)-module différentiel gradué. 

Remarquons que pour X E A:,-, (M , k )  et w €i !2% (M) 
on peut définir leur produit w = A, E A:: (M ,G) tel que 
i',,(v) = i ( w ~ q ) .  

On vérifie que si on construit une suite spectrale comme au 
A.2., toutes les identifications restent valables pour le 88 (n)-module 
A:,,(M , k ) .  

6 
(c) Soit Ct (M) le compl$xe des courants transverses (cf. 8 . 1 )  

sur M .  posons A$ (M) = c ~ , , ~ - *  . On munit $(-M) 
des opérateurs duaux 6 ,1x et 0, qui vérifient pour C E Aj (M) : 

A$ (M) devient ainsi un SO(n)-module différentiel gradué. 

Le produit d'un courant transverse invariant avec une forme 
basique est un courant invariant et on a, ici aussi, un analogue de 
la suite spectrale de  A.2., avec les mêmes identifications de ses 
termes. 

(d) Des considérations similaires à celles de A.3. sont valables 
pour les complexes de  A.4.a.-A.4.c. Ceci s'applique notamment 
aux SO(n)-morphismes (î, et 6 du 8 . 2 e t  8.3. 
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DEUX REMARQUES SUR L E S  F L O T S  R I E M A N N I E N S  

Pierre Molino et Vlad Sergiescu 



DEUX REMARQUES SUR LES FLOTS RIEMkNNIEBS 

P i e r r e  Molino e t  Vlad Serg iescu  

Let Pi be a  connected o r i e n t e d  c losed  n-manifold. 
A r iemannian flow 3 on M is  a n  o r i e n t e d  one dim-nsio- 
na1 f o l i a t i o n  which a d m i t s  a  bundle- l ike met r ic .  

., 
t,:; g i i e  a cu;acter izat iorL of i s o o e t r i c  f lowr 2s 

r iemannian flows whose b a s i c  cohomology -un-' ( ~ , 3 )  i s  
b 

non r r i v i a l  i n  degres  (n-1 ) . A second c a r a c t e r i z a i i o n  
involves  t h e  t r i v i a l i t y  of  t h e  c e n t r a l  sheaf .  

We show a l s o  t h a t  3 has  a  s e c t i o n  i f  and onlÿ i f  
--il- 1 
ii (M,a) has a  non t r i v i a l  image i n  IIn-' (M)  . 

b 

I n t r o d u c t i o n  
m 

L s  d i f f é r e n t i a b i l i t e  e s %  entendue au s e n s  C . 3! 

Oc. - - '  t .~nc; ?inriété  cornp~cte  c o n a e x î  o r i e n t é e  iie iiiminsio:? 7 .  

S o i t  3 un f l o t  s u r  M ,  c ' e s t - à - d i r e  un f e u i l l e t a g e  orieri- 

t a  .'e i i u e n s i o n  1 . Une niétrique riemannienne e# I'l 

e s t  "Dlindle-like" au  s e n s  de b. I ie inhürt  Cl23 pour ( ~ , a )  
a i  l a  metrique t r a n s v e r s e  correspondante gs s u r  l e  i i b r é  
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normal O, = TM/@ e s t  loc2lement p r o j e t a b l e  s u i v a n t  l e s  

f e u i l l e s .  Un i ' l o t  3 e s t  d i t  r iemannien s ' i l  admet des  

mét r iques  bundle- l ike.  

Le f l o t  e s t  i somét r ique  s ' i l  e x i s t e  une métrique 

s u r  M pour l a q u e l l e  l e s  f e u i l l e s  s o n t  l e s  o r b i t e s  d 'un 

champ d e  K i l l i n g  s a n s  s i n g u l a r i t é .  

Les  f l o t s  i somét r iques  e t  l e  f l o t  normal a un f e u i l -  

l e t a g e  to ta lement  géodésique s o n t  d e s  f l o t s  riemanniens 

L21, L41. 

Y.  C a r r i e r e  a c l a s s i f i é  L2] l e s  f l o t s  riemaraieris 

quand n = 3 ; il r é s u l t e  de son é t u d e  que,  dans ce c a s ,  

l e  f l o t  r i enannien  3 e s t  i somét r ique  s i  e t  seulement s i  

l ' e s p a c e  de coliomologie bas ique  e n  degré  maximum < ( M , J )  

e s t  non n u l  (on r a p p e l l e  que l e s  formes bas ique  s o n t  lo -  

calement d e s  pull-backs de formes d i f f é r e n t i e l l e s  s u r  l e s  

v a r i é t é s  q u o t i e n t  l o c a l e s  du f e u i l l e t a g e ) .  Ceci a motivé 

l a  

CONJECTURE ( Y .  c a r r i è r e )  : Soit 3 un f l o t  rieman- 

n i e n  s u r  une n-var ié té  compacte connexe o r i e n t é e  1.:. --- 
3 - e s t  i somét r ique  s i  e t  seulement  fi <-' (M,J)  

n ' e s t  pas  r é d u i t  à 0. 

Rappelons qu 'un champ de K i l l i n g  t r a n s v e r s e  pour un 

f e u i l l e t a g e  riemannien (M,S) muni de  l a  métr ique bundle- 

l i k e  gM e s t  une s e c t i o n  Xs du f i b r é  normal Q l o c a l e -  

ment p r o j e t a d e  s u i v a n t  l e s  f e u i l l e s  e t  r e s p e c t a n t  1~ mé- 

t r i q u e  t r a n s v e r s e  a s s o c i é e  g s .  
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Ceci é t an t  l a  descr ip t ion des f eu i l l e t ages  rieman- 

niens appliquée aux f l o t s  [9] [ I O ]  a s su re  l ' ex i s t ence  d 'un 

fa isceau localement t r i v i a l  C ( M , ~ )  d 'algèbres de Lie de 

germes de champs de K i l l i n g  t ransverses  ( fa isceau t rans-  

verse c e n t r a l ) .  Il r é s u l t e ,  a  l ' a i d e  des r é s u l t a t s  de 

P. Caron e t  Y. Carr ière  ], [23 que l e s  o rb i t e s  de 

C ( M , ~ )  sont  des t o r e s  e t  que l a  f i b r e  e s t  une a lgèbre  
k 

abélienne iR . 
Le premier auteur  a  conjecturé Cl01 que l a  t r i v i a -  

l i t é  du fa isceau t ransverse  cen t ra l  ca rac té r i se  l e s  f l o t s  

isomé t r i q u e s .  

Dans ce t r a v a i l  nous démontrons c e t t e  conjecture 

a i n s i  que c e l l e  de Y. Carr ière .  

THEOREME A : Pour un f l o t  riemannien 3 s u r  une 

v a r i é t é  compacte connexe o r i en tée  M, p ropr ié-  

t é s  suivantes sont équivalentes : - 
( i )  3 & isométrique 

( i i )  & fa isceau t ransverse  c e n t r a l  C ( M , ~ )  admet 

une t r i v i a l i s a t i o n  globale.  - 
( i i i )  L'espace & cohomolo~.ie basique en degré ma- 

ximum c' (M,Z) n ' e s t  pas r édu i t  à zéro.  - 
Avant d'énoncer l e  second r é s u l t a t  rappelons qu'un 

f l o t  3 a  une sect ion s ' i l  e x i s t e  une sous-variété fermée 

t ransverse  qui coupe chacune de s e s  o rb i t e s .  Dans ce cas  
1 

l a  v a r i é t é  M f i b r e  s u r  l e  cerc le  S  . 
THEOREME B : Un flot riemannien 3 a une sectio:; 
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s i  e t  seulement l ' a p p l i c a t i o n  n a t u r e l l e  -- 
!ln-' (M,5) A H ~ - ~  (M) e s t  non n u l l e .  
5 

Les r é s u l t a t s  de ce t r a v a i l  ont é t é  obtenus P r  l e s  

deux auteurs  simultanément, en p a r t i e  par des méthodes 

d i f f é r e n t e s .  Ceci l e s  a conduit a l a  présenta t ion  qui  e s t  

donnée i c i .  

Nous remercions Y. Carr ière ,  E Ghys e t  A .  Haefliger 

pour l a  correspondance e t  l e s  d iscuss ions  st imulantes que 

nous avons eues. 

1 - Réduction au cas des f l o t s  transversalement parallé-  

l i s a b l e s .  

Dans c e t t e  s ec t ion  ( ~ ~ 3 , ~ ~ )  e s t  un f l o t  s u r  M 

muni d'une métrique bundle-like. On d é c r i t  l e  passage au 

f l o t  r e l evé  dsns l e  f i b r é  des repères  t ransverses  ortho- 

normés e t  on montre comment ce passage au  f l o t  relevé 

permet de ramener l a  démonstration du théorème A au cas 

où l e  f l o t  e s t  supposé transversalement p a r a l l è l i s a b l e .  

3 é t a n t  o r i en té ,  l e  f i b r é  normal Q = T M / T ~  e s t  

o r i e n t é .  On considère a l o r s  l a  métrique t ransverse  
g~ 

d é f i n i e  par g s u r  & e t  l e  f i b r é  p r i n c i p a l  
1 

E ~ ( M ,  pT, SO(~-1  ,w)) des repères  orthonormés d i r e c t s  de 

Q. Le glissement l e  long des f e u i l l e s  de 3 d é f i n i t  de 

façon n a t u r e l l e  dans 
1 

ET ~i f l o t  r e l evé  3' de codimen- 
T 

s ion  F, i nva r i an t  par l e s  t r a n s l a t i o n s  b d ro i t e .  S i  

(T ,  g ) e s t  une va r i é t é  riemannienne quo t i en t  loca le  de 
T 
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1  
(M,S) ,  l e  f i b r é  E  (T)  des repères orthonormés d i r e c t s  

1 1  
de ( T ,  gT) e s t  une va r i é t é  quotient  loca le  de ( E ~ ,  ZT). 

1 
La connexion de Levi-Civita w su r  E ( T )  d é f i n i t  de fa-  

1 
çon classique un para l lè l i sme absolu s u r  l a  va r i é t é  E ( T ) .  

Par pull-back l o c a l  s u r  
1 

ET, on obt ient  une connexion de 

Levi-Civita t ransverse  w e t  un para l lè l i sme t ransverse  
T  

canonique ; quoique l a  d é f i n i t i o n  donnée de ces derniers  

s o i t  l oca le ,  i ls s 'é tendent  globalement par u n i c i t é .  

1 1  
On voi t  a i n s i  que ( E ~ ,  ZT) e s t  un f l o t  transver-  

salement pa ra l l è l i sab le .  On en déduit Cg] que l e s  adhéren- 

ces des f e u i l l e s  de 3: sont  l e s  f i b r e s  d tune f i b r a t i o n  
1 

basique localement t r i v i a l e  n : E WT, e t  que s u r  cha- 
T T 

que i i o r e  àe 77 l e  f l o t  i ndu i t  par 3' e s t  un î l o t  de 
T  T 

Lie dense. Le théorème de P. Caron - Y.  Carr ière  [l ] nous 

d i t  a l o r s  que l a  f ibre-type (N;, 3;) de l a  f i b r a t i o n  
Tk+l basique e s t  un t o r e  muni d'un f l o t  l i n é a i r e  dense. 

Rappelons qu'un champ transverse s u r  une va r i é t é  

f e u i l l e t é e  e s t  une sect ion du f i b r é  normal au f e u i l l e t a g e ,  

localement proje table  suivant l e s  f e u i l l e s .  S o i t  a l o r s  
1 1  

C(E 3 ) l e  f a i sceau  des germes de champs t ransverses  
T'  T  

1 .1 
su r  ( E ~ ,  3 ) qu i  commutent avec tous l e s  champs trans- 

T 
verses globaux ( e t  en p a r t i c u l i e r  avec l e  parallèl isme 

1 1  
t ransverse  canonique). On a  montre [g] que C ( E ~ ,  S T )  es t  

un fa isceau localement t r i v i a l  d 'algèbres de Lie dont l e s  

"o rb i t e s  transverses" (en un sens évident)  sont l e s  f i b r e s  

de n Compte tenu du théorème de P. Caron - Y. Carr ière ,  
T' 
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la fibre-type de C est l'algèbre de Lie abélienne Rk, 

qui joue donc ici le rôle d'algèbre de Lie structllrale 

du flot. On a proposé d'appeler ce faisceau faisceau trans- 
1 1  

verse central de (ET, ZT). 

1 1  
Les sections locales de C(E 3 ) ,  commutant avec le 

T' T 
parallèlisme transverse canonique, sont localement des 

relevés de champs de Killing transverses sur (M,Z,~~). 
1 1  

Ainsi, C(E~, ST) est le faisceau relevé d'un faisceau 

localement trivial C(M,S) de germes de champs de Killing 

transverses. C(M,S) est le faisceau transverse central 
k 

de (M,31. Sa fibre-type est encore IR . 
Observons également qu'à partir de g on définit 

1 1 M 
une métrique associée (gM)T sur ET qui est bundle-like 

1 
pour 3 de la façon suivante : on décide que l'espace 

T 
horizontal de u, est orthogonal à l'espace vertical 

T 1 
de la fibration pT : ET M, on prend comme produit 

scalaire sur l'espace horizontal le pull-back du produit 

scalaire défini par gM sur M, et pour produit scalaire 

sur l'espace vertical celui défini par une métrique biin- 

variante du groupe structural S0(n-1 ,IR). 

La proposition suivante permet de ramener la démons- 

tration de notre théorème au cas des flots transversale- 

ment parallèlisables : 

PROPOSITION 1.1 . ( M , S , ~ ~ )  étant un flot riemanniai 

sur une variété compacte connexe orientée, muni --- 
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1 1  1  
d 'une  métr ique bundle - l ike ,  & (ET, as, (gMlT) - 
l e  f l o t  r e l e v é  muni d e  l a  métr ique a s s o c i é e ,  ------ 
- 3 - e s t  i s o m é t r i q u e  s i  e t  seulement & 3; & 

isomé t r i q  ue 

- C ( M , ~ )  admet une t r i v i a l i s a t i o n  g l o b a l e  s i  e t  
1 1  

seulement s i  il e n  e s t  de même de  C ( E ~ ,  z T )  

n(n-I ) 

- ( 3 )  & isomorphe 
2 1  "1 

Hb (ET, dT) 

Démonstration - 3 i somét r ique  a 3' i somét r ique  
T 

( v o i r  a u s s i  b]) : 
S i  e s t  i s o m é t r i q u e ,  s o i t  g i  une mét r ique  s u r  

M pour l a q u e l l e  3 e s t  d é f i n i  par  un champ de  K i l l i n g  X. 
1  1  

S o i t  ( g ~ ) T  1.a mét r ique  s u r  Es d é f i n i e  de manière ana- 
l 

logue à (gM)T à p a r t i r  de  g i  ; e t  s o i t  
1  

XT l e  champ 

1 1  
r e l e v é  tangent  à 3 . A l o r s  XT e s t  un champ de  K i l l i n g  

T 
1  

pour l a  métr ique (g;l)T, e t  8' e s t  donc i somét r ique .  
T 

1 
Réciproquement, s i  gT e s t  une métr ique sur 

1 

1  
pour l a q u e l l e  3' e s t  d é f i n i  par  un champ de  K i l l i n g  

1  X ~ >  
on remplace XT e t  l e  champ d 'é lément  o r thogona l ,  p u i s  

1  
gT par  l e u r s  moyennes sous  l ' a c t i o n  de S O ( ~ - 1  ,R). On 

s e  ramène a i n s i  a u  c a s  où 
1 

s o n t  i n v a r i a n t s  
g~ ef, T 

par  l e s  t r a n s l a t i o n s  à d r o i t e .  gk d é f i n i t  a l o r s  p a r  pro- 

j e c t i o n  une métr ique gM s u r  M pour l a q u e l l e  l e  champ 

p r o j e t é  X e s t  de K i l l i n g .  

- C ( M , ~ )  admet une t r i v i a l i s a t i o n  g l o b a l e  s i  e t  
1 1  

seulement  s i  il en e s t  de  même de C ( E ~ ,  zT) : c e  po in t  



r é s u l t e  immédiatement de l a  c o n s t r u c t i o n ,  l e  premier  f a i s -  

ceau a y a n t  pour r e l e v é  l e  second dans l e  f i b r é  des  repèreç 

t r a n s v e r s e s  or thonormés.  
n(n-1) 

-$-' ( ~ ~ 3 )  = H 2 ) ( v o i r  a u s s i  [33) : 
b 

Le groupe S O ( ~ - 1  ,R) opère  p a r  moyennisation s u r  
1 1  

l e s  formes bas iques  de (ET,aT) e t  d é f i n i t  à p a r t i r  de  
4 

t o u t e  forme bas ique  $; une forme bas ique  é q u i v a r i a n t e  
-1 
fim. 
I 

S o i t  {hl , . . . , l(n-2) 1 un système de champs 

fondamentaux s u r  l e  f i b r é  
1 

ET 
q u i  correspond à une base 

de l ' a l g è b r e  de  Lie  so(n-1) . 
On d é f i n i t  l ' a p p l i c a t i o n  d ' i n t é g r a t i o n  sur l a  f i b r e  

1 1  1 
4 : ~ ~ ( ~ ~ 9 3 ~ )  ' A ~ ( M , ~ )  e n  posan t   JI($^) = i 

'(n-i )(n-2)"'  

-1 2 
. . .  i $ . A l ' a i d e  de l a  connexion w on démontre que 

'1T  T 
n n-1 

1 tn : H ( 3 )  - , ( 3 )  e s t  un isomorphisme. - //- 

II - Démonstration du théorème A 

On supposera désormais que l e  f l o t  (M,Z)  e s t  t r a n s -  

versalement  p a r a l l è l i s a b l e .  Notons n : M - W  l a  f i b r a -  

t i o n  basique e t  (Y,$) s a  f i b r e  en un p o i n t  y de W, 

munie du f e u i l l e t a g e  i n d u i t .  On a vu que l a  f i b r e - t y p e  

( ~ , 5 )  de c e t t e  f i b r a t i o n  e s t  un t o r e  pk+' , muni du f l o t  

l i n é a i r e  3 d é f i n i  par  un champ de v e c t e u r s  i n v a r i a n t  v.  
v 
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La dimension de W e s t  q = n-k-1. 

Précisons l a  desc r ip t ion  du f e u i l l e t a p e .  

L'anneau A ' ( M , ~ )  des fonctions basiques,  cl est-à- 
b 

d i r e  des in t ég ra l e s  premières du f l o t ,  s ' i d e n t i f i e  a l ' a n -  

neau A'(w) des fonct ions  d i f f é r e n t i a b l e s  s u r  W. Soient  

X ( M , ~ )  l l a l g & b r e  de Lie  des champs f e u i l l e t é s ,  J ( M , ~ )  

l ' i d é a l  de c e t t e  a lgèbre  de Lie formé des champs tangents 

aux f e u i l l e s .  L'algèbre de Lie L ( M , ~ )  des  champs t r ans -  

verses s ' i d e n t i f i e  au quot ient  L(M,S) /J (M,S) .  S i  X e s t  

un champ f e u i l l e t é ,  XT l e  champ t ransverse  correspondant, 

X e s t  pro je table  en XW s u r  W e t  c e t t e  projec t ion  ne 

dépend que de XT. On en déduit  [9] une s u i t e  exacte 

d 'a lgèbre  de Lie e t  de ho(w)-modules 

où X(W) e s t  l ' a l g è b r e  de Lie de tous l e s  .champs de 

vecteurs s u r  W ,  e t  où e s t  l e  module de tous l e s  

champs t ransverses  rr-verticaux. En f a i t ,  on v o i t  que 

e s t  l e  module des sec t ions  du f i b r é  v e c t o r i e l  & de base 

W dont l a  f i b r e  en y W e s t  l ' a l g è b r e  de Lie abélienne 
k 

L(N ,a ) , isomorphe à IR . 
Y Y 

I4ontrons que ( i )  ' ( i i )  

S i  (M,3) e s t  isométrique, s o i t  gM une métrique 

su r  M t e l l e  que 3 s o i t  d é f i n i  par un champ de K i l l i n g  

sans s i n g u l a r i t é s  X. Dans l e  groupe de Lie I s o m ( ~ , ~ ~ )  

des isométries de l a  v a r i é t é ,  l 'adhérence du groupe à un 
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paramètre de X e s t  un  t o r e  K .  Les o r b i t e s  de K s o n t  

l e s  adliérences des  f e u i l l e s ,  donc K e s t  de dimension 

k+l . Complétons X e n  une base {x, XI , . . . ,%] de l f a l g è -  

bre de  L i e  a b é l i e n n e  de champs de  K i l l i n g  d é f i n i e  p a r  l ' a c -  

t i o n  de  K s u r  M. Les champs XI ,. . .,$ s o n t  f e u i l l e t é s  

e t  d é f i n i s s e n t  d e s  é léments  XI T ,  ... ,XkT de L ( M , ~ ) .  La 

f i b r a t i o n  basique TT : M W e s t  dans  c e  c a s  une K-fi- 

b r a t i o n  p r i n c i p a l e ,  e t  l e s  champs i n v a r i a n t s  à d r o i t e  pour  

c e t t e  f i b r a t i o n  s o n t  f e u i l l e t é s .  Ils d é f i n i s s e n t  un AO(W)- 

sous-module a' de  L(M,S) .  Comme l a  dimension l o c a l e  de 

A t  e s t  l a  même que c e l l e  de A, on a  A '  = L(M,S).  Comme 

X I T , . . . , X k T  commutent avec A ' ,  i ls s o n t  dans l e  c e n t r e  

de ~ ( M , S )  e t  d é f i n i s s e n t  donc une t r i v i a l i s a t i o n  globa- 

l e  de C ( M , ~ ) .  

Montrons que ( i i )  3 ( i i i )  

A l ' a i d e  d ' u n  revêtement  à deux f e u i l l e t s  on v o i t  f a c i -  

lement que l ' o n  peu t  supposer  W o r i e n t a b l e .  
- 

S o i e n t  y ,  , . . ,Yk des  champs t r a n s v e r s e s  q u i  forment 

une base du c e n t r e  d e  l ' a l g è b r e  de Lie L(M,F) e t  fl l a  

forme volume t r a n s v e r s e  d é f i n i e  par  l a  métr ique bundle- 

l i k e .  Nous a l l o n s  mont re r  que l a  c l a s s e  Lfl] dans q" (M,S) 

e s t  non-nulle. 

- 
Supposons que B = du e t  posons fl = i- o . .  . O  i- p, 

- 
u  = i- o . . . o  i- u .  Pu isque  l e s  champs t r a n s v e r s e s  Yk 

*1 Yk 

7,. . . . ,  Tk commutent a v e c  L ( I $ , ~ )  il r é s u l t e  que 8=0 
1 



MOLINO-SERG IESCU -11- 

- - 
et 5 .  u = O. Ceci implique que l e s  formes $ e t  u 

sont  proje tables  s u r  W. De plus ,  d i- u = - i- u, d 'où ,  
y; y, 

k- 
I 

par u t i l i s a t i o n  r épé tée ,  dÜ = (-1) B .  Ceci con t red i t  l e  

f a i t  que s e  p r o j e t t e  sur  un volume de l a  v a r i é t é  

or ientable  W. 

Pour démontrer que ( i i i )  a ( i )  nous pouvons supposer 

encore que W e s t  o r i en tab le  à l ' a i d e  d 'un revêtement à 

deux f e u i l l e t s  . 
La condit ion %(M,Z) f O s ' i n t e r p r è t e  en d i s a n t  

quo l e  groupe TT (w) a g i t  t r iv ia lement  s u r  l a  cohomologie 
1 

%(N,z) (voi r  L3], c o r o l l a i r e  11.7).  Comme l a  d i f féren-  
k 

t i e i i e  d : nk-'(N,Z) +Ab(N,Z) e s t  nu l l e  cec i  s i g n i f i e  b 
que l e  groupe s t r u c t u r a l  de l a  f i b r a t i o n  basique s e  r é d u i t  

au sous-groupe Aut1(N,;f) des automorphismes qui respec- 
O 

t e n t  une forme volume t ransverse .  

Les lemmes su ivan t s  sont i n s p i r é s  par E. Ghys [5] 

e t  M. P i e r ro t  Cl1 1 : 

LEMME 111.2 : Soit Sv un f l o t  l i n é a i r e  dense s u r  

l e  to re  3" , d é f i n i  p a r  LUI champ & vecteurs -- 
invar iant  v. 2 cp e s t  un automorphisme du f l o t  

respectant une forme volume t ransverse ,  2 r e spec te  

chaque champ t ransverse .  

Démonstration du lemme : Soi t  P l a  matrice de 
cP 

SL(I+~ , z )  indui te  par l ' a c t i o n  de <P s u r  Hl (T~" ,z)  = 

zk+'. Le vecteur v e s t  vecteur propre de P de valeur  
'P 
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propre h Comme l e s  coordonnées de v sont  i r r a t i o n -  
'9' 

n e l l e s ,  h = 1 si  e t  seulement s i  P e s t  l a  matrice 
CP 'P 

i d e n t i t é .  

P d é f i n i t  un nouvel automorphisme du f l o t  Sv, que 
'P 

l ' o n  peut considérer  comme l e  l i n é a r i s é  de y. Transversa- 

lement au  f l o t ,  P m u l t i p l i e  une forme t ransverse  par 
CP 

hl. 
cp 

O r  y e t  P ag i s san t  de façon a f f i n e  transver-  
'P - 1 

salement a u  f l o t  ; de p lus  P o cp r e spec t e  chaque f e u i l -  
(P 

l e  de 3 donc a g i t  t ransversalement de façon t r i v i a l e  
v '  

s u r  l e s  champs t r ansve r se s .  Par s u i t e ,  cp e t  P ag i s sen t  
'P 

de 12 même manière s u r  une forme volume t ransverse .  

Pour que cp r e spec t e  une forme volume t ransverse ,  

il f a u t  que h = 1 , donc que P s o i t  l a  matrice iden- 
cP <P 

t i t é ,  e t  pa r  s u i t e  que y r e spec t e  chaque champ trans-  

verse  - // - 
LEMME 11.2. (voir Mire i l l e  P i e r r o t  LI 1 1). Soit 
un f l o t  l i n é a i r e  dense s u r  l e  t o r e  g+' d é f i n i  -- 
p a r  un champ- vec teurs  i n v a r i a n t  v. Le groupe 

 AU^" (78'' , 3  ) des automorphismes du f l o t  qui  res-  
O 

p e c t e n t  - pa ra l l è l i sme  t r ansve r se  DIT, . . - , z  3 
kT 

s e  r é t r a c t e  par déformation s u r  l e  groupe des t rans-  - 
l a t i o n s  . 

k+l 
Démonstration : S o i t  A U ~ ~ ( T  ,z  ) l e  groupe des 

automorphismes du f l o t  qu i  r e spec t en t  chaque f e u i l l e .  

Fixons un point  x dans *+' e t  notons additivement 
O 
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- 
l e  p r o d u i t .  Pour t o u t  cp Aut'', on d é f i n i t  (P Auto par 

Observons maintenant  q u ' e n  d é f i n i s s a n t  d e  façon  na- 

t u r e l l e ,  pour t o u t  v e c t e ü r  )?< avec  1 € fi?, e t  pour t o u t  

x E $+', x + hv comme l ' image  de x p a r  l ' e x p o n e n t i e l l e  

du champ i n v a r i a n t  Av, on peu t  é c r i r e  

où f E *O(@+') e s t  a s t r e i n t  à l a  s e u l e  c o n d i t i o n  
CP 

( v î  ) ( x )  > -1 pour  t o u t  x .  Posant  a l o r s  
'P - 

cpt(x) = x + (1 - t ) f  ( x ) v  pour t o u t  
cp 

t L O , I  1, on d é f i n i t  une r é t r a c t i o n  de Àut (@+' ,2v)  

sur l ' i d e n t i t é ,  d ' o ù  en posant  cpt(x) = F t ( x )  - xo+ cp(xo) 

une r é t r a c t i o n  de ~ut"(*+' , a v )  s u r  l e s  t r a n s l a t i o n s  -//- 
O 

Compte t e n u  d e  c e  lemme, l e  groupe s t r u c t u r a l  de l a  

f i b r a t i o n  basique s e  r é d u i t  a u  groupe d e s  t r a n s l a t i o n s  de  

la  f ib re - type  N = ICk+'. En d ' a u t r e s  termes,  l a  f i b r a t i o n  

bas ique  e s t  une ??+'-fibration p r i n c i p a l e ,  l e  f e u i l l e t a g e  - 
5 é t a n t  d é f i n i  p a r  l e s  o r b i t e s  du champ fondamental  v  

a s s o c i é  au champ de  v e c t e u r s  i n v a r i a n t  v  de  &+'. S o i t  

a l o r s  gM une mét r ique  riemannienne i n v a r i a n t e  p a r  l e s  

t r a n s l a t i o n s  à d r o i t e  ; v  e s t  un champ de K i l l i n g  pour 

c e t t e  métr ique,  e t  p a r  s u i t e  l e  f l o t  3 e s t  i somét r ique .  

Remarques 

(1 ) Il e s t  f a c i l e  de  v o i r  qu 'un f l o t  r iemannien e s t  i s o -  

métr ique s i  e t  seulement  s ' i l  es t  géodés ib le  [ 2 ] .  On peut  
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a l o r s  donner une a u t r e  preuve de  ( i i i )  * ( 1 )  à l 1 a i d e  

du c r i t è r e  homologique de g é o d é s i b i l i t é  de  S u l l i v a n  

( v o i r  C6]). 

( 2 )  Y. C a r r i è r e  a  a u s s i  posé l e  problème de  s a v o i r  s i  un 

f e u i l l e t a g e  r iemannien e s t  min imal i sab le  d è s  que l a  coho- 

mologie bas ique  e s t  non-nulle en dimension maximum. Une 

démons t ra t ion  d e  ce f a i t ,  l o r s q u e  l ' a l g è b r e  de Lie  s t r u c -  

t u r e l l e  du f e u i l l e t a g e  e t  a b é l i e n n e ,  nous a  é t é  communi- 

quée p a r  A .  H a e f l i g e r .  

( 3 )  Il e x i s t e  d a n s  l e  f i b r é  e une connexion n a t u r e l l e  V 

E l l e  peu t -ê t re  u t i l i s é e  pour c o n s t r u i r e  une 1-forme bas i -  
1  

que cx s u r  M dont  l a  c l a s s e  de cohomologie CUIEH (M,a) 
b 

e s t  l ' o b s t r u c t i o n  à t r i v i a l i s e r  l e  f a i s c e a u  C ( M , S ) .  

III - Démonstration du théorème B 

Commençons p a r  r a p p e l e r  que lques  d é f i n i t i o n s .  

Une forme cu e s t  a p p e l é e  3 - t r i v i a l e  s i  i w = O lo rsque  X 
X e s t  un champ c o l l i n é a i r e  à 3. 

Notons C ( M )  l e  complexe d e s  c o u r a n t s  de de Rham 

s u r  M e t  C ( M , S )  l e  sous-complexe des couran ts  t r a n s -  

v e r s e s  i n v a r i a n t s  ( c o u r a n t s  q u i  s ' a n n u l l e n t  s u r  l e s  formes 

3 - t r i v i a l e s  e t  s u r  l e u r s d i f f é r e n t i e l l e s )  171. Toute mesure 

i n v a r i a n t e ,  ou, de  manière é q u i v a l e n t e ,  t o u t  c y c l e  de 

f e u i l l e t a g e  a u  s e n s  de S u l l i v a n  e s t  un élément de Cl ( ~ , a )  

( v o i r  [ 6 ] ,  C14-J). 



i Passons à l a  démons t ra t ion  proprement d i t e .  

I l  e s t  immédiat que si  5 a une s e c t i o n  la  forme volume 

t r a n s v e r s e  e s t  non-nulle dans H"-'(M). Supposons r é c i -  

proquement que 1 ' image de 16-' (M) dans di-' (M) e s t  

non-nulle. 

Le théorème de  d u a l i t é  de  de  Rham e t  s a  v e r s i o n  pour l e s  

f e u i l l e t a g e s  r iemanniens ( La), LI 3 3 )  e n t r a î n e  l a  commu- 

t a t i v i t é  du diagramme : 

Les f l è c h e s  v e r t i c a l e s  s o n t  i n d u i t e s  p a r  d e s  i n c l u s i o n s  

e t  l e s  f l è c h e s  h o r i z o n t a l e s ,  q u i  s o n t  d e s  isomorphismes, 

p a r  l ' a p p l i c a t i o n  u> + C ou ~ ~ ( 7 )  = ur h 
0) M 

Puisque <-'(M,Z) $ O ,  c e t  espace  e s t  isomorphe 

à lItC3-J. A i n s i  l ' h y p o t h è s e  s u r  l ' a p p l i c a t i o n  

<-' (M,Z) if-' (M) implique que Hl (M,Z) s e  plonge 

dans Hl ( M )  . 

Nous a l l o n s  a p p l i q u e r  un théorème de  Schwartzman 

d i s a n t  que l e  f l o t  3 a une s e c t i o n  si t o u t  c y c l e  de 

S u l l i v a n  d e  3 dé te rmine  un élément non-nul dans Hl (1.1) 

( v o i r  C63, Li43) 

Puisque 3 e s t  i somét r ique  par  l e  ti-iéorème A ,  il 

e x i s t e  une 1-forme y, t e l l e  que X ( X )  > O e t  i d x  = O 
X 

( l e  champ X dé te rmine  3) [ 2 3 \ ~ ] .  La première p r o p r i e t g  
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e n t r a î n e  que pour t o u t  c y c l e  de f e u i l l e t a g e  C on a 
- 

c iX)  > O [6] 1141. P a r  a i l l e u r s  s i  c ~ c ~ ( M , S )  a l o r s  

&(x) = C(dX) = O .  A i n s i  a i  # C e t  l a  c l a s s e  d'homologie 

de C e s t  un é lément  non-nul de  Hl (Pl,5) e t  donc de 

Hl (M) . Ceci achève l a  démonstrat ion - // - 
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