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INTRODUCTION

Les travaux réunis dans cette thése portent sur plusieurs aspects
de 1la théorie des feuilletages.

Nous souhaitons donner dans 1'introduction une image d'ensemble des
questions abordées et des résultats obtenus. Nous les avons présentés en

trois parties :

1. Feudilletages sun Les variBitis de dimension 3.

[1] Stabilité et conjugaison différentiable pour certains feuilletages (en

collaboration avec E. Ghys) - Topology, Vol 19 (1980), pp. 179-197.

11. Groupes de difféomonphismes du cencle,

[2] Sur la nullité de 1'invariant de Godbillon-Vey (en collaboration avec

G. Duminy) - C.R.A.S., t. 292, (1981), pp. 821-824.

[3] Sur un groupe remarquable de difféomorphismes du cercle (en collaboration

avec E. Ghys) - Preprint I.H.E.S. (1985).

111. Cohomofogie des fewilletages riemanniens.

[4] La cohomologie basique d'un feuilletage riemannien est de dimension

finie (en collaboration avec A. El-Kacimi Alaoui et G. Hector) - Math. Zeit.

188, (1985), 593-599.
[5] Sur la suite spectrale d'un feuilletage riemannien - preprint Lille (1986).

[6] Cohomologie basique et dualité des feuilletages riemanniens - Ann. Inst.

Fourier, tome 35, (1985), 137-158.



[7] Deux remarques sur les flots riemanniens (en collaboration avec P. Molino)

Manuscripta Mathematica 51 (1985), 145-161.

Pour simplifier 1'exposition nous supposons les structures diffé-

(oo} - - -
rentiables de classe C . Les objets consid&r&s sont supposés orientés.



1. Fewilletages sur Les varniétis de dimension 3.

Un résultat fondamental dans la théorie des feuilletages, di &
Lickorish, établit 1'existence sur toute variété de dimension 3 d'un feuil-
letage de codimension 1. Pour étudier et classifier les feuilletages sur
ces variétés, il est naturel de leur imposer des restrictions de nature
topologique.

Mentionnons deux théorémes allant dans ce sens. Le premier, dd
4 Rosenberg, affirme qu'un feuilletage par plans est topologiquement conju-
gué 3 un feuilletage linéaire sur le tore T3. Le deuxiéme est le théoréme
de Novikov selon lequel tout feuilletage sur la sphére S3 admet une feuille
compacte.

L'étude que nous proposons dans [1] concerne les feuilletages sur
les variétés 3 groupe fondamental résoluble.

Ce cadre est suffisamment large pour contenir de nombreux exemples.
Certains ont une dynamique compliquée, dlie 3 la présence d'holonomie sur
les feuilles non-compactes. Leurs propriétés sont assez intéressantes.

Par ailleurs, la topologie des variétés considérées est assez bien
comprise., Ceci nous permet d'aboutir a des résultats précis de classifi-

cation.

Décrivons bridvement une partie des exemples mentionnés plus haut.
Soit A € SLZ(Z) une matrice unimodulaire qui induit un difféomor-
. - 2 2,2 3 i
phisme A du tore T =R /Z°. Notons T le fibré en tores sur le cercle

A

dont la monodromie est A.

Les variétés a groupe fondamental résoluble obtenues sont celles
qui admettent des feuilletages sans feuilles compactes. Les feuilles sont
nécessairement des plans et des cylindres. S'il n'y a pas de mélange,
Hector et Rosenberg ont montré que trA = 2, Ils ont aussi classé ces

feuilletages & conjugaison topologique prés.



Pour aller plus loin il faut considérer les feuilletages par
cylindres et plans. Lorsque trA > 2, deux tels feuilletages existent
sur la variété Tz, chacun associé 3 une valeur propre de la matrice A.
Nous les appelons dans []] modéles.

Nous démontrons que tout feuilletage par cylindres et plans est
conjugué 3 un modéle. Grice auth@oréme d'Herman sur les difféomorphismes du
cercle, nous mettons en &vidence que la conjugaison obtenue est différen-—
tiable.

Nous en déduisons une propriété forte de stabilité, phénoméne
auparavant inconnu pour un feuilletage sans feuille compacte : toute petite
perturbation d'un tel feuilletage sur Tz lui est C conjuguée.

L'aspect topologique de ces résultats est utilisé ensuite pour
montrer que sur une sph@re d'homologie dont le groupe fondamental est réso-
luble, il y a toujours une feuille compacte. Certains recollements de fibrés
en intervalles sur la bouteille de Klein entrent dans le champ d'application
de ce résultat (et pas dans celui des résultats de Novikov).

Tout ceci permet alors d'aboutir & une classification topologique
des feuilletages sans composante de Reeb sur les variétés 3 groupe fonda-
mental ré&soluble.

Nous considérons plus particuliérement les feuilletages analytiques.

. - c ol . ee . 3
Un tel feuilletage a forcément comme variété ambiante un fibré T,. Nous les

<

classifions lorsque la trace de A est différente de 2.



11. Groupes de difgéomorphismes du cencle.

L'étude du groupe des difféomorphismes (préservant l'orientation)
du cercle est relié de prés 3 celle des feuilletages de codimension }. Dési-

. . 1 . .
gnons ce groupe par D1ff+(Sl) (et par lefg(s ) lorsqu'il est muni de la

topologie discréte).

Pour une variété M, les morphismes Hl(M) - Diff?sl) (qui s'iden-
tifient aux classes d'homotopie [M, B Diffg(Sl)]) correspondent exactement
aux feuilletages transverses a une Sl-fibration. Les propriétés qualitatives
et quantitatives d'un tel feuilletage se lisent sur l'action de groupe cor-
respondante.

Au niveau universel, les propriétés homologiques du groupe discret
Diffg(Sl) sont liées a celles du classifiant de Haefliger BT]. Elles in-
terviennent dans les problémes de construction et de classification homoto-
pique des feuilletages.

Le groupe Diff?sl) est simple. Dans l'espace Hz(Diffg(Sl) s R)
on connalt actuellement deux éléments : la classe d'Euler x et la classe
de Godbillon-Vey gv. Par le morphisme caractéristique d'un feuilletage
transverse a une S]—fibration, ces invariants correspondent respectivement
& la classe d'Euler de la fibration et & la classe de Godbillon-Vey du
feuilletage intégrée sur la fibre.

Désignons par H:(Diff?sl)) la cohomologie du complexe des co-
chaines continues d'Eilenberg-MacLane surle groupe Diff?Sl). D'aprés le
théoréme de van Est on sait que H:(Diff?sl)) s'identifie 3 la cohomologie
des champs de vecteurs sur Sl, relative 3 1'action du sous groupe
des rotations. Les classes Y et gv proviennent en réalité de
Hi(Diff+(Sl)). En fait, Gelfand-Fuks et Haefliger ont montré que H:(Diff+(sl))

s'identifie 3 une algébre de polyndmes tronquée fo,gvjlx-gv.



Dans un sens, les travaux [2] et [3] portent sur différents aspects,

qualitatifs et quantitatifs,des classes ¥ et gv.

Le probléme abordé dans [2] est une interprétation dynamique de
la classe gv.

Soit T C Diff?sl) un sous—groupe quelconque. Une trajectoire de
T est dite ressort si elle "s'accumule sur elle-méme". Le théoréme démontré
dans [2] est alors le suivant : si l'action de T n'a pas de trajectoire
ressort, la classe gv est nulle dans Hz( T ; R).

Des actions sans feuille ressort proviennent des groupes abéliens

(dans ce cas le résultat est dii 3 Wallet et Herman). C'est le cas aussi

lorsque les trajectoires ont une croissance non—exponentielle : le résultat

-

répond alors 3 un probléme de Moussu~Sullivan, dans sa version relative
a piff(s).

En termes de feuilletages, le théoréme d'annulation s'énonce ainsi
la classe de Godbillon-Vey d'un feuilletage sans feuille ressort, transverse
3 une Sl—fibration, est nulle. Formulé ainsi, le théoréme est vrai en réalité
sans 1'hypothése de transversalité i la fibration. C'est ce que Duminy a

démontré depuis, & 1'aide d'une approche trés conceptuelle.

Comme nous 1'avons déja mentionné, 1l'analyse de la cohomologie de
PR V PSS - P .
lef(Sl) et de ses sous-groupes est reliée d des problémes géométriques :

classification homotopique, cobordisme de feuilletage, etc...

A part le cas abélien (les classes caractéristiques continues sont
nulles dans ce cas), Seules les actions issues de celle de SLZOR) sur
le cercle avaient &té considérées. Du point de vue homologique, on connalt

HZ(SLZ(R)G) et, & un moindre degré, H3(SL2(R)6).



Dans [3], nous étudions une nouvelle famille de sous—groupes de
Diff?sl) qui présente un mélange int8ressant de proprié&tés géométriques et
cohomologiques.

Le point de départ de la construction est un groupe G d'homéo-
morphismes linaires par morceaux du cercle. Les "pentes' des &léments de
G sont des puissances de 2 sur chaque morceau. Les "singularit&s'" des dé-

rivées sont des nombres dyadiques l%—mod 1(p,q € £). En outre 1l'ensemble

2
des dyadiques est invariant par G.

Voici quatre &léments de ce groupe :

¢ i e

4 3 3 o

Le groupe G a &té introduit par R.J. Thompson (1965) comme inter-
médiaire dans la construction de groupes dont le probléme des mots n'est pas
résoluble. Thompson a par ailleurs prouvé qu'il s'agit d'un groupe simple
infini et de présentation finie : c'est le premier exemple découvert qui
a ces propriétés simultanément. Il est possible de montrer que les &léments
8)s 8y> 83 engendrent G ; quant 3 hn’ sa particularité réside dans son
ordre qui est exactement n+2 (n > 1).

Un des problémes abordés dans [3] est d'expliciter la cohomologie
de G et de certains de ses sous—groupes. On montre par exemple que
H*(G s R) s'identifie & une algébre de polyndmes tronquée R[e,o]/ea,
ou deg o = deg e = 2, Elle est donc isomorphe & la cohomologie continue

du groupe Diff(s') 1



Le générateur e s'identifie 3 la classe d'Euler de 1'action
1 P PO
de G sur S ., Le générateur o apparalt 3 son tour comme un analogue
discrétisé de 1'invariant de Godbillon-Vey.

Plus précisément, un cocycle dans la classe o est donné par :

Log, v& Logz(u ° V)&

(u,v) —— X (x)

] 1 ]
xe$S ALog2 \2 ALogz(u o v)d

ou Af(x) = $(x+) - P(x).
On remarque que la somme s'étend en fait & un nombre fini de dyadiques.

L'expression de ce cocycle est & comparer avec celle du cocycle

de Thurston pour la classe gv € HZ(Diff?S]) ; R)

Log Dv Log D(u o V)

—

(u,v) F— = dx .

DLog Dv DLog D(u o v)

8]

Bien que l'action naturelle de G sur S] n'est pas différentiable,
il est possible de construire des morphismes ¥ : G > Diff?Sl), nécessaire-
ment injectifs puisque G est simple.

La classe gv des actions différentiables ainsi obtenues est
nulle. A 1'opposée, la classe d'Euler n'est pas nulle. En fait, nous mon-
trons que, pour toute une famille de sous—groupes de Diff?Sl), la classe
d'Euler et toutes ses puissances sont non-nulles. Il s'agit d'une version
constructive d'un résultat récent de Morita. Puisque Thurston a montré un
résultat similaire pour la classe de Godbillon-Vey, ceci peut s'exprimer
en disant que la cohomologie continue H:(Diff?Sl) s'injecte dans la coho-

. . L R S |
mologie du groupe discret H (lefé(S ) 3 R)



. UL NS | . . o s
Les morphismes ﬂ : G Diff(S') fournissent des actions minimales
ainsi que des actions qui laissent invariant un ensemble de Cantor.
Ces dernires nous permettent de montrer que la classe d'Euler
' Lot ~ ~ ' ..
d'un sous-groupe de Diff(S') peut &tre non-nulle en présence d'un minimal
exceptionnel. Ce phénoméne ne se produit jamais pour un sous-groupe de
ceet ool " PO
D1ffw(S ), résultat di 3 Ghys.
Les actions différentiables de G sur le cercle sont assez rigides.
Nous établissons qu'une telle action est semi-conjuguée & 1l'inclusion natu-—
- 1
relle GC Homéo(S').
Pour terminer, mentionnons que plusieurs de ces propriétés conduisent
d comparer G 34 un sous—groupe discret d'un groupe de Lie simple. Cette

analogie est accentuée par le fait que G peut se réaliser comme sous-

. sl . .
groupe discret de Diff(S') tout en soulevant un certain nombre de questions.



1T11. Cohomologie des fewilletages niemanniens.

Les classes caractéristiques secondaires, comme la classe de
Godbillon-Vey sont des &léments dans la cohomologie réelle de la variété

ambiante.

Il est aussi tentant d'associer, a une variété feuilletée (M;F)
des espaces de cohomologie ayant un intéret géométrique.

Une telle théorie cohomologique a &té introduite par Reinhart dans
les années 60. Désignons par Q:(M) 1'algébre des formes différentielles
transverses invariantes u, c'est—3~dire vérifiant ixw = wa = 0 pour
tout champ X tangent & F.

La cohomologie H:(M) de cette algébre est appelde basique.

I1 s'agit d'un invariant de la structure transverse du feuilletage.
Contrairement a ce qui se passe pour les variétés compactes, la colicmologie
basique n'est pas de dimension finie en général.

Une classe de feuilletages pour laquelle la cohomologie basique
s'est avérée intéressante est celle des feuilletages riemanniens. Il s'agit
des feuilletages pour lesquels le pseudogroupe transverse préserve une mé-
trique. De fagon équivalente, il existe une métrique sur la variété telle
que le champ de plans orthogonal au feuilletage est totalement géodésique
toute géodésique issue orthogonalement 3 une feuille reste orthogonale
au feuilletage.

Dans deux articles de 1959, Reinhart a commencé 1'étude des ques-
tions de finitude et de dualité pour les feuilletages riemanniens. Complétés
et précisés par Kamber-Tondeur en 1982, ces travaux établissent un théoréme
de dualité de Poincaré pour un feuilletage riemannien sur une variété com-
pacte lorsque les feuilles sont des sous—variétés minimales.

I1 s'agit 13 d'une restriction certaine. Voici ufi ‘txemple n'ayant

pas cette propriété,



Reprenons le fibré en tores sur S] de monodromie hyperbolique
considéré au paragraphe I. L'intersection d'un feuilletage modéle avec les
fibres de la fibration est un feuilletage (flot) riemannien de dimension 1.

Carriére a montré que ce flot n'est pas minimalisable et que sa cohomolo-
gie basique ne vérifie pas la dualité de Poincaré : le groupe Hﬁ est nul

alors que Hg est de dimension 1.

Nous avons reconsidéré ces questions sous 1l'éclairage Aes résultats
de Molino concernant la structure des feuilletages riemanniens.

Nous démontrons ainsi dans [4] le théoréme de finitude :
sur une variété compacte, la cohomologie basique de tout feuilletage rieman-
nien est de dimension finie.

Quelque chose de plus général est en fait vrai.

A tout feuilletage il est possible d'associer une suite spectrale

différentiable de Leray-Serre. Ceci a &té souvent remarqué. Les termes

*,0

E s'identifient 3 la cohomologie basique du feuilletage. Les termes

2
E;’n (n @&tant la dimension des feuilles) s'identifient & la cohomologie
de Haefliger-Rummler, significative dans 1'étude des feuilletages minima-
lisables.

A 1'aide d'un résultat partiel de Sarkaria, nous montrons dans [5]

que le terme E2 de la suite de Leray-Serre différentiable d'un feuilletage

riemannien est de dimension finie.

Nous nous intéressons dans [@ aux questions de dualité pour la
cohomologie basique.

I1 s'agit d'abord de la dualité de Poincaré. Pour 1'é&noncer dans
sa généralité, nous utiliserons un faisceau en droites P,"dérivé'du fais-

ceau transverse central du feuilletage. Ces faisceaux sont structurels ;



ils ne dépendent qu'accessoirement de 1'orientationm.
* . . »
Notons Hb C(M,P) la cohomologie des formes basiques 3 valeurs dans
3

P dont le support se projette sur un compact de 1'espace des adhérences des
feuilles.

Nous montrons dans [6] qu'il existe un isomorphisme
¢ Hg(M) - H]CDI—E(I’I,P)Q‘6 , (q = codim F), induit par le produit extérieur des
,
formes. Ceci a lieu pour tout feuilletage riemannien complet, ce qui est
toujours le cas sur une variété compacte.

Un théoréme du méme type a été démontré i 1'aide de la théorie

de Hodge par El-Kacimi et Hector dans le cas compact.

Un second théoréme de dualité de "de Rham" relie la cohomologie
basique & l'homologie des courants transverses invariants. Ces derniers
sont caractérisés par 1'annulation sur les formes Ftriviales (formes
nulles lorsque n = dim F arguments sont dans une feuille) et sur leur
différentielles. Désignons par Hz(M) leur homologie.

Chaque forme basique détermine un courant d'intégration transverse

invariant. Nous démontrons dans [6] qu'on obtient ainsi un isomorphisme

F

m—p

Yo HE(M)—»H M (m = dim M).

Une question intéressante concernant les feuilletages riemanniens
est le rapport entre leur géométrie et les invariants homologiques qu'ils
déterminent. Nous apportons dans [7] une contribution & ce probléme dans
le cas oii les feuilles sont de dimension 1.

Soit F un flot riemannien de codimension ¢ sur M. Nous montrons
qu'une condition nécessaire et suffisante pour que le flot F soit isométri-
que (c'est-a-dire ses orbites soient cellesd’un champ de Killing) est que
1'espace HS(M) solt non-nul.

De plus, F admet une section transverse si et seulement si 1'image

de 1'application HE(M) > Hq(M) est non-nulle.
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INTRODUCTION

UNE CLASSE remarquable de feuilletages est celle obtenue a I'aide d’actions localement
libres de groupes de Lie. Les actions des groupes abéliens et, 2 un degré moindre,
celles des groupes nilpotents, sont bien connues. Il est donc intéressant
d’étudier les cas du premier exemple de grouperésoluble non nilpotent, & savoir le
groupe affine de la droite réelle. Si I'on cherche & construire des exemples de telles
actions, on est amené tout naturellement a considérer les fibrés en tores sur le cercle.
Un feuilletage défini par une action de groupe ne contenant pas de cycles évanouis-
sants, nous avons été amenés a étudier les feuilletages sans composantes de Reeb sur
ces fibrés.

Les théorémes de conjugaison entre feuilletages sont habituellement topologiques.
En utilisant les résultats de Herman sur les difféomorphismes du cercle, nous avons
pu mettre en évidence un phénomeéne plus fort. Sur les fibrés dits hyperboliques (cf.
partie 1.A), nous construisons deux feuilletages modéles que I'on pourrait qualifier de
“linéaires”, et tout feuilletage de classe C” sans feuilles compactes est alors C®
conjugué a I’'un des modeéles (cf. partie 1.B).

Ce résultat peut s’énoncer en termes de stabilité. La définition habituelle d’un
feuiiletage stable % est la suivante: tout feuillegage de classe C* qui est C* proche de
F est C° conjugué a %. Nous avons ici la propriété évidemment plus fine: (partie 1.C):
tout feuilletage de classe C” qui est C' proche de % est C” conjugué 3 %. Une telle
stabilité forte a déja été remarquée par Rosenberg et Langevin pour certaines
fibrations a fibres compactes. A la différence de ces fibrations, les feuilletages dont il
s'agit ici sont sans feuilles compactes.

Aprés avoir établi ces résultats dans la premiére partie de ce travail, nous en
donnons quelques applications dans la seconde. La premiére de ces applications
(partie II.A) est une classification des feuilletages transversalement orientables sans
composantes de Reeb sur les 3-variétés fermées a groupe fondamental résoluble. La
seconde (partie II.B) répond en partie & notre probléme initial puigju’elle classifie les
actions localement libres du groupe affine sur ces mémes variétés. Enfin, le para-
graphe II.C donne un certain nombre de propriétés des feuilletages analytiques,
toujours sur ces mémes variétés. Par ailleurs, nous avons donné en appendice
quelques propriétés techniques des fibrés en tores sur le cercle qui nous sont utiles
dans les parties précédentes ainsi que le calcul de la croissance du groupe fondamen-
tal du recollement de deux composantes cylindriques.

Pendant le temps ol nous rédigions une premiére version de ce travail, Plante a
présenté une classification topologique des feuilletages sans composantes de Reeb sur
les 3-variétés fermées a groupe fondamental résoluble. Dans cette direction son étude
va plus loin que la ndtre et en particulier, elle ne contient pas d’hypothéses d’orien-
tabilité et parfois les hypothéses de différentiabilité sont plus faibles. Nous avons cru
bon de donner ici nos démonstrations car elles nous étaient souvent nécessaires pour
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180 E. GHYS ET V. SERGIESCU

la suite de nos applications. En outre, elles illustrent nos méthodes, comme c’est le
cas de la Proposition I1.A.2. démontrée indépendamment mais toutefois aprés Plante.

D. Sullivan nous a indiqué que le théoréme de stabilité 1.C est une conséquence du
théoréme de conjugaison I.B. Nous I’en remercions, ainsi que H. Rosenberg et L. Conlon
pour les remarques qu’ils ont bien voulu nous faire.

Ce travail s’est fait grice a I'ambiance stimulante de I'équipe de feuilletages de
Lille. Nous remercions tout particulierement G. Hector pour la fagon dont il nous a
guidés et pour ses nombreanx conseils et encouragements qui nous ont permis de mener
a bien ce travail.

§1. FEUILLETAGES SANS FEUILLES COMPACTES SUR LES FIBRES HYPERBOLIQUES

Pour tout A € GLy(Z), on désigne par T,’ le fibré en tores sur le cercle obtenu en
quotientant T?>XR par la relation d’équivalence identifiant (m,t) & (Am, t+1). On
peut encore dire que T4’ est obtenu en identifiant 72 x {0} et T2 x {1} dans T?x {0,114
I’aide de A. Un tel fibré est dit hyperbolique si A est hyperbolique, c’est-a-dire si
|tr A| > 2. Nous noterons p, la fibration de T, sur le cercle induite par 'application
(m,t) € T’xR~>t €ER.

(A) Etude des modéles

L’automorphisme A étant hyperbolique, it a deux directions propres réelles
distinctes, de pentes irrationnelles. Le feuilletage du plan par droites paralléles a 'une
des directions propres passe au quotient sur le tore en un feuilletage linéaire par
droites. Le feuilletage produit sur T?xR est évidemment invariant par P’application
(m,t)—>(Am,t+1) et définit donc un feuilletage du fibré T,>. Sur chaque fibré
hyperbolique, nous obtenons ainsi deux feuilletages (un pour chaque direction pro-
pre). Nous dirons que ces feuilletages sont “les feuilletages modéles sur T,>’ (ou plus
brievement “‘les modéles™).

Les feuilles des modeéles sont des cylindres et des plans si la valeur propre
correspondante est positive; des cylindres, des plans et des bandes de Mobius si cette
valeur propre est négative. Ces feuilles sont bien sfir toutes denses. Nous nous
limiterons aux variétés orientables et aux feuilletages transversalement orientables,
¢’est-a-dire que nous imposerons les conditions: det A = 1 et tr A > 2. Les feuilletages
par plans ainsi que ceux par cylindres sont entérement classifiés (cf. [1,9]). Les
feuilletages modéles donnent une premiére famille de feuilletages par cylindres et
plans (mélange effectif); il est donc intéressant de les étudier de plus pres.

ProposSITION 1. Les feuilletages modéles possédent une infinité dénombrable de
cylindres.

Démonstration. Introduisons tout d’abord la notion d’ordre d’un cylindre. Soit n
un entier naturel; on dira qu’'un cylindre est d’ordre n si sa trace sur une fibre de pa
est constituée de n droites. Réciproquement, soit A une droite de la trace d’un modéle
sur une fibre T2 de p,.

La feuille du modéle contenant A est un cylindre d’ordre n si et seulement si n est le
plus petit entier tel que A" préserve A. D'autre part, on voit facilement que si A”
préserve A, alors A" posséde un unique point fixe sur A. On en déduit qu’il existe sur
une fibre T? exactement n points périodiques d’ordre n de A par cylindre d’ordre n.
Or, I'’ensemble des points périodiques d’un difféomorphisme linéaire hyperbolique du
tore est exactement I’ensemble des points & coordonnées rationnelles (cf. {1]). I existe
donc bien une infinité dénombrable de cylindres. [ |
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Remarquons, d’autre part, que I'on peut démontrer (par des calculs assez rébar-
batifs) que, pour tout n, il existe au moins un cylindre d’ordre n.

ProrositioN 2. Tous les cylindres des modéles ont de I’holonomie et toutes les
feuilles sont & croissance exponentielle. '

Démonstration. Si un des cylindres était sans holonomie, on pourrait utiliser les
mémes arguments que dans la classification des feuilletages par cylindres (cf. lemme
fondamental de [9]), ce qui montrerait que toutes les feuilles seraient des cylindres
sans holonomie. Or, on sait que les modéles contiennent des plans; ce qui montre que
tous les cylindres ont de I’holonomie. La conclusion relative a la croissance des
feuilles est alors une conséquence immédiate du corollaire 6.4 de [17]. n

Remarquons que cette démonstration est valable pour tout feuilletage par cylin-
dres et plans et c’est pourquoi nous ’avons préférée a un argument direct.

Dans P’étude des feuilletages par plans ou de ceux par cvlindres, la clef de la
démonstration réside dans le fait qu’ils sont sans holonomie. Pour les feuilletages
modeles, le point fondamental est qu’ils sont transversalement affines. Rappelons
qu'un feuilletage est dit transversalement affine si I'on peut choisir un atlas de cartes
distinguées tel que les changements de cartes soient affines dans la direction transverse.
Ces feuilletages peuvent étre définis de maniére équivalente par un couple de formes
(w, @) vérifiant:

(1) do =0 A w).

(2) dw, =0.

(3) Le feuilletage a pour équation w = 0 (cf. [2]).

ProposiTioN 3. Tout feuilletage modéle (M, F) est transversalement affine.

Démonstration. Soit A la valeur propre correspondant 3 % et y la seconde
coordonnée propre. La forme w = A’ dy sur T? xR passe au quotient sur le fibré T, et

définit le feuilletage modele. D’autre part, la forme ;= ~log A d¢ passe aussi au
quotient sur T’ et on a dw = w A w; et dw; =0. Ce qui montre que les modeles sont
transversalement affines. ||

On sait déja que ’holonomie de tout cylindre est non triviale. En fait, grice a la
structure transversalement affine, on a ici un résultat plus précis (voir aussi[2]).

ProrosiTION 4, Soit C un cylindre et wic la restriction de w, @ C. Le groupe
d’holonomie de C est un groupe d’homothéties, chacune d’entre ¢lles ayant pour pente
I’exponentielle d’une période de wc.

Démonstration. Soit m un point périodique d’ordre k de A. L’image dans T,’ du
chemin m X [0, k] de T? xR est un générateur y du groupe fondamental d'un cylindre
d'ordre k et tout cylindre posséde un générateur de ce type. Pour calculer ’holonomie
de ce cylindre, utilisons y comme générateur du.groupe fondamental du cylindre et,
comme sous-variété transverse, prenons une sous-variété se relevant dans T2 xR dans
la seconde direction propre de A. L’holonomie ainsi obtenue est le germe de
I’application x — (1/A)*x. (Remarquons que 1/A est la seconde valeur propre.) Cette
holonomie est donc bien linéaire, le logarithme de sa pente est: —klogA = f, w,. Ce
qui démontre la proposition et montre que tous les cylindres ont de 'holonomie. W

Pour la suite, il nous sera utile de considérer le nombre de rotation d’un feuilletage
de T? comme un élément de la droite projective des directions de H,(T?;R). Soit alors
F un feuilletage de T2 =R%22 et % son relevé dans R? et soit (x,) une suite de points
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de R? dans une méme feuville de ¥ tendant vers I'infini. La droite passant par [’origine
et par x, tend vers une certaine droite indépendante du choix de la suite x,. Cette
droite limite définit un élément de la droite projective réelle P,(R) que nous représen-
terons par un couple (o, B) défini a une constante multiplicative prés. Si a est non nul
nous I’identifierons au réel B/a qui n’est rien d’autre que le nombre de rotation
classique. Nous utiliserons les propriétés suivantes de ce nombre (cf. [24] Chap.
111-4):

(1) Le feuilletage ¥ n’a pas de feuilles compactes si et seulement si B/a est
irrationnel.

(2) Soit f un homéomorphisme du tore et f, I'automorphisme de H,(T?; R) induit.
Si le nombre de rotation de ¥ est (a, B), alors le nombre de rotation de I'image
(FY(F) de F par f est fila, B). On a identifié ici R? & H\(T* R) en choisissant
comme base canonique de H,(T? R) les classes d’homologie des lacets images des
chemins ¢t > (¢,0) et t > (0, £).

(3) Si I'on munit I'espace des feuilletages de la topologie C' (c’est-a-dire la
topologie C° sur I'espace des champs de droites), alors le nombre de rotation dépend
de fagon continue du feuilletage.

4) Si # est un feuilletage de T?xR transverse aux fibres T2 x {¢t}, le nombre de
rotation de la trace de % sur T?x{t} est indépendant de £. Ce nombre sera appellé
nombre de rotation du feuilletage %.

PROPOSITION 5. Les deux feuilletages modéles de T’ sont topologiquement con-
jugués si et seulement si il existe une matrice B € Gl(Z) telle que ABA = B (c’est-a-
dire que A et A™' sont conjuguées dans Gl (Z)). Dans ce cas les deux modéles sont
analytiquement conjugués.

Démonstration. Soit f une conjugaison entre les deux modéles. L’homéomor-
phisme f se reléve dans T?>XR en F (cf. Appendice 1, Prop. 1). Soit

B =F,: m(T*XR)— m;(T*XR)

I"’homomorphisme induit. D’aprés I’Appendice 1 (Prop. 2), deux cas sont possibles a
priori:

(1) BA = AB. Dans ce cas, B et A ont mémes directions propres. Or, f envoyant
le premier modéle sur le second, B doit envoyer le nombre de rotation du premier sur
celui du second. Ces nombres étant donnés par les directions propres de A, la matrice,
B doit permuter les directions propres de A, ce qui est impossible si A et B
commutent.

(2) ABA = B, ce qui est précisément la conclusion de la proposition.

Réciproquement, si ABA = B, on vérifie facilement que I'application affine (m, t)—>
(Bm, —t) de T*xR dans T*XR passe au quotient sur le fibré T, et envoie 'un des
modeles sur I'autre (car B permute les directions propres de A). |

Remarque. On peut se demander quels sont les fibrés T, pour lesquels les deux
modeles sont conjugués, c’est-a-dire quelles sont les matrices A € SL,(Z) qui sont
conjuguées a leur inverse dans GL;(Z). La réponse est la suivante: ce sont les
matrices A qui sont conjuguées A une matrice (z 2) telle que a=d ou b =c ou
b=-coua+b=doud+c=a.ll existe effectivement des fibrés pour lesquels les
deux modgéles ne sont pas conjugués.



STABILITE ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE POUR CERTAINS FEUILLETAGES 183

Pour démontrer ces assertions, on écrit que A et A™' sont conjuguées en utilisant
la structure de produit libre Z/2Z = Z[3Z de PSL,(Z).

Remarquons que la matrice A = (i ;) souvent utilisée dans la littérature (exemple

de Smale) vérifie deux des conditions données plus haut. Dans Pexemple de Smale, les
deux modeéles sont donc conjugués.

(B) Classification des feuilletages sans feuilles compactes

On se propose de démontrer que tout feuilletage transversalement orientable, de
classe C” (r = 2), sans feuilles compactes, sur un fibré hyperbolique orientable est C’2
conjugué a 'un des feuilletages modéles.

Ceci est notre résultat essentiel. Il donne un exemple de classification de feuil-
letages A conjugaison différentiable prés ce qui est bien sir assez surprenant. Le
théoréme de stabilité de la partie (C) sera une conséquence assez rapide de ce
théoréme.

La méthode employée va consister & faire la construction précédente ““a I'envers”.
Pour cela, il va falloir couper le fibré T,’ le long d’un tore T,’ transverse au
feuilletage; modifier par isotopie le feuilletage obtenu sur T2 X I de fagon a obtenir un
feuilletage produit; conjuguer le feuilletage induit sur Ty? X {0} 4 un feuilletage linéaire
de T¢’ et enfin modifier par isotopie I’automorphisme de recollement pour que celui-ci
devienne linéaire tout en préservant le résultat des étapes antérieures.

Dans la suite, on utilisera souvent la notion classique de composante de Reeb et
son analogue deux dimensionnel, la composante de Reeb plane. Rappelons qu’un
théoréme fondamental de Novikov affirme l'existe d'une telle composante en
dimension trois si le groupe fondamental d’une feuille ne s’injecte pas dans le groupe
fondamental de la variété (cf. [15]).

Etant donné une transversale fermée a un feuilietage, il est toujours possible de
modifier celui-ci en introduisant une composante de Reeb dont I'dme est la trans-
versale donnée. C’est le tourbillonnement de Reeb (cf. [8]). Lorsque la transversale
est située dans le bord d’une variété, on appelle demi-tourbillonnement la modification
analogue.

Si ’holonomie du bord d’une composante de Reeb est cyclique et sans points fixes
on peut effacer la composante par un détourbillonnement (cf. {14]) pour le cas
analytique ol ceci est toujours possible).

On dira qu’un feuilletage & de T?x I transverse au bord, sans composantes de
Reeb, contient une demi-composante de Reeb si le feuvilletage double 2F sur T =
2(T?x I) contient une composante de Reeb. Nous utiliserons la théoréme de Moussu
et Roussarie (cf. Théoréme III-3 de [14]) suivant lequel un feuilletage de T2 x I, de
classe C” (r=2), sans demi-composantes de Reeb et sans feuilles compactes intér-
ieures est C” isotope (modulo T2x{0}) a un feuilletage produit fyx I ol f, est le
feuilletage induit sur T2 x {0}.

Soit (M, ¥) un feuilletage de classe C’ (2<r < w) transversalement orientable,
sans feuilles compactes, sur un fibré hyperbolique orientable. Le théoréme de
Novikov permet d’affirmer que le groupe fondamental de toute feuille est résoluble;
en outre, toutes les feuilles sont orientables et non-compactes, ce sont donc des
cylindres ou des plans.

D’autre part, puisqu’il n’existe pas de feuilles compactes toute fibre de la fibration
est C'-isotope 2 un tore Ty’ transverse au feuilletage # (cf. Théoréme I-1 de [23]). En
coupant le long de ce tore on obtient un feuilletage F de T¢2 x I, transverse au bord,
sans feuilles compactes intérieures. Inversement, le feuilletage initial # s’obtient en
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recollant les deux bords de Ty*x I a P'aide d’un difféomorphisme y, de classe C’,
préservant les feuilletages induits.

LemMEe 1. Le feuilletage  de T2 x I est isotope modulo T x {0} & un feuilletage
produit fox I, modifié par un nombre fini de demi-tourbillonnements autour de trans-
versales fermées situées dans le bord de Ty? X .

Démonstration. Soit C (ﬁ) I'ensemble des feuilles de % qui sont homéomorphes a
S!'x I et dont les deux composantes du bord sont simultanément dans Ty’ x {0} ou
dans Ty x {1}. Chaque F de C(%) sépare To> X I en deux composantes connexes dont
une seule a un bord connexe. Notons ¢(F) cette composante. On introduit sur C(¥) une
relation d’ordre par F < F' is et seulement si ¢(F) C c(F’). L’ensemble C(%) devient
ainsi un ensemble ordonné inductif car la réunion des feuilles fermées de ¥ est un fermé
(cf. [20)).

Montrons, tout d’abord, que C(¥) ne posséde qu'un nombre fini d’éléments
maximaux. Pour cela, considérons le feuilletage double 2% sur T3=2AT#xI).
Chaque feuville F de C(%) définit par passage au double une feuille torique 2F telle
que le groupe fondamental de 2F ne s’injecte pas dans celui de 2¢(F). (Le double de
¢(F) est un tore plein.) Le théoréme de Novikov permet alors d’affirmer que pour
toute feuille F de C(F), le double de c(F) contient une composante de Reeb. Cette
composante de Reeb n’est pas contenue dans c(F) car le feuilletage % ne contient pas
de composantes de Reeb, elle coupe donc le tore T,’ X {0} sur une composante de
Reeb plane. Un feuilletage du tore ne contient qu'un nombre fini de composantes de
Reeb planes. D’autre part, si F et F' sont des feuilles de C(%), deux cas sont
possibles; soit F et F’ sont ordonnées; soit c(F) et ¢(F') sont disjoints. Il est alors
clair que C(%) ne posséde qu'un nombre fini d’éléments maximaux. Notons
Fi, ..., F, ces éléments.

Dans le double 2@, les feuilles toriques 2F; ont une holonomie cyclique car ce sont
des doubles. De plus, cette holonomie est sans points fixes sur la face extérieure 2
2¢(F,) car les F; sont maximaux. On peut donc effectuer un nombre fini de détour-
billonnements de Reeb sur le feuilletage 2% de fagon & supprimer les feuilles 2F; et
donc toutes les feuilles 2F out F est un élément de C(g;).

La trace de ces détourbillonnements sur T2 X {0} (ou sur Ty % {1}) est un “détour-
billonnement de dimension deux” du feuilletage induit par ¥ sur T,2x {0} (ou sur
T2 x {1}). Remarquons que si un détourbillonnement sur le tore fait apparaitre une
nouvelle feuille compacte, alors le nouveau feuilletage du tore est une suspension
c’est-a-dire qu'il ne contient pas de composantes de Reeb plane. Il s’ensuit qu’aprés
les détourbillonnements sur 2(T,? x I), deux cas sont possibles; soit aucune nouvelle
feuille compacte n’apparait; soit la trace du nouveau feuilletage sur T,2x {0} (ou
Ty* x{1}) est sans composantes de Reeb planes. Dans les deux cas, le nouveau
feuilletage sur 2(Ty>X I) est sans composantes de Reeb, et il est le double d’un
feuilletage de Ty> X I sans demi-composantes de Reeb. D’aprés le résultat de Moussu
et Roussarie déja cité, ce feuilletage de To>x I est C” isotope a un feuilletage produit
fox L |

LEMME 2. Le feuilletage % est en fait C" isotope (mod T*x{0}) & un feuilietage
produit fox I, oit fo est le feuilletage induit sur T,x{0}. Le feuilletage f, est un
feuilletage par droites.

Démonstration. Choisissons un tore T transverse 3 & dans le domaine out les
tourbillonnements n’ont pas affecté le produit fox I. Montrons que si I'on coupe le
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fibré le long de T}, le feuilletage %' obtenu sur Ti*x I ne contient pas de demi-
composantes de Reeb. Pour cela, distinguons deux cas. Si f, ne contient pas de
composantes de Reeb planes, il est clair que % ne contient pas de demi-composantes
de Reeb. Si f, contient une composante de Reeb plane, toutes les transversales
fermées a f, ont méme classe d’homotopie; notons|y] cette classe. Aprés tourbilion-
nements sur le tore, toutes les feuilles compactes obtenues sur le tore auront toujours
[7] comme classe d’homotopie. Un difféomorphisme de recollement ¢’ doit envoyer
J'm 20) SUT J'm.xm L’homomorphisme ¢, induit sur le groupe fondamental doit donc
envoyer [y] sur + [y]. Or ceciestimpossible car ¢, étant hyperbolique, il n’a pas la valeur
propre * 1. Le feuilletage %' ne contient donc pas de demi-composantes de Reeb, et il est
donc C7 isotope a un produit. Il est alors clair qu’il en est de méme pour le feuilletage 73
c’est-a-dire que:

(M, %) Zfox I1(x, 0) ~ (¥ (x), 1)

ot ¥ est un C’ difféomorphisme préservant f,.

Supposons que f, posséde une feuille compacte. Le difféomorphisme ¥ préservant
fo, la classe d’homotopie de cette feuille compacte est un point fixe de V.. Ceci est
impossible car ¥, est hyperbolique. Le feuilletage f, est donc par droites; ce qui
termine la démonstration du Lemme 2. n

LeMME 3. Il existe un feuilletage h, linéaire par droites du tore T? et un C'2
difféeomorphisme x du tore préservant hy tels que le feuilletage (M, F) soit C™
conjugué a hyx If(x, 0) ~ (x(x), 1).

Démonstration. Soit f, le feuilletage de T? introduit dans le lemme précédent. On
montre d’abord que son nombre de rotation (a, B) est telque B/a est quadratique sur
Q. Ceci nous permettra d’utiliser le résultat fondamental d’Herman sur les difféomor-
phismes du cercle et de conclure.

Si ¥ est le difféomorphisme du Lemme 2, ¥, préserve I’élément («, 8) de la droite
projective. On a donc:

Vila, B) = Ala, B).

Le vecteur (a, B) est donc vecteur propre de ¥,.

Un calcul simple montre alors que les pentes des directions propres d’un automor-
phisme linéaire hyperbolique de G/, (Z) sont quadratiques sur Q. (Il suffit de calculer
explicitement ces directions). On en déduit que B/a est quadratique sur Q.

Aussi 8/a admet un développemement en fraction continue qui est périodique est ses
coefficients sont bornés.

On peut alors appliquer le principal résultat d’Herman sur les difféomorphismes du
cercle (cf. [11]): le feuilletage fy est C™2 conjugué A un feuilletage linéaire du tore, ce
qui démontre le lemme. ]

1l s’agit maintenant de modifier le difféomorphisme y par isotopie pour obtenir un
difféomorphisme linéaire, de fagon a retrouver les modeles. Cette isotopie doit cepen-
dant préserver le résultat du lemme précédent, c’est-a-dire qu’a chaque étape, elle doit
préserver le feuilletage ho.

Pour cela, soit F un relevé dans R? du difféomorphisme y. Ecrivons F sous Ia
forme:

(x, y)=>(f(x, ), f'(x, y)).
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Soit 8§ =(B/a) la pente du feuilletage h,. Le difféomorphisme x préservant hy, la
quantité f'(x, y)— 8f(x, y) ne dépend que de y —8x. On dira que x est transversale-
ment affine si f'(x, y) — 8f (x, y) est une fonction affine de y — éx.

LemME 4. Soit x un difféomorphisme du tore, de classe C” (r =0). Si x préserve le
feuilletage hy linéaire par droites de pente irrationnelle 8, alors yx est transversalement
affine.

Démonstration. Soit ® la fonction telle que:

f'(x y)— 8f(x, y) = ®(y — 8x).

Les fonctions f et f' s’écrivent de fagon unique comme somme d’une fonction
linéaire et d’une fonction périodique, soit:

f=1l+p et f'=1I'+p'.
On en déduit:
(I' = 8)(x, 8x) + (p’ - 8p)(x, 6x) = D(0).
La fonction (p'— 8p) est périodique, donc bornée. La fonction associant (I'~
8l)(x, 5x) 4 x est donc linéaire bornée, elle est donc nulle. Par suite, la fonction

(p' — 8p) est constante sur une droite de pente irrationnelle, elle est donc constante.
On a alors:

@(y)=£'(0,y)— 8f (0, y) =(I'= 81)(0, ) + (p' — p)(0, ¥)
=ay+b.

C’est-a-dire que:
fx,y)—8f(x,y)=aly~8x)+b.

Le difféomorphisme x est donc bien transversalement affine. |

LEMME 5. Soit x un C* difféomorphisme du tore (r = 0) préservant le feuilletage h,
linéaire par droites de pente irrationnelle 8. Alors x est C'-isotope a un difféomor-
phisme linéaire par une isotopie y, telle que, pour tout t, le difféiomorphisme x, préserve
le feuilletage h,.

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, x est de la forme:

(x,y)=>(F(x,y), aly —8x)+ b + 6f (x, y)).

Posons:

fi=tl+(A-0f

et

x:(x )= (fi(x, y), aly — 8x) + (1 = Db + 8fi(x, y)).
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Montrons que y; est I'isotopie cherchée.
(1) On a bien x; = x; de plus, x; est linéaire et x, préserve le feuilletage h,.
(2) L’application x; passe au quotient sur le tore. En effet:

fix+ny+p)=tx+ny+p)+td-)f(x+n,y+p)

=flx,y)+Il(n,p) et ln,p)€EZ.

a(y+p—8(x+n)+(A-b+8f(x+ny+p)=[a(y—8x)+(1-0b+f,(x,y)]
+[ap — aén + 8l(n, p))

et la quantité ap — adn + 8l(n, p) est entiére car on sait que 'application:
(x,y)>a(y—-8x)+8f(x,y)—b

passe au quotient de tore dans le cercle.
(3) L application yx, est un C" difféomorphisme. Pour montrer que x, est injective,
il faut montrer que:

(X y) # (X2, y2) et y1—y,=8(X1—~x2)
implique que:
(1= (f(x1, y1) — f(x2, y)) + (X1 — X3, y1 = y2) # 0.

Pour t =0, 'expression f(x,, y1) — f(xs, y2) est non nulle car y est bijectif. Pour
t =1, expression [(x;— x5, y1~ y,) est non nulle car 8 est irrationnel et | est a
coeficients entiers. Si I’on montre que ces deux quantités sont de méme signe, on aura
montré que y, est injectif. Pour cela, il suffit de montrer que les deux fonctions:

t—~q—-> f(x+t,y+18)
et
t—sl(x+ 1,y +18)=1I(x, y)+ ti(1, 8)

ont méme sens de variation. La fonction g est injective, donc monotone. Supposons
la, par exemple, croissante, et montrons que /(1, ) est strictement positif.
Soit (m, n) deux entiers tels que m/n soit proche de & (on choisit n positif). Alors

nl(1, 8) = I(n, n8) est proche de I(n, m)
I(n,m)=f(x+n,y+m)~f(x, y) est proche de
f(x+n,y+nd)~f(x,y)=q(n)—q0)>0.

Ce qui montre que I(1, §) est strictement positif. L’injectivité de y, est donc établie

La surjectivité de y, découle du fait que y, est injectif et que ’homomorphisme
(x:)« = X+ induit sur le groupe fondamental est bijectif.

I reste a voir que y, est un difféomorphisme local. Son Jacobien est:

KA B ey O 5O _
ax(f,)+5ayU,)-t(ax+aay)+(1 ni(1, 8).
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On sait que ((3f/3x)+ 8(3f/dy)) est non nul, de méme que /(1,5) et ces deux
nombres sont de méme signe car ce sont les dérivées des fonctions considérées
précédemment. Le Jacobien de yx, est donc non nul; ce qui termine la démonstration
du lemme. ]

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme.

THEOREME 1. Soit F un feuilletage transversalement orientable, de classe C” (2<
r < w), sans feuilles compactes, sur un fibré hyperbolique orientable. Alors  est C'?
conjugué a I'un des feuilletages modéles.

Démonstration. Soit y, I'isotopie du lemme précédent et
X:T*xI-—-T*xI
(m, )= (xxa™' (m), 1)

Le difféomorphisme X préserve le feuilletage ho x I et envoie le point (m, 0) sur
lui-méme et le point (x(m), 1) sur le point (x;(m), 1). Le feuilletage (M, ¥) est donc
C"2 conjugué a:

ho X Il(m, 0) ~ (x1(m), 1)

ol hy est un feuilletage linéaire par droites de T? et y; un difféomorphisme linéaire, ce
qui est precisément I'un des feuilletages modéles. | |
Donnons tout de suite un corollaire immédiat du théoréme:

CoroLLAIRE 1. Tout feuilletage transversalement orientable, sur un fibré hyper-
bolique orientable, sans feuilles compactes, de classe C* est transversalement affine.

(C) Propriétés de stabilité

Nous dirons que deux feuilletages de dimension deux sont C' proches s’ils sont C°
proches au sens de la topologie des champs de plans.

Comme Sullivan nous I'a fait remarquer, le lemme suivant est un corollaire
immédiat du Théoréme I1.17 de [25] suivant lequel la croissance exponentielle est
une propriété C' stable. Nous en donnerons cependant une démonstration élémen-
taire.

LeMME 1. Un feuilletage suffisamment C' proche d’un modéle n’a pas de feuilles
compactes.

Démonstration. Les modéles étant transverses a la fibration, les feuilletages C'
proches des modéles le sont aussi. Considérons alors le relevé % dans T?xR d'un
feuilletage # suffisamment C! proche d’un modéle. Ce feuilletage  est évidemment
invariant par I'application (m, £)—(Am, t + 1); le nombre de rotation (a, 8) de % est
donc vecteur propre de A et B/a est donc irrationnel. Il s’ensuit que la trace de F sur
toute fibre de T,} est sans feuilles compactes; ce qui achéve la démonstration. [ ]

LeMME 2. Soit T,® un fibré hyperbolique sur lequel les deux modéles %, et %, ne
sont pas conjugués. Alors, il existe un voisinage de chacun des modéles (dans la
topologie C') ne contenant aucun feuilletage de classe C' qui soit topologiquement
conjugué a I’autre modéle.
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Démonstration. Supposons le contraire, c’est-d-dire qu'il existe une suite
d’homéomorphismes g, de T, tels que g*%, soit de classe C' et tende vers le
modéle %,. Les homéomorphismes g, se relevent dans T?XR en G,. Soit:

Bn=(Gn)*: WI(TZXR)"’WH(TZX R)

I’homomorphisme induit. D’aprés I'appendice, deux cas sont possibles: Soit AB, =
B,A, soit AB,A = B,. Comme les modéles ne sont pas conjugués, B, commute avec A
d’aprés (I.A.—Prop. 5). Alors A et B, ont mémes directions propres et le nombre de
rotation du relevé de g*%, dans T?XR est donc le méme que celui du relevé de %,.
Or, ceci est impossible car g*%, tend vers %, alors que %, et %, ont des nombres de
rotation différents. |

TuEOREME 1. Soit F un feuilletage transversalement orientable de classe C" 3 <
r<w), sans feuilles compactes, sur un fibré hyperbolique orientable. Alors, tout
feuilletage de classe C', suffisamment C' proche de & est C™2 conjugué a %.

Démonstration. D’aprés la partie B, le feuilletage Z est C' conjugué a un modéle.
Comme la C! conjugaison est continue dans la C' topologie, on peut supposer que %
est un modéle. Le feuilletage % étant transversalement orientable, tout feuilletage ¢
suffisamment C' proche I’est aussi. D’aprés le Lemme 1, le feuilletage % ne posséde
pas de feuilles compactes et ¥ est donc C"2 conjugué a 'un des modeles. Si les deux
modéles sont conjugués, le théoréme est démontré car alors ¥ et ¥ sont C'?
conjugués. Si les deux modéles ne sont pas conjugués, le Lemme 2 montre que ¥
n’est pas conjugué au modéle différent de F et donc que ¥ et ¢ sont C"? conjugués.

|

Remarque. On ne peut pas remplacer la relation de conjugaison par celle d’isoto-
pie dans le Théoréme 1. En effet, soit U, une suite de vecteurs de R* & coordonnées
entiéres, et soit £, la suite de difféomorphismes de T2 x I définie par:

falm, t)=(m +tU,1).

On vérifie facilement que f, passe au quotient dans T,* et que si I’on choisit pour
U, une suite de vecteurs dont les pentes tendent vers la pente de la direction propre
utilisée pour construire le modeéle %, alors f*% tend vers & bien que f*% et F ne
soient pas isotopes. )

Remarquons, d’autre part, que si I'on choisit pour U, une suite dont la seconde
coordonnée propre tend vers I'infini, cette méme suite de difféomorphismes f, envoie
le feuilletage modéle considéré sur un feuilletage qui tend vers la fibration, ce qui
montre que la fibration n’est pas stable. Ceci pouvait étre prévu a I'aide du théoréme
de Rosenberg et Langevin affirmant qu’une fibration est stable si et seulement si
I'homologie de la fibre est triviale (cf. [13, 21]).

$11. QUELQUES APPLICATIONS

(A) Feuilletages sans composantes de Reeb sur les 3-variétés fermées a groupe fondamental
résoluble

Dans cette partie, on se propose de montrer comment le Théoréme 1 permet de
terminer la classification des feuilletages de classe C?, transversalement orientables,
sans composantes de Reeb, sur les 3-variétés fermées a groupe fondamental résoluble,
commencée par Goodman([7].
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Soit (M, #) un tel feuilletage. Si F posséde une feuille sphérique M est
homéomorphe & S' x S? et le feuilletage est conjugué au feuilletage produit (cf. [20]).
S'il n’y a pas de feuilles sphériques, deux cas sont a distinguer:

ler cas: Il existe une feuille compacte qui est un tore puisque son groupe
fondamental est résoluble.

Si ce tore ne sépare pas M, en coupant le long du tore, on obtient une variété M; a
bord incompressible non connexe. La variété M, est alors T2 x I (cf. Théoréme 4-2 de
{S)). Les feuilietages de T?x I tangents au bord, sans composantes de Reeb sont
classifiés dans[14].

Si ce tore sépare M, les deux composantes M’ et M” sont des fibrés non triviaux
enintervalles sur une bouteille de K] ein. Goodman a montré que tout feuilletage sur M’ et
M” s’obtient en recollant une composante cylindrique avec un feuilletage quelconque
de T?xI tangent au bord (cf. Lemme 2-3 de [7]). Remarquons que les variétés
obtenues ainsi ont un premier nombre de Betti égal 4 0 ou 1.

2éme cas: Il n’existe pas de feuille compacte. D’aprés un théoréme de Goodman,
(Théoréme 3.2 de [7]) deux cas sont possibles: soit M est un fibré en tores sur le
cercle, soit M est Q sphére d’homologie et admet alors un revétement fini qui est un
fibré en tores sur le cercle. Nous étudierons successivement ces deux cas.

Soit donc (T3, %) un feuilletage transversalement orientable sans feuilles com-
pactes sur un fibré orientable.

PropOSITION 1. On a tr A=2. De plus (i) si tr A>2, ¥ est conjugué a un modéle
(ii) si tr A=2, & est un feuilletage par plans ou par cylindres sans holonomie.
Ces derniers sont classifiés dans (9, 21].

Démonstration. Si tr A <—2, ¥ étant conjugué a un modéle qui dans ce cas n’est
pas transversalement orientable, on aboutit a une contradiction.

Si |tr A|<2, le groupe fondamental de M est & croissance polynomiale. Par
'argument habituel toutes les feuilles de % sont 4 croissance polynomiale. D’aprés un
théoréme bien connu, ¥ est sans holonomie et toutes les feuilles sont simul-
tanément difféomorphes a des plans ol des cylindres.

Or, seul T? est feuilletable par plans (cf. [21]) et les variétés feuilletables par

cylindres sont les fibrés définis par les matrices ((l) ’;) (cf. [9)), toutes de trace 2.

D’aprés I'appendice 1 la trace étant la méme pour les matrices définissant des fibrés
homéomorphes, on en déduit que si [trA|<2 et tr A#2 alors il existe une feuille
compacte. Ceci démontre la proposition. | ]

Remarquons que '’hypothése d’orientation transverse est importante dans la pro-
position, car les modéles sur les fibrés de trace inférieure & —2 sont sans feuilles
compactes mais ces feuilletages ne sont pas transversalement orientables.

Pour terminer la classification, il reste 4 examiner le cas des spheres d’homologie
rationnelles & groupe fondamental résoluble.

Prorosimion 2. Tout feuilletage transversalement orientable d’une Q-sphére
d’homologie résoluble orientable posséde une feuille compacte.

Démonstration. On considére un revétement galoisien fini qui est un fibré en tores
sur le cercle, soit T, avec A € SL,(Z). Soit ¥ le relevé de feuilletage dans T, On
montre que ¥ posséde feuille compacte.

Supposons le contraire et remarquons qu’un feuilletage transversalement orient-
able sans feuilles compactes sur une sphére d’homologie résoluble orientable est un
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feuilletage par cylindres et plans et son groupe fondametal est a croissance exponen-
tielle (cf. [9,21]). La méme chose est alors vraie pour (T}, %), c’est-a-dire que A
est hyperbolique, de trace strictement supérieure a 2, et ¥ est C"? conjugué a I'un
des modeles.

On peut donc supposer que le groupe I' des automorphismes du revétement est un
groupe de C"? difféomorphismes qui préservent le modéle. Pour la suite de la
démonstration on considére que r = 3. Dans le cas olt r =2, la proposition peut étre
démontrée par une méthode similaire en faisant apparaitre un cycle dans ’homologie
singuliere de T4’ dual 2 la forme utilisée plus bas et invariant par I'action de I'.

Soit w = A’ dy et w; = —log A dt les formes qui définissent la structure affine du
modele. Montrons que la classe de cohomologie de w; (qui est non nulle) est
invariante par I'. Ce sera la contradiction cherchée car la classe de w; définira un
élément non nul dans la cohomologie du quotient T2/T.

Soit ¢ un élément de I'; ¢ préserve %, donc, il existe une fonction ¥ partout non
nulle telle que:

Y*w = Fo
Donc: Y*(dw) = d(Fw)

Or dw = wAw; et dw; =0, donc

Y*oAy*o, = Fdo +dFAw
FoAy*w, = FoAw,+dFAw
wA(Y*w, ~d(og |F|) — @) =0.

La forme w étant non singuliére, il existe une fonction G telle que
U*oi = o) —d(log |F)) + Ge.
Montrons que G = 0. Pour ceci, écrivons
Gw = H(x,y, t)dy.
Or Gw est fermée, donc en fait,
Gow = H(y) dy.

La fonction H étant constante pour y constant, H est constant sur les feuilles du
modéle, or ces feuilles sont denses. L.a fonction H est donc constante. Ceci entraine
que H est nul car la forme dy de T>xXR ne passe pas au quotient sur T,’. D'oa
finalement {¢*w,} = [w,]. | |

Remarques. (1) Soit M =X LfJ.% le recollement de deux composantes cylin-

driques le long de leur bord qui est un tore. La variété obtenue a un premier nombre
de Betti égal 4 0 ou 1. Pour un choix convenable de f, son groupe fondamental est a
croissance exponentielle (cf. Appendice 2). La proposition précédente montre que tout
feuilletage transversalement orientable sur M posséde une feuille compacte. Lorsque
la croissance est polynomiale, ceci est prouvé dans[17]. Remarquons aussi que toute
Q-sphére d’homologie résoluble suffisamment grande est de ce type.
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(2) Soit M? une Q-sphére d’homologie résoluble non suffisamment grande. Si le
groupe fondamental de M’ est a croissance non exponentielle, il existe toujours une
composante de Reeb[7]. C'est le cas de certains fibrés de Seifert. La proposition
précédente entraine la méme chose si le groupe fondamental de M est a croissance
exponentielle. Toutefois, on ne sait pas si cette situation existe effectivement.

(b) Actions localement libres du groupe affine

Les actions du groupe R" sont bien connues (cf. [21]) celles des groupes nilpotents
ont été étudiées dans [4,10]. L’étape suivante consiste & étudier les actions de
groupes résolubles dont le prototype est le groupe affine o de la droite réele. Nous
donnons, ci-dessous, une classification des actions localement libres de & sur les
3-variétés a groupe fondamental résoluble.

Prorosimion 1. Les feuilletages modéles orientables peuvent étre définis par une
action localement libre de 5. Il en est donc de méme de tout feuilletage transversale-
ment orientable sur les fibrés hyperboliques orientables.

Démonstration. Nous présentons cette action de deux maniéres différentes. Pour
la premiére, il suffit de construire deux champs de vecteurs X et Y, linéairement
indépendants en tout point, tangents aux feuilles du modele, et qui vérifient la relation
de commutation [X, Y]=—~X des génerateurs canoniques de l'algébre de Lie de .
Posons:

X(x, y,t)=(1,0,0)

et

1
vex v 0=(0,0, a7 )

Ces deux champs de vecteurs de R? oll les deux premiéres coordonnées sont
relatives a la base propre et ou A est la valeur propre considérée, passent au quotient
sur le fibré. On peut voir sans peine que X et Y vérifient la relation de commutation
souhaitée,

Une autre fagon de présenter cette action est la suivante. Considérons le groupe de
Lie résoluble G dont les éléments sont les triplets (¢, x, y) et ol la loi de groupe est:

(t.x, V(X' y) = (t + 1" A (x, y) + (x, y)).

Soit G, le sous-groupe de G constitué des éléments dont les trois coordonnées
sont entiéres. L’appendice montre que le fibré en tores T, est difféomorphe a I’espace
homogeéne G/G;. Remarquons alors que le groupe affine & se plonge dans G de la
fagon suivante. Soit U le vecteur propre de A correspondant & la valeur propre A. A
Papplication affine

x—>ax+b,

associons 1'élement ((fog aflog A), bU) de G. On vérifie facilement que ceci définit un
morphisme injectif de & dans G. Le groupe & opére sur G par translation a gauche,
donc il opére sur G/G,. 1l est facile de voir que cette action est localement libre et
définit le feuilletage modéle.
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PROPOSITION 2. Soit M® une 3-variété compacte a groupe fondamental résoluble
admettant une action localement libre, de classe C*  (r =2), de A& Alors M> est un fibré
hyperbolique et le feuilletage obtenu F est C'™? conjugué & un feuilletage modeéle.

Démonstration. On sait que les seuls sous-groupes discrets de o sont cycliques.
Ainsi, les feuilles de & sont des cylindres ou des plans. En particulier, la variété M*
doit étre sans bord. D’autre part, on vérifie{3] que la croissance de ces feuilles est
exponentielle. Ainsi, il y a toujours mélange [9, 21] de cylindres et de plans. La
proposition est alors une conséquence de la classification des feuilletages sans feuilles
compactes donnée (Théoréme 1.A.1).

Remarque. Le théoréme de stabilité montre le caractére trés différent des actions
du groupe affine par rapport a celles de R? qui ne sont jamais stables.

(¢) Feuilletages analytiques

Le premier résultat remarquable sur les feuilletages analytiques est dft a
Haefliger[8] qui a montré qu'il n'existe pas de tels feuilletages sur une variété a
groupe fondamental fini. Plus récemment, Plante, Thurston et Goodman ([7, 19]) ont
montré qu’il en est de méme si la croissance du groupe fondamental est non
exponentielle et le premier groupe d’homologie réelle est nul. Dans le méme ordre
d’idées, on établit ici le résultat suivant:

ProrosiTION 1. Soit F un feuilletage transversalement analytique, transversalement
orientable, d’une 3-variété fermée M a groupe fondamental résoluble. Alors m fibre sur
le cercle.

Démonstration. On montre tout d’abord qu’il existe sur M un feuilletage trans-
versalement analytique sans composantes de Reeb. Puisque ¥ est transversalement
analytique, il en est de méme de I’holonomie. Supposons que # posséde une
composante de Reeb. On peut alors modifier le feuilletage par un détourbillonnement
qui fait disparaitre le bord de la composante de Reeb. Deux cas peuvent se présenter;
soit on a une infinité de feuilles compactes, auquel ces toutes les feuilles sont
compactes et le feuilletage est une fibration; soit le nombre fini de feuilles (compactes)
qui ne rencontrent pas de transversales fermées diminue strictement (Remarquons
que Ies nouvelles feuilles compactes introduites éventuellement ne possédent pas
cette derniére propriété). On continue le processus tant qu’il reste des composantes de
Reeb et que le nombre de feuilles compactes reste fini. Donc, aprés un nombre fini
d’étapes, égal au plus au nombre de feuilles compactes ne rencontrant pas de
transversales fermées, il n’y a plus de composantes de Reeb.

On peut alors appliquer le Théoréme 3.2 de [7], suivant lequel une variété
admettant un tel feuilletage est soit un fibré en tores sur le cercle, soit une Q-sphére
d’homologie résoluble. En fait, Goodman exige aussi dans les hypothéeses I'absence de
composantes cylindriques, mais une légére modification de la démonstration permet
d’éviter cette hypothése.

Il reste & éliminer le cas d’une sphére d’homologie. On a vu (Proposition 2 partie I1.A)
qu’il existe alors une feuille compacte. Cette feuille est alors un tore qui sépare la
variété. La variété M s’obtient en recollant deux composantes cylindriques sur les
deux bords d’un produit T?x I (voir II.A). L’holonomie du bord de chaque com-
posante cylindrique M, et M, est cyclique; et le diffeomorphisme de recollement
identifie un lacet vy, supportant de I’holonomie de M, a un lacet vy, supportant de
I’holonomie de M,. Puisque ces lacets représentant des éléments non-nuls dans
’homologie rationnelle de M, et de M,, il s’ensuit que M n’est pas une Q sphere
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d’homologie. Les Q sphéres d’homologie résolubles ne sont donc pas feuilletable de
maniére transversalement analytique. [ ]

PROPOSITION 2. Soit ¥ un feuilletage analytique sur T.}, sans composante de Reeb,
avec |tr A|#2. Si F a une feuille compacte toutes les feuilles sont compactes et le
feuilletage est une fibration.

Démonstration. Si F a une feuille compacte, cette feuille est un tore incom-
pressible donc elle ne disconnecte pas. Coupant le long de ce tore, on obtient un
feuilletage analytique de T?x I. Le fibré s’obtient en recollant 7°x 0 et T?x 1 4 P'aide
de A’ (o0t A’ est conjuguée 2 A ou A™'). Le condition de recollement d’holonomie va
nous montrer que cette holonomie est triviale si A “tord” trop le tore T2

Soit € I’ensemble des couples de germes de difféomorphismes analytiques de R en
0 qui apparaissent comme générateurs de ’holonomie d’un certain feuilletage analy-
tique de T?X I pour le feuille T?x0. Le couple (fi.f;) € € détermine le voisinage
feuilleté de T2x 0 donc tout le feuilletage de T>Xx I car le feuilletage est analytique.
Au couple (f}, f) € %, faisons correspondre I’holonomie de la feuille T2x 1 ainsi
déterminée. On obtient ainsi une application

O €— €.

Nous utiliserons deux propriétés de ®. Tout d’abord, @ est involutive, i.e. ®* = id.
D’autre part, il est clair que le groupe SLy(Z) opére sur € par:

(; cci)(f" f2) = (F°f 0.

Nous noterons cette opération par A(f, f2). On a alors: AD(f, f>) = P(A(f1, f2)).
En effet, soit & un feuilletage analytique de T2 X I ayant (f1, f2) et ®(F;, F;) comme
holonomie en T?x0 et T?>x 1. Le difféomorphisme analytique de T?x I qui envoie
(m, t) sur (Am,t) envoie ¥ sur un feuilletage de T>x I ayant comme holonomie
A(f1, f) et A®(f,, f,) en T?x 0 et T?x 1. Donc (A, f2)) = AD(fy, f2).

Nous pouvons alors démontrer la proposition. Puisque le feuilletage obtenu apres
avoir coupe le long d’une feuille compacte doit se recoller analytiquement a I'aide de
A, on doit avoir:

(fi. f)= AD(f. )
d’ou (fi, 1) = AD(AD(f, 1)
= A™(fy, f)
= AX(f1, fo).

Donc, si A? n’a pas la valeur propre 1 (ce qui est équivalent a |tr A| # 2), alors
(f1, f2) = (id, id); ce qui montre que le feuilletage F de T?>x I est un produit. Toutes
les feuilles de # sont donc compactes. ]

Combinant cette proposition avec la proposition 1 de la partie I1.A, on obtient le

TutorEME 1, Soit T un fibré en tores sur le cercle. Si |tr A| <2, le seul feuilletage
analytique de T4> sans composante de Reeb est la fibration. Si |tr A|> 2, les seuls
feuilletages analytiques de T} sans composantes de Reeb sont la fibration et les
modéles (a conjugaison C® pres).
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Remarques. (1) Nous ne savons pas s'il existe des feuilletages analytiques de T}
avec des composantes de Reeb. (2) Le théoréme précédent ne régle pas le cas o
trAl=2.
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APPENDICE 1
Quelgues remarques sur les fibres en tores sur le cercle
On considére les fibrés T,’ définis comme quotient de T?XR par la relation d’équivalence identifiant
(x,5,1) 4 (Alx, y),t + 1) odt A € GL,(Z). Le groupe fondamental de T, est le groupe des transformations
de R® engendré par:
Xy, t)—(x+1,51)
X, v, t)—>(x,y+1.t)
(x, y, ) (Alx,y), £+ 1).
Ce groupe peut étre défini comme I’ensemble des triplets (m, n, p) € Z* avec la loi;
(m,n,p)(m’,n’,py=(m+m', A" (n', p'} + (n, p)).
La suite exacte
0> (T —> 7 (T)— m(S") —> 0
est ici (n,p)—> (0, n,p)

{m,n,p)—m.
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On notera H I'image de 7,(T?) dans m(T,%).

PROPOSITION 1.
(1) dim oH(T>, Q) =3 Ti=T (e .si A=id)
... (1l n sf{-1 n
—2<3Acon;uguea(0 l)oua( 0 ]>
= | dans les autres cas.
(2) Si H(T,, Q) est de dimension 1, tout automorphisme de (7, préserve le sous-groupe H image de
m(T?. Ceci implique que tout homéomorphisme de T, se reléve dans T° xR.

Démonstration: En étudiant le groupe dérivé de m(T,), on trouve que:
(1) Si A n'a pas la valeur propre 1, D, est d’indice fini dans H. Le groupe m,/Dw, est alors une
extension de Z par un groupe fini.

. vee {1 . .
(2) Si A a la valeur propre 1, A s’écrit ( a) dans une certaine base. Si a est non nul D, est de rang

0 1
1, et si a est nul, D, est de rang 0. Ceci donne la premiére partie de la proposition.

Pour la seconde partie, considérons un automorphisme de m,(T,’) avec A hyperbolique. Cet automor-
phisme doit préserver le premier groupe dérivé. Or, ce groupe dérivé est d’indice fini dans H. On voit alors
facilement que "automorphisme doit préserver H.

PROPOSITION 2. Les seuls automorphismes de m\(T,’) (avec |tr A| > 2) sont les suivants:

(m,n,p)—>(m, (I + A+---+ A" '}(b)+ B(n, p)) pour m=0
(m(I+A"+ - +A™ b)Y+ B(n,p) pour m=0

ol b € Z et B € GL,y(2) est tel que AB = BA,

(mn,p)—>(~m(I+A"+ -+ A" b)+B(n,p) pour m=0
(-m(I+A+---+ A" ) (b)+ B(n,p)) pour m=<0

ot b € Z et B € GLy(Z) est tel que ABA =B.

Démonstration. On sait que I'automorphisme préserve V'image de m(T?). Il existe donc B € GLy(Z)
telle que (0, n, p) s’envoie sur (0, B(n, p)). Notons (g, b) I'image de (1,0,0)(ona a € Z et b € Z*). L'image
de (m, n, p) est alors:

(ma,(I+ A®+-- - A" 'y)(b) + B(n, p)).

Puisque I'un »'intéresse aux automorphismes, on a ¢ = * 1. En écrivant que | application ainsi décrite doit
étre un morphisme de groupe, on obtient que si a = 1, les matrices A et B commutent, et que si @ = — 1, les
matrices A et B vérifient ABA = B. Ce qui démontre la proposition.

Remarque. On peut vérifier que tous ces automorphismes proviennent d’un difféomorphisme de T,y’. En
appliquant un résultat de Kupka et Que(12], affirmant que deux difféormorphismes de T,’ induisant le
méme automorphisme au niveau du groupe fondamental sont isotopes, on en déduit upe description
explicite du groupe des difféomorphismes de T,* i isotopie prés.

En cherchant par la méme méthode les isomorphismes entre m(T,’) et 7,(T,?*), on obtiendrait la:

PROPOSITION 3. Les fibrés T, et To’ (avec |tr A|> 2 et |tr A'| > 2) sont homéomorphes si et deulement si:
(1) soit A et A" sont conjugués dans GLA(Z); (2) soit A™' et A’ sont conjugués dans GL,(Z).

APPENDICE 2

4.

La croissance du groupe f tal d’un recol} t de comp cylindriques

Soit ¥, et ¥, deux exemplaires de la composante cylindrique, a, b (respectivement x, y) des générateurs
canoniques de 7,(¥)) (respectivement m(,)) vérifiant bab~'=a~" et yxy ' =x".
Soit f: X, d¥, un difféomorphisme linéaire et (f f
bases {a, b?} et {x, y3}.

On a une suite exacte provenant du revétement des orientations de la bouteille de Klein:

) la matrice de f,:m(3¥)—> 7 (3%,) relative aux

1-ZBZ-» mH)=»2Z,»1 i=12

ot les générateurs canoniques de Z @ Z s'identifient & {a, b?} pour i = 1 et {x, ¥*} pour i =2,
On en déduit une suite exacte

15>ZDHZ > 7 (X, L/J.7(z)—>22*22—>1

ot m (%, U¥,) est engendré par a, b, x, y et les relations bab~'=a"', t=x7!
1

yy ' =x" a=xPy™, bl=xyY, les

générateurs canoniques de Z @ Z s'identifiant 3 a et 6
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Si on regarde le sous-groupe infini cyclique distingué dlindice 2 de Z,*2, engendré par [limage de

I'"élément by em (¥, U X,) on obtient la suite exacte
f
19ZDZ->G->Z-1

ol G est un sous-groupe d'indice 2 de 7 (¥, U ¥;) donc ayant la méme croissance que lui.
1

ps+qr 2rs )
2pq ps+ar/

Considérons G comme le groupe fondamental d’un fibré en tores sur S' dont le difféomorphisme
caractéristique est donné par la matrice ci-dessus. La proposition suivante est alors une conséquence d'un
résultat de [16]:

Un calcul direct montre que I'action de Z sur Z @ Z est donnée par la matrice * (

PROPOSITION 1. La croissance de (¥, UX,) est polynomiale si |ps+gqr|=<1 et exponentielle si
f

lps +qri>1.
(Remarquons que la condition |ps + gr] <1 est équivalente & pgrs <0).



SUR LA NULLITE DE L'INVARIANT DE GODBILLON-VEY

G. Duminy et V. Sergiescu



C. R. Acad. Sc. Paris, t. 292 (11 mai 1981) Série I — 821

TOPOLOGIE. — Sur la nullité de 'invariant de Godbillon-Vey. Note (*) de Gérard
Duminy et Viad Sergiescu, présentée par Henri Cartan.

On démontre la nullité de I'invariant de Godbillon-Vey pour tout feuilletage de codimension un, & croissance non
exponentielle, transverse & une fibration d'une variété compacte.

We prove the vanishing of the Godbillon-Vey invariant of a codimension one foliation with non-exponential growth
which is transverse to a fibration of a compact manifold.

1. PRESENTATION DU RESULTAT. — Soit (M, &) une variété feuilletée de classe C* avec M
compacte et # de codimension un, transversalement orienté et tangent au bord
(éventuellement vide) de M. Son invariant de Godbillon-Vey [1] se wrouve dans
H?*(M, (M: R): on le notera gr (% ).

La nullité de cet invariant a été établie pour deux classes particuliéres de feuilletages a
croissance polynomiale ([2}, {3]). Par ailleurs, dans les exemples classiques d'invariant non
nul, on peut mettre en évidence la présence de feuilles ressort (type particulier de feuilles a
croissance exponentielle; voir [4}). Nous démontrons ici :

TrEOREME 1. — Lorsque M est fibrée en cercles ou en intervalles et . F transverse a la
fibration, si F est sans feuille ressort, alors gv (F ) est nul.
Ceci permet de répondre partiellement a la question n°® 17.3 de [5] :

COROLLAIRE. — Dans les mémes conditions, si F est d croissance non exponentielle, alors
gv (F) est nul.

La démonstration du théoréme se raméne au cas ol la fibre type est un intervalle : si F,
transverse & une S'-fibration, posséde une feuille compacte, il suffit de couper M le long de
cette feuille; sinon, par le théoréme du point fixe de Sacksteder, # est sans holonomie et le
résuitat est prouvé dans [6].

Supposons donc que M soit un I-fibré de base N; F est alors caractérisé, a conjugaison
prés, par son holonomie globale hol : m, (N)— Diff7 (I). D’aprés Thurston (voir par
exemple [3]), gv (F), considéré dans H? (N; R)~H3(M, ¢M; R), est égal & i* hol* [A], ou
i :N g K(n,(N), 1) et [A]e H2(Diff? (I); R) est défini par :

Logg’ °g)
0g g Log(fog) dx: £, ge Diff2 (I).

1
™ 8603 [ |ilongy dostreaty|

L’absence de feuille ressort se traduit par le fait que le groupe d’holonomie G =1Im hol
de F est sans trajectoire ressort, c’est-a-dire vérifie la condition :si ye G(x)ets’ilexistege G
tel que lim g"(y)=x, alors y=x.

n—x

Le théoréme 1 découle donc du suivant, dans lequel gv(G) désigne j*[A], ou
J: G o Diff2 (I).

TutoREME 1. — Si G est un sous-groupe de Difi% (1), sans trajectoire ressort, alors gu(G) est
nul. :
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La nullité de guv (G) est connue lorsque G est abélien (voir [3]). Dans le cas plus général du
théoréme 1’, notre démonstration nécessite :

2. UNPROLONGEMENT DU COCYCLE A. — Pour tout he Homéo , (I), la fonction Log h’ est
définie presque partout et, lorsque sa variation totale V(Log ') est finie,on a Log h’'e L™ et
(Log h')’eL'. Un tel homéomorphisme permettant les changements de variable (h et A~*
sont alors lipschitziens) on vérifie que :

(i) (1)={heHoméo  (1}}V(Log h')< = } est un sous-groupe de Homéo, (1) (voir
aussi [7], p. 74-75);

(i1) la relation (x) définit un cocycle sur % (I), encore noté A, et

(iii) d : (f, gy V(Log(fog™'y) est une métrique sur ensemble 2 (1), pour laquelle
I’application ( f, g)—>A(fog ™', g) est continue.

Dans la suite, 1a notation g (G) sera naturellement étendue a tout sous-groupe G de Z(I).

De plus, on pourra toujours se ramener au cas ou P'ensemble Fix G= N Fix g des points
geG
fixes de G se réduit au bord de I, car :

LemMEO. ~ Pour G c 2(1), gv(G) est nul si gv (G ;) est nul pour toute composante connexe
Jde 1-Fix G.

3. LasituaTioN GENERIQUE. — Est celle ou G « 2 (I) admet, dans i, une trajectoire fermée
discréte non triviale. Cette trajectoire est de la forme G(§)={ /" (£}[neZ }, ou teletfeG,
f>iddans{. Notons G* le sous-groupe des éléments de G fixant G (£): G est alors le produit
semi-direct { f>.G" et la suite exacte de Wang s’écrit :

S HLG D) B HLG ) - H,(G 7S H (G Ty >

ol i: G G etf, est associé & 'automorphisme g —» fgf~' de G. L’action de f, sur
H, (G": Z) s’identifiant A celle de f sur I'abélianisé G /DG", ceci prouve le :

LemME 1. — g (G) est nul si ge(G™ ) est nul et si G satisfuit & la condition suivante :
(W,) tout ge G vérifiant | f, ge DG" est dans DG’ .
En dehors du cas trivial ou G” = {id }, on en déduit le :

LemME 2. — gv(G) est nul si gv (G’ 5) est nul pour toute composante connexe J de1~Fix G’
et si G satisfait d la condition suivante :

(W,) les germes de G* aux extrémités a et b de 1 sont abéliens.

La démonstration consiste 4 « grossir » G 4 I'aide de « morceaux » de G de fagon &
satisfaire a (W) : on définit H comme le sous-groupe de 2 (1) engendré par G et tous les
homéomorphismes obtenus en prolongeant par I'identité les restrictions des éléments de G 4
I'un des segments [ fP(E), fPT(E)], peZ. Le sous-groupe H', défini comme ci-dessus,
coincidant avec G* sur toute composante de I—Fix G*, il suffit, d’aprés le lemme 0, de
montrer que H satisfait a4 (W,).

Soitdonc he H" tel que[ f, je DH" . Le groupe H vérifiant (W, ), une extension 4 2 (I) du
lemme de N. Koppel (voir [8]) permet d’affirmer que les germes de 4 en a et b sont ceux de
Iidentité. Pour ne N assez grand, h et [k, /"] ont alors méme restriction au supportde het, vu
la construction de H, il suffit de vérifier que [k, f"le DH", ce qui est immédiat.

4. ACTIONS DE GROUPE SANS TRAJECTOIRERESSORT. — So0it G un sous-groupe de Homéo . (1).
Pour toute composante connexe J d’un ouvert G-saturé, notons Gy={ gjlgeGetg(J)=1J}
et considérons les ensembles minimaux de I'action de G, sur J (fermés non vides de J,
G-saturés, minimaux pour linclusion). Leur réunion M;, éventuellement vide, est un fermé
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G;-satur¢ de J. On peur alors définir une suite croissante (M?),.y de fermés G-saturés de 1
par les conditions :

M°=Fix G et M?"! —M?=1J { M;|J est composante connexe de —M?}.

Nous appellerons G-intervalle toute composante connexe d'un ouvert non vide I - M?.
Lorsque G est un sous-groupe de type fini de Diff2 (I), cette suite vérifie, d’aprés [9], la :

PrOPRIETE (2,). — La réunion des ensembles M? est dense dans 1.

Supposons, de plus, G sans trajectoire ressort. Alors, pour tout G-intervalle J, ’action
de G, sur M, [non vide d’aprés (2, )] est sans point fixe. Puisque, d’aprés [4], le théoréme de
Sacksteder s’étend aux actions des groupes G,, I’ensemble M, ne peut contenir de minimal
exceptionnel et la classification habituelle des minimaux s’énonce :

PROPRIETE (2,). — Tout G-intervalle J est de I'un des deux types suivants :

(A) M;=1J et G; est sans point fixe dans J;

(B) My, distinct de J, est réunion de trajectoires fermées discrétes non triviales.

Nous qualifierons de régulicre I'action de 1out groupe G < Homéo, (1) vérifiant ces deux
propriéiés et appellerons dimension de U'action le nombre neNwu | x| de saturés de
G-intervalles.

Pour une telle action et tout G-intervalle J de type (A), le groupe G; est abélien (théoréme
de Hélder); d’autre part :

-

LemME 3. — Si G @ (1) a une action régulicre de dimension finie. alors. pour tout
Ge-intervalle J de type (B), G, satisfait a la condition (W,) du lemme 2.

I suffit en effet de vérifier que, pour tout h € G,, les composantes connexes de J — Fix hsont
des G-intervalles de type (A) sauf peut-&tre un nombre fini d’entre elles; cette vérification est
effectuée dans [8].

Lemme 4. — Si G est un sous-groupe de type fini de Diff2 (1), sans trajectoire ressort, alors il
existe une famille de morphismes 1, : G — Z (1), £>0, telle que :
(i) Paction de G,=7.(G) est réguliére, de dimension finie;
(ii) pour tout heG, et tout G-intervalle J de type (A), hyy est de classe C*;
(iii) pour tout geG, lim n,(g)=g dans Z(1).
e—=0

En effet, I’action de G est réguliére et la propriété (2, } entraine I’existence, pour tout £ >0,
d’un entier p, tel que les composantes connexes de I — M soient de longueur inférieure A &.

On peut donc construire un fermé G-saturé M,, contenu dans M et vérifiant les
conditions :

(a) pour tout entier p, les G-saturés des composantes connexes de I —(M,n M?) sont en
nombre fini,

(b) les composantes de I —M, qui ne sont pas des G-intervalles de type (A) sont de
longueur inférieure a €.

On obtiendra alors les morphismes 7, cherchés de la fagon suivante :si x est dans I'une des
composantes Jo, P[ de 1 —M, qui n'est pas de type (A), on pose n,(g){x)=h{x), ou h est
I'unique homographie coincidant avec g en o et B et vérifiant :

hia) g'{a)

KB g By

sinon on pose 7, (g){x)=g(x).
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5. DEMOSSTRATION DU 1HEOREME 17— On peud ¢videmment supposer G de vype fini et.
puisque [application (f,g) - A(feg~',g) est continue sur % (1), il suffit de montrer la
nullite de ge (H) pour tout H < & (1) vériliant les conditions(i) et {ii) du lemme 4.

Ceute nuliine s'obtient pur récurrence sur la dimension n de 'action de H. Triviale
pour n=0, elle se raméne, lorsque n2 1. a celle de Hy, ot J est une composante de 1 —M"
(¢f. lemme 0). Si J est du type (A) elle est connue (¢f. § 1). sinon elle découle des lemmes 2
¢t . et de Mhypothese de réeurrence.

(*) Remise le 27 avril 1981.
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INTRODUCTION.

L'étude de la cohomologie du groupe discret des difféomorphismes du
cercle est motivée par son lien avec les problémes de classification homotopique
des feuilletages de codimension 1 (voir par exemple [Ser]) . Pour détecter des
classes de cohomologie non triviales, on est ramené & la recherche de sous—groupes
dont 1'homologie est calculable. A part les groupes abéliens, les sous—groupes
étudiés jusqu'i présent se construisent essentiellement 3 partir de 1'action projec-
tive de SL(2,R) sur le cercle S1 o P1(R) . ([Bot]} ,[Tsul]l, [ Tsu2} ...) . Danms

ce travail, nous nous intéressons aux propriétés homologiques et dynamiques d'un

groupe de nature différente.

Soit G 1le groupe des homéomorphismes g de R vérifiant les propriétés

suivantes :
1. g(x+t) = g(x)+1
2. g est affine par morceaux.

3. 8i x est un point de discontinuité de la dérivée de g , alors x
et g(x) sont des nombres dyadiques, c'est-a-dire des rationnels du type p.29

avec p et q entiers relatifs

4. En tout point, les dérivées a gauche et a droite de g sont des

puissances entiéres de 2.

5. g(o) est un nombre dyadique.

la propriété 1 montre qu'un élément de G définit naturellement un homéo-
morphicme du cercle S1 , identifié & R/Z . On désigne par G le groupe des

. . 1 .
homéomorphismes de S ainsi obtenu.



On note F le sous—groupe de G formé des éléments qui fixent O
(mod Z) et F' 1le sous-groupe de F constitué des éléments dont le germe en

0 est trivial.

Ces groupes sont apparus dans plusieurs contextes : logique, algebre,
topologie. R.-J. Thumson ([MK-TH],[?]) , wotivé par le "probléme des mots", a
construit un groupe infini, simple de présentation finie,plongé dans le groupe
des homéomorphismes du cercle. Il s'avére que 1'image de ce plongement n'est autre
que G (bien que nous n'utiliserons pas ce fait). Le groupe F est relié au pro-
bléeme des idempotents homotopiques [Dyd] , [Fr-He]l ; récemment K. Brown et
R. Geoghegan ont démontré que F est un groupe de type FPm , de dimension cohomo~-
logique infinie, bien que sans torsion [Br-Ge] . Par ailleurs, F ne contient pas

de sous~groupes libres a deux générateurs [Br-Sq] .

L'étude que nous proposons du groupe G est basée sur la dynamique de son
action sur le cercle., Nous verrons que des méthodes apparues précédemment en théorie
des feuilletages permettent le calcul explicite de la cohomologie de G et éclairent
sa structure. Inversement, les propriétés algébriques et homologiques de G sont
relides 3 d'intéressantes propriétés qualitatives des feuilletages qui lui sont

associés.

Les discussions et la correspondance que nous avons eues avec plusieurs
mathématiciens nous ont constamment stimulées. D. Sullivan nous a suggéré d'étudier
ce groupe d'un point de vue dynamique. Nous avons utilisé avec profit les preprints
que P. Greenberg et S. Jekel nous ont communiqués. C'est grdce a R. Geoghegan et
R. Strebel que nous avons eu connaissance, euntre autres, de [?], D. McDuff et
A. Haefliger se sont intéressés a ce travail et nous ont encouragés durant sa

rédaction.

Nous les remercions tous pour leur gentillesse.

Le premier auteur remercie par ailleurs 1'IHES pour son hospitalité.



I. ENONCE DES RESULTATS.

Tel que nous l'avons défini, le groupe G est un groupe d'homéomorphismes
du cercle. Le théoréme suivant montre qu'il est possible de "lisser" ce groupe

sans changer sa dynamique topologique.

THEOREME A. 11 existe un homéomorphisme h du cercle tel que hGh—1 est consti-

tué de difféomorphismes de classe C* de S1 .

Nous verrons plus loin qu'il existe un grand nombre de tels homéomorphismes
h . Par ailleurs, nous construirons d'autres plongements de G dans le groupe
Diffj(sl) des difféomorphismes de S1 , de classe C”, qui respectent 1'orienta-

tion. -

Un théoréme fondamental de J. Mather établit une équivalence homologique
entre le classifiant du groupe discret Diff:(R) des difféomorphismes C° de

Lo
R & support compact d'une part, et 1l'espace des lacets du classifiant BI'  des

1
T-structures de Haefliger de codimension 1 d'autre part ([Mat]).W. Thurston a donné
une version de ce-théoréme pour le groupe 6;?%?(81) , revétement universel de
Diff:(s1) . Une approche de ces théorémes et de certaines généralisations, basée
sur l'utilisation des monoides de plongements, est due & D. McDuff et G. Segal
[McD1], [Seg3] . Nous étendons cette méthode aux groupes qui nous intéressent. En
utilisant un théoréme récent de P. Greenberg sur le classifiant des pseudo—groupes
linéaires par morceaux, nous explicitons des espaces simples ayant le méme type
d'homologie que les espaces d'Eilenberg-Maclane BG, BG et BF' . Notre démarche

est en quelque sorte inverse de celle de J. Mather et W. Thurston qui utilisaient

1'équivalence d'homologie pour analyser BFT a4 partir du groupe Diff:(R) .

81 X est un espace topologique pointé; nous noterons X 1'espace des
1
5 . 1 \
lacets pointés et LX 1'espace Xs des lacets libres. Le groupe S opére sur



LX de facon naturelle; nous noterons £X le "quotient homotopique", c'est-a-
dire le quotient de LX X ES1 par l'action diagonale de S1 (ou ES1 désigne

1'espace total du S1—fibré universel).

THEOREME B. Il existe des applications continues

BF' —= QS3

BG — L53
3

BG —> LS

qui induisent des isomorphismes en homologie entiére.

Ce théoréme permet la détermination des anneaux de cohomologie des groupes
F,F',E,G . Rappelons d'abord quelques notations. Si A est un anneau commutatif,
on note A[x] 1la A-algébre graduée des polyndmes en une variable x de degré
pair |x| . Soit A(u) la Z-algébre extérieure engendrée par un générateur u

de degré impair |u| . Enfin, on note T[x] 1'anneau gradué des puissances

divisées engendré par un générateur x de degré pair; c'est par définition

1'anneau libre engendré par des éléments X, (n > 1) tels que X =x et
- (n+p)!
XXy = wipl Fntp

La cohomologie entiére de JES3 n'est pas connue. C'est pour cette raison
que nous n'explicitons que la structure rationnelle de la cohomologie de G .
Voir cependant [Hin] pour des informations sur la cchomologie de ¢KS3 a coef-
ficients dans Zz .
COROLLAIRE C. Les anneaux de cohomologie entiére de F,F' , G sont respective—

ment :



H* (F3;Z) =~ A(UI’UZ) ® T'la]l avec ]u1[ = |u2! =1 et Ja|l =2
H*(F';Z) =~ I'[a] avec |af =2
H*@;Z) =~ Tla] ®A(8) avec lcxl =2 et IB] =3

De plus, on a :
1
H (GZ) =0

Le groupe H2(G;Z) est isomorphe 3 Z & Z . Il existe desgénérateurs

o et yx de H2(G;Z) , naturels dans HZGLS3;Z) , tels que :
H* (G;®) = Qa,x] /a.x =0 avec |a| =2 et x| =2.

Par une méthode différente, K. Brown et R. Geoghegan avaient déja calculé

la structure additive de H*(F;Z) ([Br-Ge]) .

En prenant des coefficients réels, ces résultats présentent une analogie
surprenante avec les cohomologies continues (ou de Gelfand-Fuchs) de Diff: (R)
et Diffw(s1) . Rappelons que celles—ci sont respectivement isomorphes & R[gv]
et R[gv,eul]/gv.eu = 0 ol gv est la classe de Godbillon-Vey (intégrée sur la
fibre) et eug est la classe d'Euler [Ha2] . Il est naturel d'interpréter les géné-

rateurs o et ¥ a partir de cette analogie.

THEOREME D. L'élément  de H2(G;Z) n'est autre que la classe d'Euler de

1'extension
0+2Z % G » 1

Les puissances de la classe d'Euler sont non nulles dans



H*(G;@) et donc dans H*(Diffﬁ(81);m) . (D'aprés le théoréme A).

La non nullité des puissances de la classe d'Euler dans H*(DiffT(S1),Q)
est un résultat de S. Morita [Mor] . Il nous semble intéressant de retrouver ce

phénoméne dans un groupe explicite aussi "petit" que G .

L'interprétation de la classe o est plus délicate. Rappelons tout d'abord
que la classe de Godbillon-Vey dans Hz(Diff:(s1),R) peut €tre représentée par

le "2-cocycle de Bott-Thurston" suivant (voir[Bott])

v - 1f
S

Ce cocycle, bien qu'ayant un sens si u et v sont deux éléments de G est

Log Dv.  Log D(ueov)
dx

D Log Dv DlogD(uov)

évidemment nul dans ce cas car DLog Du est alors nul presque partout.

La classe o apparait cependant comme un analogue discrétisé de gv ol
la différentielle D est remplacée par une différence finie. Plus précisément,
si @ : st > R est une fonction admettant des limites latérales en tout point,

on notera AY : S1 + R 1la fonction définie par AP(x) = w(x+)-w(x_) . En notant

-

uy la dérivée & droite, on a

THEOREME E. La fonction gv : G x G » Z définie par :

(x)

I

1 ° ]
L Log2 vd Logz(u V)d
gv (u,v) b

1 ' o w) '
x€S Log2 vy ALogz(u v)d

est un cocycle dont la classe de cohomologie est 1'élément 20 de HZ(G;Z) décrit

dans le corollaire C .



On remarquera que la somme définissant gv est en fait finie.

Pour un plongement de G dans Difff(S1) donné par le théoréme 1, on
pourrait €tre tenté d'interpréter o comme étant 1'image réciproque de la classe
de Godbillon-Vey par ce plongement. Il n'en est rien, comme le montre le théoréme

suivant.

THEOREME F. Soit ¢ : G 9—Diffi(s1) un morphisme quelconque. Alors 1'image de

1'invariant de Godbillon-Vey par ¢* est nulle dans HZ(G;R) .

Nous abordons maintenant 1'étude qualitative des actions de G sur le

cercle.

Rappelons que si un groupe agit sur le cercle, sa dynamique topologique

peut &tre de trois types différents (voir par exemple [He-Hi])

t. Il existe une orbite finie.
2. Toutes les orbites sont denses.

3. 1I1 existe une orbite dont l'adhérence est un ensemble de Cantor, appelé

minimal exceptionnel.

. . 1 . .
I1 est clair que les actions de G sur S fournies par le théoréme A
ont toutes leurs orbites denses. Nous verrons qu'une action non triviale de G
sur S1 ne peut avoir d'orbite finie. Par contre, le cas 3 peut effectivement

se produire :

THEOREME G. 1I1 existe des représentations ¢ : G - Diffm(S1) possédant un

minimal exceptionnel.



Il résulte facilement des théorémes D et F et de la formule de Hopf
qu'il existe une surface compacte orientée I et une représentation
¢ ﬂ1(2) +>Diffi(S1) ayant un minimal exceptionnel et telle que le nombre

d'Euler estnon nul. Nous avons réussi & construire un exemple explicite :

THEOREME H. Soit 212 la surface compacte orientée de genre 12. Il existe une
représentation ¢ : W1(Z12) > Diffm(Si) qui a un minimal exceptionnel et tel que

le nombre d'Euler du S1-fibré associé est égal 3 1 .

Ce théoréme contraste avec le résultat de [Gh1] oll il est montré que la
classe d'Euler rationnelle d'un groupe de difféomorphismes analytiques du cercle
est nulle en présence d'un minimal exceptionnel. Remarquons que si
¢ n1(2) »—Diffi(s1) posséde un minimal exceptionnel, alors son nombre d'Euler
eu(¢) satisfait 1'inégalité de Milnor-Wood "forte" [eu(¢)]<|x(2)| [Gh1] . On

pourrait se demander dans quelle mesure cette derniére inégalité est optimale.
Le théoréme G entralne le résultat suivant

COROLLAIRE I. Les groupes F et G sont isomorphes a des sous—groupes discrets

de Diffl(R) et Diffi(Si) , munis de la topologie C1

Ainsi F et G sont des sous—groupes discrets de 'groupes de Lie"
simples de dimension infinie; ceci pourrait @tre relié au fait qu'ils sont de

type FP_ (voir [Br-Ge]) .

Une conséquence d'un théoréme classique de Denjoy et du théoréme G est

le

COROLLAIRE J. Tous les éléments de G ont un nombre de rotation rationnel. Par

ailleurs, tout rationnel est le nombre de rotation d'un élément de G .
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Enfin, nous nous intéressons & la classification des actions de G sur

Rappelons que si ¢1 et ¢2 sont deux représentations de G dans
Homéo+(SI) , on dit que ¢1 est semi-conjugué a ¢2 s'il existe une application
. 1
continue monotone h de S dans S1 de degré 1 telle que, pour tout g de G

ona ho ¢1(g) = ¢2(g) o h .

THEOREME K. Soit ¢ : G +»Diff2(S1) une représentation non triviale. Alors, ¢

est semi-conjuguée a l'injection de G dans Homéo(S1).

En fait, nous donnerons une description précise de toutes les représentations

¢ : G~ Diffr(S1) (r>2) a Cr-conjugaison prés (voir théoréme III-3~17).

COROLLAIRE L. Il existe des représentations non triviales de G dans
Diffr(S1) (r > 2) qui sont semi-structurellement stables dans le sens suivant

toute représentation ¢' proche de ¢ est semi-~conjugude a ¢.

Ce corollaire nous semble intéressant car ces actions stables sont de nature
différente des exemples déja connus : essentiellement les groupes abéliens et les

groupes fuchsiens.

En conclusion, ces résultats scmblent confirmer 1'idée de K. Brown ot

R. Geoghegan suivant laquelle G est l'analogue d'un sous-groupe arithmétique T



d'un groupe de Lie simple H de R-rang supérieur & 2. Dans notre cas,
Diffl(sl) joue le rdole de H (Corollaire I) et l'action de G sur S1 est
analogue a4 1'action de I sur H/P ou P est un sous—groupe parabolique. La
théorie des groupes arithmétiques montre que les propriétés de I sont proches
de celles de H (voir [Zim]) . Par exemple, T est"résiduellement simple" (de
méme de G est simple). Il existe un rapport étroit entre la cohomolégie

de T et la cohomologie continue de H (de m@me la cohomologie de G est analogue
a la cohomologie de Guelfand-Fuchs de S1). De la méme facon, le théoréme K est
semblable au théoréme de Margulis affirmant que sous des conditions trés générales,
un morphisme de I © H dans H se prolonge & H. Il serait intéressant de trouwer un
cadre général qui puisse contenir les groupes aritimétiques ainsi que des groupes tels
que G . Par ailleurs, cette analogie souléve naturellement quelques problémes :

F est-il moyennable ([Br-Sq]) , G possdéde-t—il la propriété T de Kazhdan ?

Cet article est organisé de la facon suivante. Dans la partie II, consacrée
aux questions cohomologiques, nous démontrons successivement les théorémes
B,C,D,E . La partie III est consacrée aux propriétés qualitatives; on y démontre
les théorémes A,G,J,H,I,K,L,F,M.Bien que la partie III s'appuie sur la partie
II ; sa lecture pourrait @tre faite directement aprés avoir pris connaissance des

notations générales en II-1.

PLAN.

II. PROPRIETES QUANTITATIVES.

II.1 : Préliminaires.
I1.2 : Des espaces ayant la méme homologie que les groupes F',E:G .
II.3 : La cohomologie des groupes F', F,E,G .

II.4 : L'interprétation des générateurs de la cohomologie de G .
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11TI. PROPRIETES QUALITATIVES.

I11I.1 : Construction des lissages

ITI.2 : Corollaires de l'existence de minimaux exceptionnels.
III.3 : "Unicité" des lissages.

I1I.4 : Corollaires du théoréme K.

Bibliographie.



- 13 -

II. PROPRIETES QUANTITATIVES.

I1I. 1. PRELIMINAIRES.
Dans cette section nous fixons des notations et nous faisons quelques rappels.

Notons Q, <R 1'ensemble des nombres dyadiques et soit GA(QZ) le groupe

affine dyadique, c'est-a~dire le groupe des bijections affines de R du type

n . .
x — 2% + 2 avec n,p,q entiers relatifs .

2

Si x est un réel, nous noterons TX la translation d'amplitude x . Soit

. 1 N
RX la rotation de S correspondant a TX .

On désigne par FZ(R) le pseudo—-groupe des homéomorphismes locaux de R
qui sont GA(QZ) par morceaux : h € FZ(R) si pour toute composante connexe I
de son domaine de définition il existe une suite strictement croissante de nombres
d'éléments

dyadiques (Xn) sans point d'accumulation et une suite @rg

nezZz nEZ
de GA(Qz) tels que h][xn,xn+1] = Ynl[xn’xn+1] .
Le monoide des auto-plongements de R qui appartiennent i FZ(R)

~
est noté MZ(R) . I1 est clair que le groupe G défini dans 1'Introduction est

contenu dans MZ(R). Soit PLZ(R) le groupe des homéomorphismes de R qui

appartiennent & FZ(R).

On définit de méme le pseudo—groupe F2(S1) . Le monoide M2(S1) qui lui

correspond est alors précisément le groupe G .

 en 1
Un argument dans [McD ]] montre que les classifiants BF20R) et BTZ(S )

ont méme type d'homotopie que mous noteromns parfois BTZ simplement.
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Passons a quelques rappels sur l'homologie et 1'homotopie des monoides

(voir aussi [McD2] et [Seg 1],[Seg 2] , [Seg 3D).

Soit M un monoide topologique qui agit & gauche sur un espace topologique
X . On désigne par CMNX) 1la catégorie topologique dont 1'espace des objets est
X et celui des morphismes est M x X . Soit MN\ X la réalisation géométrique du
nerf de ((MMX) c'est-a~dire du complexe semi simplicial associé. On note
BM =M N\ * le classifiant du monoide M . Lorsque M est un groupe discret,

BM est un espace d'Eilenberg-MacLane K(M,1)

Dans la suite les réalisations géométriques sont prises au sens fin sauf
pour les classifiants BT des groupoides ou en relation avec eux (voir [McD2]
§3 et [Seg2] pour des détails sur ceci ainsi que sur des questions connexes).
En particulier, si e est 1'élément neutre d'un monoide M alors Be « BM est

le point base de BM .

Avant de rappeler deux résultats sur les classifiants des monoides, intro-

duisons les notions clé de fibrations homologiques et homotopiques.

Soit B un espace connexe pointé en bO , P : E~>B une application

continue et F c p_1(bo) un sous—espace de p-I(bo) .

DEFINITION 1.1. La donnée F- E £—+B est une fibration homologique (resp.
homotopique) si 1'inclusion naturelle de F dans la fibre homotopique de p en

b0 est une équivalence d'homologie entiére (resp. une équivalence d'homotopie

faible).
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En particulier, une suite spectrale relie les homologies des espaces

F,E et B .
La proposition suivante est due & G. Segal et McDuff.

Proposition 1.2 [MD-Se]. Si le monoide M agit sur 1'espace X par des équiva-

lences d'homologie (resp. d'homotopie faible) alors

X — MYX — M N\ &

est une fibration homologique (resp. homotopique). o

En considérant des actions & droite, nous obtenons des notions duales et

1.2, reste vrai.

En particulier, soit K un sous-monoide du monoide discret M et soit

M# K le classifiant de 1'action droite de K sur M .

COROLLAIRE 1.3.[Seg 3]. Si M.# K est un espace contractile alors 1'inclusion
BK > BM est une équivalence d'homotopie. Ceci a lieu en particulier si la condi-

tion suivante est vérifiée :

(*) Le monoide M est régulier a4 gaucheetpowr m, ,m, € M , il existe
& 1

2

m€M, k,,k, € K tels que mk, =m et mk, =m

1’72 1 1 2 2

Une deuxieme conséquence trés utile de 1.2. est :

COROLLAIRE 1.4. [Seg 3]. Soit 1 > K L M TN —1 une suite exacte de monoides

. . .. . . . . -1
discrets (i.e. i injective, m est surjective et Im(i) =7 (e)) telle que :

(i) Pour n € N, il existe s € M tel que l'application k +—Snk de
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K dans ﬁ_1(n) est bijective.

(ii1) L'endomorphisme C_ : K »> K défini par la relation ks = s C (k)
n n nn

est une équivalence d'homologie. (Cette condition est vérifide si pour

1

k ,...,kp € K il existe k € K imversible tel que C (k;) = kK kik (1=1,...,p)

1
Alors, BK - BM - BN est une fibration homologique.

Dans la suite, les équivalences et le type d'homotopie sont considérés au sens

faible.
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II. 2. DES ESPACES AYANT MEME HOMOLOGIE QUE LES GROUPES F',E ET G .

Dans cette section, nous commencons la démonstration du théoréme B. Nous
nous inspirons des techniques employées par D. McDuff et G. Segal dans leur

démonstration du théoreme de Mather-Thurston et de ses généralisations.

Nous nous proposons d'établir des équivalences homologiques entre 1l'espace

BF' (resp. BG) et l'espace §BT, (resp. LBF2)

2

La situation présente différe de celle traitée par D. McDuff et G. Segal
dans la mesure ou les groupes qui nous intéressent sont dénombrables et ne pos-
sédent pas de topologie "continue" comme c'est le cas pour Diff(S1) par exemple.
Pour cette raison, la démonstration de [McD1] ne s'adapte pas automatiquement et
nous allons donc nous attacher a donner une preuve qui explicite les points ol

la structure de F et G est importante.

Nous avons cherché également & rendre cette démonstration accessible au
lecteur qui n'est pas familier avec [Seg3] et [McD!] . Par ailleurs, le fait que
nous nous intéressons a des groupes qui agissent sur le cercle ou sur la droite
simplifie sensiblement les démonstrations de sorte que cette section pourrait

aussi Stre considérée comme une introduction a [McD1].

Nous remercions D. McDuff pour nous avoir aidé spontanément dans la présen—

tation de cette section.

Nous commencons avec une proposition qui exprime une connexité faible dans
le pseudo—groupe FZ(R) . Elle permet de lui appliquer certains raisonnements qui
dans [McD1] et [Seg3] sont faits pour le pseudogroupe c” .

PROPOSITION 2.1. Soient a, < o

1 » By < B, quatre nombres dyadiques. Il existe

2
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© € PLZ(R) tel que cp(ai) = Bi , 1=1,2.

DEMONSTRATION. Quitte & composer avec des translations dyadiques, nous pouvons

supposer que o, = 81 = 0 . I1 suffira alors de construire pour un dyadique vy > O ,

un homéomorphisme 0;)Y € PLz(R) tel que (py(o) =0 et &py(1) = Y . En effet,

le composé (pB o(.DC: enverra alors a, sur 82 . De plus, on peut supposer
2 2
que vy < 1, en utilisant eventuellement pour ceci une homothétie.

n
Ecrivons alors vy = I ——1— i <... <1 .
k=0 i o n
2
Posons &pY (x) =x pour x<O0 ,

&DY(X) x=14y pour x > 1

et définissons LDY sur [0,1] en imposant que sa pente soit égale a ——1——1?1—
k

1 1
-, -—1 ,0<k<nt eta
2k 2k+1 - =
1'intervalle [t - L , 11 .0

,0

sur les intervalles [1-

Nous allons maintenant décrire une équivalence d'homologie entre les espaces

BF' et QBPZ . Nous identifions librement F' au sous-groupe des éléments de

PLZ(R) dont le support est contenu dans JO,1[ .

Notons Io = ]-»,0] et I, = [1,o[ et soit MI (R, rel IO) le sous-—
1
monoide de M2 (R) formé des plongements ¢ tels que @ = id au voisinage de

Io et (0(11) < 1, . Soit hjl(II) le monoide des germes au voisinage de I1 des

1

plongements de I'Z(R) qui envoient I, dans I1 . Ainsi si ©, 50, € M(I1) alors

-~ -~

90 =@, s'il existe un ouvert V o I1 tel que @, (x) = (.pz(x) pour X € V .

Un morphisme de monoides
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p ~
M. (R,rel I ) —M(I,)
I1 o 1

est défini par restriction. Il est clair que son noyau est exactement F'

PROPOSITION 2.2, La suite des monoides discrets 1 + F' - MI (R,rel Io) 2, M(Ii)

1
—> 1 est exacte et induit une fibration homologique des espaces classifiants.

DEMONSTRATION. Soit y € M(I1) . On choisit deux dyadiques 0 < a <a, < 1

tels que ¢ est défini au voisinage de ]az,w[ . D'aprés 2.1, il existe

@ € PLZ(IR) tel que w(a1) =a, et w(az) = w(az) . L'élément de MI (R,rel Io)
1

qui est égal a id. (resp. @,y) sur ]—W,a1] (resp. [u1,a2] , [a2,+m[) se

projette sur y par l'application p . La suite de monoides est donc exacte.

La deuxiéme affirmation est une application de 1.4. (voir [Seg3]) . Soit
. -1 . P
V159, € MI1(R,re1 Io) . Si p(w1) = p(@z) alors ® °¢, est bien définie ce

qui assure la condition 1.4.i .

Si s1,...,sp EF' , @€ MI (R,rel IO) , on choisit & 1'aide de 2.1 wun
1 _1. P
élément ¢y € F' qui coincide avec ¢ sur @ 1( U supp si) . Ainsi
i=1
¢r1 sim = w_1 siw et la condition 1.4.ii est vérifiée. [u)

La proposition 2.2. est utile gri3ce au :

LEMME 2.3. L'espace BMI (R,rel IO) est contractile.
1

DEMONSTRATION (voir [Seg 3]1). Rappelons qu'une catégorie est filtrante si les

deux conditions suivantes sont vérifiées

1. Si f et g sont deux morphismes entre les objets y et 2z , il existe

un objet X et un morphisme h : x >y telsque f oh=goh .
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2. Si x et y sont deux objets, il existe un objet z et deux morphismes

f:2z->x et g:z>x.

Le classifiant d'une catégorie filtrante est contractile (Voir [Quil)

Le monoide M(R,rel Io) des éléments de MZ(R) qui fixent un voisinage
de IO a un classifiant contractile. En effet, la catégorie CM(R,rel IO)Q@*)

est filtrante.

Il résulte de 1.3 (*) que 1'inclusion MI (R,rel IO)CZM(R,rel IO) est
1
une équivalence d'homotopie. Ainsi, BMI (R,rel IJ est contractile. o

Rappelons qu'un résultat fondamental de Segal ([Seg 3]) assure que le
classifiant du monoide discret des autoplongements C® de R a méme type d'homo-
topie que le classifiant de Haefliger BF; . Ce résultat et sa démonstration restent

vrais pour le monoide MZ(R) et le pseudo-groupe FZ(R) .
On arrive alors & la description du type d'homologie de F' .

THEOREME 2.4. Il existe une équivalence d'homologie entre les espaces BF' et

QBFZ .

DEMONSTRATION. 11 est assez simple de montrer que l'espace Bﬁ(11) a méme type

d'homotopie que le classifiant des autoplongements de ]!,»[ , donc que BMZ(R) .

I1 résulte de 2.2 , 2.3 et du résultat de Segal cité plus haut qu'il
existe une fibration homologique d'espace total contractile, d'espace de base
équivalent a BFZ(R) et dont la fibre est équivalente 4 BF' . Dans cette situa—

tion, il est classique que BF' a mZme type d'homologie que QBI‘2 . 5]
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Dans la derniére partie de cette section nous construisons une équivalence
d'homologie entre l'espace BG et l'espace des lacets libres LBFZ(IR) . Pour un
modéle convenable, cette équivalence sera munie d'une propriété d'équivariance qui

permettra d'en déduire une équivalence d'homologie BG %-gBFZ .

Dans un premier temps, nous relions l'homologie des groupes F' et G .
I1 n'est pas possible de plonger F' dans G comme sous—groupe normal. Cependant,
il existe une fibration homologique dont la fibre et 1'espace total ont les homolo-
gies des groupes F' et G .

! et M~ le sous-monoide de G formé

~ 1
3 | 53 — — ———
Soit I 1'intervalle ] A [ i

des éléments qui préservent T. 1a proposition qui suit joue un rdle essentiel.
C'est une version de 2.1 de [McD2] . Sa démonstration est repoussée i la fin de

cette section.

PROPOSITION 2.5, L'inclusion M? <€ induit une équivalence d'homotopie

entre les classifiants.

Soit I 1'image de 1'intervalle T par la projection R - S1 . Notons
M(S1,re1 1), MI , (resp M(I)) les sous-monoides de G formé des éléments qui

sont égaux & id au voisinage de I , qui préservent 1 (resp. le monoide des

germes en 1 des plongements (V,I) = (S1,I) ol V est un voisinage de 1)
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PROPOSITION 2.6. Il existe une suite exacte de monoides

1 +-M(S1,rel I) > M~ ﬂ(I) -+ 1 qui induit une fibration homologique.

I

DEMONSTRATION. L'exactitude de la suite se démontre comme dans 2.2 & l'aide de 2.1.

De méme la propriété homologique est une application de 1.4.

Notons H(S1,re1 ) , 8 ﬁ(I) les monoides de tous les homéomorphismes

I°

de S1 définis de fagon similaire a M(S1,re1 I) , M M(I) et munis de leurs

1

topologies naturelles.
COROLLAIRE 2.7. Il existe une fibration homologique
M(s',rel I) & H(S ,rel 1) » M\ H > MDD N B(D)

DEMONSTRATION. Il suffit de comparer cette suite d'espaces a celle de la proposi-
tion précédente compte tenu de 1.2 et de la contractibilité des monoides

H(S1,rel I) , H, et H(I) . ©O

I

Soit j : S1 +—BF2(S1) 1'application naturelle qui envoie X €'S1 sur

1'objet {x} de la catégorie associée 2 F2(S1) . Désignons par Lrel IBI‘Z(S1)
l'espace des applications S1 > BTZ(S1) qui coincident avec j0 sur un voisinage

de T.

On a une fibration homotopique

prel IBF2(51) +—LBT2(S1) - Map(I,BPz(S1))

ot les fleches sont l'inclusion et la restriction. Puisque I est contractile,

il s'agit essentiellement de la fibration :

BT, > LBT, - BT, (voir [McD1]).
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Nous allons la comparer & la fibration de 2.7. Soit H le groupe des

homéomorphismes du cercle qui respectent 1'orientation.

1

PROPOSITION 2.8. Il existe une application F : (GH) xS ~ BI‘Z(S]) qui induit

des applications fi , 1i=1,2,3 et le diagramme commutatif :

M(S',rel I)NH(S',rel I) —M NN H H(DX H(D

5| 4 s

I_.rel I(BI'Z) — LBFZ _— Map(I,Bl"z)

DEMONSTRATION. Le groupe G agit sur H x S1 par g.(h,0) = (gh,6) . Les espaces

(GXH) x S1 et GNy (H x S1) sont homéomorphes.

Rappelons qu'au pseudo-groupe FZ(S1) , on associe la catégorie topologique
C(F2(S1)) dont les objets sont les points et les morphismes sont les germes d'homéo—
morphismes locaux de 1"2(31) . Il suffira de définir un foncteur continu
T : C(N\H XS1) > C(I‘2(S1)) . Pour un objet (h,8) H x S1 on pose
_F-(h,e) =h(6) . Si g : (h,8) > (h',0) est un morphisme , on définit TF(g) -comme

étant le germe de g en h(8) . On vérifie alors que F induit naturellement les

application f1,f2 et f3 qui font commuter le diagramme de 2.8. a]

REMARQUE 2.9. Considérons l'application f : GXH > LBI‘Z(S1) induite par F .
Le groupe S1 agit naturellement a droite sur GXH et sur LBT2(31) . Pour
A € LBFZ(S1) , 0 € S1 on pose AH =X o By . 8i h€ H on pose

h.‘B—hf)Re et si g est un morphisme de h & h' , onpose g =g : ona

en effet, g°h°Re=h' oRe

L'application f est équivariante par rapport & l'action de S1 . La
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vérification est imédiate a partir de la définition du foncteur F .
On peut maintenant démontrer le

THEOREME 2.10. L'application £ induit une équivalence d'homologie

GXNYH — LBF2(51) . Par ailleurs, les espaces BE et GNH ont méme type d'homo-
topie.

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que l'application f2 : Mi§§ HI -+ LBI‘2 est une
équivalence d'homologie. En effet, n1(BP2) = 0 par un argument direct ou bien

en utilisant le fait (voir II 3) que Brz est une sphére 53 . On peut alors
appliquer le théoréme classique de comparaison des suites spectrales, pourvu que

f1 et f3 soient des équivalences d'homologie . Le fait que f, est une équiva-

3
lence d'homotopie est essentiellement le résultat de Segal BMZ(IU o BF2(RJ .

Nous avons vu dans 2.4 que BF' et QBT2 ont méme type d'homologie. La
preuve donnée s'adapte pour montrer que f1 est une équivalence d'homologie.

Notons pour ceci J0 , J1 et J 1l'image sur S1 des intervalles [% . %] ,

[- %—, - %] et E% s %] . La preuve de 2.2 donne une fibration homologique.

A ~
BM(J, rel JUJ,) ~»BM. (J,rel J ) -~ BM(J,) .
o 1 J1 o 1
L'application f permet de la comparer & la fibration suivante comme en 2.8.

Map (J,BTZ) + Map (J,BI‘Z) > Map(J1,B1”2) .

rel J UJ rel J
o 1 o

(Les notations sont similaires a celles déja utilisées). Le m@me argument basé sur

le théoréme de comparaison des suites spectrales donne alors que f1 est une équi~

valence d'homologie.
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Nous avons donc montré que f2 T My x B o~ LBI, est ume équivalence

d'homologie. Pour terminer, montrons que l'inclusion naturelle

MI\H > G H 1induit une équivalence d'homotopie. D'aprés 2.5, l'inclusion

I
MTCE et une équivalence d'homotopie. Par ailleurs, les monoides MT et MI
sont évidemment isomorphes. Si H désigne le groupe (contractile) des homéomor-

phismes de R qui commutent avec la tramslation T1 , 11 suffit de montrer qu'il

existe une équivalence d'homotopie TXH » 6N\H . Le lecteur se persuadera lui-

méme de ceci en considérant le diagramme naturel :

]I — ZXRT — ZN
CRH —— O — T
= G* —= G * o

COROLLAIRE 2.11. L'espace classifiant BG et l'espace .,ﬁBI‘Z ont méme type

d'homologie.

DEMONSTRATION. Nous avons déja remarqué que l'application f : GxH -~ LBI‘Z(S1)
est équivariante par rapport a l'action naturelle de S1 . Elle induit alors un

morphisme de fibrations :

GH —— BT,

l

1

(G%H)Ts BT,/ S
sy s *LQ

D'aprés le théoréme précédent, et en comparant les suites spectrales des deux
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fibrations, il résulte que (G H)Z st » LBT, Vi s! est une équivalence homolo-
gique. On conclut en remarquant que (G \H)# st » G\\(H/Sl) = G N* et que

Ll?»l“Z / S1 est un modéle pour l'espace eU?»I‘2 comme il est bien connu. O

Nous terminons ce paragraphe avec la démonstration de la proposition 2.5,
c'est-3-dire du fait que 1'inclusion BM. + BG est une équivalence d'homotopie.
I
Pour ceci, nous montrons que 1l'espace M, N\\G est contractile. Malheureusement,
I

la condition % de 1.3 n'est pas vérifiéde, ce qui complique la démonstration.

DEMONSTRATION DE 2.5. Soit Top R 1la catégorie des ouverts de R avec les inclu-

sions comme morphismes et soit F: C(MN\\ '6) -+ Top R le foncteur défini ainsi :

1
pour g € T on pose F(g) = g—1(f) 3 s1 m : g > mg est un morphisme, alors

Wt .

F(m) est 1'inclusion g~1('f) cg m

Soit FN\C 1la réalisation de la catégorie dont les objets sont les couples
(g,x) ol x € F(g) = g—1 () et 1'ensemble des morphismes de (g,x) a (g',x")

et égal 3 Hom (g,g') si x = x' et a l'ensemble vide sinon. Une application natu-

relle FNC — R et définie en envoyant (g,x) sur X .

D'aprés [Seg 3] (A.5) il résulte que cette application est une équiva-
lence d'homotopie si la condition suivante est vérifiée :
Pour x € R, la sous-catégorie pleine Cx c C(MT,\\'C') dont les objets sont les
éléments g € G tels que x € g_1 (1) = F(g) a un classifiant contractile. Ceci

se produit effectivement puisque CX est une catégorie filtrante. Il suffit pour

N

ceci de produire pour g,h € Ob(Cx) un objet k et des morphismes de k a g et

1

~ -1 .~ -1~ -1 o~ L .
h. Pour ceci, choisissons k € G tel que x €k (I)cg (I) N h (I) & l'aide

-1 -1
de la proposition 2.1. Alors, k € ObCX et gk € M,i, , hk € Mf sont les mor-

phismes cherchés. Finalement, l'espace F N\( est contractile.
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Pour finir la démonstration considérons l'action diagonale de Mfia sur
T x G . La projection I x G + G est équivariante et induit une équivalence

~ ~ ~
d'homotopie MT\\ I xG~ Mi'\\G . Par ailleurs les espaces FN\(C et

e o~ . P . . 3 - ~
MT N\ T x G sont les réalisations de catégories isomorphes. Ainsi MT N\ G

est un espace contractile. a}
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I1I. 3. LA COHOMOLOGIE DES GROUPES F' , F , Gg,c .

Dans cette section, nous démontrons le théoréme B et C . Nous présentons
d'abord un théoréme de P. Greenberg sous une forme qui nous est convenable. Un corol-
laire de ce théoréme sera le fait que le classifiant BI‘2 a le type d'homotopie

de la sphere S3

Soit K un groupe d'homéomorphismes de R qui préservent 1l'orientation
et agit analytiquement sur R c'est-d-dire tel que pour tout ouvert U , si

glu = id]U alors g =1id .

Soit I 1le pseudo groupe des restrictions des éléments de K & des ouverts
de R . Soit I'P 1le pseudo-groupe des homéomorphismes locaux qui sont T par
morceaux'. Plus précisément h € I’  s'il existe un ensemble discret de "singu-

N

larités" appartenant & 1l'orbite K(0) en dehors duquel h est un élément de T .

Désignons par K0 le stabilisateur de K en 0O et par Fg le groupe

des germes en O des éléments de P qui fixent O . Le lemme suivant est clair.
LEMME 3.1. Fﬁ est isomorphe a KO x Ko . o

Soient Py et P, les projections naturelles de T sur K . Désignons

par R le "push out" homotopique du diagramme

Bp

B ——8— BK
(o) (o]

‘ |

]

de t
l '

BK = + R

(o]

c'est-a~dire le double "mapping cylinder" qui lui est associé.
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Considérons les applications naturelles BKO - BFOP et BKO > BK . A

1'aide du diagramme précédent, elles donnent lieu au diagramme :

BK —— R
o

!

BK

kk

THEOREME 3.2. (P. Greenberg) [Gr-2]. L'espace classifiant Br? a le meme type

d'homotopie faible que le "push-out" homotopique du diagramme * * .

Supposons & partir de maintenant que K et le groupe affine dyadique

GA(®,) .

LEMME 3.3. L'espace R , "push out" du diagramme

Bp
B rop —E ., BK_

!
* BPdI

!

BK
o

est une sphére S3

DEMONSTRATION. Il est clair que Ko ~Z , Fz ~7Z ® Z . Il est classique que le

"

"double mapping cylinder du diagramme

est une sphére S3 . o
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Pour déterminer le type d'homotopie du classifiant BI'2 il nous reste,
d'aprés le théoréme 3.2 et le lemme précédent i déterminer le "push-out homoto-

pique" du diagramme :

BK
[¢]

R
w
o
R
0

k%

BK
COROLLAIRE 2.4. L'espace BT, a le type d'homotpie de g3

DEMONSTRATION. Appliquons au "double mapping-cylinder" les théorémes de van—Kampen

et de Mayer-Vietoris.

Montrons d'abord que ﬂ1(BF2) = 0 . I1 suffit pour cela de prouver que
le sous—-groupe normal engendré par Ko est tout le groupe dyadique K = GA(QZ)
Soit N(Ko) ce sous—groupe. 1l est clair que la conjugaison intérieure de 1'homo-

thétie x —2x par la translation x + ln n > 0 est dans N(KO) . C'est dire

2
que l'application x —2(x + l) -1 2x + — est dans N(X ) , d'ou
on )0 om )
1
- N . =
x = x +—  est dans (Ko) Donc N(Ko) K.

2

Montrons maintenant que l'inclusion Ko + K est une équivalence d'homologie

entiére. La suite de Wang de 1'extension :
O-—>Q2 —K =+ Z — 0 donne :
A,-id,

—H @) ——— @) =’ ® —5_ @) — ...

ol A : QZ —+'Q2 est la multiplication par 2.
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Si k > 2 le groupe Hk(QZ) est nul car tout sous—groupe de type fini de

QZ est cyclique. On en déduit que Hk(K) =0 pour k> 3.
Puisque A-id = id , la suite exacte
0 > Hy(K) > H @) — H @) > H & > 8 @) »H @)

donne HZ(K) =0 et H1(K) =~ Z . Il en résulte que l'inclusion BK0-+ BK est

une équivalence d'homologie.

Finalement, l'application 53 =~ R +-BF2 déduite du diagramme **' est

une équivalence d'homotopie; ceci résulte de la suite de Mayer-Vietoris de  #*%' |

compte tenu de la 1-connexité de Bl et de 1'équivalence d'homologie BK_ ~ BK .0
2 (o}

REMARQUE 3.5. Il résulte de 2.4. et de [Gr1] qu'une équivalence homotopique

S3 - Br, est obtenue en classifiant le "feuilletage de Reeb affine'" sur S3 .

Nous arrivons a la

DEMONSTRATION DU THEOREME B. Elle résulte de 2.4, 2.10, 2.11 et 3.4. O
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Dans la seconde partie de la section nous démontrons le théoréme & .

Nous précisons d'abord la cohomologie des groupes F' et G . D'aprés le
théoréme B , le premier a l'homologie de l'espace des lacets QS3 . Le deuxiéme
a méme homologie que 1l'espace des lacets libres LS3 . Remarquons que L33
s'identifie 2 QS3 x S3 a 1l'aide de la strﬁctﬁre multiplicative de S3 . Puisque

. la cohomologie de 1l'espace S?S3 est une algdbre de puissances divisées ({Spal)

engendrée par un générateur de degré 2, on en déduit la :

PROPOSITION 3.6. La cohomologie H*(F';Z) est isomorphe & l'algébre des puis—

sances divisédes T[o] avec lu] =2 .

La cohomologie H*(a;Z) est isomorphe au produit temsoriel T[a] ® A(B) ,
Ja| =2, |8] =3, d'une algébre de puissances divisées et d'une algdbre exté-

rieure. o
Nous explicitons maintenant la cohomologie entiére de F .

PROPOSITION 3.7. Pour tout n > 1 , ona HY(F;Z)~Z@Z .

DEMONSTRATION. Considérons la suite exacte :

1>F'" >F>Z 66 Z >~ 0 .

Remarquons d'abord que Z @ Z opére trivialement sur H*(F';Z) . Ceci
résulte du fait qu'il existe des éléments de F dont la dérivée en O (resp. 1)
est égale 3 2 et dont le support est arbitrairement proche de O(resp. 1)

Le terme E2 de la suite spectrale de l'extension considérée est
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H*(F'3Z) z 1 z2 z o
0 0 0 0
z zZ z o
0 0 0 0
>
z2 z o ) H*(Z @ Z;Z)

La proposition en résulte car la suite spectrale dégénére au terme E2 .

COROLLAIRE 3.8. Le groupe H1 (F;Z) est engendré par les préimages wu,,u

1272

des générateurs de H1 (Z & Z;Z) . Le groupe HZ(F;Z) est engendré par la

préimage u o, du générateur de HZ(Z ® Z3;Z) et par un élément qui est

la restriction & F du générateur o de HZ(E';Z) .

DEMONSTRATION. La premiere affirmation est une conséquence immédiate de 1la suite

exacte
2 2 2,
0> H(Z & Z;Z) ~ H (F;Z) » H(F';Z) -0

Le groupe TF se plonge naturellement dans G . L'inclusion F' + G  correspond

3

en homologie & 1'application H, (QSB;Z) > H, (L§7;Z) . C'est donc un isomorphisme

en dimension paire. Il en résulte que la restriction du générateur o de

HZ@;Z) et 1'élément u, u, engendrent HZ(F;Z) . o

172

. P 2 ey
REMARQUE 3.9. Dans la suite, on notera o le générateur de H (G,Z) et ses
o
[

restrictions 3 F et F' . Remarquons que existe dans H*(F,Z) également.

La proposition qui suit donme la structure multiplicative de H*(F;Z)



- 32 -

PROPOSITION 3.10. L'anneau de cohomologie entiére H*(F;Z) est isomorphe au

produit tensoriel A(u1,u2) 8 I'lal ol ]u1| = |u2| =1 et la] =2 .

DEMONSTRATION. Nous devons montrer que pour k > 0,

k

¥ #;2) st dré e :
3 est engendré par u, T4 et U, iy

k k+1
EL_ a

2k+2 .
H (F;Z) est engendré par Uy 1 et Te+i) !

La suite spectrale donne un isomorphisme :

1,2k 1,0

~E! 0,2k

]
® B0 iz o z;2) ® HNF ;2) .

R

82X (pz) ~ E

b
o0

k k
I1 en résulte facilement que u, %{T et u, engendrent HZkH(F;Z) .

zle

Considérons maintenant la suite exacte :

2,2k 5 H2k+2

0 » g2 0,2k+2

(F;Z) > E_
k+1

L'image de h)' dans ES’2k+2 o2 H2k+2(F';Z) engendre ce groupe. Pour terminer,

k
il suffit de remarquer que 1l'élément u,u, %—‘ est un générateur de

Ei’ZR o~ Ei’o o 5022 o

]

Nous nous intéressons enfin 3 la cohomologie de G . Nous savons déja, d'aprés
le théoréme B, que 1'espace BG a la méme homologie que oﬁS3 . Soit x 1la classe

d'Euler du fibré S1 > LS3 X ES1 ->§S3 .

PROPOSITION 3.11. Le groupe H1 (G;Z) est nul. Le groupe HZ(G;Z) est isomorphe

a zZez.
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DEMONSTRATION. Puisque LS3 = 953 X S3 est simplement connexe, &53 1'est

également et donc H1 (G;Z) = 0 . De plus la suite de Gysin :
0 »mogsdz) 5 wl¢sdz) > vtasdz) > o
montre que H2 @53;2) est un groupe abélien libre & deux générateurs. U
Considérons le générateur B du groupe cyclique H3(L83;Z) .

PROPOSITION 3.12. HZC,QSB;Z) est engendré par X et par l'image o =§g ol

5 : H3(LS3,Z) -> H¢C£S3;Z) est 1l'intégration sur la fibre.

DEMONSTRATION. Il résulte de la suite de Gysin que X et o engendrent
*
H2@S3;Z) pourvu que le composé 2o H3(LS3;Z) ——»HZQSB';Z) —P——>H2(LS3;Z)2 Z

soit un isomorphisme.

Soit m™: T S3 — 83 le fibré tangent unitaire a S3 . Une application

1
£ T183 > LS3 est définie en associant a un élément (x,v) € T1S3 la géodésique
issue de x dans la direction v . Il est facile de voir que f est équivariante

par rapport aux actions de S1 sur '1'153 et L53 et induit un diagramme commu-—

tatif :

3 P 3,1 ' 3
Z = HZ(T1S L) — HZ(T1S /S Z) ——->H3(T1S sZ) = Z

| £,
Y3 P 3 § 3

S HZ(LS JZ) —— HZ(GLS 3 L) —— H3(LS sZ)~ 7

Remarquons que T1S3 est homéomorphe a S2 % 83 .

Nous allons montrer que f2 et le composé HZ(T1S3;Z) -> H2(T1S3/S1;Z) >

H3(T1S3;Z) sont des multiplications par #2 et que f est un isomorphisme.

3
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3 3 .
Ceci implique que le composé H2(LS3;Z) + HZQES yZ) > H3(LS ;Z) est un isomor—

phisme et démontre la proposition.

Considérons une fibre § = n_1(xo) comme générateur de HZ(T1S3;Z) . I

est clair que f]S : S > LS3 envoie ﬁn élément (XO,V) € S sur la géodésique
issue en X dans la direction vy . Il résulte de [Spal , théoréme 8.5.9 que
f(8) représente le double d'un générateur de H2(LS3;Z) = H26253;Z) . L'applica-
tion f2 est donc bien la multiplication par #2 .

Le fait que f3 soit un isomorphisme résulte du triangle commutatif :

H3(TIS3;Z) ————————»'H3(LS3;Z)

n
HE3

3,
H3(S s Z)

dans lequel les projections sur S3 induisent des isomorphismes.

Finalement, justifions que le composé

H2(T1S3;Z) > H2(T1S3/S1;Z) -> H3(T1S3;Z) est la multiplication par *2 . L'image

1

de la fibre S= ﬂ_(XO) par ce composé est égale au S‘—saturé de S . En utilisant

1'involution o : T183 - T1S3 qui est l'application antipodale dans chaque fibre,
on vérifie que le nombre d'intersection de S avec son S1-saturé est égal a 2 .
Donc, le composé HZ(T1SB;Z) > H2(T153/SI;Z) > H3(T1S3;Z) est la multiplication

par 2 . Ceci achéve la démonstration de 3.12. o

Considérons maintenant la classe X €H2(£S3;Q)

PROPOSITION 3.13. Pour k > 1, les puissances Xk € H2RG£S3;Q) sont non nulles.
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DEMONSTRATION. Il s'agit d'un argument classique. L'action de S1 sur LS3 a
des points fixes, i.e. les lacets constants. Soit {w} un tel lacet. Le diagramme
commutatif

BS Bk % B8 e 8

n

n

1 id 1

BS BS

produit une section de 1'application &SB > BS1 et le résultat suit de la struc-

ture multiplicative de " . o

Le théoréme suivant est en fait connu. Nous en donnons une démonstration

élémentaire.

THEOREME 3.14. Les classes a et X engendrent librement la cohcmologie

H*(jS3;Q) modulo la relation o . ¥ =0

DEMONSTRATION. 11 est clair, d'aprés la suite de Gysin, que xUa =y U»fB =0 .
Montrons par récurrence que

Hzn_z(iSS) =0 pour n > 1

Hzn(%s3) est engendré par 2 et o pour n

v
I

(tous les coefficients dans Q) . Supposons que ceci soit vrai pour n < p . La

suite de Gysin donne

w2Plesdy o p?P*l g3y — 2P (1Y) LHZP(ﬁs% .
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Comme HZP_1Q£S3) =0, il suffit de montrer que § est injective. Ceci résulte

P

p—1) o est non-nulle d'apreés 1l'hypothése de récurrence.

de ce que gsp*(a

Donc H2p+103$3) =0 .
Pour déterminer H2P+zgﬁs3) , on considére la suite exacte
*
H2p+1(LS3) 5 H2pQ£S3) Yl£—>H2p+ZCiS3) p*, H2p+2(LS3) e

I1 est clair que p*(ap+1) # 0 . D'aprés l'hypothése de récurrence et 3.13.,

1'image HZPQLS3) 41*»H2p+24133) est engendrée par 1'élément non-nul Xp+l

Finalement, up+1 et Xp+1 engendrent librement H2p+2dzs3) . b

DEMONSTRATION DU THEOREME C. Elle résulte du théoréme B et de 3.6., 3.10 et

3.14. o

Enfin, signalons briévement que les résultats de cette section permettent de
retrouver la simplicité des groupes F' et G qui sera utilisée dans la partie

TIL. o

THEOREME 3.15. Les groupes F' et G sont simples.

DEMONSTRATION. Il riésulte de 3.6. et de 3.11. que F' et G sont des groupes
parfaits. L'argument classique de Higman-Epstein [Eps] , appliqué a l'aide de

2.1, montre que ces groupes sont simples. 0O
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II. 4. L'INTERPRETATION DES GENERATEURS DE LA COHOMOLOGIE DU GROUPE G.

Dans cette section, nous démontrons les théorémes D et E .

Rappelons que le second groupe de cohomologie H*(G;Z) est engendré par
les générateurs o et X . Le résultat suivant identifie le générateur X et

prouve le théoréme D .

THEOREME 4.1. Le générateur X est exactement la classe d'Euler de l'action de

G sur S1 . Ses puissances sont non-nulles dans H*(G;®Q)

DEMONSTRATION. Il suffit d'utiliser la naturalité de la classe d'Euler et les

diagramme considérés a la fin de la preuve de 2.10. et dans 2.11. pour identifier

1'élément X . La non-nullité des puissances de X et une conséquence de 3.11. O

L'identification de la classe a € Hz(G;Z) est 1lide & la classe de

Godbillon-Vey et au cocycle correspondant en cohomologie des groupes.

Faisons d'abord quelques conventions jusqu'a la fin de cette section. Nous
allons considérer la cohomologie des groupes & l'aide des cochaines normalisées
homogenes ou non homogénes. Les conventions habituelles sont respectées a 1'excep—
tion du fait que nous travaillons avec des cochalnes homogénes & droite. Le passage
d'une n-cochaine homogéne © a la n-cochaine non-homogéne, ¢ sera alors donné

par
c(g1,...,gn) = c(g1 cer BsBy ...gn,...,gn,e) .

Pour un groupe K mnous notons e*(K) (resp. C*(K)) les cochaines homogeénes

a droite (resp. non homogeénes).
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La différentielle d : CU(K) — Cn+1(K) est donnée par la formule

n .
ek ,.eek ) = 3 0t CICPN SR

n+1 i n+1

n+1

La différentielle 6 : C"(K) —+ C (K) est

n .
1
) = c(kz,...,kn+1)1-f 1 c(k1,‘...,k

8c(k1,...,k
ixl

k.k k. .)

o+l =171 P T Tt

n+1

+ (-1) c(k1,. "kn)

Rappelons la suite exacte de Gysin—Hochschild-Serre de l'extension centrale

0 — z —C B g —1.

PROPOSITION 4.2. [Ho-Se]l . Il existe une longue suite exacte

-1 ez X Gz B5E @ z) é——»Hk 6;2) — 82 2)

REMARQUE 4.3. Il sera important pour la suite de bien contrSler la définition de

. Hk+1

1'intégrale sur la fibre 5 C;z) » Hk(G;Z) .

La description suivante peut-&tre extraite de [Ho-Sel .

k+1

Soit [@] € H (T;Z) . En utilisant la suite spectrale de 1'extension

0+2Z 3C—>C —1,

On peut choisir le cocycle non-homogéne @ tel qu'il soit identiquement nul dés
que deux arguments se trouvent dans le centre Z . C'est dire que ¢ est de

filtration 2.
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Considérons la cochaine non homogéne ¢(i(1),...) € Ck('E;Z) .

I1 résulte de [Ho-Se] p. 132 et 125 que cette cochaine est en fait un co-
cycle et se trouve dans Ck(G;Z) s Ck(E;Z) . Sa classe de cohomologie est bien

définie et est égale 2 g fp]l] . o
Nous allons définir maintenant une famille de cocycles dans HZ(G;Z) .

Soit [p] € HZ(Z @ Z;Z) la classe de cohomologie d'un cocycle homogéne
normalisé ¢ . Il est immédiat qu'on peut choisir ¢ dans une classe donnée tel
que sa restriction au sous-groupe diagonal Z -~ Z & Z soit identiquement nulle.

Avec ce choix, on a :

PROPOSITION 4.4. Soit Ap € CZ(G;Z) la cochaine normalisée donnée par

Log,f'(x) Log.,g' (x) Log,h' (x)
Bp(Esgo) = 1 @ ® 27 28
1 1 1

XE(DZ/Z Longd(x) Logzgd(x) LOgZhd(X)

Alors A(\0 est bien définie. C'est en fait un cocycle de G .

DEMONSTRATION., Il est clair qu'en dehors d'un nombre fini de points x , les
dérivées a gauche et i droite de f,g,h sont respectivement égales. Puisque ®
s'annulle sur le sous-groupe diagonal Z = Z & Z , la somme qui définit A est

en fait finie.

Montrons que la cochalne Acp est homogéne. Si k€ G, on a :

A (fok,gok,hok)= I u{
0 g

xEQz/Z Long('1 (k(x))+Log2k('i(x),Logzgé(k(x))ﬂogzké(x),Iogzh'(k(x))ﬂogzké(x)

d

Longé(k(x)) +Log2ké(x), Logzgé(k(x))-FLogzk'g(x) ,Logzhé(k(x))ﬂ,ogzk'g(x

)
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Puisque (@ est homogene, cette somme est égale a :

Log, fé(k(x)) Log2 gé(k(x)) Log2 hé(k(x))

z P
*€Q, /Z Log, fé(k(x)) Log, gé(k(x)) Log, hé(k(x))

I1 est donc clair que
Ap(E e Koo kohe k) = A (F,g,0)

Le fait que A@ soit un cocycle est immédiat & partir du fait que, pour

chaque x , AP est un cocycle. a

COROLLAIRE 4.5. La cochaine non-homogéne gv € CZ(G;Z) définie par :

Log,g! (x) Log, (fog) ! (x)
gvif,g) = I 25 2 &
XEQZ/Z Log, gé(X) Log, (fog)c'l(x)

est un cocycle.

DEMONSTRATION. Remarquons tout d'abord que ce cocycle est bien celui décrit dans
1'énoncé des résultats. Il suffit pour cela de soustraire la premiére ligne 2 la

seconde dans le déterminant.

Soit @ € EZ(Z @ Z) la cochaine

Y, Y, ¥
vz Y9 ¥y Y5

On vérifie sans peine que ¢ est un cocycle et la cochaine non homogéne qui lui

correspond est précisément gv . a]
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La démonstration du théoréme E , c'est-a-dire du fait que [gvl= 20 dans

5
H (G;Z) se fait en plusieurs temps.

LEMME 4.6. Il existe un entier p tel que [gv]l = p.a
DEMONSTRATION. Considérons 1'intégrale sur la fibre ;
. 3 2
JJ : B (@Cz) » 5H°(6;Z) .

De par sa définition (section II-3) , o est l'image par 5 du générateur de
~ —_—

HB(G;Z) ~ Z . Pour montrer le lemme, il suffit donc de montrer que gv est aussi

dans l'image de * . Pour cela, nous allons construire un cocycle , de

CBCE,Z) tel que % [w] = [gv] dans HZ(G;Z) .

Considérons tout d'abord la cochaine @€ C3(G;Z) définiepar :

1 1 1 1
[f(x)] [g(x)] [h(x)] [k(x)]
S(f,e,hk) % .
1 ] L ] L k'
X€Q20[O,1[ Logfg(x) Loggg(x) oghg(x) og g(x)
1] ] 1 T
Logfd(x) Loggd(x) Loghd(x) Logkd(x)
ou [ ] désigne ici la partie entiére. Comme précédemment, on vérifie que ®

est un cocycle. I1 en résulte que la cochalne non homogéne w associée & () est

un cocycle :
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[fgh(x!] [gh(x)] [h(x)]  [x]
w(f,g,h)= z

x€Q,NLo, 11 Log(fgn) | () Log(gh)} () Loghy G 0

Log(fgh)é(x) Log(gh)é(x) Loghé(x) 0

Une vérification immédiate montre que ® est de filtration 2, c'est—3a-dire, s'annul-
le dés que deux arguments se trouvent dans le centre Z% G . D'aprés la remarque

4.3, g[w] est la classe de cohomologie du cocycle :
(f,g) — w(x+1,f,g) ,

c'est—a-dire :

[fg(x)]1+1 {fg(x)] [e(x)] fx]

(f,8) — %
Log (fg)g(X) Log(fg)é(x) Loggé(x) 0
Log(fg)é(x) Log(fg)é(X) Loggé(x) 0
= .g—;(f,g) d ]

Pour montrer le théoréme E , c'est-a-dire que [gv] =2a , nous allons évaluer

chaque membre de 1'égalité [gv] = pa sur un cycle bien choisi.

Considéreons les éléments u et v de F' dont les graphes sont les

suivants :
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1 1
7/84
3/41
1/2 u 1/2 v
1/41
1/8
O4/8 3/8 1/2 1 0 172 578 7/8 1
Comme u et v commutent, la chalne o = (u,v) - (v,u) est un cycle

(non homogéne).
LEMME 4.7. La classe d'homologie de o est un générateur de HZ(F';Z)

DEMONSTRATION. Soit ¢ € CZ(Z ® Z) un cocycle choisi comme dans la proposition
4.3. et tel que [w] € HZ(Z @ Z:Z) soit le générateur qui vaut 1 sur le cvcle

~ ‘ = 1 = 0
non-homogéne (e1,ez) (ez,e1) ol e, _(O) et e, —( 1) .

3

Soit _A_q) la cochaine non homogéne associée a ¢ par 4.3. Alors

Log(uo v)'(x),Log v'(x),0
_Aw((u,v)—(v,u\) = z (p( g g )

XEQZ/Z Log(u o v)[‘i(x),Log v('i(x) , 0

Log(v o u)é(x),Log ué(x) ,0

x
*€EQ/Z Log(v o u)"i(x),Log u('i(x) , 0

Puisque Supp(u) N Supp(v) = , et que le cocycle @ est normalisé, la

Nof —

[STE

sommation se réduit a sa valeur en x =



- 44 -

On obtient alors :
_ : 1.0 0 110
Aw((u,v)—(v,u)) = ) - w( =1

d'aprés le choix de @ . o

Le lemme suivant, joint a 4-6, termine la démonstration du théoréme E car

o n'est défini qu'au signe prés.
LEMME 4.8. Ona gv(o) =2 et afoc) = #1 .

DEMONSTRATION. La premiére égalité est un calcul semblable & celui du lemme précé-
dent. Quant & 1'égalité oa(o) = =2t , nous avons déji vu que l'inclusion

F' — G induit un isomorphisme entre HZ(G;Z) et HZ(F';Z) . Comme, d'aprés I1I-3,
1'application HZ(G;Z) - HZ(E;Z) envoie o sur le générateur de HZ(G;Z) , il
résulte que o définit un générateur de HZ(F';Z) o~ Z . Par conséquent

a(oc) = 1 . O



_45_

I1II. PROPRIETES QUALITATIVES.

ITI. 1: CONSTRUCTION DES LISSAGES.

Le but de cette section est de démontrer les théorémes A et G , c'est-a-

dire de construire des morphismes du groupe G dans Diffw(S1) .
Soit f : R+ R un homéomorphisme vérifiant les propriétés suivantes

(I) Pour tout réel x , ona f(x+1) = f(x) + 2 .

(I1) £(0) =0 .

Nous nous proposons d'associer a chaque homéomorphisme f satisfaisant (I)
et (II) une représentation o de G dans Homéo(S1) . L'image de P, sera
constituée de difféomorphismes de classe C* si £ vérifie une condition supplé-
mentaire décrite plus bas. Dans le cas particulier ot f(x) = 2x , la représenta-

. 1
tion @, sera 1'inclusion canonique de G dans Homéo (S ')

Rappelons que nous avons noté respectivement Qz s GA(QZ) et PLz(R) les
groupes des nombres dyadiques, des bijections affines dyadiques et des homéomorphis—
mes qui sont GA(QZ) par morceaux (voir II-1) . La transformation x — 27x+ %;

2

de GA(QZ) est notée (2n, —59 . En identifiant un nombre dyadique x & la trans—
2

lation TX , on obtient les inclusions naturelles :
Q, < GA(Qz) c PLZ(R) .

Nous allons tout d'abord construire une représentation Gf de PLZ(R) dans
Homéo(R) . Celle ci sera définie sur Qz puis étendue successivement 3 GA(QZ)

et a PLZ(R) .
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LEMME 1.1. L'application

6. : - € Qz —f 91, Tp « 9 ¢ Homéo(R) est bien définie et donne

f
24

un morphisme de groupes.

DEMONSTRATION. Il s'agit tout d'abord de vérifier que 9f(%%) ne dépend que du

p 2p )

rationnel -= ., Pour cela, nous devons montrer que & GEL) = 6.( c'est-a~
q fq fq+1
2 2 2
dire :
Fher o9 g9 g, g
p 2
~1
T =f o T o f
P 2p
ou encore
f(x+p) = £(x) + 2p
Ceci est une conséquence de la propriété (I) .
Le fait que Gf est un morphisme est clair :
P . Py _ 4 9 _ 9, o9, 9 : q
ef(zq +Zq Yy =f %o Tp+p‘ o f £ Tp o T, o £ o f % 0T o f
e P’
Gf(zq) + Gf(zq) . o

REMARQUE 1.2. La propriété (I) et la définition de Gf montrent que si p est

un entier, alors Gf(p) = Tp .
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Nous étendons maintenant Gf a GA(QZ) :

LEMME 1.3. L'application :
"2y €6a@,) —0.(2) o 2 € Homéo(R)
54 2 £54

est un morphisme de groupes que nous noterons encore Gf

Démonstration. Ceci résulte immédiatement de la propriété suivante que 1lfon vérifie

sans difficulcé

1

fof,(x)of =6, si x€Q,. o

Enfin, nous étendons 9f a PLZ(IR) . Soit hE€ PLZ(IR) . Par définition, il

existe une suite strictement croissante et sans points d'accumulation (Xn)HEIE

de nombres dyadiques et une suite Yo dans GA(QZ) telles que :

h][Xn’xnﬂ] ) Yni[Xn’XnH] )

Cette suite n'est pas unique pour un h fixé : il est toujours possible d'ajouter

de nouveaux points dans un intervalle [xn,x 1, méme si h est affine sur cet

n+1

intervalle. Notons x le réel 6f(xn)(0) .

LEMME 1.4. La suite de réels En est strictement croissante et sans points

d'accumulation dans TR .

DEMONSTRATION. Puisque f est un homéomorphismestrictement croissant de R , la
définition de Gf montre que si J% est positif, on a
2

.(2) (x) > x pour tout réel x .
f 2q
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Par conséquent, si x, et x, sont deux nombres dyadiques tels que Xy > Xy >

on a Gf(x1)(0) > Qf(xz)(o) . o

Nous définissons alors une application Qf(h) : R-R , & priori discontinue,

de la facon suivante :

8_(h)y = = =6 Y p— —
f( '[Xn’xn+1[ f(Yn '[Xn’xn+1

[

Il est clair que Gf(h) est bien défini et ne dépend pas du choix de la suite x

L

I1 est tout aussi clair que Gf est une extension de la représentation préalable-—

ment définie Gf : GA(QZ) + Homéo(RK) .

LEMME 1.5. Si h € PLZ(IR) , l'application Gf(h) est continue.

DEMONSTRATION. 11 s'agit de vérifier la continuité de ef(h) au point X, -

Nous devons montrer que :
ef(Yn)(xn) = ef(Yn—1)(xn) ,
c'est~a-dire :
Gf(yn ° T _J(0) = 8.(y 4 ° T, )
n n
ou encore :

-1
ef(T-x ° Yn—1 ° Yy ° Tx )(0) =0 .
n n

(x) et T o T

Pui i =
uisque h est continue, on a Yn(xn) Yot 5 ~x_ ° Yoo ° Yn <

n
est donc un élément de GA(QZ) qui fixe O , c'est—a-dire un élément du type

AN . .y .
(27,0) . L'égalité que nous voulons montrer est alors claire car :

0.",00= £
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et f fixe 0 d'aprés (II) . O
LEMME 1.6. Qf : PLZ(R)'+ Homéo(IR) est un morphisme de groupes.

DEMONSTRATION. En effet, pour évaluer ef(h1 o hZ) , on peut choisir une suite

X telle que h2 est affine sur les intervalles [xn,x ] et h est affine

1

n+1)] . La définition de Gf montre alors

n+1

sur les intervalles [hZ(Xn) , h.(x

2
que Of(h1) o ef(hz) = Qf(h1 ° h2) . o

LEMME 1.7. Si 8 € G, c'est-a~dire si g € PL,(R) et Tg(x+1) = B(x)+1 , alors

() (x+1) = 6.(®) (%)

+

1.

DEMONSTRATION. Ceci est une conséquence, d'une part, du fait que Gf est un

morphisme et, d'autre part, de la remarque 1.2 suivant laquelle Gf(p) = Tp . o

D'apreés le lemme précédent, 6f permet de définir, par passage au quotient,
une représentation @; de G dans Homéo(S1) . Avant de décrire plus précisément
les propriétés de ®; , nous allons montrer qu'il est possible de choisir f pour

que wf(G) soit constitué de difféomorphismes du cercle.

Considérons la propriété suivante (1 < r < =) : (IIIr) f est de classe C'

s

f’(O) =1 et f(k)(o) =0 pour 2<k<r.

LEMME 1.8. Si f vérifie la condition (IIIr) , alors 1l'image de 9f (et donc de

Qf) est constituée de difféomorphismes de classe ct

DEMONSTRATION. En reprenant les notations de la démonstration du lemme 1.5, il

s'agit de montrer que, pour 1 <k<r,ona:

— (k) =
6,000 E) = 00 &)

e 1t ° Yn ° Tx ) =
n

-1
jet de 6_(T oy

. &
Ceci est une conséquence du fait que le r £ % n—

= fN est celui de 1'identité au point O . a
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Nous montrons maintenant que toutes les représentations @, que nous venons
. . . N . . . . 1
de construire sont semi-conjuguées 3 1'inclusion canonique de G dans Homéo(S ) .

Le lemme suivant est bien connu.

LEMME 1.9. Soit f : R +IR un homéomorphisme vérifiant les conditions (I) et (II}.

Alors, il existe une application continue croissante H : R +TR telle que :

H(x+1) = H(x) + 1

H(f(x)) = 2H(x) .

DEMONSTRATION. Nous avons déja observé que l'application 1 : Qz > R définie

par i(x) = Gf(x)(O) est strictement croissante

Soit H : i(mz) > Qz “~»® 1l'inverse de i . Puisque H est strictement
croissante, H se prolonge en une application croissante, encore notée H , de
Z?E;T dans 1R . Comme Qz est dense dans IR , l'application H : E?a;) -+ R
est continue. On prolonge alors H & 1R en imposant & H d'8tre constante sur
les composantes connexes de R - I?ﬁ;) . On obtient ainsi une application H

continue croissante de IR sur IR . Le fait que H vérifie les propriétés requises

provient du fait que :

i(x+1) = Gf(x+1)(0) Gf(1) o Gf(x)(o) = Gf(x)(O) +1 =1i(x) +1

i(2x) = 8.(2x) (0) = £ o 8. (x)(0) = £(i(x)) . o

COROLLAIRE 1.10. Si f wvérifie les conditions (I) et (II) , la représentation

s est semi-conjuguée & l'injection canonique de G dans Homéo(Sl) .

DEMONSTRATION. L'application H donnée par le lemme précédent définit une applica-

. . = 1 1 . ~
tion continue H de S dans S . Par construction méme de mf et
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puisque H(f(x)) = 2H(x) , cette application H est une semi-conjugaison entre

.. . . . 1
of et l'injection canonique de G dans Homéo(S ) . o

Pour démontrer le théoréme A , il faut montrer qu'il est possible de choisir
f wvérifiant (I), (II) et (III) et tel que l'application H donnée par le lemme
1-9 est un homéomorphisme. Pour montrer ce fait, nous allons d'abord montrer que

les orbites de e peuvent s'obtenir simplement & partir de f .

Si f wvérifie (I) et (I1) , f définit évidemment une application continue

1 1

f:8 »8 de degré topologique 2. Par "relation d'équivalence engendrée par I" ,

, P 1 . -
nous entendons la relation d'équivalence ~ sur S  engendrée par x ~ f(x) pour

tout x de S1

LEMME 1.11. Les orbites de g Ssont exactement les classes d'équivalences de la

relation d'équivalence engendrée par f .

DEMONSTRATION. Il est évident que les classes d'équivalences de la relation engen—
drée par f sont les projections sur S1 des classes d'équivalence de la relation
Rf sur IR engendrée par x ~ x+1 et f(x) ~ x . Nous allons montrer que les
classes d'équivalences de Rf sont exactement les orbitesde la représentation
Gf de T dans Homéo(R) .

Considérons tout d'abord deux points x, et x, de TR qui sont dans la
méme orbite de @ . Il existe donc un élément § de G tel que % = ef(z)(x1) .
Par définition de G , il existe un intervalle fermé contenant X, tel que la
restriction de Gf(§> 4 cet intervalle est égale & la restriction d'un homéomor—
phisme du type Qf(y) ol y € GA(QZ) . Comme Gf(GA(Qz)) est engendré par f
et par la translation T1 , les orbites de Gf(a) sont contenues dans les classes

d'équivalence de Rf .
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3 , , - ~ o~ 3 . ~ 3
Réciproquement, considérons 1'élément g de G dont la restriction & l'inter-

valle [0,1] est donnée par le graphe suivant :

1
1
3/4*--—»-——-‘
1
i
1/ k=== t
N ]
]
1
' |
|
H i
1 {
O 172 1
Sur 1'intervalle [0,7T74] , coincide avec 1l'application x —2x . Par consé-

£
quent, sur l'intervalle [0,1/4

1, wf(E) coincide avec f . (Rappelons que nous

avons noté x = Qf(x)(O)) . Par conséquent, si x € [O,T7Z], x et f(x) sont dans

la m@me orbite de wf(G) . Si x € [1/4,1/2] , on considére 1'élément
-A

° T1/4 de G . Celui-ci coincide avec l'application x — 2x sur

o

ol

g =T,
1'intervalle [1/4,1/2] et on conclut de la méme facon. On procéde de maniére simi-
laire sur [1/2,3/4] , [3/4,1] , ... . Par conséquent, pour tout x de R , les
points x et f(x) sont dans la méme orbite de Gf(E) . Puisque, par ailleurs,
x+1 = Gf(T1)GO, les classes d'équivalence de Rf sont contenues dans les orbites
de Gf(E) . o

LEMME 1.12. Supposons que f vérifie les conditions (I), (II) et la condition

(IV) ci-dessous
(1IV) VEx)-£(y)| > |x~y| pour tout couple couple de réels distincts (x,y)
Alors, 1'application H fournie par le lemme 1-9 est un homéomorphisme.

DEMONSTRATION. Cette condition (IV) signifie que f est "topologiquement expansive"

(voir [shul) .
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Nous avons déja vu que H est surjective. Supposons que H n'est pas
injective et notons € R la réunion des intervalles ouverts maximaux sur

lesquels H est constante. Supposons £ non vide. D'aprés 1-9, on a

TI(Q) = Q

i) = 2

D'aprés la premiere égalité, le maximum des longueurs des composantes connexes de
Q2 est atteint. Soit QO une composante de longueur maximale. D'aprés la seconde
égalité f(QO) est aussi une composante connexe de § . Mais la condition (IV)
, ce

montre que la longueur de f(QO) est strictement supérieure a celle de QO

qui est contraire au choix de QO . [a]

Nous avons donc montré le theoreme A :

THEOREME 1.13. Si f vérifie les conditions (I), (II) , (IIIm) et (IV) , alors
®g est une représentation de G dans Diffm(St) qui est topologiquement conjuguée

4 1'inclusion canonique de G dans Homéo(S1) .

DEMONSTRATION. En effet, d'aprés 1.12, la semi-conjugaison H est en fait une

conjugaison topologique. o

Nous montrons maintenant que 0 peut posséder un minimal exceptionnel,

c'est—a-dire le théoréme G .

PROPOSITION 1.1.4. Supposons que f : R+ IR vérifie les conditions I, II et la

condition V suivante

) f possdde au moins deux points fixes.
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Alors, L2 posséde un minimal exceptionnel.

DEMONSTRATION. La condition (I) montre que si o et £ sont deux points fixes de
f , alors !B—ul < 1 . L'intervalle la,8( de R se projette alors injective-
ment sur un ouvert V de S1 tel qﬁe Tn(V) =V pour tout n > O . Observons que
1l'ouvert ?—1(V) est la réunion de deux composantes connexes dont l'une est V
De la méme facon, -f—n(V) est la réunion de 2% intervalles disjoints dont

2n—1 forment f_(n—I%V) . Par conséquent, la réunion Q = U E_n(v) est un ouvert

de S1 qui n'est pas S1 tout entier. Comme il est clair Z:Z () =a et
?_1(9) =Q , on en déduit que N est un ouvert propre de S1 saturé par la relation
d'équivalence engendrée par £ et donc invariant par wf(G) d'aprés 1.11. En

particulier, les points de S1-Q ont une orbite non dense. Comme, par ailleurs,

@, me peut avoir d'orbite finie d‘'apres 1.10, c'est donc que ®¢ posséde un mini-

mal exceptionnel. D
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II. 2. COROLLAIRES DE L'EXISTENCE DE MINIMAUX EXCEPTIONNELS

Le premier corollaire immédiat est le corollaire J

THEOREME 2.1. Si g € G, alors le nombre de rotation de 1l'homéomorphisme g de

1 .
S est rationnel.

DEMONSTRATION. Deux homéomorphismes du cercle qui sont semi-conjugués ont le méme
nombre derotation. Il suffit donc de montrer que wf(g) a un nombre de rotation
rationnel. Si f satisfait les conditions I, II, III2 et V alors wf(g) est

un difféomorphisme de S1 , de classe C2 , dont les orbites ne peuvent etre denses,
d'aprés 1.14. Le théoréme est alors une conséquence du théoréme de Denjoy selon

lequel un difféomorphisme du cercle de classe C2 dont le nombre de rotation est

irrationnel a toutes ses orbites demses (voir par exemple [He-Hil). O

PROPOSITION 2.1. Pour tout nombre ratiomnel, il existe un élément de G dont le

nombre de rotation est égal 3 ce rationmel.

DEMONSTRATION. Soit n un entier supérieur ou égal & O . On considére 1'élément

&, de G dont le graphe est le suivant
P A

"1-1-:-1 / 1 A-Q

A4-"

0 112 ’

Le graphe de & est particulier :
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1/2

(0] 1/2 1

Le lecteur vérifiera aisément que g, est un élément dont l'ordre est exactement

n+2 . (L'idée de considérer ces éléments 8, provient de [?]) . Par conséquent,

les puissances de En fournissent des éléments dont les nombres de rotation sont

les éléments de @Q/Z du type L mod z

v . On obtient ainsi tous les éléments de

Oz . a

Nous abordons maintenant la démonstration du corollaire I. Nous allons montrer

que wf(G) est discret dans Diff1(S1) muni de la topologie C1 pour un choix

trés particulier de f . Le m@me résultat resterait vrai pour une classe plus géné-

rale de difféomorphismes £ , mais nous faisons ce choix pour simplifier les calculs

Choisissons donc f du type suivant :

2
Wap--==---=o
1/ '
4 /, :
7 )
/' '
, |
3
'R Gl - --T 117
] 2
4
/,l
4 i
R4 !
P 1
Ve i
qﬂ+ - - z
./ )
N ‘
! L
o /4 /2 3/4 A
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Le difféomorphisme f est affine de pente 3 sur [1/4, 3/4] et vérifie les

propriétés (1), (1I1), (IIIw) et (V)

THEOREME 2.3. Si £ est du type décrit ci-dessus, alors wf(G) (resp.(pf(F))

est discret dans Diffl(S‘) (resp. Diffl(IR)) muni de la topologie C1 .

DEMONSTRATION. Soit K < [0,1] 1'ensemble de Cantor "standard" construit sur
1'intervalle [1/4 , 3/4] . Précisément K est obtenu de la facon suivante; on
définit inductivement des ouverts Q_ par Qo =@ et Qn+1 est la réunion des
intervalles ouverts Ii dont les centres sont les centres des composantesconnexes
Ji de [1/4 , 3/4] —Qn et dont les longueurs IIii sont les tiers des longueurs
]Ji, des intervalles correspondants L'ensemble de Cantor K est alors

=]

[1/4 , 3/4] - U Qn . Soit K c S1 1'ensemble de Cantor obtenu par projection

=0
de [0,1] €« R sur R/Z . L'examen du graphe de f montre que K est invariant
(positivement et négativement) par f . Rappelons que nous avons noté £ 1'appli-

cation de degré 2 induite par f sur le cercle. Enm fait, on peut vérifier que K

est l'unique minimal exceptionnel de wf(G)

Observons que la dérivée de f sur K est égale & 3. On en déduit que, si
g € G, alors la dérivée de wf(g) sur K ne prend comme valeurs que des puissances
entiéres de 3. Plus précisément, soit h : S1 > S1 la semi-conjugaison entre
g G +<Diff(S1) et 1'inclusion naturelle de G dans Homéo+(S1) donnée par le
corollaire 1.10. Si x est un point de X qui est un point d'accurulation bilaté-
ral de K (i.e. x ¢ a(S14f)) , alors h(x) est un point de S1 qui n'est pas
dans Qz/z . On a alors la propriété suivante : La dérivée de g en h(x) (qui
existe car h(x) ¢ QZ/Z) est 2% si et seulement si la dérivée de wf(g) en

n
X est 3.
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. ceel N
Nous devons mentrer que wf(G) est discret dans D1ff+(S1) . D'apres
l'observation précédente, si la dérivée de wf(g) est uniformément proche de 1
sur S1 , elle est nécessairement égale & 1 sur K . La dérivée de g aux points

non dyadiques de S1 est alors elle aussi égale & 1 ce qui signifie que g est

une rotation.

I1 nous reste a montrer que si g est une rotation telle que wf(g) est
suffisamment Cj-proche de l'identité, alors g est 1'identité. Nous ngutiliserons
en fait que la C°-proximité. Notons que l'affirmation correspondante pour le plonge-
ment canonique de G dans Homéo+(S1) serait fausse : Les rotations dyadiques
forment évidemment un sous-groupe non discret de Hcméo+(S1) . Supposons donc
wf(g) suffisamment C°-proche de 1'identité : Observons que wf(g) permute les
composantes connexes de S1—E qui sont de longueur %-ln (n € IN) . L'intervalle
de longueur maximale de S14K est unique : C'est 1 = 1-1/4 , +1/4] (mod Z)
et sa longueur est +1/2 . Si wf(g) est C°-proche de l'identité : wf(g)(l) est
un intervalle de S‘—E de longueur proche de 1/2 et donc de longueur 1/2 . Dans
ce cas wf(g)(I) ne peut qu'@tre égal & I . Par conséquent, g fixe l'image de
I par h qui est un point car h "écrase" les composantes connexes de S1—§ sur
un point. Puisqu'une rotation ayant un point fixe est l'identité, ceci termine la
démonstration du théoréme dans le cas de wf(G) . Le cas de wf(F) est tout a fait
similaire. a]

Avant de démontrer le théoréme H, montrons tout d'abord le résultat suivant

PROPOSITION 2.4. Il existe une surface compacte orientée Y et une représentation

. 1 S .
@ 7y (D) Diff~(s") ayant les propriétés suivantes :

i) ¢ posséde un minimal exceptionnel.

ii) Le nombre d'Euler du fibré en cercles au dessus de X associé a ¢ est



45¢
1,'9

Y8

_59_

DEMONSTRATION. Nous savons que la classe d'Euler ¥ est non nulle dans G . I1
existe donc, d'aprés le théoréme de Hopf, une surface orientée % et un morphisme
i :‘w1(2) > G tels que 1'évaluation de i*y sur la classe fondamentale de X est
égale a 1 . Si f vérifie les conditions I, 1I, IIIw , la représentation

® =9 o i vérifie évidemment la propriété ii). Si, de plus, f vérifie les
conditions V,m(w‘(Z)) preserve un ensemble de Cantor contenu dans S1 . Pour
montrer que ¥ vérifie la condition i), il nous reste 2 montrer que w(n1(2)) ne
peut pas avoir d'orbite finie. Mais, sans une telle situation, l'orbite finie
fournirait une "section multiforme"” pour le S1—fibré associé au dessus de I et
le nombre d'Euler de ce fibré serait nul contrairement & ce qu'affirme la propriété

i1) . u]

La démonstration précédente n'est pas constructive et ne donne aucune informa-
tion sur le genre de ¥ . L'intér@t du théoréme H par rapport 3 la proposition

2.4 est donc son aspect explicite.

Soient A et B les éléments de G dont les graphes sont les suivants :

e
p

3jg

1%

i Il v - 2 -
g % 5 ile h g % %
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On pose :

1 5 7 1M~ "/8

A, =A, =R

4= Byp T Rygh R

-3/8 °

On définit de meme Bi(1 <1 < 12) en remplacant A par B dans les formules

précédentes.

THEOREME 2.5. Avec les notations précédentes, on a :

—

2
‘ [Ai’Bi] = id

1=

—_

Cette égalité définit une représentation i du groupe fondamental de la surface
212 de genre 12 dans G . La classe d'Euler 1i*y évaluée sur la classe fondamenta

de X est égale a +1 .

DEMONSTRATION. Evidemment, le lecteur pourra vérifier par lui-méme 1'égalité
annoncée ! Nous allons nous contenter d'indiquer la méthode utilisée pour obtenir

cette représentation explicite.

Soit g € G 1'élément dont le graphe est le suivant

3/47

1727
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On vérifie immédiatement que (gR1/2)3 = id , ce qui peut s'écrire
B8Ry /28R 1 28 = Ry )y M
Par conséquent,
[g(R, ,,8R )gl? = id (2)
1/257°-1/2

Si 1'on parvient a écrire g comme un produit de deux commutateurs, 1l'égalité

précédente fournit un produit de douze commutateurs égal & 1'identité : Vérifions
tout d'abord que le nombre d'Euler de la représentation i : ﬂ1(212) -+ G corres-—
pondant a cette relation est non nul. Pour cela, rappelons 1'algorithme de Milnor

(voir [He-Hi], par exemple), permettant de calculer le nombre d'Euler associé a
k
une représentation du type T [ai’bi] = id dans Difgjs1) . On choisit des
o~ ~ = o :
relevés ai et bi de ai et bi dans legjs ) et on forme le produit
m [3},3}] . Celui ci ne dépend pas des choix de 3} et %i ; c'est une trans-—
i=1

lation entiére. L'amplitude de cette translation est le nombre d'Euler cherché.

Dans notre cas, si g est un produit [a1,b1] [a2,b2] notre relation s'écrit

12
r hi,bg = id ou les ai’bi sont obtenus simplement a partir de la relation
i=1

_ _ R .
(2). Par exemple ag R1/2 a, R_”2 et b3 R”2 b1 R_1/2 . Si 1'on choisit un
relevé a, b1 > 8y s b2 pour a, , b1 s 3y s b2 , on en déduit des relevés

"naturels" Zi s %i pour a, , bi G <1 <12) . Par exemple, on pose

~ _ ~ N . f .
a3 = T”2 a, T_1/2 ou T”2 est la translation d'amplitude 1/2 . Dans ces

1

conditions, la quantité 11 E;i;Ei ] que nous cherchons 2 évaluer est le carré
i=1

de n [ai,Fi] car @, . =73, et 36+i = ?i (1 <i<6) . Par ailleurs, la

i=1 6

~

relation (1) montre que TI [Zi,ﬁi] est une translation du type x — x+n+1/2
i=1
(avec n € Z) . Son carré est donc une translation d'amplitude impaire et donc

non nulle comme nous voulions le montrer.
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I1 nous reste donc a exprimer g comme un produit de deux commutateurs. On

vérifie que g est le produit des deux éléments o,8 de G dont les graphes

sont
1
3/6 L ---- - «
3/4 .
-
1/2 4 . . .
0. . hd
D /414
A ' i
0 1/4 172 3/4 1 1/6 172 3/4
o B

. 1 < 5 11614
I1 est clair que R uR—I/S et R—1/88R1/8 sont tous les deux égaux a 1'élément

1/8

Y sulvant

7/8 1
5/8¢

Pour terminer, il nous suffit donc de montrer que Yy est un commutateur. Dans
[Fr-He] , il est montré que F' est le premier griupe de commutateurs de F .

La démcnstration de ce fait est suffisamment constructive et permet effectivement
d'exprimer +y comme un commutateur ce qui permet finalement de terminer la

détermination de la représentation ¢ : nl(zlz) > G que nous cherchions. Pour
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terminer, disons simplement que le caractére explicite de cette construction permet
d'évaluer précisément le nombre d'Euler associé (nous avons vu qu'il est impair).

Le résultat est celui annoncé dans le théoréme, c'est—a-dire 1. D
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IIT. 3 : "UNICITE" DES LISSAGES.

L'essentiel de cette section consiste a démontrer le théoréme K , c'est—a-
. cee2 .1 . . .
dire qu'une représentationmnon triviale de G dams Diff " (S') est semi-conjuguée

. 1
3 1'inclusion canonique de G dans Homéo(S') .

.. ceel ol .
Fixons donc un morphisme non trivial ¢ : G > Diff (8') (r > 2) . Puisque G
est simple (voir II-3.15), ¢ est injective. Nous identifions souvent QZ/Z au
sous—groupe de G (et donc de Homéo(S‘)) formé des rotations d'angle dyadique.

. e s . ' N . .
Pour simplifier l'exposition, nous commencerons par faire l'hypothese suivante :

(H) Pour tout x de S1 , 1l'orbite de x par w(Qz/Z) est dense dans S1 .

PROPOSITION 3.1. S8i l'hypothése (H) est vérifide, il existe un homéomorphisme h

de S1 tel que h oo h-1(Q2/Z) est formé de rotations du cercle d'angles dya-

diques.

DEMONSTRATION. Puisque @(Q,/Z) est un sous-groupe abélien de Homéo (81)
—_— 2 +
1

, il

préserve une mesure de probabilitéd u sur S

Sous l'hypothése (H), u est sans atomes et son support est le cercle tout
entier. Si l'on utilise y pour paramétrer le cercle, on obtient alors un homéo-
morphisme h de S1 tel que h oy © h-1(Q2/Z) est formées de rotations. En

considérant 1'angle de ces rotations, on obtient un morphism p de Qz/Z dans

R/Z . 11 est immédiat que l'image d'un tel morphisme est contenue dans Q./Z . o
2

Remarquons que P QZ/Z ﬁ-QZ/Zc* R/Z est injectif. On vérifie qu'une telle

injection est nécessairement un automorphisme de QZ/Z .

LEMME 3.2. L'automorphisme p de Qz/Z est égal & +id ou =-id . En composant
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éventuellement b avec une symétrie, l'image de la rotation RX de QZ/Z par

-1 P ~ .
he @woh est donc précisément cette méme rotation Rx .

Ce lemme sera une conséquence rapide du suivant

LEMME 3.3. Soit eu 1la classe d'Euler dans Hz(Diff:(Sl);Z) . Pour démontrer le

théoréme K , on peut toujours supposer que @*(eu) = *x .

DEMONSTRATION DE 3.2 A PARTIR DE 3.3. D'aprés 3.3., p se reléve en un morphisme

T Qz—» Qz tel que 5(1) =£1 . On a donc p(x)

It
H+
e

DEMONSTRATION de 3.3. Nous savons que ¢ (eu) = na+p.y (n,p € Z) (théoréme c).

Montrons que n est nul. Soit o = (u,v) -~ (v,u) le 2-cycle de G décrit en
IT. 4-8. Nous avons vu que af{c) = #1 . Puisque toute repriscntation de Z 0 Z
dans Homéo+(85 a une classe d'Euler nulle (voir par exemple [He-Hi]) , les
entiers @*(eu) (c) et x(o) sont nuls. L'égalité @*(euw = no+px évaluée sur

c donne alors n =0 .

Supposons que p #%1 , et considérons le revétement 2 p feuillets de
Diffi(S1) identifié au groupe Diffi(s',R1/p) formé des difféomorphismes
commutant avec R1/p . Dans ces conditions, ¢ se reléve en un morphisme @, de
G dans Diffi(S1,R1/p) . On a évidemment ¢ﬁ(eu) = *x . Si 1'on démontre le
théoréme K pour les représentations telles que W*(eu) = +y , on en déduira que
®, est semi—conjuguée a l'inclusion de G dans Homéo+(S1) . Mais ceci est
impossible car un groupe semi-conjugué & G ne peut évidemment pas commuter avec

‘la rotation non triviale R”p . Qo
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Soit I un intervalle fermé de S1 dont les deux extrémités sont dyadiques

(i.e. éléments de QZ/Z) . Notons GI le sous—groupe de G formé des éléments

dont le support est contenu dans l'intérieur de I . Ces sous—groupes GI sont
sans torsion et simples car ils sont évidemment isomorphes a2 F' (voir II 3.15).
L'observation de base est la suivante : les intérieurs de deux intervalles I1 et

12 sont disjoints si et seulement si tous les éléments de GI commutent avec tous
1

les éléments de GI . Une telle situation est analysée par le lemme suivant :
2

LEMME 3.4. Soient T et T deux sous—groupes simples, non triviaux et sans

1 2

torsion de Diff2(81) . On suppose que les éléments de F1 commutent avec ceux

de r, . Alors, si Yy € I‘1 et x € S1 sont tels que Yi(x) # x , on a nécessaire-

ment yz(x) = X pour tout Y, de FZ .

DEMONSTRATION. Nous utiliserons un théoréme de N. Koppel [Kopl dont une version
peut s'exprimer de la facon suivante [Tsull ; si Y, et y, sont deux difféomor-
phismes de S1 , de classe C2 , qui commutent et tels que Fix(y1) # 0 et

Fix(yz) # @ , alors 3(Fix(y1)) c Fix(yz) .

Commencons par supposer que tous les éléments de F1 et de F2 ont des
points fixes. Fixons un élément Y4 de Fi et considérons 1'ouvert
S1—3(Fix(y1)) . Les composantes connexes de cet ouvert sont de deux types : ou
bien Y, est 1'identité sur cette composante, ou bien Y4 n'a pas de point fixe
sur cet intervalle. Notons Ai les composantes du premier type et Bj celles du
second; on a S1-B(Fix(y])) = (UAi) §] (UBj) . Si Y5 € Ty s le théoréme de N. Kopell

montre que 1X est forme de points fixes de . Par conséquent, T
3(Fix(y)) formé d i £i de vy, . P S )

opére sur chacune des composants Ai et Bj . En fixant j , on obtient ainsi une

représentation :

v, €T, —,[F je Diff(Bj) .
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Comme FZ commute avec Y, , 1'image de ce morphisme est contenue dans le groupe
des difféomorphismes de 1l'intervalle Ej qui commutent avec Y1|B. . Comme

y1r§' n'a pas de point fixe, ce dernier groupe est abélien (c'est gussi un corol-
lairi du théoréme de N. Koppel, voir [Tsut]) . Puisque Pz est simple, ce morphis-—

ne est trivial, ce qui montre que Y, est 1'identité sur les intervalles ou Y4

n'est pas 1Midentité et c'est précisément ce que nous voulions montrer.

I1 nous reste i montrer que l'hypothése suivant laquelle tous les éléments

de T1 et Fz ont des points fixes est inutile.

Montrons d'abord qu'un élément Yy de T, ,wde [, a nécessairement un point
1 2 P

périodique. Dans le cas contraire, d'aprés le théoréme de Denjoy, Y serait conju~
gué a une rotation irrationnelle et le groupe des homéomorphismes de S1 qui com-—
mutent aver v <ervait done conjugné au groupe des rotations ot donc abélien. Or
le commutant d'un élément de r, (resp. Tz) n'est certainement pas abélien, car
il contient le groupe simple T, (resp. Ff) .

2

Soit Y, un élément non trivial de F2 . D'aprés ce que nous venons de voir,

une puissance non triviale Y; de Y, posséde un point fixe. Comme T, commute

avec T, , le groupe T, préserve globalement Fix(yg) et donc B(Fix(yg)) (qui

est non vide car TZ est sans torsion) . On obtient ainsi un morphisme :

¢ : T, — Homéo(3Fix(yD)) .
1 2

P . L .
Si Yy est un élément non trivial de F1 , une de ses pulssances Y, aun point

fixe et on peut donc appliquer le lemme de N. Koppel & y% et Y? . On obtient

ainsi w(yf) = id et ¢ n'est donc pas injective (I‘1 est sans torsion). Puisque

ry est simple , ¢ est trivial, ce qui montre que tous les éléments de T ont

1

des points fixes (au moins 3?3 Fix(yg)) . Ceci termine la démonstration du lemme. O
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. N . . . . -1
Appliquons ce lemme & la situation qui nous intéresse. Notons @' = h o ¢ o h
ot h désigne encore l'homéomorphisme donné par 3-1 . Si I est un intervalle

fermé de S1 d'extrémités dyadiques, on note

i

UI={x€S1lay€G O Fxtes .

I I

Le lemme précédent montre que si 11 et 12 sont deux intervalles dont les inté-

rieurs sont disjoints, alors UI et U; sont deux ouverts (non vides) et dis—
1 2

joints.

Les lemmes suivants résultent de la définition de UI et d'une observation

précédente.

LEMME 3.5. Si g€ G et si I est un intervalle fermé de S1 d'extrémités

dyadiques, on a Ug(I) = w'(g)(UI) . o

LEMME 3.6. Si x € QZ/Z et I est un intervalle, on a U1 n UI+x =@ si et

o o
seulement si I N (I+x) = ¢ . o

C'est cette dernidre propriété qui permet essentiellement de caractériser ces
ouverts Ui . Le lemme suivant est élémentaire, nous en laissons la démonstration

au lecteur.

LEMME 3-7. Soit I < S' un intervalle fermé de longueur |I| strictement

inférieure 3 1/2 et § un ouvert de S1 ayant la propriété suivante :
(-] o
In (I+x) = @ si et seulement si an @x) =@ (¢ QZ/Z) .

Alors, il existe un unique intervalle fermé J de longueur minimale qui contient

Q et la longueur de J est égale 3 celle de I . a



_69_

Revenant a notre situation, on voit que, si 1] < 1/2 , il existe un unique
intervalle fermé V; contenant UI et de longueur |I| . Il est clair que si
I1 < 12 , alors VI1 c V12 .

LEMME 3-8. Quitte a conjuguer ' par une rotation, on a Vi =1 pour tout I

tel que |I| < 1/2.

DEMONSTRATION. L'intervalle V[O 1/4] est de longueur 1/4 . En conjugant ¢’
»

par une rotation, on peut donc supposer que V = [0,1/4] . On a alors
[0,1/4]

V[1/4’1/2] V[O,1/4]+1/4 = 1/4+[0,1/4]1 = [1/4,1/2] d'aprés 3-5 et 3-2 . De méme

V[1/2’3/4] = [1/2,3/4] et V[3/4’1] = [3/4,1] . Les deux intervalles V[0,1/8]

et V sont de longueur 1/8 , différent 1'un de l'autre par 1a rotation
[1/8,1/4]

d'angle 1/8 et sont contenus dans V = [0,1/4] . C'est donc que
(0,1/4]

V[o — [0,1/8] et V[1/8’3/4] = [1/8,3/4] . Par des arguments similaires, on

montre que VI = I pour tout intervalle I d'extrémités dyadiques tel que

1] <1/2 . o

PROPOSITION 3.9. Si ¢ vérifie l'hypothése (H) , ¢ est topologiquement conjugué

a 1'injection de G dans Homéo(S1) .

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que ' = id . Soit g€ G , x eQZ/Z et I
un intervalle fermé d'extrémités dyadiques dont 1l'extrémité gauche est x et tel

que 1] <172 et |g(1)! <1/2 . 0na

Vg(I) = g(I) (lemme 3-8)

©'(g) (VI) (lemme 3-5)

@' (g)(I) (lemme 3-8) .
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Puisque g(I) = @' (g) (1) , leurs extrémités gauches sont égales, c'est—a-dire que

@' (g)(x) = x . Par densité de QZ/Z dans S1,onconclut que @' =id . o
Nous cherchons maintenant & nous débarasser de l'hypothése (H)

LEMME 3.10. Soit @ : G - Diff2(81) une représentation quelconque. Alors, il

existe un point x de S1 fixe par @(F) .

DEMONSTRATION. Soit I 1'intervalle [27™, 1-27"1 de s' et U, 1'ouvert de

s' défini par :
u-={x€s'ay e ¢ ©() (x) # x} .

I
n

Le fermé S1—Un est non vide car il contient les points non fixes de @(g) ol

g est a support dans [0’2—n+1]

d'aprés 3-4 . Soit K < S1 l'intersection
décroissante de ces fermés SI—Un . La définition méme de K montre que @(F')

est 1'identité sur K .

Soient g et g, les deux éléments de G dont les graphes sont les

suivants

1 '
6l
Slg

1, %

3

%

o=~
xi=>~p

[T
By
2w
dg i
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Comme In o g1(I€) c In—1 et I < gZ(In) c In—1 (n>2), ona

U co(g)W)e U _; et U <@lg)()cU _, . Il en résulte que ®(g,) et
w(gz) préservent globalement K . Comme nous avons vu que W(g1) et W(gz) ont
au moins un point fixe (voir la démonstration deb3—4), et comme w(g1) et w(gz)
commutent, on en déduit que w(g1) et w(gz) ont un point fixe commun X dans
K . Observons maintenant que tout élément de F s'dcrit sous la forme g? g? g

ot g€ F' . Comme w(g1) et w(gz) fixent X, et que @©(F') est 1l'identité

sur K, on conclut que x_ est fixé par @W({F) . o

LEMME 3.11. Soit ¢ : G *‘Diff2(51) une représentation non triviale. Alors ¢(G)

posséde un unique minimal dans S1 qui est aussi l'unique minimal de Q(QZ/Z)

DEMONSTRATION. Montrons tout d'abord que @(G) ne peut avoir d'orbite finie. En
effet, une telle orbite fournirait une représentation de G sur un groupe fini
cyclique et la simplicité de G entraine alors que l'orbite finie devrait &tre
un point fixe. Mais le groupe des homéomorphismes de S1 qui fixent un point est
un groupe sans torsion, de sorte que ce groupe ne peut contenir @(G) dont la

torsion est non triviale.

Deux cas sont alors possibles

i) Les orbites de @(G) sont denses dans S1 , i.e. @(G) posséde un unique

. 1
minimal M qui est S .

. .. . 1
ii) @(G) posséde un unique minimal exceptiomnel M < S .

Dans les deux cas M est contenu dans l'ensemble des points d'accumulations

de n'importe quelle orbite de (G) .
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Les actions effectives de QZ/Z sur le cercle peuvent 8tre décrites de la

facon suivante :

. R s . e . 1
a) L'action possdde un unique minimal N < § .

1

. . . . 1 . ez
b) Il existe une semi-conjugaison h : S 8 entre l'action considérée

. 1 .
et une action de QZ/Z sur S par rotationms.

c) Si N # S1 et si y est un élément non trivial de QZ/Z , alors vy

. 1 C s
envoie une composante connexe de S -N sur une composante connexe distincte.

Ces trois propriétés se montrent facilement en utilisant une mesure de
c1se s 1., . L.
probabilité p sur S invariante par QZ/ZZ . Le support de p est le minimal

et 1'intégrale de py définit la semi-conjugaison h .
g

1

La propriété <c) montre que si x € S , l'orbite de x par @,/Z ne peut
2

contenir qu'au plus un point dans chaque composante de S1—N . Il en résulte que,
1

pour tout x de S , l'ensemble des points d'accumulation de 1'orbite de x par

QZ/Z coincide avec N .

Soit X, un point de S1 fixé par @(F) (lemme 3-8). Comme tout élément de
G s'écrit sous la forme 889 ou 8, € QZ/Z et g2€ F, ona
m(G)(xo) = w(QZ/Z)(xO) . En considérant les point d'accumulation de w(Qz/Z)(xo) s
on obtient M c N . Comme N est clairement contenu dans M , on obtient 1'égali-

té cherchée M =N . o
Nous pouvons démonstrer le théoréme K .

THEOREME 3.12. Toute représentation non triviale ¢ : G +—Diff2(S1) est semi-—

conjuguée a l'inclusion canonique de G dans Homéo(S1) .
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DEMONSTRATION. Si les orbites de ¥(G) sont denses, le lemme précédent montrent

que @ vérifie la propriété (H) et nous avons déji montré le théoréme (3-9).

Si @(G) posséde un minimal exceptionnel M, on considére une application
continue monotone h : S1 - S1 de degré topologique 1, telle que hM) = S1 et
h est constante sur les composantes connexes de S1‘M . On peut alors construire
une représentation @' : G ~ Homéo(S1) qui est semi-conjuguée & ¢ par h .
Evidemment, les orbites de ' sont denses dans S1
On vérifie qu'un groupe d'homéomorphismes se S1 qui est semi-conjugué a
un groupe de difféomorphismes de classe C2 vérifie lui aussi le théoréme de
N. Koppel. Tous les arguments précédents peuvent donc s'appliquer a ' de sorte

que @' est topologiquement conjugué & l'inclusion de G dans Homéo(SI) . o

Pour terminer cette section, nous allons décrire les représentations de G
. 1 N . . cecz . . N .
dans D1ff2(S ) a4 conjugaison différentiable pres et non pas seulement a semi-

conjugaison prés. Le cas ol les orbites de (G) sont denses est facile.

THEOREME 3.13. Soit ¢: G » Diffi(s1) (r > 2) une représentation non triviale
telle que toutes les orbites de ¢(G) sont denses. Alors, il existe un difféomor-
phisme £ de R satisfaisant les conditions (I), (II) et (IIIr) tel que ® et

@g sont conjugués par une rotation.

DEMONSTRATION. L'application m : x € S1 - 2x € S1 n'est pas un élément de G ,

1 .
mais il existe un recouvrement de S par des intervalles ouverts Ii et des
Soit h une conjugaison topologique

. . - 1 1
entre ¢ et l'inclusion naturelle de G dans Homeo(S1) et soit f : S =+ S

éléments 8; de G tels que mII = giII .
i i

1'application définie par f -1 =p(g.) .11 est clair que f est bien défini et
i7y,-1
| (1) In (1) _

s r
ne dépend pas du choix des Iictdes g; - De plus, £ est évidemment de classe C
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Evidemment, f(h-1(0)) = h_1(0) » de sorte que, en conjugant par une rotation,
On peut supposer que f fixe O . Le relevé f de T a R tel que f£(0) =0
satisfait alors les condition I, II, et IIIr - Les constructions précédentes

montrent alors que, aprés conjugaison par une rotation, on a ¢ = Y, . O

Les représentations ¢ qui ne sont que semi-conjuguées i 1'inclusion de G
. 1 P s s s N
dans Homéo(S') sont plus délicates 4 décrire compleétement. Commengons par montrer

un lemme :

LEMME 3.14. Soit ¢ : G +—Diff2(S1) une représentation non triviale et h une
semi~conjugaison entre @ et 1'inclusion de G dans Homéo(S1) . Soit I un
intervalle fermé de S1 d'extrémités dyadiques et g un élément de G tel que

glI = id . Alors @ig) = id .

D
DEMONSTRATION. Soit M 1'unique minimal de ©(g) . On pose

WI={x€81]Vg€G, glI=id = ¢(g)(x) = x}
La semi-conjugaison montre que :

M=oy .

Pour simplifier, prenons I = [0,1/2] et considérons alors 1'élément gy de G

dont le graphe est le suivant :
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Soit g€ G tel que g]I = id . Les éléments @(g1) et @¥(g) commutent et
préservent 1'intervalle J = h_1(]0,1/2[) . Par ailleurs, m(g1) n'a pas de points
fixes sur J alors que ®(g) fixe tous les points de M N J . On peut donc
appliquer le théoréeme de N. Koppel pour conclure que w(g)‘J = id et donc que

wig), _y o =1id . @
ih (I)

Le théoréme suivant montre que les représentations ¢ ayant une orbite non

denses sont "presque" conjuguées i une représentation du type @ -

THEOREME 3.15. Soit @ : G > Diffr(s1) (r > 2) une représentation non triviale
ayant une orbite non dense et h une semi-conjugaison entre ¢ et l'inclusion de
G dans Homéo(S1) . Il existe un difféomorphisme f de R satisfaisant les
conditions (I), (I1) et (IIIr) et une rotation R de S1 ayant la propriété

x sont les points de S1 ot g n'est

suivante. Si g€ G et si Ky sKgsee s Xp

pas différentiable, alors (g) et waR—1(g) coincident sur Si—h_1{x1,x2,...,xk}.

DEMONSTRATION. On reprend les notations de la démonstration du théoréme 3.13. Le

lemme précédent montre précisément que l'application f S1 -> S1 définie par

£, = @(gi) -1 est bien définie et ne dépend pas du choix des I, et
ih (1) Wt i

de g - Cette application est de classe C et nous verrons plus bas qu'il existe

un point fixe pour T tel que le e jet de f en ce point est celui de l'iden-

tité. En conjugant (@ par une rotation R , on peut donc supposer qu'un relevé
f de f a TR satisfait les propriétés (I),(II), et (IIIr) . Le fait que @(g)
et R@fR_1(g) coincident sur S1—h_1{x1,x2,...,xk} résulte alors de la défini-

tion de f . ul

Il nous reste a décrire @(g) sur h_1{x1,x2,...,xk} . Remarquons que

h 1(O) est la projection dans S1 de 1'intervalle maximal J de IR dont les
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extrémités sont des points fixes de f .

LEMME 3.16 . On se place dans les conditions du théoréme 3.15. S5i g € F, le
difféomorphisme @(g) de l'intervalle J = h_‘(O) = [0,B] ne dépend que des
dérivées & gauche et a droite de g en O . Ceci définit donc une représentation

Yy de Z ®Z dans Diff(J) ayant les propriétés suivants :

me m

i)Le t© jet de Y(m,n) en o est celui de f en o .

éme .
ii)Le r jet de Y(m,n) en B est celui de  en B.

iii) ¢(1,1) = £ [a,8]

DEMONSTRATION. La premiére assertion est une conséquense du lemme 3.14 ; si g

et g, sont des éléments de F ayant mémes dérivées 3 droite et 3 gauche en O ,
alors le germe de g;1 g, en 0 est trivial et le germe de w(g;1g2) au voisi-
nage de h—1(0) est donc lui aussi trivial. Les propriétés i) et ii) résultent

du théoréme 3.15; si g est un élément de F dont les dérivées & gauche et a
droite en O sont 2" et 2" , alors d'aprés 3.13, v(g) coincide avec T osur
un "demi-voisinage gauche" de o et avec I sur un "demi-voisinage droit de 8".
La propriété iii) résulte aussi de 3.15; si les dérivées & gauche et & droite de

g€ F en 0O sont égales a 2, alors g est différentiable en 0 et ©@(g) coincide

done avec mt(g) au voisinage de h—1(0), c'est-a-dire avec f au voisinage de

W) = b8l . o

Si un CT-difféomorphisme de [0,1] ne posséde pas de point fixe ol son el
jet est celui de l'identité, il en est de méme pour tout difféomorphisme non trivial
qui commute avec lui (voir [Tsu 1]}. Comme le jet de p(0,1) est trivial en o

cette remarque montre qu'il existe au moins un point de [o,8] fixe par f et
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tel que le r°"€ jet de f en ce point est trivial. C'est cette affirmation qui

manquait 2 la démonstration de 3.15.

Nous pouvons décrire maintenant les représentationsnon triviales

$: G~ Diffr(S1) a conjugaison différentiable preés.

THEOREME 3.17. A conjugaison par ume rotation prés, la donnéed'une représentation
non triviale ¢ de G dans Diffr(S1) est équivalente & la donnée des deux objets

suivants :

1) Un difféomorphisme f de MR satisfaisant I, II, et IIIr .

2) Un morphisme { : Z & Z +Diffr([a,8]) (ot [a,B] est 1'intervalle

maximal fixe par f) vérifiant i), ii) et iii)

La donnée de 2) est inutile 1lorsque les orbites de ©(G) sont denses car

alors o = B

DEMONSTRATION. Nous avons déja vu comment associer un couple (f,y) 3a une

représentation ¢ . Montrons comment construire ¢ A& partir d'un tel couple .

1

Soit h une semi-conjugaison entre f et x € § —2x€ 31 (Lemme 1-9) . Soit

g € G et {XT,XZ,...,Xk} les points de S1 ol g n'est pas différentiable.

-l _ -
Posons y; = g(xi) . Sur X =8 h%x1,...,xk} , On pose m(g)lx = wf(g)lx
Il nous reste a définir (g) sur les intervalles du type h_1(x1) . Observons

que R g R est un élément de F
AT
et que R_y et RX sont différentiables partout, de sorte que q)(Rx ) et
1 1 1
w(R_y ) sont déja définis. Pour définir p(g) sur h 1(x1) , i1 nous suffit
1

donc de définir ¢(g) sur h_1(0) = [asg] lorque g € F . On pose alors
e(g) = w(m,n) ou .m et _n sont les dérivées & gauche et & droite de
It o) 2 2

g en 0. Il est facile de vérifier que 1'on définit bien ainsi une représentation

©® de G dans Diffr(S1) . o
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ITII. 4. COROLLAIRESDU THEOREME K.

. . ool .
Le corollaire L est maintenant clair : si ¢ : G »Diff (§') est topologique-
. . . . 1 P
ment conjugué 3 1'inclusion canonique de G dans Homéo(S') , alors ¢ est évidem

ment semi-structurellement stable.

Nous démontrons maintenant le théoréme F relatif 2 1'invariant de Godbillon-

. . . 1 .
Vey. Commencons par quelques rappels concernant cet invariant. Soit BFZ le classi-

fiant de Haefliger des TI'—structures transversalement orientées, de codimension 1
et de classe C2 . L'invariant de Godbillon-Vey est une classe de cohomologie, que

nous notons GV , dans H3(BF;;R) . Le S1—fibré au-dessus de BDiffi(S1) associé
2,1 1 N2 1
3 1'action de Diff+(S ) sur S a le type d'homotopie de BDiff+(S ) . Ce fibré

est muni d'une F;-structure "horizontale" qui est classifiée par une application
2,1 1
q: BDiff+(S ) - BTZ

. . 3,02 4 3.2
classe de cohomologie, notée encore GV dans H (Blef+(S);R) ~ H (D1ff+(S );R) .

définie 3 homotopie prés. L'image réciproque q*GV est une

L'image de GV par le morphisme d'intégration sur la fibre

3002 1 2,0 02001 .
H™(Diff’ (S J3;R) > H (lef+(S )3;R) est une classe de cohomologie que nous notons
gv (voir par exemple [Mi-TS] ou [Mor]) . Nous nous proposons de montrer que,
pour toute représentation ©: G -~ Diffi(s1) , 0na @*(gv) = 0 dans H2(G;HU

Soit eu la classe d'Euler dans HZ(Diffi(S1);Z) .

LEMME 4.19. Si ¢ : G » Diffi(Sl) est un morphisme non trivial, on a

ok (ey) = +x .



- 79 -

DEMONSTRATION. La facon la plus rapide de montrer ce lemme est d'utiliser le

théoréme K et d'observer que la classe d'Euler est invariante par semi-congaison

respectant l'orientation (voir [Gh2]). n

Quitte a conjuguer ¢ par une symétrie, nous pouvons donc supposer que

@©*(eu) = X . Nous avons donc un diagramme commutatif :

0 0

v '

z — z

" ~ ~ ¥

T —2— DiFe’sh
4 M

¢ —2— pier2(s")
4 ¥

! 1

LEMME 4.10. Pour toute représentation ¢ : G > Difff(s1) , il existe un réel
k tel que *(gv) = ka dans HZ(G;R) .

DEMONSTRATION. On peut supposer que @ est non triviale. La naturalité de
1'intégration sur la fibre montre que G*(gv) est aussi l'image de @*(GV) par
1'intégration sur la fibre H3(E;R) -> H2(G;R) . Comme H3(E;R) est engendré

par la classe R et que l'intégrale sur la fibre de B n'est autre quea € HZ(G;R) s

on obtient le résultat. o

Nous terminons maintenant la démonstration du théoréme F .

THEOREME 4.11. Pour toute représentation ¢ : G Diffi(S‘) , ona @*(gv) =0 .

¥

DEMONSTRATION. Utilisons de nouveau le cycle o = (u,v) = (v,u) fourni par le

lemme II-4.8. Comme l'invariant de Godbillon~Vey d'une représentation de Z & Z
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dans Diffi(S1) est nul (voir [Her]), on a @*(gv) (o) = O . Par ailleurs, nous
savons que a(o) = 1 (lemme II. 4.8). En évaluant 1'égalité W*(gv) = ka  sur

¢ , on obtient alors que k est nul. a
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0. Introduction

Le complexe des formes basiques sur une variété feuilletée (M, F) a éié
introduit par Reinhart dans [12]. Ses éléments sont les formes différentielles w
sur M, qui, pour tout champ X tangent & # vérifient les conditions:

1) iyw=0.

i) iydw=0.

Désignons par H*(M/#) la cohomologie de ce complexe. On peut envisa-
ger H*(M/#) comme cohomologie de la structure transverse, voire de I'espace
des feuilles de #. Ainsi, lorsque &% provient d'une fibration, la cohomologie
H*(M/%) s’identifie 4 la cohomologie de de Rham de I'espace de base de la
fibration.

Lorsque la variété M est fermée, il est immédiat que les espaces vectoriels
H°(M/#) et H'(M/#) sont de dimension finie. A l'opposé, tous les autres
espaces vectoriels H*(M/#), k<cod #, peuvent étre de dimension infinie
comme le montrent les exemples de G.W. Schwarz [15].

Si on suppose que & est un feuilletage riemannien, Reinhart affirme dans
[13] que la cohomologie basique H*(M/%) est de dimension finie et vérifie la
dualit¢ de Poincaré. Toutefois, un exemple dii & Y. Carriére [3] montre que
cette seconde affirmation n’est pas exacte. L’erreur détectée compromet aussi la
preuve de Passertion de finitude. Celle-ci devient désormais une question
ouverte.

Récemment, Kamber et Tondeur [10] ont montré que le résuitat de
Reinhart reste vrai si le feuilletage est minimalisable (taut). Ils démontrent
¢galement un théoréme de finitude pour les feuilletages étirés (tense). Les
démonstrations dans [13], ainsi que dans [10] sont basées sur les méthodes de
la théorie de Hodge.

Dans le méme esprit, on trouvera une étude de la cohomologie basique
des feuilletages riemanniens dans [7].

Le but de ce travail est de démontrer a I'aide d’une approche différente le:
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Théoréme 0. Soit F un feuilletage riemannien de codimension n sur une variété
Sfermée M. Alors la cohomologie busique H*(M/%) est de dimension finie. De
plus, H"(M/%) est isomorphe a 0 ou R.

Notre preuve utilise un théoréme de P. Molino [11] qui décrit la structure
d’un feuilletage riemannien & l'aide de deux fibrations. Les cohomologies des
differentes variétés et des feuilletages qui interviennent dans ce théoréme sont
relies a Paide de deux suites spectrales du type Leray-Serre. Celles-ci nous
permettent de conclure.

Le premier paragraphe contient des préliminaires. Dans le paragraphe II,
nous traitons le cas des feuilletages transversalement parallélisables. La
démonstration du théoréme 0 est donnée dans le paragraphe III

I. Préliminaires

Ce paragraphe est destiné au rappel de quelques notions et résultats utiles par
la suite. Nous donnons également deux exemples pour les illustrer.

Toutes les structures considérées dans ce travail sont de classe C*.

Soit # un feuilletage sur une variété fermée M. On note C*{M) 'anneau
des fonctions C* sur M et I'(#) le C*(M)-module des champs de vecteurs
tangents a #.

Le complexe des formes basiques sur (M, %) sera noté Q*(M/#). La
condition weQ*(M/F) est équivalente a: si XeI'(¥) on a:

i) iyw=0

i) 0yw=0

ou fy est la dérivée de Lie associée a X.

Deéfinition 1.1. Le feuilletage & est transversalement parallélisable s’il existe sur
M n-champs de vecteurs transverses indépendants en chaque point qui le
laissent invariant.

Un tel feuilletage est riemannien. Sa structure est donnée par le théoréme
suivant, dit & Conlon [5] en codimension deux et & Molino [11] en général:

Théoréme 1.2. Supposons que F est transversalement parallélisable sur M.
Alors:

1) Les adhérences des feuilles de & sont les fibres d’une fibration localement
triviale F>M 2> W.

ii) Il existe un groupe de Lie l-connexe G tel que le feuilletage induit dans
chaque fibre est transversalement de Lie de groupe G.

L’application IT est appelée la fibration basique de Z.

Remarque 1.3. Les trivialisations locales de IT peuvent étre choisies de fagon a
respecter le feuilletage sur chaque fibre [117.

Exemple 1.4 ([3]). Soient AeSL,(Z) une matrice hyperbolique et A une de ses
valeurs propres. La direction propre associée a A définit sur T>x I un flot ¢
invariant par lidentification (m, 0)~(A(m),1). On obtient ainsi sur la variété
quotient T un flot transversalement de Lie le groupe affine de R, donc
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transversalement parallélisable. La fibration basique s’identifie 4 la fibration
naturelle T*-»T2->S*. O

Supposons que % est un feuilletage riemannien. Soit M le fibré des repéres
orthonormés transverses 8 4. En utilisant la connexion de Levi-Civita trans-
verse, il est démontré dans [11] le:

Théoréme 1.5. Le feuilletage F se reléve sur M en un feuilletage F de méme
dimension qui est transversalement parallélisable.

Exemple 1.6 (voir aussi [3]). Considérons la sphére S* plongée dans €* comme
{(zy, 2,): 12,17 +12,)7 = 1}

Soit (¢,) le flot riemannien sur S* défini comme suit:
(ei/lt

@2y, 2))= Zx’eimzz)

ou 4, uclR. Si 4 et u sont indépendants sur @, le flot (¢,) a deux orbites
fermeées.

Dans ce cas, en regardant les relevés d’une orbite fermée on constate que la
fibration basique a comme fibre le tore T

La fibration des repéres SO(2)—S$>—S* induit un isomorphisme
7,(SO(2)) —— m,($?). Il en résulte que I'application 7,(T?)—n,(S>) est surjec-
tive. D’ou 7, (W)=0 ct donc W est une sphére S [J

II. Le cas transversalement parallélisable

Dans ce paragraphe, on établit & I'aide du théoréme 1.2 I'existence d'une suite
de Mayer-Vietoris généralisée pour la cohomologie basique et celle d'une suite
spectrale qui converge vers cette cohomologie. Pour ceci nous utilisons un
complexe double de Cech-de Rham. Notre référence dans ce paragraphe est
[1].

Supposons d’abord que dans le théoréme 1.2 la variété W est un point. Le
feuilletage & est alors transversalement de Lie de groupe G et a feuilles denses.
Soit M le revétement universel de M. Daprés Fedida [8]. il existe une
fibration D: M -G dont les fibres sont des revétements des feuilles de #. De
plus, il existe une représentation h:n,(M)— G dont I'image est dense et telle
que D(a-m)=h(x) D(m). Ceci permet d'identifier le complexe Q*(M/F) au
complexe des formes invariantes & gauche sur G. On en déduit la:

Proposition L1 [6]. La cohomologic basique H*(M/!F) est isomorphe a la
cohomogie de l'algebre de Lie du groupe G. [

On suppose dorénavant que la variété W n’est pas réduite a un point.

Soit #={U};_, . , un recouvrement de W ct posons pour tout i: U
=I1-'(U,). On munit U du feuilletage induit par .

Pour tout multi-indice (igs ...+ i,) on note U,

Fouvert U n...AU; . On
a une suite de restrictions:

yoouip

Q*(M/F) "> [] 2*( Um//f) = 1 e*w

[F) ... (1

ln'l’
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En définissant le cobord §=) (—1)'§; on obtient une suite:

JF) s . )

ioiy

0-» Q*(M/F)—— []Q*(U %) —— [T 2*(,
io lo<iy
Les feuilles de & sont contenues dans les fibres de I1. En relevant une
partition de l'unité subordonnée au recouvrement % on obtient une partition
de T'unité basique sur M, permettant de montrer que la suite (2) est exacte.
Posons CP(#, Q%)= |] QUU,. . /#) et D=3+(—1)’d. On obtient

alors le fo<...<ip

Théoréme IL.2. Lapplication de restriction:
r:Q*(M/F)- C*(U, Q%)
induit un isomorphisme
r¥: H*(M/#)- H§{C*(%, 2%)}. O
Dans la suite nous aurons besoin du:

Lemme YL3. Soit U un ouvert contractile de W et posons U =1I1"'(U). Alors la
cohomologie basique H*(U/%) est isomorphe d la cohomologie de l'algébre de
Lie ® du groupe G.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition I1.1 et de la remarque
qui suit le théoréme 1.2. On peut en effet construire un isomorphisme naturel

de complexes: .
Q*(U/F)—> Q¥ (U)® A*(G*).

La conclusion est alors immédiate. [J

Supposons le recouvrement % simple. Considérons le double complexe K

défini comme suit:
K™= CP(, %)

muni de la différentielle D=6+ (—1)"d.
On obtient & partir de K une suite spectrale {E,} dont le terme E, est
donné par: Ep< CP(l, #3)
1 s CEFD
ou 2 désigne le préfaisceau (ainsi que le faisceau associé) %}((7)=H“(U/9)
sur W, Le lemme I1.3 implique que J#2 est localement isomorphe a H%(®).
D’autre part, comme d, =46 sur E, on aura:

Eg4=He (T, H#).

La suite {E,} converge vers H¥(K) qui est d’aprés le théoréme I1.2 isomor-
phe 4 H*(M/#). A l'aide du lemme I1.3 on obtient finalement le

Théoréme I14. I existe une suite spectrale {E,} qui converge vers la cohomolo-
gie basique H*(M/%) et dont le terme E, est:

Egt=HP(W, #3).
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Corollaire ILS. La cohomologie basique d’un feuilletage transversalement
parallélisable sur une variété fermée est de dimension finie.

Démonstration. La fibre du faisceau localement constant #Z est un espace
vectoriel de dimension finie. Dans ces conditions la variété W étant compacte,
il en résulte que la cohomologic H*(W, #Z%) est de dimension finie. Le
théoréme I1.4 permet alors de conclure. [

Remarques 11.6. i) Le corollaire IL.5 est aussi une conséquence d’un résultat de
K.S. Sarkaria, basé sur les techniques de paramétrix [14].

ii) Une démonstration élémentaire de IL5 peut étre donnée en utilisant
Pexactitude de la suite (2) et une récurrence sur le nombre d'ouverts d’un
recouvrement simple de W,

Corollaire IL7. La cohomologie en dimension maximale H"(M/%) est isomorphe
a0ouRR.

Démonstration. 1l résulte de I'existence de la suite spectrale précédente que
HW, #5)~E3 ' ~ES ' ~H"(M/%F)

ol s=dim W et t=n-s est la dimension de I'algébre de Lie ®.

Si ® n’est pas unimodulaire 55 =0. Sinon # est un faisceau localement
constant de fibre R. Soit @ le faisceau des orientations de W. La cohomologie
H:(W, #L) s'identifie par dualité de Poincaré 3 HY(O® #5 ') qui est isomor-
phe a 0 ou R.

Exemple 11.8. Reprenons le feuilletage ¢ de I'exemple 1.4. On recouvre S' par
deux intervalles ouverts U et V. Alors:

U=[I"Y({Th~T?*x[0,1), V=IO"'(V)~T?x[0,1]
et
K=UnV=T*x[0,1]]] T*x [0, 1].

La suite exacte (2) devient:
0 Q*(T7/$)— Q¥ (U/P)DQ*(V/p) - Q*(K/P) 0.

Puisque H®(T?x[0,1]/¢)~H*(T?*x [0,1]/¢)~R, on en déduit la suite
exacte de cohomologie:

05>R>ROR->ROR - H' (T}/¢)>RAR—> R AR - HX(T2/$) -0

oU A*(a,b)=(a—b, a—A*b). On en déduit que H2(T2/$)=0 et H'(T3/¢)
=R. O

Remarque 119. La cohomologie H*(T}/$) est calculée dans [3] par une
méthode différente.

III. Le cas général

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme 0. Si & est un feuilletage
riemannien transversalement orientable on sait d’aprés le théoréme 1.5 que le
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feuilletage relevé  est transversalement parallélisable. On reliera leurs coho-
mologies basiques a I'aide d’une suite spectrale.

Rappelons que I'algébre des formes différentielles sur le SO(n) fibré princi-
pal M — M est une so(n)-A.D.G. ([4] ou [9]).

Revenons au complexe Q*(M/#) pour prouver le:

Lemme L1, Lalgébre (2*(1\;1/97~ est une so(n)-sous-ADG de Q*(M)

Démonstration. La seule chose a vérifier est que pour Xeso(n) les opérateurs iy
et #, préservent Q*(M/%). Soient meQ*(M//') et YeI'(#). Alors iyiym=
—iyiyw=0. Puisque SO(n) préserve %, le crochet [X, Y]el(#) (X étant vu
comme champ fondamental). Dapres une formule classique on a: 0yiyw

=ix. n0+igiyow=0. Ainsi i weQ*(M/./')

Montrons que OXweQ*(M//) Dabord, i, 0y w="0yiyw—ix yw=0. Une
autre formule donne:

Oy-Ox =0y yoo—0y-0,0=0. []

Considérons a présent, la connexion de Levi-Civita transverse sur M.
Daprés [11] o est transverse projetable. Ceci revient a4 dire que si YeI' (%),
alors o(Y)=0 et que si de plus w(X)=0 alors w(X,Y])=0. Soit
w*: so(n)— Q' (M) associée & w ([4]).

Lemme L2, La connexion algébriqgue w*: so(n)— Q' (M) est en fait a valeurs
dans Q' (M/%).

Preuve. Soient h*eso(n), YeI (#). Puisque w(Y)=0 on a:
W*(h*)=w*(h*W(Y)=* oY) =
St X c¢st un chump sur M on a:
d[o¥(h*) (X, V)= = Yo*(h*)(X)—-w*(h*)[X, Y]

Distinguons deux cas:

1) Le champ X est horizontal. Alors [ X, Y] est aussi horizontal et la forme
w*{(h*) s’annule sur ces champs.

ii) Le champ X est vertical. On peut supposer que c’est un champ fonda-
mental. Puisque o(X)=X on a ow**h*)(X)=<¢* X)) =constante, dou
Y[w*(h*)(X)}=0. Par ailleurs comme [X, Y]eI'(#), on a

w*(h*)[X, Y]=0;
ce qui achéve la démonstration. [

Les lemmes précédents disent que les formes basiques Q*(M/#) forment une
so(n)-A.D.G. munie d’'une connexion algébrique. Il existe alors une suite spec-
trale  {E,}) qui converge vers H*Q¥M/%)) et telle que
Ei~HY{M/F)® H(so(n)) (voir [9]. T11.L2.5).

Par ailleurs linclusion des formes basiques SO(n) invariantes Q}“(M/ﬁ’)
dans Q*(M/#%) induit un isomorphisme en cohomologie par un argument
classique de moyennisation.

Nous pouvons maintenant donner la:

Démonstration du théoréme 0. En passant éventuellement a un revétement a 2
feuillets on peut supposer le feuilletage & transversalement orientable. D’aprés
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le corollaire I1.5 la cohomologie H*(M/#) est de dimension finie. La premiére
partie du théoréme résulte en démontrant par récurrence I'affirmation.

(P) Les espaces vectoriels H*(M/#)=E%® sont de dimension finie pour
k<l

L’hypothése de récurrence implique que les termes E2 9 r>2, p<I sont de
dimension finie. Comme la différentielle d, est nulle sur E*"° r=2, et que
E'*1:0 est de dimension finie on en déduit que H'*!(M/F)=E% " est de
dimension finie.

1] reste 4 montrer que H*(M/#) est 0 ou IR. Puisque E?'?=0 dés que p>n
ou g>m=dim SO(n) on voit que

~ o

H'"M/F)~Ey"~En"~H"""(M/%).
Le résultat découle du corollaire I1.7. [
Remarque I11.3. On peut avoir H'(M/#)=0 méme si & est transversalement

orientable - voir 'exemple 11.8.

Pour terminer illustrons ce paragraphe par un:
Exemple 111.4. Considérons le flot ¢ de I’A exemple [.6. Tout d'abord
H°(S3/¢)~R. Comme H'!(S%/¢) se plonge dans H'(S?) on a H'(S*/$)=0. On
a vu que la fibration basique du feuilletage relevé a comme base S°.

1l résulte que le faisceau #;) est constant. D’ou

H2(S3/$)~H*(S3/p)~H*(S*; R)~R. [0
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SUR LA SUITE SPECTRALE D'UN FEUILLETAGE RIEMANNIEN

1. Introduction.

L'objet de cette note est de prouver un résultat de finitude pour la suite
spectrale différentiable d'un feuilletage riemannien. Nous complétons ainsi le théo-—
réme de finitude de la cohomologie basique démontré dans []] et un résultat partiel

de Sarkaria [6].

oo [ - 3
Soit & wun feuilletage C sur une variété M. Par extension du cas clas-
sique, de nombreux auteurs ont remarqué l'existence d'une suite spectrale différen—
. . . * .
tiable de EF; qui converge vers la cohomologie H (M) (voir par exemple [3],[6]).
Celle-ci est obtenue en filtrant le complexe des formes différentielles

*
8°(M) en posant :

FPRRan = {we Q") | ix o ese o 1 w =0, X, champ tangent

X
! et s 6.

P,q

Le terme E]

de la suite spectrale s'identifie & la cohomologie

Hq(M,QE) ol Qg est le faisceau des p-formes basiques, c'est—-a—dire vérifiant

R

ixw = GXw = 0 pour tout champ X tangent & U
Lorsque q = O, Eg’o est le p-&me espace de cohomologie bagique de la
variété feuilletée.
s p,dim F s o < .
Lorsque q = dim <F, les termes E2 s'identifient & la cohomologie

de Rummler-—Haefliger [5][2].
I1 est bien connu que la cohomologie basique, donc le terme E2 de la
suite spectrale du feuilletage ne sont pas de dimension finie, méme si M est une

variété compacte [8].

Nous nous proposons de montrer ici le

Théondme. Soit ¢f un feuilletage riemannien sur une variété compacte.

Alors le terme E2 de la suite spectrale différentiable est de dimension finie.



Apréds quelques préliminaires, nous démontrons le théoréme au paragraphe 3.
Pour ceci nous utilisons le résultat déji mentionné de [6] et nous développons une
méthode qui est dans [1] et [7]. Nous supposons du lecteur une certaine connaissance
de []] et de [7]

00
Toutes les structures sont supposées de classe C .

2. Cohomofogie k-basique d'un feuilletage.

Soit <F un feuilletage sur une variété M. Nous introduisons une notion

qui sera utile par la suite.

Définition 2.1. Une forme différentielle w est dite k-basique (k » 0) si

pour tous champs de vecteurs Xi’ tangents a 3E on a :

* . .
Notons kQb(M) le sous—complexe des formes k-basiques. Il est clair que
w GRQZ(M) si et seulement si W est de filtration n-k+l et dw est de filtration

n-k+2.

Exemples 2.7. (a) Si k =0, On:aq) =",
(b) Si k=1, lQ;(M) est le complexe des formes appel@es classiquement
. . *
basiques, noté souvent Qb(M).

(¢) si k =dim &F, le complexe kQ:(M) est considéré dauns [SJ. Plus pré-

e
*
S 00

1'étude des feuilletages dont les feuilles sont des sous—variétés minimales. Un

cisément, Rummler utilise le complexe quotient ainsi que sa cohomologie dans

complexe légérement différent ayant la méme cohomologie et qui ne dépend que de la

structure transverse du feuilletage est introduit dans |2 ar Haefliger.
g P g

Remarque 2.3. Les complexes kQ:(M) ne sont pas des sous—algébres de
Q*(M) dés que k3 2.

L'intérét de la cohomologie k-basique réside pour nous dans la :

Proposition 2.4, (voir aussi [6]). Supposons la variété M compacte. Le




terme E2 de la suite spectrale différentiable de % est de dimension finie si et

seulement si la cohomologie kHb(M) est de dimension finie pour tout k 2 O.

Démonstration : La suite longue de cohomologie associée a la suite exacte
*

)
> Sy an—> Q:(M) — -;{—2—_ — 0
k+1 kﬂb (M)

et le fait que la cohomologie H (M) est de dimension finie impliquent que la fini-

*
¥ * lﬂb(M>
tude des espaces P'b(M) est équivalente 3 celle des espaces H"ég——————).

¥
1
ka(})
Pour démontrer la proposition nous remarquons que pour tout k il existe
*
Q. ()
el
un morphisme de complexes 44—;——— -+ ET—k’k,
i M

+
P24 = FPoP ()

En effet, puisque
0 +1 _p+
FP QP q(M)

, 11 résulte que

- Pt
P PP n dTlpPt Pt gy, )
b a@®P )P P aePePt T annrPt P

+ +] _p+ . ) .
Comme qu q(M)C FP IQP q(M), on obtient une surjection naturelle commutant avec les

différentielles

»*
k15 0 x-k,k
* El :
5 D

*
2, (M) _
Pour finir justifions qu'elle induit un isomorphisme H*(Eilih——— > EN k’k.
25 D)

Considérons pour ceci la suite exacte de paires associée au triplet

CaP*%n,  a@PP P!

ptq p+q
1% Q"an,  aptian).

Le résultat voulu découle du lemme suivant laissé au lecteur :
Lemme 2.5, Pour q fixé, 1'inclusion de complexes

QP ¢ aEPeP N an)y + PP

q



induit un isomorphisme en cohomologie. La paire formée par ces complexes est acyclique.

3. Démonmstration du théondme.

Durant tout ce paragraphe nous considérons un feuilletage riemannien sur
une variété compacte. On suppose d'abord que le feuilletage & est transversalement
orientable.

Soit M le SO(r) fibré des repéres orthonormés directs au feuilletage v
ou r = codim . D'aprés Molino [4], le feuilletage F se reléve sur M dans un
feuilletage fi: de méme dimension, qui est transversalement parallélisable. Ceci veut
dire qu'il existe des champs de vecteurs non-nuls partout qui préservent le feuille-
tage et trivialisent le fibré normal. De plus, la connexion de Levi-Civitta donne

lieu 34 une connexion algébrique 3 valeurs dans Q:(ﬂ) (voir [1]).

Fixons 1l'entier k 3 O.

Proposition 3.1, La cohomologie kHb(M) est de dimension finie si et

seulement si kHb(M) est de dimension finie.

Preuve : Lorsque k = 1, l'assertion de la proposition a été démontrée dans

*
[ﬂ , 3 1'aide de 1a suite spectrale de la S0(r) A.D.G. munie d'une connexion lQb(M)-
~—"

Dans le cas général, 1'argument est similaire une fois justifiée 1l'existence

. . * ~
pour tout k, d'une suite spectrale qui converge vers kHb(M).

Bien que kQ:(ﬁ) ne soit pas une algébre, le produit extérieur d'une
forme k-basique avec une forme l—basiqué est encore k-basique, En particulier ceci
s'applique pour le produit d'une forme k-basique avec une forme qui est dans 1'image
de la connexion EQSE) > Qé(ﬂ). Cette propriété permet de justifier 1'existence

de la suite spectrale cherchée. Nous renvoyons le lecteur a ([7], appendice) pour

des détails ainsi que des exemples ol se présentent des situations similaires,
Nous pouvons maintenant donner la

Preuve du théordme., Par un passage &ventuel 3 un revétement 3 deux




feuillets, nous pouvons supposer que & est transversalement orientable. Comme nous
/N
1'avons déji rappelé, le feuilletage relevé % sur N est transversalement parallé-

lisable. Il résulte du théoréme démontré dans [6] que dans ce cas le terme E2 de la

PaS
suite spectrale de & est de dimension finie.

D'aprés la proposition 2.4., pour tout k > O kH:(ﬂ) est de dimension finie. D'ol
n * s
la méme chose pour kHb(M) par la proposition 3.1.

Le résultat découle d'une nouvelle application de 2.4.

Remarques 3.27.

(a) La démonstration du théoréme ne donne aucune méthode pour calculer le

*,0

terme E_. Pour la cohomologie basique E2

2 ceci est toutefois possible (voir [1]).

(b) Pour une étude de la suite spectrale d'un flot isométrique voir Eﬂ.
(c) Il serait intéressant de relier les nombres dim Eg’q d la géométrie

de la variété feuilletée.

Un exemple simple est donné par la relation €lémentaire

xap = § 0P din 6D09
P»>q
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COHOMOLOGIE BASIQUE
ET DUALITE DES FEUILLETAGES
RIEMANNIENS

par
Vliad SERGIESCU

0. Introduction.

Les feuilletages riemanniens ont été introduits par B. Reinhart
(voir [17]). Plusieurs auteurs se sont intéressés depuis a la topologie
algébrique de ces feuilletages en étudiant la cohomologie des formes
différentielles basiques. Des questions de finitude et de dualité ont
été abordées([16], [15], [5], [6D).

Dans ces travaux, les résultats de dualité ont été obtenus en
utilisant des méthodes d’opérateurs elliptiques. Reinhart a été i
I'origine de cette direction dans [16]. A la suite d’un contre-exemple
da a Y. Carriére [4], les résultats de [16] ont été complétés par
F. Kamber et P. Tondeur qui démontrent la dualité de Poincaré
lorsque le feuilletage est minimalisable [11].

Le but de cet article est de poursuivre I’étude de ces questions
a Yaide d’une approche topologique. Celle-ci nous permet d’obtenir
des résultats dans un cadre général et, en particulier, sur des variétés
non compactes.

Soit % un feuilletage riemannien complet transversalement
orientable de codimension »n sur une variété M de dimension
m. P. Molino a introduit dans [14] le faisceau transverse central
de § qui décrit la structure des adhérences des feuilles.

1l existe, sur M, un faisceau localement constant € d’espaces
vectoriels de dimension 1, lié au faisceau transverse central, que
I'on appellera faisceau d’orientation homologique de % . On dira
que § est homologiquement orientable si & est trivial.

Mots-clés : Feuilletage riemannien — Cohomologie basique.
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Soit Hj(M) (resp. H’;,C(M;@)) la cohomologie des formes
basiques (resp. des formes basiques a valeurs dans %, dont le
support se projette sur un compact de l’espace des adhérences des
feuilles de % ).

Notre premier résultat concerne la dualité de Poincaré.

THEOREME 1. — Soit & un feuilletage riemannien complet.
Alors :
(i) La cohomologie HZ'C(M iR) est isomorphed R.
(ii) Le produit extérieur des formes différentielles induit un
isomorphisme
¢ : HHM) — Hp .P(M, 2)*.

Supposons la variété M compacte. La cohomologie basique
est alors de dimension finie [5].

COROLLAIRE 1. — (i) & est homologiquement orientable si et
seulement si Hy(M) # 0.

(ii) Si Hy(M) # 0, alors l'accouplement
HE (M) x H =P (M) — H}(M) =~ R
est non-dégénéré.

A Tlaide d’un théoréme de Hodge pour les formes basiques,
A. El-Kacimi et G. Hector démontrent indépendamment dans [6]
la dualité de Poincaré sur une variété compacte telle que Hy (M) # 0.

L’exemple donné dans [4] montre qu’il existe des feuilletages
qui ne sont pas homologiquement orientables, bien que transver-
salement orientables.

La démonstration du théoréme I fait appel aux résultats de
P. Molino sur la structure des feuilletages riemanniens. Nous les
utilisons en conjonction avec une méthode qui remonte a3 André Weil
et un argument de suite spectrale basé sur le théoréme de comparaison.

Nous obtenons par cette méme voie un second résultat. Désignons
par Cj (M) le complexe des % -courants invariants transverses (voir
§.1). Ce complexe a été introduit par A. Haefliger dans [8].
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Supposons M orientée. Dans [11], Kamber et Tondeur eont
remarqué I’existence d’une application de “de Rham” :

v:QsM) — C,_ (M)

tel que Y(w)*n = f wAnq.
M
THEOREME 1L — Pour wun feuilletage riemannien complet
induit un isomorphisme

y:HEM) — H,,_,(M).

Si § est un feujlletage riemannien avec feuilles minimales,
et plus généralement si & est étiré (tense), Kamber et Tondeur
esquissent une démonstration de ce résultat dans [11].

- Nous remarquons a l’'aide d’un exemple que !’énoncé ne
s’étend pas 4 un feuilletage quelconque (ce qui contredit une
affirmation dans [12]) .

Le premier paragraphe est destiné aux rappels et aux notations.
Nous abordons ensuite la dualité de Poincaré. Le troisiéme
paragraphe traite de la dualité de de Rham. Nous exposons briévement
dans un appendice la suite spectrale d’'une §-algébre différentielle
graduée sous une forme qui nous est utile et qui s’étend aux
situations nous concernant.

L’approche de la dualité des feuilletages riemanniens présentée
dans ce travail est également connue d’André Haefliger. Je le
remercie pour ses encouragements et pour ses suggestions qui m’ont
permis d’améliorer le théoréme 1.

Je remercie également Etienne Ghys et Pierre Molino pour leur
intérét et leurs observations qui m’ont été utiles.

1. Préliminaires.

Nous rappellerons dans ce paragraphe les notions et les résultats
utiles dans la suite. Nous fixons également quelques notations. Pour
plus de détails, on renvoie a [13], [14], [15], [17].

Les structures considérées seront de classe C” . Tous les
feuilletages seront transversalement orientables.
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Soit % un feuilletage de codimension »n sur une variété M
de dimension m. Une forme w€Q*(M) est appelée basique si,
pour tout champ X tangent a %, elle vérifie :

) ixw=0

(i) ixdw =0.

Nous noterons $5(M) le complexe des formes basiques. Cette
notation différe de celle utilisée dans [5] ; nous I'adoptons pour la
simplicité de I’écriture.

De méme, si % est un faisceau localement constant d’espaces
vectoriels de dimension 1, nous noterons ;M ;%) les formes
C™ a valeurs dans @ vérifiant (i) et (ii) (voir [2], [9] pour des
généralités). Ce complexe s’identifie aux formes basiques a valeurs dans
le fibré vectoriel associé a %, muni de sa trivialisation de fibré plat.

Rappelons, d’autre part, qu'une forme différentielle w est dite
F-triviale si pour tous champs X,,...,X tangents aux
feuilleson a ;

m-—n

(ixlo..-aixm_n)(w) =0.

On désignera par C,(M) le complexe des courants de de Rham sur
M. Soit C3(M) le sous-complexe des courants qui s’annulent sur
les formes & -triviales ainsi que sur leur différentielles. Il est montré
dans [8] qu’un élément de C3(M) s’identifie 4 un courant invariant
par Pholonomie sur une transversale compléte a % .

DEFINITION 1.1. — Le feuilletage & est dit transversalement
parallélisable complet s’il existe n champs transverses complets qui
le laissent invariant et qui sont indépendants en chaque point.

Dans la mesure ol il n’y aura pas de confusion possible nous
appellerons % simplement parallélisable. La structure d’un tel
feuilletage est donnée par le théoréme suivant, di a Molino [13]
(et 4 Conlon en codimension 2) :

THEOREME 1.2. — Supposons % transversalement parallélisable
complet.

(i) Les adhérences des feuilles sont les fibres d'une fibration
localement triviale F — M —— W.
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(ii) I existe une algébre de Lie § tel que le feuilletage induit
sur chaque fibre soit un § feuilletage de Lie a feuilles denses.

La fibration 7 est appelée basique. Son groupe structural peut
étre choisi pour préserver le feuilletage sur la fibre type.

Notons © le faisceau des orientations transverses de la fibration
m. Dire que © est trivial est équivalent a dire que W est orientable.

Supposons que le feuilletage ¥ est riemannien. Soit M le SO(n)
fibré des repéres orthonormés directs. A l'aide de la connexion de
Levi-Civita transverse, il est montré dans [13] le

THEOREME 1.3. — Le feuilletage & se reléve sur M en un feuil-
letage S, de méme dimension, qui est SO(n) -invariant. Les feuilles
de $ sont des revétements des feuilles de % . De plus & admet un
parallélisme transverse canonique.

DEfFINITION 1.4. — Le feuilletage riemannien & est dit complet
si le parallélisme transverse canonique de % est complet.

_Dans ce cas, l'algébre de Lie & associée a la fibration basique
de M est un invariant structural du feuilletage.

Puisque le groupe SO(n) laisse le faisceau O sur M invariant,
il résulte que celui-ci est le relevé d’un faisceau localement constant
© sur M.

La structure transverse d’un feuilletage complet est précisée
par le faisceau transverse central [14], [15] noté @(%). Il s’agit
d’un faisceau localement constant de germes de champs transverses,
dont la fibre est naturellement isomorphe 2 I'opposée de I’algébre
de Lie g .

Lorsque & est parallélisable, €@ ) est formé des germes de
champs transverses commutant avec tout champ transverse complet.

De plus, si & est le relevé de ¥ sur M, le faisceau @(5 ) est
le relevé de @ ().

Si & est un g@-feuilletage de Lie complet a feuilles denses,
€ () correspond aux germes des champs invariants & droite sur le
groupe de Lie simplement connexe G associé & §. On utilise
pour ceci le diagramme développant de Fédida
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D

____.___.__’G

M
l (voir [15])
M

Ici M est le revétement universel de M qui fibre au-dessus du
groupe G. De plus il existe un morphisme 4 :#, (M) — G, a
image dense, tel que la fibration D soit =, (M)-équivariante.

Désignons enfin par @ le faisceau A*@(F) ou s est
la dimension de l’algébre de Lie structurale et soit L = 9®0.

DEFINITION 1.5. — On appelle < le faisceau d’orientation
homologique de G .

Nous noterons .Q:_C(M;@) les formes basiques a valeurs
dans ¢ dont le support se projette sur un compact de l’espace
des adhérences des feuilles ; dans le cas parallélisable ce
dernier est la variété basique W.

Dans ce travail notre référence pour la cohomologie des
formes différentielles est la monographie [7]. Nous renvoyons
a [3] pour les notions générales sur les faisceaux. Les références
A.1-A.4. sont relatives i ’appendice.

2. Dualité de Poincaré.

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme de
dualité de Poincaré pour la cohomologie basique. Nous envisageons
d’abord le cas des feuilletages de Lie et des feuilletages
parallélisables.

Supposons que & est un §-feuilletage de Lie a feuilles denses
de codimension n sur M. Il est bien connu (voir [5]) qu’a
I’aide du diagramme développant
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M

le complexe Q3(M) s’identifie au complexe C*(g;R) des
cochaines sur lalgébre de Lie §. Ceci se réalise a travers les
formes basiques w, (M)-invariantes du feuilletage relevé sur M.

On moptre de la méme fagcon que le complexe Q;," M ;2) (ici
@ = ¢) <sidentifie a C*(g;A"§) ol ¢ agit sur A"§ par
I’application adjointe. La dualité de Poincaré, énoncée d’habitude
pour une algébre unimodulaire [7], fournit un accouplement
non-dégénéré  H*(g) x H"~"(§ ;A" g)— R. On obtient
alors par transport la dualité de Poincaré pour la cohomologie
basique sur M.

Supposons maintenant que % est transversalement parallé-
lisable complet sur M, que dimM =m, codim% =nrn Posons
¢=dimW, k=m—R=dimF.

Nous allons construire une application “d’intégration
transverse” 1: Qp; M) — R telle que I(dn)=0 si
nEQ, M ;D).

C
Soit U un ouvert trivialisant pour 7 et U=n"!'(U). Le
lemme qui suit est immédiat.

LemMe 2.1. — Le complexe Q (U ;R) s'identifie d [aide
d'une trivialisation locale ¢ (U ;0) ® Q}(F ;¢). o

On peut donc écrire une forme w€Q; (U;2) d'une
unique fagon sous la forme w=a, ®F ou 0FLEQ, " “F,; %)
est un générateur fixé et o« € Slf(U ;). On pose alors

[(w) =fw a, .

Plus généralement, si w€Q) (M ;®), soit ( fi)ie; une
partition de 1 subordonnée a un recouvrement fini de = (supp w)
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d’ouverts comme ci-dessus. On pose I(w)=3 I(fiw), on
I(f;.w) est déja défini plus haut. i

ProposiTiON 2.2. — L'application 1 est bien définie et
induit une surjection Hy (M ;%) — R.

Preuve. —Soit ¥ ‘UxF— UxF un difféomorphisme
au-dessus de U qui préserve le feuilletage dans chaque fibre. Un
calcul immédiat donne :

X*MaAB)=x W) AX*(B)=aAB.

La derniére égalité tient compte du fait que o et B proviennent
des facteurs et que x induit lidentit¢ sur £ *(xxF;%).
Il résulte que si m(supp w) C U, alors I(w) est bien défini.

Pour une forme w quelconque l'indépendance de I(w) par
rapport a la partition de 1 est similaire aux situations classiques

(25, [7D.
La définition locale montre que [ # Q.

Soit n€Q; . '(Ux F;®@). Si n=yA8 avec degy=2—1,
alors dn=dyASs, dou Idn) =0 puisque f dy=0. Si

w
n=vAd avec degy=9%, ona dé6=0, dou dn=0. Il résulte
que I(dn) = 0 dans tous les cas.

En général, si n€Q;7, (M ; ©) on peut écrire :
fidn=d(fm)—df; An

et puisque Zdf, =0 ona que ZI(fdn) =Z1@d(fn) =0. Ceci
termine la démonstration. o

Avant de montrer la dualité de Poincaré, remarquons que la
technique de Mayer-Vietoris s’applique pourvu qu’on se restreigne a
des ouverts du type U = 7~ }(U) :

LEMME 2.3. — Soient U et V des ouverts de W. Les suites
suivantes sont exactes :
0— QFUUV) — QXU)® QX(V) — QXUNV) — 0
0— QF (UNV ;@) — QF (U;%)
® QF (V@) — QF (UUV;2)— 0.

Les fléches sont des restrictions ou des extensions par 0.
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Preuve. — Elle utilise une partition de 1 sur W comme dans
le cas classique. d

La proposition 2.2 permet de construire un accouplement
¢: QM) x Q7 P(M;2)— R enposant ¢(w,n) = I(wAn).
On peut donner alors la démonstration du théoréme I dans le cas
parallélisable :

PROPOSITION 2.4. — L'accouplement ¢ induit un isomorphisme,
noté encore ¢ : Hy (M) —> H] °(M ;2)*.

Preuve (voir aussi [7]). — Soit @3 une base dénombrable
d’ouverts de W, difféomorphes a R?. On peut supposer @3 fermée
par intersection finie. Notons @3 et By les réuni9ns finies (respecti-
vement dénombrables) d’éléments de @3 . Pour U&E@ , le cas des
feuilletages de Lie implique que 1a “restriction”

by : HE(U) — Hp P (U 2)*
est un isomorphisme.

D’aprés le lemme 2.3. et le lemme des cing, ceci reste vrai pour
U Ed?af. On~ en déduit facilement la méme chose pour Ue@® f)d ,
puis pour UE((@f)d );. La conclusion vient de ce que ((O?af)d)f
est formée de tous les ouverts de W. o

Remgrque 2.5. — (i) Si M est compacte, le lemme 2.3. montre
que HyM) et Hy (M;:®) sont de dimension finie (cf. [5]).
On utilise pour ceci un recouvrement fini d’ouverts difféomorphes a
RY.

(ii) I1 est clair que I’hypothése Hj(M) # 0 est équivalente
a la trivialité du faisceau 4.

Dans ce cas, on peut remplacer la proposition 2.3. en montrant
directement que pour UCW, Vlinclusion 7 '(U)=UCM
induit une surjection (donc une bijection) H, .(U) — Hy .(M).

(iii) Les résultats précédents restent valables pour un feuilletage
transversalement complet (cf. [13]).

Passons au cas d’un feuilletage riemannien quelconque % . On
considére toujours que codim% =n, dimM=m. Posons
nn - 1)

ny 5 = dim SO(n).
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Considérons les algebres Q;“(M) et Qp ¢‘,(I\:i % ). Les opérateurs
iy et 65 y agissent et en font des $0(n) — A.D.G. (voir Al et
[sD.

Puisque le feuilletage_ S est parallehsable, il existe d’apres 2.4.
un accouplement ¢ : SZ*(M) X Q"*”O’ M,2) — R.

Nous alluns d’abord 1o “descendre” 3 un accouplement
¢ ;M) x Q,',";‘(M ,%2)—> R, puis montrer que celui-ci
induit Ia dualité de Poincaré cherchée.

Considérons I’application d’intégration sur la fibre
f QM) — QT T"OM). 11 est immédiat  qu’elle
SO(n) ~ ..
préserve les formes basiques. Soit I : SZ,:":"O(M ,2) — R lappli-
cation ‘“‘d’intégration transverse” construite dans la proposition 2.2.
LEMME 2.6, — Il existe une application 1:Q) (M ,2) — R,
tel que lo f = 1. Elle mawir  un  isomorphisme
SO(n)
[:H, M,2) — R.
Preuve. — Remarquons d’abord que

f - Hp o (M,2) — H} .(M,2) estun isomorphisme.
SC(n

Fn effet, si v est une n-forme volume le long des fibres
obtenue a l’aide de la connexion transverse projetable, on vérifie
que lapplication [w] ¥ [*(w)A~y] est [linverse de

f . On pourrait également utiliser le fait que
SO (n)

f (QITOM, @) — Qp (M, ®)  est surjective et
SO (n) ’

conclure parce que H;' Z"O(M R = (M ,R) daprés la suite

spectrale de I’algébre Q (M, 2) (voir A 4 a. et [5]).

Le lemme résulte en définissant 1 pour faire commuter
le diagramme :
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Qo (M, 2) ———HE oM, @)

1
fsoo.) fSO(n) R
v ] I
Qr .M,2) —— H] (M, 2) o

Nous définissons maintenant
¢ : Q25(M) x Qb"c"(M,EP.) — R par
p(w,n)=HwAn).

LEMME 2.7. — Les applications 4; et ¢ induisent le diagramme
commutatif :

Q2 (M) - QIO P (M2 )

. (£0u)

Qv (M) > (Qf,zp(M 2 N*
Preuve. — 11 s’agit de vérifier que si w €EQLM) et
nEQ, O"P(M ,R), alors é(ﬂ*w,n)=¢(w,f n>.
. SO(n)
Ceci revient a montrer que I(m*wAn) = I(w A f n).
SO(n)

Une propriété de Ulinidgiation sur la fibre ([7]) assure que

f ™wAn= f wAn*y. On conclut & [laide
SO (n) SO(n)

du lemme 2.6. o

Nous aurons besoin du :
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LEMME 2.8. — L’image de l'application
* - -
(f ) LRy TP ML) (0P (M, R)*
so(n) ! ’

est formée des éléments PNE (Q:_*c"o P(M RN tels que
(A =0et (6,)*A=0, XESO(n).

Preuve. — Le lemme est une conséquence de ce que I'application

f est égale, a signe prés, au composé
SO(n) R
(M R) —— Q* (M J.)———ﬂ—»ﬂ*"o(M L),

ou R(w)= f g*wdg et X,,...,X sont des champs

SO(n)
fondamentaux (voir [7], 11.6.5, exercice 4.4. et 1I1.8.4 pour le cas
classique, I’extension a notre situation étant immédiate) o
Posons A2 (M, J,)—(Q’”"" P (M, D))*. Mum des opéra-
teui> Jdudux —L; et 0;, le complexc “b M,2) et un
SO(n) module (voir A.4. b.).

Il est convenable de se restreindre aux éléments SO(n)-invariants.

no

Lemme 2.9. —Les  inclusions [SUEM) —— QD et
Ay M, @) A} (M,®) induisent des isomorphismes en
cohomologie.

Preuve. — Pour la premiére inclusion il s’agit d’une adaptation de
la preuve du théoréme d’E. Cartan pour un groupe compact (voir aussi
[5D. En ce qui concemne linclusion A} (M, 2)— Ay (M%),
il sutfit de dualiser cette démonstration. g

Rappelons que la connexion de Levi-Civita transverse définit
une connexion algébrique dans QF(M) (voir A.l, cf. aussi [5]).

Il existe deux suites spectrales EJ'? et EP? | qui convergent
vers HX(,2}(M) > H}(M), et vers H"‘(IA,’;= LM, ‘JZ)"’H*(A M, )
telles que :

BP9 =~ HP (2 ,A% (M, 2)) ® HY(SO(n)) = Hy 27 (M. 2)* ® H* (SO(n))
6=0

La demiére identification tient compte du lemme 2.8.
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On peut passer maintenant a la

Démonstration dy tﬁéore‘me I. — Nous avons déja vu dans le
lemme 2.6. que HZ M, 2)=R.

L’accouplement é: SZ*(M) :c""_‘ M,2)—> R est tel
que $(0xw,n) +é(w,0,m) =1(65(wAn)) =0. 1l induit donc
par restriction :

¢ 1 Q2F M) — A (M,2).

Puisque  ¢(ixw,n) + (— 1) g(w, ixn) = iy (@A) =0, il
résulte que ¢ commute avec les filtrations. En particulier ¢ définit
un morphisme de suites spectrales ¢;*? : E'9 — EP/ 9,

Les remarques de A.3. et de A.4. impliquent la commutativité
du diagramme :

2P q
2

ES 4 - EP4
2 2
e
H; (M) ® H*(SO(n)) - (Hy .P(M,2))* ® HY(SO(n))

On peut alors appliquer le théoréme de comparaison de Moore
[18}a ¢ . Celui-ci dit que si

(i) ¢* : HE (M) — (H'l "e7P (M ,®))* est un isomorphisme
pour p =20, ®id :
(ii) ¢§ 7 . H° (M) ® H*(S0(n)) '¢—l—> (Hy .M ,2))* @ H?(SO(n))
est un isomorphisme pour ¢ =2 0, alors,
R ®id
32°° HL M) ® HO (SO(m) L5 (H =7 (M, @))* ® H° (SO(n))
est une bijection pour tout p = 0.

La condition (i) est vérifiée par la proposition 2.4. La condition
(ii) provient du lemme 2.6. On en déduit que

¢ : Hy(M) — H; .PM,)*

est un isomorphisme, ce qui termine la démonstration.



150 V. SERGIESCU

Remarque 2.9.—-Si M est compacte, les suites spectrales
ci-dessus permettent de démontrer la finitude de H,’,"(M) et de
Hy(M ,2) (voir [5]).

3. Dualité de de Rham.

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme II. Toutes
les variétés seront supposées orientables.

Observons d’abord que pour un feuilletage de Lie complet
Papplication ¢ : QE(M)—> C,: _pM) est un isomorphisme
(voir [8])).

Supposons & parallélisable.

LEMME 3.1. — Soit UCW difféomorphe a R et U=7n"1 (fJ).
Alors yy : HY(U) —> H:_F(U) est bijectif.

Preuve. — Considérons d’abord VPintégration sur la fibre

£ D QXU x Fy— Q:7'(F).
U

I1 est clair que f envoie une forme %-triviale sur une
8)
forme -triviale. Puisque f od=do f , elle préserve aussi
U U

les différenticlles des formes &i-triviales. Ainsi f induit une
U

application duale : C3 (F)— C?, (U x F).

U ,
Une propriété de [1’intégration sur la fibre assure que

‘ﬂ w*(w)An=L (w/\fgj n),o‘uw:UxF——>F est la
UxF

projection naturelle. Il en résulte que le diagramme suivant est commu-
tatif :

. v .
QU xF)————C2_.(UxF)

<

QX(F) = =C, 4, .(F).
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Puisque U est contractile, #* induit un isomorphisme en

cohomologie. Par ailleurs f admet un inverse en cohomologie

qui envoie w €QF(F) sur UwAv ou v est une %£-forme fixée

sur U tel que fw v=1. La duale de cette application est

Iinverse de f' en cohomologie : il suffit de suivre pas a
U

pas la situation classique ([2]).

Le 1lemme résulte de la commutativité du diagramme
ci-dessus dans lequel trois fléches sont bijectives. o

On peut énoncer a présent la

PROPOSITION 3.2. — Le théoréme Il est vrai dans le cas
transversalement parallélisable complet.

Preuve. — On a vu dans le lemme 2.3. que les formes basiques
%(M) vérifient une suite de Mayer-Vietoris. De méme, on démontre,
a l'aide d’une partition de 1 sur W, I’exactitude de la suite :

0— CIUUV)— CIU)® Co(V) — CLUNV)— 0
ot U=="1(U), V=n"1(V).

Il en résulte alors du lemme des cing que si y est un isomors-
phisme sur U, V et UNV, alors la méme chose est vraie sur
UuvVv.

On conclut a l'aide du lemme 3.1. et d’un argument identique a
celui utilisé pour la dualité de Poincaré. o

Considérons maintenant le cas général d’un feuilletage riemannien
complet.

Le complexe C: (M) des courants transverses sur le fibré des
repeéres orthonormés M est muni des deux opérateurs obtenus en
dualisant iy et 8, , XE€80(n) (voir A.4.c.)

L’application d’intégration sur la fibre

f L Q*M) — Q*~"o(M)
S0 (n)
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’ ~
admet une duale topologique f C,M) — C (M) qui
SO(n)

est injective et envoie C (M) dans C cin (M). La démonstration
du lemme qui suit est similaire a celle du lemrie 2.8.

LEMME 3.3. — L'image de | application

f cCa— W
SO (n) *ho
est formée des courants ¢ tel que (ix)'¢ =0 et (65)'¢=0. o

Remarquons aussi que linclusion des courants transverses
SO(n)-invariants ,Cf(M) dans Cf (M) induit un isomorphisme
en homologie. Il suffit de dualiser la démonstration du résultat
correspondant pour les formes différentielles sur un fibré principal.

Passons a la

Démonstration du théoréme II. — Elle sera paralléle 4 la preuve
du théoréme I, une fois justifiée I’existence d’une suite spectrale
convenable pour les courants transverses (voir A.4.c.).

Posons AL(M)=C, _.(M). Soit E”7 (resp.EP9) Ia
suite  spectrale qui  converge  vers H*(,.Q*(M)) = H*(M)
(resp. H*(IA; M)) = H*(A* (M) (A.2. et A.4.c.).

Puisque { : Q*(M) — A; (M) préserve la filtration, elle
induit un morphisme de suites spectrales Vi :EP—s E” e,

En particulieron a :

9 EZ9 =~ HZ(M) ® H(SO(n)) — E27 ~
H’;_O(A”(M)) ® H7(SO(n)) = H,, _,(M) ® H*(S0(n)).
Remarquons gue
Hy (M)~ EJ° ~ E2° ~ (M) = HY (W) =

m +no
Comme H‘; (M) = R, il résulte 4 1'aide des identifications de
l’appendice (A.4.d.)que:
: Hp (M) ® H? (SO(n)) H (M) ® H?(SO(n))
est un isomorphlsme.
$

Par  ailleurs, ¢ : Hf(M)— Hj,, (M) est bijectif
(prop. 3.2.). On déduit alors du théoreme de comparaison des
suites spectrale [18] que
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¥5° - HP (M) ® H*(SO(n) — HY, _ (M) ® H°(SO(n))

est un isomorphisme. Il s’identifie a I'isomorphisme de de Rham
cherché. a

Remarque 3.4. — Le théoréme Il tombe en général en défaut
si le feuilletage n’est pas riemannien.

Soit X un champ de vecteurs C” a orbites denses sur le tore
T? qui n’est pas C' conjugué a un champ linéaire (cf. [1]). Dans
ce cas il n’existe pas de I-forme basique non-nulle et H,l, (T*)=0.
D’autre part, X est topologiquement conjugué a un flot

linaire. Il admet une mesure transverse invariante qui est un élément
non-nul dans H,(T?), donc dans Hf (T?).

Ceci contredit I’énoncé 3.12. de [12]. u]

Appendice.

Nous rassemblons ici les principaux résultats sur la suite
spectrale d’'une §-A.D.G. qui posséde une connexion. L’identifi-
cation des termes E,, r=0,1,2, est faite par une méthode
(connue des spécialistes) inspirée de [10]). Dans A.2., nous suivons
pour ceci un exposé de séminaire de D.Lehmann. Pour une
présentation différente voir [7]. L’approche utilisée ici convient
a nos applications en s’étendant a des situations plus générales.

A.1. Soit @ une algebre de Lie. On appelle §-A.D.G une
algébre différentielle graduée A munie °

— d’'une application linéaire X +> iy de & dans les
antidérivations de A de degré — 1.

— d’une représentation linéaire X +— 06, de & dans les
dérivations de degré¢ 0 de A, vérifiant :

(i) iy o iy =0
(i) fix,y) = Ox iy —iy o0y
(iii) Oy =iy od +doiy .
On appelle connexion algébrique une application linéaire
w*: g — A', vérifiant pour XE€ G, he g
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(i) ix w*(h*) = h*(X)
(i) 0y o w* =w* o 0y .

Exemple (Voir aussi [5]). — L’algébre des formes basiques
sur le fibré des repéres orthonormés directs transverses M,
munie du produit intérieur et de la dérivée de Lie par rapport
aux champs fondamentaux est une §-AD.G. La connexion
de Levi-Civita transverse induit une connexion algébrique a
valeurs dans $2)(M) .

A.2. Nous décrivons maintenant la suite spectrale associée a
la g-A.D.G. A munie de la connexion w*.

Nous supposons lalgébre &g réductive de dimension
n,. Soit |A la sous-algébre des éléments & -invariants, S
la sous-algébre des ¢éléments semi-basiques (annulés par les
opérateurs i) et B=,ANS leur intersection, formée

des éléments basiques.
On définit sur (A Ia filtration :

P n _ . .
FP (A {c».>|txl0...1,('l_pJrl

w=0, X, € g}.
Soit C*(@;S) le complexe des cochaines sur § 4 valeur

dans S. C’est aussiune §-A.D.G.
Pour w € FP A?*? on pose
plw) Xy ,...,X,) = (ixq 0...ix1)(w).

On définit ainsi une application p : F?A?*? — C9( S : Sy qui
induit un isomorphisme d’algébres graduées p : Ef 9 — [C?(G;SP).

Pour démontrer la surjectivité de p, soit w?!,..., W EA! et

X -+ X, €& une base tels que J(X)=8. Si y€,CUg;$),

Lo -

on pose o= 2 WL W' X, X,q). On vérifie
1€ip<...<ny

que p(a) = vy et que « est invariant.

Il résulte maintenant que Ef9 = HY(,C*( g;SP)). La
cohomologie H?(;C*(g ;S”)) s’identifie 4 son tour 4 B ® ;C?(g)
(voir par exemple [7], III, 5.28), puisque BP est formée des
invariants de S° .

Par ailleurs, la différentielle d, : E»9 — EP*!:% gidentifie a
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(1 d®id: B ®HI(g;R)— B**' ®H'(g;R).
Pour ceci soit y=bh®cEB’ ®,C7(§). Alors v=p(a)

. . . .
ou o =(—1)P%. > iyt gy @ W et
1<i1<.<ip<n, a
Gy g =c(X,.1,.,X,.q).
En posant B=2Zg ; w?...w' on démontre

que dyy =p((— 177 db.B) = (— 1) db®c. 1 résulte de ce qui pré-
céde que
E29 = HP (B) ® HY(@).

A.3.Soit A et A deux §A.D.G. Unmorphisme ¢ : A—> A
est un §-morphisme s’il commute avec les opérateurs d,iy et
Ox .

Si w*:g— A' est une connexion, alors o w* lest
également. L’application ¢ induit un morphisme de suites spectrales
¢h? BP9 — EP? | On vérifie aisément que pour les
identifications de A.2. on a le diagramme commutatif :

' q
E%¢ “ — FP4
t 2
wp ®id _
FB)®H(9 —=H?(B)®HY(®

ol gy : B— B est le morphisme induit par ¢.

A.4. Les résultats de A.2. ainsi que les remarques de A.3.
s’appliquent encore aux situations suivantes :

(a) Soit ©F .(M.%) Talgébre des formes basiques wr M
a valeurs dans @ considérée aux §.1 et §.2. Il s’agit encore
d’'une $0(n) —A.D.G. Les opérateurs iy et 6, sont définis
de fagon évidente.

On peut définir une suite spectrale, comme précédemment
au A.2. Quoique Q.;,",,_.(M ,%) ne posséde pas de connexion, les
mémes identifications restent valables. 1I suffit d’utiliser 1la
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connexion a valeurs dans QL(M) et le fait que le produit d’une
forme de Q;‘(M) et d’une forme de Q;‘,C(M , %) aun sens.

(b) Considérons le complexe dual hom(Q} .(M,2),R) et

définissons le complexe LM, J.)—hom(sz“"o-'(M,g:‘),R).
La différentielle D Ay (M Ry—> A"”(M @) est définie

tel que S(A) = (- l)"“ Ao d
On munit Aj (M ®) des opérateurs Iy et ©y qui vérifient
pour A€ A} , M, EP.)
LA =(—1DF*1 Roiy
O, (A)=—1Aoby
Les oPéraAteurs 8,1 et © vérifient les relations (i)-(iii) de A.1. et
A;',‘, M, @) devient un 8O(n)-module différentiel gradué.
Remarquons que pour A €A} (M @) et wEQ‘I’,(M)
on peut définir leur produit Arw= )\ e AL ”’(M ?) tel que
A, =NMwAn).

On vérifie que si on construit une suite spectrale comme au
A.2., toutes les identifications restent valables pour le $©® (n)-module
Al .M,2).

(c) Soit C M) le complexe des courants transverses (cf. §. 1)
sur M. Posons AL (M) = ;’,’H,, (M. On munit A M)

des opérateurs duaux 8,1 et @x qu1 vérifient pour ¢é€ A% (M)
$()=(—1r*1cod
Ix(@© =D coiy
Oy (c)=—rco by
A; (M) devient ainsi un $O®(n)-module différentiel gradué.

Le produit d’un courant transverse invariant avec une forme
basique est un courant invariant et on a, ici aussi, un analogue de
la suite spectrale de A.2., avec les mémes identifications de ses
termes.

(d) Des considérations similaires a celles de A.3. sont valables
pour les complexes de A.4.a-A4.c. Ceci s’applique notamment
aux $©(n)-morphismes ¢ et y du §.2et §.3,
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Pierre Molino et Vlad Sergiescu

Let M be a connected oriented closed n-manifold.
A riemannian flow 3 on M is an oriented one dimensio-
nal foliation which admits a bundle-like metric.

We give & caracterization of isometric flows as
. . X -1 .
riemannian flows whose basic cohomology hb (M,8) is

non trivial in degres (n-T). A second caracterization
involves the triviality of the central sheaf.

We show also that & has a section if and only if

HE_1(M,3) has a non trivial image in B ().

Introduction

1a différentiabilité est entendue au sens C . ¥
ezt une variété compscte connexe orientée de dimension n.
Soit @ un flot sur M, c'est-a-dire un feuilletage orien-

té de dimension 1. Une métrique riemannienne sur M

B
est "bundle-like" au sens de 5. Reinhart [12] pour (M,3)

51 la métrique transverse correspondante gp sur le Tibré
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normal Q = TM/T3 est localement projetable suivant les
feuilles. Un flot & est dit riemannien s'il admet des

métriques bundle-like.

Le flot 9 est isométrique s'il existe une métrique
sur M pour laquelle les feuilles sont les orbites d'un

champ de Killing sans singularité.

Les flots isométriques et le flot normal a un feuil-
letage totalement géodésique sont des flots riemanniens

2], 41

Y. Carriere a classifié [2] les flots riemanniens
guand n = 3 ; il résulte de son étude que, dans ce cas,
le flot riemannien ¥ est isométrique si et seulement si
ltespace de cohomologie basique en degré maximum Hi(M,3)
est non nul (on rappelle que les formes basique sont lo-
calement des .pull-backs de formes différentielles sur les
variétés quotient locales du feuilletage). Ceci a motivé
la

CONJECTURE (Y. Carriére) : Soit & un flot rieman-

nien sur une n-variété compacte connexe orientée M.

‘ -1 -
3 est isométrique si et seulement si Hﬁ (4,3)

n'est pas réduit & O.

Rappelons qu'un champ de Killing transverse pour un
feuilletage riemannien (M,ﬁ) muni de la métrique bundle-
like &y est une section XT du fibré normal Q locale-
ment projetable suivant les feuilles et respectant la mé-

trique transverse associde B
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Ceci étant la description des feuilletages rieman-—
niens appliquée aux flots [9] [10] assure l'existence d'un
faisceau localement trivial C(M,%) d'algebres de Lie de
germes de champs de Killing transverses (faisceau trans-
verse central). Il résulte, a l'aide des résultats de
P. Caron et Y. Carridre {17, (21 que les orbites de
C(M,E) ‘sont des tores et que la fibre est une algébre

abélienne mk.

Le premier auteur a conjecturé [107 que la trivia-
1ité du faisceau transverse central caractérise les flots

isométriques.

Dans ce travail nous démontrons cette conjecture

ainsi que celle de Y. Carrieére.

THEOREME A : Pour un flot riemannien ¥ sur une

variété compacte connexe orientée M, les proprié-
té€s suivantes sont équivalentes :
(i) 3 est isométrique

(ii) Le faisceau transverse central C(M,¥) admet

une trivialisation globale.

(iii) L'espace de cohomologie basigue en degré ma—

-1
Ximum Hg (M,3) n'est pas réduit & zéro.

Avant d'énoncer le second résultat rappelons qu'un
flot & a une section s'il existe une sous-variété fermée
transverse qui coupe chacune de ses orbites. Dans ce cas

la variété M fibre sur le cercle S1.

THEOREME B : Un flot riemannien & a une section
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5i et seulement si l'application naturelle

- -1
Hg 1(M,:’) - H7 (M) est non nulle.

Les résultats de ce travail ont été€ obtenus par les
deux auteurs simultanément, en partie par des méthodes
différentes. Ceci les a conduit a la présentation qui est
donnée ici. ‘

Nous remercions Y. Carriére, E Ghys et A. Haefliger
pour la correspondance et les discussions stimulantes que

nous avons eues.

I - Réduction au_cas des flots transversalement parallé-

lisables.

Dans cette section (M,3,gM) est un flot sur M
muni d'une métrique bundle-like. On décrit le passage au
flot relevé dans le fibré des repéres transverses ortho-
normés et on montre comment ce passage au flot relevé
permet de ramener la démonstration du théordme A au cas

ol le flot est supposé transversalement paralldlisable.

m 3 étant orienté, le fibré normal Q = TM/TF est

orienté. On considdre alors la méitrigque transverse gT
définie par gy sur Q et le fibré principal

1 N ¢ .
ET(M, Py 50(n-1,R)) des repeéres orthonormés directs de

Q. Le glissement le long des feuilles de & définit de

1 ‘
fagon naturelle dans ET un _flot releveé 3; de codimen-

. n{n-1 . . . N . .
sion -KE——l, invariant par les translations & droite. Si

(T, g.) -est une variété riemannienne quotient locale de
€p
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PR s f s
(M,8), le fibré B (T) des repéres orthonormés directs
1 31)
T T

de (T, gT) est une variété quotient locale de (E
1 ‘
La connexion de Levi-Civita w sur E (T) 4définit de fa-

(s 1
¢on classique un paralleélisme absolu sur la variété E (T).

1
Par pull-back local sur E_, on obtient une connexion de

T

Levi-Civita transverse wT et un parallélisme transverse

canonique ; quoique la définition donnée de ces derniers

soit locale, ils s'étendent globalement par unicité.

1 1
On voit ainsi que (ET, ST) est un flot transver-
salement parallélisable. On en déduit (9] que les adhéren-

1
ces des feuilles de 3T sont les fibres d'une fibrati on

1
basique localement triviale nT : ET —°WT, et que sur cha-
1
que fiore de ﬂT le flot induit par 3T est un flot de

Lie dense. Le théoreme de P. Caron - Y. Carriére [1] nous

1 1
dit alors que la fibre-type (NT, & ) de la fibration

T
+1
basique est un tore Tk muni d'un flot linéaire dense.
Rappelons qu'un champ transverse sur une variété
feuilletée est une section du fibré normal au feuilletage,
localement projetable suivant les feuilles. Soit alors

1 ol
C(ET,3T) le faisceau des germes de champs transverses

sur (E;, 3;) qui commutent avec tous les champs trans-—
verses globaux (et en particulier avec le parallélisme
transverse canonique). On a montre [9] que C(E;, 3;) est
un faisceau localement trivial d'algdbres de Lie dont les
"orbites transverses" (en un sens évident) sont les fibres

de WT. Compte tenu du théortme de P. Caron - Y. Carridre,
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la fibre-type de C est 1l'algdbre de Lie abélienne mk,

gqui joue donc ici le rSle d'algébre de Lie structurale

du flot. On a proposé d'appeler ce faisceau faisceau trans-—
verse central de (E;, 3;).

Les sections locales de C(E;,3;), commutant avec le
parallélisme transverse canonique, sont localement des
relevés de champs de Killing transverses sur (M,3,gM).
Ainsi, C(E;, 3;) est le faisceau relevé d'un faisceau
localement trivial C(M,E) de germes de champs de Killing

transverses. C(M,3) est le faisceau transverse central

de (M,3). Sa fibre-type est encore [Rk.

Observons également qu'id partir de

gy on définit

. , 1 1
une metrique assoclee g sur qui es 1 bl e=11XKe
tri i { M)T o i est bundle-lik

1 .
pour GT de la fagon suivante : on décide que l'espace

horizontal de wT est orthogonal & l'espace vertical

1
de la fibration pT : ET -~ M, on prend comme produit

scalaire sur l'espace horizontal le pull-~back du produit

scalaire défini par sur M, et pour produit scalaire

g
M
sur l'espace vertical celui défini par une métrique biin-

variante du groupe structural SO(n-1,R).

@ La proposition suivante permet de ramener la démons-

tration de notre théoréme au cas des flots transversale~

ment parallélisables

PROPOSITION I.1. (M’g’gM) étant un flot riemannien

sur une variété compacte connexe orientée, muni
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1 1
. (s as
d'une méirique bundle-like, et (ET, o (gM)T)

le flot relevé muni de la métrigue associée,

I . A
- & est isométrique si et seulement si 3T es

- C(M,¥) admet une trivialisation global et

1
T)

ot

seulement si il en est de méme de C(ET,

Hb (M ¥) est isomorphe A H (E;, 3;)

. . . s 1 . T
Démonstration ~ & isométrique @ ET isometrigue

(voir aussi [5])

Si ¥ est isométrique, soit gh une métrique sur
M pour laquelle ¥ est défini par un champ de Killing X.
Soit (gﬁ); la métrique sur E; définie de manidre ana-

. N . . 1
logue a (gM); a partir de gﬁ ; et soit X, le champ

T

. 1
relevé tangent i 3T' Alors X; est un champ de Killing

s 1 1 . c
pour la mé€trique (gﬁ)T, et ET est donc isométrique.

[ R [
Réciproquement, si &p est une métrique sur E;

1 (oo s
pour laguelle 3T est défini par un champ de Killing X;,
on remplace XT et le champ d'élément orthogonal, puis
1
gp Par leurs moyennes sous l'action de S0(n-1,R). On

N N s 1 1
se raméne ainsi au cas ou &n et XT sont invariants
dérinit alors par pro-

par les translations a g;
sur M pour laquelle le champ

droite.
jection une métrique Ey
projeté X est de Killing.

-~ C(M,%) admet une trivialisation wlobale si et

" 1
seulement si il en est de méme de C(ET, 3;) : ce point
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résulte immédiatement de la construction, le premier fais-
ceau ayant pour relevé le second dans le fibré des reperes

transverses orthonormés.

n{n—12
_;g"(m,s) - 2

)} (voir aussi [37):

Le groupe S0(n-1,R) opére par moyennisation sur
1 ol o N

les formes basiques de (ET,ET) et définit a partir de
toute forme basique BT une forme basique équivariante
~
BT-

Soit {X1,...,X:n_12:n_22} un systéme de champs

2

PR N
fondamentaux sur le fibré ET qui correspond & une base

de l'algebre de Lie so(n-1).
On définit 1'application d'intégration sur la fibre

¥ o A(ELTE) = A (0,F) en posant Y(B)) = 1

A n-1){(n-2
~ 2
.ix BT. A 1'aide de la connexion Wy on démontre que
1n n—-1
2 -1
Vv E (m,8) - Hi (M,3) est un isomorphisme. - //-

II - Démonstration du théorime A

On supposera désormais que le flot (M,¥) est trans—
versalement parallélisable. Notons w : M - W 1la fibra-
tion basique et (Ny'ay) sa fibre en un point y de W,
munie du feuilletage induit. On a vu que la fibre-type
(N,%) de cette fibration est un tore Tk+1, muni du flot

lindaire 3v défini par un champ de vecteurs invariant v.
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la dimension de W est g = n-k-1.

@ Précisons la description du feuilletage.

L'anneau AZ(M,s) des fonctions basiques, c'est-a-
dire des intégrales premiéres du flot, s'identifie & l'an-
neau AO(W) des fonctions différentiables sur W. Soient
&(M,%) 1'algtbre de Lie des champs feuilletés, I(IM,3)
1'idéal de cette algébre de Lie formé des champs tangents
aux feuilles. L'algdbre de Lie 4(M,¥) des champs trans-
verses s'identifie au quotient &(M,3)/I(M,F). Si X est

un champ feuilleté, X le champ transverse correspondant,

T
X est projetable en Xw sur W et cette projection ne

dépend que de X_. On en déduit [9) une suite exacte

7
d'algdbre de Lie et de A°(W)-modules

(11.1) 0 —-€ -~ 4(M,3) -X(W) ~0

oir L(W) est ll'algdbre de Lie de tous les .champs de
vecteurs sur W, et ol € est le module de tous les
champs transverses T-verticaux. En fait, on voit que &
est le module des sections du fibré vectoriel € de base
W dont la fibre en y € W est 1l'algdbre de Lie abélienne
L(Ny’sy)’ isomorphe & Bk.

Montrons que (i) = (ii)

Si (M,3) est isométrique, soit gy une métrique
sur M telle que & soit défini par un champ de Killing
sans singularités X. Dans le groupe de Lie Isom(M,gM)

des isométries de la variété, l'adhérence du groupe & un
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paramétre de X est un tore K. Les orbites de X sont
les adhérences des feuilles, donc K est de dimension

k+!1. Complétons X en une base (X, X1""’Xk} de 1'algé-
bre de Lie abélienne de champs de Killing définie par 1l'ac-
tion de X sur M. Les champs X1,...,Xk sont feuilletés
et définissent des éléments X,p,...,X o de £(M,3). La
fibration basique T : M - W est dans ce cas une K-fi-
bration principale, et les champs invariants & droite pour
cette fibration sont feuilletés. Ils définissent un A°(W)-
sous-module £' de A&(M,F). Comme la dimension locale de
£4' est la méme que celle de £, ona 4' = L(M,g). Comme
X1T""’XkT commutent avec 4', ils sont dans le centre
de £(M,%) et définissent donc une trivialisation globa-

le de C(M,3).

m Montrons que (ii) = (iii)

A l'aide d'un revétement & deux feuillets on voit faci-
lement que l'on peut supposer W orientable.

Soient Y""’Yk
une base du centre de l'algébre de Lie 4(M,F) et B 1la

des champs transverses qui forment

forme volume transverse définie par la métrique bundle-~

-1
like. Nous allons montrer que la classe {81 dansﬁi (M,g)
est non-nulle.

Supposons que B = du et posons P = i= 0...0 i= B,
Y Yk

[=3}

= j- 0...0 ii u. Puisque les champs transverses
1 k

il

"Yk commutent avec £(M,¥) il résulte que Ly B=0

TR
i
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et LY u = 0. Ceci implique que les formes B et u
i

sont projetables sur W. De plus, d iz

T U= i= u, d'ou,

_ o & i
par utilisation répétée, du = (-1)"B. Ceci contredit le

fait que B se projette sur un volume de la variété

orientable W.

m Dour démontrer gque (iii) = (i) nous pouvons supposer

N

encore que W est orientable 3 l'aide d'un revétement &
deux feuillets.

La condition H (M,3) £ 0 s'interprite en disant
que le groupe ﬂ1(W) agit trivialement sur la cohomologie

Hﬁ(N,3) (voir [3], corollaire II.7). Comme la différen—

k~1 k
tielle d : A (n,3) —’Ab(N,3) est nulle ceci signifie

que le groupe structural de la fibration basique se réduit
au sous-groupe Auté(N,3) des automorphismes qui respec-

tent une forme volume transverse.

Les lemmes suivants sont inspirés par E. Ghys (5]

et M. Pierrot [117 :

LEMME III.2 : Soit Ev un flot lindaire dense sur
+1 ‘ .
le tore 1fk » défini par un champ de vecteurs

invariant v. Si ¢ est un automorphisme du flot

respectant une forme volume transverse, il respecte

chaque champ transverse.

Démonstration du lemme : Soit P  la matrice de

SL(k+1,2) induite par l'action de ¥ sur H1(Tk+1,Z) =

+1
Zk . Le vecteur v est vecteur propre de P¢ de valeur

=11-
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propre A . Comme les coordonnées de v sont irration-
nelles, Xw =1 si et seulement si P est la matrice
identité.

Pcp définit un nouvel automorphisme du flot 3v, que
1'on peut considérer comme le linéarisé de ¢. Transversa-
leTent au flot, PCP multiplie une forme transverse par

Iy
P

Or o et P¢ agissant ?e fagon affine transver-
salement au flot ; de plus P@ 0 ¢ respecte chaque feuil-
le de Ev’ donc agit transversalement de facgon triviale
sur les champs transverses. Par suite, @ et P@ agissent

de le méme maniére sur une forme volume transverse.

Pour que ¢ respecte une forme volume transverse,
il faut que Xm =1, donc que Pcp soit la matrice iden-

tité, et par suite que ¢ respecte chaque champ trans-

verse - // -

LEMME II.2. {voir Mireille Pierrot [t11). Soit 3v

P + . .
un flot lineaire dense sur le tore Tk ! defini

par un champ de vecteurs invariant v. Le groupe

Autgcmk+1,3v) des automorphismes du flot gui res—

IT""’ZkT}
se rétracte par déformation sur le groupe des trans—

pectent un parallélisme transverse {Z

lations.

Démonstration : Soit Auto(Tk+1

,3v) le groupe des
automorphismes du flot qui respectent chaque feuille.

+1
Fixons un point Xo dans Tk et notons additivement
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le produit. Pour tout ¢ € Autg, on définit ¢ € Auto par
o(x) = olx) + x - ox )

Observons maintenant qu'en définissant de fagon na-
turelle, pour tout vecteur v avec X\ €IR, et pour tout
+ .
x €75 1, X + \v comme l'image de x par 1l'exponentielle

du champ invariant Av, on peut écrire
o(x) = x + ftP(X)V

+1 N ‘s
oh £ € A°ka ) est astreint a la seule condition

(Vf¢)<X) > -1 pour tout x. Posant alors

EQ(X) =x + (1—t)f¢(x)v pour tout
t € (0,17, on définit une rétraction de Auto( +1’3v)
sur l'identité, d'ol en posant wt(x) = E%(X) - x * ¢(Xo)

1.
une rétraction de AuthEk+ ,JV) sur les translations -//-

Compte tenu de ce lemme, le groupe structural de la
fibration basique se réduit au groupe des translations de
la fibre-type N = ﬂk+1. En d'autres termes, la fibration
basique est une Ik+1—fibration principale, le feuilletage
¥ é4tant défini par les orbites du champ fondamental v
associé au champ de vecteurs invariant v de Ik+1. Soit

alors une métrique riemannienne invariante par les

g
M
translations & droite ; v est un champ de Killing pour

cette métrique, et par suite le flot & est isométrique.

Remarques

(1) I1 est facile de voir qu'un flot riemannien est iso-

métrique si et seulement s'il est gdodésible [2]. On peut
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alors donner une autre preuve de (iii) =2 (i) a l'aide
du critére homologique de géodésibilité de Sullivan

(voir L6]).

(2) Y. Carridre a aussi posé le probléme de savoir si un
feuilletage riemannien estminimalisable des que la coho-
mologie basique est non-nulle en dimension maximum. Une

démonstration de ce fait, lorsque 1l'algébre de Lie struc-
turelle du feuilletage et abélienne, nous a ét€é communi-

quée par A. Haefliger.

(3) I1 existe dans le fibré € une connexion naturelle V.
Elle peut-&tre utilisée pour construire une 1-forme basi-

1 -
que o« sur M dont la classe de cohomologie [d]eHb(M,#)

est 1l'obstruction & trivialiser le faisceau C(M,E),

III - Démonstration du théoréme B

a Commencons par rappeler gquelques définitions.

Une forme ® est appelée J-triviale si ixw = 0 lorsque
X est un champ collindaire & &.

Notons C (M) le complexe des courants de de Rham
sur M et CO(M,ﬁ) le sous-complexe des courants trans-
verses invariants (courants qui s'annullent sur les formes
d-triviales et sur leursdifférentielles) [7]. Toute mesure

invariante, ou, de manidre équivalente, tout cycle de

feuilletage au sens de Sullivan est un élément de C1(M,3)

(voir [6], [141).
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.

m Passons 3 la démonatration proprement dite.

Il est immédiat que si ¢ a une section la forme volume
transverse est non~nulle dans Hn—1(M). Supposons réci-
proquement que 1l'image de Hg—1(M) dans Hn_1(M) est
non-nulle.

Le théoréme de dualité de de Rham et sa version pour les
feuilletages riemanniens (18],113]) entratne la commu-

tativité du diagramme

! () —=—s B (1)

1

B () —— 5 (1,3)

1

Les fléches verticales sont induites par des inclusions
et les fléches horizontales, qui sont des isomorphismes,
par l'application P*Cw ou Cw(ﬂ) =f wny

Puisque H§_1(M,3) # 0, cet espace est isomorphe
3 R[3]. Ainsi 1'hypothise sur l'application
H%_1(M,3) - Hn—1(M) implique que H
dans H1 (m).

1 (M,F) se plonge

Nous allons appliquer un théortme de Schwartzman
disant que le flot ¥ a une section si tout cycle de

Sullivan de & détermine un €lément non-nul dans H1(M)

(voir 67, L147)

Puisque & est isométrique par le théordme A, il
existe une I-forme X telle que x(X) >0 et idx =0
(le champ X détermine @) [2]16]. La premidére propriété

—15-
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entraine que pour tout cycle de feuilletage C on a
cix) > 0 1673 {147, Par ailleurs si ¢ E02(M,3) alors
d3c(x) = cldx) = 0. Ainsi dc # C et la classe d'homologie

de C est un é1ément non-nul de H1(M,3) et donc de

Hi(M)' Ceci achéve la démonstration - // -
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