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Dans la mécanique des fluides, il y a une très grande variété d'équations 

susceptibles de décrire les atmosphériques; une première étude théorique 

a été faite par KIBEL (1940). 

Sachant que, certaines ondes, c m e  par exemple les ondes internes courtes 

acoustiques, n'ont pas de sens du point de vue météorologique. Ce qui justifie 

bien, en particulier, le filtrage quasi-statique. 

D'autre part, les ondes de la dimension de celle de Rossby, sont des 

ondes longues relativement lentes, et constituent des rouages essentiels de la 

machine atmosphérique. C'est pourquoi, on est conduit à sélectionner les écoulements 

à analyser selon leurs dimensions dans l'espace et dans le temps, et à employer 

des "équations modèles" - c'est ce que l'on appelle habituellement le filtrage. 
Rendre sans dimensions ces équations, nous conduit à définir des nombres 

sans dimensions décrivant les propriétés de l'atmosphère; ce sont ceux de : 

STROUHAL, ROSSBY, MACH, BOUSSINESQ, etc... 

Il s'avère alors que le filtrage est, en fait intimement lié au concept 

d'écoulements limites, lorsque ces nombres sans dimensions sont supposés petits ou 

grands devant l'unité, ces derniers étant souvent des paramètres de perturbations 

singulières. 

Dans l'étude des écoulements atmosphériques, qui sont des écoulements 

compressibles pesants à vitesse lente devant la vitesse du son, il est usuel de 

considérer une atmosphère dite standard qui se présente sous la forme d'une situa- 

tion thermodynamique de référence, fonction uniquement de l'altitude , et qui 
n'est que "légèrement" perturbée par le temps : 3 i: k ( ~ ) ,  p = ( & J  et 



La justification de cette approximation, originellement due à Boussinesq 

pour un fluide incompressible, et habituellement pour un fluide 

compressible dans le cas d'écoulements confinés verticalement [Il sur une hauteur 

faible. Pour la simulation dans le plan tangent, d'écoulements dans l'atmosphère, 

il faut se libérer de la contrainte liée au confinement vertical. 

Dans certaines conditions on peut montrer, comme l'a fait ZEYTOüNIAN [ 2 ]  

que la première approximation dans un schéma asymptotique correspond bien au modèle 

de Boussinesq, mais les résultats ne sont valables que localement. 

On se propose d'étudier ici la propagation d'ondes atmosphériques dans 

l'approximation du plan tangent, et cela de manière à suivre l'évolution de ces 

ondes sur des hauteurs qui peuvent être considérables en comparaison de la longueur 

d' onde. 

Les équations de départ sont celles d'Euler régissant les phénomènes 

adiabatiques de l'atmosphère libre, dans un repère en mouvement avec la rotation 

de terre (voir par exemple ZEYTOUNIAN, [31). Comme il s'agit d'examiner les problèmes 

liés à la variation de la température avec l'altitude, il est clair que le cadre 

théorique doit être celui de l'approximation de Boussinesq parce qu'alors les 

effets de stratification peuvent contrarier (ou au contraire se cumuler avec) les 

effets de pesanteur. Cette hypothèse conduit à n'étudier que des écoulements quasi- 

incompressibles, donc à faible nombre de Mach (&) .  Il est nécessaire pour obtenir 

des équations de Boussinesq qui sont valables partout, d'introduire parallèlement 

à la variable <2d une variable lente 3 . L'écoulement est caractérisé 
par cinq nombres sans dimensions qui sont a , Ru (~ossby), $ (~trouhal), 

E (paramètre hydrostatique) et 8, (~oussines~) . 

Dans la première partie, on écrit les 6quations généralisées à la 

Boussinesq dites "avec effets de Coriolis". Ensuite ces équations sont liriéarisées 

autour de la solution de repos, et utilisées pour étudier la propagation d'ondes 



périodiques. La méthode u t i l i s é e  consiste en une appl icat ion de l a  technique des 

développements asymptotiques raccordés (vo i r  à ce s u j e t ,  141) e t  de ce l l e  des 

échelles multiples ( v o i r  BOIS, [5],  [61 par exemple). Cette dernière permet de 

prendre en compte l a  var ia t ion de l a  fréquence de Brünt-Y%isala avec l ' a l t i t u d e ,  

e t  f a i t  apparaître l e  mouvement du milieu comme résu l t an t  de la  modulation d'onde 

locale  par l a  var ia t ion l en te  des paramètres de l'atmosphère avec l ' a l t i t u d e .  

Dans l a  deuxième p a r t i e ,  on examine ce que donnent ces résu l t a t s  dans l e  

cas où (i/&)4& 4 e t  E .i0(4) . En e f f e t ,  on constate quf il n 'exis te  pius 

de points tournants vé r i t ab les  e t  ce la  e s t  dû à l a  propagation d'ondes transver- 

sa les  qui e s t  mise en évidence. Ces points s ingu l ie r s  apparaissent dans l e  cas où 

on néglige l a  rota t ion de l a  Terre (vo i r  Bois, [ T l )  ; m a i s  en analysant l e  compor- 

tement de ces points dans l e  cas où R;+o , on montre que l e s  ondes sont osc i l l a -  

t o i r e s  d'un côté,  e t  deviennent lentement o s c i l l a t o i r e  de l ' a u t r e .  De plus,  on 

constate que l ' u n  des aspects l e s  moins s a t i s f a i s a n t s  de l a  théor ie  des ondes de 

gravi té  atmosphériques en f lu ide  p a r f a i t ,  e s t  l a  croissance régul ière  de l 'ampli- 

tude de ces ondes comme ( Cz> ) , mais on montre que c e t t e  dernière e s t  

une croissance modérée i81 . Ensuite, en analysant l a  réf lexion d'une onde par un 

point tournant,  on trouve que l e  coeff ic ient  de ré f l ex ion  e s t  éga l  à l ' u n i t é  [ 9 ] .  

Dans l a  troisième p a r t i e ,  on considère l e  cas : f << 1 e t  Re=q4] . 
On observe tout; d'abord, quand E =O , que l ' une  des caractér is t iques  de ce t  

écoulement e s t  l a  d i s p a r i t é  de l ' é c h e l l e  de hauteur & e t  de l ' é c h e l l e  de longueur 

horizontale L normalisant l e s  var iables  d'espaces, e t  par s u i t e  on met en évidence 

des points tournants pour lesquels l e s  ondes o s c i l l a t o i r e s  d'un côté du point 

tournant,  deviennent apériodiques de l ' a u t r e .  Par  contre ,  en analysant ces points 

tournants dans l e  cas 8 # O  , on constate que l e  phénomène qui s e  produit e s t  

l e  même que celui  qui a é t é  mis en évidence dans La p a r t i e  précédente. 



Enfin, dans la dernière partie, on étudie les ondes stationnaires dans 

le cas du filtrage quasi-statique (E = . La modélisation asymptotique 
d'écoulements autour de montagnes un peu étendues conduit à envisager autour de 

telles montagnes l'influence de la rotation de la Terre. On décrit ces écoulements 

par l'approximation de Boussinesq, et par suite, on montre dans une théorie 

linéarisée, sous des conditions d'approximations suffisantes, qu'on peut étudier 

la propagation d'ondes de gravité stationnaires dans un courant cisaillé. Ainsi 

en utilisant la méthode des échelles multiples, on met en évidence des effets 

originaux dûs à l'influence de la force de Coriolis sur la propagation de ces 

ondes. En particulier, il existe pour les ondes non purement longitudinales une 

oscillation lente caractéristique. Il apparaît en outre des points tournants liés 

à la fois à la force de Coriolis et au cisaillement de l'écoulement. 



1 .  PREMIERE P A R T I E  : 

T H E O R I E  ASYMPTOT12UE DES ONDES DE B O U S S I N E S Q  

EN PRESENCE DU CHAMP DE C O R I O L I S  



1. - LES E2UATIONS DE DEPART 

Dans notre étude, on se limitera aux écoulements atmosphériques pour 

lesquels l'échelle caractéristique horizontale L est beaucoup plus petit que le 
rayon moyen de la sphère terrestre. 

Sous cette hypothèse ( L <<1) on peut repérer, avec une très 
OL.0 

bonne approximation, les écoulements atmosphériques dans un système de coordonnées 

cartésiennes lié au plan normal à l'accélération gravitationnelle . Le vecteur 
4 

U 

de la rotation de la terre n étant dirigé selon l'axe des pôles, du sud vers 
le nord, on peut l'exprimer sous la forme suivante : 

0 9 étant la latitude algébrique du point -& d'observation sur la surface de 

la terre au voisinage duquel l'écoulement est analysé. 

On considère le cas adiabatique, et l'on analyse 1 'écoulement dans une 

atmosphère libre; en effet, on suppose dans ce qui suit que l'atmosphère est un 

fluide compressible, pesant, soumis à la force de Coriolis. La loi d'état du milieu 

étant celle d'un gaz parfait. Les variables sont normalisées à l'aide d'une vitesse 

Uo , d'une longueur L, , selon l'horizontale, et d'une longueur Ho , selon 

la verticale, d'un temps ;t, = A , d'une pression p , d'une masse 
'O 

volumique 9, et d'une température T a = -  ' , 03 % est la constante 
%Po 

des gaz parfaits. Toutes ces quantités sont supposées caractériser l'6tat au repos 

du milieu au niveau du sol. 

Sous ces hypothèses, on peut retenir pour les équations d'Euler la forme 

suivante [3 ]  : 



Les équations d 'Euler adimensionnelles ( 2 )  forment un syst&? fermé 

pour U . V  , W .  5 , 7 e t  p . 
L'écodement e s t  ca rac té r i sé  par  cinq paramètres : $ . Ro . Mu , E , 

Bo , déf in i s  par  : 

: é tan t  l e  nombre de Strouhal qui ca rac té r i se  l e s  e f f e t s  

(3)  i n s t a t îonna i re s ;  

e t  t e l  que : 



R, = i.10 /L 
(4) : étant le nambre de Rossby qui caractérise l'effet 

2 R, &'P, 
de la rotation de la terre; 

: nombre de Mach qui caractérise les effets de 

'd Po 
compressibilité; 

H o  
( 6 )  € = - : paramètre quasi-statique; 

L, 

(7)  Bo - : nombre de Boussinesq qui met en évidence la gravitation - R To 
de la terre. 

On sait que dans l'atmosphère, les fonctions qui sont significatives du 

point de vue thermodynamique, sont celles qui tiennent compte des "écarts" rela- 

tivement à l'atmosphère standard. 

En effet, il est judicieux de postuler l'existence d'une atmosphère dite 

standard qui est supposée exister de jour en jour sous la forme d'une situation 

thermodynamique de référence, fonction uniquement de l'altitude, et qui n'est que 

"légèrement" perturbée par le temps proprement dit. 

Si l'on note par , l'altitude dans cette atmosphère standard, et 

par ei y Sa0 a 
Tc , la pression, la masse volumique, la température 

(absolue) dans cette dernière, et qui sont fonctions seulement de elles 

vérifient les relations suivantes : 



Ainsi, il faut  in t roduire  dans l e s  équations ( 2 )  l e s  perturbations 

thermodynamiques : 

d'où, on obt ient  pour l e s  fonctions &. , ?). ,T , 8 , o e t  W , l e  système 

d'équations suivant : 

Au niveau de (IO), on voi t  apparaî t re  l a  quant i té  suivante 

LË- + 1 qui n ' e s t  que I a  fréquence de Brunt-Vaisal5 x db ?bo 
dont on verra  son u t i l i t é  plus lo in .  



En plus, on voit intervenir deux échelles verticales qui sont dans un 

rapport égal à Bo. 
Aussi, quand Bo ((4 , on préssent déjà qu'il doit nécessairement 

apparaître un phénomène de double échelle relativement à l'altitude. 

I I .  - MODELE MATHEMATIQUE DES ONDES DE BOUSSlNES2 

1. - L'apphuxLm~on de Boubninaq 

L'hypothèse fondamentale qui permet de décrire les écoulements atmosphé- 

riques, est que le nombre de Mach Mm , caractérisant le mouvement, est petit. 

L'écoulement limite est donc un écoulement quasi incompressible à condition que 

Bo & 4 . 11 existe donc une situation priviiigiée correspondant à : 

lorsque BO et Mao tendent vers zéro, simultanément et à la même vitesse, 

cette situation conduit à l'approximation de Boussinesq, d'après ZEYTOUNIAN 

soit le passage à la limite : 

et les fonctions , , W , -rr , 8 , w sont supposées etre de la 

forme : 



SA , SC. , 6, é t a t  des fonctions de jauge qui tendent vers  zéro avec Mm. 
Ces fonctions de jauge sont déterminées d'après l e  pr incipe de moindre 

dégénérescence, qui consiste à garder l e  maximum de termes dans l e  système (IO),  

lorsque ( 12) e t  (13) sont s a t i s f a i t s .  

On trouve d o r s  que : 

S i  on t i e n t  compte des re la t ions  : ( 1 1 )  e t  ( 13) - ( 14)  , on peut é c r i r e  à l a  place 

du système ( I O ) ,  l e s  équations généralisées "A l a  Boussinesq" suivantes : 



q h  - M ~ V  ~(?!?3 + !&)Y!L* 
a d a ,  T w i  

2 .  L L n é U a t i o n  d u  équaüom 

 ans tou t  ce qui s u i t  nous étudions des solut ions  à l ' o r d r e  Ma compris 

e t  on va l i n é a r i s e r  l e  système (15) autour de l a  solut ion de repos : 

Y 4< U* = 'v O , TT * = O , ~ * = 8  = O . Ainsi ,  on peut é c r i r e  l e s  

développements, supposés uniformément vablables , suivants : 

dans l e s  développements ci-dessus, on a désigné pa r  l e  p e t i t  paramètre qui 

ca rac té r i se  l 'amplitude,  supposée p e t i t e  (Théorie l i n é a i r e ) ,  des ondes de 

Boussinesq. S i  l ' o n  subst i tue  (16)  dans l e  système ( 1 5 ) ,  il n ' e s t  pas nécessa i re  

d ' é c r i r e  l e s  termes dont l ' o r d r e  en Mo e s t  supérieur à un e t  il en e s t  de même, 

pour l e s  termes d 'ordre o b e t  n'Ma, (pour not re  étude l i n é a i r e  qui s u i t ) .  Ainsi, 

l e  système l i n é a i r e  s ' é c r i t  : 



t -  - r f i  

E ~aw-  I - & + Y a %  T L , - ~ - E %  a = O .  j 

a t R 64ayQ 

Pour ce système l i n é a i r e ,  on va chercher des solut ions  de l a  forme : 



oÙ 4 , & e t  , suivant l e s  problèmes é tudiés ,  sont des données ou des 

inconnues. Pour l e s  problèmes abordés i c i ,  d , i$ e t  1 sont donnés e t  

supposés 0 Cd). 
C 

Aprés él imination des au t re s  va r i ab les ,  on déduit de (17) pour W l a  

composante v e r t i c a l e  de l a  v i t e s s e  l 'équation") fondamentale suivante ,  qui  va 

s e r v i r  de point  de départ à l ' é t u d e  ef fec tuée  dans c e t t e  première p a r t i e  : 

€ 
C i -  

Pla -; Q/R. \ = d~t ,~*P ' )  % '6. 

(*) pour l e  d é t a i l  du ca lcu l ,  v o i r  Annexe ( 1 ) .  



Les problèmes é tudiés  ne sont caractér isés  par aucune condition aux 

l imi tes ,  de s o r t e  que l 'hypothèse 4 , & , 1 20(4) indique l e s  quantités 

caractér is t iques  des ondes étudiées (par exemple une fréquence e t  une longueur 

d'onde) sont c e l l e s  qui servent pour dé f in i r  Ho, I!.,, e t  U,, du problème. 

3 .  MéXhode d a  éch&a m&ptecl 

On in t rodu i t  maintenant l a  variable "lente" 

au niveau de l 'équation d i f f é r e n t i e l l e  ( 1 9 ) ;  il apparaît  a lo r s  ( tou t  en tenant 

compte de 1 ' approximation de BOUS sinesq) deux échelles ve r t i ca les  : 

l 'une,  caractér isée  par l a  ~ a r i a b l e  3 , var iable  du considéré. 

l a  seconde, e s t  l ' é c h e l l e  caractér isée  par l a  var iable  2 , e t  l'approximation 

de Boussinesq implique que l e  rapport des deux échel les  e s t  t r è s  p e t i t  devant 

l ' u n i t é ;  en e f f e t  d'après ( 2 0 ) ~  on a : 

Sous ce t t e  hypothèse, on do i t  u t i l i s e r  une méthode d 'échel le  mul t ip le  suggérée par 

l e s  deux échelles 2 e t  . Comme cela  se  produit en général (voir  

LSl & ) on ne peut pas prendre 3 comme ~ a r i a b l e  rapide, mais celle-ci  

do i t  dépendre non linéairement de . Cette nécess i té  apparaît  intuitivement 

s i  l ' on  remarque que l e s  ondes doivent avoir localement une forme harmonique l i é e  

à l a  fréquence de Brunt-Valsal%i, qui dépend non linéairement de % . on e s t  

a i n s i  amené à poser : 



O a fonction ( 3 ; Ro ; E ) devra ê t r e  déterminée au cours de l a  
-# 

construction de l a  solut ion en double échelle.  On désigne par  W l ' inconnue 

de notre problème, supposée une fonction de 2 , X e t  des  aram mètres : , 

Ro ; E de t e l l e  fapon que : 

Puis on f a i t  l e  développement asymptotique par rapport à Ma, (bien 

entendu que Mc 4 ) suivant : 

Ainsi, en tenant compte des re la t ions  ci-dessus, e t  en l e s  subst i tuant  dans (19) 

e t  en iden t i f i an t  l e s  termes proportionnels à 1 , puis à MW, on obt ient  deux -* -* 
équations d i f f é r e n t i e l l e s  l imi tes ,  relativement à Wo e t  w4 . 

En e f f e t ,  à l ' o r d r e  O en MW , on obt ient  une équation d i f f é r e n t i e l l e  
-* 

pour We , t e l l e  que : 



étant la fréquence de Brunt-Vaïsala. 

On remarque ainsi que pour la variable X, l'équation (25) est à 

coefficients constants. 
-4' 

Ensuite, à l'ordre 1 en MW , l'équation différentielle pour W4 

est de la forme : 

On remarque, au niveau de cette équation, qu'elle a les mêmes coefficients 

que celle de ( 2 5 ) ;  par contre elle a un terme à droite de l'égalité, qui est -* 
fonctionde Wo . -* 

Par suite, le choix de \hlo va nous permettre à l'aide de ces deux 

équations différentielles et sous certaines hypothèses, qu'on verra ultérieurement, 

de construire la solution. 



111.- SOLUTION DES ONDES DE BOUSSINESQ 

1 .  - SOLLLLOM domeRee à L' vk&e O evt Mda 
On pose : 

-+ 
L'équation différentielle satisfaite à l'ordre 0 en Mao par Wb 

va nous fournir ia fonction 9 ( 3 ; 8. ; E ) ; en effet, on ne restreint 

pas la généralité en cherchant la solution sous la f o m e  : 

ce qui donne pour l'équation de dispersion : 

Les solutions de (30) sont : 



79 

e t  ce t t e  formke donne l a  manière dont l a  var iable  

X 
Pour 

= A TCe; R n  J a L) dépend de l a  variable lente  3 . 
MW 

l e  cas-limite où on f a i t  l 'hypothèse que d/qO tend vers zéro e t  €=O(- )  
r l 

( v o i r  à ce s u j e t  P.A. BOIS 1 -fl ) ,  on retrouve l 'expression classique : -. 

ce t t e  formuie (32) montre que lorsque E c ~ )  = @EL , T'CE) 
s 'annule.  Les po in t s  pour lesquels s e  produit  ce phénomène, s 'appel lent  l e s  

"points tournants". I l s  apparaissent à cause de l ' e f f e t  d'inhomogénéité des 

rayons de propagation. 

2. - S o t d o n  à t'ohdtre. 4 en M, -* 
Si on in t rodu i t  l a  solut ion de Wo donnée par (29) dans l 'équation -* 

d i f f é r e n t i e l l e  (27), alors  W4 s a t i s f a i t  à l ' équat ion : 



-* 
Ainsi, on déduit pour W, la solution suivante : 

Comme les développements (16) et (24)  doivent être uniformément valables quelque 

soit les valeurs prises par les variables indépendantes, on constate qu'il faut 
X 

éliminer les termes séculaires proportionnels à X e au niveau de l'équation 

(341, ce qui nous fournit l'équation satisfaite par fi, : 



dont l a  solut ion e s t  : 

où l ' on  a posé : 

Observons, d 'après (3'71, que l a  fonction F (3) e s t  l e  po lynhe  

dérivée c~Q') d'un polynôme P (CQ') du second degr6 déf ini  par : 



et ce polynôme est nul (équation ( 3 0 )  ) mais ces zéros sont distincts pour toute 

valeur finie de 2 ; donc p'(CQl)#Olorsque !?&')=O . 
pour le comportement de G[t)/F@) quand 7 4 +a , il est 

nécessaire de faire quelques hypothèses sur le comportement de %&)à l'infini, 

sur lesquelles nous revenons un peu plus loin, dans la deuxième partie. 



IV. A N N E X E  ( 1 )  

On remplace l e s  re la t ions  (18 )  dans l e  système (17 ) ,  on obt ient  : 

- 
Pour obtenir  une seule équation d i f f é r e n t i e l l e  pour W , on procède 

de l a  manière suivante : 

à p a r t i r  de l a  i e r  e t  2ème équation du système ( A , )  on déduit l e s  r e la t ions  

suivantes ( t o u t  en supposant que 41~: # 4') : 



On s u b s t i t u e  ces  deux r e l a t i o n s  ( A ~ )  e t  ( A  ) dans l a  hème équa t ion  
3 

du système (A ) ;  on o b t i e n t  : 
1 

E n s u i t e ,  de l a  5ème e t  d e r n i è r e  é q u a t i o n  de ( A , ) ,  on d é d u i t  : 

- - dW . qu'on remplace dans (A4) ,  pour  o b t e n i r  une r e l a t i o n  e n t r e  T, W e t  - . 
cl1 

da : d'où une r e l a t i o n  pour  - 
P A% 



Une f o i s  que l ' o n  remplace ( A  ) dans ( A  ) , on ob t i en t  une r e l a t i o n  
C - 7 - 

pour k en fonction de W e t  3 ; de même pour 0 . En e f f e t ,  on a : 

i 
A% 

De même, on trouve : 

Finalement, une f o i s  qu'on remplace dans l a  3ème équation du système 

( A , )  , l e s  r e l a t ions  ( A  ) ,  ( ~ ~ 1 ,  e t  ( A  1, on re t rouve l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  - 7 9 

P U  w ( 3; Ma; R ; e ) .  



2. D E W I E M E  PARTIE 

ESTIMATION ASYMPTOTlO,UE DE LA SOLUTION 

POUR &- PETIT DEVANT UN. 



1. - LES DEVELUPPEMENTS ASYMPTOTZ 9UES DES PHASES ET DES AMPLITUDES 

On sait bien que le filtrage est intimement lié au concept d'écoule- 

ments limites, qui s'obtiennent lorsque les paramètres sans dimensions, carac- 

térisant l'atmosphère en mouvement, tendent vers leur valeur limite (c'est-à- 

dire zéro ou l'infini). Le filtrage conduit ainsi, à partir des équations 

obtenues dans la première partie à sélectionner des équations modèles. Dans 

cette étude, il est intéressant d'examiner le cas où la force de Coriolis est 

faible. 

Pour cela, il est judicieux de faire l'hypothèse suivante : 

Ainsi, il sera plus simple d'effectuer dirertment pour /~/~~pet,it 

devant l'unité, le développement asymptotique de chaque quantité : ~ ' ( 3  ; R ~ )  
et A. Ct ; R .) . . . introduite prérédement. 

8 
1 . -  Le calcul de q: (2 ; %? pouh 4 j?.. p c d i t  

Le développement asymptotique de 9.' cx ; Rd par rapport à .L/Re 
L 

D'après la relation (31) ,  on pose : 



Donc, en tenant  compte des r e l a t i o n s  ( h o ) ,  ( 4 3 )  e t  ( 4 2 ) ,  on o b t i e n t  : 

qui  représentent  l e  cas où on ne t i e n t  pas compte de l a  fo rce  de Cor io l i s .  De même, 

on trouve : 

Et finalement : 



On observe d'après l e s  formules (45 ) ,  que 9; t?) nul le  représente 

une s ingu la r i t é  pour 

On note a i n s i ,  d'après ce qui précède, que l ' ex i s t ence  des points 

tournants e s t  définie dans l e  cas où 0 . Par contre,  dans l e  cas 
Re 

contra i re ,  on a  vu que ce[ (3, R.) ne s ' a n n d e  jamais, e t  a. lorsque 

Iaof0(<3), une p a r t i e  r é e l l e  e t  une p a r t i e  imaginaire. 

c i ,  
De l a  même manière que précédemment, on développe fie CZ Ra) 

par rapport à 4 /R, (<< 4) . e t  on obtient : 

Ainsi, en tenant compte de l a  solut ion (36) e t  du développement (461, 

(*) . on déduit a lors  . 

$0; 
l o i  é tant  une constante d ' in tégrat ion.  

40 
De même, on trouve : 

*) Pour l e  d é t a i l  du calcul ,  vo i r  Annexe ( 2 ) -  



Finalement, on déduit : 



3.  - Le compohtemeizt decl p h a e ~  e.X den ampUudecl à R'in&Lni 

Pour connaître le comportement des phases et des amplitudes à l'infini, 

il est nécessaire de faire quelques hypothèses sur le comportement de L[z) 
à l'infini. Pour cela, nous appliquons une hypothèse faite par P.A. BOIS 

Hgpoth&e : 

Ct) est une fonction positi~ n fois continûment dérivable, 

ayant pour 2 grand le comportement de to(, où 0( 3 O . Sa dérivée à 

l'ordre P a ie comportement de O( CO( - 4) . . (4 - p+ 1) s'-P, f'p4n. 
D'où, il résulte le lemme suivant: 

LEMME ( 1 )  

grand; 

- 6% 
(iii) 3kb et ~'>~teisque Q % ) > b e  dans [ o ) + m [ .  

On note ainsi que $23) ,-b 0 pour infini sous les hypothèses 

du lemme (11, et cela découle essentiellement de ce que % k%) est t e  

fonction croissante au sens large. Dans ce cas, on observe d'après la relation 

(50) que &) (-3 2 . Re) est proportionnelle à [ L C ~ I ~ - ~  
et par suite croît indéfiniment avec l'altitude, même sous l'influence de la 

force de Coriolis. 

En tenant compte des deux assertions (ii) et (iii) du lemme (l), on 

déduit d'après (50) que : 



3 
Ainsi ,  pourn 3 assez grand, (- j Re) e s t  majorée p a r  une 

$4 3 
fonction 1: e , d'où il e x i s t e  deux constantes Q: e t  s: t e l l e s  

que s i  Z-QfoP, t o u t e  solut ion de l a  forme (29) v é r i f i e  l ' i n é g a l i t é  : 

( c e t t e  r e l a t i o n  é t a t  une conclusion du lemme ( 2 )  é t a b l i  pa r  P.A.  BOIS (1979)).  

Donc, en p a r t i c u l i e r ,  l a  croissance ou l a  décroissance des ondes à 

l ' i n f i n i ,  e s t  va lable  ?i condit ion pue 1' amplitude 0:' Ct. . L) déf ?nie 
> -> 

dans (29) a i t  une croissance modérée. 

1 7  .- ETUDE AU VOISINAGE DES POINTS TOURNANTS 

1 .  - La naLuLion e x t é G u t e .  

t 2 
D'après ce qu'on a é t a b l i  précédemment; s i  (,%) - 4 e > O ,' 

a lo r s  %y' Cs ; Rej e s t  imaginaire pure,  e t  s i  (3)- 4 L € L <O 

a l o r s  qr-' (-2; Re) admet une p a r t i e  r é e l l e  e t  une p a r t i e  imaginaire 
& 

non nul les .  La solut ion extér ieure  s ' é c r i t  : 



On sait que le phénomène de coupure se présente lorsque la fréquence de 

Brünt-Vaïsalii devient égale à la fréquence de l'onde; donc l'existence, pour 

certaines fréquences, des points tournants qui correspondent à un changement de 

type du régime de propagation des ondes. Dans ce cas, le problème se pose alors - *c+1 de savoir comment se fait la transition entre les deux types de solutions Wo -* c-1 
et Wo , valables de part et d'autre des points tournants. En dehors de 

tout voisinage de ces points, l'équation est celle donnée par ( 2 5 ) .  

2.  - La noLuaXon intE&Lewre 

Quand tend vers zéro, il n'existe plus de points tournants véritables, 

c'est-à-dire des points tels que CF>'. Re) stannule. Il est donc intéressant 
A 

dans ce cas d'examiner le voisinage d'un point SQ tel que ~ : ~ ~ t o )  = 
(on suppose par la suite qu'il existe un seul point tournant), et de supposer qu'au 

voisinage de ce point , on a : 

Ainsi, en effectuant une étude asymptotique au voisinage de Se , il faut 
écrire que : 



4% + . S .  * C*) 2. + CZ -ta) Ir. > 

Et on suppose pour f i x e r  l e s  idées que : 

Maintenant, il fau t  p a r t i r  en tou te  général i té  de l 'équation différen- 

t i e l l e  (19) l inGarisée puisqu'on s ' in té resse  à une théor ie  l i n é a i r e ,  avec 

. Ainsi,  une fo i s  que l ' on  f a i t  l e  changement suivant : 

- 
4 

e t  que l ' o n  remplace dans l 'équation ( 19) , on obt ient  p o u  V l 'équation 

d i f f é r e n t i e l l e  suivante : 

\ 

Par l a  s u i t e ,  il nous faut  poser 3.5 b k  e t  C*) au 

voisinage de 3. à l ' a i d e  de (55) ( t o u t  en tenant compte que 11% <<d ) . 



Maintenant, il faut caractériser l'épaisseur de la zone où le problème 

de point tournant est significatif à l'ordre considéré : O ( V m )  . 
Introduisons donc dans (58) la variable intérieure : 

4 
et développons V par rapport à Mm (<< 1 ) , de la manière suivante : 

où O( et fj sont déterminées à partir du "principe de moindre dégénérescence1'. 

On déduit alors, l'équation qui découle de (551, (581, (59) et (60) : 



d'où on constate q u ' i l  f a u t  imposer : 

Donc, en ne conservant que l e s  termes dominants par rapport à 4/ho , 
A 

m a i s  aussi  p a r  rapport à , l ' équat ion d i f f é r e n t i e l l e  pour Vo e s t  : 

où l ' on  a posé : 

Le terme d'ordre 
A. 
-7 f igurant  dans ( 6 3 )  doi t  ê t r e  conservé parce 
k 3  RO -- 

q u ' i l  e s t  d 'ordre de grandeur a p r i o r i  a r b i t r a i r e  e t  ce la  conduit à supposer 

44 
que : Mm +O e t  Re + W de t e i i e  fapon que : Mg. R, = 0 (4) . 

(*) . S i  on opère ensuite dans ( 6 3 )  l e  changement de variable . 

a lo rs  ( 6 3 )  prend l a  forme simple : 

(*) Pour l e  d é t a i l  du calcul ,  vo i r  Annexe ( 2 ) .  



qui est une équation d'Airy pour la variable 3 . En particulier le point 
tournant de l'équation (63), qui est ;6 = , correspond à une valeur réelle 

A 
de la variable 3 , qui tend vers zéro en même temps que 4 A,, . La solution 
générale de (66) s'écrit : 

On sait que sont les fonctions d'Airy de première et 
hr 

seconde espèce; et lorsque 5 -+-a , elles ont un comportement oscillatoire, 
n, 

tandis que lorsque 3 4 + 00 , leur comportement est apériodique (c'est-à-dire 

exponentielle). En outre, on observe que : 

est bien une variable intérieure relativement aux variables extérieures : 

. Lorsque 3 4 -oO , le développement asymptotique des fonctions d'Airy 

, est : 

avec : , C'est-à-dire : 



où l ' on  a posé : 

C\s 

. Lorsque 5 4 t w  , l e  développement asymptotique des fonctions d'Airy e s t  : 

L 

On remarque a i n s i  que s i  on f a i t  tendre d/k vers  zéro, on retrouve : 



( r é s d t a t s  classiques;  v o i r  à ce s u j e t  P.A. BOIS r7J ). 
c. 

Par  contre,  s i  on t i e n t  compte de l a  r o t a t i o n  de l a  t e r r e  (4/& #O), 

l a  zone où l e  problème du point  tournant e s t  s i g n i f i c a t i v e  s e  manifeste s u r  un 

i n t e r v a l l e  longueur 13 -3.J = O ( M,"~) , d'après l a  r e l a t i o n  

(64) ,  e t  que l e  point  tournant correspond à une valeur  de 
A 

Ce qui montre que ce l le-c i  (en var iable  ? ) e s t  un O ( 4 / ~ : ,  , e t  qu'on tend 
L 

vers de vé r i t ab les  points  tournants lorsque f/k-+o. 
'*lc(+) 

Ainsi ,  on peut raccorder l e s  solut ions  extér ieures  We (,? 42,) - Y c-, 
e t  Mlo (3)3,) par  l ' i n t e rméd ia i r e  de l a  solut ion i n t é r i e u r e  

Ge(%) valable dans l e  voisinage de = ; s o i t  : 

- Ct.1 
WO (a) é tan t  l a  solut ion i n t é r i e u r e  dans l a  région 2 ( 2 , e t  



E t  w F) (5) é tan t  l a  solut ion in té r i eure  dans l a  région 3 )?Q , t e l l e '  

que : 

- ' t~  Lky..Ie + 

- * c-> - *  t+) et 
3 . -  LU déveXopperncntd m t é h i e w ~ s  de Wo , m  

vohinage de z o  . 
C+) 

hi doit. élucider l e  comportement des phases C? ; Q-)/M~ 
lorsque % -03 0 (-Z < 3 e) , et de qy/ lorsque 

. De même pour l e s  anplitudes ~ ' 2  (->; R.) 



3 .1 .  - Le développmevLt den p h e n  au vo&iviage de S =Se . 

On s a i t  que : 

Ainsi,  au voisinage de ?* , on a que (pour 2- ( 30 ) : 

d'où, il vient  pour qc+'~x;~.)/N, 1 leqression suivante, tout  en tenant  
A 

compte des re la t ions  ( h o ) ,  (43) e t  (45) : 



où l'on a posé : 

Observons tout d'abord que les intégrales sont toujours définies. 

En effet : 

e P 
La fonction ( (3)- 4 E \ est continue et définie sur l'intervalle 

[O>  2-1 , donc intégrable. Par suite 8;. 8% existent, et sont définies sur 
cet intervalle. 

Par contre, la fonction \ C (3) - -I' f L 1  est continue et 

définie sur \O,% Le seul comportement singulier de 8 4 
est lorsque 

?,J . Donc il convient d'étudier plus finement le comportement de 
A' s ' ) - " ~  quand -D 3 o . AU voisinage de 3 ,  , on 

qui est une intégrale de Rieman, donc convergente. 

Par suite k est bien définie 
Toujours au voisinage de zQ , on trouve, après calcul, 



D'où l ' on  déduit d'après (83) e t  ( 8 4 ) ,  

Donc, en tenant compte des re la t ions  ci-dessus, e t  en sachant que 

(8) = - on déduit a lo r s  : 
O 



De la même manière, que on montre qu'au voisinage de 

Zzt, on. C37L): 

Et par suite, on a : 



3 . 2 . -  Le développement d a  ampUudeb au vohinage de 3, . 
AU voisinage de E 13. , on a que C-3 < x1) : 

D'après la relation (501, on observe 

r 

Je r r+1 Y*. (3) 

que : 

4 3  = 



Cette in tégra le  e s t  bien &f in ie ,  l a  démonstration e s t  analogue à ce l l e  

f a i t e  pour (vo i r  l a  section 3,3 ci-dessus). 

On pose maintenant : 

) 

(93) où T e s t  une valeur f i n i e ;  e t  : 

De même : 

puisque : 



On déduit a l o r s  : 

où l ' o n  a posé : 



De même, on a : 

où l'on a posé : 

De même, au voisinage de zO et dans la région @ >?,) on trouve : 

où l'on a posé : 

r 



Et auss i  : 

où l ' o n  a posé : 

On note auss i  que lorsque  ( 4 / ~ , )  -0 O , l e s  fonct ions  

tendent vers 4 . 8 y $ y  



Maintenant, s i  on applique l e s  condit ions de raccord dé f in i e s  pa r  l e s  

r e l a t i o n s  ( 7 5 ) ,  on ob t i en t  l e s  r e l a t i o n s  qui  l i e n t  l e s  constantes A. ,a. , 

A, , A, a et b : 



L'élimination de & et b entre (105) et (106) fournit deux relations 

entre les quatre constantes d'intégrations 4, 4 , A..- et A4 . soit : 

Les formules (107) permettent de relier les coefficients de l'amplitude 

d'un régime oscillatoire à un régime adjacent apériodique (qui reste oscillatoire). - WJ 
Si l'on impose à W,, c,) de satisfaire une condition d'mortisse- 

ment (en altitude), alors le coefficient est nul, et dans ce cas on peut 

éliminer le coefficient he entre les deux relations (107)~ et par suite on 
obtient une relation entre A,et A4 . 

Une seconde relation entre A. et A4 peut être obtenue en 6crivant 

une condition de glissement sur une paroie limitant inférieurement l'écoùlement 

considéré (cette dernière condition evant être linéarisée, relativemrnt au petit 



paramètre , qui peut a l o r s  s ' i n t e r p r é t e r  comme étant  une épaisseur r e l a t i v e ,  

pe t i t e ,  de l a  paroie en comparaison de l a  posi t ion 
% = O ) -  

111. - REFLEXION D'UNE ONDE PAR UN POINT TOURNANT 

On considère tout  d'abord l e  cas O Ù ( ~ / R ~ )  4 0 .  Comme 

l a  solution amortie, en i n f i n i ,  s e r a  c e l l e  qui au voisinage du point tournant,  

vaut : 

La solution extér ieure  s ' é c r i t  : 

; Ze. 
.1, r -= [-P. c + P, e I ~ < s ~ ~  pl T; ~ 3 ) p  

l a  solut ion W, é tan t  amortie aponentieiiement pour ? , 

t o u t  se  passe comme s i  l 'onde o s c i l l a t o i r e  pour 2 ( ?o , é t a i t  composée 

Pu 2% qui en s e  r é f l é c h i t  par  l 'onde 

, l a  v i t e sse  é t a n t  inexis tante  au delà de Se . 



Dans l e  cas où (?-/R~) l a  solution extér ieure  s ' é c r i t  : 

1 

E t  on observe pue dans l a  région 7 >?O , l a  solut ion W, continue 

à o s c i l l e r ,  mais d'une façon non accentuée. D'après l a  r e l a t i o n  ( 5 0 ) ,  on déduit 

a lo r s  : 

où l ' o n  a posé : 

d r 

( 1  13) 

I qui e s t  b ien une fonction r é e l l e ;  



Le raccord en t re  l e s  solutions extér ieure  e t  in té r i eure  pour 2 < Zt, , 
donne alors : 

Ainsi, on déduit l e  coeff ic ient  de réflexion qui e s t  l e  rapport  des 

grandeurs d'amplitudes de l 'onde réf léchie  wjn e t  de l 'onde incidente W i  : 

Ce qui montre que l e s  ondes sont b ien ré f l éch ies  à l a  traversée du 

point tournant. En plus on remarque q u ' i l  n ' y  a  pas d'absorption d'ondes, cela  e s t  

dÛe au f a i t  qu'on décr i t  ce phénomène dans un cas non d i s s i p a t i f ,  t o u t  en sachant 

que l a  v i scos i t é  absorbe des ondes fa ib les .  Ainsi ,  l e s  ondes étudiées sont des 

ondes longues e t  l a  ro ta t ion  de l a  t e r r e  modifie l a  propagation de ces ondes. 



Comparaison schématique des effets de phase à la traversée 

d'un point tournant dans l'atmosphère, dans le cas où (?/~4)= 0 

(figure 1)  et dans le cas où ($/g,)fO (figure 2). 



I V .  ANNEXE ( 2 )  

1. On part de l'équation différentielle ( 2 7 ) ,  et on désigne par 110p6ratem 

du premier membre de cette équation. On fait les développements asymptotiques 

1 4 : suivants par rapport à - 
Re 



Ains i ,  s i  on développe ces fonct ions  p a r  rapport  à C ~ / R . )  << 1. 
On trouve : 

Enfin ,  on a : 

Maintenant, une f o i s  qu'on remplace tous  ces développements dans 

1' équation d i f f é r e n t i e l l e  ( 2 7 )  , on o b t i e n t  : 

:: Relativement à 4 



qu'on é c r i t ,  une f o i s  qu'on c h o i s i t  une so lu t ion  de l a  forme (29)  : 

-* 
Ainsi ,  pour l a  r é g u l a r i t é  de \h/,, , on do i t  avoi r  : 

.. 
-' Relativement à d / ~ ,  

-* 
toujours  pour l a  r é g u l a r i t é  de W o  , on d o i t  avoi r  : 

La ré so lu t ion  de c e t t e  équation sans second membre, donne : 

, e t  pa r  s u i t e  en f a i s a n t  

v a r i e r  l a  cons tante ,  on trouve : 



On déduit ainsi : 

:: Relativement à 4.1~: 
On a : 

Jr 
pour la régularité de Wo , on doit avoir : 

a) 6 )  6 )  
4% R o c  = -4 A,, - (~,+o~~fl$: ..(~&+b] .. , 4% AI 

dont la solution est : 

(sans second membre), 

ainsi après avoir fait varier la constante, on obtient : 

ainsi, on en déduit finalement R ~ L  pl. 



2. Pour ramener l'équation différentielle (63) a une équation du Type d'Airy, 

on fait le changement de variable suivant : 

où : Roet Q4 sont des constantes non nulles, qui sont déterminées une fois 

qu'on remplace ( B ~ ~ )  dans l'équation (63). En effet, on obtient : 

Ainsi, on constante qu'il faut que a, etaA vérifient les relations 

suivantes : 

D'où la variable intérieure , donnée par la formule (65). 



3. TROISIEME PARTIE 

ESTIMATION ASYMPTOTIQUE DE LA 

SOLUTION POUR PETIT 



1.- LE DEVELÙPPEMENT ASYMPTOTIQUE DES PHMES ET DES AMPLITUDES 

Comme on veut toujours tenir compte de la force de Coriolis et étudier 

l'influence du paramètre quasi-statique sur la propagation des ondes considérées, 

on fait l'hypothèse suivante : 

Sachant tout de même que dans le cas du filtrage quasi-statique qui 

correspond à l'existence d'une situation particulièrement priviligiée : f 4 0 , 

on doit considérer l'écoulement en dehors d'une zone équatoriale (c'est-à-dire 

pour les Y>o suffisamment loin de la valeur 9 = 0 , de telle facon que 

ie terme E /$9 disparaisse, avec P +O ).  

Sous l'hypothèse ( 116), on va effectuer le développement de chaque 

quantitée : CQ; (2 ; E) et R$ ; E) données respectivement par les 

relations (31) et (35) .  

/ 
1 . -  Le ca .~c~~e  de 9: ~ 3 ; c )  powr € << 49 

.c 

Le développement asymptotique de 9; Cs ; E) par rapport E , 
est défini par : 

Après calcul, il vient pour les fonctions 
L A  

et 9'. &) . . . , les relations suivantes : 
n t  



qui  correspondent au cas du f i l t r a g e  quas i -s ta t ique .  

Puis : 

( 119) 
t e 4/e eAl CS) = 9; A ~ ' 1 , ~ z )  = - A - - qui  sont  +jq0 dk"4IR: 

indépendantes de l a  va r i ab le  3 . 
Et finalement : 

On observe a i n s i  d 'après  l e s  formules ( 3 2 0 ) ~  que Q; C-T) et 

q2L Ct) sont inversement propor t ionnel les  à % , ~ v  y e t  

p résentent  une s i n g u l a r i t é  dans l e  cas où [s) s ' a n n d e .  

CA, 
2 .  - Le c d c d  de % ( 3 ; ~ )  p o m C < < 4 .  

@ ( ) e s t  développée de l a  f acon suivante  : 

c b  (L 1 
e t  par  s u i t e ,  l e s  amplitudes R o o  (3) , Ro (3) e t  R DL&) sont dé f in i e s  

p a r  : 



(322) 40; , où A& est une 

constante d'intégration. 

De plus l'amplitude o0 [%) est celle du cas du filtrage quasi- 

statique : 

, on remarque ainsi que l'amplitude fi<aI)L?; L) est pmportionnelie 

, et par suite croit avec l'altitude(*), et que le 

paramètre n'atténue pas cette croissance. 

*) Voir à ce sujet le comportement de TM à l'infini, et les conelusions déduites 

(voir la section 3 de 1 de la deuxième Partie). 



1 7 .  - ETUDE AU VO'ISINAGE DU P O l N T  TOURNANT 

1 .  - La b o l u t i o n  e&éfieuhe 

Dans l e  cas où E 4 0 , il y a un phénomène de coupure au point 

tournant 3 = 20 . En ce point ,  on a : 

Airisi, on e s t  amené à dis t inguer  deux cas : 

- Premier cas : & [%) > O , a lors  on a m e  onde o s c i ï i a t o i r e .  

('li) - Deuxième cas : ç (2) < 0 , alors  on a une onde apériodique . 
Pour E # (3 , l a  solut ion extérieure s ' é c r i t  : 

(*) L' ins tab i l i t é  thermique na ture l l e  e s t  l i é e  à. des p r o f i l s  de température inverses.  

Cette i n s t a b i l i t é ,  qui se  manifeste en mil ieu borné sous forme d'apparit ion 

d'écoulements ce l lu la i res ,  e s t  étudiée habituellement en considérant un mil ieu 

confiné dans une bande dans laquel le  l e  carré de l a  fréquence de Brunt-Yaisala 

e s t  négatif .  Par contre,  dans c e t t e  étude on considère un problème d 'osc i l l a t ion  

l i b r e  en milieu non borné adiabatique. 



Dans ce cas ,  on a é t a b l i  q u ' i l  n ' e x i s t e  pas de point tournant;  mais il 

se ra  in téressant  d'examiner l e  problème au voisinage de ce point .  

En plus ,  d'après l e s  r e l a t i o n s  ( 118), ( 119) e t  ( 1201, on déduit : 

<+) 
- s i  C > 0 , alors  (z,E) e s t  imaginaire pure,  e t  par 

A 

s u i t e  on a dans c e t t e  région une onde o s c i l l a t o i r e ;  

- si ( O , d o r s  ( 3 .  E)  e s t  cmplexe, d'où dans c e t t e  
) 

région, on a une onde qui e s t  une combinaison d'une 

onde o s c i l l a t o i r e  e t  d'une onde apériodique. 

2 .  - La b o l d o n  inté~ewte 

AU voisinage du point tournant Se , l e  développement de C 1%) 
e s t  : 

(on suppose toujours que 

l 'hypothèse (56) e s t  s a t i s f a i t e ) .  

Par une méthode analogue à c e l l e  du cas 4 / ~ .  p e t i t ,  on trouve : 

où l ' o n  a posé : 

e t  on constate q u ' i l  faut  que : 

E 0 e t  4 0 , de t e i i e  facon que €/d3 = o(4) 



L'équation d i f f é r e n t i e l l e  ( 128) , prend l a  forme simple suivante 

( c e l l e  du type d'Airy) : 

où l 'on a posé : 

On observe que l 'équat ion ( 3  

qui correspond à une valeur r é e l l e  pour 

vers zéro en même temps que . 

29) admet un point  tournant 

A 1 ; s o i t  : 

Ainsi,  on en déduit l e  développement de l a  solut ion in té r i eure  : 

- POW l a  région Z < , on a : 



où l'on a posé : 

- Pour la région 3 > 30 , on a : 

- -C-1 - A/l, 
WC, h 

J7F' 
(135)  



On supposera que : 

3. - L e b  d é u d o p p m e n t a  d a  phahes et des  a m p U u d e d  , Olr ü&i$inaqt de%.: 

I c i ,  on va se  contenter de donner l e s  r é s u l t a t s  puisque l a  démonstration 

e s t  analogue à c e l l e  du cas où d/Ro O , mais p e t i t .  

3.1.- Le d é v d o p p m e i n t  des  phaneb 

On trouve : 



où l'on a posé : 

On observe que les intégrales %*et sont bien définies ( m h e  

démonstration que dans le cas où [4/~-)<< 4 1. 

De même, on trouve : 



3.2. - Le développmcnt d u  ampLLtuda 

Dans l a  région 3 ( 2, et au voisinage de %,, , on trouve : 

où l'on a posé : $/R O - E l 5  - i l i - ~ l  dt) 
thtpJ d2-WC 



De même (3; t) , on trouve : 



Dans la région ) So , et au voisinage de ze , les amplitudes 
ont les développements suivants : 

où l'on a posé : 

et pour fi:)(+ (a ; E) , on trouve : 



avec : 

EL l~-t , t-~ f pot- ~IR: A +  - 4 - -67' \ \q$ dL- 4'fc 

Le raccord entre  l e s  solutions extér ieure  e t  in té r i eure ,  suivant l e  

côté du point tournant l u i  e s t  considéré, f o u r n i t  ?ctrc 

, l e s  r e la t ions  suivantes : 

-'Ib m a + L i  *Mm 

i e 
L,  C~-J+N d f i  'I k + ,A 1% im I E I * ~  1 



L'élimination de (X et b entre (349)  et (150 )  fournit, entre 

JF C o  et C: , des relations que l'on peut interpréter comme des relations de 

réflexi franchissement de ces points. En effet, on a : 

e Md + 4: 

-* 
On remarque ainsi que si w a  [-) peut satisfaire une condition d'amor- 

tissement en altitude, alors C' est nul, et par suite en écrivant une condition 
4 

de glissement (linéarisée), on peut déterminer les quatre constantes d'intégrations. 



111.- REFLEXION PAR UN POINT TOURNANT 

On considère l e  cas du f i l t r a g e  quas i -s ta t ique  4 0  ; e t  on suppose que 
Y 
W o ~ - ) s a t i s f a i t  à une condi t ion  d'amortissement à l ' i n f i n i .  On déduit  a l o r s  l a  

so lu t ion  ex t é r i eu re ,  qui  s ' é c r i t  : 

? < & ;  
Fi, (9, -- 

La s o l u t i o n  W, pour > Z o , é t a n t  amortie exponentieiiement, 

e t  t o u t  s e  passe  comme s i  l 'onde  o s c i l l a t o i r e  w,, s e  compose d'une onde inc iden te  

eh 2 =?, , s e  r é f l é c h i t  p a r  l 'onde & e 
4 

En p l u s ,  on t rouve  que l e  c o e f f i c i e n t  de r é f l ex ion  CI: (%) e s t  d é f i n i  p a r  : 

ce qui  montre que 

l e s  ondes sont  b ien  r é f l é c h i e s  p a r  l e  poin t  t ou rnan t .  Dans l e  cas où # O , 
l a  so lu t ion  e x t é r i e u r e  s ' é c r i t  : 



On observe ainsi que la solution Wo pour ) So , continue à osciller 

mais faiblement, jusqu'à atténuation à l'infini. Le coefficient de réflexion, dans 

ce cas, étant défini par : 

où l'on a posé : 

T*R~ E ' N ~  P A  4/nt 
('3) z A + - - ( q f a ~ - 6  

2, AI, 



On remarque a i n s i ,  que l e s  ondes sont  bien r é f l é c h i e s  par  l e  point  

tournant ;  mais il r e s t e  des ondes qui  o s c i l l e n t  2 l a  t r ave r sée  de ce po in t ,  e t  

tendent à s 'amort i r  au l o i n .  



4 .  D E R N I E R E  P A R T I E  

I N F L U E N C E  D E  L A  FORCE D E  C O R I O L I S  S U R  L E S  O N D E S  D E  B O U S S I N E S Q  

S T A T I O N N A I R E S  EN P R E S E N C E  D ' U N E  MU?ITAGNE 



1 .  - Les équmZom Linéaninéu pouh Red ondu & n&e& 

L'étude qui est présentée ici s'inscrit &ans le cadre des recherches 

de R. Kh.  ZEYTOüNIAN et P.A. BOIS sur la "Modélisation asymptotique d'écoulements 

atmosphériques". Il s'agit principalement de tester une formulation asymptotique 

de l'.approximation de Boussinesq pour des phénomènes liés aux ondes de relief 

sous l'effet de la rotation de la terre. 

On part des équations d'Euler (sans dimensions) sous l'hypothèse du 

plan tangent dans un système d'axe en mouvement avec la terre en rotation 

(voir par exemple ZEYTOUNIIVl ( 1985) [%] : - 



En plus, on considère qu'à l'infini, loin en amont de la montagne, on a 

une solution de base des équations du système (157) de la forme suivante : 

de telle façon que : 

Il nous faut aussi écrire une condition de glissement sur la paroi de la 

montagne, si cette dernière est simulée (toujours avec des grandeurs adimensionnées) 

par l'équation : 

où l'on a posé : 

\, = n i a  %)l , b, étant la trace a. ia montagne sur 
(xlgFD0 

(161) le plan 5 = O ; et on suppose que : 



Ainsi, on déduit la condition de glissement, définie par : 

Comme on veut tenir compte de l'influence de la force de Coriolis, 

on fait l'hypothèse suivante : 

O 

La relation ( 162) implique que Lo 5 & , 03 8 z L Ro ~ihe ; 
i e 

comme = 4 . 16' ( l / ~ )  et U; quelques PI/A , on a que 
5 1 A0 m "au moins''. 

4 Dans ce cas : E = 5 4h0 , puisque Ho 2  YI au plus. En fait, 
L m  

comme par la suite = fl 4 4 (d'après l'approximation de ~oussines~) 
on voit que : 

R T 3 (< -OQp8.10 i%, et de ce fait : 

3 
sera encore plus petit. 

Donc, on va envisager au niveau des équations (4B),le passage à la limite 

"dit hydrostatique" : 

( 163) E 4 0  ; x , 3 , y fixés. 
Et on obtient les équations dites "primitives" suivantes : 



U au- w E + L & u + - -  4 $ 34=0 
>% 3% P WC % i 

L 

Il faut  associer  à (164) l a  solution de base : Uw , P, % e t  T ?  , 
de t e l l e  façon que : 

( B . = t M *  1 $ = b L 4 )  , &<<4 : approximationdeBo~ssines~). 

E t  l a  condition de glissement e s t  donnée par (162).  

7 . 2 .  - C h o i x  d' une boluLLon de b a e  

On a remarqué d'après ci-dessus, que l ' e f f e t  de l a  ro ta t ion  de l a  t e r r e  

ne permet pas de cho i s i r  camme écoulement de hase l'écoulement classique " c i s a i l l é "  

Par contre i c i ,  l e  système possède une solut ion pa r t i cu l i è re  : bo[tI $) , 

%[Y,%) y xc'bi?p) e t  C%, 3) , qui vé r i f i en t  l e s  équations 

du système (16.5). 

S i  on o s i d è r e  que Uoo e t  ne sont pas t r è s  grands (pour Ma 4 4 ) 

devant L , ce la  montre que l e s  deux variables s ign i f i ca t ives  décrivant & sont : 



8 
2 Md 3 , t= % : ~ a r i a b l e s  l en tes .  

si on suppose que E , e s t  donnée, a lors  U, , ,) e t  

t ~ )  t) vér i f i en t  l e s  équations suivantes : 

a& 
>& 

(167) $ p g ~ ~ ~ ~ ) = - g  -bf. 3 U, ( % , , ) = [ ~ ~ % / j o )  . AB . 
b t  

S i  on effectue l e  développement de Taylor de Pa C? , \) au voisinage 

du plan axial 0 X 9 (i .e. pour p e t i t )  a lo r s  : 

où (\: AI)L)+o, avec q - ~ o  
S i  on t i e n t  compte des re la t ions  (3671, on déduit a l o r s  : 



1 de même pour T @) y) . 

Ainsi, d'après (169), tant que l'on ne considère pas des distances 

très considérables par rapport à , c'est-à-dire 2 = ~( i ) ,  donc 

3 = 0 ( ~ o q )  , on peut approcher la solution de base par les valeurs : 

où p. et vérifient la relation : 

U, (*) étant une fonction arbitraire. La donnée de U, (-3) permet, grâce 

à ( 169) de connaitre l'évolution de Po par rapport à la variable lente 'L : 

C m e  on se limite, dans les problèmes d'ondes de relief, à l'étude des 

distances 3:  OC^) et Mt?, % = 0(4) , l'approximation ( 170) reste donc valable. 

En plus, dans le cas présent l'hypothèse de cisaillement faible, est 

nécessaire, et l'étude ci-dessus (formule ( 372) ) montre comment U, [t) est 

relié à un gradient transversal de pression. 



1.3. - Linéa>Lin&on 

On linéarise les équations ( 1  64) autour de la solution ( 158). Mais comme 

on va examiner les perturbations jusqu'à l'ordre M m  compris, on peut se contenter 
de la forme (170)  de cette solution. On sait que l'hypothèse fonaamentale est : 

Re Ti: ce q i  montre que 4, 4 HO << - 
% 

et par suite 4, 
- 

représente un paramètre de forme. Ainsi, on linéarise le problème (164)  sous la 

forme suivante : 

Naturellement, lorsque 4 4  (î , les variables X , 9 , 
. Z ainsi 

que les autres paramètres restent fixés, on obtient le système linéarisé : 

I - = -M, ,' . 2% - b u t +  A T,,L~ " 
> Re YQC a 3~ -d2 I 



Et la condition de glissement associée iinéaris6e est : 

1.4. - L ' apphoximatiun de Boluninwq 

Maintenant, il s'agit d'analyser le problème ( 3 75-1 76) sous l'hypothèse : 

r M ~ P  4 4 mais fixé; 

Une fois que l'on introduit les développements (377) au ni~eau du système 

(175), on déduit le système "d'équations primitives à la Boussinesq" : 



2.-  L ' é q d o n  d.id~é/renti&e de la v a e d s e  v&cde suivant L ' U u d e  

On étudie 1' écoulement autour d'un obstacle ,  de f a i b l e  hauteur,  tridimen- 

sionnel.  Compte tenu de l a  l inéa r i sa t ion ,  il s u f f i t  d 'étudier l'écoulement autour 

d'une masse de DIRAC placé en O , une convolution par rapport  à e t  à % y 

permettant, en pr incipe,  de t r a i t e r  ensui te  l e  cas de n'importe quel obstacle.  

2.1.  - La taan6 domnée de Fo&m 

Donc, on va chercher une solut ion sous l a  forme suivante : 

Par s u i t e ,  une f o i s  que l ' o n  subst i tue  c e t t e  dernière dans l e  système 

d'équations (178), on obtient l e  système suivant (on supprime tous l e s  indices)  : 



1 w+B= M a T .  

La condition de glissement associée e s t  : 

En e f f e t ,  en éliminant au niveau du système (780) toutes  l e s  fonctions 

sauf une, par exemple W (- 5 )  , on obt ient  a lo r s  l ' équat ion d i f f é r e n t i e l l e  

s a t i s f a i t e  par c e t t e  dernière. En e f f e t ,  l a  démonstration e s t  analogue à c e l l e  

f a i t e  dans l e s  autres  paragraphes. En déf in i t ive ,  on déduit : 



6 [T) étant  l e  carré  de l a  fréquence de Brunt-Vais212 du mil ieu : 

Cela é tant  d i t ,  on vo i t  apparaî t re  dans ( 182) l a  quantité suivante (coef f i c ien t  

de WC%-) ) : 

s i  on pose : 

e t  on f a i t  apparaî t re  l e  paramètre de Scorer de l'écoulement : 

; a l o r s  Hs (3) prend i a  r o m  

suivante : 

Donc plusieurs e f f e t s  d i s t i n c t s  sont in té ressan t s  à mettre en évidence 

dans ( 182). Certains sont l i é s  à l a  propagation ve r t i ca le  des ondes, e t  apparaissent 

pour l e s  ondes l e s  plus simples ( longi tudinales) .  D'autres sont spécifiques des 

ondes transversales.  Les deux e f f e t s  s e  mélangent dans l e s  ondes tridimensionnelles. 

E t  on é c r i t  l 'équation d i f f é r e n t i e l l e  (182) de l a  manière suivante : 



où l ' on  a  posé : 

e t  on a s soc ie  à (188) l a  condi t ion  de glissement l i n s a r i s é e  (181).  

3 .  - S o l ~ ~ X o n  de L ' é q u d a n  ( 188) , pah &a muhode den é c h d u  m&pLeb 

En e f f e t ,  l ' équat ion  d i f f é r e n t i e l l e  (188) à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s ,  se  

t r a i t e  p a r  l a  méthode des éche l l e s  mul t ip l e s ,  en in t rodu i san t  l e s  deux var iables  

Z e t  X déf in i e s  par  : 

e t  sont considérées corne indépendantes pour résoudre c e t t e  équation. 

A ins i ,  on obt ient  deux équations d i f f é r e n t i e l l e s  p o u  W* c%, k] 
à l ' o r d r e  O e t 4  en b . 

A l ' o r d r e  O en , on t rouve : 

Et à l ' o r d r e  1 en , on t rouve a u s s i  : 



La solut ion de ( 191) s'exprime toujours comme combinaison l i n é a i r e  des 

deux solutions de l a  forme : 

On déduit a lors  l ' équat ion de dispersion dont l a  so lu t ion  e s t  : 

L'équation ( 194) met en évidence dans l e s  solut ions  de (393) l16ven tua l i t é  

de l a  traversée de po in t s  tournants.  La s t ruc tu re  de ces points tournants e s t  

néanmoins différente de c e l l e  des points tournants obtenus en repère absolu : 

un point tournant classique e s t  déf ini  dans une équation de l a  forme : 

comme un point tournant .ae où C).) s 'annule e t  change de signe. 

Dans l e e a s  présent,  e t  avec l e s  notations ( 1 9 5 ) ~  &(Pa) change de 

signe en devenant i n f i n i .  

Un point tournant dans l 'équat ion (188) s e r a  déf ini  comme un point 8 
annulant l e  dénominateur de (194).  Ainsi, nous supposons q u ' i l  ex i s t e  un point 

tournant 39 de t e l l e  facon que : 



Supposons pour f i x e r  l e s  i d é e s ,  que & C% ) s o i t  une fonct ion  

monotone cro issante .  Ceci en t r a ine  que l e  régime o s c i l l a t o i r e  n ' a  l i e u  que pour 

Tt S i  l ' o n  f a i t  varier O( de O à - , avec f i x e ,  l e  po in t  tournant e 
var i e  de à + 00 , e t  pour l a  va l eu r  (ondes t r ansve r sa l e s )  

t 
on n ' a  p lus  d ' o s c i l l a t i o n s  rapides .  La d i s p a r i t i o n  des o s c i l l a t i o n s  peut  même 

s e  produire pour une valeur  de 4 i n f é r i e u r e  à s i  U,(s) t e n d v e r s  

une valeur-l imite pour ? 4 +cO . Cet te  va leur  de O( , s o i t  0(0 , 

e s t  l a  rac ine  de l ' équat ion  : 

Ainsi ,  de p a r t  e t  d ' au t r e  de ce point  tournant %, , l a  so lu t ion  exté- 

où l ' o n  a  posé : 



3 . 2 -  VahiaLLon Lente 

S i  maintenant, on in t rodu i t  l a  solution ( 193) au niveau de ( 192) , alors  * 
\NA s a t i s f a i t  l 'équation d i f f é r e n t i e l l e  suivante : 

-II 
05 CW:) désigne un opérateur l i n é a i r e  de W 4  du terme gauche de l'équa- 

t i o n  (1982). 

La résolution de c e t t e  dernière va f a i r e  apparaî t re  des termes sEcuiaires 
X 

proportionnels à X e . * 
Ainsi,  pour l a  r égu la r i t é  de W* , il f a u t  éliminer ces termes séculaires,  

e t  par s u i t e  on obtient l ' équat ion qui nous fourni t  l e s  v a r i a t j  ons de 0, ci) 
par rapport à l a  variable l e n t e  2 . Soi t  : 

(201)  

dont l a  solut ion e s t  : 

où l ' on  a posé : 

A C  ~ ~ R * U Q  
(2031 Km = - . C~CI d( *) 
aussi  : 4- P 3  R L -  Ue cw 

, qu'on peut é c r i r e  



Donc, l a  solution (202) peut s ' é c r i r e  a lo r s  : 

-J!h c Z  

finalement (205) prend l a  forme suivante (après quelques transformations) : 

9 iBc*) 
Q. 

/ 

( 2 0 6 )  { a e s t  une constante d ' in tégrat ion;  

e t  avec : 0t3) 2 - 
% 

La re la t ion  (206) montre que l a  ~ a r i a t i o n  l en te  de W, e s t  composée 

d'une part  d'une var ia t ion d'amplitude e t  d 'autre  pa r t  d'une o s c i l l a t i o n  l en te  

représentée par Bc?) . 
Cette osc i l l a t ion  l e n t e  ex i s te  quelque s o i t  l e  régime de propagation 

rapide (exponentiel ou o s c i l l a t o i r e )  e t  ne d i spara î t  que pour l e s  ondes longitu- 

binales CI = O) . . 
Par l a  s u i t e ,  on va considérer seulement l a  propagation des ondes 

longitudinales.  

4 .  - Phoblème du point  t o m a n t  dan6 l e  ca6 d u  o n d u  LongLtudinden 

Comme i c i ,  on s ' i n té resse  au cas où 4 = O , a lo rs  on pa r t  de l 'équation 

d i f f é r e n t i e l l e  suivante : 



où l'on a posé : 

Ainsi nous étudions maintenant le voisinage alun point Za tel que : 

Maintenant, il nous faut caractériser l'épaisseur de la zone où le 

problème du point tournant est significatif à l'ordre FfoO ; pour cela on considère 

la variable intérieure : 

où 0( est déterminée d'après le principe de moindre dégénérescence. 

On développe ensuite VV (2 ; k) de la facon suivante : 

On déduit alors l'équation différentielle pour werj) : 



Ainsi, on constate q u ' i l  faut cho is i r  O( t e l l e  que : 

La forme simplifiée de (207) é tan t  a lors  : 

H .i, dw, + A % + -  + = O ,  

'b d? 

(214) 

L'équation (214) se  résout par l e  changement de variable : 

e t  s ' é c r i t  a lors  : 

où l ' on  a posé : 

A 
Comme 3 peut-être pos i t i f  ou négat i f ,  (23 5) nécessite une létermination 

de l a  racine carrée : 



Supposons pour fixer les idées : I.)O . La solution de (216) s'écrit : 

Et par conséquent si l'on réintroduit les variahles physiques (3 -1 

Les formules ( 220 )  se raccordent sans difficulté avec la solut.ion dans 

la région "extérieure" 1% - 5.1 b o ~ i ~ .  
Cette solution a l'expression : 

et une expression analogue (avec des exponentielles réelles) si 

soit : 



Les relations ( 220 )  montrent en particulier comment les deux solutions 

extérieures sont liées l'une à l'autre de part et d'autre du point tournant. 

Pour déterminer complètement les 4 constantes d'intégrations do, 5 , 
bo et 4 , il nous faut une condition à l'infini. Par suite on peut déduire 

(N (x, <a ) 3, X ; k) par la transformée inverse de Fourier. Et on pose 

pour des facilités de notation : 

où les IL i . ~  4 8 ,sont les intégrales correspondants a u  deux cas explicités E I S 
précédemment. 

f 

5 .  - PmpagazXon d u  onden L t a n n v m d e n  

Ce qui correspond au cas où & Z 6 . La méthode de calcul de W est 

la même que dans le cas précédent et fournit la solution : 



* 98. u.c*lh - t. 
e. X: 

(225) w s  C c  e + D e  
' f x s '  

où est relié à % par les relations : 

(225) montre que les ondes transversales sont toujours amorties (dans le sens 

croissant ou dans le sens p décroissant) . La ~ariation lente de ces ondes 
fait apparaître une oscillation de période 3 = Q (b/~,) . Mais cette 
oscillation n'a qu'un intérêt physique modéré, dans la mesure où elle affecte des 

ondes qui sont amorties exponentiellement. De plus, cette oscillation n'existe 

réellement que si l'écoulement est réellement cisaillé, c'est-à-dire si U,cx) 
varie avec l'altitude. 



VI. CONCLUSION 

La prise en compte de la variation de température de l'atmosphère pour 

l'étude des ondes linéarisées, permet de mettre en évidence des phénomènes dont 

l'interaction avec des phénomènes non dissipatif comme l'influence de la force de 

Coriolis provoque des effets particuliers parce qu'ils se manifestent pour des 

longueurs d'ondes beaucoup plus importantes. Cette prise en compte a été faite 

en généralisant l'approximation de ~oussinesq à un milieu adiabatique non borné. 

En outre, la conséquence la plus apparente est l'oscillation lente de 

période O (% %)-(qui accompagne les ondes de gravité sous l'influence de 

la force de Coriolis. 

Les résultats concernant 11éventualitb6 aes points tournante ne sont pas, 

pour leur part, directement comparables à ceux que l'on obtient lorsque l'on 

néglige la rotation : cela tient à la différence d'échelle de longueur horizontale 

caractéristique que l'on doit choisir dans les deux cas si l'on veut décrire des 

phénomènes réalistes. 

Enfin, la méthode des échelles multiples s'avère être un outil très 

puissant dans l'analyse des phénomènes liés aux propagations d'ondes. Pour les 

applications pratiques, cette méthode sera plus efficace en la complétant par des 

moyens numériques pour pouvoir traiter des problèmes précis collant encore de plus 

près à la réalité (par exemple des ondes de relief autour d'obstacles particuliers) 
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RESUME - 
Le travail prllsenté a pour objet d'étudier l'influence de 

* de Coriol i s sur les ondes de gmvitg atigwph6riques se propageant d 
- - --- 

' . courants cisai 1 lés. 

On &cri t les équations lin4!aris&s du muvernent d'un fïui de conrpressibie 

pesant won dissipatif â faible nombre de Mach, dans le cadre asgcmptottique de 

1 ' approximation de Boussinesq. 

Cas équatiohs sont ensui te utilisées pour étudier la propagation des 

ondes par la @thode des dchelles multiples, 

On &tudie ? 'influence de la ~ari&tion de l a  frêquence de Bmrnt-Ydis2ila 

avec 1 'altl tude, dont 1 'effet le plus important est de danger l a  mde de pmpa- 

gation des ondes dans la di~ct ion ~articale. 

Dans le cas du f f l t ~ g e  quasi-statique, on iaet en &idence des effets 

originaux dûs ri la mtatim de la b r w  sur la propagation des ondes stationnaires 

en présence d'une mantagrte. De pl us, un montre 1 'existence de points ttourytants 

,,lies a la fois 8 la farce cte Co~iolis et au cfsaillement de tl&owleaient. - 

1 

APPaOXIMATlON DE BOUSS 

PROBFEIE DES POINTS TOURNANTS 

LINEARISATION 

INFLUENCE DE LA FORCE DE CORIOLIS 

TECHNIQUE M S  EVELOPPEME1VTS ASY WTOTI OuEs RACCORDES 

ONDES 1M GRAYITE ATMPSPHERIQUES 

EitETMODE DES ECHELLES MULTIPLES 
ONDES STATIONNAIRES EN PRESENCE D'UNE MONTAGNE. 


