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INTRODUCTION

Qs tnvevses de

Soit @ le plus petit sous-—anneau de @, contenantVtous les nombres
P

est une suite croissante

=Q , o0 k
k

premiers inférieurs ou égaux 34 p. Un systéme d'anneaux R.»
L N .
d'annéaux, ROC RIC CRk C..., telle que : QEC Rk

k+3
2

désigne la

partie entiére de , et k un entier dépendant de k.

Un espace topologique (r~1)-connexe (r > 3) est dit

ﬂr+k(x)

W. Dwyer (1979) a &tabli une &quivalence entre la catégorie homotopique des

X,
est un Rk—module.

R*—modéré (tame),

si pour tout k > O :

espaces R _—modérés et une certaine catégorie d'algébres de Lie différentielles. Il
généralise ainsi le résultat fondamental de D. Quillen (1969) en homotopie rationnelle.
En 1970, D. Sullivan a construit un mod&le minimal en algébres différentielles graduées
commutatives (en abrégé a.d.g.c) sur @. Alors s'est posée la question d'associer aux
espaces topologiques une a.d.g.c. sur Z. Ce programme a &té réalisé en 1980 par
B. Cenkl et R. Porter qui ont étaBli un théor&me de De Rham ainsi que 1'existence
d'un mod&le modér&. En 1976, S. Halperin a développé la théorie algébrique du KS-mod&le
rationnel.

L'objet de notre travail est la construction algébrique d'un KS-modéle
modéré. Pour cela, nous constatons d'aBord, 1'existence de plusieurs types de théories

modérées en a.d.g.c., essentiellement :

- les théories modérées uniformes (cf. 4.2, 4.3 et 4.4)

- les théories modérées admissibles (cf. 4.5).

Pour chacune de ces théories, nous introduisons les
qui reflétent la structure de tours de Postnikov de
un KS-modéle (e¢f. 2.3.2) pour une application entre

admissible, nous démontrons un th&oréme de rigidité

A partir de ces résultats, les auteurs de [B et a1],
lence entre la catégorie homotopique des espaces R,

(cf. 4.5.1) et la catégorie homotopique des T-a.d.g.

T (reps. T(+1))-a.d.g.c, (cf. 1.3),
1'espace, et nous construisons
deux T-a.d.g.c.. Pour toute théorie

(cf. 5.3) du modéle.

établissent une équiva-
-modérés ol R, est admissible

C.

Le cadre naturel des théories modérées est celui des Q*—a.d.g.c.. Une

Q*—a.d.g.c. (A,d) est une Z-a.d.g.c. (cf. 0.2) munie d'une filtration,dite en poids,

compatible avec la graduation :

Zz =A0C AICAZC L CA

C ...Ca



et vérifiant pour tout q et q' » 0 :
i) A est un @ -module
q q

ii) d : A > A
IAq q q

iii) A LA CA .
q q q+q
Dans une théorie uniforme, pour r » 3, nous définissons la notion de modéle pour un
homomorphisme de Q¥—a.d.g.c. augment&es (df. 1.1.11) de la maniére suivante.

Soit N (B,dB,g) > (A,dA,g') un homomorphisme de Q*—a.d.g.c. augmentées.

Un modéle de n est la donnée :

- d'une extension

©® ¢ (Ba)—"— (B 8 M,a) —=1s 00,

ol M est muni d'une filtration en sous-Q,-a.d.g.c.,
wPc vV e cn®c . om
- d'un morphisme de Qa.d.g.c., p: (B 8 M,d) » (A,d,) tels que :

i) le diagramme suivant commute

(A,d,)

E: (8,d) —— (B & M,d) €81 . m,d)

ii) pour tout entier k, et pour tout Rk-module Wk :

* + k + 2
0 :H”L((B@M()) 5 W) —— H (A 3 W)
— " "k - 3 Py
k-1 k-1
est : - un isomorphisme pour & £ k
- un monomorphisme pour £ = k+l.
Lorsque M est un KS-complexe (cf. 2.1.5), muni de la filtration en tours

(cf. 2.1.10), nous dirons que (E,p) est un KS-modéle.

Notre premier résultat s'énonce alors :
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Théoréme I (2.5.2). Soit B wune T(+1)-a.d.g.c. et A wune T-a.d.g.c., libres en
tant que Q*—modules (cf. 1.1.1) et 3 cohomologie de type fini (cf. 2.5.1.). Soit

N : B> A un morphisme de Q*-a.d.g.c., tel que : pour tout Ro—module Wo,
* r T
n :H (B] ; WO) +~ H (Al H Wo)

lest un monomorphisme.

Alors n admet un KS-modéle.

Sous les hypoté@ses du théordme I, la condition (ii) dans la définition d'un KS-modéle,

est équivalente 3 la condition :
[ pour tout entier k, et pour tout Rk—module wk :

*

o i@ e L

s W) (A5 W)
k-1 k-1

(k)
(ii)!

est : — un isomorphisme pour & =k

- un monomorphisme pour £ = k+l

Contrairement 3 ce qui se passe pour le modéle de Sullivan en homotopie
rationnelle, cette condition n'est pas constructible. Le premier pas dans la constpuc-
tion du mod&le est la réduction de la condition (ii)' & quatre conditions constructi-
bles qui lui sont &quivalentes. Ce résultat (lemme principal (2.4.10)), ainsi que la
construction du modéle, font 1l'objet du chapitre II.

Au chapitre III, nous explicitons 1l'homotopie i gauche entre deux homomorphismes de
Q*—a.d.g.c.

Au chapitre IV, nous définissons la notion de théorie modérée, et nous en donnons
quatre exemples, oil notre construction du modéle s'applique.

Finalement, au chapitre V, nous étudions les théories modérées admissibles, pour
lesquelles, nous établissons le ''lemme de relé&vement" (cf. 5.2.), qui nous permet

de démontrer le théoréme de rigidité du modéle :

Théoréme II (5.3). Si (B,d;) > (B 8 M,d) ~ (M,d) et (B,dp) ~ (B 8 M',d") > o',d")

sont deux KS-modules d'un méme morphisme de @ -a.d.g.c, il existe des B-morphismes

6 : (B8 Md) ~ (B8 M,d")
et 6' : (B @ M,d") > (B ® M,d) tels que :

i) 6 et ©O' respectent les filtrations en tours de ces modéles :

Wy 5 5 g wr ) ()

6: (B8M Y, ' : (BOM ) > (BOM )

ii) 6' o, 6 = id.
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Ceci nous permet alors, dans le cadre des th@ories admissibles, de définir le KS-modéle
(unique a "équivalence faible'" prés, au sens de [b. et all) d'un espace topologique.
Quelques exemples sont traités en 5.4.

Remarquons finalement, que bien que les théories admissibles soient plus
simples que les théories uniformes, nous avons donné la construction du modéle dans

une théorie uniforme, car :

- Pour r 2 3, la théorie la plus "performante" (Rk = §_), n'est pas
k

admissible.

~ Cette construction présente toutes les techniques rencontrées lors de la
construction du modéle dans le cadre des autres théories.

Pour terminer la présentation de ce travail, je dirai tout ce que celui-ci
doit & J.C. THOMAS, dont les exigences et la patience m'ont accompagné tout au long
de son &laboration. Je remercie H. SHEERER, E. VOGT et leur &quipe pour l'accueil
qu'ils m'ont réservé et les conversation stimulantes que nous avons eues en
février 1986 3 Berlin. L'inté&r&t que m'a porté D. TANRE a &té pour moi un soutien
constant. J'exprime ma reconnaissance & B, CENKL pour son attention, et a Y. FELIX
pour m'avoir invité 3 exposer mes résultats au colloque de Louvain-la-Neuve.

Que H. BAUES, S. HALPERIN, D. LEHMANN et J.M. LEMAIRE, qui m'ont fait 1'honneur de
participer d ce jury, trouvent ici 1'expression de ma gratitude.
Enfin, je remercie Madame C. EVRARD pour le soin et la compétence qu'elle a apportés

a2 la frappe de ce texte, ainsi que le service de reprographie.
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0. RAPPELS.
0.1. Bifoncteur Tor (-,-)
0.2, Z~adgc

0.3. Qp—modules.

0.1. Bifoncteur Tor(-,-).

R désignera un anneau principal.

Soit A un R-module ; on note Tor(A) le sous-module de torsion de A
Tor(A) = {m ¢ A/Hre R et rm = 0}

8i A et B sont deux R-modules, le produit de torsion de A et de B, noté
R . . ..
Tor (A,B), est un bifoncteur covariant. Il commute avec les sommes et les limites

directes. La proposition suivante domne quelques propriétés &tablies dans [Sp.5.2.1.

0.1.1. Proposition. Soit A et B deux R-modules

1) TorR(A,B) = TorR(Tor(A),Tor(B))
2) A ou B libre, TorR(A,B) =0
3) TorR(A,B) = TorR(B,A)
4) si A = R/vR, TorR(A,B) = {b € B/vb = 0}
0.1.2. Corollaire.
z
1) Tor (zp,z) =0

Z
2) T zZ L) =1
) Tor P q) pged(p,q)

0.1.3. Soit A et B deux R-modules. TorR(A,B) est caractéris@ par la propriété

suivante : si

1

est une résolution libre de A, alors on a la suite exacte suivante :

0 > C > CO > A >0

(O d TorR(A,B) > c] ® B > C0 8B+>A®B->0

0.1.4. Proposition [Sp.5.2.9.].

Soit _0 +B' > B > B" » 0, une suite exacte courte de R-modules et soit A

un R-module. On a la suite exacte suivante :

0 + Tor™(A,B") » TorX(A,B) + Tor™(A,B") +A @ B' +A @ B A 8 B" » 0

0.1.5. Théoréme des coefficients universels [}p.S.Z.S.].

. i - .
Soit C= 6 C un_complexe de cochalnes libre sur R, et G un
iz0
R-module. On a la suite exacte suivante :

o~ ulc) ®c-ulc; o » Torr@™(),0) » 0
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cette suite admet une scission ui n'est pas naturelle pour les mor hismes de
> 4 P P p

complexes.
* ; =

Ragpeﬂ. H (C;G) désigne 1'homologie du complexe de cochalnes (C® C).

ol

0.1.6. Exemple. Soit C = , un complexe de cochaines, libre sur Z. Considérons

®
i>0
la suite exacte suivante :

.
o~ 1) ® > 1l z) > Torf @3 (c) 2) >0

: + +
Soit Dq € ik J(C) tel que Dq € Torz(Hq 1(C),Z DIE
P
D'aprés (0.1.1.4), [py] = O.
I1 existe donc X € ¢ tel que dx = py ; ce qui détermine une section o de la

suite exacte des coefficients universels :
g : Torr o,z ) » HlCc 5 2)
P P
[y] » [«
oii X est tel que dx = py.

0.2. Z-adgc.

% Une Z-algébre graduée commutative, en abrégé Z-a.g.c, est une Z-algébre associati-

ve N-graduée : A= I AP, telle que A° contienne l'unité 1, et vérifie :
p30
i) ab = (-l)qua si a € Ap et b € Aq
ii) aa =0 si ae€ AP et p est impair.
+
On note X AP =4

p>0

¥ TUne dérivation d'algébre 0 de degré p dans A, est une application linéaire de

degré p,
+
g : Al > aP™,

telle que : f(ab) = 6(a)*b + (_])p.deg aa-e(b)

% Une Z-algebre différentielle graduée commutative, en abrégé Z-a.d.g.c., est une

paire (A,d) ol A est une f-a.g.c., et d une dérivation de degré 1, telle que
2
d” = 0.

La cohomologie de (A,d) est 1'a.g.c. H(A), donnée par :

H(A) = ker d/Im d.

% Un homomorphisme ¢ : (A,d,) ~ (B,dB) est un homomorphisme de degré O, préservari:
1'unité 1, et commutant avec les différentielles : wdA = dBﬂ.
Un tel homomorphisme induit un homomorphisme d'a.g.c.,

P ¢ H(A) > H(B).

5 * K sk
Notons finalement que (P¥) = ¥ .
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0: 3. Qp—modules.

0.3.1. Notations : Soit @ le corps des rationnels.

Soit p wun entier ; ® désignera le plus petit sous—anneau de @,
P
contenant les inverses de tous les nombres premiers, inférieurs ou

= - 1 i
égaux a p : Qp =& %333...,51.

)
(3]
|
N
o=
—

-0 =zf . L
Q3—Q4—Z[—2—,3]....

Il est facile de vérifier que pour tout entier p, @ est un anneau principal. Tout
Qp—module R de type fini est donc,l?p.O.S.lé.], somme directe d'un Qp—module libre

L et d'un Qp—module de torsion T décomposable en :
T=0Q_/a )0 ... 8@ / )
Qp 1 Qp Qp o Qp

Ol i@ 5w aw et . divise . 81 4 = js
1’ ,an er o aJ <]

Les éléments ¢ .50, sont uniques modulo la multiplication par des éléments

l!
inversibles de Qp. Avec le rang du module, ils caractérisent le module i isomorphis-

me prés,

0.3.2. Définition. Un entier sera dit Qp—entier, si sa décomposition en facteurs

premiers ne contient aucun &lément inversible dans @
P

0.3.3. Proposition. Soit ¢ un Qp—entier. Alors

Qp/a Qp =Z/o Z.

Preuve : l1'homomorphisme de groupes abéliens induit par 1'inclusion
de & dans Qp :
: Zla Z > Q@ /o
’ 0/ Q
est

- injectif : en effet, soit x e Z et x sa classe dans Z/g Z, tel que, ¥(x) = 0.

I1 existe donc E-EQP avec (a,b) =1 tel que

I1 s'ensuit que b divise o ; puisque @ est Qp-entier, b est égal

3 1, et x=aadol x =0.

. s a
- surjectif : Soit — ¢ avec (a,b) =1 et (=) sa classe dans /o .
e b Qp b Qp Qp

b est premier avec «, puisqu'il est inversible dans Qp. Il existe u,v, éléments

de Z tels que

bu + va = 1
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d'ol : = au + ébz(x et dans (Qp/oc Qp, on a : (%) = au et on a alors

o'l

YGaw = @



1. a.d.g.c.
I.1. Q*—a.d.g.c.

1.2, Algébre de Cenkl et Porter

1.3, T-a.d.g.c. et T(+l)-a.d.g.c.

1.1. Q*—a.d.g.c.

1.1.1. Définitions et conventiong

1) Un Q,module X est un Z-module muni d'une filtration :
X CXx Cc...Cx C...Cx
0 1 q

tel que pour tout g, Xq soit un Qq—module.

2) Soit M (resp. N) un Qp (resp. Qq)—module. Soit & = inf(p,q) et
L = sup(p,q). On note (M 8 N) le QL—module (et c'est ainsi qu'il sera toujours
considéré) :

M®8N=M®8 N
e,

3) Si X est un Q*—module, Xq sera toujours considéré comme @ -module.
q

4) Si X et Y sont deux Q*—modules, on note (X 8 Y) 1le Q*—module défini

par : (X®8Y) = } (X 8X)8Qq
r+s=q r s 4

5) Le gradué associé a un Q*—module X, noté gr X, est défini par :

q ~ q
gr X= & X ol X' =X .
420 q (Xq_] 8 Q)

6) Un @ -module X est dit libre si pour tout q : X et x?  sont des
* q

Qq—modules libres.

1.1.2. Exemple. On pose pour tout q : Xq = Qq.

Cela définit le Q*—module trivial, noté Q*. Son gradué associé est réduit

3 une seule composante

(gr Q) = (Q*)o = Z.

1.1.3. Définitions et notations

1) Un Q¥-modu1e gradué X est un Z-module gradué, X = @ Xp, muni pour
p20

tout p d'une filtration :
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WwcxPec...cxPc...c¥
0 1 q

faisant de Xp un Q*—module, et tel que :

= P
XO 4 et XO 0 pour p # O.

2) Nous noterons X , le @ -module gradué : X = @ xP .
q q — 1 50 4

Cela définit sur X wune filtration : XOC Xl C ...C Xq C ... X, qui en fait un

Q,-module. gr X est alors muni d'une bigraduation :

grx= o x% oz xP9- xg/ o
,q20 XX . 8Q)
Ps9 X-1 8 ¢

3) Un morphisme de Q*—modules gradués, f : X -+ Y, est un morphisme de

Z-modules gradués vérifiant : f(Xq)(: Yq. La restriction de f A Xq’

f : X > Y, est alors Q -linéaire.

q q q q

I.1.4. Notation. Si x € Xp, on note [x| = p son degré. si x e Xq et x ¢ Xq—l’

on note ||x|| = q son poids.

1.1.5. Définition. Une Q,-algébre gradufe commutative, en abrégé Q*—a.g.c. est une

L-a.g.c., A= @ Ap, munie pour tout p d'une filtration, qui en fait un Q*—module
ps0

. *
gradué, et qui vérifie : A:-A:,(: A

q+q

Le bigradué associé& 3 A, gr A, est alors muni canoniquement d'une multiplication :

'K

NS AT L AL L A

1.1.6. Définition. Un Q -module différentiel gradué X, est un @, module gradué, muni

d'une différentielle d de degré (+1), respectant la filtration, telle que

d: X > X, est @ -lindaire.
q q q

1.1.7. Notation. Dans toute la suite, si W désigne un Qq—module, nous noterons

* .
H (Xq ; W) l1'homologie du complexe de cochaines (Xq B W.

1.1.8. Définition. Une Q*-algébre différentielle graduée commutative, en abrégé
Q.-a.d.g.c., estune @ _-a.g.c. munie d'une différentielle de degré (+1), respectant
la filtration, et qui est une dérivation d'algébres. (c'est en particulier un Q*—module

différentiel)

1.1.9. Définitions :
* Un morphisme de Q*—modules différentiels gradués est un morphisme de
Q*—modules gradués commutant aux différentielles.
* Un morphisme de Q*—a.d.g.c. est 4 la fois un morphisme de Z~a.d.g.c. et

de Q*—modules différentiels gradués.
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1.1.10. Soit f : A - B, un morphisme de Q*-a.d.g.c. I1 induit pour tout q, un mor-—

phisme de Qq_modules gradués :
* * *
() :H@A)~>H@®B)
q q q”’
et pour tout qumodule, W un morphisme de Qq—modules gradués :
*
(£ )y

* *
t:H(A ; W)>H(B ;W
q ( q q ( q q)

q
. . . * *
Dans la suite, nous nous permettrons de noter ces applications par (fq) ou f
si aucune confusion n'est possible.
D'autre part, f induit un morphisme de Q. -a.g-c.
* * *
f : H (A) ~ H (B).

1.1.11. Définitions. Le Q*-module 0,, a une structure triviale de Q*—a.d.g.c.

¥ une augmentation de Q*—a.d.g.c., € : A~ Q. est un homomorphisme de Q*—a.d.g.c.

L'idéal d'augmentation de (A,e) est le noyau ker € , noté A.

* un morphisme £ : (A,e) > (A',e'), de Q*-a.d.g.c. augmentées, est un homomorphisme

de @ -a.d.g.c. vérifiant : £ e =g’ o f.

1.1,12. Définition. Soit un entier r > 1.
* Un Q¥—module gradué A est dit r-connexe si pour tout q :
. o
i) A" =0q..
q Qq
ii) pour tout p : O<p<gr : AP = o.

¥ Un Q¥-modu1e gradué différentiel A est dit r-c—connexe si
i) H(A) en tant que Q, ~module est r-connexe

ii) pour tout q : Hr+](A:) est un Qq-module libre.

1.1.13, Définition. Soit A et B deux Q,-a.g.c.. Le produit tensoriel de A et de

B, noté (A 8 B), est la Q,-a.g.c., dont la filtration est définie par :

t ]
weBP= T @ ea’)req.
L T s q
r+s=q
r'+s'=p
On vérifie que le produit tensoriel ainsi construit, correspond 3 la somme dans la
catégorie des Q,-a.g.c.. Le produit tensoriel de deux Q*-a.d.g.c. est la Q_-a.g.c.

produit tensoriel ainsi dé&finie, munie de la "différentielle produit" classique.

1.2. Algébre de Cenkl et Porter [C.P.I.B]
1.2.1. Soit IN le cube standard de RN

IN = {x = (x

1,...,xn) / 0 ¢ xi < 1}

une p-forme de poids ¢q sur IN est une forme différentielle :



. g dx % dx
Xpeees XX TR »
1 j 1 1 P )
ol {il-; s o ij} et {k] 5 e 3 kp} sont des sous—ensembles disjoints de

{1323 ...;N etod:

q = sup{OL1 § ewa B aj 3 Bl t 1§ e 3 Bp + 1}

N 3 ) 5 S il
Notons TS(I ) le Qq—module libre engendré par les p—formes de poids inférieur ou
égal a q.
La différentielle usuelle sur les formes s'étend en une Qq—différentielle
p+l

N N s . 2 o :
d : Tg(l ) > Tq (I'), et la multiplication des formes s'étend en une multiplication

P P P.,*p
iy er 2y A, g Po2ah.
9 %y 9™
T(IN) est munie d'une structure de Q*-a.d.g.c., libre en tant que @ -module,
puisque pour tout q, Tg(IN) est un Qq—module libre, et que Tp’q(IN) est le Qq-

module libre engendré par les formes de poids égal 3 q. [pf. l.l.l.]

A partir de cette Q*—a.d.g.c. standard, Cenkl et Porter construisent une Q*—a.d.g.c.
de formes différentielles pour tout complexe simplicial X, muni d'uns subdivision en

cubes non dégénérés.

1.2.2. Remarque. Tout simplexe standard admet une subdivision en cubes non dégénérés.

Par exemple :

1.2.3. Définition. w est une p—forme de X de poids inférieur ou égal & q, si w

i = P N . $ ot
associe 3 chaque N-cube F de X, un élément W(F), p-forme sur I de poids infé-
rieur ou égal 3 q, tel que pour toute face J de F, w(J) soit la restriction de
w(F) a la face J. L

TZ(X) est le Qq-module libre engendré par les p-formes de poids inférieur ou égal 2 q.
T(X) est une Q.-a.d.g.c., libre en tant que Q*—module.
Nous donnons les théorémes suivants, sous une forme plus générale que

celle de [C.P.I] (mais qui s'en déduit facilement), et tels qu'ils paraissent dans

[c.p.11.1.6.2].



- 9 -
1.2.4. Théoréme [C.P.I.4.1.] -

. . * . .
Pour q > 1, 1'intégration des formes, Iq : Tq(X) - C*(X 3 Qq), induit

pour tout Qq—module wq, un_isomorphisme :

*
(Iq)w

CENTN) 5 W) — HNX ;W) .
q q q q

Tout Qq—module wq étant un Qq_ -module, on en déduit

1

* . .
1.2.5. Corollaire. Pour q 3 1, 1'inclusion 1i Tq—l(x) - Tq(X) induit pour tout

Qq-module Wq, un isomorphisme :

L KKk . X % ]

1.2.6. Théoréme [C.P.I1.4.2.]

Soit W., W_ et W des R et -modules respectivement, oi o2 1
soit W,, W, et W, des qu qu_ Qq3 P q;
et q1+q2 < - Et soit o : W1 2] W2 > W3 une application de Z-modules. Alors le
z
diagramme :
P Py % A P1*P)
H (T (X); W])@H (T, (X) ; W2) H (T (X)) 5 W)
q] 4, Q3 3
* * *
(I_), 8@ ) (L )
q, W, q,°W, 1373
p p p.*p
H](X;W])@HZ(X;WZ) S — g ! 2(x;w3)

commute, oi A est l'application induite par le produit des formes et par 1'applica-

tion p, et oi U est le cup produit induit par p.

1.3. T-a.d.g.c. et T(+1)-a.d.g.c.

De méme que la cohomologie de toute Z-a.d.g.c. n'est pas 1'algébre de coho-
mologie d'un espace topologique (apparition des opérations de Steenrod, par exemple),
toute Q-a.d.g.c. n'est pas géométrique. Nous introduisons ici les T-a.d.g.c.

(T pour tame), qui refldtent la structure de tours de Postnikov de l'espace.

1.3.1. Notations. Soit k un entier positif ; nous noterons dans toute la suite
= + P . .
k = EEEJ ol [;] désigne la partie entiére.

Soit R, une suite de sous—anneaux : RO:: R, c...C Rk ..., telle que
pour tout k 20 : @_C Rk = ol k est un entier.

k k.
R est appelé systéme d'anneaux. Soit r wun entier supérieur ou &gal 3 3

(r 23). Nous supposerons dans toute la suite, la paire (r,R*) fixée.
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1.3.2. Définition. Soit (A,d) wun Q¥-modu1e différentiel (r-1)-c-connexe. (A,d)

= e o n : - . ’ .
vérifie la condition Tk’ si pour tout Rk+1—modu1e Wk+1, 1'application induite par

1'inclusion i : A > A_
k~1 k

W O I 0% v )

k—1 k k+1

est : - un isomorphisme pour £ £ n

~ un monomorphisme pour &£ = n+l
1.3.3. Définition. Soit (A,d) un Q*—module différentiel (r—1)-c-connexe. (A,d) est
un T, -module (resp. un Tk(+1)—modu1e) si pour tout p < k, il vérifie la condition
p+l
=)

P
T (resp.
P P

Explicitement :

-module si pour tout p £ k, et pour tout R__ _ -module

¥ (A,d) est unT p+1

k
¥ + +
* oo ta s cr™al s L)
S ptl S p+l
p-1 P
est un isomorphisme pour £ < p, et un monomorphisme pour £ = p+l.
¥ (A,d) est un Tk(+1)—module si : pour tout p < k, et pour tout

R -module W
ptl ptl

est un isomorphisme pour £ < p+l, et un monomorphisme pour £ = p+2.

1.3.4. Remarques :
1) Un Tk(+l)—module est un Tk-module.

2) la réciproque est fausse.

1.3.5. Définitions.
1) (A,d) est un T-module (resp. T(+1)-module) si c'est un Tk—module

(resp. Tk(+])—modu1e) pour tout k.
2) Une Qg -a.d.g.c. est une ’I‘k (resp. Tk(+1),T, T(+D)-a.d.g.c. si c'est un

T (resp. Tk(+1),T,T(+1))—modu1e.

k
1.3.6. Remarques.

1) 1'algébre de Cenkl et Porter est une T(+1)-a.d.g.c., propriété que 1'on
établit facilement & partir de [1.2.4.].
2) Une Q*-a.d.g.c. (r-1)-c-connexe n'est pas nécessairement une T-a.d.g.c.

Soit (A,d) une Q*—a.d.g.c. (r-1) connexe vérifiant
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AT =0 et AL = <x>-Q2 avec dx = 0.

~
1
]
=1
»o

En prenant k = 1, on a :
r, %
H (A1 5 R2) =0
et H (A2 5 Ry = [x'j-R2

(A,d) n'est &videmment pas une T,-a.d.g.c.

e P +
1.3.7. Proposition. Un @, -module libre A vérifie la condition TE (resp. Tk !

o e

, on a : pour tout £ < k

et seulement si, pour tout Rk+1—modu1e wk+1
(resp. £ € k+1) :

r+Z(A* .

Preuve :0n considére la suite exacte de @Q_-modules :

k
0+a% eq »a¥>a® kL0
k-1 k k
A étant Q*—libre, il s'ensuit par dé&finition que ces trois modules sont libres, et

on a alors, d'aprés (0.1.4), la suite exacte scindée :

* * k
0>a% ew »a¥ew >a%Few >0
k-1 k
et cela pour tout Q_-module W. En particulier si W est un Rk+l—modu1e.
.L'examen de la suite exacte longue d'homologie associde i cette suite permet alors
de conclure. B

1.3.8. Corollaire. gE_Q*—module libre A est un Tk—module (resp. Tk(+])~modu1e)

si et seulement si pour tout p < k, on a : pour tout Rp+1—modu1e Wp+1 et pour
tout £ ¢ P (resp. R g p+!) :

gttt *,p =
(A H wp+1) 0]
1.3.9. Théoréme de Kunneth : Soit A et B deux Tk—a.d.g.c. libres en tant que
Q*—modules. L'inclusion de ® -modules gradués : i : (A ® B) > A 2B ,

k-1 k-1 k-1 k-1
induit pour tout Rk—module Wk, 1'homomorphisme :

. r+
1* 2

s e su) > 1@ e 5w

k-1 k-1 k-1

qui est un isomorphisme pour £ < k et un monomorphisme pour £ = k+1.

Preuve : Soit Wk un Rk—module. Considérons la suite exacte :

0~ (A8 B) > A 2 B - I1~>0
k-1 k-1 k-1
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* *,q' )
ou I = 5 (A 4 g 0% g Q ), est un Q -module libre. On a alors la

q+q'>k-1 k-1 k-1

q,q'sk—l

suite exacte :

(153..7) 0~ (A ®B) @ W -~ A @ B W »I8W ~>0

B 5 ¥ k1 * k
Filtrons (I ® Wk) de la maniére suivante :
= 4 *,q *,q'
F.(Iew) ) (A7 e B & W)

q+q'<i

: . : o _
on obtient une suite spectrale d'homologie dont le terme E est donné par :

* ]
22 = 7 a5l 8%Y gw)t
% i k
q+q'=i

Cette suite spectrale a son support dans la partie hachurée du schéma suivant :

1 "
Le terme E est donné par :

2 * * '
P S M CRSF of¢ ol )
i,=-% G k
q*q =1
¥ Si g=0 ou q' =0, il est évident que :
L *,q * %,q' -
H (A" ; H (B X wk)) =0 pour £ < k+l

¥ Si q#0 et q' # 0, on a d'aprés (1.3.7) :

1

' -
H*(A2 o4 % H*(B*’q s Wk)) =0 pour &' < u+r oi q=u

pour Q" g v+r oi q' = v

il
o

" * ]
et @Y ;W)
4
et on vérifie facilement que :
¥ 1
n¥a*9 ; w*@E*? W) =0 pour % ¢ k+l.

En conclusion, E; i = O pour ¢ < k+l, d'oi H (I © wk) = 0, pour & g k+l.
b

L'examen de la suite exacte longue d'homologie associée & (1.3.7) permet de conclure. |
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1.3.10. Corollaire. Soit A et B deux T-a.d.g.c libres en tant que Q*—modules.

Pour tout k et pour tout Rk—module W , l'inclusion naturelle

k’
i:(A@®B) ~A 8B R
k-1 k-1 k-1
induit un homomorphisme :
X +% *
i HT(aeB)___ s w) > [H(a__ 8B wk)]“g

k-1 k=1 k-1

qui est un isomorphisme pour 2 £ k, et un monomorphisme pour £ = k+l.
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T1. MODELES.
2.1. KS-complexes
2.2. KS—extensions.
2.3. Modéles.
2.4, Lemme principal.
2.5. Construction d'un KS-modéle.

2.1, KS-complexes.
2.1.1. @ -a.g.c. librement engendrée par un Z-module bigradué.

Soit Xx= ® X% un Z-module libre bigradué.
P,Q>O

La Z-a.g.c. librement engendrée par X, notée AX est alors naturellement munie d'une

bigraduation induite par celle de X.

L pour q =0

Ax= 8 0P telle que : ([\X)O’q
P»9q30

0 pour q # 0
et (AX)p'O =0 pour p # O.

Notons : (AX)m = ¢ X% et posons :
ggm

(A-*X)m = (AX)m 9 Qm.

Ceci définit une @ -a.g.c. notée A X, libre en tant que @ -module.
* *. 4

L'a.g.c. A*X vérifie la propriété universelle suivante : étant donné un homomor-
phisme Z-lin8aire, f: X> A, of A est une Q,-a.g.c. et tel que ¥ vérifie

* * . s . .
@(X ,q) C Aq’ alors i se prolonge de maniére unique en un homomorphisme de

-~

Q,-a.g.c., f, rendant commutatif le diagramme suivant :



)

A X
A*X est un objet libre dans la catégorie des Q,a.g.c.. Par abus de langage, et

puisque nous ne considérerons pas d'autres objets libres, nous dirons dans la suite

que A X estla Q,-a.g.c. libre engendrée par X.

2.1.2. Soit maintenant A une Q,-a.g.c. augmentée par €.
Soit A = ker € et QA = A/AA. La filtration de A induit sur QA une

filtration :

A) = A - -
Q )q q ® (A.*A. 8 @ )
4 g 1] q
1=4
QA est alors un Q*—module gradué dont le bigradué associé est noté :

= Psq
GA= 86 Q7 A = gr(Qa) (ef 2.3:3:)
p>0
q>0
GA est le terme EO de la suite spectrale associée a la filtration naturelle de
QA, en tant que Q*—module. Les termes E] et E_ de cette suite spectrale sont :

E, = H(CA,Gd) et E_ = H(QA,Qd)

2.1.3. Si on considére A = A*X, 1'a.g.c. librement engendrée par le Z-module libre

bigradué X = 8 Xp,q, A est canoniquement augmentée, et munie d'une filtration

P,9>0
suivant la longueur des mots en X, définie par :

P _ (2P
(Ag X)m (A x)m R

¥*
Alors : (QA) = (AZJX/AZZX) Yx 8qQ ;o0 X = © X"
p * 5/ Tp P P P o
P
QP9 - xP:9 g e,
P>q p+1
d) % X ] > X 2]
Q(d) Q . Q
c@) : %@ q »xP*hd g .
q q
2.1.4. Notons 1 1la projection:
GA N ker(Gd) —— H(GA,Gd)

-]
Alors n [Tor(H(GA,Gd))] est un Q*—sous—module gradué de GA N ker(Gd).
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2.1.5. Définition. Une Q*—a.d.g.c. (r—l)-annexe (A*X,d), libre en tant qu'a.g.c au
sens de (2.1.1) est un KS-complexe s'il existe une décomposition en somme directe
X=Y® Z, telle que :
i)y Y98 0 - (' [Tor (u(ca,cay)]HP>9

s . r+k r+k, k-2

+ -
ii) X" =0 si sS<r et X =Y r+k, k-1

6 Z
iii) Il existe une base bihomogéne de X, respectant cette décomposition, et
L +k+ +k+ .
un ordre I sur les générateurs de 'al ], tel que : pour tout v; € ' k 1, il
. +k
existe Zi € z* , tel que :
Qd(z.) = £, y. + ) . ..
1 171 j<i 1,3 1

od les f, ., et £, sont des éléments de § , et ol fi # 0.

ol k-1

2.1.6. Remarque. Pour un KS-complexe, on a :

Qd = Gd
Et plus précisément :
Q(d)(Yr+k’k_2) -0
k-1 + -
Q(d)(Zr+k’k ]) C Yr k+1,k-1 .

En particulier, la suite spectrale décrite en (2.1.2) dégéndre au niveau El

2.1.7. Lemme. Soit A = (A*X) un KS-complexe, et § un élément décomposable de A.

Si |9 < k+r+l alors ||Q]] < k-1.

Preuve : Il suffit de démontrer la propriété pour un mondme (x]...xn) ol

n » 2. Supposons donc que |x1...xn| < k+r+l. Ecrivons |xi| = ki+r. De :
n
+ +r+
(izl ki) nr g k+r+l

On déduit : n
1 x]...xnll = 'Z] |]xi||

en utilisant le fait que r > 3. B

2.1.8. Remarque. Pour un KS-complexe, tout élément de degré inférieur ou &gal 2 (k+r)

est de poids inférieur ou égal 34 k-1 (par définition pour les générateurs, et par
le lemme (2.1.7) pour les &léments décomposables). _

; + < <k+
Il s'ensuit que 2Ask Te Q_ = A_k+r , et donc, pour tout k > 0 : A kr,k 0.

k-1 k k
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D'aprés (1.3.8), nous obtenons

2.1.9. Proposition. Tout KS-complexe est une T-a.d.g.c.

2.1.10. Filtration en tours d'un KS-complexe.

(k)

r+k+1

Soit A = A*X un KS—complexe. Notons A = A*(X t+k ey ). D'apreés

k
(2.1.6), A( ) est une sous—Q‘—a.d.g.c. de A. C'est &videmment un KS-complexe, de

méme gue pour A/A(k) A(k)

. La Q’—a.d.g.c. est en fait la plus petite sous
Q*—a.d.g.c. de A, libre en tant que Q*~modu1e, engendrée par les générateurs de
degré inférieur ou égal a (r+k).

On a les inclusions suivantes qui peuvent &tre strictes :

r+k+1

r+k (k) c A*(XS ).

<
A*(X Y A

La filtration en tours de A est la filtration en sous Q*—a.d.g.c. libres :

ROPENE k)

C A c...C A( C ...CA

Pour tout k, la Q*—a.d.g.c. A(k)

est une T-a.d.g.c ; elle vérifie donc pour tout
p, la condition Tg. Nous allons &tablir une propriété supplémentaire pour cette

Q*—algébre.

(k)

2.1.11. Propriété. A vérifie la condition T§+], pour tout p 3 k.

(k))sr+p+1 (k)

Preuve : Soit p > k. Considérons (A P Tout générateur de A

est de poids inférieure ou égal 3 k-1, donc inférieur ou &gal 3 p-1. Soit § wun

(x)

élément décomposable de A de degré inférieur ou &gal & (r+p+l1). D'aprés
(2.1.7.), Q est de poids inférieur ou &gal 3 p-1.

() &r4pel,p _

On en conclut que : (A et la condition de la proposition (1.3.7)

est alors trivialement réalisée. M

2.2. KS-EXTENSIONS.

2.2.1, Définition. Soit (B,dB,e) une Q*—a.d.g.c. augmentée (r-1)-c-connexe. Une
KS-extension est une suite de morphismes de Q*—a.d.g.c.

® : (B4~ (B0 u,0—= 0,3

oi M est un KS-complexe.

Dans ce cas, on dira que (B ® M,d) est un B-KS-complexe.

<8l (M,d) une suite de morphismes

2.2.2. Lemme. Soit (B,dy) Ll (36Md

éf. Q*—a.d.g.c., (r~1)-c-connexes.

Si (B,dB) et (M,a) sont des Tk~a.d.g.c., libres en tant que Q*—modules, alors

(B 8 M,d) est une Tk—a.d.g.c.
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Preuve : Remarquons tout d'abord que si B et M sont libres en tant

que Q*~modu1es, il en est de méme de (B ® M). Il s'agit donc de démontrer d'aprés

(1.3.8) que : pour tout p g k et pour tout R .

o J—module, wp+1, on a :

2« *,P . =
H™((B 8 M) H Wp+]) 0 pour £ < p+l.

e . *,p . i
Notons I 1le complexe différentiel (B @ M) »P 2] wp+1, et filtrons I de la maniére
suivante : (filtration suivant le poids basique).

% q' PN
F (= ) 891 g P9 gy
q ‘ pt

q'3q :

Le terme Eo’ de la suite spectrale associée 3 cette filtration est

¥ * -
Eq,ﬁ = 35l M*P gy )2
[¢) p+l

Cette suite spectrale de cohomologie a son support dans la partie hachur&e du schéma

suivant :

=

NN\

D'autre part :

IS I N R . 3 OB
E;?7 = HYB s H M ; wp+1))

* (B’dB) étant une Tk—a.d.g.c, pour tout q € k, on a d'aprés (1.3.7)

LA - _
w0l P W) =0 pour L' gwr  avee u=q.
u pouvant &tre choisi comme un entier pair si q # 0. Et de méme pour (M,a),
pour tout ¢q tel que (E—q) < k et pour tout WP*J’ Rp+]—module, nous avons :

1" iy
* — — —
H% o P ; Wp+]) =0 pour /" g vir avec v = p—q

v pouvant &tre choisi comme un entier pair si g # E.
' " -
* Ecrivons E?’Q = & (H(BQ 4 HQ (M*,P‘q . W

QL 4QM=g > Tp+l
que si g =0 ou q = ;, on a :

)). Il est évident

g3 - o

1 pour 2 & pt+r.
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gt - o

h si & = 274" g utr+v+r.

Etant donné le choix de u et de v, on montre facilement que :

ptr g utrtvir

Eq,2

= 0 si & g p+r, dans tous les cas. B

D'old

2.2.3. Corollaire. Soit (B,dB)‘; (B & M,d) €81, (M,a) une suite de morphismes

de Q*—a.d.g.c., libres en tant que Q*—;nodules et (r-1) c-connexes, od _ € _est

1'augmentation de B.

5i (B,d,) et (M,a) sont des T-a.d.g.c., il en est de méme pour (B © M,d).

2.2.4, Corollaire. Soit (B,dB) (SN (B ® M,d) g8l | (M,d) une KS—extension.

Si (B,dB) est une T-a.d.g.c., Q*—libre en tant que Q*—module, il en est de méme

pour (B & M,d).

Preuve : Claire d'aprés (2.1.9) et (2.2.3)..

Nous aurons besoin par la suite, d'une autre propriété des KS—extensions.
Comme elle est de méme nature que la proposition (2.2.4), nous préférons 1'insérer

dans ce chapitre.

2.2.5. Lemme. Soit (B,dB)C—l—r (B & M,d) €8l (M,:l) une suite de morphismes de

T-a.d.g.c., libres en tant que Q*—modules, oli € est 1l'augmentation de B.

S§i B est une Tk(+l)—a.d.g.c. et si M vérifie la condition TEH, alors (B ® M)
k+1

vérifie la condition '1‘k

Preuve : La démonstration est la réplique exacte de celle du lemme (2.2.2),

limitée au cas p = k, et "rehauss&e'" d'un degré. ]

2.2.6. Corollaire. Soit (B,d )‘—1——> (B 8 M,d) 8l (M,E) une KS-extension, oii

B est une T(+l)-a.d.g.c., libre en tant que Q*-module.

Alors, pour tout k > 0, et pour tout p 2 k, on a :

(k)

) +
B8O M vérifie la condition Tg 1 .

Preuve : C'est une conséquence immédiate de (2.1.11) et (2.2.5). a

2.3. KS-MODELE D'UN HOMOMORPHISME DE Q*—A. D.G.C.

2.3.1. Soit 1 : (B,d)) ~ (A,dA) un homomorphisme de Q*-a.d.g.c., (r-1) c-connexes.
Soit E : (B,dB)"—‘i—> (B & M,d) €68l (M,d) une extension oi M est muni d'une

. . _ (0) (k)

filtration en sous Q, a.d.g.c., M c ... CM C...CM et

p: (B ®Md + (A,dA) un homomorphisme de @Q_-a.d.g.c. tel que : pi = n. En par-

*
ticulier, pour tout k, nous avons le diagramme commutatif :



<= 90 =

(A,d))
¥
(k) LiILLE
: 9
i k €81 =
(B,dB) «r . @8 m( ),d) ————— (M)
ot la ligne du bas est une extension E(k).(Dans la suite, nous omettrons souvent

1'indice (k) afin de ne pas alourdir les notations. )

2.3.2. Définitions.
T —_ n . B
1) p vérifie la condition Hk’ si pour tout Rk module Wk,
®y __swyerte s w
k=1 k-1

* +
o N (B ew
est : — un isomorphisme si £ < n

- un monomorphisme si & = n+l.

2) p vérifie la condition Hk s'il vérifie la condition Hg pour
tout p < k.

On dit alors que (E,pP) est un k-modéle de n. En résumé :

(E,p) est un k-modéle de n si : pour tout p < k, et pour tout
R _-module W :
P P
* +
Sowttaen®) s wyswta s w)
p-1 P p-1 P
est : - un isomorphisme pour £ £ p Z
- un monomorphisme pour £ = p+l. ‘
3) (E,p) est un modéle de n si la condition Hk est vérifiée

pour tout k.

4) Un k-modéle (resp. un modéle) de 1'inclusion canonique

(Q*,O)k+ (A,dA) est un k-modéle (resp. un modéle) de la Q‘—a.d.g.c. (A,dA).

5) Si M est un KS-complexe, et si muni de sa filtration naturelle en
tours, (cf. 2.1.10), (E, p) est un k-modé&le (resp. mod&le), nous dirons que (E,p)
est un k-KS-modéle (resp. KS-modéle).

2.3.3. Remarque. La condition H; utilise la filtration de M en sous Q -a.d.g.c.

Afin de démontrer 1'existence d'un KS-modéle, pour une certaine catégorie

de morphismes (Théoreme 2.5.2), nous devons établir quelques résultats préliminaires.

2.3.4. Proposition. Si (A,dA) et (B,dB) sont des T-a.d.g.c., les propositions

suivantes sont équivalentes :
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a) p est un k-KS-modéle.

b) p est un (k-1)-KS-modéle ; et pour tout Rk—module wk,
e en®y W) — e W)
k-1 k-1
est : - un isomorphisme pour £ =k

- un monomorphisme pour £ = k+l1.

Preuve : Sans hypothéses sur A et B, a) entralne b). Etablissons
la réciproque.
Supposons que p est un (k-1)-moddle. Pour montrer que p est un k-KS-modéle, il suffit
P oo k
alors de montrer que p vérifie la condition Hk.

M é&tant un KS-complexe, on a (cf. 2.1.8.)

gk4r -1 <k+r-1
(B@M(k_l)) = (B@M(k))

k-2 k-2

Pour tout Rk—module Wk, on a le diagramme commutatif :

@ e ) ]
k-2

*
)
.35 B een™) 5w 2 A 5w ]
k-2 -
K] x|
iz N i,|=
T+, (k) (05 reg
E YIRS W ) LA LN
k-1 k-1
Si 2 < k-1,
i* est un isomorphisme puisque A est une T-a.d.g.c. B é&tant une T-a.d.g.c, il

2
en est de méme de B @ M

() d'aprés (2.1.9) et (2.2.3). Il s'ensuit que iT est un

isomorphisme. (p*)1 est un isomorphisme puisque p est un (k-1)-modéle.
I1 s'ensuit que (p*)2 et (p*)3 sont des isomorphismes. On a donc, pour tout
£ € k-1 et pour tout Rk—module W, , 1'isomorphisme :

k
* (k)

p Hr+2[(B 8 M L

r+
s W] B A W)
k-1 k-1
Si on suppose, en outre que cette fléche est un isomorphisme pour £ = k
et un monomorphisme pour & = k+l, et ceci pour tout Rk—module W, , alors p vérifie

Kk k
la condition Hk. [ ]
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2.3.6. Proposition. Supposons’ A et B libres en tant que Q*—modules. Si B est

une T(+1)-a.d.g.c.,

A une T-a.d.g.c., et si

P

est un (k-1)-KS-modéle, alors, pour

tout -module Wk :
* - +
o w M e ™y Wl L ; W]
k-1
est un monomorphisme.
Preuve : On a le diagramme commutatif suivant
*
- - )
Hr+kL(B 8 M(k l)) ; “&] 1 Hr+k(A ; wk)
k-2 k-2
(2.3.7) itz %
1 1
2
*
4k (k-1) (e, ok
H [(BBM W] (a__ ;W)
k-1 k-1
N . ¥ . . . (k-1) PP . k
ol : i est un isomorphisme puisque B 8 M vérifie la condition Tk—l

d'aprés (2.2.6).

Lk
)

*
I'd
\D)]

est un monomorphisme puisque A

est un monomorphisme puisque

Y

est une T-a.d.g.c. et

est un (k-1)-modéle, d'oii la proposition.l

2.3.8. Commentaire. Les propositions (2.3.4) et (2.3.6) indiquent que lorsqu'on a réa-

] . . sz - k-1
1isé un (k-1)-KS-modéle, et domc en particulier, réalisé la condition Hk—l’ portant

sur le poids

W .

pour tout Rk—module "

k-2 , on hérite de cette réalisation au poids

k-1 ; et cela, &videmment

2.4. Lemme principal. Le processus de construction du KS-modé&le du théoréme (2.5.2),

se fera suivant une récurrence ; on supposera avoir construit un (k-1)-KS-modéle,et

pour avoir un k-mod&le, il suffira d'aprés (2.3.4) de réaliser la condition suivante :

Pour tout Rk-module

o* H Hr+2

est

Wk,

((B 9 M

~ un isomorphisme pour &

- un monomorphisme pour

(k)
k-1

k
2 = k+l.

SR DL

Ya

Le but de ce lemme est d'établir des conditions plus "maniables", équivalentes 3 ces

deux conditions.

Pour tout ce paragraphe, soit

R
QP

fixé et

p

H

M > A, un morphisme de

R-modules gradués libres différentiels & cohomologie de type fini (en chaque degré,

ta cohorologie est finiment engendrfe en tant que R-module).
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2.4.1, Lemme d'isomorphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes

a) pour tout R-module W :

* + +k . )
o e k(M 5 W) ~»> u (A 3 W) est un isomorphisme.

b) 1) p* : Hr+k(M) -> Hr+k(A) est un isomorphisme

+ . .
ii) (Tor p)* : Tor(Hr k+I(M)) > Tor(Hr+k+1(A)) est un isomorphisme.

Preuve : Considérons le diagramme commutatif suivant :

i ]
+
0> 1% e w — 17w ;W) — B Tort@ T )W) > 0

* * *
p el Oy (Tor p)

. 4
i
S %G s W) —2 Tort @ )W > 0

0> a0 6w

* b) entraine a) : si i) et ii) sont réalisées, on a un isomorphisme pour les
fléches extr@mes puisque !
~ d'une part, la tensorisation par W préserve 1'isomorphisme.
~ d'autre part, le foncteur Tor(-,W) ne dépend que des sous-modules de
torsion.

Le lemme des cing permet alors de conclure.

% a) entraine b) : Il est clair que i) est réalisée (il suffit de prendre W = R).

i) étant réalisée, pour tout R-module W, p* ® 1, du diagramme précédent, est un
isomorphisme. (p); étant un isomorphisme, on en dé&duit : pour tout R-module W,
(Tor p); est un isomorphisme.

Ecrivons Tor(2* ') = R/a R ® ... 8 R/ag R

Tor @ ¥+ 4y = R/B, R ® ... @R/E R

Soit Y = ppcm (al;uz; e ;an; Bl; ves ;Bm). On a alors le diagramme commutatif

+k+ +k+
Tort @  ag,rivR) Y Tor@™ an)
n * *
= | (Tor p)R/YR (Tor p)
+k+1 +k+1
o @ @Ry F Tor@™ )
.d'oii 1'on déduit ii). B
2.4.2. Lemme de monomorphisme : conditions et notations.
Nous nous plagons dans les conditions du lemme précédent : p* induit un

isomorphisme en degré (r+k), et ceci & coefficients dans tout R-module W.
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Considérons le diagramme suivant :

i
+k+
o -+ gy ew — s v W — Tt @ P, >0
* *
(2.4.3) p 8l Pu
i
o - Hr+k+](A) oW —bB Hr+k+l(A ;W)

Supposons que ¢ 8 | soit injective j; on a alors le diagramme :

i

0+ Hr+k+1(M)8W‘-———AL—~—~+ r+k+1(n’w) N TorR(Hr+k+2(M);w) .+ 0
o O
(2.4.4) u w
i,0(p 81)
<2 O
0 » B  anew —A——Ts BT gy - g - @ (A§w%:+k+] 0
M)ew
(2.4.5) Proposition. Les conditions suivantes sont &quivalentes :
a) pour tout R-module W,
* : Hr+k+l(M s W) » Hr+k+](A 3 W) est un monomorphisme.
b) 1) p* : Hr+k+l(M) > Hr+k+l(A) est un monomorphisme.
ii) le conoyau de 1l'application ci-dessus est sans torsiom.
iii) pour tout R-module W,
5; : Tor R( r+k+2(M.) ; W) > E;+k+], est un monomorphisme.

Preuve : a) entralne b).

. * . .
Si Py du diagramme (2.4.3) est un monomorphisme pour tout R-module W, c'est en
particulier vrai pour W = R, ce qui donne i). On a alors la suite exacte suivante :

*
4
0> ¥ ay —2 o 5T ) 5 coker pF > 0.

D'aprés (0.1.4), (2.4.1. b) ii), la suite précédente donne la suite exacte suivante :

0 + Tor(coker o~ ; W) ~ B ) @ wi—ei» Y 4y 8 W+ coker(p™) 8 W 0

Dans le diagramme (2.4. 3), le monomorphisme de pw, entraine celui de p 8 1.
On en déduit que coker (p ) est sans torsion (condition ii).

il est alors possible d'dcrire le diagramme (2.4.4), et une simple 'chasse" dans
fle diagramme permet d'obtenir iii).
b) entrafne a) : Réciproquement, si on a les conditions i) et ii), nous pouvons
Bcrire le diagramme (2.4.4), et si on a iii), une simple 'chasse" permet de conclure

flue est injective.

*
Py
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) +k+2
2.4.6. Ecrivons Tor(8 ¥*2qn)) = R/, R® ... 8 R/a_R ofi les a; sont des

R-entiers tels que : a. divise ocj 51 d&9s

.

2.4.7. Proposition. Les conditions suivantes sont &quivalentes

—% +
a) Pour tout R-module W, oy TorR(Hr k+2(M) 3 W) > E§+k+] , est un
monomorphisme.
—% r+k+2 r+k+1 :
b) pR/a R : Tor (H (M),R/otn R) ~ ER/a R’ est un monomorphisme.
n n
Preuve : a) entraine b) : Evident.
b) entraine a). Supposons que Bz/an g ° TorR(Hr+k+2(M),R/0Ln R) - E;7Z:1R
soit injective.
11 suffit de démontrer a) pour tout R-module, W = R/p R.
Si p est premier avec o TorR(Hr+k+2(M), R/anR) = 0, et la condition est
trivialement réalisée.
pour p non premier avec o, mous allons distinguer deux cas
ler cas : p est diviseur de a,
Otn = qP-
On a alors le diagramme commutatif suivant :
k e
E
R/p R ER/oc R
¥ n
QRM / 1
+k+ ideq +k+2
Tor (8552 () ;R/p R) Tor (8 () sR/0_ B
+k+1 r+k+1
B v/ B B iR, B
iy
+k+ ideq +k+1
2 r/p R) > B (M 3 R/a R)
[ 1
+
Hr+k+1(M) ® R/p R L ou k+l(M)8R/an B

id®q +
20 e RIpR——— & H k2 @ R/a_ R
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. r+k+2 P ve : _
Soit [x] € Tor(H (M) ; R/p R). On en dé&duit qu'il existe y tel que dy = px.

On définit ainsi une section de jl par o : [x] + [y], (voir 0.1.6).

(id 8 1) [y] = [ay].
On a alors : d(dqy) = q px = o x d'od jz[ﬂy] = [x] et

(J, o (1d 8 a) o 0)[x] = [

Donc : 1id ® q = id.
*
R/p R

Soit maintenant Bﬂ € ker 5 :
—% N
[x] € ker pR/OLnR’ d'oi [x] = 0.

, cela implique :

28me cas : p quelconque, non premier avec o - Soit q = pgcd(p,an) # 1.

Ecrivons :

p=0p'q
o = a'q.

r+k+2

Soit [xﬂ € Tor(H (M) , R/p R). Donc : [qx] = 0. Il existe donc y tel que

dy = qx et on a alors

d(p'y) = px.

Si [x] € ker BE/P R p®'Y) = p + dt + plc) ol N et t sont des &léments de
A, et ¢ un cycle de A.

p(e) =7 (p(y)-qQ) - dt

d'ol -
o' le] = o'[o(y) - qf]

Le coker de (p¥)r+k+1 étant sans torsion, il s'ensuit que : il existe

c' € Hr+k+](M) tel que : p(c') = p(y) - q0 + dt'

p(y) = q@ - dt' + p(c’)
- * P . . . A N
d'ol pR/q R Ei] = 0. q étant un diviseur de s il s'ensuit que [x] = 0, d'aprés

le ler cas. B

2.4.9. Résumant les résultats de (2.4.1), (2.4.5) et (2.4.7), les conditions suivan-

tes sont équivalentes :
*¥ pour tout R-module W :

* + . .
o H k(M ; W) - Hr+k(A ; W) est un isomorphisme.

+k+ +k+ .
p;'E : Hr k ](M s W) ~ Hr k ](A s W) est un monomorphisme.

+ . .
* 1) p* : Hr+k(M) > H k(A) est un isomorphisme
+ . +k+ . .
ii) Tor p* : Torsion Hr+k I(M) > torsion H' k ](A) est un isomorphisme
+ : .
iii) p* . Hr+k+l(M) > Hr+k ](A) est un monomorphisme.

iv) le cocker de l'application ci-dessus est sans torsion
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R r+k+2 r+k+1

: Tor (H M), R/O,n R) » ER/an R est un monomorphisme.

%
V) pR/an R

En remarquant que iv) jointe & iii) entrafnent ii), nous pouvons &noncer :

2.4.10. Lemme principal. Les conditions suivantes sont équivalentes

i) Pour tout R-~module W :

* +k +k P P
o 3 Hr M ; W) ~> " (A ; W) est un isomorphisme

* +k+
s w1 k 1(M 3 W) ~> Hr+k+](A s W) est un monomorphisme.
.. * +k+ + :
in) &) p & Hr 1(M) - Hr k+1(A) est un monomorphisme
* +
b) p : Hr k(M) > Hr+k(A) est un isomorphisme
* +k+ +k+
c) Tor(coker(p® : B¢ an » ¥ Wy = 0
= R, r+k+2 r+k+1 :
d) pR/an R Tor (H (M),R/an R) -~ ER/an R * est un monomorphisme.

2.5. CONSTRUCTION DU KS-MODELE D'UN MORPHISME DE Q*-a.d.g.c.

2.5.1. Définition. Une Q*—a.d.g.c. A est dite 3 cohomologie de type fini si pour

™
tout p 0 : H (A:) est un Qp—module gradué de type fini.

2.5.2. Théoréme. Soit B une T(+1)-a.d.g.c. et A une T-a.d.g.c. libres en tant que

Q,-module, et 3 cohomologie de type fini. Soit 1 : B+ A un morphisme de

Q*-a.d.g.c. tel que : pour tout Ro—module WO,

* i r
r.wo. H (B, ; wo) - H (AJ 5 WO)

est un monomorphisme.

Alors 1 admet un KS-modéle.

2.5.3. Plan de la construction.

La construction du modéle se fera suivant une récurrence, de la maniére
suivante :
On suppose avoir construit un (k—1)-modéle:

(k-1)

p: (BB M ,d) > (A,d,)

ol M(k-l) est un KS-complexe finiment engendré.

M(k), puis de prolonger p a B ® M(k) de telle

I1 s'agira alors de construire
maniére qu'il satisfasse la condition Hi. La proposition (2.3.4) nous assure alors
qu'il suffit de réaliser une condition d'isomorphisme en degré (r+k), et une con-—
dition de monomorphisme en degré (r+k+1).

Le pas inductif qui consiste & réaliser ces deux derniéres conditions, repose sur
le lemme principal (2.4.10).

Nous réaliserons les conditions a) b) c) et d) de (2.4.10) dans cet ordre.

D'autre part, le cas k = 0, se traitantde la méme maniére que le cas général nous
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en déduirons 1'existence d'un KS-modé&le p: (B®M, d) > (A,dA), pour n..

Enfin, nous réaliserons ces conditions en tenant compte de "l'héritage" de (2.3.6)

Pour tout Rk—module wk,

(38 M k

W) > wr (A__ ;W)
k-1 k-1

* . Hr+k( (k-1)

p

est un monomorphisme.

2.5.4. Normalisation. Soit A et B deux Q*-a.d.g.c.. Soit q » p et

alsenes @) e(Ap e Qq)
et
Opseces O e(Bp e Qq.)
Soit N 1le plus petit entier tel que pour tout i : 1 gign: N a; € Ap et
pour tout j : 1l g j<€mz: N uj € B .

On dira que la famille {Na,K ; ... ; Nan H Na] R Nam} est la famille normalisée

1
a p de {al S oeee 3 an : al S eee 3 um}. Remarquons que N est inversible dans Qq.

2.5.5. Supposons avoir construit un (k-1)-modéle p : (B 8 M(k_l)

ol M(k_J)

’d) - (A’dA)’ de 0,

est un KS-complexe finiment engendré.

2.5.6. Réalisation de a). Considé&rons

r+k+1

) 3R] +H (A 3 R))
k_—TRk] = Tk

k-1

r+k+1

ker(p* : H [(B 2] M(k_l)

*
Notdns (ker p ) cet espace.

. *
* Ecrivons : Tor(ker p ) = [aI] RE/// @ ....0 [a ]Rk oi les p,
JIARES "/ Palol R '

sont des Rk—entiers tels que p, divise pj si 1€ 3 ; et ol les a;, sont des

i
cocycles de B ® M(k'l) ® R,

I1 existe alors pour chaque i, un élément bi de B @ M(k—l)
H. de A Q tels que :
. k=1 e

] Rk et un &lément

dbi = pia. et (bi) = dpi.

En normalisant la famille {ai 3 bi H Ui} a2 k-1, on ne modifie pas les deux rela-
tions précédentes et on conserve une écriture analogue en somme directe pour

* s
Tor(ker p ). Ainsi, nous pouvons supposer que :

(k-1)

a,,b. ¢ (B M ) et U, € A
p e 1 oy 1 T

Par suite : (p(bi)_piui) est un cocycle de A

2.5.7. Lemme. . La famille ([b(bi)—piui])i-l p° &St une famille libre du

(k-1) "
) 3 R) > H (A s R
k-1 2 k-1 g

R -module : COker[p* : Hr+k((B eM
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Preuve : Soit R € (A 2] Rk) et g ,...,8 5 des éléments non nuls de
k=1 : B
Rk tels que :

g =g (p(b)-pu,) *+ ... * gn[p(b.)_p_uj + p(c)
! 1 11 n nn
ou (l,i,...,ﬁ)t+ (1,2... ,m) est une application strictement croissante, et ol

[c] e B¢ 8 u&D

)_;Rk)-

k-1
On peut toujours se ramener au cas ol Bpseees8y sont des entiers, et avoir une

relation analogue. Supposons donc, que, gl,...,gn, sont des entiers. Soit £ le

. % s
plus grand entier tel que (p.) divise g],gz,...,gn. On a :
1

g = (p,)l[(g'l[p(b,)—p.u.] o4 g;[o(b.)'P,u.]] + p(e)
1 1 i n nn

Nous allons utiliser le fait que :
* +k k-1 +k
oF - w3 o uTD) s W] - HT (A5 W)
k-1 k-1
est un monomorphisme pour tout Rk-module wk.

(k-1)

En particulier, premons W = Rk ; alors dans (B 8 M ) 8w :
(p )2+l - s
3 k

d(g] bi e tg b, ) = g, p, 2 ... tg P, A = 0

n 1 i n n
p(c) + p(g, b, + ... + g b)) =dB. :
n
On a donc :
c+g b +...+g b =(p )2+1 L + dL'
1 e n D
1 n 1

et en différentiant :
+1
gy P, 8, * e tg P 8, = (p,) dL
n
i R | n n 1

¥
En divisant par (p_)2 ! , on obtient :
1

o

n
gl a +...+¢g a, = dL.
1 1 noP n

—

c ‘ * Yol 8
De la décomposition en somme directe de Tor(ker p ), on déduit alors : g;,...,g;

sont des multiples de p_, ce qui par définition des gi entraine qu'ils sont tous

nuls.. 1

2.5.8. D'aprés (2.5.6), [p(bi)—piui] est une classe libre de Hr+k(A : Rk)'

k=1
Soit Ni le plus grand Rk—entier tel que 1'on puisse écrire :

= & k+1
[p(bi)—pip;] = NiLei] , ol [Gi] e HEHF (

A = Js
=k

Remarquons que [Sil est un &lément de :
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k

s R)— H ;RO
ook ok

coker[p* H Hr+k((B 2] M(kn]))

2.5.9. Lemme. Pour tout i, Ni est premier avec pi.

Preuve : Nous allons utiliser le fait que, pour tout Rk—module W,

C
p* . Hr+k (k-1)

+k
[(Beo M ) s W] > B ;W)
k-1 k-1
est un monomorphisme.

. ~ ) ~ ) (k-1)
Soit q = pgcd(Ni H pi) et W= Rk/q R ; alors dans (B @ M

)y 8w
k-1

d(pg) =p; 3; =0

p[bi] = [N]'_ ei * P U'i:l = [O]

. k—
Il existe donc E, E' € (B ® M( I)) 8 R tels que :
k-1
dE' = b, + q E
p i
ol - = - i it R -enti

d'od : dbi q dE P ai et dE P a,. Comme 1 est le plus petit Rk entier
tel que 12 ai] = 0, on en conclut que q = 1.8

2.5.10. Ni &tant premier avec P> i1 existe u, et v, tels que :
u. N. + v, p. = 1.
i’ iPi

D'autre part, on peut toujours supposer que pour tout i la famille
{ai H bi 3y ei} est normalisée & k-1, sans changer les relatioms et les données

précédentes.

2.5.11. Créons alors : x, 3 ... 3 x avec |x,| = k+r ]lx.l] = k-1
m i 1

dxi =u; a8 et p(xi) = wy, - viei.

2.5.12, Vérifications.

* vérifions que [ai] est atteinte comme bord :

d(N.x, + v.,a,) = N.u,a, + v,p.a, = a,
11 11 111 11 1 1

e . *
* vérifions que [Bi] est atteinte par p

*
p [upypyx] = [og p(b-p; (wr ~v,6,)]

[u; (o= ) + pyv;0,]

[u; ¥;0;] + [p;v;0,]

lo,).
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(k-1)
8 A*(xl,...,xm).

2.5.13. Notons IM =M

* la famille ([ei]) est une famille libre du Rk—module libre (cf 2.4.5)

coker[p* : Hr+k((B 8 M(k_]))___ H RQ—+ Hr+k(A H Rki
k-1 k-1
on est donc assuré que :
* +k
oF B (B (IM)___ 5 R) > O R)
k-1 k-1

est un monomorphisme.

* d'autre part, étant donné le choix de la famille (ei), on est assuré que le
conoyau de cette application est sans torsion. D'aprés (0.1.4) et pour tout Rk—module
W, ona:

k

o ETR (e ) e W G yew

k-1 k-1 k

est un monomorphisme.
% Puisque dans (B & (IM)), pour tout i, [ai] est atteinte comme bord, on a :

r+k+]

(Tor o) : Tor[W (3@ (M) 5 R] > Tor[n (a__ 3R]
1ok =T
est un monomorphisme.
Ce qui d'aprés (0.1.4), donme pour tout Rk—module Wk :
Tor(o® 5 W) : Tor[E @ e (m)__, w] > Tor[m™ ™ a_ )]
k =1 K =7 K

est un monomorphisme.
Une simple chasse dans le diagramme commutatif suivant :

Rk [Hr+k+l

0 > B (o1M))__ ew, B ((Bo(10)__ W) > Tor (Bo(1M))__,w] >0

k-1 k-1 k-1
* * *
p 8l p Tor(p 3 Wy)
0— 104 yeu—— RGO W)—s TorRk[Hr+k+](A ), W, ] ——— 0
- k — k — "k
k-1 k-1 k-1
permet de conclure :
2.5.14, L . - .
emme. Pour tout Rk gpdu}e Wk .
+
o TR (Be () s wW) - H (A W)
k-1 k-1
est un monomorphisme.
+
2.5.15. Considérons ker p*[Hr+k+l((B Q@ (IM)) : Rk] > ur k+1(A 5 Rk)° D'aprés
k~1 k-1

ce qui vient d'8tre réalis&, cet espace est libre de torsion.
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Soit [ai]...[a;] une de ses bases, avec

familles d'éléments, respectivement de (B & (IM))__

On peut toujours supposer la famille (a; H

difier les relations : p(ai) = dui.
% On crée alors Yy 5 -ee 3y, avec:
lyil = k+r
= !
D(yi) H;
on réalise ainsi la condition a).

Notons (2M) = (IM) ®© Am(y1 H

2.5.16. Réalisation de b). Considérons

cocker[p* : ((B e (ZM))

Ce cocker est libre de torsion.

Soit [31]...[3j] une de ses bases normalisée & k-1.

k+r

Izil
p(z;)

B.

1

On réalise ainsi b). Notons (3M) = (2M) ® A*(z]

2.5.17. Réalisation de c). Considérons

r+k+1

(cocker[p* : H ((B & (3M))__

k-1

Torsion cocker(p ) = EYIJRk
a,[v,]

pour tout i, il existe e cocycle de (B @ (3M))

p(ai) = d‘! ol (a!) et
@ et de A
k-1 Rk
1 -~
ui)i=1,...,n normallsee a
[yl = &1
et dy, = a}
i i
5y
s R > B 5 R)J
Créons Zisen
[z, ] = &=T
d(zi) =0
H 5 2.).
R > B 5 w))

(u!) sont des

e

-1, sans mo-

.2, avec @
J

b RkAsL [vel Ry

___® Rk tel que :

normialisée & k-1, sans modifier

k-1
*
o [e;] = apv;
d'ol :
ple;) = qpy; +dry
On peut toujours supposer la famille {ei 3y s Fi}
ces relations.
On crée alors une famille de générateurs (t] ; ; t2 i)
b ’
ey gl = ey gl ] =
lt]’il = k+r+l et ltz,il = k+r
d(e, ) =0 plty 5
d(ty ;) = eja;ty ;5 et olty 5

0gig &, avec :



- 33 -
et on a ainsi réalisé c) en atteignant comme 'cobord", la torsion du conoyau. Notong
(M) = (3M) ® Ax(tl,i ; t2,i $ ees 3 tl,l H tz,z)'

2.5.18. Réalisation de d). Considérons

r+k+]

Ker (p¥ . Tor(@ 42 (3 8 (3M)) ),1\/ ) > E )
Rk/ oy By T Yon B

Tor[r+k+2((B8(3M)) ; Rk/ R, ---“‘k/ R’

oi les o sont des Rk-entiers tels que o, divise aJ si 1

avec 3

A

J.

Pour les autres notations, se reporter a (2.4.2).

Ecrivons : ker(ka/ Rk) = [F]]RE//;][FJ]Rk ® ... 90 [F;]R%//;u[pu]Rk od (F;)

est une famille d'éléments de (B ® (3M)) ® Rk’ et (hi) une famille de Rk-
entiers tel que hi divise bj si igj.

I1 existe une famille (Gi) d'éléments de (B ® (3M)) (2] Rk tel que :

d(Gi) = hi Fi'

. . . . —%
On a alors la situation suivante traduisant que [Fi] € ker(ka/an Rk)

xk.
k2 hF, — s F, —2—sq_d@,
———— 11 n 1 n 1
d d d
xk . 0
1 : [ '
r+k+1 G, k. Gi o ¢i + d‘l’i + p(Oi)
ou h.xk, = o
1 1 n

Oi est un cocycle de ((B © (4M)) 2] Rk)
k=1

¢., V!, sont des &léments de A B Rk
i’ i

On a alors : [p(oi)] = ki[p(Gi)_hi¢i]' D'aprés ce qui a été réalisé en 2.5.16)

on a :
+
cocker[p* Hr+k+l((B 8 (4M)) Rk) + ®E k+l (A H Rkj] ,
k-1
est sans torsion. Il existe Oi cocycle de ((B 8 (4M)) 2] Rk)’ tel que :
k-1
= '_
= ' i .
Oi ki 0i + dsi ol s, € (B & (4M)) ® Rk

k-1
On a alors : d(W;—p(si)) = ki(p(Gi)_ki¢i+oi)' Le conoyau en degré (r+k+l) &tant

sans torsion, il existe Y. € A 8 Rk tel que :
o
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dWi = (p(Gi)—ki¢i+Oi).

Nous pouvons supposer la famille (Fi ;s G, 3 Oi ; ¢i 3 P normalisée 2

1

i=1,...,u
E-l sans changer les relations les reliant.

#* On crée alors une famille (W, . ; W, .) i = I,... u avec :

1,1 2,1

(W, .| = k+r+l

1,1
|w2'i| = k+r
IEARTIENIEANTIS =
avec dWw., . = F, dW, ., =h, W . -G, -0,
1,1 i 2,1 i 1,1 1 i
oWy ) =0 p(Wy ) = ¥;.

F, étant "tuée", on a réalisé la condition d), en ne changeant pas "1'acquis"
i s g P q s

puisque la nouvelle classe de cohomologie créée [hi Wl i Gi] est identifiée
’

a [Qi]. On pose alors :

(k)

M = (4M) @ Aﬁ(wl,l s wz,l S eee 3 WJ s W, ).

,u 2,1

2.5.19. M(k) est un KS-complexe finiment engendré puisque :
i) M(k)/M(k-l) _ Tkl r+k

Y ® Z (cf 2.14 et 2.1.5) avec
yEr €, 0208, 0N, @ .. 0W,
AL X0 ... 0x 02,0...02,0¢t ,0...0¢c OU 6.
LA

ii) Par construction on a :

Yr+k+l - Yr+k+1,k—]

zr+k - Zr+k,k—1

iii) La condition iii) de (2.1.5) est réalisée par construction avec, pour

tout i, fi est Rk-em:ier..




111. HOMOTOPIE. - 3%~
1% Q*-acyclicité
3.2. Notion d'exponentielle

3.3. Homotopie gauche.

3:1s Q*-acyclicité.
3.1.1. Définition. Une Q*—a.d.g.c. A est dite Q¥—acyclique si
o i "
H (A) = Q‘ et H (A) =0 pour i # 0

3.1.2. Soit X un Z-module bigradué X = @ Xp,q, et X une copie de X avec,

0

q>0
pour tout élément x de X

[x] = [x] +1
Hxl] = =l
On pose :
d(x) = x et d(x) = 0.

Et on étend d en une différentielle sur A*(X ® i).
3.1.3. Proposition. (A (X ® X,d) est @ -acyclique.

Preuve : Il suffit de démontrer la propriété dans le cas oi X est réduit

3 un seul générateur x. Soit donc A*(x ® x) avec :

x| > o, Ix| = [x| +1

x| = 1=l > 1
- si |x| est impair, la formule :

dix ;n) _ ;n+1
nous assure la Q¥acyclité.

- si |x| est pair, on a :

n+l
X

d(xn ;) = 0 et d( ) = (n+l)xn x

: n+1] n - .
Mais comme |[|x || > n+l, cela nous assure que (x x) est un bord, puisqu'on

peut inverser (n+l). [

3.2. Notion d'exponentielle. Soit (B,dB)°3+(B (] A*X,d¥§il(A*X,a) une KS-extension

On pose X = X =X en tant qu'espaces avec :

% = Ixl =1, Ixl = x| ee [IXI] = [Ixl] =[x
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On étend d en une différentielle D, sur B ® A*(X ®X6e ﬁ), en posant : Dx

et DX = 0. On note :

(B8 AXd), = (BeA(XeXo),D

XO : (B ® A*X,d) — (B ® A*X,d)I l'injection canonique et

P: (B@® A*X,d)I > (B ® A*X,d) la projection.

3.2.1. Posons maintenant dans (B @ A*X,d)I :

i(b) =0 si beB
i(x) = x
i(x) = i(%x) =0

i s'étend en une B-dérivation de bidegré (-1 ; 0). On pose alors
8 = Di + iD.
0 est une B-dérivation de bidegré (O ; 0). Considérons la série formelle :

9 o"
L oar
120

3.2.2. Proposition. ee est un automorphisme de Q,-a.d.g.c.

Preuve : Introduisons tout d'abord la notation suivante : si
ae (B® A*X’d)I’ notons :

nil(a) = inf{nem / o™}

(@) = 0l.
Il s'agit donc de montrer que :
Pour tout o € (B ® AX,d)I : nit(e) ¢ |la}].
Nous allons démontrer la propriété par récurrence sur la filtration en sous—Q, -

a.d.g.c. de (B @ M)I :

(0) (D

BC (B8N ') C (B8N )Ic...C(B@M(“))Ic . C(BOM,
Remarquons que e IB = idB. Supposons avoir montré la propriété pour
&8 M(k—]))I.
P k), (k-1) . .
* Les générateurs de M /M , sont en degré (k+r) et (k+r+l). Soit x un

tel générateur :

dx = Qi(x) + Q oi Qe (8oukD

Fg =
8(x) = (Di+iD)(x) = Qd(x) + Qd(x) + i(Q)

0%(x) = 8(i(R))

)1

d'oll

M)
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nil(x) < nil(i(R)) + I n

* On peut supposer que : = R 8 x, ® ... 8 X oi BeB et LIFERERE XoXeX

nil(i(0)) < sup{nll(xlxz...xn) 3 oee. 3 nil(x]xz...xn_lxn)}

N

n
[ z (nil x,)] -1
i=1 1

A

n
[ z llxifll ~ 1  par hypothése de récurrence
i=1

N

afl -1

Donc :
nil (i) < ||o|] -1 (2)

(1) et (2) nous donnent alors, pour tout générateur de M(k)/M(k—]):

nilG) < []Qf] < [1=[].

*¥ Montrons que cette relation est aussi vraie pour tout mondme ¢ de (B ® M(k))I.

$=88x ©..8x, ofi BeB et X, ,...,x € (X®X8X).
n 1 n
En effet : n
nil(@) < nil(B) + § nil(x,)
a i=1 *
Il
i=1
n

Comme ll¢l[ = IIBII + 2 leill’ on en déduit :

i=]

nil(®) < ||0]].

. 8 . PO P . . ”
Ceci montre que e est bien définie. Et de la définition méme, il résulte que e

est compatible au produit et 3 la différentielle, et que c'est un isomorphisme ]

3.3. Homotopie gauche.

On pose A] = ee : (B8 A*X) + (B ® A*X)I'

Définition. Soit fo,f (B 8 A*X,d) - (A,dA). fo est homotope 3 gauche & f

] l’
s"il existe un morphisme de Q. -a.d.g.c., F, tel que le diagramme suivant commute :



(B 8 AX,d)
f0 I
A | s
F

(B ® A¥x,d)I (A,dA)

A

1 £

(B 8 AX,d)

Nous noterons fO Y f1 (rel. B).
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TV. THEORIES MODEREES.

4,1, Définition. Une théorie modérée est la donnée :
1) du degré de connexité (r-1)
' 5 ' . =
2) d'un systéme d'anneaux R Rk QE
3) d'une notion de KS-complexe
.. n n
4) de deux conditions T et II

k K’

4.2. Exemple 1. Théories modérées uniformes pour r 3 3, considérées jusqu'i

maintenant :

D)r

2) &>k =[S

\
w

3) une notion de KS-complexe (cf 2.1.5)

4) TE et HE (cf 1.3.2 et 2.3.2).

Dans ces théories, nous avons un KS-modéle pour une certaine catégorie de morphis-—

mes (th&oréme 2.5.2), ainsi qu'une notion d'homotopie entre des morphismes de

Q*-a.d.g.c.

4.3. Exemple 2. Théories modérées uniformes pour r 3 4, ol on a 1'analogue du

théoréme (2.5.2) ainsi qu'une notion d'homotopie.
1) r >4
2)§2E=[k—;3]
3) Pour un KS-complexe (cf 2.1.5), on ne change que la condition (ii) qui

devient : -
] r+k r+k k-1 r+k,k

X" =0 si s<r et X =Y o Z (cf 2.2.1).
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4) Un Q¥-modu1e différentiel A, (r-1) c-connexe vérifie la condition

™ si pour tout Rk+]-module W

k k+1
L% +
i SH 2(A_ 3 wk+]) - Hr+£(A 5 wk+1)
k+1 k k+1
est : — un isomorphisme pour £ < n

- un monomorphisme pour & = n+l (cf 1.3.3, 1.3.4 et 1.3.5).
Avec les conditions de (2.3.1) :

o vérifie la condition HE, si pour tout Rk—module Wk

*

o 5 (s e v

s W) > a5 W)
k k

est : — un isomorphisme pour £ < n

- un monomorphisme pour £ = n+l.

4.4. Exemple 3. Théories modérées uniformes pour r 3 2, ol on a 1'analogue du

théoréme (2.5.2) ainsi qu'une notion d'homotopie.
108 =02
2) k 3 k+l
3) Pour un KS—complexe (cf 2.1.5), on ne change que la condition (ii) qui

devient :

s . r+k Yr+k,k ® Zr+k,k+1

X" =0 si s<T et X = (et 2:2.1)

4) Un Q*-module différentiel A, (r-1) c—-connexe vérifie la condition

™ si pour tout Rk+l-modu1e W

k k+1
. * = . r+f .
Ty P ET 5 W) T T 5 W)
k+1
est : — un isomorphisme pour £ < n

- un monomorphisme pour & = n+l (cf 1.3.3, 1.3.4 et 1.3.5)

Avec les conditions de (2.3.1) :

p vérifie la condition HE, si pour tout Rk—module W
* T+ (k) . r+f :
pror H C(BOMT) s W) - H (A 5 W)

est : = un isomorphisme pour £ < n

~ un monomorphisme pour £ = n+l

4,5. Exemple 4. Théories modérées admissibles.

Rappelons la notation Rk =Q_, ol R, est le systéme d'anneaux.
k
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4.5.1. Définition. Soit r > 2. Un systéme d'anneaux R, est dit r-admissible si :

~ -

i) k;k=[5‘2‘—3—j

n
ii) Pour tout k>0, n>1 et k ,...,k 20, si y r+k. < r+k, alors
n . o~ 1 n 1;1 i
) k. € k-1.
. i
i=1

4.5.2. Exemples.

]
w

2
* Rk = Qk+l est admissible pour r > 2.

* Rk = Q[k+§] est admissible pour r % 4, mais pas pour T

* Rk = Q[2k+4] est admissible pour r » 3, mais pas pour r = 2.
3
4.5.3. A un systéme r—-admissible, nous associons une théorie modérée admissible de la

maniére suivante :

1) r > 2.
2) le gsystéme d'anneaux r-admissible considéré.

3) Pour un KS-complexe (cf 2.1.5), on ne change que la condition ii) qui

devient :
P ~
s . r+k Yr+k,k-—1 ® Zr+k,k

X =0 si s <r et X = (cf 2.2.1)

4) Un Q¥—modu1e différentiel A, (r-1)-c-connexe vérifie la condition

T; si, pour tout @ -module Wk+1 :
k+1
L% .+l T+
iy PEHTTQAG W) H A 5 W)
k1 k k+1 k+1 k+1

est : — un isomorphisme pour £ < n

—- un monomorphisme pour £ = n+l (cf 1.3.3, 1.3.4 et 1.3.5).

Avec les conditions de (2.3.1) :

p véfifie la condition HE "si, pour tout, @ -module W_ :
k
*
AR AT R AR TR AR S TR
k k k k

est : - un isomorphisme pour £ £ n.

- un monomorphisme pour £ = n+l.

4,5.4. Remarque. Pour les exemples 2, 3 et 4, la construction du modéle se fait
exactement de la méme manidre que la construction faite pour 1'exemple 1.

Pour 1'exemple 4, notons qu'elle est un peu plus simple dans la mesure ol on n'a

pas besoin de '"mormaliser', les différentes variables intervenant dans le construction.
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4.6, Homotopie rationnelle.

L'homotopie rationnelle peut &tre traitée dans un cadre de théorie admis-

sible avec k =« , puisque pour tout Kk, Rk = Q.

4.7. Zp-homotopie.
Supposons &tre dans 1'exemple 1, 2, 3 ou 4. Soit TO’T1’°"’Tk""’ une

suite de Z-modules tels que : pour tout k» Tk est un Rk—module, ot R* est

-

le systéme d'anneaux considéré.

Le modéle construit nous domme alors, pour tout k, et pour tout Tk—module Wk :

*

o e u®

) 2

W) -—— B, 5 W)

A’ I

est : - un isomorphisme pour £ < k

- un monomorphisme pour £ = k+l

A désignant le poids pris dans la définition du mod&le suivant 1'exemple considéré.

Cela définit un mod&le pour le systéme T,-

1]
—
It
i
H

Exemple. En posant Z

ol k est le plus grand entier tel que ZP, soit un Rk-module, on obtient un

Z -modéle.
P
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V. RIGIDITE DU MODELE - MODELE D'UN ESPACE.

5.1. Propriétés

5.2. Lemme de relévement
5.3. Rigidité du KS-modéle
5.4. Lien avec la topologie

5.5. Exemples.

5.1. Rigidité du modéle. Nous nous plagons dans une théorie admissible, comme

définie en (4.5), cela afin d'y établir un lemme de relévement.

‘5.].1. Un Q*—module (r-1)~c-connexe A est dit acyclique si : pour tout Q_-module
k

W, ona:

k
Ht+l(AA ;3 W) =0 pour & g k+l.

k k

5.1. . Proposition. Soit fo’f (B 8 AX,d) » (A,dA). Soit K un idéal de A,

1
stable par différentielle et acyclique. Si Im(fl—fo)C K, alors il existe une

homotopie gauche entre f0 et f‘ telle que : F(X)C Kf

Preuve : Supposons avoir construit F sur (B @ M(k—l))l.

OPMI

Soit y wun générateur de tel que :

Iy| = ke

(k-l))

(k_l))I puisque dy € (B @ M

MDA ) =5+ A, o AUy ei(BOM I

ale, -£ N-FQON] = v (dy - £ (dy) - FOA)

n

F[A, (dy)-2_(dy)-D0(y)]

FD[xl(y)-ko(y)-Q(y)] =0

k+r+1

D'od : f](y) - fo(y) - F(2(y)) est un bord de K_ ,
k
£,(9) - £ (y) - F(Q(y)) = du, ol ueK.
k
On pose alors :
F(y) = u
F(y) = du.
Soit maintenant un générateur de M(k)/M(k—l) tel que :
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x| = ke

et

Sachant qu'on a construit 1'image de

ue pour 1'élément précé&dent, pour construire 1'image de
q P 1% P g

(dx) par

dx = Qd(x) + Q

F, on procéde de la méme maniére

% et de x.0

Ayant cette propriété, on démontre exactement de la méme maniére que dans

MHa. 5.14 et 5.15] les propriétés suivantes

5.1.3. Proposition.

1) L'existence d'une homotopie gauche ne dépend pas du choix de

1'espace vectoriel bigradué X.

2) L'homotopie gauche est une relation d'équivalence.

5.1.4. Proposition. Soient (B @ A*X,d) et

le diagramme commutatif suivant :

(B @ A*Y,d) deux B-KS-complexes et

f
h —° g
(B 8 AY,d)— (B 8 AX) (c,d) -~ (A,d)
4 f]
(B,d) —=——e—— (B,d) ==——=== (B,d)
8i fo N f1 (rel. B) alors :
1) g o fo > g, fI (rel. B)
2) £ oh=f£f o h (rel. B)
[ 1
3) si g : (C,d) > (A,d) est un B-modéle, alors g o f0 ® g, f] (rel.]
est équivalent & fO o f1 (rel. B).

5.2. Lemme de relévement.

5.2.1. Enoncé. Considérons le diagramme commutatif formé des fl&ches en traits plein:

M',d")
€81
(B 8 M',d") Y (a,d)
vsy‘\
i! gt ~. o . n
E: (B,d.) L 3 o 1,d) —=2 > (,3)
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oi (E',y) est un B- modéle de (A,dA) et (E) une B- KS-extension. Alors

1) il existe un morphisme 6 : (B ® M,d) > (B @ M',d') tel que

a) 6i =1’
b) Y8 =n (rel. B)

2) si 8' : (B ® M,d) > (B®M,d'") vérifie aussi les conditions a) et b)

alors 0'=~ 6 (rel. B).

3.4.2. Preuve de 1).
- ler cas : Supposons que pour tout k, 1'homomorphisme
y: @auw® gy, (a3T*

Supposons avoir construit 6 : (B M

,dA), soit surjectif. ]
(k_]),d) > (3 o ) 4"y véri-
fiant les conditions a) et b).

) () k=1

Nous allons prolonger 6 a (B8 M 7, d). est engendrée par :
A~ ~
gEkokl o Tk ] k-
+k+
¥ Soit I 1'ordre sur les générateurs de " k 1. I= [l;...;n]. Supposons avoir
. ~ + .
construit 6 pour (y1 5 Yy 3 eee s m—l) et pour les générateurs de zt k qui
leur correspondent dans (2.1.5 III)), (xl IR xm—l)' I1 existe zm € Zﬁ'k tel
que :
dz =fy + X f y. + 8
m m'm jem M7
Posons : f =f' p ofi f' est inversible dans Q_, et oi p est Q -entier. (1)
- m m m m x m I

= +
dzm fm pm ym Q

oi 6 est définie sur .

Y é&tant surjective, il existe ue (B ® M' tel que :
lu[ = r+k et  y() = n(zm)-
. = tos .
Et on a : (du) fm Py n(ym) + Y0 () d'ou :

Y(du-6(Q)) = fm P n(ym).

On se "place" 3 coefficients dans W = QA/pm Q. : (du-8(Q)) est un cycle de
k k

, (k *
(B8M ))ﬂ 8 W et y [du-0(@] =0
Y; . Hr+k+l((B 8 M,(k))’\ S W) o Hr+k+1(AA D W)

k k
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étant injective, on en déduit qu'il existe t et v, &léments de (B ® M‘(k))h
k

tels que :

dt = du ~ 6(Q) + pm v .
D'oll

= + .

Y@e) = £ e (v )+ p, Y
D'aprés (2.4.10), le conoyau de l'application suivante est sans torsion
+ +k+
* e e M)y s aR ).
k k
On en déduit en utilisant la "surjection"” de vy, qu’il existe we (B @ M'(k_l))A ,
tel que : k
dw = 0
Y = (£ nly +v(v)) (N
d'ol : Y(dt’Pnﬁo =0
+ +k+
Vo (e w90y y L gty
K k
étant injective, et en considérant (ker y), on déduit qu'il existe
s € (B8 M'(k))A tel que :
k

ds = dt - PV (1) et +vy(s) =0.
On pose alors : e(zm) = u+s et e(ym) = - —gzr (w-v).
On vérifie facilement que 0O commute aux différentielles et que Yy o 6 = 1.

+ +
On a défini 6 sur Yr ket et une partie des générateurs de Zr k : zl;...;zn.
r+k

Tout autre générateur de 2 , vérifie alors dz = @, ou O est définie pour @.

De yB8(dz) = n(dz) = dn(z) et do(dz) = 0, et puisque :

Y* : Hr+k+l((B ® M‘(k))*) . Hr+k+1(Ak)
k k
est un monomorphisme, on d&duit qu'il existe v'e (B ® M'(k))A, tel que :
dv' = g(dz) (1) (Y(¥)-N(z)) est cycle de (A). k
k
+
SooaR e w By s R,
k k
étant bijective, et Y étant 'surjective, il existe w' € (B 8 M‘(k)) vérifiant
k
dw' = 0 et  y{wh= (y(v)-n(z)). m

On pose alors : 0(z) = v'-w'.

On vérifie facilement que © commute aux différentielles et que : Yy o, 6 =n
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Notons que (A,dA) est (r-1)-c-conmnexe. Soit

2L, ¥ =T, ¥ —
(BoM,d) 8 (AW oA ,4) = (B8 M,d)
—3T, % . ST, % - .
oi A°T? est une copie de A*T considéré comme Q*—module gradué avec, si
ST, %
a g A
‘§| = lal + 1 et da = a
2T, % T, ¥

Remarquons que (A*(A ® A" ),d) est une algébre Q*—acyclique. (3.1.1.)
Soit p: (B® M',d") » (B 8 M',d') 1la projection canonique et

j: (B8&M,d")~ (B8 M,d'") 1l'injection canonique.

On définit un prolongement de v, ;, en posant

;(u) =vy(uw si ue (BOM)
Y(@) = a si ae A*TF
et ;(5) = da si ae Kzr’*

((B ® M',d'),;) est un modéle de (A,dA), en étant muni de la filtration

(k)

Bew,H™® - 3ew® 41y,

On applique le résultat précédent ; il existe donc © tel que : ; o 8 =1

Im{(j ¢ P o § - ) &tant inclus dans 1'idéal Q*-acyclique ker p, on obtient :

Dl @

8
et ;ojopoez;o = N (rel.B).

Le morphisme cherché est 6 =p o 0.

5.2.3. Preuve de 2).

Soit 6' vérifiant les conditions a) et b)

D'aprés (5.1.4), il s'ensuit que

(1) C'est 12 qu'on utilise 1'hypothdse "théorie admissible".

5.3. Rigidité du KS-mod&le.
Soit (B,dB)C1—> B8 Md) 8L (M,3) et

(B,dB)=—£w+ (B 9@ M',d") ——§21—+ (M',a') deux KS-modé&les d'un morphisme de Q*—a.d.g.c.,

Nt (B,dy) > (Cdy).

On a alors la situation suivante :
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(B 8 M,d)
e'
P
(B 8 M,d") e — (C,d.)
0 p
(B & M,d)

ol 1'existence de © et 6’ est assurée par le lemme précédent, telles que :
p' o B p (rel. B) et p o & 2~ p' (rel. B)

(k)

()

e oen®yc 5o

6'(B @ M’(k)) CBOM

Ces deux derniéres conditions étant assurées par la construction méme de & et 6'.

D'autre part, d'apr@s la deuxiéme partie du lemme :

' o 8 v id (rel. B).

En conclusion :
Théoréme. Si (B,dy) = (B ® M,d) > (M,d) et (B,dp)< (B8 M',d")>(M,d") sont
deux kS-modéles d'un méme morphisme de Qx-a.d.g.c.,il existe des B-morphismes :

9 : (B ®Md) > (B®M,d")
et 6' : (B9 M',d') >(B ® M,d) telles que :

i) 8 et ©' respectent les filtrations en tours de ces modéles :

(k) (k)

(k))<—+ (Bo M) g' : (BsM'(k))"+ (B8 M

6 : (B8 M )
ii) 9' . 6 v id.

5.4. Lien avec la topologie.

5.4.1, Dans chacune des théories modérées, oli le modéle existe (exemples 1,2,3 et 4),
on définit le modéle d'un espace {(r—1)-connexe, comme étant un modéle de son algébre

de Cenkl et Porter des formes cubiques (cf. 1.2).

Dans une théorie admissible, il résulte du lemme de rigidité (5.3) que le modéle d'un
espace est bien défini a'équivalence faiblé'prés, au sens de [B. et al].

D'autre part, pour une théorie admissible, citons les résultats de [B et al. VII 3

et VII 5].
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5.4.2. Proposition. Si M, est un KS-modéle de X, 1'application, X~ |IMX|l, qui

34 un espace topologique associe la réalisation géométrique de son modéle, est une

équivalence d'homotopie modérée.

5.4.3. Proposition . 8i M est un KS-complexe :

D = Hﬁ_k(Hom((QM); XRY

5.5. Exemples. Nous nous contentons de donner quelques constructions de mod&les, dans

le cadre d'une théorie admissible :

r=4 et Rk = @ k+%

5.5.1 S4
M(O) - A*(X) avec |x| =4, [|x]| =1 et dx =0
M(Z) _ M(l) - M(O)
w3 - y@ g A (y) avee [y| =7, [|y]] =3 et dy-= <’

M= (A, (x,y),d).
* Interprétation :
4
m =
_4(5 ) =Z
m (SA) 8 Q, =1Q
7 3 3

4
et Tz+k(S ) 8 @ w3 = 0 pour k # 0,3.

5]

5.5.2. K(Z. ; &)

—_
M(O) = (A*(x,y),d) avec @ |x| =4, .|Y| =3
Hxll = 1lsll =1 et ax =5y

M= (A (x,y),d).

5.5.3. X = S4 |\ 95-
5
(0 = K (X) =z
M(O) = (A*(x,y),d) avec |X| = 4, IYI =5
Hxll = Tlyll =1 et dx =5y

W@ (D) | @
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= @@ e u,v),a) avee :

|u} =7, ]v| =8 et dv = xy
2
du = 5v - % X .
M= (A (x,y,u,v),d).
Interprétation.
L& =2

‘IT7(X) ] Q3 = Z5

Tr4+k(X)8Q[l<—+_3 =0 si k #0,3.
2
5.5.4. X = K(Z5 ; &) VR(Zg 5 4).
M(O) = A (x. ; 5 %, 3y, avee |x |=|x| =4, |y ]| =]y,] =5
%X 9}’1 H 2,}’2 1 2 s yl y2 s
g L= [0 = Ay T = Ty, =1,
et d X, = 5 Y,
d x, = 5 Yy
O NN
M(z) = M(O) 8 A*(z] 3 22) avec :
lz) | =8 |z,] =3, Hz 1= 1lz,l] =2
dzp =y, % +y, x
d z, = 5 Z, T X%,
M(3) = M(z) ® A¥(t]’t2) avec :
el =8 lel =8 Il = [le,l] =3
dt1 =y,9,
d t2 = 5t] - xly2
et
o y®
Interprétation :

M, (X) = Z,®Zg @(X) ® Q?’ =25, ﬂg(X) ®Q; =z

= k 2 et 3.
W4+k(x) ) Q[k+3] 0 pour 40,2 e
2
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5.5.5. Exemple faisant apparalitre les conditions d) et a) dans la construction du
modéle.

Soit Bﬂ le générateur de HS(K(L7 : 4) 3 Z) @t [B] le générateur de
Hi ke s & ;7).

Le cup produit Ex] U [3], détermine une application :
£: K@, 5 4@ 5 H)—— k(@ ; 9).

Soit X 1'espace obtenu par image réciproque de la fibration en chemins associés

a K@z ;9

K(Z ; 8) K(Z ; 8)

X —x P

& |
K(Z.,34)XK(Z34) . K(Z39)

L'examen de la suite de cohomologie de Serre associée 3 la fibration g, & ceoffi-

cients dans Z7, permet de dire

) (@, (& u e =[]
7

ol Eﬂ est le générateur de HB(X 3 L) .
(0)

Le modéle de X est alors : M = A*(x,y,z) avec

x| =4 , |yl =5, dx = 7y.
|x| = 4 dz = 0
L=l =1lyl] = [lz]] =1
avec
p(y) = o
p(z) = B
w3 - @ _ () _ 0
(3)

On n'a pas rajouté de générateurs pour M puisque la condition d) est triviale-

ment réalisée. En effet, d'aprés (1)
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(0)) 8

- 9
oy ¢ Tor (H™ ((M 35 &g 7 ;

7
[yz] - [v]

se réduit 3 la réalisation de a).

(4)

La construction de M

u® - u(® g A (t) avec
[t] =8 dt = yz et |le]] = 3.

Interprétation :

WA(X) =70 zZ,

Tg(X) 8 @, = Q,

W4+k(X) 1] Q[k+3] =0 pour k # 0,4.

2

Rappel : Ces exemples ont &té traités dans la théorie admissible r = 4 et

)
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RESUME

Le sujet de la thése est 1'étude de 1'homotopie modérée des espaces

topolotiques. Cette notion a &té introduite en 1977 par W.G. Dwyer.

Le but de cette théorie est le calcul de la partie libre et d'une partie
de la torsion des groupes d'homotopie des espaces en localisant suivant une suite
de nombre premiers croissante avec la dimension des groupes. A partir des travaux
de M. Lazard sur les anneaux de Lie, W.G. Dwyer établissait une équivalence entre
les catégories homotopiques des espaces topologiques modérés et celle des algébres
de Lie différentielles graduées sur un systéme d'anneaux. Il généralise ainsi la cons-
truction de Quillen lorsque le systéme d'anneaux est constant et égal au corps des

rationnels.

Le probléme qui s'est posé dés cette époque était de mener des calculs
d'homotopie. Un premier pas a été fait dans cette direction en 1979 par B. CENKL et

R. PORTER qui ont &tabli un théoréme de De Rham pour les espaces topologiques modérés.

~

C'est a partir de 13 que nous avons construit une algébre différentielle
graduée qui porte toute 1l'information de 1'homotopie modérée de 1l'espace. Un tel
objet, appelé modéle de 1'espace, permet des calculs effectifs dont nous donnons

quelques exemples dans le dernier chapitre de ce travail.





