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L'écoulement d'un fluide incompressible de Rivlin-Ericksen de degré 

entre deux disque coaxiaux en rotation a été étudié par GRIFF'ITHS, JONES et 

WALTERS[~~] et par SHARMA H.G. et SHARMA U.P. 1233. Les premiers considèrent le 

cas ' I ls3 , fluide ayant six coefficients visqueux (un pour le degré un, dewr 

pour le degré deux et trois pour le degré trois). Les disques sont supposés l'un 

fixe et l'autre animé d'une rotation fi uniforme. Les seconds étudient le cas 

%,$ , fluide ayant deux coefficients caractéristiques 123 1 (un pour le degré 

un et un autre pour le degré deux). Ce cas paraît à priori plus simple. En fait, 

la complication introduite par les auteurs vient de ce que les deux disques sont 

en rotation et de ce que à travers l'un des disques, supposé perméable, du fluide 

est injecté avec une vitesse normale constante. 

Les auteurs des deux articles cités [23] et [251 s'intéressent seulement 

aux écoulements à très faible nombre de Reynolds RH , dans un domaine caractérisé 
par une seule longueur, à savoir la distance séparant les deux disques. Les 

ordres de grandeurs des paramètres sans dimensions représentatifs des effets du 

second et du troisième degré de la loi de comportement du fluide sont supposés tels 

que les premiers s'introduisent dans les équations de la première approximation et 

les seconds dans les équations de la deuxième approximation. Dans le cas où 

R - est petit devant l'unité les équations de la dynamique se simpli- 
Y 

fient considérablement ce qui permet le calcul de la solution asymptotique à 

condition de négliger les effets de bord. 

Un autre point de vue, introduit par DYMENT [243 dans le cas d'un fluide 

newtonien, consiste à supposer la distance 14 entre les disques très petite à 

l'égard de leur rayon L . Pour tenir compte de cette distorsion géométrique on . 



VI 

fi k t  f a i t  in tervenir  l e  paramètre de forme 6 = H /L . Le paramètre = - 
Y 

e s t  toujours supposé p e t i t ,  mais à cause de l a  dis tors ion du domaine de l'écoulement 

l e  nombre de Reynolds peut ê t r e  t r è s  grand. A ce propos, il convient de 
v 

noter  que l 'usage a consacré l ' u t i l i s a t i o n  de RII comme paramètre, a lo r s  que 

c ' e s t  plutôt qui e s t  l e  vé r i t ab le  nombre de Reynolds s i g n i î i c a t i f  du 

phénomène, ca r  il associe l a  u i t e s s e  caractér is t ique donnée nL à l a  longueur 

représentative de l ' o rd re  de grandeur des distances parcourues mec  c e t t e  v i t e sse .  

,ne Puisque - peut ê t r e  t r è s  grand l e  point de vue de DYMENT C241 
Y 

s 'avère  ê t r e  par  cer ta ins  côtés plus général que celui  adopté en [231 e t  [251, 

comme l ' indique l e  schéma de principe ci-dessous. 

Damaine de v a l i d i t é  

de C231 e t  1251, HnrL 

9 - Domaine de v a l i d i t é  de 

Les deux méthodes ont un damaine de recouvrement commun : c ' e s t  l e  domaine 

RH<<4 e t  € L.( 4. où l e s  solutions doivent ê t r e  identiques. 



L'intérêt de l'approche de DYMENT résiae essentiellement dans le fait 

qu'elle englobe le cas fréquent dans la pratique où - e s t  grand. De plus, v 
puisque H (< , les effets de bord ont une influence relative moindre sur 

l'écoulement entre les disques et la solution asymptotique obtenue en négligeant 

ces effets s'approche davantage de la réalité physique. 

C'est pour ces raisons que nous avons repris la formulation de DYMENT 

avec les deux petits paramètres 4 et . Nous étudions le cas d'un fluide 
de degré trois avec les mêmes conditions aux limites que celles de SHARMA [23], 

qui comprenaent celles de GRLFFITHS 1251 comme cas particulier. Nous faisons 

deux hypothèses qui nous paraissent intéressantes pour les écaulements des fluides 

non newtoniens dans des domaines avec distorsion géométrique. Nous supposons d'une 

part que les forces du deuxième et du troisième degré ne peuvent pas être préponaé- 

rantes devant celles de la viscosité classique. Nous exigeons d'autre part de 

l'équation de la dynamique suivant la direction perpendiculaire à celle du cisaille- 

ment d'exprimer, en première approximation, que la contrainte normale au plan de 

direction principale de l'écoulement est indépendante de la variable d'espace suivant 

la normale à ce plan. 

SHARMA [23J et GRIFFITHS 1251 imposent a priori les valeurs des exposants 

de RH du développement asymptotique et donnent des solutions particulières. Le 
premier calcul les trois premières approximations et le dernier les deux premières. 

Dans notre étude, nous procédons de manière plus systématique : les coefficients 

du développement asymptotique qui sont fonction de & et RH sont déterminés par 
le principe de moindre dégénérescence et aucune forme particulière n'est imposée 

à l'avance aux solutions. 

Le Chapitre 1 fait l'objet de rappel de mécanique des milieux continus et 

d'une synthèse des lois de comportement, visant à bien situer le fluide de 

Rivlin-Ericksen de degré . Y sont explicités les fluides de Stokes, de 

ReinerRivlin, de Rivlin-Ericksen de complexité'll et la notion aes mouvements 
retardés. 



Le chapitre II expose l e s  formulations e t  l e s  solutions de GRIFFITHS 125 1 

e t  SHARMA [23] . Nous avons apporté des corrections à quelques erreurs de calcul  

rencontrées dans l e s  deux solut ions .  D'autre p a r t ,  nous avons calculé l a  première 

approximation de l a  pression hydrostatique de l a  solut ion de GRIFFITHS qui n 'avai t  

calculé que l e  champ des v i t e sses .  

Le chapitre III e s t  consacré à l ' é tude de l'écoulement d'un f lu ide  

incompressible de Rivlin-Ericksen de degré t r o i s  entre  deux disques coaxiaux 

en ro ta t ion  t r è s  voisins, avec une f a i b l e  vi tesse  d ' in jec t ion  du f lu ide  à t r avers  

l ' u n  des disques. Nous donnons l e s  solutions des approximations d'ordre zéro e t  un. 

Une comparaison de ces solutions avec cel les  des auteurs [231 e t  1251 e s t  f a i t e .  

Pour l e  f lu ide  de degré deux, du f a i t  que notre hypothèse concernant l ' o rd re  de 

grandeur de l a  v i t e sse  d ' in ject ion d i f fè re  de c e l l e  de SHARMA [231 on trouve un 

simple décalage dans l e s  ordres d'approximations pour l e  champ des vi tesses  e t  pour 

l a  pression hydrostatique. On v é r i f i e  que dans l e  domaine de v a l i d i t é  commun l e s  

solutions obtenues par  l e s  deux méthodes coïncident. 

En ce qui concerne l e  f l u i d e  de degré t r o i s ,  des différences plus marquées 

apparaissent. Les champs de v i t e sses  ne coïncident pas dès l ' o r d r e  d'approximation 

zéro. Il s 'avère que dans notre solut ion l e s  termes visqueux du troisième degré 

peuvent influencer notablement l'écoulement dans l e  plan méridien. Cependant, on 

v é r i f i e  12 encore que l e s  solutions coïncident dans l e  domaine de recowrement 

commun. 

Nous calculons l a  force de portance e t  l e  couple en première approximation 

e t  nous l 'appliquons dans l e  cas d ' in té rê t  pratique où dans l e  domaine extér ieur  

du domaine compris en t re  l e s  deux disques l e  f lu ide  e s t  immobile e t  à pression 

constante. 

I l  s 'avère qu'une combinaison de deux coeff ic ients  du t r o i s i b e  degré 

in te rv ien t  dans l 'expression du couple e t  qu ' e l l e  doi t  ê t r e  posi t ive  pour que l a  

solut ion a i t  un sens physique. Cela é tan t ,  l e  couple e s t  plus grand que celui  



obtenu en f lu ide  n e ~ t o n i e n .  Pour l e s  valeurs. pos i t i ses  d'une cer ta ine  combinaison 

des coeff ic ients  du second degré l a  force de portance se  trouve améliorée par rapport  

au r é s u l t a t  obtenu en f lu ide  visqueux classique. Pour l e s  valeurs négatives de c e t t e  

même combinaison, il y a une détér iorat ion des conditions de lubr i f i ca t ion .  

En f lu ide  du second degré l e s  conditions de lubr i f i ca t ion  sont plus favo- 

rables qu'en f lu ide  newtonien : l e  couple r e s t e  inchangé e t  l a  fo rce  de portance 

tend à écar te r  l e s  deux disques. 



NOTATIONS 

Nous récapitulons ci-dessous l e s  notations principales de chaque 

chapitre.  Les symboles sont c lassés  par  ordre aphabétique pour l e  Chapitre 1 

e t  par ordre d'introduction pour l e  chapitre II e t  III. 

A, : tenseur de Rivlin-Ericksen de degré QL . 
o( : coeff ic ient  du second degré pour un f l u i d e  de degré deux. 

d d : coeff ic ients  du second degré pour un f lu ide  de degré t r o i s .  
4) 4 

: tenseur de Cauchy-Green à gauche. 

A , ,  : c o e f f i c i e n t s d u t r o i ç i ~ m e d e g r é p o u r u n f l u i d e d e  

degré t r o i s .  

: tenseur de Cauchy-Green à dro i t e .  

: tenseur des taux de déformation. 

( . ) : opérateur divergence. 

$ ( *  ) : dérivée par rapport au temps. 

t : espace euclidien à t r o i s  dimensions. 

ET : énergie t o t a l e  d'un corps. 

e : énergie in terne massique. 

: dérivée matér ie l le  d'une quant i té  F . 
F' : dérivée p a r t i e l l e  de F par rapport  au temps. 

1 : densité massique de forces.  

5% : gradient de l a  déformation par rapport 8 H . 
5 : F rapporté à l a  configuration de référence actuel le .  

Ft : l ' h i s t o i r e  de l a  fonction F jusqu'à l ' i n s t a n t  t . 



: fonctionnelle ou fonction de comportement. 

G d (8 ) : gradient Lagrangien. 

8>iad ( * ) : gradient Eulérien. 

: application de 3 sur l'ensemble X ( 3 ) C . 
X (  3, t ) : configuration du corps Ja à l ' i n s t a n t  t . 
f i  : configuration de référence. 

K : énergie ci'nétique de 3 . 
H : gradient de l a  v i t e sse  en écoulement viscornétrique. 

/1L : viscos i t é  dynamique. 

x4. , & : première e t  deuxième différences de contraintes normales 

en écoulement viscométrique 
44) J--f--r q- ,.&~-?!e~ . 

3 : viscos i t é  cinématique. 

Pu : pGssance des forces extér ieures  appliquées su r  un corps matériel .  

p : pression hydrostatique. 

Q : f lux  de chaleur entrant dans un corps matér ie l .  

9 : vecteur f lux  de chaleur. 

: tenseur orthogonal. 

R : taux de chaleur spécifique. 

IR : tenseur de rota t ion locale .  

A : entropie spécifique. 

d : variable temps pour l ' h i s t o i r e  d'une fonction jusqu'à l ' i n s t a n t  t : 
A =  g - t  

S : déf ini  s p a r t i r a e  par s ~ = E ~ s E  . 
k : var iable  temps. 

% : variable temps lorsque t e s t  p r i s  connue un temps de référence. 

T : température en un point % . 
b : mnction ~iscométr ique déf inie  par 7- L b ( 6 ) . 



: c.omposantes du tenseur des contraintes en écoulement viscométrique. 

T : vecteur contrainte en un point W . 
: tenseur des contraintes.  

af : tenseur de déformation pure. 

/1J : tenseur unité.  

: tenseur des taux de rota t ion.  

36 : point matér ie l  d'un corps. 

x : posi t ion du point matériel  x à l ' i n s t a n t  k . 
Y, % : vi tesse  e t  accélération d'un point matériel .  

I)El : vi tesse  d'ordre % d'un point  matériel .  

1( : posi t ion d'un point matériel  dans l a  configuration de référence. 

CHAPITRE 11 

( O ,  $, 9,Z)  : système de coordonn6es cylindriques. 

U ,V,W : composantes du vecteur v i t e sse .  

A : vi tesse  de ro ta t ion  angulaire. 

L : rayon des disques. 

H : distance séparant l e s  disques. 

QU' R : nombre sans dimension déf ini  par = - . r' 
X,$ : var iable  sans dimension déf inies  par = X / H  e t  ); Z/W . 

Ü , ü, : camposantes adimensionnelles de l a  v i t e s s e  : Ü = U / ~ H  PM, 
*=v+@H , o=V(//fi~R,. 

- - C  

U m ,  G, Wm : composantes de l a  v i t e sse  de l'approximation d'ordre a . 
C L  

: pression hydrostatique sans dimension : c P / p ~  H . 
/Pm : pression hydrostatique d'ordre * . 
R : nombre de Reynolds défini  par R r  G$ . 



- - C 0(; , i = 4,  L : coeff ic ients  du second degré sans dimension : d;=dd/pk . 
F i ,  ;; A,.&, 3 : coeff ic ients  du troisième degré sans dimension :Bi, P ~ Y ~ P  

: coeff ic ient  du second degré sans dimension pour un f l u i d e  de degré 

deux : 3 = CA /p ~8 . 
: différence re la t ive  des vi tesses  angulaires des deux disques. 

dS : vi tesse  d ' in ject ion ou aspira t ion.  

f, 6 : des fonctions de l a  var iable  8 déf inies  par w=- H F($)  , 
v =nx ~ ( $ 1  . 

A : fonctions indépendantes des var iables  X e t  J intervenant dans l a  

pression hydrostatique. 

: fonction indépendante de l a  var iable  ji intervenant dans l a  pression 

hydrostatique. 

$ : vi tesse  d1injection sans dimension déf inie  par = @/n . 
4 f i , $ i ,  A' : coeff ic ient  de dans l e  développement asymptotiques 

&' 
de l a  v i t e sse  e t  l a  pression hydrostatique : fi 9 

& O0 ' m z o  

6 =  2C R~~ $i I 
m= 3 

A = t R;A;. 
M =  0 

CHAPITRE I l l  

X : variable sans dimension définie par  Z -s )( / L  . 
u ~ * , w  : composantes adimensionnelles da l a  vi tesse  définies par 

i ,u/nl l  , Y= V/AL , h>=w/flyw - 
: pression hydrostatique sans dimension : 7- P/~A%!E . 

'2, : des ordres de grandeurs de U/RL e t  F'/rfi8~t . 
& : paramètre sans dimension défini  par  E = H / L . 

7&, , : sont t e i i e s  que fl L 7 7 4  3 
n'L< E E, soient 

des ordres de grandeurs de l'approximation d'ordre deux de U , V e t  P . 



u ~ ~ % ~ w l l  'p. : composantes de la vitesse et pression d'ordre un 

du développement asymptotique. 

& : vitesse caractéristique définie par Uo=  fi^ . 
A 

Ai , : paramètres sans dimension définis par : G4= di 4~' , 

Ji= ]3iUo/,~L! 
: vitesse d'injection ou aspiration sans dimension définie par 

+= @/fin7 
C sans dimension définis par si /f " , 

a', 2; a''' : combinaisons des coefficients du second degré sans dimension 
définies par : 3'- a,+ 3, , A'', $a,+ 3, , zM& 6a, +5ZP . 

, fi : quantités sans dimension définies par R = ( + 3 ~ x ' I - ~  3 

N = ( 4  +3'jm%zj! 

, : quantités intervenant dans la solution d'ordre un (voir pages 82 

à 112 1. 

: force de portance. 

&, : couple. 



CHAPITRE 1 

CINEPIATIQUE , 

LO 1 S DE CONSERVAT 1 ON, 

LO 1 S DE COYPORTEMENT , 



Note - 
Nous adopterons dans ce chapitre la règle suivante : 

- toute quantité scalaire ou fonction à valeurs scalaires sera représentée 

par une lettre à trait fin; 

- toute quantité vectorielle ou fonction à valeurs vectorielles sera 

représentée par une lettre à trait gras. 

- toute quantité tensorielle ou fonction à valeurs tensorielles sera 

représentée par une lettre à trait double. 

- un point matériel sera représenté par la lettre x . 

En mécanique des milieux continus, on définit le mouvement d'un 

corps matériel $ , dans un référentiel donné, par une application X de $ 
sur un ensemble X ( 3 , k) de l'espace euclidien G à trois dlnensions. 

A chaque instant A fixé, on a : 

L'écriture ( 1) signifie que le point matériel occupe, 3 l'instant k , la 

position 1 dans l'espace k . I1irnageX($,k) de fa ,par X , est 

appelée la configuration de à l'instant . 
On suppose par la suite que : 

- % est différentiable autant de fois qu'il est nécessaire; 

- X possède une fonction inverse, notée x-* ; 

- 16 et X-' sont continues par rapport à leurs arguments. 



1 . 1 . 2 . -  Vitenbe . . 
On définit la vitesse & , l'accélération X et la vitesse d'ordre-, 

ln1 
soit , d'un point matériel , par les dérivées successives de X : 

1.1 . 3 .  - Con&igigwration de héaéhence. 

On peut choisir une configuration ~articulière de Id , notée H~B) , 
et y rapporte toutes quantités concernant 

~ ( 3 3  est appelée la configuration de référence. Elle peut 

être n'importe quelle image régulière de 3 . L'application 

donne la position X occupée par le point matériel X dans la configuration 

de référence H (B) ; on a aussi 

Dans cette dernière équation, le mouvement de % est décrit par 

l'application X ,  de la configuration de référence K ( R )  s u  la configu- 

ration actuelle x (j3,k) 



Dans ce qui suit, pour simplif Ter, nous appellerons la configuration 

de référence l'application 8 elle-même, et 3k, la configuration du corps 
3 par rapport à 5 . 

1.1 .4 .  - DebdpaXon Lagtrangienne - d e n d p z i o n  EdCWenne 

1.1.4-12. - DebdpaXan Lagnangienne (ou t~é6éhentL&e) -------------- --- ------------ ----------- 

Dans cette description,on choisit une configuration particulière 

effectivement occupée à un instant donné, appelé "initial", par le corps 

au cours de son mouvement. Le point matériel @G est alors repéré par sa 

position %, à l'instant k= 0 . 
Toute fonction F (X , t ) à valeurs scalaires, vectorielles ou 

tensorielles, peut être remplacée d'après (31, par une fonction $ O ( ,  k 

prenant les mêmes valeurs pour les arguments x et )( qui se corres- 

pondent par H : 

Pour la suite, % désignera toujours la variable de Lagrange. 

1.1.4-b.- DebctLpaXon EdWenne  (ou by-aüaeel ............................ ------- 

Dans cette description,la position 3C du point matériel x et 
l'instant k sont considérés comme variables indépendantes. Toute fonction 

F ( X, k ) peut être remplacée d'après ( 1 ) , par une fonction de X et k 
prenant les mêmes valeurs pour les arguments X et= correspondants : 

Ainsi par exemple, nous écrirons pour les vitesses d'ordre 'VL 



("ri) 
où, pour des raisons de simplification, représente à la fois la fonction 

et la valeur de cette fonction (suivant qu'elle est écrite à droite ou à 

gauche de l'égalité). 

Dans tout ce qui va suivre : 

désigneront la dérivée partielle par rapport au temps et le gradient de la 

fonction G telle que 

tandis que 

désignerons la dérivée partielle par rapport au temps et le gradient de la 

fonction 8 que 

Il en sera de même quand 4 représente une quantité vectorielle ou 

tensorielle. On obtient, en particulier, compte tenu de (4), les formules 

d'Euler : 



L'opérateur appliqué à r  OU^ qui donne (12) est appelé dérivée 

matérielle ou dérivée particulaire. 

1.1.6.- Conbav&on de. La mane  

Principe de conservation de la masse : la masse de la matière contenue 

dans un corps matériel en mouvement est indépendante du temps, On a donc : 

(1.1~13) dt CJ I l ( d ~ = o ,  
X (  33, t) 

où d M  désigne i'éiément de masse élémentaire et ( ) désigne (Z)  . 
d t 

L'hypothèse de continuité sur X entraîne que l'équation intégrale (13) est 

équivalente à l'équation locale. 

ou aussi 

(1. 1,13~) 1'4 d;rrtpil) = O .  

1 . 1 . 7 . -  Connehvation den quamXtéb de. mouvement - équat ion du 

mouvement 

Dans ce qui suit, nous nous supposerons être placés, une fois pour 

toutes,dans un référentiel absolu. 

La loi de conservation des quantités de mouvement postule, à chaque 

instant, l'égalité du torseur des forces extérieures exercées sur une partie 

arbitraire du corps et du torseur des quantités de mouvement de cette 



même p a r t i e .  On a donc, formellement, 

- F e t  rA2 CF3 sont l a  résul tante  e t  l e  moment résul tant  en un point= 
==O O 

du torseur des forces extérieures exercées sur  13 p a r t i e  matér ie l le  ; 

- x ( P )  e s t  l a  r e s t r i c t i o n  de X 5 P ; 
- l e  signe " A " désigne l e  produit vec to r ie l ;  

- l e s  arguments des fonctions sont omis par commodité d 'écr i ture .  

Il convient de distinguer deux forces extér ieures  de nature di f férente  : 

- Une force appliquée à distance e t  donnée par une densité massique ; 1 
- Une force de contact,  de densité T , appliquée s u r  l a  f ron t i è re  a X (Tt) 

de X ( p , k ) .  
Un point X de a X (p) e s t  conniun aux f ront ières  d'une i n f i n i t é  

de pa r t i e s  de <p . D'après un postulat  de Cauchy, l e  vecteur T , e n =  , 

ne dépend que de l a  normale orientée à l a  surface f ront ière  : 

n e s t  d i r igé  vers l ' e x t é r i e u r  de X (Tt) e t  l e  ~ e ~ t e u r  7 e s t  appelé 

contrainte en w pour l a  direction ~n . 
Théorème fondamental de Cauchy : s i  T( . , ] e s t  une fonction 

continue de 1 ~ .  , il e x i s t e  un champ de tenseurs ( . ) t e l  que : 



( W )  est appelé tenseur des contraintes en 3C . 
Théorème : si l'équation ( 1 4 )  est satisfaite pour toutes les parties cf3 de , .. 
aiors, en tous les points intérieurs aux régions de X ( 3, t ) où f W  y 

g et &U sont continus, on a : 

Récriproquement, si (16 )  est satisfaite en tous les points intérieurs 

à une région, et si est continue sur la frontière de celle-ci, alors 

(14) est vérifiée à l'instant k pour le corps occupant cette région. 
Si a est continu dans X(p) et que (16) est satisfaite, alors, 

d'après le théorème de l'intégrale nulle, (15) est équivalente à 

où T I  désigne le transposé de -O- . 
La relation ( 1 7 )  est la définition d'un tenseur symétrique et 

constitue dans ce cas la seconde loi de Cauchy du mouvement. 

1.1.8. - ConbenvaaXon de 1' énengie. - é q U o n  de t ' é n a g i e  

La loi de conservation de l'énergie constitue en fait le premier 

principe de la thermodynamique : dans un référentiel absolu, à chaque instant, 

la somme du flux de chaleur Q entrant dansB etde la puissance des forces 

extérieures appliquées sur 3, est égale au taux d'accroissement de l'énergie 
totale ET de 73 . 



avec 

où E est i'énergie interne de 3 et K i'énergie cinétique. 

L'équation (18) est équivalente à l'équation locale 

dans laquelle : 

- e est l'énergie interne massique ; 

- , le vecteur densité de flux de chaleur qui a un rale analogue à celui 

du tenseur de contrainte U (principe de ~ourier-~tokes); 

- R , le taux de chaleur spécifique (rayonnement, réaction chimique, etc.. . ) ; 
- le signe ": " désigne une double contraction tensorielle. 

La dépendance des arguments est sous-entendue dans l'écriture (18) et 

(19). 

L'équation ( 19) s'appelle 1 'équation réduite de conservation de 

l'énergie en mécanique des milieux continus. 

7 . 1 . 9 .  - Second p ~ n e i p e  de % thmodynamique 

Le second principe de la thermodynamique postule, à chaque instant k , 

l'inégalité locale : 

ou, d'après (19) 

(1.1~20) 

A et T désignent respectivement l'entropie spécifique et la température 

du point matériel qui occupe la position Y à l'instant . 



3 O 

L'inégalité (20) est appelée l'inégalité de Clausius-Duha. 

1.1 .IO. - B i l a n  é q d o m  -inconnues 

Nous avons établi trois équations de conservation, à savoir : 

Les cinq équations scalaires, établies à partir des hypothèses 

générales communes à tous les milieux continus, sont insuffisantes pour 

déterminer les quatorze inconnues. 

i) trois composantes de la vitesse, 

ii) six composantes du tenseur des contraintes (r étant symétrique). 
iii) la masse volumique f , l'énergie spécifique e et les trois composantes 

du vecteur courant de chaleur 9 - 
et f? sont souvent considérés connus. 

Il est évident que les milieux continus ne s'opposent pas tous de la 

même manière aux sollicitations auxquelles ils sont sujets. Il s'impose donc 

de rechercher des relations qui tiennent compte de la nature du milieu continu 

considéré. Ces relations sont connues sous le nom de "lois de comportement" 

ou "lois spécifiques". 

Dans le paragraphe (1.2) qui va suivre, nous faisons un rappel utile 

à l'introduction des lois de comportement, et ces dernières seront étudiées au 

paragraphe ( 1.3) . 



2 . 2 . -  GRADIENT DE LA DEFURMATION, TENSEUR DE CAUCHY, FINGER, RIVLIN-ERZCKSEN 

ET WHITE METZNER. 

Les l o i s  de comportement font  i n t e r v e n i r  des r e l a t i o n s  e n t r e  l e  tenseur  

des cont ra in tes  dans un corps fi e t  l e  gradient  de ou cer ta ins  tenseurs  

d é f i n i s  à p a r t i r  de l ' a p p l i c a t i o n  % s u r  % . Ce son t  ces principaux tenseurs  

que nous a l lons  rappeler  dans ce  paragraphe. 

7 . 2 . 1 .  - G t r a d i e n t  de la dEdohmatLon 

Considérons l e  corps dans s e s  conf igura t ions  respect ives  K( B) 
e t  ( 3 , ~ )  déf in i e s  pa r  (1.1.2) e t  (1. i .s)  . fivant i a  défoimation e t  par  

K 
rapport  à un système de coordonnées e t  une o r ig ine  a r b i t r a i r e  , un point  matér ie l  

X occupe l a  pos i t i on  P e t  a pour coordonnées x ( XI, x', Xl) . Après l a  

déformation e t  par  rapport  à un système de coordonnées e t  une or ig ine  a r b i t r a i r e ,  

4 2 3  
l e  point  ma té r i e l  X occupe l a  pos i t ion  e t  a  pour cooraonnées y ( X I  X J X  . 

~t e 3  'J 
Un point  ma té r i e l  vo i s in  de X a pour coordonnées ( X  + ~x)(x:~x,x +d~,x+dX) 

3 
et ( ~ + d x )  ( L ' + d i ,  xt+dX, x 3 + d x )  respectivement avant 

e t  après l a  déformation. 



L'hypothèse de différentiabilité imposée à l'application % permet 

d'écrire i l  1 : 
H 

IF est appelé le gradient de la déformation. Pour un point matériel donné, 

[F est une fonction du temps : 

O== f f ( t ) .  

En description relative, la configuration de 73 à llinstant présent 

est choisie comme configuration de référence. Si f et SC désignent 

les positions occupées par le point matériel 30 aux instants respectifs Z 

et k , on a 

L'application Xt ainsi définie est appelée la déformation relative, 

et son gradient 



� le gradient de la déformation relative. La déformation de deux 

points matériels voisins est alors donnée par 

et on a, à l'instant 2 = k , 

4 désigne 1; tenseur unité. 
La règle de dérivation des fonctions continues donne 

1 .2 .2 . -  Dédomnation pwre, ho-tdion Locde, t e n n e w  de Cauchy-Gheen 

eA t e n n e w  de Fingm 

Puisque est inversible, le théorème de décomposition polaire 

de Cauchy permet de le décomposer de façon unique sous chacune des deux formes 

suivantes : 

où v et sont des tenseurs ~ymétriques~définis positifs et Un 

tenseur orthogonal. On a alors les propriétés 

vT=v , 
et 

En description relative, le tenseur orthogonal et les tenseurs 

symétriques et % sont définis par 
t 



Les tenseurs  symétriques e t  d é f i n i s  par  

sont  l e s  tenseurs  de Cauchy-Green, ou tenseurs  de d i l a t a t i o n ,  à d r o i t e  e t  à 

gauche, l e u r s  inverses  sont  l e s  tenseurs  de Finger.  

S i  X e t  x + d ~  désignent l e s  pos i t i ons ,  dans l a  conf igura t ion  de 

référence  % , de deux points ma té r i e l s  vo i s ins ,  l e u r s  pos i t i ons  à un i n s t a n t  

sont  e t  + d x  e t  on a : 

On a pu d i r e ,  a i n s i ,  que & e s t  un t enseu r  de déformation pure 

à d r o i t e ,  t and i s  que IR e s t  un tenseur  de r o t a t i o n  loca le .  

En descr ip t ion  r e l a t i v e ,  l e s  tenseurs  de d i l a t a t i o n  r e l a t i v e  d: e t  
t q son t  donnés pa r  



2 . 2 . 3 . -  GhadLent de .ta v L t e ~ ~ e ,  tenseuh d a  h u x  de d i l a t d i o n  

e2 tennewr d a  - taux de r t o W o n  

La posi t ion du point matér ie l  X é tan t  X à l ' i n s t a n t  b , 

on pose : 

Ainsi & e s t  appelé l e  gradient de l a  v i t e s se .  

D'une façon l e  gradient de l a  v i t e s s e  d 'ordre 12 e s t  

dé f in i  par 

On pose : 

Gsl l  O .d G-63. 
1 

S i  maintenant on dérive l a  première éga l i t é  de(5)  par rappor t  2 

e t  puis s i  on f a i t  7 = t , il vient  compte tenu de ( 3 )  

1 
En dérivant,  par rapport  à 7 , l a  r e l a t i o n  RQ J @$z) = 9 

t 
puis en fa i san t  = k , on obt ient  : 



Cette relation est la définition d'un tenseur antisymétrique. 

D'autre part, Diu étant symétrique, il en est de même pour qlt) . 
Ainsi la décomposition unique de en partie symétrique et antisymétrique 

est donnée par (6). 

On Dose 

et on appellew et , respectivement, le tenseur des taux de rotation 

et le tenseur de taux de déformation. 

7 . 2 . 4 . -  Temeum de Rivfin-Eklcksen el t emeum de WUe-Mctzna 

Les dérivées matérielles successives par rapport à , pour x,-t , 
- i 

du tenseur d: (2 ) (respectivement du tenseur (, a: ( 7))sont les tenseurs de 
t t 

Rivlin-Ericksen AN (respectivement les tenseurs de White-Metzner Bk ) : 

On a en particulier 

At=r ID, 

et d'une façon générale : 



avec 

j! hl-à)! 
Dans le paragraphe suivant, nous ferons un bref historique sur les 

lois de comportement des fluides afin de bien situer le fluide de Rivlin-Ericksen 

de degré TL qui a fait l'objet de notre étude, dans un écoulement particulier, 

pour w=f! et m = 3  . 

7 .3 . -  LUIS DE COMPORTEMENT ET FLUlDES DE RIVLTN-ERlCKSEN 

7 . 3 . 1 . -  U&~i&on de "l'kintohe" d'une dondon jubqu'à L1Cm.tant k . 

Soit une fonction du temps à valeurs scalaires, vectorielles ou 

tensorielles. Si k est un instant présent, nous représentons un instant passé 

A par laquantité t , ~ :  
t 

l'histoire de jusqu'l l'instant k est une fonction notée y t e t  ses 

valeurs sont données par 



Il fut énoncé pour la première fois par CAUCHY 1 2 1  en 1828. Selon 

ce principe, les contraintes, dans la configuration à l'instant k du point 

t 
matériel x sont déterminées par l'histoire du mouvement du corps 

jusqu'à l'instant /t . Formellement, ceci s'écrit : 

t 
où X varie dans l'ensemble des mouvements possibles du corps 13 . 

La relation (2) constitue la loi de comportement,du matériau ou 

milieu matériel, défini par . 
$ est appelée "fonctionnelle mémoire" ou encore "fonctionnelle 

de réponse". Quand la fonctionnelle # dépend effectivement des valeurs - 
t 

X (X,A,I) de l'histoire xt aux instants passés, on dit que le matériau 
t 

fait preuve de certaine mémoire. Quand dépend de x seulement par l'inter- 

médiaire de sa valeur actuelle, on dit qu'il y a absence de mémoire. Il se peut, 

aussi, que $ dépende de zt seulement par l'intermédiaire de ses valeurs 
actuelles et de ses dérivées temporelles actuelles; ceci correspond à une 

mémoire infiniment courte. 

1 . 3 . 3 .  - Pfinoipe de la luc~xtLmtLun b p m e  

Selon ce principe, le mouvement des points matériels situés à 

distance finie de X n'intervient pas dans la détermination des contraintes 

en . Formellement, NOLL [31 traduit ce principe par 

-- - - - -- -- 

*) Pour les corps avec liaisons internes, ce principe est énoncé à la page 30. 



- t 
dès que X 3 xt dans un voisinage a rb i t r a i re (* )  de ,X . 

1 . 3 . 4 . -  Pdndpe de .L1incü6~éfience rnatéhie.Uk 

Ce principe n ' a  é t é  f o r t  connu qu'à t r avers  l a  publication importante 

d'oldroyd 141 en ,950. OLDROYD exige que l a  fonctionnelle doi t  ê t r e  inva- 

r i an te  dans tou t  changement de repère e t  il conclut, à propos des l o i s  de 

comportement fa isant  in te rven i r  des dérivées temporelles, que ces dérivées 

doivent ê t r e  de type d'OLDROYD [41. En 1958, NOLL 131 a donné une forme 

expl ic i te  e t  générale pour ce principe.  Nous donnons i c i  c e t t e  formulation 

avec l e s  notations de TRUESDELL [FI .  

S i  dans un r é f é r e n t i e l  , l e  tenseur des contraintes e s t  donné 

par : 

alors dans t o u t  r é f é r e n t i e l  b* t e l  que 

( * )  Désormais, on peut é c r i r e  l a  l o i  de comportement (1.3,2) sous l a  forme 

~ ( x t ~ , s , t ~ , r )  = F( xi - X,  t )  
vsj ' 

où 0%) désigne un voisinage a r b i t r a i r e  de . 



l a  fonctionnelle @ doit s a t i s f a i r e  l a  condition 

Dans l e s  deux re la t ions  ( 4) , xo e t  A sont une posi t ion e t  * 
un ins tan t ;  M ) représente une fonction à valeurs dans l. 'espace des 

O 

posit ions e t  ( a  ) une fonction à valeurs t ensor ie l l e s  orthogonales 

indiquant l ' o r i e n t a t i o n  re la t ive  de $ par rapport  à $ . On d i r a  de l a  

fonctionnelle $ qui v é r i f i e  ( 5 )  qu ' e l l e  s a t i s f a i t  l e  principe de l ' i n d i f f é -  

rence matér ie l le  (ou l e  principe d '  obj e c t i v i t é )  . On montre ( v o i r  TRUESDELL 151 , 

p. 123) que l e  tenseur des contraintes e s t  l u i  même une quant i té  in t r insèque,  

c'est-à-dire q u ' i l  v é r i f i e  : 

où r" e t  k* se  déduisent de e t  t grâce à ( 4 ) ,  e t  d? ( 0  1 

e s t  l a  même fonction intervenant dans ( 4 ) .  

Finalement, s i  on a : 

l e  principe de l ' indif férence maté r ie l l e  exige que s a t i s f a s s e  ;a 

r e la t ion  

pour t o u t  changement de ré fé ren t i e l  de type 



1 . 3 . 5 .  - Matéaiau bimpLe 
t 

Une première approximation de X au voisinage(*) de X nous est 
K 

donnée, pour chaque , par son gradient en X . NOLL 131 définit un 

matériau simple comme un matériau dont les valeurs de la fonctionnelle de 
t t 

réponse ne sont pas affectées si l'on remplace X par IF pour toute 
H K 

histoire de déformation % . La loi de comportement d'un tel matériau peut 
donc s'écrire : 

On montre [3] que, à cause du ~rincipe d'objectivité, la fonctionnelle 

ne dépend pas explicitement de t , d'où 

L'existence d'une telle fonctionnelle de réponse est un fait indépendant de 

la configuration de référence (voir TRUESDELL [51, p. 136). Par conséquent, 

la définition ( 7 ) ,  même si elle fait mention d'une configuration de référence, 

pourrait être posée indépendamment de la référence. 

- - 

(m) On s'intéresse seulement au mouvement du voisinage arbitraire du point 

matériel 3C (voir note en bas de la page 19 ) .  



Par la suite, nous ne considèrerons que les milieux matériellement 

simples. En général, nous aurons choisi une fois pour toutes une configuration 

de référence ; nous écrirons alors la loi de comportement ( 7 )  sous la forme 

condensée 

Définition : On dit qu'on a affaire à un matériau élastique lorsque al se 
réduit à une fonction ordinaire du gradient de la déformation actuel F(x,~) 

t t 
et ne dépend pas des valeurs (F ( Y, A )  de l'histoire [F pour A > 0 . 

1.3.6.  - Fotune~ hédu,Lte~ den  lob d e  compah temen t  

La loi de comportement écrite sous la forme (8) satisfait le principe 

du déterminisme et le principe de localisation spatiale : on doit alors res- 

treindre la fonctionnelle 3 de façon à satisfaire le principe de l'indiffé- 

rence matérielle. 

Après un changement de référentiel défini par (4) , le gradient de la 

déformation IF suit la règle de transformation 

t 
et son histoire suit la règle 

La fonctionneiie 3 doit satisfaire la relation (6) qui exprime 

le principe de l'indifférence matérielle; soit 

t 
pour toute histoire tensorielle orthogonale a3 et toute histoire tensorielle 

non singulière fft . 



NOLL [31 se sert de la décomposition polaire (1.2,b) et résoud 

une fois pour toutes l'équation ( 9 )  en 8 . Il obtient le 
Théorème de réduction 

Soit 8 une fonctionnelle des histoires tensorielles symétriques 

définies positives, à valeurs tensorielles symétriques. Alors la loi de 

comportement de tout milieu matériellement simple peut s'écrire, par rapport 

à une configuration de référence fixe, sous la forme : 

et inversement, toute fonctionnelle de ce type définit un milieu matériellement 

simple. 
C 

Dans (IO), uL désigne l'histoire de la dilatation et la 

rotation actuelle. 

La relation (10) n'est plus sujette à aucune condition. On dit 

qu'elle est écrite sous forme réduite. 
t 

NOLL [31 a montré aussi, dans le cas os l'on veut utiliser 

au lieu de F~ , que la loi de comportement (10) est équivalente à 

où l'on a posé pour tout tenseur $ 

étant la rotation actuelle. 

TRUESDELL ([5], p. 145) propose une expression équivalente plus 

commode, en faisant intervenir le tenseur 6 de CAUCHï : 



La fonctionnelle 8 utilisée dans (12) n'est pas en général 

celle qui figure dans ( 1 1  ) . 
Les formes réduites de ROLL (11) et (12) montrent que l'utilisation 

d'une configuration de référence fixe est inévitable pou exprimer Rk. ) , 
a I ( A  1 et Ut) .  

1.3 .7 .  - Cohpn homogène 

Définition (NOLL) : la fonctionnelle de réponse d'un 

milieu matériellement simple relativement à la configuration de référence K . 
Les points x, et de sont dits matériellement isomorphes 

s'il existe deux configurations K et telles que ( XI\ : P ( x ~ ) = c ~  
4 

au voisinage de % et , et telle que 
b 

1 
L "5 

L 

pour toute histoire tensorielle non singulière IF . Notons que dans cette 
formule Xi et sont donnés fvidement par 

On dit aussi, de deux points matériaux isomorphes, qu'ils sont faits 

du même matériau. 

Si chaque point de R est matériellement isomorphe à tout autre, et, 

si l'on peut établir l'isomorphisme de tous les points de 35 à l'aide d'une 

seule configuration de référence K , on dit que le corps est homogène. 



t 
pour tout X et X8 de K ( ) et pour tout argument IF inversible . 

1 

Par la suite nous ne considérons plus que les corps homogènes. Pour 

de tels corps, ne dépend pas de X . 9 
1.3 .8 . -  Le g/roupe den p a h i t é ~  

Soit K une configuration de référence et soit X un point 
1 

matériel de 73 . S'il existe une configuration de référence distincte 
8 

de H, , et telle que 

t 
pour tout argument inversible , on dit qu'il y a parité entre les 

configurations K et Ka en X . 
4 

Les applications qui font passer d'une configuration à une autre 

configuration isomorphe à la première, forment un groupe qui dépend des proprié- 

. Les gradients de ces applications forment eux aussi, un groupe 

'BK et appelé groupe des parités de K en % . 
Puisque les K mises en correspondance par les éléments de 

!H 
ont 

a 
la même masse volumique, ces éléments sont unimodulaires et forment donc un 

sous groupe du groupe unimodulaire : 

-- 

a )  On dit dTun tenseur qu'il est unimodulaire si son déterminant est égal à 



On montre (voir par exemple TRUESDELL [51 p. 136 et p. 164) que 

les éléments du groupe des parités sont des tenseurs H unimodulaires 

tels que l'onait,pourtout IF , 

et inversement, tout t-fj de ce type est un élément de %n NOLL 131 a 

établi la relation suivante entre les groupes des parités : 

où ifon a posé lPs G d X  et A :  K +He . 
Définition : on dit que le matériau en est égalitaire, si 

pour tous les couples ( H , , ) possibles. 

On montre que les seuls groupes correspondants à des matériaux 

égalitaires sont 

7 .3 .9 . -  Lu rnatE.kLaux LhoRhopa 

Définition (~auchy, ~011) : un matériau est isotrope s'il existe une 

configuration de référence H telle que l'on ait 



où O e s t  l e  groupe orthogonal. Une t e l l e  configuration H e s t  d i t e  

"nature l le" .  

En ve r tu  d'un théorème de l a  t héo r i e  des groupes, l e  groupe 

qu i  v é r i f i e  (15)  ne peut ê t r e  que l e  groupe orthogonal 0 ou l e  groupe 

unimodulaire : 

a,: O jM=U 

Il découle de l a  d é f i n i t i o n  précédente que, pour un materiau i so t rope ,  

l a  r e l a t i o n  (13)  e s t  s a t i s f a i t e  pour t o u t  M orthogonal. La même r e l a t i o n  

montre a l o r s  que, pour un t e l  matériau,  l a  va leur  de l a  c o n t r a i n t e T  n ' e s t  
t 

pas changée s i  I t o n  remplace par F ~ Q  , où e s t  LXI tenseur ortho- 

gonal cons tant .  

On montre ( v o i r  par exemple TRUESDELL [51, p. 168-169) que, pour un 

matériau i so t rope ,  l a  forme r é d u i t e  (12 ) ,  par  rapport  à une configuration de 

référence n a t u r e l l e ,  e s t  équivalente  à 

dans l aque l l e  l a  r o t a t i o n  e s t  absente.  

Plus encore,  on montre, à p a r t i r  de (14)  e t  (9), que l a  fonct ionnel le  

do i t  v é r i f i e r  l ' i d e n t i t é  

pour tout  tenseur  orthogonal , pour t o u t e  h i s t o i r e  t e n s o r i e l l e  symétrique 

t 
, e t  pour t o u t  tenseur  symétrique d é f i n i  p o s i t i f  . 



Une fonctionnelle vé r i f i an t  c e t t e  condition pour tout  orthogonal 

e s t  d i t e  isotrope. 

Inversement, s i  f& v é r i f i e  ( 1 7 ) ~  a lo r s  (16) représente bien l a  l o i  

de comportement d'un matériau isotrope relativement à une configuration de 

référence naturel le .  

1.3.10.- LU @ d d ~  

Nous donnons i c i  l a  déf ini t ion de NOLL [3] . 
Définit ion : Un matériau e s t  d i t  un f lu ide  s i ,  pour une cer ta ine  

configuration H , on a 

Puisque l e  groupe orthogonal 0 e s t  i ~ c l u s  dans l e  groupe unimodulaire 

U , l e s  déf ini t ions  (15) e t  (18) montrent qu'un f lu ide  e s t  forcément isot rope.  

NOLL 131 a montré que, s i  un matériau e s t  un f lu ide ,  a l o r s ,  (18)  e s t  

vé r i f i ée  pour toute  configuration de référence K . Il s ' ensu i t  qu'un f l u i d e  

e s t  é g a l i t a i r e ,  avec = U , e t  que tou te  configuration de référence e s t  

une configuration na tu re l l e .  

Théorème fondamental des f lu ides  (NOLL 1958) : 

Tout f lu ide  a une l o i  de comportement de l a  forme 

avec l a  propr ié té  d ' i sot ropie  



et inversement, toute fonctionnelle des histoires tensorielles symétriques 

définies positives, à valeurs dans l'espace des tenseurs symétriques, et de 

ce type, définit un fluide. 

Une conséquence de (20) est qu'on doit avoir 

Ce dernier résultat exprime qu'un fluide ne peut pas supporter des 

contraintes de cisaillement lorsqu'il demeure au repos, à tout instant, 

passé ou présent, et ce,quelque puisse être sa configuration. 

TRUESDELL [5 ]  préfère exprimer la loi de comportement (19 )  sous la 

forme 

(1.3,21) 

t 
La fonctionnelle [L est isotrope et s'annule lorsque son argument (6 -3) 

t 
est l'histoire ot  dont la valeur est toujours nulle. 

Par la suite, nous allons nous intéresser plus particulièrement aux 

fluides incompressibles ( (: e t )  dont la loi de comportement (21)  devient 

simplement 

avec a O . 
Pour des milieux matériellement simples avec des liaisons internes, 

il importe de modifier le principe du déterminisme (voir TRUESDELL 151, p. 348) 

de façon à tenir compte de ces liaisons. 



Principe du déterminisme pour des matériaux simples soumis à des 

liaisons : 

La contrainte est déterminée par l'histoire du mouvement seulement 

à un tenseur arbitraire près, dont la puissance est nulle dans tout mouvement 

compatible avec la liaison. En d'autres termes, 

U\1 étant une contrainte dont la puissance s 'annule dans tout mouvement 

satisfaisant la liaison, et 111 n'ayant à être définie que pour des arguments 

E~ satisfaisant ia iiaisoni 
( 7 r - N )  représente ce qu'on appelle la contrainte déterminée. 

En particulier, on montre [ 3 ]  que, pour un fluide incompressible, le mouvement 

détermine la contrainte à une pression hydrostatique arbitraire près, si bien 

pue dans ( 2 2 ) ,  P est arbitraire. 

1.3.11.- f f i d e  de SLok@ 

En 1845, STOKES E61 a exposé les principes sur lesquels est basée 

sa théorie des fluides visqueux. Ces principes l'on conduit à poser 

avec 

Il fait les deux hypothèses sur $ : 

i) (D; est linéaire par rapport à Ai ; 
ii) $ est une fonction isotrope de 

En resolvant la fonction $ en A , Stokes aboutit, dans le cas 
'I 

des fluides incompressibles, à ce que l'on appelle un fluide newtonien dont 

la loi de comportement est de la forme : 



ou encore d'après (1 .2~7)  

Les équations de la dynamique qui résultent de la loi de Stokes 

sont appelées équations de Navier-Stokes. Notons que, si on pose 

le principe d'objectivité exclut la présence du tenseur des taux de rotation, 

actuel et force 'g à être isotrope. Si bien que nous retrouvons 

l'équation (23) de Stokes : 

avec 

quelque soit @ orthogonal. 
t 

On voit que $ dépend de F seulement par l'intermédiaire de sa . 
dérivée matérielle temporelle actuelle . La loi de comportement de 
Stokes ne peut donc décrire que des fluides dont la mémoire est infiniment 

courte. Notons aussi que le fluide newtonien (ou de ~tokes) conduit à des 

différences de contraintes normales nulles dans la classe des écoulements 

de cisaillement laminaire (voir annexe), ce qui n'est pas le cas de beaucoup 

de fluides réels. 11 fallait donc chercher une loi de comportement pour les 

fluides qui soit plus g&érale que celle de Stokes. 



1.3 .1  2 .  - FhLde. de Reinerr-RLvfin 

Dans le but de trouver une explication à ce que REYNOLDS [71 appelle 

"dilatancy" et qui est un   hé no mène dû à la compressibilité, REINER i81, en 

1945, propose sa loi de comportement pour les fluides : 

T = - P ~ + $ [ A , )  

Fra, =O. ave c 

Il développe en série de puissances de , puis applique le 

théorème de Cayley-Hamilton pour les tenseurs. Il trouve finalement, pour 

les fluides incompressibles, la loi de comportement 

où les coefficients 4, et sont fonction du deuxième et du troisième 

invariants scalaires Q et Q.. de A, . Dans son article de 1948, RIYLIN [9 ] 
i 

montre que la solution la plus générale de (231, pour un fluide incompressible, 

est donnée par (24) ou se ramène à celle-ci. RIVLIN applique cette théorie à 

certains écoulements de cisaillement laminaire permanent. Ainsi l'équation 

de comportement (24) a pris le nom d'équation de Reiner-Rivlin pour les fluides. 

Si la fonction 4 n'est pas nulle, (24) conduit à des différences 

de contraintes normales non nulles dans des écoulements viscornétriques (voir 

par exemple [ I I ,  p. 137). Cependant les résultats expérimentaux rendent douteux 

l'existence réelle d'un fluide de Reiner-Rivlin pour lequel + 0 - En 
effet, comme le remarque W.R. SCHOWALTER [ I  1, les différences de contraintes 

normales non nulles semblent caractéristiques aes fluides à mémoire longue, 

alors que (24) concerne les fluides à mémoire infiniment courte. Plus encore, 

dans un écoulement de cisaillement laminaire (voir annexe ) , ( 24) conduit à 



alors que la plupart des données expérimentales sur les solutions des polymères, 

montrent d'une facon caractéristique que / 1 > /& / . 
A côté de toutes ces anomalies, la loi de comportement de Reiner-Rivlin 

bénéficie, aussi, de certaines critiques favorables (voir [ I I ,  p. 137). 

1 . 3 . 1 5 .  - FLLLida d e  Eufin-Ehichnen de  compLexAé 'R . 
En 1955, RIYLIN et ERICKSEN [ IO] ont publié leur théorie, devenue 

1 

célèbre, sur les matériaux dits de type différentiel. Ces matériaux sont ceux 

pour lesquels les contraintes, en un point matériel X , à l'instant k , ne 

dépendent que de l'histoire du mouvement aux instants 26 C L - $  , t 1 8 
étant un nombre positif arbitrairement petit. Ces matériaux ont donc une mémoire 

infiniment courte. Dans le cas des fluides, la théorie de Rivlin-Ericksen 

généralise celles de Stokes et de Reiner-Rivlin. Nous allons expliciter cette 

théorie selon la formulation de NOLL [31. 
t 

Si l'histoire du gradient de la déformation IF est suffisamment 

différentiable, elle peut être approchée, pour A petit, par son développement 

en série de Taylor jusqu'à un certain ordre . Cette série est déterminée 
par les valeurs de F~ et ses premières dériuées 

Définition : un matériau est dit de type différentiel si sa fonc- 

tionnelle de comportement ne dépend que de la série d'ordren , 'IL fixé, 
t t 

de l'histoire fF . En termes, pour tout couple d'histoires IF et 
u* 

ff' , 3 vérifie 



dès que 

La loi de comportement (8) s'écrit donc sous la forme 

NOLL a montré que le principe de l'indifférence matérielle, dans le cas des 

fluides, réduit (25) à 

où la fonction est une fonction isotrope : 

pour tous les arguments possibles de% et pour tous les tenseurs orthogonaux 

a z .  
La loi de comportement écrite sous la forme (26) a été donnée pour 

la premisre fois par RIYLIN et ERICKSEN [IO]. Ainsi on a appelé un fluide dont 

la loi de comportement a la forme (26) et où dépend des n premières 

valeurs actuelles A. un fluide de Rivlin-Ericksen de complexité * . 
4.' 

On trouve la forme générale des solutions de l'équation (27) dans 

l'article de WANG [ I l ] .  Par exemple, la loi de comportement d'un fluide 

incompressible de complexité 1 ,  a la forme explicite 



C 
où #, e t  sont des fonctions a r b i t r a i r e s  d e h a  4 , h . c d ~ ~ e t  

rt(~Cdh;) e t  P une fonction a r b i t r a i r e  dans l e  sens qu ' e l l e  n ' e s t  

pas déterminée par l e  mouvement. La l o i  de comportement d'un f lu ide  

incompressible de complexité 2 e s t  donnée par  

où l e s  coeff ic ients  de 4: , 4 , . . . , 4 sont des fonctions des t r aces  de 
t c 

A , A:, $, 4 ,  A,A. , A~A:,  et Al, A,; , e t P  

e s t  a r b i t r a i r e .  

Dans (28)  e t  (291 ,  ou plus généralement pour l e s  f lu ides  de complexité 

IL , l e s  QI ne sont pas déterminés de façon unique mais, sauf dans des cas 

p a r t i c u l i e r s ,  il n ' ex i s te  aucune re la t ion  donnant l ' u n  d 'entre  e u ,  quelconque, 

conme fonction univoque des autres .  

7.3.14. - MouvemevLts Lents  eA d l u i d e ~  d e  RLvfin-Ehickoen de dcgtré r n  

La l o i  de comportement d'un f lu ide  simple e s t  donnée par (21 ) , à 

savoir 



où a est une fonctionnelle isotrope et s'annule lorsque son argument 

( c - est l'histoire nulle. 

Pour un fluide incompressible, on supprime la dépendance par rapport à 

La théorie des fluides de Rivlin-Ericksen de degré 'll. a été introduite 

pour la première fois en 1960 par COLEMAN et NOLL [12]. Ils ont constaté, expéri- 
b 

mentalement, que certains matériaux, n'obéissant pas en &sral à une loi ae 

comportement de type newtonien, deviennent convenablement décrits par celle-ci 

lorsqu'ils sont en mouvements lents. S'inspirant de cette remarque, ils ont 

pensé à des matériaux dont la loi de comportement peut être approchée par une 

approximation d'ordre supérieur. Pour obtenir ces approximations, COLEMAN et 

NOLL ont introduit la notion des mouvements "retardés" et exploité la propriété 

selon laquelle un fluide oublie les déformations qu'il a subies il y a suffi- 

samment longtemps. Des matériaux ayant une telle propriété sont dits*à 

mémoire évanescente". 

L'idée physique de la mémoire évanescente est traduite formellement 

par le 

Principe faible de la mémoire évanescente (COLEMAN et NOLL) : 

la fonctionnelle a qui figure dans (23 ) est continue pour l'histoire du 

t 
repos (6 - 4 )E 0. 

t 
La topologie qui sert à la définition de la continuité a été construite 

t t 
de sorte que la norme, appelée 'çouveniry 1) [F II d'une histoire IF soit plus 

t 
sensible aux valeurs F(A) dans le passé récent que dans le passé lointain. 
Notons aussi que cette topologie, par sa construction, est adaptée pour les 

matériaux à mémoire longue évanescente et ne peut être adaptée pour des matériaux 



ayant une mémoire infiniment courte t e l s  que l e s  f lu ides  de Navier-Stokes 

e t  l e s  f lu ides  de Rivlin-Ericksen en général. 

S i  une s u i t e  d 'h i s to i res  - a un souvenir qui tend vers  zéro,  : 
a l o r s ,  en admettant l e  principe de continuité ci-dessus, on peut é c r i r e  

pour l a  contrainte 

Pour obtenir l e s  approximation d'ordre supérieur COLEMAN e t  NOLL 

posent l e  principe f o r t  d 'ordre 'YL pour une mémoire évanescent-? : l a  

fonctionnelle a e s t  f o i s  Frechet d i f fé ren t i ab le  pour l ' h i s t o i r e  du 

repos 

Supposer l a  fonctionnelle a, n f o i s  d i f férent iable  au sens de 

Frechet, revient à supposer q u ' e l l e  admet une so r te  de développement de Taylor 

au n-ième ordre. Dans l e  cas présent,on peut éc r i re  

où a; e s t  une fonctionnelle polynomiaie homogène de degré À. , bornée, e t  

dépendant de f connne paramètre. 
t 

A p a r t i r  d'une h i s t o i r e  donnée, COLEMAN e t  NOLL construisent 
tlt) k 

une s u i t e  d 'h i s to i res  ( a: -4) à f a i b l e  souvenir en posant 
t 

avec O < h , ( A .  
t 

e s t  appelée h i s t o i r e  retardée de l a  fonction 



Intuitivement, nous voyons que, lorsque ,> O , le souvenir 

(\a?+ II doit en faire autant. 
t 

Si & possède (n dérivées continues en A = O , le théorème 
t 

de Taylor donne pour l'histoire 

avec 

I ~d)(Atl/désigne ia norme de ia valeur IR, ( A ,  k ) . La norme d'un tenseur 
A est définie par : 1 A 1 = &ca.LC~'f' . Nous voyons d'après (34) que, 

pour fixé, l'amplitude de l'erreur [~P'peut croître infiniment lorsque 

/I 4 + 00 . Mais le théorème du retardement de COLEMAN et NOLL [ 121 nous 

assure, qu'en terme de souvenir, on a 

CR) Il R Il = O ' ?  pour 4 4 O . 

En substituant (33) dans (31), on obtient la loi de comportement 

retardée, de COLEMAN et NOLL, pour la contrainte du mouvement retardé : 

A) 
où A est le tenseur de Rivlin-Ericksen actuel, relatif au mouvement retardé 

et défini par 



et où les f sont des fonctions tensorielles multilinéaires de 4 i**- ij4 
variables et dépendent de f comme paramètre, et où la somme porte sur 

les indices tels que 

Les fonctions 1 sont déterminées de façon unique par 

la donnée de la fonctionnelle . Si le fluide est incompressible, la 
dépendance par rapport à p , dans (35)  ast à supprimer. 

Mis à part le reste d) (l'La) , (35) est une loi de comportement 
particulière d'un fluide de Rivlin-Ericksen de complexité ?l, . 

Définition : Un fluide dont la loi de comportement est de la forme 

02 les 2 sont des fonctions tensorielles multilinéaires et où les A... d a  
indices vérifient (36), est appelél'un fluide de Rivlin-Ericksen de degré w". 

Selon le résultat remarquable (35), la loi de comportement d'un 

fluide simple possédant une mémoire évanescente de COLEMAN et NOLL d'ordre ri. , 

peut être approchée, dans des mouvements lents, par celle d'un fluide de 

RIVLIN-ERICKSEN de degré 12 . La réciproque n'est pas vraie ( C51, p. 3 3 6 ) ,  

la théorie des fluides de Rivlin-Ericksen de degré 'h peut éventuellement 

s'appliquer à des déformations rapides, c m e  cela semble être le cas du 

fluide de Stokes qui, comme nous allons le voir, est un fluide de degré A. 



Dans les chapitres II et III, nous étudierons un écoulement particulier 

des fluides de Rivlin-Ericksen de degrés 2 et 3. La fonctionnelle de comporte- 

ment a étant isotrope, cette permet d'obtenir une loi de comporte- 

ment plus explicite pour les fluides de Rivlin-Ericksen de degré quelconque. 

Nous allons donner ces résultats, seulement pour X = 1 , 9î. = 2 et % ~ t =  3 . 
Revenons maintenant à l'équation (35), nous voyons que, 

Pom M = .l Y 

pour 

Pour les fluides compressibles, les fonctions . et P sont 

sous-entendu dépendantes de i.i -*a& 
Dans (23), la fonctionnelle étant isotrope, on montre qu'il en 

est de même gour les fonctions multilinésires 8.  . . De façon précise, 
nous devons avoir 



pour tous les tenseurs symétriques (II , . . . , a/  et pour tout tenseur 
orthogonal @ . 

SPENCER et RIVLIN 1131 ont donné la forme générale des solutions 

de ( 40). En particulier, toute fonction tensorielle linéaire isotrope f(') 

admet la représentation 

toute fonction tensorielle hilinéaire (. ,.) dont les arguments sont 

symétriques, admet la représentation 

et toute fonction tensorielle trilinéaire & (. , . , .) dont les arguments sont 
symétriques, admet la représentation 



Dans les trois cas (41 ) ,  (42) et (43), l e s 4  sont des constantes. 

Compte tenu de (hl), (42) et (431, les équations (371, (38) et (39) deviennent, 

respectivement, pour un fluide incompressible, avec un changement de notations 

près 

013 ,U , % et Bi sont des constantes et la fonction P diffsre de P 
à cause de l'introduction des termes proportionnels à p provenant d e 2  , 2 , 

G 3 
1 , et . Le fluide étant incompressible, la fonction P (ou p ) 

44 444 
reste indéterminée en ce sens qu'elle peut prendre ses valeurs indépendamment 

du mouvement. 

Nous pouvons, finalement, au sens des mouvements retardés et de 



la mémoire évanescente de COLEMAN et NOLL, énoncer les résultats (30), (44), 

(45) et (46) comme suit : 

- la loi de comportement générale d'un fluide simple incompressible possédant 
* 

une mémoire évanescente d'ordre zéro , est approchée par la loi 
. <C 

à CD (4) près; 

- la loi de comportement générale d'un fluide simple incompressible possédant 
une mémoire évanescente d'ordre 1 ,  est approchée par la loi 

à près; 

- la loi de comportement générale d'un fluide simple incompressible possédant 

une mémoire évanescente d'ordqe 2, est approchée par la loi 

à @(di près; 
- la loi de comportement générale d'un fluide simple incompressible possédant 

une mémoire évanescente d'ol'dre 3, est approchée par la loi 

à S(n3)  près. 
r;) Quand la fonctionnelle obéit au principe faible de la mémoire évanescente, 

on dit que le fluide possède une mémoire évanescente d'ordre zéro. 
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Les lois de comportement données par (hl'), (48), (49) et (50) 

sont, respectivement, celles des fluides de Rivlin-Ericksen incompressibles 

de degré O (ou fluide élastique), 1, 2 et 3. 

:: La mEmohe évanucente au benh de Wang eA &Luidu de fivfin-E&Lchnen 

Comme nous l'avons signalé, les fluides Newtoniens et les fluides 

de Rivlin-Ericksen en général n'obéissent ni au principe faible ni au principe 

fort de la mémoire évanescente au sens de Coleman et Noll. Ceci est une consé- 

quence de la nature de la topologie utilisée. En 1965, bJANG 114 1 et 11 5 1 a 

publié sa théorie sur la mémoire évanescence où il utilise une topologie 

différente de celle de COLEMAN et NOLL 1121. Dans la théorie de Wang, un 

fluide général de Rivlin-Ericksen satisfait le principe faible de la mémoire 

évanescente si sa fonction de comportement est continue de ses arguments. 

un tel fluide obéit au principe fort de la mémoire évanescente d'ordre 'bî , 

si sa fonction de comportement est continuement différenttable jnsqu'à cet 

ordre. 

Dans des mouvements lents (32), la loi de comportement d'un fluide 

de Rivlin-Ericksen de complexité '?l. poss6dant une mémoire évanescente de 

Wang d'ordre m peut être approchée pax celle d'un fluide de Rivlin-Ericksen 

de degré yn (si %<% ) ou d'un fluide de degré yC (si 

:::: Un peu d ' k i 6 t o i ~ e  buh Le dluide du necond deghé 

Depuis l'introduction de la théorie des fluides de Rivlin-Ericksen 

de degré n , de nombreuses études théoriques et expérimentales ont été 
consacrées en particulier au fluide du second degré. Parce que, d'une part, 

sa loi de comportement est invariante, simple et moins restrictive que celle 

du fluide de REINW-RIVLIW (24) avec des coefficients constants, et, d'autre 

part, parce Que la loi de comportement du fluide du second degré constitue 

la deuxième approximation, en terme des mouvements lents, des fluides simples 

- s m r ;  rr. A ~ i a v , c . - , c ~ n t , i .  



En 1964, COLEMAN et MARKOVITZ [161 et il71 ont affirmé, en 

s'appuyant sur des évidences expérimentales en viscoélasticité finie du 

second ordre, que l'on doit avoir dans (49) / U ) O  et dl négatif. Peu 

de temps après, TRUESDELL il81 donne aussi un argument purement mécanique 

qui justifie o( négatif. 
i 

En 1965 et 1966 C o r n ,  DUFFIN et MITZEL [ 191 puis C O L M  et 

MITZEL [20], ont démontré l'instabilité, la non existence et la rupture 

des mouvements de cisaillement pur pour les fluides du second degré avec 

g < O . De ce fait, de graves doutes se sont posés sur l'existence 
réelle d'un fluide du second degré. Cependant, en 1974, DUNN et FOSDICK [23] 

publient un article important sur la compatibilité thermodynamique et la 

stabilité des mouvements des fluides incompressibles du second degré. Ils 

établissent un théorème selon lequel, la condition 

est nécessaire et suffisante pour que la loi de comportement (49) soit 

compatible(i) avec la thermodynamique et pour que l'énergie libre de Helmotz 

ait une valeur minimale à l'équilibre. DENN et FOSDICKmontrent que l'argument 

de TRUESDELL en faveur de a( < O  , lorsqu'il est affronté à cette compatibi- 
4 

lit6 thermodynamique, tombe en défaut. Ils montrent aussi que si O( < O 
4 

avec dl+ da= 0 maintenue, alors, dans une classe a' écoulements beaucoup 

plus large que celle de COLEMAN, DUFFIN et MITZEL [lg], l'instabilité et la 

non existence des mouvements sont inévitables. 

En 1979, FOSDICK et RAJAGOPAL [22] ont montré que même dans le 

cas (**) 

(*)  Pour la définition de la compatibilité thermodynamique (voir [21], 
pages 196- 198). 

(*%) Ce cas est en accord avec les relevés expérimentaux concernant certains 
fluides réels que les rhéologistes considéraient comme des fluides du 
second degré. 



des anomalies d'instabilité d'une grande classe de mouvements sont inévitables. 

Il importe donc, compte tenu de ces travaux concernant le fluide 

incompressible du second degré, de retenir l'hypothèse 

(1.3,51) r ~ o  , d,>,o t & * + % = o .  

Ainsi, la loi de comportement (49) se réduit, en posant O< .= o< , 
4 
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ANNEXE 

ECUULEMENT D E  CISAILLEMENT 

LAMINAIRE PERMANENT D'UN 

FLUIDE SIMPLE 

Considérons les écoulements laminaires et permanents qui satisfont 

les deux hypothèses suivantes : 

Ha : 11 existe un système de coordonnées orthogonales par rapport auquel 

les composantes contravariantes de la vitesse sont de la forme 

Ha : Le système de coordonnées possède une base dans laquelle les 

composantes du tenseur métrique ne dépendent pas de la coordonnée suivant 

la direction de l'écoulement. Ceci s'écrit formellement 

O' !;a est défini par le produit scalaire des vecteurs de la base: 

Les hypothèses H+ et Hg constituent la définition d'un écoulement de 
cisaillement permanent. 

La loi de comportement d'un fluide simple incompressible est 

(voir (1.3,9)) de la forme 



Cette équation peut s ' é c r i r e  auss i  sous l a  forme 

de s o r t e  qu'on a i t  

'Y w 

où P e t  P d i f fè ren t  par l a  p a r t i e  i so t rope de l a  valeur  de a . P 
r e s t e  une fonction du point  e t  indéterminée par  l e  mouvement. 

l a  contra in te  déterminée, notée a', est donnée par 

e t  on a a lo r s  

Compte tenu des hypothèses H, e t  He e t  l e s  deux déf in i t ions  

(1.2~5,) e t  1.3~1) concernant l ' h i s t o i r e  y on t rouve en composantes 

contravariantes 



Si  on compare (6 )  e t  l a  déf ini t ion des tenseurs de Rivlin-Ericksen 

(1.2,6,), on constate que 

avec 

(8)  A,=@ pour t o u t  
.ul > z  

e t  où i lon  a  posé Hz RI 
Kc d 2 )  ' t 

D'après ( 7 ) ,  l ' h i s t o i r e  CL , dans tou t  écoulement v é r i f i a n t  l e s  
L 

hypothèses H, e t  , e s t  connue dès que A e t  sont connus; 
1 

s i  bien que ( 4 )  se  rédui t  à 



Dans de tels écoulements, l'équation ( 9 )  nous montre qu'un fluide 

simple quelconque se comporte comme un fluide de Rivlin-Ericksen de complexité 

2. La mémoire du fluide n'a pas l'occasion de se manifester ici puisque la 

contrainte est déterminée, à une pression arbitraire près, par les valeurs 

La fonction doit satisfaire le principe de l'indifférence 

matérielle, et par conséquent elle doit être isotrope : 

pour tout tenseur orthogonal @ et pour tous les arguments possibles de . 
En particulier si représente la réflexion 

%J 

on trouve 



et par conséquent, on doit avoir 

hi vérifie facilement que ( 1 1 ) entraîne que u' a la forme 

On pose 

I 

Le tenseur -[r est complètement déterminé par la donnée des 

fonctions 7 ,x et 4 et par ia condition ,&.TL 0 . Les fonctions 
4 et 4 sont appelées 1-ière et 8-ième différence de contraintes normales. 
On vérifie aisément, en faisant dans (10) 



- 
que 7 est une fonction impaire de et que e t 4  sont des 

fonctions paires. ,x et 4 sont appelées les fonctions viscométriques . 
Si on arrive à les déterminer dans un écoulement particulier vérifiant les 

hypothèses H et , la loi de comportement du fluide considéré est complè- 
4 

tement déterminée dans la classe entière des écoulements de cisaillement lami- 

naire permanent. 

Les conditions ( 7 )  et (8) constituent la définition d'un écoulement 

viscornétrique si, la base [ e; supposée orthogonale, peut, en plus, dépendre 

du point matériel et du temps. La classe des écoulements de cisaillements 

laminaires permanents est donc une sous classe de celle des écoulements 

viscométriques. 

Pour un fluide de Stokes,X et -& sont des fonctions nulles. 
Pour un fluide de Reiner-Rivlin (1.3,24), on a ( [ I I ,  p. 137) 



CHAPITRE II  

ECOULEMENT A FAIBLE NOMBRE DE REYNOLDS D'UN FLUIDE DE 

RIVLIN-ERICKSEN INCOMPRESSIBLE DE DEGRE DEUX OU T R O I S  

ENTRE DEUX DIS2UE.î COAXIAUX, EN ROTATION. 

Dans ce chapitre,  nous exposons l e s  problèmes résolus par GRIFFITHS, 

J O N S  e t  WALTERS [ 2 5 ]  e t  par SHARMA, H.G. e t  SHARMA, V.P. [ 2 3 ]  en corrigeant 

quelques erreurs  de calcul  que nous avons rencontrées dans l eurs  solut ions .  

7 7 . 1 .  PROBLEME DE G R I F F I T H S ,  J O N S  ct WALTERS. 

Le f lu ide  de Rivlin-Ericksen incompressible de degré t r o i s  [ 21, remplit 

l 'espace en t re  deux disques coaxiaux séparés par une distance H . Le disque 

in fé r i eur  e s t  f ixe  e t  l ' a u t r e  e s t  animé en rota t ion autour de son axe 2 vi tesse  

angulaire constante n . 
La l o i  de comportement du f lu ide  s' é c r i t  : 

- T, 4 e t  Ai désignent l e  tenseur des contra intes ,  l e  tenseur un i t é  

e t  l e  ième tenseur de Rivlin-Ericksen. 

- &. , e t  a; sont des constantes caractér is t iques  du f lu ide  e t  P , une 

fonction a r b i t r a i r e  dépendant du point appelé pression hydrostatique. 

On adopte un système de coordonnées cylindriques ( O , % , 0 , ), 

l ' axe  OZ est  confondu avec l ' axe  des disques e t  d i r igé  vers l e  disque en 



rota t ion.  L'origine O e s t  choisie au centre du disque f ixe .  La posi t ion d'un 

point M e s t  repérée par ses  coordonnées ( X , 6 , 2 ).  On désigne par 

( U , V , V(I ) l e s  composantes de l a  v i t e sse  du point matér ie l  e t  on suppose 

que 1 'écoulement e s t  axisymétrique autour de Of . 

Les équations de cont inui té  e t  du mouvement sont é c r i t e s  ci-dessous : l e s  points 

de suspension désignent des termes qui ne seront pas u t i l e s  dans l e s  calculs ,  

l a  var iable  X ou Z portée comme indice s i g n i f i e  une dérivation p a r t i e l l e  par 

rapport à celle-ci  e t  désigne l a  masse volumique du f lu ide .  e 





Les conditions aux l imi tes  imposées sont : 

GRIFFIniS e t  col.  1251 cherchent une solution asymptotique quand l e  nombre RH 
déf ini  par 

où e s t  t a  u iscosi té  cinétique (di&) , e s t  p e t i t  devant l ' u n i t é  : 

I I . ,  R « 4 . 
H 



I l s  adoptent l e s  grandeurs sans dimension représentées par des l e t t r e s  minuscules (* )  

Etant donné que l 'adimensionnalisation e s t  f a i t e  à l ' a i d e  d'une unique longueur 

de référence, ceci s ign i f i e  que l e s  distances axiale e t  radiale  sont du même 

ordre de grandeur. Autrement d i t ,  l e  rayon des disques e s t  de l ' o r d r e  de granaeur 

de l a  distance qui l e s  sépare. L'écoulement considéré e s t  donc en fa i t  un écoule- 

ment à fa ib le  nombre de Reynolds s i g n i f i c a t i f  de l'écoulement qui e s t  : 

Sous forme adimensionnelle, l e s  équations ( I I .  1,2) s 'écrivent : 

T) Dans l a  s u i t e  X , Ü , 3 ,J e t  désigneront des grandeurs sans 

dimension selon l a  formulation de GRIFFITHS [ 2 5 ]  e t  ce l l e  de SHARMA [ 2 3 ] .  

Dans notre formulation (page : 71 ) ,  nous adoptons l e s  grandeurs sans dimen- 

sion x , 5 Y Li , w  , 1 J e t  ? -  



avec 

d ~ r ( . ) = ~  D ~ C . , .  - ai' 4.' 
- l ' i nd ice  supérieur (z) ou (e)  ou ( 6) porté  par un vecteur, désigne 

l a  composante de ce dernier suivant l e  vecteur de base e~ ou Pg ou ea . 



- Une quantité é c r i t e  entre  crochets e s t  sans dimension e t  de l ' o rd re  de l ' u n i t é  

consti tuée uniquement de sommes ou produits de $ , , '? e t  ou de l e u r s  
. . 

dérivées p a ~ t j e l l e s  par  rapport à X ou . 
On pose par l a  s u i t e  : 

a 

Pour des raisons qui ne sont pas jus t i f i ées ,  GRIFFITHS e t  col .  [251 posent l e s  

hypothèses : 

Ils cherchent l a  solut ion asymptotique sous l a  forme : 

Les conditions aux l imi tes  (11.1~6) sont é c r i t e s ,  souç forme adimen- 

s ionnel le ,  comme s u i t  : 

- c -  y= % = W .  = O  en $ =  O ,  

- - - 
U m = @ & J n r W , t O  $ , O &  1-4 ,p. m > , i .  

Nous verrons qu'avec 1 'hypothèse (II. 1 , I O )  . 
- l a  v i t e sse  d'ordre zéro coïncide avec ce l l e  obtenue en f lu ide  newtonien; 

- l e s  coeff ic ients  du deuxième degré e t  d2 interviennent dans l a  solut ion 



d'ordre un pour les trois composantes de la vitesse tandis que ceux du troisième 

degré), et j, n'interviennent que dans U et W 
4 9.' 

On introduit ( I I .  1 , 1 1 )  dans le système d'équations ( I I .  1 , 8 ) .  Les équa- 

tions d'ordre zéro s'obtiennent en omettant les termes en R:. Ces équations 

aux dérivées partielles sont très compliquées; GRIFFITHS et col. 1 2 5 1  proposent 

la solution suivante qui vérifie les conditions aux limites (11 .1 ,32) .  

On constate que la vitesse d'ordre zéro ne dépend pas des coefficients 

o(; et $: , elle coïncide avec celle obtenue en fluide newtonien (fluide de 

degré 1 ) .  
L 

Par extraction des termes proportionnels à % des équations ( I I .  1 . 8 )  

GRIFFITHS et col. 1251 obtiennent les équations d'ordre un et proposent la solu- 

tion qui vérifie les conditions aux limites ( I I .  3,12). On obtient : 

ave c 



- 
Il e s t  à noter  que l 'expression de donnée dans 1251 a dÛ ê t r e  

corrigée : l e  coeff ic ient  de f4  , l e s  coefficients du polynôme en f a c t e v  - -1 de d X e t l e f a c t e u r  1 

a 
[ 4 a4 + 3 Sc ) ( tZ4 i Z8 ) t e l s  q u ' i l s  

sont donnés dans C251 sont incorrects.  

La pression hydrostatique n ' a  pas é té  calculée par GRIFFITHS, nous 

avons effectué ce calcul  pour l'approximation d'ordre zéro. On trouve : 

-4 - -4 - 5 = 3 x - l o ( w  + da + constante. 
4% Z d 



11.2.  PRUBLEME DE SHARMA H . G .  SSARMA U . P .  

En 1975, SHARMA H.G. e t  SHARMA U.P. [231 ont é tudié  l'écoulement d'un 

f lu ide  de Rivlin-Ericksen incompressible de degré deux entre  deux disques 

coaxiaux. La complication in t rodu i te  par  ces auteurs par  rapport à l ' é tude  

de GRIFFITHS, JONES e t  WALTERS [251 ( 1 9 6 9 ) ~  vient  de ce que l e s  deux disques 

sont  en rota t ion e t  de ce que à t ravers  l ' u n  des disques, supposé perméable, 

: du f luide  e s t  in jec té  avec une vi tesse  normale constante. 

On désigne p a r n  e t  (w  +4  ) fi l e s  vi tesses  de rota t ions  angulaires 

des disques in fé r i eur  e t  supérieur e t  par l a  v i t e s s e  d ' in jec t ion  à t ravers  

ce dernier.  

La l o i  de comportement du f lu ide  de degré deux s 'obt ient  de (11.1,l ) 

en fa i san t  pl = $ 4 ~  8 3 =  O 

En 1978 FOSDICK e t  RAJAGOPAL 1221 ont é t a b l i  pour un f l u i d e  de degré 

deux l e s  inkgal i tés  e t  l a  r e la t ion  suivantes 

La l o i  de comportement (11.2,1) s ' é c r i t  : 

t 
I I . ,  T= - PU + p A,, + A, - tO, I 

où nous avons posé d,,= o< . 
Dans ce qui s u i t ,  nous écrirons l e s  équations e t  l a  solut ion de SHARMA 



et col. [231 en adoptant (11.2,3) au lieu de (11.2~1). 

Dans le système de coordonnées cylindriques décrit au paragraphe II. 1, 

les équations régissant le mouvement s'écrivent : 

v v  +WU -U w -u w +UW + e w w  -y zz ZZZ 2 ZZ X XZ xxz z Xz 



La variable )( ou portée comme indice signifie une dérivation 

partielle par rapport à celle-ci. 

Aux équations (11.2,4), sont associées les conditions aux limites, 

en supposant les disques infinis 

n~~ . 
SHAEMA et col. cherchent une solution asymptotique à faible RH = - v 
Ils adoptent l'adimensionnalisation suivante : 



où A est une constante. 

L'apport de (II .2.y6) dans les équations (II .2,4) donne 

l'équation de continuité est identiquement vérifiée. a est défini par 

et supposé de l'ordre de l'unité : 



En fait, l'écoulement considéré est à faible nombre de Reynolds; dans 

1' adimensionnalisation (II. 2,6) de la pression est considéré de l'ordre 
H 

de l'unité, ce qui signifie que H est de l'ordre de grandeur du rayon L 
des disques. 

Les conditions aux limites (II.2,5) s'écrivent, sous forme adimen- 

sionnelle : 

avec 

SHARE4A fait l'hypothèse : 

Nous pensons que cette hypothèse est faite pour que l'écoulement sans injection 

dont la vitesse caractéristique est fi H , soit très peu perturbée par @ . 
La solution est cherchée sous la forme : 



En por t an t  (II. 2,121 dans l e s  équations (II. 2 ,7)  , on trouve après 

in t ég ra t ion  : 





qui e s t  indépendante de s 'ob t i en t  en in tégrant  l a  dernière équation 

de (II .2,7) une f o i s  par  rapport à 3 : 

Puisque l e  calcul  de F e s t  effectué pour l e s  t r o i s  premières approximations, 

nous ne retenons p o u  que l e s  termes proportionnels à R: avec À= O,% & : 

Notons que l e  coeff ic ient  de 
6 

g de L'avant dernier polynôme en 3 
l 'expression de F' t e l  q u ' i l  e s t  donné dans i231 e s t  incorrect .  11 a été corrigé.  

De même, nous avons corr igé  l e  coeff ic ient  de du polynôme en 
e 

de R,/&oo de 1' expression de C . 
z facteur 



CHAPITRE III 

ECOULEMENT D'UN FLUIDE DE RIVLIN-ERICKSEN 

INCOMPRESSIBLE DE UEGRE TROIS ENTRE DEUX 

DISQUES COAXIAUX TRES VOISINS, EN ROTATION. 

INTRODUCTION 

GRIFFITHS et col [25] et SHARMA et col. [23J (chapitre II) ont étudié 

l'écoulement à faible nombre de Reynolds d'un fluide de Rivlin-Ericksen 

incompressible de degré deux et de degré trois entre deux disques coaxiaux 

en rotation. 

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'aborder le problème dans le 

cas où les disques sont très rapprochés, mais sans imposer de restriction à 

priori sur le nombre de Reynolds. Nous introduisons ainsi un petit paramètre E 

lié à la distorsion géométrique du domaine de l'écoulement. & est égal au 

rapport de la distance séparant les deux disques à leur rayon. La solution sera 

donnée sous forme asymptotique à faibles valeurs de E et RH . Puisque 
, le nombre de Reynolds R significatif de l'écoulement 

peut donc être très grand, ce qui généralise, en quelque sorte, les points de 

vue de GRIFFITHS i251 et SHARMA [231. Les conditions aux frontières que nous 

considérons seront celles de SHARMA C231; étant donné que le fluide considéré 

est de degré trois, ceci entraîne une autre complication par rapport aux 

travaux rappelés dans [231 et 1251. 

111.1. FORMULATION DU PROBLEME 

La loi de comportement et les équations régissants le mouvement, sont 

données par (II. 1 , I )  et (II. 1,2). Les conditions aux limites que nous imposons 

sont données par (11.2,5), à savoir : 



NOUS nous placons dans l e  cas oÙ @ n ' e s t  pas prépondérante devant 

l a  v i t e sse  axia le  due à l a  ro ta t ion  des disques. Par a i l l e u r s ,  fil e s t  une 

v i t e sse  caractér is t ique pour V , ce qui suppose : 

Pour des disques t r è s  voisins e t  un écoulement à fa ib le  , nous 

pouvons adopter l e s  grandeurs sans dimension e t  de l ' o r d r e  de l ' u n i t é  représentées 

par des l e t t r e s  minuscules (DYMENT [24]) : 

X = L X  , Z = 1-4 a : '  U =  pu, V = ~ L Y ,  
(III. 1,3) 

w, p H w ,  P= ~ ( d f ~ .  

ave c 

(III.~,~) 1-4 W < < d -  

On a : 



On cherche l a  solut ion sous l a  forme : 

. , 6' e t  €; seront  e x p r h é s  en fonction de & on 
? y E  '7' RH - 

Les paramètres 
7 4  y 6" e t  sont  t e l s  que : 

h 

Portons (III. 3,6) dans l e s  équations (II. 1,2) .  On d é f i n i t  A 
4 * e t  ji 

par : 

A 4 
(111.1 ,8) = 4 ,  b= &! avec ü,=nL. 

P L* r LS 

On ob t i en t  : 

( I I I .  1 ,9) (xuo)x + ( x w * )  = O (  1 
O v 





Le symbôle ( w i  ) désignant une quantité de l'ordre de l'unité qui ne sera pas 

utile pour le calcul de l'approximation d'ordre zéro. 

Nous écrivons les conditions aux limites (III.1,l) sous forme adimen- 

sionnelle comme suit : 

avec 

On a, compte tenu de l'hypothèse faite sur $: 

On sait que pour tous les écoulements de cisaillement en fluide visqueux, 

et en particulier pour les écoulement de type lubrification, l'équation de la 

dynamique suivarit la direction perpendiculaire à celle du cisaillement exprime, 

en première approximation, que la contrainte normale au plan de direction princi- 

pale de l'écoulement est indépendante de la variable d'espace suivant la normale 

à ce plan. Il en est de même dans les écoulements plans par droites parallèles en 



f lu ide  simple, dont l e s  f lu ides  de Rivlin-Ericksen de degré 'K sont des cas 

p a r t i c u l i e r s  ( v o i r  SCHOWALTER [ 11, page 72) . 
C'est  ce résu l t a t  que nous exigeons par l a  s u i t e  de c e t t e  équation. 

Faisonsrnaintenant une hypothèse qui semble ê t r e  v é r i f i é e  pour tous 

l e s  f lu ides  non newtoniens connus : 

Admettons que l e s  forces de degré deux e t  de degré t r o i s  ne peuvent pas 

devenir prépondérantes devant l e s  forces de v i scos i t é .  

Nous supposons également que l e s  coeff ic ients  du même degré de l a  l o i  

de comportement, sont du même ordre de grandeur : a A  ,,J *t e t  f3, wplIh . 

I 7 7.2. - PREMI €RE APPROXIMATiON 

Du f a i t  que l e  caractère  visqueux newtonien doi t  avoir une influence 

au moins auss i  importante que c e l l e s  des degrés deux e t  t r o i s ,  l e  calcul  d'appro- 

ximation f a i t  pour un f lu ide  newtonien peut ê t r e  repr i s  t e l  quel ,  o r ,  en f l u i d e  

newtonien, l'examen des deux premières équations du mouvement entra ine  E = 4 

e t  )1 : RH (DYMENT L241 Pour obtenir  l e  cas l e  plus général on pose donc i c i  : 

On doi t  v é r i f i e r  que ces r e l a t i o n s  sont compatibles avec ce que doi t  fourn i r ,  

en première approximation, l a  dernière équation du mouvement. 

Compte tenu de (III .2,3 ) , l e s  équations (III. 1,9) à (III. 1,12) donnent, 

à l ' o rd re  zéro : 



où nous avons posé : 

Le calcul  de l a  contra inte  normale pour l a  d i rec t ion  de vecteur un i t a i re  

* * (0,0, 1) , donne en première approximation 

La dernière équation de ( I I I . ~ , ~ )  montre bien que c e t t e  contrainte e s t  

indépendante de 1 - 
La solution de (111.2~2) qui v é r i f i e  l e s  conditions aux l imi tes  ( I I I .  1,13) 

e s t  



avec 

On constate qu'à l ' o r d r e  zéro, 

- l e s  vi tesses  Uo e t  d o  dépendent de l a  somme des coeff ic ients  du troisième 

degré j+ e t  e t  de i a  ~ i t e s s e  d1inject ion 6 . Les coeff ic ients  au deuxième 

degré O(, e t  OCd n'y interviennent pas. 

- l a  v i t e sse  orthoradiaie l\r. e s t  indépendante de , $L e t  & .  
- l a  pression hydrostatique dépend de 6 

5 %  

e t  produit  ( p r h )  'p . 
DYMENT [24] a é tudié ,  en f lu ide  newtonien, l e  cas où l ' u n  des disques 

e s t  f i x e  e t  en absence d ' in jec t ion .  S i  on f a i t  dans (111.2,b) 0(2=)4+$2=4-0 

e t  fï% =- 4 retrouve l a  solut ion obtenue par i241 (il importe de procéder 

à un changement de repère en rempla~an t  par  (4-8) , car  dans 1241 c ' e s t  l e  

disque supérieur qui e s t  supposé f i x e ) .  



111.3. DEUXlEME APPROXIMATION 

Avec les résultats (111 .zY1 ) , (111.2~2) et (III .2,4) les équations 

(III.1,9) à (111.1,12) s'écrivent : 





Compte tenu de ( I I I .2 ,1 )  e t  ( I I I . 2 , 3 ) ,  l e s  ordres de grandeurs connus 
C C 

sont : RH , &' pour l 'équat ion ( I I I . ~ , ~ ) ,  R: pour (111.3~3) e t  RH , 

4 p o u  l 'équat ion ( I I I . ~ , ~ ) .  Le cas l e  plus général e s t  obtenu en 
&& 

posant : 

Le système d'équations (111.3,l)  à (111.3~4) donne a l o r s ,  en deuxième 

approximation : 





- 
On définit o(' , et f l  par 

Avec les conditions aux limites (111.1,13), l'intégration du système d'équations 

(111.3~6) à (111.3~9) donne 

où 6 et q sont définis ci-dessous. 

La pression hydmstatique est donnée plus loin : (page : 113). 
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Pour la deuxième approximation de la pression hydrostatique, on 

trouve : 
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11 1.4.  PRESENTATION DES RELSULTATS 

Dans chaque f igure  ci-dessous, nous traçons t r o i s  p r o f i l s  de l 'une 

des composantes u@ , % , C(1 , vL e t  W .  . Ces t r o i s  p r o f i l s  correspondent 

à t r o i s  valeurs di f férentes  d'un seu l  e t  même paramètre, l e s  autres  sont f ixés  

(pour l a  p lupar t  d 'entre  eux sont nu l s ) .  Ceci donne une simple idée s u r  l ' i n f l u -  

ence de chaque paramètre su r  l a  solut ion.  Les valeurs a t t r ibuées  aux paramètres 

gi e t  $; sont choisies de l ' o r d r e  de l ' u n i t é  e t  à t i t r e  i n d i c a t i f .  D'autre 

p a r t ,  pour é tud ie r  l ' i n f luence  des coef f i c ien t s  du second degré su r  l a  deuxième 
- - 

approximation, nous nous plaçons dans l e  cas simple où + &&=O , r e l a t i o n  

- - 
v é r i f i é e  pour un f lu ide  du second degré. Nous posons % , = O ( .  

al ?ro6& de la v L t u d e  d d e  11, 

. La f igure  1 représente l e  p r o f i l  de l a  composante U,  en x = o , ~  pour t r o i s  

' valeurs de 4 : C) = - 0,001 , 4 = 0 e t  9 = O, 00 1 dans l e  cas lm = - i 
e t 3 . 0  . 

. La figure 2, ce lui  de il, en yZo,5 pour t r o i s  valeurs de m: m =-4, m= - 3  
C 

e t  m = 4  dans l e  cas + = ) = O  . 
d ," . La figure 3 donne celui  de U, en X ; 6 5 pour t r o i s  valeurs de p : :O , 

N 

p - ~ o / r  et p=40/t d a n s l e c a s  . m 4 r = + = o .  

Figure 1 : Prof i l s  de U, en x = ~ S p o u r  t r o i s  valeurs de @ : 
r~ 

+;-c,al, , Q Z ~ Q O L  d a n s l e C a s m + * = J = ~ .  



Figure 2 : Prof i l s  de Uo en x =O,$- pour t r o i s  valeurs de m : 

lu 

?TL=-8  , - , m = i  d a n s l e c a s  + = j z 0 .  

Selon l a  f igure  1 ,  une in jec t ion  du f lu ide  [ C) < O ) tend à f a i r e  

c r o î t r e  l a  valeur algébrique de l a  composante rad ia le  quand l e  disque supérieur 

e s t  f i x e ;  tandis  qu'une aspira t ion ( $ > O) tend à l a  f a i r e  décroître. De même 

l e  f lu ide  " sxnrt " ( u * )  O )  du côté du disque in fé r i eur  e t  "rentre" di1 côté 

du disque supérieur.  

Selon l a  f igure  2, quand l e s  deux disques tournent en sens contra i re  

( n= -a )  l e  f lu ide  "sort" aux voisinages de ceux-ci. Quand i l s  tournent dans 

l e  même sens,  l e  f lu ide  "rentre" du côté du disque qui a l a  plus f a i b l e  v i t e sse  

e t  "sort" du côté de l ' a u t r e  disque. 



Figure 3 : P r o f i l  de U en X = O,$ pour t r o i s  valeurç 
O 

de : $ = O  , $= eo/? e t  

i 

L i  
F =  dans l e  cas %+le + = O .  

Le module de U o  décro î t  avec f 



b )  P r t o w  de. .ta vLtebne a x i d e  H o  

. La f igure  4 montre l e s  p r o f i l s  de Wo en x = 0,5 pour t r o i s  valeurs 
IIT 

de 9: q i - O , 0 0 1  0 ; 0  , C#= 0,001 dans l e  cas n n + r = ~ = o .  

. La f igure  5 ,  ceux de \nlo en X z 0 , y  pour t r o i s  valeurs de 372: mi=-C! , 
N 

~ ~ - 4  e t  F m =  4 dans l e  cas += $ = O  . 

. La f igure  6,  ceux de Wo en XI 0,s pour t r o i s  valeurs  de 
CI N 

ZO/? e t  Bz 4 0 / ?  dans i e  cas t n + I = 4 = O  . 

Figure 4 : P r o f i l s  de W,, en x = o , ~  pour t r o i s  valeurs de c$ : 

rJ 

+z-o,ool, O z  O , 4- 0,001 dans l e  cas m>+4=$=0. 



Figure 5 : Prof i ls  de !No en x pour t r o i s  valeurs de irn : fW),a 
H 

W s - 1  e t  m=* dans l e  cas 
1 

Selon l a  f igure  3, quand l e  disque supérieur e s t  f i x e ,  l a  v i t e sse  

ax ia le  Wo e s t  négative. Une f a i b l e  in jec t ion  du f lu ide  ( $< O )  tend à 

c r o î t r e  l e  module de w,, , t and i s  qu'une f a i b l e  aspira t ion tend à l e  décroî t re .  

D'après l a  f igure  4, quand l e  disque supérieur e s t  f i x e ,  l a  composante 

ax ia le  d o  e s t  négative. Quand l e s  v i t e sses  de ro ta t ion  des disques sont 

opposées ( = - 4  ) , l e  p r o f i l  de wo e s t  symétrique par rapport au point 

2 s  O, 5 ; do e s t  posi t ive  du côté du disque supérieur.  Quand l e  disque 

supérieur tourne avec l a  v i t e s s e a R  , e s t  posi t ive .  



Figure 6 : P r o f i l  de WO e n  x =o,T pour t r o i s  valeurs  

de a fi  

: =O,  ) L a o / +  e t  

$= 40/7 dans le cas W + A = 4  

Le module de W ,  décroi t  avec a .  



P r o f i l  des composantes de l a  v i t e sse  U,  , Va e t  . 
N 

Dans l e  cas 03 h = BI = j 3 = 0  , l e s  solutions 

G 2 
l,d4 ne dépendent pas explicitement du rapport  E /ay . Il n'en e s t  

& - 
pas a ins i  quand b4 , k e t  ne sont pas tous nuls. Dans ce dernier  

4 
cas,  nous choisissons l e  cas général & N RU pour é tudier  l ' inf luence des 

. Dans tous l e s  cas nous posons e t  nous présentons 

l e s  p r o f i l s  de U, e t  w1 . 

a )  Prof i l s  de U4 

. La f igure  7 montre l e s  p r o f i l s  de U, en X = 0,s pour t r o i s  valeurs de 
n, 

: m m = - i  e t  m= .1 dans l e  cas c$ = o7;= p, = O . 
Dans l a  plus grande p a r t i e  du domaine de 1 ' écoulement, l e  module de L i ,  

décroî t  avec . 

. La f igure  8 montre l e s  p r o f i l s  de U, en X = 0,s pour t r o i s  valeurs 
h 

de n.i: m i= -< ,  ~ = - 4  e t  4 dans i e  cas 4=zi ' ; -h4=0.  

Pour m=-t , l e s  valeurs de U* sont t r è s  f a ib les  e t  l a  courbe e s t  

presque confondue avec O F  . Dans l a  p lus  grande p a r t i e  du domaine de 

l 'écoulement, l e  module de U I  c r o î t  avec /».r. . 



. La f igure  5 montre l e s  p r o f i l s  de U4 en Xi(Ispour t r o i s  valeurs de 2: 

d=cl , 3.4 e t  a = r  d a n s l e c a s ~ + ~ ~ $ ~ ~ ~ = o , o n  ru 

consta te  que, dans une grande p a r t i e  du domaine de l 'écoulement,  l e  module 

de U, c r o î t  avec 2 . 

Figure 7 : P r o f i l s  de U en x=o,$ powr t r o i s  valeur. 
1 

de : $ = - 0 , 0 0 i  , @= O e t  9=0,wi  dans 



Figure 8 : P r o f i l s  de en =O, 5- pour t r o i s  valeurs 

del% : 'WL= -4 , m = - d e t  ' ~n=4  dans l e  cas 

Figure 9 : P r o f i l s  de U4 en X =  O, pour t r o i s  valeurs  

de 2: z= 0 , a= 4 e t  2: 3 dans l e  cas 

+ 
m + ~ = + r  PL=o 



. Les f igures  10 à 12 montrent l e s  p r o f i l s  de U4 en x = 0, 5 
Y 

pour t r o i s  valeurs p r i s e s  par  l ' u n  aes paramètres du t r o i s i b e  degré : 
Z # B, 

)<=O Bi= -%yi e t  (i = 7 ,  2 :  3) dans l e  cas 

- q = aa = +=m+-1= P - - O pour i -f. 3 ,  ô?,= S4=+=mti=o, 

rV 

j c a + i ,  
I:ja=4 Pour i = 3  t 

R: 

Figure 10 : P r o f i l  de u, en X = O, 5 pour t r o i s  valeurs 

"F,: 320 , 3 = ~ 0 / 7  e t  I l =  4% - h 
dans l e  cas 3 =de =a=J,= r m + " + = ~ ,  

1 

RH 



Figure 11 : P r o f i l  de U4 en x=qS P o u  t r o i s  valevrs de 

?;,: Y X = J O / ~  et a= 4%:"' le cas 
C Z - O(I= da: J,=x= WI+A= 4.0, e t  (E/R w )=O,$ 

Figure 12 : P m f i l  de Ui en x =0,5 p o u  t r o i s  valeurs de 
C 

J3: %= O y k a et k 4pjams l e  cas  

- - r m + 4 = @ f 0 9  X='&=i e t  



b) P r o f i l s  de 4 

. La f igure  13 montre l e s  p r o f i l s  de en x =0,5 pour t r o i s  valeurs de 
1 

I /Y 

4:$=-0,001, + = O  e t  ~ = 0 , 0 0 . F d a n s l c c a s  r n + l = & s $ = o .  

Le module de décroî t  avec . 

. La figure 14 montre l e s  p r o f i l s  de VA en X = 0 , 5  pour t r o i s  valeurs 
I 

de W :  'WL=-8 , ml =-4. e t  m = d  d a n s l e c a s  $ = & = B = O .  
Dans une grande p a r t i e  du domaine de l 'écoulement, l e  module de v4 , 

c r o î t  avec Wb . 

Figure 13 : P r o f i l s  de % en X = O , ~  pour t r o i s  valeurs de # : 
t$ = -0,001 , @ = O , 4: 0,00* dans l e  cas 



Figure 14 : P r o f i l s  de 3 en X =  O, 5 pour t r o i s  valeurs de W : 

%=-.$ , Wn =-4 e t  W s 4  dans l e  cas 

La f igure  ci-dessous montre l e  p r o f i l  de < en X =  0 , 5  pour t r o i s  valeurs 

,e 6 5 0  , 9 = d o / +  e t  = 4 0 1 ~  dans l e  cas 

q = " i + 4 = o i ' = o .  



~ i g u r e  15 : p r o f i l  de en ~ = q c ~ o u r  t r o i s  valeurs  

de +j : $= O Y =  401, e t  

y =  dans l e  cas 4 = f m + d . = ~ ( ; o .  

On constate : 

- l e  module de Va décroît  avec 5 
-4 - l e  rapport / e s t  de l ' o r d r e  de 4 0  , étant  donné que e s t  

de l ' o rd re  de l ' u n i t é .  



c )  Prof i l s  de 

. La f igure  16 montre l e s  p r o f i l s  de l a  composante ax ia le  d, en ~ ~ 4 5  

pour t r o i s  valeurs de : @=-8,004 , 4 = O e t  6 r 0,001 dans l e  
N 

cas m+&=s.= ,O.Le module de w/, décroît  avec @ . . Pi- 
. La figure 17 montre l e s  p r o f i l s  de W' en x = 4 5 pour t r o i s  valeurs 

N 

de rin.: nn=-8 , W = - 4  et r h r 4  dans l e  cas A.-c#=kb.Cluand +- m=-e , 
l e s  valeurs de d4 sont t r è s  f a ib les  e t  l a  courbe e s t  presque confondue avec 

OJ . Lemodule de W c r o î t  avec lm . 
1 

. La f igure  18 montre l e s  p r o f i l s  de W, en x=o,$ pour t r o i s  valeurs d e z :  

- -/  C 

o<= , & 2 1 e t  d = $ dans l e  cas W +4 = a =)$ = ~ . w ~ e r o î t  

avec 07 . 

Figure '16 : P r o f i l s  de W, en x = o,C pour t r o i s  valeurs 



Figure 37 : Profils de W4 en x =O,F pour trois valeurs 

d e m , :  mi=-4, m = - 4  et mvn=A dans le cas 
n. 4 =a'= Jti=o. 

Figure 18 : Profils de W, en X = O , ~  pour trois valeurs 

- des: , 4 et dans le 

C 

cas ~ + 4 i  i i ' = k o  



Figure 14 : P r o f i l  de \A/, en %=O,$ pour t r o i s  valeurs de 
Cr CI 

: O P i L a e t  ) ; - 4 0 / l y î i e c a s  - c. 
q= %=j,=A= 9 s  * + , = O  e t  6, r =  "7. 

RH 

Figure 20 : Prof il de W, en x = 0,s pour t r o i s  valeurs  de 

c d a : ,= O ,  3: e t  = ho/+ am. l e  cas 



Les figures 10, 1 1 ,  12, 19, 20 et 21 montrent que : 

- le module de 

et croît avec 

Z rr, 

- le module de W. croît avec b, , BI et h 



I I I .  S .  CONFRONTATION DES RESULTATS AVEC CEUX DE GRlFFlTHS ET SHARMA 

I I  1.5.1.  Con&wntaüon d u  avec ceux de GRlFFiTHS 

Pour d é f i n i r  l e  domaine de recouvrement commun rappelons l a  formulation 

e t  l e s  hypothèses de GRIFFITHS e t  col. 1251 e t  l e s  nôtres .  

. Hypothèses de GRIFFITHS 

s =  X I L ,  % =Z/H , G = U/nuR, , Y ,  V/nn,  
(111.5,l) 

c C i j = W / n ~ R .  , + Z ? / ~ ~ H  

. Notre formulation e t  nos hypothèses 

- 4  
Dans ledomained lé tude  ( 1 1 1 . 5 ~ 1 ) ~  R e *  e t  PRsR .Dans 

( 1 1 1 . 5 ~ 2 ) ~  R << E-* e t  R ' ~  E-' avec E" >> . Le domaine 

de recouvrement commun e s t  donc déf ini  par : 



Dans ce domaine, nous écr i rons  l e s  deux r é s u l t a t s  à confronter  avec 

des condit ions aux l i m i t e s  ident iques  : nous posons 4- nii+1;0 dans no t r e  

so lu t ion  e t  nous procédons au  changement de r epè re  en remplaçant b par  

(4 - $1 pour é c r i r e  l a  so lu t ion  de GRIFFITHS dans no t r e  système de coordonnées. 

Pour l e s  deux premières approximations, no t r e  s o l u t i o n  ( III. 2,4) e t  (III. 3,11) 

donne pour l a  v i t e s s e  : 

- c c e e  5 
où, en p a r t i c u l i e r ,  F; sont  fonctions de = ( 4 + )j R & mi X )- 

e t  f i  s ( -i + 3 R'€'& rC )-' . Dans l e  domaine de recaunement (III. 5 Ys) y - 
K e t  h s ' é c r i v e n t  : 

Portons (111.5~5) dans ( I I I . ~ , ~ ) ,  nous obtenons p o m  m+ 4 = 4 = O  : 



où l e s  sont des polynâmes en 5 déf inis  par : 





En remplaçant dans l a  solut ion de GRIFFITHS (II. 1,13) e t  (II. 1,14) 

2 par JC /& , on obt ient  (111.5~6) hors mis l e s  r e s t e s  

3 'i 4 ~ L R , O ( ~ ' R , ~ ) . ~ ~ L O ~ J R ~ E ~ I ~ ~  n ~ R , o l B f ? € )  qui 

sont négligeables devant l e s  autres  termes. Ainsi,  l e s  deux r é s u l t a t s  coïncident 

dans l e  domaine de recouvrement commun. 

En ce qui concerne l a  pression hydrostatique GRIFFITHS n ' a  pas donné l a  

solut ion,  mais l a  première approximation e s t  donnée par (II. 1,35). Nous faisons 

l a  comparaison seulement en première approximation. 

La solution de GRIFFITH donne, en remplaçant par  % /& : 

OU encore : 

avec 

Notre solut ion (111.2,b) donne, pour t W l 4 = + = o  ; 

Etant donné que dans l e  domaine de recouvrement commun &*CC 4 , 

l e s  solutions (111.5~8) e t  ( I I I . ~ , ~ )  coïncident. 



111.5.2. CONFRONTATION DES RESULTATS AVEC CEUX DE SHARMA. 

Pour définir le domaine de recouvrement commun à notre méthode et 

celle de SHARMA et col. [23], rappelons les hypothèses adoptées par cet auteur : 

los hypothèses sont rappelées par (111.5~2) et lthypotbèse sur 4 à 

savoir : 

Etant donné que l'étude de SHARMA porte Sur un fluide du second degré, 

le domaine de recouvrement commun est défini par : 

SHARMA et col. ( 2 3 )  ont calculé les trois premières approximations de (11.2,12) : 



De notre part, nous nous avons calculé les deux premières approximations 

Vue-la différence dans les ordres d'approximations de (III .5,13) 

et (111.5~14) nous procédons à la comparaison des résultats suivants : 



On doi t  avoir d 'après (111.5,32) : 

(111.5~17) Solution (111.5~15) = Solution (111.1,16). 

€ < K I ,  + ~ . 2  R < ( d  

La solut ion de SHAFMA (111.5,15) e s t  donnée par  (11.2,13), ( I I .2 ,34) ,  

(11.2~15) e t  (11.2~17). Nous y p o s o n î v - ~ b  e t  z = r / e  , noue obtenons : 



Notre so lu t ion  (1I1.5,16) e s t  donnée pa r  (111.2,h) e t  (111.3,31). 
rV - - 

Nous y posons at4 4 q= 0 , 9; 2 e t  PL: O , nous obtenons : 





I I I .  6 .  - Fohce de poxtance eX couple 
3 

Le vecteur contra in te  pour l a  d i r ec t ion  de vecteur  u n i t a i r e  e s t  donnée 

par : 

Calculons l a  contra in te  pour l a  d i r ec t ion  * ( 0 )  0 ,  - 4 ) . Etant donné que 

l a  con t ra in te  r ad ia l e  ne présente  pas d ' i n t é r ê t ,  e l l e  ne s e r a  pas ca lculée  e t  s e r a  

désignée pa r  l e  symbôle (- ) . 

En première approximation, on a : 

(111.6~1) 



$ e t  sont données par ( I I I . ~ , ~ ) .  

Nous nous proposons de calculer  l a  fo rce  de portance e t  l e  couple dans 

l e s  cas d ' in té rê t  pra t ique indiqués sur l a  f i g u r e  ci-dessous. 

D e u  disques coaxiaux sont séparés l ' u n  de l ' a u t r e  par une distance H . 

L 'un  de rayon L , e s t  en ro ta t ion  fi autour de son axe e t  l ' a u t r e  de 

rayon supérieur ou égal à L e s t  . f ixe .  A l ' e x t é r i e u r  du domaine e t  O< Z 4 L  

(c 'est-à-dire X C ~  e t  O 4 # 4 4 ) l e  f lu ide  e s t  au repos à pression constante 

(qu'on prend pour or igine  des pressions) . 

' 1 flu ide  ' 1 fl;ide 

au 
repos 

O 
repos O 

On négligera l e s  e f f e t s  de bord, ce qui e s t  légit ime dans l e  cadre de 

notre approche. On é c r i r a  que notre  solution e s t  valable  juçqu'à X =  L , où on 

exprimera une condition s u r  l a  contra inte  normale. 
a 4' 

Etant donné que c ' e s t  l e  p lan Z=0 qui e s t  f i x e ,  nous posons m =. -1 

e t  nous procédons à un changement de repère en remplaçant 

é c r i r e  (111.6.1). On a  s u r  l e  disque supérieur, avec $(~,o,-$):  



En négligeant l e s  e f f e t s  de bord e t  en écrivant que l a  contra inte  normale 

précédente calculée en X =  4 e s t  égale à l a  pression extér ieure ,  on obt ient  : 

La force de portance e t  l e  couple <, exercés de l a  p a r t  du f lu ide  

sont donnés par : 

On peut f a i r e  l e s  remarques suivantes : 

- En f lu ide  newtonien l a  force de portance tend à rapprocher l e s  disques 

e t  l e  couple s'oppose au mouvement de ro ta t ion  imposé. 

- En f lu ide  du second degré : 4 H,,+ 3 tYt*-.r< ) O e t  $ n O 
, l e  caractère  non 

newtonien a pour e f f e t  d ' éca r te r  l e s  deux disques. Le couple r e s t e  inchangé par 

rapport  à ce qui e s t  troinré en f l u i d e  newtonien. On peut donc p a r l e r  d'une amélio- 

r a t i o n  des conditions de l u b r i f i c a t i o n  en f l u i d e  du second degré. 

- En ce qui concerne l e  f l u i d e  du troisi'me degré, pour que l a  solut ion a i t  -un sens 

physique, il fau t  que (F,+))t)soit p o s i t i f .  En e f f e t ,  dans l e  cas contra i re  



'b = 4 ( (P,+J32)~ ) ( f i ~ ~ / e & ~ )  e s t  néga t i f  e t  on peut c h o i s i r  l a  v a l e u r  

de %!' de so r t e  à a ~ o i r  3 + 2 7; <O : a l o r s  l e  couple ne s 'opposera i t  p lus  
Lt&* 

à l a  r o t a t i o n  - physiquement inacceptable.  Ainsi l ' éne rg ie  nécessa i re  pour f a i r e  

tourner  l e  disque mobile e s t  p lus  grande que c e l l e  fournie en f l u i d e  newtonien. 

S i  4 a.+ 3 & ) O il y a une amélioration de l a  f o r c e  de portance. Dans 

l e  cas con t ra i r e  il y a une dé té r io ra t ion  des conditions ae  Lubr i f ica t ion.  
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RESUI4E - 
On construit une sol ution asymptotique pour 1 'écoulemn?nt d'un fi u i  

~nçompressible de Ri vl in-Eri cksen d e  degr@ trois entre deux dlsques coa 

très voisins en rotation. On calcule les deux premières approximations à 

de Reynolds inférieur en ordre de grandeur cm2 , e étant le  rapport de la &: ' 

distance entre les deux disques a leur rayon. 

Il s'avère qu'une combinaison de deux coefficsents du troisihe 

infl wnce notablant 1 'écoulemant e t  qukelle doit ?$se! positive pour que la 

solution ai t  un sens physique. Pour certijnes valeurs d%s mfficients du 

second degr%! la force de portance s'exerce dans le sens contralm de ce qu i  

est trouvé en fluide newtonien. 
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