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INTRODUCTION

L'écoulement d'un fluide incompressible de Rivlin-Ericksen de degré m
entre deux disque coaxiaux en rotation a été étudié par GRIFFITHS, JONES et
WALTERS[25] et par SHARMA H.G. et SHARMA U.P. [23]. Les premiers considérent le
cas M=3 , fluide ayant six coefficients visqueux (un pour le degré un, deux
pour le degré deux et trois pour le degré trois). Les disques sont supposés 1l'un
fixe et 1'autre animé d'une rotation {1 uniforme. Les seconds &tudient le cas

M =4 , fluide ayant deux coefficients caractéristiques [21] (un pour le degré
un et un autre pour le degré deux). Ce cas paralt 3 priori plus simple. En fait,
la complication introduite par les gsuteurs vient de ce que les deux disques sont
en rotation et de ce que 3 travers l'un des disques, supposé perméable, du fluide
est injecté avec une vitesse normale constante.

Les auteurs des deux articles cités [23] et [25] s'intéressent seulement
aux écoulements & trés faible nombre de Reynolds qu , dans un domaine caractérisé
par une seule longueur, 2 savoir la distance H séparant les deux disques. Les
ordres de grandeurs des paramdtres sans dimensions représentatifs des effets du
second et du troisilme degré de la loi de comportement du fluide sont supposés tels
que les premiers s'introduisent dans les équations de la premidre approximation et
les seconds dans les &quations de la deuxi&me approximation. Dans le cas ol

R: -Q.YHJ est petit devant 1'unité les &quations de la dynamique se simpli-

fient considérablement ce qui permet le calcul de la solution asymptotique &

condition de négliger les effets de bord.
Un autre point de vue, introduit par DYMENT [24] dans le cas d'un fluide
newtonien, consiste & supposer la distance | entre les disques trds petite &

1'égard de leur rayon L . Pour tenir compte de cette distorsion géométrique on -
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fait intervenir le paramdtre de forme &€= H/L | 1 parametre R-“:. {.Lv"f
est toujours supposé petit, mais & cause de la distorsion du domaine de 1'écoulement
le nombre de Reynolds -Q%L& peut &tre trés grand. A ce propos, il convient de
noter que l'usage a consacré 1l'utilisation de Ru comme paramétre, alors que
c'est plutdt '(—%': qui est le véritable nombre de Reynolds significatif du
phénoméne, car il associe la vitesse caractéristique donnée L 2 1a longueur
représentative de l'ordre de grandeur des distances parcourues avec cette vitesse.
Puisque IL)'&_ peut &tre trds grand le point de vue de DYMENT [2k]

s'avére &tre par certains cbtés plus général que celui adopté en [23] et [251,

comme l'indique le schéma de principe ci-dessous.

2
et B
lf Damaine de validité
de [23] et [251, HaL
2
N4
b
Domaine de validité de
1 £
(o] RHs, Hoen
. L
PITA .
' »
i} =
-
A0 —
o
——
1%

Les deux méthodes ont un domaine de recouvrement commun : c'est le domaine

RH<{‘1 et &€ L<£L 4 ol les solutions doivent &tre identiques.
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L'intérét de 1'approche de DYMENT réside essentiellement dans le Ffait
qu'elle englobe le cas fréquent dans la pratique ol Tl est grand. De plus,
puisque H &L L , les effets de bord ont une influence relative moindre sur
1'écoulement entre les disques et la solution asymptotique obtenue en négligeant
ces effets s‘approche davantage de la réalité physique.

C'est pour ces raisons que nous avons repris la formulation de DYMENT
avec les deux petits paramétres Rﬁ, et € . Nous étudions le cas d'un fluide
de degré trois avec les mfmes conditions aux limites que celles de SHARMA [23],
qui comprennent celles de GRIFFITHS [25] comme cas particulier. Nous faisons
deux hypothéses qui nous paraissent intéressantes pour les écoulements des fluides
non newtoniens dans des domaines avec distorsion géométrique. Nous supposons d'une
part que les forces du 'deuxiéme et du troisidme degré ne peuvent pas &tre prépondé-
rantes devant celles de la viscosité classique. Nous exigeons d'autre part de
1'équation de la dynamique suivant la direction perpendiculaire & celle du cisaille-
ment d'exprimer, en premifére spproximation, que la contrainte normale au plan de
direction principale de 1'écoulement est indépendante de la variable d'espace suivant
la normale & ce plan.

SHARMA [23] et GRIFFITHS [25] imposent a priori les valeurs des exposants
de RH du développement asymptotique et donnent des solutions particuliéres. Le
premier calcul les trois premiéres approximations et le dernier les deux premiéres.
Dans notre &tude, nous procédons de manidre plus systématique : les coefficients
du développement asymptotique qui sont fonction de & et RH sont déterminés par
le principe de moindre dégénérescence et aucune forme particulidre n'est imposée
a4 1l'avance aux solutions.

Le Chapitre I fait 1'objet de rappel de mécanique des milieux continus et
d'une synthése des lois de comportement, visant & bien situer le fluide de

Rivlin-Ericksen de degré m . Y sont explicités les fluides de Stokes, de

Reiner-Rivlin, de Rivlin-Ericksen de complexitd M et la notion des mouvements
retardés.
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Le chapitre II expose les formulations et les solutions de GRIFFITHS [25]
et SHARMA [23] . Nous avons apporté des corrections & quelques erreurs de calcul
rencontrées dans les deux solutions. D'autre part, nous avons calculé la premidre
approximation de la pression hydrostatique de la solution de GRIFFITHS qui n'avait
calculd que le champ des vitesses.

Le chapitre III est comsacré & 1'étude de 1'écoulement d'un fluide
incompressible de Rivlin-Ericksen de degré trois entre deux disques coaxiaux
en rotation trés voisins, avec une faible vitesse d'injection du fluide & travers
1'un des disques. Nous donnons les solutions des approximations d'ordre zéro et un.
Une comparaison de ces solutions avec celles des auteurs [23] et [25] est faite.
Pour le fluide de degré deux, du falt que notre hypothdse concernant 1'ordre de
grandeur de la vitesse d‘injgction différe de celle de SHARMA [23] on trouve wn
simple décalage dansvles ordres d'approximations pour le champ des vitesses et pour
la pression hydrostatique. On vérifie que dans le domaine de validité commun les
solutions obtenues par les deux méthodes coincident.

En ce qui concerne le fluide de degré trois, des différences plus marquées
apparaissent. Les champs de vitesses ne coIncident pas d&s 1'ordre d'approximation
zéro. Il s'avére que dans notre solution les termes visqueux du troisidme degré
peuvent influencer notablement 1'écoulement dans le plan méridien. Cependant, on
vérifie 13 encore que les solutions cofncident dans le domaine de recouvrement
commun.

Nous calculons la force de portance et le couple en premidre approximation
et nous 1l'appliquons dans le cas d'intér@t pratique oll dans le domaine extérieur
du domaine compris entre les deux disques le fluide est immobile et i pression
constante.

I1 s'avére qu'une combinaison de deux coefficients du troisidme degré
intervient dans 1'expression du couple et qu'elle doit &tre positive pour que la

solution ait un sens physique. Cela &tant, le couple est plus grand que celui
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obtenu en fluide newtonien. Pour les valeurs positives d'une certaine combingison
des coefficients du second degré la force de portance se trouve améliorée par rapport
au résultat obtenu en fluide visqueux classique. Pour les valeurs négatives de cette
méme combinaison, 1l y a une détérioration des conditions de lubrification.

En fluide du second degré les conditions de lubrification sont plus favo-
rables qu'en fluide newtonien : le couple reste inchangé et la force de portance

tend & écarter les deux disques.



NOTATIONS

Nous récapitulons ci-dessous les notations principales de chaque

chapitre. Les symboles sont classés par ordre aphab&tique pour le Chapitre

et par ordre d'introduction pour le chapitre II et III.

t&

w 8
f.

m oTe®

M &

>

N M

R B

m ohe

-4

A

~

o

CHAPITRE 1

: tenseur de Rivlin-Ericksen de degré m .

o

coefficient du second degré pour un fluide de degré deux.

coefficients du second degré pour un fluide de degré trois.

~

¢ tenseur de Cauchy-Green & gauche.

.

) A= A4,8,3 : coefficients du troisiéme degré pour un fluide de

degré trois.

tenseur de Cauchy-Green & droite.

: tenseur des taux de déformation.

<) : opérateur divergence.

dérivée par rapport au temps.

: espace euclidien & trois dimensions.

.

énergie totale d'un corps.

: énergie interne massigue.

dérivée matérielle d'une quantité F .
dérivée partielle de F par rapport au temps.

densité massique de forces.

: gradient de la déformation par rapport & W .

F  rapportd 3 la configuration de référence actuelle.

: 1'histoire de la fonction F  jusqu'd 1'instant £ .
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XI

: fonctionnelle ou fonction de comportement.

Grod(s) : gradient Lagrangien.

W(' ) : gradient Eulérien.

x, . application de J?) sur 1l'ensemble x (J% ) C g .
X(JS) {:) : configuration du corps E 8 1'instant £ .

]
K

configuration de référence.

: énergie cinétique de 33 .

: gradient de la vitesse en écoulement viscométrique.

: viscosité dynamique.

,./(:- ) ,f,f : premidre et deuxidme différences de contraintes normales

A XNT AE=W O VU <

M- T

(24
en écoulement viscométrique .-JC: T‘M_) T(u'), ,_,l;:T(_) T(sg) .

viscosité cinématique.

: puissance des forces extérieures appliqufes sur un corps matériel.

: pression hydrostatique.

flux de chaleur entrant dans un corps matériel.

: vecteur flux de chaleur.

: tenseur orthogonal.

taux de chaleur spéeifique.

: tenseur de rotation locale.

.

.

entropie spécifique.

variable temps pour 1l'histoire d'une fonction jusqu'd l'instant t:
A k=4 Z "t .

défini & partir de S par SR_—. RTS[R .

variable temps.

: variable temps lorsque t  est pris comme un temps de référence.

.

température en un point > .

: fonction viscométrique définie par T = T(K)
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b - ) o

: composantes du tenseur des contraintes en €coulement viscométrique.
: vecteur contrainte en un point I .
: tenseur des contraintes.
: tenseur de déformation pure.
: tenseur unité.
: tenseur des taux de rotation.

: point matériel d'un corps.

R R TS e

: position du point matériel )G & 1'instant t .

et
i:) w : vitesse et accélération d'un point matériel.
)
% : vitesse d'ordre YL d'un point matériel.
x : position d'un point matériel dans la configuration de référence.

CHAPITRE 11

(0’ X,B,Z) : systéme de coordonnées cylindriques.
U,V,W : composantes du vecteur vitesse.
_.O. : vitesse de rotation angulaire. ,
L : rayon des disques.
H : distance séparant les disques. .
. . P R LH
R : nombre sans dimension défini par Ku= -~
.‘i,‘ : yariable sans dimension définies par 3 = X/H et 3_-: Z/H .

u,"V', w : camposantes adimensionnelles de la vitesse : a= U/-n'H?u,
V=V H , W =W/_Q-HR‘; .

tT,..,\‘r..., '\:lm : composantes de la vitesse de l'approximation. d'ordre M .

/f; : pression hydrostatigue sans dimension : f: P/f-n-z HL .

/F”‘ : pression hydrostatique d'ordre M .

4
R : nombre de Reynolds défini par R: 'Q'VL— .
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L, A=4,2 : coefficients du second degré sans dimension :’R;:d;/r“& .

iq += A4,8,3 : coefficients du troisiéme degré sans dimension ’PF P:y/fm

a

o : coefficient du second degré sans dimension pour un fluide de degré
deux :&-’-P‘/"H8 .

MM : dqifférence relative des vitesses angulaires des deux disques.

@ : vitesse d'injection ou aspiration.

F, 6 : des fonctions de la variable 3 définies par W=_80 H F"(}) s
V=0X6(3).

/\ : fonctions indépendantes des variables 3¢ et ; intervenant dans la
pression hydrostatigue.

fonction indépendante de la variable A  intervenant dans la pression

-

hydrostatique.

~)
: vitesse d'injection sans dimension définie par 47 = @/-ﬂ-H .

Rl

«
() 342 ) AL : coefficient de Pu dans le développement asymptotiques
oP .
A
de la vitesse et la pression hydrostatique : ::Z RH -ﬁ‘; .

ot i oid i mzo
> R" 34’ sy A= 2 R“ Ai
mzo m=0

CHAPITRE 111

x : variable sans dimension définie par 2x = X /L .

w,v,w : composantes adimensionnelles da la vitesse définies par
w=l/OLY vz V/RL , w=W/RHgw .

/P : pression hydrostatique sans dimension : f= P/fﬂl[_gg .

7)E : des ordres de grandeurs de L//_Q-L et P/f’.ﬂ.aLz .

£ : paramdtre sans dimension défini par £ = H/L .

711 64, E’l : sont telles que f2L 774 , N Lo, , r.ﬂ.zlfég soient

des ordres de grandeurs de 1'approximation d'ordre deux de U s V et P .
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u‘ ’ nf, ; Wy ,/?4 : composantes de la vitesse et pression d'ordre un
du développement asymptotique.

Uo : vitesse caractéristique définie par U :-O—L .
4 « . . PO A &

aa’. s ﬁ~. : parametres sans dimension définis par : of, = o /rL ,

ﬁ(:: ﬁiua/rl_g .

: vitesse d'injection ou aspiration sans dimension aéfinie par

= @/_Q.H'] .
A i 5 P : paramétres sans dimension définis par ody = o /r-H s
~
‘/F\" - ﬁj . B“
4 64
prd ) 5('; ®” : combinaisons des coefficients du second degré sans dimension
2o ——— — — -— - /4 —— —
définies par : KR’'= ol + Ky, ’0(”_—_ I+ o y Rz 6K 5Kz .

-

R, ¥ : quantitéssans dimension définies par K = (4 4 5,3 «m’x‘)"‘
M=(4 +3}\3’ m"x.z)'d.

E- , E : quantités intervenant dans la solution d'ordre un (voir pages 82
a 12 ).

F; : force de portance.

e‘, : couple.



CHAPITRE 1

CINEMATIQUE.
LOIS DE CONSERVATION,
LOIS DE COMPORTEMENT,



Note
Nous adopterons dans ce chapitre la régle suivante

- toute quantité scalaire ou fonction & valeurs scalaires sera représentée
par une lettre & trait fin;

- toute quantité vectorielle ou fonction 8 valeurs vectorielles sera
représentée par une lettre 3 trait gras.

- toute quantité tensorielle ou fonction & valeurs tensorielles sera
représentée par une lettre & trait double.

~ un point matériel sera représenté par la lettre 6.

I.1.- CINEMATIQUE

1.1.1.- Descniption

En mécanique des milieux continus, on définit le mouvement d'un
corps matériel ﬁ , dans un référentiel donné, par une application x de ﬁ
sur un ensemble X( ﬁ )t) de 1l'espace euclidien E i trois dimensions.

A chaque instant fixé, on a :
w= X0, L), BeB, keRot 2el.

L'&criture (1) signifie que le point matériel X5 occupe, 3 1'instant ,t , la
position I  dans 1l'espace E . L'image x(ﬁ,t) de .B , par x , est
appelée la configuration de ﬁ a4 1l'instant t .

On suppose par la suite que
- x est différentiable autant de fois qu'il est nécessaire;
- x posséde une fonction inverse, notée x’J 3
Y 4

-4
et x sont continues par rapport & leurs arguments.



1.1.2.- Vitesse
On définit la vitesse J’c , 1'accélération i.t et la vitesse d'ordrewn,

. ) L. e ) X
soit M , d'un point matériel DG , par les dérivées successives de :

i:)'ccae,u:g_b X (6,4),

= 3& (,CXSJ £),

(m)
3= X (6, £)=E X (%, 8).

n
t

1.71.3.- Configuration de référence

On peut choisir une configuration particuliére de ,B , notée K(.B) s
et y rapporte toutes quantités concernant :E’ et son mouvement.
)S(B) est appelée la configuration de référence. Elle peut

&tre n'importe quelle image régulidre de :B . L'application

(1.1,2) X =K (26) W

donne la position x occupée par le point matériel G dans la configuration

de référence X (33) ; on a aussi
-4
(1.1,3) =¥ (X)
et
-4
(I.1,b) x=2%(% (x),t)=xﬁ(x,t).

Dans cette derniére &quation, le mouvement de ﬁ est décrit par

1'application M de la configuration de référence ¥ ( B) sur la configu-
ration actuelle X,(ﬁ)/t) .



Dans ce qui suit, pour simplifier, nous appellerons la configuration
de référence l'application M elle-méme, et x” la configuration du corps
:’3 par rapport & Y% .

1.1.4.- Description Lagrangienne - description Eulérnienne

Dans cette description,on choisit une configuration particulidre
effectivement occupée & un instant donnd, appeld "initial", par le corps JS
au cours de son mouvement. Le point matériel AG est alors repéré par sa
position X, 3 1'instant /t: 0 .

Toute fonection F (% ; t) a valeurs scalaires, vectorielles ou
tensorielles, peut &tre remplacée d'aprds (3), par une fonction E‘S (X, £)
prenant les mémes valeurs pour les arguments x et x qui se corres-—

pondent par ¥

(1.1.5) Floae, 4)=F(K'X) £)=F(x 4).

Pour la suite, X désignera toujours la variable de Lagrange.

Dans cette description,la position M du point matériel 6 et
1'instant /t sont considérés comme variables indépendantes. Toute fonction
F (oG, £) peut stre remplacée d'aprds (1), par une fonction de 3€ et £

prenant les mémes valeurs pour les arguments DG et & correspondants

(1.1,6) F(:JG,A:):.—F(X'i(x,/c),/t);{(x,t).

Ainsi par exemple, nous &crirons pour les vitesses d'ordre m



n) (m

(1.1,7) =3%(3,t) 2 =2(x )

)

(1.1-7)

(m)
ol, pour des raisons de simplification, )¢ représente & la fois la fonction

et la valeur de cette fonction (suivant qu'elle est &crite & droite ou &

gauche de 1'égalité).

1.1.5.- Dénivie matérnielle

Dans tout ce qui va suivre :

(1.1,8) .g ek erwl"

désigneront la dérivée partielle par rapport au temps et le gradient de la

fonction & telle que

(1.1,9) f=60x,£);

tandis que

(1.1,10) {' ek W{

désignerons la dérivée partielle par rapport au temps et le gradient de la

fonection ? telle que
-4
(1.1,11) {:G(% Cac,£),t) =93¢, £).

I1 en sera de méme quand -{ représente une quantité vectorielle ou
tensorielle. On obtient, en particulier, compte tenu de (4), les formules

d'Euler :



g= §+igqrad f.5e

ﬁ {'+ Cgrad frae.

L'opérateur appliqué 3 -g ou K qui donne (12) est appelé dérivée

(1.1,12)

matérielle ou dérivée particulaire.

1.1.6.- Conservation de La masse

Principe de conservation de la masse : la masse de la matidre contenue

dans un corps matériel j% en mouvement est indépendante du temps. On a donc :

(1.1,13) 5-'1_]] xd(?si)o :

[ 2
ol JM désigne 1'é1&ment de masse &l&mentaire et Jé_( ) désigne ( ) .
t
L'hypothdse de continuité sur Mo entrafne que 1'équation intégrale (13) est

équivalente & 1'équation locale.

€+ fdiA)‘:i.c:O
ou sussi

(1.1,13,) f'.a. diw(pic) = 0.

1.1.7.~- Conservation des quantités de mouvement - Equation du

mouvement
Dans ce qui suit, nous nous supposerons &tre placés, une fois pour
toutes, dans un référentiel absolu.
La loi de conservation des quantités de mouvement postule, & chaque

instant, 1'égalité du torseur des forces extérieures exercées sur une partie

arbitraire P du corps B et du torseur des quantités de mouvement de cette



méme partie. On a donc, formellement,

(1.1,14) ';,:iﬂ ¢ e dv

(1.1,15) JZIL-F]l = %[f r(:)c-xo)/\fcdv,
° P

- F et (/"tx[':] sont la résultante et le moment r&sultant en un pointiae
[]

(]
du torseur des forces extérieures exercées sur la partie matérielle jﬁ 5

K (P) est 1a restriction de K 2 P ;

- le signe " A " désigne le produit vectoriel;

- les arguments des fonctions sont omis par commodité d'écriture.
Il convient de distinguer deux forces extérieures de nature différente
- Une force appliguée 3 distance et donnde par une densité massique g 5
- Une force de contact, de densité J , appliquée sur la frontidre é X(jD,t)
e X (P, 4).
Un point € de é X(?) est commun aux frontidres d'une infinité

de parties de 75 . D'aprés un postulat de Cauchy, le vecteur T , endL ,

ne dépend que de la normale orientée ¥ & la surface frontidre :

T:T()t,‘ll).

mn est dirigé vers l'extérieur de X(ft} et le vecteur T est appelé
contrainte en 3¢ pour la direction m .
Théordme fondamental de Cauchy : si T (» , M) est une fonetion

continue de € , 1l existe un champ de tenseurs T ( e ) tel que :



T(3x,m)=T(3c)m.

T (3€) est appelé tenseur des contraintes en M€
Théoréme : si 1'équation (14) est satisfaite pour toutes les parties'f: deB ,

alors, en tous les points intérieurs aux régions de X(JS) t) ot f.‘;: s

f ﬁ et dir T sont continus, on a :

(I.1,16) f:i.‘:-_-olw'ﬂ'...fg.

Récriproquement, si (16) est satisfaite en tous les points intérieurs
4 une région, et si T est continue sur la frontidre de celle~ci, alors
(14) est vérifiée 3 1'instant A pour le corps occupant cette région.

si T est continu dans X(?) et que (16) est satisfaite, alors,

d'aprés le théoréme de 1'intégrale nulle, (15) est équivalente &

T
(I.1,17) T =T,
T 3
ot ' désigne le transposé de T .
La relation (17) est la définition d'un tenseur symétrique et

constitue dans ce cas la seconde loi de Cauchy du mouvement.

1.1.8.- Conservation de £'Bnengie - Bquation de L'Enengie

La loi de conservation de 1'énergie constitue en fait le premier
principe de la thermodynamique : dans un référentiel absolu, & chaque instant,
la somme du flux de chaleur Q entrant dans]s etde la puissance EL des forces

extérieures appliquées sur B, est égale au taux d'accroissement de 1'énergie

totale ET de 75 .

+Q,

(1.1,18) é -
T

v



avec ET= E+K

ol E est l'énergie interne de ﬁ et K 1'énergie cinétique.

L'8quation (18) est &quivalente & 1'&quation locale

(I.1,19) fé =-U': WGA* -o-er(l-l-rR

dans laquelle :

(

1

1

o]

@ est 1l'énergie interne massique ;
' E le vecteur densité de flux de chaleur qui a un r8le analogue 3 celul
du tenseur de contrainte W (Principe de Fourier-Stokes);
R , le taux de chaleur spécifique (rayonnement, réaction chimique, etc...);
le signe "¢ " désigne une double contraction tensorielle.
La dépendance des arguments est sous—entendue dans 1'écriture (18) et
19).
L'équation (19) s'appelle 1'équation réduite de conservation de

12 . P . AN .
énergie en mécanique des milieux continus.

1.1.9.- Second principe de La themodynamique

Le second principe de la thermodynamique postule, & chaque instant /t s

'inégalité locale :
A+ div(9/7) L RT Yo,
u, d'aprds (19)

(I.1,20) f(/i-é)+-ﬂiwnadk+ %q.gMT)/a.

/g et T  ddsignent respectivement 1'entropie spécifique et la température

du point matériel qui occupe la position a€¢ & 1l'instant ,t
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L'inégalité (20) est appelde 1'indgalité de Clausius~Duhem.

1.1.10.- Billan Zquations-inconnues

Nous avons établi trois &quations de conservation, & savoir :

b+ diw(p 3,
3 - cliAr'ﬂ’_M:o,
fé-T:cmnaaLic_durc'_ ¢R=o0.

Les cing équations scalaires, établies i partir des hypothéses
générales communes i tous les milieux continus, sont insuffisantes pour
déterminer les quatorze inconnues.

i) trois composantes de la vitesse,

ii) six composantes du tenseur des contraintes (T étant symétrique).

iii) la masse volumique Q , 1'énergie spécifique € et les trois composantes
du vecteur courant de chaleur 1 .

8 et R sont souvent considérés connus.

I1 est &vident que les milieux continus ne s'opposent pas tous de la
méme maniére aux sollicitations auxquelles ils sont sujets. Il s'impose donc
de rechercher des relations qui tiennent compte de la nature du milieu continu
considéré. Ces relations sont connues sous le nom de “lois de comportement”
ou "lois spécifiques”.

Dans le paragraphe (I.2) qui va suivre, nous faisons un rappel utile
4 l'introduction des lois de comportement, et ces dernidres seront étudiées au

paragraphe (I.3).
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1.2.- GRADIENT DE LA DEFORMATION, TENSEUR DE CAUCHY, FINGER, RIVLIN-ERICKSEN

ET WHITE METINER.

Les lois de comportement font intervenir des relations entre le tenseur
des contraintes dans un corps B et le gradient de x ou certains tenseurs
définis i partir de l'application X sur ﬁ . Ce sont ces principaux tenseurs

que nous allons rappeler dans ce paragraphe.

1.2.1.- Gradient de La défonmation

Considérons le corps 75 dans ses configurations respectives K( ]5)

et x ( ﬁ,t) définies par (I.1.2) et (I.1.5). Avant la déformation et par

K
rapport 3 un systdme de coordonnfes et une origine arbitraire , un point matériel

4 2

OG  occupe la position P et a pour coordonnées XX , X ) Xz) . Apréds la
déformation et par rapport 3 un systéme de coordonndes et une origine arbitraire,

. Lo .. . 4,23
le point matériel JG occupe la position Ir et a pour coordonnées :c(x,x,x) .

. . - 2 BRI AN N
Un point matériel voisin de &5 a pour coordonnées (X+dX)(X+dX'X+dX’X+dX)

2 3 3 .
et (2 + d)e) ( x4+ dx.‘, ')C‘-g- dx'. ; X+ o‘ ) respectivement avant

et aprés la déformation.
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L'hypothése de différentiabilité imposée & 1'application xx permet

d'écrire [1]

c’x= FCJX

o F =F (x,4) = Grad X(X, 1)

I est appelé le gradient de la déformation. Pour un point matériel donné,

[F est une fonction du temps
F=1[1t).

En description relative, la configuration de .15 4 1'instant présent
A est choisie comme configuration de référence. Si I et M désignent
les positions occupées par le point matériel I8 aux instants respectifs C

et ,t , On a
E-xce,7),
JC=X(OG,£).

D'ol

-4
(1.2,1) E-%0X (xx,£),73= X (x,2).

L'application xt ainsi définie est appelée la déformation relative,

et son gradient

(1.2,2) ﬂi-zﬂ;:(zr-.: gaulxt )
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le gradient de la déformation relative. La déformation de deux

points matériels voisins est alors donnée par
J (: Hi d K,

et on a, & l'instant 7 = X s

(1.2,3) Hi(t) =1

'ﬂ désigne le tenseur unité.

La régle de dérivation des fonctions continues donne

F(z) = [};'m (F(t).

1.2.2.- Défonmation pure, rotation Locale, tenseurs de Cauchy-Green

et tensewrs de Finger

Puisque [F est inversible, le théorZme de décomposition polaire
de Cauchy permet de le décomposer de fagcon unique sous chacune des deux formes

suivantes

(1.2,4) F-IKRU=VR,

ol W et UJ sont des tenseurs sy‘métriques’ définis positifs et [R un

tenseur orthogonal. On a alors les propriétés
T T

v=-v , w=0
T ~4

R:FK

et

En description relative, le tenseur orthogonal U?t et les tenseurs

symétriques [Ut et % sont définis par
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ﬂ';: lPt[Ut:Q{lRt.

(1.2,5)

Les tenseurs symétriques Q: et.B définis par

< T
(1.2,5,) C=W=FIF
et

B_VrEF

~

sont les tenseurs de Cauchy-Green, ou tenseurs de dilatation, 3 droite et &
gauche, leurs inverses sont les tenseurs de Finger.

Si ¥ et X-rdx désignent les positions, dans la configuration de
référence M , de deux points matériels voisins, leurs positions 3 un instant

sont € et Jc-ya(:lc et on a :

dyc=F(x,t)dx
< L4
d'ol (dae) =dx(x,t)dx
=dXC(x,b)dX.
On a pu dire, ainsi, que [/ est un tenseur de déformation pure
4 droite, tandis que R est un tenseur de rotation locale.

En description relative, les tenseurs de dilatation relative d:t et

Bt sont donnés par
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1.2.3.- Gradient de La vitesse, tensewr des taux de dilatation

et tensewr des taux de notation

La position du point matériel G &tant € 3 1'instant £ .

on pose :

G (3¢, t)= Q_ch,ul
aT t Tt

= fF(C)
t

et on a d'aprds (2) et (1)
G = Wmol b o
Ainsi & est appelé le gradient de la vitesse.

D'une fagon générale, le gradient de la vitesse d'ordre M. est

défini par
G(JC,L’):.B_?[F(I,Z) .
n oz" |z=t,

On pose :

Go-.’.'—.ﬂ ,el 03'1:0;.

Si maintenant on dérive la premidre égalité de(5) par rapport & €

et puis si on fait T=t , i1 vient compte tenu de (3)
(1.2,6) 0‘;1(,t)= [Rt(l; ) + a'lt(t) :

T
En dérivant, par repport 3 € , la relation RL'(Z)D?t(z) =1

puis en faisant T = /t , on obtient :

. - T
D?t(t)-q- [Rt(t)zo.
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Cette relation est la définition d'un tenseur antisymétrique.
D'autre part, DJt(L) étant symétrique, il en est de méme pour HJ.t(t)
Ainsi la décomposition unigue de @1 en partie symétrique et antisymétrique
est donnéde par (6).

On pose

- T
W= Rtz (-G

1
)
D= li]t(t)::g_(G;-rGT),

et

et on appelle WV et D , respectivement, le tenseur des taux de rotation

et le tenseur de taux de déformation.

1.2.4.- Tenseurs de R{ivein-Enicksen et tenseurs de White-Metznen

Les d8rivées matérielles successives par rapport 3 € , pour T=t ,
-4
du tenseur Ct(Z) (respectivement du tenseur (- C ('Z)) sont les tenseurs de
t

Rivlin-Ericksen Am(respectivement les tenseurs de White-Metzner BM.)

A

)

” LT
t ozt

m ™
(1.2,61)
- "k
B, = __Emd’:t( )'nt'
On a en particulier
A1=-3 D,
(1.2,7)
T T
Ae'-' 8@1614.%4- Ge

et d'une fagon générale :
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o m, T
A= G%+Gm+£ (31§86,

et

A T
A, =A.+AE, +(AET,

m
avec (1 ) = .l‘.__
41 (m-§)!

Dans le paragraphe suivant, nous ferons un bref historique sur les
lois de comportement des fluides afin de bien situer le fluide de Rivlin-Ericksen
de degré M. qui a fait 1l'objet de notre étude, dans un écoulement particulier,

pour m=€ et M=3

1.3.- LOIS DE COMPORTEMENT ET FLUIDES DE RIVLIN-ERICKSEN

1.3.1.- Défdnition de "L'histoine” d'une fonction jusqu'd L'instant .

Soit LP une fonction du temps a valeurs scalaires, vectorielles ou
tensorielles. Si /t est un instant présent, nous représentons un instant passé

/t par la quantité E_A :

¥
t,=4-4, 230,

t
1'histoire de L‘P Jusqu'd l'instant t est une fonction notée L)U et ses

valeurs sont données par

(1.3,1) \FfA)qu(t_,;), £ finé | Ay 0
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1.3.2.- Principe du determinisme'™)

I1 fut &noncé pour la premidre fois par CAUCHY [2] en 1828. Selon
ce principe, les contraintes, dans la configuration a4 1'instant L au point
matériel 96 sont détermindes par 1'histoire S du mouvement du corps :b

jusqu'd 1l'instant /t' . Formellement, ceci s'écrit

(2.3, T(X(o6,60,t)=F (A 06,)
t

ol x varie dans l'ensemble des mouvements possibles du corps Tb .

La relation (2) constitue la loi de comportement,du matériau ou
milieu matériel, défini par ﬁ

% est appelée "fonctionnelle mémoire" ou encore "fonctionnelle
de réponse”. Quand la fonctionnelle ﬁ dépend effectivement des valeurs
t t

p 4 (w'zi) de 1'histoire x aux instants passés, on dit que le matériau
fait preuve de certaine mémoire. Quand F.; dépend de x seulement par 1l'inter-
médiaire de sa valeur actuelle, on dit qu'il y a absence de mémoire. Il se peut,
aussi, que ﬁ dépende de Xt seulement par l'intermédiaire de ses valeurs
actuelles et de ses dérivées temporelles actuelles; ceci correspond & une

mémoire infiniment courte.

1.3.3.- Principe de fa Localisation spatiale

Selon ce principe, le mouvement des points matériels situés a
distance finie de 9G n'intervient pas dans la détermination des contraintes

en &6 . Formellement, NOLL [3] traduit ce principe par

*) Pour les corps avec liaisons internes, ce principe est énoncé 3 la page 30.
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=¢
F(xX06,6)=F (o 1),
(%)

dés que x = X dans un voisinage arbitraire de oG -

1.3.4.- Principe de £'indifférence maténietlle

Ce principe n'a été fort connu qu'a travers la publication importante
d'0ldroyd [4] en 1950. OLDROYD exige que la fonctionnelle ﬂ; doit &tre inva—
riante dans tout changement de repére et il conclut, & propos des lois de
comportement faisant intervenir des dérivées temporelles, que ces dérivées
doivent &tre de type d'OLDROYD [41. En 1958, NOLL [3] a donné une forme
explicite et générale pour ce principe. Nous donnons ici cette formulation
avec les notations de TRUESDELL [5].

Si dans un référentiel d , le tenseur des contraintes est donné

par :

t
(1.3,3) TCOC,t):F(X;OC,b)

alors dans tout référentiel ¢* tel que

t*: t-l-CL
et

(1.3,0) X (e, 4%) = 2y o (A (,8) -3¢)

(%) Désormais, on peut écrire la loi de comportement (1.3,2) sous la forme

Tt t) = F( x -26,b)

ol /UZSC) désigne un voisinage arbitraire de w
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la fonctionnelle ﬂ‘ doit satisfaire la condition

¥*
(1.3,5) T*(Dc,t*):ﬂ:(it; oc, t*)

Dans les deux relations (k), J(° et ,4 sont une position et
un instant; JE:(' ) représente une fonction i valeurs dans l'espace des
positions et Q (¢) une fonction & valeurs tensorielles orthogonales
indiquant l'orientation relative de ¢* par rapport & ¢ . On dira de la
fonctionnelle %’ qui vérifie (5) qu'elle satisfait le principe de 1'indiffé-
rence matérielle (ou le principe d'objectivité). On montre (voir TRUESDELL [5],
p. 123) que le tenseur des contraintes est luil méme une quantité intrinséque,

c'est-d-dire qu'il vérifie :
Ae T
T )= Q)T (e, ) BE)

ol )c* et ;t* se déduisent de D€ et t grice i (L), et Q (-)
est la méme fonction intervenant dans (4).

Finalement, si on a :

T(oe,t)=TF (25 2,t),

le principe de l'indifférence matérielle exige que ﬁ . satisfasse la

relation

# ¥
(1.3,6) Q%’(xt;sc,t)dpr: ]F(X,;OG,I:*)

pour tout changement de référentiel de type
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t""-' t +Qa
'
(o, %) = 26t) + GEIL (2,)-3c).

1.3.5.- Maténiau simple

t )

Une premif€re approximation de x au volslnage( de ¥ nous est

donnée, pour chaque )t , par son gradient en ¥ . NOLL [3] définit un
matériau simple comme un matériau dont les valeurs de la fonctionnelle de
B P . t t

réponse ne sont pas affectées si 1'on remplace XK par FK pour toute

histoire de déformation X.- . La loi de comportement d'un tel matériau peut

donc s'écrire :

t
Tiae,ty=T (X (x,t),t)=3 (F (%), %,t).
¥ K K

On montre [3] que, & cause du principe d'objectivité, la fonctionnelle

% ne dépend pas explicitement de t , d'ol
K

t
(1.3,7) 'ﬂ’(x,t):wn(u;;(m,x).

L'existence d'une telle fonctionnelle de réponse est un fait indépendant de

la configuration de référence (voir TRUESDELL [5], p. 136). Par conséquent,

la définition (7), méme si elle fait mention d'une configuration de référence,

pourrait &tre posée indépendamment de la référence.

(%) On s'intéresse seulement au mouvement du voisinage arbitraire du point

matériel 96 (voir note en bas de la page 19 ).
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. . ‘o o

Par la suite, nous ne considérerons que les milieux matériellement
simples. En général, nous aurons choisi une fois pour toutes ume configuration
de référence ¥ ; nous Ecrirons alors la loi de comportement (7) sous la forme

condensée

3
(1.3,8) -T=%(F)-

Définition : On dit qu'on a affaire 3 un matériau élastique lorsquem se
réduit 4 une fonction ordinaire du gradient de la déformation actuel ”:(X,t)

t t
et ne dépend pas des valeurs u:(x,,d) de 1'histoire [F pour A)O .

1.3.6.- Fonmes neduites des Lois de comportement

La loi de comportement écrite sous la forme (8) satisfait le principe
du déterminisme et le principe de localisation spatiale : on doit alors res-
treindre la fonctionnelle % de fagon 2 satisfaire le principe de 1'indiffé-
rence matérielle.

Aprds un changement de référentiel défini par (L), le gradient de la

déformation IF suit la régle de transformation
[F*.-: QF

et son histoire [F suit la rigle

'l
F - o' F

La fonctionnelle 3 doit satisfaire la relation (6) qui exprime

le principe de 1'indifférence matérielle; soit

t t. T
(1.3,9) w(ﬁF)=®m@(F)Qm

pour toute histoire tensorielle orthogonale Q et toute histoire tensorielle

non singulicdre F .
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NOLL [3] se sert de la décomposition polaire (I.2,4) et résoud
une fois pour toutes 1'équation (9) en a . I1 obtient le

Théoréme :de réduction

Soit a une fonctionnelle des histoires tensorielles symétriques
d@éfinies positives, & valeurs tensorielles symétriques. Alors la loi de
comportement de tout milieu matériellement simple peut s'écrire, par rapport

a4 une configuration de référence fixe, sous la forme :

(1.3,10) T-FK 9 (UJb)lRT

et inversement, toute fonctionnelle de ce type définit un milieu matériellement
simple.

Dans (10), {J désigne 1'histoire de la dilatation et [K 1a
rotation actuelle.

La relation (10) n'est plus sujette 3 aucune condition. On dit

qu'elle est écrite sous forme réduite.

t
NOLL [3] a montré aussi, dans le cas ol 1'on veut utiliser IFL:
au lieu de [ , que la loi de comportement (10} est équivalente &

R R
(1.3,11) T =w(([l.l:) ; ()

ol 1'on a posé pour tout tenseur $
ST RSR
étant la rotation actuelle.
TRUESDELL ([5], p. 145) propose une expression &guivalente plus

commode, en faisant intervenir le tenseur C de CAUCHY :
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(1.3,12) TR: %((C:)R; cit)).

La fonctionnelle m utilisée dans (12) n'est pas en général
celle qui figure dans (11).
Les formes réduites de NOLL (11) et (12) montrent que 1l'utilisation

d'une configuration de référence fixe est inévitable pour exprimer {R(t) ,

WE)Y &« CE).

1.3.7.~ Conps homogZne

Définition (NOLL) : notons m la fonctionnelle de réponse d'un
milieu matériellement simple relativem?nt & la configuration de référence K .
Les points m“ et DGJ de jb sont dits matériellement isomorphes
s'il existe deux configurations ¥ et Y, telles quep (X V=p (X ):Ct!-
- ¢ fk 1 rK e’ TTF

au voisinage de X‘\ et x& , et telle que 1 1

t t
q (F,%X,)=¢ (F %)
K
3
1 8 ¢
pour toute histoire tensorielle non singulidre [F . Notons que dans cette

formule X1 et R 9 sont donnés &videmment par
x4:)<1(361) et X'z: Ke(DG‘;) .

On dit aussi, de deux points matériaux isomorphes, qu'ils sont faits
du méme matériau.

81 chaque point de B est matériellement isomorphe a tout autre, et,
si l'on peut &tablir 1'isomorphisme de tous les points de ]5 a8 1'aide d'une
seule configuration de référence )} , on dit que le corps :‘5 est. homogéne.

On a alors
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b Ly
9 (lF,xﬁ):m (F, &)
K )
t
pour tout x1 et x!' de K(JS) et pour tout argument [F inversible.
Par la suite nous ne considérons plus que les corps homogénes. Pour

de tels corps, @ ne dépend pas de X .

1.3.8.- Le groupe des parités

Soit K1 une configuration de référence et soit 96 un point

matériel de ]’5 . S'il existe une configuration de référence H% , distincte
de K4 , et telle que

t t
9 (F,X)=q (F %)
K, K,

pour tout argument inversible |}: , on dit qu'il y a parité entre les
configurations K4 et K& en X .

Les applications qui font passer d'une configuration & une autre
configuration isomorphe & la premiére, forment un groupe qui dépend des proprié-
tés de 3 . Les gradients de ces applications forment eux aussi, un groupe

K
noté 3)4 et appeld groupe des parités de ¥ en %

Puisque les J§ mises en correspondance par les &léments de 3"( ont
1la méme masse volumique, ces éléments sont unimodulaires*et forment donc un

sous groupe du groupe unimodulaire w

3HCU

%) On dit 4'un tenseur qu'il est unimodulaire si son déterminant est &gal &

+ 1,
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On montre (voir par exemple TRUESDELL [5] p. 136 et p. 164} que

les éléments du groupe des parités g sont des tenseurs M  unimodulaires

t

tels que 1l'on ait, pour tout lF .

t t
(1.3,13) m){( FH)= 3)"( F),

et inversement, tout }—H de ce type est un €lément de gK NOLL [3] a

établi la relation suivante entre les groupes des parités
-4
(1.3,14) 9 =P3 P
K, _l&l

ol 1l'on a posé HD::GILQAJ.A et A: K1_—) Ke .

Définition : on dit que le matériau en O est dgalitaire, si

ﬂxqc 3)48

pour tous les couples ()‘(‘1 s K&) possibles.
On montre que les seuls groupes correspondants & des matériaux

égalitaires sont

g:{1,-1] o g=u.

1.3.9.- Lles matérniaux Lisotrnopes

Définition (Cauchy, Noll) : un matériau est isotrope s'il existe ume

configuration de référence ¥ telle gue l'on ait

(1.3,15) 3)‘33 o,
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ol O est le groupe orthogonal. Une telle configuration M est dite
"naturelle".

En vertu d'un théoréme de la théorie des groupes, le groupe
qui vérifie (15) ne peut &tre que le groupe orthogonal O ou le groupe

unimodulaire :

3“:0 ou M ﬁK:u

I1 découle de la définition précédente que, pour un matériau isotrope,
la relation (13) est satisfaite pour tout H orthogonal. La méme relation
montre alors que, pour un tel matériau, la valeur de la contrainte-[r n'est
pas changée si 1l'on remplace [Ft par (FtGQ , ol @ est un tenseur ortho-
gonal constant.

On montre (voir par exemple TRUESDELL [5], p. 168-169) que, pour un
matériau isotrope, la forme réduite (12), par rapport & une configuration de

référence naturelle, est équivalente 3

(1.3,16) T=-Rr C: ; Bl

dans laguelle la rotation est absente.
Plus encore, on montre, & partir de (14) et (9), que la fonctionnelle

R doit vErifier 1'identité

(1.3, Recq,aBR)-aR (¢, ;B)q

pour tout tenseur orthogonal Q , pour toute histoire tensorielle symétrique

t
Ct

, et pour tout tenseur symétrique défini positif B .
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Une fonctionnelle vérifiant cette condition pour tout GQ orthogonal
est dite isotrope.

Inversement, siﬂﬁa vérifie (17), alors (16) représente bien la loi
de comportement d'un matériau isotrope relativement & une configuration de

référence naturelle.

1.3.10.- Les fLuides

Nous donnons ici la définition de NOLL [3] .
Définition : Un matériau est dit un fluide si, pour une certaine

configuration ¥ , on a

(1.3,18)

Puisque le groupe orthogonal 0 est inclus dans le groupe unimodulaire
UL , les définitions (15) et (18) montrent qu'un fluide est forcément isotrope.
NOLL [3] a montré que, si un matériau est un fluide, alors, (18) est
vérifiée pour toute configuration de référence K . I1 s'ensuit qu'un fluide
est égalitaire, avec g“:u , et que toute configuration de référence est
une configuration naturelle.
Théoréme fondamental des fluides (NOLL 1958) :

Tout fluide a une loi de comportement de la forme

(13,19 T-R (€, ¢t))

avec la propriété d'isotropie

(1.3,20) RC@‘E:@T;‘(’)‘—'QR(Q}()QT’
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et inversement, toute fonctionnelle des histoires tensorielles symétriques
définies positives, 4 valeurs dans 1'espace des tenseurs symétriques, et de
ce type, définit un fluide.

Une conséquence de (20) est qu'on doit avoir
t
R .0 = _Pp)1.

Ce dernier résultat exprime qu'un fluide ne peut pas supporter des
contraintes de cisaillement lorsqu'il demeure au repos, & tout instant,
passé ou présent, et ce,quelque puisse &tre sa configuration.

TRUESDELL [5] préfére exprimer la loi de comportement (19) sous la

forme

(1.3,21) T:_P(r\’ﬂ-a-ﬂ_. ((l::-’ﬂ;(’).

La fonctionnelle [L est isotrope et s'annule lorsque son argument (d::_'ﬂ)
est l'histoire mt dont la valeur est toujours nulle.

Par la suite, nous allons nous intéresser plus particuliérement aux
fluides incompressibles ( r:, Ct,,) dont la loi de comportement (21) devient

simplement

(I.3,22) T=-_P4.0L( C.t_’ﬂ ),

awvee IL(0F)=0 .

Pour des milieux matériellement simples ave¢ des liaisons internes,
il importe de modifier le principe du déterminisme (voir TRUESDELL [5]1, p. 148)

de fagon i tenir compte de ces liaisonms.
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Principe du déterminisme pour des matériaux simples soumis 3 des
liaisons :

La contrainte est déterminfe par 1'histolire du mouvement seulement
& un tenseur arbitraire prés, dont la puissance est nulle dans tout mouvement
compatible avec la liaison. En d'autres termes,

T=N+gq(F)

lN &tant une contrainte dont la puissance s'annule dans tout mouvement
satisfaisant la liaison, et m n'ayant 3 &tre définie que pour des arguments
ﬂ:t satisfaisant la liaison.
(T- N ) représente ce qu'on appelle la contrainte déterminée.
En particulier, on montre [3] que, pour un fluide incompressible, le mouvement
détermine la contrainte & une pression hydrostatique arbitraire prés, si bien

que dans (22), P est arbitraire.

1.3.11.- Fludide de Stokes

En 1845, STOKES [6] a exposé les principes sur lesquels est basée

sa théorie des fluides visqueux. Ces principes 1l'on conduit & poser

(1.3,23) =_Pﬁ +ﬁ (AL\ )
avec fﬂ;@) :O,

I1 fait les deux hypothéses sur Y; :
i) p:: est linfaire par rapport a A1 ;
ii) F est une fonction isotrope de A4 .

En résolvant la fonction ]r‘; en A’.\. , Stokes aboutit, dans le cas
des fluides incompressibles, & ce que 1l'on appelle un fluide newtonien dont

la loi de comportement est de la forme
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T:_P‘ﬂ _‘_/u,A" avec /%-: C,oM/llan,te.

ou encore d'aprés (I.2,7)
-_P1 + -Z/“ D.

Les équations de la dynamique qui résultent de la loi de Stokes

sont appelées €guations de Navier-Stokes. Notons que, si on pose’
T--P.F(F)z_PL.F(D:ww),

le principe d'objectivité exclut la présence du tenseur des taux de rotation,
actuel YV et force B$ a4 &tre isotrope. Si bien que nous retrouvons

1'équation (23) de Stokes

T--PO.FH
= _POL FAD

avec @-U.a‘\?-r: (F‘f ( @A\,q Q-Pr)
quelque soit Q orthogonal. b

On voit que fﬂ-'f’ dépend de IF seulement par 1l'intermédiaire de sa
dérivée matérielle temporelle actuelle ﬂ.:'- . La loi de comportement de
Stokes ne peut donc décrire que des fluides dont la mémoire est infiniment
courte. Notons aussi que le fluide newtonien (ou de Stokes) conduit & des
différences de contraintes normales nulles dans la classe des &coulements
de cisaillement laminaire (voir annexe), ce qui n'est pas le cas de beaucoup
de fluides réels. Il fallait donc chercher une loi de comportement pour les

fluides qui soit plus générale que celle de Stokes.
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1.3.12.- Fludde de Reinen-Rivlin

Dans le but de trouver une explication & ce que REYNOLDS [7] appelle
"dilatancy" et qui est un phénoméne dii 4 la compressibilité, REINER [81, en

1945, propose sa loi de comportement pour les fluides

T=_P1.F (A,
Fo)-o0.

11 développeﬂé, en série de pulssances de A1 , puis applique le
théoré&me de Cayley-Hamilton pour les tenseurs. Il trouve finalement, pour

les fluides incompressibles, la loi de comportement

g
(1.3,24) '[I'-.:-P'ﬂ...%(a4,az)Al4+¢a(a4,az)A\i

ol les coefficients 4% et qi sont fonction du deuxidme et du troisilme
invariants scalaires cll et Cya de /“4 . Dans son article de 1948, RIVLIN [9 ]
montre que la solution la plus générale de (23), pour un fluide incompressible,
est donnée par (24) ou se ram@ne & celle~ci. RIVLIN applique cette théorie &
certains écoulements de cisaillement laminaire permanent. Ainsi 1'équation
de comportement (24) a pris le nom d'équation de Reiner-Rivlin pour les fluides.
Si la fonction ¢Q n'est pas nulle, (24) conduit 3 des différences
de contraintes normales non nulles dans des &coulements viscométriques (voir
par exemple [1], p. 137). Cependant les résultats expédrimentaux rendent douteux
1l'existence réelle d'un fluide de Reiner-Rivlin pour legquel ¢% % O . En
effet, comme le remarque W.R. SCHOWALTER [1], les différences de contraintes
normales non nulles semblent caract@ristiques des fluides & mémoire longue,
alors que (24) concerne les fluides i mémoire infiniment courte. Plus encore,

dans un &coulement de cisaillement laminaire (voir annexe), (24) conduit &
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¢y ):% ¢1(n).n,
3
et ,J?:m)-_-iqumx
3 18
alors que la plupart des données expérimentales sur les solutions des polyméres,
montrent d'une fagon caractéristique que /,J,:/ » I’*/r&l .

A c56té de toutes ces anomalies, la loi de comportement de Reiner-Rivlin

bénéficie, aussi, de certaines critiques favorables (voir [1], p. 137).

1.3.15.- Fludides de Rivlin-Enicksen de complexiti m

En 1955, RIVLIN et ERICKSEN [10] ont publié leur théorie, devenue
c8ldbre, sur les matériaux dits de type différentiel. Ces matériaux sont ceux
pour lesquels les contraintes, en un point matériel 96 , & 1'instant t , ne
dépendent que de 1'histoire du mouvement aux instants Te E'b_g , t ] ’ 8
dtant un nombre positif arbitrairement petit. Ces matériaux ont donc une mémoire
infiniment courte. Dans le cas des fluides, la théorie de Rivlin-Ericksen
généralise celles de Stokes et de Reiner-Rivlin. Nous allons expliciter cette
théorie selon la formulation de NOLL [3]. ¢

Si 1'histoire du gradient de la déformation F est suffisamment

différentiable, elle peut &tre approchée, pour A petit, par son développement

en série de Taylor jusqu'd un certain ordre M . Cette série est déterminée

par les valeurs de F et ses premidres dérivées

Définition : un matériau est dit de type différentiel si sa fone—

tionnelle de comportement % ne dépend que de la série d'ordrem , M. fixé,

. t . t
de 1l'histolre [F . En d'autres termes, pour tout couple d'histoires [F et

~%
[F , ﬂ vérifie



3L
~ b
%J(IFt) = g(F)

we Wy
d3s que [F (o) = FO) , 4&:0,4,...%.

2 b
La loi de comportement (8) s'écrit donc sous la forme

m-4) (m)

(1.3,25) T= FHF, IF ...,IF,

NOLL a montré que le principe de 1l'indifférence matérielle, dans le cas des

fluides, réduit (25) &

(1.3,26) T-%(A,A,,... A p)
ol la fonction Fﬂ'e est une fonction isotrope :

(L.3,2) HQAQ GA,R),...0A @)= QBL(A A ,,A)G

pour tous les arguments possibles derﬂ’e et pour tous les tenseurs orthogonaux
®

La loi de comportement écrite sous la forme (26) a ét& donnée pour
la premidre fois par RIVLIN et ERICKSEN [10]. Ainsi on & appelé un fluide dont
la loi de comportement a la forme (26) et ol R dépend des 4) premiéres
valeurs actuelles Ai,un fluide de Rivlin-Ericksen de complexité M

On trouve la forme générale des solutions de 1'équation (27) dans
1l'article de WANG [11]. Par exemple, la loi de comportement d'un fluide

incompressible de complexité 1, a la forme explicite

<
(1.3,28) T--P40. ¢1A4+¢8 Ai ’
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ol ¢ et ¢£ sont des fonctions arbitraires deha.uA f/ua.ce(/-\ )et
ﬁta.l‘.&(/“ ) , et P - une fonction arbitraire dans le sens qu'elle n'est
pas déterminée par le mouvement. La loi de comportement d'un fluide

incompressible de complexité 2 est donnée par

T--P1. A+ A +G,A +6A
(1.3,29) +¢5 (ﬂﬂe+ﬂeﬂi)+d>6(/‘(\:@+%mf)
+¢(AA +A]A])+¢(A .|.A]A¥

ol les coefflcn.ents de ¢ ¢ ¢ sont des fonctions des traces de
A ALAA. Am A\A\ AR, ARG P
est arbitraire.
Dans (28) et (29), ou plus généralement pour les fluides de complexité
Mm , les ¢£ ne sont paé déterminés de fagon unique mais, sauf dans des cas
particuliers, il n'existe aucune relation donnant 1'un d'entre eux, guelcongue,

comme fonction univoque des autres.

1.3.14.- Mouvements Lents et fluides de Rivfin-Erdichsen de degrhé m

~

La loi de comportement d'un fluide simple est donnée par (21), 3
savoir
'U'—.: ( (Et- 'ﬂ y r )
t J
(1.3,21)

:..P(p'ih.ﬂ_, Cd::_ﬂ,'r),
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ol ﬂu est une fonctionnelle isotrope et s'annule lorsque son argument
t
( d:t _-4]) est l'histoire nulle.

Pour un fluide incompressible, on supprime la d€pendance par rapport &

(1.3,22) _U—:_P’ﬂ.pn..(it-’ﬂ).

La théorie des fluides de Rivlin-Fricksen de degré M. a &été introduite

pour la premidre fois en 1960 par COLEMAN et NOLL [12]. Ils ont constaté, expéri-
)

mentalement, gue certains matdriaux, n'obéissant pas en général & une loi ae
comportement de type newtonien, deviennent convenablement décrits par celle-ci
lorsqu'ils sont en mouvements lents. S'inspirant de cette remarque, ils ont
pensé 4 des matériaux dont la loi de comportement peut &tre approchée par une
approximation d'ordre supérieur. Pour obtenir ces approximations, COLEMAN et
NOLL ont introduit la notion des mouvements "retardds" et exploité la propriété
selon laquelle un fluide oublie les déformations gqu'il a subies il y a suffi--
samment longtemps. Des matériaux ayant une telle propriété sont dits‘§
mémoire &vanescente".

L'idée physique de la mémoire &vanescente est traduite formellement

par le

Principe faible de la mémoire &vanescente (COLEMAN et NOLL)

la fonctionnelle u, qui figure dans (21) est continue pour l'histoire du

L
repos (Ct -1)=0.

La topologie qui sert 4 la d&finition de la continuité a &t€ construite

L on Lon ' L' . . l- .

de sorte que la norme, appelée souvenir, l U: " d'une histoire U: soit plus
sensible aux valeurs E:LA) dans le passé récent que dans le passé lointain.
Notons aussi que cette topologie, par sa construction, est adaptée pour les

matériaux 4 mémoire longue &vanescente et ne peut &tre adaptée pour des matériaux
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ayant une mémoire infiniment courte tels que les fluides de Navier-Stokes
et les fluides de Rivlin-Ericksen en général.

Si une suite d’histoires{d:t— ‘ﬂ} a un souvenir qui tend vers zéro,
alors, en admettant le principe de continuité ci-dessus, on peut &crire

pour la contrainte

(1.3,30) : T:-P((’)/ﬂ+ O

pour | lla:t_’ﬂu_»o.

Pour obtenir les approximation d'ordre supérieur COLEMAN et NOLL

posent le principe fort d'ordre M pour une mémoire &vanescente : la

fonctionnelle ﬂ./ est M fois Frechet différentiable pour 1'histoire du
repos .

Supposer la fonctionnelle ﬂ__,, M, fois différentiable au sens de
Frechet, revient & supposer qu'elle admet une sorte de développement de Taylor

au n-idme ordre. Dans le cas présentyon peut &crire
2 t t
T P4+ 5 L, Cct-m. 0tictan),
Az4 * 4 t

14
ol E'i. est une fonctionnelle polynomiale homogéne de degré A , bornée, et
dépendant de c comme paramdire.

A partir d'une histoire @  donnde, COLEMAN et NOLL construisent

t
tln) 4

une suite d'histoires( Ct _/ﬂ) 4 faible souvenir en posant

tt \3
(1.3,32) a:t(“ = Ct(u)

avec 0L R \( 4.
tin)

¢. est appelée histoire retard€e de la fonetion Q:t

t
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Intuitivement, nous voyons que, lorsque [L —3 0 ,le souvenir

” ¢t"-’lJ

<hl C poss&de ML dérivées continues en A= 0 , le théoréme

tn)
C,

’U ” doit en faire autant.

de Taylor donne pour 1'histoire

n ¢ (n
cl:i“?b) =5 WA (4) LR )(t,)!),
41 4! @ m

avec

HR (A, 6V = 014" Luqm hb—s0.

{
”R M;ﬂ'des:.gne la norme de la valeur [R (A,{'.) . La norme d'un tenseur
P € N
A est définie par lAl (LLO.CCA ) . Nous voyons d'aprds (34) que,
(8]
pour i fixé, 1'amplitude de 1l'erreur [R peut croltre infiniment lorsque

A —>4+ o0 . Mais le théordme du retardement de COLEMAN et NOLL [12] nous

assure, qu'en terme de souvenir, on a

" Rt:) ” =0 ("LM) pour M —5 O

En substituant (33) dans {31), on obtient la loi de comportement

()
retardée, de COLEMAN et NOLL, pour la contrainte -[r du mouvement retardé :

(1.3,35) T = ..Pr(vﬂ 4_5:_4 ; (34,. . A\ ).,.D(n")
1..-3&

{n)

ol est le tenseur de Rivlin-Ericksen actuel, relatif au mouvement retardé

et défini par
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) o it .
A&.:Q__ C(rz)] =n*A.
A 324. t A
nt=nt
et ol les a% . j sont des fonctions tensorielles multilinaires de &
407" &

variables et dépendent de f comme paramdtre, et oll la somme porte sur

les indices tels que

4«1'4\<'jz\<"'\<dk\<m

(1.3,36) 4;.4' ﬂ'e+"'+j‘&\<'n'

Les fonctions .‘% . sont déterminées de fagcon unique par
la donnée de la fonctionnelle dﬁ . 51 le fluide est incompressible, la
dépendance par rapport 2 r , dans (35) est & supprimer.

.. m .
Mis & part le reste d)(ll ) , (35) est une loi de comportement

particuliére d'un fluide de Rivlin-Ericksen de complexité M .

Définition : Un fluide dont la loil de comportement est de la forme

£
TzqC -’ﬂ)::_P( 4 Z_E .(A‘.,... A.
Dt e TP Tl Y

ol les ,E;i 4& sont des fonctions tensorielles multilinfaires et ol les

indices vérifient (36), est appelé'un fluide de Rivlin-Ericksen de degré M.
Selon le résultat remarquable (35), la loi de comportement d'un

fluide simple possédant une mémoire évanescente de COLEMAN et NOLL d'ordre m ,

peut &tre approchée, dans des mouvements lents, par celle d'un fluide de

RIVLIN-ERICKSEN de degré M . La réciproque n'est pas vraie ([5], p. 336),

la théorie des fluides de Rivlin-Ericksen de degré M peut &ventuellement

s'appliquer 3 des déformations rapides, comme cela semble €tre le cas du

fluide de Stokes qui, comme nous allons le voir, est un fluide de degré 4.
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Dans les chapitres II et III, nous &tudierons un écoulement particulier
des fluides de Rivlin-Ericksen de degrés 2 et 3. La fonctionnelle de comporte-
ment H.' &tant isotrope, cette propriété permet d'obtenir une loi de comporte-
ment plus explicite pour les fluldes de Rivlin-Ericksen de degré quelconque.
Nous allons donner ces résultats, seulement pour =4 , M=< et m=3

Revenons maintenant & 1'8quation (35), nous voyons que,

pour /YL=4_ 9

(1.3,37) (2 _P4. ﬂi(ﬂ?') + 0O(n)

pour M =< .
(n) : (ny )y () n)
T2 PO, GA") L (A A) A o0,

et pour m=3

(
2P LA L AR, A

o oy M) gy n)
+ £ ASAS AN LA] A LA

(1.3,39) +(D(Il3) .

Pour les fluides compressibles, les fonctions E . et P sont

dr e

sous—entendu dépendantes de (
Dans (21), la fonctionnelle n_, étant isotrope, on montre qu'il en
est de méme pour les fonctions multilinéaires m .. De fagon précise,

11...3&

nous devons avoir

; T T T
(1.3,10) 124.1"'2. (ong,.,auQ) = @123,1"_4,(& 0oy O
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pour tous les tenseurs symétriques al1 s erey ﬂj‘k et pour tout tenseur
orthogonal Q .

SPENCER et RIVLIN [13] ont donné la forme générale des solutions
de (40). En particulier, toute fonction tensorielle lindaire isotrope Q(‘)

admet la représentation

(1.3,41) E(/ﬂ)=/u4(h./“)’ﬂ+/laA\;

toute fonction tensorielle bilinéaire 4@ (.,.) dont les arguments sont

symétrigues, admet la représentation

£(A,B) = (u, b AbB y, b (AB) )
+/u3(/tLB)A1 +/U4( I'-Al ).B

(1.3,42) + M. (AB+BA)

et toute fonction tensorielle trilinéaire Z (.,.,.) dont les arguments sont

symétriques, admet la représentation

C(A,B.C) = [y 1A buB € o p Al hiBo)

+ 4 4B B AC), p o€ HATB)

.;./ugil{AHB(I)]'ﬂq. [/ug ZL/B}&@
+/U;/thB(E]A] +.[/18/DL.A1 /tl C
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+ M, A ACIB + Ly b A B p, S ABIC
+/L!18 hc(AB., BA”-pAsﬁL[B(AM:-e(EA])

+/4h/h./n(18<r+cr B) + 4 (ABC+CBA)

(1.3,43) +/&6(NQIB+[B¢N)%#(G:/-NB+ BAC)

Dans les trois cas (41), (42) et (h3),1e5/a‘: sont des constantes.
Compte tenu de (41), (L2) et (43), les &quations (37), (38) et (39) deviennent,
respectivement, pour un fluide incompressible, avec un changement de notations

prés

(1.3,44) T _Pzﬂ_._/a A](n) O )
\4
(1.3,45) -U-(M P’ﬂ -+ M A\m:- o(:dnio((ﬂm)-;w(’f)

(1.3,46) 'U—(-Q_-' _Pa + M Almi, % A\m+ o{JAI‘f’)e
p A B AR DA
+B AT L 00 ~

od /u s 0(4: et }‘-‘ sont des constantes et la fonction P différe de P

3 cause de 1l'introduction des termes propertionnels 3 ) provenant deﬂ , E .

3

l . K et ;@ . Le fluide étant incompressible, la fonction P (ou ﬁ )
M" 4 144

reste indéterminée en ce sens qu'elle peut prendre ses valeurs indépendamment

du mouvement.

Nous pouvons, finalement, au sens des mouvements retardés et de
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la mémoire évanescente de COLEMAN et NOLL, énoncer les résultats (30), (hk),
(45) et (46) comme suit :
—~ 1a loi de comportement générale d'un fluide simple incompressible possédant

. * .
une mémoire &vanescente d'ordre zéro , est approchée par la loi

o

(1.3,47) T=._P1

a (D(/i) prés; "

.

— la loi de comportement générale d'un fluide simple incompressible possédant

une mémoire &vanescente d'ordre 1, est approchée par la loi

(1.3,48) T:.—P/U _+/LA1

a (D('z) prés;
- la loi de comportement g&nérale d'un fluide simple incompressible possédant

une mémoire évanescente d'ordre 2, est approchée par la loi

(1.3,49) T=-Pﬂ+}m1+d4ma+dc/di_

< 2 <
a O(R) pras;
- la loi de comportement générale d'un fluide simple incompressible possédant

une mémoire évanescente d'ordre 3, est approchée par la loi

wosr TeoPA A ot A o A, B ADA,

3 "'F:,(A]o:me*’ AX‘,'A},L) + P:s/“s
3 G)(R— ) preés.

%) Quand la fonctionnelle ob&it au principe faible de la mémoire évanescente,
on dit que le fluide poss&de une mémoire &vanescente d'ordre zéro.
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Les lois de comportement données par (47), (48), (49) et (50)
sont, respectivement, celles des fluides de Rivlin-FEricksen incompressibles

de degré 0 (ou fluide élastique), 1, 2 et 3.

* La mémoine Bvanescente au sens de Wang et fluldes de Riv&in-Ericksen

Comme nous l'avons signalé, les fluides Newtoniens et les fluides
de Rivlin-Ericksen en général n'obéissent ni au principe faible ni au principe
fort de la mémoire évanescente au sens de Coleman et Noll. Ceci est une consé-
quence de la nature de la topologie utilisde. En 1965, WANG [14] et [15] a
publié sa théorie sur la mémoire &vanescence ol il utilise une topologie
différente de celle de COLEMAN et NOLL [12]. Dans la théorie de Wang, un
fluide général de Rivlin-Ericksen satisfait le principe faible de la mémoire
&vanescente si sa fonction de comportement est continue de ses arguments.
un tel fluide obéit au principe fort de la mémoire &vanescente d'ordre M ,
si sa fonction de comportement est continuement différentiable jusqu'd cet
ordre.

Dans des mouvements lents (32), la loi de comportement d'un fluide
de Rivlin-FEricksen de complexité M possédant une mémoire &vanescente de
Wang d'ordre W peut &tre approchée par celle d'un fluide de Rivlin-Ericksen

de degré wn. (si M LM ) ou d'un fluide de degré m (si Im>/’n ).

®% Un peu d'histoire sun Le fluide du second degné

Depuis 1l'introduction de 1la théorie des fluides de Rivlin-Ericksen
de degré-w\ , de nombreuses &tudes théoriques et expérimentales ont &té
consacrées en particulier au fluide du second degré. Parce que, d'une part,
sa loi de comportement est invariante, simple et moinsg restrictive que celle
du fluide de REINER-RIVLIN (24) avec des coefficients constants, et, d'autre
part, parce que la loi de comportement du fluide du second degré constitue
la deuxiéme approximation, en terme des mouvements lents, des fluides simples

N z
Y wZvrive Avanogcente.
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"En 1964, COLEMAN et MARKOVITZ [16] et [17] ont affirmé, en
s'appuyant sur des é&vidences expérimentales en viscodlasticité finie du
second ordre, que l'on doit avoir dans (49) /a>0 et “‘1 négatif. Peu
de temps aprés, TRUESDELL [18] donne aussi un argument purement mécanique
qui justifie 0(1 négatif.

En 1965 et 1966 COLEMAN, DUFFIN et MITZEL [19] puis COLEMAN et
MITZEL [20], ont démontré 1'instabilité, la non existence et la rupture
des mouvements de cisaillement pur pour les fluides du second degré avec

X £ 0 . De ce fait, de graves doutes se sont posés sur 1l'existence
réelle d'un fluide du second degré. Cependant, en 1974, DUNN et FOSDICK [21]
publient un article important sur la compatibilité thermodynamique et la
stabilité des mouvements des fluides incompressibles du second degré. Ils

établissent un théoréme selon lequel, la condition

/l)/O 'l(4>/0 ’ 0(44.0(2:.'0

est nécessaire et suffisante pour que la loi de comportement (49) soit

(%)

compatible avec la thermodynamique et pour que 1l'énergie libre de Helmotz
ait une valeur minimale & 1'équilibre. DENN et FOSDICK montrent que 1'argument
de TRUESDELL en faveur de o(4<0 , lorsqu'il est affronté & cette compatibi-
1ité thermodynamique, tombe en défaut. Ils montrent aussl que si o(1<: (6]
avec a(i_‘, a(&=0 maintenue, alors, dans une classe d'Ecoulements heaucoup
plus large que celle de COLEMAN, DUFFIN et MITZEL [19], l'instabilité et 1la
non existence des mouvements sont inévitables.

En 1979, FOSDICK et RAJAGOPAL [22] ont montré que méme dans le

cas(**)

(%) Pour la définition de la compatibilité thermodynamique (voir [21]},
pages 196-198).

(#%) Ce cas est en accord avec les relevés expérimentaux concernant certains
fluides réels que les rhéologistes considéraient comme des fluides du
second degré. ‘
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A0, o« 0 ek Liato,

des anomalies d'instabilité d'une grande classe de mouvements sont indvitables.
I1 importe donc, compte tenu de ces travaux concernant le fluide

incompressible du second degré, de retenir 1'hypothdse

(1.3,51) M0 , & %0 of Xy kg =0

Ainsi, la loi de comportement (49) se réauit, en posant g = L, 8
A

2
(1.3,52) T=_PO, uA .+ x(A-A).
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ANNEXE

ECOULEMENT DE CISATILLEMENT

LAMINATRE PERMANENT D'UN

FLUIDE SIMPLE

Considérons les écoulements laminaires et permanents qui satisfont

les deux hypothéses suivantes :

Hy

.
les composantes contravariantes de la vitesse D€ sont de la forme

: I1 existe un syst@me de coordonnées orthogonales par rapport auquel

2R

c(‘) \d (3
xX = %:

b 0

H'2 : Le systéme de coordonndes poss&de une base dans laquelle les
composantes du tenseur métrique ne dépendent pas de la coordonnée suivant

la direction de 1'écoulement. Ceci s'écrit formellement
@ @

ol gi- est défini par le produit scalaire des vecteurs de la base!
(2) Qi = ﬁ[;.lié

Les hypothé&ses H:L et HJ constituent la définition d'un &coulement de
cisaillement permanent.
La loi de comportement d'un fluide simple incompressible est

(voir (I.3,9)) de la forme

(3) T:-Pﬂ+l(¢:-ﬂ).
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Cette équation peut s'écrire aussi sous la forme

-_P1. Fi),

de sorte qu'on ait
~

~

ol F) et FD différent par la partie isotrope de la valeur de ﬂ; .

R

reste une fonction du point et indéterminfe par le mouvement.

’
La contrainte déterminde, notée ” , est donnée par
~
/
T-T.P1,

et on a alors

(1) T - F(Cf)

(5) T =o.

Compte tenu des hypothéses P14 et F{e et les deux définitions

(1.2,51) et I.3,1) concernant 1l'histoire C.  , on trouve en composantes

t

contravariantes



4o

( \
4 KA 0
t
(6) [([tM)] = | K4 A KA 0
0 0 1
\ /

Si on compare (6) et la définition des tenseurs de Rivlin-Ericksen

(1.2,6.), on constate que
1

(1) C:(/” =4 - AA,]_.;-. é';Ae ,

avec

[ e 1
2
| )
"
x
Qo
S
~
“b
(-
i
L) [~ o
do
X
L

et
(8) A\M_ = @ pour tout m >.2
et ol 1'on a posé K= &4 .OI._‘.U“ .
e ¥t
D'aprés (7), 1'histoire , dans tout &coulement vérifiant les

hypothéses Hd. et H~2 , est connue d8s que A et N& sont connus;
1

si bien que (4) se réduit a



50

(9) | T,: 9 (/ﬂi,A\Q)

Dans de tels &coulements, 1'éguation (9) nous montre qu'un fluide
simple quelconque se comporte comme un fluide de Rivlin-Ericksen de complexité
2. La mémoire du fluide n'a pas l'occasion de se manifester ici puisque la
contrainte est déterminée, 4 une pression arbitraire prés, par les valeurs
actuelles A et A .

4 <
La fonction % doit satisfaire le principe de 1l'indifférence

matérielle, et par conséquent elle doit &tre isotrope :
V4
Ul T T
(10) QT @ = mf@ALGQ , 0A,Q")

pour tout tenseur orthogonal Q et pour tous les arguments possibles de m .

En particulier si () représente la réflexion

4 0 0
o 0 4

on trouve

et
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et par conséquent, on doit avoir

, T ‘
(11) @ITGI):TF

!
On vérifie facilement que (11) entralne que _[l- a la forme

/ 1(Ad) q24) N\
T ™ 0

2 -"-,]z T(w T‘w 0

0 0 T'(33)_

On pose

148y
T =7

‘) _1(48)
f1e8) ¢
T 2T %= Ao

Y
Le tenseur " est complé&tement déterminé par la donnde des

’,
fonctions T ,,.jcl et,JC' et par la condition /tv.'U_.-_O . Les fonctions

-\”: et Ajfz sont appelées 1-idre et 2-i8me différence de contraintes normales.

On vérifie aisément, en faisant dans (10)

(@)= |0 1 o
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que 'Z est une fonction impaire de Y et que ,J,: et,./r; sont des
fonctions paires. 'z ,J:et,.fg’sont appelées les fonctions viscomdtriques.
Si on arrive & les déterminer dans un &coulement particulier vérifiant les
hypothdses H4 et H& , la 1oi de comportement du fluide considéré est compld-
tement déterminée dans la classe entiére des &coulements de cisaillement lami-
naire permanent.

Les conditions (7) et (8) constituent la définition d'un écoulement
viscométrique si, la base {ei} supposée orthogonale, peut, en plus, dépendre
du point matériel et du temps. La classe des écoulements de cisaillements
laminaires permanents est donc une sous classe de celle des écoulements
viscométriques.

Pour un fluide de Stokes,,M et.j(; sont des fonctions nulles.

Pour un fluide de Reiner-Rivlin (I.3,2L4), on a ([1], p. 137) -

?: ¢1(K)K,

0
ng%%mm.
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CHAPITRE 11

ECOULEMENT A FAIBLE NOMBRE DE REYNOLDS D'UN FLUIDE DE
RIVLIN-ERICKSEN INCOMPRESSIBLE DE DEGRE DEUX OU TROIS
ENTRE DEUX DISQUES COAXTAUX, EN ROTATION.

Dans ce chapitre, nous exposons les probl@mes résolus par GRIFFITHS,
JONS et WALTERS [25] et par SHARMA, H.G. et SHARMA, V.P. [23] en corrigeant

quelques erreurs de calcul que nous avons rencontrées dans leurs solutions.

I1.7. PROBLEME DE GRIFFITHS, JONS et WALTERS.

Le fluide de Rivlin—Erick;én incompressible de degré trois [2], remplit
1'espace entre deux disques coaxiaux séparés par une distance H . Le disque
inférieur est fixe et l'autre est animé en rotation autour de son axe a vitesse
angulaire constante .S).. .

La loi de comportement du fluide s'écrit :

<
:._,Pn + ﬂA\‘ "'“4&4*' Ko R‘-t- ‘h ﬂ*mﬂg)ﬁ\i

+ BAA, - RA,) + ;3 A‘:'

(Ir.1,1)

- T, 'ﬂ et A4_ désignent le tenseur des contraintes, le tenseur unité
et le icéme tenseur de Rivlin-Ericksen.
- M, o et }i sont des constantes caractéristiques du fluide et P , une
fonction arbitraire dépendant du point appelé pression hydrostatique.
On adopte un systdme de coordonnées cylindriques ( , X , © ’, Z ),

1'axe O 2Z est confondu avec 1l'axe des disques et dirigé vers le disque en
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rotation. L'origine () est choisie au centre du disque fixe. La position d'un
point M est repérée par ses coordonnées ( X , 8 , Z ). On désigne par
(d , V R W ) les composantes de la vitesse du point matériel et on suppose

que 1'écoulement est axisymétrique autour de Q7

r4 JF
Ja
A
H
h ~
C. - - >

e —l X
L

Les &quations de continuité et du mouvement sont &crites ci-dessous : les points

de suspension désignent des termes qui ne seront pas utiles dans les calculs,
la variable X ou Z. portée comme indice signifie une dérivation partielle par

~

rapport & celle-ci et f désigne la masse volumique du fluide.

(X u)X.r(xw) =0

Py Wi, - __)+l§:/<|:u +(ux+3_1_(:&7
(

e, L e (v V- % x ) (o "‘Uzw)z*&'f(uz)z
2

$
B Y S YLVAR RO P (VA

(11.1,2)
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) AV ) 445 UG ) 0
P veeeda BLEOSU), 08 UF), 44U )
.,,.2(\)(/X\/z‘_uzc\gr__)\?,)Z)Z_l_“\ézc}(,_,x__g({")+ ..
+}36[e(Vﬁuz)z+zcu§)z+ LV, (v, - \{(_))X

H (Y= FI(UY- S w4200,y - X))
+\2(\£(8vs5(__\_;5‘£)+ %utv _%u(vxu-U_):/%w)x))z
"'Xa' vl-’( LU,y - X)- (uy, - E).:./+vlw)z.§\éu).....1
L 3OLVL LV YW) 3(-4;ux(va)z_+\;((ug‘
+ AWy, )Z‘(g)xuz*vz(‘\fvu)x +(‘u‘x\‘/),,
4y, 4w))) v T,

f(ug(+W\§+ ’%(\!) =M C\/ZZ+(\{\,+_;L)XJ

+oo L{luy 4 BYawy,) o AWV -LY )124....:1
+o¢ Ly, x+%UZVZ+(Uz(\Q-¥)+
4] +};1Ee(\;)z+ (uf\g)z+e(
#2OY, \?/f)ﬁ )A:.v;(\&_ ¥)e oo Jepreld)
+ O 080y X ey, (Y- Y1)

+L00q Yy Tep L]

b
X 1
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.f(uvvawz) + @ = M (WLZ‘\-WX,‘*\-%?)
: e
roqLe(V )+ 2(), +2040Y- Y1) 4+ 2V (y-)

+...J+°(£c(vzz)z,,(ujjz*_(vzu;(,%))ﬁ (v,

2

-yl+...] +}34f8(\§_u2)x +4(v;v</z)
2

+ oees ]+JB$C~ZQJZVZ }x+~3(VZ{-)3?VU

Vv 3
Yl + )?u\/z+\éZW+5wZ\/z))+§.uzvz+ eoo]

sp Loy Uy, L_g.(y-b-\QW)z_)%UZVZV)Z.{. ..

Z
+

Z

<

Les conditions aux limites imposées sont :

Uz=V=W=0 e¢n Z=0,

(I1.1,3)

U=w=0, V=X en Z=H.

GRIFFITHS et col. [25] cherchent une solution asymptotique quand le nombre R H

défini par

(II.1,4) P = -9-___"'.'.6
H y

ol YV est la viscosité cindtique (\’:/‘/() , est petit devant 1'unité :

(II.1,5) RH L1,
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Ils adoptent les grandeurs sans dimension représentées par des lettres minuscules

(11.1,6) X=Hx , Z.—:H? P U:_QHRHII,
V:-ﬂH:\T', W:.Q.HR“;I 3 P: f.ﬂ-&H‘/‘F

Etant donné que l'adimensionnalisation est faite & 1'aide d'une unique longueur
de référence, ceci signifie que les distances axiale et radiale sont du méme
ordre de gra,ndeur.v Autrement dit, le rayon des disques est de l'ordre de grandeur
de la distance qui les sépare. L'écoulement considéré est donc en fait un &coule-

ment & faible nombre de Reynolds significatif de 1'€coulement qui est :
@ Re2E

Sous forme adimensionnelle, les &quations (II.1,2) s'éerivent :

- ~ 4. )
K (@G, +wi,) -."{_‘,,,,,i: [R, oluraﬂ(_
(%) (x)
+et,/p HE) Cdiv ] +(o‘<e/fl-le) L‘awra:i]

(11.1,8)

+(By/p H*) F?: L l?;icu«r((h.a&) @)JW

(%)

%) Dans la suite € , 3 , w . T ,V7 et :F désigneront des grandeurs sans
dimension selon la formulation de GRIFFITHS [25] et celle de SHARMA [23].
Dans notre formulation (page : 71 ), nous adoptons les grandeurs sans dimen-—
sionx,g,u_,'\)’,u/etor:.
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- (JBLV/(:H")R: L R:Aw (o, @, 4+, 00,1 1
gy HY) R IR, dir @ 1%,
a# 1= Cdral®
e pORL R diva S o p IR (R dovd
BV H") l?: [ olow (0. o, o) + (/e HHRL
dir(a, a, + @, o) —J(G)J, (BVfH') F?: [ dwmj?
R:[ awg+ww e f = (R diva, T
";(“1/? H) v cnz](sﬁ_ (ote/p i [ oo af1 1
N HY R T Ry clinr( (. a,) )1
+(}sbv/fH") F?: [ R:L olinr o, + a0 ) T
(e R IR, disra, 1%
fve;f n‘fAi, diwr (- ) =H Div-(e .

- 1'indice supérieur (3€) ou (&) ou (8) porté par un vecteur, désigne

la composante de ce dernier suivant le vecteur de base e,;_ ou €@g ou 33 .
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- Une quantité écrite entre crochets est sans dimension et de 1'ordre de 1'unité
constituée uniquement de sommes ou produits de & , W ,V et W ou de leurs
dérivées partielles par rapport & & ou -;_ .

On pose par la suite :

- : ] T .Y
(1I.1,9) X, = ﬁ" ) d=4,8 s }3,;= :—H‘;

Pour des raisons qui ne sont pas justifides, GRIFFITHS et col. [25] posent les

hypothéses
- Z <
(11.1,10) &; ~4 e .h.i. F?H NRH’

Ils cherchent la solution asymptotique sous la forme :

(I1.1,11) m=o H mzo W
*0 on - on _
w:mZ:;Rme, 1,,:%0?",‘,“,

Les conditions aux limites (II.1,6) sont 8crites, sous forme adimen-

sionnelle, comme suit :

Uz=v,=W, =0 en 3= o,

—

=0 , ¥p=X euz-_—.i,

—-—

(11.1,12) a,

1]
&

u,= v;,‘;w,,‘-;o om Z,—_-od 3:4. w M>,1.
Nous verrons qu'avee 1l'hypothdse (II.1,10).
- la vitesse d'ordre zéro cofncide avec celle obtenue en fluide newtonien;

- les coefficients du deuxidme degré 0(4 et 0(8 interviennent dans la solution
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d'ordre un pour les trois composantes de la vitesse tandis que ceux du troisidme
. ' .
degré }q et _b’ n'interviennent que dans u‘_ et W‘l. .
On introduit (II.1,11) dans le systéme d'équations EgI.l,S). Les équa-
tions d'ordre zéro s'obtiennent en omettant les termes en F?L . Ces &quations
aux dérivées partielles sont trés compliquées; GRIFFITHS et col. [25] proposent

la solution suivante qui vérifie les conditions aux limites (II.1,312).

(5'5-0-9} bg) 'ﬁ‘,:xg,

&
e
1}

X
60

(1I1.1,13)
;1_

W,

1]

(‘33 534—43)

On constate que la vitesse d'ordre z8&ro ne dépend pas des coefficients

o et ! elle cofncide avec celle obtenue en fluide newtonien {fluide de
A “
degré 1).

<

Par extraction des termes proportionnels & y des &quations (II.1,8)
GRIFFITHS et col. [25] obtiennent les &quations d'ordre un et proposent la solu—

tion qui vérifie les conditions aux limites (II.1,12). On obtient :

X =_4 go= X # 5 4
--1 d ¥
+(d4+d3)(2403—630;+h-¢0$] - 'iﬁx"l

avec
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——

_ | ¢
L= __ 2 [ 332 {_ 579 ¢ 4 29 {45&; _ A2
k536000 ,
4 —
- 30 38_445394-40; +0(4(le44638+ 5633— 46'/1&0‘;"'

+ A3608 35_33éo;‘+ uoof) + F AV { s 33567

- A54203"+ 43608 3°- 33605 _ Aoto5 s 700 %)
FLOh R 4320 (Faae) - (R e €BOI(- 41580 F205°
+ Sahoos"_ LS360 3’-4. 7200 ;;)}_. %(ﬁ,-rﬁa)( 3 32_333

+;5) )

—

I1 est i noter que l'expression de xll donnée dans [25] a a8 &tre
44

corrigée : le coefficient de 5 s les coefficients du polyndme en } facteur

—

=< - - - - .
de oclx. et le facteur [qa(4+3o(&)(o(,‘+ 0(2’) tels qu'ils
sont donnés dans [25] sont incorrects.

La pression hydrostatique n'a pas &té calculée par GRIFFITHS, nous

avons effectué ce calcul pour 1l'approximation d'ordre zéro. On trouve :

Yy 2 ;&ia + WQS <4 constante.

(11.1,15) z}; =3 x-1
° g e
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11.2. PROBLEME DE SHARMA H.G. et SHARMA U.P.

En 1975, SHARMA H.G. et SHARMA U.P. [23] ont &tudié 1'écoulement d'un
fluide de Rivlin-Ericksen incompressible de degré deux entre deux disques
coaxiaux. La complication introduite par ces auteurs par rapport & 1'étude
de GRIFFITHS, JONES et WALTERS [25] (1969), vient de ce que les deux disques
sont en rotation et de ce que & travers 1'un des disques, supposé perméable,
du fluide est injecté avec une vitesse normale constante.

On désigne parfL et ('m...4).(1. les vitesses de rotations angulaires
des disques inférieur et supérieur et par @ la vitesse d'injection & travers
ce dernier.

La loi de comportement du fluide de degré deux s'obtient de (II.1,1)

en faisant P,:P,’: p3= 0
. .
(.2, T = _P’ﬂ_,_,aﬂ‘_.. “«Ag*’(z Aa..

En 1978 FOSDICK et RAJAGOPAL [22] ont &tabli pour un fluide de degré

deux les inégalités et la relation suivantes

(11.2,2) /(),a, X, >/o ) d4-ra(2-o,

La loi de comportement (II.2,1) s'éerit :
A&

ol nous avons posé o(,‘:. o .

Dans ce qui suit, nous écrirons les &quations et la solution de SHARMA
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et col. [23] en adoptant (II.2,3) au lieu de (II.2,1).
Dans le systéme de coordonnées cylindriques décrit au paragraphe II.1,

les équations régissant le mouvement s'écrivent :

(XU)X -I-(XW)Z =0,

(I1.2,4)

+WUu ..Uz\x/ ~UwW +UWwW +-?.wa

Xzz' ZZ X xxt x Xz
It Ul e w2yt
TxOXTxe T X Txe Tz s 2

Uy — Vv
U\§<+WVZ+_).<.\( =y (\4(+.5(_)X+sz

+UV

4 d
xxx’;?"f(v +2UU + XU 4V w+;_(_wl.;(z

X X XX xt X XXZ2

-1
. W\, + UV,

“duv iUy _awyv \Y;
xt x 22X *

z 22 222 Y2 V22
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P _— vLw .4 o
> = VL xx+;;""x“‘wzz]"7["§“xz

U vV
fx W+ W Wit W 2+ Y Wnx + 2Vxt %

LU U '
+vH Z+'8Vzvz

Z g+ VW SU o 4w,

X22Z

AU U 4+ 41
*Xz x*xuux

N
N

AWy _iw U _4
2% x o x Y- 2Y Y%

4 Uw, 4+ Lwwy 1w W, )
o I L -+ .
+ X XX " X X2 x X Z

La variable X ou Z portée comme indice signifie une dérivation
partielle par rapport & celle-ci.

Aux équations (II>.2,1+), sont associfes les conditions aux limites,

en supposant les disques infinis

U-_-.\X/::o, V=z=QOX en Z =0,

(I1.2,5)

U-=o0 ) V = (m+4) X , W:@ en Z=H.

. e 2 rainre R o A
SHARMA et col. cherchent une solution asymptotique a faible H= ._);_-

Ils adoptent 1'adimensionnalisation suivante :
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Z:H;,

(1I.2,6) U-0nx F'(s) ’ V:_Q.XG-(S) P W=_3d0H F('S),

ol /\ est une constante.

L'apport de (II.2,6) dans les &quations (II.2,4) donne

i o2 W,
ReC Fo6_2rr= P 2R (#'4 d4 orFY)_an,

(11.2,7) 3[?“(;:'3._;:5.’) ge”_ZRRH (F&'_ flg" )}

el A UJ -— 1 _h U]
U?HF‘F=/},’_.8F +exR(uFFLFE).
1'équation de continuité est identiquement vérifide. X est défini par ge= 25
et supposé de l'ordre de 1l'unité :

(1.2,8) &= 2 &,
fHe
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En fait, l'écoulement considéré est & faible nombre de Reynolds; dans
1l'adimensionnalisation (II.2,6) de la pression X est considéré de 1l'ordre
de 1'unité, ce qui signifie que M est de 1l'ordre de grandeur du rayon L
des disques.

Les conditions aux limites (II.2,5) s'écrivent, sous forme adimen-—

sionnelle :
(11.2,9) Fz=F'=zo0, 6=4 en 3:zo,

1 r~

Fz0, F=¢ ,G= m+a en 3=
avec

(11.2,10) a;._._ -¢
SHARMA fait 1‘hypothése :
(11.2,11) $ << 4
Nous pensons que cette hypothése est faite pour gue 1'écoulement sans injection

dont la vitesse caractéristique est AL H , soit trds peu perturbée par éE

La solution est cherchée sous la forme :

0 m 0 oo
(11.2,12) F:%oi?“ {n s 6‘-:%0?“ 3"' ,} A= Rn )\m-
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En portant (II.2,12) dans les &quations (II.2,7), on trouve aprés

intégration :

(2,3 Flz W
SLX

-2 (52 L3 2

=3¢ (323) - R, {610[ (40m 4yt ) 3~ (30m 4 art) S

3 ¢
+€amg + 5fmz;“3 -4%-0( 865_54}84- Lo ;5'_/4#36) }

\Z ~
+F?H {- ¢ L (5‘404-540m+5m8)3_(3060+4590m
28800

- L»mz); + (b Qoo +l+<’-0m)g3+ (L400m +onmZ)3".(esea
+ /1680m+546m2)5_5-+ (840 25 m2)3‘+ (e:,am+eo:a°)$*

+M‘ng,9] +_o7_§.f_ (-240m+b0mz)5,-(-5£$‘m. .
A0s0

£ a3
+75n{1);, 535m5‘*+ erm35-+ 35m £ 1. P (416
107800 3

~AFE5E 464608 2770 3‘_ st265°  L6Lo 55_9 enz’)

- .5;’_‘?;( A¥03_35032+630 ;ﬂ 600 514_//507;)
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-&71
_ 39 (_412 5% 3
o (-4 3 444 3 39&03.& 6o 3" 400803

+33403‘)}

G?!\){X 4_.,.nm3‘+ ¢ R C (40+fm)s '89}—(601

(I1.2,14)

1 T(35m -m)_z_(ssom
300

2. 3 2 3 4 P4
+Abom )2, (525 myFom _ 35M)$__(-2/10m- LAom"_63 n?);
_Al.«OmZ;‘_-earr?{J + if‘__ L5804, 284 m)z + 45605

25200

+(¥5m - l,-?‘?o);‘t.,. (26’20_3960«);_ -85'.30;‘ + (& 4é0
~800m ) 7' - (540 - A260m) 4 -32om 9] + CEE.‘ L (490

s 5 5 300

+4‘+0m); - A050 {r..,. 340 3;. ( -880+Ah0m)§6 ]

V8 2 3 ) 6 1)
.;.o(t_m [6;_,_135 _325 ...305"_303 +83 J},
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(II.2,15) /\::3$+F? [ %(40+10m+3w€)_%2m"

$ (544-6300().‘-?“ (4_1-531"\.

41.0 70 4320
+_L_Mé)$+&(~88fmc+35-oﬂ’l)
3450 g F00
_ 69 $3_ 419 8% 1,
4342 175

~ ~ . 2 -~ ~ .
JP qui est indépendante de 2€ s'obtient en intégrant la dernidre équation

de (I1.2,7) une fois par rapport & ;
~ e . < "
(11.2,16) /r =-2R“F+'2F-ho(RH(€F+JFF AS).

Puisque le calcul de F  est effectud pour les trois premiéres approximations,

~ 4 .
nous ne retenons pour 19 que les termes proportionnels & RH avec A= 0,4'& :

< 2 p _ 2,
f': QRH '-Fo +ltRu ']eof,‘ -l-'z#o +-3R“.F: -8 R“f:-h&R“fz

- 1}0—‘ R“J( -{of:”q. RH #:’ f‘ + Ru gof:’l)olg

{11.2,16)

Notons que le coefficient de 3 de 1l'avant dernier polyndme en -5, dans
1l'expression de F tel qu'il est donné dans [23] est incorrect. Il a été corrigé.

De meme, nous avons corrigé le coefficient de 4 du polyndme en facteur
&

P /6300 de 1'expression de &



T0

CHAPITRE 111
ECOULEMENT D'UN FLUIDE DE RIVLIN-ERICKSEN
INCOMPRESSIBLE DE DEGRE TROIS ENTRE DEUX
DISQUES COAXTAUX TRES VOISINS, EN ROTATION.

INTRODUCTION

GRIFFITHS et col [25] et SHARMA et col. [23] (chapitre II) ont &tudié
1'écoulement & faible nombre de Reynolds d'un fluide de Rivlin-Ericksen
incompressible de degré deux et de degré trois entre deux disques coaxiaux
en rotation.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'aborder le probléme dans le
cas ol les disques sont trés rapproch@s, mais sans imposer de restriction &
priori sur le nombre de Reynolds. Nous introduisons ainsi un petit paramétre £
1ié 3 la distorsion géométrique du domaine de 1'écoulement. & est égal au
rapport de la distance séparant les deux disques 4 leur rayon. La solution sers
donnée sous forme asymptotique 4 faibles valeurs de € et R ¥ . Puisque

RH = P &J , le nombre de Reynolds. R significatif de 1'écoulement
peut donc &tre trés grand, ce qui généralise, en quelque sorte, les points de
vue de GRIFFITHS [25] et SHARMA [23]. Les conditions aux frontidres que nous
considérons seront celles de SHARMA [23]; &tant donné que le fluide considéré
est de degré trois, ceci entrafne une autre complication par rapport awx

travaux rappelés dans [23] et [25].

I11.1. FORMULATION DU PROBLEME

La loi de comportement et les €quations régissants le mouvement, sont
données par (II.1,1) et (II.1,2). Les conditions aux limites que nous imposons

sont données par (II.2,5), & savoir :
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U=W=o0 V:..O-X en 'Z_.—_O,

’
(1IT.1,1)

U=0o, Vz=(m+a)QX , W= en z=H.

Nous nous plagons dans le cas ol @ n'est pas prépondérante devant
la vitesse axiale due d la rotation des disques. Par ailleurs, _.Q.L est une

vitesse caractéristique pour v ce qui suppose :
E]

(I11.1,2) M| <4< A s ~ 4.

Pour des disques tr8s voisins et un écoulement & faible RH , nous
pouvons adopter les grandeurs sans dimension et de 1'ordre de 1'unité représentées

par des lettres minuscules (DYMENT [24]) :
A=Lx ? Z:HS » U:: r’.f).l.u., V—.-.QL-\r,
(111.1,3) ¢
W= v’_ﬂ_Hw , P Ef'Q'L'r'
avec
(1I1.1,4) plfv«i ow <<1.
On a :

() E=H wd , K o «4.

gl P
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On cherche la solution sous la forme :

. u=u.,,+vl4u.4...... g V= A6, ..,
(111.1,6)

w:wo...v"w,..... 3 1::1;‘+ E“/ﬂ'-}

yl , E , 7‘. , 6‘.' et E‘{ seront exprimés en fonction de £ ou RH

Les paramdtres rl , € et E“ sont tels que :
1 A

(1II.1,7) 14 ’ 64 ) 54 K 1.

Portons (IIT.1,6) dans les &quations (II.1,2). On définit & . et h‘

par :
A
(111.1,8) (:(\ = X i=4,2 P‘i: Bils avee U=0L .
toee pe
On obtient :
(111.1,9) (x Up) + (x wa)s =0 (rl‘) ’

«
Vl (Mouo +Wouo$)—- Vo +E1> .!LMOS% ‘;_‘_ [2(%3(%
. ? N )
(I11.1,10) - "{P)X)S-\- Vl(fv'i) ]+ ?Es_et L (f\r.,s('v:,x_"%

sva) ]+ ]’.’[U(v s leg)y+ (~M]
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_\.Vl(/vd)]+ }%’[[(nﬂl)]-\-[O(e) -
Q4 << Suh(vf,fl,l: ,—,Pi_-'l PL'[ ?—1)3

(IT1.1,11)

'l(“"v +W.,""$ uovo)_ 4 ,\,5% + oo.?[(,v,ﬂj

+‘,"_‘é£;:l [ (mv1)] 4 P. [&(‘VJ) +Vl (N'l)]-}i‘[&(ﬂré);

a‘t

2 e 2
+1(N4)]+%.38[VL(N1)] [O(e,,).
¢&<<A“"’("l;jr\3ua D_éi‘z,ﬁ'z" P&) é& ,

¢ N = _ "A e
1 oW +Woog) + £, 4 = %ﬂ%s + %'\:z(fuzg);
2 4 2 3 “4 L
(1I1.1,12) +1(~4)J+ 2_:_&[(/\55);4. vl (Ni)].‘.fé.z[(nwi)

?  c S B
# (v ]+EO(63):€5<<SMP(1,§U%¢,°§, ;;‘:“]’
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Le symbdle (~4 ) désignant une quantité de 1'ordre de 1'unité qui ne sera pas
utile pour le calcul de 1'approximation d'ordre zéro.
Nous &crivons les conditions aux limites (III.1,1) sous forme adimen-

sionnelle comme suit :

Up=We=0, Vo=x en 3:=0,

"

(I11.1,13) U, =04 Wo lp ’ o= (m+d)x é€n 3:-‘1,

U; =, =w; =0 en ;:od:;,—.»t WL),zL.

avec

(1II.1,14) ¢ = é/_ﬂ.HrZ )

On a, compte tenu de 1'hypothdse faite sur é:

(111.1,15) b ~ 4 o <¢<4

On sait que pour tous les écoulements de cisaillement en fluide visqueux,
et en particulier pour les écoulement de type lubrification, 1'8quation de la
dynamique suivant la direction perpendiculaire & celle du cisaillement exprime,
en premiére approximation, que la contrainte normale au plan de direction princi-
pale de l'écoulement est indépendante de la variable d'espace suivant la normale

8 ce plan. I1 en est de méme dans les écoulements plans par droites paralldles en
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fluide simple, dont les fluides de Rivlin-Ericksen de degré M sont des cas
particuliers (voir SCHOWALTER [1], page T72). '
Clest ce résultat que nous exigeons par la suite de cette équation.
Faisonsmaintenant une hypothdse gui semble &tre vérifiée pour tous
les fluides non newtoniens connus
Admettons que les forces de degré deux et de degré trois ne peuvent pas
devenir prépondérantes devant les forces de viscosité.
Nous supposons également que les coefficients du méme degré de la loi

de comportement, sont du méme ordre de grandeur : o, A p(a et P‘ ,‘,Pz,\,k .

I11.2.- PREMIERE APPROXIMATION

Du fait que le caractére visqueux newtonien doit avoir une influence
au moins aussi importante que celles des degrés deux et trois, le calcul 4'appro-
ximation fait pour un fluide newtonien peut &tre repris tel quel, or, en fluide
newtonien, 1'examen des deux premidres &quations du mouvement entraine E=4

et Vl = RH (DYMENT [24]. Pour obtenir le cas le plus général on pose donc ici

(111.2,1)

On doit vérifier que ces relations sont compatibles avec ce que doit fournir,
en premidre approximation, la dernidre &quation du mouvement.
-~

Compte tenu de (III.2,1), les &quations (ITI.1,9) & (III.1,12) donnent,

a4 1'ordre zéro :

(1II.2.2) (x u,)x +(xw,) =0,

s



76

VA - = E'u <
__’_: + Pox = u.,“... X l’.r\l;,;('v,;,c )1 -3 Sr

+}'{%§u03) s
(4.4 3P %g) vagg =0
_l(

»ra;: «

oll nous avons posé :

2
%3_)5‘

(111.2,3)

T AN N AR IR A 018

m |

Le calcul de la contrainte normale pour la direction de vecteur unitaire

R( 0,0' 1) , donne en premidre approximation
29 <
(T.R). A = gLt <_F,,,.,<"«r,3 ).

La dernidre é&quation de (III.2,2) montre bien que cette contrainte est
indépendante de }
La solution de (III.2,2) qui vérifie les conditions aux limites (I11.1,13)

est

u' = xk[- ’SMI Lomz, (4rr +30m) um'z_.-Aam)
(III.2,4) g 60 3' S+ ; 3']

+3¢x(3%_3),
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‘V;-_.QCLM}'!'A-),
4 4 ddic 5 4 z 3
W, = 5 ;c&(xk)[ 2m S‘.,.Aoms__(em +-2o‘m)$

+(t+m7'+Aom";] + ¢(3§—33?),

- 8 !
/P:-inrfa( i(3m+.tom+A0)'=c +3¢I,+3j§m¢x :
° ¢ * 30

avec

— 2 2 ~4
K=z (4« Frmx )
On constate qu'd 1l'ordre zéro,

- les vitesses U et Wp dépendent de la somme des coefficients du troisicéme
degré P‘.\. et Pe et de la vitesse d'injection @ . Les coefficients du deuxitme
degré o, et oy n'y interviennent pas.
- la vitesse orthoradiale Ay est indépendante de of; , ?A'. et é
- la pression hydrostatique dépend de § . O(-L et du produit (Pf’?&)@

DYMENT [24] a &tudié, en fluide newtonien, le cas ol 1'un des disques
est fixe et en absence d'injection. Si on fait dans (III.2,L4) xe:P4.fﬁe: 47:0
et m =_4 retrouve la solution obtenue par [24] (il importe de procdder
d un changementﬂde repére en remplagant 3 par (4-—5) , car dans [24] c'esA: le

disque supérieur qui est supposé fixe).
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I11.3. DEUXIEME APPROXIMATION

Avec les résultats (III.2,1), (III.2,2) et (III.2,4) les équations

(IIT1.1,9) 3 (III.1,12) s'écrivent :

(I11.3,1) (2 (.L‘)x-\- (x Wa)5 = 0(7:) ’

(4 e
Vol ¢ _
r32) B (ol vitiog ) - 6,522 4By = e +8 (g

+ Ue) + ) 1 6L m;(v;z_ ‘g)]§+ Rf[(u.u,x+%u?_)}
+ Gty I } £ & [q [ (%o (e ) - £y T
R ‘“’s’ + A US4 2 g (U +05)) ]}
+¥4{6;(u«1;$u,5~%) + 71(8% u45)§+f?u(6u:;u.$$)
L& (on'\);ts)x-q-(wax“};}) + lmr. (Ug ~ )'.l}

LR s eviyug) o, “"'3“45); Rt ey tgg)
4T 12V Wor - oGy 4 V8 (L - U Vipui) ),

= § g (Ut - 4P+ ) %évsg' u,]}

T <3
+ 133 {'éi £L-3 (QJBxJU;lJO +'m5$"J;VV;iF;-k 3( 3 (1 Y 03



(I11.3,3)

(111.3,4)
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e
Vo, (U + UYL worp,) _(Y5) U (
+ Vo, (U ot —— +We as)g (x)z o +'V;} 'V;xllo)x

+ V;}(’V.a}wa)x) J} +[O(34)Z €, K MP(RH&)S’UE")VI“lid)]J

P e
Ry Coupn,er wovig) = 6 uize o+ &R L U i)

g p; Re 3
-+ %Uoﬂs-iuo V;]}} + 0(4' W {(ua&"&})x+ —iue"cs

\J

+( %_cuo'u;$+ 2 W}W";)x} 4 13 {q (3“’:’;“&3)3"'?"‘“55"3%}

LT 06y €, << Aup(Ry, 5001,

g . -
PH» (anox+WoWog)+ ?1;45 =W°$}+ %"{5}('&%34/;;)}
AP g ) K)
+RH (2Uo;)$} +ﬁ,‘ {'3 (W}Uos)x+ b (’U;;Vv)}-l- —i—‘%uﬂs}
B [ & i) o (= §Ugit o Clg iy 4 Uz Vigg
3 g—cuov;; +3 wav;%v;g} + A0 Was_'\&;); } + L OCy)
e

—_ —e~2
3<<Mf’( g_z,i)?eo’d, oéf?n R
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Compte tenu de (III.2,1) et (III.2,3), les ordres de grandeurs connus

< Z )
sonté: RH s 88 pour 1'€quation (III.3,2), \?” pour (III.3,3) et ﬁ’“
Ry 4

bl

pour 1'8quation (III.3,4). Le cas le plus général est obtenu en

posant :

¢ _ e 2
(I1I1.3,5) q:RH) t4=?’11~PH:E .

Le systéme d'équations (IIT.3,1) & (III.3,4) donne alors, en deuxiéme

approximation :

(III1.3,6) (xuq)x+(xw4)3:
B g = R -ttt
o8 (Uoy+ o), + R’ {[”53("% ‘)7 + luw xc* Wollap)
# Lldo Uog ] } + o(J'?H {[M‘"i (x4 4)13 -4 }454—(“%),(_

Z
+ ‘;‘.c u,g EW 'ZCUo%(uox-\-Wo%)];} + F4 { RH lf’\/asu,g'\&x)}

H
+ (GU% U?;)] + E.e': b (UOxVQ;)x-\-(Wo)c%;)gj ‘—,'}(“-f yi'?)]}

~ e
+ }& { ‘:?H L 8('\1'63 '\)13‘108)54- é(“%“as's)j

+8 C ( QWSWOJ( - w, og-i—'\);;‘. Yo - Ue¥s
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(111.3,9)
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2
+V63W0)x) - 'Ex 0; ( uov;x_* u—‘—x-o +");3 WO) -E Vo';ua]}
T o2
.£ -3 (W UoV; V5,V Wo) +3[(—-<’:u Voa
+-?3 { Z oy UV + o; o 055 o}
<

-(4.+3JB qrog 137 = - BU W Vo L L (20,

+ Wy ag) ...éu,v;&_-_&.u '\)'6] 4-;(8[ (u°$'\r°3)x

+ & UV o (L uovs + 8%;%3),&]*- ?W% "33)}9

E, fh = e"'w,% +:<’F?:r (w:s«/;;) + (zu;})g]
;3 el ¢ (v:,; Uog ) .+ u(*v;}w,,) + i ‘?r“"}
-‘-?&[z(UOs"\)ﬁ%) +( G u “’;Ws-‘-cuﬂg ox os'

+ 4 Ua'\jég‘\}b'x_g + -%uov;; +3w°‘\).‘,;'\f;“+40wu3"35 )3] *
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On définit ;Z/ , 5247 et 1 par
- - —4 - - = g 2.4
(111.3,10) o' = Xy +Ay g = oy +5X, 4 M:(4+3j§mf‘x.)

Avec les conditions aux limites (III.1,13), 1'intégration du systéme d'équations

(111.3,6) 3 (III.3,9) donne

23:9_ Pl b 85 F\’J

~

ol Ei et Fi sont définis ci-dessous.

La pression hydrostatique EEA 191 est donnée plus loin : (page : 113).

F

— {-—-
- 1 K d(x°k),

- 498960000 dx

F-_ 1
1T 49896000

xi

td (xal?),
dx

X)
N

F:-: 1 FE QL(JC‘8
3 4>dx



F:... _i___ xX 'TR- ’
6 24,9,,8000

F = 1 _R-ﬁ é()CR)

8 84,00
Fz_ 4 Z(AL+.BmXrxAR®
9 12600 P ’
F-_ 4 o¢xARk- LB LAR,
10 240 35
F-__1  E28R
1 6237000 B ’
3 3

F.=_1 x MK
12 7 1200 F¢ 7

2 - - -ty W, ==
F=_4 & (d(1 d0ofR)))R 4+ 1 dIL(AR
13 48600 R‘,;"(d:c x dx ) 418600

+pm"x3t~1|< )a o("xg.x(xnk + B X AR Imk R

& o~ T
1t E B (xR-3%xd (xR)-xd (k)
25300 Rj h*‘a A dx dxt



8L

~ . - e - [od —
+P&(¥xk_44x ;_Ix(xH)- faceilf(JCK))-{- 3? (e k

_xd(xR) - dE(xR)) IR
xdx dx.zcx JIm'R,

F-_1 RKC&*Fd0OER) ...&"xd(nd(xk'))],
dx dx

F :i..q:‘(;(l//xﬁ ...o'("x.d(xﬁ))l?,
dx

16 XW
Fo= -410 ¢ CX'&"x @+ d(xn)+ 6 Bx"pn

-1s,
5 F?H
_s: R 3x?R
5 LB o ?
F -- 1 f(o("’gcgﬁl—%e.;-&’x?’.(xgﬁﬁt))k-
12~ 3¥3000 dx
4 (4, duk) = xR K,

378000 ﬂn‘
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-1
L2 ¢xk",
Ra™ ~aaw
3 )
"q:xKi(xK ,
1z
52——8400
=z K ALK,
4.
F =

2 bRAER),
1 y 4
Al F00
&y
L
1 X ¢xK,
F - _
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5o =3
F = - 4 M4Jxr1
35 40500js ’

Y 4 5= —<¢

F =. A pmé¢"xnNK
36 475JB ¢ ’

F = _ 4 §x3K'I’
37 8346 0000

~J 3_

Fy= — o B X 3)
38 24000

o~ 3¢
:-i_j?(ﬁ”xl&,

39 "

F - 4 AR,
ko 12600
F-_4 fdR),

44 gggpp dx
-4 =

E%',@W‘”;

FLo= 1@ (4. FmboR) xR,
(-|'3 30



Pr = 2250 st 1: + 22500 ,«3r>§ - &msﬁes -

£ 320 7 - 485000 ) b (86 000w

- % 22000 s _ J23000 m") —,g - (\J\%:’.)\}\Q .
A ASAFOQ0 > - 3003 Qoo ,«&5 %? _&z\*%\%omw
4 ASSI00 w4 2012000 m‘\ 3 4 Qm.u 00 ¥

~ L 82000 xn.s ..\.‘5'*-\'500 :«33 %" _(\-\-Ag% a«\\.*

A+ MBOU JN\} A+ AESoO .rm}) t;{" & L?..%Q J«\-\*-\ %50&3‘16 ’
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Pr = _20%0 w™ -:z;" — 2080 m"m: ~ QA%%OS ¥
4 GWdSO se® - DLW 290 ,..3\) :g - {,\\\%zo et
— 52300 o - 2230 ) o — (2WANE
4 230000 P & WHEASO w?) “~§ ~ (B3 PN
A DBWONO 4 2MH200 w?) 5° (DLW s
& G200 s & TNADO LM '}6‘* - Kx;_%,\ st
4 WSO a® 4 WSO m’-}%L e (WD e

N I R L

Py = WS m’")a% > Q%b ronr _ 200 :«\\ 1:'-\- kg\\mz
% Xo0 m\ '2§ - &?_%'L s 2 R m\ Q:_\. K)\\*QML
4 3B0 ;«\.\ )a\* -— 3>)«\?");_ (\A—m‘ -\-)Dm\qs,
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Pour la deuxiéme approximation de la pression hydrostatique, on

trouve :

¢ 2 - e <, ¥
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111.4. PRESENTATION DES RELSULTATS

Dans chaque figure ci-dessous, nous tragons trois profils de 1l'une

des composantes U.‘ s Wy s u1_ , V;_ et wj . Ces trois profils correspondent
a4 trois valeurs différentes d'un seul et méme paramdtre, les autres sont fixés

(pour la plupart d'entre eux sont nuls). Ceci donne une simple idée sur 1'influ-
ence de chaque paramdtre sur la solution. Les valeurs attribufes aux paramétres
g{; et "fs& sont choisies de l'ordre de 1'unité et & titre indicatif. D'autre
part, pour &tudier 1'influence des coefficients du second degré sur la deuxiéme
approximation, nous nous plagons dans le cas simple ol = At ;-(&:0 , relation

vérifiée pour un fluide du second degré. Nous posons °_(-4= < -

a) Profils de La vitesse radiale Uy

. La figure 1 représente le profil de la composante U, en > =o,4 pour trois
valeurs de ¢ ¢:-0,00‘1 » =0 et ¢z 0,001 dans le cas m=-1
et 'ﬁ =0

. La figure 2, celui de U, en x=0,5 pour trois valeurs de mem =-<>m=_-1

et m =4 dans le cas 4).—_}-_-0

. La figure 3 donne celui de uo en X =0,5 pour trois valeurs deP:P:O R
0N
]3=40/? et ﬁ= ko/¥ dans 1e cas m+4=¢=0,

N
11 &

[

L A
Py
N ENS Y
- S

PR

=-0,001

1 1 Qo !

4 -3 -2 4 0 1 2 § & .y .
Figure 1 : Profils de U, en X=¢g§ pour trois valeurs de q; : ~
pe-oon. #=0 - dsopod dus le cesomes=Pro.
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——mm=-4

'm.s—i . m= 4

[ENRNENE SYSTEESE NUAE SR ST S SN R s e il NI WAL BN B RE VI I

— b

[ -
T8 10 <8 -6 b -2 0 ¢ & 6 3 40 42 udd

Figure 2 : Profils de U, en X =04 pour trois valeurs de M

e
m=-¢ , m=-4 , m=1 dans le cas (P:ﬁ:b-

Selon la figure 1, une injection du fluide (¢< 0) tend & faire
croltre la valeur algébrique de la composante radiale quand le disque supérieur
est fixe; tandis qu'une aspiration ( ¢ > O) tend & la faire décroitre. De méme
le fluide " sort " ( Uy, 0) du cBté du disque inférieur et "rgntre" du cbté
du disque supérieur.

Selon la figure 2, quand les deux disques tournent en sens contraire
(m=-2) le fluide "sort" aux voisinages de ceux—ci. Quand ils tournent dans
le méme sens, le fluide “rentre"” du cBté du disque qui a la plus faible vitesse

et "sort" du cBté de l'autre disque.
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Le module de ua

décroft avec

i
- ]; =L0/z
i 35 =8q4;
" N
L 'ﬁ =0
e e T . 2
-4 3 -8 -1 o 1 2 3 L u,;do
Figure 3 : Profil de u'o en 3C:0,5- pour trois valeurs
de j? : 3;::0 s j§:='8o/5_ T et
! :U' ’ : : ? = k0f; dans Te cas mad=¢p=0.
’k"‘t;;“" ‘

B
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b) Progils de fa vitesse axiale Wo

. La figure L montre les profils de W, en > =0, pour trois valeurs

"
de ¢: q?:_0,0D»i , d=0 , ¢= 0,004 dans le cas ,m.,.4-:P—__-_o.
. La figure 5, ceux de W, en X z20,§ pour trois valeurs de m:mz-d
~
m=-4 et m=4 dans le cas 49::?:0.

. (A n
. La figure 6, ceux de Wy en X =0,5 pour trois valeurs de]%', ﬁ._-o ,
~ ~~
p: 80/7, et ﬁ: ’fo/q. dans le cas m+1=¢=0 .

3t

. - 3
2 3 b Wo. A0

Figure 4 : profils de W, en x:o,‘f pour trois valeurs de ¢

¢:-q001, ¢=0 , ¢= 0,004 dans le cas 'vn+4.=§=o.
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3‘{
L M =-9
m= A
y
PR J I | ] -L'LxuLl_anJ_LxLJ_Lv-l#xl-|1leL||444|
-40 -3 2 ¥ 6 3 40 14T W 3

W, A0

Figure 5 : Profils de W, en I.:O,S pour trois valeurs de m: m=.d
m=-4 et M=4  dans le cas ¢-_- };: 0.
L]

Selon la figure 3, quand le disque supérieur est fixe, la vitesse
axiale W, est négative. Une faible injection du fluide ( ¢< 0) tend 3
croitre le module de w, , tandis qu'une faible aspiration tend & le décroftre.

D'aprds la figure 4, quand le disque supérieur est fixe, la composante
axiale Wp est négative. Quand les vitesses de rotation des disques sont
opposées ( Mn=~—¢ ), le profil de w/p est symétrique par rapport asu point
;: 0,5 ; W, est positive du cBté du disque supérieur. Quand le disque

supérieur tourne avec la vitesse.aﬂ » W, est positive.
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R ) 3

-5 4 -3 & 4 0 1 7, 3 L W,. 40

Figure 6 : Profil de W, en X =gk pour trois valeurs
— P ~
de ? : ? =0, ? = ’30/':'. et
’?‘= l"”/} dans le cas M+Aa=0 = 0.

ne
Le module de W, décroit avec ﬁ
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Profil des composantes de la vitesse W, , Y, et wy .

Dans le cas oll 'j‘31 = F,_ = ]53:0 » les solutions 74u1 et
74 W, ne dépendent pas explicitement du rapport E.J/R,f . I1 n'en est
~
pas ainsi quand B4 , Fz et PS ne sont pas tous nuls. Dans ce dernier
cas, nous choisissons le cas général ££~ R: pour &tudier 1l'influence des

. Dans tous les cas nous posons et nous présentons

les profils de U, et W .

a) Profils de Ua

. La figure 7 montre les profils de U, en X =0,§ pour trois valeurs de
~
m: m=-2, m=z--4 et m=4 dans le cas ¢=5(}_—_—J3‘-:0 .
Dans la plus grande partie dqu domaine de 1'écoulement, le module de U,

décroit avec 4: .

. La figure 8 montre les profils de U, en 2 = 0,5 pour trois valeurs
-
dem: Mecld, Mm=-4 et m=4 dans le cas @:o(—“._: .h‘-_-o .
Pour mn=-¢ , les valeurs de U, sont trés faibles et la courbe est
presque confondue avec 03. . Dans la plus grande partie du domaine de

1'écoulement, le module de WA crolt avec ML .
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. La figure 9 montre les profils de uv\ en JC:O,K pour trois valeurs de Xt
- (ad

A=o , Az4 et HR= 2 dans le cas 'm+1|.=¢;—'$*=0,on

constate que, dans une grande partie du domaine de 1'écoulement, le module

de u4 croit avee o<

Figure 7 : Profils de U.1 en X=0,§ pour trois valeurs
dedp: $h=-0,001 » b=0 et ¢=0001 dans
N~

le cas ~w‘|,+,{= o(i-:: P‘-'-_— 0.
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1 i 1 L L 1 ! i ' i 1 Il

i i 1 It i
) 5
8 -6 -4 -2 0 & W 6 % U, 40

Figure 8 : Profils de (,(4 en x—_-o,S' pour trois valeurs

detm ¢ M= . € ,Mm=-4et m=4 dans le cas

W L 1 L

2 u 1.40"’

L F S SR SN |

) 1 0 E

Figure 9 : Profils de (,[4 en x=0,5 pour trois valeurs
de &t KXz O , ok=4 et A:.d dans le cas

m+4=¢=’§;=o



126

. Les figures 10 & 12 montrent les profils de u4 en x= 05

o~
pour trois valeurs prises par 1'un des parametres du troisisme degré P& :

—~ ~t R
F =0 ) ?.:. &9’; et PL:I’% (4 =1, 2, 3) dans le cas
5<- - qb ma4d = F = O pour 4,.4._-3,9(4 o(‘,’_¢> m+1:=0,

&(4#4)
~ rv .
Pa: P.f.:'l pour 4 =3 ot —ée:O,?.

H
A

Figure 10 : Profil de

x = 0,5 pour trois valeurs

de'ﬁ 'F o , ‘F 80/7 et )a Lo/z

dans le cas" \’, EZ :’Yﬂ+4"¢=0,

et E o' }
Ry
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-6

-5

Figure 11 : Profil de Ll en X=0,5 pour trols valeurs de

’E ’F; o> 'Fz '80/; et F = l.,,%_da.ns le cas

o(q_a(é_P_F-"mwi $=0,et (E/R)-o,Z

1'6'8 u“.Ao"'

' 1 [ il It

-8 6 - -2 o ¢

Figure 12 : Profil de LL en X =0§ pour trois valeurs de

}3: ’_Fa: F 80/7 et F W‘;dans le cas

2
E“:Z{z: med=¢= =0, ,‘—’5 =1 ot E& =oF.
g ) ;
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b) Profils de Vi

. La figure 13 montre les profils de v; en % =0,5 pour trois valeurs de
o
$: ¢P=-0001, =0 et ¢G=0004 dans le cas W+d= -.-P:o.

Le module de ‘U; décroit avec ¢

. La figure i montre les profils de W, en X =0,5  pour trois valeurs
) [od
dem: M=-¢ , m=_41 et m=4 dans le cas ¢:°(=‘B:O.
Dans une grande partie du domaine de 1'écoulement, le module de ‘U;

croit avec ™M

¢:-0,0ﬂ
$=0
$=0,001

H

dol
wi
r
(%]

-5 b -3 -4 4 0 1

'\’;-40"'

Figure 13 : Profils de V; en X =0,5 pour trois valeurs de ¢:

$=-0004, =0 ,7¢:0,001. dans le cas

myaz=' = }:O-
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il .

2 4 o 1 L Ay

3
1 o

en X=0,5 pour trois valeurs de m

et M=4 dans le cas

. La figure ci-dessous montre le profil de \{ en 2= a,’f pour trois valeurs
~ L

de ]? : } =0 s ’f—: 80/:,. et ’f = l+0/¥ dans le cas

-

¢:7n+4.=o<’;o.
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1 i ; i1 ! L L

5 4 3 -2 2 0 1 ¢ 3 &

Figure 15 : Profil de '\f; en 2¢=0,% pour trois valeurs
~ ~

de B ¢ ?:‘.O > .}: 20/z et
?: L;O/; dans le cas 45 = 'Vn+4.»-_-'52_l.-.-0.

)?

Fi 2
Ly Zi} y

On constate : 2

- le module de 'Vi décrolt avec %

3
-~k
- le rapport A /a/, est de l'ordre de 40 , tant donné que Af, est

de 1l'ordre de 1'unité.
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¢) Profils de Wa
. La figure 16 montre les profils de la composante axiale M& en Xz=95
pour trois valeurs de ¢: b=-0,004 , d=0 et d=0,004 dans le

~
cas ‘m...4=a-_-ﬁ;0.Le module de w‘ décroit avec ¢
A &

. La figure 17 montre les profils de W, en ) =045 pour trois valeurs

— ~
de am : mm=-9 >, M=-4 et Mm=4 dans le cas o(::_t}:ﬁizo.Quand m=_9 ,
les valeurs de Wa sont trés faibles et la courbe est presque confondue avec

05 . Le module de W1 crolit avec MM

. La figure 18 montre les profils de Vs{1 en 2=0,§ pour trois valeurs deeX :

— — — "~
X=0 , X=4 et o= & dans le cas M<+4A= °</=pi=¢:0.\ﬂ1croit

avec o
i1
1 ¢= 0,004
=0
I =.0,001
i L L D SO S ISR PR SR St : s 1 1 P ‘
-8 -6 - -4 0 2 4 & 8 W,- 40

Figure 16 : Profils de w, en Xz 0,5 pour trois valeurs

de @ ¢:-0,004. . ¢= 0 et ¢:o,001dans le cas

m+4 = F":ﬁ:o.

»
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4]
mz=4 m=-2
m=-4

20 8 6 -» -2 0 & &L 6 ¢ wo A8

Figure 17 : Profils de W,l en X -_-0,5- pour trols valeurs
m=-8, mz=-4 et m=4 dans le cas

¢=a'=Pz=c0-

"

%=0

X=4

1 =2
r \uiut/

L L : i 1 1

-43 - - 3 8 48 16 20
§ 'S o 8 13 w,. 405
X =0,% pour trois valeurs

Figure 18 : Profils de W, en

de: Xz=o ;(24. et =< dans le
[»]
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3t
~
;.-.'80/?
B-bon
1—‘ J-’ L 1 '—XY E SR VRN 1 i 1 i L1 5
L N Y

Figure 19 : Profil de VV1 en X=0,4 pour trois valeurs de
o~ o~
. = > =03 et P: dans le cas
E.' A 0,.. P" L0l o= 4
- - — - - = , = 0 ?-
X, = &= Pe“?a" b= mi4=0 et é/f\" 7
H

>

e

L ' i : L t L . 1 Q.0 L

- -3 -2 -1 [5) 1 ) 3 [ W,- 40

Figure 20 : Profil de w, en acz6,5 pour trois valeurs de

AP;: AE: 0, IE‘: 20/7 et 'Fz-_' lio/z dans le cas

T e o - - —d é =0,%.
o(‘_ O(a_E_?s_fm-hl-d;,a et /R: J
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»
$y=0 gt
kg /
A= L
A 7
I
Ty 3 o A v T T W

Figure 21 : Profil de W, x= ur trois valeurs de
-~
PS ﬁ ‘F _Q 0 dans le cas
7 3
mid=¢= gzi et Z =94

H

Les figures 10, 11, 12, 19, 20 et 21 montrent que

-~ o~ ~—
- le module de u_4 décrolt avec }4 (P‘eko) . avecFe (‘F’;—.o)
purt
et eroit avec F:

~ -~ —~
= le module de W, croit avec P‘ s k’ et Ps
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111.5. CONFRONTATION DES RESULTATS AVEC CEUX DE GRIFFITHS ET SHARMA

111.5.1. Congrontation des résulfats avec ceux de GRIFFITHS

Pour définir le domaine de recouvrement commun rappelons la formulation

et les hypoth&ses de GRIFFITHS et col. [25] et les ndtres.

. Hypothéses de GRIFFITHS

i = X/L ) $=Z/H ) &:U/_QHRH,J':V/.(].H,
(1T1.5,1)
w=W/NHR, , /F :P/r.ﬂ.cH{

_ - & ot
M)z 4, Ry=Releca, &iyd, BR ~Ry.

. Notre formulation et nos hypothdses

x = X/L ) S:Z/H » LL:U/.QLRH,AI':V/.Q.L,

(1I1.5,2) w=W/DHR, 5 4= P/rﬂ"f,

- — e
£<<4- 'Y P“<<1 ,d&&i,‘?R“ze.

-3 [
Dans le domaine d'étude (III.5,1), R<< 1 et ﬁRz’(R . Dans

(111.5,2), R << 8...& et ﬁ Q"' 2’< 2_‘2 avec 8-& >S4 . Le domaine

de recouvrement commun est donc défini par :

) e _
(I11I.5,3) el , Rea 3 FPQR ok *‘Z""
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Dans ce domaine, nous &crirons les deux résultats & confronter avec
des conditions aux limites identiques : nous posons 4: ma44=0 dans notre
solution et nous procé&dons au changement de repsre en remplagant S_ par
(4-}) pour écrire la solution de GRIFFITHS dans notre systdme de coordonndes.
Pour les deux premidres approximations, notre solution (III.2,4) et (IIT.3,11)

donne pour la vitesse :

2 19
U=nLky (Uo + R, 2= FiR),
4=41
o b
(III.5,4) V=0l ...R é@oﬁa)’
2 35
w: 'D'HRH.(WD +R Z—-;
izt

-8 -
ol, en particulier, F. sont fonctions de I = (4 + JB Re il ) 1
et M= (1 + 3; R 8 e xe) 1 | Dans 1e domaine de recouvrement (IIT.S,3),

K et M s'éerivent :

K

4 _PREEEL O (pRY)
(111.5,5)
™

1 -3pRe A LOL( BRI,

Portons (III.5,5) dans (III.5,4), nous obtenons pour m+a=¢ =0

T .QLF?{ (4 - FREA P, f?l: _x_ pY
4536000

- (3
_2x P Zex P, _x [ ¥ (43,037
499000 372000 | G300 4 r3g)

- (6B, 7RI PYL 0 (5R"e),
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Voot =P, R (_x P, 2P ) 05%] |
30 \

12600

P

W = m;re{ (4- .&ﬁRe)P R C
-8868000

1) .
e pl + 1 (X4 +3X
297000 ¥ Sz7000 §300 heta+3%%)

- (cE+3RIP™T 0(FR" 4] |

4)
ol les P sont des polyndmes en } définis par :

(111.5,7) ©
P, 63 _u;fmagg-fg",

(4
P )_—_- Ado 540, AA00 ;9 + h.845'3z_, A4380 {4- Aé506 3{ 983,3;5-

- 3thostichgo foarzrd o atey

PY_ 45 5". AL00 ;+ 4400 3‘—7560 ;‘_ 3435 ;"- £3.20 }3’

52575 MeLy,

1
!
}
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P 52 5 3'_ 4 00 ;*. 44030 ;‘_ 23940 }ﬂ L4570 54
- 1764053,, 2439 5”_ A543 4

PY. 7, ;‘_ucoiﬂ 7355‘1. 48033- 3;,z+3’3 s

poL 1-3,

Pw—_- Lo {_Zxo ;‘+ 74 55‘- 3405"+ Lo 33- 54; J

p@_ fus ;4_ 7, 35,

or_ GEZ* 4#;3_ dogt, e7,

PY_ 4 3“_ ,,,m;“; 5353’- 4439{ +zsfz;’,453r;‘
—stg Abt 3579563,

P2 5, 39 - w503 4+ 4800 {_31703‘4. Sei1 g 66453

+ 557 4?43;‘,

pU_ 2 5’_ ,,;;5-5'+ (ogo{_ Ma?as‘,f ATyl {

- A32303"s 11y { - 1361,

_P(lg /MS?- 705‘-1- Ay7 ;5_ 105'5“_ 3_3-r 49 32 .
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En remplagant dans la solution de GRIFFITHS (II.1,13) et (II.1,14)

% par X /g , on obtient (III.5,6) hors mis les restes

ALR,0(B'R ). NLOGER'E) = auR, O( FR'e")

sont négligeables devant les autres termes. Ainsi, les deux résultats coIncident

dans le domaine de recouvrement commun.

En ce qui concerne la pression hydrostatique GRIFFITHS n'a pas donné la

solution, mais la premidre approximation est donnée par (II.1,15). Nous faisons

la comparaison seulement en premiére approximation.

La solution de GRIFFITH donne, en remplacant f par 2 /&

Pepit 32" 2 54, &
= (’ ge on ~ l—e¢°‘¢x + “’os + constante)
ou encore :
p eL‘ 3.8 4.3 ¢
(111.5,8) ::r-a. ( 8-0 X -3 sz + & w05'+ constante)
Wo,= 1 (_¢ 84‘880354)
avec WO_S: WO}- §b - ; + ;__ ;4- } .

Notre solution (III.2,4) donne, pour 44 = ¢ —o

<
ol X + constante}.

n,
(I11.5,9) P_._oC¢ 3 _ 3

-0
o

o
&js

. <
Etant donné que dans le domaine de recouvrement commun & 4< 4 .

les solutions (III.5,8) et (II1.5,9) coincident.
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111.5.2. CONFRONTATTON DES RESULTATS AVEC CEUX DE SHARMA.

Pour définir le domaine de recouvrement commun & notre méthode et

celle de SHARMA et col. [23], rappelons les hypoth@ses adoptées par cet auteur. :

Hi

'—'X/H s ;:Z/H,

(111.5,10)

2 —

Nos hypothéses sont rappelées par (III.5,2) et 1'hypothdse sur éﬁ a

savolir :

(111.5,11) 4) = (‘i}/(f).“ F?” ) Qi'i .

Etant donné que 1'étude de SHARMA porte sur un fluide du second degré,

le domaine de recouvrement commun est défini par :

(111.5,12) R« 1 , e«4, '«2:22‘1. s b 4.

<<

SHARMA et col. (23) ont calculé les trois premidres approximations de (II.2,12) :
- ; / e

U:_Q.Hx ( ¥°+ RH?A* RH {8))

(I11.5,13) V=QHZ ( 9o + Rug« + R: 3e) 5

W= _2OH( ¢, +Ruf4*R: ),



1l

<
-4 ’ e — ]
Po (oW LR FaeF. W Z(LF 4 [ FEolg )
J 2 $i_9 2
P HESCFLE) AR T AR, LRD]
De notre part, nous nous avons calculé les deux premidres approximations

(III.5,1k) Li=QL ¢ QH Uo + Ri u,),
\/-_-_..QL('W+R§~"’:1)7
3
W= H(Rywes+ Ruwa),

P: f.ﬂ.ll_’: ( ’f‘ + R:/P,' ).

VueXa différence dans les ordres d'approximations de (III.5,13)

et (III.5,14) nous procédons & la comparaison des résultats suivants

(I11.5,15

’ z

U-OHz (f;,k,,/‘ ), vzﬂuz(g.*ﬁuaﬁﬁ‘c},),
- ' ¥ <

We - tH U feRufl), P p 'L slphed af saf]

¢+ X z* (’fj’* ?ei) + Q:’"’iz* "1’2&"’";“)#:10';]
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et

(111.5,16) {f = n LR, u, , V=0L(~ +9:"/2) , W= SIHR, w,,

=4 r.ﬂsz T” .

On doit avoir d'sprds (ITI.5,12) :
(1I11.5,17) Solution (III.5,15) = Solution (IIT.1,16).

E«i, ¢yt R«<¢4

La solution de SHARMA (III.5,15) est donnée par (II.2,13), (II.2,14),

(11.2,15) et (II.2,17). Nous y posons}r:&‘¢ et X = 2 /g , nous obtenons :

(111.5,18) . [ = R [ X[ _s,0% 3 2 2 2
m_ ”{60[ 5’"3 _-eomg-;-(gm-ezom)s_(qm

+Aom)z ] 4 34 x tgz-gx'} - P: %‘6(843 _593‘
+l.2.35-4l43‘) y
AV x(m:%«-»t).{.}?: X E(zsm_3m3)$ -(350m
QL 6300

+ Abo mz)gg_,. (52¢m +7am2~.36‘/m3)34_(840m

¢
- 2Aom®_63 m?)jg- A40 mz‘;‘_ éom33;]+ l?ﬂ‘ﬁ_-’ﬁ[(@
' 20
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+m)3 _.ao}a -(Gm-la);q' +l,m}5J + O( fR:),

_(\’_{,VH: Pu { Gal-emg ...Aamx -(6m+€om)5+(l,m
ciom ) s eGP ) R 8 (s ap
30 3-%7%
6
ﬂg-i;?) . |
P irm&o.(.x!-t- i(3m2.,40m+40)3c’-+3¢ )C.L
r_nﬂ_\’r < 20
e A i
. € - ¢ (L% +345x) X
) - R g s
4
"Qu' axqax (3- 4) _.:3_- L (Aam»«um);
-(30m-r9"?)7ff -80’"31—5”‘23 ]
SR s ed1g) 4 &R, e
= M $-°3 H 3-23
14
- &R, ¥ea ¢% ¢ 32_3)3 + comsbante .
Notre solution (ITI.5,16) est donnée par (III.2,4) et (III.3,31).
Nous y posons §A+§&=o . 5('4:5(' et }g;: 0 , nous obtenons :



. suep no
»._».c.L\ d 23 w&
AN9IDBI US SOMIL] SO g0 JU/A suep & P INSPUBIF °p 9IPI0,T oD omrsq

& M239%7 us quess |y U/M 32 TyJ) °p sewasq set (g g IIT) suep

a8I1335mWo pdwm U0 180 quapTOUIOD (61°6"1IT) 2o (81°6°III) suotqntos so

o >
‘oquvysuon + 5 + ¥ - -
4uvy 2 be %22\ Eow+~§mv > +va:;.m ; n&

¢ M.Amm&-uwmfv + m\wm‘?\_o_\...wr.: )+
.w?:ow.f.@r:wvu%fc—\...w:;wu_ w &H _...M.Mlﬂ

n&.m.vms.: +M§T.S,.iumm 0p = Y r

or) onﬁmsow'msc%:\-rsm,wuss;-
iET RPN 972 s %

.82‘3..% ((uot-wot+ wspsy + %:E ohy+

oemv " w ..uluu
SDvaiwﬁr‘_n “wse) 1 Wm&f:\... w)x = A
.Tn.asiﬁ,
29 v
—_— R, = e
HWAEQP+~Sich®~Eom+uEmu ?m‘wicvl:mtmo 1% .‘* y = ) (61L°6°11I1)

it
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111.6.- Fonce de postance et couple

. . . .4 -
Le vecteur contrainte pour la direction de vecteur unitaire M est donnée

par :

TR PR oA 7 v oplA). 7 B AR

+ B AR +AR)R + p AT

Calculons la contrainte pour la direction '7?( 0,04 -1 . Etant donné que
24D

la contrainte radiale ne présente pas d'intér8t, elle ne sera pas calculde et sera

désignée par le symbdle (_.-— )

(— )
ez Z 82
#(A,) & xm&)ei (A 1% Bk A,)A)

T# =2 + (AR LAAS, B(R)

A
PralB)E A AT Bt )R

P BOAA, AR L BIAY

En premiére approximation, on & :

(I11.6,1) (— )

= ) ~ 3
T :-r-(fl. .éu( '\"os + ﬁ '\TES )

3
- 1>° + 0(” 'V;}
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Vv, et /,90 sont données par (III.2,k4).

Nous nous proposons de calculer la force de portance et le couple dans

les cas d'intéré&t pratique indiqués sur la figure ci-dessous.

Deug disques coaxiaux sont sépar@s l'un de l'autre par-une distance H .
L'un de rayon L , est en rotation NN autour de son axe et 1l'autre de
rayon supdrieur ou égal & L. est.fixe. A 1'extérieur du domaine X<l et 02
(c'est-3-dire 2<% et O 43('1 ) le fluide est au repos & pression constante

(qu'on prend pour origine des pressions).

}l} }A

fluide

fluide
au au
repos
repos
0 1%

0

On négligera les effets de bord, ce qui est 1légitime dans le cadre de

notre approche. On &crira que notre solution est valable jusqu'd X=L , ol on

exprimera une condition sur la contrainte normale.

W\
Etant donné que c'est le plan Z=0

o
qui est fixe, nous posons m=-4
et nous procédons & un changement de repére en remplagant } par (4-5) pour

&crire (IIT.6.1). On a sur le disque supérieur, avec rﬁ"(o‘a‘—ﬂ:

(¢ —)

“ﬂ".i’:-(xff £(x 4 px)

(]

L2, st _ %’xﬁ (L4 &)X + Comstante
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En négligeant les effets de hord et en écrivant que la contrainte normale

précédente calculée en 3¢ = 4 est égale & la pression extérieure, on obtient :

(—)

—ﬂ—ﬁ’:r_d.z‘-e éu(x+}x3)

(xf4) L 1 b o+ 3, ) - 3,‘0]

La force de portance E, et le couple 'fo exercés de la part du fluide

sont donnés par :

1

F=Ro 01" Cao(ud,+33) -31,
o q_'(’

2
T
-7 r_O_

€.

1l

s‘ ~

Lz (342p).
Ru

On peut faire les remarques suivantes

- En fluide newtonien la force de portance tend & rapprocher les disques
et le couple s'oppose au mouvement de rotation imposé.

- En fluide du second degré : ho(,+30p=¢ >0 et F =0 , le caractére non
newtonien a pour effet d'dcarter les deux disques. Le couple reste inchangé par
rapport & ce qui est trouvé en fluide newtonien. On peut donc parler d'une amélio-
ration des conditions de lubrification en fluide du second degré.

- En ce qui concerne le fluide du troisidme degré, pour que la solution ait un sens

physique, il faut que (P4+P&\soit positif. En effet, dans le cas contraire
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~
P = J3( (P4+Pz)/(,)(.ﬂ.R”/La£q) est négatif et on peut choisir la valeur
QR 3 i 3 9 . [ i
de _5_.!; de sorte a avoir + {0 : alors le couple ne s'opposerait plus
re
3 la rotation - physiquement inacceptable. Ainsi 1'énergie nBcessaire pour faire
tourner le disgque mobile est plus grande que celle fournie en fluide newtonien.

si L&+ 3 &-.; Yo il y a une amélioration de la force de portance. Dans

le cas contraire il y a une détérioration des conditions de lubrification.
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RESUME

On construit une solution asymptotique pour 1'écoulement d'un fluide
incompressible de Rivlin-Ericksen de degré trois entre deux disques coaxiaux
trés voisins en rotation. On calcule les deux premiéres approximations & nombre
de Reynolds inférieur en ordre de grandeur 5'2 , € 6tant le rapport de la
distance entre les deux disques d leur rayon.

I1 s'avére qu'une combinaison de deux coefficients du troisiéme degré
influence notablement 1'é@coulement et qu'elle doit &tre positive pour que la
solution ait un sens physique. Pour certaines valeurs des coefficients du

second degré la force de portance s'exerce dans le sens contraire de ce qui

est trouvé en fluide newtonien.

MOTS CLES

FLUIDE NON NEWTONIEN.
FLUIDE DE RIVLIN-ERICKSEN.
INCOMPRESSIBLE.
DISQUES.

DISQUES TOURNANTS.
INJECTION FLUIDE.

MODELE ASYMPTOTIQUE.





