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INTRODUCTION 

On note Cn = { X  i IRn 1 i i c l  ,,2.. . ,n}, Xi r O 1  l e  cône p o s i t i f  

de IRn. Ce cône d é f i n i t  une r e l a t i o n  d 'o rdre  sur d : pour t o u t  (xY~)~IRnxIRn 

on a  X 6 Y s i  e t  seulement s i  Y - X appa r t i en t  à Cn ; s i ,  de p lus ,  X 

e s t  d i f f é r e n t  de Y, on notera X a Y. 

La no t i on  d'optimum de Pareto d'une fonc t i on  à valeurs dans lRn 

e s t  l ' e x t e n s i o n  na tu re l l e ,  l i ée  à c e t t e  r e l a t i o n  d 'o rdre ,  de l a  no t i on  de 

minimum d'une fonc t i on  numérique : s i  J  e s t  une fonc t i on  d é f i n i e  sur A, 

à valeurs dans IRn, on d i t  que J  présente en a  un optimum de Pareto s i  

b ' x  e A \ { a l ,  non ( J (x )  * J (a ) )  

e t  on d i t  que J présente en a  un optimum s t r i c t  s i  

' t / x ~ . A \ { a l ,  non ( J ( x ) f J ( a ) ) .  

Cet te  no t i on  d'optimum de Pareto, i n t r o d u i t e  pour t r a i t e r  mathé- 

matiquement des problèmes d'économie, a  susc i t é  de nombreux travaux ten- 

dant, en p a r t i c u l i e r ,  à étendre à c e t t e  s i t u a t i o n  l e s  r é s u l t a t s  c lassiques 

de l a  t héo r i e  du con t rô le  optimal e t /ou  du c a l c u l  des var ia t ions .  

Depuis Pareto sont connues des cond i t i ons  nécessairas, du 

premier ordre, pour qu' une appl i c a t i o n  d i f f é ren t i ab le  présente en un p o i n t  

un optimum. Des cond i t ions  nécessaires du second ordre n 'on t  é té  é t a b l i e s  



que dernièrement [l] ; l e  résultat e s t  le  suivant : pour qu'une application 

J de classe c 2  , définie. sur un ouvert n d'un espace de Banach E e t  à 

valeurs dans Rn, présente en un point a un optimum sur une partie de a 

de la forme I x  a ~ [ g ( x )  c g(a) ,  f (x)  = f (a)3 ,  où g e t  f sont des appli- 

cations de classe c2 de n dans lRn (resp. IRr) e t  sous l'hypothèse 

de normalité que Df (a) surjective, i l  e s t  nécessaire que soit  vérifiée la 

condition suivante : 

Posons n = 1 ,  on retrouve des conditions nécessaires classiques 

pour qu'une fonction numérique présente un  minimum avec des contraintes 

unilatérales e t  des contraintes bilatérales (conditions de Kuhn-Tucker). 

En remarquant que les rôles joués par J e t  g dans (NI sont symétriques 

e t  que les propositions 

"J présente un optimum en a sur " Ix c nlg(x) r g(a),  f (x)  = f ( a ) ) "  

" ( J ,g )  présente un  optimum en a sur nf(a) = Cx E nlf(x) = f ( a ) I u  

sont équivalentes, on peut ne considérer que l e  cas sans contrainte unila- 

téral e. 



Dans l e  cas n  = 1, on connaît  classiquement d iverses cond i t ions  

su f f i santes  pour un minimum l o c a l ,  toutes l i é e s  à des hypothèses f a i t e s  sur 

l 'espace E. 

La p l u s  simple de ces cond i t ions  correspondFau cas où E es t  de 

dimension f i n i e  : il s u f f i t  de remplacer l ' i n é g a l i t é  l a r g e  par une i n é g a l i -  

t é  s t r i c t e  dans l a  cond i t ion  (2) .  L 'extension de ce r é s u l t a t  à un optimum 

de Pareto e s t  due à S. Smale [q. 

Si  E e s t  de dimension i n f i n i e ,  ce renforcement de l a  cond i t ion  

(N) n ' e s t  p lus  s u f f i s a n t .  Dans l e  cas n  = 1, l e  r é s u l t a t  l e  p lus  général 

semble ê t r e  obtenu pour un espace de Banach E muni d'une deuxième norme, 

p lus  f a i b l e ,  p réh i lber t ienne,  l a  d i f f é r e n t i a b i l i t é  des app l i ca t i ons  J, f 

e t  g  devant ê t r e  compatible avec c e t t e  deuxième norme ( c f .  Chapi t re O) : 

il s u f f i t  de remplacer l ' i n é g a l i t é  la rge de l a  cond i t i on  (2)  par l a  condi- 

t i o n  " > a jx12 , où a e s t  un nombre s t r i c temen t  p o s i t i f  f i x é  e t  

1 1 désigne l a  norme p réh i l be r t i enne  sur E. On résout  a i n s i  l e  problème 

des cond i t ions  su f f i santes  pour l e s  espaces de H i l b e r t  ( l a  norme p réh i l be r -  

t ienne co ïnc idant  dans ce cas avec l a  norme de E) mais aussi, par  exemple, 

pour l e s  espaces e t  l e s  f onc t i onne l l es  du ca l cu l  des var ia t ions .  

Nous démontrons au chap i t re  I I  1  'extension de ce r é s u l t a t  à un 

optimum de Pareto. 

Au chap i t re  I I I ,  nous appliquons c e t t e  t héo r i e  à d i ve rs  exemples 

f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l e s  fonc t ionne l  l e s  du ca l cu l  des va r i a t i ons .  On t rouve 

a i n s i  en p a r t i c u l i e r  des généra l isa t ions  des cond i t i ons  de Legendre e t  de 

Klebsch du ca l cu l  des va r i a t i ons .  



Le chapitre 1 e s t  consacré à un théorème abs t ra i t  de coercivité 

qui joue un rôle central dans notre démonstration. 

Enfin, au chapitre O ,  se trouvent rappelées les  notions de 

couples d'espaces de Banach en dualité,  d'applications différentiables 

au sens des couples e t  quelques résul tats  techniques indispensables. 



CHAPITRE O 

RAPPELS SUR LES COUPLES (*). 

5 1 - COUPLES. 

On appe l le  couple d'espaces de Banach en dua l i t é ,  un t r i p l e t  

iE = (E,E1,@) où E e t  E' sont deux espaces de Banach e t  Q e s t  une 

forme b i l i n é a i r e  continue met tan t  E e t  E' en d u a l i t é  séparante. 

N.B. Dans t o u t  ce qu i  va su i v re  on d i ra ,  t o u t  simplement, "couple" 

pour d i r e  "couple d'espaces de Banach en dua l i t é " .  

MORPHISMES. 

Soient  IE = (E,E',@) e t  lF = ( F , F 1 , ~ )  deux couples, pa r  K- 

phisme de lE danç IF on entend l a  donnée d'un couple (u,u ' )  où u 

(resp. u ' )  e s t  une app l i ca t i on  l i n é a i r e  continue de E dans F (resp. 

de F '  dans E ' )  v é r i f i a n t  : 

Notat ions : 

1) L'ensemble des morphismes de IE dans F se note L B , IF). 

11 e s t  c l a i r  que c ' e s t  un sous-espace v e c t o r i e l  fermé de L(E,F) x L (F1,E ' )  

e t  donc un espace de Banach. 

........................ 
(*) Pour t ou te  a f f i rmat ion  non démontrée dans ce chap i t re ,  e t  pour p lus  

de préc is ions  sur l e s  couples, v o i r  [33. 



2) Le morphisme ( lE , lE I )  de IE dans lui-même e s t  appelé l e  

morphisme i d e n t i t é  e t  se note h . 

Il e s t  a i s é  de v é r i f i e r  que s i  (u,ul) e s t  un morphisme de iE 

dans iF e t  (v,v' ) un morphisme de iF dans un t ro is ieme couple â 

a l o r s  l e u r  composé, à savo i r  ( v  O u, u '  O v '  ) e s t  un morphisme de iE 

dans â. 

Remarque : 

Un espace de dimension f i n i e  E e s t  en d u a l i t é  séparante avec 
* 

son dual E . Le couple a i n s i  obtenu est ,  à isomorphisme press  l e  seul 

c o n s t r u i t  à p a r t i r  de E. On cont inue à no te r  par l e  couple obtenu 

à p a r t i r  de lRn. 

D6 f i n i t i on . -  

Soient  iE e t  5 deux couples. On d i t  d 'un morphisme (u,ul), 

de IE dans 5 ,  q u ' i l  admet une sect ion s ' i l  e x i s t e  (v,vl) E L(TF,IE) 

v é r i f i a n t  : 

e t  q u ' i l  admet une quasi-sect ion s ' i l  e x i s t e  (v,v ' )  a L@-,IE) v é r i -  

f i a n t  : 



5 2 - SOUS-OBJETS. 

Soient  IF = (F,F1 , Y )  un couple, E un sous-espace v e c t o r i e l  

fermé de F e t  EO = {y '  E F '  / x  IZ E, ~ ( y ' , x )  = O} l e  p o l a i r e  de E. 

A lo rs  E peut  ê t r e  mis en d u a l i t é  séparante avec El  = F ' / ~ o  à 1 ' a i de  

de l a  forme b i l i n é a i r e  m d é f i n i e  par : 

Le couple a i n s i  obtenu e s t  appelé sous-objet de iF c o n s t r u i t  

à p a r t i r  de E. S i  on note i l ' i n j e c t i o n  de E dans F e t  i' l a  

s u r j e c t i o n  de F '  sur  E u ,  l e  couple ( i , i l )  e s t  un morphisme de IE 

dans IF appelé morphisme d '  inc lus ion .  Tout  morphisme (u,ui) de b u t  

IF t e l  que I m  u C E se fac to r i se  par i : c 'es t -à-d i re  q u ' i l  

e x i s t e  un morphisme (Ü,Ü1) de b u t  IE t e l  que : 

D é f i n i t i o n . -  

E tant  donné un couple IF. On d i t  d 'un sous-objet IE de IF 

que c ' e s t  un fac teu r  d i r e c t  s i  l e  morphisme d ' i n c l u s i o n  ( i , i l )  admet 

une p r o j e c t i o n  : c 'es t -à -d i re  un morphisme (p,pl) de IF dans IE 

v é r i f i a n t  : 

Exemples. 

On montre que t o u t  sous-objet c o n s t r u i t  à p a r t i r  d 'un sous- 

espace v e c t o r i e l  qu i  e s t  de dimension f i n i e  ou fermé e t  de codimension 

f i n i e  e s t  f a c t e u r  d i r e c t .  



Définition.- 

Soient IE e t  IF deux couples e t  ( u , u l )  un morphisme de IE 

dans IF. Le sous-objet de IE défini par l e  sous-espace vectoriel fermé 

Ker u se note lKer(u,ul). Si Im u e s t  fermée, l e  sous-objet de IF 

défini par l e  sous-espace vectoriel Im u se note Im(u,ul). 

Proposition.- 

Si (u ,u ' )  e s t  un  morphisme admettant une quasi-section a lors  

I K ( u , u l )  e s t  un facteur direct  de I E ,  Im u e s t  fermée e t  IIm(u,ul) 

e s t  un facteur direct  de I F .  Sous ce t te  hypothèse d'existence d'une 

quasi-section, on a (Ker u)'  = Im u '  e t  (Im u I 0  = Ker u ' .  

5 3 - COUPLE PRODUIT. 

Etant donnés deux couples IE, = ( E 1 y E i y @ , )  e t  I E 2  = ( E 2 y E ; , ~ 2 ) y  

on défini t  l e  couple produit I E ,  x I E 2  = ( E l  x E 2 , E i  Q E h , @ )  où @ e s t  

l a  dualité définie par : 

5 4 - COUPLES HILBERTIENS. 

Etant donné un couple IE = ( E , E 1  , a ) ,  on appel l e  opérateur symé- 

trique de IE toute application linéaire e t  continue A de E dans E' 

vér if iant  : 



L'ensemble des opérateurs symétriques de IE se no te  Ls$). 

C 'es t  un espace de Banach, puisque fermé de L(E,E1). On d i t  d'un opé- 

r a t e u r  symétrique A q u ' i l  e s t  p o s i t i f  s i  : 

Un opérateur symétrique e s t  d i t  c o e r c i f  s ' i l  es t ,  dans L s E ) ,  

i n t é r i e u r  a 1 'ensemble des opérateurs p o s i t i f s .  On d i t ,  e n f i n ,  d 'un cou- 

p l e  q u ' i l  e s t  -- h i l b e r t i e n  s i  1 'ensemble de ses opérateurs c o e r c i f s  e t  

non vide. On montre que t o u t  opérateur c o e r c i f  e s t  s t r i c tement  p o s i t i f  

e t  donc i n d u i t  une norme sur E ; de plus,  deux opérateurs c o e r c i f s  

indu isent  des normes équivalentes. E tant  donné un couple H i l b e r t i e n ,  

on suppose que l ' u n e  de ces normes a é té  cho i s ie  e t  on l a  no te  1 1 .  
Faisons deux remarques à propos de c e t t e  norme : 

1) E l l e  e s t  moins f i n e  que l a  norme i n i t i a l e  ; en e f f e t ,  s i  

e l l e  e s t  d é f i n i e  i3 l ' a i d e  d'un opérateur A, on a : 

2) On montre q u ' i l  e x i s t e  une constante K > O t e l l e  que pour 

t o u t  opérateur, symétrique B de IE, on a i t  : 



I n te rp ré ta t i ons .  

Il r é s u l t e  de 2) que : 

. Toute forme 1  i n é a i r e  = @ ( x l ,  a ) ,  où x '  e s t  un élément quelconque 

de El, e s t  cont inue pour l a  norme H i l be r t i enne  de E. 

. S i  F e s t  un au t re  couple H i l be r t i en ,  pour t o u t  morphisme (u,ul) de 

IE dans F ,  u  e s t  con t i nu  s i  on muni t  E e t  F de l eu rs  normes \ 

Hi1 bert iennes. 

Citons, en f i n ,  quelques r é s u l t a t s  : 

Propos i t ion  1 . -  

Tout opérateur qu i  e s t ,  à l a  f o i s ,  p o s i t i f  e t  i nve rs ib le ,  e s t  

coe rc i f .  

Propos i t ion  2 . -  

Tout f a c t e u r  d i r e c t  d 'un couple H i l b e r t i e n  e s t  H i l be r t i en .  

Propos i t ion  3 . -  

Tout p r o d u i t  ( f i n i )  de couples H i l b e r t i e n s  e s t  H i l be r t i en .  



§ 5 - APPLICATIONS DIFFERENTIABLES AU SENS DES COUPLES. 

Définition.- 

Soient IE = (E,E' ,<a),  IF = (F,F1 ,Y) deux couples, n un ouvert 

de E et f une application de n dans F ; on dit que f est de 

classe cn, relativement aux couples IE et IF, si on a : 

i) f est de la classe cn relativement aux espaces de Banach 

E e t F ;  

ii) Il existe une application D'f, de n dans L(F1 ,E' ) ,  qui 

soit de $lasse cn-' et telle que 6f (x) = (Df (x )  ,D1f (x)) soit dans 

L , I F  pour tout x dans a. 

On obtient donc une application, qu'on note 6f, de dans 
n- 1 L E  , IF) qui est de classe C . En particulier, on a : 

Si n 3 2, 1 'application DD'f est à valeurs dans L(E,L(F1 , E N ) )  

qui s'identifie à L2(F1 x E , E 1 ) .  

Cas particulier : 

Si IF= W ,  L m ,  E') s'identifie à E1,D'f est alors à valeurs 

dans E' ; par conséquent, DD'f devient à valeurs dans L(E,E1). On 

vérifie, facilement, que DD'f (x) est symétrique pour tout x dans n ; 

d'où, finalement, on déduit que DD'f est à valeurs dans Ls@). 



On montre que, pratiquement, tous les  résul tats  connus : composées ... 
théorème des fonctions impl ic i  tes ,  pour l e s  appl ications différentiables 

au sens des espaces de Banach restent valables pour cel les  qui l e  sont au 

sens des couples. 

On va en c i t e r  quelques uns qui nous ont été  ut i les  : 

Proposition 1.- 

Soient I E ,  IF e t  G t ro is  couples. Soient n un ouvert de E ,  

w un ouvert de F,  f une application de n dans F e t  g une appli- 

cation de w dans G t e l s  que w 3 f ( n ) .  Si f e s t  de classe cn re- 

lativement à JE e t  I F ,  g de classe cn relativement à IF e t  6 alors  

l 'application h = g O f e s t  de classe cn relativement à iE e t  6, 

e t  on a : 

Proposition 2.- 

Soient IE , F I  ,. . . ,F des couples. Si f = ( f l  ,. . . , f n )  e s t  n 
une application d ' u n  ouvert n de E dans FI x ... x Fn , alors f 

e s t  de classe cn relativement à E e t  IFl x ... xIFn s i  e t  seulement 

s i  chaque fi l ' e s t  relativement à iE e t  IFi . Dans ces conditions, 

on a : 



P r o p o s i t i o n  3 . -  

S o i e n t  IE e t  IF deux couples ; n un o u v e r t  de E e t  a  un p o i n t  

de n. S o i t  f une a p p l i c a t i o n ,  de c l a s s e  cn r e l a t i v e m e n t  à IE e t  IF, 

de n dans F. A l o r s ,  s i  l e  morphisme 6f (a)  admet une sec t ion ,  il 

e x i s t e  un vo is inage  no de a  i n c l u s  dans n, il e x i s t e  un v o i s i n a g e  

w de 1  ' o r i g i n e  dans Ker Df(a)  e t  il e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  g  de w 

dans E, de c l a s s e  cn r e l a t i v e m e n t  à K e r  s f ( a )  e t  IE, t e l l e  que : 

i i )  g  e s t  u n e b i j e c t i o n d e  w s u r  { x ~ a ~ l f ( x )  = f ( a ) l  ; 

6g(0) e s t  l e  morphisme d ' i n c l u s i o n  de K e r  6 f ( a )  dans IE. 



CHAPITRE 1 

1 

UN THEOREME DE COERCIVTE. 

Soient E = (E,E1 ,@), IF = (F,F1 ,Y )  deux couples Hilbertiens. 

Soient x' = (xi, ..., xn) une famille d'éléments de E' et U = (u,ul) 

un morphisme de E dans IF ; posons : 

Définition.- 

Soient a > O, A = ( A , , .  . .,A,) une famille d'opérateurs symétrique 

de IE et B une application bilinéaire continue de F '  x E dans El. 

On dira que la famille (A,B) vérifie la condition s;(x',u) si on a : 

- 
et que la famille A vérifie la condition S:(x1 ,U) si on a : 



Lemme 1 . - 
On suppose que U admet une section (v,vl). Soient x' une 

famille d'éléments de E t ,  A une famille d'opérateurs de 1E et B une 

application bilinéaire de F i  x E dans El. Si on pose X' = (Xi, ..., Xn) 
'L % 'L 

et A = (A ,  ,. . . ,An) avec : 

alors i l  y a équivalence entre : 

(i) La famille (A,B) vérifie une condition S;(X' ,U) ; 

% rV 
(ii) La famille A vérifie une condition s:(x',U). 

Preuve : 

Notons d'abord que E0(X1 ,U) = E,(x' ,U). En effet, cela résulte 

de : 

' d x  E Ker u , b  i E 11 ,..., n}, 

(i) entraîne (ii). 
a 

Supposons qu'une famille (A,B) vérifie une condition (sO0) 
et soit x E EO(Xi ,U) fixé. I l  existe alors un point ( ~ , y ' )  E Cn x F '  

vérifiant : 

(1) C X~ + 1 IY' I I  = 1 et C xix; = u'y' ; 
1 1 



On t i r e  de (1 )  que : 

( 3 )  y '  = v ' u ' y '  = 1 xivlx; 
i 

e t  a l o r s  : 

y, Aix/  = 1 A. (x ! -u 'v 'x ! )  = 1 A . X 1  - u t  1 Aivlx; = 1 xix; - u ' y '  = 0 ; 
i i l l  i i i  i i 

A ne pouvant ê t r e  nul ,  car  sinon y '  l e  s e r a i t  aussi  (d 'aprgs 

(3)),ce qu i  n ' e s t  pas poss ib le  d 'après (1 )  ; posons : 

y e s t  a l o r s  dans A ( X ' )  e t  v é r i f i e  : 

'b 1 A ~ ~ A ~ x , x )  = 1 u i ~ ( ~ i ~ - ~ ( ~ ' ~ j , ~ ) , ~ )  = 1 V ~ O ( A ~ X > X )  - "B(C y i ~ t ~ ; ' ~ ) y ~ )  
1 i i 1 

?1 
x  é t a n t  a r b i t r a i r e  dans E0(X1,U), on a  donc montré que l a  f a m i l l e  A  

7Y 
v é r i f i e  l a  cond i t i on  sO0(x' .U). 

( i i )  en t ra îne ( i ) .  
2> 7 

Supposons que l a  f a m i l l e  A  v é r i f i e  l a  cond i t i on  s ~ ~ ( x ' , u )  

e t  s o i t  x  E EO(xl,U) f i x é .  11 e x i s t e  un p o i n t  I.I E Cn v é r i f i a n t  : 



Posons : 

a l o r s  l e  couple ( x , y l )  e s t  dans A ( x ' , u )  e t  v é r i f i e  : 

x é t a n t  a r b i t r a i r e  dans E0(x1,U),  on en conclut  que (A,B) v é r i f i e  l a  

condit ion S;(X' ,U) avec a = 
0 . . 

1 + Max1 ( v ' x ;  1 1  
i  

Cas p a r t i c u l i e r  ( toujours  dans l 'hypothèse que U a h e t  une 

sect ion ( v , ~ ' ) )  : 

Faisons n  = 1 .  Dans c e  cas ,  l a  famil le  A e s t  r édu i t e  il un  

seul opérateur symétrique A, e t  x '  à un seul point  x; de E l .  Sup- 

posons qu'une famil le  (A,B) v é r i f i e  une condit ion S;O(X' ,U) ; a l o r s  l e  

po in t  y '  = 
1 . v k . x '  correspond à tous l e s  x  de EO(x',U) par 

l +  1 I V '  . x l  1 1 

D'autre p a r t ,  E0(x1 , U )  e s t  Ker u t ou t  e n t i e r  : 



v x  e Ker u, @(xl ,x)  = 0 (u1y ' , x )  = y(y l ,ux)  = 0. 

a. Donc, f inalement,  l a  cond i t ion  So (x l ,U) s ' é c r i t  : 

2> % 

x  . Ker u, @(Ax,x) 3 a o l x 2  , où on a  posé A = A - ~ ( y ' , . )  

ce qu i  n ' e s t  au t re  chose que l a  c o e r c i v i t é  de @ ( A . ,  .) sur l e  sous-espace 

v e c t o r i e l  Ker u. Il e s t  c lassique qu'on peut  a l o r s  t rouver un nombre 
2> 

s t r ic tement  p o s i t i f  a e t  un voisinage de A t e l  que t o u t  opérateur dans 

ce vois inage s o i t  c o e r c i f  sur Ker u, e t  même sur t o u t  un épaississement 

EV(U), pour un c e r t a i n  v > O, de Ker u, avec un c o e f f i c i e n t  de coer- 

c i v i t é  au p l u s  égal à a. Par c o n t i n u i t é  de l ' a p p l i c a t i o n  qu i  à une f a -  

x x rV 
m i l l e  (A ,B ) associe l ' opé ra teu r  A' = A' - B ~ ( ~ ' , * ) ,  on peut  donc 

t rouver  un vois inage de (A,B) t e l  que tou te  aut re  f am i l l e  dans ce v o i s i -  

nage v é r i f i e  l a  cond i t i on  S;(X' ,u). 

Le théorème q u i  va su iv re  e s t  une géné ra l i sa t i on  de ce r é s u l t a t  

avec une hypothèse moins f o r t e  sur U. 

Théorème 1 .- 
On suppose que U admet une quasi-sect ion ; s i  une f a m i l l e  

(A,B) v é r i f i e  l a  cond i t i on  S;O(X' ,U) pour un c e r t a i n  a. > O, a l o r s  

il e x i s t e  deux nombres, s t r i c tement  p o s i t i f s  a  e t  V, il e x i s t e  un 

X X voisinage de (A,B) t e l s  que tou te  f a m i l l e  (A ,B ) dans ce voisinage, 

v é r i f i e  l a  cond i t i on  S;(X' ,U). 



Remarque : 

L'hypothèse "U admet une quasi-sect ion" sera automatiquement 

v é r i f i é e  s i  F e s t  de dimension f i n i e  ( v o i r  [5]) ou s i  U admet une 

sect ion.  

On va a v o i r  besoin, pour démontrer ce théor&me, d ' un  lemme d'ap- 

proximat ion qu'on va commencer par  énoncer e t  admettre momentanément : 

Lemme 2.- 

On suppose que U admet une quasi-section. Alors, pour t o u t  

E > O il e x i s t e  un vo > O t e l  qu'on a i t  : 

Démonstration du théorème (par 2 'absurde) : 

Supposons que l ' a f f i r m a t i o n  du théorème s o i t  fausse e t  so ien t  

m m 
(a )m (Y ),,, e t  ( p m m  t r o i s  su i t es  de nombres toutes décroissantes 

vers zéro ; alors ,  pour t o u t  rn, il e x i s t e  un p o i n t  xm de E e t  une 

m m f a m i l l e  (A ,B ) v é r i f i a n t  : 

( i )  m 2 1, xm r Evm(xl,U) e t  l xml  = 1 ; 

m .  ( i i )  ' d m  2 1 ,  Svp I I A ~  - Ail l  r pm , / / B "  - B I /  r P y 

1 

m m  m m 
e t  ( i i i )  b' m 2 1, b'(h,y ' )  E A(x' ,U),  1 A ~ @ ( A ~ x  ,Y ) - ~ ( ~ ~ ( y ' ~ , x ' ) , x ~ )  < o . 

i 



( i )  associé au lemme nous assure que l a  d istance de xm à Eo(x',U) 

tend vers zéro quand m tend vers 1 ' i n f i n i  ; on peut donc t rouver  une 

s u i t e  (x:), de Eo(xl,U) t e l l e  que lxm - xB/  tende vers zéro quand 

m tend vers l ' i n f i n i .  

C( 

La fam i l l e  (A,B) v é r i f i a n t  s,O(X',U), pour t o u t  m, il 

e x i s t e  un p o i n t  (hm,ylm) de h(xl,U), associé à XE , v é r i f i a n t  : 

S o i t  yO > O t e l  que pour t o u t  opérateur symétrique C de 1E 

on a i t  : 

Y x, Y e E, I b (C .x ,~ ) l  c y0I I C I  11x1 [ Y / .  L§ 4, ch. 01 . 
* 

S i  pour t o u t  m ef l  , on é c r i t  : 

il v i e n t  : 





es t  fermé pour ce t te  même norme ; é t an t  de codimention f in ie ,  tous ses sup- 

pl émentaires algébriques en sont aussi supplémentaires topologiques [tou- 

jours pour la  nonne Hilbertienne]. 

Choisissons en un,  so i t  H. Supposons qu'il  existe un  E > O 
O 

tel que l e  lemme ne so i t  pas vérif ié  e t  so i t  ( v ~ ) , , , ~ ,  une sui te  de nom- 

bres réels  décroissante vers zéro. Alors : 

Si pour tout m ,  xm s ' é c r i t  : 

alors la sui te  h m m  e s t  bornée dans H car la  suite x )  l ' e s t  dans 

E (E étant somme directe topologique de G e t  H ,  la projection de E 

sur H e s t  continue). H étant de dimension f in i e ,  i l  existe une sous- 

suite, qu'on supposera égale à 1 ' in i t ia le ,  convergeant vers un  point h 

de H. Si on pose : 

alors les  x: sont dans Eo. En e f fe t  : 

m k i  P <l, ..., n l ,  m P N*, @(x/,x0) = @(x/ ,h )  = lim m ( x i , h  ) 
k 

* k  = lim @ ( x ; , x k )  , l i m v k  = O k c N  ,X C E  k] 
k k v 



On devrait  donc avoir  : 

m m V ~ E N * ,  E O < ~ ( X " ' , E ~ )  s I X  - x O I  

a lo r s  que 

ce  qui n ' e s t  pas possible ; d'où l e  r é s u l t a t  dans ce cas. 

A 

Deux2me étape ( C a  généhae) : 

Le morphisme U admettant une quasi-section ( s , s l  ) ,  l e  sous- 

objet  Ker (u ,u l )  e s t  un fac teur  d i rec t  de I E ,  donc e s t  Hilbertien ; 

appliquant l e  r é su l t a t  de la première étape à IKer(u,ul), i l  vient : 

( 1 )  t/ E '  > 0, =( - V I  > 0,  5 E Ker u, 

- 
Sup Q(x; ,s )  6 v '  151, E Ker u ,  Sup @(x;,c0) c O 
i i 

IE e t  IF étant Hilbertiens, s e s t  continue pour l e s  normes 

Hi1 bertiennes. 

On notera par Isl l a  norme correspondante de S. 

Les formes l inéai res  ~ ( x ; , . )  é t an t  continues pour l e s  normes 

hilbert iennes,  i l  exis te  y > O tel  que 

V i E {I,Z , . . . , n l ,  V X E E ,  I @ ( x \ , x ) ~  s ~ 1 x 1  [§ 4 ,  ch. O]. 



Soient  E > O quelconque, E '  > O v é r i f i a n t  : 

e t  v '  > O un nombre associé à E '  par  (1 )  ; s o i t  x  un p o i n t  de 

EV(x '  ,U). Le p o i n t  5  = x  - su.x e s t  dans Ker u  ; en e f f e t  : 

D 'aut re  pa r t ,  on a  : 

r y l 5 - x l  + ~ 1 x 1  (x E EV) 

s y l s l v l x l  + V I X !  (grâce à ( 3 ) )  

e t  de 1x1 - 151 r v l s l  1x1 il v i e n t  : 

b' i s Il ,..., n l  Q ( x / , ~ )  r v . 1 + ~ 1 ~ 1  / C l  
1 - v l s l  

s i  v v é r i f i e  : 



5 sera dans (Ker u ) ~ ,  s i  v vérif ie  en plus : 

Supposons donc v suffisamment pe t i t  pour avoir à l a  fo i s  (4) 

e t  ( 5 )  ; alors à 5 on peut associer, par ( l ) ,  un 5, dans 

(Ker U ) ~ ( X ' )  = E o ( x l , U )  vérifiant : 

11 vient alors  de 

e t  s i  v e s t  choisi te l  que l 'on a i t  (en plus de (4 )  e t  de ( 5 ) )  

On a ,  grâce à ( 2 )  : 

d'où l e  lemme. i 



CHAPITRE II 

UNE CONDITION SUFFISANTE POUR UN OPTIMUM DE PARETO. 

So ient  IE = (E,E1,o) e t  IF = (F,F1 , Y )  deux couples H i l be r t i ens .  

So ient  n un ouver t  de E, f une a p p l i c a t i o n  de n dans F de c lasse 

c2 re la t ivement  à IE e t  IF ; s o i t  J  une app l i ca t i on  de n dans 

qu'on suppose de c lasse c2 re la t ivement  à IE. On a a l o r s  l e  

Théorème 2. - 
S o i t  a un p o i n t  de n t e l  que l e s  cond i t ions  suivantes sont 

v é r i f i é e s  : 

( H l )  Im Df(a) e s t  fermé e t  de codimension f i n i e  ; 

(H2) Le morphisme 6f(a)  admet une quasi-sect ion ; 

(H3) I l  e x i s t e  a, > O v é r i f i a n t  

- 
(;O) : Y x s Ker Df(a), é(DIJ(a),x) r O, 31 A s C, =/ y '  c F '  

1 l y ' l  1 + 1 Ai = 1, 1 AiDIJi(a) = D 1 f ( a ) . y '  
i i 

A l o r s  a e s t  un optimum s t r i c t ,  l o c a l ,  de J sur 

n f (a )  = {x E n l f ( x )  = f (a ) ) .  



Remarque : La condition (HZ) e s t  équivalente à l 'existence d'une 

section pour l e  morphisme, de E dans lïm s f ( a ) ,  qui fac tor ise  s f ( a ) .  

La d6monstration du théoreme e s t  divisée en deux par t ies  : 

dans l a  preniiere par t ie ,  l e  théorème e s t  démontrée dans l e  cas où F e s t  

de dimension f i n i e  ; dans l a  deuxieme pa r t i e ,  on ramène l e  cas général a 

ce  cas pa r t i cu l i e r  en u t i l i s a n t  un paramétrage. 

Le r é su l t a t  suivant e s t  u t i l i s é  plusieurs f o i s  : 

pour tout  couple (X,Y) où X = (XI ,... ,Xn)  FR^ e t  Y = ( Y I , . . . , Y r )  

on a : 

où A; designera, pour tous n ,  r F N , l e  compact h , u ) ~ ~ n ~ r  ++ifuj1 = 11. - R 1 

Preuve du théorème : 

Phemiëhe éiape : F de dimension f i n i e  r .  

Quitte à u t i l i s e r  un cL-di f fé~mor~hisme ent re  F e t  R-  e t  des t rans la-  

t ions  sur l e s  applications e t  l a  variable,  on va supposer qu'on e s t  dans 

l e  cas spécial où : 

 es D1fk(0)  s ' i d e n t i f i e n t  à des points de E '  e t  l a  condition 

(sa') s ' é c r i t  : 



Posons : 

D'après l e  théorème 1 [ch. 17, il e x i s t e  des nombres s t r ic tement  

p o s i t i f s  p, v e t  a t e l s  que, pour tou te  f am i l l e  (A,B) v é r i f i a n t  : 

(*) 1 ( A  - DD1J(O) ( 1 = Max ( (Ai - DD' Ji(0) 1 1  6 Q 
i 

on a i t  

Posons 

nv = Ix E a 1 Max ca(DtJi(O),x) s ~ 1 x 1 ,  Max Io (D1fk(0) ,x ) l  r v l x I 3 .  
i k 

n se trouve p a r t i t i o n n é  en deux p a r t i e s  aV e t  n \ av , on va montrer l a  

conclusion, séparément, sur  chacune : 

2 Sur av : J e t  f é t a n t  de c lasse C , re la t ivement  aux couples, - 
on peut é c r i r e ,  en développant à 1 'o rdre  2 avec r e s t e  i n t é g r a l  : 



où l e s  Ai e t  l e s  Bi sont des app l i ca t i ons  cont inues valeurs dans 

L,@) v e r i f i a n t  : 

V i c {l, ... , n i ,  Ai(0) = DDIJi(0) e t  k c {l. ..., rl, Bk(0) = DD1fk(0). 

S o i t  VI un vois inage de l ' o r i g i n e  dans E t e l  que pour t o u t  x dans 

n n Vl l a  f a m i l l e  (A(x),B(x)) v é r i f i e  (*) e t  donc l a  cond i t i on  ($1. 

On a a l o r s  en p a r t i c u l i e r  : 

Ce qu i  s ' é c r i t  de façon équivalente : 

O r ,  pour (h.p) de A ~ ( D ' J ( o ) , D ~ ~ ( o ) ) ,  on a : 

V x F n : 1 him(Ai(x)x,x) + i A ~ ~ ( B ~ ( x ) . x , x )  = 1 " . J ~ ( x )  + pkfk(x)  , 
i i 

d 'au t re  pa r t ,  on s a i t  que pour t o u t  x, on a : 



11 en résu l te ,  sachant que A ~ ( D ' J ( o ) , D ' ~ ( o ) )  e s t  une p a r t i e  de A; , que : 

a 2 V x nv n vl , Max{Jl(x) ,... , ~ , ( x ) , f ~ ( x )  l..... l f,(x)l} 7 1 ~ 1  . 

A lors ,  pour t o u t  x # O dans nf (O) n n, fi V, , on a : 

Sur n \ nV : S o i t  K > O t e l  qu'on a i t  : - 

V X ' E E ' , ~ ' X E E ,  I o ( x 1 , x ) / ~ K I I x 1 l I I x I  [ch.O,§4] .  

En développant 1 ' o rd re  1, avec res te  i n tég ra l ,  l e s  fonct ions Ji e t  fk 

il v i e n t  : 

où l e s  x: e t  l e s  y i  sont des app l i ca t i ons  cont inues à valeurs dans E' 

e t  v é r i f i a n t  : 

i E 1 , .  1 ,  x l ( 0 )  = DIJi(0) ; k E il,. ..,r}, y i ( 0 )  = D1fk(0) .  

v 
Fixons un nombre vos  s t r ic tement  p o s i t i f ,  v é r i f i a n t  : v0 < 

e t  s o i t  a l o r s  V2 un vois inage de 1 ' o r i g i n e  dans E t e l  que : 

S o i t  x un p o i n t  quelconque de V2 n ( a  \ nv)  ; l e  f a i t  q u ' i l  s o i t  



r dans n \ nv nous assure 1 'ex is tence d'un ( h o 0  dans A,, t e l  qu'on 

a i t  : 

e t  s i  on é c r i t  : 

l e  f a i t  q u ' i l  s o i t  dans V2 nous permet de minorer l e  premier terme ; en 

e f f e t  de 

on a r r i v e  à 

< A ~ I J ( x ) >  + <p0 l f ( x )>  3 4 x 1  - ~ ~ ~ ( l l h ~ l l ~  + I l ~ o l l l ) l x l  = ( V  - ~ v ~ ) l x l  > O  

(hoypO)  é tan t  un p o i n t  de A; , cec i  implique que 

e t  cec i  pour t o u t  x dans V 2  f l  (n \ nv ) .  S i  on pose a l o r s  V = VI fl V p  , 

on aura : 



C.Q.F.D. 

Deuxième étape : F est quel conque. 

L'hypothese (Hl) implique 2, ch. O] que le sous-objet Im 6f(a) 

est facteur direct de IF ; soit (p,pl) une projection de F sur ïim 6f(a). 

L'application p O f, qui est à valeurs dans Im Df(O), est alors de clas- 
2 se C , relativement iE et Jin 6f(a), avec : 

D(p o f )  = p o D f  , D1(p o f )  = D'f op'. 

L'hypothese (H2) assure que le sous-objet Ker 6(p O f) (a) = 

Ker 6f (a) est un facteur direct de iE [§ 2, ch. O] , donc est un couple 

Hilbertien [§ 4, ch. 03. On notera par la dualité de ce couple. 

D'autre part, elle assure que la surface de niveau Ypof) (a) = 

Ix ~~lp.f(x) = p.f (a13 est, au voisinage de a, une variété modelée sur 

Ker D(p O f)(a) = Ker Df(a) [O 5, ch. O]. 

Soient donc w un voisinage ouvert de l'origine dans Ker Df(a) 

et C une application de classe c2 relativement L Ker 6[P O q(a) 

et IE telle qu'on ait : 

. 5 est une bijection de w dans 
n(~of 1 (a) vérifiant C(0) = a, 

. . &<(O) = iu,ul) le morphisme d'inclusion de Ker 61p O f] (a) dans 
IE . 

Soit (y;, ...,y,') une base de (Im ~-f(a))O, où r est la co- 

dimension de Im Df(a). nf(a) est l'ensemble des points x, de 

vérifiant : 



Si on pose : 

i l  e s t  c l a i r  que, par construction, i l  y aura équivalence entre les  deux . 
propositions suivantes : 

"J  présente en a un optimum s t r i c t ,  local,  sur n O' 
f (a)  

e t  'L 

"J présente en O un  optimum s t r i c t ,  local,  sur ws(0) " . 
9 

'L 
Les applications ? e t  g, définies sur w ,  étant  de classe 

C* relativement à JKkr sbo f ]  (a )  e t  ( resp.  R r ) ,  on leur applique 

l e  résu l ta t  de la première étape : une condition suffisante pour que J 
'L présente un optimum local en a e s t  qu ' i l  ex is te  un a. > O vér if iant  : 

'L 

(saO) x c Ker Df ( a ) ,  @ ( D I  J ( O )  ,x) É O ,  O ( D ~ Q ( O ) , X )  É O 

s 

Nous allons expl ici ter  ( < O )  e t  vér i f ie r  qu 'e l le  e s t  équiva- 

lente à une condition (sa') pour l e s  applications J e t  f  en a ; 

l e  théorème sera alors  démontré. 



'-b 

Supposons que (sa') soit vérifiée en différentiant J O E en 

O, il  vient 

D'autre part, la dérivée première de g en a est nulle : 

donc 

r Soit ( x , u )  € A n  tel que (1) soit vérifié. O n a  : 

y. xiu'.D8Ji(a) = u'. 1 xiDIJi(a) = O 
i i 

le zéro étant celui de [~er p O ~f (a)] ' = E t h m  D l  (pof)(a) = E'h,,, Dlf 

i l  existe alors un z' dans D,f(a) tel qu'on ait : 

Remarquons que z' est alors borné ; en effet si (s,sl) est la section 

de ~ [ p  O f ) ( a ) ,  on aura : 

Ilzlll = I l s ' .  1 xiDtJi(a)ll s Suplls'.DIJi(a)ll 
1 i 

% 
Q 

la condition (S O )  devient alors : 



% 

(;O) 'd x E Ker Df (a), o(D'S(O) ,x) = b(DiJ(a),u.x) = m(DIJ(a),x) r O 

r - -1 ~A,P) . An ~1 2' E ~ l f ( ~ )  

(1) 1- liD1Ji(a) = D'f (a) .pl .zl 
i 

Fixons un élément x de Ker Df(a) vérifiant (DIJ(a),x) s O 
r et soit (Ayp) E An et z '  E FIjKer Dlf(a) , qui lui sont associés par 

% 

la propriéte (sa'). 

En différentiant D' (J O 5) = D'E O DIJ(() en O, il  vient 

d'où, en utilisant (1) '  : 

En différentiant l'identité : p O f O 5 = p.f(a) sur U, 

i l  vient : 

et en différentiant une seconde fois, il  vient : 

Faisons x = O, on obtient : 



En combinant (1 )  e t  (21, il v i e n t  : 

'L 1 hiDDIJi(0).x = u I . 1  xiDDIJi(a).x - Eu' O DD1f(a)  O u O p l ] . (z ' ,x )  
1 i 

= u '  .I hiDD1 Ji (a) .x - u t  .DD1f (a ) .  ( p ' z '  .x) 
i 

d 'oû  f ina lement  : 

( 3 )  1 hi Q ( D D ~ J ~ ( o ) . X , X )  = 1 lim(DD'~i(a).x,x) - O(DD'f(a).(p' .z l .x),x).  
i i 

D ' a u t r e  par t ,  en d i f f é r e n t i a n t  deux f o i s  Y O f O 6 ,  il v i e n t  : 
Y '  

e t  a l o r s  : 

= 1 u .@(DD1f (a) (y~,u.x l .u .x)  
j 

Posons y '  = p ' . z l  - 1 u j .y j  e t  s o i t  M l a  borne supérieure de 
J 



1 l y '  1 1  quand x  v a r i e  dans Ker D f  (a )  en v é r i f i a n t  @(Du J(a) ,x) c 0. 

x e t  y '  ne pouvant ê t r e  tous l e s  deux nuls ,  posons : 

- 
A = 1 . A  e t  y;= 1 . y ' .  

I I Y '  I I +  pi 
1 

I l y l I I +  Ili 
i 

b de Cn e t  y '  de F '  v é r i f i e n t  : 

I l y ' l l  + C Xi = 1 
1 

1 X i ~ '  J~ (a)  = ~ ' f  (a) .y1 ( l e s  y'. sont dans Ker D 1 f ( a ) )  
i J 

(d 'après (3), ( 4 )  e t  ( I I ) ) .  

Nous avons donc montré que J  e t  f v é r i f i e n t  au p o i n t  a  l a  c o n d i t i o n  

0% 
O 

(sa') avec oo = - . 
1 +M 

Inversement, supposons que J  e t  f v é r i f i e n t  au p o i n t  a  l a  

c o n d i t i o n  (sa') e t  s o i t  x  dans Ker Df(a)  v é r i f i a n t  

Q ( D ~ J ( o ) , ~ )  = @(DIJ(a) ,x) c O ; il ex is te ,  par  hypothèse, un p o i n t  

(h ,y l )  E Cn x F '  v é r i f i a n t  : 



S i  y '  = p ' . ~ '  + P y '  e s t  l a  décomposit ion de y '  comme somne d 'un 
j 

j' j 

élément de Im p '  e t  d 'un élément de Ker D 1 f ( a )  CF' = Im p '  @ Ker ~ ' f ( a ) ]  

a l o r s  A e t  LI = (P,,. . .,pr) ne peuvent ê t r e  tous l e s  deux n u l s  : 

c a r  sinon, de ( i i )  on d é d u i r a i t  que D ' f (a ) .p ' . z l  e s t  nu l  ; c ' e s t - à - d i r e  

z '  n u l  c a r  D'f(a) O p '  = (p O D f ( a ) ) '  e s t  i n j e c t i f .  Ce q u i  n ' e s t  pas 

poss ib le  d 'après ( i ) .  Posons : 

En remontant l e s  c a l c u l s  de l a  première p a r t i e ,  on v o i t  que h e t  

v é r i f i e n t  

'b 
2 

a 0 l x I  . 1 hi @(DDI ~ ~ ( 0 )  .x,x) + 1 LjQ ( D D ' $ ~ ( o )  .x,x) 
1 J 1 X i  + ~ I ~ j l  
(d 'après ( i i )  e t  ( i i i ) .  i J  

S i  on note N l a  borne superieure de 2 1 . I  quand x  v a r i e  dans , '"3 
rl 

'b ?, ?, 

Ker D f (a )  en v e r i f i a n t  @(D'J(O),X) s O, il e s t  c l a i r  que J  e t  g 
n. 

?, v é r i f i e n t  l a  c o n d i t i o n  (sa') avec a  = 2 . 
O l + N  





On suppose que l e s  a p p l i c a t i o n s  G,,. . .,Gn,F1,. .. ,Fr sont  deux 

f o i s  continûment d i f f é r e n t i a b l e s  en l a  seconde var iab le  ; J e t  f sont 

a l o r s  de c lasse cL avec : 

e t  de même 

S i  on met ~ ' ( 1 , l R ~ )  en d u a l i t é  avec lui-même par  l a  forme b i l i n é a i r e  q u i  

a deux p o i n t s  hl e t  h2 de c O ( l $ )  associe 

on o b t i e n t  un couple, qu'on notera i fO(l , lRP), q u i  e s t  H i l b e r t i e n  : l'i- 

d e n t i t é  de cO(l , lRP), é tan t  un opérateur  symétrique b i j e c t i f  e t  p o s i t i f ,  

e s t  un opérateur c o e r c i f  ; l a  norme H i l b e r t i e n n e  de t0(1,RP) e s t  a l o r s  

l a  norme 

Les expressions de DJ(ho).h e t  Df(ho).h montrent que l e s  

a p p l i c a t i o n s  DJ e t  Df se f a c t o r i s e n t  par l e s  app l i ca t ions  D'J e t  



CHAPITRE I I I  

APPLICATIONS . 

Notons par c0(1,IRP) l'espace de Banach des applications conti- 

nues, de 1 = [O, 1J dans  IR^, muni de la norme de la convergence uni- 

forme : 

Soit U un ouvert de IR x IRP . Alors 1 'ensemble des éléments 

h de cO(l,lRP) vérifiant : 

e s t  ouvert. On supposera que cet  ouvert n 'es t  pas vide. Soient G , ,  ..., G n ,  

F,,...,F des applications numériques définies sur U, on cherche a r 

caractériser des points ho de n en lesquels 1 'application 

J = (J1, . . . , Jn)  définie par : 

présente un optimum sur 1 'ensemble nf ( h o )  des éléments h de n 

vérifiant : 



D ' f ,  de n dans cO(l, lRP), d é f i n i e s  par : 

-f 
(où (<,...,ek) e s t  l a  base canonique de IRP . 

1 D'J e t  D ' f  é t a n t  de c lasse C , d'après l 'hypothèse de r é g u l a r i t é  f a i t e  

sur G e t  F, l e s a p p l i c a t i o n s  J e t  f sont de classe c2 r e l a t i v e -  

ment à âO(l,lRP). Il s u f f i t  donc qu'en ho l a  cond i t i on  s u f f i s a n t e  s o i t  

v é r i f i é e .  En d i f f é r e n t i a n t  D 'J  e t  D ' f ,  il v i e n t  : 

où, pour t o u t  t de 1  e t  t o u t  ho de fi, ai( t ,ho(t))  e s t  l ' o p é r a t e u r  
2 a G~ 

symétrique de JRP dont l a  matr ice a  pour terme général - axkaxQ ( t , h o ( t ) )  ; 

e t  de même 

où, pour t o u t  t de 1 e t  t o u t  ho de n, b . ( t ,ho ( t ) )  e s t  l ' o p é r a t e u r  
J 

0 

aLGi 
symétrique de  IR^ dont l a  mat r i ce  a  pour terme général - axkaxe ( t , h o ( t ) ) .  

S o i t  ho un p o i n t  de n  ; posons : 



La c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e ,  en ho , s ' é c r i t  a l o r s  : 

Dans l e  cas d 'une f o n c t i o n n e l l e  s c a l a i r e  (n = l ) ,  on a  l e  

r é s u l t a t  c l ass ique  s u i v a n t  : "pour  qu'une a p p l i c a t i o n  con t i nue  a, de 

1 dans 1  'ensemble des opérateurs  symétr iques de R ~ ,  s o i t  t e l l e  q u ' i l  

e x i s t e  un nombre a > O v é r i f i a n t  : 

il e s t  nécessaire e t  s u f f i s a n t  que, pour t o u t  t de 1, 1  ' opé ra teu r  

a ( t )  s o i t  d é f i n i  p o s i t i f " .  

Le r é s u l t a t  q u i  va s u i v r e  en e s t  une g é n é r a l i s a t i o n  : 



Théorème 3.- 

Pour que l a  cond i t i on  (H3) s o i t  v é r i f i é e ,  il e s t  nécessaire e t  

s u f f i s a n t  q u ' i l  e x i s t e  un ( x , ~ )  dans A(K,L) t e l  qu'on a i t  : 

Démonstration : 

. La cond i t i on  e s t  suf f isante : en e f fe t ,  s i  e l l e  e s t  v é r i f i é e ,  ........................... 
grâce A l a  compacité de 1 e t  de l a  sphère u n i t é  de IRp, il ex is te ra  

un nombre a. > O t e l  qu'on a i t  : 

e t  1  'opérateur,  de I ~ ~ ( I , R ~ ) ,  q u i  a h élément de c0(1,RP) associe 

L 
sera c o e r c i f  ; cond i t i on  p l u s  f o r t e  que l a  cond i t i on  (H3). 

. La cond i t i on  e s t  nécessaire : Notons par W 1  'or thogonal ,  

dans lRn x IRr, du sous-espace v e c t o r i e l  

e t  cont inuons à no te r  par Cn l e  cône convexe e t  fermé Cn x { O  IRr} 

de IRn x IRr ; s i  on i n t e r p r è t e  un p o i n t  ( x , ~ )  de IRn x IRr comme une 

forme l i n é a i r e  sur  IRn xlRr , a l o r s  h(K,L) e s t  exactement 1  'ensemble des 



formes l i néa i res ,  sur  lRn xlRr, normalisées par  1 lhi l  + l u j \  = 1 
i J 

qu i  sont négat ives ou n u l l e s  sur W - Cn ; en e f f e t ,  on a  : 

e t  n ( K , L )  e s t  l 'ensemble des éléments, normalisés, de V 
C: . 

Si  (A,u) e s t  un p o i n t  de A ( K , L )  t e l  que l a  cond i t ion  (NI) 

s o i t  v é r i f i é e ,  a l o r s  ( 1 , ~ )  e s t  une forme l i n é a i r e  négat ive ou n u l l e  

sur W - Cn , s t r i c temen t  p o s i t i v e  sur l e  compact 

donc sur son enveloppe convexe r ; il en r é s u l t e  que, globalement, r 

a  une i n t e r s e c t i o n  v ide  avec W - Cn. Inversement, s i  c e t t e  derniere 

cond i t i on  e s t  v é r i f i é e ,  r é tan t  compact, car  enveloppe convexe d 'un 

compact, e t  W - Cn é t a n t  convexe e t  fermé, on pourra l e s  séparer 

s t r i c tement  pa r  une forme l i n é a i r e  de IR" xRr : c 'es t -à -d i re  q u ' i l  

ex i s te ra  un p o i n t  ( x , ~ )  de I R ~ X  lRr e t  un nombre r é e l  8 v é r i f i a n t  : 

W - Cn é tan t  un cône de sommet l ' o r i g i n e ,  on déduira de ( i ) ,  d'une pa r t ,  

que B e s t  s t r i c tement  p o s i t i f ,  e t  d ' au t re  pa r t ,  que ( x , ~ )  e s t  une 



forme l i n é a i r e  négat ive ou n u l l e  sur W - Cn ; en normal isant  (x,~), 

on about i ra  à un p o i n t  de A(K,L) qu i  v é r i f i e  a  f o r t i o r i ,  grâce à ( i i ) ,  

l a  cond i t i on  (NI). 

La démonstration du théorème sera donc terminée s i  on montre 

l e  : 

Lemme.- 

S i  l a  cond i t i on  (H3) e s t  v é r i f i é e  a l o r s  r a  une i n te rsec t i on  

v ide  avec W - Cn. 

Preuve du lemme (par L'absurde) : 

La cond i t i on  (H3) é t a n t  v é r i f i é e ,  il e x i s t e  ( t h .  1 5 1) deux 

nombres a. > O e t  u > O v é r i f i a n t  : 

Supposons que r fl ( W  - Cn) s o i t  non v ide  ; il e x i s t e  a l o r s  

des nombres s t r i c temen t  p o s i t i f s  a,, . S . ,  am v é r i f i a n t  

des p o i n t s  tl ,... ,tm de 1, des vecteurs XI ,. . . .Xi de IRp, de normes 1 

1 2  e t u n v e c t e u r  (W ,W) de W t e l s q u ' o n a i t :  



Soit a un nombre strictement positif ; les ai et les b 
j 

dépendant continûment de t, i l  existe un E > O vérifiant : 

Supposons que la suite tl,. . .,tm se présente de la façon 

suivante : 

tl = t' < t' < ... < t' = t", 1 2  q ( 1  r q r m )  
. . 

où chaque t; se répète mS fois. On subdivise chaque intervalle 

1 n [t;-~,t~+E] en ms sous-intervalles, de même longueur, et on ordonne 

l'ensemble de tous ces interva:les ; on obtient ainsi m intervalles 

Il ,.. . '1, d'intérieurs deux à deux disjoints tels qu'on ait : 



Choisissons des app l i ca t i ons  numériques cont inues 

ûl,...,ûm sur 1  v é r i f i a n t  : 

e t  posons 

A lo rs  h e s t  une app l i ca t i on ,  de norme 1, appartenant à E ; en 

e f f e t  : 

e t  de même 

Il e x i s t e  donc, pa r  hypothèse, au moins un ( lO,pO) de A(K,L) t e l  

qu 'on a i t  : 

1 m 
En m u l t i p l i a n t  tou tes  l e s  i n é g a l i t é s  de (A  ) par  n es(xs)2  e t  en 

m 1 
i n t é g r a n t  sur l e  pavé II IS , il v i e n t  : 

1 



c'est-à-dire finalement : 

1 
(2) i c {1,2, ..., nl W: + Ig(aih/h>dt L o. 

De même, en multipliant les inégalités ( A ~ )  par n eS(xs)' et en intégrant 
S 

sur le pavé : IS . on arrive à : 

Si (A,,,) est un point de A ( K . L ) ,  il vient, d'après (2). 

1 1 
(2' 1 hiWi + 1 hiIo <aihlh>dt L o 1 Ai 

1 i i 

et d'après (3) : 



Additionnant, terme à terme, ( 2 ) '  e t  ( 3 ) ' ,  i l  vient : 

Sachant que, par construction de W ,  on a  : 

e t  que, par définition de A(K,L), on a  : 

i l  vient : 

comparant (1) e t  (4 ) ,  on abouti t  à uo r u ; ceci pour tout a > O ,  ce 

qui n ' e s t  pas possible : a. é tan t  strictement pos i t i f .  

D ' o ù  l e  lemme e t  a lors  l e  théorème. 



Reprenons l a  même fonctionnelle J = ( J I  ,. . . , J n )  de 1 'exemple 1. 

So i t  F = (FI , .  . . ,F ) une application continue définie sur U e t  à 
q 

valeurs dans  IR^ ; notons par wF la fonctionnelle qui à un élément 

h de n associe l 'élément w F ( h )  de c0(1,IR) défini par : 

Dans ce t  exemple, on cherche à caractér iser  des points ho de 

n en lesquels J présenterai t  un optimum local sur 1 'ensemble n ( h o )  
w~ 

des éléments h de n vér i f ian t  : 

Nous allons formuler des hypothèses, sur l e s  données du pro- 

bl  ème, qui assurent 1 es hypothèses du théorème 2 Fh. II]. 

Lemme 1 .- 
Si l 'appl icat ion F e s t  deux f o i s  continûment différentiable 

en la  seconde variable, a lors  wF e s t  de classe C' relativement aux 

couples (~'(1 pP) e t  (EO(l  IR^). 

Preuve : 

11 e s t  bien connu, voir m, que wF e s t  a lors  de classe C 
2 

relativement aux espaces de Banach cO(lJRP) e t  c O ( l p q ) ,  avec 



D2F(t,ho(t)) étant, pour tout t de 1, l'application linéaire de lRP 

aF . 
dans IRq dont la matrice a pour terme général 2 (t,ho(t)) ; j 

axt 
étant 1 'indice ligne. 

Si pour toute application 1 inéaire M, de IRP dans IRq , on 

note par M* sa transposée ; et si ho est un élément quelconque de n, 

il  est clair en intégrant l'identité 

où h est un élément quelconque de CO(I,IR~) et k est un élément 

quelconque de tO(l,Rq). que wF est de classe c2 relativement à 

flO(l,RP) et cO(l,Rq) et que, pour tout k de cO(l,Rq) et tout h 

de n, D1wF(h).k est l'élément de cO(l,lRP) défini par : 

On en déduit alors que, pour tout ho de n, tout h de 

cO(l,lRp) et tout k de cO(I,R~), DD1wF(h0).(k,h) est l'élément de 

CO(I,R~) défini par : 

DZ2Fj(t,ho(t)) étant. pour tout j dans t 1,2 ,..., ql, 
l'endomorphisme de IRP dont la matrice a pour terme général 



On supposera donc, à p a r t i r  de maintenant, que G = (G,,. . . ,Gn) 

e t  F = (FI,.. .,F ) sont deux f o i s  continument d i f f é r e n t i a b l e s  en l a  
q 

seconde var iab le .  

i.mge 2.- 

S o i t  ho un élément de n ; a l o r s  il y a équivalence en t re  : 

(R) . ~ ~ ~ ( h ~ )  = ( D W ~ ( ~ ~ ) , D ' W ~ ( ~ , ) )  admet une sect ion,  

( R ~ )  . Pour t o u t  t de 1, D2F(t,ho(t)) e s t  su r j ec t i ve ,  

( R ~ )  . Il e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  cont inue c, de 1 dans 1(lRqpp), 

v é r i f i a n t  : t E. 1, D2F(t ,ho(t ) )  O ~ ( t )  = 1 
 IR^ ' 

Preuve : 

. (R) ent ra îne (RI) : S o i t  to r 1 e t  Y. r lRq ; 

notons par ko 1 'élément, de cO( l ,Rq) ,  identiquement égal à Yo. 

(R) é t a n t  v é r i f i é e ,  il e x i s t e  un h, élément de cO(l, lRP) t e l  que : 

on a a l o r s  en p a r t i c u l i e r  : 

~ ~ ~ ( t ~ , h ~ ( t ~ ) ) . h ( t ~ )  = Y, , 



c ' e s t  que h ( t o )  e s t  un antécédant de Y, pour D2F( toaho( to) ) .  

. (RI) en t ra îne (R2) : S i  to e s t  un p o i n t  de 1, ( R I )  

é t a n t  v é r i f i é ,  il e x i s t e  co élément de L(IRq,lRP) v é r i f i a n t  : 

L 'app i ca t i on  qu i  à t E 1 associe 1 'endomorphisme de  IR^ 

é t a n t  continue, il e x i s t e  un vois inage V o  de to dans lequel  

D2F(t ,ho(t ) )  o co e s t  i n v e r s i b l e  dans L ( I R ~ ) .  S i  on pose : 

on aura a l o r s  : 

V ~ E V ~  , D2F(t ,ho(t ) )  O c o ( t )  = 1 . 
IR 

S o i t  t, ,. . .,tm des po in t s  de 1 t e l s  que V,,. ..,Vm 

recouvrent  1 e t  s o i t  (e,,...,em) une p a r t i t i o n  de l ' u n i t é  de 1 re -  

la t ivement  (VI,.. . ,Vm) ; posons : 

c  e s t  a l o r s  une a p p l i c a t i o n  cont inue de 1 dans L(lRq,lRP) v é r i f i a n t  : 



d'où ( R 2 ) .  

. ( R 2 )  entraîne ( R )  : Il  e s t  c l a i r  que, s i  c  e s t  une appli- 

cation continue de 1 dans L ~ ~ J F ~ ~ )  vér if iant  : 

' d t e 1 ,  D2F(t,ho(t)) O c ( t )  = hq, 

lemorphisme ( o , o l )  de tO( l ,Rq)  dans U O ( I $ P )  défini par : 

'd k E cO( l ,Rq) ,  'd t E 1, [cJ.~] (t) = ~ ( t ) . k ( t )  

V h cO(I,RP), Y t 1, [ o I . ~ ]  ( t )  = c ( t )* .h ( t )  

e s t  une section pour 6w F(h,). 

Plaçons-nous donc en un point ho  de n en lequel l e s  condi- 

t ions, équivalentes, du lemme 2 sont vérif iées;  pour qu'en ho l a  fonction- 

nelle J présente un optimum local sur s2 , i l  su f f i t ,  qu'en ho , 
F 

la condition (H3) du théorème 2 so i t  vérif iée.  

Notations. 



V V  ER', 

E,, = ( h  t C O ( I , I R ~ )  <KiIh>dt s ~ / / h l / ~ , /  I M ( . ) . h ( . ) / 2  r v l h l 1 2 i  

On a r r ive  a lors  à l a  caractérisation suivante : 

Théorème 4.- 

Pour qu'en ho  la condition (H3) s o i t  vér if iée,  i l  e s t  nécessaire 

e t  suff isant  que s o i t  vérifiée l a  condition : 

(N2).  3 ( h , k )  E A ( K , M )  : t/ t E 1, t/ X E Ker M(t) \ {O} 

1 hi<ai(t).XIX> - 5 k j ( t ) < b j ( t ) . x \ ~ >  > O. 
i  J 

Démon stra  t i  on : 

La condition (H3) s ' é c r i t  : 

I l  e s t  c l a i r  que (N2) e s t  suff isante  pour avoir (H3) ; 

montrons qu 'e l le  e s t  nécessaire. 



Ptremiè~e étape : On va montrer l e  résu l ta t  dans l e  cas spécial 

(auquel on se ramènera dans l e  cas général) où on suppose que pour tout h 

de Eo l'élément k,  qui lui  e s t  associé par (H3), e s t  nul. (H3) 

s ' é c r i t  alors dans ce cas : 

Notons par W 1 'orthogonal dans IR" du sous-espace vectoriel 

e t  par r l'enveloppe convexe du compact 

+ 
= 1 <ai(t)XIX>ej , t E 1, X E Ker M ( t )  e t  11x1 1 = 1 ) .  

1 

Il e s t  c l a i r ,  en répétant l e  raisonnement de l'exemple 1 ,  que 

(N2) e s t  équivalente à r fi ( W  - C n )  = 0. Le lemme suivant démontre que 

(H3) entraîne (N2) : 

Lemme 2.- 

Pour que (H3) so i t  vér if iée,  i l  e s t  nécessaire que r a i t  une 

intersection vide avec W - C n .  

Preuve (par l 'absurde) : 

La condition (H3) étant  vér if iée,  i l  exis te  d'aprgs l e  théorème 1 

ph. 11 deux nombres no > O e t  v > O vér i f ian t  : 

l 
1 2 V h E E y ,  3 A L A ( K )  = { A  E hn 1 hi .Ki  = O ,  hijo<aihlh>dt 1 oo /  l h /  l 2  . 

1 



Supposons que r n (W - Cn) # 0 ; il e x i s t e  a l o r s  des nombres 

ci1 > O ,..., a, > O v é r i f i a n t  1 ciS = 1, des p o i n t s  tl .... ,tm de 1, 
S 

des vecteurs XI c Ker M(tl),. ..,Km E Ker M(tm), de norme 1 e t  un vecteur 

W dans W t e l  qu'on a i t  : 

S o i t  a > O ; l e s  ai é tan t  continues, il e x i s t e  E > O 

s u f f  isamment p e t i t  pour a v o i r  : 

Y i  E il ,..., n i .  Wi + ~ a s ~ a i ( x s ) . ~ s ( ~ s > < o  
S 

Q u i t t e  à subd iv iser  chaque i n t e r v a l l e  1 il [tS-c, tS+~J en mS sous- in terva l le  

de même longueur, s i  l e  p o i n t  ts se répete mS f o i s  dans l a  s u i t e  

{tl ,. . . ,tm3,  on peu t  t r ouve r  m i n t e r v a l l e s  Il,. . . ,I, d ' i n t é r i e u r s  deux-à- 
m 

deux d i s j o i n t s ,  V 1, de mesure au p lus  égale à 2 m ~  e t  t e l s  qu'on a i t  : 
s= 1 

v (xl ,..., x ) G I 1 x  ... 1 
m 1 : . ( A  ) : i E {l, ..., n i ,  Wi + ~<ai(xs).XS\Xs> < ci 

S 

2 A : Y s  E il, ..., m l ,  M ( X ~ ) . X ~  r v 

Choisissons des a p p l i c a t i o n s  numériques el, ..., 8, continues sur 

1 e t  v é r i f i a n t  : 



e t  posons 

Alors h e s t  un élément, de norme 1 ,  de Ev : l a  vérification 

du f a i t  que h e s t  de norme 1 e t  qu ' i l  vér i f ie  : 

1 
SUP j 2 q h > d t  V J  

i  

é tant  exactement l a  même qu'à l'exemple 1 ,  seul reste  à vér i f ie r  qu'on a : 

h é tant  à support inclus dans U Is , i l  vient 
s 

(d'après ( A ~ ) )  

C.Q.F.D. 

I l  exis te  donc, par hypothèse, au moins un x0  dans n(K) 

te l  qu'on a i t  : 

1 D'autre part,  en multipliant toutes les  inégal i tés  de (A ) 

par n eS(xs)' e t  en intégrant sur n I s  , i l  vient : 
s s 



e t  a l o r s  : 

Comparant ( 1 )  e t  (21, on a b o u t i t  à a. a a  OU a e s t  a r b i t r a i r e  e t  a. > O ; 

ce q u i  e s t  absurde. 

Deuxième é&pe ( C a  g 6 n é d )  : S i  (1, k )  e s t  un p o i n t  de 

A(K,M) associé l 'é lément  h de Eo , 1 e t  k sont alors  l i é s  par  : 

S i  on pose : 

on aura : 



D'après l e  lemme 1 du c h a p i t r e  1, l a  cond i t i on  (H3) sera équivalente à : 

(H3). 3 9 > 0 ,  v ~ E c O ( I , I R P ) ,  M ( . ) . ~ ( . ) E o  e t  

La cond i t ion  ($3) é t a n t  v é r i f i é e ,  on app l ique l e  r é s u l t a t  de l a  premiere 

étape : il e x i s t e  donc un p o i n t  x0 E n(K) t e l  qu 'on a i t  : 

O O En posant kO = 1 A ? * . K ~  e t  en normal isant  ( A  ,k ) ,  on a b o u t i t  à un 
i 

p o i n t  de A(K,M) qu i  v é r i f i e  (NZ), grâce (3). 



1 ~otons par C (l,lRP) 1 'espace de Banach des applications continû- 

ment différeptiables de 1 dans  IR^ ; la norme étant définie par : 

Soit U un ouvert de lRxJRPxIRP ; alors 1 'ensemble n des élé- 
1 ments h de C (1,lRP) vérifiant : 

est ouvert ; on supposera que cet ouvert n'est pas vide. 

Soient G1,...,Gn,F,,...,Fr des applications numériques continues 

définies sur U ; on cherche à caractériser des points ho de n en les- 

quels la fonctionnelle J définie par : 

présenterait un optimum local sur 1 'ensemble nf(ho) des éléments h de 

n vérifiant : 

Supposons que les Gi et les F sont deux fois continûment 
j 

différentiables en les deux dernières variables ; alors les fonctionnelles 

J et f sont de classe c2 avec : 



Intégrons par par t ies ,  i l  vient : 

1 On va décrire un couple Hilbertien lE = (C ( l , I R P ) , ~ '  ,a )  r e l a t i -  

vement auquel l e s  applications J e t  f  seront de classe cL : 

Soit E l  l e  quotient de lRP x lRP x C O ( I J R ~ )  par l e  sous-espace 

vectoriel fermé C ( X , - X , X ) , X  E lRp}, muni de la  norme quotient. La forme 

bi l inéaire  @, qui l'élément ( p , ~ , q ; h )  de E' x E associe l e  réel 

e s t  continue e t  )met E l  e t  E en dual i  t é  séparante (d'après l e  lemme fon- 

damental du calcul des variations de Dubois Raymond) ; on notera par 
1 

ê (l,IRP) l e  couple ainsi construit .  I l  e s t  a i s é  de vér i f ie r  que l 'opéra- 

teur ,  qui à h E E associe l161ément ( ~ ) h ( l ) h  de E l ,  e s t  



1 symétrique b i j ec t i f  e t  posi t i f  ; l e  couple t ( l ,RP) e s t  donc Hilbertien, 

l a  norme Hilbertienne correspondante e s t  déf inie  par : 

Les expressions des DJi(ho).h e t  des Df . ( h  ).h montrent que 
J 0 

l e s  applications DJ1 ,. . . ,DJn,Dfl ,. . . ,Df se factor isent  par l es  appl ica- r 
tions D'J ,,..., D'J,,D1f ,,..., D'f de n dans E ' ,  définies par : r '  

G 1 , .  . . ,Gn,F1 ,. . .,F étant  supposées deux foix continûment différentiables r  

en deux dernières variables, l e s  applications D' J ,  ,. .. ,DIJn,D'fl ,. . . ,D'f r 
sont de classe C I  de n dans El ; c ' e s t  que J e t  f  sont de clas- 

1 se c2 relativement à L (l,lRP) ; on en déduit que : 



Les conditions d'application du théoreme ? étant  vér if iées ,  on en 

déduit que pour que J présente en ho  de n u n  optimum local i l  e s t  

suff isant  que l a  condition (H3) s o i t  vér if iée.  Fixons un point ho de n 

e t  introduisons l e s  notations suivantes : 

a L G i  
V i  c ( I , ~ ,  .... ni ,  t c i a i ( t )  = D 3 v 3 G i ( t , h O ( t ) , h A ( t ) )  = (-( tYho(t) ,hA(t))  aYsaYL 

on a  a lors  l e  



Théorème 5. - 

Pour qu'en ho l a  cond i t i on  (H3) s o i t  v é r i f i é e  il e s t  nécessaire 

que s o i t  v é r i f i é e  l a  c o n d i t i o n  (N3) suivante : 

~glp~;yrl$j;n : 

Notons par  W l ' o r t hogona l  dans lRn xIRr du sous-espace vec to r i e l  

e t  par  r 1 'enveloppe convexe du compact 

(N3) é tan t  équivalente à r F1 (W - Cn) = 0, l e  lemme su ivant  démontre l ' i m -  

p l i c a t i o n  (H3) => (N3) : 

Lemme. - 

Pour que (H3) s o i t  v é r i f i é e ,  il e s t  nécessaire que r a i t  une 

i n t e r s e c t i o n  v ide avec W - Cn. 

Preuve du lemme : 

I l  e s t  a i s é  de v é r i f i e r ,  grâce à une i n t é g r a t i o n  par p a r t i e s  e t  

en remarquant que 1 'endomorphisme, de IRp, D3ZGi(t,ho(t) ,h;(t)) e s t  

pour t o u t  i E {1,2,.. . ,n I  e t  t o u t  t e 1 1 ' a d j o i n t  de 1 'endomorphisme 

D23Gi(t,ho(t),hh(t)), qu'on a : 



de même on o b t i e n t  : 

Posons : 

. € . .  v t E 1 

( s  é t a n t  l ' i n d i c e  l i g n e ) ,  



(H3) é t a n t  v é r i f i é e ,  il e x i s t e  c h .  1, ch. des nombres a, > O, v > O 

v é r i f i a n t  : 

Supposons que r fl ( W  - Cn) e s t  non vide. Il e x i s t e  a l o r s  des 

nombres al > O,. . . ,a > O v é r i f i a n t  1 us = 1, des p o i n t s  tl ,. . . , tm m s 
de 1, des vecteurs Z, ,. . . ,Z, de  IR^ tous de norme 1 e t  un vecteur 

w E W t e l s  qu'on a i t  : 

S o i t  a > O quelconque. 11 e x i s t e  un E > O suffisamment p e t i t  

pour a v o i r  : 

2E s I n f  f r  ] ts-t1l , ts # t,l 

e t  ~ ~ ~ ~ ~ l l ~ , l l ~ ~ - . . ~ l l ~ ~ l l ~  ; l l ~ l l l m ~ . . . ~ l l ~ r l l w ~  6 v 



e t  des i n t e r v a l l e s  Il ,. . . ,Im d'  i n t é r i e u r s ,  deux deux, d i s j o i n t s  (qu'on 

supposera ordonnés dans l ' o r d r e  c ro i ssan t )  t e l s  qu'on a i t  : 

. mes [y I~] s Z ~ F ,  

Choisissons rn app l i ca t i ons  numériques de c lasse c2 sur IR 

e t  v é r i f i a n t  : 

e t  posons : h = 1 eS.ZS 
s  

(On notera que h  e s t  n u l l e  en O e t  en 1 ) .  

h e s t  a l o r s  un élément, de norme 1, de Eu ; en e f f e t ,  on a  : 
1 



Il e x i s t e  donc, par hypothèse, un p o i n t  (xO,pO) E AO t e l  qu'on a i t  : 

1 M u l t i p l i o n s  toutes l e s  i n é g a l i t é s  de (A ) par II e;(xSl2 e t  intégrons 
S 

sur  l e  pavé n IS , il v i e n t  : 
s 

Y i  c {I,...,~I 

On en dédu i t  a l o r s  qu'on a  : 

1  
(2)  b' i .E {1,2,. .. ,n} wi + Io <aih' lhl>dx s a  

2  De même, en u t i l i s a n t  (A ) ,  on o b t i e n t  : 



D'autre part, en utilisant la majoration : 

t t 
t 1, ~lh(t)ll = ~ ~ j ~ h ~ ( ~ ) d ~ /  r Io/ /h'(~)l/d~ 6 mes [ supp(h) 1; llh1112 = 

i l  vient : 

2 1 2 
(3) i {,...n l + Z m ~ \  a i /  lmr2mc Sup(/ k lak/lm+l /akl 1-1. 

et de même 

Sachant que (A',~') vérifie, par définition de no 

et par construction de W 

1 hiwi + 1 pj.wn+j = 0 
i j 

en utilisant (2), (Z1), (3) et (3)', il vient : 



où on a posé : 

1 2 1 2 1 2 1 2 
y = ~ u p ~ J l a ~ J  I,+JJallI,;..-;l la,lI,,,+l lanll,;llbl 1 I,+IIbll l,,.--yl lbrl I,+l lb,ll, 

Comparant ( 1 )  et (4) ,  on aboutit à a. s a + 2myc ; ce qui est absurde, 

car a. > O et a arbitraire. D'où le lemme et alors le théorème. 



Reprenons la fonctionnelle J = (J, ,. . ,Jn) de l'exemple 3. 

Soit Uo un ouvert de IRP xIRP ; alors l'ensemble 

est un ouvert (qu'on supposera non vide). 

Soit f l'application définie, sur cio et valeurs dans 

IR"' x cO(I,IR~), par : 

où Fo est une application définie sur Uo et à valeurs dans fl et 

F = (F, ,. .. ,F ) une application continue définie sur U et valeurs 
9 

dans IRq. 

Notons par c la partie de no définie par : 

On cherche, dans cet exemple, à caractériser des points ho de 

c en lesquels J présenterait un optimum local sur c. 

Lemme 1. - - 
Si Fo est de classe C' et F de classe C' en les deux 

1 dernieres variables, alors f est de classe c2 relativement à O (1,lRP) 

et 1~~ x cO(l$q). 

En effet, wo étant la composée de Fo et de la restriction à 



1 
no de l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e ,  q u i  à h  E C ( l JRP)  associe 

(h(O) ,h( l ) )  € 1 ~ ~  x IlP ; c e t t e  dern ière  é t a n t  cm re la t ivement  aux couples 

1  C ( l p P )  e t   IR^  IR^ p u i s q u ' e l l e  se f a c t o r i s e  en un morphisme de couples 

par  1  ' a p p l i c a t i o n  qu i  à (X,Y) e  IR^ x R~ associe [X,Y ,O], on en dédu i t  

1  que w e s t  c2  re la t ivement  à C (l,lRP) e t   IR^. De même wF s ' o b t i e n t  
O 

en composant l ' a p p l i c a t i o n ,  q u i  à l ' é l émen t  k I 2  de cO(l, lRP x IRP) 

associe l ' é l émen t  F(.,kl(.),k2(.)) de CO(lJRq), qu i  e s t  de c lasse c2 

re la t ivement  à C ~ ( I , I R ~ X R P )  e t  cO( l ,Rq)  ( c f .  exemple 2) e t  l ' a p p l i -  

c a t i o n  l i n é a i r e  q u i  ?I h c  c l ( lJRp) associe l 'é lément  (h,oh) de 

c O ( l  ,IRP XIR~) ; c e t t e  dern ière  se f a c t o r i s a n t  en un morphisme de couples 

par l ' a p p l i c a t i o n  q u i  à (kl,k2) L C o ( l p P  x IRP) associe l 'é lément  

on en dédu i t  que w F  e s t  c2 re la t i vemen t  à t l ( l p p )  e t  tO( l , lRq)  e t  

que : 

. V h o €  no , V  h r C'(I,RP) 



On supposera donc, dans l a  su i t e ,  que Fo e s t  de c lasse tL e t  

que G e t  F sont  de c lasse c2 en l e s  deux dern ières  var iables.  

On va donner une cond i t i on  suf f isante pour qu'en ho de no , l e s  

cond i t i ons  (H l )  e t  (H2) du théorème 2 so ien t  vé r i f i ées .  

On d i r a  qu'en ho l a  cond i t i on  ( R )  e s t  v é r i f i é e ,  s ' i l  e x i s t e  

une a p p l i c a t i o n  C cont inue de 1 dans L@?~ ,TRP) t e l l e  qu'on a i t  : 

V t a  1, ~ ~ ~ ( t , h ~ ( t ) , h h ( t ) )  0 C h )  = 1  + 

 IR^ 

Remarques : 

1)  Pour qu'en ho l a  cond i t i on  (R) s o i t  v é r i f i é e ,  il e s t  néces- 

sa i re  e t  s u f f i s a n t  que pour t o u t  t de 1 l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  

D3F(t,ho(t) ,h;(t)) s o i t  su r j ec t i ve .  

2) ( R I  sera v é r i f i é e  en t o u t  p o i n t  ho de no s i  l a  cond i t ion ,  

suivante,  ne p o r t a n t  que sur  F, e s t  v é r i f i é e  : 

. Pour t o u t  ( t , x , y )  .E U v é r i f i a n t  F(t,x,y) = O, D3F(t,x,y) 

e s t  su r j ec t i ve .  8 

Lerne 2.- 

S o i t  ho a no. S i  en ho l a  c o n d i t i o n  (RI e s t  v é r i f i é e  a l o r s  

l e  morphisme 8uF(ho) admet une section. 



Preuve : Notons par R(+,t) l a  réso lvante  de l ' é q u a t i o n  

h 1  + c O ~ ~ ~ ( . , h ~ ( . ) , h ; ( . ) ) . h  = O 

c ' es t -a -d i re  que, pour t o u t  t E 1, R(. , t )  e s t  l a  so lu t i on  de 

Toute s o l u t i o n  de h '  + C O D2F(.,ho(.),hA(.)).h = C.k é t a n t  

aussi, de façon évidente, sol u t i o n  de D3F(.ho(.) ,h;(.)).h'+D2F(.,ho(.) ,hA(.)).h = k ,  

l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  s  d é f i n i e  par  : 

e s t  une sec t ion  cont inue pour DaF(ho). On v é r i f i e  que s  se f a c t o r i s e  en 

un morphisme de tO(l,IRq) dans t l ( l @ )  par  l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  s '  

d é f i n i e  par  : 

Plaçons-nous en un p o i n t  ho dans leque l  l a  cond i t i on  ( R )  e s t  

v é r i f i é e .  Le lemme suivant, qu i  se t rouve démontré dans [5], impl ique qu'en 

ho l a  cond i t i on  (H2) du théorème 2  e s t  v é r i f i é e  ( l a  cond i t i on  ( H l )  e s t  vé- 

r i f i é e  de façon évidente)  : 

Lemme 2.- 

S o i t  U  = (Uo,U1) un morphisme d'un couple IE dans un couple 

p r o d u i t  IFo x IF1 . S i  IFo e s t  de dimension f i n i e  e t  s i  U1 admet une 



sec t ion  a l o r s  U admet une quasi -sect ion.  

Il s u f f i t  donc, pour que J présente en ho un optimum l o c a l  su r  

1, que l a  c o n d i t i o n  (H3) s o i t  v é r i f i é e .  

E x p l i c i t o n s  1 'express ion de DD1f(h0).((z,k),h) = DD1wo(h0). ( z , h ) + D D ' ~ ~ ( h ~ ) ( k , h )  : 

(où Dij désigne l a  d é r i v a t i o n  Di O D.). 
J 

S i  on n o t e  par  Q l ' a p p l i c a t i o n  b i l i n é a i r e  q u i  à (X,Y) c IRPxIRP associe 

1 ' élément de lRm : 

e t ,  s i  on pose : j c 1 . . . , q  , t s 1 



il v i e n t  : h  c C~(IPP), v (z,k) E  IR^ x c O ( l $ q )  

( D 1 f ( h o ) . ( z k ) . h , h )  = z h o  h l  + j l k .~b jh ' I h ' >+<b jh l h ' >+<b .h lh>  d t  . 
j = 1  O J 1 

Nota t ions  : 

La c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  s ' é c r i t  a l o r s  : 



Rappelons un r é s u l t a t  c lass ique  ( l a  c o n d i t i o n  de Klebsch) : pour  

qu'une forme quadrat ique de l a  forme 

1 s o i t  coerc ive  s u r  l e  sous-espace v e c t o r i e l  de C (1 ,lRP) d é f i n i  p a r  : 

t e l  que A ( t )  s o i t  s u r j e c t i f  pour t o u t  t, il e s t  nécessai re que pour  t o u t  

t l a  forme quadrat ique d é f i n i e  par  a ( t )  s o i t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  s u r  

Ker A ( t ) .  

Le r é s u l t a t  qu i  va s u i v r e  en e s t  une généra l i sa t ion .  

Théorème 6.- 

Pour qu'en ho l a  c o n d i t i o n  (H3) s o i t  v é r i f i é e ,  il e s t  nécessai re 

que l a  c o n d i t i o n  (N4) suivante s o i t  v é r i f i é e  : 

( N I )  EI(h,z,k) r A,V t r 1,VX r Ker A ( t )  \ ( O } ,  hirai(t)XIX> - 1 k j ( t ) < b j ( t ) X ( X >  > 0. 
i J 



Démonstrat ion : 

Posons pour t o u t  v E IR+ 

1 
Ev = { h  C (IRP)ISUP 0(D1Ji(h0),h) I v l h l . l D f ( h o ) . h l  I " ] h l  

i 

(H3j é t a n t  v é r i f i é e ,  il e x i s t e  un nombre a > O v é r i f i a n t  : 

2 (s:) b h E Eo, 3 ( ~ , z , k )  E A : 1 hi@(DD1Ji(h0).h,h)-0(DD1f(h0).(k,h),h) ) a l h l  . 
i 

Première é t a s  : 

On va démontrer l e  r é s u l t a t  en f a i s a n t  une hypothèse supplémentaire : 

On suppose que pour t o u t  h a Eo un des p o i n t s  (h,z,k) E A qu i  l u i  son t  

associés par  (s:) e s t  t e l  que k E c0(1,Rq) s o i t  constante. 

D1apr&s l e  théorème 1 p h .  11, il e x i s t e  des nombres a. > O 

e t  vo > O v é r i f i a n t  : 

Notons W 1 ' orthogonal dans IRn x IRq du sous-espace v e c t o r i e l  

{(A,,,) B IR" x x1~4  1 3 z IR"', 1 = D ' w ~ ( ~ ~ ) . z  + ~ ' ~ ( h , ) . p )  
i 

e t  r 1 'enveloppe convexe du compact 



i ~ ( t , x ) ~ R " f l l ~ f i ( t , x )  = I < a i ( t ) ~ 1 ~ > q  + ç < b j ( t ) x 1 x > G  ; t e l ,  XrKer A ( t )  e t  1 / X I /  = I l .  
i  i  

(N4) étant équivalente à r fl ( W  - c:) = 0, C: désignant le  cône Cnx{O 1 
IR q 

de x IRq, l e  lemme qui va suivre démontre que (H3) implique (N4). 

Lemme 3.- 

r n ( ~  - C D  = p .  

Preuve (par Z 'absurdel : 

Supposons qu'il existe des nombres a l  > O,.  ..,a > O vérifient r  
1 a,  = 1,  des points tl,..  .,tr c 1, des vecteurs 

1 2  XI E Ker A(tl 1,. . . , X r  E Ker A ( t r )  tous de norme 1 e t  u n  vecteur ( W  , W  ) E W 

t e l s  qu'on a i t  : 

2 Soient a > O e t  v l  > O vérifiant v l  < v Par une construc- 
O' 

tion identique & cel le  de l'exemple 1, on peut trouver un E > O e t  des 

intervalles I I ,  ..., 1 d'intérieur deux-&-deux disjoints te l s  qu'on a i t  : r 

2 . mes [L/I,] r zr r ,  s K I  1 v0 , 41 181 1-r2 + 4rvll I B I  1, + v1 r vo. 
1 



Soit (el ,. .. ,or) une famille d'applications numériques de 

classe c 2  sur IR et vérifiant : 

et posons : h = 1 ee.xe. Al ors h est un élément, de norme 1, de 
e 

Ev : la vérification du fait qu'on a : 
O 

étant la même qu'à 1 'exemple 3, vérifions qu'on a 1 IAh' + Bhl 1 s v, : 

(h(0) = h(1) = 0) 

Il existe donc, par (Po), un point (hO,zO,uO) c A vérifiant : 
O 

1 2 1 1 2 (1) 1 1; jo(<aih'/ h'>xa]hlhl>+<aihIh>)dt - 1 lhl>+<b .hlhl>+<b.hlh>)dt > ao. 
i j J J 

Multiplions toutes les inégalités de (A') par n 
e 

et intégrons sur le pavé n IL, il vient : e 



2 De même, en u t i l i s a n t  (A  ) ,  on o b t i e n t  : 

( I I )  ~ j ~ { I , . . . ~ q }  !w; + ' I l  < b . h t / h ' > d t  
J 

e t  on a  l e s  majorat ions suivantes : 

De (1)  e t  ( I I ' ,  on o b t i e n t  : 

e t  de ( I I )  e t  ( I I ) '  : 

O 2 sachant que , 

1 - W = O de ( i l  e t  ( i i ) ,  il v i e n t  : 
i J 



Comparant (1 )  e t  (2), on a b o u t i t  A 

1  2 1  2 1 2 1 2 
a O s a + 2 r c M a x I l l a l l l + l  IalI I,--.,IIanII+IlanII,IIblI I + I  IblI I , . . . , I IbrI I+I I b r I I }  

a é t a n t  a r b i t r a i r e  e t  a. > O ; ce q u i  e s t  absurde. 

Deuxième étape (Cas généraii). 

S o i t  h  un p o i n t  quelconque de Eo e t  (X,z,k) un p o i n t  de A 

q u i  l u i  e s t  associé par  ( s i 0 ) .  (s,sl)  é t a n t  une sec t ion  pour 6uF(hO), 

X, z e t  k  son t  l i é s  par  : 

Il v i e n t  a l o r s  que : 

où on a  posé : 

'd t c I , V  j II, ..., q~ 

2 
L j ( h ) ( t )  = < b j ( t ) . h l ( t )  l h l ( t ) >  + <b:(t)h(t) 1 h 1 ( t ) >  + < b j ( t ) h ( t )  I h ( t ) > ,  



et si on pose : 

- b = -  
r j 1 (s'.D'uO(hO))jr.bj = - j. (c2  O R(I,.) 0 CL.)) . b 

J jr' j 

on aura : 

A et z ne pouvant être tous les deux nuls, si on pose : 



D'autre part, il  est aisé de vérifier que 

Eo = Ëo = {h E Ker Df(ho) l~(D'J(h~)-D'~(h~).s'.D'J(h~),h) d 01. 

Notons ! 1 'ensemble des couples (h,?) vérifiant (1) et (2). 

On a donc montré que la condition (s:) suivante est vérifiée : 

on applique alors le résultat de la première étape. Ce qui assure l'existence 

d'un point (ho,?') s ! vérifiant : 

Définissons k0 a ~'(18~) par : 

en normalisant le triplet (hO,?O,kO), on aboutit à un point de A vé- 

rifiant (N4). 
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R E S U M E  

On é t a b l i t  des condit ions suf f isantes pour un optimum de Pareto 

loca l  dans l e  cas où l a  fonct ionnel le  e s t  déf in ie  sur un espace de dimen- I 
sion in f in ie ,  géneralisant un resu l ta t  récent diAharon Ben Ta1 [Il e t  l e  1 
r é su l t a t  classique.de S. S p l e  g]. 

p: ; J!. a' -;; 7 -(2T<+ 
&1 .'.:,,,. . f .. . .. 1 .: 'I 
t<,ro:i~~~~,' .. , . ..* -8 Y ., 3 ~ , , - , . 7  

Ces condit ions son t  exp l ic i tées sur plusieurs exemplq f a i s a n t  
L=;. - 

in te rven i r  l e s  fonct ionnel les du calcul des var iat ions. On en dé$uiyt des ;, - P 
généralisations aux optima de Pareto des condit ions de Legendre e t  de 

Klebsch du ca lcu l  des var iat ions. 

MOTS CLES : OPTIMüM DE PARETO, 

CONDITIONS SUFFISANTES, 

CALCUL DES VARIATIONS. 




