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(i)

INTRODUCTION

On note Cn = (X eR" IV ie {1,2,...,n}, Xi > 0} Te codne positif

de R". Ce cone définit une relation d'ordre sur R" : pour tout (X,Y)eR™R"

ona XgY sietseulement si Y - X appartient a C si, de plus, X

n H
est différent de Y, on notera X 2 Y.

La notion d'optimum de Pareto d'une fonction a valeurs dans R"

est 1'extension naturelle, 1iée a cette relation d'ordre, de la notion de
minimum d'une fonction numérique : si J est une fonction définie sur A,

a valeurs dans mﬁ, on dit que J présente en ‘a un optimum de Pareto si

VxeAN{al, non (3(x) 2 Ja))

et on dit que J présente en a wun optimum strict si

VxedANifal, non (J(x) < Ja)).

Cette notion d'optimum de Pareto, introduite pour traiter mathé-
matiquement des problémes d'économie, a suscité de nombreux travaux ten-

dant, en particuiier, & étendre a cette situation les résultats classiques

de la théorie du contrdle optimal et/ou du calcul des variations.

Depuis Pareto sont connues des conditions nécessaires, du
premier ordre, pour qu'une application différentiable présente en un point

un optimum. Des conditions nécessaires du second ordre n'ont été établies



(i)

que dernigrement [7)] ; le résultat est le suivant : pour qu'une application
J de classe C2 s, définie.sur un ouvert o d'un espace de Banach E et a
valeurs dans Rn, présente en un point a un optimum sur une partie de &

de 1a forme {x e [g(x) < g(a), f(x) = f(a)}, ol g et f sont des appli-

2

cations de classe C“ de o dans R" (resp. Bkr) et sous 1'hypothése

de normalité que Df(a) surjective, il est nécessaire que soit vérifiée la

condition suivante :

(N) V¥V xeKerDf(a), DJ(a).x <0, Dg(a).x_s 0

3 (2,u) € Cn+m>< Rrs Z )\S "'E ’Ukl =1:

(1)

e~

m r
AiDJi(a) + jZ1 Mne ng(a) + kz1 D (a) =0

i=1

r ) mo »
(2) 121 AD75(a) + jz1 Mne0795(2) +

o2
k21 wD°F, (@) [ (x,x) 3 0.

Posons n = 1, on retrouve des conditions nécessaires classiques
pour qu'une fonction numérique présente un minimum avec des contraintes
unilatérales et des contraintes bilatérales (conditions de Kuhn-Tucker).

En remarquant que les rdles joués par J et g dans (N) sont symétriques

et que les propositions

"J présente un optimum en a sur “{x e @|g(x) < g{a), f(x) = f(a)}" )

et

"(J,g) présente un optimum en a sur nf(a) = {x e Q|f(x) = f(a)}"

sont équivalentes, on peut ne considérer que le cas sans contrainte unila-

térale.



(iii)

Dans le cas n =1, on connait classiquement diverses conditions

suffisantes pour un minimum Tocal, toutes liées & des hypothéses faites sur

1'espace E.

La plus simple de ces conditions correspond”au cas ol E est de
dimension finje : i1 suffit de remplacer 1'inégalité large par une inégali-
té stricte dans Ta condition (2). L'extension de ce résultat & un optimum

de Pareto est due a S. Smale [Z].

Si E est de dimension infinie, ce renforcement de la condition
(N) n'est plus suffisant. Dans Te cas n = 1, Tle résultat le plus général
semble &tre obtenu pour un espace de Banach E muni d'une deuxigme norme,
plus faible, préhilbertienne, la différentiabilité des applications J, f
et g devant &tre compatible avec cette deuxiéme norme (cf. Chapitre 0) :
i1 suffit de remplacer 1'inégalité large de 1a condition {2} par la condi-

oy alxlz ", ol a est un nombre strictement positif fixé et

tion
| | désigne la norme préhilbertienne sur E. On résout ainsi le probleme
des conditions suffisantes pour les espaces de Hilbert (1a norme préhilber-
tienne coincidant dans ce cas avec la norme de E) wmais aussi, par exemple,

pour les espaces et les fonctionnelles du calcul des variations.

Nous démontrons au chapitre II 1'extension de ce résultat a un

optimum de Pareto.

Au chapitre III, nous appliquons cette théorie & divers exemples
faisant intervenir les fonctionnelles du calcul des variations. On trouve
ainsi en particulier des généralisations des conditions de Legendre et de

Klebsch du calcul des variations.



(iv)

Le chapitre I est consacré a un théoréme abstrait de coercivité

qui joue un rdle central dans notre démonstration.

Enfin, au chapitre 0, se trouvent rappelées les notions de
couples d'espaces de Banach en dualité, d'applications différentiables

au sens des couples et quelques résultats techniques indispensables.



CHAPITRE O

RAPPELS SUR LES COUPLES (*).

§ 1 - COUPLES.

On appelle couple d'espaces de Banach en dualité, un triplet

E = (E,E',2) ou E et E' sont deux espaces de Banach et ¢ est une

forme bilinéaire continue mettant E et E' en dualité séparante.

N.B. Dans tout ce qui va suivre on dira, tout simplement, “couple”

pour dire "couple d'espaces de Banach en dualité".

MORPHISMES.
Sojent E = (E,E',2) et F = (F,F',¥) deux couples, par mor-

phisme de E dans F on entend la donnée d'un couple {u,u') ol wu

(resp. u') est une application linéaire continue de E dans F (resp.

de F' dans E') vérifiant :

VxeE,Vy eF', vy ,u.x)=oelu.y",x).

Notations :

1) L'ensemble des morphismes de E dans F se note L(E,F).
IT est clair que c'est un sous-espace vectoriel fermé de L(E,F) x L(F',E')

et donc un espace de Banach.

(*) Pour toute affirmation non démontrée, dans ce chapitre, et pour plus
de précisions sur les couples, voir ﬂ‘



2) Le morphisme (1E,1E.) de E dans lui-méme est appelé le

morphisme identité et se note HE'

IT est aisé de vérifier que si (u,u') est un morphisme de IE
dans F et (v,v') un morphisme de F dans un troisiéme couple &
alors leur composé, a savoir (v o u, u' o v') est un morphisme de I

dans @.

Remarque :

Un espace de dimension finie E est en dualité séparante avec
*
son dual E . Le couple ainsi obtenu est, a isomorphisme prés, le seul
construit a partir de E. On continue a noter par R" e couple obtenu

a partir de Rr",

Définition.-
Soient E et F deux couples. On dit d'un morphisme (u,u'),
de E dans F, qu'il admet une section s'il existe (v,v')eL(F,E)

vérifiant :
(usu) o (vyv') = I

et qu'il admet une quasi-section s'il existe (v,v') e L(F,E) véri-
fiant :

(usu') o (v,v') o (u,u') = (u,u').



§ 2 - SQUS-OBJETS.

Sofent F = (F,F',¥) un couple, E un sous-espace vectoriel
fermé de F et E° = y' e F'|VxekE, ¥(y',x) =0} le polaire de E.
Alors E peut étre mis en dualité séparante avec E' = F'/%o a l'aide

de Ta forme bilinéaire & définie par :

Vx'eE',VxeE, olx',x) =v¥(y',x) si x"=y'.

Le couple ainsi obtenu est appelé sous-objet de F construit
a partir de E. Sion note i 1'injection de E dans F et ' 1la
surjection de F' sur E', 1le couple (i,i') est un morphisme de E

dans F appelé morphisme d'inclusion. Tout morphisme (u,u') de but

F tel que ImuCE se factorise par (i,i') : c'est-a-dire qu'il

existe un morphisme (u,u') de but E tel que :
(u,u') = (i,i') o (u,u').

Définition. -
Etant donné un couple F. On dit d'un sous-objet E de IF
que c'est un facteur direct si le morphisme d'inclusion (i,i') admet

une projection : c'est-a-dire un morphisme (p,p') de F dans E

vérifiant :

(p,p') o (i,i') = 1

Exemples.
On montre que tout sous-objet construit a partir d'un sous-
espace vectoriel qui est de dimension finie ou fermé et de codimension

finje est facteur direct.



Définition.-

Soient E et F deux couples et (u,u'} un morphisme de E
dans F. Le sous-objet de E défini par Te sous-espace vectoriel fermé
Ker u se note Ker{(u,u'). Si Imu est fermée, le sous-objet de F

défini par le sous-espace vectoriel Im u se note Im(u,u').

Proposition.-

Si (u,u') est un morphisme admettant une quasi-section alors
K{u,u') est un facteur direct de E, Im u est fermée et Im(u,u')
est un facteur direct de F. Sous cette hypothése d'existence d'une
)O

quasi-section, on a (Ker u)” = Imu' et (Im u}® = Ker u'.

§ 3 ~ COUPLE PRODUIT.
Etant donnés deux couples E, = (E1,Ea,®1) et E, = (Ez,Eé,Qz),
on définit le couple produit E 1 E2 = (E1 x EZ’Ei ] Eé,@) ol & est

Ja dualité définie par :
Vixy,x5) e E} 8 E) Vixy.xy) € Ey x Ey

¢((xi,xé),(x1,x2)) = ¢1(x%,x1) + 0y (X5,%,).

§ 4 - COUPLES HILBERTIENS.

Etant donné un couple E = (E,E',%), on appelle opérateur symé-
trique de E toute application linéaire et continue A de E dans E'

vérifiant :



Y Xqs%y € E @(A.x1,x2) = @(sz,x1).

L'ensemble des opérateurs symétriques de E se note LSGE).
C'est un espace de Banach, puisque fermé de L(E,E'). On dit d'un opé-

rateur symétrique A qu'il est positif si :
¥YxeE o(A.x,x) 3 0.

Un opérateur symétrique est dit coercif s'il est, dans LSGE),
intérieur a 1'ensemble des opérateurs positifs. On dit, enfin, d'un cou-
pie qu'il est hilbertien si 1'ensemble de ses opérateurs coercifs et
non vide. On montre que tout opérateur coercif est strictement positif
et donc induit une norme sur £ 3 de plus, deux opérateurs coercifs

induisent des normes équivalentes. Etant donné un couple Hilbertien,

on suppose que 1'une de ces normes a été choisie et on la note |.|.

Faisons deux remarques a propos de cette norme :

1) Elle est moins fine que la norme initiale ; en effet, si

elle est définie & 1'aide d'un opérateur A, on a :

Vxe E 112 = olAx,x) < [lel[ [IAI] |1x]]%.

2) On montre qu'il existe une constante K > 0 telle que pour

tout opérateur, symétrique B de E, on ait :

Vxet,Vyet, |oBx,y)| <K[|B]]| |x|]y].



Interprétations.

Il résulte de 2) que :

. Toute forme linéaire o1 = o(x',+), ol x' est un élément quelconque

de E', est continue pour la norme Hilbertienne de E.

. Si F est un autre couple Hilbertien, pour tout morphisme (u,u') de
E dans F, u est continu si on munit E et F de leurs normes

Hilbertiennes.
Citons, enfin, quelques résultats :
Proposition 1.-

Tout opérateur qui est, a la fois, positif et inversible, est

coercif.

Proposition 2.-

Tout facteur direct d'un couple Hilbertien est Hilbertien.

Proposition 3.-

Tout produit (fini) de couples Hilbertiens est Hilbertien.



§ 5 - APPLICATIONS DIFFERENTIABLES AU SENS DES COUPLES.

Définition.-
Soient E = (E,E',¢), F = (F,F',v) deux couples, 2 un ouvert
de E et f wune application de @ dans F ; on dit que f est de

classe Cn, relativement aux couples E et F, siona

i) f est de la classe C" relativement aux espaces de Banach

E et F ;

ii) I1 existe une application D'f, de @ dans L(F',E'), qui
soit de ¢lasse (:n'1 et telle que &f(x) = (Df(x),D'f(x)) soit dans

LE,F) pour tout x dans g.

On obtient donc une application, qu'on note &f, de @ dans

n-1

LE,F) qui est de classe C En particulier, on a :

Yxeq,VXeE, VY eF', v(Y',DF(x).X) = o(D'F(x).Y',X).

Si n 32, 1'application DD'f est a valeurs dans L(E,L(F',E'))
qui s'identifie a LZ(F' x E,E').

Cas particulier :

Si F=R, L@, E') s'identifie a E',D'f est alors a valeurs
dans E' ; par conséquent, DD'f devient a valeurs dans L(E,E'). On
vérifie, facilement, que  DD'f(x) est symétrique pour tout x dans Q ;

d'ol, finalement, on déduit que DD'f est a valeurs dans LSGE).



On montre que, pratiquement, tous les résultats connus : composées...

théoreme des fonctions implicites, pour les applications différentiables
au sens des espaces de Banach restent valables pour celles qui le sont au

sens des couples.

On va en citer quelques uns qui nous ont été utiles :

Proposition 1.-

Soient E,F et G trois couples. Soient & un ouvert de E,
w un ouvert de F, f wune application de @ dans F et g une appli-
cation de w dans G tels que wDf(R). Si f est de classe ¢ re-
lativement @ E et F, g de classe ¢" relativement 3 F et € alors
1'application h =g o f est de classe c" relativement 3 E et €,

et ona :

Vxeq, D'h(x)=Df(x)oD'g(fl(x)).

Proposition 2.-

Soient E, Fy,....F des couples. Si f = (f1,...,f ) est

n
une application d'un ouvert @ de E dans F1 X .. % Fn , alors f
est de classe C" relativement 3 E et ]ﬁ X ... xl; si et seulement
si chaque fi 1'est relativement @ E et Fi . Dans ces conditions,

on a :

Vxen V(ya,...,ya) e Fy x oo x Fp

n
D'f(x).(yi,...,yr;) = % D'fi(x).y;..



Proposition 3.-

Soient E et F deux couples ; & wun ouvert de E et a un point
de 9. Soit f wune application, de classe ¢" relativement 2 E et F s
de o dans F. Alors, si le morphisme &f(a) admet une section, il
existe un voisinage 2, de a inclus dans @, i1 existe un voisinage
w de 1'origine dans Ker Df(a) et i1 existe une application g de

dans E, de classe C" relativement a Ker sf(a) et E, telle que :

i) 9(0) =a ;

ii) g est une bijection de w sur {x e Qolf(x) = f(a)} ;

6g(0) est le morphisme d'inclusion de Ker &f(a) dans IE.



CHAPITRE 1

UN THEOREME DE COERCIVTE.

Soient E = (E,E',¢), F = (F,F',¥) deux couples Hilbertiens.
Soient x' = (xa,...,xn) une famille d'éléments de E' et U = (u,u')

un morphisme de E dans F ; posons :

< AMx') = veCy | % A= 1, ; Ap x5o=0)

« A(x',U) = {{(a,y") € Can"lly'll + ; A = 1, % Aix% =u'.y't

&

cVYveR, E\)(x',U) = {XeElS?p <I>(Xfi,x) < vix], ]u.XIF < \)lX!E} 5

Définition.-
Soient o >0, A = (A1,...,An) une famille d'opérateurs symétrique
de E et B une application bilinéaire continue de F' x E dans E'.

On dira que la famille (A,B) vérifie la condition St(x‘,U) siona:
(S:)JV X € Ev(x',U), F(y') e alx',U) : ; AiQ(Aix,x)-é(B(y',x),x? ;a[xl2
N

et que Ta famille A vérifie la condition St(x',U) siona:

m 2
(S;).V x e E,(x",U), g ae alx'), § ae(Aixx) 2 alx]® .
i
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Lemme 1.-

On suppose que U admet une section (v,v'). Soient x' une
famille d'éléments de E', A une famille d'opérateurs de E et B une
application bilinéaire de F' x E dans E'. Si on pose X' = (Xi,...,XA)

4" N n .
et A= (A1""’An) avec

Yie {1,...,n} X% = x% - u'v'.x% et Ki = Ai - B(v'.x%,.)

alors il y a équivalence entre :

(i) La famille (A,B) vérifie une condition sg(x',u) :

" ~
{ii) La famille A vérifie une condition sg(x',u).

Preuve :
Notons d'abord que EO(X‘,U) = Eo(x',U). En effet, cela résulte
de :

¥YxekKeru, Vied(l,...,n},

@(x;,x) = @(x%,x) - ¢(u'v'x%,x) = @(x%,x) - @(v'x%,ux) = ¢(X§,X)-

(i) entraine (ii).
o
Supposons qu'une famille (A,B) vérifie une condition (Soo)
et soit x e EO(X',U) fixé. 11 existe alors un point (A,y') € Cn x F!

vérifiant :
(N ; A+ Lyt =1 et §oagxt = ulyt

(2) z AiQ(Aix,x) - 3(B(y',x),x) 2 aolxlz.
1
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On tire de (1) que :
(3) y'o= vty = ) oagvixd
et alors :

Vo [BTLEVEEVE I vy v'x! = X' - 'y = .
z AXy = ; Ai(xi u'v xi) z AgXg - U ; Agv'x} ; Api-u'y' =0

A ne pouvant &tre nul, car sinon y' le serait aussi (d'aprés

(3))sce qui n'est pas possible d'aprés (1) ; posons :

u = A.

A
PRy
¢
u est alors dans A(X') et vérifie :

; Ai@(Kix,x) = ; u;@(Ax-B(v'x},x),x) = % use(A.x,x) - ¢(B(§ gV X5x) )

i YA

1 aolx' 2
= — )\'Q(A‘ y ) = ‘D(B( I’ )a ) 2 z 0 .
zki[z 5O(ALX,X y',x x] i x|

X étant arbitraire dans EO(X',U), on a donc montré que la famille A
/}/
vérifie la condition so°(x',u).

(i1) entraine (i). ~

n, o
Supposons que la famille A vérifie la condition SOO(X',U)

et soit x e Eo(x',U) fixé. 11 existe un point u e C, vérifiant :
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~ 2
. 2: u,i<I>(A.i.X,x) 2 aolxl .
Posons :
' 1 . 1
y' = — ) wivioxy et A= : . u
(1+ |l§ MV lel) i (1+ ||§ ujvlel)

alors le couple (x,y') est dans A(x',U) et vérifie :

N o

1 0 2
rse(Ax,x) - o(B(y',x),x) = , s 0(Aix,x) 2 [x]<.
Lo (1+ 11T wywes11) 2 " (1 115 ugvxs 1D
J J

x étant arbitraire dans Eo(x',U), on en conclut que (A,B) vérifie la

o
condition Sg(x',U) avec o = 0

1+ Max||v'x%||
.i

Cas particulier (toujours dans 1l'hypothése que U admet une

section (v,v')) :

Faisons n = 1. Dans ce cas, la famille A est réduite a'un

seul opérateur symétrique A1 et x' a un seul point Xi de E'. Sup-

o
posons qu'une famille (A,B) vérifie une condition Soo(x',U) ; alors le

1 .
Vv

point y' = .x' correspond a tous les x de Eo(x',U) par

T+] vt ox']] )
o
S (x',0).

D'autre part, Eo(x',U) est Ker u tout entier :
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V x eKeru, o(x',x)=o{uy',x)=y¥(y",ux) = 0.
e}
Donc, finalement, 1a condition Soo(x',U) s'écrit :
Y
Y x e Ker u, @(Kx,x) > a0|x|2 , ol onaposé A=A-B(y,.)

ce qui n'est autre chose que la coercivité de @(A,,.) sur le sous-espace
vectoriel Ker u. 1I1 est classique qu'on peut alors trouver un nombre
strictement positif « et un voisinage de K tel que tout opérateur dans
ce voisinage soit coercif sur Ker u, et méme sur tout un épaississement
EV(U), pour un certain v > 0, de Ker u, avec un coefficient de coer-
civité au plus égal @ «. Par continuité de 1'application qui a une fa-
mille (A%,B%) associe 1'opérateur A% = A% - BX(y',.), on peut donc
trouver un voisinage de (A,B) tel que toute autre famille dans ce voisi-

nage vérifie la condition Sg(x',U).

Le théoréme qui va suivre est une généralisation de ce résultat

avec une hypothése moins forte sur U.

Théoreme 1.-

On suppose que U admet une quasi-section ; si une famille
(A,B) vérifie la condition Szo(x',U) pour un certain ay > 0, alors
il existe deux nombres, strictement positifs o et v, il existe un
voisinage de (A,B) tels que toute famille (AX,BX) dans ce voisinage,

vérifie la condition St(x',U).
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Remarque :

L'hypothese "U admet une quasi-section" sera automatiquement
vérifiée si F est de dimension finie (voir [5]) ou si U admet une

section.

On va avoir besoin, pour démontrer ce théoréme, d'un lemme d'ap-

proximation qu'on va commencer par énoncer et admettre momentanément :

Lemme 2.~
On suppose que U admet une quasi-section. Alors, pour tout

e >0 1l existe un v > 0 tel qu'on ait :

Vve [O,vgj, VxeE, (xe Ev(x‘,U) => Infix - Xol s elx|).

XerO(X',U)

Démonstration du théoréme (par 1'absurde) :

Supposons que 1'affirmation du théoréme soit fausse et soient

(am)m , (VM et (pm)m trois suites de nombres toutes décroissantes

m
vers zéro ; alors, pour tout m, il existe un point xM de E et une

famille (A™,BM) vérifiant :

(i) Ymz1, X € Evm(x‘,U) et [xm[ =1 3

(i) Vmz1, sup [|A] - All < o™, [[B" -BI| <o 3
; : :

et (iii) Vm 1, V(a,y') e a{x’,U), ZAi@(A?xm,xm)-¢(8m(y‘m,xm),xm) < oM.

1
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(i) associé au lemme nous assure que la distance de x" a Eo(x',U)
tend vers zéro quand m tend vers 1'infini ; on peut donc trouver une

suite (6™  de E (x',U) telle que |x™ - x™ tende vers zéro quand
o’m 0 0

m tend vers 1'infini.

o
La famille (A,B) vérifiant Soo(x',U), pour tout m, il

existe un point (A",y'™ de A(x',U), associé a xg , vérifiant :

. m m . m Mo omy o m m 2
{(iv) ; Ai¢(Ai.xo,xo) - o(B(y ,xo),xo) 2 aolxol .

Soit Yo > 0 tel que pour tout opérateur symétrique C de E

on ait :
Vi, y ek ooy < vllC]ixllyl. [§84, ch. 0] .
Si pour tout m eIN*, on écrit :
(1) s(A™ XM x™) = o([A™-A] X", x™) + o (AX™,x™)

= ¢([Am-A].xm,xm)+®(Axg,xg)+¢(A.(xm+x2),xm-xg)

= @(Axg,xg) + X0

ot : Vie{lseouond, VmeN",

m_ m_ m .m m, My m_.m
X3 = o([AF-A T x"x") + a(A.(x #xXo)axT-xC) 5

il vient :
. *
Vie{l,....n}, YmeNl, IXT]:s Yo]]A?'Ail] + y0[|A1||Ixm+xg[|xm-xg|

= yo(ym + (S?p}lAil|).Ixm+xg|]xm-x2|).
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Les suites (ym)m et (|xm-x'3[)m tendant vers 0, on en déduit

que Tlim X" = 0.
m

De méme, si on écrit :
(2) Vmel', oB™(y'™x™,x™ = o(B(y'™x0),x ) + Y7

ol pour tout m

Y™ = o(B™B]. (v'™x™ ™+ a(BLy' ™ X Mexl) X" - x7)

il vient que Tim ym =0 :
m

VmeN, [Y"

N

Yol 11B™-B1.(v* ™) |1+ [y [ 1By ™) |1 Ixex] XX

vol L Iy'™ 1 1IB™BL] + [1BI] [1y'™[1x"+xT] [x"-xG1)

"

A

volo™ + 18] 1M <"
En utilisant (1), (2), (iii) et (iv), i1 vient :
Vm e]N*, u0|X[g|2 + <)\m|Xm> Y™ <M

et en faisant tendre m vers 1'infini, on aboutit a ay € 0. Ce qui est

absurde ; d'olt Te Temme. ®

Démonstration du lTemme :

Premitnre étape : On suppose que U = 0. On a alors

E, = Ev(x',O) = {x ¢ E|sup @(x%,x) g vix] Les formes linéaires @(x%,-)

étant continues par la norme Hilbertienne de E, le sous-espace vectoriel
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n
G = M Ker o(x!,-)
i=1 1

est fermé pour cette méme norme ; étant de codimention finie, tous ses sup-
plémentaires algébriques en sont aussi supplémentaires topologiques [tou-

jours pour 1a norme Hilbertienne].

Choisissons en un, soit H. Supposons qu'il existe un €0 7 0

tel que Te Temme ne soit pas vérifié et soit (vm) une suite de nom-

m31

bres réels décroissante vers zéro. Alors :

va]N*sEl XmEEm,
\Y

mp _ m .
[X?] =1 et Inf{lx" - x|, x e E} >e.

Si pour tout m, XM s'écrit :

, ol gm eG et he H,

alors la suite (hm)m est bornée dans H car la suite (xm)X 1'est dans
E (E étant somme directe topologique de G et H, la projection de E
sur H est continue). H étant de dimension finie, il existe une sous-
suite, qu'on supposera égale a 1'initiale, convergeant vers un point h

de H. Si on pose :
VmeN*, xg = gm + h

alors les xg sont dans Eo’ En effet :

Vie{1,ooond, YmeN*, o(x!ex™ = a(xt,h) = Tim a(x%,h5)
1 0 1 k 1

= Tim o(x",x%) < Tim vK = 0 [Vkel\l*,xkeE ]
i k
k k v
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On devrait donc avoir :

* m m
YmeN , eo<d(x,Eo)s|X -xg

alors que

Tim [X" - 0| = Tim [n® - hl =0
m m

ce qui n'est pas possible ; d'ol le résultat dans ce cas.

o

Deuxilme étape {(Cas général) :
Le morphisme U admettant une guasi-section {s,s'), Tle sous-
objet Ker(u,u') est un facteur direct de E, donc est Hilbertien ;

appliquant le résuitat de la premiére étape & Ker(u,u'), i1 vient :

(1) Ve >0, E‘v'>O,VEeKer‘u,

Sup o(x},8) < v'[el, =g, e Ker u, Sup o(xi,8,) < 0
i : i :
le - gl < e'fel .

E et F étant Hilbertiens, s est continue pour les normes

Hilbertiennes.

On notera par |s| 1la norme correspondante de s.

Les formes linéaires tb(x,'i,-) étant continues pour les normes

hilbertiennes, il existe vy > 0 tel que

Vie (1,2,....0% Vx ek, o0, )| < vIxl 84, ch. 0]
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Soient ¢ > 0 quelconque, €' >0 vérifiant :

~NOfm

(2) et <

—_
+

~ojm

]

et v' >0 un nombre associé @ ¢' par (1) ; soit x un point de

Ev(x',U). lLe point & = x - su.x est dans Ker u ; en effet :
U.E = U.X = U SU X =U.X=ux=20

et ona :

(3) [x = €] = Jsu.x| < |s]|u.x] ¢ |s]vlx]

D'autre part, on a :

Vie1,...,n o(x{,E) = olx},g-x) + o(x},x)

s vle-x| + v]x] (x e E)
vlsivix] e vixp (grace a (3))
= o[t +vls] ixd

et de [x| - [£] < v[s| |x] 11 vient :

1+ yls|

1 - vls| o

Vie{l,...,n} a(x},E) < v .

si v vérifie :

(4) Vo<
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£ sera dans {Ker u)v. si v vérifie en plus :

(5) v dxalsl

1 - v|s|

Supposons donc v suffisamment petit pour avoir a la fois (4)

et (5) ; alors @ & on peut associer, par (1), un £, dans

(Ker u)o(x‘) = Eo(x',U) vérifiant :
lg - EOI:S e'lel .
I1 vient alors de
fx - €0| g Ix-¢gl+ lg- £ l [slv|x| + ¢']g]

et de
IEl < (1 + |s]v)|x]

que

x - g 5B1+1gvk-+1gJ;u ;
et si v est choisi tel que 1'on ait (en plus de (4) et de (5))
(6) v|s| %

On a, grice a (2)

[2 1+~k] %) < elxl s

d'ol Te lemme. =



CHAPITRE 11

UNE CONDITION SUFFISANTE POUR UN OPTIMUM DE PARETO.

Soient E = (E,E',e) et F = (F,F',¥) deux couples Hilbertiens.
Soient 2 un ouvert de E, f une application de @ dans F de classe

2

C® relativement 8 E et IF ; soit J wune application de o dans R"

qu'on suppose de classe C2 relativement @ E. On a alors le

Théoréme 2.-

Soit a un point de o tel que les conditions suivantes sont
vérifiées :
(H1) Im Df(a) est fermé et de codimension finie ;
(H2) Le morphisme &f(a) admet une quasi-section ;

(H3) Il existe aj >0 vérifiant

(Sao) : V¥V x e Ker Df{a), o(D'J(a),x) < O, = re C, > =l y' eF'

Hy'IT+ 5 a5 =1, 3 230'3(a) = D'fa).y’
1 1

) 2;0(DD'J;(a) . x,x) - o(DD'f(a)(y’,x),x) » aolxl2 .
1

Alors a est un optimum strict, local, de J sur

2¢(a) = {x e a|f(x) = f(a)}.
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Remarque : La condition (H2) est équivalente a 1'existence d'une

section pour le morphisme, de E dans Im sf(a), qui factorise &f(a).

La démonstration du théoreme est divisée en deux parties :
dans la premiére partie, le théoréme est démontrée dans Te cas ol F est
de dimension finie ; dans la deuxiéme partie, on raméne le cas général a

ce cas particulier en utilisant un paramétrage.

Le résultat suivant est utilisé plusieurs fois :
pour tout couple (X,Y) ou X = (X1,...,Xn) eR" et Y= (Y1""’Yr) eR"

on a :

Max{XyseeesXps [Yqlseens|Yl} = Maxtean]Xo + <uly>[(hu) e Ade

ol

|~

désignera, pour tous n, r e N, Te compact (x ’“)EcnﬂRr(E )i+;fuj| = 1}.

Preuve du théoréme :

Premiere étape : F de dimension finie r.
Quitte a utiliser un Cz-difféomorphisme entre F et R" et des transla-
tions sur les applications et la variable, on va supposer qu'on est dans

le cas spécial ou :

a =0, J@)=0p et f(a)=0Opr

Les D'fk(O) s'identifient & des points de E' et la condition
a
(s %) s'écrit :

(59 VxeE o(09(0),x) <0, o(0'fla),x) =0, Flu) e

. z AiD'Ji(O) + E ka'fk(O) =0
g
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. ; 2;6(0D' 3, (0).x,%) + E 1y 20D Fy (0).x,%) u01x12 X

Posons :

B (07900),070) = 0 « €y x ELAT|Tag + Tl = 1

2 AiD'Ji(O) + E Alefk(O) = 0}.
i

D'apres le théoreme 1 [Ch. I], il existe des nombres strictement

positifs p, v et o tels que, pour toute famille (A,B) vérifiant :

(*) [|A - DD'3(0) || = Max [[A; - DD'3,(0)]] = o
1 :

|B - DD'f(O)lI_s o

on ait

(s%) Y x eE, Sup o(D'J:(0),x) < vlx|, Sup |¢(D'fk(0),x)| < vix|
v i ! : k :

=l (Au) € A7 (D'3(0),D'£(0)) :

; Ai¢(Aix,x) + E uk@(Bk.x,x) s a[xl2 )

Posons

e = xe o | Max ¢(D'3:(0),x) < v[x|, Max l@(D'fk(O),x)l < v|x|1.
i k

2 se trouve partitionné en deux parties g, et a\ 2, on va montrer la

conclusion, séparément, sur chacune :

Sur @ : J et f étant de classe CZ, relativement aux couples,

on peut écrire, en développant & 1'ordre 2 avec reste intégral :
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Vie {150 e s0Fs Vxe (o Ji(x) = @(D'Ji(O),x) + % @(Ai(x).x,x)

Ve (ot Ve a, fi(x) = o(D'(0),x) + 2 o(By (x).x,x)

ol les Ai et les Bi sont des applications continues a valeurs dans

LS(]E) vérifiant :
Vie {15 em e} s Ai(O) = DD'Ji(O) et \V k. e tlssessT)s Bk(O) = DD'fk(O).

Soit V1 un voisinage de 1'origine dans E tel que pour tout x dans

NV, la famille (A(x),B(x)) vérifie (*) et donc la condition (St).

1
On a alors en particulier :

Vxea, vy, Z[(,u) en(d'd(0),0'F(0))

1’

] 2000600 + T o8 (x)x,x) > alx|? .

Ce qui s'écrit de facon équivalente :

V X eQq N V1,

Sup(] 230 Ay (x).xx) + ] @B () x.x) | (1) € AT(073(0),0*F(0))35 afx|? .
Or, pour (A,u) de A(D'J(0),0'f(0)), ona :

Vxea: L 2g0(A; 00500 + 1 a0 (B3 (0000 = § 239500 + (o)

d'autre part, on sait que pour tout x, on a :

Sup( 2;9;(0) + T yefi (0| Gon) € A} = Max{dy (x)yeensdp (), [ £ (XD | 5enns | £(X)] 3
1
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11 en résulte, sachant que A:(D'J(O),D'f(o)) est une partie de A: , que :

2
Vixea nvg . Maxtdy(x),ee,d 00,15 () henes IF,.00 1 5 51X
Alors, pour tout x # 0 dans Qf(O) nae, N V1 , ona:
Max{J1(x),...,Jn(x)} > 0.
Sur a\ e, : Soit K >0 tel qu'on ait :
Vx'eE',VxeE, [olx',x)] < K||x"|]|x] [ch. 0, § 4].

En développant a 1'ordre 1, avec reste intégral, les fonctions Ji et fk

il vient :

Vie{l,....n Y VYVxea, Ji(x) @(x%(x),x)

Vke{l,....,ry Vxeaq, fi (x) = oy (x),x)

ol les x% et les y& sont des appiications continues a valeurs dans E'

et vérifiant :
Vie{t,o.on), x4(0) = 0'3,(0) Yke{l,...,r}, y(0) = D'f, (0).

Fixons un nombre v strictement positif, vérifiant : v_ <

0

=<

o’

et soit alors V2 un voisinage de 1'origine dans E tel que :

Vxean Vo s Viet,...,n, Pxi(x) - D'Ji(O)Il:s Vo

Vxeanv,, Yiel,..r, Hﬁu)-meHLs%.

Soit x un point quelconque de V2 N\ QV) ; le fait qu'il soit
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dans @\ Q, nous assure 1'existence d'un (Ao,uo) dans A: tel qu'on

ait

<A0|¢(D‘J(O),x)> + <po|¢(D'f(0),x)> > v|x|
et si on écrit :
A lIx)> + < [f(x)> = [<ag|e(x"(x) - D'I(0),x)> + <u fe(y' (x) - D'F(0),x)>]
+ [aa 1o(D'3(0),x)> + <ug|e(D'£(0),x)>]

le fait qu'il soit dans V2 nous permet de minorer le premier terme ; en

effet de
<Agle(x' (x)-D'3(0),x)> = -] [a 14 11alx" (x)-D'3(0),x) ||
2 = KL [y Hx()=D"3(0) [ x| 2 = Kv T ]y 1x]
et de
<uplely’ (x) = D'F(0),x)> 2 - K| |ug| [y ix]
on arrive a

A >+ <u [F00> 5 vix| = Kog( gl Ty + (gl IIX] = (& = Kg)[x] > 0

(» ,uo) étant un point de A: , ceci implique que

[¢]

Sup{<a[d(x)> + <p|f(x)>]|(A,u) € AE} = MaX{J1(X),...,Jn(X),|f1(x)|,...,Ifr(X)I} >0

et ceci pour tout x dans V2 N\ Qv). Si on pose alors V = V1 N Vo s

on aura :
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¥ x eV Nnalo)\ 0 Max{d4(x),...,d,(x)} > 0 C.Q.F.D.

Deuxdidme étape : F est quelconque.

L'hypothese (H1) implique [§ 2, ch. G] que le sous-objet Im &f(a)
est facteur direct de F ; soit (p,p') une projection de F sur Im sf(a).
L'application p o f, qui est a valeurs dans Im Df(0), est alors de clas-

se C2, relativement 3 E et Im sf(a), avec :
Dpof)=pobDf , D'(pof)=D'Ffop'.

L'hypothése (H2) assure que le sous-objet Ker &(p o f)(a) =
Ker 6f(a) est un facteur direct d¢ E [§ 2, ch. 0] , donc est un couple
Hilbertien [§ 4, ch. (ﬂ On notera par @ la dualité de ce couple.
D'autre part, elle assure que la surface de niveau Q(pof)(a) =

{xeqlp.f{x) = p.f(a)} est, au voisinage de a, une variété modelée sur

Ker D(p o f)(a) = Ker Df(a) [§ 5, ch. 0].

Soient donc w un voisinage ouvert de 1'origine dans Ker Df(a)
et &£ une application de classe ¢ relativement & Ker s[p o f](a)

et E telle qu'on ait :

£ est une bijection de w dans Q(pof)(a) vérifiant £(0) = a,

s&0) = (u,u') Te morphisme d'inclusion de Ker s[p o f](a) dans
IE.

Soit (yi,...,y;) une base de (Im Df(a))®, ot r est la co-
dimension de Im Df(a). Qf(a) est 1'ensemble des points x, de Q(pof)’

vérifiant :
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Vije {1,...,r}w(y3,f(x)) = 0.

Si on pose :

Vie{1,....r} gj—\l’(yj,f) wyjof et g;=g;08&
Vie{l,....n} J'“i=J1.og :

i1 est clair que, par construction, il y aura équivalence entre Tes deux

propositions suivantes :

*J présente en a un optimum strict, Tocal, sur ¢ (a) !

et
vy présente en 0 wun optimum strict, local, sur wa(o) ",
4V n
Les applications J et g, définies sur w, étant de classe
C2 relativement a Ker 6[_-pof](a) et R" (resp. R"), on leur applique

le résultat de la premiére étape : une condition suffisante pour que J

présente un optimum local en a est qu'il existe un ag > 0 vérifiant :

LY

(s ©) V x e Ker Df(a), ©(D'J(0),x) £ 0, B(D'§0),x) <0

- r
() e Ay

(1) ; 1;0'd;(0) +§, ujD'gj(o) =0

(1D 7 2;0(00'3;(0).x,x) + T 4, 8(00'35(0).x,%) 5 &ylx|® .
1 J

n

a

Nous allons expliciter (S ©)
o

Tente & une condition (S 0) pour les applications J et f en a

et vérifier qu'elle est équiva-

le théoreme sera alors démontré.
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U
o
Supposons que (S 0) soit vérifiée en différentiant J o ¢ en

0, il vient

D' (J)(0) = D'(J 0 £)(0) = D'&(0) o D'J(a) = u'.D'I(a).
D'autre part, la dérivée premiére de g en a est nulle :
Dg(a) = D(¥(y',f))(a) = ¥(y',Df(a)) = 0

donc
D'd(0) = D'£(0) o D'gla) = O.

Soit (A,u) e AL tel que (I) soit vérifié. Ona :
2 Aut.D'dL(a) = u'. 2 x;D'9;(a) = 0
le zéro étant celui de [Ker p o Df(a)]* = E /i D' (pof) (a) = E /Im D'£(0)op"
. . 1 “ .
il existe alors un z' dans Fl/ker D'f(a) tel qu'on ait :
(1) 5 }‘iD'Ji(a) =D'f(a).p'z' .
i

Remarquons que z' est alors borné ; en effet si (s,s') est la section

de s[p o f](a), on aura :

1211 = T1s' § AD'9;(@)]| « Sup|[s'.D'd,a) |
1 1

o
la condition (S ) devient alors :
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N
o

(s %) Y x e Ker Df(a), @(D'B(O),x)

o(D'J(a),u.x) = ¢(D'J(a),x) < O
=l (uud e A: o2 e Fl/%er D'f(a)

(1) §a;0'9;(a) = D'fla).p'.z"
1

(1) T 2,800,000 + T u;800';(0)x,x) > aglxi? .
i J

Fixons un élément x de Ker Df(a) vérifiant (D'Jd(a),x) <O

. r ' . o L
et soit (A,u) € A, et z' eF /Ker D'f(a) » QUi Tui sont associés par
N

%
Ta propriété (S 7).
En différentiant D'(J o &) =D't o D'J(g) en 0, il vient
DD'H(O) = DD'¢(0).D'J(a)+D'£(0)oDD' J(a)oDe(0) = DD'£(0).D'J(a)+u'oDD"'I(a)ou

d'ol, en utilisant (I)' :

(1) T A,00'3.(0) = DD'€(0).0"Fa).p'z’ + u’ o [5 AiDD'Ji(a):' o
1 1

En différentiant 1'identité : po f ot = p.f(a) sur w,

il vient :
W x e w D'E(x) 0 D'(p o F)(&(x)) = D'e(x) o [D'F(e(x)) 0o p] =0 3

et en différentiant une seconde fois, il vient :

Vxew DD'E(x)oDF(e(x)) op’ +D'elx)oDbD'fle(x)) oDel(x) =0 .

Faisons x = 0, on obtient :



- 32 -

(2) DD'£(0) o D'f(a) o p' =-D'g(0) o DD'f(a) o D&(Q) = - u' o DD'f(a) o u.

En combinant (1) et (2), i1 vient :

v
J 2;00'J.(0).x

u'.] ;009 (a).x - [u' o DD'f(a) o u op'].(z',x)
1 1

u'.] A;DD'J;(a).x - u'.DD'f(a).(p'z" .x)
1

d'ol finalement :

(3) 728003, (0).x,%) = § 2,2(00' 3, (a).x,x) - 2(DD'F(a).(p'.2".x),X).
1 5 1

D'autre part, en différentiant deux fois wy' ofog, il vient :

DD'g(0) = D[D'e(.) o D' (v, o f)(£(.))] (0)
= DD'£(0) o D'g(a) + u' o DD'f(a)(y',.) o u
=u' oDD'f(a)(y',.) ou (D'g(a) = 0)
et alors :
(4) g Aj@(DD'gj(O).x,x) = § vy (u'.DD'Fla) (y},ux),x)

=3 uj¢(DD'f(a)(y3,u.x),u.x)
J

=¥ w.o(DD'fa).(y,x),x).
31 J

Posons y' =p'.z' - Z “j'y3 et soit M la borne supérieure de

J
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|ly'|] quand x varie dans Ker Df(a) en vérifiant o(D'J(a),x) < O.

X et y' ne pouvant &tre tous les deux nuls, posons :

e ety e— Ly,
Ly' 11+ 2y Hy' [+ 32
1 1

de F' vérifient :

) XiD'Ji(a) = D'f(a).y' (Tes y3 sont dans Ker D'f(a))
i
et
n
= - %o )
« ) x;0(DD'J.(a).x,x) - o(DD'F(a).(¥',x),x) 3 — |x|
i 1 1 14M

(d'apres (3), (4) et (II)).

Nous avons donc montré que J et f vérifient au point a 1la condition

W
o

o
(s ° avec oy = 2

1+M

Inversement, supposons que J et f vérifient au point a 1la
o
condition (S °) et soit x dans Ker Df(a) vérifiant
@(D'S(O),x) = ¢(D'J(a),x) £ 0 ; il existe, par hypothése, un point

(A,y') € C, x F' vérifiant :

() Tag+lly'l] =1
1

(i1) } a; D's(a) = D'f(a).y'
1
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(149) ] 2;2(00"9;(a)x,x) = ¢(0D'F(a)(y' ,x),x) 3 wg[x|? .
1

.yj est la décomposition de y' comme somme d'un

€lément de Im p' et d'un élément de Ker D'f(a) [F' = Im p' @ Ker D'f(a)]
alors A et yu-= (“1""’“r) ne peuvent &tre tous les deux nuls :

car sinon, de {ii) on déduirait que D'f(a).p'.z' est nul ; c'est-a-dire
z' nul car D'f(a) op' = (p o Df(a))' est injectif. Ce qui.n'est pas

possible d'aprés (i). Posons :

1 A - 1

A. + U A, + s
E 1 j J 1 3 J

1

En remontant les calculs de la premiere partie, on voit que X et 1

vérifient

N a |x|?

A; B(DD'J,(0).x,x) + 7 5.B®(DD'G.(0).x,x) 3 ——2>

; i i § Hj J ; A+ Xi“ji
J

(d'apreés (ii) et (dii).

Si on note N 1la borne supérieure de z !“jl quand x varie dans

v N N
Ker Df(a) en vérifiant @(D'J(0),x) s 0, i1 est clair que J et g

N
[+

o
vérifient Ta condition (S %) avec 30 =9
1+N

C.Q.F.v.
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1

Ve (1,2,...,r} £5(h) = Jo Fy(tah(6))dt = £(h.).

On suppose que les applications G1,...,Gn,F1,...,Fr sont deux
fois contintment différentiables en la seconde variable ; J et f sont

alors de classe C2 avec :
Yhea, Yhec®UIR,Vie1,2,...,n

1 1
pJ,(h,).h = jo D6, (t.h_(t)).h(t)dt = JO <96 (t:h, (1)) [h(£)>dt

et de méme
v hOeQ,Vh e CPCLURP), Vie {1,2,...,n}

-
ij(ho).h = Io <v2Fj(t,ho(t))|h(t)>dt .

Si on met CO(I,RP) en dualité avec lui-méme par la forme bilinéaire qui
a deux points h, et h, de c®(1RP) associe

|
1
fo <hy (1) [hy(t)>dt

on obtient un couple, qu'on notera EO(IJRP), qui est Hilbertien : 1'j-
dentité de CO(IRP), étant un opérateur symétrique bijectif et positif,
est un opérateur coercif ; la norme Hilbertienne de ¢®(1RP) est alors

1a norme

Les expressions de DJ(hO).h et Df(ho).h montrent que les

applications DJ et Df se factorisent par les applications D'J et



CHAPITRE III

APPLICATIONS.

EXEMPLE 1.

Notons par C°(IJRP) 1'espace de Banach des applications conti-
nues, de I = EL1] dans Rp, muni de la norme de la convergence uni-
forme :

1
Vhe®a®), |Ihl] = supd]h(t)]] = (] (087, teD
1

Soit U un ouvert de R x RP . Alors 1'ensemble des éléments

h de C°(I,RP) vérifiant :
Vitel, (t,h(t)) e U

est ouvert. On supposera que cet ouvert n'est pas vide. Soient G1,...,Gn,

F1,...,Fr des applications numériques définies sur U, on cherche a

caractériser des points h0 de 2 en lesquels 1'application

J = (J1,...,J ) définie par :

n
s
Vhea, Vie{l,...,n}, J;(h) = f G;(t,h(t))dt
0
présente un optimum sur 1'ensemble Qf(h ) des éléments h de @

o}
vérifiant :
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D'f, de o dans CO(I.RP), définies par :

3G, '
Vhena Vie{1,2,...,n} D'3;(h) = ,6,(t,h(t)) = k; Wi (t,h(h)).E‘k’

, oF ; .
Vheo, Vie (1,2,...,n  D'fy(h) = v,F;(t,h(t)) = R (t.h(t)).5

(ol (ET,...,EE) est la base canonique de RP .

D'd et D'f étant de classe C1, d'apres 1'hypothese de régularité faite

2

sur G et F, Tles applications J et f sont de classe C° relative-

ment 3 €O(I,RP). I1 suffit donc qu'en ho 1a condition suffisante soit

vérifiée. En différentiant D'0 et D'f, il vient :

Vie{1,2,....n}, Vh eaq, Y h e CO(I,RP)

DD'J; (hy) h = D,9,6G; (5h ()).h(.) = az,h (L)) h(.)

ou, pour tout t de I et tout h, de @, ai(t,ho(t)) est 1'opérateur
2
376G,
1

symétrique de RP dont Ta matrice a pour terme général ——— (t,h_(t)) ;
3X, 3Xp 0

et de méme

Vije1,2,0..5r}, Y h, ea, Y hecP(1RP)

DD'f;(hg).h = Dy9,F (. 5hg (()).h(.) = by(.,h () h(.)

oll, pour tout t de I et tout h, de 9, bj(t,ho(t)) est 1'opérateur

526,

symétrique de RP dont la matrice a pour terme général ——— (t,h (t)).
axkaxz [o]

Soit h0 un point de @ ; posons :
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Vie{1,2,...,n}, VYtel Ki(t) = ,6,(t,h (t))
Viel2,ooourt, Vitel L3(t) = V5F s (t,h (1))
r n r
. AK,L)Y = {(x,n) € An z A_iKi + 2 uJ.LJ. = 0}
i=1 Jj=1
Yielh2,o.n), Vitel a;(t) = a;(t,h ()
Vie{1,2,...,r}, Vtel bj(t) = bj(t,ho(t)).

La condition suffisante, en h0 s, s'écrit alors :
o el -
(H3) Je > 0, Y he cC®(1RP), Supj <Kilh>dt <0, Suplj <Lj]h>dt| =0
i ‘0 : i ‘0

3 ()\’U) € A(K,L)

1 1 -
2
Y As J <a;.hlh>dt + § M'J <b;.hlh>dt 3 a J [1h|]dt.
il 7 J Yo J 0

Dans le cas d'une fonctionnelle scalaire (n =1), on a le
résultat classique-suivant : “"pour qu'une application continue a, de
I dans 1'ensemble des opérateurs symétriques de RP, soit telle qu'il

existe un nombre o > 0 vérifiant :

. 1
¥V he (IR J <a.h|h>dt ;aI [1h] 124t
0 0

il est nécessaire et suffisant que, pour tout t de I, 1'opérateur

a(t) soit défini positif".

Le résultat qui va suivre en est une généralisation :
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Théoréme 3.-

Pour que la condition (H3) soit vérifide, il est nécessaire et
suffisant qu'il existe un (x,u) dans A(K,L) tel qu'on ait :
(ND) Vte,VXeRP\{0}, § ai<a;().X|Xs> + ] by b5(1).XIX> > 0.

1 ! J

Démonstration :

. La_condition est suffisante : en effet, si elle est vérifiée,

grace a la compacité de I et de la sphere unité de RP, il existera

un nombre . > 0 tel qu'on ait :

0

- 2
Vtel, VXeRP, ; r<a; (8) XX + ﬁ uy<b s ().X[X> 3 o[ 1X[]

et 1'opérateur, de C°(IR?), qui @ h é&lément de C°(IRP) associe

z Aiai(.).h(.) ) “jbj(')'h(‘)
i J
sera coercif ; condition plus forte que 1a condition (H3).

. La_condition est nécessaire : Notons par W 1'orthogonal,

V = {()\911)6 ]Rn X]Rr l ; )\]K.| + §‘ ]JJ‘LJ = O}

et continuons a noter par Cn le cbne convexe et fermé C, * {ijr}
de R" x Rr ; sion interpréte un point (x,p) de R" xR comme une

forme linéaire sur R'xR" , alors A(K,L) est exactement 1'ensemble des
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formes linéaires, sur R" xR", normalisées par ) lxil + ¥ lujl =1
i J
qui sont négatives ou nulles sur W - Cn ; en effet, ona :

* _ * * * r| _
M= €)%= (-Cpx 0red) = wn[-chxtgee’] =-vnl,« K] -
_ r
=-VnN Cn
et A(K,L) est 1'ensemble des éléments, normalisés, de VN C: .

Si  {x,u) est un point de A(K,L) tel que la condition (N1)
soit vérifiée, alors (A,u) est une forme linéaire négative ou nulle

sur W-C, strictement positive sur Te compact

n r
{M(t,X) e R'xR" Bﬁ(t,x) =y <a.(t).XlX§€f + ¥ <b (t).X|X>e T
j=1 i =1 3 n+j

tel ; XeRP et [[X]| =1}

donc sur son enveloppe convexe T ; i1 en résulte que, globalement, T
a une intersection vide avec W - Cn. Inversement, si cette derniére
condition est vérifiée, T étant compact, car enveloppe convexe d'un
compact, et W - Cn étant convexe et fermé, on pourra les séparer
strictement par une forme linéaire de R'xR" : c'est-a-dire qu'il

existera un point (A,u) de R" x R" et un nombre réel 8 vérifiant :

(i) V(xy) e W - Cpo Alx> + <uly> < 8
(i1)  Y(x,y) e, x> + <ply> > 8 .

W - Cn étant un cone de sommet 1'origine, on déduira de (i), d'une part,

que B est strictement positif, et d'autre part, que (A,u) est une
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forme linéaire négative ou nulle sur W - Cn s en normalisant (X,u),

on aboutira a un point de A(K,L) qui vérifie a fortiori, grice a (ii),

la condition (N1).

La démonstration du théoréme sera donc terminée si on montre

le :

Lemme. -
Si la condition (H3) est vérifiée alors T a une intersection

vide avec W - Cn'

Preuve du lemme (par 1'absurde) :

La condition (H3) étant vérifiée, i1 existe (th. 1 § 1) deux

nombres a, > 0 et v >0 vérifiant :

( 0/ P e 1 -
Yhe E, = th e C°(LR )|s$pJ0<Kiih>d§qu|h\12, S\JJ_pifo <Lj\h>dt|:s vithl ]y}

3 (uu) e AKL) =

- e -1
y )\.J <a.h|h>dt + § u.f <b.h|h>dt 3 o J’ <hlh>dt .
i Yo ! i Yo Y %o

Supposons que T N (W - Cn) soit non vide ; i1 existe alors

des nombres strictement positifs a,,...,a_ vérifiant
1 m

)
a. =1,
s=1 S

des points t1,...,tm de I, des vecteurs X1,...,Xm de R°, de normes 1

et un vecteur (w‘,wz) de W tels qu'on ait :
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1 m
Vie{1,2,...,n We + )

2 <a1(ts).Xs|Xs> <0

y %

m
Viie {1,200, w§+ y

RS as<bj(ts).XleS> = 0.

Soit o un nombre strictement positif ; les a et les bj

dépendant continlment de t, i1 existe un e >0 vérifiant :
Yeme' Sup lIKiIi < v, Y2me Sup ||Lj|l £V
i : j :

Ze:s Inf{lts-tzl 3 osste {1,o.,mb, to # 0t

V(xgsennax,) € ™, szplxs-tsys e, Vied{1,2,....n}, Vjel,.

1

m m
.2
Wy + 521 “s<ai(xs)'xslxs> <a; wj + 521 as<bj(xs).XSle> < a.
Supposons que la suite t1,...,tm se présente de la facon
suivante :
=t <ty << ta =t (1.s q ¢ m)

ol chaque t; se répete mg fois. On subdivise chaque intervalie

1N [f;-E,ts+g] en m sous-intervalles, de méme longueur, et on ordonne

1'ensemble de tous ces intervalles ; on obtient ainsi m 1intervalles

11,...,Im d*'intérieurs deux a deux disjoints tels qu'on ait :

v (Xpseeesxg) € Iy x oos x Iy Vie{1,2,....,n ,¥Vjie{1,2,...,r}

1 1
(A1) Wy« Z “s<ai(xs)'xs|xs> <a
2)

2
(A Nj + Z as<bj(xs).Xs|XS> < a

eesl}
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Choisissons des applications numériques continues

61,...,9 sur I vérifiant :

m
Vse{1,2,...,m Supp(e,) & I,
Vse{1,2 m} Hel'2=/ e(t)zdt=u
et S i2 i S s
S
et posons
h=7Ye_.X
s S S

Alors h est une application, de norme 1, appartenant a Ev 5 oen

effet :

, ,
12 - zfls 6 (71Kl Pat = Tog = 1.

VYiedft,...om}y,

1
1 . =
J <K;|h>dt = [ <K;[h>dte] K, | lﬂ;estj IS]ZI|hI[9 s Kl 1Veme < v
0 U1 s - s :

s S

et de méme

e
Ve ol |J <Lylhodt] < [ILs]]/EmE < v.
0 . .

I1 existe donc, par hypothése, au moins un (1°%,1%) de A(K,L) tel
qu'on ait :

<l |
(1) Y A? J <a;h[h>dt + Y us j <b.h[h>dt 3 a
7 0 3 Jilg 3 .

m

En multipliant toutes les inégalités de (A1) par 1 es(xs)2 et en
m 1

intégrant sur Te pavé I IS , i1 vient :
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Vie{1,2,...,n},

2 nyl
[HI I 6, (xp) . [y + z as<a1.(xs).XSIXS>]dx1...dxm

s S

)2

1 2
wi'IHI 2 es(xs) dx1...dxm+ZaSJ i ez(xz

- <a;{xg)o (xg ). X o (x )X >dx, ...
s S JRS

1 2 2
W egh + ] e zﬂs“%' 2. JI <a;(t).h(1) |n(t)>dt

S

2 1
= n el - B+ ] [Is <a,(t).h[h>de]

2 -1 ! 2
= G0+ [ e )

c'est-a-dire finalement :

1
(2) Vie{1,2,...,n} wg + J <a;h|h>dt < a.
0 .

De méme, en multipliant les inégalités (A2) par 1 es(xs)2 et en intégrant
s
sur le pavé g IS , on arrive a :

1
(3) Vije{1,2,....r} 1w§ + [ <bjh|h>dt| £ a.
0

Si (a,u) est un point de A(K,L), i1 vient, d'apres (2),

1
(2') Pl + 1oy <aghibdt <o T,
i i 0 i

et d'apres (3) :
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' 2 ! 11
(33 uWy + ) P Jo <bjh!h>dtts % |uj1|wj + fo <bjh\h>dt}s a ; fusl

Additionnant, terme a terme, (2)' et (3)', i1 vient :

] -

1
2)\ +2uw +§:)\J<a h|h>dt+qu<b.h|h>dtsa[z)\].+§: Jusl
i i 0 : iy I

JJ

Sachant que, par construction de W, on a :

1 2
V (}\911) € A(K,L)s z: )‘1w'l + § UJWJ =0
et que, par définition de A(K,L), on a :
Y (Au) e alK,L) T+l sl =1
i i

il vient :

cet o1
(4) V(n,u) e aAlK,L), v A J <a.hlh>dt + ) y, I <b.h|h>dt 5 o
3 0 1 k] J 0 J R

comparant (1) et (4), on aboutit a ay € @ 3 ceci pour tout o >0, ce

i

qui n'est pas possible : a, étant strictement positif.

D'ol 1e Yemme et alors le théoreme.
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EXEMPLE 2.

Reprenons la méme fonctionnelle J = (J1,...,Jn) de 1'exemple 1.
Soit F = (F1,...,Fq) une application continue définie sur U et a

valeurs dans RY ; notons par wp la fonctionnelle qui a un élément

h de o associe 1'élément wc(h) de c®(1,R) défini par :
Vitel, we(h)(t) = F(t,h(t)).

Dans cet exemple, on cherche a caractériser des points ho de

o en lesquels J présenterait un optimum Tocal sur 1'ensemble @ (ho)
F
des é1éments h de g vérifiant :

wF(h) = wF(ho) .

Nous allons formuler des hypotheses, sur les données du pro-

bleme, qui assurent les hypotheses du théoréme 2 [Ch. 1IJ.

Lemme 1.-
Si 1'application F est deux fois continiment différentiable
en la seconde variable, alors wp est de classe 02 relativement aux

couples CO(IRP) et CO(LRY).

Preuve :
Il est bien connu, voir [4], que wp est alors de classe c?

relativement aux espaces de Banach (1 RP) et C°(IRY), avec

Vh,oea Vhec(IR), ¥tel, Dolh).i](t) = DF(t,hy(t)).n(t).
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DZF(t,hO(t)) étant, pour tout t de I, 1'application Tinéaire de RP

oF

dans RY dont la matrice a pour terme général 3?i (t,ho(t)) ;o d
£

étant 1'indice ligne.

Si pour toute application linéaire M, de RP dans R® s On
note par M*  sa transposée ; et si h0 est un élément quelconque de 0,

i1 est clair en intégrant 1'identité

*
Vtel, <D2F(t,ho(t)).h(t)|k(t)>]Rq = <h(t) |D,F(t,h (t)) .k(t)>]Rp
oli h est un élément quelconque de CO(IJRp) et k est un élément
quelconque de C°(1,RY), que wp est de classe ¢ relativement 2
€°(IRP) et CO(IRY) et que, pour tout k de CO(IRY) et tout h
de @, D'up(h).k est 1'élément de CO(LRP) défini par :

Vtel, D up(n).K] (2) = DF(t,h(t,h(t))*.k(t).
On en déduit alors que, pour tout ho de @, tout h de

CO(IRP) et tout k de CO(IRY), DD'w(h ). (k,h) est 1'élément de
cO(1,RP) défini par :

Viel,  [D0wlh).(k,h)])(t) = [DpoF(t,h (£)).h(t)] " k(t)

j§1 k;(t)DyF (£, (£)).h(¢).

DZZFj(t’ho(t)) étant, pour tout j dans {1,2,...,q},

1'endomorphisme de RP dont la matrice a pour terme général
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3%F .

J
m (t,ho(t)). .

On supposera donc, a partir de maintenant, que G = (Gl""’Gn)
et F = (F1,...,Fq) sont deux fois continiment différentiables en la

seconde variable.

Lemme 2.-

Soit ho un élément de @ ; alors il y a équivalence entre :

(R) . 5wF(h0) = (DwF(ho),D'wF(ho)) admet une section,

(R1) . Pour tout t de I, DZF(t,ho(t)) est surjective,
et
(RZ) . I1 existe une application continue ¢, de I dans LRIRP),

vérifiant : Vte I, D,F(t,h () o c(t) =1 .
]Rq

Preuve :

(R) entraine (R1) 1 Soit tjel et Y, eRY
notons par k, 1'élément, de CO(I,RY), identiquement égal a L

(R) étant vérifiée, i1 existe un h, élément de C°(I,RP) tel que :
DwF(hO).h = kO H

on a alors en particulier :

DZF(to,ho(to)).h(to) =Y,
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c'est que h(to) est un antécédant de Y0 pour D2F(to,h0(t0)).

(R1) entraine (RZ) ¢ Si t, estun point de I, (R1)

étant vérifié, il existe <o élément de LGRqJRp) vérifiant :

DF(t,h (t)) o ¢y =1 .

L'appication qui @ t e I associe 1'endomorphisme de RY
D2F(t,ho(t)) 0 ¢,

étant continue, il existe un voisinage Vo de t_  dans lequel

0
DZF(t,ho(t)) o ¢, est inversible dans L@®Y). Si on pose :

Vtev, , eo(t) = ¢, 0 D,F (i (1)) o co‘_]'1

on aura alors :

Vte V, DZF(t,ho(t)) 0 co(t) = 1IRq )

Soit t1,...,tm des points de I tels que V1,...,V

m

recouvrent I et soit (61,...,em) une partition de 1'unité de 1 re-

latijvement a (V1,...,Vm) ;  posons :

Vtel c(t) = %1 o(th.c (t) .
1

c est alors une application continue de I dans L@RIRP) vérifiant :
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Vitel,

D,F(t,h (1)) o c(t) = thS 8 (t)D,F(t,h (£)) o c (1) = (th es(t)).1]Rq "l
S

d'ol (RZ)'

(Rz) entraine (R) : I1 est clair que, si ¢ est une appli-

cation continue de I dans LE®RIRP) vérifiant :

Vitel, D,F(t,h (t)) o c(t) = Ipq,

le morphisme (o,c') de €°(1,RY) dans €°(IRP) défini par :

VkecParY, Ytel, [o.K(t)

c(t).k(t)

VheC(IRP), Vtel, [o'.h](t)=c(t)".h(t)

est une section pour &up(ho). .

Placons-nous donc en un point ho de © en lequel Tes condi-
tions, équivalentes, du lemme 2 sont vérifiées; pour qu'en h0 la fonction-

), i1 suffit, qu'en h_,

nelle J présente un optimum local sur 2, o

F(h°

la condition (H3) du théoreme 2 soit vérifiée.

Notations.

« Vie{,2,...,n}, Ytel: K.(t)

VoG5 (t,h (1))
226,
;(t) = D,9,6,(t,h (1)) = axsaxz(t,ho(t)) (s.0)

[
—
P g
~—

|
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- Yitel, M(t) = DF(t,h (t))

2
3°F.
. j = __EJ...
Vie{1,2,...,q}, YVtel, bj(t) {axsa"z (t,ho(t))J o0

«  A(K,M)

A 3(h)»6uc(h )

{(A,k)eCnxCO(IJRq)lllk[|+ Dag= Y tel, §a, K (t) = M) k(e))
1 1
Vv e]R+,
.
E, = {he CO(I,]RP)'Sl'ijO<K1.|h>dt < v||h||2,HM(.).h(.)|]2 < \’Hth}
. ; :

On arrive alors & la caractérisation suivante :

Théoréme 4.-

Pour qu'en h0 la condition (H3) soit vérifiée, il est nécessaire

et suffisant que soit vérifiée la condition :

(N2).  3J (k) e alk,M) @ Vtel, VX eKerM(t) \ {0}

; Ag<ag(t).XIX> - § kj(t)<bj(t).X]X> > 0.

Démonstration :

La condition (H3) s'écrit :

(H3).  Jau>0, YhekE , T 0,k e a(K,M) :

- - .
2
) A.J <a.hh>dt - § J K.<b.hlh>dt 3 a f | 1n] |24t
i Yo jlog 93 0

IT est clair que (N2) est suffisante pour avoir (H3) ;

montrons qu'elle est nécessaire.
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Premilre étape : On va montrer le résultat dans le cas spécial
(auquel on se ramenera dans le cas général) ol on suppose que pour tout h
de Ej 1’élément k, qui lui est associé par (H3), est nul. (H3)
s'écrit alors dans ce cas :

C ,
(1) >0, Yneky 3 aen) ] Aijo <a;hlh>dt > ajo | 1n] |2dt.
Notons par W 1'orthogonal dans R" du sous-espace vectoriel
n -
{xe IR’Z;}\_iK_izo}

et par T 1'enveloppe convexe du compact

M(t,X) e R ‘OM(t,X) = 2<ai(t)XlX>;; » tel, X eKerM(t) et |[X]| =1}
1

11 est clair, en répétant le raisonnement de 1'exemple 1, que
(N2) est équivalentea TN (W - Cn) = @. Le lemme suivant démontre que

(H3) entraine (N2) :

Lemme 2.~
Pour que {(H3) soit vérifiée, i1 est nécessaire que T ait une

intersection vide avec W - Cn.

Preuve (par l'absurde) :
La condition (H3) étant vérifiée, il existe d'apreés le théoreme 1

[Ch. I] deux nombres «, >0 et v >0 vérifiant :

e
2
Vhee,Ioen0 = 0en|Iak=0, ] A].J0<a1.hlh>dt s allnl 2.
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Supposons que T N (W -~ Cn) #0 ; il existe alors des nombres

ay > 0,..00, > 0 vérifiant Z ag =1, des points ty,...,t, de I,

des vecteurs X1 < Ker M(t1),...,Xm e Ker M(tm), de norme 1 et un vecteur

W dans W tel qu'on ait :

m
Vie{l,...,n} wi + 521 us<ai(ts)'xs|xs>zs 0.
Soit o >0 ; les a; étant continues, il existe e > 0

suffisamment petit pour avoir :

Ze:s Inf{ltS - tzl, t £ tyh, /Zme.Sl;pHKiH:S v

Y (xgseeesx) e IV, Sgplxs-tslzs e

Yieil,...,n}, W, + z as<ai(x5).XS[XS> < a

Vse{l,...,n}, [Mxg) X I < v

Quitte 3 subdiviser chaque intervalle I N [ts-e,ts+;] en m, sous-intervalle
de méme 1ohgueur, si le point ty se répéte mg fois dans Tla suite

{t1,...,tm}, on peut trouver m intervalles 11,...,1 d'intérieurs deux-a-

m

m
deux disjoints, \U Is de mesure au plus égale a 2me et tels qu'on ait :
s=1

Y (xgaeeenxy) € Tpeeooxl oo (D) Vi e (hhuny, w, + aaylxg) Xl < o

C D) Y s e thom, 1IN X ] < v

Choisissons des applications numériques Bpseeesbp continues sur

1 et vérifiant :
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|
2 _ 2., _ .
Vse(h2,..m  swple)cI ., [lol3- fo o (D)%t = oy
et posons :
m
h = 521 0. X
Alors h est un élément, de norme 1, de EV : la vérification

du fait que h est de norme 1 et qu'il vérifie :
_
Sup f <K;|h>dt < v]|h]],
i /2 :
étant exactement la méme qu'a 1'exemple 1, seul reste a vérifier qu'on a :

| 10ag (h)oh T, = IMCIRC) T, < vl Thl ], -

h étant & support inclus dans IS » 11 vient
s

-
HmJMJu§=humwmunﬁg{@mumeJegxj%wngsﬁnm@
(d'apres (AZ))
C.Q.F.D.

IT existe donc, par hypothese, au moins un 2%  dans ALK)

tel qu'on ait :

o
0
(1) 1% JO <ajhlhodt 3 a,
D'autre part, en multipliant toutes les inégalités de (A1)

par 1 es(xs)2 et en intégrant sur 1 IS , il vient :
s s



-
Vie{1,2,...,m W, + [ <a;hih>dt < o
0 :

et alors :

. -1
Ve aK) }% Ai[wi + fo <a1.h|h>dt] = % P v A JO <a1.h\h>dt

-
(2) =) A J <a;hih>dt < o
b ] B

Comparant (1) et (2), on aboutit & o < o ol « estarbitraire et ay > 03

ce qui est absurde. @

Deuxieme &tape (Cas général) : Si (a,k) est un point de

A(K,M) associé & 1'élément h de E,» » et k sont alors 1iés par :

Vtel, k(t) = ) Aic(t)*.Ki(t).
1

Si on pose :

Vie(1,2,0..0, Vtel: Ku)

K (8) - o) o etk (o)

N

et a;(t) = a(t) - j21 (c(t)*.Ki(t))j.bj(t),

on aura :

BENCED: {% Ai(c(t)*.Ki(t))gl.bj(t)

(3) = a.(t) - ¥ k. (t).b.(t)
; ra4(t) § 3{8).by(t)
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D'aprads le lemme 1 du chapitre I, la condition (H3) sera équivalente a :

n ’ 1 Yy .
(#). Fa>0, ¥he(IR), ML).h(.) =0 et Sup fo &, Ih>dt < 0,
: z

o1
3 ren(k) = § a I <d;hlh>dt > a||h||2 .
i1l i 2

La condition (ﬁS) étant vérifiée, on applique le résultat de la premiére

étape : il existe donc un point 1% e A(K) tel qu'on ait :
Vtel, VYxeMe\ (0}, ]S <3’1.(t).XIX>> 0.
i

En posant kO = Z A?c*.Ki et en normalisant (1%,k%), on aboutit a un
i
point de A(K,M) qui vérifie (N2), grécea (3). ®
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EXEMPLE 3.

Notons par C1(IJRp) 1'espace de Banach des applications continii-

ment différeptiables de I dans RP ; 1a norme étant définie par :

Vhec (1RP) [1h{] = [Ihl], + [In'}],.

Soit U un ouvert de RxRPxRP ; alors 1'ensemble o des élé-

ments h de C'(IRP) vérifiant :
Ytel, (t,h(t),h' () e U
est ouvert ; on supposera que cet ouvert n'est pas vide.

Soient G1,...,Gn,F1,...,F des applications numériques continues

r

définies sur U ; on cherche a caractériser des points h0 de £ en les-

quels la fonctionnelle J définie par :

1
Vie tham, Vhea 3y = [ 6 (en(e),n (8)at
0

présenterait un optimum local sur 1'ensemble Qf(ho) des é1éments h de

Q vérifiant :
Vs T -
je {1,...,r), fj(h) = Io Fj(t,h(t),h (t))dt = fj(ho) .

Supposons que les Gi et les Fj sont deux fois continlment
différentiables en Tes deux derniéres variables ; alors les fonctionnelles

J et f sont de classe 02 avec :

Vi, eoa Vhecm)

1
Vie(t,...ond 0d(h)).h = [O{WZG‘.(t,ho(t),h(‘)(t))|h(t)>+<V3G1-(t,ho(t),h(')(t))]h'(t)>}dt
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et

o
73 e (h.oort Dfs(ho).h = JO{<V2I-:].(t,ho(t),h(')(t))|h(t)>+<v3FJ-(t,ho(t),h(')(t))Ih'(t)>}dt.

Intégrons par parties, il vient :

Viethoont, Vierh, Vh ea, Y hec(1RP)

el -
D3;(h_).h = <[O 7,6, (t.h(£),h! (£))dt|n(1)> + [O <746, (t.h (£).h (1)) -

et
- fo 7,6 (t.h_(x) b2 () e | (£)>dt

"

1 -
08 (o). = <[ TSR (LNG(NINN> + [ <oF sty (011 (0) -

0

et
- JO TF 5(6ho(x) b ()| ()>dt.
On va décrire un couple Hilbertien E = (C1(IJRp),E',¢) relati-

vement auquel les applications J et f seront de classe 02

Soit E' 1le quotient de RP xRP x C°(I,RP) par le sous-espace
vectoriel fermé {(X,-X,X),Xe RP}, muni de la norme quotient. La forme

bilinéaire ¢, qui a 1'élément ([X,Y,k]J;h) de E' x E associe le réel
-
a([X,Y,K]5h) = <X|h(0)> + <Y|h(1)> + [ <k(t){h'(t)>dt,
0

est continue et'met E' et E en dualité séparante (d'aprés le lemme fon-
damental du calcul des variations de Dubois Raymond) ; on notera par
m1(IJRp) le couple ainsi construit. I1 est aisé de vérifier que 1'opéra-

teur, qui 3 h e E associe 1'élément [h(0),h(1),h'] de E', est
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symétrique bijectif et positif ; le couple ¢1(IJRP) est donc Hilbertien,

1a norme Hilbertienne correspondante est définie par :
Vihec (TR [h[% = [[h@)[1% « [Ih1]]12+ [n]]2 .

Les expressions des DJ.(h Y.h et des ij(ho).h montrent que
les applications DJ1,...,DJ Df1, .. fr se factorisent par les applica-

tions D'J1,...,D'Jn,D f1,...,D fr’ de @ dans E', définies par :

Yhea Vieil,2,....n}y Yie{l,oon,r}

S . .

093 (0) = 075 | 984000, (2D)de 5 96, om0t ()) - IRENEROREE

1 ) .

075(7) = [0+ | TF (et (D 5 T = [ wgE (et ()as
G1,...,Gn,F1,...,Fr étant supposées deux foix continiment différentiables

en deux derniéres variables, les applications D'J1,...,D'Jn,D'f1,...,D‘fr

sont de classe C1 de @ dans E' ; c'estque J et f sont de clas-

se C2 relativement 2 ¢1(IJRp) 5 on en déduit que :
Vhyoea, Yhec (TRP), Vie (1,20t Ve (oor

(*) 00'3;(h ).h = [o[ D764 (xsho (2,0 (1)) h(x)+D,0,6. (c.h (x),hi (x)).h* (x)}dr 3

Dzvaei(.,ho(.),hé(.)D.h(.) + D3V3Gi(.,ho(.),hé(.)).h'(.) -

| f;) {DZVZGi (T )ho(T) ahé(":))-h(T)+D3VZGi(TshO(T) ,h(l)('[')).h‘ (T)}dr]
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-
00'F (). = [0 ; j (Do 7,F 5 (%2 (2) g (2))h() 4D 7,F S (w,h (2] he (1)).h' (D)o
D74 5 (s () 2hi())eh() + DyvgF (L uh (L),he ()0 () -

’[;{<DZV2Fj(T,hO(T),h(')(“r)).h(r) +D V2F .(1,h ( ),h! (T))-h'(T)]’dT]

Les conditions d'application du théoréme 2 étant vérifiées, on en
déduit que pour que J présente en hO de © wun optimum local i1 est
suffisant que la condition (H3) soit vérifiée. Fixons un point h0 de @

et introduisons les notations suivantes :

|
cYie (1,2,....0 X, = [0 7,6, (2 (x),h (1)) do

Y ie (1,20 Ve T Ki(6) = 756, (£ (£).h:(£)- j 7,6, (2 () bt (<)) d
-1
Yieite,.r Yy = [0 VoF s(tshy () shy (7)) de
ot
Vie (bt tel, Lyt) = v3rj(t,ho(t),hé(t))-fovzrj(T,ho(T),h-(T))dT.

g = AD'I(hg).DF(g)) = (0) €y | DAk + TugDavplg) =

226,

-Yiet,2,...on, Vel a;(t) = Dav46,(t,h (t),h (t)) = (

i
s B althh; (t)))(s’ﬂ

Yie 2,001,

aZF

bj(t) = D3V3Fj(t,ho(t),h(')(t)) = ( 5 3y£

(t.h (), (t)))

s, £

on a alors le
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Théoréme 5.-
Pour qu'en h0 Ta condition (H3) soit vérifiée il est nécessaire

que soit vérifiée la condition (N3) suivante :

(N3). =(x,u) e

o iV te L, VZ RO}, T a<a(t).7[2>+ ] us<b(1).2]2> > €
1. .

J

Démonstration :

Notons par W 1'orthogonal dans R" xR" du sous-espace vectoriel
n r
{(}\’u) eR" xR %‘, A.i[osx.isK.i] + ; “j@’YJ‘,LJ] = 0}

et par T 1'enveloppe convexe du compact

——b

t).Z|Z>en+j

ttel,ZeRPet ||Z]] =1

—_ n r
M(t,2) eR" «R"|OM(t,2) = § <a,(t).Z|Z5%; + Jebs(
1 1

(N3) étant équivalente a T N (W - Cn) =@, le lemme suivant démontre 1'im-

plication (H3) ==> (N3) :

Lemme. -

Pour que (H3) soit vérifiée, il est nécessaire que T ait une

intersection vide avec W - Cn'

Preuve du lemme :

I1 est aisé de vérifier, grdce a une intégration par parties et
en remarquant que 1'endomorphisme, de RP, D32Gi(t,h0(t),h6(t)) est
pour tout i e {1,2,...,n} et tout t el 1'adjoint de 1'endomorphisme

D23Gi(t,h0(t),h'o(t)), qu'on a :

Vie{1,2,....01, V hec' (IR
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1
o(0D" 3, (h ). hh) = JO{<D3V3Gi(t,ho(t),h(')(t)).h'(t)lh'(t)>
b 20,736 (£h (£),8E(£)).h(E) (1 (£)54D,9,6. (£,h (£),h:(£)).h(t) |n()>}dt,

de méme on obtient :

Yie.ort, Yhec (IRP)

1
@(DD'fj(hO).h,h) = JO{<D3V3Fj(t,ho(t),hé(t)).h‘(t)]h (t)>+2<D,v 3F 5 (t,hy(£),h' (£)).h(t) h' (t)>

+ <DZV2FJ.(t,hO(t) h'(t)).h(t)|h(t)>1}dt.

Posons :
Vie{l,....n}, Ytel

2
8°6,
al(t) = 2D,V46; (t, h, (t),h! (t)) = (ax W, (t,h (t) h! (t)))

il

(s,2)
(s étant 1'indice ligne),
2

3G,

(s,2)

ad(v)

Vielloorh, Vitel
bl(£) = 20,3F S (£,h (£),h5(£)) et BA() = DpT,F ;(t.h (£).ho(t))

. VyveR'
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v

|
£, = (he C'(LRP)[supex,|n(1)> + [ <K;[h'>dt < vihl,
i 0 :

-
Sup[<Y . [h(1)> + j <L, [h'>dt| < vih|3.
j J 0 J .

(H3) eétant vérifice, i1 existe [th. 1, ch. I] des nombres o >0, v >0

vérifiant :
Y he Ev Eﬂ(k,u) € AO

- 1
Y j {<a;h' [h'>+<a h|h'>+<ah|h>}dt+A I {<b:h' |h'>4<b h|h' >+<bZh(h>1dt 3 a_|h[Z .
1 1 0 1 1 1 J. J 0 J J J 0

Supposons que T N (W - Cn) est non vide. I1 existe alors des
nombres oy > 0,...,a >0 vérifiant v o = 1, des points ty,....t
de I, des vecteurs 21""’Zm de RP tous de norme 1 et un vecteur

welW tels qu'on ait :

m
Vie{1,....n} Wi+ 521 as<ai(ts).Zs|ZS>:s 0

~13

Y Je {1,...,r} W+

n+j as<bj(ts).zslzs> = 0,

s=1

Soit o > 0 quelconque. I1 existe un e > 0 suffisamment petit

pour avoir :
. 26:5 Inf{{te-t,], t, # t,}

et < Zme Sup{[[K1[[w;...;||Kn||m 3 l{L1{{m,...,||Lr||w}vs v
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et des intervalles 11,...,Im d'intérieurs, deux a deux, disjoints (qu'on

supposera ordonnés dans 1'ordre croissant) tels qu'on ait :
mes [U I ] < 2me,
s L

\V/(x1,...,xm) S A

m
(A1) Yie{l,...,m} Wy o+ v

RS as<ai(xs).ZleS> < a

2 . n
(A%) Vie{l,...,r} Woej ¥ ¥

RS as<bj(xs).ZS|ZS < o,

Choisissons m applications numériques de classe C2 sur R

et vérifiant :

. 2 -
Vse1,....m : Supp(eS)C: I s [Iesllz = o,
et posons : h=1e.zZ

(On notera que h est nulleen 0 eten 1).

h est alors un élément, de norme 1, de Ev ; en effet, ona :

1
. 1
« Sup<X.|h(1)>+ [ <K, lh'>dt = Sup[ <K.|h'>dt < Sup]]KJLmesEupp(h)]?!lh‘l|2
3 1 0 ! 300 1 . 1

< 2 Swl kg0 L < vt = vl

-
. Supl<¥;|h(1)> + [

<L.|h'>dt| < v2me Sup|]|L;
j o : J J

W11y < vl = vl

et . |hZ= (015 Z\le;\l§=§as= 1.
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I1 existe donc, par hypothese, un point (Ao,uo) € Ay tel qu'on ait :

o o1
(1) 729 f {<a.h’1h'>+<a1.h{h'>+<a2.h]h>}dt + 58 J {<b.h‘}h'>+<b1.hlh‘>+<b2.hlh>}dt;
I PR i i 330 J J :

Multiplions toutes les inégalités de (A1) par I e;(xs)2 et intégrons
s
sur Te pavé 1 IS s, il vient :

S

Vi e {1,...,n}

2
Lr 2 %20x)

W+ g as<a1.(xs).Zs[ZS>}dx1...dxm
s S

) 2 '
[-H et(xﬂ)j|.<a1.(xs).e;(xs).zS es(xs).zs>dx1..u

. 2 .
= w.f Iel(x )dx,...dx +)a f
Uy Is s S$'S 1 meTs)y IK 2#s
A

S
S

t 2 t 2 1 t
S AL RS RN IR fls<a1.<x).h (x) ] h* (x)>dx

el
] 2 1 1 — ] 2 1 t ! 2
g ”esHZ'E”'i + Zjl;aih [h >da = ISI Hes”Z'E”‘i + Jo<aih [h >dXJ: £a ISI HGSHZ .

On en déduit alors qu'on a :
-
(2) Vie{t1,2,...,n} W, + f <a;h'[h'>dx < o
i o i
2)

De méme, en utilisant (A%), on obtient :

.|
(2), Yije(1,2,...,r} ’wn+j + IO <bj.h'lh'>dx <o
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D'autre part, en utilisant la majoration :
L.t et 1
Vet |In)]] - H[ b (+)de] | < j Hh' (2) ] ]dr < mesEupp(h)]zllh'Hz -
0 : 0
il vient :

- -
(3) Vie (.. { <a1.h|h'>dt+[ <aZhih>dtezme] fal] | vame| [a2]_<zme Sup(]lafll +|laEl 1)
0 0 : : k

et de méme

3V je{l,...,r} H1

1
<b}h|h'>dt + [O<b§h|h>dt < 2me Szp(llb}l]w + 11b3]1.).

0

Sachant que (x%,1.%) vérifie, par définition de Ao

en utilisant (2), (2'), (3) et (3)', il vient :

. A .
4 3 x?{ {<a,h' [h'>+<alh|h'>+<ah|h'>}dt + ] “gf {<bjh'|h'>+<b;h|h'>+<b§h|h>}dt
i 0 J

0

1
) 1 2 W ) [I i (TP }
< (;Ai).\}ﬂme&;p\|akHw+Hak|lw)_+§|ujl R LN SULE

< (zx‘;).[wzmeszpu|a}<||m+||a§1|w)] . (§5u3?1> o+ 2me szpmbj&um « 163)1,)]

< o + 2mey



- 67 -

ol on a posé :
1 2 .
v = suptifagllNag oo s lan 1ot 1182 s 1IbT L+ 1103 s [ 1D+ 116801

Comparant (1) et (4), on aboutit a ay § o+ 2mye ;3 ce qui est absurde,

car o > 0 et o arbitraire. D'ou le Temme et alors le théoréme.
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EXEMPLE 4.

Reprenons la fonctionnelle J = (J,,,..,Jn) de 1'exemple 3.

Soit U0 un ouvert de RP x RP ; alors 1'ensemble

2, = (h e 0| (h(0),h(1)) e U}

est un ouvert (qu'on supposera non vide).

Soit f 1'application définie, sur 2, et valeurs dans

R" x c°(1RY), par :
Vheay, fh) = (Fy(h(0),h(1)),F(h(),h' ())) PEF (u (h) ,ucth))

ol F0 est une application définie sur uo et a valeurs dans R et
F = (F1,...,Fq) une application continue définie sur U et a valeurs

dans RY.
Notons par 1 1la partie de 2 définie par :
2 =1{he Qolf(h) = 0}.

On cherche, dans cet exemple, & caractériser des points hO de

I en lesquels J présenterait un optimum local sur I.

Lemme 1.-

2 2

Si Fo est de classe C° et F de classe C° en les deux
derniéres variables, alors f est de classe 02 relativement a ¢1(IJRp)
et R" x ¢°(1.RY).

En effet, W, étant la composée de F0 et de la restriction a
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2, de 1'application linéaire, qui @ h e C1(IJRp) associe

(h(0),h(1)) eRP xRP ; cette dernitre étant C~ relativement aux couples
0:1(I,IRp) et RP x RP puisqu'elle se factorise en un morphisme de couples
par 1'application qui & (X,Y) e RP x RP associe [X,Y,Q], on en déduit
que  u, est C2 relativement a C1(IJRp) et R™. De méme ©F s'obtient
en composant 1'application, qui a 1'élément (k1,k2) de CO°(IRP x RP)
associe 1'élément F(.,k1(.),k2(.)) de C°(1RY), qui est de classe C2
relativement 3 CO(IRP x RP) et CO(I1,RY) (cf. exemple 2) et 1'appli-
cation linéaire qui @ he C1(IJRp) associe 1'élément (h,vh) de

Co(IRP xIRP) ; cette dernidre se factorisant en un morphisme de couples

par 1'application qui a (k1,k2) e C2%(IRP xIRP) associe 1'él1ément

- -
Lo : Jz ky(r)dr 5 ky(.) - Iz k1(r)dr-|

2

on en déduit que wp est C relativement a E1(IJRP) et CO(IRY) et

que :

Vhoea, »Vhe (IR
Df(ho).h = (Dmo(ho).h 5 DmF(ho).h) =

(D4F 4 (h0) s hy (1)) h(0)+DF o (h (0) o (1)) h(1),05F (2 5o () b () )-h()4DF (2 sho (1) 0 (2)).h' (.))

Vhea, Viz,k) e R™ x CO(1,RY)
D'f(h).(z,k) = D‘mo(h).z + D'mF(h).k

o+ Dl (h).z = [0,F,(h(0),h(1))".2,D,F o (h(0),h(1)"2,0] et
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-1 * * Cfe *
D'up (h).k = [o,fonzr(x,hm.wm) D (L HE ) (k)= ByF (o), (1) .kma{}.

On supposera donc, dans la suite, que F0 est de classe C2 et

que G et F sont de classe C2 en les deux derniéres variables.

On va donner une condition suffisante pour qu'en hO de Q, > les

conditions (H1) et (H2) du théoréme 2 soient vérifides.
On dira qu'en h0 Ta condition (R) est vérifide, s'il existe
une application C continue de I dans L®RY RP) telle qu'on ait :

Vtel, D3F (s (8),hg(£)) 0 C(t) = 1 .

Remarques :
1) Pour qu'en ho la condition (R) soit vérifiée, i1 est néces-
saire et suffisant que pour tout t de I 1'application Tinéaire

D3F(t,h,(t),h (t)) soit surjective.

2) (R) sera vérifiée en tout point h0 de Q. si la condition,

)
suivante, ne portant que sur F, est vérifiée :

. Pour tout (t,x,y) e U vérifiant F(t,x,y) = 0, D3F(t,x,y)

est surjective. ®

Lemme 2.-
Soit ho € Qo. Si en h0 la condition (R) est vérifiée alors

Te morphisme SwF(ho) admet une section.
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Preuve : Notons par R(t,t) 1la résolvante de 1'équation

h' + € 0 D,F(,h (.),hi(.))h = 0

c'est-a-dire que, pour tout t e I, R(.,t) est la solution de

R'(x) + C(x) 0 D,F(c,h (x),hi(x)) o R(x) = 0 Vrwel,

R(t) = 2Rp.

Toute solution de h' + C o D2F(.,ho(.),h6(.)).h = C.k étant
. " . . ] ) ] —
aussi, de facon évidente, solution de D3F(.ho(.),ho(.)).h +D2F(.,h0(.),ho(.)).h— k,

1'application Tinéaire s définie par :
\ 0 ! t
Vk e c®URY, Yiel, (s.k)(t) = f R(t.t) o C(x).k(x)dr
0

est une section continue pour DwF(ho). On vérifie que s se factorise en
un morphisme de ¢®(1,RY) dans E1(IJRP) par 1'application linéaire s'
définie par :

* * 1 *
Vtel,V D(,v,zjec1(1,mp)', s'L[X.Y.g(t) = ¢ (t).EQH,t) .Y+f D4R(x,t) .z(r)d{I s
t

Placons-nous en un point ho dans lequel la condition (R) est
vérifiée. Le lemme suivant, qui se trouve démontré dans (5], implique qu'en
hO 1a condition (H2) du théoreme 2 est vérifiée (la condition (H1) est vé-
rifiée de facon évidente) :

Lemme 2.-
Soit U = (Uo’U1) un morphisme d'un couple E dans un couple

produit FO x F1 . Si Fb est de dimension finie et si U1 admet une
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section alors U admet une quasi-section.

I1 suffit donc, pour que J présente en h0 un optimum local sur

Y, que Ta condition (H3) soit vérifiée.

Explicitons 1'expression de DD'f(ho).((Z,k),h) - DD'wo(ho)-(Z,h)+DD'wF(hO)(k,h) .
00" () 2,h) = [(By4Fo (g (00,1 (1)).0(0) + DyyFolhy(0)shy(1)) "2,
(012F0(h0(o>,h0(1)).h(o)+022F0(ho(o),h0(1)).h(1))*.z,d]

(ol D\.j désigne 1a dérivation D, o Dj).

1 -
. DD uc(h ). (k.h) = [@;jO(DZZF(T,hO(T),ha(T)).h(T)+n32F(T,hO(T),hé(T)).h-(T)) K(x)dr 3

(Dpaf (. hy ()50 ())h(L) + DagF(Luh (),hd(D)h ()7 ok () -

[0 O R D RN R+ Dy (gl g (). () (ehe].

Si on note par Q 1'application bilinéaire qui & (X,Y) € RPx RP associe

1'6lément de R"

DyFolhg(0),hy (1)) (X,Y) + 2D F (h (0),h (1)).(X,Y) + DyoF (ho(0),h (1)).(Y,Y)

et, si on pose : \/j e {1,2,...,9} , Viel

éZF

bj(t) (t,h (t) h! (t)))

033F (t,h (t) h! (t)) = ( 5y ayz (s.0)

2F

1 ' =
bi(t) = 2D,F (£, (£),hi (1)) = ( sy (Bt ahi(e )))

(s,£)

2
F
et bg(t) = DpoF s (t,h(t),h () = ( 3;»5;— (t,hy(t), hc')(t)))(S 0



- 73 -

i1 vient : VYhec (IRP), VY (z,k) e R" x cO(1 RY)

1
¢(DD'f(h0).(Z,k).h,h) = <z|Q(h(0),h(1})> + g [ k.[}b.h'lh'>+<b.h[h'>+<b.hlh> dt .
j=10‘] J J J

Notations :

Vie{1,2,...n}, VYtel
2 2

3 G, ' 1 937G, '
a,(t) - (Ta;z (t.hy(0) 13 (1)) IPEECEES A ACERC)
2 o6,
et al(t) - (aTsa_XZ CENORHOH

-t
Ki(t) = 756 (t,h (£),h (1)) - JO 7,64 (t,h, (1), hi (1)) dr

-
Vie(1,2,....n} X; = Jo V56, (tsh (1) ,h! () )dr
£y = DyF(ho(0),h (1), &y = D,F (h (0),h (1))

(g1,8, € LIRPRM)

Vite I, A(t) = DF(t,h (£),h1(£)), B(t) = D,F(t,h (t),h!(t))

(A,Be CO(I,L®RP RY))).

ot * *
« A= {(0,z,k) e cnxmmxc"(l,mq)l; A [0.%,K.] = [g;‘.z,g;.z,o}E),Jos kdt,A() k()

, f B*.kdt:[, Nzl + [kl + 5 a5 = 1
0 ;

La condition suffisante s'écrit alors :

(s,2)
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N
() o > 0,V h e ¢ (1R, sup(<A; In(1)>+] <K lh'sdt) < o,
i 0 :

51.h(0) + gz.h(1) =0, A.h' +B.h =0,

n -1
T(azK) e h: 3 )‘ij (<a;h' [0 >+<alh|n'>+<adh]h>)dt - <z[Q(h(0),h(1))>
i=1 1lg

a
b sach TR se<h2hl R lds 2 2,1 1he 112
- jg1 jo ky(<bsh' [n">+<b I ' >+<bZhlho)dt > ([ [0(0) |2+ [ [2+ (1] [3).

Rappelons un résultat classique (1a condition de Klebsch) : pour

qu'une forme quadratique de la forme
ol
Q(h(0),h(1)) + f (<ah’[h'> + <bhlh'> + <b hihs)dt
0
soit coercive sur le sous-espace vectoriel de C1(IJRp) défini par :
£,.h(0) + £,.h(1) = 0 (51,8, ¢ LRPR™))
A.h* + B.h =0 (A,B e cO(1,L.®PRY)))

tel que A(t) soit surjectif pour tout t, i1 est nécessaire que pour tout
t la forme quadratique définie par a(t) soit strictement positive sur

Ker A(t).

Le résultat qui va suivre en est une généralisation.

Théoreme 6.~

Pour qu'en h0 Ta condition (H3) soit vérifiée, il est nécessaire

que Ta condition (N4) suivante soit vérifide :

(N4) =|(x,2,k) e A,Y t ¢ I,V X e Ker A(t) \ {0}, 3 Ag<as (X]X> - § ks (t)<b s (£)X[X> > 0.
1 J
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Démonstration :

Posons pour tout v € Rr*

E = the C1(I,lRp)lSl_Jp 8(D'J;(h );h) < v|h|,|DF(h)).h| < v]h]|
3 : :

1 -
= thec! (LRP) [sup(axyI(1)>+] <k I'sdt)su n]. | |yn(0sepn(1)] 14| | 1A sBh] (2ate? ]2y,
i 0 : 0 :

(H3) étant vérifiée, i1 existe un nombre o > 0 vérifiant :

(sg) Vhe E,» TJhz.k) e n: ; A;0(DD'J5(h) .h,h)-2(DD' £ (h ). (k,h),h) » a|h|2 .

Premigre étape :

On va démontrer le résultat en faisant une hypothése supplémentaire :
On suppose gque pour tout h e E0 un des points (x,z,k) € A qui lui sont

associés par (Sz) est tel que k e CO(I,RY) soit constante.

D'apres le théoreme 1 [Ch. I], i1 existe des nombres o >0

et Vo ¥ 0 vérifiant :
a
(st) VheEvo, JreC,, JzeR", JueRl, O,z,u) e,

. -y
-<z|Q(h{0),h{1))>+ 5 A.J (<a.h[h>+<a1‘h|h'>+<a2.h|h>)dt- }'pj (<b.h'|h'>+<b1.h|h'>+<b2.h|h>)dt
i 0 i i 1 N} 0 J J N

i J

2
2 a0|h| .

Notons W 1'orthogonal dans R" xRY du sous-espace vectoriel
{Oow) eR" xRY | 3 z e R", ; 2D'3;(h) = D' (h ).z + Dlup(h )

et T T1'enveloppe convexe du compact
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M(t,X) e R" xRI|OM(t,X) = 2<a (t)X|X>E + §<b (£)X[X8 T 5 tel, XeKer A(t) et ||X]] =

(N4) étant équivalente a T A (W - Cg) =g, Cg désignant le cone C x{0 q}
R

de R" xRY, le lemme qui va suivre démontre que (H3) implique (N4).

Lemme 3.~

- ey
TN (M Cn)-

Preuve (par l'absurde) :

Supposons qu'il existe des nombres ay > 0,‘..,ar >0 vérifient
y ap =1, des points ty,...,t. eI, des vecteurs
Xy € Ker A(t1),...,Xr € Ker A(tr) tous de norme 1 et un vecteur (w’,wz)ew

tels qu'on ait :

Viell,...,n} +Za£<a (tp).X,IX,> < 0

!
'I
. 2
Vie{l,....q W5+ T apebs(t,).X, 1% = 0.

Soient o >0 et vy > 0 vérifiant v% < vy Par une construc-

tion identique & celle de 1'exemple 1, on peut trouver un ¢ > 0 et des

intervalles 11,...,1 d'intérieur deux-a-deux disjoints tels qu'on ait :

r

,4Hmh£+4w”wnm+ﬁsv.

o]

mes {UIKJ € 2re, Y2re Sup|lK.|] s v
2 B .I 1 . (o]

<A Yiee o, Yiel, [a(t).x,l < vy

K’
1 : r 1
- A Vie {1,...,n}, v (x1,...,xr)e111 Iz, wi + % a£<a1.(x£).X£[X£> < a.

r
W Vi, ¥ (x1,...,xr)er11 I, .+Za£<b (xg) Xlxp>| <
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Soit (91,...,er) une famille d'applications numériques de

classe C2 sur R et vérifiant :
2 2
Viel..r} Supp(8,) © 1,5 18,1 = |]opl15 = ap

et posons : h=7§ 8p-Xp- Alors h est un élément, de norme 1, de
£

Ev : la vérification du fait qu'on a :
0

1
Ih| =1 et Sup(<x;|h(1)> + [ K, |h'>dt) € v
i o ! .0

étant T1a méme qu'a 1'exemple 3, vérifions qu'on a |[|Ah' + Bh||, < v/ :

(h(0) = h{1) =0)

J ||Ah' + Bh||%d =7 J [1AG)ep(x).X, + B(x).0,(x).X, ]| dx
0 ¢,

- %/JI (63002 [ [A(x). X, 112426, (x)ap (x) | A(X) X, B(x) X, | |48, ()% [B(x).X,l[?)dx
£

2 | 1 2 1
<] 05116113 + 2l1eg 1720y 1wy 1B+ 181 LulTegl 2:26) - (aapres ()

¢ 7 (&, + 2775|1651 1,72 |18)] 1w 1B 1, + 2¢||B] | 2¢] |6} ]12)
] 1L JARY: 241271 ARV

- 2 2 _ .2 2
= % (\)1<xz + 4au£||B||mv1 + 4¢ |!B||wa£) = vy 4ev1||B||m + 4e ||B||w:s Vo *

[0
11 existe donc, par (Svo), un point (1°,2°%,1°) € & vérifiant :
0

N o
(1) § 29 f (<a;h'| h'>+<ath|n' >+<ah|hs)dt - § u?f (<b.h'|n'>+<bth|h'>+<bZh|h>)dt 3 o .
i1l T ! ! j g J i 0

Multiplions toutes les inégalités de (A1) par I ek(x[_)2
£

et intégrons sur le pavé % IK’ il vient :
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-l
(1) Vie{(1,...,n w} +{ <ash'|h'>dt < o
0 .
De méme, en utilisant (Az), on abtient :
o 1
(1) Yije {1,ensq) ‘w.+f <b.h|h'sdt| < a
J 0 J .
et on a les majorations suivantes :
(1) Vie{l,....,n}

NI ,
f <aih|h'>dt < I

R3O0 (e e < [al Il i1 11h (0] ]at
0 :

1 1
|
0 0
1 ) '
< llajll, v2re [[n']1,72re |In']1, = 2re]lal]],

AL 2
et f <a%h|h>dt < 2re|]a’[] .
0o i : ille

(1IN VYijie{l,....,q

L 1 T 2
| fo <bjh{h'>dt\s zrel o}, » HO w2nnat| < 2re| (03],

De (I) et (I)', on obtient :
: o1 o (! IR i 2 1 2 0
(i) gxiwi + zki j0(<aih [h'>+<a hlh'>+ <a1h|h>)dfs[}+2reMix(lIakl|+||akH{]. % A3
et de (II) et (II)' :
e ,
(i) uHE + gug jo(<bjh'lh->+<b;.h|h->+<b§h|h>)dts[a+zrgmax(1|b,’<;|+ub,§m]. T b
: J

Sachant que =} A?w} ) u§w§ =0, de (i) et (ii), il vient :
1 J
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1 -
2) §19 (<a.h4h'>+<a!h|h'>+<a?h|h>)dt -8 (<b.h'|h'>+<b1h|h'>+<bgh|h>)dt
AN P i i 5730 3 j J

1
< fo zvoaxcl a1l a2l Lol gl 08110311621 10T 141 2113]

Comparant (1) et (2), on aboutit a

1 2 1 2 1 2 1 2
ag < o+ 2reMax{]all 1+ 18] Lol a1 1a2] 1L 10T 11+ 12 ot b o] 1021

o étant arbitraire et ay > 0 3 ce qui est absurde.

Deuxieéme étape (Cas général).

Soit h un point quelconque de Eo et (x,z,k) un point de &
o
qui lui est associé par (Soo). (s,s') étant une section pour émF(ho),

A, 2 et k sont 1iés par :

) [} _ ] ]
Z Ay s'.D Ji(ho) =s'.D wo(ho).z + k.

I1 vient alors que :

1 s
f (Jr;8".0"35(h ) ;.L (h)dt - JO<S'.D'w0(hO).z|L(h)>dt
1

2(0D"wp(h_). (k,h),h) = T . 0’73

J

c ] - *
-] Ai{o ] (s'.0°35(hg)) 5.L(h)dt - J0<z|(s-.n'w0(ho(t)) L(h) (t)>dt

oll on a posé :
Vite I,Vj e {1,...,9}

Li(h)(£) = <by(£).h" (£) ' (£)> + <b}(t)h(t)|h'(t)> + <b§(t>h(t)|h(t>>,
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et si on pose :

Vie,...,n} ay = a - g (s'.D'Ji(ho))j.bj
—T_ 1 \ ' 1 1
aj = a; - % (s'.D Ji(ho))j.bj
2 _ .2 . 2
aj = a§ - § (s'.D Ji(ho))j'bj

Yre(,...,m

W= _ 3‘ (S"D'wo(ho))jr'bj = - § (EZ 0 R“,-) 0 C(.))Jr.b.] s

bl - - ] (s':D'uq(hg)) b et o2 - - L (s Dugng)) .08

on aura :

] Q(h(O),h(1))+2A.J (<:h* [h*>+<a h|h' >+<alh|h>)dt-Tz j (<Bph* [h>+<bh|n'>+<b2h h>) dtse_|h|2)
RPN i i prlg o r r %

A et z ne pouvant &tre tous les deux nuls, si on pose :

1 1

p L et 2-‘-‘——-—-———2

Hzll + ] 2 Hzl] + 7§ &,
1 1
X et z vérifient :

(M JZI] + )%, =1
1

(2) ] 31(000;(ng) D (hg).1.019, () < (0%, (hg)-Du (h).57 ' (h ) 5 .
1
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D'autre part, i1 est aisé de vérifier que

E, = E, = th e Ker Df(ho)|¢(D'J(h0)-D'wF(ho).s'.D'J(ho),h):s 0}.

Notons A 1'ensemble des couples {Xx,z) vérifiant (1) et (2).

On a donc montré que la condition (SOO) suivante est vérifiée :

(5,90 VheE, ., 3 (RD ek

1

. el
-<Z|Q(h(0),h(1))>+2>\_if (<5_ih"|h'>+<5_1ih|h'>+<5§h|h>)dt-22_;‘4( (<5J.h' |h'>+<5}h|h'>+<5§h|h>)dt >
i r ‘0

0
2
o‘olhl B

on applique alors le résultat de la premigre étape. Ce qui assure 1'existence
d'un point (3%,2°) & & vérifiant :

Vitel, VXekera(t), § < (OX]X> - ] Z<b (t).X]X>>0 ;
1 r
Définissons k® e CO(I,RY) par :

KO = T a9 s*.D'35(h ) - s'.D'u (h).2%
1

en normalisant te triplet (3°%,z%,k°), on aboutit a un point de A vé-

rifiant (N4).
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RESUME

On établit des conditions suffisantes pour un optimum de Pareto
local dans le cas ol 1la fonctionnelle est définie sur un espace de dimen-
sion infinie, généralisant un résultat récent d'Aharon Ben Tal [1] et le

résultat classique de S. Smale [2].

Ces conditions sont explicitées sur plusieurs exemples faisant
intervenir les fonctionnelles du calcul des variations. On en déduit des
généralisations aux optima de Pareto des conditions de Legendre et de

Klebsch du calcul des variations.

MOTS CLES : OPTIMUM DE PARETO,
CONDITIONS SUFFISANTES,
CALCUL DES VARIATIONS.






