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INTRODUCTION

Dans cette these, nous étudions les conditions suffisantes
d'hyperbolicité faible pour les systémes a caractéristiques de multi-
plicité variable et des conditions suffisantes d'unicité de Cauchy c”

pour des systémes non hyperboliques de multiplicité constante.

Notre travail est divisé en trois parties.

La premiére partie généralise aux systemes un article écrit
par T. Nishitani dans le cas scalaire et donne une condition suffisante
d'hyperbolicité faible Torsque chaque couple de racines caractéristi-
ques pouvant avoir de valeurs égales admet un contact d'ordre infini
sur 1'hyperplan des données.

La deuxidme partie traite de 1'unicité de Cauchy c” et géné-
ralise aux systémes d'ordre t = 1 dont le déterminant caracatéristique
admet o facteurs multiples (o quelconque) un résultat démontré par
D. Gourdin et H. Kadri lorsque t=1 et o=1,

Une remarque finale aborde le cas t quelconque.

On montre que la non nullité du sous-caractéristique sur 1'en-
semble caractéristique multiple est une condition suffisante d'unicité
de Cauchy C” lorsque Tes multiplicités des facteurs sont des constan-
tes ms quelconques.

La troisiéme partie expose la construction de paramétrix lo-
cales généralisées sous les mémes hypothéses que dans 1a deuxigme par-
tie, par la méthode des ondes asymptotiques en utilisant certains ré-
sultats dus & R. Berzin et J. Vaillant et la théorie des opérateurs
intégraux de Fourier.

Les deux derniéres parties de ce travail feront 1'objet d'un
article a paraitre ultérieurement.

Dans le texte qui suit, nous adopterons la convention de sommation
d'Einstein.



PREMIERE PARTIE

CONDITION SUFFISANTE DE RESOLUBILITE DU PROBLEME DE CAUCHY MATRICIEL C*
NON CARACTERISTIQUE A CARACTERISTIQUES DE MULTIPLICITE VARIABLE.

1. NOTATIONS - HYPOTHESES - RESULTATS.

a. Notations. Définitions et Propriétés fondamentales.

) O c-iy = - 4 9
) Dx. =-fa, == ig— s D, = i, 3%

n J J J
Vs e R, nous considérons les espaces de Sobolev H, de norme IluHS .

Posons H = M HS et pour YueHt,
s

w1 = 1] 1odutfaxcs

la]=k R"

UG = Hu011E 4, + HDu(e)] |

-1 2
m-1+p cen + |lD$ u(t)||p .

2
m-2+p *
Introduisons maintenant les classes d'opérateurs pseudo-

différentiels utilisées dans ce travail [1], [7], [8], [10], [14].
Définition.-

On dit que p(x',€') est un symbole d'ordre v sur R"

et on note p € SYR"xR"\0) si p e CTR"<R"\0) vérifie :



I)VKE R", Yo et g dans N", i1 existe une constante Ca (K)

»B
telle que

05108p(x"5€") | < €, o(K) (1] )Y 1E]

o

Y x e K, £' € GRn\O).

ii) I1 existe une suite {p_ .} de fonctions de C(R"xR"N\0) homo-

y-j~ jeN
génes d'ordre (y-j) en &' telles que VNeN

N

B8
DECIEES)

p_3x',e)] = 0(le' Y1) quand [g'] » 4 w
3=0 Y=J

uniformément par rapport @ x' sur chaque compact K& R".
p

On écrira alors

P(x'3g') ~ jZO PY_j(x';E')

Py(x';g') est dit symbole principal de P.

Soit ue DR") et u la transformée de Fourier de u définie par

avec dk' = ———1377 dx'
(27)

Définition 1.2.-
On appelle opérateur pseudo-différentiel sur R" , d'ordre vy
et de symbole P(x';e') ¢ S¥ = SYR"xR" \ 0) 1'opérateur P(x';DX.)

défini par :



P(xt b, ulx') = [ et R e e ok

R
pour tout ue DR").

Propriétés 1.1.-

Soit P(x',DX.) un opérateur pseudo-différentiel d'ordre vy sur
et de symbole P e S, alors
1) P(x',Dx.) est un opérateur continu de S®™) dans S@®").

2) Vs eR, on peut prolonger d'une fagon unique P(x';DX.) en un opé-

rateur continu de H @®") dans HSTYR").

3) Caractere pseudo-local des opérateurs pseudo-différentiels.
Soient P(x';£') ¢ SY et ue E'®R") de classe C° dans un ouvert
de R" alors :

P(x',D . Ju est de classe c” dans Q.
4) Soit P(x',£') € SY, alors P(x‘,DX,) s'étend en un opérateur continu
de S'@®") dans S'@").
5) L'adjoint formel P*(x',DX.) de P(x',DXl) défini par
*oou i - f n
<P (x ,Dx)u,v>L2 = <u,P(x ,DX.)v>L2 YV ou,v e D®RM)

est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre vy, dont le symbole

P*(x',&') vérifie :

P*(x'3E') ! %r DX.Bg. P(x',g").
aeN )

6) Formule de composition des opérateurs pseudo-différentiels.
Soit Q(x',DX.) un opérateur pseudo-différentiel d'ordre vy' de

symbole gq(x',£') € ST alors 1'opérateur composé :



R(x‘,DX.) = Q(X',DX.) 0 P(X',DX.)

est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre (y+y') de symbole r{(x',£')

vérifiant :
r(x',e') n ¥ é%—az.q(x',s').bx.p(x',g').
n o
oeN

Pour simplifier 1'écriture, on pose :

aa = D?(|
_.a
Ba = Di.a‘g. Vo et B8 eNn.

On convient de considérer les termes indexés sur un ensemble

vide comme des éléments neutres vis-a-vis de la loi considérée(par exemple)

Pour k e N, on pose

I .=4Jd.={1,...,(k-i-1)}.

Lemme 1.1.-

Sofent 5 (j = 1,...,k), k fonctions de ¢C®"). Alors

-+
]
n=x

fj est une fonction de C”@R") et on a :

J=1



k-1
k-1 o. ) *j
2% (x') = 2 e SRR FCOTEEARE RCL
J=1,...a(k'1) I o.la= § a)! 3=
a1eN j=1 j=1 )
ji1

a.go- a

J j=1 !

La preuve de ce lemme qui est une généralisation de la formule
de Leibnitz de dérivation d'un produit se fait par récurrence sur le nom-

bre k.

Proposition 1.1.-
Soient Pj(x',DX.) (3 =1,...,k) k opérateurs pseudo-diffé-
rentiels respectivement d'ordre Y5 et de symbole Pj(x',g') alors :

P(x',DX.) = P1(x',DX,) 0 ... 0 Pk(x',DX.) est un opérateur pseudo-diffé-

rentiel d'ordre vy = v. et de symbole P(x',£') vérifiant :

1 J

I~

J

(i-1) . j

1 e
j=1
P(x',g") '»Z ! 3 P.(x',g") x

v — Il
s N YR Y T
i d,JeJi igl(jgd- ai!)(ai .z ai)! iel ]
i JEJi

n n'
aiew ,aiemn

(3'1) n'

2 (0.~ z aj)

. 1 . 1
" 3191 JeJi Pk(X',E')-

La preuve de cette proposition se fait par récurrence sur le



nombre k d'opérateurs intervenant dans la composition et en utilisant le

lemme précédent.

b. Hypothéses.

Soit 1'opérateur différentiel matriciel réel h de dimension

n+1)

q x q de classe C°(R et d'ordre o.

8
h= 7§ h _.(x,t;D, D)
320 e-J X't

ol h@—j = he_j(x,t;g,r) est une matrice de dimension q x q formée

de fonctions (he_j)g polyndmiales homogenes de degré o-j en £,

a coefficients indéfiniment dérivables et bornés ainsi que toutes leurs
dérivées et tels que la matrice caractéristique

H = h(x,t;e,1)

vérifie les hypothéses suivantes :

M
Le déterminant caractéristique det H posséde la décomposition
suivante :
m-s 3
(1.1) det H(x,t;€,7) = 1 (v=2;(x,t36)) 1 (v-u;(x,t58))
' i=1 i=1

o {x;(x,t;¢)

Heiemes €0 Dui00t5803, 4 o (ZS:s m)

sont a valeurs réelles distinctes deux & deux dans chaque ensemble mais

A;(x,t58) doit étre égale a ui(x,t;g) guand t = 0 et plus exactement.



(1.2) Ai(x,t;g) - wi(xatse) = °i(t)“i(x’t;g)’ 1<iss

ol °i(t) sont des fonctions de classe C~ positives et strictement crois-
santes pour t > 0, 01(0) =0 et vi(x,t;g) #0 V(x,t;g).

En plus, nous supposons gue oi(c;.)'1 € Cz([Q,T])

A € CCR" x [0, xR"\ 0).

uy € CR" x 0%, xR" \ 0).

Soit A(x,t:;£,t) Ta matrice des cofacteurs de H dans le déve-

loppement de det H
HA = AH = det H.Iq

ol Iq est la matrice identité de dimension q x g

Supposons que

AT (x,tsE,u;) # 0.

Soit K 1le polyndme sous-caractéristique du systéme

2,0
1 0 Mgl 4 4 o 1,8
K(x,t;8,7) = K = % H, -= ) A'AY - = HY{A'LAYY

a38=1 B 2 j=0 3Ejaxj o 1 -Z B a 1

oo { ,} est le crochet de Poisson.

Posons :



m-s s

(1.3)  Kxst3e,1) = {K(X,t;E,T) - %-{T-Ai,r-ui}A}(x,t;E,T). T (t=2;) T (t-ui)}p .
=t gt
J#i J#i

Introduisons la condition suivante :

K(X,t;E,ui) = Ti(X,tZE){T‘)\i,T'ui} + Si(xat;g)(x.i_l-li)/_l:ui

ou Ti et Si sont des symboles d'opérateurs pseudo-différentiels.

Soient f(t) et g(t) deux fonctions de classe C~ positives

et strictement croissantes pour t > 0.

Nous écrivons g < f si et seulement si il existe une constante

C positive telle que
(1.4) ¢ W @7 5 gg @] FFEIT (F =0
soient deux fonctions de classe C~ sur [04€] -

Cette relation d'ordre nous permet d'introduire la condition

concernant {Gi(t)}1siss'

Supposons que :

Pour V Ui’oj tels que 01.(0) = oj(O) =0 alors 05 < Oj

ou °j < Uj est réalisée.

e —



c. RESULTATS.

Théoreéme.-
Si 1'opérateur h vérifie Tes hypotheéses H1,H2 et si Tes con-

ditions A et B sont réalisées, le probléme de Cauchy associé

(1) hu = f
(@) dux,0) = uslx)  J =010 5 VxeR
f u
avec f = .1 et u-= .1
f
q Yq

posséde une solution unique u(x,t) e [@m(HI]q pour toutes données ini-

tiales  (u (x),ooosug (X)) € )9 et Te second membre f(x,t) e [C™(H)]9
en posant C”(H) = CT([0,+=[,H).

Cette solution vérifie 1'inégalité d'énergie suivante :

|1|U(x,t)|||£:s COU 0 Ty gy + £ Sup [IFOGS) ()

ssst
ol N{£) est un entier dépendant de h et £ = 1,2,...

Remarque 1.-

La condition B ne dépend pas de (1.2).

Remarque 2.~
Au cas ol tout o tel que 0%(0) =0 s'annule a 1'ordre fini

pour t =0 1la condition B est toujours satisfaite.
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2. DEMONSTRATION DE L'EXISTENCE DE LA SOLUTION.

a. Premieére réduction du probléme.

Considérons Te probleme de Cauchy (1) et (2) associé a h

(1) hu = f

(2) D;Zu(x,o) = u;(x) VxeRY, §=0,15000,0-1

f uy
avec f = . s u = .

f

q Yq

Soit & = (L(x,t;Dx,Dt) un opérateur matriciel de dimension

g xq d'ordre m-p et de matrice caractéristique A(x,t;&,7).

En s'inspirant de 1'article [4], nous réduisons 1'opérateur
h & un opérateur P différentiel en t et pseudo-différentiel en x

d'ordre m 3z 5 en faisant un changement de fonctions inconnues

U= AV et en posant

Le probleme (1) et {2) se transforme en

PV = f

D%(a V(0] = uslx), 3 = 0,1seey6e1,

A cause de 1'inversibilité de A(x,t;0,1) (cf. H1), on peut ré-
soudre les équations Di(CLV)(x,O) = uj(x), ji=0,1,...,6=1 et calculer
vj(x) DtV(x,O), j=0,1,...,m=1 en fonctions de uj(X)J=O,...,e-1
(cf. [4]) telles que pour toute solution V e [@m(H[]q du probleme

1) Pv = f
' J - . -
(2') Dtv(x,O) =vy. = 0,1,....m~1



-1 -

U=aV soit solution de (1) et (2).

Ainsi, nous sommes ramenés & la résolution du probleme (1') et (2').

b. Deuxigme réduction du probléme.

Nous supposons que 0) <0y < .ev < 0. Nous garderons désormais,

cette relation d'ordre.
Soient :

2.1 m, = [Dt-xm_s(x,t-,ox)]...[Dt-x1(x,t-,nx)].[Dt-us(x,t-,bx)]...[Dt-u1(x,t;nx)]

ol Ai(x,t;Dx) est 1'opérateur pseudo-différentiel de symbole Ai(x,t;g).
“i(x’t;Dx) est 1'opérateur pseudo-différentiel de symbole ui(x,t;E).
Nous pouvons écrire P(x,t;DX,Dt) sous la forme
(2.2) P(x,t3D,,D.) = I+ LI Cm-1(x’t;Dx’Dt) + Q_p(x5t50,,D,)

ou

(2.3)  C_q(x,t3D,,00) = €y (x,t3D, ) + € o (x,t3D, ) [Dy-uy (xst3D, )] + oo+

+ Co_g(xat3D ) Byug_y (6, 13D )] . [Dyny (x, 5D, )]

(2.4)  mp g = oo OG0 ) Do O, tsD )] Dymug (% t3D )] + ...

+ Co DA oo 6 taD T e D=2 O, 13D )] - Dy g (X, t5D, )] o [Dy -y (%, 8,0, )]

et Cm-i( ,t;DX) (i =1,...,m) opérateur pseudo-différentiel matriciel
de dimension q x q de symbole Cm_i(x,t;g) dont les composantes sont
homogénes de degré m-i en & et Qm_2 opérateur matriciel de dimension

g xq d'ordre m-2.
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Proposition 2.1.-

1
La
Soit A= : | ot L; est 1a "™ ligne de la matrice A
q
i=1,...,q
alors
1 0 K(X,t;E,ui) 1
LA(X,t;E,ui)Cm_1(X,t;E,ui) e A— LA(X9t;£an)
A1(X,t;E,ui)

ou C;_1(x,t;g,r) est le symbole principal de Cm_1(x,t;DX,Dt).

O e —

Preuve :
D'aprés 1'article [4], nous savons qu'il existe un opérateur
pseudo-différentiel matriciel M de dimension q x q dont le symbole

est homogéne de degré m-2 en ¢ tel que

2
€0, (x,tsgous) = o) -+ ¥ 2
m-1 i m-1 2 520 3Ej3Xj
Lt (6 t38) o (830} T (roa ) T (o)
=5 {e=a G te) s (6, t38) T (=) 1 (v-us)/.1q
7 1 1 j:! J i=1 J T=“i
J#i J#i
+ (Ai-ui)M(Xst;E)-
Sachant que o(P. ,) = H'A + HA* + ? _8H A
q RANE B R Lo PEL A
J=0 °7j
avec H* = He_1(X,t;E,T)
*
A= Am_e_1(xat9£sT).



- 13 -

j=0 J 7 i
" () T (e (Asps)
- — {T=X;,Tt~yus} T (T=2;) T (1~ I + (A;=-ps M
Tt =1 q/=“1' T
J#i J=i
Puisque nous avons Pm = H.A,
2
P oMM o M, oA
BEjBXJ. ngaxj SEJ. BXJ. axj
J %M, oH oA O oA, o°A_
583X 5 aX;79E; T 9E; T 3E 9K

Ainsi, nous avons

2 2
0 ) TP R I I 3°A
Cpg (o tsEoug) = HA- + HA + 5 J.ZO {ag‘“‘jaxj A+ H 'ﬁT—J

+ (Ai—ui)M(X,t;E)-
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Multiplions les deux membres de cette égalité par la 1ére ligne

de 1a matrice A prise au point (x,t;g,ui) que nous notons LA(x,t;g,pi)
1

(A = A ) = LGtseuy) = (AL oAl oAl Gtse)
= : = AVAe L sui = 12> j’-~-3 q s ,E,ui .
q
LA

Nous obtenons une ligne de q symboles telle que :
L (x,t38,00) €Oy (X, t5E,m;) =
AVRa Loy m-1 %2 L3Sy

oH*  aaB o aaf
- Bg 1{A;H*B“"Af(»f_ h) A {3 X B
QAyPyY=

J =u;
" e ) T (o) ( )
{T A T4 }om (r-p.) T (1-u. La{x,t;g,u
2 j=1 I 4= J/T=u1
j#i J#i

+ (gL (6 E385mp) MOx, tE).

Choisissons, par exemple, la premigre composante de ce vecteur

ligne c'est-a-dire lorsque vy =1

f 5, 1 ? [aHg aA? aHg aA?
AHA = RS -
o, f= 1\ t2 i0 BE; T BX;  O%; BT

J
2,0 2,8
-1 E A1 i HS . A? + H2 —E—ﬁi—
2 30 o BEjBXj g ngaxj T=U.i
! -u N (x,t38).
- % fr=hi>omg) A1(X’t;£’“i)Jn (- AJ)JH1(T wid foy .+ Oy wiN'(x, t5€)

J#i J#i
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m-s s
Puisque AH = T (t-r;) T (rt-u;).1_.
i=1 i=1 g
3 3A oH 5 MS S )
O (AH) =22 H+ A, 2= @ (t-rg). I (r-p;).I_ par conséquent
agJ agj agj agj i=1 LR i'*g
il existe f} tel QUe
S-(A.H) = (gD
J =Yy » g
De méme i1 existe g; tel que
a(AH)} A paa A = (ui-ns)g)
—— . - = . . _ = (u; A.)g. .
taxj TNy BXj axj TEH 1 7177)
D'ol
1 3 0 T I L - i
AOL F HB _ = HB S—E— AO.‘ _ + (.1.1 )\_l)fJ
J T”Ui J T-Ui
Al 2y - - 2 + (uimry)g
X Bl _ B 3X; af __ HiTA
J T'Ui J T‘Ui
Nous avons aussi
n oA
7o drepialy -1y e [-B—M I U I
S o 2 529 B |85 axX 5 1 8X4 Ta’ ALy
2,0 2,8
I Mo a1ae L ont 2
2 j2g 9B;PXj 1 B o 3E ;0 =g
1 1 m-s S
- —Z—{T-Ai,T-ui}A1(X,t;E,T) l;[ (T-)\j) I_I (T'uj) B + (A.i‘u.i)N(X,t;E)-
Q‘! J_! =Yy
J#i J#i
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Soit
2,0
q *0, n  3°H
1 B8 1.8 1 a1 .8
K(x,ts6,u;) = K= ¥ [é -= 3 A'A HO{A A%}
i o, B=1 B 2J"0 agjaxj a1 B a’ =
Nous obtenons donc
2,0
q *a 1 0 3"H
8 1,8 B
) —2 AA-—H{A A%}
o,p=1 "o 2 j=0 983Xy T=p

- %{T-Ai,r-ui}A}(X,t;E,T) JH1(T Al )JH1(T-uj) //: + (Ai-ui)N(X,t;E)
i Jti !

= K(x,t3€,u;) -—{u ,Tu}A (x,t36,0) T (u ) 1 (t-u. )/ + (Asmw)N.
J _ it
j=1 J_1 T—U.i
J#i J#i
Par analogie, en choisissant la Giéme composante du vecteur Tigne

LA(x,t;g,ui) Cg_1(x,t;g,ui) nous obtenons 1'expression suivante :

2,0
*ol 1 1 3 HB 18
“ g 1 [{B "2 Zo 9 .OX AaA5 2 HB{AOL A }

a,B= J 37 T=u,
?{T “ApaToug }A (x,t;g, T) I (T A) H (- "My ) + (AmuIN(x, t,8).
J=1 I =1 =K
J#i J#i

En sachant qu'il existe M" tel que [4]

B —_ - 1]
E\GA -AA[,T]_l (u )\)M

1,8
(u -)\ MY+ ACA
=> Ag(x,tsi,ui) = T § 1/ .
A T=p
1

i
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En remplacant Aﬁ(x,t;g,ui) ainsi obtenu dans 1'expression (*), nous pou-
vons ressortir le polyndme K et regrouper les autres termes issus du dé-

veloppement sous la forme (ui—xi)N(x,t,E).

L'expression (*) s'écrira

K(X,t;ﬁ,u-)A1(X,t;£,u~) m-s
i’78 i 1

S
1
- = {1=2s,t-us T {t=2;) T (t-u.)A .
A (6 t3Em;) 2 T g e TS Sy,
J#i J#i

De ce fait, nous avons

1 . 0 . -
LA(X,t,Ssui) Cm_1(X,t,€,u1) =

K(x,tsg.mg) m-s s 1 _
=y - pltA,Twt T (T-Aj) I (T-uj) . LA(X,t;E,ui)
Ar(x,ts8,u4) j=1 j=1 TN,
J#i J#i

1 . 0 . -
LA(X’tSESU.i) Cm_»](x)t’gju.i) -

( ) -] " (eA) 1 (e A
K{Xst3E,ms) = mlt-Aestpst 0 (1=2.) T (T-p;)A
‘ i 2 i e 3521 R BN
= J#i J#i 1 .
1 } Tzu"LA(XatsEaui)
A1(X’t;E!U1) 1
Ainsi, nous obtenons
1 o K(X,t;E,ui) 1
LA(X’t;E’ui) Cm_1(X,t;E,ui) = T LA(X,t;E,ui)
Ay (x,tsE,u5)

d'ol 1a proposition.
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Proposition 2.2.-
I1 existe A*(x,t;g,ui) tel que C3_1(x,t;£,u1) soit une matrice

scalaire de la forme

) K(X,t;i,ui)
Cm_1(X,t;E,ui) =

Spe——
A1(X,t;E,ui) g

Preuve :

En effet nous avons :

K(X,t;i,ui)
= I &
| : g
A1(X>t9€9ui)

Considérons cette égalité comme une équation matricielle par

£.
rapport @ A*(x,t3&,u;) = (A ) (6 tsE,m;) (k= 1,...,0).

Fixons k nous obtenons alors un systeme de q équations
a q inconnues. Ce systeéme est de rang q-1 et la condition de compatibi-
1ité est satisfaite grdce & la condition (A) donc i1 est résoluble par rap-

port aux inconnues [A*(x,t,g,ui)jf (€ =1,...,9).

Proposition 2.3.-

La condition (A) est équivalente a la condition (A')
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11 existe A*(x,t;g,ui) tel que 03_1(X,t;£,ui) s'écrive sous

la forme suivante :

0 - - - - -
Cm_1(X,t,E,ui) = Ti{T Xi,T Ui} + Si(Ai Ui)/;=ui .

Preuve :

A => A'. En effet nous avons d'aprés la condition (A) que
K(X,t;E,ui) = Ti{T'AisT'Ui} + Si(xi—ui%/T=u1 *

D'apres la proposition 2.2, il existe A*(x,t;g,ui) tel que

K(x,tseus)
C3_1(X9t;£:ui) = ’1——————“"1—- . Iq .
A1(X,t;£,ui)

Donc i1 existe A*(x,t;g,ui) tel que

0 R - i - - 1 -
Cm_1(X,t,€,u1) = Ti{T AisT Ui} + Si(xi Ui)/g=ui

T, S.
ou T: =—1-——1 .1 et S =~T—_—‘ O
K A1(Ui) 4 ! A1(Ui) q

En effet, 11 existe A™(x,t;g,u;) tel que

CO

m_1(X,t;€,u1) = T%{T'Ai’T'Hi} + s%(xi'U1)//

=)

D'aprés la proposition 2.1
K(Xat;€9ui)

1 0 1
L (Xst;EaU') C - (XQt;£9u') = _1—‘—_—_"___ . L (Xat;gaU')
A 2R Tm 1 i A1(x,t;£,ui) A i
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Soit un vecteur colonne C? tel que LAC? =1

K(x,t3€,u;)
> e = Ly Tieh ey e + LAS%C?(Ai-ui)
A1(x9t;§sUﬁ)

11 A YN
ApLa TR0 e pmngd # ALaSiCOmu) ey

=> K(X,t;E,ui)

Ti{T'Ai,T‘ui} + Si(Ai-ui)/Tzui
d'ol la proposition.

c. Reformulation des conditions.

Proposition 3.1.-
Supposons que les conditions (A) et (B) sont satisfaites, alors

il existe A*(x,tgg,ui) tel que

(3.1) o%(t)Eq(t)]'1Cm_j(x,t;s) = Ui (668 3500 t38) - up(x,tse]]

pour 1< js<iss o U est le symbole d'un opérateur

T Ji
pseudo-différentiel matriciel de dimension q x q.

Preuve :

D'apres la proposition 2.3, i1 existe A*(x,t;g,ui) tel que

C§_1(x,t;£,w) symbole principal de Cm_1(x,t;Dth) vérifie 1'équation
suivante :
(3-2) 03_1(X,t;5,u1) = Ti(xstgg)o{'f‘}\.is'f'u-i} + Si(xat;g)()\i'u-')/_[

ou Ti et Si sont des symboles d'opérateurs pseudo-différentiels ma-

triciels de dimension q x q.
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Montrons la proposition par récurrence sur Jj.
Supposons gu'elle soit vraie pour 1 < j < k-1 et montrons

qu'il en est de méme pour j = k.
Nous savons d'aprés (2.3) que
0 . - . . .
Cooq(otsE,1) = €y (x,t58) + € 506G ts8) [ruy (o tsE)] + oon +
+ cm_s(x,t;g)[T'Us_1(x’t;€)]o-.[T'UAI(X,t;g):I-

S1i nous remplacons dans cette expression t par ¥3 nous

obtenons 1'identité suivante (puisque j = k) :

C;_1(X,t;£,uk) = Cm-1(x’t;g) + Cm_z(X,t;E)(uk-u1) LR 4
+ Co 0638 (umy g) e e Guymng) e

Les autres s'annulent.

D'aprés 1'hypothése de récurrence nous savons que, pour
15 3sk-1 (3.1) est vraie, en multipliant les deux membres de cette
égalité par ci(c%)-1 nous avons
g (c')-1CO (Xst38,m,) = o (0')_1C (x,t3g) + +
M09 a1 PaSe TS KOG BS Rab At e
+ c-(cl)-1C
itYy

m_k(X,t;E)(uk'uk_1). . (Uk'l-hl)-

k-1 '
- § "1 [0} . -
=> 01(01) Cm—1(x’t’£’uk) = JZ‘] Uji(Uj'Uj_1)---(Uj‘U1) (Ai-u.i) +
1 -1 . -
+ O.i(o.i) Cm_k(X,tsE)(uk'uk_1)---(uk u1)-

Ainsi nous obtenons :
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1

(3-3) Ui(O%)— Cm_k(X,t;E)(uk'uk_1)---(uk'u1) = Oi(O%)-1C$_1(X,t;€,uk)

k-1
—{j=1 Uji(x,t;«i)(uj-uj_1)..,(uj-u1)} (h;m,)

pour k g i g s.

Pour achever notre récurrence, il nous suffira de montrer gque
oi(o%)'1cg_1(x,t;s,ui) peut é&tre factorisé et que 1'un des facteurs est

justement (xi—ui).

Pour prouver cela, notons que, avec 8 un certain symbole,

nous pouvons écrire
TNty b+ Sk(xk-uk) = O&vak * 08 -
En effet, nous savons que
fn ot} = ag(r-xk(x,t;a))ax(r-uk(x,t;e)) +
- 3, (e (. 158000 e (xat38)) + 8 (r-a o (=)

- at(w-xk(x,tss))aT(r-uk(x,t;E)).

= a0 (6 tse)a,m xatse) =30 (xat58) 3 (6, t56) -3 (X, t52) -0, 4 (X, t58)
= 3 (s e)-w (6t e)]+a 0 (6 t5E) a0 (6 t58)- 3, (x5 838D 3 (X, £58)
= 3 [0 (D) v Otsel] + 3 Omwdagme + 3, (uyn )3y

= op(thv (x,t358) + 0y (D) 3 (X5 t38) + o) (D)o vy a0 = B3, ]

= o (thv (x,t5) + ck(t)[atvk(x,t;£)+agvkaxuk - akaaguk]

et
Sk(lk-uk) = Skck(t)vk(x’t;g) = Ok(t)sk(xat;g)-vk(xst;g)-
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Par conséquent :
T LAy} + S (=w ) = o (8)Tpvp +
+ ok(t){Skvk(x,t; )+Tk[?tvk(x,t;£)+agvk(x,t;£)8Xuk-akaaguk]}
= clz(t)vak + ck(t)ék .
Ainsi d'apres la proposition 2.3.
Coq(st58sm) = Tple-hat=md + SO
= ol'(vak + 08 -
D'ol

[] ‘1 0 . _ ] ’1 1 ] ‘1
o;(o) g O6titam) = 03(03) Topu Ty + 04(oi) oy,

1 '1 t '1 1 ‘1 1 ) '1 -1
o.i(c.i) Okvak\)'i [v_i-_l + o.i(cs.i) okékok(ck) Vs [vi._l
=T F'( ')_1 ( )-T' +['( ')—1 (’)-16 ( )‘G
= Telowlos) v vy Jogug +lop(og) oy log) ey lvg) Jogvg

puisque ATy = 054 d'apres (1.2).

c.(c!)'1C° (x,t;g,u,) peut étre factorisé et 1'un des facteurs
ittt m-1 k
est bien (Ai-ui).

D'aprés la condition (B) et du fait que v; ne s'annule jamais

les coefficients de A sont bien définis et réguliers.

De (3.3) en divisant les deux membres de cette égalité par

(uk-pk_1)...(uk‘u1) nous avons :
-1 .r) = . -
01(0%) Cm-k(x’t’g) = Uk,i(x’t’g)(xi Ui)

ol Uk i matrice de dimension g x q, d'ou la proposition.
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Corollaire 3.1.-

Sous les conditions (A) et (B), nous avons
C(x%t30,) = ot ()€ _.(x,t5D,)
m"j X,t, X = UJ- t cm‘j xsts X

nN
ol Cm_j(x,t;DX) est un opérateur pseudo-différentiel matriciel de dimen-

sion g xq d'ordre m-j (1< Jgs).

Preuve :
D'aprés la proposition 3.1 et (1.2), nous avons

o; (B4 (0] 7TC, s ) = Uy500,t8) (agmuy)

-J

= G (xutse) = o () fog (817U (k. t38) (agomy)

o (8) [o3 (1] U (xutsgdogu; = o3 (E)v,Uss (%, 56)

o3 () [} (6)] ol (v U (ks k) = 0} (£).8 s(xt38)

avec 6m_j(x,t;g) = c%(t)[§3(t)]'1viuj,i(x,t;£)f

Corollaijre 3.2.-
Sous les conditions (A) et (B), pour 1 ¢k £ j < <s nous
pouvons écrire

le\t)E;((t)]-1Cm_J(X3t;g) = Uk’ij(xst;g)()\i'u-i)

ol Uj ik est le symbole d'un opérateur pseudo-différentiel matriciel q x q.

Preuve :
Grdce a la condition (B), nous pouvons affirmer que

ck(o&)'1o%(oi)_1 est C” dans un certain intervalle,
(i>k)

iy . -1 e\ o . -
D'aprés la proposition 3.1, o.(t)[o}(t]] Cm_j(x,t,ﬁ) = Ug 0668 (ymuy).

Multiplions les deux membres par ok(oi)-1o%(01)-1



I 3LNS LNb 32 SuOAR Shou
(8) 38 (¥) SUOLILPUOD SB| SNOS "3LR4A 3LOS xﬁuv 91l {ebaut,| anb
19 9sod uatq 3L0S xAmv Ayone) ap awajqoud | anb suosoddng

-1y ouWWaT

: JUBALNS SWWA| 3] juesi|Lin ud F-xAuv 9L ebaut, | @ 3Lnpuod ‘inb

_-xﬁmv 3p UOLIN|OS ®| 9P UOL}LSOAWOOPP BUN SUOUSIGO SNOU “dLBJA 1S3 xﬁuv

911 ebauL, | anb 39 psod uaLqg 3s3 anv Ayoney ap awaiqodd 8| LS

*7°%4°d 8p juepuadgp JaLud  (FEA)N 29 =ty Yy s Ae+m%4

b L

1=% ¢ FPXgaag it - 3] = v o

~

3 Pwmwo [ -
DN (sy41] dns 3+ @OONPoang 1 baona s 2Tl )

len...nOHT UIUFD

b1, 2 3
L !
(x)fn = (0'x)nla

1]

b= )

w

b=SgS-Uy L bty o ﬁmvg (1°%)

p+s303)
N T

! SJUeBALNnS sunajespdo s3| 4nod saLoosse

atbusup,p 23Lebout,| 33 Ayone) ap W3 [qoud 9| SUOUPPLSUOY

‘uoLan[os e| ap uoLirsoduodzqg ‘p

LULJp ualq Ammp.xvvn:_-ﬁwovWD_-Adovxo = Ammp.xvxwﬁ: no
3 £~
-ty et e < T Tl @)t

Awnuwxvwh:~|ﬁwovworuﬁ¢ovxo = h|Eu~|A”ovwo—-A_ovwo—uﬂ¢ovxo

Ile



- 26 -

Pour ¥ entier n 1a solution u(t) e [C7(H)]9 de (P

se décompose de la maniére suivante :

(4.2) U=V, W ol Vi et W, vérifient
) n
(4.3) vl 11, < By(ken, 0) [ty (1) O::gt!lu(s)|l¢(k,n,£)
(4.4) [Hwn g < Bz(k,n,f){||\u(0)l|l¢(k’n’£)+t0:gzt]|f(S)|l¢(k,nyg§«

De plus, si nous posons
(Lék'1) +Q v, =g, alors g vérifie
(4.5) “gnllz:‘ B3(k,n,£)[io&_1(tf]n{|llu(O)l!|¢(k,n’£)+t0§:2t|\f[5)|‘¢(k’n,g)}

ot ¢(k,n,£) est un entier dépendant de P,k,Z,n.

Preuve :

Soit (Lék'1) + Qm_z)u =f, ue [@w(HI]q. Remarquons que
(k-1) _ o (k)
(*) Lm * Qm-2 - Lm + Qm—2 * Cm-—k+1Ak-2 "'A1 :

En effet de (4.1), nous avons

(J)
IR Cm-sAs-1'"A1+"'+Cm-jAj-1"'A1
(1jss+1)
(k=1) _

Ly = Hp T gt B qeeety b ¥ CokBkoqeeBy *
* okt By-2e 0B

L(k) =0 + 1 +C A Ay + +C_ A A

m m m-1 m-s-s-1°"""1 tt m-k"k-1""""1

. (k=1) _ (k)
d'od Lo =Ly * CogetBhone2q -
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Résolvons successivement le probléme de Cauchy suivant

(k) s
(Lm * Qm-2)un+’| = f CrekeBk-2 + +B14n
Dlu .y (x,0) = DJu(x,0) 0¢j¢m

uo(x,t) =0

Par hypothése (P)k est bien posé, ce probléme a une solution

unique u. e EROIE (n=1,...).

Nous allons montrer que Vg = u-ug et W = U vérifient

les inégalités (4.3) et (4.4).

En effet par définition de u u-up vérifient 1'équation

n L]
(Lék) + Qo) (umu) = =Coyady oee et (umu )

. s -1
avec les données initiales nulles ; car nous savons que (Lrﬁk )

FQpplu = f
par hypothése et d'apres (*).

(k) - "ol
(L' + Quopdu + CoyqBype-otqu = f, d'ol

(L(k) +Quu=f - C 1By pee-qU

(Lék) * Qm—Z)un =f- Cm-k+1Ak-2"‘A1un-1

(Lék) + Q) umug) = = Co oy oeeiay(u-up o).

Par conséquent, 1'inégalité (E)k nous permet d'avoir

IIl“'“nlllk,sc(k’E){lI|U(X)'un(x’0)|||N(k,£)+tosgpt|Icm-k+1Ak-2"'A1(“'un-1)IIN(k,K)}

d'aprés les données initiales de (4.6), u(x,0) = un(x,O)
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[ | u-u H[Z Clk,2)t Oigzt llcm-k+1Ak-2'"A1(u'un-1)1lN(k,Z) .

D'autre part, le corollaire 3.1 nous montre que

Y
cm_j(x,t;DX) = cj(t)Cm_j(x,t;DX)

==>[lCm-k+1Ak—2"'A1(u_un-1)I{N(k,ﬂ)s UL_1(t)C'(k,£)l!lU‘Un_1ll‘N(k’K)+m_1
=> H|u-unH[£:s C(k,2)C' (k,2)t G|'<-1(t)lHu_un-1‘HN(k,£)+m-1 .

En réitérant n fois le méme raisonnement et en tenant compte

du fait que uo(x,t) =0 et v, = u-u, , nous obtenons

(4.3) 11yl < By Geotn) [eoy (6] sup [1uls) [ gy (ST t>3)

0<s<t

1 T
(k £,n £ [ Ok-1 t)] SUP l[u(5)||¢(k n,£) (si 0g t<'E)

Quant a w en prenant en compte les données initiales

n t]
c'est-a-dire
\]. =
D} n+1(x 0) = Dyu(x,0), uy(x;t) = 0
J - nd
un(x,O) = Dtu(x,O).

(k) el -
(Lm + Qm_z)un = f Cm_k+1Ak_2.'.A1un_1 , d'aprés (E)k
el < C(k’z){l | lu"(x’o)”lN(k,/&)*toflsJEtl I1¢'Cm-k+1Ak-2"'A1“n-1Ilw(k,f&)}

< C(k’z){Jliun(x’o)l|IN(k,£)+t0:gztl!f(S)llN(k,£)+c1(k’£)]Ilun-1|||N(k,£)+m-1 }
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1 lunl | lzz < C' (kaz){‘ | lun(X,O) H lN(k&ftOiEEt‘ [£(s)] lN(k,Z)” | |un-1l | |N(k,£)+m-1} .

En réitérant n fois le raisonnement et en sachant que U, = 0

un(x,O) = u(x,0).

[l 11 € Byl Em {1 U060 1 )+t 508 11F(5) H¢(km}

| I s -
d’oli, puisque W = Up.

w11 € Bt U0y 7t 50 1) gm0

Pour prouver (4.5), remarquons que g, peut étre mis sous la

forme
(4.7) 9, = Cm—k+1Ak-2"'A1(un—1'un) n=1,2,...
En effet (Lék'1) *Q o)V, =9, = (Lék-1) +Q, ) (u-u) =g,

= (Lék_1) * Qv - (Lék-1) + Q) = 9y

d'aprés 1'hypothese et 1'identité (*)

= f- [ﬂLék) LY [T T YOPERRY . PLUN B

d'apres (4.6), nous avons
fo[F - OBz 8qUpg * Crka B2+ 1] = 9y
Cr-ke18k-2° = *8qUpq - Crmka1Bape =gy = 9, d'olr

9, = Cm-k+1Ak-2"'A1(un—1_un) d'apres le corollaire 3.1.

a1y = 1ChaqBiope B lugoqmu) g € o q (RC0GO T Tug_q=ug T gy
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en faisant les mémes calculs que (4.3), nous obtenons en prenant

- = —+.
U1U0 U1UU

(4.5) flgyll, < 33(k,£,n)D:o;<_1(t)]”{|||u(x,0)( | |¢(k,n,£)+t0§:2tl O (ke
d'oll Te lemme.

Remarque :

Dans le cas k = s+1 Te probleme (P)S+1 est bien posé et

dans (E) on peut prendre N(s+1,£) = £+1 ([4], [15])).

s+1

e. Inégalité d'énergie.

En utilisant Ta décomposition dans le lemme 4.1, montrons 1'iné-

galité d'energie (E), _,.

Soit
u1(X)Iq Iq ;
. . |
. . | 0
. " I |
q |
uS(X)Iq :
I eon 1
0 |t e
I
|
I i ., . .
l .'o Iq
| K
I C do_o(x) | Ar(x)Iq



- 31 -

une matrice de dimension (s+r) x (s+r) ; (m-s 3 s} ou les composantes
sont des matrices de dimension gq x q de fonctions C” dans un certain
domaine @ ; L(x) est donc une matrice de dimension q.(s+r) x q.{s+r)

a éléments fonctions.

Supposons que Aj(x) - Ai(x), uj(X) - s (x), aL(x) - “i(x)

1 J
ne s'annulent jamais sur @ si 1 # j et introduisons les matrices
{5.1) Ei(x) = dm_1(x) + dm_z(x)(xi(x)—u1(x) +...+dm_1(x)(xi-ui_1)...(xi-u1)

1sigs

Lemme 5.1.-
Supposons que Ei(x) soient divisibles par (Ai(x)-ui(x))
dans €~ alors i1 existe une matrice N(x) avec det N =1 qui dia-

gonalise L{x).

Preuve :
On généralise pour cela les démonstrations de [3] (Lemme 5.1)

et [15] ; pour une telle matrice

L(x) =

On peut construire une matrice N qui diagonalise L
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avec N1 et N2 diagonalisant A1 et A2 respectivement et

det N1 = det N2 =1 siet seulement si B = (b,.) est telle que

137 1¢Jss
1<1<r
les bij matrices de dimension q x q vérifient
_q(x)
(Ai—u1)bi . m-1 i=1,2,...,ms =r
(i=rs ) (=)
d .(x)
(hgmugdbss = m=J + by Sy i=1,...,r
(Ai Ai+1) (A"Ar) = 293a- sS
diq (X) = (Ay=ay4).. (Ai-xr)(xi-w)bi,1 i=1,...,r
3% 7
dm—j(x) = ( 1+‘I ()‘ A )[)‘ ¥y -b i,3- 1"3 22,3, 04458
En faisant 1 = j dans 1'expression de d_ . (j = 1,...,8)

m-J
on constate que cela est réalisable si et seulement si

ﬂi(x) = dm_1(x) + dm_z(x)(xi'ﬂ1) + .0 dm_i(x)(xi'ui_1)---(Ai'U1)

est divisible par (Ai—ui) dans ¢ Vi i-= 1500055, c.q.f.d.

Lemme 5.2.- [16]

Soit o(t) une fonction C” positive et strictement croissante
pour t >0 ; si o) (o' (1)) € CZ(ED,T]) dans un certain intervalle
[@,f], alors to'(t) est croissante pour t >0 et il existe une cons-

tante C telle que
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o' (£)]% < Clo(t)o' (1) + tol(t)o"(t)} soit réalisée

dans un certain intervalle [0,T'].

Montrons 1'inégalité (E)k-1‘

Lemme 5.3.-

p—

Sous les hypotheses du Temme 4.1, la solution u e [@m(H{]q

de (Lék'1) +Q_plu=f vérifie 1'inégalité suivante
(5.4) {llut)]1], < C(k-1,£){\Hu(O)l||N(k_1,z)+tosuptllf(s)HN(k_u)}
: £5¢

ot N(k-1,£) est un entier dépendant de P, k-1 et £.

Preuve :
D'aprés Te Temme 4.1, nous décomposons u en une somme

us= vy + W o, v vérifie

(k-1) -
(5.5) (Lm * Qm-2)vn = 9
En effet, (Lék'1) + Qm_z)(vn+wn) = f

(Lék-1) * Qm—Z)Vn * (Lék-1) * Qm-2)wn = f

(Lék-1 . Qm-z)vn = f - (L(k-1) + Qm-Z)wn en posant
g, = f - (Lék'1) + Quodw s

W, €étant déterminé par (4.6), i1 suffit de déterminer Ve

D'apres (4.4), i1 suffit d'avoir une estimation analogue a (4.4) pour v

pour obtenir (E), _,.



- 34 -

Par simplification, oublions 1'indice n et écrivons

(5.6) (Lék-1) +Qu o Jv=9 o v=v et g=g .

D'aprés [12] et [3], nous pouvons écrire Q__, comme combi-

naison linéaire des opérateurs

[qu (Dt'U1 (X’tQDX)): e ’(Dt_)‘m-s-Z(x’t;Dx))' .. (Dt')\nl (X,t;Dx))- (Dt-us(x,t;DX))-

e Oy x,t0, )]

(5.7) Q_,(x,tiDsD,) =& (x,t:D I[Dy=r (x50 )]. . [Dyaq(x,t3D, )],

[Dt-us(x,t,DX)]...[Dt-u1(x,t;DX] oot R 5(x,150,)

ou les Clj(x,t;Dx) sont des opérateurs pseudo-différentiels matriciels

de dimension q x q d'ordre j, 0 < j s m-2.
Posons ([12], [3]), o(t) = o (0 [op_4 (0] 7",
m-2. ,m-3 m-s-1
(5.8) (A7 “v,A 7 [Domuq (X, 13D, J]v,A Dy O t50 )] 0w [Dmug (x,£5D, )] v,
m-s-1 . .
p(t)A [Dt-“s(x’t’Dx):l"'[Dt-u1(x’t’Dx)Jv s

p(t) [Dy-r__q(x,t3D, )] ... [Dy-2, (x,t;DX):] JDymug(xstsD )] Dy-uy (x5 130, J]V)

= (VpennsV )
Vi Yo

v = . et notons V= s A opérateur pseudo-différentiel
v v de symbole (1+|.§|2)1/2 .
q m-1

Alors 1'équation (5.6) peut &tre exprimée sous la forme matri-

cielle suivante :
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(5.9) DV = L,V + BV + 9'1(t)c1v N p'(t)p-1(t)C2V + 0(1)6

ou
H4 Iq Iq' l
. I
N |
. | 0
Lo |
o. Iq I
“qu i
T | G -
L I
| 17q q,
I
| . ..
| . ..
I K
0,...,O,p(t)Cm_,k.ﬁ,p(t)Cm_sl n-slq

B est un opérateur continu sur (LZ@®™)™9 et Tes ¢, (i=12)

sont des matrices constantes.
D'aprés le corollaire 3.2,
(t)C J1k(x t;8) (A ), V k < j g i donc les fonctions ti(x)

sont bien divisibles par (Ai-ui), Vi et d'apres le lemme 5.1, Ly

est diagonalisable

o(t) = o _y(t) [op_ (1]

o' (B)] 1

car p' e C1([@,T]) ; or, d'apres le lemme 5.2.
ol 5o
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| %eq® o ()f Copoq(t)oy_ (t)+tal_, (t)}
o(t) 18 Elo (Bog T © Loy y(tho. 1(f’

c op_q (t)etag_, (t) ¢ (top_q(t))

< , ' d'ol
tck_1(t) tok_1(t)
(5.10)
o0, % C 5T "5 1(t) (to]_y (1)

Puisque L} est diagonalisable alors i1 est bien connu ([12], [3])

que la solution v(x,t) de (5.9) vérifie 1'inégalité d'énergie suivante :

(sop_q(s))
(5.11) [Iv(t)]], < Mkz){f —ﬂ~T7~lwu|st+IIIMglu£}

Posons

) 'Jt (SO&_1(S))'
W = ————— e .
0 (SOé_1(s))

||v(s)\|£ds et prenons 1'entier n = n(k,£)
n(k,2) > M(k,2).

Alors de (5.1), nous avons

Bt[(to|'<4 (t) )—nW(t)_-] = [tc"(_1 (t)] -natw(t)-n(tof(_1 (t))—n_1 (tol'(-1 (t)) IW(t)

(to_y ()™ Tty (0" 1 v(8) | nCtag_4 (67" top , (4)) u(t)

(togy () (ko4 () (| v(0)]] (1)

N

(top_y ()™ toy s ()" (Hv() [ lg-M(k.E)u(t))
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t (sop_q(s))"

g (tci_1(t))-n_1(t0&_1(t))'{M(k,Z)J [1v(s)]],ds+M(k,L) f [19(s) |1 ,ds

SOL_1(S
it (so)_,(s))"
M) [ ke Ilv(s)llﬂds}.
0 Sok-1(5)

to,_,(t) monotone croissante.
-n(k,2) [*
< D) oy (1 [ gl s,

En intégrant cette éqalité de 0 & t, nous obtenons

. -n -t . -n (s
(tok_1(t)) w(t);s M(k,2) [0 (Sck_1(s)) [O||g(1)||£dT ds

rt
M0G0 [ stsgyy (N sup Ll 1ggs

0 T<S
ot
u(e) € M0 (tapy (D" [ slsejy (o)™ sup 191 ds.

O<r<s

D'aprés le lemme 4.1 et le fait que toé_1(t) soit monotone pour

9 = 9p(k,¢) Nous avons 1'inégalité suivante

(ks2)

puisque top_,(t) est monotone croissante T s s => o (1) % So&_1(s)

19 s 11g(0l 1, & Btk (s (21" {10 ey 20 1O ygi,0,0)
<T<S

w(t) < M(k,t)(to&_1(t))m(k’£) JO B3(k’£’”){llI“(O)I||¢(k,£,n)+05“p||f(T)||¢(k,n,£)}
: <1558



- 38 -

< M(k,ﬁ)t[tc"(_1(t)]n(k’z)B3(k,n,£){|HU(0)|||¢(k,n,g) * OS”ptllf(S)Hcp(k,n,E)}
: £8¢

(5.14) | | lv(t)l | |L <M (k,Z)B3(k,n,£)t(tol'(_1(t))n(k,f,){l [tu(0)]] l¢(k,n,1’,) +

sup ||f(5)‘l¢(k,n,£)}°

Ogsct
En sachant que

1 (top_4(t))
e(t) | lv(t)] IK-'I: < Cl{V] |£’ 163} s

tcl'(_1(t)
- C
=> V(t)Z:S ST HVH[H
(5.15)  [l[v(t)]]l, < N(k,z)B3(k,n(k,/z+1))t(to;(_1(t))"(k"+”-1 x

x {I [Tu(@) ]| |¢(k,n(k,£+1),£+1) + Oils‘Etl [f(s)] |¢(k,n(k,£+1),£+1)} :

De (4.4) et (5.15) et du fait que u = V, + W, nous avons le

lemme 5.3.

f. Fin de l1a démonstration de 1'existence de la solution.

Nous définissons la e-translation Pe(x,t;DX,Dt) de P par

(6.1) PE(x,t;DX,Dt) = P(x(t+e;DX,Dt) (O:S e:s €o)

et pour PE nous avons les mémes considérations que celles des paragra-

(k-1)

e
m,e st

phes précédents en prenant e comme un paramétre. Puisque L
strictement hyperbolique pour ¢ > 0 la résolubilité de (P)k—1 . est

assurée.
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Si nous supposons que 1'inégalité d'énergie (E)k . est vérifiée unifor-

mément pour e, alors on peut conclure que le probléme de Cauchy pour

(k-1) _ | (k=1)

Lm m,0

est bien posé et que (E)k_1 . est vérifiée uniformément
par rapport & ¢ d'aprés le lemme 5.3.

Par conséquent, le théoréme est prouvé par induction sur k.

3. DEMONSTRATION DE L'UNICITE DE LA SOLUTION.

L'unicité de Ta solution du probleme (1) et (2) est garantie
par 1'existence d'une solution pour 1'opérateur adjoint de h.
L'opérateur adjoint de h = (hij) 1,j =1,...,9 est égal a la matrice

transposée des opérateurs adjoints des hij(x’t;Dx’Dt)’

De ce fait, la matrice caractéristique de 1'opérateur adjoint

h sera

*H = *H(X,t;i,‘r) = tE'{(Xat;E,T)]'

D'ol

B o= Bt - tna) = YAk = tH.ta
= "HtA
= det H.I .

q

Soit un opérateur b(x,t;DX,Dt) de matrice caractéristique

B(X’t;gaT) = tA(X’t;ExT)-

On pose

* *
P (x’t’Dx’Dt) = h.b.
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Par conséquent pour résoudre le probléme de Cauchy associé a *h
on proceédera comme pour 1‘opérateur h en remarquant que *h vérifie
les hypothéses Hy et H, et les conditions (A) et (B) lorsque h

les vérifie.
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DEUXIEME PARTIE

CONDITION SUFFISANTE D'UNICITE (=~ DE CAUCHY POUR DES SYSTEMES D'ORDRE 1
A CARACTERISTIQUES MULTIPLES.

1. NOTATIONS - HYPOTHESES - RESULTATS.

a. Notations.

Soit n eN*, on désigne par (x,£) Tle point générique du fibré

n+1)

cotangent T*(R avec

X = (XO,X1,...,Xn) = (XO,X')

wm
[l

= (£58p00esky) = (£458").

On utilisera les notations usuelles :

1 0 .
Dj = T-sif s \/J = 0,1,...,"
J
3\ 3 %o 3 \"n
B = ) e )
a IACIFERY 1ylal 5 y70 3 \“n
02 = (hlel@ye - hlelgy )
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On désigne par
[l || Ta norme de [LZGR"[]m par rapport & la variable x', m 3z 2.
[| || 7Ya norme de 1'espace de Sobolev [HSGR")]"'.

Sur [C:([O,T] xmﬂm, on définit les normes suivantes :

2
[1Hul [

"

Jl ul1? explk(x,-1 ] ex,

H

(s)- T .
2 2 2
itz = 1 jonoguns_,- explk(x,~T)%) dx,

(s) désigne Te plus petit entier plus grand ou égal a s.

Dans toute la suite, on désigne par :

LI. Ta classe des opérateurs pseudo-différentiels admettant un symbole
homogene d'ordre vy par rapport a la variable £' et SI. 1'es-

pace des symboles correspondants.

L; est Ta classe des opérateurs différentiels en X, et pseudo-diffé-
rentiels en x' d'ordre y=0o +B8en X = (xo,x') ot o est

1'ordre de 1'opérateur en x_ et 8 3 0 1'ordre de 1'opérateur en

0
SI est 1'espace des symboles correspondants.

x'.

est 1a classe des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre vy en

x' dont 1'espace des symboles correspondants est Slir tels

que ses symboles £Lo(x,x';g') admettent un développement de la

forme

1
Al x'3E) v (xoxset) et T+ a (xx'se) e ] T+
o’ 2 O O, 3 g 1 o’x ’E E )

ayxgxtsenler] T
" 2 %02 5E see
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ol a,j(x0

,X‘;E') € Sgl .
LZ1 « est la classe des opérateurs pseudo-différentiels classiques d'ardre
y par rapport & la variable x'.

SY

+ est 1'espace des symboles correspondants.
cl,x

Rappelons que p(x',£') ¢ Sz] g = i1 existe pour tout

j € N une fonction Py e c®" xR" \ 0) homogene de degré y-j telle

k-1
que (p- ¥ pj) e STk pour tout entier k 3 0.
:20 .

b. Hypothéses.
Soit 1'opérateur différentiel matriciel réel de dimension m xm

de classe C°R™') et d'ordre t.

t .
.t-3

h= Y i Jh_.(x;D)

"ol ht-j = ht_j(x;g) est une matrice de dimension m x m formée de fonc-

tions (ht_j); polynomiales homogénes de degré t-j en & et de classe

CwﬂRn+1) en x (05 jst) tel que la matrice

vérifie les hypotheses suivantes :

A
Hypothése 1.
Le déterminant caractéristique det H posséde une décomposition
en facteurs H (s =1,...,0) notée :

S
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det H = (H) ! (H)S ... (H) O
= M) T (M) S L ()

HS = Hs(x;g) est une fonction polyndmiale en & de classe CwGRn+1) en

x telle que :

0 < inf{H (L) 5 x eR™} (s =1,...,0)

ol (IX) est le champ de covecteur de coordonnée ¢ = (1,0,...,0)

den+1

sur lRn+1 .

La décomposition est une décomposition en facteurs irréductibles

sur R[g].

Chaque multiplicité Vg est constante.

Hypothese 2.

Pour tout x fixé dans 'Rn+1

et chaque s = 1,...,0 dans
1'anneau principal o > localisé de R[g] par rapport a 1'idéal premier
défini par HS , dont les éléments sont des fonctions a dénominateurs

non divisibles par H, dans R[g].

On a la forme réduite suivante de la matrice H a 1'aide de

ses facteurs invariants H_ . [9]

(H,). 0
1.
Hgs
0 1
avec v, > 1 (s = 1,...50).
v, est constante V’s = 4.0 v, o= qS = constante.

S 8
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Hypothésé 3.

Le radical caractéristique

R = R(x;&)

o
n

H_{x;€)
s=1 °

Tg .
R(x;Ix)jg1(ao-Aj(x;£ )

a ses racines Aj(x;g') distinctes deux a deux et en posant

T
Hy(x58) = H1(X;IX)1E1[g° - Ay(xset)]

. ; .
S
Ho(x;8) = H (1) 1 [e, - 25(x38")]
i=t, 4+l
s-1
. - . TG ot
HG(Xag) = HG(X’IX)-H EO - Ai(xag )]-
i=1_ ,+1
o-1
On a
0=TO<T1 <T_ < < T R doH‘T-T

et les inégalités suivantes

0 < inf{|a,(x;e') - Aj(X;E')| s 1#3, xeq, g =11

0 < inf{]Hs(x;Ix)l ; xe@, 15szgoal.

On note
AE le cofacteur de H; .

AE’? le cofacteur de H;’g dans le développement de det H.

D'apres les hypotheses 1, 2, 3, i1 s'ensuit que :
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les facteurs HS sont uniques a un facteur multiplicatif preés appartenant
a C”(q) et borné inférieurement en valeur absolue. Les multiplicités Vg

sont indépendantes de HS vérifiant les hypotheéses.

Avec la convention de sommation d'Einstein, on a donc :

ik _ aigk i_ 9 q5 i
HkAZ = AkHK = (det H)GZ = 551 (Hs) §
8
kol _ pkpl _ kol _ ° q°,kal
AiA Ain = (det H)AiAj = S1;[1(HS) AiAJ
g S g S
On pose t = degré de I (HS)q = 3 (15-13_1)q et
s=1 s=1
5 s
1. = multiplicité du zéro Ai(x,g') du polyndme I (Hs)q en g..

! s=1

On suppose que :

t =1 et il existe m mineurs de rang (m-1) non nuls quels que soient
- ot I =

£y = A0xzE"), (5 =1 ,1).

Quitte a former un changement dans 1'ordre des équations et des

inconnus, on peut supposer :

(0,0) et i

I}
—
-

ves tel que ry > 1

A}(x;xi)#O, Ve, x

(0,0) et i ves tel que r, > 1

1

I
—
-

Ag(x;xi) #0, Ye', x

m
Aplxsxy) # 0,
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n-1

1 . — Ll ' -
K1(030:£0 = )\‘i(oyosg ),£ ) ¢ 0, V [ Sf—;'

et 1= 1,...,Ta/ri > 1

ol K; est le polynome sous-caractéristique du sytéme

. 2 . . .
S ik N ISR NN YL 4 S ' R ST W il A Sl R §
K1 [HJ’ 2 X, 38, Hj:lAiA1 *2 Hj 9F, X, 9, oxX,

Nous allons montrer les théoremes suivants :

c. Résultats.
Théoreme 1.- [6]

e —————m

Sous les hypotheses A, B et C

il existe une constante C > 0 indépendante de u telle que ?, T, k'1

suffisamment petits, on ait 1'estimation suivante

kl”ulllf“l s Cllhull1?  pour tout ue [C5()"
q

q = max q° =q {on peut supposer g9 >q° > ... 2 @
s=1,.004,

avec ||]|.]]] et |||.|[|S définies & la page 44.
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Théoreme 2.~ 6]

Supposons les hypotheéses du théoreme 1 satisfaites, alors il
existe un voisinage 0' de 1'origine contenant & tel que si
ue (?g(n')]m satisfait hu=0 et u =0 dans {(xo,x') €' ;

X, < 0 alors u=0 dans Q.

2. REDUCTION DE L'OPERATEUR h.

On décompose le symbole h(x;£) de h en symboles homogénes

d'ordre t, t-1, t-2,...,0.

(2.1) h(xsg) = iH(xze) + i W 0xe) + 108 ™ (xze) + ...

avec d% = t, d%% = t-1, dOW** = t-2,...
Soit & un opérateur matriciel m xm dont les éVéments

a} € L;'t sont de la forme

(2.2) al- T ET-tAi. + {7l
9 (xs
(H)¥ (1)

=]
s

S

ol A} € L;'t a pour symbole A;(x;g) défini antérieurement 3 partir

=t-1

de la matrice des cofacteurs de H et A;i € LX

a un symbole

Agi(x;é) € S;'t'1 que 1'on déterminera par la suite.
On pose :

(2.3) b=ah

(2-4) 9, =D - Ai(x;DX) Tsism

(2.5) = 31132 el 9 avec



Py = Ty E e = wi? = q
2
r r = =r_  =q
T1+1 T1+2 )
_ _ _ _ g
L e T Y =r. =49
o-1 =1 ol
p . 1 2 o
ONC Py 2Ty 3 eee 20, puisque g 29" 2 ... 2 @

On décompose alors le symbole b(x;g) de b en symboles homo-

genes d'ordre 1, -1, 1-2,...
b(x,g) = B(x,£) + B*(x;g) + B"(x;38) + ...

D'aprés (2.1), (2.3) et o, ona:

T

[¢)
(2.6) B(x;g) = @ [a

r.
- A.(x;gi] J.Im
3=t )

0

ol Im est la matrice identité d'ordre m x m,

On définit m__, par
.11 _ it . .t-1
(2.7) iy o= iT[B(xsE) - M ImJ +i7B g -

n
En Tiaison avec Aj et aj’ on définit Aj et Aj,

0s3]cx T, comme suit :
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. N _
Soit T, = 0
v _ _ .0
To=r. =g
4" _ g +
T2 T T g
. o
:\:" =r +r + r
J T T ~1 TO-J+1
T =r_ +r et
T T T -1 1
o o
—_— o - —-— -
=4q (To To 1) + ... + q1(r1 TO) T.

Ainsi
A1—A2“...=Ar =3T
T (&)
o
AY‘ +1 =...=Ar . =3T -1
T T
o d o=1
Ar e B S B a1 *
T 2

r

Les aj et les Aj sont des dérivées directionnelles et peu-

vent &tre utilisées comme des dérivées, comme 1'expliquent les Temmes

suivants :



Lemme 2.1.- [2], (5. [id].

a) Pour tout j > 0, i1 existe a,i(x;Dx.) € L;. , tels que

i-1 N .
BB geesh = § @A.(x,0,,)03"" + T, ou T, représente Tes termes
J=i1 0 L 1 XX 1 1
d'ordre inférieur
iz i
T, = )} C.(x;D )03 ordre de C, < i .
1 izo 1 XU i

b) Réciproguement, il existe bi(x,DX.) € L;. » tels que

J - N
Dy = .i bi(X’Dx')Aj-iAj-i—1 v By + Ty ol
o i=0
3= .
T, = izo di(X,DX.)Aj_i_1Aj_i_2...Ao ordre de di:S i

avec A = 0 pour k g O.

Corollaire 2.1.-
Tout opérateur de Lt (k entier non négatif) peut s'écrire

sous la forme
k
izo ColxsDy )y 58y 5q =+obg *+ T

N i k-1
ol C_i € LX' et Te LX .

Preuve :

C'est une application de la partie (b) du lemme précédent.

Corollaire 2.2.-

. =1
Il existe C__.e (L)) - tels que

Il = C _1(X;DX|) + CT"Z(X’DXl)A1 + ...+

™1 T

(2.8) .
+C_s(xsDp)a _qeeeny + CA_qeeety + T.
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=2 <

Avec T e (LXI )mxm ol
=1 . =2 i . ;

(Lx. )mxm (respectivement (LX. )m m) désigne 1'espace des matrices m x m

-2
Xl .

=1

dont Tes éléments appartiennent a Ly (respectivement L

Définition 2.1.-

¢
Pour 1< j < T, onpose
by i -. w0 o i
Lj(xo’x ’€ ) - HT-"(X’EO_)‘J‘(XSE'),g )
Y o - - . .
ot T-_4(x;€) est le symbole principal de m_y(xsD,).
be2l s Remarquons gque
1opl _ =0 " _ 0 )
L\j(xo’x 3E ) = IIT"1(X’EO = )\J(X,E )’E )
= Cg06E" ), 0GE) (s 06E) A, (x5e") +
i n
€ OGOGED-Xy (38 ) (A (x,8) =R, (x,6"))
k -1-% Vg v j 1
Ty € -

Lemme 2.2.- [2], [3].
— 1

i

1 1 » i o 1
L;(x,e') admet o (X365 = 25(x;8"),8") 3
1 SI=I1(Hs(x;1x))

Comme valeur propre et pour vecteur propre associé

1,2 t 5t
[A1sATs AT (s = SICHA R

Y Aj racine en s de HS tel que ve > 1
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Remarque 1.

En appelant plus généralement, pour £ = 1,....m

_ il ol apd
: . ) . [aAd BAT  BAT 9A
éyihﬁ‘_1 3 Hﬂgﬁa .1H1{_£_J___J“_£}

= +
J 2 axjagx i 2] BEA X, QEA BXA
On a
14 2
(2.10) A1K§ = AgK]  modulo £-h; -

Pour tout Aj _racxne en & de HS tel que Vg > 1

et plus généralement

il - Ly
A = KK

Proposition 2.1.- ﬁﬂ
Sous les hypotheses (A), (B) et (C) i1 existe un opérateur

Qa = 1 = [A+A™]
(H (x,1.))

[[-=1Ke]

s=1

tel que la matrice Lj définie par (2.9) vérifie :

pour tout j avec Aj(x,s') racine de HS , ona:

Lielp=0 Vxeo, Vg et 24k

il

[Lj(x,a')Jﬁ = ;1[ (X85 = A5(x,8"),8").

o S
1 T (Hg(x, 1)
s=1

1

Et par suite

[ s0se D8] > ogle 1™, Vo= thiim

avec o, >0 et (x;£') e U x (R"-{0}) ou U est un voisinage de 1'origine.
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Proposition 2.2.- (5], [6].

Sous Tles hypothéses A, B et C, il existe un opérateur

matriciel

*—
A" = (A5 N ed, jem

avec A;1 € L;_t_1 ayant un symbole A;i(x;g*) € S;'t'1 tel que a

1'opérateur propre

o = 1 A + A% 7;

S
(H) (x;1,)

n=eaq

s=1

on ait un opérateur

-2

. .11 .
b=g.h= 1TBT(x;DX) + 1778 _4(x,D,) + iF R,_p(x:D,)

ol Bi(x,E) est la partie homogéne de degré i en & du symbole de 1'opé-
rateur b, Bi(X;Dx) est 1'opérateur de symbole Bi(x,g) et RT-Z(X;DX)

est le reste d'ordre -2, vérifiant en posant :

_ _ st
E=o q[b - 1" n Iy

3 1 »K . - et 1 - ] ]
[(55—0) E (xsg, = r5(x3€'),8') =0 pour £ £k, xeq', £ #0
et 0:s 1:5 qj-z.
3 yil, ., _ by ey L 3 yi Kﬁ— e -
[('B'E_') E]/K(X’Eo - )\\]‘(Xag )35 ) = (—3—5—) 7 (X’EO = )\j(xag )’E )
0 Lo Ay
i o
;8 a1 T e '
= |G T (x3g, = As(x.e'),80)
0<isggqg;-2, L£=1, sit B#L X2 9 F 0



Preuve :
o s
Pour simplifier les calzuls, on suppose que 1 (Hs(x,Is))q =1

. s=1
et ¢ =q_.

3

Nous allons montrer le résultat par récurrence sur j allant
de 0 a qi—Z.

Pour j =0, Te résultat est montré par le lTemme 1.2 et la

proposition 1.1.

Nous avons aussi les relations suivantes :

o q
AH = det H.Im = 1 (H) S.1

B =
g=1 S m
X x ¥ A oH
B =AH+AH + § ==« =0
3 X
y=0 vy Y
0pqfb - 1T ML GE, = A5 06ED ) = B (g = A (xiE)e)

—%— 1£b i n I:I(xg = Ay (x3e'),e") = i°° 1Ea£ —)B il(x;io= Ai(x,a'),g')

W
Lad <44

Jo g [o-i 1) (xigy = Aj(x38)0") = 1'“1[@—0)3'8*}(“&0 = 2;(%,'),8")

. _ s
% " 1[b - m] X357 008")58") = 1 1[(5-2.;) k B:l(x;éoﬂi(x,E'),E')

pour Jj = 0""’qi - 2.

Nous avons

34\ 3 \J 1 1
(3—— 1@ it 1](x goor; (x58"),8") = [(SES)JE](X"%:M(X’E ).e')
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. 2
1,7 0 \jlo* 1 L o B . ' 1
=i () [B -- 3 })(x,a =x:(x38'),€")
3 2 .%o 9E BX_ o i
5 \j a%B
en sachant que ((333) A )(x;go=xi,g ) =0 si O:s is a;-2.

En désignant par A, 1la ieme colonne de A, nous avons
n 2
YATS 2 2B
A,(B" -~ ¥ ).A, =
X
£ 2 (%o agYa N £
£ k £ k
; AL 3A Y Y. q.-1
gk 1% 5 0Ry 3y BRy Ry i
= | JAHIAY + o 7 HX = - c o) A+ (H) Pps
sk kTR T2 by TKax T RE R T X i

£=1,...,m, avec P, une matrice m x m hypothese de récurrence.

£

Nous supposons avoir déja calculé B*(x;g0 = a;(x58'),8")
l:('a_g—)B*\l (X;go = A"(X;g')’5')""’[('5'2_)3-1Bj(X;Eo - "1(’(’5')’5')
o - 0

tels que

H

EF(xsg, = 2y(x38'),8") [(—)E]k(x,a A;(x,81),8") =

[(—«)J 1] X358, = A;{x58'),8") = 0, L#K
et
Eﬁ(x;go = ixsg),e') = —% (xs¢
¢
) K
[(%)J"E]z(x;goq,.(x;g'),s;'> (& R R P WER DR
pour £ = 1,....,m

Calculons donc {}Eé%JjBiw (x;go = xi(x,g'),g') de telle sorte
L 959

que



-

L( ’ )jé]ﬁ(x;go = 2(x38'),e") =0 pour L # k

<t;0

“ e
[(5'2?4%(&&0 = 3yxe.e) = | ) A—%‘ (8 = 23 (x,€"),8).
i L £=1,...,m

Posons N = [(sg—)jﬂ(x;ao = 2;(x,8"),¢8").
O -

Résolvons d'abord les équations

£

Nk =0 pour £ #k.

Elles s'écrivent de la manigre suivante

j n n .2 2
J AsH _1 § 2% ,
23 |ar s At 7 2R M 1 }} (X.E=A:sE') = 0.
{ 3, v=0 3, X, 2 =0 B X |k o M

Nous pouvons réduire les équations sous la forme

%‘ ((-B—)jA*K)Hi (x38.=2 vy = clixse=as,g)
i=1 ago i k sgo 195 - vk ’EO i’g

ol Cﬁ second membre connu puisque

*ieer = ] B ydTa*y i = ' ; ;
A (x,g0 = A5k ),...,((350) A )(x,g0 = A5k } sont déja déterminés.

Choisissons
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En fixant £ dans 1,...,m, nous obtenons un systeéme de (m-1)-équations

a m-1 dinconnues

O yia®e, .. . ' . .
(ago) A (x,g0 = A8 ) (i=1,....,m et i¢42)

puisque le det (H;) (x;g0 = Ai,g') = Aﬁ(x;go = Ai,z') # 0 par hypothése.
i#e
k#L

Nous pouvons appliquer la regle de Cramer 3 ce systeme.

Tseee,sl

Par suite, les (3%—)jA?£(x;£ = Ai,a') pour £
0 i Teeeesm

0

sont déterminés.

Donc les Nﬁ sont déterminés pour £ = 1,...,m.

Calculons ces quantités.

Nous avons :

y=0 "y Re
d'ob
. 2 Kz g.-j-1
R 3 vJ | 2 i
)J|e* -1 3 Al = () C A+ (H) P .
3L, 2 5 X E 13N ;f 44 i ks
§ck2ydkg* -1 ? »%p 2k -
k=0 J %%, 2 4=0 BEYBXY 3, 4
] k& -j-1
k, 3 yj-k “2 3 1k i
= ) Cis5) c(=2RA, + (Hy) P, .
kgo 3E % o R i £,]
D'ol
n 2
1 3°B
)3e* -1y )]A -
[ ago 2 =0 a&:YaxY s
= - k(3 yd-kg* i
k; CJ(a%) L
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RV 44731

Par hypothése de récurrence cela devient en (x;g

3 ydg* o1 T 9%
[aie "3 L x)]AZ xigy = A =

- '
o = MyoE')

. L
= - % C'J?(j—)J'k—ﬁ (a)A,& (X385 = A;5E") +

z 13
k=1 0 Az
k; 3 vj~k 2 3 4k =
b I g b, = e -
ya
KZ
3vj X )
- (_a'é"‘) 7 Ale (ngo s& )
0 A£

Montrons maintenant que

3 Kﬁ 9 K1
|,(T) —Azji(x;soﬂi(x;s'),a') = l:( )d o J(X’E = a;(xse0),8")

° 1

pour £=1,....m et J= 0,...,q1-2.

D'aprés 1'article [Z]
-1

Kl -kl + ()T g
! -
Al A1 A1A£

Nous avons donc pour 0 J a; -2

1
(ﬁ—)J’Kgqa) i ct
g WT - BES AT 2,3

L o™
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KK i

R K

== 34yJ £ . = "y = 3 yJ 1 ro= )
==> (350) 7\% (xago e }\.isg ) - (ago) ;‘1!' (X’EO - Ai,g )-

Ainsi en composant N par AZ a droite, nous avons

Nngﬁ(x;ao = AjE')

3vJ 2 |4l (o _ '
[(a—g_o“) XEJAZ (ngo = )‘i’g )

Ll . '
NkNK(X’EO - )\_ISE )

e |
d' ol Nf(x;ao = A5E') = [(—3;)3 —ff] (x38,=2,,8").

I1 existe un polyndme A*(x;¢ ,&') en £_ de degré t-t-1
0

0
(donc CL(x,go,g') existe et de degré -t en go) puisque pour

q.-2
. X, = ' 3 1 Take o '
chaque 2, (1«1 st) Axsgy = 2.8 ),...,(—3-%) AT (x5 =2,,E")

sont déterminés et prennent les valeurs précédentes car le nombre de
conditions est inférieur & <-t.
En effet, pour bhaque xi nous avons qi-1 conditions.

T
Comme 1 < i <75. Nous avons au total i (qs-1) conditions
S s=1
T s
=2 321(qs'1):5 =t > E1q 'Tgs -t => T-Tc:$ -t = t}s T, vérifie par hypo-

thése, ainsi la proposition est démontrée.

Proposition 2.3.- [6]

Sous les hypotheses A, B et C, on peut fixer les valeurs des

9 yT=t-1,% B . 3 yT-t~2,% U 3 yT-t-T 1k,
(a_g'(;) A (X’go_)\o]sg );('g'g(;) A (X,£0—~A1,?, )---:("é‘é") o A (Xazo‘ 1951)

telles que les matrices eT_,(xgg‘),eT_ﬁfx;€‘),...,eo(x;g') issues du
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développement de n2_1(x;go,g')
10 P oe (e (5o ) (5,0 )
T 1(X g ,E ) jz1 eT‘j XsE EO-Aj-1 S EO—AO
Xz
avec Ey = Ay F
commutent entre elles deux a deux.
Preuve :
Exam1nons 1e cas part1cu11er oi o=2=1 (lecas ot o=1, cf. 7).

I] existe deux racines distinctes A et Ao de mu1t1p11c1tes respect1ves
a4 et Qp-

H2_1(x;go,g') peut se développer sous la forme suivante :

10y (x380E") = e 4 (x,E") + e L0GED (g -2y) + oo+

q,-2
+ 2 +

q,-1
(x,8") (£4-2) )2 )2

Crag 1 eT_qz(x,a Heg-2y + eT_q2_1(x,5')(ao-A2

. 92
* eT_qz_z(x,e Egm2y) “lE=ay) + oo+

9,-2 9 qy-1

q
+ ey (x,8') (g -2,) 2(so-m + e (x,6") (g -2) 2(50—x1)

D'aprés la proposition 2.2, nous savons que

1
(210, (x3E =As,e') = () i (x38,=2;>E'). I ob 0 ¢ j € q;=2
L e A i L ou UsJ s
1 .
i=1,2

- 0 r o= 1 1y L r = '
=> HT_1(X350‘A235 ) eT—1(X’E ) "KT (Xago'xzsg )-Im .
. 1

s 9272 K}
m2y (x ,5 ShpnE') = (q2—2)!eT_q2+1(x,s ) = (333) ;T(x;ao=xz,s 1
1

q -2
27?2
3&0
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Montrant ainsi que eT_1(x,F,'),eT_z(x,g'),...,eT sont des matrices

_q2+1
scalaires.

Toujours d'aprés la proposition 2.2.
0 K
T (X8 =xg,E") = ;1-(x;so=x1,£ ). 1,
1

Nous avons que

2y (g A gse ") = eT_1(x,a')+eT_2(x,£')(A1-A2)+eT_3(x,£')(A1-A2)2 +

. 92 . %! . %

.t eT'q2+1(X’E )()\1')\2) +er-q2(x’£ )-(>\1'}\2) +e_[_q2_1(x:g )-O\»]')\z) =

3 3
= ;T (X;E Azsg )Im + (35 ) —T (X,Eo=)\2,t§ )()\1‘)\2).Im + ... 4+

1
1
1 K : 4p2

+— —7- (X385 558" ) (Ag=25) & L1+

(g,-2)! Ay

. 91 . % K .

+ eT'qz(x’E )()\1'>\z) + eT‘q2‘1(X’E )(Al")\z) = A—T (X350=>\19€ )-Im'

1

Par conséquent, [FT_qz(x,g ) + eT_q2_1(x,g )(A1-Azi] est une
matrice scalaire.

Soient A et B deux matrices telles que oA + 8B = x.Im

{(a,8,x € R} .

2,
Nous avons o AB + BB2 = xB } —> AB = BA
a BA + BB® = xB
A et B commutent.
Aussi de 1a méme manigre, nous pouvons dire que e et

T-q2

e commutent.

T-q2-1



- 65 -

[ 3 )n “(X g = )\1,£ ) T Z(X,E') + 2eT‘3()\1-)‘2) + 4.0 t

. %273 . %22
+ (qz-z)eT_q2+1(Xa€ )(A1'l2) + (q2'1)eT_q2(X,€ )(A1'A2) +

9p-1 : )
+ qze q2 1(X EI)(A1’A2) + eT‘qz'Z(X’E )(A1'A2) =
= 1 (>) K} (X3 = Ay,8").1
ago A} 0 1 m

. _ _ IRY-
==> [qu 1)eT_q2 + qzeT_q2_1(A1 Ap) + eT_qz_z()\1 AZ)‘} est une
matrice scalaire.

Soient A, B et C des matrices telles que oA + BB + vC =

avec A et B qui commutent alors

xB

oBA + gBZ + yBC

} => puisque AB = BA => BC = CB

oAB + 8BZ + yCB = xB

De méme, nous avons CA = AC.
=> A, B et C commutent entre elles deux a deux.
Par conséquent eT_qz, eT'q2'1 s er—qz-Z commutent entre elles
deux a deux.
Ainsi en réitérant le méme raisonnement jusqu'a la (q1—2)1eme

dérivée de H2_1 prise au point (x;g, = A1,g‘) nous obtenons

.t oa e1 = X.1

(x1eT_q2 + azeT_q2_1 + .. q1 m

r-qz’e _q2_1,...,e2 commutent entre elles deux a deux.

De 1a méme maniere que précédemment, on montre que e commute

avec eT_qz,...,ez.

x I
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IT reste a montrer que eo(x,g') commute avec toutes les autres

matrices ej(x,g') (153]x r-q2).

Remarquons & partir du développement de H$_1(x,g0,g') qui

-1

) 1°

=1

9 1 '
(33; (x38558") = (t=1)le (x,€").

Or, par définition

n
(] . 1y _ p* * oA  9H _
04 56goe!) = AH s ' e | A DK

Nous savons par hypothése que H est d'ordre t, H* d'ordre

t-1 A d'ordre -t et A* est d'ordre -t-1.

Calculons cette dérivée a partir de la derniere égalité :

3 yt-1 1y _ o 9 yt=1 % 9 yt-1 *
(E)T (X,EO’E ) = (SE—O)T (A H) + ("BE_O)T (A.H ) +

n
ORI C R L
1

= XAy
-1 . . .
-1-0 ' & J d yT=1-Jax, 3 \j
G0 (xseLe) = ) ed (2T a2y dy
BEO =1 0 j0 T 1 350 350
+ Ti1 NI b/ YA IR T
=0 -1 ago 3
. T§1 e (2T A I 2H
i=0 =0 =1 BEO agi SEO X .

_ et 9 yT=1-t %, 3 \t t-1, 3 yt-t 0 yt-1,%
= CT"'(E) A (—ag—) H + CT_1(B_EO-) A-(‘E;) H

Sot B yTetelg . t-1, 8 t-l,x
= 01-1(3—53) A *Cr-1(aTo) H*.
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I1 nous suffira de choisir (E%E)T-t'1A*(x,go,g‘) 2 T%%fT)t-1H* pour que

eo(x,g') soit une matrice nulle,

Par conséquent, eo(x,g') commutera avec toutes les autres matrices.
Montrons maintenant la proposition pour o quelconque.

I1 existe T racines (Ai, 151 sro) de multiplicité 9;

(155 i:STG). Notons 6 = 7 .

n2_1(x;go,g') peut se développer sous la forme suivante :

0 . vy - _
Mg (X38gat') = ey v e p(Epm0g) + oo s 1(872g) ©

er-qe+

Q- aq aq
+ eT_qe(Eo—Ae) + eT_qe_1(Eo-Ae) + eT_qe_z(go-Ae) (Eg=hgq) *+ «ov +

94 Q-1 44 q6-1-1
18572 " (Egm2g4) * eT_qe_qe_1(gO—xe) (£g 2 go1) +

eT'qe'qeq+

q q,_q-1
_ 80y - 8-1 _
eT"qe-q6—1‘1(E0 Xe) (.SO )‘6-1) (go >‘6'~2) + ... F

q q,_¢-1
8 o-1
er-qe-qe_1(£o‘xe) (Eo'xe—l) (EO_AG-Z

% -1~ 9271
Creqy-Gy_q -0, _p=1 0 0)  (Eo7Agu1) (852-2) teeet

% %171 %21 a1
eT_qe_qe_1_..__q1+9_1(50-xe) (€5-2g_q) (£42q_p) s Egay) +

% %-17"1 9-27"1 . 91
eG—Z(EO-Ae) (go'xe_1) (EO-AB;Z) )

+

...(go-xz

1

(EO_AG-Z

-1

+

% Ge-17 9-2 9% N
eq_3(Eg=2g) (g -2, 4) ) R L GO ¥ B

9 %-1 ! a3-1 %1
eq(gg-rg) T(Emag ) T e (B mag) TLEFAS) T (Em0,)

+

%
(EO-A1) +

+

% %-1 % %1 9
e (Egxg) TExg ) T (g mag) e A,) T (g ag)
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En utilisant ce développement et la proposition 2.2, on montre de la méme
maniére que précédemment, que les matrices

€1 er-2""’er~qe-qe_1-q1+e-1 commutent entre elles deux a deux.

I1 reste a montrer que les matrices €g.p2 e 28g 3000058458,

commutent entre elles deux & deux et avec toutes les autres matrices.
Remarquons gue

or,
n n .2
) * 3A 3H 1 3° (AH)
il =AH+AH+ ) =22 - ¥
1 420 985 X5 2 0 agipx]

D'aprés les calculs faits ci-dessus

-1 0
2)"'n
3,

_ ot 3 yT-t-1,* t-1, 3 (t-1,*
3L, =1 'C-r-1(3‘g;) A +Cr-1( A

- IT suffira de prendre

Cg%-)T-t-1A* = g%i (3%—)t'1H* pour que e soit nulle.

. 8 yt-t-Tyx _ _ t 3 \t-l
En choisissant 6553) R (BE ) H

eo(x,g') est nulle par conséquent

(TZ_S)T'ZH°-1(><;€0§5') = (r-2)ley(x,e%).

T

Or 2A

QA K 1§
0 38§ Xy 2 ;o0 9E; 9Ky

n° | = A™H + AH* +
-

i ~13

i

Calculons 1a dérivée a partir de cette égalité :
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-2 . . .
-2 0 T j 3 \T=2=Jpxy B 1J
2)™20 = 7 o, ) TIARGE)H
3E, =17y T2 9%, g,

0 0
2
3 =2l . B oA oH _ 1 T 3°(AH)
P )T A s ] S St - o
% [ i=0 %54 ¥%4 2 =0 25§y
. 1-2-t t-1 % t-1
A S M A

I7 nous suffira de choisir

(%_)T'Z'tA* - 1 {C_;_t ;( )(__)t 1H*(——;)t-1H +

(___)T 2 0

pour que soit nulle. Par conséquent, e1(x,g') est aussi

nulle.

En choisissant (———)T St s ( 3 )T “t-2p%  onvenablement e,

e sont nulles, nous pouvons remarquer que :

( 3

™30 _ (. _ g
35—0) Meog = (t 3)192(X35 )

O L atHa e | A O
HT_1 = AH+ AH + 3E; X

1
2

e~
o

i
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-3
)3, = 1 ¢l

T=3=ja* J
ago ™1 =0 T~ 3(85 55 A ( ) H+
3 t-3p . 0 A aH 1 D o2(an)
s (2. 7 AH 1y
% [ i=0 %% X§ 2 j2p 35¥%y
_ ‘t T-t- 3 3 T=2~t %, 3 (t-1 t-2, 5 yt~1-tp*, 3 \t-2

9 yT=3|, n 3A oH 1
+('3~g;) !Z\H +120E3x_1-“2_

? 2% (AH) J
i=0 28§%%;

Puisque ( 3 )T t-1p ( 3 )T t- 2A sont connues, il suffira
de choisir
3 yT=t=-3,* 1 3 y1=2-tyx, 3 t~1 281—1-t*3t-2
(ag ) A Ef‘{ 1= 3(ag ) A* (Ge) " H+ c; 3(T) A )
-3 » 0 0

SR 1 g 3(AH)
0 & 9%; ? jo0 9E49X;

Il ~13
[ T

9 \T=3|p %
+ ('é‘g-(;) [}\H + ;

pour que .ez(x,g') soit nulle.

Supposons, par récurrence, qu'il existe

=t~ 1 * 0 9 y1-t-2,% 9 yr-t-642,*
( ) (T) A ,(—3?-) A

3, telles que

eo(x,g'),e1(x,g'),...,ee_3(x,£') soient nulles.

Montrons qu'il existe (3%_)t-t-e+1A*

telle que ey ,(x,2')
0

soit nulle.
Par cette hypothese, nous remarquons que :

(gg—f 0, (0,8 ,8") = (041 le, ,(x,E").
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or

n 2
0 * * 5 9 3° (AH)
I 0(x,g ,&') = A"H + AH* + § -2 -
=1 0 50 987 3%y j20 9549%;

N —
T =]

3 yT-0+1.0 L AL T=8+1=Ja %, 3 \j
GO gy = T g G O NG
+ (3%‘)T-e+1 AH* + ? _ll._ﬁﬂ._.l g o (AH) =
0 i=0 %% ¥4 2 40 54%%y

t-1 . j
_ ot T=t-0+1,% J 9 \T-8+1-J,* 3
- Cr e+1( ) A jZO CT e+1(3£ 3 A ( )

28 H 1 § (Aﬂ
L Xy 2 4o :

1

1] '\/13

9 yT-0+1
' cgg;) _ {%H ' i=0

Puisque les 05%—)T'9+"JA* (§ = 0,...,t-1) sont soit nulles soit sont
0

déja déterminées par hypothése de récurrence.

I1 suffira donc de prendre

(-

T=t-0+1, 1 J 3 yT-e+1-J, %, 3 1]
35 ) AY = z C 1(——) A (s'g—o’) H

pour que e 2(x £') soit nulle.
Ainsi toutes les matrices eT_1(x,g'),...,eo(x,g') commutent
entre elles deux a deux.

Remarquons que les propositions 2.2 et 2.3 imposent au total

=1 conditions ; d'olt -1 ¢ -t ; ce qui nécessite t = 1.

Soit @' un voisinage ouvert de @ ; tout opérateur pseudo-

différentiel étant équivalent & un opérateur pseudo-différentiel proprement
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supporté ; on peut choisir [ proprement supporté ainsi que
b=(.h

a: ole') — o(a')
b=0a.h: ola') — pla').

Choisissons maintenant oy € CwGR+) telle que 0 ¢ 61(5) <1
61(5) =0 pour s 3 R+1

91(5) =1 pour s g R.
Soit ez(s) =1 - 91(5).

Choisissons une autre fonction Vv e COGRn) positive égale a 1

P ny
dans un voisinage de {x';|x'| g ¥}.

Formons les fonctions

vy (x'sg") w(x')e1(l£'|)

vo(x'sg") = w(x')ey(g']).

‘Les opérateurs w1(x';DX.) et wz(x';DX.) sont proprement sup-

portés appartiennent a Lg, et pour x = (xo,x') dans @, on a
u(x) = vy (x';D, 0 Julx) + vy(x'sD 4 Ju(x).
Soit
b(x;D.) = i™B_(x;D.) + i*'B__,(x;D.)
X T 70X =1'"2"%
ol Bi(x;g) est la partie homogéne de degré i en £ du symbole de
1'opérateur b et Bi(x;Dx) est 1'opérateur de symbole Bi(x;g).

Nous allons calculer les estimations de lllgulll dans les 2

cas suivants :
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a) pour ug = ¥, (x';D,Ju ou Supp ¥,(x';E') = {&'/[E'| < R+l

b) pour u, = ¥,(x';D,,)u oU Supp ¥o(x'sg') < {g'/]g"| » R},

n
3. ESTIMATION DE ||[buy}|].

Nous avons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3.1.-[10]

Soient s et s' deux nombres réels tels que s' < s et

¢ s alors pour chaque ¢ > 0, on peut choisir T et ¥ . tels

Illullls.:s elllu[[[s pour u = t(u1,...,um) avec u; e HS(Q)

s T},

ot Q= {x= (xo,') ; ]x'I:s ¥ et Ois Xo

Lemme 3.2.-[10]

Soit R e (LY)  ysgr-2 +-% et se (L)

X’ mxm mxm

alors si 1'estimation du théoréme 1 est vraie pour b

dilfulll 4 <cllibulf] .

=2+ — ¢

LO

Elle sera aussi vraie pour b + R + s.

Proposition 3.1.- 10

Soit ¥y 1'opérateur pseudo-différentiel défini ci-dessus.

Soit n
b(x;Dx)

BT(x;DX) + B__q(xsD, ).

Supposons que X = 0 soit non caractéristique a 1'origine

relativement a g.
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alors il existe une constante C indépendante de u telle que pour ¥

1

T et d~' suffisamment petits

allvqul112y < cll1byyu] |12

pour tout u e[E:(Q)]n o o= 1{x;]x'| ¥ et 0gx_gT}.

0:

4. DECOMPOSITION DE g EN UN PRODUIT DE COMPOSITION D'OPERATEURS PSEUDO-

DIFFERENTIELS MATRICIELS D'ORDRE 1 MODULO DES TERMES D'ORDRE < = - 1 - 1 .

q

Ce paragraphe consiste a remplacer
g(x;DX) = i'B (x;DX) + iT_1BT_1(x;DX) par un produit de facteurs matri-
ciels différentiels en Xq et pseudo-différentiels en x' du ler ordre
a parties principales scalaires modulo des termes d'ordre T 1~ % .
On utilise une méthode analogue 3 celle présentée par [13] pour
1'étude du probleme de Cauchy a caractéristiques multiples et généralisée

aux systemes par [2] et 1a réduction du précédent paragraphe.

N
Avant de remplacer b par un produit de facteurs du premier

1

™=i- =

ordre modulo un opérateur de (L » on introduit d'abord le

q
X )mxm
module V sur T'anneau A des opérateurs de la forme C = C'Im + C"

avec C' € Lg. et C" ¢ (L;!) associé a 1'opérateur

mxm

V est engendré par les opérateurs monomes formés de la

maniére suivante.
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On décrit d'abord les opérateurs qui engendrent V(1). Ce sont

les opérateurs

est un opérateur proprement supporté arbi-

1

——r

ris i .
1 R N -) 3
J )mxm avec r1J m1n(r1,rJ) 3

* T N
) Ay 5703 od ﬂij

1
traire de (L

i pouvant étre égal &8 j avec 15 i,J g T,
On note cet ensemble d'opérateurs générateurs V'<1).

V(z) est formé un peu différemment par rapport a V(1). Un opérateur

V2 € V'(z) (ensemble d'opérateurs engendrant le moduie V(z) "est de
la forme
Vg
* % = —_
(**) Vo = bi,z 3
-1
P |(1) r'i’ i .
o Vy eV et b, e (L )me est proprement supporté
1sisrt
ST @
V(3) est formé de 1a méme maniére que V(Z). V3 € V'(3) est de la
forme
Y2
kk - €
(%) V3= Pi3 3,
X (2) - Foory
oV, e v et bi,3 e (L 1 )mxm est proprement supporté

(1:5 i:s )

On forme ainsi V'(4), V'(S),...,V'(T'1)

a- Loro
(*) aij est de la forme C =C'I +C" avec C' el 1 et
0,1,
C" e (Lyv )
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(¥*), (***) bi,2’b1,3”" sont de la forme C = C'I, +C" avec
' (1- ?¥-,ri) \ 0,1,
C' =1, i et C"e (Lv Do
)
Finalement soit V' = w V! .

=1

>~

V le module engendré pour les opérateurs de V' sur 1'anneau
modulo des termes appartenant a (LX. )

On va remplacer

n -
b = iTBT(x;DX) + 3T 1BT-1(X;DX) par un produit de facteurs du premier ordre.

Proposition 4.1.- [6]

Soit wu, = wz(x',DX.) ot Supp ¥(x';g')c {g';|g'] 2 R} et
ue E:mﬂm

Alors sous les hypotheéses A, B et C
N
bu2 = T, + Tu2 + Ru2

1

T-1- =
N q < =2

ot Te (LX )mxm est un élément du module V, R e (Lx )mxm

(r,) (Y‘T )

1=t 0 e

1 1 1 T
g
avec

o4 - 10y Iy - MOgxtsD ] i, et 1eger,

k
. © . 1 - —
(4.1) A%(x;s') = A 06E")I + k§1 Vg’k(x;s')ls'l "3
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J o
Vi,k € (Sx')mxm :

Les Ag commutent entre elles deux a deux et en plus

( C V€’1(x;g') = ug’1(x;5').1m avec u€’1 € Sg s lorsque ry > 1

(4‘2)< u‘g’1(xa EI) - Ll'_i(’1(X,E') # 0

V(x',e') e @ x 5271 Torsque r, > 1 et j# k.

Preuve :

Nous avons d'aprés (2.7), (2.8) et (2.12)

T _ st .11
b(xsD,) = i'm I + i T4

r
Y‘,l Y‘2 T

_ st o -1 . .
= 179079, ...aTo gt 1€ 06D ) + € o(xsDy)ey + Ll ]

On utilise la proposition 2.1 et la définition 2.1 et on

construit A vérifiant (o) telle que
* [Lj(x;e'):lf‘ =0

VXeQ, Ve Ve#ék et Vj=1,...,r0 avec rjzz

*%

L06eTg | 2 oplet 1™

VXeQ,VE, V£=L“”m Vj=huq% avec %;&

On a
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NEH) (104 (xs¢, = NECHAND]

1
K
(x;¢8_ = Aj(x;a'),a')

1
o . " a7 0
I [ﬁ (x;1 f] s A
s=1L3 m_

pour tout j e J (rj > 2). On pose

0 or = Y 1Y} _ . _ 1y, 1
Mg (x5, = Aj(x,s ),e") = Elxsg, = Aj(x,s );e').1

et plus généralement n2_1(x;£) = E(x,£).
_ [ 1 v
E(xs8) = e 1 (x,8") + e o(x,8')(g 1) + ...

v eg(xsE") (N _g)enn(g70y)

T=

g =] ;-
avec et_j(x,g ) e (8,0Y) o (= Theiin).

‘D'aprés la proposition 2.3, les matrices eT_j(x,g') commutent

entre elles deux a deux (1 g J < 1).

1ére étape :

Factorisation de M(x;go,g')

V . 1 _ T o rj .1-1 t ) v ~
(4.3) Mx;g.,&') = i j21(ao-xj) I, + 1 J'Z1eT_J-(x,zz Do (gg=2y ). ea(Egmn)
v

en posant £y = A 1.

0

On cherche les "racines" en £ de M.

Puisque CT-j(x,g') est homogéne d'ordre <-j
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ey = 1 gl | T'j
eT-j(X’E ) e.[. J |E'l I | l£|‘)'l6 l *
Posons
x5 = et L(xsE')
=] lE'l =]
D'oli

M(x,E;,E") =0 <=>

(4.4) i° n11; -(xse')] "3 Qo+t

J=

ORI I(

)
-

o 1
j J

Posons & = A.Im +V avec V une matrice m xm et résolvons

(4.4) en V.

(4.5) 1

Nous avons alors

Tc r.
Mxsgue') = 4% 1 [egnginen] Sy o
J= )
- I -1 Y
AT e gbEn e TR ) (6K

T i-1 % LT Yo e
= i kL[()\].-)\k)ImHl] v kEiH[})‘i-)\k)Im + \{J

J

Remarque 2.

Si on prenait o € £ Im,

it '21 e%_j(x;g')lg'lT_‘j \:A 2y 1 +v] [(*r*o”m + v] .

(4.5) n'aurait pas de solution, on va
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donc se placer dans un "Sur anneau" de matrices dans Tequel i1 y aura des

solutions.

Développons maintenant les deux membres de (4.5)

1]

p.p = premiére partie du deuxiéme membre

d.p = deuxiéme partie du deuxiéme membre.

Comme Ay - Ak est scalaire, nous avons

r. T rk

_ 1 g . '
p.p = v k];[1 ()\_‘ )\k) -Im + fT‘Y‘i'1(X’£ )V +
ki1
™vr,

' 2 1
+ fT_ri_z(x,g W+ ..+

avec Y une matrice mxm et f (X" ) sueusFyx,8'),f (x,8') = 1
=Ty 1 0
sont scalaires

d.p = -/TT{%(x,go = a068"),8") I+ g L0GEV + L+ go(x,i')VT'1}

avec g .9 _gs:--39, matrices m xm qui commutent entre elles deux
a deux puisqu'elles sont des combinaisons linéaires des matrices

e o5 4 qui commutent entre elles deux a deux.

0’*

J J
De plus fj € (Sgi) et 95 € (Sx')mxm .

Soit V' = v et ¢" =5 alors

le'] le*|
T

[ " "]”k
1xiu;g) -xku,g) B

r. [0
pp = e |" (v') ! m .
k#i

Ty
o 0t 1 ]
+ fT—ri-1(X’5 W+ Lo+ (V)
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.p = -/—‘T\g'lt'1{E(x;go = 25 0GE" ) E") I+ g (%" V" +
" | T‘1
-+ g (x,E") (V") }

d'olt nous avons

. r
IE'IT(V‘)‘r1 no [A;(x,a') - A&(X;E'):l k.Im +

p.p =
k=1
k#i
T‘ri
+ fr-r1-1(x’5 W' oo+ (V)
d.p = -/fT]g'lT_1{E%(x;g').Im + gl o0GE IV s gé(x;g‘)(V')T_1}
avec At(xsg') = a;(x5g")
frixsg') = fi(x;e")
g'(x;e') = glx;g")
E;.(x;a') = Elxs¢g, = xi(x;a"),s").

Lemme 4.1.- [5]

Considérons la matrice m xm :

inen = Flutae -ageaen]. K e 3 e it
v (Visx,g") = n[xix,a -xkx,s]- 4 Z TrJ x

k#1

y {m[E;.Im 2 3y }}

Alors

1/r
;
[;1(V‘;x;g")] est de classe CT(B(0,e) x  x Sn'1).

D'autre part, ¥, est une matrice de fonctions analytiques
1/Pi
en V' (}Iv'}| < ). Par conséquent, (wi) est aussi analytique

en V',
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([Iv']] < ¢ 3 fonctions analytiques a m2—variab1es).

Donc le deuxieéme membre de'(4.5) est donné par

o T s Py
p.p + d.p = &' (V") .kn1 Aixse') - apxse)| NI+
k#1
T e 3 - e e T e
A R 2 ittm L, 9y
j=1 i J=1
[ ||T ‘;Io |}\|( a) )\a( ') rkI -Zri f! (V')j
= ' (x; - ; + .
£ oy M X3 & K\X5 8 m jo Tyl X
k#i
r. /—T -1
xf(v')’-— 'l ) g'__(V')J]X
TR N
TU - r\k T-r'i J -
x k£1 hi(x,é ) - axse )J o+ 321 fT'Y'_i'j(v )
k#1
1T to -_| 1 ' ' r‘k T-ri ' ' J
= |g'| K Aj(xse') = aplxsg')| ST+ j§1 f T_r]__J-(V 2
k#1

r.
X {(VI) ! - + E'P.j(vl;xsgu)J}
le' |
soit 1e Temme suivant :

Lemme 4.2.-[5], [10].
Le deuxieme membre de 1'équation (4.5) d'inconnue V' se

réduit a 1'équation matricielle en V' ; V' e B(0,¢c)
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1/r.
. i
Vo= Y ————%7F; Wi(V',x,E“il . 115 j:s rs
te'|

wd  est une racine r}eme de 1'unité, dont la solution est de la forme

k

© . r.
Vix,g') = §ovE (et let]

avec Vg K vérifiant (4.2) pour 15 i s T TeJsry ry> 1 et
1.
-k/ri
Identifions les coefficients de chaque |&'| (k=1,...)
/vy
1 Coefficient de |&']
1/r; /=T ES /r;
1,068 = ¥, (0.%87) ||
k§1 (A5-2y)
k# 1
] 1/r‘
EX i
= o 1
- e
n(As-n)
k=1 | k
k#i
=2/r.
2 Coefficient de |g'| '
[ Vr, ' '
[T iy 9% [T
192 - To F ' TO
E
T (A3-2) VR | T ()
k=1 1k =g 1k
k#1i k#i



k=3

k quelconque

1
r

i

~x

/T E}

Tg
E (Ai'lk)
#

- —

Coefficient de

11
+ —_
[3 rs

2/ri

le'|

-84 -

-3/ri

i

(- DEL - 2)(
1

Coefficient de |g'|

97-2,3 3
=2 “’1‘,1)}-

1

-k/ri

x x
He =3
- Q

=ag)
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9:-4 E
+ Vi,1.1V1.’_.12V1’1.3 + oaes

EY & i
i 11+12+13—k 1

e

V. . V. . V., . V. .
s AN S P IS PO P PO O
Ei 11+12+13+14—k 1 1 2 3 4

k-1 11 1 1 t 9r-t, 9r-t, 9ot
+ S ?IT(T‘—)(T 1) ('F.-"'n*'” 5
n= i i t,=2 S
1 (E})
t2=2
ts=2
x j V. 1 v 1 v v
i}+...+il1+.. +ig+. +i§s=k-1 Tl Tl ol 1"ts

En utilisant la méthode des séries majorantes dans les algebres

de Banach, on montre que ces développements convergent Eﬂ.

Nous voyons que les termes généraux sont des combinaisons linéaires
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finies de puissances de g;_z,...,gé a coefficients scalaires. Nous en

déduisons, compte tenu du fait que les matrices g;_z,...,gé commutent

entre elles deux a deux, que les Ag (153« r et rgicg ro) sont
des matrices commutant entre elles deux 5 deﬁx. '

Lemme 4.3.- [5]

.t-1_0

M(x3EE") = 1T M20x38,8") + 17 n0_1(x5,,E")
T Pa .
=i 1T pl(xE,E")
i=1 j=1

en posant Dg(x';go;g') = £, xg(x;g') pour tout £ = appartenant a
1'anneau A des matrices engendrées par Ag(x,g') et les matrices

"scalaires"” él(x,g').lm .

2eme étape :

N
Décomposition de b

Lemme 4.4.- [5]

E = ﬁ + T+ R avec ﬁ = a§1)a(2)...a1 s ©

(3) . J (s
23d’ = 1[Dx01m - 300, )]

et appartient au module V
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5. ESTIMATION DE |{bu|| DANS LE CAS (b) ET FIN DE LA DEMONSTRATION DES

THEOREMES.

Dans ce paragraphe, on va supposer que u est de la forme
u, = ¥ (x,D \Ju ol Supp Yo(x'se') c {g's]g'| = R}

Pour simplifier les notations, on écrira u au lieu de u,
Avant d'aborder la démonstration de 1'estimation, on va donner quelques
Temmes techniques dont nous avons besoin pour la manipulation des facteurs
du premier ordre composant I C et k désigneront les constantes qui
peuvent varier au cours d'une démonstration mais qui seront toujours no-

tées C, k.

Lemme 5.1. [5], [10].

Soit agJ) 1'opérateur de symbole

ifoN
4

. o . 1-
iL«EO-A%(X;E')] = g -y (x38). 1 - kz1 V“%"k(x,a')-ii'l i

ol )\.i(X,E') € 5)1(. et Vﬂ.‘,k(x,g') € (52.)mxm.
Alors :
/v - L,
(a) pour tout CL(X;DX) e (L )mxm’ b(x;Dx.) e (L 1 )mxm
0,1,
il existe C(x,D;),d(x;DX.) éléments de (LX. 1)mxm tels que

(5.1) c(x0, )a{Ku + d(xi, )a{Fu
= CL(x,DX.)DX u+ b(x;DX.)u + M(x;Dx.)u
0

ou M e (LX.)mxm (classe d'opérateurs d'ordre -«) et k # 4.
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1

C 0T . 1= vy
(b) Pour tout Q' e (Lx. )mxm et b'e (Lx' i Jmxan
' 0,1
il existe C', d'éléments de (Lx' )mxm tels que

C'(x;DX.)agk)u + d'(x;DX.)agi‘)u = a'(x;DX.)aiu+b_'(x;Dx.)u+M'(x;Dx.)u

o M e (L7 . et k# L

~ O, .
N
{c) Pour tout Q e (LX- )mxm X mxm

) ‘ " 0,1 .
il existe ¢, de (LX. J)mxm ol ry; = ppem (ri,rj) tels que

(5.2) E(X;Dx.)ag.k)u + r&(X;DX.)Bgt)u =

= 2'(x,D.,)D 't\)l( D ) 'ﬁ(. )
= g'(x, X.)xou+ x3D v Ju + M(x3D Ju

v - . .
oll Me:(Lx.)m><m et i#j.

Tous ces opérateurs sont choisis proprement supportés.

Corollaire 5.1.- [5], [10]
@ [o80{] = 000,058+ bix, 03l 4 wy00,0)

0,1, .
avec (i sb € (Lx' ) et M1 e (L.y) .

mxm X' ‘mxm

De plus, b = b'Im +b" et = -b avec

osr.i '1,Y'_i
b' € LX' et b" e (L ) .

x' mxm

) P07 < con, 02l ¢ ax,0,00088) + My(xi0,)

0,F. .
ij -
avec ¢, de (b, ) ooet Mye (L)) -
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Les lemmes suivants permettent de contrdler les termes d'ordre

inférieur lorsque 1'on permute les facteurs de 1.

Lemme 5.2. [5],[10].

(1)a$2)...ajs1)...a(1)...a(s“)

Soit Qr(X;Dx) = 3, d'ordre r

et soit Qr(x,Dx) 1'opérateur obtenu par une permutation arbitraire

des facteurs agj) alors
h(x3D,) = Q.(x3D,) - Q,.(x,D, )

est un opérateur appartenant (modulo des termes d'ordre < r-2) au
module S(r) sur le sous-anneau (Lgte)mxm formé d'opérateurs

" ) ] '1s
C=C +C avec Cel%f et e (L), 8= ppem (ry,

1<igw).

S(r) est engendré par des opérateurs monomes Qr//a(j)
E

formés par omission d'un des facteurs (a la fois) composant Qr'

Lemme 5.3. [5], [10].

-2 v
Modulo des termes de (Lx. )mxm s [_H,WI"J € S(T) pour

tout Y e Lg. ol S(T) est e module associé a 1'opérateur I.

Lemme 5.4. [5].

e

Soit a,(x,DX.) un opérateur proprement supporté appartenant

0,k Ceho o Adven .
3 (Lx' )mxm c'est-a-dire :

(xse) = Cglxse’) + agOsen) et o e e 7w

: e 0
o Aj(x:e') e (Sydp e
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Alors i1 existe des constantes C et R indépendantes de ( telles que

||a(x';Dx.)w2u||:s Cllpull pour u e [C (2)]"

telle que supp Wz(x,g‘) C {g';]g"] = R}.

Proposition 5.1.- [5]
soit o83 = b 1 - ad(xs0..) on ad(x;e') est défini dans
i X m ~ MY i
la proposition 4.1,

Alors pour T, r et k™! suffisamment petits
2 j 2 ©
Hul11? < < 111880112 pour u e 3(a))"

ot Q= {x = (xo,x') tels que |x'| <r et 0 ¢ x, € T} et

¢ est une constante indépendante de T, §, k et u.

e

Preuve :

En effet agj) = a%(j)l + A;(j) avec

m

141

r.
€ L .
Xl

3..(j) - Db - Al(j) ol A%(j) et Aq(j) o (L:: 1)

mxm °

Tul11? < €112 901112 aapres 17article [10].

D'autre part, il existe C' > 0 telle que
18] ]1% < C'[]]u]]|? car A" est d'ordre O.
ot i Ly oS08 _ afd)
D'ol puisque 3 Im =3 Aq on a
1111 < 3 {1122 + 115312} et par 12 sutte

2 j 2 2CC' 2
Ml 112 < 22 p11ai3un 2 v 20 )2,
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Alors pour k™! suffisamment petit e’ % on a
2 2C 1 (3 2

2« —Z— Ly pfupy)
© 4 . 2cc!

[ul112 < € 11128ul1 12 en posant ¢ = 4c

d'oll 1a proposition,
Remarque 3.-
4"

La majeure partie de Ta démonstration de 1'estimation de || |bu|]|]|

dans le cas (b) sera établie par récurrence.

Rappelons que

ryr, rTc
I = 8y 3y +eed, avec ryzry oz ... 2 rTO
Soit m, = 0
my = r,

M =T+

.= + + .0 *+ 7. .
my=ry*r "

n Ly ) ) gy

. _ .
Soit Qau =3y .8y p ety T oaan By 23541004 quU Un opérateur

de (L%)) ou a=m+L avec O0¢isct-1 et Os&sr

X' ‘mxm i+1

(si i =0, Qu = 351)...32£)u).

Comme dans le lemme 5.2, on peut associer a cet opérateur
le module S{a).
Soit S'(a) 1'ensemble des opérateurs qui engendrent S{a).

En conséquence de la proposition 5.1, nous avons les lemmes suivants :
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Lemme 5.5.- [5], [10].
IT existe une constante C 1indépendante de U telle que pour

v T, k™! suffisamment petits, on ait :

UG+ ClHoull® =k T HIsulll® s Ve Bge)”
“(a)

Lemme 5.6.- [10].

Soit a« = mi + £ défini ci-dessus, il existe une constante C
indépendante de u telle que pour ¥, T, k'1 suffisamment petits, on

ait les estimations suivantes :

2 2 .
a) clllQuulill® = kl1{ufll (a-1) si i=0, 1sasmr
a-1- v : :
1
b) cllloguil® > kl1lulll® i 1cd, rycacr
a-2+r—- : :

1

Nous allons maintenant décrire un autre module noté wa associé
a 1'opérateur Qa.
On décrit d'abord les opérateurs qui engendrent W§1). Ils

forment la collection w&(’) .

Sion note T = ar1 ariaz I les é1éments de W'(1) sont
o 1% “i+ft'm° o
TOt TO, Tct TG.
= b, — s D, et b
3 i3 X, aiaj iJ 9, i

avec i #£j ou bi et bij sont des opérateurs proprement supportés

de la forme

- L1} = 1 [
bi = b,'iIm + bi . bij bijIm + bij
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1
1 - — ,r, 0,r. 1,r. .
N ri 1 " 1 1] wu
ou b.% e L 1 s b.i € (LXI )mxm 'y b%j € LX' sb-ij € (L

avec rys = ppem (ri,rj).

w&(Z) est formé de maniere semblable en remplacant 1'opérateur

Tu dans les éléments par un &lément de N;(1).

On continue de cette manigre pour tous les opérateurs de w&
sur 1'anneau des opérateurs C proprement supportés de (Lg.vmxm de
la forme

= 0 -1

C=C'I + C" avec C' e Ly et C" e (Lx')mxm'

Lemme 5.7.- [10]

I1 existe une constante C indépendants de U telle que pour

?, T, k"1 suffisamment petits, on ait 1'estimation suivante

CHIQUITE >k T WU pour e [E(0)T™.

o

Corollaire 5.2.- [10]

Soit T 1'opérateur défini par l1a proposition 4.1, il existe

une constante C indépendante de U telle que

CHIT, 11?5 k11Tl 12 pour tout u e [E3(a))"

Proposition 5.2.- [5], [10].
Soit ¥, définie page
n
Soit b(x,DX) = BT(x,DX) + BT_1(x,DX).
Supposons que 1'hyperplan Xo = 0 soit non caractéristique a
. N
1'origine relativement & b.

Alors i1 existe une constante C indépendante de u telle
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v -
que pour r, T, k L suffisamment petits, on ait :

v [+
€ CHIbquI||2 pour u e [?O(Q)]m

A

N
ot = {x=(x,x') tel que [x'| <r et 0sx <Th

Preuve :

Soit Uy = ¥,u. D'aprés la proposition 4.1, on a
bu, = Tu, + Tu, + Ru, o T T2
(5.1) u, = Mu, + Tu, + Ru, ol eV et Re (LXl )m

xm °

Puisque QT =1, sionpose a=1 dans Lemme 5.7, nous avons

1'estimation

v 2 2
Clllnuzlll 2kH|U2|H 1
T

-2+ —
D'aprés le corollaire 5.2.

' vo2 2
1 Ty 112 2 K] 1T 1]
v 2 2
Cltm, 1117 = k[, + k||| Tuy [ {]%.
I, el 1 2
. . N 4" ny
(5.1) implique que (puisque T =b - T - R)

(5.2) clilu, |12 + ¢ [Tu, 112 + [ ]]bu,[]? >
* 2 i 1 2 2 *

-24 —

2 2
2 k| Huyl 1% + kI Tuy [1]°.
2 T'2+l 2
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Pour k > c, on peut absorber les termes C|||u,|]| s 1 + C[[[nuzlll2
-2+ —
q

du premier membre de (5.2) dans le 22me membre et on obtient

v
CHIbqul2 z kllluzlll2 20 1 d'oll la proposition,
T-24 —

Nous sommes maintenant préts a compléter la preuve du théoréme 1

en montrant comment 1'estimatijon de ll]gulll dans les deux cas (a) et (b)
v
conduit a 1'estimation de |||buj|| dans le cas général, puis & 1'esti-
N,
mation de ||(bul{].

Preuve du théoreme 1 :

[1Bul 12 = [1w,Bu + w,8ul 1% = |]¥,bul 12 + []¥,bul|? + 2Re(v,Bu,v,bu)

> |1eyBul 12 + e bul (% - 2 [bul[® .

D'ou N N2 nog
Bl 112 5 [ vgbut 112+ 11 1wgbul 1]

Estimons maintenant l]wigu}}z ., 1=1,2.

1eBul 112 = [11Bwgu = v Jul (%11 1by,ul 112 -111 Bae Jul 112

d'un autre cdté puisque u = ViU + ¥oU = U+ U
B dull? < 1 Berdug 112+ 1B w12

Donc " n n
[ 1Bul 1125 3 111wyl 117+ 5 1 Tgbul ] 12,

D'ol

(5.3)  11Bul11% 5 cl11Buy 112 + Cl11Buyl 112 = ClI{[Ba¥yduyf117 -

= Iy ydup 112 = Cl 1w Jug 112 - cl] 1By ]u,l 112
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Estimons maintenant les derniers termes de (5.3). Puisque

N
b e (L;.)m o et Yo Lg. et puisque le coefficient de on dans b

e -1 o
est I [p,wi] e (L )mxm' D' ol
& 2 A 2 2
¥ duy 1112+ 1 Bs¥)ug 1112 < el g 112,
D'apres la proposition 4.1

[b.v.Ju, - [(H ST+ R),\vi]uz

=2
et Re (LX' )mxm .

Examinant les opérateurs T et R, on voit qu'ils sont tous

deux d'ordre < 1-2 en Xq D'ou

-2

o] e 08 et Rw] e (LD

xm )mxm :
En outre (5.3) implique que

(5.4) 118Ul 112 > cl11Bug I 112 + cl1iBuyl 112 = el 1Tug 1112 - clllul 112,
- 1 [Faduyl 112 - el Hae)uyl 112

4"
D'aprés le lemme 5.2, [ﬁ,wi] € S(y) modulo des termes appar-

5 -2 : .
tenant a (Lx. )mxm (5.4) implique par conséquent que
v v 2 & 2 2 2
(5.5) [[[Bull12 3 cl11Buy 112 + cl11Buyl 112 - clilug 1112, - clliul 112,

2
=C ] 1S _u,l[]°.
S_ €S} T2

(1)
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En appliquant les propositions (3.1) et (5.2) et le lemme (5.5)

a (5.5), on obtient

v 2 2 2 2
CLIbul 1 = kI TugHHZoq + ki upl 2 1 + k s ES' TS uy I 1" -
T _ €
. (1)
2 2 2
= ClTTug g - CHHupl 15, - € SES' LIS uy 1%
€2(7)

En appliquant le lemme 3.1 et en choisissant k > C, on

obtient

Y 2 2 2
CHBul 12 5 Kl Hu 112« KkllHul112
-2+ — T

-2+ —

s k| []ul]|2

-2+ —

Finalement, en appliquant le lemme 3.2, on obtient 1'estimation
voulue

clifbul 1% > kITful 112,

24 —
-2+ g
et plus généralement
2 2
Kl ull] pclipllll Mo
Lt1=-2+ —
or 2 )
H1bul 12 < ¢t 11 Thul |1,y
ol a2 [ Ihl |12
ki|lu < C||lhu et pour £ = -1
Brr-2+ & Ler-
q
on a

Il g s el

q
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Remarque :

Sous les hypotheses A, B et C mais lTorsque t 2 1 est quel-
conque, on obtient & nouveau les théorémes 1 et 2 en supposant alors que

les matrices e -»€__q commutent entre elles deux a deux.

0’



]
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El
[4]
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TROISIEME PARTIE

PARAMETRICES LOCALES GENERALISEES POUR DES SYSTEMES A CARACTERISTIQUES
MULTIPLES NON HYPERBOLIQUES.

On se propose de construire des paramétrices locales générali-
sées pour le probleme de Cauchy C” par la méthode des ondes asympto-
tiques pour les systémes a caractéristiques de multiplicité constante ne

vérifiant pas les conditions de Levi.

Pour cela, on adapte des résultats dus a R. Berzin et
J. Vaillant Bﬂ et on construit des opérateurs intégraux de Fourier,
dont 1a phase n'est pas homogéne mais admet un développement en symboles

homogénes d'ordresfractionnaires Bﬂ.

Ce travail sera complété par un article a paraitre ultérieu-

rement [8].

On notera X = [p,T+[ x X' et X' un voisinage de 0 dans

]Rn

1. CAS DES SYSTEMES 2 x 2 A CARACTERISTIQUES DOUBLES ET DE RANG CARAC-
TERISTIQUE 1.

Soit un opérateur h différentiel a coefficients C”(X),

d'ordre 1 kowalewskien a 2 lignes et 2 colonnes dont le sous-caractéris-
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tique ne s'annule pas sur 1'ensemble caractéristique supposé réel double.

On note x = (xo,x') le point courant au voisinage de 1'ori-

gine 0 avec xoe]R et x'e R".

On pose ¢ = (go,g') le point courant du fibré cotangent.

Si H(x,£) est la matrice caractéristique 2 x 2 de h,

on suppose que
n
det H(x,£) = EO - k21 Ak(x)ik:[Z

n
o A e CI;(X) et on note A(x,£') = kz1 )\k(x)gk et H'(x,&) = &, (x,€").

En utilisant la théorie des opérateurs de Lax-Maslov [4], [9],

montrons le théoréme suivant :

Théoréme 1.-

l Soit X' voisinage de 0 dans R" et X = [O,T+[xX' avec
0 =T s

Sous les hypothéses précédentes, il existe un voisinage ouvert

U de 0 dans X', un voisinage ouvert relativement compact V de U

dans X', deux intervalles [:O,Tfl'[c 0,77 et [ZO,T;[C D,T:[ pour

lesquels on a les propriétés suivantes :

Pour tout T e E),T;[ il existe un opérateur F_ ,(T) de
Lax-Maslov de U dans X appliquant D(U) dans Cw([O,T:[,D(V)) et
un opérateur elliptique E(T) = E tel que

a) pour toute fonction u e D(U), Ta fonction
(xgoTox") > ﬁ-‘o 1(T)u](xo,x') est de classe C” dans

I:O,T;[x [(),T;[x X' et pour tout T e I:O,TE[ on a

(1) [F0,1(T)U] (T,x') = Eu(x')
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b) pour tout T e [0,T5[ Ta restriction

(2)  R(M :U ~» [hFO’1(T)u]|[0,T§[XX.

de ho Fo 1(T) a [b,TE[ x X' est un opérateur régularisant

de U dans [b,Tz[ x X' avec
(D] (xgx') fU K(xg>Tox sy July' Dy

k étant une fonction scalaire de classe €~ dans
EO,TZ[x [O,Tz[x X' x X', bornée ainsi que toutes ses dérivées et nulle
hors de

O, 750 0,750 x v x v,

Le signe = signifie 1'égalité modulo un opérateur régulari-

sant a noyau c”.

Preuve :
Appelons ¥(x,£') 1la fonction de phase définie Tocalement

pour les équations

30(x58") = Alx,grad, «f(x,g"))

(3) n

¢, 1+ = XE .
‘XO—T 021 o’a

On cherche F0 1(T) sous la forme d'un développement asymptotique

+ N
F oMy~ 5 FJ . (T).
0,1 & 0.1

Nous voulons que Ta restriction [Q,T;[.x X' de 1'opérateur

de Lax-Maslov.
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1 (e3)
@) [zzrfﬂmje A
J<

- iﬁ%él pour £ 3z 3)

(i.e. d'ordre -

NN

[f F 1(T:] - E soit d'ordre - § +1 pour £33
<t
ol YoFo,1(T) désigne la trace de F0,1(T) sur 1'hyperplan Xp = {T} x X'
On a :
(6) [Fi,1(T)u] () = () e I00eNs Coely | enite,,

1 -
0,1,j41 €5

N e,

1/2

ue o), Y homogéne, ¥ ¢ S homogéne & déterminer

par la suite.

Pour calculer les valeurs des Yo 1,5+1 =Y déja obtenues

dans 1'article de R. Berzin et J. Vaillant [2] et celle de ¥, on part

J+1

de la formule suivante :

(en posant h(x,Dx) = HO(x) 33— Zz H (x) ——z + H*(x) avec HO(x) = 12)
o =

. n .
h(x,DX)[eﬂ‘DW)YjH_l - KZO [m"-(x)(a-‘z(k‘jE +§é)}e‘(""““’)\rj+1 +

n ) ' '
+ KZO HK(X)e1($+W) 332 Yig * H*(x)e'l(\ﬂw)Yj+1 - h(x’Dx)[%1(w+W)Yj+i] )

i H(x,gradx.lp)ei(‘pJ'\y)YJ.+1 + i H(x,gradx.\y)ei(‘J)J"{')YJ.+1 +

y 32—-H(X £) e1(¢+W) 9 Y *(x)ei(w+W)Y

£= gradx. axz * j+t1
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Dans le deuxjeme membre de cette €galité la premiére ligne
est d'ordre (2 - %) la deuxieme ligne est d'ordre (2 - i%l) et les

deux derniéres lignes sont d'ordre (1 - %J.

Comme dans ce premier cas, Jj » 2 1le terme de plus haut degré
a pour degré 1.
On écrit alors que tous les termes coefficients de ei(w+w)

sont nuls. On obtient :

Terme de degré 1.

n .
: of Ji(Pre)y _

(7) 1£ZOH£(X)?X@Ee Brly, =0

(8) H(x,grad, ,9)¥5 = O.

Terme de degré %~.

(9) H(x,gradx.qJ)Y4 + auH(x,gradX.v)(aaw)Y3 = 0.

Terme de degré 0.
(10) H(x,gradx.lﬂ)Y5 + a“H(x,gradx.ﬂ)(aaw)Y4
. o . * _
- i H(x,gradx.q?)aaY3 -iH (x)Y3 = 0.

Terme de degré - 1 .

2

(11) H(x,grad, . )Yy + auH(x,gradX.w)(aaw)Y5

. a .k _
-i3 H(x,gradx.xp)auY4 - iH (x)Y4 = 0.

Et tous les autres s'écrivent de la méme fagon :
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Terme de degré - % (k = 0,1,...)}
o
(12) H(x,gradx.tﬂ)Y5+k + 3 H(x,gradx.ﬂ)(aaw)Y4+k
s .0 sk _
- 13 H(x,gradx.\v).aaY3+k -iH (x)Y3+k = 0.

On obtient des équations d'inconnues ¢ et Y, (k =2,...).

Elles se résolvent suivant le méme principe de la résolution d'un systéme

de m=2 équations @ m =2 inconnues de rang m-1 = 1

AB _ A
HBY = F

(En utilisant la convention de sommation d'Einstein, et en abré-

geant la notation Hg(x,gradx.¢) par celle plus simple HQ).
En posant [ 1],

A (1ehem (A7 #0)

i
I PN

1 _ 1
r’ o= (r1,...,rm).

r1 est une base du noyau de tH (ou base du noyau a gauche de H).

Par conséquent la condition nécessaire et suffisante de compatibilité du

systeme est :

1A
(13) FAF = 0.
B
B _ A
De méme, en posant Ay = — (1 «Bsgm et
Ay
1
A
1
8y = : Y est une base du noyau de H(x,gradx.w).
m
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Si l1a condition de compatibilité (13) est satisfaite alors nous

avons, en séparant les inconnues principales
AB _ A
BY = F

AB

H -HE

-

ol B parcourt les indices (v+1,...,m) et B parcourt les indices

{(1,0..5v). Ici v=rangH=1 d'ol

et par suite

2 2 2 2y1 2 2
H2...HB_1 F -H1Y HB+1 Hm
B_ 1
e
1
m m m_,m,1 m m
i H2 "HE-1 F -H1Y HB+1 ..Hm |
ou encore
1B B
= A2 a2 A R
YB = —JF-FC + _%.Y1 . f<Bsgm
A A
1 1
D'oli 1a solution
s M AR
(14) Y =—1-Y +——1—F N 1sBsm
A1 A1 : :

Appliquons (13) et (14) successivement :

32 1'équation (8) : F =0 d'ou

A

B_ ™M 1

(15) Y3—;\TY3
1
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car la condition de compatibilité est satisfaite AA x 0

dans le cas de 1'équation (9) :

B
A -2"Hy(a %) — Yy, do
1
1
B 18 D
A A= 5 A
B_ "1 _ ™MC of 1,1
Y4-;1—Y4 ?—aHD(a W)Z\TY3 3
1 1 1
YB=Al13 y! +ﬁ i 9% D)v
4~ "1 '4 1 D _T
A A
1 1 1
Or on a les relations
CaleevB _ Epalenuv C
HAtoop = S8hily (8B
Remarque : B = é
D'ou ici
C,1B _ B,1
HpAse = Sphy
Donc

B

Ay

(16)

Ay

car les termes correspondants 3 B

e Yl + 3“(—T)(aaw)Y;

n
o

le symbole de Kronecker).

car la condition de compatibilité (13) est satisfaite

B

A Y G ) Mot 0

A B’ ‘% ;T 3° "
1

Pour 1'équation (10), FA

vaut :

sont nuls.
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[ pB A A
A_ oA 1 B, 1 1 . A «A ™
F*" = -3 HB(aa\y) ;T Y4 + 3 (;,r)(asw)Y3 + 9 HB :\T Y3 + 1 HB Xf Y3
1 1 1 1
On a donc une condition de compatibilité :
AFR = 0, clest-a-dire
B B B
A A A
_ 1A 8,1 a1 oA 1 c LA N
AA(a HB)(aaw)a (I\T)(aﬁw) + i AA(a HB)(% —AT) + 1 ApHy ;f =0
1 1 1

c'est-a-dire
anty BB o s anl B *A, 1,8
Hy (3%A0) (2°A) (3 ¥) (0 ¥) = i (G (2°A) (2 AB) + HpPalny

or AHEAS = (H)%a] .

aBra 1 AsBy _ ooy raBiyal
2B (AMHERR) = 2(a%H") (aPH')A]

Hp{(2°A0) (a°A) + (0*AS) (aPAL)} = 2(a®H') (aH )AL

a?B Hﬁ(a"‘AZ\aBA?)(aaw)(aB\P) = l;} (a“H')aa\y(aBH')aB‘ﬂA}

sB

= A} [Z (a"‘H')am\:zl2 .

D'oli

1 Oy 2 ceuP ol B *A.1,B
(17) Ay {g (3%H )(aa\y)} 1{HB(3 AA)(%A1) + Hg"ApALl

.
i L1(@).

(L} étant le polyndme sous-caractéristique de h)

et alors on peut résoudre (10) par la formule (14) :
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2B 218 ) D D
B_ "ty 1. M [ af 1,1, 8,1 1
Yo = —1 Y5 +—1—{ 3 HD(a ¥) — ¥y + 0 —1)(9,8\11)Y3
A A A A
1 1 1 1
D D
a A 2 A
a,,C 11 *C 71 1
+ 1(3 HD)aa;fY3 1 HD ;\TY3}
1T ] 1
D'ot
B 1 B
A A
B_ M 1 o 1 a1
Yo = — Y5 + 2 () (3, ¥)¥y - 1 27 (=)o V3
A A A
1 1 1
1B D D D
Az s A A i\
1€ [ ol g " a,C 1y . g 1)1
s L6, 68 D « 165, 1]
A A A A
1 1 1 1
Pour 1'équation (11), en reportant les valeurs précédentes de YE s
et Yg , FA vaut :
1 1 B
A A A
A ey oS0, 3 1Bt By
F©' = -(3 HB)aa‘yi”T Yg + 3 (—1-)(36\1!)Y4 i (—T)aBY3 + 9 Y3} +
A1 A1 A1
' B B B B
A A A A
< O0pA 1,1 g, 1 L o*A ) 11 B, 1 1
+ i(8 HB)aa{Kf Yg + 0 (Z\T)(BBW)Y3} +i Hy {KT Yg 0 (F)(aBW)Y?,}.
1 1 1 1

ta condition de compatibilité (13) s'écrit :
3 AB AB
%A(-a“HQ)(aaw)(aB ;}(ae\y) + i A,l(a“H‘é)(aa ;})]Yl +
,11 ‘
+ i ALGOHR) (2 ¥) (oF X})aBY; + 1 A (2HE) (o
1

1 wl
)(35‘”%"3 + W'Yy = 0.

=

Le coefficient de Yl est nul, d'aprés la condition de compatibi-
1ité (17). I1 reste donc une équation différentielle du premier ordre

sans second membre, le long de la bicaractéristique :
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1,

i(a“H')(aa\y)(aBH')(aBY;) + 'Y

Ce qui donne Y; lTorsque 1'on connait Y;(T,x',g') et, par suite,
Yg pour tout B = 1,...,m.

On résout alors (11) par la formule (14) qui donne Yg en fonction

1 1 1 1
de Y6’ YS’ Y, et Y3.

En itérant le procédé, on trouve Y§+1 pour tout B =1,...,m et

pour tout j = 2,...

Remarquons que 1'équation {17) n'est pas a second membre nul, on
pourra donc choisir ¥(T,x',£') =0 avec ¥(x,£') # 0 pour 0 s X < T
Nous reviendrons au choix de v de telle que FO 1(T) ait un sens par

la suite.

L'équation (2) étant ainsi résolue, cherchons une solution de (1).

(

Fo, 1(T) - £ soit d'ordre (- §.+ 1)
o J<£+1

pour tout £ z 2.

Pour £ =2, on obtient :

Y0F§’1(T) a pour symbole, Y, . 5(T,x',¢') = Y3 de Ta forme

Y3, ¥3,2
Y, -

2 2

Y31 3.2

.. 1 _ .
En choisissant Y3’1 =1 et Y3,2 =0, ona:



= 12 =

1 0
(20) Y, - )
At

0
Al

Pour £ = 3, on obtient :

1 1

.. 1T _
en choisissant Y4’1 =0 et Y4’2 = /TETT

0 1
/lg'|
Y4 =
2 2
30‘ A_1)3 y A_1__.1__
Al e Ay e T
Remarquons que
2
1 o A1
det[¥; + Y,] = - ¥y 3 (q)a ¥ (Tox",e") 5
: A
1

or (aaw)(T,x',g') =0 pour o =1,...,n et seul

G : { L}(@)T/z
P TXLED = Tl (Txheh) #o.
° Ay (D) *
D'ol
det[Y, + Y4] = - ao(Aﬁ)a y # 0.
3 )lgnl —Aq- 0

C'est pourquoi on pourra prendre Yk+1(T,x‘,g') = 0 pour tout k 3 4.
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Définition 1. [11]
Un opérateur pseudo-différentiel F est dit elliptique si F

posséde une paramétrix G.

j.e. il existe M, M' opérateurs régularisants tels que

. FoG=1+M et GoF=1+M.

Lemme 1.-

E est elliptique.

On le démontre 3 1'aide du lemme 2 suivant :

Lemme 2.-

11 existe un opérateur G de symbole Z tel que J=E0G

ait une partie principale N0 scalaire (N0 = nOIm), elliptique.

Preuve
IT suffit de vérifier que 1'opérateur F 1(T) de symbole

Y(T) ~ Yo+ ¥+ ... est elliptique.

On prend G(T) de symbole Z avec

Z ~ [mineurs de (Y, + Y4)] + ...

1 1
le'|
Z ~ mineurs de >+ ..
A2 A2 A2
Terthy oL
A1 A1 A le']
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/
2
M N
A VTE /e
7 n + termes d'ordre -1
- A$ + a“(A?)a y 1
A

+ termes d'ordre - % .

On pose J=F oG de symbole N avec N~ N0 + N_1/2 + ...

Calculons N0 en utilisant la formule

Pour |a] =0
2
Y.Z ~ - (38 A1)(a y)I, + termes d'ordre -1 + termes d'ord _3
. -;T 1)1, or ermes d'ordre - 3
v 2

A
(- 38(;%)(3BW)12 étant d'ordre - =).
1

N —

Pour la| =1
3%Y est d'ordre < -1 et DaZ est d'ordre < 0
par conséquent a“Y.DuZ est d'ordre g -1.

: 2

A

; - _ (-8 (] -

Iei Ny=0, Ny, = (-3 (;T)(as"’)lz) => NN g+ N+

) ‘ 1

D'ou le lemme.
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La preuve du Temme 1 est classique.
Reste 3 déterminer vw(x,z').
D'aprés (17)

1
L1 ()
¢y (*H") (s w)}2 =i ‘1““1 £0
! * A ()

[0

et pour x_=T, il vient :

0
2 LW 40
{5, ¥} =1
° AT()
s —1-——“(‘0) (1) >0 d —1——-L’w) (1+4)
upposons > ‘ol 3¢ = ¢ +1).
1(0) 2A4(9)
D I L}(m (Im v)
onc ma.y= 3 = 5 (Im v).
Y algy O
Ly
Prenons ao(Im y) = - E;TEB; donc lorsque Xy décroit de T a O,
1

Imw croit a partir de la valeur 0, donc devient positive.

11 s'ensuit que F0 1 est un opérateur intégral de Fourier.
bl

Remarque :
La restriction y.F 1(T) (0 st <T) de 1'opérateur F_ 1(T)

a 1'hyperplan X; = {T} x X' est régularisante.

Remarque :
Le choix de K nulle hors de [0,T;[x [0,T5[x V x V est

évident (cf. [4]).
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2. CAS DES SYSTEMES m x m A CARACTERISTIQUES DE MULTIPLICITE m ET

DE RANG CARACTERISTIQUE m-1.

Soit h un opérateur aux dérivées partielles d'ordre 1,

kowalewskien 8 m 1lignes et m colonnes a coefficients C”(X) tel que

- n m
det H(x,g) = g, - k21 a(x)e

n
o e Gp(X) et onnote alx,g') = kZ1 NEIL
H'(x,£) = g - a(x,£') et H = matrice caractéristique de h.

On suppose que la matrice caractéristique H vérifie ([12],

6, 6D :

1) pour tout x au voisinage de 0, dans 1'anneau ¢ Tlocalisé

de R[E] par 1'idéal principal défini par H'(x,£).

(H')m’.

Hy

2) puisqu'il existe au moins un cofacteur d'ordre m-1 non

divisible par H', A?I(x,g) remplira ce rdle,

3)  Kk[0se, = AM0,8"),6 T £0, Ve #0
ol K est le polyndme sous-caractéristique de h ([5], [12]).
En appelant A 1a matrice des cofacteurs de H dans le développement de
det H. On a :

(21) AH = HA = (H')m.Im.
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On suppose de plus que

m-1 fois
—

B B B
A A A
050..50 1 0,...,0 1 1
(22) det | 3 —T,...,a > s T #0
A1 A1 A1

aux points (O;g0 = X0,¢&),¢).

En utilisant la théorie des opérateurs de Lax-Maslov [4], [9].

Montrons le théoreme suivant :

Théoreme 2.- (8]
Soit X' un voisinage de 0 dans R" et X = [0,T"[ x X'
avec 0 < T,

Sous les hypothéses précédentes, il existe un voisinage ouvert
U de 0 dans X', un voisinage ouvert relativement compact V de U
dans X', deux intervalles I_T),T‘;\—_C o,7°[ et [O,TE[:C D,T;[ pour

lesquels, on a les propriétés suivantes :

Pour tout T ¢ D,T;[, il existe un opérateur F0 1(T) de
Lax-Maslov de U dans X appliquant OD(U) dans Cw([O,T;[,D(V)) et
un opérateur elliptique E(T) = E tel que

a) pour toute fonction u e D(U), 1la fonction
(xgsTox') = [Fo 4 (1)) (x,x") est de classe C” dans

E),T;[x [:O,T;[x X' et pour tout T e l'_O,T;]: on a
(23) EF0,1(T)“] (T,x') = Eu(x").

b) pour tout T e [0,T7[ Ta restriction
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(24) R(T) :u > E‘(FoA(T”@l[o,T;[x X'
de hoFo,1(T) a D,T;[x X' est un opérateur régularisant de U dans
@,T;[x X' avec

RO (xox*) = jU KlxgsTox'y ' July' "

K étant une fonction scalaire de classe C~ dans
[O,T;[ x [:O,Tgl:x X' x X' bornée ainsi que toutes ses dérivées et nulle

hors de EO,TEEx @,T;I:x Vox V.

Le signe = signifie 1'égalité modulo un opérateur régularisant

by

& noyau C°.

G

Preuve :
Appelons ¢{x,£')} 1la fonction de phase définie localement par
les équations

aP(x,€") = a(x,grad, .¥)

(25) 9 ’2‘
=T = X &
|X0—T wsf oo
On cherche F0 1(T) sous la forme d'un développement asympto-
tique
40 j
(26) F0,1(T) Y jzm F0,1(T) .

Nous voulons que la restriction a ]I),TEEx X' de 1'opérateur

de Lax-Maslov
@-1)

3 -
(27) h [z F 1(T)} U
e %

(i.e. d'ordre 3.
4
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(28) v, 'EK Fg’1(Ti] - E soit d'ordre - %~+ 1 pour £ > m.
RE |

Ona:

m=-1
L ﬂ(x,e')+k21wk(x,a'ﬂ

@) [F M0 - -3em e SRR TICOT’S

o )k

ue DU, Y ;€S ™ homogene, v €S " homogene a déterminer

0,1,j+
par la suite.

Pour calculer les valeurs des ¥, et des Yo,1,j+1 = Yj+1 s

on part de la formule suivante : (en posant § = WO) comme dans § 1 :

.m-1 m-1
(30)  h(x,0,) o 2L oo e o
30 h(x,D_)le ™ Y. = i H(x) (—==)ie Y. , +
X J+1 250l K& ax}Z j+1
m-1 mg_:‘l
i ¥ i
n k k
k=0 9 k=0
+ ZZO Hz(x)e 7%, YJ.+1 + H (x)e YJ.+1
c'est-a-dire
. m-1 m-1
\ 1 kZO * _m1 1 kZO 'k
(30") h(x,D,)]e Vieg| = 1 kzo H(x,grad, ., )e Yipg *
m-1
. m-1
T Hxee) fio ™ ko
+ —— H X, € _ e 3 * k=0
250 3% lg-gradx.ﬁ 3}2 Y‘].+1 + H'(x)e YJ.+1 .
En posant :
(o] ) n H[ 3 *
(31) h(x,D,) = H'(x) N + £Z1 (x) % + H'(x)

O/uy -
avec H'{x) = Im.
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Dans le deuxiame membre de (30), la premigre ligne est de

degré (2 - E%J) et la deuxidme ligne est de degré (1 - %).

Comme dans ce cas, j zm, le terme de plus haut degré dans (30)
)

a pour degré 1 (k =0, Jj=m.

On écrit alors que la somme des termes de méme degré, coefficients
m-1
1 ¥y

de e k=0 est nulle. On obtient :

Terme de degré 1.

m21
¥
n vy k
. £ 0 k=0 _
(32) i zzo H*(x) 3;2 e Ym+1 0
c'est-a-dire
(33) H(x;gradx.ﬁ)Ym_1 = 0.
-Terme de degré 1 - % .
mi1 mi1
i ¥ i v
n 3Y k n k
£ 1 k=0 £ aﬂ k=0
ZO HY(x) 3;2 e Your * i Kz H*(x) e You2 = 0
c'est-a-dire
3‘1’
(34) H(x,grad, d)Y > + 2 a*H(x, grad, .&) me1 = 0
et, plus généralement :
Terme de degré 1 - %- (1 ¢« k s m1).
= 0.

(34)k H(x,gradx.$)Y

mek+1-3

ka Y
meke1 * jZ1a H(x,gradx.&) BX Y
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Terme de degré O.

H(x,grad )Y, , + 2 3 H(x,grad .@)

2m+1 -Jj
(35)
. .0 T =

- 1 9%H{x,grad )3 Y 4 - T H ()Y, = 0.
et, plus généralement

Terme de degré - %- (r z 0).

H(X grad "D)Y2m+r+1 + 5 ] H(X gl"ad |‘ﬂ) 2]TI+Y'+1 J
(38),.

*
-1 H(x gr-ad )3 Ym+r+1 iH (X)Ym+r+1 0.

Résolution des équations.

On va voir que les conditions de compatibilité pour les équations

(33) et (34)k (1 £« k s m-1) sont toutes automatiquement vérifiées.

. Pour 1'équation (33), c'est évident et sa résolution donne

AB
B _ 1,1
(36) Yoet = ;‘l— Yot
1

en utilisant les relations (13) et {14).

Rappelons les identités

C 1B _ Gl
(37) Hgh15 = S5h4
éA}R = 5%"1 s (csg le symbole Krdnecker)

comme dans § 1, elles permettent d'obtenir
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B B

B 1 a1
Vme2 = ;T Ymez* & Ep) (3 A

1

qui résout 1'équation (34)1 car la condition de compatibilité est satis-

faite.
Pour 1'équation (34)2 , ona:
A A o A A A
- - B _ a0
P = - ol (o, ){‘T me2 * 2 (“r)(as“ﬁ)vmn} > Hg(2,¥5) 1 Yz -

La condition de compatibilité (13) est vérifiée car :
1,.0,A B A B m
(39),  Ap(a7HRIAY = 3% (A AHgAY) = 8 *T(H") A1] =0

A1(3“HA)aB(A%)(a v )(5.%,) = - A‘H M 2 ¥,
A B ;Ta1 g1 7T 2 B_T 19871
g 1

(40)

1{.aB m, 1
E{a (H') A1}aa\y1aew1
=0

aB A By _ al/.BuAy . 0xB 1,.0,Ay/.BxB
En effet 3 (AA BA1) = AA(a Hg) (3°A) + An(37Hg) (37A7).
Et (14) donne 1a résolution de (34)2 :
B A?
B 1 1 o
y Youg * 3 (1) (8, )Y
A

m3 A1 m+3 m2 *

1

AB A1B
a; B
+{a (;f)(aa‘l’z) + ( -3 HD)(a v,)a (—T)a } Yo -
1

or Héﬁ- (h)m 62:0
DT~ T
Aq A
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On a
.. AD “ D AD
- (a“Hg)aB(X}) - (aBHg)a"(—f) - HDa“B(—T)
1 1
d'oll

D . B
Ay

A A
40) - GHF () (o) = 3 G ERRICRN
1 1

et en utilisant (37), on a :

B
A
1,1
Va3 = ;T'Ym+3 + (0% _TJ(B ¥ )Ym+2
1
a1y B
{(a A)(aw)+—(a°‘B 1)(aw)(aw)}Y1
_T 2 1 ]m+1

Pour 1'équation (34)3, on a :

A A " 1 A 1

- _ o 8

F'= - (3 HB)(aaw1) { o Yozt (0 ;f)(asw1)vm+2 +
1 1

A 1 A 1

B

+ !:(a ;{)aswz t 5 (5% /_\T)(an1)(asw1):lYm+1 }
1

(2*3) (3., {_T 1o+ 0f —T)(a v, )Y m+1}

A A? 1
.
- (s HB)(BG‘I’3) _A_r Ym+1
1
B

A
A 11
- (a“HB)(aaw1) _TA Y

m+3

B B

[(a HB)(a —f)(a ¥ )(aew1) + (5 HA) —T (5 wz]sz



A
ayAy B Y o
- [(a Hg) (3 " ) (2, ¥y 05¥5m3 ¥p3,¥,) + (27Hy
1
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B B
A)A18‘P +
_ATcx3
1

B
A
(aaué)(aYB ﬁ)(aaw1)(as\y1)(an1)]Y:]+1 .
1 :

1
2

La condition de compatibjlité (13) est vérifiée car en plus

e (39) et (40), on a :

B
A
(42) Az\(a“ Hg)(a'gY ;})(a ¥ (35¥,) (2, %) =
1

=1 —To(a DICRBICED)

puisque
aBy ABy _ ali.ouPyi.BvaB 1,.8uAy.avaB 14 YuRy 0B ,B
28T (ARHERB) = 2 (a2Hg) (aBYAT) + A (aBHG)a®YAT + A, (aTHg) (3°%A3).

D'ott 1a résolution de (34)3.

A A 1 1 ey M A 1

B o 1 By B

L i Youg + 0 (—TA o ¥i¥iu3 * l; d (—fA )an1an1 + (—TA )aa“’z]sz
1 1 1 1

2!

B B B
(43) + 1 0‘B"(A1) b “B(A1)(a\1’aw +a\ya‘y)+a°‘(A1)a\y y!
L M LN R PN a6 T %ut2% M AT%"3 | Tmet
: 1 1 ) 1

(45)

car
B B
aphy . By A1 _ A, . aBy A
(44)  (a°Hg) (o F)(aaw1)(asw1)(ayw1) = Hg(s “‘T)("’ ¥ )(a )(a ¥,)
1

1
3

et
AB B B
- (a"‘H{;)(sB ;}) + (3P H )(® —T) = HB(a“B —}-) .
1 1

Et ainsi par récurrence, on obtient la résolution de (34)k :
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B B

141 a 1
(46) ¥ m+k+1 ;T Ym+k+1 + 3 (;T)a y1Ym+k

1

AB B
*.{ LG, agry) + 5 (_14(3 AR
’ 1

k; 1 a1u2...aj(A?)( ) ( |

+ =2 {9 ¥,)...(8 V¥ *

j=3 j! ';T a1 o ]

. B

j-1 1 Oqapee.0p A1 E i

1 —3 () (3 ¥. )oou(a_ ¥, )Y »
£=1 _A-1T ipheti=j %1 M ap g ) mrkrl-g

pour tout k = 3,...,m-1, car la condition de compatibilité (13) est

toujours satisfaite.

Résolution de 1'équation (35) :

La condition de compatibilité (13) s'écrit :
B B
1

AJHEYE &3 A2 (5 v,) M + (a8 A1)(BW)Y A
8 2me1 £Z1 ala Hg) (3 ¥, ‘T Yomet-z PYLTRAF S ARKEE
= 1

B
m-Z Olqgese A
{z L v 2 4. ). G, ¥ )}v' }
vV v

v=1 vl Ay igreadi =mep Y

1, oA A? 1 o Mg

. a - —

-3 AA(B HB)aa[(Xf)Ymﬂ] -1 AAHB 'A—f Y|T|+1 = 0.
1 1

Tous les termes sont nuls sauf ceux de la derniere ligne et

ceux de la forme :

-ay, A
Lty )Z__( v ) o, v )

v! A1 11 S+ =m-L gy Y

correspondant & la plus grande dérivation v = m-£ et £ =1 c'est-a-dire
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B
Qgeselt A
{ LAl Gy (o ! "‘"—})Z_____(a v )ee(s, ¥

(m-1)! A

B

A
. a1 0 A 1 a1 %A T 1
-3 AA(a HB)(Ba —T) - i AAHB _T}Y

et (a“Hg)(aaw1)(a Tme — (3, ¥)... (2

puisque Hlé est de degré 1 et que

B A B
A A g ree Rttty A4

u1+...+a

(3

O A

comme
g+, . ta A a a
1 mA "1 _ Ty N
3 HBI\T‘m!(a H')...(5 H),’\T’
1
Ta condition de compatibilité s'écrit donc :

1, .a,A B 1,,*A,B
a (3 Hg) (3 A7) + ApHg"A;

mA Tty L B )
= 3
B ;\'1T Ko 9E T

G (2 ™ (o ¥y).nu (o, ¥y) =
* *m

c'est-a-dire

(a7) T (G y, 0" = i 2
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on pose
, AAa“Hg‘a AR AAH;AA?
(48) L) = 1 (grad, .v)
At

On trouve alors la solution de (35) 2 1'aide de 1'expression (14)

c'est-a~dire :

A? 1 A? 1

B _ o

(49) Yomet = 7T Yomer * O ;f)(aa‘y1)Y2m *
1 1

car

F

A

A1 1 1 Ay

Mg A 1

1 a,,C -

_—T'(a HD) % Ym+1 -

Ay 1 ;
}\‘”s;(
; '*s/‘::)

AlB D Bal D B T,

2D T % Tmet T T m+1 T % me

Ay Ay Ay Ay Ay

Résolution de 1'équation (35),.:

B
A
WA 1.1
= - (a7Hg) (3 ¥y) o Teme *

1

m-1 K oqe..q, AB
) iZ(a’ K%):(a v. )o.. (5 ¥ K)] gm+1 K

k=1 2=1 2! LTEERL)) A1 i1+...+i£fk

Q
-—

—
—

R
>
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ME ol AL My My, o

. o * a

A (g o T o) Vo = 1007 )Yy
1 1 1 1

1(za"‘HA)(a y.) A% vl
B a j XT 2n+2-j
1

j=2

; B
m+1-3i k GyeesO A
1 goe %Ay 1
1 — (3 ) 1 (3 ¥, )...(3_ . )Y
& L h a1.§.a£ Aok 01T a,t1,) [Yome2- gk

+

AB B
i(aaHg)au —T' m+2 + (a _TJ(an1)Y;+ +

+
+ i WA A? + (3P AB)(a D!
1 g ;T 'T' m+1
La condition de compatibilité (13) AIFA = 0 se simplifie dans
N . 1 1
1a mesure ol tous termes non coefficients de Ym+1 ou de Ym+2 sont

jdentiquement nuls en vertu des relations du type (39), (40), (42) avec
des dérivées d'ordre < m-1,

1 1

Pour les coefficients de Ym+2 et de Ym+1 interviennent

Tes plus hautes dérivées {d'ordre m).

Coefficient du terme en Y1+2 dans (13) :

_A1(a“H§)(aaw1) y 2 (a “'T Z_____(aa vi ). (3, wiz)}

A Ry A iqreootipemel %1 2

i A;(a“HA) ; (3,) zJ -%.TS_— G ):Z__________(a i ) 00,15 )

Ggeeety A1 11 . +1£-m-
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1 A on M

. a . *A

+ 1 AA(Q H‘é)aa{?} + 1 AAH ;1-
1 1

et il reste seulement :
B

Ogesal A
R ;})(aa1w1)...(aa v,)
1

m-1

- AA(a"‘HA)(a ¥,)
(m 1)'

B
A
s aloagA 1 . 1A
+ i AA(a HB)(BOL ;T) + i AAHB
1

2
n
o

car c'est justement 1a condition de compatibilité (47) de (35).

Coefficient du terme en Y;+1 dans (13)

I1 reste
a2 (5 w,) —1— (5 1" Om-1 Aﬁ)L( o
- Ax{(3 IR 2 3 VY. )...(9 .
A N Y A o iy U1 e
1 1 m-1
. 1, %% AE;
. . 1 m
AlB D D
1,.a 1c 1AM
1 1 Ay
Al (5 v,) (5 1 met A?)( Yeuils. w)
- 5 H ¥ ] 3 Y,)... Yy
/r\ B a2 (m-1)1 ;{ o 1 m 1 1 m+1
A A 1 A
a . a A B 1
+ 1 AA(a Hg) (3, ¥y ) (P —f)a8 m+1 + 1 Ay (a"Hg) (3 ;1—)(88?1)8(!Ym+1

1

+

A
i Ay (a%p) Ea{(ag ;})(asw,)}};ﬂ
i

AB
1

i AAHB (a8 ——1)(3 ¥ )Y
1

+

m+i
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Remarquons que
B B
i A (a%Hg) (2 ¥,) (o Myt v Al ) (F Ay (o.v,)a v
_f A B ;\T 871" % m+1
1

g m+1

AB

- 723 1 _
et que la premiére + la quatrieme ligne de ce coefficient est égal a

- [5*H")a,v,] [('a"H')(am\lq)]m'1

d'ol 1'équation en ¥y
(50) [oPH') (2 v, [(%H) (2 ¥y )™ =

B
A

i A}Ea“HQ)[au{(aB ﬁ)(aﬁw1)}J + (HBA)(a —T)anJ
1

1B D D

A 2 A A
- Az\(a“Hg)(a ) — N [(BBH )3, ‘T + HDC —}}
1 1

‘ 1 1 A 0.1---(1
- ;T AA(QQHB)(QIW1)(3 m'—T)(B

qui est résoluble en prenant v, (T,x',g') =0 car (3°H'){(s ¥,) # O.
2 a1

On peut alors résoudre 1'équation (35)2 a 1'aide de la formule
(14).
On résout ensuite (35)3 : la condition de compatibilité (13)

donne une équation du type :
B4 & m-1 _
(51) (3°H )(aB\P3)[(a H') (3,017 " = By

et toutes les conditions de compatibilité sont de ce type

(2®H') (2,4, ) [(0*K ) (3, % )™ = B,
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1
m+1

dans AAFA (Tes autres coefficients

en prenant le coefficient de Y
étant identiquement nuls), on peut résoudre alors toutes les équations

(35)k k = 0,...,m2, dont les conditions de compatibijlité donnent

¥eseews¥y o et obtenir les ng+r+1 (r = O,.f.,m-z) en fonction de
1 1
Y2m+r+1""’Ym+1‘

La condition de compatibilité de (35)m_1 donne une équation
différentielle d'inconnue Y;+1 du ler ordre le long de la bicaracté-

ristique homogene ; la résolution de (35) _, donne ng en fonction

1 1

de Y3m""’ m1®

Y et ainsi de suite.

Réalisation de la condition de trace.

Notons les traces par les mémes notations pour ne pas surchar-

ger 1'écriture, on prend sur x_=T

0
1 .
Yoe1 * (1,0,...,0) 1ere Tigne de L
t 1
Yoo = (0,1,0,...,0).W
o 1
Y2m = (0,...,0,1) . '—‘-—1-:——-1-
le']" m
D'ol
AB
Ym+1 = («T 505.4.,0) matrice m x m
B B
Y = (a°(A‘)(a ¥,), 1 ,0,...,0)
m+2 ;T 0! 1 1 0,..ns
1 1
et ™
B B B AB

= |30 oo 1
Y3 = (‘T)ao“’z + = (a 'T)ao“"o"’o“'v -—_T (x° 'T)ao'y1 ___2 “T’ yenn
1

e M e ™

»0
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B B
_ 1 ooo 1 1 oo 1

Ym+4 - 'ET (3 ‘RT)30w1aow1aow1 * ET (3 ‘Ta(aow1aow2 * Bow230Y1) *
! 1 2! 1

A? , A A?

[0} 00 0 1
+ (9 _TA )aow3, [— (3 —-f)e>0\1J1:ao\1f1 + (5 F)ao\yz} —
1

2! A 2
1 L Bk
AB AB
o1 1 1 1
(3 ;T)ao‘y1_~_2' > _'1'—"—3 ’09 :0
e e
m-1 fois B m-1 fois
—_———
_ 1 0...0 1
om = Y (3 —T)(ao‘v1)...(ao\y1)+
1
£ fois
n2 OOA?E Aﬁ’ ;e
+ Y —( 'T) (aowi )...(30\1/i s ’_T('—T)
=1 2! A, i,+...+i,=m=1 —
11 L 1 (M
le'|
det[Ym+1 + Ym+2 + oeee # YZHJ =
m(m-1)  [m-1fois B m=1
1 2 oo M Al 1,2
...——"—(30\1’1) deti{s *"° —T,..-,—T (~—-—
(m-1)t 2! 1 A AplolE
de degré = - (m-1).
En prenant Y1 - = (0 0) \/ k > 0, on aura
P 2m+1 2m+k+1 LA z Us
YoFo,1(T) = E elliptique pourvu que
m-1 fois B k fois AB AB
det| 3% ° —%3...,30"'0 —43..., -%- # 0 aux points (O;g0 = x(0,8'),£")
A1 A1 A1

ce qui est vrai par hypothése.
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RESUME

Dans cette thése, nous étudions des conditions suffisantes d'hy-
perbolicité faible pour les systémes a caractéristiques de multiplicité
variable et des conditions suffisantes d'unicité de Cauchy C* pour des
systémes non hyperboliques de muitiplicité constante.

Plus précisément, d'une part, nous généralisons ici les travaux
de T. Nishitani sur 1'hyperbolicité faible. Et, d'autre part, nous montrons
que Ta non nullité du sous-caractéristique sur 1'ensemble caractéristique
multiple est une condition suffisante d'unicité de Cauchy v pour des
systémes d'ordre t quelconque dont le déterminant caractéristique admet
o facteurs multiples de multiplicité, constante m, que]conqué. Ce ré-
sultat n'était jusqu'a présent démontré que lorsque t = o =1 (cf. thése
de Kadri).

Dans ce dernier cas, nous construisons des paramétrix locales
généralisées en nous inspirant de développements asymptotiques établis

par R. Berzin et J. Vaillant lorsqggplammultip1icité était inférieure

P

ou égale a trois.

MOTS CLES : . Probléeme de Cauchy matriciel
Unicité
Non caractéristique
Caractéristique de multiplicité constante
. Caractéristique de multiplicité variable
. Polyndme sous-caractéristique
Développement asymptotique
Opérateurs intégraux de Fourier





