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INTRODUCTION 

Dans cet te  thèse, nous étudions les  conditions suffisantes 
d' hyperbol i c i  t é  fa ib le  pour 1 es systèmes à caractéristiques de mu1 t i -  

p l i c i t é  variable e t  des conditions suffisantes d 'unici té  de Cauchy cm 
pour des systèmes non hyperbol iques de mu1 t ip l  i c i t é  constante. 

Notre travail  e s t  divisé en t r o i s  parties.  

La première part ie  généralise aux systèmes un a r t i c l e  é c r i t  

par T. Nishitani dans l e  cas scalaire  e t  donne une condition suffisante 
d'hyperbolicité fa ib le  lorsque chaque couple de racines carac té r i s t i -  

ques pouvant avoir de valeurs égales admet un contact d'ordre inf ini  
sur 1 ' hyperplan des données. 

La deuxième part ie  t r a î t e  de l ' un i c i t é  de Cauchy cm e t  géné- 

ra l i se  aux systèmes d'ordre t = 1 dont l e  déterminant caracatéristique 

admet a facteurs multiples (a  quelconque) un résu l ta t  démontré par 
D. Gourdin e t  H. Kadri lorsque t = 1 e t  u = 1.  

Une remarque f ina le  aborde l e  cas t quelconque. 

On montre que l a  non nu l l i t é  du sous-caractéristique sur l ' en-  

semble caractéristique multiple e s t  une condition suffisante d 'unici té  

de Cauchy cm lorsque l e s  mult ipl ic i tés  des facteurs sont des constan- 
tes  mi  quelconques. 

La troisième part ie  expose la construction de paramétrix lo- 
cales généralisées sous les  mêmes hypothèses que dans l a  deuxième par- 
t i e ,  par l a  méthode des ondes asymptotiques en u t i l i san t  certains ré- 

su l ta t s  dus à R. Berzin e t  J. Vaillant e t  l a  théorie des opérateurs 
intégraux de Fourier. 

Les deux dernières par t ies  de ce travail  feront 1 'objet d'un 
a r t i c l e  à paraî t re  ultérieurement. 

Dans l e  texte qui su i t ,  nous adopterons la convention de sommation 

d'Einstein. 



PREMIERE PARTIE 

CONDITION SUFFISANTE DE RESOLUBILITE DU PROBLEME DE CAUCHY MATRICIEL cm 
NON CARACTERISTIQUE A CARACTERISTIQUES DE MULTIPLICITE VARIABLE. 

1. NOTATIONS - HYPOTHESES - RESULTATS. 

a. Notations. Définitions et Propriétés fondamentales. 

. a D - -ia = - . a D x =  (D D ; Dx = -iax = - 1 -  . 
X~ 'n j j ax t -  t l a t  

j 

V s E IR. nous considérons les espaces de Sobolev Us de norme 1 lu1 1 . 
Posons H = A % et pour u F H. 

s 

Introduisons maintenant les classes d'opérateurs pseudo- 

différentiels utilisées dans ce travail [11, [7], [8], [lq, [lq. 

Définition.- 

On dit que p(x',tl) est un symbole d'ordre y sur IRn 

et on note p F s ~ @ R ~ ~ I R ~ \ o )  si p c C ~ ( ~ R ~ X I R ~ \ O )  vérifie : r 



i K IRn a v a  e t  B dans lin, il e x i s t e  une constante C (K) , B 
t e l l e  que 

B I D ~ ~ D ~ P ( X ~ ; E ~ )  I 6 c a a B ( ~ ) ( i + 1 ~ l  IIY-IBI 

i i )  Il e x i s t e  une s u i t e  {py-jljdl de fonct ions de ca(IRn xlRn 'ï O)  homo- 

genes d 'ordre  ( y - j )  en 5' t e l l e s  que t/ N e H 

B 
N 

IDx1{p - p Y j x 1 ,  = O quand 16' 1 + + - 
j=O 

uniformément par rappor t  à x '  sur chaque compact Ke IRn. 

On é c r i r a  a l o r s  

P ( x ' ; ~ ' )  e s t  d i t  symbole p r i n c i p a l  de P. 
Y 

S o i t  u c O(lRn) e t  Û l a  transformée de Four ier  de u d é f i n i e  par  

1 avec dh' = -n/2 dx' 

(271) 

D é f i n i t i o n  1.2.- 

On appel le opérateur pseudo-di f férent ie l  sur , d'ordre  y 

e t  de symbole P(x';E1) E 5' = s ' w ~ x ~ R ~  \ O) l ' opé ra teu r  P(x' ;Dx,) 

d é f i n i  par  : r 



P ( x ~ ; D ~ ~  )u(xl) = '  ei<X'~"'~(x';~l ) Û ( E '  )# '  I, 
pour tout u E DR"). 

Propriétés 1.1.- 

r Soit P(xl ,Dxl ) un opérateur pseudo-différentiel d'ordre y sur 

IRn et de symbole P E sY, alors 

1) P(x1,DXl) est un opérateur continu de sRn) dans s&Rn)). 

2 )  s E IR, on peut prolonger d'une façon unique P(x' ;Dxl ) en un ope- 

rateur continu de tlSRn) dans 

3)  Caractère pseudo-local des opérateurs pseudo-différentiel S. 

Soient P(x1;5') E sY et u c E '  (IRn) de classe cm dans un ouvert 

de IR" alors : 

P(x1,Dx1)u est de classe cm dans n. 

4) Soit P(x' ,F i ' )  F sY, alors P(xl ,Dxl ) s'étend en un opérateur continu 

de S' (Rn) dans S' (IRn). 

5) L'adjoint formel P*(X',D~,) de P(X',D~,) défini par 

est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre y, dont 1 e symbole 

P*(x' , c g )  vérifie : 

6) Formule de composition des opérateurs pseudo-différentiel S. 

Soit Q(xl ,Dxl ) un opérateur pseudo-différentiel d'ordre y' de 

symbole q(xl ,cl ) c SY' al ors 1 ' opérateur composé : 



est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre (Y+y' ) de symbole r(xl ,cl) 

vérifiant : 

Pour simplifier l'écriture, on pose : 

On convient de considérer les termes indexés sur un ensemble 

vide comme des éléments neutres vis-à-vis de la loi considérée(par exemple) 

Pour k c Fi, on pose 

et pour i s Ik = 1, on pose 

Lemme 1.1.- 

Soient f. (j = 1,. . . ,k), k fonctions de cm(lRn)). Alors 
J 

est une fonction de c ~ @ ? ~ )  et on a : 



k-1 
k-1 a 

a- p a. 
aaf(xl) = a! k- 1 

j=1 J 
fk(~' ) 

j ,  . - 1  k-l II a !(a- 1 a.)! j= 1 
j=1 j j=l J 

j-1 
a <a- C a i  
j- i=l 

La preuve de ce lemne qui est une généralisation de la formule 

de Leibnitz de dérivation d'un produit se fait par récurrence sur le nom- 

bre k. 

Proposition 1.1.- 

Soient P.(x1,DXl) j = 1 , k )  k opérateurs pseudo-diffé- 
J 

1 rentiels respectivement d'ordre y et de symbole P .(x' .cl) alors : 
j J 

1 P(X',D~,) = P1(x',DXl) O ... O Pk(x1,DXl) est un opérateur pseudo-diffé- 

La preuve de cette proposition se fait par récurrence sur le 



nombre k d'opérateurs intervenant dans la composition et en util isant le 

lemme précédent. 

b. Hypothèses. 

Soit l'opérateur différentiel matriciel réel h de dimension 

q x q de classe c"(~R~+') et d'ordre e.  

où homj = hO-j(~,t;~,~) est une matrice de dimension q x q formée 

de fonctions (h .)" polynômiales homogènes de degré e-j en 5, 
8-J B 

à coefficients indéfiniment dérivables et bornés ainsi que toutes leurs 

dérivées et tels que la matrice caractéristique 

vérifie les hypothèses suivantes : 

Le déterminant caractéristique det H possède la décomposition 

suivante : r 
où {xi et {!Ji (xyt;E)Il<iss (2s < m) 

. . . . . . 

sont à valeurs réelles distinctes deux à deux dans chaque ensemble mais 

xi(xyt;~) doit être égale à vi(x,t;S) quand t = O et plus exactement. 



où oi(t) sont des fonc t i ons  de c lasse c p o s i t i v e s  e t  s t r i c tement  c r o i s -  

santes pour t > O, oi(0) = O e t  vi(x,t;c) # 0  V(x , t ;O.  

2 
En plus,  nous supposons que oi(o!)'l 1 c C (@,TI) 

Xi . cmmn x . + , - [ x 3 \  O). 

,Ji C cmmn x p+,.[lx~~ \ O ) .  

S o i t  A (x , t ; c ,~ )  l a  mat r ice  des co fac teurs  de H dans l e  déve- 

1  oppement de det  H 

HA = AH = d e t  H.1 
q 

I q  
e s t  l a  matr ice  i d e n t i t é  de dimension q  x q  

Supposons que 

S o i t  K l e  polynôme sous-caractér is t ique du système 

où { , 1 e s t  l e  crochet  de Poisson. 

Posons : 



m-s 
(1.3) K(x,t;c,r) = 

j = l  

Introduisons l a  condit ion suivante : 

K(x,~;s.u~) = T . ( x , t ; ~ ) ( r - ~ ~ , ~ - u ~ I  1 + Si (~, t ;~) (h i -~ i /T=p 
i 

Ti e t  Si sont des symboles d'opérateurs pseudo-differentiel S. 

Soient f ( t )  e t  g ( t )  deux fonct ions de classe cm pos i t ives 

e t  strictement croissantes pour t > 0. 

Nous écrivons g < f s i  e t  seulement s i  il exis te  une constante 

C pos i t i ve  t e l l e  que 

soient deux fonct ions de classe cm sur @,CI. 

Cette r e l a t i on  d'ordre nous permet d' i n t rodu i re  l a  condit ion 

concernant I u ~ ( ~ ) I ~ ~ ~ ~ ~ .  
. . . . 

Supposons que : 

Pour Y oi,o t e l s  que oi(O} = o1.(0) = O a lo rs  oi < o 
j J j 

OU IJ < o .  est  réalisée. 
j~ 



c . RESULTATS . 

Si l 'opérateur h vér if ie  l e s  hypothèses H , , H 2  e t  s i  l e s  con- 

ditions A e t  B sont réalisées, l e  problème de Cauchy associé 

(1) h u  = f  

(2) D ~ u ( x , o ) = u ~ ( x )  j = 0 , 1 .  ..., 8-1 ; V x r R  

possède une solution unique u ( x , t )  E Ern(H)lq pour toutes données ini-  

t i a l e s  (uo(x) ,  . . . . U ~ - ~ ( X ) )  E M q  e t  l e  second membre f ( x , t )  r  F ( H ) l q  

en posant cm(t() = ~ ~ ( ~ , + m [ , t ( ) .  

I Cette sol ution vér i f ie  1 ' inégal i t é  d'énergie suivante : 

où N(C) e s t  un ent ier  dépendant de h e t  L = 1,2,. . . L 
Remarque 1.- 

La condition B ne dépend pas de (1.2). 

Remarque 2.- 

Au cas où tout ai te l  que a{(O) = O s'annule ?I l 'ordre f i n i  

pour t = O l a  condition B e s t  toujours sa t i s fa i te .  



2. DEMONSTRATION DE L' EXISTENCE DE LA SOLUTION. 

a. Première réduction du problème. 

Considérons le problème de Cauchy (1) et (2) associé à h 

avec f = (!:) 9 u=(il) 
Soit b = &(x,t;Dx,Dt) un opérateur matriciel de dimension 

q x q d'ordre m-e et de matrice caractéristique A(x,~;s,T). 

En s' inspirant de 1 'article [4], nous réduisons 1 'opérateur 

h à un opérateur P différentiel en t et pseudo-différentiel en x 

d'ordre m 3 e en faisant un changement de fonctions inconnues 

U = U V  et en posant 

Le problème (1) et (2) se transforme en 

A cause de l'inversibilité de A(x,t;O,l) (cf. HZ), on peut ré- 

soudre les équations D:(CLV)(X,O) = uj(x), j = 0 1 ,  - 1  et calculer 

v.(x) = D~v(x,o), j = O,!, ..., m-1 en fonctions de u.(x) 
J J j=O,. . . ,O-1 
(cf. [4]) telles que pour toute solution V E [~~(ffu~ du problème 

= vj , j = O,I% ..., m-I  



U = U V soit solution de (1) et (2). 

Ainsi, nous sommes ramenés à la résolution du problème (1') et (2'). 

b. Deuxième réduction du problème. 

Nous supposons que ol < o2 < ... < a Nous garderons désormais, s' 
cette relation d'ordre. 

Soient : 

où xi(xYt;Dx) est l'opérateur pseudo-différentiel de symbole hi(x,t;c). 

FL.(x,~;D,) est l'opérateur pseudo-différentiel de symbole ui(x,t;c). 
1 

Nous pouvons écrire P(x,t;DxyDt) sous la forme 

P(x,t;D x t  ,D = nm + nm-l + Cm-l(x,t;Dx,Dt) + Qm-2(~,t;Dx,Dt) 

et Cm-i (x,t;DX) i = 1,. . . m opérateur pseudo-différentiel matriciel 

de dimension q x q de symbole Cm-i(x,t;~) dont les composantes sont 

homogènes de degré m-i en 5 et Qm-2 opérateur matriciel de dimension 

q x q d'ordre m-2. 



Proposition 2.1.- 

Soit A = [il oïl L: est la ième ligne de la matrice A 

- 

al ors 

où ~ ~ - ~ ( x , t ; g , ~ )  est le symbole principal de Cm-l(x,t;Dx,Dt). 

Preuve : 

D'après l'article [4], nous savons qu'il existe un opérateur 

pseudo-différentiel matriciel M de dimension q x q dont le symbole 

est homogène de degré m-2 en g tel que 

1 m-s S 

- 7 { T - ~ ~ ( x Y ~ ; c ) Y T - ~ ~ ( x Y ~ ; E ) I  (T-A~) (T-p.)/.Iq 
j=l j=l J TZpi 

j#i j#i 

aH aA Sachant que U(P,-~) = H*A + HA* + 1 -- ag. ax j=O J j 

avec H* = H ~ - ~ ( x , ~ ; ~ , T )  

A* = (x,tiE.~). 



1 m-s S 

- 7 { T - $ ~ T - u ~ }  n (7-1 .) n (T-v  + ( L ~ - U ~ ) M .  
j = l  J j = 1  
j # i  j = i  

Puisque nous avons Pm = H.A, 

n 

-- aH aA aH aA a 2 ~  - a2H .A+-.-+-.-+ H. - 
as.ax 

J j 
a x . a g  ag. ax 
~j ~j 

as ax 
j j 

A i n s i ,  nous avons 

1 m-s S 

agi ax j=l 



M u l t i p l i o n s  l e s  deux membres de c e t t e  é g a l i t e  par  l a  l è r e  l i g n e  

1 
de l a  mat r ice  A p r i s e  au p o i n t  (x,t;.5,pi) que nous notons LA(x,t;.5,vi) 

Nous obtenons une 1 igne de q symbol es t e l  1 e que : 

Choisissons, par  exemple, l a  première composante de ce vecteur 

1 igne c ' es t -& -d i re  lo rsque y = 1 

1 
rn- 5 s / + ( A ~ - I J ~ ) N '  ( x , ~ ; E ) .  - 1 (T-~i,T-pi}  A ~ ( X , ~ ; E , L ~ ~ )  n (T-A .) n ( r - u i )  

2 j = l  J j=1 
j#i j#i 



m- s  S 

Puisque AH = II ( T - l i )  II ( T - v ~ )  . I  
i = l  i= l  q' 

a H m- s S a aA H + A .  - = -2- II (T-li). I I ( T - ~ ~ ) . I  par conséquent - ( A . H )  = - . a c j  a c j  a S j  a E j  i= l  i = l  9  

i l  exis te  f i  tel  que 
j 

De même i l  exis te  g i  tel  que 
j 

Nous avons aussi 





B En remplaçant A (x,t;c,ui) a i n s i  obtenu dans 1 'expression (*), nous pou- 
Y 

vons r e s s o r t i r  l e  polynôme K e t  regrouper l e s  aut res  termes issus  du dé- 

veloppement sous l a  forme ( u ~ - A ~ ) N ( x , ~ , s ) .  

L 'expression (*) s ' é c r i r a  

De ce f a i t ,  nous avons 

K ( X , ~ ; E , V ~ )  
= { 1  

m-s s 
- - A i T - U i  rI A .  rI 

Al (x3t;S,ui) j = I  J j =1  
j#i j # i  

1 m-s S 

K (x ,~ ;E ,u~ )  - Y I ~ - x i , ~ - ~ i }  " T - A ~ )  n (T-p )A 
1 

j =  1 j = l  
j #  i j# i 

1 
Al ( x , t ; ~ , ~ ~ )  

A ins i ,  nous obtenons 

d 'où  l a  propos i t ion .  



Propos i t ion  2.2.- 

Il ex is te  A*(xYt;~,ui) t e l  que c x t ; u i  s o i t  une mat r ice  

sca la i re  de l a  forme 

Preuve : 

En e f f e t  nous avons : 

1  m-s s 
- 2{~-aiyT-llil Il (T -A  .) i7 ( T - ,  . I  + (xi-gi) .M(~,t;i) 

j= 1  J j = l  
j = i  j# i 

Considérons c e t t e  é g a l i t e  comme une équation m a t r i c i e l l e  par 
*C 

rappor t  a ~ * ( x , t ; ~ , u ~ )  = (Ak ) ( x , t ; ~ . u ~ )  (C,k = 1, ...,q 1. 

Fixons k nous obtenons a l o r s  un système de q équations 

a q inconnues. Ce système e s t  de rang q-1 e t  l a  cond i t i on  de compatibi- 

l i t é  e s t  s a t i s f a i t e  grdce a l a  cond i t i on  (A) donc il e s t  réso lub le  par rap- 

c p o r t  aux inconnues [A* (x ,~ ,E ,~~) ]  (C = 1-  -. . ,q). 

Propos i t ion  2.3.- 

La cond i t ion  (A) e s t  équivalente à l a  cond i t ion  (A ' )  



a: 
Il e x i s t e  A*(x,t;s,ui) t e l  que ~ ~ - ~ ( x , t ; ~ , u ~ )  s16c r i ve  sous 

l a  forme suivante : 

Preuve : 

A => A ' .  En e f f e t  nous avons d'après l a  cond i t i on  (A) que 

D'après l a  p ropos i t i on  2.2, il e x i s t e  A*(x,t;c,ui) t e l  que 

Donc il e x i s t e  A*(x,t;(,ui) t e l  que 

O ( X ~ ~ ; < > V ~ )  = T / i ~ - h ~ r - i - ~ ~ I  + s / ( A ~ - L ~ ~ ) / ~ = ~  
i 

où T I  = e t  S/ = . Iq . 
Al (pi 

A' => A. 

En e f fe t ,  il e x i s t e  A*(x,t;c,ui) t e l  que 

D'après l a  p ropos i t i on  2.1 



Soit un vecteur col onne C: tel que LAC: = 1 

K(xYt;~,pi) A 
=> 1 A = LA.T;CIC~-pi,~-pil + L S'C (A 

~l(x,t;c,u~) A i  1 i - ~ i )  

d'où la proposition. 

c. Reformulation des conditions. 

Proposition 3.1.- 

Supposons que les conditions (A) et (6)  sont satisfaites, alors 

il existe ~*(x.t;~.p~) tel que 

(3.1) 

pour 1 s j s i h s où Uji est le symbole d'un opérateur 
. . 

pseudo-différentiel matriciel de dimension q x q. L 
Preuve : 

D'après la proposition 2.3, il existe ~*(x,t;~,p~) tel que 

C~-~(X,~;E,T) symbole principal de Cm-l(x,t;DxDt) vérifie l'équation 

suivante : 

où Ti et Si sont des symboles d'opérateurs pseudo-différentiels ma- 

triciels de dimension q x q. 



Montrons la proposition par récurrence sur j. 

Supposons qu'el l e  so i t  vraie pour 1 s j s k-1 e t  montrons 
. . 

qu' i l  en e s t  de même pour j = k .  

Nous savons d'après (2.3) que 

Si nous remplaçons dans cet te  expression T 
par "j nous 

obtenons 1 ' ident i té  suivante (puisque j = k )  : 

Les autres s'annulent. 

D'après l'hypothèse de récurrence nous savons que, pour 

1 s j f k-1 (3.1) e s t  vraie, en multipliant les  deux membres de ce t te  

égalité par oi(o!)-l nous avons 
1 

Ainsi nous obtenons 



pour k 6 i r S. 
. . 

Pour achever n o t r e  récurrence, il nous s u f f i r a  de montrer que 

u ~ ( ~ ~ ) - ~ c ~  ( x , t ; ~ . ~ ~ )  peut  ê t r e  f a c t o r i s é  e t  que 1 'un des fac teu rs  e s t  m- 1 

justement (hi-ui 1. 

Pour prouver cela,  notons que, avec 6k un c e r t a i n  symbole, 

nous pouvons é c r i r e  

En e f f e t ,  nous savons que 

h - h l < ¶ ~ l l k )  = a i ( ~ - h k ( ~ s t ; ~ ) ) a x ( ~ - ~ k ( x Y t ; ~ ) )  + 



Par conséquent : 

T k { ~ - " k ' ~ - p k l  + Sk( ik-pk)  = 0;(t)Tkvk + 

+ ~ ~ ( t ) { S ~ v ~ ( ~ , t ;  ) + ~ ~ ~ ~ v ~ ( ~ k ' t ; ~ ) ' a ~ v ~ ( ~ , t ; ~ ) a ~ p ~ - a ~ v ~ a ~ ' ~ ~  

A i n s i  d 'après l a  p ropos i t i on  2.3. 

O 
C m - l ( x ~ t ; ~ y ~ k )  = T k { ~ - i k , ~ - p k I  + Sk( ik-pk)  

= uPkTk  + uk6k . 

D'où 

-1 O - 1 
( )  C m- I ( x ~ ~ ; E ~ P ~ )  = u ~ ( u { )  U ' V  k k k  T + u.(u!)-lu 1 1  k k  8 

puisque hi-ui = U.V d'après (1.2). 
1 i 

-1 O ui(a{) Cm-l(xyt;~,uk) peut  ê t r e  f a c t o r i s é  e t  l ' u n  des fac teu rs  

e s t  b ien  (ii-pi). 

D'après l a  cond i t ion  (B) e t  du f a i t  que vi ne s'annule jamais 

l e s  c o e f f i c i e n t s  de uivi sont b ien  d é f i n i s  e t  régu l i e r s .  

De (3.3) en d i v i s a n t  l e s  deux membres de c e t t e  é g a l i t 6  pa r  

( k - k l  . . . p k -  nous avons : 

où U k Y i  matr ice  de dimension q  x q, d 'où l a  propos i t ion .  



C o r o l l a i r e  3.1.- 

Sous l e s  cond i t ions  (A) e t  (BI. nous avons 

I % 

où Cm-j(x,t;Dx) e s t  un opérateur pseudo-d i f fé rent ie l  m a t r i c i e l  de dimen- 

s ion q x q d ' o rd re  m-j (1  s j s s). 
. . . . 

Preuve : 

D'après l a  p ropos i t i on  3.1 e t  (1.21, nous avons 

- 1  
o i ( t )&( t ) ]  c m - j ( ~ y t ;  = u. 1 J .(x.t;c)(ii-pi) 

= > cm-j(~.t;5) = o j ( t )  [ui(t)]-'u. .(X,t;c)( i i -pi) 
J 7 

- 1 
= o p )  bi(t)]  Uji(~,t;c)oivi = ~ ~ ( t ) i . U . . ( x , t ; ~ )  1 J I  

% 

= ~ i ( t ) & ; ( t ) ] " ~ j ( t ) v ~ ~ j ~ ( ~ , t ; ~ )  J = ~ ! ( t ) . t ~ - ~ ( ~ , t ; ~ )  J 

avec ?'m-j(x,t;~) = o i ( t )  ~ ~ ; ( t ) ~ - l v i ~ j y i ( x , t ; g ) .  

C o r o l l a i r e  3.2.- 

Sous l e s  cond i t ions  (A) e t  (B) ,  pour 1  s k  i j i i d s  nous 

pouvons é c r i r e  

où UjYik e s t  l e  symbole d 'un opérateur pseudo-d i f fé rent ie l  m a t r i c i e l  q x q. 

Preuve : 

Grâce l a  cond i t i on  (B), nous pouvons a f f i r m e r  que 

~ ~ ( o ~ ) - ~ o i  (oi)-' e s t  cm dans un c e r t a i n  i n t e r v a l l e .  

( i > k )  

D'apres l a  p ropos i t i on  3.1, ~ ~ ( t ) ~ j ( t r ] - ~ ~ , - ~ ( x , t ; ~ )  = U . . ( x , t ; ~ ) ( h ~ - u ~ ) .  J 1 

- 1 - 1  M u l t i p l i o n s  l e s  deux membres par  o k ( o i )  o j (u i )  



l n -  
VI =+- 
.r .. 
VI Y 
C .. - 

= 



Pour e n t i e r  n l a  so lu t i on  u ( t )  r Brn(/f)lq de (P)k-l 

se décompose de l a  manière suivante : 

(4.2) u = vn + wn où vn e t  wn v é r i f i e n t  

. . . . 

De p lus ,  s i  nous posons 

(,mk-1 + Qm-2)vn = gn a l o r s  gn v é r i f i e  

(4.5) / lgnl  1, r ~ ~ ( k , n , e )  [tai-l(t~]n{~ I lu (0)  I I I,(~,~,,) +t  su^ 1 I f  i s )  1 1  +(k,nye) 
Ossst 

où @(k,n,l) e s t  un e n t i e r  dépendant de P,k,t,n. 

Preuve : 

(k-1) S o i t  (Lm + Qm-2 )~  = f, u r EW(~) lq .  Remarquons que 

En e f f e t  de (4.11, nous avons 

L(k-1) = d'où m + Cm-k+lAk-2"'A1 ' 



Résolvons successivement l e  problème de Cauchy su i van t  

Par hypothèse (P)k e s t  b ien  posé, ce problème a une s o l u t i o n  

unique un [cm(/i)-Jq (n  = 1 ,. . .). 

Nous a l l o n s  montrer que vn = u-un e t  wn = un v é r i f i e n t  

l e s  i n é g a l i t é s  (4.3) e t  (4.4). 

En e f f e t  par d é f i n i t i o n  de un , u-un v é r i f i e n t  l ' é q u a t i o n  

( ~ 1 ~ )  + Q m - 2 ) ( ~ - ~ n )  = -Cm-k+l~k-2.. . A ~ ( U - U ~ - ~ )  

(k-1) avec l e s  dcnnées i n i t i a l e s  nu l l es  ; csr nous savons que (Lm + Q m - 2 ) ~  = f 

par hypothèse e t  d 'après (*). 

Par conséquent, 1 ' inégal  i t é  (E) nous permet d ' a v o i r  

. . 

d 'après l e s  données i n i t i a l e s  de (4.6), u(x,O) = un(x,O) 



D'autre part, le corollaire 3.1 nous montre que 

En réitérant n fois le même raisonnement et en tenant compte 

du fait que uo(x,t) z O et vn = u-un , nous obtenons 

(4 .3 )  I IV,, I l  s (kyeyn) @o~-~(t)3" sup 1 Iu(s)I 14(k,Lsn) T (si t > 
Osss t 

n-m+l T 
6 B~ (k,l,n)t (t)In ~ U P  1 I"(d)l lm(k,nye) (si 0s tf-). 

Osss t 2 

Quant a wn , en prenant en compte les données initiales 

c'est-à-dire 

o;un+,(x,0) = D*(x,o). uo(x,t) t O 

DSU,(X.O) = D;U(X,O). 

(L!~) + Qm-2)~n = f - Cm-k+lAk-Z...~I~n-l , d'après (Elk 



En r é i t é r a n t  n f o i s  l e  raisonnement e t  en sachant que uo z O 

un(x,0) = u(x,O). 

d'où, puisque wn = un. 

Pour prouver (4.5), remarquons que gn peut  ê t r e  mis sous l a  

forme 

(4.7) 4, = Cm-k+lAk-2".A~(un-1-un) n = 1,2, ... 

En e f f e t  (Lm 

d'après 1 'hypothèse e t  1 ' i d e n t i t é  (*) 

( I o  => f - [(Lm + Q,-2)~n + Cm-k+lAk-2.  - - A 1 u d  = gn 

d 'après (4.6), nous avons 

- Cf - Cm-k+lAk-2"sA1un-l ' C m - k + I ~ k - 2 " * A l u ~  = gn 

Cm-k+lAk-2"'A1un-l - Cm-k+lAk-2"'A1un = gn d 'où 

9, = Cm-k+lak-2-- - A 1  (un-l-un) d 'après l e  c o r o l l a i r e  3.1. 

l Iq, I C  = I lCm-k+l~k-2-..~l(~n-1-~n)I I P  ai<-l(t)C(k,e)l ! IU,-~-U,I I 



en faisant  l es  mêmes calculs que (4.3),  nous obtenons en prenant 

U 1 - U o  = U1-U+U. 

. . 

d'où l e  lemme. 

Remarque : 

Dans l e  cas k = s+l l e  problème ( P ) S + l  e s t  bien posé e t  

dans (E)S,l on peut prendre N(s+l,L) = L+1 ([41, PQ) .  

e. Inégalité d'énergie. 

En u t i l i s an t  l a  decomposition dans l e  lemme 4.1, montrons 1 ' iné- 

ga l i t é  d'énergie (E)k-l. 

Soit 



une matrice de dimension (s+r) x (s+r) ; (m-s 3 s) où les composantes 

sont des matrices de dimension q x q de fonctions C- dans un certain 

domaine n ; L(x) est donc une matrice de dimension q. (s+r) x q. (s+r) 

à éléments fonctions. 

supposons que hj(x) - hi(x), uj(x) - ui(x), "(xx) - ui(x) 
ne s'annulent jamais sur n si i # j et introduisons les matrices 

Lemme 5.1.- - 
1- Supposons que li (x) soient divisibles par (li (XI-+ ( x ) )  

1 dans cm alors il  existe une matrice N(x) avec det N = 1 qui dia- 

gonalise L(x). L 
Preuve : 

On généralise pour cela les démonstrations de [3] (Lemne 5.1) 

et u5] ; pour une telle matrice 

On peut construire une matrice N qui diagonalise L 



avec NI et N2 diagonalisant Al et A2 respectivement et 

det NI = det N2 = 1 si et seulement si B = (bij)lsjfs est telle que 
lsjsr 
. . 

les bij matrices de dimension q x q vérifient 

i = 1,2, ..., m-s = r 

En faisant i = j dans l'expression de dm-j (j = 1, ..., s) 
on constate que cela est réalisable si et seulement si 

li(x) = dm-l(x) + dm-2(x)(hi-~l) + . .. + dm-i(x)(hi-vi-l). ..(hi-pl) 

est divisible par (hi-pi) dans cm i i = l,...ys. c.q.f.d. 

Lemme 5.2.- D6-j - 
Soit o(t) une fonction positive et strictement croissante 

pour t > O ; si o(t)(ol(t))-' eC2(~oY~]) dans un certain intervalle 

p,T), alors tol(t) est croissante pour t > O et i l  existe une cons- 

tante C telle que 



t k ' ( t ) 1 2  6 C {o ( t )a8  ( t )  + t a ( t ) o l l ( t ) >  s o i t  r é a l i s é e  

dans un c e r t a i n  i n t e r v a l l e  F , T ~ .  

Montrons 1 ' inégal i t é  (E) k-l. 

Lemme 5.3.- 

Sous l e s  hypotheses du l e m e  4.1, l a  so lu t i on  u E Kw(/fuq 
(k-1) de (Lm r + Q m - 2 ) ~  = f v é r i f i e  1 ' i n é g a l i t é  suivante 

(5.4) I I  I u ( ~ )  1 1  le < c ( k - I d )  Iu(0) 1 1  IN(k-l,e) +t s"P I If I I ~ ( ~ - ~  ,e)} 
Of  sf t 

où N(k-1,L) e s t  un e n t i e r  dépendant de P, k-1 e t  1. 

Preuve : 

D1apr&s l e  lemme 4.1, nous décomposons u en une somme 

u = vn + wn , v, v é r i f i e  

En e f f e t ,  ( L i k -  1 + Qrn-,) (v,+w,) = f 

(k-1) (LAk-') + Q,,,-2)vn + (Lm + Qm-,)wn = f 

) = f - ($1) (L,!,~-' + Qm-* vn + Qm-2)wn en posant 

g n = f -  (L i k - ' )  + Qm-2)wn i 

wn é t a n t  déterminé par (4.6), il s u f f i t  de déterminer vn. 

D'après (4.41, il s u f f i t  d ' a v o i r  une es t imat ion  analogue à (4.4) pour 
vn 

pour o b t e n i r  (E)k-l. 



Par simplification, oublions 1 ' indice n e t  écrivons 

D'après [12] e t  [3] , nous pouvons écrire  Qm-2 comme combi- 

naison linéaire des opérateurs 

où les  0 .(x,t;Dx) sont des opérateurs pseudo-différentiels matriciels 
J 

de dimension q x q d'ordre j, O 6 j 6 m-2. 

Posons ([12], [3]), o ( t )  = ok- l ( t ) [ok- l ( t ) l - l  . 

v = ( i l  e t  notons V = ( ; ) A opérateur pseudo-différentiel 
2 1/2 desymbole ( 1 + 1 ~ 1 )  . 

"m- I 

Alors 1 'équation (5.6) peut ê t re  exprimée sous la forme matri- 

c i e l l e  suivante : 



O , .  . . ,O,p(t)C ¶ . . . , P ( ~ ) C ~ - ~  I 
m-k+l 1 

B es t  un opérateur continu sur ( L  * (lR 1) mxq e t  les  C i  ( i  = 1 ,2 )  

sont des matrices constantes. 

D'après l e  corollaire 3.2, 

p ( t ) C m j  = Ujik(x , t ;0(h i -y i ) ,  k i j L i  donc les  fonctions Ci(x) 
. . 

sont bien divisibles par i  e t  d'aprgs l e  lemme 5.1, L I  

e s t  diagonalisable 

I car p l  E c ~ ( ~ , T ] )  ; or, d'après l e  lemme 5.2. 



a' (t)+t~(-~ (t) (t~k-~(t))' 
6 c k- 1 

= C , d'où 
(t) t.k-1 (t) 

1 Puisque LI est diagonalisable alors il est bien connu ( P Z ] ,  [3J) 

que la solution v(x,t) de (5.9) vérifie l'inégalité d'énergie suivante : 

Posons 

1 Jv(s) 1 IQds et prenons 1 'entier n = n(k,L) 

n(k,e) 3 M(k,l). 

Alors de (5.1), nous avons 

at[(tui-l(t))-nw(t)] = [t~~-~(t)]-~~~w(tl-n(to~-~(t))-~-~(t~~-,(t))'~(t) 

= (t))-n-l(t~/<-,(t))' 1 Iv(t) 1 le-n(tok-l(t))-n-l(tuk-i(t)) '~(t) 

= (tui-l(t))-n-l(tt~-l(t))'(] I V I L ) ~  le-nw(t)) 

6 (t~i-1 (t))-"-' (toimI (t))'( l I v ( ~ )  I I.e-~(k,e)w(t)) 



(t) monotone croissante. 

En intégrant cette égalité de O à t, nous obtenons 

t s 
(t~;-,(t))-~w(t) r M(X,L) (sob-l(s))-n' [ I I~(T) I lLd~ ds 

,O O 

Dgaprè.s le lemme 4.1 et le fait que t~k-~(t) soit monotone pour 

= gn(k,~) nous avons 1 ' inégal i té suivante 

1 \g(r) 1 Il S B3(kyn,L)(~oi-,(t))n(kyL){~ 1 \U(O)I 1 I + ( ~ ~ ~ ~ ~ )  + Orer~ supl I f  (01 1 / ,ck,e,n)} 

puisque t~b-~(t) est monotone croissante T r s => TU~-~(T) r sok_,(s) 



~ U P  I If(s)I Im(k,n,e) 
Orsrt 

En sachant que 

De (4.4) et (5.15) et du fait que u = v n + w n nous avons le 

lemme 5.3. 

f. Fin de la démonstration de l'existence de la solution. 

Nous définissons la €-translation PE(x,t;Dx,Dt) de P par 

et pour PE nous avons les mêmes considérations que celles des paragra- 

(k-1) est phes précédents en prenant E comme un paramètre. Puisque Lm,€ 

strictement hyperbolique pour E > O la résolubil ité de (Plk-, y E  est 

assurée. 



Si nous supposons que 1 'inégalité d'énergie (E)kyE est vérifiée unifor- 

mément pour E, alors on peut conclure que le problème de Cauchy pour 

- )  = L k  est bien posé et que (E)k-lyE Lm est vérifiée uniformément 
m,O 

par rapport à E d'après le lemme 5.3. 

Par conséquent, le théorème est prouvé par induction sur k. 

3. DEMONSTRATION DE L' UNICITE DE LA SOLUTION. 

L'unicité de la solution du problème (1) et (2) est garantie 

par 1 'existence d'une sol ution pour 1 'opérateur adjoint de h. 

L'opérateur adjoint de h = (hij) i,j = 1,. ..,q est égal à la matrice 

transposée des opérateurs adjoints des h. .(x,t;Dx,Dt). 
1 J 

De ce fait, la matrice caractéristique de l'opérateur adjoint 
* 
h sera 

D'où 

= det H.1 
q' 

Soit un opérateur b(x,t;Dx,Dt) de matrice caractéristique 
t B(x,t;c,~) = A(x,t;c,~). 

On pose 

P*(~,~;D~,D~) = *h.b. 



* 
Par conséquent pour résoudre l e  problème de Cauchy associé à h 

* 
on procèdera comme pour 1 'opérateur h en remarquant que h v é r i f i e  

l e s  hypothèses H, e t  H2 e t  l e s  cond i t ions  ( A )  e t  (BI lorsque h 

l e s  v é r i f i e .  
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DEUXIEME PARTIE 

CONDITION SUFFISANTE DIUNICITE C" DE CAUCHY POUR DES SYSTEMES D'ORDRE 1 

A CARACTERISTIQUES MULTIPLES. 

1. NOTATIONS - HYPOTHESES - RESULTATS. 

a. Notations. 

S o i t  n E N*, on désigne par (x,5) l e  po in t  générique du f i b r é  

cotangent T*( IR~+'  ) avec 

On u t i l i s e r a  l e s  nota t ions usuel les : 



On désigne par 

2 n m  I I  I I  l a  norme de (IR -] par  rappo r t  à l a  va r i ab le  x ' ,  m 3 2. 

n m 1 1 1 1 1  a norme de 1 'espace de Sobol ev [H (IR )] . 

Sur [C;([O,T~ XR~] ' ,  o n d é f i n i t  lesnormes s u i v a n t e s :  

(s) désigne l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  p lus  grand ou égal a S. 

Dans t o u t e  l a  su i te ,  on désigne par  : 

LX,  l a  c lasse des opérateurs pseudo-di f férent ie l  s  admettant un symbole 

homogbne d 'o rdre  y par rappo r t  à l a  v a r i a b l e  6 '  e t  sX1 l ' e s -  

pace des symboles correspondants. 

L: e s t  l a  c lasse des opérateurs d i f f é r e n t i e l s  en xo e t  pseudo-diffé- 

r e n t i e l s  en x '  d 'o rdre  y = a + B en x = (x0,x1) où a e s t  

1 ' ordre  de 1 'opérateur en xo e t  8 3 O 1 ' o rdre  de 1 'opérateur en 

x ' .  S: e s t  l 'espace des symboles correspondants. 

L:ir e s t  l a  c lasse des opérateurs pseudo-d i f f é ren t i e l s  d 'o rdre  y en 

X '  dont l 'espace des symboles correspondants e s t  s:ir t e l s  

que ses symboles d o ( x , x ' ; i ' )  admettent un developpement de l a  

forme 
1 

Y- - 
a ( x ~ . x ~ ; E ~ )  Q a o ( ~ o , ~ i ; ~ ' )  / c i  lY+ a l ( xo ,x ' ; ~ ' )  I i '  1 + ... 

2 
Y- - 

. a2ixU;~' ; i ' )  i1 1 + ... 



où .(x ,x' ;s ') s i ,  . 
3 0 

L e s t  l a  c lasse des opérateurs pseudo-d i f f é ren t i e l s  c lassiques d ' o r d r e  

y  par rappo r t  A l a  va r i ab le  x ' .  

SC, e s t  1 'espace des symboles correspondants. 

Rappelons que P(x ' ,E ' )  E s : ~ , ~ ~  <=> il e x i s t e  pour t o u t  

j c fl une fonc t ion  p .  E c (IRn x IRn \ O) homogène de degré y- j t e l  1  e  
J 

k- 1  
que (p - 1 pj)  E S Y - ~  pour t o u t  e n t i e r  k  2 0. 

j=O 

b. Hypothéses. 

S o i t  l ' opé ra teu r  d i f f é r e n t i e l  m a t r i c i e l  r é e l  de dimension m x m 

de c lasse Cm(Rn") e t  d 'o rdre  t. 

où ht- j  = h t - j ( x ; ~ )  e s t  une mat r ice  de dimension m x m formée de fonc- 

t i o n s  h  polynomiales hmogénes de degré t-j en E e t  de c lasse 

cmmn++l) en x  (O s j s t )  t e l  que l a  ma t r i ce  
. . . . 

v é r i f i e  l e s  hypothéses suivantes : 

Hypothèse 1. 

1 Le déterminant ca rac té r i s t i que  d e t  H possède une décomposition 

en fac teu rs  Hs ( s  = l,.. . ,O) notée : 



v 
d e t  H = (HI)v1 ... ( H ~ ) "  ... (H ) O. 

O 

Hs = HS(x;c) e s t  une f o n c t i o n  polynômiale en t de c lasse trn(lRn+') en 

x t e l l e  que : 

O i n f ~ ~ x ; ~ ~ )  ; X.IR~+II ( s =  1, ...,O) 

où (1,) e s t  l e  champ de covecteur de coordonnée 5 = (1,0, ..., 0)  
X&"l 

sur R"+'. 

La décomposition e s t  une décomposi t i o n  en fac teu rs  i r r é d u c t i b l e s  

sur IR CS) . 
Chaque mu1 t i p l i c i t é  vS e s t  constante. 

Hypothèse 2. 

Pour t o u t  x f i x é  dans IRn+' e t  chaque s = 1,. ..,O dans 

1 'anneau p r i n c i p a l  es , l o c a l i s é  de IR[d par rappor t  à 1 ' i d é a l  premier 

d é f i n i  pa r  Hs , dont l e s  éléments sont  des fonc t ions  à dénominateurs 

non d i v i s i b l e s  par HS dans IR[t] . 

On a l a  forme r é d u i t e  suivante de l a  matr ice H à 1 ' a i de  de 

ses fac teurs  i nva r i an ts  Hs . [g 

avec v S > 1  ( s = l ,  ..., a ) .  

v e s t  constante s -- :3.--,o 
S 

J. -- q = cor1stan.t.e. 
s I 



Hypothèse 3. 

( Le r a d i c a l  ca rac té r i s t i que  

1 a  ses rac ines  x ; '  d i s t i n c t e s  deux à deux e t  en posant 
J 

1 e t  l e s  i n e g a l i t é s  suivantes 

On note 

A! l e  cofacteur de HL . 
kyL  l e  cofacteur de Hi dans l e  developpenent de de t  H. *i,j k , ~  

D'après l e s  hypothèses 1, 2, 3, il s ' e n s u i t  que : 



l e s  fac teu rs  HS sont uniques un fac teu r  m u l t i p l i c a t i f  près appartenant 

a cm(n) e t  borné infér ieurement en va leur  absolue. Les m u l t i p l i c i t é s  
vs  

sont indépendantes de Hs v é r i f i a n t  l e s  hypothèses. 

Avec l a  convention de sommation d 'E ins te in ,  on a donc : 

u S HLA: = A:H: = (det  H ) S ~  = n (H,)~ 6' 
s= 1 

k L k t  " AZA' - AjA, = (det  H1A.A. = n (HS) AiAj . 
' J  s= l  

O S O 

On pose r = degré de n (HSlq = 1 ( T ~ - T ~ - ~ ) ~ ~  e t  
s=l s= 1 

S 
T = m u l t i p l i c i t é  du zéro hi (x,s' ) du polynôme (HSlq en to. i 

s= l  

On suppose que : 

t = 1 e t  il ex is te  m mineurs de rang (m-1) non nu ls  quels que so ient  

5, = hi(x;t1), (i = I,...,T U ).  

Q u i t t e  a former un changement dans l ' o r d r e  des équations e t  des 

inconnus, on peut supposer : 

1 Al(x;hi) t O, , x = (0,O) e t  i = 1,. . . , t e l  que ri > 1 

2 A2(x;hi) # 0, 5',  x = (0,O) e t  i = 1 ,..., t e l  que ri > l 



e t  i = 1,. .. , T ~ / ~ ~  > 1 

1 
où KI e s t  l e  polynome sous-caractér is t ique du syteme 

Nous a l l o n s  montrer l e s  théorèmes suivants : 

c. Résul tats.  

Théorème 1 . - [6] - 
Sous l e s  hypotheses A, B e t  C 

<L 

il e x i s t e  une constante C > O indépendante de u t e l l e  que r, T, k- 
1 

suffisamment p e t i t s ,  on a i t  l ' e s t i m a t i o n  suivante 

i < ~ l ~ ~ ~ ~ ~ ~  c C I  l l h u 1 1 1 ~  pour t o u t  u E [c,(Q)]' 
-1+ - 

q 

S 2 q = max q = q' (on peut  supposer q1 2 q 3 .. . 2 qu) 
s=1, ... 

avec I I I . J I I  e t  I I I . I I I s  d é f i n i e s  à l a  page 44. 



Theoreme 2.- p] 
Supposons l e s  hypotheses du théoreme 1 sa t i s fa i t es ,  a l o r s  il 

e x i s t e  un vois inage n' de l ' o r i g i n e  contenant i t e l  que s i  

u r [ ~ ~ j ( n ' ) l m  s a t i s f a i t  hu = O e t  u = O dans {(x0,x1) E Q' ; 

x o < O  a l o r s  u r O  dans a. L 
2. REDUCTION DE L 'OPERATEUR h. 

On décompose l e  symbole h ( x ; ~ )  de h en symboles homogenes 

d 'ordre  t, t-1, t-2,. . .,O. 

avec dOti = t,  OH* = t-1,  OH** = t-2, ... 

S o i t  4 un operateur m a t r i c i e l  m x m dont l e s  eléments 

T-t sont  de l a  forme a j  E LX 

où A! E a pour symbole A!(X;S) d e f i n i  anterieuretnent à p a r t i r  
J J 

de l a  mat r ice  des cofacteurs de H e t  Ai i  E L:-~-' a un symbole 

* i T-t-1 
Aj ( x ; ~ )  E SX que l ' o n  determinera par l a  sui te.  

On pose : 



2 
donc r 2 r 2 . . . 3 r puisque q1 2 q 3 . .. 2 qo . 

0 

On décompose al ors le symbole b(x;~) de b en symboles homo- 

gèries dl ordre T , T- 1 * T-2,. . . 

où Im est la matrice identité d'ordre m x m. 

On définit ",1 par 

% 

En liaison avec A et a on définit A et A ~ ,  
j j * j 

O j f ru comme suit : 
. . . . 



Soit = O  

On pose 

'I, 'I, 
A O =  a. etPaUr O s  k s  T ~ - 1 ,  ~ + 1  j s  T k k+ 1 

Ainsi 

Les a et les A sont des dérivées directionnelles et peu- 
j  j  

vent être utilisées comme des dérivées, comme l'expliquent les lemmes 

suivants : 



1 a)Pourtout j i O .  ilexiste &i(x;~xt)c~:l , telsque 

j - 1  
:,.A ... A = ai(x,Dx,)Ox + T l  où T l  represente les termes 

J j-1 0 i=O O 

1 d'ordre inférieur 

j-1 
T, = 1 Ci(x;Dxt)~'-i-' ordre de Ci 6 i . 

i = O  O 

I i 
b) Reciproquement, il existe bi(x,Dxi) s Lx# , tels que 

k avec A~ s O pour k 6 O. 

Corollaire 2.1.- 

Tout operateur de LE (k entier non negatif) peut s'&rire 

sous la forme 

Preuve : 

C'est une application de la partie (b) du lemme precCdent. 

Corollaire 2.2.- 

11 existe CT-i E ( ~ : ; ~ 3 ~ ~ ~  tels que 

",,! = CT-,(x;Dxt) + CT-2(~yDxt)~l + ... + 

+ CT-i(~;DXl)~T-I...AO + CAT-l.-.Ao + T. 



r -2 Avec T e (Lxl lm,, où 

(respectivement (L:;~),,, designe 1 'espace des matr ices m x m 

T -2 dont l e s  é l t hen ts  appartiennent a L:;~ (respectivement Lx '  1. 

D é f i n i t i o n  2.1.- 
r 

Pour 1 6 j 6 r0, on pose 
. :  

L.(X .x';F') = n:-,(x;c =A (x.cl),cl) J 0 0 j 

où n:-l(x;~) e s t  l e  symbole p r i n c i p a l  de K ~ - ~ ( X ; D ~ ) .  

Remarquons que 

Lemme 2.2.- [a, [3]. - 
4 

K; Lj(x.cl) admet (x;c0 = a j ( x ;~ ' ) , c l )  x 1 

A: (H,(x;IJ)~ s 
s= 1 

Comme va leur  propre e t  pour vecteur propre associé 

1 2  t CA~,A~... . .A~] (x;e0 = ~ ~ ( x ; c ~ ) , c ~ )  

b' 3 rac ine  en fo  de H, t e l  que V, > 1. 



Remarque 1. 

En appelant  p lus  généralement, pour L = 1,. . .,m 

Pour t o u t  h rac ine  en go de Hs t e l  que vS > 1 
j 

e t  p l u s  généralement 

Propos i t ion  2.1 .- [5] 

Sous l e s  hypothèses (A),  (6 )  e t  (C) il e x i s t e  un opérateur 

C I =  O 
1 

s [ A + A ~  
n ( H ~ ( X , I ~ ) ) ~  

s=l  

t e l  que l a  mat r ice  L j  d e f i n i e  par  (2.9) v é r i f i e  : 

pour t o u t  j avec A . ( x Y c 1  ) rac ine  de Hs , on a : 
J 

[L~(X;E')];=O ' ~ x F Q ,  V V E '  e t  ~ + l <  

(xYFo = h . ( x , ~ l ) , F ' ) .  1 
3 O 

n (H~(X,I,)) qS 
s= 1 

1 E t  pa r  s u i t e  

1 avec oo > O e t  (x;g1) s U x (Rn-NI) où U e s t  un vois inage de l ' o r i g i n e .  



Propos i t ion  2.2.- [5), 161. 

Sous l e s  hypothèses A, B e t  C, il e x i s t e  un opérateur 

m a t r i c i e l  

*i 
A* = ( A j  ) ~ $ i , ~ < m  

avec A ~ ~ E L ; - ~ - '  ayan tunsymbo le  A'?(x;E*) 
J 

E s ~ - ~ - ~  t e l  que a 
1  ' opérateur propre 

on a i t  un opérateur 

où Bi(x,c) e s t  l a  p a r t i e  homogène de degré i en F du symbole de l ' opé -  

ra teu r  b, Bi(x;D,) e s t  l ' opé ra teu r  de symbole Bi(x,5) e t  RT-2(x;Dx) 

e s t  l e  r e s t e  d 'o rdre  T-2, v é r i f i a n t  en posant : 

a i e  
[(-1 g k ( x ; ~ o  = ~ ~ ( x ; t ' ) , t l )  = 0 pour t # k, x  E n 8 ,  6 1  + O 

aco 



Preuve : 
O s 

Pour simplifier l e s  co?:uls, on suppose que II (Hs(x,Is))q = 1 
s= 1 

Nous al lons montrer l e  résul tat  par récurrence sur j a l l an t  

de O a qi-2. 

Pour j = O ,  l e r é s u l t a t e s t m o n t r é p a r l e l e m m e  1 . 2 e t l a  

proposition 1.1. 

Nous avons aussi l e s  relations suivantes : 

qs B = A H  = det H.Im = II (H,) .Im 
s= 1 

a~ aH B* = A*H + AH* + 1 - . - a x 
y=O acy y 

pour j = 0, ..., qi - 2. 

Nous avons 

aco 



En designant par AC l a  ierne colonne de A ,  nous avons 

1 = 1, ..., m, avec P une matrice m x rn hypothèse de récurrence. e 

Nous supposons avoir dejà calcule B * ( X ; ~ ~  = A ~ ( x ; c ' ) , ~ ' )  

(x;co = A ~ ( x ; s ~ ) ~ E ~ ) . . . . .  [ (-1 a:, j-' B .] h i c O  = A ~ ( x . s ~ ) , s ~ )  

t e l s  que 

e Ek(x;co = A ~ ( x ; E ' ) , E ' )  = = A ~ ( x , c ' ) , E ' )  = ... 

pour 1 = 1 , .  . . ,m.  

Calculons donc ( L ) ~ B *  ( x  = i ( x , ) )  de t e l l e  io r te  
[ a i ,  3 



i ( + ) j ~ l k ( ~ ; f ~  = A ~ ( x ; s ~ ) , s ~ :  = O pour 1 + k 
"O - 

Posons N = ( ~ ) j ~ l ( x ; c ~  = A ~ ( x , E . ' ) , ~ ~ ) .  C 25, - 

Résolvons d 'abord l e s  équations 

a. Nk = O pour L # k. 

E l l e s  s ' é c r i v e n t  de l a  maniere suivante 

Nous pouvons r é d u i r e  l e s  équations sous l a  forme 

e où C k  second membre connu puisque 

A*(X;~, = ~ i , ~ l ) y . . . , ( ( ~ ) ~ - l ~ * ) ( x ; ~ o  = hi,cl) sont d é j l  déterminés. 
aco 

Choisissons 

L 
==> Nk = O s ' é c r i t  sous l a  forme 



En f i x a n t  C dans l,...ymy nous obtenons un système de (m-1)-équations 

a m-1 inconnues 

i L puisque l e  de t  ( H ~ )  (x;~, = hi,cl) = AC(x;co = h i y ~ ' )  # O par  hypothèse. 
i #L 
k # l  

Nous pouvons app l iquer  l a  règ le  de Cramer il ce système. 

a j *C Par su i te ,  l e s  (-) Ai (x;cO = hiYc1) pour L = 1, ..., m 
aco i = ~,...,m 

sont déterminés. 

L Donc l e s  NL sont déterminés pour C = 1, ..., m. 

Calculons ces quant i tés.  

Nous avons : 

d'où 
qi-j-1 

'k,j 

D'où 

a28 * a c ~  - 2 y=O i -1 36. ax 1 AL = r Y 

- . a k = - f c k ( ~ ) j - k , B *  - ; !! 1 - -  ' iC,-1 AL + 
k= l  j ac, : < , " "  > ,  



Par hypothèse de récurrence cela devient  en (x;co = xi,.5') 

k a  j - k  a k  
cl(%) 7 .  ( - ) A e ( x ; c o = ~ , ~ ' )  = 

a c O  
1 k=O A, 

Montrons maintenant que 

pour t = 1,. ..,m e t  j = O,. ..,qi-2. 

D'après 1 ' a r t i c l e  [2] 

Nous avons donc pour O 6 j 6 qi-2 



A i n s i  en composant N  par AL d r o i t e ,  nous avons 

Il e x i s t e  un polyname A * ( X ; ~ ~ , S ' )  en 6, de degré T - t -1  

(donc ( l - ( x , ~ ~ , ~ ' )  e x i s t e  e t  de degré T-t en 5,) puisque pour 

a qi- '  * 
chaque Ai ( 1  r i r TJ A*(X;~, =  ai.^'). .... (-1 A  (x;fo=bi.5') 

. . . . aEo 

sont déterminés e t  prennent l e s  valeurs précédentes ca r  l e  nombre de 

cond i t ions  e s t  i n f é r i e u r  à T-t. 

En e f fe t ,  pour bhaque Ai nous avons qi-1 condi t ions.  
Tc3 

comme I r i rq,. NOUS avons au t o t a l  1. (qS-1) cond i t ions  
. . . . s= 1  

T~ 
=> 1 (qs-1) f T-t+ 1 q s - g r  T-t => T-T 6 r-t => t r T v é r i f i e  par hypo- 

s= 1 s= 1  0: 
0 

thèse, a i n s i  l a  p ropos i t i on  e s t  démontrée. 

Propos i t ion  2.3.- [6] 

I Sous l e s  hypothèses A, B e t  C, on peut  f i x e r  l e s  va leurs  des 

t e l l e s  que l e s  matr ices e T - : ( x ; ~ ' ) , e T - - : x ; r ' !  ,..., eo(x ; t1 )  issues du 



I développement de ( x ; c ~ , F '  ) 

'b 
avec 5 , - X  - 1  

O 

1 cornmutent entre e l l e s  deux à deux. 

Preuve : 

Examinons l e  cas particul i e r  où o = 2 = r0 ( l e  cas où o = 1 ,  cf .  [71). 
- - - -- 

I l  exis te  deux racines d i s t inc tes  X I  e t  x2 de mult ipl ic i tés  respectives 

(x;E, ,E ' )  peut se developper sous la  forme suivante : 

D1apr&s la proposition 2.2, nous savons que 



Mont ran t  a i n s i  que eT-l (x,C l ) , e T - 2 ( ~ y ~ 1 ) r  ... ieT-q2+1 son t  des m a t r i c e s  

s c a l a i r e s .  

Tou jours  d 'ap rès  l a  p r o p o s i t i o n  2.2. 

Nous avons que 

O 2  nT-1(x;Co=hli5') = e '-1 ( x ~ C ~ ) + ~ ~ ~ ~ ( X ~ E ~ ) ( ~ ~ - ~ ~ ) + ~ ~ ~ ~ ( X ~ C ' ) ( ~ ~ - ~ ~ )  + 

( x , ~ ' ) ( h ~ - ~ ~ j ]  e s t  une 

m a t r i c e  s c a l a i r e .  

S o i e n t  A  e t  B  deux m a t r i c e s  t e l l e s  que aA + BB = x . 1  
m 

(a ,B ,x E R )  . 
Nous avons a AB + BB = xB => AB = BA. 

a BA + B B ~  = XB 

A  e t  B commutent. 

Auss i  de l a  même manière, nous pouvons d i r e  que e  e t  
'-42 

e  ~ - q ~ - l  commutent. 



(A -A )zJ est une ==> Lq2-l 
+ q2eT-q2-l (hl-"Z) + eT-q2-2 1 2 

matrice scalaire. 

Soient A, B et C des matrices telles que aA + 6B + yC = x Im 

avec A et B qui commutent alors 

aBA + 6~~ + yBC = XB 
2 => puisque AB = BA => BC = CB 

aAB + 6B + yCB = XB 

De même, nous avons CA = AC. 

=> A, B et C commutent entre elles deux à deux. 

Par conséquent eT-q2, eT-q2-1 eT-q2-2 commutent entre el les 

deux a deux. 

Ainsi en réitérant le même raisonnement jusqu'à la (ql-2)ième 

dérivée de n 1  prise au point (x;co = hl,il) nous obtenons 

où e ,e -q2-l ,. . . ,e2 commutent entre elles deux à deux. 
'-42 

De la même manière que précédemment, on montre que el commute 

avec e 
T-q2s. . se2. 



I l  reste a montrer que eo(x, f l )  commute avec toutes les autres 

matrices e . ( x , f 8 )  (1 6 j 6 T-q ). 
J 2 

Remarquons partir  du developpement de nr-, (x , fo ,  f ' ) qui 

a T -1 
-1 n p l ( x ; f o . ~ ' )  = ( r - l ) !e0(x .~ ' ) .  
aco 

Or, par definition 

Nous savons par hypothese que H est  d'ordre t a  H* d'ordre 

t-1 A d'ordre T-t e t  A* est  d'ordre T-t-1. 

Calculons cette dérivee a partir  de la dernière égal i t é  : 



a T-t-I * -t t-1 * I l  nous suff i ra  de choisir  - A (x , s0 , s8)  = .mT) H pour que 

eo (x , s8 )  s o i t  une matrice nulle. 

Par conséquent, eo(x,s l  ) connnutera avec toutes les  autres matrices. 

Montrons maintenant l a  proposition pour a quel conque. 

I l  exis te  T~ racines ( A  1 s i T de multipl i c i t é  qi 
. . . . 

( 1  6 i 6 T ) .  Notons 8 = .ru. 
a 

n f - l ( x ; ~ o , c l )  peut se développer sous la forme suivante : 



En u t i l i s an t  ce développement e t  l a  proposition 2.2, on montre de la  même 

manière que précédemment, que les  matrices 

e7-, ,  eT-2y. . .ye 7-qe-qB-l-ql+e-l 
commutent entre  e l l e s  deux deux. 

I l  res te  à montrer que l e s  matrices ee-2y..  . ,ee-3,... , e  e 
1' O 

commutent entre  e l l e s  deux à deux e t  avec toutes l e s  autres matrices. 

Remarquons que 

D'après les  calculs  f a i t s  ci-dessus 

I l  suff i ra  de prendre 

( ~ ~ 7 - t - 1  -t a t-1 A* = -1 H* pour que eo  so i t  nulle.  
a c ~  ~t acO 

a 7-t-iA* = , - En choisissant (-) a t-I * 
aco 

-1 H T-t aco 

eo(x,e1)  e s t  nulle par conséquent 

Calculons la  dérivée a pa r t i r  de ce t te  éga l i t é  : 



11 nous s u f f i r a  de c h o i s i r  

pour que ( a ) T - 2 n o  T- 1 s o i t  nu l l e .  Par conséquent, el(x,cl) e s t  aussi  
aco 

nu l l e .  

a T - ~ - I ~ *  En cho i s i ssan t  (-1 ( a ) T - t - 2 ~ *  convenabl einent eo 
a c ~  aco 

el 
sont  nu l l es ,  nous pouvons remarquer que : 



Sont connues, i l  suff ira  

de choisir 

pour que e2(x ,c t )  so i t  nulle. 

Supposons, par récurrence, qu ' i l  existe  

(a) T - t - I A * ,  ( a )  T-t-ZA* ,. . . , ( a ) T - t - w 2 ~ *  te l  les  que 
aco 

e o ( ~ , c ' ) , e l ( x , ~ ' )  ,..., e e - 3 ( x , ~ ' )  soient nulles. 

a T-t-e+l * Montrons qu ' i l  existe  (-1 A t e l l e  que e e - 2 ( x , ~ ' )  

so i t  nulle. 
aco 

Par ce t te  hypothèse, nous remarquons que : 

(x,cO,cl) = ( ~ - e + l ) ! e ~ - ~ ( x , ~ ' ) .  



a T - e + l - j  * Puisque l e s  (-1 A j = 0 , t - 1  sont  s o i t  n u l l e s  s o i t  sont 
aEo 

déja déterminées par  hypothèse de récurrence. 

Il s u f f i r a  donc de prendre 

pour que e (x,cl) s o i t  nu l l e .  0-2 

A i n s i  t ou tes  l e s  mat r ices  eTml (x,cl ) ,. . . ,eo (x ,~ '  ) commutent 

en t re  e l l e s  deux a deux. 

Remarquons que l e s  p ropos i t i ons  2.2 e t  2.3 imposent au t o t a l  

T-1 cond i t i ons  ; d 'où  T-1 s T-t ; ce qu i  nécess i te  t = 1. 

S o i t  n t  un voisinage ouve r t  de n ; t ~ u t  opérateur pseudo- 

d i f f é r e n t i e l  é tan t  équ iva lent  a un opérateur pseudo-d i f fé rent ie l  proprement 



supporté ; on peut choisir 0 proprement supporté ainsi que 

b = &.h 

Il : v(nl) -v(nl) 

b = 0.h : v(nl) -v(nl). 

Choisissons maintenant el e CmOR+) telle que O s o,(s) s 1 

e,(s)=O pour s 3 R + 1  

o (s) = 1 pour s s R. 1 

Soit 02(s) = 1 -O,(S). 

Choisissons une autre fonction Y E co(Qn) positive &gale à 1 
2r dans un voisinage de {x';(xl( s r). 

Formons les fonctions 

Y1(x1;c'~ = Y(x')el(lc8 1 )  

y2(x1;c') = Y(x')~~(]s' 1 ) .  

Les opérateurs yl (x' ;Dxl ) et y2(x1 ;Dxl ) sont proprement sup- 

portés appartiennent à L:. et pour x = (x0,x1) dans n, on a 

Soit 
% . T- 1 b(x;Dx) = i T ~ T ( ~ ; ~ X )  + 1 BT-,(x;DX) 

où Bi (x;~) est la partie homogène de degr6 i en 6 du symbole de 

l'opérateur b et Bi(x;Dx) est l'opérateur de symbole Bi(x;6). 

Nous allons calculer les estimations de 1 lk.ill\ dans les 2 
cas suivants : 



a)  pour ul = ~ ~ ( x ' ; D ~ ~ ) u  où Supp Y ~ ( X ' ; S ' )  c {5 ' /15 '  1 6 R+I l .  

b )  pour u2 = Y ~ ( X ' ; D ~ , ) U  où S ~ p p  Y ~ ( x ' ; s ' )  c { c ' / ~ s '  1 3 RI. 

3. ESTIMATION DE 1 1  IBU, 1 1  1 .  
Nous avons besoin des deux lemmes su ivants  : 

Lemme 3.1.-[la 

Soient  s  e t  s '  deux nombres r é e l s  t e l s  que s '  < s  e t  

n  r s  a l o r s  pour chaque E > O, on peut  c h o i s i r  T e t  p .  t e l s  

t 1 u  1 1 :  r E U  1 1  pour u  = (ul ,..., u m ) avec ui r Hs(n) 

% 

[ où 
a =  { x =  ( X  I )  ; ] x ' l  L r e t  O r  x o r  T l .  

O '  

Lemme 3 . 2 . - u q  

a l  ors , 1 T-2 s o i t  R c Y r T - 2  + - e t  S r (Lx )mx,,, 
9  

s i  1 ' es t ima t i on  du théoreme 1 e s t  v r a i e  pour b  

E l l e  sera aussi  v r a i e  pour b  + R + S. 

P ropos i t i on  3.1.- 10 

I-- S o i t  y1 1 'opérateur pseudo-d i f f é ren t i e l  d é f i n i  ci-dessus. 

S o i t  % 

b(x;Dx) = B ~ ( X ; D ~ )  + BT-l(~;Dx) 

I Supposons que xo = O s o i t  non c a r a c t é r i s t i q u e  à l ' o r i g i n e  
% 1 re la t ivement  à b. 



'7, 
alors  i l  exis te  une constante C indépendante de u t e l l e  que pour r ,  

T e t  d-' suffisamment pe t i t s  

% 
pour tout u c [c;(n)Jn où Q = x ;  1 x' 1 r e t  O r xo r T I .  

4.  DECOMPOSITION DE b EN UN PRODUIT DE COMPOSITION D'OPERATEURS PSEUDO- 

1 DIFFERENTIELS MATRICIELS D'ORDRE 1 MODULO DES TERMES D'ORDRE Ç T - 1 - - . 
q 

Ce paragraphe consiste à remplacer 
'L . T - 1  
b(x;Dx) = i T ~  (x;Dx) + 1 BT-l(~;Dx) par un produit de facteurs matri- 

c ie l s  différent iels  en xo e t  pseudo-différentiels en x '  d u  l e r  ordre 

1 à part ies  principales scalaires  modulo des termes d'ordre 6 T - 1 - . 

On u t i l i s e  une méthode analogue cel le  présentée par pour 

l ' é tude  du problème de Cauchy à caractér is t iques mu1 t i p l e s  e t  généralisée 

aux systèmes par [2] e t  l a  réduction du précédent paragraphe. 

% 
Avant de remplacer b par un produit de facteurs du premier 

I T-1- - 
ordre modulo un  opérateur de ( L x  )mx,,, , on introduit d'abord l e  

module V sur 1 'anneau A des opérateurs de la forme C = C '  Im + C" 

avec C' r L:. e t  Cl' r (L;! )mx,,, assaci6 l 1 'opérateur 

V e s t  engendré par l e s  opérateurs monomes formés de la  

maniere suivante. 



On decri t  d'abord l e s  operateurs qui engendrent v ( ' ) .  Ce sont 

1 es  opérateurs 

Il 

(*) "j & où d i  e s t  un operateur proprement supporte arbi-  
' J  

1 1--- 
t r a i r e  de (L ' i jYr i j  'mxm avec r i j  = min(r iyr  .) ; 

J 

i pouvant ê t r e  égal à j avec 1 s i y  j s T ~ .  

On note ce t  ensemble d'opérateurs genérateurs V '  ( ' ) .  

v ( ~ )  e s t  forme un  peu différemment par rapport à v"). Un opérateur 

V 2  e V i  ( 2 )  (ensemble d'opérateurs engendrant l e  module v ( ~ )  e s t  de 

la  forme 

I 

( 1 )  1- ~~r~ 
où V I  E V I  e t  b i  y 2  E. ( L  1 

)mxm 
e s t  proprement supporté 

e s t  formé de la même maniere que v ( ~ ) .  V3 c V i  (3) e s t  de la  

forme 

I 

(2)  1- -.ri 
où V 2 e  V '  e t  b i , 3  L (L Pi 'mxm e s t  proprement supporté 

On forme ainsi  V '  ( 4 ) y  v ' ( ~ ) ~ . . . ~ v ~  ( T - 1 )  

I (1- y y r i )  
* f i i j  e s t d e l a  forme C = C ' I m + C 1 '  avec C' E L  e t  

o y r i  
Cl1 E ( L X '  Imxm . 



(**),(***) bi,2,bi,ly... sont de la forme C = Cl1 + C" avec m 

T- 1 
(k) Finalement soit V' = U V' . 

k=l 

V le module engendré pour les opérateurs de V' sur l'anneau 

4 

T-1- -L 
modulo des termes appartenant à (Lx, 'mxm. 

On va remplacer 

'L .r-1 b = iT~T(x;~x) + i BT-,(x;Dx) par un produit de facteurs du premier ordre. 

Proposition 4.1 .- [6J 
Soit u2 = Y2(x1,Dxl) où Supp Y(x';E') c {t';ltll 2 R I  et 

u E [c;(n)lm 

Alors sous les hypotheses A,  B et C 

1 T-1- - 
où T . (Lx Imxm est un élément du module V, R c ( L ; - ~ ) ~ ~ ~  

1 avec 



[ V~~~(X;E') = I.I~~~(X;C').I~ avec E S: . lorsque ri > 1 

k u:,l(~y cl) - Yiy1(xa~') # 0 

x '  c fi x s lorsque ri > 1 et j # k. 

Preuve : 

Nous avons d'après (2.7), (2.8) et (2.12) 

On utilise la proposition 2.1 et la définition 2.1 et on 

construit & vérifiant (a) telle que 

* aj(x;C')]f ' O 

V x  ~ n .  Y s '  V e r  k et Y = avec rj 3 2  

e ** IE~(X;C'>J~I 2 0 ~ 1 ~ ~ 1  T- 1 

' J x E . ~ ~ ,  Yc'. Y e = l ,  ...Y m. 1 T avec r.22. 
u J 



Pourtout j~ J (rj22). Onpose 

et plus généralement n:-l (x;~) = E(x,s). 

PIi 
E(x,s) = eT-l(xys') + eT-2(x,~')(~0-x1) + ... 

% % 

+ eo(x,~')(~o-xT-l) ...(s~-A~) 

avec e ~ - j  (X;SI) c ( ~ i y ~ ) ~ ~ ~  (j = l....,~). 

D'après la proposition 2.3, les matrices e T j ( x  ) cornutent 

entre elles deux a deux (1 s j 6 T). 

lère étape : 

Factorisation de M(X;E,,S') 

Tu r. % % 

( 4 . 3 )  X ; E ~ . E  = iT n ( ~ ~ - 1 ~ )  JI,,, + iT-l f eT-j(~~~').(~O-hj-l) ...(vol 
j=l j=l 

% 

en posant c0 - : 1. 

On cherche les "racines" en c0 de M. 

Puisque CT-j(x,~' ) est homogène d'ordre T- j 



Posons 

5 '  eT-j(x; -1 = e:-j(x;s'). 
15' l 

D'où 

M(X,E~,S ' )  = O  <=> 

u r 2, 'l, . T- 1 
(4.4) iT n @ o - ~ j ( x ; ~ l ) ]  j.~,,, + i E e:-j(x,c') 1 6 '  lT -J (co-~- l ) . . . (~o-AO)  

j =  1 j = l  

Posons = A.1 + V avec V une mat r ice  m x m e t  résolvons 
i m 

(4.4) en V. 

Nous avons a l o r s  

Remarque 2. 

S i  on p r e n a i t  5, E C I,, (4.5) n ' a u r a i t  pas de so lu t ion ,  on va 



donc se placer dans un "Sur anneau" de matrices dans lequel i l  y aura des 

solutions. 

Développons maintenant l e s  deux membres de (4.5) 

p .p  = première part ie  du  deuxième membre 

d .p  = deuxième part ie  du deuxième membre. 

Comme li - X k  e s t  scalaire ,  nous avons 

2 

avec V une matrice m x m e t  fT-r (x , s ' )  , . . . , f l ( x , c i ) ~ f 0 ( x ~ ~ ' )  = 1 
i 

sont scalaires 

avec gT-2,gT-3,. . .,go matrices m x m qui commutent entre e l l e s  deux 

à deux puisqu'elles sont des combinaisons linéaires des matrices 

e0,..., eT-, q u i  commutent entre e l l e s  deux à deux. 

De plus f .  E ( s i 1 )  e t  gj c (s:,),,,~~ . 
J 

Soit V I  = - e t  c " = L  alors 
15' 1 15'1 



d'où nous avons 

avec x'.(x;c1) = xi(x;c") 
1 

f l ( x ; c ' )  = f i ( x ; c M )  

g ' ( x ; c l )  = g(x;c") 

E ; ( x ; c l )  = E(x;co = Ai(x;S"),S"). 

Lemme 4.1.- [5] 

Considérons la matrice m x m : 

Al ors 

1 '  e s t  de classe C r n ( ~ ( O , ~ )  x n x 5"'). 

D'autre par t ,  Y: e s t  une matrice de fonctions analytiques - I 
- .  

l / r i  
en V' ( 1  l V ' l  1 < e ) .  Par conséquent, ( y i )  e s t  aussi analytique 



2 ( 1  IV' 1 1 < E ; fonctions analytiques A m -var iables) .  

Donc l e  deuxième membre de (4.5) e s t  donné par 

r - r  T-  1 
+ C i f '  v - ( 1 '  1 -  

r - r . - J  j=l 1 

s o i t  l e  lemme suivant  : 

Lemme 4.2.-[5], DO]. 

1 r édu i t  b l ' équat ion m a t r i c i e l l e  en V '  ; V '  r B ( O , E )  



où w j  e s t  une rac ine  rième de l ' u n i t é ,  dont  l a  s o l u t i o n  e s t  de l a  forme 

avec v!,~ v e r i f i a n t  (4.2) pour 1  r i r r u s  1 r j i ri, ri > 1 e t  

k  = 1. 

-k/ r i  
I d e n t i f i o n s  l e s  c o e f f i c i e n t s  de chaque 15' 1 (k = 1, ... ) 

- 1 Ir 
k  = 1  C o e f f i c i e n t  de 15' 1 

-2/ r i  
k  = 2 Coef f i c ien t  de 15' 1 -- 

Li EE; 

II ( ~ i - A i ( )  [il 1 



= L r i 1 Ei 1 2'ri - = -  g~: ;i W 2 j  [Tu E; l2lri - g:-2 

II ( A ; - ~ i )  II (A;-xi) E  ; 
k= 1 k= 1 

- k# i - k f i  

-3/ri 
k = 3 Coef f ic ien t  de I C I  l  

-4/r i  
k  = 4  C o e f f i c i e n t  de I E '  l 

- k i r i  
k  quelconque Coe f f i c i en t  de 15' 1 



En u t i l  i s a n t  l a  méthode des sé r i es  majorantes dans l e s  algèbres 

de Banach, on montre que ces développements convergent [5]. 

Nous voyons que l e s  termes généraux sont  des combinaisons l i n é a i r e s  



finies de puissances de g:,2, .. .,gA à coefficients scalaires. Nous en 

déduisons, compte tenu du fait que les matrices g:-2,. . . ,gA commutent 

entre elles deux à deux, que les hi ( 1  6 j 6 r et r 6 i 6 r0) sont 
. . . . i . . . . 

des matrices commutant entre elles deux à deux. 

Lemme 4.3.- 151 

en posant D~(X';C~;E~) = e0 - h:(x;i') pour tout c0 appartenant à 

l'anneau A des matrices engendrées par hi(x,il) et les matrices 

"scalaires" a (x,c '1 .  Im . 

2ème étape : 
'b 

Décomposition de b : 

I T-1- - r 
T E. (Lx i )mx;n et appartient au module V 



5. ESTIMATION DE 1 l c u l  1 DANS LE CAS (b)  ET FIN DE LA DEMONSTRATION DES 

THEOREMES. 

Dans ce paragraphe, on va supposer que u e s t  de l a  forme 

Pour s i m p l i f i e r  l e s  notat ions,  on é c r i r a  u au l i e u  de u2 

Avant d'aborder l a  démonstration de l ' es t ima t i on ,  on va donner quelques 

lemmes techniques dont  nous avons besoin pour l a  manipulat ion des fac teu rs  
'I> 

du premier ordre  composant II C e t  k désigneront  l e s  constantes q u i  

peuvent v a r i e r  au cours d'une démonstration mais q u i  seront  tou jours  no- 

tées C, k. 

Lemme 5.1. [5], DO). 

S o i t  a \ j )  1 'opérateur de symbol e 

i m 

i[. O -hj(x;g1)l]  I = i &-hi(x;~).Im - 1 1 5 '  / 
k= 1 

o y r j  
il e x i s t e  c(x,D;) ,d(x;Dx1) éléments de L x  lmxm t e l s  que 

- m 1 où M E (LXi),, ( t l a s s e  d 'opérateurs d ' o r d r e  - e t  k # L .  



I 
o,ri 

(b )  Pour t o u t  a '  E ( L ~ '  Imxm et bl 
sri 

x 1  )mxm 

o , r j  
il e x i s t e  C ' ,  d 'éléments de (Lxl  ),, t e l s  que 

C1(x ;DX, )a~ ' )u  + d1(x;Dx1)ale)u = a1  ( ~ ; D ~ ~ ) ~ ~ ~ + ~ ~ ( x ; D ~ ~ ) u + M ' ( x ; D ~ ~ ) u  

où M' E ( L X ~ ) ~ ,  e t  k # 1. 

Y o,ri l,rij 
(c )  Pour t o u t  61 E (Lx '  Imxm b c (Lx '  Imxm 

% o,ri j 
il e x i s t e  c, 8 s (Lx,  l m  où r i  = c m  r i j  t e l s  que 

% 'L 

(5.2) C ( X ; D ~ ~ ) ~ \ ~ ) U  + d(x;Dx,)a{')u = 

2/ 'L 'L 
= ~ ' ( x , D x l ) D x  u + b(x;Dxl)u + M(x;Dx,)u 

O 

'L -m 

où M E (Lxl),,, e t  i # j. 

Tous ces opérateurs sont c h o i s i s  proprement supportés. 

(a) 

(b)  

avec 

c o r o l l a i r e  5.1.- [IO] 

( k )  (e) = ~ ( x , ~ x l ) a ~ k )  + b ( x , ~ ~ ~ ) a \ ~ )  + 
[ai  s a i  ] 

o y r j  
avec a Yb E (LX '  Imxm e t  M~ E (LX'~),~, 

De plus, b = b l I  + b"  e t  A = -b avec m 



Les lemmes su ivants  permettent  de con t rô le r  l e s  termes d 'o rdre  
'L 

i n f é r i e u r  lorsque 1 'on permute l e s  f ac teu rs  de n.  

(sl ( sw)  
s o i t  Qr(x;Dx) = al(llal(').. .al ... aL1). . .a w d 'ordre  r 

e t  s o i t  Q,(x,D,) 1 ' opérateur obtenu p a r  une permutat ion a r b i t r a i r e  

des fac teu rs  a \ j )  a l o r s  

e s t  un opérateur appartenant (modulo des termes d 'o rd re  s r -2 )  au 

O 8 
module S ( r )  sur  l e  sous-anneau (Lx: )mxm formé d 'opérateurs 

c = c ' 1  m + c" avec c E L::' e t  Cl '  E (L;!"),~,,, B = ppcm (ri, 

1 s i s w). 
. . 

S(r) e s t  engendré pa r  des opérateurs monomes ~ r / , ~ j )  

fomés par  omission d'un des fac teu rs  (à l a  f o i s )  composant Qr. L 
Lemme 5.3. [5J, [IO]. 

.r -2 
Modulo des termes de L x  , [nYY1ol] E S(T)  Pour 

% 

r P L:' où S(Tl e s t  l e  module associé à 1 'opéra teur  n. 

Lemme 5.4. [5]. 

S o i t  (x,Dxl ) un opérateur proprement supporté appartenant r a (Lx '  )mxm c 'est-à-di re : 



Alors  il e x i s t e  des constantes C e t  R indépendantes de Q t e l l e s  que 

I l ~ ( x ' ; D ~ l ) ~ ~ u l l  r c l  I ' Y ~ u I I  pour u  c [ ~ ~ ( n ) ] '  

t e l l e  que supp ' Y ~ ( X , E ' )  C (5';15' 1 3 R I .  

Propos i t ion  5.1 .- [5J 
S o i t  a\') = D 1 - x ; D X  où A ; )  e s t  d é f i n i  dans 

Xo 
l a  p ropos i t i on  4.1. 

'7, 
A lo rs  pour T, r e t  k-' s u f f i s a m e n t  p e t i t s  

1.1 lu1 1 l 2  r I I  l a { j ) u l l  l 2  pour u  c [c;(n>3" 

où n =  I x =  (x0,x1) t e l s q u e  I x ' l  < F  e t  O s x  $ 1 ,  e t  
o. 

c  e s t  une constante indépendante de T, F, k e t  u. 

Preuve : 

En e f f e t  a j j )  = a ; ( j ) ~ ~  + A! ( j )  avec 
1 

I I l u 1 1 1 ~  s i ~ I ~ a j ( j ) u l l l ~  dlapr&s l ' a r t i c l e  [IO]. 

D 'au t re  pa r t ,  il e x i s t e  C '  > O t e l l e  que 

~ l l A " u l l l ~  r ~ ' l l l u 1 1 1 ~  c a r  A" e s t  d ' o rd re  O. 

( j )  - Ai(j) on a D'OÙ puisque a;(jll,,, = ai 

2  2C l l lu1 I l  : {l l l a { j 1 u l  l l2  + l l I A $ ~ ) U I  i l2}  e t  par l a  s u i t e  

2CC ' 2  
I I I U I I I ~ . S $  I I I ~ ~ ~ ) U I I I ~  + - k 1 I l u l I I  . 



2CC' 1 Alors pour k-l suffisamment p e t i t  - <  - 
k 2 

u 2  a u 2  en posant C "  = 4C 

d'où l a  proposition. 

Remarque 3 . -  
'L 

La majeure part ie  de la  démonstration de 1 'estimation de I l  [bu1 1 1  
dans l e  cas (b) sera établ ie  par récurrence. 

Rappelons que 

Soi t  m, = O 

m l  = r l  

m2 = r l  
+ r2 

m i  = r + r2  + ... + r 1 i '  

( r  (r2) ( r i )  
s o i t  a a u  = a i 1 )  ... a ,  ' a i 1 )  ... a 2  ... a i  . a l + ~  ! I ) . . . a i I I u  un opérateur 

de (L:,),,,~,, OU a = m i + l  avec O s i s i -1  e t  O s l s r i + l  
. . 

( s i  i = O ,  gau = a i 1 )  ... a l P ) u ) .  

Comme dans l e  lemme 5.2, on peut associer a ce t  opérateur 

l e  module S(a) .  

So i t  S' ( a )  1 'ensemble des opérateurs qui engendrent S(a) . 
En conséquence de la  proposition 5.1, nous avons les  lemmes suivants : 



Lemme 5.5.- [5], DO]. - 

r- Il  existe une constante C indépendante de U tel l e  que pour 

r ,  T, k-1  suffisamment pe t i t s ,  on a i t  : I 

Lemme 5.6.- [IO). 

1- Soit a = m i + l  d é f i n i c i - d e s s u s , i l e n i s t e u n e c o n s t a n t e  C 
A) 

indépendante de u t e l l e  que pour r,  T,  k - l  suffisamment pe t i t s ,  on 

a i t  l e s  estimations suivantes : 

2 
b) cl l I Q , U I  1 l 2  3 k l  1 lu1  1 1 1  s i  1 s i ,  r1  s a s  T. 

a-2+ - 
1  

Nous allons maintenant décrire un autre module noté Wa associé 

à 1 'opérateur Qa. 

On décri t  d'abord l e s  opérateurs qui engendrent w(') .  I l s  

forment la collection W a  ( 1  1 

r t  ' i l I  Si on note Ta = a ,  ... a i  a i + l  m ' l es  éléments de W a  ( I l  sont 

avec i f j où bi e t  b i j  sont des opérateurs proprement supportés 

de la forme 

b. = b ! I  + b! , bi j  = b ! . I  + bYj 
1 l m  1J m 



avec rij = ppcm (ri,rj). 

W A ( ~ )  e s t  formé de manière semblable en remplagant 1 'opérateur 

(1)  Ta dans l e s  éléments par un élément de W a  . 
On cont inue de c e t t e  manière pour tous l e s  opérateurs de W a  

sur  1 'anneau des opérateurs C proprement supportés de L ~ ' ~ ~ ~  de 

l a  forme 

1 C = C' I ,  + C"  avec C' c L:, e t  C "  E (L;l)mxm. 

Lemme 5.7.- DO] - 
Il e x i s t e  une constante C indépendants de U t e l l e  que pour 

k-1 suffisamment p e t i t s ,  on a i t  1 'es t imat ion  suivante 

c I I I Q , U I I / ~  2 k 1 , I I IwauI I12 pour u c rc,cn)lm. 
WacWa 

C o r o l l a i r e  5.2.- CIO] 

S o i t  T l ' o p é r a t e u r  d é f i n i  p a r  l a  p ropos i t i on  4.1, il e x i s t e  

une constante C indépendante de U t e l l e  que 

1 C I  I i l u l  I i 2  3 k t  I ITUI I 1' pour t o u t  u E ïc;(n)jm. 

Propos i t ion  5.2.- [5J, [!a. 
S o i t  y2 d é f i n i e  page 

CIi 
S o i t  b(xsDx) = B ~ ( X , D ~ )  + BT- l (~sDx).  

Supposons que l ' h y p e r p l a n  xo = O s o i t  non c a r a c t é r i s t i q u e  a 
CIi 

1 ' o r i g i n e  re la t ivement  à b. 

A lo rs  il e x i s t e  une constante C indépendante de u t e l l e  



'L 

que pour r, T, k-' suffisamment petits, on ait : 

'L 

k l l l ~ ~ u 1 1 1 ~  r C l / l b ~ ~ u l l l ~  pour u r  &;(n)]' 
T-2+ - 

q 

'b 
n = (x = (x0,x1) tel que Ix'l r r et O s xo 6 T l .  

Preuve : 

Soit u2 = v2u. D'après la proposition 4.1, on a 

Puisque QT = n ,  si on pose a = T dans Lemme 5.7, nous avons 

1 'estimation 

D'après le corollaire 5.2. 

d'où 

% 'L 
(5.1) implique que (puisque n = b - T - R )  



Pour k > c .  o n p e u t a b s o r b e r l e s t e r m e s  C l l l u 2 ( I I  1 + ~ / ~ l ~ u 2 ~ ~ ~ 2  
T-2+ - 

q 

du premier membre de (5.2) dans l e  2ème membre e t  on o b t i e n t  

C I  I l;u21 1 l 2  i LI  1 lu1/ 1 l2 d'où l a  propos i t ion .  
T-2+ - 

9 

Nous sommes maintenant p r ê t s  à compléter l a  preuve du théorème 1 

en montrant comment l ' e s t i m a t i o n  de 1 1 l bu l  I I  dans l e s  deux cas (a) e t  (b) 
'7, 

condu i t  à 1 'es t imat ion de I l  l bu l  1 1 dans l e  cas général, pu i s  1 ' e s t i -  

mation de ~ l l b u l l ( .  

Preuve du théorème 1 : 
'7, 2 2 % 1 u 1 = 1 Iylbu + Y 2 h /  1 = 1 y 1 b  1 + 1 1y2bu~ l 2  + 2 ~ e ( Y ~ g u , y l ~ l u )  

2 1 1ylgul l 2  + 1 1 1 ~ 8 u l  l 2  - 21 /Cul l 2  . 

D'où 
I I  I ~ U I  1 l 2  3 $j 1 1 y 1 ~ u 1  1 l 2  + 1 1  l y z ~ u l  l l t ]  

2 Estimons maintenant 1 ]yibul 1 , i = 1,2. 

% 2  % 1 ( ( ~ ~ b u [ l  / = ( ( ( ~ Y ~ u  - $.Y~IUI 1 1231 I lZyiu/ I l 2  - 1  I I  $,YJU/ I I  2 

d 'un au t re  côté  puisque u = Y u + Y u = u + u 1 2 1 2  

2 2 I I l [ b y ~ ~ ~ ~ 1 1 2  6 I I I I ~ ~ Y ~ I U ~ I I I  + l l17i12111 . 

Donc 1 % 1 I I I ~ U I  / l2  2 3 I I  I Y ~ ~ U I  I l 2  + j I I I Y ~ ~ U I  I 1 2 -  

D'où 

(5.3) 1 1 l ~ u 1 1 1 ~  2 c l l 1 ~ u ~ 1 1 1 ~  + C I I I ~ ~ I I ~ ~  - c 1 1 1 ~ ~ ~ ~ 1 ~ ~ 1 1 1 ~  - 



Estimons maintenant l e s  derniers termes de (5.3). Puisque 
% % 

b E ( L : ' ) ~ ~  e t  yi EL!, e t p u i s q u e l e  coe f f i c i en t  de Dx dans b 
O 

r- 1 
est  1, $ayi] E (L,' D 'OÙ 

2 lll.1111112 + l l l ~ Y y 2 1 ~ 1 ~ ~ 1 2  s c l I I ~ ~ I l l ~ - ~  

D'apres l a  propos i t ion 4.1 

y u 2  = [(: + T + R),Yi]u2 

Examinant l e s  opérateurs T e t  R a  on v o i t  q u ' i l s  sont tous 

deux d'ordre s 7-2 en xo. D'où 

En outre (5.3) implique que 

2 
(5.4) 1 1  l b u l l  l2 2 C I  I I ~ U ,  I 1 l2 + C I  I lbu21 1 l2 - c l  l l u1 /  I 1:-, - C l  1 lu21 I 4 - 2  

D'apres l e  l e m e  5.2. $,Yi] E S(,) modulo des termes appar- 

r -2  tenant a (Lx'  )mxm (5.4) implique par conséquent que 

2 2 
(5.5) 1 1  1gu11 l2 2 c l  I l ~ u , l l  l2 + C I  l lbu21 I l2 - C I  I lu1 I l - C I  I Iu21 I 



En app l iquant  l e s  propos i t ions  (3.1) e t  (5.2) e t  l e  lemme (5.5) 

a (5.5), on o b t i e n t  

En app l iquant  l e  lemne 3.1 e t  en cho is issant  k > C, on 

o b t i e n t  

Finalement, en appl iquant l e  lemme 3.2, on o b t i e n t  l ' e s t i m a t i o n  

voul ue 

e t  p lus  generalement 

o r  

d'où 
e t  pour L = T - I  



Remarque : 

Sous l e s  hypothèses A., B e t  C mais lorsque t 2 1 e s t  quel- 

conque, on o b t i e n t  & nouveau l e s  théorèmes 1 e t  2 en supposant a l o r s  que 

l e s  matr ices eo,. . . ,e commutent en t re  e l l e s  deux a deux. 
T- 1 
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TROISIEME PARTIE 

PARAMETRICES LOCALES GENERALISEES POUR DES SYSTEMES A CARACTERISTIQUES 

MULTIPLES NON HYPERBOLIQUES. 

On se propose de c o n s t r u i r e  des paramétrices l oca les  généra l i -  

sées pour l e  probleme de Cauchy cm par l a  méthode des ondes asympto- 

t iques pour l e s  systèmes ?I ca rac té r i s t i ques  de m u l t i p l i c i t é  constante ne 

v é r i f i a n t  pas l e s  cond i t ions  de Levi .  

Pour cela, on adapte des r é s u l t a t s  dus à R. Be rz in  e t  

J. V a i l l a n t  [2] e t  on c o n s t r u i t  des opérateurs intégraux de Four ie r ,  

dont  l a  phase n ' e s t  pas homogene mais admet un développement en symboles 

homogènes d 'o rd res f rac t i onna i res  [4]. 

Ce t r a v a i l  sera complété pa r  un a r t i c l e  ?I p a r a î t r e  u l  t é r i eu -  

rement 181. 

On notera  X = [o,T+[ x X '  e t  X i  un vois inage de O dans 

IR". 

1. CAS DES SYSTEMES 2 x 2 A CARACTERISTIQUES DOUBLES ET DE RANG CARAC- 

TERISTIQUE 1. 

S o i t  un opérateur h d i f f é r e n t i e l  à coe f f i c i en ts  c*(x), 

d ' o rd re  1 kowalewskien à 2 l i g n e s  e t  2 colonnes dont l e  sous-caractér is-  



t i q u e  ne s'annule pas sur 1 'ensemble ca rac té r i s t i que  supposé r é e l  double. 

On note x = (xo,x8) l e  p o i n t  courant au voisinage de l ' o r i -  

g ine O avec xo e R e t  x '  r IRn. 

On pose E = ( E ~ , C ' )  l e  p o i n t  courant du f i b r é  cotangent. 

S i  H(x,E) e s t  l a  mat r ice  ca rac té r i s t i que  2 x 2 de h, 

on suppose que 

n 
où hk E $(X I  e t  on note X E '  = A k ( x ) ~ k  e t  H'(x,E) = t0- ( x , ~ ' ) .  

k= 1 

En u t i l i s a n t  l a  t héo r ie  des opérateurs de Lax-Maslov [4], [9], 

montrons l e  théorème su ivant  : 

Théorème 1 .- 
S o i t  X '  vois jnage de O dans I R ~  e t  X = [o,T+[ x X '  avec 

Sous l e s  hypothèses précédentes, il e x i s t e  un vois inage ouvert  

U de O dans X I ,  un vois inage ouver t  re la t ivement  compact V de Ü 

dans X I ,  deux i n t e r v a l l e s  F,T;Ec [o,T+[ e t  m,T;[c [a,~;[ pour 

lesquels on a l e s  p rop r ié tés  suivantes : 

Pour t o u t  T c [ osT i [  il e x i s t e  un opérateur F (T) de 091 
Lax-Maslov de U dans X appl iquant D(U) dans crn(Lo,~;G~(v)) e t  

un opérateur e l 1  i p t i q u e  E(T) = E t e l  que 

a) pour tou te  f o n c t i o n  u e D(U), l a  f onc t i on  

( x O y T x ' )  + ~ o y l ( ~ ) ~ ]  (xo.xl) e s t  de c lasse cm dans 

@T;[x D,T;[X X I  e t  pour t o u t  T E [o.T;[ on a 



b) pour tout T a [o,T;[ l a  res t r ic t ion  

de h O Foy (T) à D,T;[ x X 1  e s t  un opérateur régularisant 

de U dans [o,T;[ x X '  avec 

k étant une fonction scalaire  de classe cm dans 

m , T ; E x  ~ , T ; [ x  X 1  x X I ,  bornée a ins i  que toutes ses  dérivées e t  nulle 

hors de 

P ,T ;~ .  CO.T;[. v . V. 

Le signe = s ign i f ie  l ' é g a l i t é  modulo un opérateur régulari- 

sant à noyau cm. 

Preuve : 

Appelons $ (x , s ' )  l a  fonction de phase définie localement 

pour l e s  équations 

On cherche F (T) sous l a  forme d'un développement asymptotique 
0 9 1  

Nous voulons que l a  res t r ic t ion  à @,T;[ x X 1  de 1 'opérateur 

de Lax-Mas1 ov. 



1 (1-3) (i.e. d'ordre - 4 - . -  pour t b  3) 

e yOIJzt F~,~(T)] - E soit d'ordre - - +  1 pour t 2 3 
2 

où y,Fo,l (T) désigne la trace de FOy1 (T) sur 1 'hyperplan XT = {Tl x X '  

par la suite. 

Pour calculer les valeurs des Yo,l,j+l = Yj+l déjà obtenues 

dans l'article de R. Berzin et J. Vaillant [2] et celle de Y, on part 

de la formule suivante : 

n 
(en posant h(x,Dx) = HO(x) 2 + 1 H (x) -2 + H*(x) avec HO(x) : I ~ )  

axO t=1 axt 



Dans l e  deuxième membre de c e t t e  é g a l i t é  l a  premiére 1 igne 
'+ 1 

e s t  d ' o rd re  ( 2  - 1) l a  deuxieme l i g n e  e s t  d ' o rd re  (2 - 2) e t  l e s  
2 

deux dern ières  1 ignes sont d ' o rd re  (1  - i). 
Comme dans ce premier cas, j > 2 l e  terme de p lus  haut  degré 

a pour degré 1. 

On é c r i t  a l o r s  que tous l e s  termes c o e f f i c i e n t s  de e i ($+Y) 

sont nuls.  On o b t i e n t  : 

Terme de degré 1. 

1 Terme de degré - . 
2 

(9)  ~ ( x , g r a d ~ , ~ ~ l ) Y ,  + aaH(x,gradx1 3) (aay)Y3 = 0. 

Terme de degré O. 

(10) ~(x ,grad~,$)Y,  + aa~(x,gradxl$)  (aay)Y4 

- i aaH(x,gradXl$)aaY3 - i H * ( x ) Y ~  = 0. 

1 Terme de degré - - . 
2 

(11) H(x,gradxl$)Y6 + aa~(x ,gradx13)  (aay)Y5 

- i a a ~ ( x , g r a d x , ~ ) a a ~ 4  - i H*(x)y4 = 0. 

E t  tous l e s  aut res  s ' é c r i v e n t  de l a  même façon : 



Terme de degré - - (k  = 0,l ,... ) 
2 

On o b t i e n t  des équations d' inconnues Y e t  Yk+l ( k  = 2,.. .). 

E l l e s  se réso l ven t  su ivant  l e  même p r i n c i p e  de l a  r é s o l u t i o n  d'un systeme 

de m = 2 équations à m = 2 inconnues de rang m-1 = 1 

A B  A I S A ~ ~  HBY = F 

(En u t i l i s a n t  l a  convention de somnation d 'E ins te in ,  e t  en abr6- 

A A geant l a  no ta t i on  HB(x,gradx,$) par  c e l l e  p l u s  simple Hg). 

En posant [ 1 1, 
4 

r1 e s t  une base du noyau de t~ (ou base du noyau à gauche de Hl. 

Par conséquent l a  cond i t i on  nécessaire e t  s u f f i s a n t e  de c o m p a t i b i l i t é  du 

système e s t  : 

(13) 
1 A rAF = O. 

B AI 
De même, en posant bl = ( 1  r B s m) e t  

. . . . 
1 

, al e s t  une base du noyau de H(x,gradxl$). 



Si la condition de compatibilité (13) est satisfaite alors nous 

avons, en séparant les inconnues principales 

où parcourt les indices (v+l,. ..,m) et B parcourt les indices 

1 v ) .  Ici v = rang H = 1 d'où 

et par suite 

OU encore 

D'où la solution 

Appliquons (13) et (14) successivement : 

a l'équation (8) : F = O d'où 



car la condition de compatibilité est satisfaite A: x 0 = O ; 

dans le cas de l'équation (9) : 
. B 

Or on a les relations 

HiA 1 . . . vEj = SCA 1 . . . v C 
6 l...vD D l...v (ô6 le symbole de Kronecker). 

Remarque : B = B car les termes correspondants a B sont nuls. 

D'où ici 

Donc 

car la condition de compatibilité (13) est satisfaite 

Pour 1 'équation (IO), F~ vaut : 



On a donc une cond i t i on  de c o m p a t i b i l i t é  : 

1 A AAF = 0, c ' es t -& -d i re  

c ' es t -a -d i re  

D'où 
1 A B  aa8(AAH,A,) = 2 (aa~ ' ) (aBH ' )A ;  

D'où 

*A 1  B (17) A; I l  <aaH' ) (aau) l2  = ~ ~ H ~ ( ~ ~ A A ) < ~ , A ~ )  + H, A,A,I 
a 

1  = i LI($). 

( L I  é tan t  l e  polynôme sous-caractér is t ique de h) 

e t  a l o r s  on peut  résoudre (10) par  l a  formule (14) : 



D'où 

B Pour 1 'équation (1 1), en reportant les valeurs précédentes de Y5  , Y: 

et Y: , F~ vaut : 

La condition de compatibilité (13) s'écrit : 

'(a Y) + i A;(aa$)(aa q B  

Le coefficient de Y: est nul, dlapr$s la condition de compatibi- 

1 ité (17). Il reste donc une équation différentielle du premier ordre 

sans second membre, le long de la bicaractéristique : 



1 1 Ce qui  donne Y 3  l o r s q u e  l ' o n  c o n n a î t  Y 3 ( T , x ' , t 1 )  e t ,  p a r  s u i t e ,  

B Y 3  pour  t o u t  B = 1,  ..., m. 

On r é s o u t  a l o r s  ( I I )  p a r  l a  formule ( I I )  qui  donne Y: en f o n c t i o n  

B En i t é r a n t  l e  procédé,  on t r o u v e  Y j + l  pour t o u t  B = 1 ,  ..., m e t  

pour t o u t  j = 2, ... 
Remarquons que l ' é q u a t i o n  (17) n ' e s t  pas  à second membre n u l ,  on 

pourra  donc c h o i s i r  u ( T , x ' , ~ ' )  = O avec Y ( x , s ' )  # O pour  O s xo < T. 

Nous rev iendrons  au  choix  de Y de t e l l e  que Fo, , (T)  a i t  un s e n s  p a r  

l a  s u i t e .  

L ' é q u a t i o n  ( 2 )  é t a n t  a i n s i  r é s o l u e ,  cherchons une s o l u t i o n  de ( 1 ) .  
f 

Pour L = 2, on o b t i e n t  : 
2 yoFoyl(T) a  pour symbole, Y o , l , 3 ( T , ~ ' , ~ ' )  = Y 3  de l a  forme 

1 1 En c h o i s i s s a n t  Y g Y l  = 1 e t  Y 3 , 2  = O ,  on a  : 



Pour L = 3, on o b t i e n t  : 

1  1 - 1  en cho is issant  YqY l  = O e t  Y4,2 - - 
4-n 

Remarquons que 

o r  ( a a y ) ( T , x l Y ~ I )  = O pour a = 1, ..., n  e t  seul 

C 'es t  pourquoi on pourra prendre Yk+l (T 'XI  ,c ' )  = O pour t o u t  k  3 4  



D é f i n i t i o n  1 .  [II] 

1- Un opérateur pseudo-d i f fé rent ie l  F e s t  d i t  e l l i p t i q u e  s i  F 

l possède une paramétr ix  G. 

i .e. il e x i s t e  M, M' opérateurs régu la r i san ts  t e l s  que 

Lemme 1 . - - 
E e s t  e l l i p t i q u e .  

On l e  démontre à l ' a i d e  du lemme 2 su i van t  : 

Lemme 2.- 

II e x i s t e  un opérateur G  de symbole Z t e l  que J = E O G  

a i t  une p a r t i e  p r i n c i p a l e  No s c a l a i r e  (No = noIm), e l 1  ip t ique.  L 
Preuve : 

Il s u f f i t  de v é r i f i e r  que l ' o p é r a t e u r  Fo,,(T) de symbole 

Y(T) % Y 3  + Y4  + ... e s t  e l l i p t i q u e .  

On prend G(T) de symbole Z avec 



1  

JET 
+ termes d'ordre -1  

1  P I  + termes d'ordre - 3 . 

On pose J = F O G de symbole N avec N % No + N-1,2 + . . . 
Calculons No en utilisant la formule 

Pour la1 = 0 

3 Y.Z % - ( a B + ) ( a B Y ) ~ 2  + termes d'ordre - 1  + termes d'ordre - 
A 1 

1 étant d'ordre - 2).  

Pour la1 = 1 

aay est d'ordre d -1 et DaZ est d'ordre 6 O 

par conséquent aay.lIaz est d'ordre 6 -1. 
.2 

6  '+1 Ici No = O, N-1,2 = ( -a  (2 ) (aB~)12 )  => N  .* N-1,2 + N-l + ... 
1 

D'où le lemne. 



La preuve du lemme 1 e s t  classique. 

Reste a déterminer Y (x, E '  1. 

D'apres (17) 

e t  pour xo = T, il v i e n t  : 

($1 
Supposons - (T) > O  d'où aoy = + 

Al ($1 

Donc Im a y = + 
O 

Imy c r o î t  a p a r t i r  de l a  va leu r  O, donc devient  pos i t i ve .  

Il s ' e n s u i t  que FO,! e s t  un opérateur i n t é g r a l  de Four ier .  

Remarque : 

La r e s t r i c t i o n  rtFO,l (T )  (O r t < T) de l ' opé ra teu r  Fo,l(T) 

a 1 'hyperplan XT = {T) x X '  e s t  régular isante.  

Remarque : 

Le choix de K n u l l e  hors de p,T;Kx P,T;[ x V x V e s t  

ev ident  ( c f .  [4]). 



2. CAS DES SYSTEMES m x m A CARACTERISTIQUES DE MULTIPLICITE m 

DE RANG CARACTERISTIQUE m- 1. 

S o i t  h un opérateur aux dér ivées p a r t i e l l e s  d ' o rd re  1, 

kowalewskien à m 1  ignes e t  m colonnes à c o e f f i c i e n t s  c"(x) t e l  que 

n  m 
d e t  H(x,5) = 

n  
où A ~ ~ $ ( X )  e t  on note A (X ,S ' )  = 1 i k ( x ) e k  

k= 1 

H 1 ( x , ~ )  = 5, - x ( x , ~ ' )  e t  H = mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  de h. 

On suppose que l a  ma t r i ce  ca rac té r i s t i que  H v é r i f i e  ([12], 

L51 9 Pl : 

1) pour t o u t  x  au vois inage de O, dans 1  'anneau @ l o c a l i s é  

de IR[g par  l ' i d é a l  p r i n c i p a l  d é f i n i  par  H1(x,c). 

2) p u i s q u ' i l  e x i s t e  au moins un co fac teur  d ' o rd re  m-1 non 

1  d i v i s i b l e  par  H', Al(xyc) rempl i ra  ce rô le .  

3)  K @ ; c ~  = 1 (0 ,5 ' ) , 53  f O, E '  # O 

où K e s t  l e  polynôme sous-carac tér is t ique de h ([53, 1123). 

En appelant A l a  mat r ice  des cofacteurs de H dans l e  développement de 

d e t  H. On a  : 

(21 AH = HA = (H')~.I,. 



On suppose de p lus  que 

k f o i s  - AB . a 

l 

! aux p o i n t s  ( 0 ; ~ ~  = A(0, S 1, S' 1. 

En u t i l i s a n t  l a  t héo r i e  des opérateurs de Lax-Maslov [O], [q . 
Montrons l e  théorème su ivant  : 

Théoreme 2. - [8] 

S o i t  X '  un vois inage de O dans e t  Y = D,T+[ x X '  

avec O < T+. 

Sous l e s  hypotheses précédentes, il e x i s t e  un vois inage ouvert  

U de O dans X ' ,  un vois inage ouver t  r e la t i vemen t  compact V de Ü 

dans X I ,  deux i n t e r v a l l e s  [~,T;Lc~,T+[ e t  [O,T;LCD,T;L pour 

lesquels,  on a l e s  p rop r i é tés  suivantes : 

Pour t o u t  T E  @,T;[, il e x i s t e  un opérateur F (T) de 
0,l 

Lax-Maslov de U dans X app l iquant  V(U) dans c'([o,T;[,v(v)) e t  

un opérateur e l 1  i p t i q u e  E(T) = E t e l  que 

a) pour t o u t e  f o n c t i o n  u E V(U), l a  fonc t ion  

(xo,T,xl) -+ [F (T)ul  (xo,xl) e s t  de c lasse cm dans 
0,l - 

@,T;[x @,T;[x X '  e t  pour t o u t  T F D,T;[ on a 

b) pour t o u t  T s [o,T;[ l a  r e s t r i c t i o n  



de h o F o y I  ( T )  à D,T;[X X' e s t  un opérateur régularisant de U dans 

P,T;[X X '  avec 

K étant  une fonction sca la i re  de classe cm dans 

[ o , T ; ~  x ~ > T ; C  x X '  x X '  bornée a ins i  que toutes ses dérivées e t  nulle 

hors de [o,T;[x @,T;[x V x V .  

Le signe z s ign i f ie  l ' é g a l i t e  modulo un opérateur régularisant 
l 
1 a ncyau cm. 1 

Preuve : 

Appelons $ ( x , c l )  l a  fonction de phase définie localement par 

l es  équations 

On cherche F ( T )  sous la  forme d'un développement asympto- 
031 

tique 

(26) 

N O U S  voulons que la  res t r ic t ion  à @,T;[:x X '  de l 'opérateur 

3 (e-1) ( i .e .  d 'ordre ---1. 
4 



t 
(28) y. Lzt F:,~ (T;] - E s o i t  d ' o rd re  - , + 1 pour L > m. 

1- J k 1- - 
r D(U), Y O s l  ,j+l r S " hnogène, yk c S homogène à déterminer 

par l a  su i te .  

Pour ca l cu le r  l e s  va leurs  des yk e t  des Yo,l,j+l = ' j + l  y 

on p a r t  de l a  formule suivante : (en posant ql = Y,) comme dans 5 1 : 

En posant : 

O avec H (x) = 1,. 



Dans l e  deuxième membre de (30), l a  première l i g n e  e s t  de 

degré (2 - y) e t  l a  deuxième 1 igne e s t  de degré ( 1  - 4). 
Comme dans ce cas, j m, l e  terme de p l u s  haut  degré dans (30) 

a pour degré 1 ( k  = O, j = m). 

On é c r i t  a l o r s  que l a  somme des termes de même degré, c o e f f i c i e n t s  
m- 1 

i 1. Yk 
de e k=O e s t  n u l l e .  On o b t i e n t  : 

Terme de degré 1. 

m- 1 

n e 
i C Yk 

k=O 
(32) i 7, H (x) - 

e=o axe 'm+l = O 

c ' es t -à -d i re  

1 Terme de degré 1 - 5 . 

c 'es t -a -d i re  

e t ,  p l us  généralement : 

( 1  s k s m-1). Terme de degré 1 - 
k 

(34) ~ ( ~ , g r a d ~ ~ $ ) Y ~ + ~ + ~  + 1 aaH(x,gradxIfl = O. 
j=l 



Terme de degré 0. 

e t ,  p l  us généralement 

r Terme de degré - ( r  2 O). 

Résolut ion des équations. 

On va v o i r  que l e s  cond i t i ons  de c o m p a t i b i l i t é  pour l e s  équat ions 

(33) e t  (34)k (1  s k s m-1) sont  tou tes  automatiquement v é r i f i é e s .  

. Pour l ' é q u a t i o n  (33), c ' e s t  év ident  e t  sa r é s o l u t i o n  donne 

en u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  (13) e t  (14). 

Rappelons l e s  i d e n t i t é s  

comme dans § 1, e l l e s  permettent  d ' o b t e n i r  



qui résout 1 'équation (34) car la condition de compatibilité est satis- 

faite. 

Pour l'équation (34)2 , on a : 

La condition de compatibilité (13) est vérifiée car : 

I A B  1 B A  1 a A  B B  En effet a a B ( ~ A ~ B ~ I )  = AA(a H~)(~~A:) + AA(a HB)(a Al)- 

Et (14) donne la résolution de (34)2 : 



d'où 

e t  en u t i l i s a n t  ( 3 7 ) ,  on a : 

Pour 1 'équat ion (34 )3 ,  on a  : 



La condition de compatibilité (13) e s t  vér if iée car en plus 

de (39) e t  (401, on a : 

puisque 

D'où l a  résolution de (3413. 

car 

E t  a ins i  par récurrence, on obtient l a  résolution de (34)k : 



pour t o u t  k = 3, ..., m-1, ca r  l a  cond i t i on  de c o m p a t i b i l i t é  (13) e s t  

tou jours  s a t i s f a i t e .  

Résolut ion de 1  'équat ion (35) : 

La cond i t i on  de c o m p a t i b i l i t é  (13) s ' é c r i t  : 

Tous l e s  termes sont nu l s  sauf ceux de l a  dern ière  1 igne e t  

ceux de l a  forme : 

correspondant il l a  p l u s  grande d é r i v a t i o n  v  = m-1 e t  1 = 1  c ' e s t - & - d i r e  



1 a A  a16-'am-l l AA(a HB)(aayl)(a 
(m- 1 ) ! {- A: 7 .  y. a r i  1 

i + +  i m m  I 1 1  
m-1 m-1 

puisque est de degré 1 et que 

comme 

la condition de compatibilité s'écrit donc : 

c'est-à-dire 



on pose 

(48) 

On t rouve a l o r s  l a  s o l u t i o n  de (35) 1 ' a i de  de 1 'expression (14) 

c ' es t -&d i re  : 

ca r  

Reso lu t ion  de l ' é q u a t i o n  (35)!,: 



La condition de compatibilité (13) A ~ F ~  = 0 se simplifie dans 
1 1 

la mesure où tous termes non coefficients de Y,+! OU de sont 

identiquement nuls en vertu des relations du type (39), (40), (42) avec 

des dérivées d'ordre s m-1. 

Pour les coefficients de et de interviennent 

les pl us hautes dérivées (d'ordre ml. 

dans (T3) : Coefficient du terme en - 

a y. a Yi 
? i  +...+ i =m-1 1'1 1 1  t e 



e t  il r e s t e  seulement : 

1 (aa l . . -4n- l  - au$) < aar1 1 - yl) ... (aa y1) 
(m-l)! 1 m- 1 

car  c ' e s t  justement l a  cond i t i on  de c o m p a t i b i l i t é  (47)  de (35). 

Coef f ic ien t  du terme en Y dans (13) : - 
I l  res te  



Remarquons que 

e t  que l a  première + l a  quatrième l igne de ce coeff icient  e s t  égal h 

d'où l 'équation en y2 : 

qui e s t  résoluble en prenant Y ~ ( T , X '  , c l )  = O car ( a a ~ ' ) ( a a Y l )  # O. 

On peut a lors  résoudre 1 'équation (35)2 à 1 'aide de la  formule 

(14). 

On résout ensui te  (35)3 : l a  condition de compatibilité (13) 

donne une équation du type : 

e t  toutes l e s  conditions de compatibilité sont de ce type 

( a B ~ ' ) ( a B Y k )  [ ( a a ~ l ) ( a a ~ l f l m - l  = B~ 



en prenant l e  c o e f f i c i e n t  de dans A A F ~  ( l e s  autres c o e f f i c i e n t s  

é tan t  identiquement nul  s) , on peut resoudre a l o r s  toutes  l e s  équations 

(35)k k  = O,. ..,m-2, dont l e s  cond i t ions  de c o m p a t i b i l i t e  donnent 

B Yl ,. . . e t  ob ten i r  l e s  Y2m+r+l ( r  = O, ..., m-2) en fonc t i on  de 

La cond i t ion  de c o m p a t i b i l i t é  de (35)m-1 donne une équation 

1  d i f f é r e n t i e l l e  d'inconnue du l e r  ordre  l e  long de l a  b icarac té-  

r i s t i q u e  hmog&ne ; l a  reso lu t i on  de (35)m-1 donne Y;,,, en fonc t i on  

1 
de Y3m,...,Y e t  a i n s i  de sui te.  m+l ' 

Rea l i sa t i on  de l a  cond i t ion  de trace. 

Notons l e s  t races par l e s  mêmes no ta t i ons  pour ne pas surchar- 

ger l ' é c r i t u r e ,  on prend sur xo = T 

l e r e  1  igne de Y,,,+, 

D'où 

mat r ice  m x m 



m-1 f o i s  m-1 f o i s  
- B -  

I (a0...' 2 " ) ( a  o l  Y )...(aorl) + 

1 

L f o i s  
- 1 

+ Y - (  7) ( a y .  ) . . . ( a y .  ) y . . . y  

L=I L! A I I  i +...+ il=m-I O II O Il 

m(m-1) m-1 f o i s  B m- 1 - 
1 2 

a . .  
-- l l iaorl) de t f  A! , . .  $1 

(m- l ) !  2! l! 15' 1 
- - 

1 

de degré = - (m-1) . 
1 1 En prenant Y2m+l = Y2m+k+l = (O,. ..,O) V k 3 O, on aura 

yoFo, 1 (T )  = E e l l i p t i q u e  pourvu que 

m-1 f o i s  

# O aux po in t s  (0;5, = A(O,E'),S') 

ce qu i  e s t  v r a i  par  hypothèse. 
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Dans cet te  thèse, nous étudions des condit ions suff isantes d IIY- 

perbo l i c i té  f a i b l e  pour l e s  systèmes à caractér is t iques de m u l t i p l i c i t é  

var iable e t  des condit ions suff isantes d ' un i c i t é  de Cauchy cW pour des 
systemes non hyperbol iques de mu1 t i p l  i c i  t é  constan te. 

Plus précisément, d'une part ,  nous gént5ralisons i c i  l e s  travaux 

de T. N i sh i t an i  sur 1 'hyperbol i c i t k  f a i b l e .  Et, d 'aut re  part, nous montrons 

que l a  non nu l  1 i t é  du sous-caractéristique sur 1 'ensemble caractér is t ique 

mu l t ip le  es t  une condit ion suf f isante d ' un i c i t é  de Cauchy cm pour des 
systèmes d'  ordre t quel conque dont l e  déterminant caractér is t ique admet 

o facteurs mu1 t i p l es  de mu1 t i p l i c i t é ,  constante mi quelconque. Ce re-  
s u l t a t  n ' é t a i t  jusqu'à présent démontr6 que lorsque t = a =  1 (cf .  thèse 

de Kadri j . 

Dans ce dernier cas, nous construisons des param6trix loca les  

général i s4es en nous insp i ran t  de dével oppements asymptotiques établ 1s 
par R. 

ou éga 

Berzin e t  J. 

e a t r o i s .  
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