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INTRODUCTION GENERALE

Le travalil présenté dans ce meémoire s'inscrit dans le
cadre des travaux de recherche menés actuellement au centre
d'automatique de lille et visant a contribuer a

l1'identification des mélanges gaussiens modélisant les systémes
complexes.

Cette opération d'identification s'effectue selon une
approche récursive gui permet d'intégrer d'une maniére
dynamique les nouveaux échantillons qui viennent enrichir la
base d'apprentissage .

L'adoption d'une telle approche pour estimer les paraméres
statistiques des différentes composantes d'un mélange gaussien
est rendue nécessaire d'une part par 1'évolution tout 4 fait
naturelle des systémes étudiés et d'autre part par
l1'utilisation de bases d'apprentissage parfois incomplétes et
donc ne contenant pas tous les modes de fonctionnement du
systéme.

Ce mémoire est constitué de gquatre chapitres .

Dans le premier chapitre , sont résumees les différentes
phases qu'il faut observer pour analyser ’ identifier et
optimiser un systéme complexe en utilisant uniguement 1l'analyse
des donnees comme moyen d'investigation.

Dans le deuxiéme chapitre , sont établies toutes les
equations recurrentes qui permettent d'estimer de maniére
dynamique les paramétres statistiques d'un mélange gaussien.

Dans le troisiéme chapitre ,guelques points privilégiés de
l'espace d'observation , ol s'exercent les influences mutuelles
des différentes composantes d'un méme mélange gaussien
présenteés.

, Sont



L'estimation des critéres classigques de mesure de
séparabilité des composantes en ces points permet de mettre en

évidence éventuellement le début de fusionnement de certaines
composantes.

Dans le guatriéme chapitre , une définition du contour de
confiance associé 4 chaque composante est présentéde.

L'utilisation des contours de confiance comme seuils
limites d'appartenance permet de déceler 1'apparition de
nouvelles distributions normales représentant 1les modes de
fonctionnement du systéme étudié qui ont été ignorés lors de la
construction de la base d'apprentissage.

_Les chapitres deux , trois et gquatre sont illustreés par

des applications réalisées sur des données geénérees
artificiellement.
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I-1 INTRODUCTION

Contrairement 4 certains systémes ol 1'équation d'état
est utilisée sous sa forme analytigue pour mener a terme les
opérations d'analyse,d'identification et d'optimisation,l'etude
d'un systéme complexe décrit par une grande variété de varia-
bles ne permet pas d'appliquer les méthodes classigues de

1'automatigue.[TIT,79),[RIC,75],[STA,81)

A la suite des difficultés rencontrées dans 1l'utilisa-
tion des méthodes classiques,de nouvelles approches Dbasees

essentiellement sur 1'analyse des données ont éte développées.
{RIS,?78),[BRI,7?7]),[BEN,77].

Le schéma bloc représente par la figurel resume
parfaitement les diffeérentes phases qu’'il faut observer pour
analyser un systéme complexe en wutilisant uniquement les

données gul le caractérisent.

C'est au cours de la troisiéme phase gque la base

d'apprentissage est construite.Elle est constituée de données

recuejllies sur un horizon fini,en observant le systéme étudié

par l'intermédiaire de ses variables caracteéeristiques.




SYSTEME COMPLEXE
A ANALYSER

<

CHOIX DES VARIABLES
CARACTERISTIQUES

|

BASE D'APPRENTISSAGE

METHODES DE SELECTION
DES PARAMETRES

MODELISATION DES MODES
DE FONCTIONNEMENT

fig.l schéma bloc représentant les phases

4 suivre pour observer un systéme complexe
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fig.?2 la disposition des observations dans des

régions distinctes traduit le nombre de modes

Il est important de noter que la base d'apprentissage,

gui sert A4 analyser le systéme,est contituée uniquement des
états connus de celui-ci.

Il arrive parfois gue certains états ne soient pas
Oobservésg,et il en résulte naturellement une base
d'apprentissage incompléte.

Cette derniére remarque fera 1'objet d'un développement
aux chapitres III et IV

Dans ces deux chapitres, on étudie des méthodes qui
permettent de déceler éventuellement +toute variation dans le
nombre de modes du systéme.

Au cours de l'analyse d'un systéme,le concours d'un
expert est primordial dans les premiéres phases.




La qualite de la base d'apprentissage dépend essen-
tiellement des variables caractéristiques retenues par 1'expert

Ainsi l'objectif de modélisation des systé@mes complexes
impose de nouvelles méthodes d'analyse et
conditionnent les moyens de
oeuvre.

ces derniéres
calcul permettant leur mise en



I1-2 SELECTION DES CARACTERES

‘ La seélection des paramétres decrivant le systéme est
une étape importante.

Le nombre de publications et de travaux de recherche se
rapportant 4 cette question est éloguent et traduit toute

l'importance accordée a cette phase .[FU,807, [NAR,80],
[FUK,72],[AND,72].

n parametres —— ———p d paramétres
» 4 : . .

avec n>d

fig.3 sélection des paramétres

Le but essentiel de cette opération est la recherche
des meilleurs paramétres afin de satisfaire deux objectifs:

_  le premier objectif est de reéaliser,d partir de 1la
base d'apprentissage,une partition de 1'espace d'observation en
composantes distinctes.

_ le second objectif est de réduire 1le nombre de
paramétres,tout en conservant le premier résultat,afin d'éviter
d'étre pénaliseé en coult de calcul 1lors de 1l'opération
d'affectation de nouvelles observations.



Les +technigues de sélection de caractéres sont aussi
nombreuses que variées.

Aprés 1'opération de sélection,chaque observation est
definie par un vecteur X={X;:,Xz2,+++.,%Xa)T,d représente la
dimension de 1'espace.

Le résultat de cette opération est naturellement
fonction du choix initial des variables caracteéristiques.



I-3 METHODES DE CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

I-3-1 INTRODUCTION

L'objectif de la <classification automatique est de
réaliser,a partir de 1'ensemble d'apprentissage , une partition
de 1'espace d'observation en composantes distinctes .

Cette séparation automatique des composantes est
importante en reconnaissance des formes ; elle représente un
outil précieux dans les problémes d'apprentissage lorsqgque
aucune information n'est donnée a priori sur les observations
les plus représentatives de chague composante.

Il existe actuellement une panoplie de technigques de
classification automatiqgque , et elles ont toutes pour objectif
de réaliser une partition acceptable a4 partir de la Dbase
d'apprentissage.

Cette diversité des methodes de classification
automatigue provient essentiellement de deux évolutions:

- la premiére eévolution est le besoin de comprendre ,
d'analyser et finalement de maitriser les systémes complexes.

~-la seconde évolution est le résultat d'une progression
des moyens informatiques gui se traduit d'une part par une plus
grande capacite de mémorisation d'informations sur le
fonctionnement des systédmes et d'autre part par 1'augmentation
de la pulssance des moyens de calcul.



Toutefois on peut classer les méthodes de classification
automatigue en guatre groupes:

-approche métrique
-approche informationnelle
-approche statistique
-approche graphique




I-3~2 APPROCHE METRIQUE

L'approche meétrique est basée sur l'utilisation d’'une
métrique gui permet de définir des indices de similarité ou de
dissimilarite.

Dans cette approche on place:
i- les méthodes de classification hiérarchiques qui

permettent d'établir une hiérarchie de partitions sous forme
d'un arbre de classification.[CAI,76].

{X*1 {X2}
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fig.4 arbre de classification

A la racine de l'arbre il y a une seule composante qui
est en fait la base d'apprentissage ; les feuilles sont autant
de composantes que d'observations dans la base.

Avec une procédure agglomérative on part des feuilles
pour aboutir 4 la racine , alors gu'avec une procédure divisive
on suit le chemin inverse.

Ces deux procédures sont arrétées lorsque la partitiaon
obtenue correspond 4 la partition souhaitée.



ii la méthode du type nuées dynamigues est un
algorithme iteratif permettant d'obtenir 1la partition qui
minimise un critére fixe W.[DID,79].

iii les méthodes utilisant les concepts flous permettent
de définir des indices de dissemblance et de construire des
sous-ensembles flous 4 1'aide d'une fonction d'appartenance.
[KAU,75],[BER,86].

Le probléme commun 3 toute les méthodes metrigues est
naturellement le choix de la métrigque

I1 est évident gque les résultats obtenus varient
fortement en fonction de la métrique adopteée.



I1-3-3 APPROCHE INFORMATIONNELLE

La méthode utilisant 1l'approche informationnelle permet
de mettre en évidence le concept d'information entre variables
appelé transinformation.[SHA,48),[ASH,65],[STA ,83].

Ce concept est trés utile lorsque le couplage entre
variables est du 4 des mécanismes non linéaires.

L'utilisation de quantités telles que 1l'entropie ou
1'information mutuelle entre variables aléatoires nécéssite la
discrétigsation du domaine des valeurs de chaque variable:

Naturellement les résultats obtenus sont fonction de
cette quantification.



I-12

| I1-3-¢ APPROCHE STATISTIQUE

Les methodes statistigques qui sont évogquées dans ce
paragraphe ont pour objectif de déterminer les paramétres
statistiques caractérisant chague composante.

Parmi les techniques utilisées on peut citer:

- méthodes bayesiennes
- méthodes du maximum de vraisemblance -
- méthodes utilisant les moments

Jusqu'ad présent les solutions proposées ne sont
applicables gue sous certaines conditions:

-matrices de covariances égales [COO ,64],(DAY,69]
-seul la probabiliteé a priori est inconnue {[KAZ,77]
-probléme réduit 4 deux composantes [MAR,77)]),[FUK,83]
-geules les vecteurs moyennes et les matrices de
covariances sont inconnues [MIZ,77]

D'autres solutions proposées nécessitent pour étre
appliquées des informations a priori difficiles 4 obtenir quand
on analyse une base totalement inconnue.



1-3-5 APPROCHE GRAFPHIQUE

La méthode graphique proposée par J.G. POSTAIRE et
C.VASSEUR [POS,81] , permet de résoudre ce type de probléme
sans nécessiter aucune information a priori sur 1'ensemble
d'apprentissage , avec toutefolis 1'unique hypothése gque les

observations suivent une distribution normale.

Xz

X

fig.5 fonction de distribution des observations

En utilisant 1'algorithme rapide développé par
J.G.POSTAIRE et C.VASSEUR [ VAS,81 ] , on arrive a4 déterminer
les modes de la fonction de distribution et les observations
les plus représentatives de ces modes.

La méthode est quelque peu sensible & certaines
particularités locales de la fonction de distribution.



I-4 MODELISATION DES MODES DE FONCTIONNEMENT

I-4-1 INTRODUCTION

L'objectif de la derniére phase de la figure 1 est de
modeliser chacune des composantes afin de pouvoir identifier

toute nouvelle observation en la classant 4 1'aide d'une régle
d'attribution adaptée.

Mais avant de reéaliser cette opération ,le résultat du
partitionnement de 1 'espace d'observation est analysé par un
expert du systéme étudié.

Généralement le résultat obtenu correspond & 1la
partition souhaitée,dans le cas contraire cette situation est
génératrice de nouvelles hypothéses de travail.

Chaque composante est modélisée soit:

-par un jeu de paramétres et dans ce cas l'attribution
de nouvelles observations se fait 4 1'aide d'une décision
paramétrigque.

-par un ensemble d'observations considéreées comme des
prototypes et 1'identification des nouvelles observations est
réalisée 4 1l'aide d'une décision non paramétrique.



I-4-2 DECISION D'ATTRIBUTION NON PARAMETRIQUE

En utiligant 1la régle des K plus proches voisins,toute
nouvelle observation est attribuce 4 la mieux

representee parmi ses K plus proches voisins.{FUK,84},[TOM,76].

composante la
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fig.5 regle des KPPV

L'avantage de cette méthode est de ne pas nécéssiter

l'utilisation d 'hypothéses sur la

distribution des
observations. Par contre elle présente deux handicaps majeurs:

-le premier vient du fait gue la méthode nécéssite de
gros efforts de mémorisation des observations.
-le deuxiéme est le co0t de calcul trés élevé nécéssaire
pour classer une nouvelle observation.

Des travaux ont été menés pour d'une part réduire le

prototypes représentatifs de
d'autre part

nombre de chague

composante,et
pour accelérer les calculs lors de l'attribution

d'une observation.[CHIN,74],[GRE,84].



Lorsque les modes sont linédairement séparables,on

recherche les meilleurs hyperplans séparateurs.{GU,85].

X2
X4

fig.5 composantes linédairement Séparables

Les coefficients de ces hyperplans sont déterminés en
utilisant les prototypes définissant chague composante.



1-4-3 DECISION D'ATTRIBUTION PARAMETRIQUE

Une régle d'attribution basée sur une décision

bayésienne est généralement adoptée,car elle minimise l'erreur
de classement.

Evidemment cela revient & poser a priori la forme de la

loi et 4 estimer ses paramétres caracteéristiques 4 partir des
prototypes dont on dispose.

Cette loi est en général la loi de GAUSS multidimen-
sionnelle.

1

P(X)= EXP{-(X-N)T5-2(X-X)/2}
(2n)d/2i2}1/2

avec X=(X,:,¥X2,...,%a)7 vecteur aléatoire
X=(X:1,X2,...,Xa)" vecteur moyenne
I matrice de covariance

Soit C le nombre total de composantes du mélange
gaussien.

Chaque composante wx est définie par ses prototypes:

wr={X*} i=1,Nx Nk est le nombre de prototypes de wg
K=1,C

Les paramétres caractéristiques de wx sont:

-probabilité a priori

N Qg PX* (1
P e avec les contraintes C
C > Pr=1
a

Z.?i e =

1 -



~-vecteur moyenne

_ 1 N
XK S Xs
NK A =1

-matrice de covariance
1 Nx
2

1 =

(X* - —ix)(xx _ ?n)'r
-1 1

-valeurs et vecteurs propres

ATy
ur
IDY,

[.L'estimation

revét un intéret certain

fournissent une image precise

l'espace d'observation.

Les vecteurs propres

d'inertie de la composante,et

la dispersion des

propres.{CAI,76].
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des parameétres

dans la

les valeurs propres
observations

cette matrice est symétrique,
définie et positive

o o N

mesure od ces paramétres
de chague composante dans
fournissent les directions des axes

fournissent

autour de ces directions

valeurs et vecteurs propres
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I-5 APPROCHE RECURSIVE DANS L'ESTIMATION DES PARAMETRES

STATISTIQUES

I1 est fondamental de prévoir une approche récursive
dans l'estimation des paramétres statistigques d'un mélange
gaussien , ce gui permet d'intégrer d'une maniére dynamique les
nouvelles observations gui viennent enrichir la base
d'apprentissage.

On a vu dans le premier paragraphe de ce chapitre que la
base utilisée peut étre dans certain cas incompléte et qu'il
est fondamental de l'enrichir par 1'apport de nouvelles
observations.

Cette approche récursive permet d'affiner les
estimations des parameétres statistigues fournies par les
méthodes de classification automatique développées précéddemment
qui demeurent essentiellement caractérisées par une approche
statique.

La démarche récursive dans 1'identification d'un mélange
gaussien est développée selon le schéma suivant:

ADAPTATION DES
PARAMETRES
STATISTIQUES

S

IDENTIFICATION TECHNIQUES DE BASE
A L'AIDE D'UN CLASSIFICATON D'APPREN-
MODELE ADAPTATEE AUTOMATIQUES TISSAGE
-3
NOUVELLE

fig.7 approche reécursive dans 1l 'analyse
d'un systéme



-les valeurs initiales des paramétres sont estimées 3
partir d'une base d'apprentissage selon la méthode
graphique.

~chague nouvelle observation est intégrée selon le schéma
de la figure 7

Cette démarche est analogue a4 celle proposée par T.GU et
B.DUBUISSON.[GU,851.

Le chapitre 11 est entiérement consacré 4 la question de
1 'adaptation des paramétres en fonction de l'arrivée des
observations.

Si l'estimation récursive des paramétres tels que
probabiliteé a priori , vecteur moyenne et matrice de covariance
est relativement simple 38 effectuer par contre l'estimation des

valeurs et vecteurs propres est plus délicate.

L'estimation de ces derniers paramétres est importante
dans la mesure 04 1ils fournissent une image précise sur
1'evolution de chaque composante en fonction de
l'enrichissement de la base d'apprentissage.

Ce suivi permanent de la réprésentation spatiale de
chaque composante permet de deéceler tout changement dans 1la
structure du mélange.

Les chapitres III et IV sont essentiellement centrés sur
cette guestion.

Les figures 8,8,10,11,12 et 13 illustrent selon les
travaux de WALLISER [WAL,77] ,le changement de structure gui
peut intervenir dans un mélange gaussien.
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fig.8 fusionnement de deux composantes.

pour un cas monovariable,ce fusionnement correspond &
la situation suivante:
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fig.9 fusionnement dans le cas monovariable




Les figures 1@ et 11 représentent 1'éclatement d'une

composante en deux

>
-

£

f1g9.10 scission d'une composante en deux.

Dans le cas monodimensionnel ,cette scission est
14

traduite par la figure 11

k
y v "
X o ¥
\ oo

-

.

A- A A, ¥
L x *
-~ » &TA..
i’*‘\_*
4‘-’
Y e
A

»

fig.11l scission d'une composante dans le cas monovariable




Le troisiéme et dernier cas correspond 3 la situation
o0 une nouvelle composante apparait.

//

e

fig. 12 apparition d'une nouvelle composante

et pour le cas monodimensionnel,on a:

fig.13 apparition d'une composante dans le cas monovariahle.




I-6 CONCLUSION

L'étude des systémes complexes par 1'analyse des données
est de plus en plus utilisée . Cette nouvelle approche est le
fruit de plusieurs évolutions convergentes.

L'approche récursive dans l'estimation des paramétres
d'un mélange gaussien permet d'apporter des améliorations aux
resultats fournis par une gquelconque méthode statique.

La qualité de la base d'apprentissage dépend d'une part
du choix des wvariables caractéristigues qui décrivent 1le
systéme et d'autre part de la durée de l'horizon d'observation.

Comme on ne peut pas allonger indéfiniment 1'horizon
d'observation , il importe de décéler tout changement dans la
structure du modéle dans le cas oQ la base d'apprentissage ne
contient pas tous les modes de fonctionnement . Cette dtude
fait 1'objet des chapitres III et IV .
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II-1 INTRODUCTION

Soit un meélange gaussien multidimensionnel dont les

paramétres statistiques =sont les suivants:

-probabilité a priori px K=1,C
~-vecteur moyenne Xx M K=1,C
-matrice de covariance I x ; K=1,C
Al K=1,C
-valeurs et vecteurs propres
ox,

: i=1,d

-fonction de densite de probabilité conditionnelle

1 — -
Pr(¥)= ' EXP{-(X-Xr)TL-T(X-X¥X)/2}
(2n)d/2’2}(i1/2 .
C
SPrpPr(X)=1
K=1
avec C:nombre de composantes

d:dimension de 1'espace d'observation

Soit alors un nouvel échantillon X attribué & la
composante wx selon une regle de décision qui minimise 1l'erreur
de classement.[CHI,?77],{TS0,78]

La figure 1 illustre,dans le cas d=2 les modifications

de stucture dans la composante considérée induites par 1'inté-
gration d'une nouvelle observation.

Xa

X, Xy

fig.1 modification de structure d'une composante



On peut décomposer les effets de l'arrivée d'une
nouvelle observation selon les trois opérations

illustrées par
la figure2 .

F

-premiére opération
X2

> rotation des directions
propres

Xy
fig.2a

A
tdeuxiéme opération

X2

dilation/contraction des \
valeurs propres ‘

X
R fig.2b
-troisiéme opération
Xa
\ P
[V translation du centre de
L g masse
%

X1
fig.2c

fig.1 décomposition de la modificationde structure
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Il est clair que 1'ordre de dérculement de ces trois
opeérations est indifférent.

La premiére opération (rotation des directions propres)
illustre le passage des anciens vers les nouveaux vecteurs
propres:

U, ———» gr, "
La deuxiéme opération (dilatation/contraction des valeurs

propres) illustre le passage des anciennes aux nouvelles

valeurs propres:

AT Afe™

"La troisieéme opération (translation du centre de masse)

illustre le passage de 1l'ancien au nouveau vecteur moyenne:

YK ————— YK~

Pour toutes les autres composantes (i#K) les estimations
des paramétres statistigques sont inchangées.Seules les probabi-
lités a priori sont révisées en baisse

Chaque opération mentionnée précédemment est décrite en
détail dans les développementsgui suivent.
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I1-2 MISE EN EQUATION

Pour 1la K#™= composante,la matrice symétrique de cova-~

riance peut se mettre scus la forme suivante:

Ix=[U™y U%2... U%a] (Ury U2 o..0%a)™ (1)

Aprés inteégration d'une nouvelle observation dans la

composante wyx la matrice de covariance devient:

I =[(0%," UFz~...0"a"] (U, UXz ... UXa"]T

(2)

Les ensembles de vecteurs propres (0%,,0%;,...,0"4) et

(X~ ,0%*, ...,08,*) constituent deux bases différentes de
1l 'espace d'observation.

Le passage d'une base & l'autre se fait selon le tableau
suivant:
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UK1. Ur(z’ - o o UKd’

3

Ur, 0"z, O0%z22 ... O34
Ura OXaa OFg= .o OFaa

Dans la suite du developpement,pour ne pas
notations,l'indice K est supprimé;Ceci ne nuit pas

hension.

Le tableau (3) cantient la matrice [0}

passage d'une base vers 1 'autre.

[O]:{ OXJ} irj:lrd
avec U,-= [0] U, ¥ i=1,d
{0}-*=[0]7

Les éléments 0,5 de la matrice [O] verifien
relations suivantes:

d
T (00402 = T (0:3)% =1 Vi
j=1 1=1
¢ 0

O;:,.Omj =

j=1 %f idm
d YV i#n
2 O043+05m =0

[N
—

(3)

alourdir les

4 la compre-

guli permet le

(4)
(5)

t les

(6a)

(6b)



Ces résultats découlent du fait que les bases sont
orthonormées.

A partir de cette mise en équation la démarche de
calcul est la suivante:

i) deétermination de la récurrence pour la matrice de covariance
i i ) " ” "
i i 1 ) " L] ”"

i 1Y ) ” " "

les valeurs propres
les vecteurs propres

le vecteur moyenne et
la probabilité a priori
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JI-3 DETERMINATION DE LA RECURRENCE SUR LA MATRICE
DE COVARIANCE

Soit { X*,i=1,Nx }1'ensemble des prototypes représentant
la composante wk.

L'estimation de la matrice I est établie 4 partir des
prototypes X* , selon 1l'expression suivante:

1 N —_ —_
I = (X - X)) (X - X)T (7a)
Nx—l i=1
L'intégration de 1'observation KB+ 3 dans la base

d'apprentissage conduit & une nouvelle estimation I* donnée par

"

!H

MZ
e~

X

1 . —
X* Xi - X*)(Xi - X*)T (7b)

Z
¥
-

Dés lors , la recurrence liant I* 3 § est donnée par
un expression de la forme:

I+ = aX + BR (8)
Ny -1 . 1
avec aq = =
Ny (Nk+1)

R =(XNx=+21 _ })(kaa»a _S(‘)'r
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En posant (XMk*t _¥hyToAy, OBX,, ... OX4)T la
prend la forme développée suivante:

matrice R

r 7
(AY SW AX, .bXs TAD SURAY oN
FAD SINAD O (h¥2)2 DXy DXa
R =
DXy AKXy NAXg.2%, DXy DXa
L J

-~ on trouvera en annexe le détail des

calculs conduisant A4
l'établissement de !l 'expression (8).
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I1-4 DETERMINATION DE LA RECURRENCE SUR LES VALEURS

PROPRES

Par définition des valeurs propres, on a les égalités

suivantes:

LU, = X" Ou- (10)

1 ={u7] I

En utilisant 1

(aL + BR )

AT 1 [U~]7

'expressions (8) ,on obtient

=(U-30 A~ 1(0-37

Et en se plagant dans la base [U],1il vient

(0]T(aL + BR)[

En utilisant 1'

Ul=(U3*(U~3[ A~ J{0-]7(U0]

expression (5),on obtient

(U)T(aL + BR)(U] =(O1[ A~ J[O]7 (11)

Avec

(U)T(aZ)(U)=al A ]

{U)*(BR)[U])=BR"

R™=(XNk=+2

(XMr=1 _-i)

On conserwve pour R~

_i)"‘(XNR*—i _g)-r..

"= [U]T(XN=+1 _X)

la méme représentation que celle de R



A partir de (11} on tire:
al A ) +8R™ =[{0O]J[ A~ J(O]7
(el A ) #BR7)[O] ={01[ A~ (12)
En extrayant la i**m= colonne de 1l'égalité matricielle (12)
a A201s +8DX, (0., -AX, 402 DXz +...404a4-DXa)=014 A7
@ N20z21 +PDOX2(0,, DXy 4024 .DXz +...+40aDXa)=02.0 A™,
(13)
@ AaOas +BOXa (0,1, .8X; 4024 .8Xz +...40401.8Xa)=0as A"
A partir de(!3) on tire
Ois A7y ~a As) ) O2:( A712 -a Az):...:Oa;( AT -Q’Ad):F1(14)
AN O D Xz O X
Avec
F. =8(0,,.0%X: +0z2, DXz +...40a, .AXa) ¥ i=1,a

Par aileurs pour la

peut écrire:

AT

a As

+BAOK

d Oms
z

m=l O’,i

ii..m-

A X

eégalite du systéme (13),0on

(15)
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les rapports tels que Om1 /044 apparaissant dans
1'éguation (15) peuvent étre calculés 3 partir de 1'équation
(14) selon l'expression suivante:

ornx oxm A’i -« Al
O,l Axx )\’1 - /\m

M n=1,d (16)

En reportant ces valeurs dans 1'expression (15)

an
obtient 1'équation finale en )*. recherchée.
(6X,y)= (rXz)?2 (DXa)?
—_— + —_— teost ——m———— =1 (17)
AT - a Aa AT:1 - a Az ATs - &/\a

Cette égquation se raméne d la résolution d'une éqgquation
polynomiale en A~ de degré d .La resolution de cette éguation
n'esf en général pas simple.De plus le choix de la solution
oarmi les d racines n'est pas immédiat.

Pratigquement ]l 'estimation des A~y se fera selon une
méthode algorithmigue rapide qui est détaillée
paragraphe 7 de ce chapitre.

dans le
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I11-5 DETERMINATION DE LA RECURRENCES SUR LES VECTEURS
PROPRES

L'estimation des nouveaux vecteurs propres (U,",027",...,04")

se raméne & la détermination de la matrice de rotation [0].

Pour cela on utilise les relations (16) et (17) qui
permettent d'établir les expressions suivantes:

~d'aprés (16)

AX g ATs = a A
= --- 0., (18)
DXy )\’1 - 0’)\3

05.

~-d'apres (6a) et (18)

d ©BX3)2% ((A"s - a A.)?
(0.)2 % =1 ¥ i=1,d (19)
J=1 @X)?2 ( N"s = a As)?

Sachant que 1'intégration d'un nouveau échantillen ne
peut pas provogquer une rotation supérieur 3 n/2,0n choisit 1la
racine positive pour O, .

d (X332 (A" - a A.)2Y) =172
Ocy= s Vi=1,da (20)
JE1 OX )2 (ATs - @ As)?

Les équations (2@0) et (18) sont utilisées pour déter-
miner les autres ¢léments de la matrice [O].
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IT-6 DETERMINATION DE LA RECURRENCE SUR LE VECTEUR
MOYENNE ET LA PROBABILITE A PRIORI

a) Vecteur moyenne
8i Nk est le nombre de prototypes gui ont servi pour
identifier la composante wg , le vecteur moyenne X est doté
d'un poids egal 4 Ngk.

L'échantillon &4 intégrer est doté d'un poids egal & 1.

Le nouveau vecteur moyenne X* est donné par 1'expression:

1

N ( Xmxrr - X ) (21)
wt+

b) probabilité a priori

Soit M le nombre total d'observations dans la base
d'apprentissage. '

et Pt 1=1,C les probabilités a priori des différentes
composantes.

Aprés intégration d'une nouvelle observation dans wk ,
les probabilités a priori P* telles que iﬁK sont révisée en
baisse tandis que P¥ est augmentée.

NK NK+1
P = et P+ =
M M+1
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A partir de ces deux expression on tire:

M.P™ + 1 = (M+1).PX~

M i
PK*—=PK.___ O
M+1 M+1

gu'on peut facilement mettre sous la forme

| (1 - Px)
} PK» - PK +
M+1
N1 Ni
| Pi=— et Pirt=—1r i#K

M M+1

P*.M=P%(M+1)

P"*:P*‘
M+1
PL
Pi.«:Pi -
M+1

On peut écrire finalement:

(F - P*) 1 si i=K
Pi+=pPs+ 4 - avec F=- (22)
M+1 @ autrement
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ITI-7 CALCUL RAPIDE DES A",

Formellement,le calcul des AT

se raméne a4 la
resolution de l1'équation (17).La

résolution de cette éguation
non linéaire conduit 3 des calculs lourds et longs.

le principe d'accélération du calcul de AT« est fondé
sur 1l 'observation suivante:

- lorsque l'on intégre un nouvel échantillon dans
composante du mélange,la rotation dee vecteurs

une

propres est
d'autant plus faible gue le nombre de prototypes

cette derniére est grand.

representant

Cette observation est illustrée par la figure 3
Ur,
g, -
fig.3 faible rotation des directions propres

Par ailleurs,cette remarque se traduit sur les éléments

de la matrice de rotation [0O] par les approximations suivantes:

Oig.: 1
Ose= @ V 5=1,4 (23)

Compte tenu de ces remarques,l'expression (15) fournit

une premiére estimation A*,.o pour AT selon 1l 'expression:

AYi.o = a Ag + BOXy)2 (24)
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A partir de cette premiére estimation
g 'effectue selon le processus itératif suivant:

ATs

, le calcul de

- on reporte la valeur A*; _ o de 1l'expression (24) dans

l'expression (16) en remplacement de A*,
mnaniére les différents rapports Oms:«/Osy.

- en reportant les rapports Omi:/0O44

et on calcule de cette

dans 1l 'expression

{15) on peut calculer une nouvelle estimation de A*y.3: de A*s.

- on répéte les deux opérations précédentes jusgu'id ce

que la différence des deux estimations de A*,
un 3 fixe.

- l'estimation
approximation calculeée.

choisie pour

ATa

Ce processus itératif se traduit par
suivant:

procédure de calcul de A-.

soit inférieure &

est la derniére

l'algorithme

=23
n=0
Ao = a Ay + BOX,)?
WHILE £>%
n=n+1
DO A~s.n = A"1.0
FOR k=1,d kgi
DO
Oml. Axm /\’x,n [o4 /\L
Ois AX: A x.n « A
ATC.n = AVi,n +BDX .BXn.0me /Oy
END
END
€= A%c.n = A%i.n-s
END
END
A‘x = /\’x,n

END
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La convergence rapide de cet algorithme a été vérifiéde

sur des exemples bi et tridimensionnels qui sont présentés et

commentés dans les paragraphes gqui suivent.

Ceas exemples permettent d'établir une bonne estimation
de 1la vitesse d'éxeécution de cet

algorithme sur un
minicalculateur de type SEMS SQLAR.
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I1-8 RECAPITULATIF

Dans la pratique la méthode récursive d'estimation des
paramétres d'un meélange gaussien se résume dans 1 'éxécution des
étapes de calcul suivantes:

1 étape : calcul des A*( solution de 1'équation (17)
en utilisant l'algorithme rapide développé
dans le paragraphe II-7

2 etape : calcul des éléments 0,4, de la matrice de
rotation [0O] en utilisant les équations (18)
et (20)

3 eétape : calcul des directions propres U*; selan

l'expression (5)

4 étape : calcul du vecteur moyenne f;i selon la
reécurrence (21)

5 e&tape : calcul des nouvelles estimations des proba-
' bilités a priori selon la récurrence (22)

On wvoit gque c'est la premiére étape qui présente les
plus grandes difficultés de calcul ; l'algorithme rapide de
calcul des A permet de surmonter cette difficulté
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I1-9 SIMULATIONS NUMERIQUES ET PERFORMANCES

IT-9-1 METHODE

Afin de wvalider la méthode et les performances de
l'algorithme proposé, plusieurs simulations ont été effectuées,
selon la procédure suivante:

Etape n®1 génération artificielle d'un ensemble E de
S échantillons appartenant 34 un mélange gaussien caractériseé
par les paramétres suivants:

. dimension de 1l'espace d

. nombre de composantes C

. caractéristiques de wy (K=1,C)
<. moyenne Xx
<« directions propres Uxg (i=1,4d)
.. valeurs propres Ar,

.. probabiliteé a priori PX

Etape n®2 extraction 4 partir de 1l'ensemble E 4'un
sous ensemble e de s échantillons par tirage aléatoire.

Etape n®3 calcul des param@tres caractéristiques
estimés du MG & partir du scus ensemble e . Ce calcul se fait
en utilisant la méthode graphigque présentée dans le chapitre 1I.
Ces estimations constituent les valeurs initiales de

l'algorithme récurrent avec les notations suivantes:

. pour chaque composante wg (K=1,C)
.. vecteur moyenne X*(s) (j=1,d)
.. directions propres Ux,(s)

.. valeurs propres A¥s(s)

.. probabilité a priori Pr(s)
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Etape n®4 calcul des paramétres caractéristiques
estimés du MG en intégrant dans la base d'apprentissage e un
sous-ensemble @ de 8 échantillons.

R E
s £ 8 £ S

Ce calcul se fait par recurrence 4 partir des valeurs
initiales fournies par 1'étape n®©3

.Caractéristiques de la composante wx aprés intégration
de 6 échantillons:

.. vecteur mayenne X¥ ()
.. directions propres U¥,5(9)
.. valeurs propres \¥5(8)
.. probabilité & priori PX(e)

Etape n®5 comparaison des estimations courantes &

l'étape n®4d avec les valeurs réelles assocides au MG donné a
l'étape n®1

Etape n®6 recommencer les étapes 2,3,4 et 5 pour
différents sous ensembles e tirés de E.

Etape n®7 evaluation des résultats obtenus
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SIMULATION 2D

Une premiére simulation a été effectuée pour d=2 &

partir d'un

ensemble E

contenant

S=400

échantillons ’

appartenant au MG constitué de trois composantes (C=3) dont les
caractéristiques sont résumés dans le tableau-1.

composante 1 composante 2|composante 3
250 — 140 _— 200
vecteur moyenne = X = X =
200 180 100
directions propres Ul= @.25 U2= 0.5 U03= 8.64
{ radians?
valeurs propres Aa=11 Aa=10 Aa1=8
A2:7 )\2:6 )\226
probabilité Pi= 0.31 P2= ©0.38 P3=0@.31
a priori ;
3.

tableau-1: caractériétiques du MG

Le tableau-2

fait fonctionner récurrence
ensemblesg e , notées e.,ez,e3,e4
£§1=200, s,=250, £€3=300 et

se déroule pour

fournit les valeurs finales estimées

Remarque

conditions i1l
4

recurrence et

fournit les

1l 'ensemble eq
n'est pas
les paramétres

est égal
necessaire de

resultats obtenus

partir de
comportant

Sa=400 échantillons .
allant de s,(i=1,3) &4 S=400 et le tableau-2

(6 =S=400).

4 E et s,
faire £

estimés sont ceux

méthode statique (étape 3 seulement).

lorsque 1'on
divers sous-
respectivement

La récurrence

d § . Dans ces
onctionner la
fournis par 1la
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En complément des reésultats consignés dans le tableau-2,
les courbes de la figure 4 illustrent la dynamique d'évolution
des estimations en fonction de ©.

IT1-9-3 SIMOULATION 3D

La méme procédure a été utilisde sur un exenple
tridimensionnel . Les tableaux 3 et 4 repreésentent
respectivement les caractéristiques du mélange gaussien et les
resultats obtenus. (Le tableau 4 est analogue au tableau 2)
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II-9-4 ANALYSE DES RESULTATS OBTENUS

Les écarts relatifs des estimations finales par rapport
aux parameétres réels du MG sont évalués en comparant les
tableaux 1 et 2 (exemple 2D) ou 3 et 4 (exemple 3D) . Ces
eécarts sont évalués pour des récurrence partant respectivement
de e.,ez, ez et e =E.

la comparaison des résultats consignés dans le tableau 2-4
(4-d pour le cas 3D) avec ceux des tableaux 2-a,2-b et 2-c
{(4-a,4-b et 4-c pour le cas 3D) permet d'édvaluer la différrence
de performance entre les méthodes statique et récursive.

11 apparait alors gque la récurrence fournit des résultats
comparable 4 ceux de la méthode statique.

On peut difficilement décrire cette analyse de performance
de maniére analytique . En effet , les évaluations dépendent de
la structure du MG et de l'arrivée des échantillons .

Toutefeois , il apparaft clairement que la recurrence
permet d'obtenir des résultats d'une qualité équivalente & ceux
obtenus par une méthode statique , avec 1 'avantage
supplémentaire de pouvoir démarrer les traitements numérigques a
partir d'un ensemble relativement incomplet d'échantillons . Ce
dernier aspect est trés important car il permet une édconomie
importante de mémoire lars de l'implantation sur calculateur.

I1 importe de noter que le temps d'itération est
indépendant du nombre d'échantillons déja traités , cette
méthode est particuliérement bien adaptée 4 une implantation
temps réel . A titre indicatif , pour 1'exemple considéré ,
implanté sur mini calculateur SEMS SOLAR , le temps d'itération
est égal 4 0.076 secondes.
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II-12 CONCLUSION

La méthode proposée , en complément 4 d'autres méthodes,

permet d'aborder le probléme de 1'identification des MG sous un
angle différent.

L'intérét de cette démarche peut se situer 3 deuxr niveaux:

- niveau méthodologique
. possibilité de partir d'ensembles d'échantillons
relativement incomplets
- niveau implantation informatigue
« calcul d'itération rapide
. mobilisation mémoire faible

Tous ces éléments rendent la méthode bien adaptée & des
mises en oeuvre temps réel pour des applications de type:

identification des systémes évolutifs ou prise de décision en
ligne.
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vecteurs
moyennes

directionsg
Propres

(radians)

écarts
types

Probabilijite

a priorj

Fa¥
A [252.7 R M=12.1 N
COMPOSANTE 1 |X= ©=0.33 ~ P=0.32
201.3 Ar=7.1
| ~ [141.8 A1 =10 A
COMPOSANTE 2 |X= 6=0.54 A P=0.40
| 181 Ar=7.6
L — 72N
A~ 1199 A Aqg=11.1 N
TOMPOSANTE 3]X= 6=0.64 N P=0.28
101.7 AL=5.9
Tableau-2-a estimation des paramétres pour §:=280 et 0=400

directions eécarts L
;g;éﬁggg propres types gFObablllté
priori
(kodions)
~
A [252.9 N Aa =111 N
COMPOSANTE 1 | X= 8=0.37 N P=0.32
201.4 AL =7
A
A [142.8 A4 =10.5 A
COMPOSANTE 2 X= ©=0.57 A P=0.38
( 181 Ai=7.4
: R
A [200.6 4 =12.1 N
'TOMPOSANTE 3 X= 8=0.64 A P=0.30
[102.3 A1=6.6
Tableau-2-b estimation des paramétres pour sz=250 et ¢=400
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vecteurs
moyennes

-directions
propres

(rcc\ichﬂ

probabilite
a priori

f

OMPOSANTE 1

[554

=1

201.5

OMPOSANTE 2
|

—

r142.3

=<1

181.2

=0.41

|
|

DMPOSANTE 3

204.4

=<>

102.1

Tableau-2-c estimation des paramétres pour s2:=300 et

=400

vecteurs
moyennes

directions
propres

(\'cc\(gns\

probabilité
a priori

bMPOSANTE 1

L))

[258

205

-

|
FMPOSANTE 2

=<1
H>

(148

183

T

)MPOSANTE 3

i

(204

105

-

o>

=0.29
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directions ecarts C .
vecteurs probabllzté
moyennes propres types A priori

(radians)

i A
| _|100 1.02 .49 [1.31 4=8
)JMPOSANTE 1 X=5100 970-64 @71.96 6F2.01 A, =6 P=0.273
| 300 1.32 "1.12 °|0.53 Ay =
| _[poo0 0.91 f2.27 f{1.13 A4 =9
IMPOSANTE 2| XH100 50-87 ©f1.63 ©52.40 Ay =6 P=0.363
i 100 1.13  j0.73 °[1.04 Ny=5
f : _ ‘ _
| _[1oo0 1.43  [2.5 1.05 Ay =9
IMPOSANTE 3| X300 ©40.59 @51.71 ©52.08 Ay =7 P=0363

100 1.05 “1.0s5 “{0.79 3=5

Tableau-3 paramétres réels du MG
vecteurs directions écarts probabiliteé

§ moyennes propres types a priori

(“Od(onb\

~ A
A fr01.2 17 .3 [1.s R=8.6 ~ »
JMPOSANTE 1| X5103.4 ©40.2 641.4 @eg1.7 LQ1=7.5 P=0.288
301.3 1.5 1.4 0.2 N3=5.5
- _ Fa)
A 3041 Atz BT .7 N=10. ~
MPOSANTE 2 X=106.8 6740.43 ©=1.13 af1.63 Ar=7.8 P=0.329
| 101.8 1.51 .71 l0.14 Ay=6.1
| _ ] A
| & |100. 4 A10.59 A12.10 A f1.8Y A4=9.2 A
IMPOSANTE 3| X304.6 651.02 850.55 g41.55  Ai=7.2 P=0.381
102.7 1.37 “[1.71 *lo.24 As=7.9

|

Tableau-4-a

estimations des

paramétres pour s§,:;=200 et ¢=400

e h
TN
"\4’?14'? .
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|

vecteurs directions écarts pfObablllté
moyennes propres types a priori
(rod\Onbj
1}
i — re [~ “\
afro1.4 A3 fo.17 (.73 Av=9 -
MPOSANTE 1| XH4102.9 870.19 €41.53 @H1.76 AL =8.3 P=0.320
301.6 1.39 T|1.4 0.25 Ay=5.6
i - - ~
A [304.1 AlL-08 , |0.49 , 1.55 N~=11.6 n
fPOSANTE 2| X=106.3 850-54 g=2.03 %f1.84 Au=7.6 P=0.313
| 102.4 1.33 1.7 0.27 Ay=6.1
- — - ’~
: A jr101.2 Al0-70 42,17 , [L.92]  Aa=9.9 -
fPOSANTE 3 X4304.6 670-89 670.66 &541.49 Av =7.3 P=0.367
102.7 1.35 “|1.81 .35 Ay =6.4

Tableau-4-b estimations des

paramétres pour s2=250 et ¢=400

directions écarts abili
moyennes propres types B oriori ®
(knd(qhs)
-~ — A
A [LO1.2 .0-95 [2.48 _D.72 Na=9.6 A
IPOSANTE 1 X=102.6 640-65 §40.91 6=0.69 A =8.2 P=0.364
302 1.37. "|1.62 .19 Ay=5.6
i - - -
i - o — ( 3\
| A 303 . 10-99 _10.77 , fL.99 N =12.2 R
POSANTE 2 X=106.2 §40.61 Of2.21 ©71.50 21 =8.3 P=0.277
103.5 1.37 1.19 7[0.42 Ay=6.4
- ~ - N
| A [101.8 fo.77  fo. 86 L [1.80]  As=10.5
POSANTE 3 X=304.9 50.99 852.40 671.97 AL =7.7 P=0.357
103.8 l1.12 "[1.72 0. 47 Ay =6.4
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directions

écarts i1
vecteurs propres types grg??g;ilté
moyennes ) .
(radians)
~
~ [10s.5 206 fo.ae fis7| A1z
OSANTE ;| X9108.0 87052 ©51.09 oF1.76 Ay =10.2 P=0.314
305.6 1.40 1.47 .19 =6
r - -
~[307.5 N ri2a Jo.3s  fled Av=11.7 .
OSANTE 2| X=110.7 650.33 ©51.90 @s1.52 Ac=10.0 P=0.351
107.7 1.57 “i1.46 Q- 11 A=7.1
T A
A 107.0 o.e2 .l0.64 h.so Av=12.3 .
OSANTE 3 X=306.8 ©50-73 852.18 641.92 Av=9.3 P=0.333
108.7 1.27 "1.75 .35 Ay=7.4
|

4

Table-4.d estimation of parameters for S= =400

bitig }
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chronologiques différents (composante 1)
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FUSIONNEMENT DE DEUX COMPOSANTES
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I11-1 INTRODUCTION

Dang le chapitre I on a vu que
peuvent fusionner dans le cas ou

certaines composantes

la base d'apprentissage est
incomplete.La figure 1! {llustre cette situation.

Q—-—N
/

aprés

avant

fig.l fusionnement de deux composantes.

Il est important de deéfinir des critéres qui mesurent la
séparabilité des composantes o0 dans le cas contraire le degré
de recouvrement de ces derniéres.

De tels critéres permettent en effet de prendre la
décision de fusionner ou non deux composantes.
Par ailleurs,les critéres employés , pour étre

efficaces,
doivent tenir compte de la géométrie des composantes.
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III~-2 DISTANCE MINIMALE ENTRE DEUX COMPOSANTES

Soient deux composantes w, et Wi ,un

séparabilité consiste a4 definir

minimale séparant ces deux

critére possible de
une distance euclidienne
composantes de la maniére suivante

[GRE,84):
-
s | L
Vn Ty, / /.\
/ ] . .
/ . / Mxm Mr, l . '\
4 , : \
\ s l SN
e
N 3 i ’\_ ' )l
N . . \v

*
fig.2 mesure de la distance entre deux composantes

d= min d{( M*I.,M%,)

m,1l

3
non
b
zZ
X H

N N

Ce criteare est rarement utilisé,car

il ne tient pas compte
de la géométrie des composantes.
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I1T1-3 DISPERSION DES OBSERVATIONS

| Intuitivement,pour deux composantes w;y
% la forme J=f (XX, X", Lx,Ix) intégre
! composantes wx et wx.

et wx un critére de
mieux la géometrie des

Dans ce critére les vecteurs moyennes XT et X fournissent
i les positions des centres de masse et
|
: covariance Igx

les matrices de
et Ix traduisent la dispersion des observations a
l'i{ntérieur des composantes.

La forme guadratique suivante

Jistr(S.~*.8s) (1)

dans laquelle S. et Sy représentent les expressions ci-dessous

S. =P*L: + PTIk (2)

Sp =PI(XT - X)(XT - X)T + PR(X® - X)(X® -X)7T (3)

X = PIXX 4+ PrYx , centre de masse de X et Xx {4)

est une traduction du critére J A l'aide d'une fonction
scalaire [ FUK,72).

| Ce critére quadratigue J; est le plus couramment utilisé

} pour mesurer la séparabilité des composantes.

Le suivi permanent de ce critére en fonction de l‘'arrivee
| de nouvelles observations nous permet de suivre l'évolution de
{ la séparabilité des composantes dans l'espace d'observation.




1
rﬁ — T s
P - wiet Wx ont tendance a s'éloigner
,/
-~
~
e
7
N\
N
~
~
\ .
I wry et wx ont tendance a fusionner
\.\
S—
\\
! - -

—

observations intégrées sequentiellement

fig.3 eévolution de la séparabilité des composantes

K.FUKUNAGA avec d'une part S.ANDO [FUK,77] et d'autre part

R.D SHORT [(FUK,78,a) [(FUJK,78,b] a montré gque le critére J,

équivalent 4 l'estimation des probabilités a posteriori P(w:/X)
P(wu/X).

est



III-4 MESURE DE L'ENTROPIE

On a wvu dans le paragraphe précédent que 1l'utilisation du
critére J:(?I,i",z,,zx) gui inteégre presque toutes les
informations sur la géométrie des composantes est éguivalent &
l'estimation des probabilités & postériori P(w:/X) et P(wx/X).

Dans le cas o1 le mélange gaussien considéré contient
uniquement deux composantes on a :

P(wz/X) +P(wx/X)=1 {(5)

Pour une une observation X 38 classer , plus la différence
entre les probabilités a posteriori est grande plus
l'incertitude sur son classement est faible.

Par extension deux composantes sont distinctes si

1'incertitude de classement des observations ayant servies &
les construire est faible.

A P(ur/X)

\Qiifles composantes wyx et wx ont tendance a fusionner

les deux composantes ont tendance 4 s'éloigner

N

P(ww/X)

fig.4 les probabilités a posteriori
comme critére de séparabilité

Si les wvaleurs des probabilités a posteriori ont tendance
4 e rapprocher , ceci traduit un recouvrement de plus en plus
important des deux composantes.
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En introduisant la notion d'entropie H définie par

l'expression

H=-P(wz/X)log(p(wz /X)) -P(wx/X)1l0og(P(wx/X) (6)

On obtient une bonne mesure de séparabilité ou de
recouvrement des composantes.[WAT,81]}

Si les deux composantes wry et wx sont suffisamment
distinctes 1'entropie H met en évidence trois zones:

Iy
I

T ™ |

fig.5 séparation de 1'espace d'observation en zones

L'entropie H est trés faible dans les zones I et II , ce
gui traduit 1 'absence d'incertitude de classement des
observations dans ces zones.

Par contre l'entropie est trés élevée dans la zone III ,
zone frontidre . Comme les composantes sont distinctes trés peu
d'observations tombent dans cette partie de 1'espace.

En suivant 1'évolution des estimations de H ou des
probabilités a posteriori unigquement en guelgques points
privilégieés ’ on peut avoir une idée précise sur la
séparabilité des composantes.
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Les points choisis sont: i*,i“,M,K,MKI.I]ssont représentés

sur la figure 6

Dwk

fig.6 présentation des points XT, X", Myyx,Mxx
Les points Miw,Mxx sont « deéfinis comme suit:

a)ils appartiennent respectivement aux frontiéres des

domaines convexes Dwy et Dwx gui caractérisent les composantes
wy et wx-.

La frontiére du domaine Dw; est

Dwr={ X/(X - X¥)Tr-2 (X - XT)=1 } (7)
De méme pour Duwyk:

Duw={ X/(X = X™)TL-i(X - X<)=1 } (8)

Mrx € Dwg et Mnxx € Dwx

b)Mix est 1le point le plus proche de wx,au sens de la
distance de MAHANALOBIS

Sa détermination peut eétre formulée de la maniére
suivante:
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il g'agit de minimiser la distance
Fxz=(X = XM)TL=3x(X - XX)
sous la contrainte (9)

(X - XT)Tp-23(X - XT¥)=1

Mxzr est définie de la méme maniére que Mix

il s8'agit de minimiser la distance

frx=(X - XRT)TL-23(X - XT)

sous la contrainte (10)

(X - XF)Tp-21,(X - ¥Xx)=1

Si 1'incertitude sur le classement des points tels gque
(XT,Mzx) et (X*,Mxz) qui caractérisent par définition
respectivemaent les composantes wy et wx augmente alors le
recouvrement des composantes devient important.

Il ezt en effet certain que l'influence d'une composante
sur l'autre s'exerce en premier lieu sur les points tels que

Mix et Mxx et gu'elle y est maximale.

Un algorithne rapide de deétermination des points Mk et
Mxx est développé dans le paragraphe 7 de ce chapitre
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III-5 LES MODES DE LA FONCTION DE DENSITE CONJOINTE

P(WK/X).

P(wz/X)

fig.7 distribution des observations

Les fonctions de densité de probabilité conditionnelle
PX(X/wx) sont des fonctions unimodales.

Dans le cas on les composantes wx

% et wx sont distinctes,
? la fonction de densité¢ conjointe:
|

fax(X)=PT.PX(X/wy) + PH.P*(X/wn) (11)

est une fonction bimodale.{OEF,83]
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Dans le cas contraire o0 Wi et wi ont un fort taux de
recouvrement ,la fonction £, (X) devient une fonction

unimodale.

Le suivi du nombre de modes est realisé en estimant 1la
fonction £ (X) aux gquatres points précédemment définis a
savoir:ix,i“,Mxx,Nxx

Les trols figures gqui suivent {llustrent alors les
diffeérentes possibilités qui peuvent se presenter pour deux

composantes wy et wk.

Pour simplifier la représentation graphigue on a choisi

deux composantes telles que: ikfi" et I:=Ix

Premier cas:composantes distinctes

Ear(XT) > Fop(Mrr)
s (X™) > Fyre(Mux)

—

Xa
Xy

fig.8 composahtes distinces pour les cas mono et

bidimensionnel
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On voit gque: o (XT) > Fare(Mrw)
£ar(XT) > fip{Muyx)

Ce qui traduit 1l'existence d'une vallée de la fonction de
densité conjointe f .. (X) entre les deux centres de masse.

Deuxiéme cas:composantes 8 la limite du fusionnement

: £ar(XT) = For(Mrn)
ka(XK) = ka(MKI)
fon(X)
Xz
X
Xy

fig.9 composantes 4 la limite du fusionnement

pour les cas mono et bidimensionnel
£ar(XT) 2 f£or(Men) avec Mzx = Mxx
Fan(X™) = £ (Mrz)

Entre les deux centres de masse,f. ., (X) présente un palier
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Troisléme cas: composantes en fusionnement

i £ (XT) < foire(Mrn)
£ (X™) < Fare(Mur)

/‘*\ flh(x)

/ N X
d >
|
»
X, X,
fig.10® composantes en fusionnement
Ainsi l'estimation de la fonction £ (X) aux quatres

points ?I,Q“,Mxk,Mxx permet de mesurer le nombre de modes de la

fonction de densité conjointe.

Dans le paragraphe 8 de ce chapitre,des exemples traitant
le cas le plus général sont présentés: y:%?k et xxfzx.




Dans le <cas général,la comparaison de fik(§3) a fin(Mix)

est fournie par les calculs suivants:

En utilisant 1'équation (11) et en remplagant les

fonctions de densité de probabilité par leurs expressions on

obtient

PI
(zn)d/ﬂlzlll/ﬂ
PK

(2n)d/2lle‘;/2

£or(RT)= EXP(-(XT - XT)Tg-1.(X% - X1)/2)

+ EXP(-(XT - X¥)Tg-2,(X* - X®)/2)

En posant: (YI - i“)TZ‘lx(il - ?“)=Kxi

p* px

£ (XT)ze———————  EXP(0Q) + EXP(-Kxi/2) (12)
(2n)d/2l21|1/2 (2n)d/2|le1/2
De méme pour £, {(Mzx) , on établit une expression

analogue a4 (12)

En prenant: (M1yx - iI)TZ“I(MIK - Xx)=1 M:ix € Dwg:
(M1 “i“)rz—iK(MIK - ?K)=KMik
pr px
Fire(Mix)= EXP(-1/2) + EXP(-Kms/2) (13)
(2n)d”|Xz]*’2 (2n)°’2|2x!1’2

La comparaison de fix(X) aux points X1 et Mix conduit aux

résultats suivants:
Composantes distinctes:

fxx(ix) > Fru(Mik) = Fru(XT) - frn(Mzx) > 0

PT.( 1 - 0.3) > P*.( EXP(-Kmi/2) -EXP(-Kxi/2))

———

|le1/2 |ZK|1/2
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PI ,XKll/z

.7 — s > EXP(-Km1/2) ~EXP(-Kxi/2)
pK Izzlz/z

Composantes 4 la limite du fusionnement:

pI lzKll/R

PK IXI‘S./Z

0.7 = EXP(-Kms/2) -EXP(-Kxi/2)

Composantes en fusionnement

pz 'XKILIZ
B.7 =

—— EXP(-Kus/2) ~EXP(-Kxi/2)
px ,2111/2

(14)

(16)

(17)



111-6 DETERMINATION DES POINTS Myw ET Mxx

La détermination des points Myx: et Mxx peut étre envisageéee

de plusieurs maniéres.

Premiére méthode:

Dwy

fig.1l1 contours Dw, et Dwy

Dus={ X/(X - XT)TE-2;(X - X*)=1}
i Dwy={ X/(X - X®)TL-2, (X - X=)=1}

La premiére méthode de recherche de ces deux points
consiste a définir en fonction d'un paramétre K un faisceau de

contours eéguiprobables tels que:

| Dwa(K)={ X/ (X - XX)TE-2:(X - X¥)=K} (17)
avec K € [0, [
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fig.12 faisceaux de contours equiprobables

Le point M,z représente le point de tangence entre les

contours Dws(K) et Dwxk

La traduction analytique du probléme posé est alors la

suivante:

coit 1'ensemble des points X tels que:
(X - XT)Tr-2;(X - XT)=K

et (19)
(x - ?K)Tz-xn<x - XK)=1

A partir de (19) on obtient (20)

(X - II)TX—AI(X - Ex)zK(X _ ix)rx—xn(x - XK) (29)

Dans ces conditions le point Mx:r correspond 38 une valeur
de K pour laquelle 1'ensemble des points X solution du probléme
se rédult 4 un seul point.
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On met l'expression (28) sous la forme suivante:
A(X) + B({(X) + C=0 (21)

A(X) fontionnelle quadratigue

B(X) " linéaire
C constante scalaire
avec la matrice A égale a3 A=I-*; -KI g
le vecteur B " B:-—X--\III + KZ—S.NQK (22)
la constante c - C:(ix)rz~1rix + (RK)Tz—lxiK

Intuitivement,on voit gue le probléme présente deux
solutions:

fig.13 Mx, et M;x points de tangence entre Dw, (K) et Dw,

Mxx est le point le plus proche de w; et appartenant A wy
MKI L] L] éloigné ”" ”

Dans le cas o0 d=3 on a les résultats suivants:
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/
Mxx Miz

»
v

7/ Krars Kiws K

Entre Myxr et Mux l'expression (20) founit un faisceau de
formes quadratiques.[GAN,66]

Pour k=Kuwxi , la forme quadratique représentée par (21) a

un seul point comme solution et il est aussi le centre de cette
forme guadratigque.[P0S,79]

Soit Xo le centre cherche , en posant Y=X ?o
l'expression (21) devient:

(Y + Xo)TA(Y + Xo) + (Y + Xo)TB + C =0 (23)
en développant(23) on obtient:
YTAY + YT(B + 2AXa) + C + XoTAXo +XoTB =0 (24)

(24) représente une forme quadratique centrée =i elle se met
sous la forme: YTAY + C'=0

le centre ¥o solution du probléme est

fourni par
l'expression:

B + 2A¥o=0 = Xo=A-1B/2 (25)

Du fait que K intrevient dans 1‘'établissement de

la
matrice A et du vecteur B

, on ne peut malheureusement pas
déterminer Xo d'une maniére simple.
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deuxiéme meéthode

Une autre maniére d'aborder 1le probléme de la recherche
des points Myxx et Miwx a été déja présentédedans le paragraphe 3
de ce chapitre.

Elle consiste 4 nminimiser des distances au sens de
MAHANALOBIS.

pour le point Mx: .
minimiser la fonction
Fr (X)=(X - XT)Tr-2,(X - XT)
sous la containte (26)

(X' = X¥)TL-1(X - X®)=1

En utilisant 1la technique des multiplicateurs de LAGRANGE
on obtient:

gs (X)=Ffz (X) + u[(X - X®)TL=2,(X - X¥) - 1]=0

gs (X)
L7 (X - XT) + pi= (X - XX)=0
oX (27)
1 (X - -
--E--—-(-—-i = (X = XF)TE-2,{X -~ X¥*) - 1=0
OH

avec py multiplicateur de LAGRANGE

En multipliant la deuxiéme égalité des expressions (27)
par le vecteur (X - i“)’ » on obtient la valeur de p.

(X -X*)TE-2:(X - XT) + p(X - X®)Tg-21,(X - X*)=0 (28)

==(X - X®)Tg-1 (X - X1) (29)



La valeur de p est placée dans la deuxiéme égalité des
expression (27).

L= (X = XF)=L7 (X ~ XF) (X - XM)TL=3(X - XT) (30)

-~ I
f

fx{X)

fig.14 minimisation de la distance f:x(X)

Il n'y a pas de solution analytigque simple 4 ce probléme
fOTT, 78]

Le paragraphe suivant propose une solution numérigue
utilisant un algorithme rapide.
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I11-7 ALGORITHME RAPIDE DE RECHERCHE DES POINTS M .. ET M. :

Pour trouver les points

MI.K

et

MHI ,0ON

utilise un

algorithme simple s'appuyant sur une méthode de relaxation.

Il consiste a générer
(MIK,GD,M:LK_LI"'rMKI.n) et
vers les solutions Mxx et Mix-.

MIK,@

Mrx.m

fig.15 definition de

vers Mix et Mp:x

L'algorithme adopteée

Premiére étape

Pour initialiser 1'algorithme,on choisit

Dw,, un point initial Mx,.o

deux

suites

(Mex .o, Mrx.31,+--,Mux.m)

de points

convergeant

deux suites de points convergentes

se décompose en plusieurs ¢é¢tapes:

sur le contour



Pratiguement ce point est 1l'extrémité de 1la direction

propre de w, la plus proche de wy au sens de la. distance

i généralisée.

Le domaine Dw, (Ke) portant le point Mxx,o a pour équation

Dws(Ke)={ X/(X - X*)TL~"*z(X - X*)=Ko} (31)

avec Kg:(MxI,m - XI)Tx-ix(MKI,g - XI)
1=(Mxxr.0 - X¥)TI"2k{Mxz.o - X¥) (32)

Deuxiéme étape

Les domaines Dw, (Ka) et Dwy étant convexes
intresection est convexe.[CIA,85]

grad(Dwk)

grad(Dwx(Ke)

—»
UMy ;

.2)

»fig;le'fhtersection de deux domaines convexes

leur

En calculant au point X=Mx:.e les gradients de Dw, (Ke) et
Dwy,. et en composant ces gradients , on obtient une direction

intersection.

U(ka,z)s- (grad(Dw;(Ko)) + grad(Dwk))x-Mki,g (33)

soit 4 1l'intérieur du domaine convexe intersection.

U(Mx1,e) dirigée vers le centre du domaine convexe

est choisi de telle sorte gque 1'extrémité du vecteur U
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! Troisiéme étape

| Soit Mkz1.e l'extrémité du

condstions on appelle Mux, s
i X My x

—
vecteur U(xr.o),dans

l'intersection de la
.o avec la frontieére du domaine Dw, .

ces

direction

Compte tenu de la convexité des domaines mis en jeu,Mx:x.:

est plus proche de Point cherché Mx: que Mx:.o-

Mz, o

[en}

(KI.@)

M. s

fig.17 définition de la sujite de points My, . o,Mus.2/,---

Quatriéme étape

On définit alors le contour Dw,(K,) portant le deuxiéme
point de la suite par les expressions suivantes:

\ Dws (Ki)={ X/(X - XZ)Tr-21;(X - X*)=K, (34)

avec Ki=(Mxx.s -

TI-*x(Mxx.s -
é 1=(Mxx,s -

X=x) Xz*)
yk)TX"*x(Mxx,x - Xr)

(35)
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Ki

fig.18 définition des contours Keo,Ki,...

Cinguiéme etape

En réitérant les étapes 2,3 et
PDintS MKI,O;MKI.LI-,"IMKI-F\
cherché.

4 on geénére une suite de
convergeant vers le point Mrrx

La méme

procédure est ensuite appliguée pour la recherche
du point Mzrx.

La deétermination d'un point

prend en moyenne 210 ms pour
un exemple

traité dans un espace bidimensionnel (d=2) et 314
ms pour un exemple tridimensionnel (d=3).
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EXEMPLES D'APPLICATION

IIT-8-1 INTRODUCTION

L'exemple présenteé
dimensions (d=2) .
dont les

tableau suivant:

a ete

éffectué dans

sont résumées

un espace a4 deux
On geénére un MG composé de deux composantes
caractéristiques statistiques

dans le

vecteurs écarts directions probabilite
moyennes types propres a priori
X,=102 Ai1=6.3

composante 1 U=-8" P=0.51
X2=200.1 Az=4.6
X1=123.1 | A1=5.9

composante 2 U=2° P=0.49
X=183.3 Az2=4.9

Tableau-1 paramétres du MG

Une troisiéme
est creée ,

composante situee
ses parametres sont dans le tableau-2

entre les deux premiéres

vecteur moyenne

écarts types

directions propres

X.=112.5

X2=192.5

1=5

/\2=3

U=-45"

Tableau-2 paramétres de la troisiéme composante
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On prend un ensemble e, » contenant 2080 observations
tirées de 1la troisiéme composante , gu'on intégre dans le
mélange initial.

Les deux critéres de séparabilite ’ probabilite a

posteriori et modes de 1la fonction de densité de probabilité

conjointe , sont utilisés ; les résultats obtenus sont
analyseés.



I11-8-2 FONCTION BIMODALE

Les courbes,représentées dans la

1'dvolution des estimations de la fonction bimodale frx(X)

quatres points ?‘,f“,ﬁnx et Mix en

des observations tirédes de 1'ensemble e,.

é frn(X)

.07

£rr(X™)
.08

.08

——

\

\

\

)
3 \
. \
A \
: QSR —— ————— “"—4———
A \
A \
' A}

10 30

figure 139,illustrent

aux
fonction de l'intégration

frn(Myx)

20 100 130

fig.19 évolution des estimations de fix(X)

Les courbes de la figures 19 font

ressortir nettement
l'existence de guatres zones.

la premiére zone correspond a la situation ol

les
composantes du MG sont encore distinctes.

Pour donner une image
l1'état du MG abtenu
tirdes e, .

du MG dans cette z6ne,on considére

apreés intégration de 4@ observations

Le tableau-3 contient toutes les informations sur 1 ‘'état

du MG a8 ce moment précis de son eévolution.
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vecteurs écarts directions probabiliteés
moyennes types propres a priori
X,=107.5 Ai=7

composante 1 =-28° P=0@.4
X2=199.5 Aa=3.8
X1=116.7 A1=7.3

composante 2 U=-36° P=0.6
X2=188.8 Az=3.5

Frn(X*)=(0.16).10-2
Frn(X"®)=(0.4).10-12

Tableau-3 état du MG apreés intégration de 40

La figure 20 ,

vallee gui

La deuxiéme

Zone

observations

> fIK(MxK)=(0.99).1D‘2
> frrx(Mx:r)=(0.1).10~*

qui represente

correspond

1'image du MG ,
sépare les deux centres de masse.

au cas

composantes sont sur le point de fusionner.

montre la

critigue o0 les

le tableau-4 et la figure 21 illustrent 1'état du MG aprés
avoir intégreé 80 observations tireées de e,.

vecteurs écarts directions probabiliteés
moyennes types propres a priori
X,=106.8 A1=6.3
composante 1 U=-27° P=0.35
2=199 Az=3.4
X1=115.5 A:=6.4
composante 2 =-38 P=0.65
X2=19002 )\2=2.9

Tableau-4 état du MG aprés 1'intégration de 80
observations
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Frn(¥T)=(0.16).10-* = Frp(Mrx)=(0.16).10~*
Fru(X¥)=(0.37).10-* > frx(Mxz)=(0.17).10~2

On remarque sur la figure 21 gque la fonction fix(X) est
sur le point de devenir unimodale.

La troisiéme zone correspond au cas interressant du
fusionnement.

Aprés l'arrivée de la 14@**™* gbservation 1'état du MG
est comme suit:

vecteurs écarts directions probabilités
moyennes types propres a priori
X.=107 A1=5.9

composante 1 U0=-25 P=@.37
X3=199 A=z=3.1
X,=114.8 A1=5.73

composante 2 U=-39 P=@.63
X2=191 Az=2.9

tableau-5 état du MG aprés integration de 1490
observations

Frn(XT)=(0.16).10-* < Ffyrp(Mzx)=(0.2).10-3
Fry(X¥)=(0.49).10"* > Ffrp(Mxr)=(8.22).10-2

On note que la fonction f:x(X) ne présente plus qu'un seul
mdde.

La quatriéme et derniére z8ne de la figure 19 correspond

au cas o0u le degré de fusionnement des composantes est trés
important.
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Aprés l'inteégration de 180 observations on a les résultats
suivants:

vecteurs écarts directions probabilités
moyennes types propres a priori
X,=107.3 A:1=5.8
composante 1 U=-25° P=@.256

X2=199 Aa=3.1

j X:1=114.3 A1=5.4

| composante 2 U=-41° P=0.75

| X2=191.6 A2=2.6

Tableau-6 eétat du MG dans le cas od le taux de
fusionnement est important

Frn(XT)=(0.14).10-* < frn(Mix)=(0.25).18-2
Frn(X¥)=(08.57).10-% > fryx(Mwxx)=(0.24).10-2

On remarque gque fix(Mix) devient plus grand que frx(Mx:r) .,
ceci provient du fait gque Mix se trouve 4 l'intérieur de la
composante wx . La figure 23 représente cette situation.
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fig.20 image du MG obtenue apres 1°

intégr i
de 40 observations gration

Xz



'

X2

£ig.21 image du MG obtenue apres l'intégration
de 8@ observations

ﬁ@
L
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Mxx

fig.22 image du MG obtenue apres 1'intégration
| de 140 observations

BU

LitLg

Xz
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fig.23 image du MG obtenue apres 1°'
de 180 observations

intégration

4

X2



II1I1-8-3 UTILISATION DES PROBABILITES A POSTERIORI

le suivi du classement des points tels Mix et Mx: , en
fonction de 1'intégration des nouvelles obsgervations , est
important dans 1la mesure ol il permet d'une part de décéler le
début d'influence d'une composante sur 1'autre et d'autre part
de pouvoir estimer le degré de cette influence.

Les figures 24,25 et 26 représentent l'eévolution des
probabilités a posteriori des points Mix et Myzx.

Sur la figure 24 , on note gque le point M:ix , gui
appartient par définition a wy , est constamment attribué 3 wx
4 partir de l'intégration de 50 observations . Ce gqui traduit
l'influence de plus en plus prépondérante de wx SuUr wire.

La figure 26 , gqui regroupe les figures 24 et 25 , met en
evidence plusieurs zones.

Dans la premiére zone , les composantes wry et wx demeurent
distinctes mais leur influence mutuelle commence a4 se faire
sentir.

PT(wz/Mzx) > PE(wi/Mrx)
PR (wx/Mxx) > P¥(wx/Mxzx)

les points Mix et Mx: sont correctement classeés.

Dans la deuxiéme zone , le point My: continue d'étre
classé correctement tandis gque le point Mzx est mal classé .

PT(wr/Minx) < P¥(wx/Mzx)
P¥(wx/Mxx) > PX*(wz/Mxz)
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£ig.25 ¢volution du classement du point M,
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fig9.24 évolution du classement du point My,
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Y

.26 évolution du classement des

A . A O
40 20 169 130 169

points M« et Mix

- —-—————— ——T T ——

——
40 20 \0o 130 160

fig.28 évolution des différentes distances



Cu fait gque les composantes ont tendance 3 fusionner les
polnts M1k et Myq se rapprochent de plus en plus comme le
montre la figure 28.Ce qui explique la tendance des points Mix
et Mxrx 4 avoir les mémes probabilités a posteriori

aux deux composantes.

par rapport

Aprés l'integration de 178 observations Mix est confondu
avec Mxzr.

. Mrr=Mxx
Km1k=1~®3
thx:l -@7

f1g.29 état du mélange aprés avoir intégré 17@
observations

La troisiéme zone traduit le degré de fusionnement des
composantes.

Le point er,qui par définition caractérise wr,se trouve a
l'intérieur de wx et posséde par conséquent plus de chance

d'appartenir 4 wx gque le point Mxry .La méme remargue peut étre
faite pour le point Myxx.



IIT1-8-4 PARAMETRE DE LA COMPOSANTE SOMME

les parameétres de la composante somme resultant du

fusionnement de wx et wy sont les suivants:

- centre de masse (PF% +P“)X=P’§1 + prRYXK
X1,=111.85
i’“2=193.4

- matrice de covariance (P* +PX)p=pXgI 4+ PprpK

-écarts types
/\1=5034
A2=2.69

-~ direction propre
U=-42"°

En créant un mélange gaussien constitué des trois
composantes utilisées dans cet exemple (voir tableaux { et 3),

le résultat fourni par la méthode graphique lorsqu'on prend un

ensemble ez contenant 300 observations est le suivant:

centre de masse écarts types direction propre

X,=110 AL=12.8 U=-36"°
X2=194 A==4.58
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III-9 CONCLUSION

Les critéres retenus dans ce chapitre sont trés utiliseées

pour mesurer la séparabilite des composantes d'un mélange
gaussien .

L'estimation de ces critéres uniquement en guelgques points
privilégiés de 1'espace d'observation n'enléve rien & leurs
efficacites , car les points choisis traduisent toute

l1'influence gue peut avoir une composante donnée du mélange
gaussien sur les autres .
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IV AUGMENTATION DU NOMBRE DE COMPOSANTES D'UN
MELANGE GAUSSIEN

IV-1 INTRODUCTION

Nous avons présenté dans le premier chapitre un apergu

sur les différentes situations dans lesquelles le nombre de

composantes modélisant un systéme peut augmenter.

Les figures 1 et 2 nous rapellent ces différents cas.

L 4

<

apres

fig.l scission d'une composante en deux.

L. 4

O—
| O=—0=

avant

apreés

fig.2 apparition d'une nouvelle composante.
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Le changement de structure du melange gaussien
modeélisant un systéme complexe peut avoir pour origine
essentiellement deux causes.

La premiére cause vient du fait que tout systéme complexe
peut , au cours de son evolution ’ voir sa structure se
modifier d'une maniére tout &4 fait naturelle.

La seconde cause provient tout simplement du fait de
l'utilisation d'une base d'apprentissage initialement
incompleéte.

Les critéres utilisés pour mettre en &vidence ce
changement de structure sont basés principalement sur 1'étude

de la structure interne de chague composante entrant dans le
MG.

Les paragraphes 2,3 et 4 sont consacrés 4 la présentation
de guelgues critéres employés dans cette partie.

le premier critére , basé sur 1l'édtude de la dispersion
des observations autour des axes principaux d'inertie , sert
surtout a4 mettre en évidence la scission des composantes.

‘ Le second critére , base sur la définition d'un contour
de confiance englobant un pourcentage déterminé d'observations
appartenant & la ménme composante , permet de déceler
l'apparition de toute nouvelle composante.

Le troisiéme critére , développe® par SMOLART [sMO,82],
s'appui sur la définition d'un contour de confiance qui englobe
les nouveaux centres de masse X*.

Les critéres 2 et 3 , comme on le verra par la suite
sont tout a fait équivalents.

’
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IV-2 MESURE DE LA DISPERSION DES COMPOSANTES

L'objectif de la reconnaissance des formes est de tirer, &
partir d’'un nuage d'observations servant de base
d'apprentissage, des formes représentatives de la base
considérée.[WAT,81] )

fig.3 nuage d'observations

fig.d4 formes retenues 4 partir du nuage d'observations
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L'estimation récursive des

paramétres statistigques
développée dans

le chapitre II1 permet d'améliorer 1l'estimation
de ces paramétres et par conseéquent

d'ameliorar la
représentation spatiale des formes retenues.

fig.5 concentration des formes dans des régions
distinctes

Dans le <¢as o©u le choix

des formes tirées du nuage
d'observations est confirmé par

l'intégration des nouvelles
statistigques tels gque les valeurs
représentent la dispersion

directions propres U,
asymptotigquement vers les paramétres

formes retenues.

At

observations,les paramétres
propres estimées //\\L qui

des
observations autour des

tendent
réels A:s définissant les

valeur asymptotique A

intégration séquentielle des observations

fig.6 évolution asymptotique des paramétres
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Mais dans le cas
confirment pas le choix
dispersion des
met & varier et

oQ les nouvelles observations ne
des formes initialement

retenueg,la
observations autour

des directions propres se

lés paramétres de la composante considéréde
évoluent vers d'autres valeurs asymptotiques.

1

= o e = e = e e

\’-__’A - = N

“ryaleurs asymptotiques

début du changement de structure

>
nombre d'observations intégrées sédquentiellement

fig.7 évolutions asymptotigques des paramétres

La figure 8 illustre cette situation dans le cas de
l'éclatement d'une composante en deux.

forme initialement retenue

- nouvelles observations
rd /-
N~ e — — ¥ ———  _nouvelle forme

fig.8 évolution de la forme en fonction de
l'intégration des observations



En analysant les figures 7 et 8 , on peut conclure gu'une
nouvelle forme est obtenue lorsque les paramétres statistiques
A1 atteignent leurs nouvelles valeurs asymptotigues.

Ainsi le suivi de 1'évolution des paramétres Mi: qui
traduisent la dispersion des observations autour des directions
propres est utilisé pour mettre en évidence 1‘'apparition de
nouvelles formes 4 partir de celles retenues initialement.

Ce critére est surtout utilisé pour déceler le début de
scission d'une composante.

Le cas du glissement naturelle d'une composante est A
distinguer de celui de 1la scission.Dans 1le premier cas les
observations a4 intégrer sont situées en majorité d'un méme cote
de la composante considérée et ce phénoméne se traduit par un
glissement de son centre de masse; par contre,dans le second
cas,les nouvelles observations sont distribuees de part et

d'autre de la composante de telle sorte gue son centre de masse
ne glisse pas.

\
l
1?7
/(
x

nouvelles observations

’A‘ﬁ;”—‘—_ﬁﬂ,—glissement de wgq

A
X

fig.9 glissement naturel d'une composante



IV-3 DEFINITION D'UN CONTOUR DE CONFIANCE

IV-3-1 INTRODUCTION

On définit ,pour une composante donnée w , des contours
Dw(K) homothétiques dépendant du paramétre K et pouvant

englober entre 0% et 100% des observations appartenant 4 1la
composante w .[LEH,59]

———————=contours Dw{(K)

.domaine de définition

fig.10 définition de contours englobant un
pourcentage déterminé d'observations

IV-3-2 CAS OU LE NOMBRE D'OBSERVATIONS EST GRAND

Soit { X* } i=1,N 1l'ensemble des observations ayant servi
4 construire une composante w

Dans le cas ol le nombre N est grand,YOUONG dans [YOU,78)

a montré gue les contours Dw(K) suivent une distribution du X2
centrée 3 d degreés de liberté.
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Pour atteindre <ce résultat,il appligque 38 toutes les
observations X* une transformation 1linédaire ,ce qui permet de
définir une nouvelle variable Y*.

Yo=W( X*-X ) (1)

Le centre de masse et la matrice de covariance des
variables Y* sont donnés respectivement par les expressions (2)
et (3).

1 ™ 1 S
Y=—D W( X*-X ) =— W3 ( X*-X ) =0 (2)
N 1=1 N L=
1w 1 ™
=———Z £.¥2% = 3 W( X*-X ).( X*-X )TWT
1 A =3 N ESL N
1 — -
W — S ( X*-X ).( X1-X )T WT
N..i 1 =13
=W Ix WT (3)

Pour les variables X* ,le contour de valeur K est défini
par les expressions suivantes:

Dw(K)={ X/ ( X-X )T Ix~* ( X=X ) = K } (4)

={ X/ ( W=2Y )T Ix=* ( W-*Y ) = K }
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Ce gui est égquivalent a

Dw(K) ={ Y/ (Y)T(W=2)T Ix~* (W-*)Y

]
=
——

{5)

A partir des expressions (4) et (5) on tire 1'édgalité
sulvante:

Dwy (K)={X,Y/( X-X )T Ix=* ( X-X )=(Y)T Iy~* Y=K } (6)

La matrice de transformation W est choisie de la maniére
suivante :

W= (A1 U] , (7)
Les matrices [ A ] et [ U ] sont tirdes de Ix et

correspondent respectivement aux matrices de wvaleurs et
vecteurs propres.

Dans ces conditions la matrice Iy prend la forme suivante:
Iy=W Ix WT = A 1% U ] Ex [ U J70C X ]-™
= I ]} (8)

Finalement le contour K suit une loi de distribution dujiz
centrée 34 d degrés de liberté.

a
Dw(K)={ Y/ (Y)T [ I } ¥ =3 (Y,)? =K } (9)
3 =2

Dans 1'expression (9), les Y5 représentent les composantes
de la wvariable Y.

La transformation W permet de réduire les domaines Dw(K) &
des hypersphéres centrées 3 l'origine et de rayon VK.
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A partir des propriétés d'une distribution du X® centreée
avec d degrés de liberté on tire les égaliteés suivantes:
E [ Duw(K) ]=d (10)
VAR [ Dw(K) ]=24d (11)
Le contour standard est donné par 1l 'expression (12)

A

Dw(K)= E [ Dw(K) ] +{VAR [ Dw(K) ]

=a +\f 24 {(12)

La figure 11 représente une distribution du:[z(a).

I:I.

a=0.01

i

v

fig.11 distribution duX2(q)

Dans le cas classigque de 1'hypothése Ho,c'est & dire gque
toutes les observations appartiennent a4 la méme distribution
normale,l'erreur de premiére espéce représentée par a traduit
la probabilité de refuser de classer la nouvelle observation
dans une composante donnée alors gu'elle lui appartient.

En imposant 4 g la valeur 2.01 , on détermine le contour

Dw™ qui englobe 99% des observations appartenant 2 la méme
distribution normale.

Dw~= Xa? (a=0.01) (13)



Par exemple, pour un espace d'observation

dimensions (d=3) et pour o« fixé &4 0.01 (a=0.01)
contour de confiance est fournie par

.
.

Dw~=X32(g=0.01)=11.34

’

la

Si 1'observation X & classer est portée par un

Dw(K)=(X-X)TIx~2(X-X)=K ,tel que K>Dw

alors

a trois
valeur du

contour :

l'observation X est rejetéde avec une probabilité d'erreur

inférieurea 2.01

l'observation X est inteégrée dans la composante.

;dans le cas contraire ,correspondant & K<Du”
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IvVv-3-3 'CAS OU LE NOMBRE D'OBSERVATIONS EST FAIBLE

Dans le cas o0 le nombre d'observations N est faible les
contours Dw(K) sulvent une distribution de FISCHER 4 (d,N-d)
degrés de liberté : Fa,.m-a(a).

Pour cela, on utilise le résultat obtenu par ANDERSON dans
[ AND, 58 ] ,quil stipule que la variable scalaire définie comme
suit

T2 = PT [-* P (14)
{la variable P suit une distribution normale centrée identigue

4 celle des observations X sles variables X?* et P
appartiennent 4 des sous-ensembles disjoints).

N observations ayant servi
a4 estimer Y

v reel variables a4 classer

fig.12 représentation des variables X et P

a une distribution de FISCHER avec ( d,N -d ) degrés de
liberte.

(N-d)

———————— =Fa.n-a 1
(N-1).4d (a) (15)



Anderson a montré gue la région critigque est donnée par
l'expression suivante:

d.(N-1)
————— Fa.n-al(a) (16)
(N -d)

Fd,N—d

a=0.01
région critigque

fig. 13 distribution de FISCHER

Fa.n-a(x) représente la valeur d'une variable de FISCHER

centrée pour l'erreur de premiére espéce avec o fixé 4 0.01.

En prenant la variable P égale a

(17)
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L'egaliteé (14) devient :

N - -—
T2 = ( X-X )T -2 ( X=X ) (18)
N+1
N
T2 = e Dw(K) (19)
N+1

A partir des propriétés d'une distribution de FISCHER on

tire les résultats suivants

N+1

E [ Dw(K) ] = N E [ T= ] (20)

Et en utilisant la relation (16) on obtient

(N+1) (N-1)
E [ Dw(K) ] = - «d.E [ Fa.n-ala) ] (21)
N N-d
(N+1)=
VAR [ Dw(K) 1 = VAR [ T2 ) (22)
(N+1)2 {N-1)2
= - .d®, VAR [ Fa,n—d(a) ] (23)
(N)=2 (N-d)=
N-d
Avec E [ Fa.m-al(a) ] = pour N>d+2 {24)
N-d-2
2 (N-d)z (N-2)
VAR [ Fa.m-ala) ]= pour N>d+4 (25)

d.(N-d-2)2 (N-d4d-4)
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Pour déterminer le contour Dw™ gqui englobe 99% des
observations qui appartiennent 4 la composante w il suffit de
prendre pour g une valeur égale a 0.01.

(N#1) (N-1)
" N (N-4d)

DW1 d Fd,N_d((X:@ogl) (26)

Par exemple pour N=100 et d=6 on obtient un contonr de
confiance egal & 19.156 ; 11 constitue en fait un seuil
raisonnable 4 partir duguel on peut accepter ou rejeter avec

une probabilité d'erreur inférieure 4 0.01 , toute nouvelle
observation.

Ce seull est eévidemment le méme pour toutes les
composantes ayant été construites 4 partir de 100 observations
et évoluant dans un espace d'observation de dimension égale 3 6



IV-4 DEFINITION D'UN CONTOUR DE CONFIANCE POUR LES
NOUVEAUX CENTRES DE MASSE X+

D'une maniére identigue SMOLART dans [ SMO,82 } a défini
un contour de confiance pour les nouveaux centres de masse X~.

X observation a4 classer

domaine de définition de
la composante

contour de confiance pour X-*

»

fig.14 contour de confiance pour.i'

Si le nouveau centre ?*,obtenu aprés l'intégration de
1l 'observation X, se trouve 4 l1'intérieur du contour de confiance
alors 1l'observation X est acceptée;Dans le cas contraire elle

suit une procédure gui sera détaillée dans 1les paragraphes
suivants.

La relation entre les différents contours de confiance
est facile &4 mettre en ¢évidence.



portent les nouveaux centres de masse et les
confiance assacieés 4 ces derniers.
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p.domaine de définition

( / contour de confiance

\ ' pour les centres de masse
—

contour de confiance
pour les observations

fig.15 relation entre les contours de confiance

Si une observation 4 classer se trouve 4 l'intérieur du
contour de confiance qui englobe 99% des observations ,Lle
nouveau centre de masse X* est naturellement a4 l'intérieur du
contour de confiance qui luil correspond.

La relation entre les deux contours de confiance est .

fournie par les expressions suivantes:
(N+1)X* = NX + X (27)

X* suit une distribution normale caractérisée par un centre

de masse X et une matrice de covariance I, égale 4 I/(N+1).

Dw(K)= (X-X)T £-* (X-X) (28)

Dwe(K)= (X*-X)T Io=* (X*-X) (29)

En tirant de 1'expression (27) , la relation (X-X)=(N+1)(X*-X)
et en la plagant dans (28) on obtient :

Dw(K)= (N+1)2(X*-X)T = (X*-X)

avec I"3=Is"%/(N+1) (30)
Dw(K) devient :

Dw(K)=(N+1)2(X~-X)T Io"* (X*-X)/(N+1)
Dw(K)=(N+1)Dw=(K)

Et finalement on a:

Dw” = (N+1) Dw,™°

Dw® et Dw”™" représentent respectivement les contours qui

contours de



Iv-18

IV-5 PROCEDURE A SUIVRE DANS LE CAS OU LE NOMBRE DE
COMPOSANTES D'UN MELANGE GAUSSIEN AUGMENTENT

IV-5-1 INTRODUCTION

Dang 1le cas o0 1'application des critéres deéveloppés
précédemment s'avére positive , ce gui correspond soit & une
grande variation de la dispersion autour des directions propres
dang le cas d'une scission d'une composante en deux ou bien A
une augmentation du nombre d'observations se trouvant a
l1'extérieur du domaine de confiance dans le cas de l'apparition
d'une nouvelle composante , la procédure A suivre depend du cas
consideré.

Dans 1le cas de scission d'une composante , celle ci
disparait en donnant naissance 4 deux composantes choisies &
priori identiques avant d'avoir atteint leur nouvelles formes.

Dans le cas de 1'apparition d'une nouvelle composante , on
associe a4 chagque composante wy concernée par ce changement de

structure une composante wi' dans lagquelle sont intégrées , en
plus des observations appartenant a wy ’ toutes les
observations ayant été attribudes a wy, et se trouvant en dehors
de son domaine de confiance.

chague composante w;' contient alors deux distributions

normales distinctes.

IV-5-2 APPARITION D'UNE NOUVELLE COMPOSANTE

Tout en associant 38 chagque composante w; impliquée dans le
changement de structure une composante wy;', on observe les
régles suivantes dans les décisions d'attribution des nouvelles
observations:



on continue d'utiliser les paramétres de la composante
wy dans la fonction de classement

-chague fois gu'une observation est classée dans w,,les
paramétres de wy' sont systématiguement adaptés selon les
équations récurrentes deéveloppées dans le chapitre II,alors que

les paramétres de wy ne sont adaptés que lorsque l'observation
se trouve a l'intérieur de son domaine de confiance.

X observation classée dans w, seuls les paramétres

et —» de w,.' sont ajustés
( X-X*)T r,-* ( X-Xt)= K>Dw,~

X observation classée dans w; les paramétres de w,

et = et w,; 'sont ajustés

( X-X*)T g£,-* ( X-X*)= K<Dwy~

Finalement ,la composante w ' wva contenir deux
distributions normales ; la premidre a servi a4 construire w, et
la seconde représente la nouvelle composante.

La figure 16 représente les deux distributions de wy'

nouvelle composante

wi-vj_

w1-1

fig.16 représentation spatiale de la nouvelle composante
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Dans certains cas simples , la procédure adoptée permet ,
en tenant compte d'une part des informations apportées par les
observations non classédes et d'autre part de la disposition
spatiale des composantes déja existantes , de fournir les
paramétres de la nouvelle composante .

Cette démarche est préférahle A celle gqui consiste 4

rejeter +tout simplement les observations se trouvant A&
l'extérieur des différents domaines de confiance en les
stockant dans une bangue de donneées et de refaire la

classification automatique lorsque le nombre de ces derniéres
atteint un certain seuil.

Dans les cas difficiles , cette démarche permet de fournir
des informations a priori sur les nouvelles composantes.

Dans le cas oQ la decision de créer une nouvelle composante
est prise , les paramétres de celle-ci sont fournis par les M,
observations attribuédes & w, et se trouvant en dehors de son
domaine de confiance.

Le paramétre M: est important dans la mesure ou il
représente le nombre minimal d'observations 4 partir dugquel on
peut construire une composante de maniére fiable.[ REE,74 ]

Les relations (31) et (32) , conformément aux calculs
effectués dans 1le paragraphe précédent , fournissent les
valeurs prises par le contour moyen en fonction du nombre
d'observations.

si My — o E [ Dws(K) ] = @ (31)

(My+1)(My-1)
si My est faible E [ Dwys(K) ] =d. (32)
M, (M,-d-2)
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Le nombre minimal d'observations nécéssaire pour
construire une composante est déterminé en fonction du risque
8§ de deuxiéme éspece « Ce risque est 1lié 4 1la probabilite
d'accepter 1'hypothése Ho alors qu'elle est fausse.

lim E [ Dwsi(K) 3=a (33)
M-~

(Myi+1)(M.-1)
lim d = d (34)

My ~-o My (M -d-2)

L'expression (35) donne le nombre d'observations
nécessaire pour obtenir le contour moyen variant par rapport &

sa vrale wvaleur d avec un pourcentage eégale a4 1008 , B eétant
fixe.

My+1 M,-1

E [ Dws(K) ] = d. .
My My-d-2

=d. (1 ¢ B ) (35)

En considérant la limite supérieure de 1'expression (35)
on obtient:

(My +1) {M;-1)
M, (My-d-2)

=1+8 (36)

Ceci nous permet d'avoir une relation fournissant 1le
paramétre M; en fonction de (d et B8)

(1+48)(d+2) * \f(1+8)3(d+2) -48B

1= (37)
28
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Pour des faibles valeurs de B ,une approximation de (34)
est fournie par l'expression suivante

1=(1+872)(d+2) (38)

220
176
132

88

44

fig.17 nombre d'observations en fonction de d

Si les composantes w, et w;' ont les paramétres suivants:

W W !
centre de masse X X+ @
matrice de covariance s I, f"llf.

nombre d'observations Ny N: + M,
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alors la nouvelle composante est définie par les paramétres
suivants

— (Nx"’Mx)--;*' - Nx-;(—"
centre de masse X*+"= (39)
My
(Ny+M4).Ly" - Ng.Ig
matrice de covariance L."= " (40)
1
M,
probabilité & priori P*”= — (41)
Mi + 3 Ny
PR
nombre d'observations My

Toutes les probabilités a priori des composantes deéja
existantes sont réviseées en baisse; elles sont multipliées par
un coefficient inférieur a4 1 donné par 1'expression suivante:

c
2 N,
COEFF = A=+ v (42)
My + 3 Ny
-2

C représente le nombre de composantes initiales

IV-5-3 OQUELQUES SITUATIONS PARTICULIERES

Il peut arriver gue la nouvelle distribution soit partageée
entre deux ou plusieurs composantes .

domaines de confiance

’(//V//—nouvelle composante

fig.18 nouvelle distribution partagée entre plusieurs
composantes.
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La procédure a4 observer est évidemment la méme que celle
deétaillée précédemment;dés gue les composantes w;"” et ws" sont
crées elles vont aussitdét fusionnerx.

W

fig.19 fusionnement des composantes nouvellement crées

Naturellement dans le cas o0l une nouvelle
distribution est partagée entre plusieurs composantes, sa
détection est plus longue a mettre en evidence.

On peut aussi envisager le cas o0 deux distributions
nouvelles apparaissent simultanément et soient situées pres
d'une méme composante.:-

,t’l" ’l‘ll;
P X 5~ apparition de nouvelles
N ,V" . ‘K < f.
Lo VRS
' & . composantes
Wiy

fig.2@ apparition simultanée de deux nouvelles
composantes situées prés de w,




priori identigues nous place dans le cas limite
fusionnement et 1'éclatement.
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IV-5~-4 ECLATEMENT D'UNE COMPOSANTE EN DEUX

La procedure 4 suivre dans ce cas est de
composante considérée w en deux composantes a priori
ayant mémes matrices de covariance et

diviser la
identiqgues

des centres de masse
symétrigues par rapport 38 celui de w et portés par

le plus
grand axe d'inertie .

fig.21 division d'une composante en deux i.@/)
Yy

N
Le fait de diviser la composante w, en deux composantes a

entre le



IV-26

X3

fig.22 cas limite entre le fusionnement et la scission.

Si 1'hypothése de la scission est confirmée par
l'intégration des nouvelles observations , les deux composantes
issues de w vont de plus en plus s'éloigner 1'une de 1l'autre.

Les paramétres des deux nouvelles composantes sont définis
comme suit:

Les deux centres de masse sont portés par la direction
propre gui correspond au plus grand axe d'inertie de w,.

X+ 2Vx.u./2

Les deux matrices de covariance sont égales et wvalent:
Li/2

Les deux probabilités sont égales et valent:

Pt/2

Ax et U, correspondent au plus grand axe d'inertie
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En plus de l'utilisation du premier critére présenté dans
ce chapitre et qui pernmet de suivre la wvariation de la
dispersion des observations ,la comparaison permanente des
contours moyens théorigue et calculé fournis par les deux

expressions ci-dessous offre des informations interréssantes

pour la mise en évidence de 1la scission d'une composante en

deux.
Dw(K) =1 T (X* - X)T - (X* - X)
moy .oml N 4 = 3
N+1 N-1
Dw(K) = .
moy . theo N N_d_2
Dw (K)
moy .theo
Dw(RK)

MOY e Om 1

fig.23 comparaison des contours moyens calculé et théorigque

En utilisant les trois expressions suivantes ,on arrive a
determiner le contour moyen calculé d'une maniére itérative en
fonction de 1l'arrivée des observations.




Dw*(K) = P S (X*
moy.cal N+1 1=

s = X - L (XNs-s :Y)

N+1
N p-* A D=t (XM= X) (XN )TE-2
X-l‘ - — — —
N-1 1 +A.(XN*1_X)T g-1 (Xn+3.%)
(N)=
avec A=
(N)= -1

La démonstration de la derniére expression se trouve dans
[SMO,82].

En remplagant X+ et I-** par leurs expressions on obtient
Dw+(K) en fonction de Dw(K)

Moy .,om3i moy ., oml

B.(((XN~x_§)r r-1 (Xuox_f))z
Dw*(K) = A.Dw(K) -

MOy s OMm 1l Moy «.oml

LT+A. (XN*2-X)T p-2 (XMN+1-X)
C.(xNol_i)T T2 (XN¢;_§)

1+A. (XNt +2 X)T g-3 (XN4+21.%)

2(N)" . (N)= 1 N
(N+1)®(N-1)2 (N+1)2 | (N+1)2 (N+1)2

la démonstration de la derniére expression se trouve dans
l'annexe 2



IV-6 EXEMPLES D'APPLICATION

IV-6-1 APPARITION D'UNE NOUVELLE COMPOSANTE

L'exemple présenté dans cette partie est effectué dans un
espace 4 deux dimensions . On génére artificiellement un
mélange gaussien constitué de deux composantes , et on tire &
partir d'un ensemble e, contenant 200 observations les
caractéristiques statistiques des différentes composantes.

Le tableau suivant résume les caractéristiques
statistiques obtenues .

vecteur moyenne | écarts types| direction probabilité
propre a priori
X1=154.5 A1=9.5
comp.l | 0=-9° Py=0.42
X2=104.4 Az=5.7
X:=205.7 Ai=11.4
comp.2 | _ U=49° P2=0.58
X2=123.6 Az2=6.6

Une troisiéme composante , située prés de la deuxiéme
composante comme le montre la figure 24 , est crée.

Ces caractéristiques sont les suivants:

vecteur moyenne écarts types direction propre

X,=200 A1=6 U=45°

: S
X2=199 Az=4 \‘f“‘ll



On prend un ensemble ez des observations , issues des
trois composantes précédemment présentées , gqu'on intégre dans
le mélange gaussien initial.

ensemble ez d'observations
4 classer

fig.24 représentation du MG et de l'ensemble e3

Aprés 1'intégration de gquelgques observation tirées de
l1'ensemble ez r la composante w'; associée 3 wz est crée . Et
lorsque le nombre d'observations Mz attribue 3 ws et se
trouvant en dehors de son domaine de confiance atteint le seuil
fixé alors une nouvelle composante est crée.

Ses caractéristiques statistiques sont les suivantes:

vecteur moyenne écarts types direction propre
X1=2008.7 A1=3.8 U= 808°
X2=-188.9 Az2=3.5

gy, -
e
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IV-6-2 ECLATEMENT D'UNE COMPOSANTE EN DEUX

On génére artificiellement un mélange gaussien compose de
deux composantes dont les caractéristigues statistiques ’
tirédes A4 partir d'un ensemble e3 , sont consignées dans le
tableau suivant.

vecteur moyenne écarts types | direction probabilite
propre a priori

X1=103.6 A1=11.3

comp.l U=-30° P,=0.55
X2=207 Az=7.4
X.=207.5 A:1=9.1

comp.2 | U=-45° P2=0.45
X2=103.7 A2=704

A ce mélange gaussien , on ajoute deux autres composantes
situtdes de part et d'autre de la premiére composante et se
trouvant 4 l'intérieur de son domaine de confiance.

vecteur moyenne écarts types direction
propre
Xy=115 A1=6
comp.l 0=-30"°
X2=185 Az=4
X.=85 A1=6
comp.2 | U=-38°
x:=215 A:=4

la figure 25 donne une image sur la disposition spatiale
des diffeéerentes composantes.

i

8
C‘j;:

Q;u!}
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fig.25 disposition spatiale des différentes composantes.

Les figures 27 a et b repreésentent 1'evolution de
l'estimation des valeurs propres de la premiére composante.

On note que pour les 100 premiéres observations intégrees
appartenant effectivement & la premiére composante , les
paramétres estimés tels que valeurs propres évoluent vers les
paramétres réels définissant cette derniére.

Au dela des 100 premiéres observations , les paramétres
estimés évoluent vers d'autres valeurs asymptotiques gque ceux
de 1la premiére composante du fait gque 1les observations
intégrées appartiennent aux composantes 2 et 3.

La figure 27 représente 1'édvolution de 1'estimation du
vecteur moyenne de la premiére composante ’ elle montre
clairement qu’'on est en présence d'un changement de structure
et non pas d'un glissement naturel de la composante.

En prenant comme base d'apprentissage un ensemble e, ,
constitué d'observations tireées a partir des guatres
composantes précédemment définies , le résultat est le suivant:
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vecteur moyenne écarts types direction
propre
X.=92 A1=9.4
comp.1l U=-406°
X3=213.3 A2=3'6
X1=116.7 A1=5.3
comp.2 U=-34°
Xz=189.9 Az=3o9
X.=205.7 Ai1=3.84
comp.3 U=-76°
X2=104.1 A=2.38
On note gue la premiére composante du mélange initial a

disparu
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observations intégrés séquentiellement

fig.26a évolution de l'estimation de A
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SEUIL1
SEUIL2

l Py

| LHiE

]

|

20 40 60 80 100 120 140 160 160 200 220 240 260 280 305 32y Sei Sor e O

N

observations intégrés séquentiellement

£ig.26b évolution de l'estimation de Aa
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x|>

100

A

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320

observations intégrés séquentiellement

fig.27a évolution de l'estimation de X,

=y

20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320
observations intégrés sédquentiellement

fig.27b évolution de 1l'estimation de Ra
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IV-7 CONCLUSION

L'utilisation des différents contours de confiance permet
dans les cas simples de fournir directement les paramétres

statistiques des nouvelles composantes responsables du
changement de structure du mélange gaussien.

Par contre dans les cas difficiles,illustrés par un
ensemble de situations particuliéres,l’'utilisation de ces
critéres ne peut gue fournir des informations a priori sur 1la
disposition relative des nouvelles composantes par

rapport A
celles déja existantes.

Evidemment ces informations sont utilement employées lors
de 1'opération d'actualisation du modeéle gaussien.
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V-CONCLUSION




CONCLUSION

L'étude qui fait 1l1'objet de ce mémoire =e décompose
essentiellement de trois parties.

La premiére partie représente la méthode récursive
d'estimation des paramétres caracteristiques d'un mélange
gaussien multidimensionnel.

On arrive 4 évaluer , de maniére dynamigque ’ l'effet
produit par l1'introduction de nouveaux échantillons dans la
base d'apprentissage sur le modéle gaussien.

Cette approche dynamiqgue , dans l'identification d'un
mélange gaussien , est rendue nécessaire par 1'évolution
naturelle des systémes étudiés et par la gqualite de la base
d'apprentissage parfois incompléte.

La deuxiéme partie traite du fusionnement des composantes
du mélange gaussien.

L'estimation des critéres de séparabilité des composantes
en quelques points privilégiés , définis dans le chapitre III ,
permet de déceler le début de changement de stucture dans le
modéle gaussien.

La définition de ces dquelques points est importante dans
la mesure o090 1'influence d'une composante donnée du mélange
gaussien s'y exerce en premier lieu et en plus elle y est
maximale.

La troisidme partie considére le cas de 1'augmentation du
nombre de composantes d'un mélange gaussien.




La définition de la notion de contour de confiance associé
4 chague composante et son utilisation comme seuil limite
d'appartenance permet de mettre en évidence 1l'apparition de
nouvelles distributions normales.

Ces trois parties qui semblent apparemment indépendantes
sont en réalité complémentaires ,voire méme indissociables dans
le cas intérressant de la deétection de 1'apparition d'un mode
de fonctionnement qui n'a pas été observé lors de la phase
d'apprentissage.

La mise en évidence d'un mode de fonctionnement gqui a éteé
ignoré au cours de la phase d'apprentissage s'effectue
chronologiguement comme suit :

- utilisation de la troisiéme partie pour déceler
l'apparition d'une ou de plusieurs composantes (representant
naturellement le méme mode de fonctionnement)

- utilisation de la deuxiéme partie pour suivre
l1'évolution spaciale de ces nouvelles composantes

- utilisation de la troisiéme partie pour d'une part
déceler le début du fusionnement et d'autre part donner les
paramétres caractéristiques de la composante résultante qui
représente réellement le nouveau mode de fonctinnement.

Les trois parties développées dans cette étude constituent
les fondements du module auto-organisation d’'une chaine de
commande ,comme l'illustre la figure 1.



AUTO-ORGANISATION[*

ADAPTATION ANALYSE BANQUE
DU MODELE STRUCTRALE DE DONNEES
IDENTIFICATION OBSERVATION

OBSERVATION IDENTIFIEE

v
STRATEGIE DE COMMANDES > SYSTEME A
COMMANDE OBSERVER
EXPERT

fig.l chaine d'analyse et de commande

Une fois 1'observation identifiée , il importe de définir
une stratégie de prise de décision .

C'est dans le sens d'une étude du module " stratégie de
commande " que nous envisageons le développement de nos
recherches
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ANNEXE 1

CALCUL DE L'EXPRESSION £~ = aI + BR

En prenant les expressions (ba) et (6b) du chapitre II
obtenues a4 partir de l'ensemble des chantillons initiaux
d'apprentissage (X* ,i=1,N) ,on peut réécrire I* socus la forme:

1 N
L* = ——|S(X* - X*) (X% = T)7T 4+ (XN=21 o ) (XNt - §*>T} (A1)
—— A /‘/\———\
N 1-2 A B d

N
A=S (X* - X*)(X* - X*)7 (A2)

i =3
B=(XN+1 _ ¥+)(XN+1 _ X+)T (A3) )

Par ailleurs d'aprés 1'expression (20) du méme chapitre

(XN+1 - X ) (A4)
N+1

En reportant (A4) dans respectivement (A2) et (A3), il
vient:

CALCUL DE A

N 1 1
A:Z: [(X* - X - (XN+2 - ¥X)J[ X* - I - (XM+31 _ X)JT
i =2 N+1 N+1
N 2 N
A:z()(z - X*)(X* - X )T - S_(X" - ‘)E ) (XN+2 ')“( )T
et N+1 2=12
N

+

(XN+21 . Y.)(XN¢1 _JY )T
(N+1)=
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En remarquant gque : (X - ? ) =08

LL'expression de A devient

N
= (N-1)g+ (XN+1 o X j(XN+1 _ X )T (AS)
(N+1)2
CALCUL DE B
1 1
B= [XMN*1 - X - —(XN*1 _ X)][ XM+2 - X - (XN++ - X)]T
N+1 N+1
Nz B
B= (XN+1 - X)(XN+3 - X)T * (A6) l
(N+1)= Ei

En reportant ces résultats dans 1'expression (A1) il wvient:

1 N
{(H-1)F +

— (XN+1 - Xy (¥N=+1 - i)T]
N N+1

L+ =

Ce gqui peut s'exprimer sous la forme recherchée:

I* = «l + BR

avec a= ; R=(XN+1 - X)(XN+1 - X)T
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ANNEXE 2

A partir des relations (B1) et (B2) representant

respectivement les contours moyens calculés Dw(K) et Dw*(K)
Moy .cm ) MOY « COa )
1 N _
Dw (K) = —— > (X* =X)TI-:(X* -X) (B1)
moy «.om N i =~
1 N+1
Dw=* (K) = —— 3 (X* =X*)Tr-i+ (Xt -X*) (B2)
moy .am ) N+1 i =3
et en mettant (B2) sous la forme suivante:
1 N 1 _
Dw*(K) = ——-Z(X* “X )T -1+ (X* -X*)+ (XN+12 X+ )Tg=2+(XN+2 _X+) (B3)
moy .cml N4ji=1 — N+1 T — N —————
C D

cn etablit une relation permettant de déterminer Dw=*(K) en
fonction de Dw(K) moy .om1

moy .aoml

Les relations (B4) et (BS) fournissent respectivement les
expressions de X* et -+

Te= % -

(Xm=+ - X) (B4)

N N KOEF.L-2 (XN+1 _.X)(XMN+1 _X)Tg-1
. . (BS)

N-1 N-1 1 + KOEF.(XMN+1 _X)Tg-1+(XN+1 _Y)
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N2
avec KOEF =

N=2-1
En reportant d'une part (B4) et (B5) dans (B3),et en
s'inspirant d'autre part de la démarche adoptée dans

l 'annexel,on obtient le rédsultat suivant:

CALCUL DE C

1 N 1 _ 1 B
C=— ¥ [(X* - K)= — (X* - X))T £=*7[(X* - X)- (X4 - X))
N+l #72 N+1 N+1
1 N 1 N
C=—— 3(X* - X)TI-27 (Xt - X)+ T(XM*1 - R)Tr-ae(xmer o )
N+ =2 (N+1)2 2-1
2 N
- S(X* = X)T p-re(xNer - X)
(N+1)2 4= R

Le dernier terme de cette expression est nul.

1 i
D= —— (XN** - X)Tp-i+(XN+1 - X) |
(N+1)=
1 N 1
C+D-= S(X* - X)Tr-t+(X* - X)+ (XN+1 - X)Tp-1+(xN+1 _ X)
N+l ==2 (N+1)2
1 N N
= L— T(Xt - X)Tr-1 (Xt - X)
N+1 N-1 *=2

1 N N KOEF. (X% - X)TI-3(XN+1 _¥)(XN+2 X)Tp-1(X: - X)
——— 5

N+1 N-1 2-1 1+4KOEF. (XN*1 _X)Tg-1(xN+1 _ X)

1 N

+ . (Xm=t - X)Tp-a(xNer 2 7Y)
(N+1)2 N-1

1 N KOEF.(Xw=+2 _ ;)Tx'*(XN*l _S(h)(XN¢x _-)_()'rz-x(xN¢x -X)

- —
.

(N+1)2 N-1 1 + KOEF.(XM+** _X)Tg-2(xN+1 _ X)
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! N (XM= -X)TL-2(XN-1 - X)

C+D= KOEF.Dw(K) - ]
(N+1)2 N-1 1 + KOEF.(XMN*1 -X)Tr-3(Xm+1 - X)

1 N N KOEF.(XN~+1 _i)'r):—x(xx - ;(‘)()(1 - -X_)Tz—l(XNvo-l _i)

- . >
N+1 N-1 1-1 1 +KOEF . (XN+1 —Y)TX“"(XN"- _ ')'(')
L N (X2 _X)Tr-a(xNct - X)
C+D= KOEF.Dw(K) - ]
(N+1)2 N-1 1 + KOEF.(XN*1 -X)Tg-1(XMN+1 _ ¥X)
N

1 N KOEF.(XN-+: -?)TX"(Z<X* - X)(xt - X)T| p-r(xmer 2X)
T . 4 = 3
N+1 N-1 1+KOEF . (XN*1 _X)Tg-1(XN+1 . ¥)

Finalement 1l'expression du contour moyen est la suivante:

1 N (XDN+21 Y )Tp-2(XM+1 - ¥)
C+D= KOEF.Dw(K) - .
(N+1)2 N-1 1 + KOEF.(XN+: -X)Tp-i1(XN+: - X)

N
(KOEF )2, (XN+1 _¥)Tg-2(xn~1 _X)

- —_—

L+KOEF . (XMN=3 -X)Tg-1(XN+: - X)




RESUME

Ce travail vise 4 définir une approche récursive pour identifier les
mélanges gaussiens modélisant des systémes dynamiques.

Le premier chapitre du mémoire décrit les
faut observer pour réaliser les opérations d'analys
d'optimisation sur les systémes complexes en
qQul les caractérisent.

Phases nécessaires qu'il
e, d'identification et
utllisant uniquement les données

Le deuxiéme chapitre présente un ensemble d'e
qui permettent d'affiner les estimationsg
différentes composantes d'
de la base de données par

quations récurrentes

des paramdtres statistiques des

un mélange gaussien en fonction de 1'enrichissement
intégration de nouveaux échantillons.

Le troisiéme chapitre définit un ensemble de points d
d'observation ol les influences mutuelles des différ
mélange gaussien atteignent leur maximum. L'estimati
séparabilité des composantes en ces points permet de

Jdébut du fusionnement des composantes.

ans l'espace
entes composantes d'un

on des critéres de
déceler éventuellement le

Finalement le quatriénme chapitre pro
de confiance associé a chaque composante.
d'appartenance permet de mettre en évidence l'apparition de nouvelles
distributions normales représentant les modes de fonctionnement du systéme
étudid qui n'ont pas &té observés pendant la phase d'apprentisaage.

pose une définition du contour
Son utilisation comme seuil limite




