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INTRODUCTION

Probléme posé

Dans le cadre de la recherche de l’efficacité optimale, les
développements actuels de 1la robotique se tournent vers une
augmentation de la vitesse d’action des manipulateurs et donc
vers une diminution du ratio masse robot/masse transporté&e. Si on
considére 1le manipulateur comme une chaine ouverte formée d’une
succession de membres reliés entre eux par des articulations,
cela se traduit par une diminution de la masse des différents
membres et donc de leur rigidité par effet secondaire.

L-augmentation de 1la vitesse de fonctionnement couplée 2a
l’assouplissement des structures laisse des risques de flexion
importante & chacun des membres d‘'oQl une perte de précision dans
le mouvement,.

Les méthodes de commande employé&es jusqu’‘a aujourd’hui sont
trés dépendantes des possibilités de calcul de 1la réponse en
temps réel et donc de la compléxité de la modélisation employée.
Le type de commande le plus employé pour les robots lents est dit
de type géométrique, c’est a dire que le robot est commandé en
Position sans prise en compte d’autres paraméetres. Un autre type
de commande, de type cinématique s’est ensuite développé pour
optimiser la vitesse de fonctionnement des manipulateurs mais i1l
ne s’adressait qu‘a 1°’utilisation de vitesses relativement
réduites.

L’augmentation des vitesses de fonctionnement des robots a
nécessité 1le développement de la commande dynamique [1.48)],

[1.49], f1. 391 : cette méthode prend en compte les inerties des
bras et les différentes accélérations du systéme pour é&laborer
une commande optimale. Malheureusement, les <calculs dqu‘’elle

entraine sont encore trop importants pour permetire une commande
en temps réel et son utilisation reste souvent du domaine de 1la
simulation. Des travaux récents ont couplé les résultats fournis
par un logiciel de C. A.O. 3D volumique avec¢ un programme de
simulation du mouvement [1. 8], [1.9], [1.10]. D’autres travaux
effectuent c¢e méme travail avec des paramétres mesurés sur des
prototypes, ce qui a toujours l’inconvénient de rallonger 1les
temps d’é&tude, ou encore étudient des systémes mécaniques
(bielle-manivelle) en ne considérant que 1°’un ou 1°‘’autre des
éléements comme flexible [1.21), [1i.22], [1.:23].

Pour optimiser 1le fonctionnement des robots actuels, 1la
simulation en corps rigides ou avec des rigidités partielles ne
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afpeut étre considérée comme satisfaisante. Effectuer

rigoureusement cette simulation ne peut &tre fait qu’en tenant
compte du comportement dynamique du mécanisme, des dé&formations
du systéme puisqu’elles engendreront des efforts supplémentaires
aux articulations, efforts qui interviendront dans la commande et
donc dans le mouvement proprement dit, et aussi des erreurs de
positionnement dans l’espace. De méme, les jeux aux articulations
devraient &tre pris en compte mais il a &t& montré que dans une
premidre approximation, dans 1le cas de liaisons bien congues
[{1.15]), [1.16]}, leur influence pouvait &tre négligée, devant celle
des dé&formations.

J La premidre &tape de la modélisation que nous entreprendrons
ici, consistera a considérer dans un premier temps les membres du
systéme comme rigides, 4 déterminer la commande que 1‘on devrait
lui fournir pour obtenir un mouvement choisi, 4 utiliser cette
commande pour é&tudier 1la chaine dé&éformadble et comparer le
comportement réel avec le comportement désiré.

Un des résultats obtenus sera 1‘’ensemble des efforts &
fournir pour créer les mouvements des articulations. Par
extension des algorithmes utilisés et du 1logiciel cré&é, on
pourrait dans un second temps se servir d’une daonnée de ces
efforts comme 1loi de commande réelle et &tudier la ré&ponse dau
mécanisme.

On peut envisager que par la suite, les méthodes de
modélisation mises en oeuvre permettent, aprés simplification et
avec 1le développement des calculateurs, d‘obtenir une commande
directe des robots.

Modélisation

La modélisation mise en oeuvre va nous permettre de décrire
le comportement dynamique d’un manipulateur avec prise en compte
de ses paramétres géométriques (forme), mécaniques (masse,
rigidité) et de structure (nombre de bras,  types
d’articulations). Ce modéle sera donc de ce fait un modéle dit
"cinéto-é&lasto-dynamique” [1.25].

Nous devrons suivre plusieurs étapes, choix d’une
représentation symbolique du mécanisme et des inconnues dau
modéle, obtention des é&quations du mouvement et enfin, leur
résolution afin de déterminer la valeur des inconnues, ce qui
nous donnera une représentation du mouvement .

Pour ce qui est de la premiére é&tape, nous utiliserons une
formulation qui permettira une description aisée du manipulateur
et par la suite offrira des proprié&tés intéressantes lors de la
mise en forme des &gquations du mouvement ; cette méthode a é&té
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décrite et appliquée par UICKER J. J., DENRAVIT J. ET HARTENBERG
R.S. [i1.1] et reprise par la plupart des auteurs.

Le choix des inconnues du modéle dépend en partie de 1la
formulation retenue pour l’obtention des &gquations dAu mouvement.
Aprés avoilir présenté plusieurs approches envisageables, nous
retiendrons une formulation basée sur le principe d‘’Hamilton.

De Plus, nous baserons nos travaux sur 1’ approche
lagrangienne car elle permettra une mise en forme des équations
qui facilitera leur résoclution.

Les 1inconnues gque nous aurons a choisir pour 1le modéle
seront alors les variables généralisées de 1’ approche
lagrangienne. Elles devront nous permettre de décrire le
mouvement du manipulateur ainsi que les déformations des
différents membres.

Pour notre probléme, les coordonnées généralisées seront les
déplacements de points particuliers du modéle déterminés par
rapport & une position de référence. En fait, on utilise une
formulation de type lagrangienne actualisée, dont la référence
sera la position des noeuds sur le membre considéré& dans le
mouvement du manipulateur regardé comme un assemblage de corps

rigides.

Cette formulation, relativement aisée A mettre en oeuvre et
utilisée par la plupart des auteurs [i.5]), [i{.14], est associée a
une modélisation par é&éléments finis. Nous 1l’utiliserons en
prenant les degrés de 1liberté du systéme discrétisé comme
variables généralisées [1.4], [1.28)].

Les bDbras du manipulateur seront décrits séparément dans des
repéres gqui leur sont liés, et les équations du mouvement
développées. Les Dbras seront ensuite ‘assemblés’ dans un méme
modéle pour Ppouvoir prendre en compte les articulations (1. 21.

L.a réuriion des Dbras dans un méme modéle nous aménera &
mettre en oeuvre une méthode d’imposition de liaisons entre
variables généralisées ou degrés de libertiée [1.30}].

Les équations du mouvement obtenues par la description
lagrangienne du systéme seront ensuite intégrées pour obtenir les
valeurs des différentes variables généralisées. L’intégration

sera faite a 1’aide d’un algorithme peu répandu mais qui possé&de
des propriétés intéressantes.

Nous présenterons cette méthode proche de 1’algorithme de
Newmark, basée sur une minimisation des résidus de calcul sur les

intervalles de temps a l1’aide desquels on discrétise le mouvement
[3.9]), [3.10].




page 4

Le modéle &tant développé, nous traiterons quelques exemples
de mouvement de mécanismes déformables, décrits & 1’aide
a4’ éléments de poutres (2D) et de plaques triangulaires (3D), avec
une et deux articulations.

L’ é&criture des équations du mouvement & 1‘’aide des é&quations
de Lagrange ©permet, lorsqu’on é&crit toutes les é&quations, de
traiter des systitémes mécanigques dont 1la 1loi Ae commande
correspond aux efforts fournis pour provoquer le mouvement. Les
équations obtenues comportent des non-linéarités en fonction des
degrés de liberté "articulaires”, L’utilisation d’un sous-
ensemble des équations permet de franchir une &tape dans 1’ &tude
en prenant comme loi de commande la donnée des degrés de liberté
des articulations.

LLe systéme peut étre étendu par la suite pour traiter le
mouvement globalement. Nous ne franchirons dans ce travail que la

premiére é&tape, tout en remarquant que cela permet dé&ja la
simulation de mécanismes commandés en position (avec des moteurs
Pas a&a pas par exemple). Le logiciel de simulation congu restera

ouvert pour permettre le franchissement de 1’ &tape suivante dans
un développement ultérieur.
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PREMIERE FPARTIE
BILAN BIBLIOGRAPHIQUE

i.1 Hypothéses sur le modéle &tudié

Avant d’essayer de décrire le mouvement d‘’un manipulateur et
de 1’é&tudier en utilisant un formalisme particulier, il semble
important de décrire le manipulateur lui-méme : gquelle est sa
géométrie, quels sont ses degrés de liberts, comment peut-on
repérer la position d‘un de ses points, quelle que soit sa
configuration 7

C’est a ces questions que nous allons essayer de répondre en
donnant les bases de notre représentation et les hypothéses qui
lui sont nécessaires.

La description du mouvement du manipulateur peut se faire en
regardant chaque é&élément de la chaine comme &tant relié a ses
voisins par une articulation & un degré de liberté, une rotation
pour 1l1’é&tude en cours (liaison rotoide). Le probléme pourra
aisément se généraliser en faisant intervenir des &léments sans
masse ni dimension dans la chaine ou en augmentant le nombre de
rotations des articulations dans la représentation mathématigue
que nous en ferons et en introduisant des translations par des
procédés similaires [i.14].

Dans cette é&tude, nous utiliserons un paramétrage proche de
celuil proposé par J.J. UicKer [i1.1] et repris dans la plupart des
€tudes déja réalisées [1.2]), [1.4], [1.14), [1.43].

Le manipulateur est considéré comme une chaine ouverte i une
seule branche dont les éléments sont numérotés de { 3 n &3 partir
de la base, soit d’amont en aval de la chaine ; l1’é&lément O sera
le référentiel général . De méme, les articulations seront
repérées de {1 a n, l1“articulation i reliant 1’élément 1 &
1“é&léement i-14.

Norticulotion 3

Narticulation 2

\

Ay

Reference O ’
\\ortucuLotLon 1

figure 1.1 Schématisation d‘un manipulateur
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1.2 Choix du formalisme

dénéralement, la mise en é&quations des probldmes de 1la
dynamique des solides repose sur un des principes suivants
- pPrincipe fondamental de la dynamique
- Principe des puissances virtuelles
- principe d’Hamilton dont on déduit les égquations de Lagrange

Méme si historiquement, ces principes, pré&sentés dans
l1’ordre chronologique de leur apparition, ont suivi 1’avancée des
théories mathématiques, leurs utilisations respectives sont en
théorie &quivalentes.

Les premiers é&noncés n’introduisent pas explicitement 1la

notion Q’efforts internes 3 un milieu continu déformable ou de

contraintes et ne sont donc pas directement applicables & la mise
en équations de la dynamique de solides déformables. Ils ont é&té
étendus pour inclure ces &tats de contraintes internes.

a) Principe fondamental de la dynamique

Ce principe que 1’on retrouve aussi utilisé sous le nom
d’&quations de Newton-Euler est relatif a2 l’origine &3 un point
matériel ou a un systédme 1isolé& et répond a4 1’&noncé suivant :

A chaque instant, dans un repére galiléen, pour un systéme
matériel quelconque, le torseur des quantités d’accé&lérations
absolues est identique au torseur des forces extérieures agissant
sur le systéme,.

ce qui se traduit par les &quations vectorielles suivantes

- Da = Rex
Kp = Mex avec ‘
D , résultante dynamique D = r (M) dm
—a ~a Js—2a
K , moment dynamique en P X = PM x " (M) dm
-pP -p Js— -~a

- P &tant un point quelconque de 1’espace
-~ le X dé&signant dans ce cas le produit vectoriel.

- M é&tant un point du solide et [;(M) son accé&lé&ration absolue

Ce principe, trés utilisé& dans la mise en équations de 1la




page 7

dynamique de systémes formés de corps rigides ([1.43), [1.50])] a
été développé pour permetire la description des milieux continus
(4.21), [4.11). Il permet Ad’obtenir les é&quations de comportement
mais reste cependant utilis& dans le seul cas de 1’&tude de
manipulateurs rigides ou de leur commande [1.44].

b) Principe des puissances virtuelles { e

Nous reprendrons 1’&noncé donné par le professeur P. Germain
dans son cours de mécanique des milieux continus [4.23].

Dans un référentiel galiléen, pour une chronologie absolue,
la puissance virtuelle des quantités d’accélérations d‘un systéme
(S) est égale a la puissance de toutes les forces appliquées au
systéme, tant intérieures qu’extérieures, quel que soit 1le
mouvement virtuel de (S).

Soient - V* le champ des vitesses virtuelles de (S) dans son

mouvement,

- o(t) un représentant du tenseur des contraintes de
Cauchy

- D* un représentant du tenseur des taux de
déformations virtuelles

D*ij = % (V1,3 + Y%y 1)

- [(t) accélération d’un point M

- p(t) masse volumique a 1l‘’instant t, considérée
comme constante en hypothése de petites
perturbations

- v(t) volume du systéme & 1‘’instant t

- ST(t) le domaine ol les efforts sont imposés

- T(t) les efforts de surface correspondants

- 8Y¥(t) le domaine o0 les déplacements doivent
satisfaire certaines relations cinématiques.

- L(t) les efforts de liaison correspondants

- F(t) les efforts de volume

on note
P = I T(t)T v* as P = J L(t)T v* as
T sT¢t) — u sutt) —

puissance d’efforts extérieurs puissance d‘efforts de liaison

P = j F(t)T v* av : P z J o(t)T D* av
e v(t) - 1 v (t) -

puissance d’efforts extérieurs puissances des efforts internes
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P = J‘p(t) r(e)T v* av

puissance des quantités d’accélérations

Le principe s’écrit alors :

Pp + Py + Pe + Py = Py

~-

Le principe des pulissances virtuelles a é&té utilisé
directement [1.8]) pour établir les &quations du mouvement de
systémes solides déformadbles en se basant sur une représentation

-

lagrangienne du mouvement ( ramené & une référence).

En écrivant 1le principe des puissances virtuelles a
l1’instant t en utilisant succcessivement comme référence 1la
configuration actuelle du systéme puls une autre (é&éventuellement
a un instant précédent ou a 1l’instant initial), A. Barraco en a
établi une forme incrémentale.

La différence des deux expressions définies ci-dessus lui a
permis de donner les incréments de puissances obtenus lors du
mouvement, en connaissant les pulissances a un instant précédent.
De par 1a méme, il a obtenu une forme 1incrémentale des é&quations
de mouvement.

Cette mise en oeuvre se révéle +trés intéressante dans
1’&tude de systémes subissant des grandes déformations ou des
grands déplacements et nécessitant donc un traitement incrémental
non linéaire mais est assez lourde a mettre en oeuvre tant sur le
plan théorigque que sur le plan pratique.

¢c) Principe d’Hamilton

Le principe variationnel énoncé par Hamilton nous permet
d’ écrire les équations du mouvement sous une forme particuliére
que l’on nomme équations de Lagrange.

Soit faj} 1l’ensemble des coordonnées généralisées qui
décrivent le systéme mécanique.

Le mouvement d‘’un systéme &lastique conservatif entre deux
instants t4 et ty s’effectue de telle sorte gque la fonctionnelle

t
J 2¢T -V ) at soit stationnaire, c’est a dire :
ty

t *
3 J 2 (T-V ) dt = 0 pour tout Oa1 non nul.
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avec respectivement

<
c
!
€
"

% o € av - ¢ u ds - | £f u adav
v 1J 1J Soi i v 1 1

¢; sont les forces de surface appliquées sur Sg

£y les forces de volume

uj le déplacement d‘’un point (fonction des a;j)

Gy la vitesse d’un point (fonction des a;)

o un représentant du tenseur des contraintes

€ un représentant du tenseur des déformations

day variation infinitésimale & temps bloqué de 1la

coordonnée généralisée aj
Soit le lagrangien L = T - V

Les é&quations du mouvement sont les é&guations d’Euler du
probléme variationnel ([4. 4]

t
amJ 2L at = o

Y }
Pour un systéme non conservatif, le principe se transforme
en : :
1t t
o | 2L at + 2aw* 4t = ©
ty 1y
w¥ &étant le travail des forces non conservatives.
Par 1linéarisation, le +travail virtuel des forces non
conservatives causé par les accroissements virtuels des
coordonnées généralisées peut s’exprimer comme combinaison

linéaire des daj.
aw*¥ = T Q*i éajy
Nous pouvons maintenant écrire les &équations d‘’Euler de 1la
fonctionnelle
da 8L oL

_(——)-—-01*20
dt  daj 3a;
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ou encore

da aT aT v
4+  — Qi* = 0
at o0&, éay day

__..(_.._)_

qui sont les équations de Lagrange dque nous utiliserons pour
notre é&tude.

Ces équations peuvent &tre obtenues d’une autre maniére par
l’application du principe des travaux virtuels, proche de celui
des puissances virtuelles que nous venons d4d’énoncer ; ce qui
prouve 1’équivalence des principes [4.7]. Il suffit dans
l1’utilisation du principe des travaux virtuels de choisir comme
déplacements virtuels ceux gqui résultent d’une variation
infinitésimale quelconque des coordonnées généralisées a temps
bloque.

De par 1la souplesse de mise en forme des égquations et 1la
possibilité d’ intégrer facilement dans 1le systéme &tudié
Plusieurs corps sans avoir a modifiler 1’é&laboration de 1la
description du mouvement, 1l nous a semblé intéressant d’utiliser
le principe d’Hamilton sous la forme des équations de Lagrange.

De plus, les équations qui en résultent se prétent
facilement & une discrétisation du systéme et donc & une
intégration dans une résolution de problémes par la méthode des
é€léments finis. -

1.3 Choix de la référence

Comme certains auteurs [i.5)], [1.8], [1.14) 1’ont mis en
évidence, le probléme qui se pose immédiatement est le choix de
la référence par rapport a laquelle on mesurera les déplacements
ou les déformations. Plusieurs solutions ont été retenues.

a) Utilisation du référentiel général

Les déplacements sont mesurés dans le référentiel général.
C’est la méthode qu‘utilise E. Imam [1.25] pour é&tudier des
systémes 4 barres ou bielle-manivelle., Cette méthode a 1’avantage
de permettre un assemblage aisé de tous 1les é&léments de 1la
structure mais comporte 1‘’inconvénient, non négligeable, de
demander une manipulation de toutes les matrices é&laborées pour
les ramener au référentiel galiléen.

b) Utilisation d’un référentiel intermédiaire mobile

Les déplacements d’un membre sont mesurés par rapport a la
Position gqu’aurait ce dernier s‘il &tait rigide et situé a
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l1’extrémité du bras précédent déformeé. S. N. Singh et A. A. Schy
[1.46]) ont utilisé ce repérage pour étudier le mouvement d’un bi-
pendule souple.

figure 1.2 Repérage 11i& au bras déformé

Cette méthode présente 1‘inconvénient d’utiliser les
déformations d‘’un membre pour repérer ceux qul le suivent dans la
chaine. C’est 3 dire que si on reprend l1°’1dée de 1’utilisation
des équations de Lagrange, nous aurons a calculer les énergies aqu
systéme et donc les_vitesses de chaque point de 1a chaline en
revenant au reéeférentiel inertiel de Dbase. Les relations de
transformation de repérage devront utiliser non seulement les
mouvements des articulations mais en plus les déplacements des
extrémités des bras, ce qui introduit des non-linéarités dans les
équations [i1.4].

La matrice [T] qui permet de passer de la référence i+i1 a la
référence i est fonction de l’angle de l’articulation séparant
les bras 1 et i+1 et du déplacement de l’extrémité du bras i
alors que celui-ci est une inconnue du modéle.

¢) Utilisation d’une position précédente du systéme

Dans sa formulation incrémentale, A. Barraco [1.8] propose
de mesurer les déplacements par rapport a la position déformeée
qu’occupait le systéme a un instant précédent. Cette formulation
lagrangienne actualisée se préte bien a une résolution a 1’aide
d‘un algorithme traitant le mouvement par incréments, ce qui

n’est pas notre propos.

d) Utilisation du mouvement de ' corps rigides.

M. Géradin et al. proposent quant a eux d‘utiliser comme
référence pour chaque membre la position qu’il occuperait dans le
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cadre d’un mouvement d‘ensemble de corps rigides [1.4), [1.5].

figure 1.3 Repérage 118 & la position de corps rigides

C’est 1la solution qui a aussi &€té& retenue par d’autres
auteurs tels que S. DubowskKy et W. Sunada [1.14] et gque nous
reprendrons car elle n’introduit aucune non linéarité die aux
déformations et ne fait lntervenir que les degrés de liberté des
articulations. -

Ce <choilx entraine que la formulation utilisée est du type
lagrangien actualisé puisque la référence suit le mouvement.

Le passage d’un membre au référentiel général se fera en ne
traitant le systéeme que comme corps rigide.

Chaque membre sera li& a un repére propre quli permettra de
définir 1la position dans l’espace de chacun de ses points en
utilisant une combinaison des coordonnées locales et de
changements de repéres pour revenir au référentiel géneéral.

Les degrés de liberté utilisés pour le mouvement seront des
rotations mesurées autour d’un des axes de chagque repére local.

Si 1’on note les vecteurs par leur nom souligné, nous
pouvons définir le repére local Rj par :
- un point remarquable de l’axe de l’articulation i
- l’axe Z;, axe de l’articulation 1
- 1’axe Xj, perpendiculaire commune a Z; et 21414
- 1’axe Y; pour former un triédre direct.

L’axe Xj permettra la définition des positions angulaires
relatives des bras i et i-1, En effet, Xj et Xj_-4 se +trouvent
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dans le m&éme plan, orthogonal & Z;, et 1‘’angle ©; qui les sépare,
mesurs$ autour de Zj, permet le repérage du mouvement de Rj; par
rapport & Ry.4.

Le repérage de Ry dans le reférentiel général Rp pourra se
faire de manid3re récurrente en positionnant R; par rapport a

Ry_—¢4...

» Z; &tant perpendiculaire a Xj_y, il est repérable dans le plan
vectoriel (Y;.4iZ3-4) en utilisant 1’angle «j, mesuré autour de
X4-4 et séparant Zj_4 et Z; :

Zy = sin(ay) Yy.q + cos(ay) Zy-y

» X; se d&duit de X;_j par une rotation d’angle ©; autour de Zj

Xy = sin(®y) (Zj-q X Xj-1) + cos(®y) X,y

Xy = cos(®y) Xj-¢ + sin(®y) cos(xy) Yj_3 - sin(6;) sin(ay) Zy_4
* Yy est d8fini de manidre 2 obtenir un tri&dre direct

Yy = 23 x Xy

'
[

Yy =-sin(9y) X3-4 + cos(@y) cos(uay) Yy 4 - cos(Og) sin(ay) Z;

Z ‘k"1

porallele a Z¢

figure 1.4 Repd3res assocliés au bras
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Ces différentes expressions permettent de définir la matrice
de passage de (X;;Y;jiZy) & (Xj3-4;¥j-4:2;-4) que nous
noterons [ 1;_4R }.

i.4 Paramétrage de la chaine mécanique en tant qu’assemblage de
corps rigides.

Le manipulateur peut maintenant é&tre considéré comme un
assemblage de solides, repérable aisément les uns par rapport aux
autres. Connaissant la position d‘’un point d’un des solides dans
le repére qui lul est l11ié&, . on peut se positionner par rapport &
une autre référence par une manipulation arithmétigque simple :
Soit M un point du bras i et (j;_(XM) j-4YM i-12M) o+ (iXMs 1YMs 12M)
ses coordonnées exprimées respectivement dans les repéres Rj_; et
Rj.

(indice inférieur gauche : repére de référence).

figure 1.5 Membre i du manipulateur

si on utilise :

-1; distance entre les axes Zj_4y et 2y

-hj distance entre la projection orthogonale de Oj_4 sur
Zi €t Oy

on obtient

O;-4M = 0;-10; + OiM

Oj-4M = 15 Xj_4 + hy Z; + jXy X3 + j¥M ¥; + 2y Z4
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ce qui s’écrit en notation matricielle , en ramenant le repérage
a la référence i-{ :

Le changement de reférence doit se faire en utilisant des
transformations simples et i1l apparait que 1’0on peut
avantageusement modifier la formulation matricielle en utilisant
la formulation symbolique & Dbase de matrices 4x4 [1. 14)
introduites par Denavit et Hartenberg et reprises ensuite par

UicKker et Seth.

Y
Yo Ox M
M
Q\
QQ
7 o
Xy
Oo X,

figure 1.5 Changement de référence

Les deux approches qu’ils présentent différent en ce sens
que dans un cas, une seule matrice est utilisée et dans 1'’autre,
un produit de deux matrices, représentant pour la premiére 1la
geométrie du manipulateur et pour 1’ autre le mouvement.

_ q - - - 1 r -
X 1 cos© -sineé 0 X

i-1 M i 1 i i M
y = h sina + sSin® cosa c0S© cosa sina |x

i-1 M i i 1 1 i i i i M
A h cosa -S1in® sina -¢co0s© sina cosa Zz

i-1 M i 1 i 1 1 1 1 1M

L J L J L J L i



approche de Denavit-Hartenberg :

- - o 1
1 | o o 0 i
b4 1 coso -s1ine 0 X
i-1 M 1 i 1 1 M
Y h sina siné cosa cose cosa sinx Y
i-1 M i i 1 1 i i i i M
z h cosx -sin® sina -cos® sina cosa 4
i-1 M i i 1 i 1 i i MJ
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gque nous noterons en abrégé :
i-4~ = [ 1y.4f ) 4r

{indice supérieur gauche : numéro du dbras &tudié).

avec [1;_4f ) de la forme

. b (0] (o] 0
[ £ 3] =
i-1
i v 1t &Rr)
i-4o i-14
- 1, 4V vecteur 0j_40;

matirice de passage de (Xj;Y3;2Z235) a
(21-17¥3-43235-4) exprimée dans (Xj-4;Y¥j-4525-1)

&)

- I 11_1R )



approche de Seth :

- - - -
1 i (o) o} (0]
b 4 1 i o 0
i-4 M i X
Yy = h sinx 0 cosa sina
i-1 M 1 1 i 1
z h cosa 0 -sina cos«a
i-1 M i i i
~ 1 - -
1 o (o] o) i
0 coso siné o X
1 1 X i M
0 s1iné cos®o 0 Y
1 i i M
0 (o] (o] i z
1 RU

gque nous noterons en abrégé :

jaqr = L 13461 [ 134D ) Yy

avec
[ 1;,_4G ] matrice 4x4 représentative de la géométrie
[ 14D ] matrice 4x4 représentative du mouvement

et

[ 13963 [ *54D ) = [ 1 4%

Comme nous le verrons par la suite, la notation de Seth ne
présentera pas d’avantage pour notre étude et nous nous

limiterons & 1l’utilisation des matrices 4x4 présentées par
Denavit et Hartenberg.

Gradce &a 1’utilisation de cette notation symbolique, les
transformations de changement de repére peuvent s’effectuer +treés
facilement et par l°’utiiisation d’une formule récurrente, nous
obtenons -

ior = [ 1of ) [ 84 3.... [ 1 4% 3yr




Nous noterons cette derniére relation

or = [ 1of ] 3r
p 8

J=1

Les matrices [ J;_yf ) possadent des propriétés
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qui nous

seront utiles par la suite [1.3], [1.4] et quil sont &tablies dans

l1’annexe 1.

a) Dérivation premiére

La dérivée premiére par rapport au temps de [ J;_4f ] peut

étre obtenue en post-multipliant la matrice par une

bool éenne.

a [ Jj_4f1 _ ae

= I JJ-if ] x [ @) —

at at
0O 0 O O©°
[ Q@) = 0 0 -1 O
O 4 0 O©
0 O O ©

Par la combinaison de cette formule

articulations, nous obtenons

a [ Jgf . J , dem
—_— JKf ] x (Z [ JmD ] —)
dat mz=K+1 at

[ gD 1 = [dpf 17t 1 @) [ Ipf)

b) Dérivation seconde

La dérivée seconde prend une forme simple si

mémes notations

pour

autre matrice

plusieurs

on utilise les

@& [ Jgf ) , J a* o
—————— = [ dgf]1 (T [ IpD ) +
dat? m=K+1 . dt?
J J . . dep, dep
T T [(Jyp] [ gD )] — —
m=K+1 n=K+14 dt dt

avec u = min(m, n) Vv =max(m, n)
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1.5 Inconnues du modale

Pour décrire le mouvement d‘une chaine mécanique déformable,
nous avons choisi d’utiliser le formalisme lagrangien pour lequel
nous aurons a dé&finir les coordonnées généralisées. La méthode
des éléments finis qui sera couplée aux &quations de Lagrange
permet une discrétisation du systéme & &tudier et se préte dbien i
la modélisation du comportement mécanique en réponse a des
sollicitations externes (efforts, inertie, gravité) ou internes
(gradient thermique, amortissement du matériauw).

Chaque membre est considéré comme un assemblage d’é&léments
déterminés par des points particuliers qui en donnent la
géométrie. La connaissance du mouvement ou du comportement de ces
noeuds donne par "interpolation" la description du comportement
de chacun des &léments et donc AQu bras lui-méme.

Nous disposons de plusieurs méthodes pour décrire le
comportement des noeuds. Chacune d‘’elles leur associera un
certain nombre de degrés de liberteée , définis de différentes
fagons comme :

a) des déplacements mesurés par rapport a une référence donnée
et de leurs dérivées spatiales.

Ces degrés de liberté, translations et *"rotations", sont
les plus couramment utilisés dans les modélisations par é&léments
finis [4.3), [4.4) pour les é&léments de poutre et de coque.

Ils peuvent é&tre utilisés facilement pour plusieurs types de
problémes

- élasticité& en nypothése de petites perturbations,
- élasticité non linéaire, grandes perturbations,
- placticite, :
et ce, sous une forme directe ou sous une forme incrémentale
dans les traitements non-liiné&éaires [4.2].

b) des paramétres d’Euler.

Pour modéliser le comportement de systémes mécanigques formés
de poutres et d’articulations, M. Géradin et al. [1.6], (1. 7]
proposent de décomposer les déplacements du modéle en
translations et rotations. Les rotations seront décrites & 1’aide
des paramétres d’Euler.

A chaque noeud est associé&e une matrice colonne de degrés de
liverté : 3 +translations et un quaternion représentant sa
rotation. Cette derniére peut se ramener a une rotation unicue
d’angle @ autour d’un vecteur u. Les quatre quantités 0, Uy,
up, uz qui sont ainsi définies doivent répondre aux contraintes
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figure 1.7 Rotation simple autour d‘un axe

o| = :
[R} = cosd [I) + (&1 ~ cosd ) u g: + sing [4d])

ol [R]}] est la matrice de la rotation et [G] une matrice
antisymétrique représentant le produit vectoriel :

(o] -u u
(@) = | u 03 -y
-ud u ol

2 1

L'utilisation directe de [R] dans le modéle fait intervenir
des non-linéarité&s diues 3 la transcendance de ses termes. Par
contre, l’utilisation du gquaternion p associé& diminue cette non-
lin&arite.

eo = cos § et e: sindu PT p = 1
2 2

Le quaternion p apporte des propriétés intéressantes pour
décrire 1les rotations et le comportement mécanique des &léements
de poutre situés entre 2 noeuds, ou des articulations.




Les énergies cinétique et potentielle de déformation,
peuvent s’exprimer en fonction des matrices des degrés de liberté
choisis, ce gui permet 1l1a description compléte du systéme
mécanique étudié. En effet, pour les poutres, en considérant une
variation lin&aire du quaternion le long de 1°’axe, on peut
mesurer la déformation en fonction de la mesure 1locale de 1la
courbure, a partir des quaternions assocliés aux noeuds extrémes,
de la d&formation axiale et transverse, des déplacements des
noeuds extrémes.

Cette méthode, intéressante pour les systémes mécaniques
formés de poutres o0 1’on peut considérer une variation linéaire
de p méne & des matrices gquadratiques en fonction de p ce qui
diminue de fait la non-linéarité des équations par disparition
des termes transcendants. Par contre son extension & des é&léments
Plus complexes, briques ou coques, ne semble pas apporter
directement 1les mémes avantages car on ne peut plus considérer
de variation linéaire des rotations, sauf dans l’hypothése de
petites perturbations. Dans ce cas, la considération directe des
déplacements et rotations sera aussi intéressante.

c) des coefficients de séries de déplacements.

Cette méthode a &té& utilisée pour modéliser le comportement
de systémes dits 4 barres ou bielle-manivelle,. Elle consiste a
supposer que les déformations d’‘une poutre peuvent étre décrites
& 1’aide d’une série de fonctions de forme, Fourier ou autres
[1.15]), [4.16]), [1.31])] dont les coefficients seront les inconnues

du modele.

Ce modéle, couplé & la théorie classique des poutres ,
permet d’élaborer les &quations du mouvement Au systéme par les
méthodes énergétiques présentées ci-dessus, mais il présente
1/inconvénient majeur d’étre beaucoup moins facilement adaptable
a4 d’autres types d‘’éléments.

1.6 Méthode de résolution des équations du mouvement.

Aprés avoir choisi le formalisme et les degrés de liberté a
utiliser pour modéliser le mouvement du systéme mécanique, nous
pouvons é&laborer les equations de comportement. Elles donnent un
systéme de la forme :

[M)]a+[C)la+[K]a:=F

ol
a, a représentent respectivement le vecteur des inconnues




du modéle, ses dérivées premiidre et seconde.

[M], [C}, [K] les matrices Q‘’inertie, d’effets visqueux et de
Coriolis et enfin de raideur du modéle, toutes trois
dépendantes du temps. s

F le vecteur des efforts extérieurs agissant sur le systéme,
dé&épendant du temps.

Connailissant la configuration d’origine de la chaine
mécanique, il nous reste a résoudre cette &quation différentielle
du second ordre, non linéaire en fonction des degrés de liberté
des articulations, linéaire en fonction des degrés de liberté
choisis pour décrire la structure. Les équations du mouvement
obtenues dé&crivent le systéme de fagon continue, & chagque instant
t. Notre objectif sera de discrétiser 1’intervalle temporel
d’ étude et de rechercher la solution a3 des instants particuliers,
séparés par des intervalles 3t que nous choisirons.

Les techniques de 1’analyse numérique généralement utilisées
dans les modélisations par éléments finis ménent & plusieurs
types d’algorithmes. Outre 1les méthodes de manipulation
symbolique des é&quations ([1.19] qui utilisent des sysitémes
pProches de 1°’intelligence artificielle, nous distinguons quelques
approches directes du probléme.

a) Le systéme est ramené a un systéme du premier ordre.

En introduisant une variable supplémentaire, nous pouvons
ramener la résolution du systéme du second ordre & celle d’un
systéme du premier ordre,

en posant ajy
az

non

ai

le systéme se transforme en

a+ (M1t [Cla+[M]" [K)a:[M]LF
d’on

a 0 -[ 11 a (0]

-1, TR B

; M}-t[K M1-i[C )

& (M3-1[k]  [M]1-1[C) 2, F

qui se met sous la forme

a+ [A]u:=g¢6
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G. H. Sutherland [1.31] propose d’utiliser nune mé&thode
Runge-Kutta ordre 4 pour résoudre le nouveau systéme différentiel
ainsi obtenu.

La méthode de Runge-Kutta est basée sur l‘utilisation de
plusieurs évaluations intermédiaires de G pour chaque incrément
de temps dt.

n
Utsot = Ut + °*~J31 bj G(uj, ty)

les b; étant les coefficients de la formule dépendants de 1°ordre
n utilisé, les tJ étant les instants intermédiaires et les uj les
vecteurs inconnus correspondants.

Cette méthode, pour un incrément de temps bien choisi ne
pose pas +trop de probléme de stabilité ou de convergence, par
contre, pour obtenir une bonne précision, nous devons au minimum
travailler avec un ordre 3 voire 4, ce qui, au vu des calculs
intermédiaires pour chagque pas de temps rend les temps de
traitement prohibitifs.

D. M. Trujillo et A.L. Carter [3.15], {3.16], [3.17])
proposent gquant & eux de résoudre ce systéme en utilisant 1la
solution obtenue & l1’aide d’exponentielles. En reprenant 1le
systéme du premier ordre, nous pouvons écrire la solution sous la

forme : :

t
u = exp( [A] t ) u <+ J exp( [A} (t-s) ) G(s) das
t (o) o -

La méthode consiste a utiliser les approximations de Padé
pour évaluer 1’exponentielle. Elle donne de bons résultats
(stabilité& et précision) pour une matrice [A] d’ordre inférieur i
100 mais devient beaucoup trop "gourmande" en place mémoire et en
temps de calcul lorsque les matrices deviennent plus importantes,
ce qui sera notre cas.

=

b) Le systéme du second ordre est traité a4 l1‘aide d’un algorithme
de résolution directe.

Nous distinguerons deux types d’algorithmes parmi ceux qui
sont couramment utilisés :

- les scheéemas explicites qui utilisent le systéme différentiel a
l‘instant t pour trouver les inconnues a l1”instant t+94t .

- les schémas implicites qui utilisent le systéme différentiel a
l1’instant t+8t pour calculer les valeurs des inconnues &a ce
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méme instant.

Certaines méthodes de Prédiction-Correction couplent les
deux types de schémas [1.15]) et donnent de trés bons résultats
quant & 1la précision tout en conservant un des inconvénients
majeurs dé&jad cité : le temps de calcul, puisque le traitement est
doublé& & chaque incrément de temps.

Les méthodes explicites [1.8) ou implicites [1.4], [1.14]
ont &t& utilisdes pour &tudier des systédmes mécaniques articulés
mals chaque type de schéma rencontré présente des inconvénients.

Les schémas explicites ont une stabilité numérique
conditionnelle [3.85], [4.2) qui impose de travailler avec des
incréments de temps suffisamment petits et peuvent donc demander
beaucoup de manipulations, surtout dans le type de traitement que
nous abordons o0 les matrices sont dépendantes du temps et
doivent donc &tre réévaluées a chaque incrément.

Les schémas implicites ne présentent pas le mdme problame
quant & la stabilité numérique méme si leur utilisation requiert
une certaine prudence sur le choix de l’incrément 3t pour garder
une bonne précision.

Pour pouvoir é&tudier 1le systéme & 1l1’instant +t+dt, nous
devons connaitre sa configuration compléte & l’instant t : degrés
de 1liberié, dérivées premiéres et secondes. Pour amorcer 1la
résolution, 17instant t=0 doit &tre parfaitement défini, ce qui
signifie que les conditions & l’origine doivent étre solutions
des é&quations. En général, seuls les degrés de liberté et leurs
dérivées premisdres sont connus, nous avons donc & calculer 1les
dérivées secondes en résolvant

{ M) 8 = Fp-[C ] ap- 1K) ag

La résolution numérique de ce systéme peut se révéler
impossible si la matrice [ M ] est singuliére (certains degrés de
liberté& peuvent ne pas avoir de terme de masse associé).

Hous wutiliserons pour notre &tude un schéma d’intégration
basé sur une méthode de résidus pondérsés et dont la forme sera
proche de 1’algorithme du B de NewmarK mais qui ne présente pas
cet 1inconvénient d‘avoir a définir la dérivée seconde & (t = 0O)
(voir la troisi&me partie de ce travail) ([3.9).
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1.7 Imposition des liaisons aux articulations

Le systéme d’égquations que nous obtenons aprds 1’assemblage
des différents é&léments de chaque membre de la chaine puis des
membres entre eux, est indéterminé [1.4] et il faut introduire
des conditions géométriques, cinédmatiques et dynamiques de
liaisons entre degrés de liberté é&lastiques aux articulations.

Dans leurs travaux, D. A. Turcic et A. Midha utilisent le
systédme de coordonnées globales pour faire l‘’assemblage de 1la
structure en confondant les degrés de liberté& 1iés.

D’autres méthodes trouvent leur fondement en revenant au
principre variationnel qui est & 1’origine des &quations.

Nous voulons minimiser la fonctionnelle w(a) en imposant
l’ensemble de contraintes f(a) = 0 .

t
m(a) = [ (T - V) dt + W¥
ty

Nous pouvons utiliéer soilt les multiplicateurs de Lagrange
(1.4}, [1.8], [41.30) soit une pé&nalisation de la fonctionnelle en
cas de non respect des contraintes [4.2), [2.1], [2.2].

a) Multiplicateurs indéterminés de Lagrange

La fonctionnelle m(a) est remplacée par une autre
fonctionnelle qui intégre les contraintes de liaison [1.17]).

m*(a) = w(a) + p £(a)

dont 1les variations nous donnent un nouveau systéme d’é&quations

(les équations d’Euler de la nouvelle fonctionnelle).
an*(a) = am(a) + 3y f(a) + p af(a)

Cette m&thode introduit de nouvelles inconnues que sont les
multiplicateurs de Lagrange.

Concrétement, en dynamique, nous cherchons a minimiser 1la
fonctionnelle 1w(a) avec comme contraintes une expression de 1la
forme

{B)la:=0
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La nouvelle fonctionnelle s’é&crit

t
Ja(T-—V) at + w* + uT [B) a
ty

P est un vecteur formé de multiplicateurs de Lagrange. Il a
une taille &égale au nombre de liaisons.

Nous tirons les é&gquations

(M) [0]

1p:

[C) [0} A (x; BT a

o

+
IS
"

[0} [0] 0 [0) [0) o (Bl (0] Y

1o

A cause de 1la présence de termes nuls sur la diagonale
Principale des matrices du systéme, cette méthode pose souvent
des problames numériques lors de la résolution. Son attrait
théorique est mis en défaut par sa difficulté d‘’utilisation
4. 1), [4.4)

b) Pénalisation

Nous introduisons dans la fonctionnelle d‘origine un terme
qui vient en pénaliser la valeur si les contraintes fix&es par le
probléme ne sont pas respectées.

w*(a) = w(a) + « aT [BIT [B) a
2

La pénalisation choisie est fonction du carré de 1’erreur
commise sur le respect des contraintes et d‘’un terme o« & choisir.
Les nouvelles é&quations deviennent :

[M)a+[Cla+ ([K)+a[B)T[B))a:=F

-—

Pour étre Dbien utilisée, cette méthode doit employer un
terme « dont la valeur est de 1’ordre de 10%° fois celle du plus
grand terme de [X] [4.2)]. Elle donne de bons résultats en
précision lorsque 1’on traite une contrainte unique mais est
moins avantageuse lorsque les contraintes sont multiples [2.2)},
[2. 3], ce qui est notre cas.

De plus, le terme ao é&tant +trés grandg, nous pouvons
rencontrer des mauvails conditionnements de matrices [4.2].
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Une autre solution possible pour imposer les liaisons est
une condensation locale au niveau des degrés de liberté& a lier. «

Cette condensation pourra se faire 1lors de 1‘assemblage
comme le proposent D. A. Turcic et A, Midha [{.22], [1.23) mais
nous préférons la faire aprés assemblage pour diminuer le nombre
de manipulations & effectuer. C’est cette solution gue nous
développerons dans le paragraphe 2.9 .

1.8 Rappel des choix effectués

Pour 1la modélisation du comportement dynamique de chaines
mécaniques ouvertes en mouvement, nous avons choisi de construire
notre théorie autour du principe d’Hamilton , ce qui nous conduit
aux équations de Lagrange. Cela nous permettra de prendre en
compte tous les paramétires du mouvement : flexibilité et inertie
des membres, accélérations et rigidité&€s complémentaires provenant
du mouvement. ..

La seule 1limite que nous fixons dans ce travail est de
rester dans le domaine des petites perturbations afin de pouvoir
continuer & travailler en é&lasticité 1inéaire. Cette limite
pourra par 1la suite étre levée en complétant 1les méthodes de
résolution choisies dans le domaine non-linéaire {principalement
en grands déplacements).

Nous ne faisons pas d‘’autres hypothéses simplificatrices sur
le modéle utiliseé, celles-ci pouvant &tre élaborées au vu des
Premiers reésultats pour une étude donnée. Cela pourra étre par
exemple 1‘’abandon des termes complémentaires de Coriolis si 1la
vitesse d’entrainement est suffisamment petite.

La seconde originalité de ce travail, réside dans
l’algorithme de résolution du systéme d’équations diffeérentielles
obtenu & partir des équations de Lagrange. Celui-ci garde en
effet une stabilité numérique et une précision intéressante pour
un incrément de temps qui peut dépasser le dixiéme de la premiére

Période propre du systéme.

=

Couplée &a la condensation locale des degrés de liberté aux
articulations, cette méthode utilisera relativement peu de
ressources machine.

Enfin, la méthode de discrétisation utilisée nous permettra
de reprendre, au niveau de la théorie des éléments finis, des
types d’éléments déja existants dans des applications en
élasticité linéaire, statique ou dynamique , et de les compléter
pPar les parties introduites par notre modélisation.
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Rappelons que seule la partie des &quations de Lagrange
relative aux degré&s de liberté de déformation sera traitée dans
un premier temps. Les lois de commande correspondront & des
commandes en position.
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SECONDE FARTIE
ELABORATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT

2.1 Rappel des &équations de Lagrange

L‘utilisation du formalisme d’Hamilton nous a permis de
déduire les &quations du mouvement sous la forme des égquations de
Lagrange. Avant de mettre en oeuvre la procédure proposée, nous
allons rappeler la forme de ces &quations.

Notations :

T

énergie cinétique dAu systéme

a ¢ vecteur des coordonnées généralisées

F : vecteur des efforts généralisés

Ug ¢ énergié potentielle de déformation

Up : énergie potentielle liée aux forces extérieures.

La minimisation de la fonctionnelle de 1’é&nergie nous méne
aux équations suivantes :

4 (2T) - 3T + Uy + dUp = Fy
dt 8a, daj 0ay day

Nous aurons donc a évaluer 1’ énergie cinétigque et 1’é&nergie
potentielle du systéme en fonction des coordonnées généralisées
qui seront ici les degrés de liberté du manipulateur : ceux des
articulations et ceux que l1’on comprend au sens des é&lé&ments
finis.

2.2 Calcul de l’énergie cinétique
Soit oV 1le rayon vecteur d‘’un point M quelconque du

manipulateur, exprimé dans le référentiel inertiel général (Rg),
1’énergie cinétique du systéme s’écrit :

T
1 a Vv av
T = — _Qs __Q= dm
2 at dt.

Jsystéme
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Ou encore en &crivant l’énergie cinétique totale comme 1la
somme des énergies cinétiques de chacun des bras

p

T
1 a Vv av
T : T - O L= | am
i e at at

Jbras 1

Notre but est de revenir aux coordonnées du point M,
exprimées dans le repére lié au bras i auquel il appartient. En
reprenant les vecteurs gquadridimensionnels décrits dans 1le
chapitre précédent, nous pouvons écrire

'S

T
1 al r al r
T = ¢ -— —0 O dm
i 2 dat dt

Jbras 1
OIET = (1 ole )
En effet, aprés- dérivation, la premiére ligne de la matrice

colonne représentant le vecteur lgor devient nulle et n’a donc
aucune influence sur le produit scalaire.

En ramenant les définitions aux repdéres liés aux bras nous
obtenons

T
1 d . d '
T : £ — — (1 £11r) — ([t £])ir) dam
ie2 dat 0 i at % i-
bras i

soit, en notant i;r = 4 (}jr) et T; 1’énergie cinétique du bras i
dt

1 , i , . . T
T = — |( [ £ t[(lp)ire +1r ] )
i 2 o) -4 K i—- K i

bras 1

i . .
( [ £ [Kz (ipylre +1rp ] ) dm
o) -4 k i—- K 1




page 31

et
n
T = z T
i=14
L’ &nergie cinétique dépend donc
- des rotations descriptives du mouvement ( [1of), [ixD]), ek )
- de la géométrie du systéme non dsformé ( [1of), [1xD), i;r )

- de la déformation du systéme ( l;r, i,r )

Le rayon vecteur 112 peut étre décomposé en un terme
descriptif d’une position de référence et un terme de déplacement

ir = L1ry, + a 41

1ir et @ 1;r &tant fonctions du temps.

Yo v

figure 2.1 Déplacement dans le repére 1lié au bras

Comme précisé dans la premiére partie de ce +travail, nous
choisirons comme référence le rayon 2ljr, , associé a la position
du point M, repéré par rapport au bras i, en considérant le
manipulateur dans un mouvement d’ensemble de corps rigides,
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La référence choisie accompagnera donc 1le mouvement. En
conséquence de ce choix, nous aurons :

lira = © 'ira=o0

Nous rappelons que le vecteur 1l r peut étre 118é au vecteur
‘ O;jM & l’aide d’une opération gqui rajoute un i en premiére ligne
! de la matrice colonne associée.

1 i (o)
i r = X = X + a X
iz 1za a iz
‘ 1 ia 1

da 112 peut donc &tre obtenu a partir de d OjM par une simple
opération booléenne

o) o 0 O

a x 1 0 O 4 x
a iy : o 1 O 4qa iy
qa iz o 0o 1 a iz

Nous noterons cette derniére relation

aiir= (L] aQH

L’introduction d’une modélisation par éléments finls nous

- permet de représenter d OjM comme une valeur interpolée a partir

d’un ensemble fini de déplacements : les degrés de 1liberté de

1’élément auquel M appartient, so0it les déplacements de noeuds
descriptifs de la géométirie du systéme.

[ Ne] étant la matrice d’interpolation de cet &lément

ae étant le vecteur des déplacements des noeuds de
1’ &lément, exprimé dans le repére Rj, 11ié& au mouvement.

[ Hj)] €¢tant la matrice d’interpolation sur le bras i
que nous noterons aussi ([N] par simplification

aj étant le vecteur des déplacements des noeuds du
bras i, exprimé dans le repére R;, 1ié au mouvement.
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nous avons

d OjM = [ Ng ] ae ou dilir:= (L) [N ae
ou encore
d OjM = [ Nj ] a; ou dijr:=[L)[N] a3y

d’ol la nouvelle expression de Tj

1 i i i . T i T i
T = — D e L -
N " [kfi[K] 1fx+[][n]:1] [of] [of]
bras 1
i . N .
D D (=] N] aA
[Kzi[ K ) 13 K ¥ [LJ () -1 ] dm

Cette forme de 1’é&nergie cinétique nous permet d’en
transformer 1’expression en 6 termes gque nous développerons
séparément afin d’obtenir une notation simplifiée (annexe 2).

Ti = Opy + ajT Fpyj + % a;T [Kpj) a3 + &3T Fppj + &3 [Cpy) a5 +

% aiT [Mj) &j

2.3 Calcul de 1l’é&nergie potentielle de déformation

La théorie de 1‘’&lasticité en hypothése de petites
perturbations, associée & la méthode des &léments £finis, nous
amédne A exprimer l’é&nergie de déformation d’un bras sous la forme

U = € o dv
di % - -

bras i

€ et o sont respectivement des représentants des tenseurs de
déformation et de contrainte sur le bras.

D’aprés les lois de HooKe,  le tenseur des contraintes peut
s’exprimer en fonction de la matrice d’é&lasticité et du tenseur
des déformations, ce qui nous permet de modifier 1’expression
précédente.
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o= [E]E

T

U = % € [E} € av
di - -

bras 1

Un des principes de la méthode des é&léments finis est, -comme
nous 1l’avons dé&ja dit pour exprimer 1’é&nergie cinétique, de
décrire les déplacements des points de la structure é&étudisée en
les interpolant a partir des déplacements des noeuds. Le tenseur
des déformations peut &tre &laboré a partir de ce méme principe,
par dérivation des formules d’interpolation obtenues. Cela nous
permet 4’ é&crire [4. 1]

€ = [B] g

et

T T
U z % a J [B) [E] [B] dv a
al -1 bras 1 -

que nous réécrirons sous la forme matricielle suivante
Ugqy = T [k
a1 = % 23 [Ki) a4

{K;) étant 1la matrice de rigidité du bras i obtenue par
assemblage ([4.1], [4.2], [4.3]), [4.4).

2.4 Calcul de 1’énergie potentielle de gravitation
A une constante additionnelle prés, nous avons, pour un bras
u = i pT (L) g am
g1 O -

bras i

avec g = (0 0 9.80665)T dans Rg

En wutilisant les coordonnées 1liées au repére R; et la
matrice colonne des degrés de liberté des bras, nous avons

n ‘ T T
U =&t (1 r + (L) (N} a ) [Y* 4 [L] ¢ am
i - i-a -1 0 -
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reconnaissant que [L]T [15£)T [L) = [14R]T nous obtenons

n _ . T T T T

U = B ( 1 r (1 £] [L) g am + a. [N)] [ R} g am)
i-1 ica O - -1 0

bras i bras i

2.5 Introduction éventuelle d‘un terme 4d’amortissement interne

Comme nous 1’avons écrit dans la premiére partie, notre
modéle peut inclure un terme 4d’amortissement interne de 1la
structure. Dans la fonctionnelle de 1’é&nergie, celui-ci avait &té
introduit sous la forme :

awk* - ¢ Qi' da,;

les aj étant les degrés de liberté du modéle.

Sous 1la notation matricielle que nous employons, ce terme
d’amortissement devient :

aw* = sayT [ C ) &y

[ C 1 est la matrice d’amortissement interne de la structure. Ce
terme est en général assez complexe a &laborer puisqu’il dépend
du matériau, des fréquences auxquelles la structure est excitée,
de la structure elle-méme (géométrie ...).

Le Dbut qul est poursuivi lorsque l°’on introduit ce terme
d’amortissement dans la modélisation, est d4d’améliorer les
résultats donnés par la simulation en cours mais cela vient
alourdir le systéme 4d’équations et rendre certaines des méthodes
de résolution inutilisables sans modification (superposition
modale par exemple). Dans ces cas, la matrice d’amortissement
peut &étre modélisée de maniére a pouvoir découpler les équations
du mouvement, c’est a dire que si1 les 2; sont les vecteurs
propres de Jla structure non amortie, nous chercherons a avoir
f4. 23 :

QIT[C]Q_J:E. wluiaiJ
avec
wW; 1 éme pulsation propre )
vy coefficient d’amortissement modal associé & la i éme

pulsation propre
9j; symbole de Kronecker




Plusieurs solutions sont proposées pour obtenir ce
d&couplage :

- [ C ) est choisie comme une combinaison lin&aire de [ M ) et
[ X)) [4. 2]

(C)l=aM]) +B[K)

- [ C ) est choisie comme une fonction polynomiale de [ M ] et
[ £)].

Dans un premier temps, nous n‘avons pas pris en compte le
terme A’'amortissement dans notre é&tude, il pourra &tre introduit
facilement par la suite en utilisant 1la méthode de combinaison
linédaire proposée par K. J. Bathe [4.2). Si nous voulons le
simuler, nous pourrons &éventuellement jouer sur les coefficients
de 1l’algorithme de résolution des &égquations différentielles en
introduisant un amortissement artificiel comme nous le verrons
dans le chapitre suivant.

2.6 Développement des différents termes
a) Termes dépendant de 1’ énergile ciné&étique
En reprenant la forme de l’é&nergie cinétique que nous avons
décrite dans les paragraphes précédents, nous pouvons en dériver
les termes des équations de Lagrange.
T T T T
Ty = Opy + 23° Epgg + % 23° [Kpy) 33 + &43° Fppy + &3 [Cpy) a; +

% a;T [M5) &y

8Ty = Fppy + [Cpy) a3 + [Mi) a4
aé.i

a4 (8T3) = & Fpay + [Cpi) &3 + 4 ( [Cp3) ) a3 + [M3]) &,
at daj dt dat

ATy = Fpyy + [(KEpy) a5 + [Cpi)T &y
Oai

Oor :

J T T i :
[C 1 = [N] (LY ( £ [* D) & ) [L] [N] am
Ti bras i k=1 K K

|



D’aprés la remarque de l’annexe 2 page 4 nous avons
[Cpi1T = - [Cp;)

Donc

8T; = Fpyy + [Kpj)l a; - [CTilf aj
aal

Le +terme des équations de Lagrange dépendant de 1’é&nergie
cinétique est donc

a( 8T; ) - 8T; = d Epp; + 2. [Cpj) &3 + 4([Cpjil) aj + [My) &y
dt 6&1 Oai at dt

= Erys - [Kpy) 24

a.1) calcul de d ( [Cp;)} ) et de d Frppy
dt dt

[ T T i . .
[C 1 = [N) (L} (T [+ D) ) [L} [N} dm
Ti bras i k=1 K S

T _ T i .
d [C_ ] = [Nl [L] (T (ifpje «
S s K=1 K K
dat bras i
i i , , ' .o
T L ([YxD)[};D)-[1;DI[1kD)) ©K ©; ) ([L][N] dm
K=1 1=K+1
et
T T i . ..
A [F__ ] = [N)] (L) (£ [iD)e =+
— T24 Kz 1 K K
dt ‘ bras i
i i ' .o
£ T ([1xD)[3,;D1-14;D1[1kD]) & €7 ) iir, dm
K=1 1:=K+14

a.2) forme simplifiée

S1 on note

i
[ Q¢ ] matrice 4x4 L [ 1D 1 gex
z dat
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1
[ 2 ) matrice 4x4 L[ gD ) @ey
K=4 dt?
i K
~Z (B[ D). [ 1;p) goy deg )
K=1 j=1 : dat dt
1 i . . |
+ T ( D ( (1) I5Dp) -130) 31D ) ge; geg
K:=1 j=K+1 dt dt

nous obtenons

T T
{(C 1 = (N} [L} [ @3] (L) [N) am
T1 Jbras i 11

T T
d C - [K = N L Q L N] dm
__.( { Tl] [ T1]) [N} [L) [1 a] [L) [N)
dt bras 1

T T _

a (F - F ) = [N} [L) [ ] T r am
. -Tei ~Ti11 12 i—a
dt - Jbras i

Nous noterons respectivement les deux dernieéeres expressions
[Kgi) et Fgj

En les introduisant dans l’expression précédente, nous avons

4 ( 9Ty ) - 8T; = [M3) &4; + 2. [Cpy) a3 + [Kqj) a3 + Fgy
dt day day

b) Termes dépendant de 1’énergie potentielle de gravitation

Comme nous 1’ avons Préalablement écrit, 1’ énergie
potentielle de gravitation s’exprime

T T T T

U = 1r (1 ] [L) g am + a [N) [1R) g dm)
gl i_.a (o] - -1 (o]

bras i ' bras 1

avec g = (0O O 9.80665)T adans Ry



a’ ot
T T
au z [N] (1 R} g dam
—£1 0 -
Oai bras i

que nous noterons Fgj;

¢) Termes dépendant de 1’ énergie potentielle de déformation.
La théorie de 1’é&lasticit® associée & la méthode des

éléments finis, nous permet d’écrire 1’énergie potentielle de
déformation sous une forme matricielle

Ugs = % a3T [K;) a;
4’ o, par dérivation :
9Uqy = [Ki) 23

da;

2.7 Résumé€ des équations du mouvement

Le systéme d’ éguations différentielles descriptif du
mouvement du mécanisme déformable peut donc se meittire sous 1la
forme

[Mj) aj + 2. [Cpj) a; + [Kqj) 83 + Eqj + [Kj) a; + Egy = Q

avec
T T
[C 1] = [N} (L] [ « 1 [L}] [N] dm
T1 Jbras 1 i1
[ T T
(X 3 = [N) L) [ @ ] [L] [N} dm
dai Jbras i 12
] T T ,
F = | [N] (L] [Q)1ir am
-di Jpras i i e i-a
T T
F = | [N)] [1R) g am
—81 Jbras i -




[Mj] et [Kj] sont les matrices de masse et de rigidité
rencontrées habituellement dans les modélisations par éléments
finis.

Le systéme global sera obtenu par assemblage des &quations
que nous venons d’é&laborer pour un bras.

2.8 Effets gyroscopiques

Le terme [Cpi) aj apparait comme &tant un terme
compl émentaire de Coriolis dt & la description de 1la structure
dans des repéres mobiles et & son &tude dans un référentiel fixe.

Pour des vitesses de déplacement des articulations modéré&es,
certains auteurs [1.26] proposent de négliger ces termes
complé&émentaires ou [i.4] de négliger les termes d’ordre supérieur
4 2 dans l’é&laboration des é&quations.

Nous montrerons dans la partie présentation des résultats
que cela peut se justifier mais nous conserverons ce terme qui
intervient comme facteur multiplicatif des vitesses dans nos
dquations du mouvement : aucune hypothédse simplificatrice du
modéle n’étant faite, celui-ci restera général. De plus, ce terme
étant toujours présent dans le systéme d4d’équations, il sera trés
facile de le modifier pour prendre en compte les effets
d’ amortissement.

2.9 Imposition des liaisons aux articulations.

Tel que nous l’avons décrit dans les paragraphes précédents,
le systéme formé par simple juxtaposition des é&quations du
mouvement relatives & chaque bras est singulier puisqu’aucune
liaison n’existe entre les degrés de 1liberté é&lastiques des
membres. Pour pouvoir le résoudre, nous sommes amenés Aa
introduire les articulations dans le modale.

Les 1liaisons imposées par les articulations sont de deux
types différents :

- liaisons entre les degrés de liberté relatifs 2 l’extrémité des
bras i et & l‘’origine des bras i+i

- liaisons internes & un méme bras lorsque l‘’on travaile en 3D et
que l’on veut modéliser les axes des articulations.
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u/ a) &tude des articulations.

Soient M; et Mj,y les noeuds extrames du bras i et origine
du bras i+i, O; le centre du repdre 1i& au bras i. La condition
de présence d’une articulation entre les deux bras s’écrit :

a4 O4My = 4 O;My 4,y et £(My) = R(M344)

4 exprimant la variation ou le déplacement et Q la rotation de
1’ axe.

Pount unutraol du bras v+1

Bras v+1

Pount funaol du bras o

Bras L

figure 2.2 Représentation d‘une articulation

Ces équations vectorielles peuvent s’exprimer dans le repére

Ry en fonction des degrés de liberté de My et M;,,; en séparant
les termes de translation et de rotation.

at(My) = [ ¥R 1 ap (M)

ar(My) = [ 4R ) ap(My,y)

que nous pouvons &crire sous la forme :
aMy) = [ *47 ) amy,y)

avec

[ 1+11R 1| [0}

GEAEI N I
1 [ 0] l t 1+11R ]
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D) &tude des axes

La liaison que 1°’on doit introduire entre deux noeuds d’un
bras  pour spécifier qu’ils sont sur le méme axe est une liaison
de corps rigide. C’est a dire que 1’on a :

a oi“i = 4 Oiﬂi + Hlni . Q(Hi) et g(ﬂi) z g(ni)

M; et Ny &tant les points du bras i que l1‘’on veut lier.

Bras

figure 2.3 Axe d‘une articulation

En reprenant 1les notations de l1’&tude des articulations,
nous pouvons é&crire

(o) -Zz(M N ) -y(M N )
a (M) = a (N ) + z(M N ) o] X(M N ) a (N )
-t 1 —-t 1 i U 4 1 - 1
-y(M N ) x(M N ) (o]
S S § 3 1 J
ar{Hj) = apr(HNj)

les valeurs xX(MjNj), Y(MijH;), z(MjNj) &tant les cooraonnées du
vecteur MjiN; .

Nous pouvons ré&écrire ces &quations sous la forme

a(My) = [ T ) a(Ny)
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1 0 0 o -Z2(M N ) ~Y(M N )
0 | 0 Z(M N ) o X(M N )
0 0 1 }-y(M N ) X(M N ) 0
11
[T =
o 0 0 1 0 0]
0 0 o o 1 0
0 o 0 o 0 1
L J

Les deux types de liaisons que nous voulons imposer peuvent
donc se ramener a une méme formulation. Le principe que nous
retiendrons pour créer ces liaisons dans le moddle sera
d’effectuer une condensation locale des degrés de liberté a lier,
et ce, aprés avoir assemblé chaque bras séparément des autres.
Cette condensation sera la derniére opération a faire .avant 1la

résolution du systéme 4’équations.

c) Condensation locale

L’ équation différentielle a résoudre se présente en
dynamique sous la forme variationnelle sulvante :

2aT ( [M) a4 + 2 [Cla+ [Kla-F):=0

Le probléme qul se pose a nous, est d’imposer des 1liaisons
liné&aires entre degrés de 1liberté et ce, & chaque pas
d’intégration de l’équation différentielle. Ces liaisons sont du
type :

ry aj + Pj4q @j4g + +0o0. + rpnapn =0

ol 1les aj sont des degrés de liberté ou des &léments du vecteur
recherché a.

La méthode proposée consiste dans un premier temps en une
transformation des &quations de liaisons a imposer. Si rj est un
coefficient non nul, la liaison peut é&tre écrite sous la forme :

i+t 4j+4 ¢ ¢e:.. + T'n anp
aj - = 0
Ty

Oon peut effectuer un changement de variables en remplagant
a; par a’; tel que

, I‘1+1 al+1 + 0 + rn an
a’j = aj -
1 1

ry
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NHous imposons ensuite a‘j = O dans le systéme.

LLe nouveau vecteur inconnu a’ s’obtient & partir de l’ancien
par une simple transformation linéaire :.

a = [8) &
ol [S] est une matrice carrée (n Xx n) qui dépend des liaisons

linéaires & imposer, et donc de la matrice [T) dé&veloppée dans
les paragraphes précédents.

Nous pouvons maintenant remplacer a par sa valeur dans
1’ é&quation d’origine.

Sachant que l‘on a :

a = (s8] @&

nous pouvons obtenir les dérivées premidre et seconde de a

da[s] a[s])
A = a’ + [S) a’ notons : [Si) :
at , dat
a [s) d[s} a [S)
4 = — a’ + 2, — a’ + [8) a’ notons [St] =
dte dt date

d’o0 la transformation de la forme variationnelle

8a'T 83T ( [M)[S) a’+ 2. (ICI[S) + [M)[S!)) a’+
([KJ[S) + 2. [C)[sl) + [M)[st])) a’-F ) = O

L’égquation devant étre vérifiée quelle que soit la variation
élémentaire 9a’ , nous obtenons finalement

(m} & + 2. [c] &’ + [K] 2’ = £

avec

(s1T M3 [s)

(s1Treyrsy + s3Tmy sty

(s1Tirkyrsy) + 2. (siTreyrsty + 1s)Tmy[se)
(s1T F

(m]

(c]

(K]
£

Cette équation sera résolue pour chagque pas de temps en
imposant la nullité& des valeurs des a‘’j choisis pour é&tre
condensés.
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d) Imposition de valeur pour certains degrés de libertié

Nous pouvons effectuer une partition fictive des degrés de
liberté en degrés & calculer et en degrés dont on veut imposer la
nullité a4 et ap .

En respectant cette partition, le systéme peut se mettre
sous la forme :

m m a c c a K K a F
i1 i2 —1] ., 11 12 -1} . 11 12 - | - |-1
m m a c c a K K a F
21 @22 —2 21 e2e -2 21 22 -2 -2

Nous imposons :
8 = 0 42 = 0 et ap = 0

Les sous-matrices myp , C4p et Ky n’interviennent plus dans
la premiére ligne du systéme, nous pouvons les &liminer. De plus
nous allons nous servir de la seconde ligne pour imposer les
valeurs de ap , &, et a, en découplant les &quations soit en
imposant la nullité de mpy , Cpy4 et Kpyq

La dernidre &étape consistera & transformer mpp, , Cpp et Kpp
en matrices unité. Ce}a donne le systéme :

-} -2 2

Cette méthode est rencontrée sous le nom de méthode du terme
unité [4.1].

e) Systéme A& résoudre
Suite & 1la présentation de ces différents points, nous
pouvons mettire notre systéme d’équations sous la forme :

[m} a’ + 2. [c) &’ + [K] a’ + £ = ©

avec

a’ nouveau vecteur de degré de liberté aprés condensation
[S) matrice de condensation obtenue par assemblage des
matrices [T] que nous. venons de définir.

[S] (M} [S)

(s)T [CT] [S] + [S1T[MJ [s]

s)T [KT] (81 +s11 [K] (s + 2. (s1Treriesy + [s1TMy[s)
(s1T Fq + [S]

{m]
[c]
(K]

x X X w®
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Cette équation sera résolue pour chaque pas de temps en
imposant 1la nullité des valeurs des a;’ choisis pour étre
condensés.

Aprés résolution du systéme d’‘’équations différentielles, les
degrés de liberté que l’on a condensés sont rétablis 3 partir de
ceux auxquels ils ont &té liés grace a la relation :

a; = [ s] ay

2.10 Calcul des réactions aux articulations.

Dans le paragraphe précédent, nous avons décrit comment nous
avons 1imposé des liaisons entre degrés de liberté. La mé&thode
employée pour éliminer les degrés de liberté& condensés porte le
nom de méthode du terme unité [4.1], elle consiste & é&liminer
complétement une inconnue du systéme en imposant la nullité du
terme du second membre de méme rang et en annulant les lignes et
les colonnes de rang correspondant dans toutes les matrices du
systéme tout en gardant un terme unité sur la diagonale.

Aprés résolution du systéme et rétablissement de la valeur
des degrés de liberté condensséds, sSi nous reprenons les matrices
et 1le second membre non modifiés et que nous calculons le résidu
de résolution :

R:=[M a+2 [Cpl &+ [Kq) @ + Fq + [K] a + Fg

celui-ci nous donne les réactions a chaque degrélde liberté que
l1'on a condensé soit, les réactions aux articulations.




page 47

TROISIEME PARTIE
ALGORITHME DE RESOLUTION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT

-

La théorie relative a l’algorithme que nous allons utiliser
a &té présentée par O.C. ZienKiewicz sous le nom de : famille
d’algorithmes a pas de progression simple (a unified set of
single step algorithms).

Nous avons repris cette théorie en 1’adaptant & notre é&tude
par la prise en compte de systémes d4d‘’é&quations dont les
coefficients varient avec le temps et par 1’intégration d4‘’une
possibilité de condensation locale des degrés de 1liberté comme
cela a &té &voqué dans le chapitre précédent.

3.1 Présentation de la méthode

Soit a résoudre un systéme A&’ équations différentielles de la
forme :

M) a + [C)

a a + [K) a -F =0

ol

a est un vecteur de dimension n dont les coordonnées dépendent
d’un paramétre t, temps dans le cas gqui nous intéresse , a et a
sont respectivement ses dérivées premiére et seconde par rapport
a t.

[M], [cy, KX} sont des matrices de dimension n X n que nous
appellerons respectivement matirice de masse, d’amortissement et
de raideur.

F est un vecteur de dimension n gue nous appellerons vecteur de
sollicitation.

[M]}, I[C]), [K] et F peuvent é&tre dépendants de t.

Nous cherchons a résoudre cette équation en déterminant les
valeurs de a, 4 et a a des instants tg,....tj; espacés
réguliérement dans 1l’intervalle de temps [Tinj+:Tfinail) sSur
lequel nous effectuons 1’ étude. Ces instants sont séparés par un
incrément de temps ot.

Supposons connues les valeurs aj, ay,

a l’instant t;,
t; = Tijpnijt + 1 8t et recherchons les valeurs a

a3
l1’instant suivant.

Sur 1‘intervalle ([tj,tj+4), 2 pPeut &tire approximé par un



page 48

polyndme de degré p en h, O ¢ h ¢ dt, sur l1’intervalile
[1 Ot, (i+1) ét].

P-1 J 3 P (P) J J J
a:= & h aji +n i ravec aj = (d a / at ) en t;
J .

js0 ! p!

gi(P) est un vecteur inconnu a déterminer qui permettra de

pP-1
calculer aj 4, Bjseqfse.- 8 joi
atP o« (P)
—_— =1
| pt l
|
|
| a
| a ‘ a | ~1+1
i —1 j‘ =1+1 i
i 8¢t (1+1) ot
figure 3.1 Approximation de a sur un intervalle
Par dérivation, nous obtenons:
p-1 Jj-1 J p-1 (P)
4 =L h aj; +h [$}
J=1 (Jj-1)! (p-1)!
q pP-t J-q J P-q (p)
a:=Z% h a; + 1 =$1
J=g (J-q)! (p-q)!
en choisissant h = dt, nous obtenons
P-1 J J P (P) P (p)
2j+4 = & B8t a; + 9t a3 = 85,4 + Ot o ‘
J=0 ! p! ! :
..... |
|
q P-1 J-q ] P-4 (p) 4« P-4  (P)
B4+ = b 0% a; + ot i = Rjeq + 0% «
J=q (j-q)! (p-q)! (p-q)!
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* aj,y est dans un premier temps approximé par 4&;.,sy et la
détermination de gi(P) permet de trouver la valeur cherchée.

» a; (P) apparait comme une valeur approchée de la dérivée d’ordre
P de a sur 1l’intervalle [i1 dt, (i+1) at].

a; (P) sera déterminée en vérifiant 1’é&quation différentielle
sur 1’intervalle [1 dt, (1+1) 6t]) soit pour h variant de 0 a dt.

Si la solution a trouvée satisfait
(M} &8 + [C] &4 + [K] 2a - F = 0

sur l‘’intervalle, elle satisfait aussi la forme intégrale

e
o

3t
J & (M) & + [C] a + [K] a -F) an -
0 /t=tj+h

pour toute fonction § ([4.1] p164).

Choisissons des fonctions § telles que

ot
J $ dat soit non nulle, nous obtiendrons des solutions
o] approchées du probléme.

Soient les paramétres ©g obtenus par :

[t
d h9 dan
Jo
: g 0td 0 < &g ¢ 1
rat
$ dh
JO

La donnée d’une fonction ¢ définit un ensemble de paramétres
eq s de méme, l1a donnée d‘un ensemble de paramétres définit au
moins une fonction 9. L’ étude des propriétés de l°algorithme en
fonction des eq donnera donc une indication de son comportement
pour différentes fonctions de pondération.



q
L’utilisation des valeurs approchées de a donne :

rat q
5 aadn
JO p-1 J-q J P-q (P)
= L 2t ©j.q a3 + at Op-q i
[t J=q (J-9)! (p-q)!
$ dn
JO

ot
La division de la forme intégrale par I $ dh donne la
nouvelle équation :

p-1 Jj-2 J p-2 (P)
M) (£ ot &j_p aj + ot Op-2 G ) +
Jz2  (j-a2)! (p-2)!
p-1 J-1 J p-1 (p)
[C] (& 2t ©j-1 23 + ot ©p-1 &1 ) +
J=1  (J-1)! {(p-1)!
p-1 J J P (P) -
(K} (& ot 635 a3 + 0t 6 g« ) -F =0
Jj=0 j! )
avec
ot
o F dn
- Jo /tzti+h
F = % ©3 Fi,44 +(1-64) Fy
rot
5 dt
JoO

Seul 1le vecteur de sollicitation est susceptible d’é&tre
modifié rapidement au cours du temps. Nous avons donc choisi de
considérer les matrices [M] , [C] et [K] comme constantes sur un

intervalle de +temps 3t et ayant pour valeurs celles que 1°’on
calcule en tji,q9 (ty + 8t),



En ramenant 1’&quation en fonction de «; (P), nous obtenons

p-2 p-1 P (p)
( [M) at 6p-2 + [C] a1 ©p-g1 + [K) 0t 6p ) g
(p-2)! (p-1)1! ' p!
_ p-1  j-2 J p-1  j-1 3
= F - [M)] (T 2at ©5.23; ) - [C) (T 2t ©j-1 23 )
J=0 (Jj-a)! J=1 (Jj-1)1

p-1 J J

- [K] (£ 3t ©; a; )
j=0 j! -

Choisir une méthode d‘ordre p permet de travailler en ne

s’occupant que des dérivées 4d’ordre (p-1), le démarrage de
l’algorithme peut donc se faire avec ap, a0 v o Jjusqgue 1°’ordre
(p-1).

L’erreur sur la solution obtenue est d’ordre O(th*i) sur
1’intervalle [0, 4t] (voir annexe 4). Si 1’é&quation étudiée a une
matrice de masse [M] non nulle, l1’ordre p minimal pour 1la
résolution numérique est donc p:=2 ([3. 9], [3.10])). L’algorithme
obtenu est connu sous-le nom de " QUADRATIC ALGORITHM " ou encore
" gSee—*.

Pour cette valeur de p, 1’ équation & résoudre a chague pas
d’intégration devient

2 (2)
( [M] + 0t ©4 [C) + 3t ©5 [K) ) &5 = F

2
- [C) &; - [K] (23 + ot &y &5 )

La stabilité "inconditionnelle" est obtenue pour :

&, 2 0.5 et 65 2 Oy ([3.10])

2j4+4s &j44 s'obtiennent directement par :

2i+14 aj + ot a; + 9t2 o;(2)
2

Bisq = A + ot g;(2)



L‘algorithme S$S22 a l’avantage de pouvoir é&tre lancé& en ne
donnant que les valeurs de 3ap et ap et sans avoir & calculer &g
pour amorcer le calcul comme <c‘’est 1le cas pour d’autres
algorithmes du méme oi1dre (Newmark...). De plus, la stabilité et
la précision obtenue ([3.141], [3.12), [3.143])) permettent de
l1’utiliser avantageusement a la place d’une méthode implicite de
type Wilson avec un pas de progression 9t plus important.

Nous donnons ici l‘algorithme de calcul 8822 présenté &
1’aide du pseudo-~code.

La présentation faite tient compte de la ré&é&valuation des
matrices & chaque pas d‘’intégration.

Algorithme de calcul :

donner ag, &g, l’incrément de temps dt, le nombre de pas np
calculer Fg
pour i variant de 1 & np
rép&ter former'iull, (€1, X, F,
former [Kil' = ([Mil + 9t e1 [01]

+ 0.5 ate ea [Kll)

former F 2 © F + (1 -6 ) F
i T | 1’ _

- i-14
(2) _
ré&soudre (X }J' « = F - [C] &
1 —i-1 ~1 i -1i-1
- [K {a +0t © &
L 1] -1- i _1—1)
calculer
(2)
a = a + 3t a + 0.5 3t2 «
—1 ~i-1 ~1-1 —-1-1
(2)
A = & + 0t o

-1 -1-1 -1-1




3.2 Critéres de stabilité et de précision

Nous avons & résoudre le systadme

[M] 4+ [Cl 4 + [K] a-F:0

Le choix de 1l‘’algorithme d’intégration de ces é&quations
différentielles sera 1i8& aux concepts dAde stabilité et de
précision. En effet, une stabilité dite inconditionnelle et une
bonne précision obtenue avec des incréments de temps relativement
importants nous permettront de justifier le choix du schéma
d’intégration.

La prise en compte de ces deux critéres peut étre limitée a
1/&8tude du comportement de l1l’algorithme pour une seule &quation
(annexe &) [4. 2] de la forme :

9 + 2. wpd +wW u-=or

Par variation des paramétres py et w, nous pourrons examiner
le comportement global du systéme. ‘

Pour é&tudier la stabilité de cet algorithme, nous pouvons
utiliser la définition donnée par K. J. Bathe [4.2) :

Une méthode da’intégration est inconditionnellement
stable si1 la solution pour toute condition initiale
n’augmente pas pour tout incrément de temps at, en
particulier quand 1l1le rapport 98t/T est grand, T é&tant 1la
pPériode propre du systéme.

En fait, 1’&tude réalisée donnera une condition suffisante
plus stricte (annexe 4). Les résultats en fonction de 64 et ©p
sont regroupés dans le tableau 3.2 [3.10].

La stabilité "inconditionnelle" est obtenue pour des valeurs
8 2 ©4 2 0.5

En ce gquli concerne la précision, 1l’erreur commise en
fonction de 64 et ©p est donc au maximum de 1l’ordre de O(Ota).
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Méthode paramétres erreur erreur stabilité
rhase |jamplitude
Newmark B, 7 O(ott) O(at) eBlriy
v o= % 0(dt?) 0(atd) 2B Y%
v=% B=1/12 | o(at4) o(ath) wt Attt < 6
p=0
ssz22 © , © o(ate o(dt) e 10 2
1 2 ( ) ( 2 1 .
e1 = % o(ate) 0(at3) eazx
© =% © =1/6 | O(ath o(ath) wt At < 6
47% 5 / { )

figure 3.2 Stabilité et précision fonctions de ©4 et ©p
sans amortissement

Mé&thode paramétres erreur erreur stabilité
pPhase |[amplitude
Newmark B, 7 - o(ot ) O(dt) 2Brriy
T = % O(at?) O(atr) eB¥%
r=%¥ B:=1/12 Oo(ate) O(dt?) wt 9ttt < ©
v#0
ssee © © O(at O(at © 20 )
! > (ot) (at) 2-° %
e1 = Y% o(dt?) O(ate) eazx
eiéx 92:1/6 O(att) O(atr) wt 3t < 6

figure 3.3 Stabilité et pré&cision fonctions de 6y et O,
avec amortissement

Les qualités de stabilité et de précision obtenues seront
vérifiées dans les exemples traités dans 1les paragraphes
suivants.

3.3 Comparaison avec d’'autres schémas d’intégration

Dans 1les tableaux 3.2 et 3. 3, nous avons présenté
critéres de précision et de stabilité des algorithmes de Newmark
et Sseea. Nous pouvons remarquer gque les deux algorithmes
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présentent des proprié&tés trés proches et se correspondent en
fait pour 6, = 2B .

Nous allons présenter ici un test de comparaison, en donnant
de surcroit 1la solution théorique du systéme &tudié et 1la
solution obtenue avec une méthode explicite (différences finies
centrées).

L’exemple &tudié est tiré de ([4.1]) p 378.)

Il nous a semblé préférable de donner les résultats sous
forme de tableaux plutdt gque de courbes. En effet, vue la faible
différence obtenue entre les résultats fournis: par les
différentes méthodes de calcul, les tableaux permettent d’en
avoir une meilleure appréciation.

Soit a4 résoudre le systéme :

[M]U+[CJU+[K]U:F

avec
Up = 0 U = ©
i 1 i 1 i
(M1 = {C) =1HMH] = F =
i 2 i 3 e
. (o]
en portant U et U , nous trouvons U =
-0 -0 -0 1
a) méthode des différences finies centrales ( 3t = 0.5 )

En prenant :

U8 — ( Uiegt - 2 By + Ug_pgt )
ate
1

G 8 — ( Utsat - Vt-4t )



Le systéme s’écrit :

[ K1 Ugseat = Ry
avec

[ K] = [M] +« 0.5 8t [ C )

Ry = ottt Fy + [M] (2(Up - Ug-oat)) + 0.5 0t [C) Up_a¢
- 3ttt [K) Uy
soit dans notre cas

[ X)) =[M) + 0.25 [C)

Ry = 0.25 Fy + (M) (2(Uy - Up_g¢)) + O.25 ([C] Ut.at

- [X] Uy)
o}
1§ =
—-ot 0. 125 )
résultats
temps U1 U2
0. 0. 0.
0.5 0.000 | 0.125
1.0 0.083 | o.292
1.5 0.233 | 0.417
2.0 0.399 | 0.486
J 2.5 0.535 | 0.514
3.0 0.619 | 0.519
| 4.0 0.638 | 0.508
5.0 0.561 | 0.501
6. 0 0.495 | 0.499
7.0 0. 474 | ©0.500
8.0 0.482 | 0.500
9.0 0.496 | 0.500
10. 0 0.503 | 0.500
15. 0 0.499 | 0.500

figure 3.4 Résultats obtenus avec la méthode
des différences finies centrales
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b) méthode de Newmark ( 8t = 0.5 , B

"
<
"

0.5 )

En é&crivant

Vi+at = Bt + 0t ((1-7) Uy + ¥ Ugyat )

Utsot = U + 0t G4 + 0.5 ottt ((1-B) Uy + B Ugsat)

Le systéme se transforme en :

[ K] Ut+dt = Rtsoat

avec

[ K] = [ M) +8tr [ C] +« 0.5 08tt B[ K]

Risot = 0.5 3t B Fy,o¢ + [M] (Uy + 3t Gy + 0.5 dtt (1-B) Uy)
+ [C] (7 3t Uy + 0.5 att (2v-B) 04 +

0.5 3t3 (r-B) Uy)

soit pour 1l’application numérique

Lo
"

[M] + 025 [ C )] + 00,0625 [ K }

0.0625 Fy,5¢ + [M] (Uy + 0.5 Uy + 0.0625 Uy)

(F)

pry

+

Q

o+
¥

+ [C] (0.25 Uy + 0.0625 Uy)

les vitesses et accélérations se calculent & chaque pas a 1°‘aide
de:

Ut+at - Uy + 16 (Ugspt - Ug - 0.5 Uy )

Ut+at Ug + 0.25 ( Ug + Ugsoat )
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résultats
temps U U a 1 U U
i 2 i 2 i £
0. 0. 0. 0. o. 0. 0.
0.5 0.018 0. 077 0.073 0. 308 0. 293 0. 2314
1.0 0. 090 0. 237 0. 243 0. 334 0.265 | -0, 136
1.5 0. 219 0. 379 0. 303 0. 239 0. 096 |-0, 235
2.0 0. 371 0.471¢ 0. 307 0.129 |-0.078 {-0.2014
2.5 0. 509 0. 515 0. 2414 0.048 |-0.187 [-0.126
3.0 O, 604 0. 528 0. 1414 0.002 |-0.215 }|-0.058
4, 0 0. 651 0.515 |-0,.03% |-0.049 {-0.120 0. 007
5.0 0. 581 0. 502 |-0.090 |-0.00T7 0. 003 0,014
6.0 0. 504 0. 498 }-0. 057 0. 000 0. 0514 0. 003
7.0 0. 4714 0. 499 |-0.010 0. 00¢ 0. 039 0. 000
8.0 0. 475 0. 500 0. 014 0. 000 0.011 |-0.004
9.0 0. 491 0. 600 0. 015 0. 000 |-0. 007 0. 000
10.0 0. 503 0. 500 0. 007 0. 000 | -0, 009 0. 000
15.0 0. 499 0. 500 0. 000 0. 000 0. 001 0. 000
figure 3.5 Résultats obtenus avec la méthode de Newmark

¢) résultats théoriques de 1°’exemple

Ces résultats ont été calculés par découplage des équations
& 1’aide d‘une décomposition modale, le systéme a ensuite &té
intégré a4 l’aide des intégrales de Duhamel.

temps DDL U DDL U

4 2
0. 000D+00 0. 00000000D+00 0. 00000000D+00
0. 500D+00 0. 15938983D-01 0. 88466491D-014
0. 100D+01 O. 94462840D-01 0. 24583704D+00
0. 150D+01 0. 22966994D+00 0. 28082259D+00
0. 200D+01 0. 38279597D+00 0. 46662966D+00
0. 250D+01 0. 51504144D+00 0. 50831814D+00
0. 300D+014 0. 60322333D+00 0.52113144D+00
0. 400D+01 0. 64020616D+00 0.51291661D+00
0. 500D+01 0. 57231563D+00 0. 50227494D+00
0. 600D+014 0. 50343321D+00 0. 49915629D+00
O. TO0D+01 0. 47500224D+00 0. 49935672D+00
0. 800D+014 0. 47914841 T7D+00 0. 49985846D+00
0. 900D+01 0. 49290347D+00 0. 50003079D+00
0. 100D+02 0. 50213872D+00 0. 50003140D+00
0. 150D+02 0. 49936450D+00 0. 50000002D+00
0. 200D+02 0. 50002430D+00 0. 50000000D+00

figure 3.6 Résultats théoriques
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©4 = 6, = 0.5 at = 0.5
TEMPS T DDL U a (o4
i i 1-1
0. 10000D+01 i 0. 89844D-01 0.21286D+00 0. 27919D+00
2 0. 23669D+00 0, 33136D+00 0. 47337D-014
0. 20000D+01 1 0. 37148D+00 0. 30745D+00 0. 86573D-02
2 0.47113D+00 0. 12941D+00 |[-0,21820D+00
0. 30000D+01 1 0. 60407D+0Q0 0. 14060D+00 |-0.20112D+00
2 0. 52768D+00 0.15198D-02 |~-0, 92217D~-01
0. 40000D+014 i 0. 65099D+00 | -0, 34781D-04 |-0. 15143D+00
2 0, 51508D+00 |-0.18550D-01 ]-0.373565D-02
0. 50000D+01 i 0. 58103D+00 |~0, 89803D-01 |-0, 24326D-01
2 0. 50179D+00 | -0, T4690D-02 0.12183D-01
0. 60000D+01¢ 1 0. 580437TD+00 |-0.57472D-01 O, 44405D-014
2 0. 49847D+00 | -0.17288D-03 0, 53103D-02
0., TO0000D+014 i 0. 47140D+00 | -0, 10034D-01 0. 44290D-01
2 0. 49914D+00 0, 10374D-02 0.27168D-03
0. 80000D+01 1 0. 47538D+00 0. 14439D-01 0. 17398D-01
2 0. 49989D+00 0. 43070D-03 |-0.67945D-03
0. 90000D+01 1 0. 49135D+00 0, 15369D-01 1-0, 33511D-02
2 0. 50008D+00 0. 14746D-04 |-0, 30554D-03
0. 10000D+02 i 0. 50255D+00 0.67083D-02 |-0,93232D-02
2 0. 50005D+00 | -0.57954D-04 |-0.18812D~-04
0. 15000D+02 1 0. 49914D+00 0. 34919D-03 0. 7T4008D-03
2 0. 50000D+00 0. 7T9405D-07 |-0. 10090D-05

figure 3.7 Résultats obtenus avec 1‘’algorithme Ss22

valeurs

Nous
des

pouvons
degrés

noter une bonne correspondance
de liberté& et de leurs

calcul ées par les méthodes de Newmark et SSee2.

I.La précision obtenue pour un pas de
important est bonne (les valeurs propres du systéme sont 1 et 2).

Nous

de 1’algorithme SS2e

comparaison demandent

Ss22 peut

&)

entre
dérivées premiéres
temps relativement

pouvons remarquer un des avantages non négligeable
les schémas d’intégration proposés pour la
un amorgasge,

&tre

directement sans calculer de valeur initiale de U.ay ou Ug.

utilisé
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3.4 Etude de la réponse a une excitation échelon.

NHous cherchons & étudier un systéme mécanique & un degré de
liberté dont le comportement est décrit par 1°équation :

.

ma + ca+ Kas=+¢*£
La réponse de ce systéme est recherchée pour une
sollicitation é&échelon imposée a l‘’instant t-0 avec les conditions
initiales :
agp = 0 ag = O 'a'.on

Nous pouvons introduire les notations suivantes

= 2 WP Wgq = W (1-p) et prendre w

K = ow
m v

0. rd/s
0.1

.

gla

a) réponse théorique

Nous pouvons aisément rechercher la réponse théorigque de ce
systéme a l’aide des transformées de Laplace. L’égquation
différentielle se transforme en :

(mpt + ¢ p + K) A(P) = Fop+ mp apgp + m &p + € ag
p

soit en tenant compte des conditions initiales :

Fo Fo

A(pP) =
P (m pt + c p + K) m (P2 + 2 wWp p + wt)

La valeur de l’amortissement a été& choisie de telle maniére
que le systéme soit oscillant.

En décomposant en fractions simples et en prenant la
transformée inverse nous obtenons :

a(t) = Fo (1 - e MWt ( yw sin wgt + cos wgt ))
K . Wd

b) résolution a l1’aide de 1‘algorithme SS22
Nous avons utilisé 1’algorithme SS22 avec plusieurs

incréments de temps afin de metire en évidence les qualités de
précision et de stabilité qu’il offre,.

Dans un premier temps, nous avons utilisé l1’algorithme dans
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sa forme & la limite de la stabilité soit avec ©4 = 6, = 0.5 .
Deux calculs ont 8té effectués et nous en présentons les
résultats sur la courbe figure 3.8 . )

- ot/T 10

- 8tv/T <3

Nous pouvons noter la trés bonne précision des résultatis
obtenus dans le premier cas et 1°’approche encore acceptable dans
le second alors que la valeur { 8t/T = 10 ) est d4dé&ja trés
critique pour d’autres algorithmes tels que celui de NewmarK ou
les algorithmes fonctionnant sur un schéma explicite. Cela est aid
principalement a la construction & base de résidus pondérés du
principe utilisé,.

Dans un second temps, nous avons voulu faire apparaitre 1la
qualité " d’amortisseurs " qu’ont les coefficients 64 et ©p.

Les calculs ont cette fols &té effectués en utilisant p = ©
et une valeur de 0.9 pour les coefficients. Le pas de progression
a &té choisi tel que ( 0t/T = 10 ) et les résultats sont comparés
a2 ceux obtenus dans le premier test.

Nous pouvons remarquer une bonne concordance des résultats
quant a la phase du phénoméne oscillatoire obtenu et une 1légére
différence quant & 1’amplitude.

Cela vient argumenter ce qui a &t& énoncé dans le paragraphe
2.5 , a savoir que nous pourrions simuler un effet d’amortissemnt
en faisant varier 1les . coefficients du  schéma d’intégration
retenu. En fait, si on regarde l’algorithme élaboré pour ce
schéma d’intégration, on remarque immédiatement que des valeurs
importantes des paramétres 64 et ©p viennent diminuer la norme du
vecteur of2) que 1’on peut obtenir pour des systémes définis &
partir des mémes matrices et ayant le méme second membre.

3.5 Valeur du résidu de résolution en fonction de ©; et ©p

Pour la recherche des efforts exercés aux articulations lors
du mouvement, nous utilisons une méthode basée sur le calcul du
résidu de résolution a chaque pas d’intégration.
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La valeur réelle de résidu ry,s¢ est donné par la relation :

-

Preat = [ M) a{2) + [ C ) atsat + [ K ) 3rsat - Freot

En remplagant ai.at €t &4.9¢ Par leurs valeurs en fonction

de a4 (2) , a; et a4 , nous obtenons 1’expression suivante pour le
résidu

Li+dt = ({1 - ©4) ot [C) + (1-©)p) %;t [X]} Qt(a) +
(64-1) (Fiseat - Fel + (04 - 1) 3t [K]) 4y

Le résidu numérique obtenu sera donc d’autant plus proche du
résidu physique réel (efforts résultants) que les coefficients 6,
et ©, seront proches de i, ce qui signifie dque 1’on aura
introduit un fort effet d’amortissement artificiel.
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& = 0.5 €& = 0.5 symbole + courbe thé&orique
symbole # 8t/T = 10
/ symbole O ot/T = 5
o
D ——
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o
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o
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o
o
- 1
o
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o
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TEMPS 1 cm ¢ 1s

figure 3.8 Réponse du systéme a& une sollicitation échelon
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ot/T = 10
symbole +« p = 0.1
/N & = 0.5
_ 92 = 0.5
T ‘symbole # p = 0.0
o ’ 91 = 0.9
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TEMPS 1 cm ¢ 1 s

figure 3.9 Réponse du systéme & une sollicitation échelon
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QUATRIEME FPARTIE
MISE EN FORNE D°’UN ELEMENT DE POUTRE

4.1 Introduction

Pour valider la modélisation introduite, nous avons choisi
de 1l1’appliquer a un &l&ément tréds simple : une poutre en deux
dimensions. Ce choix se justifie par le fait que cet &lément peut
d&ja servir a modéliser un manipulateur de faqgon grossiére pour
une premiédre approche de son comportement.

De plus, 1°’8lé&ment de poutre &tant d&j& Dbien connu, son
utilisation a pu &tre dirigée directement vers la partie
dynamique qui est le sujet de 1’é&tude. Les autres matrices
descriptives de 1’&lé&ment se trouvent en effet dans presque tous
les ouvrages généraux traitant de l’utilisation de la méthode des
éléments finis.

Le +type de poutre choisi pour notre &tude correspond & la
théorie d’Euler-Bernoulli, c¢’est & dire que nous ne tiendrons pas
compte de l’effet de cisaillement transverse, seuls les effets de
flexion et de compression seront traités. L’&élément ainsi
&élaboré, ne permettra pas de traiter les problédmes ol la rigidité
géométrique intervient (rigidification ou assouplissement de 1la
structure a cause de sa forme et parfois instabilité
structurelle).

4, 2 Energie potentielle de déformation.
Pour une poutre de longueur 1 et de section A, 1’ énergie

potentielle de dé&formation peut s’exprimer :

1 1

El r &w q? AE  du q!
U = — [ — ] dx + — [ — ] dx
de 2. axe 2. dx
o o

E est le module d’Young du matériau constitutif de la poutre.

w représente le déplacement transverse de la fibre neutre a
1’abscisse x (figure 4,.1).

u représente le déplacement longitudinal d’un point sur 1la
fibre neutre a l’abscisse x (figure 4.1).



figure 4.1 Déformation de 1’ é&lément de poutre

Les points 1 et 2 sont situés sur la fibre neutre de 1la
poutre, aux extrémités.

Le déplacement w permet de calculer la rotation 6 de 1la
normale a3 la fibre neutre (déplacement angulaire).

e : aw
dax

Pour conserver la continuité de € aux interfaces entre
poutres, nous devrons choisir une représentation des déplacements
sur 1’axe neutre qui soit donc de classe Cy. Par contre, la

représentation des déplacements longitudinaux pourra étre de
classe Cq.

Le choix d’utiliser la méthode des éléments finis nous améne
a3 représenter ces déplacements a l’aide d‘une interpolation des
déplacements des noeuds 1 et 2 pour chague poutre du modéle, les
fonctions d’interpolation en w devront étre de classe C; et en u
de classe Cop. Nous choisissons une interpolation de type Hermite
en w,ce qui donne un élément conforme [4. 5).

En représentant les déplacements des points de la poutre en
fonctions de ceux des points extrémes, nous pouvons écrire :

.

u(€) = Nyq(€) uy + Nyp(€) up



page 67

W(E) = Nyg(€) wg + Nyg’(€) ©5 + Nyp(€) wp + Nyp’(€) ©p

avec
€ = 2x -4
1
aw aw
o, - [=] o, = [—]
i ax J4x:0 2 ax Jx:-1

Nous avons comme fonctions d’interpolation (figure 4.2) :

1 - €
Nypjg =
2
1+ €
Nyz -
2
Nyy = % (2 - 3€ + €3)

Nws’ = % (4 - € - €1+ €3)

¥ (2 + 3€ - €3)

=
£
™

[1]

Hyo’ = % (-1 - € -+ €+ €3)

4, 3 Matrice de rigidité

A partir de la formulation analytique Qe 1’ &nergie
potentielle de déformation et de la dAa&finition des fonctions

d’interpolation, nous pouvons maintenant &laborer une formulation
matricielle,.

du du de€

ax dé dx
a’ot

du 2 (up - uyg )

ax 1 e

gque 1‘’on peut mettre sous forme matricielle en se servant Aau
vecteur des déplacements des points {1 et 2,

Qu:[-100 100]) a
dx 1 1

avecC
ae = (ug wy © up wp ©)T



A%

.
s

BU

SLILLE

figure 4.2 Fonctions d’interpolation de 1‘’é&lément de poutre
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De méme,
aw = dw g
ax de dax

que l1‘’on raméne sous la forme :

dv = 2 [0 (-3 + 3 €) 1 (-1 -1€+ 3E€t)
dax 1 4 4 2 4 2 4
O (3 -3€) 1 (-1+16€+3¢€)] a
4 4 2 4 e 4
Qdtw = 4 [ © ( 3 €) 1 (-4 + 3 ¢€)
axt 12 e 2 2 e

o] (- 3 €) 1

Nous pouvons introduire ces différentes expressions dans la
formulation analytique et obtenir par intégration :

[ aE
1
O~ 12E1
13
(o] 6EI 4BE1 SYMETRIQUE
T 1t 1
U = ¥ a a
de ~e -AE o o AE —e
1 1
(o] -{2EI 0 o] 12E1
13 13
o] 6EI 2EI o 6E1l 4EI
1t 1 1t 1
b r

qui sera noté par la suite
Uge = % 2eT [ K] ae
La matrice [ K ] a été déVeloppée dans le repére lié & 1la

poutre. Si on Ad&finit [ R ] comme &tant la matrice 3x3 qui permet
de passer dans le repére 1ié au bras , nous pouvons exprimer



[ K } dans ce dernier ( la troisiéme dimension a &t& conservée 3a
cause de la rotation ).

cosax sinax O

[ R} = |-sina cosax O
0/ o) 1
avec
cosa = { Xp - x4) /1
sinax = ( Y2 - ¥Y4) / 1
[ Kilpras = [ TIT LK) [ T)
avec
[ F ] l [ 0]
[Ty -

4.4 Energie potentielle de gravitation.
Afin de pouvoir-calculer le terme A4’é&énergie potentielle diae

& 1la gravité, nous devons ramener le vecteur g dans le repére
local 1ié a la poutre.

En reprenant 1la matrice { 1of } qui permet Q’exprimer le
repérage du bras 1 en fonction de celui du référentiel inertiel
Rp, nous pouvons é&crire :

- bras i {1933 ¢
O 34

puis dans le repére local 1ié & la poutre

g/poutre = [ R ] g/bras i
Le terme Uge 1ié a2 1’élément s’écrit
T {1
U z a [ N ] g p A éx
ge -€ 0o e - .

VU masse volumique du matériau utilisé
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soit Uge = 2e7 Fe
avec .
%(cosax 1 £ + sina i f )
0 32 "~ 0 33
%(-sinax 1 £ + cosa i ¥ )
0 32 0O 33
1 (-sina 1 § + cosa 1 ¢ ) / 12
F = palg 0 32 0 33
—e %(cosa 1 £ + sinax 1 ¢ )
0 32 O 33
%(-sinad 1 £ + cosa i ¢ )
0 32 0 33
-1 (-sina 1 £ + cosax 1 f ) / 2
poutre 0 32 0 33

ce qui donne dans le repa3re 1ié au bras :

% 1 f
o
¥ 1 f
0 33
1 (-sina ¥ £ 4+ cosa 1 £ ) / t2
F = pAleg O 32 0 33
—€ % cosax 1 f
O 32
1 ¢
%~ 0 33
-1 (-sina i1 £ + cosa 1 £ ) / 12
4. 5 Matrice de masse
Comme décrit dans 1‘’annexe 1, la matrice de masse peut se
mettre sous la forme
T 1 T
{ M) = [N ] [N ] dm - [N J [N ) pAax
e e e e
élément e}
1-€ (o]
2
o ¥ (2 - 3€ + €3
+1
v Al o ¥ 1 (1 - € -€2 + €3)
[ M) = 2 [N ] de€
2 1 +€ 0 €
-1 e
o % (2 + 3¢ - €3)
0 K 1 (-1 - € +€2 + €3)
L 2 .
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soit par intégration

140
o 156 SYMETRIQUE

b Al 0 221 41t

[MH] =

420 70 o 0 140
0 54 131 © 156
0 -131 -31t 0 -221 41t

poutre L -

De méme que pour la matrice de rigiditsé, nous exprimons la
matrice de masse dans le repére 1ié au bras.

[Mlpras = [ TIT [ M) [ T)

4.6 Matrice [ Kq )
Cette matrice est donnée par (paragraphe 2. 6)

T . T
(X ] = (N ] ([L] [ @] [L) [N ] dm
d e 12 e

élément
or, le terme [L)T[;Q5][L) doit &tre ramené dans le repére

lié a la poutre avant tout calcul. Nous utiliserons concrétement
le produit

cosa sina T cosa -sina
{L] [ £ 1 [L] ,
-sinx cos« 12 sina cosa

[ R

o
At
"

La matrice [Kq] sera ensuite transformée pour revenir au
repére l1ié au bras i.

Nous avons a calculer

1 T
(K ) = j [N ] [ ) [N] v A dx
d 0 e e 2 e

Cette matrice peut étre -élaborée soit directement par
formulation analytique manuelle comme nous 1’avons fait pour les
matrices d4e rigidité et de masse mais il a semblé préférable
d’utiliser wune méthode de calcul numérique pour en rechercher la



J
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valeur ; nous utilisons la méthode de Gauss.

Cette méthode Q’intégration numérique consiste & exprimer
l1’intégrale recherchée comme étant une combinaison linéaire des

valeurs de la fonction & intégrer en des points particuliers, les
points dits de Gauss.

+1 n
J Y(€) d€ = L w Y(€ )
-4 . 1=¢ 1 1

les €3 sont les points d’intégration choisis et les w; les
pondérations associées.

Dans 1le cas de 1la poutre, nous avons une intégration
numérique & une dimension pour laquelle nous devons choisir le
nombre de points de Gauss parmi les configurations suivantes :

n € w erreunr r
i 1

4 0 | 2 1/6 at y/de? 1

2 + 0.577350291 1 0. 007 a4y /ae# 3

3 0 | o.8s8e88888 |6.E-05 aSy,/ac® 5
+ 0. TT4596669 0. 555555555

4 | ¢ 0.339981043 0. 652145155 |3.E-06 a8y, ac® T
+ 0.861136311 0. 347854845

r : degré du polynome intégré exactement.

Les fonciions d’interpolation utilisées &€tant de degré 3,
nous utiliserons une méthode d’intégration a 4 points afin
d’obtenir l’intégration exacte.

La matrice [Kg) sera donc calculée dans le repére 1ié& a 1la
poutre comme &tant une combinaison linéaire du produit

b Al [Rel [e$22] [Nel
2

calculé aux € correspondants aux points de Gauss.

(Kgl sera ensuite exprimé dans le repére du bras de la méme
maniére que les matrices de masse et de rigidité.



4.7 Hatrice [ Cp ] et vecteur Fqy

De méme que pour la matrice [Kyql, nous avons a nous placer
dans un premier temps dans le repére 1ié a la poutre puis &
revenir dans le repére 1ié au bras. HNous pouvons é&crire

T T T A T
f[C 1} = IT) [N ] [R} [L] [ 1 [L} [R] [N ] am [T]
T e 11 e

élément
Les matrices [T) et [R] ont été Adéfinies précédemment.
T T T
F_ = [T] [N) [R} (L] [ Q11r am
., | e i2e2 iwa
&lément

Le calcul de ces intégrales sera fait & l’aide de la méthode
d’intégration de Gauss avec dquatre points d’intégration, comme
pour les précédentes.

4.8 Test - Vibrations libres

Le premier test effectué avec l°élément de poutre, tend a
obtenir une vérification &lémentaire du modéle et de 1’élément.

Ce test consiste a é&tudier un bras formé d’une poutire, que
l1’on considére & l’origine comme non déformée et gqu’on laisse

évoluer dans le champ de la pesanteur, l’articulation du bras
étant blogquée.

caractéristiques du bras utilisé

longueur 1 ¢: i m

section A : .12 1072
inertie Iz7 ¢ 41666 10 ~6 m¥
masse volumique p : 7800 Kg/m?
module d’Young E : .21 1012 y/me

Le Dbras est horizontal, non d&formé au temps t=0 et sa
déformation est &tudiée jusque t:=0. 30

La premiére fréquence propre du bras est donnée par :

%
3.52 | E 1
£ = = 54,17 Hz
2. W pAl4 :

d‘odt T

. 0184 s , premiére période propre
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Nous choisissons un incrément de temps 3t = 0. 014 10-2 g
et une valeur de 64 et 6, é&gale a 0.5 .

Les résultats sont donnés dans un premier temps pour le
déplacement transverse de l’extrémité, avec un découpage en 6
éléments et comparés avec ceux obtenus a l‘’aide du logiciel SAP.

-
S L B S S S S

Le point { correspond a& l’articulation.

-+ SYMBOLE + --> RESULTATS $522
it SYMBOLE # --> RESULTATS SAP

0.13E-04 m
~0.300006-0¢  ©.3J0000E-04

1¢cm ¢
-0. 90000€-04

~0. 15000£-03

-0.21000€-03

DEFORMEE y AU POINT 6

-0.27000£-03

+—tt 4t
0. 40000€E~02 0. 12000€~-01 0.20000€-01 ©.28000€-01

TEMPS 1 cm ¢ 0.2E-02 sec

figure 4,3 Déplacement de 1l’extrémité de la poutre
en vibrations libres

Les résultats fournis par les deux logiciels concordent avec



une relativement bonne pré&cision.

erreur relative sur la période du phénomdne vibratoire : 8%

erreur relative sur l‘’amplitude : inférieure a 2%

De plus si on compare l’amplitude du phénoméne vibratoire
trouvée, avec celle donnée lors de la présentation du test, on
trouve une différence relative inférieure 3 2%.

Un second test a &t& effectué avec la méme poutre en
utilisant cette fois un découpage en 10 &léments. Les calculs ont

§té effectuds avec le méme pas de temps que pour l‘essai
précédent.

Les résultats présentés pour les points § et 11
correspondent au déplacement transverse de ces points.

r B - S + --> 11

0.30000€-04
}

cm ¢ .15E-04 nm
-0, 30000E-04

1
-0. 90000€-04

-0, 15000£-03

DEFORMEE Y POINTS 5,11
-0.21000€-03

-0, 27000€-03

A s (1 PV S S B,
+ et} oot + + $ +
0. Loo'oos-oz 0. 12&!!—01 0. 20000€-01 0. 28000€-D1

TEMPS T cm : 0.2E-02 sec

figure 4,4 Poutre décomposée en 10 éléments réguliers
déplacements de 2 points en vibrations libres
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On peut noter une concordance avec les résultats obtenus
pour un découpage plus grossier de la poutre é&tudiéde, cela va
dans le sens de la validation de l’&l&ment utilisé.

Pour les deux cas tests présentés ci-dessus, les calculs ne
font pas directement intervenir la partie dynamique é&laborée pour
1’&lément puisque 1’articulation a été considérée comme bloquée.
Par contre, la partie classigque (masse, rigiditeé, efforts de
gravité) ainsi «que 1l’algorithme de résolution du systéme
différentiel interviennent entisrement.

La conclusion que 1’on peut tirer de ces deux cas tests est
une non-mise en évidence d’erreur flagrante sur un cas simple.

4, 9) Mouvement de rotation

Le test suivant consiste en un animation de manipulateur
modélisé a l’aide d’une poutre dont les caractéristiques sont les
méme que pour les cas précédents.

Le mouvement choisi consiste a partir de l‘’horizontale, le
manipulateur étant soumis au champ de la pesanteur puis a 1le
lever jusqu’a la verticale en suivant la loi angulaire suivante :

o(t)

N3E

(1. - cos(wt)) 0 ¢t < 1.

e(t)

i. <t

rol=

. %00
4
T

14400
1
T

{emt 0,86-1 rod

ANGLE TETA
o 400

9, vsooe
N
Y

I 3

v

o. oo o G000 - o.uin 1. 4200
TEMPS 1 cm : 0.BE-01 sec

figure 4.% Lol angulaire - Teta



figure 4.6 Loi angulaire
tetap

10.000 14,000
: {

rd/secssec
§.0000

1.
2.0000

cm

0.1 rdssec

1.0000

1. 8000 2.2000

1. 4000

0. 60000

0. 20000

— PO | " + IR | N PO S ]

o ——
0. 6000

TEMPS

1

TETAS
-2.0000

-6.0000

v

1

0.48000 0. 80000 1. 1200
1em: 0.08 sec

figure 4.7 Loi angulaire
Tetas
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Les premiers calculs sont effectués avec un pas de temps
dt = 0.002 s soit environ 1/1018Me ge la premidre période propre,
avec un manipulateur discrétisé a3 l’aide de 5 é&léments, et des
coefficients 6; et ©, &gaux a 0.5 .

0. 14000€-03
i
T

0. 60000€-04
1
L3

0.2E-04 m

i [

cm ¢
~0. 20000€-04

[l

1
—

1

~0. 10000€-03
| S
}——

DEFORMEE Y POINT 6

-0. 18000E-03
N M N i 3 .
——,
——

-0, 26000E-03
PR

I N 1 S TP |
+ +—b gt + + $
0. 16&” 0. 48000 0. 80000 1. 1200

TEMPS 1 cm : 0.08 sec

v

figure 4.8 Déformée transverse de l’extémité du manipulateur
600 points d‘’intégration - sans amortissement

Un second calcul est réalisé avec cette fois un incrément de
temps égal a 1,/1001eM€ 4e 15 premiére période propre du systéme,
afin de metire en évidence les qualités de précision et de
stabilité numérique offertes par l’algorithme utilisé pour 1la
résolution des équations du mouvement.

La courbe représentant le déplacement du point extréme dans
le repére l1ié au mouvement de corps rigide du manipulateur, ne
laisse apparaitre qu’‘une +trés faible différence quant a
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l1’amplitude du phénoméne vibratoire gquili se superpose & un
mouvement régulier du noeud, mouvement que nous ferons apparaitre
par la suite en effectuant un calcul fortement amorti.

0. 1£000E-~03

6000 pounts

0. 60000£-04
i
T

| &H“H
L I ;| i

+
il
1 Akl
A
4 RIHHEY
L
RRARHRNIE
RagAHN f!’
H I
t

0.2e-04 m

~0.20000€-04
ol
—t—t

cm .

1

~0. 10000E-03
!
T

-0, 18000€-03

DEFORMEE Y POINT 6

-0.26000€-03

ln;‘gl;#g‘lxl‘

et At —t
0. 18000 0. 48000

A4

T
0. 80000 1. 1200

TEMPS 1 cm ¢ 0.08 sec

figure 4. 9 Déformée transverse de l’extémité du manipulateur
6000 points d’intégration - sans amortissement

Dans 1les tests suivants, nous essayons de fournir une
Premiére validation de la méthode employée pour modéliser les
articulations intermédiaires dans une chaine mécanique ouverte.

L’essai consiste a reprendre le méme manipulateur dque
précédemment mais cette fois en le décomposant en deux bras,
formés chacun de % é&léments de poutre. L’articulation centrale
est considérée comme bloquée et la loi angulaire choisie pour



l1’articulation de d&hut de chaine est similaire & celle que nous
avons dé&Ja employée.

-
S S S S e s U S TN

Les «calculs sont effectués pour des incréments de temps
S§gaux A 1/1018me et §,1001i3Me ge 1a premidre psriode propre soit
dt = 0,002 s et 3t = 00,0002 s . Seuls les ré&sultats donnés par
ce dernier calcul sont pré&sentés. En effet, ils c¢concordent
exactement avec ceux présentéds pour le manipulateur formé& d’un
seul bras et ne différent de ceux effectuds avec un incrément de

temps plus important que dans la méme mesure que pour le cas d&’un
seul membre,. .

0. 14000€-03
1
T

0. 60000€-0¢

0.26-04 m 2 bras

I

-0, 20000€-04
' 1 4
+ { $

-0, 10000€-03
s s
—t

DEFORMEE Y POINT 12 1 cm
-0. 18000€-03

-0.26000£-03

S TSRS W —
0. 16000 0. 48000 0. 80000 1.1200

TEMPS 1 cm : 0.0B sec 6000 pounts

v

figure 4.10 Dé&formée transverse de ]l 'extémité du manipulateur
6000 points d’'intégration - sans amortissement - 2 bras
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Les résultats fournis gardent une bonne constance en
amplitude et en phase lorsque l1‘on change le pas de temps, le
nombre d’é&léments et méme si l‘on utilise une articulation
intermédiaire bloquée.

Avant d’aller plus loin dans la conclusion que peuvent nous
permettre ces essais, il parrait intéressant de refaire un calcul
en introduisant un amortissement numérique a l‘’aide des
coefficients 64 et ©p ( les deux valeurs choisies sont égales a
0. 8)

Les ré&sultats présentés sont :

- le couple d’entrainement calculé pour obtenir le mouvement
- le déplacement en y du point extréme du manipulateur

- un agrandissement de ce déplacement en début de mouvement

Ces trois courbes nous permettent de mettre en évidence 1le
mouvement obtenu lorsque l‘’on supprime le ph&noméne vibratoire,
mouvement qui correspond en fait au déplacement moyen obtenu dans
les configurations précédentes. -

Aprés la présentation des ces résultats, nous tenterons de
donner une explication sur la présence de cette "vibration".

COUPLE 1 em @
30000

figure 4. 11 Couple Moteur - avec amortissement



0.15E-04 m

~0. S0000E-04

1 cm

-0, 1S000€-03

DEF Y PT EXTR.

0. 30000€-04

-0.21000€-03

-0.27000€-03

~0. 30000€-04

figure 4.12 Déplacement de
l’extémité du manipulateur
- 600 points d’intégration
- avec amortissement

1 N ) - 1 N N ]

cm ¢ 0.2E-04 m
-0, 20000€-04

1

-0. 10000€-03

DEF Y pt extr

0. 14000€-03

0. 60000€-04

-0, 18000€-03

~0. 26000€-03

+— et prm—+ +
0.500006-01 0. 15000 0. 25000 0. 35000

TEMPS 1 cm ¢ 0.025 s amort.
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1. + " ] 3 PR 1

S —
0. 16000

TEMPS

) J

0.48000  0.80000 1. 1200
1 cm: 0.08 s omort.

figure 4. 13 Agrandissement
du début de la courbe 4, 12

&
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4,10 Approche des résultats par la R.D. M.

Une méthode utilisée jusque maintenant pour obtenir une
approximation du comportement de mécanismes déformables consiste
a3 les étudier a l’aide de la R.D. M. aprés avoir &laboré un cas de

chargement correspondant aux effets dynamiques.

Cette méthode donne des résultats admissibles lorsque 1‘’on
travaille & trés basse vitesse mais par contre ne donne aucune
indication sur les possibilités d’excitation de modes propres de
la structure et sur 1l’amplitude des é&ventuels phénoménes
vibratoires. '

Dans 1le cas gque nous venons 4’é&tudier, nous pouvons
approcher les efforts & 1’aide de charges réparties de deux types

- charges constantes : ces charges correspondent au poids propre
de la poutre.

La R.D. M donne pour une poutre encastrée, une fléche en
extrémité é&gale a

q 14

8 EI

g &tant la valeur de la charge répartie

qg = AV Eg
soit ici
£z - 0,13113 103 m

-~ charge répartie linéairement le long de la poutre : ces charges
correspondent a l‘accélération angulaire fournie & la poutre 1lors
de son mouvement.

Nous obtenons une fléche égale a

dm (11 1%)

120 EI
gqp correspond & la charge maximale en bout de poutre soit

gm = 4t A p 1
dte

Dans notre cas &#© = ¥ T3
dat?

£ : - 0.7601 410~4 m
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Dans 1le test que nous avons présents, la poutre est
considérée comme encastrée au niveau de son articulation,
initialement soumise au champ de gravité, ce qui lui donne une
fléche statique, puis elle subit une accé&lération angulaire
brusque afin de lui communiquer son mouvement,

Si l’on reprend la présentation de 1‘’algorithme de
résolution numérique du systéme d’équations différentielles, nous
Yy avions décrit la réponse d’un systéme & un degré de liberté
soumis &a un effort échelon. Nous avions obtenu une oscillation
autour de la valeur correspondant & la fléche statique.

Le cas &tudié ici peut-étre mis en paralléle & cette réponse
a4 une excitation échelon : l’accélération angulaire fournie & t=0
est en effet une excitation échelon.

Nous obtenons bien, 4 l’instant initial, pour 1le point
extréme de la poutre, la superposition d‘une flé&che statique et
d’un phénoméne périodique correpondant & 1’é&chelon, d’ amplitude
die & 1la charge variant linéairement décrite ci-dessus et de
période égale a la premiére période propre de la poutre.

La suppression de la vibration a l’aide de 1’amortissement
numérique nous donne exactement, pour t:=0, la superposition des
deux fléches prédites a l’aide de 1’approche R.D. M. .

4. 14 Conclusion

Les différents tests effectués a l1’aide de 1’'é&lément de
poutre nous permettent d’apprécier les qualités de 1’algorithme
SSe2e utilisé pour la résolution des équations du mouvement la
pPrécision et la stabilité numérique obtenues permettent de
travailler avec des pas de temps relativement importants par
rapport aux premiéres périodes propres du systédme mécanique
étudia.

Pour ce qui est de 1’é&lément proprement dit, 1’approche du
comportement que nous donnent les résultats concorde avec ce que
1’on pouvait attendre [1. 8]

- retard en début de mouvement

- rattrapage du mouvement de corps rigide

- dépassement de 1la position de corps rigide 1lors de 1la
décélération

- oscillation autour de la verticale lors du blocage en f£in de
course.

De plus, nous avons pu mettre en évidence les possibilités
d’excitation des modes propres de la structure lors du mouvement,
ce qui correspond a une réalité rencontrée dans le mouvement des
mécanismes [1.46]. Nous reviendrons sur ce point par la suite.



CINQUIEME FPARTIE
MISE EN FORME D’UN ELEMENT DE COQUE

5.1 Introduction

Le Dbut de 1’&tude est la simulation du comportement de
manipulateurs déformables or, les robots qui apparaissent
actuellement sur le marché vont vers une diminution de masse et
de rigidité a travers un changement dans leur conception. Les
différents éléments constitutifs de leur structure ne sont plus
moulés mais formés de "poutres caissons". Ces caissons sont
formés d’un assemblage de tdles plides gue nous avons & modéliser
pour étudier le comportement du manipulateur.

La modélisation que nous devons introduire devra approcher
le plus possible le comportement global de ces assemblages, c’est
a dire que nous devrons tenir compte des effets diis &8 la flexion
et ceux dis au comportement de membrane.

Nous utiliserons différentes hypothéses pour le comportement
de 1’é&lément &laboré.

- sa construction et les matériaux utilisés sont tels que les
pPhénoménes de membrane (dans le plan de 1’'é&lément) et de
flexion (transverses)sont découplés.

Cela nous permet de définir un &lément dont le comportement
sera la superposition d’un effet de membrane et d’un effet de
flexion (plaque).

LLa partie flexion répondra aux hypothéses de Kirchoff :

- les contraintes normales au plan moyen sont négligeables par
rapport aux autres composantes des contraintes.

- les pentes de la surface moyenne aprés déformation sont
supposées petites par rapport a l‘’unité.

- l’interaction des phénoménes de membrane et de flexion die aux
grands déplacements est négligeable. ‘

- les points situés sur une normale & la surface moyenne avant
déformation restent sur cette normale au cours de la

déformation. Cela revient & négliger l’'effet de <cisaillement
transverse.

Pour construire un é&lément qui réponde a2 ces hypothéses,

nous pouvons superposer deux é&léments : une plaque et une
membrane [4.18). Pour la partie classique de 1’é&lément (matrice
de masse, de rigidité, vecteur des effets de gravité), nous

reprendrons 1la proposition de J.L. Batoz de superposer les
éléments CST (membrane) et DKT (plaque).



5.2 Matrice de rigidité de 1°’&lément DKT

L’ &l&ment DKT est un élément triangulaire pour 1‘’étude de la
flexion des plagques minces, basé& sur la technique d’introduction
des hypothéses de Kirchoff sous forme discréte.

Nous é&tudierons cet élé&ment dans un repére qui lul est 1ié
le plan XY est le plan moyen de la plaque, l’axe Z est suivant la
normale.

Dans ce repére, 1°'élément admet trois déplacements possibles
une translation suivant Z et deux rotations autour de X et Y.
Chaque point de l°’é&lé&ment aura donc 3 degrés de liberté w, ex.ey.

NOEUD 3

By

Bx

NOEUD 2

NOEUD 1

figure 5.1 Repérage local de 1‘&lément DKT

L’&lé&ment sera dé&fini a2 l’aide de trois noeuds.
L’é&nergie interne de déformation de 1°’é&lément, pour la

flexion, s’exprime :

U
£

T
% J ¢ (D] ¢ dA
Am £ 2

ol

A est l’aire de 1’élément



ol

[Df) est la matrice correspondant au comportement &lastique
E E O
(D) ={ E! E2 ©
£ 02 03 E
4
Ey = Ez = Eh3 / 12 (1-wvt)

Ep = v By

=
o+
"

% (1-v) E4
E : module d‘young du matériau
v : coefficient de poisson

h : &paisseur de 1’é&lément

i T
B
X, X
e = B
- Yy, Y
B + B
. XY Y X J

»X et ,y en indice représentent les dérivées partielles

repectivement par rapport a x et a y

Bx et Py représentent les rotations de la normale a 1la
surface moyenne dans les plans XZ et YZ.

Normale déplacée

: / \ :

Y X

figure 5.2 Définition des angles Bx et BY
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Les hypothéses de Kirchoff nous aménent a é&crire

o

Bx + w'x

BY + W,y (o)
en tout point au contour dQe 1°&lé&ment ( la normale se
déplace sans d&formation).

Pour approcher de la maniére la plus précise possible 1le
comportement de 1’é&lément, nous allons dans un premier temps
utiliser une interpolation quadratique, soit une interpolation
sur 6 noeuds.

Le passage a 1’é&lément isoparamétrique nous permet
d’exprimer Ugy & partir de 1°é&lément de référence associé.

1 (1 f1-7 T
U = —J J 3(€,7) [D ) B(E, ) det(J) d€ dr
f 2 )0 Jo - f -

J étant le jacobien de la transformation de (x,y) en (€, 7).

L4
3 - O ¢ € ¢ 4-7
(0, 1)
_ 0O ¢ v ¢ 1
5 + 4
A 6 2 ¢

figure 5.3 Elément isoparamétrique associé a2 1’élément DKT

Nous pouvons calculer Bx(€, ) et BY(G.T) en utilisant
l‘interpolation

6 6
Bx(€,7v) = I Nj Bxj By(€,7) = L Nj Byj
i=1 i=1
avec

Ny =2 (1 - € - 7) (% -€ - 1)



=
=
"

Ng =

Pour revenir &a 1’&lément & trois noeuds que nous

€ (2¢€ -1)
T (2 - 1)
4 €

4 r (1 - € ~ 7)

4 € (1 - € - 7)

désirons

construire, nous pouvons essayer d‘exprimer By et By aux points
4, 5 et 6 en fonction de leurs valeurs en i, 2 et 3 .
Notons

Xjj = Xy - X (1, J) égal a (4,2), (2,3) ou (3,1)

Yij = ¥Yi - Yy

10 = xj4¢ + Yigt

Niy = (Xyny,)

c =cos iy = -Yij3/ 1ij

s = s8in 35 = %335/ 133

figure 5.4 Repéres locaux sur 1’é&lément

DKT
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Hous considérons une variation cubique de w sur les cété&s de
1’&lément

3
w,sK:-—(wi-wJ) -

(W, s34 = W, g3)
11J .

= | -

4
et une variation lineaire en Bp

BD.K = % (Bni + BnJ) = - % (",ni + W.nJ)

Cela nous permet d’é&crire By(€, r) et By(e,v) en fonction de

u, vecteur des degrés de libert& des noeuds 1, 2 et 3.

= (Wg, Oxy , Oy1 , W2, Oxp , Oyp ,W3, Ox3 , Oy3)

Bx(€,7) = § (Hy4X , Hyjp¥X , Hy3%) 1 = 1,3 }J u

By(€,7) = & (H34¥ , HypY , Hy3Y) 1 = 1,3 }J u
avec

Hi4X = 1.5 (ag Nk - ap Np)

HipX = (bg Ng + by Np)

Hy3X = Ny - cx Ng -~ cp Ny

Hi4Y = 1.5 (dg Ng - 4y Np)

HjpY = - Ny + eg Nk + eq Np

HizY = - Hyp¥

i valant 1, 2 ou 3 pour (m,K) valant respectivement (6, 5),
(4,6) ou (5,4)

ay = -xu / lijr bK: 3/4 X33 le / llJ!
Ck = (K X34 - % yvy3t) / 1yt dg = - ¥iy / 114
ex = (% yi4® - % x5358) / 1list

kK wvalant 4,5,6 pour (i,J) valant respectivement (2, 3),
(3,1) ou (i,2)

Nous pouvons maintenant calculer la valeur de 3.

- -

[(HX )

y X
5 = [HY ) u
- Y -
[HX ] + [HY )

- s s -




nous noterons cette dernié&re expression :
% = (Bl u avec

Jii y € 12 : ¥

HY HY
Ja1 { ,€) + Jaa [ 'T]

[B)

"

HX HX
Ja1 ( ,e] + Jaa [ '?]

+J [RY ) [HY ]
L 11 V€ 12 A

+
Ca.

Jig Y34/2A Jig = Yip/2A

Ja1 = -x34/2A Jez = X3p/2A

det(J) = 2A = X34 Y12 - Xy2 Y34
L’ &énergie interne de dé&formation sera é&égale a

T (1 {-v T
U =¥ o J J [B] [D ] [B) det(J) d€ dr d
£ - o Jo- f -

Nous avons donc pour la matrice de rigidité

i i-v T
[K ] = J j‘ [B] [D ] [B) det(J) de dar
DKT o |jo 3

Cette intégrale peut étre calculée numériquement mais 11l
en existe une formulation explicite [4. 15] que nous présentons
dans 1°’annexe 3,

5. 3 Matrice de masse de 1‘’élément et vecteur des sollicitations
réparties de 1’ é&lément DKT '

La matrice de masse sert a la détermination de 1°énergie
cinétique de 1°é&lément, comme décrit dans 1’annexe 2, elle est

-

égale a

T
M) = J p [N} [N) h aa
A

M : masse volumique du matériau employé
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Pour &laborer cette matrice en fonction des noeuds choisis
pour décrire le comportement de 1°‘&1&ment, nous pouvons utiliser
une interpolation 1lindaire en w et négliger 1les inerties de
rotation. Les tests ultérieurs confirmeront que cela suffit pour
obtenir une pré&cision correcte dans les palculs en dynamique.

w(E, r) = ; Nj w
i=1
avecC
Ny =1 - € -7
Np = ¢
N3 =~

ce dui donne pour [M] aprés intégration

> 1
o o
"0 o0 o SYMETRIGQUE

1 o o 2

A

(M} = ph— | O O O O ©

12
o o0 o O o0 o
1 0O o i o o0 2
o o0 O o0 o o o o
o o0 o o o o o o o

Pour le vecteur des sollicitations réparties, nous pouvons
utiliser le méme principe.

T
F = [N] € v h dA

Le vecteur g est exprimé dans le repére 1ié a 1’é&1lément.



page 94

Les effets de membrane n’é&tant pas traités ici, nous pduvons
écrire Ee en fonction des degrés de liberté w, o5 et ey,

A T
Fg = ; gz vh(t O O ¢+ O0 O 1 O 0]

5.4 Elément CST

L’&lément CST est utilisé pour traiter 1les effets de
membrane, Sa formulation nous méne & la prise en compte des
déplacements dans le plan de 1’é&lément, déplacements gque nous

noterons t (suivant l‘’axe X) et u (suivant l’axe Y).

L’ énergie de déformation interne est donnée par :

T
U = ¥ I Q [D] Q daA
m A— m -
avec
X
Q = u
- ' Y
1 + u
L ,Y lx-
Eh 1 v O
[D ] = v ¢ &)
m 1 - v O O K¥(1 - wt)

Hous considérerons une variation liné&éaire de t et u sur
1’é&l1ément, ce qui nous permettra d’obtenir une formulation
explicite trés simple.

Q = [Bpl up

[ t1 ug tp up tz ug 37

Un

et en reprenant les notations utilisées pour 1’é&lément DKT
Y Y b4
1 23 31 i2

32 13 21
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d’ol

T

K H B D
[ CST] JA[ m] [ m] [Bm] dA

Tous les termes sous le signe intégrale sont constants et
nous obtenons finalement :
T
[KcsT) = A [Bp) [Dp) [Bp)
De mé&me, suivant t et u, le vecteur des sollicitations
réparties sera donné& par :
A

_F_g='3"Uh[8x8Ygx3ygxgy]

En reprenant l’interpolation linéaire, nous obtenons pour la
matrice de masse :

0 2 SYMETRIQUE
1 0 2

(M) = yp h — [¢) 1 0 2

5.5 El&ment COQ

Apras avoir décrit les &léments de flexion et de membrane,
nous pouvons les "assembler®" pour construire 1’&l&ment de coque.
L’&l18ment DKT porte sur 3 degrés de liberté& par noeudq, notés w,
O, Oy et 1’&l&ment CST sur 2 degrés de liberté par noeud, notés
t et u. L’ &l&ment coque que nous désirons construire porte sur 6
degrés de liberté par noeud, pour 1’obtenir, nous pouvons
"&tendre” les matrices des deux é&léments DKT et CST en plagant de
termes nuls dans les lignes et colonnes correspondant aux degrés
non traités. Les matrices seront ensuite additionnées.

Par exemple, pour la matrice de rigidité& de CST, nous
rajoutons les lignes et colonnes nulles pour wy, Wp, W3, ©Ogy,
Ox2, ©x3, ©Oyy» Oy2, ©y3. ©z4, ©zp, ©z3, Ppour obtenir un &lément
portant sur 18 degrés de libertié.
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Nous pouvons remarquer que le degré ©; n’est repris ni par
DKT ni par CST, il pourrait étre supprimé mais cela n’est pas la
méthode 1la plus couramment retenue [4. 18]. Nous reprendrons
1°’idée qui consiste & ajouter une rigidité fictive faible sur ce
degré de liderté. Cela se fera en prenant une matrice de rigidité
supplémentaire : . :

1 -0.% -0.5
[K& J] = ca Enh A 1 -0.5
z .

sym. 1
o = 1. 10-10

5. 6 Expressions dans le repére 1i18& au bras

Aprés avoir exprimé les matrices descriptives de 1’é&lément
cogque dans le repére 118 & 1’&1é&ment, nous avons a les ramener
dans le repére 1ié au bras auquel il appartient.

Soient X,Y et Z les axes 1iés a 1°’8l1ément et Xy, Y Zp les
axes 1liés au Dbras ; nous pouvons effectuer le changement de
repére & l1’aide de la matrice [R] définie par :

[X Y Z) = [R] [Xp Yp Zp]

L’axe X est suivant la droite 12, son vecteur directeur est
donné par

X = V4o / 142

Xij : vecteur défini par les points i et j

-

L’axe Z est perpendiculaire a Vyp et au plan (Vyp , Vy3).
Z =V . Vv (N v .V )

2V Yis /U Yys

L’axe Y est donné pour former un triédre direct :

Y=2. X

L.a matrice [R] est donnée par :

cos(X, X ) cos(X,Y ) cos(X,2 )
b o) b

[R]} = cos(Y, X ) cos(Y,Y ) cos(Y,Z )
b b b

cos(Z,X ) cos(Z,Y ) cos(Z,Z )
b b b

b
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Les cosinus directeurs sont obtenus directement 1lors du
calcul de X, Y et Z par projection sur les axes 1i&s au bras.
Toutes les matrices de 1’é&lé&ment COQ peuvent é&tre calculé&ées dans
le repdre 1i& au bras 4 1’aide des relations

[Kpras) = [TIT [Kg)sment) [T)
[Mpras) = [TIT [Mg1sment) [T)
Fg/vras = [TIT Fg,81sment

[R] [0] [0]
[T) = [0} [R) [O]

{0} [0) [R)

5.7 Partie dynamique de 1’é&lément de coque,

La mise en place de la partie dynamique de 1’&lément COQ ne
Pose aucun probléme particulier. Elle est obtenue par application
directe de 1a formulation décrite lors de 1°’&laboration des
édquations du mouvement.

Les inté&grales sont é&valu®es & 1’aide de 12 m&ithode de Gauss
décrite précédemment (§4, 6) appliquée & un triangle. Les
interpolations cholisies sont linéaires et les points
d’intégrations placés aux milieux des cété&s du triangle.

i i-7 3
Y(€,7) d€ dr = L w Y(€ ,7vr )
o Jo 1=¢ 1 11
avec
i w € i g
1 i 1
i 1/6 1/2 1/2
2 1/6 0 1/2
3 1/6 1/2 0]
5.8 Test - Vibrations libres
Comme pour 1’&lément de poutre, nous allons essayer

d’obtenir une validation é&lémentaire de 1’é&lément présenté& Cette
validation se fera en &tudiant le comportement 4‘’un membre placé
A l’horizontale, articulation bloquée, initialement non déformé
et qui est laissé® libre dans le champ de la pesanteur.
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Les caractéristiques de la structure étudiée seront choisies
de maniére a pouvoir comparer les résultats avec ceux des calculs
déja effectués pour la poutre.

Le produit EI (module 4Q’Young, inertie) doit étre le méme
que pour la poutre. Pour pouvoir utiliser les &léments COQ, nous
choisissons un plaque - de largeur

b 0.2 m

- 4’ épaisseur
h = 0,006 m
L’ inertie sera donc &gale a
I,z = 0.36 10-10 4%
et le module d'Ypung

E = 0.24305 1014 N/m

Pour obtenir la méme masse, la longueur étant de { m, nous
prendrons

p = T800 Kg/md

Quelques tests simples en statique, nous montre Que
1’élément +triangulaire a des directions privilégiées. En effet,
1’ étude d’une structure symétrique avec des maillages symétrique
et antisymétriques montre que la déformation obtenue dépend du
sens donné au maillage le résultat le plus proche de la théorie
provenant du maillage symétrique.

maillage antysymétrique A

16

17

\ 18

maillage symétrique

16

17

18

figure 5.5A Différents maillages réguliers utilisables
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maillage antisymétrique B

16

17

18
figure 5.5B Différents maillages réguliers utilisables

Nous obtenons les fléches suivantes

Noeuad A SYM. B
16 -0. 12780E-3 -0. 12794E-3 -0, 12806E-3
17 -0. 127T96E~-3 -0. 12795E-3 -0. 12796E-3
18 -0, 12806E-3 -0. 12791E-3 ~-0.12780E-3

Pour le reste de notre é&tude avec 1’ é&lément de plaquef‘n:
reprendrons le maillage symétrique qul garde ses propriétés a la
structure é&tudiée.

La plagque gque nous étudions est maillée a2 1‘aide de 18
noeuds, 20! éléments. Une analyse des premiers modes propres nous
donne les résultats suivants

mode fréquence période
Hz s
i 54, 4 0. 0184
2 335. 4 0. 0029
3 527. 3 0. 0019
Les figures sur les pages suivantes représentent dans
1’ ordre, la structure non déformée, les trois premiers modes

les résultats de 1’étude du
notre

déterminés & l1’aide du logiciel SAP,
comportement de la plaque articulée obtenus & l1’aide de
logiciel. (figures 5.6 & 5.11)

L’intégration des équations du mouvement se fera avec un pas
de calcul égal a 1/101eM€ de la premiére période propre soit

3t = 0.002 s
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La premidre courbe de résultats donne les déplacements
transverses du noeud 17, milieu de 1’extrémité 1libre de 1la
Plaque,

Le premier mode propre se retrouve intégralement sur cette
courbe ol nous notons un mouvement vibratoire de Fériode
(T = 0.0184 s) autour de la flé&che statique.

Flachegiatique = -O. 12796 1073 m

La seconde courbe donne la rotation 4‘un noeud latéral de
l1’extrémité libre de la plaqgque. Nous pouvons noter une influence
des premier et troisidme modes propres de vibration (phénomé&ne de
battements). Une analyse de Fourier rapide (FFT) appliquée aux
résultats du calcul vient confirmer le fait. Ce mode n’est bien
visible que sur les noeuds situés sur le cdt& de la plague car
c’est un mode de torsion.

Nous pouvons remarquer que la courbe présente des pics. Cela
est du . au pas de calcul relativement important que nous avons
utilise, Il est en effet de l’ordre de la période du troisi&me
mode propre qui est excité ici, contrairement au c¢as de 1la
poutre, La c¢onnaissance des modes propres excités sera dong

importante pour le choix du pas de calcul. @

Ces pics sont lé&gérement lissés avec l’utilisation d4’un pas
de calcul ©plus petit, cela provient de c¢ce gque 1’intégration
traite les modes propres supérieurs en plusieurs incréments.

5.9 Test : Mouvement de rotation

Afin de pouvoir faire un comparaison avec les simulations
que nous avons effectué&ées pour le manipulateur modélisé 3 1°’aide
d’&lé&ments de poutres, nous allons reprendre 1la méme 1lol1 de
mouvement.

Nous présentons les résultats d’un calcul effectué sans
"amortissement" numérique soit avec (04 = 0.5 et © = 0.5) puis
ceux obtenus avec un amortissement (€4 = 1. et ©p = 1.).

LLes courbes pré&sentées donnent les dé&flexions au centre de
1’extrémité 1libre de la plaque, les rotations d‘un des noeuds
latéraux de cette méme extrémité puis enfin le couple
d’entrainement.

Le couple d’entrainement est calculé en additionnant les
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résidus de calcul (soit les efforts obtenus aux liaisons) pour
les noeuds i, 2 et 3.

Une derniére simulation a 8té effectuée avec cette plaque en
forgant la nullité des "termes complémentaires de Coriolis" afin
de montrer que dans le cas de mouvements plus ou moins lents, ces
termes n‘ont qu’‘une faible influence sur les résultats.
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2nq mode propre
£

figure 5. 8

335.4 Hz

mode
527. 3 Hz
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5.10 Test : mouvement de rotation avec une plaque plus flexible

Nous allons reprendre 1a 1loi de mouvement précédent
apprpliquée & une plaque plus flexible.

E - .21 t0i2 n/m

h

0.04 m
Les autres caractéristiques restent les mémes.

Les résultats pré&sentés correspondent a8 un calcul effectué
avec (64 = 0.5) et (6p = 0.5).

Nous pouvons remarquer l’influence de la rigidité et de la
masse de 1la structure employ&ée sur 1les résultats obtenus
l1-amplitude de la vibration aprés blocage de l’articulation, la
plaque é&tant verticale, est ici faible.

0. 56000€-02
—t
L

0.24000€-02
—_tp s
—t—

0.8E-03 m

~-0. 80000E-03
14
———t—t—t

1 cm
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~0. 40000E-02

DEFORMEE Y P.
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~0. 10400€-01
1
T

oo om0 .80 .20
TEMPS 1 cm ¢ 0.08 sec.
figure 5.20 Déflexion du point 17 dans le repére
lié au bras - plagque souple
Mouvement non amorti
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Nous représentons ci-dessous un agrandissement de la partie
de 1la courbe obtenue aprés le blocage de 1l’articulation. Nous
remarquons un lé&ger phénoméne de Dbattement qui est ab a
l1’influence des premiers modes de vibration et non au seul
premier mode comme cela &tait le cas pour le test précédent.

P

0. £2200€-02

"

0.2e-03
0.26200£-02  0.34200€-02

0. 18200€-02
" ] ¥ "

DEFORMEE Y PT 17 1 cm @
0. 10200€-02
i + +

Z000E-03

0.2

1 " N " N i N
; y—t > b ' ;
0. 99000 1.0540 1.1180 1.1820

TEMPS 41 cm : 0.016

H

BU

\LILLE
figure 5.21 Déflexion du point 17 dans le repére

1ié au bras - plaque souple
Mouvement non amorti - partie apreés
blocage de l’articulation

5.11 Conclusion

Les tests gque nous venons d’effectuer nous permettent de
mettre en évidence le fait que les résultats obtenus ne sont pas
directement 1liés au type da’é&lément utilisé, En effet, la
comparaison des résultats obtenus avec les éléments de poutre et
de coque concordent.
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La seconde remarque que nous pouvons faire, est que le choix
de 1l’incrément de +temps pour la résolution des équations du
mouvement peut ne pas &tre simplement 1ié au premier mode propre
de la structure étudiée mais aussi aux modes plus é&levés qui sont
susceptibles d’'étre excités.

Enfin, 1l1’influence des termes gyroscopiques (complémentaires
de Coriolis), que nous avions développés dans la mise en forme
des équations du mouvement ne semble pas trés évidente a4 partir
des simulations présentées. Nous pouvons dire que ces termes
peuvent étre négligés, pour des mouvements relativement lents,
sans que cela ne nuise pour la précision des résultats.
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SIXIEME PARTIE
TESTS COMFARATIFS

6.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons présenter deux tests
effectués sur des modéles simples.

Le premier test sera comparé & des résultats présentés dans
la bibliographie par A. TrucKkenbrodt {1.39] et A. Barraco [1.8].
Il s’agit de la simulation du mouvement d’un bras manipulateur
avec une charge en extrémité.

Le second test sera comparé avec un relevé effectué sur un

membre simple. Il correspond a 1°é&tude du comportement d‘un
rendule pesant flexible.

6. 2 Bras manipulateur

La structure é&tudiée est composée d’une poutre, articuleée a
une de ses extrémités et portant une masse concentrée a 1’autre.

. i

X

axe de l’articulation : z masse M
figure 6.1 Repérage du bras manipulateur
Dans son article, A, Truckenbrodt qui est le premier a

présenter des résultats sur ce bras, ne donne dgque quelques
indications sur 1les caractéristiques mécaniques du systéme
étudié.
masse concentrée : M = 10 Kg
poutre en aluminium

longueur : 1 = 1 m

module d’Young : E = 6.7 1010 N/m

coefficient de Poisson : v = 0. 34

masse volumique : p = 2.7 103 Kg/m3

masse de la poutre : m = 0.7 Kg




page 113

I1 donne de plus une approximation de la premié&re fréquence

propre de flexion du systéme, ce qui nous a permis de d&duire les

caractéristiques sur la section du mobile.
£y % 4,06 Hz
L’aire A est donnée par

A=m/y

A = 2.5926 104 m

-

L’inertie I,; est obtenue a4 l1’aide de la premiére fréquence
propre :

i 3. E. I %
£ = 22

2. w [13 (M + 0.23 m)

d’ol
Izz = 3.2897 10°8 m#
et les caractéristiques de la section sont données par

b 0.03902 m

h 0. 00664 m

La loi de mouvement utilisée n’est pas donnée explicitement
mais sous forme de courbes représentant la variable articulaire
et sa dérivée premiére, ce qui a nécessité l’utilisation d‘’une
approximation de la 1loi de commande qui se rapproche 1le plus
possible des courbes présentées.

A, Barraco aprés avoir déduit comme nous des

caractéristiques mécaniques de la poutre a employer a présenteé
une loi de mouvement polynomiale :

© exprimé en degrés.

pour O ¢t ¢ 1 ©(t) 70 t - 95 t2 + 55 ¢3

30 + 180 t’ -180 t’? + 60 t°S3

pour 1 < t ¢ 5 6©6(t)
avec t° = (t - 1) / 4.
Nous remarquons que les vitesses sont continues mais que les

accélérations ne le sont pas. De plus, l’accélération a (t = 0) a
une valeur de -3.316 rd/st.
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figure 6.2 Réponse en frégquence du modéle d’A. Truckenbrodt
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..
s
v

. 3m
t

6. 0
—_—
T

TETAP 1 cm ¢t 0.05 rdisec

(X
+

T

580080 2.0 o 5,000
EMPS 1om: 0.4 8

angle Teta fonction
du temps

v

b I I

e T T -
TEWPS 1omt 0.4s

v

vitesse angulaire fonction
du temps

(N

-4, 000
3
2 4

.0

TETAS 1 cat 0.25 rdisecisec

~3.0000

&-L ¢4
TEMPS 1om: 0.i s

v

“un s.un

accélération angulaire
fonction du temps

figure 6.4 Lol angulaire présentée par A. Barraco
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Une premiére simulation avec les données précédentes nous
donne le couple moteur représenté sur la figure suivante :

0.000

4

v
T
———
T —
——

———

1cmt SaN

~40. 000
—

-30. 008
r

COUPLE MOTEUR

~58.000

b 4 N n

0.80080 2,409 e~ ».000
TEMPS 1 ca ¢ 0.4 sec

v

figure 6.5 Couple moteur fonction du temps
obtenu avec 1la 1loi angulaire
proposée par A. Barraco

Nous notons une excitation du premier mode propre de
vibration dés 1l’instant initial et une seconde excitation a
(t =z i1 s8). Ces 1instants correspondent exactement aux
discontinuités de l’accélération angulaire, ce qui se +traduit,
sur notire modéle, comme nous l’avons déja vu, par un choc et donc
par une excitation des modes propres.

La simulation présentée par A. Trickenbrodt ne présente pas
ces chocs et nous avons donc essayé d’obtenir, par prolongement

dans les t négatifs et par lissage de l’accélération, une loi de
commande continue qui garde le méme profil.

La 1loi recherchée doit partir avec une vitesse et une
accélération angulaire nulles. Elle doit nous permettire d4’obtenir
une vitesse initiale de l’ordre de 70 -:/s.

Pour (t = 5 s), nous devons obtenir un angle de 90- et une
vitesse angulaire nulle.

Nous proposons la loi suivante :

©=ath+ b tdh +cth + atd3+e t2 + £t + g
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Les coefficients a,b,c,d,e, f,g sont présentés dans 1le
tableau suivant.

-6 £t <0 O ¢t < 1,1 1.1 ¢t <5
a 3.5632894/6 0.0 0. 232126
b 51, 3800125/5 0.0 -4, 56370
c 236. 7666754 /4 -28. 93562 35.2175
d 298.6113/3 99.5371 -133.693
€ -216. 666667/2 ~108. 333 251. 224
£ 70.0 T0.0 -184. 782
g 0.0 0.0 68. 6386

tableau donnant les coefficients a,b,c,d,e, f,g de la 1loi
angulaire proposée, sur les différentes phases du mouvement.

LLes courbes présentées sur les figures suivantes donnent la
loi de commande utilisée (vitesse et accélération), représentée
entre O.s et 6&5.s , les couples moteurs obtenus avec et sans
amortissement numérique (64 = 6 = 0.5 ; 61 = 6p = 0.9)

La simulation a &té effectuée avec un incrément de temps de
1’ordre de 1/201¢M€ de la premiére période propre (8t = 0.0125 s)

La stucture est entiérement discrétisée a l’aide de poutres,
l1a masse concentrée é&tant obtenue a l1‘’aide d‘’un petit élément de
poutre de forte densité (1.54556 10® Kg/m3 ; 5 mm de long)

&
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sec

: 0.5 rdisec:
-3.0000 -1.0000

cm

1

TETAS

1. 5000

'\ sec

0. 30000

0.15 rd

0. 30000

e e >
1.0000 3. 0000 5. 0000 7.0000
TEMPS 1 cm ¢ 0.5 s approche,lou Lissees

TETAP 1 cm

figure 6.7 Vitesse et accélération angulaire pour la 1loi de
commande utilisée, fonctions du temps
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Nous obtenons, avec le test comportant un amortissement

numérique, des résultats qui se rapprochent de ceux donnés par A.
TricKkenbrodt et pouvons avancer quelques hypothéses pour
expliquer les différences :

les caractéristiques des systémes mécaniques utilisés dans les
deux cas ne sont pas rigoureusement les mémes.

la loi de commande n’est pas 1a méme : la comparaison des deux
simulations que nous avons effectuées avec des commandes
différentes montre que cela peut changer considérablement les
résultats obtenus.

dans .son.article, A. Triuckenbrodt présentait une méthode de
E§m@énd§ de manipulateurs flexibles et avait intégré une chaine
d’asservissement du mouvement pour limiter les vibrations,

contrdle que nous n‘’avons pas dans notre modéle.

Ces explications &tant données, nous pouvons remarquer gque

les résultats obtenus suivent d’assez prés le couple qu’aurait
donné le mouvement de corps rigide , obtenu par la formule :

C = J & esate
J étant le moment d’inertie du mobile

J = 10.233 Kg. m

La courbe qui donne le déplacement transversal de la masse

d’extrémité par rapport a la position de corps rigide dans le
repére l1lié& au bras, nous donne un apergu de la déformation de 1la
poutre, Nous distinguons plusieurs phases

freinage, la dérivée seconde de la variable articulaire est

négative, la charge est en avance sur le mouvement de corps
rigide.
accélération , la dérivée seconde de la variable articulaire

est cette fois positive et la charge prend du retard sur la
position de corps rigide.

6. 3 Pendule flexible

Les résultats de la derniére simulation présentée ont &té

-

comparés a des mesures réalisées sur un systéme mécanique réel.

La structure employée est du méme type que celle du test que

nous avons présenté dans 1’exemple précédent mais avec des

caractéristiques différentes et le mouvement choisi correspond a

-
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celui d’un pendule laissé& libre dans le champ de la pesanteur.

Sur le systéme

mécanique

réel, nous avons

l’accélération absolue de l’extrémité du pendule & 1’aide de

chaine de mesure suivante

N

pre—-amplt

de charge
fultroge bos : 0.2 Hx
fultroge hout @ 1 MHx

pendule flexible

B occelerometre

figure 6. 10 Chaine
pendule

La masse concentrée

l1’accélérométire.

~ ] D.M.SF )

ocqgasttion ¢ 200 Hz
declenchesent sur un

myeou de tens.on

TABLE TRACANTE

1en: 0,258 »

de mesure utilisé&e pour 1’é&tude
flexible
en bout de 1la poutre correspond

Nous avons les caractéristiques suivantes

poutre en acier
longueur : 1 = 0.835 m

section

inertie : Iz4

épaisseur : h

largeur b = 0.0136 m

module d’Young : E = O.

A= 0.15 10~4 m
1.5 10-12 pit

0.00110 m

21 1012 N/

masse volumique : p = 7800 Kg/m3

accélérométre

masse : M = 0,031 Kg

Pu mesurer

la

du

-

a

N
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Le relevé de l’accélération au cours du mouvement
d’oscillation donne la courbe présentée sur la figure 6. 11.

Nous pouvons Yy vVvoir la superposition de deux phénoménes
périodiques : ,

- le premier, de pPériode plus importante correspond a
l’oscillation du pendule.

- le second de période plus petite correspond & un mode de
vibration propre du pendule.

La mesure des pPériodes des deux mouvements donne
respectivement des valeurs de l‘’ordre de 1.7 s et 0.22 s, la
précision sur ces mesures ne pouvant guére prétendre & une trés
grande précision au vu de la courbe.

Une é&tude théorique de 1la période du pendule pesant
correspondant donne une valeur du méme ordre et une recherche des
modes propres du pendule, la rotation auvtour de 1‘’axe 2z de
l1’articulation é&tant laissée libre, donne une premiére période
propre 4 T = 0.224 s. Cela correspond aux mesures effectuées.

La simulation doit correspondre a un mouvement de faible
amplitude autour de 1’axe z , avec un couple nul., Notre logiciel
ne permettant pas dans sa phase actuelle de rentrer comme loi de
commande l‘effort moteur, nous avons essayé de nous rapprocher le
plus possible des conditions réelles du mouvement.

L’ é&tude du mouvement réel donne comme 10i angulaire une
superposition de deux lolis sinusoidales, nous avons choisi une
commande du méme type avec un léger tatonnement dans le choix des
amplitudes, le relevé exact n’étant pas trés simple sur le
systéme réel bien gque 1’on puisse obtenir une premiére
approximation sur le tracé de l’accélération absolue.

La loi utilisée est la suivante :

w 2. m 2. m
e = —— [ 0.035 cos ( —— ¢t ) + 3. cos ( —m t ) }
180 0. 224 1. 695
partie perturbation partie oscillation

-

L’accélération absolue de l’extrémité de la poutre a é&té
calculée en superposant le mouvement dans le repére 1ié au
pendule au mouvement de corps rigide donné par la loi angulaire
et en tenant compte des termes complémentaires de Coriolis.

Nous présentons dans les pages suivantes le relevé
expérimental de l’accélération en exirémiité de la poutre, cette
méme accélération obtenue par simulation et enfin, le couple
moteur résiduel obtenu lors de la simulation.
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figure 6.11 Relevé expérimental de l‘’accélération absolue de
1’extémité du pendule en fonction du temps.
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figure 6. 12
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Courbe de simulation de l’accélération absolue de
l’extrémité du pendule en fonction du temps.
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figure 6. 13 Couple
en fonct

moteur ré&siduel obtenu lors de
ion du temps.
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la simulation
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LLa premiédre conclusion que nous pouvons faire sur cette
simulation concerne le couple moteur résiduel. Bien que n’é&tant
pPas exactement nul, il garde une valeur trés faible, bien en dega
de la valeur qui serait nécessaire pour provoguer le mouvement
avec une loi angulaire différente (la valeur maximale obtenue
étant dans ce cas supérieure a 0. 30 m N). Nous obtenons ici une
valeur environ 100 fois plus faible. La loi choisie suit donc de
trés prés le mouvement réél et peut donc é&tre considérée comme
acceptable.

La seconde conclusion concerne les valeurs obtenues pour
l’accélération. Nous obtenons comme pour le relevé expérimental
une superposition de deux phénoménes périodiques. Les grandeurs
obtenues, tant pour la période que pour 1’amplitude correspondent
assez Dbien au relevé expérimental,. Nous obtenons, lors de 1la
simulation, la méme superposition du mouvement d’oscillation et
d’excitation du premier mode propre du pendule,

6.4 Conclusion

Les deux cas tests que nous venons de présenter fournissent
une premiére validation de la modélisation é&laborée, Par contre,
nous avons pu remarquer que la comparaison avec des relevés
expérimentaux n’était pas trés aisée, du fait méme du type de 1loi
de commande choisie. Des développements ultérieurs et un passage
a la commande par effort moteur devrait simplifier les choses et
rermettire d’aller plus loin.
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CONCLUSION

L’objectif du travail présenté est une contribution a
1’é&tude du comportement dynamique de mécanismes déformables. En
particulier, nous nous sommes dirigés vers la modélisation de
manipulateurs en chaine ouverte.

Nous avons choisi de prendre dans un premier temps une 1loi
de commande en position pour notre é&tude,. Celle-ci permet de
traiter 1la classe des manipulateurs quli répondent a une commande
en position. En effet, A& partir de la commande calculé&e pour un
comportement désiré, nous pourrons dire quel sera le comportement
réel. Le modéle présenté peut-étre complété pour traiter les
commandes basées sur 1’ introduction des efforts aux
articulations.

Aprés avoir fait un bilan des travaux déja effectués, a
notre connaissance, nous avons développé un formalisme qui,
associé a4 1la méthode des é&élé&ments finis, nous a permis
d’élaborer 1les équations du mouvement d‘’une chaine mécanique
ouverte, articulée et formée de membres non rigides.

Notre modélisation reste dans 1le domaine des petites
déformations é&lastiques et prend en compte tous les effets das au
mouvement. Ces effets sont introduits sous forme de termes
gyroscopiques et de rigidité& dynamique.

Nous avons ensuite présenté une méthode qui permet
d’intégrer les articulations dans le modéle en confondant les
points de contact entre deux membres du manipulateur.

La partie suivante a porté sur la résolution des équations
du mouvement présentées au préalable.

Ces équations sont du second ordre en fonction du temps pour
les degrés de liberté. Un schéma d’intégration de type hermitien
a &€té mis en oeuvre. A chaque instant, les inconnues du probléme
sont les valeurs des degrés de liberté et leurs dérivées premiére
et seconde. Les éguations du mouvement sont vérifiées en moyenne
sur chagque intervalle de temps. Ce schéma est basé& sur un calcul

- des résidus pondaérés des équations du mouvement sur les

intervalles d’é&tude. L’algorithme présenté a 1’avantage d’offrir
une bonne stabilité& et une bonne précision, méme avec des pas de
temps atteignant 1,/101€M€ 4ge 1a premiére période propre du




page 128

mécanisme &tudié.

La suite de 1’&tude a porté& sur 1’é&laboration d’é&lé&ments
finis qui permettent la modélisation de manipulateurs. HNous avons
présenté un é&lément de poutre pour des problé&émes plans et un
élément de coque pour des problémes tridimensionnels.

Chaque cas a &té accompagné& de tests simples permettant une
premiére vérification des élé&ments. Un test commun sur le
comportement des deux &€l&ments a permis de montrer la similitude
de 1leur réponse lors d’un mouvement de rotation d’un membre
simple.

La derniére partie du travail présenté a consisté en une
étude de deux cas de mouvement simple et en la comparaison des
résultats obtenus avec une mesure sur un mécanisme réel, pour le
cas a‘’un pendule pesant flexible ou avec des résultats présentés
en bibliographie, pour le mouvement d’un bras manipulateur chargé
en extrémité.

Malgré 1’utilisation d’une l10i de commande en position qui
rend la comparaison avec des résultats expérimentaux dAifficile 2a
mettre en oeuvre, la concordance des mesures et des résultats
calculés est tout & fait satisfaisante.

Lors du traitement des différents exemples, nous avons pu
remarquer que l’intégration des termes complémentaires de
Coriolis dans les égquations du mouvement ne se justifiait pas
pour des vitesses de déplacement relativement faibles. Ceux-ci
peuvent avantageusement étre négligés dans le but de réduire les
temps de calcul.

Au vu des résultats présentés, nous pouvons conclure que
cette étude constitue une bonne é&tape dans la modélisation du
comportement dynamigque de mécanismes déformables.

Il nous semble évident que 1’&tape suivante doit consister
en 1’introduction de lois de commande par efforts 1imposés aux
articulations. Cela devrait permettre de traiter des mécanismes
plus généraux.

L’ introduction de ce type de commande devrait mous amener a
prendre en compte le comportement des articulations (frottement,
jeux) afin de décrire les mécanismes de la maniére la plus
précise possible. Cette partie nécessite 1’introduction d’une
modélisation la plus fidéle possible des articulations.
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OPERATIONS SUR LES MATRICES DE TRANSFORMATION

Al. 1) Dérivation
Al.1.1) Dérivée premidre

ar Jj_4f ) o[ Jy_4f ) aoy
at 36 at
o) 0 o o
ar J £ ) 0 -sine -cos© o
j-1 = J J
oeJ (0] co0SsSO sir.aJ -s8ine cosaJ (o]
0 -co0sO sina sin® cosa o}
| J J J J J
4’ ol
ar 3 £ 0O 0 0 ©
1-4 =1 J £ 0O 0 -1 ©
ae J-1 0O &+ 0 O
J 0O 0 0 ©

que nous noterons ([1. 14))

ol Jj_4£f )

= [ Jy4f 1 [ Q)
aej

Nous pouvons maintenant &tudier la dérivée premiére de [ Jif ]

ar Jif ) J ar Jijf 1 aey
— = T
dt K=i+1  dey dt

En utilisant les expressions précédentes, nous avons

pour K ¢ i al Jif )
— = [0
06k
pour i < K ¢ J ar Jif

= [ Kif )] (@1 [ Igf )
96k
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pour K > i af Jif )
— = [0]]
96k

Pour le cas ( i <K ¢ 3 ) nous pouvons introduire une
multiplication intermé&diaire

af Jyf )

— = Ky ) [ gy LIkt @) [ IkE D
06K

8l Jif )

— [ 3F ) (I kEIY @Y L IEY )
a0k

que nous noterons ([1.1), [i.4])
af Jif )

96k

= [ 3£ ) [ gD}

Nous avons donc

Ai.1.2) Dérivée seconde

La dérivée seconde peut s’obtenir en retenant le méme schéma
de calcul.

@[ Jif ) d j  8r Jyf 1 aeg
—_— z — ( I )
ate dt K:=1+1 86y at
ar Jif ) J j e[ Jyf )  aeg a6
—— = £ ( ) +
ate 1=i+1 K:=i+l 86y 30, dt  adat
J e[ Jdyf 1 aey
x
K=i+1 @86y dte

e[ J;if ) 3
- . — (I Kf1 Q@) [ IkEI)
0©; &6y 06,
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pour i < 1 ¢ K
a [ Jyif )

80, 9Ok

= [ f) @) [ Kys) Q) [ k)

pour kK < 1 ¢ 3§

a [ Jif )
_— s Kify ey lgrrraey o dE )
OGIOGK
En notant m = min(K, 1)
n = max(k, 1)

Vet en utilisant 1le théoréme de Schwarz sur 1’ordre des
dérivations partielles, nous obtenons

a [ Jif )

88, aey

puis en introduisant les matrices [ xyD )}

: [M£) [ Q) [ Ppfl [ Q) [ Jpf)

ot [ Jyif ) .
——— = [ J;£) [ 3D ) [ IpD )
30 aeK
da’ol
a [ Jif ) J J . dey ae,
————— = £ (B (0331 3L IgD) — — ) +
dt? K=1+1 1=1+1 dat  dt
. & Ok
[ Ji£ 3 [ JgD ) )
date
a [ Jif ) , J J aey 4o,
—_————— = [ J5f) T ( B ([ I[IgD ) — — ) +
dte K=1+1 1=1+14 at dt
az
[ JkD ]
date

m = min(X, 1) n = max(k, 1)
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Al.2) Inversion

Comme nous 1l’avons vu lors de la dérivation de la matrice
4x4 [ J;f ), nous aurons & utiliser sa matrice inverse.

Recherchons la matrice [ g ] qui réﬁond au probléme

[ g) [ J38) [ 43 ) [ g) =[1)

En utilisant 1la décomposition en sous-matrices, nous
obtenons :
& b - 1
a! »T 11000
Ol o B P - - — -
[ &) I Jlf I : o b
c . [a] v i IR )]
- i- 1
- - - -

En égalant le produit &4 la matrice identité, nous avons le
systéme

ra+bT-jv = 1
- 1.
c + [ a) Jiv = 0o o0)7T

vT [ 31R j = [0 0 0)

L[ a3} [ JjR) = [ 1)
soit

rajl =1 3R~ = [ {ymT

¢ = - [ 4RIT 4y

pT = [ 000

a = 1
- -

1 1 000
d’ol la matrice [ g ] =  |=-==~-=-=---- tommmmm—-
-t 3T dv 1 IR T
1 i- 1

Al. 3) Remarques

ot [Jyf ) 3
— = — ([J; £) gD 1)
00, 9oy 08,
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e [Jif ) af Ji£ ) o[ gD )
—_—— : — [ D] 4+ [ Jif ) —m—
30, dey 30, 303
ot [Jif ) : 3[ JxD )
—_— : [ 31 (LD LKD) 4 —m)
30, dek 30,
a’on
3l k£ )
—_—— = [ 3D [ 3D ) - [ D) [ D)
00,
m = min(K,1) n = max(K, 1)
soit
pour 1 <1 ¢ K ¢ J 3[ JkD )

"

[ O]
99,

[Jgp1 [ D) - H)1» ) [ kD)
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ELABORATION D’UN FORME SIMPLIFIEE DE L’ENERGIE CINETIQUE

Dans cette annexe, nous allons essayer d’'é&tablir une forme
simple de 1’é&nergie cinétique, forme qui nous servira par la
suite dans 1’ é&laboration des &gquations du mouvement.

Reprenons 1’énergie cinétique telle qu’elle a ¢é&té dscrite
dans le paragraphe 2.1

i . T T
T - ¥ t[iptitre L N'] 1 £ i s
. % [K:i[Kll—K+[][]:1 [oJ Io]
bras 1
i .
tlpylilre +[L][N]A]dm
-y k i. kK -1

Nous pouvons décomposer T; en plusieurs termes

, T r 1 . T ) T
= 4 i ip)ye £
Tu % 1.1.:a Lfitx] x] [o]
bras 1
i .
[1:E][B[1D]e]1rdm
(0] K:ik K i_a
T T T »ii . Ti T
T z N L T D] © [+ £)
e |a mom [zome |y
bras i
. 1 . .
(i £ z:[-ime]lrdm
o) .4 Kk K i—a
T T 'ri T i . '
= ; N L 3 i+ Elbe]lrdm
T13 :1[][] [o][o][,ui[x]x i_a

bras 1
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T T T i N . T : T
T = N L pH D} e £
ot ¥ a ML) [K=1[K] K] [t €
bras 1
i Loy
£ bH D) e L N dm
[t % [K=1[ D1 e, ] [L) [Ny a
T T T T i .
T a [N) [y *f s |crine ] [L] [N] a dm
15 -1 o 0 -4 K K ~1
bras 1
T T T T

iz
"

: N L i i £ [L) [N) & dm
16% :1[][][01[01[][]_1

bras 1

Etudions le produit [1of]T [1of] i 11 est de la forme

T
1 I 000 1 | 000
(it 0T [t £ -
0 0 1 vl [1 R) i vl [l R}
O— 0 O— o}
soit
a l 14T [i R}
(f 51T 1 £ - O Q.
0 o [1 R]T 1y l [ I
0 O—

avec a =1 + 15vT 14y

Etudions la forme de [1yD)
(iyp) = [ig£1-1 [ @ 1 [ikH)

soit

(f o§y =
K

1
[ g |
[
tad
ix ]
[
<
~
F-L
LS
x
e
000
(Y
o
(oMo o]
'-l
<
~
[ e
o
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ip
[K]

o000 | O

(1 pj
K

b imn7T iR
[x] [Q3 ][K]

L - b = [14RIT [o3x3) 1kV
Suite & 1la description des ces formes de matrices, nous

voyons que

-~ une post-multiplication par [iKD] donne un résultat indépendant
de 1la premiére colonne de la premiére matrice car la premiére
ligne de [14D] est nulle

- une pré-multiplication par [1yD]T donne un résultat indépendant
de la premiére ligne de la seconde matrice car la premiére
colonne de [ixD]T est nulle.

-'de méme, une pré ou une post-multiplication par [L]T et [L)
respectivement présenteront le méme type de propriétés.

D’ol

T [ige)T [ig£) [L) = (LT [L)
(1xD1T [1o£)T [1pf] [igD) = [1xkDIT [1yxD]
(L3T [15£)T [ig£) [ixkD) = [LIT [igD)
(L3T [L) = [I3g3)
Cela nous permet de simplifier les expressions des termes

constitutifs de T;, en sortant les vecteurs a; et & des
intégrales. ‘

] T i i ) T . . . s
T L A i r DY r [ D) [T D) & © ] r ~dm
11 ' i_a [k: 1 J=1 J K J i-a
bras 1
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T T T i i N T i . . .
T = a [N][L]L‘B[D[Dee]lrdm
12 -1 [K=1 J=1 K] J ) K J 1-a
bras 1
T T T i N . i
T = a [N) [L T D) e ] r dam
i3 -1 J [k:i[ K] K i—a
bras 1

T T Tr 1 1 i T 4 . .
T = a N L E bH D D} ¢ © L] [N] dm
R [][]L(:iJ:i[ thlkj][u] a
bras i
T T T i .
T = a [N] [L] [KE [1 D) © ] (L) [N] dm a
15 -1 -1 K K -
bras 1
T T
Tlﬁ =K :1 [N) [N) dm :1
bras 1
Or, d’aprés 1‘’annexe 2 pages 2 et 3,
(3T [io3T [y = - 17T [igp) (L)
et
(L)T (4p3T iyp3 Ly = - )T [igd) [1yp) (L)
d’ ot
‘ T i i . T . ) 1
T : + Y ir T z[lD][iDJee]lrdm 1
11 i.a =1 j=1 K J K J i-a
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T T T i i T+ .o ,
T = +a [N) [L} [Kn t (1p) [(ipv)e e ] i1r dam
ie -1 =1 j=1 K J K J i_a
bras i
T T Trio i ) .
T = - N) [L £ = D D) 6 © L) [N) am
14 %ii [][]L=1J=1[K][J] " J][][] a,

bras i

d’ol 1’utilisation possible d’une forme simplifiée en prenant des
notations matricielles :

Tjg4 = Opj
T
Tiz = aj Fryj
T
Tiz = &j Frppjy
T
Tiy = % 2 [Kpj) 23
T
Tis = a3 [Cpil aj
T
Tie = % aj [Mj] a;
soit

T T T T
Ti = Opj + aj Fpyj + &3 Fpai + % a; [Kpj) 25 + aj [Cpi] a; +

T
% & [Mj) &y
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EXPRESSION EXFPLICITE DE LA MATRICE DE RIGIDITE
DE L°‘ELEMENT DXT

La matrice de rigidité de 1’&lément DKXT peut s’exprimer dans
le repére 1local 1ié au plan de 1’é1ément sous la £forme
isoparamétrique suivante :

i i~ T
) 4 = 2. A B
[ nx'r] Jo IO [B) [Df] [B) a€e ar

avecC

A  aire de 1’&lé&ment

E E © E =E =En3 / (1-v1)
(p) = | E! E2 o 4 3
£ 02 03 E E =vE
4 2 1
Ey = By (1-v) / 2.
h épaisseur de 1°’é&lé&ment

E,v module d’Young et coefficient de Poisson du matériau
utilisé

Le repére local choisi a son centre au point {, sa direction
X est mise suivant la droite 12 et Y choisie pour avoir un
triédre direct.

Cela permet d’avoir :

xizyi:yazo

[B] est tiré des coordonnées des noeuds de l1’&lément et de
matrices d’interpolation [4.14]) (cf §5.2) .

H
1 Y,
B} =z —— - H H
(B} A x3[Y.€]+xa[Y"r]
- H
L x3 [Hx,EJ * *a [Hx,rl * Y3 [ y,el J

On peut montrer [4.15) que [B] peut se mettre sous la forme
d’un produit de matrices dont une est indépendante de € et v, (L)
et f[a).

[1] = [ 1-€-7 € v ]
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1 (1} [0] [O)
[B} = — [0) [11 [O] [ax)
2. A [0) [0) [1]

ou encore
1
(B} = — [L) [«]
2. A

[x} est indépendante de € et v. Ses coefficients sont donnés
dans le tableau suivant :

xgy4 = Y3Pg xgp = O ay33 = -4y3

a3y = -Y3Pe x4 = O 6 = -2Y¥3

xy7 = O ayg = O agg = O

a24 =-Y3P6 %22 = O ap3 = 2Y3

X2y = Y3P6 ags = O Q26 = 4Y3

g7 = O xzg = O 29 = O

a3y = Y3P5 a3z =-¥3495 az3 = Y3(2-rs)

a34 = Y3P4 a35 = Y39y azg = ¥Y3(ry-2)

ag7 =-¥3(P4+Ps) a3g = Y3(94-9s5) azg = Y3(ry-rs)

ayy =-Xatg Cyup = Xp3+Xprg 43 =-Xpdg

044 = 0 dqs H X3 046 = 0

agr = Xatg ayg = Xa(rs-1) Gy9 =-Xa2ds

asg = O asp = X23 as3 = O

Agy = Xpty A5 = X3+Xary ase =-Xady

as7 =-Xaty asg = Xp(ry-1) 59 =-Xpdy

agy = Xp3ts agz = Xp3(i-rs) a3 = X23ds

Ggy =-X3ty ags = X3(i-ry) Gge = X3y

xg7 =-Xp3tg+xX3zty Qgg =-Xp3r5-X3ry-X2  dAgg = X3du+Xp34ds

a7y =-X3Pg-XoPsg A7z = Xpdr+Y3 A73 =-Xp3+Xprg

X7y = X3Pg arg =-Y3 a7 = 2X3

@77 = XpPs arg = Xpds a7g9 = (rs-2)xp

Xg1 =-Xp3Pg Ggg = Y3 ag3 = 2Xp3

gy = Xp23Pg+x2Py  Ogs =-Y3+Xady Ggp =-4X3+Xpry

agT =~X2Py Ggg = Xpqyu agg = (ry-2)xp

agy = X23P5+¥3ts Qgp =-Xp3qs5+(i-r5)Y3 93 = (2-Trgl)Xp3+Y395

094 :—X3p4+Y3't4 G95 = (I‘4-1)Y3‘-83Q4 d96 H (2—1"4)1(3—}'3‘14

ag7 =-Xp3Ps5+X3Py agg =-Xp3d5-X3dy agg =-Xp3r'g-X3T'y
-(ty+tg)¥s3 +(ry-r5)y3 +4Xo+ (g5-qy) Y3

avec

Xjy = Xy - Xy Yijg = Y1 - ¥y bygh o= g4t + Yi4t
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Pk = -6 x54/1;4 ty = -6 y33/154¢ g = 3 X33Yi3/114t
rk = 3¥iit /144t
K : 4,5,6 pour (i,J) valant repectivement (2,3) , (3,1) |,

(1,2).

Grace a cette nouvelle forme, on peut donner une nouvelle
expression de [Kpyr)

1 T (1 (t-1 T
[K ] = —  [a] J J [L] [D ] [L] d€ dr [«a]
DKT 2. A o Jo b

L’intégrale double qui reste peut &tre &valuée directement.
En la notant [DL], nous avons

E [R}] E [R) [0)
. 1 2
DL} = — | E [R E [R (o}
[DL) ™ 2[] 3[] [0)
o] 0 E [R
_[] [0} 4[)_
avec
, 2 11
[(R) = 1 2 ¢
112

La forme explicite ainsi obtenue peut se programmer <+<rés
facilement sans avoir a faire d’intégration numérique, ce qui
limite les opérations a effectuer et donc le temps de calcul.
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STABILITE ET PRECISION DE
L’ALGORITHME DE RESOLUTION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT

Cette annexe fait intervenir les ré&férences bibliographiques
[3.9] & [3.14) ’

A4, 1) Préliminaires a3 1’&tude de stabilité et de précision
Nous avons & résoudre le systéme :
[M) 28 + [C] &4 + [K] 2 -F =0

Le <choix de 1l’algorithme d’intégration de ces é&quations
différentielles est 11& aux concepts de stabilité et de
précision. En effet, une stabilité dite inconditionnelle et une
bonne précision obtenue avec des incré&ments de temps relativement
importants nous permettront de Justifier le choix du schéma
d’intégration.

Pour é&tudier ces deux critéres, nous allons nous intéresser
au comportement de l°’algorithme pour l’inté&gration d’un systéme
dont on peut découpler les &quations par décomposition modale.

[4. 2)

Les modes propres Au systéme non amortli sont donnés par 1la
résolution de

[K]J2=w [M]Q
avec

w! valeur propre du systéme non amorti
$ vecteur propre associé & wt

En effectuant le changement de variables géné&ralisé&ées suivant

u=[%] a

nous pouvons mettre le systéme sous la forme

4 + [DJ]ag+ [ Juc=R

avec
[ 3 )] matrice formée par juxtaposition des vecteurs propres

(8I1T (MY 3] =11)
(31T X101 =18 )
{ D )] matrice diagonale diag(2.wjyj) associée a

1’ amortissement pour découpler les &quations.

[ 31T F

1%
"
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Ce systéme est formé d’'équations découplées et peut donc
&tre 1résolu par intégration directe & l’aide des 1intégrales de
Dunhamel mais il est aussi intéressant pour notre &tude des
schémas d’intégration car chaque é&quation peut &tre intégrée
indépendamment des autres, ce qui nous permet de nous limiter a
1’&tude d’une seule équation de la forme :

4 + 2. w PG +WwW u=z=or

Par variation des paramétres p et w, nous pourrons examiner
le comportement global du systéme.

A4d.2) Stabilit& de l’algorithme SS22

Le schéma d’intégration SS22 transforme 1’équation en

(1 + 2.wp 8t ©y + 2t wt ©p) o3 @) = @ ry,q + (1 - ©4) 1y
2
- 2.Wy Gy
- wt (uy + o0t ©4 Gy)

Ujeq = Uy + at ﬁi + _g_t? Gi(a)

Gjsqg = Gy + Ot ai(a)

L’étude de stabilité peut se faire en ne considérant que
1’ &quation homogé&ne, soit avec un second membre nul.

Notons

a 1 + 2. wpy 0t ©4 + 91t wt ©p
2

En utilisant 1la premiére é&galité de 1l’algorithme pour
éliminer aj(2) dans les deux suivantes, nous obtenons

auy + a ot 43 + 8t [-2. w p G - wt (uy + 3t ©4 Gy))

a Uuj4+q =

aﬁi.,’i = aﬁi + ot [-2. w pﬁi -w?(ui + ot 91 ﬁi)]
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Ces deux égalités peuvent se mettre sous une forme
matricielle.

Xijeg = [ AL I BY X = [C) x5
avec

Xy = [ vy 104 ]T

a O
[ A] =
0 a
1 + 2.wp at e1 + .5 dttwe (92-1)
8t + wp 8ttt (26 -1) + .5 wrt 3t3 (& -6 )
1 2 1
[ B] =
- wt 3t
1 + 2.wp dt (91-1) + .5 we ate (ee-aei)

Nous wutilisons la décomposition de Jordan pour la matrice
[ C 1.

{cCy=[P)Y[J) [P 1
d’ ol

Xieqg = [P L J) [P I-Y x5
et par récurrence

Xiqq = [P ) [ O34 [ P -1 x4

Une condition suffisante pour obtenir 1la stabilité de
l1’algorithme est que le rayon spectral de [C] soit toujours
strictement inférieur & 1 [3. 14], le rayon spectral é&tant 1la
la plus grande valeur propre en valeur absolue.
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L’&tude de la stabilité& passe donc par la détermination des
valeurs propres de la matrice [ C ]J. Son &quation caractéristique
peut se mettre sous la forme

2 + 2 (264-1)r p + 7t (6p - ©4 -%)

a

1 + 2% (2064 - 1) + 70 (©p - ©4 - ¥K) + 47T P ©4(6g - 1)

ar

v3p (8p - ©4) (264 - 1) + % ¥ 65 (65 - 264 + 1)

at

" valeur propre de [C]

T = w ot

Le changement de variables

' = (1+2)/(1-2)
transforme le disque (|P£ < 1) que nous recherchons en le demi-
plan complexe (Re(z) < O) ; 1la condition de stabilité& impose

maintenant que les racines de la nouvelle &gquation soient dans ce
demi-plan complexe.

Aprés cette transformation, 1’&quation en [ se transforme en
une équation en z.

ap 22 + a4 z + ap = (o]
a laquelle nous appliquons le critére de Routh qui donne

agp > 0 a; 2 0 aa.).o

Les résultats en ©; et ©p sont regroupés dans le tableau
3.2 [3.10]
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A4. 3) Pré&cision obtenue avec l‘’algorithme SS22

Reprenons 1’é&quation différentielle sous sa forme récurrente

Xj+q = [ C 1141 x4

Sachant que la solution exacte de l1’é&quation homogéne est de
la forme :

u = « exp(( -pyw + 1 wgq ) t) + B exp(( -pw - 1 wq ) t)

Wq = W {(1 - 1)

la dérivée premiére est

G = a ( -pw + 1 Wg ) exp(( -pw + 1 wg ) t) +
B ( ~pw - 1 wq ) exp(( -pw - 1 wgq ) t)

Le passage de l’instant t & 1’instant t+dt se fait, pour

chaque terme de u et de G4 & l1’alde d’un progression géométrique
de raisons

exp(( -pw + 1 wgq ) dt)

et
exp(( -pw - i wgq ) 8t)

Nous supposons que la matrice [ C ) admet des valeurs
propres complexes de la forme [3.10)

exp(d ot) = exp( -(pw + Vv) 8t t i (wg + €) 3t )
avec it = -1

Ces valeurs propres sont aussi les coefficients
d’amplification du vecteur solution entre deux instants.
Notons

exp(o 8t) = exp( -pw 8t + i wgq dt )

A chague pas, on multiplie 1la valeur de x +trouvée a

1’instant précédent par exp(éd 0t) au lieu de exp(o dt) qui donne
la solution exacte.
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v et € apparaissent comme des perturbations numériques
intervenant sur l‘amplitude et sur la phase de 1la solution
calcul ée.

Aprés n pas, l’erreur relative e est donné&e par

exp(ot) - exp(dt)
e = t:nét
exp(ot)

soit

o
"

1 - exp( -vt + i €t )

o
"

O(v) + 0O(€)

Pour un temps fini, 1’erreur commise est donc du méme ordre
de grandeur gque celle commise sur un pas da’inté&gration. Pour
étudier cette derniére, on peut donc é&tudier le comportement de
l’algorithme sur un pas d’intégration en supposant la valeur en
début de pas exacte.

Ujsq = By + 035 8t + Uy ottt /2
alors que l’algorithme donne :

Uj+q = Ui + G3 ot + oy ot /2

étudier 1l’erreur sur uj,.4 revient donc a calculer la différence :

di-Ui

Reprenons

(1 + 2.wp at ©, + 3at? w ©p) o«3(8) = @) rj,q + (4 - ©4) r;
2

- 2.Wp Gy

- wt (ui + 8t ei ﬁi)

Remarquons que

ry -2 WwWp 43 - w uy = uj
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nous obtenons

(1 + 2.wp 0t ©4 + atr w ©p) o3 (8) = @y (ry,q - ry) + 9y
e .
- wt 9t 91 Uy
L’utilisation d’un développement de Taylor & l’ordre 2 sur r
permet 4’é&crire
Pjeq - T3 = 8t ul(3)y + 2wp at 43 + wr 3t Gy +

atr ul(#)y + atr wp ul3)1 + 2tr w uy + 3tz O(at)

T2 2 2

soit

(4 + 2.wp 3t ©4 + 3tz wt ©p) ag (2) -
2

(1 + 2.wp 3t ©( + 9tt wr ©4) iy + Otr O(at)
2

2

+ 0 (8t ul3)y 4+ atr (u)y + 2 wp ul(d)y)
2

En supposant les dérivées d’ordres 3 et 4 de u Dbornées,
l’erreur commise en fonction de &4 et &, est donc au maximum de
1’ordre de O(dt) sur ay(2) , ce qui donne O(8t2) pour Xj,4.

Les résultats sont regroupés avec ceux concernant la
stabilité dans les tableaux 3.2 et 3. 3.
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REsumsS

La simulation du comportement dynamique de manipulateurs
déformaples doit prendre en compte le comportement &lastique des
membres en le couplant au mouvement d’ensemble.

La simulationn que nous avons introduite est basée sur une
description des membres déformables de la structures a partir
d’éléments finis de poutre ou de coque pour des probladmes plan ou
dans 1’espace. A partir d’une loi de commande des articulations
en position, nous pouvons obtenir les déformations de la membrure

étudiée ainsi que les efforts a metire en oeuvre pour obtenir 1le
mouvement.,

Le comportement du modéle est décrit a 1’aide 4d’équations du
mouvement établies en utilisant le formalisme d’Hamilton dont on
a déduit les €quations de Lagrange du systéme. Ces équations sont
intégrées ' dans le temps a 1’aide d’un algorithme original, basé
sur un calcul des résidus pondérés des équations de mouvement sur
un intervalle de temps.

La modélisation introduite permet de tenir compte du
comportement é&lastique du manipulateur et fait intervenir tous
les effets d’inertie das au mouvement (Coriolis...), aucune
hypothése simplificatrice n’ayant é&té faite en ¢e qui concerne
ces termes.

Un logiciel de simulation a €té€ développé, il peut prendre
en comptec des manipulateurs a plusieurs articuiations de +type
rotoides.

Diff4rents exempies de simulation sont pﬁésentés, tant avec
les éléments de poutre gque les ts de coque.

mots clés

Comportement dynamique Dynamic behaviour
Eléments finis Finite elements
Manipulateur déformable Flexible manipulator
Mécanisme articulé Jointed mechanism

Simulation Simulation




