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Notations 

indices pour les coordonndes, les vecteurs, les matrices : 
- inf &rieur gauche indice du r6f 6rentiel d' 6criture 
- supdrieur gauche indice du membre d'appartenance 

indices pour les caratdristlques 1 ,h, 8, a des bras : 
- inf&rieur droit indice du bras correspondant aux 

caract&ristiques 

[. , . . ] matrice 3x3 ou 4x4 

r - vecteur 34 ou 4d (premibre coordonnde i  ou O) 

[ Q I  matrice booldenne 4x4 

O 0 0 0  

[ O 1  matrice nulle 

[ jKf 1 matrice 4x4 de passage de Rj L Rk 

t ~ K D  1 matrice 4x4 [ JKf 1 - 1  Q 1 [ JKf 1 

[ I l  matrice identitd 
- 

[ L I  matrice booléenne 4x3 [; O H O j ]  
i 

[ iai ] matrice 4x4 c I i K ~  1 m 
K= i  dt 

i 
[ 1 matrice 4x4 c I i~~ 1 

K =  i  d tr 



Problème posé 

Dans le cadre de la recherche de l'efficacité optimale, les 
développements actuels de la robotique se tournent vers une 
augmentation de la vitesse dJ action des manipulateurs et donc 
vers une diminution du ratio masse robot/masse transportae. Si on 
considère le manipulateur comme une chaine ouverte formae d'une 
succession de membres reliés entre eux par des articulations, 
cela se traduit par une diminution de la masse des diffarents 
membres et donc de leur rigidité par effet secondaire. 

L'augmentation de la vitesse de fonctionnement couplée B 
l'assouplissement des structures laisse des risques de flexion 
importante à chacun des membres d'où une perte de pracision dans 
1 e mouvement. 

Les méthodes de commande employaes jusquJi aujourd'hui sont 
très ddpendantes des possibilités de calcul de la réponse en 
temps réel et donc de la compléxité de la modélisation employée. 
Le type de commande le plus employé pour les robots lents est dit 
de type géométrique, c'est à dire que le robot est commandé en 
position sans prise en compte d'autres paramètres. Un autre type 
de commande, de type cinématique s'est ensuite développé pour 
optimiser la vitesse de fonctionnement des manipulateurs mais il 
ne sJ adressait qu'a l'utilisation de vitesses relativement 
réduites. 

L'augmentation des vitesses de fonctionnement des robots a 
nécessité le développement de la commande dynamique [1.48], 
1 .  4 9  [i. 393 : cette méthode prend en compte les inerties des 
bras et 1 es différentes accél érations du système pour élaborer 
une commande optimale. Malheureusement, les calculs qu'elle 
entraine sont encore trop importants pour permettre une commande 
en temps réel et son utilisation reste souvent du domaine de la 
simulation. Des travaux récents ont couplé les résultats fournis 
par un logiciel de C. A. O. 3D volumique avec un programme de 
simulation dumouvement [i.8], [ 9 ]  [i.10]. D'autres travaux 
effectuent ce même travail avec des paramatres mesuras sur des 
prototypes, ce qui a toujours 1' inconvénient de rallonger les 
temps d'étude, ou encore étudient des systèmes mécaniques 
(bielle-manivelle) en ne considérant que 1 'un ou 1 'autre des 
éléments comme flexible E l .  211, [i. 221, [i. 231. 

Pour optimiser le fonctionnement des robots actuels, la ' 
simulation en corps rigides ou avec des rigidités partielles ne 



jpeut ètre considdrde comne satisfaisante. Effectuer 
rigoureusement cette simulation ne peut ètre fait qu'en tenant 
compte du comportement dynamique du mécanisme, des d6f ormat ions 
du systbme puisqu'elles engendreront des efforts supplémentaires 
aux articulations, efforts qui interviendront dans la comnlinde et 
donc dans le mouvement proprement dit, et aussi des erreurs de 
positionnement dans l'espace. De mème, les jeux aux articulations 
devraient ètre Pris en compte mais il a 6t6 montra que dans une 
premibre approximation, dans le cas de liaisons bien conçues 
[l. 153, Cl. 161, leur influence pouvait ètre nagligée, devant celle 
des d&f ormations. 

i La premiare 6tape de la modélisation que nous entreprendrons 
ici, consistera P. consid6rer dans un premier temps les membres du 
systbme comne rigides, I déterminer la comnande que l'on devrait 
lui fournir pour obtenir un mouvement choisi, utiliser cette 
comnande pour étudier la chaine déformable et comparer le 
comportement réel avec le comportement désira. 

Un des r6sultats obtenus sera l'ensemble des efforts & 
fournir pour créer les mouvements des articulations. Par 
extension des algorithmes utilisas et du logiciel cr66, on 
pourrait dans un second temps se servir d'une donn6e de ces 
efforts cormit loi de conniande réelle et étudier la r6ponse du 
mécanisme. 

On peut envisager que par la suite, les méthodes de 
modélisation mises en-oeuvre permettent, aprbs simplification et 
avec le daveloppement des calculateurs, d'obtenir une connnande 
directe des robots. 

Moddlisation 

La modélisation mise en oeuvre va nous permettre de d6crire 
le comportement dynamique d'un manipulateur avec prise en compte 
de ses paramêtres g6om6triques (forme), mécaniques (masse, 
rigidité) et de structure (nombre de bras, types 
d'articulations). Ce modble sera donc de ce fait un modble dit 
ncinéto-élasto-dynamiquen [l, 251. 

Nous devrons suivre plusieurs étapes, choix d'une 
représentation symbolique du mécanisme et des inconnues du 
modble, obtention des équations du mouvement et enfin, leur 
résolution afin de ddtermlner la valeur des inconnues, ce qui 
nous donnera une représentation du mouvement . 

Pour ce qui est de la premi4re &tape, nous utiliserons une 
formulation qui permettra une description aisée du manipulateur 1 
et par la suite offrira des propriétés intaressantes lors de la 
mise en forme des équations du mouvement ; cette méthode a été l 



décrite et appliqude par UICKER J. J., DENAVIT J. ET HARTENBERQ 
R. S. fi. 11 et reprise par la plupart des auteurs. 

Le choix des inconnues du modble d6pend en partie de la 
formulation retenue pour l'obtention des équations du mouvement. 
Après avoir présenté plusieurs approches envisageables, nous 
retiendrons une formulatlon basée sur le principe d'Hamilton. 

De plus, nous baserons nos travaux sur l'approche 
lagrangienne car elle permettra une mise en forme des équations 
qui facilitera leur résolution. 

Les inconnues que nous aurons à choisir pour le modble 
seront alors les variables ganéral isées de 1 ' approche 
1 agrangienne. Elles devront nous permettre de décrire le 
mouvement du manipulateur alnsi que les déformations des 
différents membres. 

Pour notre problème, les coordonnées généralisées seront les 
déplacements de points particuliers du modèle déterminés par 
rapport à une position de réfiirence. En fait, on utilise une 
formulation de type lagrangienne actualisée, dont la réf drence 
sera la position des noeuds sur le membre considéra dans le 
mouvement du manipulateur regardé comme un assemblage de corps 
rigides. 

- 
Cette formulation, relativement aisée a mettre en oeuvre et 

utillsée par la plupart des auteurs E l .  51, 1  4 ,  est associée à 
une modélisation par éléments finis. Nous l'utiliserons en 
prenant les degrés de liberté du système discrétisé comme 
varlables généralisées Il. 41, C i .  281. 

Les bras du manipulateur seront décrits sdpardment dans des 
repères qul leur sont liés, et les équations du mouvement 
développées. Les bras seront ensuite 'assemblés' dans un m6me 
modèle pour pouvoir prendre en compte les articulations [i.Z]. 

La réunion des bras dans un même modèle nous amènera à 
mettre en oeuvre une méthode d'imposition de liaisons entre 
varreles généralisées ou degrés de liberté [l. 30). 

Les équations du mouvement obtenues par la description 
lagrangienne du systeme seront ensuite intégrees pour obtenir les 
valeurs des différentes variables généralisées. L'intégration 
sera faite à 1 'aide d'un algorithme peu répandu mais qui possbde 
des propriétés intéressantes. 

Nous présenterons cette méthode proche de l'algorithme de 
Newmark, basée sur une minimisation des résiùus de calcul sur les 
intervalles de temps à l'aide desquels on discrétise le mouvement 
13.91, 13. 101, 



Le modèle étant développé, nous traiterons quelques exemples 
de mouvement de mécanismes déformables, décrits à l'aide 
d'éléments de poutres (2D) et de plaques triangulaires (3D), avec 
une et deux articulations. 

L'écriture des équations du mouvement à l'aide des dquations 
de Lagrange permet, lorsqu'on écrit toutes les aquations, de 
traiter des systèmes mécaniques dont la loi de comnande 
correspond aux efforts fournis pour provoquer le mouvement. Les 
équations obtenues comportent des non-linéarités en fonction des 
degrés de 1 iberté articulaires". L'utilisation d'un sous- 
ensemble des équations permet de franchir une 6tape dans l'étude 
en prenant comme loi de commande la donnée des degrds de libertd 
des articulat~ons. 

Le système peut être étendu par la suite pour traiter le 
mouvement globalement. Nous ne franchirons dans ce travail que la 
première étape, tout en remarquant que cela permet déj& la 
simulation de mécanismes commandés en position (avec des moteurs 
pas à pas par exemple). Le logiciel de simulation conçu restera 
ouvert pour permettre le franchissement de l'étape suivante dans 
un déve 1 oppement ultérieur. 



PREMIERE PARTIE 
B I W  BIBLIOGRAPHIQUE 

1. i Hypothèses sur le modale étudié 

Avant d'essayer de décrire le mouvement d'un manipulateur et 
de l'étudier en utilisant un formalisme particulier, il semble 
important de décrire le manipulateur lui-même : quelle est sa 
géométrie, ' quels sont ses degras de liberté, comment peut-on 
repérer la position d'un de ses points, quelle que soit sa 
configuration ? 

C'est à ces questions que nous allons essayer de répondre en 
donnant les bases de notre représentation et les hypothèses qui 
lui sont nécessaires. 

La description du mouvement du manipulateur peut se faire en 
regardant chaque él6ment de la chalne comme étant relié à ses 
voisins par une articulation à un degré de liberté, une rotation 
pour 1' étude en cours (liaison rotoide). Le problbme pourra 
aisément se généraliser en faisant intervenlr des aléments sans 
masse ni dimension dans la chaine ou en augmentant le nombre de 
rotations des articulations dans la repr6sentation mathématique 
que nous en ferons et en introduisant des translations par des 
procédés similaires [ l .  141. 

Dans cette étude, nous utiliserons un paramétrage proche de 
celui proposé par J. J. UicKer Ci. 1 1  et repris dans la plupart des 
études déjà réalisées 11. 23, 11. 43, 1 4 ,  [i. 433. 

Le manipulateur est considéré comme une chalne ouverte a une 
seule branche dont les éléments sont numérotés de i a n à partir 
de la base, soit d'amont en aval de la chafne ; l'élément O sera 
le référentiel général . De même, les articulations seront 
repérées de 1 à n, l'articulation i reliant l'élément i à 
1 'élément i-1. 

Reference O \. 

figure 1. 1 Schématisation d'un manipulateur l 
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1.2 Choix du formalisme 

(T4niralernent, la mise en 6quations des probl6mes de la 
dynamique des solides repose sur un des principes suivants : 
- principe fondamental de la dynamique 
- principe des puissances virtuelles 
- principe d'Hamilton dont on déduit les équations de Lagrange 

M6me si historiquement, ces principes, pr&sent&s dans 
l'ordre chronologique de leur apparition, ont suivi l'avancée des 
théories mathbmatiques, leurs utilisations respectives sont en 
thdorie bquival entes. 

Les premiers 6nonc6s n'introduisent pas explicitement la 
notion d'efforts internes à un milieu continu déformable ou de 
contraintes et ne sont donc pas directement applicables a la mise 
en équations de la dynamique de solides déformables. Ils ont été 
étendus pour inclure ces états de contraintes internes, 

a) Principe fondamental de la dynamique 

Ce principe que l'on retrouve aussi utilisb sous le nom 
dJ&quations cie Newton-Euler est relatif B l'origine à un point 
matériel ou B un système isolé et répond a l'énoncé suivant : 

A chaque instant, dans un repère galiléen, pour un systbme 
matériel quelconque, le torseur des quantités d'accéldrations 
absolues est identique au torseur des forces ext6rieures agissant 
sur le systbme. 

ce qui se traduit par les équations vectorielles suivantes : 

Qa = Rex 

Kp = Eex avec 

D , résultante dynamique 
-a -a 

I , moment dynamique en P I = 1 PM x r (MI dm 
-P -P s- -a 

- P étant un point quelconque de l'espace 
- le x désignant dans ce cas le produit vectoriel, 
- M étant un point du solide et ra(M) son accél6ration absolue 

Ce principe, tras utilisé dans la mise en équations de la 



dynamique de systbmes formés de corps rigides [1.43], [1.50] a 
été développé pour permettre la descrlption des milieux continus 
[4. 21 1, 14. I l  1 .  Il permet d' obtenir les équations de comportement 
mais reste cependant utills6 dans le seul cas de l'6tude de 
manipulateurs rlgides ou de leur commande [l. 443. 

b) Princlpe des puissances virtuelles ' 3 
CA., i 

Nous reprendrons 186nonc6 donné par le professeur P. Giermain 
dans son cours de mécanique des milieux continus 14. 23 3. 

Dans un référentiel galiléen, pour une chronologie absolue, 
la puissance virtuel le des quantités d8acc616rations d'un systbme 
(S) est égale B la puissance de toutes les forces appliquées au 
système, tant intérieures qu'extérieures, quel que soit le 
mouvement virtuel de (S). 

Soient - y* le champ des vitesses vrrtuelles de (S) dans son 
mouvement, 

- - o(t) un représentant du tenseur des contraintes de 
Cauchy 

- - D* un reprdsentant du tenseur des taux be 
déformations virtuelles 

- r(t) accélération d'un point M 
- y (t) masse volumique à l'instant t, considérée 

comme constante en hypothèse de petites 
perturbations 

- v(t) volume du système à l'instant t 
- sT(t) le domaine où les efforts sont imposés 
- - T(t) les efforts de surface correspondants 
- sU(t) le domalne où les déplacements doivent 
satisfaire certalnes relations cinématiques. 

- - L(t) les efforts de lialson correspondants 
- - F(t) les efforts de volume 

on note 

puissance d'efforts extérieurs puissance d'efforts de liaison 

puissance d'ef3orts extérieurs puissances des efforts internes 



1 puissance des quantités d'accélérations 

I Le principe s'écrit alors : 

Le principe des puissances virtuelles a été utilisé 
directement [l. 81 pour établir les équations du mouvement de 
systèmes solides déformables en se basant sur une représentation 
lagrangienne du mouvement ( ramené à une référence). 

En écrivant le principe des puissances virtuelles B 
l'instant t en utilisant succcessivement comme réfarence la 
configuration actuelle du système puis une autre (éventuellement 
a un instant précédent ou à 1' instant initial), A. Barraco en a 
établi une forme incrémentale. 

La différence des deux expressions définies ci-dessus lui a 
permis de donner les incréments de puissances obtenus lors du 
mouvement, en connaissant les puissances a un instant précédent. 
De par là méme, il a obtenu une forme Incrémentale des équations 
de mouvement. - 

Cette mise en oeuvre se révble trbs intéressante dans 
l'étude de systèmes subissant des grandes déformations ou des 
grands daplacements et nécessitant donc un traitement incrémenta1 
non linéaire mais est assez lourde à mettre en oeuvre tant sur le 
plan théorique que sur le plan pratique. 

c) Principe d'Hamilton 

Le principe variat ionnel énoncé par _Hami 1 ton nous permet 
d'écrire les équations du mouvement sous une forme particulière 
que l'on nomme équations de Lagrange. 

.-- 

Soit f ai 1 1 ' ensemble des coordonnées ganéral isées qui 
décrivent le système mécanique. 

Le mouvement d'un système dlastique conservatif entre deux 
instants ti et t2 s'effectue de telle sorte que la fonctionnelle 

T - V ) dt soit stationnaire, c'est à dire : 

d It2 ( T - V ) dt = O pour tout da n o n  nul. 



avec respectivement 

QI sont les forces de surface appliquées sur so 
fi les forces de volume 
'Ji le déplacement d'un point (fonction des ai) 
Ci la vitesse d'un point (fonction des ai) 
u un reprasentant du tenseur des contraintes 
E un représentant du tenseur des ddformations 
dai variation infinit6simale à temps bloqué de la 

coordonnée g6néral isée ai 

1 Soit le lagrangien L = T - V 

Les équations du mouvement sont les équations d'Euler du 
problbme variationnel 14. 4) 

Pour un systbme non conservatif, le principe se transforme 
en 

W* étant le travail des forces non conservatives. 

Par 1 inéarisation, le travail virtuel des forces non 
conservatives causé par les accroissements virtuels des 
coordonn6es généralisées peut s'exprimer comme combinaison 
linéaire des da=. 

Nous pouvons maintenant écrire les 6quations d'Euler de la 
fonctionnelle 
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OU encore 

qui sont les équations de Lagrange que nous utiliserons pour 
notre étude. 

Ces équations peuvent 6tre obtenues d'une autre manière par 
l'application du principe des travaux virtuels, proche de celui 
des puissances virtuel les que nous venons d' énoncer ; ce qui 
prouve 1 ' équivalence des principes [4. 7 1. Il suffit dans 
l'utilisation du principe des travaux virtuels de choisir comme 
déplacements virtuels ceux qui résultent d'une variation 
infinitésimale quelconque des coordonnées généralis6es à temps 
bloqué. 

De par la souplesse de mise en forme des équations et la 
possibilité d' intégrer facilement dans le systbme 6tudié 
plusieurs corps sans avoir à modifier l'élaboration de la 
description du mouvement, il nous a semblé intéressant d'utiliser 
le principe d'Hamilton sous la forme des équations de Lagrange. 

* - 
De plus, les équatlons qui en résultent se prêtent 

facllement à une discrétisation du système et donc à une 
intégration dans une résolution de problêmes par la méthode des 

l éléments finis. - 

1. 3 Choix de la r6f6rence 

Comme certains auteurs 11. 51, Il. 83, [i. 141 1 ' ont mis en 
évidence, le problame qui se pose immédiatement est le choix de 
la référence par rapport à laquelle on mesurera les déplacements 
ou les déformations. Plusieurs S01UtiOnS ont été retenues. 

a) Utilisation du référentiel g6néral 

1 
Les déplacements sont mesurés dans le référentiel génaral, 

C'est la méthode qu'utilise E. Imam 11. 251 pour 6tudier des 
systëmes 4 barres ou bielle-manivelle. Cette méthode a l'avantage 

l de permettre un assemblage aisé de tous les éléments de la 

1 structure mals comporte l'inconvénient, non négligeable, de 
demander une manipulation de toutes les matrlces élaborées pour 
les ramener au référentiel galiléen. 

b) Utilisation d'un référentiel intermédiaire mobile 

Les déplacements d'un membre sont mesurés par rapport a la 
position qu'aurait ce dernier s'il était rigide et situé 2 
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1 ' extrdmité du bras précadent déformé. S. P. Singh et A. A. Schy 
[ l .  461 ont utilisé ce repdrage pour étudier le mouvement d'un bi- 
pendule souple. 

figure 1 . 2  Repérage 116 au bras déformé 

. - Cette méthode présente l'inconvénient d'utiliser les 
déformations d'un membre pour repérer ceux qui le suivent dans la 
chaine. C'est a dire que si on reprend l'idde de l'utilisation 
des équations de Lagrange, nous aurons à calculer les anergies du 
système et donc les-vitesses de chaque polnt de la chalne en 
revenant au référentiel inertiel de base. Les relations de 
transformation de repérage devront utiliser non seulement les 
mouvements des articulations mais en plus les déplacements des 
extrémités des bras, ce qui introduit des non-linéarités dans les 
équat lons [ 1. 4 1 . 

La matrice [Tl qui permet de passer de la réfarence i+i à la 
référence 1 est fonction de l'angle de l'articulation s6parant 
les bras i et i+l et du déplacement de l'extrémité bu bras 1 

alors que celui-ci est une inconnue du modèle. 

c) Utilisation d'une positzon précédente du système 

Dans sa formulatlon incrémentale, A. Barraco [ l .  8 ] propose 
de mesurer les déplacements par rapport à la position déformée 
quJoccupalt le système à un instant précédent. Cette formulation 
lagrangienne actualisée se prête bien à une résolution B l'alde 
d'un algorithme traitant le mouvement par incréments, ce qui 
n' est pas notre propos. 

d) Utilisation du mouvement de . corps rigides. 

M. Géradin et al. proposent quant a eux d'utiliser comme 
rafërence pour chaque membre la position qu'il occuperait dans le 
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cadre d'un mouvement d'ensemble de corps rigides 1 4  [i. 51. 

figure 1.3 Repérage lié a la posltlon de corps rigides 

4 C'est la solution qul a aussi été retenue par d'autres 
auteurs tels que S. Dubowsky et W. Sunada [1.14] et que nous 
reprendrons car elle n'introduit aucune non lindarit6 dae aux 
déformations et ne fait intervenir que les degrés de liberté des 
articulations. - 

Ce choix entraine que la formulation utilisée est du type 
lagrangien actualisé puisque la référence suit le mouvement. 

Le passage d'un membre au référentiel gén6ral se fera en ne 
traitant le système que comme corps rigide. 

Chaque membre sera lié à un repère propre qui permettra de 
définir la position dans l'espace de chacun de ses points en 
utilisant une combinaison des coordonnées locales et de 
changements be repères pour revenir au référentiel général. 

Les degrés de liberté utilisés pour le mouvement seront des 
rotations mesurées autour d'un des axes de chaque repère local. 

Si l'on note les vecteurs par leur nom souligné, nous 
pouvons définir le repère local Ri par : 
- un point remarquable de l'axe de l'articulation i 
- l'axe Zi, axe de l'artlculation i 
- l'axe X1, perpendiculaire commune à g1 et Zi+l 
- 1 'axe x1 pour former un trièdre direct. 

L'axe Xi permettra la définition des positions angulaires 
relatives des bras i et i-1, En effet, Xi et X,,I se trouvent 
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dans le marne plan, orthogonal B Zi, et l'angle ei qui les sépare, 
mesuré autour de Zi, permet le rep6rage du mouvement de Ri par 
rapport B Ri-i. 

Le repdrage de Ri dans le reférentiel général Ro pourra se 
faire de manibre rdcurrentc en positionnant Ri par rapport à 
Ri-1.. . 

r - Zi étant perpendiculaire Xi-1, il est repérable dans le plan 
vectoriel ( en utilisant l'angle ai, mesur4 autour de 
xi-1 et sdparant Zi-1 et Zi : 

* xi se déduit de gi-t par une rotation d'angle 8~ autour de Zi : - 
- sin(Bi) (Zi-1 x Xi-1) + cos(ei) 31-1 xi - 

soit 

- cos(ei) gi-i + sln(8i) cos(a1) 11-i - Sin(ei) sin(al1 Zi-i x1 - 

r xi est ddfini de manibre obtenir un tribdre direct : 

paraLLete a 2 :  

figure 1.4 Repbres associes au bras 
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Ces différentes expressions permettent de définir la matrice 
de passage de (gl;xi;Zi) a (zi-1;Xi-1;Zi-1) que nous 
noterons [ li-iR 1.  

1, 4 Paramétrage de la chafne mécanique en tant qu'assemblage de 
corps rigides. 

Le manipulateur peut maintenant être considéré corne un 
assemblage de solides, repérable aisément les uns par rapport aux 
autres. Connaissant la position d'un point d'un des solides dans 
le repère qui lui est lié, - on peut se positionner par rapport B 
une autre référence par une manipulation arithmdtique simple : 
Soit M un p o n t  du bras i et (i-jx~, I-IYM, i-1Z~) , ( ~ X H ,  ~ Y M ,  ~ Z M )  
ses coordonnées exprimées respectivement dans les repbres Ri-l et 
Ri. 

(indice inférieur gauche : repbre de référence), 

2 :., 

figure 1.5 Membre i du manipulateur 

si on utilise : 

- l i  distance entre les axes Ziel et Zi 

-hi distance entre la projection orthogonale de Oi-1 sur 
2, et Oi 

on obtient : 
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ce qui s'écrit en notation matricielle , en ramenant le repbrage 
à la rafarence i-1 : 

- - 
1 
i 

h sina 
i i 

h, cosa 
1 i 

- 4 

sine cosa 
1 i 

 COS^ cosa 
i i 

Le changement de reférence doit se faire en utilisant des 
transformations simples et il apparait que l'on peut 
avantageusement modifier la formulation matricielle en utilisant 
la formulation symbolique à base de matrices 4x4 [i. 14) 
introduites par Denavit et Hartenberg et reprises ensuite par 
UicKer et Seth. 

figure 1. 5 Changement de référence 

r -, 

X 
i M 

y 
i M 

z 
i M 

i - 

-l 

O 

sina 
i 

cosa 
i - 

Les deux approches qu'ils présentent diffèrent en ce sens , 
que dans un cas, une seule matrice est utilisée et dans l'autre, 1 

i un produit de deux matrices, représentant pour la première la i 
geométrie du manipulateur et pour l'autre le mouvement. 

x 
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approche de Denavlt-Hartenberg L 

1 cose -sine 
i i 

O 
i 

h sina sine cosa cos0 cosa sina 
i i i i i i 1 

h cosa -sine sina -cos0 sina 
i 1 i i 1 cosail 

que nous noterons en abrdgd : 

(indice supdrieur gauche : numéro du bras 6tudi6). 

avec [li-1f ] de la forme : 

- [ i i - l ~  ] matrice de passage de (&;Ii;Zi) à 

(zi-i;&-i;Zi-i) exprimée dans Mi-1 ;Xi-1 ;Zi-i 
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approche de E h  i 

P - 
1 

X 
1-1 M 

Y 
i-i M 

z 
i-1 M 

- d 

O cosa sina 
i i 

O -sina cosa 
i i 

O cos0 sine 
i 

que nous noterons en abragé : 
- 

avec 

[ G 1 matrice 4x4 représentative de la géométrie 

[ D 1 matrice 4x4 représentative du mouvement 

Corne nous le verrons par la suite, la notation de Seth ne 
presentera pas d'avantage pour notre Btude et nous nous 
limiterons à l'utilisation des matrices 4x4 présentées par 
Denavit et Hartenberg. 

Grâce à l'utilisation de cette notation symbolique, les 
transformations de changement de repère peuvent s'effectuer très 
facilement et par 1 'Uti Lisatlon' d'une formule récurrente, nous 
obtenons : 
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Nous noterons cette dernibre relation : 

Les matrices [ J  if 1 possèclent des propriétés qui nous 
seront utiles par la suite C l .  31, Cî.41 et qui sont 6tablies dans 
1 ' annexe 1. 

a) Darivation premibre 

La dérivée première par rapport au temps de [ J 3 - 1 f 1 peut 
ftre obtenue en post-multipliant la matrice par une autre matrice 
bool éenne. 

Par la combinaison de cette formule pour plusieurs 
articulations, nous obtenons : 

b) Dérivation seconde 

La dérivée seconde prend une forme simple si on utilise les 
mêmes notations : 

avec u = min(m,n) v =max(m,n) 
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1.5 Inconnues du modale 

Pour décrire le mouvement d'une chafne mécanique ddformable, 
nous avons choisi d'utiliser le formalisme lagrangien pow' lequel 
nous aurons à définir les coordonnaes g6n4ralisées. La mathode 
des éléments finis qui sera couplée aux 6quations de Lagrange 
permet une discrétisation du systbme B étudier et se pr6te bien i 
la modélisation du comportement mécanique en raponse B des 
sollicitations externes (efforts, inertie, gravité) ou internes 
(gradient thermique, amortissement du matariau). 

Chaque membre est considaré comme un assemblage d'éléments 
détermin6s par des points particuliers qui en donnent la 
géométrie. La connaissance du mouvement ou du comportement de ces 
noeuds donne par winterpolationw la description du comportement 
de chacun des 61 éments et donc du bras lui-même. 

Nous disposons de plusieurs méthodes pour décrire le 
comportement des noeuds. Chacune d'elles leur associera un 
certain nombre de degrés de liberté , définis de différentes 
façons comme : 

a) des déplacements mesurés par rapport à une référence donnée 
et de leurs dérivées spatiales. 

Ces degrés de 1 iberté, translations et nrotationsw, sont 
les plus couramment utilisés dans les modélisations par éléments 
finis [4. 31, [4. 41 pour les éléments de poutre et de coque. 

Ils peuvent être utilisés facilement pour plusieurs types de 
problèmes : 

- élasticité en hypothèse de petites perturbations, 
- élasticité non 1 inéaire, grandes perturbations, 
- placticité, 

et ce, sous une forme directe ou sous une forme incrémentale 
dans les traitements non-1 lnéaires 14. 2 ) .  

b) des paramètres d'Euler. 

Pour modéliser le comportement de systèmes mécaniques formés 
de poutres et dJ articulations, M. Gdradin et al. [i. 61, [ l .  71 
proposent de décomposer les déplacements du modèle en 
translations et rotations. Les rotations seront décrites H l'aide 
des paramêtres d'Euler. 

A chaque noeud est assoclée une matrice colonne de degrés de 
liberté : 3 translations et un quaternion représentant sa 
rotation. Cette dernière peut se ramener à une rotation unique 
d'angle Q autour d'un vecteur g. Les quatre quantités QI ui, I 

u2, u3 qui sont ainsi dëfinies dolvent répondre aux contraintes 
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figure 1. 7 Rotation simple autour d'un axe 

où [RI est la matrice de la rotation et [fi] une matrice 
antisymétrlque représentant le produit vectoriel : 

L'utilisation directe de [RI dans le modèle fait intervenir 
des non-linéaritës dûes la transcendance de ses termes. Par 
contre, l'utilisation du quaternion p associé diminue cette non- 
1 intarité. 

= C eo 2 J *  avec 

Le quaternion p apporte des propriétas intéressantes pour 
décrire les rotations et le comportement mécanique des éléments 
de poutre situés entre 2 noeuds, ou des articulations. 
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Les énergies Cinétique et potentielle de déformation, 
peuvent sJexprlmer en fonction des matrlces des degrés de liberté 
cholsls, ce qui permet la description complbte du systbme 
mécanique étudlé. En effet, pour les poutres, en considérant une 
variation llnaaire du quaternion le long de l'axe, on peut 
mesurer la déformation en fonction de la mesure locale de la 
courbure, à partir des quaternions associés aux noeuds extrbmes, 
de la daformation axiale et transverse, des d6placements des 
noeuds extrêmes. 

Cette mathode, intdressante pour les systèmes mGcaniques 
formés de poutres 00 l'on peut considérer une variation linéaire 
de p mène à des matrices quadratiques en fonction de p ce qui 
dlminue de falt la non-linéarité des équations par disparition 
des termes transcendants. Par contre son extension à des éléments 
plus complexes, briques ou coques, ne semble pas apporter 
directement les mèmes avantages car on ne peut plus consid6rer 
de variation linéaire des rotations, sauf dans l'hypothèse de 
petktes perturbations. Dans ce cas, la considération dlrecte des 
déplacements et rotations sera aussi intéressante. 

C) des coefficients de séries de daplacements. 

t Cette méthode a été utilisée pour modéliser le comportement 
de systbmes dits 4 barres ou bielle-manivelle. Elle consiste à 
supposer que les déformations d'une poutre peuvent âtre décrites 
à l'aide d'une série de fonctions de forme, Fourier ou autres 
[i. 153, [ i .  163, [i. 311 dont les coefficients seront les inconnues 
du modèle. 

Ce modèle, couplé a la théorie classique des poutres , l 

permet d'élaborer les équations du mouvement du systëme par les 
méthodes anergétiques présentées ci-dessus, mais il présente 1 

1 inconvénient majeur d' être beaucoup moins faci 1 ement adaptable 
à d' autres types d' 61 éments. 1 

1. 6 Méthode de résolution des équations du mouvement. 

Après avoir cholsi le formalisme et les degrds de liberté H 
uti 1 iser pour modéliser le mouvement du système mécanique, nous 
pouvons élaborer les équations de comportement. Elles donnent un 
système de la forme : 

ou 
a, 4, ,a représentent respectivement le vecteur des inconnues 
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du modèle, ses dérivées première et seconde. 

[Hl, [Cl, [KI les matrices d'inertie, d'effets visqueux et de 
Coriolis et enfin de raideur du modèle, toutes trois 
dépendantes du temps. 

F le vecteur des efforts extérieurs agissant sur le systbme, - 
dépendant du temps. 

i, Connaissant la configuration d'origine de la chaine 
mécanique, il nous reste B résoudre cette équation diffarentielle 
du second ordre, non linéaire en fonctlon des degrés de libertd 
des articulations, linéaire en fonction des degrës de liberté 
choisis pour décrire la structure. Les ëquations du mouvement 
obtenues décrivent le système de façon continue, B chaque instant 
t. Notre objectif sera de discrétiser l'intervalle temporel 
d'étude et de rechercher la solution i des instants particuliers, 
séparés par des intervalles àt que nous choisirons. 

Les techniques de 1 ' analyse numérique gënaralement util isëes 
dans les modélisations par éléments finis mbnent B plusieurs 
types d'algorithmes. Outre les mëthodes de manipulation 
symbolique des équations Ii.193 nui utilisent des systbmes 
proches de l'intelligence artificielle, nous distinguons quelques 
approches directes du problème. 

- 
a) Le système est ramené B un systbme du premier ordre. 

En introduisant une variable supplémentaire, nous pouvons 
ramener la résolution du Système du second ordre B celle d'un l 
systbme du premier ordre. 

en posant al = a 
a2 = a l  

le système se transforme en : I 

qui se met sous la forme 1 
l 
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G. H. Sutherland Cl. 31 1 propose d'utiliser une m6thode 
~unge-Kutta ordre 4 pour résoudre le nouveau système différentiel 
ainsi obtenu. 

La méthode de Runge-Kutta est basée sur l'utilisation de 
plusieurs évaluations intermédiaires de G pour chaque incrément 
de temps dt. 

les bj étant les coefficients de la formule dépendants de l'ordre 
n utilisé, les t~ étant les instants intermédiaires et les gj les 
vecteurs inconnus correspondants. 

Cette méthode, pour un incrament de temps bien choisi ne 
pose pas trop de problème de stabilit6 ou de convergence, par 
contre, pour obtenir une bonne précision, nous devons au minimum 
travail ler avec un ordre 3 voire 4, ce qui, au vu des calculs 
intermédiaires pour chaque pas de temps rend les temps de 
traitement prohibitifs, 

D. M. Trujillo et A. L. Carter [3.15], [3.16], E3.17) 
proposent quant à eux de résoudre ce système en utilisant la 
solution obtenue à 1 ' aide d' exponentiel les. En reprenant le 
système du premier ordre, nous pouvons écrire la solution sous la 
forme : 

u = exp( [A] t ) u + exp( [A] (t-s) ) G(s) ds 
-t -0 - 
La méthode consiste à utiliser les approximations de Padé 

pour évaluer l'exponentielle. Elle donne de bons résultats 
(stabilité et précision) pour une matrice [A] d'ordre inférieur à 
100 mais devient beaucoup trop *lgourmanden en place mémoire et en 
temps de calcul lorsque les matrices deviennent plus importantes, 
ce qui sera notre cas. 

b) Le système du second ordre est traité à l'aide d'un algorithme 
de résolution directe. 

Nous distinguerons deux types d'algorithmes parmi ceux qui 
sont couramment utrlists : 

- les schémas explrcites qui utilisent le système différentiel à 
l'instant t pour trouver les inconnues à l'instant t+at . 

- les schémas implicites qui utilisent le système différentiel à 
l'instant t + d t  pour calculer les valeurs des inconnues à ce 
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Mme instant. 

Certaines méthodes de Prbdiction-Correction couplent les 
deux types de sch6mas [ i .  15) et donnent de trbs -bons rdsultats 
quant P la prdcision tout en conservant un des inconvdnients 
majeurs déjP cité : le temps de calcul, puisque le traitement est 
doublé B chaque incrament de temps. 

Les méthodes explicites [i. 81 ou implicites [i, 41, Li. 141 
ont 6t6 utilisaes pour étudier des systbmes m6caniques articulas 
mais chaque type de schdma rencontra prdsente des inconvénients. 

Les sch6mas explicites ont une stabilité num6rique 
conditionnelle [3. 61, [4. 21 qui impose de travailler avec des 
incréments de temps suffisanment petits et peuvent donc demander 
beaucoup de manipulations, surtout dans le type de traitement que 
nous abordons ob les matrices sont dépendantes du temps et 
doivent donc btre réévaludes chaque incrément. 

Les schémas implicites ne présentent pas le méme problbme 
quant B la stabilité numérique méme si leur utilisation requiert 
une certaine prudence sur le choix de 1' incr6ment dt pour garder 
une b 0 ~ e  précision. 

Pour pouvoir étudier le systbme B l'instant t+dt, nous 
devons connaftre sa configuration complbte B l'instant t : degrés 
de liberté, derivaes premibres et secondes. Pour amorcer la 
résolution, l'instant t=O doit btre parfaitement défini, ce qui 
signifie que les conditions B l'origine doivent Btre solutions 
des équations. En gdnéral, seuls les degrés de libert6 et leurs 
dérivdes premibres sont CO M U S ,  nous avons donc B calculer les 
dérivées secondes en rasolvant : 

La résolution numarique de ce système peut se rév6ler 
impossible si la matrice [ M 1 est singulibre (certains degrés de 
liberta peuvent ne pas avoir de terme de masse associ6). 

C Nous utiliserons pour notre &tude un schdma d'intégration 
basé sur une méthode de r6sidus pondérés et dont la forme sera 
proche de l'algorithme du 8 de Newmarlc mais qui ne présente pas 
cet inconvénient d'avoir B définir la dérivée seconde B (t = 0 )  
(voir la troisibme partie de ce travail) 13. 93. 
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1.7 Imposition des liaisons aux articulations 

Le système d'équations que nous obtenons aprbs l'assemblage 
des diffarents aléments de chaque membre de la chafne puis des 
membres entre eux, est indatermin6 [1.4] et il faut introduire 
des conditions gaom6triques, cinamatiques et dynamiques de 
liaisons entre degras de libertd dlastiques aux articulations. 

Dans leurs travaux, D.A. Turcic et A. Midha utilisent le 
systbme de coordonndes globales pour faire l'assemblage de la 
structure en confondant les degras de liberta 116s. 

D'autres méthodes trouvent leur fondement en revenant au 
principe variationnel qui est 3 l'origine des dquations. 

Nous voulons minimiser la fonctionnelle n(g) en imposant 
l'ensemble de contraintes f(g) = . 

Nous pouvons utiliSer soit les mu1 tiplicateurs de Lagrange 
[ i .  41, 1 8  [l. 301 soit une panalisation de la fonctionnelle an 
cas de non respect des contraintes 14. 21, 12. il, [2. 21. 

a) Multiplicateurs indaterminas de Lagrange 

La fonctionnelle n(g) est remplacée par une autre 
fonctionnelle qui intbgre les contraintes de lialson [i.17], 

dont les variations nous donnent un nouveau systbme d'dquations 
(les aquations d'Euler de la nouvelle fonctionnelle). 

Cette m6thode introduit de nouvelles inconnues que sont les 
mu1 tiplicateurs de Lagrange. 

Concretement, en dynamique, nous cherchons à minimiser la 
fonctionnelle ~ ( 3 )  avec comme contraintes une expression de la 
forme 
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La nouvelle fonctionnelle s'6crit 

y est un vecteur formd de multiplicateurs de Lagrange. 11 a 
une taille égale au nombre de liaisons. 

Nous tirons les équations 

A cause de la pr6sence de termes nuls sur la diagonale 
principale des matrices du systbme, cette méthode pose souvent 
des problbmes numariques lors de la r6solution. Son attrait 
théorique est mis en défaut par sa difficulté d'utilisation 
c4. i 1 ,  14. 41 

b) Pénalisation 

Nous introduisons dans la fonctionnelle d'origine un terme 
qui vient en pénaliser la valeur si les contraintes fix&es par le 
problbme ne sont pas respectaes. 

La pénalisation choisie est fonction du carré de l'erreur 
cornise sur le respect des contraintes et d'un terme a B choisir. 
Les nouvelles équations deviennent : 

Pour &tre bien utilisae, cette mathode doit employer un 
terme a dont la valeur est de l'ordre de ioS fois celle du plus 
granci terme de [KI [4. 21. El le donne de bons résultats en 
précision lorsque l'on traite une contrainte unique mais est 
moins avantageuse lorsque les contraintes sont multiples [ 2 . 2 ] ,  
[2. 31, ce qui est notre cas. 

De plus, le terme a dtant trbs grand, nous pouvons 
rencontrer des mauvais conditionnements de matrices [4.2], 
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Une autre solution possible pour imposer les liaisons est 
une condensation locale au niveau des degrés de liberta B lier. 

Cette condensation pourra se faire lors de l'assemblage 
comme le proposent D. A. Turcic et A. Midha [ i .  221, 11. 231 mais 
nous préfarons la faire après assemblage pour diminuer le nombre 
de manipulations à effectuer. C'est cette solution que nous 
développerons dans le paragraphe 2. 9 . 

1. 8 Rappel des choix effectués 

, Pour la modélisation du comportement dynamique de chafnes 
macaniques ouvertes en mouvement, nous avons choisi de construire 
notre théorle autour du principe d'Hamilton , ce qui nous conduit 
aux équations de Lagrange. Cela nous permettra de prendre en 
compte tous les paramètres du mouvement : flexibilité et inertie 
des membres, accélérations et rlgidités complémentaires provenant 
du mouvement.. . 

La seule limite que nous fixons dans ce travail est de 
rester dans le domaine des petites perturbations afin de pouvoir 
continuer a travailler en élasticité linéaire. Cette limite 
pourra par la suite être levée en complbtant les méthodes de 
résolution choisies dans le domaine non-linéaire (principalement 
en grands déplacements) . 

Nous ne faisons pas d'autres hypothèses simplificatrices sur 
le modèle utilisé, celles-ci pouvant être élaborées au vu des 
premiers rësultats pour une étude donnée. Cela pourra être par 
exemple l'abandon des termes complémentaires de Coriolis si la 
vitesse dJentrainement est suffisamment petite. 

La seconde originalité de ce travail, raside dans 
l'algorithme de résolution du système d'équations différentielles 
obtenu à partir des équations de Lagrange. Celui-ci g'arde en 
effet une stabilité numérique et une précision intéressante pour 
un incrément de temps qui peut dépasser le dixième de la première 
période propre du système, 

Couplée à la condensation locale des degrés de liberté aux 
articulations, cette méthode util isera relativement peu de 
ressources machine. 

'L Enfin, la méthode de discrétisation utilisée nous permettra 
de reprendre, au niveau de la théorie des éléments finis, des 
types d'éléments déjà existants dans des applications en 
élasticité linéaire, statique ou dynamique , et de les complèter 
par les parties introduites par notre modélisation. 
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Rappelons que seule la partie des dquations de Lagrange 
relative aux degras de liberté de ddformation sera traitée dans 
un premier temps. Les lois de commande correspondront B des 
commandes en position. 
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SECONDE PARTIH: 
EUBORATION DES dPQUATIONS DU HOUVGiHGIYT 

2. 1 Rappel des aquations de Lagrange 

L'utilisation du formalisme d'Hamilton nous a permis de 
déduire les équations du mouvement sous la forme des équations de 
Lagrange. Avant de mettre en oeuvre la procédure proposée, nous 
allons rappeler la forme de ces aquatlons. 

Notations : 

T : énergie cinatique du systbme 

a - : vecteur des C O O ~ ~ O M ~ ~ S  g6néralis6es 

F : vecteur des efforts g6ndralisés - 
Ud : énergie potentielle de déformation 

Up : énergie potentielle lide aux forces extérieures. 

La minimisation de la fonctionnelle de l'anergie nous mbne 
aux équations suivantes : 

Nous aurons donc à évaluer l'énergie cinétique et l'anergie 
potentielle du système en fonction des coordonnées généralisées 
qui seront ici les degrés de liberté du manipulateur : ceux des 
articulations et ceux que l'on comprend au sens des élaments 
finis. 

2. 2 Calcul de 1' énergie cinétique 

Soit OY le rayon vecteur d'un point M quelconque du 
manipulateur, exprlmd dans le référentiel inertiel général (Ro) , 
1 ' énergie cinétique du système s' écrit : 

T 

2 

systbme 
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Ou encore en 6crivant l'énergie cinatique totale comne la 
somme des énergies clnétiques de chacun Cles bras : 

Notre but est de revenir aux coordonnées du point M, 
exprimées dans le repère lié au bras i auquel il appartient. En 
reprenant les vecteurs quaàridimensionnels décrits dans le 
chapitre précédent, nous pouvons écrire 

Jbras 1 

En effet, aprbs-d6rivation, la premibre ligne de la matrice 
colonne représentant le vecteur ior devient nulle et n'a donc 
aucune influence sur le produit scalaire. 

En ramenant les definitions aux repares 116s aux bras nous 
obtenons 

] bras i 

soit, en notant iig = (iic) et Ti l'énergie clnétique du bras 1 
dt 

T 
T = i l  ( li fl I<: [ID] r é  + ;] 1 
i 2  O = i K 1- K i- 

bras i 
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L' énergie cinétique dapend donc 

- des rotations descriptives du mouvement ( [lof], [ik~], ) 

- de la géométrie du systàme non déformé ( li0f], [ik~], iiz ) 

- de la déformation du système ( iir, iir ) 

Le rayon vecteur peut être décomposé en un terme 
descriptrf d'une position de référence et un terme de déplacement 

i i ~  = il& + d 

i.r 1- et d i i ~  étant fonctions du temps. 

figure 2.1 Déplacement dans le repère lié au bras 

Comme précisé dans la première partie de ce travail, nous 
choisirons comme référence le rayon lira , associé à la position 
du point M repéré par rapport au bras i, en considérant le 
manipulateur dans un mouvement d'ensemble de corps rigldes. 
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La r6férence choisie accompagnera donc le mouvement. En 
conséquence de ce choix, nous aurons : . . 

i .  ira = O ii ga = O 

Nous rappelons que le vecteur iir peut être 116 au vecteur 
0 . M  a l'aide d'une opération qui raJoute un 1 en premibre ligne -1- 
de la matrice colonne associée. 

d i i ~  peut donc être obtenu à partir de d gig par une simple 
op6ration bool éenne 

Nous noterons cette dernière relation 

d iir = [ L ] d giM 

L'introduction d'une modélisation par éléments finis nous 
permet de représenter d QiM comme une valeur interpolée B partir 
d'un ensemble fini de déplacements : les degrés de liberté de 
l'élément auquel M appartient, soit les déplacements de noeuds 
descriptifs de la géométrie du système. 

[ Ne] étant la matrice d'interpolation de cet 616ment 

se étant le vecteur des déplacements des noeuds de 
1' élément, exprimé dans le repère Ri, lié au mouvement. 

[ N,] étant la matrice d'interpolation sur le bras i 
que nous noterons aussi [NI par simplification 

ai étant le vecteur des déplacements des noeuds du 
bras i, exprimé dans le repère Ri, lié au mouvement. 
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nous avons 

d OiM = [ Ne ] se OU d i i r =  [ L I  [ N e  ] a e  

OU encore 

d OiM = I Ni 1 2i ou d i i z =  [ L I  [ N I S i  

d'oQ la nouvelle expression de Ti 

T T kk [i Dl i r é + IL1 1.1 
k i- k -i = 1 O 

bras i 

~k [I Dl r é + [LI IN] A ] dm 
= 1 k i- k -i 

Cette forme de l'énergie cindtique nous permet d'en . - transformer l'expression en 6 termes que nous ddvelopperons 
sipar6ment afin d'obtenir une notation simplifide (annexe 2). 

2. 3 Calcul de 1' dnergie potentiel le de ddformation 

La thdorie de l'dlasticitd en hypothbse de petites 
perturbations, associde B la m6thode des dléments finis, nous 
amène B exprimer l'dnergie de ddformation d'un bras sous la forme : 

E et g sont respectivement des reprdsentants des tenseurs de 
d6formation et de contrainte sur le bras. 

D'apres les lois de Hooke, le tenseur des contraintes peut 
s'exprimer en fonction de la matrice d'ilaaticitd et du tenseur 
des déformations, ce qui nous permet de modifier l'expression 
prdcddente. 



Un des principes de la méthode des éléments finis est, -corne 
nous l'avons déjà dit pour exprimer l'énergie cinétique, de 
décrire les ddplacements des points de la structure étudiée en 
les interpolant B partir des déplacements des noeuds. Le tenseur 
des déformations peut âtre élaboré à partir de ce même principe, 
par dërivation des formules d'interpolation obtenues. Cela nous 
permet d' &rire [4. 11  : 

T 
U = X a T j  [BI [El [BI dv a 
di -i bras i -i 

que nous réécrirons sous la forme matricielle suivante : 

Udi = K aiT [Ki1 ai 
- 

[Ki] étant la matrice de rigidité dubras i obtenue par 
assemblage [4. il, 14. 2 1 ,  C4. 3) , [4.4]. 

l - 2.4 Calcul de l'énergie potentielle de gravitation 

A une constante additionnelle près, nous avons, pour un bras : 

Jbras i 

avec g = ( O O 9. 8 0 6 6 5 ) ~  dans Ro 

En utilisant les coordonnées liées au repère Ri et la 
matrice colonne des degrés de liberté des bras, nous avons 

T T 
( r + ILI [NI a [l fl [LI g dm 

i-a -i O - 
bras i 
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reconnaissant que  LI^ [ioflT [LI = [ i O ~ 3 T  nous obtenons 

n T T T 

= I U = C i  I i r  [ i f ]  [LI g â m + i l .  
gi i = 1  i-a O - -i O - IN1 li  RI g cm 1 

Jbras i Jbras i 

2. 5 Introduction aventuel le d' un terme d' amortissement interne 

Comme nous 1 'avons écrit dans la première partie, notre 
modèle peut inclure un terme d' amortissement interne de la 
structure. Dans la fonctionnelle de l'énergie, celui-ci avait été 
introduit sous la forme : 

les ai dtant les degrés de libertd du modèle. 

Sous la notation matricielle que nous employons, ce terme 
d'amortissement devient : 

[ C ] est la matrice d'amortissement interne de la structure. Ce 
terme est en général assez complexe à élaborer puisqu'il dépend 
du matériau, des fréquences auxquelles la structure est excitée, 
de la structure elle-même (géométrie . . . ) .  

Le but qui est poursuivi lorsque l'on introduit ce terme 
dJ amortissement dans la modélisation, est d'améliorer les 
résultats donnés par la simulation en cours mais cela vient 
alourdir le système d'équations et rendre certaines des méthodes 
de résolution inutilisables sans modification (superposition 
modale par exemple). Dans ces cas, la matrice d'amortissement 
peut être modélisée de maniZre à pouvoir découpler les équations 
du mouvement, c'est a dire que si les pi sont les vecteurs 
propres de la structure non amortie, nous chercherons à avoir 
14.2) : 

avec 

w, i ème pulsation propre 
p i  coefficient d'amortissement modal associé â la i bme 

pu1 sation propre 
d i J  symbole de Kronecker 
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Plusieurs solutions sont proposées pour obtenir ce 
ddcouplage : 

- [ C ] est choisie conme une combinaison lindaire de [ M ] et 
1 x 1  l4*  21 

[ c l  = a [ H l + B E ~ l  

- [ C ] est choisie comne une fonction polynomiale de [ H 1 et 
[ n 1 .  

Dans un premier temps, nous n'avons pas pris en compte le 
terme d' amortissement dans notre dtude, i 1 pourra 6tre introduit 
facilement par la suite en utilisant la mbthode de combinaison 
lindaire proposée par K. J. Bathe [4. 2 1 .  Si nous voulons le 
simuler, nous pourrons dventuellement jouer sur les coefficients 
de 1 'algorithme de r&solution des aquations diff6rentiel les en 
introduisant un amortissement artificiel comne nous le verrons 
dans le chapitre suivant. 

2 . 6  Ddveloppement des diffbrents termes 

a) Termes ddpendant de 1'6nergie cinZStique 

En reprenant la forme de l'énergie cindtique que nous avons 
décrite dans les parawaphes préc6dents, nous pouvons en ddriver 
les termes des équations de Lagrange. 

T  T i 
ICTIl = 1 1.1 IL1 I Z ii D l  0 1 IL1 CH1 dm 

bras i k= 1 Ic Ic 
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DJapras la remarque de l'annexe 2 page 4 nous avons 

[cTilT = - [CTil 
Donc 

Le terme des équations de Lagrange dépendant de 1' tnergie 
cinétique est donc : 

a. 1 )  calcul de g ( [CTi) ) et de  ET^^ 
at at 

T T i 
1 = [NI [LI ( I: iikD1 6 [LI [N) dm 

bras i k= i k 

T T i 
[NI [LI ( C  ['Dl 6' + 

k=l k k 
dt bras i 

a. 2 )  forme simplifiée 

Si on note : 

- 

[ iQi 1 matrice 4x4 [ lkD 1 & 
k= 1 d t 
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i 
i iR2 1 matrice 4x4 L‘ I l k D  1 dl + 

k= i dt, 

nous obtenons 

T T 
[NI [LI [iQil [LI [NI dm 

bras i 

NOUS noterons respectivement les deux dernières expressions 
[Kdi] et Fdi 

En les introduisant dans lJexpression précédente, nous avons 

b) Termes dépendant de l'énergie potentlelle de gravitation 

Comme nous 1 ' avons préal ab1 ement écrit, l'énergie , 
potentlelle- de gravitation s'exprlme : 

1 

avec g = ( 0 O 9. 80665) dans Ro 

U = 
Bi 

T T T 
r i  fl [LI B dm + a [NI [ i O ~ ]  g 

i-a O - -i 
h--- : 

- 



que nous noterons Fgi 

c) Termes d6pendant de l'anergie potentielle de déformation. 

La théorie de l'élasticit6 associae la mathode des 
éléments finis, nous permet d'écrire l'énergie potentielle de 
déformation sous une forme matricielle 

d'où, par dbrivation : 

- 

2. 7 Résumé des équations du mouvement 

Le système d J  équations différentiel les descriptif du 
mouvement du mécanisme déformable peut donc se mettre sous la 
forme : 

avec 

T T 
[NI ILI c Q 1 [LI IN1 dm 

Ti bras i i 1 

T T 
[NI ILI I 1 CL1 IN1 dm 

di bras i i 2 

T T 

-di 
ENI [LI c a I l r am 

bras i i 2 i-a 
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[Mi] et [Ki] sont les matrices de masse et de rigidit6 
rencontrées habituellement dans les moddlisations par 6liments 
finis. 

Le systbme global sera obtenu par assemblage des équations 
que nous venons d' élaborer pour un bras. 

2. 8 Effets gyroscopiques 

Le terme [CT~] Ai apparait coxxxne 6tant un terme 
complémentaire de Coriolis dQ B la description de la structure 
dans des repbres mobiles et B son étude dans un référentiel fixe. 

Pour des vitesses de déplacement des articulations mod6ries, 
certains auteurs El. 263 proposent de nagliger ces termes 
complimentaires ou [1.4] de négliger les termes d'ordre sup6rieur 
B 2 dans 1861aboration des équations. 

Nous montrerons dans la partie présentation des r6sultats 
que cela peut se justifier mais nous conserverons ce terme qui 
intervient comme facteur multiplicatif des vitesses dans nos 
équations du mouvement : aucune hypothbse simplificatrice du 
modble n'étant faite, celui-ci restera génaral. De plus, ce terme 
étant toujours présent dans le systbme d' équations, il sera trbs 
facile de le modifier pour prendre en compte les effets 
d' amortissement. 

2.9 Imposition des liaisons aux articulations. 

Tel que nous l'avons décrit dans les paragraphes précbdents, 
le systbme forma par simple juxtaposition des équations du 
mouvement relatives B chaque bras est singulier puisquaaucune 
liaison n'existe entre les degris de liberté élastiques des 
membres. Pour pouvoir le risoudre, nous sommes amenés B 
introduire les artxculations dans le modale. 

Les liaisons imposées par les articulations sont de deux 
types différents : 

- liaisons entre les degras de liberté relatifs B l'extrémit6 des 
bras i et B l'origine des bras i+l 

- liaisons internes B un m6me bras lorsque l'on travaile en 3D et 
que l'on veut modéliser les axes des articulations. 
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J a) itude des articulations. 

Soient Mi et Mi+, les noeuds extrèmes du bras i et origine 
du b a s  i l  Oi le centre du repare lii au bras i. La condition 
de prisence d'une articulation entre les deux bras sDicrit : 1 

d exprimant la variation ou le diplacewnt et g la rotation de 
1 ' axe, 

P o ~ n t  ~ n ~ t ~ a l  du b r a s  L + I  
1 

figure 2.2 Repr6sentation d'une articulation 

Ces 6quations vectorielles peuvent sDe.prlwr dans le repire 
Ri en fonction des degr6s de libert6 de Mi et Mi+i en siparant 
les termes de translation et de rotation. 

&t(Mi) - - r i + i i ~  1 St(Hi+1) 

*(Mi) = r i + l i ~  1 ar(Mi+l) 

que nous pouvons icrire sous la forme : 

avec 
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b) 6tude des axes 

La liaison que l'on doit introduire entre deux noeuds d'un 
bras pour spicifier qu'ils sont sur le mbme axe est une liaison 
de corps rigide. C'est i dire que l'on a : 

d OiMi = d OiNi + MiNi . Q(Mi) et Q ( q )  = B(Ni) - - - - 
Mi et Ni 6tant les points du bras i que l'on veut lier. 

figure 2 ,  3 Axe d'une articulation 

En reprenant les notations de 1' 6tude des articulations, 
nous pouvons dcrire 

les valeurs x(MiNi), y(HiNi), z(l3iNi) dtant les coordonn6es du 
vecteur MiNi . 

Nous pouvons riécrire ces 6quations sous la forme : 
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Les deux types de liaisons que nous voulons imposer peuvent 
donc se ramener à une même formulation. Le principe que nous 
retiendrons pour créer ces lialsons dans le modble sera 
d'effectuer une condensation locale des degrés de liberté à lier, 
et ce, après avoir assemblé chaque bras sdparament des autres. 
Cette condensation sera la dernibre oparation B faire .avant la 
résolution du système d' équations. 

c) Condensation locale 

L' équation différentiel le a résoudre se pr6sente en 
cîynamique sous la forme variationnelle suivante : 

- 

d g  ( CM] 2 + 2. [Cl + [KI - F ) = 9 

Le problème qui se pose à nous, est d'imposer des liaisons 
linéaires entre degrés de liberté et ce, B chaque pas 
d'intégration de l'équation diffarentielle. Ces liaisons sont du 
type : 

00 les ai sont des degrés de liberté ou des élaments du vecteur 
recherché g. 

La méthode proposée consiste dans un premier temps en une 
transformation des équations de liaisons à imposer. Si ri est un 
coefficient non nul, la liaison peut être écrite sous la forme : 

On peut effectuer un changement de variables en remplaçant 
ai par a'i tel que : 
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Nous imposons ensuite a' i = O dans le systbme. 

Le nouveau vecteur lnconnu a' s'obtient Pi partir de l'ancien 
par une simple transformation llnéaire :, 

ail [SI est une matrice carrée (n x n) qui ddpend des liaisons 
linéaires à imposer, et donc de la matrice [Tl développée dans 
1 es paragraphes précadents. 

Nous pouvons maintenant remplacer g par sa valeur dans 
1 ' équation d'origine. 

Sachant que l'on a : 

nous pouvons obtenir les dérivées premibre et seconde de 2 

arsi 
notons : [si] = - 

dt 

dt [SI dlS1 dt [SI 
a = - a' + 2.  - C r *  + [SI g' notons [St ] = - 

dtt dt dtt 

d'oh la transformation de la forme variationnelle 

[slT ( [Ml [SI _a' + 2. ( [Cl [SI + [Ml [si 1 ) i' + 
(CKIISI + 2. tC1[sii + [MIISzl) a'- F 1 = 9 

L'équation devant être vérifiée quelle que soit la variation 
élémentaire d a '  , nous obtenons finalement : 

avec : 

Cette équation sera résolue pour chaque pas de temps en 
imposant la nullité des valeurs des a', cholsis pour être 
condensés. 
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d) Imposition de valeur pour certains degrés de libert6 

Nous pouvons effectuer une partition fictive des degrés de 
liberté en degras B calculer et en degras dont on veut imposer la 
nullit6 et a2 . 

En respectant cette partition, le systbme peut se mettre 
sous la forme : 

Nous imposons : 

Les sous-matrices mi2 , ci2 et Ki2 n'interviennent plus dans 
la premibre 1 igne du systbme, nous pouvons les 6liminer. De plus 
nous allons nous servir de la seconde ligne pour imposer les 
valeurs de ii2 , 02 et en d6couplant les équations soit en 
imposant la nullit6 de m21 , c21 et B21 . 

La dernibre étape consistera P, transformer m22 , c22 et k22 
en matrices unita. Cela donne le systbme : - 

Cette méthode est rencontrée sous le nom de méthode du terme 
unit6 [4. 11. 

1 

I e) Systbme rasoudre 

Suite B la présentation de ces différents points, nous 
pouvons mettre notre systbme da6quations sous la forme : 

i avec : 

H a - nouveau vecteur de degr6 de liberta aprss condensation 
* [SI matrice de condensation obtenue par assemblage des 

matrices [Tl que nous. venons de définir. 
* [ml = ~ s l ~ r ~ l  [SI 
# [cl = [siT [cT] [SI + [SI [MI [SI 
)I [KI = [slT~~Tl [SI + I S ~ ?  [KI [SI + 2-  [SI CCTI [SI + [slT [HI [SI 
fi - f = [slT Fd + [slT F' 
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Cet 
imposant 
condensé 

te équation sera rasolue pour chaque pas de temps en 
la nullit6 des valeurs des ai' choisis pour étre 

S. 

Après résolution du systbme d'aquations diffarentiel les, les 
degrés de liberté que l'on a condensas sont ratablis B partir de 
ceux auxquels ils ont été lids grace à la relation : 

2. 10 Calcul des réactions aux articulations. 

Dans le paragraphe précadent, nous avons décrit comment nous 
avons imposé des lraisons entre degrés de liberti. La m4thode 
employée pour éliminer les degras de liberté condensés porte le 
nom de méthode du terme unité [ 4 . i ] ,  elle consiste B éliminer 
complbtement une inconnue du systbme en imposant la nulllt4 du 
terme du second membre de mdme rang et en annulant les lignes et 
les colonnes de rang correspondant dans toutes les matrices du 
système tout en gardant un terme unité sur la diagonale. 

Apres résolution du système et ratablissement de la valeur 
des degrés de liberté condensas, si nous reprenons les matrices 
et le second membre non modifias et que nous calculons le r6sidu 
de résolution : 

celui-ci nous donne les réactions à chaque degré de liberté que 
l'on a condensé soit, les réactions aux articulations. 
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TROISIEKE PARTIE 
UGORIZWME DE RESOLWTIOdI DES EQUATIONS DU HOUVEKEMT 

La théorie relative à l'algorithme que nous allons utiliser 
a été présentée par O. C. Zienlciewicz sous le nom de : famille 
d'algorithmes B pas de progression simple (a unified set of 
single step algorithms). 

Nous avons repris cette théorie en l'adaptant B notre 6tude 
par la prise en compte de systbmes d'équations dont les 
coefficients varient avec le temps et par lJint&gration d'une 
possibilit6 de condensation locale des degrés de libert6 connie 
cela a été évoqué dans le chapitre prdcddent. 

3. i Présentation de la méthode 

Soit B résoudre un systbme d'équations différentielles de la 
forme : 

[Ml & + [Cl 4 + [KI S - F = 2 

00 

a est un vecteur de dimension n dont les coordonnées dépendent 
d'un parambtre t, temps dans le cas qui nous intéresse , 4 et g 
sont respectivement ses ddrivées premibre et seconde par rapport 
à t. 

[Ml, [Cl, [KI sont des matrices de dimension n x n que nous 
appellerons respectivement matrice de masse, d'amortissement et 
de raideur. 

F est un vecteur de dimension n que nous appellerons vecteur de 
sollicitation. 

[Ml, [Cl, [KI et F peuvent être dépendants de t. 

Nous cherchons à résoudre cette 6quation en déterminant les 
valeurs de g, Q et a à des instants t0,. . . . ti espacés 
régul iërement dans- 1 ' intërval le de temps [Tinit. Tfinal] sur 
lequel nous effectuons l'étude. Ces instants sont séparés par un 
incrément de temps dt. 

Supposons connues les valeurs , 4: 4 A l'instant ti, 
t, = Tinit * i d t  et recherchons'les valeurs a l'instant suivant. 

Sur 1 ' interval le t t 1 2 peut être approximé par un 
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polynome de degré p en h, O ! h ! dt, sur 1' interval le 
[i dt, (i+l) dt], 

p-i j j P (PI j J J 
a = C  a i + n  21 - avec ai = (d / dt ) en ti 

J = O  j! P 1 

a (p )  est un vecteur inconnu à déterminer qui permettra de -1 

P- 1 
calculer ai+i, &i+ir + .  i? i+i 

figure 3.1 Approximatlon de g sur un intervalle 

Par dérivation, nous obtenons: 

en choisissant h = dt, nous obtenons 



* Si+l est dans un premier temps approximé par ki+1 et la 
détermlnatlon de ai (P) permet de trouver la valeur cherchée. 

r gi(P) apparait comme une valeur approchée de la dérivée d'ordre 
p de sur l'intervalle [i dt, (i+l) dt]. 

a. (P) sera déterminée en vérifiant l'équation différentielle -1 
sur l'intervalle [i ôt, (i+1) dt] soit pour h variant de O a dt. 

Si la solution 2 trouvée satisfait 

[Hl + [Cl + [KI 2 - F = O - 
sur l'intervalle, elle satisfait aussi la forme intégrale 

pour toute fonction Q ([a. 1 1  p164). 

Choisissons des fonctions Q telles que 

Q dt soit non nulle, nous obtiendrons des solutions 
approchées du problème. 

Soient les paramètres eq obtenus par : 

La donnée d'une fonction Q définit un ensemble de parambtres 
eq , de mème, la donnée d'un ensemble de paramètres définit au 
moins une fonction Q. L'étude des propriétés de l'algorithme en 
fonction des eq donnera donc une indication de son comportement 
pour différentes fonctions de pondération. 
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'? 
L'utilisation des valeurs approchées de g d O ~ e  : 

La division de la forme intégrale par j:'0 a donne la 
nouvelle équation : 

P- 1 j-1 3 P- 1 (PI 
Cc1 ( 22 ej-i Si + - d t  ep-I (xi ) + 

j=i (j-i)! (P-1) 1 
- 

avec 

Seul le vecteur de sollicitation est susceptible dJëtre l 

modifié rapidement au cours du temps, Nous avons donc choisi de ' 
considérer les matrices CH] , CC] et [KI comme constantes sur un 
intervalle de temps dt et ayant pour valeurs celles que l'on l 
calcule en ti+l (ti + dt). 
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En ramenant l'équation en fonction de gi(P), nous obtenons : 

- p-i j -2  j p-1 j-i .i 
= F - [ M l  ( C  at - ej-2 ai ) - [Cl ( C ej-i Si ) 

J = O  (J-2)! j=i (j-1) t 

Choisir une méthode d'ordre p permet de travailler en ne 
s J  occupant que des darivaes d' ordre 1 )  le ddmarrage de 
l'algorithme peut donc se faire avec 20, &O, . . .  jusque l'ordre 
(P-i 1 

L'erreur sur la solution obtenue est d'ordre 0(dtP+l) sur 
l'intervalle [O, dt] (voir annexe 4). Si l'équation étudiée a une 
matrice de masse [Ml non nul le, 1 'ordre p minimal pour la 
rasolution numërique est donc p=2  ( 13. 93, [3. 101 1 .  L'algorithme 
obtenu est connu sous -le nom de QUADRATIC ~GORÏTHM ou encore 

SS22 *'. 

Pour cette valeur de p, l'dquation B rasoudre à chaque pas 
d' intégration devient : 

La stabilité ~inconditionnellew est obtenue pour : 

ai+i, &+1 s'obtiennent directement par : 
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L'algorithme SS22 a l'avantage de pouvoir étre lancé en ne 
donnant que les valeurs de go et &O et sans avoir ZL calculer &O - 
pour amorcer le calcul comme c'est le cas pour d'autres 
algorithmes du mdme 01 dre (Newrnarlc. . . ) ,  De plus, la stabilité et 
la prdcision obtenue ( 13. il], 13. 121, [3 .  13)) permettent de 
1 Jutiliser avantageusement B la place d'une mathode implicite de 
type Wilson avec un pas de progression dt plus important. 

Nous donnons ici l'algorithme de calcul SS22 pr6sent6 
1' aide du pseudo-code. 

La prasentation faite tient compte de la ré6valuation des 
matrices B chaque pas dJintbgration. 

Algorithme de calcul L 

donner 30, 40, 1' incrament de temps dt, le nombre de pas np 

calculer Eo 

pour i variant de 1 H np 

I r6pdter former [H 1 ,  [Cil, tK 1, F 
1 i -1 1 former [K 1' = ([Mil + d t  0 
i 1 

[Cil 

former F 
-1 1 -1 -1-1 

= e  + ( i - e l ) F  

calculer 
( 2 )  

a = a  + dt B + 0, 5 dt2 a 
-1 -1-1 -i-1 -1 - 1 
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3.2 Critbres de stabilité et de précision 

Nous avons B résoudre le systbme : 

Le choix de 1 *algorithme d* intégration de ces équations 
diff6rentielles sera lié aux concepts de stabilita et de 
précision. En effet, une stabilité dite inconditionnelle et une 
bonne précision obtenue avec des incréments de temps relativement 
importants nous permettront de Justifier le choix du schéma 
d' intigration. 

La prise en compte de ces deux critbres peut être limitée i 
l'étude du comportement de l*algorithme pour une seule équation 
(annexe 4) [Y. 2 ] de la forme : 

Par variation des parambtres y et w, nous pourrons examiner 
le comportement global du systbme. 

Pour étudier la stabilité de cet algorithme, nous pouvons 
utiliser la dif inition donnée par K. J. Bathe [4, 21 : 

Une mdthode d'intégration est inconditionnellement 
stable si la solution pour toute condition initiale 
n'augmente pas pour tout incriment de temps %t, en 
particulier quand le rapport dt/T est grand, T étant la 
période propre du systbme. 

En fait, l'étude réalisée donnera une condition suffisante 
plus stricte (annexe 4). Les résultats en fonction de el et 82 
sont regroupds dans le tableau 3.2 13. I O ] .  

La stabilita ~inconditionnellew est obtenue pour des valeurs 
82  1 81 1 0 . 5  

En ce qui concerne la précision, l'erreur commise en 
fonction de 81 et 82 est donc au maximum de l*or&e Ue 0(%t2). 
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figure 3 . 2  Stabilité et précision fonctions de Bi et 8 2  
sans amortissement 

M6 thode 

Newmarlc 

s s 2 2  

figure 3 . 3  Stabilité et prdcision fonctions de el et 8 2  
avec amortissement 63'J L i  L L E  

Les qualités de stabilité et de précision obtenues seront 
vérifiées dans les exemples traités dans les paragraphes 
suivants, 

paramètres 

8 ,  r  

r = %  

r = %  p=1/12  

8 , e  
1 2 

e = %  
1 

9 = % 9  = 1 / 6  

Méthode 

Newmark 

s s 2 2  

3. 3 Comparaison avec d'autres schémas d* intégration 

Dans les tableaux 3 . 2  et 3 . 3 ,  nous avons présenté les 
critbres de précision et de stabilité des algorithmes de Newmark 
et ~ ~ 2 2 .  Nous pouvons remarquer que les deux algorithmes 

erreur 
phase 

0(att 

o(att ) 

0(àt4) 

o(ate) 

o(att ) 

0(dt4) 

parambtres 

8 ,  - 

r = %  

r = ~  p = i / i 2  

0 , e2 
1 

e = %  
1 

e = % e  =1/6  

erreur 
amplitude 

~ ( a t )  

o(at3) 

0(dt4) 

o(at) 

o(at3) 

0(dt4) 

erreur 
phase 

0(0t 

o(att ) 

o(dtt) 

o(at) 

o(att ) 

O(dtt) 

stabilité 

2 8 1 ~ 1 %  

281% 

wt att < 6 

e ze 2 %  
2  1 

e 1% 
2 

wr dtf < 6  

erreur 
amplitude 

~ ( a t )  

o(att ) 

o(at.2 ) 

o(at) 

o(att ) 

O(att) 

p = o  

stabilitg 

281 72% 

282% 

wt att < 6 

e re 1% 
2 1 

e 1% 
2 

W dtt < 6 

P#O 
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présentent des propriétés trbs proches et se correspondent en 
fait pour 8 2  = 28 . 

Nous allons prasenter ici un test de comparaison, en donnant 
de surcroft la solution théorique du systbme 6tudi6 et la 
solution obtenue avec une méthode explicite (diffarences finies 
centrées). 

L'exemple étudia est tiré de ([4, 1) p 378, ) 

Il nous a semblé préferable de donner les rasultats sous 
forme de tableaux plutot que de courbes. En effet, vue la faible 
diff6rence obtenue entre les résultats fournis par les 
différentes mathodes de calcul, les tableaux permettent d'en 
avoir une meilleure appr6ciation. 

Soit a résoudre le systbme : 

[ M ] g +  [ C ] p +  [ K ] p = F  

avec 

en portant U et U , nous trouvons ü = 
-0 -0 -0 

a) méthode des différences finies centrales ( dt = 0. 5 ) 

En prenant : 

S E -  ( gt+at - St-at ) 
2at 



-- - __ _ - __ 
\ 
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Le système sJ6crit : 

avec - 
[ K I  = [ M l  + 0 . 5 d t  [ C l  

soit dans notre cas : - 
[ K I  = [ M l  + 0 . 2 5  [ C l  

Et = O. 25 Et + [Ml ( 2 ( 2 t  - gt-at) ) + 0. 25 ( [Cl Yt-dt 

résultats : 

figure 3.4 Résultats obtenus avec la méthode 
des différences finies centrales 

temps 

o. 
0. 5 
1. O 
1. 5 
2. O 
2. 5 
3. O 
4. O 
5. O 
6. O 
7. O 
8. O 
9. 0 

10. O 
15. O 

U 
1 

o. 
O. 000 
0.083 
O. 233 
O. 399 
O. 535 
0. 619 
O. 638 
O. 561 
O, 495 
O. 474 
O, 482 
O. 496 
O. 503 
O. 499 

? 

U 

o. 
O. 125 
O. 292 
O. 417 
O. 486 
O. 514 
O. 519 
O. 508 
0. 501 
O. 499 
0. 500 
0. 500 
0. 500 
0. 500 
0. 500 
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b) méthode de NewmarK ( dt = 0.5 , B = r = 0.5 ) 

En écrivant : 

2t+dt = Gt + dt ( ( 1 - 7 )  yt + 7 ~ t + a t  

Le systbme se transforme en : 

avec 

soit pour l'application numérique : 

les vitesses et accélérations se calculent a chaque pas à l'aide 
de : 
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résultats : 

figure 3.5 Résultats obtenus avec la méthode de Newmarlc 

temps 

o. 
O. 5 
1. O 
1. 5 
2. O 
2. 5 
3. O 
4. O 
5. O 
6. O 
7. O 
8. O 
9. O 
10. O 
15. O 

C) résultats théoriques de l'exemple 

Ces résultats ont été calculds par découplage des équations 
B 1 'aide d'une décomposition modale, le systbme a ensuite dt6 
intégré B 1 'aide des intégrales de Duhamel, 

U 
1 

o. 
O. 018 
0.090 
O, 219 
0, 371 
O. 509 
O. 604 
O. 651 
0. 581 
O. 504 
O. 471 
O. 475 
O. 491 
0. 503 
O. 499 

U 

o. 
O. 077 
0.237 
O. 379 
0.471 
0. 515 
0. 528 
O. 515 
O, 502 
O, 498 
O. 499 
O. 500 
O. 500 
0. 500 
O. 500 

temps 

0.000D+00 
0. 500D+00 
O.lOOD+Oi 
0. 150D+01 
O. 200D+01 
0. 250D+Oi 
0, 300D+Oi 
0.400D+01 
0. 500D+Ol 
0. 600D+Ol 
0. 700D+Ol 
0. 800D+01 
0. 900D+O1 
0. 100D+02 
0. 150D+02 

ii 

o. 
0. 073 
0.213 
O. 303 
0. 307 
O. 241 
O. 1 4 1  
-0. 035 
-0. 090 
-0. 057 
-0. 010 
O. 014 
O. 015 
O. 007 
O. O00 

0. 200D+02 0. 50002430D+OO O. 50000000D+00 

DDL U 

0.00000000D+00 
0. 15938983D-01 
0.9446284OD-01 
0. 22966994D+O0 
O. 38279597D+OO 
0. 51 504144D+00 
0. 60322333D+00 
0. 6402061 6D+00 
0. 57231563D+OO 
0. 50313321D+00 
0.47500224D+OO 
0. 47914817D+00 
0.49290347D+00 
0. 5021 3872D+OO 
0. 49936450D+00 

DDL U 

0. 00000000D+00 
0. 8846649lD-01 
O. 24583701D+OO 
O. 38082259D+OO 
0.46662966D+OO 
0. 50831814D+00 
0. 52113144D+00 
0. 51291661D+00 
0. 50227494D+OO 
0.499 15629D+00 
0.49935672D+OO 
0.49985846D+OO 
O. 50003079D+OO 
O. 50003140D+00 
0. 50000002D+00 

ti 

O, 
O. 308 
0.331 
O. 239 
0. 129 
O, 048 
O. 002 
-0. 019 
-0. 007 
O. O00 
O. O01 
O. O00 
O. O00 
O. O00 
O. O00 

v 
1 

o. 
O. 293 
0.265 
O. 096 
-0. 078 
-0. 187 
-0. 215 
-0. 120 
O. 003 
O. 051 
O. 039 
O. O11 
-0,007 
-0, 009 
O. 001 

tJ 

o. 
O. 231 

-0.136 
-0. 235 
-0. 201 
-0, 126 
-0. 058 
O. 007 
O. 011 
O. 003 
O. O00 
-0.001 
O. O00 
O. O00 
0. O00 
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d) r6sultats obtenus avec l'algorithme SS22 

figure 3.7 Résultats obtenus avec l'algorithme 5522 

TEMPS T 

0. 10000D+Ol 

0. 20000D+Ol 

0. 30000D+Ol 

0.40000D+Oi 

0. 50000D+Ol 

0. 60000D+Oi 

0. 70000D+Oi 

0. 8OOOOD+Ol 

0. 90000D+Oi 

0. 10000D+02 

0. 15000D+02 

Nous pouvons noter une bonne correspondance entre les 
valeurs des degrés de liberta et de leurs dériv6es premidres 
calculdes par les méthodes de NewmarK et SS22, 

La précision obtenue pour un pas de temps relativement 
important est bonne (les valeurs propres du systbme sont 1 et 2). 

DDL 

1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 

Nous pouvons remarquer un des avantages non négligeable 
de l'algorithme SS22 : les schémas d'intégration proposés pour la 
comparaison demandent un amorçage, SS22 peut Utre utilisé 
directement sans calculer de valeur initiale de g-ot OU 90. 

U 

0. 89844D-01 
0 ,  23669D+00 
0. 37148D+00 
0.471 13D+00 
0. 60407D+00 
0. 52768D+00 
0. 65099D+00 
0. 51508D+00 
0. 58103D+00 
0. 50179D+00 
0. 50437D+00 
0. 49847D+00 
0. 4714OD+00 
0. 49914D+00 
0. 47538D+00 
0, 49989D+00 
0, 49135D+00 
0. 50008D+00 
0. 50255D+00 
0. 50005D+00 
0. 49914D+00 
0. 50000D+00 

Ci 

0. 21286D+00 
0. 33136D+00 
0. 30745D+00 
O, 12941D+OO 
0. 14060D+00 
0. 151981)-02 
-0. 34781D-01 
-0, 18550D-01 
-0. 89803D-01 
-0. 746901)-02 
-0. 57472D-01 
-0, 17288D-03 
-0. 10034D-01 
0. 10374D-02 
0. 14439D-01 
0.43070D-03 
0. 15369D-01 
0. 14746D-04 
0. 670830-02 
-0. 57954D-O4 
0. 34919D-03 
0. 794OSD-07 

a - 
0. 27919D+00 
0,47337D-01 
0. 86573D-02 
-0. 21820D+00 
-0. 20112D+00 
-0. 92217D-01 
-0, 15143D+00 
-0. 37358D-02 
-0. 24326D-01 
0. 12183D-01 
0.44405D-01 
0. 53103D-02 
0. 44290D-01 
0. 27168D-03 
0. 17398D-01 
-0. 67945D-03 
-0, 33511D-02 
-0. 30554D-03 
-0, 932322)-02 
-0, 16812D-04 
0. 74008D-03 
-0. 10090D-05 
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3.4 Etude de la réponse B une excitation échelon. 

Nous cherchons B étudier un systàme mdcanique B un degré de 
liberté dont le comportement est ddcrit par l'équation : 

La réponse de ce systbme est recherchae pour une 
sollicitation échelon imposée B l'instant t=O avec les conditions 
initiales : 

Nous pouvons introduire les notations suivantes : 

k = wt - - c = 2 w y wd = w S(1-yt) et prendre w = 0.2 rd/s 
m m y = 0.1 

a) réponse thdorique 

Nous pouvons aisément rechercher la réponse théorique de ce 
systbme a l'aide des transformées de Laplace. L'équation 
différentielle se transforme en : 

(mpt + c p + k) A(P) = Fo + m P  a0 + m h o  + c a0 
P 

- 
soit en tenant compte des conditions initiales : 

La valeur de l'amortissement a été choisie de telle manibre 
que le système soit oscillant. 

En décomposant en fractions simples et en prenant la 
transformée inverse nous obtenons : 

a(t) = Fo ( i - e-ywt ( g w  sin wdt + cos wdt ) )  
k Wd 

b) résolution à 1 'aide de l'algorithme SS22 

Nous avons utilisé l'algorithme SS22 avec plusieurs 
incréments de temps afln de mettre en évldence les qualités de 
préclsion et de stabilité qu'il offre. 

Dans un premier temps, nous avons utilisé l'algorithme dans 
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sa forme 8 la limite de la stabilit6 soit avec 01 = e2 = 0 . 5  . 

Deux calculs ont 6té effectués et nous en présentons les 
risul tats sur la courbe figure 3. 8 . 

- àt/T = 10 

Nous pouvons noter la trbs bonne pr6cision des rdsultats 
obtenus dans le premier cas et l'approche encore acceptable dans 
le second alors que la valeur ( àt/T = 10 ) est 6638 trbs 
critique pour d'autres algorithmes tels que celui de NewmarK ou 
les algorithmes fonctionnant sur un sch6ma explicite. Cela est dïi 
principalement B la construction B base de rdsidus pondaras du 
principe utilis6. 

Dans un second temps, nous avons voulu faire apparaitre la 
qualité rn d'amortisseurs rn qu'ont les coefficients 81 et 82. 

Les calculs ont cette fois 6té effectués en utilisant v = O 
et une valeur de 0.9 pour les coefficients. Le pas de progression 
a 6t6 choisi tel que ( àt/T = 10 ) et les résultats sont comparés 
à ceux obtenus dans le- premier test. 

Nous pouvons remarquer une bonne concordance des r6sultats 
quant B la phase du phdnomène oscillatoire obtenu et une légbre 

l 

diffarence quant B l'amplitude. l 

Cela vient argumenter ce qui a été énoncé dans le paragraphe 
2. 5 , à savoir que nous pourrions simuler un effet d'amortissemnt 
en faisant varier les coefficients du schdma d'intégration 
retenu. En fait, si on regarde l'algorithme élaboré pour ce 
schéma dJint6gration, on remarque immédiatement que des valeurs 
importantes des paramètres e1 et 8 2  viennent diminuer la norme du 
vecteur a ( 2 )  que l'on peut obtenir pour des systèmes definis à 
partir des mêmes matrices et ayant le même second membre. 

3.5 Valeur du résidu de résolution en fonction de et 82 

Pour la recherche des efforts exercés aux articulations lors 
du mouvement, nous utilisons une méthode basée sur le calcul du 
résidu de résolution B chaque pas d'intégration. 
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La valeur rdelle de rbsidu gt+dt est donna par la relation : 

En remplaçant gt+dt et par leurs valeurs en fonction 
de gt(2) , gt et ht , nous obtenons l'expression suivante pour le 
résidu : 

Le résidu numérique obtenu sera donc d'autant plus proche du 
résidu physique r6el (efforts résultants) que les coefficients el 
et 8 2  seront proches de 1, ce qui signifie que 1' on aura 
introduit un fort effet d'amortissement artificiel. 
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symbole + courbe th6orique 
symbole # dt/T = 10 
symbole O at/T = 5 

L I L L E  @ 

TEMPS 1 cm : 1s 
figure 3.8 Rdponse du système à une sollicitation échelon 
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symbole + y = 0. 1 
8 1  = O. 5 
82 = o. 5 

'symbole # y = 0. 0 
81 = O. 9 
82  = O. 9 

L I L L E  @ 

MPS 1 cm 1 s 
figure 3.9 Réponse du systëme à une sollicitation échelon 
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QUATRIIPaP PARTIE 
HISE EN JWRNE D'Var DE POUTRE 

4. 1 Introduction 

Pour valider la mod6lisation introduite, nous avons choisi 
de l'appliquer a un 616ment trbs simple : une poutre en deux 
dimensions. Ce choix se justifie par le fait que cet 616ment peut 
d6j& servir B rnoddliser un manipulateur de façon grossibre pour 
une premibre approche de son comportement, 

De plus, 1' 616ment de poutre 6tant d6ja bien connu, son 
utilisation a pu 6tre dirigde directement vers la partie 
dynamique qui est le sujet de 1'6tude. Les autres matrices 
descriptives de 1'616ment se trouvent en effet dans presque tous 
les ouvrages g6n6raur traitant de l'utilisation de la m6thode des 
61 6ments finis. 

Le type de poutre choisi pour notre 6tude correspond i la 
th6orie d'hiler-Bernoulli, c'est P dire que nous ne tiendrons pas 
compte de l'effet de cisaillement transverse, seuls les effets de 
flexion et de compression seront trait6s. LJ616ment ainsi 
dlabor6, ne permettra pas de traiter les problbmes oQ la rigidité 
g6omatrique intervient (rigidification ou assouplissement de la 
structure P cause de sa forme et parfois instabilit6 
structurel le). 

4. 2 Energie potentielle de ddformation, 

Pour une poutre de longueur 1 et de section A, l'inergie 
potentielle de daformation peut s'exprimer : 

E est le module d'Young du mat6riau constitutif de la poutre. 

w reprasente le d6placement transverse de la fibre neutre a 
l'abscisse x (figure 4. 1).  

u repr6sente le daplacement longitudinal d'un point sur la 
fibre neutre B 1 'abscisse x (figure 4. 1). 
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figure 4. i Ddf ormation de 1 ' 61 6ment de poutre 

Les points 1 et 2 sont situds sur la fibre neutre de la 
poutre, aux extrémités. 

Le daplacement w permet de calculer la rotatlon 8 de la 
normale à la fibre neutre (daplacement angulaire). 

Pour conserver la continuit6 de 8 aux interfaces entre 
poutres, nous devrons choisir une représentation des ddpl acements 
sur l'axe neutre qui soit donc de classe Ci. Par contre, la 
représentation des dépl acernents longitudinaux pourra être de 
classe CO. 

Le choix d'utiliser la méthode des éléments finis nous ambne 
B reprdsenter ces déplacements B l'aide d'une interpolation des 
déplacements des noeuds 1 et 2 pour chaque poutre du modèle, les 
fonctions d'interpolation en w devront étre de classe Cl et en u 
de classe Co. Nous choisissons une interpolation de type Hermite 
en w, ce qui donne un dl dment conforme 14. 5 ) .  

En représentant les déplacements des points de la poutre en 
fonctions de ceux des polnts extrêmes, nous pouvons écrire : 
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avec 

Nous avons coxne fonctions d'interpolation (figure 4.2) : 

Nul = 
2 

4. 3 Matrice de rigidita 

A partir de la formulation analytique de l'anergie 
potentielle de d6formation et de la dafinition des fonctions 
d' interpolation, nous pouvons maintenant 61 aborer une formulation 
matriciel le, 

que l'on peut mettre sous forme matricielle en se servant du 
vecteur des d6placements des points 1 et 2. 

avec 
= ( U 1  Wi 81 U2 W2 e21T 
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-1 1 

"'" 9 t L I L L E  

figure 4. 2 Fonctions dJ interpolation de 1 ' 61 6ment de poutre 



-- --- 

page 69 

De même, 

dw = dw g - - 
dx d€ dx 

que l'on rambne sous la forme : 

0 3  - 3  2 (-1 + A  E + _ J  E t )  ] a 
4 4 2 4 2 

-e 
4 

Nous pouvons introduire ces diff6rentes expressions dans la 
formulation analytique et obtenir par intdgration : 

qui sera noté par la suite 

4EI - SYMETR 1 QUE 
1 

La matrice [ K ] a 6t6 développée dans le repbre li6 1 la 
poutre. Si on définit [ R ] corne Ctant la matrice 3x3 qui permet 
de passer dans le repare lii au bras . nous pouvons exprimer 
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[ K 1 dans ce dernier ( la troisibme dimension a &ta conservbe B 
cause de la rotation 8 ) .  

avec 

cosa = ( x2 - xi) / 1 

avec 

4.4 Energie potentielle de gravitation. 
- 

Afin de pouvoir calculer le terme d'anergie potentielle dOe 
B la gravité, nous devons ramener le vecteur g dans le repbre 
local lié à la poutre. 

En reprenant la matrice C iof 1 qui permet d'exprimer le 
repérage du bras i en fonction de celui du référentiel inertiel 
Rot nous pouvons écrire : 

puis dans le repâre local lié H la poutre : 

i f  g 

Le terme Ug, li6 à 1'616ment s'&rit 

8 - - 
- bras i 

y masse volumique du matérlau utilisé 

iOf32 g 

g 
O 34 
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soit Uge = seT F e  

avec 
K(cosa f + sina f ) 

O 32 O 33 

%(-sina f + cosa f ) 
O 32 O 33 

ce qui donne dans le repare lié au bras : 

poutre 

K(-sinaif + c o s a i f  
O 32 O 33 

-1 (-sina i f + cosa f 1 1 2  
O 32 O 33 

l -1 ( - s i n a i f  + c o s a i  f ) / 12 
poutre O 32 O 33 

F = v A l g  
-e 

4. 5 Matrice de masse 

1 (-sina f + cosa f ) / 12 
O 32 O 33 

K cosa i f 
O 32 

Comme dCcrit dans 1 ' annexe 1. la matrice de masse peut se 
mettre sous la forme : 

T T 
C M 3  = C N  3 C N  ] d m =  

e e e 1 I N  1 v A d x  e 
61 ément 
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soit par intégration 

poutre 

De même que pour la matrice de rigidité, nous exprimons la 
matrice de masse dans le repbre lié au bras. 

4, 6 Matrice [ Kd ] 

Cette matrice est donnée par (paragraphe 2. 6) 

Or, le terme [ L ] ~ [ ~ R ~ ]  [LI dolt être ramena dans le repbre 
lié à la poutre avant tout calcul. Nous utiliserons concràtement 
le produit : 

cosa sina T cosa -sina 

[ Q I z [  e 2 -sina cosa ][LI C ~ Q ~ I ~ L I  [sina cosa] 

La matrice [Kd] sera ensuite transformée pour revenir au 
repère lié au bras i. 

Nous avons à calculer : 

Cette matrice peut être ,élaborée soit directement par 
formulation analytique manuelle comme nous l'avons fait pour les 
matrices de rigidité et de masse mais il a sembla préférable 
d'utiliser une méthode de calcul numérique pour en rechercher la 
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valeur ; nous utilisons la mathode de Gauss. 

J Cette méthode d' intégration numérique consiste B exprimer 
l'intégrale recherchée conme atant une combinaison linaaire des 
valeurs de la fonction à intégrer en des points particuliers, les 
points dits de Gauss. 

les € 1  sont les points d4int6gration choisis et les wi les 
pondérations associées, 

Dans le cas de la poutre, nous avons une intégration 
numérique il une dimension pour laquelle nous devons choisir le 
nombre de points de Gauss parmi les configurations suivantes : 

r : degré du polynome rntégré exactement. 1 

n 

1 

2 

3 

4 

Les fonctions d' interpolation utilisées étant be degré 3, 
nous utiliserons une méthode s'intégration â 4 points afrn 
d' obtenlr 1' lntégratlon exacte. 

La matrice [Ku] sera donc calculée dans le repère 116 B la 
poutre comme étant une combinaison linéalre du produit 

E 

O 

i O. 577350291 
- 

O 
f 0. 774596669 

i O. 339981043 
i 0. 861136311 

calculé aux E correspondants aux points de Gauss. 

[Kd] sera ensulte exprimé dans le rep6re du bras de la même , 
manière que les matrices de masse et de rlgldité. 

w 
i 

2 

1 

0. 888888888 
O. 555555555 

0. 652145155 
O. 347854845 

erreur 

1/6 dt y/d€? 

O. 007 d4y/dE4 

6. E-05 d6y/d€6 

3. E-06 b8y/dE8 

r 

1 

3 

5 

7 
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4.7 Matrice [ CT 1 et vecteur Fd 

De même que pour la matrice [Kd] , nous avons à nous placer 
dans un premier temps dans le repbre lié à la poutre puis B 
revenir dans le repbre 116 au bras. Nous, pouvons 6crire : 

J é 1 ément 

Les matrices [Tl et [RI ont été définies précédemment, 

J é 1 ément 

!, Le calcul de ces intégrales sera fait B l'aide de la mdthode 
d'intégration de Gauss avec quatre points d' intégration, comme 
pour les précadentes. 

4.8 Test - Vibrations libres 
Le premier test effectué avec lJé16ment de poutre, tend à 

obtenir une vérif icat-ion éldmentaire du modble et de 1' élément. 

Ce test consiste a étudier un bras formé d'une poutre, que 
l'on considère B l'origine comme non déformée et qu'on lalsse 
Bvoluer dans le champ de la pesanteur, l'articulation du bras 
étant bloquée. 

caractéristiques du bras utilisé : 

1 ongueur 1 :  l m  
section A : . 12 10'~ @ 
inertie Iz, : .Y1666 10 '6 m4 
masse volumique v : 7600 gg/rn3 
module d'Young E : . 21 1 0 1 2  N/mt 

Le bras est horizontal, non déformé au temps t=O et sa 
déformation est étudiée jusque t=0,30 

La première fréquence propre du bras est donnée par : 

d' oQ T = . 0184 s , première période propre 
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Nous choisissons un incrément de temps dt = 0.01 10'~ s 
et une valeur de et 82 6gale i 0.5 . 

Les rasultats sont donnas dans un premier temps pour le 
déplacement transverse de l'extrémité, , avec un découpage en 6 
élaments et comparas avec ceux obtenus B l'aide du logiciel SAP. 

Le point 1 correspond B l'articulation. 

SYNBOLE + --> RESULThTS SS22 
SYMBOLE # --> RESULThTS SAP 

L I L L E  @ 
N 

O 
l . , . l . . . ) .  
i .  . X I .  . . i . : : t : :  

0.4oaoa-rn O . l ~ - O l  O . ~ - O l  o.&-01 > 
TEMPS 1 cm : 0.2E-02 sec 

figure 4, 3 Déplacement de l'extrémité de la poutre 
en vibrations libres 

Les résultats fournis par les deux logiciels concordent avec 
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une relativement bonne précision, 
erreur relative sur la p6riode du phénombne vibratoire : 8% 
erreur relative sur l'amplitude : inférieure B 2% 
De plus si on compare l'amplitude du phénombne vibratoire 

trouvae, avec celle donn6e lors de la présentation du test, on 
trouve une dif f 6rence relative inf 6rieure. l 2%. 

Un second test a 6td effectua avec la méme poutre en 
utilisant cette fors un dacoupage en 10 aldments. Les calculs ont 
&té effectuds avec le m6me pas de temps que pour l'essai 
pr6cédent. 

Les résultats prasentés pour les points 5 et II 
correspondent au daplacement transverse de ces points. 

1 : : :  : : : : : : : : : : ' ! : >  
0.4oOo(r-02 0.1200E-O1 O.--O1 0.&-01 

TEMPS T cm : 0.2E-02 sec 

figure 4.4 Poutre décomposée en 10 61érnents réguliers 
déplacements de 2 points en vibrations libres 
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On peut noter une concordance avec les r6sultats obtenus 
pour un ddcoupage plus grossier de la poutre étudiae, cela va 
dans le sens de la validation de lJ616ment utilis6. 

Pour les deux cas tests présentas ci-dessus, les calculs ne 
font pas directement intervenir la partie dynamique élaborae pour 
lJ616ment puisque l'articulation a 6t6 consid6rée comme bloqu6e. 
Par contre, la partie classique (masse, rigicîit6, efforts de 
gravit6) ainsi que l'algorithme de rdsolution du systbme 
différentiel interviennent entibrement. 

La conclusion que l'on peut tirer de ces deux cas tests est 
une non-mise en évidence d'erreur flagrante sur un cas simple. 

4, 9) Mouvement de rotation 

Le test suivant consiste en un animation de manipulateur 
modélls6 B l'aide d'une poutre dont les caractdristiques sont les 
mQme que pour les cas précédents. 

Le mouvement choisi consiste B partir de l'horizontale, le 
manipulateur étant soumis au champ de la pesanteur puis B le 
lever jusquJB la verticale en suivant la loi angulaire suivante : 

figure- 4. 5 Loi angulaire - Teta 



figure 4.6 Loi angulaire 
tetap 

-- 
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f i g w e  4. 7 Loi angulaire , Tetas 



page 7 9  

Les premiers calculs sont effectuas avec un pas de temps 
dt = 0.002 s soit environ 1/ioibme de la premibre période propre, 
avec un manipulateur discrdtisé B l'aide de 5 éléments, et des 
coefficients 81 et 82 6gaux B 0. 5 . 

TEMPS 1 cm : 0.08 sec 

figure 4.8 Déformée transverse de lJext6mité du manipulateur 
600 points d'intégration - sans amortissement 

Un second calcul est réalisé avec cette fois un incrdment de 
temps égal à i / 1 0 0 ~ ~ ~ ~  de la première période propre du système, 
afin de mettre en évidence les qualités de précision et de 
stabilité numérique offertes par l'algorithme utilisé pour la 
r6solution des équations du mouvement, 

La courbe représentant le d6placement du point extrame dans 
le repère li6 au mouvement de corps rigide du manipulateur, ne 
lalsse apparaf tre qu'une très faible diff 6rence quant il 



page 80 

l'amplitude du phénomàne vibratoire qui se superpose B un 
mouvement ragul ier du noeud, mouvement que nous ferons apparaitre 
par la suite en effectuant un calcul fortement amorti. 

1 : : : : : : : : : : : ; : ; : : >  
0. la000 O. 48000 O. W000 1. l!mO 

TEMPS 1 cm : 0.08 sec 

figure 4.9 Daformée transverse de lJext6mité du manipulateur 
6000 points d'intégration - sans amortissement 

Dans les tests suivants, nous essayons de fournir une 
première validation de la mdthode employée pour modéliser les 
articulations lntermédlaires dans une chafne mécanique ouverte. 

L'essai consiste B reprendre le même manipulateur que 
précédemment mais cette fois en le décompokant en deux bras, 
formés chacun de 5 61 éments de poutre. L' articulation centrale 
est considér6e comme bloquée et la loi angulaire choisie pour 



lJarticulation de d6but de chalne est similaire i celle que nous 
avons da j& empl oyee. 

Les calculs sont effectuas pour des incr6ments de temps 
6gaux L i/ioiame et l/lOOiome de la premiare période propre soit 
at = 0.002 s et dt = 0.0002 s . Seuls les r&sultats donn&s par 
ce dernier calcul sont pr6sentas. En effet, ils concordent 
exactement avec ceux pr6sent6s pour le manipulateur formé d'un 
seul bras et ne diffarent de ceux effectués avec un incrament de 
temps plus important que dans la m6me mesure que pour le cas d'un 
seul membre. 

1 :  1 : ! . 1 . . . , . . . , . .  

o. r w  
I . ' . , .  

O. leOOO o. #xxn t. 1100 

TEMPS 1 cm : O. 08 sec 6000 poLnts 

flgure 4.10 D6form6e transverse de l'extbmité du manipulateur l 
6000 points d'lntagration - sans amortissement - 2 bras 
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Les résultats fournis gardent une bonne constance en 
amplitude et en phase lorsque l'on change le pas de temps, le 
nombre d'aléments et marne si l'on utilise une articulation 
intermédiaire bl oqude. 

Avant d'aller plus lorn dans la conclusion que peuvent nous 
permettre ces essais, il parrait intaressant de refaire un calcul 
en introduisant un amortissement numdrique H l'aide des 
coefficients 81 et 82 ( les deux valeurs choisies sont égales B 
O. 8) 

Les rasultats présentés sont : 

- le couple d'entrainement calcul6 pour obtenir le mouvement 

- le daplacement en y du point extrame du manipulateur 
- un agrandissement de ce déplacement en ddbut de mouvement 

Ces trois courbes nous permettent de mettre en évidence le 
mouvement obtenu lorsque l'on supprime le phanornane vibratoire, 
mouvement qul correspond en fait au ddplacement moyen obtenu dans 
les conf iguratlons précédentes. 

. - -  Aprbs la présentation des ces résultats, nous tenterons de 
donner une explication sur la prasence de cette nvibrationw. 

figure 4.11 Couple Moteur - avec amortissement 
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figure 4. 12 Déplacement de 
l'extémité du manipulateur 
- 600 points d'intégration 
- avec amortissement 

L : l : : : : : : :  ; : : : : : : >  
o.&-01 O. 15400 o. 25400 o. U#Y, 

TEMPS 1 cm : 0.025 s amort. 

l . . . l . .  . l  1  : :  
I . . . l . . ' I .  

O. 16000 O. 4- 0.80000 1'. 1100 

TEMPS 1 cm : 0.08 s amort. 

figure 4. 13 Agrandissement 
du début de 1 a courbe 4, 12 

L I L L E  0 
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4. 10 Approche des résultats par la R. D. H. 

Une méthode utilis6e jusque maintenant pour obtenir une 
approximation du comportement de mécanismes déformables consiste 
à les dtudier B l'aide de la R.D.M. après avoir élaboré un cas de 
chargement correspondant aux effets dynamiques. 

Cette mathode donne des rdsultats admissibles lorsque l'on 
travaille à très basse vitesse mais par contre ne donne aucune 
indication sur les possibilitas d'excitation de modes propres de 
la structure et sur l'amplitude des éventuels phénombnes 
vibratoires. 

Dans le cas que nous venons d'étudier, nous pouvons 
approcher les efforts à l'aide de charges réparties de deux types 

- charges constantes : ces charges correspondent au poids propre 
de la poutre. 

La R. D. M. donne pour une poutre encastrde, une f lbche eh 
extramit6 égale B 

q étant la valeur de la charge rapartie 

soit ici 

- charge répartie linéairement le long de la poutre : ces charges 
correspondent à l'acc616ration angulaire fournie B la poutre lors 
de son mouvement. 

Nous obtenons une flèche égale B 

qm correspond à la charge maximale en bout de poutre soit 

Dans notre cas 9 8  = pj r'3 
dtt 
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Dans le test que nous avons présenté, la poutre est 
considérée comme encastrde au niveau de son articulation, 
initialement soumise au champ de gravité, ce qui lui donne une 
flbche statique, puis elle subit une accdl6ration angulaire 
brusque afin de lui coaxnuniquer son mouvement. 

Si 1 'on reprend la présentation de 1 'algorithme de 
résolution numérique du systbme d'équations différentielles, nous 
y avions décrit la réponse d'un systbme B un degré de liberté 
soumis B un effort échelon. Nous avions obtenu une oscillation 
autour de la valeur correspondant B la flèche statique. 

Le cas étudié ici peut-btre mis en parallble P cette réponse 
à une excitation échelon : l'accélération angulaire fournie B t=O 
est en effet une excitation échelon. 

Nous obtenons bien, B l'instant initial, pour le point 
extrême de la poutre, la superposition d'une f lbche statique et 
d'un phénomène périodique correpondant B l'échelon, d'amplitude 
diie B la charge variant linbairement décrite ci-dessus et de 
période égale B la premibre période propre de la poutre. 

La suppression de la vibration B l'aide de l'amortissement 
numérique nous donne exactement, pour t=O, la superposition des 
deux flèches pr6dites à 1 ' aide de 1 ' approche R. D. M. . 

4. i i  Conclusion 

Les différents tests effectués à l'aide de lJdlément de 
poutre nous permettent d'apprécier les qualités de l'algorithme 
SS22 utilisé pour la rGsolution des équations du mouvement : la 
précision et la stabilité numérique obtenues permettent de 
travailler avec des pas de temps relativement importants par 
rapport aux premières périodes propres du systbme mécanique 
étudié. 

Pour ce qui est de 1 'élément proprement dit, l'approche du 
comportement que nous donnent les résultats concorde avec ce que 
l'on pouvait attendre [ i .  83 

- retard en début de mouvement 
- rattrapage du mouvement de corps rigide 
- dépassement de la position de corps rigide lors de la 

décélération 
- osclllation autour de la verticale lors du blocage en fin de 

course. 

De plus, nous avons pu mettre en évidence les possibilités 
d'excitation des modes propres de la structure lors du mouvement, 
ce qui correspond & une réalité rencontrée dans le mouvement des 
mécanismes [ i .  463. Nous reviendrons sur ce point par la suite. 
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CINQUIEKE PARTIE 
WISE Ehi F O R m  D'UN ELAXEUT DE COQUE 

5. 1 Introduction 

Le but de l'étude est la simulation du comportement de 
manipulateurs déformables or, les robots qui apparaissent 
actuellement sur le march6 vont vers une diminution de masse et 
de rigidité à travers un changement dans leur conception. Les 
différents éléments constitutifs de leur structure ne sont plus 
moulés mais formés de "poutres caissonsn. Ces caissons sont 
formés d'un assemblage de tôles pliées que nous avons B modéliser 
pour étudier 1 e comportement du manipulateur. 

La mod6lrsation que nous devons introdurre devra approcher 
le plus posslble le comportement global de ces assemblages, c'est 
B dire que nous devrons tenlr compte des effets dus B la flexion 
et ceux dus au comportement de membrane, 

Nous utiliserons différentes hypothbses pour le comportement 
de 1 ' 61 ément alabord, 

- sa construction et les matdriaux utilisés sont tels que les 
phénombnes de membrane (dans le plan de l'élément) et de 
flexion (transverses)sont d6couplés. 

Cela nous permet de définir un é16ment dont le comportement 
sera la superposition d'un effet de membrane et d'un effet de 
flexion (plaque). 

La partie flexion répondra aux hypothèses de Kirchoff : 

- les contraintes normales au plan moyen sont négligeables par 
rapport aux autres composantes des contramtes. 

- les pentes de la surface moyenne aprbs deformation sont 
supposées petites par rapport a l'unité. 

- 1 ' interaction des phénomènes de membrane et de flexion dile aux 
grands déplacements est négligeable. 

- les points situés sur une normale a la surface moyenne avant 
déformation restent sur cette normale au cours de la 
déformation. Cela revient à négliger l'effet de cisaillement 
transverse. 

Pour construire un 6lément qui réponde à ces hypothèses, 
nous pouvons superposer deux éléments : une plaque et une 
membrane [4. 181. Pour la partie classique de 1' élément (matrice 
de masse, de rigidité, vecteur des effets de gravité), nous 
reprendrons la proposition de J. L. Batoz de superposer les 
éléments CST (membrane) et DKT (plaque). 
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5. 2 Matrice de rigidité de lJ616ment DKT 

L J  616ment DKT est un 616ment triangulaire pour 1' étude de la 
flexion des plaques minces, bas6 sur la technique d'introduction 
des hypothbses de Kirchoff sous forme discrbte. 

Nous étudierons cet él6ment dans un repbre qui lui est lié : 
le plan XY est le plan moyen de la plaque, l'axe Z est suivant la 
normale. 

Dans ce repbre, lJd16ment admet trois déplacements possibles 
une translation suivant Z et deux rotations autour de X et Y. 
Chaque point de 1' 616ment aura donc 3 degras de liberté w, ex, ey. 

----- NOEUD 1 F-y77 
figure 5. 1 Repérage local de 1 ' 61 6ment DKT 

L J  6lbment sera d6f ini à 1' aide de trois noeuds. 

L' 6nergie interne de déformation de 1 ' blament, pour la 
flexion, sJ exprime : l 

oa 

A est l'aire de l'élément 
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[Df) est la matrice correspondant au comportement 6lastique 

E E O  
'D*' = [E: E; 0. ] 

O O E  

E : module d'young du mât6riau 

v : coefficient de poisson 

où , x et , y en indice représentent les dérivées partiel les 
repectivement par rapport à x et a y 

Bx et By représentent les rotations de la normale à la 
surface moyenne dans les plans XZ et YZ. 

Normale déplacée 

figure 5. 2 Définition des angles Px et py 
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Les hypothèses de Kirchoff nous amènent B dcrire : 

Px + W,x = 0 

Py + W,y = 0 

en tout point du contour de 1' dldment ( la normale se 
déplace sans ddformation). 

Pour approcher de la manière la plus précise possible le 
comportement de 1' élément, nous al lons dans un premier temps 
utiliser une interpolation quadratique, soit une interpolation 
sur 6 noeuds. 

Le passage à l'élément isoparamétrique nous permet 
d'exprimer Uf à partir de 1'61ément de rbférence associe. 

J dtant le jacobien de la transformation de (x, y) en (E, r ) .  

figure 5.3 Elément isoparamétrique associé a l'élément DKT 

Nous pouvons calculer Px(€, 7 )  et By(E, r )  en utilisant 
1' interpolation 

avec 



-- - .- -- 
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Pour revenir B lJél&ment B trois noeuds que nous désirons 
construire, nous pouvons essayer d'exprimer Px et By aux points 
4, 5 et 6 en fonction de leurs valeurs en 1, 2 et 3 . 

Notons 

C = COS rij = - yij / iij 

s = sin rij = X ~ J  / ilj 

figure 5.4 Repbres locaux sur 1 ' 61 ément DKT 



-- - - -- - -- 
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Nous considérons une variation cubique de w sur les cotas de 
l'éldment 

4 
et une variation lineaire en Bn 

Cela nous permet d'écrire Px(€, r) et By(€, r) en fonction de 
g , vecteur des degrds de liberta des noeuds 1, 2 et 3. 

avec 

i valant 1, 2 ou 3 pour (m,K) valant respectivement ( 6 , 5 ) ,  
(4,6) ou (5,4) 

1( valant 4, 5,6 pour (1, J )  valant respectivement (2, 3), 
( 3 , i )  ou (1,2) 

Nous pouvons maintenant calculer la valeur de 2. 



nous noterons cette dernibre expression : 

P = [BI g avec 

J i 1  = Y31/2A Ji2 = Yi2/2A 

~ 2 1  = -x31/2A ~ 2 2  = x12/2A 

det(J) = 2A = "31 y12 ' "12 y31 

L'énergie interne de daformation sera égale B : 

T f i  fi-r T 

Nous avons donc pour la matrice de rigidité : 

1 fi-r T 
[BI [D ] [BI det(J) dE dr 

DKT '" ' = J O  J O  f 

Cette intégrale peut être calculée numériquemmt mais il 
en existe une formulatron explicite [4.15] que nous présentons 
dans 1 'annexe 3. 

5. 3 Matrice de masse de 1'616ment et vecteur des sollicitations 
réparties de 1 ' élément DKT 

La matrice de masse sert à la détermination de 1 'énergie 
cinétique de l'élament, comme décrit dans l'annexe 2, elle est 
égale à : 

p : masse volumique du matériau employa 
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Pour dlaborer cette matrice en fonction des noeuds choisis 
pour d6crire le comportement de 14616ment, nous pouvons utiliser 
une interpolation lindaire en w et ndgliger les inerties de 
rotation. Les tests ult6rieurs confirmeront que cela suffit pour 
obtenir une pr6cision correcte dans les calculs en dynamique. 

avec 

N t = i - E - 7  

N2 = E  

N3 = 7 

ce qui donne pour [Ml apras intdgration 

SYKETRIQUE 

Pour le vecteur des sollicitations rdparties, nous pouvons 
utiliser le -me principe. 

Le vecteur g est exprfmd dans le repbre li6 B 1'616ment. 
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~es'effets de membrane n'étant pas traitas ici, nous pouvons 
écrire Fg en fonction des degras de liberté w, ex et By. 

5.4 Elament CST 

L4alëment CST est utilisé pour traiter les effets de 
membrane. Sa formulation nous mbne B la prise en compte des 
dëplacements cians le plan de 1' élément, déplacements que nous 
noterons t (suivant l'axe X) et u (suivant l'axe Y). 

L'énergie de déformation interne est donnëe par : 

avec 

Nous considèrerons une variation linëaire de t et u sur 
l'élément, ce qui nous permettra d'obtenir une formulation 
explicite très simple. 

et en reprenant les notations utilisées pour l'ëlëment DKT 
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Tous les termes sous le signe intagrale sont constants et 
nous obtenons finalement : 

De marne, suivant t et u, le vecteur des sollicitations 
raparties sera donni par : 

En reprenant l'interpolation linéaire, nous obtenons pour la 
matrice de masse : 

SYMETRIQUE 

2 

O 2 

1 0 2  

0 1 0  

5. 5 El 6ment COQ 

Aprbs avoir décrit les 61éments de flexion et de membrane, 
nous pouvons les *assemblern pour construire 1'616ment de coque. 
L'élément DKT porte sur 3 degrés de liberté par noeud, notés w, 
9,, gy et l'éliment CST sur 2 degrés de liberta par noeud, notis 
t et u. L'élament coque que nous désirons construire porte sur 6 
degrés de liberté par noeud, pour 1 'obtenir, nous pouvons 
n6tendren les matrices des deux 6léments DKT et CST en plaçant de 
termes nuls dans les lignes et colonnes correspondant aux degr6s 
non traités. Les matrices seront ensuite additionnées. 

Par exemple, pour la matrice de rigiditi de CST, nous 
rajoutons les lignes et colonnes nulles pour wi, w2, w3, gx1, 
g ~ 2 ,  9x3, eYl, eY21 gy31 ezl, *z28 ez3, pour obtenir un aliment 
portant sur 18 degres de liberté. 
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Nous pouvons remarquer que le degré eZ n'est repris ni par 
DKT ni par CST, il pourrait être supprimd mais cela n'est pas la 
méthode la plus courament retenue [4. 18). Nous reprendrons 
l'idée qui consiste B ajouter une rigidit6 fictive faible sur ce 
degré de liberté. Cela se fera en prenant une matrice de rigidita 
supplémentaire : 

5.6 Expressions dans le repbre 116 au bras 

Aprbs avoir exprima les matrices descriptives de l'élément 
coque dans le repère 116 B la61ément, nous avons B les ramener 
dans le repbre lié au bras auquel il appartient. 

Soient X,Y et Z les axes li6s B 1'616ment et Xb, Yb, Zb les 
axes li6s au bras ; nous pouvons effectuer le changement de 
repbre B 1' aide de la matrice [RI définie par : 

L'axe X est suivant la droite 12, son vecteur directeur est 
donné par : 

- x = 112 1 112 

1ij : vecteur défini par les points i et j 

L'axe Z est perpendiculaire à 112 et au plan (y12 , 113) 

z = v  . v  - -12 -13 / ( 1 1  yi2 * Il3 11) 

L'axe Y est donné pour former un trièdre direct : 

Y = Z . X  - - 

La matrice [RI est donnée par : 
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Les cosinus directeurs sont obtenus directement lors du 
calcul de 3, Y et _Z par projection sur les axes liés au bras, 
Toutes les matriëes de l'élément COQ peuvent 6tre calculées dans 
le repbre lié au bras B l'aide des relations : 

5. 7 Partie dynamique de l'élément de coque. 

La mise en place de la partie dynamique de l'dlément COQ ne 
pose aucun problbme particulier. El le est obtenue par application 
directe de la formulation décrite lors de l'élaboration des 
6quat ions du mouvement. 

Les intégrales sont évaludes à l'aide de la méthode de Qauss 
dëcrite précédemment 4 6) appliquée B un triangle. Les 
interpolations choisies sont linéaires et les points 
d'intégrations placés aux milieux des catës du triangle. 

avec 

5. 8 Test - Vibrations libres 

Corne pour l'6lfment de poutre, nous allons essayer 
d'obtenir une validation élémentaire de l'élément présenté. Cette 
validation se fera en étudiant le comportement d'un membre placé 
à l'horizontale, articulation bloquée, initialement non deformé 
et gui est laissé libre dans le champ de la pesanteur, 
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Les caractéristiques de la structure étudiée seront choisies 
de maniare à pouvoir comparer les rdsultats avec ceux des calculs 
déjà effectués pour la poutre, 

Le produit EI (module d'Young, inertie) doit 6tre le m&me 
que pour la poutre. Pour pouvoir utiliser les 616ments COQ, nous 
choisissons un plaque - de largeur 

b = 0.2 m 
- d'épaisseur 

L' inertie sera donc agale B 

I,, = O. 36 ~ O - ~ O  m4 

et le module d'Young 

Pour obtenir la même masse, la longueur étant de 1 m, nous 
prendrons : 

Quelques tests simples en statique, nous montre que 
1'616ment triangulaire a des directions privilégiées, En effet, 
l J  6tuae d'une structure symétrique avec des mail lages symatrique 
et antisymétriques montre que la déformation obtenue dépend du 
sens donné au maillage le résultat le plus proche de la théorie 
provenant du mai 1 lage symétrique. 

mail lage antysymétrique A 

maillage symétrique 

figure 5 . 5 A  Différents maillages réguliers utilisables 
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maillage antisymdtrique B 

figure 5.5B Diffdrents maillages réguliers utilisables 

Nous obtenons les flbches suivantes : 

. - 
1.1  le^ aus Pour le reste de notre 6tude avec lJ61dment de plaque, 

reprendrons le maillage symétrique qui garde ses propriétés la 1 

structure 6tudiée. 

Noeud 

16 

17 

18 

La pl que que nous étudions est maillée a l'aide de 18 
noeuds, 2 8 éléments. Une analyse des premiers modes propres nous 
donne les résultats suivants : 

SYM, 

-0. 127913-3 

-0. 127953-3 

-0. 1279lE-3 

A 

-0. 127803-3 

-0. 12796E-3 

-0. 12806E-3 

B 

-0. 12806E-3 

-0. 12796E-3 

-0. 12780E-3 

Les figures sur les pages suivantes représentent dans 
1' ordre, la structure non déformée, les trois premiers modes 
déterminés a 1 'aide du logiciel SAP, les résultats de l'étude du 
comportement de la plaque articulée obtenus a l'aide de notre 
logiciel. (figures 5. 6 H 5, il) 

L'intégration des_équations du mouvement se fera avec un pas 
de calcul égal à l / l ~ ~ ~ ~ ~  de la première période propre soit 

période 
s 

0. 0184 

0. 0029 

O. 0019 

mode 

1 

2 

3 

fréquence 
Hz 

54. 4 

335.4 

527. 3 
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La premiàre courbe de r6sultats donne les daplacements 
transverses du noeud 17, milieu de l'extrémité libre de la 
plaque. 

Le premier mode propre se retrouve integralement sur cette 
courbe où nous notons un mouvement vibratoire de pdriode 
(T = 0.0184 s) autour de la flàche statique. 

La seconde courbe donne la rotation d'un noeud lat6ral de 
l'extrémité libre de la plaque. Nous pouvons noter une influence 
des premier et troisibme modes propres de vibration (ph6nombne de 
battements). Une analyse de Fourier rapide (FFT) appliquée aux 
rasultats du calcul vient confirmer le fait. Ce mode n'est bien 
visible que sur les noeuds situés sur le caté de la plaque car 
c'est un mode de torsion. 

Nous pouvons remarquer que la courbe prisente des pics. Cela 
est dii au pas de calcul relativement important que nous avons 
utilisé. Il est en effet de l'ordre de la période du troisibme 
mode propre qui est excita ici, contrairement au cas de la 
poutre. La connaissance des modes propres excités sera donc 
importante pour le choix du pas de calcul. 

L 1 i l ~  @ 
Ces pics sont 1dgZrement lissés avec l'utilisation d'un pas 

de calcul plus petit, cela provient de ce que l'intégration 
traite les modes propres supérieurs en plusieurs incréments. 

5. 9 Test : Mouvement de rotation 

Afin de pouvoir faire un comparaison avec les simulations 
que nous avons effectuées pour le manipulateur modalisé à l'aide 
dJ616ments de poutres, nous allons reprendre la méme loi de 
mouvement. 

Nous présentons les rdsultats d'un calcul effectua sans 
"amortissementw numérique soit avec (81 = 0. 5 et e2 = 0. 5) puis 
ceux obtenus avec un amortissement (81 = 1. et 8 2  = 1. ) .  

Les courbes prasentaes donnent les dgflexions au centre de 
l'extrémité libre de la plaque, les rotations d'un des noeuds 
latéraux de cette marne extramit6 puis enfin le couple 
d' entraînement. 

Le couple d'entrainement est calcul6 en additionnant les 
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rasidus de calcul (soit les efforts obtenus aux liaisons) pour 
les noeuds 1, 2 et 3. 

Une dernibre simulation a 6t6 effectuée avec cette plaque en 
forçant la nullit6 des "termes compl6mentaires de Coriolise afin 
de montrer que dans le cas de mouvements plus ou moins lents, ces 
termes n'ont qu'une faible influence sur les r6sultats. 



figure 5. 6 plaque non 
déf ormde 
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figure 5. 7 le, mode 
propre (SAP) 
f = 54.4 Hz 



figure 5. 8 2,d mode propre 
f = 335.4 Hz 
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figure 5. 9 Jième mode 
propre 
f = 527. 3 HZ 
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figure D6f 1 exion 
point 17 
vibrations 
libres 

- 
1 

I . . . 1 : : : : : : : f : .  
I V . ' I  

o.4ocxm-rn 0.1--01 o.lmmr-oi o . m r a - 0 1  ' 
TEMPS 1 cm : 0.2E-02 sec. v ~ b .  L ~ b r e s  

figure 5. il Rotation au 
noeud 16 
vibrations 
1 ibres 

: : : ! : . .  1 . .  

O 0 . 1  o.&-01 > 
TEMPS 1 cm : 0.2E-02 sec v ~ b .  L ~ b r e s  



figure 

- - -- 
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D6f lexion du 
point 17 
mouvement sans 
amortissement 

O 1 

I . * . l . . . ,  , & ,  

I . . . I . . . , . . . ! : :  
0.16000 O. leOOO O. Bmm 1.1100 

TEMPS 1 cm : 0.08 sec. 

figure 5. 13 D6f lexion 
du point 17 i 
mouvement 
amorti 

I . . . l . . . l . . . l . .  
I . ' . I . . , I . . . I .  . 

0. 160M O. U)[rT) O. 80000 1.1100 

TEMPS 1 cm : 0.08 sec tetal=teta2=1.0 



DEFORMEE t e t a x  PT 16 1 cm : 0.2E-06 r d  
-0.16000E-05 -O. 0OM)M-Ob O. 0000M+W 0.8000ûE-Ob 0.160WC-OS 0.14DOOE-OS 

ch 
Ci- 

DEFORMEE TETAX PT 16 1 cm : 0.2E-06 r d  
-o. ~ ~ O O ~ E - O S  -O. WOOCE-O~ O. ~cmxtw o. moocc-06 o. 1 s ~ ) ~ - O S  O.  OS 
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figure 5. Couple moteur 
mouvement sans 
amortissement 

L ~ : : : : : ~ ! " ' ; ! :  
o. 16MO o. LBOm O. uxm 3.12W 

TEMPS 1 cm : 0.08 sec 

figure 5, 17 Couple 
moteur 
Mouvement 
amorti 

1 : : : : : ; : : : : : : :  i :  : >  
o. 16000 o. &(LM0 o. 80000 1.1200 

TEMPS 1 cm : 0.08 sec TETA? = TETh2 = 1.0 
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figure Déflexion du 
point 17 
termes de 
Coriolis 
n6gligds 
mouvement sans 
amortissement 

I . , . l . . . I . . . l , .  
I " . I ~ " I ~ " I "  

0.16000 o. L8000 o. Boom 1.1200 

TEMPS 1 cm : 0.08 sec. sans terme C o r ~ o L ~ s  

figure 5. 19 Rotation 
au noeud 16 
termes de 
Coriolis 
négligés 
mouvement 
sans 
amortissement 

I : t : : : ; : : : ; : : : : : : >  
O. 16000 O. Am 0.80000 1.1200 

TEMPS 1 cm : 0.08 sec. sans terme C o r ~ o L ~ s  
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5.10 Test : mouvement de rotation avec une plaque plus flexible 

Nous allons reprendre la loi de mouvement pr6cédent 
appliqutie B une plaque plus flexible. 

Les autres caract&ristiqucs restent les mémes. 

Les résultats prtisentës correspondent H un calcul effectué 
avec (81 = 0. 5 )  et ( 8 2  = 0. 5 ) .  

Nous pouvons remarquer l'influence de la rigidité et de la 
masse de la structure employée sur les r6sultats obtenus : 
1' amplitude de la vibration aprbs blocage de l'articulation, la 
plaque 6tant verticale, est ici faible. 

3 
, i \  L L E  

l :  f : : : ; : : : ; : ; : : : : >  
0 . 1 m  O. leOOO 0.80000 1.1200 

TEMPS 1 cm : 0.08 sec. 

figure 5. 20 Déflexion du point 17 dans le repbre 
lié au bras - plaque souple 
Mouvement non amort i 
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Nous reprdsentons ci-dessous un agrandissement de la partie 
de la courbe obtenue aprbs le blocage de l'articulation. Nous 
remarquons un l6ger phdnombne de battement qui est da a 
l'influence des premiers modes de vibration et non au seul 
premier mode comme cela était le cas pour le test pr6cédent. 

figure 

TEMPS 1 cm : 0.016 m w 5.21 Déflexion du point 17 dans le repère 
lid au bras - plaque souple 
Mouvement non amorti - partie après 
blocage de 1' articulation 

5. il Conclusion 

Les tests que nous venons d'effectuer nous permettent de 
mettre en évidence le fait que les résultats obtenus ne sont pas 
directement liés au type d'élément utilisa. En effet, la 
comparaison des résultats obtenus avec les éléments de poutre et 
de coque concordent. 
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La seconde remarque que nous pouvons faire, est que le choix 
de l'incrément de temps pour la résolution des équations du 
mouvement peut ne pas étre simplement lié au premier mode propre 
de la structure étudiae mais aussi aux modes plus élevds qui sont 
susceptibles d'être excités. 

Enfin, l'influence des termes gyroscopiques (complémentaires 
de Coriolis), que nous avions développés dans la mise en forme 
des équations du mouvement ne semble pas trbs évidente B partir 
des simulations présentées. Nous pouvons dire que ces termes 
peuvent être négligés, p o w  des mouvements relativement lents, 
sans que cela ne nuise pour la pracision des rdsultats. 
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SIXIIjm6 PARTIE 
TESTS COWPARATIFS 

6. 1 Introduction 

Dans cette partie, nous allons présenter deux tests 
effectués sur des modbles simples. 

Le premier test sera compara à des résultats prdsentés dans 
la bibliographie par A, Trückenbrodt Ll.391 et A. Barraco 11.81. 
Il s'agit de la simulation du mouvement d'un bras manipulateur 
avec une charge en extremit6. 

Le second test sera comparé avec un releva effectud sur un 
membre simple, 11 correspond a l'dtude du comportement d'un 
pendu1 e pesant f 1 exibl e. 

6. 2 Bras manipulateur 
. - 

La structure étudiée est composée d'une poutre, articulée à 
une de ses extrémités et portant une masse concentrée a l'autre. 

axe de l'articulation : z masse M 

figure 6. 1 Repérage du bras manipulateur 

Dans son article, A. Trückenbrodt qui est le premier à 
présenter des résultats sur ce bras, ne donne que quelques 
indications sur les caractéristiques mécaniques du système 
étudié. 

masse concentrée : M = 10 Kg 

poutre en aluminium 

longueur : 1 = 1 m 

module d'Young : E = 6. 7 1oio N / H  

coefficient de Poisson : v = 0. 34 

masse volumique : C, = 2 . 7  103 ~ g / m 3  

masse de la poutre : m = 0. 7 Kg 
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Il donne de plus une approximation de la premiare frdquence 
propre de flexion du systbme, ce qui nous a permis de déduire les 
caractéristiques sur la section du mobile. 

L'aire A est donnde par 

L' inertie IZ, est obtenue Zi 1 'aide de la première fréquence 
propre : 

et les caractéristiques de la section sont données par 

La loi de mouvement utilisée n'est pas donnée explicitement 
mais sous forme de courbes représentant la variable articulaire 
et sa dérivée première, ce qui a nécessité l'utilisation d'une 
approximation de la loi de commande qui se rapproche le plus 
possible des courbes présentées. 

A. Barraco après avoir déduit comme nous des 
caractéristiques mécaniques de la poutre à employer à présenté 
une loi de mouvement polynomiale : 

8 exprimé en degrés. 

pour O < t I I ~ ( t )  = 70 t - 95  tt + 55 t3 

avec t' = (t - 1) /4. 

Nous remarquons que les vitesses sont continues mais que les 
accélérations ne le sont pas. De plus, l'accélération B (t = O) a 
une valeur de -3. 316 rd/st . 
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figure 6. 2 Réponse en fréquence du modèle d'A. Trückenbrodt 

figure 6.3 Simulation et mesures effectuée par A. Triickenbrodt 



angle Teta fonction 
du temps 
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vitesse angulaire fonction 
du temps 

accélération angulaire 
fonction du temps 

figure 6.4 Loi angulaire pr6sent6e par A. Barraco 



page il6 

Une premibre simulation avec les donnaes préc6dentes nous 
d o ~ e  le couple moteur reprasenté sur la figure suivante : 

figure 6.5 Couple moteur fonction du temps 
obtenu avec la loi angulaire 
proposée par A. Barraco 

Nous notons une excitation du premier mode propre de 
vibration dès l'instant initial et une seconde excitation à 
(t = 1 s). Ces instants correspondent exactement aux 
discontinuités de l'accélération angulaire, ce qui se traduit, 
sur notre modèle, comme nous 1 'avons déjà vu, par un choc et donc 
par une excitation des modes propres. 

La simulation présentée par A. Truckenbrodt ne présente pas 
ces chocs et nous avons donc essayé d'obtenir, par prolongement 
dans les t négatifs et par lissage de 1 'accélération, une loi de 
commande continue qui garde le même prof il. 

La loi recherchée doit partir avec une vitesse et une 
accélération angulaire nulles. Elle doit nous permettre d'obtenir 
une vitesse initiale de l'ordre de 70 -/S. 

Pour (t = 5 s), nous devons obtenir un angle de 9 0 .  et une 
vitesse angulaire nul le. 

Nous proposons la loi suivante : 
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Les coefficients a, b, cl dl e, f, g sont présentés dans le 
tableau suivant. 

tableau donnant les coefficients a, b, cl dl el f, g de la loi 
angulaire proposée, sur les différentes phases du mouvement. 

Les courbes presentées sur les figures suivantes donnent la 
loi de commande utilisée (vitesse et accélération), représentée 
entre 0,s et 5,s , les couples moteurs obtenus avec et sans 
amortissement numérique (el = e2 = 0. 5 ; 81 = e2 = 0. 9) 

La simulatton a été effectuée avec un incrément de temps de 
1 'ordre de 1/201eme de la première période propre (ôt = 0. 0125 s) 

La stucture est entièrement discrétisée à 1 'aide de poutres, 
la masse concentrée étant obtenue à l'aide d'un petit élément de 
poutre de forte densité (1. 54556 106 gg/rn3 ; 5 mm de long) 
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figure 6. 7 Vitesse et accélération angulaire pour la loi de 
conmande utilisée, fonctions du temps 

----- 
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figure 

D - -  
4 .  

Couple moteur obtenu en fonction du temps, sans 
avec amortissement numérique. 

> 

figure 6. 9 Déplacement transversal de 1 ' extrémit6 du 
manipulateur, dans le rep6re lié au .bras, en fonction 
du temps. 

*.m a.- L l l  1. II) 
TEWS I c i  : 0.5. qqroch..Loc Lc a.... 
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Nous obtenons, avec le test comportant un amortissement 
numérique, des résultats qui se rapprochent de ceux donnés par A. 
Truckenbrodt et pouvons avancer que 1 ques hypothèses pour 
expliquer les diffbrences : 

- les caractéristiques des systèmes mécaniques utilisés dans les 
deux cas ne Sont pas rigoureusement les mames. 

- la loi de commande n'est pas la màme : la comparaison des deux 
simulations que nous avons effectuées avec des coxxxnandes 
différentes montre que cela peut changer considarablement les 
résultats obtenus. 

\ / -  dan>-sonmticle, A. TrGckenbrodt présentait une méthode de 
c6mrnande de manipulateurs flexibles et avait intégré une chalne _-- - 
d'asservissement du mouvement pour limiter les vibrations, 
contrôle que nous n'avons pas dans notre modèle. 

Ces explications 6tant données, nous pouvons remarquer que 
les résultats obtenus suivent d'assez près le couple qu'aurait 
donné le mouvement de corps rigide , obtenu par la formule : 

J étant le moment d'inertie du mobile 

La courbe qui donne le déplacement transversal de la masse 
d'extrémité par rapport à la position de corps rigide dans le 
repère lié au bras, nous donne un aperçu de la déformation de la 
poutre. Nous distinguons plusieurs phases : 

- freinage, la dérivée seconde de la variable articulaire est 
négative, la charge est en avance sur le mouvement de corps 
rigide. 

- accélération , la dérivée seconde de la variable articulaire 
est cette fois positive et la charge prend du retard sur la 
position de corps rigide. 

6. 3 Pendule flexible 

Les résultats de la dernière simulation présentée ont été 
comparés à des mesures réalisées sur un système mécanique réel. 

La structure employée est du même type que celle du test que 1 
nous avons présenté dans l'exemple précédent mais avec des 
caractéristiques différentes et le mouvement chois1 correspond à l 
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celui d'un pendule laissé libre dans le champ de la pesanteur. 

Sur le système mécanique réel, nous avons pu mesurer 
l'accélération absolue de l'extrémité du pendule à l'aide de la 
chaine de mesure suivante : 

pre-ampl L W-nrLm : 2m e 
de charge d-,,.- , m  

fcltrog. t u  : 0.2 Wz 
nb- dm tœubm 

frltrog. ha* : i KHI 

T A B L E  T R A C A N T E  
1 o : 0 . m .  

M occeL eromet r e  

figure 6. 10 Chafne de mesure utilisée pour l'étude du 
pendule flexible 

La masse concentrée en bout de la poutre correspond à 
1 'accéléromètre. 

Nous avons les caractéristiques suivantes : 

poutre en acier : 

longueur : 1 = 0. 835 m 

section : A = 0. 15 1 0 ' ~  niz 

inertie : I Z Z  = 1. 5 10-12 m4 

épaisseur : h = 0. O O l i O  m 

largeur : b = 0. 01 36 m 

module d'Young : E = 0. 21 1012 N/@ 

masse volumique : y = 7800 gg/rn3 

accéléromètre : 

masse : M = O. 031 Kg 
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Le relevé de l'accélération au cours du mouvement 
d'oscillation donne la courbe présentée sur la figure 6 .11 .  

Nous pouvons y voir la superposition de deux phénombnes 
périodiques : 

- le premier, de période plus importante correspond à 
l'oscillation du pendule. 

- le second de période plus petite correspond a un mode de 
vibration propre du pendule. 

La mesure des pér~odes des deux mouvements donne 
respectivement des valeurs de l'ordre de 1. 7 s et 0. 22 s, la 
précision sur ces mesures ne pouvant guère prétendre à une très 
grande précision au vu de la courbe. 

Une étude théorique de la période du pendule pesant 
correspondant donne une valeur du même ordre et une recherche des 
modes propres du pendule, la rotation autour de l'axe z de 
l'articulation étant laissée libre, donne une première période 
propre à T = 0 . 2 2 4  S. Cela correspond aux mesures effectuées. 

La simulation doit correspondre à un mouvement de faible 
amplitude autour de 1 'axe z , avec un couple nul. Notre logiciel 
ne permettant pas dans sa phase actuelle de rentrer corne loi de 
commande l'effort moteur, nous avons essayé de nous rapprocher le 
plus possible des conditions réelles du mouvement. 

L'étude du mouvement réel donne comme loi angulaire une 
superposition de deux lois sinusoïdales, nous avons choisi une 
commande du même type avec un léger tatonnement dans le choix des 
amplitudes, le relevé exact n'étant pas très simple sur le 
système réel bien que l'on puisse obtenir une première 
approximation sur le tracé de l'accélération absolue. 

La loi utilisée est la suivante : 

n 2. n 2. n 
O. 0 3 5  COS ( t ) + 3. COS ( - 

160 O. 224 1. 695 

partie perturbation partie oscillation 

L'accélération absolue de l'extrémité de la poutre a été 
calculée en superposant le mouvement dans le repère lié au 
pendule au mouvement de corps rigide donné par la loi angulaire 
et en tenant compte des termes complémentaires de Coriolis. 

Nous présentons dans les pages suivantes le relevé 
expérimental de l'accélération en extrémité de la poutre, cette 
même accélération obtenue par simulation et enfin, le couple 
moteur résiduel obtenu lors de la simulation. 



page 123 

f i g w e  6. 1 i Relevé expérimental de 1 accél6ration absolue de 
lJextémité du pendule en fonction du temps. 
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figure 6. 12 Courbe de simulation de l'accélération absolue de 
1 ' extrémité du pendule en fonction du temps, 
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figure 6.13 Couple moteur résiduel obtenu lors de la simulation 
en fonction du temps. 

- - 

-1 -- 
1 
I 
I 
I 

-- 
> I - - 

I 
I 
I ,, 

I 
I - 
I 

-- 
I 
1 
1 
I - I -- 

A 

1 
Y 

\ 

1 
- 

I 
4 

I - 
I 
l 

I 

I - 
I 

/ I 
1 
I 

F- 
C 

I T - 
I - 

1 
1 1 

> 
F 

1 

1- I 1 1 1 I 
I I 1 I 

O 
--a3 
O 
LD 

* 

- 

--V 
a3 
Ln 

M 0 
2 
3 - 
u C 
0 

O n 
--E ul 

CO 
L n  

-- 01 
O 

O - 
O m .  

,-CD 
M 

'? E 
-- - O 

7 - 
CB -- CL 

O> 

--E 
F I -  
Ln - - 
O 

20-300002 ' O  0 ' O  10-3OOOOZ 'O- 10-300007 '0- 



page 126 

La premibre conclusion que nous pouvons faire sur cette 
simulation concerne le couple moteur résiduel, Bien que n'étant 
pas exactement nul, il garde une valeur très faible, bien en deçà 
de la valeur qui serait nécessaire pour provoquer le mouvement 
avec une loi angulaire différente (la valeur maximale obtenue 
étant dans ce cas supérieure à 0.30 m.N). Nous obtenons ici une 
valeur environ 100 fois plus faible. La loi choisie suit donc de 
très près le mouvement ré61 et peut donc être considérée corne 
acceptable. 

La seconde conclusion concerne les valeurs obtenues pour 
l'accélération. Nous obtenons comme pour le relevé expérimental 
une superposition de deux phénomènes périodiques. Les grandeurs 
obtenues, tant pour la période que pour l'amplitude correspondent 
assez bien au relevé expérimental, Nous obtenons, lors de la 
simulation, la même superposition du mouvement d'oscillation et 
d'excitation du premier mode propre du pendule. 

6.4 Conclusion 

Les deux cas tests que nous venons de présenter fournissent 
une première val idation de la modal isation élaborée. Par contre, 
nous avons pu remarquer que la comparaison avec des relevas 
expérimentaux n'était pas très aisée, du fait mëme du type de loi 
de commande choisie, Des développements ultérieurs et un passage 
à la commande par effort moteur devrait simplifier les choses et 
permettre d' al ler plus loin. 
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CONCLUSION 

L'objectif du travail présenté est une contribution à 
l'étude du comportement dynamique de mëcanismes déformables. En 
particulier, nous nous sommes dirigés vers la modélisation de 
manipulateurs en chaîne ouverte. 

Nous avons choisi de prendre dans un premier temps une loi 
de commande en position pour notre étude. Celle-ci permet de 
traiter la classe des manipulateurs qui répondent à une commande 
en position, En effet, à partir de la conwande calculée pour un 
comportement désiré, nous pourrons dire quel sera le comportement 
réel. Le modèle présenté peut-ëtre complàté pour traiter les 
commandes basées sur l'introduction des efforts aux 
articulations. 

Après avoir fait un bilan des travaux déjà effectués, à 
notre connaissance, nous avons développé un formalisme qui, 
associe B la methode des 6ldments finis, nous a permis 
dJ 61 aborer 1 es équations du mouvement d' une chaïne mécanique 
ouverte, articulée et formée de membres non rigides. 

Notre modélisation reste dans le domaine des petites 
déformations alastiques et prend en compte tous les effets dûs au 
mouvement. Ces effets sont introduits sous forme de termes 
gyroscopiques et de rigidité dynamique. 

Nous avons ensuite présenté une méthode qui permet 
d'intégrer les articulations dans le modèle en confondant les 
points de contact entre deux membres du manipulateur. 

La partie suivante a porté sur la résolution des équations 
du mouvement présentées au préalable, 

Ces équations sont du second orcire en fonction du temps pour 
les degrés de liberté. Un schéma d'intégration de type hermitien 
a €té mis en oeuvre. A chaque instant, les inconnues du problème 
sont les valeurs des degrés de liberté et leurs dérivées première 
et seconde. Les équations du mouvement sont vérifiées en moyenne 
sur chaque intervalle de temps. Ce schéma est basé sur un calcul 
des résidus pondérés des équations du mouvement sur les 
interval les dJ étude. LJ algorithme présenté a 1' avantage d'offrir 
une bonne stabilité et une bonne précision, même avec des pas de 
temps atteignant i/lOieme de la première période propre du 
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mécanisme 6tudié. 

La suite de l'6tude a port6 sur l'élaboration dJ&l&ments 
finis qui permettent la modélisation de manipulateurs. Nous avons 
présenté un &lément de poutre pour des problèmes plans et un 
élément de coque pour des problames tridimensionnels. 

Chaque cas a été accompagné de tests simples permettant une 
première vérification des élaments. Un test commun sur le 
comportement des deux élaments a permis de montrer la similitude 
de leur réponse lors d'un mouvement de rotation d'un membre 
simple. 

La dernière partie du travail présenté a consist6 en une 
étude de deux cas de mouvement simple et en la comparaison des 
résultats obtenus avec une mesure sur un mécanisme réel, pour le 
cas d'un pendule pesant flexible ou avec des résultats présentés 
en bibliographie, pour le mouvement d'un bras manipulateur chargé 
en extrémi té. 

Malgré l'utilisation d'une loi de commande en position qui 
rend la comparaison avec des résultats expérimentaux difficile B 
mettre en oeuvre, la concordance des mesures et des résultats 
calcul6s est tout B fait satisfaisante. 

Lors du traitement des différents exemples, nous avons pu 
remarquer que 1 ' intégration des termes compl6mentalres de 
Coriolis dans les équations Qu mouvement ne se justifiait pas 
pour des vitesses de déplacement relativement faibles. Ceux-ci 
peuvent avantageusement être négligés dans le but de réduire les 
temps de calcul. 

Au vu des resultats prasentes, nous pouvons conclure que 
cette étude constitue une bonne étape dans la modélisation du 
comportement dynamique de mécanismes déf ormabl es. 

Il nous semble évident que l'&tape suivante doit consister 
en l'introduction de lois de commande par efforts imposés aux 
articulations. Cela devrait permettre de traiter des mécanismes 
plus généraux. 

L' introduction de ce type de commande devrait mous amener B 
prendre en compte le comportement des articulations (frottement, 
jeux) afin de décrire les mécanismes de la manière la plus 
précise possible. Cette partie nécessite 1 ' lntroduction d'une 
modélisation la plus fidèle possible des articulations. 
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OPERATIONS SUR LES ICUTRICES DE TRANSFORMATIOU 

Ai, 1) Dérivation 
Ai., 1. 1) Darivée premiare 

I O cos0 sica -sine cosa 
.l .l .l J 1 O -cose sina sine cosa 
.l .l .l J 

que nous noterons ([i. 141) 

Nous pouvons maintenant étudier la dérivée premibre de [ Jif ] 

En utilisant les expressions précédentes, nous avons 

pour k I i 



pour K > i 

Annexe 1 

Pour le cas ( i < K i j ) nous pouvons introduire une 
multiplication intermadiaire : 

que nous noterons ( [ l .  11, [ i . 4 ] )  

Nous avons donc 

A l .  1. 2 )  Dérivée seconde 

La dbrivée seconde peut s'obtenir en retenant le mgme schéma 
de calcul. 
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Ennotant m = min(K,l) 
, n = max (K, 1 ) 

et en utilisant le th6oràme de Schwarz sur l'ordre des 
dérivations partiel les, nous obtenons 

puis en introduisant les matrices [ X y ~  ] 
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Ai. 2) Inversion I 

Cornme nous l'avons vu lors de la dérivation de la matrice 
4x4 [ Jif 1 ,  nous aurons à utiliser sa matrice inverse. 

1 

1 

Recherchons la matrice [ g ] qui r6pond au problbme l 

J f l = C J , f l  C s l = I I l  E s 1  c i l 

En utilisant la d&composition en sous-matrices, nous 
1 obtenons : 1 

En égalant le produit B la matrice identita, nous avons le 
système 

soit 

: O 0 0  
dJoO la matrice [ g ] = - - - - - - - - - - -+- - - - - - - -  

[-:iR J T  :y c i ~  IT] 

Ai. 3) Remarques 
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soit 
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EUBORATION D'UN FORME SIMPLIFIEE DE L 'ENBXGIE CIN&TIQUE 

Dans cette annexe, nous allons essayer d' établir une forme 
simple de 1'6nergie cinétique, forme qui nous servira par la 
suite dans 1 ' &laboration des équations du mouvement. 

Reprenons l'énergie cinatique telle qu'elle a été dacrite 
dans le paragraphe 2. 1 . 

Nous pouvons ddcomposer Ti en plusieurs termes : 

T 
T = #  
i i l i r T  i-a kk = 1 [ l D ]  k k 1( o 

T T T 

K K 

bras i 

O k K 

T T T T i 
T = i [NI [LI [ I f ]  L i  fi ['Dl 8 . 1  'r dm 
13 O O = i k k i-a 
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T T T T 

14 
a [NI [Li ~i~ ii DI é lT i i  f~ 
-1 k K O 

bras 1 

O = 1 k -1 

Etudions le produit [iof]T [iof] ; il est de la forme 

soit 

O O RIT 1 V 

avec a = i + ioxT iOy 

Etudions la forme de C ~ K D ]  . 
iiKD] = [iKf]-I [ Q 1 [iafl 

soit 
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Suite B la description des ces formes de matrices, nous 
voyons que : 

- une post-multiplication par [ik~] donne un résultat indépendant 
de la première colonne de la première matrice car la premiàre 
ligne de [iK~] est nulle 

- une pré-multiplication par [iK~]T donne un résultat indépendant 
de la première ligne de la seconde matrice car la première 
colonne de [iK~]T est nulle. 

- de même, une pré ou une post-multiplication par [LIT et [LI 
respectivement présenteront le même type de propriétés. 

l 
I 

i Cela nous permet de simplifier les expressions des termes 
constitutifs de Ti, en sortant les vecteurs al et Hi des 

l 
i ~ntégrales. 
1 1 

T T . . 
dm 

1 1  i-a =i j = s  K 
bras i 
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T T . . 
T = a 
12 -1 = 1  j = 1  K 1-a 

1 T 
c z [i DI [i DI [LI IN] a 

1 4  -i = 1  J = 1  K d K J -i 

" 

1 
bras i 

T 
15 -i K K -i 

IN1 ILIT G<; Ii DI e 
= 1 

bras i 

T 

16 -1 
[NI IN1 dm a 

-1 

bras i 

O r ,  d'après l'annexe 2 pages 2 e t  3,  

[LIT likDIT CL1 = -  ILI^ IiKD1 ILI 

d' oïl 

T i T . . 
T = + K  i r T. [i D] [I Dl eK el ] r 
il i-a = I  j= l  K J 1-a 

bras i 



-- -- - - - 

\ 
\\ 
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T T i T . . 
T = + a T  1 
i2 -i k .l j i-a 

IN] [LI ~l I: L I D I  [ID] e e ] 1 r âm 
= i  j=i 

bras i 

T T i  i 
Z L i  Dl [i Dl 8 8 [L][N] dm a 

i4 1 j=i lC 3 J -i 

" 

1 
bras i 

d J  oQ 1 'utilisation possible d'une forme simplif i6e en prenant des 
notations matricielles : 

soit 
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La matrice de rigidit6 de l'&liment DE3 peut s'exprimer dans 
le repbre local 116 au plan de 1'616ment sous la forme 
isoparamatrique suivante : 

T 

[=Dm 
1 = 2. A C-' [BI [D,] [BI dC dr 

avec 

A aire de 1 ' 616ment 

E ~ v  module d'Young et coefficient de Poisson du mat6riau 
utilisa 

Le repare local choisi a son centre au point i, sa direction 
X est mise suivant la droite 12 et Y choisie pour avoir un 
tribdre direct, 

Cela permet d'avoir : 

[BI est tir6 des coordonndes des noeuds de 1'616ment et de 
matrices d'interpolation [a. 141 (cf 55.  2) . 

On peut montrer 14. 161 que [BI peut se mettre sous la forme 
d'un produit de matrices dont une est ind6pendante de E et r, [LI 
et [a]. 
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1 [O1 [O1 
'BI = 2- [ '01 "1 1.1 ] 'al 

2 . A  [O1 [O1 [Il 

OU encore : 

[a] est indapendante de E et r. Ses coefficients sont donnés 
dans le tableau suivant : 

avec 
X ~ J  = Xi - XJ YiJ = Yi - YJ 
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K = 4, 5,6 pour (i, j) valant rGectivement (2, 3) , (3, 1 )  , 
(1,2)* 

Grace à cette nouvelle forme, on peut donner une nouvelle 
expression de [KDK~] 

Laintagrale double qui reste peut €tre avaluée directement. 
En la notant [DL], nous avons 

[DL] = - E2[RI E [RI [O] 
24. 1 3 

101 [O1 E [RI 
4 

avec 

La forme explicite ainsi obtenue peut se programmer très 
facilement sans avoir 5 faire ci' intégration numérique, ce qui 
limite les opérations à effectuer et donc le temps de calcul. 
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S T A B I t I T E  ET PRECISION DE 
L'ALGORITHME DE RESOLUTION DES EQUATIONS DU HOUKEHKWT 

Cette annexe fait intervenir les références bibliographiques 
[3. 91 B [3. 141 

A4. 1 )  Préliminaires à l'étude de stabilité et de précision 

Nous avons à résoudre le système : 

Le choix de l'algorithme d'intégration de ces équations 
diffarentielles est 116 aux concepts de stabilité et de 
précision. En effet, une stabilité dite inconditionnelle et une 
bonne précision obtenue avec des incréments de temps relativement 
importants nous permettront de justifier le choix du sch6ma 
d' int ëgration. 

Pour étudier ces deux critbres, nous allons nous intéresser 
au comportement de l'algorithme pour 181nt6gration d'un système 
dont on peut découpler les équations par décomposition modale. 
14. 21 

Les modes propres du système non amorti sont donnés par la 
résolution de : 

avec 

wt valeur propre du système non amorti 
vecteur propre associé 3 wp 

En effectuant le changement de variables génaralisées suivant 

nous pouvons mettre le système sous la forme 

avec 
[ Q ] matrice formée par Juxtaposition des vecteurs propres 

[ D ] matrice diagonale diag(2. wivi) associée â 
1' amortissement pour découpler les équations. 
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Ce systbme est formé d86quations découplées et peut donc 
être résolu par intagration directe B l'aide des intégrales de 
Duhamel mais il est aussi intéressant pour notre 6tude des 
schémas dJlntégratlon car chaque équation peut ?tre intagrée 
indépendamment des autres, ce qui nous permet de nous limiter à 
l'étude d'une seule équation de la forme : 

Par variation des paramètres y et w, nous pourrons examiner 
le comportement global du système. 

A4. 2) Stabilité de 1' algorithme SS22 

Le schéma d'intégration SS22 transforme l'équation en 

L'étude de stabilité peut se faire en ne considérant que 
l'équation homogène, soit avec un second membre nul. 

Notons 

En utilisant la premibre égalité de 1 * algorithme pour 
éliminer ai(2) dans les deux suivantes, nous obtenons 
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Ces deux &galit&s peuvent se mettre sous une forme 
matriciel le. 

l 

i avec 

Nous utilisons la décomposition de Jordan pour la matrice 
I c 1. 

et par récurrence 

Une condition suffisante pour obtenir la stabilité de 
l'algorithme est que le rayon spectral de [Cl soit toujours 
strictement inférieur à 1 13. 141, le rayon spectral ëtant la 
la plus grande valeur propre en valeur absolue. 
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L'dtude de la stabilité passe donc par la ddtermination des 
valeurs propres de la matrice [ C 1. Son Cquation caractéristique 
peut se mettre sous la fomne : 

r valeur propre de [Cl 
r = w d t  

Le changement de variables 

transforme le disque (Ir < 1)  que nous recherchons en le demi- 
plan complexe (Re(z) < b )  ; la condition de stabilité impose 
maintenant que les racines de la nouvelle équation solent dans ce 
demi-plan complexe. 

Après cette transformation, l'équation en r se transforme en 
une équation en 2. 

a laquelle nous appliquons le critère de Routh qui donne : 

Les résultats en 8 1  et 82 sont regroupés dans le tableau 
3 . 2  [3. 10) . 
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A4.3) PrQcision obtenue avec l'algorithme SS22 

Reprenons 18Qquation diffQrentielle sous sa forme récurrente 

Sachant que la solution exacte de l'aquation homogbne est de 
la forme : 

la dérivée premibre est : 

Le passage de l'instant t B l'instant t+dt se fait, pour 
chaque terme de u et de fi a l'aide d'un progression géométrique 
de raisons : 

exp(( -vw + i wd ) at) 
et 

exp(( -pw - i wd ) dt) 

Nous supposons que la matrice [ C ] admet des valeurs 
propres complexes de la forme 13. I O ]  : 

avec 1 = -1 

Ces valeurs propres sont aussi les coefficients 
d'amplification du vecteur solution entre deux instants. 

Notons : 

exp(o dt) = exp( -pw d t  + i wd à t  ) 

A chaque pas, on multiplie la valeur de x trouvée à 
l'instant précédent par exp(6 dt) au lieu de exp(o dt) qui donne 
la solution exacte. 



v et € apparaissent corne des perturbations numériques 
intervenant sur l'amplitude et sur la phase de la solution 
calculée. 

Aprbs n pas, l'erreur relative e est donnée par 

soit 

Pour un temps fini, 1 ' erreur commise est donc du même ordre 
de grandeur que celle commise sur un pas d'intagration. Pour 
étudier cette dernière, on peut donc étudier le comportement de 
l'algorithme sur un pas d'intégration en supposant la valeur en 
dabut de pas exacte. 

alors que l'algorithme donne : 

étudier l'erreur sur ui+1 revient donc à calculer la différence : 

Reprenons 

Remarquons que 

r - 2. wp iii - W ui = Üi 
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nous obtenons 

L'utilisation d'un développement de Taylor B l'ordre 2 sur r 
permet d'écrire : 

soit 

+ el (àt ~ ( 3 ) ~  + ot ( ~ ( 4 ) ~  + 2 wv ~ ( 3 ) ~ )  
2 

En supposant les dérivées d'ordres 3 et 4 de u bornées, 
l'erreur commise en fonction de 81 et 8 2  est donc au maximum de 
l'ordre de O(dt) sur ai(2) , ce qui donne 0(at2) pour xi+i. 

Les résultats sont regroupds avec ceux concernant la 
stabilité dans les tableaux 3. 2 et 3. 3. 
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m RCFsumd 

La simulation du comportement dynamique de manip 
déformzbles doit prendre en compte le comportement élasti 
membres en le couplant au mouvement d'ensemble. . .' \ 

: % x' La simulation que nous avons introduite est bas6e SUI 
description des membres ddformables de la stcuctures par 
d'éldments finis de poutre ou de coque pour des probl' L ou 
dans l'espace. A partir d'une loi de comnande des a . ons 
en position, nous pouvons obtenir les ddformations 'ure 
dtudibe ainsi que les efforts a mettre en ( lvr ur O: Lr le 
mouvement. 

Le comportement du modale est décrit à l'aide d'équatic-- .u 
mouvement établies en utilisant le formalisme d'Hamilton do1 n 
a déduit les équations de Lagrange bu systbme. Ces bquatic it 

' dans le temps a 1 'aide d'un =tu?rithme origiv 6 
lcul Les résidus pendards des ations de mou' _ _  _ -2 
va S. , 

ta modelisat- -_ - ----  - --- - -  permet de tenir compte du 
comportement élastique du manipul-,eur et fait intervenir tous 
1.g~ effets dJ inertie diis au mouvement (Coriolis. . . 1 ,  aucune, 
h)tpothèse , siwlificatrice n'ayant été faite en ce qui concerne 
ces termes. ~ W J  

. * t d :  
1 

simulation a 6t€ ddvelopp6, il peut prendre: 
..en compte des manipulateurs plusieurs articulations de type 
rotoides. 1"9,%&; 

" *$.'fi #-* 

3 

6, >$Q. 
nkr~rclit. cgcmpics ae 'simulation sont ffisentor. tant 3v.o 

les #16~nt~"'ci~,.jx~utre s a  que 1 
3 .. . r;i 

zi 
:.a 

b 

- - 

mots c16s : 

Comportement dynamique " . Dynamic behaviow *&:< '.-] - - ; a 

Eldments finis FLnSte. cl ementa 
Hanipul ateur d6f ormable. FI cxib.1 e m a n i ~ l k t ~ ~  
Mécanisme articul~ Jointed mechmism ;. 
Simul atlon 
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