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INTRODUCTION GENERALE

Les travaux présentés dans cette thése se situent dans le cadre de la modélisation des
systemes complexes. Deux approches sont envisagées :
. I'approche analyse structurale : recherche de relations fonctionnelles ;
. 'approche systeme expert : extraction des connaissances pour la validation des régles
d'un systéme expert.

Dans un premier chapitre, on montre que I'analyse des systémes sur lesquels on ne
posséde aucune information a priori peut étre abordée de deux fagons différentes : d'une part,
les méthodes géométriques de I'analyse des données et d'autre part, les concepts de 1'analyse
structuralfe issus de la théorie de l'information. Nous présentons plus particulierement les ré-
sultats de cette derniere approche puisque celle-ci se préte bien & l'analyse des systémes et pos-
s¢de I'avantage d'étre sensible a tout type de relation. On montre que les indices de similarité
classiques et les indices informationnels, congus indépendamment les uns des autres, peuvent
étre harmonisés sous un méme formalisme. Or en présence du bruit sur les données brutes re-
cueillies sur le systeme, l'utilisation de ces indices, pour effectuer une approche globale de mo-
délisation, peut s'avérer insuffisante et peut conduire a des erreurs d'analyse. Pour résoudre un
tel probléme, on propose l'utilisation des approches locales qui consistent & travailler sur des
sous-échantillons de la population d'apprentissage de taille plus réduite.

Au chapitre II consacré a la modélisation structurale, on étudie dans un premier temps
le concept de modélisabilité, on cherche pour chaque variable du syst¢me des sous-ensembles
explicatifs optimaux. On montre ensuite certaines propriétés de ces sous-ensembles qui permet-
tent d'accélérer notablement le processus de leur détermination. On présente 2 cet effet un algori-
thme dans le cas déterministe. On met en évidence les notions de sous-ensembles explicatifs
multiples d'une variable et les degrés de liberté d'un systéme qui se traduisent par la recherche
des relations redondantes.

Pour la modélisation du systéme dans le cas général, on montre qu'en 1'absence d'une
description complete de celui-ci et/ou en présence du bruit sur ses modalités, une analyse binaire
ou multi-dimensionnelle utilisant les indices informationnels classiques est insuffisante pour son
explication totale. Dans ce sens, on propose la mise en ceuvre de tests statistiques et on déve-
loppe un indice basé sur la variation entropique ce qui conduit a distinguer les modalités du sys-
teme bien expliquées et les modalités du systéme dont l'explication requiert l'introduction de va-
riables explicatives supplémentaires. Cette recherche peut s'effectuer parmi les variables secon-
daires (disponibles ou candidates) pour décrire le systéme mais peut aussi se traduire par la créa-
tion de nouvelles variables (synthése structurale). On présente a cet effet, un algorithme permet-




tant 'obtention de ces sous-ensembles explicatifs optimaux. On développe une application au
domaine de 1'épuration des eaux usées et on montre l'intérét de I'analyse structurale utilisant des
approches locales pour la modélisation d'un tel systéme.

Le troisieme chapitre étudie une nouvelle méthode de modélisation des systémes com-
plexes visant l'extraction de connaissances sous forme de régles A partir d'un tableau de contin-
gence. On développe 2 cet effet, deux approches similaires : la premitre est basée sur la défini-
tion d'un opérateur de contraste, la deuxieme utilise une procédure pas a pas basée sur la défini-
tion d'un coefficient d'extraction de l'information. Dans les deux cas, le choix du niveau de
contraste ou du seuil d'extraction a retenir est opéré en fonction d'une analyse multi-critére fai-
sant intervenir les notions de probabilité d'occurence, de perte d'information, de conformité des
données 2 la réalité, d'efficacité et de vérité des régles a extraire. On montre que les deux appro-
ches aboutissent aux mémes résultats. Les régles extraites respectivement des lignes et des co-
lonnes du tableau de contingence sont dotées d'un coefficient de vérité et d'un coefficient d'effi-
cacité et constituent ensemble le modele redondant du systtme (régles atomiques). L'utilisation
d'une telle approche conjointement avec la méthode d'analyse factorielle des correspondances
peut faciliter la représentation et 1'expression des connaissances a partir d'un tableau de contin-
gence.

Au chapitre IV, on se propose de simplifier le modele redondant du systéme obtenu par
l'approche précédente. En effet, lorsque les régles aboutissent a des conclusions identiques ou
voisines, il est possible de procéder a leur regroupement, c'est-a-dire d'agréger les lignes et les
colonnes. Cette fagon de procéder conduit lorsque cette opération est possible, A des régles
composées pour lesquelles il convient d'étudier la perte d'information qu'elles occasionnent et
le gain de simplicité qu'elles permettent. On montre globalement que la perte d'information oc-
casionnée par l'opération de contraste se traduit par un gain d'efficacité alors que 1'opération de
regroupement provoque une perte de celle-ci. On présente a cet effet un algorithme qui permet
d'agréger les régles dont I'efficacité ne se trouve pas trop dégradée et dont la partie hypothése
s'exprimera sous une forme plus simple. On montre que l'entropie du Max conduit dans cer-
tains cas a la simplification de ces régles. L'ensemble des régles obtenues, constitue le modéle
simplifi€ du syst¢me qui peut &tre modifié ou mis a jour a chaque fois que de nouvelles données
sont disponibles.

L'approche proposée constitue un extracteur de connaissance pouvant étre utilisé en
modélisation reconnaissance des formes, les divers domaines du diagnostic, la mise 2 jour et la
vérification des régles d'un systéme expert.

On développe une application dans le domaine de l'aide 2 la décision médicale. L'objec-
tif dans ce cas est de proposer au médecin, compte tenu des données disponibles, les conclu-
sions tirées des régles extraites de la population d'apprentissage.
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I - INTRODUCTION

Les domaines d'application de "l'approche syst¢mes" ne cessent de s'élargir pour in-
clure aujourd’hui des systemes technologiques, écologiques, biologiques, socio-économi-
ques... Parall¢lement, la complexité des systémes pris en compte s'accroit et pose de sérieux
problemes d'analyse. Cette augmentation de la complexité, a laquelle s'ajoutent avec de plus en
plus d'acuité les critéres économiques (coiit, délai, ...) exige de l'analyste la mise en ceuvre
d'outils et de méthodes de plus en plus fiables et répondant aussi efficacement que possible aux
problemes définis par un cahier de charges. Ainsi, toute approche d'analyse, vise en priorité a
morceler 1a complexité apparente du systéme et a2 mettre en évidence son organisation interne.
En effet, plus un syst¢me est vaste, plus le flux d'information véhiculé est important et plus il
est difficilement maitrisable. C'est pourquoi, toute approche envisagée, pour l'analyse d'un sys-
téme, doit au moins posséder les caractéristiques suivantes :

- Généralité : Elle doit s'appliquer a tout type de systéme et ne doit recquérir aucune hy-
pothese restrictive aussi bien au niveau des variables qu'au niveau des do-
maines d'application.

- Flexibilité : Elle doit s'adapter a toute modification pouvant surgir au niveau de l'orga-
nisation interne du systéme et I'évolution des données qui le caractérisent.

- Orientation : Elle doit faciliter la poursuite des phases ultérieures de I'analyse et donner
une représentation aussi simplifiée que possible pour étre accessible a tout
utilisateur.

- Efficacité : Elle doit fournir des algorithmes faciles & mettre en ceuvre, et rapides au ni-
veau de leur capacité a formuler une solution.

Ainsi les méthodes de 1'analyse structurale : 1'analyse des données, la théorie de 1'in-
formation, la théorie des graphes, la théorie des sous-ensembles flous, la théorie des jeux, les
techniques d'intelligence artificielle s'averent plus adaptées pour 1'appréhension des systémes
devenus de plus en plus complexes que les méthodes classiques d'analyse numérique, d'identi-
fication, etc.

L'application de ces approches suggere une méthodologie qui a partir d'opérations suc-
cessives conduit & une structuration ou organisation du systéme analysé. Dans la hi€rarchie épis-
témologique des systémes de G.J. KLIR (KLIR 69, 75, 76, 77), plusieurs niveaux de connais-
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sance sont mis en évidence. Entre ne rien connaitre sur un systéme et le connaitre compléte-
ment, il existe différents niveaux qui d'aprés KLIR s'organisent comme suit :

- Niveau O : Systeme source : C'est le niveau le plus bas, il correspond 2 une phase prépa-
ratoire. A ce niveau, sont définis 'ensemble des variables du systéme ainsi
que leurs ensembles de modalités (ou états) respectives.

- Niveau 1 : Systéme donnée : le systéme est connu par une succession de modalités ou
états pris par les variables, qui constituent le tableau initial des données que
nous nous proposons d'analyser.

- Niveau 2 : Systéme générateur : Il est défini par un ensemble de relations génératrices
invariantes ou fonctionnelles permettant la détermination du comportement
de quelques variables en fonction de celui des autres. ’

- Niveau 3 : Systéme structure : A ce niveau le syst¢me est composé d'un ensemble de
sous-syste¢mes générateurs qui intéragissent entre eux et susceptibles de vé-
hiculer une quantité importante d'information.

Les différents niveaux de la hiérarchie sont définis, toute approche d'analyse n'est
autre qu'une suite de déplacem%its dans celui-ci. Ces déplacements peuvent €tre ascendants ou
descendants selon le but visé par I'analyse. Mais avant de procéder a toute analyse, il convient
de définir dans un premier temps le systeme, les variables mises en jeu, les notations et les
structures algébriques nécessaires.

II - DESCRIPTION D'UN SYSTEME COMPLEXE
ILL D ipti

Soit X = {X, i =1, ..., N} I'ensemble des N variables et/ou parameétres importants,
pertinents, pour la description du syst¢me. Il peut s'agir des variables d'entrée, de sortie, de
commande, d'état ou bien de paramétres : constante.de temps, amortissement, niveau de satura-
tion, ... etc. Les variables retenues pour la description d'un syst¢éme doivent mettre en évidence
son fonctionnement et caractériser au mieux son observation. Selon la nature du systéme, cer-
taines variables peuvent étre accessibles, mesurables ou non, d'autres peuvent étre inaccessibles
et par conséquent non mesurables (nous discuterons la nature de ces variables au chapitre II).
Concernant 'observabilit¢, M. PELEGRIN (PELEGRIN 81) dit & ce propos "la frontiére du
systéme doit étre précisée et placée de telle fagon que toutes les intéractions avec l'extérieur
soient observables”. En effet, tracer une frontiére revient a choisir une décomposition parmi
l'ensemble des décompositions possibles du syst¢me. On considére par ailleurs, moyennant une
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renumérotation donnée, que I'ensemble de ces variables primaires est ordonné (un ordre quel-
conque mais fixe). Notons également qu'aucune hypothese algébrique n'est faite sur la nature
de ces variables : elles peuvent étre quantitatives ou qualitatives, logiques ou floues, 2 modali-
tés structurées ou non.

- Soit M = {M;, i=1,..,N} ol M; est I'ensemble (fini) des modalités prises par la
variable X;, i€ (1,...,,N) avec :

i
Mi={aj, j=1,...,mi}

Aucune hypothése n'est faite sur 'ensemble de ces modalités. Dans certains cas, il
convient de respecter la représentation naturelle des systémes et éviter autant que possible de
leur imposer des structures particuliéres (LERMAN 76). Nous verrons au paragraphe I1.4 que
le recodage d'une variable peut se traduire par une réduction du nombre de ses modalités. Par
ailleurs, nous utiliserons également le mot état au lieu de modalité pour la description des sys-
témes dynamiques et particulierement les systémes séquentiels (appelés parfois machines a
états). L'ensemble des modalités prises par chaque variable dépend du caractére statique ou dy-
namique de celui-ci.

o Echantillonnage et tableau de données :

Nous considérons une <
population d'apprentissage Q = Q Xp--nn-- i v XN
{w;, i=1,..,L} de taille L dont @
1

les variables sont observées aux
instants d'échantillonnage : to,
to+At, to+2At, to+(L-1).At et géne-
rent le tableau initial de données
(fig. 1.1) que nous nous proposons
d'analyser. O R e X; (o)

[
'
' \
' \
' \
\ \
' \
\
[}

Dans ce tableau, X;(w;)

- - -

désigne :
- La modalité prise par la @]
variable X; pour le j*™ échantillon - —
dans le cas d'un systéme statique Fig. 1.1 : Tableau initial de données

- Le vecteur de modalités prises par la variable X; pour les p derniers échantillons




{0j, Wj.1,...,0j4+p-1 }dans le cas d'un systtme dynamique d'ordre présumé p. Ainsi, les varia-

bles X;, i€ {1,...,N}sont vues comme des applications de Q2 dans I'ensemble des modalités
que l'on définit comme suit :

- Cas d'un systéme statique :

X,: Q@ >M={0 ,k=l,...,m) Vie {I,..,N)
(L1)
o, —-)Xi(coj)

- Cas d'un stystéeme dynamique :

P

X:Qo [IM vie(1..,N)
i=1 (1.2)
. — Xi((oj)={Xi(wj_k),k=0,...,p-1}

Dans ce cas, chaque élément du tableau de données, est un vecteur a p composantes. Si
on tient compte d'un tel vecteur au niveau des algorithmes, la représentation du systéme dyna-
mique est alors identique i celle du systéme statique.Ainsi, & chaque fois que l'on parlera de ta-
bleaux de données, nous ne ferons aucune distinction entre le cas statique et le cas dynamique.

IL2 Variabl I it
I1.2.1 Le inf-demi treillis des partitions de Q
Nous allons rappeller dans cette partie, quelques concepts de la théorie des ensembles

qui seront utiles dans la suite de notre mémoire. En effet, un certain nombre d'opérations peu-

vent &tre effectuées sur les 3 ensembles Q, M et T décrits précédemment et que 1'on peut sché-
matiser comme suit :

I-5




Q R M

- Soit “P(Q) : I'ensembles des parties de Q
- Une partition de €2 en k classes est un ensemble de k sous-ensembles :

C = {C;, i=l,...,k} avec C; & BQ) tel que :

Ci# @, Vie {1,...,k}
Cif\Cj =@, Vi#j
UC=Q

1

- Soit P(Q) = {C, C est une partition de Q}. Dans cet ensemble, on peut établir un
ordre 2 l'aide de la relation < (qui signifie plus fine ou égale a) définie comme suit :

VC,DeP(Q):C<D & V(e C 3D;e Dtel que: G D 1.3)

Autrement dit : VDj e D, Dj = U;C;, i tel que : C; < D;

Ainsi D détermine une partition des classes de C ou bien D couvre C.

La relation "<" est un ordre partiel (LERMAN 81). Cette relation d'ordre induit sur
I'ensemble IP(2) une structure de treillis. Tout couple de partitions C et D admet un plus petit
majorant (noté CvD) et un plus grand minorant (noté CAD) définis comme suit :

(CAD)<Cet(CAD)<D, et VEtelque EXCetE <D alors E < (CAD) 1.4)

(CvD)2Cet(CvD)2D,etVEtelque E2 CetE2>D alors E2 (CvD) (1.5)

Ainsi, IP(©2) muni de I'opération A telle que :
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A 1 P(Q) x P(Q2) = IP(Q2)
(C,D) — C A D défini par (1.4)

vérifie les propriétés d'idempotence, de commutativité et d'associativité et constitue un
inf-demi-treillis (TORO 82, LERMAN 81).

Chaque variable X; (resp sous-ensemble de variables S), définit une partition de Q
notée Pxj (resp Ps) de la fagon suivante :

Pxi={ X ):aeMj}={{o: X(@)=a}:ae M;)

Ceci signifie que la partition de Q est obtenue par regroupement dans une méme classe
de tous les @ auxquels X; attribue la méme modalit€ . Il faut noter également que Px; ne dé-
pend pas des modalités en elles-mémes, mais seulement du fait qu'elles sont distinctes
(DUSSAUCHOY 80).

A travers l'association X; €  — Px; € IP(Q2) on peut dire que : X c[P(Q).
Cette possibilité€ d'associer de fagon univoque a chaque variable une partition induit un

ordre et une équivalence entre variables. Ainsi, si on définit 2 variables sur Q de la fagon sui-
vante :

X:Q - Mg Y:Q - My
o — X(w) - Y(w)
On dira que :
1) Xestéquivalented Y < Px =Py (1.6)

Cela veut dire qu'il est posible de trouver une fonction f: My — My bijective telle que
Y=foX et X=f10Y,il s'agit tout simplement d'un recodage

ii) X plusfineque Y < Px <Py« 3f:Mx > Mytelleque: Y=foX amn
Compte tenu du fait que les concepts de la théorie de l'information ne distinguent pas

entre variables équivalentes, on peut interpréterP(Q2) comme l'ensemble de toutes les variables
définies sur L.
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I1.2.2 Le sup-demi treillis des variables vectorielles

Soit P(Z) = {S:S < I} : 'ensemble des parties de T
‘KX) n'est autre que l'ensemble des variables vectorielles dont les composantes sont
des variables de X. Ainsi, si on note :

- S = (Xi1, Xi2,....Xik} € PZ)

-Js ={i, Xj € S} = {iy, i,..., ig} : l'ensemble des sous indices de X; e S, avec :

M= JImM=Mm .M, - ... M,

ie Js
la variable vectorielle S est alors définie comme suit :

S: Q- Mg
® = S(0) = (X, j = 1,..k}

De ce fait, chaque élément S € I(T), représente toutes les variables vectorielles qui lui
sont équivalentes par permutation de ses composantes. Par ailleurs, du fait que FXZ) est I'en-
semble des variables définies sur Q, ot chacune d'elles induit une partition de IP(Q), on dira
alors que : ‘R(Z) cIP(Q). Dans (), 1a relation d'inclusion < posséde les propriétés de réfle-
xivité, d'anti-symétrie et de transitivité et définit par conséquent un ordre partiel tel que 2 tout
couple A, B € P(Z) est associé un infimum (correspondant & A N B) et un supremum
(correspondanta A U B) :

(ANB)c Aet(ANB)cB,etVDeelque:DcAetDcB=Dc(ANB) (L.7)
(AUB)D Aet(AUB)2B,etVDtelque:DoAetDo B = D o (AUB) (1.8)

L'ensemble FXZ) , muni de l'opérateur U tel que:

U: P3). Bz - P
(A,B) = AUB défini par (I.8)

vérifie les propriétés d'idempotence, de commutativité et d'associativité et constitue un

sup-demi-treillis.

Si on considére deux sous-ensembles de variables A, B € ‘FAT) et PA, PB ; PAUB les
partitions qu'ils induisent sur , on a alors les deux propriétés suivantes :
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i) ACB=>PA2P3 (1.9)
ii) PAUB=Pa APg (L.10)

Ces deux propriétés mettent en évidence la relation qui existe entrelP(Q) et ‘PT).

IL3 Estimation d babilité

Sous sa forme générale (PARZEN 60, DACHUNA 82), une mesure de probabilité sur
un ensemble fini Q est une fonction :

Pr: PQ) >R
A — Pr(A) (1.11)

qui vérifie les propriétés suivantes :

i) VAeP(Q):Pr(A)=0
i) Vi=l,..k Aje PQetizj, AinAj=@:Pr(UA)=ZPr(A)
iii) P(Q) =1 1 i i

Le caractere aléatoire des variables observées, est dii soit 4 la nature du systéme
lui-méme ou bien résulte de 1a maniére dont il a été excité.

Ainsi, si S : Q — Mg est une variable quelconque définie sur Q, on définit pour toute
modalité oo € Mg une probabilité d'occurence notée : Pr (S = o).

Sous certaines conditions concernant le systéme (ergodicité, stationnarité), la taille de
I'échantillon et la période d'échantillonnage, de telles probabilités peuvent étre estimées au
moyen des fréquences relatives évaluées sur Q et s'écrivent :

{o:S@=a}l (1.12)

Pr (S=0) = O

dans le cas d'un systéme statique, avec | Q I=L et S une variable statique

{ow:S®=o}! (1.13)
QT

Pr (S=a) =

dans le cas d'un syst¢tme dynamique, avec | Q1=L-p+1 et S une variable dynamique.



L'estimation de ces probabilit€s nous conduit a faire les remarques suivantes.

a - Le choix de | Q | joue un rdle important quant a la représentativité et la validité des
résultats d'une analyse. En effet, un échantillon de faible cardinal ne peut conduire qu'a des ré-
sultats provisoires, c'est pourquoi, celui-ci doit étre suffisamment élevé pour une estimation
correcte des probabilités. CONANT (CONANT 72) propose une limite inférieure :

N
ez [Tami-n

i=1

D'un point de vue opérationnel, dans la mesure ol I'on ne suppose aucune distribution
particuliére (normale, exponentielle, ...), le choix du nombre d'échantillons dépend essentielle-
ment de la nature du systeme et de l'expérience du praticien. Nous montrerons, dans le cas
d'une station d'épuration des eaux (chapitre II), que le nombre d'échantillons a retenir doit tenir
compte essentiellement des modes de fonctionnement (faibles, moyennes et fortes charges) du
systéme. '

b - L'évolution des systémes fait intervenir la notion de temps, il faudrait donc en toute
rigueur que 'hypothese de stationnarité et d'ergodicité soit vérifiée. Par ailleurs, le syst¢me ne
peut au cours du temps, évoluer d'un état & un autre sans passer au moins une fois par tous les
états intermédiaires (OSWALD 86), par conséquent le choix d'une période d'échantillonnage T}
optimale doit étre égale 2 la durée minimale Tg des états du systeme. Dans le cas ou To =T :
I'échantillonnage fournit sans redondance ni lacune l'information nécessaire pour décrire com-
plétement 1'évolution du systeéme (SHANNON 48) (OSWALD 86).

¢ - L'analyse du systéme, nécessite dans un premier temps, 1'estimation des probabili-
tés multidimensionnelles. Or un tel calcul, a I'aide des fréquences relatives, est simple mais le
nombre d'opérations nécessaires a sa mise en ceuvre croit de fagon exponentielle avec le nombre
de variables et/ou le nombre de leurs modalités respectives. D'ou la nécessité de recourir & un
recodage des variables pour limiter le nombre de leurs modalités et par conséquent le temps de
calcul qui en résulte.

11.4 Recodage des variables

Le probleme de l'estimation des probabilités, a été largement étudié dans la littérature
[WAGNER 75, YOUNG 78, DUBUISSON 80, MORGERA 81, OSWALD 86]. Pour faciliter
cette opération, lorsque on procéde a 1'analyse du systéme, on est amené parfois a regrouper ses
variables et/ou ses modalités. Ceci est d'autant plus vrai que le syst¢me est de dimension impor-
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tante. Les conditions classiques sont telles que le regroupement s'effectue :

a) sans détérioration de la structure algébrique de la variable ;
b) avec un minimum de perte d'information au sens général du terme ;
¢) en rendant plus ou moins équiprobable les différentes modalités [CONANT 76].

Or toute perte d'information dans ce cas, se traduit par une diminution de la capacité
d'observation de la variable en question [DUFOUR 76]. Par ailleurs, équiprobabiliser les états
ou modalités d'une variable revient a classer les individus selon des critéres de masses et non
pas pour des criteéres de description des données elles-mémes, ceci conduit naturellement & une
classification arbitraire. Il convient de tenir compte également de la nature des variables et l'in-
formation qu'elles réceélent (valeurs caractéristiques, domaine de variation, variable a expliquer,
variable explicative) [JAMBU 78], ainsi que de I'absence ou la présence du bruit sur ces varia-
bles.

I1.4.1 Position du probléme

Soit Px(X) = {F1, Fa, ..., Fx} une partition de X en k classes induite par les données
sur Q. Il est alors possible de générer une partition de X en j classes Py(X) =
{C1, Cy, ..., C;} plus grosse quePi(X) telle que chaque classe C; € IPi(X) soit I'union des
classes F; correspondant au regroupement des modalités de X. Moyennant une renumérotation
donnée, on peut écrire :

IPk(X) = {Fl’ F2’ eeey Fa, Fa+1: coey Fb’ Fb+l7 csey eeey FU) sevy Fk}
(1.14)
PiX) = { C , CG o, LG, G }

Ainsi Py(X) couvre ou détermine une partition des classes de IPx(X). Il s'agit alors de
trouver parmi toutes les partitions moins fines que [P(X) (partition "naturelle” associée a X),
celle qui optimise un critére donné. Si on notfe!P;*(X) une telle partition, celle-ci est telle que :

IP;*(X) ) IP; (X) V PyX) € Pj(Q) (1.15)

avec " ) " qui signifie : "préférer 2" etIP;(Q2) : 'ensemble des partitions de Q en j classes (j < k).

11.4.1.1 Cas des variables ordinales

La variable X étant ordinale, il est nécessaire de tenir compte de la contrainte supplé-
mentaire concernant la relation d'ordre existant entre les classes F; € P(X). En effet, une telle
relation doit étre conservée lors de la reconstitution des classes C; € Py(X) auxquelles on doit
imposer la restriction suivante : i




Si on note R la relation d'ordre existante, alors :

o V F;, Fis1 €lPy(X) ona: F; R Fiq d'ou :
eV C,Ciy1 € le*(X) ondoitavoir: GC; R Ciq ceci entraine naturellement
que:

Ci = u Fl’ tel que Fr C Cl ’ Fl' 9{ Ci+1 et Ci-l EK Fr

1.1
nFcC ( 6)

Un tel probléme peut étre formulé comme un probléme de classification sous contrainte
d'ordre [LECHEVALIER 76].

1412 Vi

Dans ce cas, X prend ses modalités dans R et plus précisément dans un ou plusieurs
segments [a,b[. On peut alors associer a chaque classe C; € IPj*(X) un intervalle Vi, Vi..
Ainsi, le rangement en classes des w; € Q permettant de générerIP;(X) s'énonce alors :

Voe Q we C & X(w e [V;, Vial,avec [V;, Vil <[a,b[ (I1.17)

En effet, établirle*(X) revient & découper de fagon optimale le segment [a,b[ en j inter-
valles, tels que :

j
o ULV, Viul = [a, bl
i=1

¢ [V, Vi [ NIV, Vi [ =@ , k=#i

Autrement dit, ceci revient & déterminer les (j-1) valeurs séparatrices des classes étant
donné que Vi =aet Vj; =b

11.4.2 Caractérisation de le*(x) :

La mesure de la qualité du recodage de la variable X dépend de la nature de la variable
elle méme et également des critéres retenus pour juger la qualité de IPi(X). Pour caractériser une
telle partition, deux critéres sont mis en jeu : critéres portant sur les caractéristiques des classes
et les critéres dépendant du type de variables (variables a expliquer, variables explicatives).



114 2.1 Critéres relatifs aux caractéristiques des classes :

a) Classes équidistantes : Le découpage du domaine des valeurs de X en j intervalles de
méme longueur, permet d'établir la partition le*(X) en j classes équidistantes. Ainsi, si on note
(a,b) les bornes inférieure et supérieure de ce domaine, la longueur unitaire associée a chaque

classe C; est donnée par :
L=(b-a) (1.18)
La relation de récurrence suivante détermine les valeurs séparatrices des classes :
i=1,... : Vig=Vi+L avecV;=a

b) Classes équiprobables : Dans ce cas, il s'agit de trouver la partition/P;*(X) qui pré-
sente des classes homogenes (de méme "poids"”), contenant le méme nombre d'observations de

Q.
Si on note f(X) la densité de probabilité de X sur Q telle que :

b

fX)>0 et Jf(X)dX =1

a

Les classes séparatrices de IPJ-*(X) seront alors équiprobabiles si elles vérifient l'expres-
sion suivante :

V. (I.19)

i+l
1
i=1,...,j : f(X)dX=T , avec V,=a

Vi

On sait que la partition ainsi obtenue (équiprobabilit€ des classes) est celle qui permet
d'extraire le maximum de l'information (au sens de SHANNON) sur la variable X. Nous re-

viendrons sur cet aspect au paragraphe II1.

Les deux critéres ainsi définis, ne suffisent pas 2 eux seuls A déterminer la valeur opti-
male de "j". Ainsi le nombre de modalités A retenir doit étre choisi également en fonction des

connaissances a priori sur le systéme.




11.4.2.2 Criteres dépendant du type de variables

Il s'agit de tenir compte de la nature des variables en absence ou en présence du bruit :
variables a expliquer, variables explicatives primaires, variables explicatives secondaires, varia-
bles internes, ... etc. Nous aborderons ce probléme dans le chapitre II consacré & la modélisa-
tion.

Apres cette description des systémes complexes, nous allons présenter certains outils
permettant 'analyse de tels systémes, sur lesquels on ne posséde aucune information 2 priori. A
ce stade, les seules connaissances dont dispose généralement le praticien se limitent aux varia-
bles qu'il croit pertinentes pour la description du syst¢me, et 2 partir desquelles un tableau de
données est généré. Par ailleurs, guidé par son "bon sens" et son expérience, le praticien peut
émettre quelques idées sur les relations entre certaines variables du systéme, peut étre également
amené 2 distinguer concrétement ou directement des ensembles d'éléments du systéme, connec-
tés faiblement ou fortement par des flux de matiére, d'information, d'énergie, ... etc. Celui-ci
peut effectivement dégager quelques grandes lignes de la structure du systéme et uniquement
celles-ci. En revanche, il se révele incapable de procéder a des analyses plus fines du systéme
[DUFOUR 79]. De telles analyses peuvent étre abordées, a 1'aide des méthodes géométriques
de "l'analyse des données" et des méthodes issues des concepts de la théorie de l'information.
Nous présenterons ci-dessous l'apport de ces outils pour l'analyse d'un systéme complexe.

IIT - OUTILS UTILISES POUR L'ANALYSE D'UN SYSTEME COMPLEXE

L'analyse structurale des systémes est orientée essentiellement vers les buts suivants :

- identifier les sous-systémes éventuels (probléme de décomposition) ;
- mettre & jour les redondances, c'est-a-dire l'organisation interne du systéme
(probléme d'explication) [WALLISER 77].

Dans ce sens, les techniques d'Analyse des données, permettent dans certains cas la
conduite d'une telle analyse.

ILL I ils eéométri le I'analvse de donné

L'analyse de données est toujours présentée comme un outil d'analyse de syst¢mes
complexes dont on connait peu et méme parfois pas du tout la structure, et sur lesquels on a pu
faire un grand nombre de relevés expérimentaux [GENTIL 84]. 1l existe actuellement; plusieurs

méthodes d'analyse de données qui se distinguent les unes des autres par le type de variables .

qu'elles traitent et par le choix de la métrique utilisée pour évaluer les couplages et les inerties du
_systeme. De telles méthodes peuvent se ranger en trois catégories :




- celles qui servent a "visualiser” les données, c'est-a-dire les présenter d'une fagon qui
facilite la décision intuitive ;

- celles qui servent & "expliquer”, c'est-a-dire permettre d'estimer la valeur d'une variable
en fonction d'autres appelées variables explicatives [LABORDERE 77] ;

- celles qui servent 2 structurer ou organiser les différentes composantes du systéme.

Dans tous les cas, le choix d'une méthode se justifie par l'objectif visé€ par I'analyse et
la nature des données 2 traiter.

Nous présenterons ci-dessous, quelques unes des principales méthodes d'analyse des
données qui peuvent €tre utilisées €galement comme outil d'analyse structurale d'un systéme
complexe en vue de dégager ses caractéristiques importantes. Nous aborderons successivement
l'analyse en composantes principales, 1'analyse des correspondances (appelées généralement
méthodes factorielles), la régression lin€aire, I'analyse canonique et quelques techniques de dé-
composition. Sans vouloir nous étendre en de longs développements qui dépasseraient le cadre
de ce travail, signalons toutefois que ces méthodes ont fait I'objet d'un grand nombre de tra-
vaux, dans les domaines les plus variés [BERTIER 75] {CAILLIEZ 76] [BENZECRI 80]
[VOLLE 82].

II1.1.1 Analyse en composantes principales

On dispose d'un tableau initial de données de dimension N.L. qui peuvent étre repré-
sentées par un nuage de N points dans l'espace R des variables qui sont essentiellement des
variables quantitatives. La représentation de 1'ensemble des points ne peut se faire, dans un es-
pace de dimension importante, on cherche alors une visualisation dans un espace de dimension
réduite, facilitant ainsi I'interprétation de la quantité d'information présente dans ces données. 11
s'agit de trouver un espace ¥ (K < L) occasionnant le minimum de perte d'information
(I'information est mesurée par l'inertie du systéme). On procede alors comme suit :

- on cherche une droite telle que 'inertie du nuage par rapport A cette droite soit minimum.
Elle constitue le premier axe principal, le nuage est alors représenté par la projection des
points sur cet axe ;

- l'opération est répétée dans RL, on obtient alors sur le deuxiéme axe et un nouveau
nuage projeté dans R2.

Les facteurs principaux sont des nouvelles variables obtenues 2 partir des variables ini-
tiales de la maniére suivante :




N
Y, = Z Yi1 X; : telle que la variance de Y, soit maximum
i=1 (1.20)

N
2 Y2 X,

i=1

Y,

Y, orthonormale et non corrélée a Y| et telle que la variance de Y, soit maximum et ainsi de
suite.

Les facteurs principaux et les axes principaux sont li€s. Les facteurs principaux sont les
variables selon lesquelles la dispersion de I'ensemble d'échantillonnage est maximale. On peut
vérifier également que ces facteurs principaux constituent des vecteurs propres de la matrice de
variance-covariance des variables du syst¢me.

II1.1.2 Analyse factorielle des correspondances

Cette méthode s'applique essentiellement a des tableaux de contingence croisant deux
ensembles de modalités. C'est une méthode basée sur I'utilisation de la métrique du xz, et per-
met de décrire la dépendance entre variables qualitatives. Le choix d'une telle distance est lié
principalement 2 la notion d'équivalence distributionnelle. En effet, 1'agrégation de deux lignes
ou deux colonnes des tableaux n'occasionne aucune perte d'information si celles-ci présentent
les mémes profils et ne modifie pas par conséquent les résultats de 1'analyse. Signalons, toute-
fois que cette méthode est la plus puissante des méthodes de 1'analyse des données et fournit
des résultats clairement interprétables [VOLLE 76, BENZECRI 80]. Nous comparerons cette
méthode avec une approche que nous développerons au chapitre III.

IIL.1.3 Régression linéaire

On considere deux sous-ensembles de variables X et Y € ‘H3) entre lesquels on dési-
re analyser les relations. On note Yj,i € {1, ..., N} les variables & expliquer et

Xj,ie {1,...,N},je (1, ..., M}
les variables explicatives. Sous I'hypothese de l'existence de relations linéaires entre elles, on
cherche (N+1) scalaires a; ; i =0, ..., N tel que : -

Yi-(p+a; Xl +a X2+ ... +an XM) (1.21)
estminimum Vie {1,..., N}

D'une maniere générale, ceci peut s'écrire avec une notation vectorielle comme suit :

trouver a € IRN*1 tel que Il Y - X, |l est minimum.




La qualité de la représentation de Y par X, peut &tre mesurée a I'aide de l'indice :

I Xall
Ny i

III.1.4 Analyse canonique

A partir du tableau initial de données, on extrait deux catégories de variables YT = (Y 1
Y2, ..., Yp)et XT=(Xy, Xs, ..., X4) entre lesquelles il s'agit d'analyser les relations. On cher-
che une forme linéaire des Y; :

o4 = (Y, 8)= 24,

(espace des formes lin€aires de dimension p) et une forme linéaire desXy :

q
Bi = (X,b) = 2 bX,
R=1

(espace des formes linéaires de dimension q) tels que «; et Bi ont une corrélation maximum.
La procédure de recherche des q; et b; peut étre formulée comme suit :

- trouver a; € RP et by € RY tels que :
- la corrélation entre o et 3, est maximum sous la contrainte :
-var (o) = letvar (By) =1

- trouver a3 € IRP et by € [R9 vérifiant les conlitions précédentes ainsi que les condi-
tions de non corrélation :

Cor (01,02) = 0 et Cor (B1,p2) =0 1.22)

Une telle procédure peut &tre répétée au plus p fois (p < q), les o et B; sont appelés va-
riables canoniques associées aux variables Y; [resp aux variables Xy].

La plupart des méthodes précédemment décrites utilisent I'hypothése de linéarité des re-



lations entre variables. Par ailleurs, chaque méthode est en général adaptée a un type de syste-
me. En effet, selon la nature du tableau de données (homogene, hétérogeéne, de contingence, bi-
naire, préférence, ...), la nature des variables mises en jeu (quantitatives, qualitatives, ...) et
l'objectif escompté, il convient d'appliquer la méthode qui s'avere la mieux appropriée.

L2 I ls de la théorie de I'inf N
I11.2.1 Introduction

La théorie de l'information (T.1.) est née en 1948 avec les travaux de C.E. SHANNON
[SHANNON 48] et de N. WIENER qui ont connu d'emblée un retentissement considérable.
Congcue initialement pour I'étude de la transmission des messages émis par une source a un ré-
cepteur 2 travers un canal soumis au bruit, celle-ci a connu un développement rapide et fécond
[SLEPIAN 74]. De nombreux travaux ont été consacrés a cette théorie, qui ne sont en définitive
qu'une exploitation et extension des travaux proposés par SHANNON, HARTLEY, WIENER
et NYQUIST. Cette théorie a subi plusieurs mutations, de grandes voies se sont dégagées prin-
cipalement dans les trois domaines suivants :

a) Communication : Dans ce cas, on étudie les phénomenes liés & I'acheminement des
signaux, aux organes de transmission, aux fonctions de modulation, de détection, ... etc. Pour
une étude bibliographique, voir (WYNER 81}, [OSWALD 86].

b) Mathématique : La T I est vue sous un angle plus abstrait. Dans le cadre de la théo-
rie de la mesure, de l'information relativiste, plusieurs généralisations ont ét€ proposées soit au
niveau purement mathématique ou bien pour des applications particulieres. Nous citons parmi
ces auteurs : KAMPE DE FERIET, BENVENUTI, B. FORTE sur l'information généralisée ;
C. LANGRAND, J. LOSFELD, A. DUSSAUCHOY, J.P. BARTHELEMY, S. GUIASU
pour d'autres types d'informations que celles de SHANNON et enfin G. JUMARIE pour l'in-
formation relativiste. Pour une illustration de la liaison entre les diverses mesures d'informa-
tion, voir les colloques du C.N.R.S. sur la théorie de l'information et ses applications
(CACHAN, juillet 77), A.F.C.E.T. (Versailles, novembre 77), voir aussi [GUIASU 77]
[SALLATIN 79] [PICARD 78].

¢) Analyse des systtmes : Elle a pour objet I'étude des flux d'informations échangés
entre les différentes composantes du systeme. C'est dans cette optique que nous nous plagons
pour présenter des résultats relatifs a 'analyse des systémes dans l'esprit de I'Automatique.

Si la littérature consacrée aux deux premiers domaines a ét€ et continue d'étre abondan-
te, elle 'est par contre moins et reste assez limitée dans le domaine qui nous intéresse : 'analyse
structurale des syst¢mes. Les premiers travaux dans ce domaine sont diis essentiellement du
coté américain 8 W.R. ASHBY {56, 65, 69], R.C. CONANT [69, 70, 76], G. KLIR [1969,
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75, 76, 77] et A M. RICHETIN [1975], J. DUFOUR [1979], DUSSAUCHOY [1980],
V. TORO [1980] du cdté frangais. Ainsi, dans la plupart de ces travaux, on met en évidence les
notions relatives aux lois de transmission et d'évolution de l'information dans un syst¢me, on
étudie les relations qui existent entre la disponibilité de l'information et la capacité de contrdle et
de régulation d'un syst¢me. On distingue également les aspects de sélection, de blocage, de
transmission interne et externe des quantités d'informations créées ou relayées par le systeme.
Toutes ces démarches reposent sur des concepts de mesure d'information et d'entropie.

II1.2.2 Mesure d'information et entropie

Soit A un événement, sa réalisation apporte une quantité d'information et on note Ig(A)
ce nombre [AGGRWAL 74] tel que :

Ip(A) o (P(A)) - do (P(€2)) ol :

- Q : I'ensemble des événements élémentaires ®
- P(A) : la probabilité d'apparition de 1'événement A
- ¢ : une application de [O,1] dansIR* telle que ¢(1) 20

Par ailleurs, on sait que la réalisation d'un événement peu probable apporte beaucoup
d'information alors que la réalisation d'un événement trés probable (ou presque certain) apporte
peu d'information. C'est pourquoi, une mesure d'information doit étre une mesure décroissante
de probabilité. Toujours selon AGGRWAL [1974], Iy(A) vérifie les axiomes fondamentaux de
KAMPE DE FERRIET et FORTE. L'information Hy(X) fournie par la partition

X ={Ay, ..., Ap} est définie par :

H, () = 2L PAYLEA) = LPA)OEMA)-0() = LP;¢;-0(1)

i=1 1=1
PM=m.axPi

1
e si ¢(t)=(—t—-1)8(t—PM) ol !
d (t-Py,) : l'impulsion de Dirac au point P, -

Hy(X) s'écrit alors :

1 1
H, (x) = Zipi(Fi-l)a(Pi-PM) = Py(p--1) = L-Py



c'est I'entropie du Max que nous noterons :

Hyx) =1- max P; = 1-Py 1.23)

* si¢p()=-Logt , Hy(x) sécrit:

n

H, (0 = . -P,logP, (1.24)

i=1
c'est I'entropie de SHANNON

IIL2.3 Une autre approche pour la définition de l'entropie de
SHANNON d'une variable discréte :

Nous allons commencer ce paragraphe, par un exemple intuitif, sur la mesure de la
quantit€ d'information, que nous empruntons a J. OSWALD [1986]. Soit un systéme (S), capa-
ble de prendre L états différents, non équiprobables. Pour une configuration donnée correspon-
dant & N situations successives de (S), on distinguera n; fois 1'état S;, i = i, ..., L. Le nombre
de situations différentes P(N), d'ordre N s'écrit :

N

N!
PO = oo o avee E‘l"i =N

Or la définition de la quantité d'information conduit 2 évaluer le nombre de configura-
tions possibles par Log; P(N) [en désignant par Log, le logarithme 2 base 2]. Par ailleurs si N
est suffisamment élevé pour que les n; soient eux-mémes des nombres élevés et que 1'approxi-
mation de STIRLING soit valable, en remplagant Log N! par N Log N - N et Log n;! =n; Log
n; - n; et en tenant compte des relations précédentes, on peut alors écrire :

L
1 n; n;
— - . — -— 1.25
N Log P(N) 2 x Log N (1.25)

i=1

ny/N est la fréquence d'apparition de I'état S; pour un ordre N donné. Lorsque celui-ci
devient suffisamment €levé, la limite ny/N tend par définition vers la probabilité d'apparition de
I'état S; que nous noterons P;.

La quantité :
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1
2 PLogP] = lm LogP(N) = H (1.26)
1 N>

est appelée par OSWALD : densité diacritique du systéme 2 états indépendants quelconques, qui
représente également son gntropie. Elle mesure son indétermination & priori. Il est clair que les
renseignements que l'on extrait de (S) seront d'autant plus importants que son incertitude 2
priori est élevée. Par ailleurs, compte tenu de la fonction P Log P, les états qui apportent la
plus forte contribution a H, sont ceux qui présentent des probabilités, ni trop faibles, ni trop
élevées puisque le maximum d'une telle fonction est atteint pour P; = 1.

° 1niti 1 ‘entropie :

Dans la mesure ol chaque variable du systeme est défini sur 2, I'entropie peut étre vue
comme une fonction qui s'applique aussi bien aux variables ou groupes de variables de 3,
qu'aux partitions de Q.

Soit S : Q — Mg une variable discréte quelconque définie sur €2, et

PS=0)=P(S!(a))=P ({®:S(w) =a}) : probabilité de S = &, I'entropie de S
peut étre définie comme une application de KXY) dans'R, ou comme une application de!P(Q)
dansIR.

e H: PGS —>R
(L.27)
S — S HE)=-2P(S=a) Log(S=a)

a

e H: P(Q) —— R
(1.28)
Ps — H(Py) = - 2 P(S,) Log(S,)

o

avec H(¢) =0 -

Deux variables équivalentes donnent naissance a la méme partition de 2 et possedent la
méme entropie.

e Uni I'en ie :

L'unité dépend essentiellement de la base choisie pour le logarithme. Ainsi dans le cas
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d'une base 2, 'unité est alors le bit (binary digit) et correspond 2 I'entropie d'une variable pren-
nant deux modalités, chacune avec une probabilité 1/2. Dans le cas d'un logarithme nepérien
(base ¢), 'unité de H est exprimée en Nat (Natural unit). Certains auteurs préconisent l'utilisa-
tion du terme shannon pour la premiére unité et le logon pour la seconde unité, ainsi :

1 shannon = 0,69 logon
1logon = 1,44 shannon

Désormais, nous utiliserons le symbole Log pour désigner le logarithme a base 2.

I11.2.4 Les propriétés de I'entropie de SHANNON

L'entropie de SHANNON possede un certain nombre de propriétés qui rendent son uti-
lisation intéresante dans l'analyse des systémes.

-VSe BRY):HS) =0, HS) =0 < S =constante (1.29)
- Si S prend n modalités ¢;, chacune avec une probabilité P;
H(S) < Logn égalité dans le cas de I'équiprobabilité des modalités

-V 81,8 € P3) la propriété de sous-additivité s'écrit :

H(S; U S2) £ H(Sy) + H(S)) ...... 1.30)

avec égalité si S; et S sont statistiquement indépendants.
- La propriété de monotonicité s'écrit :
a)si X:Q > MxetY: Q — My sont deux variables définies sur Q alors :
X £ Y = HX)=2H®Y)

b) S—i $1, S, € P3) alors :

S1 € S2 = H(S)) < H(Sy) 1.32)

L'entropie de SHANNON vérifie également, les autres propriétés clasiques d'une en-
tropie :

- H(1) = 0 : une expérience ne présente pas d'incertitude si elle prévoit un seul résultat.
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-H(Py, ..., Pn) =H (P}, ..., Pn), j €tant une permutation de 1 a n. L'ordre ne doit pas
affecter l'incertitude d'un événement (symétrie).

-H(1/, ..., 1/n) < H( 1/m, ..., 1/m) si n < m : I'incertitude augmente avec le nom-
bre d'‘événements si ceux-ci sont équiprobables.

- H(Py, ..., Py, O) = H(Py, ..., Py) : une expérience qui prévoit un résultat de probalité
nulle n'augmente pas l'incertitude sur le systéme (extensibilité).

- H(Py, Po, P3, ..., Py) 2 H(P; + Py, Ps, ..., Py) : une expérience de dimension n a
plus d'incertitude que celle de dimension plus faible.

e lim H(P,1-P) =0 : continuité
p—0*
H L1 =1 : lisati

) (7 , 7) = . normalisation

IIL.2.5 Les propriétés de l'entropie de Max :

Nous allons montrer par la suite que l'utilisation d'une telle entropie peut conduire  la
mise en €évidence de certaines relations causales entre variables du systéme qui ne peuvent étre
prises en compte par l'utilisation de l'entropie de SHANNON. Ses propriétés sont les suivan-
tes :

- Propriété 1 : Hy (1) =0

- Propriét€ 2 : Hy (P1, P2, ..., Po) =Hm (Pj, ..., Pjy) V j une permutation de 1 an.
- Propriété 3:n<m = Hm(1/n, ..., 1/n) <Hpm( 1/m, ..., 1/m)

- Propriété 4 : Hu(Py, ..., Pp) = Hu(Py, ..., Pp, O)

- Propriét€ 5 : Hy (Py, Py, Ps, ..., Pp) 2 Hy (P1+P2, P3, ..., Pp), en effet deux cas
peuvent se présenter : “
. 8si P1+P; < Py alors : Hy (Py, Py, P3, ..., Pn) = Hu (P1+P3, P3, ..., Pn)
. si Py+P5 > Py alors : Hy (Py, Py, P:_;, <oy Py) = 1-Py > Hy (P1+P3, ..., Pp) =
1-(P1+Py)

- Propriété 6 : Hy (X U Y) < Hu(X) + Hu(Y)
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Preuve :

§ZlP1]=I=ZZPI+PIO+PJO-P

. = P. +P. -P.. -120
i#ioj#j()'] 1010 10 Jo

10Jo -

puisque 2 z,Pij 20, ceciestvrai Vige {1,...,n} et joe {1, ...,n}
i#ig j#ig

et particuli¢rementpour (i, jo) tels que Pio = max P, et Pjo = max P,
i i

dou: (- Pi()j) +(1- PijO) =21- PinO 21- PMij = HyXu Y)
HuX) + Hu(Y) 2 Hy(X UV Y)

L'égalité étant obtenue lorsque :

ZZPij =0 e P

. = P,,..
et et M ij
50 70 oio

- Propriété 7 : Hy (XUY) 2 max [Hu(X), Hu(Y)]
Preuve :

L.o= . < i . . < i . .
leo rr:f}xPlJ < mm(P‘O,PJO) < rnlxjn (PMl,PMJ)

l—PinO = l-mm(PiO, Pjo) = l-njljn Py » PMj) = max [ H(X) , H(Y) ]

Hy XUY) 2 max [Hm(X), Hu(Y)]
- Propriété€ 8 :

H 4 (P,1-P) = 0  (continuité)
P—0O"

- Propriété 9 :

1 1 1
Iz 7)) =3

Nous constatons que Hy vérifie la plupart des propriétés classiques. Seule la I;ropriété
de normalisation ne se trouve pas vérifiée par une telle entropie. Or ceci ne pose aucun probleme
particulier étant donné qu'il est toujours possible de normaliser une grandeur en la multipliant

par un coefficient approprié.

II1.2.6 Entropie d'une variable continue

Une variable x, & un instant t donné, peut prendre toute valeur comprise dans un certain
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intervalle (fini ou infini) et obéit  une loi de probabilité de densité P(X). L'extension de la no-
tion d'entropie aux variables continues a été introduite par SHANNON. Sous I'hypothese de la
stationnarité du systeme, l'entropie d'une variable 2 un instant donné ne dépend pas du temps.
Notons x, une telle variable obéissant 2 la loi P(x) telle que :

Prob [x < x, <x+dx] =P(x) dx

Dans le cas discret, 1'entropie s'écrit :
Zi P, log P,

il parait naturel, avec SHANNON, de passer 2 la limite, et d'écrire dans le cas des variables
continues :

+ oo

He (x) = -J P(x) . Log P(x) dx

- oo

1. 33)

+ co

avec J Px) dx =1

- 00

condition qui exprime le fait que p(x) est une loi de probabilité. Or d'un point de vue mathéma-
tique, une telle condition ne suffit 3 garantir la convergence de l'intégrale précédente. Toutefois,
cette convergence est assurée sous certaines conditions concernant P(x) [OSWALD 86].

Quelle interprétation physique peut-on associer a l'expression (I.33). Prenons deux
simples exemples : (P(x) successivement un échelon borné et une loi normale centrée).

a)
- l)()“l O <_ X <_ A

0, pour x<0 et x>A

Le calcul de l'entropie dans ce cas s'écrit :
He (x) =Log A

Selon les valeursde A (=1, ‘< 1), une telle entropie peut &re 2 0 ou < 0.
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b) une loi normale centrée :

=)
exp(-—
oV 2n 2 62

P(x) =

Le calcul de I'entropie continue donne :

Ho(x) = Log(o/2me)

La encore, selon les valeurs de o,

1 1
> , <
( V2rne V2rne )
Hc(x) peut étre > O ou < 0. Quelle interprétation physique peut-on donner 2 une entropie nulle

ou négative ? D'autant plus qu'une autre difficulté apparait lorsque x subit une transformation (x
= g(z)) [OSWALD 86]. En effet, dans ce cason a :

He (0 =- | P [g(2)] Log P [g@)] dz L34)

qui differe de :

He(x) =- .[ P [g(z)] Log P [g(2)] g'(2) dz

OSWALD dit a ce propos "Une relation telle que He(x) = Log A fait dépendre la quan-
tit€ d'information résultant de la connaissance des états du systéme de la valeur absolue A de
I'amplitude du phénomene. Or, il est clair que le volume d'une émission sonore (au sens des
acousticiens) est sans corrélation avec 1'information transportée, de la méme fagon, changer la
dimension des lettres d'un texte ne saurait en modifier la teneur ou le sens". il en est de méme
pour ROUBINE [ROUBINE 1970] qui s'interroge sur l'intérét d'étendre aux systémes conti-
nus la notion d'entropie. Or SHANNON justifie une telle extension en affirmant que c'est un
outil de calcul commode, et dont les difficultés disparaissent lorsque on fait apparaitre l'informa-
tion mutuelle entre variables ou sous-systemes corrélés. En effet, dans ce cas, l'information mu-
tuelle fait intervenir le calcul de deux entropies dont les valeurs négatives de l'intégrale s'élimi-
nent par soustraction et on obtient alors la propriété de positivité de 1'entropie. Enfin, le calcul
de I'entropie d'une variable continue par discrétisation est essentiellement pragmatique et n'est
pas sans inconvénient et impose des choix judicieux pour que cette discrétisation n'affecte pas
les résultats de 1'analyse [DUFOUR 79]. Par ailleurs H(x) apparait, 2 un coefficient prés,
comme un estimateur de He(x) [YVINEC 78].
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II1.2.7 Pourquoi s'intéresse-t-on a I'entropie de SHANNON ?

L'entropie de SHANNON a ét¢ utilisée avec succes dans le domaine des télécommuni-
cations, et en particulier dans les problémes de codage, et dans bien d'autres domaines tels que
l'analyse des données, classification, reconnaissance des formes, questionnaires, ... etc. Or,
dans un soucis de généralisation de 1'entropie de SHANNON, ou bien pour des problémes bien
particuliers, certains auteurs ont proposé d'autres entropies dont les plus connues sont résumées
dans la liste ci-dessous.

+ a) Entropie de RENYT :

1 n
H®,,...,P,) = 1— Log [21‘, P ) (1.35)

T

avec r une constante différente de I'unité et

lim H (P, ... ,P ) = Hg(P,,...,P ) : entropie de Shannon

r—l

H; est considérée comme une généralisation de l'entropie de SHANNON.

b) Entropie de DAROCZY (ou entropie d'ordre 8) :

Hy (..., P,) = . (Z P?l)

A ANE

_ (1.36)
savec B=1 et
e lim HB(PI,...,PH) = Hg(P,,...,P)
B -1
c) Entropie NORMEE :
1/R
R ; 1.37
HR(Pl""’Pn)=§__'I 1- ZI,PF , avecR=#1 (1.37)
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d) Entropie hyperbolique :
S 1
H, (P, ,...,P ) = 21, 51 (1.38)

¢) Entropie de SHARMA-AUTOR :

P.
_ i
Hf(Pl,...,Pn)_%,(P1+...+Pj)f(m) (1.39)
f) Entropie du type o, 8 :
n
2, pP (.40)
1

1
Ha,B(Pl,...,Pn) = -—2-—Log

n
>
1

On constate que dans I'ensemble de ces entropies, on fait apparaitre & chaque fois un
parametre dont le choix reste toujours arbitraire. Dans tous les formalismes mathématiques con-
duisant & ces entropies, aucune signification physique n'a été donnée pour de tels paramétres si
bien que I'utilisateur se trouve confronté au choix de I'entropie la mieux adaptée a son analyse.
En effet, comme le dit G. JUMARIE [1978] a propos de I'entropie de RENYI "Il n'y a absolu-
ment rien dans le formalisme mathématique conduisant & Hy, qui permette de préciser d'une
fagon ou d'une autre la signification concréte de r si bien que le technicien ne dispose d'aucun
critére systématique de choix lui permettant de préférer H; 2 Hg, ou vice versa, dans un proble-
me réel de transmission de message".

Le méme probléme se pose pour I'emploi de telles entropies dans 1'analyse structurale.
En effet, celles-ci ne vérifient pas toujours la propriété de la sous-additivité et ne peuvent fournir
des indices de couplage, ... etc. facilement interprétables. C'est pourquoi, nous utiliserons dé-
sormais l'entropie de SHANNON, puisque celle-ci ne fait intervenir aucun parameétre particu-
lier, vérifie la propriété de la sous-additivité et conduit a des indices dont l'interprétation se trou-
ve aisée. Nous l'utiliserons quelquefois conjointement avec l'entropie du Max, pour analyser
les couplages entre variables ou sous-systémes du systéme global.




IV - APPLICATION DES OUTILS DE L'ANALYSE DES DONNES ET DE LA
THEORIE DE L'INFORMATION A L'AUTOMATIQUE

L . H ] P

Nous ne ferons pas ici une description détaillée de telles méthodes pour une présenta-
tion approfondie, on pourra se reporter aux ouvrages spécialisés [BENZECRI 80] [SAPORTA
78] [L. LEBART 82]. Lorsque, on est amené 2 analyser un systéme 2 travers ses données,
deux objectifs principaux peuvent étre visés :

- recherche de structures : aspect décomposition ;
- recherche de relations fonctionnelles : aspect modélisation.

Les méthodes que nous avons présentées au paragraphe III-1 répondent en partie i ces
deux objectifs. En effet, dans le premiers cas, on fait appel aux méthodes factorielles (analyse
en composantes principales et 'analyse des correspondances), dans le second cas, les méthodes
de régression et d'analyse canonique apportent une réponse 2 cette nécessité.

IV.1.1 L'apport des méthodes factorielles

a) Analyse en composantes principales : On dispose d'un ensemble d'observations re-
cueillies sur le systtme. La masse importante des informations a traiter constitue un obstacle
pour leurs exploitations. Pour dégager les caractéristiques importantes des informations que re-
celent ces données, une projection de 1'ensemble des points représentatifs du systéme dans un
espace de dimension réduite est alors opérée. La meilleure représentation est celle qui conduit au
nuage projection le plus proche du nuage initial. La qualité de la projection est mesurée par le
rapport des inerties des deux nuages. Cette méthode permet donc :

- de mettre en évidence les proximités entre variables qui peuvent se traduire en termes de
dépendance entre cellesci ;

- de faire apparaitre les relations suivant la hiérarchie de leur importance [DUFOUR 797 ;

- dans le cadre d'une modélisation, de donner une vision synthétique de I'information ob-
tenue sur le modele et de faciliter le dialogue et la critique des modeles complexes élabo-
rés par des équipes pluridisciplinaires [GENTIL 84] ;

- une interprétation facile d'emploi pour l'organisation, la structuration des données tout
en soulignant leur ressemblance ou dissemblance.

Enfin, une telle méthode peut étre utilisée conjointement avec d'autres aproches pour
faciliter les aspects décomposition et modélisation des systémes complexes.

I-29 -




b) L'analyse factorielle des correspondances : Cette méthode se distingue de la précé-
dente par la nature des tableaux qu'elle traite (tableau de contingence) et utilise la métrique du %2
au lieu de la distance euclidienne. Elle tient compte du caractére probabiliste des données et la
symétrie existant entre les lignes et les colonnes. Le choix de la distance du x? est 1ié au principe
d'équivalence distributionnelle. Le regroupement de deux lignes de méme profil s'opére sans
aucune perte d'information. La représentation du nuage de points associé au systéme, sur les
axes factoriels les plus significatifs conduit 4 des résultats interprétables lorsque ceux-ci posse-
dent une structure facilement identifiable. Méme si certaines interprétations paraissent
"évidentes" au premier coup d'eil, il est indispensable d'utiliser les "aides & l'interprétation"
qui doivent &tre éditées conjointement avec les résultats obtenus [VOLLE 76] et permettent de
tirer le plus grand profit possible de I'analyse. Les aides a I'interprétation peuvent étre de natu-
res diverses :

- liste des valeurs propres, le pourcentage de la variance totale expliquée par chaque axe
ainsi que le cumul de ces pourcentages ;

- un tableau faisant apparaitre pour chaque variable sa contribution a l'inertie totale, sa
contribution a l'inertie expliquée par le premier axe ;

- la qualité de la représentation, ... etc.

Par ailleurs, si la forme du nuage projeté sur le plan factoriel peut étre décomposé en
"paquets"”, cela signifie que le tableau de contingence peut étre scindé en autant de correspon-
dances que de paquets. Ceci conduit naturellement  analyser séparément des sous-tableaux ob-
tenus par décomposition du tableau de contingence initial. Cette fagcon de procéder rejoint la no-
tion de décomposition des systémes en sous-systemes faibles couplés et autorise l'application
des méthodes de modélisation par modeles partiels, commande décentralisée, commande hiérar-
chisée, ... etc.

IV.1.2 L'apport des méthodes de régression :

Appliquées a notre domaine, celles-ci peuvent étudier les relations d'entrée-sortie d'un
systeme linéaire. Autrement dit, ils peuvent nous renseigner sur l'intensité des liaisons linéaires
entre variables et groupe de variables du syst¢me. Par ailleurs, de nombreux modeles
non-linéaires se rameénent facilement au modele linéaire par des transformations simples
[SAPORTA 78]. Ainsi par exemple, le modele entrée-sortie Y # o XB utilisé en économétrie
(élasticité constante de Y par rapport a X, B8 coefficient d'élasticité) peut se ramener 3 un modele
linéaire, en posant U = Log Y et V = Log X, et s'écrit : U # Log o + BV. Il en est de méme
pour un modele logistique souvent utilisé pour rendre compte des variations d'un taux de ré-
ponse Y (compris entre O et 1) en fonction d'une "excitation” X :
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o+BX
e B

Y # ————  se linéarise en posant
1+ emﬁx

Y
U = Logi_—Y etdevient U # o+BX

Enfin, nous retenons que cette méthode utilise un modele linéaire (ou linéarisable) pour
décrire certains aspects de dépendance entre variables aléatoires (ou entre variables aléatoires et
variables certaines) et pour tester certaines hypothéses concernant cette dépendance.

1V.1.3 L'apport de I'analyse canonique

Cette approche constitue une généralisation de 1'approche précédente, dans la mesure
ot I'on tente "d'expliquer” un groupe de variables au moyen d'un autre groupe de variables.
Elle cherche par conséquent, & synthétiser les inter-relations existant entre deux sous-ensembles
de variables en cherchant les combinaisons linéaires des variables du premier sous-ensemble les
plus corrélées a des combinaisons linéaires des variables du second sous-ensemble [LEBART
75]. Cette méthode peut étre utilisée pour analyser également les relations entrée-sortie d'un sys-
téme complexe et constitue une aide précieuse pour dégager un ensemble minimal de variables
caractérisant le comportement de ce systeme. Par ailleurs, 1'application de cette méthode a diffé-
rents jeux de variables permettrait de suivre la structure d'un systéme complexe au cours du
temps en analysant les données sur des horizons successifs [DUFOUR 79] [STAROSWIECKI
79, 81].

La plupart des méthodes précédemment décrites se basent sur I'hypothése de linéarité
des relations liant les variables du systéme. Chacune d'elles est adaptée a un certain type de va-
riables (quantitatives, qualitatives, ... etc.) et posséde sa propre spécificité. Nous sommes ame-
nés parfois & pratiquer différentes analyses, du méme tableau, pour ressortir les résultats es-
comptés. C'est pourquoi, nous allons utiliser les outils de la théorie de l'information qui se pré-
tent bien 2 I'analyse des systémes.

Nous allons faire une synthése des principaux résultats de la théorie de 1'information
(T.1.) applicables a l'analyse structurale des systémes. Nous montrerons ensuite que cette ap-
proche posséde certains avantages, que nous essaierons de mettre en valeur. '

IV.2.1 Les transinformations

La propriété de sous-additivité de I'entropie formulée par :
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V81,852 P(X) : H(S1U S, € H(Sy) + H(Sy)

est interprétée par le fait que dans H(S;) + H(S;) apparait deux fois la méme quantité d'infor-
mation se trouvant aussi bien dans S; que dans S2 et supposée comme ayant été transmise.
Pour mesurer une telle transmission (ou échange) d'information, on définit de fagon classique a
partir de 'entropie :

a) La Transinformation Interne :

I: PE)——R
. . 141
S —— I = X H(X,)-H(S) (4D
XiES

relation qui s'interpréte également comme la quantité d'information échangée i l'intérieur d'un
sous-systéme constitué d'un groupe de variables du systéme global.

b) La Transinformation Externe définie par :

L

I :P(PE) ——>R

o k k
R =(R,R,y,....R,) ——— I (R) = 2, H(R,) - H( U R,

i=1 i=1

) (1.42)

relation qui mesure la quantité d'information échangée ou transmise entre plusieurs
sous-systémes (ou groupes de variables).

Les relations, entre transinformations internes, externes et 1'entropie vérifient certaines
propriétés intéressantes que 1'on donne ci-dessous.

IV.2.2 Les propriétés des transinformations

Celles-ci sont, en grande partie formulées par ASHBY [1965-69] dans le cas ot H est
une entropie et généralisées pour d'autres fonctions (semi-valuation monotone ou non,
semi-modulation positive monotone ou non) par Z. ABID [1979] et V. TORO [1982].

- Propriété 1 :
-VR={Py,...,P} € PCRY))
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TRi:Ryi...RY 2 0 (1.43)
VR e A3 : IR) 2 0 (1.44)

Cette propriété indique que la transinformation aussi bien interne qu'externe est tou-
jours positive. Elle ne s'annule que dans le cas ol les variables (ou groupes de variables) sont
indépendantes entre elles. Ceci constitue un avantage non négligeable lorsqu'il s'agit d'analyser
les relations entre variables ou groupes de variables pour une décomposition ou modélisation du
systéme.

Propri€i€ 2 :

i

VR,R' € P(P3)), R c R

© [
eI R) £ IR) (1.45)

> <
e IR)=0 =>I(Ri:Rj)=0 \1Ri,Rj € R
(1.46)

La premiére affirmation signifie que l'information totale véhiculée par un syst¢éme ne
peut que diminuer si I'on supprime certaines de ses composantes.

La deuxie¢me affirmation signifie que si l'information échangée globalement entre les
différents sous-systémes est nulle, alors il n'y aura aucun échange d'information entre ces
sous-systémes pris deux a deux. Par ailleurs, on peut remarquer que la réciproque n'est pas
vraie. C'est pourquoi, l'analyse des couplages deux a deux s'avere parfois inopérante dans la
mise en évidence des relations structurales.

Propriété 3 :
VS, S e B3, S'c S,ona:
o e (L.47)
esi I(S') £ I(S
«

esi IS)=0 = I(X.:Xj)?l({Xi,Xj})=O ‘V'Xi,XjeS

R

(148)

L'interprétation d'une telle propriété est similaire a la précédente. En effet, dans ce cas,
on s'intéresse a I'échange d'information a l'intérieur d'un sous-syst¢éme (niveau local) contrai-
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rement au cas précédent ol l'on met en évidence I'échange d'information entre sous-systémes

(niveau global). On constate également que la réciproque de la deuxi¢me affirmation n'est pas
vraie.

Propriété 4 : Soient S1, S, ..., S« € PX)ona:

r+1

“ o ef T k (1.49)
e I(8;:8:...:8) = I(SI:SZ:...:SI)+I(USi: ) Si) v
1

Ld
+1 (S, .y :8), Vr=2,..,k2

«> « L4 I

€«
et T(S;USU L U8, iS5 )

Cette propriété met en évidence la possibilité d'une décomposition de l'information
transmise entre sous-systémes.

Propriété 5 : V la partition S = {81, S2, ..., Sx} € IP(Z) ona:

o k . o
I(S;:8,:..:8) + X I(S,) =cte=1(X;:X,:...:Xy) (1.50)
i=1

L'information totale transmise dans un systéme peut étre décomposée en information
transmise au sein des sous-systémes (transinformation interne) et information transmise entre
sous-systémes (transinformation externe). Cette relation est analogue a celle donnée par le théo-
réme de Konig-Huygens relatif a la décompbsition des moments d'inertie, utilisée en mécanique
classique et en Analyse des données.

Propriété 6 : SoientR = {Ry,...,R,} et S$={S;,...,8} € IP(X) ona:

IR 21(S). (1.51)
R<S = r o, k o
21: IR;) < 21: I(S;) (1.52)

Plus la décomposition du systeme est fine, plus la transinformation entre les

sous-systémes augmente et par conséquent la transformation a l'intérieur des sous-systémes
diminue.




Propriété 7 :

VR={Ry..,R; ... R} ... Rk} € FT)

et soitR' = {Ry, ..., RjUR;, ..., Ry} € PZ) ona:

IR)=IR)-1(R;:R) (1.53)

Le regroupement de deux sous-systémes diminue la transinformation externe d'une
quantité égale a celle qui existe initialement avant regroupement.

Propriét€ 8 : SoitR'={Ry, Ry, ..., R\S, S, ..., Re}l,avec SR, S#R;, S# 3,
card (R;)) 22ona:

Ld

o o (L.54)
IR) = IR +IR\S:S)

Lorsqu'on décompose un sous-systéme en deux sous-systémes, l'information totale
entre sous-systémes initiaux augmente de la méme quantité que celle générée par I'opération de

décomposition.
1V.2.3 Entropie et transinformation conditionnelle
IV.2 3.1 Définitions
SoientX,Y € ‘HT),onavu que: IX:Y) = HX) + H(Y) - HXUY) mesu-
re la quantité d'information échangée (ou transmise) entre X et Y. La question qui se pose est

celle de savoir comment évaluer 1'information qui reste & connaitre sur Y une fois que X est

connu. La réponse 2 cette question est simple : I'information restant dans Y, apres la connais-
sance de X est donnée par :

H(Y) - I(X:Y) = H(Y) - HX) - H(Y) + HXUY) = H(XuUY) - HX)
ceci nous conduit & définir 1'entropie X conditionnelle par :
VY e RY):

H(./X) : PEC)— R (L.55)
Y —— 5 H(Y/X)=H(XuUY) - HX)

En termes d'information, cette relation interpréte comme la quantité moyenne d'infor-
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mation que fournit encore Y lorsqu'on rend constante la partie du systéme concernée par X
[ASHBY 65]. C'est aussi la quantité d'information qui reste A connaitre sur 'ensemble des va-
riables Y, une fois que I'on poss¢de déja l'information fournie par X. Par ailleurs, nous pou-
vons €crire une expression intéressante de H(Y/X) qui nous servira pour procéder a des analy-
ses locales. En effet, si on note Mx = {a;, i=1, ..., n} et My = {P;, j=1, ..., m} les ensembles
de modalités de X etde Y avec

Pi=PX=0a;), Pj=P(Y =8y, Pj=PX =0, Y = B;) et Py; = P(Y = ByX = a;) alors
H(Y/X) peut s'écrire :

H(Y/X) =HX v Y) - HX)
=-22 P;; Log Py - > P, LogP; = P3P P;j Log Py,
i j i i

= z Pi.[ 2 P;,; Log Pj/i] = z P, H(Y/X =a;)
1 ] i
n

2 P(X=a;) H(Y/ X =a;)
=1 (156)

Ainsi, H(Y/X) l'entropie globale de Y sachant X est la somme de n entropies locales
H(Y/X =) ;i=1, ..., n; pondérées par leurs poids respectifs. C'est la quantité moyenne
d'information restant a évaluer sur 'ensemble des variables Y, lorsque l'information fournie par
I'ensemble des variables X est connue. Ainsi par exemple, dans une machine a courant continu
oll sont mises en jeu des variables comme la tension d'induit U, le courant d'induit I, le courant
inducteur i, vitesse de rotation N, ..., H(U . I/i.N) serait la quantité moyenne d'information
que I'on peut encore extraire de U et de I lorsque le courant d'exitation et la vitesse d'entraine-
ment sont constantes. Cette possibilité de "garder" constantes ou de "fixer" certaines variables
du syst¢me peut €tre mise a profit aux moyens des transinformations X conditionnelles que 1'on
peut définir par :

I PO — R

Y —— 5 L(Y) = 2 H(A/X) - H(Y/X) . (157)
AeY

L d

Iy :P(PE)——R

o k k (1.58)
R={R,....R }J——— Ix®) = 2 H(R/X) - H( v Ri/X) '

i=1 i=1
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Ces deux quantités mesurent les transinformations lorsque 1'ensemble des variables est
fixé. Ceci débouche sur la définition de la transinformation directe [ASHBY 65] qui s'écrit dans
le cas ou I'on conditionne celle-ci entre deux variables avec le reste du systéme :

«>

Ip(X:X;) = IZ\(Xi.Xj}(Xi:Xj) (1.59)
H(Z\Xi) + H(Z\Xj) - H(Z\{Xi,Xj}) -H(Y)

En termes d'information, cette quantité mesure la transmission d'information directe
. entre X; et X; sans passer par les autres variables du syst2me. Cette expression peut étre naturel-
lement généralisée pour le cas multi-dimensionnel, c'est-a-dire :

VX, Y € P3)ondéfinit : (1.60)

[ g

Ip(Y:X) = ?z\{x'Y}(Y:X) = H(Z\X) + H(Z\Y) - H(I\(X,Y}) - H(Z)

relation qui s'interpréte également comme la quantité d'information qui transite direc-
tement entre les variables vectorielles X et Y sans passer par l'intermédiaire des variables consti-
tuant le reste du systeme. Une telle relation peut étre utilisée en modélisation ou en décomposi-
tion des systémes et posséde certains avantages et certains inconvénients que nous préciserons
ultérieurement.

2.3.2 ropri Y ! iti
inf; ”

Nous énumeérons quelques propriétés classiques de ces fonctions :
Propriété 1 : VX, Y € B3):
0 <H(Y/X) < H(Y) 1.61)

En effet, 1a connaissance d'un groupe de variables du systéme ne peut que diminuer
l'incertitude sur n'importe quel autre groupe de variables du systéme.

Pour les deux cas limites, on a :
- H(Y/X) = H(Y) indépendance totale entre Y et X.

- H(Y/X) =0 : signifie que la quantité d'information qui reste a connaitre est nulle.
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Propriété 2: VX, Y, Z € P3), YcX,ona:
H(Y/Z) < H(X/Z) (1.62)

Cette propri€té exprime le fait que H étant une fonction monotone par rapport 2 l'inclu-
sion H(./Z) I'est également.

Propriété 3: VX, YZ e P3) : Z cXona:

H(Y/Z) 2 H(Y/X) (1.63)
L'incertitude sur un groupe de variables diminue lorsque la connaissance sur les autres
variables du systéme augmente.

Propriété 4: VX, X, Y,Y' € T(Z) X' cX,YcYona:
L d >

1(X:Y) € 1(X:Y) (L64)

Cette propriété signifie que plus la dimension des sous-sytémes augmente, plus 1'échan-
ge d'information entre eux devient important.

IV.2.4 Le principe de conditionnement uniforme [GARNER 56,
ASHBY 65]

Ce principe appelé quelques fois sous indexation uniforme utilise les concepts de l'en-
tropie et de I'information conditionnelles. Un tel principe peut étre énoncé comme suit : "Si I'on
conditionne avec le méme ensemble de variables, tous les termes d'une identité valable pour H
= entropie, qui contient H ( ), H( / ), I, Iy, I, I3 on obtient & nouveau une identité valable
pour I'entropie (le double conditionnement étant équivalent au conditionnement avec l'union)".
En effet, toutes les affirmations précédentes valables pour 'entropie peuvent €tre obtenues apres
conditionnement. Ainsi par exemple : V X, Y,Z ¢ FZ)

) HXuY) < HX)+HE) : HXuY/Z) 2 HX/Z) + HY/Z) (1.65)
DICY:X)=HY)-HX/X) : IY:X)=HX/Z)-HX/XuUZ) (1.66)

L'utilisation du principe de conditionnement uniforme doit €tre faite avec prudence,
ainsi par exemple :



H (Y UX)=H(X) + H(Y) = HXYUX/Z)=HX/Z)+H (Y/Z) (1.67)
peut ne pas étre vérifiée.

En effet X et Y sont statistiquement indépendants, l'entropie de leur union conditionnée
par Z est inférieure ou égale  la somme des entropies de chacune d'elles conditionnées par le
méme sous-ensemble Z. Ceci provient du fait que (1.67) n'est pas une identité.

HXuY)=HX)+H(Y) = HXuUY/Z) £ HX/Z) + H(Y/Z). En effet, on
peutbien avoir: I(X:Y)=0etlzX:Y) 2 0

Pour bien illustrer ces éventualités, prenons un simple exemple :
Soit le tableau de données ci-dessous (fig. 1.2)

2={X;i=1,...,7)
Sion pose: X = {X,, X3, X4}
Y= {X29 XSa X6}

= {X7}

Le calcul des différentes entropies donne :

X X% %y XsXe %g
H(X) =232, H(Y) =1, HXUY)=3.32, HZ)=1 e LA
: Wil1110010
H(X/Z) = 1.52, H(Y/Z)=0.97, HXUY/Z)=232 doi ®2[1 001101
W3]1101011
W411011100
HOXUY) =3.32 = HOO + H(Y) mais HXUY/Z) =232 < s T T 010
[HX/Z) + H(Y/Z)] = 2.49 W6]001 1101
deméme:I1(X:Y)=0 alorsque Iz(X:Y)=0.17 710111011
> Wl0000100
W9i0100011

Fig. 1.2

IV.2.5 Interprétation graphique d'un systéme-:

11 est possible d'établir une analogie entre I'entropie et la théorie de la mesure qui per-
met sous quelques réserves une interprétation graphique [MILLER 63, TORO 82]. Comme
l'indique également E. ROUBINE [ROUBINE 70] : "les entropies sont des grandeurs positives
attachées a des ensembles, donc des mesures de ces ensembles”. Cette analogie permet de re-
présenter chaque variable, dans le cas d'une représentation plane, par une surface proportionnel-
le a son entropie. Comme le signale plus récemment J. OSWALD [OSWALD 86], si on note
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UX), 1Y), i(XNY), ... les mesures des ensembles X, Y, X U Y, ... on peut alors écrire :

- HX) = i(X) -HY/X) =p(Y)-p (X NY)
- H(Y) = w(Y) -IX:Y)=pXnY) (1.68)
-HXuY)=pXuY)

On peut illustrer cette analogie 2 1'aide de I'exemple ci-dessous, dans lequel chaque va-
riable est représentée par un cercle de surface proportionnelle A son entropie. La surface de I'in-
tersection entre deux cercles représente 'information transmise entre les deux variables mises en
jeu.

X Y

Fig. 1.3 : représenta-
tion graphique d'un
systeme 2 3 variables
X, YetZ.

D'apres le paralléle qui existe donc entre l'entropie et la théorie de la mesure, on peut
alors écrire que :

-HX)=a+b+c+e
-HXuY)=a+b+c+d+e+f
-HXUuYuZ)=a+b+c+d+e+f+g

-HEX/Y)=e +c¢
“HX/YUZ)=¢
- -HXUY/Z)=b+e+f

-IX:Y)=b+a
-IX:YuZ)=a+b+c
-IzX:Y)=b
-IX:Y:Z)=2a+b+c+d

Dans ce dernier cas, la surface a est comptée deux fois a cause de la présence de trois
variables. Pour un syst¢éme a N variables, celle-ci doit étre comptée (N-1) fois et correspond 2
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leur intersection ; de méme l'intersection de k variables, lorsque celle-ci existe, doit étre comptée
(k-1) fois, Vk e {2, ..., N}. Par ailleurs, dans la mesure ou l'analogie entre la théorie de la
mesure et 'entropie n'est pas totale, on peut se demander effectivement si  tout systéme réel,
on peut faire correspondre une représentation graphique et vice versa ? La réponse 2 cette ques-
tion a ét€ donnée en partie par TORO [1982]. En effet, celui-ci montre que :

- A toute représentation graphique correspond un systéme réel ;
- & tout systeéme n'a pas de représentation graphique.

En fait, ceci est dii essentiellement a la non-réciprocité de la relation (1.46). En effet,
nous allons montrer que si la réciprocité d'une telle relation n'est pas vérifiée, pour un syst¢me
donné, par l'utilisation de I'entropie de SHANNON, elle peut I'étre par contre par l'utilisation
de l'entropie de Max. La non réciprocité de la relation (I.46) est caractérisée par :

Vije (1,..,N}; i#j: IX;j:X)=0 mais IX;:X;:...:XN) >0etceci
quelle que soit l'entropie utilisée. En notant I(X : Y)s et I(X : Y)Mm les transinformations calcu-
lées respectivement a l'aide de 1'entropie de SHANNON et de I'entropie du Max, on remarque
que :

-siI(X:Y)s=0 alors IX:Y)M>0 (1)

(1.69)
-siIX:Y)m=0alors IX:Y)s >0 (2)
Preuve :
Notons Pio = max P, , Pio = max Pj et Pioio = max Pi’ j

1 J 1.

-Is(X:Y)=0 = HsX)+Hs(Y)=Hs(XUY) = P;=P;.P.j,Vij =
Piojo =Pio. P. jo d'out IM(X :Y) = Hu(X) + Hm(Y) - Hu(XLY)
= (1 - Pjo) + (1 - Pjo) - (1 - Pigjo) =1 + Pjgjo - Pio - Pjo = 1 + Piojo - PioPjo
= (1 - Pjo) (1 - Pjo) = HM(X) . HMm(Y) > 0 a condition que Hu(X) et Hu(Y) > 0
d'ou (1)

I(X:Y)y =0 = 2 2P, =0 et P

. +1 =P +P.
i%ig i*o ‘olo 0o

(O D0 o[ B Log?- Soiegn ][ B Lenn, - By tos,
i#ig 1#Jo
+Pi0j0 Log Pioio + jg}o Pioj Log Pioi + igo Pijo Log Pijo

d'ot (2)

I-41




Interprération : Si un syst®me n'admet pas une représentation graphique pour l'entropie
de SHANNON, cela n'exclut pas l'existence d'une telle représentation pour l'entropie de Max
et réciproquement. Nous allons présenter ci-dessous un systéme de quatre variables binaires,
pour lequel il n'y a pas de représentation graphique, dans le cas od on fait appel A I'entropie de
SHANNON et tel qu'il est possible de trouver une représentation pour l'entropie de Max.

Exemple : Soit le systtme combinatoire, défini par le tableau de données (fig. 1.4), et
correspondant 2 la fonction logique :

- L'utilisation de l'entropie de SHANNON conduit 3 :

.HXp)=1Vi=1,...,4 X XXX,
CHEXX) =2 Vizj 0110001
. H(XinXk) =3 Vi#j#k Moo 10
. HX1X2X3Xy4) =3 33 0100
X - .. 4101 11
AX;: X)) =0 V i# N B5]1 000
AX X 1 X =0 Voigzk Ws]l1 011
XX X3: Xy =1 0711101
Wgf1110
Fig. 1.4

L'examen de ces résultats montre 1'impossibilité d'effectuer une représentation graphi-
que puisque il faudrait 2 la fois quatre cercles isolés, chacun d'une surface égale 2 1, qui ne se
coupent pas et dont la surface totale doit &tre égale A 1. Par ailleurs, d'un point de vue physique,
cela veut dire que 1'état d'une variable est complétement déterminée par la connaissance des états
des trois autres variables.

L'utilisation de l'entropie de Max donne :

C.HEX) =112 Vi=1,..4

CHX;Xj)=3/4 V i#j

CHXX XY =78 Vizj=k
_ . H(X1XX3X4) = 7/8

dXi i X)=1/4, Vi#j

AX X XY =5/8, Vi#j#k

X1 X1 X3:Xy) =9/8
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L'analyse de ces résultats prouve qu'il existe un lien entre les variables prises deux
deux et qu'il est possible de trouver une représentation graphique pour un tel systéme. En effet,
a la figure L5, on donne une telle représentation géométrique dans laquelle la zone hachurée re-
présente la variable X4.

fig. 1.5 : Représenta-
tion graphique de X,

En fait, le syst¢me étudi€ est un compteur 3 bits + 1 bit de parité. Ainsi, ce qui semblait
initialement un systéme a quatre variables indépendantes, n'en contient en réalité que trois, la
quatrieme est univoquement déterminée par les trois autres. Ceci apparait clairement par la re-
présentation graphique, chaque variable posséde un élément de surface commun avec les trois
autres. A travers ce simple exemple, nous pouvons remarquer que 1'entropie de SHANNON se
trouve devant l'impossibilit€ de donner une représentation graphique pour un tel syst¢me. En
effet, elle ne peut tenir compte a la fois de 'indépendance des variables prises deux 2 deux, trois
a trois et de leur dépendance une fois prises ensemble. Or, si 'entropie du Max rend possible la
représentation graphique d'un tel syst¢me en faisant apparaitre les couplages des variables pri-
ses dans leur totalité, elle posséde cependant 1'inconvénient de tenir compte des couplages aux
niveaux inférieurs qui n'existent pas en réalité.

IV.2.6 Analyse structurale et indices de couplage

Dans le tableau initial de données, on consideére chaque variable X € 3, comme une va-
riable aléatoire, dont les données constituent des réalisations (au sens des probabilités). Il n'est
pas nécessaire de spécifier comment les données ont été€ obtenues, il peut aussi bien s'agir d'un
systeme déterministe, que d'un systéme stochastique. Le but de chaque analyse est I'étude des
couplages entre paires ou groupes de variables. Pour mesurer les intensités de couplage entre
celles-ci, il est nécessaire de faire appel a des indices (informationnels, de similarité, ...) qui
permetteront entre autres, la construction d'une matrice de couplage (ou graphe d'interconne-

- I-43




xion). La plupart de ces indices sont issus des concepts de la théorie de I'information. En effet,
celle-ci se préte bien a l'analyse des systémes pour les raisons données au paragraphe
ci-dessous. '

| S'intéresse-1- ri ?
Les raisons qui nous ont conduit 3 utiliser la T I. sont les suivantes :

w Elle mesure des quantités d'information, sans référence aucune au contenu sémanti-
que correspondant. Elle est donc indépendante des valeurs prises par les variables et
prend en compte seulement les partitions qu'elles induisent sur 1'espace d'échantil-
lonnage Q ;

s Elle s'applique 2 tout type de variables (numériques, semi-numériques, qualitatives,
logiques, floues, ...) ainsi qu'a tout ensemble de modalités (structurées ou non) ;

& Elle génére des indices tres sensibles 2 toute relation fonctionnelle (partielle ou tota-
le) entre variables (lin€aire, non linéaire, floue, logique, ...) ce qui n'est pas tou-
jours le cas pour les indices issus par exemple de la statistique (supposant souvent
des relations linéaires entre variables) ;

w¥ Elle donne naissance a des relations dont l'interprétation intuitive est généralement
naturelle et aisée [MILLER 63].

Les seules hypotheéses requises en T.I. sont :

% Un nombre d'échantillons suffisamment élevé pour l'estimation des probabilités au
moyen des fréquences relatives. Ceci impose naturellement un horizon d'observa-
tion assez €élevé pour les systémes dynamiques ;

% Stationnarité, ergodicité et période d'échantillonnage judicieusement choisie dans
les cas des systeémes dynamiques [LARMINAT 75].

Par ailleurs, l'analyse structurale par les données qui est basée sur les concepts de la
T.L se situe & mi-chemin entre les analyses structurales physique et mathématique [DUFOUR
79]. En effet, celle-ci posseéde 1'avantage d'utiliser les informations recueillies sur le systéme,
reste par conséquent li€ A ce systéme, & ces composantes (sous-systémes), & leur structure
(organisation interne). Autrement dit, elle se base sur des données statistiques et/ou informa-
tionnelles et s'écarte ainsi, de toute spéculation purement pragmatique [TORO 82].

Pour toutes ces raisons, nous allons utiliser les concepts de la théorie de 1'information

pour effectuer I'analyse structurale d'un systéme complexe. Nous allons orienter notre analyse
vers les deux buts essentiels suivants :




- La modélisation : recherche des relations fonctionnelles ;
- La décomposition : recherche d'une partition du sys®me (ou sous-systémes).

Dans les deux cas, on a besoin d'un moyen permettant d'évaluer l'intensité de liaison
entre variables ou groupes de variables. C'est pourquoi, nous allons présenter dans le paragra-
phe ci-dessous les différents indices de couplages généralement utilisés, nous montrerons ensui-
te leurs avantages et leurs limites.

{V.2.6.2 Indices de couplage

Nous envisageons successivement le cas des systémes statiques et le cas des systémes
dynamiques.

@ Cas des systémes statiques :

Nous distinguons deux types d'indices : ceux qui sont adaptés pour une approche bi-
naire (par paires de variables) et ceux qui s'utilisent pour une approche multidimensionnelle.

®® Analyse binaire

Les indices informationnels les plus couramment utilisés sont :

a) d; =I(X : Y) : proposée par [ASHBY 65] pour la mesure de la quantité d'informa-
tion commune aux variables X et Y. Celle-ci est en réalité une mesure de couplage entre les
deux variables et constitue une redondance d'information diie en général A une transmission de
données, ordres, parametres, consignes, réponses, ... A travers un systéme physique {canal ou
autre) allant de X vers Y et/ou de Y vers X.

b)d2 =I(X : Y) / H(Y) : [CONANT 72] : est un coefficient de couplage normalisé. En
effet : 0 <dy < 1;dy = 1 ssi il existe une application de Mk dans My ot Mx et My sont respecti
vement les ensembles de modalités de X et de Y. L'auteur propose cet indice pour la mise en
évidence des structures du systéme et particuliérement les sous-systémes faiblement couplés.

©)

4 = I(X:Y)
P VHEO.ED

[RICHETIN 75] : proposé dans le but d'éliminer 1'influence du nombre de valeurs (ou
- modalités) possibles de chacune des variables. Comme l'indice précédent, celui-ci est également
normalisé puisque : 0 <d3 < 1: d3 = 1 ssi il existe une application biunivoque de My dans My.
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d
_H(X/Y) + H(Y/X)

d4
H(XUY)

[LOPEZ DE MANTARAS 77] : Cet indice n'est autre que le ¢adinal de la différence
symétrique normalisé.

e)
_I(X:Y)

> T H(XUY)

[DUSSAUCHOY 80] : Il n'est autre que le complément a 1 de l'indice précédent. L'au-
teur démontre que cet indice de couplage est une relation de similarité floue transitive.

f)
I(X:Y)

min [H (X) , H(Y) ]

d6=

[YASUICHI HORBIBE 85] : Celui-ci montre que cet indice est une distance et peut
étre utilisé€ pour la mesure de la corrélation entre les variables du syste¢me.

11 existe dans la littérature consacrée a 1'analyse structurale, d'autres indices qui sont
pour la plupart trés proches de ceux donnés ci-dessus.

En définitive, les indices proposés ont pour but d'effectuer une analyse structurale
(décomposition, modélisation, identification, ...). Or, si on se réfere aux méthodes de décom-
position hiérarchique, de classification automatique, on s'apercgoit que de telles approches utili-
sent des indices calculés a partir des tableaux de similarité (ou de dissimilarit€) extraits du ta-
bleau initial de données. De tels indices sont appelés généralement indices de similarité (ou de
dissimilarit€) [LERMAN 76]. Une analogie (ou un parallele) peut étre alors faite entre les indi-
ces informationnels et les indices de similarité. En effet, une variable dichotomique induit une
partition de € en deux classes. L similarité entre deux variables dichotomiques est définie de
fagon classique a partir de l'intersection de deux partitions, en utilisant comme mesure le cardi-
nal des classes de cette intersection qui ne constitue en réalité qu'un exemple de semi-valuation
[ABID 79]. Par analogie avec les indices de similarité classique et & l'aide de l'interprétation
graphique de l'entropie, il est alors possible de définir I'ensemble des indices de similarité
"informationnels" correspondants. En effet, dans le premier cas, on définit les quantités s, t, u,
v, tet T [fig. 1.6] (pour plus de détail voir LERMAN 76), alors que dans le deuxiéme cas, on
fait apparaitre les quantités : I(X : Y), H(X/Y), H(Y/X), HO/XUY) et H(X) [fig. 1.7]
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Fig. 1.6

L'analogie entre les deux représentations nous conduit alors, a partir des indices de si-
milarité (ou de dissimilarité) classiques, de retrouver la plupart des indices "informationnels" les
plus connus et proposer certains qui sont nouveaux. '

AUTEURS  |INDICE DE SIMILARITE INDICE "INFORMATIONNEL"
JACCARD s I(X:Y) DUSSAUCHOY
s+u+v H ( XuY ) 80

2s 2I1(X:Y) indice de
DICE 2s+u+v HX)+HY) distance

le complément &

KENDALL & oty p HOPHH XY | e cet indice est
COL T HQ) une distance
SOKAL ET s I(X:Y) indice de
SNEATH 5+2 @) H(E +HX/)+H(Y/X) | distance
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S I(X:Y) indice de
KULEZYNSKI _ :
utv HOY/X) + HX/Y) distance
. ] forme symétri-
KULEZYNsk1| 1[5 . _S_] 1Mx:y) | I(X'Y)] que de lindice
2Ls+u  s+v 2L HX) H(Y) de CONANT
(1972)
s I (X:Y)
I - —_—
OCHIA v (s+u)(s+v) VHX HY) e
. le complément
g%ﬂ%’ _s_ [(X:Y) I de cet indice est
T HC) une distance
u+v H (Y/X) + H (X/Y) LOPEZ 77
CARDINAL
DELA urv HOX) +H LOPEZ 77
DIFFERENCE uUu+v+s H (XUY)
SYMETRIQUE
u+v H(Y/X) + HX/Y) c'est une
u+v+t HE)-IXY) distance
Remarque :

L'ensemble de ces indices servent a définir la ressemblance entre éléments pris deux 2
deux définis sur Q (indices de similarité) ou sur ¥, (indices informationnels). En effet, la notion
de similarité rejoint celle de distance dans son utilisation, elles constituent ensemble un instru-
ment de mesure d'écart bien qu'elles aient des définitions antinomiques [BOURTON 75]. En
réalité, I'application et le choix entre les deux formalismes dépendent du type de systeme et de la
nature des données 2 traiter (données logiques, données quantitatives, ...). Par ailleurs, certai-

nes approches classiques font appel a :

P(X,Y) =

cov(X,Y)
cX).

o (Y)

avec o (X) = V' var(X) et

o (Y) =  var(Y)
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S'il existe une relation linéaire entre X et Y de la forme Y = aX + b, on montre alors
que : var (Y)=lal o(X) et cov (X,Y) =a var (X) d'ou :

1 si a>0
p X)Y) =
-1 si a<0

Si X et Y sont deux variables gaussiennes centrées telles que :

E(X) =0, E(Y) = 0, E(X?) = 6%(X), E(Y?) = 6X(Y) et E(X.Y) = cov(X,Y) (E : expé—
rance mathématique, on montre alors [DUFOUR 79] que :

2 d.70)
I(X:Y) = —Ln/ 1-[pXY)]

résultat classique qui donne la relation entre le coefficient de transinformation et le coefficient de
corrélation linéaire dans le cas gaussien. Il faut cependant signaler que la nullit€ du coefficient
de corrélation signifie uniquement l'absence de relations linéaires mais n'exclut pas l'existence
d'autres relations. Ainsi, par exemple, X et X2 ou sin X et cos X sont deux fonctions qui sont
sans contexte dépendantes mais présentent un coefficient de corrélation linéaire nul.

®® Analyse multidimensionnelle

Si l'analyse purement binaire d'un systéme est facile a mettre en ceuvre au moyen d'in-
dices de similarité, de relations binaires, de graphes valués ou non, ... elle posséde par contre
des inconvénients qui résident dans le fait que celle-ci peut laisser de coté certains couplages du
systéme qui ne peuvent étre appréhendés que par une approche multidimensionnelle. Dans ce
cas, on fait appel aux indices informationnels suivants :

a) D; =I(X; : X3 : ... : XN) : la transinformation totale dans un syst¢me proposée par
ASHBY [1965] qui est considérée comme le parametre le plus important de celui-ci. En effet, il
mesure la quantité totale de relation que 1'on peut espérer extraire du systeriie décrit par les va-
riables X, X3, ..., XN. C'est seulement lorsqu'il existe des relations (présence des redondan-
ces) qu'on pourra en faire une description simplifiée. Par ailleurs, dans le cas ol une structure
complexe ne contient pas de redondance, elle sera elle méme sa plus simple description.

b)
I(S;:5,:...:8,) _

D2 = (X%, %)
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[CONANT 72] [ RICHETIN 75] mesure la qualité d'une partition du systéme en k
classes. Si l'objectf fixé est la décomposition du systéme en sous-systémes faiblement couplés,
une telle décomposition sera d'autant plus satisfaisante que D, est faible. CONANT fut le pre-
mier & proposer l'utilisation d'un tel indice comme critére d'optimalité pour juger une partition
d'un systéme. La partition optimale doit nécessairement conduire 3 une valeur de D, minimale.
Dans ce sens, TORO [1982] propose la minimisation de D5 2 tous les niveaux du treillis (P(Y),
<) ce qui conduit a l'obtention des optimums locaux vérifiant la condition d'optimalité.

c) D3 =1 pxuy (X : Y) : est une mesure de couplage direct entre X et Y. Le calcul de
cet indice nécessite un plus grand nombre d'observations que celui de I(X : Y). Il fait intervenir
le calcul de l'information entre X et Y pour chaque réalisation de X\{X\UY} [RICHETIN 75].

@ Cas des systémes dynamiques :

L'étude des couplages d'un systéme dynamique, nécessite la prise en compte des va-
leurs de chacune de ces variables a instant quelconque et certaines de leurs valeurs a des instants
antérieurs. Si on note Y' la variable Y 2 un instant décalé d'une période d'échantillonnage T par
rapport 2 l'instant de la mesure de X, les principaux indices de couplage dynamique peuvent
étre résumer comme Suit :

a) 8; = I (X : Y') mesure le couplage dynamique entre X et Y dans le sens X — Y.
Dans le cas général, cet indice n'a pas la propriété de symétrie. Le couplage Y — X mesuré par
I(Y : X") est différentde I(X : Y").

b)
I(X:Y')

S, =
vV HX).H(Y")

2

[RICHETIN 75] : indice normalisé puisque : 0 <8;<1.Sid =1 & il existe une
application biunivoque de Mx dans My-. Cette condition nécessaire et suffisante est trés restric-
tive quant 2 la forme de liaison entre X et Y' [RICHETIN 75]. C'est pourquoi celui-ci préfere
I'utilisation de l'indice suivant :

c)

I(X:Y")
% = H(Y)

[CONANT 69] : cet indice est plus général que le précédent puisque 83 = 1 lorsqu'il
existe simplement une application de Mx dans My-. Comme dans le cas statique, un tel coeffi-
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cient est normalisé dans le but d'éliminer en partie l'influence du nombre de classes [DUFOUR
79].

d)
5 _ low(X:Y)
4T H(Y/IX)

[RINK 73] : cet indice mesure le couplage dynamique direct entre X et Y. En effet,
comme le signale 1'auteur, ce coefficient permet I'élimination des couplages dynamiques appa-
rents provenant des couplages statiques. Puisque, méme si I »nx (X : Y') = 0 on peut avoir I
X:Y)#0sil(Z:X)#0etIX:Y)20

Un tel coefficient n'est pas facile & mettre en ceuvre puisqu'il nécessite beaucoup
d'échantillons pour que le résultat soit significatif. Une telle procédure apparait beaucoup plus
longue que celle qui utilise I (X : Y").

€)
I(X:Y')

57 H(XUY')

[CONANT 72, DUFOUR 78] : est un indice de couplage dynamique normalisé, non
symétrique. Le complément a 1 de cet indice constitue un indice de dissimilarité dynamique
[PRADIN 86]. Celui-ci constate qu'un tel indice met bien en évidence les couplages dynami-
ques réels et qu'il est également sensible aux couplages dynamiques apparents induits par des
couplages statiques a travers d'autres variables du systéme.

Toutes les interprétations formulées dans le cas statique restent valables dans le cas dy-
namique a condition que la période d'échantillonnage soit compatible avec la dynamique du sys-
teme. Or, en pratique une telle hypotheése est difficilement vérifiable, ceci est d'autant plus vrai
que le systéme est composé de plusieurs sous-systémes de dynamiques différentes.

1V.2.7 Problémes posés par les indices de couplage en présence du
bruit : approche globale et approche locale

V.2.7.1 Position du problé

Toute analyse par les données repose sur deux opérations successives : dans un pre-
mier temps, le recueil des données et ensuite leur analyse: pour atteindre 'objectif visé. Il est
clair que la premiére opération est sans conteste la plus importante. A la limite, on peut dire que
Y'analyse est purement mécanique lorsqu'on dispose des méthodes appropriées alors que le re-
cueil suppose jugement, choix, discernement et bon sens. En effet, la transmission d'un messa-
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ge a travers un systéme (canal ou autre), la mesure d'une grandeur 2 1'aide d'un capteur, la ré-
ponse a un questionnaire, ... sont sujettes a des perturbations d'origines diverses : bruit, aléas,
erreurs ... Par conséquent, la quantité d'information véhiculée est soumise 3 un facteur de dé-
gradation qui se traduit par une perte d'information. L'effet d'une telle dégradation peut étre im-
portant ou négligeable. En effet, comme le dit OSWALD [1986] 4 propos de la transmission
d'un message "dans de nombreux cas, la restitution incorrecte d'une lettre dans un message té-
légraphique n'est pas trés génante parce que le langage est trés redondant et que le destinataire
corrige sans effort le texte qu'il regoit. S'il s'agit d'une séquence de données numériques, des-
tinée a un ordinateur, une erreur sur un mot de la séquence peut avoir au contraire des effets ca-
tastrophiques”. De méme, dans un systéme technologique, un capteur défectueux donne une
grandeur erronnée qui a pour conséquence un déplacement du point de fonctionnement qui peut
se traduire par un changément du mode de fonctionnement d'un tel syst¢me. Ainsi, par exem-
ple, dans une station d'épuration, il existe trois modes de fonctionnement relatifs aux faibles
charges, charges moyennes et fortes charges (ou charges toxiques). Si la concentration d'entrée
en substrat est sur-estimée, alors ceci peut se traduire par un fonctionnement fortes-charges de
la station qui a pour conséquence une perte d'énergie inutile au niveau de l'oxygénation du bas-
sin d'aération. De méme, une sous-estimation d'une telle concentration a pour effet soit une
augmentation du temps de séjour de 1'eau dans le bassin ou bien une concentration résiduelle
importante en sortie.

En définitive, une bonne analyse (ou un bon fonctionnement d'un systéme) ne peut étre
obtenue que si les deux conditions suivantes sont vérifiées simultanément.

i) Les mesures effectuées sur la population d'apprentissage (ou systéme) doivent étre
représentatives, traitées et filtrées. Il est bien évident qu'une analyse effectuée sur des données
"fausses" ou "trop bruitées” n'aura aucune valeur et ne peut aboutir aux résultats escomptés.

ii) Disposer d'indices permettant de juger réellement les quantités d'informations véhi-
culées par le systéme. Ainsi, le choix d'un mauvais indice peut masquer, sur-évaluer ou mini-
miser le flux informationnel circulant a l'intérieur et/ou entre les sous-systémes.

Si les deux hypothéses sont vérifiées, il est possible de procéder A I'analyse du systéme
et on peut alors espérer, en utilisant au mieux ses caractéristiques structurales, mettre 2 jour ses
redondances Ou son organisation interne.

IV.2.7.2 Formulation du probléme

On désire analyser un systéme et on suppose qu'il a été fixé d'avance une division de
ses variables en deux groupes : les variables  expliquer et les variables explicatives.

- Soient X et Y deux ensembles de ces variables, entre lesquels on désire analyser les
relations. Celles-ci peuvent étre des variables vectorielles ou non.
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-Mx={04,i=1,...,n) etMy={B;,j=1, ..., m} : les ensembles de modalité de X
etde Y.

- Les variables X et Y générent un tableau de contingence [P;;} dans lequel la case (i,j)
contient P;; la probabilit€ d'occurence conjointe des modalités o; et B;. Analysons les couplages
entre X et Y sous les deux hypotheses suivantes :

* Hypothese H, : liaison fonctionnelle bruitée entre X et Y

Soit Pj/i = ma)ng“ , k=1,...,m
k=]

Supposons que Pj; >> Py;, V k # j, autrement dit 1a ligne i est constituée d'un élé-
ment correspondant a un phénomene réel auquel se superpose un phénomene purement aléatoire
que l'on peut modéliser par une densité uniforme. Dans ce cas, on peut alors écrire :

1-Pj;

m-1

H(Y/X=0a) = -Pj; LogP;/; - (1-F;;)Log-

Supposons par ailleurs, que les n lignes du tableau de contingence ont les mémes pro-
babilités marginales et présentent les mémes distributions ot le phénomene réel est sur la diago-
nale et que le bruit se répartit uniformément de part et d'autre de celle-ci. D'ott H(X) = Log n,
H(Y) = Log m et H(Y/X) = H (Y/X = o).

Le calcul de I(X : Y) sous cette hypothése donne :

1-P; (71

I(X:Y), = H(), - H(Y/X), = Logm + PjﬁLogP.i + (1 -Pjﬁ)Log—r-r—l—_—l—-
* Hypothese H; : Liaison fonctionnelle partielle non bruitée entre X et Y.
Supposons maintenant que chaque ligne contient seulement deux €éléments représentant

chacun un phénomene réel de probabilités respectives : Pj; et 1 - Py; avec Py; identique au cas
précédent et

(1-Py) = 2P, (sousHy)
k#j

L'entropie d'une distribution ligne s'écrit dans ce cas :
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H(Y/X = o) = - Py; Log Py; - (1 - Py;) Log (1 - Pjp)

En se plagant dans les mémes conditions que précédemment, c'est-a-dire : H(X) = Log
n, H(Y) = Log m et H(Y/X = a;) = H(Y/X), le calcul de I(X : Y) sous cette hypothése donne :

I(X : Y)1 = H(Y); - H(Y/X); = Log m + Py; Log Py; + (1 - Py) Log (1 - Pyp) (1.72)
* Conséquence :
IX:Y)o=IX:Y)-(1-Py)Log(m-1) (L73)

d'ott IX:Y); > IX:Y),: ce qui signifie que l'information échangée entre X et Y
est plus importante sous I'hypothése H; que sous I'nypothése H,. Or en réalité, il existe une re-
lation fonctionnelle entre X et Y, sous H,, qui n'a pas été€ décelée A tort & cause de la présence
du bruit alors que manifestement, il n'existe qu'une liaison partielle entre X et Y sous Hj. Par
conséquent, une analyse basée sur l'utilisation d'un indice tel que I(X : Y) sur des données brui-
tées peut conduire a :

- une décomposition non optimale du systéme ;
- & des erreurs de modélisation ... etc.

2 7 Y !

a) Approche globale

L'approche globale consiste a effectuer I'analyse sur I'ensemble d'échantillonnage €2,
sur I'ensemble des parties et I'ensemble des partitions induites sur Q. Quelque soit I'analyse
menée (méthodes géométriques de I'A.D., méthodes informationnelles, ...), elle ne peut procé-
der que globalement par la mise en ceuvre d'outils tels que les indices précédemment décrits.
Une telle analyse, ne peut mesurer que la quantité moyenne de relations, de lois, du flux infor-
mationnel entre les différentes composantes du systéme. Or, la présence du bruit sur certaines
modalités du systéme, peut dégrader l'information véhiculée par le systéme qui se traduit par
une mauvaise appréhension des relations de dépendance ou de causalité entre les variables et
groupes de variables de celui-ci. De telles modalités ne sont pas détectées par une approche glo-
bale, si bien que par exemple, deux variables fortement liées peuvent se trouver dans des
sous-systémes différents. Autrement dit, l'utilisation des indices précédents directement sur les
données brutes, au moyen d'une approche globale, s'avére insuffisante ¢t peut méme induire
I'analyste en erreur. Ceux-ci ne tiennent pas compte en effet, de la nature de I'information re-
cueillie au moyen des capteurs, ..., et ne peuvent par conséquent distinguer entre une informa-
tion issue d'un phénoméne déterministe et celle provenant d'un comportement purement aléatoi-
re. D'oll 'inconvénient d'une approche globale du syst¢me. On peut remarquer toutefois que
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celle-ci reste valable sous I'hypothése que le phénomene aléatoire se répartit de la méme facon
sur I'ensemble des modalités du systéme, de telle sorte que les variables dépendantes, méme
bruitées peuvent se trouver dans le méme sous-systéme. D'un point de vue opérationnel, une
telle hypothése est non réaliste étant donné que les protocoles de mesure sont de natures diffé-
rentes, de précision et de qualité non équivalentes, certains sont fiables, d'autres le sont
moins ...

b) Approche locale

Celle-ci opere sur les parties de €2, autrement dit sur les classes de l'ensemble des parti-
tions P(Q2) prises séparément. En effet, I'approche locale consiste & travailler sur un
sous-échantillon de 1a population €2, de dimension plus faible, donnant naissance 2 sous tableau
de données. L'analyse de ce dernier, en tenant compte de 1a nature de l'information qu'il réctle
nous conduira 2 séparer celle-cien :

- une information correspondant & un phénomeéne réel et
- une information provenant d'un phénomeéne purement aléatoire.

Nous montrerons aux chapitres II et IIl comment il est possible d'extraire l'information
réellement représentative du sous-échantillon analysé. Pour l'instant, signalons qu'une analyse
locale effectuée sur un ensemble de sous-échantillons permet de concentrer les moyens de mo-
délisation, d'identification, ... sur des sous-systemes de taille réduite. En effet, celle-ci mesure
la quantité de lois a l'intérieur des sous-systémes "lois régionales”. Nous montrerons également
que l'application des approches locales conduit a faciliter 1a modélisation du fonctionnement
d'une station d'épuration des eaux usées, en distinguant trois modeles du systéme correspon-
dant aux trois modes de fonctionnement de celui-ci. Par ailleurs, si dans un syst¢me technologi-
que, un capteur défaillant ou en mauvais état de fonctionnement fournit une information dégra-
dée, dans une approche globale, celle-ci peut &re masquée alors que dans une approche locale -
elle peut étre détectée et éventuellement corrigée.

V - CONCLUSION

Nous avons montré, dans ce chapitre, que l'analyse des systémes complexes sur les-
quels on ne posséde aucune information a priori, peut étre abordée sous deux angles différents :
d'une part, les méthodes géométriques de l'analyse des données, d'autre part, les concepts
issus de la théorie de l'information. Nous avons plus particulirement présenté les principaux
résultats de cette derniere approche que nous allons utiliser dans la suite de ce travail. En effet,
nous avons fait appel aux différents concepts algébriques de la théorie de I'information suscep-
tibles d'étre appliqués en analyse structurale. Par souci de clarté, tous les indices et relations
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issus de ces concepts sont interprétés intuitivement en terme d'information. L'utilisation de
l'entropie du Max pour certains types de systémes, permet d'appréhender les couplages binaires
qui ne peuvent étre décelés par une autre entropie. Elle conduit également, dans certains cas, a la
représentation graphique du syste¢me. Par ailleurs, les indices de similarité classiques et les indi-
ces informationnels congus indépendamment les uns des autres, malgré la similitude des démar-
ches, peuvent étre harmonisés sous un méme formalisme. De nombreux indices sont alors pré-
sentés. La présence du bruit sur le systéme, limite en partie une utilisation directement sur les
données brutes recueillies sur celui-ci. C'est pourquoi, nous allons montrer au chapitre suivant,
comment de tels indices peuvent étre appliqués pour effectuer une analyse structurale du syste-
me qui sera orientée essentiellement vers les buts suivants :

- modélisation : recherche des relations fonctionnelles ;
- décomposition : recherche des systemes faiblement couplés.



CHAPITRE II

MODELISATION STRUCTURALE DES
SYSTEMES COMPLEXES
RECHERCHE DE RELATIONS
FONCTIONNELLES
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I - INTRODUCTION

L'analyse structurale répond 2 la nécessité de disposer d'outils et de méthodes, qui face
a une masse importante de données, permettent d'en extraire les variables pertinentes et leurs re-
lations en vue d'une modé€lisation du systéme. Fondée sur le concept d'"explication” d'un en-
semble de variables au moyen d'un autre, cette approche doit fournir des techniques suffisam-
ment générales, compte tenu du fait que les domaines d'application de "I'approche systemes" ne
cessent de s'élargir. Ainsi les approches statistiques d'analyse des données, d'identification se
trouvent parfois limitées par les hypothéses restrictives, quelquefois difficilement vérifiables
.qu'elles supposent (variables numériques, relations linéaires, ...). La modélisation structurale
utilisant les concepts de la théorie de l'information présente I'avantage de s'appliquer a tout type
de variables (quantitatives, qualitatives, 2 ensemble de modalités structuré ou non) ainsi qu‘a
tout type de relation (linéaire, non linéaire, floue, codage, ...). Le premier qui a proposé des
travaux dans ce sens fut a notre connaissance P.C. CONANT [1972]. Ces travaux ont été pour-
suivis par R.E. RINK [1973], M. RICHETIN [1975]}, Z. ABID [1979], J. DUFOUR [1979] et
plus récemment V. TORO [1981,1982] et M. STAROSWIECKI [1981,1984] qui ont proposé
quelques algorithmes "d'explication”. Cependant, ces travaux de trouvent limités lorsqu'il s'agit
de les mettre en ceuvre sur des systémes réels soumis 2 des perturbations de natures diverses.

Dans ce chapitre, nous présenterons, quelques concepts de base exposés par ces au-
teurs et nous montrerons leurs limites. Nous développerons ensuite un algorithme de recherche
des sous-ensembles explicatifs. Son caractére exhaustif garantit I'optimalité des solutions trou-
vées. On met également en évidence les notions de degrés de liberté d'un systeme, de
sous-ensembles explicatifs multiples d'une variable, de relations redondantes. Par ailleurs, pour
des systémes suffisamment complexes, 1'expérience prouve qu'il est en général difficile d'ex-
pliquer une variable de fagon satisfaisante sur 'ensemble de ses modalités surtout en présence
du bruit. Dans ce sens, nous considérons une partition de cet ensemble en un sous-ensemble de
modalités bien expliquées et un sous-ensemble de modalités dont I'explication requiert l'intro-
duction de variables explicatives supplémentaires. Nous présentons dans ce cas un algorithme
de recherche de ces sous-ensembles explicatifs supplémentaires.

Enfin nous développons une application de la modélisation structurale au domaine de
I'épuration des eaux usées utilisant la voie biologique.
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II - ANALYSE INFORMATIONNELLE ET MODELISATION

IL1 Position d bl

La complexité des syst€mes pris en compte actuellement augmente de plus en plus et
pose de sérieux problémes de modélisation, diis au grand nombre de variables nécessaires & une
description complete, ainsi qu'a leurs natures différentes (quantitatives, qualitatives, floues,
...). Une voie possible pour diminuer la complexité de ces problémes consiste 2 utiliser au
mieux les caractéristiques structurales des systémes étudiés. La détermination de celles-ci, con-
duisant & la mise en évidence de certains sous-systémes du systéme global et de leur structure
d'interconnexion est donc une étape importante de I'analyse [STAROSWIECKI 1983]. La mo-
délisation structurale constitue dans ce sens une approche permettant 2 la fois :

- de décomposer le systéme en sous-systémes indépendants ou non ;
- de mettre a jour les redondances, c'est-a-dire I'organisation interne du systéme
[WALLISER 1977].

Lorsque le graphe relationnel est connu, il suffit de déterminer sa structure hiérarchisée
pour obtenir celle du syst¢me [RICHETIN 1975, MILGRAM 1975]. Dans le cas contraire,
I'observation sur un horizon donné des variables du systéme conduit a I'étude de leurs coupla-
ges. Cette démarche repose sur une tentative d'explication de chaque variable du systéme au
moyen des autres variables (recherche des redondances).

Soit, X = {X;,i=1, ..., N} I'ensemble des variables nécessaires a la description du
systéme. Dans le cas d'un syst¢éme dynamique, on suppose que l'explication des variables a
I'instant présent, nécessite la connaissance de 1'information fournie par les variables aux ins-
tants précédents. Chaque variable X; € P (3P systtme dynamique) est un vecteur 2 p compo-
santes et s'écrit

Xi=(xi®, xi -1, x(t-2), ..,x(t-p+1))

Autrement dit X; regroupe les p demiéres réalisations de la variable X,. Ainsi ¥D con-
tient toutes les variables Xj, i =1, ..., N, a l'instant présent décalées d'une période, décalées de
deux périodes, ..., décalées de (p - 1) périodes.

L'objectif vis€ par cette analyse est de chercher dans quelle mesure on peut établir un
modele du systeme sous forme de relations fonctionnelles.

A cet effet, nous allons montrer dans un premier temps l'insuffisance des approches
classiques.
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IL2 Insuffisance des approches classiques

On cherche a établir un modele du systéme. Ceci revient 3 déterminer la structure de
liaison entre variables ou groupes de variables du systéme. En effet, il s'agit de chercher dans
quelle mesure chaque variable du systéme peut étre expliquée (ou modélisée) au moyen d'un
groupe d'autres variables du syst¢me. Une approche classique d'explication s'effectue généra-
lement de deux maniéres différentes : la premiere fait apparaitre les couplages de I'ensemble des
variables pris deux a deux (analyse binaire), par contre la deuxiéme approche met en évidence
les couplages entre variables et groupes de variables (ou sous-systémes) (analyse
multi-dimensionnelle). Dans le premier cas, des indices sont définis (cf. chapitre I, indices d; &
dgs et 0; 2 d4), des relations binaires entre variables sont alors déduites soit sous forme de gra-
phe valué ounon [MALOUM 1980}, ou sous forme de relations de ressemblance, de similarités
ou de distances [PRADIN 1984}

Si une telle approche est facile & mettre en ceuvre, a cause de sa simplicité, ses conclu-
sions peuvent €tre par contre parfois contestées puisqu'elles laissent échapper certains coupla-
ges importants du systeéme. Dans le deuxiéme cas, on fait appel a un indice qui tient compte de
I'aspect multi-dimensionnel de I'analyse (cf. chapitre I, indice D3 et S4) mais ne conduit pas
forcément a une solution du probléme, d'autant plus que sa mise en ceuvre nécessite malheureu-
sement un temps de calcul prohibitif qui a pour conséquence une diminution de la capacité d'une
telle approche 2 traiter des syst¢mes de grande dimension.

I1.2.1 Insuffisance de l'analyse binaire

Si on se réfere a 1'exemple traité au chapitre I (tableau de données fig. 1.4, paragraphe
IV.2.5), ou plus généralement si on considere un systéme logique combinatoire composé de N
variables ol chacune d'elles est fonction des parités des (N - 1) autres, on montre alors, dans le
cas de l'utilisation de l'entropie de SHANNON, que : l'information échangée entre les N varia-
bles, prises ensemble, est positive, alors qu'elle est nulle pour tout sous-ensemble de dimension
inférieure a N et particuliérement entre paires de variables. Autrement dit :

I(Xp:X2:...: XN)>0 mais VX, Xje X:1(X;:X)=0,Vi#j (IL1)
Une analyse basée sur l'utilisation des indices binaires peut conclure hitivement qu'il
n'y a aucun lien entre les variables du systéme alors qu'en réalité, il existe un lien qui n'a pas
€t€ pris en compte par une telle analyse. Ceci apparait clalrernent lors du calcul qui donne
HX;/2\X)=0,Vie {1, ...,N},
résultat qui exprime le fait que chaque vanable est totalement déterminée lorsque les (N - 1) au-
tres sont connues.

Pour résoudre ce probléme, on peut effectuer une analyse multi-dimensionnelle. Or,
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cette derniere approche, comme nous l'avons signalé plus haut, peut s'avérer insuffisante.

I1.2.2 Insuffisance de l'analyse multidimentionnelle

Pour mesurer le degré de liaison entre deux variables du systéme, on fait appel dans ce
cas a la transinformation directe [indices D3 et S4 chapitre I, paragraphe IV.2.6.2.] ou condition-
nelle dans le but de déceler les couplages ignorés ou laissés de coté par une analyse purement
binaire. Or celle-ci poss¢de deux inconvénients majeurs :

i) soient 2 ensembles explicatifs disjoints S; et S; € ‘P(3) d'une variable Y réalisant
une partition de 3. en 3 classes telles que :

4

Z=YU51U52 et YNnS§inNnS$y=¢
Théoréme 222 : siI(Y:S1)=I(Y:8)=I(Y:S5;US,) alors

(Y:§;)=1

Z\YUSZ( Y: Sz) =0

I&YUSI‘
Preuve : Isz (Y : S1) = H (Y/S2) - H(Y/$; U S2)
=[H{X US)-H(S2)-HY US;uUS)) +H(S; U Sy + H(Y) - H(Y)
=I(Y:5;,USy)-1(Y:S)=0 E.D.

Interprétation : L'hypothése signifie qu'il existe une redondance entre les trois compo-
santes du systeme. En effet,

(Y :S)=T(Y :82) =1(Y :8;US2) = H(Y/S1) =H (Y/S2) =H (Y/S; L S2),

donc il existe une redondance, puisque S; et Sz fournissent la méme quantité d'information au
sujet de Y. Celle-ci ne peut étre mise en évidence par la transinformation directe.

ii) La détermination d'un tel indice, nécessite & chaque fois le calcul de 4 entropies con-
jointes, un calcul qui risque d'étre long et fastidieux dans le cas d'un systéme de dimension im-
portante. - '

II.3 Concept de modélisabilité

Le but visé par cette procédure est de trouver dans quelle mesure une variable Y est liée
(dépendante, fonction, attachée, ...) 3 un ou plusieurs sous-ensembles de variables S,
Se PC\Y).
Si I'on désire expliquer une telle variable au moyen d'un sous-ensemble d'autres varia-
bles, il convient de choisir un sous-ensemble apportant I'information maximale sur la variable &
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expliquer, ou encore telle que l'entropie résiduelle de celle-ci sachant le sous-ensemble explicatif
soit la plus faible possible.

SoitYe X et Se P(X\Y)  on définit:
-H (Y /S) : I'entropie de Y non expliquée par S
ou encore ous forme normalisée :
-t(Y,S)=H (Y/S) / H(Y) : fraction de l'entropie de Y non expliquée de S.

Ces indices permettent de définir la modélisabilité d'une variable 2 partir des autres va-
riables retenues pour décrire le syst®me. Ainsi, le plus grand ensemble susceptible d'expliquer
Y étant 2\ Y =0 et H (Y / X \Y) la partie de I'entropie de Y non explicable par ¥ \'Y, une fai-
ble valeur de t (Y,0) indique qu'il est possible d'établir une relation du type Y = f (9), alors que
dans le cas contraire ol t (Y,0) est non négligeable, cela signifie que certaines variables impor-
tantes n'ont pas €té prises en compte ou qu'il n'est pas possible de construire un modele déter-
ministe.

La modélisation structurale permet alors de mettre en évidence les relations existant
entre les variables du systéme, 2 partir de I'idée qu'une relation se traduit par une transmission
d'information. Ainsi, minimiser H (Y/S) revient & maximiser I (Y : S) puisque :

ICY :S) +H(Y/S)=H(Y) = constante

Pour éviter les inconvénients d'une analyse purement binaire, nous proposons une dé-
marche descendante pour la recherche des sous-ensembles explicatifs de chaque variable. Une
telle démarche commence par opérer au niveau N, puis au niveau (N - 1), et de proche en pro-
che jusqu'a ce que la variable 2 expliquer présente une entropie résiduelle minimale.

III - MODELISATION DANS LE CAS D'UN SYSTEME DETERMINISTE :
DETERMINATION DES SOUS ENSEMBLES EXPLICATIFS -

IIL.1 Formulation du probleme
A chaque X;, on associe I'ensemble 6; = ¥ \ X;. Il s'agit de trouver pour chaque varia-

ble X; e X le sous-ensemble (ou les sous-ensembles) explicatif S;e P (T \ X;) “optimal.
Celui-ci est tel que :

H(X;/S) < HX;/S), V Se PC\X) C(IL3)
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Cette fagon de procéder conduit a la solution triviale S; = ¥\ X; qui ne présente pas
beaucoup d'intérét puisqu'elle conclut que chaque variable doit étre expliquée par les (N - 1) au-
tres variables du systeme. Or notre but, est de trouver par chaque variable m (ou ses) ensemble
explicatif optimal, de cardinal le plus faible possible pour faciliter les étapes ultérieures de I'ana-
lyse : modélisation, identification, commande... Compte tenu de la monotonicité de H X;/S;)
par rapport  l'inclusion dans P (3 \ X)), il convient de chercher les optimumus locaux par ni-
veaux. A chaque niveau k (1 <k <16;, I'ensemble explicatif noté ;K peut étre unique ou non
étant donné que dans un systéme de grande dimension une variable peut étre liée 2 une ou plu-
sieurs groupes de variables par des relations fonctionnelles différentes. Soit Sijk un ensemble
explicatif de X; au niveau k. Le processus de recherche de ces sous-ensembles explicatifs peut
étre énoncé comme suit :

A chaque X;e€ 3,i=1, ..., N et pour chaque k=16;1,16;-11...,2, 1, trouver les
sous-ensembles explicatifs Sijk avec

| Si 1 =k tel que : H (X;/ Si ) est minimum. .. (I1.4)
Dans le cas d'un systéme déterministe, on a pour chaque variable explicable X : H (X /
2\X) =0, il convient alors de trouver les sous-ensembles explicatifs optimaux pour lesquels

I'entropie résiduelle est nulle. On adoptera pour ce faire une démarche descendante basée sur un
algorithme exhaustif dont les résultats qui suivent permettent l'accélération.

II1.2 Quelques résultats

. Théoréme 2421 :
SoitS e PX)

VX, Ye S :siHX/S)=0 etH(Y/SUX)=0
alors: H(Y/S) = 0 (ILS)

Preuve : _

H(X/S)=0 = H XuS) =H(S)

H (Y /XUS) =0 = H (YUSUX) = H (XUS) =
or H(X/S) =0 = HX/SUY) =0 = H XuUSuY) = H (SuY)

H (SUY) =H(S) = H (Y/S)=0
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Théoréme 2422 :
SoitSe P)

VX, Ye S:siH(Y/SuX)#0
alors : H(Y/S)#0 (11.6)

Preuve : évidente, en effet S S w X d'ou
H (Y/SUX) < H(Y/S)

Théoréme 2423 :
SoitS € P(Y)

VX, Ye S:siHX/S)#0etH(X/YUS)=0
alors : H(Y/S) #0 V H(Y/SUX) (I1.7)

Preuve :
H(X/S) # 0 = HXUS) # H(S)
H(X/SUY) = 0 = HXUYUS) = H(SUY)
a) si H(Y/SUX) # 0 alors : H(Y/S) # 0 (théoréme 2422)
b) si H(Y/SUX) =0 on a : H(YUXUS) = H(SUX)
on en déduit : HXUYUS) = H(SUX) = H(SUY) # H(S) d'ou le résultat

Remarque 2424 :
SoitSe PQ)

V X,Ye S:siHX/YUS) #0et HY/SUX)=0
alors on ne peut conclure quant 2 H(Y/S)

En effet :

H X/SuY)#0 = HXuUSUY) # H(SUY)
H(X/S) # 0 = HXUS) # H(S) = H(Y/S) = H(Y/SuUX) = 0 = H(YuSUX) = H(SUX)

L'ensemble de ces résultats est résumé dans le tableau ci-dessous, dans lequel on note
O I'état "entropie nulle” et 1 I'état "entropie non nulle”.
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H(X/SuUX) - H(X/S)
00 01 11 10

N
ofl o | 1 |2 \\
H(Y/SuUX) N

1“ 1 |1 |1 ;:Q?

. La partie hachurée du tableau correspond a une configuration impossible puisque :
0 < HX/SUY) < H(X/S) par conséquent :
HX/SVY) > 0 = H(X/S) > 0 (cf. Théoreme 2422)

H(Y/S)

. L'état de H(Y/S) ne peut étre connu dans le cas particulier ol :
H(Y/XUS) =0, H(X/SUY) # 0 et H(S/X) = 0.
Lorsque cette situation se produit, le calcul de H(Y/S) s'avere nécessaire.

D'un point de vue opérationnel, on voit qu'il est possible, dans cinq cas sur six de
connaitre 1'état de H(Y/S), sans aucun calcul, mais seulement a partir de la connaissance des
états de H(X/S), H(X/YUS) et H(Y/XUS). Dans un seul cas sur six, le calcul de H(Y/S) est
nécessaire. De tels résultats permettent 1'accélération et la mise en ceuvre d'un algorithme de
modélisation structurale basé sur les deux points suivants :

1) Dans une approche descendante, on part d'abord d'ensembles explicatifs & N élé-
ments, puis on cherche des sous-ensembles explicatifs 8 N-1, N-2, ... éléments. Lors du calcul
de H(X/S), H(Y/S), ... les quantités H(X/SUY) et H(Y/SUX) sont déja connues par l'itération
précédente.

i1) Lors de la recherche des sous-ensembles explicatifs, pour un systéme déterministe,
il est inutile de continuer & explorer de fagon descendante les branches caractérisées par H(Y/S)
# 0. En effet, dans ces conditions, la variable Y n'est plus explicable par aucun des
sous-ensembles de S.

explicatifs
Introduction

On considére que le systéme est déterministe. A partir d'une telle hypothése, on peut

remarquer qu'il suffit qu'une variable X apparaisse dans une relation déterministe pour avoir

H(X/X\X) = 0. D'une fagon générale, pour chaque variable X; € ¥ qui apparait dans une rela-
tion déterministe, on a alors : H(X;/ X\ X;) = H(X;/ 6; ) = 0. On peut remarquer que cela ne
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préjuge en rien du nombre de relations différentes qu'il est possible d'extraire pour décrire le
systéme (nombre de degrés de liberté du systéme). »

Cherchons alors pour chaque variable X;,i=1, ..., N son (ou ses) ensemble explicatif
optimal Sik tel que :

HX; /S5 =0 et HX;/SK\Xy) >0 V X, e SK (IL9)

Rappelons que S;k peut €tre unique ou multiple. Par ailleurs, chaque variable X;, i = 1,

..., N est considérée comme étant une variable 3 expliquer et/ou explicative. On cherche dans

un premier temps a expliquer chacune des variables du systéme. La détermination du nombre de

degrés de liberté du systéme interviendra dans un deuxiéme temps aprés identification des rela-
tions redondantes. '

Algorithme I

En tenant compte de I'ensemble des remarques et résultats précédents, celui-ci peut étre
présenté comme suit :

DEBUT
k <~ N-1
tant que k 2 1 faire
1e1
tant que 1 < N faire
j#i
tant que j <N faire
siH(X;/S¥) ; X;e Sid, n'est pas déja connu , alors le calculer
connaissant H (X;/S* U X;) déduire H ( X;/S)
siH(Xi/8F)#0etH (X;/S*UX;)=0 calculer H (X;/S{)
j «j+l
ftq
i« i+l
ftq
k «k-1 -
ftq .A
écrire pour chaque X;,ie {1,...,N}
{ Sikj } =J'i :l'ensemble de tous les sous-ensembles explicatifs de X;
FIN ) ;
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Optimalité de I'algorithme

Cet algorithme est évidemment optimal étant donné qu'il parcourt, & chaque niveau k,
1 <k <N, pour chaque vanablc tous les sous-ensembles possibles 2 la recherche de ceux qui
vérifient la condition H(X;/ Sl ) = 0. Son caractére exhaustif garantit 'optimalité des solutions
trouvées.

IIL4 Les deerés de liberté d @ ] ) bl licatif

L'algorithme descendant précédemment décrit, détermine pour chaque variable X;, i €

{1, ..., N} ses sous-ensembles explicatifs minimaux. Un sous-ensemble explicatif Sik de la va-~'

riable X est qualifié de minimal s'il vérifie la condition suivante :

H(X; /S =0 et tout S € P (3) vérifiant H(X; / S) = 0 est tel que :
card (S) 2 card (SX) =k

Chaque couple (variable & expliquer, sous-ensemble explicatif) est I‘irnage d'une rela-

tion existant dans le syste¢me. Le probléme qui se pose est celui de fournir toutes les informa-
tions nécessaires a 1'analyste concernant :

- le nombre du degré de liberté du systéme ;
- les sous-ensembles explicatifs de chaque variable explicable.

Dans le premier cas, la détermination du nombre de degré de liberté se traduit par la re-
cherche des relations redondantes, alors que dans le deuxiéme cas, la multiplicité des
sous-ensembles fait apparaitre une redondance informationnelle.

I11.4.1 Degrés de liberté d'un systéme
Supposons un sous-ensemble de trois variables X;, X3 et X3 tel que :
HX;1/X2UX3)=HX3/X; UX3)=HX3/X;UX) =0 — (L10)

Les trois couples (variable explicable, sous-ensemble explicatif) peuvent étre obtenus a
partir de I'analyse d'un systéme, soit :

- & une relation ; par exemple : a X; + b X3 + ¢ X3 =0 ou bien
- & plusieurs relations ; par exemple :

a1 Xi+b1Xo+c1X3=0,aX1+byXo+¢2X3=0
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Ainsi, par exemple dans le cas d'un syst¢éme thermodynamique dont le modgle de con-
naissance fait intervenir entre autres la relation clasique PV/T =R ol R est une constante, I'ap-
plication de l'algorithme précédent conduit & :

H(P/VT) = H(V/PT) = H(T/PV) =0

On peut déduire d'un tel résultat, trois relations fonctionnelles qui ne sont en réalité que
différentes écritures de la seule et unique équation caractéristique des gaz parfaits en état d'équi-
libre. Ainsi, pour connaitre la véritable structure du systéme, on sera amen€ 2 étudier son nom-
bre de degrés de liberté.

Définition : On dira que le systéme Y. = {Xj, X3, ..., XN} estde degré (N -m), 1 €m
< N si et seulement si il existe au moins une partie de ¥, notée S™, de cardinal m, telle que :

HES™/2\S™ =0et
HE™1/Z\S™) 20 VS e PoaX) (IL.11)

Dans ces conditions, le sous-ensemble de variables S™ est enti¢rement déterminé par la
connaissance des variables (¥ \ S™) et aucune partie de 3, 2 (m+1) éléments ne posséde cette
propriété.

La relation (II.11) signifie que le plus "grand modéle" que 1'on peut extraire de ¥, pos-

sede (N-m) degrés de liberté. Autrement dit, le plus "grand modeéle" permet d'expliquer m va-
riables sachant les valeurs des (N-m) autres.

Détermination des relations redondantes

L'application de l'algorithme précédent conduit 2 la détermination d'un ensemble de re-
lations entre variables & expliquer et sous-ensembles explicatifs. Certaines relations peuvent se
présenter sous différentes €critures, c'est pourquoi, il convient de s'assurer que les relations ob-
tenues ne sont pas redondantes. Nous allons caractériser les cas pour lesquels ceci se produit,
ce qui nous permettra de les identifier. Une telle identification conduira a déteminer le nombre
des degrés de liberté du systéme.

Considérons deux variables X, X et un sous-ensemble explicatif S tels que :

HX;/S\X1))=HX2/S\X3)=0

Deux situations peuvent se produire :
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- si la connaissance de S / (X; U X3) ne permet pas de déterminer uniquement
X1 U X, alors ces deux €égalités correspondent 2 une seule et unique relation.

- si par contre la connaissance de S / (X; U X3) conduit effectivement 2 la détermina-
tion de X; L X, alors les deux relations sont indépendantes. On peut montrer le
théoréme suivant :

Théoréme 11.4.2.2 :

Soit S un sous-ensemble explicatif contenant X; et X tel que :

HX;/S\X)=HX,/S\X;) =0, alors
HX;/S\XjuXy))etHX2/S\(X;UXy)),
sont tous deux nuls ou tous deux non nuls.

Preuve :
- Supposons H (X; / S\ X;j UuX3))=0etHX/S\(X; UXy))=0

Ona: HX;/S\X;juX2))=HE/X)-HE/XjuX))=0
H&X2/S\X2)=HES)-H($ /X3)=0
HES)-HES/X1uXp))=0

Par ailleurs :

CHE/ SN UX)=HES/X)-HES /X3 uXy))#0
HX2/S\X))=H(S)-H(/X)=0
HE)-HES/XiuXp))=0

d'oi la contradiction

- Supposons maintenant que H (X5/ S\ (X; U X3) ) et
HX2/S\(XjUX))=0 =2 HX;uX/S\X1uXp))=0
et le sous-syste¢me de variables S est au plus A IS | - 2 degrés de liberté. Par ailleurs, si 1'un des
deux sous-ensembles (S/X1) ou (S/X3) est un sous-ensemble explicatif minimal (pour X; ou
pour X5) alors :

HX;/S\X)) =0etH (X3/S\X5) =0 se réferent 2 une seule relation.

En effet, si S\X; est sous-enemble explicatif minimal pour X;, on a :
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H (X;/S\ (X1 U X)) =0 ce qui implique H(S) - H(S/ (X; U X)) #0d'od
HX uX/S\XjuXy))=0
II1.4.2 Les sous-ensembles explicatifs multiples

Dans un syst¢me de grande dimension, une méme variable peut étre liée a d'autres
groupes de variables par des relations fonctionnelles différentes. Ceux-ci constituent alors des
sous-ensembles explicatifs multiples. De tels sous-ensembles explicatifs multiples de la variable
explicable peuvent étre de cardinaux identiques ou différents, disjoints ou non. Dans les deux
cas, si on note S; et $7 deux sous-ensembles explicatifs de la variable X,

Xe SjetSyet X =X U S; U Sy, on montre que :
I(X:S;:S2)=2HX) + Ix(S; : S), en effet :
H(X/S;))=0=HX Sy =H(S)) et
H(X /S2) =0 = HX U S3) = H(S,) d'ou
IX:851:8)=HX)+HXUS)+HXuUS)-HXuUS1uUSy
=2HX) + [HX U S;) - HX)] - [HX U S;1 U Sy - HX U S)]
=2HX)+HES1/X)-HS1/SuX)
=2HX)+Ix(51:57)

Cette relation s'interpréte de la fagon suivante :

La quantité d'information circulant entre le triplet (variable explicable X et
sous-ensembles explicatifs S; et S;) se divise en deux parties :

- d'une part, l'information apportée en commun par S; et S, au sujet de X.
Celle-ci est redondante, en effet 2 HX) =1 (X : S;1) + I (X : Sp) : l'un des
deux sous-ensembles explicatifs suffit & lui seul & expliquer X, 'autre appa-
rait comme un sous-ensemble apportant une quantité d'information redon-
dante.

- - d'autre part, I'information échangée directement entre S; et S; indépendam-
ment de X.

Ainsi, la multiplicité des sous-ensembles explicatifs, contient une certaine richesse in-
formationnelle sous forme redondante, qu'il ne serait pas sans intérét d'exploiter au profit :

- du choix d'un modele ;
- du diagnostic et/ou la surveillance d'un systéme.
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i) choix et qualité d'un modele :

A chaque variable explicable X; est associé un e,nsemble':fi des sous ensembles explica-
tifs multiples Sy;. Un tel sous-ensemble s'écrit, si on note k; son cardinal :

Fi=1(S5i=1, ...k tel que : H (X;/S;) = 0}

A chaque sous-ensemble explicatif S;; € :fi, on associe un cofit Cj; qu'on appellera :
coiit d'observation et/ou de mesure d'un tel sous-ensemble. 1l est clair qu'un tel coefficient doit
faire intervenir essentiellement :

- le cofit d'implantation des capteurs (au sens large) nécessaires 2 'acquisition
des variables explicatives. Ce coiit dépend de 1'environnement, de la com-
plexité de la procédure de mesure ... etc;

- le coiit d'exploitation du modele béti  partir de ces variables : cofit énergéti-
que, rapidité d'obtention des valeurs mesurées, fiabilité, maintenabilité, sé-
curité et disponibilité des capteurs.

Le couple (variable explicable, sous-ensemble explicatif) optimal peut alors €tre donné
par:

Qx)=c'F) = min  CSy. Sye T IL12)
=1, ...k

ol C; (Sj;) représente un coiit global relatif a 'utilisation du sous-ensemble explicatif S;; pour
expliquer la variable X;. Un tel coit étant a I'évidence sous-additif, la qualité du modele a
(N-m) degrés de liberté retenu pour décrire le systéme est donnée par :

Qs X Qx) =26 (IL13)

1i=1 i=1

ii) Surveillance du systéme :

Comme nous l'avons signalé plus haut, I'existence de sous-ensembles explicatifs mul-
tiples pour une variable explicable peut faciliter la surveillance ou le contréle de celle-ci. En
effet, si on considére deux ensembles S; et S; explicatifs de la variable X tels que : X =£(5;) =
g(S»), I'observation d'une distance entre f et g, nous renseigne sur 1'état de fonctionnement des
parties de S; et S, du systéme. Ainsi, si une défaillance surgit au niveau d'une variable apparte-
nant 2 S; ou Sy, elle se traduit par une évolution de la distance entre f et g. Une telle défaillance
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peut étre alors détectée. C'est pourquoi, la redondance d'information véhiculée par les
sous-ensembles explicatifs multiples peut étre utilisée pour augmenter la fiabilité des syst®mes
[STAROSWIECKI 1986] [HAMAD 1986].

I11.4.3 Remarques

Pour éviter d'augmenter inutilement la dimension du modeéle recherché, il convient
d'étudier, pour chaque variable explicable, ses sous-ensembles explicatifs optimaux. Nous
avons montré, certaines propriétés des ensembles explicatifs qui permettent d'accélérer nota-
blement le processus de leur détermination. Pour des raisons de concision, ce travail a été pré-
senté dans un premier temps dans un cadre déterministe (I'entropie d'une variable modélisée est
nulle).

Sous un angle plus général, deux solutions peuvent &tre envisagées :

1 - On peut interpréter les valeurs de 1'indice de modélisabilité en fonction d'un "bruit"
suppos€ superposé a la relation déterministe. Dans ce cas, on peut alors mesurer le risque pris
en acceptant ou en rejetant I'hypothése de dépendance fonctionnelle entre une variable et son en-
semble explicatif optimal [SBAI 1983].

2 - On peut proposer une approche de modélisation, dans un cadre non déterministe
(présence du bruit sur les modalités du systeme). C'est ce que nous allons entreprendre dans
une deuxieme partie de ce chapitre qui est consacrée a la modélisation. En effet, dans un syste-
me suffisamment complexe, les données recueillies sur celui-ci sont généralement bruitées, hé-
térogénes (débit, concentration, P.H., ...) et souvent incomplétes (manque de variables ou mo-
dalités explicatives étant donnée qu'en milieu industriel, il est difficile d'accéder a toutes les in-
formations sur le systéme). Par ailleurs, les systémes complexes sont, dans la plupart des cas,
constitués de sous-systémes qui intéragissent entre eux de fagcon non simple et régis par des
modeles (lorsque ceux-ci existent) non linéaires. Ainsi, le traitement et la validation des données
représentant le fonctionnement du systéme constitue une phase préliminaire nécessaire pour en-
treprendre la modélisation proprement dite dans des conditions satisfaisantes.

IV - MODELISATION DANS LE CAS GENERAL

IV.1 Position d bl:

Dans I'approche précédente, aucune hypothese n'a été faite initialement au niveau de la-
nature des variables, chacune d'elles pouvant aussi bien étre considérée comme variable a expli-
quer que variable explicative. Une telle approche est d'une grande utilité, pour I'analyse des
systémes sur lesquels on ne posséde aucune information a priori. Dans cette deuxiéme partie,
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nous supposons qu'il a été fixé d'avance une division des variables de 3. en deux groupes.

i) Les variables 2 expliquer : celles dont I'acquisition est difficile, cofiteuse, générale-
ment bruitées, parfois impossibles 4 mesurer & un instant donné et qu'il convient de prédire ou
d'estimer. C'est le cas par exemple d'une station d'épuration des eaux usées oil la mesure de la
DBOs (demande biologique en oxygene) nécessite un délai d'incubation de cinq jours.

ii) Les variables explicatives : ce sont des variables facilement observables dont il est
possible de connaitre les valeurs & 'aide d'un dispositif de mesure adapté (capteur ou autre). De
telles variables sont supposées mesurables, c'est le cas par exemple de 1la mesure de la concen-
tration en oxygene dissous, des débits, ... etc. dans une station d'épuration des eaux usées. Les
variables d'entrée du systéme devraient faire partie de cette catégorie des variables. Par ailleurs,
celles-ci peuvent étre soumises a des perturbations de natures diverses et sont susceptibles de
fournir des données bruitées, voire erronées.

Onnote: Y ={X;,i=1, ..., p} I'ensemble des variables a expliquer et
X={X;i=p+1,..., N} I'ensemble des variables explicatives
Mx={o4,i=1,...,n}

les ensembles de modalités de X etde Y
My={8;,j=1,...,m}

Les variables vectorielles X et Y générent un tableau de contingence [P;] dans lequel la
case (i,j) contient Py;, probabilité d'occurence conjointe des modalités o; et B;.

On désire analyser les relations entre Y et X a partir des données contenues dans le ta-
bleau de contingence. Nous effectuerons cette analyse dans le cas général sans aucune hypothe-
se particuliére sur le mod¢le du systéme.

V.2 A : Sliminai

La modélisation ou l'explication d'un systeme nécessite la décomposition de ses varia-
bles en deux groupes : les variables & expliquer notées Y et les variables explicatives notées X.
L'intensité de liaison entre ces deux variables peut étre mesurée a l'aide de 1'entropie condition-
nelle H(Y/X) qui renseigne sur la possibilité d'explication de Y par X. En effet, trois cas peu-
vent étre distingués :

Iv21 - H(Y/X)=H(Y):

Indépendance statistique entre Y et X, ceci arrive rarement dans la réalité, puisque
s'il on prétend expliquer Y par X, il convient de choisir un ensemble explicatif apportant le ma-
ximum d'information a son sujet.
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IvV22- HX)=0:

Liaison totale entre Y et X (systéme déterministe : on se retrouve dans le cas précédent)
et I (Y : X) = H (X). Il est alors possible de proposer un modele a caractére déterministe puis-
que :

H(Y/X) = 0 = X P (X=0,) H(Y/X=0.) =

H(Y/X=0t) = - 2 P (Y=B,/ X=0;) Log P (Y=P,/X=0;) = 0 Vo € My
J

étant donné que P (X = o;) est toujours 2 O. Or la fonction z log z ne s'annule que pour z =0 et
z = 1. Cette derniére égalité implique que pour chaque i il existe un seul j tel que :
p (Y =B;j/ X = ay) = Py; = 1 ; celui-ci est forcément unique puisque

2Py =1
j
Autrement dit, il existe une relation univoque entre Y et X, c'est-a-dire :

3 une fonction F: Mx — My telleque: Y =F(X) & Px< Py

oun "<" signifie que la partition de X est plus fine que ou égale a la partition de Y (cf relation 1.7
chapitre I). Dans ce cas, on peut associer & chaque modalité de Y une ou plusieurs modalités de
X, on peut alors établir un modele a p équations parmi les N variables, donc un systéme a (N-p)
degrés de liberté.

IV23 - O < H (Y/X)<H(Y)

Y n'est expliqué que partiellement par X, cette absence d'explication totale peut &tre
die a des causes d'origines diverses que 1'on peut diviser en deux groupes :

i) absence d'explication 3 tort :
Le modele déterministe Y = f(X) est représentatif du systeme, cependant les données
relevées sur celui-ci sont biaisées : '

. la présence d'un bruit important : la mesure d'une grandeur trop bruitée ou son acqui-
sition par un dispositif de mesure inadapté peut conduire a des données erronnées ;

. le mauvais fonctionnement d'un sous-systéme du systé€me global peut étre a l'origine
également de mesures erronnées. '
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ii) absence d'explication 2 raison :

. quelques variables pertinentes, sous estimées, ignorées ou laissées volontai-
rement de c6t€ conduisent & une description incompléte du systéme. Cette si-
tuation s'explique par le fait qu'il y a trop de variables 2 expliquer et/ou trop
peu de variables explicatives ;

. une variable explicative peut fournir une quantité d'information sous forme
redondante et ne peut améliorer l'explication de la variable a expliquer ;

. le systéme est suffisamment complexe et ne peut étre appréhendé par un mo-
dele déterministe.

i
Par ailleurs lorsque H (Y/X) > O, on peut montrer facilement qu'il existe au moins une
variable Y € Y telle que :

H(YyX)>0

En effet, d'aprés la propriété de sous-addivité de I'entropie (cf 1.28) et d'aprés le prin-
cipe de conditionnement uniforme (cf 1.65), on peut alors écrire :

HED+HX)+..+HEXp+...+HEXp) =2 H(Y)>0
CHEY/X)+HEXYX) +... +HXyX) + ... + HXYX) 2 H(Y/X) >0,

par conséquent H (Y/X) > 0 signifie qu'il existe au moins une variable X; € Y telle que son en-
tropie est non nulle méme si, dans le cas limite ol I'entropie des autres variables de Y sont tou-
tes nulles. Cette absence d'explication peut étre causée (a tort) par la présence du bruit sur les
modalités de Y (probléme d'acquisition) ou causée (2 raison) par l'insuffisance des variables
explicatives (probléme de modélisation). Il convient alors d'identifier les modalités de Y réelle-
ment mal expliquées et dont I'explication requiert l'introduction des variables explicatives sup-
plémentaires. Mais avant de proposer une approche permettant I'identification de telles modali-
tés, nous allons rappeler les approches classiques et nous montrerons leurs limites en présence
du bruit sur les variables du syst¢me.

IV.3 Les approches classiques

On peut distinguer deux catégories de méthodes de modélisation structurale que l'on
peut résumer comme suit :

. les approches générales (CONANT, RICHETIN, TORO et STAROSWIECK]I) ;
. les approches utilisant un modele (RINK, DUFOUR, PRADIN, MARFAING).
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IV.3.1 Les approches générales

Celles-ci ne supposent aucun modele particulier, et visent a trouver les relations essen-
tielles de causalité entre variables du systéme 2 partir des données relevées sur celui-ci. Ces mé-
thodes sont basées généralement sur le calcul d'un indice de couplage entre variables du syste-
me qui peut étre aussi bien statique que dynamique. Certains de ces indices sont discutés au
chapitre I § iV.2.6. Dans ce sens, pour juger la faisabilité du probléme de modélisation, TORO
[1982] propose I'utilisation des indices suivants :

H (X;/6,)

"% HOG/8) =~y

avec e],l = X\X; 1L.14)

qui représente le pourcentage non explicable ou non modélisable de 1'entropie de X;. Le com-
plément a 1 de cet indice mesure le pourcentage explicable ou modélisable de l'entropie de X;.

P
2 H(X/9,)
e % TNE (Y/X) = ‘=‘P

; H (X))

(II.15)

qui représente le pourcentage du total non explicable dans le cas ol X est I'ensemble des varia-
bles explicatives et Y I'ensemble des variables a expliquer et/ou explicatives. Ainsi une valeur
proche de zéro de cet indice indique qu'il y a suffisamment de redondance dans le systéme ou
bien que les relations de causalité entre variables & expliquer et variables explicatives sont fortes.
Par contre, une valeur proche de 1 de cet indice montre qu'il y a trop de variables a expliquer
et/ou trop peu de variables explicatives et qu'il y a trés peu de chances d'établir un modéle du
systeme. En effet, la possibilité de construire un tel modeéle dépend de la mesure dans laquelle le

systeéme "s'explique en lui-méme", autrement dit, dans quelle mesure on n'est pas obligé d'aller
chercher des explications dans des variables ou objets externes a Y.

IV.3.2 Les approches utilisant un modéle

Ces approches sont généralement baﬁes sur l'utilisation d'un modele analytique linéaire
liant les variables d'entrée X aux variables de sortie Y au moyen de relations de récurence ou
d'état. Dans ce sens, J. DUFOUR [1979] propose le modele récurent suivant :
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q
Y@ = X a X (ki) (IL.16)
i=0

ou bien

q
Y@ = 2 8 Y &) + bX® (IL17)

i=1

utilisant les concepts d'entropie et de transinformation pour la caractérisation de ces types de
systemes : détermination de l'ordre q du systéme et du décalage temporel r dans le cas des sys-
ttmes dynamiques ; coefficients qui interviennent dans des expression du type :

IfY® :Yk+1):...:Y(k+q):...:Y(k+q+1)] (I1.18)

Une étude originale a conduit DUFOUR 2 proposer dans le cas des entrées gaussienes,
des relations entre transinformations qui autorisent la caractérisation et parfois l'identification
des systémes linéaires. S'inspirant des travaux de RINK [1973], il indique qu'il est possible de
traiter certains syst¢émes non linéaires d'autant plus que les concepts informationnels s'appli-
quent aussi bien a des relations linéaires que non linéaires.

Toujours sous 'hypothése d'un modele linéaire, [IMARFAING 1983] [PRADIN 1986]
supposent que les données a analyser sont issues d'un systéme dynamique dont 1'évolution est
décrite par :

X (k+1) = A X(k) + B U(K)
(I1.19)
Y =C.X(&)

ol X(k) est le vecteur d'état de dimension N, U(k) le vecteur de commande et Y(k) le vecteur
de sortie de dimension M < N. PRADIN propose de chercher la structure de la matrice C, cal-
quée sur celle de 1a matrice A. Pour mettre en évidence aussi bien les couplages statiques que
dynamiques diis aux relations entre les différentes variables de sortie et d'état, 1'auteur définit
un indice de dissimilarité dynamique noté d'; et s'écrit :

I(Y;: Y;UYY)
H(Y;UY;UY})

(I1.20)

dy (YY) = 1-

Si la théorie de l'information apporte une aide importante par la possibilité de définir, &
partir des données, des indices de dissimilarité entre variables et groupes de variables entrainant
une réduction importante d'information  traiter [PRADIN 1986], elle fournit par contre des in-
dices de dissimilarité€ dont il faut connaitre les limites dans le cas dynamique. En effet, comme le
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signale I'auteur, ces indices permettent difficilement la distinction entre les couplages structurels
et les couplages apparents qui peuvent apparaitre sous l'effet de plusieurs facteurs.

Remargue :

Toutes les approches précédentes sont globales. Elles analysent I'ensemble des échan-
tillons caractérisant le systéme et de ce fait, elles aboutissent & des résultats qui traduisent le
comportement moyen de ces échantillons. Le tableau de contingence ainsi généré n'étant pas fil-
tré, ces méthodes ne peuvent distinguer entre variables non expliquées 2 tort ou 2 raison. C'est
pourquoi, nous proposons d'effectuer des analyses locales, ce qui nous permettra de proposer
un algorithme de filtrage du tableau de contingence.

1V.4 L'approche proposée [BARBOUCHA 1987]

Nous allons montrer dans un premier temps l'insuffisance des approches classiques de
modélisation, lorsque le bruit vient se superposer aux modalités du systéme. Pour des systémes
suffisamment complexes, l'expérience prouve qu'il est difficile d'expliquer une variable de
facon satisfaisante sur I'ensemble de ses modalités. Dans ce sens, nous proposons des tests
permettant la détection des modalités bien expliquées et des modalités mal expliquées et dont
l'explication nécessite l'introduction des variables explicatives supplémentaires. A cet effet,
nous proposons un algorithme de recherche de ces sous-ensembles explicatifs supplémentaires.

I1V.4.1 Insuffisance des approches classiques

Toutes les approches classiques sont basées sur le calcul de 1'entropie conditionnelle ou
la transinformation & partir des données brutes recueillies sur le syst¢me. Or, comme nous
l'avons signalé au chapitre I, § 4.2.7.2., le calcul de tels indices sur les données observées ris-
que d'étre insuffisant pour conclure sur la faisabilité€ du probléme de modélisation. En effet, si
on reprend les hypothéses formulées au § 4.2.7.2 :

. Hp : liaison fonctionnelle bruitée entre Yet X,ona :

1-P,,
/
H (Y/X)y = H(Y/X=0,), = -Pj; Log Pj; - (1-P;;) Log —

. H; : liaison fonctionnelle partielle non bruitée entre Y et X, on a:

H (Y/X)1 =H (Y /X = oy); = - Py; Log Pj; - (1 - Pj;) Log (1 - Pjp)
I(Y : X); =Log m + Pj; Log Pj; + (1 - Py) Log (1 - Pjp)
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Le calcul de la différence entropique et transinformationnelle donne :
ICY: X1 -1I(Y: X)o=AI=HX/X)- H(Y/X);=AH
avec AH=AI=(1-Pj)Log(m-1) dr21n

Une telle relation indique que 'entropie conditionnelle sous Hy qui correspond a une
relation fonctionnelle bruitée est plus €levée que l'entropie conditionnelle sous Hy oul X ne peut
expliquer 2 lui seul Y et particuliérement si (1 - Pj;) est non négligeable et représente un phé-
nomene réel. Par conséquent, la présence d'un bruit de cette nature sur les modalités de Y
'(hypothese Hp) conduit 3 une valeur élevée de H (Y/X) et de ce fait, une conclusion hitive af-
firmerait soit 'impossibilité d'établir un modele déterministe ou une description insuffisante du
systeme.

Autrement dit, une approche de modélisation batie uniquement sur les indices informa-
tionnels peut étre mise en défaut si les mesures effectuées sur le systtme présentent un bruit non
négligeable. Une telle approche peut s'avérer incompléte et ne peut distinguer d'une maniére
opérationnelle entre les modalités de Y non expliquées 2 tort ( cause de la présence du bruit) ou
non expliquées a raison (manque de variables explicatives). D'ou la nécessité de faire appel a
une approche permettant la détection de telles modalités.

IV.4.2 Test de détection des modalités mal expliquées

11 est clair que la résolution d'un tel probléme nécessite un moyen permettant de tester
les deux hypotheses suivantes :

hg : Y est non expliquée A tort & cause de la présence du bruit sur ses modalités ;
hy : Y est non expliquée a raison a cause esentiellement d'un manque de variables ex-
plicatives ou une description insuffisante du syste¢me.

Pour distinguer ces deux hypothéses, nous ferons appel dans un premier temps aux no-
tions de tests statistiques et nous proposerons ensuite une approche basée sur I'étude de la ré-
partition des résidus et de la nature de la quantité d'information qu'ils récélent.

IV.4.2.1 Les tests statistiques

Pour la mise en ceuvre de ces tests, il convient de fixer un modéle de comportement du
bruit. En adoptant un modele de comportement uniforme, la distribution de probabilité de cha-
cune des lignes i,i€ {1, ..., n} du tableau de contingence s'écrit
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en notant Pj,i = mlfxx Poi » ke {l,..m} :

- 1-P, 1-P.
—) = __ i i (11.22)
P (Y/X=0,) = {Pj/i, —— s = }

A cette distribution, représentant le modele de comportement d'une modalité de Y non
expliquée 2 tort, est comparée la distribution réelle P (Y/X = o;) dont les éléments sont ordon-
nés, c'est-a-dire :

PY/X=0)={Pjp,j=1,...,mtelsque : P ... 2 Ppy]} 11.23)

La comparaison de ces deux distributions se fait, d'une maniére classique, par la mise
en ceuvre des tests statistiques [BENZECRI 1980]. Le test du x2 est sans conteste le plus utili-
sé. Appliqué, aux deux lois, celui-ci a pour but de vérifier dans quelle mesure la distribution
réelle mesurée P et la distribution modgle P supposée le résultat de la superposition d'un phé-
nomene réel et d'un phénomene purement aléatoire de distribution uniforme, décrivent de ma-
niére acceptable le méme sous-échantillon Loy de L. Celui-ci s'écrit :

2
m{ P, - I-Pjﬁ)
x2 L Z i m-1 (I1.24)
= o =
' G=2 1-P,
m-1

A partir d'un seuil €, du %2 calculé et du %2 tabulé, il est alors possible d'accepter ou de
rejeter I'hypogheése hy. Par ailleurs, on peut remarquer que lorsque la distribution mesurée se
réduit & un seul élément de probabilité égale a 1, ou bien lorsqu'elle est identique 2 la distribu-
tion du modele, la valeur du %2 sera égale a zéro. Par contre, dans le cas ou elle est formée de
. deux éléments de probabilité Py; et (1 - Pj;), le % sera égal & :

x*=Lo;(1-Py).(m-2) (I1.25)

Ce test qui semble bien convenir pour la comparaison des deux lois P et P posseéde tou-
tefois un inconvénient dans le cas particulier ou la ligne étudiée est totalement bruitée et ne con-
tient aucun phénomene réel. En effet, dans cette situation qui arrive cependant rarement dans la
pratique, le test conduit & une faible valeur du xz, I'hypothése hy sera retenue, alors que l'on se
trouve manifestement dans I'hypothése h;. Pour pallier & cet handicap, nous allons proposer
une approche qui consiste a étudier la variation entropique au niveau de chaque ligne du tableau
de contingence.

- IT-24




4 Variati r

Ordonnons les éléments de la distribution P (Y/X = a;) par ordre décroissant et appe-
lons Y la variable Y apres réunion de ses deux premiéres modalités. Moyennant une renuméro-
tation donnée, le calcul de I'entropie de Y avant et aprés un tel regroupement donne :

m
e H(Y/X=a) = -P;Log P, - 22‘, P,; Log Py, (11.26)

m
e« H(Y,/X=0) = - (Py;+Py;) Log (P +Py;) - Zspj,l Log P, (11.27)

En notant Po; = 8 Py, avec 0 < 8 < 1, la variation entropique
AH=HX/X=0o)-H((Yo/X =)

provoqué par un tel regroupement est proportionnelle 2 la réduction d'incertitude sur Y et
s'écrit :
AH=Pj;. [(1+0)Log(1+8)-8Logd] (I1.28)

résultat qui s'interpréte comme la quantité d'information perdue a 1'issue de 'opération de re-
groupement des deux premiéres modalités de Y. Une telle fonction peut s'écrire sous forme
normalisée (coefficient compris entre O et 1) :

AH (1+8)Log(1+d) - dLogd
=79, " 2

(I1.29)

. Lorsque & est au voisinage de zéro alors 1 tend vers zéro puisque Py est trop faible
devant Py; et correspond 2 la probabilité d'une modalité diie a la présence du bruit. On peut
alors considérer, dans ce cas, que Y est non expliqué a tort a cause de la présence du bruit sur
ses modalités (hypothéses hg).

. Lorsque 8 est non négligeable et particuliérement lorsqu'elle tend vers 1, alorsn — 1
puisque P24 est du méme ordre de grandeur que Pj4. Or ceci, peut correspondre a deux situa-
tions différentes :

- Soit Py; est élevé donc Py l'est également et proviennent tous les deux de l'existence

de deux phénomenes réels et on se trouve alors dans le cas out X ne peut expliquer a lui seul ces
deux modalités de Y (hypothése hy) :
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Pyi-oPyi=>d0-1=1-1
- Soit Py; est faible, il en est de m€me pour Py; ; ceci correspond au cas ol une ligne
est totalement bruitée. Le test doit, confirmer que le systéme est dans I'hypoth&se h; (absence
de variables réellement explicatives). En effet :

PyioPyi=0->1=n->1 doiI'hypothése hy

Le choix d'un seuil de variation entropique limite € , permet de distinguer nettement les
deux hypotheses retenues hg et h;.

Nous tragons ci-dessous (fig. 1) la courbe 1| = f (3)

Fig .1 : Tracé dem =f ()

- - - -

(o]

v

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

En définitive, a l'issue de cette étape, il est possible de décomposer I'ensemble des
modalités de X en deux sous-ensembles Mx! et Mx? tels que :

Mxt={o,i=1, ..., vtels que : P (Y/X = o) vérifie hg)

(I1.30)
Mx?={a;,i=v+1,...,ntels que : P (Y/X = o) vérifie h;}

On a ainsi réalisé€ une partition de I'ensemble des modalités de X en un sous-ensemble
de modalités explicatives Mx! et un sous-ensemble de modalités Mx? qui ne peuvent expliquer a
elles seules la partie non encore expliquée (ou modélisée) de Y. Le recours a des variables ex-
plicatives supplémentaires est donc nécessaire pour l'explication totale de Y.

IV.4.3 Recherche des variables explicatives supplémentaires

La modélisation des procédés industriels complexes passe nécessairement par une
phase de saisie d'informations représentant I'état de ces procédés. Lorsque ceux-ci sont suffi-
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samment complexes et de grande dimension, il est difficile de tenir compte dans la phase de
modélisation de l'ensemble des variables et parametres caractérisant leurs fonctionnements.
Ainsi, lorsqu'on procéde a la sélection des variables en vue de décrire le comportement d'un
systeéme, on s'apergoit parfois que la description est incompléte A cause de l'insuffisance des va-
riables explicatives. La description compléte du systéme nécessite de créer de maniére itérative
des problemes d'explication successifs, pour lesquels il s'agit de définir des variables explicati-
ves supplémentaires optimales. Cette recherche peut s'effectuer soit parmi les variables secon-
daires (disponibles ou candidates), mais peut aussi se traduire par la création de nouvelles va-
riables (synthése structurale : cas des systémes logiques par exemple).

IV.4.4 Algorithmes
V44 1 : vari jres di, i

Comme nous l'avons dit précédemment, lors de la premigre phase de modélisation
d'un systéme de grande dimension, on sélectionne certaines variables explicatives (variables
primaires) et on laisse volontairement de coté quelques variables (variables secondaires ou can-
didates) pour diverses raisons : encombrement, coiit du dispositif de mesure, augmentation de
la dimension du modele ..., etc. En effet, ceci arrive assez fréquemment lorsque le systéme
possede des modes de fonctionnement multiples, chacun d'eux étant régi par un ensemble
d'équations qui le caractérisent. Autrement dit, une approche locale peut suffire A appréhender le
systeme dans une zone de fonctionnement donnée, alors que son explication totale nécessite une
approche globale faisant intervenir I'ensemble des variables explicatives aussi bien primaires
que secondaires candidates. Dans ce dernier cas, si on suppose que les relevés de ces variables
candidates sont disponibles, on peut alors proposer un algorithme permettant de les sélectionner
de fagon optimale.

Si on note :
Z={X;,i=N+1,...,, M} : I'ensemble des variables secondaires candidates

et
Mz={y,i=1,...,1} : I'ensemble de leurs modalités respectives

le génération des sous-ensembles explicatifs optimal $* € BZ), avec ‘P(Z) : I'ensemble des
parties de Z, s'effectue en trois étapes successives.

i) Pour chaque o; € Mx2,ie {v + 1, ..., n}, on définit l'ensemble 8i des
sous-ensembles explicatifs de Y/X = ¢;. Un tel sous-ensemble S est tel que :

vse AH(Y/(X=0)U(S=1))<e ’ 11.31)
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ou € est un seuil de variation entropique limite que 1'on se fixe.

ii) L'ensemble explicatif optimal est alors défini de la fagon suivante :

3)={S,telque: S=US, avec Siej)i_ et I=(v+1,...,n)}

iel
L'ensemble de tous les sous-ensembles explicatifs possibles de Y
Sachant X = a, V o € Mx?
iii) Parmi tous ces sous-ensembles, nous choisissons celui de cardinal minimum noté S*:
s*e P telque: card (") < card(S);VSe S
L'ordre de cet algorithme noté OA est‘:
OA < m-v).(2"N.1) (I1.32)
puisque I'examen des sous-ensembles explicatifs de chaque modalité nécessite 2M-N opérations.
Cet algorithme est évidemment optimal puisque S* est de cardinal minimum et permet
conjointement avec X 1'explication totale de Y. Il peut étre également unique ou multiple. Dans
ce dernier cas, une étude qualitative du modele peut alors étre opérée pour le choix de celui mi-

nimisant un critére de coit (cf I1.12).

D'une maniere opérationnelle, la recherche des sous-ensembles explicatifs pour chaque
modalité oy, i = v+1, ..., n, peut se faire a l'aide :

¥ d'un algorithme ascendant (AA) qui élabore de fagon itérative une chaine de
sous-ensembles explicatifs tels que :

T XuSHl=XuUSHU (Xy), YV Xg € Z (11.33)
X €tant choisie de fagon optimale parmi les variables candidates non encore utilisées.

¥ d'un algorithme descendant (AD) utilisant la procédure inverse. Opérant entre les ni-
veaux k et k-1 de ‘P(Z), celui-ci construit une chaine de sous-ensembles tels que :

XuSkl=(XUSH\ (X}, VXee P@) (I1.34)
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La combinaison des opérateurs AD et AA [TORO 1982] conduit & un algorithme de
transfert opérant dans les niveaux k-1, k et k+1. Le caractére contractant des opérateurs AAoAD
et ADoAA implique la convergence de l'algorithme vers un sous-ensemble explicatif optimal.

V44 T 7

Dans ce cas, on dispose a I'issue du test précédent d'un certain nombre de modalités de
X non explicatives, égal A n-v. ‘Autrement dit, 3 chaque modalité o; € Mx? sont associées au
moins deux modalités différentes de Y. L'explication totale de cette variable nécessite la création
de modalités séparatrices permettant de distinguer les modalités non expliquées par X. Pour
créer ces nouvelles modalités, les deux approches suivantes peuvent étre utilisées séparément ou
en combinaison.

1) Faire appel a des variables supplémentaires :

On peut les choisir parmi un ensemble de variables supplémentaires disponibles (c'est
le cas précédent : ALGORITHME 2) ; elles correspondent alors A des grandeurs existant réelle-
ment au niveau du processus et ont une interprétation physique. Si cela n'est pas possible, on
peut introduire une variable explicative & nombre de modalités minimal, notée Z, telle que :
H (Y/X U Z) = 0. Par rapport au syst¢tme modélisé, cette variable n'a pas d'interprétation phy-
sique précise. On peut éventuellemnt l'interpréter en terme d'état, et/ou utiliser 1'approche
ci-dessous.

2) Utiliser les valeurs passées des variables disponibles :

Cela revient a supposer que l'ordre (la dimension p de I'horizon d'observation) retenu
initialement pour décrire le syst¢éme est trop faible et ne peut générer un nombre d'états suffi-
sants pour expliquer Y totalement. L'augmentation de l'ordre du systéme revient a tenter d'ex-
pliquer la variable Z par l'intermédiaire des valeurs passées des variables explicatives. Deux
applications immédiates de ces approches sont les suivantes :

i) les systémes inversibles :

Lors de I'analyse d'un systéme, on est amené parfois A chercher des relations biunivo-
ques entre variables a expliquer et variables explicatives. Selon la nature du systéme analysé, on
peut se trouver dans les deux situations suivantes :

- le systéme peut €tre inversible en utilisant uniquement les variables retenues pour sa

~ description. Dans ce cas, il est clair que X et Y sont tels que H(Y/X) = 0 et HX/Y) = 0.
- le systéme est initialement non inversible, il est alors nécessaire de faire appel a des
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variables explicatives suplémentaires. Le théoréme ci-dessous précise une telle situation.
Théoréme :

si H(Y/X) = Q et s'il est possible de trouver Z € P(Z) tel que :
HX/Y v Z)=0avec HZ/X)=0
alors le systéme (X, Y U Z) est totalement inversible

Preuve :
H(Y/X=0=HY/XuZ)=0
HYUZ/X)=0
H(Z/X)=0=>H(Z/XuY)=0

DorH(YUZ/X)=0& Px <Pyuz =3 ¢: Mx >Myyztelque: YUZ = ¢oX
)HX/NYUZ)=0& Py z<Px=3G:Myyz > Mxtelque: X =Go (YUZ)

D et(2)=Px=Pyuz

d'ot d'aprés (L6 chapitre ) : G = ¢let pogl=I (application identité) ; par conséquent
est une application biunivoque.

X

ii) modélisation des systémes séquentiels : synthese des variables secondaires

Considérons une machine séquentielle décrivant le modsle d'un systéme donné.
Celle-ci est généralement définie par le quintuplet :

M=X,Y,Q,08,A)ou:

X est la variable d'entrée A n modalités
Y est la variable de sortie 3 m modalités
Q est I'ensemble fini des états internes 2 la modalité
& : Q x X — Q est la fonction état suivant ou de transition
A : Qx X — Y pour une machine de MEALY
Q — Y pour une machine de MOORE constitue la fonction de sortie.
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La détermination de la fonction de sortie Y nécessite la synthése d'une nouvelle varia-
ble secondaire Z permettant de distinguer les différents états Q de la machine séquentielle possé-
dant les mémes entrées et des sorties différentes. Ces variables sont appelées également varia-
bles internes et perméttent une mémorisation des états de la machine. Autrement dit, la modélisa-
tion d'un systeme séquentiel nécessite la synthése de variables explicatives supplémentaires
capables de mémoriser les €évolutions passées et caractériser tout changement ou évolution de
son état interne. Cette représentation implique le choix d'un codage respectant les adjacences
des états. Il existe de nombreuses méthodes de codage, les critéres guidant leur mise en ceuvre
peuvent Etre par exemple, en plus du critere précédent [COURVOISIER 1986] :

- I'obtention d'un circuit de complexité minimale ;
- I'obtention d'un circuit & temps de réponse minimal ... etc.

Ceci revient en réalité, & générer un ensemble explicatif optimal minimisant une fonc-
tion cofit caractérisant sa qualité {cf relation I1.13].

Une application immédiate de la synthese structurale est par exemple la recherche de
l'inverse d'un circuit combinatoire. En effet, si on note X I'entrée d'un tel circuit et Y sa sortie,
sachant que H(Y/X) = 0, le calcul de H(X/Y) permet de conclure sur son inversibilité. Ainsi si
H(X/Y) = 0, alors le circuit est inversible, dans le cas contraire, la concaténation des variables
de sortie et d'une variable secondaire Z est nécessaire. Son codage dépend du nombre de moda-
lité€s de X non expliquées par Y.

EXEMPLE :
X Y zZ

Soit le systéme combinatoire donné X, X,X3Y,Y,Y, 2,2,

par le tableau ci-dessous oil X et Y contien- olofofololololo
nent respectivement trois variables X;, X, ololilololilola
X3 et X, Ya, Ys. of1]ojol1]|o]o|e
ojr11y1{1413§0¢10

- 1fojoj1joljo]o|®

101111011

1jrjoj1jt1jij1]1

1j1j111j11141})¢0

. H(Y/X) = 0, en effet, ceci correspond 2 la fonction logique suivante :
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Y1=X1+X2X3
Y2=X2+X1X3
Y3=X3+X1X2

. HX/Y) > 0, 1a recherche de l'inverse nécessite l'introduction d'une variable Z telle
que H(X/YUZ) = 0. Une telle variable doit faire apparaitre 4 modalités séparatrices. Compte
tenu que les variables du systéme sont binaires, Z doit contenir deux variables Z; et Z,.

Les modalités séparatrices sont représentées sur le tableau. La notation ¢ indique une
valeur indifférente. Les fonctions ci-dessous donnent une réalisation possible du syst¢me inver-
sible.

( Xi1=Y, ?2§3+Y1Y2Y3ZZ+Y1 Y, Y3 Z4

_ Z1=X1 X,
K X=Y1 Y2 Y3+ Y1 Y2 Y3Z + Y1 Y2 YsZ,  avec _
Zy =Xz + X3

X3 =-Y-'1 ?2Y3 +Y1Y2Y3 21 +Y; Y2Y322

La recherche de I'inverse d'un circuit combinatoire permet d'envisager des structures
auto-détectables pour la résolution des détections en ligne des pannes éventuelles par des procé-
dures matérielles [BERTRAND 1974] {MERCIER 1977].

V - APPLICATION : MODELISATION D'UNE STATION D'EPURATION DES
EAUX USEES UTILISANT LA VOIE BIOLOGIQUE

V.1 Descrintion d' ation d'¢ ion [BARBOUCHA 1981]

Une station d'épuration est généralement composée de trois réacteurs placés en cascade
(fig I1.1). Le premier réacteur appelé décanteur primaire regoit 1'eau polluée provenant des mi-
lieux urbains ou industriels. C'est 12 que s'effectue la premiére phase du traitement qui consiste
a éliminer la pollution en suspension et ne laisser passer que de la pollution dissoute. L'eau pé-
nétre ensuite dans un second réacteur appelé bassin d'aération qui constitue le cceur de la sta-
tion. C'est dans ce dernier que s'opere I'essentiel du traitement par boues activées. Enfin, 1'eau
subit un dernier traitement dans le troisiéme réacteur appelé décanteur secondaire. Celui-ci déli-
vre une eau épurée apres décantation des boues. Une partie de ces boues est recyclée judicieu-
sement dans le bassin d'aération (boues de retour). L'autre partie (boues en exces) est évacuée
pour un traitement extérieur. ‘
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FigureI.1 : Schéma synoptique d'une station d'épuration

i men

Apres la description physique du systéme, il convient de décrire son principe de fonc-
tionnement. C'est dans le bassin d'aération que s'effectue le contact entre tous les éléments qui
- rentrent en jeu (pollution dissoute, micro-organismes, oxygene). Celui-ci mérite une présenta-
tion plus approfondie. En effet, cette rencontre donne naissance, si le milieu est favorable, a une
prolifération microbienne. La fourniture d'oxygéne au milieu est indispensable pour accélérer la
multiplication des micro-organismes et faciliter le métabolisme. Cette multiplication se fait pro-
gressivement, par division d'une cellule meére en deux cellules filles : c'est le phénomene de
croissance. Cette synthese s'explique par le fait que les micro-organismes ont eu a leurs dispo-
sitions des €éléments nutritifs en quantité suffisante pour 1'édification de nouvelles cellules.
L'élément indispensable 2 cette croissance est principalement le carbone. D'autres éléments inter-
viennent également mais en faible quantité ; on peut citer : 1'azote, le sodium, le soufre, ... etc.

Le métabolisme qui est la résultante des transformations précédentes se traduit par une
augmentation de la bio-masse. Cette cinétique de métabolisation s'effectue a des vitesses diffé-

rentes selon :
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- la nature du milieu ol se pratique I'épuration

- 1a nature des micro-organismes ;

- la nature du substrat ;

- les réactions bio-chimiques des substrats organiques ;
- la qualité du mélange eau-boues-air.

L'eau usée issue d'un milieu urbain contient principalement des sels nutritifs. Par con-
tre, I'eau provenant d'un milieu industriel est riche en azote et en phosphore. A la limite, on
peut dire que la pollution est caractérisée par son contenu énergétique qui peut :

« mettre 2 la disposition des micro-organismes, des éléments indispensables 2 1'édifica-
tion des nouvelles cellules ; '
% mettre 2 leur disposition un composé lentement bio-dégradable ou 2 la limite toxique.

Par conséquent, selon la nature de la pollution, la croissance des micro-organismes
ob€it a des cinétiques différentes.

Un autre élément joue un role trés important : c'est le transfert d'oxygéne dans 1'eau.
En effet, la diffusion d'O; de l'air dans l'eau permet d'une part de maintenir les
micro-organismes en survie (respiration endogeéne) et d'autre part, de leur donner 1'énergie né-
cessaire pour l'oxydation des matieres organiques. C'est pourquoi, le dispositif d'aération doit
€tre judicieusement choisi et placé de fagon a remplir efficacement son rle et éviter les dép6ts et
la décantation des boues possédant encore une possibilité d'action biologique.

a) Caractérisation des entrées :
Les entrées a considérer sont les débits d'eau, de boues et leurs concentrations respec-
tives. On ne tient pas compte du débit d'air, on suppose que le bassin est suffisamment oxygé-

né. Soitdonc :

. De, Dy, : les débits d'eau et de boues ;
.Ses X :les concentrations en substrat en en micro-organismes.

b) Caractérisation de 1'état :

Le systéme étant complexe, il fait apparaitre deux états qui intéragissent entre eux de
fagon non simple : I'état hydraulique et I'état biologique.
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- L'¢tat hydraulique : La connaissance de cet état reste encore incompléte. Plusieurs re-
cherches ont ét€ faites dans ce sens [LELAN 1972, EL-MALEH 1975, GHOUALMI 1978].
Les auteurs aboutissent a des modeles difficiles A mettre en ceuvre sur le plan pratique. Ceci
tient  la complexité des phénomenes qui se développent et qui font intervenir 2 la fois la méca-
nique des fluides (écoulements triphasiques) et les réactions biochimiques. A ce probléme
complexe, vient se superposer celui des systémes d'aération qui différent d'un bassin 2 l'autre.
Pour résoudre en partie ces problémes, hous avons présenté une méthode de simulation numé-
rique dans le cas d'un mélange PISTON en tenant compte des différents débits ainsi que leurs
variations [BARBOUCHA 1982]. C'est sous cette hypothese que nous étudierons 'aspect mo-
délisation hydraulique du bassin.

- L'état biologique : Cet état fait intervenir I'action biologique du systéme épurateur.
Celle-ci doit tenir compte des inter-actions entre le substrat et les micro-organismes. Une modé-
lisation de cet état doit faire intervenir un modgle du type :

ds

— =1(,X,0)
dt

ou S : concentration en substrat
X : concentration en micro-organismes
0 : un vecteur de paramétres.

¢) Caractérisation des sorties
Les sorties a considérer sont : la concentration en pollution en sortie du bassin et son

débit correspondant et notées respectivement Sg et Dg. La représentation globale du systéme est
représentée ci-dessous. :

ngmmm,02
" Srat hydrauli s |
X, »  éathydraulique I
__l;;e__. > état biologique __DS___>
—D2

~ Fig. I1.2 : représentation entrée-sortie du systéme

- Parmi toutes ces grandeurs, seuls les débits peuvent étre mesurés en temps réel. Ni les
différentes concentrations, ni les différents états ne sont mesurables. Nous sommes contraints
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d'utiliser un moyen détourné pour estimer les grandeurs non mesurables qui sont indispensa-
bles pour une modélisation du systéme et par conséquent sa régulation. Une telle modélisation
doit définir le comportement des micro-organismes devant la pollution introduite. A cet effet,
nous avons di faire appel & un bassin miniature appelé PILOTE.

V.4 Pilote et bilan d I ibl

a) Le pilote : n'est rien d'autre qu'un petit bassin d'aération de laboratoire [LAURENT
1984]. 11 est constitué d'une cuve d'une capacité de 6 a 10 litres dans laquelle est injectée, en
présence des micro-organismes, de l'eau polluée prélevée en amont du bassin. Le schéma sy-
noptique de cette unité est représenté a la figure II.3. Un dispositif d'aération permet d'injecter
de l'air en permanence dans la cuve en circulant a contre courant. Un mélange intégral entre les
différents éléments est obtenu grice & une pompe prévue 2 cet effet. Enfin, une sonde 2 oxygéne
mesure en continu la concentration en oxygeéne dissous C(t) A partir de laquelle on détemine la
respiration de micro-organismes R(t).

Dispositif Convertisseur
d'injection AN
d'eau polluée

IS |

Sonde a

SC D W — O — O

oxygéne

Pompe de circulation

— - o . .
' . L]
S -
Pompe & air

Réglage de 1'aération

Figure 1.3 : Le pilote du CRODA
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Le signal issu de la sonde donne la variation de la concentration en oxygeéne dissous
C(t). La détermination de la respiration des micro-organismes R(t) qui est la vitesse de con-
sommation de l'oxygene nécessaire a la dégradation de la pollution introduite, nécessite l'utilisa-
tion de la loi classique de variation de C(t) donnée par :

dC(t) /dt =Kpa (Csat - C(t) ) - Re - R(t) avec : R(t) =a dS(t) / dt
(rapport constant entre substrat dégradé et oxygéne consommé)

dans laquelle Re, Kpa, CsaT sont des paramétres que nous préciserons dans le tableau
ci-dessous et qui peuvent étre déterminés facilement dans les conditions suivantes :

. avant l'introduction de la pollution R(t) = 0, & l'aide du régime permanent, de la déri-
vée a l'origine de C(t) et en coupant 1'aération en régime permanent on détermine aisément les
grandeurs Kj A, CsaT et Re.

La connaissance de ces parametres ainsi que C(t) et dC/dt conduit 2 la détermination de
R(t) qui caractérise l'affinité substrat micro-organismes en présence de 'oxygeéne dissous dans
le pilote. Celle-ci met en jeu un certain nombre de grandeurs ou parameétres qu'il faudrait adapter
au bassin réel. En effet, dans le bassin réel, il faut tenir compte de certaines considérations li€es
a la géométrie et  la cinétique hydraulique de la cuve d'aération (variation des débits, temps de
séjour, gradients déconcentration).

En définitive, chaque échantillon de pollution ;, i = 1, ..., L (L taille de 'ensemble
des échantillons) est caractérisé par un ensemble de paramétres biologiques et hydrauliques.
Nous entendons par échantillon, une quantité de pollution entrant dans le bassin a I'instant t et
sortant de celui-ci  'instant t + T ol T est le temps de séjour de I'eau dans la cuve d'aération.
L'ensemble des variables calculées ou mesurées sont résumées dans le tableau ci-dessous. Cel-
les-ci ont été regroupées en trois sous-ensembles variables a expliquer, variables explicatives
primaires et variables explicatives secondaires candidates.

b) Bilan des grandeurs accesibles

Le tableau ci-dessous, regroupe 1'ensemble des grandeurs connues, mesurées directe-
ment ou indirectement. Pour faire une distinction entre ces différentes grandeurs, nous
"étiquetons” chacune d'elles avec 1'une des lettres suivantes :

. A : grandeur mesurée 2 l'aide d'un capteur : mesure directe

. B : grandeur caractérisant I'évolution temporelle de la concentration en oxygene dis-
sous dans le pilote (donnée par un capteur) : mesure indirecte

. C : grandeur connue par ailleurs
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1 - Les variables a expliquer : Y = {X;,i=1, ..., 3}

Xs5 =Pg : perturbations sdisonniéres

X =Ts : le temps de séjour de 1'eau polluée dans le bassin en mn A
X2 = Ss : concentration résiduelle en pollution 2 la sortie du bassin en mg/l A
X3 = S0 : concentration totale en substrat & dégrader en mg/1 A
2 - Les variables explicatives primaires : X = (X;,1=4, ..., 15}
X4 =KX : le niveau de saturation des micro-organismes B
X5 =Sp" : la quantité du substrat primaire en mg/l B
Xe=Db :vitesse de dégradation des micro-organismes en mg/l.mn B
X7= 1 :constante de temps du substrat secondaire en mn B
X8 = So* : la quantité du substrat secondaire en mg/1 B
X9 =m :rapport entre substrat formé et substrat dégradé B
X10 = Re : respiration endogéne des micro-organismes en mg/l A
X11 =CsaT : concentration de saturation en oxygene dissous dans le

pilote en mg/l A
Xj2 = 1/KLa : constante de temps de la dissolution de 1'oxygéne dans

'eau au niveau du pilote en mn A
X13 =D, : débit d'eau polluée en entrée en m3 A
X14 = Dy : débit de boues en entrée en m3 A
X15 =Dg : débit d'eau polluée en sortie en m3 A
3 - Les variables explicatives secondaires candidates : Z = {X;,i= 16, ..., 25, ...}

- X16=T :latempérature du milieu épurateur en 0°C A
X17=C :concentration en ocygene dissous dans le bassin en mg/l A
X183 =PH : le PH du milieu épurateur A
X19=DCO :demande chimique en oxygeéne en mg/l A
X20=H :taux de matiéres en suspension dans l'eau A
X21 =M : mode d'aération (intégral, piston ou mixte) C
X272 =0 :taille moyenne des bulles dans le bassin en mn A
X23 =Py : pression atmosphérique en bar A
X24 =Pp : perturbations atmosphériques C

C

etc
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Pour plus de détail, on peut se référer 2 LAURENT (80, 81, 85] et BARBOUCHA
(81, 82, 84].

V.5 Modélisation st le : he slobal

Suivant, la variation du débit de pollution et la nature du polluant, nous avons montré
dans une étude antérieure que le fonctionnement du bassin d'aération se fait dans 1'une des trois
zones que l'on peut résumer comme suit [BARBOUCHA 81, LAURENT 85].

. S0 < Sp; : faibles charges (effluents peu concentrés)
. S01 < S < Sy : charges moyennes
. S > Sgz : surcharges (effluents trés concentrés, effluents toxiques).

So étant la concentration du substrat d'entrée. Le choix des seuils Sg; et Sg est généra-
lement laissé a l'initiative de I'exploitant. Il est bien évident que ces seuils ne seront pas les
mémes pour une station se trouvant dans une zone industrielle et pour une station se trouvant
dans une zone urbaine.

V.5.1 Constitution de la population d'apprentissage

Nous avons constitué dans un premier temps une population d'apprentissage de 100
échantillons a partir des données fournies par le C.R.O.D.A. (Centre de Recherche de 1'0Om-
nium d'Assainissement). Pour chacun des échantillons, on reléve en régime permanent l'en-
semble des variables et parameétres le caractérisant. Il s'agit aussi bien de variables hydrauliques
et biologiques que des parametres physiques tels que la température, le PH, ... etc. qui sont ré-
sumés dans le tableau ci-dessus. Par ailleurs, chaque variable a ét€ découpée en un certain nom-
bre de modalités. Le choix d'un tel nombre, comme nous l'avons signalé au chapitre I dépend
de la nature de chaque variable (variable a expliquer ou variable explicative) et de son domaine
de variation [JAMBU 78] [AYGALINC 86]. Dans un tel syste¢me, la plupart des variables évo-
luent trés lentement, leur codage ne pose aucun probléme particulier. Nous supposons égale-
ment, pour tester la validité de 1'algorithme 2 proposé, que les mesures effectuées sur chaque
échantillon ont été répétées une dizaine de fois et qu'un certain nombre d'erreurs auraient pu étre
commises sur de telles mesures. Une telle hypothése parait grossiére ; en réalité, il n'en est rien
puisque la restitution des données par le pilote nécessite un temps de 15 mn environ et le temps
de séjour de l'eau dans le bassin réel est généralement supérieur A 3 heures pour des stations
d'épuration de taille moyenne. Par conséquent, l'opérateur a suffisamment le temps de répéter
plusieurs fois la méme mesure. A l'aide de cette hypothése, nous avons reconstitué une nouvel-
le population d'apprentissage de 1 000 échantillons, dont le tableau de contingence est donné en
annexe 1. Les lignes d'un tableau sont classées en fonction des valeurs croissantes de Sg cor-
respondant 2 la quantité du substrat 8 dégrader. Ainsi o, correspond & un effluent peu concen-
tré et 04 est 1a modalité d'un effluent trés concentrée. '
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V.5.2 Analyse globale et analyse locale
V.5.2.1 Analyse globale

Nous avons utilisé dans un premier temps X comme ensemble explicatif. Ceci nous
conduit a générer le tableau de contingence I A partir du tableau initial de données contenant
I'ensemble des échantillons Q.

Le calcul de I'entropie conditionnelle de Y sachant X donne :
H(Y/X) = 1,5128 ou sous forme normalisée H(Y/X) / H(Y) = 0,38

L'entropie résiduelle (ou le % non expliqué de Y) étant élevée, on conclue alors qu'il y
a un manque de variables explicatives.

En effet, I'utilisation des tests, conduit & isoler 10 modalités de X (a5 & 0p4) qui ne
peuvent expliquer a elles seules les 9 modalités de Y (Bs et B16). Par conséquent, le recours a
des variables explicatives supplémentaires est nécessaire. A cet effet, 1'utilisation de 1'algorith-
me 2 conduit a la sélection de I'ensemble explicatif S* = {X¢, X;7, X13} parmi I'ensemble des
variables candidates. Si, on refére au tableau de contingence II relatif au croisement de Y et X U
S*, l'utilisation des tests permet de conclure que Y est totalement expliqué par X U S* au bruit
pres. Or, le calcul de I'entropie résiduelle et le % non expliqué de Y donne :

H(Y/XUS*) =098 et [H(Y/XUS"/H(Y)]1=0,25
Une analyse de modélisation basée uniquement sur ceg indices peut conclure A tort
l'absence d'une explication totale de Y par X U S* d'otl la nécessité de faire appel aux tests dé-

veloppés dans ce chapitre.

Dans la mesure ot le systeme posséde trois zones de fonctionnement, nous allons
chercher une partition de Q en trois classes sous les contraintes suivantes :

Q) ={w;,ie (1, ..., 1000) tel que : ©; ne posséde aucun niveau de saturation} : (fig I1.5)

Q= {w;,ie (1, ..., 1000) tel que : w; possede un seul niveau de saturation} : (fig. I1.6)
Q3= {w;,ie (1, ..., 1 000) tel que : ; posséde au moins 2 niveaux de saturation}: (fig. I1.7)
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Fig. IL.5 Fig. IL6 Fig. I1.7

douQ;={w;,i=1,...,400} = Tableau III
Q={0,i=401,...,775} = Tableau IV
Q3= {w;,i=776,..., 1000} = Tableau V

On va effectuer alors une analyse locale.

V522 el

a) Analyse de 2, : (échantillons faiblement concentrés)

Dans ce cas, X explique Y de fagon redondante. En effet Y est également expliqué par
un sous-ensemble S € P (X) de cardinal plus faible. L'utilisation des tests sur le tableau III,
montre que Y notée Y! est expliqué par S noté X! au bruit prés alors que, comme dans le cas
précédent, le calcul de I'entropie résiduelle conclut 2 une insuffisance d'explication de Y par
X1 puisque :

HYYXD) =127 et [H(YYXYH/H(YH]=0.41
avec X! =X\ {Xy, X7, X3, X9} =S

X1 modélise Y! au bruit pres, ceci s'explique par le fait que pour de tels effluents, il y
a absence de saturation des micro-organismes d'une part et la dégradation du substrat primaire
ne génére pas de substrat secondaire d'autre part. Cela apparait clairement sur la courbe R(t)
(fig. IL5) qui ne présente pas les deux caractéristiques précédentes. Pour de tels échantillons, il
n'est pas nécessaire de faire appel 4 un modele de dimension importante pour décrire le systeme
dans cette zone de fonctionnement.

b) Analyse de €; : (cas des charges moyennes)

L'analyse d'un tel échantillon, nous a permis de conlure que Y est expliqué par X et ne
peut €tre expliqué par un sous-ensemble de cardinal plus faible que X. Dans ce cas, on peut re-

II- 41




marquer que la présence de saturation des micro-organismes ainsi que l'apparition du substrat
secondaire (fig. I1.6) justifient la présence des variables X4, X7, X3 et X9 parmi les variables
constituant 'ensemble explicatif X.

Le calcul de I'entropie résiduelle a partir du tableau IV donne :
H(Y¥X?) =091 et [H(Y¥X? /H(Y?)]=0,34

méme remarque que précédemment sur l'utilisation de ces indices pour juger l'explication de Y2
par X2,

c) Analyse de 3 (cas des fortes charges ou charges toxiques)

La modélisation d'un tel sous-échantillon, nécessite l'utilisation d'un sous-ensemble
explicatif supplémentaire S* = {X;6, X17, X18}. En effet, c'est ce sous-échantillon qui est
l'origine de l'absence de l'explication totale de Y sur I'ensemble de ses modalités.

L'analyse du tableau V montre que Y noté Y3 est expliqué par X U S* noté X3 au bruit
prés méme si :
H(Y3/X3%) = 0,52 et [H(Y3X?)/H(Y?)]=0,23

La modélisation du syst¢me dans cette zone de fonctionnement est plus complexe que
dans les deux cas précédents pour les raisons suivantes :

& il y a présence d'un substrat primaire dont 1a dégradation donne naissance
un substrat secondaire ; chacun d'eux posseéde un niveau de saturation ;

*= ]a complexité de tels effluents conduit A une variation de paramétres tels que :
le PH, la température, la concentration en oxygene dissous dans le bassin
(variables X6, X17 et X1g) qui sont en général constants pour des effluents
moyennement ou faiblement concentrés [LAURENT 85].

En définitive, I'approche globale conduit a la recherche d'un modele qui est certes
complet, mais décrit de fagon redondante certains types d'échantillons qui ne nécessitent qu'un
modele de taille plus réduite. Par contre, l'approche locale, permet de proposer pour chaque
zone de fonctionnement du systéme, un modele partiel permettant de décrire de fagon satisfai-
sante son comportement dans une telle zone. Ainsi, dans le systéme que nous avons analysé ;
pour la modélisation des échantillons de €24, on peut faire appel au modele classique de crois-
sance microbienne de MONOD [1942], alors que les échantillons £; et Q3 nécessitent un mode-
le plus général. Le modéle de LAURENT-POVY [1978] semble convenir pour décrire de tels
échantillons.
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VI - CONCLUSION

L'analyse des relations entre variables, a partir des données relevées sur le systéme
¢étudié, constitue souvent le premier pas vers une modé€lisation de celui-ci. Pour éviter d'aug-
menter inutilement la dimension du modele recherché, il convient d'étudier, pour chaque varia-
ble explicable, ses sous-ensembles explicatifs optimaux. Nous avons montré, certaines proprié-
t€s des sous-ensembles explicatifs qui permettent d'accélérer notablement le processus de leur
détermination dans le cas d'un syst¢me déterministe [ALGORITHME I].

Sous un angle plus général, nous avons montré l'insuffisance des approches classiques
pour la faisabilité du probléme de modélisation lors de la présence du bruit sur les variables du
systeme. Pour résoudre un tel probléme, nous avons fait appel aux tests statistiques et avons
développé un indice bas€ sur la variation entropique. Cette fagon de procéder, nous a permis de
déceler les modalités non expliquées des variables que 'on se propose de modéliser.

L'utilisation des algorithmes de type hiérarchique, pour la recherche des variables ex-
plicatives supplémentaires parmi les variables candidates conduit a l'explication du syst¢me
[ALGORITHME 2]. A partir de la donnée des relations validées, il est alors possible de construire
le graphe d'interconnexions et de mettre en évidence, par sa décomposition, sa structure hiérar-
chisée pour obtenir celle du syst¢me [RICHETIN 75, MILGRAM 75].

Enfin, nous avons développé une application de 'approche proposée sur un systeéme
complexe : les stations d'épuration des eaux usées et avons montré 1'utilité de la modélisation
structurale. Nous avons également mis en évidence l'intérét d'une approche locale pour décrire
les fonctionnements multiples éventuels d'un systéme.
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CHAPITRE III

MODELISATION DES SYSTEMES
COMPLEXES
APPROCHE SYSTEME EXPERT
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I - INTRODUCTION

Les syst¢émes complexes sont souvent constitués d'un nombre important d'éléments
qui intéragissent entre eux de fagon non simple [SIMON 1962]. Leur prise en compte, pose de
sérieux problémes de modélisation et d'analyse de relations fonctionnelles difficilement maitri-
sables par les approches classiques. Nous avons montré que 'approche modélisation structurale
utilisant les concepts de la théorie de I'information peut apporter une réponse a cette nécessité.
Les systemes suffisamment complexes, sur lesquels on ne dispose d'aucune information a prio-
1i et qui ne peuvent étre appréhendés au moyen de relations fonctionnelles nécessitent une pro-
cédure d'analyse permettant d'extraire les connaissances qu'ils réc¢lent. Par ailleurs, une mé-
thode d'analyse est jugée par sa flexibilité, son adaptation a tout type de systémes et par la ma-
ni¢re dont elle utilise les connaissances. Le choix d'une méthode, l'interprétation des résultats
nécessite en effet la possiblité€ de manipuler des connaissances, un savoir souvent de type décla-
ratif qui n'est pas toujours possible par des programmes classiques procéduraux
[DEMONCHAUX 1985]. C'est pourquoi, un grand nombre de recherches laissant de coté
I'approche algorithmique traditionnelle s'orientent vers des techniques d'intelligence artificielle
et particulicrement les systémes experts. La caractéristique principale de cette approche est la sé-
paration introduite entre base de connaissances et mécanismes d'exploitation de ces connaissan-
ces [PINSON 1981] [LAURIERE 1982] [LAURENT 1984]. En effet, 1a mise en ceuvre de tels
systemes nécessite leur décomposition en trois composantes fondamentales :

- la base de connaissance qui integre le savoir acquis sur le long terme par I'expert ;
- la base des faits qui contient I'ensemble des données descriptives du domaine explor€ ;
- le moteur d'inférence qui est le mécanisme d'exploitation ou le programe interpréteur.

L'avantage de ces systémes, par rapport a I'approche algorithmique traditionnelle, rési-
de dans le fait qu'ils utilisent des heuristiques acquises aupres des experts humains, ce qui leur
permet de "tracer” le raisonnement utilisé en des termes compréhensibles par les utilisateurs. Ils
présentent également d'autres avantages, en plus de la séparation introduite entre la connaissan-
ce et les mécanismes chargés de l'exploiter qui constituent un facteur primordial de confiance
pour les utilisateurs, tels que : 1'évolutivité, I'explication du raisonnement, ... et permettent ainsi
d'automatiser des tiches pour lesquelles il est difficile d'établir des algorithmes de résolution
[TALLIBERT 1985]. Comme toutes les disciplines novatrices, les systémes experts utilisent
des méthodes dont le formalisme et les concepts ne sont pas encore fixés ni bien éprouvés. Y.
KODRATOFF [1985] dit & ce propos "Malgré leur popularité, les systtmes experts ne sont pas
clairement définis. Ils correspondent plus & un mode d'approche des problémes qu'a une carac-
téristique formelle, leur définition varie selon les écoles et selon les individus". Comme le dit
également C. GRANGER [1985] "Il n'existe pas a I'heure actuelle de méthodes théoriques gé-
nérales capables d'indiquer quelle méthode de représentation choisir selon les fonctionnalités
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liées au domaine d'application et au type de problémes A résoudre”. Toute la difficulté réside
dans I'élaboration de la base des connaissances du probléme 2 analyser. L'exploitation d'une
telle base de connaissance a fait 1'objet d'un grand nombre de travaux visant 2 définir des mo-
teurs d'inférence efficaces [CORDIER 1985] [LEBEUX 1986]. Son élaboration, par contre fait
appel a un ou plusieurs experts qui traduisent sous forme de régles une expérience acquise sur
le long terme. Or, peu d'experts humains sont capables d'exprimer de fagon exhaustive toutes
les connaissances li€es a leurs domaines, de ce fait, les erreurs et omissions peuvent étre fré-
quentes.

En effet, la réalisation d'un systéme expert, se heurte encore A de nombreux problémes
liés essentiellement & la "transférabilit€" du savoir des experts pour laquelle aucune méthodolo-
gie n'existe encore. D'autant plus que, comme le signale V. RIALLE [1985], "1l existe quel-
ques domaines pas trop vastes, incertains et incomplets et pour lesquels n'existe pas d'expert 3
proprement parler capable de construire une base de connaissance utilisable par un moteur d'ex-
ploitation. De tels domaines ne nécessitent pas moins une aide au raisonnement et 2 la déduc-
tion". Par ailleurs, un certain nombre de systémes sont non stationnaires, dans le sens ou les
régles régissant leur évolution varient en temps "réel" (horizon d'un jour A un an par exemple),
ou bien présentent des modes de fonctionnement multiples, régis par différents ensembles de
regles. Pour de tels systémes, toute analyse est basée sur l'acquisition et 1'exploitation, sur un
horizon d'observation approprié des données qu'ils générent. En effet, ces données traduisent
le comportement du systéme et il convient d'en extraire la connaissance qu'elles récélent. A cet
effet, nous proposons deux approches complémentaires pour l'exploitation des tableaux de con-
tingence regroupant les informations disponibles sur le domaine 3 analyser : la premiére est
basée sur la définition d'un opérateur de contraste appliqué a ces tableaux, la seconde fait appel
a un coefficient d'extraction de I'information utilisant les concepts de I'analyse structurale par le
biais de la théorie de l'information. Les deux approches proposées seront comparées et utilisées
conjointement avec une méthode géométrique d'analyse des données : 1'analyse factorielle des
correspondances, pour l'extraction et 'expression des connaissances contenues dans un tableau
de contingence.

II - NOTATIONS COMPLEMENTAIRES

Le systeme que 1'on se propose d'analyser fait intervenir les sous-ensembles 2, X, Y,
My et My définis aux chapitres précédents.

L'analyse du syst¢me nécessite la construction du tableau de contingence [Pj]
(Fig. I11.1) & partir du tableau initial de données. La case (i,j) du tableau contient P;; 1a probabi-
lit€ d'occurence conjointe des modalités a; et [3;.
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On note par ailleurs :

Fig. III.1 : tableau de
contingence [Py]

B(a) = {Bj,je (1,...,m) tel que : P (Y = B;/ X = o)) = Pj;; > O}

AB) ={ajie (1,..,n)telque :PX=0;/Y = B;) = P;;; > O}

III - QUELLE CONNAISSANCE PEUT-ON EXTRAIRE DE [P;]

Pour une exploitation judicieuse du tableau [Pij], les deux seules hypothéses reciuiscs
concernent la taille L de 1'échantillon et I'horizon d'observation [Cf § 4.2.6.1. CHAP 1 ].

Dans les chapitres I et II, nous avons montré l'intérét de I'approche locale pour I'étude
- d'un systeéme. Dans ce sens, nous proposons dans un premier temps 1'exploitation du contenu
informationnel de chaque ligne [resp de chaque colonne] du tableau [P;;] que nous présenterons
sous forme de régles. 7
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[IL1_Définiti

Une regle est définie comme l'information extraite sous forme symbolique 2 partir
d'une distribution de probabilité issue du tableau de contingence [P;].
D'une mani¢re opérationnelle, une régle extraite d'une ligne peut s'écrire comme suit :

X=0; ALORS Y=f; OU ... OU B; OU... QU B,
Il en est de méme pour une régle extraite d'une colonne :

Y=f; ALORS X=0q OU a; OU ... OU ¢; OU ... OU q

[IL2.Probl: és lors de la formulation d :

A l'aide des informations contenues dans [P;], il est possible de traduire des connais-
sance sous forme de reégles. Mais la difficulté réside dans leur sélection et leur évaluation. Ainsi
l'implication X =a; = Y = B, doit &tre assortie d'un degré de vérité permettant de mesurer sa
concordance avec la réalité observée. L'utilisation d'un coefficient de vérité V (ou de non vérité
N.V.) basé uniquement sur les concepts probabilistes n'est pas suffisant pour la pondération
d'une telle régle. A titre d'exemple, prenons pour X = ¢; deux distributions de probabilité
Py (Y/X = o) et P, (Y/X = o) (Fig. II1.2). Dans les deux cas, on peut affirmer que :

.X=0; ALORS Y =p; avec V=0.7etNV =0.3

Les distributions P; et P, donnent P,
naissance a la méme regle. Pourtant toute
la connaissance utilisable a partir de la dis- 0.7
tribution P; n'a pas encore ét€ exploitée
alors que manifestement la distribution P, 0,2 l B
ne peut pas fournir d'information supplé- 0,01 | I T TR O T T T N T T Y
mentaire. B, B, 512

Cet exemple montre l'insuffisance
des degrés de pondération d'une régle con- P,
¢us seulement a partir des modeles proba-

0,7

bilistes. Quelle connaissance peut-on ex-

traire effectivement de P; et P ? Dans ce

cas précis, on ne s'écarterait pas trop dela ) B.
0,03 FURE N N T N OO B N B e

réalité en formulant les régles suivantes.

E’1 BZ B11
Fig. II1.2 : Les distributions de P, et P,




.cas (@) : X =0; ALORS Y =§, 0U B,
.cas(b) : X=0a; ALORS Y =0,

Dans les deux cas, on néglige les résidus qui ne peuvent fournir une connaissance
opérationnelle.

Voyons a présent quels sont les types de régles susceptibles d'étre extraites du tableau
de contingence ?

IIL3 Nature des reégles

Dans l'approche systéme expert, la représentation de la connaissance sous forme de ré-
gles est le formalisme le plus utilis€ a cause de sa souplesse et de sa puissance. D'autres appro-
ches sont également proposées, elles utilisent les réseaux sémantiques, les frames, ... etc. On se
limitera dans ce travail a 'approche la plus adoptée, celle des régles de production. Deux types
de regles peuvent étre distinguées.

II1.3.1 Les regles de type 1

Elles utilisent les informations contenues dans une ligne de [Py;] et s'écrivent comme
suit :
.X =045 ALORS Y € Bg() < B (o) {1.1)

. dans le cas ou Bg(@;) se réduit 2 un seul élément Bj par exemple, la régle précédente
s'écrit :

X=0; ALORS Y=§;

. dans le cas défavorable ot Bg(a;) contient 'ensemble des modalités B;,j =1, ..., m,
c'est-a-dire Bo(0;) = B(0y), la régle s'exprime alors :

X=0; ALORS Y=B; OU B, OU ... OU PBnm _

Le quantificateur logique "ET", que nous noterons "A", est implicite en hypothése est
en conclusion, ainsi :

. X = oy signifie : Xj =) A K =02 A ... A Xp=04P)

(I11.2)
.Y =B;signifie: (Y1 =B A (Y2=BP A ... A(Yq=BD
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Par ailleurs, I'exploitation de l'information contenue dans deux ou plusieurs lignes du
tableau [Pij] (agrégation des lignes) conduit & des régles composées qui peuvent s'exprimer
comme suit :

X=0; OU o ALORS Y € Bgi(ot) U Ber(0g) (I11.3)

Nous remarquons que le quantificateur logique "OU" que nous noterons "V" est expli-
cite en hypotheses (regroupement des lignes) et en conclusion.

I11.3.2 Les reégles de type 2

Elles font apparaitre des coefficients de pondération probabilistes pour chacune des mo-
dalités prises par Y en tenant compte de 1'exploitation ou la non exploitation de 1'information ré-
résiduelle. Ainsi, si Y prend une seule modalité B, 1a regle s'écrit :

.X=0; ALORS Y= (Bj, i = 1) ou 1j; estle coefficient de pondération de larégle.
En I'absence des résidus ry; n'est autre que Py;, dans le cas contraire rj5 > Py;.

D'une maniére générale de telles régles s'écrivent comme suit :
.X=0; ALORS Y=B1,np v P2 Vv ... v Bo, o) (I1L.4)

avec 1 <o <m régle qui signifie qu'a chaque modalité B;, j € {1, ..., ©) est associé
un coefficient de pondération rj; contrairement aux régles de type 1 ol ces coefficients ne sont
pas spécifiés.

Chaque ligne [resp chaque colonne] du tableau [P;] donne naissance & une régle. Au
total une liste de (n + m) régles peuvent alors étre extraites, elles constituent le modele redon-
dant du systéme. Le probléme de regroupement et de simplification de telles régles, en vue de la
génération du modele simplifié du systéme sera étudié au chapitre IV. |

Dans cette partie, notre intérét est porté sur la fagon dont les informations disponibles
dans le tableau [P;;] peuvent €tre exploitées et avec quelle précision des régles peuvent étre dé-
duites : a cet effet, nous proposons deux approches complémentaires.

IV - EXTRACTION DE CONNAISSANCES : APPROCHE UTILISANT UN
- OPERATEUR DE CONTRASTE

C'est une approche locale qui consiste 2 identifier les cases importantes de chaque ligne
[resp colonne] du tableau [Pj;} et & utiliser au mieux son contenu informationnel. Ainsi, si on dé-
couvre par exemple qu'une case renferme 95 % de l'information contenue dans une ligne, il se-
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rait inutile de conserver les (m - 1) autres cases qui n'apporteront qu'une information négligea-
ble. D'ou I'int€rét de déceler les cases qui sont susceptibles d'apporter une information exploi-
table. A cet effet, nous allons définir dans un premier temps un opérateur de contraste qui nous
permettra d'extraire les informations pertinentes contenues dans le tableau [Py].

IV.1 Opérateur de contraste

. Considérons une lignei,ie {1, ..., n} du tableau [P;j] et soit P (Y/X = o;) sa distri-
bution conditionnelle de probabilité dont les éléments sont supposés ordonnés ; c'est-a-dire :

P(Y/X=04)={Pjs,j=1,...,mtel que : Pyy 2Py ... 2 Py} (11.5)
. On cherche 2 élaborer, P, R
a partir de la distribution P (Y/X

= ;) = P, pour une troncature ¢
fixée, 1 £ 6 <m, une nouvelle
distribution R (Y/X=0;) =R
aussi proche que possible de P
(Fig. II1.3).

. La distribution optimale
R* doit étre choisie telle que
D (P, R") est minimal ol
D (P, R") est un indice de dis- c:t m
tance entre les deux lois de pro-
babilité,

Fig. II1.3 : Tracé de R a partir de P et
pour une troncature ¢ donnée.

De nombreux indices existent dans la littérature et permettent la comparaison des lois
de probabilité : distance du x2 (noté D), l'information discriminante de KULLBACK (D), le
x? de NEYMAN'S (D3) et l'information d¢ SHANNON (D4) [BENZECRI 1980]
[KULLBACK 1962].

Nous montrons (Cf. Annexe III.1) que la distribution R* suivante est optimale pour les

quatre indices ci-dessus :
( m

>p.,
i P
. ) o+l ifi
R(Y/X=oci)=<rj/i,3=1,...,c5tc:lque:rj,i=Pjﬁ+Pj/i . =— ,
\ ‘{,Pjﬁ 2P,
avecryi=0pourj=0c+1,...m (I11.6)
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L'information résiduelle perdue est répartie de fagon proportionnelle sur les raies con-
servées.

Remarque IV.1.1.

L'utilisation d'un indice de distance basé uniquement sur le calcul de la différence en-
tropique entre les deux distributions : AH = H(P) - H(R*) = Ds, conduit 2 R* optimale qui
s'écrit :

R" = {1 j= L..,0 tel que ry; = 1/c avec 1j5 = O, Vj = 0+1, ..., m} (I11.7)

En effet H(P) est constant, AH est minimum lorsque H(R) est maximum. Celui-ci est
obtenu dans le cas ou les modalités Bj, j=1, ..., o sont équiprobables.

Cette situation correspond particuliérement au cas des reégles de type 1 ol la probabilité

de chacune des modalités n'est pas spécifi¢e. Autrement dit, elles sont également représentées
ou bien uniformément distribuées sur l'intervalle {1, ..., c}.

Remarque 1V.1.2,
L'utilisation d'un indice du type quadratique qui s'écrit :

m
D(P,R*)=D6=zllrj/i-Pj/ily ot v>0

conduit 2 la définition de R* optimale comme suit (démonstration annexe ITL1) :

m
2Py,

o+l

R'(YX=0)=|r;, j=1,..0 tlque r; = | P;+
c

avec 1j; = 0 pour j = 0+1, ..., m (I11.8)

Dans ce cas les raies conservées, se trouvent augmentées de la méme quantité :

m
) 2 Py

o+l

(o
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Mis A part ces deux cas particuliers, le choix de R* donné par (IIL.6) qui minimise les
indices les plus connus nous conduit & définir un opérateur que nous appelerons : opérateur de
contraste comme suit :

a)_Définition : L'opérateur de contraste Cg, de niveau ¢ relatif a une ligne du tableau
[Pyl est:

1
—— pourje{1,..0)}
(o)
C =< sz/l
o] 1
L 0 pourj € { o+1,...,m}

. Contraster une ligne ligne i du tableau consiste & multiplier chacun des éléments P, j
=1, ..., m par son coefficient de contraste.

. Si on note D l'ensemble des distributions conditionnelles de probabilité, la définition
formelle de Cq est donnée par :

G, D ——D

P(Y/X=0) —— R (YX=a)=C_[P(YX=a)]
. Ceci montre qu'une fois les éléments de la ligne contrastés on obtient une nouvelle
distribution R* (Y/X = ), que nous noterons désormais R (Y/X = o), définie par : R (Y/X =
)=Co [P(Y/X=0)]=Cs.P (Y/X=0)

. Les éléments de cette nouvelle distribution sont également ordonnés (ordre décrois-
sant), I'ordre des ¢ premiers éléments étant inchangé :

R(Y/X=a)=(rjj=1,..,0tel que : 11z 2 ... 2 Tz} (IL.11)

. I s'agit effectivemnt d'une distribution de probabilité, en effeton a :

. Par ailleurs, l'opérateur de contraste sur les lignes conserve leur distribution
marginale : i )
. =P

. Pour un niveau de contraste ¢ donné, un élément j de la ligne i s'écrit :
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( P, P..
i ij .
rj/i = 5 = 5 5 VJG {1,...,0}
\rjﬁ=0 ; Vje{o+l,...,m}

On appelera résidus les quantités Pjs, j€ {0 + 1, ..., m} qui correspondent aux moda-
lités éliminées par l'opérateur de contraste.

b) Limites de Cg
. s 0 =m alors ¢4 = 1 ; les deux distributionssont identiques :
R (Y/X =) =P (Y/X = &) : dans ce cas aucun contraste n'est effectué.
lpourj=1
.sio=1lalorsCs=1/Py; = R(Y/X=a) =
Opourj=2,...,m

Dans ce cas, un contraste maximum est effectué.

Par conséquent, dans le cas général :

1=sC_ < - (m3)

14

c) Exemple :
Soit P (Y/X = o) = {0.4, 0.35, 0.15,0.01, ..., 0.01} avec 6 =3 et P, =0.1 . Le
calcul de C; donne :

009- 0

0,1 10 .
_ | 7ra pour j=1,2,3
Cc = { 0
0 pour j={4,...,m}

La nouvelle distribution s'écrit : R (Y/X = a) =R = {4/9, 3.5/9, 1.5/9, 0, ..., 0}.

Nous avons tracé a la figure I11.4 les deux distributions P et R ainsi que Cg.
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Rem V.1

Il est possible de définir un opérateur de contraste quadratique. En effet, dans le cas
précédent (contraste linéaire), les ¢ éléments de la distribution sont multipliés par un coefficient

constant égal a :
1

(o]
}; Py;

La multiplication de chaque élément par un coefficient qui lui est proportionnel conduit
a un opérateur de contraste quadratique (cf. annexe II1.2). Celui-ci renforce les valeurs les plus
€levées de la distribution et diminue celles qui sont faibles. On se limitera dans ce travail au cas
linéaire.

A" I i I
Le probléme qui se pose a ce stade est celui de la détermination du niveau de contraste
Cs a effectuer sur chaque ligne du tableau [P;] de sorte que l'information perdue lors de cette

opération reste minimale.

Pour résoudre un tel probléme, on peut faire appel dans un premier temps, a un indice
de distance faisant apparaitre le coefficient de contraste ; soit :
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[o] m
I-ZPj/i ij/i
1 o+l

-1 = = (1I1.14)

(¢} (¢} [+]
21: Pir 214 Py 21: Py

d(©,P) =C_-1=

d; (o,P) fait apparaitre le rapport entre la probabilité des résidus €liminés et la probabilité des
éléments conservées apreés contraste.

La perte d'information occasionnée par cette opération peut étre également déterminée a
l'aide des concepts entropiques.

Notons Hp (Y/X = o) [respectivement Hg (Y/X = o] I'entropie de Y sachant que X
prend la modalité a calculée avec la loi de distribution conditionnelle P [resp R]. Hp (Y/X = o)
= Hp s'interpréte de la méme fagon, ainsi la perte d'information AH occasionnée par le rempla-
cement de P par R s'écrit :

m (o}
AH = H, - Hy = -lej,l Log Py + Zl‘,rj,l Logy, (IIL15)

m (o) o}
= -Xl,PjﬁLong,l + 21, P,LogP; - Log}_‘,le,i

i,

_ AH Hp-Hi
ou, sous forme normalisée : = it < s d, (o, P) d11.16)
p P

Cette quantité représente le pourcentage de I'information perdue a l'issue de I'opération
de contraste et le niveau de contraste & retenir peut étre déterminé en se fixant un seuil de perte
d'information limite.

Un tel probléme peut étre également formulé comme un probléme de test statistique. En
effet, P est une distribution réelle observée sur le sous-échantillon Ly de L caractérisé par X =
o, R est une distribution théorique censée décrire d'une maniere plus exploitable ce méme
échantillon, Le probléme posé est alors, de savoir jusqu'a quel point ces deux distributions re-
présentent la méme réalité. Autrement dit, il s'agit de tester pour un ¢ donné, les deux hypothé-
ses suivantes :
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- Hp : les distributions P et R sont approximativement identiques ;
- Hj : les distributions P et R sont significativement différentes.

Ce type de probléme, largement étudié dans la littérature ]BENZECRI 1980]
[SAPORTA 1978} [KULLBACK 1962] recoit une simple et classique solution par la mise en
ceuvre des tests statistiques suivants :

- le test du 2 noté : ds (o, P)

- le test de %2 de NEYMAN'S noté : d4 (G, P)

- le test bas€ sur l'information de SHANNON noté€ : ds (o, P)
- le test de WILCOXON noté : dg (o, P)

- le test utilisant la divergence de KULLBACK not€ d; (o, P).

Appliqués 2 la comparaison des deux lois P et R, ceux-ci s'écrivent respectivement
(pour la démonstration voir annexe I11.3).

a-

(o3
1'21'lei C -1
d; (o,P) = La—___- = L

o)
1+§1_‘,ij1

= x (1IL17)

%2 dépend de (m-1) degrés de liberté. A partir d'un seuil £, du 2 calculé et du %2 tabu-
1€, il est alors possible d'accepter ou de rejeter 'hypothése Hp.

b-
o} m
1-;[’1-/i 0'2+1Pj/i

=C -1=9y% (111.18)

o

d, (o) =

(o} o
214 Py EI'_Pj/i

Nous remarquons que ce test conduit au méme résultat que celui utilisant I'indice de dis-
tance basé sur le coefficient de contraste. L'interprétation d'un tel indice est identique au cas
précédent.
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(4 [

1 1 1 1
ds (o,P) = Pi_[(l—(—:;)Log(l+-C—)+C—Log—C;] (111.19)

Cette quantité représente la perte d'information provoquée par I'opération de constras-
te. Elle est d'autant plus faible que Cg est proche 1.

d-
ds (G.P) = : 1
6 (O, v (IT1.20)
mo - 5

ou U est un coefficient qui tient compte de l'ordre des €léments des deux distributions aprés
leur mélange (voir annexe II1.3). Les résultats de ce test sont tabulés, il est alors possible d'ac-
cepter ou de rejeter I'hypothése Hy.

e -

)
1I1.
d; (6,P) = - P, Log (;Pﬂi ) (II1.21)

Un tel indice s'interpréte également en termes de perte d'information comme l'indice
ds.
En définitive, pour un niveau de contraste G donné :

. si d(o,P) est €levé : R ne se représente que faiblement la réalité du phénomene analysé, il est
alors difficile de justifier son utilisation pour I'extraction des régles.

. si d(o,P) est faible : les deux distributions sont "voisines", on peut alors envisager une extrac-
tion de régles a partir de R.

de contraste 2

Nous avons vu que I'opération de contraste peut étre acceptée ou rejetée selon le résul-
tat du test. Ainsi :

.sido; 1 <0<m-1 tel que Hy est accepté : alors un contraste de niveau G est effectué. -

.siflo;1<so<m-1 tel que Hy est accepté : alors aucun contraste n'est opéré sur la ligne con-
sidérée, la seule valeur de ¢ pour laquelle Hyp est
vraie est m.

Par conséquent a ce stade, on peut écrire, pour un niveau de contraste ¢ donné, avec
Hp vraie, une régle de type 1 ou type 2 :
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.X=0; ALORS Y=B;vB2v...ve type 1
.X=(Xi ALORS Y=(Bl,r1ﬁ)v([32, rgﬁ)v V(Bo-, rc,i) tprZ

On peut alors se poser la question de savoir, quel degré de vérité (ou de non vérité,
quel degré d'efficacité il est possible d'attribuer a de telles régles ?

La réponse a cette question nous conduit 2 proposer certains coefficients de pondéra-
tion qui vont dépendre essentiellement de la qualité de 1'opération de contraste. Nous allons
montrer que l'utilisation du test précédent ne conduit pas toujours a un "contraste optimal" et
qu'il est nécessaire de faire appel a d'autres critéres pour une évaluation correcte de celui-ci.

V.4 ité !
IV.4.1 Position du probléme

Le test effectué sur les deux distribution P et R, montre que la perte d'information, 2
l'issue de l'opération de contraste peut étre faible ou élevée. Par ailleurs, quel que soit son ni-
veau, cette information aurait pu ou non étre exploitée. En effet, les données recueilies sur
I'échantillon analysé peuvent se repésenter de fagons multiples. Soient les distributions suivan-
tes (a, b, ¢, d) tracées sur la figure IIL5.

a) Dans ce cas, la régle suivante peut étre établie :
X=0a; ALORS Y=, vB2vBsVvps
la probabilité€ pour que cette régle soit vraie étant égale A 1. En effet, 'absence des résidus pour
C > 4 conduit, dans ce cas, & une perte d'information nulle et de ce fait 1'information contenue
dans la ligne est totalement exploitée par la régle ci-dessus.

b et ¢) Cette situation peut &tre modélisée par les deux regles suivantes :

.X=o;y ALORS Y=B;vBvBvBs... (1)
.X=0; ALORS Ye By vBavBivBs...(2)

avec la probabilité que la régle (1) soit vraie égale 4 0.9 et la probabilité que la régle (2) soit
vraie égale 2 0.1.

. si la régle (2) existe dans la réalité, cela veut dire que la régle (1) ne représente pas

complétement la réalité du phénomene analysé. Par contre si la régle (2) n'existe pas réellement,
alors la regle (1) suffit 2 elle seule 2 modéliser totalement le phénomene étudié. Comment
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peut-on distinguer ces deux cas en I'absence d'un modéle du systéme, la seule connaissance
disponible étant les observations recueillies sur le systéme A travers les instruments de mesure.
Ceux-ci peuvent en effet déformer la réalité (mauvaise acquisition, mesures aberrantes, compor-
tements marginaux, ... etc.). Par ailleurs, les observations peuvent étre également exprimées
par un expert et, de la méme fagon, étre entachées d'erreurs. Ceci nous conduit 2 étudier la ré-
partition des résidus, les deux hypothéses extrémes sont alors les suivantes :

. Hp : les résidus forment un seul élément ' (111;22)
. Hj : les résidus sont répartis de fagon équiprobables

* Dans le cas ol Hp est réalisée, cela signifie que l'information résiduelle est faible et
concentrée dans un seul élément dont la probabilité s'écrit :

[+
Pj,i=1>0+m=1-21',11i avee Py =0 Vje(o+2,..,m)

Par conséquent, la régle (1) n'est pas compléte, il existe un phénoméne non modélisé
par celle-ci puisque l'information résiduelle peut étre effectivement exploitable (cas b). Ainsi la
régle (2) modélise la réalité qui n'a pas été prise en compte par la régle (1).

* Dans le cas ol Hj est réalisée, la répartition équiprobable des résidus peut étre la con-
séquence d'une déformation de la réalité. L'information qu'ils contiennent est inexploitable, la
probabilité de chaque élément s'écrit dans ce cas :

(¢}
1-21‘,Pj,i

P. = ———— , Vje {o+l,...,m}

dans cet intervalle X et Y sont statistiquement indépendants, la connaissance de X = ¢;
n'apporte aucune information au sujet de Y. On peut alors estimer que la régle (1) est compléte.
L'inexploitabilité de I'information résiduelle ne justifie pas l'extraction de la régle (2).
d) Dans ce cas, on peut évidemment proposer la régle suivante :

X =0; ALORS Y=BIVB2VB3VB4

Clest une régle compléte, puisqu'elle est proche de la réalité du phénomene analysé,

- mais elie est moins efficace pour l'utilisateur que la régle : X = a; ALORS Y =f; v B, qui est

également complete. En effet, I'information conservée (non résiduelle) contient une quantité
d'information inexploitable qui a pour conséquence une diminution de l'efficacité de la régle
ainsi générée.
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La détermination & partir du test précédent du seuil de contraste ¢ donnant naissance 2
des regles est valable dans le cas oil les situations (a) et (c) sont réalisées. Cependant les deux
autres cas peuvent justifier des contrastes plus importants (cas a) ou moins importants (cas b)
suivant les possibilités d'utilisation de l'information résiduelle et la validité des régles obtenues.
Pour tenir compte de ces éventualités, il est nécessaire de juger un seuil de contraste non seu-
lement 2 partir du test précédent, qui juge la quantité d'information conservée (ou la conformité
de la régle a la réalité observée) aprés contraste, mais aussi suivant d'autres critéres basés sur
les notions :

- de probabilité de la validit€ d'une regle ;
- de perte d'information ;
- d'efficdcité d'une régle.

L'utilisation de ces trois critéres, conjointement avec le test précédent conduit alors au
choix d'un niveau de contraste “optimal" donnant naissance a des régles aussi proches que
possible de la réalité¢ du phénomene étudié.

IV.4.2 Jugement du contraste en termes de probabilité

Nous avons vu qu'a l'issue d'une opération de contraste de niveau o, il est possible
d'établir la régle suivante :

X =a; ALORS Y e Bs(o) ; la probabilité pour que cette régle soit vraie est :

[+3
(I11.23)
21" P

et correspond au nombre de cas dans lesquels celle-ci a été observée vraie.

La probabilit€ pour que cette régle soit observée fausse est :

- [1 'ip""]

et correspond 2 une régle complémentaire qui s'écrit :

X =0; ALORS Y ¢ Bg(o;)) OU Y € B(o) \ Bg(oy)

Autrement dit la probabilité pour qu'une régle soit observée vraie ou fausse dépend du
niveau de contraste G.
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IV.4.3 Jugement du contraste en termes de perte d'information

L'opération de contraste de niveau o, effectuée sur la distribution P, engendre une
perte d'information mesurée par d (o, P). Or cette perte d'information, comme nous I'avons si-
gnalé au § 4.4.1,, peut &tre significative ou non. En effet, celle-ci peut se présenter de fagons
multiples. Le probléme qui se pose alors est celui de savoir dans quelle mesure la réalité obser-
vée peut elle se décomposer en un phénomeéne purement déterministe donnant naissance 3 une
regle a laquelle se superpose un comportement purement aléatoire. La réponse 2 cette question
nécessite I'étude de l'utilit€ de 1'information résiduelle que nous noterons U(G) qui va étre prise
en compte pour juger le niveau de contraste G. A cet effet, nous utilisons un modele de compor-
tement des résidus auquel va étre comparée la distribution résiduelle réelle. Mais avant de pré-
senter les différents modeles de comportement, nous allons rappeler dans un premier temps la
distribution normalisée des résidus que l'on note Q et qui s'écrit :

P.,. )
j il
Qy;» j=0+1,...,m telque: q = —
Q(Y/X=a) = « zpj/i [
o+l
\ avec qy; = 0 pour j=1,...,0 )
4 Y ] Y

Soit P(Y) la distribution moyenne de I'ensemble des lignes (distribution marginale) qui
s'écrit : P(Y) : {P;,j=1, ..., m}.

P.
Notons S = S » j=o+l,...,m telquc:s_j = —1

m
2P,

o+l

(II1.24)

la distribution de probabilité supposée "résiduelle” obtenue a patir de P(Y) sur l'intervalle
{o+1, ..., m}. Le premier modele consiste alors & comparer Q 2 S. Or S est issu de P(Y) qui
est le profil moyen de Y sur la population totale Q et qui résulte de :

. I'application simultanée a la population de toutes les régles ;

. I'application d'un comportement purement aléatoire superposé aux regles.

Il n'existe aucune justification pour procéder de la sorte. En effet, comparer Q & S re-
- vient a faire le modele d'aléa suivant : )

. il existe n regles, chacune d'elles est observée avec la probabilité P; ;
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. il existe un comportement aléatoire qui consiste a appliquer I'une de ces n regles au
hasard avec une distribution de probabilité P; . Or, notre but est de chercher un modéle déter-
ministe traduit par une régle auquel vient se superposer un comportement purement aléatoire.
Pour confirmer l'inefficacité d'un tel modele, prenons un exemple simple.

a) Exemple

Soit le tableau de contingence ci-dessous :

Y
<N\ |B:1 B2 B
o 1ttt bbbl
1| 0.1} 0.1\ 75| 785 | T80 | T80 | 180 | 1807 | T80 | 180 (80| &%
o || 1 HEEEEEFEREEEER
2 | 1301 T80 @1 | 01 {Ts0 | 1807 | Ts0'| T80 (T80 T80 | Ro| ©-2°
el 1] 1] N EEEEE
3 | 180 ] 180|180 180 | @1 | O! | 1507 T80 | T80 | 180 | 80| @20
NN HERE
% | 1807 Ts0| T80 | T80 | T80 | T80 %1 | 0! {180 T80 | 80| 025
7 I I 1 7 1 1 L L 1L 1
60 60 60 60 60 60 60 60 45 a5 75
Tragons P (Y/X = oy) et P(Y) et compi\rons Q. 4a8.
P(Y/X=0t,) Q
04
B. 18 B
1/45 | VllllllJll; llIIIIJII ."
B B, B, By DY P
P (Y) S
B 7139
o0 - e
IR NN NET i am]
145 >
B, B, B, | Bu B B, B, Bir
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Nous remarquons 2 travers cet exemple que les distributions P (Y/X = a;) et P(Y) sont
totalement différentes. La premiére fait apparaitre un phénomene déterministe que I'on peut mo-
déliser par laregle : X = a; ALORS Y =B v B; auquel vient s'ajouter un phénomene aléatoi-
re qui ne peut donner naissance a aucune régle. Par contre, la deuxi¢éme correspond 2 un profil
moyen générant une reégle qui est la résultante des quatre régles extraites des lignes et qui s'écrit:

X=o3voapvazvoy ALORS Y=B;vBv...vBs

régle a laquelle se superpose également un phénoméne non déterministe. Par conséquent rien ne
justifie la comparaison de Q, qui est le résultat d'un comportement aléatoire, & S qui est en géné-
ral la moyenne de différents comportements déterministes et aléatoires sur l'intervalle {o+1, ...,
m}. En définitive, un tel modele permet seulement d'apprécier de "combien" une régle issue
d'une ligne s'écarte de la régle moyenne issue du profil moyen et ne peut étre pris en compte
pour juger l'utilité de l'information perdue. Par ailleurs, rappelons qu'en analyse factorielle des
correspondances, la notion d'écartement du profil de chaque ligne (ou colonne) avec le profil
moyen est mise en évidence. L'approche A.F.C. revient en réalité€ & mesurer de "combien" le
profil d'une ligne s'écarte du profil moyen en utilisant la métrique du %2 centrée sur ce dernier.
Par conséquent, I'A.F.C. permet d'étudier la dispersion des profils par rapport au profil
moyen. Contrairement a I'A.F.C. notre approche consiste a chercher un mode¢le de comporte-
ment du systéme. En effet dans les cas limites ol :

& tous les profils sont sensiblement voisins du profil moyen, le modéle du systéme peut étre
décrit par une seule et unique régle ;

&= tous les profils sont différents, le modele du systeme est décrit alors par les n régles atomi-
ques.

4 r r

La recherche d'un modéle de comportement du systéme par élimination des modalités
jugées sans signification suppose que 1'on s'est fixé un modéle de comportement des résidus.
En fait, décider si les résidus contiennent ou non une quantité d'information utile revient 8 com-
parer leur distribution conditionnelle de prebabilité a la distribution des phénomenes aléatoires
intervenus lors de la collecte des données (erreurs de mesure, bruits, ... etc). Celles-ci sont is-
sues de "dispositifs" physiques (capteurs) ou humains (interviewés, experts), les aléas observés
dépendant alors de la nature du capteur ainsi que de celle de la donnée. Le modéle d'aléa fournit
alors les probabilités d'erreur supposées, sous la forme :

Probabilité [ Yopservée = Bj/ Yréet € Bo(0i) 1,j€ {o+1, ..., m]} (111.25)

Selon la nature de la variable, du systéme, du capteur, ce modele peut étre élaboré de
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différentes fagons :

A - Ensemble de modalités non structurées

Dans le cas d'un ensemble de modalités non structurées et en absence totale d'informa-
tion sur les probabilités d'erreur, la seule hypothese que nous puissions faire est une hypothese
d'équirépartition des erreurs ou aléas. Dans ce sens, la distribution des résidus sera comparée a
la distribution uniforme définie par :

m
%Pj/i
. (o}
Q(Y/X=0Ll) = qlll s _]=O'+1, IR ¢4} telque: q_]/i = E

En effet, en absence d'information sur le systéme dans cet intervalle, rien ne justifie de
privilégier une modalité par rapport A une autre.

Ce cas peut résulter d'un ensemble de réponses fournies par des individus 2 priori non
spécialistes, les réponses fausses seront alors également réparties. Une telle situation peut étre
schématisée comme suit :

Ensemble des interviewés

Individus donnant
la bonne réponse

Individus donnant
une réponse fausse

R (Y/X=04)

Q (Y/X=0;)

ﬁj
>

) m

Cependant, lorsque "le capteur” utilisé est un expert, celui-ci peut non seulement four-
nir des informations relatives 2 la vérité du processus, mais aussi des informations relatives aux
erreurs qu'il lui arrive de commettre, ou a celles commises le plus communément. Cette infor-
mation sur les probabilités d'erreur peut étre fournie directement par I'expert sous une forme
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analogue a celle donnée par (II1.25) ou encore par le biais d'une structuration de 'ensemble des
modalités obtenue par la définition d'une relation floue, de ressemblance par exemple. A partir
de la forme donnée par (II1.25), on obtient directement le schéma suivant :

Experts donnant
Ia vraie réponse

T R (Y/X=04)

Les experts

Experts en
situation d'erreur

Q (Y/X=t;)

—>
(o) m

Dans le cas ou 'expert fournit une structuration floue, il convient de bdtir a partir de
celle-ci une distribution Q(Y/X = ;) qui constitue le modele des aléas. Ce passage de la structu-
re sur My (associée a la ligne X = ;) a la distribution Q(Y/X = ;) est d'ailleurs a réaliser, que
la structure soit floue et donnée par un expert ou stricte car existant a priori sur 'ensemble des
modalités de Y.

B - Ensemble de modalités structurées |

L'existence d'une structure sur l'ensemble des modalités de Y pourra toujours se tra-
duire par la définition d'une distance (écart, dissemblance, dissimilarité, ...) entre une modalité
"erronnée” et I'ensemble des modalités vraies B (0y). Le passage a la distribution d'erreur
Q(Y/X = ;) utiliseracette distance par l'intermédiaire d'une loi de distribution donnée (par
exemple exponentielle, normale, ... etc) sous la forme :

P [Yobservée = Bk / Yreene € Bg (i) 1=q [ S(Bka Bg (%)) ] (111.26)

ot 8(By, Bg (ai))_ désigneqla distance entre By et Bg (o) et g est une fonction décrois-
sante de & telle que :
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q@®20V 820

2 al8@.B )] =1

ke Bc(ai)

De fagon schématique, la procédure adoptée peut se décomposer en trois niveaux que
l'on peut résumer comme suit :

* Distribution initiale P

* Décompositionde Pen :
- un phénomene réel
- un phénomene aléatoire

MODELE
DE
LEXPERT

MODELE
EQUIREPARTI

MODELE OBTENU
A PARTIR D'UNE
STRUCTURATION

[V.4.3.3 Relati I %

Les entropies H(P), H(Q), H(R) des distributions initiaIe, résiduelle et contrastée sont
liées par la relation suivante : :

S m
(;P-i JH(R) + (ij/i JH(Q) +H, =H® - (I1.27)

o+l

avec Hj l'entropie d'une variable & 2 classes "R et Q" qui s'écrit, si on note :
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m
Yp, - A

o+l
Hy=- ALog A - (1-A) Log (1-A) avec A € [0,1]
Ainsi, la relation fondamentale (II1.27) s'écrit sous-forme normalisée :

H (R) HQ H
-Magmtiae tam -

1 (I11.28)

Cette relation est composée de 3 termes :

. le 1" est 1i€ au pourcentage de l'information conservée ou fournie par l'opéra-
tion de contraste ;

. le 2° est li€ au pourcentage de 1'information résiduelle perdue ;

. 1e 3% est li€ au pourcentage de I'information qui ne peut étre fournie sachant la
reégle de niveau ©.

Cercle d'aire unitaire

Nous montrerons par la suite que les différents termes qui composeht cette relation
fondamentale vont étre utilisé€s pour la définition des coefficients de vérité et d'efficacité d'une
regle.

Pour définir I'utilité de I'information perdue U(G), considérons un modele de bruit qui
correspond a I'hypotheése d'une distribution uniforme de celui-ci.

[V.4.3.4 Définition de U(g)

L'utilit€ de I'information perdue U(c) doit posséder les deux propriétés suivantes :
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a) U(o) fonction strictement décroissante de H(Q) : (propriété P;)

. si H(Q) = Hu(Q) : entropie maximale des résidus ; alors :
U(0) = Up(o) : utilité minimale des résidus

En effet, la distribution Q s'écrit, en notant

m
2P, = A

o+l
Q={qgjpj=0+l,...,mtel que : q; =Pjs/Aetqy=0pourj=1,..., 0}

H(Q) est maximale lorsque Py; = A/m-6 V j € {o+], ..., m}, autrement dit :

1
= = —— (équiprobabilité des résidus) d'ou :

m
1 1
Hy(Q = - 2, —— Log —— = Log (m-0) (IT1.29)
c+1 M-O m-o

Par conséquent : H(Q) = Hu(Q) = Log (m-0) signifie que la régle de niveau o est
compléte puisque les résidus ne contiennent aucune information susceptible d'étre opérationnel-
le, elle n'est d'aucune utilité pour le phénoméne modélisé par une telle régle.

. si H(Q) = H,(Q) : entropie minimale des résidus, alors :
U{(o) = Upm(0) : utilité maximale des résidus.

En effet, H(Q) est minimale lorsque :

m
1- 2Py = 1-A

o+l

c'est-a-dire qg+15 = A . 1/A =1 (les résidus forment un seul élément) d'ot :
Hn(Q) =0 (111.30)

Autrement dit : H(Q) = H,(Q) = 0 signifie que la régle de niveau ¢ est incompléte, les
résidus contiennent encore une information susceptible d'étre exploitable et qui n'a pas été prise
en compte par une telle régle. Cette information résiduelle contient donc un phénomeéne non
modé€lisé par la reégle de niveau o et celle-ci ne sera réellement compléte qu'a l'issue de 1'opéra-
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tion de contraste de niveau G+1.

A partir de ces deux cas limites, il semble raisonnable d'affecter une plus grande utilité
a des résidus d'entropie faible. On aura alors :

H(Q) < H(QW = Ui(o) = Ui(o) (11.31)
b) U(o) Fonction décroissante de o : (propriété P;)
L'utilité de l'information perdue doit étre telle que :
U(o) 2 U(o+1) (11.32)

Ceci signifie que l'utilité de I'information perdue au niveau & doit étre supérieure ou
égale a celle de l'information perdue au niveau 6+1 et ceci quelle que soit la distribution résiduel-
le. L'égalité étant obtenue lorsque les résidus sont répartis de fagon équiprobable. Ceci semble
logique puisque, d'une part, les raies de la distribution sont classées par ordre décroissant et
d'autre part, si on juge au niveau ¢ que l'information résiduelle est inutile, il est difficile d'ad-
mettre qu'elle soit utile pour des niveaux de contraste plus élevés. '

En notant

m
2Py = A

c+1

il semble logique de définir dans un premier temps 'utilité de I'information perdue, que nous
noterons pour l'instant U,(G), comme suit :

U, (0) = A (I1L.33)

[HM(Q)-H(Q)]_Al H(©Q)
Hy(Q) B [ ]

) Log (m- 0)

Nous avons montré en annexe III.4 que I'utilité€ de I'information perdue ainsi définie
vérifie la premiére propriété donnée par II1.3.1. mais ne vérifie pas toujours la 2° propriété
(I11.32). Par ailleurs, lorsque ¢ est voisin de m et particulierement pour ¢ = m-1, U(0) n'est
pas définie puisque : H(Q) = Hy(Q) = 0. Par conséquent U;(0) ainsi définie, ne semble pas
convenir pour évaluer 'utilité de I'information perdue dans le cas général. C'est-pourquoi, une
nouvelle définition de l'utilité de l'information perdue, s'avére nécessaire. A cet effet, nous
proposons la fonction suivante que nous noterons Uy(0) :
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[ Hy(Q)-H(Q ] (111.34)

U,(o) = A ()
Log(m-0)-H(Q) Log(m-o) H (Q)
= A = -
Uy(o) Logm Logm [ 1 Log (m- c)]
Log (m- o)
dot Uyo) = —Togm U,(0)

On montre en annexe III.4 que le fait d'avoir multiplié U;(c) par la quantité
Log(m-0) / Log m, permet de lever le paradoxe énoncé ci-dessus. Par conséquent U,(0) vérifie
les deux propriétés de l'utilité de I'information perdue. En définitive, U(0) ainsi définie semble
+ convenir 2 la définition d'une telle fonction dans le cas général et doit étre prise également
comme I'un des critéres d'évaluation du seuil de contraste G a retenir. Un tel seuil o doit étre
choisi tel que l'utilité de 1'information perdue reste minimale.

Quelques remarques :

¥ Les deux criteres développés ci-dessus (en termes de probabilité, en termes de pertes d'in-
formation) vont étre pris en compte pour juger de la vérité d'une régle dans un contexte plus
global (cf. § IV.5.).

% U»(0) que nous noterons désormais U(c) est homogene 2 une probabilité. Nous montrerons
que U(o) n'est autre que le coefficient de non vérité de la régle extraite (cf. § IV.5.).

IV.4.4 Jugement en termes d'efficacité

- L'efficacité d'une regle va dépendre essentiellement :

- du nombre ¢ de modalités prises par Y parmi les m modalités existantes (régles de type 1) ou
- de I'entropie de la distribution contrastée R (régles de type 2).

Ainsi une régle du-type : X = a;; ALORS Y = B est d'une grande efficacité pour I'uti-
lisateur & cause de l'unicité de la conclusion. Par contre, une régle telle que :

X =0; ALORS Y =pB;vBav...v B n'est que d'une trés faible efficacité pour
l'utilisateur & cause de ses conclusions multiples. Cette efficacité est méme nulle dans le cas des
régles de type 1, puisque dans ce cas on n'a aucune information exploitable. Par ailleurs, le
coefficient d'efficacité que nous noterons e(c) doit vérifier les propriétés suivantes :
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-e()=1
- &(m) 2 0 : pour une régle totalement inefficace on posera e(m) = 0 (I11.35)
- e(0) : fonction décroissante de ¢

Nous allons envisager successivement le cas des régles de type 1 et de type 2.

a) Cas des régles de type 1

Dans cette situation, la probabilité de chacune des modalités Bnji=1,...,on%estpas
spécifiée. Celles-ci contribuent (vues sous I'angle de 'efficacité) de fagon identique i l'efficacité
de la régle. On leur attribue alors 1a méme probabilité :

Py

(o]
, Zl'Pj/i

1
T. = = - J—
i p

(o) [¢]
21' Pp o© ijrx

t

L'entropie de la conclusion est alors égale 4 Log ©. Le méme raisonnement appliqué a

I'ensemble des modalités B;, j = 1, ..., m conduit 2 une entropie égale 3 Log m.

Par ailleurs, en tenant compte des propriétés précédentes (I11.35), la définition du coef-
ficient d'efficacité (compris entre O et 1) est donné par :

LogE
. (G)=Logm-Log0'_1-Log0' _ o (I11.36)
1 Logm B Logm Logm

.81 0=m = e;(m) = 0 : la régle est totalement inefficace puisqu'elle n'apporte aucune informa-
tion a l'utilisateur.
.sio=1=>e)(1)=1:larégle est d'une efficacité maximale.

b) Cas des régles de type 2

Dans ce cas, la régle fait apparaitre pour chaque modalité 3; sa probabilité ry; et ceci
quelque soit j € {1, ..., o). Par conséquent, l'efficacité de 1a régle doit tenir compte de la con-
tribution de chaque modalité. Par ailleurs, méme établie 2 partir des données non contrastées,
une régle du type 2 peut avoir une certaine efficacité puisque H(P) < Log m. Dans ce sens, on
définira I'efficacité d'une régle de type 2 bitie a partir de la distribution R par: ~

Logm - HR) H(R)
& © = —om— = 1 Torm : (I11.37)
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.sioc=1=HR)=0 = ey(1) =1 : efficacité maximale
.si 6 =m = H(R) = H(P) = e»(m) = Log m - H(P) / Log m : efficacité initiale de la ligne

e2(m) apparait alors comme une mesure de I'efficacité de 'information contenue dans
une ligne du tableau initial.

Remarque IV.4.4,
H R
CZ(O')= 1_—&%
H (P)
€, (m) = I-Tgm |
HP) - HR H@P) - HR
ez(o)-cz(m)=_(_lio.é_r;£_) = €,(0) = e, (m) + (gogm()

En notant €3(0) =ex(m) + Aex(0), A ey(o) représente le gain d'efficacité obtenu
par l'opération de contraste. Nous traiterons plus en détail ce probléme au chapitre IV lors de la
procédure de regroupement des lignes et les colonnes.

En définitive, les critéres permettant de juger un contraste “"optimal” et 1a régle qui en
découle peuvent se résumer comme suit :

1 - Critere de conformité :
mesuré par d(o,P), celui-ci exprime la conformité de la régle a la réalit€ du phénomeéne
observé.

2 - Probabilité d'occurence :
mesurée par le modeéle probabiliste

(o}
21: Py
celui-ci fait apparaitre le nombre de cas ol une régle a été observée vraie.

3 - Critere de perte d'information :
mesuré par le coefficient U(0), celui-ci tient compte de I'utilité de l'information rési-
duelle et permet de conclure si la régle est compléte ou non.

4 - Critere d'efficacité :
mesuré par €1(0) (régles de type 1) ou e3(0) (régles de type 2), celui-ci juge l'efficacité
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d'une régle générée par un niveau de contraste donné.
Le choix du seuil de contraste ¢ doit &tre tel que :

. d(o,P) minimum
[¢3

> Py, maximum (II1.38)
1

.U(6) minimum
.e(0) maximum

Les trois premiers critéres peuvent &tre utilisés pour définir le coefficient de vérité
d'une régle. On peut remarquer que les deux premiers critéres ne sont pas indépendants. En
effet, pour les indices d; 2 d, on observe une relation monotone décroissante entre d(c,P) et

o} C
z Py Par conséquent, minimiser d(c,P) est donc équivalent & maximiser 2 P
1 1

IV.5.1 Introduction

L'une des caractéristiques des systémes experts est la manipulation de connaissances
incertaines ou imprécises. La représentation et la formulation de ces connaissances, sous forme
de régles est souvent déduite par un raisonnement approché qui traduit le savoir de 'expert dans
le domaine analysé. Dans le cas de données incertaines, la notion de vérité ou de fausseté d'une
proposition est introduite. Pour traduire cette incertitude, les experts introduisent soit directe-
ment, soit indirectement en s'aidant de la théorie Bayesienne des coefficients de vraissemblance
[MARRAKCHI 1985], d'évocation/rejet [SOULA 1981}, suffisance/nécessité [MARTIN
1984], crédibilité/plausibilité [SHAFER 1976}, certitude [SHORTLIFE 1976] [DUDA 1980]
... etc. Par contre, dans le cas ou les données sont imprécises, la théorie des sous-ensembles
flous est alors exploitée pour tenir compte de 1'interprétation de l'information dont on ne connait
qu'approximativement les limites [DUBOIS 1985]. Cette approche, basée sur l'utilisation des
mesures floues de SUGENO [1974], sur des mesures de possibilité/nécessité [ZADEH 1978]
[DUBOIS 1985], ... etc, s'est révélée adaptée a certains types de problémes. Par ailleurs, trés
récemment, une analogie entre les intervalles de confiance utilisés en statistique et les intervalles
de confiance que peut fournir un expert sur une proposition, a conduit G. PASS [1986] 2 for-
muler des régles de probabilité incertaine.

Dans le cas ol le domaine analysé ne dispose pas d'experts ou bien lorsque ceux-ci
éprouvent des difficultés & formuler des r2gles, la représentation des connaissances peut se faire
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A l'aide des données statistiques recueillies sur celui-ci. Leur exploitation judicieuse peut donner
naissance 2 des régles dont la validit€ est fonction de le représentativité de la population d'ap-
prentissage. C'est pourquoi, nous allons proposer ci-dessous un coefficient de vérité basé sur
les criteres présentés aux paragraphes précédents.

IV.5.2 Coefficient de vérité d'une regle

Ce coefficient va étre utilis€ pour mesurer la vérité d'une régle. En notant V(o) le coef-
ficient de vérité d'une reégle issue d'un contraste de niveau o, une approche probabiliste condui-
ra & définir V(o) par :

(¢}
' V(o) = ;pj " (IIL.39)

Cette approche présente plusieurs inconvénients [PRADE 1982]. Par ailleurs, dans sa
formulation, cette approche ne permet pas de distinguer entre une régle compléte qui exprime la
vérité du phénomene analysé et une régle incompléte qui ne modélise que partiellement celui-ci.
En effet, dans ce dernier cas, certains comportements du syst¢me ne sont pas modélisés par
cette régle. Si ceux-ci sont peu fréquents, on peut décider en premiére approximation que la
régle est vraie. C'est pourquoi, nous allons définir un coefficient de vérité qui tient compte non
seulement du niveau de contraste G, mais aussi de l'utilité de I'information résiduelle. Il semble
raisonnable d'exiger d'un tel coefficient les trois propriétés suivantes :

.V(m) =1
. V(o) =1 5i U(c) = Uy(0)

)
V(o) = Ellpjﬁ $iU (0) = Up(0) (I11.40)

Nous définissons le coefficient de vérité de niveau ¢ par : V(c) = 1 - U(c) qui s'écrit

encore :
(¢} m
U (o)
V(o) = szﬁ + L Py | 1-— (IIL.41)
1 o+l z
Pin
o+l

. la quantité (1) n'est autre que le coefficient de vérité probabiliste.
- . la quantité (2) est un facteur correctif qui tient compte de I'utilité de l'information per-
due. Il exprime également le fait que toute l'information utile de la ligne a été extraite ou non.

V(o) peut s'écrire également :
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V(o)

hd iy H,(Q) - H(Q
2P+ XP, | 1-
1 o+l HM(P)

- Log(m-o0) - HQ
L- Zp'ﬁ Log m

o+l

.si U(c) =0 alors v(o) =1

m (¢
siU(c) » ZPjﬁ alors V(o) —» ZP.i <1
o+l 1

!

Bien que cela n'apparaisse pas explicitement dans la définition ci-dessus, l'existence
d'une relation biunivoque entre d(o,P) et

[s)
21: Py
(Cf § IV.2) montre que le coefficient de vérité défini ci-dessus fait intervenir la notion de con-
formité de la régle a la réalité. En s'aidant des relations existant entre d(o,P) et

(¢}
21 Pj/i

le coefficient de vérité€ V(o) peut étre exprimé par les relations suivantes :

[+
esi d(G,P) = d,(6.P) = d,(6P) : U@©) = 2 P;[1+dyGP)] - U(o)
1

. d;(o,P) 2 c
esi doP) = ——— =¢ : V(o) = 21' P, [1+dyGP)] + [dy(o.P) - U(0) ]
o
; H (R)
esi d(o,P) = dy(o,P) : V(o) = dy(c,P) + T - U(o)
Remarque 1 : Nous constatons que V(o) est indépendant de e(0). En effet, il est tout a

fait possible qu'une régle vraie soit inefficace (un truisme).
Remarque 2 : Comme nous avons défini V(o), il est alors possible de définir le coeffi-
cient de non vérité NV(o) d'une régle par :

m Lo _ _H
NV (0) = 1-V(o)y = U(0) = ij,i[ g(mLo‘;)m (Q)] (I1L.42)
o+l

Le coefficient de non vérité d'une régle n'est autre que le coefficient de 1'utilité de 1'in-
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formation perdue comme nous l'avons signalé au § IV.4.3. En effet, si I'information résiduelle
est exploitable, elle est donc utile, par conséquent, il est possible d'extraire une régle vraie sur
l'intervalle {o+1, ..., m}. Par contre, si les résidus ne récelent aucune information opération-
nelle, leur utilité est donc nulle et ils ne peuvent donner naissance a une régle vraie.

V - EXTRACTION DE CONNAISANCES : APPROCHE ANALYSE
STRUCTURALE PAR LA THEORIE DE L'INFORMATION

¥.1 Introduction

Comme I'approche précédente, cette approche est également locale et consiste par, con-
séquent a extraire des régles des lignes et des colonnes du tableau de contingence. elle utilise les
concepts de la théorie de I'information et adopte une procédure pas & pas basée sur la définition
d'un coefficient d'extraction de l'information qui dépend entre autres de la répartition de !l'in-
formation résiduelle.

Si on se réfeére a la relation 1.56 (§ 4.3.2. chapitre I), I'entropie conditionnelle de Y sa-
chant X, s'écrit :

H(Y/X) = 2P (X=0;) . H(Y/X=0)

ou H(Y/X= oy) est I'entropie de Y relative i la ligne i du tableau [Pj;] : "quantité d'information
locale". Que vaut H(Y/X) respectivement dans le cas d'un systéme déterministe et dans le cas
d'un systéme non déterministe ?

a) Cas d'un systéme déterministe :

Pour un tel systtme H(Y/X) = 0, ce qui signifie que le tableau [P;;] contient un seul
élément par ligne. Nous avons montré, au chapitre I1, § I1.2.1., que cette derniére égalité impli-
que qu'a partir de chaque ligne i, i=1, ...,n, il est possible d'extraire la régle suivante :

X =0; ALORS Y =f; avec V=Py;=1 _(ma3)

Dans le cas ou deux lignes i et k aboutissent 2 la méme conclusion, leur regroupement
conduit a la régle suivante :

X =0;v oy ALORS Y =P avec V = Pk = 1 - (UE44)

Dans le cas particulier ou :
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H(Y/X) = H(X/Y) = 0 (systeme inversible), il s'agit juste d'un recodage.
b) Cas d'un systéme non déterministe :

Dans un syst¢me complexe, il est rare que les tableaux de contingence contiennent un
seul élément par ligne. Les mesures sont généralement bruitées et entachées d'erreur et en plus
des aléas physiques et/ou technologiques, les cases de [P;;] sont souvent non nulles et forment
une distribution dont les éléments sont la résultante d'un phénomene réel pouvant donner nais-
sance 2 une regle a laquelle vient se superposer un phénomene purement aléatoire dii a la distor-
sion de la réalité. Dans une telle situation, la génération des régles devient délicate, et il s'agit
alors de définir les critéres visant a faciliter cette extraction. Ceci nous conduit naturellement,
dans un premier temps, a étudier la répartition des résidus.

V.2 Répartition des résid

. Considérons une ligne i du tableau de contingence [Pyl i€ {1, ..., n} et soit P(Y/X
= o) = {Pjs, j=1, ..., m} sa distribution conditionnelle de probabilité.

. Soit Pj; = max Py k=1, ..., m
. Appelons pour l'instant résidus : {Pys, k#j, j=1, ...,m}

L'entropie conditionnelle de Y sachant X = q; s'écrit dans ce cas :

H(Y/X=a) = - Pj; Log Py; - E‘ P, Log Py,
i)

(I11.45)
Calculons le majorant et le minorant de H(Y/X = ;) sous la contrainte :
P, =1-P.,.
Z} ki n (IIL.46)

. Le majorant de H(Y/X = o;)

Calculons max[ - ZPk/i Log Py, ]
k#j

sous la contrainte sz/i =1- Pi,i
k+#j

La solution est évidente puisque - X Py; Log Py;; est maximum lorsque les Py sont re-
partis de fagon équiprobable et égaux a
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1- Pj,l
=T Dans ce cas P(Y/X:ai) s'écrit :

T U Tl } d'ol une entropie maximale

P (Y/X=0) = {Pjﬁ,

2 H(Y/X=o)
(111.47)
. Le minorant de H(Y/X = o)

Calculons mm[ - Z‘,Pk/i Log P, ]
k#j

sous la contrainte ZPk/i =1- Pj,i
k+#j

Le minimum s'obtient lorsque tous les Py; sont nuls sauf un dont la probabilité vaut : 1
- Py; d'oll une entropie minimale :

Hp, = Hpy (Y/X = o) = - Py Log Py - (1 - Py) Log (1 - Pjs) SH(Y/X = o) (111.48)
Par conséquent : H(Y/X = o) = Hp SH(Y/X = o)) = H<HmM(Y/X = o)) = Hy
La connaissance de H et les deux quantités extrémes Hy, et Hy; va nous permettre de

définir deux coefficients que nous noterons Ny, et Ny, pour juger I'état de répartition des rési-
dus. IIs sont définis comme suit :

Hy-H
Ny = r5——ee— (111.49)
M HM b Hm
H-H
n = - (111.50)
m HM - Hm

On remarque que Ny + NMm = 1

. si H — Hy alors iy — 0 et Ny, — 1 : les résidus ont tendance 2 se répartir de fagon équipro-
bable.

. st H— Hp, alors My — 1 et Ny, — 0 : les résidus ont plutdt tendance 2 se regrouper et former
un seul élément.

Pour mieux apprécier 1'état de répartition des résidus, nous allons tracer Hy, Hy, et H
en fonction de Py; 4 N = constante.
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AN=nNM:

H=Hp + (1-nwm) (1 - Py;) Log (m-1) = Hy - Nm (1 - Pyy;) Log (m-1)

oHy, ' 1
s'annule pour Pj/i = —

BPJ. i m
oH ! 1 P ! k =(1 JLog(m-1) = C
—— s'annule pour P, = avec k = -1 m-1) = Cte
3P, PP m) 08
. 1 1
on montre facilement que s 2 — , eneffet,
! 1+2¢ M

(1 -mm) Log (m-1) £Log (m-1) puisque : 0 <y < 1

(1-mpg) 1 1
m-1) M<m-1) = > — dob:
(1-mpp) m
1+(m-1) .

1 1

2 —

1+2% m

b)n=nm

H =Hp + NMm(1 - Py Log (m-1) =Hm + (N - 1) (1 - Pjp) Log (m-1)

oHy, ' 1
s'annule pour Pj/i

Py 2
E s'annule pour P.. = L avec k' =n_Log(m-1) = Cte
an/i i 1+ m
on montre facilement que . lzk < —;— puisque 2*>1 pour m > 2
+
par conséquent i < ! < _1_ |
m ek 2

T?agons ci-dessous (fig. IIL.6) H, Hy et Hy, en fonction de Py; AN =M =M = 1/2
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Fig. II1.6: tracé de Hy, H, Hy, en fonction de PranmM=Nm=12
O Dans cette zone, les résidus ont tendance 2 se répartir de fagon équiprobable.
@ Dans cette zone, les résidus ont tendance 2 se regrouper en un seul élément.

~ La connaissance de I'état de répartition des résidus va nous guider pour extraire 1'in-
formation contenue dans une ligne du tableau de contingence et évaluer la qualité. Son exploita-
tion nous permettra de définir un coefficient d'extraction de l'information.

V.3 Exploitation de l'informati ! lien

L'exploitation du contenu informationnel d'une ligne va conduire a l'extraction d'une
régle. Pour ce faire, nous allons dans un premier temps ordonner les éléments de la distribution
ligne par ordre décroissant, c'est-a-dire : B

PY/X=0p) =Py, j=1,...,mtel que : Py;; 2Py; 2 ... 2 Py}

Appelons Y la variable Y apres réunion de ses ¢ premitres modalités By a B, avec :
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1 £ 6 < m. L'entropie d'une telle variable s'écrit alors :

o G m
o+l

.sio=1= H(Y/X = o) = H(Y/X = o) : aucun regroupement des modalités n'est opéré.
.si o =m = H(Y/X = ;) = 0 : toutes les modalités de Y son regroupées en une seule.

On effectue un tel regroupement dans le but de déceler les modalités les plus significa-
tives et les plus importantes de la ligne considérée. Autrement dit, cette fagon de procéder nous
conduit a déceler les "raies” les plus influentes du spectre de la distribution P(Y/X = o). Ce qui
revient en définitive A se poser la question suivante : dans quelle mesure le regroupement de ni-
veau o conduisant 2 larégle X = a; ALORS Y =f; v ... v Bg est-il tel que I'on puisse affir-
mer que les (m-0) modalités restantes ne sont diies qu'a un comportement aléatoire et que cette
regle est conforme 2 la réalité observée. En termes de partitions, ceci revient & générer une parti-
tion de Y/X = o; en (m-0+1) classes & partir de sa partition atomique a m classes. La résolution
d'un tel probléme nécessite la définition d'un coefficient d'extraction, puisque le calcul de Hy
définie par la relation (II1.51) ne suffit pas 2 lui seul A conclure sur la validité et 1a conformité de
la régle précédente 2 la réalité. En effet, si on appelle résidus : {Py;, j = o+1, ..., m}, Hs peut
étre faible ou élevée et comme nous l'avons signalé au paragraphe consacré 2 l'utilité de I'in-
formation perdue, il ne peut distinguer d'une maniére opérationnelle, entre information résiduel-
le exploitable et information résiduelle non exploitable. D'ou la nécessité de définir un coeffi-
cient d'extraction de l'information. Mais avant d'aborder sa formulation, nous allons décompo-
ser Hy en deux parties : information conservée et information résiduelle et voir comment elles
évoluent. Soit :

[+ o] m .
gp,.,i ng (lej/i )'ijﬁ Log Py = By + h (IL52)

o+l

4 o
G o ) c 1-2Pj/i
H,, = -(XI,PM )Log(zl,Pjﬁ )-[1-21,% ]Logk——————ml_o_ = hy * by,
[+ o] 3\ [y 4 [

Hm, Hy, étant respectivement les entropies maximale et minimale de Y/X = o aprés réunion de
ses ¢ premieres modalités. -
Tragons h, hy et hy, en fonction de hyg (fig. I11.7) et (fig. II1.8).
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A

M, h, b
Log (m-1yf<z~nn .,
RO I 25l <1
c- e-1 ~ay K
¢ c(m-1)
~°
o
(loge)seb...... .. /... L.
1/2 Y S
Ife < Py; <1
: ho .
3 Slese
Fig. 1.7 Tracé de h, hy et hy en fonction de hy
? hM . h ’ hm
ho
>

Fig 111.8:  Zone de variation de h en fonction de hg
(partie non hachurée)
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& On constate que lorsque 1/2 < Pj; < 1 1a courbe h = f(hg) (fig. II1.6) est majorée par hy =
f(hp) et minorée par hy, = g(hy).

= A hg constant, h varie entre hy et hy,

& Nous nous somme intéressés au tracé de h en fonction de hg pour 1/e < Pj; < 1 (fig. 111.7)
puisque au niveau O, Pj; est supérieur 4 1/e et c'est dans cet intervalle que 1'on juge l'infor-
mation résiduelle. A 'aide du formalisme dont on dispose a ce niveau, il est possible de dé-
finir des coefficients permettant de juger la qualité d'une régle.

L} 4 "
V.4.1 Définitions

Le regroupement des modalités de Y engendre une perte d'information. Cette perte
d'information est proportionnelle a la diminution d'incertitude sur Y. En effet, si on note :

. H : I'information totale initiale
. Hg : I'information non encore utilisée au niveau ¢
. Hg41 : l'information non encore utilisée au niveau 6+1

. (H - Hg) et (H - Hg,1) : représentent respectivement la perte d'information engendrée

par ¢, 6+1 regroupements ; c'est aussi [l'information totale initiale] - [1'information non encore
utilisée au niveau G, 6+1]

. Ho peut étre :

. faible et utile : c'est le cas ott Hg est au voisinage de Hy,
. €levée mais inutile : c'est le cas ol Hg est au voisinage de Hy.

C'est pourquoi, le coefficient d'extraction de l'information va dépendre de Hy; et Hgy g,
nous proposons alors :

€(0) = (H - Ho41) - (H - Hg) = Hg - Hont (II1.53)
= [lI'information utilisée au niveau o+1] - [information utilisée au niveau o]
- = [réduction de I'incertitude au niveau 6+1] - [réduction de l'incertitude au niveau o]
= [information susceptible d'étre extraite entre ¢ et 6+1] : c'est pourquoi, nous avons
appelé ce coefficient : le coefficient d'extraction de l'information.

&) = Hy - Hou

& Si cette quantité est non négligeable, cela veut dire qu'il est encore possible de réduire I'in-
certitude sur Y, autrement dit la ligne contient encore une information utile.
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= Si cette quantité est négligeable, cela signifie qu'on ne peut plus réduire l'incertitude sur Y, il
est alors inutile d'effectuer d'autres regroupements puisque 1'information susceptible d'étre
extraite par cette opération serait inexploitable et diminue inutilement l'efficacité de la régle.

Afin du juger correctement la variation Hg - Hg.1, nous allons normaliser cette quantité
compte tenu du fait que H est la seule grandeur qui reste constante lors de 1'opération de re-
groupement, le coefficient d'extraction de I'information normalisé est défini par :

Hc . I_I<5+1 B E (o)

111.54
5 i (IIL.54)

E(o) =

'
Si on note € un seuil d'extraction d'information limite, alors :

. E(0) < € : signifie que l'information qui reste a extraire n'est pas opérationnelle.
. E(0) > € : signifie que 'information qui reste a extraire peut étre opérationnelle.

V.4.2 Etude de E(o) :

Ecrivons de fagon explicite E(o) :

[ c c T
- o+l ZP- . ZP- .
H -H 1 . Vi M i
E (o) = _c__ﬁl _ 2 ZP-- i o+1/i Log o+l/i i 1 Log 1
H H{ 9 i o+l o+l o+l o+l
e, r, 2p,  2p,
- 1 1 1 .

La quantité entre crochets n'est autre que l'entropie d'une variable 3 deux modalités
ayant respectivement comme probabilité :

o
2;' Py
o+1

P<;+1/i
et - =
o+l

21: Pj/i

P<s+1/i

o+l

S

C

Parailleurs,sionnote:EP-i=P et P =0oP, avec 0 a1

1 _ o+lfi

E (0) s'critalors: E (o) = %[(Ha) Log (1+o) - aLog o ] (ITL.55)
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Tragons E(0) en fonction de o (fig. I11.9) avec P et H constants :

} r v v c v e --d

[y

Fig II1.9 : tracé de E(o) en fonction de o

Le choix d'un seuil d'extraction limite €, conduit & conclure si 1'information qui reste &
extraire est opérationnelle ou non. En effet :

si P(m/i est faible devant z Jﬁ =>E@0 e = o< (XE
si Pc+1 i est non négligeable devant ;Pjﬁ = E@@>¢e = o> oc8
Cas particulier :
(¢}
sa=1= Po+1/i =P = lej/i
m
or P 2P et zleﬁ =1 = m=2 et P =P =05
= H,=0 et H =H=1 e E(@=EQl)=1 -

A ce stade, le probléme qui se pose est celui de savoir a quel niveau le processus d'ex-
traction de l'information doit s'arréter. Comme pour le cas du niveau de contraste, le niveau
d'extraction limite G est jugé non seulement par E(c) qui fait apparaitre la diminution de l'cntro-
pie (entre © et 6+1), mais aussi par d'autres critéres faisant intervenir les notions :

. d'utilité de l'information non extraite
. de probabilité d'occurence
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. de réduction d'information
. d'efficacité de la régle générée.

V.5 1 iteres de i ' du ni p on limit

V.5.1 Jugement en terme d'utilité de I'information non extraite

Si au niveau o, I'information non utilisée n'est pas opérationnelle, alors la régle qui en
découle sera qualifiée de complete. Dans le cas contraire, elle sera jugée incomplete et le seuil
d'extraction limite 2 retenir se trouve & un niveau supérieur & 6. Celui-ci va dépendre effective-
ment de l'utilité de 'information non utilisée que nous noterons U(0).

Si on se réfere aux relations (I11.49), (II1.50) et (II1.52), on peut écrire alors :

et (I11.56)
) H -H _ h-h
nm(o) - HM _ I‘Im - hM ~ h

L'utilisation de ces deux quantités permet de définir 1'utilit€ de l'information non utili-
sée par :

U@) = (ZPj,i J( 1-1,(0)) = [ij,i }nM(o)

o+l o+l (IIL57)
m HM - HG
= | 2P |
o+l M *'m

P..
Sionnote Q = Qy; j=o+l, ... . m telque Q; = —0-—1-/-‘—

; Py

et qj/i=0 pour j=1,...,0

m
la distribution normalisée des résidus, et A = 2, P

o+l

i

alors H(Q), H; et Hy, sont liés par la relation suivante :
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Hs-Hnp=A.H(Q) (IT1.58)
or l'utilisation des relations (II1.58) et (II1.56) nous conduit a écrire U(G) comme suit :

H
U(o) = A.[ I-W(((%] avec H(Q) = Log (m-0)

qui n'est autre que I'utilit€ de I'information perdue U1(c) définie dans I'approche précédente
(cf relation II1.33).

Or Uy(0) ainsi définie vérifie la premiére propriété de l'utilit€ de l'information perdue
(cf §'1V.4.3.5.a) mais ne vérifie pas toujours sa deuxieme propriété (cf § IV.4.3.5.b). Clest
pourquoi, et pour les mémes raisons évoquées dans I'approche précédente, il semble raisonna-
ble de définir 1'utilité de l'information non encore utilisée par :

(I11.59)

Hy-H; ( Hy(Q -H Q) )
U(o) = = A ———

Logm - Log m

V.5.2 Jugement en termes de probabilité d'occurence :

(identique a 1'approche précédente)
V.5.3 Jugement en termes de réduction d'information

Celle-ci est mesurée par un coefficient que nous noterons r(G) et qui fait apparaitre la
quantité d'information non encore utilisée H au profit de la régle & générer. On le définit sous
forme normalisée par :

r(0) = Hy / H(P) (I11.60)

qui représente le pourcentage de l'information non encore utilisée au niveau o. Plus
r(o) est faible, plus l'information qui reste a extraire est négligeable, mais cela ne veut pas dire
qu'elle est inutile. Par conséquent, ce coefficient doit étre pris en compte pour juger le niveau
d'extraction limite . -

V.5.4 Jugement en termes d'efficacité

~ Comme dans I'approche précédente, nous distinguerons l'efficacité des régles de type
1 et de type 2.
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a) Les regles de type 1 : ('efficacité est identique a 1'approche précédente)

b) Lesregles de type 2 :

En faisant un raisonnement analogue a celui de 1'approche précédente, on définit l'effi-
cacité de cette régle par :
H-H

e, (0) = 1- E‘g‘g (IIL61)

Or, dans ce cas, les régles font apparaitre pour chaque modalité B;, j =1, ..., 6 un coef-
ficient de pondération probabiliste rj; avec X 15 = 1. On obtient par conséquent une nouvellc
distribution de probabilité R qui n'est autre que la distribution P normalisée ou contrastée et de
ce fait :

H devient H(R) et Ho = 0 d'ou

© =1 H'Ho_l H (R)
2@ =1 ogm = 1" Togm

On obtient, donc par cette approche le méme coefficient d'efficacité que 1'approche précédente.

V.6 Coefficient de vérité

Celui-ci est défini par :
V(@) =1-U(o)

or U(0) est défini de fagon identique par les deux approches, par conséquent V(o) peut s'écrire
alors : )

| 5 3 Log (m - 0) (IIL62)
V(o) = 11>j,,+21>j,i - —ogm— w©@
o+l

Le coefficient de non vérité de la regle est défini par :

-h
NV (o) = U(o) = Zp)h ] e (I11.63)

Log (m- ©)
(ZPJ/I “TLogm My (©)

o+l
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On peut remarquer également que V(o) + NV(o) = 1

En définitive le choix du seuil d'extraction limite "optimal" doit étre tel que :

E (0) minimum (coefficient d'extraction)

r (6) minimum (critere de réduction d'information) )

U (0) minimum (critére de perte d'information) .
> = V (0) maximum

(o)
2 Pj/i maximum (critére probabiliste)
1

e (0) maximum

Nous remarquons que les deux premiers critéres ne sont pas indépendants. En effet,

E(@) = (Hs-Hox1) /H = Hs/H - Hogp / H = 1(0)-r(0+])

V.7 Comparaison des deux approches

Bien que les formulations des deux approches soient différentes, elles permettent d'une
manicre opérationnelle de générer les mémes régles avec les mémes coefficients de vérité et
d'efficacit€ si le niveau de constaste et le seuil d'extraction sont identiques dans les deux cas.
Ceci apparait clairement lorsque on se réfere aux deux relations fondamentales données respec-
tivement par (II.27) et (I11.58) et que nous écrivons ci-dessous :

.(1- A)HR) + A H(Q) + H, = H(P)
-Ho - Hn=AH(Q

En remplagant les différentes entropies par leurs valeurs respectives, on montre que ces
deux relations sont identiques puisque :

. Hy = H,, (entropie d'une variable binaire) -
et .Hgs=H(P) - (1-A) H(R) (111.64)

avee

m
A = ZPj/i ) )

o+l

H(P) étant constante, le choix du seuil ¢ 2 retenir consiste, dans la premigre approche,
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a raisonner en termes de contraste [H(R)] alors que dans la deuxi¢me approche, on fait apparai-
tre la notion de réduction d'information (Hg).

Finalement dans les deux cas, la détermination du niveau ¢ "optimal"” pour ligne i,
i=1, ..., n et pour chaque colonne j, j =1, ... , m conduit & la génération de (n+m) régles.
Chacune d'elles est munie d'un coefficient de vérité et d'un coefficient d'efficacité et constituent
ensemble le modele redondant du systéme.

VI - COMPARAISON DES DEUX APPROCHES AVEC L'APPROCHE
ANALYSE DES DONNEES

YL1 Introduction

Nous avons signalé au chapitre I, que I'une des méthodes les plus puissantes de 'ana-
lyse des données est I'analyse factorielle des correspondances (A.F.C.) L'objectif principal
d'une telle méthode est d'aboutir & des résultats clairement interprétables. Ainsi M. VOLLE
[1976] dit a ce propos "une méthode d'analyse des données, n'est pas un objet logique dont on
aurait tout dit une fois qu'on l'aurait décrit logiquement ; c'est un outil destiné a &tre utilisé con-
jointement avec d'autres pour classer, découper, visualiser, résumer, bref, décrire des gise-
ments de données que leur volume rendrait inutilisables autrement”. Dans l'approche systéme
expert, plusieurs auteurs ont fait appel a I'analyse des données. Ainsi V. RIALLE [1985] utilise
l'analyse en composantes principales pour proposer un systéme d'aide 4 la formulation de con-
naissances expertes appliqué a la génétique médicale. Dans ce sens, E. DEMONCHAUX
[1985] propose également un systéme expert en analyse des données (CLAVECIN) pour réali-
ser un environnement d'assistance intelligent offrant ainsi le choix entre plusieurs méthodes
d'analyse.

C'est pourquoi, nous allons utiliser I'A.F.C. comme un outil supplémentaire en vue de
compléter et de générer les connaissances sur le systéme analysé.

Y12 Analyse des tableaux contrastés

. L'ensemble des lignes fournissent un tableau contrasté dont la distribution conjointe
de chaque ligne s'écrit, Vi,i=1,...,n:

1
1

1
R = {rij = Pijc_ s, Jj=1,...,0, et rij=0 pour j=oi+1,...,m}
[« B

1

. De méme, I'ensemble des colonnes du tableau donnent naissance 3 un tableau contras-
_ té dont la distribution conjointe de chaque colonne s'écrit :
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,m

1 . .

R = {t = P, C_ , 1=1,...,($j et tij=0 pour 1=oj+1,...,n}
%

A ce niveau, il est possible de générer a partir du tableau initial [Py] les deux tableaux
suivants :

[ ;] : tableau de contingence contrasté sur les lignes
[ t;] : tableau de contingence contrasté sur les colonnes

L'application de 1'A.F.C. sur I'ensemble de ces deux tableaux, permet de fournir une
représentation et une interprétation graphique de l'ensemble des régles qui constituent le modele
du systeéme. Une telle représentation est alors plus proche de la réalité que celle que peut fournir
le tableau initial [P;;] qui analyse les données brutes qui sont susceptibles de contenir une quan-
tit€ d'information non opérationnelle. Les connaissances extraites de 'ensemble de ces tableaux
sont & comparer avec I'A.F.C. appliquée 2 un tableau de contingence approximé. En effet, I'ex-
ploitation des résultats de 1'A.F.C. devient intéressante lorsqu'il est possible d'expliquer une
grande partie de l'inertie du nuage de points représentatifs du syst¢me, a partir d'un sous-espace
p de faible dimension. Ce qui conduit naturellement & envisager I'analyse du tableau [P;;] ap-
proximé noté [¢;;]".

YL3 Analyse de [¢,]°

Nous donnons en annexe IILS5, les notations et quelques rappels des résultats de
I'A.F.C. obtenus a partir de I'analyse de [P;;] et [P;;] approximé noté [¢ij]P. Le probléme qui se
pose pour l'exploitation de tels tableaux est celui du choix du niveau d'approximation P de sorte
que l'information perdue a l'issue de cette opération reste minimale. Ainsi au moyen d'un test
du %2 il est possible de comparer les lignes et les colonnes de [P;] avec celles de [¢ij]P. Un tel
test permet de juger, pour un niveau d'approximation p donné, si les 2 lignes (respectivement
les 2 colonnes) sont approximativement identiques ou différentes. Celui-ci est connu en général
sous le nom d'instruction "écart" et permet d'identifier les points pour lesquels la perte d'infor-
mation occasionnée par la projection sur le sous-espace des p premiers vecteurs propres est la
plus grande. Une telle perte d'information est donnée par exemple lorsque la décomposition est

effectuée selon les lignes, par :
2
P

P, - 0.
Y E%gi (IIL65)

i

Elle permet d'identifier les éléments qui sont a l'origine de cette perte. En revanche, elle |
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ne peut distinguer d'une mani¢re opérationnelle entre l'utilité ou la non-utilité de l'information
perdue.

VL4 Récapitulati

Si l'objectif visé par les deux approches présentées est la recherche d'un modele sous
formes de régles, l'utilisation de I'A.F.C. constitue un moyen supplémentaire de jugement des
connaissances extraites du tableau de contingence. Une étude comparative des résultats issus de
I'application de I'A.F.C. sur les différents tableaux €noncés ci-dessus permetira, d'accélérer et
de faciliter I'extraction des régles, donc le modéle du systéme. D'une fagon schématique une
telle comparaison peut s'effectuer comme suit :

[ ]
_— T s
(T |

f

COMPARAISON DES TABLEAUX

VII - CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons présenté deux approches permettant I'extraction des con-
naisances a partir d'un tableau de contingence. La premiere approche utilise un opérateur de
contraste, la seconde fait appel & une procédure d'extraction pas 2 pas, elles conduisent ensem-
ble sous certaines conditions a la méme représentation des connaissances. Celles-ci sont présen-
tées sous forme de reégles, chacune d'elles est dotée d'un coefficient de vérité et d'un coefficient
d'efficacité, elles constituent ensemble le modele du systéme. L'utilisation de ces approches
conjointement avec 1'analyse factorielle des correspondances peut faciliter l'expression de ces
connaissances en l'absence du modeéle du systéme. Les régles qui en découlent constituent alors
le modele provisoire du syste¢me. En effet, il convient de s'assurer que certaines régles ne cons-
tituent pas différentes écritures d'une seule et unique régle. Dans ce cas, une procédure de re-
groupement des régles est alors nécessaire et conduit au modele simplifi€ du systéme qui peut
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étre modifi€ ou mis 2 jour a chaque fois que de nouvelles données sont disponibles. Une telle
procédure fera l'objet du chapitre suivant.

D'une mani¢re générale I'approche proposée constitue un extracteur de connaissance
pouvant &tre utilisé en modélisation, en reconnaissance des formes, mise 3 jour en vérification
des regles d'un systéme expert. Une telle approche est particulierement bien adaptée aux diffé-
rents domaines du diagnostic : diagnostic médical, diagnostic des pannes, détection des modes
de fonctionnements (normal, défaillant, ...) ... etc. On développera & cet effet, au chapitre IV,
une application dans le domaine d'aide a la décision médicale.
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CHAPITRE IV

SIMPLIFICATION DU MODELE OBTENU
PAR L'APPROCHE SYSTEME EXPERT
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I - INTRODUCTION

Nous avons montré au chapitre précédent qu'il est possible de générer (n+m) régles a
partir des partitions atomiques de X et de Y (partitions les plus fines ou partitions discrétes).
Les regles ainsi extraites consituent le modele redondant du systéme, qu'il convient de simpli-
fier. En effet, dans le cas ou n et m sont élevés et/ou certaines régles aboutissent a des conclu-
sions identiques ou voisines, il est possible de procéder a leur regroupement, c'est-a-dire
d'agréger les lignes et les colonnes. Cette fagon de procéder conduit, lorsque cette opération est
possible, a des reégles composées, ce qui permet aprés élimination des régles redondantes, une
diminution notable de la taille de la base des régles. L'ensemble de ces régles non redondantes
forme le modele simplifié du systéme qui peut &tre modifi€ ou mis & jour & chaque fois que de
nouvelles données sont disponibles. Regrouper les lignes, par exemple, revient & rechercher des
partitions moins fines que la partition atomique de I'ensemble des modalités de X : P, (Mx) =
{ay, 0y, ..., 0 }. Ce probléme se présente et peut étre formulé comme un probléme de décom-
position ou de classification. Il s'agit en effet, de chercher pour chaque niveau k, 1 <k <n, une
partition de X en k classes Py(X) telle que la perte d'information occasionnée par cette opération
soit la plus faible possible et conduise a une structure simplifiée du modele. Ceci, nous améne
naturellement a envisager dans certains cas des recouvrements lorsque ceux-ci possédent une
structure plus riche permettant une écriture plus simple du modele. Les concepts de décomposi-
tion (avec ou sans recouvrement) de systémes et de classification des données ont été largement
étudiés et appréhendés de diverses maniéres lesquelles ne sont pas exclusives mais plutdt com-
plémentaires. La motivation de ce chapitre, n'est pas de présenter une étude exhaustive sur un
sujet largement traité dans la littérature, mais tout simplement de rechercher une procédure de
regroupement-simplification conduisant a une écriture aussi simple que possible des régles initia-
les.

L'extraction des régles composées peut s'effectuer a 1'aide de deux approches différen-
tes. La premiére approche utilise l'opération de regroupement des lignes initialement contras-
tées, la seconde fait appel a une procédure qui consiste dans un premier temps a effectuer le
regroupement des lignes du tableau initial appartenant a la méme classe de la partition, I'opéra-
tion de contraste n'intervenant que dans un deuxiéme temps. Ceci, nous améne 2 étudier la
procédure de regroupement dans les deux cas. En effet, le but visé par cette opération est la
génération d'une reégle composée a partir de chaque classe de la partition finale. Celle-ci peut
étre obtenue a partir de 1'application de deux opérateurs que l'on peut définir comme suit :
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. Opérateur de contraste Cs donné par la relation (I11.10, chapitre IT) qui s'écrit :

Cs: D - D
P(Y/X=w) > RY/X=a)=Cs[PX/Y=0a)] (IvV.1)

. Opérateur de regroupement RG : en notant toujours D I'ensemble des distributions
conditionnelles de probabilité, celui-ci est défini, dans le cas de deux lignes, par :

RG: D? — D
{PY/X=0),P (Y/X=0y)}—— P(Y/X=04V ) (Iv.2)

'Nous montrerons que la composition de ces deux opérateurs permettra de définir deux
nouveaux opérateurs [Cf. § III et IV]. Pour l'instant, nous allons évaluer la perte d'information
provoquée par le regroupement des lignes initiales et voir comment évoluent la vérité et I'effica-
cité des regles composées en fonction des régles initiales.

IT - REGROUPEMENT DES LIGNES DU TABLEAU INITIAL

Considérons deux lignes i et k du tableau initial et appliquons l'opérateur de regroupe-
ment RG donné par la relation (IV.2). L'opérateur de regroupement consiste a supprimer les
deux lignes i et k et a les remplacer par une seule ligne ayant pour distribution :

Pour évaluer la perte d'information provoquée par cette opération, nous allons utiliser
successivement la distance du 2 et un indice de distance basé sur les concepts entropiques
(information de SHANNON).

I1.1 Perte d'information provoquée par l'opération de regroupement des
lignes inijtiales

II.1.1 Utilisation de la distance du x2

. Avant regroupement des lignes i et k, celle-ci s'écrit :

1 2 P’ p? P;

J ij i
Ly o,y oy B
L ™0 j Ieizk P P, j P, P, 7 P P.j
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Apres regroupement, une telle distance devient :

2
N ) B YR R L
j leizk P 7 (P +P )P,
La variation du x2 est donnée par :
1 2 2 2 PP & 2
_ . - - _" ) av.3)
T (Xo - %) = & P, ¥P, & P, (Pyi - Pipc)

On peut alors vérifier trés facilement que Ax? = 0 dans le cas de I'équivalence distribu-

tionnelle
Pj/i = Pj/ka \4 J € {1, ceey m}

Ax? sera d'autant plus élevé que les deux distribution
PY/X=o)etP (Y/X =0y

présentent des profils différents. La comparaison de sz calculé et Ax2 tabulé permet de juger
si le regroupement occasionne ou non une perte d'information significative.

II.1.2 Utilisation de l'information de SHANNON

. Avant le regroupement des lignes i et k, I'information entre Y et X s'écrit :
IO(Y:X) = Hy(Y) - HO(Y/X)

P.. P,.
ij kj
- Zneegy; o D nispen ey

I#izk

. Aprés regroupement, cette quantité devient :

I,(Y:X) = Hy(Y) - Hy(YA)

P+ P,
z ZP]JLOgP P + zj ((Pij+Pk )LOg—(—-P——_;_‘P—)—l—)—)

j kazk

La perte d'information provoquée par une telle opération est donnée par :

Al=I (Y:X)-I) (Y : X) =H; (Y/X) - Hp (Y/X) = AH




puisque Ho (Y) = H; (Y) (la distribution P(Y) reste inchangée) d'ot :

m

Al = AH = D, (PijLog
j=1

(IV.4)

Py (P, + P ) P L Py (P +P )
=+ P, . Lo
P(P,+P) K 5P (P +P)
. On peut montrer facilement que cette quantité est positive ou nulle. En effet, I'utilisa-
tion de la relation (1.63) permet de conclure que AH 2 0. Ceci s'explique par le fait que I'infor-
mation échangée entre deux variables diminue lorsque on effectue un regroupement de deux ou

plusieurs modalités de 1'une d'entre elles.

. On peut montrer également [SBAI 1983] que le minimum de AH est atteint lorsque
P (Y/X = o;) et P (Y/X = o) présentent des profils identiques (équivalence distributionnelle).

. Selon la valeur de AH calculée et en se fixant un seuil de perte d'information limite, il
est alors possible d'accepter ou de rejeter 'opération de regroupement.

I1.1.3 Comparaison de AI et Ax?

Les lignes susceptibles d'€tre regroupées sont celles qui présentent des profils identi-
ques ou voisins. A cet effet, on montre dans le cas particulier ot P (Y/X =) ; P (Y/X = ay) et
P(Y) ont des distributions voisines que AH et Ax? sont identiques & une constante pres [Cf an-
nexe IV.1):

Ay? = 2Log2.Al (IV.5)

Cette approximation n'est possible que pour les faibles valeurs de AH et de Ay2. Dans
le cas général et comme le signale M. VOLLE [1976] "Dans la pratique, a 1'usage, on constate
que l'utilisation de I'une ou l'autre notion conduit a des résultats analogues : c'est ainsi que,
lorsqu'on procéde  une agrégation selon la variance, les arbres obtenus dans les deux cas sont
le plus souvent identiques”. Cependant, I'hypothése AH ou Ax? faible ne s'applique pas for-
cément lors d'un regroupement (faible sur contraste mais fort sur initial par exemple).

Pour la suite des calculs, on utilisera AH puisqu'il fait intervenir uniquement les distri-
butions des lignes regroupées alors que Ay? fait appel en plus de ces deux distributions 2 la dis-
tribution moyenne de l'ensemble des lignes. Le calcul de cette distribution moyenne risque
d'étre fastidieux dans le cas du regroupement des lignes contrastées puisque :

r. = E T..
. 1
o= Y ia

1
-2 P, -
21‘4 Py;




Que deviennent les coefficients de vérité et d'efficacité de la regle composée, obtenue
par le regroupement des lignes du tableau initial ?

Nous avons défini au chapitre III une régle comme l'information extraite sous forme
symbolique & partir d'une ligne (ou colonne) du tableau contrasté. Or, si on prend comme regle
les données sous leur forme brute, c'est-a-dire :

X=a  ALORS Y=B1vBrv..vBn
alors les coefficients de vérité V;, Vet Vi des lignes i, k et ivk s'écrivent :
Vi=Vi=Vj=1 (IV.6)
En l'absence de contraste (les régles extraites du tableau initial sont sous leur forme

brute), le coefficient de vérité d'une régle composée est identique aux coefficients de vérité des
regles initiales et ceci quelles que soient les lignes regroupées.

Si on note ¢;, e, et e, les coefficients d'efficacité des lignes 1, k et ivk, on peut alors
€crire par définition (Cf § IV .4.4. chapitre III) :

H (Y/X=a.)

= - av.h
&= 1 Logm
H (Y/X=a, ) (IV.8)
%= " Togm - »
gm
H (Y/X=0.v o ) (IvV.9)
e'ivk =1- Log m

. Dans le cas particulier de I'équivalence distributionnelle, c'est-a-dire :
PY/X=0)=P /X =0y)=P(Y/X =05V 0y : ek =¢i = e : l'efficacité des régles initia-
les est alors conservée.

. Dans le cas général e; .k est une fonction décroissante de Al (perte d'information pro-
voquée par le regroupement). En effet :

Al=Pi+PO)H XY/ X=0ivoy)-P, HY/X=o) - Pk HY/X=0y) 20
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En divisant par Log m, tous les termes de cette égalité et en tenant compte des relations
précédentes, on peut alors écrire :

P; Py Al

= e i - IV.10
Civk P, +P_ & + P, +P_ % (P, + P, ) Logm ( )

Al

= (Iv.11)
ivk (Pi.+ Pk.) Log m

Ae

apparait comme une perte d'efficacité. Elle est proportionnelle 2 la perte d'information provo-
quée par le regroupement des lignes i et k. Par ailleurs, en notant :

P; P
P=5—— et q-=
P+ Py P+ P
on a alors : eivk S pei+qex avecp+q=1

relation qui signifie que I'efficacité de la moyenne est inférieure ou égale a la moyenne des effi-
cacités des regles initiales.

IIT - OPERATION DE CONTRASTE APRES AGREGATION DES LIGNES
11 nouvell istribution contr

Apres la procédure de regroupement des lignes i et k, on obtient la distribution
P (Y/X= oy v oy) qu'il convient de contraster.

Le choix du seuil de contraste "optimal" qu'on note 8;,x = O, s'effectue en fonction
des critéres que nous avons développé au chapitre IIL.

L'opérateur de contraste, de niveau 9, est alors défini comme suit :

([ P+ P
5 : pour je {1,..., 8}
c, = | 2 (P +Py) (IV.12)
1
0 pour je {&+1, ..., m}

Iv-7




La composition des opérateurs donnés par (IV.1) et (IV.2) permet de définir un nouvel
opérateur a partir duquel la nouvelle distribution contrastée est obtenue. Pour alléger I'écriture,
nous noterons respectivement P et R les distributions conditionnelles de probabilité initiale et
contrastée d'une ligne du tableau, un tel opérateur est défini comme suit :

.Cs0RG: D2— D
(P;, Px) ——— > C5 [ RG (P, Py) 1 = Cs (Pivk) = Rsivk = Rs (IV.13)

La distribution contrastée R s'écrit en notant J = {j,j € (1, ...,m),tels que : e Bj
(oivog)laveclJI=98: -

Lok = -——-—-——————Pij ’ ij pour je
ifi 2P+ Py, (IV.14)
Ry = s jeJ
0 pour j& J

A Tissue de cette étape, les deux types de régles suivantes peuvent étre extraites :
.typel : X=0o;vox ALORS Y=0B;vBv...vBs

(IV.15)
.type2: X =0a;v ax ALORS Y = By, rjivi) Vv ... vV (Bs, rajivi)

Calculons a présent les coefficients de vérité et d'efficacité de telles régles composées.

11,2 fficien vérité la reégl m g

Le calcul d'un tel coefficient s'opére de la méme fagon que le cas d'une seule ligne. Par
définition, celui-ci s'écrit :

V(©)=1-0U() “(IV.16)
Remarquons que V() £ Viuk = 1, et que V(8) = V;uk = 1 si et seulement si U(d) =0

Rappelons toutefois que le choix du seuil 8 se fait dans un contexte plus global a l'aide
d'une analyse multi-criteére définie dans le chapitre précédent.
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II1.3 Coefficient d'efficacité de la resle composée

Pour alléger 1'écriture, on notera P et R les distributions
P(Y/X = o v o) et Rs(Y/X= a; v o).
Le coefficient d'efficacité e(8) est alors défini par :

H(Rs)

— 1v.17
— av.17)

e =1
H(P)-H(Ra)

- (I'I%é%)# Log m

or H(P) - H(Rs) = AHg est la perte d'information provoquée par 1'opération de contraste. e(3)
s'écrit alors :
A Ha

e(d) = et Togm =e  *+ Ae8
p. P, (IV.18)

1

B P, + P “TP .+ P k.ek ) Aei"k * Aes

Ainsi, il apparait que l'opérateur Cs O RG conduit 4 :

. une perte d'efficacité provoquée par | 'opération de regroupement : Ae;,
. un gain d'efficacité occasionné par 'opération de contraste : A'es

Nous constatons que Aeg est proportionnel a la perte d'information dfie au contraste, il
est d'autant plus grand que AHj est élevé. Un tel gain d'efficacité peut se faire au détriment de
la vérité de la reégle lorsque & est petit et U(S) non négligeable.

IV - REGROUPEMENT DES LIGNES DU TABLEAU CONTRASTE

2

Vv nouvel istri ion ntras

Apres la procédure de contraste, appliquée aux lignes du tableau initial, on obtient des
distributions contrastées que I'on se propose de regrouper. D'un point de vue formel, une telle
opération s'obtient par la composition des opérateurs Cg et RG définis par les relations (IV.1) et
(IV.2). En effet, ces deux opérateurs permettent de définir un nouvel opérateur 2 partir duquel la
regle composée peut €tre extraite. Si on note G; et O les niveaux de contraste des lignes i et k,
un tel opérateur est défini comme suit :
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(Pj, Px) ——— RG [ Coy(Py) , Co,(Py) ] = RG (Ro;, Roy) = Royuop, =Re
(Iv.19)
avec: Oj* Ok = Ok = O = Oj+ O - card [ Bg; (@) " Boy (a) ] ol
Bo; () =(Bjj=1,..,05telque:ry; >0etrj;=0 V j € (6;+ 1, ..., m)}
o est fixé par o; et O les niveaux de contraste des lignes i et k. Leur regroupement ne modifie
pas les conclusions des régles de niveaux o; et oy auxquelles elles donnent naissance. La regle
composée ainsi obtenue n'est autre que la réunion de ces derniéres. Par ailleurs, si on note :

I={jje (,...,m)telque:Bje Bg (i v o) } aveccard ) = o

la nouvelle distribution contrastée R obtenue a partir de Ro; et Ro, s'écrit alors :

I+ Ty (IV.20)
R = RGoC_= , Jjel
c c L+

La nouvelle distribution contrastée Rq est obtenue a partir du regroupement des distri-
butions de niveaux o; et O et il convient alors d'évaluer la perte d'information provoquée par
une telle opération.

1V.2 Perte d'information occasionnée par le regroupement

La perte d'information provoquée par le regroupement des lignes i et k contrastées peut
étre également mesurée, comme dans le cas précédent, par l'utilisation de la distance du %2 ou
bien par la variation informationnelle Al ou AH :

2 e T 1 2
Axy = I, +1, z 7 Wi~ Tin) (av.21)
. - el ) —
L I, +1 e I +1 1vV.22
Al =Z(ri.Log—fi =% 4+ rLog = —— ) av.22)
[¢] el ) ri. rij +rkj rk rij + rkj

La perte d'information €tant évaluée, il reste a déterminer les coefficients de vérité et
d'efficacité de la régle de niveau G obtenue par l'opérateur RG o Cg de fagon a les comparer
avec ceux des régles initiales de niveaux o; €t Oy.
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1V.3 Coefficient de vérité de la regle composée

Il se calcule a partir de la distribution P(Y/X = o; v o) et du niveau de contraste ¢. En
effet, dans Ia mesure ou les deux regles de niveaux ©; et g regroupées ont été jugées
conformes a une certaine réalité, elles imposent a la régle composée le niveau G, afin que celle-ci
puisse conserver (reproduire, couvrir) la réalité modélisée par les régles initiales susceptibles
d'€tre transformées par l'opération de regroupement. Autrement dit, I'écriture de la régle
composée a partir des regles initiales, c'est-a-dire :

X=0a;vax ALORS Y = Bo, (o) v Boy (o)
signifie que Y doit contenir aussi bien les modalités B; € B, (o)

que les modalités Bj € Boy (0y) d'oli la nécessité d'imposer 4 la nouvelle distribution ligne le
niveau de contraste ©. Le coefficient de vérité s'écrit alors :

V(o) = 1-U (o) (IV.23)

_ zpij+ij Log (m - ¢) - H(Q)
jeIPi-+Pk- Log m

avec Q = Q (Y/X = o v 0y) la distribution des résidus apres regroupement qui s'écrit :

( P+ P
2'11____1_ , pour je I
(P, +P.)
Q = < jg[ Y J
L 0 , pour je I

Exprimons a présent le coefficient de vérité V(o) de la regle composée en fonction des
coefficients de vérité Vi(c;) et V(o) des reégles initiales.

Proposition 1 :

Y Vi(oi) et V(o) on a:
P. P

1. .
—V.(0.) + +——V (06,)
P, +P 1 P, +P kMK

(Iv.24)

V(o) 2
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Preuve : Notons :

l)i. Pk.
.pzpi.+Pk. o qui.+Pk.

m m
'A“ij/is- 2 Py

G+l ci+1

m m
°B=2Pj/kS 2 Pi

o+l 0k+1

mPij+ij
*C= L,

6+1 l.+ k‘

Ona: C=pA+qgB
V(o) =1-Ui(op =>pVi(ch=p-pUi(c) ... (1)
V(o) =1- Uk (o1) = q Vk (0k) =q - q Uk (0%) ... (2)
V(@) =1-U(0) et 3)
(1), ) et (3) = V(o) - p Vi (63) - q Vi (61) = [ p Ui (6)) +q Uk (01) - U (0) ]
Or, l'utilité€ de I'information perdue est fonction décroissante de &, on a alors :

pUi(o) +qUx (o) = p Ui (o) +q Uk (o)

Montronsque: [p Ui (6) +q Uk (0)-U(o)] =2 O

En remplagant les utilités par leurs valeurs respectives, cette quantité s'écrit :

Log(m-0)-H(Q) Log (m-0)-H Q) Log (m- o) - H(Q)
Log m *qB Log m - C Log m

PA gB
=[1Logm = CH(Q-pAHQ)-qBH(Q = C| HQ - %HQ) - LHQy |

m
PPy+qPy, PP,+q Pj/k) p Ax Pjsi Pii  gByPix Pin
= C{}:l(‘—‘—c‘* Log| ——— |+ w &g Log 5 + oL Loz

[1=pA
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P.. P

W e
Notons A5 L gy Y
_ PA ¢B PA  gB \ pA qB
[]Logm = C[-Z(E—Xj*‘f)’j)LO @xj+—c—yj)+—c—2xj Log Xj"'-C-ZYjLOng]
PA qB
Posons ~—<- =a e — =b
C C

m m m
[JLogm = ([-E(axj+byj) Log(axj+byj)+a2 X; Long+b2yj Logyj }
o+l

o+l o+l

Or d'aprés la propriété de convexité de la fonction - x log x, la quantité entre crochets
est 2 0. Par conséquent : ' '

V(o) 2 p Vi(c) +q Vi (ox) C.Q.F.D.

Interprétation :

Cette proposition montre que la fonction V(o) vérifie une propriété de concavité. Elle
exprime le fait que le coefficient de vérité de la régle composée est supérieur ou égal a la
moyenne pondérée des coefficients de vérité des régles initiales. Ceci s'explique par le fait que
U(o) calculé a partir de la distribution moyenne des résidus Q (Y/X = o; v o) est inférieur &
p Uj(o) + q Ug(o) calcul€ a partir des distributions Q (Y/X = a;) et Q (Y/X = o). Par
conséquent, le regroupement des regles dans ce cas ne s'accompagne d'aucune perte de vérité
mais bien au contraire un gain de vérité peut étre obtenu lorsque Q (Y/X = o) et Q (Y/X = o)
sont quelconques mais Q (Y/X = ¢ v o) a tendance a se répartir de fagon équiprobable. Dans
le cas limite ot cette distribution est équiprobable, on a : V(o) = 1.

En définitive, nous constatons a travers cette proposition que le regroupement des
régles n'occasionne aucunement la dégradation du coefficient du vérité de la régle composée
ainsi déduite. C'est pourquoi, nous laisserons volontairement de c6té, le coefficient de vérité,
pour éviter d'augmenter inutilement le temps de calcul de la procédure de simplification des
régles.

Si on note P et R les distributions P(Y/X=04voy) et Rg (Y/X=0,;vOy), le coefficient
d'efficacité e(a) est alors défini par :
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H (R0 ) (Iv.25)

e(o) = I—Logm

L (1-5) HE)-HR) — AH,
"\ "Logm )" Logm _ %« Togm

Comme dans le cas précédent, H(P) - H(R;) = AHg4 représente la quantité
d'information perdue globalement par les deux opérations de contraste sur les lignes i et k. e(c)
peut s'exprimer également en fonction de e(;) et e(o) les coefficients d'efficacité des ragles
initiales. En effet, si on note A I; la quantité d'information perdue par le regroupement des
lignes i et k contrastées, e(G) peut s'écrire également :

!

P P AL

¢(0,) + s—=—e(0,)
O T e, %) T B P ) Logm

L (IV.26)
Pi- + PlC

e (o) =

Al
c

P +P_)Logm Ae

apparait comme une perte d'efficacité. Elle est proportionnelle 2 la perte d'information
provoquée par le regroupement des lignes i et k contrastées. Par ailleurs, si on tient compte des
pertes d'informations A H; = H(P;) - H(Rg;) et A Hy = H(Py) - H(Rgx) causées respectivement
par les opérations de contraste sur les lignes i et k, e(6) s'écrit alors :

P; Py
e(O')=-P;i.TP—;—ei +Wek -AC+ACG
ol ¢; et e, sont les efficacités des lignes initiales et av.z27
% = P, + P

apparait comme un gain d'efficacité. Il est proportionnel 2 la quantité d'information perdue par
les opérations de contraste. -

Le calcul de e(c) montre bien que l'opération de contraste s'accompagne d'un gain
d'efficacité alors que I'opération de regroupement provoque une perte de celle-ci.

En définitive, nous avons montré quta partir de deux lignes du tableau initial, il est
possible de générer une régle composée soit par I'utilisation de I'opérateur RG o C4 ou bien par
I'opérateur Cs 0 RG. 1l serait donc utile de comparer les deux procédures pour voir dans quelle
mesure celles-ci peuvent ou non donner naissance a la méme régle.
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V - COMPARAISON DES DEUX PROCEDURES

Les deux procédures d'extraction des régles composées peuvent étre résumées comme

suit :
R
R, , Ry °
V(©6,).V(,) —/ V(o)
RG e (o)
P., P Cs
1°? k e(o-i):e(ok)
V.=V, =1
€ - S RG Pivk C R
©
e'ivk V( )
e (0)

A lissue de cette étape, les deux régles composées susceptibles d'étre extraites
s'écrivent comme suit :

X=0;vog ALORS Y € Bg (0 v oy)

X=03vox ALORS Y e Bs(o v oy)

La comparaison de ces deux régles nécessite la comparaison des grandeurs suivantes :

. les coefficients d'efficacité e(o) et (8) : ceci revient en réalité a comparer les gains et
les pertes d'efficacité dans les deux cas, qui se traduisent par des pertes d'information causées

conjointement par l'opération de contraste et de regroupement.

. les coefficients de vérit€ V(o) et V() : ceux-ci dépendent essentiellement des utilité€s
de I'information perdue aux niveaux o et J.

La comparaison de ces grandeurs s'opére a partir des distributions R4 et R obtenues
par les opérateurs RGo Cy; et Cs;0RG.

Y.1 Comparaison de RG o Co_et C50 RG -

En se référant aux indices I et J définis aux-§ III.1 et IV.1, on peut alors énoncer la
proposition suivante : '
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Proposition 2 :
[ V P(Y/X=0) et P (Y/X=0r)
si Bc(aivoz.k) = Ba(aivak) et z Pj/i = 2 pj/k

jel jel
alors RGoCG = CsoRG

Preuve :
L.+r
e RGoC =R {U k,JEI}
¢ hoth
TN 1 1
®.+P.)
I. +T, P. +P j kj
LTIk k. ijﬁ
jel
P.+P,.
k
'CSORG— : ? , jeJl =1
jezl( P, +Py)
- “ P. +P j kj
Z(Pij+ij) Pi.z Py + Pk.z P i *P e ifi
i i j jel
d'ou Cs0RG = RGo Cq4
Interprétation :

Si les résidus contenus dans l'intervalle {j, j € I =J} ne contiennent aucune informa-
tion opérationnelle, les deux opérateurs précédents conduisent a une seule et unique régle com-
posée. -

Dans la mesure ol les niveaux de contraste ;, Ok et O sont choisis en fonction de crite-
res multiples, il est difficile d'établir une comparaison entre eux dans le cas général d'autant
plus que les distributions R et Rs auxquelles ils aboutissent ne sont pas identiques. Ceci rend
également difficile la comparaison de e(0) et ¢(3) qui dépendent principalement des distributions
R, et Rs. Il en est de méme pour les coefficients de vérité puisque ceux-ci se déterminent a par-
tir de la distribution P(Y/X = o;; v o) et des niveaux o et 8. On peut cependant faire les remar-
ques suivantes :
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* si d < g alors V(o) = V(9) : en effet, V(o) = 1 - U(c) 2 1 - U(S) puisque U est fonction
décroissante du niveau de contraste (cf. chapitre III § IV.4.3.5.)

¢ d'un point de vue pratique, méme si § < G, V(o) et V() seront approximativement iden-
tiques a cause de I'information perdue, dans l'intervalle I\ J, qui a été jugée inutile par
I'opérateur Cso RG. Par contre, dans ce cas, la régle de niveau 8 sera plus efficace que
celle de niveau ©.

VI - SIMPLIFICATION DES REGLES COMPOSEES
YL1 Introduction

Dans les paragraphes précédents, nous avons montré qu'une voie possible permettant
la diminution du nombre de régles est de procéder & leur regroupement. Une telle opération peut
se traduire également par une diminution de la complexité de ces régles. En effet, 1'évaluation de
la partie hypothese des régles sera d'autant plus facilement obtenue que celle-ci se présente sous
une forme plus simple.

Soit Px(X) = {A1, Ay, ..., Ak }June partition de Mx en K classes, avec card (A;) = k;.
Chaque classe A; € Pg(X) peut s'écrire comme suit :

k;

, (IV.29)
%
1

> o

Ai=V
j=11

En effet, on rappelle que X est un vecteur a p composantes, c'est-a-dire :

X={X;i=1,...,p}, och désigne alors la modalité prise par la composante X sur la j*™ ligne
du sous tableau A;.

A chaque partie hypothése A;,i=1, ..., k de la régle, on fait correspondre la partie
conclusion Bg; (A = B; avec card (B)) = G;.

L'ensemble des régles de la partition Pg(X) s'écri;ent :
X=A; ALORS Y=B; Vie {1,...,,K} av.30)

X = A se présente comme une fonction combinatoire multivaluée qu'il est éventuelle-
ment possible de simplifier.




VL2 Les techni habituelles de simplificati

VI.2.1 Les techniques graphiques [méthode des tableaux de
KARNAUGH]

C'est la méthode la plus connue, elle consiste a représenter graphiquement dans une
table de vérité les termes produits décrivant la fonction 2 simplifier. La recherche des termes
adjacents conduit a la simplification d'une telle fonction. Or cette méthode est a écarter
puisqu'elle est difficilement utilisable lorsque le nombre de variables et de modalités devient
élevé et de plus elle est non programmable.

V1.2.2 Les techniques algébriques ou systématiques [méthodé de
QUINE MC CLUSKEY, principe PRESTO]

Cette méthode peut étre également utilisée, elle consiste 2 décomposer les termes de la
fonction en classes et & rechercher ensuite les adjacences classe par classe jusqu'a ce que cel-
les-ci deviennent stables.

Cette méthode présente l'avantage d'étre programmable mais malheureusement le
temps de calcul s'accroit exponentiellement avec le nombre de variables. Pour réduire ce temps
de calcul, on utilise parfois dans le cas binaire une méthode d'approximation appelée : principe
PRESTO. A cet effet, PRESTO crée deux fonctions Fyp et Fy décrites dans 1'algebre de BOOLE
qui représentent sous forme de tables les équations d'origine. Au départ Fy et F; sont identi-
ques, on élimine temporairement chaque terme produit dans la table F; et on vérifie que la fonc-
tion résultante est toujours couverte par Fg. Dans l'affirmative, le terme produit sera élémin€é de
F;. Le processus de réduction continue jusqu'a ce que F; soit stable [PRESTO 1985]. La solu-
tion obtenue contient forcément la fonction réduite, mais elle n'est pas nécessairement optimale,
puisqu'elle peut contenir un ou plusieurs termes de plus que la solution minimale. Ce principe,
tout en générant des solutions sous-optimales réduit considérablement le temps global de traite-
ment. Le probléme de simplification des régles peut étre traité de fagon similaire a celui des
fonctions combinatoires. La seule différence qui existe dans les deux formalismes réside dans le
fait que dans le deuxi®me cas, une variable est définie dans I'algébre de BOOLE (variables a 2
modalit&s) alors que dans le premier cas, une variable est définie dans l'algébre de POST
~ (variables 2 modalités multiples). En 1921, POST a introduit une algébre permettant I'étude des
propositions logiques multivaluées. L'étude et les propriétés d'une telle algebre sont données en
annexe IV.2. A partir de ces travaux, différents auteurs ont proposé diverses représentations
des algebres de POST isomorphes les unes des autres, les plus connues sont :

e la représentation disjointe de 1'algébre de POST introduite par TRACZYCK et
BRADDOCK en 1971 [TRACZYCK 71} ;
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¢ le systtme monotone introduit également par TRACZYCK et utilisé par
BRADDOCK et EPSTEIN pour définir une nouvelle algebre appelée parfois :
algébre de MUEHLDORLEF qui est un treillis distributif avec un élément nul, un élé-
ment universel et vérifiant certains axiomes. On démontre que ce systéme est iso-
morphe & une algébre de POST [NUTTER 74] ;

¢ le systeme algébrique libre di A BRADDOCK et EPSTEIN [1971} ;

Cette représentation libre est également un treillis distributif avec un élément neutre et
un élément unité et vérifiant certains axiomes qui font que cette algébre est isomorphe 3 une
algebre de POST [NUTTER 74).

¢ le systtme de HERMANN généralisé : systéme introduit par HERMANN pour une
algebre binaire et généralisé€ ensuite dans le cas multi-valué [HERMANN 70] ;

e les @-algebres : c'est une généralisation des algebres de POST qui a été présentée par
BOSSUET en 1977. Celui-ci montre que parmi les m! @-algébres correspondant 3 un
ensemble m-valué, il est possible de trouver une @-algebre conduisant a une implé-
mentation minimale avec un ensemble d'opérateurs unaires donnés. Dans ce sens,
D. ETIEMBLE [1979] utilise les ¢-algébres pour obtenir une synthése minimale des
fonctions m-valuées.

Par ailleurs, J. DUSSAULT [1976] montre qu'il est possible, & partir d'un codage
booléen d'une variable de POST, de définir une algebre multi-valuée avec des propriétés boo
1éennes. la seule différence entre les deux procédures provient des structures des treillis sur les-
quelles les variables sont définies. En effet, le treillis booléen est distributif et complémenté
alors que le treillis de POST est seulement distributif.

En définitive, 1'ensemble des régles susceptibles d'étre simplifiées se présentent
comme des fonctions de POST multi-valuées ; la synthése optimale de telles fonctions est alors
possible [BOSSUET 77] [ETIEMBLE 79]. Une telle simplification conduit, pour la partition de
My considérée, a des fonctions minimales multi-valuées. Nous allons montrer dans ce qui suit
que, dans certains cas, l'utilisation de I'entropie du Max peut conduire également a la simplifica-
tion de telles fonctions et permet, par conséquent, I'écriture des régles sous une forme réduite,
fournissant ainsi un modele simplifié du systéme.

A% i implifi
C'est une méthode basée essentiellement sur l'utilisation de I'entropie du Max. Mais

avant d'exposer les principes de base d'une telle méthode de simplification, nous commence-
rons par un exemple introductif.



VI1.3.1 Exemple

Soit le tableau de données ci-dessous dans lequel Y, X, X et X3 sont décrites dans
l'algébre de BOOLE. Pour rechercher une représentation simplifiée d'un tel systéme, utilisons
respectivement l'entropie de SHANNON et I'entropie du Max.

X1 X2X3 Y Max | Shannon
001040 H(Y/X,) = 0 0,4056
0j0[1]0 H(Y/X,) = 118 | 09056
0111030 H (Y/X3) = 118 | 09056
Ojijipt H(Y/X, X,) = 0 0,25
1101041 H (Y/X, X3) = 0 0,25
1joftgt H (Y% X5) = 0 0,25
TR E

H (Y/X y=| o 0
TERERE 1% %
Tableau IV.1 Tableau IV.2

Nous constatons que l'entropie d¢ SHANNON ne permet de conclure que Y est totale-
ment expliqué que lorsque 'ensemble des variables sont prises en compte. Les seules regles
qu'elle peut exprimer sont les régles atomiques contenues dans le tableau de données,
c'est-a-dire :

X1 X2 X3=000 alors Y=0, ... ,X;X2X3=111 alors Y=1

Or, l'utilisation de l'entropie du Max permet de retrouver l'ensemble des régles, aussi
bien les régles atomiques que les régles écrites sous une forme simplifi€e. Ainsi, si on se réfere
au tableau précédent : '

H(Y/X;) =0 signifie: X;=1 alorsY =1

H(Y/X3X3) = 0 signifie : XoX3=11alors Y =1

H(Y/X1X3) = 0 signifie : X;X2 =00alors Y =0

H(Y/X1X3) = 0 signifie : X;X3=00alors Y =0 -
H(Y/X1X2X3) = 0 signifie : X1X,X3 =0alors Y =0 ... (les régles atomiques)

En réalité, le tableau de données analysé correspond a la fonction logique combinatoire
suivante :

Y =X, + X,X;
ou bien

Y =%XZX, +X X,
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Autrement dit, I'analyse des résultats de l'entropie du Max conduit 2 I'identification de
I'ensemble des mondmes générateurs de la fonction logique donc des régles simplifiées aux-
quelles ils donnent naissance.

Par ailleurs, I'entropie d¢ SHANNON peut &tre utilisée conjointement avec l'entropie
du Max dans la procédure de recherche des mondmes générateurs de la fonction logique. En
effet, si on note Sk un sous-ensemble de variables, avec card (SK) = K, le calcul de Hg(Y/SK)
permet de savoir si SK contient ou non l'ensemble des mondmes générateurs. Autrement dit, si
Hs(Y/SK) =0, cela signifie que SK contient I'ensemble des variables explicatives de Y et il est
inutile de chercher au moyen de l'entropie du Max des mondmes générateurs non issus de SK.
Ainsi, I'entropie de SHANNON peut €tre utilisée conjointement avec I'entropie du Max pour
tester si toutes les variables explicatives ont été prises en compte (test d'arrét).

V1.3.2 Méthode de simplification

Nous allons proposer deux théorémes qui vont préciser dans quelles conditions les re-
régles du type X = ALORS Y = f3 peuvent étre extraites d'un tableau contenant l'ensemble
des regles du systéme écrites sous leur forme redondante (régles atomiques).

a) Théoréme 1

VSe PX)
si Hy (Y/S) =0 |
alors 3 au moins (o, ) tel que : P(Y =B;/S=a) = 1 Iv.31)

Preuve :
Notons Pj; = max P;; P; = max P;
1, 1

et (IN)*={(,)tel que:p;j=Py)

Soit (i*,j") € AN*

P,. = max Pij = Py = P (par hypothese)
ij i.j

Par ailleurs :

P.=P..+ NP, 2 P., =P
i ij ij

. -*
J#]

d'oll P« =PretPiwj=0 Vj=j
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Donc Pi. = Pisx > P(Y =B« /S =ap) =1 C.QF.D.

Interprétation :

Hm (Y/S) = 0 signifie qu'il existe au moins une régle écrite sous forme simplifiée puis-
que S est de cardinal plus faible que X. Mais la réciproque d'un tel théoréme n'est pas toujours
vraie.

b) Théoréme 2 :

VSe PX)

sidi* tel que : P (Y =B;/S = aj#) = 1 avec Pj» = max P;
alors H(Y/S) =0 i (Iv.32)

Preuve :
3i* tel que P(Y = BJ/S =) =1 = 3 j* tel que Pi*j* = Pj»
Hy @) =1-maxP; = 1-P, par hypothése

i i.

Hy, (SvY) = 1- max Pij =1- Pi,.,j,, , en effet
i,j

Vizi' P, =2 P;< P,
j 1.

Vi j, i#i" : Pyj<Pp =P
Pour i=i" et j#j* : Pwj =0 car Pujp = P
Donc Vi,j : P;j<Pwx dou:
HM(YUS)=1-Pxp et Hu(Y/S)=0 C.QF.D.
Cas particulier :
Si S posséde n modalités équiprobables :

1
P, = — = maxP,_ , Vi
» n k .
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et le théoreme précédent devient :
VSe P(Y)
sidi“telqueP (Y =0;/S=a) =1 (Iv.33)
alors Hy (Y/S) =0

La preuve est identique a celle du théoréme 2.

Interprétation

V S e P(X) tel que 3 (i,j) vérifiant P (Y = B;/S =0y =1, on aura Hy (Y/S) =0. En
particulier, considérons une régle composée telle que :

Si=o)vS2=a)v...v(Sk=0op) =Y =P
Sous la condition d'équiprobabilité ci-dessus, on trouvera :
Hym (Y/S)=0: Vie(d,...,k)
alors que Hg (Y/S;) est en général non nul.

Un tel résultat montre que dans le cas ol les modalités des variables explicatives sont
équiprobables, toutes les régles qui constituent le modele du systéme sont déduites. Un tel mo-
dele contient aussi bien les régles initiales du tableau de données (les régles atomiques) que les
régles écrites sous une forme simplifiée. Si une simplification est possible, cela veut dire qu'il
existe des régles redondantes qu'il convient de simplifier.

c¢) Identification des régles redondantes :

L'utilisation de l'entropie du Max conduit 2 I'identification de tous les mondmes de la
regle. Il s'agit alors d'identifier ceux qui sont redondants, ce qui permettra d'écrire la régle sous
sa forme la plus simple. En effet, les régles composées s'écrivent initialement (cf relation IV.
25):

X = A; ALORS Y =B; ot X = A est la fonction multivaluée a simplifier, qui est
composée initialement d'un ensemble de mondmes redondants. L'entropie du Max, détermine
aussi bien ces mondmes que les mondmes simplifi€s. Si on note ; 'ensemble de tous les mo-



ndmes simplifi€s ou non, celui-ci s'écrit :
i={S,Se PX)tel que : 3 o € M; pourlequel P (Y =B;/S =) =1}

Parmi les éléments de cet ensemble, ceux qui fournissent les mondmes minimaux (non
redondants) sont définis par :

Si" ={S,Se jettelque:VS'cSetVa'e Mg, P(Y=B;/S'=a)<1)
Les mondmes redondants 2 éliminer, s'écrivent sous la forme S UR avec S € S;* et R

e P (X\S".

VI.3.3 Exemple d'application

Considérons un systeme de quatre variables décrit dans la logique ternaire et donné par
le tableau IV.3 de données ci-dessous, dans lequel Y et X = {X;, X3, X3} prennent les modali-
tés 0,1 et 2.

Ces données peuvent étre schématisées par le tableau de KARNAUGH suivant (tableau
IV4):

Les mondmes s'écrivent : Si=Xy
S2=X1X2, S3=X1X3
S4=X; X2 X3
Apres simplification, on peut écrircrles regles suivantes (cf tableau I'V.6 ci-dessous)
X = X%+ X,! X532 =2Y=0
X=X!1X0+X'X3! =2Y=1 -

X =X;2 >Y=2
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VL4 Algorithme de simplification d el

Nous avons montré dans les paragraphes précédents qu'il était possible de regrouper
les régles atomiques. Celles-ci conduisent A une partition de I'ensemble des modalités de X et
s'écrivent :

1
X=A=V Auq ALORS Y = B;
i1

Nous avons montré également qu'une telle opération peut s'accompagner d'une simpli-
fication de ces reégles. En effet, dans ce dernier cas :

1
X=A =V Ao  ALORS Y =B
i1

fait intervenir a; = k; . p modalités. Apres application des méthodes de simplification, une telle
expression ne comptera plus que &; < a; modalités. Pour mesurer la qualité de cette opération,
on définit le coefficient suivant :

B
ot

1

s(A) = (IV.34)

[o—y

ai'

que I'on appelera : coefficient simplificateur du regroupement A;.

® si 8; = a; alors s(A;) =0 : aucune simplification n'est opérée
e si d; = 1 alors s(Aj) =1 : A; est simplifié au maximum et se réduit 2 une modalité
d'une variable X; e X;ie {1, ..., p}.

Nous remarquons que si a; = 1, la partie hypothése étant exprimée sous sa forme la
plus simple possible, le probleme de simplification ne se pose évidemment pas. Une telle sim-
plification aura pour conséquence une diminution notable du nombre des variables d'entrée a
mesurer. Cette fagon de procéder conduit ainsi a diminuer le cofit du test dans la phase utilisa-
tion du modele. En effet, la simplification conduit a retenir pour l'explication d'une ou plusieurs
modalités de Y, une partition de Mx plus grosse que la partition atomique. Soit X' une variable
explicative associée a une partition P(Mx-) > P(Mx) (ot le signe > signifie plus grosse que (cf §
I1.2 chapitre I) obtenu par regroupement et simplification d'un certain nombre de régles. Deux
situations peuvent se rencontrer :

i) PMx) =P(Mg)avecSe PX)etS#X

Cette situation résulte soit d'une indépendance de la conclusion par rapport aux varia-
bles de I'ensemble (X \ S), soit d'une redondance des variables explicatives ; l'information ap-
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portée par (X \ S) étant déja fournie par S lorsque Y = B;. En effet :
Y € B; = H(Y/S) = H(Y/X)
i) P(Mx)#PMs),V Se P(X)

P(Mx) > P(Mx) correspond au fait que pour une ou plusieurs des modalités de X, une
partition plus grosse de leur ensemble de modalités donne la méme information au sujet de Y
que leur partition atomique. Ceci correspond a une indépendance locale de Y par rapport A ces
variables.

Dans les deux cas, la simplification est obtenue soit pas I'application des méthodes is-
sues de l'algebre de POST, soit par l'utilisation de la méthode entropique. Par ailleurs, nous
avons montré que l'opération de regroupement des lignes (initiales ou contrastées) occasionne
une perte d'information qui se traduit par une perte d'efficacité des régles initiales. On peut re-
marquer cependant, comme nous l'avons signalé a la proposition 1, que l'opération de regrou-
pement conduit a une régle composée dont le coefficient de vérité ne se trouve aucunement dé-
gradé. Dans le cas le plus défavorable :

C
V(o) = z P, qui est le coefficient de vérité probabiliste.
1

o)
Or
S b,
7
est 1'un des critéres retenus pour le choix du niveau de contraste, qui doit &tre aussi élevé que

possible. C'est pourquoi, nous nous limiterons, pour juger les régles a regrouper, au coefficient
d'efficacité.

En définitive, & chaque recouvrement de My, on peut associer un ensemble de régles
qui constituent un modéle du systéme. Le modeéle simplifié du systéme est obtenu en cherchant
des reégles composées dont l'efficacité n'est pas trop dégradée par rapport a l'efficacité des re-
gles atomiques qu'elles remplacent, mais dont la partie hypothése s'exprimera sous une forme
plus simple. 1 s'agit alors de chercher un recouvrement de 'ensemble des lignes du tableau par
des classes Aj;, la régle simplifiée correspondant 4 chaque classe est évaluée par :

- la perte d'efficacité qu'occasionne le regroupement ;

- le gain de simplicité qu'il permet.

Si on note R un seuil de perte d'efficacité limite toléré par le regroupement et €g un
seuil de gain de simplicité, I'ensemble des régles globales retenues est défini par les classes A;
telles que :




Ae (A) <egr
s(A) 2es

Les régles atomiques telles que o n'appartient 2 aucun des A; retenus, restent sous leur
forme initiale.

Ces classes A, et donc le recouvrement qui en résulte sont obtenues par la mise en
ceuvre de l'algorithme suivant :

Algorithme :

Soit V; I'ensemble des voisins de la modalité o; au sens de la variation de l'efficacité.
W= {a;,i=1,...,n}
i=1
tant que W; # &
faire Vi = {oy, j#1,j € (1, ..., n) tel Ae (0;) < eg)
Ci=o4u { o, tel que V (o, o) € Vi Ae (Oj1) < eRr} : classe d'équivalence
formée par @; et un sous-ensemble de ses voisins

1
W, = {ai , telque o € U Cj}
=1
I'ensemble des o; n'appartenant a aucune classe C;.
fin faire
fin tant que

Parmi I'ensemble des recouvrements possibles des classes A;, on choisit celui qui pré-
sente le meilleur gain de simplicité.

Remarque :

Dans ce travail, nous avons développé une approche permettant l'extraction des régles
a partir des lignes du tableau de contingence. Or l'utilisation des approches précédentes conduit
également & I'extraction des régles a partir des colonnes d'un tel tableau. L'ensemble de ces
regles (lignes et colonnes) constituent le modele global du systéme. Leur utilisation doit faire
appel A un moteur d'inférence qui génére la ou les régle(s) a appliquer pour la résolution d'un
probleme ou fait donné. Un tel moteur peut aussi bien combiner des régles lignes (chainage
avant ou mode progressif) ou des régles colonnes (chainage arriére ou mode régressif) ou les
deux 2 la fois pour affiner ou confirmer une solution'donnée.”
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T trasté

Soit [rj] le tableau correspondant a I'ensemble des lignes contrastées. L'opération de
contraste a fait apparaitre pour chaque ligne de ce tableau une régle de la forme :

X=0a ALORS Y € Bs (o)
ou encore
X=0a ALORS Y ¢ My\B4(c)

Le regroupement des lignes et la simplification résultante se sont alors traduites par une
modélisation du type :

X e A; ALORS Ye B;
ou
X e A; ALORS Y ¢ My \B;

En d'autres termes, si on note y une variable dichotomique telle que :

YeB =y=1
Ye B ©y=0

On peut exprimer le tableau de contingence contrasté sous la forme suivante :

o~ 0 1

Ki étant le complément de A;

Ki \\\Qk\\\\\\ Tableau IV.7

Ce modele est parfaitement cohérent avec l'expression des régles de type 1, l'informa-
tion supplémentaire apportée par les régles de type 2 se traduit alors par la superposition au mo-
dele précédent d'une distribution de probabilité sur chaque ensemble B;.

Cependant, on peut utiliser le tableau contrasté pour tester une explication locale de Y,
modalité par modalité. Par exemple, si I'on cherche 2 modéliser la modalité Y = Bj, on définira
une variable dichotomique y; telle que :

yi=1 & Y=Bj
yj==0 ¢=>Y¢Bj
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Le tableau de contingence devient alors un tableau a deux colonnes :

~J; 0 1
m

A &\i\xk\\g\\

La colonne y; =1 n'est autre que la colonne B; du tableau [r;;] qui s'écrit :

Tableau I'V.8

P

R(Y=Bj/X) = | Ty » i=1,...,n telque: T = (IV.36)

S

2 Py,

1

Comme le montre la figure ci-dessus, cette colonne partitionne I'ensemble des lignes en
deux classes :

A;= {a,i=1,...,ntel que : 1j; = 0)
Aj ={og,i=1,...,ntel que : 1y # O}

avec A}u A;=My,j=1,...,m
La modélisation de la modalité (3; qui en découle est :

X =04 056 A; ALORS Y #B;
X =04 0;€ Aj ALORS Y = (B, rj)

Une écriture globale de ce modele sous la forme :

1
X= V Aa ALORS Y-=§ V.37
o, € Aj 1=1
n'est pas envisageable, puisqu'elle ne tient pas compte des degrés de certitude différents asso-

ciés & chacun des couples (a, B;), o; € A;. Une approche "floue" conduirait 3 une &criture glo-
bale de la forme :
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q
1 .
X= V  Aa  ALORS Y=(f,1) av. 38)
aiGAj =1

* .
avec r; = mun Ty
o; e Aj

L'approche consistant & modéliser une seule modalité de Y revient 2 ne pas utiliser I'in-
formation contenue dans la colonne y; = 0 du tableau IV 8. Une faible valeur de 1;" traduit le fait
que le coefficient de vérité de la régle (IV.38) est faible, l'utilité de l'information perdue pouvant
étre €levée. La notion de modele local développée dans la premiére partie de ce travail peut alors
étre utilisée : en notant L un niveau limite de probabilité conditionnelle, on définit alors une
variable trichotomique z; en scindant I'ensemble A en deux classes :

AP(W)={o5i=1,...,ntelque: i< v}
Ajl(v)={ogi=1,...,ntelque :rjz2 v )

Ainsi z; prendra trois modalités B;!, B;° et B;, le tableau IV.9 ci-dessous exprime cette variable.

) 1 0 == Bi = { My\B;}
% Zj BJ BJ BJ J ]
A}' 0 0 1
0 Tableau IV.9
A i 0 1 0
Al 1 0 0

Le modéle de Y = f; s'exprime alors sous la forme suivante :

P
1
X= V  Aa ALORS Y =(.v) {v.39)
aie Ajl 1=l
P 1
X= V Ao ALORS Y=?
o€ Ajo I=1
p ———
X= V AN v ALORS Y=[3j
o.€ A 1=1




X se présente alors comme une fonction multivaluée qu'il est possible de simplifier.
L'utilisation de l'entropie du Max conjointement avec l'entropie de SHANNON conduit a la
simplification du modgle. Par exemple, si on note S un mon6me avec S € P (X) :

Hy (2/S) =0, Hy (2/ S\NX) # 0 et H (Y/S) # 0

signifient que S est 'un des mondémes du modele ; celui-ci n'est pas unique puisque l'entropie
de SHANNON est encore non nulle.

Par ailleurs, a chaque niveau v on peut associer un modele de la modalité Y = B;. En
effet, la classe A; contient un nombre de lignes constant d'oll :

card [ A (v) U A? () ] =constante
Par ailleurs, pour v < V' ona:
A (W) DAl (V):

Le nombre de modalités de X entrainant Y = [3; avec une probabilité 2 v augmente
lorsque v diminue. On ne peut pas 2 priori savoir si cette augmentation se traduira par une sim-
plification de la partie hypothese.

Réciproquement, pour une partie hypothese donnée, il est possible de rechercher le ni-
veau v auquel elle conduit, ce niveau pouvant par ailleurs €tre acceptable ou non.

VII - APPLICATION : AIDE A LA DECISION AU DIAGNOSTIC MEDICAL

VIL1 Position_d . ,
STAROSWIECKI [1986]

On consideére I'ensemble des nouveaux-nés admis au centre de Pathologie Néo-Natale
d'Arras et atteints de troubles respiratoires. Pour chaque prématuré ; € Q (population d'ap-
prentissage de taille L), un dossier médical est constitué et comprend :

e X(0y);ie {1, ..., n}: les données cliniques relatives a I'historique de 1'enfant avant
son entrée au centre (dge gestationnel, évolution de la grossesse, accouchement, ...) et
les donnés paracliniques relevées durant son séjour au centre (résultats d'examens bio-
logiques, radiologiques, ...)

e Y(oy);ie {1, ..., n}: l'ensemble des diagnostics qui résultent de I'analyse et de la
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synthése des différentes données recueillies sur le prématuré ;.

Devant l'extréme abondance des données qui concernent chaque malade, il est impor-
tant d'extraire celles qui décrivent de fagon satisfaisante telle entité diagnostic ou pronostic. En
effet, I'objectif visé par une approche d'aide a la décision est de faciliter le travail du médecin en
lui proposant compte tenu des données caractérisant le nouveau-né admis au centre, le ou les
diagnostics les plus probables ou les plus efficaces appartenant au champ de la pathologie asso-
ciée au symptome d'entrée. La mise en ceuvre de l'approche proposée, conduit 2 extraire des
reégles a caractere directement opérationnel a partir de la connaissance contenue dans la popula-
tion d'apprentissage Q. Cependant, sous son aspect utilisation une méthode d'aide i la décision
dans le domaine du diagnostic ne peut se baser a un instant donné que sur l'exploitation des

' connaissances contenues dans Q avant cette date.

Dans le cadre d'une médecine d'urgence, on doit émettre des propositions de diagnos-
tic a tout instant et particulierement dés les premiéres heures de vie du prématuré pour lequel on
ne dispose guére d'information suffisante. 11 est par conséquent nécessaire de savoir, quel en-
semble de régles faut -il appliquer a I'instant t compte tenu des données dont on dispose a l'ins-
tant (t-1) et quels examens complémentaires faut-il prescrire pour affiner ou confirmer les régles
a appliquer ou le diagnostic a proposer 2 l'instant t+1. Ceci nécessite la mise en ceuvre d'un
processus d'exploitation des régles pour 1'aide a 1a décision diagnostique. En effet, on a d'aprés
la population d'apprentissage un ensemble de régles atomiques ou simplifiées. A I'instant t, on
ne connait qu'une partie des variables. Ceci se traduit par un regroupement des régles contenant
dans la partie hypothése ce sous-ensemble de variables mesuré. L'efficacité de la régle compo-
sée ainsi obtenue est alors plus faible que I'efficacité des regles initiales. Le recours a des varia
bles explicatives supplémentaires permet d'éliminer un certain nombre de régles parmi celles re-
tenues a l'instant t. A ce niveau, deux démarches peuvent €tre envisagées :

* probléme d'affinement (approche progressive) : utilisation des régles ligne
e probléme de confirmation (approche régressive) : utilisation des régles colonne.

VIL.2.1 Introduction

Nous avons montré dans I'approche proposée, qu'il est possible de générer un modele

simplifi€ du systéme a partir du regroupement des régles atomiques et de la simplification qui en

" résulte. Moyennant une renumérotation donnée, soit Px(Mx) = {A;,i=1, ..., K} la partition de

Mx a partir de laquelle K regles, écrites sous forme simplifiée sont extraites. A chaque classe

A;, on associe une modalité o; € My a laquelle on fait correspondre B la partie conclusion de la
regle. L'ensemble des régles simplifiées extraites des lignes du tableau de contingence s'écrit :
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X=0; ALORS Y=B; Vie(l.. ,K}

Les régles qui caractérisent A l'instant t-1 la population d'apprentissage sont connues, il
convient alors de les utiliser & l'instant t.

Soit S(@4) =, S € P (X), 'ensemble des données caractérisant le prématuré ®p 41
et pour lequel une aide au diagnostic est désirée a l'instant t et oo € Mg la modalité prise par
S(Ms ¢ Mx). Cependant, la quantité d'information contenue dans les données recueillies sur le
prématuré durant ses premiéres heures de vie est généralement insuffisante et le médecin est
amené a prendre une décision thérapeutique sans avoir acquis une compléte certitude au niveau
du diagnostic. En effet, plusieurs situations peuvent se produire.

a) S(wp+1) = o0 € My : la modalité o est contenue dans la base des régles, il s'agit alors
d'apliquer a l'individu @ 4) la régle correspondante. Autrement dit, une telle opération consiste
a proposer au médecin la conclusion de la régle qui peut étre aussi bien unique (¢ = 1) que mul-
tiple (¢ > 1).

b) S(0L+) = € P(Mx) : la modalité o est contenue dans la partie hypothese de plu-
sieurs régles. Ceci revient en réalité a extraire 2 partir de la population € le sous-échantillon
constitué de I'ensemble des individus identiques & wy .. Cette opération conduit naturellement a
appliquer 'ensemble des régles contenant S = o dans la partie hypothese et & proposer au mé-
decin les conclusions tirées de cet ensemble de régles. Dans une telle situation, les conclusions
tirées sont forcément multiples puisque les régles du modele sont écrites sous forme simplifiées,
chacune d'elles posseéde sa propre conclusion.

¢) S(oL+1) = @, tel que o n'appartient pas & une seule partie hypotheése des régles mais
peut étre reconstitué par l'utilisation d'un ensemble d'hypotheses des régles. Une telle situation
se produit lorsque la taille de la population d'apprentissage est telle que :
card Mx) =n<sMx;.Mx2..... MXp

Supposons que =0 A "y avec Ooy=OQjA Q"] et Ok =0xA 0"k

La régle 2 appliquer 2 l'individu @ 4+; dans ce cas n'est autre que l'intersection des re-
gles contenant o et 0 dans leur partie hypothése.

Eneffet: X=0;=Y e B;oubien Y ¢ B;=B(0;) \ B;

X=0r =Y e Byoubien Y ¢ By =B(0y) \ By
X=a=0iAra"y=>Ye BiAY e By=Y e B;n B

- IV-34



L'intersection de B; et de By ne peut étre vide puisque o est obtenue par une combinai-
son de o et Oy.

Dans le cas ou a est reconstitué par plusieurs o, i € (1, ..., k), la régle A appliquer est
alors obtenue par l'intersection de I'ensemble de régles mises en jeu et la conclusion peut étre
comme dans le premier cas unique ou multiple.

Selon la nature des conclusions proposées, le médecin peut étre amené a adopter difé-
rents comportements,

VIL.2.2 Les différents comportements du médecin

En se basant sur la proposition diagnostique formulée par les régles & l'instant t, le mé-
decin peut adopter diférents comportements a l'instant t+1.

- Le diagnostic a I'instant t, noté Yy, est unique et correspond a l'application de 1'une
ou l'intersection de plusieurs régles du modéle proposé. Il s'agit pour le praticien de garantir &
l'instant (t+1) ce résultat. Si le diagnostic a cet instant confirme un tel résultat, 1'objectif es-
compté est alors atteint, le processus d'aide a la décision doit s'arréter 2 moins que d'autres con-
firmations ne soient sollicitées par le médecin.

- Le diagnostic a I'instant t est multiple et résulte de I'application d'une ou plusieurs ré-
gles. Dans les deux cas, il s'agit d'un probléme d'affinement du résultat par la mise en ceuvre
d'examens complémentaires. Ainsi, de proche en proche le processus de diagnostic converge
vers une solution unique et 'objectif escompté peut alors étre atteint. Si par contre & l'instant
t+1, les objectifs escomptés ne sont pas atteints, trois types de situation peuvent se produire.

1) Y41 # Y, : la proposition diagnostique a l'instant t+1 n'est pas cohérente avec celle
émise 2 l'instant t. Comme cette incohérence n'apparait qu'a I'instant t+1, on peut penser alors
que cette situation résulte d'une saisie incorrecte de S sur ®; +j. Dans ce sens, le processus
d'aide 2 la décision propose au médecin de vérifier I'acquisition des dernieres mesures. Néan-
moins, si cette incohérence s'avere réelle, le processus se trouve inéfficace, seul le médecin est
en mesure de débloquer la situation, soit en remettant en cause les diagnostics antérieurs, son
propre diagnostic ou bien en formulant d'autres propositions.

ii) Y41 n'affine pas Y, le résultat acquis 2 1'instant t. Ceci peut s'expliquer par le fait
que les examens complémentaires n'ont pas apporté une quantité d'information suffisante sus-
ceptible d'affiner la décision antérieure. Autrement dit, les examens effectués sont en partie re-
dondants. Dans ces conditions, le médecin peut proposer un autre univers de choix de variables
explicatives pour remédier a cette situation.
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iii) Le cardinal de €24 est trop faible pour qu'une proposition diagnostique puisse étre
émise dans de bonnes conditions [PICARD 72] [TERRENOIRE 76] [ZIGHED 84]. Cela cor-
respond a larégle : S =a ALORS Y e Bg(o) qui se base sur un nombre trés restreint de cas
(r;. faible). Une telle régle est alors peu fiable. Cette situation peut résulter également des erreurs
émises dans les diagnostics antérieurs ayant conduit a classer 2 tort l'individu w4 dans le
sous-échantillon € ou bien un tel individu a peu de voisin dans Q et il est possible qu'il cons-
titue un cas particulier nécessitant le recours au praticien.

VIL2.3 Aspect conversationnel : analyse des différentes situations

a) Les objectifs escomptés sont atteints

En effet, si a l'instant t+1 la proposition diagnostique Y1 = Y, le médecin peut alors
prendre une décision thérapeutique. Le processus d'aide a la décision doit s'arréter & moins que
d'autres confirmations ne soient sollicitées par le médecin.

b) Les objectifs escomptés ne sont pas atteints

Dans une telle situation, le recours a des examens complémentaires s'avere indispensa-
ble pour affiner la décision Y. Le probléme qui se pose au médecin est celui du choix de leur
ordre de réalisation et de 'opportunité de poursuivre les investigations au vu des résultats des
examens déja réalisés [LE MINOR 80]. Or dans l'approche proposée, nous avons montré qu'il
est possible d'extraire un ensemble de régles 2 partir des colonnes du tableau de contingence. Le
médecin peut alors émettre une proposition diagnostique et demande au syste¢me d'aide de for-
muler I'ensemble des examens complémentaires non encore effectués sur l'individu ®p43.
L'application des régles colonnes permet au processus d'aide de proposer directement I'ensem-
ble des examens complémentaires et leur ordre de réalisation respectif. Connaisant les délais
d'obtention des résultats qui peuvent varier de quelques heures & quelques jours, leur cofit fi-
nancier, le risque de complication, ..., le médecin peut étre amené a modifier 'ordre de ces
examens complémentaires. Aprés une telle opération, si les objectifs escomptés sont atteints, le
processus d'aide s'arréte. Dans le cas contraire, le médecin peut émettre une 2%me proposition,
et ainsi de suite jusqu'a ce que le processus d'aide converge vers un diagnostic permettant au
médecin de prendre une décision définitive.

D'une fagon générale, 1'approche proposée permet la décomposition du probleme de
décision dynamique qu'est une aide de diagnostic dans un contexte de médecine d'intervention
en une suite de problémes de décision statique. L'ensemble des décisions admissibles a I'instant
t+1 sont-choisies en fonction des régles proposées par le systeéme d'aide a I'instant t. La déci-
sion la mieux appropriée dépend : _
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& de la démarche adoptée par le praticien et des régles reconnues valides &
I'instant t par le processus d'aide a la décision ;

& du poids et de la fiabilité de l'information, des contraintes liées au délai, &
la souffrance des malades, au risque de complication de la maladie, a la
dangerosité, et au coiit financier que nécessitent les examens complémen-
taires pour l'affinement ou la confirmation d'un résultat donné.

VIII - CONCLUSION

En l'absence du modele du systéme, nous avons proposé une approche permettant a
partir des données recueillies sur celui-ci, la génération d'un ensemble de régles atomiques. Cel-
les-ci constituent le modele provisoire du systéme. Aprés I'opération de regroupement des ré-
gles et la simplification qui en résulte, nous avons montré qu'il était possible d'établir le modele
simplifi€ du systéme qui peut étre affiné ou mis 2 jour a chaque fois que de nouvelles données
sont disponibles. L'utilisation d'une telle approche qui opére a partir des tableaux contrastés
(opérateurs Cso RG et RG o Cg) peut faciliter 1a représentation et l'extraction des connaissaan-
ces contenues dans les observations recueillies sur le systéme. Par ailleurs, I'expert du domaine
peut formuler les régles qui régissent le fonctionnement du systeme. Celles-ci conceptualisent
son expérience professionnelle et son savoir faire acquis sur le long terme. Il convient alors de
comparer ces régles avec celles générées par l'approche proposée. Ceci revient en réalité a tester
si les échantillons relevés sur le systeme et les régles auxquelles ils donnent naissance sont ou
non en accord avec les régles données par l'expert. Deux situations peuvent se produire :

= Les régles sont cohérentes : I'expert confirme les résultats des échantillons analysés ;

= Les régles sont incohérentes : une telle situation peut résulter d'une saisie incorrecte
d'un ensemble de variables et il convient alors de vérifier leur validité. Dans le cas ou
celle-ci s'avére correcte, seul l'expert est en mesure de résoudre le probléme en faisant
appel 2 des analyses supplémentaires pour affiner ou confirmer le résultat ou tout sim-
plement en remettant en cause ses propres conclusions.

En définitive, 'approche proposée constitue un extracteur de connaissance pouvant étre
utilisé pour la vérification ou la mise 2 jour des régles d'un systéme expert et peut aussi €tre
appliqué aux systémes technologiques soit-pour la détection des différents modes de fonction-
nement (normal, défaillant, .) soit pour le diagnostic des pannes.
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CONCLUSION GENERALE

L'analyse d'un syst¢me complexe sur lequel on ne dispose d'aucune information 2
priori passe forcément par l'analyse des données qu'il génére. I1 convient dans ce sens de four-
nir a I'analyste des outils et des méthodes facilitant son approche vers la modélisation du syst-
me, par l'extraction et la structuration des connaissances contenues dans ces données.

|

Dans ce travail, nous avons abordé deux aspect de la modélisation, d'une part l'appro-

che analyse structurale et d'autre part I'approche systéme expert. Dans une premiére partie,
nous avons montré que les méthodes géométriques de 1'analyse de données peuvent &tre utilli-
sées. Or chaque méthode possede son domaine privilégié d'appplication et sa propre spécificité
(nature des données, l'objectif visé par I'analyse ...). La plupart de ces méthodes utilisent I'hy-
potheése de linéarité du modele représentatif du systéme et ne peuvent par conséquent mettre en
évidence ses caractéristiques structurelles. C'est pourquoi, nous avons fait appel 2 la théorie de
I'information qui permet de déceler les relations aussi bien linéaires que non linéaires, qui s'ap-
plique 2 tous types de variables : quantitatives ou qualitatives et n'exige aucune hypothése res-
trictive. L'utilisation d'une telle approche nous a conduit a proposer des résultats en modélisa-
tion structurale. Plusieurs aspects importants ont été mis en relief : les concepts de modélisabili-
té, sous-ensembles explicatifs uniques ou multiples d'une variable, degrés de liberté du syste-
me, les relations redondantes, recherche de variables explicatives supplémentaires ... Nous
avons présenté a cet effet deux algorithmes permettant de faciliter la procédure de modélisation
proprement dite. Nous avons souligné les inconvénients d'une approche globale du systeme qui
travaille sur 'ensemble des échantillons relevés sur celui-ci et avons montré 1'intérét des appro-
ches locales qui utilisent des échantillons de taille plus réduite.

Cette fagon de procéder nous a conduit & aborder un deuxi®me aspect de la modélisa-
tion : 'extraction de connaissances sous forme de régles a partir d'un tableau de contingence.
Dans ce cas, il s'agit d'une modélisation "experte" qui consiste 3 extraire les connaissances que
recele la population d'apprentissage représentative du systéme analysé. Dans cette deuxieéme
phase de modélisation, deux approches similaires sont développées, la premitre est basée sur la
définition d'un opérateur de contraste, le deuxi®me utilise un coefficient d'extraction de I'infor-

_mation. Ceux-ci constituent des extracteurs de connaissance et générent les régles qui régissent
le fonctionnement du systeme. Ces rgeles forment en fait le modele provisoire du systéme qu'il
convient de simplifier. Nous avons montré que l'entropie du Max peut, dans certains cas, abou-
tir 3 une telle simplification et le modele simplifié du systéme donné sous forme de régles, peut




alors étre établi. Le ou les experts du domaine analysé proposent les régles qui sont censées dé-
crire le comportement d'une population d'apprentissage, celles-ci sont & comparer avec les re-
gles proposées par l'approche que nous avons développée. Une procédure de mise a jour des &
gles est alors nécessaire si les régles formulées dans les deux ne s'avérent pas cohérentes.

Nous avons développé une application dans le domaine de 1'aide 2 la décision médica-
le, et avons montré que les régles extraites de la population d'apprentissage peuvent étre direc-
tement opérationnelles. Cette approche peut de 1a méme fagon s'appliquer dans d'autres domai-
nes : classification automatique, diagnostic technologique, etc ...

Loin d'étre épuisé, le domaine de modélisation que nous avons voulu explorer dans
cette thése nécessite encore bien des recherthes. Outre la nécessité de l'expérimentation et la
mise en ceuvre pratique des approches proposées, on peut discerner quelques directions de re-
cherches qui nous semblent intéresantes.

En premier lieu, développer de nouveaux indices pour juger la faisabilité du probléme
de décomposition du systéme en sous-systémes faiblement couplés. De tels indices doivent tenir
compte du bruit qui peut se superposer 2 la fois aux lignes et aux colonnes du tableau de contin-
gence. Ainsi, la définition d'un indice "informationnel" calculé 4 partir du tableau de contingen-
ce contrasté horizontalement et verticalement permettra d'apprécier plus efficacement les struc-
tures de liaison entre variables et groupes de variables du systéme. Par ailleurs, le critére géné-
ralement utilisé pour la décomposition est celui qui aboutit 3 des sous-systémes faiblement cou-
plés. Or, il ne serait pas sans intérét de faire appel & une analyse multi-critére faisant intervenir
les notions de complexité des sous-systémes, de coiit, de fiabilité, ... etc.

Dans un deuxie¢me temps, développer des méthodes d'identification basées sur les con-
cepts entropiques. Nous avons montré que I'utilisation de l'entropie de SHANNON conjoin-
tement avec 1'entropie du Max permet l'identification des mondmes d'une fonction logique
combinatoire. 11 serait intéressant d'étendre cette approche a d'autres types de systémes, les sys-
témes séquentiels par exemple, ... etc.

Enfin, il serait souhaitable de développer un outil informatique, permettant la mise en
ceuvre de l'approche extraction des connaissances pour la vérification et la mise a jour des re-
gles des systémes experts.
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ANNEXE II
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TABLEAU III
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ANNEXE III

ANNEXE III1

I s'agit de minimiser D(P,R) sous la contrainte Z ry; = 1. On considére le sous tableau
de contingence relatif a la sous population Q a Dans un tel tableau, on considére les deux dis-
tributions P et R telles que :

r Py + 13 pourj=1,...,0
Pj= etPi=r

Pij pourj=0+l,...,m

I11.1.1. Distance du %>
D; (P,R) = 2‘, (1/Pj (ry;i- Pj/i)z calculons le Lagrangien :
L= 2: (1/Py) (tyi - P2 + A ()j: - 1)
(L /dryp) = (1/ P;) [ (js - Pyw) (i + 3 Py) / (Pyi + 1jp)? 1 + A

En notant x = 1j; / Py; et en faisant dL / drj; = 0 on obtient une équation du deuxiéme
degré dont la solution positive s'écrit :

x=-1+Q2/VI+AP) = 1i=Pjpn 2/V 1+AP;) - 1
‘2
Sachant que %, Ty = 1, on aboutit 4 :
rjﬁ=Pjﬁ/§‘,Pj/i Vjell,..., o}
Remarque : on obtient le méme résultat lorsque on utilise 'indice de distance du x2 suivant :

[ m
x% = Loy [ z (e /1i1)) + )y (Pi/ PPy -1]




‘ IT1.1.2 L'information discriminante de KULLBACK

\ J (P, R) = Dy (P, R) = X 1j5 Log (xy; / Py)
3 a
L= 21: 1y Log (tjs / Py; ) + A (21: Tyi- 1)
(0L /dry;) = Log (ry; / Py) + 1 + A
Cette dérivée s'annule lorsque ry; = Py; 2-1+)
g
Sachant que 21: ryi=1 on aboutit a :

g
rjﬁ=Pj/i/§,Pj/i \4 jE (1, ..., 0'}

I11.1.3 Le 2 de NEYMAN'S

x?=Ds @, R) = £ [ G- Pyp? /Py
L=D3(P,R)+k(§rjﬁ- 1)
oL/ 9rj/i =2 [ (ry - Pyp) / P ] + A
La dérivée s'annule lorsque rj; = Py; (1 - (A/2) )
Sachant que 2 Ty = 1 on obtient :

g
rj,i=Pj/i/§,Pj/i \4 jE [1,...,0}

II1.1.4 L'information de SHANNON :

m a
I(P:R)=D4 (P,R) = ; P;; Log (P;j/ Pi.P;) + 5.;. 1j; Log (rjj / 1i. 1)
[}
L=D4 (P, R)+ A X rjs- 1)

dL / dry; = Log (tjs / rjsi+ Py) + A + 1




L'annulation de la dérivée et a I'aide de la contrainte, on aboutit au méme résultat que
précédemment.

II.1.5 Indice de distance du type quadratique :

D¢ (R, P) =:‘Z|rj/i"Pj/i|Y avec ¥ >0
L =Dg (P,R)+7L($rj,i- 1)
oL / orjs = Y(xy; - Pj) ¥ + A
L'annulation de la dérivée et  'aide de la contrainte on aboutit  :

m

rj/i=Pj/i+(1/0')-§1 Py, V jell,.., o)

ANNEXE II1.2

L'opérateur de contraste quadratique :

H est défini comme suit :

g
Pjﬁ/gpjﬁ pourj=1,..,0
Cs=
0 pourj=0+1,...,m

La nouvelle distribution R (Y / X = o) s'écrit :
RY/X=0)=P(Y/X=0).Cs5()

Les éléments de P (Y / X = o) étant ordonnés, celles de R (Y / X = o) le sont égale-
ment et s'écrivent :

-4 g o
T = Py, ( Pj/i/; Pyi?) = ( Pj/i2/§ Pji? ) = ( Pif/% P;?) pour j=1,..., ¢
RY/X=q) = _

rj/i=0 e e e e e e .4..‘pourj=o‘+1,,”,m

. Les distributions marginales étant conservées, en effet : ;=P




.

Il s'agit effectivement d'une distribution de probabilité puisque :

[+2 a a
;ryi=1zryi=;(l’ij2/z?ij2)= 1

Sion prend l'exemple donné par la figure 1114, les deux coefficients de contraste peu-
vent étre schématisés comme suit :

Co(i)
- Le contraste linéaire
-.Le contraste quadratique

Bi B2 B3

ANNEXE 1.3 : LES TESTS STATISTIQUES

Posons

IIL.3.1. Le test du %2
‘ o
SoitP={ Py, j=1,...m}etR={rzj=1,..,0} = {(Pij/; Py.j=1,...,0)

a
avec : rj=P;=P; (1+ (Pi./; Py )pourje (1, ..., o}
r, =P

rj=0etP;=P;pourje {o+], ..., m}

g m
x*/L= ; (P / PP + 2:‘1 (tii? / Pi. Pj) + 2. (P2 / P;P;) - 1

=S, il vient :

!-*MC\

m
g (P2 +12) /PLPy) + g%(Pij /P)-1

[X @+ Pi? . P.2/S?) / (P Py (1+P;/8)] + P -S)/P; - 1

o
= [%(Pij(l - (P2/SD) / (Pi(1+(P/S))] - (S/P)




= [(S*+PD)/(S?PL+PiS)] - (S/P) = (Pi-S)/ (P, +8)
a g ) o m g
=(Pi-2Py)/(Pi+ 2 Py) =(1-XPy)/ (1+3Py)=(QPy) /(1 +2Py)

C.Q.F.D.

IIL.3.2 Le test du X2 de NEYMAN'S : celui-ci s'écrit :

a

%2 (P, G) =;<(r,-/i-Pjﬁ>/P,-ﬁ > posons ; Pji=A

[] m
2Py (A-12+ X Py
1 % |
=(1/A-1)2. A+(1-A)
[} 23 m <3
=(1-A)/A=(1-§Pj,,)/§(1>j,i)=;ﬂpj,i/gpj,i C.QFED.

Remarquons que %2 (P, 6) = Cg - 1

I11.3.3. Test utilisant l'information discriminante de SHANNON

n m

I(X: V)= X %1 P;j Log ( P AP;.. P )

=1

la perte d'information occasionnée par le contraste de ligne i s'écrit :

AI=$Pij Log(Pij/(Pi.P.j))'czirij Log (r;;/(ri.t;))
Posons A = E:) Py
Al= % Pjj Log Py; / [P, (Pyj+ (Py;/ A))] + ﬁi PjjLog (P / (Pi. . Py ) )
- 2 (Py/A)Log (1/P; (1+A)) -
=A.PiLog(A/(Pi(1+A))) + (Pi-AP;)Log(1/P;)- PiLog(1/(Pi (1+A))

=[AP;logA - APjLogP; - AP;Log(1+A)]+[ -P; LogP;. - AP; LogP;]
+[PiLogP; + PiLog (1 +A)]

i o
=Pi[ALogA+(1-A)Log(1+A)] or A=;Pjﬁ=1/ccy
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=P; [ (1/Cs) Log (1/Cs) + (1 - (1/Cq)) Log (1 + (1/Cq))] C.QFE.D.

I11.3.4. Test de WILCOXON-MANN-WHITNEY

Soient P et R les deux distributions a tester dont les éléments sont supposés ordonnés
(ordre croissant)

P={Ppj=1,...,m telque:Ppz<...<Py; )

]

et R={rj,i,j=1,...,o' tel que i rg; <... <19}

L'idée du test consiste & effectuer un mélange des deux distributions, les ordonner par
valeurs croissantes et vérifier si le mélange (P, R) obtenu est homogéne ou non. Si on note U le
nombre de couples (ry;, Pis) pour lesquels ry; > Py, on montre alors facilement que U est
compris entre deux valeurs extrémes Upin = Up et UMax = Uy lorsque les mélanges
s'organisent comme suit :

a. si(P,R)={0,...,0, Pms, .--» P1p), Cosis ----T15) } alors : Uy =0 . m
b. si®,R)={0,...,0, Py, ..., Ps.1/i» Popir Top)s ---» Prsi> 115) } alors

Un=0.m- (c(c-1))/2

. Le cas (a) se présente lorsque les résidus sont de faible amplitude et en nombre
important, c'est-a-dire (m-0) élevé.

. Le cas (b) s'obtient lorsque les résidus sont faibles en amplitude et en nombre réduit,
m
clest-2-dire Zin,i petit et (m - ) faible.
O+

La comparaison de U par rapport a Uy, et Uy permet de juger si les deux distributions
~ sont proches ou non. -

U est connu sous le nom de la statistique de MANN-WHITNEY. Elle est tabulée et
permet alors de juger si I'hypotheése Hy peut étre acceptée ou non.

Afin de comparer ce test avec les tests précédents, nous prendrons comme indice de
distance A U (6) = 1/Upin - 1/U
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Pour avoir une idée complémentaire sur ce test, nous avons tracé ci-dessous U, Uy et
Um en fonction ¢ (figure ci-dessous).

m (m-()?_ e

U(m-1) |

(m-1){m+2)
—at

m(m-4)

—_—
2m |
2m_A4

i 2 ml.i ™
Tracé de U (o), Upm, Up, en fonction de o

Remarque : Ce test n'apporte aucune information au sujet des deux distributions lorsque ¢ = m

II1.3.5 Test utilisant la divergence de KULLBACK

La notion de divergence entre lois de probabilités a été introduite par KULLBACK
[1962] a partir de l'information d¢ SHANNON. Si on note P = {Pii,j=1,...,m} etR = {1j;,
j=1, ..., o} les deux distributions de probabilité associées 2 Y conditionné par X = o, la
divergence de KULLBACK peut étre définie comme une fonction qui s'applique aux deux
distributions et s'écrit :

P wm
Il =§:rij Log (tjz/ Pip)
g m
J[ PR ] =%rij Log (ryi / Py) + %4 1j Log (ryi / Py)
[<3 g g
= 2 (P;j/ 2 Py) Log (1/ X Py)

(4]
= -P; Log ; Pix C.QF.D.

- P g g
J[g lest=0puisque L Py <1 = -Mgglpﬁzo
1
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ANNEXE I11.4

II1.4.1 Uj (o) vérifie la premiére propriété :

En effet : . si H(Q) = Hu(Q) = Log (m - ©) alors U; (0) =Ujn (0) =0
SiHQ) =Hp(Q)=0alorsU; (6)=Uim(0)= A

Par ailleurs, si H(Q;) < H (Qy) avec Q; et Q deux distributions résiduelles et U; (Qy),
Uj (Qy) leurs utilités respectives, alors :

U (Q;) = Uy (Qu. Ceci est évident puisque :

H@Q)<sH(QW = HQ)/Log(m-0) £ H(QW/Log(m-0) pour(m-0)>1
=1-(H(Q)/Log(m-0)) 2 1-(H(QY/Log(m-0))
= A[1-(H(Q)/Log(m-0))] 2 A[1-(H(Qu/Log(m-0))]

= U1 (Q) 2 Uy (Qo

I11.4.2. U; (o) ne vérifie pas toujours la deuxiéme propriété

Si on note Hg(Q) = H(0), Hg+1 (Q) = H (0+1) les entropies résiduelles respectivement
de niveau ¢ et 6+1 et U; (0), Uy (o+1), leurs utilités, on montre alors que Uj (0) - U (0+1) =
A U peut étre positif ou négatif selon les valeurs de H (o) et H (o+1). En effet, on note :

m
B= 2, Py=A-Pg.etAU sécrit alors :
_ C+2

AU =A[1-(H(c)/Log(m-6))]-B[1-(H(o+1)/Log (m-c-1))]

AU;=(A-B)+[BH (c+1)/Log(m-6-1)]-[AH(c )/Log(m-06)] or
AH(c)=BH (c+1)+ B Log [1 + (Pg+14/B) 1 + Pss1siLog [1 + B / Pss15) 1 > B H (0+1)

d'ou :
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AUy = Posji [ 1-(Log(1+(B/Psup))) / Log(m-o)]

- ~ J

- B [-H(c+1) ((1/Log (m-0-1)) - (1 /Log (m-0))) + (Log (1 + (Ps.15/B))) / Log (m-G) ]

N

J

@~

.si (1) 2 (2) alors: AU 20 Par contre
.si (1) £ (2) alors: AU; €0

L'exemple ci-dessous confirme que Uy (0) n'est pas une fonction décroissante de o.
Exemple : Soit la distribution de probabilité suivante :
P (Y /X =) = {0.8, 0.05, 0.05, 0.05, 0.04, 0.01}
Le calcul de Uy (6) pour 6 =1, 2 et 3 donne :
U; (1) =0.014
U1(2) = 0.013

= Uj (2) <U; (6) = U; (0) n'est pas une fonction décroissante de ¢
U; 3 =0.014 '

III.4.3 - U; (o) vérifie la premiére propriété

- H(Q) = Hu(Q) = Log (m-0) = Uz(0) = Uz (6) =0
-HQ=Hn (Q=0=U2(0)=Uam (0)=A.[(Log (m-6) )/ Logm ]

0<U(0)<A.[(Log(m-c))/Logm]

Comme U (0), U; (o) est une fonction strictement décroissante de H(Q) (cf annexe I11.4.1)

II1.4.4 - U, (o) vérifie la deuxiéme propriété :

A cet effet, nou allons montrer que U (6) - Uz (0+1) =AU >0




AUz =A.[(Log (m-0)-H(c))/Logm]-B.[(Log (m-0-1) - H(c+1) )/ Log m]
avecLogm>0,m>1

A Log (m-0) - A H (0) ; B Log (m-0-1) - B H (o+1) ou bien :

A Log (m-0) - B Log (m-0-1) ; AH()-BH(c+1)or:

AH(0)-BH (0+1) =Pgs15 Log [1+(B/Ps1p) 1 +BLog [ 1+ (Pss1a/ B)]>0

B ='A - Pg.14

A Log [ [(m-0) / (m-0-1)] . (/A)]1 + (A-Ponp) Log (A - Porip)
+ Pgs1/i Log Poyri(m-0-1) 2 0

or max Psi1/i = A et min Pgy1/i = A / (m-G), montrons que dans les deux cas, l'inégalité
précédente est vérifiée.

. Ps+17i = A (présence d'une seule raie) : dans ce cas :
Ps.1/i Log ((m-0) / (m-0-1) ) + Po.13 Log (m-G-1) = Pg41; Log (m-0) >0
. Ps+1/i = A / (m-0) (raies équiprobables), dans ce cas l'inégalité précédente est également
vérifi€e puisque par définiton méme de U; (G) qui est nul lorsque les résidus sont répartis de
fagon équiprobable. Plus généralement, AU, . Log m 2 0, en effet A = cte, (m-G) = cte
0/0Pg.1/i (AUz . Log m) = Log [ (m-6-1) (Po+1/) / (A - Pos1/) 1 =

(@ /90Pg41;) (AU; . Log m) =2 0 pour Pgy152 A/ (m-6) dolr:

AUzest20 V A/(m-6)<Psi1i<A C.Q.F.D.

II1.4.5 - Quelques remarques importantes

_ .pour 6 =m-1, Up (m-1) =0 or que U; (m-1) n'est pas définie

. si H(Q) = H(Q) = 0 = Uy(o) = A . [Log (m-6) / Log m] que devient Uj (o)
lorsque o/m est faible ou élevé ? Nous pouvons distinguer trois cas :




* m €levé et © €levé (cas des régles inefficaces)
Dans cette situation Uz(0) << A et égale 4 0 pour 6 = m-1

Ceci semble logique, puisque au voisinage de m (avec m élevé) l'information résiduelle
ne peut étre opérationnelle. |

* m €levé et o faible (cas des régles efficaces)
U(c) ~A  puisque:

Log (m-0) /Logm=[1+Log(1-(c/m))/Logm] ---------m--- >1

* ¢ faible et m faible (systémes de faible dimension avec des variables & modalités
réduites), & n'étant pas négligeable devant m, alors :

Uz(0) = A [Log (m-6) / Log m] < A

C'est seulement dans ce cas que U; (O) présente un inconvénient qui tend & limiter
l'utilité de l'information perdue. Mais dans le cas général, les syst®mes sont de grande
dimension et les variables nécessaires a leur description sont importantes et présentent des
modalités multiples d'oli m est élevé. Par ailleurs, on souhaite extraire des régles précises et
efficaces d'oir la nécessité de choisir un G aussi faible que possible.

ANNEXE IIL5

L'ANALYSElFACT ORIELLE DES CORRESPONDANCES

IT1.5.1. Notations et rappel des résult_ats de I'AF.C.

. Dans I'espace R", m points Y; sont représentés, munis chacun d'un poids P; et ayant
pour coordonnées : y;; = Pj;/ (P; VP;)

. Dans l'espace R™, n points Xj sont représentés, munis chacun d'un poids P; et ayant
pour coordonnées : x;; = P;; / (P;, VP))

. (X et (Y;j) désignent respectivement les nuages des points Xj et Y; munis des
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masses P; et P;. L'A.F.C. conduit aux résultats suivants :

- Le centre de gravité G de (Y;) s'écrit: G = ; P; Y;avec g = h Pjyy= VP; ol g
est la i*™¢ coordonnée de G. ?

- Le centre de gravité H de (X;) s'écrit; H= 2 P;. X avec h; = 2 P; x;; = VP ot b
est la j*®™ coordonnée de H.

- La variance est 1a méme dans les deux cas puisque i et j jouent un rdle symétrique.

- La variance de la projection du nuage (Y;) sur l'axe i est égale 2 la contribution de la
ligne i a la valeur du x%/L et donnée par :

>JZ P; (yij- g)* = % [ (Pj-PiPj?/(P.P)1]

- L'A.F.C. est basée sur la recherche des directions qui expliquent la plus grande partie
de cette variance.

- Il existe des relations de passage et de dualité entre [P], (Xi) et (Y)), la connaissance
d'un seul des trois éléments conduit a la détermination des deux autres.

- A un coefficient pres, la projection d'un point du nuage dual sur un axe factoriel est la
projection du barycentre des points du nuage direct pondérés par l'importance relative de la
rubrique "duale" dans chacun d'eux.

- L'inertie expliquée par sous-espace a p dimensions est maximale lorsque celui-ci
contient les vecteurs propres correspondant aux p plus grandes valeurs propres et égale a la.

La projection d'inertie expliquée par le sous espace p est (Z Aa) / (2 Aa) ol Z Aa est
l'inertie totale du nuage (Y5.

Quelques connaissances peut-on extraire de ces résultats ? Leur exploitation devient
intéressante lorsqu'il est possible d'expliquer une grande partie de l'inertie du nuage a partir
d'un sous-espace p de faible dimension. Ceci nous conduit & envisager 1'analyse a partir d'un
tableau de contingence [P;;] approximé.

IIL.5.2. Approximation de {P;j]

On note Z; 1a projection de (Y;) sur un axe factoriel U correspondant 2 la valeur propre
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A, Z= (G +5; U).
Z; muni de la masse P ; défini un nuage (Z;) auquel il est possible d'attribuer un tableau
de fréquences [¢ij]. De facon symétrique, il est également possible de définir un nuage (R;)
muni de la masse P; avec R; = H + r; W. La définition de Z; permet la conservation des
distributions marginales : ¢; =P et¢;=P;d'on :
¢/ (P VP;) = VP +sju; = ¢4 = Py P (1 + (1/VD) Sjw)
De fagon générale, si l'on projette le nuage sur les p axes Uy, ..., Up, et Wy, ..., W,

relatifs aux p plus grandes valeurs propres, on montre alors [VOL 76] que les fréquences
relatives correspondant aux nuages des points projections sont :

£
0@ =P Pj(1+ % (1/Vhe) sixrio

avec Sj : la coordonnée de Yj sur Ux
Tik . la coordonnée de X sur Wy

Cette équation peut s'écrire également :
P = 0P =P (1 + T 1V s

La suite des tableaux [ ¢;; JP constitue une suite d'approximations d'autant plus
précises que p est €levé.

Lorsque p=n-1 alors [¢;]1™!=[Py]
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ANNEXE IV

ANNEXE V.1

1l s'agit de démontrer que Ax? =2 Log 2. AH

AH = 24 [ P;; Log [ (Piy/Py) (( (Pi.+Py) / (Pi+Py)) ) ]
+ Py Log [ (Pyi/Px) ( (Pi+Py.)/(Py+Py) )] ]

= ; P;j Log (Py/ (PiPy) + 21: Py Log (Pxj/ (Px.P,))
(W (1) J L (2) )

m

- ; (P;j+Pxj) Log [(Pij+Pij)/(Pi+Px) ]
[ (3) )

Montrons que si les distributions P (Y/X = o), P (Y/X = o) et P(Y) sont voisines alors AH et
Ayx? sont identiques 2 un facteur prs.

Posons Logy X = Log X / Log 2 et X = (Pj#/P;) - 1, en effectuant un développement
limité de Log (1+X) au voisinage de X = 0 et en s'arrétant a l'ordre 2 on peut écrire que :

Log (1+X) = X - X2/2, ainsi la quantié (1) s'écrit alors :

)= % P;P; (1+X) ((X- (X*2)) = 1/(Log 2) % PiP; (X + (XH2) - (X*12)),

m m
~en négligeant le terme de 3¢ ordre et sachant que X P; P; X = Zx" (P;-PiPp) =P, -P =
0, (1) devient : :

/Log2) 3. P P;(0C12)= /(2 Log2) 3, Pi. Pj (@w/Py- 1?

En procédant de la méme fagon que (1), (2) et (3) s'écrivent respectivement :

(2) = 1/(2 Log 2) ); Py P (Pyn/P,) - 1)?
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m

(3) =-1/2 Log 2) X (Pi+P) P;[ ((Byj+Pi) / ((Pi+Py)P.p) - 172

m

2 Loga AH = ; [ PPj((Pc/Pp-1) + PP ((Pys/Pj)-1)°
- (PL+Pe)Pj (((Py+Pyg) /(P +P)P;)) - 1)?]

= ; [ (®Py-@i.P))?/PiP;j) + ((Pyi- (Pe. PP /Py P))
- ((Pij+Pyj- Pi.+P) P32/ (P +Pe) Py)) ]

m
= ; [ Pe (Pi+Py) (Pij- PiP? + Py (P + Py) (Pyj- PiP)? - PPy (Py; + Py
- (Pi+PP)?] / [ (P +Pc) Py P Py ]

m
= ; {[Pi2P2/(P. +P)Pjl [ (Pia- Pix)?/Pi Pyl )
=[PLPe/ B+ P 1 3 [ @yi- Ppd? /Py 1= 472

2Log 2 AH = A2 C.QED.

ANNEXE IV.2

LES PROPRIETES FONDAMENTALES DE L'ALGEBRE DE POST

Définition 1 : Soit m 2 2. Une algebre de POST est un treuillis distributif P avec un
élément nul O et un élément universel U pour lequel les axiomes suivants sont vérifiés :

axiome 1 : P posséde n €léments ey, €1, ..., €,.1 tels que :
a)0=ey<e1<...,en1=U
b)si X,eie P et X.e;=0 aveci#0 alors X =0
c)si X,e,eje P et X+ci=_e—j pouri<j alors X = ¢;
axiome 2 : V X e P, il existe une suite d'opérateurs unaires sur X notés
[CoX), C1(X), ..., Cpa(X)] € P tels que pour tout -

1,je [0, 1, ..., n-1]
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a) G(X) . Ci(X) =0 pouri#j
nd
b) X Ci(X)=U
n-1
)X = Zici(X) . &
(%
Définition 2 : Soient XetX'e P

X' est le complément de X dans P ssi :

X.X'=0
X+X'=U

Tous les éléments d'une algebre de POST n'admettent pas de complément, mais dans
toute algebre de POST, il existe au moins deux éléments qui admettent un complément : 0 et U.

Définition 3 : soit X € P, l'opérateur d;(X) est défini par :
OsiX#1 ie {0,1,...,n-1}
&i(X) =
UsiX=i

Cet opérateur est représenté par :

X0 0U0..0 64 (O...0UO ... O)est un n-uple de 0 sauf pour la i*me
compostante égale a U.

Les fonctions de POST

Les fonctions de POST jouent le méme rdle dans les algebres de POST que les
fonctions booléennes dans 1'algébre de BOLLE et peuvent s'écrire sous forme canonique.

Définition 4 ;

Une fonction de POST de p variables Xg, Xj, ..., Xp.j ou X;e Petj=0,1,...,p-1
est une fonction qui peut €tre construite a partir :

fonctions constan

€ Xo, X1, ..., Xp1) =€ , 1=0,1,...,p-1



[ Xo, X1, ... Xp1) =X, j=0,1, ..., p-1
. d'un nombre fini d'opérateurs :
+, ., Co, Cy, ..., Caa
Théoréme :
Si f est une fonction de POST de p variables Xg, Xy, ..., X1 alors
n-4

f(Xo, X1 ...y Xp1) = LZ._of(t‘fio, €il, ---» Cip-1) . Cio(Xoe... o Cip.1 (Xp-1)
e

Pour plus de détails cf a [WOJCIECHOWSKI 79] [ETIEMBLE 79].
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