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NOTE : Les numérota t ions  des  fo rmules  et d e s  paragraphes sont  propres à chaque 

chapitre.  Elles son t  rappelées dans  l e  t e x t e  par  leur numéro,  s i  e l les  son t  définies 

dans  le même chapi t re ,  auquel on  adjoint  le numéro du chap i t re  d e  définit ion 

dans  le cas contra i re .  



INTRODUCTION GENERALE 

Le thème général des  travaux présentés dans ce mémoire est 

l'utilisation d e  méthodes d e  réduction de  dimensionnalité, notamment les 

perturbations singulières, pour l'analyse et la  commande des systèmes bilinéaires. 

En ef fe t ,  l'élaboration de  commandes dans le cas d e  processus complexes 

demande souvent l'utilisation d'un modèle plus simple. La méthode des 

perturbations singulières s'avère ê t r e  un outil puissant d e  réduction d'ordre 

par découplage des dynamiques. 

Pourquoi les systèmes bilinéaires ? C'est la question à laquelle 

nous nous sommes efforcés  de  répondre dans une première partie, e n  rappelant, 

tout  d'abord, que leur s t ruc ture  es t  suffisamment simple pour rappeler les  

modèles linéaires et leur comportement suffisamment variable pour modéliser 

un système non linéaire. D'autre part, d e  nombreux travaux ont montré qu'une 

méthodologie développée dans le cadre d e  systèmes bilinéaires pouvait ê t r e  

adaptée  à des systèmes plus généraux, comme, par exemple, les systèmes à 

commande affine. Dans ce premier chapitre,  nous insistons particulièrement 

sur l'outil que constituent les séries formelles et nous proposons une méthode 

pratique de  bilinéarisation d'un système non linéaire donné. 

Dans un deuxième chapitre, nous rappelons les méthodes classiques 

de  réduction de  dimensionnalité des systèmes en  distinguant celles qui sont  

propres aux systèmes linéaires, basées sur la fonction de  transfert ,  de  celles 

qui sont généralisables au  cas des systèmes non linéaires, c a r  basées sur  

l'équation d'état. Le point important de  ce chapitre concerne la présentation, 

pour les système linéaires, d'une nouvelle méthode de découplage dans 

l'utilisation d e  la méthode des perturbations singulières. C e t t e  nouvelle approche 

permet  d'affiner les modèles réduits lents et rapides par une prise en  compte 

plus n e t t e  des pet i ts  paramètres  qui interviennent dans le modèle initial. 



Les deux premières par t ies  avaient  pour objectif d e  présenter les 

systèmes étudiés et la méthode d e  réduction utilisée. La sui te  du mémoire 

est donc constituée d e  l'application de  la méthode des perturbations singulières 

sur les systèmes bilinéaires. Cec i  s e r a  mené e n  deux temps  : d'abord, dans 

le chapi t re  III, nous proposerons des  méthodes d e  mise e n  évidence de dynamiques 

différentes ; puis, au  cours du chapi t re  IV,  nous découplerons les part ies  lentes  

et rapides des systèmes bilinéaires singulièrement perturbés. Les points nouveaux 

concernant ces deux chapitres se si tuent  à tous les niveaux d e  l'analyse et 

dans les diverses méthodes généralement  employées. On peut c i t e r  rapidement : 

détermination d e  la matr ice  L d e  bloc diagonalisation, cercles  de  Gershgorine 

par blocs, méthode du conditionnement, découplage dans le cas des systèmes 

bilinéaires, bilinéarisation de  la par t ie  lente.. Les méthodes exposées dans ces 

deux chapitres permet ten t  de  construire d e ~ x  modèles réduits bilinéaires lents  

et rapides à partir  d'un modèle bilinéaire initiiil à deux dynamiques. 

Enfin, dans une cinquième et dernière partie,  nous abordons le 

problème de la simplification de  :a commantie optimale d'un système bilinéaire 

singulièrement perturbé. Avant d'étudier CI? problème, nous montrons, d'une 

part ,  que dans le cas linéaire, l'utilisation de la méthode d e  découplage permet  

d'améliorer les performances obtenues et, d'autre part ,  que dans le cas des 

systèmes non linéaires, une commande analytique par retour d 'é ta t  est 

envisageable. Un paragraphe important est donc dévolu au  calcul i térat i f  de  

cette commande. Le cas des systèmes bilinéaires n'est plus alors qu'un cas 

particulier ; de  plus, si l'on est dans le cas  singulièrement perturbé, nous 

proposons l'utilisation des méthodes classiques propres aux systèmes linéaires : 

décomposition de  l'équation de  Riccat i  ou c:alcul d'une commande composite. 

Ces  deux approches, comme nous le moritrons sur un exemple, s'avèrent 

particulièrement performantes. 
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1 NTRODUCT 1 ON 

L'étude des processus réels, dans un but de synthèse, passe 

nécessairement par une phase de modélisation. La prise en compte de 

systèmes de plus en plus complexes, comme par exemple des manipulateurs 

à six (ou plus) degrés de liberté, infirme souvent l'hypothèse d'un 

modèle linéaire stationnaire valable pour tous les points de 

fonctionnement. 11 est donc nécessaire de complexifier les modèles ; 

ce qui, sans passer au niveau des modèles non linéaires en 1 'état ou 

en l'entrée, peut être fait en considérant la classe des modèles 

bi 1 idaires. Ces modèles ont la propriété d'être suffisamment 
\ \  adaptatifs;' grâce 3 la présence de produits de variables d'état par 

des variables d 'entrée pour pouvoir modél i ser avec préci si on un nombre 

important de systèmes réel S. 

L'objet de ce chapitre est donc de situer les systèmes 

bilinéaires parmi les catégories classiques de modèles de système ; 

puis, d'en rappeler quelques propriétés ; et enfin, de présenter une 

méthode pratique d'obtention d'un modèle bilinéaire partir de la 

description d 'un systeme non 1 inéai re. 



1. STRUCTURE DES SYSTEMES CONTINUS 

La notion de système physique continu est ,  a v a n t  tout, reliée 
a la relation entrée-sortie entre des grandeurs qui dépendent d'une 
variable privilégiée réelle positive : t ,  l e  temps. Parmi les  grandeurs 
d'entrée, on peut distinguer 1 FAU,84/ : 

* les  signaux utiles ou commandes ; 
* les  signaux nuisibles ou perturbations ; 

ces signaux pouvant être aléatoires ou détermi ni stes. 

Les grandeurs de sortie sont constituées par des variables 
accessibles du système. 

Mais à un instant t donné, i l  n 'est  pas possible, compte 
tenu des informations d'entrée 3 cet instant, de pouvoir prédire 
1 'évolution future des sorties. 11 ec t donc nécessaire d'introduire 
un troisième ensemble de grandeurs q u i  constitue l ' é t a t  du systsme. 
Cet état ,  variable dépendant d u  temps, peut être ou ne pas être 
mesurable e t  représente l a  mémoire d ~ i  système. Le passé du systeme 
influence son évolution future par l'intermédiaire de cette variable. 

Le comportement du  système peut ê tre  décrit p a r  une équation 
d'état ,  un des modeles mathématiques du système : 

où  ER+ u ( t )  est  le vecteur entrée, u ( t )  s R* 

y ( t )  es t  le  vecteur sor t ie ,  y ( t )  6 R~ 

x ( t )  es t  un vecteur é t a t ,  x ( t )  6 ~q 

f ( . )  e t  g ( . )  sont des fonctions 

de Rq x Rm x IR' dans R~ e t  IRn,  respectivement. 



Le système S est donné soit par la connaissance des lois 

physiques décrivant le système,soit par une solution du prob12lme de 

réal isation d'un système a parti r de son comportement entrée-sortie. 

Dans ce dernier cas, 1 'un .des principaux problèmes réside dans la 

détermination de la dimension correcte de l'état, c'est-&-dire celle 

qui donne au modèle les propriétés de commandabi 1 i té et d'observabil ité 

1 HER,77 1 ; (S) est alors une réal isation minimale. 

II. CLASSES DE SYSTEMES 

Dans toute la suite, on identifiera les notions de système 

et de modèles et par abus de langage une équation telle que (5) sera 

appel ée système . 

La forme particulière des fonctions non linéaires intervenant 

dans (S), principalemerit f(.), permet de définir plusieurs catégories 
de systèmes. Le système ( 5 )  représente, de façon générale, la très 

large classe des systèmes non -1 inéai res continus, à 1 ' intérieur de 
laquelle on peut distinguer : 

. les systèmes linéaires stationnaires. 

. les systèmes 1 inéai res non stationnaires. 

. les systèmes bil inéaires. 

. les systèmes à commande affine. 

Par la suite, nous verrons que les systèmes bilinéaires 

forment une cl asse de systèmes "presque 1 i néai res" , donc permettant 

1 'extension de certaines méthodes propres aux systèmes 1 inéai res, tout 
en étant des systèmes qui approchent avec une bonne précision les 
systèmes non-linéaires. 

11.1. LES SYSTEMES LINEAIRES 

Lorsque f(.) et g(.) sont des applications linéaires en 

l'état et en l'entrée, le système (S) est linéaire. L'équation d'état 
peut se mettre sous la forme 



où t E IR', A(t), B(t), C(t), D(t) sont respectivement 

des matrices de ElqXq, lRqxm, lRnxq, IRnxm 

Dans le cas où les matrices A(t), B(t), C(t), D(t) ne I 

dépendent pas explicitement du temps le système est linéaire l 

stationnaire ; nous 1 'appellerons système linéaire. Dans ( l ) ,  A(t) 1 

est la matrice système, B(t) : la matrice de commande, C(t) : la 

matrice d'observations, et D(t) : la matrice de transmission directe. 

II. 1.1. Forme externe des systèmes 7 inéaires l 

L'utilisation de la transformée de Laplace permet de définir 

la fonction de transfert d'un syitème linéaire, à conditions initiales 

nul les : 

i 
( 2 )  F(p) = C ( p ~ - ~ ) - l  B + C, p opérateur de dérivation ; I 

Dans le cas de systèmes monovariables, i.e. m=n = 1, F(P) 

est une fraction rationnelle en p que l'on &rit sous la forme : 

et la sortie du système est donn6e par la formule de convolution, sous 
forme analytique (pour une entrée u(t) et des conditions initiales 

nul les) : 

t 
( 4 )  t>o Y(t) = h(t-r) u (r) dr 

O 

où h(t) est la réponse impulsionnelle d u  systeme. 
* 



Forme interne des systemes i inbai res 

L'bquation d'6tat (1) constitue une rbalisation de la 1 
relation entrée-sortie (4). Mais cette réalisation n'est pas unique, 
et même lorsqu'elle est minimale elle est définie un changement de 

base près. 11 existe cependant des formes canoniques, qui seront aussi 

valables pour les systèmes non-lin6aires llUE,671 bien que la notion 

d'une matrice A(.) dépendant de 1 '6tat soit délicate a d6finir. 

Si On se place dans le cas monovariable, F(p )  conduit de 

façon classique aux formes canoniques suivantes : 

+ la forme commandable ou compagne 

avec Ac = 

* la forme observable ou Frobenius 
i(t1 = AcT x(t) + ccT ~ ( t )  

y(t) = ElcT x(t) + du(t) 

où T désigne la transposition de matrices. 

Dans le cas où le systkme est observable et commandable, 

on peut passer de l'une à l'autre par changement de base constant. 



Par l'utilisation de l'algèbre linéaire ou des méthodes 

algébriques, les systèmes linGaires sont bien connus du point de vue 

mathématique mais i l  s traduisent parfois difficilement les 

comportements réels de certains systèmes. 

1 1 2  LES SYSTEMES A CO!lblAIdDE AFFINE 

11.2.1, Formule fondamentale .................... 
Bien que représentant un cas particulier de modèles 

non-1 inéai res , i 1 s peuvent modél i ser un très 1 arge ensemble de 

systèmes. Ils sont définis 3 partir de (S) par : f(.) fonction affine 

des variables d'entrée ; et g ( . )  ne dépendant que de l'état ; 

c'est-à-dire par une équation d'btat de la forme : 

où les Xi ( x ) ,  i = O,. . . ,m, sont des fonc:tions de 1 'état de composantes 

Dans le cas où les e ( x )  sont des séries formelles en les 

composantes de 1 'état xl,. . ,xq le système est dit analytique. 

Les méthodes d'étude de ces systèmes peuvent être regroupées 

en trois classes : la plus ancienne est basée sur les séries de 

Volterra; 1BR0,76a ; LES,78 ; KU,831 ; la deuxiiime utilise la 

géométrie différentielle et les algèbres de Lie ILOB,761, dont un 

exposé des récents développements se trouve dans IGAU,841 ; la 

troisième approche, pl us algébrique, utilise les travaux de Fliess 

sur les séries formelles IFLI,761. Bien que ces trois approches soient 

parallèles et fassent appel a certaines notions communes, la dernière 

apparaît plus maniable, notamment Fliess a montré que la sortie du 

système analytique (5) est une fonctionnel le causale analytique qui 

admet comme dével oppement 1 FLI ,80 1 : 



où indique une evaluation en x(o) ; 
Ix (0 )  

e t  1 jv...j représente 
O 

d E  j,, ... d l  jo  intégrale itérée au sens de Chen définie 

-. . 
par, récurrence par : 

La formule (6)  es t  appelee formule fondamentale. Par u n  
codage de l ' intégrale itérée à l 'aide d ' u n  nombre fini de symboles 

on associe à y ( t ) ,  une série formelle, di te  série génératrice, en les  

variables non commutatives ao,.. ,am (car de façon générale 

a i  ctj # a j a i  pour i # j )  : 



11 a également montrg 1 'équivalence entre cette série 

formelle e t  le développement en série de Volterra du systeme (5)  

1 FLI ,79 1 .  

11.2.2. Calcul symbolique non commutatif 
De façon a déterminer la série génératrice d ' u n  systeme 

analytique plus rapidement que par l 'u t i l i sa t ion  directe de la formule 
fondamentale, Lamnabhi ILAM,801 a proposé une méthode de calcul 

symbolique bas6e sur l e  produit mélange. Le mélange, ou p r o d u i t  de 
Hurwi t z ,  de deux séries génératrilzes es t  1 'opération 1 i n é a i r e , ~ ,  

définie par rgcurrence, par  : 
l 

où es t  le  symbole vide. 

11 vient alors le  résultat suivant : 

Théoreme : Le produit de deux fonctionnel les causales analytiques 

est  une fonctionnelle causale analytique d o n t  la série 
génératrice est  le mélange de leurs séries génératrices. 

En conséquence de ce théorême, a la fonction analytique (10a) 
correspondra la s4rie génératrice (lob) : 



u i  
où Si es t  la série génératrice associée à xi, e t  s j  , j = l , . . , n ,  I 

représente : S j - S j  U... w S j .  
\ 4 

i fois 
j 

Ainsi, si 1 'on intègre 1 'équation d 'é tat  (5), on obtient : 

ce qui donne, par codage de 1 'intégrale e t  en n o t a n t  sk  la série 
géneratrice associée à 1 a kième composante d 'é tat  : 

Les séries génératrices s k  sont donc solution d'une équation 
algébrique e t  les termes successifs de ces séries, donc de s ,  peuvent 
être calculés par itérations. L'intérêt de ce calcul e s t  d'une part 
d 'être systématique, d'autre p a r t  de permettre par la connaissance 
des premiers termes de la série formelle s (resp. s i )  de pouvoir 
estimer la transitoire de la sortie (resp. x i ) .  

11.2.3 Estimation du transitoire 

La série génératrice traduit algébriquement la relation 
entrée-sortie du système. La méthode proposée dans 1 LAM,80 ; FLI ,83 ; 

LAM,85I permet de construire la série en t associée 3 l a  variable 



étudige. Il suff i t  de remplacer dans la  série génératrice de la sortie, 

chaque le t t re  a i ,  1 , .  m ,  par 1 'op6rateur ao(gUiw) ,  1 , .  m ,  où 

gui représente la transformée de Laplace-Borel de la ieme entrée 
définie par : 

si  u j ( t )  = 1 tn alors 
n>o 'i ( n )  3 

A t i t r e  d ' i l lustration, consid4rons le  système défini par 

(14)  y ( t )  + y ( t )  + y 2 ( t )  = v ( t )  avec y(o) = O ; 

1 'intégration de ce systbme fournit 1 'éqiiation algébrique formelle : 

Pour une entrée u(t) = 1, dont  la transformée de 

Laplace-Borel est  1 a , doit être remplacé par ao ,  ce qui donne .. 
1 'équation 

posons s = ex s ( i )  ao i  ; or a o i w a  O j =  ' i+fo 1 i+j, i 1 vient donc : 
120 

ce qui donne les premiers termes de l a  sor t ie  : 



Cette méthode permet donc d'obtenir un développement 

analytique autour de t=o d'une variable quelconque dont on a une 

équation algébrique formel le, en général isant le calcul symbol ique 

d'Heaviside. Ceci peut être utilisé dans un but de comparaison de 

transitoires, donc de dynamiques, de variables différentes. 

11.2.4 Forme commandable des systèmes non-1 inéaires 

Dans ce paragraphe, nous rappelons les résultats de IHUN,831 

qui général isent aux systemes non-1 indai res commande affine, la 

représentation commandable des systèmes l inéai res (1 1.1.2). 

Considérons le systeme commande affine (5 ) où m=l, et les 

opérateurs de dérivation suivants, où f et g sont deux fonctions 

vectorielles de l'état de dimensions convenables : 

et bk r N* (adk f, g) = [ f ,  (ad k-l f, g) ] 

avec (adof, g) = g 

Il vient alors le résultat suivant IHUN,831 : 

Théorème : Si la matrice de commandabil ité 9 , définie par 

= 1 , (adlx,(x), Xl(x)), ..., (adq-lxo(x), X1(x))I 

est régulière, i.e. b' X E  lRq r g t  = q : 

alors le changement de variables x* = T(x) 



oh Tl ( x )  e s t  défini par I'dquation 

(où : 1(x) dernière ligne de%?-', e t  u (x)  e s t  une 

fonction scalaire permettant 1 ' intégration), 

transforme (5)  avec m=l en l a  forme commandable 

Cette forme correspond donc à iine forme matricielle compagne 

général i sée. 

11.2.5. Exemple de système à commande affine 

Considérons l e  système moriovariable de type Lurie' Postni kov 
décr i t  figure 1. La non-'linéarité s4parable e s t  de classe 4 e t  la  

part ie  linéaire est  représentée p a r  une fonction de t ransfer t  non 
dégénérée I POP, 7 3 1 . 

classe 4 1 E +> f ( ~ )  = f* (c ) .  E 



Soit (A, B, C) une réalisation de la partie linéaire, le 

système complet peut être modélisé par 1'6quation d'état 

r i  = A x + B . f (F) , x E X R ~ ,  vecteur état 

l 

f* est le gain équivalent de la non-linéarité défini par : ~ 1 

Compte tenu des hypothèses, oui sait que 1 'on peut toujours se placer 

dans une base d'état telle qire E soit une variable d'état (e.9.~~). 

On obtient dans ce cas : 

ce qui est la forme d'un système à commande affine. Dans le cas où 

f est analytique, f* l'est aussi, ce qui entrafne la même propriété 

pour le système présenté. Ces remarques demeurent valables pour des 

systèmes multivariables du type Lurie' Postnikov IGRU,751. 

11.3. LES SYSTEMES BILINEAIRES 

11.3.1. Structure et définitions 

Ces systemes ont une structure intermédiaire entre les 

systèmes linéaires et les systèmes à commande affine puisqu'ils sont 

r6gis par une équation d'état (5) où les champs de vecteur X ~ ( X )  sont 

affines en l'état et la fonction de sortie g est une application 

linéaire. C'est-à-dire que 1 'on a : 



x ( t )  = A~ x  ( t )  + i u i ( t )  {ai x  ( t )  + 
i = 

y ( t )  = CT x ( t )  

T où A. ; Ai, i=l,.., m ; Bi, i=l,.., m ; C sont  des ma t r i ces  

constantes de dimensions convenables. 

ui ( t ) ,  i= l , .  . ,m e s t  supposé a p p a r t e n i r  à un sous-ensemble 

de l 'ensemble des f o n c t i o n s  mesurables localement bornées 

de [O, -[ dans IR. 

La m a t r i c e  non cons tante  (Ao + Z u i  Ai) e s t  appelée 

matr ice-système IBRA,81I. Cer ta ins  au teurs  u t i l i s e n t  également l a  

n o t a t i o n  condensée lBR~,74 1 : 

ob u ( t )  A x ( t )  ui;t) Ai x ( t )  
i = l  

m 

ce q u i  correspond 3 l a  s t r u c t u r e  ( f i g u r e  E l m e t t a n t  en évidence l a  

d i f fé rence e n t r e  un système l i n é a i r e  e t  un système b i l i n é a i r e :  
- - - - - - - - .- - - - - - - 
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I t 

I 
l 

I 

1 

u ( t >  

- X 4 
I 

l 
I 

I 

A I 

J 

I 
A - - - - - - - - .  - . .- 

Xo 
f t 

B + ,  > I x ( t P  - y ( t >  * - 
FIGURE 2 

A. - 
a 

cT 
i 



De même que pour les systèmes linéaires on peut considérer 

les systèmes bi 1 inéaires non stationnaires pour lesquels les matrices . 

A, et Ai dépendent explicitement du temps. Mais par un 

changement de variables d'entrée dans lesquelles on distinguera deux 

groupes : celui concernant des perturbations déterministes ou 

aléatoires de paramètres et celui concernant les signaux de commande , 
on peut se ramener à un systeme bilinéaire stationnaire que nous 

appellerons bil inéaire par la suite, 

Suivant la forme de 1 'équation (22) on peut définir plusieurs 

classes de syst&mes bilinéaires 1 BRU,741. 

a) si B = O le système est dit homogène en l'état ou régulier ; 

b) si A. = O le système est dit homogène en l'entrée. 

C) si A. et B sont nuls le système est dit strictement bilingaire. 

Il est noter que ces définitions ne caractérisent pas le 

système bilinéaire mais la forme de l'équation de l'état, car un simple 

changement des variables d'entrée ou d'état permet de passer de l'une 

à 1 'autre de ces formes. 1 1  suffit de montrer que (22) se met sous 

l'une des trois formes. En effet : 

- considérons l'entrée fictive uo(t) = 1, de (22) i l  vient avec 

B 0 = O :  

X ( t )  = ui(t) {Ai x(t) + Bi) i = 

qui est de la forme b), et le vecteur d'entrée U(t) = 11, u,(t), ... , 
um(t)] est sous la forme homogène. 

- de même si on considère 1 'état homogène 

T 
X(t) = [xl(t), .., x (t), 1) alors (15) donne 

q 

!(t) = A'o X(t) + f ui(t) A'i X(t) 
1 = 1 



- Ainsi en coordonnées homogènes pour l'état et l'entrée, i l  vient : 

qui correspond à une forme strictement bilinéaire qui peut 

être notée de façon condensée 

Comme nous venons de le voir, la structure de 1 'équation 

d'état d'un système bilinéaire permet de généraliser un certain nombre 

de structures simples comme les systèmes linéaires en ayant des , 

systèmes "presque linéaires". Mais cette complexité n'est pas une vue 

de l'esprit et correspand 3 la réalit5 de certains systèmes physiques. l 

11.3-2. Intérêt des systèmes bil inéaires 

11 y en a, en effet, di2 nombreux motifs théoriques et 

pratiques qui justifient l'importance accordée aux systèmes bilinéaires 1 
depuis quelques années ILEV,831. Depuis les travaux de Mohler qui a 

mis en évidence de nombreuses classes de systèmes gouvernés par des 
i 
l 

modèles bilinéaires IMOH,70a ; MOH,731, de nombreuses études sur la 
I 

l 

commandabilité, la commande optimale ou l'identification de ces 1 

systèmes ont été pub1 iés IMOH,801. Concernant la modélisation de 1 

systèmes par des modèles bilinéaires, on peut citer par exemple : i 
* parmi les systèmes biologiques : la thermorégulation 

humaine 1IBE,60 ; HAR,611, la régulation du dioxyde de 

carbone dans le système respiratoire IGR0,631. 

* parmi les processus physiques : la fission nucléaire et 

les échangeurs de chaleur 1 MOH,70bl, les colonnes de 

distillation IESP,78(. 

Les premiers travaux a propos des systèmes bilinéaires ont 

porté sur 1 'dtude de la commandabil ité et i l  a été montré lRIN,68 ; 

IMB,751 qu'un système bilinéaire à entrées bornées peut être 

commandable alors que le système linéaire, obtenu en éliminant les 

produits des variables d'entrée par les variables d'état, ne 1 'est 

pas. 



Cependant, 1 'avantage fondamental de 1 'ut i l  isation des 

modèles bilinéaires provient des études de la réalisation des systemes 

non linéaires I KRE,751. Sussman )SUS,761 a démontré le théorsme 

d'approximation qui etablit que toute relation d'entrée-sortie F peut 
être approchée avec une erreur arbitrairement petite par une 

réalisation bilinéaire si F vérifie des conditions de causalité et 

de continuité. Quand les conditions initiales du systeme sont fixées, 

on peut associer 1 chaque sortie une fonction Fu de [O, T] dans R pour 

chaque entrée u définie sur [O, T] ; alors F satisfait les propriétés : 

* de continuité si les fonctions Fu convergent uniformément 
k 

vers Fu pour toute suite uk d'entrées convergeant vers 

* de causalité si les fonctions F et F coïncident sur lO,Tl 
U v 

alors les entrées u et v coïncident sur (0,T'I pour tout 

T' < T. 

Théorême d'approximation : Soit F une fonction arbitraire qui 1 chaque 
entrée u, définie de IO,TI dans IRm et bornée en module par 

un réel positif H, fait correspondre une relation de 10,TI 

dans IR. Si, de plus, F v6rifie les conditions de causalité 

et de continuité, alors pour tout E > O, i l  existe un système 

bilinéaire dont la relation d'entrée-sortie 0 est telle que : 

IF (t) - Qu(t) 1 < ' 
U 

Remarquons que ce théorême ne prouve que l'existence d'un 

système bilinéaire approchant un système non linéaire donné et ne 

donne pas de procédé de construction. Nous verrons dans la dernière 

partie de ce chapitre des méthodes permettant d'obtenir un modèle 

bi 1 i néai re approché . 

11.3.3. Modeles math4matiques 

Comme nous l'avons mentionné, les systèmes bilinéaires ont 

une structure proche de celle des systèmes linéaires. De plus, Bruni 

lBRU,711 a montré que le système bilinéaire monovariable : 



x = Ax + Nxu + B u ,  X ( O )  = x0 
5 { O  

y = Cx 

pouvait être exprimé par la séquence de systèmes linéaires à vecteurs 
de commande non stationnaires : 

qui converge uniformément vers x ,  solution de (25) ; i  .e. : 

(27)  ~t C R +  lim / I x I i I ( t )  - x ( t ) I I  = O  
i -s  

Cette remarque permet d'écrire la sortie sous la forme d'une 
série de Volterra : 

Cette expression met en évidence l a  partie de l a  sortie qui 
dépend des conditions ini t ia les  e t  celle qui dépend du vecteur de 
commande B. En particulier, la première partie est  la réponse du 

système en r6gime libre,  q u i  correspond bien à l'évolution du système 
linéaire pour u = o. 

11.3.3.1 Fonction de transfert multivariable 
A partir de l'expression (28),  prise pour des conditions 

init iales nulles e t  apres changement de variables, i l -  a été montré 
IMIT,791 que l'on pouvait d6finir une fonction de transfert 
multivariable pour le système bil inéaire (25). En utilisant la 
tranformée de Laplace à plusieurs variables définie par : 



chacun des termes de (28) fournit la fonction de transfert  . 

Ainsi, 1 a fonction de t ransfer t  mu1 t i  variable d ' u n  système 
bilinéaire e s t  une suite infinie de fonctions de t ransfer t  
mu1 tivariables définie par (LEJ,851 : 

Cette expression généralise de façon évidente la  fonction 
de transfert  d ' u n  système 1 inGaire. 

11.3.3.2. Codage des systèmes bi 1 inéaires 
L'application de la formule fondamentale (6) dans l e  cas 

du systeme bil inéaire régulier conduit 3 1 'expression de l a  série 
génératrice de l a  sor t ie  sous la  forme IFLI,831. 

En e f fe t ,  on a i c i  : 

(33) 
T i = o,..,m : Xi (x) = Aix e t  g(x)  = c x 

donc d'après (6 )  : 

Le terme général de la série génératrice s ' é c r i t  donc : 

11 e s t  à noter dans (35) l e  renversement de 1 'ordre des indices. 

Cette formule peut ê t r e  obtenue directement par l ' u t i l i sa t ion  

de la formule de Peano Baker sur l e  système (22 )  1 JAC.821. 

11.3.3.3. Fonction de t rans fe r t  codée. 
De façon a obtenir une formulation plus compacte de (32). 

intégrons le système bilinéaire ( 2 2 ) ,  i l  vient : 



Si on reprend les notations introduites dans l a  partie du  

calcul symbolique non commutatif, i l  vient en notant S la  série 
génératrice vectoriel le  de x ,  (S = ( s i , .  . . ,s2)T) : 

ce qui donne 1 'expression 

qui est  une expression équivalente à ( 3 2 ) ,  mais qui a la forme d'une 
fonction de transfert. En effet ,  daris l e  cas d'un système linéaire 
(i .e.  i = l . . .  m : Ai 5 O ) ,  i l  viendrait, à conditions ini t ia les  
nul 1 es 

la ième fonction de transfert est donc représentée par C T ( I - A ~ ~ ~ ) - ~ B ~ ,  

ce q u i ,  par un simple changement de notation, peut être ramené à la 
forme classique en p ( 2 )  de la fonction de transfert d ' u n  système 
linéaire I FLI,81 1 .  

11.3.3.4 Matrices de Hankel 

Un autre outi l ,  u t i l isé  dans 1 'étude des systèmes 1 inéaires 
1 KA1,80 1 e t  étendu aux  systèmes bilinéaires I ARB,80 1 est  constitué 
par la notion de matrices de Hankel. Elles sont définies a partir de 
la série génératrice (6 )  du système étudié, de la façon suivante 

indice de indice de j0...j v, ko. ku 
1 i gne col onne wu +2 

6 {O, ... ,ml 



Dans le  cas des systèmes linéaires, les éléments de cette 

matrice sont les paramètres de Markov du système 1 KAI,80 1 e t  dans  

l e  cas d ' u n  système bilinéaire régulier, d'après (321 ,  la matrice de 
Hankel a la structure suivante 1 JAC,81 1 

Cette matrice est notée avec un indice O car e l le  dépend 
de conditions init iales.  Dans le  cas non régulier, on peut se ramener 
à u n  système régulier par un vecteur d 'é tat  homogène, ou bien définir 

une matrice de Hankel associée à chaque entrée e t  définie, suivant 

(38) par 

avec Hi(s), . . . .ajv,akO.. .ak 
T = C A j  ... A A ... A k  Bi 

JO Cc O jv ko CI 

On peut remarquer que s i  on définit les  matrices de 

dimensions infinies : 

Li = 1 ,... ,m ai = [..:(A* ...Ak Bi): ... y >, o 1 ri+ 1 O c c -  k , k  E IO ,..., m l  
Cc 

i l  vient pour t o u t  i de 1 ,  ..., rn 
( 4 5 )  H~ = e.si  



ce qui généralise le fait que, dans le cas des systèmes linéaires, 

la matrice de Hankel est le produit de la matrice d'observabilité par 

la matrice de commandabilité 1 KA1,80 1 .  

Dans le cas des systèmes non linéaires, la matrice de Hankel 

associée à la série génératrice de la sortie permet de décider de la 

réalisation bilinéaire du système 1 ISI,73 1 .  En effet, le système 

étudié est bilineaire si et seulement si sa matrice de Hankel est de 

rang fini q 1 FLI,74 1 et un procédé de réalisation d'un système à 

partir de sa matrice de Hankel sous la forme d'un système bilinéaire 

régulier a été proposé dans 1 JAC,81 1 .  

II 1. BILINEARISATION DES SY STEMES NON LINEAIRES - 

De façon à approcher un système ilon linéaire par un modèle 

bi 1 inéaire, plusieurs méthodes ont ét6 proposées : certaines sont 

basées sur la théorie géométrique des algèbres de Lie pour déterminer 

des conditions d 'existence de transformations non 1 i néai res 

I KRE,73 ; TIN,75 1 ou des retours d'état 1 CLA,85 ; ZAK,86 ; KRE,83 1 
pour linéariser globalement le système étudié ; une autre utilise les 

séries formelles 1 HES,85 1 .  L'inconvénient de ces méthodes est leur 

difficulté d'application dans le cas de systèmes de grandes dimensions. 

Un autre principe de méthode, à partir de 1 'idée originelle 

de Carleman I CAR,32 1, utilise les puissances des composantes de 

l'état. Celles-ci ont été employées par divers auteurs pour 

bi 1 inéariser les systèmes non 1 inéairesl S V O , ~ O  ; KRE,74 ; BR0,76a; 

ARM,81 ; CEB,84 ; BR0,76b 1 ,  mais sans obtenir de méthode systématique 

de détermination du modèle bil inéaire. Par 1 'utilisation du produit 

tensoriel de 1 'espace d'état, nous présentons un al gori thme récursif 

qui permet de construire directement le modèle cherché. 

111.1 NOTATIONS E T  PROPRIETES 

On supposera que le système à bilinéariser est sous la forme 
(5) analytique. On peut donc écrire : 



où x représente u n  vecteur redondant de dimension qi de formes 
i-homogénes en X I ,  .... xq,  composantes de x. Les xCi', introduits 
par 1 VET,70 1 ,  pour généraliser les  séries de Taylor sont définis 
par : 10.7 
,471 I x  = 1 

* Cil Ci -11 
V ~ E N  x = X  I X 

Cl3 

où a est  le  produit tensoriel ou de Kronecker défini par : 
s i  A = [ai $3 e t  B = bi j] sont deux matrices de dimensions respectives 
n x p e t m x q  

A @ B est  une matrice de dimension nm x pq 

Ainsi, s i  x = El , . ,  ., x a T  e t  y = fi1,..., y a T  alors 

e t  dans le  cas où x = y, x ci x es t  une forme redondante puisque ~ 1 x 2 ,  
par exemple, es t  présent deux fois dans ce vecteur. 

Concernant le  produit de Kronecker ut i l isé ,  on a les 
propriétés suivantes (d'autres sont indiquées dans 1 BRE,78 1 )  : 

Propriétés : Si x e t  y sont des vecteurs de dimensions p e t  q, A 

e t  B sont des matrices de dimensions ( n x p )  e t  (mxq), 
on a : 

a )  (Ax) a y = C A  a Iql ( x  a y) 
b) x a (By) = bp ff BI ( x  a y) 

C )  ( A X )  a ( B Y )  = CI, B 1 IA 1 ~ 1  ( X  a Y) 

= Cn a Iml LIp a BI ( x  a y) 
où Ir es t  l a  matrice identité d'ordre r ( r=p,n ,q ,m) 

d )  y a x = p q P ( x  ci y )  

où pqp est une matrice pq x pq de permutation : 



Pi j9 ( i , j )  [l, ... 4 x Cl,. .. , p l ,  e s t  une pq-matrice 

composée de 1 3 l ' in tersect ion de sa ièmecolonne e t  

de sa jième ligne e t  O partout ai l leurs.  

111.2 KETHUDE D'APPROXIMATION 

Cette méthode e s t  basée sur l'approximation par troncature 

1  CAR,^^ 1 ; en considémnt l e  vecteur de dimension infinie : 

l e  modèle bilinéaire sera obtenu en écrivant l'équation d ' é t a t  vérifiée 

par l e  vecteur xrilet ensupprimant l e s  termes de degré supérieur i n ,  
avec 

I l  vient l a  proposition suivante : 

" l e  vecteur-redondant Xn(51 ) es t  régi par 1 'équation d ' é t a t  bil  inéaire 



I 1 
e t  on a pour x n ( o )  = [xL1l O ,  . x C n l 1 ( o j  

i k * les Fu] e t  sirj] sont définis par les relations de 
récurrence suivantes : 

avec les conditions ini t ia les  

Ces relations ' peuvent ê tre  démontrées par récurrence 
1 ROT,86a 1 .  Si on suppose que , pour r E [2, ... ,n] : 

l'expression de la dérivée de xLr3 est donnée, en éliminant 
les termes du  degré supérieur 3 n ,  pa r  : 



L'utilisation des propriétés énoncées du produit de Kronecker 

permet d'écrire : 

La proposition 4noncée permet de construire u n  système 
bil inéaire approchant un  systènle non-1  inéaire analytique pour n 
(degré d 'approximation) l'i xé. Le passage d ' u n  modèle de degré 

d'approximation n à n + l  ni! nécessi t e  que le  calcul de (Zn+m)matrices 
supplémentaires e t  le  rnodile de degré d 'approximation 1 correspond 
au système 1 inéari sé. Les modèles b i  1 inéai res apparaissent donc comme 

une généralisation "naturel le" des modèles ï inéaires. 

111.3 ELIMINATION DE LA REDONDANCE - 

L'état redondant Xn défini dans la  partie précédente a une 
i 

dimension de iel 9 . Cette dimension peut être diminuée en éliminant 
les variables qui se répètent dans X,, ; définissons la forme 
non-redondante de X n  par : 

pCIJ= xC1]= x ,  e t  pour r dans b, . . ,n]  

on a ,  de plus, les relations : 

(57) , . n 3! T~ c R 

où ( )designe le  coefficient d u  binôme 



Ainsi , on peut écr i re  : 

= TX avec ,T = di ag {Ti 1 'n n n i = l , .  .n 

e t  l a  re lat ion inverse 

5 + + = T x n  avec ,T = diag {Ti+) 
'n n i= I , . . , n  

où T; e s t  l a  pseudo-inverse au sens de Moore e t  Penrose 

1 BEN,73 1 de Ti,  i  = 1 ,..., n .  

5 

De l a  proposition d'approximation (52),  on déduit que Xn 

e s t  déc r i t  par l e  modèle bi l inéaire  : 

ce qui,  compte tenu de la  s t ructure de nT e t  ,TC, assure que les  
s t ructures  bloc-triangulaire e t  bloc-Hei ssenberg de Fn e t  G i n  sont 

* N 

conservées pour Fn e t  Gin. Avec des notations évidentes, on a ,  de plus, 

5 

La dimension de X n  es t  a l o r s  de : Z 
i = l  

111.4 EXEMPLE D'APPLICATION 

Considérons l e  système défi  n i  par 1 'équation non 1 i  néai re 



(62),  étudié dans 1 FLI ,83 ; HES,85 1 ,  e t  qui représente 1 'équation 
de fonctionnement d ' u n  schéma électr ique,  figure 3, à résistance tron 

constante. 

FIGURE 3 1 

(62 1 2 :(t) + k l v ( t )  + k2v ( t )  = i ( t )  

avec v(o) = a, k l  - 1 I ( t )  - -  , k2  = ï ,  ~ ( t )  = -  
RC C C 

L'équation algébrique q u i  permet de détermi ner par i térat ion 
I 

la  série formelle s associée à v e s t  I =LI,83 I : 
l 

l 
1 

L'appl ication de la méthodt- exposée dans  l e  paragraphe 

précédent conduit, s i  l 'on défini t  l e  v x t e u r  é t a t  tronqué : 

à une équation bilinéaire 



Les résultats de simulation montrent que, pour n fixé, les 

modèles obtenus par 1 HES,85 1 et par (65) sont équivalents ; mais, 

dans 1 HES,85 1 ,  la matrice-systsme, d'une part, dépend des conditions 

initiales et, d'autre part, est plus délicate à obtenir. Dans le cas 

de fonctionnement autonome, la méthode de bilinéarisation conduit à 

un modèle 1 i néai re val ide de façon globale ; quelques appl i cations 

de ces réalisations infinies, notamment dans l'étude de la stabilité 

des systèmes non 1 inéaires, ont été présentés dans 1 ROT,86b 1 .  



CONCLUSION 

Nous avons dégagé, au cours de cette partie, u n  certain 

nombre de points de vue utiles dans la modélisation des systèmes 

non linéaires . 
D'une part, nous avons insisté t o u t  particulièrement sur 

1 'outil des séries formelles q u i ,  lorsqu'on considère u n  système non 
1 inéai re, permet de pouvoir t-irer al gébri quement quelques enseignements 
(notamment au niveau des transi toi res) . 

D'autre part, nous avons rappelé que la structure des 

systèmes bilinéaires leur perniettait de poicvoir bénéficier de certaines 
notions, comme la fonction de transfert ,  propres aux systèmes 

linéaires. Ceci constitue un des premiers intérêts de la prise en 

compte de ce type de modèles. 

Le deuxième point vient du f a i t  que la plupart des systèmes 

non linéaires, lorsqu'ils se présentent sous la forme de systèmes a 
commande affine (ce qui est  un cas relativerient général 1 BAL,76 I ) ,  
peuvent ê tre  approchés avec une précision arbitraire par des modèles 
bil inéai res. 

Concernant ce dernier problème, on peut, so i t  ut i l iser  une 

des méthodes qui o n t  été mises au p o i n t  pour identifier directement 
un système réel sous la forme d'un modèle bilinéaire 
1 DAD,85;MOH,76;CHE,78;KAR,78 ) ; soi t ,  à partir d'un modèle 
non-1 inéai re, employer une méthode de bi 1 i néari sation. 

Nous avons, en fin de ce chapitre, présent6 une méthode 

pratique basée sur un algorithme récursif qui permet de déterminer 

directement u n  modèle bilinéaire approché, 
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INTRODUCTION 

La description précise de systèmes réels conduit à des 

modéles de p l u s  en plus complexes ou/et de dimensions élevées. De 
ce f a i t ,  l'analyse e t  l'application des résultats de la théorie de 

la commande optimale à de te ls  processus sont diff ic i les  : le volume 
e t  la complexité des calculs nécessaires s'avérant rapidement 

prohibitifs. Ces dernières années ont donc v u  croftre 1 ' intérêt porté 

aux méthodes de simplification de modèles afin d'élaborer les 
stratégies de commandessous-optimales 1 BOS, 72 1 . 

Dans un premier temps, nous rappellons les différentes 
techniques de réduction de modèles. Elles peuvent être regroupées 
en t rois  classes : troncatures, agrégations e t  perturbations. 

La méthode des perturbations singulières, que nous détaillons 
dans la deuxième partie, présente 1 ' intérêt  d'être applicable aux 
cas des systèmes non-linéaires. A v a n t  de l ' u t i l i s e r  sur les systèmes 
b i  1 i néai res , nous présentons une nouvel l e  méthode de découpl age des 

parties lentes e t  rapides d'un système 1 inéai re singul ièrement , 

perturbé. L'intérêt de cette modélisation sera mis en évidence dans 
l e  chapitre traitant de la commande optimale. 



1. METHODES DE S I M P L I F I C A T I O N  DE W D E L E S  

La simplification du modèle peut recouvrir plusieurs notions 

t rès  différentes : en ef fe t ,  on peut simplifier u n  modèle P r  une 
diminution de la complexité de sa structure par découplage ou 
décomposition ; ou bien, on peut 1 'approcher par un modèle d'ordre 
inférieur par réduction de dimensionnal i té.  Les d i  fferentes techniques 

utilisées dans l e  dernier point de vue peuvent se regrouper en 

plusieurs classes de méthodes / BIN,78 ; FOS,86 1 : 

* la réduction optimale consistant à minimiser une 
fonctionnelle de l 'erreur entre l e  système e t  u n  modèle 
choisi "a priori ", 

* la méthode par approximation des fonctions de transfert,  

* les techniques d'agrégat-ion consistant à déterminer un 
système d'ordre inférieur d o n t  l e  vecteur é ta t  soit  une 

bonne approximation des composantes représentatives du 

vecteur état  ini t ia l  , 

* les méthodes de perturbations qui normalisent, par u n  
petit paramètre, des termes de grandeurs différentes ; 

le passage à la limite, permet de déterminer un modèle 
approché. 

Les deux premières catégories seront pl us brièvement 

rappelées que les aeux suivantes e t  nous ne donnerons dans chaque 
cas que quelques références significatives. 

REWCTION OPTIMALE 

Le problème de la réduction optimale peut s'énoncer de 

la façon suivante : calculer les paramètres d'un modèle linéaire 

d'ordre inférieur au modèle init ial  q u i  minimiserait une fonctionnel l e  
de l 'erreur entre les sorties des deux modèles pour une entrée donnée 

appliquée simultanément au modèle in i t ia l  e t  au modèle réduit. Ce 



problème peut être abordé 3 part i r  de représentation par fonctions 

de transfert,  on ut i l ise  alors une approche fréquentielle 1 
AIG,49 ; MEI,67 1 qui conduit 3 la résolution d ' u n  système d'équations 

non 1 inéaires pour déterminer les  paramètres du  modèle réduit. 

L'approche temporel l e  p a r t ,  q u a n t  a el le ,  de la représentation d 'é tat  

des modèles ini t ia l  e t  réduit ; 1 WIL,74 1 ,  en raisonnant sur l e  système 
élargi dont 1 ' é ta t  es t  la somme directe des états  de chacun des 

systèmes, a donné des conditions d'optimalité sur le  système réduit, 

ces conditions nécessi tent la résolution d'équations de Lyapounov 

II es t  possible d a n s  cette approche d '  imposer également une contrainte 

égali té sur les gains statiques 1 DEC,76 1 .  

Les inconvénients de ce type de méthode sont ,  d'une part, 
de nécessi t e r  des algorithmes de résolution d'équations q u i ,  dans 
certains cas, peuvent s'avérer ne pas être  convergents e t ,  d'autre 

part, que la signification physique du modèle simplifié n'existe 

généralement plus, ce modèle étant de toute façon 1 imité à une classe 
d'entréesparticul ières. 

1.2 APPROXIMATION DE FONCTIONS DE TRANSFERT 

Les méthodes présentées i c i  sont issues de théories générales 

d'approximation des fonctions a u t o u r  d'un point à 1 'aide de leur 

développement en séries de Taylor. Pl us ou moins sophistiquées, el les 

permettent de construire un modèle réduit q u i  possède quelques 
caractéristiques du modèle in i t i a l ,  mais pas toutes. 

Soit F ( p ) ,  la  fonction de transfert d'un système linéaire 
q u i  admet comme réalisation l e  t r i p l e t  ( A , B , C )  ; on peut définir 
les moments, mi, ou les paramètres de Markov, pi : 

qui permettent de construire, en conservant les 2q premiers, des 

modèles réduits d'ordre q 1 ASH,82 ; GUT,82 1 .  Dans l e  cas où l 'on 
u t i l i se  les moments, on obtient une approximation de F ( p )  autour 

de p = O ou approximant de Padé 1 L A L , 7 4  ; ZAK,73 1 qui a la propriété, 



si  les deux modèles sont stables, d'assurer 1 même erreur statique 
que le  modèle ini t ia l  pour toute entrée du type d i t i  .On peut 

1 =O 
approcher une fonction de transfert autour de n'importe quel point 

1 SHA 74  ; COM,77 1, mais dans  la pratique, seule l'approximation 

autour de p = - a été utilisée. On emploie alors dans  ce cas les 
paramètres de Markov ; l ' identification par cette méthode permet 

d'obtenir une mei 1 leure qua1 i té  de transi toi re e t  de mieux reproduire 

les qualités de s tabi l i té  du modele ini t ia l  sans toutefois qu'il 

y a i t  équivalence. 

Utilisées depuis longtemps en théorie des circuits,  notamment 

pour la synthèse, les décompositions en fractions continues se sont  
révélées être un outil commode de simplification des fonctions de 

transfert 1 SHA,74 1 .  CHfN 1 CHE,61 ; CHE,70 1 a proposé pour la 
décomposition 1 a forme : 

qui conduit à représenter F ( p )  par une suite de chaînes directes 
e t  de réactions imbriquées. Cette structure peut être étendue au 
cas multivariable 1 CHE,74 1 .  Plusieurs formes mixtes de fractions 
continues ont é té  proposées par 1 CHU,70 ; KHA,80 1 ou 1 GOL,77 1 
pour la forme mixte de Cauer qui conduisent à des modèles réduits 

d'ordre m don t  les m moments e t  m paramètres de Markov sont identiques 
a ceux de F ( p ) .  

L'inconvénient de ces méthodes e s t  de ne pas traduire, 

dans l e  modèle réduit, l a  s tabi l i té  ou 1 ' instabi l i té  du modèle ini t ia l .  
La méthode de Rou th  1 HUT,75a 1 conserve les premiers éléments du 

tableau de Routh,  ce qui garantit la s tabi l i té  du système réduit 

s i  le système ini t ia l  est  stable. Le modèle obtenu est  une 
approximation de F ( p )  autour de p = oo (hautes fréquences) ; pour 
se ramener autour de p = O ,  H u t t o n  ut i l ise  la transformation 

réci proque : 



F ( p )  
1 1  > 7 ( p )  = - P F(p) ; 

1 ' a l  gori thme de réduction se déroule donc comme su i t  1 HUT,75b I : 

( 4 )  F ( P )  transf > F réduc > Fr (p )  transf 
récip Routh 

> ; ( P l  
récip 

modèle i n i t i a l  modèle réduit 

Toujours dans l e  b u t  de préserver la  s t ab i l i t é  par réduction 
d'ordre, on peut u t i l  i se r  conjointement plusieurs de ces méthodes 

1 SHA,75 ; APP,78 1 .  

Les systèmes bilinéaires e t  non l inéaires ne possédant 
pas de fonction de t ransfer t ,  i l  n 'es t  pas possible de leur appliquer 

l es  méthodes précédentes. Cependant, nous avons v u ,  a u  chapitre 
précédent, que la relation d'entrée-sortie de ces systèmes peut ê t re  
décri te  de façon symbolique par une série génératrice qui e s t  une 

sér ie  forme1 l e  en plusieurs indétermi nées non commutatives. Cette 
sér ie  s'exprimant simplement à l ' a ide  des paramètres de Markov d u  

système (Cf. 1 : ( 8 )  i l  sera i t  alors possible, p a r  1 'u t i l i sa t ion des 
approximants de Padé à plusieurs variables 1 CHI,73 ; CHI,74 ; BOS,80 1 
res t re ints  au cas non commutatifs, de construire un système approché 
du système in i t i a l .  Ce système réduit se ra i t  bilinéaire car,  p a r  

définition d ' u n  approximant de Padé, sa série génératri ce e s t  obtenue 
par une sui t e  f in ie  d'opérations élémentaires (somme, produit, 
inversion) sur des polynomes formels 1 SCH,61 1 .  La réalisation du  

système réduit peut alors ê t re  envisagée par la méthode proposée 
dans 1 JAC,75 1 .  Considérons, par exemple, l e  système bilinéaire 
monovari able : 

y = Cx 
2 

O Ù X E I R  , y e I R , u e R  

dont la sér ie  génératrice e s t  : 



que 1 'on désire approcher par un système réduit d'ordre 1, selon 
la méthode des approximants de Padé. La matrice de Hankel 
(Cf. I : 11.3.3.4) doit donc être  de la forme ': 

où a,f3,y sont définis par la contraiiite que tout mineur d'ordre 2 
extrait  de Hrsoi t  singulier. On a donc, si CB # O ,  

e t  la réalisation du  système d'ordre 1 associé à la matrice Hr  donne : 

0 cAoa CAl B 
(9) - xr - x r  + -  xr + CBU 

C B CB 

y, = x, où x, E R 

La série génératrice de la sortie de ce système ayant les 
mêmes premiers termes que la série génératrice du système in i t i a l ,  
cette méthode fournit, comme dans l e  cas linéaire, un système 
permettant d'approcher le transitoire du système in i t ia l .  

Nous avons ut i l isé  le  conditionnel dans ce paragraphe pour 
indiquer que cette question est  ouverte, mais déborde largement du 

cadre de notre exposé. 

1.3. TECM IQUES D ' AGREGATION 

Les méthodes d'agrégation pour la réduction de modèles 



ont é t é  introdui tes  en Automatique par 1 AOK,68 1 -  E l les  consistent 
a subst i tuer  au modèle i n i t i a l  u n  modèle de t a i l l e  réduite par 

projection du  vecteur é t a t .  Le principe en e s t  l e  suivant : I 

Si ( z ) ,  l e  modéle i n i t i a l ,  e t  (C) l e  modèle rédui t  

sont représentés par : ~ 

O 

, Z = F Z + G U  z E  IR^' avec q '  < q 

A 

a l o r s  ( z )  e s t  u n  modèle agrégé de ( 1 )  si z e t  x vér i f ien t  l a  relat ion 

d'agrégation l inéa i r e  : 

11 e s t ,  bien sûr ,  concevable d'envisager une re la t ion  d'agrégation 
non l inéa i r e .  Compte tenu de (lOa-b), 1 'existence de L e s t  assurée 
s i  : 

( a )  FL = LA 

(12) (b )  G = LB 
( c )  HL = C 

Le spectre de F é tan t  i nc lus  dans celui de A 1 BER,79 1 ,  
une approche développée par/  DAV,68 ; M4R,66 ; CHI,67 ; FOS,70 ; 

MIT,69 ; WIL,72 ; HIC,75 I consis te  à chois i r  comme modes du modèle 
rédui t  l e s  modes dominants du système réel .  Les d i f f é ren t s  modèles 

a ins i  obtenus constituent des cas  pa r t i cu l i e r s  de modèles agrégés 
où L e s t  de l a  forme 1 BER,76 I : 

où T e s t  l a  matrice régul iè re  bloc diagonalisant A e t  M 

une matrice a r b i t r a i r e  régulière de dimension 91 



Ces méthodes sont uti 1 i sées pour construire des régulateurs 

sous-optimaux du système initial 1 AOK,68 ; MIC,79 1 ,  mais la question 

importante est de savoir quels modes sont à retenir dans le modèle 

réduit. Une réponse peut être apportée en minimi sant une fonctionnel le 

de 1 'erreur entre la sortie du modèle initial et la sortie du modèle 

réduit 1 COM,78 1 ou en utilisant une mesure de dominance 

1 LIT,81; MIC,86 1 .  

Dans tous les cas, pour un choix a priori de L, on peut 

définir un modèle réduit approché ( 1  +) défini par 1 KHR,85 1 ) : 

où L+ est une pseudo-inverse à droite de L telle que LL+= 1 
9 ' 

et i l  est à noter que le spectre de LAL+ n'est plus inclus dans celui 

de A. Ce point de vue permet de définir des classes de méthodes de 

réduction d'ordre par agrégation et approxtmation 1 PIN,81 1 où les 

modes propres du système réduit peuvent être choisis arbitrairement. 

Ces techniques d'agrégation ont été étendues au cas des 

systèmes bilinéaires 1 LAS,84 1 ; nous en c$terons ici les principaux 

résultats. 

Soient un modèle bilinéaire (zb) et un modèle réduit (Zb). 
définis par : 

L'agrégation étant réalisée par l'application linéaire 

(Il), (15b) est un système agrégé de (15a) si sont vérifiées les 

relations (12-a), (12-b) et 

(16) Y j e { ! ,  ...., m} FiL = LAi 



Soit T la  matrice des vecteurs propres de A l e s  l 

conditions de compatibilité d u  système ( 1 2 a )  ( 1 6 )  sont a lors  donnees 1 
par l e  résultat suivant : 

l 

Théorème 1 LAS,84 1 : Le système d'équation (16) e s t  rësoluble s i  ~ 
e t  seulement s i  : 1 

Lorsque ce théorême e s t  vé r i f i é ,  la matrice d'agrégation 

a la forme (13) e t  l e s  matrices Fi intervenant dans l e  système agrégé 

(15b) sont données p a r  : ' 

Dans l e  cas où les conditions du  théorême ne sont  pas 

vérif iées,  on peut construire u n  modèle réduit approché bil inéaire 
h 

Z b  OÙ : 

(19) F = LAL+, G = L B  

Bien que ne reflétant plus l e s  dynamiques des modèles 
i n i t i a u x ,  les  'modèles réduits (14)  e t  (19 ) :  q u i  ne sauraient ê t r e  

considérés comme agrégés, peuvent ê t r e  u t i l es  pour 1 a détermination 

de loi de bouclage quasi-optimale 1 BER,85 1 .  Nous en verrons une 
application part iculière au cours du  chapitre V .  

1.4. KfTHODES DE PERTURBATION 1 
Basées sur l a  présence de p e t i t s  paramètres dans l e  modèle 

i n i t i a l ,  les  méthodes de perturbation consistent à obtenir une solution 

approchée d ' u n  problème complexe a p a r t i r  de la solution d ' u n  problème 
voisin plus simple. Les modèles réduits  sont obtenus p a r  passage 

à la limite ; couramment u t i l i sées  en Mathématiques 
I KAT,76 ; RE1,82 ; ROU,73 1 ,  leur emploi a été développé dans d'autres 



domaines, comme par exemple, la Mécanique Celeste 1 ROT,79 1 ,  mais 
surtout pour l'Analyse des Systèmes, a paramètres localisés 
( SAN,78 ; BER,82 1 ou répartis 1 L10,73 ; L10,78 1 .  Dans ces 

applications, deux classes de perturbations apparaissent 1 SAN,78 j : 

* les perturbations régul ières correspondant à des couplages 

faibles de sous-systèmes ; 

* les perturbations singulières correspondant a des couplages 
forts entre sous-systèmes. Ces dernières sont uti 1 i sées 
lorsque, dans un système, coexistent des variables de 
dynamiques t rès  différentes. 

1.4.1. Perturbations régul ières - 

Dans le  cas général d'un système non linéaire, les équations 

de couplage faible sont de type : 

9  où  X, E ~ ~ 1 ,  X ~ E  R 2, u 6 R'" e t   est un peti t  

paramètre : O < E << 1 

ce qui,lorsque~-> 0, fourriit deux systèmes découplés 

L'approximation du systeme global ne conduit pas à un système 
d 'ordre inférieur mais a deux sous-systèmes complètement indépendants . 
Dans l e  cas des systèmes linéaires, on considere des équations 
de type : 



La question de déterminer alors une loi de bouclage 
optimale dans u n  problème l inéaire quadratique peut ê t re  résolue 
de façon i téra t ive  1 K O K ,  72 ; T I T ,  79 1 : l 'équation de Riccati 
associée peut ê t re  éc r i t e  en puissances de E ,  on peut alors connajtre 

l e s  premiers termes de 1 o décomposition analytique, a u t o u r  de 
E = O ,  de la solution. Cette méthode permet, également, dans l e  cas 

de systèmes non 1 inéai res, de résoudre l e  problème de la  commandeoptimale 

I BEN,82 1 .  

1.4.2. Perturbations s i  nqul ières 

On modélise un  système singulièrement perturbé sous l a  

forme su? vante : 

où c e s t  un pe t i t  paramètre : O < E << 1 

Dans ( 2 3 ) ,  l e s  composantes de x sont d i tes  variables-lentes 

e t  ce l les  de z sont appelées rapides ; d'autre p a r t ,  la perturbation 
e s t  singulière car g ( -  ) / r  n 'es t  pas définie pour E = O. Les problèmes 

e t  l e s  applications de ce genre de modélisation ont donné lieu à 

une importante l i t t é r a tu re  1 KOK,76 ; SAK,84 1 dans de nombreux 
domaines de 1 'Automatique. L ' u n  des problèmes les plus délicats  e s t  
la  mise en évidence du coefficient E . 11 n ' es t ,  en e f f e t ,  p a s  défini 
a priori mais dépend, pour l e  système étudié, de la  représentation 
adoptée : 

* i l  peut correspondre au rapport entre les  échelles de 

temps de l a  partie lente ( t )  e t  de la partie rapide (T) 

E = - t0 où t o  e s t  l ' i n s t an t  in i t i a l  que nous prendrons 
T 

dorénavant égal à 0. 

* i l  peut avoir une signification physique comme l e  rapport 

de deux masses, deux constantes de temps électriques, 
deux constantes de raideur, ... 



Dans l e  cas d ' u n  système l inéai re  caractérisg p a r  l'equation ' 
d 'é ta t  : 

on peut définir  l a  notion de double échelle de temps, donc E, 

par l e  rapport des valeurs propres extrêmes de chaque partie : : 

I A  max (par t i e  l en te )  
E = I 

lh  min (par t i e  rapide) l 

Le système (24)  possède la propriété de double échelle 

des temps s i  I CH0,76 ; DAU,85 1 : 

* i l  peut ê t r e  décomposé en deux sous-systèmes : 

Remarques : * l a  condition (26)  peut ê t r e  remplacée p a r  l a  condition 
équivalente 

I I  II << II Al I I -1  

* la  notion de double échelle de temps a é t é  étendue 
sous une forme équivalente aux systemes l inéaires 
non stationnaires 1 08MA,821 e t  à certaines classes 
de systèmes non 1 i  néa i  res I KOK,80 1 . 



L'uti 1 i sation des méthodes de perturbations conduit donc 

à une simplification de structures par découplage. Dans le cas des 
perturbations singul ières , un des sous-systèmes est associé à des 
variables à transitoire rapide,ce q u i  permet, si la partie rapide 
es t  stable, d'approcher le  modèle ini t ia l  au bout d'un certain temps, 
par  1 'ensemble des variables lentes : i l  y a donc réduction de 

dimensionnal i té. Nous détaillons plus particulièrement cette technique 
dans la prochaine partie. 

II - QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX CONCERNANT LES 
SYSTEMES SINGULIEREMENT PERTURBES 

Des articles de synthèse 1 KOK,76 ; SAK,84 ; FOS,86 1 o n t  
mis en évidence 1 'importance de la méthode des perturbations 
singul ières dans 1 'analyse e t  la synthèse de systèmes complexes. 
On peut citer en particulier les applications sur la s tab i l i té  
1 G R U ,  79a, 79b, 81 ; KHA,79 1 ,  l e  calcul de commandes optimales 
1 KOK,83 1 ,  les systèmes à paramètres distribués 1 VAN,84 1 ,  les 

systèmes discrets 1 ELM,85 ; DAU,82a 1 ,  les systèmes stochastiques 
I BEN,81 1 .  Les travaux cités ici ne sauraient être uti l isés que 

comme des points de repères : la bibliographie que l'on peut trouver 
dans / SAK,84 I comporte, en effet ,  pour les seules années 1976-1983, 
plus de 350 références. 

11.1. CAS GENERAL DES SYSTEMES NON LINEAIRES 

11.1.1. Réduction d'ordre e t  approximation 1 KOK,76 1 

Considérons l e  système singulièrement perturbé (23) ; cette 

forme est  : appelée expl ici te 1 PEP,82 ; CH0,86 I ; el le  est di t e  sous 
forme implicite si (23 - a )  n'existe pas. 

En posant dans (23) s = 0, (23 - b )  se réduit à une équation 
algébrique : 

(27) O = g(i, E ,  U, O ,  t )  



Si  c e t t e  équation admet une rac ine de l a  forme : 

(28 
- 
z  = h ( i ,  Ü, t ) ,  

l a  s u b s t i t u t i o n  de (28) dans (23 - a )  condui t  au modèle s i m p l i f i é  

ca rac té r i  sant 1  es v a r i  ab1 es 1  entes 

- 
O - 

a) K = f (X ,  h ( i ,  Ü, t), u, O, t )  = f(X, Ü, t )  

avec ;(O) = xo 

Le modèie (29)  e s t  appelé modèle l e n t ,  dans leque l  l a  p a r t i e  

rap ide de z a  disparu. A t = 0, ? e s t  imposé à p r i o r i  par  l a  cond i t i on  

i n i t i a l e  su r  x, donc 2 ne peut' pas ê t r e  une approximation uniforme 

de z, a l o r s  que 1 'on peut approcher x  par X sur tou te  1  ' é vo lu t i on  

du système par 

Pour ob ten i r  l a  composante rap ide de z, un changement de 
t l ' é c h e l l e  des temps T = - condui t  à : 
E 

ce qui,  en posant de nouveau E = O, permet de d i r e  que l a  p a r t i e  

rapide de x  e s t  constante ; o r  i ( 0 )  = xo. Cela va l i de  l ' approx imat ion  

(30) pour x. L 'équat ion ( 31  - b)  donne dans l e s  mêmes condi t ions : 

avec zr(0) = z (0 )  - ;(O) 

Ce modèle r é d u i t  ca rac té r i san t  1  ' é vo lu t i on  des régimes 

t r a n s i  t o i  res des composantes rapides e s t  appelé système couche-1 i m i  t e  

e t  1  'un des problèmes majeurs de l a  théor ie  des per tu rba t ions  



singulières est le raccordement de la solution de (32) définie 
1 'intérieur de la couche limite et la solution de (29 - b) entrainde - 

par les variables lentes à l'extérieur 1 MOR,84 1 .  Certains auteurs 

(SAK,84) substituent dans (32) xo à i et uo à Ü ; mais nous verrons, 
dans le cas des systèmes linéaires, que ce point de vue permet une 

approximation moins fine de la partie rapide car elle est alors 

indépendante du comportement lent du système. Une autre approche 

adoptée principalement dans les problèmes de commande 1 FOS,83 I 
est de faire l'hypothèse que le modèle lent est excité par les 

composantes lentes, ul, de la commande, et que le système couche- 
limite subit les composantes rapides, ur, de la commande en ayant, 
bien sûr, u = ul + ur. 

L'approximation du modèle initial par les modèles lents 

et couche limite est fondée sur le théorème de Ti honov 1 TIH,52 1 : 

Théorème : si dans (23) f(.) et g(. ) sont deux fois différentiables 

en x, z et t, 

si zr = O est un équilibre asymptotiquement stable de (32) et Zr (0) 

appartient à son domaine d'attraction, 

as  - - 
si les valeurs propres de , pour x, z et Ü, pour tout t dans 

IO,TI, ont des parties réelles strictement plus petites qu'.un nombre 
fixé négatif, 

al ors les approximations : 

sont valides pour tout t dans [0,fl 

Un autre choix, dans les conditions d'approximation, serait 

d'imposer dans (32), la condition initiale : ~ ~ ( 0 )  = z (0) ; 1 'équation 
(33 - b )  serait alors remplacée par 



11.1.2, Développement asymptotique 

Lorsque 1 'approximation a 1 'ordre O est insuffisante, dans 
l e  cas où l e  paramètre n'est pas " t rès  petit", une méthode habituelle 
1 01MA,74 ; HOP,74 ; ARD,82 1 consiste a déterminer les premiers 
termes des expressions analytiques en E: de x e t  z ,  solutions 
de (23). .En  supposant ,  dans (23), f ( . )  e t  g ( . )  analytiques en E : 
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i = O  
on détermine par  identification les  expressions analytiques en Ede 
x e t  z sous la forme : 

x = x i ( ~ )  puis x , ( t )  

z = z ~ ( T )  puis z e ( t )  
Q) 

avec 

où x, ( t )  e t  z, ( t )  représentent les  solutions extérieures (à  l a  

couche limite) e t  xi (T) e t  zi ( s r )  les solutions intérieures. 
Ces solutions sont obtenues en considérant, soit le  système intérieur 
(31) p a r t a n t  des conditions in i t ia les  xo e t  zo, soi t  l e  système 
extérieur (23) dont les conditions ini t ia les  sont fixées de façon 
à assurer l a  continuité des solutions à la f in  de l a  couche limite. 

Concernant le  développement asymptotique de f ( . )  e t  g(. ) ,  



* pour la solution interne 
CO 

* pour la solution externe 

f(xi. Z i a  U. ET. E) =L fik & k 

(37 - b) k=O 
w 

où pour k f O.fek. gek (respfik,gik) sont des fonctions linéaires 

en 1 es arguments xék,ze,( respxi $i ) I  ARD,82I. L'identification termes 

à termes dans les systèmes extérieur et intérieur conduit aux 

sys tème s : 
O 

Chacun de ces problèmes, hormis pour j = 0, est linéaire ; 

les conditions initiales sur les systèmes donnant la solution 

extérieure sont fixées par la loi de limite du mélange : 

La détermination d'une sol ution sur tout 1 ' hori ton considéré 
peut être faite en utilisant en plus un développement intermédiaire 

I BOR,871. 



11.1.3. Cas d u  retour 2t grand gain 

Considérons un  système monovari able à commande affine. 

On sait(1 : 11.2.4) q u ' u n e  tres large classe de ces processus peut 
être représentée, après diffé~mor~hisme, sous la forme globalement 

commandabl e : 

où f (.) e t  u ( . )  sont definis dans (1 : 11.2.4). 

Si on boucle le système à travers un grand gain g avec 

retour d 'é tat ,  la commande est  de l a  forme 

qui entraîne pour l e  système bouclé : 

I avec E = - 
9 

Pour g grand, (42)  est  sous la forme singulièrement perturbée. Le 
modèle lent s'obtient à l 'aide de 1 'équation alg4brique : 

(43) 
-* T-* ; 0 g = = : ~ ( x  ) .k  x - * , * - k,x,  + * * *  + kq-l  Xq-l 

don t  l a  solution es t  : x = - 
q k 

(car u (x* )  + 0 )  9 



Le système lent qui s ' éc r i t  alors : l 

a la propriété d 'ê t re  linéaire e t  de ne dépendre que de la  loi de 

retour d 'é tat  (41). Ce point de vue généralise la notion de retour 
à grand gain pour les systèmes linéaires 1 YOU,77 1 ou les systèmes 

non 1 inéaires de type Lurie' Po'stni kov 1 DAU,83 a 1 .  Les dynamiques 
du système lent peuvent être fixées arbitrairement par  les coefficients 

k j ,  e t  les non l inéarités sont toutes reportées sur l e  système couche 

limite. 

11.2. CAS DES SYSTEMES LINEAIRES 

Dans cette partie, nous allons résumer les  résultats sur 

la modélisation des systèmes linéaires de grande dimension par la 

méthode des perturbations singulières. 

11.2.1. Modèles réduits lent e t  couche limite 1 FOS,82 1 

Cqnsidérons l e  système (24)  sous la forme singul ièrement 
perturbée : 

où les normes des matrices Aij. ( i , j )  dans { O,l}x{O,l] , 

est  u n  petit paramètre positif proche de O. 

et  1 Bis i dans { 0,1} son t  supposées du  même ordre de grandeur et  e 



11.2.1.1. Etude de la  part ie  lente 

Pour E. = O ,  l e s  variables x, z ,  u e t  y sont approchées 
par i, z ,  Ü e t  décritespar l 'équation d ' é t a t  

L'équation (46-b) décrit  1 e mouvement d'entraînement des 
composantes lentes de z par l e s  variables lentes i. Comme l e  cas 

où A22 admet une valeur propre nulle n ' es t  pas cohérent avec la  
notion de variable rapide, cet te  équation se résoud en : 

ce qui, replacé dans les  équations (46 - a )  e t  (46 - c)  fournit le  

modele réduit lent  : 

avec X ( O )  = xo. 

Ce modele réduit lent ,  d'ordre ql, qui es t  une approximation 
de x durant toute 1 'évolution du processus, présente une transmission 1 

directe entrée-sortie . 

11.2.1.2. Etude de la  partie rapide 

Pour mettre en évidence l e  système rapide, i l  s u f f i t  d ' i soler  
l e s  composantes rapides sous la forme : 



ce qui, replacé dans (45) fournit : l 

O 
Or, d'aprss (46) : ~ f  = ~~~k + ~~~f + BZÜ = O,  i l  vient 

1 'équation de couche limite définissant le transitoire de z : 
O 

- ' A  x avec zr(0) = zO + AZ2 21 O 

Le système gl obal apparai t donc découplé temporel 1 ement. 

Mais, si l'utilisation d'une commande composite est naturelle dans 

le cas d'une commanae par retour d'état, elle 1 'est moins du point 

de vue de la modélisation. En vue de la simulation, comment séparer 
a .priori une consigne donnée en deux composantes ? Une première 

solution est d'utiliser une commutation dont le principe serait : 

- au début du mouvement, toute 1 'entrée est sur le système 

rapide, 

- après la couche limite, la commande est envoyée sur le 

système lent, 

L'inconvénient de cette méthode réside dans la difficulté 

de déterminer avec précision la durée de la couche 1 imite. Une deuxième 

sol ution, que nous proposons dans le paragraphe suivant, consi ste 

à découpler les parties lente et rapide : chaque sous-système agissant 

respectivement comme filtre passe-haut et passe-bas. 

Modél i sation par découpl aqe 

Soit le système 1 inéaire singulièrement perturbé (45). 

L'approximation des variables lentes, avec E = 0, est donnée par 

(48 -a). Nous allons donc la conserver en prenant pour Ü la commande 

complète u, cela donne pour une approximation du système complet : 



(52)[[;] = [.:? A21 .;. : i . ; ]  A22 Li.] + [.:;:] u 

'L 'L 
y = clX + C2z , :(O)= x,, 2 ( 0 )  = z, 

- 
avec [A1 = All - Al2AZ2 1 ~ 2 1  e t  BI = B1 - A ; ~ A ~ ~ - ~ B ~  

RJ 

La no ta t i on  ind ique  que 1 'on a une approximation des 

var iab les  i n i t i a l e s  en ayant remplacé x par  i .  S i  1 'on f a i t  l e  

changement de var iab les  : 

9 x 91 avec L 6 W 2 

(52) e s t  transformé en 

avec R(I) = LA1- * - AZ2 L + AZ1 
= B2 + LB, 

Le système (52 )  e s t  complètement découplé s i  R(L) = 0. 

O r ,  c e t t e  équation de Lyapounov admet, i c i ,  tou jours  une rac ine  

1 GAN,60 1 car  A l  e t  o n t  des valeurs propres d i s t i n c t e s  ( s i  non 

il n ' y  a u r a i t  pas de séparat ion de dynamiques). S i  on é c r i t  c e t t e  



équation sous la forme vectoriel le  : 

où 'si représente le produit de Kronecker (1 : 48) e t  vec 
( . ) est  la fonction vectorielle d'une matrice 1 NEU,69 1 définie 

par : si  A es t  une p x q matrice, 

A = AZ. . - . ,  A d  alors vec(A) = [!;] 

Comme les valeurs propres de A 8 B sont les  produits de 
valeurs de propres de A par celles de B, la solution de (55) est 
donnée par : 

- 1 
(56 L t e l i e  que v e c ( ~ )  = F 2 2 ~ ~ g  - E I ~  @ vec (iiZ1) 

1 2 

Il es t  à noter que la solution à 1 'ordre O ( E =  O )  

es t  donnée par Lo = - A ~ ~ - ~ A ~ ~ .  

Lorsque L a la valeur donnée par (56).  les modèles réduits 
lent e t  rapide sont découplés e t  y e s t  la superposition d'une réponse 
lente y1 due au passage de u à travers le  système lent e t  d'une réponse 

rapide y2 due à la traversée du système rapide (Fig. 1). 
systkme réduit lent r"'"'"'-'--- ----' 

Xo 
I 

1 
I 

I 

U 

lit lent --- ----' 

GURE 1 

i ,,,,, ,,,,,,---- ,,- ,,,a 

système reduit rapide 



Le système réduit rapide ayant, par  hypothèse, un transitoire 
rapide, son régime d'équi 1 i bre at te int  après quelques instants de 
fonctionnement es t  donné par : 

ce qui es t  une expression voisine, a un O ( E )  près, de la transmission 

directe trouvée dans (48 - b) .  Le systeme "dégénère" alors en un 
systeme d'ordre réduit q l ,  figure 2 ,  

Xo 

FIGURE 2 système 1 en t degénéré -------- 

q u i  pour E = O ,  donne les  résultats (48). La variable z peut ê tre  

approchée à partir de (54) e t  (53) per 

Cette approche supprime l e  problème de la commutation dans 
la modélisation e t  rejoint sensiblement les résultats de l'analyse 
fréquentielle présentés dans  1 FOS,83 1 .  Nous en verrons, au chapitre 
V ,  une appl ication dans la  détermination de régulateurs 'quasi-optimaux. 

11.2.3. Utilisation du développement asymptotique 

Nous allons montrer que l 'u t i l isat ion de la méthode du 

d6veloppement asymptotique, afin d 'am61 iorer 1 a préci sion du système 

rapide, permet d'écrire l e  système ini t ia l  comme un ensemble de systèmes 
mis en parallèle. 



Mettons le système (45), apres changement de l'échelle 
t des temps, T= -, sous la forme : 
E 

L'écriture analytique de x et z sous la forme : 

conduit à décomposer (59) en sous-,systèmes définis par : 

et organisés en cascade suivant le schéma 

Xo zo 

figure 3. 

FIGURE 3 -------- 
D'après (60), la sortie du système s'écrivant : 
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(62 Y =Z E i ~ ( i )  où Yi G N y = C1x(.j) + C2Z(i) 
i =O ( i l  



La matr ice de t r a n s f e r t  F(p) de (59) se mettra, en conservant 

l a  no ta t ion  usuel le  de 1  'opérateur de dér i va t ion ,  sous l a  forme : 

où F i (p )  e s t  d é f i n i e  par Y i ( p )  = F i  (p)  U (p). 

En supposant l e s  condi t ions i n i t i a l e s  n u l l e s  de (61) ,  on 

t i r e  l e s  r e l a t i o n s  de t r a n s f e r t  : 

A ins i  ,par rfScurrence, on o b t i e n t  : 

Compte tenu de ces expressions, il v ien t  pour l a  fonc t ion  

de t r a n s f e r t  globale, en n o t a n t  [ C l  1 C2 1 par  C : 



e t  on peut, suivant la figure 3, modéliser le  régime transitoire 

du système. De façon à étudier l e  comportement asymptotique de cette 

modélisation, faisons p ->O, ce qui fournit : 

(67a 

(67b) 

avec BI = B1 - A12 A2? - 1 
B2 

ainsi [I; - E M ( ~  )] -' peut être approche par 

Par cette méthode, la fonction de transfert du système l 
init ial  peut être approchée autour de p = O par une somme de deux 

fonctions de transfert définies par : 1 
l 

avec F 1 ( p l  = C (PI 
92 

- Az2)-l B2 

La décomposition analytique de F ( p )  e s t  indiqu6e dans 

1 SIL,84 1 ,  où l 'uti l isation de la théorie des perturbations des 
opérateurs 1 inéai res conduit à de 1 ourds cal cul S. 

11.2.4 Utilisation du système réciproque I 

Si le b u t  de 1'6tude concerne les transitoires rapides 1 
ou le  comportementenhautes fréquences du système, l a  préci sion obtenue 1 

I 

par résolution du système (51) peut s'avérer insuffisante. En effet ,  
1 'influence de la partie lente sur les  dynamiques de la partie rapide 1 

l 
l 



n'apparatt pas ,  même dans la solution du découplage (11.2.2). L'emploi 
simultané de la transformation réciproque e t  de la méthode des 
perturbations singulières améliore le  résultat 1 DAU,83a 1 .  El l e  

donne au système rapide réduit une précision semblable à ce1 l e  obtenue 
pour le système lent découplé. 

II.  2.4.1. Transformation réciproque 

La transformation réciproque u t  i 1 i sée dans 

1 DAU,82 ; DAU,83a,83b 1 a 6té introduite dans 1 HUT,75 1 ; e l l e  

es t  définie par (3) e t  a la propriété d'inverser les dynamiques d'un 

signal. En effet ,  F ( p )  es t  la transformée de Laplace de la réponse 
impul sionnel l e  du système 1 inéaire ; donc, 1 a transformation réciproque 
peut 6tre définie comme une application de 1 'espace des fonctions 

du temps sur lui-même. 

où s est  la transformée de Laplace (d'inverse c " ) 
- R la transformation réciproque qui a S ( p )  f a i t  correspondre 

1 1  
S ( p )  = p S(p). 

Si on considère l e  système linéaire présentant une chaîne 
de transmi ssion directe : 

e t  F(P)  = C(pIq - A)-'B + D sa fonction de transfert 

D'apres la définition précédente, la fonction de transfert 
du système réciproque associé est  donnée par 

Considérons l e  cas particul i e r  du système 

où A es t  régulière, alors i l  existe deux matrices, R, Q, de Rn,  
régulières, tel les que : 

( 7 2 )  A = RQ 



al  ors 

(73 

Le systême réciproque e s t  décr i t  par 1 'équation d ' é t a t  

(à  un changement de variable prês) : 
O - .I 

w  = Aw + Bv 
t 

y = C w + D /  v d t  
O 

4. -1  - 1  1  -1  avec A = R A R = R- Q 

Or, F(p) e s t  définie p a r  : Y(p) = F(p) U(p )  ; l e  réciproque 

du signal de sor t i e  de (70) es t  donc défini p a r  : 

la  s ignif icat ion des varïables introduites dans (74 )  
d apparaît alors comme Y = f l ( y ( t ) )  e t  v = at Z(u(t))  

Concernant 1  es  conditions i ni t i  a1 es  à imposer au système 
réciproque, d'après la  fonction de t ransfer t  de (70) en régime l ib re ,  

on obtient cel le  de (74) en régime l i b r e  : 

Ainsi, par  identif icat ion,  on a  : 

I l  e s t  noter que la  décomposition de ( A )  par (72) 

intervient comme un changement de variable au niveau de la définition 

du système réciproque (74) e t  permet de regrouper en une formulation 

unique les  deux cas distingués dans 1 DAU,83a 1 .  



11.2.4.2. Transformat ion  r éc ip roque  e t p e r t u r b a t i o n s  
si ngul i ères 

La t r ans fo rma t ion  . r éc ip roque  i n v e r s e  l e s  dynamiques : l a  

démarche proposée dans  1 DAU 83a 1 pour  dé t e rmine r  p l u s  préc isément  
les v a r i a b l e s  r a p i d e s  es t  l a  s u i v a n t e  : 

- 
E r é c i p r o q u e  

g l o b a l  g l o b a l  

P e r t u r b a t i o n s  s i n g u l  i k r e s  

réci proque 
système r é d u i t  sys teme r é d u i t  1 e n t  réci proque 
r a p i d e  

Dans l e  cas d ' un  systeme s i n g ~ i l i è r e m e n t  p e r t u r b é ,  les 
m a t r i c e s  i n t e r v e n a n t  dans  (67)  o n t  l a  forme (45)  : 

où l a  décomposition (72 )  appa ra l  t d e  façon n a t u r e l l e .  Yzis, p l u s i e u r s  1 

choix  s o n t  p o s s i b l e s  ; d é f i n i s s o n s  t o u t  d ' abord ,  e n  supposant  A22 
régul  i è r e  : 

avec, s i  A = A l l  - A12 AZ2 
- 1 

A21 

Posons R = Ic, i l  v i e n t  le  sys tème r é c i p r o q u e  



De façon à normal i  ser 1 'équation d ' é ta t  (80),  introduisons 

u n  pe t i t  coefficient v ,  O < v < <  1 ,e t  réécrivons la  première ligne 

de (80) sous l a  forme : 

sont des matrices dont l e s  normes sont du même ordre de -- 
grandeur que l e s  normes des matrices e t  ET~. 

Pour v =  O ,  1 'équation algébrique donnée par (81) fournit : 

ce qui replacé dans (80) donne 

Cette expression, tous calculs f a i t s ,  donne : 

- - 
(84 )  w2 = €Az2 -' 5 + ( B 2  + €AZ2  ' A ~ ~ B ~ ) V  avec T ( 0 )  = E Z ~  

De façon à retrouver la  même condition i n i t i a l e  (zo)  sur 
l e  système in i t i a l  e t  sur l e  système réduit, on e s t  conduit au  
système réciproque de (84) avec R = E Iq2 ; on obtient alors : 

( 8 5 )  
O - 

EZ- = A Z- + ( B  r 22 r + cAZ2 1 ~ 2 1 ~ 1 ) ~  avec ~ ~ ( 0 )  = z0 



On retrouve ainsi les résultats exposés dans 1 DAU,83a 1 .  
Les vecteurs de commande e t  d'observation o n t  6té modifiés (résultats 

analogues à ceux obtenus par la méthode de découplage pour la partie 
rapide), mais bien que les dynamiques de la partie rapide soient 
indépendantes de celles de la partie lente, cela donne une meilleure 
approximation de la partie rapide de z que (51). La sortie rapide 
du système e s t  donnée par 1 DAU,83a 1 : 

t 4 

Ce point de vue a permis de résoudre les  problèmes de 

commandes optimales singulières 1 DAU 83a, DAU 85 1 .  

11.2.4.3. Utilisation du systèmeréciproque e t  

du decoupl age 

De façon à éliminer l e  problème de 1 'inttSgration de 1 'entrée 

dans l'expression finale (86), on peut utiliser sur l e  système réci- 
-proque la méthode de découpl age (1 ï .  2.2. ). Considérons 1 'approximation 

de w 2  par (84), alors une approximation de w l  est donnée par : 

-'A B avec 5 = B2 + cAZ2 21 
= - 
~ ~ ( 0 )  = X, ; ~ ~ ( 0 )  = EZO 

En utilisant le  changement de variable : 



- 
où M e s t  solution de 1 'équation de Lyapounov: 

on obt ient  l e  système découplé réciproque 

avec = B1+MB2 

avec Cr = Clk;; + C 2 5  

Si l 'on  prend l e  réciproque de chacun de ces  deux 
sous-systèmes, on about i t  à : 

O 

2 = (A1,  - A12 A ~ ~ ~ ~ A ~ ~ ) x ~  + 
(30 )  O 

€X2 = AZ2 x2 + 5 u 

avec X 1 ( 0 )  = x O + EMZ O 

Ceci nous fourn i t  donc un  système découplé modélisant l e  
système pendant l a  période de couche 1 imite, p l u s  précisément que 
(54). Le tableau suivant permet de comparer l e s  approximations a 
l ' o r d r e  O des systèmes obtenus. 



SOUS-SYSTEME RAPIDE 1 
1 

1 
1 

1 ( .. 
( INTERIEUR ( B1 = B1  + MB2 0 =(B2 + L A ~ ~ - ~ A ~ ~ B ~ ) / ~  j # s o l u t i o n  de 1 
(COUCHE LIMITE ( i : ri - 1 -1  - - 1  - 1 
( ( Ci = Cl - C2A22 : C = C2 - €(Cl - C2A22 A 2 3 ~ )  fil2 + - A1,M =O) 
( ( i 

A21  : ri 1 1 
( .. - 

( Bi = B1  - A12A22 1 ~ 2  1 B =(Br + cLBl ) / €  ) L s o l u t i o n  de 
EXTERIEUR ( 1 

: re e 1 
ELA, - AZ2L + Ail 

1 
(COUCHE L I M I T E  ( Cl = Cl - CzL : C  = C p  = O  ) 
( ( e : 1 ! 
i i 1 I ' MATRICE 

. 
- 1 

( AI = AIl - A12A22 A21: A .  = A22/c  ( D I  EVOLUTION ( : r 
1 

( ) 



Ces méthodes (découplage + réci proci t é )  accroissent donc 
la  précision des modèles réduits en faisant intervenir le  paramètre E. 

On peut remarquer que : 

e t  l 'on retrouve pour E = O ,  l es  résultats classiques de la méthode 
des perturbations singulières 

II.2.5.Systèmes sinqul iers sinqul ièrement perturbés 

Les systèmes linéaires singulièrement perturbés te l s  que 

(45) sont exprimés sous la forme explicite. Dans l e  cas où l e  petit 
paramètre E apparaît sur toutes les  dérivées des variables d 'é tat ,  on 
a alors une forme non explicite ou un système singulier 
singulierement perturbé 1 PEP,82 ; CHO 8 6  1 .  On a alors une équation 

d 'é ta t  sous la forme, en régime libre : 

dans l e  cas où (91) vérifie la condition : 

(92) dim Ker A, = v>, 1 et  dim Im A, = p ) 1 

11 es t  possible de se ramener a une forme explicite par le  théorême 
suivant : 

Théorème I CH0,86 I : 
soit  Q une matrice dont les  1 ignes engendrent Im (Ao) 

soit  P une matrice d o n t  l e s  1 ignes engendrent Ker(Ao) 



l e  changement de va r i ab le  

t ransforme (91) en : 

avec As(€) = PA1 (E)V 

A s f ( ~ )  = PA1(€)W 

A ~ S ( E )  = Q A ~ ( E ) V  

A ~ ( E )  = QAOW +.PA1 ( E ) W  

Ce r é s u l t a t  a é té  généra l isé  dans l e  cas non 1 i n é a i r e  

1 PEP,82 1 .  Des formes p lus  p a r t i c u l i è r e s  de (91) peuvent ê t r e  

dist inguées 1 CH0,86 1 : 

* forme séparée rapide 

pa r  oppos i t ion à l a  forme e x p l i c i t e  ou fokme séparée l e n t e  

* forme a connection f o r t e  

Dans ce dern ie r  cas, l e  changement de var iab les  : 

i = 1,2 Y i  = P i  x i  e t  Z i  = Q j x i  
où P i  e t  Q j  engendrent Im A i  i e t  Ker A i t ,  

transforme l e  système (94) en une forme expl  i c i  t e  séparée lente-rapide.  



CONCLUSION 

Nous avons donc rappelé les résultats classiques sur la 

réduction de dimensionnalité dans l'analyse des systèmes. Nous nous 

sommes longuement étendus sur le cas des systèmes linéaires car 

les notions utilisées peuvent être appi iquées à 1 'étude des systèmes 

bilinéaires ; nous avons déjà mentionné ce fait pour les techniques 

d'agrégation. Nous avons, au passage, développé un certain nombre 

de nouveaux points de vue comme le découplage lent-rapide ou le 

développement analytique, en fonction d'un petit paramètre, de la 

fonction de transfert. 

Dans un prochain chapitre , nous développerons pl us 

particulièrement la méthode des perturbations singulières dans le 

cas des systèmes bilinéaires, en mettant en lumière les problèmes 

sou1 evés. 
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INTRODUCTION 

Pour la réduction de dimensionnalité, 1 'emploi de la mdthode 

des perturbations singulières est conditionnée par l'existence de 

petits paramètres intervenant sur 1 es dérivées. Lorsque 1 es systèmes 

ne sont pas "a priori" sous forme singulièrement perturbée, i l  est 

nécessaire de détecter des différences marquées dans les dynamiques 

des variables d'état. 

En ce qui concerne les systèmes linéaires, les dynamiques 

étant définies par les valeurs propres, de nombreux travaux ont été 

consacrés 3 cette question. Nous les rappelerons dans une première 

partie ; i l  est possible de les grouper en deux catégories : les 

méthodes al gébri ques qui consi stent a déterminer un changement de 

variables mettant en évidence les variables rapides et les variables 

lentes ; et les méthodes géométriques qui localisent des domaines 

du plan complexe contenant les valeurs propres. 

Dans le cas des systèmes bilinéaires, les valeurs propres 

de la matrice-système dépendent de façon continue, mais non simple, 

des variables d'entrée. Pour simpl ifier le problème, nous serons 

conduits à util iser certains des résultats précédents ou d'autres 

pl us particuliers, comme ce1 ui utilisant la notion de conditionnement, 

notion déjà utilisée dans les problèmes d'identification I DEL,86 1 .  



1. MISE EN EVIDENCE DES DYNAMIQUES DANS LE CAS DES SYSTEXS LINEAIRES 

Un système linéaire possède la propriété de double échelle 

de temps s'il peut être découplé par changement de variable en deux 

sous-systèmes, un lent et un rapide, tel que les valeurs propres 
du modele lent soient, en module, très inférieures à celles du modèle 

rapide (Cf II : 1.4.2). Les valeurs propres etant conservées par 
changement de variables, on peut chercher à bloc-diagonal i ser 1 a 

matrice d'évolution du sys&me initial , on utilise alors une méthode 
algébrique, ou bien à localiser les valeurs propres de cette matrice 

par une méthode géométrique. 

1.1. METHODES ALGEBRIQUES 

1.1.1. Bloc diagonalisation 

Soit le systeme linéaire : 

Pour bl oc-diagonal i ser ce système, on uti 1 i se un changement 

de variables 1 CHA,72 1 qui, dans une première étape, bloc-triangulari se 

(l), puis dans une deuxième le bloc-diagonalise : 

* bloc-triangularisation 
la transformation 

amène le système (1) sous la forme : 



avec Al = Al - AI2L 
Ar = A2* + LAl2 

R(L) = A2, + LAl1 - LA12L - A22L 
Br = B2 + LB, 
Cl = Cl - C*L 

Le système (3) est bloc-triangularisé si L est solution 

de l'équation de Riccati : R(L) = O. 

* bloc-diagonal isation 
1 a deuxième transformation 

modifie le système ( 3 ) ,  avec R(L) = O, sous la forme 

avec R ( M )  = A12 + AIM - MA, r BI = BI - MBr 
Cr = C2 + CIM 

Ce système apparaît alors sous la forme bloc-diagonalisée 
si M est solution de 1 'équation de Lyapounov: R(M) = 0. 



Remarque : Dans le cas où l e  système est  déjà sous forme singulierement 

perturbée, c 'est-&di re : 

cette méthode est  encore applicable e t  une .approximation 1 
a 1 'ordre O fournit : 1 

1.1.2. Méthodes de déterminataion des matrices L e t  

L'existence e t  le  calcul des solutions des équations de i 
Riccati, R ( L )  = O e t  de Lyapounov, R ( M )  = 0, ont é té  étudiées par 
de nombreux auteurs. Le principal probleme a résoudre es t ,  bien sûr, 
la résolution de l'équation de Riccati ; la résolution de l'équation 
de Lyapounov n'offre pas de difficultés (Cf. II : 11.2.2.). Pour 
déterminer L, solution de R ( L )  = O ,  plusieurs méthodes o n t  été 
proposées : ce1 les nécessi t a n t  la connaissance des vecteurs propres 
e t  des valeurs propres de la  matrice in i t ia le  1 AND,78 ; AVR,79 ; 

SYR,82 1 ; celles utilisant l e  polynome annulateur 1 MAG,81 1 qui 

on t  l'avantage par rapport aux précédentes de ne pas nécessiter la 

connaissance "a priori" des valeurs et/ou vecteurs propres ; enfin, 

celles résolvant, par un algorithme numérique 1 'équation de Riccati 
1 KOK,75 ; CH0,76 1 .  



1.1.2.1. Utilisation du  polynome annulateur 

Soient 9, le  polynome caractéristique de A ,  1 MAG,81 1 part 

du  polynome annulateur, $l ,$2,deux polynomes définis par : 

où les racines deQlet $2 appartiennent respectivement à 
C l  e t  C2 te l s  que 

CIA c2 = 0 C l  regroupe les valeurs propres lentes 

Cl  U C2 = Sp(A) C2 regroupe les valeurs propres rapides 

De façon à éviter tout calcul de vecteur propre, la méthode 

proposée par 1 MAG,81 1 consiste à partir de la matrice 

p u i s  par des combinaisons linéaires des q2  dernières colonnes avec 
. les  q l  premieres de ( 7 ) ,  on la transforme en : 

où apparaît explicitement la matrice L. 

Le choix de q l  peut être fixé en posant d'une p a r t  IFOS,811 : 

puis, en explorant pour des valeurs successives de q l ,  les solutions 
L obtenues dans (8). El les  fournissent une valeur a 1 I R ( L )  1 1 q u i  

passe p a r  un minimum lorsque la séparation des valeurs propres est  
la plus importante. Une méthode de séparation de polynomes peut être 



utilisée a ce niveau de 1 'étude pour améliorer le choix de ql et 
de L. 

a) Al gori thme de séparation de polynomes. 

Considérons un polynome D(p) que 1 'on veut écrire sous 

la forme : 

9-1 
avec ~ ( p )  = pq + z dip i 

i =O 

L'égalité (10) nous conduit au systeme d'équations: 

q-i 
( 1 1 )  i = O,..,q-1 di = z an-q+i+j b m-j 

j =O 
avec ai = O si i g{O,nj 

et bi = O si i ${O,m} 

qui se met sous les formes matricielles 



m col .  n col.  

A p a r t i r  de (12) ,  1  ' u t i l i s a t i o n  de l a  pseudo - inverse au 

sens de Moore-Penrose, donne : 

L'algorithme de séparation de polynomes e s t  donc défini 

de l a  façon suivante : 

- 
p o u r  k >, O b(k) =â;k) i d  - a (k ) l  ; a ( k + l )  3 )  l d  - 6 ( k ) ~  

Si l ' on  prend l a  condition i n i t i a l e ,  a ( 0 )  = 0,  c 'es t -à-dire ,  

A(p) = p\ 1  'algorithme converge vers l e s  coeff ic ients  des polynomes 

A(p) e t  B ( p ) ,  t e l s  que l e s  racines de A(p) soient plus p e t i t e s  (en 
module) que c e l l e s  de B(p). Si on t en te  une séparation impossible 

(e.g. un polynome du second degré à racines complexes séparé en deux 
polynomes du premier degré),  s o i t  1  'a1 gori  thme diverge, s o i t  l e  produit 

des polynomes obtenus ne donne pas l e  polynome de départ. 

b )  Application à l a  séparation de dynamiques 

Le b u t  e s t  de trouver l a  décomposition (6), donc ql, qui 

assure comme précédemment l e  minimum de / I R ( L ) I  1 .  Nous proposons 
1 ' al gori thme sui vant : 



i n i t i a l  isation 

par 1 'al gori thme(8) 



A f i n  d ' u t i  1  i s e r  l e s  a l g o r i  thmes présentés avec l a  me i l l eu re  

e f f i c a c i t é ,  i 1 e s t  nécessaire de reordonner l e s  va r iab les  d ' é t a t  

pour que l a  nouvel le  matr ice  d ' évo lu t i on  a i t  des termes diagonaux 

décroissants ( C f .  exemple présenté dans 1 FOS,83 1 ). 

1.1.2.2. Algorithmes numériques 

Le p r i nc i pe  de ces méthodes e s t  l a  r é s o l u t i o n  numérique 

i t é r a t i v e  de l ' équa t i on  de R i cca t i  : 

Plusieurs a l  go r i  thmes on t  é t é  proposés pour d é f i n i r  une 

s u i t e  de matr ices convergeant vers l a  so lu t i on  de (15). 1 KOK,75 ; 

CH0,76 1 proposent d ' é c r i r e  (15) sous l a  forme : 

qui  converge vers une rac ine r é e l l e  bornée de (15) s i  l e s  condi t ions 

suivantes (très conservat i  ves) sont réa l isées : 

a) A22 i n v e r s i b l e  

(17 b )  I I A ~ ~ - ~ ~ I  > f lIAoII + IIA121I I I L O I I ) - ~  
où AG = A11 - A12Lo 

Les condi t ions (17) assurent, de p lus  : 

(18) Y C N  I I  Lk+l - I I  < I I  Lk I I  
où L  e s t  l a  s o l u t i o n  cherchée 

Un au t re  a l g o r i  thme u t i l i s a n t  une t ransformat ion 

homographique de matr ices e s t  proposé dans I AND,81 I e t  d é f i n i  par  : 



Les conditions de convergence de cet algorithme sont 
similaires à (17-b) de l'algorithme précédent, bien que pout t o u t  
k ,  on doive avoir (A22+LkA12) régul ière. L'avantage de cet a ï  gori thme 
es t  d'assurer une convergence plus rapide vers la solution. Comme 
l e  montre l'exemple présenté dans 1 KOK,75 1 ,  les conditions (17) ,  

obtenues par majoration, sont trop fortes e t  L peut souvent être 
déterminée, même si l e  systsme ne vérifie pas strictement (17-b). 
Dans tous les cas, on a une convergence si les valeurs propres de 
Al sont tres inférieures en modules à celles de Ar.  De façon a éviter 
cet inconvénient, nous proposons l'algorithme suivant q u i  substitue 
à 1 'équation de Riccati , une équation de Lyapounov : 

Considérons (15) écr i t  sous la  forme it6rative : 

ce1 a conduit a 1 'al gori thme : 

L'équation (21 - b )  est de Lyapounov e t  peut être résolue 
à chaque pas par la mise sous forme vectorielle 1 BAR,7O 1 : 

vec ( L k + l )  = 1 1 a Azp - Bk 1 1 - 1  vec ( A z l )  
q 1 q2 

(où vec(.) es t  la fonction vectorielle de matrice introduite 
en ( I I  : 55). 

La solution de (22) existe s i  Bk e t  A22 ont des valeurs 
propres distinctes. Afin de montrer 1 'avantage de cette méthode, 
considérons 1 'exemple comparatif suivant : 

* soit à bloc-diagonal iser la matrice 



les résultats obtenus sont l e s  suivants : 

L'algorithme (21)  es t  plus couteux en temps de calcul, 
mais apparaît plus efficace. 

ALGORITHME 

KOKOTOV IC , CHOW 
(16)  

ANDERSON, HALLAUER 
(19)  

ROTELLA (21) 

< 

Pour déterminer M, solution de 1 'équation de Lyapounov : 

TAT - 1 

-0,8148 - 1 
0,1097 -1,5926 -0,5926 
0,1097 -0,5926 - 1,5926 

-0,8572 - 1 
0,0816 -1,5714 

- 1 
- 1 -0,5714 

0,0816 -0,5714 -1,5714 1 

- 1 
-1,5 
-0,5 . -1,5 

- 
où L est  solution de (15)  

1 KOK 75,  CHO 76 1 proposent 1 'algorithme récursif : 

q u i  converge vers une solution si (17) es t  vérifiée. Nous pensons 
qu'il  es t  plus facile de résoudre directement (23)  qui est  une équation 
similaire ( 2 1  - b )  ; la solution est  donc donnée sous forme 
vectorielle par : 



Dans le cas où R ( L ) #  O ,  l a  transformation ( 4 )  amène alors 
la matrice d'évolution ini t ia le  sous la forme : 

avec 

a )  R ( L )  = + L A I l  LA12L - A22L 
* 

b )  R(M)  = A l  2 + (A1 1 - A12L )M - M(A22 + LA1 2) - MR(L)M 

Cette forme est  triangularisée si dans (26 b )  R ( M )  = 0, 

ce qui correspond de nouveau à une équation de Riccati résoluble 
par les méthodes précédentes. 

L '  inconvénient de ces méthodes e s t  de nécessi t e r ,  comme 
dans  la partie précédente, u n  réarrangement de 1 'ordre des variables 
d 'é tat  e t  même parfois un conditionnement pr€:alable. L'utilisation 
des méthodes géométriques permet d'estimer les ordres de grandeurs 
des dynamiques des variables, donc d'effectuer des groupements de 
variables afin de fac i l i te r  l 'u t i l isat ion des méthodes précédentes. 

1.2 ETHODES GEOMETRIQUES 

Le principe des méthodes géométriques e s t  1 'ut i  1 isation 
des théoremes de localisation des valeurs propres d'une matrice 
constante. Ces méthodes on t  été développées dans 1 DAU,87a 1 e t  
permettent un partionnement du systeme ini t ia l  en un ensemble de 
variables d 'état  lentes e t  un autre regroupant les variables d 'état  
rapides. L'autre avantage es t  1 'uti  1 isation possible des méthodes 
géométriques dans l e  cas de systèmes non -linéaires alors que les 
méthodes précédentes ne peuvent être employées. 

Différents domaines ont 4té définis pour la localisation 
des valeurs propres d'une matrice dans l e  plan complexe : les cercles 
de Gershgorine 1 DEI ,82 1 d o n t  une version généralisée a été proposée 



dans 1 SOL,80 1 ; les ovales de Cassini 1 BRA,64 1 ou les régions 

de Gudkov 1 CHA,71 1 qui fournissent des localisations plus fines 
mais plus diff ic i les  à obtenir. Certaines de ces méthodes ont  4té 

utilisées par 1 DAU,83a 1 pour les  cercles de Gershgorine e t  p a r  
1 MOR,84 1 pour les ovales de Cassini pour mettre en évidence les 

différentes dynamiques d ' u n  système. Une autre  classe de méthodes 
consiste a uti l iser  une homotopie du  p lan  complexe I GUT,81 1 ; en 

particulier, l 'u t i l isat ion de la transformation en W e t  du  théorème 
de R o u t h  permet de séparer les  valeurs propres 3 petits  modules de 

celles à grands modules 1 BEN,86 1.  Nous nous limiterons dans nos 
rappels au cercles de Gershgorine q u i ,  étant les plus faciles à 

o b t e n i r ,  seront les  pl us faci les d ' u t i  1 isation dans l e  cas bil inéaire. 

1-2-1. Utilisation des cercles de Gershqorine 

Notons a i j .  i ,  j = 1 , .  q ,  les éléments de la matrice 
A e t  définissons les quantités : - 

Le théorème suivant permet une localisation rapide des 
valeurs propres de la matrice A : 

Théorème de Gershqorine : Les valeurs propres de A appartiennent 
au domaine formé par  1 'union des ensembles du  plan complexe définis 
par : 

Le domaine de Gershgorine es t  donc formé de la réunion 

de q disques centrés sur les termes diagonaux e t  toute séparation 

en sous-ensembles dis joints impl ique une séparation équivalente a u  



niveau des valeurs propres. Ce résultat a permis de montrer : 

Théorème 11 DAU 83a, 85 1 : si les cercles de Gershgorine associes 
a une matrice A sont t e l s  que : 

alors A possède deux ensembles de valeurs propres séparées de modules 

tres différents. 

La vérification de ce théorème permet de relever la situation 
sui vante : 

m i n  laii - akkl 
i €  1 
k f  K 

q u i  met en évidence un système à dynamiques différentes ; l e  rapport 
des dynamiques, donc la précision du résutat dépend du  paramètre 

R i  + R k  
(28) ci = max 

i e I  ]laii - akkII 
keK 

q u i ,  si le  théoreme est vrai, est nécessairement tres inférieur à 

1. 

L'application de cette méthode permet une mise en 4vidence 
directe du petit parametre nécessaire à la méthode des perturbations 
singulières ; l 'autre avantage est de grouper les variables d'état 



en lentes et rapides. L'inconvénient est de nécessiter quelquefois 

un préconditionnement de la matrice B étudier par une transformation 

diagonale. Nous allons voir dans la partie suivante que 1 'utilisation 

de la version par blocs du théorème de Gershgorine permet, parfois, 

de simplifier cette étape préalable. 

1.2-2. Util isation du théorème de Gershgorine par 

blocs - 

Ces résultats qui généralisent le théoreme de Gershgorine 

ont été énoncés par 1 FE1,62 ; KOV,74 ; POW 76 1 et utilisés en 

Automatique par 1 SOL,80 1.  

Soit A une matrice q x q complexe bloc-partitionnée sous 

la forme : 

et des normes matricielles subordonnées à des normes vectorielles 

par : 

Remarque : si l'on utilise dans (30) la norme euclidienne, on 

a :  

1 1 A .  . 1 1 = ( A  A )  O ( . ) désigne le rayon spectral 
1 J r 



e t  dans l e  cas où Aii e s t  singulière (1 1 Aii-'I l ) - l  = O 

On a alors l e  théorème suivant : 

Théorème 2 : l e s  valeurs propres de A (29) appartiennent au domaine 

formé par l 'union des ensembles Fi d u  plan complexe défini p a r  

Remarque : s i  N = q ,  on retrouve l e  théorème de Gershgorine. De même 
en ce qui concerne l e  théorème 3. 

Théorème 3 : 

e s t  disjoint des N-rn 

autres ensembles de Ger3hgori ne pour 1 a matri ce parti  t i  onde ,  al ors 
H contient précisément C q. valeurs propres de A. 

j - 1  P j  

Ces théorèmes sont intéressants car i l s  permettent d 'u t i l i se r  
1 es notions de systèmes pseudo-ma jorants e t  de normes vectoriel les  



déjà utilisées pour l'analyse et la synthèse de systèmes non-linéaires 

1 GEN, 72,76 ; GRU,76,791 pour détecter les systèmes 3 plusieurs 

dynamiques. Cependant, le point délicat est la détermination de la 

quantité I I  (Ai i - ZI~)-' 1 1-' ; i l  peut être contourné à 1 'aide du 

résultat sui vant : 

Théoreme 4 : si A, partitionnée suivant (29) est telle que : 

Y i e 1 , .  . . , N Aii est normale (i .e. A i i T ~ i i  = AiiAii 

alors 1 'utilisation de la norme euclidienne implique que chaque 

ensemble de Gershgorine Fi est la réunion de qiy i = 1,. . . , N, disques. 

Le principe de la méthode de localisation utilisant le 

théorème 3 est donc de partitionner la matrice initiale de telle 

façon que chaque matrice de la bloc-diagonale principale soit 

normal isable par changement de variable. A cette fin, rappelons qu'une 
matrice de dimension 2 est normale si elle est de la forme : 

où a, 6, y sont des réels 

ce qui signifie qu'une matrice de dimension 2 diagonalisable dans 

6 est toujours normalisable dans R. De façon générale, on peut 

proposer 1 a méthode sui vante : 

1) choix du partitionnement de A (29) tel que 

Yi e {I, ..., N} Aii diagonalisable 

2) diagonalisation des Aji et transformation de A par 

Ai j - A'i j = P~"A. P I J  j 

où Pi est la transformation diagonalisant Aii dans C 

3) tracé des ensembles de Gershgorine à 1 'aide de : 



Cette méthode peut permettre une détermination plus précise 
des valeurs propres d'une matrice que 1 'utilisation du théoreme de 
Gershgorine. En e f fe t ,  considérons 1 'exemple d' un système défini 
par la matrice d'évolution : 

L'util isation du théorème de Gershgorine réparti t  les 
valeurs propres de A à 1 'intdrieur des cercles Cl(-4,2.5)  e t  C 2  
(- .4 , .7) .  Le théorème 1 indique donc une séparation en deux dynamiques 
correspondant a un coefficient = .89. 

Si 1 'on partitionne A(32) par : 

chacun des blocs de la diagonale principale étant normal, 
1 'utilisation de l a  norme euclidienne fournit : 

I I  A12 I I  = I I  A21 I I  = - 5  

(34)  I I  (Al1 - z 1 ~ ) - 1  1 1 - 1  = min  { l  -6-z 1,  1-2-2 1 )  
I I  (A2* - z 1 ~ ) - 1  1 1 - 1  = m i n  { 1  -.6-z 1 ,  1 - .2-z  1 )  

Le théorème de Gershgorine par blocs conduit donc aux régions 



du plan complexe définies par 

min ( 1  - 6 -  z 1, 1 - 2 -  z Il< .5 
(35) 

min I 1 - . 6  - z 1, 1 -.2 - z Il< .5 

qui localisent l e s  valeurs propres de A à 1 'intérieur de quatre cercles 

(figure 1 )  

, , , Théorème de GERSHGORINE 

- - - Thëorème par blocs 
S p ( A )  = (-6.0459, -2.1296, -.5541, - .O7041 

FIGURE 1 

Cette localisation indique une séparation en 3 dynamiques 
correspondant aux coefficients 8 ,  = . 7 1  e t  = .25. Le changement 
de variable, défini par la matrice : 



diagonal isant  l e  b loc  A i l ,  permet de d i s t i ngue r  une var iab le  t r è s  

rapide, une var iab le  rapide e t  un groupe de deux var iab les  lentes.  

A ins i ,  c e t t e  méthode, dans l e  cas de systèmes de grandes dimensions, 

s 'avère ê t r e  un in termédia i re  entre l a  diagonal i s a t i o n  complète e t  

l a  l o c a l i s a t i o n  des valeurs propres par  l e  théorème de Gershgorine. 

I I .  APPLICATION AUX SYSTEMES BILINEAIRES 

Les systèmes b i  1 i néai  res  é t a n t  r é g i s  pal* une équation d ' é t a t  

de l a  forme : 

l e s  valeurs propres de l a  matr ice  d 'évo lu t ion  son t  non constantes 

e t  dépendent de façon continue, mais non l i n é a i r e ,  des var iab les  

d 'entrée u i  . Le problème de l a  déterminat ion de dynamiques d i s t i n c t e s  

dans l e s  var iab les  d ' é t a t  peut  ê t r e  abordé de deux façons d i f f é r e n t e s  : 

* s o i t  globalement , indépendamment des entrées, 

* s o i t  localement, l a  sêparat ion d é f i n i e  n ' é tan t  va lab le  

que dans un c e r t a i n  domaine de va r i a t i ons  des entrées. 

La première de ces deux d6marches sera ef fectuée à p a r t i r  

des matr ices constantes A i ,  i = O,..., ; a l o r s  que l a  deuxième 
~ i A i ,  en e x p l o i t a n t  sera menée sur l a  matr ice d ' êvo lu t i on  A. +i=l 

l e s  r ésu l t a t s  présentés dans l a  première p a r t l e  de ce chapi t re.  



II. 1. SY STEMES LINEAIRES NON STATIONNAIRES A DEUX 
ECHELLES DE TEMPS 

Pour les systèmes linéaires non stationnaires définis par : 

(38) X(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t), x(t) c R~ 

1 O'MA,82 1 a proposé une définition de double échelle de temps qui 

généralise celle adoptée pour les systèmes linéaires. 

Définition : Le système (38) est à double échelle de temps SU~[O,T] 

si le spectre de A(t), pour tout t dans [o,T] peut être partitionné 

en deux ensembles disjointsx(t) eta(t) tels que : 

- 41 

Yt e [o,T] max Ili(t) 1 = l(t) << r(t) = min 1 ri(t)l 

Un indicateur de séparation de dynamique est donné par le rapport : 

41 

1 (t) 
(39) y = max 

r(t) 
O < t G  

qui doit être très inférieur à 1 si 1 'on veut qu'il y ait effectivement 

séparation de dynamique. 

Afin de mettre en évidence .dans le système initial deux 

sous-systèmes de dynamiques différentes, i 1 proposent, à partir 

d'un partionnement de la matrice d'évolution de (38) sous la forme : 

où Ytclo,Tl 9 Bi(t) e R q i ,  A.. (t) c R ?  qj ,(i, j)c{1,2} 
1 J 

91 +c l2  = q  



d'utiliser la transformation : 

Cette transformation est la version non stationnaire de 

la transformation utilisée pour les systèmes 1 inéaires (1.1.1) ; 

le système '(38) est alors découplé sous la forme : 

avec Al(t) = Al$) - AI2(t) L(t) 
- 

= AZ2(t) + L(t) AI2(t) 

si L(t) est solution de l'équation de Riccati différentielle : 

O 

(43) L (t) = A22(t) - All(t) + U t )  A12(t)L(t) - A2l(t) 
avec L (O) = O 

A 

et si M est solution de l'équation de Lyapounov différentielle : 

O 

(44) -M(t)= IAll(t) - ~ ~ ~ ( t ) i ( t ) l ~ ( t )  -M(t) IAZ2(t) +;(t)A12(t)l 
avec M(T) = O 

+ A12(t) 

Cette démarche est appl i cable aux systèmes bi 1 i néai res 
qui sont une écriture particulière de systèmes non stationnaires. 

Ce qui, avec un partitionnement défini par : 



où Ai 5 R qk q 1  , (k, 1)e {1,2} 2 
k 1 

donne pour 1 'équation (43) 

où uo(t) = 1 et L(o) solution de l'equation de 

Riccati initiale 

Après avoir résolu l'équation de Riccati initiale, on peut 

intégrer numériquement l'équation différentielle de Riccati(46) par 

des procédes classiques tels que la méthode de Runge-Kutta ou la 
méthode de prédicteur-correcteur utilisant les formules d'Adams 

1 NOU ,83 1 .  La lourdeur des caïcul s impl iqués rend cette 
bloc-diagonalisation peu applicable en temps réel lorsque les entrées 

ne sont pas a priori connues. C'est pour cette raison que nous nous 

proposons d'uti 1 i ser les méthodes propres aux systèmes 1 i néaires 

qui, à défaut de donner des sous-systèmes parfaitement découplés, 
donneront pl us rapidement une sol uti on approchée. 

II. 2 METHODE ALGEBRIQUE DE PSEUDO-DIAGONALISATION / ROT 85 I 

Appliquons la transformation constante (2) au système 
bil inéaire (37-45) où de plus : 

cela donne : 



La matrice-système de (48) est SOUS forme 
bl oc-triangul aire si  : 

Ce système ne pouvant être réalisé poiir t ou t  i ,  sauf cas 
particuliers, nous allons résoudre ce système de m+ 1 équations de 
Riccati au sens des moindres carres de façon 3 ce que L  satisfasse : 
m 

1 IRi ( L )  1 lminimal. Introduisons la notation : 
i -O 

alors le système (49)  s 'écri t  sous la forme : 



où B représente l e  produit de Kronecker de matricespartionnées : 

La façon la plus simple de résoudre ce système e s t  d ' u t i l i s e r  

parmi les t r o i s  algorithmes présentés en 1.1.2.2., celui de 
Chow-Kokotovic qui conduit à : 

Pour  assurer 1 a convergence de 1 'al  gori thme ci-dessus, 
on peut montrer ( l a  preuve e s t  analogue à celle u t i l i sée  pour ( 1 7 ) )  

f Si 22 es t  de rang p l e i n e t  que 



où la norme choisie est  t e l l e  que 

9 
II di ag  {Mi 1 II = sup 

i = l  i 6{1 ,=-- ,q  I l M i  II 

alors (52) converge vers une racine réelle L = Lo + D avec 

I I ~ ~ I I  II& si le, II 

De façon, à fac i l i te r  les  calculs dans  (52) ,  on pourra - 1 
rempi aced2; par 

22 m 22 A22 
= - 

, ]qui est une inverse 
généralisée à gauche de 22, Lo aurait alors pour valeur. simple : 

mais 2 l l R i l l  ne sera i t  plus minimale. 
i  = O  

Dans un deuxième temps, l 'application de la transformation 

(4 )  sur (48) conduit, d'après (26)  à : 

- - 
8 {O, ..., m l  A i  

i Yi e { t ,  ..., m} B; = B~ - M B :  

Cr  = C2 + MC, 

La matrice-système es t  de nouveau bloc-triangulaire s i  



qui e s t  un ensemble d'équations de Riccati semblable 3 (49). Pour 
résoudre ce système au sens des moindres carrés, on peut introduire 
les notations supplémentaires : 

(55) s ' écr i t  alors après transposition : 

Cette écriture permet d 'u t i l i ser  1 'al gori thme (53) : 1 

e t  l e  résultat concernant l a  convergence de (53) peut être 
transposé ic i .  

Lorsque les matrices M e t  L vérifient les équations de 
Riccati (51) e t  (57) ,  on obtient une matrice d'évolution mieux 
condi t i  onn4e pour mettre en évidence des dynamiques différentes. 
La forme obtenue ne sera pas toujours quasi-diagonale (cf. exemple) 
mais surement quasi-triangulaire pour un écart de dynamiques nettement 
marqué ; les matrices d'évolution de chaque régime peuvent être 
approchées par : 

* pour l e  système "lent" 

* pour le  système "rapide" 
rn 



Considérons, par exemple, le système bi 1 inéai re défini 

par : 

1 'application de 1 a première transformation , r: 1, 
conduit au système d'équations : 

dont la solution au sens des moindres carrés est 1 = .7, ce qui donne 

La deuxième transformation 1 -y 1 conduit aux équations . 

(61 [:]+m. [[;::]-[ -. " ] y ]  09 = r ] m  10.7 

dont la solution au sens des moindres carrés est m = .153, ce qui 

donne rl(m) = .5 et r2(m) = - .44.  Le changement de variable d'état 
défini par : 

conditionne donc le système (59) sous la forme : 



11 est  à noter ici que l'exemple présenté ne vérifie pas 

les conditions de convergence des algorithmes (53) e t  (59) : ce ne 
sont en effet  que des conditions nécessaires. 

II. 3 UTILISATION DE METHODES GEOMETRIQUES 

La localisation des valeu'rs propres à 1 'aide des méthodes 

géométriques va être utilisée pour les systèmes bil inéaires à deux 
n i  veaux : 

* au  niveau global, pour  la détermination des groupements 
de variables d 'état  lentes e t  de variables d 'é tat  rapides, 

* au niveau local, pour déterminer les variations admissibles 
sur les variables d'entrée assurant une certaine séparation 

dans les dynamiques des variables d 'état .  

11.3.1 Niveau global 

L'utilisation e t  le tracé des cercles de Gershgorine, 

scalaire ou par blocs ( C f .  1.2),sur chacune des matrices A i ,  i  = O , .  . .m,  
permet de localiser 1 'ensemble des valeurs propres. Si, pour toutes 
les  matrices A i ,  i  = 1 . .  m ,  l e  tracé indique une séparation en 

deux dynamiques e t  que les variables lentes e t  les variables rapides 
sont dans tous les cas les mêmes, alors le  système sera globalement 

à deux dynamiques ; on pourra alors, connaissant les variables d 'é tat  
lentes e t  les variables d 'état  rapides, ut i l iser  la méthode de quasi  
diagonal i sation de façon à mieux conditionner le  système. 

Si l'on reprend 1 'exemple présenté dans la partie précédente, 
on avait : 

ce qui, après changement de base diagonal, (1  ; 1.732) pour A1 e t  

(1  ; 2.45) pour A2, conduit au tracé 



1 l o c a l i s a t i o n  Sp ( A ~  1 - - - 
l o c a l i s a t i o n  Sp ( A Z ]  

FIGURE 2 

ce q u i  donne l e s  coefficients de séparation de dynamique , i~ ( A l )  

= .989 e t  (A2) = .619, qui sont tous  l e s  deux infér ieurs  à 1, i l  

y a donc bien des dynamiques différentes. 

11 e s t  à noter que, si 1 'on applique les  cercles de 

Gershgorine sur l e  système (63) obtenu après transformations à par t i r  

de (59), on obtient maintenant u' ( A l )  = .O496 e t  p ' ( A ~ )  = .0423, 

ce q u i  indique bien que l e s  deux approches géométriques e t  algébriques 
' sont complémentaires 1 'une de 1 'autre,  l a  première permettant de 

determiner q l  e t  q2. 

11.3.3 Niveau local 

Lorsque l a  méthode précédente ne permet pas de trouver 

des séparations de dynamiques pour toutes l e s  matrices avec les  mêmes 

groupements de variables lentes-rapides, on peut rechercher l e s  

domaines de variations des entrées assurant des dynamiques différentes. 
Pour ceci,  on peut u t i l i s e r  deux méthodes : 

- les  cercles de Gershgorine dynamiques, 



- la méthode du conditionnement. 

La séparation de dynamiques sera alors valable dans un 
intervalle de temps où les contraintes sur les entrées seront 
vérifiées. 

11.3.2.1. Cercles de Gersghgorine 

Si 1 'on écr i t  la  matrice-système de (38) sous l a  forme : 

1 'utilisation du théorème de Gershgorine (1.2.1) donne une localisation 
des valeur s propres instantanées de cette matrice. Ces valeur s propres 
sont situées 3 1 'intérieur d ' u n  ensemble de n cercles définis par : 

e t  l'on peut donner l e  résultat suivant : 

Théorème 5 : si  les cercles de Gershgorine associés à A ( u )  sont t e l s  

que - - 
3 Ui = I v i ,  u i l Y  !i \< u i ,ui R ,  i = l , - o - y  



m 
alors dans U'@ V i  9 l e  systéme est  3 deux échelles de temps. 

i = l  

Un indicateur de séparation de dynamiques est alors donné 

par l e  paramètre : 

R l ( u )  * R k ( u )  

(66) 
= in7 max 
u a U 1  c; L m 1 O m i  

i=l 
akkUi) - ( + 

'i) k e  K i = 1 

qui est  inférieur à 1 s ' i l  y a deux domaines distincts de localisations 

de val eu rs propres. Les bornes inférieures e t  supérieures des domaines 

de variations admissibles$&, i = 1 . .  m ,  seront donc obtenues pour 

Ci =l. 

Par exemple, considérons un système don t  la matrice 

d'év'ol ution est donnéepar : 

11 est  évident, pour ce système, que s i  u = O ,  la  première 

variable d 'état  es t  lente alors que pour  l u 1  z 6. ,elle est  devenue 

rapide. De façon à préciser quantitativement les variations 

admi ssi bl es, uti 1 i sons l e s  cercles de Gershgori ne dynamiques q u i  

sont  donnés par : 

En se limitant, pour simplifier l 'étude, à u > O ,  on obtient 
les résultats suivants : 

. u E b,.63641 x,  e s t  lente e t  x2 e s t  rapide 

. u E 1.6364.1.5714 les  deux composantes d 'état  ont  des 

dynamiques semblables . u E 11.5714,'~l x2  est  lente e t  x l  es t  rapide 

Dans le  cas où l e  nombre des variables d'entrée intervenant 



dans la matrice système est important, i l  est possible de majorer 

les quantités 1k(u) et ck(u) par : 

i i où les ck et 1 k, i = O,. . . ,m sont les rayons des cercles de Gershgorine 
de chacune des matrices de Ai. ri( 

Rk(u) est alors majoré par ~ k q u )  Tk(u) ,& E [o,I]. 

De plus, lorsqu'il est possible de partitionner les matrices Ai sous 

la forme particuière 

diagonalisable et A ' $ = AJ i A 
kk kk kk kk 

on peut employer les résultats donnés par le tracé des cercles de 

Gershgorine par blocs. En effet, deux natrices qui commutent sont 
parfois diagonal isables par une même trscsformation . Ce qui permet 

après changement de base diagonal par blocs d'utiliser le Théorème 

4 (1.2.2) pour obtenir des domaines de localisation de valeurs propres 

plus fins. 

11.3.2.2. Méthode de conditionnement 

L'inconvénient de la méthode précédente réside dans la 

comphraison entre des cercles dont les centres et les rayons sont 

fonctions affines des variables d'entrée. Comme nous 1 'avons déjà 

mentionné, lorsque m est grand, ce traitement peut s'avérer délicat. 

De façon à contourner ce problème, nous allons présenter la méthode 

du conditionnement qui permet de fixer les centres des cercles. 

a) conditionnement d'une matrice 1 CIA,82 1 



Définitions : 1- Une norme matricielle 1 1 .  I I  e s t  d i t e  subordonnée 
s i  e l l e  e s t  définie 3 par t i r  d'une norme vectorielle par 

I I  A I I  = sup IlAxll/llxll  x f O 
2- Le conditionnement d'une matrice A régulière, 

relativement une norme matriciel l e  subordonnée I 1 . 1  1 , e s t  l a  quanti t é  

cond(A) = 1 i A l  1 1 I A ' ~ ~  1 

Dans l e  cas OU l a  norme choisie es t  la  norme euclidienne, 
ce t t e  quantité e s t  notée condz(A) e t  possède les  propriétés suivantes : 

* pour  toute matrice A 

condn(A) = ( A ) / y ( A )  - 
où P ( A )  e t  (A) désignent respectivement 1 a pl us grande 

e t  l a  plus pet i te  des valeurs singulières de A(une valeur singulihre 
e s t  la racine d'une valeur propre de A ~ A )  

* s i  A e s t  une matrice normale ( ATA = AAT) 

où les nombres X i(A) sont les  valeurs propres de A 

b) ut i l i sa t ion 

Afin de déterminer les  domaines de variatioris admissibles 
pour les  entrées, nous allons u t i l i s e r  l e  théorème de Bauer-Fike 
1 CIA,82 I : 

Théorème 6 : Soit A une matrice diagonalisable e t  P une matrice 
t e l l e s  que : 

P"W = diag { X i }  

e t  I l .  1 l une nome matriciel le  tel  l e  que 

1 ldiag { d i ]  I 1 = max /di  1 
i 



Alors pour toute matrice A A ,  

Dans l e  cas où A n'est pas diagonalisable, on peut également 

montrer l e  résultat plus général suivant : 

Théorème 7 :  Soit A une matrice carrée, J une de ses formes de Jordan 

associée e t  P une matrice rggulière te l les  que : 

P - ~ A P  = J = D + H où D = diag {Xi} Ai  E SP(A) 

Soit 1 1 . 1  1 une norme matriciel l e  subordonnée vérifiant 

la condition du théorème précédent 
Alors pour t ou t e  matrice A A ,  

€4 s i  A diagonalisable, E: =1 s inon 

Démonstration :#so i t  A une valeur propre de A + A A ,  si X e s t  

aussi valeur propre de A ,  le  résultat e s t  évident ; sinon(D- X1)est 
régulière, or(A + A A  - X1)étant singulière, 1 'écriture 

indique que 1 + (D-  1 ) - I ( H + P - ~  AP)  e s t  singul ière, par conséquent : 

Remarques : * les normes matiiciel les eucl iciennes , max Z 1 a .  . l  
i j 1J 



et max Z l a .  . l  
1 J  vérifient les hypotheses des théorèmes i j 

ci-dessus. 
* de façon à minimiser les rayons des cercles de 

localisation des valeurs propres 3 l 'aide de ces deux théorèmes, 
on peut remplacer cond(P) par l a  quantité : 

r(A) = inf { cond(P) ; P-'AP = diag { X i }  + H } 

* dans le cas particulier où A es t  une matrice normale 
donc diagonalisable par une matrice unitaire, on a : 

donc 
n 

En résumé, la méthode que nous proposons i c i ,  consiste à : 
i ) sélectionner, dans les matrices constar,tes déterminant 

le  système bilinéaire (38) une matrice particulière A k ,  

i i ) déterminer 1 'ensemble des valeurs e t  vecteurs propres 
donc Sp(Ak) e t  P k  t e l le  que pkmlAkpk = Jk 

i i i  ) appliquer le  théorème précédent sur A k  avec la matrice 
de perturbation : m 

A A ~  = u k  -' z A ~ U ~  avec uo = 1 
i = O  
i #k  

On remarquera que 1 'on a intérêt 21 sélectionner d'abord 
des matrices normales et/ou ayant des valeurs propres très différentes. 

Par exemple, si dans (38); on sélectionne Ao, cela donne 
1 'ensemble de 1 ocal i sation des valeurs propres comme réunion des 
disques : 

avec ~ 9 9  S ( A  ) e t  €4 s i  A, diagonalisable, 1 sinon . 
P 0 



1 Les rayons de ces cercles sont tous égaux ; on a donc un 

1 système à deux échelles de temps si  1 'on a : 

con 2 

Appliquons ceci sur l e  système défini par (67) ; l e s  matrices 

A. e t  A 1  sont symétriques, donc normales e t  t e l l e s  que : 

l ' u t i l i s a t i on  de (74) donne les  cercles : 

* s i  A. e s t  privilégiée : de centres -.89, -10.1098 e t  

de rayons 10.10981 u l  ; i l  y a donc séparation de dynamiques s i  lu1  
< .456 l a  première variable d ' é t a t  e s t  alors lente. 

* s i  A 1  e s t  privilégiée : à pa r t i r  des mêmes centres, l e s  

rayons sont ce t te  fois-ci de 10.1098 lui-1 ; la  séparation de 

dynamiques e s t  effective pour l u 1  > 2.193 e t  la première variable 
d ' é t a t  e s t  dans ce cas rapide. 

* pour 1 u 1 6 1.456, 2.193 1 , l e s  dynamiques des variables 
d ' é t a t  sont équivalentes. 

Les résultats  donnés par ce t te  méthode semblent moins f ins  

que ceux obtenus p a r  les  cercles de Gershgorine, mais le traitement 

numérique e s t  plus faci le  e t  plus rapide (voir ,  pa r  exemple, l e  cas 
u < O dans (67)). 



CONCLUS ION 

La mise en évidence de dynamiques différentes dans le  cas 
des systèmes bi 1 inéaires demande des méthodes pl us él aborées que 
dans le  cas des systèmes linéaires, mais qui en sont issues. Nous 
nous sommes restreints dans notre étude car nous n'avons étudié que 
le  comportement "linéaris6" des valeurs propres du système bilinéaire. 

Il es t ,  en effet ,  notoire qu'un système non stationnaire 
peut être asymptotiquement stable alors qu'2i chaque instant, le système 
1 inéaire associé es t  instable ou réciproquement 1 WXL,70 1 .  Cependant, 
pour une te l le  étude, nous pensons que les outils à uti l iser  sont 
encore peu développ4s pour être u t i  1 i sable.; pratiquement. I,a sol ution 
du probleme de Floquet, par exemple, n'a toujours pas été trouvée 
de façon explicite. . 

C'est en ayant f a i t  cette restriction que nous abordons 
les chapitres suivants où l a  mise en évidence des peti ts  paramètres 
est  supposée effective. 
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INTROWCTION 

L'ut i l  isation de la méthode des perturbations singulières 
pour la réduction de systemes bi 1 inéaires peut être envisagée lorsqu'on 

a des variables de dynamiques différentes. Il est à noter que certains 

systèmes se présentent directement sous forme bilinéaire singulierement 

perturbée IMOH,70I. On peut citer, par exemple, le cas typique du 

système de thermorégulation humaine dont 1 'équation d'état est de la 

forme : 

où x1 est la température moyenne du corps 

x2 est la température de la peau 
c est la capacité thermique du corps 

1 c est la capacité thermique de la peau 
""2 8, est la température ambiante 

q est une source indépendante de chaleur (le métabol isme) 

u est la conductance thermique qui sert de variable de 

commande 

Comme dans ce schéma, on a cm2>> cml, le systéme est bien 

à deux échelles de temps. 

Mais, comme nous allons le montrer, d'une part, la méthode 
des perturbations si ngul ières doit être appl i quée avec quelques 

précautions, hors desquel les les modeles réduits obtenus perdent leur 

validité ; d'autre part, le modèle réduit lent n'est plus bilineaire. 

Cependant, cette méthode a été utilisée pour générer des commandes 

simplifiées de systemes bilinéaires IARM,82 ; ARM,861. 



Sans aborder dans ce chapitre les problèmes de commandes 

quasioptimales, nous allons étudier tout d'abord l'approximation du 
système réduit lent par un système bilinéaire. Puis, par la méthode 

de découplage, on déterminera un modèle réduit rapide également 
bilinéaire . Enfin, pour améliorer la précision de la modélisation 

à 1 'intérieur de la couche limite, on généralisera aux systèmes 

bil inéaires 1 a notion de transformation réciproque utilisée dans le 

cas des systèmes linéaires. 

1. SYSTEMES BILINEAIRES S INGULIEREMENT PERTURBES 

Considérons un système bilinéaire mis sous la forme 

singulièrement perturbée (1). Le problème de mise en évidence du petit 

paramètre étant supposé résolu à l'aide d'une des méthodes présentées 

dans le chapitre précédent : 

Y i c {O, ..., ml 

En supposant que ce système vérifie 1 'hypothèse suivante : 
Hypothèse : Y t E R+ 

m i 
Z ui ( t )A22 est régulière 

i =O 

. les valeurs propres de cette matrice sont constamment plus 

petites qu'un nombre négatif fixé, 



l e  comportement du système ( l ) ,  à l ' a ide  du théorème de 
Tihonov, peut ê t r e  approché par un  modèle réduit lent  e t  u n  système 

de couche limite /HOP,71(. Si les  hypothèses précédentes ne sont 
vérif iées q u ' à  1 ' in tér ieur  d ' u n  interval l e  de temps [ T ~ .  ~ 2 1  de R+, 
cet te  approximation ne sera valable que dans cet intervalle de temps. 

On a donc soulevé ic i  u n  des premiers problèmes de la 
réduction de diniensionnalité des systèmes bilinéaires par l 'application 

de la  méthode des perturbations singulières. En e f f e t ,  que E a i t  é té  

mis en évidence p a r  une méthode locale ou globale ( C f .  chapitre 

précédent), i  1 faudra a jouter des contraintes supplémentaires sur 

l es  variables d'entrée pour que so i t  vérif iée 1 'hypothèsp du théorème 

de Tihonov. Ces contraintes supplémentaires 'pouvant ê t re  déterminées 

p a r  une des méthodes globales (cercles de Gershgorine dynamiques ou 
conditionnement, Cf.  I I I  : 11.3.2.). 

I , . l .  MODELE REDUIT LENT 

Si 1 'on pose E =O,  dans ( l ) ,  on obtient 1 'équation algébrique 
d'entraînement : 

ce q u i ,  s i  l e  système vér i f ie  1 'hypothèse précédente, permet 

d 'obtenir  l'équation d ' é t a t  du  modèle réduit  lent  : 

Si l 'on ne s ' in téresse  qu'au comportement lent du système, 
on a également l 'équation de sor t ie  lente  



Bien que ces formules soient analogues à ce1 les du cas des 

systèmes 1 inéai res, elles impliquent ici une perte de la propriété 
de bilinéarité pour le modèle réduit lent et ceci à tous les 
niveaux de la représentation d'état . En effet, le système (3-4) est 
toujours linéaire par rapport 2i l'état, mais est 'non-linéaire par 

rapport aux variables d'entrée. Ceci est le problème majeur de 

l'application des perturbations singulières dans le cas des systèmes 

bil inéai res généraux. Cependant, on peut dégager quelques cl asses de 

ces systèmes où ce problème n'existe pas ( i  .e. le modèle réduit lent 

est réellement bilinéaire) ; dans les autres cas, nous présenterons 

quelques procédures d ' approximations pour remplacer (3-4) par un 

système bilinéaire de même ordre. 

. I .2 .  CAS PARTICULIER DE MODELES R E W I T S  LENTS BIL.INEAIRES 

1.2.1. Système régulier à entrée scalaire 

Ce système a été étudié dans ITZA,841, qui en a déterminé 

des retours stabilisants et i l  se présente sous la f o m e  : 

Faire E =O, dans (5), revient à avoir, si A22 réculière : 
A 

Donc, le modèle réduit lent s'écrit sous la f o m e  régulière : 

1.2.2. Systèmes commutatifs 

Les systèmes bil inéaires commutatifs sont définis, à partir ~ 
de ( l ) ,  par : 



Bien que c e t t e  propriété de commutativité s o i t  relativement 

fo r t e  pour u n  système quelconqiie (~RE,781,  i l  ex is te  des systèmes i 
physiques déc r i t s  par de t e l s  rnodéles lW~1,781. Dans ce r t a ins  l 

cas ,  IGAN,601, par une même transformation, on peut ramener chacune 

des matrices Ai, i = O ,  ..., m ,  à une forme bloc-diagonalisée, s o i t  l a  I 1 
l 

transformation : 

t e l l e  que ( 1 )  devienne : 

Les variables  len tes  de ce système sont regroupées dans v ; 

l e s  systèmes l en t s  e t  rapides é tan t  parfaitement découplés, f a i r e  E = O 

dans (10) n 'a aucun sens. La part ie  l en te  dans x, e t  Z ,  se ra  donc 

représentée par v e t  l a  pa r t i e  rapide par W .  11 vient a lo r s  l e  modèle 

rédui t  l e n t  : 

qui e s t  b i l inéa i re  e t  l e  modèle réduit  rapide : 

1.2.3. Conditions de bil ineari  t é  

Ces conditions imposées sur l e s  matrices A i ,  donc sur la  

s t ruc tu re  d u  système, ont é t é  étudiées dans 1 GUI ,81 ; ARM,791. De façon 

à assurer  pour l e  système réduit  l e n t  ( 3 )  une matrice d'évolution 



l inéai re  en u e t  u n  vecteur de commande constant, on a des groupes 

de conditions, comme p a r  exemple : 

(3)  donne alors : 

+ (B, - A ~ ~ A ~ ~ ~ B ~ ) Ü ( ~ )  

(3 )  donne dans ce cas : 

11 existe d 'autres conditions similaires mais, de façon 

générale, ces conditions .sont relativement fortes quant à la structure 

du système. On peut cependant essayer de s ' y  ramener p i r  transformation 

1 inéaire. 

1.3 SYSTEME COUCHE LIMITE 

Dans l e  domaine de couche l imite,  l e  système rapide es t  

défini à par t i r  de (1) écr i te  dans 1 'échelle des temps rapides : T = 

t / ~ .  En posant E = 0 ,  on obtient (Cf 11 : 11.1.1.) 

(13) Z ( T )  =cte(à l ' éche l le  des T) . 

Comme d ' après 1 e théorème de Ti  honov, 

(14)  Y t e R + x ( t )  = X ( t )  + O ( € )  

i l  e s t  naturel de prendre ;(T) =O, ce qui conduit au système intérieur 

Le système rapide conserve donc la  propriété de bi l inéari té .  



/ 

Et comme 1 'on doit avoir : 

( 1 6 )  
- 

z(t) = z(t) + Z(T) + O(&) (où f(t) est défini par (2)) 

il  est nécessaire d'imposer : 

La difficulté d'utilisation de ce schéma, naturel pour 

résoudre le problème de commande optimale IFOS,831, réside dans la 

définition précise de Ü(t) et G(T), donc à l'instant initial de Z(o). 

1.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA S E R I E  GENERATRICE 

En reprenant l'argument développé dans le cas des systèmes 

linéaires dans (II : II.2.3), nous allons montrer que 1 'on peut obtenir 
un développement analytique en E de la série génératrice du système 

initial, donc des solutions du système. 

En utilisant la notation définie en (II : 59-60), on obtient 
à partir de ( l ) ,  l'ensemble de sous-systèmes : 



t où ' représente la dérivation par rapport à r(=;) e t  
aD 00 i  i  x =  C E X  ; z =  C E Z  

i =O ( i  > i  =O ( i  

Ces sous-systèmes sont organisés en cascade suivant l e  schéma 

( I I  : figure 3 )  e t  l a  sor t ie  d u  système in i t i a l  s ' é c r i t  : 

Le b u t  de ce paragraphe é tant  de trouver une écriture 
analytique de la  fonction de t ransfer t  codl'e du système i n i t i a l ,  en 

supposant l e s  conditions i n i t i a l e s  nulles, i l  vient, 1 'aide du calcul 

symbolique e t  des notations présentées au chapitre 1, l e  codage de 

chacun des sous-systèmes : 

où X i  (resp. Zi ) représente 1 a série génératrice associée 
à la  variable x ( j )  (resp Z ( i ) ) .  

11 vient l e s  expressions analogues à ( I I  : 64) : 



qui conduisent 3 la série génératrice donnant les  variables X(i ), Z(i)  
e t  Y(i)  a un ordre quelconque : 

Y i  étant la série formelle associée à Yi. 

Soit Y la série génératrice associée a la sortie du systerne, 
celle-ci s'écrit  suivant (19)  : 



Or, d'après ( 2 1 ) ,  on a : 

(-4 A,, 1 A l ,  J 1-1 

ce qui, comme dans l e  cas linéaire, nous conduit à l'expression formelle : 

On obt'ent finalement : 

q u i  es t  une expression analogue à ( I I  : 69) e t  q u i  définit la série 
génératrice Y comme somme de deux séries génératrices : la  série 
génératrice de la sortie du  système bilinéaire rapide e t  la série 
associée a la  sortie du système lent, q u i ,  comme nous 1 'avons déjà 
indiqué, n 'est  pas bil inéaire. Cependant, cette série est  calculable 
par la formule (26) ; i l  en vient ainsi les  premiers termes : 



On peut a lors ,  par l a  méthode proposée pa r  IHES,861, 

cons t ru i re  31 p a r t i r  de c e t t e  sér ie ,  un modèle b i l i n é a i r e  r é d u i t  l e n t  

d ' o rd re  q l  qu i  approchera l e  système d é f i n i  par  l a  s é r i e  (27). Nous 

a l  Ions, dans l a  p a r t i e  suivante, proposer d 'aut res  méthodes pour 

déterminer un modèle r é d u i t  l e n t  b i l i n é a i r e .  

I I .  @ILINEARISATION DU MODELE REDUIT LENT 

Nous venons de v o i r  que l e  problème majeur de 1 ' u t i l i s a t i o n  

des per turbat ions s ingu l iè res  sur l e s  systkmes b i l i n é a i r e s  concerne 

l a  per te  de c e t t e  p rop r i é té  sur l e  modèle r é d u i t  l e n t  obtenu. Nous ' 

présentons, dans c e t t e  pa r t i e ,  quelques procédures permettant de 

résoudre, de façon approchée , c e t t e  question. Chacune de ces approches 

sera u t i l i s é e  suivant  l e  contexte d'emploi ou d'analyse du système 

étudié.  

I I .  1. DOMINANCE D' ENTREES 

Lorsque 1 es domaines de va r i a t i ons  des var iab les  d 'ent rée 

sont connus, on peut u t i l i s e r  l a  no t ion  d 'entrée dominante pour 

cons t ru i r e  un modèle approché 1 ROT,851. 

D é f i n i t i o n  : La var iab le  d 'entrée U i ( t ) ,  i E {O, ..., m l  e s t  dominante 

sur C T ~ ,  T*] C R+ s i  
l u  (t)l V t E [Tl, T2] V k~ {O,  ..., m l ,  k#  i, ,*, << 1 
U i  t 

Le p r inc ipe  de 1 'approximation est ,  lorsqu'une entrée e s t  

dominante sur  un i n t e r v a l  l e  de temps, d ' e f f ec tue r  un développement 

1 imi té ,  autour de c e t t e  valeur dominante, des quant i  t és  non 1 i n g a i  res 

in te rvenan t  dans (3). 

S o i t  Ük,  k E {O,.  . . ,ml, une entrée dominante su r  [Tl, T2J, 
a l o r s  il v i e n t  : 



e,t l e  modèle obtenu est  alors bilinéaire sur [ T ~ ,  T2]. Cependant, a 
1 'aide de (28), on dispose d ' u n  ensemble de modéles valables seulement 
sur un certain intervalle de temps. De façon gviter les  problkmes 
1 iés a cette reprgsentation mu1 ti-modèle, on construit un modkle 
approché moyen. 

Supposons que 1 'on connaisse les probabi 1 i tés de dominance 
des entr6es sur toute 1 'évolution du systhme ; soit  pk  l a  probabil i t é  
de dominance de 1 'entrée u k ( t )  : 

on construit alors l e  modkle approché lent défini par : 

L'application de cette technique peut conduil-e la 
construction immédiate d ' u n  modèle réduit lent approché bi 1 inéaire 
dans le  cas où les consignes sont constituées de petites variations 
autour d'une valeur constante. Soit 

La matrice d'évolution de ( 1 )  es t  alors réécrite sous la forme : 

m 
(32 )  A; + L +)Ai  

i =l  
m 

avec A; = A, + Z U i A i  = 
i = l  



1 'entrée uo est alors dominante par rapport aux  ; l e  modèle réduit 
peut ê t re  approché par : . 

11.2. METHODE DIRECTE 

Dans l e  cas où 1 'on ne possède aucun renseignement sur les 

variables d'entrée, la procédure d'approximation directe consiste à 
remplacer au sens des moindres carrés les matrices d'évolution e t  de 
commande de ( 3 )  par des quantités respectivement affines en les entrées 

e t  constantes IROT,86bI. Cette procédure peut être menée en plusieurs 

étapes suivant le  compromis "temps de calcul-précision du modèle" 

souhaité. 

11.2.1 Approximation de la matrice de commande 

11 s 'agi t  de chercher la matrice constante M te l le  que 

ce qui se met sous la forme du système d'équations matricielles 

La solution, lorsque le système n'est pas compatible, au 
sens des moindres carrés est donnée p a r  1 'ut i l isation de la pseudo- 

inverse au sens de Moore-Penrose : 



Lorsque le  système est  compatible, la solution (36) est  

encore valable, nous sommes alors dans les conditions de bil inéarit6 
( 1 . 2 3 )  La méthode présentée résoud donc le  système dans tous les 

cas. 

La matrice de commande lentes' exprime par : 

11.2.2. Approximation de la matrice d'évolution 

Al ors que 1 'approximation précédente de 1 a matrice de commande 

est  nécessaire, 1 'approximation de 1 a matrice système du modèle réduit 

lent peu t  se faire de t rois  façons, chacune nécessitant plus de calcul 

que la précédente. 

a )  Utilisation du calcul précédent 

Ayant obtenu la relation ( 3 4 ) ,  la matrice intervenant dans 
(28-b) peut être approchée par : 

- 
où M est  donné par (36). 

La matrice-système du modèle réduit lent (3)  s ' éc r i t ,  sans 
cal cul s supplémentaires : 

b )  Utilisation d ' u n  calcul équivalent 

On doit vérifier ic i  la relation suivante : 



ce qui e s t  équivalent au système d'équations : 

dont une solution au. sens des moindres carrés e s t  donnée par : 

Le modèle réduit lent e s t  approché par u n  système bilinéaire 

dont la matrice-système e s t  : 

- 
où L e s t  défini en (42) 

c )  Utilisation du calcul direct  

Le calcul d i rect  consiste à rechercher un ensemble Si ,  

i = O ,  ..., m ,  de matrices constantes de W 91 4 1  t e l  que s o i t  vér i f ié  : 

Ceci implique des calculs relativement lourds que nous allons 
dé ta i l l e r  dans l e  cas où m = 1 ; mais, comme l e  montreront les  

résultats  de simulation, le  modèle approché obtenu a u n  meilleur 
comportement que ceux déterminés à 1 'aide des méthodes de calcul 

précédentes. 
Soit m = 1 ,  u o ( t )  = 1 ,  (44) s ' é c r i t  a lo rs  : 



1 O r ,  s i  l ' o n  note  : 
l 

92 - 1 

ü ( t ) l ) ~  = Z (46) (CO. [A2: + ilZZ M ~ Ü ' ( ~ )  

q:=O 
ü ( t ) ]  = z aiüi(t) de t  [A2; + AZ2 

i =O 

aù Corn désigne l a  matr ice  des cofacteurs ~ G A N , ~ O  1 , det  l e  déterminant 

1 
(Remarque : a O = de t  A?; e t  a = det' ) 

92 
v i e n t  l 'ensemble d 'équat ions alqébriaues matr  

avec al = 21 a = A  M 
O A O 92 1; 92-1 ~ 2 :  + 

- O M A O  O M A  
1 

I M  A 0  a2 - A12 1 21 + A12 O 21 + A12 O 21 

, i c i e l  l e s  : 

Une so lu t i on  de (47) notée : 

au sens des moindres carFésle"st c e t t e  f o i s  c i  : 



Si de façon générale So, ..., Sm forme une solution au sens 

des moindres carrés de (44), la matrice-système du modèle r6duit 

approché est donnée par : 

1'1.3 IDENTIFICATION 

Dans le cas où l'on possede une simulation du modéle réduit 
lent ( 3 ) ,  une méthode pour approcher ce comportement entrée-sortie, 

consiste à util i ser une méthode d' identification propre aux systemes 

bilinéaires. 

11.3.1. Principe de la méthode d'identification 

De nombreuses méthodes d' identificatiosn ont été développées 

pour 1 'identification des systèmes bi 1 inéaires stationnaires ou non 

stationnaires ; la plupart utilisentun ensemble complet de fonctions 

orthogonales comme, par exemple, les fonctions de Walsh 

1 KAR978;CHE,78;DAD,85j, les fonctions block-pulse ICHE,821, les 

polynômes de Laguerre, Legendre, Tchebytchev 1 CHA982;HWA,82;LIU ,84 1 
ou les séries de Fourier IPAR,851. Ces méthodes sont des extensions 

de méthodes utilisées dans le cas des systèmes linéaires pour 

1 'identification et la commande optimale 1 SAN,77;SHI ,83;CHE,75a-b; 
RA0,75;TZA,78;MOU,85;RA0,851. 

Le principe de ces méthodes est d'utiliser une base de 

fonctions orthogonales complète7!= {fi(t), i E N }  définies sur un 
intervalle de temps T = [o,T]. Dans ce cas, pour toute fonction x(t) 
de r dans Iln, de normeintégrable sur [O,n, on a 

T 
où xn = I p(t) x(t) fn(t) où p(t) est une fonction 

O 

poids nokalisant les produits scalaires <fi(t),f .(t)>. 
J 



T Soit Fn = fat),.. f n  , une approximation de x(t) 

à 1 'ordre n est donnée par : 

La méthode d'identification utilise plus particulièrement 

les propriétés de Fn suivantes : 

P3/ Soit - un vecteur constant de R n  

où in est une matrice de R construite a l'aide 
des composantes de Un. 

Lorsque 1 'on désire identifier un système sous la forme bilinéaire : 

T 
1 'intégration de (53) et 1 'approximation 1 'ordre n d.e x par XnFn 

T et Ui par UinFn fournit la relation : 

où x(o) est la condition initiale de (53). 

D'après les propriétés (PZ) et (P3) et après simplification, on obtient 

le système d'équations : 



dont l es  inconnues sont l e s  coefficients des matrices Ao,  Ai, 0 e t  
l e s  . données sont les xo, . . . , X n - l ,  Uo , .  , U n , l  issus du système à 

ident i f ier .  Si 1 'on compte l e  nombre d'inconnues e t  l e  nombre 
d'équations, l e  système e s t  résoluble s i  n > q + m q  + m. Dans ce cas, 

l e  système (55) se met sous la forme vectorielle d ' u n  système l inéaire 
q u i  peut ê t re  résolu au sens des moindres carrés. 

11.3.2. Utilisation des fonctions de Walsh 

Comme nous 1 'avons mentionné dans l e  paragraphe précédent, 
l e s  fonctions l e s  plus u t i l i sées  sont l e s  fonctions de Walsh IFIN,491 

qui possèdent l es  propriétés supplémentaires d ' ê t re  constantes par 
morceaux e t  d'avoir p ( t )  = 1. Le calcul des xn(51) en es t  alors 
f a c i l i t é .  

a )  Définition des fonctions de Walsh 

Elles sont construites à p a r t i r  des fonctions de Rademacher. 
Celles-ci sont définies sur [0,l., mais on peut toujours s ' y  ramener 
par di latat ion ou contraction du temps : 

Fonctions de RADEHACHER : P ( t )  = 
-0 

Fonctions de WALSH : q o ( t )  = 1 
r 

t = n O ( t )  où les  entiers n i  sont donnés 
i = l r n i  

par : n = 2 zni , n i c l  < ni  
i  =l 

Ces fonctions de WALSH possèdent les  propriétés suivantes : 
1 

* dans (51) xn = I x ( t )  q n ( t )  d t  
O 

2 * Vm, n E N q m ( t )  +,,(t) = $,,kn(t) où représente 
l 'addit ion modulo-2 sans dépassement. 

b )  Propriét6s pour 1 ' identif icat ion 



Les propriétés u t i l es  a 1 ' identification sont les 

constructions de Pn e t  En dans ( P 2 )  e t  (P3). On peut montrer IKAR,781 

que 1 'on a ,  en notant = lQ0, . .  . ,qm-lI 
T 

P-J pour m = 2" n n N 

t 
1 ( m )  dT= Pm $(,) où P(,) e s t  construit par 

O 

récurrence à 1 ' ai de de 1 ' al gori thme : 

( m l  
où les  A , i 6 (1  ,..., m-1) , sont coristruits par 

i 
1 a récurrence : 



Ainsi, d'après ces propriétés, i l  est nécessaire d'utiliser 

des approximations d'état et d'entrée a 1 'ordre d'une puissance de 2. 

11.4 EXEMPLE 

Considérons le système bi 1 inéai re singul ièrement perturbé : 

L'utilisation de la méthode des perturbations singulieres 

conduit au modèle réduit lent : 

+ avec la condition Y t E R , 1+2u f 0. 

On désire approcher ce modèle par un système bilinéaire 
d'ordre 1 défini par : 

En supposant que l'on ne connaisse pas a priori u, on 

utilisera donc la méthode directe et la méthode par identification. 

11.4.1. Méthode directe 

On a d'abord a résoudre le systeme incompatible concernant 
le vecteur de commande 



d o n t  la solution au sens des moindres carrés e s t  6 = .2. Cette valeur 

fournit un premier modèle approché : 

L'utilisation du calcul équivalent (11.2.2.b) n'est pas 
nécessaire puisque 1 'on es t  dans l e  cas scalaire. Pour approcher la  

matrice-système par (11.2.2.c), on doit résoudre l e  système 

incompatible : 

d ~ n t  la solution au sens des moindres carrés est  f 0  = -.714, 

f 1 = .286. Le système approché est  al ors : 

Les résultats de simulation (figure 1-a) indiquent une plus 
grande préci sion de ce dernier. 

11.4.2. Identification 

Une simulation de (59) donne, pour u ( t )  = l-e-t, les valeurs 
suivantes calculées sur 10,lI (après contraction du temps par 10) : 

TABLE 1 



L'équation d'identification (55) fournit l e  système 
d'équations incompatibles (obtenu pour n = 8) : 

La resolution au sens des moindres carrés de (65) donne : 

qui conduit directement au système approché (en divisant chaque 
terme par 10 pour revenir en temps normal) 

dont  les résultats de simulation (figure 1-b) indiquent une nette 

amélioration de la précision. Cependant, une étude de la robustesse 

de ces modélisations pa r  rapport  a une variation de l 'entrée (figures 

2-a e t  2-b) montre que les modèles approchés par l e  calcul direct, 

donnent une mei 11 eure approximation qua1 i t a t i  ve des dynamiques que 
l e  modèle déterminé par identification. 

1 1 1. DECOUPLAGE DES PARTIES LENTES ET RAPIDES 1 ROT ,86b 1 

Nous allons, dans cette partie, ut i l iser  la  méthode de 
découplage présentée d a n s  l e  cas des systèmes 1 inéaires ( I I  : I I  .2.2).  

On supposera ic i  que 1 'on a un modèle réduit lent bilinéaire (obtenu 
par 1 'une quelconque des méthodes présentées dans la partie 

précédente). Soit ce modèle défini par : 



xi étant une approximation de x sur toute 1 'évolution du système, on 
va donc replacer (68) dans ( l ) ,  ce q u i  donne : 

La transformation 

découple les parties lentes e t  rapides de (69)  si sont vérifiées les 
mtl équations matriciel les. 

(71 
i 

Y i 6 { O ,  ..., ml &LAl - A ~ ~ L  + A î l  = R i ( L )  = O 

Alors que dans le cas linéaire, ce système se résolvait 
exactement, on a ici  un ensemble d'équations incompatibles dans le  
cas général. L'écriture sous forme vectoriel l e  de(71) : 

1 i 
où v i E{ O ,  ..., m ) t i  + I a ~ 2 2  = - Ai a Iq2 

41 
( les  autres notations étant définies en I I  : 55) 



permet de résoudre (71) au sens des moindres carrés ; l a  so lu t i on  est 

a lo rs  donnée par : 

Après ce changement de variables, en négligeant l e s  matrices 

d' interconnections Ri(L), i = O, . m, (69) se met sous l a  forme 

découpl de : 

f systeme l e n t  

(74) { système rapide 

e t  l a  var iable rapide z peut ê t re  approchée par 

Un r é s u l t a t  de simulation mené sur l'exemple (58) est  

présenté f igure 3, Cette courbe montre que l e s  dynamiques de Z 
correspondent b ien  a ce l les  de z. Cependant, on note en régime 

stat ique, une er reur  importante qui  e s t  due a t r o i s  facteurs 

essent ie ls  : 

1 ' u t i l i s a t i o n  de l a  méthode des perturbat ions singul ières qui  fourn i t  

une bonne approximation sur l e s  var iab les lentes ; l ' annu la t i on  des 

termes R i  (L )  qui augmentent 1 ' imprécision ; 1 'étude en régime stat ique 

qui  nécessi tera i t  une étude du systeme l inéar isé,  donc donnerait de 

mei l leurs résul ta ts ,  mais ceci ne peut ê t r e  réa l i sé  que lorsqu'on 

connai t l e  comportement 1 ' i n f i n i  de 1 'entrée. 



De manière 3 augmenter la précision, on peut agir sur l e  
premier facteur en u t i  1 i sant la notion de systeme réciproque dével oppée 
pour l'étude des systèmes lindaires ( I I  : 11.2 .4)  ( ~ ~ U , 8 3 a / .  

IV. EXTENSION DU SYSEME RECIPROQUE POUR LES SYSTEMES BILINEAIRES 

IV. 1 DEFINITION 

Soit le système bilinéaire : 

que 1 'oii peut supposer par t i r  de conditions ini t ia les  nulles. Le 
comporteinent entrée-sortie de ce système es t  entièrement décrit pa r  
l a  fonction de transfert codée (1 : I I . 3 . 3 . b ) .  

Or, au  cours de notre étude, nous avons relevtl les points 
suivants : 

* 1 : 11.2.2. 
La transformée de Laplace-Borel de y es t  obtenue 3 partir  
de la série génératrice du système en remplaçant aj par 
I 'opdrateur en a :a+,, (cjO LU -1 

La fonction de transfert codée d ' u n  systeme lindaire 
s'obtient 3 part i r  de sa fonction de transfert en p en 
faisant ' la transformation 

1 



* I I  : 11.2.4 

La fonction de transfert du système réciproque d'un système linéaire 
s'obtient a partir  de sa fonction de transfert par la transformation 

On peut donc définir la  fonction de transfert codée du 

système réciproque de (76)  3 partir de ( 77 )  par le  schéma suivant : 

e t  la relation encadrée de ce schéma traduit la définition du système 
réciproque pour un  système bil i  néai re. 

IV.2 CONSTRUCTION 

A partir  de (77) ,  i l  vient : 

donc 

1 1 - 
Or, - g (- ) = gu , transformée de Laplace-Borel du signal réci- 

a. 'i a. 
proque de u i  ; (79) s ' éc r i t  alors : 



En codant %gui u i = 0 . .  , m ,  cette écriture es t  
équi va1 ente a 

Pour arriver à la forme d'une fonction de transfert codée, 

i l  suff i t ,  comme dans l e  cas linéaire, de poser : 

(82) A, = PQ , P e t  Q matrices régulières 

on obtient alors la fonction de transfert  codée du système bilinéaire 
réciproque de (76) : 

Le système bilinéaire réciproque de (76) a pour équation d ' é t a t  : 

y = Cx'  (84) 1- -- 

Il es.t a noter que nous aurions obtenu la  même chose s i ,  
à partir  de la fonction de transfert mu1 tivariable (1 : 30), on définit 
1 a transformation : 

Z 

(85) Y n e N  Fn = 
1 F ~ ( ~ , * * * * Y  1 - 1 ) 

Pl .. P, Pn 

qui détermi ne 1 a fonction de transfert  mu1 t i  vari ab1 e du système 
réciproque, ceci souligne bien l'équivalence de ces deux formes de 
représentation 1 FLI ,791. Cependant, dans l e  cas où plusieurs variables 
d'entrée interviennent dans la mat r ice  système, cette dernière 
représentation est  dé1 i cate d'emploi. 
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IV.3 UTILISATION AVEC LA HFTHODE DES PERTURBATIONS 

SINGULIERES 

Reprenons l e  système (l), un cho ix  nature l  de décomposition 

de l a  matr ice  d 'évo lu t ion  en régime l i b r e  es t  P = 1, e t  Q = Ao, oh 

1, e s t  d é f i n i e  en (II :78). 

Le systeme réciproque de (1)  e s t  rég i ,  dans ces condi t ions,  

pa r  1 'équation d ' é t a t  : 

(Cf.11 : 79 pour l a  d e f i n i t i o n  des b locs Ai:) 

De façon a avo i r  un système a deux dynamiques, il est  

nécessaire que 1 'entrée constante u o ( t )  = 1 s o i t  dominante par rappor t  

aux autres. Le modéle r é d u i t  l e n t  b i l i n é a i r e  approchant z sera donc 

obtenu par  l a  méthode des entrées dominantes. Il es t  donné par : 

.., 
-0 O -1 O e l A  O avec Al = ; B1 = B2 + 21 2 



L'uti 1 i sation de la transformation réciproque sur ce systeme 
conduit a l a  définition du système bilinéaire rapide a 1 'intérieur 
de la  couche 1 imite (approxim6 a 1 'ordre 0). 

avec zr(o) = z, 
1 

L'utilisation de la méthode de découplage a partir  du système 
l 
I réciproque, a 1 'aide de (87) replacée dans (86), permet également de 
1 définir une approximation de la  variable lente x a 1 'intérieur de la  
1 

couche limite. 

A t i t r e  d ' i l lustration de cette méthode, on peut reprendre 
1 'exemple (58) présenté au 11.4. Le systeme réciproque aiàsocié es t  
défini par : 

L1a+ppl ication des perturbations singul ières par 
1 'introduction sur la  première ligne d ' u n  pet i t  paramètre conduit 
avec p=0 a 1 'équation d1entraSnement : 

donc au modèle réduit lent : 

Le modèle b i  1 inéai re approché pour 131 2 O donne : 



L'appl i cation de 1 a transformation réciproque sur ce systeme 
conduit au modèle bilinéaire valable 3 1 'int6rieur de la couche limite, 
approchant la variable rapide z par : 

Le résultat d'une simulation est  présenté figure 4. 



I- 
T U T S I  r-!I - 

(b) u = 1-exp(-5t) 

FIGLRE 2 -3 1 I L L E  

F I G U R E  3 F I G U R E  4 



CONCLUSION 

Nous avons étudié dans ce chapitre, plusieurs méthodes 
permettant de définir des modèles réduits approchés d'un système 

bilinéaire singulièrement perturbé. 

Ces méthodes ont été adaptées à partir de ce1 les utilisées 

dans le cas de systèmes linéaires. Elles doivent être utilisées avec 

précaution, car i l  faut en permanence vérifier si le système garde 

sa propriété de double échelle de temps. 

Certains problèmes ont été soulevés, notamment celui de la 

précision des modèles réduits en régime statique par rapport au système 

initial. En effet, dans le cas des systemes linéaires, le gain statique 

est indépendant des variable d'entrée et la méthode des perturbations 

singulieres conserve ce gain. Par contre, en ce qui concerne les 

systémes bilinéaires, le gain statique est une fonction non linéaire 

des variables d'entrée ; ceci explique la mauvaise précision en régime 

statique des modèl es réduits obtenus. Cependant, ces modèles conservent 

bien les dynamiques des variables d'état initiales. 

Disposant, maintenant, de modèles réduits approchant le 
système initial, nous allons passer dans le chapitre suivant à 

l'utilisation de ces modèles pour générer une commande quasi-optimale 

du système initial. 









INTRODUCTION 

Les systèmes b i  1 inéai res, comme nous 1 'avons indiqué dans 
l e s  chapitres précédents, sont un compromis entre l e s  systèmes 
1 inéaires (par leur structure) e t  l e s  systèmes non-1 inéaires (par 
leur comportement). Ce point de vue nous a conduit à commencer ce 
chapitre par deux part ies concernant l a  commande optimale des systèmes 
l inéai res ,  pour l a  première, e t  des systèmes non l inéaires,  pour 
l a  seconde. 

Ces part ies ne sont pas constituées essentiel lement que 
de rappels. En e f f e t ,  dans la  première, l 'accent e s t  mis sur 
1 ' u t i l  isation des techniques de réduction de dimensionnal i t é  pour 
Ja construction de commandes sous-optimales e t  une large description 
porte sur l 'apport de la  méthode de découplage des systèmes 
singul ièrement perturbés. Dans la seconde, on développe la construction 
analytique du  retour d ' é t a t  pour des systèmes non linéaires à conanande 
affine. 

La troisième partie e s t  constituée naturel lement de 
l 'induction ou de l 'application de ces méthodes aux cas des systèmes 
bi1 inéaires e t ,  en part iculier ,  lo r squ l i l  s se présentent sous une 
forme perturbée. 

La commande optimale dépendant du c r i t è re  à mi nimi se r ,  nous 
nous bornerons à étudier  l e  problème de l a  commande optimale dans 
l e  cas d ' u n  c r i t è re  quadratique non singulier à horizon infini  sans 
contraintes. Dans l e  cas des problèmes singuliers, 1 ' u t i  1 i sation 
de la méthode des perturbations singulières associée à l'emploi du 

système réciproque permet de contourner l a  d i f f icul té  I DAU,83a 1 ; 
nous ne l es  envi sagerons pas i c i .  



1. COMSiANDE DES SYSTEMES LINEAIRES 

Nous ne nous intéressons qu'aux procédures de commande 

issues des méthodes de réduction de dimensionna1;té présentées au 

chapitre II. 11 est bien entendu, que nous n'envisagerons pas les 

sol utions du type commande décentral i sée ou commande hiérarchisée 

1 SIN,80 1 .  Considérons le systeme lingaire : 

x = Ax + BU ; X(O) = xo ; x G Rq, u € Rm, y € Rn 
(1) [ O  

y = Cx 
oh A, B, C sont des matrices constantes, et le critère 

à minimiser : 

où Q est non négative et R définie positive. 

La solution de ce problème est- donnée par le principe du 

maximum de Pontryagin 1 ROI,74 1 qui fournit : 

3a) u = - R - ~ B T K X  
avec K solution de 1 'équation algébrique de Riccati : 

(3 
3b) KA + A ~ K  - KBR-IB~K + CTQC = O 

Introduisons les matrices M et N définies par : 

alors, suivant 1 KUC,72 1 ,  si le triplet (A, M, N) est stabilisable- 

détectable, l'équation de Riccati (3b) possède une solution unique 

définie non négative et la matrice (A - BR-~BTK) est de Hurwitz 

(asymptotiquement stable). La construction de la commande optimale 

implique donc la résolution d'une équation de Riccati d'ordre q; 

ce qui, dans le cas de grands systèmes, peut s'avérer numériquement 

dé1 icat. L'util i sation des techniques de réduction de dimensionnal i té 

permet de remplacer cette commande par des commandes sous-optimales 

dont la détermination demande la résolution d'équations d'ordre 

inférieur . 



1.1. UTILISATION DE LA SORTIE 

La commande (3a) demande l 'accession au vecteur é t a t  

complet ; 

lorsque cela n 'es t  pas possible, e t  si 1 'on ne veut pas fa i re  appel 
à un reconstructeur d ' é t a t  1 LAR,77 1 ,  on do i t  se contenter de la  

sor t i e .  Nous allons voir que ceci e s t  un moyen de simplifier 1 'équation 

de Riccati. En e f f e t ,  l e  vecteur de sor t i e  p e u t  ê t re  considéré comme 

un modele agrégé pr iv i l ig ié  de 1 ' é t a t  de (1)  (Cf. I I  : 1-3). Ce modèle 

e s t  régi par 1 'équation . d ' é t a t ,  en supposant que C so i t  de rang plein : 

U y = 'iy + B u ,  avec A = CAC* e t  1 = C B  
(5) 

y(o)*= cx, 
où C e s t  t e l l e  que CC* = In  

Nous allons donc comparer l a  solution issue du problème 

d i rec t  (1-2) à cel le  du problème agrégé (5-2). D'après (3) ,  la  solution 
optimale, avec retour de sor t i e ,  du  problème direct  e s t  de la forme : 

où P es t  définie par KC* = P 

et K e s t  solution de 1 'équation de Riccati d'ordre q (3) .  

Cxsidérons maintenant l e  problème d'optimal i  t é  sur l e  

système agrégé (5 )  ; au sens du c r i t è re  (2 ) ,  la  solution optimale 
est..donnée par : 

7a) g = -~-1iiTK~ 
avec K solution de 

(7  LS) 

7b) E + ATK - KBR-1 BTK + Q = O 

Cette derniere équation de Riccati s 'écri  t ,  compte tenu 
de (5 ) ,  sous la forme : 

Or, en multipliant chacun des termes de 1 'équation de Riccati 

(3b) ,  à droite e t  à gauche respectivement par C* e t  c*T, i l  vient : 



(9 (KC*)T (AC*) + (AC*)T(KC*) - (KC*)TBR-~BT(KC*) + Q = 0 

Ce q u i  entraine l ' i d e n t i t é  : 

(10) KC = (KC*)T = PT 

s o i t  

(11) P =$Tt 
où K e s t  l a  solution d'une équation de Riccati d'ordre n.  

On a donc, par agrégation, simplifié l e  problème de commande 

quas i  optimale p a r  retour de sor t ie  en diminuant l 'ordre  des équations 

à résoudre. N'importe quel choix d'inverse à droite de C peut ê t re  

u t i l i s é  ; cependant, s i  l 'on ro)arde les  coûts de chaque c r i t è re ,  

1 - Jop t  - 2 xoTK xo avec l e  retour d ' é t a t  ( 3 )  

? = $ x o T ~ x o  avec l e  retour de sor t i e  u = - R - ~ B T C T ~ ~  

1 où W = L - K e s t  sol ution de 1 'équation de Lyapounov 

( A  - S K ~ ) ~ W  + W(A - SKr) t ( K  - Kr) S(Kr - K )  = O 
avec S = 8 ~ ' l B ~ e t  Kr = CTKC 

De façon à obtenir une commande quasi optimale assurant 

u n  coût d u  c r i t è re  aussi proche que possible de Jop t ,  on doit vér i f ier ,  

d'après (12)  : 

Une solution au sens des moindres carrés de cet te  équation 

nous est  fournie par la pseudo inverse à droite au  sens de Moore- 

Penrose. C* sera donc donné pa r  : 

La condition d 'unic i té  d'une sol u t i o n  définie positive 

de ( 7 b )  s ' é c r i t  dans ce cas : (CAC', CM, NC') stabilisable-détectable. 



Considérons, 3 t i t r e  d'exemple, l e  systeme : 

sur lequel on désire minimiser le  cri tère : 

L'équation de Riccati (3b)  admet dans ce cas la solution : 

ce q u i  fournit le système optimal en boucle fermée : 

L'agrégation du système ini t ia l  par le vecteur d'observation 
C = C 2 1 3 ,  condui t & 1 'équation d'état  sur la sortie : 

q u i ,  associé au cri tare (15b), demande 1 a résol ution d ' une équation 
de Riccati scalaire don t  la solution es t  K = 0.2868. Le système 
sous-optimal obtenu est  régi par 1 'équation d'état  en boucle fermée : 



1.2 COIPIANDE SOUS-OPTIMALE PAR LES METHODES DE PERTURBATION 

1.2.1. UTILISATION DES PERTURBATIONS REGULIERES 1 BER,82 1 

Dans l e  cas où l e  systeme se présente sous l a  forme 

régulièrement perturbée : 

où & es t  un pe t i t  paramètre 
T x2T 1 y u l  € I R m l y  u l &  plm2 e t  xl c 1 ~ 9 1 ~  x e p l q Z y  xT = I x l  y 

l a  minimisation du c r i t è r e  
00 

(y) J = -  1 ( x T ~ x  + u TRU)  d t ,  u = 1 u l T s  ~2~ IT 
2 0  

. ,.. *a:. *. 
OU Q = 1 0 9 2  1 définie non négative 

R = LaR:. j is J définie positive 

conduit 3 l a  commande optimale 

4 où K(b) es t  solution de l 'équation de Riccati : 



K(E), solution de 1 'équation (18b), peut ê t r e  approchée par une série 

de Taylor en E : 

C a  

(19) K (  E) = Z Ki E i  
i = O  

e t  l ' u t i l i s a t i o n  de ce t te  expression dans (18b) permet, par 

identif icat ion des termes en facteur de c i  de déterminek de fagon 
i t é r a t i ve  l es  matrices constantes K i .  Ko e s t  alors la matrice que 

1 'on obtiendrait  s i  l e  système é t a i t  parfaitement découplé ( E =  O).  

1.2.2 UTILISATION DES PERTURBATIONS SINGULIERES 

L'optimisation des systèmes singul ièrement perturbés a 
é t é  largement étudiée (Cf. l e s  a r t i c les  de synthèse 

1 KOK,76 ; SAK,83 1 ) .  L'approche de l a  commande quasi-optimale de 

ces systèmes peut se f a i r e  pa r  deux voies différentes : la  première 

résul te  d'une décomposition de 1 'équation de Riccati globale ; la 

seconde e s t  basée sur l e  principe de décomposition temporelle 

développée dans l e s  chapitres précéderits e t  conduit à une complète 

séparation des problèmes d'optimalité. 

1.2.2.1 Décomposition de 1 'équation de Riccati 

1 KOK,83 1 

Considérons l e  système singul ièrement perturbé 

Le cr i t è re  à minimiser é tant  (2 ) ,  la  sol ution de ce problème 
T T e s t  donnée par (3 )  où BT = 1 B I  B2/ E 1 e t  où 1 'équation de Riccati 

se réécr i t  sous l a  forme : 



Pour éviter une divergence de la solution de cette équation 

lorsque E tend vers O, on propose 1 KOK,72 1 la forme suivante pour K : 

dans laquelle Ki j( E )  sont des matrices de dimensions convenables 

dépendant de façon analytique de c : 

ce 

(23) ~ ( i ,  j )  G E1,21* K i  = Z Kij k k  . E 
k=O 

L'équation (21) est alors équivalente à un système de trois 

équations matriciel les où,pour simplifier les expressions, 1 'argument E 

est omis : 

De ces expressions, par identification des termes en c i ,  

E N ,  on déduit les coefficients des expressions asymptotiques (23) 

donnant K( E: ). On se contente, dans la plupart des cas, de la 

connaissance des Kij à l'ordre O ; ces matrices étant obtenues en 

faisant = O dans (24). On est alors ramené à la résolution d'une 

équation de Riccati d'ordre q2 : 

(25) 
T K220 A22 + A ~ ~ ~ K ~ ~ ~  - K22OM2M2 K220 + N2TN2 = O 

où M2M2T = B2R-lBeT et N ~ ~ N ~  = c2Tqc2, 

qui, si (A22, M2, N2) est s tab i l i sab le -dé tec tab le ,  admet une solution 

unique définie positive. Ki20 et Kilo peuvent alors être déterminées 



par  l a  résolution de 1 'équation de Riccati : 

e t  par : 

l e  système commandé admet pour équation d 1 6 t a t  : 

dont la  connaissance 1 'ordre O substi'tue à la  résolution d'une 

équation de Riccati d'ordre q la résolution de deux équations de 

Riccati d'ordres q l  e t  q2. 

1.2.2.2. Commande quasi-optimale par 
décomposition temporelle 

Le point de vue adopté dans  cette partie est  l 'u t i l isat ion 

de la décomposition temporel le  de (20)  en sous-systèmes lent e t  rapide. 

Les résultats présentés ic i  different légèrement de ceux obtenus 
classiquement par cette méthode 1 CH0,76 ; 8 1  car nous 
uti 1 i serons 1 a modél i sation obtenue p a r  1 a méthode de découpl age 

( I I  :II.2.2.). En supposant que 1 'entrée du système est  composée 



d'une partie lente ul e t  d'une partie rapide u r ,  l e  système lent 

découplé ne sera sensible qu'à ul alors que la sortie du système 

rapide sera la superposition de l ' e f f e t  dû à ul e t  de l ' e f f e t  dû  

à u,. On obtient donc les équations d 'é ta t  lentes e t  rapides e t  les 
sorties associées : 

avec A1 = A11 - A ~ ~ A ~ ~ - ~ A ~ ~  

où L vérifie 1 'équation de Lyapounov : 

e t  la partie lente de la variable d 'é ta t  rapide, z, est  reconstruite 

a partir de 

L'utilisation d'une commande globale composée d'un retour. 

d 'é ta t  lent e t  d ' u n  retour d 'é tat  rapide est  justif ié à l 'a ide de 

la proposition : si  les  commandes 

sont appliqués sur les systèmes (291) e t  (29r) ; e t  si 

1 a commande composi t e  : 

( 3 2 )  Uc = C (1, + G ~ A ~ ~ - ~ B ~ )  G 1  + G r L  ] X  + Grz 
e s t  appliquée au système (20) avec 1 'hypothhse A22 + BrGr  

e t  A1 + BlGl stables, alors V t E 1 0, + 1 : 



On peut remarquer que lorsqu'on pose E = O  dans cette 

proposition. i l  vient de (29*), L = A ~ ~ - ~ A ~ ~  et 1 'on retrouve ainsi 
le lemme proposé dans 1 CH0,76 1 .  La commande pouvant donc être séparée 

en une partie lente et une partie rapide, le problème d'optimisation 

du critère (2) va donc être décomposé en deux problèmes : 

a0 

1 * problème lent : minimisation de J1 = p (ylT~yl+ u l T ~ u l  )dt 
O 

pour le système lent (29-1 ) 

T T * problème rapide : .minimisation de Jr = $ (yr Qyr+ur Rur)dt 
pour le système rapide (29-r) 

La solution optimale du problème lent est donnée, si (Al, BI, SC1) 
est un triplet stabilisable-détectable, par 1 AND,71 1 : 

et KI vérifie l'equation de Riccati : 

et celle du problème rapide, si (A22, Br, SC2) est 

stabllisable-détectable, est donnée par : 

Krzr 
l'équation de Riccati 

T Kr - KrBrR -1 Br T Kr + cZTQc2 = O 

La commande composite obtenue alors est d'après (32) : 



On peut remarquer que s i  1 'on f a i t  E =O,  on retrouve 
les résultats énoncés dans I CH0,76 1 ,  c 'est-&dire, la commande 
composite q u i  y es t  proposé, es t  une approximation a l 'ordre O de 
(36) ; la commande composite (36) permet, sans augmenter la taf l l e  
des calcul s ,  de tenir  compte de 1 'influence de E. De façon mettre 
en évidence 1 ' intérêt  de la méthode p a r  découplage, on s'intéressera 
a la quasioptimalité de (36). 

D'après (34), on a 1 ' identité 

ce qui permet de réécrire la commande composite sous la forme : 

(38) 
T = R - ~ [ B ~ ~ K ~ ~ + B  K X + B ~ K ; J  .Uc r n  r r  

T -1 T 
avec l(n = K ~ L  + Q C ~  + K ~ B ~ R  B, 

Compte tenu des expressions de Bi e t  Br (29) ,  (38) se met 
sous la forme compacte : 

Mais, s i  on f a i t  dans les  expressions précédentes une 
approximation à l 'ordre 0, on obtient : 

où les Kijo, i ,  j = 1,2, sont définis pa r  (25 - 26 - 27) e t  les 
manipulations effectuées pour obtenir ce résultat sont indiquées 
dans 1 CH0,75 1 ,  

Ainsi, d'après 1 CH0,76 1 ,  la valeur optimale du  critère 
( 2 )  par l a  commande (36)  est  approché à u n  o ( ~ 2 )  près. La considération 
de modèles découplés conduit donc à obtenir une matrice-gain de retour 



d ' é t a t  (39) de même forme que ce l le  proposée dans (11.2.2.1) e t  que 

1 'on peut écr i re  sous l a  forme d'une série analytique en c . 
Nous rappelons que l a  matrice de gain obtenue dans 1 CH0,76 1 é t a i t  : 

(41 1 

Le retour d ' é ta t  détermi né par (41), . donc la  commande 

composite, e s t  indépendant de E ; par contre, l a  commande composite 

(36) permet, sans temps de calcul supplémentaire e t  en conservant 

1 ' indépendance des problèmes lents  e t  rapides, de f a i r e  intervenir 

l a  valeur de E . I l  se ra i t  bien sur possible de ne considérer qu'une 

commande réduite à par t i r  des variables d ' é t a t  lentes, l a  valeur 

optimale du c r i t è r e  s e r a i t  alors approchée 3 un O ( € )  près. 

De façon à mettre en évidence 1 ' in térê t  du préconditionnement 

par l a  méthode de découplage du système Z optimiser, considérons 

l'exemple t r a i t é  dans 1 CH0,76 1 : 

où l e  c r i t è re  à minimiser é t a i t  : 

La comparaison des coûts obtenus donne : 

* retour d ' é ta t  optimal : Jop t  : 4.2406 

(44)  * commande composite 1 CH0,76 1 : Jc = 4.2428 

* découplage puis commande composite : Jdc = 4.2421 



On peut en déduire que, sans nécessiter de calculs 
supplémentaires a u  niveau de la détermination de la commande sous- 

optimale, 1 a méthode du découpl age permet d ' amél i orer 1 a préci sion 

dans la valeur du  critère. En effet ,  cette méthode permet de tenir 

compte du pet i t  paramètre E dans les systèmes réduits, ce qui n'est 

pas possible par la  méthode usuel le  des perturbations singulières. 

1.2-2.3. Retour de sor t ie  

Nous allons appliquer dans  cette partie la méthode de 

construction d'une commande quasioptimale pa r  retour de sortie (1-1) 

pour  le système singulièrement perturbé (20). En supposant I C I ,  Cpl 

de rang maximal, d'après ( 5 )  e t  ( Z O ) ,  i l  vient une équation d 'é tat  

approchant la sortie : 

- 
avec = c2 [ A ~ ~ c ~ ~  + A ~ ~ c ~ ~ ]  [ c l c l  T -- C ~ C ~ ~ J  - 

A, -. = 
[Allcl + A ~ ~ c ~ ~ ]  [ c Ic IT  - -  c2cZT] '1 

On es t  donc en présence d ' u n  système singul ier  singul ièrement 

perturbé ( I I  : 11.2.5) e t  si A, a u n  noyau différei-it de O ou de Rn, 

on peut appliquer les  changements de variables mettant en évidence 

les parties lentes e t  rapides de y. Dans t o u s  les cas, au problême 

optimal de minimisation du  critère ( 2 )  e s t  substitué l e  problême 

de minimisation du  cri tère : 

d o n t  la solution est  

( 4 7 )  ( o ù  K v é r i f i e l l é q u a t i o n d e R i c c a t i  : 



De façon à construire l'expression analytique de ?, on 
peut réécrire cette équation sous la forme : 

en posant 

i l  vient, par identification dans (48), les équations d o n n a n t  les 
premiers coefficients matriciels : 

e t  de façon générale, seul Ki demande la  résolution d'une équation 
de Riccati d'ordre n ,  la détermination de Ki ne nécessitant que la 
résolution d'une équation de Lyapounov de même ordre. En posant 

cette équation de Lyapounov s 'écr i t  : 



Le retour de s o r t i e  quasi optimal à appliquer au systéme 

(20) sera donc donné par : 
00 

II. C O W N D E  DES SYSTEMES NON LINEAIRES 

Du f a i t  de l eu r  in t é rê t  pour l a  modélisation des systèmes 

non l i n é a i r e s ,  l a  commande optimale des systèmes b i l inéa i res  a  donné 

l i e u  'a de nombreux travaux ! MOH,73a 1 .  Alors que dans l e  cas de 

présences de contraintes  sur  l e s  var iab les  d 'en t rée ,  une commande 
de type bang-bang permet de conclure 1 MOH,73b 1 , dans l e  cas d '  une 

optimisation sans cont ra in tes ,  l 'approche e s t  plus dé l ica te  1 SAG,76 1.  
La d i f f i c u l t é  vient  du f a i t  qu'3l n ' y  a  pas de connection t r i v i a l e  

en t r e  l ' é t a t  du système e t  l ' é t a t  ad jo in t  implsqué dans l1Hami1tonien ; 
l e s  l o i s  de commandes optimales sont donc dé teminées  en boucle ouverte 

ou fonction de l ' é t a t  ad jo in t  1 SAG,75 ; NAI,81 ; DIB,82 ; BAN,86b 1 .  
Cependant, dans ce r t a ins  cas pa r t i  cul i e r s ,  quel qiies auteurs ont 

déterminé des retours  d ' é t a t  1  inéai  res  1  ocalemerit s tabi  1  isantes  

1 DER,80a 1 ou des retours  d ' é t a t  non l i n e a i r e s  de type commande 

quadratique (e.g. : u ( x )  = - ( P  + Q X ) ~ ( R  + Sx))  1 JAC,77 ; SLE,78 

1 )  ou à commande type diviseur (e.g. : u(x)  = - I ~ ( x ) l - l  G(x) où 

F ET G sont des polynomes matr iciels  de même degr5). Une approche 

d i f f é ren te  e s t  proposée dans IGIL, 851 : e l l e  consiste à proposer 

des retours  d ' é t a t  non-1 inéaires  1 inéar i  sants .  I l s  permettent 

d 'opt imiser  de t r è s  la rges  classes de c r i t è r e s  e t  o n t  é t é  appliqués 

sur  l e s  systèmes b i l i n é a i r e s  / GIL,83 1 ou d i s c r e t s  1 GIL,86 1 .  

Cependant, une procédure d'approximation a  é t é  préconisée 

dans 1 CEB,84a 1 q u i  permet, dans l e  cas de l a  minimisation d'un 
c r i t è r e  quadratrique, de générer une commande quasi-optimale par retour 

d ' é t a t .  Cette technique a é t é  employée pour la  commande quasi-optimale 

de cuves chimiques 1 CEB,84b 1 .  

Nous a l lons ,  d a n s  un  premier temps, étendre e t  d é t a i l l e r  

c e t t e  approche dans l e  cas des systèmes à commande aff ine.  L'expression 

d u  re tour  d 'e ' ta t  optimal pour u n  système b i l inéa i re  sera exposée 

en t an t  que cas  p a r t i c u l i e r  dans la  p a r t i e  suivante. 



11.1. SYSTEMES A COMMANDE AFFINE ANALYTIQUE 

Nous envisageons dans c e t t e  pa r t i e  de résoudre u n  problème 
de commande optimale p a r  re tour  d ' é t a t ,  l e  système é t a n t  déf ini  par 

1 'équation d ' é t a t  : 

où f ( . ) ,  G(.), h ( . )  sont des fonctions non l inéa i res  
de 1 ' é t a t  supposées analytiques que 1 'on peut écr i re  

sous l a  forme 

où l e s  Fi ,  G i  j, H i  sont des matrices constantes de dimensions 

adaptées e t  x[i] représente l a  ième puissance de l ' é t a t  introdui te  

au (1  : 111-1) ( i . e .  : x[i] = x pi ...... @ x ) 
i f o i s  

Le c r i t è r e  à minimiser, quo nous rappelons i c i ,  e s t  : 

où Q e t  R vé r i f i en t  l e s  hypothèses indiquées en ( 2 ) .  

1 

11.1.1 CONDITIONS NECESSAIRES D'OPTIMALITE 

De façon à résoudre l e  problème de commande optimale (54)  

(55) ,  nous u t i l i sons  l a  méthode de programmation A dynamique 1 BOU,69 1 
pour l e s  systèmes continus. En notant R ( x , t )  l e  revenu optimal 

correspondant à 1 ' i n s t an t  t à 1 ' é t a t  i n i t i a l  x, l a  condition nécessaire 

d'optimal i t é  se t r adu i t  Par 1  'équation fonctionnelle 
d  'Hami 1 t o n -  Jacobi : 



h 

(56 1 T 
^ >  

a n (x,t) = - opt [- (h (x)Q~(x) + u T ~ u )  - 
a t 2 

où R est le domaine de variations admissibles des entrées 

Comme nous nous plaçons dans le cas particulier stationnaire 
sans contraintes et 3 horizon infini, on obtient : 

1 T 2% 
57b) u = - R- G (x) (x,t) 

* 
où u représente la commande optimale 

ce qui, replacé dans 1 'équation d'optimalité conduit a ; 

Le problème à résoudre étant maintenant de déterminer la 

solution 3 $/ax de cette équation. 

II. 1.2. EQUATION FONDAMENTALE D 'APPROXIMATION 

Un procédé nature1 est de chercher l'expression analytique 

de cette solution ; cette démarche a t é  proposée d'abord dans 

1 MER,64 1 puis dans 1 LUK,69 1 .  L'approche nouvelle que nous proposons 

ici consiste dans 1 'utilisation systématique de la notation 

tensorielle. L'utilisation de 1 'algèbre tensorielle simplifiera 

notablement les calculs. Nous chercherons donc la solution sous la 
forme : 

0 Ù  les Pi sont des matrices constsntes 



e t  nous aurons besoin de l a  propriété suivante : 

,'% 

où vec(.) e s t  l a  fonction vectoriel le  de matrice 
déc r i t e  en ( I I  :55) 

En u t i l i s a n t  dans (58) l e s  expressions (54b) e t  (59), on 
obt ient  : 

ce qui s ' é c r i t ,  compte tenu de (60) : 

00 c3 

(62) Z Z vec T ( H i  T QH + P i  T F .  + F .  T p . )  xCi+~] 
i=1 j = 1  j J 7 J 

En notant : 

* 
Y i  e N , Y j  e N , Yke (1 ,... ,ml 

on a l a  relat ion : 

m rn 
1 

p+j]T . k  T -1  T xE+iJ 
C C X  'ij 'kl 'dc E+d] = x i j  v i j ~  vdc 

k = l  1=1 T -1 T [i+j+c+iJ = vec (Y. . R  Vdc)x 
1 J 



Finalement, 1 'équat i  on analyt ique qui  dé temine  l e s  P i ,  

i E N*, s ' é c r i t ,  à p a r t i r  de (62) : 

w w T T T 
C Z vec (Hi QHj + P i  F j + F 1  

i = 1  j=1  
w Co w w 

- C C 
T 

c z vec ( v k l ~  -1 vdc)x T @+I+C+~ = O 
k=l  d= l  1=0 c=O 

Les matrices Pi, i e N*, seront déterminées en annulant 

dans (65) l e s  coef f ic ients  de chacune des puissances de l 'état .  

II. 2 DETERMINATION DES P i  

II .2.1, PREMIER ORDRE 

P l  e s t  obtenue en chois issant  dans (65) 
(i,j,k,d,l,c) = (1,1,1,1,0,0), ce qui condui t  à 1 '4quat ion : 

(66) T T T T T vec ( H ~ Q H ~  + P ~ F ~  + F ~ P ~ )  - vec ( v ~ ~ R - ' ~ ~ ~ ~ )  = O 

Mais 1 'opérateur vec(. ) e s t  l i n é a i r e  pour des matr ices 

de mêmes dimensions e t  de p lus  : 

(67 k T T V k 5 {l, ..., m 1 V = vec(P G ) = PIGko 10 1 ko 
T donc V10 = P1Go 

A ins i ,  (66) e s t  équivalente a 1 'équat ion de R i cca t i  : 

O r ,  P l  correspond à l a  so lu t i on  du problème optimal sur 
l e  systeme l inéar isé ,  e l l e  e s t  donc symétrique e t  s i  l e  t r i p l e t  

(F i .  M l ,  NI) où Ml e t  N 1  sont déf in ies par : 



e s t  stabilisable-détectable, a l o r s  P l  e s t  unique, d é f i n i e  non négative 

e t  ( F ~ - G ~ R - ~ G ~ ~ P ~ )  es t  de Hurwitz. 

11.2.2. DEUXIEME ORDRE 

Pp e s t  obtenue par  1 'annula t ion dans (65) du terme en x l  3 1, 
ce qu i  donne : 

Pour P l  connue, l e s  termes inconnus de (70) sont ceux 

regroupés dans F ~ T P ?  e t  v ~ ~ R - ~ v ~ ~ ~  ca r  : 

(71 Y k c {l, ..., m }  V20 k = vec(P2 T GkO) donc V20 = P T G 
2 O 

Le Théorême 3.2 de 1 BRE,78 1 indique : 

(72) Y A tz R vec (nT) = Epxq vec (A) 

où E 
Pxq 

e s t  une matr ice de permutation d e f i n i e  par 

P 9 
= C T T 

1 (eiek 1 Q (ëkëi 
Epxq j=1 k.1 

( p l  ( 9 )  ( q )  ( P I  

où e j  représente l e  ieme vecteur de base de dimension 
(PI 

p. Donc, comme : 



(70) es t  équivalent a : 

T - vec ( v ~ ~ R - ~ Y ~ ~  )} = O 

La régularité de Uqxq2, pour tout q e t  la linéarité de 
vec(.) sur des matrices de mêmes dimensions impliquent que P2 soit  
solution de : 

S i  le  systeme linéarisé vérifie l e s  conditions de résolution 
de 1 'équation de Riccati (68),  alors ( F ~ T  - P I G O R - ~ G O ~ )  es t  fnversible 
en t a n t  que matrice de Hurwitz. On obtient alors directement 
1 'expression de P 2  par : 

T 1 1  se,= H l  QH2 + P I F 2  - P , G ~ R -  V I ,  
1 : 

avec v l l  =[[VI,  ..... j v l l n ]  

Ainsi, lorsque P l ,  la matrice gain du premier ordre du 

retour d 'é ta t  est connue, la  connaissance de l a  matrice P2 du  second 
ordre ne demande pas d'hypothbses supplémentaires. L'équation a 
résoudre étant simplement une équation 1 inéai re. 

Cette remarque est  également vraie pour les matrices 
correspondant aux ordres dupérieurs P k ,  k > 3. Nous présentons en 
annexe la méthode de détermination de ces matrices, q u i  ut i l ise le  



même pr inc ipe  que pour l e s  ordres 1 e t  2, mais qu i  demande des 

manipulat ions algébr iques p lus  élaborées. En f a i t ,  l a  conclusion 

res te  l a  même quel que s o i t  1  'ordre : 1  'équat ion déterminant l a  mat r i ce  

cherchée es t  l i n é a i r e ,  l a  so lu t i on  e s t  a l o r s  obtenue par  l ' i n v e r s i o n  

de l a  même matr ice  . 

I I .  3 EXPRESSION ANALYTIQUE DU RETOUR D '  ETAT 

Suivant (57b), l e  re tour  d  ' é t a t  optimal a i n s i  c o n s t r u i t  

s 'ç lc r i  t : 

or, dlapr&s (54b) : 

P T T 
où K = Z vec (GkSp-i Pi) 

kp i.1 

Ainsi ,  s i  l e  système (54) l i n é a r i s e ,  associé au c r i t è r e  

(551, e s t  s t a b i l  i s a b l d é t e c t a b l e ,  1  a  commande optimale a  pour 

expression : 



11.4 CAS DES SYSTEHES SCALAIRES 

Lorsque la dimension du système étudié est  égale a 1, i l  
n'y a plus lieu de faire appel a la méthode précédente, car 
1 'expression non 1 inéaire du retour d 'état  peut ê t re  directement 
obtenue. En effet ,  considérons 1 'équation d'état  : 

e t  l e  cri tère 3 minimiser : 

n 

les équations d'optimalite deviennent alors en posant,a%/3x = p*(x)x : 

* * (82) u =- go r p*(x)x, où p ( x )  est  solution de 

La seule solution admissible de (83) es t  : 

e t  l e  système obtenu en boucle fermée devient : 

Le retour d 'é tat  optimal est ,  d'aprgs (82-84), donné par : 

La remarque que 1 'on peut t i r e r  de ce paragraphe concerne 
1 'écriture analytique de u*(x)  e t  son rayon de convergence. 
L'expression (84) montre que le  problème vient ici de l'inversion 



de g ( x ) .  La commande (86) reste admissible s i  1 'on demeure dans un 
domaine au tour  de O où g ( x )  ne s'annule pas. De façon plus générale, 
dans l e  cas où q es t  quelconque, on peut conjecturer que l'expression 
analytique (79) converge vers la commande optimale réelle s i  l'on 
se trouve pendant tout l e  mouvement (en particulier à 1 'instant 
in i t ia l  ) dans un domaine entourant 1 'origine où aucun des coefficients 
de G(x) ne s'annule. Cependant, i l  e s t  possible d'augmenter l e  rayon 
de convergence de la série analytique obtenue pour la commande par 
un certain nombre de techniques comme, par  exemple, ' 1 'uti l isation 
des approximants de Padé 1 GIL,781. 

11.5 TRANSMISSION DIRECTE 

Lorsque 1 e système non 1 i néai re présente une transmission 
directe de 1 'information, c'est-à-dire, que 1 'équation d 'é ta t  se 
présente sous la forme (54) où 1 'équation de sortie est remplacée 

Par 

o ù  D(x)  est  une fonction non linéaire analytique 
r 1 

de l'état : D(x) = P,(x) ,..., d m ( x g  
CO .* 

nous allons montrer qu'un simple changement de variable, de l a  même 

façon quelecaslinéaire, permet de se ramener à u n  problème sans 
transmission directe. 

D'après (87), l e  critère (55) b optimiser s ' éc r i t  : 

e t  si l'on change l e  vecteur de commande par : 



a l o r s  J devient  : l 

L 'équat ion d ' é t a t  se met sous l a  forme : 

O 

(91 x = $ (x )  + G(x)v 

avec $(XI = f ( x )  - G(x)R-~P~(x)Q~I(x)  

A ins i ,  pour une matr ice  de t ransmission d i r e c t e  constante, 

on peut appl i quer  directement l e s  r é s u l t a t s  présentés dans 1 es 

paragraphes précédents ; dans l e  cas l e  p l us  génoral, une légère 

mod i f i ca t ion  des formules (changement des termes H ~ ~ Q H ~ )  permet de 

déterminer une expression analy t ique du r e t o u r  d ' i t a t  optimal v*, 

donc de u* p a r t i r  de (89). 

III - CAS DES SYSTEMES BILINEAIRES 
II 1.1 CAS GENERAL : RETOUR D ' ETAT ANALYTIQUE: 

Les systèmes b i l i n é a i r e s  sont un cas p a r t i c u l i e r  des systèmes 

analyt iques é tud iés dans l a  p a r t i e  II. En e f f e t ,  l e u r  équation d ' é t a t  

e s t  obtenue en prenant dans (54) : 

V j  dl, ..., m l  Goj = B.  e R 9 
J 

G~~ = a n q x q  

V i  > 1 Gij I O 

ce qui  donne 
O m 



Ainsi ,  lorsque l e  c r i t e r e  minimiser e s t  (55), l e s  équations 
gén6rales permettant de déterminer l e s  matr ices de ga in  P i ,  i > 2, 

sont  notablement s impl i f iées.  On ob t i en t  dans ce cas : 

où . P l  e s t  so l u t i on  de l ' équa t i on  de R i c c a t i  

. P2 e s t  so lu t i on  de l ' équa t i on  l i n é a i r e  

pour p>2 ( l e s  nota t ions sont  précisées dans l 'annexe) 

(97 
T 

Tp+l { V ~ C ( A ~ ~ P ~ )  + vec (P P A ) 

P- 1  -1 T  1  T - 1 [vec(VkoR vp-k,l ) vec(vkIR- Vp-k,o)] 
k= 1 

P-2 -1 T - vec(vklR Vp-k-l,l 1) = 0 
k = l  

* T 
or,  V k e N  V k o = P k B  

h 

T T 
Vk 1  = F e c ( ~ k  ~ ~ ) j  ...... vec(pk A,,,)] 



1 -- Donc, l'équation (97) est équivalente a : 

111.2 SYSTEMES BILINEAIRES SINGULIEREMEHT PERWRBES 

Dans le cas de systèmes singulièrement perturbés, la 

construction de 1 a commande sous-optimal e peut être envisagée en 

utilisant les deux méthodes rappelées dans le cas des systèmes 

1 inéaires : décomposition de 1 'équation de Riccati et des équations 

1 i néai res donnant 1 es Pi ; décomposition temporel 1 e en sous-systemes 

1 ent-rapide et construction d ' une commande composite. Le système 

singulièrement perturbé se présente sous la forme (93) avec : 

Y i  o {O,. . . ,ml 

111.2.1 DECOMPOSITION DES EQUATIONS 

Suivant le paragraphe II.2.2.1., Pl peut être écrite sous 
la forme : 



k et 1 'expression des matrices Pi j est 'directement calculée par 

identification des puissances de c en remplaçant (100) dans (95). 

Généralement, on se contentera, comme dans le cas linéaire, de la 

connaissance à 1 'ordre O des matrices Pi j(€) déterminées aux étapes 

précédentes. La méthode de décomposition de 1 'équation de Riccati 

est donc applicable directement au cas bilinéaire et même au cas 

non 1 inéaire singulièrement perturbé. , 

111.2.2 DECOMPOSITION TEMPORELLE 

Cette méthode, comme nous le verrons dans son application, 

est beaucoup moins bien adaptée au cas des systèmes bilinéaires (et 

a fortiori, non linéaires) ; ceci, pour deux raisons principales : 

* les modèles lents et rapides obtenus par la méthode des 

perturbations singul ières ne sont pas bi 1 inéaires (i l  s 
ne sont même pas à commande affine) 

* l'intérêt de la commande composite en linéaire vient 

du théorème de superposition, qui, ici, n'est plus valable. 

Cependant, 1 orsque cette méthode de commande sera envi sagée, 

afin de réduire la taille des équations à traiter, i l  conviendra 

d'élaborer les modèles réduits bil inéaires pour des variables d'entrée 

proche de O. Ce choix est guidé par le fait que la commande optimale 

étudiée ici agi ra toujours, à 1 a fin du mouvement, autour de 1 'origine. 

Malgré les nombreuses hypothèses simpl ificatrices et bien que cette 

méthode paraisse peu adaptée aux systèmes non linéaires, l'étude 

de 1 'exemple suivant nous montrera que la commande par décomposition 

temporel le reste intéressante. 



IV. EXEMPLE D'APPLICATION 

Considérons l e  systeme bilinéaire défini p a r  l'équation 

d 'é tat  : 

pour lequel on cherche minimiser le  critère : 

Cet exemple nous permettra d 'uti  1 iser chacune des méthodes 
de iornniande evoquées au cours de ce chapitre ; nous commencerons 

par la commande analytique directe qui nous fournira 1 'allure des 
trajectoires optimales, puis nous comparerons les résultats donnés 
par les méthodes simpl ificatrices. 

1V.l. COMMANDE ANALYTIQUE GLOBALE 

Nous nous sommes donc placés dans le  cas étudié dans la 

partie 111.1, avec, de plus : 

L'expression analytique de ia commande optimale est donc : 
F- - 

les Pi, i EN*, étant déterminés les uns après les autres 
par les équations (95-96-98). 

De façon pratique, nous nous limiterons a i ~ { l , 2 , 3 } ,  
a la commande alors obtenue sera notée u i .  



a)  ca l cu l  de P l  

P l  es t  so l u t i on  de 1 'équation de R i cca t i  : 

s o i t  

Cette mat r i ce  gain permet d 'envisager l a  commande quasi- 

opt imale de uy, a i n s i  qu'une commande u l  cons t ru i  t e  b p a r t i r  du s y s t h e  

(101) l i n é a r i s é  : 

b) ca l cu l  de Pp 

A f i n  de déterminer Pk, k > 2, il e s t  nécessaire de connaî t re  
T l a  matr ice  <E< = F1 - P ~ G ~ G ~ ~ ,  so i  t i c i  : 

D'aprgs 1 'étude présentée dans 1 a p a r t i e  précédente 

( 1  10) -- 1 T Pz = d  P1G, vec (PIG1) 



Donc : 

-, -. 0072 .O132 -. 0054 
(111) = [ 

.O075 -.O137 .O057 1 
ce q u i  f o u r n i t  l a  commande : 

2 

(112) 
a 

U2 = - L-.+z, 'O("-2.' {Pl [] + [:;Il z 

c )  Calcul  de P3 ( u t i l i s a t i o n  des no ta t ions  de l 'annexe) 

Tous ca l cu l s  f a i t s ,  on o b t i e n t  : 

avec h i  = [ -.2128, .376051 

,4insi,  comme 

avec i 6 {I.. .4) ci = -7: -'.h i 

il v i e n t  

e t  1 a commande 



d)  r é s u l t a t s  de s imu la t ion  

Les réponses du système (101) aux d i f f é r e n t e s  commandes 

ana ly t i ques  sont  représentées f i g u r e  1. La comparaison e s t  f a i t e  

également avec l a  commande u l  obtenue a p a r t i r  du systeme l i n é a r i s é .  

FIGURE 1 

+ 1 
t ] m l m ] m l ~ ~ ~ l ~ l a l l l B  

TUTSIMI  

- 
- 
- 
- . - 
- - 
- - 
- - - .. 

- l b " n l ' l ' l a l n l m i a l B 1 a  

O 4.s 

Réponse du système ( 10 1 ) aux r e t o u r s  d ' g t a t  ana ly t iques : 
a a 

( ( 1 )  : u,, (1 )  : Ul, (2 )  : 4, (3)  : u3) 

Les d iverses va leurs  du c r i t e r e  (102) obtenues au cours 
de ces s imula t ions  sont  indiqu4es ci-dessous : 

1 COMMANDE 1 VALEUR DE J 1 
u 

u: 

a 
2 

u; 

J = .37309 

J: = .30894 

52 = .30266 

J; = .29791 

TABLEAU 1 



Ces résultats  mettent en évidence les  points suivants : 

* la  prise en compte du caractère non l inéaire du vecteur 
de commande améliore notablement l a  valeur du cr i tère  
obténu. 

* l'augmentation de l 'ordre de la commande analytique f a i t  
converger J vers l a  valeur optimale. 

IV.2 SIMPLIFICATION DE LA COMMANDE 

Le système (101) se présente sous la  forme d ' u n  système 
1 

l singulièrement perturbé, on peut donc envisager 1 'appl ication d'une 
1 

l 
méthode de simplification. Comme nous l'avons rappelé, on ut i l i sera  
l a  décomposition de 1 'équation de Riccati ou la  décomposition 
temporel 1 e . 

a )  décomposition de 1 'équation de Riccati 

La simplification apportée par ce t te  méthode intervient 
dans l e  traitement de l'équation de Riccati (105) par l a  méthode 
rappel4e en 1.2.2.1. L'utilisation des formules de ce paragraphe 
nous conduit 3 substituer à P1.solution de (105) une matrice E, 
construite en résolvant des équations de Riccati d'ordre 1, 

où PZ2 es t  l a  solution positive de : 
- - 

+ 1 = O ,  so i t  PZ2 = .236 -4P22 - P22 

Pour dgterminer les  autres coefficients de 6, i 1 e s t  
nécessaire de cal cul e r  1 es quanti t é s  (notations du paragraphe 



Pl  e s t  alors la solution positive de : 
10 

(121 - 2 = 8  - -2  P l l  2  + '7779 = O ,  s a i t  p., = . 2 j z 5  
I I 

e t  i l  vient immédiatement 

d On construit  alors une commande analytique u l  au premier 
ordre définie par : 

q u i  donne une valeur de c r i t è re  de J: = .29742. 

Cette méthode n 'es t  3 u t i l i s e r  que quand on envisagera 
une commande analytique d'ordre 1. En e f f e t ,  l e s  calculs ne sont 
simplifiés que dans l e  calcul de Pl, a l a r s  que l e  volume de calculs 
nécessaires à la  détermination de P z ,  . . . , P k ,  . . . , n 'es t  pas diminué. 

b )  décomposition temporelle 

Nous nous contenterons, dans ce t te  partie,  d 'étudier une 
commande réduite u r  ( i .e .  un retour d ' é t a t  l en t )  e t  non une commande 
composite. Si l 'on f a i t ,  i = O ,  dans (LOI), on obtient l e  modèle 
réduit lent  : 

De façon à obtenir un mod&le réduit lent bi l inéaire e t  

conformément à 1 a présentation générale de ce t te  méthode, on substitue 
a (124-b) un développement autour de u = O : 



ce qui conduit au système lent bilinéaire : 

Le critère a minimiser (102) est remplacé par le 
critere lent : 

ce qui, compte tenu de ( 125), conduit au problème de commande 
optimale : 

minimisation du critère : - 03 

a) J = j(1.2 f2 + 1.25v2)dt 
O 

pour le système non-linéaire du premier ordre : 

G Q  v est relié a u par : 

c) U = v + .2X 

On peut al ors construire une sol ution analytique réduite 

a l'ordre n sous la forme : 

ou les pi, i > 1, sont obtenus par la r4solution analytique de 

(130) [.25 -2.5~ + 6.25~ 2 
a 

i 2] p2 + f x  + 2.5xZ] p - 61 = O 

où p = L pix 
i = l  

On obtient ainsi pour les premiers termes : 

Les simulations pour différentes commandes analytiques 



r4du i t e s  conduisent  aux valeurs  des  c r i t é r e s  su ivan t s  : 

a 

TABLEAU 2 

La comparaison e n t r e  c e  t ab leau  e t  l e  t ab leau  1 montre 
que l a  commande r é d u i t e  permet, pour un ordre  donné, d ' a v o i r  une 
bonne approximation par  rappor t  à l a  commande a n a l y t i q u e  g loba le  ; 
d ' a u t r e  p a r t ,  1  'avantage de 1 ' u t i l  i s a t i o n  de l a  décomposition 
temporel le  est  de diminuer l a  t a i l l e  des  c a l c u l s  pour l a  détermination 

' 

d'une commande ana ly t ique ,  donc de pouvoir a - l l e r  p l u s  l o i n  dans 1 ' o rd re  
de l a  commande envisagé,  comme l e  montre l e  r é s u l t a t  obtenu p a r  l a  

r commande u4. 

i 

COMMANDE 

u ; 
u r; 
US 
u: 

* 

Nous n'avons u t i l i s é  qu 'une commande r g d u i t e ,  i l  va de 
so i  que 1 ' u t i l i s a t i o n  d 'une commande composite, t e n a n t  compte des 
p a r t i e s  r ap ides  des  va r i ab les  d ' é t a t  du systeme i n i t i a l  p e r m e t t r a i t  
d ' a f f i n e r  les r é s u l t a t s  du t ab leau  2 pa r  rappor t  aux v a l e u r s  optimales.  

VALEUR DE J 

J; = -33321 

J; = .32841 

J; = .29286 

J: = .291)75 



A N K  XE 

DETERHINRTION DE LA HATRICE DE GAIN Pn POUR UN ORDRE QUELCONQUE 
L 

(LES NOTATIONS EMPLOYEES SONT CELLES DE V , : II) 

a )  Suivant l a  méthode u t i l i s é e  pour l e s  deux premiers ordres, 

~ 1 'annulation du c o e f f i c i e n t  de x dans (II : ,65) donnera Pp. On 

ob t i en t  donc : 

P 
(A l )  c vec (Hi T Q H T T 

i -1 p - i+ l  + Pi Fp-i+l + Fi P 
I p - i+ l  

1 

P P- 1 - c z vec ( v ~ ~ R ' ~ v ~ ~ ~ )  = o  
k= l  l = o  

.... En supposant connues l e s  s a t r i c e s  P l ,  Pp -1  ; l e s  termes 

inconnus sont regroupés dans : 

T 
vec (P T~ 1, vec ( F ~  pp) 

P 1 
-1 T T -1 T T 

V PO R V10 ( =  Pp G,R Go Pl), vl0 R-'vpo 

O r ,  comme dans l e  cas p=2, nous avons 

vec (A) = Eqxqp vec(AT) 

il e s t  à noter i c i  que, suivant l a  d é f i n i t i o n  de Eqxp (V : 72) ,  EqxqP 

se cons t ru i t  simplement sous l a  forme : 
T 



(Al) est donc équivalente a 

Mal heureusement, la matrice Uqxqp n ' e s t  pas régulière pour 
tout p (el l e  1 'es t  seulement pour p p a i r ) .  De façon - a  contourner cette 
difficulté,  nous utiliserons la forme non-redondante de la puissance 
d ' u n  vecteur, notée ?[jl, e t  définie par : 

La relation entre la forme redondante e t  la forme 
non-redondante de la puissance d'un vecteur est  donnée par : 

( A 7 1  Q 6 N  31 Tj r P~ jxa j , m a j  = (  q + j - 1  1 



e t  une fonc t ion  analyt ique de x, é c r i t e  en xU3 peut ê t r e  é c r i t e  en 

xCjl par  l e  changement de c o e f f i c i e n t s  

+ 
o ù Y  j e N  = A.T. e t  A = AjTj 

Aj J J j 

A ins i ,  l ' équa t i on  (Al) d o i t  ê t r e  remplacée par, Y. p >/ 3 : 

O r ,  d'après IBRE,781, on a également l a  r e l a t i o n  : 

&. 
ce qu i  condui t  à d é f i n i r  vec(Pp) comme s o l u t i o n  de 1  '(quation 

l i n é a i r e  : 

T 
( A l  1) Tp+l tKp + U  qxq P v e c ( H I Q H p + P F ) ~ = J C p  1 P = 



La matrice yp e s t ,  pour tout p,  une matrice rectangulaire 
de rang plein de dimension ap+l X q%. Elle admet donc une 
pseudo-inverse au sens de Moore-Penrose 

e t  parmi 1 ' i n f in i t é  du nombre de solutions de 1 '6quation (All) ,  ce l le  
qui a une norme euclidienne minimale e s t  : 

mai s 

a blocs 
P 

T--- - 

e t  s i  on note : a blocs 
P 

-9 - 
(A151 

pp = j....! iaJ , où vi €11, .... a P 3 ci e ~q 

(ni61 rp typ  9 

a lors  la  solution (A13) e s t ,  en f a i t ,  obtenue par l 'inversion unique 
T 

do la  matrice F i  - P ~ G ~ R - ~ G ~ T  e t  1 'on obtient finalement 



b )  Remarques sur la construction pratique de quelques 
matrices 

b l )  Construction i térative de Tp 

Tp es t  définie par : 

on a donc T l  = Iq e t  Tp+l  es t  construite à part i r  de Tp par la  regle 
suivante : 

. . . ..... 
bloc 

les  blocci 1 à q ayant leurs colonnes indicées par les coniposantes de 
X " ' p + l ' y  si  l 'on enlève du bloc i ( i  = 1, . . .q)  les colonnes don t  l ' indice 
no comporte pas de X i ,  l e  bloc résiduel es t  égal à Tp. Les autres 
colonnes du bloc i (celles que 1 'on a enlevges) sont complètées par 
des 0. 

Par exemple :(//// colonnes de O )  

O 1 o i o  

I *  : 

O 1 0:o 

O O l:o 
T3 - 8.;i..0:.0 , . . . . 9  

o i ù  1 O 

o i o  1 O 

0:o O 1, 



, etc. 

b2) Calcul de Tp+ 

Par définition : Tp+ = (T~TT~)-'T~T, ce qui en posant T ~ ~ T ~ = D ~  
demande 1 'inversion de la matrice Dp. Or, d'après (A20) : 

T et d'aprss la construction du .(bloc i), la matrice lblocil !bloc i l  

est une matrice de taille ap+lx%+l, diagonale, et dont la construction 

est définie par la règle : si 1 'on enlève de cette matrice les lignes 

et les colonnes dont 1 ' indice ne présente pas de Xi, on obtient Dp ; 

la matrice entière étant obtenue en remplissant les lignes et les 



colonnes enlevées par des O. Ainsi, comme T l  = Iq, on a montré par 

récurrence que dans tous les cas, Dp é t a i t  une matrice régulière 

diagonale, donc élémentai rement inversi ble. Donnons quel ques exemples 

pour Dp : 

on peut montrer que de façon générale : 

P 
(A221 Y p a 1 D = diag {ci} 

P i=o P 

. où les  ci sont les coefficients du binôme 
P 

D2 = d iag  {1,2,2,1,2,1) 

D3 = diag {1,3,3,3,6,3,1,3,3,1} 

b3) Exemples de matricescep 

Compte tenu des remarques précédentes, l e  calcul deyp ,  dans 
l e  cas général, ne pose pas de problemes particuliers nous donnons 

T $T 
ic i  quelques exemples de la forme d e y p  (=Tp+l  Uqxqp (Tp B Iq)  1: 

de façon générale, on peut montrer la  propriété suivante : 

- La démonstration vient du f a i t  que Uqxqp - Iqxqp + Eqxqp 
e t  que : 

e t  suivant l e  Théorème 1.5 de 1 BRE,781 



ce qui conduit 3 la relation : 

Ainsi, de façon simplifiée : 

ce qui donne pour quelques cas particuliers : 



CONCLUSION 

Dans cette cinquieme et derniere partie, nous avons développé 

deux points de vue diffgrents concernant l'obtention d'une commande 

sous-optimale pour un systeme donné. Dans le cas d'un système linéaire 

singulièrement perturbé, 1 ' util isation de la méthode de découplage 

permet d'affiner les résultats pour l'application de la commande 

composite. Dans le cas des systèmes non-linéaires, l'utilisation 

du principe de la commande analytique permet de construire l'expression 

d'un retour d'état polynomial qui approche le retour d'état 

non-linéaire optimal. .. . 

Les systhmes bilinéaires possédant une structure 

internéd.iaire entre les systèmes 1 inéaires et non-1 inéitires, nous 

avon~s utilisé comparativement les cieux méthodes précédentes sur un 

système bi 1 i néai re si ngul ièrement perturbé. Les résu1 tats obtenus 

montrent que, malgré les hypothèses simpl if icatrices nécessaires 

a la construction des modèles réduits lents et rapides, la méthode 

de décomposi ti on temporel le condui sant a une commande composite, 

reste tres performante. 
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C O N C L U S I O N  G t N E K A L E  

e 





CONCLUSION GENERALE 

Dans notre  étude des systèmes bilinéaires singulièrement perturbés, 

du fait d e  leur s t ructure intermédiaire en t re  les modèles linéaires et les modèles 

non linéaires, nous avons constamment essayé d'induire des méthodes propres 

aux systèmes linéaires ou d'appliquer des techniques utilisées sur les systèmes 

non linéaires. Le principe d e  la commande analytique n'avait été que suggéré 

dans le passé ; l'utilisation de  l'algèbre tensorielle nous a permis d'en proposer 

une nouvelle formulation et d'en déduire une construction systématique. 

Dans un but de  c l a r t é  de  l'exposé; nous avons choisi de  ne pas aborder 

les problèmes théoriques d e  convergence des algorithmes que nous proposons, 

e n  ayant  cependant testé leur eff icaci té  sur des  exemples. Certains résultats, 

comme l'utilisation du réciproque pour les systèmes bilinéaires demandent 

à ê t r e  affinés pour pouvoir justifier d e  leur intérêt.  

Notre intérêt  futur  aura  donc plusieurs directions : approfondir 

les parties esquissées dans ce mémoire ; é tendre  à des systèmes plus généraux 

(à commandes affines, à états affines) les méthodes d'approximation présentées ; 

déterminer l'ordre minimal d'une commande analytique pour une erreur f ixée 

a priori. L'application de  ces résultats aux systèmes complexes que sont les 

robots manipulateurs est aussi envisagée. 
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Après la  présentation de diverses 'méthodes permettant de 

mettre e n  évidence un modèle bilinéaire à plusieurs dynamiques, 

l'application de la  méthode des perturbations singulières conduit 

à des modèles réduits .découplés. Plusieurs techniques sont proposées 

pour les  rendre bilinéaires. 


