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chapitre. Elles sont rappelées dans le texte par leur numéro, si elles sont définies
dans le méme chapitre, auquel on adjoint le numéro du chapitre de définition

dans le cas contraire.




INTRODUCTION GENERALE

Le théme général des travaux présentés dans ce mémoire est
l'utilisation de méthodes de réduction de dimensionnalité, notamment les
perturbations singuliéres, pour 1'analyse et la commande des systémes bilinéaires.
En effet, l'élaboration de commandes dans le cas de processus complexes
demande souvent l'utilisation d'un modéle plus simple. La méthode des
perturbations singuliéres s'avére étre un outil puissant de réduction d'ordre

par découplage des dynamiques.

Pourquoi les systémes bilinéaires ? C'est la question & laquelle
nous nous sommes efforcés de répondre dans une premiére partie, en rappelant,
tout d'abord, que leur structure est suffisamment simple pour rappeler les
modéles linéaires et leur comportement suffisamment variable pour modéliser
un systéme non linéaire. D'autre part, de nombreux travaux ont montré qu'une
méthodologie développée dans le cadre de systémes bilinéaires pouvait étre
adaptée a des systémes plus généraux, comme, par exemple, les systémes a
commande affine. Dans ce premier chapitre, nous insistons particuliérement
sur l'outil que constituent les séries formelles et nous proposons une méthode

pratique de bilinéarisation d'un systéme non linéaire donné.

Dans un deuxiéme chapitre, nous rappelons les méthodes classiques
de réduction de dimensionnalité des systémes en distinguant celles qui sont
propres aux systémes linéaires, basées sur la fonction de transfert, de celles
qui sont généralisables au cas des systémes non linéaires, car basées sur
‘I'équation d'état. Le point important de ce chapitre concerne la présentation,
pour les systéme linéaires, d'une nouvelle méthode de découplage dans
l'utilisation de la méthode des perturbations singuliéres. Cette nouvelle approche
permet d'affiner les modéles réduits lents et rapides par une prise en compte

plus nette des petits paramétres qui interviennent dans le modéle initial.




Les deux premiéres parties avaient pour objectif de présenter les
systémes étudiés et la méthode de réduction utilisée. La suite du mémoire
est donc constituée de l'application de la méthode des perturbations singuliéres
sur les systémes bilinéaires. Ceci sera mené en deux temps : d'abord, dans
le chapitre III, nous proposerons des méthodes de mise en évidence de dynamiques
différentes ; puis, au cours du chapitre 1V, nous découplerons les parties lentes
et rapides des systémes bilinéaires singuliérement perturbés. Les points nouveaux
concernant ces deux chapitres se situent a4 tous les niveaux de l'analyse et
dans les diverses méthodes généralement employées. On peut citer rapidement :
détermination de la matrice L de bloc diagonalisation, cercles de Gershgorine
par blocs, méthode du conditionnement, découplage dans le cas des systémes
bilinéaires, bilinéarisation de la partie lente. Les méthodes exposées dans ces
deux chapitres permettent de construire deux modéles réduits bilinéaires lents

et rapides a partir d'un modéle bilinéaire initial & deux dynamiques.

Enfin, dans une cinquiéme et derniére partie, nous abordons le
probléme de la simplification de la commande optimale d'un systéme bilinéaire
singuliérement perturbé. Avant d'étudier ce probléme, nous montrons, d'une
part, que dans le cas linéaire, l'utilisation de la méthode de découplage permet
d'améliorer les performances obtenues et, d'autre part, que dans le cas des
systémes non linéaires, une commande analytique par retour d'état est
envisageable. Un paragraphe important est donc dévolu au calcul itératif de
cette commande. Le cas des systémes bilinéaires n'est plus alors qu'un cas
particulier ; de plus, si l'on est dans le cas singuliérement perturbé, nous
proposons l'utilisation des méthodes classiques propres aux systémes linéaires :
décomposition de l'équation de Riccati ou calcul d'une commande composite.
Ces deux approches, comme nous le montrons sur un exemple, s'avérent

particuliérement performantes.




MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

CHAPITRE I

STRUCTURE DES SYSTEMES
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM







- 13 -

INTRODUCTION

L'étude des processus réels, dans un but de synthése, passe
nécessairement par une phase de modélisation. La prise en compte de
systémes de plus en plus complexes, comme par exemple des manipulateurs
3 six (ou plus) degrés de liberté, infirme souvent 1'hypothése d'un
modéle linéaire stationnaire valable pour tous 1les points de
fonctionnement. I1 est donc nécessaire de complexifier les modéles ;
ce qui, sans passer au niveau des modéles non linéaires en 1'état ou
en 1'entrée, peut &tre fait en considérant la classe des modeles
bilinéaires. Ces modeéles ont 1la propriété d'étre suffisamment

“adaptatifs? grice a la présence de produits de variables d'état par
des variables d'entrée pour pouvoir modéliser avec précision un nombre
important de systeémes réels.

L'objet de ce chapitre est donc de situer les systémes
bilinéaires parmi les catégories classiques de modéles de systéme ;
puis, d'en rappeler quelques propriétés ; et enfin, de présenter une
méthode pratique d'obtention d'un mod2le bilinéaire a partir de la
description d'un systéme non linéaire.
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I. STRUCTURE DES SYSTEMES CONTINUS

La notion de systéme physique continu est, avant tout, reliée
a la relation entrée-sortie entre des grandeurs qui dépendent d'une
variable privilégiée réelle positive : t, le temps. Parmi les grandeurs
d'entrée, on peut distinguer |FAU,84]:

* les signaux utiles ou commandes ;
* les signaux nuisibles ou perturbations ;

ces signaux pouvant étre aléatoires ou déterministes.

Les grandeurs de sortie sont constituées par des variables
accessibles du systeme.

Mais & un dinstant t donné, il n'est pas possible, compte
tenu des informations d'entrée & cet instant, de pouvoir prédire
1'évolution future des sorties. I1 est donc nécessaire d'introduire
un troisiéme ensemble de grandeurs qui constitue 1'état du systéme.
Cet état, variable dépendant du temps, peut &tre ou ne pas étre
mesurable et représente la mémoire du systéme. Le passé du systéme
influence son évolution future par 1'intermédiaire de cette variable.

Le comportement du systéme peut étre décrit par une équation
d'état, un des modéles mathématiques du systéme :

x(t) = f(x(t), u(t), t)
(S)

y(t) = g(x(t), u(t), t) ;5 x(o) = xg
ot teR’ u(t) est le vecteur entrée, u(t) ¢ R"

y(t) est le vecteur sortie, y(t) & R"
x(t) est un vecteur état, x(t)e R
f(.) et g(.) sont des fonctions

de RY x R™ x R+ dans RY et R", respectivement.
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Le systéme S est donné soit par la connaissance des lois
physiques décrivant le systéme,soit par une solution du probléme de
réalisation d'un systéme & partir de son comportement entrée-sortie.
Dans ce dernier cas, 1'un -des principaux problemes réside dans 1la
détermination de la dimension correcte de 1'état, c'est-a-dire celle
qui donne au modéle les propriétés de commandabilité et d'observabilité
[HER,77| ; (S) est alors une réalisation minimale.

II. CLASSES DE SYSTEMES

Dans toute la suite, on identifiera les notions de systéeme
et de modéles et par abus de langage une équation telle que (S) sera
appelée systéeme.

La forme particuligre des fonctions non linéaires intervenant
dans (S), principalemert f(.), permet de définir plusieurs catégories
de systémes. Le systéme (S) représente, de fagon générale, la trés
large classe des systémes non-linéaires continus, a 1'intérieur de
laquelle on peut distinguer :

. les systeémes linéaires stationnaires.

. les systemes linéaires non stationnaires.
. les systémes bilinéaires.

. les systemes a commande affine.

Par la suite, nous verrons que les systémes bilinéaires
forment une classe de systémes "presque linéaires", donc permettant
1'extension de certaines méthodes propres aux systémes linéaires, tout

en étant des systémes qui approchent avec une bonne précision les
systémes non-linéaires.

II.1. LES SYSTEMES LINEAIRES

Lorsque f(.) et g(.) sont des applications 1linéaires en
1'état et en 1'entrée, le systéme (S) est linéaire. L'équation d'état
peut se mettre sous la forme




= 40 -

i(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t)
(1)

y(t) = C(t) x(t) + D(t) u(t)

ot te R, A(t), B(t), C(t), D(t) sont respectivement

des matrices de quq, ]qum’ ]Rnxq’ RMXM

Dans le cas ou les matrices A(t), B(t), C(t), D(t) ne
dépendent pas explicitement du temps le systéme est linéaire
stationnaire ; nous 1'appellerons systéme linéaire. Dans (1), A(t)
est la matrice systéme, B(t) : la matrice de commande, C(t) : 1la
matrice d'observations, et D(t) : la matrice de transmission directe.

I11.1.1. Forme externe des systémes linéaires

L'utilisation de la transformée de Laplace permet de définir
la fonction de transfert d'un systeéme linéaire, 3 conditions initiales
nulles :

(2) F(p) = C (pI-A)"1 B + L, p opérateur de dérivation ;

~ Dans le cas de systémes monovariables, i.e. m=n = 1, F(p)
est une fraction rationnelle en p que 1'on écrit sous la forme :

q-1 .
2 b p?
izo
(3) Fp) = ———— + d . ol ag = 1,
q .
2 ajp
1=0

et la sortie du systeme est donnée par la formule de convolution, sous

forme analytique (pour une entrée u(t) et des conditions initiales
nulles) :

t
(4) Bo )= [ () (1) &
Y

-

ou h(t) est la réponse impulsionnelle du systéeme.




I1.1.2. Forme interne des systémes linééires

L'équation d'état (1) constitue une réalisation de 1la
relation entrée-sortie (4). Mais cette réalisation n'est pas unique,
et méme lorsqu'elle est minimale elle est définie & un changement de
base prés. Il existe cependant des formes canoniques, qui seront aussi
valables pour les systémes non-linéaires [LUE,67| bien que la notion
d'une matrice A(.) dépendant de 1'état soit délicate a définir,

Si on se place dans le cas monovariable, F(p) conduit de
fagon classique aux formes canoniques suivantes : ‘

*» la forme commandable ou compagne

x(t) = Ag x(t) + Bc u(t)
y(t) = C¢ x(t) + du(t)
[0 1. 0
avec Ag = RN » Bo=i
-~ ~
‘oo |
~ S
01 0
-a . . -a 1
o] -1
i R -
Cc = I[bos » bg-1]

+ la forme observable ou Frobenius
;(t) = ACT X(t) + CCT u(t)

y(t) = BT x(t) + du(t)
ou T désigne 1a transposition de matrices.

Dans le cas ou le systéme est observable et commandable,
on peut passer de 1'une a 1'autre par changement de base constant.
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Par 1'utilisation de 1'algébre 1linéaire ou des méthodes
algébriques, les systémes linéaires sont bien connus du point de vue
mathématique mais ils  traduisent parfois difficilement Jles
comportements réels de certains systemes.

IT.2. LES SYSTEMES A COMMANDE AFFINE

I1.2.1. Formule_fondamentale
Bien que représentant un cas particulier de modéles
non-linéaires, 1ils peuvent modéliser un trés large ensemble de
systémes. I1s sont définis & partir de (S) par : f(.) fonction affine
des variables d'entréde ; et g(.) ne dépendant que de 1'état

c'est-a-dire par une équation d'état de la forme :

m
X (t) = Xy (x(t)+ 2 ui(t) X (x(t))
(5) ‘ i=1
y(t) = g (x(t))

ot les Xj(x), i = 0,...,m, sont des fonctions de 1'état de composantes

9 1% (X), k = 1,--,q.

Dans le cas ol les ¢ ? (x) sont des séries formelles en les
composantes de 1'état xj,..,Xq le systéme est dit analytique.

Les méthodes d'étude de ces systémes peuvent &tre regroupées
en trois classes : la plus ancienne est basée sur les séries de
Volterra ; [BRO,76a ; LES,78 ; KU,83] ; 1la deuxigme utilise 1la
géométrie différentielle et les algébres de Lie |LOB,76], dont un
exposé des récents développements se trouve dans |GAU,84| ; 1la
troisieme approche, plus algébrique, utilise les travaux de Fliess
sur les séries formelles |FLI,76|. Bien que ces trois approches soient
paralldles et fassent appel & certaines notions communes, la derniére
apparait plus maniable, notamment Fliess a montré que la sortie du
systéme analytique (5) est une fonctionnelle causale analytique qui
admet comme développement |FLI,80] :
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m

I

(6) y(t) = ))I (0) Lyer 3
| x(0) Jye-

2
Ix(0)" vio jo,,z,,jv=o (on(---(xjv(g(X)))..

ou l indique une évaluation en x(o) ;
'x(o) , .

» q
Vie{0,..,m3,¥h (x) € RXi(h(x)) = T o K (x) 2n(x)
k=1

i Xy
ah
= —.X.(x)
ax 1
et I, . représente
Jyreedg
t .
/’ dg j, .-+ 4% jo intégrale itérée au sens de Chen définie
0

-

par,récurrence par ¢

T

golc) = o gile) =[ uile)de, 1= 1,..m
0

ftdaj = gj(t)

0

. dgj

/tdg- dE; ... dE; =[td A
o v vt Yo fo Fdv J &5, o

La formule (6) est appelée formule fondamentale. Par un

-

codage de 1'intégrale itérée a 1'aide d'un nombre fini de symboles

{a O;ngco,ﬂm} .

t -
(7) /o d% cee dgjo = ajy eee 8y

-

on associe a y(t), une série formelle, dite série génératrice, en les
variables non commutatives ag,..,ap (car de fagon générale
ajaj #ajoqi pour i#j) :

m
(8) BTN IS S
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_ I1 a également montré 1'équivalence entre cette série
formelle et le développement en série de Volterra du systéme (5)
|FLI,79].

I1.2.2. Calcul symbolique non commutatif _

De fagon a déterminer la série génératrice d'un systeme
analytique plus rapidement que par 1'utilisation directe de la formule
fondamentale, Lamnabhi |LAM,80| a proposé une méthode de calcul
symbolique basée sur le produit mélange. Le mélange, ou produit de
Hurwitz, de deux séries génératrices est 1'opération linéaire,ius,
définie par récurrence, par :

2 . . . v+l
(9) ¥ (u,v) e N ¥ (30,...,Jv.10,...,1u) e {0,...,m}

= AN 3 1 = : eesO: T 0L seeQs
1Twd1=1, aJo aJVLlJ 1 1LLlaJo aJv aJo aJv

0. veo0: W eveeo: = s (0 ee.a. U, ...0L )
0 Jy 0 u Jo 39 Jv 0 u

ol 1 est le symbole vide.
I1 vient alors le résultat suivant :

Théoréme : Le produit de deux fonctionnelles causales analytiques
est une fonctionnelle causale analytique dont la série
génératrice est le mélange de leurs séries génératrices.

En conséquence de ce théoréme, & la fonction analytique (10a)
correspondra la série génératrice (10b) :

(102) & (Xq>ee.sxp) = (Xl)"lm(Xn)in

- - a 1 s
i1seeesip20 Typoeeotn

(10b) "3 (syseeasp) = . X 3 i (sl)mil---(Sn'TJin
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L
ol sj est la série génératrice associde a xj, et sj J, i=1,..,n,

représente : Sjud Sjud. .. LS.

-

i, fois
J
Ainsi, si 1'on intéegre 1'équation d'état (5), on obtient :

. n ) .
) = x (o) + [T ok (x(e)) dr+ 2 [)t ui(e) © 4 (x(r))ds

0

(11) i K=1,...q

LY =9 (x(t))

ce qui donne, par codage de 1'intégrale et en notant S la série

-

génératrice associée 3 la ki&me composante d'état :

m
= . Lk

L s ="§" (sl,..s")

Les séries génératrices sk

sont donc solution d'une équation
algébrique et les termes successifs de ces séries, donc de s, peuvent
€tre calculés par itérations. L'intérét de ce calcul est d'une part
d'8tre systématique, d'autre part de permettre par la connaissance
des premiers termes de la série formelle s (resp. Si) de pouvoir

estimer la transitoire de la sortie (resp. xi).

11.2.3 Estimation du transitoire

La série génératrice traduit algébriquement 1la relation
entrée-sortie du systéme. La méthode proposée dans |LAM,80 ; FLI,83 ;
LAM,85| permet de construire la série en t associée & la variable




- 22 -

étudide. I1 suffit de remplacer dans la série génératrice de la sortie,
chaque lettre i, i=1,..,m, par 1'opérateur ao(guiuhﬂ, i=1,..,m, ol

g“i représente la transformée de Laplace-Borel de 1la iéme entrée
définie par :

P us(t) = . alors
si uj(t) ;g% Yi(n) 71
(13)
9, E%Q Yi(n) %o
A titre d'illustration, considérons le systeme défini par
(14) y(t) + y(t) + y2(t) = u(t) avec y(o0) = 0 ;

1'intégration de ce systdéme fournit 1'équation algébrique formelle :

(15) S+ @S * o suas = oo

Pour une entrée wu(t) = 1, dont 1la transformée de
Laplace-Borel est 1, o, doit &tre remplacé par ags Ce qui donne
1'équation

(15') s +0ags +0g. SIS = ag

_ . ] | J . A i+j . .
P = 2 a 3 a a =C.. o :
osons s %o s{i) o 3 Ore e C1+J o i1 vient donc

s{o) = 3 s(1) =1;

(16) K

k> 1,5 (k+1) = - s(k) - %‘0 c,’; s(i)s(k-1)

ce qui donne les premiers termes de la sortie :

(17) yit) = t - 2 -t_3.....+s(k).E_"‘+...
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Cette méthode permet donc d'obtenir wun développement
analytique autour de t=o d'une variable quelconque dont on a une
équation algébrique formelle, en généralisant 1le calcul symbolique
d'Heaviside. Ceci peut @&tre utilisé dans un but de comparaison de
transitoires, donc de dynamiques, de variables différentes.

11.2.4 Forme commandable des systémes non-linéaires

Dans ce paragraphe, nous rappelons les résultats de |HUN,83]
qui généralisent aux systeémes non-linéaires & commande affine, la
représentation commandable des systémes lindaires (11.1.2).

Considérons le systdme & commande affine (5) ou m=1, et les
opérateurs de dérivation suivants, ou f et g sont deux fonctions
vectorielles de 1'état de dimensions convenables :

= a9 . f
<df, g > o
(18) [f,g] = <dg, f>-<df, g>

et Vk e N* (adk £, g) = [ f, (ad k-1 ¢, g) ]
0 -
avec (ad"f, g) = g
I1 vient alors le résultat suivant |HUN,83| :

Théoréme : Si la matrice de commandabilité € , définie par

€ = 1 Xg(x)s (a1 (x), Xy (), eees (2d37 X (x), Xp(0)]
est réguliere, i.e. VxeRI rge = q:

alors le changement de variables x* = T(x)

ol ‘ Tl(x) i
< dTl’ xo(x) >
T =

<d< dTl’ xo(x) >, xo(x) >
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ou T1 (x) est défini par 1'équation

STI ,
5= u () 100

(ou : 1(x) derniére Tligne de‘e'l, et u(x) est une
fonction scalaire permettant 1'intégration).

transforme (5) avec m=1 en la forme commandable

[~ x ] C % b g N
4 u
(19) & = . +1 .
Xg-1 0
x; ‘ v(x*) b (x*)

Cette forme correspond donc a une forme matricielle compagne
généralisée.

-

11.2.5. Exemple de systéme a commande affine

Considérons le systeme morovariable de type Lurie'Postnikov
décrit figure 1. La non-linéarité séparable est de classe ¢ et la

partie linéaire est représentée par une fonction de transfert non
dégénérée |POP,73].

—

f: R —>R
classe ¢ e —> fle) = F(e). ¢

f*(e)e [L,LICR, LgT

€ f(e) | nip)
£ - Y
D(p)

FIGWRE 1
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Soit (A, B, C) une réalisation de 1a partie linéaire, le
systéme complet peut €tre modélisé par 1'équation d'état

X =Ax+B . f (¢) , X € ]Rq,vecteur état
(0) {y =¢T,
f(e) =f*(e) .e,e=u-y , ueR , yeR

f* est le gain équivalent de la non-lindarité défini par :

;

sie #o0 f° (¢)

Compte tenu des hypothéses, on sait que 1'on peut toujours se placer
dans une base d'état telle que ¢ soit une variable d'état (e.g.xq).
On obtient dans ce cas :

(21) x= [A-BCTf(xg)] x + [B f*(xq)] u
X,(x) X, (x)

ce qui est la forme d'un systeme a commande affine. Dans le cas ol
f est analytique, f* 1'est aussi, ce qui entraine la méme propriété
pour le systéme présenté. Ces remarques demeurent valables pour des
systemes multivariables du type Lurie' Postnikov |GRU,75].

IT.3. LES SYSTEMES BILINEAIRES

I1.3.1. Structure et définitions

Ces systemes ont une structure intermédiaire entre les
systemes linéaires et les systémes a commande affine puisqu'ils sont
régis par une équation d'état (5) ol les champs de vecteur Xj(x) sont
affines en 1'état et la fonction de sortie g est une application

linéaire. C'est-a-dire que 1'on a :
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xo
—
ot
~
1}

Ay x (t) + iéi ui(t) {A; x () + Bi}
(22)

cT x (t)

<
—
t
~—

"

ol Ao 3 Ai’ i=l,..,m ; Bi’ i=l,..,m ; CT sont des matrices

constantes de dimensions convenables.

LY

ui(t), i=1,..,m est supposé appartenir a un sous-ensemble

de 1'ensemble des fonctions mesurables localement bornées

de [0, °[ dans R.

La matrice non constante (AO + :Elij A;j) est appelée
matrice-systéme |BRA,81|. Certains auteurs utilisent également 1la
notation condensée |BRU,74|

x (t)

Ao x(t) + u (t) A x(t) + B u(t)
(23)

y (t) cT x(t)

ot u (t) A x(t)

m
Z U.ii:t) Ai x(t)
i=1

o
Bu(t) = 3 B u(t)
i=1

ce qui correspond 3 la structure (figure 2)mettant en évidence la
différence entre un systéme linéaire et un systeme bilinéaire:

r ---------- - - = - = '
! - X |
: l
' )
' !
! A i
' I
B U‘ Xo ) i
u(t) —_—1 g Bl od t ol S X(L CT | o y(t)
FIGURE 2 ‘
a8
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De méme que pour les systémes linéaires on peut considérer
les systémes bilinéaires non stationnaires pour lesquels les matrices
A et Ai dépendent explicitement du temps. Mais par un

)
changement de variables d'entrée dans lesquelles on distinguera deux
groupes : celui concernant des perturbations déterministes ou

aléatoires de paramétres et celui concernant les signaux de commande ,

on peut se ramener a un systeme bilinéaire stationnaire que nous
appellerons bilinéaire par la suite.

Suivant la forme de 1'équation (22) on peut définir plusieurs
classes de systémes bilinéaires [BRU,74].

a) si B 0 le systeme est dit homogeéne en 1'état ou régulier ;

b) si A0

0 le systeme est dit homogéne en 1'entrée.

c) si Aj et B sont nuls le systeme est dit strictement bilinéaire.

I1 est 3 noter que ces définitions ne caractérisent paé le
systéme bilinéaire mais la forme de 1'équation de 1'état, car un simple
changement des variables d'entrée ou d'état permet de passer de 1'une
2 1'autre de ces formes. I1 suffit de montrer que (22) se met sous
1'une des trois formes. En effet :

- considérons 1'entrée fictive uo(t) =1, de (22) il vient avec
B0 =0 :

o m

x(t)‘= iZb ui(t) {A; x(t) + By}

qui est de la forme b), et le vecteur d'entrée U(t) = [1, u,(t), ...,
up(t)] est sous la forme homogéne.

- de méme si on considére 1'état homogeéne

X(t)

[xl(t), ces X (L), I]Talors (15) donne

q
X(t) = A'o X(t) + 3 ujlt) A'i X(t)
i=1
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- Ainsi en coordonnées homogénes pour 1'état et 1'entrée, il vient :

m
(28)  X(t) = X uj(t) A x(t)
1=0

qui correspond a une forme strictement bilinéaire qui peut
étre notée de fagon condensée

X(t) = U(t) A" X(t)

Comme nous venons de le voir, la structure de 1'équation
d'état d'un systéme bilinéaire permet de généraliser un certain nombre
de structures simples comme les systémes 1linéaires en ayant des
systeémes "presque linéaires". Mais cette complexité n'est pas une vue
de 1'esprit et correspond & la réalits de certains systemes physiques.

11.3.2. Intérét des systemes bilinéaires

Il v en a, en effet, de nombreux motifs théoriques et
pratiques qui justifient 1'importance accordée aux systémes bilinéaires
depuis quelques années |LEV,83|. Depuis les travaux de Mohler qui a
mis en évidence de nombreuses classes de systémes gouvernés par des
modeéles bilinéaires |MOH,70a ; MOH,73|, de nombreuses études sur la
commandabilité, 1a commande optimale ou 1'identification de ces
systemes ont été publiés |[MOH,80|. Concernant la modélisation de
systemes par des modeéles bilinéaires, on peut citer par exemple :

* parmi les systémes biologiques : 1la thermorégulation
humaine |IBE,60 ; HAR,61], la régulation du dioxyde de
carbone dans le systéme respiratoire |GRO,63].

* parmi les processus physiques : la fission nucléaire et
les échangeurs de chaleur |[MOH,70bl, 1les colonnes de
distillation |ESP,78].

Les premiers travaux a propos des systémes bilinéaires ont
porté sur 1'étude de la commandabilité et i1 a été montré |[RIN,68 ;
IMB,75] qu'un systéme bilinéaire 3 ‘entrées bornées peut é&tre
commandable alors que le systéme linéaire, obtenu en éliminant les
produits des variables d'entrée par les variables d'état, ne 1'est
pas.
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Cependant, 1'avantage fondamental de 1'utilisation des
modéles bilinéaires provient des études de la réalisation des systdmes
non linéaires |KRE,75|. Sussman [SUS,76| a démontré le théoréme
d'approximation qui établit que toute relation d'entrée-sortie F peut
étre approchée avec une erreur arbitrairement petite par une
réalisation bilinéaire si F vérifie des conditions de causalité et
de continuité. Quand les conditions initiales du systéme sont fixées,
on peut associer & chaque sortie une fonction Fu de [0, T] dans R pour
chaque entrée u définie sur [0, T] ; alors F satisfait les propriétés :

* de continuité si les fonctions F, convergent uniformément

vers F pour toute suite u, d'entrées convergeant vers
u.

* de causalité si les fonctions Fu et Fv coincident sur |0,T|

alors les entrées u et v coincident sur |0,T'| pour tout
T <T.

Théoréme d'approximation : Soit F une fonction arbitraire qui a chaque

entrée u, définie de 10,T| dans R" et bornée en module par
un réel positif M, fait correspondre une relation de |0,T|
dans R. Si, de plus, F vérifie les conditions de causalité

et de continuité, alors pour tout > 0, i1 existe un systeme
bilinéaire dont la relation d'entrée-sortie 0 est telle que :

Vitelo, T, Yu:lo,7I >R ull <M
IFu(t) - 0u(t)l <
Remarquons que ce théoréme ne prouve que 1'existence d'un
systeéme bilinéaire approchant un systéme non linéaire donné et ne
donne pas de procédé de construction. Nous verrons dans la derniére

partie de ce chapitre des méthodes permettant d'obtenir un modéle
bilinéaire approché .

11.3.3. Modéles mathématiques

Comme nous 1'avons mentionné, les systemes bilinéaires ont
une structure proche de celle des systemes linéaires. De plus, Bruni
[BRU,71] a montré que le systéme bilinéaire monovariable :
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*o
]

Ax + Nxu + Bu, x(o0) = Xo
(25)

y = Cx

pouvait &tre exprimé par la séquence de systémes linéaires a vecteurs
de commande non stationnaires :

lol

xXo

Axlol + Bu ;3 xlol(o) = xq
(26)

lil

xo

AxIil + Nxli-1lu + Bu 5 x[il(0)= x , 1€ N*
qui converge uniformément vers x, solution de (25) ; i.e. :

(27) Vt €RT Tim  [Ixlil(t) - x(t)1] =0
= o0
Cette remarque permet d'écrire la sortie sous la forme d'une
série de Volterra :

<t o4 ~..1 A(t-
(28) ' .Y(t)=CeAtxo+ L ] / /Ce e 1 27y
i=l70 (0] o]

- L
e AL 55 ) {N ATk, ¢ B} u(03) oe.ufy) dog...dos

Cette expression met en évidence la partie de la sortie qui
dépend des conditions initiales et celle qui dépend du vecteur de
commande B. En particulier, la premiére partie est 1la réponse du

systéme en régime libre, qui correspond bien a 1'évolution du systéme
linéaire pour u = o.

I11.3.3.1 Fonction de transfert multivariable

A partir de 1'expression (28), prise pour des conditions
initiales nulles et aprés changement de variables, il a été montré
IMIT,79] que 1'on pouvait définir une fonction de transfert
multivariable pour Tle systeéme bilindaire (25). En utilisant 1la
tranformée de Laplace a plusieurs variables définie par : |
“P4T4 -p

T
e MNgr, .. .dt

(29) F(pl,...,pn) = é... s f(r1,...,rn)e 1 n

0
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chacun des termes de (28) fournit la fonction de transfert
= -1 -1 -1
(30) Fn (P1.--5Pn) = C (pnI-A) "N(pp-1 I-A) "N...N(pijI-A) "B.

Ainsi, la fonction de transfert multivariable d'un systéme
bilindaire est wune suite infinie de fonctions de transfert
multivariables définie par |LEJ,85] :

(31) f'-‘(p],a--:pm) = [Fl(Pl): Fz(plspz)s cesy Fn(pla--spn)’--il

Cette expression généralise de fagon évidente la fonction
de transfert d'un systéme linéaire. '

11.3.3.2. Codage des systémes bilinéaires

L'application de la formule fondamentale (6) dans le cas
du systéme bilinéaire régulier conduit a 1'expression de la série
génératrice de la sortie sous la forme |FLI,83|.

m
(32) s=Clx + T L CUA, Ay X i eer 0y
O v>0 Jjgs-.sdy=0 Jy Iy 0. Jy I
En effet, on a ici :
(33) i = 0y.0.,m ¢ Xi(x) = Aix et g(x) = CTx
donc d'aprés (6) :
aCTx T
(34) i=05..,M Xi(g(x)) = Asx = CA;x
3 X

Le terme général de la série génératrice s'écrit donc :

- T
(35) (on(in(..(va(g(x))))))lx(o) =C A, ...A;x

v Vo

I1 est a noter dans (35) le renversement de 1'ordre des indices.

Cette formule peut &tre obtenue directement par 1'utilisation
de la formule de Peano Baker sur le systeéme (22) |JAC,82|.

11.3.3.3. Fonction de transfert codée.

De fagon a obtenir une formulation plus compacte de (32),
intégrons le systéme bilinéaire (22), i1 vient :



t m t
(36) x(t) = x, + A,/ ox(1)dv+ T A; S uylr) x(1) dt
o} i=1 o
m t
+ I B.i J Ui(T) dt
i=t o
y(t) = CTX(t)

Si on reprend les notations introduites dans la partie du
calcul symbolique non commutatif, i1 vient en notant S la série
génératrice vectorielle de x, (S = (Sl,...,Sg)T) :

m m
X * Aoaos + 1.§1A1- o S + 151 Biai

(37) s.

s

(7]
(1}

ce qui donne 1'expression

T m e+ 5B
c [- z A-a.] l"o . 1°‘1]
i=0 i - i=1

(38) s

qui est une expression équivalente a (32), mais qui a la forme d'une
fonction de transfert. En effet, dans le cas d'un systeme linéaire
(i.e. i = 1,..., m : Aj = 0), il viendrait, a conditions initiales
nulles

m -1
T .o
(39) s = E [I - Aoao] 3503

la ieMe fonction de transfert est donc représentée par CT(I-AOuoriBi,
ce qui, par un simple changement de notation, peut €tre ramené a la

forme classique en p (2) de la fonction de transfert d'un systeme
linéaire | FLI,81 |.

11.3.3.4 Matrices de Hankel

Un autre outil, utilisé dans 1'étude des systeémes linéaires
| KAI,80 | et étendu aux systeémes bilinéaires | ARB,80 | est constitué
par la notion de matrices de Hankel. Elles sont définies a partir de
la série génératrice (6) du systeéme étudié, de la fagon suivante
| BER,54 ; FLI,74 | |

(40) - H(s) = |H(s) }
o Qa [¢3 a
s oeees i 3y seeens 20 U0
LJo j v Lko ku v u
indice de indice de Jgeeedye ko...ku

ligne colonne
€ {0,...,m" ¥




(41) H(s)
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oy M v
u

(X, (ol 08 (0

x(o)

Dans le cas des systemes linéaires, les éléments de cette
matrice sont les paramétres de Markov du systeme | KAI,80 | et dans

le cas d'un systéme bilinéaire régulier, d'apres (32), la matrice de
Hankel a la structure suivante | JAC,81 |

(42) Hy = [H(s)
O.....0:, ¢

o 3y ko ku u?o“j
0" °vv?
‘ T
H(s) =CA, ..A; A, ..A
o, a.,0 o 3 3.k
Jo.. 3y, Ko.. Ky o “vo

o

+y 42
ko -k €0, .o,mp” ™

Cette matrice est notée avec un indice o car elle dépend
de conditions initiales. Dans le cas non régulier, on peut se ramener
& un systéme régulier par un vecteur d'état homogéne, ou bien définir

une matrice de Hankel associée a chaque entrée et définie,

]

(38) par

(43) i=t...m  Hy= [Hi(s)u. o
. JO

avec Hi(s)a-

On peut

Jo

dimensions infinies :

..uj 0 el T CA, ...A; A

R TN« |
Jv ko ku

V20
H20

Jo..jv, ko...kue{o...m}

k

v "o M o Iy %o

remarquer que si on définit

r
C- CTAJ. -y
(48) { ..... °..... v
. v3o
L - jo, R j\JE{O’ , m}W1
i = Tyeeem B, = [...§(Ak oy 8pi]wro
o Y]

il vient pour tout i de 1,..., m

(45) Hy = e.:ls].

suivant

Vep+2

les matrices

p+1

ko,...,kue {0,...,m}
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ce qui généralise le fait que, dans le cas des systémes linéaires,
la matrice de Hankel est le produit de la matrice d'observabilité par
la matrice de commandabilité | KAI,80 |.

Dans le cas des systémes non linéaires, la matrice de Hankel
associée & la série génératrice de la sortie permet de décider de 1la
réalisation bilindaire du systeme | ISI,73 |. En effet, le systeme
étudié est bilindaire si et seulement si sa matrice de Hankel est de
rang fini q | FLI,74 | et un procédé de réalisation d'un systéme a
partir de sa matrice de Hankel sous la forme d'un systéme bilinéaire
régulier a été proposé dans | JAC,81 |.

II1. BILINEARISATION DES SYSTEMES NON LINEAIRES

De fagon a approcher un systéme non linéaire par un modéle
bilinéaire, plusieurs méthodes ont été proposées : certaines sont
basées sur la théorie géométrique des algébres de Lie pour déterminer
des conditions d'existerce de transformations non Tlinéaires
| KRE,73 ; TIN,75 | ou des retours d'état | CLA,85 ; ZAK,86 ; KRE,83 |
pour linéariser globalement le systéme étudié ; une autre utilise les
séries formelles | HES,85 |. L'inconvénient de ces méthodes est leur
difficulté d'application dans le cas de systemes de grandes dimensions.

Un autre principe de méthode, & partir de 1'idée originelle
de Carleman | CAR,32 |, utilise les puissances des composantes de
1'état. Celles-ci ont été employées par divers auteurs pour
bilinéariser les systémes ' non linéaires|SV0,80 ; KRE,74 ; BRO,76a;
ARM,81 ; CEB,84 ; BR0O,76b |, mais sans obtenir de méthode systématique
de détermination du modéle bilinéaire. Par 1'utilisation du produit
tensoriel de 1'espace d'état, nous présentons un algorithme récursif
qui permet de construire directement le modele cherché.

ITI.1 NOTATIONS ET PROPRIETES

On supposera que le systeme a bilinéariser est sous la forme
(5) analytique. On peut donc écrire :

) X =1 fx Ol | x0= 1z g x Ui in

i=1 J':o
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ol xD] représente un vecteur redondant de dimension.qi de formes
i-homogénes en xj, ..., Xqs composantes de x. Les X o introduits
par | VET,70 |, pour généraliser les séries de Taylor sont définis

par : x [o]= 1
SUNEE NN I & B

¥ielN x X
ol @ est le produit tensoriel ou de Kronecker défini par :

si A= [.aij] et B = fbij] sont deux matrices de dimensions respectives
nxpetmxaq

a”B . ) a1pB
(48) AgB = - - s
an1B ........ Eanp_B_

A 8 B est une matrice de dimension nm X pq
T
Ainsi, si x = E<1,...., xalT ety = [y1,..., yg alors

(49)

Xey= [X1.Y1aX1)’2,--~:X1yp,X2y1sxzyza---xzyp,---,Xq_1)’p,qu1,...,qupj

et dans le cas ou x = y, x & x est une forme redondante puisque x1x2,
par exemple, est présent deux fois dans ce vecteur.

Concernant 1le produit de Kronecker utilisé, on a les
propriétés suivantes (d'autres sont indiquées dans | BRE,78 |) :

Propriétés : Si x et y sont des vecteurs de dimensions p et g, A
et B sont des matrices de dimensions (nxp) et (mxg),
on a :

a) (Ax) ay=[Aa Iq] (x & y)

b) x & (By) = [Ip & B] (x & y)

c) (Ax) a (By) = [InaB1 [Aalg] (xay)
=Aalg [pad] (xay)

ou I, est la matrice identité d'ordre r (r=p,n,q,m)

d)yux=Pqp(xn_y)

ot PP est une matrice pq x pq de permutation :

T
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_
-
P . Py
P
pqp _ .
P LI ] * 0 206 0w 80 * & & 0 0 &
| a1 PqB.

Pij» (i,3) [1,...q] x (1,....p], est une pg-matrice
composée de 1 a 1'intersection de sa iémecolonne et
de sa jieme ligne et 0 partout ailleurs.

e) yax=(yalp)x

f)é% (xay) = %% @y +xa %%

I11.2 METHODE D'APPROXIMATION

Cette méthode est basée sur 1'approximation par troncature
| CAR.32 | ; en considérant le vecteur de dimension infinie :

(50) X = [x [ﬂT, X BﬂT,..., % E]T,...] T,

le modéle bilinéaire sera obtenu en écrivant 1'équation d'état vérifiée

par le vecteur xE‘et ensupprimant les termes de degré supérieur a n,

?:)c X = [x o, o [n]T] T

n

9 veey X

I1 vient 1a proposition suivante :

"le vecteur-redondant X _(51) est régi par 1'équation d'état bilinéaire

=3

° m
(52a) Xn =F X + g

n¥n u.(t) Gi Xn + Gnu(t)

-

ou - 1 2

n -y
g. g- e s 000 g'
F F s 08 s 0 F 1 2 2

0 Fha..... ] Sip)%ip) %[
. [-2] [ZJ G. = .
F = . . 1 '0 *
n . . n . .
: n | . .

-3

[Te]
o-d.
| g
=T

n-1
L0 0 e
i = 1’.oo’m
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-g? : gg e : g;-

0 veevncrenennnns 0

Gy - z

| D 0

T T T

et on a pour X (o) = [XD] (0)yeens X [ (o)]
im [1...1, 0o —— 0] X = x(t) ;

N> ®  ‘tompmm n

q

* les WSJ et g:fj] sont définis par les relations de
récurrence suivantes :

. i -1 cd-re
*i = r,..,Nn F[}]- Iq ) FLF'1|+ F R Iq(r—1)

1.
Jo=r-1,. n
g

SRR - uERUD

avec les conditions initiales

*i=1,..., n-1 :FiD]: ! ' .
*i=1,...om3; J=1,..., n=1 :gJ. =gJ.
i[1] " %

Ces relations ~peuvent &tre démontrées par récurrence
| ROT,86a |. Si on suppose que , pour r e [2,...,n] :

o . . m n . .
(53) x[""'ﬂ: - g , Fh‘-“]XD] + I ui(t) { Z g%[r-f_] X D]}
i=r- ]

i=1 j=r-1

1'expression de la dérivée de x‘:"'J est donnée, en éliminant
les termes du degré supérieur a n, par :

(54) ;m = §1(F xm) a x& 7 . %‘ (t) [ z (g xm) & x& 1-]
+ g xD] xD]) + “? us(t) [ g []n(g b] )

F.i .
jomg 0 P i jer-2 iE-1
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L'utilisation des propriétés énoncées du produit de Kronecker
permet d'écrire :

° n . . i
(55) O D e e en « e rELy) [
j=r \ Van g
i

i)

m J
j-r+1 R j=1 [.?]
P [ 6T g g o 7"

Y

% ]

La proposition énoncée permet de construire un systéme
bilinéaire approchant un systéme non-linéaire analytique pour n
(degré d'approximation) fixé. Le passage d'un modéle de degré
d'approximation n 2 n+l ne nécessite que le calcul de (2n+mjmatrices
supplémentaires et le mod2le de degré d'approximation 1 correspond
au systéme linéarisé. Les modéles bilinéaires apparaissent donc comme
une généralisation "naturelle" des modales linéaires.

IT11.3 ELIMINATION DE LA REDONDANCE

L'état redondant Xp défini dans la partie précédente a une
n

dimension de 21 Q Cette dimension peut &tre diminuée en éliminant

les variables qui se répetent dans X, ; définissons 1la forme
non-redondante de X, par :

SRR 1 T

"[1.] ‘D]- x, et pour r dans [2,..,n]
~[,-] [ -1 r-2.2

12 x1 xz,..., x1 q
r-2 r-2 r-2.2 r-33 r'\T
Xy TXpXgaeeaXy TXgXgseees X3 Xgs X .
on a, de plus, les relations Pofger-t
q x(\‘
(57) vre[,..., n] 3! T. &R r
[ r 5[]

ol ( )désigne le coefficient du bindme
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Ainsi, on peut écrire :

(58) xn TX avec T d1ag {T }
i=1,

et la relation inverse

(59)

> to
= }

+ +
= nT X, avec nT l? {T "

ou T: est la pseudo-inverse au sens de Moore et Penrose
| BEN,73 | de Ty, i = 1,...,n

De la proposition d'approximation (52), on déduit que in
est décrit par le modéle bilinéaire :

3 N n -~ -~ -~
- . i . n
(60) X =FX + 151 u;(t) G4 X+ Gu(t)
- ~n
ou Fn = nT anT sy G = nT G
- . ~ - +
i=1,..., m Gi = nT Gi nT
n n

ce qui, compte tenu de la structure de nT'let nTH, assure que les
structures bloc- tr1angu1a1re et bloc-Heissenberg de Fp et G sont
conservées pour Fn et G1 Avec des notations évidentes, on a, de plus,

i=1,...,n :F =f¢lT

3 = 2,000 0t Flo= THFL

(61) P2 l,eeism 13 =1eesn tk=2,..0,n
j_ J

II1.4 EXEMPLE D'APPLICATION

Considérons le systéme défini par 1'équation non linéaire
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(62), étudié dans | FLI,83 ; HES,85 |, et qui représente 1'équation

de fonctionnement d'un schéma électrique, figure 3, @ résistance (ron
constante.

5 P
e 1°
I(t) v I
FIGURE 3
(62) V() + kqv(t) + kvP(t) = (1)
avec v(0) = g, k, = 1, ky = X, u(t) = 1(t)
RC c C

L'équation algébrique qui permet de déterminer par itération
la série formelle s associde & v est | -L1,83 | :

(63) s = -kjas - kzaosL+Js +oy o+

L'application de la méthod2 exposée dans le paragraphe
précédent conduit, si 1'on définit le vacteur état tronqué :

T
(64) V. [v(t), vi(t),..., vn(t)]
a une équation bilinéaire
[k -k 0
o -2k, =2k,
(65)  V (t)= A v, (t)
0 -(n-1)k2
L -nk1 .
C 0 7
2 0 T 17
0
+ u(t) Vn(t) f : u(t)
0 :
0 [ 0
n




- 4] -

Les résultats de simulation montrent que, pour n fixé, les
modéles obtenus par | HES,85 | et par (65) sont équivalents ; mais,
dans | HES,85 |, la matrice-systéme, d'une part, dépend des conditions
initiales et, d'autre part, est plus délicate a obtenir. Dans le cas
de fonctionnement autonome, la méthode de bilinéarisation conduit a
un modéle Tlinéaire valide de fagon globale ; quelques applications
de ces réalisations infinies, notamment dans 1'étude de la stabilité
des systémes non linéaires, ont été présentés dans | ROT,86b |.




- 42 -

CONCLUSION

Nous avons dégagé, au cours de cette partie, un certain
nombre de points de vue utiles dans 1la modélisation des systémes
non linéaires .

D'une part, nous avons insisté tout particuliérement sur
1'outil des séries formelles qui, lorsqu'on considére un systéme non
linéaire, permet de pouvoir tirer algébriquement quelques enseignements
(notamment au niveau des transitoires).

D'autre part, nous avons rappelé que 1la structure des
systémes bilinéaires leur permettait de pouvoir bénéficier de certaines
notions, comme la fonction de transfert, propres aux systémes
linéaires. Ceci constitue un des premiers intéréts de la prise en
compte de ce type de modéles. '

Le deuxiéme point vient du fait que la plupart des systémes
non linéaires, lorsqu’'ils se‘présentent sous la forme de systémes a
commande affine (ce qui est un cas relativement général | BAL,76 |),
peuvent &tre approchés avec une précision arbitraire par des modéles
bilinéaires.

Concernant ce dernier probléeme, on peut, soit utiliser une
des méthodes qui ont été mises au point pour identifier directement
un systéme réel sous la forme d'un modele bilinéaire
| DAD,85;MOH,76;CHE,78;KAR,78 | ; soit, & partir d'un modele
non-linéaire, employer une méthode de bilinéarisation.

‘Nous avons, en fin de ce chapitre, présenté une méthode
pratique basée sur un algorithme récursif qui permet de déterminer
directement un modéle bilinéaire approché.
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INTRODUCTION

La description précise de systemes réels conduit & des
modéles de plus en plus compiexes ou/et de dimensions élevées. De
ce fait, 1'analyse et 1'application des résultats de la théorie de
la' commande optimale a de tels processus sont difficiles : le volume
et la complexité des calculs nécessaires s'avérant rapidement
prohibitifs. Ces dernitres années ont donc vu croitre 1'intérét porté
aux méthodes de simplification de modeles afin d'élaborer Tles

stratégies de commandessous-optima]es’I BOS, 72 | .

Dans wun premier temps, nous rappellons 1les différentes
techniques de réduction de modéles. Elles peuvent é&tre regroupées
en trois classes : troncatures, agrégations et perturbations.

La méthode des perturbations singuliéres, que nous détaillons
dans la deuxiéme partie, présente 1'intérét d'étre applicable aux
cas des systémes non-linéaires. Avant de 1'utiliser sur les systémes
bilinéaires, nous présentons une nouvelle méthode de découplage des
parties lentes et rapides d'un systéme linéaire singuliérement
perturbé. L'intérét de cette modélisation sera mis en évidence dans
le chapitre traitant de la commande optimale.
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I. METHODES DE SIMPLIFICATION DE MODELES

La simplification du modéle peut recouvrir plusieurs notions
trés différentes : en effet, on peut simplifier un modéle par une
diminution de la complexité de sa structure par découplage ou
décomposition ; ou bien, on peut 1'approcher par un modéle d'ordre
inférieur par réduction de dimensionnalité. Les différentes techniques
utilisées dans le dernier point de vue peuvent se vregrouper en
plusieurs classes de méthodes | BIN,78 ; F0S,86 | :

* la réduction optimale consistant a minimiser une

fonctionnelle de 1'erreur entre le systéme et un modéle
choisi "a priori",

* la méthode par approximation des fonctions de transfert,

* les techniques d'agrégation consistant a déterminer un
systéme d'ordre inférieur dont le vecteur état soit une
bonne approximation des composantes représentatives du
vecteur état initial,

* les méthodes de perturbations qui normalisent, par un
petit paramétre, des termes de grandeurs différentes ;
le passage a la limite, permet de déterminer un modéle
approché.

Les deux premiéres catégories seront plus briévement
rappeldes que les deux suivantes et nous ne donnerons dans chaque
cas que quelques références significatives.

I.1. REDUCTION OPTIMALE

Le probléme de 1la réduction optimale peut s'énoncer de
la fagon suivante : calculer les paramétres d'un modéle linéaire
d'ordre inférieur au modéle initial qui minimiserait une fonctionnelle
de 1'erreur entre les sorties des deux modéles pour une entrée donnée
appliquée simultanément au modéle initial et au modéle réduit. Ce
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probléme peut étre abordé a partir de représentation par fonctions
de transfert, on wutilise alors wune approche fréquentielle |
A1G,49 ; MEI,67 | qui conduit & la résolution d'un systéme d'équations
non linéaires pour déterminer les paramétres du modéle réduit.
L'approche temporelle part, quant 3 elle, de la reprééentation d'état
des modélesinitial et réduit ; | WIL,74 |, en raisonnant sur le systéme
élargi dont 1'état est la somme directe des états de chacun des
systémes, a donné des conditions d'optimalité sur le systeéme réduit,
ces conditions nécessitent la résolution d'équations de Lyapounov
I1 est possible dans cette approche d'imposer également une contrainte
égalité sur les gains statiques | DEC,76 |. ‘

Les inconvénients de ce type de méthode sont, d'une part,
de nécessiter des algorithmes de résolution d'équations qui, dans
certains cas, peuvent s'avérer ne pas &tre convergents et, d'autre
part, que la signification physique du modéle simplifié n'existe
généralement plus, ce modéle étant de toute fagon 1imité & une classe
d'entréesparticuliéres.

I.2 APPROXIMATION DE FONCTIONS DE TRANSFERT

Les méthodes présentées ici sont issues de théories générales
d'approximation des fonctions autour d'un point a 1'aide de leur
développement en séries de Taylor. Plus ou moins sophistiquées, elles
permettent de construire un modele réduit qui posséde quelques
caractéristiques du modéle initial, mais pas toutes.

Soit F(p), la fonction de transfert d'un systéme linéaire
qui admet comme réalisation le triplet (A,B,C) ; on peut définir
les moments, mj, ou les paramétres de Markov, pj :

(1) i=1yeeesw m == CAT'B, py = cal™p

qui permettent de construire, en conservant les 2q premiers, des
modéles réduits d'ordre q | ASH,82 ; GUT,82 |. Dans le cas ou 1'on
utilise les moments, on obtient une approximation de F(p) autour
de p = 0 ou approximant de Padé | LAL,74 ; ZAK,73 | qui a la propriété,
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si les deux modéles sont stables, d'assurer 1a méme erreur statique
que le modéle initial pour toute entrée du type 13 «it1 .on  peut
approcher une fonction de transfert autour dg—g'importe quel point
| SHA 74 ; COM,77 |, mais dans la pratique, seule 1'approximation
autour de p =« a été utilisée. On emploie alors dans ce cas les
paramétres de Markov ; 1'identification par cette méthode permet
d'obtenir une meilleure qualité de transitoire et de mieux reproduire
les qualités de stabilité du modéle initial sans toutefois qu'il
y ait équivalence.

Utilisées depuis longtemps en théorie des circuits, notamment
pour la synthése, les décompositions en fractions continues se sont
révélées é&tre un outil commode de simplification des fonctions de
transfert | SHA,74 |. CHEN | CHE,61 ; CHE,70 | a proposé pour la
décomposition 1a forme :

(2) F(p) =

-

qui conduit & représenter F(p) par une suite de chaines directes
et de réactions imbriquées. Cette structure peut é&tre é&tendue au
cas multivariable | CHE,74 |. Plusieurs formes mixtes de fractions
continues ont été proposées par | CHU,70 ; KHA,80 | ou | GOL,77 |
pour la forme mixte de Cauer qui conduisent a des modéles réduits

d'ordre m dont les m moments et m paramétres de Markov sont identiques
3 ceux de F(p).

L'inconvénient de ces méthodes est de ne pas traduire,
dans le modéle réduit, la stabilité ou 1'instabilité du modeéle initial.
La méthode de Routh | HUT,75a | conserve les premiers éléments du
tableau de Routh, ce qui garantit Ta stabilité du systéme réduit
si le systéme initial est stable. Le modéle obtenu est une
approximation de F(p) autour de p = « (hautes fréquences) ; pour

se ramener autour de p = 0, Hutton utilise la transformation
réciprogque :
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(3) F(p) ——> F (p) =

o

1'algorithme de réduction se déroule donc comme suit | HUT,75b |

(4) F(p) 1ranst,  (p) LEduC 5 F (p) Lransf , pp)
récip Routh récip

modéle initial modéle réduit

Toujours dans le but de préserver la stabilité par réduction
d'ordre, on peut utiliser conjointement plusieurs de ces méthodes
| SHA,75 ; APP,78 |.

Les systémes bilinéaires et non 1linéaires ne possédant
pas de fonction de transfert, i1 n'est pas possible de leur appliquer
les méthodes précédentes. Cependant, nous avons vu, au chapitre
précédent, que la relation d'entrée-sortie de ces systémes peut étre
décrite de fagon symbolique par une série génératrice qui est une
série formelle en plusieurs indéterminées non commutatives. Cette
série s'exprimant simplement & 1'aide des paramétres de Markov du
systéeme (Cf.I:(8)), i1 serait alors possible, par 1'utilisation des
approximants de Padé & plusieurs variables | CHI,73 ; CHI,74 ; BO0S,80 |
restreints au cas non commutatifs, de construire un systéme approché
du systéme initial. Ce systéme réduit serait bilinéaire car, par
définition d'un approximant de Padé, sa série génératrice est obtenue
par une suite finie d'opérations élémentaires (somme, produit,

inversion) sur des polynomes formels | SCH,61 |. La réalisation du
systéme réduit peut alors &tre envisagée par la méthode proposée
dans | JAC,75 |. Considérons, par exemple, le systéme bilinéaire
monovariable :

(5) x =

Ax + uA,x + Bu
Cx

2
ot xeR , yeR,ueR
dont la série génératrice est :

‘<.
1

2 2
(6) s = CB + CAOBa0 + CA18a1 + CAo Bao + CA0A18a0a1 + ..
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que 1'on désire approcher par un systéme réduit d'ordre 1, selon
la méthode des approximants de Padé. La matrice de Hankel
(Cf. 1 : II1.3.3.4) doit donc étre de 1a forme :

_ | —
(7) | (cs) (CAB)  (CAB)...
(CAB) o B ...
Wo<|(CAB) B Y ...

ol a,B,y sont définis par la contrainte que tout mineur d'ordre 2
extrait de Hy soit singulier. On a donc, si CB # O,

.2 2
_ (cA®) N (CAB) (CAB)  (CA}B)
c8 cB c8

(8) o

et la réalisation du systéme d'ordre 1 associé a la matrice H, donne :

o CAB CA,B
(9) X, = X, o+ X+ CBu
¢ " ¢ T
yr”‘rwerR

La série génératrice de la sortie de ce systéme ayant les
mémes premiers termes que la série génératrice du systéme initial,
cette méthode fournit, comme dans 1le cas linéaire, un systéme
permettant d'approcher le transitoire du systéeme initial.

Nous avons utilisé le conditionnel dans ce paragraphe pour
indiquer que cette question est ouverte, mais déborde largement du

cadre de notre exposé.

1.3. TECHNIQUES D'AGREGATION

Les méthodes d'agrégation pour 1la réduction de modéles




- 51 -

ont été introduites en Automatique par | AOK,68 |. Elles consistent
a substituer au modéle initial un modéle de taille réduite par
projection du vecteur état. Le principe en est le suivant :

Si (Z), le moddle initial, et (I) le modele réduit
sont représentés par :

x=A+Bu  xe RY, ueR"
(102) (2 {y--Cx , e R
- ;=Fz+Gu Ze]Rq'avecq‘<q
(10b) (z) {§=Hz S gD

alors (Z) est un modéle agrégé de ( Z) si z et x vérifient la relation
d'agrégation linéaire :

(11) z=1Lx, L e RIXO ¥x si z_. = Lx

o] 0

I1 est, bien sir, concevable d'envisager une relation d'agrégation

non linéaire. Compte tenu de (10a-b), 1'existence de L est assurée
si *

(a) FL = LA
(12) (b) 6 =18
(e) HL = C

Le spectre de F étant iné]us dans celui de A | BER,79 |,
une approche développée par| DAV,68 ; MAR,66 ; CHI,67 ; F0S,70 ;
MIT,69 ; WIL,72 ; HIC,75 | consiste & choisir comme modes du modéle
réduit les modes dominants du systéme réel. Les différents modéles

ainsi obtenus constituent des cas particuliers de modeles agrégés
ol L est de la forme | BER,76 | :

(13) L=M [Iq,O ] 1-1

ot T est la matrice réguliére bloc diagonalisant A et M

une matrice arbitraire réguliére de dimension q.
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Ces méthodes sont utilisées pour construire des régulateurs
sous-optimaux du systéme initial | AOK,68 ; MIC,79 |, mais la question
importante est de savoir quels modes sont & retenir dans le modele
réduit. Une réponse peut étre apportée en minimisant une fonctionnelle
de 1'erreur entre la sortie du modeéle initial et la sortie du modéle

réduit | COM,78 | ou en utilisant une mesure de dominance
| LIT,81; MIC,86 |.

Dans tous les cas, pour un choix a priori de L, on peut
définir un modéle réduit approché (r *) défini par | KHR,85 |) :

No
|}

LALY z + LB u
(14)
y

ctt z ; z (o) = Lx (o)

ol L* est une pseudo-inverse & droite de L telle que LL*=1 |
et i1 est a noter que le spectre de LAL* n'est plus inclus dans celui
de A. Ce point de vue permet de définir des classes de méthodes de
réduction d'ordre par agrégation et approximation | PIN,81 | ol Tles
modes propres du systéme réduit peuvent &tre choisis arbitrairement.

Ces techniques d'agrégation ont été étendues au cas des
systémes bilinéaires | LAS,84 | : nous en citerons ici les principaux
résultats.

Soient un modéle bilinéaire (zb) et un modéle réduit (2b),
définis par :

° m

(a) (zp) = x = Ax +'|ZY u; Ajx + By
(15) -
- . m

(b) (zb) :z=Fz +_):_ u; Fiz + G‘.‘.

i=1

oﬂx_eRq,ze RY ,q'<q,uT=Eﬂ,“.maeRm

L'agrégation étant réalisée par 1'application linéaire
(11), (15b) est un systéme agrégé de (15a) si sont vérifiées les
relations (12-a), (12-b) et

(16) Vie{l,ooo,mb Fil = LA,
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Soit T la matrice des vecteurs propres de A , les

conditions de compatibilité du systéme (12a) (16) sont alors données
par le résultat suivant :

Théoréme | LAS,84 | : Le systéme d'équation (16) est résoluble si
et seulement si :

1 s

. 0
RERERE
AiT =

(17) Y¥ie {(1,000e,m} T
S214 5224

. q'xq’
ou 5111 e R

Lorsque ce théoréme est vérifié, la matrice d'agrégation
a la forme (13) et les matrices Fj intervenant dans le systéme agrégé
(15b) sont données par :

-1

(18) Yie {1,.0..,m} Fio= MS,44M

11

Dans le cas ou les conditions du théoréme ne sont pas
vérifiées, on peut construire un modéle réduit approché bilinéaire
ly ol :

(19) F=LAY, G=1LB

Vie (h.oom Fyoe LAL”

ob LL = Iq'

‘ Bien que nme reflétant plus les dynamiques des modeles
initiaux, les modéles vréduits (14) et (19), qui ne sauraient étre
considérés comme agrégés, peuvent &tre utiles pour la détermination
de loi de bouclage quasi-optimale | BER,85 |. Nous en verrons une
application particuliére au cours du chapitre V.

I.4. METHODES DE PERTURBATION

Basées sur la présence de petits parametres dans le modéle
initial, les méthodes de perturbation consistent & obtenir une solution
approchée d'un probléme complexe a partir de la solution d'un probléme
voisin plus simple. Les modéles réduits sont obtenus par passage
a la Timite ; couramment utilisées en Mathématiques
| KAT,76 ; RE1,82 ; ROU,73 |, leur emploi a €té développé dans d'autres
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domaines, comme par exemple, la Mécanique Celeste | ROT,79 |, mais
surtout pour 1'Analyse des Systémes, @& paramétres Tlocalisés
| SAN,78 ; BER,82 | ou  répartis | LI0,73 ; LI0,78 |. Dans  ces
applications, deux classes de perturbations apparaissent | SAN,78 | :

* les perturbations réguliéres correspondant a des couplages
faibles de sous-systémes ;

* les perturbations singuligéres correspondant & des couplages
forts entre sous-systémes. Ces derniéres sont utilisées
lorsque, dans un systéme, coexistent des variables de
dynamiques trés différentes.

1.4.1. Perturbations réguliéres

Dans le cas général d'un systéme non linéaire, les équations
de couplage faible sont de type :
(20) Xy= f(x1,ex2, u)
Q o
"X glexys X5, U)
ol Xq € R Y1, X, & ]qu, ue R" et € est un petit

paramétre : 0 ek 1
ce qui,lorsque e—> 0, fournit deux systéemes découplés

(21)  Xq= f(%;, 0, u)

X,= 9(0, Xps U)

L'approximation du systéme global ne conduit pas & un systéme
d'ordre inférieur mais & deux sous-systémes complétement indépendants.

Dans le cas des systémes linéaires, on considére des équations
de type :

Xy Ay Atz X, B, 0
(22) = R u
X2 Aas Al %2 0 B,
L amwy — -l b o bamr -
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La question de déterminer alors une 1loi de bouclage
optimale dans un probleme 1lindaire quadratique peut E&tre résolue
de fagon itérative | KOK, 72 ; TIT, 79 | : 1'équation de Riccati
associée peut étre écrite en puissances de ¢, on peut alors connaitre
les premiers termes de la décomposition analytique,autour de

e= 0,de la solution. Cette méthode permet, également, dans le cas

de systémes non linéaires, de résoudre le probléme dela commandeoptimale
| BEN,82 |. '

I1.4.2. Perturbations singuliéres

On modélise un systeme singuliérement perturbé sous 1la
forme sutvante :

f(x, z, u,e,t) x e RY1, x(to)
g(X, Z, U, € at) Z e qus Z(to) =

n
bad

(23 ;
) 2z

2
(b) ¢

t
4

ol £ est un petit parametre : 0 < g <K 1

Dans (23), les composantes de x sont dites variables-lentes
et celles de z sont appelées rapides ; d'autre part, la perturbation
est singuliére car g(')/s n‘est pas définie pour € = 0. Les problemes
et les applications de ce genre de modélisation ont donné lieu ‘a
une importante littérature | KOK,76 ; SAK,84 | dans de nombreux
domaines de 1'Automatique. L'un des problémes les plus délicats est
la mise en évidence du coefficient ¢ . Il n'est, en effet, pas défini

a priori mais dépend, pour le systéme étudié, de la représentation
adoptée :

* i1 peut correspondre au rapport entre les échelles de
temps de la partie lente (t) et de la partie rapide ()
€= E—i—Qgg ou to est 1'instant initial que nous prendrons

dorénavant égal a 0.

* i1 peut avoir une signification physique comme le rapport
de deux masses, deux constantes de temps électriques,
deux constantes de raideur,...




- 56 -

Dans le cas d'un systéme linéaire caractérisé par 1'équation
d'état :

Ax + Bu xeRq,ue]Rm'

(24) y = Cx ' y € R"

r_—&-ﬁ
! "

on peut définir la notion de double échelle de temps, donc ¢,
par le rapport des valeurs propres extrémes de chaque partie :

.. |A max (partie lente) |

IA min (partie rapide)l

Le systéme (24) posséde 1la propriété de double échelle
des temps si | CHO,76 ; DAU,85 | : '

* i] peut étre décomposé en deux sous-systémes :

; A 0 X B
(25) °1l= ‘ T
X 0 A X
r r rJ Br

x]'T

ve[o o]
X
r-

x.'eRq1,xreR‘q’2,q1 +q2=q
(26) - | X pax (Ap) | <<l apin (AL

Remarques : * la condition (26) peut &tre remplacée par la condition
équivalente

A=Y Il << |1 Ay 11-1]

la notion de double échelle de temps a été étendue
sous une forme équivalente aux systémes linéaires
non stationnaires | O'MA,BZI et & certaines classes
de systémes non linéaires | KOK,80 |.
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L'utilisation des méthodes de perturbations conduit donc
a une simplification de structures par découplage. Dans le cas des
perturbations singuliéres, un des sous-systémes est associé a des
variables 3 transitoire rapide ,ce qui permet, si la partie ‘rapide
est stable, d'approcher le modéle initial au bout d'un certain temps,
par 1'ensemble des variables lentes : i1 y a donc réduction de
dimensionnalité. Nous détaillons plus particuligrement cette technique

dans la prochaine partie.

IT - QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX CONCERNANT LES
SYSTEMES SINGULIEREMENT PERTURBES

Des articles de synthése | KOK,76 ; SAK,84 ; F0S,86 | ont
mis en évidence 1'importance de la méthode des perturbations
singuliéres dans 1'analyse et la synthése de systémes complexes.
On peut citer en particulier les applications sur 1la. stabilité
| GRU, 79a, 79b, 81 ; KHA,79 |, 1le <calcul de commandes optimales
| KOK,83 |, les systémes & paramétres distribués | VAN,84 |, les
systémes discrets | ELM,85 ; DAU,82a |, les systémes stochastiques
| BEN,81 |. Les travaux cités ici ne sauraient étre utilisés que
comme des points de repéres : la bibliographie que 1'on peut trouver
dans | SAK,84 | comporte, en effet, pour les seules années 1976-1983,
plus de 350 références.

II.1. CAS GENERAL DES SYSTEMES NON LINEAIRES

I1.1.1. Réduction d'ordre et approximation | KOK,76 |

Considérons le systéme singuligrement perturbé (23) ; cette
forme est :appelée explicite | PEP,82 ; CH0,86 | ; elle est dite sous
forme implicite si (23 - a) n'existe pas.

En posant dans (23) € = 0, (23 - b) se réduit a une équation
algébrique :

(27) 0=g(x, z, u, 0, t)
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Si cette équation admet une racine de la forme :

(28) i = h(ia ﬁ, t)s

la substitution de (28) dans (23 - a) conduit au modéle simplifié
caractérisant les variables lentes

) =% h(x G t), @ 0, t) = F( G, t)
(29) avec )-2(0) = Xo

Le modeie (29) est appelé modéle lent, dans lequel la partie
rapide de z a disparu. At = 0, zZ est imposé & priori par la condition
jnitiale sur x, donc z ne peut pas é&tre une approximation uniforme

de z, alors que 1'on peut approcher x par } sur toute 1'évolution
du systéme par

(30) x(t,e) = x(t) + 0(g)

Pour obtenir la composante rapide de z, un changement de

1'échelle des temps T = = conduit a :
a) dx _ ef(x, z, u, €, 1)
(31) a
b) dz

dT = g(x, Z, U, e, 51')

ce qui, en posant de nouveau € = 0, permet de dire que la partie
rapide de x est constante ; or x(0) = xg. Cela valide 1'approximation
(30) pour x. L'équation (31 - b) donne dans les mémes conditions :

dz

- = 9(;(: er a: 0: 0)
(32) dt

avec zr(O) = 2(0) - z(0)

Ce modéle réduit caractérisant 1'évolution des régimes
transitoires des composantes rapides est apbé]é systéme couche-limite
et 1'un des problémes majeurs de la théorie des perturbations
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singuligres est le raccordement de la solution de (32) définie a
1'intérieur de la couche limite et la solution de (29 - b) entrainée-
par les variables lentes a 1'extérieur | MOR,84 |. Certains auteurs

(SAK,84) substituent dans (32) xo 2 x et ug 2 u ; mais nous verrons,

dans le cas des systemes linéaires, que ce point de vue permet une

approximation moins fine de la partie rapide car elle est alors

indépendante du comportement lent du systeéme. Une autre approche

adoptée principalement dans les problémes de commande | FOS,83 |

est de faire 1'hypothése que le modele lent est excité par les

composantes lentes, uj, de la commande, et que le systeme couche-
limite subit les composantes rapides, up, de la commande en ayant,

bien slir, u = uy + up.

L'approximation du modéle dinitial par les modeles lents
et couche limite est fondée sur le théoreme de Tihonov | TIH,52 | :

Théoréme : si dans (23) f(.) et g(.) sont deux fois différentiables
en x, zet t,

si zp = 0 est un équilibre asymptotiquement stable de (32) et z, (0)
appartient @ son domaine d'attraction,

si les valeurs propres de %%-, pour X, z et u, pour tout t dans
|0,T|, ont des parties réelles strictement plus petites qu'un nombre
fixé négatif,

alors les approximations :

a)  x(t,e) = x(t) + o(e)

(33)
b) z(t,e)

2(t) *Z,.(é) + o(e)

sont valides pour tout t dans [0,T]

Un autre choix, dans les conditions d'approximation, serait
d'imposer dans (32), la condition initiale : z,(0) = z (0) ; 1'équation
(33 - b) serait alors remplacée par

(38)  z(t,e) = 2(t) + z.(2) - 2(0) + ole)




- 60 -

I1.1.2. Développement asymptotique

Lorsque 1'approximation a 1'ordre 0 est insuffisante, dans
le cas ou le paramétre n'est pas "trés petit", une méthode habituelle
| 0'MA,74 ; HOP,74 ; ARD,82 | consiste & déterminer les premiers
termes des expressions analytiques en € de x et 1z, solutions
de (23)..En supposant, dans (23), f(.) et g(.) analytiques en € :

©

f(-) =Z fi(xs z, us“‘t)ﬁi

(35) .
g(.) =§E:: gi(x, z, u, t)ei

i=0

on détermine par identification Tles expressions analytiques encde
x et z sous la forme :

X = xi(r) puis xe(t)
(36)

N
n

zi(r) puis ze(t)

©

avec e(t) = ek xek(t)

k=0
a)
k

z,(t) = € zg, ()

«©

S .
x.i(T) %E xik(‘:)

b) ®

%ek Zik(T)

ol Xq (t) et Zg (t) représentent les solutions extérieures (3 la
couche limite) et xi (t) et zj (t) les solutions intérieures.
Ces solutions sont obtenues en considérant, soit le systéme intérieur
(31) partant des conditions initiales xqo et zp, soit le systeme
extérieur (23) dont les conditions initiales sont fixées de fagon

-

3 assurer la continuité des solutions & la fin de la couche limite.

z;(1)

Concernant le développement asymptotique de f(.) et g(.),
on a :
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* pour la solution interne

-}

f(xes Zeg u, t, E) =% fek €k

Q(Xe, 2,5 U, t, €) =§ 9k sk

(37 - a)

* pour la solution externe

k
f(x:y 25, u, €1, €) =Z f., €
i i k=0 ik

k
9(xs, 245 u, €T, €) =zk= g5y €

ol pour k # O,fek, ek (rESPfik’gik) sont des fonctions linéaires
en les arguments xékazeéreprikzik)l ARD,82|.L'identification termes
a termes dans les systémes extérieur et intérieur conduit aux

(37 - b)

systémes :

) e~ Teo 3 2% eo
a){° _ 2 _ .
, %o = Tej s Ze,j-1 " 9e,j (>0
(38) . |
X: =0 3 2Z =g, 3 x: (0) =x% z. (0) = 2°
b){°1,o o120 1,0 1,0 > %o
xij = fi,j‘1 3 24 »J N g'ij s Xy ,j(o) =03 z'i,j(o) = 0 ;(3>0)

Chacun de ces problémes, hormis pour j = 0, est linéaire ;
les conditions initiales sur 1les systémes donnant 1la solution
extérieure sont fixées par la loi de limite du mélange :

(39) Tim  { xg(e,t) - x;(e,7) 3= 0
e —>0
t —0
T —Dx

La détermination d'une solution sur tout 1'horizon considéré
peut étre faite en utilisant en plus un développement intermédiaire
| BOR,87].
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I11.1.3. Cas du retour a grand gain

Considérons un systéme monovariable a commande affine.
On sait(l : II1.2.4) qu'une treés large classe de qes processus peut
étre représentée, aprés difféomorphisme, sous la forme globalement

commandable

[_ o % | [" «x ™ T -
x1 X5 0
(40) : =1 : o u(t)
°© % * 0
et | e, A
Xq f(x) pix )

ot f (.) et wu(.) sont définis dans (I : 11.2.4).

"Si on boucle le systéme a travers un grand gain g avec

retour d'état, la commande est de la forme

(41) u(t) = g.k! x°

ou kT = [§1,....,ké]

qui entraine pour le systéme bouclé :

™ o x| - -
X Xo
(42) o = H
X
q:1 9 1
ef + uix ) k
Luq_‘ L(X) p(x ) x-
avec g = -;—

Pour g grand, (42) est sous la forme singuliérement perturbée.

modéle lent s'obtient a 1'aide de 1'équation algébrique :

(43) g=o: u(i*).kTi* =0

- % -

_ Kgxq * oo ¥ kq-1 q-1
L

(car u(x ) # 0) q

dont la solution est : iq

Le
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Le systéme lent qui s'écrit alors :

-2 *ﬂ — e q—- " - -
X4 01\\ X4
(44) : - 0N .
2 * k kn-1 -
X 1 X *
g-1 - eseeen “— 1 |79!
o -—d h— kq q oo E ol

a la propriété d'étre linéaire et de ne dépendre que de la loi de
retour d'état (41). Ce point de vue généralise la notion de retour
a grand gain pour les systémes linéaires | YOU,77 | ou les systémes
non linédires de type Lurie' Postnikov | DAU,83 a |. Les dynamiques
du systéme lent peuvent étre fixées arbitrairement par les coefficients

ki, et les non Tlinéarités sont toutes reportées sur le systéme couche
Timite.

II1.2. CAS DES SYSTEMES LINEAIRES

Dans cette partie, nous allons résumer les résultats sur
la modélisation des systemes linéaires de grande dimension par 1la
méthode des perturbations singuliéres.

I11.2.1. Modéles réduits lent et couche limite | F0S,82 |

Considérons le systéme (24) sous- la forme singuliérement
perturbée :

o . q
(45) xt Ry 1 R X B, x e R™M
: ST ceacel ool #].cn. u,
o . : qQ
€Z A21 : A22 z 82 ze R™2
_ . X _ =
y -[C1 : Cz:l l:,z] , x(0) = Xgo 2(0‘) = 2z,
ol les normes des matrices 'Aij, (i,j) dans {0,1}x{0,1} , et

Bij, i dans (0,1} sont supposées du méme ordre de grandeur et ¢
est un petit paramétre positif proche de 0.




Pour
par x, z, u et
a) x
(46) b) 0
c)y

£ =

n L4
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11.2.1.1. Etude de la partie lente

0, les variables x, z, u et y sont approchées

décritespar 1'équation d'état
A11§ + A12§ + 813

A21x + Agzz +'Bzu

C1x + sz

L'équation (46-b) décrit le mouvement d'entrainement des
composantes lentes de z par les variables lentes X. Comme le cas
ol Aoy admet une valeur propre nulle n'est pas cohérent avec la
notion de variable rapide, cette équation se résoud en :

- -1 - -
(47) z=-A,, (Ryyx + Bzu)

ce qui, replacé dans les équations (46 - a) et (46 - c) fournit le
modéle réduit lent :

a) x
(48)
o

<t

avec x (0)'= XQ-

_ -1 - | 1 .-
(Ayq AIZAZ%‘ App)x + (By = Ajphop Bylu
) My oym s -1

Ce modeéle réduit lent, d'ordre qj, qui est une approximation

de x durant toute 1'évolution du processus, présente une transmission
directe entrée-sortie .

11.2.1.2. Etude de la partie rapide

Pour mettre en évidence le systéme rapide, i1 suffit d'isoler
ides sous la forme :

les composantes rap

x_ =
7z =
u =
y_ =

(49)

~ = 3

-

x =
2 -
u -
y -

X

it s N

= 0
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ce qui, replacé dans (45) fournit :

(50) €z +€Z = A21x + AZZZ + Bzu + AZZZp + Bzur

0
Or, d'aprés (46) :€z = Apyx + Appz + Bou = 0, i1 vient

1'équation de couche limite définissant le transitoire de z :
-]

(51) {ezr = AypZp *+ Bouy
yr,= sz

r
- -1
avec zr(O) =25+ A22 A21x0

Le systeme global apparait donc découplé temporellement.
Mais, si 1'utilisation d'une commande composite est naturelle dans
le cas d'une commande par retour d'état, elle 1'est moins du point
de vue de la modélisation. En vue de la simulation, comment séparer
a 'priori une consigne donnée en deux composantes ? Une premiére
solution est d'utiliser une commutation dont le principe serait :

- au début du mouvement, toute 1'entrée est sur le systéme
rapide, »

-~ aprés la couche limite, la commande est envoyée sur le
systéeme lent.

L'inconvénient de cette méthode réside dans la difficulté
de déterminer avec précision la durée de la couche limite. Une deuxiéme
solution, que nous proposons dans le paragraphe suivant, consiste
a découpler les parties lente et rapide : chaque sous-systéme agissant
respectivement comme filtre passe-haut et passe-bas.

11.2.2. Modélisation par découplage

Soit le systeéme 1linéaire singuliérement perturbé (45).
L'approximation des variables lentes, avec € = 0, est donnée par
(48 -a). Nous allons donc la conserver en prenant pour u la commande
compléte u, cela donne pour une approximation du systéme complet :
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(52) X A] . 0 X B
A = ceeestsasesencnas cee + ..].. u
* e %* A, *
z Aoy v Ay z B,
N ) ) v
Y=Cx+ 02, x(0)= xy, H0) =z
= ; f1 - . -1
* *
Aot = Ry/e s Byp = Ayole , By = By/e
N .
La notation indique que 1'on a une approximation des

variables initiales en ayant remplacé x par x. Si 1'on  fait 1le
changement de variables :

(53)

Ne

avec L g RG22 * 9

(52) est transformé en

] T - 7
X A1 0 X B]
(54) = + u
Q *
Zp R(L) A22 Zn Br
y = C])'E + Coz
_ * *

avec R(L) = Lé]' - Azz L+ A21

Br = B2 + LB1

C] - C1 - CzL

zr(O) =2y + Lxg

Le systéme (52) est complétement découplé si R(L) = O.
Or, cette équation de Lyapounov admet, ici, toujours une racine
| GAN,60 | car Ay et Aso* ont des valeurs propres distinctes (sinon
il n'y aurait pas de séparation de dynamiques). Si on écrit cette
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équation sous la forme vectorielle :

A22®Iq1 - @A] vec(L) = vec(A21)

ol ® représente le produit de Kronecker (I : 48) et vec
(. ) est la fonction vectorielle d'une matrice | NEU,69 | définie
par : si A est une p x q matrice,

> B
N —~»

A= E\1, AZ’ cees A;l alors vec(A) =

T e

ou ¥ iefl...qb A eRP

Comme les valeurs propres de A B B sont les produits de
valeurs de propres de A par celles de B, la solution de (55) est
donnée par :

(56) L telle que vec(L) 22@1 - @ J vec (A,,)

IT est a noter que la solution & 1'ordre O (€= 0)
est donnée par Ly = - Azp~lA).

Lorsque L a la valeur donnée par (56), les modéles réduits
lent et rapide sont découplés et y est la superposition d'une réponse
lente y; due au passage de u a travers le systéme lent et d'une réponse
rapide yy due a la traversée du systéme rapide (Fig.l).

systéme réduit lent

| -
1
: R -
1 B J G
' !
| A top N
b= ____ 4«
‘ FTTTTTTTTTT R R T T T é?_——-‘y
| ‘l,l’ . ' ¥
' )
18" J e, L
P ‘ = FIGURE 1
| e

22 H

systéme réduit rapide
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Le systéme réduit rapide ayant, par hypothése, un transitoire
rapide, son régime d'équilibre atteint aprés quelques instants de
fonctionnement est donné par : '

-1

ce qui est une expression voisine, a un o (e) prés, de la transmission

directe trouvée dans (48 - b). Le systéme "dégénére“ alors en un
systéme d'ordre réduit qj, figure 2,
it
-1 -
By - Ajhe By ,f Cp -Gt

-1
-C A22 (BZ + ELB].

FIGURE 2 systéme lent dégénéré

qui pour €= 0, donne les résultats (48). la variable z peut étre

-

approchée a partir de (54) et (53) par

(58) , {.E =z - LX

avec z(0) = Z

Cette approche supprime le probléme de la commutation dans
la modélisation et rejoint sensiblement les résultats de 1'analyse
fréquentielle présentés dans | F0S,83 |. Nous en verrons, au chapitre
V, une application dans la détermination de régulateurs quasi-optimaux.

I11.2.3. Utilisation du développement asymptotique

Nous allons montrer que 1'utilisation de 1la méthode du
développement asymptotique, afin d'améliorer la précision du systéme

rapide, permet d'écrire le systeéme initial comme un ensemble de systémes
mis en parallele.

[

-1




- 69 -

Mettons 1le systéme (45), aprés changement de 1'échelle
des temps, T= E, sous la forme :

€ ,
X' = sA11x +‘sA1zz + aB1u ; x(o) = X4
(59) 2' = A21x + AZZZ + Bzu ; 2(o) = z,
y = C1x + sz

~ ) _dX .'_dZ
ou x' = ot et z2' = el

L'écriture analytique de x et z sous la forme :

i
X -1205 x(i)
(60) .
2 =131 81 2,
=0 ()

conduit & décomposer (59) en sous-systémes définis par :
{X (0) =0

Z(O) = A21X(o) + AZZZ(O) + Bzu

2 (1) = AaX(1) * Ay

F(Z,)

oy = A . A . ‘
ERRE {"'(1)_ 11%(3-1) * A123(i-1)
20 (4) T AarX(ay * AgoZ(y)

et organisés en cascade suivant le schéma figure 3.

Xo Zf
X
(0)
i *(1) ] GV
U (ZO)VL———D (21) (Zi ) $
Z(O) —p  s’s (1.22)——-0
g 2(1) 2(4-1) 2(1)
FIGURE 3

D'aprés (60), la sortie du systéme s'écrivant :

1=0
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La matrice de transfert F(p) de (59) se mettra, en conservant
la notation usuelle de 1'opérateur de dérivation, sous la forme :

(63)  F(p) = F.(p)e’

i=0

ot Fi(p) est définie par Yi(p) = F§ (p) U (p).

En supposant les conditions initiales nulles de (61), on
tire les relations de transfert :

2] [(pL, - A7 B p)
| Z2(0)*P7) [(Pe2 T M2’ 2
Go(P)

' o

6) « F) [ xnP)_ 0By Agletgy - ) 8y ] u(p)
2(1) () _-;- (PTgp - Agp) ™" Ay [By + Apa(PloaAgr) By ]
_ _ } G,(p) \
L z) | X P 5,1,-1- ‘;—2 X(i-1)(P)
| *()?) ~L(P1qz-Azz>" Pttt (o1 gy)” Fahiz 2,y 00)
M(p)

Ainsi ,par récurrence, on obtient :

65)  wiyt | VPl wiTp) 6y (p) ()

Z(i)(P)

Compte tenu de ces expressions, i1 vient pour la fonction
de transfert globale, en notant [ C; | C2 ] par C :

-]

(66) F(P) = CGo(P) + EC[Z Ei Mi(p)] G1(p)

i=0

71

th - EM(P)]
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et on peut, suivant la figure 3, modéliser le régime transitoire
du Eystéme. De fagon a étudier le comportement asymptotique de cette

modélisation, faisons p —>0, ce qui fournit :
| | Iy, |
(67a) [Iq ) eM(pﬂ p=0 ~lq = €/P -A1 -1y E\‘H A12J }
' 22 21
. 1 Iq
-A A
22 21
_ - -1

ainsi [Iq'- eM(pi]"1 peut étre approché par

- i
_ -1 . qi - -1
(68) [Iq euie)] 7t Iq.‘*‘:_,\22-1A21 (lgq -eA)™" [ Ay Arz

1

A A

U Ay = App - Mg A Ay
Par cette méthode, la fonction de transfert du systéme
initial peut étre approchée autour de p = 0 par une somme de deux

fonctions de transfert définies par :

(69) F(p) = Fy(p) + eFy(p)
Colelg, - Ay)” B,

avec F1(p)

_ -1
Fale) = CypIg - ehy)™ By

"

. -1
ot €y = Cy - Cy Ayp " Ay

La décomposition analytique de F(p) est indiquée dans
| SIL,84 |, ol 1'utilisation de 1la théorie des perturbations des

opérateurs linéaires conduit a de lourds calculs.

I1.2.4 Utilisation du systéme réciproque

Si le but de 1'étude concerne les transitoires rapides
ou le comportementenhautes fréquences du systeme, la précision obtenue
par résolution du systeme (51) peut s'avérer insuffisante. En effet,
1'influence de la partie lente sur les dynamiques de la partie rapide
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n'apparait pas, méme dans la solution du découplage (II.2.2). L'emploi
simultané de la transformation réciproque et de 1la méthode des
perturbations singuliéres améliore ‘le résultat | DAU,83a |. Elle
donne au systéme rapide réduit une précision semblable & celle obtenue
pour le systéme lent découplé.

11.2.4.1. Transformation réciproque

La transformation réciproque utilisée dans
| DAU,82 ; DAU,83a,83b | a été introduite dans | HUT,75 | ; elle
est définie par (3) et a la propriété d'inverser les dynamiques d'un
signal. En effet, F(p) est la transformée de Laplace de la réponse
jmpulsionnelle du systéme 1inéaire ; donc, la transformation réciproque
peut &tre définie comme une application de 1'espace des fonctions
du temps sur lui-méme.

¢ R . ¢ot.

R:s(t) —p $(p) ——pS(p) ——p S(t)

ol £ est la transformée de Laplace (d'inverse £'1)

R la transformation réciproque qui & S(p) fait correspondre

g(p) = % 5(3)-

Si on considére le systeme linéaire présentant une chaine
de transmission directe :

(70) X
{

et F(p) = C(pIq - A)'1B + D sa fonction de transfert

Ax + Bu x(0) = xg

Cx + Du X € R%t}eRm,yeR"

D'aprés la définition précédente, la fonction de transfert
du systéme réciproque associé est donnée par '

% l;c(-%l - A)-1B +a

- -1 D
C(Iq Ap) B+b.

(71)  F(p)

Considérons le cas particulier du systéme

ol A est régulidre, alors il existe deux matrices, R, Q, de RP,
réguliéres, telles que :

(72) A = RQ
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alors
(73) F(p)

- (pr - RTHT R 2
- CA'1R(p1q -r A lRy TR g +.g

Le systéme réciproque est décrit par 1'équation d'état
(2 un changement de variable prés) :

W= Aw + By
(74) - o~ t
y=Cw+D/J vdt
0
avec A = RATIR = R71g”
B=R'B
C=-catR=-cq?

Or, F(p) est définie par : Y(p) = F(p) U(p) ; le réciproque
du signal de sortie de (70) est donc défini par :
75) ¥ = ey udy < F) pbte),
P P p ? ’

la signification des variables introduites dans (74)
apparait alors comme y =R (y(t)) et v = dt R(u(t))

Concernant les conditions initiales & imposer au systéeme
réciproque, d'aprés la fonction de transfert de (70) en régime libre,
on obtient celle de (74) en régime 1ibre :

1

- CA'R(pI, - R1Q7TR)TR™T g

~

(762)  Fylp)
F E(pIn_- A)°1w

(76b)

1]

0(p) o

Ainsi, par identification, on a :

(77) Wo = R Txg

I1 est a noter que la décomposition de (A) par (72)
intervient comme un changement de variable au niveau de la définition
du systéme réciproque (74) et permet de regrouper en une formulation
unique les deux cas distingués dans | DAU,83a |.
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11.2.4.2. Transformation réciproque etperturbations
singuliéres

La transformation -réciproque inverse les dynamiques : 1la
démarche proposée dans | DAU 83a | pour déterminer plus précisément
les variables rapides est la suivante :

5'_ réciproque > Z

global global
l Perturbations singuliéres
ZFQ Z]
réciprogue
systéme réduit systéme réduit lent réciproque

rapide

Dans le «cas d'un systeme singuliérement perturbé, les
matrices intervenant dans (67) ont la forme (45) :

A A B
i 11 A
Asl | ; B=1] ' 5c- rc1,c2];n=‘o
(78) | Pat - Az B -
oul_=| %
0 Iq /€
= 2

ou la décomposition (72) apparait de fagon naturelle. Mzis, plusieurs
choix sont possibles ; définissons tout d'abord, en supposant A22
réguliére :

-1

%) Ay A2 ] M A

79 - R —
Aoy Paz Aot Az

o -1
avec, SiA= A11 - A12 A22 A21,
UTRES
A 1, -1

Rop = - Ay Ayyb

- -1
Riz2 = =8 Agahos

A -1 -1
Aoz = App (1 + A8 "ApoRos )

Posons R = Ie, il vient le systéme réciproque -
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o — -

Wy Ay L") Wy 8,
( ] ) '
80) °
1% €21 eho2 Wy By
-~ _ l"c — -:-w1
e T TR AT LT Cz’*zz]
avec {f1(0) = %
' WZ(O) = EZO

De fagon & normaliser 1'équation d'état (80), introduisons
un petit coefficient W, 0 < u<< 1l,et réécrivons la premiére ligne
de (80) sous la forme :

o %* % *
(81) uw, = Agy Wy o+ K?E Wy + By v
* * *
ou Ky = WA, Ry =uRjp et By = u B

1

sont des matrices dont les normes sont du méme ordre de
grandeur que les normes des matrices eApj et eApp.

Pour u= 0, 1'équation algébrique donnée par (81) fournit :

—_— _ -1 i
(82) Wy == Ry (RygWy + Byv)

ce qui replacé dans (80) donne

=]

— = - -1 — - -1
(83) iy E"Ezz Aahyy A12]W2*(Bz ehoRyy  Bylv

Cette expression, tous calculs faits, donne :

=}

— _ o -

— -1 — )
W, + (B2 + €A22 A21B1)v avec wz(O) = €24

De fagon 3 retrouver la méme condition initiale (zg) sur
le systéme initial et sur le systéme réduit, on est conduit au
systéme réciproque de (84) avec R = e1lq ; on obtient alors :

' 2

=]

- -1 _
(85) €25 = AzzzF + (B2 + EAZZ A2181)u avec zF(O) =z




- 76 -

On Eetrouve ainsi les résultats exposés dans | DAU,83a |.
Les vecteurs de commande et d'observation ont été modifiés (résultats
analogues a ceux obtenus par la méthode de découplage pour la partie
rapide), mais bien que les dynamiques de 1la partie rapide soient
indépendantes de celles de la partie lente, cela donne une meilleure
approximation de la partie rapide de z que (51). La sortie rapide
du systeme est donnée par | DAU,83a |

t

(86) Yg= CZXF + IO (C‘1 -C

A )B1udt

-1
rar Y IY
Ce point de vue a permis de résoudre les problémes de
commandes optimales singulidres | DAU 83a, DAU 85 |.

I1.2.4.3. Utilisation du systéme réciproque et
du découplage
De fagon & €liminer le probléme de 1'intigration de 1'entrée
dans 1'expression finale (86), on peut utiliser sur le systéme réci

proque 1a méthode de découplage (Ii.2.2.). Considérons 1'approximation

de wp par (84), alors une approximation de wj est donnée par :

—-O - p- --1 ——— p— -
Wy LT K2 Wy By
(87) = + v
e -1 —
_WZ ] i 0 sA22 1L wz- _BE )

-1
avec EE =B -+eA22 A21B1
ﬁz(O) = Xg 3 w2(0) = ez,

En utilisant le changement de variable :

W, I M Wy
(88) =
W, 0 1 w,
...2-J L p= o 2—
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ol M est solution de 1'équation de Lyapounov:

-1
AE+ eMA,, -7\'1—1m= 0

on obtient le systéme découplé réciproque

- - - - = - -
—— r ——
W 11 0 W BT
(89) o = ° ¥ v
—_— -1 —
W 0 eA W, B,
| 2 ] i 22 JdLe ] i 2_

avec'ET = B1+MB2 )
wr(O) =x, ¢ eMzo

et S’ = - (Cr\;r‘l' Ez v_qz) = yr + 512
N TR

T
Ty = Co(Rgp = AyM)= eCyMA,,

Si 1'on prend 1le réciproque de chacun de ces deux

sous-systémes, on aboutit a :

[+
~ -1 -~
X, = (A,, - A,, A A,. )X, + BLu
(90) . 17 M2 Rz T T
X, = A22 x2 + 82 u
avec 21(0) =X+ eMzo
22(0) =2,

54 ‘£°1 - Cz“‘22.1’*z11i1 )
s, =[c2(1 + ehyy” Ay H)- eC1M]\>*(2
S=54+s,

Ceci nous fournit donc un systéme découplé modélisant Tle

systéme pendant 1a période de couche limite, plus précisément que
(54). Le tableau suivant permet de comparer les approximations &

1'ordre 0 des systémes obtenus.
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{ )

é SOUS-SYSTEME LENT SOUS-SYSTEME RAPIDE ;
( ( - : RIS EU )
E INTERIEUR % B]i = B1 + M82 : Bri =(82 + eA22 A2181 € ; Eo]utlon dt: ;

COUCHE LIMITE i -1, . e . S PR 1 _ T w-
E | g c]i = Cy = Cohyy Ay cri = C, - €(Cy - LAy AzﬂM; 12 * EMA,, AyqM -og
( ( : ) - )
, _ _ -1 : _ .

2 EXTERIEUR E B]e =By - Aphy, By Bre =(B) + eLB]e)/e ; L solution de ;
%coucuE LIMITE { c]e =Cy - Gyl cre = C, g elA; - Al + A =0 ;
( ( ) )
(MATRICE (0 pp T R, s Ry )
( D'EVOLUTION ¢ ™1 7 P11 ™ a2z Ton) Ty T 22 € )
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Ces méthodes (découplage + réciprocité) accroissent donc
la précision des modéles réduits en faisant intervenir le paramétre e.
On peut remarquer que :

FB1 ] By |
i e
C C
Tim ]e _ ]1
g —>0 C - C
rs re
B B
r. r
| | e

et 1'on retrouve pour e = 0, les résultats classiques de la méthode
des perturbations singuligres

I1.2.5.Systémes singuliers singuliérement perturbés

Les systémes 1linéaires singuliérement perturbés tels que
(45) sont exprimés sous la forme explicite. Dans le cas ol le petit
paramétre ¢ apparait sur toutes les dérivées des variables d'état, on
a alors wune forme non explicite ou un systéme singulier
singuliérement perturbé | PEP,82 ; CHO 86 |. On a alors une équation
d'état sous la forme, en régime libre : |

[
(91) EW =[:Ao + sA1(e):]w, w(0) = Wg
dans le cas obu (91) vérifie la condition :
(92) dim Ker Ao‘=v>,1 et dim Im Ao= p 31

I1 est possible de se ramener a une forme explicite par le théoréme
sujvant :

Théoréme | CH0,86 | :

soit Q une matrice dont les lignes engendrent Im (Ap)
soit P une matrice dont les lignes engendrent Ker(Ag)
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. , 1 y
T =|- , T 'z|-
Q W
le changement de variable = Tw
z
transforme (91) en :
x = As(e) x + Asf(e)z
{e; = eAfs(e) x + Af(e)z
avec As(e) = .PA1(e)V
Asf(e) = PA1(€)W
Afs(e) = QA1(£)V
Af(e) = QAON +eQA1(a)w

Ce résultat a été généralisé dans le cas non linéaire
| PEP,82 |. Des formes plus particuligres de (91) peuvent étre
distinguées | CH0,86 | :

* forme séparée rapide

(93) € =

par opposition a la forme explicite ou forme séparée lente

* forme a connection forte

° |
X ETRET €A

12 X1
(94) ¢ =

o
X2 eha1 g * A2 | | %2
Dans ce dernier cas, le changement de variables :
i=1,2 Yi = Pj xj et zj = Qixy
ol Pj et Qi engendrent Im Ajj et Ker Ajj,
transforme le systéme (94) en une forme explicite séparée lente-rapide.
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CONCLUSION

Nous avons donc rappelé Tes résultats classiques sur la
réduction de dimensionnalité dans 1'analyse des systémes. Nous nous
sommes longuement étendus sur le cas des systémes linéaires car
les notions utilisées peuvent é&treappliquéesa 1'étude des systemes
bilinéaires ; nous avons déja mentionné ce fait pour les techniques
d'agrégation. Nous avons, au passage, développé un certain nombre
de nouveaux points de vue comme le découplage lent-rapide ou le
développement analytique, en fonction d'un petit paramétre, de 1la
fonction de transfert.

Dans un prochain chapitre, nous développerons plus
particuliérement la méthode des pertdrbations singuliéres dans le
cas des systémes bilinéaires, en mettant en lumiére les problémes
souleveés.
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CHAPITRE 111

DETECTION DE DYNAMIQUES
DIFFERENTES
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INTRODUCTION -

Pour la réduction de dimensionnalité, 1'emploi de la méthode
des perturbations singuligres est conditionnée par 1'existence de
petits paramétres intervenant sur les dérivées. Lorsque les systémes
ne sont pas "a priori" sous forme singuliérement perturbée, i1 est
nécessaire de détecter des différences marquées dans les dynamiques
des variables d'état.

En ce qui concerne les systémes linéaires, les dynamiques
étant définies par les valeurs propres, de nombreux travaux ont été
consacrés & cette question. Nous les rappelerons dans une premiére
partie ; i1 est possible de les grouper en deux catégories : Tles
méthodes algébriques qui consistent 3 déterminer un changement de
variables mettant en évidence les variables rapides et les variables
lentes ; et les méthodes géométriques qui localisent des domaines
du plan complexe contenant les valeurs propres.

Dans le cas des systemes bilinéaires, les valeurs propres
de la matrice-systéme dépendent de fagon continue, mais non simple,
- des variables d'entrée. Pour simplifier le probléme, nous serons
conduits a utiliser certains des résultats précédents ou d'autres
plus particuliers, comme celui utilisant la notion de conditionnement,
notion déja utilisée dans les problémes d'identification | DEL,86 |.
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I. MISE EN EVIDENCE DES DYNAMIQUES DANS LE CAS DES SYSTEMES LINEAIRES

Un systéme linéaire posséde 1a propriété de double échelle
de temps s'il peut é&tre découplé par changement de variable en deux
sous-systémes, un lent et un rapide, tel que les valeurs propres
du moddle lent soient, en module, trés inférieures a celles du modéle
rapide (Cf II : I.4.2). Les valeurs. propres étant conservées par
changement de variables, on peut chercher a bloc-diagonaliser a
matrice d'évolution du sysféme initial , on utilise alors une méthode

-

algébrique, ou bien a localiser les valeurs propres de cette matrice
par une méthode géométrique.

I.1. METHODES ALGEBRIQUES
I1.1.1. Bloc diagonalisation

Soit le systéme linéaire :

X4 A A2 Xy B

(1) < Lx Ar Aol Lx 1 LB

v X
y=['(:1 CZ] L ;x1eRq1,x2eRq2,ueRm,yean
X
2

\ 41 * 4 =4
Pour bloc-diagonaliser ce systéme, on utilise un changement
de variables| CHA,72 | qui, dans une premidre étape, bloc-triangularise

(1), puis dans une deuxidme le bloc-diagonalise :

* bloc-triangularisation
la transformation

X4 I 0 x1
(2) = Rf| ot L e R%2 X9
X, L Iq‘ X5

améne le systéme (1) sous la forme :
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Xy A] A12 X B1
(3) ° = + u
X R(L)x Ar‘ X, Br
1 4
y= | 9 Cz]
Xp

avec A] = A11 - A12L

An = Ay + LA

Br‘ = B2 + LB1

C] = C1 - CZL

Le systéme (3) est bloc-triangularisé si L est solution
de 1'équation de Riccati : R(L) = 0.

* bloc-diagonalisation
la deuxieme transformation

(4) = ou Me R X 9

modifie le systéme (3), avec R(L) = 0, sous la forme

7 .o - - -
X A, R(M) X1 B,
) = + u
(5) < | x 0 Al Ix, B,
-x‘l
. y={ ¢, ¢, ] [ J
X
,
avec R(M) = A, + AM - MA_
B] = B] - MBr
Cr = C2 + C]M

Ce systeme apparait alors sous la forme bloc-diagonalisée
si M est solution de 1'équation de Lyapounov: R(M) = 0.
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Remargue : Dans le cas ol le systéme est déja sous forme singuligrement
perturbée, c'est-a-dire :

Ry Aoo* B,*

Pr = shp=— 2 B=—4

‘ cette méthode est encore applicable et une approximation
a 1'ordre 0 fournit :

Lo = Ay Ay

Ao = Ay = Agghyy” Ay
Aro = Ag2

My = Ayghyy”

Bro™ By

Cro = €y = Cohgy™ Ay
Bo = By - Ayphpy B,
Cro = C2

I.1.2. Méthodes de détermination des matrices L et

=

L'existence et le calcul des solutions des équations de
Riccati, R(L) = 0 et de Lyapounov, R(M) = 0, ont été étudiées par
de nombreux auteurs. Le principal probléme & résoudre est, bien sir,
la résolution de 1'équation de Riccati ; la résolution de 1'équation
de Lyapounov n'offre pas de difficultés (Cf. II : 1I.2.2.). Pour
déterminer L, solution de R(L)

0, plusieurs méthodes ont été
proposées : celles nécessitant la connaissance des vecteurs propres
et des valeurs propres de la matrice initiale | AND,78 ; AVR,79 ;
SYR,82 | ; celles utilisant le polynome annulateur | MAG,81 | qui
ont . 1'avantage par rapport aux précédentes de ne pas nécessiter 1la
connaissance "a priori" des valeurs et/ou vecteurs propres ; enfin,
celles résolvant, par un algorithme numérique 1'équation de Riccati
| KOK,75 ; CHO,76 |.
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[.1.2.1. Utilisation du polynome annulateur
Soient ¥, le polynome caractéristique de A, | MAG,81 | part
du polynome annulateur, w,,wz,deux polynomes définis par :
() Y=Yy 5 4%y = ay, A%,y = 9,, g + 9, =0

ol les racines deVset ¥ appartiennent respectivement a
C1 et Cp tels que

C1r\ C2 =0 C1 regroupe les valeurs propres lentes
C1LJ C2 = Sp(A) C2 regroupe les valeurs propres rapides
De fagon a éviter tout calcul de vecteur propre, la méthode

proposée par | MAG,81 | consiste & partir de la matrice

(7) N = ¢1(A) ou A = 'A“ A12
I Aap Ay

puis par des combinaisons linéaires des qp derniéres colonnes avec
.les g1 premigres de (7), on la transforme en :

(8) e | 0 x 7
U gy, 0
K L< . <—%—>-

ol apparait explicitement la matrice L.
Le choix de q1 peut &tre fixé en posant d'une part |F0S,81| :

(9) ¥y(p) =

puis, en explorant pour des valeurs successives de qj, les solutions
L obtenues dans (8). Elles fournissent une valeur & JIR(L)I| qui
passe par un minimum lorsque la séparation des valeurs propres est
la plus importante. Une méthode de séparation de polynomes peut étre
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utilisée a ce niveau de 1'étude pour améliorer le choix de q et
de L.

a) Algorithme de séparation de polynomes.

Considérons un polynome D(p) que 1‘on veut écrire sous
la forme :

(10) D(p) = A(p) B(p)
q-1 .
avec D(p) =p%+ I dyp’
i=0
A : L
(p) = 'iE-O a;p s a = 1
(n) = m L
B(p) = iEO bijp" 5 by =1
m+n=q

L'égalité (10) nous conduit au systéme d'équations:

a-i
1 i = ve sy~ s =
AL T -FRE MO
J-
avec a; = 0 si ieg{0,n}

et b

0siié{0,m

qui se met sous les formes matricielles

a) d=a +#4b

(12) .
b) d=b +Pa
- - . -
dq-{1 3n-1 -1 brn-1
: 4n-2 bp-2
ol d= ; a= . ; b= . :
dq 3y by
d a b
0 | ‘0 | . 0 ]
, a b
a=| 913 5"
b 0
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et C 1 1 11 .
: N X \0
n-1 m-1
a 1 b 1
“‘2\\\\\\\\\ m-é\\\\\\~
A = :- \an‘1 ;33: \bm_1
4 : by :
i : bo\f
0 \ : \ :
e R ao - - bé -
m col. n col
A partir de (12), 1'utilisation de 1la pseudo~inverse au

sens de Moore-Penrose, donne :

a)b=F(d-3) R
b) a=8%(d - 5) oD

(13) %)W

S

L'algorithme de séparation de polynomes est donc défini

de la fagon suivante :

14 = * i -3 . = + - B
(9 o k>0 by Ry 14 - g1 e B 19 Bl
Si 1'on prend la condition initiale, a(g) = 0, c'est-a-dire,
A(p) = p", 1'algorithme converge vers les coefficients des polynomes
A(p) et B(p), tels que les racines de A(p) soient plus petites (en
module) que celles de B(p). Si

(e.g. un polynome du second degré &

on tente une séparation impossible
racines complexes séparé en deux
polynomes du premier degré), soit 1'algorithme diverge, soit le produit

des polynomes obtenus ne donne pas le polynome de départ.

b) Application & la séparation de dynamiques
Le but est de trouver la décomposition (6), donc qi, qui
assure comme précédemment FIR(L)LL.

le minimum de Nous proposons

1'algorithme suivant :




initialisation

par 1'algorithme
(14)

&

par 1'algorithme(8) -

.

- o
. - o MNo
.e —~ o~
© o
~r ~
o .o
] I
-
—
he)
~

Détermination de

w}(p) et ¥,(p) tels que
wle) =) W)
avec w}(p) =p + a}p + a‘a

9}(P) = (p + A7) (p + %)

| A 1< ag |
ﬂmn=<p+h).
B(P): = (p+ ) »(p)
e A
vi(p): = TT y3(p)
j=0

|

détermination de L

FIN
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Afin d'utiliser les algorithmes présentés avec la meilleure
efficacité, i1 est nécessaire de reordonner les variables d'état
pour que la nouvelle matrice d'évolution ait des termes diagonaux
décroissants (Cf. exemple présenté dans | F0S,83 |).

1.1.2.2. Algorithmes numériques

A Le principe de ces méthodes est la résolution ~numérique
jtérative de 1'équation de Riccati :

(15) A21 + LA11 - LAjpL - Aol = 0

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour définir une
suite de matrices convergeant vers la solution de (15). | KOK,75 ;
CHO,76 | proposent d'écrire (15) sous la forme :

L+l = A2271 (A21 + LiA11 - LiArzly)
(16)
Lo = A22-1A2

qui converge vers une racine réelle bornée de (15) si les conditions
suivantes (trés conservatives) sont réalisées :

a) Apz inversible
(17)  b) Az kit > 3 1iagll + Hiagall et
ol Ag = A11 - A2l

Les conditions (17) assurent, de plus :

(18) ¥keN [l Ly =L 1] <] L - L]

ol L est la so]utipn cherchée

Un autre algorithme utilisant une transformation
homographique de matrices est proposé dans | AND,81 | et défini par :

i -1
Liay = By *+ LiAgo) 7 (Ryy + LAy)
(19)
L

R
o = A2 Ay
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Les conditions de convergence de cet algorithme sont
similaires a (17-b) de 1'algorithme précédent, bien que pout tout
k, on doive avoir (Apa+LiA12) réguligre. L'avantage de cet algorithme
est d'assurer une convergence plus rapide vers la solution. Comme
le montre 1'exemple présenté dans | KOK,75 |, les conditions (17),
obtenues par majoration, sont trop fortes et L peut souvent &tre
déterminde, méme si le systdme ne vérifie pas strictement (17-b).
Dans tous les cas, on a une convergence si les valeurs propres de
Ay sont trés inférieures en modules & celles de Ap. De fagon & éviter
cet inconvénient, nous - proposons 1'algorithme suivant qui substitue
a 1'équation de Riccati, une équation de Lyapounov :

Considérons (15) écrit sous la forme itérative :

(20) Ao * LetPr ~ Liet Ao b = Applyuq =0

cela conduit a 1'algorithme :

T

L = A22 A

0 21

b) Apy + Lysq By ~Applysg =0

L'équation (21 - b) est de Lyapounov et peut &tre résolue
3 chaque pas par la mise sous forme vectorielle | BAR,70 | :
-1
|

(22) vec (Lk+1) = | Iq1 a Azz - Bk a I f

o vec (A21)

(ou vec(.) est la fonction vectorielle de matrice introduite
en (II : 55).

La solution de (22) existe si By et App ont des valeurs
propres distinctes. Afin de montrer 1'avantage de cette méthode,
considérons 1'exemple comparatif suivant :

* soit a bloc-diagonaliser 1a matrice
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0 -1 -1 1ty 0 0
1. -2 -1 par le changement de variablesT = ] O 0
1 -1 -2 0

les résultats obtenus sont les suivants :

ALGORITHME AT !

r -0,8148 -1 1

KOKOTOVIC, CHOW 0.1097 -1,5926  -0,5926

(16) | 0.1097 -0.5926  -1.5926
" -0,8572 -1 -1

ANDERSON, HALLAUER 0.0816 -1,5714  -0,5714
(19) | 10,0816 -0,5714  -1.5714 |
C - -1 -1 7

ROTELLA (21) 0 -1,5 -0,5
. 0 -0.5 - -1,5 |

L'algorithme (21) est plus couteux en temps de calcul,
mais apparait plus efficace.

Pour déterminer M, solution de 1'équation de Lyapounov :

(23) A12.+ (A11 - A12L)M - M(A22 + LA12) =0

ot L est solution de (15)

| KOK 75, CHO 76 | proposent 1'algorithme récursif :
_ - : - : -1 -1
(24) Mear = DAYy = ApglIM = M LAY T A7 0 ARy,

qui converge vers une solution si (17) est vérifide. Nous pensons
qu'il est plus facile de résoudre directement (23) qui est une équation
similaire a (21 - b) ; la solution est donc donnée sous forme
vectorielle par :

(25) vec(M) = [lq1 8 (Ayy + LA,) - (A, - ApL) @ 1, “vec(ny,)
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Dans le cas ou R(L)# 0, la transformation (4) améne alors
1a matrice d'évolution initiale sous la forme :

*
(26)
R(L) A22 * LA, + R(L)M
avec

Cette forme est triangularisée si dans (26 b) R(M) = 0,
ce qui correspond de nouveau a une équation de Riccati résoluble
par les méthodes précédentes.

L'inconvénient de ces méthodes est de nécessiter, comme
dans la partie précédente, un réarrangement de 1'ordre des variables
d'état et méme parfois un conditionnement préalable. L'utilisation
des méthodes géométriques permet d'estimer les ordres de grandeurs
des dynamiques des variables, donc d'effectuer des groupements de
variables afin de faciliter 1'utilisation des méthodes précédentes.

1.2 METHODES GEOMETRIQUES

Le principe des méthodes géométriques est 1'utilisation
des théorémes de Tlocalisation des valeurs propres d'une matrice
constante. Ces méthodes ont é&té développées dans | DAU,87a | et
permettent un partionnement du systéme dinitial en un ensemble de
variables d'état lentes et un autre regroupant les variables d'état
rapides. L'autre avantage est 1'utilisation possible des méthodes
géométriques dans le cas de systémes non-linéaires alors que les
méthodes précédentes ne peuvent étre employées.

Différents domaines ont été définis pour la localisation
des valeurs propres d'une matrice dans le plan complexe : les cercles
de Gershgorine | DEI,82 | dont une version généralisée a été proposée
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dans | SOL,80 | ; les ovales de Cassini | BRA,64 | ou les régions
de Gudkov | CHA,71 | qui fournissent des localisationé plus fines
mais plus difficiles a obtenir. Certaines de ces méthodes ont été
utilisées par | DAU,83a | pour les cercles de Gershgorine et par
| MOR,84 | pour les ovales de Cassini pour mettre en évidence les

différentes dynamiques d'un systeéme. Une autre classe de méthodes

-

consiste & utiliser une homotopie du plan complexe | GUT,81 | ; en

-particulier, 1'utilisation de la transformation en W et du théoréme

de Routh permet de séparer les valeurs propres a petits modules de

-

celles a grands modules | BEN,86 |. Nous nous Timiterons dans nos

rappels au cercles de Gershgorine qui, étant les plus faciles a
obtenir, seront les plus faciles d'utilisation dans le cas bilinéaire.

1.2.1. Utilisation des cercles de Gershgorine

Notons ajj» i, Jj = 1,...,9, les éléments de la matrice
A et définissons les quantités :

q
(1 = 551 [a'ij]’
(27) { 34 i ={1,...,q)
q
) Lci = 1.51 Eaj.i ]9
J#i

Le théoreme suivant permet une localisation rapide des
valeurs propres de la matrice A :

Théoreme de Gershgorine : Les valeurs propres de A appartiennent

au domaine formé par 1'union des ensembles du plan complexe définis
par :

¥Yaoe [0,1]

t

Iy = - = a 1'&
i={1,..., q} | z L l < Ry =1 ¢

Le domaine de Gershgorine est donc formé de 1la réunion
de q disques centrés sur les termes diagonaux et toute séparation
en sous-ensembles disjoints implique une séparation équivalente au
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niveau des valeurs propres. Ce résultat a permis de montrer :

Théoreéme 1| DAU 83a, 85 | : si les cercles de Gershgorine associés
a une matrice A sont tels que :

IL, Ky ITANAK=P0;IVUK={1,...,q}

¥iel, ¥ keK [agy = a,|>» R +R)

alors A posséde deux ensembles de valeurs propres séparées de modules
trés différents.

La vérification de ce théoréme permet de relever la situation
suivante :
min ‘aii - a
ier
k € K

kkl

N e N
{C4la, ;R )} {C, (a R}
iel : ke K

qui met en évidence un systéme a dynamiques différentes ; le rapport
des dynamiques, donc la précision du résutat dépend du paramétre

R. +R
(28) u L.

maxII
el |la..
c K ii

akk“

RKowde N

qui, si le théoréme est vrai, est nécessairement trds inférieur &
1.

L'application de cette méthode permet une mise en évidence

directe du petit paramétre nécessaire a la méthode des perturbations
singuliéres ; 1'autre avantage est de grouper les variables d'état
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en lentes et rapides. L'inconvénient est de nécessiter quelquefois
un préconditionnement de la matrice & étudier par une transformation
diagonale. Nous allons voir dans la partie suivante que 1'utilisation
de la version par blocs du théoréme de Gershgorine permet, parfois,
de simplifier cette étape préé]ab]e.

I.2.2. Utilisation du théoréme de Gershgorine par
blocs

Ces résultats qui généralisent le théoréme de Gershgorine
ont été énoncés par | FEI,62 ; KOV,74 ; POW 76 | et utilisés en
Automatique par | SOL,80 |.

Soit A une matrice q x q complexe bloc-partitionnée sous
1a forme :

A11000Q'QDOOIIOOOOOA1N
(29) A=1]: :

i

o
Cl
-«
-te
m
——
-
-
-
=
A
. =
-de
-
m
w
0
2
>
=)
-de
"Wt =

et des normes matricielles subordonnées a des normes vectorielles
par :

11 Al
(30) Vi,j€{1,--.,N} llA.. l‘ =SUP _J'—_
Y x#£0 Hox
X € R% J
et si Aii réguliére
-1
- A..x]l.
Vie {t,...,N} []Ay, 1||= inf I_'__p_ﬂm_
x#£0 x|,
x ¢ R 1
Remargue : si 1'on utilise dans (30) la norme euclidienne, on

a :

A, . =p(A..A..T) o .) désigne le rayon spectral
I 1J|| (J(uu) G() g yon spectr.
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et dans le cas ol Aj; est singuligre (1] Aji~li1)-1 =10
On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2 : les valeurs propres de A (29) appartiennent au domaine
formé par 1'union des ensembles Fj du plan complexe défini par

Vo e [0,1]

-t
"
—~
—
-
.
.
.
-
=
¥
N
-t
—~~
>
-
-
[}
N
—
wads. *,
A
]
—
L]
—
A
-t
i
-
Q
-

o

[=

]
M=

wwd
i
W H =
==
p
-l
<

Remarque : si N = g, on retrouve le théoréme de Gershgorine. De méme
en ce qui concerne le théoréeme 3.

Théoréme 3 :

est disjoint des N-m

autres ensembles de Gerahgorine pour la matrice partitionnée, alors
H contient précisément I q valeurs propres de A.
i=t Pj
Ces théorémes sont intéressants car ils permettent d'utiliser
les notions de systémes pseudo-majorants et de normes vectorielles
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déja utilisées pour 1'analyse et la synthese de systémes non-linéaires
| GEN, 72,76 ; GRU,76,79| pour détecter les systémes a plusieurs
dynamiques. Cependant, le point délicat est la détermination de 1la
quantité ||(Aj; - in)‘III"1 ; i1 peut é&tre contourné a 1'aide du
résultat suivant :

Théoréme 4 : si A, partitionnée suivant (29) est telle que :
. ' . T _ '
vie{1,..., N} A;; est normale (i.e. Aii Ay = AiiAii
alors 1'utilisation de la norme euclidienne implique que chaque

ensemble de Gershgorine F; est la réunion de qj, i = 1,..., N, disques.

Ty

Le principe de la méthode de localisation utilisant 1le
théoréme 3 est donc de partitionner la matrice initiale de telle
fagon que chaque matrice de la bloc-diagonale principale soit
normalisable par changement de variable. A cette fin, rappelons qu'une
matrice de dimension 2 est normale si elle est de la forme :

S B a B | )
(31) a) [; :I ou b){j :I
Y -8 a

ol a, B, y sont des réels

ce qui signifie qu'une matrice de dimension 2 diagonalisable dans
¢ est toujours normalisable dans R. De fagon générale, on peut
proposer 1a méthode suivante :

1) choix du partitionnement de A (29) tel que
yie{t,..., N} A;; diagonalisable
2) diagonalisation des Ajj et transformation de A par
Aij — A'ij = Pi'lAij Pj
ol Pi est la transformation diagonalisant Aii dans €

q; i i
idg { A} re €
=1 i

' - ‘1 -
Ayi =Py Ay Py=d .
j j j

3) tracé des ensembles de Gershgorine a 1'aide de :
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i _
| (A5 - 111)4” -1 ={|z- Alsde “""’qi}}i € {1,...,N}
- i

Cette méthode peut permettre une détermination plus précise
des valeurs propres d'une matrice que 1'utilisation du théoréme de
Gershgorine. En effet, considérons 1'exemple d'un systéme défini
par la matrice d'évolution :

(32) A

1]
ounma
!
nosN
NBOW
oo

L'utilisation du théoréme de Gershgorine répartit les
valeurs propres de A & 1'intérieur des cercles (1(-4,2.5) et C2
(-.4,.7). Le théoréme 1 indique donc une séparation en deux dynamiques
correspondant a un coefficient pu= .89.

Si 1'on partitionne A(32) par :

4 2
Apg =
2 -4
.5 ¢ !
(33) Ap =R = '
o .5 |
-.4 2
Ao =
2 -.4

chacun des blocs de la diagonale principale étant normal,
1'utilisation de 1a norme euclidienne fournit :

.5
min {| -6-z |, |-2-z |}
min {| -.6-z |, | -.2-z |}

Il A2 ll = || Ap1 |1
(34) 1l (Aqq - 2Ip)-1 117}
1l (Agp - 21p)-1 171

Le théoréme de Gershgorine par blocs conduit donc aux régions
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du plan complexe définies par

min {| -6-2z1|,1]-2-2]}.5
(35)

min {|] -6-2],]-.2-21}<.5

qui localisent les valeurs propres de A a 1'intérieur de quatre cercles

(figure 1)
,/ \ &3
\
/ -~ ' . E B ] \ o,‘ ‘::v’\‘\:\
r " ‘ - "-,l '(» 's‘\
N \! 2 L P [ " ‘_L ! .. > @-—
Y -6 7 -4 o2 d ‘
\~“-‘- “; ) s~.‘- .-"o ‘ ‘\._\- -‘-~“;¢7
\ / -
\ / ¢
\ /
\
V4
s
~N P
~ -
~— -

Théoréme de GERSHGORINE

..... Theoréme par blocs
Sp(A) = { -6.0459, -2.1296, -.5541, - .0704 }

FIGURE 1

Cette Tlocalisation indique une séparation en 3 dynamiques

correspondant aux coefficients My = .71 et M, = ,25. le changement

de variable, défini par la matrice :

L7071 071 0 0

-.7071 071 0 0

(36) P = 0 0 10
0 0 0 1
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diagonalisant le bloc A7}, permet de distinguer une variable trés
rapide, une variable rapide et un groupe de deux variables lentes.
Ainsi, cette méthode, dans le cas de systémes de grandes dimensions,
s'avére &tre un intermédiaire entre la diagonalisation compléte et
la localisation des valeurs propres par le théoréme de Gershgorine.

II. APPLICATION AUX SYSTEMES BILINEAIRES

Les systémes bilinéaires étant régis pa~ une équation d'état

de la forme :
° m m
x(t) [ Ao + z ui(t) Ai] x(t) +
(37) i=1 i=1

y(t) = C x(t) ou x(t) € RY, y(t) e R

Bi ui(t)

les valeurs propres de la matrice d'évolution sont non constantes
et dépendent de fagon continue, mais non 1linéaire, des variables
d'entrée uj. Le probléme de la détermination de dynamiques distinctes
dans les variables d'état peut &tre abordé de deux fagons différentes :

* soit globalement, indépendamment des entrées,

* soit localement, la séparation définie n'étant valable
que dans un certain domaine de variations des entrées.

La premiére de ces deux démarches sera effectuée a partir
des matrices constantes A;, i = O,..., ng ; alors que la deuxieme

sera menée sur la matrice d'évolution Po & uiRi, en exploitant
les résultats présentés dans la premiére partie de ce chapitre.
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I1.1. SYSTEMES  LINEAIRES = NON  STATIONNAIRES A  DEUX
ECHELLES DE TEMPS '

Pour les systémes linéaires non stationnaires définis par :

(38)  x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t), x(t) e RY

| 0'MA,82 | a proposé une définition de double échelle de temps qui
généralise celle adoptée pour les systeémes linéaires.

Définition : Le systéme (38) est a double échelle de temps sur[O,T]
si le spectre de A(t), pour tout t dans[O,T]peut étre partitionné
en deux ensembles disjointsJ (t) etRUt) tels que :

vt e [0,7] max [1,(t) [ = 1(t) << r(t) = min | ri(t)l
15(t) el(t) ri(t) ef(t)

Un indicateur de séparation de dynamique est donné par le rapport :

1(t)

~

r(t)
0<t<T

(39) U = max

qui doit étre trés inférieur 3 1 si 1'on veut qu'il y ait effectivement
séparation de dynamique.

Afin de mettre en évidence .dans le systeme initial deux
sous-systémes de dynamiques différentes, i1 proposent, a partir
d'un partionnement de la matrice d'évolution de (38) sous la forme :

(A4 (t) Ay,(t) (B, (t) ]
(40) A(t) = . B(t) =

—A21(t) Azz(t) _Bz(t)

-l -y

ou ¥te|0,T| , B,(t) ¢ R%, Aslt) e RY * 9%, ¢, j)el1,2}
9y + G =g
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d'utiliser 1a transformation :

vt e |0,T] L(t) e R9Z X 91 m(t) e RY1 X 92

(41) [ I - M(t) L(t) -M(t)
T(t) =
L(t) I ]

Cette transformation est 1la version non stationnaire de
la transformation utilisée pour les systémes lindaires (I.1.1) ;
lefsystéme'(38) est alors découplé sous 1a forme :

g,

X, (t) Ay (£) 0 7 @] [ )]
(42) = A + u(t)
;r(t)d 0 A | |x ] B .(e)
avec Aj(t) = Ay (t) - Ay,(t) L(t)

AL(t) = Byy(t) + L(t) A, ,(t)
By (t) = By(t) - M(t)B,(t)
B(t) = By(t) + L(t)B,(t)

si L(t) est solution de 1'équation de Riccati différentielle :

(43) L (t)°= Azz(t) L(t) - L{t) A11(t) + L(t) Apa(t)L(t) - Ap1(t)
avec L (0) =0

et si M est solution de 1'équation de Lyapounov différentielle :

(44) - M(tz = lA11(t) - A12(t)l:(t)IM(t) - M(t) lAzz(t) +l:(t)A12(t)|
avec M(T) = 0 + Ayp(t)

Cette démarche est applicable aux systemes bilinéaires
qui sont une écriture particuliére de systémes non stationnaires.
Ce qui, avec un partitionnement défini par :
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i i
. A Atz
(45)  ¥ie {(0,..m} Ay
i i
Ay Ayp
ou A e R% X 9 . (ks 1)e{1,re}2

k1

donne pour 1'équation (43)

° m . . . i
Y. T i e i ya i g

L(t) I (Agp 'L(t) = L(t)A " + L{t)A, L(t) = Ay )uy(t)

ou uo(t) = 1 et L(o) solution de 1'équation de

(46) Riccati initiale

. m . m
Ao, lu.(0) +L ZA,, u.(0) - u, ;0L - LZ A u (0)L =
o 2t Vi so M U i=0 A2z i=p 12

w M3

i

Aprés avoir résolu 1'équation de Riccati initiale, on peut
intégrer numériquement 1'équation différentielle de Riccati(46) par
des procédes classiques tels que la méthode de Runge-Kutta ou Ta
méthode de prédicteur-correcteur wutilisant les formules d'Adams
| NOU,83 |. La lourdeur des calculs 1impliqués rend cette
bloc-diagonalisation peu applicable en temps réel lorsque les entrées
ne sont pas a priori connues. C'est pour cette raison que nous nous
proposons d'utiliser les méthodes propres aux systeémes linéaires
qui, & défaut de donner des sous-systémes parfaitement découplés,
donneront plus rapidement une solution approchée.

I1.2 METHODE ALGEBRIQUE DE PSEUDO-DIAGONALISATION | ROT,85 |

Appliquons 1la transformation constante (2) au systéme
bilinéaire (37-45) ol de plus :

q
=lX1Ts XZT‘;X15R 1: X2€ RQZ: q1*Q2=q
@) lvie(t,...,m B =8l 827

c=|c, Gyl

cela donne :
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i
1 . m - Xy m | B
(48) | |- 1A, +i£1 Agul + 121 i |y
Xy Xy, Br
X1
y =[5 ¢l tl
X
r
‘ g i
. Ay A2
ot ¥ie{l0,...,m} Ai = _
. b
R (L) A

N _a i i_ o, L i

i i
Ay =Ry - Ayt

i i
r = Ap + LA

»
" Py
"

i
r

La matrice-systéme de (48) est sous forme
bloc-triangulaire si : ‘

(49) ¥i ¢ {0,...,m} R'i(L) =0

Ce systéme ne pouvant étre réalisé pour tout i, sauf cas
particuliers, nous allons résoudre ce systeme de m+ 1 équations de
Riccati au sens des moindres carrés de fagon a ce que L satisfasse :

m
i [IR§(L)|Iminimal. Introduisons la notation :

-0
Aa]

(50)  ¥(k,1) e {1,2}2, &, = Al1

-

m
|

alors le systéme (49) s'écrit sous la forme :
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(51) ‘*21 + ng [.:f,h -x12L] =t22L

ol @ représente le produit de Kronecker de matricespartionnées:

(e.g. : Ln(f11 = LA,11 )

~ m
LA,

La fagon la plus simple de résoudre ce systéme est d'utiliser
parmi les trois algorithmes présentés en 1.1.2.2., <celui de
Chow-Kokotovic qui conduit a :

"k ¢ N

{ L =t2;7t21 _
(52) ) Loy =Ry &1 *lea [t ‘7612'-13]
oty = Uy 'Ry,

Pour assurer la convergence de 1'algorithme ci-dessus,

-

on peut montrer (la preuve est analogue & celle utilisée pour (17))

Si 7622 est de rang pleinet que

(83) oy Il < gkl + NN 1L !
a"‘*‘:760 -4, ‘7(:12'-0
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ol la norme choisie est telle que

q ' '
Il diag {Mi}]| = sup llMi”
i=1 16{1:-0"q

alors (52) converge vers une racine réelle L = L, + D avec

ol o 2ol Ikl
Il 164 gl

De fagon_a faciliter les calculs dans (52), on pourra

- -1
0 1 m 1 i
remp]acenfzz‘Par 7t22 HL{AZZ A22 s eees A22 Jaui est.une inverse
généralisée a gauche de 22, Lo aurait alors pour valeur simple :

1 -1

17 Al
520 22 21
m
mais 0||R || ne serait plus minimale.
j=

Dans un deuxiéme temps, 1'application de la transformation
(4) sur (48) conduit, d'aprés (26) a :

i
B

"
>
o+

ntM3
kRN
c
+
nt™~Ms
[~

- Al - MR.(L) Ri(M |
ot Vi e {0,...,m} A = 1 it T( )
RL(L) Ap + R(L)M

ol R.(M) = AL, + A]M - MA; - MR (L)M

Vi e {1,...,m} B} =gl - Mgl

CT

C2 + MC]

La matrice-systéme est de nouveau bloc-triangulaire si




- 111 -

(55) ¥i e {0,...,m} Ri(M) =0

qui est un ensemble d'équations de Riccati semblable a (49). Pour
résoudre ce systéme au sens des moindres carrés, on peut introduire
les notations supplémentaires :

R 0T ] C o7 | 1, C

Ay ) A ) AL R_9(L)
) £y < P P& A | RO :
T T T \

»_A12 . L.A] A L..A" n L..Rm(L)_

(55) s'écrit alors aprés transposition :
L T L T P
(57) Ky oW a [ -R] <E w7

Cette écriture permet d'utiliser 1'algorithme (53) :
ke N
~ .~
T
s8) M=% Xz i
T 3+ 13 T s , T
T o Et12 +ma It -’R(L)Mkl]

et le résultat concernant 1la convergence de (53) peut é&tre
transposé ici.

Lorsque les matrices M et L vérifient les équations de
Riccati (51) et (57), on obtient une matrice d'évolution mieux
conditionnée pour mettre en évidence des dynamiques différentes.
La forme obtenue ne sera pas toujours quasi-diagonale (Cf. exemple)
mais surement quasi-triangulaire pour un écart de dynamiques nettement
marqué ; les matrices d'évolution de chaque régime peuvent é&tre
approchées par :

* pour le systéme "lent”
m

T (A T_oad- MR (L)) u,(t)
jz0 112 i i ou ug(t) =1

* pour le systéme "rapide"

m . .
i i
120 (A22 + LA12 + Ri(L)M) ui(t)
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Considérons, par exemple, le systéme bilinéaire défini
par :
Xy 12 Tz 17, [ 1
(59) | o | = {“1(") + up(t) } * up(t)
X5 6 | 8 6 10 Xo 2
L | L . )
K 0
1'application de 1a premigre transformation , R
B |

conduit au systeme d'équations :

6 1 2 8

(60) + 1 & -

dont la solution au sens des moindres carrés est 1 = .7, ce qui donne
ri(1) = .12 et ro(1) = -.09

La deuxiéme transformation ; ) conduit aux équations .
— -
2 I -.47 27 9.4
(61) +mae - mji| = m
1 1 1.3 -.09 10.7
L -

dont la solution au sens des moindres carrés est m = .153, ce qui

donne ri(m) = .5 et rao(m) = -.44. Le changement de variable d'état
défini par : '

Xy .89 -.153 Xy
(62) =

Xp .7 1 Xo

conditionne donc le systéme (59) sous la forme :
% -.42 .5 .29 -.44 7 [¥]]

+ uz(t) + u

X .12 9.42 -.09 10.69
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I1 est a noter ici que 1'exemple présenté ne vérifie pas
les conditions de convergence des algorithmes (53) et (59) : ce ne
sont en effet que des conditions nécessaires.

I1.3 UTILISATION DE METHODES GEOMETRIQUES

La localisation des valeurs propres & 1'aide des méthodes
géométriques va é&tre utilisée pour Tles systémes bilinéaires & deux
niveaux :

* au niveau global, pour la détermination des groupements
de variables d'état lentes et de variables d'état rapides,

* au niveau local, pour déterminer les variations admissibles
sur les variables d'entrée assurant une certaine séparation

dans les dynamiques des variables d'état.

I1.3.1 Niveau global

L'utilisation et 1le +tracé des cercles de Gershgorine,
scalaire ou par blocs (Cf.1.2),sur chacune des matrices A;, i=20,...m,
permet de localiser 1'ensemble des valeurs propres. Si, pour toutes
les matrices Ay, 1 = 1,..., m, le tracé indique une séparation en
deux dynamiques et que les variables lentes et les variables rapides
sont dans tous les cas les mémes, alors le systéme sera globalement
a deux dynamiques ; on pourra alors, connaissant les variables d'état
lentes et les variables d'état rapides, utiliser la méthode de quasi

-

diagonalisation de fagon a mieux conditionner le systéme.

Si 1'on reprend 1'exemple présenté dans la partie précédente,
on avait :

A1 = et A, =

ce qui, aprés changement de base diagonal, (1 ; 1.732) pour A] et
(1 ; 2.45) pour Ap, conduit au tracé
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-
N - - — - ™

localisation Sp(A1) ——

localisation Sp(AZJ """"

FIGURE 2

ce qui donne Tles coefficients de séparation de dynamique , u (A1)
= .989 et u(Ap) = .619, qui sont tous les deux inférieursa 1, il
y a donc bien des dynamiques différentes.

I1 est & noter que, si 1'on applique les cercles de
Gershgorine sur le systeme (63) obtenu aprés transformations a partir
de (59), on obtient maintenant u' (A1) = .0496 et u'(A2) = .0423,
ce qui indique bien que les deux approches géométriques et algébriques

" sont complémentaires 1'une de 1'autre, la premiére permettant de
déterminer qj et q2.

11.3.3 Niveau local

Lorsque la méthode précédente ne permet pas de trouver
des séparations de dynamiques pour toutes. les matrices avec les mémes
groupements de variables lentes-rapides, on peut rechercher les
domaines de variations des entrées assurant des dynamiques différentes.
Pour ceci, on peut utiliser deux méthodes :

- les cercles de Gershgorine dynamiques,
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- la méthode du conditionnement.

La séparation de dynamiques sera alors valable dans un

intervalle de temps ol les contraintes sur les entrées seront
vérifiées.

11.3.2.1. Cercles de Gersghgorine

Si 1'on écrit la matrice-systéme de (38) sous la forme :

m .
(64)  A(u) = {ap; + oA uilt) ke {1
1=

1'utilisation du théoréme de Gershgorine (I.2.1) donne une Tocalisation
des valeurs propres instantanées de cette matrice. Ces valeur s propres
sont situées & 1'intérieur d'un ensemble de n cercles définis par :

Yae[0,1]
q mo.
i = I 0 , L ;]
si 1, (u) o | agy + o g Y; [
1#k '
T a 0 W
(65) et ck(u) = 121 | arg * 121 a Yy |
17k
m 1-a
k=t,...59 |z -3, - z a;k us; | < 1k(u)ck(u) = Ry (u)

et 1'on peut donner le résultat suivant :

Théoréme 5 : si les cercles de Gershgorine associés a A(u) sont tels
que - - . .
3 Us = lygs G5l gy €8 UGG R, = theenym

3 kKL,KnL=p,KuL={1,..., n}

VielL, ¥k e K, ¥i e {1,...,m} , ¥u, e Ut

0 mo 0 moy '
Eakk *Eoagou) - ey toay “1} Rylu) + Ry (u)
i=1 j=
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m
alors dans u:g ui > le systéme est a deux échelles de temps.

Un indicateur de séparation de dynamiques est alors donné
par le paramétre :

R](U) + Rk(u)

U m _1 0 m
a + a, uU:y - a +
Gk oy Bk) = 2 7

g = inf max
(66) _ ueWU

¢ L ai u.
keK 1 1)

qui est inférieur @ 1 s'il y a deux domaines distincts de localisations
de valeurs propres. Les bornes inférieures et supérieures des domaines
de variations admissiblesW, i = 1,...,m, seront donc obtenues pour
=1,
Par exemple, considérons un systeme dont 1la matrice
d'évolution est donnéepar :

-1 1 -10 1
(67) A(U) = +U

1 -10 1 -1
I1 est évident, pour ce systeme, que si u= 0, la premigre
variable d'état est lente alors que pour |ul= .« ,elle est devenue
rapide. De fagon a préciser quantitativement les variations

admissibles, wutilisons 1les <cercles de Gershgorine dynamiques qui
sont donnés par :

C 1(U)
Colu)

{-1-10u 3 |1 +u |}
{-10-u; | 1 +u |}

(68)

En se limitant, pour simplifier 1'étude, & u ) 0, on obtient
les résultats suivants :

. u € [0,.6364 x, est lente et x, est rapide

. u e |:6364,1.5714] les deux composantes d'état ont des

dynamiques semblables
. u ¢ |1.5714, =| X, est lente et x, est rapide

Dans le cas ou le nombre des variables d'entrée intervenant
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dans la matrice systéme est important, i1 est possible de majorer
les quantités 1x(u) et ci(u) par : '

: ( ) ]0 m i —
AL 1§1 W lug I = 1)
(69) m
, 0 i -
Ck(u,) < ck + E c\k I u'l l = ck(U)

-—bo
——

ou les c; et 11, i =0,...,m sont les rayons des cercles de Gershgorine
de chacune des matrices de Aj. <

Rg(u) est alors majoré par Eidiu).fk(u),d-e[o,ll.

De plus, lorsqu'il est possible de partitionner les matrices A; sous
la forme particuiére

- 2
(70) A, ={A}d} (k, 1)e {1seees N}, i =0,..., m
ol ¥i, j € 0y.eusm} Yke {1,..., N}

A, diagonalisable et A' AJ . aJ Al
ek kK ke Kk

on peut employer les résultats donnés par Te tracé des cercles de
Gershgorine par blocs. En effet, deux matrices qui commutent sont
parfois diagonalisables par une méme trznsformation. Ce qui permet
aprés changement de base diagonal par blocs d'utiliser le Théoréme
4 (1.2.2) pour obtenir des domaines de localisation de valeurs propres
plus fins.

11.3.2.2. Méthode de conditionnement

L'inconvénient de Tla méthode précédente réside dans Ta
comparaison entre des cercles dont les centres et les rayons sont
fonctions affines des variables d'entrée. Comme nous 1'avons déja
mentionné, lorsque m est grand, ce traitement peut s'avérer délicat.
De fagon a contourner ce probléme, nous allons présenter la méthode
du conditionnement qui permet de fixer les centres des cercles.

a) conditionnement d'une matrice | CIA,82 |
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Définitions : 1- Une norme matricielle |l.l| est dite subordonnée
si elle est définie & partir d'une norme vectorielle par
ATl = sup HAXH/Z1IxIT x#0
2- Le conditionnement d'une matrice A réguliére,
relativement 3 une norme matricielle subordonnée ||.||, est la quantité
cond(A) = [|Al] }1A-1{]

Dans le cas ou la norme choisie est la norme euclidienne,
cette quantité est notée cond2(A) et posséde les propriétés suivantes :

* pour toute matrice A

condz(R) = K (R)/p(R)
ohfi(A) et t&(A) désignent respectivement la plus grande
et la plus petite des valeurs singuligres de A(une valeur singuliére

est la racine d'une valeur propre de ATA)

* si A est une matrice normale ( ATA = AAT)

max lli(A)[
(71) condp(A) = 1
min |x;(A) |

i
ol les nombres A i(A) sont les valeurs propres de A

b) utilisation

Afin de déterminer les domaines de variations admissibles
pour les entrées, nous allons utiliser 1le théoréme de Bauer-Fike
| CIA,82 | :

Théoréme 6 : Soit A une matrice diagonalisable et P une matrice
telles que :

Polp - diag {A;}

et{{.|]| une norme matricielle telle que

lldiag{di]ll = max [dyl
i
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Alors pour toute matrice AA,

n
Sp(A+AA)C'U1 Dy ou D, ={zel ; |z - A;[< cond(P) ||aA|l }

Dans le cas ol A n'est pas diagonalisable, on peut également
montrer le résultat plus général suivant :

Théoréme 7: Soit A une matrice carrée, J une de ses formes de Jordan
associée et P une matrice réguliére telles que :

p~1AP = J = D + Hou D = diag {xi} - A; €Sp(A)

Soit |l.l] une norme matricielle subordonnée vérifiant
la condition du théoréme précédent

Alors pour toute matrice AA,

n
Sp(A +AA) < U Di
i=1

ouDi ={ze€; | z-X2i|] <e+cond(P) [2A]l}

'e=0 si A diagonalisable, € =1 sinon

Démonstration :#soit A une valeur propre de A + AA, siAest
aussi valeur propre de A, le résultat est évident ; sinon(D- Al)est
réguligre, or(A + AA - Al)étant singuliére, 1'écriture

J - AL + P lanp
(0 - A0 {1+ (0 -0 1+ 2 laar) }

(72) P V(A +BA -AI)P

indique que I + (D- 1)-1(H+pP-1 AP) est singuligére,par conséquent :
3y 1€ IO e ame) | <= DTN ol Pl Pl

or|[[H|l =1siHEZDO
-1 1
et || (037 || = ey -
min (A= A5 |
* les normes matricielles eucliciennes , max I |a
LI

Remarques : .

1jl



- 120 -

ot m?x ? {aij] vérifient les hypotheses des théoremes
ci-dessus.

* de facon a minimiser les rayons des cercles de
localisation des valeurs propres a 1'aide de ces deux théorémes,
on peut remplacer cond(P) par la quantité :

P(A) = inf { cond(P) ; P"'AP = diag (A} + H )

* dans le cas particulier ou A est une matrice normale
donc diagonalisable par une matrice unitaire, on a :

r,(A) = 1

donc

n
(74)  Sp(A +AA) C'U‘l lzel; |z-ai] <[2A] 5}
1=

En résumé, la méthode que nous proposons ici, consiste & :
i) sélectionner, dans les matrices constartes déterminant
le systéme bilinéaire (38) une matrice particuliére Ay,

ii) déterminer 1'ensemble des valeurs et vecteurs propres
donc Sp(Ag) et Py telle que Pi~lAgPy = Jy

iii) appliquer le théoréme précédent sur Ag avec la matrice
de perturbation; 4o m
AAk Uy 150 Aiui avec ug = 1
i#k
On remarquera que 1'on a intérét a sélectionner d'abord
des matrices normales et/ou ayant des valeurs propres trés différentes.

Par exemple, si dans (38), on sélectionne Ay, cela donne
1'ensemble de 1localisation des valeurs propres comme réunion des
disques :

0 m
(75) i ={1,...,n} Di={zel; |z-)]| <e+cond(P)(zZ |ullfA;l))
j=1

avec Lﬁ?es (Ao) et €0 si A, diagonalisable, 1 sinon ,

P
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Les rayons de ces cercles sont tous égaux ; on a donc un
systéme & deux échelles de temps si 1'on a :

(76) dKL KUL={1,...,n} ,KAL =29

m

0 .0
‘ A, =IA
¥keK, Viel 1 l._k____L_

J

Appliquons ceci sur le systeme défini par (67) ; les matrices
Ag et A1 sont symétriques, donc normales et telles que :

(77) Sp(AO) = Sp(A1) = {-.89, - 10,1098}

1Al 2 = 1AL 11, = 10.1008

1'utilisation de (74) donne les cercles :

* si A, est privilégiée : de centres -.89, -10.1098 et

de rayons 10.1098|ul ; i1 y a donc séparation de dynamiques si
< .456 la premiére variable d'état est alors lente.

* si Ay est privilégiée : a partir des mémes centres, les
rayons sont cette fois-ci de 10.1098 |ul-! ; 1la séparation de
dynamiques est effective pour |ul > 2.193 et la premiére variable

d'état est dans ce cas rapide.

* pour |ul € [.456, 2.193 |, les dynamiques des variables

d'état sont équivalentes.

Les résultats donnés par cette méthode semblent moins fins

que ceux obtenus par les cercles de Gershgorine, mais le traitement

numérique est plus facile et plus rapide (voir, par exemple, le cas

u < 0 dans (67)).
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CONCLUSION

La mise en évidence de dynamiques différentes dans le cas
des systemes bilinéaires demande des méthodes plus élaborées que
dans le cas des systeémes linéaires, mais qui en sont issues. Nous
nous sommes restreints dans notre étude car nous n'avons étudié que
le comportement "linéarisé" des valeurs propres du systéme bilinédaire.

IT est, en effet, notoire qu'un systéme non stationnaire
peut &tre asymptotiquement stable alors qu'a chaque instant, le systeme
linéaire associé est instable ou réciproquement | WIL,70 |. Cependant,
pour une telle étude, nous pensons que les outils a utiliser sont
encore peu développés pour &tre utilisables pratiquement. lLa solution
du probléme de Floquet, par exemple, n'a toujours pas été trouvée
de fagon explicite.

C'est en ayant fait cette restriction que nous abordons
les chapitres suivants ol la mise en évidence des petits paramétres
est supposée effective.
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INTRODUCTION

L'utilisation de la méthode des perturbations singuliéres
pour la réduction de systimes bilinéaires peut &tre envisagée Torsqu'on
a des variables de dynamiques différentes. I1 est a noter que certains
systémes se présentent directement sous forme bilinéaire singuliérement
perturbée |MOH,70}/. On peut citer, par exemple, le cas typique du
systéme de thermorégulation humaine dont 1'équation d'état est de 1la
forme :

m2
ou X4 est la température moyenne du corps
Xo est la température de la peau .
cm1est la capacité thermique du corps
cm2 est 1a capacité thermique de la peau
ea est la température ambiante
q est une source indépendante de chaleur (le métabolisme)
u est la conductance thermique qui sert de variable de
commande

Comme dans ce schéma, on a Cmy> Cmy» le systéeme est bien
a deux échelles de temps.

Mais, comme nous allons le montrer, d'une part, la méthode
des perturbations singuliéres doit &tre appliquée avec quelques
précautions, hors desquelles les modeles réduits obtenus perdent leur
validité ; d'autre part, le modéle réduit lent n'est plus bilinéaire.
Cependant, cette méthode a été utilisée pour générer des commandes
simplifiées de systeémes bilinéaires |ARM,82 ; ARM,86].
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Sans aborder dans ce chapitre les problemes de commandes
quasioptimales, nous allons étudier tout d'abord 1'approximation du
systéme réduit lent par un systéme bilinéaire. Puis, par la méthode
de découplage, on déterminera un modéle réduit rapide  également

bilinéaire . Enfin, pour améliorer la précision de la modélisation
2 1'intérieur de 1la couche Timite, on généralisera aux systémes

bilinéaires la notion de transformation réciproque utilisée dans le
cas des systemes linéaires.

I. SYSTEMES BILINEAIRES SINGULIEREMENT PERTURBES

Considérons un systéme bilinéaire mis sous la forme
singuliérement perturbée (1). Le probléme de mise en évidence du petit
paramétre étant supposé résolu & 1'aide d'une des méthodes présentées
dans le chapitre précédent :

(1) X m X B1
o | ={.T uj(t) A, + | ceenenes u(t)
€2 1i=0 : z 82
. X ] (o)
y=1}C ¢C ] s x{o ;
[ 1. 72 2 0 0

uo(t) =1 ; u(t) = [u,gv(t),..., um(t)] T ,yeR"
B, eR%”‘,Bze‘qu"m,c & R ™4 ,czeR”xqz

n
>
N

—
o
~—
[}
N

Al oAl

Vied{l,...,nt A = LI
A
Aot v By

k.1 e (1,21 AL e R% X 0

En supposant que ce systéme vérifie 1'hypothése suivante :
Hypothtse : ¥ t ¢ Rt

m i
igo ui(t)A22 est réguliere

les valeurs propres de cette matrice sont constamment plus
petites qu'un nombre négatif fixé,
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le comportement du systeéme (1), & 1'aide du théoreme de
Tihonov, peut &tre approché par un modéle réduit lent et un. systéme
de couche 1limite |HOP,71]. Si 1les hypothéses précédentes ne sont
vérifiées qu'd 1'intérieur d'un intervalle de temps [Ty, T2l de RY,
cette approximation ne sera valable que dans cet intervalle de temps.

On a donc soulevé ici un des premiers problémes de 1la
" réduction de dimensionnalité des systemes bilinéaires par 1'application
de la méthode des perturbations singuliéres. En effet, que e ait été
mis en évidence par une méthode locale ou globale (Cf. chapitre
précédent), i1 faudra ajouter des contraintes supplémentaires sur
les variables d'entrée pour que soit vérifiée 1'hypothése du théoréme
de Tihonov. Ces contraintes supp]émentaires'pouvant étre déterminées
par une des méthodes globales (cercles de Gershgorine dynamiques ou
conditionnement, Cf. III : 1I1.3.2.).

I.1. MODELE REDUIT LENT

Si 1'on pose € =0, dans (1), on obtient 1'équation algébrique
d'entrainement :

mo_ il - mo il - _
(2) R ui(t)A21 X + z ui(t)A22 Z + Bzu(t) =0
i= :

=0 i=0

ce qui, si le systéme vérifie 1'hypothése précédente, permet
d'obtenir 1'équation d'état du moddle réduit lent :

2 aont | -] B [?'()A"'1
= u.(t - Zu.lt) A; u.lt
L i=o i 1 ] 20 | 12 BN 22

1 o0

(3)

B,} U(t) 5 X (0) = x (o)

Si 1'on ne s'intéresse qu'au comportement lent du systéme,
on a également 1'équation de sortie lente

m_ 1]-1 "‘-()A}_

4 v=J(C.,.-C (t)A : (t X

(4) y { 1 2 i§0u1 22 i=0u1 21 1
]

m_ i 17 -
- C, ifoui(t)Azz Bou(t)
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Bien que ces formules soient analogues i celles du cas des

systemes linéaires, €lles impliquent ici une perte de la propriété
de bilinéarité pour le modéle réduit lent et ceci a tous les
niveaux de la représentation d'état . En effet, le systeme (3-4) est
toujours linéaire par rapport a 1'état, mais est ‘non-linéaire par
rapport aux variables d'entrée. Ceci est le probléme majeur de
1'application des perturbations singuliéres dans le cas des systeémes
bilinéaires généraux. Cependant, on peut dégager quelques classes de
ces systémes ol ce probléme n'existe pas (i.e. le modeéle réduit lent
est réellement bilinéaire) ; dans les autres cas, nous présenterons
quelques procédures d'approximations pour remplacer (3-4) par un
systéme bilinéaire de méme ordre.

fI.2. CAS PARTICULIER DE MODELES REDUITS LENTS BILINEAIRES
‘1.2.1. Systéme régulier a entrée scalaire

Ce systéme a été étudié dans |TZA,84|, qui en a déterminé
des retours stabilisants et i1 se présente sous la forme :

% A A %] B
() ol IRy | Bk 12 1B
2 Ayy A2 B,

Faire € =0, dans (5), revient & avoir, si App réguligre :
s - _1 -
(6) z = -Ay, {A21x + By}
’Donc, Te moddle réduit lent s'écrit sous la forme réguliére :

° -1
(7) x = u(t) {[A“ = ARy A21] [B Ar2hez BZ]

1.2.2. Systémes commutatifs

Les systemes bilinéaires commutatifs sont définis, & partir
de (1), par :

5 I 0 I 0
(8) ¥ i,j e {0,....m} A. |..%91..:...... A, = A .91, ... ] AL
i 1 J J A i
0 i1 0 -1
08 OE q2




- 129 -

Bien que cette propriété de commutativité soit relativement
forte pour un systéme quelconque |[KRE,78|, i1 existe des systémes
physiques décrits par de tels modeles |WEI,78|. Dans certains
cas, |GAN,60|, par une méme transformation, on peut ramener chacune
des matrices Aj, i = 0,...,m, a8 une forme bloc-diagonalisée, soit la
transformation :

LR Al

telle que (1) devienne :
v ' m Ji 07y [v B

(10) o = z U.i(t) i + ) u
EW i=0 0 J2 W B2

Les variables lentes de ce systeme sont regroupéés dans v ;
les systémes lents et rapides étant parfaitement découplés, faire €= 0
dans (10) n'a aucun sens., La partie lente dans x, et Z, sera donc
représentée par v et la partie rapide par w. I1 vient alors le modele
réduit lent :

° m vy -1 '
- Xy = P, (iiogi(t)%)P1 Xy + PyByu

_ -1
z] = P3P1 x.l

qui est bilinéaire et le modéle réduit rapide :

o : m , g
ez =P, ( T u.(t)d))P, 2 + P.B.L
r 4. "4 274 4-2

_ -1
Xo = P2P4 Zr

1.2.3. Conditions de bilinearité

Ces conditions dimposées sur les matrices Aj, donc sur la
structure du systéme, ont été étudiées dans |GUI,81 ; ARM,79|. De fagon
a2 assurer pour le systéme réduit lent (3) une matrice d'évolution
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linéaire en u et un vecteur de commande constant, on a des

de conditions, comme par exemple :
a)¥ie{l,...,m}. A, =0
Vs a1 } oA A2 AT -
. J.e ,...,m 12 22 21-0
A9 T o
* 712722
(3) donne alors :
° m
(3-a) X = BAﬁ -AOAS1 0 4 3
1=

U1(t)(AOA o-1 T+A1A o-1

12P22 Pay 12022 Aoyt A2ho

op o~lp =
1 = Aghoy Bolult)
b)3 M, ¥ie{0,...,m} : A

1
+ (B
i
12 = MRy
(3) donne dans ce cas :

T i) 5 + (B, - MB,)a(t)
(3-b) x =[E ui(t) (A11-MA21) X 1 - MByu

1=0

groupes

A2$ﬂi

I1 existe d'autres conditions similaires mais, de fagon
générale, ces conditions 'sont relativement fortes quant a la structure
du systeéme. On peut cependant essayer de s'y ramener per transformation

linéaire.

I.3 SYSTEME COUCHE LIMITE

Dans le domaine de couche limite, le systeme rapide est
défini a partir de (1) écritedans 1'échelle des temps rapides : T =

t/e. En posant € = 0, on obtient (Cf II : II.1.1.)
(13) X(t) =cte(d 1'échelle des T)

Comme d'aprés le théoréme de Tihonov,

(14) ¥YteR' x(t) = x(t) +ole)

i1 est naturel de prendre x(t) =0, ce qui conduit au systeme intérieur

42 _( 3 5,(0) AN + By(D)
(15) T =0
y =y

Le systéme rapide conserve donc la propriété de bilinéarité.
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Et comme 1'on doit avoir :

(16) z(t) = z(t) + 2(1) +o(e) (ol Z(t) est défini par (2))

i1 est nécessaire d'imposer :
u(t) = ult) + U(t/e)

(17) '
Z(o)

(o) [mA"'u
z{0) - z u.to
i=0 22 71

-1

m .
(LI Ayydi(o)] x(0) + Byi(0))

La difficulté d'utilisation de ce schéma, naturel pour
résoudre le probleme de commande optimale |F0S,83|, réside dans 1la
définition précise de u(t) et U(t), donc & 1'instant initial de Z(o).

1.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SERIE GENERATRICE

En reprenant 1'argument développé dans le cas des systemes
Tinéaires dans (II : II.2.3), nous allons montrer que 1'on peut obtenir
un développement analytique en ¢ de la série génératrice du systéeme
initial, donc des solutions du systéme.

En utilisant la notation définie en (II : 59-60), on obtient
a partir de (1), 1'ensemble de sous-systémes :

e (Z){X (0)=0m

0 ' _ J j
(o) = (LY ooy * Azat (o) B
T ou. (ad iz
x! L u. {A,4x + AY, 2z + B,u
(1) = E U5 ARG * ARyt By
(18) < (z,) e ' .
1 J J
2 T R vy e At y?
' - J J
X'(5y = B ouy LAYx(ioq) * RpZ(4o)?

j=0

m . .
J J
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ol ' représente la dérivation par rapport & T(=§) et
X= I €Xp:y32= 1 €2z,.
1'=0 (1) .i=0 (1)

Ces sous-systemes sont organisés en cascade suivant le schéma
(IT : figure 3) et la sortie du systéme initial s'écrit :

© .

(19) = 2 Y
Y i e (i)

Le but de ce paragraphe étant de trouver une écriture
analytique de la fonction de transfert codie du systéme initial, en
supposant les conditions initiales nulles, il vient, & 1'aide du calcul
symbolique et des notations présentées au chapitre I, le codage de
chacun des sous-systemes :

e X =Q

Zo) z0 T o (A Z,) T Bl
= a + Cls
0 ,]-'0 J 22 J=1 J 2
. m - m
Xj = Ia{A I + A7)+ 1 a.B
- 1 J-O 1% 1270 J 1 i
5
(20) 1 m
Z, = jio“ {A21 1t A22X1 + A2221}
_ h|
Xy = Jfoa Aytioy * Agd 2y}
Szi)
(520 1z - 3oy gt + Az
\ j=o

ou Xi (resp.Zi) représente la série génératrice associée
a la variable x(i) (resp z(i))-

IT vient les expressions analogues a (II : 64) :
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Xq 0
= a = Ga
LZO_ _AZZBZ
(21) < - _
X, I
A T R T
= [ A 1(1
L4 ] BopByy
X; By oF. Xi-1
L 2, =
| % Bogho1byy 822821812 | | -1
M
:
olfa = [“1"“"“113
m 3 -1
Bboo = {I_ = T a:Ay5}
22 = Hq, = F oih2
{ (k1) & {(1,1), (1,2), (2,1)}
m .
J
Ay = £ oA
kl j=o j k1
(B =By 8128 8

qui conduisent 2 la série génératrice donnant les variables x(j), Z(j)
et y(j) @ un ordre quelconque :

(22) Vi -1 g

Y; étant la série formelle associée a yj.

Soit Y la série génératrice associée a la sortie du systéme,
celle-ci s'écrit suivant (19) :
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(23) Yy = [ceo seC{z &MY} G1] o
L i=0 , ,

Uq-EM]

Or, d'aprés (21), on a :

1 |
V -1 1% . -1
Bazba1]

OU By = B4q + 849855899

ce qui, comme dans le cas linéaire, nous conduit & 1'expression formelle :

(25) I -em| V-1 4 Iq1 I -ead 1] a,.0
q € =gt E a, 1 1°12 |

S Yary
0 Ay = Byy * Dypbophay
On obtient finalement :
(26) Y =y, By + €L (1, - er)) '8
ou C = Cy + Cohpobny

qui est une expression analogue a (II : 69) et qui définit la série
génératrice Y comme somme de deux séries génératrices : la série
génératrice de la sortie du systéeme bilinéaire rapide et la série
associée a la sortie du systeéme lent, qui, comme nous 1'avons déja
indiqué, n'est pas bilinéaire. Cependant, cette série est calculable
par la formule (26) ; i1 en vient ainsi les premiers termes :

' m
(27) C (Iq - sA])-1§ = y(o) + y(1) O: + een

1 0 j=0 ] J

° (1)

; - J J J
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On peut alors, par la méthode proposée par |HES,86},
construire a partir de cette série, un modéle bilinéaire réduit lent
d'ordre q] qui approchera le systdme défini par la série (27). Nous
allons, dans la partie suivante, proposer d'autres méthodes pour
déterminer un modéle réduit lent bilinéaire.

IT1. BILINEARISATION DU MODELE REDUIT LENT

Nous venons de voir gque le probléme majeur de 1‘'utilisation
des perturbations singuliéres sur les systémes bilinéaires concerne
la perte de cette propriété sur le modéle réduit lent obtenu. Nous
présentons, dans cette partie, quelques procédures perme'ttan{ de
résoudre, de fagon approchée, cette question. Chacune de ces approches
sera utilisée suivant le contexte d'emploi ou d'analyse du systéme
étudié.

IT.1. DOMINANCE D’ENTREES

Lorsque les domaines de variations des variables d'entrée
sont connus, on peut utiliser la notion d'entrée dominante pour
construire un modeéle approché |ROT,85].

Définition : La variable d'entrée uj(t), i e {0,...,m} est dominante
sur [T1, To] € R* si Sy
.| t
VtelT], Tl ¥ke {0,....m, k¥ i, — <« 1
e [T1, T2J e { }s k¥ m

Le principe de 1'approximation est, lorsqu'une entrée est
dominante sur un intervalle de temps, d'effectuer un développement
limité, autour de cette valeur dominante, des quantités non linéaires
intervenant dans (3).

Soit ug, k € {0,...,m}, une entrée dominante sur [Ty, T2J,
alors i1 vient :

mo m__ gt Ky K k
2) By - | I ui(thAgp | | I Ui(tdAp) B =By - Ayghy By =

=0 0 -t
m . m J -1 m . -1
- — — - k, K k—
(28) b) | T Wi(t)A,. L (LA, L T (t)A ‘i] = ARAS AT (t)
, P R T I P D 2 | o1 | T Mz Par
m -1 . . -1 m
k4 k i i, k Ky— - k —
o Bz Ry Rpp + Righgp Roqlus(e) = I Ay, u;(t)
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et le modéle obtenu est alors bilinéaire sur [T, T2]. Cependant, 2
1'aide de (28), on dispose d'un ensemble de moddéles valables seulement
sur un certain intervalle de temps. De fagon a éviter les probliémes
1iés a cette représentation multi-modéle, on construit un modéle
approché moyen.

Supposons que 1'on connaisse les probabilités de dominance
des entrées sur toute 1'évolution du systeme ; soit pg la probabilité
de dominance de 1'entrée uy(t) :

_ m

(29) ¥ke{0,....om} p e [0,1] ; kZ P =1
v =0

on construit alors le modéle approché lent défini par :

Go [ x- .z: ay(e) [} -]y %+ gy

x(0) = x (0)

< i m K
ot ¥ie{0,....m} M = I pA,
1 k=0 ki1
, m, ‘
etB, =2 pB
17 2 P

L'application de cette technique peut conduire a la
construction immédiate d'un modéle réduit lent approché bilinéaire
dans le cas ol les consignes sont constituées de petites variations
autour d'une valeur constante. Soit

fe.(t)
. _ .1 r +
(31) ¥ie{1,...,m} ui(t) = Ui + €1(t) ol [&;— ]<< 1 ¥t ¢ R
La matrice d'évolution de (1) est alors réécrite sous la forme :
m
(32) Ao + 151 (~:1.(t)A,i

m :
avec Aé =A + I U.A, = ....!].:...]?




(33)
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1'entrée uy, est alors dominante par rapport aux €j ; le modéle réduit
peut étre approché par :

= 1 o =1 1 m 1 1
X {[11 Ar2h22 A21] *nos Mihroheg Aoy Mg |} %

=1
[] t 1 -
+-[B,l A12 A22 B] u(t)

II.2. METHODE DIRECTE

Dans le cas oU 1'on ne posséde aucun renseignement sur les
variables d'entrée, la procédure d'approximation directe consiste 2
remplacer au sens des moindres carrés les matrices d'évolution et de
commande de (3) par des quantités respectivement affines en les entrées
et constantes |ROT,86b|. Cette procédure peut &tre menée en plusieurs
étapes suivant le compromis "temps de calcul-précision du modéle"
souhaite.

I1.2.1 Approximation de la matrice de commande

IT s'agit de chercher la matrice constante M telle que

m m -1
(34) Vte R [z U (t)A 12] [_z ﬁ?(t)Azé] =M, Me RN %2
1=0

=0

ce qui se met sous la forme du systéme d'équations matricielles

0 1 mi _ - o] 1 m
(35) [A12 s Ajp s e s A12] =M [AZZ,. Aogs woes AZZ]

La solution, lorsque le systéme n'est pas compatible, au
sens des moindres carrés est donnée par 1'utilisation de la pseudo-
inverse au sens de Moore-Penrose :

. m 'iT m ; 1.T -1
(36) M = 12 A12 22 Z Azz Aoz
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Lorsque le systéme est compatible, la solution (36) est
encore valable, nous sommes alors dans les conditions de bilinéarité
(1.2.3). La méthode présentée résoud donc le systéme dans tous les
cas.

La matrice de commande lentes'exprime par :

(37) By = By - M8,

I11.2.2. Approximation de 1a matrice d'évolution

Alors que 1'approximation précédente de la matrice:de commande
est nécessaire, 1'approximation de la matrice systéme du moddle réduit
lent peut se faire de trois fagons. chacune nécessitant plus de calcul
que la précédente.

a) Utilisation du calcul précédent

Ayant obtenu la relation (34), la matrice intervenant dans
(28-b) peut &tre approchée par :

(38) WD (A
(t
i20 u1 21

ou M est donné par (36).

La matrice-systéme du modéle réduit lent (3) s'écrit, sans
calculs supplémentaires :
A — i g
(39) Ap = zoug(t) (Agy - MAyy)
_ i=0
b) Utilisation d'un calcul équivalent
On doit vérifier ici la relation suivante :

. =1 m
+ - 1 - i
(40) ¥teR [1 oui(t)AZZ] Lioui(t)Am] =L, Le R

n'MS
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ce qui est équivalent au systéme d'équations :

Aai gz
1 1
A21 Azz
(41) I
m m
Rl LAzl

dont une solution au sens des moindres carrés est donnée par :

- m . . |- m i
iT , i iT

Le modéle réduit lent est approché par un systéme bilinéaire
dont la matrice-systeme est :

E

(43) A (t) (A

-i)
o 12

ou L est défini en (42)

c) Utilisation du calcul direct

Le calcul direct consiste a rechercher un ensemble Sj,
i=0,...,m, de matrices constantes de Rl * 91 te1 gue soit vérifié :

+ m -1
(44) ¥t ¢ R, [ T A12 u. (t)] [ T A22u (t )] [ r£ A21U;(t)]
i= i=0 ,

m mt—
= T S u.()
jzg 1 !
Ceci implique des calculs relativement lourds que nous allons
détailler dans le cas ot m = 1 ; mais, comme le montreront les

résultats de simh]ation, le modéle approché obtenu a un meilleur
comportement que ceux déterminés a 1'aide des méthodes de calcul
précédentes.

Soitm =1, uo(t) = 1, (44) s'écrit alors :
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(45) [A°+A1 'ﬁ(‘.t) A%+ Al '(t)]-1 [A°+A1 ‘(t)]-s + S,u(t)
A2 Y A2 22 T Rpp U 21 T QUL = o4 + 54U
Or, si 1'on note :
q., - 1
0 1 - T 2 -1
(6) (o [ag v ag i@ = matce
i=0
« 4 )
det [Azg " A2; G(t)] . 1;20 a.d'(t)

ou Com désigne la matrice des cofacteurs [GAN,GOJ], det le déterminant.
instantané
quq

. 2 ..
vi e {1,..., n2-1}] M. € R , ¥i e {1,..., nz}ai € R

ca = d 0 e der a1
(Remarque : o = det A et = det A, )

a5 22
il vient 1'ensemble d'équations algébriques matricielles :
[ a3 B R ]
0 o'g, . o..
3 lg, tal
J...02000.0.9%,.
a ol a
2 2°q I
.......... 2% | TS,
(47) - -éo.
. 1
a a, I 1
92 92 9: %' %
a o .
%" %2lq, |
a0 a0 o =ALM A% a%m alial Al
avec a, = Ay MAy 0 g, 12 "q,_ 4 21 12 21 127q

1 92-1 1 2-2 |
_a O 0 0 1 ) -

P27 Pz Mifar + Ry Mooy + Aig Mo Ry o Bqpu T Ri g, e
Vie{2,..., -1

211 +A121M Al

0 o} 1 ) 0
a. = A M-A + M A + A12M1_1A 1_2 21

i = A MiAgy + Agp My Ay,
Une solution de (47) notée :

w CIEATS

au sens des moindres carrés est cette fois ci

(49) P%" - l:onTa] : [aTB]
s,

21
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Si de fagon générale Sy,..., Sp forme une solution au sens
des moindres carrés de (44), la matrice-systéme du modéle réduit
approché est donnée par :

m
(50) A, = T (A

I1.3 IDENTIFICATION

Dans le cas olu 1'on posséde une simulation du moddle réduit
Tent (3), une méthode pour approcher ce comportement entrée-sortie,

consiste & utiliser une méthode d'identification propre aux systémes
bilinéaires.

11.3.1. Principe de la méthode d'identification

De nombreuses méthodes d'identificatiosn ont été développées
pdur 1'identification des systémes bilinéaires stationnaires ou non
stationnaires ; la plupart utilisentun ensemble complet de fonctions
orthogonales  comme, par exemple, les fonctions de  Walsh
| KAR,78;CHE,78;DAD,85], les fonctions block-pulse |CHE,82], Tles
polyndmes de Laguerre, Legendre, Tchebytchev |CHA,82;HWA,82;L1U,84|
ou les séries de Fourier |PAR,85|. Ces méthodes sont des extensions
de méthodes utilisées dans le cas des systemes 1linéaires pour
1'identification et 1la commande optimale |SAN,77;SHI,83;CHE,75a-b;
RAO,75;TZA,78;M0U,85;RA0,85].

Le principe de ces méthodes est d'utiliser une base de
fonctions orthogonales complate X = {f;(t), i ¢ N} définies sur un
intervalle de temps T =[0,T]. Dans ce cas, pour toute fonction x(t)
de T dans R", de normeintégrable sur [0,T], on a

(51) Vtert, x(t) =
n

nt8

x f (t)
o MmN
T
ou x_ = J p(t) x(t) f.(t) ol p(t) est une fonction
0
poids normalisant les produits scalaires <fi(t),fj(t)>.
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Soit Fp = [fo(t),...,fn_l(t)]1l une approximation de x(t)
a 1'ordre n est donnée par :

, ~ T \T_[ ]
(52) vte tx(t) =X F  oU Xo =L %g» wevs x4

La méthode d'identification utilise plus particuliérement
les propriétés de Fp suivantes :

Pl £ (t) =1
t
2 nxn -
P)3P e R™M v ter s FdrzpF
. o
P%) Soit un vecteur constant de R"
T ~
FnFn Up= UgFy

ol Un est une matrice de R""

des composantes de Un'

construite 2 1'aide

Lorsque 1'on désire identifier un systeme sous la forme bilinéaire :

o m
(53) X = on + Z

m
u.Aix+BU oDxeRq,U= EJ,...,U]TGR
521 i m

1'intégration de (53) et 1'approximation & 1'ordre n de x par X;Fn
et uy par Uian fournit la relation :

T | 7t
54 - =
(54) XoF [x(o),o,...,o] F,o=AX, J Fdr
E oA J'tFFT Tt
+ . U.dt+B U ' s Fudt
j=p 4Moooomn T n ., n

ol x(o) est la condition initiale de (53).

D'aprés les propriétés (P2) et (P3) et aprés simplification, on obtient
le systéme d'équations :

T _ T
(55) Xp - [x(o), o,...,o] = A X, P

W3

T~
Aan Ui Pn + BUnTpn

i=1 n
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dont les inconnues sont les coefficients des matrices Ag, Aj, B et
les . données sont 1es Xgs...» Xp-1» Ugse-+» Up-1 issus du systéme a
jdentifier. Si. 1'on compte le nombre d'inconnues et le nombre
d'équations, le systeéme est résoluble si n > g + mg + m. Dans ce cas,
le systeme (55) se met sous la forme vectorielle d'un systéme linéaire
qui peut &tre résolu au sens des moindres carrés.

I1.3.2. Utilisation des fonctions de Walsh

Comme nous 1'avons mentionné dans le paragraphe précédent,
les fonctions les plus utilisées sont les fonctions de Walsh |FIN,49]
qui possédent les propriétés supplémentaires d'é@tre constantes par
morceaux et d'avoir p(t) = 1. Le calcul des xp(51) en est alors
facilité.

a) Définition des fonctions de Walsh

Elles sont construites a partir des fonctions de Rademacher.
Celles-ci sont définies sur [0,1], mais on peut toujours s'y ramener
par dilatation ou contraction du temps :

1 te [Q, 1/é]
Fonctions de RADEMACHER : ¢ (t) =
-1 te2, 1]

¢ (t+1) = ¢ (t)
on(t) = ¢, (2"t) ¥ n > 1

Fonctions de WALSH : wo(t)

1

L]
n= s

¥, () (t) ol les entiers n; sont donnés

1

N

¢
i 1rn
T Zn'i,n. <n.

par :n= . ie1 i

j
Ces fonctions de WALSH possédent les propriétés suivantes :

1
* dans (51) x = J x(t) v, (t) dt
0

* ¥m, n € 142 wm(t) wn(t) = wm:n(t) ol % représente

1'addition modulo-2 sans dépassement.

b) Propriétés pour 1'identification
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Les propriétés wutiles & 1'identification sont Tles
constructions de P, et Up dans (P2) et (ﬂ?). On peut montrer |KAR,78|
|wo,.o-9wm-1l

que 1'on a, en notant y(m)

P'2fpour m = 2", ne N

t .
s ¥(m) dr= Py Y(m) ol P(p) est construit par
0 |

récurrence 3 1'aide de 1'algorithme :

P_'é)’pour m = Zna neN, aeRm

. m :
w(m) w(m) @ = A o y(m

ol AZ = [:a, A1(m)a s eess A (m)<1]

m-1
- (m) -
ol les A s 1 e {t..., m-1} , sont construits par
‘I .
la récurrence :

n>1 1€ {0seens -1} :
n-1)
( A2 0
(2n) ;
O T 3
i n-1
0 A(2
$ ’°
(2n) B : Lon-1y ]
A n-1 o] . Agz )
ARSI A D
-1
(2"
\ A o
i
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Ainsi, d'aprés ces propriétés, i1 est nécessaire d'utiliser
des approximations d'état et d'entrée & 1'ordre d'une puissance de 2.

I1.4 EXEMPLE

Considérons le systéme bilinéaire singuliérement perturbé :

X -2 -1 -1 1 X 1
(58) o | = +u + u
' €2 -1 -1 1 =2 y4 1

L'utilisation de la méthode des perturbations singuliéres
conduit au modéle réduit lent :

° (u-15 u-1
x=[-2'-u+ ]x+[1+-—-— u
(59) 1+2u 1+2

avec la condition ¥ t € R&, 1+2u # 0.

On désire approcher ce modéle par un systéme bilinéaire
d'ordre 1 défini par :

(60) ; = ax + ufx + bu

En supposant que 1'on ne connaisse pas a priori u, on
utilisera donc 1a méthode directe et 1a méthode par identification.

11.4.1. Méthode directe

On a d'abord a résoudre le systeéme incompatible concernant
le vecteur de commande

o [
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dont la solution au sens des moindres carrés est m = .2. Cette valeur
fournit un premier modéle approche

(62)  x,= [-2.2 - .84] x; + 1.2

L'utilisation du calcul équivalent (II.2.2.b) n'est pas
nécessaire puisque 1'on est dans le cas scalaire. Pour approcher la

matrice-systeme par (I11.2.2.c), on doit résoudre le systeme
incompatible :

1 1 o ,
s
(63) Zl=12 1 °
51
1 0 2
dont 1la solution au sens des moindres carrés est §5 = -.714,

§) = .286. Le systeme approché est alors :

(64) x, = [-2.714 - .714d] x, + 1.2u

Les résultats de simulation (figure 1-a) indiquent une plus
grande précision de ce dernier. '

I11.4.2. Identification

Une simulation de (59) donne, pour u(t) = l-e't, les valeurs
suivantes calculées sur |0,1| (aprés contraction du temps par 10) :

i X; U
0 .2855 .9

1 -.0455 -.0937
2 -.0386 -.0802
3 -.0397 -.0841
4 -.0248 -.0587
5 -.0260 -.0629
6 -.0222 -.0554
7 -.0202 -.0498

TABLE 1
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L'équation d'identification (55) fournit 1le systéme
d'équations incompatibles (obtenu pour n = 8) :

[ %, ] 125 L1153 L4129 ]
X, -.078 -.0759 -.2394
X -.371  -.0355 -.1160 a
(65) x3| - | -0044 .0058  .0086 A
Xq -.0178 -.0171 -.0562 b
xg .0028 .0035  .0059
X | ~.0024 .0028  .0050
| %y | 0025 .0030  .0053

La reésolution au sens des moindres carrés de (65) donne :

a= -2.5528
(66) n= -11.9631
b= 4.8078
qui conduit directement au systeme approché (en divisant chaque

terme par 10 pour revenir en temps normal)

(67) Xq = (-.255 - u1.196)x3 + .481u

dont les résultats de simulation (figure 1-b) indiquent une nette
amélioration de la précision. Cependant, une étude de la robustesse
de ces modélisations par rapport & une variation de 1'entrée (figures
2-a et 2-b) montre que les modéles approchés par le calcul direct,
donnent une meilleure approximation qualitative des dynamiques que
le modele déterminé par identification.

III. DECOUPLAGE DES PARTIES LENTES ET RAPIDES |ROT,86b]

Nous allons, dans cette partie, utiliser la méthode de
découplage présentée dans le cas des systémes linéaires (II : 11.2.2).
On supposera ici que 1'on a un modéle réduit lent bilinéaire (obtenu
par 1'une quelconque des méthodes présentées dans la partie
précédente). Soit ce modéle défini par :
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° m .
- X =2 Ay ugle)) %+ Bu(e)

X] (0) = XO

X1 étant une approximation de x sur toute 1'évolution du systéme, on
va donc replacer (68) dans (1), ce qui donne :

[ X, m A; 0 X B
= Zui(t) S T + u(t)
(69) 4 z i=0 A} : A;Z z E_Z.
"¢ € €
- . X -
\ y=[C1 c,] - » xqlo) = x5 2(0) =2
La transformation
X Iq1 0 X4
(70) =
z L I z
r %

découple les parties lentes et rapides de (69) si sont vérifides les
m+l équations matricielles.

C .
(71) ¥iei0,...,m sLA} - AL + Az} = Ri(L) =0

Alors que dans le cas linéaire, ce systéme se résolvait
exactement, on a ici un ensemble d'équations incompatibles dans le
cas général. L'écriture sous forme vectorielle de(71):

— ~ a0 =
7t'0 vec A21
(72) g vec(L) = :
m
jtm _ | vec A,y

1 i
ou ¥ i e{O,...,m}t1=-sA1an2+Iq g8 A2
(1es autres notations étant définjes en II : 55)
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permet de résoudre (71) au sens des moindres carrés ; la solution est
alors donnée par :

- m .
(73) vec(l) = ( I EIA s hT vectay))
i=o0 1=0

Aprés ce changement de variables, en négligeant les matrices
d'interconnections R;j(L), i = 0,..., m, (69) se met sous la forme
découplée :

¢ systéme lent

o m o
- 1 ) . -
» Xy = ( .EOA1 us(t)xqy + Byu(t) ;5 x,(0) x
a)d i
Y1 = (,C.1 - CZL)X]
(74) { systeme rapide
1 c m . -
ez = ( T Apui(t))z, + (B, +LB,)u(t)

Y = Gz 5 2.(0) =25 + Ly

\ )7=yr+y]
et la variable rapide z peut étre approchée par

(75) z(t) = z,(t) - Lx(t)

Un résultat de simulation mené sur 1'exemple (58) est
présenté figure 3. Cette courbe montre que les dynamiques de 2z
correspondent bien a celles de z. Cependant, on note en régime
statique, une erreur importante qui est due a trois facteurs
essentiels :
1'utilisation de la méthode des perturbations singulitres qui fournit
une bonne approximation sur les variables lentes ; 1'annulation des
termes Rj(L) qui augmentent 1'imprécision ; 1'étude en régime statique
qui nécessiterait une étude du systéme linéarisé, donc donnerait de
meilleurs résultats, mais ceci ne peut &tre réalisé que lorsqu'on
connait le comportement a 1'infini de 1'entrée.
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De manitre a augmenter la précision, on peut agir sur le
‘premier facteur en utilisant la notion de systeme réciproque développée
pour 1'étude des systeémes linéaires (Il : 1I1.2.4) |DAU,83al.

IV. EXTENSION DU SYSTEME RECIPROQUE POUR LES SYSTEMES BILINEAIRES

IV.1 DEFINITION

Soit le systeme bilinéaire :

x o
"
M3
p -
<
*

+
o)

[ =

(76) i

que 1'on peut supposer partir de conditions initiales nulles. Le
comportement entrée-sortie de ce systéme est entiérement décrit par
la fonction de transfert codée (I : II.3.3.b).

m
- A -1
(1) Flagaysevag) = C1 - 3 Aay)'s

Or, au cours de notre étude, nous avons relevé les points
suivants :

*1:11.2.2.
La transformée de Laplace-Borel de y est obtenue a partir
de la série génératrice du systéme en remplagant o par
1'opérateur enc :%[Qu-; (g,) u..\]

* 11.3.3.b
La fonction de transfert codée d'un systéme linéaire
s'obtient & partir de sa fonction de transfert en p en
faisant ‘1a transformation

1 1
Flp) — — Fi)

a
(o}
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* I1 : 11.2.4

La fonction de transfert du systéme réciproque d'un systéme linéaire
s'obtient & partir de sa fonction de transfert par la transformation

Flp)—s F(p) = 3 F ()

On peut donc définir la fonction de transfert codée du
systéme réciproque de (76) & partir de (77) par le schéma suivant :

F(C!‘o $0.1 see0e ,am)

N\

Flag) = Flaguadsy uih---sads, Lil—>g(p) = TR
?(ao,a1,....,am)4—-‘57(ao)=o}o B | a3 =% (p)

et la relation encadrée de ce schéma traduit la définition du systéme
réciproque pour un systéme bilinéaire.

IV.2 CONSTRUCTION

A partir de (77), il vient :

m
. = -1
(78)  Floy) = (1 - I Ay fag)d™s

donc

~ 1 m :
, _ 1 Tyren=!
719 Fy) o - I A ag 19,58

1 1 ~ .
Or,&; gui(ab) =g, » transformée de Laplace-Borel du signal réci-
proque de us 3 (79) s'écrit alors :

m

(8)  Riay) = Clo, - A, - L Aiaogu;u)“s
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En codantaﬁahiuJ paraj, i = 0,..., m, cette écriture est
équivalente a

-~

A.a.)-l‘B

(81) F(ao,a1,--.,a ey

m) = Clay - A, -

0 0

ne 3

.i

Pour arriver 2 la forme d'une fonction de transfert codée,
i1 suffit, comme dans le cas linéaire, de poser :

(82) A, = PQ , P et Q matrices régulieres

on obtient alors la fonction de transfert codée du systéeme bilinéaire
réciprogue de (76) : '

m~ ~

-~~~ -~ s i -1=
avec é = -CQ-1 : B=p B
Ao = P-1Q-1

Vi € {130‘~am} A'l = -P-1A1Q-1

Le systeme bilinéaire réciproque de (76) a pour équation d'état :

-~

LU +
A1 1)x Bu

IT est & noter que nous aurions obtenu la méme chose si,
2 partir de la fonction de transfert multivariable (I : 30), on définit
la transformation :

£ 1 1 1
85 ¥ F, & —— —eeees =
(85) ne N Fys gl Falgpecg)

qui détermine la fonction de transfert multivariable du systeme
réciproque, ceci souligne bien 1'équivalence de ces deux formes de
représentation |FLI,79]. Cependant, dans le cas ol plusieurs variables
d'entrée interviennent dans la matrice. systéme, cette derniére
représentation est délicate d'emploi.
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IV.3 UTILISATION AVEC LA  METHODE DES PERTURBATIONS

Reprenons le systéme (1), un choix naturel de décomposition
de la matrice d'évolution en régime libre est P = I_et Q = Ay, ol
I. est définie en (II :78). '

Le systeéme réciproque de (1) est régi, dans ces conditions,
par 1'équation d'état :

B T n | Al | 18, |-,
(86) i [ ER P I 0 e
S 0 0 i=1 i ’
z €A21 eRoo Ay z B,
-~ —_ -_ X
- 0
y = [§1A11 * C2A21’C1A12 + CzAzé] [é]
10 .0 0 o 1-1
o v | A1 PR b Ry A
o0 .0 0 )
K TEERyY Aar 1 Rz
(CF.II : 79 pour la définition des blocs A )
i = i i)l [0 Zo7
svieit.m |2 Pl 1R Pz P Ay
SRR I TR e PR S B ot
21 22 21 Pa2 | {21 A

De fagon . a avoir un systéme a deux dynamiques, il est
nécessaire que 1'entrée constante ug(t) = 1 soit dominante par rapport
aux autres. Le modéle réduit lent bilinéaire approchant z sera donc
obtenu par la méthode des entrées dominantes. I1 est donné par :

(87) 3/ - (A, + 2 u (t) A YZ{ + B u(t)
1 1 §21 1 1
0 _ -1 .5 . o -1

¥ie {1,...,m}

i, o -1 0
- Aoy, - EAy

-1 -
A2y A12

>
e e Y

1}
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L'utilisation de la transformation réciproque sur ce systéme
conduit a la définition du systéme bilinéaire rapide & 1'intérieur
de la couche limite (approximé a 1'ordre 0).

(88) ez, = (A + z us(t) A9 W03

: 21 Fiz Ag3)2, + By

avec zr(o) = 40

L'utilisation de 1a méthode de découplage & partir du systéme
réciproque, & 1'aide de (87) replacée dans (86), permet également de
définir une approximation de la variable lente x a 1'intérieur de la
couche limite.

A titre d'illustration de cette méthode, on peut reprendre
1'exemple (58) présenté au I1.4. Le systeme réciproque associé est
défini par :

S I 2 I A 1 -2 s ¥ 1] -,
(89) o |= +u’ , ~ 1+ u
Z’ € -2¢€ 3 -5 2’ 1
L'application des perturbations singuligres par

1'introduction sur la premigre ligne d'un petit paramétre uy conduit
avec u=0 a 1'équation d'entrainement :

(90) %' = ‘*3“ z PR N

donc au modéle réduit lent :
=5 ~ (e+3;3(1+3;3 T s+3;" -
(91) 2= [(-26- 5U) + ———————— |27+ + u’
1+20° 1+2u’

Le modéle bilinéaire approché pour |u] = O donne :

-~

(92) z1=[-a+;fs-2)];]+(1+e)a'
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L'application de la transformation réciproque sur ce systéme
conduit au modéle bilinéaire valable & 1'intérieur de la couche limite,
approchant la variable rapide z par :

(93) e; = [-1 - u(2-e)] z, + (1+e)u

r

zr(o) = zo

Le résultat d'une simulation est présenté figure 4.
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u=1-exp(-t)
FIGWRE 1

| LA N N B M S R
TUTSIM
te {035}
1 L i L1 ki 1
(a) u = 1-exp(-t/3) (b) u = 1-exp(-5t)
FIGWRRE 2
{i§E§>
LILLE
.5 ‘
/LT A LA I LAY B R R LIRS SNILAO AL R L R R I BT SN IR MR R S S RO R S e
R - TUTSIm L TUTZIm]
s s X3 L
L Z\Z‘.’;f'_,.—w""_ oL ZY‘ /____,._-
F /g, ":___.-"r"" - T ‘ )i 'f?“f_
Y2 t e {0,5} 7 z te (0,5
3 fi’/ - r/
: # i
[ z-f :- .'27
Wi -F 5
L/ Lf
(| 1 ! -

u = 1-exp(-t)

FIGURE 3

1-exp(-t)

FIGURE 4
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CONCLUSION

Nous avons étudié dans ce chapitre, plusieurs méthodes
permettant de définir des modeéles réduits approchés d'un systéme
bilinéaire singuligrement perturbé.

Ces méthodes ont été adaptées a partir de celles utilisées
dans le cas de systemes linéaires. Elles doivent &tre utilisées avec
précaution, car il faut en permanence vérifier si le systéme garde
sa propriété de double échelle de temps.

Certains problémes ont été soulevés, notamment celui de la
précision des modeéles réduits en régime statique par rapport au systéme
initial. En effet, dans le cas des systémes lindaires, le gain statique
est indépendant des variable d'entrée et la méthode des perturbations
singuligres conserve ce gain. Par contre, en ce qui concerne les
systémes bilinéaires, le gain statique est une fonction non linéaire
des variables d'entrée ; ceci explique la mauvaise précision en régime
statique des modéles réduits obtenus. Cependant, ces modéles conservent
bien les dynamiques des variables d'état initiales.

Disposant, maintenant, de modéles réduits approchant 1le
systéme initial, nous allons passer dans 1le chapitre suivant 3a
T'utilisation de ces modéles pour générer une commande quasi-optimale
du systéme initial.
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INTRODUCTION

Les systémes bilinéaires, comme nous 1'avons indiqué dans
les chapitres précédents, sont un compromis entre les systémes
linéaires (par Tleur structure) et les systémes non-linéaires (par
Teur comportement). Ce point de vue nous a conduit & commencer ce
chapitre par deux parties concernant 1a commande optimale des systémes
linéaires, pour la premiére, et des systémes non linéaires, pour
la seconde. |

Ces. parties ne sont pas constituées essentiellement que
de rappels. En effet, dans 1la premiére, 1'accent est mis sur
1'utilisation des techniques de réduction de dimensionnalité pour
1la construction de commandes sous-optimales et une large description
porte sur 1'apport de 1la méthode de découplage des systémes
singuliérement perturbés. Dans la seconde, on développe la construction

analytique du retour d'état pour des systemes non Tinéaires & commande
affine.

La troisieme partie est constituée naturellement de
1'induction ou de 1'application de ces méthodes aux cas des systames
bilinéaires et, en particulier, lorsqu'ils se présentent sous une
forme perturbée.

La commande optimale dépendant du critére & minimiser, nous
nous bornerons a étudier le probléme de la commande optimale dans
le cas d'un critére quadratique non singulier & horizon infini sans
contraintes. Dans 1le cas des problémes singuliers, 1'utilisation
de la méthode des perturbations singuligres associée & 1'emploi du
systéme réciproque permet de contourner la difficulté | DAU,83a | ;

nous ne les envisagerons pas ici.
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I. COMMANDE DES SYSTEMES LINEAIRES

Nous ne nous intéressons qu'aux procédures de commande
issues des méthodes de réduction de dimensionnalité présentées au
chapitre II. Il est bien entendu, que nous n'envisagerons pas les
solutions du type commande décentralisée ou commande hiérarchisée
| SIN,80 |. Considérons le systéme linéaire :

Ax + Bu ; x{(0) = x93 xe R, u e R, y € R

X
(1) {
y = Cx

ol A, B, C sont des matrices constantes, et le critére
a minimiser :

(2) J = % - J (yTQy + uTRu)dt
0

ou Q est non négative et R définie positive.

La solution de ce probléme est donnée par le principe du
maximum de Pontryagin | ROI,74 | qui fournit :

3a) u= - R-1BTk«
avec K solution de 1'équation algébrique de Riccati :

(3)
3b) KA + ATK - kBR-18Tk + cTqC = 0
Introduisons les matrices M et N définies par :
BR-18T = mMT

(4)
cTqc = NTN

alors, suivant | KUC,72 |, si le triplet (A, M, N) est stabilisable-
détectable, 1'éguation de Riccati (3b) posséde une solution unique
définie non négative et la matrice (A - BR-IBTK) est de Hurwitz
(asymptotiquement stable). La construction de la commande optimale
implique donc la résolution d'une équation de Riccati d'ordre q;
ce qui, dans le cas de grands systémes, peut s'avérer numériquement
délicat. L'utilisation des techniques de réduction de dimensionnalité
permet de remplacer cette commande par des commandes sous-optimales

dont la détermination demande 1la résolution d'équations d'ordre
inférieur.
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I.1. UTILISATION DE LA SORTIE

La commande (3a) demande 1'accession au vecteur état
complet ; '
lorsque cela n'est pas possible, et si 1'on ne veut pas faire appel
3 un reconstructeur d'état | LAR,77 |, on doit se contenter de 1la
sortie. Nous allons voir que ceci est un moyen de simplifier 1'équation
de Riccati. En effet, le vecteur de sortie peut &tre considéré comme
un modéle agrégé priviligié de 1'état de (1) (Cf. II : I-3). Ce modele
est régi par 1'équation.d'état, en supposant que C soit de rang plein :

§ = Zy + Bu, avec A = CAC* et E = CB
(5) T |

y{o) = CXo *

ot C” est telle que CC” = I,

Nous allons donc comparer la solution dissue du probléme
direct (1-2) a celle du probléme agrégé (5-2). D'aprés (3), la solution
optimale, avec retour de sortie, du probléme direct est de la forme :

(6) u = -R-18Tpy

ol P est définie par KC* = P
et K est solution de 1'équation de Riccati d'ordre g (3).

Considérons maintenant le probléme d'optimalité sur Tle
systéme agrégé (5) ; au sens du critére (2), la solution optimale
est-donnée par :

7a) u = -R-1BTKy

-~

7) avec K solution de
7
7b) KA + ATK - KBR-1BTK+ Q=0

Cette derniére équation de Riccati s'écrit, compte tenu
de (5), sous la forme :

(8) (KC)(AC*) + (AC*)T (kc)T - (Kc) BR-1BT(kC)T +q =0

Or, en multipliant chacun des termes de 1'équation de Riccati
(3b), & droite et a gauche respectivement par c* et ¢*T, i1 vient :
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(9) (KC*)T (AC*) + (AC*)T(KC*) - (Kkc*)TBR-1gT(KC™) + Q=0

Ce qui entraine 1'identité :

(10) KC = (k¢*)T = pT ’
soit
(11) p=CTK

ot K est 1a solution d'une équation de Riccati d'ordre n.

On a donc, par agrégation, simplifié le probléme de commande
quasi optimale par retour de sortie en diminuant 1'ordre des équations
a résoudre. N'importé quel choix d'inverse 3 droite de C peut étre
utilisé ; cependant, si 1'on regarde les colts de chaque critére,
on a :

(12) Jdopt = % xoTK Xo avec le retour d'état (3)

J = % xoTon avec le retour de sortie u = -R‘IBTCTEy

ol W=1L - Kest solution de 1'équation de Lyapounov

(A - SKr)TW + W(A - SKr)

(K - Kr) S(Kr=-XK) =0
avec S = BR-1BTet kr = CT

c

g
K

De fagon a obtenir une commande quasi optimale assurant
un colit du critére aussi proche que possible de Jopt» On doit vérifier,
d'aprés (12) :

(13) K = ¢TkC = PC

Une solution au sens des moindres carrés de cette équation
nous est fournie par la pseudo inverse a droite au sens de Moore-
Penrose. C* sera donc donné par :

(14) c* = ¢c* = cT(ccT)-1

La condition d'unicité d'une solution définie positive
de (7b) s'écrit dans ce cas : (CAC*, CM, NC*) stabilisable-détectable.
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Considérons, a titre d'exemple, le systéme :

X1 0 1 X1 0]
= + u
(15a) %0 -3 -4 X7 1

<
"

L2 ‘1« 1 [:;]

sur lequel on désire minimiser le critére :

0

(156) J =4 {) (yTy + uTu) dt

L'équation de Riccati (3b) admet dans ce cas la solution :

" 1.3865 o.sose"’J

0.6056 0.2674

ce qui fournit le systéme optimal en boucle fermée :

X1 0 1 ' X1

o

X - -3.6056  -4.2674 X2

L'agrégation du systéme initial par le vecteur d'observation
c=[2 17, conduit & 1'équation d'état sur la sortie :

§ = -1.6y + u
qui,associé au critére (15b),demande la résolution d'une équation

de Riccati scalaire dont la solution est K = 0.2868. Le systéme
sous-optimal obtenu est régi par 1'équation d'état en boucle fermée :

X1 0 1 X1

I

X2 -3.5736  -4.2868 X2

-



(18)
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1.2 COMMANDE SOUS-OPTIMALE PAR LES METHODES DE PERTURBATION

1.2.1. UTILISATION DES PERTURBATIONS REGULIERES | BER,82 |

Dans le cas ou le systéme se présente sous la forme
réguligrement perturbée :

(-8

X1 R11  &A12 X2 By O

o

L]
+

(16)

-]

X2 £h21 A22 X2 0 B
ou £ est un petit paramétre
et x1 € R, x e qu, xT =1 %17, x2T |, u; € RM, y1€ RM2
1a minimisation du critére

[ =3

2

- -]

(17) J = % G (xTQx + uTRu) dt, u = | uyT, upl IT
—Ql . 0 -
ol Q = L’o .Q.Z. | définie non négative
Ri : 0 |
R=peavcece epa s .2 .
0 Ry définie positive

uj R; B

r (18a)
uz 0 R, B, X2

ot K(g) est solution de 1'équation de Riccati :

I N

T T T
A eA12 A cA

1 11 21
L(18b) K(e) | + 1 1 | K@
| ehyy Ay €Ay Ay
-1.7
'K(E) _1 T K(E) + = 0
0 BZRZ 82 0 Q22
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K(€), solution de 1'équation (18b), peut étre approchée par une série
de Taylor en € :

(19) K(e)= I Kjel

et T1'utilisation de cette expression dans (18b) permet, par
identification des termes en facteur de €7 de déterminer de fagon
-itérative les matrices constantes Kj. Ko est alors la matrice que
1'on obtiendrait si le systéme était parfaitement découplé ( €= o).

I1.2.2 UTILISATION DES PERTURBATIONS SINGULIERES

L'optimisation des systémes singuliérement perturbés a
été  largement  étudiée  (Cf. les  articles de  synthése
| KOK,76 ; SAK,83 |). L'approche de 1la commande quasi-optimale de
ces systémes peut se faire par deux voies différentes : la premiére
résulte d'une décomposition de 1'équation de Riccati globale ; 1la
seconde est basée sur le principe de décomposition temporei]e
développée dans les chapitres précédents et conduit a une compléte
séparation des probléemes d'optimalité.

1.2.2.1 Décomposition de 1'équation de Riccati
| KOK,83 |

Considérons le systeme singuliérement perturbé

N A, A X B |
): =‘:” 1Zjl[:]+[1]u;x(0)=x ;-2(0) =z,
(20) £z Ay Ay z B, 0

y=C1x+C22 ;xe;Rq1;zeRq2

-

Le critére 2 minimiser étant (2), la solution de ce probléme
est donnée par (3) ob BT = | BI B;/ el et ou 1'équation de Riccati
se réécrit sous la forme :

T T -1gT -1,T
(21) ) [AH Ay, ] . [A” Ay /e:| o [B1R By B,R 'By/e
T, T B -1.T ~1T

T .
+-[c1 c,] Qe ¢ =0




(24)
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Pour éviter une divergence de la solution de cette équation
lorsque ¢ tend vers 0, on propose | KOK,72 | la forme suivante pour K :

K K.n
(22) K = K(e%=[ 1'(i) F12le) ]
; €K12 (e) eKzz(e)

dans laquelle Kijj{ €) sont des matrices de dimensions convenables
dépendant de fagon analytique dee:

(23)  ¥G, ) el{h2}2  K.(e)= z kK. K
J k=0

L'équation (21) est alors équivalente & un systéme de trois
équations matricielles ou,pour simplifier les expressions, 1'argument ¢
est omis :

a) KyiAry + Arlkpp + Kizho1 + A2l K13 - K1131R‘%BIK 1 - KyBR!
Bz K12 - K128z R-1B] K11 - K12 BaR-1 By R-1B3 K97 + ¢ qCp =0

b) KiiAzz + Kiohz + Ag] Koz - Ki1B1R™1B] Kpp - KizBaR-18] Kpp +
clacz + €1 Al K1z - K11B1R-18]Kq2 - KygBoR-18[Kyz | = 0

¢) Kaghpz + ApdKpz - KaoBaR-1Bp' Kop + CTQC; |
+ e ] A1aTKip + K1p' A1p - Ki2TBIR-1B2TKpp - KozBoR-181TKyp |
+ &l -KypT BR-181TKyp | = 0

De ces expressions, par identification des termes en el,
ieN, on déduit les coefficients des expressions asymptotiques (23)
donnant K(e). On se contente, dans 1la plupart des cas, de 1la
connaissance des Kjj & 1'ordre 0 ; ces matrices étant obtenues en
faisant € = 0 dans (24). On est alors ramené a la résolution d'une
équation de Riccati d'ordre qp :

(25) K220 Agz + A2aTKp20 = KppOMaMaTKp20 + NaTNp = 0
ol MpMpT = BoR-1B,T et NpTN2 = CoTQCo,

qui, si (Az2, My, Np) est stabilisable-détectable, admet une solution
unique définie positive. Kj20 et K19 peuvent alors étre déterminées
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par la résolution de 1'équation de Riccati :

) W0 _ 0 an-12T.0 N -
(26) Ko A+ A KDy - K9,BRTTBTRS. 4 Q = 0
o o T T AT T
ou A= Ay + Eghyy + 8RB, TE) T4 48, 17T, TE,
B = 81 T E1B2
s A ToT AT T T
Q E2A211 $21 Ep' - EjB,R B, 'E, +C,oQC,
s ppla Ty O IS T SR
Ey (B1RT B2 K22 T‘A12)(A22 B2R By Kpp)
. 0 -1, T, 0,-1
Ep = (Ayp Kpp  + €110, (A, = BLR™ B, K,,°)
et par :
(27) Ky20 = K110F] - E2

le systéme commandé admet pour équation d'état :

X o

= - - S T . .
1Ay 51;“11 S12Kig 1X + [Agp = SyKpn = €81 .Kyp |2
T o T

° P T , T

€2 = |Rgq = Syp Kyy = SppKyp Ix +lAyy = S0Ky- - €S, Ky |2

T
2

_ -1
522 = BZR B
dont la connaissance 2 1'ordre 0 substitue & la résolution d'une
équation de Riccati d'ordre q la résolution de deux équations de

Riccati d'ordres qj et q2.

1.2.2.2. Commande quasi-optimale par
décomposition temporelle

Le point de vue adopté dans cette partie est 1'utilisation
de la décomposition temporelle de (20) en sous-systémes lent et rapide.
Les résultats présentés ici difféerent 1égérement de ceux obtenus
classiquement par cette méthode | CHO,76 ; MAG,81|, car nous
utiliserons la modélisation obtenue par la méthode de découplage
(IT :11.2.2.). En supposant que 1'entrée du systéme est composée
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d'une partie lente uy et d'une partie rapide up, le systime lent
découplé ne sera sensible qu'a uy alors que la sortie du systéme
rapide sera la superposition de 1'effet di 3 uy et de 1'effet di
& up. On obtient donc les équations d'état lentes et rapides et les
sorties associées :

°
(x
n{
n.
€zp = A22 zp + Bruy
r)
Yr

A1 x1 + By

Cixy + Dyu
(29) 1X1 10

C2 Zp

avec Ay = A1) - AppAzz~1Az)
By = By - Al2A22718p
. Cij=C;-CL
Dy = - CpA227 1By

By = (qu - €lAjoAn2~1)By + elBy = By + eLBy
ou L vérifie 1'équation de Lyapounov :
Az - ApoL + €elA] = 0
et l1a partie lente de la variable d'état rapide, z, est reconstruite
a partir de

(30) 21 = -A2o”1Bpuy - Lx

L'utilisation d'une commande globale composée d'un retour.
d'état lent et d'un retour d'état rapide est justifié a 1'aide de
la proposition : si les commandes

up = Gixy
(31)
Up = Gpzp

sont appliqués sur les systémes (291) et (29r) ; et si
la commande composite :

(32) uc = [ (Ig + GpA22™1Bp) 61 + Gpl Ix + Gz
est appliquée au systéme (20) avec 1'hypothése Ap> + BpGp
et Ay + ByGy stables, alors ¥t € | 0, + o | :
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x(t) = x3(t) + 0( ¢)

2(t) = - | A2 1BpGy + L Ix(t) + zpe(t) + 0( €)
(33) u(t) =up(t) +up(t) + 0 ( )

y(t) = y1(t) + yp(t) + 0( ¢ )

On peut remarquer que Tlorsqu'on pose €=0 dans cette
proposition, i1 vient de (29*), L = A22'1A21 et 1'on retrouve ainsi
le lemme proposé dans | CHO,76 |. La commande pouvant donc &tre séparée
‘en une partie lente et une partie rapide, le probléme d'optimisation
du critére (2) va donc &tre décomposé en deux problémes :

1. |
- * probleme lent : minimisation de Jy = 7 (y1TQy1+ uTRuy)dt
0
pour le systéme lent (29-1)

* probléme rapide :-minimisation de Jr =
pour le systéme rapide (29-r)

Nll--
O

(y er+u TRy )dt

La solution optimale du probléme lent est donnée, si (A}, By, SCi)
est un triplet stabilisable-détectable, par | AND,71 | :

| ottt T
N - T
ol Ry = R + DJQD,

et K] vérifie 1'équation de Riccaki :

. T -1 -7
(A] B, R ] 0, QC ) Ky + K (A] - ByRy D] QCy ) - K]B]R] B3k,

-1 T ) T
+ € TsTir - s DRy D1S )SC; =0 ouQ=5S's -

et celle du probléme rapide, si (App, By, SCp)  est
stabilisable-détectable, est donnée par :

- p-1n T
ur = =R Br Krzr

(35)4{ol K. ver1f1e 1'équation de Rlccat1
-1 T

La commande composite obtenue alors est d'aprés (32) :

S A Y T, p-ta Tk
(36) u, = -([1-R7B K Ay B;]R] [§]Qc1+31 Ky [+R7'B, K L)

R '8 TK 2
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. On peut remarquer que si 1'on fait

e =0, on retrouve
les résultats énoncés dans | CHO,76 |,

c'est-3-dire, la commande
composite qui y est proposé, est une approximation a 1'ordre 0 de

(36) ; la commande composite (36) permet, sans augmenter la taille

des calculs, de tenir compte de 1’'influence de €. De fagon & mettre

en évidence 1'intérét de la méthode par découplage, on s'intéressera
a la quasioptimalité de (36). ’ '

D'aprés (34), on a 1'identité
-1, T 11 B T “1 _ o1 T -1
(37) ' [,I'R Br K1"'\22 Br] [R * D1 QD'J =R [I+Br AKrBr‘R ]
. : -1, T, T-1
ou A = [Azz - B R B K]
ce qui permet de réécrire la commande composite sous la forme :
- T T T, .
(38) u. = R [B.I K1x + Br Kmx + Br Krz]
avec Km = KkL + A[}CZTQC] + KrBrR'1B]TK1]

Compte tenu des expressions de By et Bp (29), (38) se met
sous la forme compacte :

-
(39) u = -&2'1[31T : BZT/EJ 1 =73
* EKZ EK4’ 4
. T . K. = T
ol K, = Ky+ gL K s Ky = L'K
L L T I L N &
“Kahez P S Rz aKg = (T - en, T A, LK
s

Mais, si on fait dans les expressions précédentes une
approximation a 1'ordre 0, on obtient :

o - Ko = o . o _ yo _ °o . _ T -1T, o
VT I B TR EH Y U Bl YK PR
Ko - Ko - A '1TA TKO
2= KR A2 K

o —1 T [ T o ) - T - T°
AICBRTIB TR - Ay TKS - KRy g - G100 = Ky
ot les Kjj% i, j = 1,2, sont définis par (25 - 26 - 27) et les

manipulations effectuées pour obtenir ce résultat sont indiquées
dans | CHOD,75 |,

Ainsi, d'aprés | CHO,76 |, la valeur optimale du critére
(2) par la commande (36) est approché & un o(€2) prés. La considération

-

de modéles découplés conduit donc & obtenir une matrice-gain de retour
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d'état (39) de méme forme que celle proposée dans (11.2.2.1) et que
1'on peut écrire sous la forme d'une série analytique en e .
Nous rappelons que la matrice de gain obtenue dans | CHO,76 | était :

K1§ 0
(41) 1o

K2 K2

Le retour d'état déterminé par- (41), - donc la commande
composite, est indépendant de € ; par contre, 1a commande composite
(36) permet, sans temps de calcul supplémentaire et en conservant
1'indépendance des problemes lents et rapides, de faire intervenir
la valeur de €. Il serait bien sur possible de ne considérer qu'une
commande réduite a partir des variables d'état lentes, la valeur
optimale du critére serait alors approchée a un o(e) prés.

De fagon & mettre en évidence 1'intérét du préconditionnement
par la méthode de découplage du systéme & optimiser, considérons
1'exemple traité dans | CHO,76 |

-

r - - - - - -
( X4 0 0.4 . 0 0 7 [*] "0
CRIE I L. RIS LI B N I L
~az1' 0 -0.524 :-0.465  0.262 z, 0
ﬁ ez, 0 0 : 0 -1 22 1
S - L n—x - -l b - . wd
1 ¢ 0 o 1
y = X2
0 0 1 0 z1
. __22_
ot e = 0.1 ; Txys %, 24, 2,) o [1, 0,1, 0]

ou le critére & minimiser était :

- -]

1
(43) J = Vi fo(yTy + uTu ) dt

La comparaison des colts obtenus donne :

* retour d'état optimal : Jopt : 4.2406
(44) * commande composite | CHO,76 | : Jc = 4.2428
* découplage puis commande composite : Jgc = 4.2421
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On peut en déduire que, sans nécessiter de calculs

supplémentaires au niveau de la détermination de la commande sous-
optimale, la méthode du découplage permet d'améliorer la précision

dans la valeur du critere. En effet, cette méthode permet de tenir

compte du petit paramétre ¢ dans les systémes réduits, ce qui n'est

pas possible par 1a méthode usuelle des perturbations singuliéres.

i.2.2.3. Retour de sértie

Nous allons appliquer dans cette partie la méthode de
construction d'une commande quasioptimale par retour de sortie (I-1)
pour le systéme singuligrement perturbé (20). En supposant [Cj, Col

" de rang maximal, d'aprés (5) et (20), i1 vient une équation d'état
approchant la sortie :

(45) e§ =(Eo + eA1)y 4(80 + 581)u
-~ e T T T T -
avec Ay = C, [AyCy + AyCy ] Ly C,Co ] ‘
~ T T T .. T -
Ay = Cy [AyCy * Aty ] [ ¢ €,Cy ]
B, = C,8,
B, = CyB,

On est donc en présence d'un systéme singulier singulierement
perturbé (II : I1.2.5) et si Ay a un noyau différent de 0 ou de RN,
on peut appliquer les changements de variables mettant en évidence
les parties lentes et rapides de y. Dans tous les cas, au probleme

optimal de minimisation du critére (2) est substitué le probleme
de minimisation du critéere :

(46) J=1 7 (yTay + uRu)dE
2 o0

dont 1a solution est

~

-~ -~

ot =T K
u = -R (B0 + 581) Y

(47) ou K vérifie 1'équation de Riccati :

~ -~ ~ - -~

K(B, + sBl)R'1(BJ+ eB,lT)K - el e(K(A, + €Ay) + (A]
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De fagon & construire 1'expression analytique de f, on
peut réécrire cette équation sous la forme :

s T oy ATy s AT T T AT T A
(48) KB R B‘o K + e[KAo *+ Ry K - K(B,RT'B "+ 8 R™'B, K]
2 BT YT DO gl -
+e” kA + A K+ Q- kBRT'B, K] = 0
en posant

i=0

il vient, par identification dans (48), Tles équations donnant les
premiers coefficients matriciels :

o
(s0) { o’ AQTK‘1: $18°R-TBQTK’ MR
Ktk - Bof' B, Ky ) + (A, = B,R'B, KK,
- K (B,R7"B.T + B_R '8, 1)K, KA, + ATK =0

et de fagon générale, seul Kj demande la résolution d'une équation
de Riccati d'ordre n, la détermination de K;j ne nécessitant que 1la
résolution d'une équation de Lyapounov de méme ordre. En posant

1T T
0 B0

. = B.R
B,R'B T +BR'B
B.R

T

=

o4

S
(51) S o o 1
S

1 1

cette équation de Lyapounov s'écrit :

~ ~

(52) Vid>2 Ki(Ao - SOK1) + (Ao - SOK1) Ki
2
- I K
oy ik %0 Kot
i"1 -~ -~
- T K SoeKy
k=1
i-1 - . - e
\5" oK Sy Koy * K AP ALK =0

k=2
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Le retour de sortie quasi optimal a appliquer au systéme
(20) sera donc donné par : '
[~}

(53) G [ e ey

T TS T TS .
ol G, = B, C, Ky 4 + B, C K, ¥ieN

II. COMMANDE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

Du fait de leur intérét pour la modélisation des systmes
non linéaires, la commande optimale des systemes bilinéaires a donné
lieu & de nombreux travaux | MOH,73a |. Alors que dans le cas de
présences de contraintes sur les variables d'entrée,une commande
de type bang-bang permet de conclure |° MOH,73b |, dans le cas d'une

optimisation sans contraintes, 1'approche est plus délicate | SAG,76 |.
La difficulté vient du fait qu'il n'y a pas de connection triviale
entre 1'état du systeme et 1'état adjoint impliqué dans 1'Hamiltonien ;
les lois de commandes optimales sont donc déterminées en boucle cuverte
ou fonction de 1'état adjoint | SAG,76 ; NAI,81 ; DIB,82 ; BAN,86b |.
Cependant, dans certains cas particuliers, quelques auteurs ont
déterminé des retours d'état 1linéaires TJlocalement stabilisantes
| DER,80a | ou des retours d'état non 1linéaires de type commande
quadratique (e.g. : u(x) = -(P + Qx)T(R + Sx)) | JAC,77 ; SLE,78
|) ou & commande type diviseur (e.g. : u(x) = - [F(x)I=! G(x) ol
F ET G sont des polynomes matriciels de méme degré). Une approche
différente est proposée dans |GIL, 85] : elle consiste a proposer
des retours d'état non-linéaires linéarisants. Ils permettent
d'optimiser de trés larges classes de critéres et ont été appliqués
sur. les systémes bilinéaires | GIL,83 | ou discrets | GIL,86 |.

Cependant, une procédure d'approximation a €té préconisée
dans | CEB,84a | qui permet, dans le cas de la minimisation d'un
critére quadratrique,de générer une commande quasi-optimale par retour
d'état. Cette technique a été employée pour la commande quasi-optimale
de cuves chimiques | CEB,84b |.

Nous allons, dans un premier temps, étendre et détailler
cette approche dans le cas des systémes & commande affine. L'expression
du retour d'état optimal pour un systéme bilinéaire sera exposée

en tant que cas particulier dans la partie suivante.
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I1.1. SYSTEMES A COMMANDE AFFINE ANALYTIQUE

Nous envisageons dans cette partie de résoudre un probléme

de commande optimale par retour d'état, le systeme étant défini par
1'équation d'état :

f(x) + G(x).u , xeRY, ueR™
h( X) » yek n

L 58a)  x

y

ou f(.), G(.), h(.) sont des fonctions non linéaires
de 1'état supposées analytiques que 1'on peut écrire
sous la forme .

(54) R 5
54b) f(x) = ? F. x ; G(x) = [91(x),..., gm(xX]'

Vie (T m gi(x) = I Gy MK

) i J=0
h(x) = H.x [j]
L

ou les Fyj, Gjj, Hi sont des matrices constantes de dimensions
adaptées et x (i) représente la i8Me puissance de 1'état introduite
au (I : I11-1) (f.e. = xDl = xm. . ... ®x)

Le critére 2 minimiser, que nous rappelons ici, est :

-

(55) J =

o8

1 (yTQy + uTRu)dt
2 X

ou Q et R vérifient les hypoth&éses indiquées en (2).

11.1.1 CONDITIONS NECESSAIRES D'OPTIMALITE

De facon a résoudre le probléme de commande optimale (54)
(55), nous utilisons la méthode de programmation dynamique | BOU,69 |
pour les systémes continus. En notant T{(x,t) le revenu optimal
correspondant a 1'instant t a 1'état initial x, 1la condition nécessaire
d'optimalité se traduit par 1'équation fonctionnelle
d'Hamilton-Jacobi :
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(56) 2 R(x,t) = - opt [% (hT(x)Qh(x) + u'Ru)
ot

AT
« 2R 008 (F0) + 600U] wesn
d X

ol Q est le domaine de variations admissibles des entrées

Comme nous nous plagons dans le cas particulier stationnaire
sans contraintes et a horizon infini, on obtient :

57a) =% (x,t)=0

(57) 2
57b) U = - R-1GT(x) %gi(x,t)

R
T

*
ol u représente la commande optimale

ce qui, replacé dans 1'équation d'optimalité conduit a ;

aX

20 717 AT ~ S
(8) %hT<x>Qh(x)‘+»[%§(’£‘_"l] .f(x)-%l:aM} ()R TeT (x) 33._;;)}0

Le probléme a résoudre étant maintenant de déterminer 1la
solution a?S(/BX de cette équation.

I1.1.2. EQUATION FONDAMENTALE D'APPROXIMATION

Un procédé naturel est de chercher 1'expression analytique
de cette solution ; cette démarche a é&té proposée d'abord dans
| MER,64 | puis dans | LUK,69 |. L'approche nouvelle que nous proposons
ici consiste dans 1'utilisation systématique de 1la
tensorielle. L'utilisation de 1'algébre
notablement 1les calculs.
forme :

notation
tensorielle simplifiera
Nous chercherons donc la solution sous la

-

(59) R(x) . [1]
® T & i X

ol les P; sont des matrices constantes
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et nous aurons besoin de la propriété suivante :

N

~(60) : xTAy = [vecT(AT)] (x@y) = [VECT(A)J (y®x)

ot vec(.) est 1la fonction vectorielle de matrice
décrite en (II :55)
En utilisant dans (58) les expressions (54b) et (59), on
obtient : : :

' 00 - ® . @ T J
61) (z xOJ HJ.T ) Q (2 HjxD]) +{(z xH ) ( ij[])

3=t §=1 j=1 i

Ho18

1

+ oz <OITETy (5 b, xDy
i=t S

" [ s [OIT,T (i1 [J]T
1 151{(2 xEJPj)( ijx )r (Zx J)

0 j=0
| Pj x{b])} =0

'
[ =]
W8

k j=1 - d

(.
J
ol R = [Ekl]\k e (1oeeesm} , T e { 1,...,m}

nM8

1

ce qui s'écrit, compte tenu de (60) :

: vec(H QH +pTF + F, p)xf‘*ﬂ
T =1

(62)

"™~ 8

i
m o - 1T

- I T xD+J] vec(P.TGk.)) el
k=1 1 = 1K
T, T [c+d]y _

ec (Pd Glc) X )} =0 .

En notant :

(63) VieN ,V¥jeN, Vke“,...,m}

k

R R NE R 1

on a la relation :

id) e N2, v(j,c) e N2

d
T . AT d
T x ["*J’]T-vi'ﬁrk] V:ic Jerdl ([i43) v, & v Je+dl
o J = vec (V, & v [‘*J*C“ﬂ
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Finalement, 1'équation analytique qui détermine les Pj,
i e N*, s'écrit, a partir de (62) :

TR IR SO A
(65) 151 j21 vec (H; QHj + P, Fj + Fy pj)x
- - - - ' - k+l+c+d] _
-5 3z % vec (VR 1Vd1)x[. 1
k=1 d=1 1=0 c=0

Les matrices Pj,i e N*, seront détermindes en annulant

dans (65) les coefficients de chacune des puissances de 1'état.

II.2 DETERMINATION DES Pi

I1.2.1. PREMIER ORDRE

P1 est obtenue en choisissant

dans (65),

(1,1,1,1,0,0), ce qui conduit & 1'équation :
q

(66) vecT(HIQH1 + P¥F1 + F¥P1) - vecT(V10R'1V1OT) =0

Mais 1'opérateur vec(.) est

linéaire pour des matrices
de mémes dimensions et de plus :

k _ T T
(67) Vke{l,...m} V5= vec(PTGko) = P16,
T
ou G, = [Gm GmO]

Ainsi, (66) est équivalente 3 1'équation de Riccati :

T T T Ta o-1 T -

Or, Py correspond & la solution du probléme optimal sur

le systime 1lindarisé, elle est donc symétrique et si le tr1p1et
(F1, M1, N1) ol M et Ny sont définies par :
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1.7

GOR G0 = M1M1

(69) T T
Hy QHy =

§
=

est stabilisable-détectable, alors Pj est unique, définie non négative
et (F1-GoR-16,TP1) est de Hurwitz.

I1.2.2. DEUXIEME ORDRE

- P2 est obtenue par 1'annulation dans (65) du terme en x[ 3 ],
ce qui donne :

, Tay T T T T T
(70) vec(HyQHy + PyF, + FoPy) + vec(HyQH, + PoF, + P, 'F,)

) oty T -1, T v g1y T
{vec(V11R V10 )+ vec(V1DR V11 ) + vec(VzoF V10 )
-1 T _
+ vec (V10R V20 )} =0

Pour P1 connue, 1les termes inconnus de (70) sont ceux
regroupés dans F1TP2 et VZQR'1VZOT car :

k _ T | I

Le Théoréme 3.2 de | BRE,78 | indique :

Pxq Ty -
(72) YAe R vec(A') prq vec(A)

ou prq est une matrice de permutation definie par

q T .. T
prq i z (eiek ) ® (e.8;")

Pkl )@ (q) (p)

t Mo

ol ej représente le ieMe vecteur de base de dimension

(p)

p. Donc, comme :
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T

-1 T T T SV
vec(A) quqz vec(A')
(70) est équivalent a :
(74) U2 vec(Hy Gy + P, + FyTRY) - vec(v,gR7MY, D)
- -1y Ty .

o U 2=
oll axq Iqxqz + quqz

La régularité de Ugxq2, pour tout q et la linéarité de

vec(.) sur des matrices de mémes dimensions impliquent que Py soit

solution de :

T oy ety T T Co-1 T
(75) (Hy QHy + PyFy = ViRV, D)+ (Fyt - PGoRTG, TP, = 0

Si le systeme linéarisé vérifie les conditions de résolution
o T'dauati - Ricecats T - P1GoR-18 T) est inversible
de 1'équation de Riccati (68), alors (Fj 1490 0
en tant que matrice de Hurwitz. On obtient -alors
1'expression de P2 par :

directement
=
f =J
(76) P, X,

: T -1, 7

s, om
avec Vi, ‘E’n seeeny Vn:‘

¥ie {1,...m} V= vec(PyGy,)

Ainsi, lorsque Pj, la matrice gain du premier ordre du

retour d'état est connue, la connaissance de la matrice Py du second

ordre ne demande pas d'hypothéses supplémentaires. L'équation a
résoudre étant simplement une équation linéaire.

Cette remarque est également vraie pour les matrices

correspondant aux ordres dupérieurs Py, k > 3. Nous présentons en

annexe la méthode de détermination de ces matrices, qui utilise le
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méme principe que pour les ordres 1 et 2, mais qui demande des
manipulations algébriques plus élaborées. En fait, la conclusion
reste 1a méme quel que soit 1'ordre : 1'équation déterminant la matrice

cherchée est linéaire, la solution est alors obtenue par 1'inversion
de la méme matrice T-‘ .

IT.3 EXPRESSION ANALYTIQUE DU RETOUR D'ETAT

Suivant (57b), le retour d'état 6pt1‘ma1 ainsi construit
s'écrit

94 (X)T ]

o et [zpi me
i=1

or, d'aprés (54b) :

= [
(78) Vkell,..oom g 00| T Pyx

"
™~
]
=y
—f -t
o
Fopn
—
™18
o
-
>
—
-k
Poack
| WO

"
™~ 8
=
*
) wo)
i

ARinsi, si le systeéme (54) 1linéarisé, associé au critére
(55), est stabilisabledétectable, 1la commande optimale a pour
expression :

0 .
(79) Ve oI Uix[ﬂ —
i=1 : | Kﬁ
o * -1
ou V1 € N 'S U_-l = -R :
L_Kmi B
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I1.4 CAS DES SYSTEMES SCALAIRES

‘Lorsque la dimension du systéme étudié est égale a 1, il
n'y a plus lieu de faire appel & 1la méthode précédente, car

1'expression non linéaire du retour d'état peut &tre directement
obtenue. En effet, considérons 1'équation d'état :

o]

X
(80) {
Ly

otue R, x e€R, f*y(x)x = f(x), h*(x)x = h(x)

£ (x)x + ug(x)
~h*(x)x

et le critére a minimiser :

(81) J=y J'[qy2+fru2]dt ,r>0,q30
0

Fal
les équations d'optimalité deviennent alors en posant,aql/ax = p*(x)x :

(82) - 3%51 p™(x)x, ot p (x) est solution de

(83) qh*(x)2 + 2f*(x)p*(x) --; gz(x) P*(x)2 =0

La seule solution admissible de (83) est : *

* - .r_v * Y ‘L* 2 + * -2 2
o) 8700 = [ 760+ 7w 00770 |

et le systéme obtenu en boucle fermée devient :

(85) X = - [\F(x)z +«% h*(x)zgz(X)]x

Le retour d'état optimal est, d'aprés (82-84), donné par :

(86) u*(X) = - [v*(X) + s1'gne(g(x))\/«*(>_<)2 + % h*(X)Z] X
ou v (x) = £ (x)/g(x)

La remarque que 1'on peut tirer de ce paragraphe concerne
1'écriture analytique de u*(x) et son rayon de convergence.
L'expression (84) montre que le probléeme vient ici de 1'inversion
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de g(x). La commande (86) reste admissible si 1'on demeure dans un
domaine autour de o ol g(x) ne s'annule pas. De fagon plus générale,
dans le cas ou q est quelconque, on peut conjecturer que 1'expression
analytique (79) converge vers la commande optimale réelle si 1'on
se trouve pendant tout le mouvement (en particulier a 1'instant
initial) dans un domaine entourant 1'origine ol aucun des coefficients
de G(x) ne s'annule. Cependant, il est possible d'augmenter le rayon
de convergence de la série analytique obtenue pour la commande par
un certain nombre de techniques comme, par exemple, 1'utilisation
des approximants de Padé | GIL,78].

IT.5 TRANSMISSION DIRECTE

Lorsque Tle systeme non Tlinéaire présente une transmission
directe de 1'information, c'est-a-dire, que 1'équation d'état se
présente sous la forme (54) ol 1'équation de sortie est remplacée
par '

(87) y = h(x) + D(x)u

ot D(x) est une fonction non 1<inéaire analytique
de 1'6tat : D(x) = [d1(x),..., ¢ ()]

D;. x 1] s

Vie{l,...,m d(x) = i3

J

oy 8

nous allons montrer qu'un simple changement de variable, de la méme

fagonquelecaslinéaire, permet de se ramener a un probléeme sans
transmission directe.

D'aprés (87), le criteére (55) a optimiser s'écrit :

(88) = ’ [hT(x) Qh(x) + 2h7QD(x)u + uTRul dt
0

et si 1'on change le vecteur de commande par :

(89) us=v- R-1DT(X)Qh(X)
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alors J devient :

oo

(90) J =% fo [hT(X)S(x)h(x) + VIR ]dt

ol S(x) = Q [1 + D(X)DT(X)Q]

L'équation d'état se met sous la forme :

(91) X = ¢{x) + G(x)v
avec 6(x) = f(x) - a(x)R™TPT(x)Qn(x)
= Z cpx[‘]]
j=1

Ainsi, pour une matrice de transmission directe constante,
on peut appliquer directement 1les résultats présentés dans les
paragraphes précédents ; dans le cas le plus général, une Ilégeére
modification des formules (changement des termes H,-TQHJ-) permet de
déterminer une expression analytique du retour d'état optimal ve,
donc de u* & partir de (89).

ITT ~ CAS DES SYSTEMES BILINEAIRES

III.1 CAS GENERAL : RETOUR D'ETAT ANALYTIQUE

Les systemes bilinéaires sont un cas particulier des systémes
analytiques étudiés dans la partie II. En effet, leur équation d'état
est obtenue en prenant dans (54) :

_ qxq
F1 —Ao € R
Vi > 1F,=20
(92) T nx
Hy=C eR q
Wi 1K, =0
. = . q
Vi e{1,...,m} Goj BJ e R
G1J=Aj e R
¥i> 1620

ce qui donne
=]

m
rx on+ Z qu+Bu

(93) ﬁ ouu = [?, ,um]T

]
(]
x

\ Y
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Ainsi, lorsque le critére & minimiser est (55), les équations
générales permettant de déterminer les matrices de gain Pj, i > 2,
sont notablement simplifiées. On obtient dans ce cas :

=1

. B ® (1
R

ol . P1 est solution de 1'équation de Riccati

T 1.7,
(95) cToc + PA, + APy - PBRTBTR, = 0

. P2 est solution de 1'équation linéaire

~ vec (P1A1)

: .7 -1,T]
: = [Ao P,BR B] Py

cT

(96) p.BR-1|

®e 0 s0 0

ve

« pour p>2 (les notations sont précisées dans 1'annexe)

1
(97) Tp+1T {vec(AoTPp) + vec(Pp A,)
P -1,T
- k§1 vec(vkoR Vp~k+1,o)
P -1, | -1, T
- k§-1 [vec(VkoR Vp-k,‘1) + vec,(VHR Vp-k,o)]
p-2 1T
- k§1 vec(V 4R Vp-k-1,1)} =0
* _p 1
or, ¥k < N Vko = Pk B
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Donc, 1'équation (97) est équivalente & :

(98) 'Gp(Iap®(AT P,BR™1BT)) vecP

p
-1
S S 1, T
= Tp+1 {kzz vec (VkoR vp k+1,o)
p-1 Ay T Ay T
At [vectv R T, 1)+ vecty RN ]
p-2 A, T
+ I vec(V, 4R Vp-k-1,1)‘}
k=1
4P = E T+, +T
oUP =P Tp G, = p+1(T @1,)

 II1.2 SYSTEMES BILINEAIRES SINGULIEREMENT PERTURBES

Dans le cas de systémes singuligrement perturbés, 1la

construction de la commande sous-optimale peut &tre envisagée en

utilisant les deux méthodes rappelées dans le cas des systémes

linéaires : décomposition de 1'équation de Riccati et des équations
p q q

linéaires donnant les Pj ; décomposition temporelle en sous-systemes
lent-rapide et construction d'une commande composite. Le systéme
singuliérement perturbé se présente sous la forme (93) avec :

T T T
X =[x1 ,xz] ,x1eRq1,xze]Rq2

i -
A A I 9
(99) vie{o’.-.’m} A_i = oooo%-oo:-ovo-%oo-

A21/e : A22/e I 95

B

el I‘H

B = : c=l:c1 c2]
Bz/e 9,

IIT1.2.1 DECOMPOSITION DES EQUATIONS

Suivant le paragraphe II1.2.2.1., P1 peut

étre écrite sous
la forme :




(100 py(e) = [N
ePip(e) 1 ePyyle)

2
avec ¥(i,j) e (1,2 P.. = .
(i,3) € (1,2} 1J(s) E P

et 1'expression des matrices P¥j est ‘directement  calculée par
jdentification des puissances de e en remplagant (100) dans (95).
Généralement, on se contentera, comme dans le cas linéaire, de 1la
connaissance a 1'ordre 0 des matrices Pij(s) déterminées aux étapes
précédentes. La méthode de décomposition de 1'équation de Riccati
est donc applicable directement au cas bilinéaire et méme au cas

non linéaire singuliérement perturbé.
111.2.2 DECOMPOSITION TEMPORELLE

Cette méthode, comme nous le verrons dans son application,
est beaucoup moins bien adaptée au cas des systémes bilinéaires (et
a fortiori, non linéaires) ; ceci, pour deux raisons principales :

* les mod&les lents et rapides obtenus par Ta méthode des
perturbations singulidres ne sont pas bilinéaires (ils
ne sont méme pas & commande affine)

* 1'intérét de la commande composite en linéaire vient
du théoréme de superposition, qui, ici, n'est plus valable.

Cependant, lorsque cette méthode de commande sera envisagée,
afin de réduire la taille des équations a traiter, i1 conviendra
d'élaborer les modeles réduits bilinéaires pour des variables d'entrée
proche de 0. Ce choix est guidé par le fait que la commande optimale
étudide ici agira toujours, & la fin du mouvement, autour de 1'origine.
Malgré les nombreuses hypothéses simplificatrices et bien que cette
méthode paraisse peu adaptée aux systeémes non linéaires, 1'étude
de 1'exemple suivant nous montrera que la commande par décomposition
temporelle reste intéressante. '
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IV. EXEMPLE D'APPLICATION

Considérons le systéme bilindaire défini par 1'équation
d'état :

X 2 1 -1 1 X 1

(101) [o]= {[ ]+|1[ ]} [ ]-+[ ]u
£Z -1 -2 1 -2 Z 1.
ot ugR, e= .1, x(0) =1, z(0) =1

pour lequel on cherche & minimiser le critére :

2

2
(102) J + u-)dt

I (x2 +Z
0

Cet exemple nous permettra d'utiliser chacune des méthodes
de Ccommande évoquées au cours de ce chapitre ; nous commencerons
par la commande analytique directe qui nous fournira 1'allure des
trajectoires optimales, puis nous comparerons les résultats donnés
par les méthodes simplificatrices.

IV.1. COMMANDE ANALYTIQUE GLOBALE

Nous nous sommes donc placés dans le cas étudié dans 1la
partie IIl.1, avec, de plus :

(103)  cqc = I, et R = 1

L'expression analytique de 1a commande optimale est donc :
i
. - oo L
R S N PN
i=1

Z

les Py, i €N*, étant déterminds les uns aprés les autres
par les équations (95-96-98).

De fagon pratique, nous nous limiterons & i¢{1,2,3)}),

1a commande alors obtenue sera notée u?.
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a) calcul de Py

P1 est solution de 1'équation de Riccati :

S 2 4 2 -
(105) + P1 + P1
o 1] 10 =20 -1 -20
1 10
-p, - P, = 0
T 1o 100 1

4012 -.03077
-.0307 .0253

soit

(106) Py =

Cette matrice gain permet d'envisager la commande quasi-
optimale de ug, ainsi qu'une commande uy construite i partir du systéme
(101) linéarisé :

(17)  u =- [10] P, [x] :

Z

(108) u? = - D-x+z, 10(1+vx-22)‘_l Py [ J

- Z
b) calcul de Ps

Afin de déterminer Py, k > 2, i1 est nécessaire de connaitre
Ta matrice ¥ = F,T - P16,6oT, soit ici

-2.0943 -10.9432
(109) "_F =l: }

-1.2223 -22.223

D'aprés 1'étude présentée dans la partie précédente

» g1 T
(110) P, =F7'p,G vec (P,6,)

-.0072 .0029 .0103 -.0054
.0075 -.003 -.0107 .0057
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Donc :
-~ -.0072 .0132 -.0054
(111) P2 =
.0075 -.0137 .0057
ce qui fournit la commande :
2
. N X
(112) u; = - [1-X+-Z', 10(1+x-22)] P1 [] + P2 Xz }
z . 22

¢) Calcul de’P3 (utilisation des notations de 1'annexe)

Tous calculs faits, on obtient :

M3) Yy - [-.4256, 1.5042, -1.9194, 1.0044, -.1829] !
et | |

1e) T oesX; =E‘I h3s g, hXJ !

= [ -.2128, .37605]

= [ .37605, -.47985]

-.47985, .25235]

= [ 25235, -.09145]

avec h

L}

=

-2
AW AN~ -
1]
17 !

-

Ainsi, comme

(115) By = [c1,, Cps Ca c4]

avec i ¢ {1...4) C; = -’Y"hi

il vient
} -.2667 .4103 -.4048 .1993
(116) P3
.0316 -,0042 .0336 -.0151
3 -
et Ta commande X
a X ~ X ~ xzz
(117) uz = - [}-x+z, 10(1+x-22):]{P1 , + P2 x; + P3 5
2 XZ
—23 -
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d) résu]tats de simulation

Les réponses du systéme (101) aux différentes commandes
analytiques sont représentées figure 1. La comparaison est faite
également avec la commande uy obtenue a partir du systéme linéarisé.

FIGURE 1

. {//

_1 % | S W | s k1 1 1 | ' | 1 L1 1 [ N 1
0 4s

Réponse du systeme (101) aux retours d'état analytiques :
a -
(1) 2 ups (1) 2wl @) 2 g, (3) 5 u3)

Les diverses valeurs du critére (102) obtenues au cours
de ces simulations sont indiquées ci-dessous :

COMMANDE VALEUR DE J
u, J, = .37309
ud J2 = .30894
1 1
a a _
u,2 J2 = ,30266
a a _
u 33 = .29791

TABLEAU 1
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Ces résultats mettent en évidence les points suivants :
* la prise en compte du caractére non linéaire du vecteur

de commande améliore notablement 1la valeur du critére
obtenu.

* 1'augmentation de 1'ordre de la commande analytique fait
converger J vers la valeur optimale. '

IVv.2 SIMPLIFICATION DE LA COMMANDE

Le systéme (101) se présente sous la forme d'un systéme
singuliérement perturbé, on peut donc envisager 1'application d'une
méthode de simplification. Comme nous 1'avons rappelé, on utilisera
la décomposition de 1'équation de Riccati ou 1la décomposition
temporelle.

a) décomposition de 1'équation de Riccati

La simplification apportée par cette méthode dintervient
dans le traitement de 1'équation de Riccati (105) par la méthode
rappeléde en 1.2.2.1. L'utilisation des formules de ce paragraphe
nous conduit & substituer & Py solution de (105) une matrice Py,
construite en résolvant des équations de Riccati d'ordre 1,

P eP

14 12
ePioa P

€ = o1

(118) 5]

ol Py, est la solution positive de :

2 _ . -
(119) -4P22 - P22 + 1 =0, soit P22 .236

Pour déterminer les autres coefficients de Py, il est

nécessaire de calculer les quantités (notations du paragraphe
I.2.2.1) :

E, = -.5528
Pa)
E, = .1055
(120) ¢
A= -1.4
b) B= .4472
Q= .7779




[«
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P11 est alors la solution poéitive de :

121) - - 2 '
(121) 2.8 Pyy -2 PLL+ 7779 = 0, soit Pyy = .2725

et il vient immédiatement

On construit alors une commande analytique u? au  premier

ordre définie par :

(123) 4§ = -['1-x+z, 10(14x-22)] P, D
- Z

d . 29742.

qui donne une valeur de cr1tere de J

Cette méthode n'est 3 utiliser que quand on envisagera
une commande analytique d'ordre 1. En effet, les calculs ne sont
simplifiés que dans le calcul de Pj, alors que le volume de calculs
nécessaires & la détermination de Py, ..., Pk, ..., n'est pas diminué.

b) décomposition temporelle

Nous nous contenterons, dans cette partie, d'étudier une
commande réduite u’ (i.e. un retour d'état lent) et non une commande -
composite. Si 1'on fait, € = 0, dans (101), on obtient le modéle
réduit Tent :

o

x
it

- -2X - Z 4+ +
(124) {a T -2
b) )-(4--___._

2(1+u) 2(1+u)

~N
1]

De fagon & obtenir un moddle réduit lent bilinéaire et

conformément & la présentation générale de cette méthode, on substitue
3 (124-b) un développement autour de u = 0 :

(125) z=(-.5+u)x+ .5u




- 196 -

ce qui conduit au systéme lent bilindaire :
0
(126) x = [-1.5-2.5u Jx + .5u

Le critére a minimiser (102) est remplacé par e
critére lent :

(127) 3= 1 (x%+ 3%+ u2)at
0

ce qui, compte tenu de (125), conduit au probléme de commande
optimale :

minimisation du critére :

a) J =/ (1.2 X% + 1.25v)dt
o]

pour le systéeme non-]inééire du premier ordre :
(128)  { b) X = -1.4% -.5%% + (.5 - 2.5%)v
cu v est relié a u par :
c) u=v+ 2%

On peut alors construire une solution analytique réduite
a 1'ordre n sous la forme :

r _ on i
(129) Uy = 2% - [.2-)(][151 p;X

ot les pj, i > 1, sont obtenus par la résolution analytique de

(130) [.25 -2.5x + 6.25x2] p 4 Ex + z,sxz:l p-6x%=0
oup= I pif
i=1
On obtient ainsi pour les premiers termes :

Py = .8324
Py = -.0488

(131)  P3 = -.56043
Pg = -.06037

Les simulations pour différentes commandes analytiques
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réduites conduisent aux valeurs des critéres suivants :

COMMANDE VALEUR DE J

r r o ana

u J = 33321
r r _ ”

uf ab = 32841
r ¥

us J3 = 29286
r r_ g
uf 3 = .29075

TABLEAU 2

La comparaison entre ce tableau et le tableau 1 montre
que Ta commande réduite permet, pour un ordre donné, d'avoir une
bonne approximation par rapport & la commande analytique globale ;
d'autre part, 1'avantage de 1'utilisation de 1la décomposition
temporelle est de diminuer la taille des calculs pour la détermination
d'une commande analytique, donc de pouvoir aller plus loin dans 1'ordre
de la commande envisagé, comme le montre le résultat obtenu par la
commande uz. ’

Nous n'avons utilisé qu'une commande réduite, il va de
soi que 1'utilisation d'une commande composite, tenant compte des
parties rapides des variables d'état du systéme initial permettrait
d'affiner les résultats du tableau 2 par rapport aux valeurs optimales.
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ANNE XE
DETERMINATION DE LA MATRICE DE GAIN P, POUR UN ORDRE QUELCONQUE
(LES NOTATIONS EMPLOYEES SONT CELLES DE V : II)

a) Suivant la méthode utilisée pour les deux premiers ordres,
1'annulation du coefficient de x[p+1] dans (II : 65) donnera Pp. - On
obtient donc :

p
(A1) 151 vee (HiTQ HP'1+1 ¥ PiTFP-1+1 * FiTPp-i+1)
p p-1 4T
- k§1 lfo vec (V4R Vge ) =0
d=1 c=0

k+l+c+d = p+1

En supposant connues les matrices Py, ..., Pp.1 ; les termes
inconnus sont regroupés dans :

.

. vec (PpTF1)a vec (F‘( Pp)

(A2) { -1, T
-1, T Te pole T !

VR Vg (= PLTBRT GG Pyds Vg R g

Or, comme dans le cas p=2, nous avons
1, T T

V10 s Pp F1

, - T T
(A3) ¥pl2 ¥Ae {vpoR + Hp QH, + Fy Py}

vec (A) = E

T
axqP vec(A')

i1 est & noter ici que, suivant la définition de Eqxp (V : 72), EqxqP
se construit simplement sous la forme :

A4 : =
(A4) ¥p 2 E%J ...... RRR RIS

ooooooooooooo

ooooooooooooo




- 199 -

(A1) est donc équivalente a

p-1 T .
(AS) 5 vt QH ciet TPy Fpiqar F R PO guy)

" & v R W, T
= L z vec ,
k=1 ,;d=1 Cc =Q,].—.o k] dc
k+l+d+c = p + 1

plvec (o < F e vy Fo) 18R 76, )] = 0

ou quq p= Iqxqp + quqp

Malheureusement, la matrice Ugxqp n'est pas réguligre pour
tout p (elle 1'est seulement pour p pair). De fagon -a contourner cette
d1ff1cu1te, nous utiliserons la forme non-redondante de la puissance
d'un vecteur, notée x[J], et définie par :

(A6) X D] = X D] =X = [)(1‘,....., xq] T

¥iy?2

=
o,
L
I
o
1
o
1
—
3

La relation entre la forme redondante et 1la forme
non-redondante de la puissance d'un vecteur est donnée par : ‘

'J' +j-1
(A7) ¥j ¢ N azr.enqx“j,ou«.=(“)
J J ¥
X D] T‘J.?c' [J]
donc [3] . D]
X

T. ol T.+ = .T . -1 .T
i* uTy = (03750,
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et une fonction analytique de x, écrite en x[j] eut étre écrite en
p

x[J]-par le changement de coefficients

3]

(A8) A(x) = . Asx = I A%
J=0 j=0 J

8

Kl

it ™

ouVieN A =AT. etA. =AT."
J & AJ AJ j et AJ AJTJ

Ainsi, 1'équation (Al) doit &tre remplacée par, ¥ p > 3 :

t T T -
(A9) Toer (3 # T UpgP S50 =
ok =5 vec(H, Tq H +P.F FFP L)
P o2 p-i+1 i p-i+t i p-i+t
- P v,.R v, T
- vec(V v
k=1 d=1 1=0,C=0 k1 de
k+1+d+c=p+1
_ T T 1. T
Sp vec(H, QHp + P1Fp) +'vec(G-'1 - PyG,R G, )Pp)

Or, d'aprés |BRE,78|, on a également la relation :

T
(A10) vec((F1T - P,6,R ‘GO ?)

v Ty
vec((F1 P1G°R G )PpTp )

(. nlq)(lapu(F1 - 7,6,k 7'6, 1)) vec(P)

~
ce qui conduit a définir vec(Pb) comme solution de 1'équation
linéaire :

(A11) T Tk +u_p vec(H1TQH + P.F )} Je =

p+i P axq
T 1. T
-2fp (Iap a (F1 - P,6.R7G, )) vec(Pp)

T +
i =T p(T* a1
Ty = Tpet Yaxg” {Tp ¢’
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La matrice f’p est, pour tout p, une matrice rectangulaire
de vrang plein de dimension ap4y X qop. Elle admet donc une
pseudo-inverse au sens de Moore-Penrose

(A12) ‘f; =’c’pT(‘t; i‘;,T) )

et parmi 1'infinité du nombre de solutions de 1'équation (All), celle
qui a une norme euclidienne minimale est :

1, Ty leo *
(A13)  vec(P) = (L, 4 (Fy - Pg,R76,") Tp Xp
P

mais

ap 1 170 i
r
e T pp p-t X
PSR Gy °
= | fel, a_blocs
: AR i
<y : °-
et si on note : apb]ocs
Al p = co : [y i e c
( 15) Pp [C1 ...... : Caj 9. OU V'l e{1,o-',ap} Ci e Rq
[ hy ]
fp ¥ = - oll Wi e,{1,...,ap} h; e R
hy
= p-d

alors la solution (A13) est, en fait, obtenue par 1'inversion unique
de la matrice Fy - PIGOR“lGoT et 1'on obtient finalement

(A17 yiell,... c. = (F.V . -1, Ty-1
) {1 ,ap} C; (FT P,G,R Go) h;

et

(A18 P =p
) p = Polp

-+




- xiptl]

- 202 -

b) Remarques sur la construction pratique de quelques
matrices

bl) Construction itérative de Tp

Tp est définie par :

(A19)  x L Tp; (7] , x € RY

-

on a donc Ty = Ig et Tpyy est construite a partir de Tp par la régle
suivante : - '

ooooooooooo

-

les blocs 1 @ q ayant leurs colonnes indicées par les composantes de
» s1 1'on enléve du bloc i(i = 1,...q) les colonnes dont 1'indice
ne comporte pas de xj, le bloc résiduel est égal 3 Tp. Les autres

colonnes du bloc i (celles que 1'on a enlevées) sont compladtées par
des 0.

Par exemple i(//// colonnes de 0)

"1 0 0]
C1 0 o 1 O
* q= - N SR TR ,
=z T K 21071 0
o 0 1
"1 0 0.0
0 1 0.0 - .
01 010 Tp:\
00 1:0 L g
Ty | ceeeercion [ ommms Topg=fensten
3 o100 0
0 1 0 .
00 10 P
|00 0 1] Lo |
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100 100y : /]
*q=3 T, = 01 0¢, 0t 0 / ; :é
00 1l 9..9...3.:../../.:5.
S VAR RYAR N

~ Tz‘/.o;égw 0
1 /i /0 1
L1111/ f vy
11| '//;‘//:“:3/ |
1| T
2/1/1/1] /2 /070l
S/LIL 1Y
aanl

RN 5 73 44

/v ] A o/

/e i/ o o/

VAR A o Al

/v oy o/

S S v/

Ty = /00 2| s ete...

/v 1. YA o/

/e o/ o o/

P S S {

f1/e o o/

/17y i o/

/170 s

7108

VAR,

VA,

ViTERVERY

/1%

105 i0s |

b2) Calcul de Tp+

Par définition : Tp* = (TpTTp)” TpT, ce qui en posant TpTTp-Dp
demande 1'inversion de la matrice Dp Or, d'aprés (A20) :

, ; q » T
(A21) D, =T .'T .= 3 [bloc 1] [b]oc i
p+1 p+1 p+i1 i=1 ]

et d'aprés la construction du (bloc i), la matrice |b10cille10c il
est une matrice de taille Op+1X%p+15 diagonale, et dont la construction
est définie par la régle : si 1'on enléve de cette matrice les lignes
et les colonnes dont 1'indice ne présente pas de xj, on obtient Dp ;
la matrice entiére étant obtenue en remplissant les lignes et les
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colonnes enlevées par des 0. Ainsi, comme T; = Ig, on a montré par
récurrence que dans tous les cas, Dp €était une matrice réguliére

diagonale, donc élémentairement inversible. Donnons quelques exemples
pour Dp :

* q=2

(oo W I o> JE
O WO
owWwoo
> o J o)

1 00
D, = 0 2 0f,Dy=
0 0 1

on peut montrer que de facon générale :
LA
(A22) ¥py 1 D =diag {C }
p i=o P

ol les C; sont les coefficients du bindme

* q=3
D, = diag {1,2,2,1,2,1}
‘ Dy = diag {1,3,3,3,6,3,1,3,3,1}

b3) Exemples de ma-tricesfp

Compte tenu des remarques précédentes, le calcul de?fp, dans
le cas général, ne pose pas de problémes particuliers , nous donnons

de fagon générale, on peut montrer 1a propriété suivante :

T

* * T
(A23) ¥qe N ,¥peN T u p+1

p+1 =27

axqP

La démonstration vient du fait que Ugxqp =
et que :

IgxqP * EqxqP
T

(A24) x[pﬂ:I = vec(x.x[p] )= EgPxq vec(x[p].xT) = vec(x[p].xT)

et suivant le Théoréme 1.5 de |BRE,78|

T
(A25) EqPxq = EgxqP

ici quelques exemples de la forme de?? (=Tp+1 UqgxqP (Tp a Ig)):
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- ce qui conduit a la relation :

~ [p+ 1]

= Tprl *

(o] = e T, %P

Ainsi, de fagon simplifiéde :

Cp = 2Tp+11(Tp* T 2 1), € R p+1x(q- p)

ce qui donne pour quelques cas particuliers :
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CONCLUSION

Dans cette cinquigme et dernigre partie, nous avons développé
deux points de vue différents concernant 1'obtention d'une commande
sous-optimale pour un systéme donné. Dans le cas d'un systéme linéaire
singuliérement perturbé, 1'utilisation de la méthode de découplage
permet d'affiner les résultats pour 1'application de 1la commande
composite. Dans 1le cas des systémes non-linéaires, 1'utilisation
du principe de la commande analytique permet de construire 1'expression
d'un retour d'état polynomial qui approche le retour d'état
non-linéaire optimal.

Les systémes bilinéaires possédant  une structure
intermédiaire entre les systeémes 1inéaires et non-linéaires, nous
avons utilisé comparativement les deux méthodes précédentes sur un
systéme bilinéaire singuliérement perturbé. Les résultats obtenus
montrent que, malgré 1les hypothéses simplificatrices nécessaires
a la construction des modéles réduits lents et rapides, la méthode
de décomposition temporelle conduisant & une commande composite,
reste trés performante.
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CONCLUSION GENERALE

L 4
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM







- 209 -

CONCLUSION GENERALE

Dans notre étude des systémes bilinéaires singuliérement perturbés,
du fait de leur structure intermédiaire entre les modéles linéaires et les modéles
non linéaires, nous avons constamment essayé d'induire des méthodes propres
aux systémes linéaires ou d'appliquer des techniques utilisées sur les systémes
non linéaires. Le principe de la commande analytique n'avait été que suggéré
dans le passé ; l'utilisation de l'algébre tensorielle nous a permis d'en proposer

une nouvelle formulation et d'en déduire une construction systématique.

Dans un but de clarté de l'exposé, nous avons choisi de ne pas aborder
les problémes théoriques de convergence des algorithmes que nous proposons,
en ayant cependant testé leur efficacité sur des exemples, Certains résultats,
comme l'utilisation du réciproque pour les systémes bilinéaires demandent

a étre affinés pour pouvoir justifier de leur intérét.

Notre intérét futur aura donc plusieurs directions : approfondir
les parties esquissées dans ce mémoire ; étendre a des systémes plus généraux
(& commandes affines, i états affines) les méthodes d'approximation présentées ;
déterminer l'ordre minimal d'une commande analytique pour une erreur fixée
a priori. L'application de ces résultats aux systémes complexes que sont les

robots manipulateurs est aussi envisagée.
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RESUME

Aprés la présentation de diverses méthodes permettant de
mettre en évidence un modéle bilinéaire & plusieurs dynamiques,
I'application de la méthode des perturbations singuliéres conduit
a des modéles réduits découplés. Plusieurs techniques sont proposées

pour les rendre bilinéaires.

L'utilisation de ces modéles réduits permet de générer des
commandes quasi-optimales simplifiées. Daas ce but, dans le cadre
plus général des systémes non-linéaires analvtiques a commande affine,
on construit un retour d'état non-linéaire doat l'expression est analy-
tiquement déterminée. Cette méthode, ainsi que les principes de
commandes quasi-optimales des systémes linéaires singuliérement
perturbés, sont utilisés dans le cas particulier des systémes bilinéaires

a deux dynamiques.

MOTS - CLES

SYSTEMES BILINEAIRES
SYSTEMES NON-LINEAIRES
PERTURBATIONS SINGULIERES
COMMANDE OPTIMALE
MODELISATION

PRODUIT DE KRONECKER
REDUCTION D'ORDRE



