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INTRODUCTION GEZJERAtE 

Les travaux présentés dans ce mémoire constituent une contribution 

à l'étude des systèmes à paramètres répartis. Elle concerne deux 

domaines trés importants en Automatique : la simplification de modèles 

.et la commande optimale. 

Les modèles à paramètres distribués (ou répartis) correspondent 

à de nombreux processus physiques et ceci dans des domaines très 

variés : diffusion de la chaleur, processus chimiques, structures 

mécaniques flexibles, réacteurs nucléaires, propagation d'ondes, 

etc.. . 

Des méthodes tout aussi nombreuses et variées sont proposées 

dans la 1itté.rature pour étudier ces systèmes, la complexité d'une 

telle étude exigeant généralement une simplification préalable du 

modèle considéré. 

Dans les deux premiers chapitres de ce mémoire, nous nous 

attachons à rappeler les grandes lignes de ces méthodes : 

Le chapitre 1 concerne la présentation générale des processus 

régis par des équations aux dérivées partielles. On y trouvera les 

principaux résultats mathématiques sur les opérateurs aux dérivées 

partielles, les problèmes aux limites et plus précisément sur les 

systèmes d'équations aux dérivées partielles. Les méthodes classiques 

de résolution sont également rappelées dans cette partie. 

Le thème du deuxième chapitre est la simplification de ces 

modèles, plus spécialement orientée vers les méthodes de perturbations 

singulières. Nous procédons tout d'abord à un rappel des résultats 

généraux de l'analyse des perturbations singulières dans les systèmes 

' à  paramètres distribués en insistant sur les problèmes de convergence 

de la solution du problème perturbé vers celle du problème. réduit 

associé. Dans un deuxième temps, nous montrons comment l'approximation 

d'un système à paramètres distribués par un système à paramètre 
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DEFINITION ET METHODES D'ETUDE 

DES SYSTEMBS GOUVERNES 

PAR DES EQUATIONS AUX* DERIVEES PARTTELLES 

INTRODUCTION 

La formulation mathématique de nombreux problèmes physiques con- 

duit à l'étude d'équations aux dérivées partielles. Des recherches 

actives et importantes ont ainsi été motivées qui, transposées dans 

un cadre plus général, ont fourni les outils puissants de la théorie 

actuelle. 

Des méthodes particulières de résolution ont d'abord été élaborées 

(équation des cordes vibrantes, de Laplace, ou de la chaleur) mais 

ce n'est qu'à la fin du xlxème siècle que l'on voit apparaître des 

résultats généraux : classification des opérateurs différentiels, théo- 

rèmes d'unicité, étude systématique de problèmes aux limites. La notion 

de fonction ne permettant pas d'obtenir des résultats satisfaisants, 

l'étude des solutions faibles /LER/, /DIE-4/, /BOC-1,2/, /COU-1/, 

/SCH-1/, des équations aux dérivées partielles a amené Schwartz à l'é- 

laboration de la théorie des distributions /SCH-2/ qui constitue de 

nos jours le cadre naturel de la théorie des équations aux dérivées 
- 

partielles linéaires mais aussi non linéaires : cet outil permet, entre 

autres, un emploi systématique et généralisé de l'analyse fonctionnelle 

et de la transformation de Fourier. 

Sur le plan physique, l'étude d'un système modélisé par une équa- 

tion ou un système d'équations aux ddrivées partielles conduit généra- 

lement à l'klaboration d'un modèle approché qui devra numériquement 

approximer le mieux possible le modèle initial. Là aussi, de nombreuses 

méthodes d'approximation ont été élaborées dont le choix est essentiel- 

lement motivé par le type de problème étudié. 
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Pour des opérateurs d'ordre m supérieur & 2 il n'est pas connu 

de classification unanimement adoptée. 

Les travaux de Hormander ont ainsi conduit à la définition de 

certaines propriétés concernant les opérateurs aux dérivées partielles 

linéaires les plus g6néraux (d 'ordre m 3 n variabLes indépendantes ) . 
Ces résultats sont basés sur la théorie des distributions /CHA-1/, 

/DIE-3/. Rappelons tout d'abord certaines définitions. 

* Fonction analytique /COL-1/ : 

Une fongtion de n variables y(xl, ...,xn) est dite analytique dans 

un domaine P si, pour chaque point P(a1, ..., an) de D elle est, dans 

un certain voisinage de P I  représentable par une série de puissances 

entières des xj -a, (j=l,...,n) : 

Cette propriété est fondamentale pour la théorie des équations 

aux dérivées partielles car elle assure l'existence, pour x j = aj 

(j=l, ..., n), des diverses dérivées partielles. 

* Surface caractéristiuue /HOR-1/ 

Soit 1 une hypersurface de IRn définie par une équation S(x) = 0, 

x e IRn, où S est une fonction analytique dont le gradient ne s 'annule 

pas. 

La surface S est dite caractéristique pour l'opérateur P(D) ddfini 

en ( 2 )  (Notations de Hormander) : 



où Po(D) est la partie principale de l'opérateur P(D) (partie homoqéne 

d'ordre m exactement), définie par : 

Hormander propose alors les d4finitions suivantes /HOR-l/. 

+ 
Soit : N = (N1,. . . ,N,)~, un vecteur de IR" 

-- 

H l ' hyperplan perpendiculaire d ' équation 1 Ni xi = O 
i=l 

B 
R le demi-espace 1 Ni xi > 0. 

i=l 

* L'opérateur P(D) est elliptique si sa partie principale vérifie : 

* L'opérateur P(D) est hypoelliptique si la distance d(6) du point 

5 à 1 'ensemble des zéros complexes du polynôme P ( 6  tend vers 1 ' in- 

fini avec <. 
-t * L'opérateur P(D) est dit hyperbolique dans la direction N si : 

a) p0(È;) + O 
b) 3 T~ / P(e+i^lN) # 0 v 5 6 B n  'C < fo 



-+ * L'opérateur P(D) est parabolique par rapport à N si il est hypoellip- 

tique et si : 

3 / P ( S + ~ T N )  # O TC 5 Er, T < To 

Homander définit également des notions de semi-ellipticité ou 

encore- d ' hypesbohicitrd paztielle et d ' h~rboilickté- stricta. Une censé- 
quence importante de ces dé+f.initions doit être remarquée : 

* Les opérateurs elliptiques sont hypoelliptiques et ce sont les seuls 
opérateurs hypoelliptiques sans caractéristiques réelles multiples. 

Exemples : L ' opérateur de Laplace (n 2 2 est hypoelliptique , 
l'opérateur de la chaleur ne l'est pas. 

Dans les cas d'opérateurs à coefficients variables notés P(x,D), 

Hormander /H~R-1/ précise tout d'abord une condition nécessaire d'exis- 

tence d'une solution locale à 1'6quation P(x,D) y =  f portant sur les 

coefficients variables aj(x) de P(x,D). Lorsque ces coefficients sont 

indéfiniment différentiables une extension des propriétés ci-dessus 

est possible, l'opérateur dtant considdré comme un opérateur à "coeffi- 

cients qedés" obtenus pour chaque point x de R /TRE-2/, /TBB-3/. 

D'autre part, à partir des anrides 1960, des outils permettant 

de travailler plus systématiquement sur les équations à coefficients 

variables ont été développés comme les opérateurs de Lax-Maslov, les - 

opérateurs pseudo-différentiels ou les opérateurs intégraux de Fourier 

D'autres définitions des propriétés des opérateurs aux dérivées 

partielles sont proposées également par d'autres auteurs. Citons : 

- la définition d'opérateurs uniformément fortement elliptique /VOX/, 
- le critère d'ellipticité de Dieudonné /DIE-2/, 
- l'ellipticité au sens de Douglis-Niremberg /AGM/, 
- la notion d'opérateur fortement elliptique /CHA-1/, 
- la notion d'opérateur parabolique au sens de Petrovski /CHA-1/, 
- la définition d'équations elliptiques donnée par Malgrange dans sa 
thèse /MAL/. 



Enfin, la distinction entre problèmes elliptiques et problèmes 

d'évolution, motivée par celle des applications physiques ou des études 

mathématiques qui s'y rattachent, est souvent adoptée dans la litté- 

rature /CHA-1/, /LIO-1,2,3,4/ : l'accent est mis sur la distinction 

entre la variable géométrique x = { XI, . . . rXn 3 appartenant à un ouvert 

R de Etn de Frontière l? d'une part, et la variable temps t de l'ouvert 

] to, tf [ d'autre part. Lorsque l'état y (x) ne dCpend pas de t. le sys- 
tème est dit de type elliptique, dans le cas contraire on a un problème 

d'évolution. Une distinction importante est également usuellement ad- 

mise entre les problèmes d'évolution du premier ordre (parabolique) 

et ceux du deuxième ordre (hyperbolique). 

Soit A un opérateur aux dérivées partielles par rapport à x, par 

exemple : 

et. pour fixer les idées. soit f une distribution sur R x ] toltf [ 
à valeurs réelles (Lions considère même le cas plus général où y appar- 

tient simplement à un es,pace de Hilbert /SOU/, /LIO-l,2,3,,4/). 

Les équations caractérisant 15s différentes classes de systèmes 

considérés s'écrivent comme suit : 

Problèmes elliptiques : A(x) y = f P(xrD) = A(x) (6) 

problèmes d'évolution 

de type parabolique 

+ A(xIt) y a 
Problèmes d'évolution 

de type hyperbolique 

où évidemment y dépend de x, et de t dans le cas des problèmes d'évolu- 

tion. On peut en outre noter dès à présent une différence essentielle 

entre les cas ( 7 )  et (8) : dans les problèmes hyperboliques, on peut 



inverser le temps donc prendre des conditions limites temporelles ini- 

tiales (y(to) , (to)) oubien finales (y(tf) , 9 (tf)), ce qui dt 
est impossible dans le cas parabolique. Autrement dit, les équations 

hyperboliques décrivent l'évolution des phénomènes physiques réver- 

sibles, les phénomènes irréversibles relèvent du type parabolique. 

Si, comme nous venons de le voir, il existe une théoriel mathé- 

matique assez bien constituée des équations aux dérivées partielles 

linéaires /TRE-2/, /TRE-3/, en contraste les équations non linéaires 

présentent un foisonnement de problèmes et de méthodes dont peu sont 

générales /AME-1,3/, /GRA-1/, /BRE-1/, /LIO-1/. Citons à titre d'exem- 

ples : 

- L'équation de Tricomi /GAR-3/ : 

qui change de type suivant le signe de x2. 

- L'équation de Korteweg et de Vries : 

/KOR/ pour laquelle une description complète du comportement asympto- 

tique a été obtenue /ZAB4 mettant en évidence. des propriétés fonda- 

mentalement différentes de celles des équations hyperboliques li- 

néaires. 

- Les équations de réaction diffusion : 

- = D(yl Ay + F(y) 
at 

où y (x,t) est, dans le cas général, une fonction vectorielle à va- 

leurs dans IRm définie pour la variable x parcourant un ouvert de 

IRn. F est une fonction non linéaire régulière de IRm dans IRm et A 

le laplacien usuel. D(y) est une matrice symétrique positive. Lorsque 

D est définie positive le problème est non linéaire et parabolique. 

Sinon on parle de problème parabolique dégénéré. 



1.2 - Problèmes aux limites /DIE-2/ 

La recherche de l'"intégrale générale" d'une équation aux dérivées 

partielles, lorsqu'elle est possible, est d'un intérêt. purement théo- 

rique. En pratique la résolution d'un problème différentiel conduit 

la recherche de solutions particulières de y, à savoir celles qui 

ont un comportement donné au voisinage de la frontiè~e de $2 (ou 

$2 x ]to,tfC pour les problèmes d'évolution). On a alors 3 résoudre 

un problème différentiel aux limites. En effet, la façon la plus cou- 

rante de déterminer une solution, en particulier dans les problèmes 

d'origine physique, est de fixer les valeurs de la solution y et d'une 

ou plusieurs de ses dérivées sur des hypersurfaces. On dit que le pro- 

blème est bien posé lorsque cela détermine une solution et une seule. 

Cette notion, introduite par Hadamard /HAD/, suppose de plus que le 

problème considéré posséde ce qu'il appelle la "propriété de stabi- 

lité", à savoir que la solution dépende continûment des données en 

un sens à préciser dans chaque problème particulier. Cette condition 

est en particulier toujours vdrifiée dans les problèmes linéaires ; 

donc, dans le cadre de ce mémoire, la "stabilité" sera toujours impli- 

citement assurée /HAD/. 

Une formulation classique des problèmes aux limites est donnée 

par le problème de Cauchy /FAT-1/ qui, pour l'opérateur P(x,D) de la 
m 

forme (am/axl)+Q où @ est une fonction analytique de x, y et ses dé- 

rivées d'ordre total m au plus mais strictement plus petite que m en . . 
XI (on parle alors de systèmes normaux), s'énonce ainsi : 

Trouver y dans un voisinage V de l'origine aussi grand que pos- 

sible tel que : 

1. P ( x , D )  y = f dans V 

les fonctions f et g, étant des données analytiques, H étant l'hy- 

perplan d'équation XI= 0. 



Remarque : Si l'hyperplan x1=0 est caractdristique en O, ces données 

ga doivent vérifier certaines conditions de compatibilité. 

Un premier théorème d'existence et d'unicité de la solution du 

probléme de Cauchy a été obtenu h peu près en même temps par Caucny 

et Kowalevski dans l'hypo'thése de données analytiques. Diverses généra- 

lisations ont ensuite é+é- envisaqies, en particulier pair Holmgreen 

(19091, Carleman (19391, Hormander (1958) : l'espace des solutions 

est étendu des fonctions analytiques aux distributions et même aux 

ultra-distributions puis aux hyperfonctions /SAT/, /NIR/ et enfin aux 

microfonctions. Mais l'espace des variables également a d'abord été 

un ouvert de IR", pour devenir dans les travaux les plus rdcents une 

variété de la géométrie différentielle /EEL/. 

Des limitations importantes de ces théorèmes, dues en particulier 

à leur nature très locale, expliquent que dans les applications phy- 

siques d'autres types de problémes aux limites, plus particuliers, 

se soient révélés intéressants. En effet, lorsque la construction 10- 

cale de la solution ne suffit pas, des conditions accessoires de carac- 

tère physique peuvent être imposées grâce auxquelles la solution glo- 

bale pourra être détermin4e : il est géneralement raisonnarble de penser 

que cette solution existe et est unique dans la mesure où les condi- 

tions accessoires doivent physiquement y conduire. Néanmoins, ces con- 

ditions supplémentaires sont liées & la nature de l'opérateur et prin- 

cipalement à son ordxe et, en toute rigueur il convient, dans chaque 

cas particulier, de vérifier que le problème est bien posé (au sens 

d'Hadamard-Petrovsky /HAD/). 

Lorsque l'une des variables est le temps (xl=t par exemple), les 

autres étant des variables d'espace proprement dites, on distingue 

deux sortes de conditions accessoires : 

- Les conditions initiales relatives & t, qui fixent les valeurs de 

la solution y et de ses dérivées successives en nombre suffisant 

& l'instant. initial to (et final dans le cas de problèmes réversi- 

bles), en chaque point d'un domaine spatial. 

- Les conditions aux limites qui doivent être vérifiées à tout instant 

en certains points de l'espace. 



Ces conditions accessoires sont dans certains cas des conditions 

de Cauchy mais elles peuvent aussi être plus compliquées. Dans la lit- 

térature les conditions limites suivantes sont souvent citées /BAS/ : 

- Les conditions de Dirichlet consistent à chercher une solution y 

de (9.1) sur un ouvert borné 52 de IR" dont la restrickioa à r (fron- 
tière de 52) est une fonction donnee g. Dans le cas particulier où 

g est nulle les conditions sont dites homogènes. 

- Les conditions de Neumann supposent que c'est la dérivée normale 

de y sur I' (projection du gradient de y sur une direction normale 

à r )  qui est connue. 

- lorsqu'on se donne le long de I. une relation de la forme y = a + b 
dN 

entre les valeurs de y et de sa dérivée normale g, a et b étant 

des fonctions du point courant de (r), on parle de conditions de 

Fourier. 

- Les conditions de Poincarré supposent que l'on se donne le long de 
(r) une relation lihéaire entre y et ses dérivées premières /GER/. 

En fait ces derniers types de coilditions aux limites relatifs 

à la dérivée normale de la solution ne sont pas tout h fait bien posés. 

D'abord il n'y a pas unicité, puisqu'en ajouta-nt à une solution une 

constante, on retrouve une autre solution. D'autre part pour qu'il 

y ait existence, les données peuvent parfois être contraintes à véri- 

fier certaines conditions de compatibilité avec l'équation caractéri- 

sant le système. Les conditions de Dirichlet ou de Neumann peuvent 

s'a jouter à des conditions de Cauchy, on dit alors que l'on a à ré- 

soudre un problème mixte de type Cauchy-Dirichlet (ou Cauchy-Neumann). 

On rencontre aussi très souvent des problèmes mêlés, c'est-à-dire où 

on donne y sur une partie de la frontière et sa dérivée normale sur 

le reste. Ces problèmes sont bien posés. 

D'autres conditions accessoires plus particulières ou plus com- 

plexes existent néanmoins, pour traduire des situations physiques ori- 

ginales. Dans tous les cas, et dans l'hypothèse d'un problème bien 

posé, les conditions initiales comme les conditions aux limites dépen- 

dent en nombre et en nature du problème physique étudié, mais aussi 

et surtout du type d'équation aux dérivées partielles caractdrisant 



le système /EID/, /BIT/, /GAR-2/. Par exemple, dans la pratique les 

systèmes hyperboliques correspondent souvent au problème de Cauchy 

(ou tout au moins au problème de Cauchy généralisé, c'est-à-dire rela- 

tif à des données régulières et à une solution régulière non locale 

/GAR-~/,/ÇAK-.IX /FAT-1/) ; on peut citer aussi le problème de Goursat 

/GER/. Par contre, Les systèmes de type elliptique constituent usuel- 

lement des problèmes de Dirichle.t, de Neumann, de Pouxier ou de Poin- 

carré /COP/. 

Plus généralement, Hormander a montré comment l'existence de solu- 

tions est étroitemen2 liée au type de problème considéré : une condi- 

tion nécessaire et suffisante d'existence d'une solution au problème 

de Cauchy non caractéristique (H est une surface non caractéristique . 

pour l'opérateur P(x,D)) est l'hyperbolicité de l'opérateur. De même, 

le problème de Cauchy caractéristique correspond a un opérateur parabo- 
lique. Une caractérisation de l'hypoellipticité est que toute distribu- 

tion y vérifiant P y = f  soit indéfiniment différentiable sur tout ou- 

vert où f l'est. Enfin, une propriété caractéristique des opérateurs 

elliptiques est l'analycité des solutions y de l'équation P y = f  sur 

tout ouvert où f l'est. 

1.3 - Sur les syst&mes.d'équations aux dérivées partielles 

1.3.1 - Définitions : 

a) Systèmes d'éterminés, sous-d"é&ermrin&s, sur-déterminés /COU-1/ 

Considérons un système général de h équations aux dérivées par- 

tielles relatif à m fonctions yl,. . . ,ym de n variables XI,. . . ,xn. On 
suppose que ces h équations sont indépendantes, c'est-à-dire qu'aucune 

d'entre elles ne peut être déduites des autres par différentiation 

et élimination. 

* Si h = m : le système est déterminé, 

* Si h > m : le système est sur-déterminé, 

* Si h < m : le système est sous-déterminé. 



Exemples : 

1. Un exemple intéressant de système sur-déterminé est fourni par la 

théorie des fonctions analytiques f(Z1,Z2)=u+iv de deux variables 

complexes : Z1=xl+iylr Z2=x2+iy2. Le caractère analytique de f im- 

plique : 

qui conduisent au système en u : 

On peut remarquer ici que le caractère fortement sur-déterminé de 

ce .système montre combien la théorie des fonctions de plusieurs 

variables complexes est plus compliquée que celle relative aux fonc- 

tions d'une seule variable complexe. 

2, L'équation sous-déterminée uxvy-uyvx=l qui caractérise les trans- 

formations conservant les aires du plan x,y dans Le plan u,v est 

résolu par : 

où w est une fonction arbitraire pour laquelle : 

De façon générale ces problèmes sur ou sous-déterminés font partie 

des problèmes "mal posés" au sens d'Hadamard. Néanmoins, et malgré 

le peu de progrès mathdmatiques sur ce sujet, de nombreuses situations 

physiques nécessitent la résolution de tels problèmes. 



bl Systèmes linéaires, semi-linéaires, quasi-linéaires 

Un système quasi-linéaire d'équations aux dérivées partielles 

d'ordre kt s'écrit sous la forme /RIQ/, /JAN/, /COU-1/ : 

ou encore, sous forme matricielle : l 

où les m fonctions inconnues y j  dépendent des n variables indépendantes l 
Xi. l 

Si le matrices Aii,. -. , 
i~ 

ne dépendent pas du vecteur inconnu 

y et si C dépend linéairement de .y, le système (11) est lind,a5~e. Si 

les matrices Ail,...,ip ne dépendent pas de y mais que C en dclpend 

non linéairement, le systéme est dit semi-linéaire. Dans les autres 

cas où les matrices Ail ,... , ip dépendent de y, le systéme est quasi- 
linéaire. 

Remarque 1 : On montre d'ailleurs que sous- réserve d'une différentia- 

bilité suffisante des fonctions impliquées, tout systéme non li- 

néaire est équivalent, par différentiation, a un système quasi- 
linéaire et même quasi-linéaire du premier ordre /COU-l/. 



Remarque 2 : Les notations suivantes sont généralement adoptées : 

I D.= (DlI ..., Dn) opérateur gradient 

DP = Dp1 ... 
1 

DPn opérateur d ' ordre I p l n 

(11) s'écrit alors : 

où AP sont des matrices carrées d'ordre m et C un vecteur d'ordre 

m, dépendants ou non de x et de y. 

1.3.2 - Sur l'équivalence d'un système aux dérivées partiel- 
les et d'une équation aux dérivées partielles : 

Pour les équations différentielles ordinaires la théorie des équa- 

tions simples est équivalente 3 celle des systèmes ; mais pour les 

équations aux dérivées partielles la situation est différente. Considé- 

rons, par exemple, une équation aux dérivées partielles de second 

ordre : 

pour la fonction y(xl,x2). 

On vérifie aisément l'équivalence de (14) avec le système suivant 

(15) de 3 équations a 3 inconnues y, p et q : 



qui est d'une forme très particuli&re. 

Cependant, la réciproque n'est pas toujours vraie. Soit le systéme 

de 2 équations aux dérivées partielles du premier ordre (16) : 

relatif aux deux fonctions inconnues yl(xl,x2) et y2(xl,x2). En géné- 

ral, il ne sera pas possible par différentiation et élimination d'obte-. 

nir à partir de (16) une équation aux dérivées partielles du second 

ordre relative A une variable yl(xl,x2) par exemple. De plus, si l'on 

réitére la dérivation, on constate que le système (16) ne peut être 

remplacé pax une équation uniq'ue même si on n'en restreint pas, l'or- 

dre : ainsi la différentiation des six équations relatives à y21 y2x11 

y2x21 yîxlx2, yZx:, yZx;, donne 12 relations pour lesquelles l'élimina- 

tion des 10 quantités : 

conduit généralement à deux relations indépendantes qui sont les deux 

équations aux dérivées partielles du troisième ordre en y1 équivalentes 

au système initial. 

Ces considc5rations ne prouvent pas néanmoins l'impossibilité géné- 

rale d'élimination. Ainsi on montre /COU-1/ qu'il existe une C.N.S. 

pour qu'un système d'ordre 1 résolu en yzxl et y2x2, c'est-à-dire donné 

par : 



soit équivalent une équation d'ordre 2 en y1 est que les expressions 

(18) soient indépendantes de y2 : 

-F +G F-F G Fq =q-% G~l~-F~lq+Gxl X2 Y2 Y2 - - 
G~ 

' 
G~ G~ 

Cependant il est également possible d'assurer L'équivalence sys- 

tème-équation unique moyennant l'adjonction de certaines conditions 

initiales supplémentaires pour les variables du système : en effet 

un système d'équations aux dérivées partielles engendrera une variétd 

de solutions plus large que l'équation équivalente qui lui correspond. 

Une restriction des conditions initiales doit donc être réalisée pour 

que les deux problèmes aux limites coïncident. Plus précisément, et 

compte tenu de la remarque précédente ( $  1.3.1-b)r une équation d'ordre 

quelconque ou un système d'équations peut donc, par ce moyen, être 

remplacée par un s.ystème quasi-linéaire du premier ordre. LI est même 

encore possible, moyennant un léger artifice /COU-1/, de ramener ce 

système à un autre système quasi-linéaire, dans lequel les n variables 

indépendantes xi n'apparaîtraient plus explicitement et qui, de plus, 

serait homogène relativement aux dérivées, soit : 

En conclusion, tous les problèmes de valeur initiale de tous or- 

dres pour des systèmes d'équations a.ux dérivées partielles peuvent 

se ramener sans difficulté à des problèmes de valeur initiale de ce 

type 

Remarques : 

1. Il est évident que dans le cas particulier d'un système d''équations 

aux dérivées partielles linéaire, à n inconnues, à coefficients 

constants, on peut toujours par différentiation puis élimination, 

obtenir une seule équation linéaire pour chaque inconnue ; ce qui 

. correspond à un découplage parfait du système. 



2. Considérons ,un système de m kquations aux dérivées partielles 

quasi-linéaire d'ordre 1 (auquel on a vu que l'on peut toujours 

se ramener). Si les m équations ont la même partie principale : 

on montre ais4ment que ce système est équivalent à une équation 

aux dérivées partielles homogène, linéaire, relative à une fonction 

de m+n variables /COU-1/ (elle-même équivalente d'ailleurs au sys- 

tème de m+n dquations différentielles ordinaires dites caractéris- 

tiques 1 .  

1.3.3 - Classification des systèmes : 

Soit le système d'ordre k de m kquations à m inconnues (YI, . . . , y  n) 

regroupées dans le vecteur y, défini par (13). 

La classification de tels systèmes à lieu à partir du polynôme 

caracté5ristique. Rappelons que pour une équation d'ordre k (AP Z aP 

de dimension 11, le polynôme caractéristique est donné par la partie 

principale de l'opérateur, soit : 

X 
Dans la cas d'un système, on note Q.(x,S) le polynôme caractéris- 

3 
tique de la partie q (yj) de l'équation X correspondant à l'inconnue 

X, j 
yj, si le degré q . (yj est égal à k ; s'il est inférieur strictement 

X A r  I 
à k, Q.(x,c) est nul. 

3 

La matrice : 

est dite matrice caractéristiquè du système (19) et le polynôme carac- 

téristique est, par définition, le déterminant de cette matrice : 



Q(x.6 = det [, Q: (x.5 1 ] 

La classification est alors analogue à celle des équations, soit : 

Si les solutions de l'équation Q(x,E)=O sont complexes le 

probl&me est elliptique, si elles sont toutes réelles et 

différentes le problème est totalement hyperbolique. Entre 

ces deux types extrêmes toutes les formes intermédiaires 

sont possibles ; peu de travaux s'y attachent néanmoins, 

car ils semblent arriver assez rarement dans les problèmes 
9 

de la physique mathématique. 

Remarque : Dans le cas quasi-linéaire où les coefficients dépendent 

des inconnues yj et de leurs dérivées d'ordre inférieur 

a k, Foures-Bruhat propose une extension de la définition 
d'hyperbolicité locale, avec la notion de : 

Théorème de Cauchy-Kowaleski pour les systèmes /COU-1/ : 

xo-hyperbolicité du point 

Soit le système de m équations aux dérivées partielles d'ordre 

k relatif aux m fonctions inconnues Ylr.. . ,ym des n variables 

xlr...,xn, supposé mis sous la forme normale : 

oh les fonctions fi dépendent analytiquement des quantités x et 
R 

aRyi/axi ; et soient km fonctions analytiques arbitraires 

Qi,p(x2,...rxn) (i=l, ..., m ; p=O, ..., k-11, dans un voisinage suffisam- 
ment petit de l'origine (x2=x3, ..., xn=O). 

x O 

2 

Alors, il existe une et une seule solution (yl,...,yml analytique 

vérifiantle sys.tème (24) et ayant les valeurs initiales : 

/JAN/. 



1 sur l'hyperplan xl = O 

Remarques : 

1. Comme dans le cas scalaire, l'hypothèse d'analycité des données 

et de la solution constitue une restriction importance, de même 

que l'hypothèse d'existence d'une forme normale du type ( 2 4 ) .  

2. Les resultats précédents montrent qu'il serait en fait suffisant 

de prendre k=l, c'est-à-dire de considérer des systèmes d'ordre 1. 



II - METHODES CLASSIQUES D'APPROXIMATION /COU-2/ 

La résolution numérique des systémes A paramètres distribués est 

l'objet de cette partie. Dans ce but de nombreux principes d'approxi- 

mation peuvent être utilisés, que nous pouvons regrouper dans trois 

grandes classes. 

11.1 - Les méthodes directes de résolution 

Ces méthodes, dont les plus connues sont sans doute les méthodes 

de séparation des variables et des caractéristiques, permettent de 

calculer une solution analytique du problème. 

La méthode de séparation des variabzes, simple mais très puis- 

sante, suppose qu'une solution peut être exprimée comme le produit 

de fonctions inconnues, chacune de ces fonctions ne dépendant que d'une 

seule variable indépendante. L'intérêt de cette méthode réside en ce 

qu'il est possible d'écrire l'équation résultante sous une forme telle 

que l'un de ses membres ne dépende que d'une variable tandis que 

lfautre contient toutes les variables restantes, d'où l'on peut déduire 

que chaque côté. de 114quation doit être constant. Ce processus éeant 

répété, on arrive A déterminer les fonctions inconnues. Enf in, la su- 

perposition de ces solutions conduit a La solution recherchée. 

La méthode des ca.ractéristiques /FRE/, /GAR-3/ est une méthode 

géométrique qui permet essentiellement de trouver la solution exacte 

des systèmes hyperboliques (c'est-A-dire à caractéristiques .réelles). 

Q(x,C) étant le polynôme caractéristique du système (cf S 1.3.31, on 

rappelle (cf S 1.1) qu'une hypersurface d'équation ~ ( x )  = 0, où P est 

une fonction analytique dont le quotient ne s'annule pas, est une sur- 

face caractéristique pour le système si : 

On introduit également la notion de bandes bicaractéristiques, 

comme étant des courbes dans un espace de dimension 2n définies paramé- 

triquement par : 



. . 
La résolution du systéme d'équations différentielles ordinaires : 

avec x(0) = xo et 5 ( 0 )  = E0 

permet alors généralement d'obtenir la solution y(x) = y(x(s)) = Y(s) 

comme solution d'une équation différentielle ordinaire. 

Le principe consiste donc à se donner Y et ses dérivées jusqu'à 

l'ordre m-1 sur une hypersurface non ca~ractéristique et à en 'déduire 

les valeurs de Y sur les bicaractéristiques. 

Ces notions ont été exploitées et développées avec des orienta- 

tions différentes pour des classes particulières de systémes. Citons 

la méthode de Lagrange et Charpit pour les équations du ler ordre 

/COL-1/, la méthode de Riemann /COP/, /SOB/ pour le problème de Cauchy 

hyperbolique à 2 variables, la méthode de Volterra /COL-1/ généralisée 

entre autres par Coulon dans sa thése * (1902 pour les équations hyper- 

boliques à 3 variables ou plus. ~ 
D'autre part, certaines équations classiques, de grande importance 

physique, ont fait l'ob jet de nombreuses études et une grande variété 

de problèmes aux limites ont kté résolus par des méthodes aussi nom- 

breuses et variées /BAT-1/, /BAL-1/, /SOB/, /COP/. Citons : 



- la théorie des potentiels newtoniens /COL-1/ ou la mé- 

thode de Schwartz /GOD/ pour l'équation de Laplace, 

- l'utilisation de la transformation de Legendre pour 

l'équation de Clairaut ou l'équation des ondes, 

- pour les problèmes de Dirichlet elliptiques : la méthode 
alte.rm&e ou les méthodes d'e Neumann et de Eredhom /HAD/, 

la méthode drto balsyage dile à Poincaré /HAD/, 

- ou encore la méthode de Drach pour les équations aux 
dérivées partielles du second ordre /HEI/. 

Plus généralement, d'autres méthodes basées sur les transformées 

de Fourier /VOK/ ou de Laplace /DON/, /CAR-1/, sur les noyaux de Green 

/DIE-1/, /ROA/, /VOK/ ou la théorie de Sturm Liouville permettent aussi 

de trouver une solution analytique. L'utilisation de la théorie des 

semi-groupes ou des "familles de cosinus-sinus" /CUR-1/, /FAT-2/ permet 

une formulation générale de nombreux problèmes aux dérivées partielles 

de type parabolique ou hyperbolique. La solution est alors sous forme 

de série infinie et une approximation par un nombre fini de termes 

est indispensable pour une étude numérique. Ceci entraîne que cette 

théorie est plutôt utilisée pour étudier les propriétés des solutions 

que dans un but de simulation (cf Chep"itre II, 9 Il.. 

II. 2 - Les méthodes des résidus pondérés /CAR-2/ et les méthodes 

va.riationnelles /FIN/, /FRI-1/, /CAR-1/ 

11.2.1 - Formulation infinie des problèmes aux limites : 

Considérons, à titre d'exemple, le problème parabolique (29) avec 

des conditiocs homogènes (auxquelles nous avons vu que l'on peut tou- 

jours se ramener) : 

= A y(x,tl + C(x,t) 
at x s  R 

B y(x,t) = O sur les limites (x e I' 

y(xr0) = yo(x) 

où y(x,t) appartient à un espace de Hilbert H de dimension infinie 

et l'opérateur A, ne comportant que des dérivées partielles spatiales, 

est supposé générer un semi-groupe sur H. 



Soit Ipj(x) , j=O,...,-) un ensemble complet de fonctions satis- 

faisant les conditions aux limites homogènes : B pj(x) =O, jr0, ...,-. 

Le problème (29) admet alors, sous ces hypothèses, une solution 

unique de la forme : 

On peut donc également caractériser un tel système par le vecteur 

état v(t) = [aj(t)lT de dimension infinie et, la commande C(x.t) pou- 

vant aussi être développée suivant une relation du type (301, la repré- 

sentation aux derivées partielles (29) s'écrit dors : 

où 1 'état v appartient à l'espace de Hilbert HI et M est une matrice 

de dimension infinie représentant l'opératew A associé aux conditions 

limites BI telle que : 

Les conditions initiales v(0) sont déterminées à partir de yo(x), 

de (30) et de la connaissance des P, ; ce qui, en pratique, n'est ré- 

solu qu'après troncature (cf § 11.2.21. 

Le contrôle U(t) est de dimension finie p et la matrice de com- 

mande G est de rang fini p. 

La représentation matricielle (31) constitue une formulation géné- 

rale des systèmes à paramètres répartis linéaires de type parabolique, 

qui peut d'ailleurs être complétée par une équation d'observation 

/BAL-2/ soit : 
. . 



où le vecteur d'observation w est de aimension finie q, la matrice 

N de rang fini q et F une matrice de dimension qx p. 

Remarque : Une formulation analogue peut aussi être obtenue dans le 

cas de problèmes hyperboliques, l'opérateur A étant toujours 

de type elliptique /BAL-3/. 

11.2.2 - Approximation par troncature : 

Afin d'obtenir un système de dimension finie, plus exploitable 

dans les applications, il convient ensuite de réaliser une troncature 

de l'état in£ ini v de (31) à un ordre K arbitraire qui caractérisera 

la précision de l'approximation ainsi effectuée. Ce problème d'approxi- 

mation de la solution d'un système d'équations différentielles de di- 

mension infinie a été étu&ié par Shaw qui propose une. d6finition de 

rang K de troncature basée sur la connaissance du spectre de l'opé- 

rateur elliptique (A) et telle que la solution du système tronqué con- 

verge uniformément vers celle du système global en un temps fini 

/SHA-1/. 

Il s'agit donc d'une décomposition de l'espace de Hilbert H sous 

la forme H = HK $ HR, où le sous espace HK, correspondant au modèle 

approché caractérisé par les modes dominants, est de dimension finie 

K ; et HR est le sous-espace des modes résiduels. La définition d'opé- 

rateurs de projection PK et PR (non nécessairement orthogonaux) tels 

que V ~ = P X V  et VR=PRV conduit donc à la décomposition suivante : 

où toutes les matrices, sauf MRI sont de rang fini. 



Remarques 

1. Dans le cas particulier où HK et HR sont des sous-espaces 

propres, on a /BAL-4/ : M K ~  = O et MRK = O. De tels sous- 

espaces propres existent lorsqu'un nombre fini de valeurs 

propres de M peuvent être séparées par une courbe fermée 

du reste du spectre de M /KAT, Th 6.17, p. 178/. 

2. Le modèle approché (vK) est complètement déterminé par le 

choix des fonctions de base pj(x) et des sous espaces HK 

et HR. Il y a donc plusieurs modèles approchés possibles, 

ce qui est tout à l'avantage de l'utilisateur. 

3. Cette méthode de troncature est généralement assujettie A 

des contraintes assurant la bonne représentation du processus 

étudié par le modèle approché, par exemple /BAL-3/ : 

- le modèle approché (vK) doit être contrôlable et obser- 
vable /KWA/, 

- le sous-système résiduel (vR) est exponentiellement stable 
(vérification à l'aide du théorème de Hille-Yosida) 

/CUR-2/. 

11.2.3 - Différentes méthodes d'approximation fonctionnelle : 

Les méthodes des résidus pondérés sont formées d'un vaste ensemble 

de techniques. Elles reposent donc sur l'hypothèse que l'on peut appro- 

cher la solution y(x,t) par c(x,t) tel que : 

où les pjix) sont des fonctions de base satisfaisant les conditions 

limites, et les aj(t) et K sont à déterminer. 

Qe nombreuses fonctions peuvent être prises comme fonctions d'ap- 

proximation et le choix dépend souvent de l'expérience de l'utilisa- 

teur. L'une des différentes méthodes des résidus pondérés peut alors 

être utilisée afin d'obtenir la meilleure approximation de la solution. 

Par exemple, pour le problème (29) considéré au $ 11.2.1, la sub- 

stitution de l'expression (35) dans ( 2 9 )  nous permet de définir les 

résidus : 



résidu sur l'équation 

R g = B 3  résidu sur les limites 

Ri = Fo(x) résidu sur les conditions initiales 

On drstingue trois m4thodes : 

a) La méthode intérieure : les conditions aux limites sont tou- 

jours satisfaites, mais pas l'équation diffdrentielle (c'est 

le cas envisagé au 5 11.2.1 pour l'exemple (29)). 

b) La méthode aux limites : l'équation diffdrentielle est véri- 

fiée mais pas les conditions aux limites. 

C I  La méthode m i ~ e  : aucun des résidus n'est nul. 

Les méthodes intérieures sont largement utilisées, mais ici en- 

core, les variantes sont nombreuses en raison des choix possibles sur 

les fonctions tests W qui apparaissent dans la formulation du produit 

scalaire associé à la minimisation de R. On cherche en effet h avoir : 

Si Wj = 6(x - x j )  

on obtient la méthode de coLlocation /WYS/, /MX/. 

. Si Wj = pj 

on a la méthode de Galerkin ; les pj devant alors former une 

base de l'espace de départ /MOH/. 

on a la méthode des moments. 

Le point commun à toutes ces méthodes est la transformation de 

l'équation (ou du système d'équations) aux dérivées partielles en un 

ensemble d'équations aux dérivées ordinaires (en t) dont la structure 

résultante dépend du choix des pj et Wj. 



La méthode intérieure peut être reprise à partir de la notion 

de solution faible /FRI-1/, /DIE-4/, /LER/, /SCH-1/, /BOC-1,2/ et, 

donc, de la formulation variationnelle /SIB/, 1 - 1  On constate 

alors qu'un ensemble de techniques qui semblent assez éloignées, sont 

en fait issues de choix différents des espaces auxquels doivent appar- 

tenir les fonctions Wj. ia m&hode des éX&en,ts Ei&s. fait partie de 

. . .* cette clas-se de méthodes. Le domaine est divisé en sous-domaines sur 

lesquels les fonctions d'approximation sont définies. L'avantage réside 

dans le fait que les éléments peuvent changer en dimension et forme 

pour s'adapter au mieux à la nature des frontiares. Le choix porte 

sur la forme et la finesse du maillage, le terme "éléments finis" étant 

utilisé pour définir les sous domaines /CIA/, /FIN/, /SIB/, /AZI/, 

/BER-2/, /PRO/, /VIC/, /BAT-2/. Cette technique est, à l'heure actuel- 

le, extrêmement développée car elle s'adapte bien à des problèmes posés 

dans des espaces à plusieurs dimensions. 

11.3 - Méthode des différences finies 

Parmi les possibilités offertes pour obtenir un modèle de dimen- 

sion réduite, la méthode des différences finies est certainement l'une 

des plus emplo.yées. Les schdmbs disponibles sont très givers : /MET/, 

/FOR-1/, /FOR-2/, /RIC/, /VIC/, /SU/, /PUR/, /RAN/, /LAS/, /MEL/, 

/CAR-2/, /GLA/, /AME-~/,/SMI-~~ /NOU/. 

L'ensemble des méthodes repose sur l'approximation des dérivées 

par des différences finies (les diverses expressions obtenues sont 

toutes issues du développement en série de Taylor d'une fonction). 

Citons par exemple les schémas du type : 

h est le pas de discrétisation en espace (indice il 

At est le pas de discrétisation en temps (indice n) 

et 0 est appelé degré.dlimplicité : 



. Si 8 = O, la méthode est dite explicite : 
n+ 1 

c'est-A-dire que la variable yi peut être calculée directement 
n 

partir de la connaissance de y en trois points de l'espace. 

. Si 8 e ] O , 1 C, la méthode est implicite : 

connaissant toutes les valeurs de y: A 1 ' instant n At, on peut 
calculer les valeurs y:+1. m i s  cette opération nécessite la 

résolution d<'un syst4me linéaire. Un cas particulier fréquemment 

utilisé est 8 = % qui correspond A la méthode de Crank-Nicholson 

. /NOU/. D'autre part, la discrétisation sur l'espace devra per- 

mettre A l'ensemble des points de s'adapter au domaine spatial 

L'approximation de la condition initiale sera une constante si 

y(x,O) est constant ou a de très faibles variations ; dans les autres 

cas il semble préférable de prendre une approximation au sens de la 

moyenne. L'approximation des termes aux limites peut être plus d4li- 

cate, surtout dans le cas de plusieurs dimensions d'espace où les 

points de la frontiére ne peuvent pas être des points de maillage (voir 

/SIB/, p. VI, 49 et suivantes). 

Rema-rques sur Les m&tho&eo d ' anphoximatian : 
1. La résolution d'une équation ou d'un systéme d'équations 

aux dérivées partielles peut conduire A l'utilisation simul- 

tanée de différentes méthodes. 

2. Comme nous l'avons dé jA s.ignal.6 pour les méthodes directes, 

les différents type d'opérateurs correspondent à des méthodes 

de résolution propres. Citons pour les dquations de type 

hyperbolique /FRE/, /SAK~/ /GAR-1/, /BAL-1/ et pour les équa- 

tions elliptiques /NEC/, /vEK/, /GIL-1/. 



CONCLUSION 

Un aperçu simplifié des nombreux travaux actuels et moins actuels 

I de la théorie des équations aux dérivées partielles est tout d'abord 

1 .  tenté, en mettant l'accent sur les principaux résultats concernant 

l spdcifiquement les systèmes d'équations aux dérivées partielles qui 

I seront l'objet essentiel de ce mémoire pax la suite. Les notions de 

I classification, les divers types de problèmes aux limites, les théo- 

rèmes d'existence et d'unicité, sont présentés. 

1 Dans une deuxième partie, un exposé non axhaustif de méthodes 

d'approximation des solutions de tels systèmes est proposé. Le choix 

d'une méthode étant souvent difficile a priori, on retiendra que, de 

façon générale, les-méthodes aux différences finies sont d'une applica- 

tion plus directe mais conduisent a des systèmes de grandes dimensions, 
alors que les mkthodes des résidus pondérés, malgré des calculs préli- 

minaires souvent plus complexes, conduisent A des systèmes de dimen- 

sions plus raisonnables et plus exploitables dans un but de commande; 









METHODES DE REDUCTION D'ORDRE 

Les méthodes de simplification des systèmes à paramètres dis- 

tribués sont largement inspirées de celles utilisées pour les systèmes 

régis par des équations différentielles ordinaires. L'orientation 

de nos travaux nous a conduit à nous inibresser essentiellement aux 

méthodes de perturbations, et plus précisément encore aux perturbations 

dites singulières dont nous rappelons tout d'abord le principe gé- 

néral : l'étude des systèmes à paramètres distribués singulièrement 

perturbés consiste souvent en la recherche' d'une solution approchée 

par un développement asymptotique dont la validité impose généralement 

des conditions de convergence au système. 

Néanmoins la recherche explicite d'une solution n'est pas toujours 

nécessaire et, en particulier dans un but de contrôle, l'obtention 

d'une bonne approximation du système suffit. Les travaux de Lions 

/LIO-5/, fournissent ainsi, et pour une grande. variété de problèmes 

aux limites, d'importants résultats de convergence qui assurent cette 

"bonne approximation" du processus par un système d'équations plus 

simples. 

Un autre point de vue usuellement adoptd dans la littérature, 

consiste à considérer le système à paramètres répartis comme un système 

différentiel de dimension infinie (Chapitre 1, 5 11.2.1) que l'on 

peut approcher, par troncature adéquate, par un système différentiel 

de dimension finie. On peut alors utiliser les méthodes de simplifi- 

cation classiques des systèmes régis par des équations différentielles 

ordinaires et en particulier celles des perturbations singulières. 

D'autres méthodes de simplification de modèles sont également 

envisagées comme l'extension des techniques d'agrégation du linéaire 

au cas des processus régis par des équations aux dérivées partielles. 

Une définition de fonction de transfert pour ces systèmes est enfin 

proposée en vue d'obtenir des modèles simplifiés par le biais d'ap- 

proximations de cette fonction de transfert. 



1 - WSULTATS GENERAUX DE L'ANALYSE DE PERTURBATIONS SINGULIERES 
/O'MA-i/, /ECK-i/ 

1.1 - Les problèmes de perturbation 

Un problème de perturbtion peut être défini comme suit : 

Soient V et F deux espaces de fonctions et LE un opérateur diffé- 

rentiel de V dans F contenant un petit paramètre E .  En supposant, 

pour la simplicité de l'exposé, que les conditions limites ou initiales 

sont incluses dans la définition de VI le problème consiste en la 

recherche d'une solution p (XI de V telle que, x évoluant dans un do- 

maine 0 (généraleme'nt borné), on ait pour f de F donnée : 

L E P = £  X E V  (1) 

Dans le cas d'une perturbation classique, ou "régulière", l'opéra- 

teur & se décompose sous la forme : 

où A est indépendant de E et inversible (au moins localement), et 

PE caractérise la perturbation. 

Les propriéte5s respectives des opérateurs A et PE ainsi cons- 

truits, permettent ensuite de prouver la validité de l'approximation 

de p par p = A-l. f en assurant la convergence d'un développement 

en serie du type : 

où les coefficients pn (n>l) sont obtenus par une procédure itérative. 

+ 
L'analyse de problèmes de perturbation régulière combine donc 

aisément la construction d'approximations et la preuve de leur va- 

lidité. 



Pour les problèmes de perturbations dites "singulières", la décom- 

position du type (2) n'est pas possible et empêche de ce fait l'utili- 

sation de la procédure classique précitée. 

Exemple /CAR-1/ : 

Soit l'équation : 

E (vxx + Vyy) + VX = y (1 - y21 

dans ~ = { ( ~ r y ) / O < x < l f  O < Y < ~ ) ,  

avec la condition limite que v est nul sur les quatre côtés du carré. 

On constate aisément qu'aucune solution de l'équation non per- 

turbée ne peut vérifier les conditions limites et que, par conséquent, 

la solution v de (4) n'est pas une fonction analytique de E près de 

E = O  ; une approximation asymptotique du type ( 3 )  n'est donc pas pos- 

sible dans tout R. 

1.2 - Pro.cédure qénérale en. perturbations s,ing,uliè.res 

En fait, en perturbations singulières, l'analyse sera essentiel- 

lement heuristique alliant des raisonnements rigoureux à qsielques 

"principes" inductifs issus de l'expérience. Ainsi une procédure géné- 

ralement adoptée consiste à rechercher une solution approchée de (1) 

pasf dite approximation formelle, telle que : 

L E  pas = f + P pase 

avec p = O(1) 

Dans le cas d'opérateurs linéaires l'existence a priori d'une 

solution bornée suffit à affirmer la validité d'une telle approxi- 

mation, la détermination de ces bornes se déduisant souvent facilement 

d'une propriété caractéristique de la classe de systèmes considérés. 

Cependant, dans des cas plus complexes, la preuve de validité d'une 

approximation formelle n'est pas toujours immédiate et les résultats 

de nombreux travaux récents peuvent alors être utilisés : /HAR-~/, 

/ECK-2, (Ch. 6)/. 



En pratique ce concept d'"approximation formelle" est souvent 1 

lié à la construction d'un "développement réguliern du type (3) appelé 

également développement extérieur (ou solution du système réduit). 

Or , comme nous 1 ' avons vu dans 1 ' exemple ( 4 , ce développement n ' est 
généralement pas satisfaisant dans certaines régions de 0. On construit 

, alors dans les voisinages de ces régions un "développement local' 
1 

appelé aussi "développement de couche limite" ou "développement inté- 

rieur" qui tiendra compte des conditions limites, négligées dans le 

développement régulier : 

* 

Soit xo le point de 0 au voisinage duquel le développement ré- 

gulier n'est plus valable, et supposons pour la clarté de l'exposé 
l 
1 que 0 est plongé dans un espace de dimension 1. On définit une variable 

1 locale dilatée 5 par : 

(plus généralement 5=rl(xrE) 1 ,  qui transforme la fonction p(x,~) en 

P *  telle que : 

et pour laquelle un développement peut aussi être envisagé : 

Ce changement de variable C = ~ ( X , E )  réalise en fait une dilatation 

de la région de non uniformité, la nouvelle variable 5 pouvant alors 

être utilisée pour l'étude de convergence non uniforme, Le probléme 

réside donc ici en un choix correct de la variable locale C /DYK/. 

Un principe heuristique consiste alors à rechercher les variables 

locales pour lesquelles la ddgénération de l'opérateur LEest "signifi- 

cative", c'est-à-dire /ECK-1/ que LE agissant sur P* (5 ,E peut être 

approché par le développement suivant : 



5 Lo est dit dégénérescence de LE relativement a la variable 5. 

Exemple : 

Cette dégénérescence est significative si : 

L ~ E  = 1: 3 5 = 5 (10 1 

(10' est le résultat d'un changement de variable 5 sur la degénération 
5 LOI. 

La variable locale 5 qui assure cette propriété est alors appelée 

variable de couche limite ; elle correspond également à une approxi- 

mation significative de p, c'est-&-dire qui ne pourra se déduire d'une 

quelqu'autre approximation dans une autre variable. 

Remarques : 

1. Dans le cas de problèmes non linéaires la définition de dégéné- 

rescences significatives doit être affinée /ECK-1/, mais le 

principe reste valable pour une large classe de systèmes. 

2. Compte tenu des définitions précédentes, différents types de 

problèmes de perturbation peuvent être mis en évidence /ECK-2/ : 

Un problème de perturbation LE p = f, p e V I  f 6 Fr x E- 0 est 

dit régulier s'il possède les propriétés suivantes : 
+ 

a. il existe un problème limite formel Lo U = fo où Lo est la 

dégénérescence de L E  suivant x et £,(XI une approximation 

régulière de f (x, E) pour x e 0 .  

b. il existe une approximation régulière po(x) de p pour x e p .  

c. Lo po est partout définie et po vérifie Lo po = fo. 



Si ces conditions de régularité ne sont pas toutes satisfaites, 

le problème de perturbation sera dit singulier. On distingue 

alors quatre types de problèmes suivant qu'il existe ou non 

un problème limite formel avec des. solutions admissibles et 

qu'en outre il existe ou non une approximation régulière po 

1.3 - Raccordements des développements et développements mixtes 

Le processus de raccordement des développements est un outil 

essentiel à l'analyse des problèmes de perturbation car il permet 

l de déterminer les constantes ou fonctions inconnues qui apparaissent 

dans les développements considérés (une détermination complète n'étant 

, généralement pas possible directement). En fait il existe dans la 

l littérature deux variantes de cette méthode de raccordement. La pre- . 

l mière, qui est issue d'un résultat classique sur l'existence de do- 

I maines étendus /KAP-1/, utilise des variables dites intermédiaires 

l et peut être justifi&e par l'hypothèse de recouvrement, c'est-à-dire 

1 par l'existence d'une intersection non vide des domaines de validité 

étendus des deux développements (régulier et local). Des règles de 

raccordement utilisant le changement de variable 5 = r](x, e) sont alors 

l obtenues qui permettent de lever les in&éterminations éventuelles 

l /KAP-2/, /LAG/, /ECK-2/, /MEY/. Cependant ces règles sont gfhéralement 

1 compliqu6es et de plus, l'existence d'un domaine de recouvrement où 

le raccordement serait possible n'est pas toujours assurée a priori. 

Une variante de cette méthode est donc souvent préférée, qui est basée 

sur le principe de raccordement asymptotique /DYK/. La procédure est 

ici différente et nécessite au départ des hypothèses convenables sur 

la structure du développement de p(x,&) qui doit être uniformément 

valable sur tout le domaine 0 /FRA/. Soit par exemple, pour p (x,e), 

x 6 C'Ollll présentant un comportement de couche limite au voisinage 

de l'origine et relativement à une seule variable Co : 

En effectuant la distorsion d'échelle Co sur les deux membres 
N 

de (11) (notée Ec~), on obtient : 



donc, en reportant dans (Il), il vient : 

qui constitue un développement mixte de p(x,e), uniformément valable 

sur tout le domaine i? : 

N 
Ex p en est la partie réguliére ou développement extérieur, 

N 
p est le développement local ou intérieur, et 

N N 
Eto Ex p est l'expression en variable dilatée Co du dkveloppement 

régulier. 

En réalisant par exemple ensuite sur (13) le développement régu- 
N 

lier Ex de part et d'autre, on a : 
- - .. -. 

Les relations fournies par ce type d'identité appelée principe 

1 de raccordement as-ymptotique, permettent d'obtenir les constantes 

l ou fonctions inconnues des deux développements cherchés (exemples, - 

voir /CAR-1/, /GEE-1/, /HSI-2/). 

Remarque : Dans certains problèmes d'autres développements mixtes 

l pourront être préférés (comme par exemple les développements 

multiplicatifs) /DYK/. 

Ces deux méthodes de raccordement ne sont cependant pas indépen- 

dantes et on a pu montrer par exemple que, sous certaines conditions 

(qui sont satisfaites pour la plupart des problèmes d'applications) 

l'hypothèse de recouvrement assure la validité d'un principe de raccor- 

dement asymptotique ainsi que l'existence d'un développement mixte. 

Par contre la réciproque est fausse et l'on trouve des fonctions véri- 

fiant un principe de raccordement asymptotique avec des domaines de 

validité étendus disjoints pour les deux développements (régulier. 

et local) /ECK-2/. 



1.4 - Autres types de développements de fonctions 

Au lieu de rechercher des développements en terme de limite, 

on peut aussi essayer de représenter P(X,E) x e 0 par une combinaison 

linéaire d'un nombre fini de fonctions du type F(~(x)/~(E)) H(xIE) 

où H(x,E possède un développement régulier pour tout x de 0. Le com- 

portement singulier de p (x, e )  est alors absorbd par le facteur 

F(~(x)/~(E)). Généralement F est choisie de type exponentiel et les 

approximations ainsi construites sont dites approximation WKB /MOR/. 

Ce type d'approximations conduit souvent à des formules plus compli- 

quées que pour les approximations en termes de fonctions limites ; 

cependant elles pourront leur être préférdes pour certains types de 

problèmes particuliers où la prdcision est essentielle. 

Dans /LEV/, /COO/, puis /OfMA-2/, les appxoximations WKB Sont 

utilisées pour définir les couches limites ordinaires dans les pro- 

blèmes elliptiques. Néanmoins, dans le cas des équations aux dérivées 

partielles, cette méthode pr4sente de nombreux inconvénients car les 

termes qui composent les développements s'obtiennent alors comme soluy 

tions d'équations aux . - -  dérivées . - . - .- partielles . non lindaires dont la réso- 

lution n'est pas toujouxs facile et ne peut être uniformisée, les 

résultats explicites dépen3ant de la géomé-trie du problème considéré 

(cf par exemple /GIV/). 

Une généralisation de ces développements WKB réside dans la mé- 

thode des échelles multiples : au lieu de recherche un développement 

sous la forme (3.5) : 

on peut s'intéresser à représenter p ( x , ~ )  par une combinaison linéaire 

de fonctions qui, pour tout x de 0, possèdent un développement du 

type (16) /COC/r /COL-2,3/, /KEV/, /DYK/, /NAY-1/ : 



' Plus généralement encore, le développement (16) peut être envisagé 

avec : 

Enfin, on peut introduire plusieurs nouvelles variables analogues 

5 en considérant des développements du type : 

En pratique le choix de la structure dépend des hypothèses que - 

l'on pourra avoir a priori sur le comportement supposé des solutions. - 

Les termes des développements cherchés sont alors définis par 

l'utilisation d'une règle dite condition de non sécularité qui s'énonce 

comme suit : - - 

Pour tout n de (O, 1, ..., N-1) et de x de : 

doivent être bornés quand E tend vers O, Po étant l'ordre de 

dérivation du problème considéré. 

Dans le cas de systèmes régis par des équations différentielles 

ordinaires, c'est d'ailleurs pour ce type de problèmes que la méthode 

est le plus souvent employée, cette condition est naturelle et assure 

l'existence d'un développement asymptotique de la solution, du type 

série ; elle correspond à une procédure plus souple que la méthode 

WKB et permet de ce fait l'étude d'une plus large classe de systèmes 



(équations de grands ordres ou systèmes d'équations). 

Dans le cas des problèmes aux limites cette condition n'est pas 

nécessaire à l'existence d'un développement asymptotique. En fait 

la non sécularité conduit à des approximations analogues à celles 

obtenues par la méthode WKB (voir exemple /BOU-1/ pour l'application 

à des problèmes aux limites elliptiques). 

Remarque : On a pu montrer /ECK-2/, /BOU-1/, que les approximations 

du type WKB comme la méthode des échelles multiples ne pouvaient 

être utilisées pour décrire des problèmes aux limites parabo- 

liques. 

1.5 - Compléments sur les méthodes asymptotiques 

Les méthodes asymptotiques générales que nous avons rappelées 

ci-dessus seront d'une utilisation plus ou moins aisée suivant le 

type de problème considéré (type de problème aux limites, problème 

bien ou mal posé, forme du domaine 0 borné ou non) et aussi suivant 

le caractère de la singularité (petit paramètre dans les conditions 

limites e-t/ou dans 1 ' &q*uation multip1ia.n.t la dérivée d ' ordre le plus 
élevé 1 . 

On trouve ainsi dans la littérature, des méthodes plus spdcia- 

lement adaptées à certaines classes de problèmes. Citons ainsi par 

exemple les techniques proposées par Nay eh pour des équations non 

linéaires de type hyperbolique, la singularité provenant des conditions 

limites /NAY-2/ .  

- La méthode de renormalisation qui introduit une variable "dé- 
formée", de la forme S1=5+€51(x,E)+..., correctement choisie pour 

assurer la validité d'une approximation formelle de la solution sur 

tout le domaine considéré (par élimination des termes séculiers). 

- La méthode dite des "'variables déformées" /LIG/, /TSI/ où ces 

nouvelles variables sont introduites non pas dans le développement 

de la solution mais directement dans l'équation caractérisant le sys- 

tème ; le choix des nouvelles variables assurant comme précédemment 

l'élimination des termes séculiers. 



- La méthode analytique des caractéristiques /KLU/, /LIN/, qui 

généralise la méthode précédente aux cas des ondes hyperboliques a 
deux variables indépendantes en adoptant pour ces variables les para- 

mètres caractéristiques de l'équation. 

- La dahod'e. de mlov-Bogoliubow-Mitropo.lsky qui propose une 

I approximation formelle dont le terme principal est la solution du 

1 problème linéarisé. 

~ Sur les problèmes non linéaires hyperboliques, on peut aussi 

se référer aux travaux de /GEN-1/ et /MAD/. Citons enfin un exemple 

de problème physique /HEA/ sur la propagation d'ondes de torsion dans 

un cylindre non homogène et non borné, traité à l'aide de la méthode 

des perturbations de Kato /KAT/. 

Dans la cas plus spécifique des problèmes linéaires de type hyper- 

bolique, des résultats caractéristiques ont dgalement été obtenus : 

/GEE-1/, /BLO-1,2/, /DZA/,/SMI-l/,/DEJ/, /WEI/. 

Sur les équations aux dérivées partielles elliptiques on note 

les travaux de Masuss qui a étendu dans sa thèse les principes qéné- 

raux des perturbations singulières au cas de données aux limites dis- 

continues ou A dérivées discontinues, et aussi aux cas de domaines 

non bornés ou à frontière non nécessairement convexe, engendrant ainsi 

un phénomène de "couche limite libre" /MU/. Les problémes aux limites - 

elliptiques singulièrement perturbés ont également été traités dans 

/ECK-3/, /VIS/, /HAR-2/ par exemple, et pour le cas de.systèmes d'équa- 

tions aux dérivées partielles elliptiques on peut citer /RAM-1/. Ces 

mêmes auteurs ont obtenu de façon analogue des critères de validité 

d'une approximation formelle pour des problèmes aux limites parabo- 

liques linéaires et non linéaires caractérisés par un système d'équa- 

tions aux dérivées partielles du second ordre /RAM-2/. 

Dans /ARO/ et /BOB-1/ il s'agit d'une étude spécifique des per- 

turbations singulières de problèmes aux limites linéaires du second 

ordre de type parabolique. Le cas d'une équation parabolique semi 

linéaire a été envisagé dans /LAM/. 
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Enfin, l'annulation du petit paramètre engendre parfois un chan- 

gement de type d'opérateur ou encore une réduction d'ordre pour le 

système réduit. Ces phénomènes font l'objet d'études particulières 

comme par exemple, pour les problèmes de perturbations "hyperboliques- 

paraboliques" : /ZLA-1,2/, /BOB-2/, /BEN/ en linéaire et /HSI-2/ sur 

un problème de Cauchy pour une équation semi-linéaire hyperbolique. 

Pour des cas de réduction d'ordre on peut citer, toujours pour des 

équations de type hyperbolique : /DEJ/, /GE)%-1,2/, /GEN-2/. 

Remarque : L'association des méthodes de perturbations singuliéres 

à d'autres mdthodes de résolution classiques peuvent aussi parfois 

être fructueuses : ainsi par exemple dans /HSI-1/ la combinaison 

des méthodes asymptotiques et numériques (procédure de Crank- 

Nicolson-Galerskin) fournit des résultats très satisfaisants 

pour un problème de perturbations singulières parabolique compa- 

rativement à ceux obtenus par la méthode numérique seule ; l'uti- 

lisation d'une description discrète étant en outre, dans ce cas, 

indispensable à la résolution explicite du problème perturbé. 



II - PRECISIONS SUR LA CONVERGENCE DE LA SOLUTION D'UN PROBLEME AUX 

LIMITES PERTURBE VERS CELLE DU PROBLEME REDUIT ASSOCIE 

Les différentes méthodes de recherche d'une solution asymptotique, 

qu'elles soient générales ou plus spécialement adaptées au problème 

consid&ré, supposent toujours la conveEgence (suivant une certaine 

norme) de la solution du problème perturbé vers celle du système non 

perturbé quand le petit paramètre tend vers zéro. 

Dans certains cas on pourra tenter au prélable une estimation 

a priori de la solution (par la méthode de l'intégrale de l'énergie 

ou à l'aide du théorème du point fixe /GEE-1,2/ par exemple). Mais, 

comme nous le signalons au début de ce chapitre ( S  1-21, pour des 

problèmes plus complexes la validité de cette approximation formelle 

issue du problème réduit peut être difficile à prouver. 

11.1 - Exemples i 
. I 

11.1.1 - Tel est par exemple le cas de problèmes mal posés 
qui, en raison des risques de non existence de solutions pour toutes 

les valeurs du petit paramètre, ne peuvent ê-tre traités par les tech- 

niques usuelles des perturbations singulières. 

Assez peu d'études ont été faites sur ce point particulier : 

dans /PAY/ une famille de problèmes de Cauchy de type elliptique est ' - 

envisagée et la convergence de leurs solutions vers celles du problème 

non perturbé est obtenue, sous réserve de l'existence de ces solutions 

pour un nombre fixé de valeurs du petit paramètre. Un problème de 

Cauchy mal posé relatif à un opérateur elliptique est également étudié 

par /ADE/ qui prouve la convergence vers la solution du problème non 

perturbé correspondant si les deux solutions appartiennent à des es- 

paces de fonctions convenables. 

Remarque : Notons d'ailleurs qu'il peut arriver qu'un problème mal 

pos& converge vers un problème bien posé1 l'exploitation des 

perturbations singulières présente alors un grand int4rêt. 



11.1.2 - Blondel a étudié, dans sa thèse /BLO-3/, l'effet 

d'une perturbation singulière pour une équation aux dérivées partielles 

lindaire et hyperbolique, du second ordre, à deux variables indépen- 

dantes. Nous rappelons en détail cet exemple et les résultats de son 

analyse car il nous semble bien illustrer ces problèmes de convergence 

de solutions q.ui peuvent survenir dans l'étude des probL&mes aux li- 

mites perturb&s s.ingulibremen% . Soit : 

1 
ai, bi, ci fonctions dondes de x, y de classe Cxry 

dans un ouvert connexe R du plan x O y. 

a2 f 0 b2 Z O (x,y) e R 

1 ' équation du prob,l&me réduit ( non perturbé as.soci6. 

Les conditions initiales sont définies par les données de Cauchy 

suivantes : 

* Une courbe (C), présentée Figure 1, d'équation y = p (XI, p de - - 

classe. c2 pour x E [xl , x2 ] et d8extr6rnités (XI, y1 1 , (x2iy2) 

avec dp(x)/dx < O tout le long de (Cl. 

X1 x2 X 

Figure 1 



* Un domaine A du plan x O y situé au dessus de (Cl, inclus dans 

R et limité : 

- par (C) et par deux caractéristiques de (18) si a2.b2 > O dans R, 
- par ( C )  , par une caractéristique de (18) et par une caractéris- 
tique de (19) si a2.b~ < O dans R. 
La caxactdristique de (18) étant : 

. une parallénle A Oy si b2(x,p (x) )/a2(x,p (x) > p ' (x) s.ur (Cl, 

. une parallèle A Ox si b2(x,p(x))/a21x,p(x)) < p'(x1 sur (Cl. 

* Deux fonctions : 
- £(XI de classe C2 pour x € Exl , x2] 

1 - q(c ,XI de classe Cx pour x E [xl , ~ 2 7 ,  telle que I CJ(E ,XI 1 soit 

bornée pour x e Cxl , x2 ] quand s tend vers zéro. 

L'existence et l'unicité des solutions respectives Z(&,x,y) de 
2 

(18) de classe CxPy dans h ,  adhérence de A ,  et 2 '  (x,y) de (19) de 
1 

classe Cxry dans d sont alors assurées par les conditions initiales : 

d'une part, et : 

d'autre part. 

L'étude du comportement de Z (~,x,y pour (xry) dans Z-CI quand 
E tend vers zéro, a conduit aux résultats suivants : 

* Si a2.b~ est négatif pour (x,y e a alors, sauf peut-être pour 

un choix très particulier des données initiales, il est impossible 

que Z ( E,X, y) tende, en demeurant bornée dans i, vers' une limite 
1 < (x,y) de classe Cxty dans P quand E tend vers zéro. 

Remarque : Ceci n'exclut pas l'éventualité de circonstances exception- 

nelles qui rendraient possible l'existance d'une telle limite 

qui serait alors la solution de (19) : par exemple la, cas où 

al=bl=O avec a2+b2 >O. 



- 
* Si a2 et b2 sont négatifs dans A r  alors si pour un couple de fonc- 

tions f(x) et ~ ( E , x )  judicieusement choisies, il se trouve que 

la limite de Z(~,x,y) quand E tend vers zéro existe pour (xry) 

dans Q-c, il suffira de remplacer f (x) par f (x)+neap et g ( ~  l x )  

par g(~,x)+8ea~(x) (n et 8 constantes arbitraires 2 O non toutes 

deux nulles) , pour que la solution de (18) répondant aux donndes 
de Cauchy ainsi mod.ifiées ne tende plus vers une limite finie 

quand e + O pour (x, y dans i-C, c 'est-A-dire que 1 'existence 

de la limite de Z ( E  ,x,y quand E tend vers zéro pour (x,y e E-c 
est un phénomène instable relativement aux données de Cauchy. 

* Si a2 et b2 sont tous deux positifs dans A , alors, lorsque E tend 
vers zéro, Z(s,x,y) tend vers 6 (x,y) uniformément en (x,y) dans - 
A, c(x,y) étant la solution de (19) qui se réduit A f(x) sur (Cl. 

Nous avons donc ici le cas d'un problème aux limites singulière- 

ment perturbé qui subit une réduction d'ordre par passage à la limite 

quand le petit paramètre tend vers zéro et l'on constate que, suivant 

les valeurs que peuvent prendre certains paramètres du système, la 

convergence de la solution du problème perturbé vers celle du problème 

non perturbé peut ne pas avo.ir lieu. 

11.2 - Résultats de Lions 

Nous rappelons ici certains théorèmes de convergence issus dei 

travaux de Lions sur les perturbations singulières dans les problémes 

aux limites /LIO-5/. De nombreuses classes de problèmes supposés bien 

posés sont étudiées par cet auteur qui distingue ainsi, outre les 

problèmes stationnaires (elliptiques) des problèmes d'évolution (hyper- 

bolique, parabolique) (cf Ch. 1) : 

- Les cas où les opérateurs (initial et réduit) sont de même type 
et les cas où il y a changement de type lors de l'annulation du 

petit paramètre. 

-, 

- Les cas où l'ordre de l'opérateur réduit (€=O) est strictement 
inférieur à celui de l'opérateur initial (€>O). 

- Les problèmes dits "raides" où les coefficients peuvent être 

d'ordres de grandeur très différents selon les régions. 



Un grand nombre de combinaisons possibles entre ces diverses 

éventualités est envisagé, dans le cas linéaire ou non linéaire et 

avec différents types de conditions limites. 

Ces études utilisent essentiellement les méthodes variationnelles 

qui permettent de s.e ramener, dans tous les cas, à une équation sca- . 

laire et dont on trouvera un rappel du principe en annexe de ce cha- 

pitre. Nous citons ici deux exemples de problemes pour lesquels des 

conditions suffisantes de convergence ont été obtenues. 

11.2.1 - Problèmes non raides stationnaires avec réduction 

d'ordre : 

Dans l'ouvert 51 borné de IR", de frontière régulière r ,  on con- 

sidère le probl&me elliptique d'ordre 21.1 suivant : 

avec : l 

1 a,(x) : matrices de IRm + B~ telles que : (23) 

1 Bi(x) matrices symétriques de IRm + IRm telles que : ( 2 4 )  

a 
(b) B0(x) - f Bi(x) 1 BI ; B > 0, I = identité 

i=l 

et les conditions aux limites définies par : 



4 Pour tout x de I', Av(x)u appartient à l'espace engendré 

par les vecteurs propres de (A,B),(x) qui sont associés (25) 

aux valeurs propres positives. 

* v = {vil est le vecteur unitaire normal à r 
dirigé vers l'extérieur de G!. 

Alors pour tout E positif ce problème admet une solution uE dans 
Fi 21.i m 2 - - 

(Ho( R) fl H < $2) 1 unique et qui converge faiblement dans (L ( R) lm  vers 

la solution u du problhe réduit (26) (24) (25) : 

Exemple : 

Soit le système en uE, vE suivant : 

au € - 1.i E AvE + - = g dans R ouvert de ~2 a Y 

avec uE = vE = O sur I' 

donc : 



-35 
Un vecteur propre associé à la valeur propre p i v y l  est : 

1 
[Signiuy] et (2.51 s c r t  ici : 

OU encore : 

Remarque : Le problème de Blondel rappelé au S 11.1.2 de ce chapitre 

est bien un problème non raide stationnaire avec réduction d'ordre . 

du type (22) mais les conditions (23.b) et (24.b) ne sont pas 

supposées vérifides, ni non plus les conditions aux limites (25). 

Ces conditions suffisantes pour la convergence n'excluent donc 

pas l'existence d'autres conditions dgalement suffisantes comme 

celles du problème de Blondel. 

11.2.2 - Problèmes non raides avec changements de type : 

paraboliques/elliptiques : 

Dans un but d'utilisation ultérieure nous citons ici le résultat 

de convergence relatif à des systèmes dont l'état est 2 N composantes, 

pour lesquelles on distingue deux échelles de temps différentes. 

Soit : 

V ~ C  Hi, Vi dense dans Hi, l'injection Vi + Hi étant continue, 



(f.g) le produit scalaire dans H défini par : 

1 où ( . ) e ~ t  le produit scalaire dans Hi 

a(u,v) une forme bilinéaire continue sur V 

CE une famille d'opérateurs de H dans HI 

symétriques, coercifs (cf Annexe), telle que : 

1 ~ f i H  C, f -+ Co f quand E /. O 

1 Co étant degénéré dans H 

Par exemple : 

P N 
oh Ip (resp. Lq) est l'identité dans II Hi (resp. n: Hi, p+q=N). 

i-1 i=p+l 

,Le probléme (35) : 

admet alors une solution unique uE dans L~(o,T;v) dont la dérivée 

temporelle auE/at appartient A L*(o.T;v') (VI dual de VI. et telle 

que u converge faiblement vers u dans L~ ( O ,T;v). u étant la solution 

du problème limite (36) : 



Remarque : L'introduction d'un correcteur /LIO-4/ 3 l'origine est 

ici nécessaire, qui par exemple dans le cas (34) portera sur 

les q dernières composantes de u (un correcteur au sens de Lions 

est une variable dont on connait l'équation différentielle et 

qui, ajoutée à u permet d'approcher mieux uE ; la précision est 

fonction de l'ordre du correcteur). 

Une grande variété de problèmes aux limites sont donc traités 

de façon analogue &ans /LIO-5/, avec suivant le cas la nécessité de 

construire des correcteurs pour compenser des pertes de conditions 

aux limites qui peuvent survenir lors du passage à la limite (par 

exemple pour les problèmes elliptiques-elliptiques avec réduction 

d'ordre donc donnant naissance A des phénomènes de couches limites). 



III - PERTmRBATIONS SINGULIERES ET 
METHODES D'APPROXIMATIONS CLBSSIQUES (Ch. 1, S II) 

Les méthodes asymptotiques exposées précédemment (Ch. II, S 1) 

exploitent l'existence d'un ou plusieurs petits paramètres dans la 

formulation du problème pour en obtenir une solution approchée sous 

forme d'un développement asymptotique. Cependant, lorsque la cannais- 

sance de la solution n'est pas indispensable A l'étude du processus, 

comme c'est le cas par exemple pour certaines études de stabilité 

ou pour les problèmes de commande, c'est davantage une bonne approxi- 

mation du modèle qui est recherchée, dans le but de faciliter l'étude 

considérée en se ramenant celle d'un modèle le plus simple (la re- 

cherche d'une commande optimale par exemple, devient celle d'une com- 

mande sous-optimale, cf Ch. IV). 

Les résultats de Lions sur la convergence permettent ainsi d'uti- 

liser le système approché obtenu en annulant le petit paramètre. Les 

perturbations singulières peuvent néanmoins être exploitées simulta- 

nément avec d'autres méthodes d'approximation et c'est ce point que 

nous traitons ici. 

111.1 - Passage à un système à paramètres localisés 

/COU-2/, /TZA-1/ 

Nous avons vu au Chapitre 1, 5 11.2 et 11.3, un certain nombre 

de méthodes d'approximation qui permettent d'approcher les systèmes 

à paramétres répartis régis par des équations aux dérivées partielles 

par des modèles définis A l'aide d'équations différentielles ordi- 

naires. Nous détaillons ici ce point en rappelant les principales 

méthodes qui s'y rattachent : 

. La méthode des différences finies (Ch. 1, S 11.3) qui permet, 

en appliquant des schémas aux différences aux dérivées partielles 

spatiales, d'obtenir un modèle de dimension finie du type : 

1 X(0) condition initiale 



par exemple : 

1 où x est une coordonnée angulaire telle que x = x + 2n 

se met sous la forme (37) avec : 

1 avec : ai = 2 i n / p  i=l, ..., p 

Remarque : Ce modèle peut ensuite être mis sous forme algébrique par 

discrétisation temporelle (cf Ch. 1, S 11.3) ou en utilisant 

les polynômes de Legendre /FEG/, ou encore par développement 

suivant les fonctions de Walsh /TZA-2/, /CHE/. 

. La méthode des caractéristiques qui remplace le problème à 

paramètres répartis par la résolution d'un système d'dquations diffé- 

rentielles ordinaires (1.27) où les dérivations totales ont lieu le 

long des courbes caractéristiques (Ch. 1, S 11.1). 

. Les méthodes d'approximations fonctionnelles appelées aussi 

parfois méthodes des résidus pondérés (Ch. 1, S 11.21, qui effectuent 

une troncature du système différentiel ordinaire de dimension infinie 

équivalent au problème à paramètres répartis considéré ; le choix 



de l'ordre de troncature K ainsi que celui des fonctions d'approxi- 

mation ( p j  (x) dans (1.34) ) est guidé par la minimisation de certains 

résidus (1.351, caractérisant ainsi la précision de l'approximation. 

111.2 - Perturbations singulières sur le modèle approché 

U-ne anabogie formelle ayant été établie entre les systèmes gou- 

vernés par des équations linéaires aux dérivées partielles et les 

systèmes à paramètres localisés, les mêmes méthodes d'étude peuvent 

alors être utilisées. Ainsi, l'étude des systèmes de grande dimension 

procède généralement A la recherche d'un modèle réduit et les m4thodes 

asymptotiques, plus spécialement celles des perturbations singulières, 

ont été d'une grande utilité dans ce domaine /KOK-1/. 

La modélisation d'un problème de grande dimension sous forme 

singulièrement perturbée n'est cependant pas toujours immédiate : 

elle concerne essentiellement les systèmes a plusieurs échelles de 

temps ou présentant des comportements haute et basse fréquences, ou 

encore sujets a des phénomènes parasites. Le modèle singulièrement 

perturbé peut apparaître naturellement lors de la formulation du pro- 

blème physique ou par exemple rians Le cas de 1'utilisa.tion des méthodes 

d'approximations fonc~ionne.lles, par un choix judicieux des sous es- 

paces HK et HR (cf Ch. 1, § 11.2.2) : ce qui permet dans ce cas, dès 

le début de l'étude, d'augmenter le rang de troncature du système 

différentiel de dimension infinie donc la précision de l'approximation, 

sachant que cette augmentation d'ordre sera compensée par la réduction 

d'ordre issue de la méthode des perturbations singulières ; la tronca- 

ture peut d'ailleurs être réalisée, suivant le critère de Shaw, soit 

directement sur le système global, soit sur la partie rapide (ou hautes 

fréquences). 

Remarque : Certains auteurs (Kelley, Ardema, Calise, Shinar) ont inséré 

le petit paramètre E artificiellement dans le système avec de 

bons résultats, en particulier pour les problèmes non linéaires : 

a on parle alors de perturbations singulières forcées. 

Néanmoins, le plus souvent, la forme singulièrement perturbée 

n'est pas connue a priori, et des transformations préalables sont 

nécessaires pour y parvenir. On trouvera une discussion générale sur 

la difficulté d'une telle mod4lisation dans /KOK-2/. 



Dans ce paragraphe nous considérons donc un système linéaire 

caractérisé par une équation d'état du type ( 3 7 )  où l'état X(t) appar- 

tient A IRn, et qui constitue un modèle approché d'un système à para- 

mètres répartis. 

111.2.1 - Séparation des dynamiques : 

Diverses méthodes analytiques ou géométriques peuvent être uti- 

lisées pour déterminer la forme singulièrement perturbée d'un tel 

système, si elle existe. Ce point peut être précisé comme suit /CHO-l/. 

Le systéme (37 1 possède la propriété de double dchelle des temps 

s'il peut être décomposé en deux sous-systèmes : 

Y = [c, 

Xg E lRnl, Xr e nn2, "1 -+ "2 = n 

conditions initiales (Xg(O), Xr(0)) 

et si les valeurs propres de Ag et Ar sont telles que : 

I h a x  (Ag) I << I Amin (Ar) 1 (41) 

ou encore, si A - ~  existe, llAll désigant la norme euclidienne de A : 

I I A ; ~ ~ ~  << I J A ~ J I - ~  (42) 

Le partitionnement du système initial, c'est-à-dire le choix 

des composantes lentes et rapides, reste cependant un problème délicat. 

Sa résolution repose toujours sur une détermination plus ou moins 

approchée des valeurs propres du système. Citons, pour les méthodes 

analytiques : lorsque les valeurs propres et/ou les vecteurs propres 

sont connus, les travaux de Syrcos et Sannuti /SYR/ qui conduisent 



à la détermination de l'ordre nl des variables lentesr puis à la forme 

singulibrement perturbée ; lorsque les valeurs propres sont inconnues, 

la méthode de Magni /MAG/ permet de trouver la dimension optimale 

du systéme lent en minimisant la norme de la matrice de découplage. 

Des métho&es gdométriques ont également été proposées dans la 

littérature, bastles sur la localisation des valeurs propres dans le 

plan complexe : régions de Gudkov /CHA-3/, disques de Gershgorine 

/BAU/, /DEI/, /DAU-1,2,3/, ainsi que des homotopies permettant de 

transformer un domaine en un autre (par exemple le demi plan complexe 

à gauche de l'axe imaginai~e en cercle unité) /GUT-1/, /BAR-l/. 

ILI.2.2 - Mise sous forme bloc-d,iagonale : I 

La connaissance "a priori'' des variables lente Xi et rapide X2 l 
permet donc le partitionnement de (37) suivant : l 

conditions initiales (X1(0), X2(0)) 

Le découplage des sous systèmes lent et rapide sous la forme 

(40) peut alors être obtenu par la transformation suivante : l 

où les matrices L s  IR^^^^^ et M e nnlXn2 sont solutions respectivement 

de l'équation de Riccati (45) et de l'équation de Lyapunov (46) : 



avec : 

L'existence et le caLcu1 des solutions L et M des gquations ( 4 5 )  

et (46) ont été étudiés par de nombreux auteurs /KOK-3/, /CHO-1/, 

/MAG/, /AVR/, /AND/ : plusieurs méthodes existent qui conduisent 3 

différentes solutions possibles, la validité et la précision des résul- 

tats dépendent du partitionnement initial ( 4 3 )  ainsi que de la sépara- 

tion plus ou moins marquée des modes. Citons par exemple, le calcul 

des suites Lk et Mk proposé par Kokotovic /KOK-3/, qui consiste 3 

définir les réeuxrences s~uivantss : 

* Pour L : 

qui converge vers une racine réelle bornée de (45) si : 

A22 inversible 

II& I l  << ( Ibo I l  + ll~12 I l  II~oll)-' 

avec : 

A0 = A11 - A12 Lo 



La matrice Lo est alors utilisee comme une approximation à O(€) 

de L, ce qui conduit au système suivant : 

-1 
Ag = Al1 - A12 A22 A21 + O(€) 

Ar = A22 + O(€) 

conduit à : 

- 1 
M = A12 A22 + O(€) 

111.2.3 - Systèmes singulièrement perturbés : 

La séparation des dynamiques étant acquise ( S  11.3.2.11. le phéno- 

mène de perturbations singulières apparaît naturellement dans les 

équations (43) du modèle après normalisation des ordres de grandeurs 

des termes matriciels à l'aide d'un petit paramètre E positif : 

1 conditions initiales ( Xl(0 ) . X2 ( 0 ) ) 
avec : 



E correspond donc à un rapport entre les échelles lente (t) et 

rapide ( T I  et s'il est suffisamment petit, la technique dite des "per- 

turbations singulières" fournit un autre moyen de découplage des par- 

ties lente et rapide. 

Etude de la part ie  lente : 

Lors de l'évolution du processus, après la phase initiale où 

la partie rapide est prépondérante, les modes rapides (s'ils sont 

stables ) deviennent négligeables, ce qui revient à les considdrer 

comme infiniment rapides, donc à faire tendre E vers zéro. 

Pour E = O, les variables Xl , X2, U et Y de ( 54 1 sont approchdes 

par Xlgl X ~ Q I  Ug et YQ : 

L'équation (a) décrit l'évolution des variables lentes, alors 

que (b) caractérise le mouvement d'entrainement des composantes lentes 

des variables rapides X2g par les variables lentes Xlg. 

L'équation d'état associée à la partie lente s'écrit alors, si 
*-1 A22 existe : 

Xlb = AQ X1g + BQ UQ 

Yg = Cg X ~ Q  + Dg, UQ 

X1g(O) = Xl(0) 



On obtient donc un système réduit d'ordre nl comportant une trans- 

mission directe de l'information, qui réalise une approximation des 

variables X1 sur tout l'intervalle de temps CO , + C. 

Etude de l a  part ie  rapide : 

Les composantes X22 par contre, ne représentent que le régime 

établi des variables rapides, puisque les valeurs initiales X22(O) 

sont généralement différentes de X2(0). On définit alors une équation 

de couche limite (57) obtenue par différence entre le système réel 

(54) et le système lent simplifié, les variables lentes étant supposées 

immobiles' pendant les transitions rapides (XR = 0) : 

O * 
E Xlr =. ~2~ Xzr + B2 Ur 

Yr = C2 X Z ~  (57 

- 1 
X2r(0) = X2(0) -X2%(0) = X2(0) +A22 A21 X1(0) d'après (55.b) 

La partie rapide du système global est alors approchée par la 

relation : 

Remarques : 

1. Cette méthode conduit aux mêmes résultats que la bloc-diagonali- 

sation mais elle tient compte de l'influence de la partie lente 

sur Les composantes rapides du système par l'approximation (58). 

Notons cependant, qu'à l'inverse de la méthode de bloc-diagonali- 

sation, une sdparation de la commande U en Ug+Ur est nécessaire 

ici. La méthode des perturbations singulières présente néanmoins 

l'avantage d'être généralisable au cas des systémes non linéaires 

/ARD/ ce qui n'est naturellement pas le cas de la bloc-diagona- 

lisation. 
-, 



2. Une amélioration de cette méthode des perturbations singulières 

a été proposée par Dauphin-Tanguy /DAU-2/ avec la définition 

d'un système réciproque, caractérisé par une inversion du compor- 

tement fréquentiel et dynamique du système étudié. Il s'en suit 

une précision identique, pour les dynamiques élevées, celle 

fournie habituebllement par la m4thode des perturbations singu- 

lières pour les parties lentes. Cette approche permet également 

de découpler des sous-systèmes avec une précision satisfaisante 

même quand les dynamiques ne sont pas très nettement séparées, 

puisque chaque partie tient également compte du comportement 

dynamique de l'autre. 

3. Une extension aux systèmes A plusieurs échelles de temps (€if 

i=l...,n) est possible : lorsque les dynamiques sont proches, 

on reformule le p;obléme en problème A paramètre unique 

/KOK-1/, /HOP/ ; dans le cas contraire, une séparation itérative 

des différents sous-systèmes est effectuée par dégénérescence 

progressive /SAN/, /DAU-4/. 



IV - AUTRES METHODES DE SIMPLIFICATION DE MODELES 

La notion de simplification de modèles comprend les simplifica- 

tions d'ordre structurel (linéarisation, remplacement d'un système 

d'équations aux dérivées partielles par des équations différentielles 

ordinaires, cf J III ..Il, les décompositions du système initial en 

sous-systèmes (c'est la ddmarche utilisée en commande hié.rarchisée), 

les diminutions d'ordre du modèle sans modification de structure dont 

font partie les méthodes de perturbations. D'autres techniques de 

réduction de dimensionnalité existent dans la littérature, à savoir : 

. La "méthode du modèle", qui consiste à minimiser l'erreur entre 

le modèle initial et le modèle simplifié choisi a priori, pour diffé- 

rents types d'entrees. 

Les approches modales, consistant à retenir dans le modèle 

simplifié les modes prépondérants du systéme initial. Nous avons déjà 

présenté à ce titre le principe de troncature dans le cas d'un système 

de dimension infinie (Ch. II § 11.2.2.2). Les techniques d'agrégation 

font aussi partie de cette classe de méthodes. 

. Les approximations de l'opération de transfert par un dévelop- 
pement limité. 

Ce sont ces deux dernières approches que nous allons considérer 

dans cette partie, en proposant une extension des résultats obtenus 

pour les systèmes régis par des équations différentielles ordinaires 

aux problèmes aux limites, mais sans approximation préalable de ces 

systèmes (comme au S 111.1, par exemple). 

IV.l - Agrégation d'un système aux dérivées partielles 

Considérons, pour fixer les idées, le problème parabolique suivant 

(notations de Lions, Annexe), en dimension N : 

Q = A y + f  at Y e Q = R X  J O , T C ,  RCIRN 

y = O  sur C = r x ] o , ~ C  

y(x,O) = YO(X) sur R 



dans le cas particulier où l'opérateur A est mis sous la forme cano- 

nique (60) : 

Ai, Bi, C matrices de llXnXn fonctions ou non des variables distribuées 

x et t. 

.., 
Et soit 2 . 6  Q = 6 x 1 O I T  C r  6 restriction de !2 A IRM (M < N), 

l'état du modèle réduit (61) : 

.., 
z = O sur ?: = i' x 1 0 ,  T C ,  ? frontière de 6 

Z(X,O) = z0(x) sur 6 

On dira que (61) est un modèle agrégé de (59) (60) si et seulement 

si il existe une matrice P de lFLMxN (M < NI, telle que : 

Ce qui, d'après les résultats classiques d'algèbre matricielle 

/GAN/ implique l'inclusion respective des spectres des matrices du 

modèle réduit dans ceux des matrices du problème initial, soit : 



L'obtention du modèle agrégé est donc aisée dans le cas parti- 

culier où les matrices Ai, Bi et C peuvent toutes être diagonalisées 

simultanément (par le même changement de base T , c ' est-à-dire si 
elles sont commutatives deux à deux /GAN/. 

La forme générale. de la matrice d'ayrégation est alors : 

où Q est une matrice quelconque régulière de dimension m. 

Un exemple important de la physique correspondant à ce cas parti- 

culies est celui où l'opérateur A de (59) est le Laplacien A : 

Comme pour la troncature des systèmes régis par des équations 

différentielles ordinaires (cf Ch. 1, 9 11.2.21, cette méthode pose 

la question du choix des modes à retenir dans le modèle réduit /GOP/. 

IV.2 - Approximation du type "Padé" 

IV.2.1 - Fonction de transfert d'un systeme gouverné par 

des équations aux dérivées partielles : 

La notion de fonction de transfert d'un système gouverné par 

des équations aux dérivées partielles peut être introduite a l'aide 

de la transformation de Laplace à plusieurs variables. On trouve quel- 

ques utilisations de cette fonction de transfert généralisée dans 

la littérature (voir par exemple /BAN/) . Pour la clarté de 1 'exposé, 
nous développons cette étude dans le cas de deux variables indépen- 

dantes x et t, tout en sachant qu'une extension au cas où la variable 

spatiale est de dimension n serait immédiate. 

La définition de la transformée de Laplace à deux variables d'une 

fonction f(x,t) est donnée dans /HLA/, par : 
.- 



où f(x,t) vérifie certaines conditions de convergence, permettant 

en outre d'inverser l'ordre dans lequel on effectue l'intégration 

double (voir /HLA/ pour les hypothéses et résultats math6matiques 

liés B cette d.éf inition) . 

11 es.t alors pos.sible d'étendre la définition de la fonction 

de transfert d'un processus au cas des systèmes régis par des équations 

aux dérivées partielles, comme étant le rapport des transformées de 

Laplace (à  plusieurs variables) de la sortie sur l'entrée, à conditions 

initiales et limites nulles. 

Reprenons par exemple le problème parabolique (59) (60) envisagé 

au paragraphe précédent, qui s'écrit, pour n=l, et dans le cas général 

d'une entrée e(x,t) et d'une sortie s(x,t) : 

y = O s,wx C I  y(x,O) = yo(x.) sur !il 

s = K y + L e  

Dans le cas de matrices constantes et en posant : 

il vient : 

d'où la fonction de transfert W(p,q) de ce système : 



Plus généralement, il sera toujours possible de définir de cette 

façon la fonction de transfert de tout système d'équations aux dérivées 

partielles linéaires à coefficients constants, le cas d'un système 

multivariable correspondant plus précisément à une matrice de trans- 

fert. 

Réciproquement, an sy &&me a paramètres r6partis étant connu 

par sa fonction de transfert, montrons qu'il est toujours possible 

de remonter à l'équation régissant le système, équation scalaire mais 

aussi équation matricielle (analogue par exemple aux formes Compagne 

ou Frobenius des équations dif férentielles ordinaires /KAI/) . Consi- 
derons donc une fonction de transfert a deux variables, rapport de 

deux polynômes N(p,q) et D(prq) a coefficients scalaires constants 

de la forme : 

Remarq.ue : Le aegré du nusnéra.teur est toujours au plus égal à celui 

du dénominateur, 1 ' égalité correspondant7 au cas d ' une transmission 
directe de l'information (terme LE dans (681). 

La transformation de Laplace inverse fournit alors si on pose : 

avec E(p,q) = L2(e) et S(p,q) = ~ ~ ( s )  

l'équation aux dérivées partielles scalaire (pour e et s scalaires) : 

Or une telle équation est équivalente (cf Ch. 1, S 1.3.2) à un 

système de (a+B-1) équations d'.ordre 1, l'état du système étant alors : 



Cependant dans le cas où la fonction de transfert se met sous 

la forme particuliére (73) : 

On peut, comme pour les équations différentielles ordinaires, 

prendre pour état du système les dérivées successives de s par rapport 

a t (on pourrait si c'est $L+l qui existe, prendre les dérivées succes- 
sives par rapport XI. On obtient alors une équation d'état matri- 

cielle équivalente également 3 l'équation scalaire fournie par la 

fonction de transfert, mais où l'ordre par rapport .aux dérivation? 

temporelles (respectivement spatiales) est 1 : 

La fonction de transfert (73) peut encore s'écrire : 

où les Ni, Di et K sont des opérateurs spatiaux. 

Par la méthode du vecteur état, on obtient alors la forme : 

où A, B, C sont les opérateurs spatiaux suivants : 



Cette mise en équation d'état (75) correspond à la notation de 

Lions des systèmes paraboliq.ues (cf exemple (67) 1 .  

IV.2.2 - Approximations de la fonction de transfert : 

La notion de fonction de transfert introduite au paragraphe précd- 

dent 'permet d'envisager une classe de méthodes de réduction d'ordre 

basées sur une troncature de la fonction de transfert et largement 

développées dans le cas des systèmes à paramètres localisds /ASH/, 

/GUT-2/, /INO/, /HUT/, /SHA-2/, /SAF/, /GIL-2/, /WUY/, /BRE-2/. 

Ces méthodes utilisent le principe des approximants de Padd à 

une seule indéterminée, qui a été étendu récemment au cas de deux 

variables par de nombreux auteurs /BOS/, /LUT/, C H I -  /GRA-2/, 

/JON/et même au cas de n variables /CHI-2/. 

Nous rappelons ici qu'un approximant de ~adé, noté [nl,n2/mlrm2~r 

de la fonction de transfert W(p,q) de (70) à deux variables, est une 

fonction rationnelle : 



telle que les d4~veloppement.s au.tour de (0,O de W(p,q) et de G(P,q) 

soient identiques pour les premiers termes : 

On aura une réduction d'ordre pour un choix de ml, m2 tel que 

ml+mz <cr+f3. Les coefficients de la fonction de transfert réduite sont 

alors donnés par la résolution du système lindaire (77). Comme nous 

l'avons montré précédemment, il est ensuite possible de se ramener 

à une équation matricielle aux dérivées partielles, d'ordre inférieure 

à celle de départ. 

Remarque : On pourrait de même envisager des deiveloppements pour les 

hautes fréquences (p=- et q=-1, pour les hautes fréquences tempo- 

relles et basses fréquences spatiales (p=m et q=O), ou réciproque- 

ment (p=O et q=-). 

CONCLUSION 

Les méthodes asymptotiques de simplification de modèle et plus 

particulièrement celle des perturbations singulières sont d'un grand 

intérêt pour l'étude des systèmes à paramètres répartis. Elles pro- 

cèdent généralement à la recherche d'une solution approchée du système 

donnée sous forme d'un développement asymptotique en fonction du ou 

des petits paramètres. 



L'utilisation de cet outil est néanmoins un peu plus délicate 

que dans le cas des systèmes gouvernés par des équations différen- 

tielles ordinaires. Nous avons en particulier attiré l'attention sur 

les problèmes de convergence de la solution du système étudié vers 

celle du système approché (obtenu en annulant le ou les petits para- 

mètres) qui peuvent survenir dans certains cas. 

Ce point dtant supposé acquis, nous nous sommes ensuite intéressé 

davantage à la recherche d'une approximation du modèle initial plutôt 

qu'a sa solution. La plupart des travaux effectués dans ce sens consi- 

dèrent la formulation des systèmes à paramètres répartis sous la forme 

de systèmes d'équations différentielles ordinaires de dimension infinie 

sur lesquels, après troncature, on applique les techniques de perturba- 

tions singulières des systèmes régis pax des 4quations différentielles 

ordinaires. 

Cette analogie entre systèmes à paramètres répartis et systèmes 

à paramètres localisés permet naturellement d'appliquer au systèmes 

d'équations différentielles ordinaires qui approche le processus ini- 

tial, les techniques classiques de simplification de modèles : des 

simplifications d'ordrre srtructurel supplémentaires comme par exemple 

la linéarisation ; la décomposition en plusieurs sous-systèmes, utile 

en particulier dans les problèmes commande hiérarchisée ; les mé- 

thodes de réduction de dimensionnalité enfin, dont font d'ailleurs 

partie les méthodes de perturbations et de troncature, mais qui re- 

groupent aussi les techniques d'agrégation ainsi que les approximations 

de l'opérateur transfert. 

Une extension de ces deux dernières méthodes est proposée en 

dernier lieu : leur application est réalisée directement sur les sys- 

tèmes régis par des équations aux dérivées partielles, sans l'approxi- 

mation préalable par un système d'équations différentielles ordinaires. 



Les méthodes variationnelles 

/LIO-5/, /BRE-1/ 

Soit LP(Q l'ensemble des fonctions p-mesurables sur ouvert 

de ]Ln : 

Remarque : Pour p infini on a l l f l l  = max If(x) 1 .  
LW(Q) Q 

Soit H~(Q) l'espace de Sobolev d'ordre m : 

A a '"1 

D' P = Cd;;] [&la* ... [&Tn ici Ch. II 

muni du produit scalaire (80) qui lui confére une structure d'espace 

de Hilbert sur IR : 

m 
et son sous-espace H,(Q) tenant compte des conditions limites sur 

la frontière i' de Q : 

Avec ces notations, l'écriture variationelle d'un probldme aux 

limites est donnée par le produit scalaire de chacun des membres de 

l'équation aux dérivées partielles par un vecteur v quelconque. 



m 
Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue coercive sur H (RIr 

c'est-à-dire telle que : 

L'opérateur A équivalent à la forme bilinéaire est un opérateur 

diff érentiel de H ~ (  RI dans son dual [Hm( !2) ] ' . 

Dans ces conditions, le problème aux limites (83) (problème sta- 

tionnaire (cf Ch. 1, § 1.1)) : 

est équivalent à l'équation variationnelle (84) : 

Dans le cas de problèmes d'évolution (cf Ch. 1, S 1.11, il con- 

vient de remplacer 52 par Q = Q x ] O , T [, r Parr C = r x 7 O , T C 

et LP(R) par LP(0, T ; V), espace des fonctions f définies sur 

J O , T [ a valeurs dans l'espace de Hilbert V et telles que : 

jT I l f  (t) 11: dt < 
O 

Soit le problème d'évolution (85) : 

A t  y = £ dans Q = R x ]OIT[ (Rouvert de ?RN) 1 
avec y = O  sur C =  r x f O , T L  I' frontière de 52 (85) 

y(x,O) = yo(x) sur R 

où l'opérateur A est défini par (cf Ch. 1, S 1.1, (5)) : 



tel que, T (i, j) s il ,..., 1-112 : 

Compte tenu de la définition de la dérivde au sens des distri- 

butions (87) : 

Soient D(R) l'espace des fonctions indéfiniment diffdrentiables sur R, 

D' ($2) l'espace des formes linéaires continues sur D(Q) 

le problème variationnel équivalent à (85) s'écrit : 

où la forme bilinéaire a est définie par : 





C H A P I T R E  III 

------------ 





SIMPLIFICATION DE MODELES POUR DES SYSTEMES 

A PARAMBTRES REPARTIS SINGULIEREMENT PERTURBES 

Une méthode originale de simplification de systèmes à paramètres 

distribués est présentée dans cette partie. 

L'étude concerne une large classe de processus modélisés par 

des équations aux dérivées partielles pour lesquelles il est possible 

de mettre en évidence l'existence de comportements spatiaux et/ou 

temporels différents. 

Par analogie avec les méthodes de perturbations singulières em- 

ployées pour les systèmes à paramètres localisés (équations différen- 

tielles ordinaires) une séparation des différents modes est proposée 

tant pour le domaine temporel que pour le domaine spatial, et ce direc- 

tement sur le système ktudié, sans aucune approximation préalable 

(cf Chapitre II). Un ou plusieurs découplages du modèle initial peuvent 

ainsi être obtenus, qui conduisent à des sous-systèmes plus simples 

à analyser. 

Différents cas de découplage'sont envisagés puis illustrés par 

des exemples d'application : la méthode est présentée en détail sur 

des cas simples pour plus de clarté, mais des généralisations et exten- 

sions sont proposées en dernier lieu qui prouvent l'importance de 

son champ d'application. 

1 - GENERALITES 

1.1 - Systèmes étudiés 

Nous avons choisi de présenter les méthodes développées dans 

le cas de processus gouvernés par un système d'équations aux dérivées 

partielles de type parabolique (au sens de Lions) (1) à deux variables 

distribuées t et x : 



t s J O , + - [  x e Q  SZ compact de ni 

où : ~j represente la dérivaation partielle spatiale aj/axj 

W(x,t) e IRn est l'état du système 

E(x,t) e IRm est la commande 

T E nnXn ; Mi E IRnXn, i=O,.;.rk ; N e nmXn 
sont des matrices non nécessairement constantes ; 

T et Mi sont en outre régulières par hypothèse. 

Les conditions initiales et limites associées a (1) devront as- 

surer au problème étudié la propriété d'être bien posé au sens 

d'Hadamard : on aura en particulier une seule condition initiale 

W(x,O) = Wo(x) définie pour tout x de SZ . Les conditions limites fr8- 
quemment utilisées étant de type Dirichlet, Neumann ou Fourier (cf 

Chapitre 1). 

Le choix d'un système d'évolution a été motivé par l'interpré- 

tation physique dont il fera l'objet à l'aide de la métnode d'étude 

présentée : comme nous le verrons, les aspects temporel et spatial 

y sont nettement dissociés, chacun offrant néanmoins une possibilité 

de simplification du modèle. 

Remarques : 

1. Un système stationnaire où la variable temps t serait remplacée 

par une autre variable spatiale y pourrait formellement faire 

l'objet de la même étude. 

2. Il en est de même pour le cas des problèmes hyperboliques (au 

sens de Lions)# néanmoins nous nous sommes particulièrement 

intéressée au type parabolique car ces problèmes sont en pratique 
* 

moins aisés à résoudre : ainsi on ne dispose pas de certains 

outils comme la méthode des caractéristiques, ou bien le change- 

ment de t en -t qui sont souvent utilisés pour les problèmes 

hyperboliques. 



Les cas où T n'est pas inversible correspondent des problèmes 

mixtes (parabolique/stationnaire, ou stationnaire si T est identi- 

quement nulle) pour lesquels un changement de base adéquat mettrait 

aisément en évidence des équations stationnaires dont les variables 

d'état seraient entraînées par celles de la partie d'évolution si 

elle existe (T f O). Il s'agit donc. de problèmes plus s-imples pour - 

lesquels l'étude qui suit pourra être facilement transposée. 11 en 

est d'ailleurs de même en ce qui concerne les matrices Mj dont la 

non régularité caractériserait un problème dégénéré donc plus simple 

également. 

La formulation vectorielle (1) caractérise en fait une très large 

classe de processus compte tenu des résultats rappelés au Chapitre 1 

sur l'équivalence d'un systéme d'équations aux ddrivées partielles 

et d'une équation aux dériv4e.s partielles ; l'ordre k du système (k=2 

dans les exemples traités par la suite) devra être choisi de façon 

a assurer un bon compromis entre l'ordre du système et le modèle phy- 
sique : il convient en effet de conserver le plus possible la forme 

naturelle de description du processus où chaque composante de l'état 

W correspond alors à une variable accessible interprétable physique- 

ment, et de ne pas chercher ~ys~tématiquement 21 se ramener 21 un système 

d'ordre 1. 

1.2 - Mise en évidence de plusieurs dynamiques 

Différentes dynamiques peuvent être mises en évidence, soit direc- 

tement lors de la- modélisation par comparaison entre les ordres de 

grandeur des termes des matrices T et Mi de (11, soit physiquement 

par une bonne connaissance du phénoméne qui permettrait d'affirmer 

a priori la prépondérance de certaines variables d'état par rapport 

à d'autres (voir par exemple dans ce cas /ELD/). Dans les cas plus 

complexes de m&connaissance Ce telles propriétés il est encore possible 

de rechercher analytiquement l'existence de différents modes : dans 

le cas d'une seule matrice d'évolution la mise sous forme de blocs 

de Jordan assurera un découplage parfait des variables. Dans le cas 

de plusieurs matrices on pourra réaliser une bloc-diagonalisation 

simultanée des matrices prépond4rantes (T et Mk généralement) qui 

conduira a la séparation des dynamiques du système /ROT/. Cette notion . . 
de bloc-diagonalisation a déja été introduite au § 111.2.2 du Cha- 



pitre II dans le cas d'une seule matrice. Dans le cas d'une 

bloc-diagonalisation simultanée de p matrices Ai telles que : 

l'application de la transformation (44.11) a lieu en deux temps. 

La transformation [ y  :*] 
où Ii représente la matrice identité d'ordre ni, conduit : 

i i i i 
avec : * Ri(L) = A21 + L A11 - A22 L - L A12 L 

- 
qui sera sous forme bloc-triangulaire si : 

Or, sauf dans des cas particuliers, les équations (4) ne peuvent 

ê-tre réalisées simultanément pour tout i. Une résolution de ce système 

de p+l équations de Riccati est néanmoins possible au sens des moindres 

carrés, 

P 
c'est-à-dire de façon à ce que L satisfasse 1 IIRi(LI I I  minimum. 

i = O  



Introduisons la notation : 

Le système ( 4 )  peut alors s'écrire : 

où m représente le produit de Kronecker de matrices partitionnées 

(c'est-à-dire L a All = 

Cette dcriture permet alors d'utiliser, comme en (48.111, l'algo- 

rithme de Kokotovic /KOK-3/ qui ici conduit à : 

-1 T 1 oii : A;, = (A:, A,,) A,, 

et dont la convergence est assurée par (8) : 



I Si ,422 est de rang plein, 

avec : A. = All - A12 Lo 

où la norme choisie est telle que : 

n II diag (Mi] II = SUp IlMill 
i=l i e {l,. . . ,n} 

I 

alors (7) converge vers une racine réelle L = Lo + D 

I avec : 

Dans un deuxième temps l'application de la transformation 

1 I1 1 sur ( 3 )  conduit 1 : 

dont la bloc-diagonalisation sera approchée comme précédemment à l'aide 

de la résolution au sens des moindres carrés du système d'équations 

de Riccati (10) : 

En introduisant les notations supplémentaires suivantes : 



(10) s'écrit, après transposition : 

dont la solution est fournie par l'algorithme : 

avec une condition de convergence analogue 3 (8). 

Les matrices L et M solutions respectivement de (7) et (13) per- 

mettent alors la transformation simultanée des matrices Ai, i=D, ...,pl 

sous forme quasi-diagonale par bloc, puisqu'elles assurent Ri(L) =O 

et Ri(M) - O pour tout i de Eo~...~~). 
I..3 - Ee~t.urba:tions, sin.quli&res s(patia:les et 

p.erturbatioas singulières temporelles 

Les d,ynamiques du système étaient mises en évidence, soit naturel- 

lement, soit par la séparation artificielle exposée ci-dessus, une 

normalisation des coefficients peut alors être réalisée par l'intro- 

duction d'un petit paramètre E caractérisant les faibles ordres de 

grandeur. Nous nous attacherons essentiellement aux matrices d'kvo- 

lution T et Mk du système (1) pour lesquelles nous envisagerons des 

partitionnements par blocs suivant la même forme ( 2 ) .  

~iffdrents cas de positionnement du petit paramètre E peuvent 

être envisagés qui conduisent tout d'abord à la définition suivante : 

1i3.1 - Définition : 

Le système (1) présente des perturbations singulières temporelles 

(PST) (respectivement spatiales (PSS)), sir moyennant une éventuelle 

permutation des variables d'état, la matrice d'évolution T attachée 



à la dérivation temporelle (respectivement MkI attachée à la dérivation 

spatiale d'ordre le plus 61evé) peut se mettre sous une forme norma- 

lisée du type (14) : 

Â e lRnXn a ses coefficients tous de même ordre de grandeur 

Pour plus de clarté nous noterons par la suite le petit paramétre 

ct lorsqu'il se rapportera A la matrice d'évolution T et E~ pour la 

matrice d'évolution Mk. 

Remarque : 

1. L'hypothèse de régularité des matrices T et Mk est reportée 
n A 

par la relation (14.1 s\ur les matrices T et Mk correspondantes. 

2. Dans (14) on peut aussi, et c'est une contrainte moins dure, 

imposer simplement à Â d'avoir une décomposition par bloc telle 

que : 

n avec IIAijII (i.j) E {1,2j2 
A = 

I A21 A22 1 tous de même ordre de grandeur 

1.3.2 - Perturbations singulières temporelles (PST) : 

Si le phénomène PST existe seul (ou est seul pris en compte), 

le problème (1) est équivalent A (151, compte tenu de la remarque 

précédente : 



t e ] O , + m  C xfS2 compact de ni 

o ù :  * O < s t < < l  

* u(x, t) e mnl, v(x, t) 6 nin2 avec ni + n~ = n 

La décomposition du vecteur état global W(x,t) de (1) en U(x,t) 

et V(x,t) est liée a l'existence de deux échelles de temps différentes 
dont et constituerait le rapport : comme pour les systèmes à parambtres 

localisés singulièrement perturbds, nous dirons que U(x,t) est cons- 

titué des variables lentes du systéme, et que les variables qui ont 

une composante rapide sont regroupées dans V(x,t). 

1.3.3 - Perturbations singuliéres spatiales (PSS) : 

Si le ph&nomhne PSS existe seul, le s.ystème (1) peut s'écrire : 

t e ] O , + . o [  x s Q Q compact de IR 

où: * O < E X < < l  
( 16 

T T * [u(x,t) , V(x,t) ] = W(x,t) vecteur état de nin 

Le petit paramètre E, contribue ici à mettre en évidence deux 

échelles spatiales différentes. La décomposition de l'état global 

W(x,t) correspond alors à la séparation entre les variables U(x,t) 

qui iront loin, appelées encore variables profondes par analogie avec 



1 les variables lentes d'un problème PST, et celles V(x,t) qui conservent 

une composante en surface. 

Remarque : On trouvera une justification des termes lent-rapide 

et profond-surface introduit ci-dessus, dans les études 

détaillées qui font l'objet des parties suivantes de ce 

chapitre et qui correspondent A des problemes physiques 

/ significatifs. 
'\ 

1 

1.3.4 - Sur l'équivalence entre les notions PSS et PST : 1 

Lorsque des perturbations singulières temporelles et spatiales 

sont simultanément mises en évidence dans (11, avec le même decouplage 

des variables d'état pour le temps et l'espace, deux cas sont A envi- 

sager ; moyennant une éventuelle permutation des variables d'état, 

les décompositions du type (14) pour les matrices T et Mk sont telles 

que : 

ou bien : 

Dans ce dernier cas (18) on peut montrer qu'il y a en fait équiva- 

lence physique et thdorique entre les deux phénomènes de perturbation. 

En ef £et si l'on se restreint pour plus de clarté, au cas particulier 

d'un système de type (1) sans entrée et tel que : 



4 

t e ]  O , + w [ x e ~  52 compact de IR 

oh T et Mk sont des matrices de IRnxn régulières vérifiant (181, il 

vient : 
9 

" 
qui s'écrit, en prenant pour nouvelle variable d'état etV=V : 

avec : ck = l/ct Mk 

.. 
De même en posant E ~ U = U  dans (20) il vient : 

A A 

avec : T = l/cx T 

On constate donc que moyennant un changement de variable adéquat, 

le problème (19) qui présente simultanément les PSS et PST définies 

en (18) peut être considéré soit comme un problème de perturbations 1 
spatiales seules (211, soit comme un problème de perturbations tempo- 1 
relles seules (221, le petit paramètre devenant dans chaque cas le 

produit c = exet- 



En pratique nous pouvons trouver une justification de cette équi- 

valence dans de nombreux problèmes physiques comme par exemple 'les 

phénomènes de diffusion. Considérons le cas simple de la diffusion 

d'un corps A de concentration [A] dans un milieu B qui suit une loi 

spatio-temporelle du type : 

où D est le coefficient de diffusion de A. 

Si l'on s'intéresse A l'évolution de la concentration CA] dans le a 

temps, D caractérise la vitesse de diffusion de A dans B.. 

Une diffusion rapide correspondra donc a un coefficient D grand 
c'est-à-dire que l'on pourra écrire sous forme normalisée : 

Si l'on considère maintenant l'évolution spatiale de [A] dans B, 

un g-rand coefficient de difEus-ion corresponüra à une concentratkion 

non négligeable de A en profondeur. Nous dirons donc, par abus de 

langage que le système (23) (241 est rapide et profond. 

Réciproquement, si le coefficient D est petit, c'est-A-dire : 

la diffusion est lente et le corps A reste essentiellement en surface, 

nous dirons que le système (23) (25) est lent et surface. 

Ces termes (profond, surface, lent, rapide) seront utilisés par 

la suite avec précision pour caractériser les différents comportements 

des systèmes étudiés : ainsi, dans le cas d'un système du type (19) 

(18) ou plus qdnéralement (1) (181, U regroupe les variables lentes 

avec une composante en surface, et V les variables profondes et qui 

ont une composante rapide. 



Lorsque dans (1) c'est une décomposition du type (17) qui apparaît 

la notion d'équivalence n'existe pas et, A l'inverse du cas (181, 

les variables lentes U(x,t) sont profondes et les variables V(x,t) 

qui ont une composante surface sont également rapides. De tels systèmes 

sont plus rares mais peuvent néanmoins caract6riser certains phénom&nes 

particuliers coinme par w m p l e  la diffusion des gaz ox,yg:&ne et hydre- 

g.&ne daas un m&tal q i  assuxeraït un pkéqeage &es. moLécuàas H2 : les 

molécules 02 glus lourdes mais non pidgées iraient lentement mais 

loin A l'inverse des molécules H2 qui iraient vite parce que légères, 

mais resteraient localisées en surface A cause du phénomene de pié- 

geage. 

Dans les parties suivantes nous proposons une étude détaillée 

de problèmes du type (1) (18) et (1) (17) respectivement. 

II - S1MPI;EFZCATXON DE MODEI3 POUR UN' SXS~TEMX A 

11.1 - Formulation du problème 

Pour la clarté de l'exposé nous considérons dans cette partie 

le cas particulier d'un système de type (1) à une seule dérivée par- 

tielle spatiale ~9 (q non nul). Nous supposons en outre qu'une décompo- 

sition du type (18%) a pu être mise en évidence ce qui, compte tenu 

de la notion d'équivalence précisée plus haut, nous permet d'envisager 

soit la forme PST ( 21 soit la forme PSS - (22 1 ,  avec donc la présence 

d'un seul petit paramètre noté E dans la suite. 

Finalement, les problèmes étudiés dans cette partie peuvent se 

ramener entre autres à la formulation suivante : 



t e ]  O ,  + 00 C x e Q = ]  0 ,  i C 

E(x,t) E IRm vecteur de commande 

w(x,t) e IRn vecteur 4tat 

avec : 

(2) Conditions intiales : 

V X € Q  W(x,O) = Wo(x) 

( 3 )  Conditions limites (de type Dirichlet) : 

v t E ] O r + O O C  v X e  i'={011} 

où les matrices d'évolution As et de commande B ont les structures 

suivantes : 

Aij 6 ="ixnj (i, j) 6  {1,212 nl + n2 = n 

I I A ~ ~  11 de même ordre de grandeur 

nixm 
Bi E IR i e {1,2) nl + n2 = n 

Ilsi 1 1  de même ordre de grandeur 

Remarques : 

1. Le cas général d'un domaine Q = ]a,b [ peut toujours se ramener 

aux cas considéré en (26) par des changements de base ou d'ori- 

gine convenables relatifs 21 la variable distribuée spatiale 

X. 



2. Le choix de conditions initiales et limites bien précises est 

nécessaire pour les calculs détaillés qui vont suivre ; ainsi 

la fonction Wr(t) doit être comprise comme suit : 

W(0,t) = Wo(t) W(1,t) = Wl(t) 

le cas particulier où Wo = W1 = O caractérisant un problème 

de Dirichlet homogène. 

W4a~moins d'autres types de conditions aux limites auraient 

pu être considérées et traitées pareillement. 

3. De même nous avons dû fixer la forme singulièrement perturbée 

(271, mais le choix de perturbations singulières temporelles 

aurait pu être envisagé également. 

11.2 - Séparation des modes 

Nous présentons ici deux approches différentes de séparation 

des dynamiques, motivées par l'existence d'un problème h la fois spa- 

tial et temporel. 

11.2.1 - Comportement temporel : 

La forme (27) traduisant des PSS, nous sommes amenés pour l'étude 

temporelle h réécrire (26) (27) sous la forme singulièrement perturbée 

suivante : 



t e 3  O , + =  C xebl bl=lO,l[: 

E ( x ,  t 1 E JEn vect eiucr de commande 

U(x,t) s 

V(x,t) e IRn2 vecteurs état, nl+n2=n 

avec : 

I (2) Conditions initiales : 
( 3 )  Conditions limites : 

La &6compo.sbtioa du vecteur &tat qlobal W(x, t) en U(xr t et V(x, t 

est induite par la présence du petit paramètre E attaché a la partie 
V(x,t) de l'état. En outre comme E porte sur la dérivée partielle 

temporeblle, il peut être interprété comme le rapport entre deux échel- 

les de temps diffésrentes : E = t / ~  où t est l'échelle de temps lente 

et T l'échelle de temps rapide (t en minutes et T en secondes par 

exemple . 

Remarque : En toute rigueur l'obtention de la forme PST définie 

au S 1.3.1 aurait nécessité le changement de variable d'état 

proposé en i 21 1 : E V = ?. Afin de l'éviter nous avons cher- 
ché simplement A avoir les mêmes ordres de grandeur pour 

les blocs diagonaux de la matrice d'évolution, les autres 

pouvant être considérés comme moins importants puisqu'ils 
-, 

caractérisent les interconnections. En fait on peut vérifier 

aisément que les calculs qui suivent peuvent être menés 

pareillement dans le cas où on effectuz le changement de 

variable d'état et que l'on obtient finalement les mêmes 

résultats. 



Afin d'obtenir les équations relatives aux différents modes nous 

proposons une méthode de découplage des dynamiques inspirée des résul- 

tats des pertubations singuli&res classiques /DAU-1/. 

En annulant E dans (29.1) nous obtenons, si A22 est inversible, 

gour la partie lente UR diu vecteur état U : 

Par analogie avec les résultats de Tihonov /HOP/ relatifs aux 

problèmeas rég,is pax des équations di£ f érentielles ordinaires, nous 

faisons ici l'hiypothèse .que la partie raptid'e dJe l'état U est n6gli- 

geable, c'est-à-dire qu'il s'agit de variables essentiellement lentes 

qui peuvent être approchées par UQ durant toute l'évolution du syst&me.' 

L'état V est alors approché par V et (29) devient : 

Cependant 1 'existence de deux modes dans V(x, t nécessite un dé- 

couplage préalable des dynamiques. Celui-ci est obtenu en réalisant 

une bloc-diagonalisation de la nouvelle matrice d'évolution définie 

en (31) à l'aide du changement de base suivant (cf § 111.2.2 du Cha- 

pitre II et § 1.2 de ce chapitre) : 



où Lt est solution de l'équation de type Lyapunov ( 3 3 )  : 

Les variables lentes V et rapides Vr de sont alors découplées 

et il vient : 

Finalement nous avons obtenu deux modèles réduits découplds : 

le lent ( 3 0 )  et le rapide ( 3 5 )  ; la reconstitution des variables d'état 

initiales dtant assurée par ( 3 6 )  : 



Remarques : 

1. L'écriture (35) du sous-système découplé rapide utilise la va- 

riable distribuée r correspondant à une grande échelle de temps 

par opposition à t (cf 5 1.3.21 : 

t = E T  

2. Les blocs AR* et A22 sont nécessairement différents puisque d'or- 
dres de grandeur différents donc la solution Lt de (33) existe 

et par conséquent le découplage présenté ci-dessus est toujours 

possible. 

11.2.2 - Comportement spatial : 

De façon analogue il est possible d'analyser les perturbations 

singuliéres spatiales du système (26) (27) (28). Une étude parallèle 

à la précédente peut être menée après écriture du problème sous forme 

spatiale ~~ingulièrement perturbée normalisée. 

a) Forme PSS nomalisée /ZAM-3/ 

E f l h  s'obtient en r&alisant dans (26.1) l'inversion par bloc 

de la matrice d'évolution normalisée, c'est-à-dire A = (Aij), le petit 

paramètre restant attaché à la dérivation spatiale. Soit : 

E(x,t) E IRn vecteur de commande 

U(x,t) E IRnl 

~(x,t) e nn2 nl +n2=n vecteurs état 

(2) Conditions initiales : 

( 3 )  Conditions limites : 



.. 
où la matrice As = (Ai j 1 est 1 ' inverse par blocs de A = (Ai 1, définie 

par : 

-1 - 1 -1 
(Hl) siA22 et (Ai1 - A12 A22 A211 existent. 

ou bien : 

- 1 - 1 - 1 
(H21 si Al1 et (A22 - A21 Al1 A121 existent. 

Note : Pour la suite des calculs nous supposerons que l'hypo- - 
thèse (Hl) est vérifiée ; dans le cas de (H2) il convien- 

drait de réaliser la permutation d'indices correspon- 
" 

dante. Et le nouveau vecteur de commande B est alors 

donné par : 
I 



Comme précédemment, la décomposition de l'état en deux parties 

U(x,t) et V(x,t) est induite par la présence du petit paramètre E 

lié cette fois à U(x,t). De plus dans la forme (37) E est attaché 

à la dérivation partielle spatiale : il permet donc de définir le 

rapport entre deux échelles spatiales différentes, E = (x/X)q 03. x 

es* l'échelle an profondeur et X l'échelle en surface (x en m&tres . 

et X en centimgtres par exemple). 

La séparation des modes (surface-profond) est alors obtenue par 

la même méthode de découplage que celle utilisée dans l'étude tem- 

porelle : 

" 
En annulant E dans (37.1) il vieint, pour la partie profonde Vp 

Les hypothèses simplificatrices utilisées en perturbations singu- 

lières classiques nous conduisent à supposer ici que la partie surface 

de V(x,t) est négligeable. Les va-riables regroupées dans V(x,t) sont 

donc avant tout profondes et peuvent être approchées sur tout le do- - 
maine $2 par Cp(x,t). Il s'en suit l'approximation Ü(x,t) de l'état U et 

I ( 3 7 )  devient : 



Comme précédemment il convient de séparer les deux modes présents - 
dans (x, t 1 . La bloc-diagonalisation de la matrice d1 évolution de 

(42.1) nécessite le changement de base suivant : 

où 2, est solution de l'équation de type Lyapunov (44 : 

.I) 

- 
Les variables profondes Üp(x.t) et surface Usu(xft) de 6 sont alors 

découplées et il vient respectivement : 



où A 9  représente la dérivée partielle spatiale par rapport à 

la variable x : a q / a X g  

Finalement, en réécrivant les systémes (46) et (41) sous la forme 

usuelle analogue à (26) et en fonction des blocs matriciels initiaux 

(27) et (281, llé.tat global du système étudié peut être approché comme 

suit : 

où les variables d'état Ùs.U et GP sont définies par les sous-systèmes 
réduits (48) et (50) : 

., 
Lx est solution de l'équation de Lyapunov (49) : 



1. Dans (46) et (48) nous avons décrit le sous-systeme decouplé 

surface A l'aide de la variable distribuée spatiale x qui réalise 
une dilatation de ll.chelle spatiale adaptée A la dynamique 

de ce sous-système. 

2. Comme dans 1 ' étude temporelle, 1 ' équation ( 4.9 aura toujours 

une solution ex puisque ES,, et A22 sont différents car d'ordres 

de grandeur différents. 

b) Etude directe 

Une autre approche du problème (26) (27) (28) peut ê.tre envisagée, 

qui évite le passage interm6diaire par la forme PSS normalisée ( 3 7 ) .  

En annulant E directement &ans l'équation (26.1) on obtient : 

t e l  O , + -  C x e Q  

L'hypothèse de négliger la partie surface de V(x,t) étant renou- 

velée, le système étudié peut être approché par : 



dont le découplage est assuré par le changement de base (53) : 

où Lx ese solution de l'équation de type Lyapunov (54) : 

Lx A22 - Ai1 Lx + A12 = O L x E IRnlXn2 

Il vient successivement : 

Nous obtenons donc pour le système global l'approximation sui- 

vante : 



où les variables d'état Us, et Vp sont définies par les sous-systèmes 

Conclus,ion : Le choix du système particulier (26) (27) (28) nous 

a permis de mener une étude détaillée assez simple mais 

néanmoins riche par les diverses approches dont elle a fait 

l'objet : les perturbations singulières spatiales n'étant 

pas explicites nous avons montré comment s'y ramener par 

deux méthodes différentes (avec ou sans changement de va- 

riable d'état). 

Les perturbations singuliéres spatiales ont donné lieu A 

deux études possibles. L'une rigoureuse, qui procède au 

préalable à une mise sous forme spatiale singulièrement 

perturbde normalisée et l'autre plus simple, qui réalise 

le découplage des dynamiques directement sur le système 

proposé ; l'approximation est cependant moins fine dans 

ce &ermier ca.s. p,misque fin.alement Tes termes &e scou.plsge 

n'apparaissent plus dans les sous-systèmes réduits qui carac- 

térisent le sbys~tème simplifié. 

11.3 - Application numirique 

Nous proposons dans cette partie d'illustrer la validité et les 

performances de notre méthode en comparant les résultats de simulation 

d'un système du type (26) avec ceux des systèmes simplifiés associés. 

Soit : 



(2) Conditions initiales : 

u(x,O) = u0(x) = O 

v(x,O) = v0(x) = O 

(3) Conditions limites : 

u(0,t) = u(l,t) = 1 

v(0,t) = v(1,t) = 1 

Un tel prob.lème peut correspondre par exemple A la d-iffusion 

de deux corps A et B de concentrations. respectives u et v aans un 

troisième milieu C homogène mais sélectif, c'est-&-dire qui assurerait 

une me4lleure diffusion pour B que pour A : A t=O on plonge le corps 

C dians u;n. n&Lamge* &q~wi!m@&aire d.e A efz de Bl, les concentrations soae 

donc égales et maxima-les aux bords et vont croître progressivement 

a 1 ' intérieur. 

La méthode proposée fournit ici le choix suivant ~e modèles sim- 

plifiés. Les perturbations singulières temporelles conduisent à : 

1 avec : ~ ~ ( x . 0 )  = O uR(OIt) = uR(l,t) = 1 

avec : v,(x,O) = O vr(O,t) = vr(l,t) = 1.084 

( 3 )  ~,q, = - 0.841 1oe2 UR 

Vu sous l'angle de PSS, il vient : 



I avec : v,(x,o) = O vn(0,t) = v,(l,t) = 1 

avec : u,,(x,O) = O usu(Oft) = u,,(l,t) = 1.78 10'~ 

( 3 )  up = 0.932 vp 

Nous testons ici la méthode la plus dure, qui réalise une simpli- 

fication directe sur le systéme (58) (cf S 11.2.2). Enfin à partir 

de (59) et (60) il est p~ss~iblé d'envisager un troisième modèle sim- 

plifié : la variable lente est obtenue par la décomposition temporelle, 

alors que la variable rapide qui est également profonde sera fournie 

par l'étude spatiale. On obtient alors aisément : 

1 avec : Û(xIO) = O û(o,t) = Û(1,t) = 1 

Toutes les équations des systèmes simplifiés ainsi obtenus sont 

découplés, scalaires et du type équation de la chaleur : on trouverait 

donc facilement, pour ce problème particulier, des solutions analy- 

tiques aux systémes réduits /COU-1/. ~éanmoins dans un but de compa- 

raison nous avons réalisé une résolution numériques tant du système 

original que des modèles simplifiés obtenus. Les schémas aux diffé- 

rences finies (62) ont été utilisés : 



p o u  : s* = U f V  

avec : t = n  A t  x =  j A x  1 
1 

où : n =  O ,  1, 2,  ... ( d i s 3 c r 6 t i s a t i o n  t empore l l e )  

j = O , l , 2 , .  . . . ,J- lI  J ; J = l / A x  ( d i s c r é t i s e t i o n  s.pa.tiale) 

0 s CO , 11 est l e  aegré d ' i m p l i c i t é  /ELD/ 

Pour A t=10'~ et A x=5.10"~ e t  jusqu ' à n=-2.0, les rds,ult-aits s n 8 i v m t s a  

o n t  & t é  obtenus : 

P a r t i e  lenbte 

Z 
t I 

u +  

i 
t 

1 
l 

O 
P a r t i e  prof  on 

1 

Modèle o r i g i n a l  P.S.  temporel les  

FIGURE 1 

1 
P. S. s p a t i a l e s  I 



Nous constatons donc que des résultats très voisins sont obtenus 

tant par la méthode temporelle que par la méthode spatiale. Cependant 

les systémes simplifiés font l'objet d'une programmation plus simple 

ce qui améliore la convergence de l'algorithme utilisé. Ceci permet 

alors d'augmenter le pas de discrétisation temporelle (respectivement 

sipa&iala) pour la partie >ente u (resipectivement profonde v) ; le 

temps de calcul peÙt a%insi être diminué et llutilis~ation de petits 

ordinateurs devenir possible, dans un but de commande en temps réel 

par exemple. 

III - SIJ!fl?LIFICA.TION DE MODELE POUR UN SYS~TJWE A P W . ! T I O N S  

SINGULIERES NON EQUIVALENTES /ZAM-1/ 

111.1 - Formulation du problème 

Toujours dans un but de clarté nous limiterons cette étude au 

cas particulier d'un système de type (1) a une seuIe dérivée spatiale 
~ q ,  avec ici une partie non dérivée. Nous supposons en outre dans 

cette partie que c'est une décomposition du type (17) qui a pu être 

mise en évidence &ans, ( 1). Le phénomène "naturel"' d ' équivalence ddf ini 
au S 1.3.4 n'apparaît donc pas ici et il convient dans la modélisation 

normalisée de conserver les deux petits paramètres Et et e x  relatifs 

respectivement aux perturbations temporelles et spatiales. 

Soit : 



B(x , t )  e- ~ f l  vecteur de com'i~~nite 

1 ~(x,t) e f12 vecteurs état, nl+n2 = n  

matrices normalisées par b.locs 
(tous de même ordre de grandeur) 

1 (2 1 Conditions initiales 

1 ( 3 )  Conditions limites 

Comme nous lla,vons d&j& sigrnalé, la localisation des petits pa- 

ram&tres: et ex &ans (63.1) induit la décampos-ition suivante de 

L'&tait : U(x,t) regroupe les sariables essentiel1emen.t lentes et pro- 

fondes, et V(x,t) celles qui au contraire possddent une composante 

rapide et une composante s.urface. 

111.2 - Sépa,rakion des modes 

Comme dans l'étude prkcédente, le modèle (63) peut être simplifié 

à l'aide de la théorie des perturbations singulières temporelles (EtIr 

mais une analyse du comportement spatial peut aussi conduire à une 

séparation des modes kX). Ces phénomènes peuvent apparaître indivi- 

duellement (annulation d'un seul petit paramètre) ou simultanément. 

La démarche présentée dans cette partie est néanmoins différente de 

celle proposée au § 11.2 car nous envisageons ici une commutation 

au bout d'un certain temps (respectivement au delà d'une certaine 

région de l'espace) du système rapide au système lent (du système 

surface au système profond respectivement). 



111.2.1 - Comportement temporel : 

Une décomposition temporelle du système (6.3) peut &tre réalisée, 

qui met en évidence : un système rapide prépondérant durant une courte 

période, et un système lent qui décrit le processus étudié après dispa- 

rition des phénom&nes Bransitoiizes ; les modes rapides sont a~lors 

néqlig6s et le syst&mel lient [ IP; , V; ] est obtenu en annulant gt dans 

(63.1). C'est-&-dire que, si A'22 est inversible : 

Ces équations, vaLab1e.s lorsque le régiome transitoire rapide 

est termine, caractérisent donc le régime lent du s.ptème (63). Cepen- 

dant la solution Vg(x,t) de (64.2) ne satisfait pas en général la 

condition initiale Vo(x). Il convient alors de définir un domaine 

temporel de couche limite ot = ] O , 8 [ (cf Chapitre II, § 1.2) durant 

lequel les variables lentes sont supposées invariantes dans le temps, 

c'est-à-dire : 

L'équation réduite caractéristique du système rapide s'écrit 

alors, en fonction de la nouvelle variable distribuée r = t / ~ ~  : 



E ~ S  s:~~~~-sysizè:mes , t 1 et Vr (x, T ) r&is ~espectivement paz 

les équations (64 et (66%) nécessitent, pour &txe pa~rfaitement déter- 

minés, la définition d.e nouvelles conditions initiales et limites. 

Les relations (65) permettent de reporter sur ~t(x,t) les condi- 1 

tions de U(x,t) définies en (63.2) et (63.3). Pour la partie lente 

Vt(x,t) des variables rapides V(x,t) il vient, à partir de (64.2) : 

où la commande initiale E(x,O) ainsi que Uo(x) sont des données du 

problème ( 63 1 . 

Ca rés~lu~tion de cette équation dif fbrentielle (67 fournit alors 

la condition initiale VR( x, O moyennant deux conskantes d' intégradLon 

arbitrairement choisies ; on en deduit alors celle, Vr(x,O), &e la 

partie rapide à 1' aide &e (65.1. 

La détermination des conditions limites des parties lente et 

rapide de V(x, t) sepa envisaqée après l'analyse du comportement spa- 

tial, une indétermination analogue apparaissant dans cette étude. 

NOUS avons donc réalisé ici la déc~mpos~ition du systéme initial 

[ u(x,tlT , v(xftlT lT en deux sous-systèmes réduits : 
T 

le lent [ ~ % ( x , t ) ~  , ~ % ( x , t ) ~  ] qui a.pproche le système original 

essentiellement après disparition des phénomènes transitoires, et 

le sous-système rapide Vr(x,~) qui caractérise précisément le régime 

transitoire. La reconstitution des variables d'état U(x,t) et V(x,t) 

est donc définie par les approximations suivantes : 



111.2-2 - Comportement spatial : 

La prisence d'un petit parm2ttre cx attachd à la d'é-rivation pac- 

tielle spatiale de l'état V permet d'envisager pareillement une décom- 

position spatiale du processus étudié (63) en : 

- un système appelé surface, dont les effets disparaîtraient au 

bout d'une courte distance, 

- un systéme profond qui ca*ractériserait le systéme oriqinal assez 
loin du bord, là où les variables surface deviennent négligeables. 

Comme pour l'étude temporelle, le système profond est obtenu 
-1 

en annulant ex dans (631 ; soit, si A11 existe : 

Géndralement la solution Vp(x,t) de (69.2) ne vérifie sas les 

conditions limites Vo(t) et Vl(t) de l'état V(~rt). NOUS définissons 

alors un domaine spatial de couche limite Os = 1 O , 5 [ u 1 1-5 , 1 [ 
oh les variables profondes sont supposées invariantes relativement 

a la variable distribuée x, c'est-à-dire : 



L'équation réduite valable en surface s'écrit alors, dans la 

nouvelle échelle spatiale x = x/(ex) l/q : 

A cette d.écomposition de l'équation initiale (63.1) en (69) et 

(71) il convient, comme précédemment, d'ajouter la définition de nou- 

velles conditions initiales et limites. Les hypothèses (70) induisent 

le report intégral sur Vp(x,t) des conditions de U(x,t) définies en 

(63.2) et (63.3), conditions qui sont en outre compatibles avec les 

hypothèses (65) relatives à cette partie U(x,t) de l'état. 

D'autre part la résolution de l'équation différentielle (72) 

(écrite poux x=O) fournit les conditions limites de la partie profon&e 

Vp(xIt) à une constante dlintégra.tion près : 

La même équation écrite pour x=l correspondant à Up(l,t). Les 

conditions limites sur Vsu(x,t) s'en d4duisent alors aisément à l'aide 

des règles d'approximation (70). 

Afin de lever l'indétermination sur les conditions initiales 

des parties profonde et surface de l'état V(xrt) ainsi que celle, 

précédemment évoquée, sur les conditions limites de V~(x,t) et Vr(x,t), 

nous proposons le choix arbitraire suivant : 

Vp(x,0) = lJ V0(x) 

Vsu(x,0) = (1 - Il) V0(x) 



Les conditions initiales et limites du systéme original sont 

donc décomposées en deux partiesr la première étant relative aux do- 

maines de couche limite Pt et Ps. 
v 

Remarque : On trouve dans la littérature quelques considérations 

sur la détermination de ces domaines, c'est-&-dire sur l'éva- 

luation de 8 et 5 respectivement (cf Chapitre 1, S 1.2). 

Le choix (73) (74) permet d'achever la détermination de toutes 

Les nouvelles conditions initiales et limites, et par conséquent celle 

des solutions des divas' systèmes réduits obtenus : le lent (64) et 

le rapide (66) d'une part, le profond (69) et le surface (71 d'autre 

part. 

rII.2.3 - Réductions spatiale et temporelle simultanées : 

Une troisième décornpo~~ition du système original (63) peut être 

obtenu par l'anulation simultanée des deux petits paramétres et et E ~ .  

T 
Un sous-systèm~ à la fois lent et profond [ U g p  vEp IT approche alors 
le processus étudié a partir de l'instant et de la distance où les 
régimes transitoires disparaissent. 11 est régi par : 



Afin que les conditions initiales et limites de V(x,t) définies en 

(63) soient satisfaites, nous considérons un domaine de couche limite 

a =  (1 0 ,  5 f U  3 1-5 , 1 C X J  O , 8 C) 06 la palrie lente et profonde U(x,t) 
de l'état sera supposée constante : 

Les composantes rapide et surface sont alors gouve.rnées par 1'6- 

quation : L 

Lets éq~~ations ( 75. L et (77) éta~nt découplées, elles peuvent 

êkre r&s,o*Lues. d5.rectemen.t par une m&hode annalytique, comme par exenpla 

la mdthode de s4paration des variables : les hypoth&ses simplifica- 

trices (76) permettent de p,rendcre pour Ugp(x,t) les conditions ini- 

tiaLes et limites &e U(x,t) données en (631, ce qui conduit à une 

solution exacte Ugp(x,,t) dans un premier temps. Cette solution repo'rtée 

dans (75.2 conduit également à une solution exacte Vgp(x,t) ; on 

en déduit alors les conditions initiales et limites sur VrSU(x,t) 

à L'aide de l'approximation (76). Finalement une soLution exacte de 

(77) est aussi obtenue. 

La détermination des sous-systémes réduits est donc ici fournie 

par une approche hiérarchisée, ne faisant apparaître aucune indétermi- 

nation. 

* 

Conclusion : Le systéme (63) considéré dans cette partie aurait 

pu également être étudié par la méthode présentée au S II 

de ce chapitre, faisant appel à la bloc-diagonalisation. 

Ici les matrices A et B auraient dû alors faire l'objet 

d'une bloc-diagonalisation simultanée qui permettrait le 



découplage des  dynamiques. Cependant a f i n  d ' o f f r i r  un p o i n t  

de vue d i f f é r e n t  ek p a r c e  que l e  problème considéré  s ' y  

p r ê t a i t  (ce quvi n ' e s t  pas  l e  cas du problème (26)  ( 2 7 )  (2811, 

nous avons p r é f é r é  p r é s e n t e r  une méthode basée sur l a  not ion  

de commutation souvent u t i l i s é e  dans l a  l i t t é r a t u r e  présen- 

éarnt l ' aggai -ca t ian  &e X a  m6khode &es pe~tumbiditioms çingu- 

l i&nes  aux sys&&rnms à pazauirltzre.~ l o c a l i s é s  /SAX-2:/. C e t t e  

méthode condui t  généralement a des, problèmes p l u s  s imples 

que l e  probl&me i n i t i a l  même s i ,  l e  p lus  souvent ,  les résolu-  

t i o n s  des  équat ions  aux &ér ivées  p a r t i e l l e s  c a r a c t é r i s a n t  

l e s  systèmes r é d u i t s ,  n é c e s s i t e n t  encore l ' u t i l i s a t i o n  de 

mdthodes nurneiques. C e s  équat ions  s o n t  moins compliquées 

et des. c a l c u l s  p l u s  r a p i d e s  sont  3 e.spé.rer.. D e  p l u s  l e  choix 

des  pas d e  c a l s u l s  peut  & t r e  ada,pté, c ' e s t -&-d i re  q u ' a  des  

moaes d.iffdren$s s e r o n t  a s s o c i é s  des  pas de c a l c u l s  6 i f f é -  

r e n t s ,  t a n t  pour x que pour t : l a  p a r t i e  su ivan te  i l l u s t r e  

ces  avantages par l l a p P p l i c a t i o n  de  l a  méthode proposée sur 

un exemple de chauffage indus.t.rie.1. 

111.3 - & p ~ b i c a ~ t i o n  au réa+ctewr d 'épi ta-x ie  en phase l i q u i d e  

iBM/ ,. /'=&/, / S@U- 2 / 

LII.3..1 - Descr ip t ion  du processus :. 
1 

Le r é a c t e u r  d '  é p i t a x i e ,  schématiquement r e p r é s e n t é  à l a  F igure  2 ,  

e s t  c o n s t i t u é  de deux c y l i n d r e s  de q u a r t z  concentr iques  chauffés  par  

c inq  r é s i s t a n c e s  é l e c t r i q u e s  i d e n t i q u e s  r é p a r t i e s  s u r  t o u t e  l a  longueur 

du réac teur ,  l a  charge u t i i e  é t a n t  s i t u é e  au cœur du r é a c t e u r  (au  

mi l i eu  de l a  zone c e n t r a l e ) .  



Le: compobtement themique du r&ac teur  es , t  modéAisé à p a r t i r  &e 

1'4-tablis.sement dels bi lms.  d 'échanges  t h e m i q u a s  e n t r e  : l a  charge,  

l e s  tubes  de  q u a r t z ,  les é>l&ments c h a u f f a n t s  .. L e  modèle mathématique 

a i n s i  obtenu est  un système de. trais dquat ions  aux d4r ivées  p a r t i e l l e s  

non 1 iné.airessr  les v a ~ i a b . l e  s indéipen&ante.s &tant l e  temps e t  l a  va- 

r i a b l e  d i  espace ré*p'a~tLek sur la. lom.g;uew~^ d u  foiux (on u . t i l i s e r a ,  l'a 

coordonnée r é d u i t e  x = X/L, L Longueur du f o u r ,  x e. [*O , 1 ] 1. 

Ce s,yst&me représente.  l'é\woJ.utFon du p r o d i l  t h e m i q u e  &ans les 

d i f f é r e n t s  c o n s t i t u a n t s  ( Y l ( x , t ) ,  Y 2 ( x , t ) ,  Y 3 ( x r t )  respect ivement)  

p a r t i r  de  l a  connaissance  de 1 'é .volut ion  E ( x , t )  de l a  puisrsance 

de chauffe .  

Cepenaant , l e s  ~ p é ~ r a t i o n s  de  r é g u l a t i o n  e t  de  p o u r s u i t e  ayan t  

généralement l i e u  dans üne gamme de  température. de  700 OC a - 9 0 0  OC, 

on cons idè re  que dans c e t t e  p lage  de  v a l e u r s  1.e comportement thermique 

du r é a c t e u r  est  à peu p rès  l i n é a i r e .  

L e  modèle o r i g i n a l  peu t  donc ê tre  l i n é a r i s é  autour  du r4gime 

s t a t i q u e  nominal en posant  : 



où Yic(x) et Ec(x) sont les valeurs nominales des températures et 

de la puissance de chauffe. 

Le système a paramètres distribués linéarisé qui modélise le 

processus a donc finalement la forme suivante : 

avec les conditions initiales et limitas toutes nu,lles 

L'opérateur A lié à la dérivation spatiale est &iaqonal et le 

couplage entre les équations est réalisé par la matrice B = ('bij). 

Tous les coefficients matriciels dépendent des caractéristiques ther- 

miques et gé~métriq~ues &es él&ments du réacteur et l'on a, moyennant 

quelques hypothèses simplificatrices (Yic(x) a été fixé à 790 OC pour 

i=1,2,3) : 



111.3.2 - Simplification du modèle : 

L'observation des valeurs numériques des coefficients aii suscite 

la recherche pour la matrice A d'un meilleur conditionnement. Une 

normalisation de ces coefficients peut être réalisée, et ceci suivant 

dfew pokmts &e vue &i:f f&reatsS. 

D'une part on peut poser directement : 

a22 = â22 Ex 

a33 - 333 Ex 
avec : E~ = 10-2 

âii, i=l, 2, 3 coefficients normalisés 

Une décomposition en parties surface et profonde sera alors pos- 

sible, et l'introduction simultanée du petit paramètre Et n'est pas 

nécessaire ici. 

D'autre part une autre normalisation est kgalement possible : 

I "' ai=, i = 1, 2, 3 coefficients nomalisés 

Deux vitesses de chauffe pourront alors êkre mises en évidence, 

mais cette décomposition ne peut être liée a la précédente : elles 

constituent deux aspects différents d'une même propriété, le mauvais 

conditionnement de la matrice A. 

Remarque : La normalisation (82) a lieu au détriment du condi- 

tionnement de la matrice de couplage B, mais ceci n'est 

pas trop grave car les imprécisions d'algorithme proviennent 

essentiellement des termes dérivés. 



La première approche (81) conduit à la définition d'un 

sous-système profond (ylpI y2p I ySp 1 et d'un sous-systBme surface 

(y2suI y3su)T régis respectivement par les équations (83 1 et (84) : 
C 

a a2 - art [~~~(xtt)] = al1 7 ~ ~ ~ ( x t t )  + b l $  np(xrt)  +b32 yap(xIt) 
3%. 

a - at [~2~(xtt)] = b21 ~lp(x~t) + b22 ~2~(x,t) + b23 ~ 3 ~ ( x ~ t )  (83) 

La définition d'un domaine de couche limite induit l'approximation 

s,wj:vaznte pour lem var iakbles d."dtatt or igtAnales : 

Les conditions initia1e.s et limites du modèle original étant 

nulles il en est donc de même poux la va'riable profonde yl(x,t) ; 

par extension nous pouvons* aussi choisir a priori pour les variables 

yzSut y2pr y3sur ~3~ des conditions nulles. 

La seconde approche (82) induit la séparation des modes suivante : 



v 

pour la partie lente, et : 

pour la partie rapide. 

La reconstitution des variables d'état initiales est donc définie 

par : 

- 
Corne précédemment, les conditions initiales et limites des. va- 

rsables rapides peuvent être choisies arbitrairement nulles. La solu- 

tion de (87) est alors identiquement nulle, et le système original 

peut être approché par sa partie lente (86) seule. 

1 
111.3.3 - Résultats de simulation : 

I 

Une résolution numérique a été effectuée pour le modèle original 

(79) et pour chaque sous-système (83) (84) et (86) A l'aide des schémas 

aux différences ( 6 2 )  utilisés dans la partie précédente (S = yi(x,t) 

pour i=1,2,3). Une simulation stable a été obtenue avec le choix du 

degré d'implicité 8 = 0.8. 



Um-wiau. Lai Z a r e  



Nous avons obtenu i c i  sensiblement les m ê m e s  r é s u l t a t s  pour l a  

charge, pa r  les t r o i s  mtithodes, mais sans  no te r  d ' amél io ra t ion  de  

La convergence. Néanmoins des boucles p l u s  r ap ides  o n t  & t é  observties 

également avec un accroissement de l a  v i t e s s e  dans l e  r appor t  1.5r 

c e c i  pour un même pas  de  calcui s p a t i a l  (Ax = 0..021 ; puisque nous 

m l & ~ x o m s ~  gas  l"évo&ukeioa en s ~ m ~ E i c e ,  un pas dre. c a l c u l  spa.tiial pXus 

qzamd!, A x = 0.1, peut &re cho&s& :. leas bouelr'es de e a l c u l  sontt a-lors 

s i x  f o i s  p lus  rapides. C e s  r&sult=ats s o n t  regroupés dans l a  Figure  4. 

b) Compazaison du rnodae o r i g i n a l  avec sa p a r t i e  l e n t e  

L1é"cu&e temporel le  a m o n t ~ é  que l e  choix  a r b i t r a i r e  de cond i t ions  

i n i t i a l e s .  et l i m i t e s  n u l l e s  pour les composantes r ap ides  p e r m e t t a i t  

&'approcher l e  sgstème é t u d i é  p a r  s a  p a r t i e  l e n t e  uniquement. 

Nous présentons dams l a  Figure  5 les r é s u l t a t s  de simulakion 

des  p r o f i . 1 ~  de température pour l e s  t r o i s  p a r t i e s  du ré,acteur,  et 

c e c i  pour l e  modérle o r i g i n a l  e t  pour l e  mo&&le rd.duit l e n t  avec tou- 

]ours l e  même p r o f i l  de commande d é f i n i  en Figure  3 .  

Heis m&t~ds~ v ~ l e w r s  limites, ( -+ W.) somt obaea.~b&rs~,, etz cecli o.anE-Pme 

les r é s u l t a t s  théor iques  (1 ' amnulatioa du terme en a / a  t. conduit  aux 

memes équat ions  pour l e s  deux mod!&.1es,). Mais nous ne présen.tons ic i  

q@e des  r é s u l t a t s  i n t e r n é a i a i r e s ,  q u i  coiiirespo~ndent 3 une v a r i a t i o n  

de 20' (pour y, au tour  &u p r o f i l  nomdnatl). 

Nous consta tons  une convergence p l u s  r a p i d e  pour l e  système l e n t  : 

Le ~roifii du modèle o r i g i n a l  r e l a t i f  à n=1000 est a t t e i n t  avec le 

modèle l e n t  pour n=700, n é t a n t  l e  nombre d ' i t é r a t i o n . .  De p lus  c e  

modèae r é d u i t  i n d u i t  des  boucles de c a l c u l  p lus  r ap ides  : un acc ro i s -  

sement de l a  v i t e s s e  de 1.2 a é t é  observé. Enfin d ' a u t r e s  amtj l iorat ions 

de convergence on t  é t é  m i s e s  en évidence en é t u d i a n t  l e s  e f f e t s  d ' u n  

ch.angement de pas de c a l c u l  temporel : l a  l i m i t e  de s t a b i l i t é  corres-  

pond A A t  = 2.51 10'* pour l e  modèle o r i g i n a l  a l o r s  que nous avons 

t rouvé  sensiblement l e  double pour l e  modèle l e n t .  



.Modèle origi 
n = 1000 

Modèle lent 
n = 700 

Conclusion : Cet exemple illustre liintérêt de la méthode pré- 

sentée dans cette partie, par les simplifications importantes 

qu'elle génère tant au niveau des équations théoriques qu'au 

niveau d'une résolution numérique où la convergence des 

algorithmes est nettement améliorée. Cependant, il convient 

de remarquer que le réacteur d'épitaxie ne constitue pas 



exactement un exemple de problème d u  type  (63) exactement : 

l a  normal isa t ion  ne n é c e s s i t e  que l ' i n t r o d u c t i o n  d'un p e t i t  

paramè.tre E~ OU b ien  E ~ ,  mais pas des  deux simultanément ; 

il ne s ' a g i t  pas i c i  d'un problème de p e r t u r b a t i o n s  singu- 

lières %on équ iva len t s  " où deux p e t i t s  paeamaètres s o n t  

ni&~essa-hes p o ~ w  "%a~aew"* Le ph&am&ie ma&wnel &"tl.qmivalemce. 

On p e t  d la i lXewsa.  en comprank +@5) eiz (88.1, c o n s t a t e r  

*'au c o n t r a i r e  c e  phénomène d:'%qaiwalence l en t - su r face  

et ratpide-prof ond est bien v4rifi.é. Néanmoins, 1 ' ex i s t ence  

exclus.ive de l ' u n e  ou b ien  de l ' a u t r e  forme per turbée  permet 

d ' i l l u s t r e r  convenabLement l a  méthode de commutation pour 

chaque ééude ~éparémen~t .  

1V.A - DBcom~.laqes dif.F&rents. p.our les mat r i ces  pcéptond4ran.tes 

Dans les é tudes  d é ~ t a i l l . é e s  des  S II et III nous avons impl ic i -  

temeat supposé que les met r i ces  l e s  g l u s  s i g n i f i c a t i v e s  du ph6nomène 

~ b y s ~ . q u , e  ma&&!l&sé en C ls) &&&en& T* eiz M'k. S I  i3: en es& g&nr&alemsné 

a i n s i ,  il es.t n4anmoins possib:le q,ue- pour  certain.^ prob*lèmes p a r t i -  

c l  r c e  s,o.i^t 1 ' in5Eliuence d ' une ou prluSs k e a r s  aiuU&res m a t r i c e s  N r i  

q u i  s a o i t  importanke- La méikhode exposés au S II p e u t  a lo r s .  être étendue 

à ce type  de problème en appl iquant ,  pour &&coupler l e s  &ynamiques, 

l e  p r i n c i p e  de b loc-diagonal isa t ion  simultanée p résen té  au S 1 d e  

c e  c h a p i t r e ,  à t o u t e s  l e s  ma t r i ces  prépondérantes. 

En o u t r e  c e t t e  é v e n t u a l i t é  de p l u s i e u r s  ma t r i ces  pr6pondé.rant.e~ 

r i s q u e  f o r t  de conduire. à des ~écompos. i t ions  par  b locs  d i f f é r e n t e s  

poux c e r t a i n e s  ma t r i ces  d ' évo lu t ion ,  e4 d ' e n t r a î n e r  des  c o n f l i t s  dans 

l e  choix des  d i f f é r e n t e s  v a r i a b l e s .  

Ce phénomène peut  d ' a i l l e u r s  a u s s i  s e  p rodu i re  dans l e s  c a s  s i m -  

p l e s  où s e u l e s  T e t  Mk s o n t  s i g n i f i c a t i v e s ,  s o i t  par  exemple : 



1 avec : tl + m l  

Supposons pour f i x e r  les iddes  tl > m l .  L a  décomposition de l ' é t a t  

g l o b a l  W(x,t)  d o i t  ê t r e  du t y p e  : 

avec : n 1  = m l  

"3 = t 2  

= " - ml1 - k2 

E t  l ' o n  peut  monerer, en u t i l i s a n t  l e  p r i n c i p e  d 'dquiva~lenoe 

que l e  sys.tème (19.1 (89)  s ' &rit sons forme PSb : 

ou b ien  sous forme PSS : 



On en déduit les caractéristiques dynamiques des variables d'état 

Ui (i=1,2,3 ) : U1 regxou,pe les, vava~i:&kles hen,&es ek tr&s cowzixes (qu~i 

restent Brèe en surface) ; U3 lies: vazi&-les t'ras rapi.&es. ett: longues ; l 
I 

U2 les variables rapides et de pé>nétration moyenne,. 

L'équivalence PST-PSS a permis ici de préciser la relativité 

des di£ fdrents modes (on peut en particulier prendre E t = e x  = E 1. 

Le cas de non-équivalence peut cependant &tre envisagé de La même 

manière. 

De façon générale ces sys8tèmes présentant plu~ieu~rs dynamiques 

à constantes de temps et/ou d'espace échelonnées sont &es systèmes 

singulièrement perturbés A paramètres multiples. Lorsque les dynamiques 

sont proches, de tels probLèmes sont très souvent reformulés en pro- 

blèmes à paramètre unique, facteur commun de tous les petits paramètres 

dqu système initial /KOK-1/, /HOP/,. /GRU-1,2,3/, /KHA/. Dans le cas 

comt~aire, 1s)rsque les d jnai jueis. s,on<t b<iem sépatré:es, an! dd~c~up~Litigre 

itératif des différents sous-systèmes est effectué, de la même manière 

que pour un système d deux &ynmiques., en come2mça.nt par le plus. rapide 

(OU le plus en surface). Des mod&lisations où les petits paramètres 

sont liés comme pax exemple (91) ou (92) sont alors préfé.rées, qui 

évitent toute ambiguïté pour le classement des variables : c t  ex < ct 

(OU (voir sur ce point, dans la littérature des systèmes à para- 

mètres localisés : /DAU-.1,.2/, /CEE/, /OIMA-l/, /SAN/). 

Enfin lorsque les dynamiques du système- sont quel.conques les 

deux approches précédentes peuvent être combinées : un regroupement 

des petits paramètres voisins peut tout d'abord être réalisé : on 

obtient alors une reformulation du problème où les petits parambtres 

(moins nombreux) sont d'ordres de grandeur bien différents, permettant 

une séparation itérative des sous-systèmes ainsi mis en évidence. 



IV.2 - Extension au cas d'un domaine spatial de dimension q 

Dans un but de clarté nous avons limité l'etude précédente au 

cas des systèmes distribués à une seule variable indépendante spatiale. 

Il serait cependant possible d'envisager de la même manière l'étude 

des s;yst&mes de type (1) d*anzs Le cas plus q&n&iirl O& 52 eskt un compact 

de IR9 ; DI est alons 1'0p~rateu.r de R6mhnde.r introduit au chapitre 1 

de ce mémoire et dont nous rappelons ici la définition : 

La formulation géné,rale de (1) est alors : 

I ~ ~ I . o , + ~  c x e52 52 compact de IR9 

De telles mo&élis.atioùis appa~ais~sent par exempLe dans les pro- 

blèmes de diffusion en milieu non homoq&ne : plusiieurs corps, dont 

les conc-entrations respectives sont les composantes de l'état, pé- 

nétrent dans un matériau inhomogène oh certaines directions sont privi- 

légiées pour certains corps. En pratique, et étant donné la complexité 

de tels problèmes, seule l'évolu~tion suivant ces directions sont consi- 

dérées. La méthode que nous proposons dans ce chapitre permettrait 

de tenir compte également des phénomènes secondaires qui ont lieu 

suivant les autres directions (ddvelappement de cristaux par exemple). 

Il est 3 noter qu'en plus du principe d'équivalence PST-PSS déjà 

cité, il peut apparaître également des équivadenceç du type PSS-PSS 

oh une variable surface pour la direction xi serait profonde en Xj 

(j # il. 



Les not ions  de  p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s  s p a t i a l e s  (PSS) e t  d e  

p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è ~ r e s  t e m p ~ ~ r e l l e s  (PST o n t  été i n t r o d u i t e s  e t  

&ése.loppées dans c e  c h a p i t r e .  Leur anaJyse d é t a i l l é e  est  e f f e c t u é e  

=~~asca&aemerat poux deux clssise~ &i%F&emtes die piracessius :? 

La. pazlxie TI concerne. des  s8ysrtème.s a per turbat ioms sdngul iètires 

dritels équ>ivadentest. Un s e u l  p e t i t  paramètre permet d  ' é t u d i e r  s o i t  

1 ' aspec t  PSS s o i t  1 ' a s p e c t  PST moyennant d  ' éventue. l les  re.formulations 

du problème. La s é p a r a t i o n  des dynamiques f a i t  appe.l ici à l a  not ion  

d e  bloc.-diagonalisation d  ' une matr ice .  Une compa~ra&s.on du syst&me 

i n i t i a l  avec les mod&les r é d u i t s  a i n s i  obtenus est  prSsentée à tra- 

v e r s  un exempXe n w k i q u e . ,  q u i  pemet  d ' a p p r é c i e r  l a  v a l i d i t é  de l a  

méthode ., 

La p a r t i e  III, atu. c o n t r a i r e ,  envisage l e  ca.s oh les p e r t u r b a t i o n s  

s ingu l i&xes  ne s o n t  pas &quivablentes.  Un a u t r e  p o i n t  de vue e s t  a l o r s  

p r é s e n t é  q u i  est basé s u r  la -  no t ion  de commutation après  e t /ou  au-dela 

des  dransf t o i r e s  supposé s looalisIc&s ($ans l e  temps et dans 1 ' espace ) 

h 1' i5nia4h1:.e~ &'"un m&nmac&,ne &e. mwche la%mi!8e'*. CetBe ar~?pp)ro;ch~~,. i.m.sipi~*&e 

de l a  t h ê o r i e  c-lassique &es pe,rturba-tioms s , inquli&res.  appliquée aux 

syçitènes à pxamè@re*s loc.a~lis&,s, est  p l u s  complexe e t  moins gk6ra.l-e 

que l a  pr8,cédemte :. elle czoncebrne. essentieLlement &es sys.tènies n e  

p d s e n t a n t  pas Xe ph&'om&ne m a t w r e l  d ' 'équivalence ; en o u t r e  e l le  

eng.endre. des  indéterminat ions  s u r  l e s*  cond i t ions  l i m i t e s  et i n i t i a l e s  

des  systèmes r é d u i t s .  

L '  exemple i n d u s t r i e l  du &acteur d '  é p i t a x i e  a  né~ai~noins  permis 

&'en  appréc ie r  également l e s  perfo;mances, mais indépen&emment pour 

l e  comportement s p a t i a l ,  c e  modèle v é r i f i a n t  l e  p r i n c i p e  d 'équivalence .  

Le f a i t  d ' a v o i r  c h o i s i  une c l a s s e  p a r t i c u l i è r e  de systèmes pour 

c e t  exposé des  mélchodes développées ne r e s t r e i n t  en r i e n  l a  g é n é r a l i t é  

de  l ' é t u d e .  Nous y avons envisagé un grand nombre d ' é v e n t u a l i t é s ,  

les a u t r e s  pouvant ê t r e  t r a i t é s  de  façon analogue. 





C H A P I T R E  IV 

----------- 





INPRODUCX'XON 

La commande optimale des systèmes à paramètres répartis fait 

1 ' o~b~ jek &' m e  lit$é~a&uae 5mpo~rtaùrte /TZA-1/. C&rtain.s de ces txa=ux 

(ILIO-2/, /GIL-3/, /LAU/, /BAR-2/1 ont montré que les résultats obtenus 

par la construction du retour d'état étaient formellement identiques 

à ceux obtenus dans le cas des systèmes à paramètres localisés IBOU,21. 

Dans un premier temps, nous rappelons les résultats, désormais 

clas.s.iques /FAU/, de la commande optimale des systèmes gouvernés 

par des équations aux décivées paxtielles pour la classe de systèmes 

que nous considérans d'ans cette étude. Ce probléme peut être résolu 

par un retour d'état : l'opérateur différentiel vérifie alozs une 

équation de Riccati formelle /LIO-2/, /LUK/ dont nous proposons une 

méthode de rédsolution . 
Dans le cas de systèmes d'6quation.s aux dérivées partielles 

perturb&s, la ~on~s~truction de commandes quasi-optimales a été pxo;pa@&e 

par P ' k,ntesm&d iahe d e  m&&hodes. a$symp;t.o&iques /ARD./, /LJO-6,7/, /EWW-4/ 

(Cf Ch. II, S 1 ou pax llapplica.tion de la théorie des perturba.tion$s 

singuli&res sur un modèle de dimension infinie déduit du systhe 

initiaJ /BAL,6{, /ZAL/ (Cf Ch. II, $3 111.2). Les métho&e:s. de 

simplifica~tion de mod&l&s présentées au chapitre précédent par 

l'exploitation des perturbations singulières directement sur l'équation 

d'état du système, nous permettent de construire des commandes quasi- 

optimales, solution d'un problème linéaire quadratique. 

Deux méthodes propres aux systèmes linéaires à paramètres 

localisés seront étendues à notre propos : la décomposition de 

l'équation de Riccati /KOK,3/ ou la construction d'une commande 

composite /CHOr2/, en envisageant le cas de perturbations singulières 

temporelles (PST) et celui de perturbations singulières spatiales 
-, 

(PSS). 

Nous considérons dans cette étude des problèmes où le paramètre 

de perturbation se trouve dans l'équation d'état et non dans le critère 

étudié /LIO-5,6/. 



1 - COMMAüûE OPTIBMLE DES SYS!l?EMES A PARAMETRES REPARTIS 

Nous allons rappeler ici certains des résultats établis par 

Lions /L10,2/ que nous utiliserons par la suite. Ces résultats 

généralisent aux systèmes A paramètres répartis les théorêmes usuels 

de: commamde optimale des syst8mes continue a paramdtres localisés. 

1.1 - ProbJème de commande optimale 

Soit le système A paramètres distribués linéaire, défini par 

l'équation d'état : 

I t E ]offw[ x = (XI, ..., Xq) ouvert de 929 de frontière I' 

w(x,t) E  IR^ vecteur d'état 
m 

E(x,t) E 1R vecteur de commande réparti 

N E R  
nxm 

M = C M ~ D ~  opérateur linéaire aux d&rivées partielles, 
lit6 k 

Cf notation de ~ormauider damnée en (2) du chapitre 1 a3ec : (1 

(2) conditions initiales : 

W(xr0) = W0(x) 

( 3 )  conditions limites : 

Bwr(xft) = O 

( 4 )  observation : 

Z(x,t) = SW(x,t) 

Z(x,t) E IR' sortie du système 

s E xSXn 



Remarque : dans (1-3), 6 caractérise un ensemble d'opérateurs 

frontiéres qui conduisent avec (1-1) à un problème bien posé au sens 

d'Hadamard (Cf. Ch. 1, SI.2). 

Pour la clarté de l'exposé, nous ne situerons pas les fonctions 

ilrppa'raissant dans (1) dans des espaces de Sobolev convenables /LIO-4/, 

b&?n que ce-la sLoit n&ce.sisa+i~e A* ha riguelr de La .t-h4otrie ; noas 

emploierons plus simplement des fonctions a valeurs dans IR. 

Nous avons choisi d'étudier les systèmes où l'entrée et la sortie 

sont réparties, mais l'on pourrait également envisager des problèmes 

où ces variables sont localisées sur la frontiére : une. entrde 

frontière intervient dans les condritions lmmites ; une sortie frontiè-re 

est caractérisée par l'observation de llé"tat sur r . Le cas général 
a été traité de façon complète dans /LTO-8/ et les méthodes que nous 

développons peuvent y être appliquées. 

Le problème de commande a,ssocié au système (1) consiste alors 

a rechercher la commande optimale ~*(x,t) minimisant le critère : 

avec Q >,,O et R > O 

en se plaçant dans le cas d'un problème sans 
contrainte sur 11entrc5e. 

1-2 - Etat adjoint 

Soit p(x,,t) l'état adjoint de (1) défini pa.r le système 

à paramétres répartis ( 3 )  : 

a T 
(1) - p(x,t) = -M*~(x ,t) - S QSW(x,t) 

at 

p(x,t E IRn vecteur état ad joint 

(2) conditions finales : 

p(xtT) = O 

(3) conditions limites : 



où M* est l'opérateur différentiel ad joint défini par : 

L'utilisation du théorême 2.1 de /LIO-2/ nous permet alors 

d'affirmer que la commande optimale, solution du problème (1) ( 2 )  

esk donn8e par : 

Nous avons considéré le cas où N et S sont des matrices réelles, 

mais on pourrait également étudier le cas où N et S sont des opérateurs 

différentiels : il suffirait alors de remplacer, dans ( 3 )  et ( 4 1 ,  
T T * * 

N et S par les op4rateurs adjoints N et S . 

Le système optimal en boucle fermée s'écrit donc : 

qui po~s~&ld.e struckure a>w=logtue 3 celle qu'on obkiemt p o u  les 

systèmes 3 paramètres localisés, relativement au même problème optimal. 

1.3 - Co;nstruction du retowx d'état 

Afin d'effectuer cette construction sans passer par 

l'intermédiaire de l'état adjoint, nous exploitons l'analogie 

préc6dente en cherchant un operateur diff6,rentiel P de retour d'état. 

I..3..1 - Equation de Riccati formelle : I 
1 

Pour découpler le système (51, on choisit /LIO-2/ : 

ce qui conduit, en reportant cette expression dans (51, 3 l'équation 

de Riccati formelle vérifiée par l'opérateur P : 



Dans le cas où T tend vers +cor que l'on considèrera dans toute 

la suite de notre étude, on peut montrer que cette équation 

&i£.f&remtielle (7) se r&duit & une 6'quakion. aLq&miaaeS fo.nnelle c2e 

Ritcati : 1 

dont la solution est un opérateur auto-ad joint ( P* - P 1 .  1 1 

Remarque : dans les cas plus complexes où se superpose, dans l'équation 

d'état, un vecteur f(x,t) h NE(x,t); ou encore lorsque, dans le critère 

( 2 1 ,  Z(x,t) est remplace par Z(x,t) - Zd(x) (Zd(x) é%mt une 

observation finale donnée), au lieu de (61, il convielnt de prendre 

pour p(x,t) : 

où P est défini par (7) et r(x,t) par : 

Cëtte dernière équation (10) se réd-uisant également a une équaation 
alg.&lbrique lorsque T devient in£ ini . 

1.3.2 - Résolution de l'équation de Riccati : 

La réalisation de la loi de commande en boucle fermée es& obtenue, 

de façon générale, par l'application de la méthode de Galerkin qui 

peut se faire l'un des deux niveaux suivants : 

* Les, équations d'état et adjointes sont approchées par des 

équations différentielles totales de dimension finie, on 

détermine alors la matrice de Riccati découplant les deux 

systémes /JAR/. 



* On transforme l'équation opérationnelle de Riccati (8) en 

une équation aux dérivées partielles laquelle on applique 

la méthode de Galerkin /LN/. . 

Praflur et Mac Causland /FRA/ ont montré sur des exemples que 

les deux mdthode s donnent les mêmes résulta-ts nmériqges., mais que 

la ptemi&re a l'avantage d1&re de rd~adiis~atziom paus sfmp1:ec 

Nous proposons ici une méthode analytique de résolution directe 

de l'équation de Riccati formelle ( 8 ) .  En effet, posons : 

L'utilisation de cette express.ion dans (8 1 va nous permettre, 

en annulant le coefficient de chaque operateur élementaire D' , de 
déterminer les équations vé,rifiées par les P . Nous procéderons en 

i 
deux &tapes : en examinasnt d'abord le cas simple où est inclus 

&ans R, puis le cas gén6ral d'un domaine spatial 3 q dimens9on.s. 

-1 T PNR N P = CiDi 
i E l N  

Si l'on reporte ces expressions dans (81, il vient l'ensemble 

d'équations : 



La première de ces équations détermine P vérifiant l'équation 
O 

de Riccati (14) : 

qirti adenet une. s~lution dkifinie positzive si le trLpIet (Mo,. No, Sb) 

est ~kab~ilisable-a4tecta;ble /KUC/, No et S 6kan-t d'gfinis par : 
O 

Les équations (13-2) s'écrivent : 

min ( k ,,i 1 i 
min. ( k ,.i 1 j -1 T 

C P M. + c (-1) Mjpi-j - C P .NR N Pi 
]=O i-j 3 j=o j =O 3 

ce qui fournit, en posant : 

l'ensemble suivant d'équations de Lyapounov qui permet de 

déterminer successivement les P i *  

pour i fixé, si P . , Pi-l sont déterminés et si (Mo, NO, S est 

~ta~bi l i sable-détec table ,  cette équation (18) admet toujours une 

solution unique car, d'aprés /KUC/, F est alors une matrice de Hurwitz. 

Remarques : 

1. si l'on avance l'hypothèse de récurrence : 

j pair P = P  
T 

(HR) V j i j j 

j impair P = -p T 
j j 



alors, d'après (171, on obtient : 

ce qui conduit, par transposition de (18) a : 

On a donc montré que llop&rateur obtenu par cette méthode est 

bien un opérateur auto-adjoint, 

l? 
i pair P = P i  

2. Cette m&thode n'est applicable que si l1équa,tion (14) est 

résolvable. Par e-xemple, si M = O (e...g : équation de la chaleur) 
O 

P n'existera que sous certaines condktions sur N et S. 
O 

Dans le cas oh cette équation n'admet pas de solution, on se contentera 

d'un retour dlQtat par l'intermédiaire de l'état adjoint. 

s o.i t 

Finalement, cette méthode permet d'approcher la commande optimale 

par une commande sous-optimale construite, en tronquant l'opérateuiir 

l? Ab pac$ir d''un ~extatiin ordre. r, suLi,va<nt 2 

i 

i impair = -p 
T 
i 

E = -R-lNT ( c P , D ~ )  ~(xvt) 
S. opt i> r 1 

puis par l'utilisation de schCmas aux différences finies. 

Les principes que nous venons d'exposer dans le cas oh est 

inclus dans R, peuvent sans difficulté être étendus au cas d'un 

problème à q variables indépendantes spa~tiales . En ef £et, considérons 
la somme vectorielle d'indices et la relation d'ordre partiel définies 

1 ordre partiel : j > i o V h E {lt tq jh > ih 

Une extension des expressions (12) conduit aux équations suivantes : 



ce qui fournit, en notant O le q-uplet  o...^ le systéme 

d'dquations (24) déterm~inant les P i *  

- - C j T 
i (P M. + (-1) M. Pi-j) i-j J 

O < j < i  3 
9a 

On retrouve donc ici aussi une équation de Riccati (24-1) dont 

la solution est Po eit un ensemble d'équations de Lyapounov (24-2) 
9 

qui fournissent les P pour l i 1 3 1. 
i 

Les mêmes remarques que dans le cas a) sont valables et la 

commande optimale sera approchée par la formule (21) étendue au cas 

de plusieurs variables spatiales. 

E 
-1 T 

= - R  N ( 
S. opt 

1 P . D ~ )  W(x,t) 
1 

lil é r  



En conclusion, nous avons montré dans cette partie comment le 

problème de commande optimale des systèmes distribués linéaires peut 

être formellement traité, dans certains cas particuliers, de la même 

façon que tous les systèmes lindaires a paramètres localisés. Dans 

le cas de systèmes singulièrement perturbés, les mêmes principes 

de shmplifica&ion &- aomamde powzront donc &tre appliqués et ce, 

compte tenu des r4sultaits dh chapitre II 1, tant pour 1 ' aspect spatial 
(PSS) que temporel (PST). 

1.3.3 - Exemple : 

Considérons à titre d'illustration de la méthode proposde le 

système thermique défini par 1 ' équati.on : 
-3 

pow lequel on cherche le retour d'état minimisant le critère 

2 2 
J = I: w (x,-t) + e (x,t) 1 dxdt 

N@us sonimb~s: aaors. eom&uiQs au IC~O~UG opkfmal '&fini par 

où p est so.lution de l'équation de Riecati formelle 

2 2 2 1 + p ( - l + D  ) + ( - 1 + D  ) p - p  = O  (29) 

Si l'on cherche par la méthode proposée, l'opérateur p sous 
Q) i 

la forme C piD , on obtient par identification 
i=o. 



A titre de comparaison on peut résoudre l'équation de Riccati 

par la méthode de Galerkin. Le choix des cinq premiers po-lynomes 

de Legendre sur 3 - , +  C nous conduit A transformer l'équation 

de Riccati formelle scalaire en une équation matricielle d'ordre 

5 dont la solution s'écrit : 

. 4 ï 4  O ,879 O 26.6,2 

- - ..4-14 O 4..39 O 
.414 O 10..25 

O 4.14 O 1 (31) 
.414 

Parallé3ement a cette résolution, si l'on écrit dans la même 

base de Le.,en&e l'opébrateur p, tronqué l1ord.re 5, on retrouve 

e~xac tement: 9 5 1 
C'est-&-dire que l'on vient de montrer, s r  un 

exemple, que la m6thod.e que noue. avo,ns p~opos&e co,ndui t f o.rmellement 

au même rés.ultat que 16 m&thode de G'alerkin, mais est d'utklieation 

beaucoup plus simpJe c m  elle n'augimenke pas la taille des équations 

matricielles et elle est récursive. 

De faqon plus conc+tie, une simu-lation a &té mede sur cet exempbe 

p@\m das c~,nd&tio~&s &mikj@&~ :. w(~,~o.~) = 3 ,. x ER ,, e& 8es, c@~,d&k~O:nns: 
+ 

frontières : w(-1,t) =w(l,t) = 1 , fFt E ïk! . Suivant les ordres 

e troncature d+e l1op6~ra,teur p, naws a\volns obtenu les- rés.ultats 

suivants : 

VALEURS DE w(o,t) 

Ce tableau indique une convergence plus rapide de la solution 

vers l'état d'équilibre lorsque l'on considère de plus en plus de' 

termes dans le retour d'état. 



D'aprés les définitions du chapitre III, SI.3.1, le système 

(1) est sous la forme PST si les matrices constantes M lil 5 k, 
i ' 

N et S ont la structure suivante : 

et E est un petit p@ram&&~e, O < E <<l 

L1&tat peut alors &ieornpos& en deux groapes rie variables par : 

et l'opérateur M poss&de la structure suivante : 

Le but de cette partie est de construire des commandes quasi- 

optimales qui approchent la commande optimale, solution du probléme 

(1) (26) (2) .  Deux points de vue seront alors envisagés : la 

décompos,ition de l'équation de Riccati IWOK,4 I et le principe de 

la commande composite ICE0,21. 

11.1 - Décompo.sition de l'équation de Riccati 

Si l'on note P1 et iQ les matrices normalisées associ4es 
+ 

respectivement 3 M et N, c'est-a-dire : 



M = I & m  
avec 1. = I,j 

N = I & n  - 

la commande optimale est donnée par : 

*. -1 T 
Fr = -R !@ IE m(xf-t). d 3%;) 

où P est ltop&rateur solution de ll&quation de Riccati (37 1 : 

Comme ltop&rateur P est auto-adjoint, il vient la forme (381, 

proposée pour les systèmes à param&>tres localis6s dans IKOKf4lf qui 

évite une divergence de la solu*tion pour E =  O : 

où Pll et P22 sont des op&rateurs auto-adjoints. 

Dans cette forme, les op&raiteurs s'écrivent de façon analytique en 

L'équattion de Riccati (37) est alocs équivalente au systéme 

(40)  de trois équations ~pératio~nelles où, pour simplifier les 

e5xpres sions 1 ' argume~~t & est omis : 



fiP 
'#ltet-E.EZ%@f$ ' sa W.& Ca' O .W)i 

. r, :$>-:;E 

(M-1) et 44&-2) les W a 



Le swyst&me d.'éq-uation ( 4 2  1 p e u t  être déco~uplé  e t  condeuik, s.uiva.nnt 

/K@K-4/ à l a  d '&termination d'e P 
('0 ) O  

e t  P 
(010 ( e n  s u p p o s a n t  P 

(010 
11 connu)  p a r  l a  r & a o l u t i o n  de l lCqina t ion  delHicca%ti  ( 4 4 )  : 2 2 

rn 

e t  par  : 



et en supposant connues les matrices P (O) j ( ~ ) ~ ( i  6 hl), pll (O) j 
2 2 P12 

(O < j < il, se mettre sous la forme de deux équations matricielles 

couplées : 
rn 

*nb( k, i) ) j T' 
i - j  j - C ail btL2 + P 12 M' + (-1) j M~~ j 22 (o)i-j] 

j-1 
2 2 

Il vient alors, pour tout i de IN - { O ) : 

(o)i (oli- -T (o)i 
:i 0 ~ ~ l . 1  est solution de l'équation : Pll W + W Pll 
y3(42) - - - - -1- T 

avec W = 
F1 - G1F2 F12 

Ces équations permettent de calculer de façon récursive les 

opdrateurs fournissant l'approximation à l'ordre O en de l'opérateur 

optimal P. 

La commande sous-optimale obtenue par cette mbthode s'écrit donc : 

S. opt 



pour une t ronca tu re  de l ' o p é r a t e u r  a un rang r. 

11.2 - Commande composite /ZAN-3/ 

Nais. pao,pwon.s &anst ce4zt.e p a r t  i e  une autke m6thodel de const ruct ion  

di'ume. ~omwmm&e qwa~siii-o.~ÿ'ti&m~Le~,. sur le n e  &es e o m a B .  

compo3site énoncé pour l e  cas  des s q s t & m e s  a param&tres l o c a l i s é s  

&ans /CECI-2/., M a i s ,  comme nous l e  verrons,  c e t t e  méthode semble peu 

adaiptée dans l e  ca,s d 'un  opéra teur  d i f f é ' r e n t i e l  généra l  ; nous envisa- 

gerons donc d 'abord l e  cas  d 'un  opéra teur  simple, pu i s  dans un deuxiéme 

temps,, c e t t e  méthode s e r a  étendue par approximation au cas  quelconque. 

Nous consid&rons i c i  l e  cas  oh l ' o p é r a t e u r  de d i f f é r e n c i a t i o n  

spat ia l le  es& &e l a  f oprme : 

Ma. et W ayaiùikt &a s k ~ u e 0 u e  &d%j,nie, en ( 3 2") ,. 1 ' appljicailzi~n de  ha: rn&h,o,& 
1 

d?e s-$m@Tifi.caitBoa &e mo&&lie ~;rQs*enké'e au c h a p i t r e  ILI ,  $11-2, conduf t 

ici aux mod'&&ss r&du.its l e n t s  et rapides  s,uivants : 

* mod'&-Le ~gdi 'u i t  l e n t  

* mo&&le r é d u i t  r ap ide  

L & t a n t  l a  matr ice  de découplage, s o l u t i o n  de l ' d q u a t i o n  : 



* observations : 

Les wrf abLes d" &kat 5m&ki&les s@nt appzo&?kie sr dwdwit' koate 

l'évolution du sys,t&me par : 

Ces relations permettent en outre de définir les ~ond~itions. 

initiales et limites à imposer aux soas-systèmes réduits len%ts et 

rapides (51-1) et (51-2). 

Remarcrue : le bu,t de ce chapitre étant l'étude de la commaniie, nous 

omettrons, par la suite, poux allêger 1 'écriture, de rappeler à chaque 

fois ces conditions ; le lecteur pouvant sur ce point se reporter 

au chapitre III relatif à la modélisat' "ion. 

Le principe &e la commande composite est de. cons.truire une 

commande E (x,.t 1 comme $tank lac supecpc;rs.ition d'un retour d.'&ta.t 
C 

lent E (x,t) et d'un retour d'&kat rapide E (x,t). Il a &té montri, 
1 r 

dans le cad.re des systèmes à prieradkres localisés /DAU-5/, que 

l'application de cette méthode aux syst&mes d'écouplés permettait 

de diminuer l'erreur sur la valeur optimale du critère par rapport 

a la méthode ori~inellement proposde dans /CHO-2/. 

L'hypothèse de base étant que le système lent ne réagit qu'à 

la commande E (x,t) et que le s.ystème rapide réagit instantanément 
1 

3 cette partie E (x,t), V (x,t) peut être décomposé sous la forme : 
1 r 

où Vrl(x,t) est la réponse du système rapide à la partie lente E (x,t) 
L 

de la commande, alors que V (x,t) traduit l'effet de la partie rapide rr 
Er(x,t) de l'entrde. Ces variables sont donc caractérisées 



respectivement par les équations (54-1) et (54-2) issues de (51-2) : 

Les conditions initiales et limites de V(x,t) étant intégralement 

reportees sur la partie V r r x , t  compte tenu du caractère instantané 

de Vrl(x,t). 

Le problème de commande opkimale est donc remplacé par deux 

problèmes d'optimisation dé~o~plés r 

a) probdème lent : 

minim~isakf on de 

1 i (x,,t) = S. v (x.t) + srvr1(x,.t) 
e 1 e 

b) pro$d&me rapide : 

pour le système : 

Chacun de ces problèmes peut être résolu par l'utilisation d'états 

adjoints lents et rapides respectivement /ZAM-3/; mais aussi par 



la détermination d'opérateurs permettant de construire directement 

des retours d'états lents et rapides ( C f .  §II-1). 

11.2.1.1. Utilisation des états adjoints 

a) résolution du problème lent 

T + E (x,t)RE (x,t) dxdt 
m 1 1 1 

La commande optimale lente est alors donnêe par : 

oa pl(xft) et 
Br 1 

(x,t sont Les états adjoints as.soci&s 

respectivement a U (x,t) et V (x,t), définis par : 
1 r 1 

I T - S2 QS2vrl(xpt) 
Les conditions initiales et limites de W(x,t) étant intdgralement 

reportées sur U (x,,t) e% V (x,t), on prendra pour V (x,.t) et p (x,t) 
1 r r r 1 rl 

des conditions initiales et limites nulles. 

L'utilisation de. (55-2) et de (58) donne : 

ce qui permet d'éliminer le terme V (x,t) de l'équation (59). rl 

Finalement, la résolution du problème lent (55) se ramène a 
la résolution du système différentiel (611, d'ordre n par rapport 1 
au temps mais d'ordre 31il par rapport A la variable espace : 



T 
-Si QS, 

T -sr QSl 

O 

et la commande E (x,.t) est donnée par : 
1 
-1 T' Il 

E x = - N (x,t) + W' p. (x,t)) 
1 1: 1 

(- 6-2 ) 
E EE 

b 1 r&solution &u probblème raspide 

L1a~pplic.a.tion directe de la théorie de la commande optimale 

&ans ce cas la, conduit a ll&at a&j,oint p (x,t) défini pax : 
r 

et 3 la commande optimale rapide 

cl réalisation effective 

Compte tenu de l'approximation : 



La conunande composite aura en définitive la structure suivante : 

T 
\(r,t) = -R'(N 1 1  p (r,t) + ~ ~ * t ~ ~ ( x . t )  + p4(xfS+)) (-67') 

oh pl. p2. p4 sont donnes par le système différentiel (62) : 



avec  : * c o n d i t i o n s  f i n a l e s  

~x en, v i E I l ,  .... 41 pi(x, ) = o 

* c o n d i t i o n s  l i m i t e s  

On peut  remmrquer, pour  conclure  c e t t e  pa r t i e , .  que l a  pré.8ence 

d 'un  opé ra t eu r  d i f f é r e n t i e l  dans l a  t r ansmis s ion  d i r e c t e  e n t r é e - s o r t i e  

ne permet pals d e  s imp1if ie . r  les* f q u a t i o n s ,  a l o r s  que dans l e  cae  

des  systèmes à -mtm&tzes loc.al is&~st ,  un s imple changement de  l a  

vailriatbae de commande ( f  = E + permet ete r é soua re  l e  probL.&me 

l e n t .  Ici, ce changement impXéquerakt une augment=&ion iTe l l 'ordue 

d e s  dé i r iva t ions  s n p t k a l e s  e t  c e l a  se t~a idu . i t  pac un problème a&joknt  

où. l e s  d&coupitages. sera* &if f:&rem&s p o u  l e  temps e t  1 ' es~pace. 

11.2..1..2 - U t i l i s a t i o n  des  Bquat ians de  R i c c a t i  

D a m s  c e t k e  p a r t i e , .  naas  n e  Braikehocms. que l e  cas d u  p=OlbZ& 

X a . F t ,  Pa #&md*n&&i.am =*apE-yt&&qpea ae T1'@p&eem Set dt ."&i i~  

l e  cas dru problèyne rap&de n e  psesentatnt pas  de d i f f i c u l t é :  parti- 

eul ièire .  

A+f&n &e pomvo&r appliqper l a  m6thod.e. &u § X I - 1 ,  cons*id&rons la 

commainde E ( x , t )  r&d'lilite à s.a p a s t i e  l e n t e  E (x , t ) .  L a s  &quations* 
1 

(5.1) s ' é c r i v e n t  a l o ~ s  z 

L e  c r i t è r e  a minimiser  é t a n t  t o u j o u r s  (551, il v i e n t  l a  commande 

op t ima le  : 



Le problème (69) &tant sous la forme PST, il convient de prendre 

pour P, comme en (38) la décomposition suivante : 

qui coridsuit 3 la commande : 

oh Pil, P12 et P sont des opérateurs solutions du systsme 22 
opérationnel (40) dans lequel : 

Ce système se r6soud de façon hi4rarchisé.e suivant la méthode 

présentée dans la partie 11-1. 

D'sprés (74) et (55-2), on obtient l'équation vérifiée par la 

commande lente E (x,t) ; l'élimination de y (x,t) fournit alors': 
1 2rl 



qui permet d'envisager une commande réduite (en retour d'état lent 

uniquement) d'expression plus simple que celle obtenue par l'intermé- 

diaire des états adjoints. 

11.2-2 Opérateur différentiel quelconque : 

La q~éralisation au cas d ' un op&na;teur qmelconque pré;~emte,~ 

tant d'ailleurs pour l'étuae de comancTe optimale p e  pour la 

mod4,lisation (Cf. Chapitre III, §III et IV), des. complications 

importantes au niveau de la construction des modèles réduits. En 

effet, l'utilisation de la méthode des PST nécessite l'inversion 

de l'opérateur M Ceci a été fait formellement par Balas /BAL.-6-/, 
22' 

mais en utilisant des matrices de dimension infinie.. 

-1 
Nous proposons, de façon p1u.s pratique, d'approcher M 

2 2 
un développement analytique formel (701, inoncé ici dans le cas d'une 

seule variable spatiale, mais que l'on pourrait étendre ais4ment 

au cas R c HIP, 

On peut alors construire un modale réduit lent : 

a Ul(xrt) = Mt U (x,t) + NIE(x,.t) - 
a t  

1 1  
w 

a-vec M 
= 

- M M -lM = E MtDi 
1 12 22 21 

i=o 

C'est-A-dire que l'on a transformé une équation d'état d'ordre k 

par rapport aux q variables spatiales, en une équation d'état 

comportant un nombre infini de dérivations et un opérateur de commande, 

Cependant, par troncature des opérateurs dans (771,. on obtient 1 



finalement un modèle réduit lent approché (78) : 

avec 2 = I: M:D~ et N: E anlm 
1 

i &.k 

Pour construire le mo8èle réduit rapide, il convient de rechercher 

la matrice de découplage L telle que (Cf chap. III,§III-2) : 

Ceci ne pouvant pas être résolu sans le cas général pour toute 
les matrices, on cherchera,. comme aans les études précédentes, a 
obtenir une solution des k équations (79) au sens des moindres csrr4s. 

Lejs m@dè;Les réduits Lent et rapide sont finalement approch4s 

par :: 

où les opératews sont c a x  définis en (51). 

CONCLUSION 

L'application du principe de la commande composite implique 

une transmission directe entrée-sortie par l'intermédiaire de la 

mriable Y (x, t dé£ inie comme suit : 
rl 

Nous remarquons donc que moins il y a d'opérateurs de 

différentiation spatiale dans (11, plus l'application de la commande 

composite calculée a partir des modèles réduits approchés (80) et 

(81) est justifiée. 



III - SYS!CEMBS SPATIALEMENT SINGULIEREMENT PERTURBES SSP 

D'après les d é f i n i t i o n s  données au c h a p i t r e  III, SI-3-1, l e  

système (1) e s t  d i t  sous forme PSS s,i les matr ices  M l i l  k s o n t  
if 

t e l l e s  que : 

1 

2 1 ( 8.2 1 

2 i 
avec V (h.1)  E { l f 2 }  

Mh,l  
lRnhXnl 

O C E < <  1 

I l  convient  i c i  de p r é c i s e r  eln p lus  l a  s t r u c t u r e  de l a  mtrice 

d'o~bs@rvaizion q u i  d o i t  &tre : 

Une &tude analogue A ceelle e f f e c t u é e  en II peut a l o r s  ê.tre menée 

d a  @&hXsb ~tysb&m&~i., rim e&Eet, le ~ , ~ o g b & h e  PSS (il ) (8b2.1 pP&uIt &base: 

tra?a,s@o~mé en an prob,X&me PST A l ' a~Pde  du p r inc ipe  d'équiva.Lence 

in t rodu. i t  au c h a p i t r e  p.récident (Chap. III, S.I..3-4). 

R@mwqw@s r 1. L a  m&izhod'e dre PSS pr&sentée au chapktre III, SvII..2..1,. 

q m i  procèae à 1'invs.rs.ion de l a  ma.trice d ' évo lu t ion  

s p a t i a l e  (dans l e  cas  d ' un opéra teur  s p a t i a l  simple 1 

a u r a i t  pu ê t r e  envisagée dgalement : e l l e  conduit  

aux mêmes r é s u l t a t s  que ceux obtenus ci-dessus 

a 1 ' alide du p r inc ipe  d '  éqaivalence.  

2. Par con t re ,  l a  méthode PSS, p lus  simple, exposée 

au c h a p i t r e  III, SII.3.2, n ' a  pas é t é  re tenue  en  

r a i s o n  de l a  non in f luence  des t e r m e s  de couplage 

dans les modèles r é d u i t s  obtenus ; néanmoins., on 

a u r a i t  pu a u s s i  y adap te r  l e s  p r inc ipes  énoncés 

ci-dessus. 



IV - APPLICATTON kU RfiACJ!EUR D'EPITAXIE 

Afin d'illustrer les principes de simplification de commande 

présentées au cours de ce chapitre, nous allors considérer le réacteur 

3 épitaxie étudié au chapitre III, § IIL. Nous rappelons que le modèle 

Le prob+l&me de commande optimale posé ici est die rechercher 
* 

e (x,t) minimisant le critère : 

IV. 1 - Comandre optimale 

La solution du probléme posé est donnée par : 

défini par l'équation dl&tat : 

De façon A simplifier la construction de cette commande, nous 

allons employer les modèles réduits obtenus par l'application de 

la méthode des perturbations singulières sux le s,ystèrne initial. 

Suivant /BAB/, on a la possibilité de construire deux modèles réduits : 

un lent (application des PST) et un profond (application des PSS), 



qui approchent convenablement le système initial. Nous allons les 

utiliser pour générer deux types de commandes réduites. 

IV.2 - Commande réduite lente 

minimisation de 

Sachant que durant toute l'é~volution du système, les variatbles 

y11 
(x,t), Y ~ ~ ( X , ~ )  et y31(x,t) sont une bonne approximation des 

variables, respectivement, yl(x.t), y (x,t) et y (x,t), on peut 2 3 
constuire la commanae réduite r 

où P (x,t) est l'état adjoint le>nt définsi par 
1 rn 



Ce système est plus simple A simuler que le système adjoint 

optimal et les résultats obtenus (par des méthodes de schémas aux 

différences indiquent que l'on obtient une bonne approximation de 

la valeur optimale du critère. Par exemple, pour des conditions 

IV.3 - Commande réduite profonde 

Le système initial peut également être approché par le moaèle 

réduit profond ddfini par : 

Y l ~  
(x,t), et y (x,t) approchent les variables initiales 

3 P 
y,(x,t), y2(xft) et y 3 (x,t). 

La réso.lu5tion du problème P :: min-imtisation du critère 

conduit A proposer la commande réduite : 

T 
e (x,t) = -.B P (~,~t) (9 3.1 
P P 
où P (x,t) = Icp (x,t), p (x,t), P (x,t)] est l'état adjoint 

P - IP 2~ 3~ 
profond régi par lléqua,tion d'état : 

Ce système ad joht profond apporte une simplification 

supplémentaire puisque l'on est en présence d'un système aux d6rivées 

partielles scalaires (donnant p (x,t)) couplé A un système A deux 
1 P 

composantes aux dérivées totales ; les problèmes d'instabilité 



numériques des schémas aux différences sont donc plus facielment 

résolubles. Cependant, cette commande conduit A une moins bonne 

approximation de la valeur optimale du critère puisque l'on obtient 

un rapport de sous-optimalité de 9.8 pour des conditions identiques 

21 celles de la commande réduite lente., 

En conclasicsn de cet exemple., on p e m t  &n~nve~ Pa rematlrqme que, 

lorsqu'on a à choisir une commande réclaite, il est n&cessaire de 

faire un compromis temps Cie calcul-prbcision souhaGité sur la valetir 

optimale du critère. 



Les résultats de Lions /LIO/ sur la commande optimale des systèmes 

à paramètres répartis, conduisent à la résolution d'une équation 

opd-rationnelle de type Riccati. Un premier résultat original de ce 

chapitre cans.ls&e alors en la pr&sen.t:a?ticcn d ' w e  mdthode analytiqne 
de r&so,lt&tion de cette éqaakion. 

Dans le cas de systèmes singulièrement perturbés (nous avons 

détaillé le cas PST), cette équation peut être décomposée et résolue 
7 

par approximation (A l'ordre zéro, par exemple) par rapport au petit 

paramètre. 

Une autre approche a été envisagée, q i  utilise les modè-les. 

réduits as.sociés au syst8me singuliést-nient perturbé étudié.. Le calcul 

des commandes optimales correspondant h ces modèles riduits conduit 

h une commande quasi-optimale polur le système consid&é, dite commande 

c~rngma~i te. Dewc m6%bodes r3' d.lsko.ra.tion des camand'es des sous-s-yskhes 

sont proposées : l'une, classique, basée sur l'utilisation des états 

adjoints, l'autre issue du principe déjà présenté de résolution 

analytique de 1 ' &q,ua?tion de Riccati. 

L'o.rigina>liit de ce chapitre réside pré*cis&ment dams cette 

approximation analytique de l'opélrateur caractéxisant 116tat adjoint 

; ce qui permet d'éviter l'empldi de la mdthode e G'alerkin, 

généralement proposé dans la littérsture pour ce type de problème. 

La mise en euvre pratique des résultats présentés est réalide 

sur le modèle du réacteur d'épitaxie (Cf. Chapitre III, §.III) et 

permet d'apprécier la validité des approximations effectuées. 



C O N C L U S I O N  G E N E R A L E  

------------------- 





Les petrturbations singulières dans les systèmes à paramètres 

répartis ont été envisagées sous l'angle temporel (PST) ou spatial 

COSS:) siu&vamt le pcr>i~itk@~nmerment &a peeitt parad-t'~e d a s  Les &quarti.on.s 

db mo&&Be. cmszid'&1t6.. 

Un m&ne système peut présenter simultanément les deux types 

de perturbations singulières ; cependant, la mise en évidence d'un 

principe naturel d'équivalence PST"PSS physique et théorique permet 

gdnéralement de conserver une seule forme singulièrement perturbée, 

le passage à l'autre s'effectuant pax simple changement de variables,. 

Dams chaque ca~s, un d4couplag.e des dynamiques peut ê.tze obtenu , 
par annuration du petit pasamètre puis bloc-d.iagonaLisation de la 

matrice d.'évolution ainsi obtenue : on obtient alors deux sous-systèmes, 

rbduits, l'un lent et conservant des composantes en surface., l'autre 

profond avec une partie raspide. 

Le ~~;uç: mon np;ikw~ell die processms me li"epz&~sentar& p.as L' &gSu&va~3emtzeb 

PST-PSS peut être analysé d.e la mgme façon. Néenmoins, une autre 

démarche est alors env;isaqea.b+le, &a.vantage inspirée de La m&thode 

dies perturbations sirrg~lières dans les sys.tèmes à pa.ramètres 

localisés : une commutation d4u sous-système rapide et sarface au 

sous-sys-tème lent et profond est ici possible après et au-delà des 

domaines de couche limite temporel et spatial respectivement. 

Dans un but de clarté de l'exposé, nous avons détaillé ce-s notions 

pour des systèmes relativement simpLes, les extensions au cas de 

plusieurs variables indépendantes spatiales restant entre autres 

a approf ond.ir . 

La s-implification des problèmes de commande optimale des systèmes 

à paramètres distribués singulièrement perturbés est réalisée à l'un 

des deux niveaux suivants : 

- d'une part, l'exploitation des modèles. réduits obtenus par 



les méthodes PST et PSS permet d'élaborer des commandes 

composites quasi-optimales pour le système initial, 

- d'autre part, l'utilisation d'une approximation analytique 

de 1 ' opérateur carac-t&risant 1 ' état ad joint permet la 

Ces méthodes de ~~implification des modéles et des prob1è.me.s. 

de commande optimale doivent êbtre &tendues au cas des syst&mes à 

paramétres distribués non lineaires. Le cas des problèmes à commande 

localisée (c'est-h-dire intervenant non pas dans l'équation 

d'bvolution, mais dans les, conditions limites) reste aussi a envisager. 
Enfin, dans le cadre de la recherche d'une commande analytique, il 

conviendra de cléitezminer 1 ' ordre 'minimal d ' approximation né ce as aire^ 

a l'obtention d'une erreur fixde a priori. C'est dans cebtte voie 

que nous pensons poursuivre nos travaux. 
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des oystèmw à parametres répartis composés de variable8 à corn 
temena spatiaux &/ou temporels dffférents. Ils concernent 4 

éom&es tr& importants : la ohpltfl,cratio;n de mo&les par la 
tlrade deq perturbations singdsras,  et 18 ~omanande optimale. 

Apr& les rappels da. ptiacipaux rbultata 'machhatiques sur 
les systèmes &gis par des Gquations aux dérivées gqktielles, un exposé 
r6capiklatif des travaux exLtants sur I1appliuitton des pcrturbatioiono 
singulières à ces swtèmes est pr&sent6, D'autres méthodes de simpli- 

fication de modèles sont rappelées: &Y@G l'extension, au cas des  $9- 

t h e s  à paramètres répartis, des techniques d'agrégation et d'appro- 
ximatiow perr ddveloppernenr limité des opératviurs de transfert 

entrhe-sortie. .f 

Une 6tude originale des systèmqs B paramètres distribu& 
multi-échelles est effectuée qui introduit rés notions d perturbrSom3 

singulières tempotelles (PST) d'une Parr, et de perturbaticm singu- 
lière$ speit.iales IFS@) d'autré part. 

La dmplificatbn cies probl&mes de cgmmisnde optimale irefatifs 

aux a.ya21s.m~ d paramètres r&pwtis. sbquli&tsrnent pc;rturb& wt 
envisagke, d'une part avec l'élabora~ion d'une commande eompositiit, 
d'autre part A l'aide d'une résolution analytique de 14&quarion de 


