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INTRODUCTION GENERALE

Les travaux présentés dans ce mémoire constituent une contribution
& 1l'étude des systémes A paramétres répartis. Elle concerne deux
domaines trés importants en Automatigue : la simplification de modéles

et la commande optimale.

Les modéles & paramétres distribuds (ou répartis) correspondent
a de nombreux processus physiques et ceci dans des domaines trés
variéds : diffusion de 1la chaleur, processus chimiques, structures
mécaniques flexibles, réacteurs nucldaires, propagation d'ondes,

etc...

Des méthodes tout aussi nombreuses et varides sont proposées

dans la littérature pour é&tudier ces systémes, la complexité d'une

telle étude exigeant généralement une simplification préalable du

mocdéle considéré.

Dans les deux premiers chapitres de ce mémoire, nous nous

attachons 3 rappeler les grandes lignes de ces méthodes :

Le chapitre I concerne la présentation générale des processus

régis par des équations aux dérivdes partielles. On y trouvera les

principaux résultats mathématiqﬁes sur les opérateurs aux dérivées
partielles, 1les problémes aux limites et plus précisément sur les
systémes d'équations aux dérivées partielles. Les méthodes classiques

de résolution sont également rappelées dans cette partie.

Le théme du deuxiéme chapitre est la simplification de ces
modéles, plus spécialement orientée vers les méthodes de perturbations
singuliéres. Nous procédons tout d'abord & un rappel des résultats
généraux de l'analyse des perturbations singulidres dans les systémes

"4 paramétres distribuds en insistant sur les problémes de convergence
de la solution du probléme perturbé vers celle du probléme. réduit

associé. Dans un deuxiéme temps, nous montrons comment 1l'approximation

d'un systéme & paramétres distribués par un systéme & paramétre
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localisé permet d'appliquer alors sur ce dernier la méthode classique
des perturbations singuliéres. Nous concluons cette partie en proposant
l'extension au cas des systémes 3 paramétres distribués de deux autres
méthodes usuelles de simplification de modéles : 1les techniques
d'agrégation et les approximations de 1'opérateur de transfert

entrée~-sortie.

Cependant, l'essentiel des résultats nouveaux présentés dans

ce mémoire se situe dans les chapitres III et IV.

Des techniques originales de simplification de modéles sont
proposées dans le chapitre III avec l'exploitation des perturbations
singulidres directement sur le modéle & paramétres distribués, sans
aucune approximation préalable comme c'est généralement le cas dans
la littérature. Ceci nous conduit & définir deux types de perturbations
singuliéres e spatiales ou temporelles, correspondant & des
positionnants différents du petit paramétre. Une analysé détaillée
est alors effectude pour deux classes particuliéres de systémes
présentant des caractéres dynamiques différents. Par souci de clarté,
les généralisations et extensions des méthodes ainsi développées

seront simplement annoncées..

Enfin, la derniére partie de notre travail concerne la
simplification des problémes de commande pour les systémes a paramétres

distribués, singuliérement perturbés. Deux approches, usuelles en

commande optimale des systémes & paramétres localisés, sont ainsi

développées.

D'une part, l'utilisation des modéles réduits précédemment obtenus
qui conduit & 1l'élaboration de commandes quasi-optimales du processus
étudie, dites commandes composites.

D'autre part, l'exploitation de la forme singuliérement perturbée

au niveau de la résolution de 1l'équation de Riccati.

Une mise en ceuvre pratique de ces travaux, tant pour 1la
modélisation que pour la commande, est effectude sur des exemples

et en particulier sur le modéle d'un réacteur d'épitaxie en phase

liquide.
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DEFINITION ET METHODES D'ETUDE
DES SYSTEMES GOUVERNES
PAR DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

INTRODUCTION

La formulation mathématigque de nombreux problémes physiques con-
duit & 1'étude d'éguations aux dérivées partielles. Des recherches
actives et importantes ont ainsi été motivées qui, transposées dans
un cadre plus général, ont fourni les outils puissants de la théorie

actuelle.

Des méthodes particuliéres de résolution ont d'abord été dlabordes

(éguation des cordes vibrantes, de Laplace, ou de la chaleur) mais

ce n'est qu'a la fin du XIXéme_siécle que l'on voit apparaftre des

résultats généraux : classification des opérateurs différentiels, théo-
rémes d'unicité, étude systématique de problémes aux limites. La notion
de fonction ne permettant pas J&'obtenir des résultats satisfaisants,
l'étude des solutions faibles /LER/, /DIE-4/, /BoC-1,2/, /Cou-1/,

/SCH-1/, des équations aux dérivées partielles a amené Schwartz & 1'é-

laboration de la théorie des distributions /SCH-2/ qui constitue de

nos jours le cadre naturel de la théorie des équations aux dérivdes
partielles lindaires mais aussi non linéaires : cet outil permet, entre
autres, un emploi systématique et généralisé de l'analyse fonctionnelle

et de la transformation de Fourier.

Sur le plan physique, l'étude d'un systéme modélisé par une équa-
tion ou un systéme d'équations aux dérivdes partielles conduit Qénéra~
lement & 1l'élaboration d'un modéle approché qui devra numériquement
approximer le mieux possible le modéle initial. LA aussi, de nombreuses
méthodes d'approximation ont été élaborées dont le choix est essentiel-

lement motivé par le type de probléme étudié.
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I - PRESENTATION DES SYSTEMES

I.1 - Différentes classes d'opérateurs aux dérivdes partielles

Au début du siécle, les mathématiciens é&tudiaient surtout les
opérateurs différentiels du second ordre & deux variables et & coeffi-

cients réels :

= (1)

Le type de l'opérateur est alors celui de la conique correspondant

4 la forme quadratique attachée a T (dite forme caractéristique).

Dans les cas plus généraux d'opérateurs lindaires & coefficients
constants d'ordre 2 & n variables (n > 2), les différentes catégories
d'équations, dont 1l'origine physique explique d'ailleurs la diséem-
blance, peuvent étre précisées par la nature algébrique de la forme

caractéristique :

- S8i cette forme est définie (contient m carrés distincts tous de méme
signe), 1l'égquation appartient au type elliptique ; 1l'équation de
Laplace en est un exemple classique et important en physique mathéma-

tique et en mécanique des milieux continus.

- Si elle contient moins de m carrés distincts (forme semi-définie
lorsque les carrés sont de méme signe comme dans le cas de toutes
les applications connues), 1l'édquation est du type parabolique :

l'exemple type est ici 1l'équation de diffusion de la chaleur.

- Si elle contient m carrés distincts, non du méme signe (forme indé-

finie), on a le type hyperbolique : si la forme caractéristique com-
prend plus d'un carré de chaque signe on parle d'ultra hyperboli-
cité, le cas contraire ol tous les carrés sauf un ont le méme signe
étant le seul qui se présente dans les applications physiques, nous
l'appellerons le type hyperbolique a proprement parler (1l'équation

des ondes en est le prototype).



Pour des opérateurs d'ordre m supérieur & 2 il n'est pas connu

de classification unanimement adoptée.

Les travaux de Hérmander ont ainsi conduit a la définition de
certaines propriétés concernant les opérateurs aux dérivées partielles
lindaires les plus généraux (d'ordre m & n variables indépendantes).
Ces résultats sont basés sur la théorie des distributions /CHA-1/,

/DIE-3/. Rappelons tout d'abord certaines définitions.

* Fonction analytique /COL-1/ :

‘ ¢
Une fonction: de n variables y(xj,...,%) est dite analytique dans
un domaine D si, pour chaque point P(aj,...,ap) de D elle est, dans
un certain voisinage de P, représentable par une série de puissances

entiéres des X4y = ay (j=1,ee.,n) :

v v
Y(X1seeerXp) = z Cyyyenervy (xy -aj) l,....,(xn--an) n
Vj=0

3=1,...,n
Cette propriété est fondamentale pour la théorie des éEquations
aux dérivées partielles car elle assure l'existence, pour Xy = ay

(j=1,...,n), des diverses dérivées partielles.

* gSurface caractéristique /HOR-1/

Soit I une hypersurface de RI} définie par une équation S(x) =0,
x € R, ol S est une fonction analytique dont le gradient ne s'annule

pas.

La surface S est dite caractéristique pour l'opérateur P(D) défini

en (2) (Notations de HOrmander) :
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P(D) = )L aj DI
31 Sm
n
avec : |3l = ¥ 3;
i=1 (2)
3 J1 3 j2 3 In
Dl = (5;1—..) (-3;5) s (a_x—h)
3 = (31, 32/ ceer In)
Si
—
P, {grad s{(x)) = 0 (3)

ol PO(D) est la partie principale de 1l'opérateur P(D) (partie homogéne

d'ordre m exactement), définie par :

Po(D) = ] ay D , (4)

Hérmander propose alors les définitions suivantes /BOR-1/.

: T T n
Soit : N= (Nl,...,Nn) , un vecteur de R

n
H 1'hyperplan perpendiculaire d'éguation X N; x4 =0
i=1
n
2 le demi-espace 2 Nj x4 > 0.
i=1

* L'opérateur P(D) est elliptique si sa partie principale vérifie

Po(g) = 0 == £=0

* L'opérateur P(D) est hypoelliptique si la distance d(g) du point
£ & l'ensemble des zéros complexes du polynéme P(f) tend vers 1'in-

fini avec ¢.

* L'opérateur P(D) est dit hyperbolique dans la direction N si :
a) po(N) # 0
b) 319/ P(E+LiTN) #0 ¥ & e Ry T < To




* L'opérateur P(D) est parabolique par rapport a N si il est hypoellip-
tique et si :

J1,/ P(E+LiTN) #0 YE e Ry T < To

Hérmander définit é&galement des notions de semi-ellipticité ou

encore d"hyperbolicité partielle et d'hyperbolicité stricte. Une consé-—

quence importante de ces définitions doit étre remarquée :

* Les opérateurs elliptiques sont hypoeéelliptiques et ce sont les seuls

opérateurs hypoelliptiques sans caractéristiques réelles multiples.

Exemples : L'opérateur de Laplace (n22) .est hypoelliptique,

l'opérateur de la chaleur ne 1'est pas.

Dans les cas d'opérateurs A& coefficients wvariables notds P(x,D),

HSrmander /HOR-1/ précise tout d'abord une condition nécessaire d'exis-

tence d'une solution locale & 1l'équation P(x,D) y=£f portant sur les

coefficients variables aj(x) de P(x,D). Lorsque ces coefficients sont
indéfiniment différentiables une extension des propriétés ci-dessus

est possible, 1'opérateur étant considéré comme un opérateur & “"coeffi-

cients gelés" obtenus: pour chaque point x de Q@ /TRE-2/, /TRE-3/.

D'autre part, & partir des années 1960, des outils permettant
de travailler plus systématiquement sur les équations & coefficiénts
variables ont été développés comme les opérateurs de Lax-Maslov, les
opérateurs pseudo-différentiels ou les opérateurs intégraux de Fodriéf

/DI1E~1/, /HOR-2/, /BER-1/, /CHA-2/, /FRI-2/, /TRE-1/.

D'autres définitions des propridtés des opérateurs aux dérivéeé
partielles sont proposdes également par d'autres auteurs. Citons :
- la définition d'opérateurs uniformément fortement elliptique /VOK/,
-~ le critére d'ellipticité de Dieudonné /DIE-2/,
- l'ellipticité au sens de Douglis-Niremberg /AGM/,
~ la notion d'opérateur fortement elliptique /CHA-1/,
- la notion d'opérateur parabolique au sens de Petrovski /CHA-1/,
- la définition d'équations elliptiques donnée par Malgrange dans sa

thése /MAL/.
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Enfin, la distinction entre problémes elliptiques et problémes
d'évolution, motivée par celle des applications physiques ou des études
mathématiques qui s'y rattachent, est souvent adoptée dans la litté-
rature /CHA-1/, /L10-1,2,3,4/ : l'accent est mis sur la distinction
entre la variable géométrique x = {xl,...,xn} appartenant a un ouvert
! de B® de frontiére I' d'une part, et la variable temps t de l'ouvert
] torte [ d'autre part. Lorsque l'état y(x) ne dépend pas de t, le sys-
téme est dit de type elliptiqgue, dans le cas contraire on a un probléme
d'évolution. Une distinction importante est également usuellement ad-
mise entre les problémes d'évolution du premier ordre (parabolique)

et ceux du deuxiéme ordre (hyperbolique).

Soit A un opérateur aux dérivées partielles par rapport a x, par

exemple :

Ay = A(X,t) y = - X é—i— [aij(x't) ‘éa;cy;- ]: (5)
i,j 1 J

et, pour fixer les idées, soit f une distribution sur § X ] torts E
4 valeurs réelles (Lions considére méme le cas plus général ol y appar-

a

tient simplement a un espace de Hilbert /SOU/, /LI10-1,2,3,4/).

Les équations caractérisant les différentes classes de systémes

considérds s'dcrivent comme suit :

Problémes elliptiques : A(x) y = ¢£ P(x,D) = A(x) &)
dy
Problémes d'évolution i Alx,t) vy = £
: (7)
d boliaqu
e type parabolique P(x,D) = é% v Alx,t)
32y
Problémes d'édvolution 5¢2 + Alx,t) vy = £
; 5 (8)
d h rboli
e type hyperbolique P(x,D) = : . + Alx,t)
t

ol évidemment y dépend de x, et de t dans le cas des problémes d'évolu-
tion. On peut en outre noter dés 3 présent une différence essentielle

entre les cas (7) et (8) : dans les problédmes hyperboliques, on peut




inverser le temps donc prendre des conditions limites temporelles ini-

dy . . ay ‘ ,
3¢ (to)) ou bien finales (y(tg) , 3¢ (tg)), ce qui

est impossible dans le cas parabolique. Autrement dit, les équations

tiales (y(tyo)

hyperboliques décrivent 1l'évolution des phénoménes physiques réver-—

sibles, les phénoménes irrdversibles relévent du type parabolique.

Si, comme nous venons de le voir, il existe une théorie mathé-
matique assez bien constitude des équations aux dérivées partielles
linéaires /TRE-2/, /TRE-3/, en contraste les équations non linéaires
présentent un foisonnement de problémes et de méthodes dont peu sont
générales /AME~1,3/, /GRA-1/, /BRE-1/, /LIO-1/. Citons & titre d4'exem-
ples :

- L'éguation de Tricomi /GAR-3/ :

232‘ 2
231 x>y

qui change de type suivant le signe de x3.

- L'équation de Korteweg et de Vries :

%%—6 g—f{+z—i—§=o

/KOR/ pour laquelle une description compléte du comportement asympto-
tique a été obtenue /ZAB/ mettant en é&vidence.des propriétés fonda-
mentalement différentes de celles des égquations hyperboliques 1li-

néaires.

- Les équations de réaction diffusion :

3y _
5t D(y) Ay + F(y)

ot y(x,t) est, dans le cas général, une fonction vectorielle 3 va-
leurs dans RM définie pour la variable x parcourant un ouvert de
R®, F est une fonction non lindaire réguliére de R™ dans RM et A
le laplacien usuel. D(y) est une matrice symétrique positive. Lorsque
D est définie positive le probléme est non linéaire et parabolique.

Sinon on parle de probléme parabolique dégénéré.
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I.2 - Problémes aux limites /DIE-2/

La recherche de l'"intégrale générale" d'une éguation aux dérivées
partielles, lorsqu'‘elle est possible, est d'un intérét purement théo-
rique. En pratique la résolution d'un probléme différentiel conduit
4 la recherche de solutions particuliéres de y, & savoir celles qui
ont un comportement donné au voisinage de la frontiére de  (ou
Q x Jto,tg[ pour les problémes d'évolution). On a alors & résoudre
un probléme différentiel aux limites. En effet, la fagon la plus cou-
rante de déterminer une solution, en particulier dans les problémes
d'origine physique, est de fixer les valeurs de la solution y et d'une
ou plusieurs de ses dérivées sur des hypersurfaces. On dit que le pro-
bléme est bien posé lorsque cela détermine une solution et une seule.
Cette notion, introduite par Hadamard /HAD/, suppose de plus gque le
probléme considéré posséde ce qu'il appelle la "propriété de stabi-
lité", & savoir que la solution dépende continiment des données en
un sens A préciser dans chaque probléme particulier. Cette condition
est en particulier toujours vérifide dans les problémes 1linéaires ;
donc, dans le cadre de ce mémoire, la "stabilité" sera toujours impli-

citement assurédée /HAD/.

Une formulation classique des problémes aux limites est donnée
par le probléme de Cauchy /FAT-1/ qui, pour 1l'opérateur P(x,D) de la

forme (8m/3x?)+® ol ¢ est une fonction analytique de x, y'et ses dé-

rivées d'ordre total m au plus mais strictement plus petite que m en

x1 (on ‘parle alors de systémes normaux), s'énonce ainsi :

Trouver y dans un voisinage V de l'origine aussi grand que pos-
g g q p

sible tel que :

1. P(x,D) v = £ dans V
3 &
(5;1) Y(0,X1se.0rXp) = gy (X2s.0.sxXq) dans VA H (9)
- 2.
a =0, «.., m-1

les fonctions f et g, étant des données analytiques, H étant 1'hy-

perplan d'édquation x; =0.




Remarque : Si l'hyperplan x) =0 est caractéristique en 0, ces donndes

gy doivent vérifier certaines conditions de compatibilité.

Un premier théoréme d'existence et d'unicité de la solution du
probléme de Cauchy a été obtenu & peu prés en méme temps par Cauchy
et Kowalevski dans 1'hypothése de données analytiques. Diverses généra-
lisations ont ensuite ét¢ envisagées, en particulier par Holmgreen
(1909), Carleman (1939), Hérmander {(1958) : l'espace des soclutions
est étendu des fonctions analytiques aux distributions et méme aux
ultra-distributions puis aux hyperfonctions /SAT/, /NIR/ et enfin aux
microfonctions. Mais l'espace des variables é€galement a d'abord été
un ouvert de R®, pour devenir dans les travaux les plus. récents une

variété de la géométrie différentielle /EEL/.

Des limitations importantes de ces théorémes, dues en particulier

& leur nature trés locale, expliquent que dans les applications phy-
siques d'autres types de problémes aux limites, plus particuliers,
se soient révélés intéressants. En effet, lorsque la construction lo-
cale de la solution ne suffit pas, des conditions accessoires de carac-
tére physique peuvent é&tre imposdes grdce auxquelles la solution glo-
bale pourra étre déterminée : il est généralement raisonnable de penser
que cette solution existe et est unique dans la mesure ol les condi-
tions accessoires doivent physiquement y conduire. Néanmoins, ces con-
ditions supplémentaires sont lides & la nature de l'opérateur et prin-
cipalement a son ordre et, en toute rigueur il convient, dans chaqﬁe
cas particulier, de vérifier que le probléme est bien posé (au sené

d'Hadamard-Petrovsky /HAD/).

Lorsque l'une des variables est le temps (x;=t par exemple), les
autres étant des variables d'espace proprement dites, on distingue

deux sortes de conditions accessoires :

- Les conditions initiales relatives 3 t, qui fixent les valeurs de
la solution y et de ses dérivdes successives en nombre suffisant
& l'instant.initial t, (et final dans le cas de problémes réversi-

bles), en chaque point 4'un domaine spatial.

- Les conditions aux limites qui doivent étre vérifides 3 tout instant

en certains points de l'espace.
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Ces conditions accessoires sont dans certains cas des conditions
de Cauchy mais elles peuvent aussi étre plus compliquées. Dans la lit-

térature les conditions limites suivantes sont souvent citdes /BAS/ :

- Les conditions de Dirichlet consistent & chercher une solution y
de (9.1) sur un ouvert borné  de RE dont la restriction & T (fron-
tidre de Q) est une fonction donnée g. Dans le cas particulier ou
g est nulle les conditions sont dites homogénes.

\

- Les conditions de Neumann supposent que c'est la dérivée normale

de y sur T (projection du gradient de y sur une direction normale

a4 T') qui est connue.

- Lorsqu'on se donne le long de I une relation de la forme y = a g% + b
entre les valeurs de y et de sa dérivéde normale«%%, a et b étant

des fonctions du point courant de (I'), on parle de conditions de

Fourier.

- Les conditions de Poincarré supposent que l'on se donne le long de

(I') une relation lindaire entre y et ses dérivées premiéres /GER/.

En fait ces derniers types de conditions aux limites relatifs

4 la dérivée normale de la solution ne sont pas tout a fait bien posés.

D'abord il n'y a pas unicité, puisqu'en ajoutant & une solution une

constante, on retrouve une autre solution. D'autre part pour qu'il
y ait existence, les données peuvent parfois &tre contraintes a. véri-
fier certaines conditions de compatibilité avec 1l'équation caractéri-
sant le systéme. Les conditions de Dirichlet ou de Neumann peuvent
s'ajouter 4 des conditions de Cauchy, on dit alors que l'on a & réF
soudre un probléme mixte de type Cauchy-Dirichlet (ou Cauchy-Neumann).
On rencontre aussi trés souvent des problémes mélés, c'est-d-dire ou
on donne y sur une partie de la frontiére et sa dérivée normale sur

le reste. Ces problémes sont bien posés.

D'autres conditions accessoires plus particuliéres ou plus com-
plexes existent néanmoins, pour traduire des situations physiques ori-
ginales. Dans tous les cas, et dans 1l'hypothése d'un probléme bien
posé, les conditions initiales comme les conditions aux limites dépen-
dent en nombre et en nature du probléme physique étudié, mais aussi

et surtout du type d'équation aux dérivées partielles caractérisant




le systéme /EID/, /BIT/, /GAR-2/. Par exemple, dans la pratique les
systémes hyperboliques correspondent souvent au probléme de Cauchy
(ou tout au moins au probléme de Cauchy généralisé, c'est-d-dire rela-
tif 3 des donnédes réguliéres et A une solution réguliére non locale
/GAR-1/,/SAK~1/ /FAT-1/) ; on peut citer aussi le probléme de Goursat
/GER/. Par contre, les systémes de type elliptique constituent usuel-
lement des problémes de Dirichlet, de Neumann, de Fourier ou de Poin-

carré /COP/.

Plus généralement, Hérmander a montré comment l'existence de.solu-
tions est étroitement lide au type de probléme considéré : une condi-
tion nécessaire et suffisante d'existence d'une solution au probléme
de Cauchy non caractéristique (H est une surface non caractéristique
pour l'opérateur P(x,D)) est l'hyperbolicité de 1l'opérateur. De méme,

le probléme de Cauchy caractéristique correspond & un opérateur parabo-

lique. Une caractérisation de l'hypoellipticité est que toute distribu-

tion y vérifiant Py=f soit indéfiniment différentiable sur tout ou-
vert ol £ l'est. Enfin, une propriété caractéristique des opérateurs
elliptiques est l'analycité des solutions y de l'éguation Py=f£f sur

tout ouvert ol f l'est.

I.3 - Sur les systémes.d'dguations aux dérivées partielles

‘I.3.1 - Définitions :

a) Systémes déterminés, sous—déterminés, sur—déterminés /COU-1/

Considdérons un systéme général de h équations aux dérivées par-

a

tielles relatif & m fonctions Yireeer¥Yp de n variables Xjs«..,Xpe. On
suppose que ces h équations sont indépendantes, c'est-a-dire qu'aucune
d'entre elles ne peut étre déduites des autres par différentiation

et élimination.

* Si h

It
E]

le systéme est déterminé,
* 8i h >m : le systéme est sur~déterminé,

* Si h <m : le systéme est sous-déterminé.
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Exemples :

1. Un exemple intéressant de systéme sur-déterminé est fourni par la
théorie des fonctions analytiques f£(Z;,%Zy)=u+iv de deux variables

complexes : Z1=x1+iyj, 2Z2=Xp+iyjs. Le caractére analytique de £ im-

plique =
u.xl = Vyl ux2 = Vy2
Y1 T T Vxg Yy2 T 7 Vxp

gqui conduisent au systéme en u :

“xlxz + quYZ =0
Uxpxp * Uygyy = O
Uxjxy * Uyyyp T O
Uxiyp T Uxayp T O

On peut remarquer ici que le caractére fortement sur-déterminé de
ce systéme montre combien la théorie des fonctions de plusieurs
variables complexes est plus compliquée que celle relative aux fonc-

tions d'une seule variable complexe.

2. L'équation sous-déterminde uyvy-uyVy=l qui caractérise les trans-
formations conservant les aires du plan x,y dans le plan u,v est

résolu par :

X=q9g + w u=qa-uw
g8 B

<
f

<
]

—‘B_U)a

ol w est une fonction arbitraire pour laquelle :

olx,y) _ 9(u,v)
3(a,R) 3(a, B)

=1+ wyg wgg - wge #0

De fagon générale ces problémes sur ou sous-déterminés font partie
des problémes "mal posés" au sens d'Hadamard. Néanmoins, et malgré
le peu de progrés mathématiques sur ce sujet, de nombreuses situations

physiques nécessitent la résolution de tels problémes.
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b) Systémes lindaires, semi~linéaires, quasi-linéaires

Un systéme quasi-lindaire d'dquations aux dérivées partielles

d'ordre k, s'écrit sous la forme /RIQ/, /JAN/, /COU-1/ :

k n m : P vy
Ly(y) = z‘ 2 X, a%'J . -——————2——- = C (10)
X ' i i, 9% Ix; A

= . P s lreecer P s AN P

A=1,...,m P=l i1,.c.,ip=1 j=1

135,84
ou encore, sous forme matricielle :
» k :ap v
Lfyl=1Y 1 A ¥ _. (11)

p=l il""lip=l ll""’lp 3Xl,...,3xp

ilé...éip

ol les m fonctions inconnues Y4y dépendent des n variables indépendantes

Xj.

‘ 5i le matrices Aii'--*'ip ne .dépendent pas du vecteur inconnu
Yy et si C dépend linéairement de .y, le systéme (1ll1) est lindadre. Si
les matrices Ailr'-~lip ne dépendent pas de y mais que C en dépend
non 1lindairement, le systéme est dit semi-lindadire. Dans les autres
cas ol les matrices Ailr"~rip
linéaire.

Remarque 1 : On montre d'ailleurs que sous réserve d'une différentia-
bilité suffisante des fonctions impliquées, tout systéme non li-
néaire est équivalent, par différentiation, & un systéme quasi-

linéaire et méme quasi-linéaire du premier ordre /COU-1/.

dépendent de y, le systéme est quasi-—
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Remarque 2 : Les notations suivantes sont généralement adoptées :

) .
Dy = a—-x—l i=l,.cee,n
D-= (D1, +«+, Dp) opérateur gradient
P1
Si p = . (12)
Pn

DP = Dil * eee Dgn opérateur d'ordre |Ipl

ipl = p1 + «¢. + Pp

(11) s'écrit alors :

L[yl= ) APDPy-=C (13)
IpIk

od AP sont des matrices carrdes d'ordre m et C un vecteur d'ordre

m, dépendants ou non de x et de y.

I.3.2 - Sur l'équivalence d'un systéme aux dérivées partiel-

les et d'une équation aux dérivées partielles :

Pour les équations différentielles ordinaires la théorie des équa-
tions simples est équivalente & celle des systémes ; mais pour les
équations aux dérivées partielles la situation est différente. Considé-
rons, par exemple, une é&quation aux dérivées partielles de second

ordre :
F(XlerzrY:YxererYxlxzryxlxlryxe2) =0 (14)
pour la fonction y{xj,x3).

On vérifie aisément 1l'déquivalence de (l4) avec le systéme suivant

(15) de 3 équations & 3 inconnues y, p et q :
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F(xerZ'YrPaquxl'sz'qxz) =0

Yx; =P =0 (15)

1
Q

(]
o

YX'Z
qui est d'une forme trés particuliére.

Cependant, la réciprogue n'est pas toujours vraie. Soit le systéme

de 2 équations aux dérivées partielles du premier ordre (16) :

£(X1,X2sY1/¥2+Y1xy 1 ¥1xyr¥2xyr¥2x,) = O
(16)

9(X1rX2/¥Y10¥2:¥1xy r¥1xyr¥2xq1¥2x,) = 0

relatif aux deux fonctions inconnues yj(x),x3) et yo(x3,X3). En géné-
ral, il ne sera pas possible par différentiation et élimination d'obte—
nir a partir de (16) une d&qguation aux dérivées partielles du second
ordre relative & une variable yj(x3,%x7) par exemple. De plus, si l'on
réitére la dérivation, on constate que le systéme (16) ne peut étre
remplacé par une équation unique méme si on n'en restreint pas 1l'or-—
dre : ainsi la différentiation des six équations relatives & yj, Y2xq¢
Y2xyr ¥2xlx2' y2x§' Y2x§' donne 12 relations pour lesquelles 1l'élimina-
tion des 10 quantités :

Y2 Y2xl' Y2x2' ey y2X2
2

conduit généralement & deux relations indépendantes qui sont les deux
équations aux dérivées partielles du troisiéme ordre en y); équivalentes

au systéme initial.

Ces considérations ne prouvent pas ndanmoins 1'impossibilité géné-
rale d'élimination. Ainsi on montre /COU~-1/ qu'il existe une C.N.S.
pour qu'un systéme d'ordre 1 résolu en ¥2x7 et Y2xo¢ c'est-a-dire donné

par :

Y2xl = F(xrlIXZteryzrprQ)

szZ = G(XIIXZIYIIYZIPIq) : ' (17)

oh P = ylyx) et q=yix,
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soit équivalent 3 une équation d'ordre 2 en y; est que les expressions

(18) soient indépendantes de y5 :

Fq GqFp Gy,pFy;q*Cx;~Fx,*Cy,F-Fy,C
e ] ’
Gp Cp Cp

(18)

Cependant il est également possible d'assurer l'équivalence sys-
téme-équation unique moyennant 1l'adjonction de certaines conditions
initiales supplémentaires pour les variables du systéme : en effet
un systéme d'équations aux dérivées partielles engendrera une variété
de solutions plus large que l'équation équivalente qui lui correspond.
Une restriction des conditions initiales doit donc étre réalisée pour
que les deux problémes aux limites coincident. Plus précisément, et
compte tenu de la remarque précédente (§ I.3.l-b), une équation d'ordre
quelconque ou un systéme d'édquations peut donc, par ce moyen, é&tre
remplacée par un systéme quasi-lindaire du premier ordre. Il est méme
encore possible, moyennant un léger artifice /COU-1/, de ramener ce
systéme 3 un autre systéme quasi-linéaire, dans lequel les n variables
indépendantes x; n'apparaitraient plus explicitement et qui, de plus,

serait homogéne relativement aux dérivées, soit :

i_ . k
ax - Z z Bi'j'k (yl,---,Ym) ax

1 i=2 k= 1 (19)
Yj(x)xl=0 = 25(%2+-0.,%p) j=l,...,m

En conclusion, tous les problémes de valeur initiale de tous or-
dres pour des systémes d'dquations aux dérivées partielles peuvent
se ramener sans difficulté & des problémes de valeur initiale de ce

type.

Rema,rgues H

1. I1 est évident que dans le cas particulier d'un systéme d'équations
aux dérivédes partielles lindaire, & n inconnues, & coefficients
constants, on peut toujours par différentiation puis é&limination,
obtenir une seule équation linéaire pour chaque inconnue ; ce qui

correspond & un découplage parfait du systéme.
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2. Considérons un systéme de m équations aux dérivées partielles
quasi-lindaire d'ordre 1 (auquel on a vu que l'on peut toujours

se ramener). Si les m équations ont la méme partie principale :

]C-:‘"l : k

on montre aisément que ce systéme est é&quivalent 3 une équation
aux dérivdes partielles homogéne, lindaire, relative & une fonction
de m+n variables /COU-1/ (elle-méme équivalente d'ailleurs au sys-
téme de m+n dquations différentielles ordinaires dites caractéris-

tiques).

I.3.3 - Classification des systémes :

Soit le systéme d'ordre k de m équations a m inconnues (¥j,...:¥p)

regroupées dans. le vecteur y, défini par (13).

La classification de tels systémes & lieu & partir du polyndme

caractéristique. Rappelons que pour une d&quation d'ordre k (AP = aP-

de dimension 1), le polynéme caractéristique est donné par la partie

principale de 1l'opérateur, soit :

Q(x,8) = ) aP gP (21)

lpi=k

Dans la cas d'un systéme, on note Qg(x,g) le polyndme caractéris-
tique de la partie q, j(Yj) de 1'équation A correspondant & 1l'inconnue
r
Yy si le degré a4, j(yj) est égal 34 k ; s'il est inférieur strictement
14

a k, Q?(xvg) est nul.

La matrice :

[QA.(x,a) ] - ¥ app < (22)

1§J [} Aém

est dite matrice caractéristique du systéme (19) et le polyndme carac-

téristique est, par définition, le déterminant de cette matrice
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Q(x,£) = det [Qg(x,‘i) ] (23)

A

La classification est alors analogue a celle des équations, soit :

Si les solutions de 1l'éguation Q(x,£)=0 sont complexes le
probléme est elliptigue, si elles sont toutes réelles et
différentes le probléme est totalement hyperbolique. Entre
ces deux types extrémes toutes les formes intermédiaires
sont  possibles ; peu de travaux s'y attachent néanmoins,
car ils semblent arriver assez rarement dans les problémes

de la physique mathématique.

Remarque : Dans le cas quasi-linéaire ol les coefficients dépendent
des inconnues Y3 et de leurs dérivédes d'ordre inférieur
a k, Poures-Bruhat propose une extension de la définition

d'hyperbolicité locale, avec la notion de =

X

No o

x°-hyperbolicité du point /JIAN/.

500

o

Théoréme de Cauchy-Kowaleski pour les systémes /COU-1/ :

Soit le systéme de m équations aux dérivédes partielles d'ordre
k relatif aux m fonctions inconnues Yy),...,¥yp des n  variables
X1s+eerXns Supposé mis sous la forme normale :

3k 9y1 3k

Ym
—;E Yj.= fi(xl'XZ”"'xnfgz—l*"l

—) (24)
axk
n
ot les fonctions £; dépendent analytiquement des quantités x et
L
Bzyi/axi ; et soient km fonctions analytiques arbitraires
Qi,p(xz,...,xn) (i=1,...,m ; p=0s...,k=1), dans un voisinage suffisam-

ment petit de l'origine (x5=x3,...,xn=0).

Alors, il existe une et une seule solution (yj1,...,¥Ym) analytique

vérifiant le systéme (24) et ayant les valeurs initiales :
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Yi(O,XZ,--.,Xn) = ‘I’i'o(XZ,...,Xn)

A £ ' (25)
k-1 (0/X3,000sXpy) = @i'k..l(xZ,...,xn)
X

sur 1l'hyperplan x; = 0

Remargues H

1. Comme dans le cas scalaire, 1l'hypothése d'analycité des données
et de la solution constitue une restriction importance, de méme

que l'hypothése d'existence d'une forme normale du type (24).

2. Les résultats précédents montrent qu'il serait en fait suffisant

de prendre k=1, c'est-a-dire de considérer des systémes d'ordre 1.
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II — METHODES CLASSIQUES D'APPROXIMATION /COU-2/

La résolution numérique des systémes & paramétres distribuds est
l'objet de cette partie. Dans ce but de nombreux principes d'approxi-
mation peuvent é&tre utilisés, que nous pouvons regrouper dans trois

grandes classes.

I7.1 - Les méthodes directes de rdsolution

Ces méthodes, dont les plus connues sont sans doute les méthodes
de séparation des variables et des caractéristiques, permettent de

calculer une solution analytique du probléme,

La méthode de séparation des variables, simple mais trés puis-
sante, suppose qu'une solution peut é&tre exprimée comme le produit
de fonctions inconnues, chacune de ces fonctions ne dépendant que d'une
seule variable indépendante. L'intérét de cette méthode réside en ce
qu'il est possible d'écrire l'équation résultante sous une forme telle
que 1l'un de ses membres ne dépende que d'une variable tandis que
1'autre contient toutes les variables restantes, d'ol l'on peut déduire
que chaque cété de 1l'éguation doit étre constant. Ce processus étant
répété, on arrive a déterminer les fonctions inconnues. Enfin, la su-

perposition de ces solutions conduit & la solution recherchée.

La méthode des caractéristiques /FRE/, /GAR-B/ est une méthode
géométrique qui permet essentiellement de trouver la solution exacte
des systémes hyperboliques (c'est-d-dire & caractéristiques ‘réelles).
Q(x,£) étant le polyndme caractéristique du systéme (cf § I.3.3), on
_rappelle (cf § I.1) qu'une hypersurface d'équation p{(x) = 0, ol o est
une fonction analytique dont le quotient ne s'annule pas, est une sur-

face caractéristique pour le systéme si :
>
YV xe rD Q(x , grad p({x)) = 0 ‘ (26)
On introduit également la notion de bandes bicaractéristiques,
comme étant des courbes dans un espace de dimension 2n définies paramé-

triquement par :

5 —> (x{s) , &(s)) (27)
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La résolution du systéme d'équations différentielles ordinaires :

dax _ ag

3= (s) = 5% (x(s),E(s))

L (s = - %9 (x(s),E(s)) (28)
S X

avec x(0) = x5 et £(0) = &,

permet alors généralement d'obtenir 1la. solution y(x) = y(x(s)) = ¥(s)

comme solution d'une équation différentielle ordinaire.

Le principe consiste donc & se donner Y et ses dérivdes jusqu'a

l'ordre m-1 sur une hypersurface nen caractéristique et 3 en déduire

les valeurs de Y sur les bicaractéristiques.

//

Conditions

+.
initiales 3 x5 / Qxo , grad ¥Y(xg)) # 0

Ces notions ont été exploitées et développées avec des orienta-
tions différentes pour des classes particuliéres de systémes. Citons
la méthode de Lagrange et Charpit pour les équations du ler ordre
/COL-1/, la méthode de Riemann /COP/, /SOB/ pour le probléme de Cauch§
hyperbolique & 2 variables, la méthode de Volterra /COL-1l/ généralisde
entre autres par Coulon dans sa thése (1902) pour les équations hyper-

boliques & 3 variables ou plus.

D'autre part, certaines équations classiques, de grande importance
physique, ont fait l'objet de nombreuses études et une grande variété
de problémes aux limites ont été résolus par des méthodes aussi nom-

breuses et varides /BAT-1/, /BAL-l/, /SOB/, /COP/. Citons :
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- la théorie des potentiels newtoniens /COL-1/ ou la mé-~
thode de Schwartz /GOD/ pour l'dquation de Laplace,

- 1l'utilisation de 1la transformation de Legendre pour
l'équation de Clairaut ou l'dquation des ondes,

- pour les problémes de Dirichlet elliptiques : la méthode
alternée ou les méthodes de Neumann et de Fredhom /HAD/,
la méthode de balayage dfie & Poincaré /HAD/,

- ou encore la méthode de Drach pour les équations aux

dérivées partielles du second ordre /HEI/.

Plus généralement, d'autres méthodes basédes sur les transformées
de Fourier /VOK/ ou de Laplace./DON/, /CAR-1l/, sur les noyaux de Green
/DIE-1/, /ROA/, /VOK/ ou la théoriefde Sturm Liouville permettent aussi
de trouver une solution analytique. L'utilisation de la théorie des
semi-groupes ou des "familles de cosinus-sinus" /CUR-1/, /FAT-2/ permet
une formulation générale de nombreux problémes aux dérivdes partielles
de type parabolique ou hyperbeolique. La solution est alors sous forme
de série infinie et une approximatien par un nombre £fini de termes
est indispensable pour une étude numérique. Ceci entraine que cette
théorie est plutét utilisée pour étudier les propriédtés des solutions

gque dans un but de simulation (cf Chapitre II, & I).

II.2 — Les méthodes des résidus pondérés /CAR-2/ et les méthodes

variationnelles /FIN/, /FRI-1/, /CAR-1/

II.2.1 - Formulation infinie des problémes aux limites :

Considérons, a titre d'exemple, le probléme parabolique (29) avec
des conditions homogénes {(auxquelles nous avons wvu qﬁe l'on peut tou-

jours se ramener) :

azégfgl = A y(x,t) + C{x,t) X €
B y(x,t) =0 sur les limites (x eTl) (29)

v{x,0) = yolx)

ot y(x,t) appartient & un espace de Hilbert H de dimension infinie
et l'opérateur A, ne comportant que des dérivées partielles spatiales,

est supposé générer un semi-groupe sur H.
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Soit {pj(x), j=0,...,%} un ensemble complet de fonctions satis-

faisant les conditions aux limites homogénes : B pj(x)==0, j=0,00s, 0.

Le probléme (29) admet alors, sous ces hypothéses, une solution

unique de la forme :

00

y(x,t) = '21 aj(t) pj(x) (30)
J=

On peut donc également caractériser un tel systéme par le vecteur
dtat v(t) = [éj(t)]‘T de dimension infinie et, la commande C(x,t) pou-
vant aussi étre’ développde suivant une relation du type (30), la repré-

sentation aux dérivées partielles (29) s'écrit alors :

(31)

a

ol 1l'état v appartient & l'espace de Hilbert H, et M est une matrice
de dimension infinie représentant 1'opérateur A associé aux conditions

limites B, telle que =

M Dj(X) A Dj(XJ x e §

(32)

9] x & T 3

It

B pj(x)

0, eouey o

Les conditions initiales v(0) sont déterminées & partir de y,(x),
de (30) et de la connaissance des py i ce qui, en pratique, n'est ré-

solu gu'apres troncature (c¢cf § II.2.2).

Le contréle U{(t) est de dimension finie p et la matrice de com-

mande G est de rang fini p.

La représentation matricielle (31) constitue une formulation géné-
rale des systémes & paramétres répartis lindaires de type parabolique,
qui peut d'ailleurs é&tre complétée par une équation d'observation

/BAL-2/ soit
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dv
(—iT:—MV+Gu(t)

W= Ny + F u(t) (33)

v(0) = vg

ol le vecteur d'cobservation w est de dimension finie g, la matrice

N de rang fini g et F une matrice de dimension gx p.

Remarque : Une formulation analogue peut aussi étre obtenue dans le
cas de problémes hyperboliques, l'opérateur A étant toujours

de type elliptique /BAL-3/.
II.2.2 -~ Approximation par troncature :

Afin d'obtenir un systéme de dimension finie, plus exploitable
dans les applications, il convient ensuite de rédaliser une troncature
de 1l'état infini v de (31) & un ordre K arbitraire qui caractérisera
la précision de l'approximation ainsi effectuéde. Ce probléme d'approxi-
mation de la solution d'un systéme d'équations différentielles de di-
mension infinie a é&té é&tudié par Shaw gui propose une défimition de
rang K de troncature basée sur la connaissance du spectre de 1'opé-
rateur elliptique (A) et telle que la solution du systéme tronqué con-
verge uniformément vers celle du systéme global en un temps £fini

/SHA-1/.

Il s'agit donc d'une décomposition de l'espace de Hilbert H sous
la forme H = Hg ® Hi, ol le sous espace Hg, correspondant au modéle
approché caractérisé par les modes dominants, est de dimension finie
K ; et HR est le sous-espace des modes résiduels. La définition d'opé-
rateurs de projection Px et PR (non nécessairement orthogonaux) tels

que vy =Pgv et VR=Pgp v conduit donc & la décomposition suivante :

dVK

E? = MK vg + MKR vp + GK u(t) VK (0) = PK Vo
‘&; = Mpg Vkx + Mg Vg + Gr u (t) R (0) = Pr vo
W= NK Vg + NR VR + F u

ol toutes les matrices, sauf Mg, sont de rang fini.
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Remarques

1. Dans le cas particulier ol Hg et Hr sont des sous-espaces
propres, on a /BAL-4/ : Mgg = 0 et Mpg = 0. De tels sous-
espaces propres existent lorsqu'un nombre £ini de valeurs
propres de M peuvent é&tre sépardes par une courbe fermée
du reste du spectre de M /KAT, Th 6.17, p. 178/.

2. Le modéle approché {(vg) est complétement déterminé par le
choix des fonctions de base pj(x) et des sous espaces Hg
et Hg. Il y a donc plusieurs modéles approchés possibles,
ce qui est tout & l'avantage de l'utilisateur.

3. Cette méthode de troncature est généralement assujettie a
des contraintes assurant la bonne représentation du processus
étudié par le modéle approché, par exemple /BAL-3/ :

- le modéle approché (vg) doit étre contrélable et obser-
vable /KWA/,

- le sous-systéme résiduel (vg) est exponentiellement stable
(vérification & 1l'aide du théordme de Hille-Yosida)

/CUR-2/.
II.2.3 - Différentes méthodes d'approximation fonctionnelle

Les méthodes des résidus pondérés sont formées d'un vaste ensemble
de techniques. Elles reposent donc sur l'hypothése que 1l'on peut appro-

cher la solution y(x,t) par y(x,t) tel que :

X _
Flxot) = I aj(e) pylx) | (35)
j=1

ol les Oj(x) sont des fonctions de base satisfaisant les conditions

Ry

limites, et les aj(t) et K sont & déterminer.

De nombreuses fonctions peuvent &tre prises comme fonctions d'ap-
proximation et le choix dépend souvent de l'expérience de l'utilisa-
teur. L'une des différentes méthodes des résidus pondérés peut alors

étre utilisée afin d'obtenir la meilleure approximation de la solution.

Par exemple, pour le probléme (29) considéré au § II.2.1, la sub-
stitution de 1l'expression (35) dans (29) nous permet de définir les

résidus :




a)

b)

c)

core,
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Re = %% -Ay-C résidu sur 1l'équation

- . - (36)
Ry =B Yy résidu sur les limites :
R;y = ¥o(x) résidu sur les conditions initiales

On distingue trois méthodes :

La méthode intérieure : les conditions aux limites sont tou-
jours satisfaites, mais pas 1l'dquation différentielle (c'est
le cas envisagé au § II.2.1 pour 1l'exemple (29)}).

La méthode aux limites : 1l'équation différentielle est véri-
fide mais pas les conditions aux limites.

La méthode mixte : aucun des résidus n'est nul.

Les méthodes intérieures sont largement utilisdes, mais ici en~

les variantes sont nombreuses en raison des choix possibles sur

les fonctions tests W qui apparaissent dans la formulation du produit

scalaire associé & la minimisation de R. On cherche en effet 3 avoir :

<R, W3>=0 (j=l,...,N) ol <U, W>= In UWwanR (37)

. Si ij = §(x - XJ)

on obtient la méthode de collocation /WYS/, /MIC/.
. Si Wj =P
on a la méthode de Galerkin ; les P devant alors former une

base de 1l'espace de départ /MOH/.

Cowe = wJ-1
- Si Wy xJ

on a la méthode des moments.

Le point commun a toutes ces méthodes est la transformation de

l'équation (ou du systéme d'équations) aux dérivées partielles en un

ensemble d'équations aux dérivées ordinaires (en t) dont la structure

résultante dépend du choix des Py et Wy.




La méthode intérieure peut é&tre reprise & partir de la notion
de solution faible /FRI-1/, /DIE-4/, /LER/, /SCH-l/, /BOC~1l,2/ et,
donc, de la formulation variationnelle /SIB/, /LIO-1/. On constate
alors qu'un ensemble de techniques qui semblent assez &loignées, sont
en fait issues de choix différents des espaces auxquels doivent appar-
tenir les fonctions Wj. La néthode des éléments finds fait partie de
cette classe de méthodes. Le domaine est divisé en sous—domaines sur
lesquels les fonctions d'approximation sont définies. L'avantage réside
dans le fait que les éléments peuvent changer en dimension et forme

pour s'adapter au mieux & la nature des frontiéres. Le choix porte
A sur la forme et la finesse du maillage, le terme "éléments finis" étant
utilisé pour définir les sous domaines /CIA/, /FIN/, /SIB/, /AZ1/,
/BER-2/, /PRO/, /VIC/, /BAT-2/. Cette technique est, a 1'heure actuel-
le, extrémement développée car elle s'adapte bien & des problémes posés

dans des espaces a plusieurs dimensions.

IT.3 - Méthode des différences finies

Parmi les possibilités offertes pour obtenir un modéle de dimen-
sion réduite, la méthode des différences finies est certainement l'une
des plus employdes. Les schémas disponibles sont trés divers ¢ /MIT/,
/FOR-1/, /FOR-2/, /RIC/, /vIC/, /SU/, /PUR/, /RAN/, /LAS/, /MEL/,
/CAR-2/, /GLA/, /AME-2/,/SMI—26 /NOU/.

‘L'ensemble des méthodes repose sur 1'approximation des dérivées
par des différences finies (les diverses expressions obtenues sont
toutes issues du développement en série de Taylor d'une fonction).

Citons par exemple les schémas du type =

yn+l yn
i & + , ;
2 = 0 5h yIT + (1 - 0) 85 ] 6e [O0,1]
(38)
n n n
L2 . on Yi-1 - 29YitVYisl

ou §p vy = 3

h

h est le pas de discrétisation en espace {(indice i)
At est le pas de discrétisation en temps (indice n)

et O est appelé degré.d'implicité
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. 8i 8 = 0, la méthode est dite explicite :
c'est-a-dire que lé variable y2+l peut étre calculée directement
a4 partir de la connaissance de yn en trois peints de l'espace.
.85 86e ]J]0,1[ la méthode est implicite :
connaissant toutes les valeurs de y? 4 l'instant n At, on peut
calculer les valeurs~y2+l, mais cette opération nécessite la
réselution d'un systéme linéaire. Un cas particulier fréguemment
utilisé est 6 = % qui correspond a4 la méthode de Crank-Nicholson
/NOU/; D'autre part, la discrétisation sur l'espace devra per-
mettre & l'ensemble des points de s'adapter au domaine spatial

L'approximation de la condition initiale sera une constante si
y(x,0) est constant ou a de trés faibles variations ; dans les autres
cas il semble préférable de prendre une approximation au sens de la
moyenne. L'approximation des termes aux limites peut é&tre plus déli-
cate, surtout dans le cas de plusieurs dimensions d'espace ou les
points de la frontidre ne peuvent pas étre des points de maillage (voir

/SIB/, p. VI, 49 et suivantes).

Remarques sur les méthodes d'approximation :

1, La résolution d'une éguation ou d'un systéme d'dguations
aux dérivées partielles peut conduire & l'utilisation simul-
tanée de différentes méthodes.

2. Comme nous l'avons déjd signalé pour les méthodes directes,
les différents type d'opérateurs correspondeﬁt 4 des méthodes
de résolution propres. Citons pour les é&quations de type
hyperbolique /FRE/, /SAKfV /GAR-1/, /BAL-1l/ et pour les équa-
tions elliptiques /NEC/, /VEK/, /GIL-1/.




CONCLUSION

Un aperg¢u simplifié des nombreux travaux actuels et moins actuels
de la théorie des équations aux dérivées partielles est tout d'abord
tenté, en mettant l'accent sur les principaux résultats concernant
spécifiquement les systémes d'dquations aux dJdérivédes partielles qui
seront l'objet essentiel de ce mémoire par la suite. Les notions de
classification, les divers types de problémes aux limites, les théo-

rémes d'existence et d'unicité, sont présentés.

Dans une deuxiéme partie, un exposé non axhaustif de méthodes
d'approximation des solutiohs de tels systémes est proposé. Le choix
d'une méthode étant souvent difficile a priori, on retiendra que, de
fagon générale, les méthodes aux différences finies sont d'une applica-
tion plus directe mais conduisent & des systémes de grandes dimensions,
alors que les méthodes des résidus pondérés, malgré des calculs préli-
minaires souvent plus complexes, conduisent & des systémes de dimen-

sions plus raisonnables et plus exploitables dans un but de commande.







CHAPITRE

. e e i . s . i e
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METHODES DE REDUCTION D'ORDRE

INTRODUCTION

l.es méthodes de simplification des systémes & paramétres dis-
tribués sont largement inspirées de celles utilisées pour les systémes
régis par des équations différentielles ordinaires. L'orientation
de nos travaux nous a conduit & nous inﬁéresser essentiellement aux
méthodes de perturbations, et plus:précisément encore aux perturbations
dites singuliéres dont nous rappelons tout d'abord le principe gé-
néral : l'étude des systémes a éaramétres distribués singuliérement
pefturbés consiste souvent en la recherche' d'une solution approchée
par un développement asymptotique dont la validité impose généralement

des conditions de convergence au systéme.

Néanmoins la recherche explicite d'une solution n'est pas toujours
nécessaire et, en particulier dans un but de contrdle, 1'obtention
d'une bonne approximation du systéme suffit. Les travaux de Lions
/LI0-5/, fournissent ainsi, et pour une grande variété de problémes
aux limites, d'importants résultats de convergence qui assurent cette
"bonne approximation" dJdu processus par un systéme d'équations plus

simples.

Un autre point de vue usuellement adopté dans la littérature,
consiste a& considérer le systéme 3 paramétres répartis comme un systéme
différentiel de dimension infinie (Chapitre I, § II.2.1) que 1'on
peut approcher, par troncature adéquate, par un systéme différentiel
de dimension finie. On peut alors utiliser les méthodes de simplifi-
cation classiques des systémes régis par des équations différentielles

ordinaires et en particulier celles des perturbations singuliéres.

D'autres méthodes de simplification de modéles sont é&galement
envisagées comme 1l'extension des techniques d'agrégation du linéaire
au cas des processus régis par des équations aux dérivées partielles.
Une définition de fonction de transfert pour ces systémes est enfin
proposée en vue d'obtenir des modéles simplifiés par le biais d'ap-

proximations de cette fonction de transfert.
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I - RESULTATS GENERAUX DE L'ANALYSE DE PERTURBATIONS SINGULIERES
/0'MA-1/, /ECK-1/

I.1 - Les problémes de perturbation

Un probléme de perturbation peut é&tre défini comme suit @

Soient V et F deux espaces de fonctions et Lg un opérateur diffé-
rentiel de V dans F contenant un petit paramétre €. En supposant,
pour la simplicité de l'exposé, que les conditions limites ou initiales
sont incluses dans la définition de V, le probléme consiste en la
recherche d'une solution p(x) de V telle que, x évoluant dans un do-

maine D (généralement borné), on ait pour £ de F donnée :
Le p = £ xeD (1)

Dans le cas d'une perturbation classique, ou "réguliére", 1'opéra-

teur L se décompose sous la forme :
Le = A + Pg - (2)

oll A est indépendant de € et inversible (au moins localement), et

Pe caractérise la perturbation.

Les propriétés respectives des opérateurs A et P, ainsi cons-
truits, permettent ensuite de prouver la validité de 1'approximation
de p par oo = A"l £ en assurant 1la convergence d'un développement

en série du type :

N
p(x,e) = By o & § on(x) 8y(e) Spe1 = 0(8n) ¥'n (3)
n=0

ol les coefficients p, (n21) sont obtenus par une procédure itérative.
L'analyse de problémes de perturbation réguliére combine donc

aisément la construction d'approximations et la preuve de leur va-

lidité.




Pour les problémes de perturbations dites "singulieéres”, la décom-
position du type (2) n'est pas possible et empéche de ce fait 1'utili-

sation de la procédure classique précitée.
Exemple /CAR-1l/ :
Soit 1'dguation :
e (vxx + Vyy) + vy =y (1 - y2) (4)
dans R={(x,y) /0<x<1l,0<y<1l},
avec la condition limite que v est nul sur les quatre cétés du carré.
On constate aisément qu'aucune solution de 1l'équation non per-
turbéde ne peut vérifier les conditions limites et que, par conséquent,
la solution v de (4) n'est pas une fonction analytique de e prés de
€ =0 ; une approximation asymptotique du type (3) n'est donc pas pos-

sible dans tout R.

I.2 - Procédure générale en perturbations singuliéres

En fait, en perturbations singuliéres, l'analyse sera essentiel-
lement heuristique alliant des raisonnements rigoureux 4 quelques
"principes" inductifs issus de l'expérience. Ainsi une procédure géné;
ralement adoptée consiste & rechercher une solution approchée de (1)

Pasgr dite approximation formelle, telle que :

[
th

Lepas = £ +0 Pas & V

(5)

avec p 0(1)

Dans le cas d'opérateurs linéaires 1l'existence a priori d'une
solution bornée suffit & affirmer la validité d'une telle approxi-
mation, la détermination de ces bornes se déduisant souvent facilement
d'une propriété caractéristique de la classe de systémes considérés.
Cependant, dans des cas plus complexes, la preuve de validité d'une
approximation formelle n'est pas toujours immédiate et les rdsultats
de nombreux fra&aux récents peuvent alors é&tre utilisés : /HAR-1/,

/ECK-2, (Ch. 6)/.
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En pratique ce concept d'"approximation formelle" est souvent
1ié & la construction d'un "développement régulier" du type (3) appelé
également développement extérieur (ou solution du systéme réduit).
Or, comme nous l'avons vu dans l'exemple (4), ce développement n'est
généralement pas satisfaisant dans certaines régions de D. On construit
alors dans les voisinages de ces régions un "développement local”

appelé aussi "développement de couche limite" ou "développement inté-

rieur" qui tiendra compte des. conditions limites, négligées dans le

développement régulier :

Soit X, le point de D au voisinage duquel le développement ré-
gulier n'est plus valable, et supposons pour la clarté de 1'exposé
que D est plongé dans un espace de dimension 1. On définit une variable

locale dilatée £ par :

A X~ Xo

£ = —m dg(e) = 0(1) (8)

(plus généralement £ =n(x,e)), qui transforme la fonction p(x,€) en

0* telle que :
A
P (xq + 85(e) £, €) = p" (E,€) (7)

et pour laguelle un développement peut aussi étre envisagé :

o*(E,e) = EN

£ P

Sh(e) Y (&) §F.1 = 0(8p) ¥n (8)

ne
[ '}

Ce changement de variable £=n(x,c) réalise en fait une dilatation
de la région de non uniformité, la nouvelle variable & pouvant alors
8tre utilisde pour l'étude de convergence non uniforme. Le probléme
réside donc ici en un choix correct de la variable locale £ /DYK/.
Un principe heuristique consiste alors a rechercher les variables
locales pour lesguelles la dégénération de 1l'opérateur L. est "signifi-
cative", c'est-a-dire /ECK-1/ que Lg agissant sur 0" (€ ,€) peut étre
approché par le développement suivant :

e = ] 85000 17 Spe = 0(5g) (9)

n
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L, est dit dégénérescence de L. relativement & la variable E.

Exemple :
2 X
Ly = € — - qlx), & -_—
€ x2 /e
g _ a2
= - - q(0)
(e} d 52

Cette dégénérescence est significative si :

Lég = L§ = [ ={ (10)

(ng est le résultat d'un changement de variable £ sur la dégénération

L3).

La variable locale § qui assure cette propriété est alors appelée
variable de couche limite ; elle correspond également & une approxi-
mation significative de p, c'est-d-dire qui ne pourra se déduire d'une

quelgu'autre approximation dans une autre variable.
Remarques :

l. Dans le cas de problémes non linéaires la définition de dégéné-
rescences significatives doit é&tre affinde /ECK-1l/, mais le

principe reste valable pour une large classe de systémes.

2. Compte tenu des définitions précédentes, différents types de

problémes de perturbation peuvent &tre mis en évidence /ECK-2/ :

Un probléme de perturbation L. p=£f, pe V, £ ¢F, xe D est

dit régulier s'il posseéde les propriétés suivantes :

a. il existe un probléme limite formel L, U = £, ol L, est la
dégénérescence de L. suivant x et fo(x) une approximation
réguliére de f(x,€) pour xe D.

b. il existe une approximation réguliére pg(x) dep pour xe D.

c. Ly po est partout définie et py vérifie L, py = f£4-
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Si ces conditions de régularité ne sont pas toutes satisfaites,
le probléme de perturbation sera dit singulier. On distingue
alors quatre types de problémes suivant qu'il existe ou non
un probléme limite formel avec des. solutions admissibles et
qu'en outre il existe ou non une approximation réguliére pg,

de p.

I.3 - Raccordements des développements et développements mixtes

Le processus de raccordement des développements est un outil
essentiel &4 1l'analyse des problémes de perturbation car il permet
de déterminer les constantes ou fonctions inconnues qui apparaissent
dans les développements considérés (une détermination compléte n'étant
génér.al_émer_lt pas possible directement). En fait il existe dans la
littérature deux variantes de cette méthode de raccordement. La pre- .
miére, qui est issue d'un résultat classique sur l'existence de do-
maines é&tendus /KAP-l/, utilise des variables dites intermédiaires
et peut &tre justifide par 1'hypothése de recouvrement, c'est~a-dire
par l'existence d'une int'erséction non vide des domaines de validité
étendus des deux déﬂi}"e'»loppeménvt_:gm(régulie-r et local). Des régles dg
raccordement utilisant le changement de variable £ = n{x,e) sont alors
obtenues qui permettent de lever 1les indéterminations éventuelles
/KBP-2/, /LAG/, /ECK-2/, /MEY/. Cependant ces régles sont généralement
compliqudes et de plus, l'existence d'un domaine de recouvrement ou
le raccordement serait possible n'est pas toujours assurde a priori.
Une variante de cette méthode est donc souvent préférée, qui est basée
sur le principe de raccordement asymptotique /DYK/. La procédure est
ici différente et nécessite au départ des hypothéses convenables sur
la structure du développement de p(x,e) qui doit étre uniformément
valable sur tout le domaine 0D /FRA/. Soit par exemple, pour p(x,e),
x e (0,17, présentant un comportement de couche limite au voisinage

A

de 1l’origine et relativement & une seule variable &4 :

N N
otx,e) B Y em o) ¢ T ed gy + 0(eM) (11)
n=0 n=0

En effectuant la distorsion d'échelle §, sur les deux membres

de (11) (notée Elgo), on obtient




N
I e ¥n(g) = Eg_ p - Eg_ Ex o (12)
n=0

donc, en reportant dans (11l), il vient :

\ N N N
p=FExo+ B o-Hg Exop+0(e) (13)

qui constitue un développement mixte de p{x,e), uniformément valable

sur tout le domaine D :

N , . ,
Ex p en est la partie réguliére ou développement extérieur,

N .
EEo p est le développement local ou intérieur, et
N

régdlier.

En réalisant par exemple ensuite sur (13) le développement régu-
lier Eﬁ de part et d'autre, on a :

N N N _N
Ego p = Ey Exo Eyp (14)

®=z

Les relations fournies par ce type d'identité appelée principe
de raccordement asymptotique, permettent d'obtenir les constantes
ou fonctions inconnues des deux développements cherchés (exemples,

voir /CAR-1/, /GEE-1/, /HSI-2/).

Remargue : Dans certains problémes d'autres développements mixtes
pourront é&tre préférds (comme par exemple les développements

multiplicatifs) /DYK/.

Ces deux méthodes de raccordement ne sont cependant pas indépen-
dantes et on a pu montrer par exemple que, sous certaines conditions
(gqui sont satisfaites pour la plupart des problémes d'applications)
l'hypothése de recouvrement assure la validité d'un principe de raccor-
dement asymptotique ainsi gque l'existence d'un développement mixte.
Par contre la réciproque est fausse et l'on trouve des fonctions véri-

fiant un principe de raccordement asymptotique avec des domaines de

validité étendus disjoints pour les deux développements (régulier -

et local) /ECK-2/.

Ego Eg p est l'expression en variable dilatée {, du développement
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I.4 - Autres types de développements de fonctions

Au lieu de rechercher des développements en terme de limite,
on peut aussi essayer de représenter p(x,e) x € D par une combinaison
lindaire d'un nombre fini de fonctions du type F(q(x)/8(€)) H(x,&)
ol H(x,e) posséde un développement régulier pour tout x de D. Le com-
portement singulier de p(x,€&) est alors absorbé par 1le facteur
F(g(x)/68(e)). Généralement F est choisie de type exponentiel et les
approximations ainsi construites sont dites approximation WKB /MOR/.
Ce type d'approximations conduit souvent 3 des formules plus compli-
quées que pour les approximations en termes de fonctions limites ;
cependant elles pourront leur é&tre préférdes pour certains types de

problémes particuliers ol la précision est essentielle.

Dans /LEV/, /C00/, puis /O'MA-2/, les approximations WKB sont
utilisées pour définir les couches limites ordinaires dans les pro-
blémes elliptiques. Néanmoins, dans le cas des équations aux dérivées
partielles, cette méthode présente de nombreux inconvénients car les
termes qui composent les développements s'obtiennent alors comme solu-
tions d'équations_é}{;é dérivées partielles non linéaires dont -la réso-
lution n'est pas toujours facile et» ne peut &tre uniformisée, les
résultats explicites dépendant de la géométrie du br’obléme .considéréf

(cf par exemple /GIV/).

Une généralisation de ces développements WKB réside dans la mé-
thode des échelles multiples : au lieu de recherche un développement

sous. la forme (15) :

N
(D) 2 T 6ple) pplx) L = q(x)/8(e) (15)
n=0

on peut s'intéresser & représenter p (x,€) par une combinaison linédaire
de fonctions qui, pour tout x de 0, possédent un développement du

type (1l6) /coc/, /corn-2,3/, /KEV/, /DYK/, /NAY~1l/ :

N
Y 8nle) pp(x,T) z = q(x)/6(e) (16)

n=0




Plus généralement encore, le développement (16) peut étre envisagé

avec :
A 9(x,e) A Y oz
L= = ol Q{x,e) = z 6S(e) q‘S(X)
5(5) s=0

Enfin, on peut introduire plusieurs nouvelles variables analogues

4 ¢ en considérant des développements du type :

N

Y Snle) Pn(x,CT1,C0seeuilp)
n=0

é{Q‘i)(x,s)

T T (e

(17)

.y A 2
ofi) = Sg(e) qg ' (x)

0

I o~

S

En pratique le choix de la “structure dépend des hypothéses que -

l'on pourra avoir a priori sur le comportement supposé des solutions. = -
Les termes des développements cherchés sont alors définis par
l'utilisation d'une régle dite condition de non sécularité qui s'énonce

comme suit ¢

Pour tout n de {0, 1, ..., N=1} et de x de D :

« 3% 3%
P
n+l ( n+l/ n)l P=1, ..., P

= et D
Pn BCP BCP
doivent é&tre bornés quand € tend vers 0, P, étant l'ordre de

dérivation du probléme considéré.

Dans le cas de systémes régis par des équations différentielles
ordinaires, c'est d'ailleurs pour ce type de problémes que la méthode
est le plus souvent employée,‘cette condition est naturelle et assure
l'existence d'un développement asymptotique de la solution, du type
série ; elle correspond & une procédure plus souple que la méthode

WKB et permet de ce fait 1'étude d'une plus large classe de systémes
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(équations de grands ordres ou systémes d'équations}).

Dans le cas des problémes aux limites cette condition n'est pas
nécessaire 3 1l'existence d'un développement asymptotique. En fait
la non sécularité conduit A& des approximations analogues & celles
obtenues par la méthode WKB (voir exemple /BOU-1/ pour 1l'application

& des problémes aux limites elliptiques).

Remarque : On a pu montrer /BCK-2/, /BOU-l1/, que les approximations
du type WKB comme la méthode des échelles multiples ne pouvaient
8tre utilisdes pour dJdécrire des problémes aux limites parabo-

liques.

I.5 - Compléments sur les méthodes asymptotiques

Les méthodes asymptotiques générales que nous avons rappelées
ci-dessus seront d'une utilisation plus ou moins aisée suivant lé
type de probléme considéré (type de probléme aux limites, probléme
bien ou mal posé, forme du domaine D borné ou non) et aussi suivant
le caractére de la singularité (petit paramétre dans les conditions
limites et/ou dans. l'éguation multipliant la dérivée d'orxdre le plus

élevé).

On trouve ainsi dans la littérature, des méthodes plus spécia-
lement adaptées a certaines- classes de problémes. Citons ainsi par a
exemple les teéhniques proposées par Nay eh pour des équations non
linéaires de type hyperbolique, la singularité provenant des conditions

limites /NAY-2/.

- La méthode de renormalisation qui introduit une variable "dé-
formée", de 1la forme S1=&+e&;(x,8)+..., correctement choisie pour
assurer la validité d'une approximation formelle de la solution sur

tout le domaine considéré (par élimination des termes séculiers).

- La méthode dite des ™variables déformées"™ /LIG/, /TSI/ ou ces
nouvelles variables sont introduites non pas dans le développement
de la solution mais directement dans 1l'édquation caractérisant le sys-
téme ; le choix des nouvelles variables assurant comme précédemment

1'élimination des termes séculiers.
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- La méthode analytique des caractéristiques /KLU/, /LIN/, qui
généralise la méthode précédente aux cas des ondes hyperboliques &
deux variables indépendantes en adoptant pour ces variables les para-

métres caractéristiques de 1l'équation.

- La méthede de FKrylov-Bogoliubov-Mitropelsky gqui propose une
approximation formelle dont le terme principal est la solution du

probléme lindarisé.

Sur les problémes non lindaires hyperboliques, on peut aussi
se référer aux travaux de /GEN-~1l/ et /MAD/. Citons enfin un exemple
de probléme physique /HEA/ sur la propagation d'ondes de torsion dans
un cylindre non homogéne et non borné, traité i l'aide de la méthode

des perturbations de Kato /KAT/.

Dans la cas plﬁs spécifique des problémes lindaires de type hyper-
bolique, des résultats caractéristiques ont é&galement é&été obtenus :

/GEE-~1/, /BLO-1,2/, /DZA/, /S\MI-I/, /DE3/, /WEL/.

Sur les équations aux dérivées partielles elliptiques on note
les travaux de Mauss qui a é&tendu dans sa thése les principes géné-
raux des perturbations singuliéres au cas de données aux limites dis-
continues ou & dérivdes discontinues, et aussi aux cas de domaines
non bornés ou & frontidre non nécessairement convexe, engendrant ainsi
un phénoméne de "couche limite libre" /MAU/. Les problémes aux limites
elliptiques singuliérement perturbéds ont d&galement été traitds dans =
/ECK-3/, /V1S/, /HAR-2/ par exemple, et pour le cas de. systémes d'équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques on peut citer /RAM-1/. Ces
mémes auteurs ont obtenu de fagon analogue des critéres de validité
d'une approximation formelle pour des problémes aux limites parabo-
liques linéaires et non lindaires caractérisés par un systéme d'équa-

tions aux dérivées partielles du second ordre /RAM-2/.

Dans /ARO/ et /BOB-1/ il s'agit d'une étude spécifique des per-
turbations singuliéres de problémes aux limites lindaires du second
ordre de type parabolique. Le cas d'une équation parabolique semi

linéaire a été envisagé dans /LAM/.
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Enfin, l'annulation du petit parameétre engendre parfois un chan-
gement de type d'opérateur ou encore une réduction d'ordre pour le
systéme réduit. Ces phénoménes font 1'objet d'études particuliéres
comme par exemple, pour les problémes de perturbations "hyperboliques-
paraboliques" : /ZLA-1l,2/, /BOB-2/, /BEN/ en lindaire et /HSI-2/ sur
un probléme de Cauchy pour une d&guation semi-linéaire hyperbolique.
Pour des cas de réduction d'ordre on peut citer, toujours pour des

édquations de type hyperbolique : /DEJ(, /GEE-1,2/, /GEN-2/.

Remarque : L'association des méthodes de perturbations singuliéres
4 d'autres méthodes de résolution classiques peuvent aussi parfois
étre fructueuses : ainsi par exemple dans /HSI-1/ la combinaison
des méthodes asymptotiques et nqmériques v(procédure de Crank-
Nicolson-Galerskin) fournit des résultats trés satisfaisants
pour un probléme de perturbaéions singuliéres parabolique compa-
rativement & ceux obtenus par la méthode numérique seule ; ltuti-
lisation d'une description discréte étant en outre, dans ce cas,

indispensable & la résolution explicite du probléme perturbé.




II - PRECISIONS SUR LA CONVERGENCE DE LA SOLUTION D'UN PROBLEME AUX
LIMITES PERTURBE VERS CELLE DU PROBLEME REDUIT ASSOCIE

Les différentes méthodes de recherche d'une solution asymptotique,
qu'elles soient générales ou plus spécialement adaptées au probléme
considéré, supposent toujours la convergence (suivant une certaine
norme) de la solution du probléme perturbé vers celle du systéme non

perturbé quand le petit paramétre tend vers zéro.

Dans certains cas on pourra tenter au prélable une estimation
a priori de la solution (par la méthode de l1l'intégrale de 1l'énergie
ou & l'aide du théoréme du point fixe /GEE-1,2/ par exemple). Mais,
comme nous le signalons au début de ce chapitre (§ 1.2), pour des
problémes plus complexes la validité de cette approximation formelle

issue du probléme réduit peut étre difficile & prouver.

I1.1l - Exemples

II.1.1 - Tel est par exemple le cas de problémes mal posés
qui, en raison des risques de non existence de solutions pour toutes

les valeurs du petit paramétre, ne peuvent &tre traités par les tech~-

niques usuelles des perturbations singuliéres.

Assez peu d'études ont é&té faites sur ce point particulier :

dans /PAY/ une famille de problémes de Cauchy de type elliptique est

envisagée et la convergence de leurs solutions vers celles du probléme

non perturbé est obtenue, sous réserve de l'existence de ces solutions

pour un nombre fixé de valeurs du petit paramétre. Un probléme de

Cauchy mal posé relatif & un opérateur elliptique est également étudié

par /ADE/ qui prouve la convergence vers la solution du probléme non
perturbé correspondant si les deux solutions appartiennent a des es-

paces de fonctions convenables.

Remarque : Notons d'ailleurs qu'il peut arriver qu'un probléme mal
posé converge vers un probléme bien posé, 1l'exploitation des

perturbations singuliéres présente alors un grand intérét.




- 56 -

IT.1.2 - Blondel a étudié, dans sa thése /BLO-3/, l'effet
d'une perturbation singuliére pour une équation aux dérivées partielles
linéaire et hyperboligue, du second ordre, a deux variables indépen-
dantes. Nous rappelons en détail cet exemple et les résultats de son
analyse car il nous semble bien illustrer ces problémes de convergence
de solutions qui peuvent survenir dans l'étude des problémes aux Yi-

mites perturbés singuliérement. Soit :

32g 3z 3z ,
€ 5;3—3; + (gaj + aj) % + (€by + bp) 5; + ¢cop Z =0
, . : 1 (18)
ajs bj, cj fonctions données de x, y de classe Cyx,y
dans un ouvert connexe R du plan x o y.
az #0 by # O ¥ (x,.y) &R
et :
3z 3z ,
ajy e + by a—y- + ¢y 2' =0 (19)

1l'éguation du probléme réduit (non perturbé) associé.

Les conditions initiales sont définies par les données de Cauchy

suivantes :

* Une courbe (C), présentée PFigure 1, d'équation y = p(x), p de"-
classe C2 pour x e [xl ,xz] et d'extrémités (x3,y31), (x2,¥2)
avec dp(x)/dx < 0 tout le long de (C).

yi ===

Y2 - o

Soosessece
Seseasseae

X1 X2 X

Figure 1
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* Un domaine A du plan x o y situé au dessus de (C), inclus dans
R et limité :
- par (C) et par deux caractéristiques de (18) si aj.by > 0 dans R,
~ par (C), par une caractéristique de (18) et par une caractéris-
tique de (19) si az.bp < 0 dans R.
La caractéristique de (18) étant :
. une paralléle & Oy si bo(x,p(x))/az(x,p(x)) > p'(x) sur (C),
. une paralléle & Ox si by(x,p(x))/az(x,p(x)) < p'(x) sur (C).

* Deux fonctions :
- £(x) de classe C2 pour x € [xy , x3]
- q(e,x) de classe Ci pour x € [X3 , %27, telle que | g(e,x) | soit

bornée pour x € (%3 , x5 ] quand € tend vers zéro.
L'existence et l'unicité des solutions respectives Z(g,x,y) de

(18) de classe Ci,y dans A, .adhérence de 4, et Z2'(x,y)} de (19) de

1 - s s
classe Cx,y dans A sont alors assurdes par les conditions initiales :

Z(e,x,p(x)) = £{(x)

- T (2oj N
3z .
.__. (8,,X‘,.y) ] = g(e,x)
& y=0 (x)
d'une part, et :
2' (x,0(x)) = £(x) - - (21)

d'autre part.

L'étude du comportement de Z(eg,x,y) pour (x,y) dans E—C, quand

€ tend vers zéro, a conduit aux résultats suivants

Si aj.bp est négatif pour (x,y) e A alors, sauf peut-&tre pour
un choix trés particulier des données initiales, il est impossible
que Z(eg,x,y) tende, en demeurant bornée dans A, vers une limite

l -
£(x,y) de classe Cx,y dans A quand e tend vers zéro.

Remarque : Ceci n'exclut pas 1l'dventualité de circonstances exception-
nelles qui rendraient possible 1l'existance d'une telle limite
~ qui serait alors la solution de (19) : par exemple la cas ou

a; =bj; =0 avec ap +by >0.
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* 8i ap et by sont négatifs dans Z, alors si pour un couple de fonc-

tions f(x) et gl(e,x) judicieusement choisies, il se trouve que
la limite de Z(e,x,y) quand € tend vers zéro existe pour (x,y)
dans A~c, il suffira de remplacer £(x) par £(x)+ne® (X) et g(g,x)
par gle,x)+08e®(X) (n et 6 constantes arbitraires 2 0 non toutes
deux nulles), pour gue la solution de (18) répondant au£ données
de Cauchy ainsi modifiédes ne tende plus vers une limite finie
quand € —> 0 pour (x,y) dans A-C, c'est-a-dire que 1'existence
de la limite de %(e,xX,y) quand € tend vers zéro pour (x,y)csz—c

est un phénoméne instable relativement aux données de Cauchy.

* Si ap et by sont tous deux positifs dans A, alors, lorsque € tend
vers zéro, 2Z(e,x,y) tend vers £ (x,y) uniformément en (x,y) dans

A, £(x,y) étant la solution de (19) qui se réduit & f£(x) sur (C).

Nous avons donc ici le cas d'un probléme aux limites singuliére-
ment perturbé qui subit une réduction d'ordre par passage a4 la limite
quand le petit paramétre tend vers zéro et l'on constate que, suivant
les valeurs que peuvent prendre certains paramétres du systéme, la
convergence de la solution du probléme perturbé vers celle du probléme

non perturbé peut ne pas avoir lieu.

II.2 - Résultats de Lions

Nous rappelon§ ici certains théorémes de convergence 1issus dééi
travaux de Lions sur les perturbations singuliéres dans les problémé;
aux limites /LIO-5/. De nombreuses classes de problémes supposés bien
posés sont &tudides par cet auteur qui distingue ainsi, outre les
problémes stationnaires (elliptiques) des problémes d'évolution (hyper;

bolique, parabolique) (cf Ch. I} :

~ Les cas ol les opérateurs {initial et réduit) sont de méme type
et les cas ou il y a changemeht de type lors de l'annulation du
petit parameétre.

-

- Les cas ol l'ordre de l'opérateur réduit (e=0) est strictement

2

inférieur & celui de l'opérateur initial (e>0).

- Les problémes dits "raides" ol 1les coefficients peuvent &tre

d'ordres de grandeur trés différents selon les régions.
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Un grand nombre de combinaisons possibles entre ces diverses
éventualités est envisagé, dans le cas lindaire ou non lindaire et

avec différents types de conditions limites.

Ces études utilisent essentiellement les méthodes variationnelles
gui permettent de se ramener, dans tous les cas, & une équation sca-
laire et dont on trouvera un rappel du principe en annexe de ce cha-
pitre. Nous citons ici deux exemples de problémes pour lesquels des

conditions suffisantes de convergence ont été obtenues.

II.2.1 -~ Problémes non raides stationnaires avec réduction

‘d'ordre :

Dans l'ouvert  borné de R",  de frontiére réguliére T, on con- _

sidére le probléme elliptique d'ordre 2u suivant :

€ Ay +Bu =f¢£
ot : u = [Aul, eeer Up ] (22)

£=[f1, cees £ ]

avec :
Al (-1)¥ Yy ag(x) D% u + ) ag(x) D* u _
(a) lo [=2u lof<2u »
ay(x) : matrices de R" —> RM telles que :
> 2 m
(b) (20,0) 2 c lloll{ugyyme © > 0 Vo e (D))
n
B u E Z Bj (x) Ju + Bg(x) u
) 3%+ o
(a) i=1 i

Bj (x) matrices symétriques de R™ — RM telles que : (24)

(b) Bo(x) - %
i

he~10

5 :
55 Bi(x) 2 BI ; B >0, I = identité
1 1

et les conditions aux limites définies par :
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Pour tout x de T, Ag(x)u appartient a 1l'espace engendré
par les vecteurs propres de (A,B),(x) qui sont associés (25)

aux valeurs propres positives.

ol :

* v = {v;} est le vecteur unitaire normal & T

dirigé vers l'extérieur de f.

n
A A
*ay= I agv® By = L Vi By
jal=2u i=1
n
od : V@ ‘ I V?i
i=1 *

+ (a,B), 2277 B, a)"

Alors pour tout £ positif ce probléme admet une solution u. dans

(Hg(ﬂ)ﬂ g2H o)™ unique et qui converge faiblement dans (z2()™ vers

la solution u du probléme réduit (26) (24) (25) =

Bu-=f¢E (26)

Exemple :

Soit le systéme en U, Vg suivant :

A Ve c
- 4o mm— =
€ Aug 5 )
du¢ (27)
- BE Av + 537 = g dans {} ouvert de R2
avec ug = v = 0 sur T

donc :




(AIB)‘\) =

Un vecteur propre associé 3 la valeur propre u_%lvyl est

1
et (25) s'édcrit ici
sign.vy

u sign.vy = B v (28)
ou encore :
u + v /; =0 sur I .
(29)
u-v =0 sur T 4

Remarque : Le probléme de Blondel rappelé au § II.l.2 de ce chapitre

est bien un probléme non raide stationnaire avec réduction d'ordre - -

du type (22) mais les conditions (23.b) et (24.b) ne sont pasr

supposées vérifides, ni non plus les conditions aux limites (25).
Ces conditions suffisantes pour la convergence n'excluent donc
pas l'existence d'autres conditions é&galement suffisantes comme

celles du probléme de Blondel.

I1.2.2 - Problémes non raides avec changements de type :

paraboliques/elliptiques @

Dans un but d'utilisation ultérieure nous citons ici le résultat

de convergence relatif 4 des systémes dont 1'état est & N composantes,

pour lesquelles on distingue deux échelles de temps différentes.

Soit

Vi < Hj, Vi dense dans Hj, l'injection V; —> H; étant continue,

(30)
by ok

1

2




(f,9) le produit scalaire dans H défini par :

N

z (£5,95).
i=1 *

>

(f,9)

ol (,)j est le produit scalaire dans Hj

a{u,v) une forme bilindaire continue sur V

Ce une famille d'opérateurs de H dans H,

symétriques, coercifs (cf Annexe), telle que :

VYEteH Ceg £ —> Co £ quand g —> 0

Co, étant dégénéré dans H

Par exemple ¢

(3L)

(32)

(33)

(34)

P N
ou Ip (resp. Iq) est l'identité dans 1 H;j (resp. I Hi, p+q=N).
i=1 i=p+l
Le probléme (35) :
dug
(Ce e (V) + alug ,v) = (£,v) Yvev

u-(0) = u, € H

(35)

admet alors une solution unique u; dans L2(0,T;V) dont la dérivée

temporelle dug/dt appartient a L2(0,T;V') (V' dual de V), et telle

que ug converge faiblement vers u dans L2(O,T;V), u étant la solution

du probléme limite (36) :
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. du _
(Co 3t fv) +a(u,v) = (f,v)
u e LZ(OITIV)I CO g—_"é e LZ(O’T;V') (36)

(Co u)(0) = Cq ug

Remarque : L'introduction d'un correcteur /LIO-4/ & 1l'origine est
ici nécessaire, qui par exemple dans le cas (34) portera sur
les q derniéres composantes de u (un correcteur au sens de Lions
est une variable dont on connait l'dquation différentielle et
gui, ajoutde & u permet d'approcher mieux u. ; la précision est

fonction de»l'ordré du correcteur).

Une grande variété de problémes aux limites sont donc traitds
de fagon analogue dans /LIO-5/, avec suivant le cas la nécessité de
construire des correcteurs pour compenser des pertes de conditions
aux limites qui peuvent survenir lors du passage & la limite (par
exemple pour les problémes elliptiques-elliptiques avec réduction

d'ordre donc donnant naissance & des phénoménes de couches limites).
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IIXI - PERTURBATIONS SINGULIERES ET
METHODES D'APPROXIMATIONS CLASSIQUES (Ch. I, § II)

Les méthodes asymptotiques exposées précédemment (Ch. II, § I)
exploitent l'existence d'un ou plusieurs petits paramétres dans la
formulation du probléme pour en obtenir une solution approchée sous
forme d'un développement asymptotique. Cependant, lorsque la connais-
sance de la solution n'est pas indispensable & 1'étude du processus,
comme c'est le cas par exemple pour certaines é&tudes de stabilité
ou pour les problémes de commande, ¢'est davantage une bonne approxi-
mation du modéle qui est recherchée, dans le but de faciliter 1l'étude
considérée en se ramenant & celle d'un modéle le plus simple (la re-
cherche d'une commande optimale par exemple, devient celle d'une com-

mande sous-optimale, cf Ch. IV).

Les résultats de Lions sur la convergence permettent ainsi d'uti=
liser le systéme approché obténu en annulant le petit paramétre. Les
perturbations sginguliéres peuvent néanmoins é&tre exploitées simulta-
nément avec d'autres méthodes d'approximation et c'est ce point que

nous traitons ici.

III.1 - Passage & un systéme & paramétres localisés

/couv-2/, /TZA-1/

Nous avons vu au Chapitre I, § II.2 et II.3, un certain ndmbre
de méthodes dJd'approximation qui permettent d'approcher les systémes
4 paramétres répartis régis par des équations aux dérivées parﬁielles
par des modéles définis & l'aide d'égquations différentielles ordi-
naires. Nous détaillons ici ce point en rappelant les principales

méthodes qui s'y rattachent :
. La méthode des différences finies (Ch. I, § II.3) qui permet,

en appliquant des schémas aux différences aux dérivées partielles

spatiales, d'obtenir un modéle de dimension finie du type :

X(t)

A X(t) + B U(t)

Y(t)

i

C X(t) ' (37)

X{0) condition initiale
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par exemple :

' 2
3y (x,t) = 3%y (x,t) + ulx,t) 0Sx S22
ot ax2 (38)
ol X est une coordonnée angulaire telle que x = x + 2T
se met sous la forme (37) avec :
p-- -
-2 1 0
1 -2 1
A=+ .ot
o2 S
- . - 1
0 1 =2
o — r .d“ f- -
1 X1 Uy
. . (39)
_ . . _ p.55) _ .

B = . (.--Ip X = ) U= .
ol =
Xjlt) = ylai,t) U;(t) = ulaj;,t) a=27T/p
avec : a;j =2im/p i=1l,4eerp

Remarque : Ce modéle peut ensuite étre mis sous forme algébrique par
discrétisation temporelle (cf Ch. I, § II.3) ou en utilisant
les polynémes de Legendre /FEG/, ou. encore par développement

suivant les fonctions de Walsh /TZA-2/, /CHE/.

. La méthode des caractéristiques qui remplace le probléme a

paramétres répartis par la résolution d'un systéme d'dquations diffé-~
rentielles ordinaires (I.27) ol les dérivations totales ont lieu le

long des courbes caractéristiques (Ch. I, § II.1l).

. Les méthodes d'approximations fonctionnelles appelées aussi
parfois méthodes des résidus pondérés (Ch. I, § II.2), qui effectuent
une troncature du systéme différentiel ordinaire de dimension infinie

équivalent au probléme & paramétres répartis considéré ; le choix
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de l'ordre de troncature K ainsi gque celui des fonctions d'approxi-
mation (pj(x) dans (I.34)) est guidé par la minimisation de certains

résidus (I.35), caractérisant ainsi la précision de 1l'approximation.

III.2 - Perturbations singuliéres sur le modéle approché

Une analogie formelle ayant été établie entre les systémes gou-
vernéds par des d&quations lindaires aux dérivées partielles et les
systémes A paramétres localisés, les mémes méthodes d'dtude peuvent
alors étre utilisdes. Ainsi, l'étude des systémes de grande dimension
procéde généralement & la recherche d'un modéle réduit et les méthodes
asymptotiques, plus spécialement celles des perturbations singuliéres,

ont été d'une grande utilité dans ce domaine /ROK-1/.

La modélisation d'un probléme de grande dimension sous forme
singuliérement perturbde n'est cependant pas toujours immédiate :
elle concerne essentiellement les systémes & plusieurs é&chelles de
temps ou présentant des comportements haute et basse fréquences, ou
encore sujets & des phénoménes parasites. Le modéle singuliérement

perturbé peut aéparaitre naturellement lors de la formulation du pro-

" bléme physique ou par exemple dans le cas de l'utilisation des méthodes

d'approximations fonctionnelles, par un choix Jjudicieux des sous es-
paces Hg et Hg (cf Ch. I, § II.2.2) : ce qui permet dans ce cas, dés
le début de 1l'étude, d'augmenter le rang de troncature du systéme
différentiel de dimension infinie donc la précision de l'approximation,
sachant que cette augmentation d'ordre sera compensée par la réduction ~
d'ordre issue ae la méthode des perturbations singuliéres ; la tronca-
ture peut d'ailleurs étre réalisde, suivant le critére de Shaw, soit
directement sur le systéme global, soit sur la partie rapide (ou hautes

fréquences).

Remarque : Certains auteurs (Kelley, Ardema, Calise, Shinar) ont inséré
le petit paramétre € artificiellement dans le systéme avec de
bons résultats, en particulier pour les problémes non lindaires =

on parle alors de perturbations singuliéres forcées.

Néanmoins, le plus souvent, la forme singuliérement perturbée
n'est pas connue a priori, et des transformations préalables sont
nécessaires pour y parvenir. On trouvera une discussion générale sur

la difficulté d'une telle modélisation dans /KOK-2/.
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Dans ce paragraphe nous considérons donc un systéme linédaire
caractérisé par une équation d'état du type (37) ol l1l'état X(t) appar-
tient 4 RP, et qui constitue un moddle approché d'un systéme A para-

métres répartis.
I11.2.1 - Séparation des dynamiques :
Diverses méthodes analytigques ou géométriques peuvent é&tre uti-
lisées pour déterminer la forme singuliérement perturbée d'un tel

systéme, si elle existe. Ce point peut étre précisé comme suit /CHO-1/.

Le systéme (37) posséde la propriété de double échelle des temps

s'il peut é&tre décomposé en deux sous-systémes :

o - . !
Xy Ag 0 Xq By
= + u
Xy A ' 0 Ay . Xy By
. Xg
Y = [ Cy Cy } (40)
| L%

Xy € ]Rnl', Xr & ]an, ny + ny = n

conditions initiales (Xy(0), X (0))

et si les valeurs propres de Ay et A, sont telles que :
‘max (B) | « | Apin (Ag) (41)

ou encore, si a-1 existe, [|A|l désigant la norme euclidienne de A :
-1 -1 '
- | « gl : (42)

Le partitionnement du systéme initial, c'est-d-dire 1le choix
des composantes lentes et rapides, reste cependant un probléme délicaé.
Sa résolution repose toujours sur une détermination plus ou moins
approchée des valeurs propres du systéme. Citons, pour les méthodes
analytiques : lorsque les valeurs propres et/ou les vecteurs propres

sont connus, les travaux de Syrcos et Sannuti /SYR/ qui conduisent
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4 la détermination de l'ordre nj des variables lentes, puis a la forme
singuliérement perturbée ; lorsque les valeurs propres sont inconnues,
la méthode de Magni /MAG/ permet de trouver la dimension optimale

du systéme lent en minimisant la norme de la matrice de découplage.

Des méthodes gdéométrigques ont é&galement été proposées dans la
littérature, basées sur la localisation des valeurs propres dans le
plan complexe : régions de Gudkov /CHA-3/, disques de Gershgorine
/BAU/, /DE1/, /DAU-1,2,3/, ainsi que des homotopies permettant de
transformer un domaine en un autre (par exemple le demi plan complexe

4 gauche de l'axe imaginaire en cercle unité) /GUT-1/, /BAR-1l/.

III.2.2 - Mise sous forme bloc-diagonale :

La connaissance "a priori" des variables lente Xj; et rapide Xj

permet donc le partitionnement de (37) suivant :

X A1l 22 X B
= + u
[+
X2 B21 A2 | | %2 | B2
. . X‘l
Y = [Cl C2 ] (43)
X2

Xl & ]Rnl, X2 & ]an, ny + np =n

conditions initiales (X3(0), X5(0))

Le découplage des sous systémes lent et rapide sous la forme

(40) peut alors é&tre obtenu par la transformation suivante :

I3 M Iy 0 I,+ML M
= (44)
0 Iy L Iy L I,

N . noxn nixn . "y
ol les matrices L € R 2 'L et M e R 1 "2 sont solutions respectivement

de l'équation de Riccati (45) et de l'égquation de Lyapunov (46) :

A1 + L Aj] -~ LA L -3 L=0 (45)




Ajp -~ Ag M - M A, =0 (46)

avec :
Ag =Ry —A1p L
By = A22 + L Alz
B, = L By + By
(47)
Cp=C; - C L
By = By + M By
Cr=Cyr - Cp M

L'existence et le calcul des solutions L et M des dquations (45)
et (46) ont été étudiés par de nombreux auteurs /KOK-3/, /CHO-1/,
/MAG/, /AVR/, /BAND/ : plusieurs méthodes existent qui conduisent &
différentes solutions possibles, la validité et la précision des résul-
tats dépendent du partitionnement initial (43) ainsi que de la sépara-
tion plus ou moins marquée des modes. Citons par exemple, le calcul
des suites Ly et My proposé par Kokotovic /KOK-3/, qui consiste a

définir les réecurrences suivantes

* Pour L :

-1
Ly+1 = App (Apq + Ly Ayl - Ly Arp Lyg)

-1 (48)
Lo = A2 221
qui converge vers une racine rdelle bornée de (45) si :
As5 inversible
(49)

12321 < llaoll + lIasall flzolD™

Ag = A11 - A1 Lo (50)
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La matrice Lo est alors utilisée comme une approximation a 0f(eg)

de L, ce qui conduit au systéme suivant :

-1
Ag = A)y - Ayp Ap) Ap) + 0O(€)

Ay

Apoy + 0(¢e)

* Pour M :

-1
Mg = A12 A2

L = Lo + 0(€)

conduit & :

M = Byp A3 + O(€)

-1 -1
Mg+l = [,(All - Ajp L) Mg - My L App ] Az2 + A12 A2

III.2.3 - Systémes singulidrement perturbés :

La séparation des dynamiques étant acquise (§ II.3.2.1),

méne de perturbations -singuliéres apparait naturellement

dquations (43) du modéle aprés normalisation des ordres de

des termes matriciels & l'aide d'un petit paramétre € positif

Q9
Xy AR11  A12 X1
= +
[} *
e X3 A1 A22 X2
) Xl
Y = [Cl ’ Cz]
X2
Xy € ]Rnl Xy €& anz ny + nj
conditions initiales (X;{(0), X5(0))

avec :

w

W

(51)

(52)

(53)

le phéno-
dans les
grandeurs

(54)
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A21=A51/8 A22=A32/€ Bz=B§/€

€ correspond donc A un rapport entre les échelles lente (t) et
rapide (T) et s'il est suffisamment petit, la technigue dite des "per-
turbations singuliéres" fournit un autre moyen de découplage des par-

ties lente et rapide.
Etude de la partie lente :

Lors de 1l'évolution du processus, aprés la phase initiale ol
la partie rapide est prépondérante, les modes rapides (s'ils sont
stables) deviennent négligeables, ce qui revient a les considérer

comme infiniment rapides, donc & faire tendre e vers zéro.

Pour € =0, les variables X3, X3, U et Y de (54) sont approchées.

par Xjgq, Xpg, Up et Yg =

(a)  Xyg = Byy Xpp + Ajp Xpg + By Ug
* *- *
(b) 0 = Ay X190 + Apjpy Xpg + By Uy (55)

Yy = €3 X3¢0 + Co X9y

L'équation (a) décrit 1l'évolution des variables lentes, alors

gue (b) caractérise le mouvement d'entrainement des composantes lentes .

~des variables rapides X9 par les variables lentes Xjg.

L'équation d'état associde & la partie lente s'écrit alors, si

Azglexiste :
Q
X192 = Ag X319 + By Uy

Yg = Cg X3¢ + Dg Ug (56)

X12(0) = X;(0)

-1 -1
A1l - A1 Ap2 A By = By - A1p A22 Bp

b
o
1]

(@}
Py
[

— o - oo acl el aml
€1 - C2 B33 A Dg ="- C3 A3 B
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On obtient donc un systéme réduit d'ordre nj comportant une trans-
mission directe de l'information, qui réalise une approximation des

variables X; sur tout l'intervalle de temps O, +ew [.
Etude de la partie rapide :

Les composantes X4 par contre, ne représentent que le régime
établi des variables rapides, puisqﬁe les valeurs initiales X5 (0)
sont généralement différentes de X3(0). On définit alors une équation
de couche limite (57) obtenue par diffdrence entre le systéme réel
(54) et le systéme lent simplifié, les variables lentes dtant supposées

immobiles’ pendant les transitions rapides (il = 0) :

o

*: %
€ Xgp = Ay Xpy + B Uy
Yr« = Crz X2r . (57)

Xor(0) = Xp(0) - Xp ¢(0) = X5(0) +A3 Apy X;(0) d'aprés (55.b)

La partie rapide du systéme global est alors approchde par la

relation :
Xp(t) = Xop(t) + Xpg(t) + 0(¢g) (58)

Remarques :

1. Cette méthode conduit aux mémes résultats que la bloc-diagonali-
sation mais elle tient compte de l'influence de la partie lente
sur les composantes rapides du systéme par l'approximation (58).
Notons cependant, qu'ad l'inverse de la méthode de bloc-diagonali-
sation, une séparation de la commande U en U +U, est nécessaire
ici. La méthode des perturbations singuliédres présente néanmoins
l'avantage d'étre généralisable au cas des systémes non lindaires
/BARD/ ce qui n'est naturellement pas le cas de la bloc-diagona-

lisation.




2.

Une amélioration de cette méthode des perturbations singuliéres
a été proposée par Dauphin-Tanguy /DAU-2/ avec la définition
d'un systéme réciproque, caractérisé par une inversion du compor-
tement fréquentiel et dynamique du systéme &tudid. Il s'en suit
une précision iderntique, pour les dynamiques élevées, a celle
fournie habituellement par la méthode des perturbations singu-
liéres pour les parties lentes. Cette approche permet également
de découpler des sous-systémes avec une précision satisfaisante
méme quand les dynamiques ne sont pas trés nettement sépardes,
puisque chaque partie tient é&galement compte du comportement

dynamique de 1'autre.

- Une extension aux systemes a plusieurs é&chelles de temps (g;,

i=l,...,n) est possible : lorsque les dynamiques sont proches,
on reformule le probléme en probldme & paramétre unique ’

/KOK~1/, /HOP/ ; dans le cas contraire, une séparation itérative

des différents sous-systémes est effectude par dégénérescence

progressive /SAN/, /DAU-4/.




- 74~

IV - AUTRES METHODES DE SIMPLIFICATION DE MODELES

La notion de simplification de modéles comprend les simplifica-
tions d'ordre structurel (lindéarisation, remplacement d'un systéme
d'équations aux dérivées partielles par des équations différentielles
ordinaires, cf § III.1l), leé décompositions du systéme initial en
sous—systémes {(c'est la démarche utilisée en commande hidérarchisée),
les diminutions d'ordre du modéle sans modification de structure dont
font partie 1les méthodes de perturbations. D'autres techniques de

réduction de dimensionnalité existent dans la littérature, a savoir :

. La "méthode du modéle", qui consiste & minimiser 1l'erreur entre
le modéle initial et le modéle simplifié choisi a priori, pour diffé-

rents types d'entrées.

. Les approches modales, consistant 3 retenir dans le modéle
simplifié les modes prépondérants du systéme initial. Nous avons déja
présenté & ce titre le principe de troncature dans le cas d'un systéme
de dimension infinie (Ch. I, § II.2.2.2). Les techniques d'agrégation

font aussi partie de cette classe de méthodes.

. Les approximations de l'opération de transfert par un dévelop-

pement limité.

Ce sont ces deux derniéres approches que nous allons considérer'
dans cette partie, en proposant une extension des résultatsfobtenus
pour les systémes régis par des édquations différentielles ordinaires
aux problémes aux limites, mais sans approximation préalable de ces

systémes (comme au § III.l, par exemple).

IV.l - Agrégation d'un systéme aux dérivées partielles

Considérons, pour fixer les idées, le probléme parabolique suivant

(notations de Lions, Annexe), en dimension N :

y =0 sur I=IxJo,TC( (59)

y{x,0) = yoix) sur
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dans le cas particulier ou 1l'opérateur A est mis sous la forme cano-
P P

nique (60) :

n . 32y 3y 7 ,
Ay= [ Ay —5 + Bj o= ] +Cy (60)
i=1 3Xi 1

A{, Bj, C matrices de RPN fonctions ou non des variables distribudes

x et t.

Et soit z € 6 = Q x Jo,T (, @ restriction de £ a RM (M < N),
1'état du modéle réduit (61l) :

9z - 32z dz ~
= = (F{ — + Gy =—) +Hz +g z € Q
Bt izl - 8x2 + aXi

- - (61)
z=0sur £ =T x Jo,T([, I frontiére de Q

z(x,0) = zg(x) sur &

On dira que (61) est un modéle agrégé de (59) (60) si et seulement

si il existe une matrice P de RMXN (M < N), telle que :

(i) z = P y P e ]RMXN
(ii) Yie{l,...,n} - (62)
PAy = F; P PBy = G P PC =HP Pf =g

Ce qui, d'aprés les résultats classiques d'algébre matricielle

/GAN/ implique 1l'inclusion respective des spectres des matrices du

modéle réduit dans ceux des matrices du probléme initial, soit :

Sp(Fi) < Sp(Ai)

5p(Gi) & 8p(By)
(63)
Sp(Hi) € 8,(Cy)

i=1, «.¢oy, n
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L'obtention du modéle agrégé est donc aisée dans le cas parti-
culier ol les matrices A;, Bj et C peuvent toutes &tre diagonalisées
simultanément (par le méme changement de base T), c'est-a-dire si
elles sont commutatives deux 3 deux /GAN/.

La forme générale de la matrice d'agrégation est alors :

: -1
p=9f1y o]T (64)

ol Q est une matrice quelconque réguliére de dimension m.

Un exemple important de la physique correspondant 4 ce cas parti-

culier est celui od l'opérateur A de (59) est le Laplacien A :

Ay vy ¢ RN (65)

"
i3
..-l
[P
%
H-to g

Comme pour la troncature des systémes régis par des é&quations
différentielles ordinaires (cf Ch. I, § II.2.2), cette méthode pose

la question du choix des modes & retenir dans le modéle réduit /GOP/.

IV.2 - Approximation du type "Padé"

IV.2.1 - Fonction de transfert d'un systéme gouverné par

des égquations aux dérivdes partielles :

La notion de fonction de transfert d'un systéme gouverné par
des équations aux dérivées partielles peut é&tre introduite & 1l'aide
de la transformation de Laplace a plusieurs variables. On trouve quel-
ques utilisations de cette fonction de transfert généralisée dans
la littérature (voir par exemple /BAN/). Pour la clarté de 1'exposé,
nous développons cette é&tude dans le cas de deux variables indépen-
dantes x et t, tout en sachant qu'une extension au cas ol la variable

spatiale est de dimension n serait immédiate.

La définition de la transformée de Laplace a deux variables d’'une

fonction f(x,t) est donnée dans /HLA/, par :




(- - - -]
L2 (F(x,t)) = F(p,q) = Io | e 9x-Pt F(x,t) dx dt (66)
0

ot f(x,t) vérifie certaines conditions de convergence, permettant
en outre d'inverser 1l'ordre dans lequel on effectue 1l'intégration
double (voir /HLA/ pour les hypothéses et résultats mathématiques

lids & cette définition).

Il est alors possible d'étendre la définition de la fonction
de transfert d'un processus au cas des systémes régis par des équations
aux dérivées partielles, comme é&tant le rapport des transformées de
Laplace (& plusieurs variables} de la sortie sur l'entrée, a conditions

initiales et limites nulles.

Reprenons par exemple le probléme parabolique (59) (60) envisagé
au paragraphe précédent, qui s'dcrit, pour n=l, et dans le cas général

d'une entrée e(x,t) et d'une sortie s(x,t) :

dy 3%y dy
P S — -2 N +
3t A 2 + B 3% + Cy D e | y € Q
y = 0 sur I, y(x,0) = yglx) sur Q (67)
s =Ky +Le
Dans le cas de matrices constantes et en posant ¢
L2(e) = E(p,q) L2(s) = s(p,q) L%(y) = Y(p,q)
il vient :
pY=Ag2Y+BqY+CY+DE
(68)
S =KY+LE
d'ol la fonction de transfert W(p,q) de ce systéme :
Wip,q) = B9 _ g (p1 - ag2 - Bg-C) F D+ 1 (69)

E(p,q)
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Plus généralement, il sera toujours possible de définir de cette
fagon la fonction de transfert de tout systéme d'équations aux dérivées
partielles lindaires & coefficients constants, le cas d'un systéme
multivariable correspondant plus précisément a une matrice de trans-

fert.

Réciproquement, un systéme & paramétres répartis é&tant connu
par sa fonction de transfert, montrons qu'il est toujours possible
de remonter 4 l'équation régissant le systéme, dquation scalaire mais
aussi équation matricielle (analogue par exemple aux formes Compagne
ou Probenius des égquations différentiélles ordinaires /KAI/). Consi-
dérons donc une fonétion de transfert & deux variables, rapport de

deux polynémes N(p,g) et D(p,q) & coefficients scalaires constants

de la forme :

(70)

: Le degré du numérateur est toujours au plus é&gal & celui

du dénominateur, l'égalité correspondant au cas d'une transmission

directe de l'information (terme LE dans (68)).

La transformation de Laplace inverse fournit alors si on pose :

Wip.,q) = %%%fg% avec E(p,q) = Lz(e) et S(p,q) = L2(s)

l'équation aux dérivées partielles scalaire (pour e et s scalaires) :

y % 7 e = ) § aeg =2 cxt) (71)
n;y ———— e(x,t) = — g (X, t
i%0 j=0 = ol ax] k0 gm0 etk axk

Or une telle équation est équivalente (e¢f Ch. I, § I.3.2) a un

systéme de (a+B-1) équations d'ordre 1, 1l'état du systéme étant alors :

a=-1 B—l T
=|s, % & 9s 3 (72)
Yy ’ ' 1 esey .ata-l' BXB"l
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Cependant dans le cas ou la fonction de transfert se met sous

la forme particuliére (73) :

IR
|~

ni4 pt gl
N i=0 §=0
Wip,q) = mRed)d o, 10 = 3

p**l + T T ayy p* ot

Dp,q)
k=0 2=0

(73)

On peut, comme pour les d&quations différentielles ordinaires,
prendre pour état du systéme les dérivées successives de s par rapport
3 t (on pourrait si c'est @+l qu% existe, prendre les dérivées succes-
sives par rapport & x). On obtient alors une équation d'dtat matri-
cielle équivalente é&galement & 1'édquation scalaire fournie par la
fonction de transfert, mais ol 1l'ordre par rapport %Wux dérivationd

temporelles (respectivement spatiales) est 1 :

La fonction de transfert (73) peut encore s'écrire :

.% [wi(@ ] pt

i=0
Wi{p.,q) = K(q) + = - (74)
pa+l + X [,Di(q) ] pt
i=0Q
ou les Ny, D; et K sont des opérateurs spatiaux.
Par la méthode du vecteur état, on obtient alors la forme :
B [s s Bo‘s]'T
Y ] 14 tl LA AN ata
dy _ (75)
5;'-Ay+Be :
s =Cy+Ke

ol A, B, C sont les opérateurs spatiaux suivants :




- 80 -

F 1l 0
0
8 )
0 + -
jzl ax%
1l
~dgg +ee++ —dgo =d1g «eee+ =dgo |
-0 T
B = c = [No Na]
0 !
L 1

Cette mise en équation'd'état (75) correspond & la notation de

Lions des systémes paraboliques (cf exemple (67)).
IV.2.2 - Approximations de la fonction de transfert :

La notion de fonction de transfert introduite au paragraphe précé-
dent ' permet d'envisager une classe de méthodes de réduction d'ordre
basdes sur une troncature de la fonction de transfert et largement
développées dans le cas des systémes & paramétres localisés /ASH/,
/6eur-2/, /INO/, /HUT/, /SHA-2/, /SAF/, /GIL-2/, /WUY/, /BRE-2/.

Ces méthodes utilisent le principe des approximants de Padé a
une seule indéterminde, qui a é&té <Etendu récemment au cas de deux
variables par de nombreux auteurs /Bos/, /LuT/, /CHI-1/, /GRA-2/,
/JON/et méme au cas de n variables /CHI-2/.

Nous rappelons ici qu'un approximant de Padé, noté [nj,np/mj,mp],
de la fonction de transfert W(p,q) de (70) & deux variables, est une

fonction rationnelle :
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ny n2
I 1 agyptal
ﬁ(pr) - i=0 3=0 - N{p,qa) (76)
m] mpy R . . D(p)q)
I Y di5p*dd
i=0 §=0

telle que les développements autour de (0,0) de W(p,q) et de Wip,q)

soient identiques pour les premiers termes :

N(p,q) B(p.q) - fl(p,q) D(p,q) =

(77)

D(p,q) [ ) ) Rj 5§ pt ¢ ]

~i=nj+mj+1l j=no+mo+l

On aura une réduction d'ordre pour un choix de m;, my tel que
mi+my <a+B. Les coefficients de la fonction de transfert réduite sont
alors donnés par la résolution du systéme linéaire (77). Comme nous
l'avons montré précédemment, il est ensuite possible de se ramener

3 une équation matricielle aux dérivées partielles, d'ordre inférieure

A

a celle de départ.

Remargue : On pourrait de méme envisager des développements pour les
_hautes fréquences (p=« et g=«), pour les hautes fréquences tempo-
relles et basses fréquences spatiales (p=« et g=0), ou réciproque-

ment (p=0 et g=w).

CONCLUSION

Les méthodes asymptotiques de simplification de modéle et plus
particuliérement celle des perturbations singuliéres sont d'un grand
intérét pour 1l'étude des systémes a paramétres répartis. Elles pro-
cédent géndralement & la recherche d'une solution approchée du systéme

donnée sous forme d'un développement asymptotique en fonction du ou

des petits paramétres.
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L'utilisation de cet outil est néanmoins un peu plus délicate
que dans le cas des systémes gouvernds par des équations différen-
tielles ordinaires. Nous avons en particulier attiré 1l'attention sur
les problémes de convergence de la solution du systéme é&tudié vers
celle du systéme approché (obtenu en annulant le ou les petits para-

metres) qui peuvent survenir dans certains cas.

Ce point étant supposé acquis, nous nous sommes ensuite intéressé
davantage 4 la recherche d'une approximation du modéle initial plutdt
qu'd sa solution. La plupart des travaux effectudés dans ce sens consi-
dérent la formulation des systémes 3 paramétres répartis sous la forme
de systémes d'équations différentielles ordinaires de dimension infinie
sur lesquels, aprés troncature, on applique les techniques de perturba-
tions singuliéres des systdmes régis par des équations différentielles

ordinaires.

Cette analogie entre systémes 3 paramétres répartis et systémes
4 paramétres localisés permet naturellement d'appliquer au systémes
d'équations différentielles ordinaires qui approche le processus ini-
tial, les techniques classiques de simplification de modéles : des
simplifications d'ordre structurel supplémentaires comme par exemple
la lindarisation ; la décomposition en plusieurs sous-systémes, utile
en particulier dans les problémes & commande hiérarchisée ; les mé-
thodes . de rédﬁction de dimensionnalité enfin, dont font dJd'ailleurs
partie les méthodes de perturbations et de troncature, mais qui re-
groupent aussi les techniques d'agrégation ainsi que les approximations

de l'opérateur transfert.

Une extension de ces deux derniéres méthodes est proposée en
dernier lieu : leur application est réalisde directement sur les sys-
témes régis par des équations aux dérivées partielles, sans l'approxi-

mation préalable par un systéme d'équations différentielles ordinaires.
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ANNEXE

Les méthodés variationnelles
/LIO0-5/, /BRE-1/
Soit LP(R) 1l'ensemble des fonctions p-mesurables sur § ouvert
de RD :
A 1/p
p = . = p 3
IP(R) = { £ lElp o [ [ 120 1P ax TP ¢ = } (78)
Remargue : Pour p infini on a Hfille(m = max |[£(x)].
. f
Soit HM(R) l'espace de Sobolev d'ordre m :
« A
Q) = {po; Vo ol m D% e () }
IU.’I = Cl.‘»l + a'z + ... + an
(79)

sia=1{0, ..., oyl

ol :
A ) " . On

N el N OO T L
‘ | %Xn |

A

a = m— ——

qui lui confére une structure d'espace

muni du produit scalaire (80)

de Hilbert sur R :

A
(u'V)Hm(Q) = z f D9 upqvax (80)
lql Em
et son sous-espace Hg(ﬂ) tenant compte des conditions 1limites sur
la frontiere I de & :
(81)

m A ¢

Hy () = {p : P e—Hm(Q),V a, lalSm-1, D% p =0 }
r

l1'écriture variationelle d'un probléme aux

Avec ces notations,
limites est donnée par le produit scalaire de chacun des membres de

1'équation aux dérivées partielles par un vecteur v quelconque.
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. ‘ oy . , , m
Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue coercive sur H (Q),

c'est-d~-dire telle que :

a(v,v) 2 ¢ HVH2 Y v e H(Q) c >0
Q) (82)
A , 1
alu,v) = (Au.v)Hm(Q) ol Au & [ HU(Q) ]

L'opérateur A équivalent 3 la forme bilinéaire est un opérateur

différentiel de HM(Q) dans son dual [Hm(ﬂ)lw.

Dans ces conditions, le probléme aux limites (83) (probléme sta-

tionnaire (¢f Ch. I, § I.1))
m
3! u e Hy(R) Au=f (83)
est équivalent & l'équation variationnelle (84) =

31 ue Hg(Q) ¥ u e Hg(Q) alu,v) = (£,v) (84)

HRY( Q)
Dans le cas de problémes d'évolution (cf Ch. I, § I.1l), il con-
vient de remplacer S par Q= Q@ xJ 0, T [, ' par T =0 xJ o0, TL[

et LP(Q) par LP(O, T ; V), espace des fonctions £ définies sur

J o, T [ & valeurs dans l'espace de Hilbert V et telles que :
T p
| nsernfae < »
0 v
Soit le probléme d'évolution (85) :

¥
ot

+ A(t) vy = £ dans Q Q@ xJo,T( (Q ouvert de RN)

(85)

X

avec y =0 sur I =T Jo,T( I' frontiére de {2

yi{x,0) = ypl{x) sur Q

ol l'opérateur A est défini par (c¢f Ch. I, § I.1, (5)) :




- 85 -

‘i 9 dy
A(t) y = - 5 (ajy(x,t) =)
i,3=1 ij ox4

tel que, ¥ (i,3) e {1,...,n}2 :

ajjlx,t) e L=(Q) (86)
t 2 2
) ajjlx,t) & &y 20 (6] + ... + &)

i,j=1
a >0 £i & R

Compte tenu de la définition de la dérivde au sens des distri-
butions (87) :

Soient D(Q) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur 9,

D' (Q) l'espace des formes linéaires continues sur D(Q)

Y£e D(Q) Ea g%; e D( // Yoe DQ)
1

(87)
df Y - 0
J;z P Ox = [ ¢ iy O
le probléme variationnel équivalent 3 (85) s'dcrit :
F¥eHs()  alt;y, ¥ + (X, = (£, ) (88)
o ' ’ 3¢t ! Hl(Q) ’
o
ol la forme bilinéaire a est définie par :
& p oY
¥ o, Yerl(a) ale; 0,9 = T [ ajiix,t) == x— dx  (89)
i,9=1 & Oxj 0xj
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SIMPLIFICATION DE MODELES POUR DES SYSTEMES
A PARAMETRES REPARTIS SINGULIEREMENT PERTURBES

INTRODUCTION

Une méthode originale de simplification de systémes & paramétres

distribués est présentée dans cette partie.

L'étude concerne une large classe de processus modélisés par
des équations aux dérivées partielles pour lesquelles il est possible
de mettre en dvidence 1l'existence de comportements spatiaux et/ou

temporels différents.

Par analogie avec les méthodes de perturbations singuliéres em-
ployées pour les systémes & paramétres localisés (égquations différen-
tielles ordinaires) une séparation des différents modes est proposée
tant pour le domaine temporel que pour le domaine spatial, et ce direc-
tement sur le systéme é&tudié, sans aucune approximation préalable
(cf Chapitre II). Un ou plusieurs découplages du modéle initial peuvent
ainsi étre obtenus, qui conduisent & des sous-systémes plus simples

a analyser.

Différents cas de découplage sont envisagés puis illustrés par
des exemples d'application : la méthode est présentée en détail sur
des cas simples pour plus de clarté, mais des généralisations et exten-
sions sont proposées en dernier lieu qui prouvent 1'importance dé

son champ d'application.

I - GENERALITES

I.1 -~ Systémes étudiés

Nous avons choisi de présenter les méthodes développées dans
le cas de processus gouvernés par un systéme d'dquations aux dérivées
partielles de type parabolique (au sens de Lions) (1) & deux variables

distribudes t et x :
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tel] 0, + o [ x &  compact de R
3 koo g (1)
T -5;_-W(x,t)= L M.,D"W(x,t) + N E(x,t)
j=0

ot : DJ représente la dérivation partielle spatiale 33/ axJ
W(x,t) e R® est 1l'état du systéme
E(x,t) € RM est la commande
T ¢ RPN ; M; € RP*M, i=0,...,k ; N e RRR
sont des matrices non nécessairement constantes ;

T et Mj sont en outre réguliéres par hypothése.

Les conditions initiales et limites assocides & (1) devront as-
surer au probléme étudié la propriété d'étre bien posé au sens
d'Hadamard : on aura en particulier une seule condition initiale
W(x,0) = Wo(x) définie pour tout x de Q. Les conditions limites fré-
quemment utilisées étant de type Dirichlet, Neumann ou Fourier (cf

Chapitre I).

Le choix d&'un systéme d'évolution a été motivé par 1'interpré-
tation physique dont il fera l'objet 3 l'aide de la méthode d'étude
présentée : comme nous le verrons, les aspects temporel et spatial
y sont nettement dissociés, chacun offrant ndanmoins une possibilité

de simplification du modéle.

Remarques :

1. Un systéme stationnaire oll la variable temps t serait remplacée
par une autre variable spatiale y pourrait formellement faire

l'objet de la méme étude.

2. I1 en est de méme pour le cas des problémes hyperboliques (au
sens de Lions), néanmoins nous nous sommes particulidrement
intéressée au type parabolique car ces problémes sont en pratique
moins aisés & résoudre : ainsi on ne dispose pas de certains
outils comme la méthode des caractéristiques, ou bien le change-
ment de t en -t qui sont souvent utilisés pour les problémes

hyperboliques.
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Les cas od T n'est pas inversible correspondent & des problémes
mixtes (parabolique/stationnaire, ou stationnaire si T est identi-
quement  nulle)} pour lesquels un changement de basé adéquat mettrait
aisément en évidence des équations stationnaires dont les variables
d'état seraient entraindes par celles de la partie d'édvolution si
elle existe (T # 0). Il s'agit donc de problémes plus simples pour
lesquels l'étude qui suit pourra é&tre facilement transposée. Il en
est d'ailleurs de méme en ce gui concerne les matrices Mj dont 1la
non régularité caractériserait un probléme dégénéré donc plus simple

dgalement.

La formulation vectorielle (1) caractérise en fait une trés large
classe de processus compte tenu des résultats rappelds au Chapitre I
sur 1l'édquivalence d'un systéme d4d'dquations aux dérivées partielles
et d'une équation aux dérivées partielles ; l'ordre k du systéme (k=2
dans les exemples traités par la suite) devra étre choisi de fagon
4 assurer un bon compromis entre l'ordre du systéme et le modéle phy-
sique : 11 convient en effet de conserver le plus possible la forme
naturelle de description du processus ou chaque composante de l'état
W correspond alors & une variable accessible interprétable physique-
ment, et de ne pas chercher systématiquement & se ramener & un systéme

d'ordre 1.

I.2 - Mise en évidence de plusieurs dynamigques

Différentes dynamiques peuvent étre mises en évidence, soit direc-
tement lors de la modélisation par comparaison entre les ordres de
grandeur des termes des matrices T et Mj; de (1), soit phys‘iquemen‘t
par une bonne connaissance du phénoméne qui permettrait d'affirmer
a priori la prépondérance de certaines variables d'état par rapport
4 d'autres (voir par exemple dans ce cas /ELD/). Dans les cas plus
complexes de méconnaissance de telles propriétés il est encore possible
de rechercher analytiquement l'existence de différents modes : dans
le cas d'une seule matrice d'évolution la mise sous forme de blocs
de Jordan assurera un découplage parfait des variables. Dans le cas
de plusieurs matrices on pourra réaliser une bloc-diagonalisation

simultanée des matrices prépondérantes (T et Mg généralement) qui

conduira & la séparation des dynamiques du systéme /ROT/. Cette notion

.de bloc-diagonalisation a déja été introduite au § III.2.2 du Cha~
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pitre II dans le cas d'une seule matrice. Dans 1le cas d'une

bloc~diagonalisation simultanée de p matrices Aj telles que :

i i 9 :
All Alz vl (] {O,-oo,p}
Aj = i i | ) i npxn g (2)
 A21 A2 | ¥ (h,2) e {1,2} Aphg e R

l'application de la transformation (44.II) a lieu en deux temps.

Iy 0
La transformation
L 12

ol I; représente la matrice identité d'ordre nj, conduit a

i i
« Ap  A12 | ‘
Ai= i vie {Ognnopp}
Rj (L) AL
avec 1 * Rj(L) = A3; + L A7 - A3p L = L AJp L (3)
* Ay = Al - A]p L
* Bp = A3 + L Al

qui sera sous forme bloc-triangulaire si :
Riy(L) = 0O viefo,...,p} (4)

Or, sauf dans des cas particuliers, les équations (4) ne peuvent
&tre réalisées simultanément pour tout i. Une résolution de ce systéme

de p+l équations de Riccati est néanmoins possible au sens des moindres
carrés,

P
c'est-d-dire de fagon a ce que L satisfasse X fIR; (L) || minimum.

i=0
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Introduisons la notation :

¥ (x,2) e {1,2} Ay = | P2 (5)

Le systéme (4) peut alors s'dcrire

A2l + L = [VAlll_ A12 L] = A22 L (6)

ol m représente le produit de Kronecker de matrices partitionndes

L A7)

1
(c'est-a-dire L m Ajp = | © *11

L AL]).l

Cette écriture permet alors d'utiliser, comme en (48.II), 1l'algo-
rithme de Kokotovic /KOK~3/ qui ici conduit a

ke N

+
Lo = Agp Apy
\

. (7)
L+1 = Az [A2l + I [A1) - App Iy ]] :

. + T -1 ,T
ou : A22 = (A22 A22) A22

et dont la convergence est assurée par (8)
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Si App est de rang plein,

. 1 -1
et si [|A5, ]l £ 5 Al + [zl [lzo[D

avec : Ay = A11 - A12 Lo

ol la norme choisie est telle que :

n
“ diag {Mj} H = Sup lIM;ll (8)
i—

=] ie{l,...,n}

alors (7) converge vers une racine réelle L = Lo + D

avec

2 Al Lol
AN + NAi2ll NLoll

o =2

Dans un deuxidme temps l'application de la transformation

Il M
sur (3) conduit & :
0 I,
i ,
) Ay - MR; (L) Ry (M)
i - |
i
Ry (L) Ay +Rj (L)M | {9)

od : Ry(M) = AJ, + Ag M - M A; - M Ri(L) M

dont la bloc-diagonalisation sera approchée comme précédemment & l'aide
de la résolution au sens des moindres carrés du systéme d'équations
de Riccati (10) :

¥ ie{0,...,p} R (M) = 0 (10)

En introduisant les notations supplémentaires suivantes :

T
Aiz AET AgT Rg(L)
Aa=1 + | Ag=1 * |iA=1] + |+ RL) = . (11)

ATg alt At Rg(L)
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(10) s'écrit, aprés transposition :
Klz + M a I:‘/ig, - R(L), MT] = Rr T (12)

dont la solution est fournie par l'algorithme :

(13)

M"E-l—l = Z; [‘le + M]T< = [Kg - Ry M]‘E ]]

avec une condition de convergence analogue a (8).

Les matrices L et M solutions respectivement de (7) et (13) per-
mettent alors la transformation simultanée des matrices A;, i=0,...,p,
sous forme quasi-diagonale par bloc, puisqu'’elles assurent R;{(L) =0

et Rj(M) = 0 pour tout i de {0,...,p}.

I.3 - Rerturbations singuliéres spatiales et

perturbations singulidres temporelles

Les dynamiques du systéme étaient mises en évidence, soit naturel-
lement, soit par la séparation artificielle exposée ci-dessus, une
normalisation des coefficients peut alors &tre réalisde p\‘ar 1'intro-
duction d'un petit paramétre e caractérisant les faibles ordres de
grandeur. Nous nous attacherons essentiellement aux matrices d'évo-
lution T et My du systéme (1) pour lesquelles nous envisagerons des

partitionnements par blocs suivant la méme forme (2).

Différents cas de positionnement du petit paramétre € peuvent

é8tre envisagés qui conduisent tout d'abord & la définition suivante :
I.3.1 - Définition :
Le systéme (1) présente des perturbations singuliéres temporelles

(PST) (respectivement spatiales (PSS)), si, moyennant une éventuelle

permutati'on des variables d'état, la matrice d'évolution T attachée
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Y

& la dérivation temporelle (respectivement My, attachée & la dérivation
spatiale d'ordre le plus €levé) peut se mettre sous une forme norma-

ligée du type (14) :

0 €l

(14)

A e RN a ges coefficients tous de méme ordre de grandeur

0<e K1

Pour plus de clarté nous noterons par la suite le petit paramétre
€ty lorsqu'il se rapportera a la matrice d'évolution T et ey pour la

matrice d'évolution My.

Remarque @

1. L'hypothése de régularité des matrices T et My est reportée

par la relation (14) sur les matrices T et ﬁk correspondantes.

2, Dans (l14) on peut aussi, et c'est une contrainte moins dure,
imposer simplement & A d'avoir une décomposition par bloc telle

que :

a1; 212 avec [IA;4ll (i,3) e {1,2}2

tous de méme ordre de grandeur

I.3.2 - Perturbations singuliéres temporelles (PST) :

Si le phénoméne PST existe seul (ou est seul pris en compte),
le probléme (1) est équivalent & (15), compte tenu de la remarque

précédente :
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tel] 0, + o [ x & R 2 compact de R

3 U(x,t) k ) U(x,t) -

= = ] MyD3 + N E(x,t)
€¢ Vix,t) §=0 Vix,t)

o r * 0 < ey K1 (13)

* u(x,t) e R'L, Vix,t) e R"2 avec ny+ny=n

*- =

a-l

=t

i M‘i i=0".-«o»'k

=7t

*
-4

N

La décomposition du vecteur é&tat global W(x,t) de (1) en U(x,t)
et V(x,t) est lide 3 l'existence de deux échelles de temps différentes
dont gy constituerait le rapport : comme pour les systémes & paramétres
localisés singuliérement perturbés, nous dirons que U(x,t) est cons-
titué des variables lentes du systéme, et que les variables qui ont

une composante rapide sont regroupées dans V(x,t).

I.3.3 - Perturbations singulidres spatiales (PSS) :

$i le phénoméne PSS existe seul, le systéme (1) peut s'écrire :

teJ 0, + o [ x e R Q compact de R
U(x,t) _ g | Ulx.t) k=1 | U(x,t) _

D =T 5 - I myod + NE(x,t)
exV{x,t) Vix,t) =0 vix,t)

Y

ou:*0<€x<<l .
(16)

T T 2
* [’U(x,t’) ’ V(x,tt)T] = W(x,t) vecteur état de RRD

* T = Ml om
- a=1 .
*Mj =Mk Mj ]_=0, .o.,k"l
~A—1

Le petit paramétre e, contribue ici & mettre en évidence deux
échelles spatiales différentes. La décomposition de 1'état global
W(x,t) correspond alors & la séparation entre les variables U(x,t)

qui iront loin, appelées encore variables profondes par analogie avec
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les variables lentes d'un probléme PST, et celles V(x,t) qui conservent

une composante en surface,

Remarque : On trouvera une Jjustification des termes lent-~rapide

et profond-surface introduit ci-dessus, dans 1les é&tudes

détailldes qui font l'objet des parties suivantes de ce

chapitre et qui

significatifs.

correspondent & des problémes physiques

I.3.4 - sur l'équivalence entre les notions PSS et PST :

Lorsque des perturbations singuliéres temporelles et spatiales

sont simultanément mises en évidence dans (1), avec le méme decouplage

des variables d'état pour le temps et l'espace,

deux cas sont & envi-

sager ; moyennant une éventuelle permutation des variables d'état,

les décompositions du type (14) pour les matrices T et My sont telles

que :

ou bien :

I 0
T=T 0 <Et & 1
0 el
. Iy 0
Mg = My 0 <eg 1
0 €yxln
. I 0
T=1T 0 < ege 1
0 EtIZ
exIy 0
Mp = My 0 < €y K 1
0 Is

(17)

(18)

Dans ce dernier cas (18) on peut montrer qu'il y a en fait équiva-

lence physique et théorique entre les deux phénoménes de perturbation.

En effet si l'on se restreint pour plus de claxrté, au cas particulier

d'un systéme de type (1) sans entrée et tel que :
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te] 0, + o [ x e 2 compact de R
U U
3 - X
T 5% = Mg D
v v (19)
Ulx, t) er]Rnl
‘ ; np =
Vix,t) e R ’ n1+n2-n
ol T et My sont des matrices de R™*P réguliéres vérifiant (18), il
vient : )
U ex U
& ai’E = fiy DK
ey V v

gui s'écrit, en prenant pour nouvelle variable 4d'état etvﬁ=§ :

‘U | €¢ .
= {jj Dk (21)

3>
I
™
ke
[se

ot

<
<t

avec : Wy = l/et ﬁk
De méme en posant extl=5:dans (20) il vient =
U U v
~ 3 A
T3t = M DK (22)
Ex E‘tV v .
avec : T = l/ey T

On constate donc que moyennant un changement de variable adéquat,

le probleme (19)
en (18) peut &tre

qui présente simultandment les PSS et PST définies

considéré soit comme un probléme de perturbations

spatiales seules (21), soit comme un probléme de perturbations tempo-

relles seules (22

produit € = €yx€¢.

)+ le petit paramétre devenant dans chaque cas le
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En pratique nous pouvons trouver une justification de cette équi-
valence dans de nombreux problémes physiques comme par exemple les
phénoménes de diffusion. Considérons le cas simple de la diffusion
d'un corps A de concentration [[A] dans un milieu B qui suit une loi

spatio-temporelle du type :

3 _ . 3% [a]
3¢ A1 =D o2 (23)

ol D est le coefficient de diffusion de A.

Si 1l'on s'intéresse & 1'évolution de la concentration [A] dans le

temps, D caractérise la vitesse de diffusion de A dans B..

Une diffusion rapide correspondra donc 3 un coefficient D grand

c'est-a-dire que l'on pourra écrire sous forme normalisée :
D==A 0 <egr 1 (24)

Si 1'on considére maintenant l'évolution spatiale de [A] dans B,
un . grand coefficient de diffusion correspordra a une concentration
non négligeable de A en profondeur. Nous dirons donc, par abus de

langage que le systéme (23) (24) est rapide et profond.
Réciproquement, si le coefficient D est petit, c'est-a-dire :
D=¢gq A 0 <egx 1 ‘ (25)

la diffusion est lente et le corps A reste essentiellement en surface,

nous dirons que le systéme (23) (25) est lent et surface.

Ces termes (profond, surface, 1lent, rapide) seroht utilisés par
la suite avec précision pour caractériser les différents comportements
des systémes étudiés : ainsi, dans le cas d'un systéme du type (19)
(18) ou plus généralement (1) (18), U regroupe les variables lentes
avec une composante en surface, et V les variables profondes et qui

ont une composante rapide.
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Lorsque dans (1) c'est une décomposition du type (17) qui apparait
la notion d'équivalence n'existe pas et, & l'inverse du cas (18),
les variables lentes U(x,t) soﬁt profondes et les variables V(x,t)
qui ont une composante surface sont également rapides. De tels systémes
sont plus rares mais peuvent néanmoins caractériser certains phénoménes
particuliers comme par exemple la diffusion des gaz oxygéne et hydro-
géne dans un métal qui assurerait un pidgeage des molécules Hyp : les
molécules Oy plus lourdes mais non piégées iraient lentement mais
loin & l'inverse des molécules Hp qui iraient vite parce que légéres,
mais resteraient localisées en surface & cause du phénoméne de pié-

geage.

Dans: les parties suivantes nous proposons une é&tude détaillée

de problémes du type (1) (18) et (1) (17) respectivement.

IT - SIMPLIFICATION DE MODELE POUR UN SYSTEME A

PERTURBATIONS SINGULIERES EQUIVALENTES /ZAM-2/

II.1 - Formulation du probléme

Pour la clarté de l'ekxposé nous considérons dans cette partie
le cas particulier d'un systéme de type (1) & une seule dérivée par-
tielle spatiale DY (g non nul). Nous supposons en outre qu'une décompo-
sition du type (18) a pu é&tre mise en é&vidence ce qui, compte tenu
de la notion d'équivalence précisée plus haut, nous permet d'envisager
soit la forme PST (21) soit la forme PSS -(22}, avec donc la présence

d'un seul petit paramétre noté ¢ dans la suite.

Finalement, les problémes é&tudids dans cette partie peuvent se

ramener entre autres 3 la formulation suivante :
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te]J O, + o [ xe@=70,1T¢C
(1) jlfw(x t) = A, D9 W(x,t) + B E(x,t)
at 4 s ’ 14

E(x,t) ¢ RM vecteur de commande

Wix,t) e R} vecteur état
avec ¢ (26)
(2) Conditions intiales :

¥xeQ W(x,0) = Wo(x)

{3) Conditions limites (de type Dirichlet) 3

Vte]0,+°°.:l:, ¥ xer={0,1}

W = Wr(t)

ol les matrices d'évolution Ag et de commande B ont les structures

suivantes :

*
A11 Al
Ag = .
A1 A22
27
A;j=eAij 0<e 1 (27)
: X1
Ajj e R (i,3) e {1,2}2 ny+ny=n
”Aij” de méme ordre de grandeur
B1
B =
Bp
(28)
B; € RO ie {1,2} ny+ny=n
”Bi” de méme ordre de grandeur

Remarques :

1. Le cas général d'un domaine Q = Ja,b[ peut toujours se ramener
aux cas considéré en (26) par des changements de base ou d'ori-
gine convenables relatifs & 1la variable distribude spatiale

X.
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des dynamiques, motivées par l'existence d'un probléme & la fois spa-
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Le choix de conditions initiales et limites bien précises est
nécessaire pour les calculs détaillés qui vont suivre ; ainsi
la fonction Wp(t) doit étre comprise comme suit :

W(0,t) = Wy(t) W(l,t) = Wy(t)
le cas particulier od Wy = W; = 0 caractérisant un probléme
de Dirichlet homogéne.
Néanmoins d'autres types de conditions aux limites auraient

pu étre considérées et traitées pareillement.
De méme nous avons df fixer la forme singuliérement perturbée
(27), mais le choix de perturbations singuliéres temporelles

aurait pu étre envisagé également.

IT.2 - Séparation des modes

Nous présentons ici dJdeux approches différentes de séparatioen

tial et temporel.

temporelle & réécrire (26) (27) sous la forme singuliérement perturbée

IT.2.1 - Comportement temporel :

La forme (27) traduisant des PSS, nous sommes amenés pour 1l'étude

suivante :
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te] 0, + o [ x e § =30,1C
3 U(x,t) U(x,t)
(1) 5"':' = At Dq + Bt E(Xpt)

€ Vi(x,t) Vix,t)

B(x,t) ¢ R1 vecteur de commande

Ulx,t) e R'L

Vix,t) e ]R-n2 vecteurs état, ny +ng= n
-, ‘ ;
Al Ao B) (29)
Ag = By =
ke * *.
A21 A22 B3
avec 3

(2) Conditions initiales :

U(x,0) = Ug(x) V{x,0) = Vg(x)
{3) Conditions limites =
[oxe) Jp = opted [ vix,e) Jp = vpte)

La décomposition du vecteur &état global W(x,t) en U(x,t) et V(x,t)
est induite par la présence du petit paramétre £ attaché & la partie
Vix,t) de 1'état. En outre comme & porte sur la dérivée partielle
temporelle, il peut étre interprété comme le rapport entre deux échel-
les de temps différentes : ¢ = t/t ol t est 1l'échelle de temps lente
et T 1l'échelle de temps rapide (t en minutes et t en secondes par

exemple).

Remarque : En toute rigueur 1l'obtention de la forme PST définie
au § I.3.1 aurait nécessité le changement de variable d'état
proposé en (21) : ¢ V = V. Afin de l'éviter nous avons cher-
ché simplement & avoir les mémes ordres de grandeur pour
les blocs diagonaux de la matrice d'évolution, les autres
pouvant é&tre considérés comme moins importants puisqu'ils
caractérisent les interconnectgons. En fait on peut vérifier
aisément gque les calculs qui suivent peuvent é&tre menés
pareillement dans le cas ou on effectue le changement de
variable d'état et que l'on obtient finalement les mémes

résultats.
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Afin d'obtenir les équations relatives aux différents modes nous
proposons une méthode de découplage des dynamiques inspirée des résul-

tats des pertubations singuliéres classiques /DAU-1/.

En annulant ¢ dans (29.1) nous obtenons, si Ajpy est inversible,

pour la partie lente Ug du vecteur état U :
t & j 0 yr + ® E X € Q

3 : :
(1) It [Ug(x,t) ] = AE pd [UZ(X,t) ] + By E(x,t)

(30)

3) oty J, o= Up(e)

* * -1 &
ol ¢ AZ = A1y - A12 App Aj)

-1
By = By - Az A3 B

[ ]
Par analogie avec 1les résultats de Tihonov /HOP/ relatifs aux

problémes régis par des d&gquations différentielles ordinaires, nous

faisens ici I'hypothése que la partie rapide de 1'état U est négli-
geable, c'est-d-dire gu'il s'agit de variables essentiellement lentes
qui peuvent étre approchées par U, durant toute 1'évolution du systéme;

L'état V est alors approché par V et (29) devient =

tel]O, + o[ x € @
3 ‘Ug(x,t) ‘ A’i 0 '/ Ug'(x,,t’) ' ‘Bg,
(1) 5 _ = pd | _ + E(x,t)
| evix,t) a3} a3, V(x,t) B3
' ‘ ) ’ ' (31)
(2) Ug(x,0) = Ug(x) V(x,0) = Vo(x)
(3) [uptx,t) Jo = Upte) [Vee) ] = vpte

Cependant l'existence de deux modes dans V(x,t) nécessite un dé-
couplage préalable des dynamiques. Celui-ci est obtenu en réalisant
une bloc-diagonalisation de la nouvelle matrice d'évolution définie
en (31) & l'aide du changement de base suivant (cf § III.2.2 du Cha-
pitre II et § I.2 de ce chapitre) :
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Ug I 0 Ug
= - (32)
Vy Le I v

od Ly est solution de l'équation de type Lyapunov (33) :

Ly A} + B3] - App Lg = 0 Ly € R'2 L (33)

Les variables lentes V et rapides V, de V sont alors découplées

et il vient :

tel] 0, + o [ Xx e &
(34)
Vz(x,t) = - L¢ Uz(x,,t)
et
Te] 0, + o [ x €
(1) 3% [ velx,) ] = a32 b9 [Ve(x,1) ] + By B(x,7)
(35)

(2) Vp(x,0) = Ly Ug(x) + Vgo(x)

(3) [ Vr(x,T) ]F = Ly Uplt) + Vp(T)

od : By = B} + € Ly By

Finalement nous avons obtenu deux modéles réduits découplés :
le lent (30) et le rapide (35) ; la reconstitution des variables d'état

initiales étant assurée par (36) :

U(X't) = UQ(XIt)

(36)
Vix,t)

14

Vr(X'T) - Lt Ug(x.t)
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Remarques :

1. L'éeriture (35) du sous—systémé découplé rapide utilise la va-
riable distribude 1 correspondant 3 une grande échelle de temps
par opposition & t (cf § I.3.2) 3

t=¢eg1
2. Les blocs Af et Aj, sont nécessairement différents puisque d'or-
dres de grandeur différents donc la solution Ly de (33) existe
et par conséquent le découplage présenté ci-dessus est toujours
possible.

II.2.2 - Comportement spatial :

De facon analogue il est possible d'analyser les perturbatioens

singulieéres spatiales du systéme (26) (27) (28). Une étude paralléle

a la précédente peut étre mende aprés &criture du probléme sous forme

spatiale singuliérement perturbde normalisde.
a) Porme PSS normalisée /ZAM-3/

Elle s'obtient en rdéalisant dans (26.1) -l'inversion par bloc
de la matrice d'évolution normaliséde, c'est-d-dire A = (Aij), le petit

paramétre restant attaché & la dérivation spatiale. Soit :

te] 0, + o [ x e § Q=10,l[ .
€ U(x,t) . g | Ulxet) -
(1) p4 = As 3% + B E(x,t)

V(x,t) Vix,t)

E(x,t) € RR vecteur de commande
Ulx,t) € r"'L
n (37)
vix,t) € R 2 ny+np=n vecteurs état
(2) Conditions initiales :

U{x,0) = Ug(x) V(x,0) = Vg(x)

(3) Conditions limites :

(o) ], = vpte) [vxee) ], = vpte)
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ol la matrice Ag = (ﬁij) est l'inverse par blocs de A = (Ajj), définie
par :
- -1 -1
Aj; = (A11 - Ajp A2 A21)
s = -1
A12 = - B11 B12 E22
. (38)
- -1 -
A1 = - A2 Ap) A1
~ -1 -1 ~ -1
Apy = App + App A1 A1) A12 A2
. .-l -1 -1 .
(H1) si Aj5 et (Aj) - Ajp Apz Ap))  existent.
ou bien :
- -1 -1 ~ -1
Aj; = A1] + A1) Aip A2 B21 A1l
5 -1 x
Ajp = - A1) A1 A2
(39)
-~ -~ —l
Bp) = - A Ap1 A1)
= -1 -1
Ayy = (Agp - Ap1 A1l A12)
. =1 St S
(H2) si Aj] et (Ays = Ap1 Ay A3o) existent.
Note : Pour la suite des calculs nous supposerons que 1'hypo-
thése (H1l) est vérifide ; dans le cas de (H2) il convien-
drait de réaliser la permutation d'indices correspon-
dante. Et le nouveau vecteur de commande B est alors
donné par :
By = - [All By + A12 Bz:l
(40)
By = - [AZI By + A3 Bz]
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Comme précédemment, la décomposition de 1'état en deux parties
U({x,t) et V{(x,t) est induite par la présence du petit paramétre ¢
1ié cette fois & U(x,t). De plus dans la forme (37) € est attaché
a la dérivation partielle spatiale : il permet donc de définir 1le
rapport entre deux échelles spatiales différentes, € = (x/X%X9 ol x
est 1Yéchelle en profondeur et X l'échelle en surface (X en métres

et X en centimétres par exemple).

La séparation des modes (surface-profond) est alors obtenue par
la méme méthode de découplage que celle utilisde dans 1'étude tem-

porelle :

En annulant ¢ dans (37.1l) il vient, pbur la partie profonde Gp
de V(x,t) :
te] 0, + o [ X e
\ T3 oz 2oy =
(1) 03 [ Vpix,t) ] = By 5= [Vplxet) ] + B Bix,t)

. (41)
(2) ¥p(0,t) = Vo(x)

(3) E{‘Zb(xﬁ,‘t)‘ ]:xer = Vp(t)

; -~ e -1
Ap = A22 = A1 23] A1z = Ap

(o]
£
j-d
"

~ . -1
By - Ap; A3l By = - Aj) By

o
Le)
]

Les hypothéses simplificatrices utilisées en perturbations singu-
liéres classiques nous conduisent 3 supposer ici que la partie surface
de V(x,t) est négligeable. Les variables regroupdes dans V(x,t) sont
donc avant tout profondes et peuvent é&tre approchées sur tout le do-
maine @ par Vp(x,t). Il s'en suit 1l'approximation 6(x,t) de l'état U et

(37) devient :
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te ] O, + o [ x e R
el(x,t) A11  Ap, 5 U(x,t) By
(l) Dq - = - 5‘; - + - E(Xrt)
(42)
(2) Tix,0) = Uglx) Vp(x,0) = Vo(x)
(3) [Ox,t) ], = vp(e) [Vptxt) Jp = vp(e)

v

Comme précédemment il convient de séparer les deux modes présents
dans ﬁ(x,t). La bloc-diagonalisation de la matrice d'dvolution de

(42.1) nécessite le changement de base suivant :

Usu ST U
. = . . (43)
vy 0 I, vy
ol ix est solution de 1'équation de type Lyapunov (44) :
~ ~ -~ ~ o~ iy XT)
€ Ly Ap - Byy Ly + B35 = 0 Ly € ]Rnl’ n2 (44)

Les variables profondes ﬁp(x,t) et surface asu(x,t) de U sont alors

découplées et il vient respectivement

t e ] 0, + o E X e f
. ' (45)
Uplx,t) = - Ly Vp(x,t)
et
teJO,+e[ xew=10,@)ag y={0, (e)l/q}
~ ~ a ~ ~‘
(46)

(2) Ugyu(X,0) = Ugl(x) + Ly Vg(x)

(3) [ Ugylx,t) ]Y = Up(t) + Ly V()
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ol A9 représente la dérivée partielle spatiale par rapport a
la variable x : 39/3x9

et

Finalement, en réécrivant les systémes (46) et (41) sous la forme
usuelle analogue & (26) et en fonction des bloecs matriciels initiaux
(27) et (28), l'état global du systéme é&tudié peut &tre approché comme

suit :

U{x,t)

1’

Usu(Xrt) = Iy Vplx,t)

R (47)
Vi{x,t) = V'p(x,t)

-~

od les variables &'état 5§u et Vp sont définies par les sous-systémes
réduits (48) et (50) =
tel 0, + o [ Xe w
9 ~ ~ - -
(1) 'a"';_ U‘sau( X, t) = A”S;u A4 Usu‘_( X,t) + B;s'u E( X,.t)
(48)

(2) Ugy(X,0) = Ug(X) + Ly Ug(X)

(3) [ Ugulx,t) ]iy, = Up(t) + Ly Vp(t)

ol : A

-1 )
su = A11 - A12 App A3

Bgy = By + Ly By

ix est solution de l'équation de Lyapunov (49) =

-~

€ Agy i'x = ix Ayy - Ajp = O (49)
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tel] 0, + o [ x e R
a - _ "y
(1) & [Vptx,t) ] = agp 0% [ ¥p(x,t) ] + By Elx,t)

(2) V5(x,0) = Vg(x)

(3) [ %p(xrt) JI‘ = VI‘"(t)

Remarques :

1.

Dans (46) et (48) nous avons décrit le sous—-systéme decouplé
surface & l'aide de la variable distribude spatiale x qui réalise
une dilatation de 1'échelle spatiale adaptée & la dynamique

de ce sous-systéme.

. Comme dans l"étude temporelle, l'éguation (49) aura toujours

une solution Ly puisque €Ag, et Aj, sont différents car d'ordres

de grandeur différents.

b) Etude directe

Une autre approche du probléme (26) (27) (28) peut é&tre envisagée,

qui évite le passage intermédiaire par la forme PSS normalisde (37).

En annulant € directement dans 1l'éguation (26.1l) on obtient :

tel 0, +=( xeQ

a - -
(1) B—t [ Vp(x.,t) ] = App DY L.VP(X"t) ] + By BE(x,t)
(2) Vp(x,0) = Vy(x)

3) [ vptx,0) ]p = vp(e)

L'hypothése de négliger la partie surface de V(x,t) étant renou-

velée, le systéme étudié peut étre approché par =

{50)

(51)
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dont le découplage est assuréd par le changement de base (53) :

Ugulx,t) Iy Ly U

Vp(xytj » ‘ o] I2~Y V.

ol Ly est solution de l'équation de type Lyapunov (54) :

N %n
Ly Agp = Al] Ly + A1y = 0 Ly & R172

Il vient successivement :

te] 0, + o [ x e §

Up(x,t) = = Ly Vp(x,t)

et

teJO,+o[ Xews= ]’0,1(e)l/q [{ y = {0, (e)l/a}
3 ar LT |
(1) 37 UsulX,t) = A1 89 [ Ugu(X,t) ] + Bgy Blx,t)

(2) Ugu(X,0) = Ug(X) + Ly Vg(X)

(3) [[Ugu(x,t) ]Y = Up(t) + Ly Vp(t)

ol : Bgy = By + Ly Bo.

tel] 0, + o [ Xxe Q
3 Ulx,t) Ail Ajn Ulx,t)
(1) 3t = pd + B E(x,t)
Vplx,t) 0 App Vpl(x,t)
(2) U(x,0) = Uglx) Vp(%,0) = Vg(x)
(3) [O(x,t) ] = vp(x) [Vixee) Jp = vptx)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

Nous obtenons donc pour le systéme global l'approximation sui-

vante :
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U(x't)

R

Ugu(X,t) ~ Ly Vp(x,t)
(57)
V(Xrt)

Y

Vp(x,t)

ol les variables d'état Ug, et Vp sont définies par les sous-systémes

réduits découplés (51) et (56).

Conclusion : Le choix du systéme particulier (26) (27) (28) nous
a permis de mener une d&tude détaillée assez simple mais
néanmoins riche par les diverses approches dont elle a fait
l'objet = les perturbations singuliéres spatiales n'édtant
pas explicites nous avons montré comment s'y ramener par
deux méthodes différentes (avec ou sans changement de va-
riable d'état).

Les perturbations singuliéres spatiales ont donné lieu &
deux études possibles. L'une rigoureuse, gqui procéde au
préalable & wune mise sous forme spatiale singuliérement
perturbée normalisée et 1'autre plus simple, qui réalise
le découplage des dynamiques directement sur 1le systéme
proposé ; 1'approximation est cependant moins fine dans
ce dernier cas puisgue finalement les termes de -couplage
n'apparaissent plus dans les sous-systémes réduits qui carac-

térisent le systéme simplifié,

IT.3 - Application numérigue

Nous proposons dans cette partie d'illustrer la validité et les
performances de notre méthode en comparant les résultats de simulation

d'un systéme du type (26) avec ceux des systémes simplifiés associés.

Soit
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te ] O, + o [ xe]l]0,1C(C
w0 0.02 1.1 | .o
(1) 3t = -
0.01 1.2 | 9x

W= Eur(x»:,«t)' ¢ Vx.t) ]T e R2

(2) Conditions initiales : (589

u(x,0)

0

Ug (x)

v(x,0)

0

Vo (x)
(3) Conditions limites :

u{0,t) ul(l,t)

]
[

]

v{(0,t) vi{l,t)

i
[

Un tel probléme peut correspondre par exemple & la diffusion
de deux corps A et B de concentrations respectives u et v dans un
troisiéme milieu C homogéne mais sélectif, c'est-d-dire qui assurerait
une meilleure diffusion pour B que pour A : & t=0 on pleonge le corps
C dans: un mélange équimelaire de A et de B, les concentrations seont
donc é&gales et maximales aux bords et vont croitre progressivement

4 lvintérieur.

La méthode proposée fournit ici le choix suivant de medéles sim-

plifiés. Les perturbations singulidres temporelles conduisent 3 :

te]J 0, + o [ xeJ 0, 1L
(1) g% ug = 1.08 1072 gg% ug
avec : uy(x,0) = 0 ug (0,t) = ug(l,t) =1
(59)
(2) & vy = 1.2 fg% vy
avec r vp(x,0) =0 ve(0,t) = ve(l,t) = 1.084

(3) vg = - 0.841 1072 u,

Vu sous l'angle de PSS, il vient :




-116 -

te] 0, + oo [ xeJo,1T¢[
2

9 = bl
(L) 5t VP 1.2 3x2 Vp

avec : vp(x,0) =0 vp(0,t) = vp(l,t) =1 »

(60)
(2) 2 u., = 0.02 _3‘_2_ w
Y oge sw T TR L3 tsu

avec : ugy(x,0) = 0 Ugy(0,t) = ugy(l,t) = 1.78 1072

(3) up = 0.932 vy

Nous testons ici la méthode la plus dure, qui réalise une simpli-
fication directe sur le systéme (58) (cf § II.2.2). Enfin & partir
de (59) et (60) il est possible d'envisager un troisiéme xﬁodéle sim~
plifié : la variable lente est obtenue par la décomposition temporelle,
alors que la variable rapide qui est également profonde sera fournie

par 1l'étude spatiale. On obtient alors aisément :

te] 0, + o [ xe]J O, 1CL
0B g 1a-2 92
(L) T g = 1.08 10 a;x’z 163
avec : G(x,0) = 0 4(0,t) = G(1l,t) =1 (61)
3 . 32 .
(2) It 7 =1.2 -~ ¢
avec & #(x,0) =0 G(0,t) = ¥(1,t) = 1

Toutes les équations des systémes simplifiés ainsi obtenus sont
découplés, scalaires et du type équation de la chaleur : on trouverait
donc facilement, pour ce probléme particulier, des solutions analy-
tigues aux systémes réduits /C‘OU?'l/. Néanmoins dans un but de compa-
raison nous avons réalisé une résolution numériques tant du systéme
original que des modéles simplifiés obtenus. Les schémas aux diffé-

rences finies (62) ont été utilisés :
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3s _ s(n+l,3j) - s(n,3)

It At

s _ _0

=

ax2 (ax)?

[ s(n+l,3-1) - 2s(n+1,3) + s(n+l,3+1) ]

1-6
(4x)2

[‘ s{n,j-1) - 2s(n,j) +sdn,j+l) 1

pour : s = u, v (&2)

avec : t = n At x = j &x
ot +: n=0,1,2, ... (discrétisation temporelle)

v

3=0,1,2, «e.,J-1, 3 ; T=1/8x (discrétisation spatiale)

e [0, 1] estle degré d'implicité /ELD/

Pour At=10"3 et Ax=5.10"2 et jusgu'a n=20, les résultats suivants

ont été obtenus :

Partie lente

u —>
v —
Amplitude
l N
X Partie profonda
° 1
Modéle original P.S. temporelles P.S. spatiales

FIGURE 1
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Nous constatons donc que des résultats trés voisins sont obtenus
tant par la méthode temporelle que par la méthode spatiale. Cependant
les systémes simplifiés font 1'objet d'une programmation plus simple
ce qui améliore la convergence de l'algorithme utilisé. Ceci permet
alors d'augmenter le pas de discrétisation temporelle (respectivement
spatiale) pour la partie lente u (respectivement profonde v) ; Le
temps de calcul peut ainsi &tre diminué et l'utilisation de petits
ordinateurs devenir possible, dans un but de commande en temps réel

par exemple.

III - SIMPLIFiCAEION~DE:MODELEaPOUR UN SYSTEME A PERTURBATIONS

SINGULIERES,NON:EQpIVALEN&Esr/ZAM-l/

1II.1 - Formulation du probléme

Toujours dans un but de clarté nous limiterons cette é&tude au
cas particulier d'un systéme de type (1) & une seule dérivée spatiale
DY, avec ici une partie non dérivée. Nous supposons en outre dans
cette partie que c'est une décomposition du type (17) qui a pu étre
mise en évidence dans (1l). Le phénoméne "naturel™ d'"équivalence défini
au § I.3.4 n'apparait donc pas ici et il convient dans la modélisatien
normalisée de conserver les deux petits paramétres €; et €, relatifs

respectivement aux perturbations temporelles et spatiales.

Soit =
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te] 0, + » [ Xeg = 3 o, 1 [
. | v | U(x,t) Ulx,t)
(1) 5t = A D9 +B + C E(x,t)
e¢Vix,t) ExVix,t) Vix,t)

B(x,t) & R" vecteur de commande
Ulx,t) e R'L
Vix,t) e R 2 vecteurs état, nj+npy=n
A = (Alj) € Rnx'n, B = (Bij) & IRnxn, C = (Ci) & ROXN
(63)
matrices normalisées par blocs
(tous de méme ordre de grandeur)

avec @

(2) Conditions initiales

U(x,0) = Uglx) V(x,0) = Vo(x)
(3) Conditioms limites

U(0,t£) = Ug(t) V(0,t) = Volt)

U(L,t) = Uy(t) V(L £) = Vi(t)

Comme nous l'avons déj& signalé, la localisation des petits pa-
ramdtres €4 et €, dans (63.1) induit la décomposition suivante de
l'état : U(x,t) regroupe les variables essentiellement lentes et pro-—
fondes, et V(x,t) celles qui au contraire possédent une composante

rapide et une composante surface.

III.2 - Séparation des modes

Comme dans l'é&tude précédente, le modéle (63) peut étre simplifié
& l'aide de la théorie des perturbations singuliéres temporelles (e¢),
mais une analyse du comportement spatial peut aussi conduire & une
séparation des modes (€y). Ces phénoménes peuvent apparaftre indivi-
duellement (annulation d'un seul petit paramétre) ou simultanément.
La démarche présentée dans cette partie est néanmoins différente de
celle proposée au § II.2 car nous envisageons ici une commutation
au bout d'un certain temps (respectivement au dela d'une certaine
région de 1l'espace) du systéme rapide au systéme lent (du systéme

surface au systéme profond respectivement).
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IITI.2.1 - Comportement temporel :

Une décomposition temporelle du systéme (63) peut &tre réaliséde,
gqui met en évidence : un systéme rapide prépondérant durant une courte
période, et un systéme lent qui décrit le processus étudié apreés dispa-
rition des phénoménes transitodres ; les modes rapides sont alors
négligés et le systéme lent ij% ’ V%'IT est obtenu en annulant ey dans

(63.1). C'est-a-dire que, si A9, est inversible :

a[ugix,t)] - ~ :

(
-1
+ [B11-212222Ba1 ] Uglx,t)
\ -1 . , -1
+ [’Blz = Ajg Ay B22] Vz(x,t)‘ + EC.]_ - Ajo A’22~C2] EQ(X,ﬁt)
(64)
(2) exDd [Vgl(x,t)] =

- AE% [AZl p4d EUz(X,t)]

+Bpy Ug(x,t) + Boy Vg(x,t) + Cp Eglx,t) |

Ces équations, valables lorsgue le‘ régime transitoire rapide
est terminé, caractérisent donc le régime lent du systéme (63). Cepen—
dant la solution Vp(x,t) de (64.2) ne satisfait pas en général 1la
condition initialé‘ Vol{x). Il convient alors de définir un domaine
temporel de couche limite Dy =] 0, 6 [ (cf Cﬁapitre II, § I.2) durant
leqguel les variables lentes sont supposédes invariantes dans le temps,

c'est-a-dire :

Vte D VYxe@

(65)
Vr(x,t) = V(x,t) - Vz(x,t)
Er(x,t) = E(x,t) - Ez(x,t)

L'équation réduite caractéristique du systéme rapide s'édcerit

alors, en fonction de la nouvelle variable distribuée T = t/eq :
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Yte Dy ¥xelO0o, 1L

3 : r " - :
7 [er(x.,r)] = App ey D9 [Vr(xr,r)] +Boo Vex,1) + Co Ex(x,1) (66)

T = t/e¢

Les sous~systdmes Up(x,t) et V.(x,T) régis respectivement par
les éguations (64) et (66) nécessitent, pour étre parfaitement déter-

minds, la définition de nouvelles conditions initiales et limites.

Les relations (65) permettent de reporter sur Ug(x,t) les condi-
tions de U(x,t) définies en (63.2) et (63.3). Pour la partie lente

Vz(x¢t) des variables rapides V(x,t) il wvient, i partir de (64.2) :

Ayo €x DH‘[fvz(x,o)'] + Bpy Vgol(x,0) =
’ (&67)
- A D% [[Ug(x) ] - Bpy Upfx) - Cp E(x,0)

ol la commande initiale E(x,0) ainsi que Ugy(x) sont des données du

probléme (63).

La résolution de cette égquation différentielle (67) fournit alors
la condition initiale Vjy(x,0) moyennant deux constantes d'intégratien
arbitrairement choisies ; on en déduit alors celle, V,.(x,0), de la

S

partie rapide a l'aide de (65).

La détermination des conditions limites des parties lente et
rapide de V(x,t) sera envisagée aprés l'analyse du comportement spa-

tial, une indétermination analogue apparaissant dans cette étude.

Nous avens donc réalisé ici la décomposition du systéme initial
[ ulx,0)T , vix, )T JT en deux sous-systémes réduits :
le lent Eljz(x,t)T ’ Vz(x,t)T 1T qui approche le systéme original

essentiellement aprés disparition des phénoménes transitoires, et

le sous-systéme rapide V,(x,T) qui caractérise précisément le régime

transitoire. La reconstitution des variables d'édtat U(x,t) et V(x,t)

est donc définie par les approximations suivantes :
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U(Xrtr&t) Ug‘(xrt) + O(Et)

(68)

V(XrtrEt) Vr(X,,T) + Vz(xyt) + 0(€t)

I1T.2.2 - Comportement spatial

La présence d'un petit paramétre €, attaché & la dérivation par-
ﬁielle spatiale de 1l'état V permet d'envisager pareillement une décom-
position spatiale du processus étudié (63) en ¢
- un systdéme appelé surface, dont les effets disparaitraient au

bout d'une courte distance,
- un systéme profond qui caractériserait le systéme original assez

loin du bord, 13 ol les variables surface deviennent négligeables.

Comme pour 1L1l'étude temporelle, le systéme profond est obtenu

, . . -1 .
en annulant €, dans (63) ; soit, si Aj] existe :

(1) 537: [uptx,t) ] = a1 D3 [Up(x,t) ] + Byy Uplx,t)

+ By Vp(x,t) + C3 Ep(x,t)

-1 9

(2) ¢ 'a'az [Vp(x,t,) ] = Bo1 A11 3t EUp(x't) j (69)

-1
+ (B’Ql - Apy Ay B"ll)‘ UP(th)

-1 -1
+ (B?22 - Apjq Ap] Byo) Vp(x,t) + (Cy - Ay A7 Cy) E'P(X,t)

Généralement la solution Vp(x,t) de (69.2) ne vérifie pas les
conditions limites Vo(t) et Vi(t) de 1l'état V(x,t). Nous définissons
alors un domaine spatial de couche limite Dg =10, & Cul 1-g , 1
ol les variables profondes sont supposées invariantes relativement

& la variable distribuée x, c'est-a-dire :

Ugulx,t) = 0

(70)
Vgulx,t) = Vix,t) - Vp(x,t)
Egyul{x,t) = E(x,t) -'Ep(x,t)
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L'équation réduite valable en surface s'dcrit alors, dans la
nouvelle &chelle spatiale X = x/(€4)3/q :
Ytelo, + o[ Yx eDg
3. o :
- B Y VgulX,t) = Booy AG Vgl Xet) + Boo Vigu (X,rt) +Cx By X, t) (7%)

X = x/(‘ex)l/q

A cette décomposition de 1l'équation initiale (63.1) en (69) et
(71) il convient, comme précédemment, d'ajouter la définition de nou-
velles conditions initiales et limites. Les hypothéses (70) induisent
le report intégral sur Vp(x,t) des conditions de U(x,t) définies en
(63.2) et (63.3), cbnditions gui sont en outre compatibles avec les

hypotheses (65) relatives & cette partie U(x,t) de 1'état.

D'autre part la résolution de 1l'dgquation différentielle (72)
(écrite pour x=0) fournit les conditions limites de la partie profonde

Vp(xet) a une constante 4d'intégration prés :

& . -1 & T f 4o : ! -L )
8t g VplOrt) = B2 B1) Fp Uolt) + (Bpy - A A1) Byy) Uolt)
(72)
, U S . -1
+ (Bzz = Agpy Ay Byo) Vp(O,vt) + (Co - Ay A7 Cy) Ep(o,t)

La méme d&quation dcrite pour x=1 correspondant & Up(l,t). Les
conditions limites sur Vg,(x,t) s'en déduisent alors aisément 3 l'aide

des regles d'approximation (70).

Afin de 1lever 1l'"indétermination sur les conditions initiales
des parties profonde et surface de 1l'état V(x,t) ainsi que celle,
précédemment évoquée, sur les conditions limites de Vy(x,t) et Vi (x,t),

nous proposons le choix arbitraire suivant :

Vp(x,0) = p Vo(x) 0 sixe Dy
ou u(x) = (73)
Veu(x,0) = (1-1u) Vgo(x) 1 six # D
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Vz(lrt) =V V]_(t) 0 si t e Dt

ol v(t) = (74)
Ve(0,8) = (1-v) Vg(t) 1 sitgl
Ve(l,t) = (L=v) Vg(t)

Les conditions initiales et limites du systéme original sont
donc décomposées en deux parties, la premiére d&tant relative aux do-
maines de couche limite Dt et Ds'

Remarque : On trouve dans la littérature quelques considérations
sur la détermination de ces domaines, c¢'est-a-dire sur 1'éva-

luation de 6 et £ respectivement (cf Chapitre I, § I.2).

Le choix (73) (74) permet d'achever la détermination de toutes
les nouvelles conditions initiales et limites, et par conséquent celle
des solutions des divers systémes réduits obtenus ¢ le lent (64) et
le rapide (66) d'une part, le profond (69) et le surface (71) d4'autre
part.

I'E¥I.2.3 - Réductions spatiale et temporelle simultanées :

Une troisiéme décomposition du systéme original (63) peut é&tre
obtenu par l'annulation simultanée des deux petits paramétres ey et ex.
Un sous-systéﬁé a la fois lent et profond [:Uip ' Vzp JT approche alors
le processus é&étudié 3 partir de l'instant et de la distance ou les

régimes transitoires disparaissent. Il est régi par :

3 -1
(1) 5z [Ugp(xst) ] = (A11-B12 B33 2891) DI [ Upplx,t) ]

-1 -1
+ (B1) - B12 Bp2 Bp1) Ugplx,t) + (Cp - By Bpp C3) Egplx,t) (
75)

(2) Vop(x,t) = - B>3 [ a21 09 [ugptx,t)]

+B1 Ugp(x,t) + Ca Egplx,t) ]
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Afin que les conditions initiales et limites de V(x,t) définies en
(63) soient satisfaites, nous considérons un domaine de couche limite
D=(J0,85[UJ1-E,1[xJ0,0[) ol la partie lente et profonde U(x,t)

de l'état sera supposée constante :

(X’ ” i ) =3 B

(76)
V( X:r't) = Vglp ( X 't) + vrs;u‘ ( x—rT )
E(x,t) = Epp(x,t) + EpgylX,t)

Les composantes rapide et surface sont alors gouvernédes par 1'é-

quation : ~

(x,t) ¢ P
; | o (77)
5 [ﬂvr'su(x""f )'], = Ry 49 r_',“zr'sau(x-‘rT )"] +Bop Vygn(XsT) + C Bpgy (X, T)

Les d&quations (75.1) et (77) é&tant découplées, elles peuvent

étre résolues directement par une méthede analytique, comme par exemple

la méthode de séparation des variables : les hypothédses simplifica-

trices (76) permettent de prendre pour U‘gp,(ix,,t) les conditions ini-

tiales et limites de U(x,t) données en (63), ce qui conduit & une

solution exacte Ug,(X,.t) dans un premier temps. Cette solution reportde
Lp p

" dans (75.2) conduit également & une solution exacte Vg,p(x,t.) ; on

en déduit alors les conditions initiales et limites sur Vipg,(x,t)
a l'aide de l'approximation (76). Pinalement une solution exacte de

(77) est aussi obtenue.

La détermination des sous-systémes réduits est donc ici fournie
par une approche hiérarchisée, ne faisant appar‘ait:e aucune inddétermi-
nation.

Conclusion : Le systéme (63) considéré dans cette partie aurait

pu également &tre étudié par la méthode présentde au § II

de ce chapitre, faisant appel a la bloc-diagonalisation.

Ici les matrices A et B auraient dd alors faire l'objet

d‘une Dbloc-diageonalisation simultande qui permettrait le
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découplage des dynamiques. Cependant afin d'offrir un point
de vue différent et parce que le probléme considéré s'y
prétait (ce qui n'est pas le cas du probleme (26) (27) (28)),
nous avons préféré présenter une méthode basée sur la notion
de commutation souvent utilisée dans la littérature présen-
tant l'application de la méthode des perturbatioms singu-
lidéres aux systémes & paramétres localisds /SAK-2/. Cette
méthode coﬁdmdt généralement & des problémes plus simples
que le probléme initial méme si, le élus souvent, les résolu-
tions des dquations aux dJdérivédes partielles caractérisant
les systémes réduits, nécessitent encore l'utilisation de
méthodes numériques. Ces é&quations sont moins compliquées
et des. calculs plus rapides sont & espérer. De plus le choix
des pas de caleuls peut é&tre adapté, c'est-a-dire gu'a des
modes différents seront associés des pas de calculs diffé-
rents, tant peur x que pour t : la partie suivante illustre
ces avantages par l'application de la méthode proposée sur
un exemple de chauffage industriel.

III.3 - Application au réacteur d'épitaxie en phase liquide

/BBB/, [TEL/, /SOU~2/

IIX.3.1 - Description du processus =

Le réacteur d'épitaxie, schématiquement représenté & la Figure 2,
est constitué de deux cylindres de quartz concentriques chauffés par
cing résistances électriques identiques réparties sur toute la longueur
du réacteur, la charge utile é&tant située au ceur du réacteur (au

milieu de la zone centrale).
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Rl

hermocouple
de: charge: 105 en.

\wum e graphite
tube: de-quart?. traapacent (B: 18 6an)
tube:de:quariz: apcque:(§: 184640 )
eacaulements: chautfanss:

= VUR: ECLATER: O REACTIAR ~

Le réacteur d'épitaxie

PIGURE 2

Le: comportement thermigue du réacteur est modélisé A partir de
l'établissement des bilans d'échanges thermiques entre : la charge,
les tubes de gquartz, les é&léments chauffants. Le modéle mathématique:
ainsi obtenu est un systéme de trois éguations aux dérivées partielles
non linéaires, les variables indépendantes étant le temps et la va—
riable d'espace répartie sur la Iongueur du four (on utilisera IXa

coordonnde réduite x =X/L, L longueur du four, xe [0,1]).

Ce systéme représente l'évolution du profil thermique dans les:
différents constituants (Yyj(x,t), ¥2(x,t), ¥3(x,t) respectivement)
a partir de la connaissance de l'évolution E(x,t) de la puissance

de chauffe.

Cependant, les opérations de régulation et de poursuite ayant
généralement lieu dans une gamme de température de 700 °C &-900 °C,
on considére que dans cette plage de valeurs le comportement thermique.

du réacteur est & peu prés lindaire.

Le modéle original peut donc étre linéarisé autour du régime

statique nominal en posant :

Yilx,t) = ¥i.(x) + Yi{x,t)
(78)
E(x,t) = Eq(x) + e(x,t)

i=1,2,3
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ol Y;.(x) et Eg(x) sont les valeurs nominales des températures et

de la puissance de chauffe.

Le systéme a paramétres distribués lindarisé qui modélise le

processus a donc finalement la forme suivante :

te] 0, + o« [ xe] O, 1C¢(
Y1 ajl 0 0 Y1
2
) _ )
5c | Y2 | =] 0 222 O —, | Y2 | *
9%
¥3 0 Y az3 Y3
A;
(79)
byjy  b12 0 Y1 ( 0
+ 1 bp; by b33 y2 | * 0
0 bao b33 Y3 e(x,t)
B
avec les conditioens initiales et limites toutes nulles

L'opérateur A Iié A la dérivation spatiale est diagonal et le
couplage entre les équations est réalisé par la matrice B = (bjj).
Tous les coefficients matriciels dépendent des caractéristiques ther-
miques et géométriques des é&léments du réacteur et l'on a, moyennant
quelques hypothéses simplificatrices (Yjo(x) a été fixé & 790 °C pour
i=1,2,3) :

aj; = 0.308 azp = 0.365 1072 a3y = 0.519 1072
by; = -14.9 byjo = 14.9
(80)
byy = 15.54 boy = -28.18 byy = 12.64
b3y = 10.33 b33 = -10.59
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I1I.3.2 - Simplification du modéle :

L'observation des valeurs numériques des coefficients ajj suscite
la recherche pour la matrice A d'un meilleur conditionnement. Une
normalisation de ces coefficients peut étre réalisde, et ceci suivant

deux pednts de vue différents..

D'une part on peut poser directement :

a1l = 411
agy = d22 Ex
a3y = 833 Ex (81)

avec i €y = 1072

833, i=1,2, 3 coefficients normalisés

Une décomposition en parties surface et profonde sera alors pos-—
sible, et 1l'introduction simultande du petit paramétre € n'est pas

nécessaire ici.

D'autre part une autre nermalisation est également possible :

g1 = ayy &t dgp = apy d33 = a33
byy = byl €¢ bz = b1y €¢
(82)
avec : E€¢ = 1072
&30 1=1,2,3 coefficients normalisés

Deux vitesses de chauffe pourront alors étre mises en évidence,
mais cette décomposition ne peut &tre lide & la précédente : elles
constituent deux aspects différents d'une méme propriété, le mauvais

conditionnement de la matrice A.

Remarque : La normalisation (82) a lieu au détriment du condi-
tionnement de la matrice de couplage B, mais ceci n'est
pas trop grave car les imprécisions d'algorithme proviennent

essentiellement des termes dérivés.
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La premiére approche (8l) conduit & 1la définition d'un
sous-systéme profond (Ylpr Y2pr y3p)T et d'un sous-systéme surface

(Yosur y3su)T régis respectivement par les équations (83) et (84) :

-~

2
aly 58;'5 Y’]:,pﬁ(ix'.-t ) + b‘]‘s]& X']Ep;( x,.t) + by2 Y‘Zp:( X,t)

-3%': Eylp(x,t) ]

é%—_' Eyzp(x,t) ] = b2] ¥1p(x,t) +b23 yap(x,t) +bp3 y3p(x,t) (83)

5?1; [v3ptx,)]

b32 Y2p(x'*t) + b33 y3p(x. t) + ep‘(x,t)

, 2

+b22 ¥2sul{X%rt) +br3 y3gul( X, t)
(84)

‘ 52 a .
'a%': [,Y‘3,s.u(x,tx)] = 533 a—ax'i [y3su( x—rt)]

+ b33 ¥Y2gulXrt) + b33 ¥3gu( Xrt) + egyu( X, t)

La définition d'un domaine de couche limite induit 1'approximation

swivante peur les variables d'état eriginales =

Yl(xr't)’ = Ylp,(xlt)
yolx,t) = Yogyu (X, £) + Y2p (x,t) (85)
Y3(X:t) = y’3,s-u(x- f£) + Y3p(xlt)

Les conditions initiales et limites du modé&le original é&tant
nulles il en est donc de méme pour la variable profonde vi{x,t) ;
par extension nous pouvons aussi choisir a priori pour les variables

Y2sur ¥Y2pr ¥Y3sur ¥Y3p des conditions nulles.

La seconde approche (82) induit la séparation des modes suivante :
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2 ~ -~
0 =3;; ga;—-z [ylg(x,t)J + byiyialx,t) + bysyoeix,t)

3 32 -~
st Ly2atx,t)] = az) 53 [vastx,0)] + bo1yralx,t)

(86)
+ boy yog(x,t) + byzyszg(x,t)
3 | 2 : ey
pour la partie lente, et :
3 Y ~ : .
ET [ylr(x,T)] = aj; 5;2 [ylr(x,T)] + bllYlt(er) (87)

pour la partie rapide.

La reconstitution‘des variables d'état initiales est donc définie

y2(x,t) = yoglx,t) . (88)
Y3'('X~lt) = ¥3 g(xrt)

Comme précédemment, les conditions initiales et limites des wva-
riables rapides peuvent é&tre choisies arbitrairement nulles. La solu-
tion de (87) est alors identiquement nulle, et le systéme original

peut étre approché par sa partie lente (86) seule.
ITI.3.3 - Résultats de simulation :

Une résolution numérique a été effectude pour le modéle original
(79) et pour chaque sous-systédme (83) (84) et (86) & 1l'aide des schémas
aux différences (62) utilisés dans la partie précédente (S = y;(x,t)
pour 1i=1,2,3). Une simulation stable a été obtenue avec le choix du

degré d'implicité 8§ = 0.8.
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a) Comparaison du modéle original avec sa partie profonde

La commande e(x,t) considérée dans cet exemple est définie par

le profil de puissance de chauffe suivant :

0 .5 1
0 + 3 - > X
- 100 ¥ ‘ |
v
ToC

Profil de puissance de chauffe:
FIGURE 3

Puisque la charge, qui est l'objet essentiel de cette étude,
est localisde au milieu de la zone centrale, la variable principale
est yj(x,t) qui est essentiellement une variable profonde d'apres
(85). La commande globale e(x,t) doit denc &tre imposée au systéme
profond, ce qui a pour conséguence de maintenir les composantes surface
nulles partout et tout le temps : l'approximation du modéle initial

est donc ici aussi réduite au sous-systéme profond seul .

At = 1073

-20° Ct

yt(x,t‘) €93

Modéle profond
Ax = 0.02

Modéle profond Modéle initial
Ax = 0.01 Ax = 0.01

PIGURE 4
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Nous avons obtenu ici sensiblement les mémes. résultats pour la
charge, par les trois méthodes, mais sans noter d'amélioration de
la convergence. Néanmoins des boucles plus rapides ont été observées
également avec un accroissement de la vitesse dans le rapport 1.5,
ceci pour un méme pas de calcul spatial (Ax = 0.02) ; puisque nous
n'étudions pas l"évolution en surface, un pas de- calcul spatial plus
g&aﬁ@% Ax = 0.1, peut étre choisi : les boucles de calcul sent alors

six fois plus rapides. Ces résultats sont regroupés dans la Figure 4.
b) Comparaison du modele original avec sa partie lente

L'étude temporelle a montré que le choix arbitraire de conditions
initiales: et limités nulles pour les composantes rapides permettait

d&'approcher le systéme étudié par sa partie lente unigquement.

Nows: préSentons dans la Pigure 5 les résultats de simulation
des profils de température pour les trois parties du réacteur, et
ceci pour le modéle original et pour le modéle réduit lent avec tou-

jours le méme profil de commande défini en Figure 3.

Les mémes valeurs limites (t —> «). sont obtemues,. et ceci confiirme:
les résultats théoriques (l'amnulation du terme en /3t conduit aux
mémes. éguations poeur les deux medéles). Mais nous ne présentons ici
gue des résultats intermédiaires, qui correspondent a une variation

de 20° (pour y, autour du profil nomdinal).

Nous constatons une convergence plus rapide pour le systéme lent :
le profil du modéle original relatif & n=1000 est atteint avec le
modéle lent pour n=700, n étant le nombre d'itération. De plus ée
modéle réduit induit des boucles de calcul plus rapides : un accrois-~
sement de la vitesse de 1.2 a été observé. Enfin d'autres améliorations
de convergence ont été mises en évidence en étudiant les effets d'un
changement de pas de calcul temporel : la limite de stabilité corres-
pord a At = 2,51 10™2 pour le modéle origimal alors gue nous avons

trouvé sensiblement le double pour le modéle lent.
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-Modéle original
n = 1000

Modéle lent
n = 700

- Modéle lent
n = 750

-40° C &;

¥

YZ( X ,»t‘) (°C)

Ax = 0.02 At = 10-3

FIGURE 5

Conclusion : Cet exemple illustre 1l'intérét de la méthode pré-
sentde dans cette partie, par les simplifications importantes
qu'elle génére tant au niveau des équations théoriques qu'au
niveau d'une résolution numérique ol la convergence des
algorithmes est nettement améliorée. Cependant, il convient

de remarquer que le réacteur d'épitaxie ne constitue pas
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exactement un exemple de probléme du type (63) exactement :
la normalisation ne nécessite que l'introduction d'un petit
paramétre €4 ou bien ey, mais pas des deux simultanément ;
il ne s'agit pas ici d'un probléme de perturbations singu-
liéres "non é&guivalents™ ol deux petits paramaétres sont
néecessaires pour "forcer™ le phénoméne naturel d'dquivalence.
On peut dtailleurs, en comparant (85) et (88), constater
qu'au contraire ce phénoméne d"éguivalence lent-surface
et rapide-profond est bien vérifié. Néanmoins, I1'existence
exclusive de 1l'une ou bien de l'autre forme perturbde permet
d"illustrer convenablement la méthode de commutation pour

chagque étude séparément.

IV - GENERALISATIONS: ET EXTENSIONS:

IV.l - Découplages différents pour les matrices prépondérantes

Dans les études détailldes des § II et ILI nous avons implici-
tement supposé gue les matrices les plus significatives du phénoméne
physique meddlisé en (L) é;ﬁaﬁaa@m: T et M . S'll en est géndralement
ainsi, il est néanmoins possible que pour certains problémes parti-
culiers. ce soit 1'influence d'une ou plusieurs auwtres matrices My
qui soit impertante. La méthode exposdée au § II peut alors étre dtendue
& ce type de probléme en appligquant, pour découpler les dynamiques,
le principe de bloc-diagonalisation simultanée présenté au § I de

ce chapitre, & toutes les matrices prépondérantes.

En outre cette éventualité de plusieurs matrices prépondérantes
risque fort de conduire a des décompositions par blocs différentes
pour certaines matrices d'évolution, et d'entralner des conflits dans

le choix des différentes variables.

Ce phénoméne peut d'ailleurs aussi se produire dans les cas sim-

ples ou seules T et My sont significatives, soit par exemple :
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BiX¥EL (i=1,2 ; ty+ty=n)

(89)

(i=1,2 ; m1+m2=n)

avec : t; ¥ mp

Supposons pour fixer les idées t; > mj. La décomposition de 1'état

global W(x,t) doit é&tre du type :

T v 74T
Wix,t) = [U{ ¢+ U2 » U3 ]

Wix,t) e RA
Us(x,t) e RE i=1,2,3
1 g & ) - r (90)

avec : nj = my

n3 = tj

g = - my ~ &y

Et l'on peut mentrer, en utilisant le principe dJd'édgquivalence

que le systéme (19) (89) s'écrit sous forme PST =

U Uy
3 . ~ K
5t | €xU2 | =BD| Uz (91)
ex€+U3 U3

ou bien sous forme PSS

Uy et€xU]1
9 ~ v )
3T Usy = A DK €U (92)
i By

ol :
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>
i

T-l My

On en déduit les caractéristiques dynamiques des variables d'état
Uy (i=1,2,3) = U} regroupe les variables lentes et trés courtes (qui
restent trés en surface) ; Uy les variables tréds rapides et longues ;

Uy les variables rapides et de pénétration moyenne. -

L'éguivalence PST-PSS a permis ici de préciser la relativité
des différents modes (on peut en particulier prendre €y =€y =¢).
Le cas de non-équivalence peut cependant é&tre envisagé de la méme

maniére.

De fagon générale ces systémes présentant plusieurs dynamiques
a constantes de temps et/ou d'espace échelonnées sont des systémes
singuliérement perturbés & paramétres multiples. Lorsque les dynamiques
sont proches, de tels problémes sont tréds souvent reformulés en pro-
blémes & paramétre unique, facteur commun de tous les petits paramétres
du systéme initial /KoKk-1l/, /HOPR/, /GRU-1,2,3/, /KHA/. Dans le cas
conétzsa*ir'e‘,. loxsque les dynamiques sont bien sépardes, un découplage
itératif des différents sous-systémes est effectué, de la méme maniére
que pour un systéme: a deux dynamigues, en commengant par le plus rapide
(ou le plus en surface). Des modélisations ol les petits paramétres
sont liés comme par exemple (91) ou (92) sont alors préférdes, qui
évitent toute ambiguité pour le classement des variables : e €4 < €¢
(ou e4) (voir sur ce point, dans la littérature des systémes A para-

métres localisés : /DAU-1,2/, /CHE/, /O'MA-1/, /SAN/).

Enfin lorsque les dynamiques du systéme sont guelconques les
deux approches précédentes peuvent é&tre combinées ¢ un regroupement
des petits paramétres voisins peut tout dvaberd é&tre réalisé : on
obtient alors une reformulation du probliéme ol les petits paramétres
(moins nombreux) sont d'ordres de grandeur bien différents, permettant

une séparation itérative des sous-systémes ainsi mis en évidence.
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IV.2 - Extension au cas d'un domaine spatial de dimension g

Dans un but de clarté nous avons limité 1'étude précédente au
cas des systémes distribués 3 une seule variable indépendante spatiale.
I1 serait cependant possible d'envisager de la méme maniére 1'étude
des systémes de type (1) dans le cas plus général ol @ est un compact
de RY ; D} est alors l'opérateur de H6rmander introduit au chapitre I

de ce mémoire et dont nous rappelons ici la définition

SR TN SR 3 ,3q .
Dl = { 8xl) ( axz) eee | qu) 3=031r eeer 3g)

La formulation générale de (l) est alors =

t el 0, + o [ x &Q  compact de RY
3 t :
| §1=0 (93)
a
otr ¢ |3l = z iz
i=1

De telles modélisations apparaissent par exemple dans les pro-
blémes de diffusion en milieu non homogéne : plusieurs corps, dont
les concentrations respectives sont les composantes de l'état, pé-
nétrent dans un matériau inhomogéne ol certaines. directions sont privi-
légides pour certains corps. En pratique, et étant donné la complexité
de tels problémes, seule l'évolution suivant ces directions sont consi-
dérées. La méthode que nous proposons dans ce chapitre permeﬂtt'raivt
de tenir compte également des phénoménes secondaires qui ont lieu

suivant les autres directions (développement de cristaux par exemple).

Il est & noter qu'en plus du principe d'dquivalence PST-PSS déja
cité, il peut apparaitre égal.eme_n‘t des équivalences du type PSS-PSS
od une variable surface pour la direction x; serait profonde en X5
(3 # 1).
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CONCLUSION

Les notions de perturbations singuliéres spatiales (PSS) et de
perturbations singuliéres temporelles (PST) ont é&té introduites et
développées dans ce chapitre. Leur analyse détaillde est effectuée

successivement pour dewx classes diffiérentes de processus

La partie II concerne des systémes & perturbations singulidres
dites d&guivalentes. Un seul petit paramétre permet d'étudier soit
ltaspect PSS soit l'aspect PST meyennant d'éventuelles reformulations
du probléme. La séparation des dynamiques fait appel ici & la notion
de bloc-diagonalisation d'une matrice. Une comparaison du systéme
imitial avec les mod&les réduits ainsd obtenus 'e‘s:t présentée & tra-
vers un exemple numérigue, qui permet d‘apprécier la vakidité de Xa

méthode..

La partie III, au contraire, envisage le cas od les perturbations
singuliéres ne sont pas égquivalentes. Un autre point de vue est alors
présenté qui est basé sur la notion de commutation apréds et/ou au-deld
des transitoires supposé s localisés (dans le temps et dans. l'espace)
& 1'intdrienr &"un "“domadine de couche lLimite"™. Cette approche, 1mvsxg>=mée
de: la théorie classigue des perturbations singuliéres appliguée aux
systémes & paramétres localisés, est plus complexe et moins q'énfé‘;ré@]é,e-
que: la prdecddente : elle concerne: essentiellement des systémes ne
présentant pas le phénoméne naturel d'dquivalence ; en outre elle
engendre des indéterminations sur les conditions limites et initiales

des systémes réduits.

L'exemple industriel du réacteur d'épitaxie a néanmoins permis
d"en apprécier é&galement les performances, mnails indépendemment pour

le comportement spatial, ce modéle vérifiant le principe d'éguivalence.

Le fait d'aveir choisi une classe particuliére de systémes pour
cet exposé des méthodes développdes ne restreint en rien la généralité
de 1l'étude. Nous y avons envisagé un grand nombre d'éventualités,

les autres pouvant étre traités de fagon analogue.
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SIMPLIFICATION- DE LA COMMANDE

INTRODUCTION

La commande optimale des systémes & paramétres répartis fait
I'objet d'une littérature impertante /TZA-1l/. Certains de ces travaux
({LI0~2/, /GIL-3/, /LAU/, /BAR~2/) ont montré que les résultats obtenus
par la construction du retour d'état étaient formellement identiques

& ceux obtenus dans le cas des systémes 3 paramétres localisés |BOU,2|.

Dans un premier temps, nous rappelons 1les résultats, dJdésormais
classiques /FAU/, de la commande optimale des systémes gouvernds
par des équations aux dérivées partielles pour la classe de systémes
gque nous considérons dans cette étude. Ce probléme peut é&tre résolu
par un retour d'état = 1'opérateur dJdifférentiel vérifie alors une
équation de Riccati formelle /LIO-2/, /LUK/ dont nous proposons une

méthode de résolution.

Dans le cas de systémés d'égquations aux dérivées partielles
perturbés, la construction de commandes guasi-optimales a été propesde
par L"intermédiaire d@fméwhode$~wsympteﬁiqueé'/ARD/, /LI0=6,7/, /[HAR-4/
(CE Ch. II, § I ) ou par l'application de la théorie des perturbations
singulidres sur un moddle de dimension infinie d4déduit du systéme
ini¥tial /BAL,&/, /2ZAL/ (Cf Ch. II, § III.2). Les méthodes de
simplification de moddles présentées au chapitre précédent par
l'exploitation des perturbations singuliéres directement sur 1'éguation
d'état du systéme, nous permettent de construire des commandes quasi-

optimales, solution d'un probléme lindéaire quadratique.

Deux méthodes propres aux systdmes lindaires & paramétres
localisés seront &tendues & notre propos ¢ la décomposition de
l'équation de Riccati /KOK,3/ ou la construction d'une commande
composite /CHO;2/, en envisageant le cas de perturbations singuliéres
temporelles (PST) et celui de perturbations singuliéres spatiales

(PSS).

~

Nous considérons dans cette &tude des problémes ol le paramétre
de perturbation se trouve dans 1l'dquation d'état et non dans le critére
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I - COMMANDE OPTIMALE DES SYSTEMES A PARAMETRES REPARTIS

Nous allons rappeler ici certains des résultats &tablis par
Lions /LIO,2/ que nous utiliserons par la suite. Ces résultats
généralisent aux systdmes 3 paramétres répartis les théorémes usuels

de: commande optimale des systémes continus 4 paramétres localisés.

I.1l - Probléme de commande optimale

Soit le systéme & paramétres distribués lindaire, défini par

l'équation d'dtat :

t € Jo,+°[ X = (X1s eeer Xg) ouvert de RY de frontiére T

(1) -3%; W(x,t) = MW(x,t) + NE(x,t)
W(x,t) € r" vecteur d'état

B(x,t) € R" vecteur de commande réparti

N e R
M = z MiDi opérateur linéaire aux dérivées partielles,
il € k _
- Cf notation de H&rmander donnée en (2) du chapitre I avec (1)

i= (1ll “vey iq) € {O'.o»m'vk}q‘

(2) conditions initiales :

W(x,0) = Welx)

(3) conditions limites

BWT(x,t) =0

(4) observation :
Z2(x,t) = SW(x,t)
Z(x,t) € R® sortie du systéme

s € ]Rs:xn
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Remarque : dans (1-3), B caractérise un ensemble d'opérateurs
frontidres qui conduisent avec (1-1) & un probléme bien posé au sens

d'Hadamard (Cf. Ch. I, §1.2).

Pour la clarté de l'exposé, nous ne situerons pas les fonctions
apparaissant dans (1) dans des espaces de Sobolev convenables /LIO~4/,
bien que cela soit nécessaire & la rigueur de la théforie ; nous

emploierons plus simplement des fonctions & valeurs dans R.

Nous avomns choisi d'étudier les systémes ol l'entrée et la sortie
sont réparties, mais l1l'on pourrait également envisager des problémes
o ces variables sont localisdes sur la frontiédre : une entrée
frontidre intervient dans les conditions limites ; une sortie frontiére
est caractérisée par l'observation de 1'état sur I' . Le cas général
a été traité de fagon compléte dans /LIO~8/ et les méthodes que nous

développons peuvent y &tre appliquées.

Le: probléme de commande associé au systéme (1) consiste alors

d rechercher la commande optimale E*(x,t) minimisant le critdre :

T i
3= 1 12T (x,0)QBlxrt) + BT (x,£)RE(x,t) |dxdt (2)
o ®
avee Q .0 et R > o

en se .plagant dans le cas d'un probléme  sans:

contrainte sur l'entrée.

1.2 - Etat adijoint

Soit p(x,t) 1l'état adjoint de (1) défini par le systéme

a4 param@tres répartis (3) :

(1) 5§'p(xft) = -M*p(x,t) - STQSW(xrt)
t

p(x,t) € R" vecteur état adjoint

(2) conditions finales : (3)

p(x,T) = o

(3) conditions limites :

Bp(x,t) = o
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od M* est l'opérateur différentiel adjoint défini par :
* . .
M o= L (-1)'1'MiTDl
il ¢ k
L'utilisation du théoréme 2.1 de /LIO-2/ nous permet alors
dtaffirmer que la commande optimale, solution du probléme (1) (2)

est donnée par :
% -
B (x,t) = -RINT p(x,t) (4)

Nous avons considéré le cas ol N et S sont des matrices réelles,
mais on pourrait également étudier le cas ol N et S sont des opérateurs
différentiels ¢ il suffirait alors de remplacer, dans (3) et (4),

T ' k .. * *
N et ST par les opérateurs adjoints: N et S .

Le systdme optimal en boucle fermée s'écrit donc :

Wk, t) M -NRNT Wix,t) 7 f

‘—?‘ - ( 5")
ot j
| p(x,t) -sTos -M plx,t)

qui possdde une structure analogue & celle gqu'on obtient pour les

systémes § paramétres localisés, relativement au méme probléme optimal.

I.3 - Construction du retour d'état

Afin d'effectuer cette construction sans passer par
l'intermédiaire de 1'état adjoint, nous exploitons 1l'analogie

précédente en cherchant un opérateur différentiel P de retour d'état.

I.3.1 - Equation de Riccati formelle :

Pour découpler le systéme (5), on choisit /LIO-2/ =

p(x,t) = PW(x,t) ¥ (x,t)ef x [o,T] (6)

ce qui conduit, en reportant cette expression dans (5), a 1l'équation

de Riccati formelle vérifide par l'opérateur P :
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] * -
- = P = STQS + M P + PM - PNR lNTP (7)

avec P(T) = o

Dans le cas ol T tend vers +o, que l'on considérera dans toute
la suite de notre étude, on peut montrer que cette équation
différentielle (7) se réduit & une d&Egquation algébrigue fermelle de
Rieecati ¢

1T

1 %* - !
STQS + MP + PM~-PNR NP =o0 (8)

*
dont la solution est un opérateur auto-adjeint (P = P).

Remarque : dans les cas plus complexes ol se superpose, dans 1l'éguation
d'état, un vecteur £(x,t) 3 NE(x,t); ou encore lorsque, dans le critére

(2), zZ(x,t) est remplacé par 2(x,t)} - Zd(X) (Zd(x) édtant une

observation finale donnde), au lieu de (6), il convient de prendre

pour p(x,t)

]

p(Xrt) PW({x,t) + r(x,t) 9

o P est défini par (7) et r(x,t) par =
2 r(x,t) =[M* - ?NR—lNT]r(x,t) + PE(x,t) - STQZa(x) (10)
ot

- avee r(T,x) = o

Cette dernidre équation (10) se réduisant dgalement 3 une équation

algébrique lorsque T devient infimi.
I.3.2 - Résolution de l'éguation de Riccati :
La réalisation de la loi de commande en boucle fermée est obtenue,
de facon générale, par l'application de la méthode de Galerkin qui

peut se faire & l'un des deux niveaux suivants

* Les équations d'état et adjointes sont approchées par des

dquations différentielles totales de dimension finie, on

détermine alors 1la matrice de Riccati découplant les deux

systémes /JAR/.
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* On transforme 1l'équation opérationnelle de Riccati (8) en
une équation aux dérivées partielles & laquelle on applique

la méthode de Galerkin /LAU/. -

Praflur et Mac Causland /PRA/ ont montré sur des exemples que
les deux méthodes donnent les mémes résultats numérigues, mais gque

la premidre a 1l‘'avantage d'étre de réalisation plus simple.

Nous proposons ici une méthode analytique de résolution directe
de l'équation de Riccati formelle (8). En effet, posons @
P = g PiDl (11)
il ¢ N

L'utilisation de cette expression dans (8) va nous permettre,
en annulant le coefficient de chaque opérateur &lémentaire Dj‘, de
déterminer les é&gquations vérifides par 1les Pi. Nous procéderons en
deux é&étapes : en examinant d'aberd le cas simple ol est inclus

dans R, puis le cas général d'un deomaine spatial 3 q dimensions.

a) e R

A partir de (1l), il vient =

PM=( ¥ PiDl) ( L mphy= g A—,iDl (12-a)
i eEN ¢k’ ieg N
min(k,i)
ot Ai = b Pi_.w.
520 i3
* i T3 i i ‘
MP=(3y (- D (g pDH= 3 BD (12-b)
j=k ] i EN i€eN
min(k,i)
od B, = 73 (-1)9m . Tp,
i . j Ti-j
j=o
PNR NP = L c,ot (12-c)
i €W ‘
i
od C, = y P.NR NP, .
i . i-j
j=o

Si 1l'on reporte ces expressions dans (8), il vient 1'ensemble

d'éguations :

STQS+AO+BO-C°==0
(13)

, * .
¥ieN AL +B, -C, =o0
1 1 1
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La premiére de ces déquations détermine Po vérifiant 1l'dquation
de Riccati (14) :

W =0 (14)
o

sTogs + PM_ + M P - P NR
oo o o o
qui admet une solution définie positive si le triplet CMB" No,a SbY
est stabilisable-détectable /KUC/, N0 et Sb étant définis par =
-1 T
o oT - N7
P T (15)
; sTos

2
=
[

0n
[]

Les déquations (13-2) s'écrivent :

-
¥ i €N (16)
. min(k,i) | i _
mlnékfl) P, .M, + 5 (-1)IM_P,_. - I PR LeTp
i -7 J N J i) L 1
j=o j=o Jj=o
ce qui fournit, en pesant ¢
(1) F=M - NR NP
O o]
min(k,i) .
(2) 6, = T (B, + (;-rl)J"M%.}E-i_.) (17)
: jo1 -3 3 3 i3
i-1
H, = I P;NR’lNTPi_ P iz 2
j=1
(3) '
H =o

l'ensemble suivant d'équations de Lyapounov qui permet de
déterminer successivement les Pi :
* T

¥i €N P.F+FP, =H, -G, ' (18)
1 1 1 1

our i fixé, Si P ,eee, P,
p ’ o' ’ i-1

stabilisable-détectable, cette éguation (18) admet toujours une

sont déterminés et si (Mo' No' So) est
solution unique car, d'aprés /KUC/, F est alors une matrice de Hurwitz.

Remarques :

1. si l'on avance 1l'hypothése de récurrence :

j pair P, = P,
(HR) ¥ j i _ ] J
j impair P, = -p,

. J ]
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alors, d'aprés (17), on obtient :

T i T i
Gi = (~-1) Gi et Hi = (-1) Hi (19)
ce qui conduit, par transposition de (18) & :
* .
wiewm B, F+EPR," = (-1, -aq,) (20)
i i i i
. . : , T
1 pair w> P, = P,
i i
soit ;
i impair P, = -p "
o= 7 i

On a donc montré que 1'opérateur obtenu par cette méthode est

bien un opérateur auto-adjoint.

2. Cette méthode n'est applicable que si 1'éguation (14) est
résolvable. Par exemple, si Mb = o (e.g : éguation de la chaleur)
Po n'existera que sous certaines conditions sur N et S.

Dans le cas ol cette équation n'admet pas de solution, on se contentera

d'un retour d'état par 1l'intermédiaire de 1'état adjoint.

Finalement, cette méthode permet d'approcher la commande optimale
par une commande sous—optimale construite, en tronguant 1'opérateur
P 3 partir d'un certain ordre r, suivant &

- RN (= PiDi) W(x,t) (21)
i>r

puis par l'utilisation de schémas aux différences finies.

E,
S.opt

p) 0 er®

Les principes: que nous venons d'exposer dans le cas ol est
inclus dans R, peuvent sans difficulté &tre étendus au cas d'un
probléme 34 q variables indépendantes spatiales. En effet, considérons
la somme vectorielle d'indices et la relation d'ordre partiel définies
en (22) ¢

i ='(il, ceny iq) 3= (jl, . jq)

somme : i+j = (1l + Jpr eeer lq + Jq) (22)

ordre partiel : j > i<«=>V¥ hefl,...,q} jh> ih

Une extension des expressions (12) conduit aux équations suivantes :
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4 q = Z
Vie N i TR B (23-a)
g1
13l € %k
. g z gy 13, T
¥i € W Bi = ) ) (-1) M. Pi_ (23'b)
jgt
rilg k
" o2 .z =1 T
¥i e N c. P.NR NP, (23-¢)
jsi
ce qui fournit, en notant oq le g-uplet (O;eeer,0), le systéme
d'équations (24) déterminant les Pi :
(1) STQ;S’ + PP M + M TP - P NR_.lNTP =0
o_ o o_ o o o)
q g g q q
. q T :
(2) ¥ ie N°- {o_} P.F+ FP, =H, -G,
q i i i i
od F=[M - NtR‘-leTPo B)
o s
. (24)
G, = z (P-i_jM’.j + (-1)J‘M~jTPi_lj)
o <jgi e ST
g <3S
31 &
B = : N il # 1
o <j <i -~
4
o silil = 1
On retrouve donc ici aussi une équation de Ricecati (24-1) dent
et un ensemble d'équations de- Lyapounov (24-2)

la solution est P,
qv
qui fournissent les Pi pour lil 2> 1.
Les mémes remarques que dans le cas a)
commande optimale sera approchée par la formule
de plusieurs variables spatiales.

-lNT ) PiDi) Wix,t)

il €r

sont valables et 1la

(21) étendue au cas

(25)
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En conclusion, nous avons montré dans cette partie comment le
probldme de commande optimale des systémes distribués lindaires peut
8tre formellement traité, dans certains cas particuliers, de la méme
fagon que tous les systdmes linéaires & paramétres localisés. Dans
le cas de systémes singulidrement perturbés, les mémes principes
de simplification de commande pourront donc &tre appligqués et ce,
compte tenu des résultats du chapitre ITII, tant pour l'aspect spatial

(PSS) que temporel (PST).

I.3.3 - Exemple :

Considérons & titre d'illustration de 1la méthode proposée le

systéme thermique défini par 1'éguation :

2
, 3 wix,t)

QX&) _ ey p — .+ elx,t) (26)
ot 8x2

= 7 -1,1 T

pour lequel on cherche le retour d'dtat minimisant le critdre

2 2
J=J7 [T wiix,t) + e“(x,£) ] axdt (27)
Nous sommes alors comduits au retour optimal défini par

* -
e (x,t) = -plelx,t)) : (28)
ol p est solution de l'éguation de Riccati formelle
1 + p(-1 + %) + (-1 + D%)p - p° = o (29)

Si 1l'en cherche par la méthode proposée, l'opérateur p sous
-}

la forme I piDl, on obtient par identification
i=o
P, = ~414
ppL =0
p, = . 293
(30)

py =0

.1768

T
N
1
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A titre de comparaison on peut résoudre l'équation de Riccati
par la méthode de Galerkin. Le choix des cing premiers polynomes
de Legendre sur 1 -1,+1 [ nous conduit & transformer 1'é&quation
de Riccati formelle scalaire en une égquation matricielle d'ordre

5 dont la solution s'écrit =

(Tﬁ:} .414 O .879 O 26.62 7
\‘) «414 0 4.39 O

(5) =
.414 0 10.25
0 4.14 0 (31)
.414 A

- -t

Parallélement & cette résolution, si l'on écrit dans la méme

exactement

base de Legendre 1'opérateur p, trongqué & l'ordre 5, on retrouve
§> C'egt-d-dire qgue l'on vient de mentrer, sur un

| (5)7
exemple, que la méthode que nous avons proposée conduit formellement
au méme résultat que la méthode de Galerkin, mais est d'utilisation
beaucoup plus simple car elle n‘augmente pas la taille des équatioens

matricielles et elle est récursive.

De fagon plus concréte, une simulation a &té menfe sur cet exemple
pour des conditioms initiales = wlixpe) = I, el , et des conditions

.l.h
frontidres s w(-1l,t) = w(l,t) =1 , ¥ € R . Suivant les ordres

. de troncature de l'opérateur p, nous avons obtemnu les résultats

suivants =

MMANDE 2
COMMANDE 3 wix,t)
e(x,t)
o -p wix,t) -p w(x,t)-p
o) o. 2 2
NOMBRE ' 9 x
D' ITERATIONS
30 9,71 9,59 9,58
150 ‘ 9,09 8.75 8,53

VALEURS DE w(o,t)

Ce tableau indique une convergence plus rapide de la solution
vers l'état d'équilibre lorsque l'on considére de plus en plus de

termes dans le retour d'état.
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II - SYSTEMES TEMPORELLEMENT SINGULIEREMENT PERTURBES (P.S.T..)

D'aprés les définitions du chapitre III, §I.3.1, le systéme
(1) est sous la forme PST si les matrices constantes M., i1 € k.

N et S ont la structure suivante :

i P SR,
11 ¥z
w, = ., N = ;S =18, 8, ((32)
Mo Ma2
i € €
M 11 XL
hl e B, (n,1) e {1,2F

ol
N e R, 5 e B¥h, ne (1,2}

et € est un petit paramétre, o < £ <<1
L'état peut alors décomposé en deux groupes de variables par @
. T T
Wiz,t) = [ U (x.t), V {x,t) ] {33)

et l'opérateur M posséde la structure suivante :

k2 | ,
M= g ¢34y
€
od ¥(h,1) € {1,25?' Moo= z MilDi
& A P 3

Le but de cette partie est de construire des commandes quasi-
optimales qui approchent la commande optimale, solution du probléme
{1) (26) (2). Deux peints de vue seront alors envisagés ¢ 1la
décomposition de 1'équation dJde Riccati |KOK,4| et le principe de

la commande composite [CHO,2|.

II.1 - Décomposition de 1'éguation de Riccati

Si 1l'on note M et N 1les matrices normalisdes assocides

~

respectivement 3 M et N, c'est-3-dire =
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M= IE M Inl
avec Ig = (35)
N = I‘S N 0
la commande optimale est donnée par :
B = -R § I PWlx,t) (36:)
ot P est l'opérateur solution de l'éguation de Riccati (37) =
STQS + 1°I‘TI€ P+ PN ~ PIg NR'IN:I' 'IEP, =0 (37

Comme 1l'opérateur P est auto-adjeint, il vient la forme (38),
proposée pour les systémes & paramdtres localisés dans |KOK,4!, qui

évite une divergence de la solution pour €= o @

{P'l.l(e ) (-;Plz(e )

(38)
g P~l’2‘:(‘€ ) e P22(g )]

ol Pll et P‘22 sont des opérateurs auto—-adjoints.

- Dans. cette forme, les opérateurs s'écrivent de fagon analytique en

fonction de €=

‘ ¥(h,1) € {112}2 . (39)
g (r)_x
P& = z Py €
reo
oi ¥r EN P (x) - P (r')i:Dl’ p (r)i e ]Rnhxn'l
hl . " hl hi
1] € N

L'équation de Riccati (37) est alors é&équivalente au systéme
(40) de trois équations opérationnelles od, pour simplifier les

expressions, l'argument€ est omis &

* * * 1

M51P12 T PR N Py (40-1)

-1 T o+ -1 T -1 T
- P N - J - *
PralaR Ny Prp 7 PoNoR N Py = PygNpR Ny Pyy

+ +

PraMyp ¥ MpPyg O PioMy

T
+ o=
Sl QSl (e}
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» g
P & 0-
xr%ia F Pl ¥ M Pos TP R 8, Pa (%02

-1 T T
= Bl Ry By t T,

x 4 . BN
. E[Mu Pag " BB W By~ PR M Tl e

% <%

g T
o [ 3 N: + § )&
P__N.R N_P_ s, 95,

Pootan ¥ Moy Pag ~ PR ¥y By (40-3)

* * l T
telly, Prg ¥ Byp My~ By NlR s B

-1 T
PzzNzR Ny Pypd

- T
P N. N P =
E12R yiByp dom @
Par identification des termes en &l (i € N) dans ces relations,

on obtient les coefficients des expressions asymptotiques (39). Si

l'on se contente, comme dans le cas des systédmes a paramétres

localisés, de la connaissance des Pp; & l'ordre o, on est d'abord

ramené & la résolution de l'édquation de Riccecati formelle d'ordre

S (o) N o) e N L ) T %
Pog  Bg * By Bon Bl By Pas o ¥3, @8, >0 4R

qui peut &tre effectuée analytiquement par la méthode présentée en

Fa3n2. Plz(QJ et Plz(O) seront ensuite déterminés par (40-1) et (40-2)
écrites pour g=o.

Cependant, l'utilisation de 1la méthode de Kokotovic |KOK, 4 |
sur ces équations opérationnelles conduit & l'inversion de 1'opérateur
(M22 = N2R lNZTP22(°)). De fagon & contourner cette difficulté, nous
proposons d'utiliser d'abord dans (40-1) et (40-2) les développements
analytiques des opérateurs donnés en (39). Pour la clarté de 1l'exposé,
nous nous limiterons au cas simple, 1€ R ; la généralisation au

cas fic Rgvpouvant étre faite sans difficulté. Il vient alors :

* Pour i = o

i 14 T L i
(0)o. o o (o)o (o)o.. o o (o)o (42-1)
B, Wy RS T v Wy TN
-1
Lop Sodo iy Ty tele | o OIR n w TR (ele

11 1 G 1 12 2 k- TEL
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T
(olo, -1_T_ (olo T _
PlZ N2R N2 Pl2' + S1 QSl = 0

T
{(o)o_ o (o)o, o o _ (oo (oo, ~-1_T_ (o)o (42-3)
Pip My * Py My, v M, P P11 MR Ny Py,
(o)o -1 T_ (oo T o
- Plz v N2R N2 P22 + Sl QS2 = 0

* Powr i > o

min(kpi) (o)i-j,. 3 (0)i-3, 3 3 J (0)i-3
jf; P11 M11 * P M+ (DM T Py (43-1)
j (o)i—j
(-1) M21 Py
i (o)i—j | (0)1 -3 T_ (0)3
- ji EPH N, o+ P NZI [Nl Py
;, 3, B (O)j‘]:= )
+ (=1) N2P12
minlk,i) L. . T o
. C(o)i~j . 3 (o¥i-j  j ¥ (e)i-j (43-2)
jEO' 11 Mr2” T 1 My * 71 M21 P22

i

_ = ()], (o) 3 -1 T (o)i-j _
j:w u?ll N;1+P12 NJ R N2 1>22 o

Le systéme d'équation (42) peut étre découplé et conduit, suivant

/ROK~4/ & la détermination de P fato et P (elo (en supposant Pzéo)o
connu) par la réseolution de 1'éguation de ﬁLccatl (44) =
T

(oo = = (0)o _ (oo -1="_ (oo =~ !
Pll M+ MPL Pll NR N Pll +Qg=o0 (44)

= o 0. O = -1 T’o?
o¥ M =M, + EM  +NR NE

= 0

N = N1 + ElN2 I .

- = - o o -1 T o T

Q= "By "My By 2N2%J_N2 By 75,95

o _ -1, T, (odo _ o =
El —'(NlR N2 P22 M12)F2
o _ , o _ (oo T - o -1

By = My Pyy ¥ 8, 08))F,

5 w9 _ -1, T, (e)o

Fa = My = NR Ny P
et par @

(o)o _ {(o)o_ o o _
P12, = P11 El E2 (45).




-158 -

et en supposant connues les matrices PzéO)l(i € W), Plio)J 1;0)3,

(o £ 3 < i), se mettre sous la forme de deux équations matricielles

’ P

couplées :

T
(o)is = T_ (o)i (o)ig iz T, (@)i” _ = i _
Pll Fl + Fl Pll + Plz F12 + (-1) F12 1='12 = Q1 (46-1)
- {o)i - (o)iz _ = i _
P, G, + P, F,=Q, . (46-2)
N o ok e B (0o T (e)o 4
od B, =M, - MR~ @R+ NPT ]
- o) -1 T (o)o T (o)?oT
Flp =My ~ MR [N R r Ny, ]
=i T (o)i-g (0)i-j. ~v.-1 ~ T. (0)] 5.7 (0)5T1
Ql = jil [pll Nl + Plz NZJR [Nl Pll + (-1) N2P12 -
minlkrd) - (o)i-3, ] (0)i-j,, j 3. 37 (0)i-j
- jfo (P1y Mgt Py Myt (FLITMGD By
S0 3T (0)i-3T.
LM, By,
= _ w9 _ oLl T (oo
Gp = My = MR Ny Pyo
i T o) (0)3, = —1‘ T_ (0)i-j
Q= I [y N+ P, MR NP,
j=o
e w (@)i=F. F (e)i-F 3 _aydy 3, (@)i-F ]
;il &y, M2 ¥ Pio Myp * (F1)7°My7 Py
Il vient alors, pour tout i de W - {o } =
(o)t _ i (@)ime o5 -1 -
P, = [92 Py GI] F, (47)
ol P (O)ies:t solution de 1'dgquation : P (o)iﬁ + _Q‘TP (o)1 =
ot 11 - 11 11
'3(42) _ e 21—
avec W = F, - G,F, F i
=i =i  =i= -1= Lai, T,z -1 T-i
Q3 =9 - QF, Fiy - FLVF, (R, )70,

Ces équations permettent de calculer de fagon récursive les
opérateurs fournissant 1'approximation & l'ordre o en de 1'opérateur

optimal P.

La commande sous—~optimale obtenue par cette méthode s'écrit donc :

L (o) (o)i.
P cP [ Ulx,t)
(r) _ o1 T T, 11 12 i
E s.opt R [Nl Ny ]ifr - P
~ (-l)iP (o)i P(O)i Vix,t)

12 22
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pour une troncature de l'opérateur 3 un rang r.

II.2 ~ Commande composite /ZaM-3/

Nous: proposons dans: cette partie une autre méthode de constructien
d'ume: commande guwasi-optimale, basfe sur le principe de commande:
composite é&noncé pour le cas des systdmes & paramétres localisés
dans. /CHO-2/. Mais, comme nous le verrons, cette méthode semble peu
adaptée dans le cas d'un opérateur différentiel général ; nous envisa-
gerons. donc d'abord le cas d'un opérateur simple, puis. dans un deuxiéme

temps, cette méthode sera étendue par approximation au cas guelcongue.
II.2-1 - Opérateur différentiel simple =

Nous. considérons ici le cas ol l'opérateur de différenciatien

spatiale est de la forme =
M= MiD; i emd (50)

M& et N ayamt la structure définie en (32), l'application de la: méthode:
de simplification de moddle présentde au chapitre III, S§II-2, conduit

iei aux mod@&les réduits lents et rapides suivants: :
* modéle réduit lent

3 U (x,t) = M
e 1

i ,
lD Ul(x,t) + NlE(x,t) : (51-1)

R N I S R
ou M) = M) - MMy, My
. £ i-1
1= N TMM, Ny

=
ol
|

* modéle réduit rapide

e 2 v (xt) = M oMV (x,6) + N B(x,t) (51-2)
3t . 22 r r
ol N_=N_ + LN
r 2 e
L étant la matrice de découplage, solution de 1'équation :

i i i
g - [, + . -
€ LMl M22L M21 o
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* observations :

i

Zl(xyt) (Sl - SZL)le't) = SlUl(Xrt)

(51-3)

]

z (x,t) S.V (x,t)
r r

2
" Les variables d&'état initiales sent appreochées, durant toute

1'évolution du systéme par =

V(g,t) ¥ Ul(xrt)
Vr(xrt) - Lvl(xrt') (52)
Z(x,t) ~ Zl(x't) + Zr(x-rt)

V(Xrt)

12

Ces relations permettent en outre de définir les conditions
initiales. et limites & imposer aux sous-systémes réduits lents et

rapides (51-1) et (51-2).

Remargue : le but de ce chapitre étant 1'étude de la commande, nous
omettrons, par la suite, pour alléger 1'écriture, de rappeler & chagque
fois ces conditions ; le lecteur pouvant sur ce point se reporter

au chapitre III relatif 3 la modélisation.

Le principe de la commande composite est de construire une
commande Ec(xrt) comme é&tant la supexp@sitiqn d'un retour d'dtat
lent El(x,t) et d'un retour d4d'état rapide Er(xrt). I1 a été montré,
dans le cadre des systémes & paramétres localisés /DAU-5/, gque
l'application de cette méthode aux systémes découplés permettait
de diminuer 1l'erreur sur la valeur optimale du critére par rappert

3 la méthode originellement proposée dans /CHO-2/.

L'hypothése de base étant que le systdme lent ne réagit qu'ad
la commande El(x,t) et que le systdme rapide rdéagit instantanément

& cette partie El(x,t), Vr(xrt) peut étre décomposé sous la forme ¢
Vr(x,t) = Vrl(x,t) + Vrr(x't) {53)
ol Vrl(x,t) est la réponse du systéme rapide 3 la partie lente EL(x,t)

de la commande, alors que Vrr(x,t) traduit l'effet de la partie rapide

Er(x,t) de 1'entrée. Ces variables sont donc caractérisées
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respectivement par les équations (54-1) et (54-2) issues de (51-2) :

lez'plvre(x,t) + N E_(x,£) = o (54-1)
t
L3 v ext) = MDY (mt) + N B (x,t) (54-2)
S V__(x,t) = My DV (%) + N B _(x,t)

Les conditions initiales et limites de V(x,t) étant intégralement
reportées sur la partie Vrr(xrt), compte tenu du caractére instantané

derVrl(x,t).

Le problédme de commande optimale est donc remplacé par deux

problémes d'optimisation déecouplés ¢

a) probléme lent =

minimisation de

=]

3=
1 o 9}

pour le systéme =

= T .. . T Y14 5
(2, (x0£)02, (x,t) + E, (x,t)RE, (x,t)]dxdt (55-1)

e 2 v Get) = DY (k) + N B (xpt)

Tt 1 1 171
o = MQQD Vrl(x't) + NfEI(x’t) (55-2)

) Zetxpt) =~Sive(x,t) + varl(xrt)

b) problé&me rapide ¢

minimisation de

. T, t) CET(x,t)R -
S o e z_ (x,£)QZ (x,t) + E_(x,t)RE (x,t)]dxdt (56~-1)

pour le systéme :

3 » _ oy 1ot :
at_Vrr(x,.t) M,.,D VrrKth) + NrEr(x't)
(56-2)

Z (x,t) = 8.V (x,t)
r rr

2

Chacun de ces problémes peut &tre résolu par l'utilisation d'états

adjoints lents et rapides respectivement /ZAM-3/; mais aussi par
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la détermination d'opérateurs permettant de construire directement

des retours d'états lents et rapides (Cf. §II-1).

II.2.1l.1l. Utilisation des états adjoints

a) résolution du probléme lent

Le critére Ji peut &tre écrit sous la forme @

o T T ﬁl(x:,.t)
= I{TU (xet), V_2(x,£)]0 (57)
QY~1 rl 1
o) V__(x,t)
"rl
+ Ei(xrt)REl(x,t)} dxdt
T
T T ‘
od 9 =[syr 5] e[s;r s, ]

La commande optimale lente est alors donnée par :

-1, T T
EI(X‘rt«) = =R (Nlpl(x’t) + Nrp

ri(x,.t))’ (58)

ol pi(x,t) et prl(xrt) sont les &tats adjoints associés

respectivement 3 Ul(x,t) et Vrl(x,t), définis par :

(1141 47 4 T
;% pl(x,t) = (~1) Mi D pl(x,t) - SeQSeUe(x,t)
- S8V, Gart) |
lij+1 it i 7 (591
o = (-1L) M22 5] prl(x,t) - szgslul(xrt)
T .
—»SQ'QSQVrl(xpt)

Les conditions initiales et limites de W(x,t) étant intégralement
reportées sur Ul(x,t) et Vrr(X4t), on prendra peur Vrl(x”t) et prl(x,t)

des conditions initiales et limites nulles.

L'utilisation de (55-2) et de (58) donne :

w.ivtv (x,t) - mr7L
rl r

T T
150 INlpl(x,t) + Nrprl(x,t) | = o

ce qui permet d'é€liminer le terme Vrl(x,t) de 1'équation (59).

Finalement, la résolution du probléme 1lent (55) se raméne a
la résolution du systéme différentiel (61), d'ordre n, par rapport
au temps mais d'ordre 3|i| par rapport & la variable espace :




M9

ot
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P.(x,t) | B o o —STQS- -1) i +‘Il"liT
1 ’ 1 2 1 0
T
T i +1. 4
0 - { 0 0 S,08, 1+ o (-1] 5
o AR MW T -vr N o || o
r 1 2 r
~ b o b
TP (x,t) " -5 Tgs. ]
17 1 1 .
-s_Tgs V. (x,t)
P (x,t) + r 71 1'%
rl
Vrl[x”t] o]

et la commande El(xrt) est donnée par ¢

Eiﬁmpt% = —thﬁm

T»“ 5" o . ~£ st ) )
l R’:L(Xx'xt) + NE pEI(X,pt) )

b) réselution du probléme rapide
L'application directe de la théorie de la commande
dans ce cas 13, conduit & 1'état adﬁ@int:pr(x,t) défini par :

T

Jib + 1 i”_i T
M__ D pr(x,t) S, Qszvrr(x.t)

o 5 = (-

ot
et 34 la commande optimale rapide

-1 T
Er(xwt) = -R Nr,pr(x,t)

c) réalisation effective

Compte tenu de l'approximation ¢
Ul{x,t) ~ Ul(x,t)

Vix,t) ~ Vrr(x't) + Vrl(x,t) - LUl(x,t)

o
Qo
AP
e~

i

22
(61)
62)

optimale
{(63)
(64)
(65)




o

La commande

p1(x,t]

Q2
CH

Q)
o

p4(x,tJ

= p. (x,t)
Vr‘l(xrt)

rr

composite aura en définitive la structure suivante
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o ey o e Ty T ey 1
ol Pyr Pyr Py sont donnés par le systéme différentiel (62)

1
+1MiT
1
t-1)

Dd(x.tﬂ
pztx;t]
p3(x,t]

34(x,tL.
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avec 3 * conditions finales

¥x SQ’ ¥ i € {1,&..@'.4’} pi(xl ) = 0

* conditions limites
Byl = [ ety Jp+ I L Uxae) Jp

9

r_@éz(xwt) F= C P"}('x’:rrt‘) JI" =0

On' peut remarquer, pour conclure cette partie, que la présence
d'un opérateur différentiel dans la transmission directe entrée-sortie
ne permet pas de simplifier les d&égquations, alors que dans le cas
des. systémes 4 paramdtres localisés, un simple changement de la
variable de commande (f = E + KW) permet de résoudre le probléme
lent. Ieci, ce changement impliguerait une augmentation de 1“ordre
des dérivations spatiales et cela se tradwit par un p&fé‘ba]sé‘me adijoint

ol les découplages sewt différents pour le temps et l'espace.
IT.2.1.2 - Otilisation des éguations de Riccati

Dans: cette partie, nous ne traiterons que le cas du probléme
lent, la détesmination amalytigque de l'opérateur de retour d&'éitah@
dans: le cas du probléme rapide ne présentant pas de difficulté parti-
culidre.

Afin de pouvoir appliguer la méthede du $II-1, considérons la
commande E(x,t) rdéduite & sa partie Ilente E1 (x,t). Les d&quations:

(51) s'éerivent alors =

- 3 . N - : ' — N — - -
5_t U];(x"’t') M o Ul(x,.t) N,l

= | | + | B (x,t)

Eit Vo (xet) ° Y2 Vpy (Xr8) N (69)

Le critére 3 minimiser étant toujours (55), il vient la commande
optimale =
9] (Xrt)

E e, x,t) = . "N]_TN ‘T/z-: 1r 1 (70)
- r < l
Vrfl (x,t)
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i HEs
- T i Ml o (-1) Ml o i
- 1
[s'l .52] Q .Esl 82] + PD o Mi + o (..]_iilMiT PD
L 22 A ' 22
£ —z
: -'l - T T ’ ot AR Y
- . R SN N ' P = o Eze)
R[N N TP=o )

Le probléme (69) &tant sous la forme PST, il convient de prendre

pour P, comme en (38) la décomposition suivante @

U I S
(72)
*
£B1;  EPy
qui cenduit & la commande &
£ -1 T T, * T v o | Jilxr.t)
By (€ xp8) = -R T [Ny, + N Py, 8Ny Py + NPT (73
Vr‘l(Xrt) i

Pour obtenir la ceommande cherchée relative au systéme (49-2),

11l suffit d'annuler € dans (73), soit =

U (xynt') (
-1p T Too* T . 1 ,
B V (X:,‘t)
- rl 3
ol Pi,r Py, et P,, sont des opérateurs solutions du systéme

opérationnel (40) dans lequel =

i
€= 0, M = M

i i
11 1 =o, M .=0, M__=M__D , N.=N, N

i | -
D, M 21 22 M55 17Ny Ny=N, §;=S

12 171

Ce systéme se résoud de fagon hidérarchisée suivant la méthode

présentée dans la partie II-l.

D'aprés (74) et (55-2), on obtient 1'équation vérifide par la

commande lente El(x,t) : 1'élimination de y2:r'l(x't) fournit alors :

- T i i L e T T
[Nr P_M N RDl] El(x,t) = [Nl Piy ot N

*
oMo P, ,1U(x,t) (75)
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qui permet d'envisager une commande réduite (en retour d'dtat lent
unigquement) d'expression plus simple que celle obtenue par 1l'intermé-

diaire des états adjoints.
I1.2-2 Opérateur différentiel quelconque :

La généralisation au cas dJd'"un opérateur gquelcongue présente,
tant d'ailleurs pour 1'étude de commande optimale que pour la
modélisation (Cf. Chapitre III, §III et 1IV), des complicatioms
importantes au niveau de la construction des modéles réduits. En
effet, 1l'utilisation de la méthode des PST nécessite l'inversion

de 1l'opérateur M Ceci a été fait formellement par Balas /BAL~6/,

22°
mais en utilisant des matrices de dimension infinie..

22 par
un développement analytique formel (70), énoncé ici dans le cas d'une

Nous proposons, de fagon plus pratique, d'approcher M

seule variable spatiale, mais gque l'on pourrait &tendre aisément

au cas 0 cmrI.

, -l _ oy id-1_ o1 ki o0-1i -1
M2 < (i e MypD ) = My, (Inz ¢ I My(Myy) D) (76)
- Sk =l
IR - D % ip i, o=l is
(M) =17 [z M, 00,57 D]
=t i=1
. B
= [ M_; D
J"—'O.
On peut alors construire un modéle réduit lent :
9 U_(x,t) = MU (x,t) + N_E(x,t) (77)
5T 1 171 1 -
e -1, _ 5 ili
avec My =My, - My My, My = ¥4y
10
o , -1 i
T T ¥ e T

C'est-a-dire que l'on a transformé une dJ&quation dJd'état d'ordre k
par rapport aux gq variables spatiales, en une équation d'état

comportant un nombre infini de dérivations et un opérateur de commande.

Cependant, par troncature des opérateurs dans (77), on obtient
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finalement un modéle réduit lent approché (78) =

st,Ul(x,t) Mlul(x't) + NlE(x.t) (78)

- ~ i i o n+{xm
M = Z 5 g N AR 1
avec 1 , MlD et 1 € R

Pour construire le moddle réduit rapide, il convient de rechercher
la matrice de découplage L telle que (Cf chap. III,SIII-2) =
. - i i ]
" o8 e + g - =
¥i € {o, 'k} SLMl Ml,2 M22 L o (79)
Ceci ne pouvant pas é&étre résolu dans le cas général pour toute
les matrices, on cherchera, comme dans les études précédentes, &

obtenir une solution des k éguations (79) au sens des moindres carrés.

Less modéles réduits lent et rapide sont finalement approchés

51 Ul(x,t) = Mlul(xpt) + NlE(x,t)
£

, Zl(m,t) = Si?l(xrt)
= szvr(x’t)

03

X

o
I

ol les opérateurs sont ceux définis en (5%).
CONCLUS-ION

L'application du principe de 1la commande composite implique
une transmission directe entrée-sortie par 1'intermédiaire de la
variable Grl(x"'t) définie comme suit :

¥ (xt) =~ )" B (x,t) ' (81)

rl "’ 22 r1 " '

Nous remarquons donc gque moins il y a d'opérateurs de
différentiation spatiale dans (1), plus l'application de la commande
composite calculée & partir des modéles réduits approchés (80) et

(81) est justifide.
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III - SYSTEMES SPATTALEMENT SINGULIEREMENT PERTURBES SSP

D'aprés les définitions données au chapitre III, §I-3-1, 1le
systéme (1) est dit sous forme PSS si les matrices Mi' il k sont

telles que ¢

M e M
R e
M1 EMy (82)
avec Vv(h,l)e{l,2}2‘M; 1 e RTh¥IL
’
o <€ 1

I1 convient ici de préeciser en plus la structure de la matrice

d'observation qui deit &tre v

- avec Sh e‘mfxnh (83:)

fo <e<< 1
Une étude analogue & celle effectude en II peut alors &tre menée
pour de: tels systdmes.. BEn efifet, Ile pm@b&ém@ PSS (1) (82) peut &tre
transformé en un probléme PST A l'aide du principe a&'équivalence
introduit au chapitre précédent (Chap. III, §I.3-4).

Remarques 3 l. La méthode de PSS présentée au chapitre III, §IL.3.1,

qui procdde & l'inversion de la matrice d'évolution
spatiale (dans le cas d'un opérateur spatial simple)
aurait pu étre envisagée <&galement : elle conduit
aux mémes résultatss que ceux obtenus ci-dessus

a l'aide du prinecipe d'éguivalence.

2. Par contre, la méthode PSS, plus simple, exposée
au chapitre III, §II.3.2, n'a pas été retenue en
raison de la non influence des termes de couplage
dans. les modéles réduits obtenus ; néanmoins, on
aurait pu aussi y adapter les principes énoncés

ci-dessus..
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IV - APPLICATION AU REACTEUR D"EPITAXIE

Afin d'illustrer les principes de simplification de commande
présentées au cours de ce chapitre, nous allors considérer le réacteur
a épitaxie étudié au chapitre III, § III. Nous rappelons que le moddle

(linfarisé autour de 790°) est de la forme =

3 . : .
= lrex, )] = (& + Aznﬁ M(x,t)] + Bl(x,t)

avec Y(x,t) = ¥, (x,8), ¥ (x,t), ¥ (x,t)]"

T -14.9 14.9 10 7 ™ .308 0 0 7

Bo = | 15.54  -28.18 12.64 |, A, - | o .36510 %0 (84)
0 10.33 -10.59 0 0 -519, |
L 1 L 10 “J

w
[}

[0, 0, 1.24 "

Le probléme de commande optimale posé ici est de rechercher
%*
e {x,t) minimisant le critére ¢

00-

g= [/
o

1 o® 4 ;
[ Blxet) ¥(x,t) + e“(x,£) ] dxdt (85
[0}

-

IV.l - Commande optimale

La solution du probléme posé est donnée par :

'.T,i(, 26 )
%ﬁﬁft) = -B P(x,t) (86)

ol P(x,t) = [pl(xpt), p2(x,t), p3(xpt)]T‘ est 1'état adjoint
défini par l'éguation d'état : -

OIBx,E)| = - [y(x,t)] - [AOT + AZTDzj Crix,t) ] (87)

ot
De fagon & simplifier 1la construction de cette commande, nous
allons employer les modéles réduits obtenus par 1l'application de
la méthode des perturbations singuliéres sur le systéme initial.
Suivant /BAB/, on a la possibilité de construire deux modéles réduits :

un lent (application des PST) et un profond (application des PSS),
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qui approchent convenablement le systéme initial. Nous allons les

utiliser pour générer deux types de commandes réduites.

IV.2 - Commande réduite lente

Le: modd&le réduit IenmAa@@roehant le systdme est donné par ¢

2
o =[.308D - 14.9]| y (x,t) + 4.9 y (x,t)
11 a1
y (x,t) .365 10 ) -28.18 12.64 y  (x,t) |
21 21
3 _ 02
3t -2
v (x,t) 1 o 519 10 10.33 =-10.59 vy (%,t)
L 3L L 4 L 31 ,,
(15,54 y  (x,t)]
+
1.52 e (x,t)

on: est - alors ceondiit & recherchier Ia

minimisation de

© 1
th - 0'7/' fo [Yl,l (xpt) + yzf}; (x,t) + Y3ﬂ. (x,t) + el (s,t )«_Idth (89:)

Sachant que durant toute 1'évolution du systéme, les variables

yll(x't)' yzl(x,t) et y3i(x,t) sont une bonne approximation des
variables, respectivement, yl(xrt), yz(x,t) et y3(x,t), on peut
constuire la commande réduite ¢
e  (x,t) = -BTP {x,t) (90)
rt " B '
ol PI(x,t) est 1'état adjoint lent défimi par
Pl(xwt) = IPll(xrt), p21(xrt), p31(x,t)|
3 o
. . T T . ,
—_— . - - ) - + :
o | By () et 1 - 7+ 8, 0% P (x,0)]

_P3l(x,t)

solution du probldme

(88)
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Ce systédme est plus simple & simuler que le systéme adjoint
optimal et les résultats obtenus (par des méthodes de schémas aux
différences indiquent que l'on obtient une bonne approximation de
la valeur optimale du critédre. Par exemple, pour des conditions

imitiales de 20° sur toutes les variables, on obtient un rapport
I =

de sous—optimalité p = qui est vodsin de .05.

Jopt

IV.3 - Commande réduite profonde

Le systéme initial peut é&galement é&tre approché par le modéle

réduit profond défini par ¢

[y, _(x,t) 7] V. (x,t)
o | vhixet) [a_ +a' p3) "Plxst) | + Be_(xst) (91)
- - Xy = & " 124 Yy ' Xy e Xy :
3t 2p o 2 2p p

-Y3P(Xrt) | y3p(xwt{.

" .308 o o7

ol A'2 = © o o
.. © o o |

ylp(x,t), yzp(xrt) et y3p(x,t) approchent les variables initiales

yl(x,t), yz(x,t) et y3(x1t)v

La résolution du probléme P » mindimisation du criteére
o 1
3= T 0 [py tet) + oy, Ye) by, Zx,t) + el(xt)]axdt (92)

(o]

conduit 3 proposer la commande réduite :

e (%) = —~BwTPp(x,*t) (93)
- 5 ; PR = . X . . o > "- .
ol Pp(xﬁt) [Plp(x,t), pzp(x,t), P3p(x,t)]‘ est 1'état adjoint

profond régi par l'éguation d'état :

9 = . . T T 2 . .
5t Lpp(x,,t)l = -[y(x,£)] - [~ - a','D j[Pp(x,t)J (94)

Ce systéme adjoint profond apporte une simplification
supplémentaire puisque l'on est en présence d'un systéme aux dérivées
partielles scalaires (donnant plp(xrt)) couplé & un systéme & deux

composantes aux dérivdes totales ; les problémes d'instabilité
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numériques des schémas aux différences sont donc plus facielment
résolubles. Cependant, cette commande conduit & une moins bonne
approximation de la valeur optimale du critére puisque 1l'on obtient
un rapport de sous-optimalité de 9% pour des conditions identiques

& celles de la commande réduite lente..

Bn conclusion de cet exemple, on peut énoncer la remargue que,
lorsgu'on a & choisir une commande réduite, il est nécessaire de
faire un compromis temps de calcul-précision souhaité sur la valeur

optimale du critére.
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CONCLUSION

Les résultats de Lions /LIO/ sur la commande optimale des systémes

4 paramétres répartis, conduisent & la résolution d‘'une équation

opérationnelle de type Riccati. Un premier résultat original de ce

chapitre consiste alors en la présentation d'une méthode analytigue

de régolution de cette &guation.

Dans le cas de systémes singulidrement perturbés (nous avons
détaillé le cas PST), cette dgquation peut é&tre décomposée et résolue
par app.roxir'nation (4 1'ordre zéro, par exemple) par rapport au petit

paramétre.

Une autre approche a é&été envisagée, qui utilise les modéles

réduits associds au systéme singulidrement perturbé étudié. Le calcul

des commandes optimales correspondant 3 ces moddles réduits conduit

3 une commande quasi-optimale pour le systéme considéré, dite commande

composite. Deux méthodes a'élaboration des commandes des sous—systémes

sont proposées : l'une, classique, basée sur l'utilisation des é&tats
adjoints, 1l'autre issue du principe déjd présenté de résolution

analytique de l'éguation de Riceati.

L'originalité de ce chapitre réside précisément dans cette
approximation analytique de 1'opérateur caractérisant 1'état adjeint
7 ce gqui permet d'éviter l'emploi de la méthode de Galerkin,

généralement proposé dans la littérature pour ce type de probléme.

La mise en wmuvre pratique dJdes résultats présentés est réalisde
sur le modéle du réacteur d'épitaxie (Cf. Chapitre III, §III) et

permet d'apprécier la validité des approximations effectuédes.



CONCLUSION

GENERALE
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CONCLUSION: GENERALE

Les perturbations singuliéres dans les systémes 4 paramétres
répartis ont été envisagées sous l'angle temporel (PST) ou spatial
(PSs) suivant le positionnement du petit paramdtre dans les d&quatiens

du moddle considéxré.

Un m@me systéme peut présenter simultanément les dJdeux types
de perturbations singuliéres ; cependant, la mise en é&vidence d'un
principe naturel d'éguivalence PST-PSS physique et théorigue permet
généralement de conserver une seule forme singulidrement perturbée,

le passage d l'autre s'effectuant par simple changement de variables.

Dans chague cas, un découplage des dynamiques peut é&tre obtenu
par annulation du petit paramétre puis bloc-diagonalisation de Ila
matrice d'évolution ainsi obtenue : on obtient alors deux sous-systdmes
réduits, l'un lent et conservant des composantes en surface, l'autre

profond awvec une partie rapide.

Le: eas nom naturel de processus ne représentant pas l'éguivalence:
PST-PSS peut étre analysé de la méme fagon. Néanmoins, une autre
démarche est alors envisageable, davantage inspirde de la méthode
des  perturbations singuliéres dans les systémes 4 paramétres
localisés : une commutation dJdu sous-systédme rapide et surface au
sous-systéme lent et profond est ici possible aprds et au-deld des

domaines de couche limite temporel et spatial respectivement.

Dans un but de clarté de 1l'exposé, nous avons détaillé ces notions
peur des systémes relativement simples, les extensions au cas de
plusieurs variables indépendantes spatiales restant entre autres

a approfondir.
La simplification des problémes de commande optimale des systémes
& paramétres distribués singulidrement perturbés est réalisée 3 1l'un

des deux niveaux suivants :

- d'une part, l'exploitation des modéles réduits obtenus par
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les méthodes PST et PSS permet d'dlaborer des commandes

composites quasi-optimales pour le systéme initial,

- d'autre part, 1l'utilisation d'une approximation analytique
de 1l'opérateur caractérisant 1'état adjoint permet la

décomposition de 1'éguation de Riccati.

Ces méthodes de simplification des modéles et dJdes problémes
de commande optimale doivent é&tre é&tendues au cas des systémes &
paramétres distribués non lindaires. Le cas des problédmes 3 commande
localisée (c'est-d-dire  intervenant non pas dans 1'équation
d'évolution, mais dans les conditions limites) reste aussi & envisager.
Enfin, dans le cadre de la recherche d4'une comhande~ analytique, il
conviendra de déterminer 1'ordre minimal d'approximation nécessaire
a 1l'obtention d*une erreur fixée a priori. C'est dans cette voie

gue nous pensons poursuivre nos travaux.
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RESUME i : E

Les travaux présentés constituent une contribution a l'étude '_-.',f 3

T N~

des systémes a parameétres répartis composés de variables a compor-_ !

tements spatiaux et/ou temporels différents. Ils concernent deux
domaines trés importants : la simplification de modéles par la mé-
thode des perturbations singuliéres, et la commande optimale.

Aprés les rappels des principaux résultats mathématiques sur
les systémes régis par des équations aux dérivées partielles, un exposé
récapitulatif des travaux existants sur l'application des perturbations
singuliéres 4 ces systémes est présenté. D'autres méthodes de simpli-
fication de modéles sont rappelées avec l'extension, au cas des sys-
témes a4 paramétres répartis, des techniques d'agrégation et d'appro-
ximations par développement limité des opérateurs de transfert
entrée-sortie.

Une étude originale des systémes & paramétres distribués
multi-échelles est effectuée qui introduit les notions de perturbations
singuliéres temporelles (PST) d'une part, et de perturbations singu-
liéres spatiales (PSS) d'autre part.

La simplification des problémes de commande optimale relatifs
aux systémes a paramétres répartis singuliérement perturbés est
envisagée, d'une part avec l'élaboration d'une commande composite,
d'autre part a l'aide d'une résolution analytique de 1'équation de
Riccati.
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