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INTRODUCTION 



Le laboratoire  dans lequel j ' a i  effectué ce travai 1 s '  intéres- 
s a i t  a u x  milieux f i s su rés ,  au comportement des fissures e t  à l a  description 
des chemins de f i ssura t ion .  La technique de calcul des structures élastiques 
planes u t i l i sée  é t a i t  la méthode de discontinuité de déplacement développée 
par CROUCH 1 6 1 .  Cette méthode présente u n  avantage t rès  net pour les  struc- 
tures contenant des f issures  car e l l e  permet par l ' introduction de discon- 
tinui tés de déplacements de vérif ier  l e  "fonctionnement" d'une f issure : 

. ouverture : discontinuité nonnale n o n  nulle e t  tangen- 
t i e l l e  nulle ou non ; 

. glissement : discontinuité normale nulle, discontinuité 
tangentielle non  nulle ; 

. frottement sans : discontinuités normales e t  tangentielles 
gl issement nulles. 

La construction de la méthode a  nécessité la recherche de solu- 
tions élastiques correspondant à l 'appl ication d'une discontinuité normale 
ou tangentiel l e  sur u n  segment d'un milieu élastique plan inf in i .  Cette 
analyse en coordonnées cartésiennes a  é t é  obtenue en ut i l isant  les  poten- 
t i e l s  de Neuber-Papkovitch- 1 6 1 .  La résolution délicate semblait l imiter 
l a  mcthode aux discontinuités constantes. Cependant, une réécriture de l a  
méthode u t i l i san t  une formulation intégrale a  permis de développer d'une 
part, des éléments d 'ordre plus élevé en problèmes plans 15 1 ,  e t ,  d 'autre  
part, de généraliser à l 'espace les solutions obtenues en problèmes plans 
1161. Notons que l e s  solutions que nous appelerons fondamentales ont né- 
cessité des calculs longs e t  non systématiques. En outre, la résolution 
en coordonnées cartésiennes impose que l e  contour so i t  découpé en éléments 
recti l ignes.  Ceci nécessitera une "expérience" dans la discrétisation des 
contours à courbure t r è s  variable. 

L 'apparit ion d'autres techniques de col1 ocation (charges f ic t ives  
1 7 1  ) au début de notre t ravai l  nous a  amené à une réflexion plus géné- 
rale  sur une formulation de ces méthodes d'influence. 11 nous a  alors sem- 
bl6 que l ' i n t ég ra l e  de Cauchy pouvait apporter u n  certain nombre d'avanta- 
ges : 

- une écriture systèmatique de toutes les  solutions fondamentales dérivant 
de conditions imposées sur u n  segment rect i l igne d u  milieu inf in i ,  



- u n  développement simple des solutions fondamentales pour des éléments 
d 'ordre quel conque, 

- u n  cal cul aisé des contraintes e t  déplacement par 1 ' u t i  1 i sation de cal - 
culs en champ complexe (écr i ture  des translation e t  rotation simplifiées) 

- possi bi 1 i  t é  d 'effectuer l e  même type de calcul que" précédemment sur des -- 
arcs circulaires ,  

- d ' u t i l i s e r  la transformation conforme sur l e  cercle ou la droite pour 
obtenir des solutions fondamentales dans le cas de. contours el1 iptiques 
e t  coins par exemple. 

Le chapitre 1 rappelle les principaux résultats d ' é l a s t i c i t é  en 
champ complexe, e t  présente les  conditions aux limites. possibles à formuler 
pour obtenir toutes les  solutions fondamentales correspondant à u n  segment 
recti l igne en milieu inf in i .  

Le chapitre 2 développe l e  cas de la  méthode des discontinuités 
de déplacement. Les potentiels complexes sont définis pour des éléments 
polynomiaux d'ordre quelconque e t  développés dans l e  cas d 'ordre 6. Des 
éléments dégénérés l inéaires  e t  paraboliques permettant de tenir  compte 
de la continuité de déplacement en t ê t e  de f issure sont également présen- 
tés .  Un exemple simple d 'u t i l i s a t ion  de la  méthode e s t  donné. 

Nous avons mis au point u n  logiciel général avec des éléments 
à deux noeuds dans l e  cadre de la méthode des discontinuités de déplace- 
ment (Chapitre 3) .  Des exemples sont présentés pour comparer les éléments 
1 e t  2 noeuds, notamment lorsqu'on s'approche de la  frontière.  

Dans l e  chapitre 4, nous donnons les  solutions fondamentales 
pour les quatre autres méthodes définies à par t i r  d ' u n  seçment en milieu 
inf ini .  Ces solutions ne sont pas développées sauf pour l e  cas d'une é-  
cr i ture  en déplacement où  l 'on  montre l a  d i f f icu l té  spécifique à cet te  
méthode. Cependant, chaque méthode pourra ê t r e  étudiée selon l e  schéma 
de la méthode des discontinuités de déplacement. 

Le chapitre 5 s ' in té resse  aux contours curvilignes. Dans u n  
premier temps, les solutions fondamentales sont écr i tes  pour u n  contour 
circulaire.  Les calculs sont alors totalement développés pour des élé-  
ments 1 e t  2 noeuds. Des exemples numériques u t i l i san t  des éléments 1 noeud 
sont donnés, e t  i l  e s t  précisé les  problèmes numériques inhérents aux 
fonctions multiformes. Dans u n  deuxième temps, les solutions fondamentales 
sont écr i tes  pour u n  contour curviligne quelconque, par transformation 
conforme sur l e  cercle. Le cas de l ' e l l i p s e  e s t  alors présenté. 

Enfin, dans l e  chapitre 6,  nous étudions l'élément "coin" par 
transformation conforme sur la droite.  Les solutions sont développées 
pour u n  élément d'ordre 2 ,  e t  u n  exemple de plaque (coin d ro i t )  e s t  donné. 





Les re la t ions  fondamentales de 1 ' é l a s t i c i t é  1 inéaire plane 
sont exprimées au moyen des potent ie ls  complexes @ ( z )  e t  + ( z )  
qui sont des fonctions analytiques dont l e s  valeurs ,  en t o u t  point 
d u  domaine étudié,  sont  déf in ies  par une in tégrale  de type.Cauchy 
dans l e  plan complexe l e  long d u  contour su r  lequel l e s  conditions 
aux l imi tes  sont connues. 

Dans notre t r a v a i l ,  nous a l  lons rechercher des solutions 
élémentaires correspondant s o i t  à des contra intes  discontinues, s o i t  
à des déplacements discontinus appliqués su r  une fen te  de longueur 
f i n i e  dans l e  plan i n f i n i .  

Dans ce paragraphe, nous a l lons  exposer c e t t e  théorie en 
champ complexe en montrant l e s  d i f fé ren tes  méthodes, correspondant 
aux d i f fé ren t s  types de chargement. 

Dans l e  plan complexe représenté par l e s  variables 
z = x + i y  e t  7 , l e s  po ten t ie l s  complexes + e t  sont l i é s  
aux contra intes  e t  aux déplacements par l e s  re la t ions  bien connues 
de Kolosov-t4uskhelishvili 1121. 

Les composantes d u  tenseur des contra intes  e t  d u  déplace- 
ment s'expriment de l a  manière suivante : . 

u + u = 2 14 '  ( z )  + (Y)] = 4 Re 4 '  ( z )  
xx YY 

où D désigne l e  vecteur déplacement dé f in i  dans l e  plan complexe par : 

Le parametre k permet de passer de l a  contrainte plane a l a  
deformation plane : 



k = 3 - 4 v  en déformation plane 

3 - v  k  = -- en contra inte  plane 
I + v  

p e t  v désignent respectivement l e s  coef f i c ien t s  de Lamé e t  de 
Poisson. 

Figure 1.1. 

Par la s u i t e ,  on aura recours au changement de repere. Con- 
naissant  12s gotent ie ls  e t  n, solutions d u  problème, dans l e  re- 
père ( O ,  x ,  y )  on pourra ~ a l c y l e r  l e s  contra intes  e t  déplacements 
dans u n  au t r e  repère ( o ' ,  x ' ,  y ' )  def ini  par l a  ro ta t ion  e = (t, JI) 
( f i g .  1 .l) a 1 'aide des re la t ions  suivantes :. 

A Y 

a + CJ = u  + a  x ' x '  y l y '  xx YY 

O 

Enfin pour ces rappels ,  notons que l a  résu l t an te  ( X  + i Y)  
des charges appliquees sur un a r c  A B .  s '&ri t  A l ' a i d e  des po ten t ie l s  
comp 7 exe s : 

/ O '  
/ 

8 
1 X - 

/ 

Figure 1 .2 .  



Nous a l lons  ê t r e  amenés à rechercher des solutions élémentaires 
pour des conditions aux l imi tes  appliquées sur  une f i s sure  placée sur  
l ' axe  réel ( f i g .  1 . 2 ) .  Le parcours de c e t t e  fen te  e t  de 1  'axe x ,  dans 
l e - sens  de 1  'axe x ,  d é f i n i t  une par t ie  " G "  e t  une par t i e  "Du d u  plan 
z .  11 e s t  classiquement u t i l i s é  111 1 l e  changement de fonction : 

Notons que ce changement de fonction peut apparaî t re  de l a  f a -  
çon suivante : dans l a  dé f in i t ion  - de l a  résu l t an te  s i  1  'on sup ose l e s  
fonctions déf in ies  pour z  G G par exemple, l a  fonction ((z! n ' e s t  
a lo r s  pas connue. C ' e s t  donc une fonction inconnue que nous appellerons 
n , Cette fonction n sera  déf in ie  arbi t ra i rement  dans u n  premier temps 

(mais correctement pour obtenir  des conditions aux l imites simples) de 
l a  façon suivante : 

on pose X + iY = O dans (1 .3) ,  on change z  en partout  ou z  i n -  
t e rv ien t ,  ce qui correspond bien à l a  dé f in i t ion  ( 1 . 4 ) .  Maintenant s i  
nous sommes capables de déterminer ( ( z )  e t  Q(z), la  fonction + ( z )  
sera calculée par : 

sur l e  segment [-1, + 11 l e s  conditions aux l imi tes  en contra intes  e t  
déplacements fon in te rven i r  l e s  quanti tés a - io,,, e t  ux + iu  . 
Reportons l e s  valeurs de q ( z )  e t  ) '  ( z )  da&! l e s  re la t ions  ( 1  . l l Y e t  
t i rons  l es  quan t i t é s  qui nous in téressent .  

21i(ux + i u -  ) = k ( ( z )  - ( z  - 5) ( 7 )  + n(Z) 
Y 

Passons maintenant aux conditions aux l imi tes .  Si - z tend 
vers x ,  ( x  [-1 + 1) ) du cdte G précédemment de f in i ,  z tend 
vers l e  meme po in t  mais du cbté D .  

Ainsi l e s  conditions en contra intes  s ' éc r iven t  : 

e t  en déplacement : 



G z u  oG ( x )  = k Q ( x )  + gD ( x )  

En ccnbincnt  C E S  r e l a t < o n s ,  nous o b t e n o ~ s  l e s  forau les  de 
Plemelj d u  prcblÈrrie. Pour l e  problkne uniquement en c o n t r a i n t e ,  nous 
curons : 

Pour l e  problème uniquement en d e p l a c e x n t ,  l e s  formules de 
P l e n e l j  s o n t  : 

1,2, riETH3DE D' 1 NFLUENCE, RECHERCHE DE SOLN I ON F@!Dil.'F3flfi,ES DN6 LW 
T;?l~i tu  W~l\ir ARC o l S C O h ~  tS 

l 

1,2,1, PRINCIPE DE L4 HÉIK)DE D ' INFLUENCE 

La methode d ' i n f l u e n c e  e s t  une nethode de co l locc t ion  u t i l i s z n t  
des s o l u t i o n s  é l & n e n t à i r e s  de l a  t h é c r i e  de 1  ' é l a s t i c i t 6  ( so lu t ion  pour 
une f o r c e  concentï6e en  m i l i e u  semi i n f i n i ,  so lu t ion  pour une fo rce  con- 
cen t r ée  en mi l ieu  i n f i n i ,  doub le t  en mi l ieu  i n f i n i  1131 . . . ). Dans ce c a s ,  
on superpose un c e r t a i n  nonbre de c e s  s o l u t ~ o n s  e t  l a  d é t e n i n a t i o n  de l a  
va leur  des  fo rces  concent rees  s ' e f f e c t u e  'par app l i ca t ion  des condi t ions  
aux l i m i t e s .  

Deux q u e s t i o n s  f ondsnenta les  peuvent a l o r s  ê t r e  posees : 

- l e  contour  d ' a p p l i c a t i o n  des  s o l u t i o n s  fondamentales e s t - i l  l e  &me 
que l e  contour r 6 e l  de l a  s t r u c t u r e  ? 

- q u e l l e  so lu t ion  fondcnenta le  c h o i s i r  ? 

Dans l e  c a s  d 'une  d i s t r i b u t i o n  de charges concent r&es ,  c e l l e s - c i  
ne s o n t  en sene ra i  pas mises  s u r  l e  contour 1 8  1 . Une' opt imisat ion de 
l e u r  pos i t i on  p e u t - ê t r e  obtenue par  une nethode de moindres c z r r e s .  Cet te  
fzcon de ra i sonner  peut  ê t r e  " r e n t a b l e "  s i  1  'on t t u d i e  une s t r u c t u r e  A 
geon6 t r i e  f i x e ,  c a r  dzns l e  ca s  de recherche de forme ou d ' evo lu t ion  
Ce geometrie ( p r o p a s a  t i o n  de f i s s u r e s )  c e t t e  methode necessi  t e  des ca l -  
c u l s  orifiexes q u i  peuvent e t r e  l o n g s .  I l  appa ra i t  plus simple que l e s  
po in t s  nodaux s o i e n t  en mene temps l e s  points  de f i x a t i o n  des condi t ions  



aux limites et les points définissant les pcromètres de linécrisat'on. 

En ce qui concerne la deuxième question, i l  semble izportant 
que l'on choisisse des solutions fondamentales aussi proches de la so- 
lution réelle que possible . . .  Par exemple, respect automatique d'un 
bord libre 1101, 115 1 .  La néthode des "disccntinuités de di.placenentU est 
particuliêrenent bien adoptee aux cas des fissures reelles ccr l'ouver- 
ture et le glissement créent bien une discontinuité de déplccement rela- 
tivement aux deux- levres de la fissure. 

Enfin, i l  importera de choisir des solutions fondamentales 
crécnt des sincularités les plus faibles possibles afin de pouvoir avoir 
une précision convenable 1 orsqu 'on s 'approche du contour. 

L'objet du présent travail est de donner une classe de so7uticns 
fondamentales en champ complexe à partir de solutions élastiques en mi- 
lieu infini ccnstruites avec des conditions aux limites discontinues im- 
posees sur un segment [-1, i l ]  

1,2,2, I ~ E T H ( ~ D E  DES DISCONTINUITES 

La théorie des potentiels complexes permet, à partir des 
conditions aux limites en contraintes, ou en deplacenent ou mixtes 
de déterminer les potentiels complexes en résolvant les équations 
de Plemelj. Pour construire la méthode intégrale, i l  est nécessai- 
re de rechercher des solutions singuligres ou elémentaires corres- 
pondant à des conditions aux limites discontinues dans le 'sens 
"Gu par rapport A'D:' 11 peut y avoir deux types de discontinuité : 

- 
1)  une discontinuite de contrainte notée T 

- 
2) une discontinuité de déplacement notée D 

Selon ce que nous venons de dire : 



Dans les  valeurs de T ou D interviendront u n  ce r ta in  norn- 
bre de paramètres qui s e rv i ron t  de paramètres de l i néa r i s a t i on  d u  pro- 
b 1 ème . 

Pour résoudre u n  problème r é e l ,  in té -  
r ieur  ou ex té r ieur ,  borné par u n  con- 
tour C ou plus ieurs  contours, nous 
procéderons de l a  manière suivante. 
(On  supposera que l a  s t ruc tu re  occupe 
la pa r t i e  gauche, ce qui d é f i n i t  l e  
sens de parcours d u  contour). 

l e  étape 

Fiqure 1.3. Discrét isat ion d u  contour en u n  cer-  
tain nombre de segments. Chaque seg- 
ment e s t  a lo r s  considéré comme une. f i s -  
sure .en milieu i n f i n i .  

2e étape 

Application su r  chaque élément de l a  solut ion élémentaire e t  
sommation. 

Calcul des paramètres de l inéar i sa t ion  par f i xa t i on  l a  fron- 
t i g r e  en u n  c e r t a i n  nombre de points appelés points  nodaux. 

La solut ion générale e s t  donc une superposition des solut ions  
él6mentaires. Les paramètres de l i n é a r i s a t i ~ n  é t an t  déterminés, i l  e s t  
possible de connaître l ' é t a t  de contrainte ou de deplacement en tout  
point du domaine par l e s  r e l a t i ons  (1.'1).. , . 

1,2,3, DIFFÉREMS TYPES DE SOLLJTIONS, ÉQUATIONS DE PLEMEW 

. Pour cons t ru i re  l a  solution élémentaire, i l  e s t  nécessaire de 
f a i r e  i n t e rven i r  une d i scon t inu i te  ; A p a r t i r  de (1 . I l )  e t  des equations 
de Plemelj (1.9) e t  (1 ,IO), on peut s 'apercevoir  q u ' i l  e s t  possible de 
const rui re  cinq so lu t ions .  

SOLUTION 1 - Problème mixte avec discontinuitk de déplacement e t  cont i -  
n u i  t e  de con t ra in te .  

Dans c e t t e  so lu t ion  

ce qui u t i l i s e  l e s  equations de Plemelj (1.9a) e t  (1.10a) qui deviennent : 



- A 

G 
Z & X )  = ( k m -  n )  ( X I  - (k $ - Q ) ~ ( x )  

C 'es t  c e t t e  solution que nous a l lons  particulièrement dévelop- 
per', car lorsque la  s t r uc tu r e  comporte e l  le-même des f i s sures  f r o t t an t e s  
ou n o n ,  conditions (1.12) sont exactement l e s  conditions aux l imi tes  
sur  c e t t e  f i s sure .  Nous montreront que c e t t e  solution correspond à l a  
méthode di t e  "des d iscont inui tés  de déplacement développée ces quelques 
dernières années notamment à p a r t i r  des travaux de Crouch 16 1 

SOLUTION 2 - Problème mixte avec discont inui té  de contra inte  e t  cont inui-  
t é  de dé.placement. 

Dans ce cas 

Les équations de Plemelj sont a l o r s  : 

Nous montrerons au chapitre 4 que c e t t e  méthode s 'apparente a 
l a  méthode d i t e  "des charges f i c t i ve s "  1 7 1 e t  que l e s  équations (1.13) 
permettent aisément de l a  général iser .  

SOLUTION 3 - Probleme en déplacement avec discont inui te  de deplacement. - 
Dans ce . ca s  D(x) # 0,'mais nous devons u t i l i s e r  l a  deuxieme 

re la t ion  en déplacement de Plemel j (1 . lob).  I l  r e s t e  donc f a i r e  une 
hypothese sur  DG + D D  . Toutes l e s  hypotheses peuvent Otre valables ; 
cependant, i l  e s t  nécessai re  de trouver 1 e s  so l  utions 61 ementaires l e s  
moins lourdes possibles a f i n  que l e  calcul  numérique qui s 'en  suivra 
prenne l e  moins de temps machine possible. L'hypothese l a  plus raisonna- 
ble que nous avons retenue e s t  de poser : 

(DG + DO) ( x )  = O 

Ainsi : 



S O L U T I O N  4 - Problème en con t ra in te  avec discontinuité de contra inte .  

Cette solution e s t  l a  so lu t i on  duale de la solution 3 en dépla- 
cement avec les mêmes remarques. Nous adopterons donc les équations de 
Plemelj suivantes : 

SOLUTION 5 - Problème mixte avec d i scon t inu i té  de contrainte e t  de dépla- 
cement 

- .  

Dans ce dernier  cas ,  nous aurons T ( x )  6' e t  D ( x )  f O e t  

Cette dernière  so lu t ion  général ise  en f a i t  les  solut ions  1 e t  
2. 

Dans la  s u i t e  d u  t r a v a i l  nous a l lons  développer particulièrement 
l a  solution 1. Au chapi t re  2 ,  nous construirons diverses solut ions  é l é -  
mentaires, avec des éléments plus ou moins compliqués, e t  des éléments 
"dégénérés" pour t e n i r  compte de 1 a compati bi 1 i  t é  des déplacements en 
t ê t e  d'une f i s sure  r é e l l e  dans l a  s t r u c t u r e .  Au chapitre 3 ,  nous exposerons 
l e  logiciel  c i s  au point  à p a r t i r  des r é s u l t a t s  précédents. Au chapi t re  4 ,  
nous examinerons l e s  au t res  so lu t i ons  e t  l e s  comparerons sur des exemples 
simples. Enfin, e t  pour p r o f i t e r  de l a  mi,se,en equation simple du problème 
en champ complexe, nous développerons des éléments curvil ignes ( c i r cu l a i -  
r e s ,  e l l ip t iques  '. ..) q u i  permettront  d ' é v i t e r  une fo r te  d i sc ré t i sa t ion  
dans des zones où l a  courbure va r i e  tres rapidement (par exemple p e t i t  
rayon'de raccordement en t r e  deux d r o i t e s ) .  



SOLUTION,  FONDAMENTA 

ENT 



Dans 1  'é tude  de l a  r é s o l u t i o n  des problèmes é l a s t i q u e s  plans, l a  
méthode des d i s c o n t i n u i t é s  de déplacement se d i s t i n g u e  par  l a  f a c i l i t é  de 
son a p p l i c a t i o n  dans l a  t h é o r i e  des i n t é g r a l e s  de f r o n t i è r e s  ou équat ions 
i n t é g r a l e s .  De p lus ,  e l l e  s ' adap te  pa r f a i t emen t  à l a  t h é o r i e  des p o t e n t i e l s  
complexes en  champ complexe. 

En f a i t ,  l a  méthode de d i s c o n t i n u i t é  de déplacement cons i s t e  à 
imposer sur  un segment, en m i l i e u  i n f i n i ,  un  champ de déplacement d i s c o n t i n u  
e t  un champ de c o n t r a i n t e s  con t i nu .  A i n s i ,  se l on  l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  
imposées su r  un segment de f r o n t i è r e ,  l e s  équa t ions  de P leme l j  pe rmet ten t  
d ' exp r ime r  l e s  f onc t i ons  p o t e n t i e l l e s  @ e t  n, s o l u t i o n s  de base du p r o b l è -  
me, sous forme d ' i n t é g r a l e  de Cauchy. A p a r t i r  de c e t t e  f o rmu la t i on ,  on 
peu t  déterminer  1  ' é t a t  de c o n t r a i n t e s  e t  déplacements en t o u t  p o i n t  du do- 
maine é tud ié ,  

Enf in ,  une méthode numérique peu t  ê t r e  app l iquée  à l a  méthode des 
d i s c o n t i n u i t é s  de déplacement q u i  c o n s i s t e  à d i s c r é t i s e r  l e  con tour  du do- 
maine en éléments l i n é a i r e s  de t e l l e  manière à f a i r e  a p p a r a î t r e  l e s  s o l u t i o n s  
é lémenta i res  su r  chaque segment. Cependant, on peu t  c a l c u l e r  1  ' é t a t  de con- 
t r a i n t e s  e t  déplacement, en t o u t  p o i n t  du domaine, p a r  supe rpos i t i on  de t o u -  
t e s  l e s  s o l u t i o n s  é lémenta i res  r e l a t i v e s  à chaque segment. 

On peut  remarquer l ' i n t é r ê t  de c e t t e  méthode numérique qu i  con- 
s i s t e  à d i s c r é t i s e r  uniquement l e  contour  e t  non l e  domaine t o u t  e n t i e r  
e t ,  de p lus,  donne des s o l  u t i o n s  rapidement convergentes.  

Z12  ELUVENTS D'ORDRE 1, SOLUTION ELEMWTAIRE 

On se propose de dé te rminer  l e s  f o n c t i o n s  p o t e n t i e l  l e s  @ e t  n, 
s o l u t i o n s  du  problème, En e f f e t  s o i t  un domaine i n f i n i  contenant  une f i s s u -  
r e  représentée par  un segment [-1, 11 où on imposera un champ de déplace- 
ment D d i s c o n t i n u  e t  un champ de c o n t r a i n t e s  T con t i nu .  Ces c o n d i t i o n s  
aux l i m i t e s  s e r o n t  exprimées en f a i t  pa r  l e s  équa t ions  de P leme l j  (1.12) 
pou r  x z  [-1, 11 : 

A 

où D(x)  désigne l a  d i s c o n t i n u i t é  de déplacement d é f i n i e  pa r  : 

oG(x) - gD(x )  ' - l < x < l  
A 

Ainsi, l a  s o l u t i o n  généra le  du problème dépend de l a  na tu re  de l a  
d i s c o n t i n u i t é  D(x ) .  On se propose l e  c h o i x  de D(x) sous forme d 'un  po lynô-  
me du p remie r  degré e t  à c o e f f i c i e n t s  dans & : 



Comme l e s  contraintes e t  les  rotations sont nulles à 1 ' in f in i  e t  
compte tenu des relations ( 1  . l )  e t  (1.4),  on en déduit que: 

Cependant, la première équation de (2 .1 )  donne : 

D'autre part ,  comme D(x) e s t  lipschitzienne d'ordre 1 sur 1-1, 11 
e t  que les déplacements e t  les  rotations sont nuls à l ' i n f i n i ,  l a  deuxième 
équation de (2 .1  ) donne : 

Donc d'après les  relations (2.3),  (2.5) e t  (2.6), on en déduit : 
z - 1  

@ ( z )  = 3-- 2a1 + ( a z t b )  Log -=] 
n(z) = - Q ( Z )  

Les coefficients a e t  b représenteront les  paramètres de l inéa- 
r isat ion permettant de résoudre tout problème élastique plan. 

2 , 3 ,  CONDITION LIMITE - METHODE NUVlERIQUE SUR UN EXBVlPLE SIMPLE 

-t Soit  u n  milieu plan présentant une f issure recti l igne portée par 
l ' axe  O X ,  centrée à l ' o r ig ine  e t  de longueur 21' Le problème peut ê t re  réso- 
lu selon les  conditions imposées sur l a  f ront ière  so i t  en contrainte, so i t  en 
déplacement, s o i t  mixtes en contrainte e t  déplacement. On détai l lera  les deux 
premiers cas : 

2.3.1. CONDITIONS LIMITES EN CONTRAIN~È : 

L'expression de l a  charge appliquée sur les  deux lèvres de la f i s -  
sure s ' é c r i t  d 'après (1.7) e t  (2.7) : 

Les relat ions (2.8) prouvent bien la  continuité des contraintes o 
e t  o à t ravers  les  lèvres de l a  f issure.  Y Y 

XY 

Maintenant, nous allons ê t r e  amenés à déterminer les deux fonctions 
@ l G  e t  @ I D  e t  ceci en u t i l i s an t  l a  détermination logarithmique de la fonc- 
tion multiforme ~ ' ( z ) .  E n  e f f e t ,  d'après (2.7), on obtient : 

@ ' ( z )  = .-J a  log ZcT + II [ - w l  z - 
s o i t  alors pour 1x1 < 7 



e t  enfin pour I x l > l  

D 1 - X  @' (x)=&)  a(Log T, - in)  + 

G D 
O' ( x >  = 0 1  ( x )  = h- [a ~ o g  + 21Xp y+?]  

La méthode numérique que nous allons présenter consiste à placer u n  
nombre f in i  N de segments sur 1-1, 11 de t e l l e  sor te  que sur chaque segment 
la discontinuité de déplacement so i t  de l a  forme D(x) = a x + b avec a e t  b 
z $, (figure 2 .1)  

Fiqure 2.1 

Ainsi l a  charge appliquee, sur  l e  n- segment due a l a  n e  discontinuité 
- O n ,  au point x E ] X ~  - ln ,  'n 4 ln[ s ' e c r i r a  d'après les  relations (2.8), (2.10) 

e t  (2.11) : 

e t  l a  charge appl iquee, sur l e  ng  segment due à l a  pg discontinuite Ô , au 
point x F ]  x n -  l n ,  xn + l n  [ s 'ecr i ra  dlapr$s l e s  relations (2.8) e t  P(2.12) 

(2.14) 

( x - x  ) a  + b ' .  

+ ~ ~ P ~ ]  
e Donc l a  charge t ~ t a l e  appliquée, sur l e  n= segment due aux N! dis- 

continuites, au point x G ]  x n - l n ,  xn + l n [  s ' ec r i r a  par superposition des 
relat ions (2,13) e t  (2,14) : 



G -io 1 ( ~ $ 0  1-  
(OYY XY n n 

N 
(2.15) 21i (x -xp) - l p  a (x-x ) + b  

P 

1 
" [ap Log ( x  - , ) + + 21 

+ m P IP  (x - X ~ ) 2  - 121 P 

pfn 
Maintenant, on va essayer de défigir les coefficients a p  et b pour 

chaque segment. Pour ce1 a, considérons le n= segment [xn - 1 n, xn + 1 n] P 
rapporté à son repère local d'origine xn (figure 2.2) 

Figure  2.2 

Dans le nP segment, l a  discontinuité Bn(x) s'ecrit sous la forme 
suivante : 

(2.16) = an x + b, pour tout x E[-ln, ln] 

Rappel ans l a  definition de 1 a discontinuité de deplacement : 
- 

D 
(2.171 ecx) = oG(x) ,D''(XI = (UG - UD) (XI + i (VG - v )(XI- 

où û et P designent respectivement les discontinuites tangentielle et normale. 

On posera : 

où D; et D; representent les discontinuites du deplacement aux extrêmites du 
segment [-ln, ln]. 



D'autre par t ,  d'après l e s  relations ( 2 . 1 6 )  e t  (2 .18) ,  on peut t i r e r  
les  expressions des coefficients an e t  bn 

+ + 
A - +  i(Gn - Y n - )  û - u n  

- n 
a n  

( 2 . 1 9 )  
21  n 

û + +  n 6 - + i ( t , ' + 3 - )  n n 
b = n 2 

Cependant, l a  relation (2.15) ~ o u s  montre que la  charge s'exprime 
en fonction des quatre discontinuités û- , û+ , Y- e t  3+. Ainsi, on obtient 
u n  système de 2N équations réel les  dont les  inconnues sont û - , û,,+ , Y - 
e t  3; pour p = 1 ,  . . . , N .  Cependant, pour que l e  système P. P 

r 

'soit résolvable, i l  s u f f i t  d 'avoir  Z N  équations supplémentaires. Pour cela, 
on sera i t  amené à imposer deux charges, sur chaque segment l x n  - l n ,  x n  t l n [  , 
appliqués aux points xi e t  x i  s i tués  symétriquement par 

rapport à l 'or igine.  Ces points nodaux seront définis par la  paramétrisation 
suivante : 

Le système d'équations algébriques précédent se  t radui t  sous la forme 
matriciel l e  suivante :. 

2 , 3 ' 2 ,  CONDITIONS LIMITES EN DEPLACEMENT 

C'expression d u  déplacement sur 1 a lèvre supérieure de 1 a fissure 
s ' écr i ra  d'après (1 .6)  e t  (2.7) : 

Donc de façon anal gue n u t i l i s an t  la détermination logarithmique 
des fonctions multiformes m e  etamg , l e  déplacement sur la  lèvre svperieure 
d u  n e  segment, dû a l a  nP discontinuité D,, au point x E I X ,  - l n ,  X, + I n [  
s ' é c r i r a  : 



e 
De même l e  déplacement sur la  lèvre supérieure du n =  segment, 

d û  à la pe discontinuité Dp au point x S IX ,  - l n ,  x + 1 [ s ' éc r i r a  : n n 

e  Ainsi le déplacement total  sur la  lèvre supérieure d u  n =  segment, 
& d û  aux N discontinuités au point x e]x - l n ,  x + 1 [ s ' éc r i r a  par super- 
position des relations (2.23) e t  ( 2 . 2 4 )  :n  n n 

- '  k a  1 + ( a , x + b , ) ~ o g ~ - -  + ( u X + i u ) ( x ) = - m  + 
N 

l n  + x  
(2.25) 

k - 1  

a n x + b n  
+ -zm,-mr p3 2a 1 + ( a  ( x - x  ) + b  )Log - ( x - x  + [ P P  P P P 

P Z ~  P )  
P 

Cependant, en u t i l i s a n t  les  relations (2 .19)  e t  (2.20), on ob- 
tiendra u n  système de 4N éauations rée l les  dont les  inconnues seront en- a - ,  g -  e t  Y + ; qui se traduira sous l a  forme matricielle sui- ::',Fe : P  P P P 

Soit  ug domaine élastique plan inf ini  présentant une fissure por- 
tée par 1 'axe OX , centrée à 1 'origine e t  de longueur 2 L ,  soumise une 
pression uniforme p = E ( E  module de Young). On découpe la  f issure en N 
segments de mème longueur 21 = 2 L / N  

La figure (2.3) présente l a  courbe des discontinuités normles Y 
comparée à la courbe réel l e  d u  déplacement normal. L'équation de cette cour- 
be rée l le  e s t  donnée par l a  relation suivante 1141. . 

Les points nodaux donnant 1 a  meilleure approximation sont si  tués 
symétriquement par rapport au centre de chaque segment en prenant x =0,707 
dans l a  relation (2.20). On remarquera que ces points nodaux peuvent ê t r e  
obtenus en u t i l i san t  l e s  polynômes d'approximation de Tchebycheff. 

L'exemple t r a i t e  l e s  cas où l e  nombre de segments pr i s  sur la f i s -  
sure e s t  N = 5 ( f ig .  2,3a),  N = 10 ( f ig .2.35) .  On remarque qu'on obtient 
une bonne approximation lorsque N augmente, cependant l e  problème majeur 
reste  en tê te  de f issure où l e  déplacement ver t ica l ,  nul, n ' e s t  pas assuré. 



Figure 2.3 .a : Courbe de l a  d i scon t inu i t é  de 
déplacement comparée à la  courbe r é e l l e  

v = 0,25 c o e f f i c i e n t  de Poisson 
N = 5  nombre de segments 
L = 5 demi- longueur de l a  f i ssure  

Figure 2. 3. b : Courbe de Za d i scon t inu i t é  de 
-< > 0, ,. 

-- b- z" EJ' 
déplacement comparée à la  courbe réeZIe .P 

v = 0,25 c o e f f i c i e n t  de Poisson 
IV = 10 nombre de segments 
L = 5  demi-longueur de l a  f i s sure  



2,4, ELEMENTS DEGENERES 

2,4,1, ELEMENT LIREAIRE EN TETE DE FISSURE 

D ' a p r è s  1 'exemple étudié ci-dessus, on remarque que 
1 'approxiiilation e s t  moins bonne en tê te  de f i ssure .  Cela e s t  dû  au 
f a i t  que la discontinuité D e s t  non nulle aux extrêmités de l a  f i s -  
sure. Cependant, p o u r  évi ter  ces défauts de convergence, on se propo- 
se  d 'étudier une solution élémentaire qui consiste à u t i l i s e r  u n  é lé-  
ment l inéaire de l a  forme D ( x )  = a  x +  b qui vér i f ie  l 'une  des deux 
tondi tions suivantes : 

En u t i l i s a n t  ce type de solution, la t a i l l e  de la  matrice d ' i n -  
fluence se réduit  à (4N-4; 4N-4) où N désigne l e  nombre de segments 
choisis sur l e  segment [-1, l ]  . Cependant, en reprenant 1  'exemple de l a  
f issure,  on remarquera qu'on obtient une bonne approximation 1  orsqu'on 
choisi t  une d iscré t i sa t ion  f ine  en tê te  de f issure (figure 2.4a) 

Mais ce type de discrét isat ion f ine  en t ê t e  de f i s su re  nous 
amène finalement à augmenter l a  t a i l l e  de l a  matrice. 

La f igure  ( 2 . 4 )  présente 1  es discontinuités de déplacement 
normales avec u n  élément l inéaire  en t ê t e  de f i ssure .  La t a i l l e  l1 
du segment en t ê t e  é t an t  respectivement l e  dixième (f igure 2,4 . a )  e t  
égale (figure 2.4. b )  de ce1 l e  des autres segments. 

Remarquons que l e s  résul ta ts  seront encore meilleurs s l  on 
choisi t ,  en t ê t e ,  une discrét isat ion progressive en t a i l l e .  

Courbe de la discontinuité de déplacement avec élément 
l i néa i re ,  comparée d l a  courbe r é e l l e  

v = 0,25 Coefficient de Poisson 
N = 10 Nombre de segments 
L = 5  demi-longueur de Za f i s sure  
Li= L/41 demi-longueur de l 'élément en t ê t e  



Figure 2.  4. b : 

Courbe de Za d i scon t inu i t é  de dépzacement avec Z'éZé- 
ment l i n é a i r e ,  comparée à Za courbe rée, l le  

v = 0,25 Coe f f i c i en t  de Poisson 
N = 10 Norhre de segments 
L = S  demi-longueur de Za f i ssure  
Z1= L/S demi-longueur de Z1éZément en t ê t e  

2,4,2, ÉLQIENT PARABOLIQUE EN TETE DE FISSURE 

Le choix d ' u n  élément l inéa i re  en tê te  de fissure nous montre 
que ce t  élément ne s u i t  pas t o u t  à f a i t  l ' a l l u r e  de l a  courbe réel le  
e l l ipt ique en t ê t e  de f i ssure .  Toutefois, on peut se  proposer d 'é tudier  
une autre solution élémentaire qui consiste à u t i l i s e r  u n  élément para- 
bolique en tê te  de f i s su re  dont l e  sormet e s t ,  s o i t  en ( - 1 0 )  so i t  en 
( 1  ,O) d 'équation respective : 

y e t  y '  désignant les  paramètres de l inéarisation qui seront 
déterminés par 1 es conditions aux limites. 

Les fonctions potentielles 0 qui déterminent ce t te  solution 
s 'écrivent : 



La figure (2.5) représente les discontinuités de déplacement 
normales avec l'élément parabolique en tête de fissure. La taille l 1  du 
segment en tête 6tant respectivement le dixième (figure 2.5.a) et égale 
(fig.2.5 . b )  de celle des autres segments. 

Figure 2.5.a : 

Courbe de l a  d i scon t inu i t é  de déplacement avec élé- 
ment parabolique, comparée à la  courbe r é l l e  

v = 0,25 Coe f f i c i en t  de Poisson 
N = 10 Nombre de segments 
L = 5  demi- longueur de l a  f i ssure  
11= L/41 demi-longueur de l 'élément en t ê t e .  

Figure 2.5.b : 

Courbe de l a  d iscont inui té  de déplacement avec élé-  
ment parabolique, comparée à l a  courbe r é e l l e  

v = 0,25 Coef f ic ient  de Poisson 
N = 10 Nombre de segments 
L = 5  demi- longueur de l a  f issure 
L i  = L/5 demi-longueur de l 'élément en t ê t e .  

En utilisant ce type de solution, la taille de la matrice 
d'influence se réduit à (4N-4, 4N-4). En plus, on peut obtenir une 
bonne approximation en prenant cette fois c i  une discrétisation large 
en tête de fissure (figure 2.5.b). 



2,5, EB'ENTS D'ORDRE SUPERIEUR 

On remarque que d 'après  1 ' é q u a t i o n  de Plemel j (2.6) ,  l e s  
f o n c t i o n s  p o t e n t i e l l e s  m e t  s2 dépendent de l a  na tu re  de l a  d iscon-  
t i n u i t é  de déplacement B. Les r e l a t i o n s  (2 .7)  o n t  é t é  obtenues en 
p renan t  B (x )  sous l a  forme d ' u n  polynôme de degré 1. L ' i n t é r ê t  de 
l a  p r é s e n t a t i o n  de l a  s o l u t i o n  fondamentale sous l a  forme d'une i n t é -  
g r a l e  de Cauchy e s t  de pouvo i r  a isément-déterminer  c e t t e  so l  u t i o n  
pour  une d i s c o n t i n u i t é  de déplacement D ayan t  forme po lynomia le  de 
degré quelconque. A t i t r e  d'exemple, prenons un polynôme d ' o r d r e  5, 
à c o e f f i c i e n t s  complexes : 

a ,  b, c, d, e e t  f dés igne ron t  l e s  paramètres de l i n é a r i s a -  
t i o n .  

Donc d 'après  l e s  r e l a t i o n s  (2,5), (2 .6)  e t  (2.32), on d é d u i t  
l e s  express ions des p o t e n t i e l s  m e t  n : 

z - 1  m(z) = &- [ ( a z 5  + b z 4  + c z 3  + d z 2  + e z  i f )  Log ZtT 

(2.33) + 2 a l  z 4 + 2 b l  z 3  +(y + 2 c l )  zZ  + (y + 21 d) z 

La s u i t e  des c a l c u l s  r e s t e  i d e n t i q u e  à ceux menés au paragra-  
phe 2.3 
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DISCONTI NUITE DE DEPLACEMENT 

ELEMENT D'ORDRE 2 -  

LOGICIEL DE CALCUL 



Dans l e  cadre de l 'é tude de l a  méthode numérique des discontinui- 
tés  de déplacement, on étudiera l ' inf luence d'un segment, associé à sa pro- 
pre discontinuité,  sur u n  autre  segment. Dans l e  cas de 1 'exemple étudié 
(chapitre I I )  pour la f i s su re ,  les  segments d iscré t i sés  avaient la  même 
orientation. Maintenant, nous a1 lons examiner l e  problème général de 1 ' in- 
fluence de segments orientés arbitrairement par rapport à u n  repère global. 
Ceci nous permettra de déterminer l ' é t a t  des contraintes e t  déplacements 
en tout  point du  domaine, y compris l e  contour. Enfin, on fera une mise 
au point d u  logiciel permettant la résolution de tout  problème élastique 
pl an. On t r a i t e ra  quatreexempl es  dans 1 e cas d '  une plaque rectangulaire sou- 
mise à une traction , d'une plaque inf in ie  percée d'un trou circulaire  
soumise à une pression constante, d ' u n  cylindre creux soumis à une pression 
interne e t  enfin une plaque inf inie  percée d'un trou circulaire  soumis à 
une pression sur deux cadrans opposés. 

32, CHANGPIENT DE REPERE - EXPRESSIONS DES CONTMINTES FT DEPLACEJvENS 

3,2,1, CHANGEMENT DE REPERE 

1 Connaissant l e s  contraintes e t  déplacements dans l e  repère 
( O ,  x ,  y&, on pourra l e s  calculer dans u n  autre  repère ( O ,  t, n )  d'angle 
8 = (x, ) 43 l ' a ide  de l a  transformation affine1 suivante (f igure 3.1) : 

Figure  3 . 1  

6' &tant  d 'affixe z o  par rapport au repere (O, x, y ) ,  l e  point M d ' a f -  
f ixes  z e t  z '  respectivement par rapport aux reperes (O, x ,  y)  e t  
( O 1 ,  t, n). 



Les relations de KOLOSOV-b1USHKELISHVILI exprimées dans le repère 
( O t ,  t, n) s'écriront alors : 

2 i e 
'nn - Ott - Zia = e nt - a - Zia ) ( ~ y y  xx XY 

Ainsi connaissant les fonctions potentielles, solutions élémen- 
taires, dans le repère (0, x, y) les contraintes et déplacements peuvent 
être exprimés dans le repère (0, t, n) 1  'aide des relations (1.1) ,  (1.4) 
et (3.2) : 

G =Re {a' (z)+W) - eZi8[m' (z)+(z - 7)  Q I '  (z) + 5' (z)] 3 n n 

Remarquons que 1 'expression de ott s'obtient en remplaçant 
'2" par -e e dans 1 'expression de et que n(z) = - ~(z) n n 

3,2 ,2 ,  SEGMENTS ORIENTES ARBITRAIREMENT. 

Soit un domaine p l a n  élastique infini rapporté au système de 
coordonnées x O y (figure 3 . 2 ) ,  contenant N segments orientés arbi- 
trairement de longueur 21 k ,  k = 1 , 2 , . . , N 

F i g u r e  3 . 2  



Les centres des segments O sont déf inis  par l e  nombre com- 
plexe z 0  = x i  + iyk . E t  s o i t  le  rebère local l i é  au ke segment 

k 
tk O k  n k  d o n t  1 'axe O k  tk coïncide avec la dro i te  portant le  segment 

de contour e t  f a i t  un angle e k  avec l ' axe  O x : 

Soit un  point quelconque M d'aff ixes  respectives e t  z 
par rapport aux reperes locaux tk  O k  n k  e t  t O n D'apreZk la  P 

P P P.  
relation (3. l ) ,  on peut écr i re  : 

Cependant, l e s  contraintes e t  déplacements au poing M s i t u é  
sur l e  pe segment dûs à 1 'influence de l a  ke discontinuité Dk re la t ive-  
ment au repère local tk O k  n k  s 'écr ivent  en u t i l i s a n t  les relat ions (3.3) 
au point zk défini  par (3.5). Les potentiels m e t  n sont décr i t s  dans 

l e  repère tk O k  n k  e t  exprimés en fonction de l a  discontinuite de depla- 
cement D k .  

La méthode numérique décrite dans l e  chapitre précédent 2.3 
peut ê t r e  étendue à des domaines plans ayant des contours quelconques 
(figure 3.3). Ces contours s e r o ~ t  d iscré t i sés  en une suite de segments 
recti l ignes considérés comme des discontinuités dans u n  plan in f in i ,  e t  
ce, en u t i l i san t  l e s  relat ions (3.3) e t  (3.5) 

Figure 3 . 3  



Le problème peut ê t r e  résolu selon les  conditions imposées sur 
la  f ront ière ,  so i t  en contrainte, s o i t  en déplacement, s o i t  mixtes en con- 
t r a in t e  e t  déplacement. 

3,3 '1, CONDITIONS AUX L IM ITES  EN CONTRAINTE - MATRICE D' INFLUENCE 

Supposons que l e  contour s o i t  discrét isé  en N segments. L'ex- 
pression des contraintes o e t  on t  en tout point d u  pe segment dûes 
à l a  ke discontinuité D k  " s ' écr i t  d'après (3.3) e t  (3 .5)  

k avec e = e - e k ,  m k  e t  nk  désignent les  potentiels é c r i t s  dans l e  k e  
P P 

segment. D'après (2.7) e t  (2.19), l e s  relations (3.6) s 'écr ivent  : 

( O  ) k  = 2H((Re A )  9; + (Re B) 9; r- (Im C )  û k  + (1m D )  13;) 
n n  P 

(3.7) 
( O  ) k  = 2H((Im E )  iik + (Im F )  O; + (Re G )  Û; + (Re 1) 0:) 

n t  P 

avec 2H = CI m I I  

Les expressions B ,  D y  F e t  1 s'obtiennent en remplaçant l k  
par - l k  respectivement dans les  opposés des expressions de A, C ,  E 
e t  G.  

- 
A + 

Les inconnues Û k  , u k  , 9; e t  Y; représentent les  disconti- 

nuités de déplacement tangentielles e t  normales du: ke segment (2.18). 

Ainsi les  contraintes to ta les  (a ) e t  ( o  ) en tout point 
n n  n n t  n 

t' I-' 
du pe segment dûes aux N discontinuités s'exprimeront par superposi- 
t ion des relations (3.7) e t  (3,8) : 



Donc, comme au paragraphe 2.3. l . ,  on obtient u n  système de ZN 
équations réelles dont les  inconnues sont û- û ' Y - e t  S i  pour 

P'  P Y  P 
p = 1, . . . , N .  Cependant, pour que l e  système so i t  résolvable; i l  s u f f i t  
de prendre 2N équations supplémentaires, en imposant deux charges sur 
chaque segnient appliquées aux deux points nodaux définis par rapport au 
ke segment : 

On remarque que dans l e  cas de 1 'influence du pe segment sur  
lui-même ( k  = p ) ,  on obtient l e s  relations (2.20). 

Enfin, l e  système d'équations algébriques se  t radui t  sous l a  
forme matricielle suivante : 

I De façon analogue, en imposant l e s  conditions aux limites en 
déplacement, i l  s u f f i t  d ' u t i l i s e r  les  re la t ions  déplacements (3.3) e t  
(2.23) aux points nodaux définis par (3.10) : 

N - 
(ut) = I H '  ((ReA) Y k  + (Re B) O: + (Im C )  ûk + (Im D )  0;) 

p k = l  
(3.12) N 

(un) = 8 H l  ((Im A )  9: + (Im 8) gk+.- (Re C) 0; - (Re D) il;) 
p k = l  

1 avec H '  = + 



Les expressions B et D s'obtiennent en remplaçant l k  par 

- lk respectivement dans les opposés des expressions de A et C. 

Le système d'équations algébriques (3.12) se traduit sous la 
forme matriciel le suivante : 

3, 3,2,  MISE AU POINT D'UN LOGICIEL 

La résolution des systèmes d'équations algébriques (3.11) et 
(3.14) nous permettent ensui te de déterminer les contraintes et déplace- 
ments en tout point du domaine en utilisant les relations (3.9) et (3.12). 
La structuration du programme est la suivante : 

1 Données géométriques et élastiques 1 

Discrétisation du contour. Condi- 
tions aux limites 

l Construction du système d'équations en conditions aux limites 

1 

Résol ution du système. d '  équations 

Calcul des contraintes et 
déplacements sur le contour 

Calcul des contraintes et dé- 
placements en des points quel- 

conqu&s du domaine 



On étudiera dans ce paragraphe une comparaison en t r e  l e s  nié- 

thodes des d iscont inui tés  de déplacement a f f i ne  (d 'ordre  2 )  e t  constante 
(d 'o rdre  1 ) .  On chois i ra  quatre exemples : plaque rectangula i re  soumise 
à une compression,plaque i n f i n i e  percée d'un trou c i rcul  a i r e  sous pres- 
s ion,  cylindre creux soumis à une pression interne,  e t  enf in  une plaque 
in f in ie  percée d ' u n  trou c i r c u l a i r e  sousmise à une pression sur  deux 
cadrans opposés. On  portera l ' é t u d e  en des points proches d u  contour d u  
domaine où interviennent généralement l e s  e f f e t s  de bord. 

3 4,1, PLAQUE RECTANGULAIRE SOWI SE A UNE COMPRESSION 

Soi t  u n  domaine é l a s t i que  plan i n f i n i  présentant une plaque 
rectangulaire,  centrée à l ' o r i g i n e ,  soumise à une compression uniforme 
p  = E (E  module de Young) suivant  l e s  deux largeurs ( f i gu re  3  .4)  

On d i s c r é t i s e  l e  contour 
de la  plaque en N seg- 
ments de longueur identique. 

thodes des d iscont inui tés  de déplacement d 'ordre 1 e t  2  par rappor t  aux 
valeurs théoriques respectivement sur l e s  d ro i t es  x = 1 ,9  L/2, y = 0,9 112 
e t  y = O .  Sachant que oxv = O sur l e s  t r o i s  droi tes ,  l e s  f igures  (3.5.c) 

L 

4 

e t  (3.6.c) présentent de i  courbes en e r reur  absolue. 

- On chois i ra  comme rapport 
de dimension L/1 = 2 e t  

L A %  A 

:=-a 
* 

# **.'** 
.*** i i I O  . ' ;  

&-+-% Y 4-y . . . - .#,cl.. : * 
a .  * . # 

-10 4 ) ;  
' *  . i 
*** *.ma i 

F i g u r e  3.5.a F i g u r e  3.5.b 

~ X X  x = 1,9 L/2 OYY x = 1,9 L/2 

O < y <  112 O < y < 112 

Ii -t + 
* 

- + pour coe f f i c i en t  de Poisson 
+ v = 0,25 e t  N = 12. - 

O -- 
+ On é tud ie ra  dans c e t  exemple, - 1 E ta t  des con t ra in tes  uxx,  

a e t  a - c a l cu l ée s  par l e s  
F i g u r e  3 - 4  Y Y X Y  

méthodes de d i scon t inu i tés  de 
I déplacement d ' o rd r e  1 e t  2 sur 

des d r o i t e s ,  para1 l è l e s  aux 
axes de l a  plaque, proches du contour. Pour une même t a i l l e  de matrice d ' i n -  
fluence (48, 48) l e s  f igures  (3 .5 ) ,  (3.6) e t  (3.7) présentent  l e s  courbes 
d ' e r reurs  des valeurs des con t ra in tes  uxx, o  e t  o  données par l e s  mé- 

I Y Y XY 



k . .  . m i  

a . .  .-. m . .  . a .  

p :#- , . a "  a , , . . .  i . ' :me : i  - a  

*a+&< 
a---\m 

Fiqure 0.5.c 

O XY 
x = 1,9 L/2 

O <  y < 1 /2  

Figure 3.6.a 

O x x  y = 0,9  112 

O  < x < L/2 

Fiqure 3.6. b 

O n  y = 0'9 112 

O < x < LJ2 

Figure 3 .6 . c  

---m --- 1 noeud O < x < L/2 
- 0- 2 noeuds 



8 
s 
s 
8 
8 
8 
s 
s 

F i g u r e  3.7.a i 

8 
8 
8 
8 

s 
8 
m 
m 
m 
8 
8 

F i g u r e  3.7.b • 
8 

- - - 1 noeud 

- 2 noeuds 

On remarque que, d'après l e s  figures (3 .5) ,  (3.6) e t  (3.7) ,  l a  
méthode des discontinuités de déplacement d 'ordre 2 e s t  pl us convergente 
e t  donne, d'une façon globale, de meilleurs résu l ta t s  hors des coins de 
la plaque. 

3,4,2, PLAQUE 1 NF1 N I E  PERCEE D'UN TROU CIRCULAIRE SOUS PRESS ION 

Soit u n  trou c i rcu la i re ,  de rayon a ,  soumis à une pression uni- 
forme p=E dans u n  milieu élastique inf in i  (figure 3 3 ) .  

On d iscré t i se  l e  contour c i rcu la i re  en N 
segments de longueur identique. On choisira 
v = 0,25 e t  N = 16. Là encore, on va étudier  
1 ' é t a t  des contraintes or,, u e e  e t  ore cal-  

culées par les  méthodes des discontinuités de 
déplacement d 'ordre 1 e t  2 sur des droi tes  
radiales. On se limitera seulement sur des 

x rayons voisins du  contour, pu,isqulen des 
points éloignés du contour les  résu l ta t s  
sont meilleurs. E t  par raison de symétrie, i l  
s u f f i r a i t  de choisir  u n  seul rayon de direc- 
tion e = O par exemple. Ainsi pour une même 
t a i l l e  de matrice d'influence (64, 64),  l e s  

F i g u r e  3.8 figures (3. 9.a) e t  ('3.9. b) présentent l e s  



courbes d'erreurs relatives des valeurs des contraintes urr et u 0 8 
données par les méthodes des discontinuités de dépJacement d'ordre 2 
et 1 par rapport aux valeurs théoriques pour 1 < a 6 1,5. 

Figure  3.9.a Figure 3 .9 .  b, 
r 

O 8  8 1 < a <  1,5 

--- --- 1 noeud 

- e- 2 noeuds 

On remarque ici encore que la méthode des discontinuités de 
déplacement d'ordre 2 donne de meilleurs résultats en des points proches 
du contour circulaire. En effet, d'après la figure (3.9a), pour r/a = 1 ,O5 
la variation relative de urr atteint - 15 %, alors qu'on obtient - 56 % 

dans le cas de la méthode d'ordre 1. 

a 
3,4,3  CYLINDRE CREUX SOUvlIS A UNE PRESSION INTERNE 

Soit un milieu élastique cylindrique c(rl, r2) rl < r2, centré 
à l'origine, subissant une pression uniforme interne p = E (figure 3.10). 

On discrétise le contour en N segments 
de longueur identique vérifiant la con- 
dition N1 r2 = N2 ri. Ni et N2 désignant 
respectivement les nombres d'éléments l i -  
néaires choisis sur le petit contour et 
le grand contour. On prendra v = 0,25 et * N = 96. De la même façon que l'exemple 3.4.2 

, i l  serait intéressant d'étudier l'état 
des contraintes urr, u 

8 8  et Ore en des 
points proches du contour. Par raison de 
symétrie, on choisira un seul rayon de 
direction quel conque. Pour une même tail le 

F i g u r e  3.10 de matrice (384, 384) les figures (3.11) 



e t  (3.12) présentent l e s  courbes d 'erreurs  relat ives  des valeurs des 
contraintes u r r  e t  u e e  données par l e s  méthodes des discontinuités 

de déplacement d 'ordre 1 e t  2 par rapport aux valeurs théoriques res- 
pectivement pour 1 < r / r ,  ( 1,225 e t  0,95 6 r / r 2  < 1 .  

Figure 3.12.a 

F--"l.a 

Figure 3.12.b .-- . :? 

--- --- 1 noeud 

- 0- 2 noeuds 



On remarque encore que la méthode des discontinuités de dépla- 
cement d'ordre 2 donne de bons résu l ta t s  au voisinage d u  contour. Les 
valeurs de u r r  sont relativement meilleures du  côté d u  contour chargé, 

par contre les valeurs de u e e  l e  sont du côté d u  contour non chargé. 

3,4,4, PLAQUE I N F I  N I E  PERCEE D'UN TROU SOUvlI S A UNE PRESSION SUR DEUX 
CADRANS OPPOSES, 

Soit  u n  milieu élastique inf ini  présentant u n  trou c i r cu la i r e ,  
de rayon a  e t  centré à l 'o r ig ine ,  soumis à une pression sur deux cadrans 
opposés (figure 3.1 3). 

F i g u r e  3 . 1 3  

r 1 < 5 < 2. ore = O pour 0 = O 

On d i scré t i se  l e  contour en N segments 
de longueur identique. On choisira v = 0 , 2 5  
e t  N = 32. On étudiera l ' é t a t  des contrain- 
tes  u r r ,  u e e e t  O r e  sur quatre rayons voi- 
sins du  contour de directions respectives 

3lT IT Il x e = O , e =  TT' 0 = T e t  0 = . Ainsi, 

pour une même t a i l l e  de matrice (128,128) 
l e s  figures (3.14),  (3.15), (3.16) e t  
(3.17) présentent les  courbes des erreurs 
re la t ives  des contraintes orr,  u e e  e t  are 

calculées par l e s  méthodes des discontinui- 
tés  de déplacement d'ordre 1 e t  2 par rap- 
portnaux valeurs théoriques pour 

e t  0 =- 
2 

F i g u r e  3.14.a F i g u r e  3.14.b 

8 = 0  u 0 0 8 = 0  O r r  - - - = ~ = = - =  1 Noeud - O- 2 Noeuds 



F i g u r e  3.15.a F i g u r e  3.15.b 

. . . A . . . 1 noeud n 
(5 O = -  

- - 2 noeuds 88  2 

F i q u r e  3.16.a 

. . . M . .  . 1 noeud 

0- 
2 noeuds 

F i g u r e  3.16.b 

77 
0 8 = - 

0 0 4 



Figure 3.16 .c Figure 3.17.a 

Fiqure 3.17.b F iqure  3.17.c 
317 O = -  . . . A.. . 1 noeud u - 37 u 16 

8 - -  
O 0 r O 16 

- 0- 
2 noeuds 



On remarque encore une fois que l'on obtient de meilleurs résul- 
tats avec 1 'élément d'ordre 2. 

7T Tr Les quatre rayons de direction e = O ,  e = I ,  e = - et e = 
3 .rr 

4 16 
passent par-les extrêmités des éléments linéaires. L'exemple présent montre 
que 1 'on obtient une bonne approximation à la fois pour urr et u en des 

8  8  
points proches du contour où s'effectue la discontinuité des charges (fig. 
3.16 a et 3.16 b ) .  Les valeurs de urr sont relativement meilleures du 

côté du contour chargé ; par contre, celles de 
uee  

le sont du côté du 

contour non chargé (fig. 3.14 a, 3.15 b et 3.17 a). 





4,11 1 hTRODUCT ION 

Dans l e  cadre de la  théorie des intégrales de frontière,  l a  
méthode des discontinuités de déplacement permet de résoudre des pro- 
blèmes de l ' é l a s t i c i t é  l inéaire  plane en champ complexe. Néanmoins 
d 'autres  méthodes de discontinuité peuvent ê t r e  envisagées. En e f f e t ,  
ces différentes méthodes sont caractérisées par des discontinuités qui 
dépendent de l a  nature des conditions aux limites imposées sur la fron- 
t i è re .  En  f a i t ,  ces conditions aux limites présentées dans l e  chapitre 
1 consistent à imposer s o i t  un  champ de déplacement, so i t  u n  champ de 
contraintes, s o i t  à l a  fo is  un champ de déplacement e t  u n  champ des con- 
t ra in tes  discontinus sur l a  frontière d u  domaine étudié. Cependant à 
par t i r  de ces conditions, des solutions élémentaires seront développées 
e t  permettront de déterminer les  contraintes e t  déplacements en tout 
point du domaine. On remarquera que les méthodes t r a i t a n t  des disconti- 
nuités de contrainte admettent des solutions élémentaires valables uni- 
quement pour des milieux élastiques bornés. 

Enfin, ces méthodes u t i l i sen t  la même méthode numérique déve- 
loppée au chapitre I I .  

4,2, PROBWVE MIXTE AVEC DISCONTINUITE DE CONTRAINTE ET CONTINUITE DE 
DEPLACEiLU\TT SOLUT ION ELENTAI RE1 

On se propose de déterminer l a  solution d u  problème, Q e t  n, 
pour un  domaine inf in i  contenant une f issure représentée par u n  segement 
[-1, 11 où on imposera u n  champ de déplacement D continu e t  u n  champ de 
contraintes T discontinu. En e f f e t ,  ces conditions aux 1 imites seront 
exprimées par l e s  équations de Plemelj (1.13) pour ,  x z[-1, 11 : 

où f ( x )  désigne l a  discontinuité de contrainte définie par : 



On posera : 

.. 
a e t  b é tànt  des coef f i c ien t s  complexes de 1 'expression T ( x ) .  

Comme l e s  contra intes  e t  l e s  ro ta t ions  sont nulles 
à l ' i n f i n i  e t  compte tenu des r e l a t i ons  ( 1 . 1 ) ,  on déduit que l e s  fonc- 
t ions  po ten t ie l l e s  o e t  n a ins i  que leur dérivée sont nulles à 
l  ' i n f i n i .  

Cependant, l e s  deux équations (4 .1)  donnent : 

7 - 
m' ( z )  + n' ( z )  = 2 i n  d t  , i-2 

Les r e l a t i o n s  (4.3) e t  (4.4)  nous permettent d'exprimer l a  
solution d u  problème : 

1 Z 1 + a ~ z  
o z )  = [($ (z2  - 1 2 )  + bz) Log + 

21n k + l  

. - 
En f a i t ,  c e t t e  méthode s ' appe l l e  l a  méthode des çharoes f i c -  

t i ve s .  Elle a  é t é  développée par CROUCH 1 7 1 dans le cas T e s t  constant. 

On remarquera que l e s  déplacements tangentiel e t  normal sont 
i n f i n i s  à l ' i n f i n i  e t  continus aux points  x=71 , t and i s  que l e s  contraintes 
sont  in f in ies  aux  points  x = 7 1 ,  e t  nul les  à l ' i n f i n i .  

4,3, PROBLEfE El4 DEPLACEJLIENT AVEC D 1 SCONT 1 IlUITE DE DEPLACEMENT, SûLüT 1 ON 
ELEitQflA I RE, 

On se  propose de déterminer c e t t e  fo i s -c i  la  solution o, pour 
u n  domaine i n f i n i  contenant une f i s su r e  où on imposera u n  champ de dépla- 
cement D discontinu. Pour pouvoir résoudre l e  problème, on u t i l i s e r a  une 
hypothèse supplémentaire défi  nie par l a  r e l a t i on  suivante ; 



Cette dernière condition exprime en f a i t  que les déplacements 
à travers les  deux lèvres de la f issure soient égaux e t  opposés. 

Ainsi l e  problème posé s'exprime par les relations de Plemelj 
(1.4) pour x c 1 - 1 ,  1) 

Comme les  contraintes, les  rotations e t  les déplacements sont 
nuls à l ' i n f i n i  e t  compte tenu des relations (1 .1 ) ,  les équations (4.7) 
donnent : 

- 
2 cl k m(2) - ~ ( z )  = iin j-: oif! d t  t - z  

Cependant en posant D(x) = a x + b  pour X E [ - 1 ,  11, on t i r e  
les expressions des potentiels 0 e t  R : 

2 al + ( a z t b )  Log- - I l  

So i t  u n  dqmaine- élastique plan infini présentant une f issure 
portée par l ' axe  O X ,  centrée à l 'or igine e t  de longueur Z L ,  soumise 
à une pression uniforme p = E ( E  module de YOUNG). O n  découpe la f i s -  
sure en N segments de même longueur 21 = 2 L / N .  

La figure ( 4 . 1 )  présente la  courbe des discontinuités de dépla- 
cement normales comparée à la courbe rée l le ,  du déplacement normal, don- 
née par l a  relat ion ( 2 . 2 7 ) .  On choisira N = IO e t  pour coefficient de 
Poisson v = 0,25. 

On notera que pour cet te  méthode, la  position d u  point nodal . 
dépend de l a  valeur du coefficient de Poisson v ,  hinsi les  figures 
(4.1. a ) ,  (4.1. b), (4.1. c ) ,  (4.1. d ) ,  e t  (4.1. e) présentent la courbe 
des discontinuités de déplacement normales respectivement pour A ,  va- 
leur de position d u  point nodal, égale à 0,30, 0,40, 0,45, 0,50 e t  0,60. 

On remarque que la osit ion optimale d u  point nodal e s t  donnée 
pour = 0,45 (figure 4.1. c y . 



E t  en f in ,  l a  f igure  ( 4 . 2 )  présente la courbe de la  posit ion du 
point nodal en fonction d u  coef f i c ien t  de Poisson v .  

Figure 4.1.b : Courbe de la 
8 - discontinuité de déplacement 
7 - comparée à la courbe réelle 
6 - 
5 - '  N = 10 nombre de segments 
4 - v = 0,25 coefficient de Poisson 
3 -  L = 5  demi-longueur de la 
2 - fissure 
I - X = 0,40 valeur de position du 

-2  . O 0  - 1 . O 0  O  point nodal 
-4.00 - 3  . O 0  

J 

8 

7 
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3 -  
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Fiqure 4.1.a : Courbe de la 
- discontinuité de déplacement 
- comparée à la courbe réelle 
- 
- N = 10 nombre de segments 
- v = 0,25 coefficient de Poisson 

L = 5  demi-longueur de la - 
fissure 

-. h = 0,30 valeur de position du 

1 

n t A = 0,45 valeur de position du 
t , 1 
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Figure 4.1. c : Courbe de la 
- discontinuité de déplacement 
- comparée à la courbe reielle 
- 

- N = 10 nombre de segments - 
- v = 0,25 coefficient de Poisson 

- L = 5 demi-longueur de la 
fissure 
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c Figure 4.1.d : Courbe de la 
- discontinuité de déplacement 
- comparée à la courbe réelle 
- 
- N = 10 'nombre de segments 
- v = 0,25 coefficient de Poisson 

L = 5  demi-longueur de la - 
fissure 

- X = 0,50 valeur de position du 

- 4  . O 0  - 3  . O 0  -2  . O 0  - 1 . O 0  O  point nodal 



Figure 4.2 : 
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Courbe de la position du point nodal 
en fonction de v 

Fiqure 4.1.e : Courbe de la 
- discontinuité de déplacement 
- comparée à la courbe réelle 
- 

- N = 10 nombre de segments 
v = 0,25 coefficient de Poisson 
L = 5  demi-longueur de la 

fissure 
X = 0,60 valeur de position du 

4,4, PRûBLEME EN CONTRAINTE i3 DISCONTINUITE DES CONTRAINTES, SOLUTION 

ELUvENTA 1 RE 

-4.09 -3 .O0 -2.90 - 1 .O0 O point nodal 

Cette fo is  c i  l e  problème sera t r a i t é  uniquement en contrainte 
où on imposera u n  champ de contraintes T discontinu auquel on ajoutera 
une condition supplémentaire déf inie  par : 

Ces deux conditions seront exprimées par l e s  re la t ions  de 
Plemelj (1.15) pour x z[-1, 11 



Comme l e s  con t ra i n tes ,  r o t a t i o n s  son t  n u l l e s  à l ' i n f i n i  e t  
compte tenu des r e l a t i o n s  (1.1 ) ,  l e s  équat ions (4.11) s ' é c r i v e n t  : 

m i  ( z )  + n '  ( z )  = - 21v 

m' ( z )  - n '  ( z )  = a. ~ ( z )  

I avec ~ ( z )  = f o n c t i o n  de Plemel j e t  a,, cons tan te  complexe. 
-2 

A 

Donc en posant T ( x )  = a  x  + b  pour x  e [-1 , 11 e t  compte t enu  
de l a  r o p r i é t é  de l ' u n i f o r m i t é  du vec teur  déplacement su r  l e  segment 
[-1, 17, on o b t i e n t  : 

ml (z )  = 
b l  ( k  - 1 )  1  + [zai + ( a  z  + b) ~ o g  ZtT 
2 i n ( k  + 1 )  4 i  IT 

(4.13) e t  
b l  ( k  - 1 )  1  

z-l l 
" ( z )  = 2 i IT ( k  + II 2a l  + ( a z + b )  ~ o g  

m 2  

e t  pa r  i n t é g r a t i o n ,  on peu t  t i r e r  l ' e x p r e s s i o n  du p o t e n t i e l  m(z) : 

b l  ( k  - 1 )  Log z + m  1 z - 1  
'(z) = 2 i n ( k  + I r  1 + - [(; (z2  - 1  ) + bz) Log liT 41 IT 

(4.14) 

- bl Log (z2 - 1 2 )  + a l z  + 2bl] 

On remarquera que l e s  déplacements t a n g e n t i e l  e t  normal s o n t  
i n f i n i s  à l ' i n f i n i  e t  que l e s  c o n t r a i n t e s  son t  n u l l e s  à l ' i n f i n i  e t  i n f i -  
n i es  aux p o i n t s  x  = T 1. 

4,5, PROBW'E MIXTE AVEC DISCONTINUITE DE CONTRAINTE ET DEPLAWWiT, 

so LliT ION ELJ3ENTA 1 RE 

Le problème sera t r a i t é  c e t t e  f o i s - c i  en imposant un champ de 
c o n t r a i n t e s  d i s c o n t i n u  e t  un champ de déplacement D  d i scon t i nu .  En e f -  
f e t  ces c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  s e r o n t  exprimées pa r  l e s  équat ions de P le -  
m e l j  (1.16) pour  x c [ - 1 ,  11 : 

(4.15) 
D .. 

( k  m - n l G ( x )  - ( k  m-n) ( x )  = 2ii D(x )  

Comme l e s  c o n t r a i n t e s  e t  l e s  r o t a t i o n s  sont  n u l l e s  à 
l ' i n f i n i ,  e t  compte tenu des r e l a t i o n s  (1 ,1) ,  on en d é d u i t  que l e s  po- 
t e n t i e l s  m e t  n a i n s i  que l e u r  dé r i vée  sont  nu l s  à 1 ' i n f i n i .  



Cependant les équations (4.15) permettent d'écrire : 

1 m1(z) + n' (z) = 

On posera : 

,. 

T(x) = a x + b  et D(x) = a x + B pour tout x E[-1, 11, avec 
a, b, a et B des constantes complexes. 

Les équations (4.16) donnent : 

m' (z) + n' (z) = al + (a z + b) Log 
(4.17) - 

Ainsi d'après les équations (4.17), les expressions des poten- 
tiels m(z) et ~ ( z )  s'écriront : 

1 + a l z  +2bl 
m(z) = [($ (z2 - 12) + bz) ~ 0 9  21Tr k + 1 

- bl Log (z2 - 1') + 4~ a 1 + 21i (az + 8) Log 

(4.18) 
- l l  

) [k(+(z2 - 1 2 )  +bz) ~ o g * + k a i z  "z) = 2in(k + 1 

1 -1 - k bl ~ o g ( z ~  - 12) + 2k bl - 411 a 1 - 2j.1 (a z + B )  Log 
+ 

On remarque encore que les déplacements tangentiel et normal 
sont infinis à l'infini et que les contraintes sont nulles à l'infini et 
infinies aux points x = 7 1. 

4,6, CONCLUSION 
L'introduction de ces nouvelles méthodes de discontinuité, soit 

de déplacement, soit des contraintes, soit de déplacement et de contrain- 
tes, qui dépendent en fait des conditions 1imites.jmposées sur la frontière, 
permet de résoudre des problèmes de 1 'élasticité 1;néaire plane. En plus, 
ces méthodes s'utilisent facilement en champ complexe par application de 
la théorie des potentiels complexes et donnent des solutions analytiques 



simples. Ces dernières ont é té  construites,  comme la méthode des dis- 
continuités de déplacement (chap. Z ) ,  à par t i r  d ' u n  segment [-1, 11 
où on obtient des contraintes inf inies  aux extrêmités ; 1 .  On remarque 
aussi ,  que les méthodes fa i sant  intervenir une discontinuité des con- 
t ra in tes  sur l e  segment 1-1, 11 donnent des déplacements inf in is  à 
l ' i n f i n i .  La condition d'imposer une discontinuité de contraintes sur - 
l e  segment se t radui t  physiquement par une interpénétration de la  matière. 
Par conséquent, ce type de discontinuités nous impose d ' u t i l i s e r  des 

' milieux élastiques bornés. 



CHAPITRE V 

DISCONT1 N U I T E  D E  DEPLACElvl 

/ ELEMENTS CIRCULAI RES 

I et 2 NOEUDS- EXEMPLES- 

ELEMENTS CURVILIGNES 

TRANSFORMATION CONFORME 

S U R  LE CERCLE 

CAS DE L'ELLIPSE 



Dans les  chapitres précédents, nous avons discrét isé  l e  con- 
tour en segments de droi tes ,  de t e l l e  façon à f a i r e  apparaître l a  " f i s -  
sure rectiligne" en milieu inf in i .  Cette technique a permis d ' u t i l i s e r  
des solutions analytiques simples. La pratique de la  méthode impose ce- 
pendant une discrét isat ion en élément de longueur constante ou variable 
mais progressivement. 

Cette technique de résolution, classiquement u t i l i s ée ,  peut 
conduire à des t a i  1 les de matrice t r è s  importantes s i  1 'on veut obtenir 
une erreur acceptable. Prenons deux exemples. Le premier concerne u n  

contour avec raccord entre deux 
droites ( f i g .  5 . 1 ) ,  ou de façon 
plus générale, i l  s ' a g i t  de cas où 
la  courbure varie t rès  rapidement. 
La méthode classique impose non seu- 
lement une discrét isat ion f ine  aux 
endroits où la  courbure e s t  grande, 
mais également d'augmenter t r è s  
progressivement l a  discrét isat ion 
dans les  parties 1 inéaires ou à 
courbure quasi-nul 1 es. Ceci a pour 
conséquence une augmentation t r è s  
for te  de la t a i l l e  de la matrice 
d'influence. 

Figure 5.1 

Le deuxième exemple e s t  
l e  cas d'un tunnel c irculaire  où 

1 'on désire effectuer des calculs précis près de la  paroi. I c i ,  i 1 e s t  
nécessaire de f a i r e  une discrét isat ion large af in d 'év i te r  l ' influence 

des extrêmités des segments r ec t i -  
lignes où la  présence d'une dis-  
continuité de déplacement conduit 
localement à des contraintes in f i -  
nies. Pour augmenter la précision, 
on u t i l i s e ra  des éléments d 'ordre 
élevé t e l s  que ceux développés au 
paragraphe 2.5. Cependant, s i  1 'on 

d'ordre 6 améliore la  précision numérique de 
la  méthode, i l  se gl isse  une deuxiè- 
me erreur : les  points d'expression 
des conditions aux limites s ' é l o i -  
gnent t rès  sensiblement d u  contour 
exact ( f ig .  5.2).  

Dans l 'optiaue d'amélio- 
r e r  ces deux Rous a1 ions 

développer des éléments curvilignes. Les résu l ta t s  seront présentés dans 
u n  ordre croissant de d i f f i cu l t é  : 

a )  contour c i rcu la i re  - Problème en contrainte 
b )  contour c i rcu la i re  - Discontinuité de déplacement 



c )  contour quel conque e t  application aux contours el 1 iptiques 
(Discontinuité de déplacement) 

d )  contour possédant des coins. 

A par t i r  des cas t r a i t é s  principalement dans le  cadre de la 
méthode des discontinuités de déplacement, i l  sera possible de dévelop- 
per les solutions pour chaque type de problème énoncé au chapitre 1 .  
, 

5 ,1, CONTOUR CIRCULAIRE ; PROBLEME EN CONTWINTE 

5,1,1, EQUATIONS DE PLEMELJ DU PROBLÈME 

Figure 5 . 3  

Nous allons recher- 
cher les  sol utions élémentaires 
correspondant à une f issure en 
arc  d'ouverture ( a  + B )  dispo- 
sée selon la  figure 5.3. 

Les conditions aux 
limites écr i tes  en coordonnées 
polaires seront : 

A par t i r  des relations 
de Kolosov-Mukhelischvili 112 1,  

nous pouvons écr ire  sans d i f f icu l té  : 

Si nous prenons un point z ( z  QG"), que nous faisons tendre 
vers u n  point de l a  f ront ière  t, l e  point ne tend pas vers l e  même 
point du  côté "G" ou "Du. Afin de remédier à ce t te  si tuation, nous allons 
faire  u n  pro1 - ongement analytique à travers l a  f ront ière  c i rcu la i re  défi- 
nie par zz = a2 .  Dans 1 'expression (5 .3) ,  - s i  nous supposons que les 
fonctions ( '  e t  q '  sont définies poyr z, nous allons remplacer la 
fonction ( ' ( 2 )  par une fonction n(aT), z par a2/Z e t  u r r + i u r e  
par zéro ; ceci donne : 

O U  encore : 



Si l a  fonction n é t a i t  connue, l ' on  pourrait  ca lculer  l a  
fonction q" ( z )  en u t i l i s a n t  (5.4) 

Nous pouvons maintenant remplacer ce t t e  valeur de l a  fonction 
~ ' ( z )  dans (5 .3 ) ,  ce qui donne : 

Passons maintenant à l a  l imi te  (z7  = a 2 ) ,  sachant que z E " G t i  
e t  par conséquent a 2 / 2  s"D". 

De l a  même façon : 

Exprimons maintenant l e s  conditions aux 1 imites du problème 
(5 .1)  e t  ( 5 .2 ) ,  pour obtenir  l e s  équations de Plemelj : 

5 1 2 , C@iPORTEÏ"1EIlT DES POTENT 1 ELS COMPLEXES 
-- - - - pp 

Par déf in i t ion  les  fonctions + ' ( z )  e t  q l ( z )  sont holomorphes 
dans t ou t  l e  plan ; Ainsi, lorsque z tend vers 1 ' i n f i n i ,  l e s  développe- 
ments seront de l a  forme : 

avec A o ,  Ai  représentant l e s  contra intes  à l ' i n f i n i ,  qui seront suppo- 



Sées nulles, i c i ,  e t  : 

( X ,  Y )  représente les composantes de "charge concentrée". Dans notre 
cas,  ce1 le-ci e s t  différente  de zéro car sur 1 ' a rc  A1A2, l a  résultante 

, des actions e s t  non nul le .  Reportons les développements (5.9) e t  (5.10) 
dans (5.5) : 

- 
(5.12) a* B n l ( z )  = A,, + 2, + fonction holomorphe près de z = O z z 

Cette relation montre que la fonction n'  ( z )  possède au maximum 
u n  pôle d'ordre 2 à 1 'origine.  

Autour de 1 'or igine,  la  fonction 4 '  ( z )  e s t  holomorphe donc : 

Les contraintes é tan t  bornées à 1 ' i n f in i ,  l a  fonction n' ( z )  
au voisinage de l ' i n f i n i  e s t  nécessairement de la forme : 

Reportons ces résu l ta t s  dans (5.6),  pour calculer 9 '  (z )  

La fonction p '  ( z )  é tant  holomorphe à l 'or igine,  i l  e s t  nécessaire d 'avoir  : 

ainsi  au voisinage de 1 ' i n f i n i ,  la fonction n' ( z )  se comporte comme : 

A p a r t i r  de ces résu l ta t s ,  nous pouvons donner la solution géné- 
ra le  des équations de Plemel j (5.8) : 

- 
BI a2Ai 1 i(t) d t  

4 '  ( z )  + n '  ( z )  = uo + + - 
z2 + .- IAl t - z 



avec : P n ( z )  = C o  + C l z  ( 1  a rc )  

5,1,3, CALCUL DES COEFF 1 C 1 ENTS 

Les contraintes sont nulles à l ' i n f i n i ,  par conséquent 
A, = O = Ao .  Nous pouvons déduire une forme simplifiée des potentiels 

' complexes : 

avec 1 j-;;?(;)-d; 1 ( z )  = - 2 1 *rr 

+ '  ( z )  e s t  holomorphe à 1 'origine. Sachant que I ( z )  e s t  holo- 
morphe e t  qu'autour de 1 'origine : 

l a  fonction + ' ( z )  s ' é c r i t  : 

Ceci impose : 

c ' e s t  à dire  

(5.18) 



e t ,  puisque nous avons posé + ' ( O )  = a 0  , 

c ' e s t  à dire  : 

- 
Or, nous avons montré que n' (a) = - ci0 e t  d'après (5.17), nous 

C aurons = - + 2' . En éliminant a i o ,  nous obtenons : 2 

Développons + ' ( z )  au voisinage de 1 ' i n f in i ,  sachant que : 

Alors : 

avec : 

Or, l e  terme constant es t  nul, puisqu'il n'y a pas de contrainte 
1 à T'inf ini ,  e t  l e  terme en e s t  égal à B o  par définition. Ainsi : 

En conclusion, en regroupant l e s  résu l ta t s ,  nous aurons : 



5,2, CONTOUR CIRCULAIRE - METHODE DES DISCONTINUITES DE DEPLACEMENT 

5,2,1, FORME GÉNÉRALE DES POTENT 1 ELS COMPLEXES 

Rappelons l e s  relations de KOLOSOV-MUKHELISCHVILI en coordonnées 
polaires u t i les  dans ce t te  méthode : 

Exprimons également la résultante sur u n  arc A1A2 

C'est à par t i r  de ce t te  expression que nous allons effectuer 
l e  prolongement analytique, comme nous l'avons f a i t  dans l e  paragraphe 
précédent. Posons X + iY = O ,  e t  changeons z en a2/Z partout ou z 
intervient.  Ceci va déf in i r  une fonction n : 

Ainsi s i  l a  fonction n e s t  connue, de même que + ( z ) ,  l a  
fonction q l ( z )  pourra ê t r e  calculée par : 

Par dérivation, nous aurons : 

(5.25) a2 -a2 a2 a 
'  = - [n'($ (Zr)  + 7 $ ' ' ( z )  - 7 z $ ' ( z ) ]  



A pa r t i r  de ces deux dernières relations,  nous pouvons réécrire 
les contraintes e t  déplacement (5.21 ) : 

Passons maintenant à l a  1 imite sur 1 'arc de cercle (z  7 = a2 ) 

ce qui permet d ' éc r i r e  les équations de Plemel j dans l e  cadre de la méthode 
des discontinuités de déplacement : 

(5.28) 
D ie  ( k g - n l G  - ( k g - n )  = 2~ D e 

P 

avec D = ( u  + iue)  G - (ur + iue)  D 
P r  

Revenons maintenant aux résul tats  exposés au paragraphe 5.1.1:, 
pour déterminer 1 a forme générale des potentiels complexes. Les contraintes 
à 1 ' in f in i  sont toujours supposées nulles ( A o  = B o  = O )  mais également la  
résultante en comportement à 1 ' in f in i  (6, = Al = 0)  ca r  i l  y a continuité 
de contrainte sur 1 'arc  Al  A 2 .  En conclusion, les  potentiels $ '  e t  n' 
sont déterminés à une constante près. L'intégration de l a  première relation 
(5.28) donne : 

s o i t  en intégrant e t  supposant la  constante nulle pour que les  déplacements 
soient nuls à 1 ' in f in i  

De l a  même façon 1 ' intégration de la deuxième relation conduit à : 

i e  ,j 
k ( ( z )  - ~ ( z )  = BL + -!- ja2 > d t  

l T  al t - z  



5,2,2, DÉTERMI NAT 1 ON DES COEFF 1 C I  ENTS 

A u  Paragraphe 5.1.2., nous avons montré que : 

a'(..) = - a0 -avec $ '  ( O )  = a0 

A par t i r  des relations (5.29) e t  (5.30), nous pouvons déterminer 
les  potentiels complexes $ ( z )  e t  n(z) 

CI 
az i e  ^ 

1 ( z )  = - il 3 d t  
1 T I  t - z  

Quand z tend vers 1 ' in f in i ,  $ ' ( z )  tend vers O (contraintes 
nulles à 1 ' i n f in i )  ce qui impose A + B = 0. 

Par définit ion e t  en u t i l i san t  (5.31), nous avons : 

- 
Sachant que n' (a)  = A = - ao, nous en déduisons : 

5 , 2 ,3 ,  PROBLÈMES NUMÉR 1 QUES L 1 ÉS AUX FONCT 1 ONS MULT 1 FOFUvlES 

La programmation en champ complexe va i c i  poser quelques d i f f icu l -  
tés  dans la  détermination des branches des fonctions multiformes. La fonc- 
tion mu1 tiforme qui interviendra e s t  de la forme 1n(z - a;! /z - a l ) .  Pour 
l a  fonction l n z ,  l e s  ordinateurs u t i l i s é s  donne l a  détermination suivante : 



lnz = lnp + ia 

avec 

0 . [O, -TI pour y < . O  

Plaçons l ' a r c  A1A2 selon la  figure 5.4. Choisissons la détermi- 

4 Y nation de ln(z  - Al) réel le  
sur la  demi-droite Al m pa- 

I I I  r a l l è l e  à l 'axe réel e t  de 
façon semblable pour I n ( z  - A, ) 

Les para11 èles aux axes 
réels e t  imaginaires passant 
par Al e t  A,, la corde e t  1 ' a r c  

Al A, délimitent sept zones. Dé- 
terminons les arguments de 
, 1n(z - a , ) / (z  - al) dans cha- 

cune des zones. 

A l  

Figure 5 . 4  

In(z  - a , ) / ( z  - a l )  = In ~ 2 1 ~ 1  + i ( 0 2  - 01)  

TI zone 1 TI O r e l < 2  - 7 < e 2 s 0  mod ZTI 

TI TI zone I I  O 5 el 1 2 O s e 2 < -  2 mod Zn 

zone I I I  TI 'Ir 
2 ' 8 1  ' T I  q s 8 2  < T I  mod ZTI 

TI ~ 1 5 0 ~ 5  3 TI zone I V  T ~ ~ ~ ' ~  -z- mod ZTI 

zone V TI TI 
- T I S O ,  5 -2- - s e2s -  2 mod Zn 

zone VI - F s e l r O  - 5  e 2  s 0 mod ZTI 

TI TI 3 TI 7 - p e 2 r  3 TI 
zone VI1 2 -a 5 el s mod 2n 



Avec les  remarques f a i t e s  en début de paragraphe, l ' o rd ina t eu r  donne- 
ra dans l a  zone IV : - n  < 0 2  6 - e t  dans l a  zone VI1 : -T  s 6 - $ + a  ; 
ce qui change dans ces zones l a  'détermination d u  logariti&-ie. 

Si nous pl acons maintenant 1 ' a r c  selon l a  f igure  5 
de détermination n 
dans l a  zone compr 
e t  l a  corde A1A2. 

l e  changement 
ra 1 ieu que 
en t r e  1 ' a r c  

Figure 5.5 

Dans c e t t e  zone nous devrions avoir  : 

- n -a  < 5 - T  O 5 0 2 < a  mod 2 n  

a lo r s  que l ' o rd ina teur  donnera : 

Si l ' o n  c h o i s i t  c e t t e  configuration,  i l  sera nécessaire de pro- 
céder à u n  t e s t  pour savo i r  s i  l e  point z .appar t ient  à l a  zone comprise 
en t re  l ' a r c  e t  l a  corde e t  de changer en conséquence l e s  arguments. Le t e s t  
d'appartenance s ' é c r i r a  dans l e  repère (O/x, y )  

5,2,4, EL@IEPUS A 1 NOEUD 

Mous a l  Ions développer cocipletement 1 '61 ér~ient à u n  noeud. Pour ce 
type d'élement, l a  d i scon t inu i te  de déplacement e s t  choisie constante : 

iléterrnination des po t en t i e l s  

L '  in tegra le  1 ( z )  (forniule 5.32) se  ca lcule  aisément : 



Ci6 O Ci6 O z - a2  
I ( z )  = - ( a 2  - a,)  + =  z Ir ,  i na  z - al 

Nous pouvons en calculer sa derivée : 

Ainsi I ' ( 0 )  vaut : 

A pa r t i r  de (5.33) , nous obtenons les  potentiels complexes. En 
posant H = p / ( k  + l ) ~ ,  nous aurons : 

Calcul des contraintes 

Le b u t  de ce t rava i l  e s t  de montrer l 'éventuelle meilleure convergence 
de ce type de solution par rapport aux éléments rect i l ignes.  Nous uti l iserons 

I des exemples où les contraintes sont appliquées sur l e  bord d'un trou. Dans ce 
cas, nous n'aurons à effectuer  que des rotat ions de repère. Ainsi, i l  faudra 
calculer les  contraintes e t  déplacements dans l e  repère (x '  , y ' )  ( f ig .  5.6) 

compte tenu de 5.24 e t  5.33, nous 

x ' aurons avec A = - A- r7u) 
1 .  ' 

a + a = 2(+!(z) + m)) 
xx YY 

t x  a - a '  + 2iox; = 2eZie[(z--) + " ( z )  
YY xx .I z 

Figure 5 .6  

En u t i l i s an t  l a  valeur du potentiel $ ( z )  (5.34) e t  en posant 
6 0  = a. + i b o ,  nous aurons pour l e s  contraintes : 



avec : 

2ie a z - a  a a - z 1 B = e  ( F L n z - a :  - F L n ~ + - ( - - - - - - - -  a l  a z - a ,  z - a l  ' )  

- 
a z a a 1 2 z - a ,  2z + - Ln 1 

+ - à) (7* 2 - -2)) a Z - a l  + - ( - - -  a z - a ,  z - a l  ' 1 

- 
2ie a z - a  - - ~ n $ + -  a  z 1 7 1 

= e (ZT Ln z - ai z~ - - a z - a ,  a z - a l  

Les déplacements s ' écr ivent  : 

avec 
a, - a l  z Z - a 2  a a2 /2  - a, - i  e G = e [ ( k - 1 )  a +- k - l n  a - = I n  Z - a l  z - a l  

5,2,5, EXEMPLES NWIER IQUES 1 9 1 

Le premier exeniple t e s t é  a é t é  une plaque infinie percée d ' u n  t rou ,  
lequel e s t  soumis à une pression. Dans ce cas, nous obtenons l a  solution exac- 
t e  quelque s o i t  l a  d iscré t i sa t ion  u t i l i s ée  (y  compris u n  seul a rc ) .  Ceci e s t  
l e  résul t a t  de l a  construction de la  solution élémentaire puisque dans ce cas  

l e  déplacenient radial en paroi e s t  
. Y constant. 

I 

Figure 5.  7 

Le deuxiècie exeiiiple concerne toujours 
la  plaque trouée précédente, e t  charsée 
sur deux quarts de cercle selon l a  f i -  
gure ci-contre. 

Les calculs ont é té  menés en u t i l i s a n t  
une discrétisation d u  contour en é1é- 
nients recti l ignes e t  éléments c i r cu la i -  
res ,  avec des élécents constants ( 1  
point nodal ) .  Deux discïét isat ions (de 
comparaison à t a i l l e  de r.:atrice ident i -  
que) sont proposées : 16 élécients ( f i -  
cure 5.8) e t  64 éléments ( f icure 5 .9 ) .  

L'erreur relative E par rapport 8 l a  
solution analytique 114 1 e s t  calculée 
sur des segments radiaux inclin& à 0 
par rapport 3 l 'axe des x.  Les ca l -  



culs sont menés sur l e s  contraintes, car les  erreurs sur les  déplacements sont 
plus faibles  d u  f a i t  même de la  méthode. 

La figure 5.8a donne l ' e r r eu r  E sur u n  rayon incliné à 9 = n/4 
- où s 'effectue l a  discont inui té  des charges. Dans ce cas, la solution par arc 

c i rcu la i re  conduit à des erreurs négligeables (inférieures à 10-4). La figure 
5.8b donne des résu l ta t s  pour e = 31~/16 (rayon passant par u n  point nodal). 
On remarque dans ce cas que l'élément circulaire  conduit non seulement à une 
mei 1 leure approximation par les  rapports r/a élevés mais également lorsqu'on 
se rapproche de la paroi d u  trou. 

Ces deux constatations sont égalerilent valables pour une discretisation 
plus fine (f ig .  5.9) 

- 9 = 31~/16 (f içure 5.9a) 

- e = I T / ~  (f igure 5.9b) 

5,2,6, ÉLÉMENT DU SECOND ORDRE 

Initialement, nous avions choisi u n  élément de la forme 121 

- 
D = 6 0  + 61 C O S  8 

P 

Cet élément n ' e s t  pas correct puisqu' i  1 ne s a t i s f a i t  pas automatique- 
I 

ment à l ' équi l ibre  du problème intér ieur .  Nous préférons choisir une solution 
qui sat isfasse automatiquement à 116quilibre,  à savoir : 

.. e 2ie + ,-2ie 
D = 60 + 61 C O S  28 = 60 + 6 1  --y 

P 

Calculons 1 ' intégrale I l  ( z )  correspondant au terme 61. I l  suf f i ra  
pour trouver les  solutions complètes de sommer les  résul ta ts  qui vont suivre 
avec ceux d u  chapitre 5.2.4. Nous trouvons sans trop de d i f f icu l tés  : 

Nous en déduisons 1 a valeur de I i ( z )  

3z2 a z - a  z3 a 1 
+ (F - F I n z - a i  + (z + ( Z  - a, - z ' - al 



Figure 5.8 : 

CaZcuZ de Z 'erreur r e la t i v e  sur Zes con tmin t e s  
pour une d i scrk t i sa t ion  en 16 éZkments 

. arc c irculaire  1 noeud 

* segment 1 noeud 



Calcul de Z 'erreur re la t ive  sur 
Zes contraintes pour une discrétisation en 64 éléments 

. arc circulaire 1 noeud 

* se-ment 1 noeud 



Le c a l c u l  de 1 Il ( 0 )  e s t  i c i  p l u s  d é l i c a t ,  c a r  nous sommes en p ré -  
sence de formes indéterminées.  Posons : 

a z - a  a 1 a a G(z) = - l n  1 + ~ 1 n l  z z - a : + ~ ( z - a ,  z - a l  z .  a 1 

Ef fec tuons  un développement l i ~ i i t é  de G(z) autour  de l ' o r i g i n e  : 

a z G(z)  = [- + z z a z z 
z a, + O  -,[cc= 

z3 z z2 a + a [l + - + 0 (,)] + -[1 + - + 0 - a2 a2 a1z a 1 

z2 >1 O (3 

a 1 
G(z)  = 2 ( -p - 1 

+ O(z) 

s o i t  : 

e t  en d é f i n i t i v e  : 

CALCUL DES CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS 

Les c a l c u l s  s ' e f f e c t u e n t  comme au paragraphe 5.2.4, en supposant que 
nous ne t r a i t e r o n s  que des problemes à f r o n t i è r e  c i r c u l a i r e .  Le développement 
des c a l c u l s  e s t  encore i c i  t r è s  l o n g  mais ne pose pas de d i f f i c u l t é s  majeures.  
Nous donnons i c i  l e s  r é s u l t a t s  des c a l c u l s  en ayant  posé 6 1  = al + i  bl e t  
H = ~ / ( k + l ) r .  En ce q u i  concerne l e s  c o n t r a i n t e s ,  nous aurons : 

avec : 

2 i  e 3a3 + 3z 2 a 3 ' z - a  
'1 = e [ ( -  5 a" - z) 1' z - 

- - - 
3a3 az z z2 az 5z 3a3 

+ ( E - Z S )  l n a , +  a 1 ( 3 _ a r - Z r - z + Z ; ; r )  X 



(5.39) 

avec : 

- 68 - 
- - 
zz3 az z2 

( 
1 ' 1  

- - -  .lTzJ2-(z-al)P 

+ a a3 a,2 - a l2  2z(a2 - a l )  
4a2 2z2 - 1 + 2a3 

+ a 

3z2 a z - a, + % l n % +  ( - -  
z a i a  F )  1' z - a l  

z3 a  
+ (a+ + ( Z  

1 - 
- a, z  - al  

- - 
- [ a,' - al2 + a (a, - a l )  + 

C l  - 4az2 z 

3a3 1 a 2 / 2  - a 1 a  
+ - l n a 2  - +z l n L  a 1 

- - 
a 5  az a, - al  - ,  1 + (F + 7) (a2  - a ;z )  (a2  - a lz  

2 ie  3 z Z  + - - -  a 7  3 3a3 z - a, 
D l  = e  [(a, z3 2a + -) 224 l n  z - a l  

- 
3a3 az a  a, - al - -) l n  2 + a3 1 

,3 z+,I--  
1 

+ (m - z3 a 1 4z a;rl 
- 

32 z2 az  5z + 3a3 + (--- - - - - 1 1 
a -1 z2 2a T Z S ) ( Z _ ~ ; - Z - ~ ~  

- 
a 7 z2 a3 z z 3  + - - - - -  1 

11 - (TF 2z 2a 2z2) ( - - - 7 m 2  

De l a  même façon, l e s  déplacements s ' é c r i v e n t  : 



- - 
z T2 a  z - a  Z3 a2 a  - al 

+ ( - 1 z  - a: +(Ta'i + ( ~ - $ , ) ( ~ - ~ , )  

Calcul des contraintes e t  déplacements dûs à 1 'influence de 1 'arc  sur 
1 ui-même. 

Soit  1 ' a r c  Ai A2 rapporté à son repère local ( O ,  x ' ,  y ' )  f ig .  5.10. 
On veut calculer l e s  contraintes e t  déplaceqent~ aux  points nodaux d 'aff ixes  
t- e t  t+ par rapport au repère radial ( O ,  X , X ) local à chacun de ces 

-+ ~ 8 u r  cela on u t i l i s e  les 
relations (5.26) e t  (5.27) en faisant  
tendre z  à l a  l imite sur 1 'arc  

lx' Al A2 ( Z  z"G1'), vers t- e t  t+. 

I l  s 'avère que ce calcul e s t  d i f f i -  
c i l e  à réal iser  compte tenu de la  
détermination 1 ogari thmique choisie 
dans l e  paragraphe (5.2,3.) .  

Cependant, on peut calculer les  con- 
Figure 5.10 t ra in tes  e t  déplacements dans l e  re- 

père (0,  x ' ,  y ' )  aux points nodaux 
t' e t  tC qui sont donnés par les  relations (5.38) e t  (5.39) en prenant 6 = 0. 

E t  puis à 1 'aide des relations de changement de repère (1.2),  on 
peut exprimer maintenant les  contraintes et+déplacements dans l e  repère ra- 
dial ( O ,  X p ,  X a )  aux points nodaux t e t  t respectivement pour 

1 " 
1T e =; - ha e t  e = 7 + ha . h représente l e  paramètre de position d u  point 

nodal sur 1  'arc  A1A2. 

Ainsi, pour construire l a  matrice d'influence, i l  s u f f i t  d'expri- 
mer les relations (5.38) e t  (5.39) dans l e  repère radial d u  point nodal con- 
cerné. 



5,3, RANSFOWlATION CONFOFU\IE SUR LE CERCLE - APPLICATION AU CAS D'UN 
C o w o u R  E L L I  PT IQUE , 

Dans ce paragraphe, nous allons reprendre l a  démarche ef- 
fectuée dans l e  cas d ' u n  contour circulaire  dans l e  cadre de l a  mé- 
thode des discontinuités de déplacement. Rappelons que dans ce t te  
méthode, nous avons u n  problème mixte à résoudre, e t  qu ' i l  n 'es t  pas 
possible de raisonner sur la  dérivée du vecteur déplacement à l a  
f ront iè re ,  ce déplacement étant, par l e  f a i t  de l a  méthode,discontinu. 
Le changement de fonction devra nécessairement ê t r e  différent  de ce- 
lui proposé par MILNE-TOMPSON 111 1 

5,3,1, TRAI..JSFOWTION COKFORME SUR LE CERCLE - ÉCRITURE DES ÉQUATIOI'IS 
DE KOLOSOV-MUSKHELISCHVILI 1 

Soit la  transformation conforme 

Figure 5 . 1 1  : Détemn?:nati~n de ?a t r a n s f ~ n n a t i o n  confonne 

re l ian t  tout point d u  plan réel " z "  2 tout point du  plan " s "  auxil ia i re  
de calcul.  Cette transformation e s t  définie de t e l l e  façon que l e  con- 
tour f ront ière  ( C )  a i t  u n  original c i rculaire  définie par 1s 1 = a. Dans 
ce cas,  on peut écr i re  5 sous la  forme : 

avec en conséquence a = eSO. La front ière  ( C )  dans l e  plan z corres- 
pond donc à l a  ligne coordonnée 5 = t O .  Les conditions aux limites 
dans l e  plan z s'exprimeront à l ' a i d e d e  o + i a  e t  de u + i u .  

E S  ri 5 5 ri 

Dan2 ce+cas, l a  rotation de repère a entre l e  repère curviligne 
( N / X 5 ,  Xn) e t  1 e repère cartésien e s t  donnée par 1 11 1 



Posons maintenant : 

I l  s ' e n s u i t :  

Reportons ces résul ta ts  (5 .42)  e t  ( 5 .44 )  dans les fquations 
de KOLOSOV-IWSKHEL 1 SHVI L 1 : 

- - 
Z p ( u  i i u  ) = < w ' ( S )  T t ( T l  - -  

5 ri [k m(c)  - ~ ( c l  - Y ( s ) ]  l e  u ' ( c ) l  

De même la résultante s ' é c r i r a  : 

5,3  2 ,  EQUATI ONS DE PLEIqELJ DU PROBLÈME 

Comme précédemment, nous al 1 ons f a i r e  u n  prolonsement analy- 
tique à travers la  f ront ikre  circulaire  5 5 = a2 .  Ainsi dans 1 ' e x -  
pression (5 .46) ,  remplaçons < par a 2 / 5  e t  la fon.ction e ( c )  pai- 
~ ( 5 ) .  Nous aurons : 

a  (-1 
( 5 . 4 7 )  a2 -c- - 

fi-) = - [ =  $ ' (Y) t ï ( S ) ]  -c- ci1 c  



Si n e t  '  sont déterminées alors  la fonction Y se  
calculera par : 

Par dérivation, on peut calculer Y '  (5)  

- a2 - a2 d-1 
5 

d-1 
+ ~ " ( 5 )  $ ' ( 5 )  -- o'l(5) 

[a'  ( 5 ) J 2  a '  ( 5 )  

I l  nous s u f f i t  maintenant de reporter ces deux derniers ré- 
su1 t a t s  dans les  relat ions de KOLOSOV MUSKHELISHVILI (5.45) 

, a2 ,  

- - 
5 a '  1 [ K + ( < )  --- a2 

2~ (us + i u )  = T'  - (a(<) - a (-1) - 
I s a ' ( r ; > l  a '  (T) 5 

Nous allons maintenant f a i r e  tendre z vers u n  point t 
( t  s"G" dans l e  plan z ) ,  c ' e s t  à dire que nous allons fa i re  tendre 
5 vers u n  point o  (a  G"G" dans l e  plan 5).  Dans ce cas, puisque 
a e s t  une fonction holomorphe dans tout l e  plan, nous aurons : 

a2 d o )  = U(+ 

a2 
W '  (O)  = O '  (a) 

sachant que 32 = a2 ,  l a  relation (5.45) se  transforme en : 

- -  - 
G 2p(ug + iun) ( t)  = ' [K +G(a)  + nD(0) ]  

1 0  a' (011 

O U  encore en : 



21i 0 CO' ( 0 )  G G D 
( U S  

t iu ) ( t )  = K ( a )  + R ( a )  
IamI ( 0 ) I  

ri 

Nous en déduisons les formules de Plemelj dans le  cadre de la  
méthode des discontinuités de déplacement : 

2 1.1 
G D (") ee = ( K  $ - a )  ( 0 )  - ( K  $ - fi)  ( a )  

10 W '  ( 0 )  1 
avec G 6 = ( U  t iu ) ( t )  - ( u S  + iu )D( t )  e 5 n n 

5,3,3, SOLUTION DANS LE CAS D'UN CONTOUR ELLIPTIQUE 

a) définit ion de la transformation conforme 

h Plan z 

c2 

C 
!- 

Figure 5 .12  

Soit  l ' e l l i p s e  d o n t  les axes principaux sont c l  e t  c,, c l  
sur x e t  c, sur y. La transformation conforme qui permet de passer 
du cercle à 1 ' e l l i p se  a la forme générale : 

h e t  d ,  constantes à déterminer. Le cercle g e s t  paramétré par 

c = e  avec a = eSO. Donc sur l e  contour C dans l e  plan z, nous 
aurons : 



e-i ri 
t = h a e i n - - -  - cos ri ( h a - - )  d + i  sinri ( h a  + -) d 

a  a  a  

Nous en déduisons que : 

c ' e s t  à dire : 

(5.54) 

d cl  = h a -  - a 

c2 - Cl) a d = (T 

b) singularités d u  potentiel a ( < ) .  Forme générale de la solu- 
t ion 

Rappelons que a ' ( < )  s ' é c r i t  : 

Nous allons maintenant exprimer que les fonctions $'  ( r )  e t  
Y '  ( c )  sont holomorphes dans tout l e  plan complexe. Les contraintes étant  
bornées à 1 ' i n f in i  les  fonctions @ '  (z)  e t  j ~ '  ( z )  s 'écr ivent  : 

Lorsque z  tend vers 1 ' i n f i n i ,  5 d'après (5.53) tend aussi 
vers 1  ' in f in i .  En conséquence a 2 / r  tend vers O ,  e t  réciproquement. Dans 
1 'expression (5.55), nous calculerons O '  ( a 2 / < ) ,  o" ( a 2 / < ) ,  Y '  ( a2 /< )  en 
u t i l i s an t  l e s  relations 5.31. I l  s ' ensui t  que : 

Lorsque d = O ,  h = 1 (contour circulaire ,  5 = z) ,  nous retrou- 
vons les r é su l t a t s  du  paragraphe précédent. Notons tout de sui te  que nous 
avons A = Bo = O (pas de contrainte à 1 ' i n f in i )  e t  A l  = B I  = O 

O 
(Résultante nulle sur l e  contour f ront iè re) ,  donc à 1 'origine Sl' (5) 
e s t  constant. 

Pour obtenir . l a  solution du cercle par continuité de la  solution 
de l ' e l l i p s e  en posant d  = O ,  supposons que les fonctions holomorphes 
sont,  non pas @ ' ( < )  e t  j ~ '  ( 5 )  mais : 



Ceci ne change absolument pas les résu l ta t s  précédents, lorsque 
r, tend vers 1 ' infi  ni .  I l  s 'ensuit  que lorsque r, tend vers O : 

s o i t  

La solution générale de 1 'équation de Plemel j (5.52) s ' é c r i t  : 



CHAPITRE V1 

DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT 
6. 

II ' 
v ,: 
,.PL .tii.. ELEMENTS COINS 

t 

"@TRANSFORMATION CONFORME . x9 
,A- 

S U R  L A  DROITE- EXEMPLES 



L'etude f a i t e  dans l e  cas de 1 ' e l l i p se  par transforri:atioi? ccnforme sur 
l e  cercle va ê t r e  dans ce chapitre reprise Four étudier les coins ila. t ransfor- 
1-~iation conforme sur la  droi te .  

6,I, TW4SFORi lk-TIOFI CG~~!FGN>lE SUR LA DROITE 

Plan z + 

Plan 5 

F i g u r e  6.1 

Soit  l e  coin A1A2 d'ouverture an positioncé de façon à ce que sa 
bissectrice so i t  confondue avec 1 'axe y.  Cette con-Figuration pern;et de oarder 
les syinétries géoinétriques e t  certaines symétries dans la  illatrice d l i t? f l  uence. 

Soit  la  transformation : 

qui a tout  point du plan imale d u  coin All',n f a i t  correspondre u n  antéc6dent 
appartenant au segment [-l,+l] de l ' axe  réel du plan 5 .  Cette transforniation 
s ' é c r i t  : 

avec 26 + an = .rr. 

Si nous repérons l e  plan r par les coordonnées polaires ( 6 ,  q )  

alors les  l i rnes  cqordqnnées dans la plan z sont des droites radiales e t  des 
cercles. I;otons ( 2  X ) 1 a base curvi 1 i5ne correspondant respectiveriei;t aux 
- .  5' n 
lignes 5 = constante, n = c o ~ s t a n t e .  La ficjure 5.1. donne ce repère l e  long 
d u  coin. 

Les conditions aux l i n i t e s  s'exprimeront à 1 'aide de unq  + io e t  
ri 5 

de u + iu dans l e  plan r .  Dans ce cas,  la rotation de repere 0 entre l e  
5 n 



repère curviligne (M/? $2 ) et le repère curvilinge (El/< 3 ) est donné par 
5 ri 5' ri 

(5.42 ). Posons également : 

Le calcul de @'(z), $"(z) et $'(z) s'effectue comme en (5.45). 
Les équations de Kolosov-Mukhelishvili prennent la forme (5.45) et la résul- 
tante (5.46). 

6,2, EQUATIOIlS DE P W E L J  DU PROBUIE, FOR,lE GEBERALE DES POTEIXIELS 

Comme dans le chapitre 1 ,  nous allons faire un prolongement analy- 
tique à travers 1 'axe réel dans le plan 3. Ainsi, dans 1 'expression (5.46), 
remplaçons 3 par 7 et la fonction $(<) par ~(3). Nous aurons : 

(6.5) Q ( T )  = - [-rn ( )  ? ( y )  +TE)] 

si n et $ '  sont déterminées,alors la fonction @ se calculera par : 

Par dérivation, on peut calculer $'(r) 

Reportons ces résultats dans les équations de Kolosov-Muskhelishvili 
(5.45) : 

Faisons tendre maintenant z vers un point' t (t s"G" dans le 
plan z). Dans ce cas, 3 tend vers un point a (a z~'lC7'~ dans le plan 5). 
Puisque w est une fonction holomorphe, ~ ( o )  =  LI(^), nous aurons : 

G 
2~(u< + iu ) (t) = 

a U1(ü) 
ri 1 O w' (dl [k mG(d + nD(a>] 



2ans l e  cadre de la  in6tl;ode des discontinuités de déplacei;ient, 
nous en Q6duisorts l e s  fcrsuies de Plenelj  : 

( G .  I C )  O = ( 9 '  + n t )  G ( 0 )  - ( m l  + Q ' ) ~ ( U )  

(6 .11 )  

avec 

6,2 ,2 ,  FORME GEI~ERALE DES POTEITIELS 

La solution générale de 1 'équation (6.10), sachant que l e s  con- 
t ra intes  & l ' i n f i n i  sont riulles, e s t  : 

Pour t r a i t e r  1 'équation (6.11 ), nous al lons reriiarquer que 
a i C 1  ( a )  1 e s t  6 ~ a i  è : 

3 

u~ + iU e s t  l e  dér,lacenient Gcrit dai:s l e  repere (1.1/; 
rl 5, 
- Sur l e  sesment [-1,+1] cians l e  1 ) l ~ i ~  5 ,  i:.ipcsons une Uisconti- 

nuité U ,  coi,iiale 3ai;s l e  cas de I L  f issure rec-iiligne d u  ctiapitt-e 2 .  Alors : 

U = U sur 18, 11 
5 

IJ 5 = - l i  sur [ -1, O [  

La solution de 1 '6quatiori 6.11 e s t  ùlors (d6glacerce~t e t  rota- 
tion nuls t l ' i n f i n i )  

so i t  encore : 

. . S U ~ > O S O ~ ~ S  dans üi; :ireiiier teiiips que so i t  de la foi.r.ie 20 + b. 
;.eus ;?iioi;s d&:lelop;.iei- l e  calcul des coi.;$i-2i:;tes e t  Ces cl~~?lucei.:ei?ts eii 
t o u t  ;-joint d u  dui;;nine ciar;s l e  rept'i-e <i.l,!X ' ). Les calculs sont ti-ès lonss 
e t  ne presentent pas 1 'intCr*êt U'être purticul ièrei::ent dC-vel oppés, 
aussi nous n'eh connerocs c,ue les s r ~ n d e s  liy-,es e t  les  pt-incipaux résul tats .  



6,3,3, CPUUL. DES PCTEkT 1 ELS 

Nous son:rAes dans ut1 cas ideiltique au ct~api t re  2. !tous auroiis : 

b 5,2, CALCUL DES COlhTRAI IRES 

Remarquons tout d 'abord 1 es  relations suivantes : 

W '  ( s )  = 01 u ( i ) / s  

u n ( < )  - a(a-1) u ( i ) / ~ ~  

corrlpte t e ~ u  de ces resul ta ts  e t  de l a  yaleur des potentiels conplexes n, 
l 'expressicn 6.7  devient : 

De la  même façon qu'au chapitre 3, nous pour-rons calculer o par : 
- 

5 5 
2 a - 1  5 0 - i a  =[ - -  

55 ris a2  m + l u ( < )  u ( 5 ) 2 1  1 + ' ( i l  



Remplaçons maintenant @ ( < )  par sa valeur 6.14. I\lous aurons : 

o = Re ( A + C )  Im a + 1m(A-C) Re a + Re ( B + D )  Im b + In1 ( B - D )  Re b 
rin 

o = Re ( A - C )  Re a - 1m ( A  + C )  Im a + Re ( B  - D )  Re b - Im ( B + D )  Im b 
rl5 - 

u =Re ( E - G )  Ima + Im ( E  + G )  Rea + Re (F-1) Irn b + Im ( F + I )  Reb 
5 5 

avec : 

- 
2a-1 5 5 5 - 1 .  2 1 5  

E = H  [+ ( 5 )  ) ( ln-  m '2 l u ( < )  l 2  5 + 1  5 2 -  l 2  

- 
5 5 - 1  2 1 s  7 G = H  [ ( ln  + 

a m  ( -  l n -  7 2 - 1 2 )  + a ï x J J  21 11 r + 1  5 2 - 1 2  

- 
5 1 = H [- -- 21 + 5 

21 1 a,, -2 52 - 1 2  

6,3,3, CALCUL DES DÉPLACEMENTS 

Les calculs s 'effectuent  comme pour les contraintes à par t i r  de 
la relat ion 6.8 e t  vont conduire aux résu l ta t s  suivants : 

(6.17)  2~ U g  = Im (J+M) Rea + Re (J-M) Im a + Im (L+N) Reb + R ~ ( L  - N )  Im b 



6,4, EXEIPLE IWP'ERI QUE 
Pour appliquer l e s  r e s u l t a t s  précédents 2 l a  nethode des d i scon t inu i -  

t é s  de déplacenent, c ' e s t  2 d i r e  construire l a  na t r i ce  d ' inf luence,  i l  f au t  
encore calculer  1 ' influence d u  coin sur  lui-ti~ên~e, puis exo~liner l e s  p;-oblèrnes 
nuc$riques soulevés par 1 'exis tence  de fonctions mu1 tiforn:es. 

G 1 4 ,  1, CIALCUL DES COIYTMII.;TES ET DE~PLACEI.~ET.~T SUR LE BORD DU COI 1.' 

Le domaine é t a n t  toujours supposé à gauche ( " G u ) ,  ut i l i sons  l e s  
relations 6 .9  : 

G 
rl 

l u  w ' ( u )  1 [ k  CG ( O )  + n D ( u )  ] 2u (uC + iu ) ( t )  = - T'z-'Gq 

Les po ten t ie l s  4 e t  n ont la  nêne foi-me que l e s  poteritiels deve- 
loppés au chapitre 3. En conséquence pour ca lculer  l e s  ternes 4 " ( ~ ) ,  f i l D ( u ) :  
@ G ( U ) ,  $ ( O ) ,  i  1 s u f f i t  de renplzcer dans (2 .9  ) z par O .  

Les ca lculs  présents ont e t 6  r e a l i s e s  pour des conficjuràtions 5Co- 
metriques rec tansula i res  ou carrees.  Pour c e l a ,  i l  s u f f i t  donc de poser : 

Coinne la  focctiori w ( < )  e s t  r.luitiforn;e, on u t i l  i sera  1 a dGtei-r,iina- 
t ion 1 oçori thr~ique suivante : 



Alors que l 'ordinateur  donnera : 

Donc avec c e t t e  configuration choisie,  on procèdera à u n  t e s t  pour 
savoir l e  signe de Im 5 e t  de changer en conséquence les  arguments.. 

Cependant, d 'après (6.18), le  calcul des contraintes e t  déplace- 
'ments sur l e  bord d u  coin s 'effectuera après ayoir défini w(a) pour 

Les calculs qui suivront après sont longs e t  ne présentent pas de 
d i f f icu l tés  majeures à part  qu ' i l  faudra distinguer les  deux cas correspon- 
dant aux deux bords du coin définis par (6.20). 

Pour O < a < 1 e t  i.I H=r 
a G = 2H JÜ (ReA Ima - ImA Re a  + Re B Im b - ImB Re b) 

ri il 

a = 2H 6 (Re A Re a  + Im A Im a  t Re B Re b + Im B Im b )  
r i s  

- Im B Re b] 
I 

(6.21) 

2i.1 u E G  = H [ ( ~ e  C + Im E) Irn a  - (Im C - Re E)  Re a  

+ (Re D + Im F )  Im b - (Im D - Re F )  Re b] 

G 
b 

2i.1 un  = - H [ ( ~ e  C + Im E) Re a + (Im C - Re E)  Im a  

+ (Re D + Im F I  Re b + (Im D - Re F )  Im b] 

avec 



E t  pour - 1 < o 6 O ,  i l  s u f f i t  de prendre 6 au 1 ieu de J6 
dans (6.21) e t  en tenant compte des relat ions (6.18) e t  ( 6 . 2 0 ) ,  on obtient : 

e t  que : 

Enfin, on peut exprimer maintenant les contraintes e t  déplacements 
en fonction de quatre discontinuités û , û+, Yn e t  Y+ en u t i l i s an t  la rela-  
tion (2.19) 

Soit une plaque carrée de côté a ,  centrée à l 'o r ig ine ,  soumise à 
une compression uniforme p = E suivant deux côtés opposés (figure 6.2). 

On d i scré t i se  le  contour de la  plaque en N ' .  segments de longueur 
identique 2L sauf aux coins, où les  segments seront de longueur 
21 = A 2L ( O  < A < 1) .  

Dans c e t  exemple, on introduira l'élément coin dans la  méthode des 
discontinuités de déplacement d'ordre 2 ,  e t  on étudiera l ' é t a t  des contrain- 



t es  axx e t  a sur des droi tes ,  parallèles aux axes de l a  plaque, proches 
YY d u  contour. On choisira pour coefficient 

de Poisson v = 0,25. L'exemple t r a i t e  l e  
cas x = 0,005 e t  N = 24 (Matrice d ' i n -  

a - fluence 1 1 2  x 1 1 2 ) .  On  présentera une com- 
paraison d'erreurs entre la méthode d ' é l é -  

p ments coins e t  la  méthode des discontinui- 
tés  de déplacenient d'ordre 2 par rapport 
aux valeurs théoriques. Dans l e  cas de la  
méthode des discontinuités de déplacement 
d'ordre 2 ,  1 'élément coin e s t  remplacé par 
deux éléments d'ordre 2 de même longueur 
(matrice d'influence 128 x 128). L'appli- 
cation de la charge unité permet de com- 
parer simplement les  résu l ta t s  en erreur 
relat ive lorsqu'on compare à 1 e t  en e r -  
reur absolue lorsqu'on compare à 0. 

Figure 6 . 2  
Les figures (6.3) e t  (6.4) présentent res- 
pectivement les  courbes d 'erreurs  des con- 
t ra in tes  uxx e t  a pour x = 1,9 a/2 e t  

Y Y 
y = 1,9 a/2. 

Courbes d 'erreur r e  Zutive E pour 
a Ze Zong de x = 1 , 9  a/2 xx 

- élément coin  
- 

y-- a -- élément d 'ordre 2 



Figure 6.3.b 

Courbe d 'erreur abso Zue E 
pour o Ze Zong de x = 1 , 9  a/2 

Y Y 

10- 

. 
-10- 

-1s- 

-2s 

b 

Figure 6.4.a 

Courbe d'erreur r e l a t i v e  E 
Pour oz, Ze Zong de y = 1 , 9  a/2 

élément coin -.- 
--- O --- é Zément d 'ordre 2 



Courbes d 'erreur  absolue E 
Pour oyy Ze Zong de y = 1 ,9  a/2 

élément coin -.- 
--- a --- élément d'ordre 2 

Le 
réduite (4( 
contrai ntes 

que la taill 
On remarque 

~s figures (6.3) et (6.4) montrent qu'avec une taille de matrice 
N+4), 4(N+4)) on obtient une nette amélioration des valeurs des 
o et a en des points proches du coin de la plaque. Alors 

X X YY 
e de matrice pour 1 'élément d'ordre 2 est de (4(N+8), 4(N+8)). 
que pour A assez petit ( A  = 0,005) les valeurs de uxx et 

u sont meilleures au niveau du coin et relativement moins bonnes au niveau 
YY . 
des éléments voisins. 



CONCLUSION 



CONCLUSION 

Le présent travail  montre l e s  possibi l i tés  qu'offre la méthode 
des discontinuités de déplacement pour la  résolution des problèmes de 
l ' é l a s t i c i t é .  Cette méthode n ' e s t  autre qu'une méthode de front ière ,  puis- 
qu'on peut déterminer l ' é t a t  de contraintes e t  de déplacement en tout 
point du domaine, à par t i r  des conditions aux limites imposées sur la  fron- 
t iè re .  Du principe même de ce t te  méthode, découle une méthode numérique 
simple. Le choix de ce t t e  méthode de discontinuité n'a pas pour b u t  d'ob- 
tenir  des valeurs exactes ou approchées des contraintes e t  déplacements 
sur l e  contour mais de donner des valeurs l e  plus possible approchées en 
des points hors d u  contour au moyen d'un nombre minimum d'éléments dis- 
c ré t i sés ,  c'est-à-dire d'une matrice d' influence la pl us réduite possible. 

Cette méthode a é t é  développée dans u n  premier temps par 
CROUCH 161 en coordonnées cartésiennes en imposant une discontinuité de 
déplacement constante l e  long du contour. La solution de base avait  é t é  
obtenue à par t i r  des potentiels élastiques de Neuber-Papkovitch. En  champ 
complexe, on obtient la  même solution de façon simple à par t i r  de l ' i n -  
tégrale de CAUCHY. 

Le présent t ravai l  donne une autre dimension à l a  méthode en ce 
qui concerne d'une part ,  l ' o u t i l  mathématique choisi ,  la théorie des po- 
t en t i e l s  complexes ramenant l e s  problèmes aux limites à des formules inté-  
grales,  e t  d 'autre  par t  l e  l ib re  choix de la nature de la discontinuité 
de déplacement, polynomiale ou parabolique. 

Le choix d'un élément d'ordre 2 ,  présente cependant u n  paradoxe 
en t ê t e  de fissure puisque l e  déplacement doit  ê t r e  continu, principe 
même de la  continuité de l a  matière. Cette question soulevée nous a 
conduits à construire en t ê t e  de f issure deux éléments d i t s  dégénérés de 
type l inéa i re  e t  parabolique. Le premier élément nécessite une discrét i -  
sation fine en tê te  de f i ssure ,  d'où une t a i l l e  de matrice t rès  impor- 
tante. Par contre, l e  second élément paraît  plus intéressant,  puisqu'il 
donne une bonne approche des contraintes e t  donc des facteurs d ' intensi-  
t é  de contraintes e t  qu ' i l  ne nécessite pas une discrét isat ion fine en 
t ê t e  de f issure.  

Dans le  cas des domaines présentant des contours dont la cour- 
bure varie rapidement, la  pratique de l a  méthode impose une discrétisation 
f ine.  Pour éviter ce t t e  d i f f i cu l t é ,  on pourra u t i l i s e r  des éléments d 'or-  
dre plus élevé avec une discrétisation large. Cependant, on se heurte à 
une autre d i f f icu l té  du f a i t  que l e s  points nodaux où seront appliquées 
les  charges se trouvent éloignés du contour, ce qui conduit peut ê tre  à 



des erreurs de calcul de contraintes e t  déplacement au niveau d u  con- 
tour. 11 e s t  vrai que 1 ' u t i l i s a t ion  de ce type d'éléments demande de 
1 ongs calculs. 

La théorie des potentiels complexes montre aussi que 1 'on 
peut appliquer la méthode des discontinuit6s de déplacement à des é- 
léments circulaires.  Ce type d'élément décr i t  bien les  conditions aux 
limites puisque cet te  fois-ci  les  points nodaux sont sur l e  contour. 
Deux types d'éléments ont é t é  proposés : éléments à u n  noeud e t  à deux 
noeuds. 

Deux exemples t r a i t é s  : 

- Plaque inf in ie  percée d'un trou soumis à une pression 
uniforme. La solution obtenue e s t  identique à la solution 
exacte. Ceci e s t  dû  au f a i t  que la solution de base a é t é  
construite pour l e  cas d'un déplacement radial constant. 

- Plaque inf in ie  percée d'un trou soumis à une pression sur 
deux quarts opposés. Les résu l ta t s  sont obtenus avec une 
erreur négl i  geable (inférieure à 10-4). 

Par extension de la  méthode, i l  a é t é  proposé l 'é tude d'un 
élément curviligne par u t i l i sa t ion  de la transformation conforme sur : 

- u n  cercle,  

- une droite.  

Le second cas u t i l i s é  pour des contours curvilignes présen- 
tan t  des coins (méthode "élément coin"). Ainsi dans l e  cas d'une pla- 
que carrée, la solution e s t  convergente au niveau des coins lorsque 
la longueur de 1 'élément coin e s t  négligeable devant celle d'un élé- 
ment hors coin. Cependant, on remarque une perturbation des valeurs 
des contraintes au voisinage des segments proches des éléments coins. 

D'autres méthodes de discontinuités, s o i t  de déplacement, 
s o i t  de contrainte, s o i t  mixtes ont é t é  étudiées (chapitre IV). Les 
méthodes faisant  intervenir des discontinuités de contraintes donnent 
des déplacements in f in i s  à 1 ' i n f i n i ,  Par conséquent, ce type de mé- 
thodes impose l ' u t i l i s a t i o n  de milieux élastiques bornés. La méthode 
en déplacement avec discontinuité de déplacement propose des solutions 
élémentaires dépendant du coefficient de Poisson. 

Ce t ravai l  a permis de mettre au point l a  méthode numérique 
des discontinuités de déplacement, étape nécessaire à l'approfondis- 
sement de l 'étude des autres méthodes de discontinuités t ra i tées  au 
chapitre IV. 

Les solutions n'ayant é t é  développées qu'en mi 1 ieux inf inis  
en imposant des charges réparties sur la  f ront ière  du domaine e t  1 ' é -  
tude excluant l ' introduction de forces concentrées, i l  s e r a i t  intéres- 
sant d'axer ultérieurement la recherche sur certains sujets  t e l s  que : 



I o )  Traiter les méthodes des discontinuités aux problèmes plans 
en proposant des solutions en milieux semi-infinis. 

2") Mettre au point une étude introduisant des forces concentrées 
en milieux infinis et semi-infinis. 

3") Appl iquer les méthodes des discontinuités aux mi 1 ieux él as- 
tiques stratifiés. 
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t * t t t t + * t * + t * + * * * * t * * * * + * t * * + c + * t * * + * * * + * + + t * + * * + + * + + + * * * * * * * *  

t t 

t d i s c o n t i n u i t e  d e  d e p l a c e m e n t  p o u r  u n  e l e m e n t  t 

t r e c t i l i g n e  a  d e u x  n o e u d s  t 

4 + 
* + * * + * * * * * * + * * * * * + + + + * * + + * + * + * + + + * * * + * + * * * + * + + * + + + * * + * * * + + + * * *  
d i m e n s i o n  a ( 2 5 6 U U )  r r ( 1 6 U ) , e ( 4 0 ) ~ ~ 0 ( 4 0 ) r x  ( 4 3 )  # y  ( G ; ] ) r d l ( 4 0 ) f  

s D n ( 4 0 ) , b t  ( 4 û ) 8 d n g ( L 3 ) , d n d ( 4 0 ) r d t ~ ( 4 0 ) , d t d ( 4 0 )  
c o r r m o n / s l  / f s b ( l 6 )  
~ 0 1 ~ m o n / s 2 /  h, h p r k  
d a t a  i m p , l c / 2 0 , 1 0 /  
c o m g l e x  z ~ ~ e , z i j ~ e i j ~ z q i j ~ z d i j ~ e s ~ z s ~ e s j r z s j ~ z i ~ i m a g  
r e a l  k ,nu  
p i = l . * a t a n ( l  ,) 

e p s = . l e - 2 1  
r e a d  ( l c r l  0 0 0 )  n u r n u m b c  , n u m o s r u ~ n u m b s  
w r  i t e  ( i m p t l  ) n u , n u m b c r n u r n o s r u , n u m 5 ç  
k = 3 . - & * n u  
h = 1 . / ( 8 + p i * ( l - n u * * 2 ) )  
h p = l . / ( l o * p i * ( l - n u ) )  
w r i t e  ( i r n p r 4 )  n u m o s  
u r i t e  ( i m p ~ 5 )  n u  
x r i t e  ( i m p r 6 )  u 
i f ( n u m o c . e q . 0 )  g o  t o  6 0  

c  d i s c r e t i s a t i o n  d u  c o n t o u r  c i r c u l a i r e - c e n t r e s  e t  d e m i - l o n g u e u r s  d e s  
c s e g m e n t s  

numbd=O 
d o  53 i = l r n u r n b c  

, f a c = l .  
r e a d  ( l c r 1 0 0 0 )  r a y r t e t a 3 , t e t a f , n u m , t n r t t  
w r i t e  ( i m g , 2 )  r a y t  t e t a d r t e t  a f ~ n u r n ,  t n t t t  
t e t a = ( t e t a f - t e t a d ) / n u m  
i f ( t e t a . l t . 0 . )  f a c = - 1 .  
s w = r a y + s q r t  ( 2 - 2 * c o s ( t e t  a ) )  
h a u t = r a y + c o s  ( t e t a / 2 )  
C O  5 0  n i = l r n u m  
n u r n b d = n u m b d +  1  
t e t a m = t e t a d + ( Z * n i - l ) + t e t a / 2  
x ( n u m b d ) = h a u t * c o s ( t e t d m )  
y ( n u m b d ) = h a u t * s i n (  t e t a m )  
d \  ( n u r n b d ) = s u / 2  
e ( n u r n D d ) = f  a c * c m p l  x ( - s i n ( t e t a m ) ~ c o s  ( t e t a m l  1 
z o ( n u m b d ) = c m p l x ( x ( n u m b a i ) ~ y ( n u m b d ) )  
b n ( n u m b d ) = t n  
b t  ( n u m b d ) = t t  

S C  c o n t i n u e  
u r i t e  ( i m p t 3 )  n u m b c  
w r i t e  ( i m p r l 4 )  
d o  5 5  i = l , n u m b d  

5 5  a r i t e  ( i m p , 7 )  i, x ( i ) , y ( i ) , d l ( i ) , e ( i ) , b n ( i ) 8 b t ( i I  
6 0  i f ( n u m b s . e q . 0 )  g o  t o  6 1  

c  d i s c r e t i s a t i o n  d u  c o n t o u r  r e c t a n g u l a i r e - c e n t r e s  e t  d e m i - l o n g u e u r s  
c  d e s  s e g m e n t s  

n u m b d = O  
d o  5 1  i = l r n u m b s  
r e a d  ( l c r 1 0 0 0 )  num,xb,yb,xe,ye. t n r  t t  
w r i t e  ( i r n p r 2 0 )  n u m r x b r y S , x e , y e , t n r t t  
x d = ( x e - x b )  / n u m  
y d = ( y e - y b )  / num 
s w = s q r t  ( x d * + 2 + y d * * 2 )  



d o  5 1  n i = l r n u m  
n u m b d = n u m b d + l  
x ( n u m b d ) = x b + ( 2 f n i - 1 )  * x d / 2  
y ( n u m b d ) = y b +  ( 2 * n i - l ) * y a / 2  
a l  ( n u m b d ) = s w / 2  
e ( n u m b d ) = c r n p l x ( x d / s w ~ y d / s w )  
z o ( n u m 3 d ) = c m p l x ( x ( n u m b d ) ~ y ~ n ~ m b d ~ )  
b n ( n u m b d ) = t n  
b t  ( n u r n b d ) = t t  

5 1  c o n t i n u e  
d r i t e  ( i m p r l 3 )  n u m b s  
, ~ ; i t e  ( i m p r l 4 )  
do 5 6  i = l / n u m b d  

5 6  w r i t e  ( i m p . 7 )  i r x ( i ) r y ( i ) t d l ( i ) r e ( i ) r b n ( i ) t b t ( i )  
6 1  c o n t i n u e  

c  m a t r i c e  
m=4*numbd 
n = 2 * n u m b d  
n u m p c = 2  
d o  80  n i = l  r n u m p c  
d o  9 0  i = l r n u m b d  
i l = 2 * i - 1  
i 2 = 2 * i  
x i = - u * d l ( i )  
i f  ( n i . g t . 1 )  x i = u * d l ( i )  
c a l l  i n i t i a l  ( x i r d l ( i > r O )  
j d = i  1  
i f  ( n i . g t . 1 )  j d = i 2  
a ( j d + ( i l - 1  ) * r n ) = f s b ( l )  
a ( j d t ( i 2 - 1  ) * m ) = f s b ( 2 )  
a ( j d + ( i l + n - l ) * m ) = f s b ( 3 )  
a ( j d t ( i 2 t n - 1  ) * m ) = f s b ( 4 )  

I a ( j d + n + ( i l - 1  > * m ) = f s b ( 5 )  
a (  j d t n t ( i 2 - 1  ) * m ) = f s b ( 6 )  
a ( j d + n + ( i l + n - l ) * m ) = f s b ( 7 )  
a ( j d + n + ( i 2 + n - 1  ) * m ) = f s b ( 8 )  
a o  90  j z l r n u m b d  
j l = 2 * j - 1  
j 2 = 2 * j  
i f  ( i . e q . j )  go t o  90  
e i  j = e ( i ) / e ( j )  
z i j = ( z o ( i > - z o ( j ) ) / e ( j )  
z g i  j = z i  j - u * d l ( i ) * e i  j 
z d i  j = z i  j + u * d l ( i ) * e i j  
z i = z g i  j 
i f  ( n i . g t . 1 )  z i = z d i j  
c a l 1  i n i t i a  
c a l l  i n t e r m e d  ( z i , d l (  j ) , e i  j r l r O )  
i f  ( n i . g t . 1 )  i l = i 2  
a ( i l t ( j 1 - 1  ) * m ) = f s b ( l )  
a ( i l + (  j 2 - 1  > * m ) = f s b ( 2 )  
a ( i l + ( j l + n - l ) * m ) = f s b ( 3 )  
a ( i l + ( j 2 + n - l ) * m ) = f s 8 ( 4 )  
d ( i l + n + ( j  1 - 1  ) * m ) = f s b ( 5 )  
a ( i l + n + ( j 2 - 1  ) * m ) = f s S ( 6 )  
a ( i l + n + ( j  l t n - l > * m ) = f s b ( 7 )  
a ( i l + n + ( j 2 + n - 1  ) * m ) = f s b ( 8 )  

9C c o n t i n u e  
8C c o n t i n u e  

c r e s o l u t i o n  d u  s y s t e m e  d ' e q u a t i o n s  ( m e t h o d e  d e  g a u s s )  



do 1 0 0  i = l , n u m b d  
r ( 2 * i - l ) = b n ( i )  
r ( 2 * i ) = b n ( i )  
r ( 2 * i - l + n ) = b t ( i )  
r ( 2 * i + n ) = b t ( i )  

1CC c o n t i n u e  
c a l l  g e l g  ( r r a r m r l  ,eps, i e r )  
i f ( i e r . n e . G )  g o  t o  3 8 3  
u r i t e  ( i m p r 2 1 )  
d o  1 0 5  i = l , m  
u r i t e  ( i m p t l 9 )  i r r ( i )  

1 9 5  c o n t i n u e  
d o  1 1 0  i=l r n u m b d  
a n g ( i ) = r ( 2 * i - 1 )  
d n a ( i ) = r ( 2 * i )  
d t g ( i ) = r ( 2 * i - l + n )  
d t d ( i ) = r ( 2 * i + n )  

1 1 3  c o n t i n u e  
c  c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e p l a c e m e n t s  s u r  l e  c o n t o u r  

p r = 1 . / ( 4 . * ( l  . - n u * * 2 > )  
d r i t e  ( i m p r 1 7 )  
d o  1 1 5  n i = l , n u m p c  
i f ( n i . g t . 1 )  u r i t e  ( i m p r l 8 )  
w r i t e  ( i r n p ~ l 5 )  
d o  1 2 0  i = l , n u m b d  
x i = - u * d l  ( i 
i f ( n i . g t . 1 )  x i = u * d l ( i )  
c a l l  i n i t i a l  ( x i , d l ( i ) r O )  
s i g t t = f s b ( l ) * d n g ( i ~ t f ~ b ( 2 ) * d n d ( i ) + f ~ b ( 3 ) * d t g ( i ) t f s b ( 4 ) * d t d ( i ) + p r  

s * ( d t d ( i ) - d t g ( i  ) ) / d l ( i )  
c a l l  i n i t i a l  ( x i r d l ( i > , O )  
s i g n n = f s b ( l ) * d n g ( i ) + f s b ( 2 ) * d n 3 ( i ) + f s b ( 3 ) * d t g ( i ) + f s b ( 4 ) * d t d ( i )  

, s i g n t = f s b ( S > * d n g ( i ) + f s b ( 6 ) * d n d ( i ) + f  s b ( 7 ) * d t g  (i ) t f s b ( 8 ) * d t d ( i )  
c a l l  i n i t i a l  ( x i r d l ( i > , l )  
u t p o s = f s b ( 9 ) * d n g ( i ) t f s b ~ 1 O ~ * d n d ~ i ~ t f s b ~ l 1 ~ * d t g ~ i ~ t f s o ~ l 2 ~ * d t d ~ i ~  
u n p o s = f s b ( l 3 ) * d n g ( i ) t f s b ( 1 4 ) * f s b ( 1 5 ) * d t g ( i ) + f s b ( 1 6 ) * d t d ( i  

s 
d o  1 2 5  j = l  r n u m b d  
i f ( i . e q . j )  g o  t o  1 2 5  
e i  j = e ( i ) / e ( j  
z i  j = ( z o ( i ) - z o (  j ) ) / e ( j )  
z g i j = z i  j - u * a l ( i ) * e i j  
z d i  j = z i j + u * d l ( i ) * e i j  
z i = z g i  j 
i f ( n i . g t . 1 )  z i = z d i  j 
d h = d l (  j )  
c a l l  i n i t i a  
c a l l  i n t e r m e d  ( z  i ,dh,ei j,-1 ,O)  
s i g t t = s i g t t t f s b ( l ) * d n g ( j ) t f ~ ~ ~ 2 ~ * d n d ~ j ~ t f s b ~ 3 ~ * d t ~ ~ j ~ t f s b ~ 4 ~ * d t d  

s ( j )  
c a l l  i n i t i a  
c a l l  i n t e r m e d  ( z i r d h r e i  j t l r O )  
s i g n n = s i g n n t f s b ( l ) * d n g (  j ) + f s b ( 2 ) * d n d (  j ) t f s b ( 3 ) * d t q (  j ) t f s h ( 4 ) * d t d  

s  ( J 

s i g n t = s i g n t + f s b ( 5 ) * a n g ( j ) + f s b ( 6 ) * o n j ( j ) + f s b ( 7 ) * d t s ( j ) t f s o ( 8 ) * d t d  
s ( j )  

c a l l  i n t e r m e d  ( z i r d h r e i  j r l r l )  
u t p o s = u t p o s + f s b ( 9 ) * d n q ( j ) t f s ~ ~ l 0 ) * d n d ( j ) + f s b ~ 1 1 ~ * d t g ~ j ~ t f s b ~ l 2 ~ *  

s d t d (  j 
u n p o s = u n p o s + f s b ( l 3 ) ~ d n g ~ j ) t f s b ~ 1 4 ~ * d n d ( j ~ + f s ~ ~ 1 5 ~ * d t g ~ j ~ t f s ~ ~ l 6 ~  



s * d t d ( j >  
1 2 5  c o n t i n u e  

 rite ( i m p 8 8 )  i l s i g n n r s i g n t r s i g t t r u t p o s r u n p o s  
1 2 6  c o n t i n u e  
1 1 5  c o n t i n u e  

i f ( n u m o s )  3 8 0 , 3 8 0 t 1 3 0  
1 3 0  u r i t e  ( i m p r l 6 )  

nump=O 
d o  1 4 0  i = l r n u m c s  
r e a d  ( l c r 1 0 0 0 )  n u r n r x b r y b r x e r y e  
u r  i t e  ( i r n p r 9 )  n u m t x b O y b r x e O y e  
x d = ' ( x e - x b  /num 
y d = ( y e - y b ) / n u m  
d w = s q r t  ( x d * + 2 + y d * * 2 )  

e s = c m p l x ( x d / d u t y d / d u )  
d o  1 4 0  n i z l r n u m  
n u m p = n u m p + l  
x s = x b + ( 2 * n i - l ) * x d / 2  
y s = y t + ( z * n i - 1 )  * y d / 2  
z s = c m p l x ( x s r y s )  
s i  gnn=O. 
s i g n t = O .  
s i g t t = O .  
un=O.  
c ; t = O .  
d o  1 5 0  j = l / n u m b d  
e s j = e s / e ( j )  
z s j = ( z s - z o ( j  ) ) / e ( j  
z i = z s j  
d h = d l  ( j  
c a l l  i n i t i a  

, c a l 1  i n t e r m e d  ( z i r d h r e s  j r - î r O )  
s i g t t = s i g t t t f s b ( l ) * d n g (  j ) + f s b ( 2 ) * d n d ( j ) + f s ~ ( 3 I * d t g (  j ) t f s b ( 4 ) * a t d  

s ( j )  
c a l l  i n i t i a  
c a l l  i n t e r m e d  ( z  i t d h r e s  j c l r O )  
s i q n n = s i g n n + f s b ( l ) * d n g ( j ) t f ~ b ~ 2 ~ * d n d ~ j ~ t f s b ~ 3 ~ * d t g ~ j ~ t f s b ~ 4 ~ * d t d  

s ( j )  
s i g n t = s i g n t t f s b ( 5 ) * d n g (  j ) t f ~ b ( 6 ) * d n d ( j ) + f s b ( 7 ) * d t g ( j ) t f s b ( 8 ) * d t d  

s ( j )  
c a l l  i n t e r m e d  ( z i r d h r e s  j r l r l )  
u t = u t + f s b ( 9 ) * d n g ( j ) + f s D ( 1 O ) * d n d (  j ) + f s b ( l l ) * d t g ( j ) + f s b ( 1 2 ) * d t d ( j )  
u n = u n t f s b ( 1 3 ) * d n g ( j ) t f s b ( l 4 ) * d n d ( j ) + f s b ( 1 5 ) * d t ç ( j ) + f s b ( 1 6 ) * d t d ( j  

s  1 
1 5 G  c o n t i n u e  

 rite ( i m p t l  O )  n u m p r x s r  y s r s i g n n ,  s i g n t r s i  3 t t r u t l u n  
1 4 0  c o n t i n u e  
3 8 0  w r i t e  ( i m p r l l )  i e r  

g o  t o  300 
c  f o r m a t s  d e  l e c t u r e  e t  d ' e a i t i o n  

1  f o r n a t ( ~ x r f 4 . 2 ~ l x r i 2 1 1 x ~ i 2 , 1 x ~ f ~ . 2 ~ 1 x ~ i 2 )  , . 

2 f o r m a t ( l x r f 8 . 4 ~ l x ~ f l 0 . 7 ~ 1 x ~ f 1 0 . 7 ~ 1 x ~ i 4 ~ l  x r f 3 . 1  ~~~~~~~1) 
3 f o r m a t ( / r l n o m S r e  d a r c s  c i r c u l a i r e s  c e n t r e s  a  1  o r i g i n e  du c o n t o u  

s u r  e t u d i e = ' r i 2 r / )  
4 f o r m a t ( ' n o m b r e  d e  s e g m e n t s  u t i l i s e s  p o u r  d e t e r m i n e r  l e s  a u t r e s  

s e n d r o i t s  o u  1 o n  v e u t  o b t e n i r  a e s  r e s u l t a t s = ' r i 3 r / )  
5 f o r m a t ( 5 x 0 ' c o e f f i c i e n t  d e  p o i s s o n  n u = ' r f 4 . 2 1 / )  
6 f o r m a t ( 5 x r 1 c o e f f i c i e n t  d e  p o s i t i o n  d e s  c h a r g e s  u = ' r f 4 . 2 )  
7 f o r m a t ( i 3 r 3 ( 9 x ~ f 9 . 5 ) r 8 ~ , ' ( ' ~ f 9 . 5 r 3 ~ r ' r ' 1 3 x , f 9 . 5 r ' ) ' r 7 x ~ f 9 . 5 r 8 x r f  



s 9 . 5 )  
8 f o r m a t ( i 3 # 5 ( 1 0 x # f 9 , 5 ) )  
5 f o r m a t  ( i 3 # 4 ( l x r f 9 . 5 ) )  

1C f o r m a t ( 2 x r i 3 r 4 ( 9 x r f 9 . 5 ) t 3 ( 8 ~ 1 f 9 . 5 ) )  
1 1  f o r m a t  ( / / , 5 x r ' i e r = ' , i 2 # / / )  
1 3  f o r , m a t  ( / ,  ' n o m ~ r e  d e  s e g m e n t s  d e  d r o i t e s  d u  c o n t o u r  e t u d i e = ' , i 2 # /  

s  
1 4  f o r m a t ( / ~ ' ~ e g ' ~ l O x ~ ' ~ - ~ 0 0 r d ' 1 l l x ~ ' y - ~ 0 o r d ~ ~ 1 C x ~ ' d e m i - l o n ~ ' ~ 1 O x ~  

~ ' ( ~ 0 ~ - d i r ' , 3 ~ , ' ~ ' ~ 3 x , ' ~ i n - d i r ) ' ~ 8 x ~ ~ t r a c t - n o r n ' ~ 7 x ~ ' t r a c t - t a n g ' ~  
s / / )  

1 5  f o r m a t ( / ~ ' s e g ' ~ ~ 2 x , t ~ i g n n ' ~ ~ 4 x , t ~ i g n t ' , l 4 x ~ t s i g t t t ~ 1 4 x ~ ' u t p o s ' ~  
s l 4 ' x t ' u n p o s ' ~ / / )  

1 6  f o r m a t ( / ~ ' p o i n t ' ~ l 0 x ~ ' ~ - ~ o 0 r a ' ~ l l x ~ ~ y - ~ o o r d ' ~ 1  2 x t 1 s 1  g n n 1 # 1 3 x #  
~ ' ~ i g n t ' ~ l 2 ~ ~ ' ~ i g t t ' ~ 1 O x ~ ' u t ( t o t a l ~ ' ~ ~ x ~ ' ~ n ~ t o t a l ~ ~ ~ / / ~  

1 7  f o r m a t ( / / ~ l 0 x , ' c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e p l a c e m e n t s  s u r  l e  
s c o t e  g a u c h e  d e s  s e g m e n t s  d u  c o n t o u r ' # / / )  

1 8  f o r n a t ( / / , 1 0 x , ' c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e p l a c e m e n t s  s u r  l e  
s c o t e  d r o i t  d e s  s e g m e n t s  d u  c o n t o u r 8 , / / )  

2 0  format(i3~4(lx,f9.5),2(1x,f3.1)) 
1 9  f o r m a t ( 5 0 x r ' b ( ' , i 3 , ' ) = ' r e 1 2 . 5 )  
2 1  f o r m a t ( / / )  

1 0 0 0  f o r m a t  ( v )  
3 0 0  s t o p  

e n d  
s u b r o u t i n e  i n i t i a l  ( x i r d 1 , d e l t a )  
c o m m o n / s l  / f s b ( l 6 )  
c o m m o n / s 2 /  h r h p r k  
r e a l  K , f ( 1 4 > , f 1 1 , f l Z , f 1 3 , f 1 4  
i n t e g e r  d e l t a  
f ( l l ) = f I l  ( x i , d l )  
f ( l 2 ) = f l 2  ( x i r d l )  
i f  ( d e l t a . e q . 0 )  g o  t o  1 0  

, f ( 1 3 ) = f 1 3 ( x i , d l )  
f ( l 4 ) = f l 4 ( x i r d l )  

1 0  f s S ( 1 ) = - h * f ( l l )  
f s o ( 2 ) = h * f  ( 1 2 )  
f  s b ( 3 ) = 0 ,  
f s b ( 4 ) = 0 ,  
f s b ( 5 ) = 0 .  
f s b ( 6 ) = 0 .  
f s b ( 7 ) = f s b ( l  
f s b ( 8 ) = f  s b ( 2 )  
i f  ( d e l t a . e q . 0 )  g o  t o  2 0  
f s b ( 9 ) = h p * ( k - l ) * f ( l 3 )  
f s b ( l O ) = h p * ( k - l ) * f  ( 1 4 )  
f s b ( l l ) = ( d i - x i ) / ( 4 * d O  
f s b ( l 2 > = ( d l + x i > / ( 4 * d l )  
f s b ( l 3 ) = f s b ( 1 1  
f s b ( l 4 ) = f  s b ( l 2 )  
f s b ( l 5 ) = - f s b ( 9 )  
f s 5 ( 1 6 ) = - f  s b ( 1 0 )  

2 0  c o n t i n u e  
r e t u r n  
e n d  
s u b r o u t i n e  i n t e r m e d  ( z r d l t d e i j , m u l t # c o e f f )  
c o r t m o n / s l  / f s b ( l 6 )  
c o n r n o n / s 2 /  h r h p ~ k  
c o m p l e x  f ( 1 0 ) ~ f l , f 2 ~ f 3 ~ f 4 ~ f 5 ~ f 6 1 f 7 , f 8 ~ f 9 ~ f 1 O 1 c o n ~ c o l ~ d n n e ç ~ d n p o s  

s , d t n e q r d t p o s , z ~ d e i  j l ce i  j 
r e a l  k  



i n t e g e r  c o e f  f  
i f ( c o e f f . e q . 1 )  g o  t o  2 0  
f ( l ) = f l ( z , d l )  
f ( 2 ) = f 2 ( ~ r 0 1 )  
f ( 3 ) = f 3 ( z r d l )  
f  ( c ) = f 4 ( z , d 1 )  
f  ( 5 ) = f S ( z , d l )  
f ( 6 ) = f 6 ( z . , d l )  
c o n = - m u 1  t + ( d e i  j + * 2 )  
c o l = ( l  . # O .  ) + c o n  
c n g n n e g = h + r e a l ( - f ( 1 ) - c o n * f  ( 2 ) )  
c n d h p o s = h * r e a l ( f  ( 3 ) - c o n * f ( 4 ) )  
c n d t n e g = h * a i r n a g ( - c o C + f ( 5 ) - c o n * f ( 2 ) )  
c n a t p o s = h + a i m a g ( c o l * f  ( 6 ) - c o n * f  ( 4 )  
i f ( m u 1 t . e q . - 1 )  g o  t o  30 
c t d n n e g = h * a i m a g ( - c o n * f ( Z ) )  
c r d n p o s = h + a i m a g ( - c o n t f  ( 4 ) )  
c t d t n e g = h * r e a l ( c o n + ( f  ( 5 ) t f  ( 2 ) ) )  
c t d t p o s = h * r e a l  ( - c o n t ( f ( 6 ) - f  ( 4 ) ) )  
3 0  t o  30 

2 0  f ( ? ) = f 7 ( z , d l )  
f ( a ) = f S ( z r o l )  
f ( 9 ) = f ? ( z r d l )  
f ( 1 0 ) = f l O ( z , d l )  
c e i  j = c o n j  g c d e i  j )  
d n n e g = h p * c e i  j * ( - 2 * ( k - 1 ) - k * f  ( ? ) t c o n j g ( f ( ? ) ) t f  ( 8 ) )  
d n p o s = h p * c e i j * ( 2 + ( k - l ) + k * f ( 9 ) - c o n j g ( f ( 9 ) ) - f ( l O ) )  
d t n e g = h p * c e i j * ( - 2 * ( k - l ) - k * f ( ? ) t c o n j g ( f ( 7 ) ) - f ( 8 ) )  
d t p o s = h p + c e i  j * ( 2 * ( k - f ) + k * f  ( 9 ) - c o n j g  ( f  ( 9 ) ) t f  ( 1 0 ) )  
f s b ( 9 ) = r e a l ( d n n e g )  
f s b ( l O ) = r e a l  ( d n p o s )  
f s b ( l l ) = a i m a g ( d t n e g )  
f s b ( l 2 ) = a i r n a g ( d t p o s )  
f s b ( l 3 ) = a i m a g ( d n n e g )  
f s S ( 1 4 ) = a i m a g ( d n p o s )  
f s b ( l 5 ) = - r e a l ( d t n e g 1  
f s b ( l 6 ) = - r e a 1 ( d t p o s >  
g o  t o  4 0  

30 f s b ( l ) = c n d n n e g  
f s b ( 2 ) = c n d n p o s  
f s b ( 3 ) = c n d t n e g  
f s b ( 4 ) = c n d t p o s  
i f  ( m u l t . e q . - 1 )  go' t o  40 
f s S ( S ) = c t d n n e g  
f s U ( b ) = c t d n p o s  
f s b ( ? ) = c t d t n e g  
f s b ( 8 ) = c t d t p o s  

4 0  c o n t i n u e  
r e t u r n  
e n d  
s u b r o u t i n e  i n i t i a  
c o m m o n / s l / f s b ( l 6 )  
CO 20 i = l r 1 6  

2 0  f s b ( i ) = O .  
r e t u r n  
e n a  
f u n c t i o n  f l ( ~ 8 a )  
c o r p l e x  f l r z  
fl=(l./a)*alag(cabs((z-a)/(z+a)))+Z./(z+a) 
r e t u r n  



e n d  
f u n c t i o n  f 2 ( z , a )  
c o m p l e x  f 2 , z r z c  
z c = c o n j g ( z )  
f 2 = 2 * a * ( z - z c ) / ( ( z - a ) * ( z + a ) * ( z + a ) )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t  i o n  f 3 ( z r a )  
c o m p l e x  f3,z 
f 3 = ( 1 . / a ) * a l o g ( c a b s ( ( z - a ) / ~ z + a ~ ~ ~ + 2 . / ~ z - a ~  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f 4 ( z , a )  
c o m p l e x  f 4 , z t z c  
z c = c o n j g ( z )  
f 4 = 2 . * a * ( z - z c ) / ( ( z + a ) * ( z - a ) z - a ) )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f S ( z , a )  
c o m p l e x  f5,z 
f5=(l./a)*clog((z-a)/(z+a))+2./(z+a) 
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f 6 ( z t a )  
c o r i p l e x  f6,z 
f6=(l./a~*clog((z-a)/(z+a))+2./(z-a) 
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f ? ( z , a )  
c o m p l e x  f 7 r z  
f 7 = ( ( z - a ) / a )  * c l o q ( ( z - a )  / ( z + a ) )  
r e t u r n  

, e n d  
f u n c t i o n  f 8 ( z , a )  
c o m p l e x  fS,z,zc,f5 
z c = c o n j y ( z )  
f B = ( z - z c ) * c o n j g (  f S ( z r a )  
r e  t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f 9 ( z , a )  
c o m p l e x  f 9 t z  
f 9 = ( ( z + a ) / a ) * c l o g ( ( z - a ) z + a ) )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f l O ( z r a )  
c o m p l e x  f l O t z r z c r f 6  
z c = c o n j q ( z )  
flC=(z-zc>*conjg(f6(z,a)) 
r e t u r n  
e n o  
f u n c t i o n  f l l  ( x r a )  
f l l = ( l . / a ) * a l o g ( ( a - ~ ~ / ~ a + x ) ) + 2 . / ~ x + a )  
r e  t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f l 2 ( x , a )  
fl2=(l./a>*alog((a-x)/(a+x))+2./(x-a) 
r e t u r n  
e n d  
f u n c t  i o n  f l 3 ( x , a )  
f l 3 = ( ( a - x ) / a ) * a l o ~ ( ( a - x  ) / ( a + x ) ) - 2 .  



r e t u r n  
e n d  
f d n c t i o n  f l 4 ( x r a )  
f 1 4 = ( ( x t a > / a ) * a l o g ( ( a - ~ ) / ( a + x ) ) + 2 .  
r e t u r n  
e n d  
s u b r o u t  i n e  g e l g ( r 8 a 8 m 8 n 8 e p s 8  i e r )  
d i m e n s i o n  a ( 4 0 C C O ) , r ( 2 0 0 >  
i f  ( m )  2 3 r 2 3 r l  
i e r = O  
p i  v=O.O 
rr,rn=&*m 
n m = n * m  
d o  3  l = l r r n m  
t b = a b s ( a ( l  1 )  
i f ( t b - p i v )  3 ~ 3 8 2  
~ i v = t b  
i = l  
c o n t i n u e  
t o l = e p s * p i  v  
I s t = l  
a o  1 7  k = l r m  
i f  ( p i v )  2 3 8 2 3 8 4  
i f  ( i e r )  7 8 5 1 7  
i f ( p i v - t o l )  6,687 
i e r = k - 1  
p i v i = l . O / a  (i 
j = ( i - 1 ) / m  
i = i - j t m - k  
j = j + l - k  
ao  8 l = k r n m 8 m  
l l = l t i  
t b = p i v i * r ( l l )  
r ( l l ) = r ( l )  
r ( l ) = t b  
i f  ( k - m )  9 8 1 8 8 1 8  
l e n d = l s t + m - k  
i f ( j )  1 2 ~ 1 2 ~ 1 0  
i i = j t m  

ao  1 1  l = l s t t l e n d  
t b = a ( l )  
l l = l + i i  
a ( l ) = a ( l l >  
a ( l l ) = t b  
d o  1 3  l = l s t r f i m r m  
l l = l + i  
t b = p i v i * a ( l l )  
a ( l l ) = a ( l )  
a ( t ) = t b  
a ( l s t ) = j  
r ; i v=O .O  
l s t = l s t + l  
j = O  
do  1 6  i i = l s t , l e n d  
p i v i = - a ( i i >  
i s t z i i t r n  
j = j + l  
do  1 5  l = i s t t m m r m  
l l = i - j  
a ( l ) = a ( l ) + p i v i * a ( l l )  







C . ....................................................... 

C * t 

c e le rnent  c i r c u l a i r e  a u n  s e u l  n o e u d  t 

C * 
C * * 
c t * 
c t t t * * t t t t * t * * t * t t t t t * * * * t * t t t t t * * * * k & * * * * * * * * * * * ~ * * * * * t * * * A  

d i m e n s i o n  a ( 1 6 3 8 4 ) r o ( 1 2 8 ) , z o ( 6 4 ) , ~ ( 6 4 ) r y ( 6 4 ) ~ z e t a ( 6 4 ) r b n ( 6 4 ) ,  
d S t ( C 4 ) r d n ( 6 4 ) r a t ( 6 4 ) , a l f a ( 6 4 ) , r ( 6 4 )  

co rmon  / s l /  f s b ( 8 )  
common/s2/h,hp,k 
c o n m o n / s 3 / s i g r r r s i g r t ~ s i g t t ~ u t p o s r u r p o s ~ u t ~ u r  
common/s4/  f  l o g r p l o g  
c a t a  i m p r l c / 2 0 1 1 G /  
c o m ~ l e x  z o r z i r z s  
r e  a  1  k ,nu 
p i = 4 . * d t a n ( l  .) 
eps=O. l e - 1  2 
r e a d ( l c r 1 0 0 0 )  nu,numbcrnumos 
u r  i t e (  imp, l )  nulnurnbcrnumos 
ù=3.-4.*nu 
h = 1 , / ( 8 , * p i *  ( 1 - n u * * 2 ) )  
hp=1  . / ( B . * p i  * ( l - n u ) )  
u r i  t e ( i m p r 4 )  numos 
w r i t e ( i m p r 5 )  nu 

C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c D I S C R E T I S A T I O N  DU C E R C L E  
C f * * * t * * * * * * * C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t t * * * * * * * * * * * *  

numba=û 
do 50 i = l r n u m b c  
t e a d ( l c r l C l Q 0 )  r a y , t e t a d t t e t a f r n u m ~ t n t t t  
u r i t e ( i m p r 2 )  r a y , t e t a ~ , t e t a f , n u r ~ , t n t t t  
t e t a a = t e t a d * p i  

' t e t a f = t e t a f * p i  
a l f a m = ( t e t a f - t e t a d ) / ( 2 * n u m )  
f a c = 1 ,  
i f ( a l f a m . g t . 0 . )  f a c = - 1 ,  
do  50 n i= l , num 
numbd=numbd+l  
t e t a m = t e t a d +  ( 2 t n i - 1  ) * a l  fam 
x ( n u m b d ) = r a y * c o s (  t e t a m )  
y  ( n u m b d ) = r a y  * s  i n ( t e t a m 1  
z o ( n u m b d ) = c m p l  x ( x ( n u m b d ) 1 y ( n u m 5 d )  
r ( n u m b d ) = r a y  
a l f a ( n u m S d ) = a l f a m  
z e t a ( n u m b d ) = t e t a m - p i / 2 .  
o n ( n u m S d ) = f a c * t n  
b t  ( n u m b d ) = f a c * t t  

50 c o n t i n u e  
w r i  t e  ( i m p r 3 )  numbc 
do 5 5  i= l ,numbd 

5 5  ~ r i t e ( i m p ~ 7 )  i , x ( i ) , y ( i ) , z e t a ( i ) r b n ( i ) , b t ( i )  
C * C * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * t * * * * * * * f * * * * * * * * * * * *  

c m a t r i c e  
C * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

m=2* numod 
n=numbd 
do 80 i = l r n u m b d  
do 9C j = l  rnumbd 
c a l 1  i n i t i a l  



z i = r ( i ) * ( O . r I . )  
z e t a r n = z e t a ( i  1 - z e t a ( j )  
d h = a l f a ( j )  
r y = r (  j )  
c a  1 1  i n t e r m e d ( z i  8 d h r z e t a m r r y P f )  
a ( i + ( j - l ) * m ) = f s b ( l )  
a ( i + ( j + n - 1  > * m > = f s b ( 2 )  
a ( i + n + ( j - l ) + m ) = f s b ( 3 )  
a ( i + n + ( j t n - 1  ) * n ) = f s b ( 4 )  

3 0  c o n t i n u e  
8 0  c o n t i n u e  

C * * * * * * * * ' * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c r e s o l u t  i o n  d u  s y s t e m e  d ' e q u a t i o n s  i m e t h o d e  d e  g a u s s )  
~ * * * * * t * t * * * * * * * k * * * * * * t * * * * k * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * & * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

d o  131) i=l r n u m b d  
b ( i ) = b n ( i )  
b ( i + n ) = S t ( i )  

1 3 0  c o n t i n u e  
c a l l  g e l g  ( b r a r m r l r e p s t i e r )  
i f  ( i e r . n e . 0 )  ç o t o  3 8 0  
w r i t e  ( i r n p r 2 1 )  
d o  1 0 5  i = l r m  
u r i t e  ( i m p t l 9 )  i t b ( i )  

105 c o n t i n u e  
d o  1 1 0  i = l / n u m b d  
d n ( i ) = b ( i  
c t ( i  ) = b ( i + n )  

110  c o n t i n u e  
c * * * * * * * k t t * * * * * t f * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * k * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e p l a c e m e n t s  s u r  l e  c o n t o u r  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

u r i t e  ( i m p r 1 7 )  
, d o  1 2 0  i = l , n u m b d  

c a l l  i n i t i a  
c o  1 2 5  j = ? r n u m b d  
c a l l  i n i t i a l  
z i = r ( i ) * ( O . r l . )  
z e t a m = z e t a ( i ) - z e t a ( j )  
d h = a l f a ( j )  
r y = r ( j )  
c a ( l  i n t e r m e d  ( z i r d h r z e t a m r r y r - 1 )  
sigtt=sigtt+fsb(l)*dn(j)+fs0(2)*dt(j) 
c a l l  i n i t i a l  
c a l l  i n t e r m e d  ( z i 8 d h 8 z e t a m r r y r l )  
s i g r r = s i g r r t f s b ( l ) * d n ( j ) + f s b ( Z ) * d t (  j )  
s i g r t = s i g r t + f s b ( 3 ) * d n ( j ) + f s b ( 4 ) * d t ( j )  
u t p o s = u t p o s + f s b ( 5 > * d n (  j ) + f s b ( b )  * a t (  j )  
u r p o s = u r p o s + f s b ( 7 ) * a n ( j ) + f s b ( 8 ) * d t ( j )  

1 2 5  c o n t i n u e  
w r i t e  ( i m p t 8 )  i r s i g r r , ~ i g r t r ~ i ~ t t r u t p o s r u r p o ~  

1 2 C  c o n t i n u e  
~ l l t t * t t * * t t t t * * t * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * & & * * * * * * k 4 * * * * * * * * * i  

c c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e p l a c e m e n t s  e n  d e h o r s  d u  c o n t o u r  
~ t * * t * t t * * t t * * t * * * t * t * t t * * * * * * * t * t * * * k * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * h * * * * * ~  

i f  ( n u m o s )  3 8 0 r 3 8 0 r 1 3 0  
1 3 C   rite ( i m p r l 6 )  

nump=O 
d o  1 4 0  i = l r n u m o s  
r e a d ( l c 1 1 0 0 0 )  n u m r r b r r e r b e t a  
w r i t e  ( i m p r 9 )  n u m r r b r r e r b e t a  



o e t a = b e t a * p i  
r d = ( r e - r b l l n u r n  
d o  1 4 0  n i = l , n u m  
n u m p = n u m p + l  
r o = r b + ( 2 * n i - 1 )  * r d / 2  
z s = r o * ( C l . , l .  
c a l l  i n i t i a  
d o  1 5 0  j = l # n u m b d  
c a l l  i n i t i a l  
z e t a n z b e t a - p i / 2 . - z e t a ( j )  
d h = a l f a ( j )  
r y A r  ( j )  
c a l l  i n t e r m e d  ( z s r d h r z e  t a m r r y t - 1 )  
s i g t t = s i g t t + f s b ( l ) * d n ( j ) + f ~ b ( 2 ) * d t ( j )  
c a l l  i n i t i a l  
c a l l  i n t e r m e d  ( z s r d h r z e t a m r r y r f  
s i g r r = s i g r r + f s b ( l > * c n ( j  ) + f s 5 ( 2 ) * d t (  j )  
s i g r t = s i g r t + f s b ( 3 ) * d n ( j ) + f ~ 3 ( 4 ) * d t ( j )  
u t = u t + f s b ( 5 ) * d n ( j ) + f s b ( 6 ) * d t ( j )  
u r = u r + f s b ( 7 ) * d n ( j ) + f s b ( 8 ) * d t ( j )  

1 5 0  c o n t i n u e  
u r i t e  ( i m p r l O )  n u m p # z s , s i g r r t s i g r t , s i 3 t t # u t , u r  

1 4 6  c o n t i n u e  
380 u r i t e  ( i m p r l i )  i e r  

g o  t o  300 
C * * * * * * * t t * + * * t * * k t * * * * * t t t * k * * * t * k * * * * * * * * * * * * * * 4 * * * * * * * * * * * * * 4 * * *  

c f o r m a t s  d e  l e c t u r e  e t  d ' e d i t i o n  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * & * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

1 f o r m a t  ( l x t f 4 . 2 , l  x r i 2 8 1 x r i 2 )  
2  f o r m a t  ( l x 0 f 8 . 4 ~ l x ~ f l O . 7 r l x r f l O 0 7 ~ l x 0 i ~ ~ l x ~ f ~ . l ~ l x 0 f ~ 0 l ~  
3 f o r m a t ( / r ' n o m b r e  d a r c s  c i r c u l a i r e s  c e n t r e s  a  1  o r i g i n e e #  

s ' a u  c z ~ n t o u r  e t u d i e  = ' # i 2 1 / )  
, 4 f o r m a t  ( ' n o m b r e  d e  s e g m e n t s  u t i l i s e s  p o u r  d e t e r m i n e r  l e s  a u t r e s a r  

s ' e n d r o i t s  o u  1  o n  v e u t  o b t e n i r  d e s  r e s u l  t a t ~ = ' ~ i 3 , / )  
5 f o r m a t ( 5 x , ' c o e f f i c i e n t  d e  p o i s s o n  n u = ' r f 4 . 2 8 / )  
7 f o r m a t  ( i 3 # 3 ( Ç x , f 9 . 5 ) t 8 x , f 9 . 5 8 x f . 5 )  
3 i o r m a t  ( i 3 t 5 ( 1 0 x r f 9 . 5 > )  
5 f 0 r r n a t ( i 3 ~ l x , 2 ( l x , f $ . 4 )  # f ~ I f t ~ . 7 )  

1 C  f o r m a t ( 2 x ~ i 3 ~ 8 x ~ ' ( ' 0 f 9 . 5 ~ 3 x ~ ' ~ ' ~ 3 x ~ f 9 9 5 0 ' ~  ' # 5 ( 8 ~ # f 9 . 5 ) )  
1 1  f o r m a t ( / / r 5 x , ' i c r = ' , i 2 ~ / / )  
1 6  f o r m a t ( / ~ ' p o i n t ' ~ ? 0 x 1 ' x ~ ~ 0 0 r d ' ~ 1 7 x ~ ' y ~ c o o r d * ~ 1 2 x ~ ' s i q r r ' ~ 1 3 x ~  

s ' s i g r t ' ~ 1 2 x ~ ' s i g t t ' ~ 1 0 ~ 1 ' ~ t  ~ t o t a 1 ~ ' 1 8 x ~ ' u r ~ t o t a l ~ ' ~ / / ~  
1 7  f o r m a t ( / / ~ l O x ~ ' c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e p l a c e m e n t s  s u r ' #  

s '  l e  c o n t o u r ' , / / >  
1 9  f o r m a t  (50xr'b(',i3,')='0e12.5) 
2 1  f o r m a t ( / / )  

1  G O 0  f o r m a t  ( v )  
300  s t o p  

e n d  
s u b r o u t i n e  i n t e r m e d ( z i r d h # z e t a m t r y # m u l t )  
c o m m o n / s l  / f  s b  (8) 
c o r m o n / s 2 /  h r h p ,  k 
c o m m o n / s 4 / f  1 0 g r p l o g  
c o m p l e x  z i ~ z r e i j ~ c o n ~ z d l r z d 2 ~ f ~ 5 ~ ~ f l ~ f 2 0 f 3 ~ f L ~ f S ~ d p n ~ d p t ~  

s c e i  j i i m a g r f l o g , p l o g  
r e a l  k 
i m a g = ( 0 . # 1 . )  
e i  j = c m p l x ( c o s ( z e t a m ) ~ s i n ( z e t a m ) )  
c o n = m u l t * ( e i j * * 2 )  
z = z i * e i  j 



z d 2 = r y * i m a g * c m ~ l x ( c o s ( d n ~ ~ ~ i n ~ d h ~ ~  
z o l = - c o n  j g  ( z d 2 )  
f a c = l .  
i f  ( d h . g t  .O. 1 f a c = - 1 .  
c a l 1  3 e t  l o g  ( z r z d l r z d 2 ,  r y t f a c )  
f ( l ~ = f l ( z ~ z d l ~ z d 2 ~ r y ~ c o n ~ f 1 0 g )  
f  ( 2 ) = f 2 ( z ~ z d l r z d 2 ~ r y ~ c o n ~ p l o ~ )  
f ( 3 ~ = f 3 ( z ~ z d l , z d 2 ~ r y 1 c o n , f l o g )  
f ( 4 ) = f 4 ( z , z d l , z d 2 ~ r y , k ~ f l o ~ , p l o g )  
f ( 5 ) = f 5 ( z ~ z d l , z d 2 t r y ~ f l o y )  
c n d n = h * a i m a g ( f  ( l ) + f ( 2 ) )  
c n d t = h * r e a l ( f ( l ) - f ( 2 ) )  
i f ( m u l t . e q . - 1 )  g o  t o  3 0  
c t d n = h * r e a  l ( f ( 3 ) + f  ( 2 ) )  
c t d t = - h * a i m a g ( f ( 3 ) - f ( 2 )  
c e i  j = c o n j g ( e i j )  
a p n = h p * c e i  j * ( f  ( 4 ) + f  ( 5 ) )  
a p t = h p * c e i  j *  ( f  ( 4 ) - f  ( 5 ) )  

f s b ( 5 ) = - a i m a c j ( d p n )  
f s a ( 6 ) = - r e a l  ( d p t )  
f s b ( 7 ) = - r e a l  ( d p n )  
f s b ( S ) = a i m a g ( d p t  
f s b ( 3 ) = c t d n  
f s b ( 4 ) = c t d t  

3 C  f s o ( l ) = c n d n  
f  s b ( 2 ) = c n d t  
r e t u r n  
e n d  
s u b r o u t  i n e  i n i t i a  
c o t r m o n / s 3 /  s i g r r ~ s i g r t ~ s i g t t ~ u t p o s , u r p o s ~ u t ~ u r  
s i  g r r = O .  
s i g r  t = 0 .  
s i g t t = O .  

1 

u t p o s = O .  
u r p o s = O ,  
u t = O .  
u r = o .  
r e t u r n  
e n d  
s u b r o u t i n e  i n i t i a l  
c o m m o n / s l /  f  s b ( 8 )  
d o  1 0  i = l r 8  

1 0  f s b ( i ) = 0 .  
r e t u r n  
e n d  
s u b r o u t i n e  d e t l o g  ( z ~ a l r a 2 , r t f a c )  
c o m m o n / s 4 / f  l o g r p l o g  
c o m p l e x  z , z c t a l ~ a 2 , u l ~ u 2 r v l  , v21 f  l o g t p l o g ~  i m a g  
p i = 4 . * a t a n ( l  .) 

i m a g = ( O . r l . >  
z c = c o n j  g (  z  
u 1 = z - a l  
u 2 = z - a 2  
v l  = r * r / z c - a l  
v 2 = r * r / z c - a 2  
v = a i m a g ( z  1 - r  
u = a i m a g ( r * r / z c > - r  
f  l o g = c l o g  ( u 2 ) - c l 0 3  ( u 1  
p l o g = c l o g ( v 2 ) - c l o g ( v 1 )  
i f ( c a b s ( r 1 - r )  10,33,20 



1G i f ( ( v * a i r n a g ( u 2 ) ) . g t . O . ) g o  t o  5 0  
f  l o g = f  l o g - 2 .  * f a c * ? i * i  m a g  
g o  t o  5 0  

2C if((r*aimag(v2)),~t.O,)yo t o  5 0  
p l o g = p l o g - 2 .  * f a c * p i + i B a g  
g o  t o  50  

30 i f ( f a c , l t . O . ) q o  t o  40  
1 f ( ( u * a i m a g ( v 2 ) ) , g t . O , ) g o  t o  50 
p l o g = p l o g - 2 .  * p i * i m a g  
cjo t o  50 

LC i f  ( ( v * a i r n a g ( u 2 ) ) . g t - 0 . 1  g o  t o  5 0  
f  l o ? ~ = f  l o g + 2 ,  * p i * i m a g  

5C c o n t i n u e  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f l ( ~ r ô l r a 2 r r * c o n r f l o g )  
c o n p l e x  f l  r z r a l r a 2 r c o n r  z c r u l r u 2 r  f  l o g  
z c = c o n j g ( z )  
u 1 = z - a l  
u 2 = z - a 2  
f l = c o n * ( ( r / ( z + z ) ) * f l o g - ( r / ( z * z ) ) * c l o g ~ a 2 / ~ 1 ~  

s + r * a 2 / ( z * u 2 + u 2 ) - r * a l /  ( z * u l * u l  ) + z c / ( r * u 2 ) - z c /  ( r * u l  ) - z c * a 2 / ( r * u 2 * u 2 )  
s + z c * a l / ( r * u l  * u l  ) ) + ( 2 - / r ) * f  1 0 9 + 2 ~ * z / ( r * u 2 )  
s - 2 , * z / ( r * u l )  

r e t u r n  
e n d  
f u n c t  i o n  f  2 ( z r a l  , a 2 r r r c o n , p l o g )  
c o r n p l e x  f 2 ~ z r z c r a l r a 2 ~ S l r b 2 , c o n 1 ~ 1 1 ~ 2 r p l o g  
r c = c o n j g ( z )  
o l = c o n j g ( a l )  
5 2 = c o n j g ( a 2 )  
v î = r * r - b l  * Z  

, v Z = r * r - b 2 * z  
f 2 = c o n * ( ( r / ( z * z ) ) * c o n j g ( p I o y ) t r * r * r * ( b 2 - b 1  ) / ( z * v l  * v 2 ) )  
r e t u r n  
e n u  
f i l n c t  i o n  f 3 ( ~ , a l r a 2 ~ r . c o n , f  1 0 q )  
COmpleX f 3 8 z 8 d l 8 a 2 8 c o n # z c 8 u l 8 u 2 8 f l 0 g  
z c = c o n j g ( z )  
u 1 = z - a l  
u 2 = z - a 2  
f 3 = c o n * ( ( r / ( z * z ) ) + f l o g - ( r / ( z * z ) ) * c l o g ( a 2 / a l )  

s + z c / ( r * u 2 ) - z c / ( r * u l ) + r * a 2 / ~ z * u 2 * ~ 2 ~ - r * a 1 / ~ ~ * ~ 1 * ~ 1 ~  
s - ~ c * a 2 / ( r * u 2 * ~ 2 ) + z c * a l /  ( r * u l t u 1  1 )  

r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f G ( z r a 1  t a 2 t r r k  8 f l o g 8 ~ 1 0 9 )  
c o m p l e x  f L ~ z ~ a l r a 2 , z c ~ f l o ç r p l o g  
r e a  1 k 
z c = c o n j s (  z )  
f 4 = ( k - l ) * ( a 2 - a l ) / r + ( k * ~ / r ~ * f l o g - ~ r / z c ~ * p L o ~  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f 5 ( z r a l r a 2 r r r f  l o g )  
c o m p l e x  f  5 , z t a l  ~ a 2 r z c , u l r u 2 r v 1 1 ~ 2 1 f  l o g  
z c = c o n j g ( z )  
u l = z - a l  
u 2 = z - a 2  
v l = c o n j g ( u l )  
v 2 = c o n j g ( u 2 )  



f 5 = ( z - r * r / z c  ) * ( ( l .  / r )  * c o n j g ( f  l o g ) + z c / ( r * v 2 )  
s - z c / ( r * v l  ) ) + ( r / z c ) * c o n j g ( c l o q ( a 2 / a 1  ) )  

r e t u r n  
e n d  
s u b r o u t i n e  g e l g ( r 8 a 8 m 8 n t e p s 8 i e r )  
d i m e n s i o n  a ( 4 0 0 0 0 ) 8 r ( 2 0 0 )  
i f  ( m l  2 3 8 2 3 8 1  

1 i e r = G  
p i v = G . O  
m m = m * m  
nm=n*m 
d o  '3 l = l r m m  
t b = a b s ( a ( l  1 )  
i f ( t b - p i v )  3 8 3 8 2  
p i v = t b  
i = l  
c o n t i n u e  



p i v = t b  
i=l 
c o n t  i n u e  
d o  1 6  l = k , n m t r n  
l l = l + j  
r ( l l > = r ( l O + p i v i * r ( l )  
l s t = l s t + m  
i f  ( m - 1 )  23,22,19 
i s t = m m + r n  
l s t = m + l  
do 2 1  i=2, rn  
i i = l ' s t - i  
i s t = i  s t - 1 s t  
l = i s t - m  
l = a ( l ) + . S O  
d o  2 1  j = i i r n m t m  
t b = r ( j )  
t l = j  
do  20 k = i  s  t ,mm t m  
1 1 = l L + 1  
t b = t b - a ( k ) * r ( ( l )  
k = j + 1  
r ( j ) = r ( k >  
r (  k ) = t b  
r e t u r n  
i e r = - 1  
r e t u r n  
e n d  





C t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t t t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c p o t e n t i e l s  c o m p l e x e s  : m e t h o d e  d e s  d i s c o n t i n u 1  t e s  * 
c a e  d e p l a c e m e n t  - e l e m e n t s  c o i n s  a  d e u x  n o e u a s  t 

C * 
C * * * * * t t * * * * * * i * * * * * * * t t * t * t * * * * C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * k * * * * * *  

d i m e n s i o n  a ( 4 0 0 0 0 ) r r ( 2 0 0 ) ~ e ( 5 0 ) ~ z o ( 5 0 ) ~ x ~ 5 0 ~ ~ y ~ 5 0 ) ~  
g d l ( 5 O ) r S n ( S O ) r b t  ( 5 O ) , d n q ( S G )  t d n d ( 5 O ) , d t g ( 5 g ) , a t d ( 5 0 )  
J r a c ( 3 )  

c o m m o n / s l  / f - s S ( 2 O )  
c o m m o n / s 2 /  h r h p ~ k  
c o m m o n / s 3 /  s i g n n , s i g n t , s i g t t ~ u t p o s t u n p o s r u t , u t r u n  
c d m m o n / s 4 / w l  ,u2,w3,~.4 
a a t a  i m p r l c , l c 1 / 2 0 , 1 0 r 3 0 /  
c o m p l e x  z o r e r e i  j r z i  j r z g i  j r z d i  j ~ e s ~ z s j r z i  
c o s p l e x  i m a g r u l r u 2 r u 3 r w 4  
r e d l  k t n u  
p i = 4 . 0 * a t a n ( l . O )  
i m a g = ( 0 . 0 , 1 . 0 )  
e p s = l . O e - 2 0  
r e a d ( l c ~ 1 0 0 0 )  n u r n u m b s r n u m o s r u r v  
w r i t e ( i m p r 1 )  n u ~ n u m b s ~ n u m o s r u ~ v  
k = 3 - 4 * n u  
h = l . O / ( â * p i * ( l - n u * * 2 )  
h p = l . O / ( 1 6 * p i * ( l - n u ) )  
w r i t e ( i m p , 4 )  n u m o s  
w r i t e ( i m p r 5 )  n u  
u r i t e ( i r n p r 6 )  u 
r e a d ( l c r l O G 0 )  p c ( 1  ) , p c ( 2 ) r p c ( 3 )  

~ f * * * t t r * t * * * t t t * t * t * * * t * * * * t t * t t t * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c c i  s c r e t i s a t i o n  d u  c o n t o u r  r e c t a n g u l a i  r e - c e n t  r e s  t 

c e t  d e m i - l o n g u e u r  d e s  s e g m e n t s  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

, d o  2 2 3  n r = l , 3  
n u m b d = O  
r a p = p c  ( n r  
u r i t e  ( i r n p r l 2 )  r a p  
r e w i n d  ( u n i  t = l c l )  
C O  5 1  i = I r n u m b s  
r e a d ( L c 1 , l O û O )  n u r n , x b , y S , x e r y e r t n , t t  
w r i t e ( i m p r 2 )  n u m , x b , y ~ ~ x e , y e r t n t t t  
i f  ( ( ( i - l ) * ( i - 3 ) ) . e s , û )  30  t o  5 2  
n u m 2 = n u m  
n u m 4 = n u m  ' 

g o  t o  5 3  
5 2  n u m l = n u m  

n u m 3 = n u m  
5 3  x d = ( x e - x b )  / ( n u m + r a p )  

y d = ( y e - y b )  / ( n u i n + r a p )  
s u = s q r t ( x d * * 2 + y d * * 2 )  
ao  5 1  n i = l , n u m + l  
n u m b d = n u m b d +  1  
i f ( n i . e q . 1 )  g o  t o  5 0  
x ( n u m b d ) = ~ b + ( r a p + 2 * n i - 3 ) * x d / 2 ~  
y ( n u m b d ) = y t + ( r a p + 2 * n i - 3 ) * y d / Z .  
d l  ( n u m b d ) = s u / 2 .  
cjo t o  5 4  

5 0  x ( n u m b d ) = x b  
y  ( n u m b d ) = y b  
a l  ( n u r n b d ) = r a p * s u / 2  

5 4  e ( n u m b d ) = c r n p l x ( x d / s w ,  y d / s w )  



z o ( n u m b d ) = c m p l  x ( x  ( n 9 m b d ) y n u m b d )  1 
b n ( n u m b d ) = t n  
b t  (numbd)  = t t  

51 c o n t i n u e  
d r i t e ( i r n p r 3 ) n u m b s  
ao 5 5  i=l rnumbd 

5 5  u r i t e ( i m p r 7 )  i , x ( i ) , y ( i  ) r d l ( i ) r e ( i ) # b n ( i ) # b t ( i )  
C * * * t * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c f o r m a t i o n  de l a  m a t r i c e  d ' i n f l u e n c e  * 
C * * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * t * * * * * * * * * * f i * * * * * * * * t * * * *  

m=L*nurnbd 
n=2*numbd 
nurr.pcz2 
n n l  =numl  + 2  
nn2=numl +num2+3 
nn3=numl +num2+num3+4 
do 9 5  n i = ? r n u m p c  
do l o i )  i = l r n u m b d  
i l = 2 * i - 1  
i 2 = 2 *  i 
do 70  j= l ,numbd 
j 1 = 2 * j - 1  
j 2 = 2 *  j 
1=1 
e i  j = e ( i ) / e ( j )  
z i  j = ( z o ( i ) - z o (  j ) > / e ( j )  
i f  (((i-l)*(i-nnl)*(i-nn2)*(i-nn3)).eq.O) go t o  8 0  
z g i  j = z i  j - u * d l ( i ) * e i j  
z d i j = z i  j + u * d l ( i ) * e i j  
z i = z g i  j 
i f  ( n i . g t . 1 )  z i = z d i  j 
i f ( ( ( j - l ) * ( j - n n l ) * ( j - n n 2 ) * ( j - n n 3 ) ) . e q . O )  go t o  7 5  

, i f ( i . e q . j )  go  t o  7 1  
c a l l  i n t e r m e d ( z i r d l ( j ) t e l j >  
go t o  9 0  

74 x i  = - u t d l  ( i  ) 
i f ( n i . g t . 1 )  x i = u * d i . ( i )  
c a l l  s e g ( x i l d 1  (i 1)  
go t o  9 0  

75 c a l l  c o n f o r m  ( z i r d l ( j ) r e i j r l )  
go t o  9 0  

8C z g i j = z i j + i m a g * s q r t ( v ) * d l ( i ) * e i j  
z d i j z z i  j + s q r t ( v ) * d l ( i ) * e i  j 
z i = z g i  j 
i f ( n i . 3 t . l )  z i = z d i j  
i f ( ( (  j - l ) * ( j - n n l  ) * ( j - n n 2 ) * (  j - n n 3 ) )  .eq.O) go  t o  8 5  
i f ( n i . e q . 1 )  e i j = - i m a g * e ( i ) / e ( j )  
c a l l  i n t e r m e a ( z i , d l ( j ) r e i j >  
go t o  90 

85 i f  ( i . e q . j )  go t o  86 
i f ( n i . e q . 1 )  1=-1 
c a i l  c o n f o r m  ( r i r d l ( j ) r e i  j r l )  
g û  t o  90 

86  x i = - v * d l ( i ) * d l ( i )  
i f ( n i . g t . 1 )  x i = v * d l ( i ) * d l ( i >  
c a l l  s e g c o n f  ( x i r d l ( i ) )  

9 0  i f ( n i . g t . 1 )  i l = i 2  
a ( i l + ( j l - l ) * m ) = f s b ( l )  
a ( i l + ( j 2 - 1  ) * m ) = f s b ( 2 )  
a ( i l + ( j l + n - 1  ) * m ) = f s b ( 3 )  





1 4 6  x i = - u * a l ( i )  
i f ( n i . g t . 1 )  x i = u * d l ( i )  
c a l l  s e g ( x i r d l ( i ) )  
g o  t o  1 4 4  

147 c a l l  c o n f o r m  ( z i r d l ( j ) r e i j 8 I >  
30  t o  1 4 4  

1 4 2  z g i j = z i  j + i m a g * s q r t ( v ) * d l C i ) * e i  j 
z d i j = z i  j + s q r t ( v ) * d l ( i  ) * e i  j 
z 1 = z g i  j 
i f ( n i . g t . 1 )  r i  = z d i j  
i f ( n i . e q . 1 )  e i j = - i m a g * e ( i ) / e ( j )  
i f  (((j-1)*(j-nnl)*(j-nn2)*( j - n n 3 ) l . e q . O )  g o  t o  1 4 3  
c a l l  i n t e r m e d ( z i r d l ( j ) r e i j )  
go  t o  1 4 4  

1 4 3  i f  ( i . e q . j )  go  t o  1 5 1  
c a l l  c o n f o r m  ( z i r d l ( j ) r e i j r l )  
JO t o  1 4 4  

1 5 1  x i = - v * d ( ( i ) * d l ( i )  
i f  ( n i . g t . 1 )  x i = v * d l ( i )  * d l ( i )  
c a l l  s e g c o n f  ( x i r d l ( i 1 )  

1 4 4  s i g n n = s i g n n + f s b ( l ) * d n g ( j ) + f s b ( 2 ) * d n d ( j ) + f s b ( 3 ) * d t ~ ( j ) +  
8 f s b ( 4 ) * d t d ( j  1 
s i g n t = s i g n t + f s b ( 5 ) * d n g ( j ) + f s 5 ( 6 ) * d n d ( j ) + f s b ( 7 ) * d t g ( j ) +  

& f s b ( 8 ) * d t d ( j  
s i g t t = s i g t t + f s b ( 9 ) * d n g (  j ) + f s 5 ( l O ) * d n d ( j ) + f s b ( l l ) * d t g ( j ) +  

& f s b ( l 2 ) * d t d (  j )  
u t p o s = u t p o s + f s b ( l 3 ) * d n g ~ j ) t f s ~ ~ 1 4 ~ * d n d ~ j ~ t f s b ~ l 5 ~ * d t g ~ j ~ +  

& f s b ( l 6 ) * d t d (  j )  
u n p o s = u n p o s + f s b ( l 7 ) * d n g  ( j ) + f s b ( l 8 ) * d n d ( j ) t f s b ( l 9 ) * d t g ( j ) +  

& f s b ( 2 0 ) * d t d (  j )  
1 5 0  c o n t i n u e  

u r i t e (  i m p r 8 )  i 8 s i g n n r s i  g n t r s i g t t r u t p o s r u n p o s  
1 $ 5  c o n t i n u e  
1 4 0  c o n t i n u e  

C * l * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e p l a c e m e n t s  a u x  a u t r e s  e n d r o i t s  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

i f ( n u m o s ) 3 8 ~ r 3 8 û r 1 6 0  
1 6 0  u r i t e ( i m p r l 6 )  

nump=O 
d o  1 7 0  i = l r n u r n o s  
r e a d (  l c l r 1 0 0 0 )  n u m , x S r y b r x e r y e  
u r i t e ( i r n p r 9 )  n u m r x b r y b r  x e r y e  
x d = ( x e - x b )  /num 
y d = ( y e - y b )  /num 
d d = s q r  t ( x d * * Z + y d * * 2 )  
e s = c m p l  x ( x d l d w r  y d / d u )  
d o  1 8 0  n i z l r n u m  
n u m p = n u m p + l  
x s = x S + ( 2 * n i - 1 )  * x d / 2 ,  
y s = y t + ( 2 * n i - l ) * y d / 2 ,  
z s = c m p l x  ( x s ~ ~ s )  
c a l l  i n i t i a  
d o  1 0 0  j = l / n u r n b d  
e s j = e s / e ( j )  
z s j = ( z s - z o ( j  ) ) / e ( j )  
d h = d l ( j )  
i f ( ( ( j - l ) * ( j - n n f ) * ( j - n n 2 ) * ( j - n n 3 ) ) . e q . O )  30 t o  200 
c a l l  i n t e r m e d ( z s j r d h 8 e s j )  
go t o  2 1 0  



2 0 0  c a l 1  c o n f o r m  ( z s j r d h r e s j r l )  
2 1 C  s i g n n = s i g n n + f s b ( l ) * d n g ( j ) + f s b ( Z ) * d n d ( j ) + f s b ( 3 ) * d t g ( j ) +  

g f s b ( 4 ) * d t d ( j )  
s i g n t = s i g n t + f s 0 ( 5 ) * d n g ( j ) + f s b ( 6 ) * d n d ( j ) + f s b ( 7 ) * d t ~ ( j ) +  

& f s D ( a ) * d t d ( j )  
s i g t t = s i g t t + f s b ( 9 ) * d n g ( j ) + f s b ( 1 O ) * d n 3 ( j ) + f s b ( 1 1 ) * d t g ( j ) +  

a f s b ( l 2 ) * d t d (  j )  
u t = u t + f s b ( l 3 ) * d n g (  j ) + f s b ( 1 4 ) * d n d ( j ) + f s b ( 1 5 ) * d t g ( j ) + f s b ( 1 6 ) * d t d ( j  1 
u n = u n + f s b ( l 7 ) * d n g ( j ) + f s b ( l 8 ~ * d n d ~ j ~ + f s b ( 1 9 ~ * d t g ~ j ~ + ~ s b ~ 2 O ~ * d t d ~  J I  

1 9 0  c o n t i n u e  
d r i t e ( i m p r l 0 )  n u r n p ~ x s ~ y s ~ s i g n n ~ s i g n t 8 s i ~ t t ~ u t ~ u n  

1 8 6  c d n t i n u e  
1 7 0  c o n t i n u e  
3 8 0  ~ r i t c ( i m p , l l )  i e r  

9 0  t o  2 2 0  
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c f o r m a t s  d e  l e c t u r e  d ' e d i t i o n  e t  d ' i m p r e s s i o n  * 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

1 f o r m a t ( l x 8 f 4 . 2 ~ l x , i 2 ~ 1 x ~ i 2 ~ l x r f 5 . 3 ~  
2 f o r m a t ( i 3 , 4 f 1 0 . 5 t Z f 4 . 1 )  
3  f o r m a t  ( l r ' n o m b r e  d e  s e g m e n t s  d u  c o n t o u r  e t u d i e = ' ,  i 2 , / )  
4  f o r m a t ( ' n o m b r e  d e  s e q r n e n t s  u t i l i s e s  p o u r  d e t e r m i n e r  l e s  a u t r e s  

& e n d r o i t s  o u  1  o n  v e u t  o b t e n i r  d e s  r e s u l t a t s = ' t i 3 r / )  
5  f o r m a t ( 5 x r t c o e f f i c i e n t  d e  p o i s s o n  n u = ' r f 4 , 2 , / )  
6 f o r r n a t ( 5 x 8 ' c o e f f i c i e n t  d e  p o s i t i o n  d e s  d e s  c h a r g e s  u = ' r f 5 . 3 )  
7 f o r m a t ( i 3 , 3 ( 9 x ~ f 9 . 5 ) ~ 8 x ~ ' ( ' ~ f Y . 5 ~ 3 ~ ~ ' , ' ~ 3 x ~ f 9 ~ 5 ~ ' ) ' , f 1 6 . 5 ~ f 1 7 . 5 )  
8 f o r r n a t ( i 3 r S ( l O x , f 9 . 5 ) )  
9 f 0 r m a t ( i 3 ~ 4 ( l x r f 9 . 5 ) )  

1 0  f o r m a t ( i 5 1 4 ( 9 x r f 9 . 5 ) 1 3 ( 8 x ~ f 9 . 5 ) )  
1 1  f o r r n a t ( / / , 5 x t ' i e r = ' ~ i Z ~ / / )  
1 2  f o r m a t ( 5 x r ' r a p p o r t  e n t r e  l e s  s e g m e n t s  c o i n - l i n e a i r e  p c = ' , f 5 . 3 ~ / )  
1 5  f o r m a t  ( / ~ ' s e g ' ~ I 2 x ~ ' s i g n n ' ~ l 4 x ~ ' ~ i g n t ' ~ l 4 x ~ ' ~ i g t t ' ~ 1 4 x t ' u t ~ o ~ ' ~  

, b l 4 x , ' u n p o s ' , / / )  
7 6  f o r m a t ( / ~ ' p o i n t ' ~ l 0 x ~ ' ~ - c o o r d ' r l l x ~ ' y - c o o r d ' r 1 2 x ~ ' ~ i g n n ' r  

~ l 3 x ~ ' s i g n t ' ~ l 2 x 8 ' s i g t t ' ~ 1 0 x ~ ' u t  ( t o t a l ) * ~ ~ x ~ ' u ~ ( t o t a l ) ' ~ / / )  
1 7  i o r m a t ( / / r l O x ~ ' c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e p l a c e m e n t s  s u r  l e  c o t e  

E g a u c h e  d e s  s e g m e n t s  du c o n t o u r 4 , / / )  
1 8  f o r r n a t ( / / 8 1 0 x 8 ' c a l c u l  d e s  c o n t r a i n t e s  e t  d e p l a c e m e n t s  s u r  l e  c o t e  

g d r o i  t d e s  s e g m e n t s  d u  c o n t o u r ' , / / )  
1 9  f o r r n a t ( 5 0 x ~ ' b ( ' ~ i 3 ~ ' ) = ' ~ e 1 2 . 5 )  
2 1  ( o r m a t ( / / )  

1 0 0 0  f o r m a t ( v 1  
2 2 0  c o n t i n u e  
3 0 C  s t o p  

e n d  
C * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c s o u s - p r o g r a m m e s  d e  c a l c u l  a p p e l e s  * 
C * * * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

s u b r o u t i n e  i n i t i a  
c o m m o n / s 3 /  s i ~ n n ~ s i g n t ~ s i g t t ~ u t p o s ~ u n p o s r u t r u n  
s i  g n n = 0 ,  
s i g n t = O .  
s i q t t = O .  
u t p o s = O .  
u n p o s = O .  
u t = O .  
un=O.  
r e t u r n  
e n a  
s u b r o u t i n e  s e g ( x 8 a )  



c o m r n o n / s l / f s b ( 2 0 )  
comrnon/s2/ hrhp,k 
r e a l  i r f ( 1 4 ) r f l l r f l 2 ~ f l 3 r f l 4  
p i = 4 . * a t a n ( l  .) 

p r = 4 . / ( ( 7 . - k ) *  ( k t 1  1 )  
f ( l l ) = f l l  (x,a) 
f ( l 2 ) = f l 2 ( x r a )  
f ( 1 3 ) = f 1 3 ( x r a )  
f ( l 4 ) = f l 4 ( x r a )  
f s b ( l ) = - h * f ( l l )  
f s b ( 2 ) = h * f ( l 2 )  
f  sbk 3 )  =O. 
f s b ( 4 ) = 0 .  
f  sb(S>=O.  
f s b ( 6 ) = 0 .  
f s b ( 7 ) = f s b ( l )  
f s b ( 8 ) = f s b ( 2 )  
f s b ( 9 ) = f s b ( l  ) 
f s b ( l 3 ) = f  s b ( 2 )  
f s b ( l l ) = - o r / a  
f s b ( 1 2 ) = p r / a  
f s b ( l 3 > = h p * ( k - l ) * f ( l 3 )  
f s b ( l 4 ) = h p * ( k - l ) * f ( l 4 )  
f s b ( 1 5 ) = ( a - x > / ( 4 . * a >  
f s b ( l 6 ) = ( a + x ) / ( 4 . * a )  
f s b ( 1 7 ) = f s b ( l S >  
f s b ( 1 8 ) = f s b ( 1 6 )  
f s b ( l 9 > = - f s b ( l 3 )  
f s b ( 2 0 ) = - f s b ( l 4 )  
r e t u r n  
end  
s u b r o u t i n e  s e q c o n f  ( x t d l )  

, c o m m o n / s l / f s b ( 2 0 )  
comrnon/s2/h,hp,k 
c o m p l e x  b e t a  
r e a l  k r f ( l 4 ) , f l l r f l 2 , f l 3 r f 1 4  
p i = 4 . * a t a n ( l  .) 

S e t a = c r n p l x ( c o s ( p i / 4 . ) 1 s i n ( p i / 4 . ) )  
p r l = r e a l ( b e t a )  
p r2=a i rnag  ( b e t a )  
a = a l * d l  
d x = ( a - x ) / ( 4 . * a )  
d y = ( a + x ) / ( 4 . * a )  
f ( l l > = f l l  ( x t a )  
f ( l 2 ) = f l 2 ( x r a )  
f ( 1 3 ) = f 1 3 ( x r a )  
t ( 1 4 ) = f 1 4 ( x r a )  
1=1 
i f ( x . l t . 0 . )  1=-1 
h i = 2 . * h * s q r t  ( l * x )  
i f ( x . l t . 0 . )  go t o  10 
f s b ( l ) = - h i * p r l * f  ( 1 1 )  
f s b ( 2 ) = h i * p r l * f ( l 2 )  
f s b ( 3 ) = h i * p r 2 * f ( l l )  
f s b ( 4 ) = - h i * p r Z * f  ( 1 2 )  
f s b ( 9 ) = f s S ( 1  1 - 2 . * h i * p i * p r Z / a  
f s b ( l 3 ) = f s o ( 2 ) + 2 . * h i * p i * p r Z / a  
f s b ( l l ) = f s b ( 3 ) - 2 . * h i * p i  * p r l / a  
f s b ( 1 2 ) = f s b ( 4 ) + 2 . * h i * p i  * p r l / a  
f s b ( l 3 ) = h p * ( k - l ) * p r l * f ( 1 3 ) t p r 2 * d x  
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d n p o s = h p * c e i j * ( 2 * ( k - 1 ) + k * f ( 9 ) - c o n j g ( f ( 9 ) ) - f ( l i l ) )  
d t n e g = h p * c e i  j * ( 2 * ( l - k ) - k * f  ( 7 ) t c o n j g ( f ( 7 ) ) - f  ( 8 ) )  
a t p o s = h p * c e i  j * ( 2 * ( k - 1  ) + k * f  ( 9 ) - c o n j g  ( f  ( 9 ) ) t t  ( 1 9 ) )  
f  s b (  1  ) = c n n d n n e g  
f s b ( 2 ) = c n n d n p o s  
f  s b (  3 ) = c n n d t n e g  
f s b ( 4 ) = c n n d t p o s  
f s b ( S ) = c n t d n n e g  
f s S ( 6 ) = c n t d n p o s  - 
f s b ( 7 ) = c n t d t n e g  
f s b ( 8 ) = c n t d t p o s  

' f s b ( 9 ) = c t t d n n e g  
f s s ( l O ) = c t t d n p o s  
f s b ( l l ) = c t t d t n e g  
f s b ( l 2 ) = c t t d t p o s  
f s b ( l 3 ) = r e a l  ( d n n e g )  
f s b ( 1 4 ) = r e a l  ( d n p o s )  
f s b ( l 5 ) = a i m a g ( d t n e ç )  
f s b ( l 6 ) = a i m a g ( c t p o s >  
f s o ( 1  7 ) = a  i m a g ( d n n e g )  
f s b ( l 8 ) = a i m a g ( d n p o s )  
f s b ( l 9 ) = - r e a l ( a t n e g 1  
f s b ( 2 0 ) = - r e a l ( d t p o s )  
r e t u r n  
e n d  
s u b r o u t i n e  c o n f o r m  ( z i r d l r e i  j e 0  

c o n m o n / s l  / f s b ( 2 0 )  
c o r n m o n / s 2 /  h r  h p r k  
c o m n o n / s 4 / u l  r w 2 l w 3 r a 4  
c o m p l e x  z ~ z i r e i j r n e i j r c o n r c o l ~ d o l ~ d o n ~ i m a g ~ f a c ~ c n d n n e g ~ c n d n p o  

J 1 c n d t n e g ~ c n ~ t p o s ~ d n n e g ~ d n p o s ~ d t n e ~ ~ d t p o s ~ g ~ 1  2 ) 8 g 1 8 g 2 8 g 3 , g L , g 5  
S r g 7 / g S r g 9 r g l  C r g 1 1 r 9 1 2 ~ ~ 1 1 ~ 2 r ~ 3 , ~ 4  

r e a l  k  
imag=(O. , l . )  
z = z i * z i  
a = d l  * d l  
c a l 1  d e t r a c i n e ( z r i m a g )  
9 ( 1 ) = g 1  ( z r a r u l  
g ( 2 ) = g 2 ( z , a , w l )  
g ( 3 ) = 9 3 ( z r à r w l  r u 2 1  
9 ( 4 ) = 5 4 ( z r â r ~ l  r u 2 1  
g ( 5 ) = 9 5 ( z r a r ~ l r u 3 , ~ 4 )  
g ( 6 ) = y 6 ( z r a r u l  r w 3 r u 4 )  
g ( ? ) = g 7 ( z r a r w 3 )  
g ( 8 ) = g 8 ( z r a , w 3 )  
9 ( 9 ) = g 9 ( z , a r u l  r k )  
g ( 1 0 ) = g l O ( ~ r à r ~ l  , k )  
g ( l 1  ) = g l l  ( z r a r u l r w 2 )  
g ( l 2 ) = y l 2 ( ~ r a , ~ l  r w 2 )  
c n a n n e g = - g ( l  ) + 5 ( 2 ) - g (  3 )  t q ( 4 )  
cnanpos=g(l)+g(2)+g(3)tg(4) 
c n d t n e g = - g ( l  ) + g ( 2 ) + 5 ( 3 ) - g ( 4 )  
cndtpos=g(l)+g(2)-g(3)-9(4) 
c t d n n e g = h * r e a l  ( - g ( 5 )  t g (  6 ) + g ( ? ) - q ( 8 )  
c t d n p o s = h * r e a l  ( g ( 5 ) + g ( b ) - g ( 7 ) - g ( B ) )  
c t d t n e g = h * a i m a g ( - c j ( 5 )  + c j ( 6 ) - g ( 7 ) + g ( 8 ) )  
c t d t p o s = h * a i m a g ( g ( 5 ) + g ( 6 ) + g ( 7 ) + g ( b ) )  
d n n e g = h p * ( - g ( 9 ) + g ( I i 3 )  t g ( 1 1 ) - q ( 1 2 ) )  
d n p o s = h p * ( g ( 9 ) t g ( 1 0 ) - g ( 1 1 ) - g ( 1 2 ) )  
dtneg=hp*(-g(9)+g(lC)-g(ll)+g(lZ)) 



d t p o s = h p * ( g ( 9 > + g ( 1 0 ) + ~ ( 1 1 )  t g ( 1 2 ) )  
s n n d n n e g = h * r e a l ( c n d n n e g )  
s n n d n p o s = h * r e a l ( c n d n p o s  
s n n d t n e ç = h * a  i m a g ( c n d t n e g )  
s n n d t p o s = h * a i m a g ( c n a t p o s )  
s n t d n n e y = - h * a i m a g ( c n d n n e g )  
s n t d n p o s = - h * a i m a g ( c n d n p o s )  
s n t d t n e g = h * r e a l ( c n d t n e g )  
s n t d t p o s = h * r e a l ( c n d t p o s  
s t t d n n e g = c  t c n n e g  
s t t a n p o s = c t a n p o s  
s t t d t n e g = c t d t n e g  
s t t d t p o s = c t d t p o s  
u t d n n e g = r e a l  ( d n n e g )  
u t o n p o s = r e a l  ( d n p o s )  
u t d t n e g = a i m a g ( d t n e g )  
u t d t p o s = a i m a g ( ~ ~ t p o s )  
u n d n n e g = a i  m a g ( d n n e g 1  
u n d n p o s = a i m a g ( d n p o s )  
b n d t n e g = - r e a  l ( d t n e g 1  
u n d t p o s = - r e a  l ( d t p o s 1  
d = c a b s ( z i )  
n e 1  j = e i  j * u / z  i 
i f ( l . l t . 0 )  n e i j = - i m a g * e i j * u / z i  
c o n = n e i  j * * 2  
c o l = ( ( l , r O , ) + c o n ) / 2 .  
d 0 l = ( ( l , r O , ) - ~ o n ) / 2 .  
d o n = i m a g * c o n  
f s S ( 1 ) = s n n d n n e g * r e a l ( c o l ) + ~ n t d n n e g * r e a C ( d o n ~ + s t t d n n e g * r e a l ~ d o l ~  
f s b ( 2 ) = s n n c n p o s * r e a l ( c o l ) + s n t d n p o s * r e a l ( d o n ~ + s t t a n p ~ s * r e a i ~ d o i ~  
f s b ( 3 ) = s n n d t n e g * r e a t ( c o ~ ) + s n t d t n e g t r e a l ( d o n ~ + s t t ~ t n e g * r e a l ~ d o l ~  
f s b ( 4 ) = s n n d t p o s * r e a l ( c o l ) + s n t d t p o s t r e a l ( a o r ~ ~ + s t t d t p ~ s * r e a l ~ d o l ~  

, f s b ( S ) = ( s n r i d n n e g - s t t d n n e g )  * a i m a g ( c o n / 2 , ) + s n t d n n e g * a i m a g ( d û n )  
f s b ( 6 ) = ( s n n a n p o s - s t t d n p o s ~ * a i m a g ( c o n / 2 . ) + s n t d n p o s * a i m a g ~ d o n ~  
f s b ( 7 ) = ( s n n d t n e g - s t t d t n e y ) * a i m a g ( c o n / 2 , ) + s n t d t n e g * a i m a g ( d o n )  
f s b ( 8 ) = ( s n n d t p o s - s t t d t p o s ) * a i m a g ( c o n / 2 . ) ~ s n t d t p o s * a i m a g ~ d o n ~  
f s S ( 9 ) = s n n d n n e g * r e a l ( d o l ) - s n t d n n e ~ * r e a l ( d o n ~ + s t t d n n e g * r e a l ~ c o l ~  
f s b ( l O ) = s n n d n p o s * r e a l  ( d o l l - s n t d n p o s t r e a l  ( d o n ) + s t t d n o o s * r e a l  ( C O !  1 
f s b ( l l ) = s n n d t n e g * r e a l ~ d o l ~ - s n t d t n e g * r e a l ~ d o n ~ + s t t d t n e g * r e a l ~ c o l ~  
f s b ( l 2 ) = s n n d t p o s * r e a I  ( d o I l - s n t d t p u s t r e a l  ( d o n ) t s t t d t p o s * r e a l  ( c o l )  
f s b ( 1 3 ) = u t d n n e g * r e a l ( n e i j ) + u n d n n e g * a i m a g ( n e i j )  
f s b ( î 4 ) = u t 3 n p o s * r e a l ( n e i j ) + ~ n d n p o s t a i m a g ( n e i j )  
f s b ( l 5 ) = u t d t n e g * r e a L ( n e i j ) + u n d t n e g * d i m a g ( n e i j )  
f s b ( 1 6 ) = u t a t p o s * r e a l ( n e i  j ) + u n d t p o s * a i m a g ( n e i  j )  
f s b ( l 7 ) = u n d n n e g * r e a l ( n e i j ) - u t d n n e g * a i m a g ( n e i j )  
f s b ( l 8 ) = u n d n p o s * r e a L ( n e i  j ) - u t d n p o s * a ~ m a g  ( n e 1  j )  
f s b ( l 9 ) = u n d t n e g * r e a l ( n e i j ) - u t d t n e g * a i m a g ( n e i j )  
f s b ( 2 0 ) = u n d t p o s * r e a l ( n e i j ) - u t d t p o s * a i r n a g ( n e i j )  
r e t u r n  
e n c  
s u b r o u t i n e  d e t  r a c i n e ( z 8  i m a g )  
c o r n m o n / s 4 / ~ 1  r w 2 r u 3 r u 4  
c o m p i e x  z , z c r i s a g r u l r u 2 ~ w 3 r u 4 r r a z r r a z c r z e t a ~ z e t a p  
z c = c o n j g ( z )  
z e t a = i m a g * z  
z e t a p = i m a g * z c  
r a z = c s q r t ( z e t a )  
r a z c = c s q r  t ( z e t  a p )  
i f ( a i m a g ( z e t a ) . l t . O . )  r a z = - c s q r t  ( z e t a )  
i f  ( a i m a g ( z e t a p 1 .  l t  . O . )  r a z c = - c s q r t ( z e t a p )  



w l = r a z  
4 2 = r a z c  
a 3 = c o n  j g ( u 1 )  
u 4 = c o n j g ( u 2 )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f l ( z 8 a )  
c o m p l e x  f l t z  
fl=(l./a)*alog(caSs((z-a)/(z+a)))+Z./(z+a) 
r e t u r n  
e n d  
f u n t t  i o n  f 2 ( z t a )  
c o r n p l e x  f 2 1 z 0 z c  
z c = c o n j g ( z )  
f2=2.*a*(z-zc>/((z-a)*(z+a)*(z+a)) 
r e t u r n  
e n  a 
f u n c t i o n  f 3 ( z r a )  
c o m p l e x  f 3 r z  
f3=(l./a)+atog(cabs((z-a)/(z+a))~+2./(z-a) 
r e t  u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f 4 ( z , a )  
c o m p t e x  f 4 t z r z c  
z c = c o n  j q ( z  ) 
~ C = ~ . * ~ * ( Z - Z C ) / ( ( Z + ~ ) * ( Z - ~ ) * ( Z - ~ ) )  
r e t u r n  
e n c  
f u n c t i o n  f S ( z 8 a )  
c o m p t e x  f 5 r z  
f S = ( l  . / a )  * ~ t o g ( ( z - a ) / ( z + a ) ) + 2 ~ / ( z + a )  
r e t u r n  

, e n d  
f u n c t i o n  f 6 ( z t a )  
c o m p l e x  f o r 2  
f6=(l./a)*clog((z-a)/(z+a))+2./(z-a) 
r e t u r n  
e n  c 
f u n c t i o n  f 7 ( z r a )  
c o m p l e x  f 7 r z  
f 7 = ( ( z - a )  / a ) + c L o g ( ( z - a )  / ( z + a ) )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  f 8 ( z r a )  
Compkex f 8 r z r z c r f S  
z c = c o n j g ( z )  
f 8 = ( z - z c )  * c o n j g ( f  S ( z r a )  
r e t u r n  
e n a  
f u n c t i o n  f 9 ( z r a )  
compLex  f 9 1 z  
f 9 = ( ( z + a ) / a ) * c l o g ( ( z - a )  / ( z + a ) )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t  i o n  f l O ( z r a )  
cornpLex f  l O r z r z c r f 6  
z c = c o n j g ( z )  
f l G = ( z - z c ) * c o n j g ( f b ( z ~ a ) )  
r e t u r n  
e n d  



f u n c t i o n  f 1 1  ( x , a >  
f l l = ( l . / a ) * a l o g (  ( a - x ) / ( a + x I ) + 2 . / ( x + a )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t  i o n  f 1 2  ( x , a )  
f 1 2 = ( 1 . / a ) * a l o g (  ( a - x ) / ( a t x  ) ) + 2 . / ( x - a )  
r e t r i r n  
e n d  
f u n c t i o n  f l 3 ( x , a )  
f l 3 = ( ( a - x ) / a ) * a l o g ( ( a - X I - .  
r e t u r n  
e n d  ' 
f u n c t i o n  f l 4 ( x , a )  
fl4=((x+a)/a)*aloq((a-x)/(a+x))t2. 
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g l ( z , a , u l )  
c o m ? l e x  g l ~ ~ ~ z c , u l ~ u 2 ~ f a c , u l 1 f l o g ~ p l o g  
z c = c o n j q ( z )  
~ 1  = Z *  Z ' d * a  
u Z = z c * z c - a * a  
f l o g = c l o g ( ( z - a ) /  ( z + a ) )  
ploq=clog((zc-a)/(zcta)) 
f a c = l , / ( a * u l  
y l = f a c * ( z * f l o g + z c * p l o g + 2 . * a * z * z / u l + 2 . * a * z c * z c / u 2 ~  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g 2 ( z , a , u l )  
c o m p l e x  g2,z ,zc,u l  r u 2 , f  a c r u l  
z c = c o n j c j ( z )  
u I = z * z - a * a  
u 2 = z c * z c - a * a  

, f a c = l . / u l  
g 2 = 2 . * f a c * ( a * z / u l  + a * z c / u 2 )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g 3 ( z r a , w l , u Z )  
c o m p l e x  g 3 , z r z c r f ~ c r u r f 1 o g ~ w 1 ~ u 2  
z c = c o n j g ( z )  
u = z c * z c - a * a  
f l o g = c o n j g ( c  l o g ( ( z - a ) / ( t + a ) ) ) )  
r = c a b s ( u l  
f a c = 2 . * z c *  ( u l - u 2 ) / ( a * r * r )  
9 3 = f a c * ( f  l o g + 6 . * a * z c / u - 4 . * a * z c * z c * z c / ~ u * u ~ ~  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g4 ( z , a ,u l , u2>  
c o m p l e x  g l , z ,zc ,  f a c , u , u l  r u 2  
z c = c o n j g ( z )  
u = z c * z c - a * a  
r = c a b s ( u l )  
f a c = 2 . * z c * ( u l - u 2 ) / ( r * r )  
~ 4 = f a c * ( 2 . * a / ~ - 4 . * a ~ z c + z c * z c / ( u * u ) )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t  i o n  g5 ( z , a ,u l  ,u3,u4)  
c o m p l e x  9 5 r z , ~ r u l  , u 3 r w 4 , f a c , p r  ~ f  I o g  
U = Z * Z - a * d  
f l o g = c l o g ( ( z - a ) / ( z + a ) )  
r = c a b s ( w l )  



f a c = 2 . * z * z * ( u 4 - ~ 3 ) / ( a t r * r )  
p r = 2 . * z * u 4 / ( a * r * r )  
g 5 = p r * ( f l o g + 2 . * a * z / u ) + f a c * ( 4 ~ * a / u - 4 . * a * z * z / ~ u * u ~ ~  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g b ( z r a , u l r u 3 , u 4 )  
c o 8 n p l e x  g 6 ~ z r u , u l , u 3 r u 4 r f a t l p r  
U = Z * Z ' d * d  

r = c a b s ( u l )  
f a c = 2 . * z * z * ( u 4 - ~ 3 ) / ( r t r )  
p r = 2 . * z * u 4 / ( r * r >  
g b = p r * 2 . * a l ~ - f a c * 4 . * a * z / ( u * u )  
r e t u r n  
en a 
f u n c t i o n  g 7 ( z r a , u 3 )  
c o m p l e x  g 7 , z r z c r u r v / u 3 ,  f  l o c j , p l o g ~ f a c  
z c = c o n j g ( z )  
u = z * z - a * a  
v = z c * z c - a * a  
f l o g = c o n j g ( c l o g ( ( z - a ) / ( z + a ) ) )  
p l o g = c o n  j g ( c  l o g (  ( z c - a ) /  ( z c t a )  1 )  
f a c = l . / ( a * w 3 )  
g 7 = - z c * f  a c * ( f l o g + Z . + a * z  c / v ) + z * f a c *  ( p l o g + 2 . * a * z  / u )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g 8 ( z r a r u 3 )  
c o m p l e x  g8,z,zc,u,v,u3, f a c  
z c = c o n j g ( z )  
U = Z * Z - a * a  
v = z c * z c - a * a  
f a c = l .  / w 3  
g 8 = - z c * f a c * 2 . * 3 / v + z * f a c * 2 . * a / u  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g 9 ( z r a , u l  r k )  
c o m p l e x  g9,z ,zc,u l , f  l o g r p ( o g r f a c  
r e a l  k 
z c = c o n j g ( z )  
f l o g = c l o g ( ( z - a ) / ( z + a ) )  
p l o g = c  l o g  ( ( z c - a )  / ( z c + a )  
r = c a b s ( w l )  
f a c = r / ( a * u l )  
y 3 = f a c * ( 2 . * a * ( k - l ) + k * z * f l o g - z c * p 1 0 g )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g l O ( z r a , w l r k )  
c o m p l e x  g l C ~ z ~ z c ~ u 1 r f l o g r p ~ o g ~ f a c  
r e a t  k 
z c = c o n j g ( z )  
f l o g = c l o g  ( ( 2 - a ) / ( z + a ) )  
p l o g = c l o g ( ( z c - a ) / ( z c + a ) )  
r = c a b s ( u l >  
f a c = r / u l  
g 1 0 = f a c *  ( k * f  l o g - p l o g )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g l l  ( z r a r w l r u 2 )  
c o m p l e x  g l l r z r z c r u , u l r u 2 , f  l o g , f a c  
z c = c o n j g ( z )  
U = Z C * Z C - a * a  



r = c a b s ( u l )  
f l o g = c o n j g ( c l o g ( ( z - a ) / ( z + a ) ) ) )  
f a c = 2 . + z c *  c u l - u 2 ) /  ( a * )  
g 1 1 = f a c * ( f  l o g + 2 . * a * z c / u )  
r e t u r n  
e n d  
f u n c t i o n  g l 2 ( z , a r u l , u 2 )  
c o m ~ l e x  g 1 2 , z r z c r u ~ w l  8 ~ 2 8 f a c  
z c = c o n j g ( z )  
u = z c * z c - a * a  
r = c a b s  ( u l  
f a c = 2 . * z c * ( u 1 - ~ 2 ) / r  
g l 2 = 2 . * a *  f  a c / u  
r e t u r n  
e n a  
s o u s  p r o g r a m m e  d e  t e s o l u t i o n  du s y s t e m e  d e q u a t i o n s  l i n e a i r e  
s u b r o d t i n e  g e l g ( r , a , m r n , e p s r i e r )  
d i m e n s i o n  a ( 4 O C O C ) , r ( 2 0 0 )  
i f  ( m l  2 3 8  2 3 8  1 
i e  r =!Y 
p i  v=O.O 
mm=m*m 
n in=n*m 
d o  3  l = l r m m  
t b = a b s ( a (  1 ) )  
i f ( t b - p i v )  3 r 3 r 2  
p i  v = t o  
i= l  
c o n t i n u e  
t o l = e p s * p i v  
C s t = l  
a o  1 7  k = l # m  
i f ( p i v )  23 ,2384  
i f  ( i e r )  7 r 5 r 7  
i f  ( p i v - t 0 1 )  6 8 6 8 7  
i e r = k - 1  
p i v i = l . / a ( i )  
j = ( i - 1 ) / m  
i = i -  j *m-k 
j = j + l - k  
00 8  l = k r n m t m  
ll=l+i 
t b = p i v i * r ( l l )  
r ( l l ) = r ( l )  
r ( l ) = t b  
i f ( k - m l  9 , 1 8 8 1 8  
t e n d = (  s t + m - k  
i f ( j )  1 2 , 1 2 1 1 0  
i i = j * m  
a o  1 1  l = l s t , l e n d  
t b = a ( l )  
ll=l+ii 
a ( l ) = a ( l l )  
a (  l l ) = t b  
d o  1 3  t = l ~ t 8 ~ m # m  
l l = l + i  
t b = p i v i * a ( l l )  
a ( l l ) = a ( l )  
il( 1 )  = t b  
a ( l s t ) = j  



p i v = O . O  
l s t = l s t + l  
j = O  
d o  1 6  i i = l s t , l e n d  
p i v i = - a ( i i )  
i s t = i i t m  
j = j t l  
d o  1 5  l = i s t r m m r m  
l l = l - j  
a ( l ) = a ( l ) + p i v i * a ( l l )  
t b = a b s ( a (  1 ) )  
i f ( t o - p i v )  1 5 1 1 5 1 1 4  
p i v = t b  
i=l 
c o n t i n u e  
d o  1 6  l = k t n m r m  
l l = l + j  
r ( l l ) = r ( l l ) t p i v i * r ( l )  
l s t = l s t + m  
i f  ( m - 1 )  2 3 1 2 2 1 1 9  
i s  t=mm+m 
l s t = m + l  
d o  2 1  i = 2 f m  
i i z l s t - i  
i s t = i s t - 1 s t  
l=i s t - m  
l = a ( 1 ) + . 5 0  
d o  2 1  j = i  i l n m r m  
t b = r ( j )  
l l = j  
d o  2 0  k = i  st,mmtm 
l \ = L l + l  
t b = t b - a ( k ) * r ( l l )  
k = j + l  
r (  j ) = r ( k )  
r ( k ) = t b  
r e t u r n  
i e r = - 1  
r e t u r n  
e n d  
f i n  de  p r o g r a m m e  


