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Le laboratoire dans lequel j'ai effectué ce travail s'intéres-
sait aux milieux fissurés, au comportement des fissures et & la description
des chemins de fissuration. La technique de calcul des structures élastiques
planes utilisée était T1a méthode de discontinuité de déplacement développée
par CROUCH | 6 |. Cette méthode présente un avantage trés net pour les struc-
tures contenant des fissures car elle permet par 1'introduction de discon-
tinuités de déplacements de vérifier le "fonctionnement" d'une fissure :

. ouverture : discontinuité normale non nulle et tangen-
tielle nulle ou non ;

. glissement : discontinuité normale nulle, discontinuité
tangentielle non nulle ;

. frottement sans : discontinuités normales et tangentielles
glissement nulles.

La construction de la méthode a nécessité la recherche de solu-
tions élastiques correspondant & T'application d'une discontinuité normale
ou tangentielle sur un segment d'un milieu élastique plan infini. Cette
analyse en coordonnées cartésiennes a été obtenue en utilisant les poten-
tiels de Neuber-Papkovitch | 6 |. La résolution délicate semblait limiter
la méthode aux discontinuités constantes. Cependant, une réécriture de la
méthode utilisant une formulation intégrale a permis de développer d'une
part, des é1éments d'ordre plus élevé en probléemes plans |5 |, et, d'autre
part, de généraliser a 1'espace les solutions obtenues en problémes plans
|16]. Notons que les solutions que nous appelerons fondamentales ont né-
cessité des calculs Jongs et non systématiques. En outre, la résolution
en coordonnées cartésiennes impose que le contour soit découpé en éléments
rectilignes. Ceci nécessitera une "expérience" dans la discrétisation des
contours a courbure treés variable. ‘

L'apparition d'autres techniques de collocation (charges fictives
| 7 | ) au début de notre travail nous a amené a une réflexion plus géné-
rale sur une formulation de ces méthodes d'influence. I1 nous a alors sem-
b1é que 1'intégrale de Cauchy pouvait apporter un certain nombre d'avanta-
ges :

- une écriture systeématique de toutes les solutions fondamentales dérivant
de conditions imposées sur un segment rectiligne du milieu infini,



- un développement simple des solutions fondamentales pour des éléments
d'ordre quelconque,

- un calcul aisé des contraintes et déplacement par 1'utilisation de cal-
culs en champ complexe (écriture des translation et rotation simplifiées)

- possibilité d'effectuer le méme type de calcul que"précédemment sur des-~
arcs circulaires,

- d'utiliser la transformation conforme sur le cercle ou la droite pour
obtenir des solutions fondamentales dans Te cas de contours elliptiques
et coins par exemple.

Le chapitre 1 rappelle les principaux résultats d'élasticité en
champ complexe, et présente les conditions aux limites possibles a formuler
pour obtenir toutes les solutions fondamentales correspondant & un segment
rectiligne en milieu infini.

Le chapitre 2 développe le cas de la méthode des discontinuités
de déplacement. Les potentiels complexes sont définis pour des éléments
polynomiaux d'ordre quelconque et développés dans le cas d'ordre 6. Des
éléments dégénérés Tinéaires et paraboliques permettant de tenir compte
de la continuité de déplacement en téte de fissure sont également présen-
tés. Un exemple simple d'utilisation de Ta méthode est donné.

Nous avons mis au point un logiciel général avec des éléments
a deux noeuds dans le cadre de la méthode des discontinuités de déplace-
ment (Chapitre 3). Des exemples sont présentés pour comparer les éléments
1 et 2 noeuds, notamment lorsqu'on s'approche de la frontiére.

Dans le chapitre 4, nous donnons Tes solutions fondamentales
pour les quatre autres méthodes définies & partir d'un segment en milieu
infini. Ces solutions ne sont pas développées sauf pour le cas d'une é-
criture en déplacement ol 1'on montre la difficulté spécifique a cette
méthode. Cependant, chaque méthode pourra étre étudiée selon le schéma
de la méthode des discontinuités de déplacement.

Le chapitre 5 s'intéresse aux contours curvilignes. Dans un
premier temps, les solutions fondamentales sont écrites pour un contour
circulaire. Les calculs sont alors totalement développés pour des é1é-
ments 1 et 2 noeuds. Des exemples numériques utilisant des éléments 1 noeud
sont donnés, et i1 est précisé les problémes numériques inhérents aux
fonctions multiformes. Dans un deuxiéme temps, les solutions fondamentaies
sont écrites pour un contour curviligne quelconque, par transformation
conforme sur le cercle. Le cas de 1'ellipse est alors présenté.

Enfin, dans le chapitre 6, nous étudions 1'élément "coin" par
transformation conforme sur la droite. Les solutions sont développées
pour un élément d'ordre 2, et un exemple de plaque (coin droit) est donné.



CHAPITRE |1

CHAMP COMPLEXE.
ECRITURE DES CONDITIONS AUX LIMITES
SUR UNE FISSURE

EN MILIEU INFINI.



Les relations fondamentales de 1'élasticité linéaire plane
sont exprimées au moyen des potentiels complexes ¢(z) et wy(z)
qui sont des fonctions analytiques dont les valeurs, en tout point
du domaine étudié, sont définies par une intégrale de type-Cauchy
dans le plan complexe le long du contour sur lequel les conditions
aux limites sont connues.

Dans notre travail, nous allons rechercher des solutions
é1émentaires correspondant soit a des contraintes discontinues, soit
3 des déplacements discontinus appliqués sur une fente de longueur
finie dans Je plan infini.

Dans ce paragraphe, nous allons exposer cette théorie en
champ complexe en montrant les différentes méthodes, correspondant
aux différents types de chargement.

I.1. PLAN COPLEXE

1,1,1, CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS

Dans le plan complexe représenté par les variables
z=x+1y et Z , les potentiels complexes ¢ et ¢ sont 1iés
aux contraintes et aux déplacements par les relations bien connues
de Kolosov-Muskhelishvili [12].

Les composantes du tenseur des contraintes et du déplace-
ment s'expriment de la maniére suivante :

oux * Oy = 2 [0 + T @] = 4 Re ¢'(2)

(1.1) gy O * 21 oy =2 [T4(2) 5 v (2)]

2u D =k ¢(z) - z 9'(2) - ¥(2)

ol D désigne le vecteur déplacement défini dans le p]anlcomplexe par :

D(z, Z) = u (x, y) +1i u (x, y)

Le parametre Kk permet de passer de la contrainte plane a la
déformation plane :



k = 3 - 4y en déformation plane
K = 3 -V en contrainte plane
1+ v

u et v désignent respectivement les coefficients de Lamé et de
Poisson.

Par la suite, on aura recours au changement de repére. Con-
naissant 135 Rotentie]s ¢ et 9, solutions du probléme, dans le re-
pere (o0, X, y) on pourra calcyler les contraintes et dép]acemen§§ N
dans un autre repere (o', x', y') défini par la rotation 8 = (X, X')
(fig. 1.1) & 1'aide des relations suivantes :

y

]
y' X
el
/
)
A ;
0
Figure 1.1.
, lexl + dylyl = GXX + Uyy
. _ 2ie - Y
(1.2) Trxt T Tyt 2i Tyryr = € ("xx %y 2i cxy)

: _ -ig :
U +iug =e (ux + 1 uy)

Enfin pour ces rappels, notons que la résultante (X + 1Y)
des charges appliquées sur un arc AB s'écrit a 1'aide des potentiels
complexes :

' B
(1.3) . X + iY = -i [¢(z) +29'(z) + E(i)]
: A

1.1.2, CONDITIONS AUX LIMITES SUR UN SEGMENT PLACE SUR L'AXE REEL,

A y

||Gu
- 1 X
1. J -
=] 0 +'| an




Nous allons é&tre amenés a rechercher des solutions élémentaires
pour des conditions aux limites appliquées sur une fissure placée sur
1'axe réel (fig. 1.2). Le parcours de cette fente et de 1'axe x, dans
le-sens de 1'axe x, définit une partie "G" et une partie "D" du plan
z. 11 est classiquement utilisé |11]| le changement de fonction :

(1.4) 2(z) = -7 3'(2) - 3(3)

Notons que ce changement de fonction peut appara1tre de la fa-
con suivante : dans la définition de la résultante si 1'on suppose les
fonctions définies pour Z = G par exemp]e la fonction ¢(z § n'est
alors pas connue. C'est donc une fonction inconnue que nous appellerons

2, Cette fonction @9 sera définie arbitrairement dans un premier temps
(mais correctement pour obtenir des conditions aux limites simples) de
la fagon suivante :

on pose X + iY = 0 dans (1.3), on change z en Z partoutou z in-
tervient, ce qui correspond bien & la définition (1.4). Maintenant si
nous sommes capables de déterminer ¢(z) et 9(z), la fonction y(z)
sera calculée par :

(1.5) ¥(z) = -z ¢'(2) - a(z)

sur le segment L—], + 1] les conditions aux limites en contraintes et
déplacements font intervenir les quant1tes - oy €t u +ju, .
Reportons les valeurs de ¢(z) et ¢'(z) da%g les re1at1onsx(1 1)Yet
tirons les quantités qui nous intéressent.

(0. = do_.)

vy sy ¢'(%) +‘(z - z) ¢"(2) - 9'(7).

(1.6)

i

Zu(uX + in) k ¢(z) - (z - 2) $'(Z) + a(z)

Passons maintenant aux conditions aux limites. Si_z tend
vers X, (x<&[-1 +1]) du c6té G précédemment défini, Z tend
vers le méme point mais du c6té D.

Ainsi les condjtions en contraintes s'écrivent :

(0. = 0,08 () = 6'8x) - 2'2(x)
(1.7)

(o - 10 )° (x) = 6" 2x) - 28(x)

et en déplacement :



2u p® (x) = k ¢ (x) + DD (x)
D D G
2u D7 (x) = k o (x) +a (x)

En combinznt ces relations, nous obtenons les formules de
Plemelj du probléme. Pour le probléme uniguement en contrainte, nous
aurons

i
——~
-©-

+

D
-

(1.%a)(o. = io )G - (o - do

~—
w
4
—
Q
I
—
Q
~—
o
1}
—
O
~—
[p]
—~
pad
~—
4
—~~
O
1
D
~
<
—
Pad
~

(1.¢b) (0. - ic

Pour le probleme uniguement en déplacement, les formules de
Plemelj sont :

(ke -2)% (x) - (ko-m° (x)

i

(1.10a) 2y [p¢ - oY

]

(1.10b) 21 [DG +00) = (ko s )8 (x) + (ko +0)P (x)

1,2, METHODE D/ INFLUENCE, RECHERCHE DE SOLUTION FONDAMENTALES DANS N
FITIEU TNFINT AVEC DISCONTINUITES

1.2,1, PRINCIPE DE 1A METHODE D’INFLUENCE

- La méthode d'influence est une méthode de collocation utilisant
des solutions élémentaires de la théorie de 1'élasticité (solution pour
une force concentrée en milieu semi infini, solution pour une force con-
centrée en milijeu nnf1n1, doublet en milieu infini h3] ..). Dans ce cas,
on superpose un certain nombre de ces solutions et la déuerﬂwnaLnon de la
valeur des forces concentrées s'effectue par application des conditions
aux limites.

Deux questions fondamentales peuvent alors é&tre posées :

- le contour d'application des solutions fondzmentales est-i1 le méme
que le contour réel de la structure ?

- quelle solution fondzmentale choisir ?

Dans le cas d'une distribution de charges concentrées, celles-ci
ne sont en général pas mises sur le contour . | 8] . Une optimisation de
leur position peut-étre obtenue par une méthode ce moindres carrés. Cette
facon de raisonner peut étre "rentable” si 1'on étudie une structure &
géométrie fixe, car dens le cas de recherche de forme ou d'évolution
de géométrie (propagation de fissures) cette méthode nécessite des cal-
culs annexes qui peuvent &tre longs. 1) apparait plus simple que les
points nocdaux soient en méme temps les points cde fixaticn des conditions
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aux limites et les points définissant les paramétres ce linéarisation.

En ce qui concerne la deuxiéme question, il semble important
que 1'on choisisse des solutions fondamentales aussi proches ce la so-
lution réelle que possible ... Par exemple, respect automatigue d'un
bord libre [10], |15 |. La méthede des "discontinuités de déplacement” est
particuligrement bien adaptée aux cas des fissures réelles car 1'ouver-
ture et le glissement créent bien une discontinuité de déplacement rela-
tivement aux deux levres de la fissure.

Enfin, i1 importera de choisir des solutions fondamentales
créant des singularités les plus faibles possibles afin de pouvoir avoir
une précisicn convenable lorsqu'on s'approche du contour.

L'objet du présent travail est de donner une classe de soluticns
fondamentales en champ complexe & partir de solutions élastiques en mi-
lieu infini construites avec des conditions aux limites discontinues im-
posées sur un segment [-1, +1]

1.2.2. "ETHODE DES DISCONTINUITES

La théorie des potentiels complexes permet, a partir des
conditions aux limites en contraintes, ou en déplacement ou mixtes
de déterminer les potentiels complexes en résolvant les équations
de Plemelj. Pour construire la méthode intégrale, i1 est nécessai-
re de rechercher des solutions singuligres ou élémentaires corres-
pondant & des conditions aux limites discontinues dans le ‘sens
"G" par rapport a'D) Il peut y avoir deux types de discontinuité :

-

1) une discontinuité de contrainte notée T

2) une discontinuité de déplacement notée D

Selon ce que nous venons de dire :

(1% + 1) (x) = (o, = 90, )% (%) = (g, =0, ) (x)

—
i

(1.11)
= 0% -0%) x)

O
]
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Dans les valeurs de T ou D interviendront un certain nom-
bre de paramétres qui serviront de paramétres de linéarisation du pro-
bleme.

C 1 - .
Pour résoudre un probléme réel, inté-

rieur ou extérieur, borné par un con-
tour C ou plusieurs contours, nous
procéderons de la maniére suivante.
(On supposera que la structure occupe
la partie gauche, ce qui définit le
sens de parcours du contour).

fe étape

Discrétisation du contour en un cer-
tain nombre de segments. Chaque seg-
ment est alors considéré comme une fis-
sure en milieu infini.

Figure 1.3.

2e étape

Application sur chaque é1ément de la solution élémentaire et
sommation,

3e étape

Calcul des parametres de linéarisation par fixation & la fron-
tigre en un certain nombre de points appelés points nodaux.

La solution générale est donc une superposition des solutions
élémentaires. Les parametres de linéarisation étant déterminés, il est
possible de connaitre 1'état de contrainte ou de déplacement en tout
point du domaine par les relations (1.1).

1,2,3. DIFFERENTS TYPES DE SOLUTIONS. EQUATIONS DE PLEMELJ

"Pour construire la solution élémentaire, il est nécessaire de
faire intervenir une discontinuité ; A partir de (1.11) et des équations
de Plemelj (1.9) et (1.10), on peut s'apercevoir qu'il est possible de
construire cing solutions. ' '

SOLUTION 1 - Probleme mixte avec discontinuité de déplacement et conti-
nuité de contrainte. '

Dans cette solution

D(x) #0  T(x) =0 x 2[-1 +1]

ce qui utilise les équations de Plemelj (1.9a) et (1.10a) qui deviennent :
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(1.12) ) x&[-1 +1]
2uD(x) = (ke- 2)% (x) - (ko-2)7 (x)

C'est cette solution que nous allons particuliérement dévelop-
per', car lorsque la structure comporte elle-méme des fissures frottantes
ou non, conditions (1.12) sont exactement les conditions aux limites
sur cette fissure. Nous montreront que cette solution correspond a la
méthode dite "des discontinuités de déplacement développée ces quelques
dernigres années notamment a partir des travaux de Crouch |6 |

SOLUTION 2 - Probléme mixte avec discontinuité de contrainte et continui-
té de déplacement.

Dans ce cas

Les équations de Plemelj sont alors :

]

T(x) = (6 + 2)%x) - (o' + 21)P(x)
(1.13) xe[-1, +1]
= (ko-08(x) - (ke- 20°(x)

o
i

Nous montrerons au chapitre 4 que cette méthode s'apparente a
la méthode dite "des charges fictives" | 7| et que les équations (1.13)
permettent aisément de la généraliser.

SOLUTION 3 - Probl2me en déplacement avec discontinuité de déplacement.

: Dans ce.cas D(x) # 0, mais nous devons utiliser la deuxieme
relation en déplacement de Plemelj (1.10b). I1 reste donc a faire une
hypothese sur DG + DD .. Toutes les hypoth2ses peuvent &tre valables ;
cependant, il est nécessaire de trouver les solutions élémentaires les
moins lourdes possibles afin que le calcul numérique qui s'en suivra
prenne le moins de temps machine possible. L'hypothgse la plus raisonna-
ble que nous avons retenue est de poser :

% +0%) (x) =0
dinsi
2u D(x) = (k ¢-9)G(x) - (k¢ - 2)°(x)

(1.14) x z[-1, +1]
(ko +2)8(x) + (k ¢ + 2)2(x)

o
u
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SOLUTION 4 - Probleme en contrainte avec discontinuité de contrainte.

Cette solution est la solution duale de la solution 3 en dépla-
cement avec les mémes remarques. Nous adopterons donc les équations de

Plemelj suivantes :

T(x) = (0" + )8 - (¢ +2)°(x)
(1.15) x e[-1, +1]

i

SOLUTION 5 - Probléme mixte avec discontinuité de contrainte et de dépla-
cement

-~

Dans ce dernier cas, nous aurons T(x) # et D(x) #0 et

T(x) = (6" + 2")°%(x) - (' +2)°(x)
(1.16)
2 G D
2u D(x) = (ko - a)7(x) - (k¢-2)"(x)
Cette derniére solution généralise en fait les solutions 1 et
2.

Dans la suite du travail nous allons développer particuligrement
la solution 1. Au chapitre 2, nous construirons diverses solutions é1é-
mentaires, avec des éléments plus ou moins compliqués, et des éléments
"dégénérés” pour tenir compte de la compatibilité des déplacements en
.téte d'une fissure réelle dans la structure. Au chapitre 3, nous exposerons
le Togiciel mis au point a partir des résultats précédents. Au chapitre 4,
nous examinerons les autres solutions et les comparerons sur des exemples
simples. Enfin, et pour profiter de la mise en équation simple du probleme
en champ complexe, nous développerons des éléments curvilignes (circulai-
res, elliptiques ...) qui permettront d'éviter une forte discrétisation
dans des zones oll la courbure varie trés rapidement (par exemple petit
rayon de raccordement entre deux droites).



Y

CHAPITRE 11

DISCONTINUITE DE DEPLACEMENM®
SOLUTION FONDAMENTALE

EXEMPLE SIMPLE
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2.1, INTERET DE LA METHODE

- Dans 1'étude de la résolution des problemes élastiques plans, la
méthode des discontinuités de déplacement se distingue par Ta facilité de
son application dans la théorie des intégrales de frontiéres ou équations
intégrales. De plus, elle s'adapte parfaitement a la théorie des potentiels
complexes en champ complexe.

En fait, la méthode de discontinuité de déplacement consiste a
imposer sur un segment, en milieu infini, un champ de déplacement discontinu
et un champ de contraintes continu. Ainsi, selon les conditions aux limites
imposées sur un segment de frontiére, les équations de Plemelj permettent
d'exprimer les fonctions potentielles ¢ et @, solutions de base du proble-
me, sous forme d'intégrale de Cauchy. A partir de cette formulation, on
peut déterminer 1'état de contraintes et déplacements en tout point du do-
maine étudié,

Enfin, une méthode numérique peut étre appliquée a la méthode des
discontinuités de déplacement qui consiste a discrétiser le contour du do-
maine en éléments Tinéaires de telle maniére & faire apparaitre les solutions
élémentaires sur chaque segment. Cependant, on peut calculer 1'état de con-
traintes et déplacement, en tout point du domaine, par superposition de tou-
tes les solutions élémentaires relatives a chaque segment.

On peut remarquer 1'intérét de cette méthode numérique qui con-

siste a discrétiser uniquement le contour et non le domaine tout entier
et, de plus, donne des solutions rapidement convergentes.

2.2, ELEMENTS D'ORDRE 1, SOLUTION ELEMENTAIRE

On se propose de déterminer les fonctions potentielles ¢ et Q,
solutions du probleéme, En effet, soit un domaine infini contenant une fissu-
re représentée par un segment [Hl, 1] ol on imposera un champ de déplace-
ment D discontinu et un champ de contraintes T continu. Ces conditions
aux limites seront exprimées en fait par les équations de Plemelj (1.12)
pour xe[-1, 1] :

0

(2.1 (o' + 2)8(x) - (o + 2)P(x)
(ko ~ 2)%x) - (k o - 2P(x)

2u 6(x)

-~

ou D(x) désigne la discontinuité de déplacement définie par :
p€(x) - pP(x) -1 ¢x g

(2.2) D(x) =

0 [x] > 1

Ainsi,, 1a solution générale du probleme dépend de la nature de Ta

discontinuité D(x). On se propose le choix de D{(x) sous forme d'un polynd-
me du premier degré et a coefficients dans € :

(2.3) 6(x)= ax+b - {x gl
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Comme les contraintes et les rotations sont nulles & 1'infini et
compte tenu des relations (1.1) et (1.4), on en déduit que:

(2.4) 3" (») = 0'(=) = 0
. Cependant, la premiére équation de (2.1) donne :
(2.5) ' (z) +2'(z) =0 Vzel |
D'autre part, comme 6(x) est lipschitzienne d'ordre 1 sur 1, 1

et que les déplacements et les rotations sont nuls & 1'infini, la deuxiéme
équation de (2.1) donne :

. 'I -~
, . _ ] D(t)
(2.6) ko(z) - a(z) = 5 j_] L) gt
Donc d'aprés les relations (2.3), (2.5) et (2.6), on en déduit :
- u z -1
(2'7) <I)(Z) -—m [23] + (az+b) LOQ?T'T]
(z) = - o(z)

Les coefficients a et b représenteront les paramétres de linéa-
risation permettant de résoudre tout probléme élastique plan.

2,3, CONDITION LIMITE - METHODE NUMERIQUE SUR UN'EXEMPLE SIMPLE

+ Soit un milieu plan présentant une fissure rectiligne portée par
1'axe 0X, centrée a 1'origine et de Tongueur 21, Le probleme peut étre réso-
lu selon les conditions imposées sur la frontiére soit en contrainte, soit en
déplacement, soit mixtes en contrainte et déplacement. On détaillera les deux
premiers cas :

2.3.1, CONDITIONS LIMITES EN CONTRAINTE :

L'expression de la charge appliquée sur les deux levres de la fis-
sure s'écrit d'apres (1.7) et (2.7) :

@fG(x) - QfD(x)

2'%x) + 0P(x)
. D

= (oyy - 1oxy) (x)

Les relations (2.8) prouvent bien la continuité des contraintes o

et cxy 3 travers les Jléevres de la fissure.

(ny - ioxy)G(x)

i

(2.8)

Yy

G Maintenant, nous allons étre amenés a déterminer les deux fonctions
8'% et ¢'D et ceci en utilisant la détermination logarithmique de la fonc-
tion multiforme ¢'(z). En effet, d'aprés (2.7), on obtient :

(2.9) 0'(2) = gy [2 Tog 25} + (22100

soit alors pour |[x| <1



;'.V et (2.11)

(2.10) #'%(x)= ) a(Log 15X s in) o Hlaxsb) b) |

et | ) )
(2.11) (VD(X):FFL(‘}(TT) a(Log Jr% - in) + 21)((2 X+ bz):

et enfin pour |x|>1

(2‘l12) @.G( )_Q'D( ) = 1nu(E;+’l) [a Log x+1 * 21)22 X_+1b2)J

La méthode numérique que nous allons présenter consiste a placer un
nombre fini N de segments sur [-1, 1] de telle sorte que sur chaque segment
-1a discontinuité de déplacement so1t de 1la forme D(x) =ax+b avec a et b

z(, (figure 2.1)
Ay

Figure 2.1

Ainsi la charge app]1quée, sur le ng segment due a 1a n€ discontinuité
"ﬁn, au point x 2]x. - n’ X + 1 [ s'écrira d'aprés les relations (2.8), (2.10)

n a ]n-x 21 h x+b)
yy"1°xy)n (x, 07) = - k+ [g Log T <t - ]2 ]

et Ta charge app]1quée, sur le ng segment due a la p€ discontinuité D _, au
point x &] X s X+ 1 nl s ‘écrira d'aprés les relations (2. 8) et P(2.12)

(2.13) (o

'n %o (x=x_) -1
(2.14) (yy o, )0 06085ty [, Los (e +
P

.(x-xp)ap+bé]

+21 AT
p(x xp) 1p
Donc la charge totale appliquée, sur le ng segment due aux N dis-
continuités, au point x 2] X" ]n’ X+ ]n[ s'écrira par superposition des
relations (2,13) et (2,14) : '
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g 2u 1 -x Z]n(anx-+bn)
(cyy'1°xy)n(x’0 )= TalkeTT [an L091;i+x A2 1n2 ]

N
. - -] a - b
(2.15) .2 N 2 Log (x xp) P, o1 p(x Xp) +by
Trlk+T) p=1 p T§77?5777T; p (x-xp)f-lg
p#n

Maintenant, on va essayer de défigir les coefficients ap et b pour
chaque segment. Pour cela, considérons le n= segment [xn -1, xn~f1n] P
rapporté a son repére local d'origine Xy (figure 2.2)

‘ Y

n

Figure 2.2

Dans le ne segment, la discontinuité ﬁn(x) s'écrit sous la forme

suivante :

(2.16) ' pn(x)==anxr+bn pogr tout «x z[-]n, 1n]

7 Rappelons la définition de la discontinuité de déplacement :
(2.17) 5(x) =0%(x) «DP(x) = (u& - WPy (x) + 1 (v& - VP) (x)

=a(x) + i 9(x)
ol O et ¥ désignent respectivement les discontinuités tangentielle et normale.
On posera ; _
0, (-1 )=D =07+ iy
(2.18)

= P P S
Dn(ln) = Dn =07+ 10

o D, et D représentent les discontinuités du déplacement aux extrémités du
n
segment [-1n, 1n].
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D'autre part, d'aprés les relations (2.16) et (2.18), on peut tirer

les expressions des coefficients a et b

af-a-+i(97-97)
4 =D n n o n
n 21n
(2.19) e L
. 0+ 0 1(vn 0 )
n 2

Cependant, la relation (2.15) nous montre que la charge s'exprime
en fonction des quatre discontinuités @ , 0¥ , v~ et ¥*. Ainsi, on obtient

un systéme de 2N équations réelles dont les inconnues sont 0~ , 0+, V
et VS’ pour p =1, ..., N. Cependant, pour que le systéeme ' P

s0it résolvable, i1 suffit d'avoir 2N équations supplémentaires. Pour cela,

on serait amené a imposer deux charges, sur chaque segment 1%, -]n, xn-+1n[ ,
appliqués aux points X et xﬁ* situés symétriquement par

rapport & 1'origine. Ces points nodaux seront définis par la paramétrisation
suivante :

P

xﬁ' = - A?n
(2.20) . 0 <A<
Xg = A 1n

Le systéme d'équations algébriques précédent se traduit sous la forme
matricielle suivante :

) . i - .
o, | v
Y¥+ Cy ] C,
o : vt
2.21) | ¥ = |- == - - - .
5 -
Xy C, l Cy
G * at
Xy | J ] L)

2.3.2, CONDITIONS LIMITES EN DEPLACEMENT

L'expression du déplacement sur la lévre supérieure de la fissure
s'écrira d'apres (1.6) et (2.7) :

(2.22) 2u(uy + i uy)G(x) = k o8(x) - 2" (x)

Donc de fa¢on analgQgue, Bn utilisant la détermination logarithmique
des fonctions multiformes ¢Y9 et oY , Te déplacement sur la lévre supérieure
du n€ segment, di & la n€ discontinuité D_ au point x&lx -1, x +1 [
Slécr.ira . n n n n n

L - b
2.2 iy )" L In - X apnX+DOn
(2.23) (ux+'1uy)n(x) TG [Zan1n+-(anx +b.) Log rerd Ry
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. ) . . e
eDe méme le déplacement sur la lévre supérieure du n= segment,
did a la p= discontinuité Dp au point x é]xn _]n’ xn-+]n[ s'écrira :

| K -1 (x - xp) - Tp
(2.24) (u,+ i)y (x) = 2ink +1) [Zap I+ (ap (x=x)+bp) Log mﬁ)—ﬂ;]

Ainsi le déplacement total sur la lévre supérieure du ng segment,
+dll aux N discontinuités au point X é]xn"]n’ xn-+1n[ s'écrira par super-
position des relations (2.23) et (2.24) :

. k -1 1,- X7 . anX+bp
(u,+iu ) (x) = , [Za 1 +(a_x+b_) Log -1 ] +
(2.25) X Yy \ 2in(k+1) nn n n ]n + X 2
. P S = [Za 1 +(a (x-x)+b)Log (X—Xp)—]p]
Zin (k) p;i pp P P’ P CEENERR
p#£n

Cependant, en utilisant les relations (2.19) et (2.20), on ob-
tiendra un systéme de 4N équations réelles dont les inconnues seront en-
core @-, 0, v~ et V;', qui se traduira sous la forme matricielle sui-

vante ;P P P

- - ) Fom
Y D1 ! D2
u;' | ot
(2.26) ’- = - o
X Dy | D, i
+ N
uy | ] | a

2.3.3, EXEMPLE | 1]

Soit up domaine élastique plan infini présentant une fissure por-
tée par 1'axe 0X , centrée a 1'origine et de Tongueur 2L, soumise & une
pression uniforme p = E (E module de Young). On découpe 1a fissure en N
segments de méme longueur 21 = 2L/N

La figure (2.3) présente la courbe des discontinuités normales ¥
comparée a la courbe réelle du déplacement normal. L'éguation de cette cour-
be réelle est donnée par la relation suivante |14]. -

(2.27) uy(x) = 2(1-v2) A2 -x2

Les points nodaux donnant 1a meilleure approximation sont situés
symétriquement par rapport au centre de chaque segment en prenant A=0,707
dans la relation (2.20). On remarquera gque ces points nodaux peuvent étre
obtenus en utilisant les polyndmes d'approximation de Tchebycheff.

L'exemple traite les cas ol le nombre de segments pris sur la fis-
sure est N =5 (fig. 2,3a), N = 10 (fig.2.3b). On remarque qu'on obtient
une bonne approximation lorsque N augmente, cependant le probléme majeur
reste en téte de fissure ol le déplacement vertical, nul, n'est pas assuré.
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(> = P W D Y D4

-1.00

Figure 2.5.a : Courbe de la discontinuité de

déplacement comparée d la courbe réelle

v
N
L

/

0,25
5
5

coefficient de Poisson
nombre de segments
demi~longueur de la fissure

8 |
T L
3
5
4
3
2
!
Il

-4.00 -3.00 -2.00 -1.00

Figure 2.3.b : Courbe de la discontinuité de

déplacement comparée & la courbe réelle

v
v
L

0,25
10
5

coefficient de Poisson

nombre de segments
demi~longueur de la fissure
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2.4, ELEMENTS DEGENERES

2.40,1, ELEMENT LINEAIRE EN TETE DE FISSURE

D'aprés 1'exemple étudié ci-dessus, on remarque que
1'approximation est moins bonne en téte de fissure. Cela est di au
fait que la discontinuité D est non nulle aux extrémités de la fis-
sure. Cependant, pour éviter ces défauts de convergence, on se propo-
se d'étudier une solution élémentaire qui consiste a utiliser un élé-
ment linéaire de la forme D(x) = ax+ b qui vérifie 1'une des deux
conditions suivantes :

(2.28)

En utilisant ce type de solution, la taille de Ta matrice d'in-
fluence se réduit a (4N-4; 4N-4) ou N désigne Te nombre de segments
choisis sur le segment [-1, 1]. Cependant, en reprenant 1'exemple de la
fissure, on remarquera qu'on obtient une bonne approximation Torsqu'on
choisit une discrétisation fine en téte de fissure (figure 2.4a)

Mais ce type de discrétisation fine en téte de fissure nous
améne finalement a augmenter la taille de la matrice.

La figure (2.4) présente les discontinuités de déplacement
normales avec un é1ément linéaire en téte de fissure. La taille 1;
du segment en téte étant respectivement le dixieme (figure 2.4.a) et
égale (figure 2.4.b) de celle des autres segments. B

Remarguons que les résultats seront encore meilleurs st on
choisit, en téte, une discrétisation progressive en taille.

il

B’—I\JUJOU‘DCD'\ICD
T T

-4.88 -3.68 -2.44 -1.22 .0

Figure 2.4.a :

Courbe de la discontinuité de déplacement avec élément
linéaire, comparée d la courbe réelle

0,25 Coeffictent de Poisson

10 Nombre de segments

5 demi-longueur de la fissure

L/41 demi-longueur de l'élément en téte

~N= <

Hhhn
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M

—_ W D U~
F T

~4.00 3,00 -2.00 -1.00 0

Figure 2. 4.b :

Courbe de la discontinuité de déplacement avec 1'élé-
ment linéaire, comparée d la courbe réelle

v =0,25 Coefficient de Poisson

N =10 Nombre de segments

L =5 demi-longueur de la fissure

= L/5 demi~longueur de 1l'élément en téte

2.4,2, ELFEMENT PARABOL IQUE EN TETE DE FISSURE

Le choix d'un élément linéaire en téte de fissure nous montre
que cet élément ne suit pas tout a fait 1'allure de la courbe réelle
elliptique en téte de fissure. Toutefois, on peut se proposer d'étudier
une autre solution élémentaire qui consiste a utiliser un élément para-
bolique en téte de fissure dont le sommet est, soit en (-1,0), soit en
(1,0) d'équation respective :

D(x) =y ¥x + 1
(2.29) A
D(x) = Y_'v’] - X

y et y' désignant les paramétres de linéarisation qui seront
déterminés par les conditions aux limites.

Les fonctions potentielles "¢ qui déterminent cette solution
s'écrivent :

My r——:- Yz+1 - /21
(2,30) @(Z) = T?f_(k—\—'*‘—f) [2\/2_1 + vVz +] Log m—}
(2.31) o(2) = Ay, ['2’/2—]' 1=z Log r—:-“g‘]



- 23 -

La figure (2.5) représente les discontinuités de déplacement
normales avec 1'é1ément parabolique en téte de fissure. La taille 1 du
segment en téte étant respectivement le dixieme (figure 2.5.a) et égale
(fig.2.5.b) de celle des autres segments.

-4 .88 -3.66 -2.44 -1.22 0

Figure 2.5.a :

Courbe de la discontinuité de déplacement avec élé-
ment parabolique, comparée d la courbe rélle

v = 0,26 Coefficient de Poisson

N =10 Nombre de segments

L=5 demi-longueur de la fissure

1= L/41 demi—-longueur de 1L'élément en téte.

o — M W Do N 0
T T T

-4.00 -3.00 -2.00 -1.00 0

Figure 2.5.b :

Courbe de la discontinuité de déplacement avec élé-
ment parabolique, comparée d la courbe réelle

v = 0,25 Coefficient de Poisson

N =10 Nombre de segments

L =5 demi-longueur de la fissure

1. = L/S demi-longueur de 1'élément en téte.

En utilisant ce type de solution, la taille de la matrice
d'influence se réduit a (4N-4, 4N-4). En plus, on peut obtenir une
bonne approximation en prenant cette fois ci une discrétisation large
en téte de fissure (figure 2.5.b).
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2.5, ELEMENTS D’ORDRE SUPERIEUR

On remarque que d'aprés 1'équation de Plemelj (2.6), Tles
fonctions potentielles ¢ et @ dépendent de la nature de la discon-
tinuité de déplacement D. Les relations (2.7) ont été obtenues en
‘prenant D(x) sous la forme d'un polyndme de degré 1. L'intérét de
la présentation de la solution fondamentale sous la forme d'une inté-
grale de Cauchy est de pouvoir aisément_déterminer cette solution
pour une discontinuité de dep]acement D ayant forme po]ynom1a1e de
degré quelconque. A titre d'exemple, prenons un po]ynome d'ordre 5,

a coefficients compliexes :

P

(2.32) D(x) =ax®+bx*+cx® +dx?+ex +f

a, b, c, d, e et f désigneront les paramétres de Tinéarisa-
tion.

Donc d'aprés les relations (2,5), (2.6) et (2.32), on déduit
les expressions des potentiels ¢ et Q :

o(z) =mi—+7)- [(azs+bz“+cz3+ dz?+ ez +f) Log ; :L]

3
(2.33) + 2alz"+2b] z3+(2§‘ +2¢1) z2 + (Zb] +21d) z
2alP  2cl®
top— byt 2le ]
et
(2.34) o(z) = - o(z)

La suite des calculs reste identique 3 ceux menés au paragra-
phe 2.3
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3,1, INTRODUCTION

Dans le cadre de 1'étude de la méthode numérique des discontinui-
tés de déplacement, on étudiera 1'influence d'un segment, associé a sa pro-
pre discontinuité, sur un autre segment. Dans le cas de 1'exemple étudié
(chapitre II) pour la fissure, les segments discrétisés avaient la méme
orientation. Maintenant, nous allons examiner le probléme général de 1'in-
fluence de segments orientés arbitrairement par rapport a un repére global.
Ceci nous permettra de déterminer 1'état des contraintes et déplacements
en tout point du domaine, y compris le contour. Enfin, on fera une mise
au point du logiciel permettant la résolution de tout probleme élastique
plan. On traiteraquatreexemples dans le cas d'une plaque rectangulaire sou-
mise & une traction ; d'une plague infinie percée d'un trou circulaire
soumise & une pression constante, d'un cylindre creux soumis a une pression
interne et enfin une plaque infinie percée d'un trou circulaire soumis a
une pression sur deux cadrans opposés.

3,2, CHANGEMENT DE REPERE - EXPRESSIONS DES CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS

3,2,1, CHANGEMENT DE REPERE

Connaissant les contraintes et déplacements dans le repere

(0, x, y%,Aon pourra les calculer dans un autre repere (0', t, n) d'angle
= (X, ) 2 1'aide de la transformation affine. suivante (figure 3.1)
(3.1) 2=20+2 e
Y
A t
n M
Ol
/
/
4
,’ —— X
0
Figure 3.1

0' étant d'affixe 2z, par rapport au repere (0, x, y), le point M d'af-
{ixes z )et z' respectivement par rapport aux repéres (0, x, y) et
o'y, t, n).
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Les relations de KOLOSOV-MUSHKELISHVILI exprimées dans le repere
(0', t, n) s'écriront alors :

Ainsi connaissant les fonctions potentielles, solutions élémen-
taires, dans le repére (0, x, y) les contraintes et déplacements peuvent
étr? exgrimés dans le repére (0, t, n) a 1'aide des relations (1.1), (1.4)
et (3.2) :

o, =Re (o' (2)487(2) - e” %[ (2)+(2-7) o"(2) + ' ()]}

== In {71 [o'(2) + (z-7) #"(2) + T (2)]}

nt~

(3.3) o, =Re {o'(z) + 37 (z) +e216[¢'(z) + (z-2) o"(z) + Q' (2)]}
2 uy =Re {e”"°[k ¢(2) - (z-2) T7(2) +a(D)]3
2uu =In (e 0k o(2) - (z-7) &2 + (D]}

Remarquons que 1'expression de Opp S 'obtient en remplacant

s210 et que a(z) = - o(z)

é par e216 dans 1'expression de %nn

3.2.2. SEGMENTS ORIENTES ARBITRAIREMENT .

Soit un domaine plan élastique infini rapporté au systéme de
coordonnées x 0 y (figure 3.2), contenant ‘N segments orientés arbi-
trairement de longueur 21k, k = 1, eess N

Y
. %
- X
0
u\'
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Les centres des segments o0, sont définis par le nombre com-

plexe Zp = xp iy - Et soit Te rePére local 1ié au k€ segment

ty 0k ny dont 1'axe 0k tk coincide avec la droite portant le segment
de contour et fait un angle 6, avec 1'axe o0 x :

> >
(3.4) 8 = (0k t, >0 X)

Soit un point quelconque M d'affixes respectives z, et z
par rapport aux repéres locaux tk 0k Ny et t 0 n_. D'aprés” la P

i PP P
relation (3.1), on peut écrire : :

(3.5) = (z° - zi)é~iek + z ei(ep - 6y)

z, o

Cependant, les contraintes et déplacements au point M situé
sur le pe segment dds & 1'influence de la k&€ discontinuité Dy relative-
ment au repére local t, Ok My s'écrivent en utilisant les relations (3.3)

au point Zy défini par (3.5). Les potentiels ¢ et @ sont décrits dans

le repere t, 0, n, et exprimés en fonction de la discontinuité de dépla-
= 'k "k 'k
cement Dk'

3.3, METHODE NUMERIQUE - MATRICE D'INFLUENCE

La méthode numérique décrite dans le chapitre précédent 2.3
peut étre étendue a des domaines plans ayant des contours quelconques
(figure 3.3). Ces contours seront discrétisés en une suite de segments
rectilignes considérés comme des discontinuités dans un plan infini, et
ce, en utilisant les relations (3.3) et (3.5)

Figure 3.3
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Le probléme peut étre résolu selon les conditions imposées sur
la frontiere, soit en contrainte, soit en déplacement, soit mixtes en con-
trainte et déplacement.

3.3.1, CONDITIONS AUX LIMITES EN CONTRAINTE - MATRICE D'INFLUENCE

Supposons que le contour soit discrétisé en N segments.L'ex-

pression des contraintes %n et ot €N tout point du p®€ segment dies
a la k& discontinuité D, s'écrit d'apres (3.3) et (3,5)

. K
( §Onn)§==Re o (zy) <I>k(zk)“emp Lo (z) + (2 -2 ) 0y (z,) + 04 (2))])
3.6
. K
(o) == In(e™ %[5 (z) + (z, - 7)) & (z) + T (2]

avec ek =6, 8,5 0 et 2 désignent les potentiels écrits dans le k&

segment. D'aprés (2.7) et (2.19), les relations (3.6) s'écrivent :

(5,n)5 = 2H((Re A) 0, + (Re B) ¥ + (Im C) G + (Im D) g)
(3.7)
(ont); = 2H((Im E) ¥y + (In F) % + (Re G) 0 + (Re I) 0})
- H
avec 2H = m y
.\ 210
] Log ,Zk - Ty l- 2 , 21, (z) - z,)e"p
- 2
Ty e+ e bz T {7 -1 (7 + 1)
kT z, -1 2 21, (2, -7,) e219§
C = (1-81P) (- - Log oy~ - ) * m Ty T
. 21, (z, - z,) eZiek
. S S P
- 2
(Z, - 1) (7 * 1,0
.. -e21eE : 1 Log z, - 1y . 2 , 21, (z, - 7,) )
- - - 2
]k z, + 1k z) + ]k (zk 1k) (zk T ]k)

Les expressions B, D, F et I s'obtiennent en remplacant ]k
par —1k respectivement dans les opposés des expressions de A, C, E
et G.

Les inconnues 0; R U; s Vk et V; représentent les disconti-
nuités de déplacement tangentielles et normales du: k® segment (2.18).

Ainsi Tles contraintes totales (onn) et (cnt) en tout point
p
du pe segment dles aux N discontinuités s'exprimeront par superposi-
tion des relations (3.7) et (3,8) :

N J
(Onn%) B k§1 (Onn p



(3.

(3.

(3.9)
N

_ k

Donc, comme au paragraphe 2.3.1., on obtient un systéme de 2N
équations réelles dont les inconnues sont GB’ Gp*, Vp' et VE‘ pour

p=1, ..., N. Cependant, pour que le systéme soit résolvable, i1 suffit
de prendre 2N équations supplémentaires, en imposant deux charges sur
chaque segment appliquées aux deux points nodaux définis par rapport au

ke segment :

T = (z° - zP) e 1% 31 e1(8p - 8y)

(3.10) P 0°¢< A<
¥ _ (50 _ 50y a~16k i(e_-9,)
zk_(zp zk)e +>\1pe p k

On remarque que dans le cas de 1'influence du pe segment sur
lui-méme (k = p), on obtient les relations (2.20).

Enfin, le systéme d'équations algébriques se traduit sous la
forme matricielle suivante :

[ Gnn- -l [ I ] [ V_ ]
+ Ci1 | C2 \7+
Unn
1) °n£ = _ _— .
+ C3 I Cq -t
Ont ] u
L J B J X .

De facon analogue, en imposant les conditions aux limites en
déplacement, i1 suffit d'utiliser les relations déplacements (3.3) et
(2.23) aux points nodaux définis par (3.10) :

N

(up) = I W ((ReA) ¥, + (Re B) 9,7+ (Im C) Gy + (Im D) a})
12) N - N - ]
(un1) = k§1 H' ((Im A) 9, + (Im B) 9,7~ (Re C) O ~ (Re D) a,)

wvee H' = Ty

et :
..k z, -1 z, -1 z, -1 z, -1
- 1 k
A= 0P [20e1) -k e Log gy e Log gy
k k- 'k k k k
2(z, -7Z,)
k k
(3.13) +W]
.k z, -1 z, -1 2z, -z, -1 zZ, -1
_ =10y rorL i1y o k 'k k k k "k 'k Tk k
C=e¢e p [2(k 1) k———TE———LOg zk+~|k+ .Ik Logi—'(—+-\lT<-
2(zk —'Ek)

T T
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Les expressions B et D s'obtiennent en remplacant ]k par
- ]k respectivement dans les opposés des expressions de A et C.

Le systéme d'équations algébriques (3.12) se traduit sous la
forme matricielle suivante :

u I o] 7
u” = I : v
n = — —— — —
(3.14) ug o, | o, i
+ o+
uy | {
L J L i L i

3,3,2., MISE AU POINT D'UN LOGICIEL

La résolution des systemes d'équations algébriques (3,11) et
(3.14) nous permettent ensuite de déterminer les contraintes et déplace-
ments en tout point du domaine en utilisant les relations (3.9) et (3.12).
La structuration du programme est la suivante :

Données géométriques et élastiques

Y

Discrétisation du contour. Condi-
tions aux limites

Y

Construction du systzme d‘'équations
en conditions aux limites

\

Résolution du systéme d'éguations

e .

Calcul des contraintes et 4 Calcul des contraintes et dé-
déplacements sur le contour placements en des points quel-
conqueés du domaine
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3.4, EXEMPLES

On étudiera dans ce paragraphe une comparaison entre les mé-
thodes des discontinuités de déplacement affineé (d'ordre2) et constante
(d'ordre 1.). On choisira quatre exemples : plaque rectangulaire soumise
4 une compression,plaque infinie percée d'un trou circulaire sous pres-
sion, cylindre creux soumis a une pression interne, et enfin une plaque
infinie percée d'un trou circulaire sousmise & une pression sur deux
cadrans opposés. On portera 1'étude en des points proches du contour du
domaine ou interviennent généralement Tes effets de bord.

3.4,1. PLAQUE RECTANGULAIRE SOUMISE A UNE COMPRESSION

Soit un domaine élastique plan infini présentant une plaque
rectangulaire, centrée a 1'origine, soumise a une compression uniforme
p = E (E module de Young) suivant les deux largeurs (figure3 .4)

‘y On discrétise le contour
de Ta plaque en N seg-
L ments de longueur identique.
- - On choisira comme rapport
—— —-— p de dimension L/1 = 2 et
— —~— pour coefficient de Poisson
— —~— . v =0,25et N =12.
e =
—] ° :—_ On étudiera dans cet exemple,
— e 1€tat des contraintes o,
canfip-{ — XX

Oyy et oxy~ca]cu1ées par les
méthodes de discontinuités de
déplacement d'ordre 1 et 2 sur
, des droites, paralleles aux
axes de la plaque, proches du contour. Pour une méme taille de matrice d'in-
fluence (48, 48) les figures (3.5), (3.6) et (3.7) présentent les courbes

d'erreurs des valeurs des contraintes x> Oyy et Oy données par les mé-

fhodes 'dles discontinuités de déplacement d'ordre 1 et 2 par rapport aux
valeurs théoriques respectivement sur les droites x = 1,9 L/2, y = 0,9 1/2
et y = 0. Sachant que Oy = 0 sur les trois droites, les figures (3.5.c)

Figure 3.4

et (3.6.c) présentent des courbes en erreur absolue.

ES | Ay 4
60 -
.: :I l'..‘
20 o, o = 10 | E Y
—_— 1 . 1:', . Y .:g{."-. \'.\ .'.19 Y
H : - - e,
- N Yo Y
o g 2 [
-60 Figure 3.5.a Figure 3.5.b
Oyx x =1,9 L/2 Oyy x = 1,9 L/2

0<y< 1/2 0 <y <1i/2
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Figure 3.5.¢

y =0,9 /2

x =1,9 L/2

C)’xy
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0<y <1/2
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Figure 3.6.b

Figure 3.6.c

0,9 1/2

y
0 < x<L/2

Oxy

y =0,91/2
0< x < L/2:

---m--- 1 noeud

2 noeuds
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Figure 3.7.a
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Figure 3.7.b
Oxx y=0 Oyy y=20 i
0 < x<L/2 0 < x<L/2

---m--- 1 noeud
— e— 2 noeuds
On remarque que, d'aprds les figures 3.5), (3.6) et (3.7), la

méthode des discontinuités de déplacement d'ordre 2 est plus convergente
et donne, d'une facon globale, de meilleurs résultats hors des coins de
la plaque.

{E%&;K%
T
3.,4,2, PLAQUE INFINIE PERCEE D'UN.TROU CIRCULAIRE SOUS PRESSION N4
Soit un trou circulaire, de rayon a, soumis & une pression uni-
forme p=E dans un milieu élastique infini (figure 3.8).

y |

On discrétise le contour circulaire en N
segments de longueur identique. On choisira

v = 0,25 et N = 16. La encore, on va étudier
1'état des contraintes o__, ©

. _ rr> Yoo &% 9y €21
culées par les méthodes des discontinuités de
déplacement d'ordre 1 et 2 sur des droites
radiales. On se limitera seulement sur des
rayons voisins du contour, puisqu'en des
points éloignés du contour les résultats
sont meilleurs. Et par raison de symétrie, il
suffirait de choisir un seul rayon de direc-
tion & = 0 par exemple. Ainsi pour une méme
taille de matrice d'influence (64, 64), les
figures (3.9.a) et (:3.9.b) présentent les

Figure 3.8
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courbes d'erreurs relatives des valeurs des contraintes Opp et e g

données par les méthodes des discontinuités de dép}acement d'ordre 2
et 1 par rapport aux valeurs théoriques pour 1 < 3 g 1,5,

E% A E%A

10

%

I
L.

Figure

3.9
1<5¢

x:] Figure 3.9.b
1,5 ogg 1<5€ 1.5

rr
---@ --- 1 noeud
2 noeuds

On remarque ici encore que la méthode des discontinuités de
déplacement d'ordre 2 donne de meilleurs résultats en des points proches
du contour circulaire. En effet, d'aprés la figure (3.9a), pour r/a = 1,05
la variation relative de Oy atteint - 15 %, alors qu'on obtient - 56 %

dans le cas de la méthode d'ordre 1.

. Sy
3.4,3 CYLINDRE CREUX SOUMIS A UNE PRESSION INTERNE Y

Soit un milieu élastique cylindrique C(ry, r2) ri < ra, centré
a 1'origine, subissant une pression uniforme interne p = E (figure3.10).

Y
A On discrétise le contour en N segments
de longueur identique vérifiant la con-
dition Ny r2 = N2 r;. Ny et N, désignant
respectivement les nombres d'éléments 1i-
" néaires choisis sur le petit contour et
le grand contour. On prendra v = 0,25 et
- N = 96. De la méme facon que 1'exemple 3.4.2
" ., il serait intéressant d'étudier 1'état

des contraintes Ops T4 et Tng €N des

points proches du contour. Par raison de
symétrie, on choisira un seul rayon de
direction quelconque. Pour une mé€me taille
de matrice (384, 384) les figures (3.11)

Figure 3.10
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86

et (3.12) présentent les courbes d'erreurs relatives des valeurs des
et o
rr

s A

données par les méthodes des discontinuités

de déplacement d'ordre 1 et 2 par rapport aux valeurs théoriques res-
pectivement pour 1 < r/ry € 1,225 et 0,95 { r/r, < 1.

esh ¥
' 30 s
20 .
10 . 10 -
-‘... r‘1 :‘.\ - --t. —FI
“7. + . .\," ® * L
kd .—-——.
-10 - -10
N Figure 3.11.a Figure 3.11.b
° = r r
oy 1< € 1.225 oge 1< L€ 1,225
-40 w’
E%‘ E%A
40
.
20 | 20 :
® .
°l Lo S
2 Wee-gge... s r2
P Jous + - -, P
e—o—o—
o~\\\.
'10 .
-20 K
x Figure 3.12.b
o 0,95 ¢ L <1
.‘ 68 TN,
-40 .
"‘ ---#--- 1 noeud
Figure 3.12.a — _e—_—_ 2 noeuds
0., 0,95 ¢ % <1
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On remarque encore que la méthode des discontinuités de dépla-
cement d'ordre 2 donne de bons résultats au voisinage du contour. Les
valeurs de o sont relativement meilleures du c6té du contour chargé,

par contre les valeurs de Tug le sont du cO6té du contour non chargé.

3.4.4, PLAQUE INFINIE PERCEE D'UN TROU SOUMIS A UNE PRESSION SUR DEUX
CADRANS OPPOSES.

Soit un milieu élastique infini présentant un trou circulaire,
de rayon a et centré a 1'origine, soumis a une pression sur deux cadrans
opposés (figure 3.13).

On discrétise le contour en N segments
de longueur identique. On choisira v=20,25
et N = 32. On étudiera 1'état des contrain-

tes o o 3 i-
€S O s Tgg et Tp.g SUr quatre rayons voi

sins du contour de directions respectives
0=0,0=2%, 6=Feto=2. Ainsi,

pour une méme taille de matrice (128,128)
les figures (3.14), (3.15), (3.16) et
(3.17) présentent les courbes des erreurs
relatives des contraintes o, o,.. et o,

rr’ "66 re
. calculées par les méthodes des discontinui-
Figure 3.13 tés de déplacement d'ordre 1 et 2 par rap-

port _aux valeurs théoriques pour
r n
1<5<2 o, =0poure=0eto=>

ro 2
ES 4 ES |
8 10
0..'~.
:o' .---.._.......
[4
°
1 ‘." N\, 2 r/a 1 2 r/a
j/ e . - —
: ‘.‘
: / Y
i ]
-8 '.' ’."
» J
: -10 :
; : &
Figure 3.14.a Figure 3.14.b
orr e = 0 .II-.I.II 1 Noeud oee e = o

-~ @—— 2 Noeuds
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Figure 3.15.b

Figure 3.15.a
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On remarque encore une fois que 1'on obtient de meilleurs résul-
tats avec 1'élément d'ordre 2.

Les quatre rayons de direction 6 = 0, © =-%, 8 = % et 6 = %%
passent par_ les extrémités des éléments linéaires. L'exemple présent montre

que 1'on obtient une bonne approximation a la fois pour Oy et Oy €N des

points proches du contour ol s'effectue la discontinuité des charges (fig.
+.3.16 a et 3.16 b). Les valeurs de Oy sont relativement meilleures du
cO0té du contour chargé ; par contre, celles de 956 le sont du cdté du
contour non chargé (fig. 3.14 a, 3.15 b et 3.17 a).
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CHAPITRE 1V

SOLUTIONS FONDAMENTALES
POUR UN ELEMENT RECTILIGNE
EN MILIEU INFINI.
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4,1, INTRODUCTION

Dans le cadre de la théorie des intégrales de frontiére, la
méthode des discontinuités de déplacement permet de résoudre des pro-
blemes de 1'élasticité linéaire plane en champ complexe. Néanmoins
d'autres méthodes de discontinuité peuvent étre envisagées. En effet,
ces différentes méthodes sont caractérisées par des discontinuités qui
dépendent de la nature des conditions aux limites imposées sur la fron-
tiére. En fait, ces conditions aux limites présentées dans le chapitre
I consistent & imposer soit un champ de déplacement, soit un champ de
contraintes, soit a la fois un champ de déplacement et un champ des con-
traintes discontinus sur la frontiére du domaine étudié. Cependant a
partir de ces conditions, des solutions élémentaires seront développées
et permettront de déterminer les contraintes et déplacements en tout
point du domaine. On remarquera que les méthodes traitant des disconti-
nuités de contrainte admettent des solutions élémentaires valables uni-
quement pour des milieux élastiques bornés.

Enfin, ces méthodes utilisent la méme méthode numérique déve-
loppée au chapitre II.

4,2, PROBLEME MIXTE AVEC DISCONTINUITE DE CONTRAINTE ET CONTINUITE DE
DEPLACEMENT, SOLUTION ELEMENTAIRE.

On se propose de déterminer la solution du probléme, ¢ et @,
pour un domaine infini contenant une fissure représentée par un segement
[-1, 1] ob on imposera un champ de déplacement D continu et un champ de
contraintes T discontinu. En effet, ces conditions aux limites seront
exprimées par les équations de Plemelj (1.13) pour. x [-1, 1] :

(6" + 21)8%x) - (o' + 2")P(x) = T(x)
(4.1) | o

(ko-280x) - (ke-2Px =0

ot T(x) désigne la discontinuité de contrainte définie par
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- 16(x) - T°(x) %I )
(4.2) (x) =
0 [x|> 1
On posera :
(4.3) %(x) =ax+b -1 < x g

-

a et b étant des coefficients complexes de 1'expression T(x).

Comme les contraintes et les rotations sont nulles
3 1'infini et compte tenu des relations (1.1), on déduit que les fonc-
tions potentielles ¢ et @ ainsi que leur dérivée sont nulles a

1'infini.

Cependant, les deux égquations (4.1) donnent :

] -
1 T(t) .
Z‘iﬂ' ["'.I t‘Z Ot

o' (z) + ' (2)

(4.4)
0

k ¢(z) - o(z)

Les relations (4.3) et (4.4) nous permettent d'exprimer la
solution du probleme :

Q(Z):m [(% (z2 - 12) + bz) Log%—:’l+a]2
(4.5) -b1 Log(z2 - 12) + 2b1]
o(z) = k ¢(z)

En fait, cette ﬁéthode s'appelle la méthode des charges fic-
tives. Elle a été développée par CROUCH | 7| dans le cas T est constant.

On remarquera que les déplacements tangentiel et normal sont
infinis & 1'infini et continus aux points x=11, tandis que les contraintes
sont infinies aux points x =z 1, et nulles a 1'infini.

4,3, PROBLEME EN DEPLACEMENT AVEC DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT, SOLUTION
ELEVENTAIRE,

4,3,1, SOLUTION ELEMENTAIRE

On se propose de déterminer cette fois-ci la solution ¢, pour
un domaine infini contenant une fissure ou on imposera un champ de dépla-
cement D discontinu. Pour pouvoir résoudre le probléme, on utilisera une
hypothése supplémentaire définie par la relation suivante ;:
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. G .
(4.6) (uX +3u ) (x) + (u, + 1uy)
Cette derniére condition exprime en fait que les déplacements
a travers les deux levres de la fissure soient égaux et opposés.
Ainsi le probléme posé s'exprime par les relations de Plemelj

(1.4) pour x & [-1, 1

(ko-28x) - (k @-Q)D(X) 21 D(x)

(4.7)
(k <I>+Q)G(x) + (ko +Q)D(x) =

i
o

Comme les contraintes, les rotations et les déplacements sont
nuls a 1'infini et compte tenu des relations (1.1), les équations (4.7)
donnent :

] -
ko(z) - 9(z) = %%; [] E{Fg dt

(4.8)
keo(z) + (z) = 0

Cependant en posant D(x) = ax+b pour xe[-1, 1], on tire
les expressions des potentiels ¢ et Q :

o(z) = ?T%E" [2 al + (az+b) Log-%—%—}:

- ko(z)

(4.9)

QD
—_
N
——
i

4,3,2, EXEMPLE

Soit un domaine élastique plan infini présentant une fissure
portée par 1'axe O0X, centrée a 1'origine et de longueur 2L, soumise
4 une pression uniforme p = E (E module de YOUNG). On découpe la fis-
sure en N segments de méme longueur 21 = 2L/N.

La figure (4.1) présente la courbe des discontinuités de dépla-
cement normales comparée a la courbe réelle, du déplacement normal, don-
née par la relation (2.27). On choisira N = 10 et pour coefficient de
Poisson v = 0,25.

On notera que pour cette méthode, la position du point nodal
dépend de la valeur du coefficient de Poisson v, Ainsi les figures
(4.1.a),(4.1. b), (4.1. ¢), (4.1. d), et (4.1. e) présentent la courbe
des discontinuités de déplacement normales respectivement pour A, va-
leur de position du point nodal, égale a 0,30, 0,40, 0,45, 0,50 et 0,60.

On remarque que la position optimale du point nodal est donnée
pour A = 0,45 (figure 4.1. cg



- 45 -

Et enfin, la figure (4.2) présente la courbe de la position du
point nodal en fonction du coefficient de Poisson v.

Figure 4.1.a : Courbe de la

- discontinuité de déplacemernt
- comparée & la courbe réelle

- N = 10 nombre de segments

19 = & W b vy N
T T

v = 0,25 coefficient de Poisson
T L =25 demi-longueur de la
i fissure
' A = 0,30 valeur de position du
-1.00 0 point nodal

= Figure 4.1.b : Courbe de la
s | discontinuité de déplacement
7| comparée & la courbe réelle
6 I
5L N =10 nombre de segments
4L v = 0,25 coefficient de Poisson
3L L =5 demi-longueur de la
2 r fissure
'y X = 0,40 valeur de position du
. ) point nodal
- Figure 4.1.c : Courbe de la
8 I discontinuité de déplacement
: - comparée & la courbe réelle
j - N = 10 nombre de segmenté
3 " v = 0,25 coefficient de Poisson
2 : L=25 demi-longueur de la
t L fissure
\ 2l A = 0,45 valeur de position du
-1.00 0] point nodal
- Figure 4.1.d : Courbe de la
8 L discontinuité de déplacement
" | comparée & la courbe réelle
6 L .
SE N =10 "nombre de segments
it v o= 0,25 coefficient de Poisson
Z - L = 5 demi-longueur de la
L fissure
" A = 0,50 valeur de position du

14.00 1-3.00 ’-2.00 -1.00 Qo peint nodal
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il

Figure 4.1.e : Courbe de la
- discontinuité de déplacement
comparée a la courbe réelle

2 = R W D o Y
T T

N = 10 nombre de segments
| v =0,25 coefficient de Poisson
L =5 demi-longueur de la
fissure
. . . . A = 0,60 valeur de position du
Al
0,70 « ®
0,65] *
0,60] o
0,55 .
0,501
0,[&54 [ ]
0,40
0,35
0,2 0,30 0,40 0,50 v

Figure 4.2 :

Courbe de la position du point nodal
en fonction de v

4.4, PROBLEME EN CONTRAINTE ET DISCONTINUITE DES CONTRAINTES. SOLUTION
ELEMENTAIRE

Cette fois ci le probléme sera traité uniquement en contrainte
ol on jmposera un champ de contraintes T discontinu auquel on ajoutera
une condition supplémentaire définie par :

6 NN
(4.10) (oyy - 1oxy) (x) + (cyy - 1cxy) (x)=0 T¢ x (1

Ces deux conditions seront exprimées par les relations de
Plemelj (1.15) pour x z[-1, 1] :

{]
—
——
x
S

(¢'+ Q')G(x) - (9" + n')D(x)
(4.11) '

n
o

(¢'- Qf)G(x) + (o - 21)2(x)
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Comme les contraintes, rotations sont nulles & 1'infini et
compte tenu des relations (1.1), les équations (4.11) s'écrivent :

2'(2) + 0'(2) =y J]TC_(_t_idt

2
(4.12)
o' (z) - ' (z) = a m(z)
avec m(z) S N fonction de Plemelj et a_ constante complexe.

T o

Donc en posant T(x) = ax+b pour xz[-1, 1] et compte tenu
de la propriété de 1'uniformité du vecteur déplacement sur le segment
15 on obtient :

oy bl (k-1) 1 1 2 -1
°'(2) = Rk E T e T W [2"” + (az +b) Log z—+T}
(4.13) et ( )
' b1l (k-1 1 1 z -1
Qv(z) = kT ) — e [2§1 + (az+b) Log 2—371]

et par intégration, on peut tirer 1'expression du potentiel &(z) :

zZ + Vz2 - 12 1

bl (k - 1) Log : * I [(% (z2 -12) + bz) Log é{%}

211T(k 1)

o(z) =
(4.14)

- B Log (z2 - 12) + alz + 2bl]
On remarquera que les déplacements tangentiel et normal sont

infinis a 1'infini et que les contraintes sont nulles a 1'infini et infi-
nies aux points x =% 1.

4.5, PROBLEME MIXTE AVEC DISCONTINUITE DE CONTRAINTE ET DEPLACEIENT,
SOLUTION ELEHENTAIRE

Le probléme sera traité cette fois-ci en imposant un champ de
contraintes discontinu et un champ de dep]acement D discontinu. En ef-
fet ces conditions aux limites seront exprimées par les équations de Ple-
melj (1.16) pour x e[-] 1] :

(o' + 2800 - (o' + 22°(x) = T(x)
(4.15) ' )
(ko -2%0x) - (k o-2)°(x) = 2u D(x)

~

Comme les contraintes et les rotations sont nulles a
1'infini, et compte tenu des relations (1,1), on en déduit que les po-
tentiels ¢ et @ ainsi que leur dérivée sont nuls a 1'infini.
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Cependant les équations (4.15) permettent d'écrire :

.-
q)l(Z) + QI(Z) =% I T(t) dt
(4.16) -

|

R 1:
K o(z) - a(z) = 24 f D) 44
-1

On posera :

-

T(x) =ax+b et D(x) = a x + B pour tout x e[-1, 1], avec
a, b, o et B des constantes complexes.

Les équations (4.16) donnent :

1 z -1
' (z) + ' (2) = 5— [2 al + (az+b) Log }
(4'17) 21w Z + I
RE
T

k o(z) - o(z) [2&1 + (0z+8 Log %—;—1]—]

Ainsi d'aprés les équations (4.17), les expressions des poten-
tiels o(z) et «(z) s'écriront :

o(2) = gy @ (22-12) + b2) Log 25 + a1z + 251

- bl Log (22 - 12) + 4p o 1 + 24 {0z + 8) Log 2—;%
(4.18)

1

- (8 - z - 1
(z) = 1y [k(—z— (22 - 12) + bz) Log S + kalz

- kbl Log(z2 - 12) + 2k bl -4pa 1 -2y (o z + B) Log %"%’}}
On remargue encore que les déplacements tangentiel et normal

sont infinis a 1'infini et que les contraintes sont nulles & 1'infini et
infinies aux points x = % 1.

4,6, CONCLUSION

L'introduction de ces nouvelles méthodes de discontinuité, soit
de déplacement, soit des contraintes, soit de déplacement et de contrain-
tes, qui dépendent en fait des conditions limites:imposées sur la frontiere,
permet de résoudre des problemes de 1'élasticité linéaire plane. En plus,
ces méthodes s'utilisent facilement en champ complexe par application de
la théorie des potentiels complexes et donnent des solutions analytiques
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simples. Ces derniéres ont été construites, comme la méthode des dis-
continuités de déplacement (chap. 2), & partir d'un segment [-1, 1]

oll on obtient des contraintes infinies aux extrémités I 1. On remarque
aussi, que les méthodes faisant intervenir une discontinuité des con-
traintes sur le segment [-1, 1] donnent des déplacements infinis a
1"infini. La condition d'imposer une discontinuité de contraintes sur

le segment se traduit physiquement par une interpénétration de la matiere.
Par conséquent, ce type de discontinuités nous impose d'utiliser des
milieux élastiques bornés.
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CHAPITRE WV

DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT
ELEMENTS CIRCULAIRES
T &2t -2 NOEWUDS. EXEMPEBLES S
ELEMENTS CURVILIGNES
TRANSFORMATION CONFORME
SUR LE CERCOCLE

CAS DE L'ELLIPSE
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Dans les chapitres précédents, nous avons discrétisé le con-
tour en segments de droites, de telle facon a faire apparaitre la "fis-
sure rectiligne" en milieu infini. Cette technique a permis d'utiliser
des solutions analytiques simples. La pratique de la méthode impose ce-
pendant une discrétisation en é1ément de longueur constante ou variable
mais progressivement.

Cette technique de résolution, classiquement utilisée, peut
conduire 3 des tailles de matrice trés importantes si 1'on veut obtenir
une erreur acceptable. Prenons deux exemples. Le premier concerne un
contour avec raccord entre deux
droites {fig. 5.1), ou de facgon
plus générale, i1 s'agit de cas ol
la courbure varie trés rapidement.
La méthode classique impose non seu-
lement une discrétisation fine aux
endroits olt la courbure est grande,
mais également d'augmenter trées
progressivement la discrétisation
dans les parties linéaires ou a
courbure quasi-nulles. Ceci a pour
conséquence une augmentation tres
forte de la taille de la matrice
) d'influence.

Figure 6.1 :
Le deuxiéme exemple est

le cas d'un tunnel circulaire ol
1'on désire effectuer des calculs précis pres de la paroi. Ici, il est
nécessaire de faire une discrétisation large afin d'éviter 1'influence
des extrémités des segments recti-
lignes ol la présence d'une dis-
continuité de déplacement conduit
localement a des contraintes infi-
nies. Pour augmenter la précision,
on utilisera des éléments d'ordre
élevé tels que ceux développés au
paragraphe 2.5. Cependant, si 1'on
améliore la précision numérique de
la méthode, i1 se glisse une deuxig-
me erreur : les points d'expression
des conditions aux limites s'éloi-
gnent trés sensiblement du contour
exact (fig. 5.2).

contour
réel

élément
d'ordre 6

Figure 6.2

Dans 1'optique d'amélio-
rer ces deux points, nous allons
développer des éléments curvilignes. Les résultats seront présentés dans
un ordre croissant de difficulté : -

a) contour circulaire - Probleme en contrainte
b) contour circulaire - Discontinuité de déplacement



c) contour quelcongue et application aux contours elliptiques
(Discontinuité de déplacement)

d) contour possédant des coins.

A partir des cas traités principalement dans le cadre de la
méthode des discontinuités de déplacement, i1 sera possible de dévelop-
per les solutions pour chague type de probléme énoncé au chapitre 1.

[

5.1, CONTOUR CIRCULAIRE ; PROBLEME EN CONTRAINTE

5.1.1. EQUATIONS DE PLEMELJ DU PROBLEME

Figure 5.3

nous pouvons écrire sans difficulté :

(5.3) O p

Nous allons recher-
cher les solutions élémentaires
correspondant a une fissure en
arc d'ouverture (a + B8) dispo-
sée selon la figure 5.3.

Les conditions aux
Timites écrites en coordonnées
polaires seront :

(5.1) (o +ic )G+(o

. D
+ 1 =
rr” g ry Ore) 0

(5.2) (o, +i0, )%~ (o +io )0=T(t)

A partir des relations
de Kolosov-Mukhelischvili [12 |,

oy = (2) +T@ -TT@ -25'@

Si nous prenons un point z (z €"G"), que nous faisons tendre
vers un point de la frontiére t, le point Z ne tend pas vers le méme
point du ¢6té "G" ou "D". Afin de remédier a cette situation, nous allons
faire un prolongement analytique a travers la frontiére circulaire défi-
nie par zz = a2. Dans 1'expression (5.3), si nous supposons que les
fonctions ¢' et y' sont définies poyr z, nous allons remplacer la

fonction ¢'(z) par une fonction a(&), z par a*/z et o +io

par zéro ; ceci donne :

re

(5.4) a'(a2/2) = - 51D + T + 5§D
ou encore :
(5.5) a'(z) = -3 (@) + 23+ L 7E)
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Si la fonction @ était connue, 1'on pourrait calculer la
fonction ¢"(z) en utilisant (5.4)

(5.6) ) =L @) s L) - e

Nous pouvons maintenant remplacer cette valeur de la fonction
v'(z) dans (5.3), ce qui donne :

2

(5.7) o ¥ iore = ¢'(z) +¢9'(2) D -%;J+ 5“(E)E%__ _1 -
-2 22

ZzZ

Passons maintenant a la Timite (zz = a?), sachant que z & "G"
et par conséquent a%/z &"D".

. G _ .G _,D
(Orr + 1°re) = ¢ )
De la méme facgon :
. D_ .D__.G
(crr + 1ore) = ¢ 0

Exprimons maintenant les conditions aux limites du probléme
(5.1) et (5.2), pour obtenir les équations de Plemelj :

(o' - 9}')G

+
—
-

1
)
~—

1]

O

(5.8)

(o' +anf - (¢' + )" = T(t)

5.1,2. COMPORTEMENT DES POTENTIELS COMPLEXES

Par définition les fonctions ¢'(z) et v'(z) sont holomorphes
dans tout le plan ; Ainsi, lorsque z tend vers 1'infini, les développe-
ments seront de la forme :

(5.9) 6'(2) = Ao + B2 0(h)
' B 1
(5.10) v'(2) = Ay + =+ 0()

avec Ao, Ay représentant les contraintes a 1'infini, qui seront suppo-
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sées nulles, ici, et :

(X + 1Y) _ KX - 1Y)
(5.11) Bo = Zatk+ 1) B = 2k 1)

(X, Y) représente les composantes de "charge concentrée". Dans notre
cas, celle-ci est différente de zéro car sur 1'arc A;A,, Ta résultante
des actions est non nulle. Reportons les développements (5.9) et (5.10)
dans (5.5) :

; 7% + fonction holomorphe prés de z = 0

(5.12) Q' (z) = A4

ﬁqm
N

Cette relation montre que la fonction @'(z) posséde au maximum
un poéle d'ordre 2 a 1'origine.

Autour de 1'origine, la fonction ¢'(z) est holomorphe donc :
6'(z) = ap + 0yz + 0(z2)

Les contraintes étant bornées a 1'infini, la fonction @'(z)
au voisinage de 1'infini est nécessairement de la forme :

a'(z) = g0 + B2 + 0()

Reportons ces résultats dans (5.6), pour calculer v'(z)

2 L —
v'(z) = %7 (0o + Bo) +-%% + e

-

La fonction y'(z) étant holomorphe & 1'origine, il est nécessaire d'avoir :

(5.13) Bo = - ap Bp = 0

ainsi au voisinage de 1'infini, la fonction '(z) se comporte comme :
(5.14) 2'(2) = - T + 0(%)

A partir de ces résultats, nous pouvons donner la solution géné-
rale des équations de Plemelj (5.8)

—_— 2__; . A2 -
(5.16) 8'(2) - 2'(2) = x(2) [Pn(2> - +¥]
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avec : Pn(z) =Co + Cyz (1 arc)

1//(2 - a) (z - as)

§]

x(z)

5.1.3, CALCUL DES COEFFICIENTS

Les contraintes sont nulles a 1'infini, par conséquent
Ay = 0 = Ay. Nous pouvons déduire une forme simplifiée des potentiels
" complexes :

iy By . 1(z) . x(2) ro
- R e L R
5.17
, B: I(z z
a'(z) =%+ B2, M2 xz) re L 02
1 [ T(t) dt
avec 1(z) = 5= § —t -z

¢'(z) est holomorphe & 1'origine. Sachant que I(z) est holo-
morphe et qu'autour de 1'origine :

_1/2 -1/2
W(z) =—— (1 -2y (1-2)
vaids dx a,
- Lpezl a2 S 3 o)
Yajao 2 a, di 4 2a22 aid2 2&12

la fonction ¢'(z) s'écrit :

T2 7) 2/a,a, 2 a; a, 4 2a,2 aja; 2a,’

Ceci impose :

y2 =0

By +—Y1l _ =90

2 2va1a2
c'est a dire

vyi1 = - By Yaia

(5.18)



et, puisque nous avons posé ¢'(0) = ag ,

OLozﬂ+1(0)+ 1 [Co+ﬂ(i+i)]
2 2 2vajaz 2 a; &,

c'est a dire :

0L0=ﬂ+1(0)+ Co "—B—L(—1—+‘1—)
2 2 2vaa, 4 a,. a;
Or, nous avons montré que Q'(x) = - ay et d'aprés (5.17), nous
aurons a, = - %} + %% . En éliminant oy, nous obtenons :
_ — Co B, (1 .1
(5.19) Ci = vo + vo + I(0) + "—2—(:"':)
ay az 1 dz

Développons ¢'(z) au voisinage de 1'infini, sachant que :

21
x(2) =7+ g 7
Alors :
' ~ Yo ., Gy By _J . Co  Cifas +az)y1
0(2) =G+ (Gogr gt ) 7
+0(—1—
22
avec :
a, - 1
J=J T(t)dtxfﬁ—

a1

Or, le terme constant est nul, puisqu'il n'y a pas de contrainte
a Tfinfini, et le terme en -% est égal a By par définition. Ainsi :

yo = - C

B, +CO+M’

B -3
A 1

En conclusion, en regroupant les résultats, nous aurons :

- By va1 a:

Y1

y2 =0
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(5.20) C0+£0_(_a_1_+_32_l=30-31+d-§_1__;__a_2(w+?;+HOi)

2va1 az
ou
Co = vYay az (-2¥o - vo - I(0) +—21 (51— +ai))
1 2
C: = - v

Co=129(a1+a2)+280—§I+J

5.2, CONTOUR CIRCULAIRE - METHODE DES DISCONTINUITES DE DEPLACEMENT

5.2,1, FORME GENERALE DES POTENTIELS COMPLEXES

Rappelons les relations de KOLOSOV-MUKHELISCREVILI en coordonnées
polaires utiles dans cette méthode :

0.t 10, = 8'(2) +3'(2) -Z5(D) - 29" (2)

rr ro
(5.21) —
2u (u,, + ug) = Zfe(2) - 2 3 (2)-3(2)]
Exprimons également la résultante sur un arc A A;
Y
(5.22) X+ Y = - i [o(2) + 2 3'(2) + ¥(z)]

Aa

C'est & partir de cette expression que nous allons effectuer
Te prolongement analytique, comme nous 1'avons fait dans le paragraphe
précédent. Posons X + iY = 0, et changeons z en a2?/z partout ou z
intervient. Ceci va définir une fonction @ :

(5.23) o2 = - E%;-a'(i) + 9(z)]

Ainsi si la fonction @ est connue, de méme que ¢(z), la
fonction w'(z) pourra étre calculée par :

(5.24) w(z) = - [BE) + 2 s (2)]

Par dérivation, nous aurons :

(5.25) pi(z) = - (@) ) + L enz) - & e (2)]
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A partir de ces deux derniéres relations, nous pouvons réécrire
les contraintes et déplacement (5.21) :

(5.26) o +io =82 + T @D0-L]-79@ [ - 4] -

a2 . a2
7z & (7r0

(5.27) 2u (u, +iug) =2 [ke(2) +3' (@) (G- 2) + 23]

T IN|

Passons maintenant a la limite sur T'arc de cercle (z z = a?)

. G
(orr-+1ore)

.G -1 G D
2u(u, + iu )’ = e 0 ke + ")

ce qui permet d'écrire les équations de Plemelj dans le cadre de la méthode
des discontinuités de déplacement :

D

1]
o

(¢'G + 08 - (¢ + @
(5.28)

)D 16

[ ]
[¢>]

(k¢-9)G - (k¢~-9) = 2p

- N D
avec Dp = (ur + 1ue) (ur + 1ue)

Revenons maintenant aux résultats exposés au paragraphe 5.1.1.,
pour déterminer la forme générale des potentiels complexes. Les contraintes
a 1'infini sont toujours supposées nulles (A, = By = 0) mais également la
résultante en comportement a 1'infini (B, = Ay = 0) car il y a continuité
de contrainte sur 1'arc A, A,. En conclusion, les potentiels ¢' et @'
sont déterminés a une constante prés. L'intégration de la premiére relation
(5.28) donne : ‘

'(2) +a'(z) = A

soit en intégrant et supposant la constante nulle pour que Tes déplacements
soient nuls a 1'infini

(5.29) o(z) + o(z) = Az

De 1a méme facon 1'intégration de la deuxiéme relation conduit a :

i -
dp; € D
(5.30) k o(z) -a(z) = Bz + & } ——P dt
© s,
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5.2.2. DETERMINATION DES COEFFICIENTS

Au paragraphe 5.1.2., nous avons montré que :
Q'(w) = - oy avec ¢'(0) = ap

A partir des relations (5.29) et (5.30), nous pouvons déterminer
les potentiels complexes ¢(z) et q(z)

6(2) = g (A + B)z + 1t 1(2)

(5.31)
a(z) = Az - ¢(z)
(5.32) 1(z) = & }az%e_—gﬂ dt

di

Quand z tend vers 1'infini, ¢'(z) tend vers 0 (contraintes
nulles a 1'infini) ce qui impose A + B = 0.

Par définition et en utilisant (5.31), nous avons :

¢I(O) = ag = K+ 7 Il(o)

Sachant que Q'(») = A = - ag, nous en déduisons :

__ 1
i e )

En conclusion :

¢(z) = _k—1TT I(z)
(5.33)

- ey [T 2+ 1(2)]

D
—~
N
~—
i

5.2,3, PROBLEMES NUMERIQUES LIES AUX FONCTIONS MULTIFORMES

La programmation en champ complexe va ici poser quelques difficul-
tés dans la détermination des branches des fonctions multiformes. La fonc-
tion multiforme qui interviendra est de la forme 1Tn(z-a;/z-a;). Pour
la fonction 1Inz, les ordinateurs utilisés donne la détermination suivante :
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Tnz = Inp + 198

avec 6 [0, 7] poury >0
6€[0, -m] poury <D0

Placons 1'arc A,A, selon la figure 5.4. Choisissons la détermi-

Ly nation de In{z - A;) réelle
sur la demi-droite A; »pa-

ITI rallele a 1'axe réel et de

Il facon semblable pour In(z - A,)

A Les paralleles aux axes

2 réels et imaginaires passant
- 02 par A; et A,, la corde et 1'arc
2 A, A, délimitent sept zones. Dé-
v z terminons les arguments de
o - x In(z-2a,)/(z - a;) dans cha-

0 a cune des zones.

01

VI

Figure 5.4

In(z -a,)/(z - a1) = Inpa/py + i (8, -6,)

zone I 0 <0, <-% —-% <8,<0 mod 2w
™ kU )
zone I1I 0 <0, = Vi 0 <0, s Vi mod: 2w
zone 111 4% <9y <7 -% <8, S mod 2m
zone IV -% <0, <1 T <8, < %; mod 2
s i}
zone V -mS 0 S-x -7 025-x mpd 2m
zone VI . =% se 20 -%s 6, < 0 mod 27

zone VII -g--aﬁel S% - < 82 5—2—+a mod 2w
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Avec les remarques faites en début de paragraphe, 1'ordinateur donne-
ra dans la zone IV : -7 < 8, £ - I et dans la zone VII : 0, s-F+a;
ce qui change dans ces zones la “détermination du 1ogar1t me.

Si nous placons maintenant 1'arc selon la figure 5.5, le changement
VY de détermination n'aura lieu que
dans la zone comprise entre 1'arc
et 1a corde A A,.

Figure 5.5

Dans cette zone nous devrions avoir :

-7 -a < 8y -7 0 £6,<a mod. 2w
alors que 1'ordinateur donnera :
T-a <0; < 0 6, =a

Si 1'on choisit cette configuration, i1 sera nécessaire de pro-
céder a un test pour savoir si le point z -appartient a la zone comprise
entre 1'arc et la corde et de changer en conséquence les arquments. Le test
d'appartenance s'écrira dans le repgre (0/x, y) :

|z] < a

ImzzIma

5.2.4, ELEMENTS A 1 NOEUD

Mous allons développer complétement 1'élément a un noeud. Pour ce
type d'élément, la discontinuité de déplacement est choisie constante :

D =8
P 0

Détermination des potentiels

L'intégrale 1I(z) (formule 5.32) se calcule aisément :
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u60 Uéo Z - as

Hz) = EET) (az - a1) + i7a - 1n zZ - a1

Nous pouvons en calculer sa dérivée :

HS o zZ - az z z
] - .
I'(z) = ima [1n zZ -ay 2z -4az Z - a ]

Ainsi 1'(0) vaut :

H&o az
- In —
1ma aj

A partir de (5.33) , nous obtenons les potentiels complexes.

posant H = u/(k + 1)m, nous aurons :

(5.34)

H & as - ax z Z - az
$(z) = j a "3 In Z - a;

~H 8y razx - ax z Z - az Hz Eo —a-z
a(z) = — [ — t3 My ] T g

Calcul des contraintes

de ce type de solution par rapport aux éléments rectilignes.

En

Le but de ce travail est de montrer 1'éventuelle meilleure convergence

Nous utiliserons

+ des exemples ol les contraintes sont appliquées sur le bord d'un trou. Dans ce
cas, nous n'aurons a effectuer que des rotations de repere A1ns1, il faudra

calculer les contraintes et déplacements dans le repere (x', y') (fig. 5.6)
v 4 y conpte tenu de 5.24 et 5.33, nous
~ X' aurons avec A = - F—%—T I7(0)
27 o 1 . ;
Oyx * Oy = 2(9'(z) +‘§:TE?) 2
e ] - 1 5 | I -Ie —‘_a_ (1]
) —X Oy = Oy, + 2ioxg = ?e [(Z->-) ¢"(2)
2 2 _ a2
+ 2 0'(2) -5 5 (%)
a2
+ A > ]
Figure 5.6

2u (u o+ 1uy) = e 0K 4(2) - (25 T @) - 005 + A E]

En utilisant la valeur du potentiel ¢(z) (5.34) et en posant

§o = ag + ibg, nous aurons pour les contraintes :

(5.35)

Q

by Re (B - C) + ag Im (B + C)

- =
I X -
< <

bo Im (D - C) - ao Re (D + C)



avec :
B_e21'8 (i_an-aa _aLné_z_+Z( 1 _ 1 )
22 Z-2a, Fx3 a,  a ‘'z-a, z - a
a_z a, ay 2 z-a, 2z, 1V 1
+(z a)(h—agz u-aﬂzn aan—al a ‘z-a, z-aJ
2i9 , a a2/z - a (a, - a;) 1
C = g 3\%2 1
€ (22 Ln A%z - ar a z (a2 -3, z) (a7 - 37, z) )
‘ _ 218 a z -3, _a a, .z _ 1 z 1
| (ztn 5= 5, 7 "ata 7 a, a z - a
a a _a a _z a z A
Y7 2-4,)7 Z (z-an? " a (z-2a,)2 "3 z-a; 2)
Les déplacements s'écrivent :
2u p
T ux-bo Re (G-J) + ao Im (G+4)
(5.26)
2yt < by In (G-J) - a0 Re (G+0)
Y
avec
.- _ie " a; ~a ) z : zZ-a a : (az/z - az)
sze C((el) —g— kg ng—gm 2 0 @y
. az 1 Z-2 1 z 1 z a a
_ -ig -y (- 2 _ o _ -2
J=elz-5) GIng5*37 375, "5 757 "5

5,2.5, EXEMPLES NUMERIQUES |9 |

Le premier exemple testé a été une plaque infinie percée d'un trou,
lequel est soumis & une pression. Dans ce cas, nous obtenons la solution exac-
te quelque soit la discrétisation utilisée (y compris un seul arc). Ceci est
le résultat de la construction de la solution élémentaire puisque dans ce cas

le déplacement radial en paroi est
y constant.

A . ,
Le deuxiéme exemple concerne toujours
la plaque trouée précédente, et chargée
sur deux quarts de cercle selon la fi-

S qure ci-contre.

X Les calculs ont été menés en utilisant
< > ~ une discrétisation du contour en élé-

0 = ments rectilignes et éléments circulai-
res, avec des éléments constants (1
point nodal). Deux discrétisations (de
comparaison a taille de matrice identi-
que) sont proposées : 16 éléments (fi-
cure 5.8) et 64 éléments (ficure 5.9).

) L'erreur relative E par rapport & la
Figure 5.7 solution analytique |14 | est calculée
sur des segments radiaux inclinés a @
par rapport a 1'axe des x. Les cal-
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culs sont menés sur les contraintes, car les erreurs sur les déplacements sont
plus faibles du fait méme de Ta méthode.

La figure 5.8a donne 1'erreur E sur un rayon incliné a 6 = /4

. ol s'effectue Ta discontinuité des charges. Dans ce cas, la solution par arc
circulaire conduit a des erreurs négligeables (inférieures a 10-4). La figure
5.8b donne des résultats pour 6 = 37/16 (rayon passant par un point nodal).
On remarque dans ce cas que 1'élément circulaire conduit non seulement a une
meilleure approximation par les rapports r/a élevés mais également lorsqu'on
se rapproche de la paroi du trou.

Ces deux constatations sont également valables pour une discrétisation
plus fine (fig. 5.9)

31/16 (figure 5.9a)

L}
D
1}

-6 =7/2 (figure 5.9b)

5.2.6, ELEMENT DU SECOND ORDRE

Initialement, nous avions choisi un élément de la forme IZ}

-

Dp = 8§y + &; COS @

Cet élément n'est pas correct puisqu'il ne satisfait pas automatique-
ment & 1'équilibre du probléme intérieur. Nous préférons choisir une solution
qui satisfasse automatiquement a 1'équilibre, & savoir :

219 -218

(5.37) 6p = 8y + 67 COS 20 = 8 + &1 & ; €

Calculons 1'intégrale I1(z) correspondant au terme §;. Il suffira
pour trouver les solutions complétes de sommer les résultats qui vont suivre
avec ceux du chapitre 5.2.4. Nous trouvons sans trop de difficultés :

3 3 2 4.2 2 -
I,(z) =M1 qa2 - &’z (a2% -a,%) | z2(a, - a1)

T2t 3a3 2a’ a3
3 - -
+_Z_3_]nz_a_?_-§_]n_a_2_+_q_]n.z__§_2_}
a z-ay 2 ay z ' z-a

I (2) M8 (az2 - a? 2z(a, - &)

2im 2a3 a3
3z2  a z - a z® | a i 1
2Z7 | £ - 3 4 (2. -
¥ (a3 F ) Tn Z - a; (a3 ¥ z) (z -a, z- al)
+‘j% 1 -Ei)



- 65 -

I E(3)
10
4 - jg\/
i ‘/:/::,———;——«::
C/*/
. ’/. T
0 / / r/a
T | et
1 \;/ 1.5
-104
. \ . o
‘l E(2 )o—-o\. \\/—E-L-
»*
S~
10 | » '~

° 1 l.\\ ""/i
~
7 o/ 1S .\0\ 2
.\.\.
.
-10 ]
Figure 5.8 :

Caleul de 1'erreur relative sur les contraintes
pour une discrétisation en 16 éléments

. are circulaire 1 noeud

* segment 1 noeud
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AE(Z)

10

2
et

.*,._A’

A L e e A

T 2

i E(%)

1]

YLILLE

P

Ficure 5.9 :

Calecul de l'erreur relative sur
les contraintes pour une discrétisation en 64 éléments

. arc circulaire 1 noeud

* segment 1 noeud
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Le calcul de I, (0) est ici plus délicat, car nous sommes en pré-
sence de formes indéterminées. Posons :

a z-a a ] 1 a a
=- S Int % 9 - + S 1n 22
G(z) > 1nz-a1 Z( - ~ 1) ;]n e

Effectuons un développement limité de G(z) autour de 1'origine :

a rz z2 z3 a z z2
62) =z gz + O G - )+ 2
z3 a z z2 a Z
+O(¥§')]-a22[1+5—2—+0('a—5)] a—ﬂ[1+-a—i—+
ZZ
03]

soit

et en définitive :

CALCUL DES CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS

Les calculs s'effectuent comme au paragraphe 5,2.4, en supposant que
nous ne traiterons que des problémes a frontiére circulaire. Le développement
des calculs est encore ici trés long mais ne pose pas de difficultés majeures.
Nous donnons ici Tes résultats des calculs en ayant posé &§; = a; +ib; et
H = u/(k+1)w. En ce qui concerne les contraintes, nous aurons :

O,I
%’: by Re (By - C1) + a; Im (By + Cy)
(5.38)

O|
“HX‘Y= by Im (Dy - Cy) + a1 Re (D + Cy)
avec :

_J2ie p,_ 33  3zz _az_3’ z - a,
€ [« 7zF e ©® ?E) n 7= ax

o
[
]

3a az a Z 22 52 5z , 3ad
Gze -z Ingr+ B - gm -5 * p9) X

-+

1 1 a, - a; —
(z -a, z- a1)+ a3 z




(5.39)

avec :

-+

+

-+

+

+

CLARC A S X A R
2a® "2z 2a 2277 ‘(z-a,)? (z-a:)2
a>  _al ]+ a2 - ax? , 2z(a, - ai)
4a,2z? 4a,%z% 2a3 as
E? h1_z ( ; ) In ;:gi
(§; +'%) (z-jaz z 1 al)
_ J2ie [azza;ZaI , 2 (‘522; a) ,
(%%% —2%5) In §§§%f;_§§_ %-ga In %?
C?%; +’%§) (a2 43522)5%;2 - 312) ]
SR - i
(22“ - ) 1n§%+ a2a; L7 472 Ia22 - al2l
(3Ea§2 -'gg —'gé ¥ giz) (z-jaz B z-jal)
(ga§3 * g;z B %% - 222) ((2-ja2)2 "1z 1 al)z):|

De la méme facon, les déplacements s'écrivent :

2U

1

blRe (G]_ - \]1) + dj Im (G]_ + Jl)

H UYx
Tuy = Diim 1 - Ji) - a1 ke 1+ Ja
- 2
Gy = (k1) 2 6a’ 2 Zaf (a2 - a1%) + %5% (a, - a1)
+k(_£i+_§_)]nz'az_ﬁ1n +E]n32_
2a3 2z Z - a3 2z a; © Za a1
3,2 - a;? a - _ z az/'z_a
T iag >z (3, - a1) (?- 2_.3)1n R e



43% 432 222 ay
z 22 a? Z - a z® a2 a, - a;
+ ]n 2 4+ = — 2 ._1 —
(2a2 22) zZ - a) (2a2 22) (z-21)(Z-3,)
+ a (3_22 - a12 _ a2 a2 )
Z 432 13,7 " 43,2

Calcul des contraintes et déplacements dus a 1'influence de 1'arc sur
Tui-méme.

Soit 1'arc A; A, rapporté a son repére local (0, x', y') fig. 5.10,
On veut calculer Tes contraintes et déplacements aux points nodaux d'affixes
t~ et t* par rapport au repere radial (0, X, X ) local & chacun de ces
pointE. P8ur cela on utilise les
relations (5.26) et (5.27) en faisant
tendre z a la limite sur 1'arc
Ay A, (z @"G"), vers t~ et t*.

1 G D

= ¢ -0
2 (u_ + iue)G S e710 (i o8 L Dy

I1 s'avére que ce calcul est diffi-
cile a réaliser compte tenu de la
détermination logarithmique choisie
dans le paragraphe (5.2,3.).

Cependant, on peut calculer les con-
traintes et déplacements dans le re-

_ . pere (0, x', y') aux points nodaux

t” et t” qui sont donnés par les relations (5.38) et (5.39) en prenant 8 = 0.

Figure 5.10

Et puis a 1'aide des relations de changement de repere (1.2), on
peut exprimer maintenant les contraintes et déplacements dans le repére ra-
dial (0, Xr’ Xe) aux points nodaux t et t respectivement pour
9 =-% -2 et o =~% + Aa . A représente le paramétre de position du point
nodal sur 1'arc A:A;.

Ainsi, pour construire la matrice d'influence, il suffit d'expri-

mer les relations (5.38) et (5.39) dans le repére radial du point nodal con-
cerné.
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5.3, TRANSFORMATION CONFORME SUR LE CERCLE - APPLICATION AU CAS D'UN
CONTOUR ELLIPTIQUE.

Dans ce paragraphe, nous allons reprendre la démarche ef-
fectuée dans le cas d'un contour circulaire dans le cadre de la mé-
thode des discontinuités de déplacement. Rappelons que dans cette
méthode, nous avons un probleme mixte a résoudre, et qu'il n'est pas
possible de raisonner sur la dérivée du vecteur déplacement a la
frontiere, ce déplacement étant, par le fait de la méthode,discontinu.
Le changement de fonction devra nécessairement é&tre différent de ce-
Tui proposé par MILNE-TOMPSON |11 ]

5.3.1, TRANSFORMATION CONFORME SUR LE CERCLE - ECRITURE DES EQUATIONS
DE KOLOSOV-MUSKHELISCHVILI,

Soit la transformation conforme

Plan 7,
a,

Y

Figure 5.11 : Détermination de la transformation conforme

(5.40) z = w(z)

reliant tout point du plan réel "z" & tout point du plan "z" auxiliaire
de calcul. Cette transformation est définie de telle facon que le con-
tour frontiere (C) ait un original circulaire définie par |z| = a. Dans
ce cas, on peut écrire ¢ sous la forme :

(5.41) g = bt

avec en conséquence a = et9. La frontitre (C) dans le plan z corres-
pond donc a la ligne coordonnée & = &£,. Les conditions aux limites

' . N [ " i
dans le plan z s'exprimeront a 1'aide de Opg * 10 et de Ug * U -

Dans ce_cas, la rotation de repére o entre le repére curviligne
(N/XE’ Xn) et le repere cartésien est donnée par |11]



Q2ia g w'(z)
ST w()
(5.42)
o Lz e'(z)
Iz o (z)]
Posons maintenant
- 6(z) = ¢(w(z)) = o(z)
(5.43)
w(z) = vle(z)) = ¥(z)
I1 s'ensuit :
o'(2) = £1E]
(5. 44) vi(z) = z'(g)
¢”(Z) = ¢”((‘;) _ w" ¢|(C)

- £) ——
[w'(£)]? [w'(2)]?
(

Reportons ces résultats (5.42) et (5.44) dans les équations

de KOLOSOV-MUSKHELISHVILI :

e 1o = r(E) +§(§§+fﬁﬁ@?§ﬁzn25“f>
s T B Tdyw
2ulu, +1u ) = ?a 2” [k o(c) - w(z) {0 - ()]

De méme la résultante s'écrira :
(5.46) K+ i¥ = - [o(o) + 2B 0@ 7(7))

5,3.2, EQUATIONS DE PLEMELJ DU PROBLEME

Comme précédemment, nous allons faire un prolongement analy-
tique a travers la frontiére circulaire ¢ ¢ = a?. Ainsi dans 1'ex-
pression (5.46), remplacons ¢ par a2/t et la fonction ¢(g) par
Q(z). Nous aurons : :

(5.47) 2L - - b ¥ ()]
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Si o et ¢' sont déterminées alors la fonction ¥ se
calculera par :

_az (~)
(5.48) ¥(z) = - [ ( T)_¢ (z )]
Par dérivation, on peut calculer v'(z)
I a2 — a2 a2 w (aZ)
(5.49) V() = = .2 Q! (—— —z‘ ——(—)“CP (z)
(&) e
et y(g) ' (2) - —= 4"(2)
[0'(z)]? w'(z)

IT nous suffit maintenant de reporter ces deux derniers ré-
sultats dans les relations de KOLOSOV MUSKHELISHVILI (5.45)

(5.50)

T 3@ o
oy S o)
ou g+ u) = SR (ko) - 2 (0l - ()
lo o (2)] w' ()
+Q (—"%2—)]

Nous allons maintenant faire tendre z vers un point t
(t €"6" dans le plan z), c'est a dire que nous allons faire tendre
z vers un point o (o €"G" dans Te plan ¢). Dans ce cas, puisque
w est une fonction holomorphe dans tout le plan, nous aurons :

wf(0)=uf(%;)

sachant que ¢z = a2, la relation (5.45) se transforme en :

G D
i G _¢' (o) Q' (o)
(UEE * 10ﬁ€) (t) = m‘(og i '(og
2u(u, + iu )6(t) = 28 (0L [Kq» + o2(0)]

lo w' (o)

Ou encore en :
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(5.51)

Nous en déduisons les formules de Plemelj dans Te cadre de la
méthode des discontinuités de déplacement :

0= (' +a)8(0) - (s +2")(0)

(5.52)
2u o0 o) p < (kg-28(0) - (Ke- 2 (o)
o o' (o)]
avec 6 = (u_ + iu )G(t) - (u_ + iu )D(t)
e € n g n

5.3.3, SOLUTION DANS LE CAS D'UN CONTOUR ELLIPTIQUE

a) définition de la transformation conforme

Plan z Plan C

c, w(c) o §
1< LY
G a

Figure 5.12

Soit 1'ellipse dont les axes principaux sont c¢; et c,, c;
sur x et ¢, sur y. La transformation conforme qui permet de passer
du cercle a 1'ellipse a la forme générale :

(5.53) z = u(z) = hz g

~

h et d, constantes a déterminer. Le cercle ¢ est paramétré par

+1i
C = SN avec a = eto, Donc sur le contour C dans le plan 2z, nous
aurons



_ in_d - _dy L s d
t =hae — = cos n (ha a)+1s1nn(ha+a)

Nous en déduisons que :

_ _d - d
¢y = ha 3 cz—ha+€
c'est & dire :
(5.54) h = Ei?%_Ez d = (Eé_%_E;) a

b) singularités du potentiel @(z). Forme générale de la solu-
tion

Rappelons que @'(z) s'écrit :

VO . . A
(5.55) @'(e) = G v @) -2le) @), 2 ) 5
¢ ¢ G“(7;) 4 z? TK'CE;)
az —, /a2 —, a2 1
-7z W (T) w(z) o (’C") m

Nous allons maintenant exprimer que les fonctions ¢'(z) et
¥'(z) sont holomorphes dans tout le plan complexe. Les contraintes étant
bornées a 1'infini les fonctions ¢'(z) et v¢'(z) s'écrivent :

B

0'(2) = A+ 2+ 0(%) z >
B, 1
IP_'(Z)=A1 +7+O(Z_2) Z >

Lorsque z tend vers 1'infini, ¢ d'aprés (5.53) tend aussi
vers 1'infini. En conséquence a2%/¢ tend vers 0, et réciproquement. Dans
1'expression (5.55), nous calculerons ¢'(a2/z), ¢"(a2/z), ¥'(a2/g) en
utilisant les relations 5.31. Il s'ensuit que :

(5.56) a'(z) = (B, d +Arha?) EL”%‘“ 0(1) ¢-+0

\

Lorsque d = 0, h = 1 (contour circulaire, ¢ = z), nous retrou-
vons Tles résultats du paragraphe précédent. Notons tout de suite que nous

avons A =B = 0 (pas de contrainte a 1'infini) et A; =By =0

(Résultante nulle sur le contour frontiére), donc a 1'origine 2'(z)
est constant. '

Pour obtenir.la solution du cercle par continuité de la solution

de 1'ellipse en posant d = 0, supposons que les fonctions holomorphes
sont, non pas ¢'(z) et y'(z) mais ;

$'(2)/w'(2) et ¥'(c)/w'(z)



C
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Ceci ne change absolument pas les résultats précédents, lorsque

tend vers 1'infini. I1 s'ensuit que Torsque ¢ tend vers O :

soit

0 (e = oy v ay g+ 0(c2)

w (C)

ble) g hgy oo 0(c?)

w' ()

d-%% + EQEQ.+ ap h + 0(1)

-©-
—
Y
S~
i

b'(e) =S+ BBy goh e 0()

La solution générale de ]féquation de Plemelj (5.52) s'écrit :

0'(c) = A+ 2+ e 1)
2'(z) =D - I'(g)

o w'(o) ISL do

_ H
I(z) = im (k+T) JAlAz |o wl(@)f o -z
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CHAPITRE Vi

DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT
ELEMENTS COINS
TRANSFORMATION CONFORME
SUR LA DROITE. EXEMPLES
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L'étude faite dans le cas de 1'ellipse par transformation conforme sur
le cercle va étre dans ce chapitre reprise pour étudier les coins par transfor-
mation conforme sur la droite.

6.‘1. TRANSFOR IATION COMFORE SUR LA DROITE

Plan z
Plan ¢
A-)*( X,
4 A
>
C >
A, > A, N C
X 3
3
X P £
A \
n B 8 — — —
- 0 4
Figure 6.1

Soit le coin A,A, d'ouverture ompositionné de facon a ce que sa
bissectrice soit confondue avec 1'axe y. Cette conficuration permet de garder
Tes svmétries géométriques et certaines symétries dans la matrice d'influence.

Soit la transformation

(6.1) z = w(zg)

qui a tout point du plan_ image du coin A1/, fait correspondre un antécédent
appartenant au segment [-1,+1] de 1'axe réel du plan . Cette transformation
s'éerit

(6.2) z=e "¢
avec 2B + o® = .

Si nous repérons le plan ¢ par les coordonnées polaires (£, n)
(6.3) c=cel”

alors les lignes cgordgnnées dans la plan z sont des droites radiales et des

cercles. kotons (Xg, Xn) la base curviligne correspondant respectivenent aux
lignes & = constante, n = constante. La figure 6.1. donne ce repére le long

du coin.
Les conditions aux limites s'exprimeront a 1'aide de Opy * iong et

de ug + 1'un dans le plan z. Dans ce cas, la rotation de repeére 6 entre le
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repére curviligne (M/?é,?n) et Te repére curvilinge (M/gg,cn) est donné par
(5.42 ). Posons également :

-
—~
N
~—
]

¢ (w(z))=o(z)
olwl(z))=¥(z)
Le calcul de ¢'(z), ¢"(z) et v'(z) s'effectue comme en (5.45).

Les équations de Kolosov-Mukhelishvili prennent la forme (5.45) et la résul-
tante (5.46).

-
—_

N
~

il

6.2, EQUATIONS DE PLEFELJ DU PROBLEME. FORVE GENERALE DES POTENTIELS

6.2.1. EQUATIONS DE PLEMELJ

Comme dans le chapitre 1, nous allons faire un pro]ongerent analy-
tique a travers 1'axe réel dans le plan z. Ainsi, dans 1'expression (5.46),

remplacons ¢ par 7 et la fonction ¢(z) par a(z). Nous aurons :

(6.5) [ w(c '(z) +Tk)]
si 2 et ¢' sont determ1nees,alors 1a fonction ¢  se calculera par :

(6.6)  ¥(x) = - [A() + 2L (o))

C .
Par dérivation, on peut calculer &'(g)
v(e) = - B (0) - i) pr(g) - ) gngg) o BlEL We) 4y

G () o (0]

Reportons ces résultats dans les équations de Kolosov-Muskhelishvili

(5.45) :
g -ig = (C) E 1 Q'(E) 9’ C [1 E §) ]
Mmoo ng w'( ) T w'(c) o (T) zw'(g)
7 w'(z) 9'(z) =
(6.7) T e (2) &' &) ]2 [w(g) - w(T) ]
T ¥"(%) =
+E wl(l;) EI(‘Z‘;') [UJ(C)' w(C)],

(6.8) zm%+1%)=%%%%T&¢u)-iﬁg-@@)-am]+mm1

Faisons tendre maintenant z vers un point: t (t €"G" dans le
plan z). Dans ce cas, ¢ tend vers un point o (o 2"G" dans le plan ).
Puisque w est une fonction holomorphe, w(c) = w(3), nous aurons :

Gy 0% aP()
(Onn_ 1Gn€) (t) = w‘(cg " w'(cg
(6.9)
2ulug + i“n)G(t) = %LEL“'l“ [? $8(0) + P (0)]
’ [0}

g w
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Dans le cacre de la méthode des discontinuités de déplacement,
nous en aéduisons les forruies de PlemelJ :

(6.10) 0= (o' +2)80) - (¢ +a")2(0)

(6.11) 2u owlo) a. = (ko - Q)G(c)—(k ¢—Q)D(o)
!0 w'(o”

avec GC = (ug + 1un)G(t) - (ug + iun)D(t)

- 6.2.2, FORME GENERALE DES POTENTIELS

La solution générale de 1'équation (6.10), sachant que Tes con-
traintes & 1'infini sont nulles, est :

(6.12) $'(z) +a'(z) =0

Pour traiter 1'équation (6.11), nous allons remarquer que
ou'(0) 0_/Jow'(0)]| est égal & :

-~

06 a6y D L D
UE--(UE + 1Un) (Ug + 1dn)

st - . e . N > -

Ug + an est le déplacement écrit dans le repere (H/cg, gn)
- Sur le segment [-1,+1] dans le plan ¢, imposons une disconti-

nuité U, corme dans le cas ce la fissure rectiligne du chapitre 2. Alors :

-~

GC U sur ]0, 1]

-~

ch -U sur [ -1, 0Of

La solution de 1'équation 6.11 est alors (déplacerment et rota-
tion nuls & 1'infini) /

~a(g) = 2u U(o) 4oy L [ Ule)
x ¢(z) - a(z) K [ L - d(-0) )(G e do ]
soit encore :
. R
(6.13) k o (2) - alg) = %; J_] Uéé}cdo

6.3, CAS D'UN ELEMENT D’ORDRE 2. |3|

, Supposorns dans un premier tenps gue U soit ce la forme ao + b.
i;ous alions developper Te calcul ces contraintes et cés dénlaceents en
tout point du domaire dans le repere (M1/X_,X ). Les calculs sont trés longs
et ne présentent pas 1'intérét d'étre - ™ particulierement dévelopnés,
aussi nous n'en donnerons que les grandes liqres et les principaux résultats.
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6.35.1, CALCUL DES POTENTIELS

Nous sorwes dans un cas identique au chapitre 2. Nous aurons :

o(z) = ? [2al + (@ ¢ + b) In 2 . ]

+ 1
(6.14) o(z) =-9¢(z)
"= e

©.2.2, CALCUL DES CONTRAINTES

Remarquons tout d'abord les relations suivantes :
w'(c) = o w(C)/E

w'(z) = ala=1) w(z)/c?

w(z |w(z)]?
we) ~ 6@ z W {E) _o-1+ wlg)-u)
w'(z) ¢ [w'(D]* a? |w(z)]?

z olg) - wl@) _ 7% wlz)-wl)
¢ Ju'(g) |? a?  Jwl(zg)]?
¢ 1 __ T
z w'(z) o w(z)

compte tenu de ces résultats et de Ta valeur des poteptiels complexes o,
1'expressicn 6.7 devient :

o, o oty [2 e (0) + Te'(D) ]

(6.15)
1z w(e) - w§4) [67(2) + T 3™ (z) ]
o [w(z) |
De Ta méme facon qu'au chapitre 3, nous pourrons calculer Opp Par :
_so _r 201 ¢ ¢ w(z) \
e T L r T e o ¢

2

gy L G - & el
o w(z) o wlc) of  Julz)
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Remplacons maintenant ¢(z) par sa valeur 6.14. Nous aurons :

onn==Re (A+C) Im a + Im(A-C) Rea+ Re (B+D) Imb+ Im (B-D) Reb

q£=Re(A-O Rea-Im(A+C) Ima+ Re(B-D)Reb~- Im(B+D) Imb

o£g=12e (E-G) Ima+ Im (E+G) Rea + Re (F-I) Imb+ Im (F+I) Reb
avec :

A = H (z 1n 5—1—% +7 In

o wlg C +

1,2 g2 21 ¢* )
THgz-12 Tz - 12

__H 21 ¢ 21
e (I - L

o |

_HT () - w(@) ;-1 6l¢c 41 [
“T o lu(z) |2 []nC+]+f2"]2 2-12 2]
p-HT wl)-wl@ 21 4% ,
ol |w(c)]2 z2-1% (EQ -12)2

02 w—(‘a +"&‘2 |w(2;) 2 r o+ 1 CZ_ 12
L2 wle) - wlz) (A 41 ¢* )]
o Ju(z) |2 P (g*-1%)%

Fon[@esd oo, wld y 21 oo (c) —‘1“7 A
Sl R Y R S R 6 L A D,
- I3 - r -1 21 ¢ R 21 ¢
G a o(Z) (- Tn g+ 1 22-12) * a'wTZT(]n T+l ¢ 12)]
.t 21 z 21
I H[ otw]Cj CZ-]Z 0’-&)——(—7 C _]2]

6,3.3, CALCUL DES DEPLACEMENTS

Les calculs s'effectuent comme pour les contraintes a partir de
la relation 6.8 et vont conduire aux résultats suivants :

(6.17) 2u UE = Im (J+M) Rea + Re (J-M) Ima+ Im (L+N) Reb + Re(L-N) Imb
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Z2u U = - Re(J+) Rea + Im (J-¥) Ima - Re(L+l) Reb + Im(L-M) Imb

n
avec —
le(g)l z -1 _ r -1
= _E(E)_ [2] (k'-l) +k c]nc—g—;—]—- - g]n T -I]
‘ Hlw(z)] g -1 z -1
L=~ k In - In — ]
w(z) g+ 1 z + 1

6.4, EXEPLE NUMERIQUE

Pour appliguer les résultats précédents & la méthode cdes discontinui-
tés de déplacement, c'est & dire construire la matrice d'influence, i1 faut
encore calculer 1'influence du coin sur lui-méme, puis examiner les problémes
numériques soulevés par 1'existence de fonctions multiformes.

0.4,1, CALCUL DES CONTRAIKTES ET DEPLACEMERT SUR LE BORD DU COIN

Le domaine étant toujours supposé a gauche ("G"), utilisons les
relations 6.9 :

(6.18)

Les potentiels ¢ et o ont la méme forme que les potentiels déve-
loppés au_chapitre 3. En conséquence pour calculer les termes ¢'G(o), @'D(o),
$6(c), 9Y(c), i1 suffit de remplacer dans (2.9 ) z par o.

Les calculs présents ont été réalisés pour des configurations géo-
métriques rectangulaires ou carrées. Pour cela, il suffit dorc cde poser :

_ 0
a—7 et 8“4

(6.19)  wlz) =e ™47

Comme la forction w(g) est ruitiforme, on utilisera la détermina-
tion logarithmique suivante :

6 [0, ] Imz >0

8 é[n, Zﬂ] Imzg <0
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Alors que 1'ordinateur donnera :
8 é[-n, 0 ] Imzg <0

Donc avec cette configuration choisie, on procédera a un test pour
savoir le signe de Im ¢ ‘et de changer en conséquence les arguments.

Cependant, d'aprés (6.18), le calcul des contraintes et déplace-
‘menEs surj]e bord du coin s'effectuera aprés avoir défini w(o) pour
cel-1, 1] : }

w(o) = 61“/4 Vo 0 o<l
(6.20) in/4
w(o) = ie V-0 -1 <o g0

Les calculs qui suivront aprés sont longs et ne présentent pas de
difficultés majeures a part qu'il faudra distinguer les deux cas correspon-
dant aux deux bords du coin définis par (6.20).

Pour 0 o<1 et H= !

k+1) =

6 G=2H/G(ReAIma-ImARea+ReBImb-1ImBReb)

nn
6, =2?H VG (Re ARea+ImAIna+ReBReb+InB Inb)
Ggel = 2 V5 [Re(A + dny) Ima - In (A - 4ry) Rea + Re B Inb

- Im B Re b]
(6.21)
2w = H [(Re C+ InE) Ima - (InC-ReE)Rea
+ (Re D +ImF) Imb =~ (ImD ~ Re F) Re b]
b
2u uéa =~-H[(ReC+ImE)Rea+ (ImC~-RekE)Ima
+ (ReD +ImF)Reb+ (ImD - Re F) Im b]
avec

_ 1-o0 416

A=~y (2 Log T " 5T e 12)
41

B = L

- _ 1 -0
C—Y(k 1) (2]+0L09T+—(J——)
D=y (k-1) Log +—2

Y IT55

E=y(k+1) no
F=y (k+1)m
y = ein/éd



- 84 -

Et pour - 1< o <0, il suffit de prendre V=5 au lieu de vGo
dans (6.21) et en tenant compte des relations (6.18) et (6.20), on obtient :

G G
= o
nn ng
-1 <o RS 0 0 g o <1
G G
8] = -0
ng nn
-1 <og 0 0 g o <1
u G _ U G
€ n
-1 <c5§ 0 0 g o <1
G B .G
un = ug
-1 <<5§ 0 0 g o <1

et que :

GEEG =2Hv-s [Re (A+4ny) Rea +Im (A -4nry) Ima +

+Re BReb + ImB Im b]

Enfin, on peut exprimer maintenant les contraintes et déplacements
en fonction de quatre discontinuités @ , G*, ¥~ et ¥t en utilisant la rela-
tion (2.19)

Lo (97 - 97)
21
(6.22)
gt + a0+ i3 +97)

6.4.2, EXEMPLE NUMERIQUE : |3

Soit une plaque carrée de c6té a, centrée a 1'origine, soumise a
une compression uniforme p = E suivant deux c6tés opposés (figure 6.2).

On discrétise le contour de la plaque en N 'segments de longueur
identique 2L sauf aux coins, ol les segments seront de Tongueur
21 =2 2L (0 <A < 1),

Dans cet exemple, on introduira 1'élément coin dans la méthode des
discontinuités de déplacement d'ordre 2, et on étudiera 1'état des contrain-
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tes Oy x et o sur des droites, paralleles aux axes de la plaque, proches
vy du contour. On choisira pour coefficient
de Poisson v = 0,25. L'exemple traite le
cas A = 0,005 et N =24 (Matrice d'in-

- a - fluence 112 x 112). On présentera une com-
—_— —-— paraison d'erreurs entre la méthode d'élé-
— Y =~ p ments coins et la méthode des discontinui-
- - tés de déplacement d'ordre 2 par rapport
- - aux valeurs théoriques. Dans le cas de la
7 x [~ méthode des discontinuités de déplacement
- 0 ) d'ordre 2, 1'é1ément coin est remplacé par.
] deux éléments d'ordre 2 de méme longueur

(matrice d'influence 128 x 128). L'appli-
e cation de la charge unité permet de com-
. e—— parer simplement les résultats en erreur

relative lorsqu'on compare a 1 et en er-
reur absolue lorsqu'on compare a 0.

Figure 6.2
Les figures (6.3) et (6.4) présentent res-
pec?ivement les courbes d'erreurs des con-
traintes Oy x et Uyy pour x = 1,9 a/2 et
y = 1,9 a/2.
i e
!
-20 -4 ::
;) u
..*.__..,.’
~15 ;
; -/’.\\
'10— :
c". /
. PR PRNR Sdad - /-
-—-/-—I'—"l
y
0 Bl

Figure 6.3.a

Courbes d'erreur relative FE pour
O le long de = = 1,9 a/2

élément coin

—— @ —— {@lément d'ordre 2
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5 .
0 L] esesa
_5 .
Figure 6.3.D
Courbe d'erreur absolue FE
pour Oyy le long de = =1,9 a/2
| E(3)
15 -
o
10 v
5.4 o ..’~ o E :-
i /‘ -\ ' '
! . : ) o2 X
ob— ".__ .~ E |
A Y
’....'. E
-10- §
-15- :
-2 i'
.

Figure 6.4.a

Courbe d'erreur relative E

pour o,. le long dey = 1,9 a/2

- élément coin

—— @ ~—— &1lément d'ordre 2
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B
5 /A L
(4 . -
*
... .A .
.® Y - . .
.4 o, ./ | X
‘4 P 0‘ .' . 2
0 o= o — o s i
-5 | |
.
Figure 6.4.b

Courbes d'erreur abscolue E

pour Gy le long de y = 1,9 a/2
- élément coin
—— @—~—  élément d'ordre 2

Les figures (6.3) et (6.4) montrent qu'avec une taille de matrice
réduite (4(N+4), 4(N+4)) on obtient une nette amélioration des valeurs des

contraintes Oy x et o en des points proches du coin de la plaque. Alors

que la taille de matrice pour 1'élément d'ordre2 est de (4(N+8), 4(N+8)).

On remarque que pour A assez petit (A = 0,005) les valeurs de o et

XX
o} sont meilleures au niveau du coin et relativement moins bonnes au niveau

des éléments voisins.

BU
Litig,
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CONCLUSION

Le présent travail montre les possibilités qu'offre la méthode
des discontinuités de déplacement pour la résolution des probiemes de
1'élasticité. Cette méthode n'est autre qu'une méthode de frontiére, puis-
qu'on peut déterminer 1'état de contraintes et de déplacement en tout
point du domaine, a partir des conditions aux limites imposées sur la fron-
tiere. Du principe méme de cette méthode, découle une méthode numérique
simple. Le choix de cette méthode de discontinuité n'a pas pour but d'ob-
tenir des valeurs exactes ou approchées des contraintes et déplacements
sur le contour mais de donner des valeurs le plus possible approchées en
des points hors du contour au moyen d'un nombre minimum d'éléments dis-
crétisés, c'est-a-dire d'une matrice d'influence la plus réduite possible.

Cette méthode a été développée dans un premier temps par
CROUCH |6| en coordonnées cartésiennes en imposant une discontinuité de
déplacement constante le long du contour. La solution de base avait été
obtenue a partir des potentiels élastiques de Neuber-Papkovitch. En champ
complexe, on obtient la méme solution de facon simple a partir de 1'in-

tégrale de CAUCHY.

Le présent travail donne une autre dimension a la méthode en ce
qui concerne d'une part, 1'outil mathématique choisi, la théorie des po-
tentiels complexes ramenant les problémes aux Timites a des formules inté-
grales, et d'autre part le Tibre choix de la nature de la discontinuité
de déplacement, polynomiale ou parabolique.

Le choix d'un élément d'ordre 2, présente cependant un paradoxe
en téte de fissure puisque le déplacement doit étre continu, principe
méme de la continuité de la matiere. Cette question soulevée nous a
conduits & construire en téte de fissure deux éléments dits dégénérés de
type linéaire et parabolique. Le premier élément nécessite une discréti-
sation fine en téte de fissure, d'oli une taille de matrice trés impor-
tante. Par contre, le second élément parait plus intéressant, puisqu'il
donne une bonne approche des contraintes et donc des facteurs d'intensi-
té de contraintes et qu'il ne nécessite pas une discrétisation fine en
téte de fissure. '

Dans le cas des domaines présentant des contours dont la cour-
bure varie rapidement, la pratique de la méthode impose une discrétisation
fine. Pour éviter cette difficulté, on pourra utiliser des éléments d'or-
dre plus élevé avec une discrétisation large. Cependant, on se heurte a
une autre difficulté du fait que les points nodaux oli seront appliquées
les charges se trouvent éloignés du contour, ce qui conduit peut étre a
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des erreurs de calcul de contraintes et déplacement au niveau du con-
tour. I1 est vrai que 1'utilisation de ce type d'éléments demande de
longs calculs.

La théorie des potentiels complexes montre aussi que 1'on
peut appliquer la méthode des discontinuités de déplacement a des é-
1éments circulaires. Ce type d'élément décrit bien les conditions aux
Timites puisque cette fois-ci les points nodaux sont sur le contour.

Deux types d'éléments ont été proposés : éléments a un noeud et a deux
noeuds.

Deux exemples traités :

- Plaque infinie percée d'un trou soumis a une pression
uniforme. La solution obtenue est identique a la solution
exacte, Ceci est di au fait que la solution de base a été
construite pour le cas d'un déplacement radial constant.

- Plaque infinie percée d'un trou soumis & une pression sur
deux quarts opposés. Les résultats sont obtenus avec une
erreur négligeable (inférieure & 10-4).

Par extension de la méthode, il a été proposé 1'étude d'un
é1ément curviligne par utilisation de la transformation conforme sur :

- un cercle,
- une droite.

Le second cas utilisé pour des contours curvilignes présen-
tant des coins (méthode "élément coin"). Ainsi dans le cas d'une pla-
que carrée, la solution est convergente au niveau des coins lorsque
la Tongueur de 1'élément coin est négligeable devant celle d'un élé-
ment hors coin. Cependant, on remarque une perturbation des valeurs
des contraintes au voisinage des segments proches des éléments coins.

D'autres méthodes de discontinuités, soit de déplacement,
soit de contrainte, soit mixtes ont été étudiées (chapitre IV). Les
méthodes faisant intervenir des discontinuités de contraintes donnent
des déplacements infinis a 1'infini, Par conséquent, ce type de mé-
thodes impose 1'utilisation de milieux élastiques bornés. La méthode
en déplacement avec discontinuité de déplacement propose des solutions
élémentaires dépendant du coefficient de Poisson.

Ce travail a permis de mettre au point la méthode numérique
des discontinuités de déplacement, étape nécessaire a 1'approfondis-
sement de 1'étude des autres méthodes de discontinuités traitées au
chapitre IV.

Les solutions n'ayant été développées qu'en milieux infinis
en imposant des charges réparties sur la frontiére du domaine et 1'é-
tude excluant 1'introduction de forces concentrées, il serait intéres-
sant d'axer ultérieurement la recherche sur certains sujets tels que :
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1°) Traiter les méthodes des discontinuités aux problémes plans
en proposant des solutions en milieux semi-infinis.

2°) Mettre au point une étude introduisant des forces concentrées
en milieux infinis et semi-infinis.

3°) Appliquer les méthodes des discontinuités aux miljeux élas-
tiques stratifiés.
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ANNEXE |

LOGICIEL GENERAL
DE CALCUL PAR ELEMENTS 2 NOEUDS.
METHODE DES DISCONTINUITES
DE DEPLACEMENT
CHAMP COMPLEXE
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* *
* discontinuite de deplacement pour un element *
* rectiligne a deux noeuds *
* " *
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dimension a(25600),r(160),e(40),20040),x(40),y(40),dl(40),

sbnt40) bt (40),dng(4D) ,dnd(40),dtg(40),dtd(40)

common/s1/fsb(16)

cemmon/s2/hshprk

data impe.lc/20,10/

complex zoserzijreijr2gijr2z2dijeress2ssesjr2sjszirimag
real kesnu

piz=&.*tatan(1,)

eps=.le-21

read (lc,1000) nu,numbc,numossurnumbs
write (imp,1) nur,numbcr,numoss,ursnumbs
k=3,-4*nu

h=1,/(8%pi*(1-nu+*%2))
hp=1./(16*pix(1-nu))

write (imp,4) numos

write (imp,5) nu

write (imps,6) u

it{numoc.eq.0) go to 60

discretisation du contour circulaire-centres et demi-longueurs des
segments

55
60

numbd=0

do 50 i=1,numbc

fac=1.

read (Ltc,1000) ray,tetad,tetaf,numstn,tt
write (imp,2) ray.tetad,tetaf,numstn,tt
teta=(tetaf-tetad)/num

if{teta.lt.0.,) fac=-1,
sw=raytsqrt(2-2+«cos(teta))
haut=ray+*cos(teta/2)

co 50 ni=l,nunm

numbd=numbd+1
tetam=tetad+(2+*ni-1)+*tetal/l
x(numbd)=haut*cos(tetam)
y(numbd)=hautssin(tetam)

dl(numbd)=sw/?2
e{numbd)=factecmplx(-sin(tetam),cos(tetam))
20 (numbd) =cmplx(x (numbd) sy {numbd))
tn(numbd)=tn

bt (numbd)=tt

continue

write (imp,3) numbc

write (imp.14)

do 55 i=1,numbd

write (imp,7) i, xCi),y(i)s,dl(idseCidobn(idsbt (4)

1f(numbs.eq.0) go to 61

discretisation du contour rectangulaire-centres et demi-longueurs
des segments

numbd=0

do 51 1=1,numbs

read (lc,1000) num,xbs,ybrxeryertns,tt
write (imp,20) numsxbsybexeryertnstt
xd=(xe-xb)/num

yd={ye-yb)/num

sw=sqrt(xdrel+ydesr?)
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do 51 nmni=1,num
numbd=numbd+1
x(numbd)=xb+(2*ni-1)*xxd/2
y(numbd)=yb+(2*ni-1)*ya/2
dl{numbd)=sw/?2
elnumbadl)=cmplx(xd/swsryd/sw)

2o (numbd) =cmplx(x (numbd),y(numbd))

bn{numbd)=tn
bt{numbd)=tt

51 continue
write (1mp,13) numbs
arite (impsr14)
do 56 i=1,numbd

56 write (imps?) i,xCi),yCi),dlCid)se(i)sbn(idsbt (i)

61 continue
matrice

m=4xnumbd

n=2*numbd

numpc=2

do 80 ni=1,numpc

do 90 i=1,numbd
i1=2%*1-1

12=2+%i

xi=-urdl (i)

if (ni.gt.1) xi=suxdl(i)
call initial (xi,dlLi),0)
jd=i1

if (ni.gt.l) jd=i2
a(jd+(11-1)*m)=£fsb (1)
a(jd+(i2-1)«m)=fsb(2)
a(jd+(it+n~-1)*m)=fsbH(3)
aljd+(i2+n~-1)xm)=fshb(4)
a(jd+n+(il=-1)*m)=fsb(5)
aljd+n+(i2-1)xm)=fsb(6)
a(jd+n+(iT+n=1)xm)=fsb(7)
a(jd+n+(i2+n-1)*m)=fsb(8)
do 90 j=Y,numbd
j1=2+3-1

j232+]

if (i.eq.j) go to 90
eij=e(id/e(j)
21)=2(z00i)~-z20(j))/e(})
zgij=zij-urdl(i)reij
zdij=zijrundl(i)*eij
z21=2gij)

if (ni.gt.1) zi=zdi)
call initia

call intermed (zi,dl(j)reijr1,0)

if (ni.gtal) i1=132
a(it+(j1-1)em)=fsb (1)
alit+(j2-1)xm)=fsb(2)
atil+(ji+n=-1)am)=fsb(3)
a(i1+(j2+n=-1)*m)=fsp(4)
alil+n+(j1=-1)*m)=fsb(5)
AaCi1+n+(j2-1)sm)=fsb(6)
a(i1+n+(j1+n-1)xm)=fsb(?7)
a(il+n+()2+n-1)*m)=fsb(8)

90 continue :

80 continue

resolution du systeme d'equations

(methode de gauss)
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do 100 i=1,numbd
r{2+xi-1)=bn(i)
r{2*xi)=bn (i)
r(2*i=-1+n)=bt(i)
r{2xi+n)=bt(1i)

10C continue
call gelg (r,a,m,1,epssier)
1f(ier.ne.0) go to 389D
write (imp,21)
do 105 i=1,m
write (imp,19) 1,r(3)

105 continue
do 110 i=1,numbd
dng(id)=r(2+«i-1)
dna{i)=r(2+1i)
dtglid=r(2%xi=-1+n)
dtd(id=r(2%i+n)

110 continue

¢ calcul des contraintes et deplacements sur le contour
prat1o/ (L. x (1 ,-nu*x*x2))
write (imp,17)
do 115 ni=1,numpc
. 1f{ni.gt.l) write (imp,18)
write (imp,15)
do 120 i=1,numbd
xi==uxdl (i)
ifdni.gt.1) xizurdl (i)
call initial (xi,dl(i),0)
sigtt=fsb(1)*dng(i)+fsb(2)*dnd(i1)+fsb(3)rxdtg(i)+fsb(4)*xdtd(i)+pr
sx(dtd(i)-dtg(i))/dl(i)
call initial (xi,dl(Ci),0)
signn=fsb(1)*xdng(i)+fsb(2)*dnd (i) +fsb(3)+rdtgl{i)+fsb(L)sdtd(i)
v signt=fsb(5)+dng(i)+fsb(6)+*dnd(1)+fsb(7)*xdtg(id+fsb(8)xdtd(i)
call initial (xi,dtl(i),1)
utpos=fsb(9)*xdng(1)+fsb(10)+dnd (i) +fsb(11)xagtg(id+fsb(12)+dtd(i)
unpos=fsb(13)xdng (i) +fsb(14)xdnd (i) +fsb(15)+xdtqli)+fsb(16)*xdtd(i
s)

do 125 j=1,numbd

if(i.eq.j)) go to 125

eij=e(id/e(})

zij=(z0(i)=-20Cj))/e(})

zgij=szij-urdl(idxeij

zdij=zijturdl(i)reij

21=2g31)

if{ni,gt.1) 2i=2dij

dh=dl(j)

call initia

call intermed (zi,dhseijr,-1,0)
sigtt=sigtt+fsb(1)+dng(j)+fsp(2)*dnd(j)+fsb(3)*xdtg(jr+fsbl(4)«dtd
s(j)

call initia

call intermed (zisdhseijr1,0)

signn= s1gnn+fsb(1)*dng(])+fsb(2)*dnd(])+fsb(3)*dtg())+fsb(4)*dtd
s(3)
s1gnt's1gnt+fsb(5)tcng())*fsb(é)tond(;)*fsb(?)*dtg())+fso(8)tdtd
s{))

call intermed (zi,dhseijrl,1)

utpos=s utpos+fsb(9)tdng(3)+fso(10)*dnd())+fsb(11)*dtg(])+fsb(12)t

sdtd())
unpos=unpos+fsb(13)edng(jr+fsb(14)«dnd())+fsb(15)edtg())+fsb(16)
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sedtd(j)
125 continue
write (imp,8) i,signn,signt,sigtt,utpos,unpos
120 continue
115 continue
1f(numos) 380,380,130
130 write (imp,16)
nump=0
do 140 i=1,numcs
read (lc,1000) numsxbs,ybsxerye
write (imp,9) num,xbr,ybsxerye
xd='(xe-xb)/num
yd=(ye-yb)/num
dw=sqrt(xdrx2+yd«x?)

es=cmplx{(xd/dwsyd/dw)
do 140 ni=1,nun
nump=nump+
xs=xb+(2*ni=-1)wxd/2
ys=yb+(2*ni~1)*yd/?2
2s=cmplx{(xs,ys)
signn=0.
signt=0.
sigtt=0.
un=0.
ut=0.
do 150 j=1,numbd
esj=es/e())
2sj=(zs-z20(j))/le(j)
z2i1=2z5]
gh=dl(j)
call initia
., call intermed (zi,dhsesj.-1,0)
sigtt=sigtt+fsb(1)«dng(jl+fsb(2)*dnd(j)+fsn(3)*xdtg(jl+fsb(é)xagtd
s(j)
call initia
call intermed (zi,dhresj.1,0)
signn=signn+fsb(1)+dng(j)+fsb(2)+*dnd(j)+fsb(3)+dtg(jl+fsb(L&)+dtd
s(j))
signt=signt+fsb(5)+*dng(j)+fsb(6)+dnd(j)+fsb(?)xdtg(j)r+fsb(8)+«dtd
s(j)
call intermed (zisrdhsesjo1,1)
ut=ut+fsb(9)xdng(jl+fsb(10)«dnd(j)+fsb(11)*dtg(jl+fsb(12)«dtd(]j)
un=un+fsb(13)*dng(j)+fsb(14)+dnd(j)+fsb(15)«dtg(jl+fsb(16)«dta(j
s)
156 continue
write (imp,10) numpsxssyss,signns,signtssigttsutsun
140 continue
380 write (imp,11) ier
go to 30C
¢ formats de lecture et d'edition
1 format(1x,f4.2,1%,12,1%,12,1%x,4.2,1x,i2) LT
2 format(IxsfB8.4s1xsf10.7 2 1x2sf10.7s1%x0ibs1x,f3.1,1x,1f3.1)
3 format{(/s,'nombre d arcs circulaires centres a L origine du contou
sur etudie=',i2,/) '
t& format('nombre de segments utilises pour determiner les autres
sendroits ou | on veut obtenir des resultats=',i3,/)
S format(Sx,'coefficient de poisson nu=',f4,2,/) :
6 format(Sx,'coefficient de position des charges u=',f4.,2)
7 format(i3l3(9er9.5)l8xI'('lfQ.StBXr'l't3XIf9.5").f7llf9.518le
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$s9.5)
8 format(i3,5010x,f9.5))
¢ format(i3,4(1x,f9.5))

10 format{(2xs,i13+4(9%x,19.5),3(8x,f9.5))

11 format(//,5x.,%ier=',12,/1)

13 format(/,'nombre de segments de droites du contour etudie=',i12,/
s)

14 format(/,'seqg'+10xs'x-coord’'»11xs'y-coord'+,10xs'demi-long*,10x.,
s'(cos-dir*+,3x%xs's'+3xs"'sin-dir)',8x,"tract-norm',7?x,"'tract-tang',
s//)

15 format(/,"'seg',12x,"'signn',1é4xs"'signt',14x,"sigtt*,14x,"'utpos’,
s14x,'unpos’,//)

16 format(/s,'point',10xs"x~coord'»11x,'y-coord®',12x,'signnt,13x,
s'signt',12x,'sigtt',10x,'ut(total)',8xs,"un(total)*,//)

17 format(//,10x,'calcul des contraintes et deplacements sur le
scote gauche des segments du contour',//)

18 format(//,10xs'calcul des contraintes et deplacements sur le
scote droit des segments du contour',//)

20 format(i3,4C0Txs,f9.5),2(1x,f3,1))

19 format(SOx,*'b(',i3,")="',e12.5)

21 format(//)

1000 format(v)

300 stop
end
subroutine initial (xi,dl.,delta)
common/s1/fsb(16)
common/s2/hs,hpsk
real k,f{(14),f11,f12,f13,1f14
integer delta
tC11)=f11(xi,dl)
f(12)=f12{xi.,dl)
if (delta.eq.0) go to 10

, fC13)=f13(x1i,dl)
fC14)=f14 (xi,dl)

10 fsb(1)==h*xf(11)

fsp(2)=h*xf(12)
fsb(3)=0.

fsb(4)=0.

fsb(5)=0.

fsb(6)=0,
fsb(7)=fsb (1)
fsb(8)=fsb(2)

if (delta.eq.0) go to 20
fsb(P)=hpr(k=-1)+1(13)
fsb(10)=hpx(k=-1)+xf(14)
fsb(11)=(dl-xi)/(4+xdl)
fsb(12)=(dl+xi1)/ (4&xdl)
fsb(13)=fsb(11)
fsb(14)=fsb(12)
fsb(15)==-¢fsb (9)
fsb(16)=-fsb(10)

20 continue

return

end

subroutine intermed (z,dl.,deijsmult,coeff)

common/s1/ fsb(16)

common/s2/ hshpek

complex fC10),f1,f2,f3,¢4,15,t6,f7,t8,1f9,f10,cons,col,dnneg,dnpos
ssdtnegsdtposszsdeijoceij

real k
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integer coeff

if(coeff,eq.1) go to 20
f(1)=f1(z,dl)

f(2)=12(z,al)

f(3)=13(z2,dL)

f(L)=f4Cz2,dl)

f(S)=f5(z,dl)

f(6)=fé6(z,al)
con=~mult*(deija*?)
col=(1.,0.)+con
cndnneg=h*real(-f(1)-con*xf (2))
cndnpos=hxreal (f(3)~con*f(4))
cndtneg=h+*aimag(-col*f(S5)-con*xf(2))
cndtpos=h*aimagl{colrf(é6)-conxf(4&))
if(mult.eq.-1) go to 30
ctdnneg=h*aimag(~con+tf(2))
ctdnpos=h*aimag(~con+*f(4))
ctdtneg=hx*xreal (con*(f(5)+f(2)))
ctdtpos=h*real (-con*x(f(46)-f(4)})
go to 30

f(?7)=1f7(z,dl)

f(8)=f8Cz,dl)

£(9)=f9(z,dl)

fC10)=f10Cz,dL)

ceij=conjg(dei))

dnneg=hprceijr(-2+4(k=-1)-k2f(7)tconjg(f(7))+f(8))
dnpos=hp*cei j*(2*(k=-1)+k*xf(F)-conjg(f(9))-f(10))
dtneg=hptceij*(-2%x(k=1)-kxf(7?)+conjg(f(7))~-f(8))
dtpos=hptceij*(2x(k=-1)+kxf(9)-conjg (f(9))+f(10))

fsb(9)=real(dnneg)
fsb(10)=real (dnpos)
fsb(11)=aimag(dtneg)
fsb(12)=aimag(dtpos)
fsb(13)=aimag(dnneg)
fsb(14)=aimag(dnpos)
fsb(15)=-real(dtneg)
fsb(16)=-real(dtpos)
go to 40
fsb(1)=cndnneg
fsb(2)=cndnpos
fsb(3)=cndtneg
fsb(4)=cndtpos
if{mult.eq.~-1) go to 40
fsb(S)=ctdnneg
fsb(é)=ctdnpos
fsb(7)=ctdtneg
fsb(8)=ctdtpos
continue

return

end

subroutine initia
common/s1/fsb(16)

o 20 i=1,16
fsb(i)=0.

return

end

function f1(z,a)
complex f1,2

f1=(1./a)*alog(cabs({(z~a)/(z+a)))+2./(z+a)

return
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end

function f2(z,3)

complex f2,zs2¢C

2c=conjglz)
f2=2%xar(2-zc)/((z~a)x(z+a)x(z+a))
return

end

function f3(z,a)

complex f3,2
f3=(1,/a)valoglcabs((z-a)/(z+a)))+2./(z-a)
return

end

function f4(z,a)

complex fé,z,2¢

zc=conjg(z)

f4=2 . %a*x(2-2¢)/((2+a)x(z2-3)*(z2-a))
return

end

function fS5(z,a)

complex f5.,2
fS=(1./a)xclog((z~a)/(z+a))+2./(z+a)
return

end

function fé(z,a)

complex fé6.,2
f6=(1./7a)*clog((z~a)/(z+a))+2./(z-2a)
return

end

function f7(z,a)

complex 7,2
f7=((z-a)/a)*clog((z-a)/(z+a))
return

end

function f8(z,a)

complex f8,z,2c, €5

zc=conjg(z)
fB=(z~-zcl)*conjg(fS5(z,al))

return

end

function f9(z,a)

complex f9,2
f9=((z+a)/aY*clog((z-a)/(z+a))
return

end

function f10(z,a)

complex f10,zr2c, 16

zc=conjgf(z)
f10=(z2-2¢c)*rcon)g(f6(z,a))

return

enc

function f11(x,a)
f11=(1./a)+*alog((a-x)/Catx))+2./(x+a)
return

enc

function f12(x,a)
f12=(1./a)*alog(Ca-x)/Ca+x))+2./(x=-a)
return

end

function f13(x.,a)
f13=(Ca-x)/a)*alog{(a-x)/(a+x))-2.
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return
end

function fl14(x,a)
fla=((x+a)/al*xalog((a-x)/(a+tx))+2.
return

enda

subroutine gelg{r,ar,msn,epsr,ier)
dimension a(40CC0Y.,r(200)
1f(m) 2312311
ier=0

piv=0.0

mm=m+tm

nm=n+tm

do 3 Ll=1,mm
tb=abs{(a(l))
if{tb-piv) 3,3,2
piv=tb

i=1

continue
tol=eps+piv

lst=1

go 17 k=1,m
if(piv) 23,23,4
1iflier) 7,5,7
if(piv-tol) 6,6,7
ier=k-1
pivi=1.,0/7a(3)
1=Ci=1)/m
i=i-jem-k

j=j+1-k

do 8 l=k,nm,m
Li=tL+1
tb=pivi*xr(LL)
rCl)=r(l)
r{l)=tb

if(k~m) 9,18,18
lend=lst+m-k
ifC3) 12,12,10
11=)*m

go 11 Ll=lst,lend
tb=a(l)

Li=L+1i1
a(l)=a(ll)
al(ll)=tb

do 13 l=lstsmm,m
LL=L+3
tb=pivi*xa(lLl)
altll)y=a(l)
al(t)=tb

allst)=j

civ=0.0

{st=lst+1

1=0

do 16 i1i=lst,lend
piviz=a(ii)
ist=ii+m

j=j+1

do 15 l=ist,mmsm
Ll=1L-}
a(l)=a(l)+pivira (LL)
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ANNEXE 11

ELEMENT CIRCULAIRE 1 NOEUD
LOGICIEL
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C k ok hk Ak kkdhkh ok khk kdhohk kk bk k ok & hkhdhkhk ok &k k& kb ok kk hok ok hok ¥k xdh ok ko &z
C x *
c * element circulaire a un seul noeud *
C * *
C * *
C * *
C R R B R RS R R R R E R R R AR SR R E R EE R I I I I IS S I NI I A I A I IS IS A

cdimension a(16384),b(128),z20(64),x(64),y(64),zeta(b64),bn(b4),
bt (64),cn(6L),at(b4),,al falbb),r(b64)

common /s1/ fsb(8)

common/s2/hshpsk
comrmon/s3/sigrr,sigrtssigttsoutpossurpossutsur
common/s4/ flogsplog

cata impolc/20,10C/

complex 20s,231r25S

real ke.nu

pi=4é.*xatan(1,)

eps=0.1e-12

read(lc,1000) nur,numbcenumos

write{(imp,1) nu,numbcs.numos

k=3.-4 .%nu

h=1,/(8.%pi* (1-nuxx2))

hp=1,./(8.*pi*x(1-nul)

write(imps,4) numos

write(imp,5) nu
cttti’*tttittttt**t*ttk*t**t*ttt*t***tttt*k*tﬁ*k**t*i*tk*ttti**itt

[« DISCRETISATION DU CERCLE
ctktitttttitil’tﬁitﬁit*t**tit*ititk**ttt*t*it***ttttt*tiﬁttﬁi*ttit
nurbd=0_

do 50 i1=1,numbc
read(lc,1000) rayr,tetadstetaf,numstn,tt
write(imp,2) rayr.,tetadstetafr,numstn,tt
tetad=tetad*pi
tetafztetafspi
alfam=(tetaf-tetad)/ (2*num)
fac=1,
ifalfam.gt.0.) tac=-1,
do S0 ni=l1,num
numbd=numbd+1
tetam=tetad+ (2+sni-1)rxal fam
x(numbd)=ray+*cos{(tetam)
y(numbd)=ray=*sin(tetam)
zo(numbd)=cmplx(x(numbd),y(numbd))
r{numbd)=ray
alfa(numbd)=alfam
zeta(numbd)=tetam-pi/2.
on({numbd)=facxtn
bt(numbd)=facxtt

S0 continue
write(imp,3) numbec
do S5 i=1,numbd

55 write(imp,7) i,x(i),y(idszeta(id)sbnli),bt (i)

ciﬁitt**ﬁ*tttttttitﬁi*ittt*tttﬁtt*ittt**ttittﬁﬁﬁt*

C matrice
Cttktti*ttittitttt**tﬁtt*ttkt*ﬁ**tittt**i*ttittﬁtt
m=2+xnumbd
n=numtd
do 80 i=1,numbd
do 90 j=1,numbd
call initial
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2i=r{i1)*(0,,1,)
zZetam=zeta(id-zeta())
ch=alfa(})
ry=r(j)
call intermed(zi,dh,zetamsry,1)
a(i+(j=1)*m)=fsb(1)
a(i+(jtn=-1)+*m)=fspb(2)
ai+n+(j=-1)2md=fsb(3)
a(i+n+(j+n-1)*m)=fsb(4)

20 continue

20 continue

ctttlttt*'tikiittttittt*tiﬁttiiittttii*ttiﬁit'tttttttttttt*tki*tttli*itiﬁit!

c resolution du systeme d'egquations (methode de gauss)
(S EEEESSESE RS S ENESEEER RSN NEEERNESEEEEREEERENNIEREENIENEERITIEIFEEIEEEEENEIREE I
do 100 i=1,numbd
b(i)=z=bn(i)
b{i+n)=bt (1)
160 continue
call gelg (brasms1,epsrier)
if (ier.ne.0) goto 380
write (imp,21)
do 105 1=1,m
write (imp,19) i,b(i)
105 continue
do 110 1=1,numbd
an{i)=p(i)
gt(id=p(i+n)
116 continue
c*'ktttttkitttt***i*tﬁ**ttt**ti*t*t*t*ti**titttit&tktittt&kttttt**titit*tt

C calcul des contraintes et deplacements sur le contour

cttttittﬁitt*iﬁittiﬁit!tttitittttitﬁﬁt**ttﬁﬁttikt**t*t*ittt*ttttitttﬁittt
write (imp,17) ’

, do 120 i=1,numbd
call initia
co 125 j=1,numbd
call initial
z2i=r(i)*«(0.,1,)
2etam=zeta(id-zeta(j)
dh=alfa(j})
ry=r(j) :
call intermed (zi,dh,zetamsry,-1)
sigtt=sigtt+fsb(1)*dn(jl+fsb(2)*xdt(j)
call initial
call intermed (zi1,dh,zetamsry,1)
sigrr=sigrrt+fsb(1)*xdn(j)+fsb(2)«dt(j)
sigrt=sigrt+fsb(3)xdn(j)+fsb (&) +xdt(j)
utpos=utpos+fsb(S)*adn())+fsb(b)+at(j)
urpos=zurpos+fsb(7)*an(j)+fsb(8)*dt(j)
125 continue
write (imp,8) i,sigrresigrtssigtts,utpos,urpos
12C continue
AR EEEE SRR R E R R RS EE R AR S S AR R S R R S R R R S R R S A RSN EREE SR NN

c calcul des contraintes et deplacements en dehors du contour
ct*tktttititit*ttitttttt*ttﬁ*ttt*tttit*itt*tt*ttt*ttt*,‘tﬁi*ttttttttttﬁtttt!
if (numos) 380,380,130 ’
130 write (imp,16)
nump=0
do 140 i=%1,numos
read{lc,1000) numsrb,re,beta
write (imp,9) num,rbsre,beta
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peta=betax*pi
rd=(re-rb)/num
do 140 ni=l,nunm
nump=nump+1
ro=rb+(2+ni-1)*xrd/?2
2s=rox(0.,1,)
call initia
do 150 j=1,numbd
call initial
zetam=beta-pi/l2.-zeta(j)
dh=alfa(jy)
ry2r(j)
call intermed (2s,dhrzetamory,~1)
sigtt=sigttt+fsb(1)*dn(jl+fsb(2)*xdt(j)
call initial
call intermed (zs,dhszetam,ry,1)
sigrr=sigrr+fsb(1)+cn(j)+fsb(2)*adt(j)
sigrt=sigrttfsb(3)xdn(jr+fsn(4)*dr(j)
utzut+fsb(S)*dn(jl+fsb(é6)xdt(j)
ur=sur+fsb(7)*dn(j)+fsb(8)+dt(j)
150 continue
write (imps10) numpr2sssigrressigrtssigttsut,ur
140 continue
380 write (impo.11) ier

go to 300
ctlﬁtttﬁititttttttt*ttittiitttttt*t**tttt*itﬁtﬁttttttittttttﬁtttt*t
c formats de lecture et d'edition

CrhhkkxhkhhhArrhhhkArhkhdhhhar b kA AR AR AR AR AR ARk A A kAR kA A Ak k xk ok kk kk Rk

1 format(1x’f4.211x:i2:1x;i2)
2 format(ix, 8.4, 1xsft10.7 2 1x2ft10.7,1x0s14,1x,t3.1,1x,f3.1)
2 format{/,'nombre d arcs circulaires centres a L origine'.,
s*du contour etudie =',12,/)
L format(*nombre de segments utilises pour determiner les autres',
s'endroits ou L on veut obtenir des resultats=',13,/)
5 format(Sx,'coefficient de poisson nu=',f4.2,/)
7 tormat(i3,3(%x,f9.5),8x,1f9.5,8x,19.5)
8 format(i13,5(10x,f9.5))
G format(i3,1x,2C1x,f8.4),1x,f10.7)
10 format(2xs1348xs ' (0 f9.5,3%x0"+'23%xs1t9.54+"')'+,5(8x+,f9.5))
11 format(//,Sxs"ier=t,12,11)
16 format(/,'point*,10xs,"x_coord's11x,'y_coord*',12x,'sigrr*,13x,
s'sigrt',12x,'sigtt',10x,'ut(total) ', 8x,'ur(total)*,7/)
17 format(//,10xs"'calcul des contraintes et deplacements sur',
s* Lle contour',//)
19 format(SOx,*b(',13,')="',e12.5)
21 format(//)
1000 format(v)
300 stop
end
subroutine intermed(zi,dhszetamsry,mult)
common/s1/ fsb(8)
cormon/s2/ hshpsk
common/s4&/flogesplog
complex ZiIZIEijlCOhlZd1lZd2)f(5):f1lf21f3'f41f5/dpnldptl
sceijoimagesflogsplog
real k
imag=(0.,1.)
eijscmplx(cos(zetam)ssin(zetam))
con=multx(eijrx2)
Zz=zi*el)
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2d2=ry*imag*cmglx(cos(dh),sin(dh))
zal=-conjg(zd2)

fac=1.

1f (dh.gt.0.) fac=-1.

call detlog (z,2dV,2d2+,rys,fac)
f(1)=t1(z,2d1,2d2+ryrcon,flog)
f(2)Y=f2(z,2d1,2d2+,rysconsplog)
f(3)=f3(z,2d1,2d2sryrcon,flog)
f(4)=f4(z,2d1,2d2+rysksflogsplog)
f(5)=f5(z'zd‘l,de,ry,flog)
cndn=h*xaimag(f(1)+£f(2))
cndt=hrreal (f(1)=-f(2))
if(mult.eg.-1) go to 30
ctdn=h*real(f(3)+1f(2))
ctdt=-h*aimag(f(3)-f(2))
ceij=conjglei})
agapn=hp+tceij*x(f(4)+f(5))
dpt=hp*ceij*(f(4)-f(5))
fsb(S)=-aimag(dpn)
fsb(b)=-real (dpt)

fsb(?)=-real (dgn)
fsb(8)=aimag(dpt)

fsb(3)=ctdn

fsb(4)=ctdt

fsb(1)=cndn

fsb(2)=cndt

return

end

subroutine 1nitia

common/s3/ sigrressigrtesigttsutposesurpossutsur
sigrr=0,

sigrt=0.

sigtt=0,

utpos=0.

urpos=0.

ut=0.

ur=0,

return

end

subroutine initial

common/s1/ fsb(8)

do 10 i=1,8

fsb(i)=0.

return

end

subroutine detlog (z,al1sa2s,rr,fac)
common/s&/flogsplog

complex 2,2cra31,32,ulsu2,vi,v2,flogrplogrimag
pi=b4.*xatan(1.)

imag=(0..,1.)

zc=conjg{z)

ul=z-al

ul2=z-a’l

vi=srxr/zc—-al

vé=r+«r/zc-a2

v=aimag(z)~r

w=aimaglr*xer/zc)-r
flog=clog(ull-clog(ul)
plog=clog(v2)-clog(v1)
if(cabs(z)-r) 10,30,20
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if((vraimag(u2)).gt.0.)go to 50
flog=flog-2.*fac*pciximag

g0 to 50

if((wrtaimag(v2)).gt.0.)go to 50
plog=plog-2.*factpirimag

go to 50

if(fac.lt.0.)g0 to 40
if((wraimag(v2)).gt.0.)g0 to 50
plog=plog-2.4pi*ximag

go to S50

if((vxaimag(u2)).gt.0.)go to 50
flog=flog+2.*pi*imag

continue

return

end

function f1(z,31,a2s,rs,con,flog)

complex fl1s,zvsats,a2s,conrzcrulsuls,flog
zc=conjglz)

ul=z-al

u2=z-az
fizcon«((r/(zv2z))*flog-(r/(z*z))*clog(a2/al)
str*a2/(z*xu2+u2)-rxal/(zxul*xuld)+zc/(rxu2)-zc/(r*ul)-zc*a2/{r*xul+ul)
s+zc*xal/(rxul*xut))+(2./r)*flogtl.*2z/(rxul)
s=2.%2/(r*ul)

return

end

function f2(zs,als,a2srscon.plog)

complex f2,zs2csalsa2esblsblrconsvisvieplog
2c=conjglz)

bl=zconjg(al)

bZ2=conjg(a?d)

vi=rtr-pblr:

v2=r*r-bl*z
tZ=conx((r/(zx2))*xconjg(plog)trrr*r+(b2-b1)/(2*vi1xv?2))
return

end

function f3(z,als,a2srr,con,flog)

complex f3,z,a1,832,consrzcr,ul,ul,flog
zc=conjglz)

ut=z2-al

u2=z-a?2
f3=conx((r/(zxz))xflog-(r/(2%xz))*clog(a2/al)
stze/(r*u2)-zc/(r*uld)+rxa2/(z*xu2*ul2)-r+al/(z+uleul)
s—zc*ald/{r*xu2*ud)tzc*xal/ (r*ul*ul))

return

end

function f4(z,als,32,r,ks,flogsrplog)

complex fbszsalsals2cr,flogeplog

real k

zc=conjg(z2)
fa=(k~1)*(a2-al)/r+(k*xz2/r)*xflog-(r/zc)*plog
return

end

function fS(zsa1s,a2,rsflog)

complex fS,z,alsa2r2croulsulsvisvisflog
zc=conjg(z)

ul=z-al

ul2=z-a2

vi=conjg(ul)

v2=conjg(u?l)
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fS5=Cz=r2r/f2c)x((1./r)*conjgl{flog)+zc/(rev?2)
s-2¢/(r*v1))+(r/zc)*conjglclog(a2/al))
return

end

subroutine gelg(rsa,msnseps,ier)
cdimension a3(40000).,r(200)
if(m) 23:2311

ier=0

piv=0.0

mm=m+*m

nm=ntm

do 3 l=1,mm
tb=abs(a(l))
if(tb-piv) 3,3,2
piv=tb

i=1

continue
tol=eps+*piv

lst=1

do 17 k=1,m

1f(piv) 23,23,4
if(ier) 7:5'7
1f(piv-tol) 6,6,7
ier=k-1
pivi=1,0/a(i)
j=i=-1)/m

1i=i-jrm-k

j=it1-k

do 8 l=kes,nm,m
Ll=L+i

to=pivi*sr (LL)
rClL)=r (L)

r(l)=tb

if(k-m) 9,18,18
lend=lst+m-k

if(j) 12,12.,10
1i=j+*m

do 11 l=lst,lend
tb=a (L)

LL=t+31

atl)=aCtl)

aCtl)=tb

do 13 l=lstemmem
=L+

tb=pivira (LL)
atllly=a(l)

all)=tb

a(lst)=j

piv=0.0

lst=lst+1

)=0

do 16 ii=lst,lend
pivi==a(ii)
ist3ii+m

j=j+1

do 15 l=ist,mme.m
tLl=L-j
a()=all)+pivira(ll)
tb=abs(a(t))
if(tb-piv) 15,115,114
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15

16
17
18
19

piv=tb

i=|{

continue

do 16 l=k,nm,m
tl=l+)
r(LW)=r () +pivier (L)
lst=lst+m
ifim-1) 23,22,19
ist=mm+m

lst=m+1

do 21 1=2,m
ii=lst=1
ist=ist-lst
=ist-m
l=a(l)+.50

do 21 j=ii'nm;m
to=r(j)

tl=)

do 20 k=ist,mm,m
L=+
to=tb=-a(k)*xr (L L)
k=j+1L

ri¢j)=r(k)
r(k)=tb

return

ier=-1

return

end

- 12 -
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c potentiels complexes : methode des discontinuites *
c de deplacement - elements coins a deux noeuds *
C *

ctttt‘ktt*ttk**tt*ti*tit****iti*t*t*t***tttttiﬁ*ﬁttttiiittt*ttttttt
dimension a(40000),r(200),e(50),20(50),x(50),y(50),
Edl(50),bn(S0),bt(53),dng{5G),dnd(50),3tg(50),dtd(50)
2,0c(3) -
common/s1/ fsb(20)
common/s2/ hshpek
common/s3/ signn,signts,sigtt,utpos,unpossuts,un
common/sé4/wl,wl2swlswé
data impslcslc1/20,10,30/
complex 20rsevseijrzijrzgijrzdijeressrzssesjrzsjozi
complex imagewlewlowldruwib
real ks,nu
pi=4&.0*xatan(1.0)
imag=(0.0,1.0)
eps=1.0e-20
read(tc,1000) nusnumbs,numoss,usrv
write(imp,1) nu,numbs,NnuUMOS,uUrv
k=3-4*nu
h=1,0/(8*pi*(1-nu++2))
hp=1.0/(16+pit(1-nu))
write(imps,4) numcs
write(imp,5) nu
write(imp,6) u
read(lc.,1000) pc(1),pc(2)spc(3)
ctttttttit.ktttttk*tiitt*t***i**t**ti**i*ti*ﬁttti***t*it***t
c discretisation du contour rectangulaire-centres *
c et demi-longueur des segments *
cti*itﬁtﬁittt*i**tttittiittt‘ﬁttki*tititttttttt*i*tk.ttiiktﬁt
do 220 nr=1,3
numbd=0
rap=pcinr)
write (imp,12) rap
rewind (unit={c1)
co 51 1=1,numbs
read(lc1,1000) numsxbesybrxesryertn,tt
write(imp,2) num,xb,ybsxesyesrstn,tt
1fF((Ci=-1)x(i-3)).eqg.D) go to 52
numZ=num
num&=num
go to 53
52 numl=num
num3=num
53 xd=(xe-xb)/(num+rap)
yd={(ye-yb)/{(num+rap)
swasqrtixdex2+ydrx?2)
go S5S1 ni=1,num+l
numbd=numbd+
if(ni.eq.1) go to 50
x(numbd)=xb+ (rap+2*xni-3)xxd/2.
y(numbd)=yb+(rap+2+ni-3)+yd/2,.
dl(numbg)=sw/2.
go to 54
50 x(numbd)=xb
y(numbd)=yb
dlCnumbd)=rap*sw/2
546 elnumbd)=cmplx(xd/swsyd/sw)

H
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2o(numbd)=cmplx (x (numbd),y(numbd))
bn{numbd)=tn
bt (numbd)=rtt
S1 continue
write(imp,3)numbs
go 55 i=1,numbd
SS write(imps7) 1,x(1),y(i)esdl(i)se(i)srsbn(id)sbt (i)
ctttitttttttitkﬁ*ti*_'tt*tk*t*itt****ti*tt*tttttktik
C formation de la matrice d'influence *
C**ttﬁ*t*ttitiﬁkiﬁ*kt*iiittt*iittkttttiﬁi***i*tt*t
m=4*numbd
n=2*numbd
numpc=2
nnl=numl+2
nnZ2=numl+numl+3
nn3znumi+numl+num3+d
do 95 ni=1,numpc
do 100 i=1,numtd

i1=2+i-1

i2=2+%1

do 70 j=1,numbd
jl=2=j-1

j2=2+]

t=1

eij=e(id/e(j)

2ij=(zoCid)-2z0(j))/e(j)

if (G- *xi-nn1)*(i-nn2)+«(i-nn3)).eq.0) go to 80
2gij=zij-urdl(i)*eij

2dijszijrurdl(idseij

215231

if(ni.gt.?) zi=zdij

P (=12 (j-nn1)*(j-nn2)*{j-nn3)).eq.0) go to 75

, if(i.eq.j) go to 74
call intermed{(zi,dl{(j)reij)
go to 9C

74 xi=-urdl (i)
if(ni.gt.1) xi=uxdl (i)
call segi{xi,dl(i))
go to 90

75 call conform (zi,dl(jl,eij,l)
go to 90

80 zgij=zij+imagesqrtlv)sdl(id*eij
zdij=zij+sqrt(vi*dl(id*eij
2i=291]j
if(niogt.1) zi=zdij
FfCj=-*«(jJ-nn1)*(j-nn2)*(j-nn3)).eq.0) go to 85
if(ni.eq.1) eij=—imag*re(i)/e(j)
call intermed(zi,dl(j),eij)
go to 90

85 if (i.eq.j}) go to B6
if(ni.eq.1) Ll=-1
call conform (zi,dl(j)ereeij.l)
go to 90

86 xi=-vrdl(i)edl (i)
ifini.gt.1) xi=zvedli(i)xdl(i)
call segconf (xi,dl(i))

90 if(ni.gt.1) i1=i2
a(il+(j1-1)em)=fsb(1)
a(i1+(j)2-1)xm)=fsb(2)
a{i1+(j1+n-1)xm)=fsb(3)
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146 xiz=-ural (i)
1f(ni,gt.1) xi=zu+«dl (1)
call seg(xi,dt(i))
go to 144
141 call conform (zi,dl{j)reij,l)
go to 144
142 zgij=zij+imagesqrt(v)sdl(i)reij
2dij=zij+sart(v)*xdi(idxeij
21=2g1])
ifdni.gt.l) 21 =zd1j
if(ni.eq.1) eij=-imag*e(i)/e(j)
if(((j-1)*(j-nn1)*(j=-nn2)*x(j-nn3)).eq.0) go to 143
call intermed(zi,dl{(jl),erj)
go to 144
143 if (i.eq.j) go to 151
call conform (zi,dl(j)reij,l)
go to 144
151 xi=-vrdl(idxdl (i)
if (ni.gtes?) xizvedl (i) xdl (1)
call segconf (xi,dl(1))
144 signn=signn+fsb(1)+dng(j)+fsb(2)xdnd(j)+fsb(3)+dtg(j)+
2fsb(4)+«dtd(j)
signt=signt+fsb(5)adng(j)+fsh(6)*dnd(j)+fsb(7)xdtg(j)+
Bfsb(8)xdtd(j)
sigtt=sigttt+fsb(9)+dng(jl+fsb(10)*dnd(j)+fsb(11)+dtg(jl+
Efsb(12)+dtd(j)
utpos=utpos+fsb(13)agdng (j)+fsp(14)+dnd(j)+fsb(15)+«dtg(j)+
Efsb(16)xdtd(j)
unpos=unpos+fsb(17)edng (j)+fsb(18)+xdnd())+fsb(19)srdtg(j)+
Efsb(20)~xdtd(j)
150 continue
write(imp,8) i,signn,signt,sigttsutpos,unpos
145 continue
140 continue
MRS R EE S S SRS EEEE RS SRS RS RS SRR R R R R R R R R RS E R EE R R R R R ERENEREEERE:

C. calcul des contraintes et deplacements aux autres endroits ¢+
SRR RS S S SRR RS EEEAR SRR RN AR R RS RS RN RS NSRS SRR EEEREENEEEESNENE
if{numos) 383,380,160
160 write(imp,14)
nump=0
do 170 i=1,numos
read(tc1,1000) num,xbsybsxerye
write(imp,9) nums,xbs,ybsxe,ye
xd={(xe=xb) /num
yd=(ye-yb)/num
dw=sqrt(xd«+2+yd=z2)
es=cmplx(xd/dwsyd/dw)
do 180 ni=1,num
nump=nump+1
xs=xb+(2*ni~-1)*+xd/2.
ys=yb+(2*ni=-1)2yd/2.
zs=cmplx(xs,ys)
call initia
do 190 j=1,numbd
esj=es/e(j)
zsj=(2s-2z0(j))/e(j)
dh=dl ()
1f((j=1)*(j-nn1)x(j=-nn2)*(j-nn3)).eq.0) 3o to 200
call intermed(zsjrdhsesj)
go to 210
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200 call conform (z2sjr,dhsesjel)
210 signn=signn+fsb(1)+dng(jl+fsb(2)*dnd(jI+fsb(3)sdtg(j)+
8fsb(4)+dtd(j)
signt=signt+fsb(5)*dng(j)+fsb(6)*dnd(jl+fsb(7)+xdtg(j)+
E§fsb(8)xdtd(j)
sigtt=sigtt+fsb(9)+dng(jr+fsb(10)+dnd(jl+fsb(11)adtg(j)+
2fsb(12)*dtd(j)
ut=ut+fsb(13)xdng(jl+fsb(14)+dnd(j)+fsb{15)xdtg(jl+fsb(16)xdtd(j)
unz=un+fsb(17)*dng(j)+fsb(18)*dnd(j)+fsb(19)xdtg(j)+tsb(20)xdtd(j)
190 continue
Write(imp,10) numprxss,ysssignnessigntessigttsut,un
180 continue
170 continue
380 write(imp,11) ier
go to 220

AR R R R RS EEE RS R RS SRR R R R R S R R R SR RS R R R R R R R R RS R R R

C

formats de lecture d'edition et d'impression «

AR EERS R EE RS SRS RS EEEREEERESEEEEEEEREREESEREEREENER]

1T format(Ix,f6.20s1xs12+s1xs12+s1xef5.3,1x,15.3)
2 format(i3,4f10.5,214,1)
3 format{(/,'nombre de segments du contour etudie=',i2,/)
(& format('nombre de segments utilises pour determiner les autres
gendroits ou L cn veut obtenir des resultats=*',13,/)
5 format{(Sx,'cocefficient de poisson nu=',f4,2,/)
6 format(Sx,'coefficient de position des des charges u=',f5,3)
7 fO(‘mat(i3l3(9x'f9.5)18)("('ff9.513)(l'1"3x’f9.5l')';f16.5:f17.5)
8 format(i3,S5(10x,19.5))
G format(i3,4(1x,t9,.5))
10 format(15,4(9%x,f9.5),3(8x,19.5))
11 format(//,5xs%1er=',12,1/)
12 format(Sx,'rapport entre les segments coin-lineaire pc=',15.3,/)
15 format(/,'seg',12xs'signn'sté4x,'signt',14x,'sigtt',14xs'utpos’'.,
; &14x,'unpos',//)
16 format(/,'point',10xs"'x-coord'»11x,"'y~-coord',12x,'signnt,
E13xs'signt's12x,"sigtt® ,10x,"'ut(total)*,&x,'un(total)',//)
17 format(//,10xs,'calcul des contraintes et deplacements sur le cote
f£gauche des segments du contour',//) ,
18 format(//,10xs,'calcul des contraintes et deplacements sur te cote
gcroit des segments du contour'.,//)
19 format(SOx,'b(',i3,%')=",e12.5)
21 formatd(//)

1000 format(v)

220 continue
300 stop
endg

S AR ESEEEERERS RS RS R SRS ERREENERREEEENEEESS]

C

sous-programmes de calcul appeles *

SEEESSEESEESS SRS EEENEREREERAEENEDNEESNEEEES]

subroutine initia
common/s3/ signn,signts,sigttsutpos,unpossutesun
signn=0.,

signt=0,

sigtt=0.

utpos=0.

unpos=0.

ut=0.

un=0.

return

end

subroutine seg(x-,a)
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common/s1/fsb(20)
common/{s2/ hshpsk
real k,f(14),f11,f12,f13,f14
pi=4d.*atan(l )
pr=b4 ./ ((7.~k)*x(k+1))
fC11)=f11(xs3)
f(12)=1f12(x,a)
f(13)=f13(x,a)
f(14)=f14(x,a)
fsb(1)=-hxf(11)
fsb(2)=hef(12)
fsb(3)=0.
fsb(4)=0.
fsb(5)=0.
fsb(6)=0.
fsb(?7)=fsb (1)
fsb(8)=fsb(2)
fsb(9)=fsb(1)
fsb(10)=£fsb(2)
fsb(11)=-pr/a
fsb(12)=pr/a
fsb(13)=hp*(k=-1)+xf(13)
fsb(14)=hpa(k=-1)xf(14)
fsb(15)=(Ca-x)/(4.%xa)
fsb(16)=(a+x)/ (4 *x3)
fsb(17)=fsb(15)
fsb(18)=fsb(16)
fsb(19)==fshb(13)
fsb(20)=-fsb(14)
return
end
subroutine segconf(x,dl)

, common/s1/fsb(20)
common/s2/hs,hpsk
complex beta
real k,ft(14),f11,f12,613,114
piz4é.*atan(1,)
betazcmplx(cos(pi/é.)eresin(pi/bt.))
pri=real(beta)
pr2=aimag(beta)
a=dlxdl
dx=Ca=-x)/ (4, %x3)
dy=(at+x)/ (&, %a)
fC11)=f11(x,a)
f(12)Y=f12(x,a)
f(13)=f13(x,a)
1(14)=f14(x,3)
(=1
if(x.lt.0.) L=-1
hi=2.xhxsqgrt (L*x)
if(x,lt.0.) go to 10
fsE(1)=-hi*xpr1«f(11)
fsb(2)=hixpr1xf(12)
fsb(3)=hixpr2«f(11)
fsb(4)=-hi*pr22f(12)
fsb(9)=fsb(1)-2.+xhi*pi*xprl/a
fsb(10)=fsb(2)+2.xhi*pi*xprd/a
fsb(11)=fsb(3)-2.xhistpispri/a
fsb(12)=ftsb(4)+2.xhixpi*xpri1/a
fsb(13)=hpx(k=1)*xprlxf(13)+pr2+dx
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dnpos=hprxcei j* (2% (k-1)+k*xf(9)~conjg(f(9))-f(10))
dtneg=hp*cei J*(2*(1-k)-k«f(7)+conjg(f(7))-1f(8))
dtpos=hprcei jx(2*x(k=-1)+k*xf(9)-conjg(f(9))+t(13))
fsb(1)=cnndnneg

fsb(2)Y=cnndnpos

fsb(3)=cnndtneg

fsb(4)=cnndtpos

fsb(S)=cntdnneg

fsb(6)=cntdnpos

fsb(7)=cntdtneg

fsb(B8)=cntdtpos

fsb(9)=cttdnneg

tsb(10)=cttdnpos

fsb(11)=cttdtneg

fsb(12)=cttdtpos

fsb(13)=real (dnneg)

fsb(14)=real (dnpos)
fsb(15)=aimag(dtneg)
fsb(16)=aimag{ctpos)
fso(17)=aimag{(dnneg)
fsb(18)=aimag(dnpos)
fsb(19)=-real(dtneg)
fsb(20)=~-real(dtpos)

return
end

subroutine conform (zi,dlseij, )
cormon/s1/fsb(20)
common/s2/h,hp,k

common/sé/wl ,wl2suwdswé

complex z,2zis,eijsneijsrconscols,dol,donsimagsfacrscndnnegrcndnpo
$s,cndtnegscndtpossdnnegsdnpossdtnegesdtpossg(12),31,92,93,344,95
3197:98199191ClQ11lQ121H1lH2:H3:H4
real k

imag=(0..,1.)

zZ=2i1% 21

a=dl«dl

call detracine(z,imag)
g(1)=g1(z,2,uw1)

g(2)=92(z:aau1)

g(3)=g3(zsaswlsw?)

Gg(4)Y=gb(z,a,Wwl,u2)
g(S)=gS(z'a:u1'w3:w4)

G(6)=gb(zrarwl ,u3srwb)

g(7)=g7{(zsarw3)

g(8)=g8(z,a,wl3)

g(9)=g9(z:a'w1:k)

g(10)=g10(zs,ar,wlsk)
g(11)=g11(z:a:u1:w2)
g(12)=g12(z'a'w1aw2)
cndnneg=-g(1)+g(2)-g(3)+g(4)
cndnpos=g(1)+g(2)+g(3)+g(4)
cndtneg=-g{1)+g(2)+g(3)-g(4)
cndtpos=g(1)+3(2)-g(3)~-g(4)
ctdnneg=h*real (-g(5)+g(6)+g(7)-g(8))
ctdnpos=h*real (g(5)+g(6)-g(7)-g(8))
ctdtneg=sh*aimag(-g(S5)+g(6)-g(7)+g(8))
ctdtpos=h*aimag(g(5)+g(6)+g(7)+g(8))
dnneg=zhp*(-g(9)+g(10)+g{(11)~-g(12))
dnpos=hpr (g(9)+g(10)-g(11)-g(12))
dtneg=hp#*(-g(9)+g(10)~-g(11)+g(12))
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dtpos=hp*(g(9)+g(10)+g(11)+3(12))

snndnneg=h*real(cndnneg)

snnénpos=zhx*real(cndnpos)

snndtneg=h*aimag{(cndtneg)

snndtpos=h*aimag(cndtpos)

sntdnneg=-h*aimag(cndnneg)

sntdnpos=-h*aimag(cndnpos)

sntdtneg=htreal(cndtneg)

sntdtpossh*real{(cndtpos)

sttdnneg=ctcnneg

sttdnpos=ctdnpos

sttdtneg=ctdtneg

sttdtpos=ctdtpos

utdnneg=real (dnneg)

utonpos=real (dnpos)

utdtneg=aimag(dtneg)

utdtpos=aimag(dtpos)

undnneg=aimag(dnneg)

undnpos=aimag(dnpos)

undtneg=-real(dtneg)

undtpos=-real(dtpos)

w=cabs(z1i)

neij=eij*rw/zi

if(l.lt.0) neij=—-imag*reij*w/2i

con=neijrx?

col=¢((1,.,0.)+con) /2.

dot=((1,,0.)-con) /2.

don=imag*con
fsb(1)=snndnneg*real(col)+sntdnneg*real(don)+sttdnneg+rreal(dol)
fsb(2)=snncnpos*real(col)+sntdnpostreal (don)+sttdnpos+*real (dol)
fsb(3)=snndtneg+*real{col)+sntdtneg*real(don)+sttdtneg*real(dol)
fsb(4)=snndtpos*reall{col)+sntdtpostreal(don)+sttdtpos*real (dol)
fsb(S)=(snndnneg-sttdnneg)*aimag(con/2.)+sntdnneg*raimag(don)
fsb(6)=(snndnpos-sttdnpos)*aimag(con/2.)+sntdnpos*aimag(don)
fsb(7)=(snndtneg-sttdtneg)*aimag(con/2.) +sntdtneg*raimag(don)
fsb(8)=(snndtpos-sttatpos)*aimag(con/2.)+sntdtpos*aimag{(don)
fsb(9)=snndnneg*real(dol)-sntdnneg*real(don)+sttdnnegrreal(col)
fsb(10)=snndnpos*real(dol)-sntdnpos#*real (don)+sttdnpos*real (col)
fsb(11)=snndtneg*real (dol)~sntdtneg*real (don)+sttdtnegrreal(col)
fsb(12)=snndtpos*real(dol)-sntdtpos*real (don)+sttdtposxreal (col)
fsb(i3)=utdnneg*real(neijl)tundnneg*aimag(neij)
fsb(l4)=utdnpos*real(neij)tundnpostaimag(neij)
fsb(15)=utdtneg*real(neijl)+undtnegraimagineij)
fsb(16)=utdtpos*treal{neijdtundtpos*taimag(neij)
fsb(17)=undnneg+*real(neijld-utdnnegr*aimag(neij)
fsb(18)=undnpos*reallneijl-utdnpos*taimagineij)
fsb(19)=undtneg*real(neij)-utdtnegraimag(neij)
fsb(20)=undtpos*real{neijd)-utdtpos*aimag{(neij)

return

enc

subroutine detracine(z,imag)

common/sb&/uwlsw2swdsvb

complex 2,zcrimagrwlswlrwldsubsrazsrazcrzetarzetap

2zc=conjglz)

zeta=imag*2

zZetap=imag*zc

raz=csqrt(zeta)

razc=csqrt(zetap)

if(aimag(zeta) Lt ,0,) raz=-csqrt(zeta)

if(aimag(zetap).lt.0.) razc=-csqrt(zetap)



- 123 -

wl=raz

Wwl2=razc

w3=conjg(wl)

wh=conjg{(w?2)

return

end

function f1(z,a)

complex f1,2
fi1=(1./a)+aloglcabs((z-a)/(z+a)))+2./(z+a)
return

end

function f2(z,a)

complex f2,2,2c¢

zc=conjg(z)
f2=2.%xax(z-2¢)/((z~a)x(z+a)+*x(z+a))
return

end

function f3(z,a)

complex f3,z
f3=(1,./a)*atog(cabs((z~a)/(z+a)))+2,/(z~a)
return

end

function f&4(z,a)

complex fh,2,2¢

zc=conjg(z2)
fa=2.%ax(z2-2¢)/((z+3)«(2-3)x(z2-23))
return

enc

function f5(z,a)

complex 5,2
f5=(1,/a3)+clog((z-a)/(z+a))+2./(z+a)
return

enc

function f6(z,a)

complex fb,2
f6=(1./7a)+clog((z~-a)/(z+a))+2./(2~3)
return

enc

function f7(z,a)

complex 7,2
f7=((z-a)/a)+clog((z~-a)/(z+a))
return

end

function f8(z,a)

complex f8,z2,2c, 15

Zzc=conjglz)
f8=(z-2c)*conjg(ftS5(z,a))

return

end

function f9(z,a)

complex 9,2
f9=((z+a3)/a)+clog((z-a)/(z+a))
return

end

function f10(z.,a)

complex f10,2zs2c,f6

2c=conj)gl(2)
f10=(z2-2c)*conjg(fb(z2,a))

return

end
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function f11(x,a)
t11=(1./a)*alog({a-x)/(a+x))+2./{x+a)
return

end

function f12(x,a)
fl1e=(1./7a)*alog((a-x)/Ca+x))+2./(x-a)
return

end

function f13(x,a)
f13=((a-x)/a)*alog((a-x)/(a+x))-2.
return

end’

function fl14(x,a)
f14=((x+a)/adxalog((a-x)/(Ca+x))+2.
return

end

function gl1(zsarwl)

complex glszszcoultsul,fac,wilrsflogsplog
zc=conjglz)

ul=z*z-a*a

ul2=z2c*2c~a*a

ftog=clog((z-a)/ (z2+3))
plog=clog((zc-a)/(zc+a))
fac=1,./Ca*xwl)
gl=facr(2+flogrzc*plog+l2.*arxzsz/ul+2.*xaxzcezc/u?)
return

end

function g2(z,a,wl)

complex gls2szcorut,ulr,fac,wl
z2c=conjg(2)

ul=zx2-a3x%ga

u2=zc*zc-a*a

fac=1./w1
g2=2.+fac*(axz/ul+arzc/u?)

return

end

function g3(z,a3,wl,w2)

complex g3s,2s,2crf3csrusrflogrwl,wl
2c=conjg(z)

usz2Cc*zc-a*a
flog=conjglclag((z-a)/(z+a)))
r=cabs(wl)
fac=z2.vz2c*(wl-w2)/(axrsr)
g3=fac+(flog+b.rarzc/u-b.*xarvzecxzec*zc/ (uru))
return

eng

function gbé(2,a,wl,w2)

complex gA:ZlZthaC'UIH“oHZ
zc=conjg(z)

Us2Ccxz2c-a*a

r=cabs(wl)

fac=2.%2¢c*(wl-w2)/(rxr)
gé=fac*(2.*a/u-b4.xarzc*zc/(ury))
return

end

function gS(zsaswleswd,wib)

complex gSs2suswlowdswbotfacopreoflog
u=z*z-a*a

flog=clog((z-a)/(z+a3))

r=cabs(wl)
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fac=2.%z*z%x(wb-wl)/(a*xr*r)
pr2.*zxub/(axr+r)
gS=pra(flog+l2.*a*xz/ul+tfacr(b.*afu-4 *avxzaz/{u*ru))
return

end

function géb(zrarwl,uwl,wé)

complex gbszrsusrwleowdsub,facspr
usSz*z-a*a

r=cabs(w?l)
fac=2.%2%2%(wb-w3)/(rsr)
pred.x2%wbh/(rxr)

gb=pr«2 *aju-facr4 *xarz/(u*ru)
return

ena

tunction g7(z2,a,w3)

complex g7+,2s2cousvswd,flogsplogrfac
zc=conjg(z)

u=2%2-ax*3a

vIzc*zc-a*a
flog=conjglclog((z-a)/(2+3)))
plog=conjg(clog((zc-al)/ (zc+a)))
fac=1./¢(a*w3)
g?=-zcxfacr(flog+t2.*arzc/v)+zefacx(plog+t2.*a*z/u)
return

end

function g8(zsar,w3)

complex gBIZIZCIUIVIWSIfaC
2¢c=conjg(z) .
usz4z-a+*a

VEZC*2¢c-3*a

fac=1./w3

g8=-zc+fac*«2 ,+«a/v+zvface2,.,%alu
return

end

function g% (zsar,wl,k)

complex g9+,2s2crwls,flogesplogsrfac
real k

zc=conjglz)
flog=sclog((2-a3)/(z+a))
plog=clog((zc-a)/{zc+a))
r=cabs(wl)

fac=r/(atul)
g9=fac*(2.%a*x(k-1)+k*zxflog-zcxplog)
return

end

function gl10(zsa,wl, k)

complex gl1Csr2zszcowlsflogrplogrfac
real k

2c=conjg(z)
flog=clog((z-a)/ (z+3))
plog=clog((zc-al)/(zc+a))
r=cabs(wl)

fac=r/wi

gld=fac*(k+«flog~plog)

return

end

function gl11(zsarwt,u2)

complex glls2zrzcruswli,wl2s,flogsrfac
2c=conjg{z)

uSz2c*z2c-a*a
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r=cabs(wl)
flog=conjg(clog({(z-a)/(z+a)))
fac=2.*2¢c*(wl-w2)/ (ax*r)
gll=fac+«(flog+2.*a*zc/u)
return

end

function gl12(zsarwl,w2)
complex gl12s2s2crurwlsuwlrfac
zc=conjgl(z)

uszc%zc-a*xa

r=cabs(wl)
facsl.*zcx(wl-w2)/r
gl2=2.%arfac/u

return

end

sous programme de resolution du systeme ¢ equations lineaire
subroutine gelg(r,ar,msnsepssier)
dimension a(40C0C),r(200)
if(m) 23,23,1

ier=0

piv=0.0

mMMm=m+*m

nm=n*m

do 3 (=1,mm

tb=abs(a(l))

if(tb-piv) 3,3,2

piv=tbp

1=

continue

tol=eps*piv

tst=1

dgo 17 k=1,m

if(piv) 23,23,4

1fCier) 7,5,7

if(piv-tol) 6,6,7

ier=k-1

pivi=t,/a(i)

j=i=-1)/m

izi-jam-k

j=j+1-k

go 8 L=ksnm,m

Ll=t+i

tb=pivi*r (L)

rClW)=r (L)

r{l)=tb

1if(k-m) 9,18,18
lend=lst+m-k

if(j) 12,12,10

1i=j*m

co 11 t=lst,lend
th=a ()

Li=Ll+ia
atl)=acCcll)
a(ll)=tb

do 13 l=lst,mm,m
Li=1+1

tb=pivira (i)
a(lid)=all)
a(l)=tb
allst)=)



14

15

16
17
18
19

21
22
23

piv=0.0
lst=lst+1

1=0

do 16 1i=lst,lend
pivi=-a(ii)
ist=ii+m

)=+

do 1S5S L=istsmm,m
L=t~
all)=a(l)+pivira(ll)
tb=abs(al(l))
iflto-piv) 15,15,14
piv=tb

i=1

continue

do 16 l=k,nm,m
Li=1+]j
rdlUYsr(LL)+pivixr (L)
tst=lst+m
if{m=-1) 23,22,19
ist=mm¢m

lst=m+1

do 21 i=2,m
ii1=lst-1
ist=ist-1lst
lzist-m
t=za(l)+.50

do 21 j=ii,nm,m
tb=r(j)

L=

do 20 k=istsmmem
tL=LL+1
tb=tb=-a(k)*r (L L)
k=j)+1L

r(j)=r(k)
r(k)=tb

return

ier=-1

return

end

fin de programme
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