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1) Situation du theme

Notre étude a pour objet le probléme de I'arrét et de la complexité en temps pour une clas-
se simple de programmes genre PROLOG. Nous avons analysé statiquement le comportement des
programmes récursifs et, en particulier, du plus simple d’entre eux, que nous avons appelé le
Tant Que PROLOG ( sic ) , composé du fait f, de la régle récursive r et d’'une question :

TantQue: f Prédicat (..) -> ;
r Prédicat (..) -> Prédicat(..) ;
Prédicat (..) ?

Exemple: f ENTIER ( Zéro ) -> ; [ 0OEN ]
T ENTIER (Succ(x)) -> ENTIER (x) ; [x+1 EN SI x€EN]
ENTIER ( Succ(Succ(Zéro)) ) ? [ 2EN ]?

( Nous avons choisi la syntaxe du Prolog 2 pour les régles, de plus les variables seront notées en minuscules, les symboles de
fonction commenceront toujours par une majuscule ).

La recherche d’une solution en chainage arriére est une suite d’inférences de la question par
la régle r, tant que il y a incompatibilité avec le fait f , ce processus pouvant bien-sdir étre infini.

Un tel programme PROLOG est assimilable 3 un systéme de réécritures :

f: x -> Recherche d'un enchainement de réécritures de la question T :
r: B -> ¥ T «=1.f -=>
T? ou T,a,B, Y sontdes arbres finis avec variables

C’est dans ce cadre que nous avons abordé notre étude. Mais il est nécessaire, ici, de parler de
Systéme de Réécriture en Téte.
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On s’interdit par exemple :

/P\ -—> P par /P\ -> (%
P P\ Q/ \P\ X y X
A8 d b A o
Il n’y a au plus qu'une fagon d’appliquer une régle pour une question donnée :
P -——> Q par P -> Q
P/ \P\ x /\ 5 ' \
A/ \B C/ D A/ \B

Dans le cadre des Systemes de Réécritures, de nombreuses études ont été faites concernant
I’arrét de systémes récursifs simples ( Voir I'’excellent survey de Dershowitz ) .
La simplicité de telles régles n’est qu'apparente, comme en témoigne le nombre de travaux qui y

sont consacrés. Enumérons quelques uns d’entre eux :

- Systémes de Réécritures en Téte plus particuliers que le nétre :
Dans le cadre des Bases de Données Déductives, le langage DATALOG est basé sur les Clauses de
Horn sans symbole de fonction : Buys(x,y) -> Cheap(x,y) Likes(x,y) ;
Un programme Datalog est dit bornable ("bounded") si on peut éliminer ses récursions. Cette pro-
priété est indécidable, méme pour les programmes linéaires (i.e. chaque corps de régle ne contient
au plus qu’un prédicat récursif) [Gaifman , Mairson 87]. Cette propriété pourrait étre décidable

pour les programmes ne contenant qu’une seule régle [Ionnadis 85] , [Naughton 86 ] .

- Systemes de Réécritures quelconques , donc plus généraux que le notre :
Un ensemble de r2gles R est dit satisfaisant la propriété de terminaison si tout terme clos ne peut
pas étre réécrit infiniment : vV T terme clos, T --R--> toujours finiment .
Ce probléme a été démontré indécidable pour 3 régles [Lipton , 77] , pour 2 régles [Deshowitz
85] et enfin méme si R ne contient qu’une seule régle [Dauchet 87] .

- Systémes de Réécritures en Téte : Outre le probléme de la terminaison, on se pose celui
de I'arrét pour un terme T donné : R et T donnés satisfont la propriété de terminaison si T ne
peut &tre réécrit que finiment par les réegles de R .

Dans un tout autre cadre que celui de la programmation logique, un résultat partiel a été démon-
tré sur cette question [Pereira 84], 4 propos des processus communicants. Trés récemment, 1’étude
du bouclage d'une régle (ou d'un cycle de régles) a été introduite comme outil majeur d’analyse
statique de programmes PROLOG, dans le cadre de la réalisation d’'un environnement pour la

programmation logique [Pelhat 87]. Des conditions suffisantes de bouclage y sont énoncées.
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Clest le probléme de terminaison d’une régle récursive en téte que nous étudions, ainsi que
celui de Pexistence de solutions au Tant Que Prolog. Nous introduisons des outils d’analyse stati-
que qui permettent de décider de I'arrét d'une boucle, dans un cadre plus large (les termes non
nécessairement clos) avec un facteur de complexité linéaire.

Dans ce qui suit, nous nous limitons aux problémes de décision et de complexité pour le
Tant Que Prolog. A ce propos, on peut noter que I'arrét d’un programme Prolog d’une classe un
tout petit plus large est indécidable [ Lebégue ] (on peut codifier le probléme de POST par une
série de faits et une régle de la forme : P(B) -> P(¥) Q(48);).

Mais les résultats obtenus sur le Tant Que, par leur précision quantitative, peuvent permet-
tre I'extension de I'étude 4 des classes de programmes Prolog plus vastes , par exemple le trés clas-
sique programme des chemins d’un graphe :

EDGE(.,.) -> ;
EDGE(.,.) -> ;
PATH (x.mil) ->
PATH (xyz) -> EDGE(x,y) PATH (y.2) ;
en leur apportant des propriétés de décidabilité et de complexité [ Lebégue ].

Ces résultats permettent aussi pour certains progl;ammes récursifs :
. de vérifier facilement leur terminaison (aide aux programmeurs)
. de les compiler sous une forme sympathique (rapidité)
. d’améliorer la stratégie de résolution PROLOG dans ces appels récursifs (complétude).

1l est important de noter que tous ces résultats ont pu étre obtenus grace & de nouveaux ob-
jets syntaxiques que nous avons introduits et étudiés, les Graphes Orientés Pondérés . Outils de
démonstration, ils permettent aussi de généraliser la notion d’arbres infinis [Courcelle].

Informellement, un Graphe Orienté Pondéré est un graphe dont les arcs sont pondérés par
des entiers relatifs. Lors du dépliage, les pondérations le long d’une branche sont sommées et cet-
te somme indice la feuille variable de la branche. Les arbres ainsi obtenus peuvent é&tre
irrationnels. Nous étudions leurs propriétés formelles (interprétation finie et infinie, substitution,
équivalence, unification, ... ).
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2) Présentation informelle des principaux résultats.

Les Graphes Orientés Pondérés permettent d’obtenir des algorithmes de décision et d’analy-
se statique de complexité de programmes PROLOG simples de la forme :
f Prédicat (..) -> ;
r Prédicat (..) -> Prédicat(..) ;
“Prédicat (..) ?
que nous appelons des programmes Tant Que (sic), car leur résolution est exprimable par

* Inférer la question avec la régle r, tant que il y a incompatibilité avec le fait f ".

La classe étudiée peut paraitre simple. En fait nos résultats chapeautent de nombreuses étu-
des partielles sur le sujet, et ce travail peut‘etre intégré 4 un environnement de programmation
Prolog pour de larges classes de programmes logiques.

Si PParrét d'un programme Prolog non récursif est toujours vrai (trivial), le probléme est ou-
vert dés que I'on ajoute une régle récursive. Par exemple, pour le programme suivant :
r: Prédicat( . ) -> Prédicat (.);
T?
peut-on décider de son arrét, pour tout but T ou seulement certains d’entre eux.
Si ces questions sont résolues dans le cas d'une "décroissance™ du but lors de la réécriture,

elles restent ouvertes pour une régle quelconque.

rmalisation

L’application d’une régle, notée g -> d est formalisable par la séquence suivante de réécritures :

g, >d, V g,->d, V gg-> ... ->d Vg >

n+1
les variables étant muettes, on doit les renommer avec chaque nouvelle réécriture. Pour la i'™e uti-
lisation de la régle g -> d , nous appliquons celle dont les variables sont indicées de i :
i*™ réécriture : utilisation de la régle g ->d,.
Pour la régle r suivante exprimant I’associativité de I'opérateur d’addition
(x+y)+z > x+(y+2z)

nous utilisons les réglesr,: (X, +y;)+z -> X+ (y,+2)
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Un Graphe Orienté Pondéré est un graphe :
. avec une racine pondérée d’un entier relatif,
. dont les arcs sont aussi pondérés par des entiers relatif’s ,
. et dont certaines des variables possédent une période.
Lors du dépliage du GOP, les pondérations le long d’une branche sont sommées et cette somme
sert d’indice a la feuille variable de la branche. Les arbres ainsi obtenus peuvent étre irrationnels :
+‘O dont le déplié est +

X +1 X

Xn etc

Pour tenir compte de certains phénoménes périodiques, les variables d’'un GOP peuvent

posséder une période ; dans I'interprété, leur indice est alors calculée modulo cette période :
"

/
x:2 +1 X

le déplié est s
7 \
+
1 / \
X, .

\;
A

xn mod 2 etc
On généralise I'interprétation d’'un Gop en considérant le déplié pour une pondération d’en-

trée supplémentaire. De cette maniére, pour notre régle récursive g ->d :
. le déplié du Gop g" pour la pondération d’entrée i est I'arbre g,
. le déplié du Gop d? pour la pondération d’entrée i est I'arbre di-l‘

Ex: g’ = +° et 41 = a!
+/ \z X 7/ N -
7\ /7 \
x y y z
Le déplié de d™! avec la pondération d’entrée i est : /+ " =4d._,
X. +
i-1 / \
Vi %a

, toutes les pondérations rencontrées sont sommées (i.e. pondération d’entrée, pondération de la

racine, pondérations des arcs ) ; cette somme est ici identique sur toutes les branches.
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ification de Graphes Orientés P

Nous introduisons un algorithme d’unification des GOPS avec ou sans test d’occurrence,
ceci en généralisant I'algorithme sur les Graphes Orientés classiques. Il repose sur les deux remar-
ques suivantes :

1) L'unifié de deux Gops G et G’ de méme sommet racine s et de pondérations racines res-
pectivement p et p’, est le Gop G (ou G’) dont toutes les variables sont de période |p-p’| .

x* v x1? - x'2 = x12

2) On ne change rien & 'unification de deux Gops G et G’ de sommets racines s et s’ et de
pondérations p et p’, si I'on remplace dans G et G’, tout arc allant vers le sommet s° avec une
pondération q, par un arc allant sur s avec une pondération corrigée de (p-p’) : q «p-p’).

Ex: B! v «x1 = B* v x1 |
/N G
x y 2 y

En intégrant ces modifications de pondérations et ces calculs de période, on construit un al-
gorithme en tout point identique & celui sur les Graphes Orientés classiques.
Ex1:

+°\ A\’ +< = /+°

7/ /7 \"

/+\ z x /+\ +1 Q+\ /+O-l
x y y z y

(Si I'on retire toutes les pondérations, cette égalité représente I'unification dans les Graphes)

Ex2:
P}{ER\E" v F}{EIiE'l - FlEEl)u;:‘:
X y X y x%2
(Méme remarque si I'on retire la période et les pondérations dans cette égalité)

Le test d’occurrence dans I'unification des GOPS est équivalent 4 une détection de boucles
de pondération nulle (dans les graphes, c’est la simple détection de boucles dans I'unifié). Si les
exemples ci-dessus satisfont le test d’occurrence, il n’est pas vérifié dans I'unification suivante.
Ex3:

B
/7 \ 7 \ -l(A)
] o

I'unifié contient une boucle sur le sommet A de pondération nulle.
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Gop caractéristiqgue d’une régle récursive

Soit la régle g -> d, son application récursive est formalisée par

. la séquence de réécritures. g, ->d;, V g,->d, V gg->...-> d, Vg, .—>..

. c-a-d par la recherche d’une instanciation des arbres g; et d,_ ; les rendant, pour chaque i,
égaux deux a deux.

. ou encore le Gop g? V d™!, car les dépliés, pour chaque i, de g° et d”* sont les arbres g, et
d
Les exemples 1 et 2 (page précédente) correspondent aux Gops caractéristiques de I’associativité
et de la régle FRERE (x,y) -> FRERE (y,x) .

De nombreuses informations concernant le comportement de la régle g -> d peuvent étre
extraites de ce Gop g® Vd!:

1) Décidabilité de la terminaison d’une régle pour tout terme quelconque.
3 T (non nécessairement clos) se réécrivant infiniment par g -> d ssi g° V d! existe (avec ou
sans test d’occurrence suivant qu’on applique une résolution avec ou sans test d’occurrence).

La régle associative et la réegle FRERE engendrent des résolutions infinies avec ou sans test
d’occurrence, car g° V d! existe . Par contre, la régle de I'exemple 3 engendre toujours une réso-

lution finie avec test d’occurrence : g° et d”! ne sont pas unifiables avec test d’occurrence.

2) Plus petit arbre invariant
Le déplié de g° V d! est le plus petit arbre se réécrivant par g -> d en un arbre équiva-

lent : + pour I’associativité .

+/\
o Yo Yopg +-°
C’est, ici, un arbre irrationnel; il se réécrit en un terme équivalent, le méme en incrémentant de 1

tous les indices.



Chap 1 - Introduction Page 8

3) Phénomenes périodiques.
Les périodes des variables du Gop caractéristique formalisent la périodicité de la régle :
FRERE(x,y) -> FRERE(y,x) est de période 2.

4) Croissance linéaire

Intéressons nous & I'évolution pas & pas de cette récursivité et notons 810 ~> dm , la regle
équivalente 2 n applications de la régle g -> d . Par exemple, appliquer n fois notre régle associa-
tive est équivalent 3 appliquer une fois la régle suivante :

g = + -> + = d

1n / \ / \ 1,n
+ Zl Xn +
7 \ 7\

. yl yn .
+7 N
7 D /7 N
xn yn yl z1

la croissance des arbres Bin et d1 o ©st mesurable par lecture du Gop, grice aux boucles positives
et négatives qu’il contient :

0
/7 \"
+1 Q N /+O -1
Yy

, la branche de pondération croissante du Gop est la branche croissante de 8in o de méme la
branche de pondération décroissante du Gop, celle croissante dans dl,n .

Méme si certains phénoménes parasites sur les bords perturbent cette lecture, on peut dire
en gros que la présence dans g° V d! d’une boucle positive de longueur b et de pondération p
caractérise une croissance de la branche correspondante dans Bin d’une hauteur b/p 4 chaque
nouvelle réécriture. De méme dans dl'n si la pondération de la boucle est négative, la croissance
sera de b/(-p) . Si la pondération de cette boucle est nulle, la croissance est immédiatement infi-
nie (i.e. le test d’occurrence n'est pas vérifié) .

La croissance de chacune des branches de g€t d1 q ©st linéairement dépendant de n.

§) Complexité constante.
Si le Gop caractéristique ne contient aucune boucle, alors le Tant Que Prolog est de com-
plexité constante, c-a-d qu'il existe un programme non récursif qui lui est équivalent.
Exemple : FRERE (Jean , Xavier ) -> ;
FRERE (x,y) -> FRERE(y,x) ;
équivalent &
FRERE (Jean , Xavier ) -> ;
FRERE (Xavier , Jean) -> ;
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La difficulté majeure de ce travail a été de montrer, dans le cadre d’une interprétation finie
des Gops ( Chap 4 ), que ces effets parasites sur les bords sont toujours de taille bornée et sont
méme constants & partir d’un certain nombre de réécritures.

Aussi, la présence d’une boucle positive ou négative est une condition nécessaire de croissance de
certaines branches de I’arbre 8, OU dl,n , et non suffisante. Mais on peut vérifier & travers les
effets de bord, si les boucles du Gop sont effectives ou non, c-a-d si les branches correspondan-
tes dans Bin et dl'n croissent linéairement ou sont constantes .

L’exemple suivant illustre ces phénomeénes parasites :

B B
x//,A\\\? vy
[ ]
z X

Son Gop caractéristique est : BC
P a 0§00
0 CA) +1

Cette régle contient une boucle positive, pourtant elle a la particularité d’étre invariante pour les
variables x, ety _:

g, = B --> B = d
Ain /\n\ 0 O A
xl A ? yn yn zn

zln xl

La boucle positive n’est effective que sur la deuxiéme branche de g, .
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ri résul

Grice & cette mise en évidence de la croissance linéaire des termes Bin etd, ,on peut
montrer de fagon immédiate :

. la décidabilité de la terminaison d’une régle récursive pour tout terme clos :
vV Tclos, T --r--> finiment

. la décidabilité de la terminaison d*une régle récursive pour un terme clos :
T clos donné , T --r--> finiment
Nous démontrons méme que ceci reste vrai pour les termes linéaires (avec variables, mais
une seule occurrence de chaque variable) et que cette propriété est décidable avant un nombre de
réécritures linéairement dépendant de la hauteur du terme T.

. la décidabilité de I'existence de solutions au Tant Que Prolog pour les questions T et faits

f linéaires, en un nombre de réécritures linéairement dépendant de la hauteur de la question T.

. la décidabilité de ’arrét du programme Tant Que si la question T et le fait sont linéaires,
dans le cadre d’une recherche de toutes les solutions (comme en PROLOG ).

Certains résultats plus précis peuvent étre obtenus dans le cas de cloture de certaines bran-
ches de la question, celles relatives aux chemins de pondération croissante dans le Gop caractéris-
tique .
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3) Guide de Lecture

Le Tant Que Prolog

Soit le programme Tant Que ou «, B, ¥ et T sont des arbres finis avec variables :

f x -> "o est vrai"
r B > 1V ; "Si U Alors 8"
T? "3 T vrai "

Une solution & cette question T est obtenue par des inférences successives de la régle r ,
tant qu’il y a incompatibilité avec le fait f. En termes de réécritures, T est une solution de ce
programme si et seulement si on peut réécrire n fois T par la régle r , puis une fois par f :

Tsolution <=> 3 nEN,telque T --r“.f-->
une réécriture étant une instanciation particuliére o~ des variables de la régle :
V¥ o substitution , T (B) --r--> o (V)

Cette recherche peut ne jamais se terminer si la régle récursive peut étre appliquée infiniment.

On peut reconnaitre ces régles bouclantes sur des exemples simples :

Fréere (x,y) -> Fréere(y,x) ; "xestle Freredey SI yestleFréredex"

Boire ( Goutte ) -> Boire ( Café ) ; " Pos d’doute, aprés ch’café, in bot I'goutte "
la premiére régle r peut étre itérée indéfiniment, puisqu’elle se contente de permuter ses
arguments, tandis que la seconde n’est utilisable qu’une seule fois, car il y a incompatibilité entre
les deux membres de la régle : Boire (Goutte) et Boire(Café) ne sont pas unifiables .

Mais, dans le cas général, l1a non-linéarité des arbres téte ou corps de régle, la présence de
variables uniquement d’un c6té de la régle, et les permutations de ces variables lors de la réécri-
ture annihilent rapidement toute intuition sur Ia finitude de cette réécriture . La régle ci-dessous

ne peut &tre appliquée que deux fois (avec test d’occurrence) ou indéfiniment (sans test

d’occurrence) : B -> B
7\ 7 N\
B y B y
7\ VR
A y y X
|
X

Pour bien formaliser I'application récursive de telles régles, il faut noter que les variables
d’une régle n’ont un sens qu'a l'intérieur de cette régle : elles sont muettes, c-a-d différentes a
chaque nouvelle réécriture. Pour cela, nous ajoutons un indice, le numéro de la réécriture : ala
i*™e utilisation de B -> ¥ , nous appliquons la régle B, -> U, , en indigant de i toutes les varia-
bles de B et V.
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Caractérisation ﬁqie.- Il existe des arbres T tels que T --r"--> ssi il existe une substitution
LA vérifiant : Vie[2n], o, (B) = o (V,,)

Caractérisation infinie.- La régle B -> U satisfait la propriété de terminaison quel que soit T, ssi
il n’existe pas o, telle que : Vie Z, o,(B,) = o,(V,,)
Dans le cas contraire, le plus petit arbre se réécrivant en un arbre équivalent est o, (B, ).

Avec cet indicage de la régle, il existe un arbre T pouvant étre réécrit 2 fois si et seule-
ment si les arbres ¥, et B, sont unifiables. En effet, soit 0, , leur m.g.u.:
v, (B8,) =-1-=> 0, (V) = 0,(B;) --r--> 0, (V,)
Sur notre exemple, le m.g.u. o, de

B et B = .y, = A(x,)
7\ RN ! 2
B 1A B Yy .y,-A(xz)
VAR 7 0
‘} Y2 Y1 X X = A(x;)
X2

Le plus petit arbre T, se réécrivant 2 fois par la régle récursive est donc :

t, = 0,(8,) B —er=-=> B -—T-=> B
/7 \ 7 N\ 7 \
B A B A B A
7N 7Ny 7\ i
A A X, A X, X, A X, X,
[ i )
. X, X3 X,
Xy
Appliquer deux fois notre régle équivaut a appliquer une fois :
B -l B
N /7 N\
X At
A \A X ' A \x !(
] Y (]
A X x
\
X

Trois réécritures sont impossibles avec test d’occurrence, et sans test d’occurrence la substi-
tution o7 est I'instanciation de toutes les variables par I'arbre infini A®. Appliquer plus de trois
fois la régle r équivaut a utiliser la régle invariante suivante :

B(B(A®,A%),A%) --> B(B(A®,A%),A%)
La régle satisfait donc la propriété de terminaison pour tout T, si on applique le test d’occurrence
a chaque réécriture, sinon elle devient invariante dés la 3%™e réécriture.
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. Justification intuitive des Graphes Orientés Pondérés

L’indigage des variables de la régle par la profondeur de réécritures est I'une des clés de la
résolution de notre probléme et justifie la présentation et I'étude des Graphes Orientés Pondérés.
" .,

Illustrons-le sur 'associativité de I'opérateur " +
;o B =

(x+y)+z = x+(y+2z).
= U

-—> -
/ N\

+
7 N\

+ Z +
7\

y z

/\
X y

Appliquer n fois cette régle, revient a appliquer la régle suivante :

+ -——r"--> +
+/ \z x/ \+
/\ ! /N
. ¥y Yn .
7 N
xn yn yl/ zl

Intéressons-nous a4 I'arbre de gauche. Tout arbre se réécrivant n fois par la régle r est une instan-
ciation de cet arbre gauche. La hauteur et le nombre de variables de celui-ci dépend directement
du nombre de réécritures n . Construire le plus petit arbre pouvant se réécrire infiniment par r

revient a faire tendre n vers I'infini et ’on obtient :

+
7 \
+ z,
/7 \
. Y,
/
+
/' \
+
/ \ Ya
° yM-l

Ce n’est pas un arbre rationnel, car il posséde une infinité de variables indicées distinctes. On ne
peut donc pas le représenter sous la forme d’un graphe orienté classique, mais en effagant tous les
indices, on le rationalise :
+ = &

7 \ C /7 N\
+ z + Z
7 \ \
. y y

+/

/7 \
etc y
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Malheureusement, des informations fondamentales sur le comportement de la régle seront
perdues lors de cet effacement. Aussi I'idée est-elle d’ajouter des pondérations sur les arcs d’un
Go pour tenter de caractériser cette irrationalité dae au nombre infini de variables , ces pondéra-
tions servant & indicer les variables du déplié :

représentera cet arbre irrationnel

G = +1
0N
y

Lors du dépliage de ce graphe, les pondérations rencontrées sur une branche s’ajoutent et indicent
les variables.

+1 /+
dépliage 4 +/ N z calcul des + N z,
. 7\ 7\
G ~ememeee- > . y  memeeeee- > . Yy
4/ 1
4 + indices +
vd 7/ \
A ,+ P4 + yn
N\ \
etc y etc Vo

Le plus petit arbre T se réécrivant en un arbre équivalent est pour cette régle associative :

/+ représenté par le GOP . +°\
N\ D N\ /
Y1 Yo - y
N
# +
etc y vl et

Certains phénoménes périodiques sont inhérents aux réécritures récursives : le prédicat Fre-
re présenté plus haut, ou la commutativité de I'opération d’addition " x+y = y + x" en sont
des exemples simples. Considérons une Partie d’Echecs notée sous la forme d’une liste du nom
des joueurs et de leurs coups :

Karpov . Cf3 . Kasparov . Cf6 . Karpov . d4 . ... . Kasparov . Tel . Karpov . Mat
Ces parties sont reconnaissables par un programme Tant Que :

Partie(x ,y,x . Mat) ) -> ; * x aperdu"”

Partie(x ,y,x .c . z) -> Partie(y,x,2z); " X joue le coupc , & y de jouer "
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Une partie infinie est une instanciation de I’arbre irrationnel suivant, les joueurs X, et x, jouant 2
tour de role des coups c, quelconques :

o
7z \ ) 1
X, 0 sera représenté par le Gop 0
/ \ /7 \ 4
c, 0 x :2 o
7\ /
X, 0 c
7\
c .
: \
0
VA N o .
X mod 2.% x:2 signifie que I'indice des variables x.
7\ :
c etc est calculé modulo 2.

n

Chaque variable d’un Graphe Orienté Pondéré pourra ainsi posséder une période, appelée
congruence d’indices ; lors du dépliage, la somme des pondérations de la branche sera traitée mo-

dulo la congruence de la variable .

Chap 2 - Définition des Graphes Orientés Pondérés

Il est bien connu que le dépliage des graphes orientés génére des arbres infinis rationnels.
Nous enrichissons ces objets syntaxiques en pondérant les arcs et en associant aux variables une

période appelée congruence d’indices .

Définition.- Un Graphe Orienté Pondéré est: (X , Lab, Succ) / (Rac, Clas) ou
- X est ’ensemble des sommets ou noeuds du graphe
- Lab est 1a fonction Label, associant & chaque sommet son étiquette, fonction ou variable
- Succ est la fonction Successeur de XxN dans XxZ
Succe (s,k) = (sk,pk) : s, est le ki*™e syccesseur de s et la pondération de cet arc est Py
- Rac est une racine pondérée : Rac = (s,,p,) , sommet et pondération téte du Gop

- Clas, la congruence d’indices, associe @ une variable sa période, entier naturel .

Seules les pondérations (sur les arcs et la racine) et la congruence d’indices ont été ajoutées aux

Graphes Orientés classiques .
Exemple : Partie® Cing sommets, dont le sommet

~N :
Q l“ o racine Partie de pondération
x: ~ o > téte nulle , . . .
/
c
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Interprétation d’un Gop G pour une pondération d’entrée k : A (G, k).

Nous considérons une pondération d’entrée pour toute interprétation d’un Gop : ce sera la valeur
de départ pour le cumul des pondérations. Lors du dépliage, on effectue une sommation de toutes
les pondérations rencontrées, c-a-d la pondération d’entrée, la pondération de la racine et les
pondérations des arcs de la branche . Cette somme modulo la congruence de la variable x sert
d'indice 2 x. Par exemple :

| k : pondération d’entrée

A(G,k) = Partie® = Partlie ~ ) avec jl = k mod 2
\ )‘,\ 0 le/ X /o\ et j2 = (k+1) mod 2
x:2 d \o + X3 O
/ /7 \
c )y o
/ \o
il / \
€4y OfC

Dans notre partie d’'Echecs infinie, A(G,k) représente I'état au Ki¢me ¢our
. le premier sous-arbre de A(G,k) désigne le joueur qui a la main , Xy mod 2
L3S ,_® 0 .
. le deuxiéme sous-arbre désigne I'autre joueur ,x, ., .,
. le troisiéme, ce qui reste a jouer de cette partie infinie aprés les k- 11 coups,

. .
c’est au tour de x, ., de jouer le coup c, .

Les Gops généralisent Ia notion d’arbres infinis rationnels,

a - puisque pour tout arbre rationnel, on peut construire un Gop d’interprété équivalent :

B E B, = AGK ave G = B®
x/O Xk/\D x/o

il suffit d’ajouter des pondérations nulles partout, sans aucune congruence .

b- mais ils caractérisent des arbres irrationnels particuliers : un Gop sans variable a tou-
jours un interprété rationnel et donc aucun terme irrationnel clos ne peut étre représenté sous
forme d’un Gop :

0
Zéro/ N 0
Succ(/Zéro)\ 0
~
Succ’(Zéro)

Définition.- L'interprété d’un Gop G , noté I(G) est la fonction qui associe & tout entier relatif k,
Pinterprété de G pour cette pondération d’entrée k :
IG) = ((k,A(G,k)) / Vk€EZ)
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h ite) - Unification raphes Orien ndér

L'unification sur les arbres finis, les graphes sans cycle (directed acyclic graphs : dags), les
graphes orientés (gos) est bien connue. Deux termes sont dits unifiables ssi il existe une instancia-
tion commune les rendant égaux. L’unifié correspond & la plus petite de ces instanciations :

t, Vit estle plus petit terme vérifiant of(t)) = o(t,) .

Pour une substitution o, on notera o (I(G) ) Pinstanciation de chacun des arbres de I(G) :
o (IG))= ([k,o(AGK))] / VkEZ)

Définition.- Deux Gops G, et G, sont dits uni fiables si il existe une instanciation commune o ,

_éventuellement infinie, rendant les interprétés I(G,) et I(Gz) identiques .

Propriété.- L'unification est une opération interne sur les Graphes Orientés Pondérés.
Si Gl et Gz sont unifiables, il existe un Gop, noté G1 \'% G2 tel que
G, VG, = G,V IG,)

Notre algorithme d’unification est une généralisation de celui sur les Graphes Orientés

classiques. Nous avons choisi de nous inspirer de celui proposé par Fages .

Algorithme de Fages.- Soient deux Gos (X,Lab,Succ)/s et (X,Lab,Succ)/s’ de raciness et s’ & unifier.
Propriété.- On ne change rien & l'unification si on remplace dans la fonction Succ le sommet s’ par le sommet s :
V" € X, 8iSucc(s",i) =8 Alors Succ’(s",i) =s Sinon Succ’(s",i) = Succ(s",i) (inchangé)
Principe de l'algorithme de Fages. A chaque étape, quatre cas peuvent se présenter :
1- les sommets s et s’ sont les mémes, le résultat est immédiat : c’est le méme Go
2- les sommets sont différents, mais I'un est étiqueté d’une variable x, par exemple s'.
On remplace dans Ia fonction Succ le sommet s’ par le sommet s.
Aprés cette modification, le Go unifié est (X,Lab,Succ’)/s .
B v x = B v x B
y/ N x y/ O y/ O
$- les sommets s et 8’ sont différents, mais étiquetés du méme symbole de fonction.
On remplace le sommet s’ dans la fonction Successeur par le sommet s ;

ex :

pour chaque fils s et l'i de s et 8', on unifie les Gos de racine s et "i
4- les sommets s et s’ sont étiquetés de symboles de fonction différents : l'unifié n'existe pas.

Propriété de base de notre algorithme.- Soient deux Gops de racines (s,p) et (s’,p’) a unifier, on
ne change rien 2 I'unification si on remplace dans la fonction Successeur commune le sommet s’
par le sommet s en incrémentant la pondération des arcs redirigés de p-p’ :

v s" € X, Si Succ(s",i) = (s’,p;) Alors Succ’(s",i) = (s,p;+p-p’) Sinon Succ’(s",i) = Succ(s",i)
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Exemple ] - xX v B
Y x
Pour la pondération k d’entrée, les Gops sont interprétés comme x, ., et B(y,,x. )
On recherche donc la plus petite instanciation o qui, pour toute pondération d’entrée , rend ces
interprétés égaux: VKEZ , o(x.,,) = v(B(y,»x)).
En itérant cette équation sur elle-méme :
O(X,;) = B, (%)) = BO, . BO, ;. T(x ;1)) = ...
on construit la solution :

o ( L ) = /B\B - l!: : pondération d’entrée
A O
Yer - / -
\B
s\ Y
yk-n
L’unifié de ces deux Gops est donc : B!
7 \O-

En utilisant la Propriété: x* V B° = x! v BOD
Y/ B

A
y x
'arc allant vers le sommet x est redirigé vers le sommet B avec incrémentation de (-1) de la pon-'

dération de I'arc redirigé.

L'unification se raméne donca: x* V  BJ = (évident) B
/ O-s 7\ -1
Yy Yy
Exemple 2 - Frere® V  Frere!
7\ /7 \
X y y 'x

Pour la pondération d’entrée k, les Gops sont interprétés : Frére (x, , y, ) et Frére (v, ; » X, )
La plus petite substitution les rendant égaux quel que soit k repose sur les équations suivantes :

VKEZ , x =y, e Y=X, <> VKEZ, X=X 43 ¢ %"%y,

L'unifié est : Frere®

()

X :2
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Appliquons la propriété sur chacun des sous-Gops fils

a- Unification de x° et y™!. On remplace le sommet y par le sommet x avec incrémentation de 1

des pondérations :

Frere® v Frére™!
/ \u 4 / \
S ¢ X X
b- Unification de x*! et x™!. Ces deux Gops sont égaux ssi la variable x est de période 2 :
Frere® \' Frére™!
- ()
x:2 x:2

L’unification est terminée : les deux Gops ont le méme interprété .

Principe de I'algorithme.- Soient les Gops de racines (s,p) et (s’,p’) 4 unifier , & chaque étape de

I'unification, quatre cas peuvent se présenter :

1- Les sommets s et s’ sont les mémes s = §’
1-a Si les pondérations sont identiques : c’est le méme Gop .
1-b Si les pondérations sont différentes, les Gops ne différent que par leurs pondérations
téte : le Gop est de période |p-p’| , c-a-d toutes ses variables sont de périodes |p-p’|
(Voir Exemple 2)

2- Les sommets sont différents, mais I'un est étiqueté d’une variable x , par exemple s’.
. si x a une période , alors cette période est vérifiée aussi sur toutes les variables de G, .
. on remplace le sommet s’ par le sommet s avec incrémentation des pondérations redirigées
de (p-p’).

Aprés ces modifications, le Gop unifié est G, ( Voir Exemple 1)

3- Les sommets s et s° sont différents et étiquetés du méme symbole de fonction.
. on remplace le sommet 5 par le sommet s avec incrémentation des pondérations redirigées
de (p-p°)
. pour chaque fils s, et s’, de s et s’, on unifie les Gops de racines (s;,p;+p) et (s°»p’;+p")

4- Les sommets s et s’ sont étiquetés de symboles de fonction différents : L'unifié n’existe pas .
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Algorithme &’Unification.- Soient deux Gops G et G’ de racines (s,p) et (s",p’),
cet algorithme modifie les Gops G et G’ jusqu'a ce qu'ils soient égaux, ou échoue si I'unifié

n’existe pas.

Procédure UNIFICATION ( (s,p) , (s’,p") )
Début
Si(s=s")
Alors % Toutes les variables du Gop G, sont de période |p-p’| %
V¥ x , variable de G . Clas(x) = PGCD (Clas(x) , ip-p°l)
Sinon
Si (s’ est étiqueté d’une variable x')
Alors % Toutes les variables du Gop G. sont de période Clas(x’) %
Yy, variable de G, , Clas(y) = PGCD (Clas(y) , Clas(x’))
% Tout arc allant sur le sommet s’ est redirigé vers ie sommet s
et la pondération de ces arcs est incrémentée de (p - p’) %
vs" € X, siSucc(s",i)= (s’,pi) alors Succ(s",i) = (s,pi+p-p‘)
Sinon
Si (s est étiqueté d’une variable x ) % Cas symétrique %
Alors % Toutes les variables du Gop G., sont de période Clas(x) %
Vy,variablede G, , Clas(y) = PGCD (Clas(y) , Clas(x))

% Tout arc allant sur le sommet s est redirigé vers le sommet s’

et la pondération de ces arcs est incrémentée de (p’ - p) %

Vv s" € X, si Suce(s",i ) = (s,p;) alors Succ(s",i) = (s’,pi+p'-p)
Sinon
Si (s ets sont étiquetés du méme symbole de fonction )

Alors % Tout arc allant sur le sommet s’ est redirigé vers le sommet s
et la pondération de cet arc est incrémentée de (p - p’) %
vs" € X, siSucc(s",i)= (s’,pi) alors Succ(s",i) = (s,pi+p-p’)

Pour i := 1 A Nombre de fils de s et s’ Faire
% Posons Succ(s,i) = (s; , p) et Succ(s’,i) = (', , P") %
UNIFICATION ( (s , P*+p; ), (5", , PP’ ) ) &
Fait .
Sinon Echec -- L’unifié n’existe pas.
Ein

Remarque.- L'existence de I'unifié de 2 Gops ne dépend pas des pondérations et congruences.
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Exemple 3 - Reprenons notre Partie d’Echecs et calculons I'unifié des Gops :
Partie’ \'% Partie™!
x/ ;, \o v 7 ! \z
o
c/ z

Etape 1- On remplace le sommet Partie de pondération téte (-1) par celui de pondération
téte nulle, mais étant inaccessible par d’autres sommets, 1a fonction Successeur n’est pas modifiée.
Leurs étiquettes sont identiques. On unifie leurs sous-Gops fils..

Etape 2 - Unification des Gops "premiers fils" : XX v y'1 .

Le sommet y est substitué dans la fonction Successeur par le sommet x avec une correction +1 des
pondérations. Les Gops a unifier sont maintenant :

Partie® v Partie!
/7 W\ W
x x o x x z
L No
/7 )\

Etape 3 - Unification des Gops "seconds fils" : x} VvV x1.

Ces deux sous-Gops sont égaux ssi la variable x est de période 2. On est ramené a I'unification :

Pan;tiet A . l/Partie'l
w {
x:é x2 o x2 x2 \z
/ \
x:2 0
/ \
¢’z
Etape 4 - Unification des Gops fils 3 : o° v z1
x: \o
/7 \
c

On remplace le sommet z par le sommet o avec correction +1 de la pondération. Reste 4 résoudre :

/Partiet v './Partie’\l .
] <4
x:2 2:2 o\ x:2 ;:2 0
x:/2 o ) xd \o )“
/ /
c c

L’unification est terminée : les deux Gops sont égaux (i.e. méme interprété) .
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raphe Orienté Pondér

Propriété.- Le Gop B8° vV ¥°! caractérise I'application "bi-infinie" de la régle B -> ¥ .
Les Gops 8% et ¥~! sont construits sur les arbres B et ¥ en ajoutant des pondérations nulles sur
tous leurs arcs. Notons G P'unifié de B et ¥°1, les arbres A(G,k) sont les plus petits arbres se
réécrivant en un arbre équivalent, ils formalisent la séquence "bi-infinie" de réécritures la plus
générale: B
. =-r-> A(G,-k) -r-> A(G,-k+1) -1-> .. -r-> A(G,0) -r-> . . -r-> A(G,k) -1-> A(G,k+]) -1-> ..
Principe de la preuve.- Nous avons vu que I'application infinie de la régle est caractérisée par la
substitution (éventuellement infinie) vérifiant : VKEZ, o (8. ) =0(¥,_,)

Sur I'exemple de I’associativité de I'opération " + "

8, = + + = V., et ceci VKEZ
. /7 \ 2 x / \+
/N k1 \
Xy Yx Yer &1

En terme de Graphe Orienté Pondéré, cette unif ication de deux ensembles infinis d’arbres (8) et
(V,.,) est exactement analogue a celle des Gops 8° et ¥™! :

8° = °\ A +1 = ¥ c-a-d =
/ 7\ /
& _
/ \ X /+\ C O b
y z
A(Gk) = + er-=> A(G,k+]) = +
7 \ 7 \
+ + 2 +
Y Y k+1 Yk
' N\ \
+ +, +
/7 N /7D 7/ \ / N
¢ yk+n+l yk-n ° * yk+n yk-n+l °

Convention.- Le Gop 8 vV ¥!

est appelé le Gop caractéristique de la régle 8 -> ¥ .
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Propriété.- B V V™! existe ssi BV ¥ existe sans test d’occurrence.
B° vV ¥! et B V V sont identiques aux pondérations et aux périodes prés.

Exemple : +

A\ + +
7 N\ VAR 7\
/+\ z X /+\ O—o-\ /+: >
y z Y

Chap 3 (suite) - Terminaison d’une régle de réécriture en téte sans test d’occurren

Théoréme 1.- La propriété de terminaison est décidable pour une régle de réécriture en téte sans
test d’occurrence. Si I'on considére (comme en Prolog) des réécritures en téte sans test
d’occurrence, la régle B -> ¥ satisfait pour tout arbre (quelconque, fini ou infini) la propriété

de terminaison si et seulement si B et ¥ ne sont pas unifiables sans test d’occurrence .

La régle suivante satisfait la propriété de terminaison, car les deux membres de la régle ne sont

pas unifiables :

B
/ N\
A z z

si elle contient n variables, seules au plus 2" réécritures sont possibles ici.

Corollaire.- Un programme Prolog composé d’une seule régle satisfait, pour toute question, la
propriété de terminaison, dans le cadre d’une stratégie linéaire classigue en chainage arriére, si et
seulement si le premier terme du corps de la régle n’est pas unifiable avec la téte de régle.

En effet, I'arrét du programme Prolog composé de la seule régle "B ->¥ & .. } " est équiva-
lentaceluide B->V .

Corollaire.- Un programme Prolog composé d’une seule régle satisfait, pour toute question T, la
propriété de terminaison, dans le cadre d’une stratégie équitable pour le choix du terme a réécrire
(fair-strategy ), si et seulement si 'un des termes du corps de la régle n’est pas unifiable avec la

téte de regle.



Chap 1 - Introduction Page 24

hap 4 - Interpr ion fini s Graph rientés Pon

Pour étudier le comportement précis de notre régle récursive, il est fondamental de pouvoir
formaliser son évolution & chaque nouveau pas de réécriture, et non plus connaitre le résultat a

linfini. Par exemple, les deux régles suivantes ont des Gops caractéristiques équivalents :

T, :B(A®X),x) -> B(x,x) ; B v B! = B
/N VA (AH

’?x x* x O‘

r, :B(A(x),A(X)) -> B(xx); B Vv B! = B°

L’interprété dans les deux cas est 'arbre B ( A® , A® ), pourtant la premiére régle ne satisfait

2%me rsécriture et donc vérifie la propriété de terminaison si 'on

plus le test d’occurrence dés la
applique le test d’occurrence , contrairement & Ia seconde régle . Seule une étude fine et finie des
appels récursifs pourra répondre 4 ce type de questions. C’est pour cette raison que nous propo-
sons une nouvelle interprétation finie des Graphes Orientés Pondérés.

Pour en montrer le principe, reprenons 'exemple qui nous a servi a introduire les Gops :
I'associativité de 'opération "+ ":
r: B = + --> + = ¥

7 N /7 \
+ z X +
7 N /7 \
x y y z

Appliquer n fois cette régle, revient a utiliser la régle :
+ B +
/7 \ 7\
/+\ z, n SN\

Le Gop caractéristique de cette régle est:

G = +°
/\‘

i‘C./\/ -
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Comparons l'interprété A(G,1) et I'arbre gauche de notre régle itérée n fois :

c-a-d + et +
7 \ /7 \
+ + 4+ z,
7\ > / \
Y1 Yo - . Y,
/
+ + e
/\ / N\ / N\
/+ \ yn y'"+1 /+\ xn yn
Yn+1 Yon :

on remarque que A(G,l) est une instanciation de I’arbre gauche de r", c-a-d que le dépliage du
Gop est "trop profond”, en particulier, toutes les variables indicées de A(G,1) n’appartenant pas a
I'intervalle [1,n] sont de trop. Or les indices des variables sont les sommes des pondérations le long
de la branche. Pour interpréter finiment notre Gop, il faudrait "arréter” le dépliage du Gop dés
que ces indices "dépassent certaines bornes".

Plus précisément, on interpréte un Gop sur un intervalle de pondérations valides, en dé-
pliant ses branches tant que la pondération sommeée appartient a cet intervalle. Pour gérer ce point
de rupture (indice hors de I'intervalle), on associe aux sommets du graphe une seconde étiquette,
symbole de variable unique.

G = +u)? - u, X, y, z sont des variables "second
S\, L.
x\ (+,x; (+,2) /= Label " caractérisant leur sommet.
—_—
(v.y

Lors du dépliage de ce graphe, un sommet est interprété comme son premier Label si la somme
des pondérations est valide, ou est interprété comme son second Label (variable) indicée de cette
somme si elle n’est pas valide.

Choisissons I'intervalle [1,n] comme intervalle des pondérations valides, et 1 comme pondé-

ration d’entrée :

| 1
0
+,u +
S )\" 7\
dépliage (+,x) (+,2) calcul des étiquettes + Y4
Y Ny ¥ /N
A(G,1) ------ = x- N T > - Y
(+,X) (+,2) et de leurs indices +/
a7 N\ N\ - /N
(;,Xl (v,y) 0y 2) Xp41 Yn
A
etc  (v.y) » (vyf et

Cet interprété est équivalent a I'arbre gauche de notre régle r" ; seules les variables x, et z, ont

et z,.

été remplacées par b S o
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Autre exemple.- Soitlarégler: Succ(x) -> x [x+1 EN SI x€N]
11 est facile de voir qu’une séquence de n réécritures est une instanciation de :
Succ® (x) -r-> Succ®!(x) -r-> .. .. -r-> Succ(x) -r-> x

Le Gop caractéristique est ici : (Sucic,u)o V (xx) = °(Suci,up 4

(x,x)

Si 'on interpréte ce Gop sur Pintervalle valide [1,n] , on ‘obtient exactement la séquence la
plus générale de n réécritures :
A(G,1) =Succ™(u, ) -r-> A(G,2)=Succ"'1(un +0 -T-> . . A(G,n)=Succ(u,,) -1-> A(G,n+])=u__,

hap 4 i - Définition des P

Cette partie est beaucoup plus technique, et les résultats finals pour la résolution avec test d'oc-
currence montreront que le Gop suffit & caractériser ’application finie d’une régle de réécriture

récursive.

Définition.- Un IGOP est syntaxiquement : (X , Lab, Succ, Clas) / Rac ol
- X est 'ensemble des sommets ou noeuds du graphe
- Lab est la fonction Label associant 4 chaque sommet deux étiquettes, la premiére symbole
de fonction ou variable, Ja seconde, svmbole de variable, qui caractérise ce sommet
- Succ est la fonction Successeur de XxN dans XxZ
Succ (s,k) = (s,,p,) : s estle kitme cyccesseur de s et la pondération de cet arc est Py
- Rac est une racine pondérée : Rac = (so,po) , sommet et pondération téte du Gop

- Clas, la congruence d’indice, associe 4 un sgommet sa période, entier naturel .

Par rapport aux GOPS, les fonctions Lab et Clas ont été modifiées : tout sommet du graphe pos-
séde ici une congruence d’indices et un second Label , variable qui le caractérise.

Exemple : (Partie,u)“\ Les cinqg sommets ont une seconde étiquette
v (0,2) e un symbole de variable qui leur est propre.
(x,x):2 7 \(‘ ,V)
@d
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Définition.- Un Igop est dit homogene si la fonction Congruence d’indices est cohérente avec la
fonction Successeur, c-a-d si tout sommet est de congruence multiple de celle de n’importe lequel

desesfils: V s, si Succ(s,i) = (s;, p,) alors Clas(s) = k * Clas(s; )

Définition.- Un Igop est dit parfait si tous ses sommets étiquetés d’un symbole de fonction sont
de congruence nulle .

Interprétation d’un Igop G comme systéme d’équations : S, (G).
Nous découpons ce graphe en tranches, c-a-d en arbres de hauteur 1. Pour un intervalle P de
pondérations valides, le systéme S;(G) sera composé de deux types d’équations :
1- équations ( variable indicée = arbre )
Soit un sommet s de labels (f,v) ou f est un symbole de fonction d’arité n, et v sa variable ,
notons - VYie€[ln] , Succ(s,i)= (si s P; )
- X, Y, ..,z les variables (2*™e étiquette) des sommets filsde s: s
alors VkeP , [v, = f(xk+p1’yk+p2""’zk+pn)] € S;(G)
2- équations congruentes ( x, = x, . )

A—

pour tout sommet s de G de congruence non nulle, notons v sa variable (2*™e étiquette)

VKEP , (vpy=v Clas(s) ) E Sp (G) - [k mod Clas(s)] est choisi dans P -
Exemple : Soit G le Igop Partie (page précédente), S[1 s (G) contient les équations suivantes :

vke[ln] - uk-Partie(xk,le,zk) s y=0(x,,v), vy=0(c,,2.,,)

- X, =X, si k pair , x, =x, sik impair

Test d’occurrence d’un Igop : Restriction sur les Pondérations de Boucles (R.P.B.).-
Soit G un Igop homogéne, quel que soit P, intervalle d’interprétation , Sp (G) satisfait le test
d’occurrence ssi il n’existe pas de boucles de pondération nulle (modulo les congruences des som-
mets traversés) dans le Igop. Cette condition est vérifiée ssi :

1- tout sommet bouclant de G est de congruence nulle

2- toute boucle élémentaire est de pondération non nulle

3- les pondérations des boucles élémentaires d’'un méme sommet sont toutes de méme signe.
( Par sommet bouclant, on désigne tout sommet accessible a partir de lui-méme par la fonction
Successeur, une boucle élémentaire du sommet s étant un chemin allant de s & lui-méme en ne
traversant que des sommets différents ).

Le test d’occurrence sur 'unification des arbres finis s’exprime comme la non-existence de
boucles dans le Graphe Orienté unifié. Ici, la condition sera donc la non-existence de boucles de

pondération nulle (modulo la congruence du sommet bouclant).
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Interprétation d’un Igop pour une pondération d’entrée k : Ap (G,k) .
Soient (s,p) la racine de G et v la variable associée 4 s, posons 0°p(G) la substitution corres-
pondant au systéme d’équations 8; (G), l'interprété de G pour la pondération k est o (u, +p ).

Définition.- L'interprété d’un Igop sur l'intervalle E de pondérations d’entrée et I’intervalle P de
pondérations valides est la fonction qui associe & chaque pondération d’entrée k de E son interpré-
té sur les pondérations valides de P : IE,P G) = ({(k,Ap(G)) / VKEE)

Ces définitions sont un peu obscures, mais elles peuvent &tre nettement simplifiées si les
Igops sont supposés parfaits, car ceux-ci ont la particularité d’avoir, dans leur interprétation
Sp(G), une seule équation par variable indicée.

. Interprétation d’un Igop parfait G pour une pondération d’entrée k : Ap (G,k)

Comme pour les Gops, les pondérations d’une branche sont sommées : pondération d’entrée,
pondération téte et pondérations des arcs; mais ici on "coupe” la branche dés que cette somme
n’appartient plus a I'intervalle de pondérations valides P : soit ¥ cette somme, si ¥ est valide (i.e.
€ P ), rien n’est changé, ¥ modulo la congruence de la variable x sert d’indice & x ; par contre si
¥ n'est pas valide, cette somme, telle qu’elle, indice la variable du sommet.

Reprenons notre exemple de Partie d’Echecs :

| k : pondération d’entrée
A of(GoK) = (Partie,u)°

~
(Jo o™ N
(x,x) :2/ {o,v)

(c,c{

.sik €[1,n-1]), posons jl=kmod2 et j2=(k+l)mod2

A[1 .n](G’k) = /Pax"tle ~
X, X 0
g g X / \0
il /' \
Cx o
/ N
X5 o\
/
Cre1
o
7 N\
xnnwdz 0\
c z
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.sik ¢[1,n] , A[m] (G,k) =u,
. L’interprétation pour la pondératio_n n est ici un cas particulier :

A[l,n](G’n) = _ Pa:tie
X X (0]
n mod 2 n+1 / \
xn mod 2 /0\
cn zn+1

Dans une partie d’Echecs finie composée d’au moins n coups, les arbres A(G,k) pour k apparte-
nant & [1,n-1] représentent I’état de la partie au K'®me ¢our
. le premier sous-arbre de A(G,k) désigne le joueur qui a la main , Xy mod 2
. le deuxiéme sous-arbre désigne I'autre joueur , x, ., ..
. le troisiéme, ce qui reste 4 jouer de cette partie finie aprés les k-1"*" coups,
c’est au tour de X, mod 2 9 jouer le coup -
On peut observer sur cet exemple que I'état de la partie au n'*™ coup n’est pas correctement ca-
ractérisé par l'interprété A[x ] (G,n) , ce sont des effets parasites sur les bords que nous retrou-

vons dans 'unification des Igops.

hap 4 (suite) - Unification IGOP

Définition.- Deux Gops Gl et G2 sont dits unifiables pour un intervalle E de pondérations d’en-
trée et un intervalle de pondérations valides P si il existe une instanciation commune o , éventuel-

lement infinie, rendant les interprétés IE,p(Gx) et IE,P(Gz) identiques .

Remarque.- L’unification des Igops n’est pas une opération interne. En général il n’existe pas de

Igop Cv1 \' G2 caractérisant I'unifié de G1 et G2 sur les intervalles E et P.

Pour simplifier cette présentation, nous supposerons que les Igops G et G’ 4 unifier sont in-
terprétés sur un intervalle unique, intervalle de pondérations d’entrée et de pondérations valides
(E = P), et qu’ils ne difféerent que par leurs racines.

Soient G = (X,Lab,Succ,Clas)/Rac et G’ = (X,Lab,Succ,Clas)/Rac’ a unifier sur I'intervalle P :
I, (G) V I, (G).

Propriété.~ Pour tout intervalle P d’interprétation assez grand, si 'unifié des interprétés de G et
G’ existe, alors il existe un Igop noté G V G’ qui encadre I'unifié par son interprétation sur deux

intervalles P et P, dits de minoration et de majoration :
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P G,VG,) < I,(G) YV I, (G) < ) (G1 VG,
ou P_ et P, sont presque égaux & P, c-2-d que les bornes de ces intervalles sont égales a celles de
P 24 une constante prés.

L’algorithme de construction de G V G’. Son principe est similaire a celui d’unification des Gops,
seules les congruences sont maintenant traitées sur tous les sommets et non plus uniquement sur

les sommets de symbole variable.

Procédure ENCADREMENT ( (s,p) , (s’,p") )
Début
Si(s=5s")
Alors % Tous les sommets du Gop G, sont de période jp-p’| %
Vs", sommet de G, , Clas(s") = PGCD (Clas(s") , [p-p’)
Sinon
% Tous les sommets des Igops G, et G,, sont de période PGCD (Clas(s),élas(s’)) %
Vv s" , sommet de G. ou G.. , Clas(s") = PGCD (Clas(s") , Clas(s), Clas(s’))
Si (s’ est étiqueté d’une variable )
Alors % Tout arc allant sur le sommet s° est redifigé vers le sommet s
et la pondération de ces arcs est incrémentée de (p - p’) %
Vs" € X, si Succ(s",i ) = (s’,p,) alors Succ(s",i) = (s,p;+p-p’)
Sinon
Si (s est étiqueté d’une variable ) % Cas symétrique %
Alors % Tout arc allant sur le sommet s est redirigé vers le sommet s’
et la pondération de ces arcs est incrémentée de (p° - p) %
Vs" € X, si Succ(s",i ) = (s,p,) alors Succ(s",i) = (s’,p;+p’-p)
Sinon
Si (s et s’ sont étiquetés du méme symbole de fonction )
Alors % Tout arc allant sur le sommet s* est redirigé vers le sommet s
et la pondération de cet arc est incrémentée de (p - p') %
Vs" € X, si Succ(s",i ) = (s’,p,) alors Succ(s",i) = (s.p+p-P")
Pour (i:=1 A Nombre de filsdesets’) Faire
% Posons Succ(s,i) = (s, , p,) et Succ(s’,i) = (s’;, P’ %
ENCADREMENT ( (si » P+p, ), (s’i . p‘+p'i )):
Eait
Sinon Echec -- L’unifié n’existe pas.
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Remarques.-

1- Par rapport a I'algorithme des Gops, seul le calcul des congruences a été modifié.

2- Si les Igops G et G’ sont homogénes, alors G V G’ I’est aussi.

3-Sile Igop G V G’ satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles, on peut annu-
ler les congruences sur les sommets de symbole de fonction sans altérer la propriété
d’encadrement. Le Igop G V G’ devient parfait.

Gops et Igops.- Cette derniére remarque permet de simplifier I'utilisation de nos résultats, puis-
que le Igop Parfait G V G’ et le Gop unifié (au sens de I'interprétation infinie) ne différent que
par la présence d’'un second Label sur chaque sommet. En d’autres termes, si la R.P.B. est

vérifiée, le Gop unifié est pleinement suffisant pour exprimer ces propriétés d’encadrement.

Chap 5§ - Terminaison d’une r¢gle de réécriture en téte avec test d’occurrence

Caractérisation.- Appliquer n réécritures d’une régle est formalisable par 'unification des Igops
8% et ™! interprétés sur [1,n] et [2,n+1]:
0 -1
I[l,n],[l,n] ( B ) V I[z'n+ll'[1’n] ( U ) o ( ( k ’ tk ) / k E [19n+1] }
Ces couples (k , t, ) expriment la plus petite séquence de n réécritures :

t

g =I==> by ==F==> ... ==F==> t =-F-=>t 1

En effet, I’application de n réécritures par la régle B -> U est caractérisée par :
3 o la plus petite substitution telleque V k €[2,n] , 0 (B;) = o (¥,,),
ce qui est exprimable par I'unification de Iy ., 1 ( B%) et TR vl).

Théoréme 2.- Une régle B -> ¥ satisfait la propriété de terminaison pour tout arbre T
(quelconque, fini ou infini) si et seulement si :
.s0it BY ¥ n’existe pas

.soit B° V ¥ n'a pas de boucles de pondération nulle (modulo la période du sommet bouclant).
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Corollaire.- Un programme Prolog composé d’une seule régle satisfait la propriété de terminaison
dans le cadre d'une stratépie linéaire classigue en chainage arriére avec test d’occurrence, si et
seulement si la téte B de la régle et le premier terme du corps ¥ de la régle vérifient :

.s0it BV ¥ n’existe pas

.soit B® V ¥ ne satisfait pas la Restriction sur les Pondérations de Boucles.

Corollaire.- Un programme Prolog composé d’une seule régle satisfait la propriété de terminaison
dans le cadre d’une stratégi uitable av ’ rrence, si et seulement si la téte B de la ré-
gle et I'un des termes ¥ du corps de la régle vérifient :

.soit B V ¥ n’existe pas

.soit B® V ¥l pe satisfait pas la Restriction sur les Pondérations de Boucles.

ha uite) - Caractérisation Itérative la Récursivité.

Placons-nous maintenant dans le cas ou notre régle récursive B -> ¥ ne satisfait pas'la

propriété de terminaison, pour certains termes T & réécrire avec test d’occurrence.

Nous savons que la plus petite substitution o vérifiant: ¥ k € [2,n] , v, (B,) = o (V)
permet de formaliser n applications de Ia régle B -> ¥ : o (Bx) -erPeo> T ( Un) .

Grice a la propriété d’encadrement de I'unifié de deux Igops, cette substitution peut étre
définie itérativement et indépendamment du nombre de réécritures n, sous la forme de 'union
de trois systemes d’équations (une équation par variable indicée) :

Sg U Systéeme itératif U Sd /n
ou . Sg estle systtme constant des effets de bord & gauche

. Sd /n est le systéme constant "par rapport & n" des effets de bord a droite

. Systéme itératif est le systeme S[..n-b] (8° v ¥°1) a quelques équations prés

et a, b sont des constantes indépendantes de n. >

Exemple.- Reprenons le probléme de I'associativité de I'opération " +":
Les n applications de cette régle sont caractérisées par I'unification des arbres B, et LI
B, = + \'4 + = ¥, et ceci VK €[2,n]
VA /N
+ z, Xy *
7> /N
Xy Y Y1 %K
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Les contraintes relatives 4 n applications de cette régle sont donc :
.Z= 4 (¥ 0 % ) VieE][2,n]
SX= +(x,,,Y) Vi€E[ln-1]
On peut donc décomposer ces équations en trois parties :
. Systéme itératif sur [2,n-1]
Zi= + (g %,) et X= +(x,,,Y;)
. Systéme Sg (effet de bord gauche)
x,= +(x,,y,)
. Systéme Sd /n (effet de bord droit)

zn ol (yn-l 2 zn-l )

Le diagramme suivant représente I’évolution des contraintes pour un symbole de variable
quelconque x de B ou V. Lors des n réécritures, les contraintes sur les variables indicées X; crois-
sent pendant une phase constante d’accélération (effet de bord gauche), atteignent leur phase de
croisiére durant laquelle elles sont stables, puis décroissent lors d’une phase de décélération (effet
de bord droit) :

Schématisation de la réécriture.- Contraintes sur une variable X, :

Contraintes

e Sg Systéme Itératif sd, * Indice i

n

Pour n > taille des effets de bord :
. Sg est la phase d’accélération
. Systéme Itératif représente les contraintes de croisiére
. Sd /n> la phase de décélération .
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Dans les régles récursives classiques, ces effets de bord sont de taille presque nulle. Mais
dans certains cas extrémes, les effets de bord peuvent &tre de taille exponentielle par rapport au
nombre de variables de la régle :

Si la régle contient k variables (x,y, . ., z), il faut attendre 2K réécritures pour que cette régle at-
teigne sa phase de croisiére, puisqu’elle devient alors invariante : appliquer plus de 2% réécritures
~ de la régle ci-dessus revient 3 appliquer la régle constante (i.e. ayant le méme arbre clos en téte et
corps de clause) :

B s—e=> B

B/\B Bl\

/7N N N\ IB\
/.\ 1.\ /.\ /7 N\
B B .. B B B B .. B B
ANNA NN AN A AT Y

AA AA. AA AA AA AA. _ AAAA

Par exemple pour k = 1, la régle est donc :

B --> B et B --n--> B pourn>2.
A N /\ /\ -
X A A x A A A A
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h ui - idabili 1 rminaison d’une régle réécri

Grace a cette caractérisation itérative de la récursivité d’une régle, I'évolution des contrain-
tes lors de la réécriture peut étre parfaitement quantifiée. La plupart de ces informations sont ex-
traites du Gop caractéristique de la régle.

Si I'on note t,, >t la régle équivalente 4 n applications de B -> ¥, alors I’évolution de ces

n+1l,n

arbres t, ett la croissance linéaire de leurs branches poussantes et les permutations de
¥

n+ln °*
leurs branches stables (période) peuvent étre lues sur le Gop B° V ¥°!:

. la longueur des boucles élémentaires et leur pondération caractérisent le taux de croissance
des branches des arbres tl,n ett . notons nrg_. le Nombre de Réécritures minimales nécessai-
res pour faire pousser au moins de hauteur un toutes les branches poussantes (quand n croit) de
I’arbre Gauche tnt

nrg_. = Sup { pondération/longueur / ¥ boucle élémentaire positive de B° vV ¥! )

min
. les congruences des variables caractérisent la période des branches stables de taett ot
la période de la régle r est le PPCM des congruences de vyl

Ces informations, par leurs précisions quantitatives, nous ont permis de démontrer de fagon
presque immédiate la propiété de terminaison d’une régle ainsi que certaines propriétés de déci-
dabilité du Tant Que dans le cas ou la question et le fait sont linéaires (i.e. une seule occurrence
de chaque variable).

Rappel : Une régle r satisfait la propriété de terminaison ssi : ¥V Tclos, T --r--> finiment

Théoréme 3.- La propriété de terminaison est décidable pour une régle de réécriture en téte avec
test d’occurrence.
La preuve repose sur l’existence ou le non-existence de branches arbitrairement longues dans

I’arbre tl'n.
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ite) - idabil u Tan r les guestion faits linéaires.

Théordme 4.- Pour une régle r et uyn terme fini et linéaire T donnés, la propriété de terminaison
est décidable : r: B >V

T fini et linéaire ?
Il existe une fonction linéaire f ne dépendant que de la régle récursive r telle que, pour tout ter-
me fini T, r et T satisfont la propriété de terminaison ssi T ne peut étre réécrit plus de
f(hauteur(T)) fois par la régle.

Principe de preuve : Cette fonction linéaire de la régle est de la forme :

’ f(x) = nrg_, *(x+1) + taille des effets de bord

La croissance linéaire des branches poussantes de tl'n, caractérisée par nrg . est effective dans la
phase de croisiére, c’est Ia signification de la constante "taille des effets de bord".

=> Aprés f(Hauteur(T)), toutes les branches poussantes de t, , sont de taille strictement supérieure
a celles correspondantes dans T, les autres sont stables .

=> Si pour n,= F(Hauteur(T)) et T linéaire, il existe o telle que o(T) -=Tpo=-> alors cette proprié-
té reste vraie quel que soit n > n, : Vn>n,, 30, o(T) -~T, ~->

Cas particulier.- Ce théoréme s’applique sur tout terme clos fini.

Revenons a notre probleme Tant Que Prolog, en supposant que la question T et le fait « sont li-
néaires (i.e. une occurrence de chaque variable) :
Iant que: r, « -> ;
B >V ;
T > 17

I

Théoréme S.- Si T et « sont linéaires, Pexistence de solutions au Tant Que Prolog est décidable
en un nombre de réécritures linéairement dépendant de la hauteur de la question T.
Le Tant Que admet une solution ssi il existe, pour n < f* ( Hauteur(T) ), une substitution o telle

que : o, (T) "':n"l“>
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Principe de la preuve : La fonction f* linéaire est un peu différente : elle tient compte de la taille
du fait o et de la période de la régle :
'(x) = f(x)+ cste, + période de la régle

a - La croissance des branches de I'arbre t +1,n St linéaire ; aprés un nombre de réécritures
indépendant de la question, toutes les branches poussantes de t_ i sont de taille strictement su-
périeure 2 celles correspondantes dans « : c’est la signification de cste, .

b - La permutation des branches constantes lors de la réécriture nous oblige a attendre une
période de la régle dans la recherche d’une solution éventuelle.
Pour un nombre de réécritures supérieur a f’(Hauteur(T)), la résolution du Tant Que devient in-
variante : une solution pour n+période(rz) réécritures existe ssi une solution pour n réécritures

existe aussi .

Corollaire.~ Dans le cadre d’une résolution avec test d’occurrence et recherche de toutes les
solutions, ’arrét du Tant Que est décidable si T et « sont linéaires; cette décidabilité s’obtient en
un nombre de réécritures linéairement dépendant de la hauteur de la question.
Si T et « sont linéaires, le Tant Que admet un ensemble infini d’entiers n pour lesquels :

Jo, o(T) -—rzn.rl-->
ssi il existe n € [f’(Hauteur(T)—période(rz),f’(Hauteur(T)].
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4) EXEMPLES

inition nti rel
Zéro -> ;
Succ(x) -> x ;
Nous savons que la séquence A d’arbres obtenus par n itérations de la régle est de la forme :
Succ™(x) -1%"-> Succ® I(x) ... -(n-1)*™_> Succ(x) -n*™e-> x

a- Exprimons A sous forme d’unifié de 2 Igops:
B° = (Succ,u)® et ! o= (xx)!
(x,x)

La séquence A est donc formalisée par @ Iy 0, ( B0)v ¥l
" b- Calculons le Igop caractéristique : B8° V ¥'! = °(Suc@ +1

B® v ¥ satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles, cette régle récursive peut
donc boucler (avec ou sans test d’occurrence). Le Igop unifié est parfait : toutes les congruences
sont nulles . La séquence A de n réécritures est obtenue, ici, de fagon exacte par interprétation du
Igop unifié sur [1,n+1] et [1,n] :

A= I[l,n+l],[l,n] (8°v )
= (l,Succ"(xn ) (2,Sv.xcc"'l(xn +1)), . o(n Suce(x_ ), (n+l,xn )

c- Le Igop caractérise itérativement I'utilisation récursive de cette régle : Succ™(x -r"-> S

n+1) 1
1- le terme gauche de r® croit linéairement de 1 en hauteur a chaque nouvelle réécriture :
boucle de pondération +1 et de longueur 1
2- le terme droit de r™ est stable par rapporta n : X 41
3- il n’y a aucun phénoméne périodique : les congruences sont toutes nulles En conclusion
de ces 3 remarques, on peut construire la fonction linéaire de la régle : f(x) = x+1.
Pour toute question T, seules f( Hauteur(T) ) réécritures sont nécessaires pour décider de I'exis-

tence de solutions et de I'existence d’une infinité de solutions.

Soient les questions suivantes :

- T, =y (€ V) -- arbre de hauteur 0 : Décidabilité aprés 1 utilisation de la régle
récursive.

Deux solutions : Zéro --r, --> et Succ(Zéro) --r,.r;-->

Cette question admet une infinité de solutions car la solution pour une réécriture existe.
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Solutions = { Succ® (Zéro) / VnEN )
=T ™ Succs(Zéro) -- arbre de hauteur 5 : Décidabilité aprés 6 réécritures récursives.
Une seule existe : Succ‘(Zc’ro) --r,‘.rl-—>

C’est la seule solution, il n’y a pas de solution pour 6 réécritures .

-Ty= Succz(Nil) -- arbre de hauteur 2 : Décidabilité aprés 3 réécritures récursives.

Aucune solution n’existe, car aucune n’est obtenue aprés 3 réécritures récursives.

Exemple 2

B ( B(C’D) s B(E’F) ) ->,
B (B(x,y) ,z) -> B (z, B(y,x)) ;
Pour plus de clarté, notons la régle récursive sous forme arborescente :

r: 8 = + --> + = ¥
+/ \z z /N +
7\ /7 \
X y y X
Calculons le Igop unifié :
(B,u)° \4 (B,v)! = (B,u)°
/\ /\ o )1
(B,r) (z,2) (z,2) (B,s) (B,r)
/ \ / \ 0( )2
(x,x) (v,y) (v,y)  (x,x) (x,x): 4

. Le Igop Unifié satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles

=> Cette régle ne satisfait pas la propriété de terminaison quel que soit le terme a réécrire.

. La seule variable du Igop est de congruence 4
=> La régle est périodique : période 4.

. Le Gop caractéristique ne contient aucune boucle, donc toutes les branches de t,,ett ., sont
stables modulo la congruence de la régle.
=> La fonction linéaire de la régle est : f(x) = 0%*x + 4.
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. L’interprété du Igop unifié sur I'intervalle [1,n] et pour la pondération d’entrée k est :

A[l.n] (G.k) = _ B ~ avec kO = k mod 4
B[ B_ K1 = (k+1) mod 4
i “x, x{ x K2 = (k+2) mod 4

kS
' k3 = (k+3) mod 4 .

=> La régle se comporte récursivement comme la régle de "permutation” suivante :

/B --> B\

B B/ B
/N /N /\N 7\
W XYy z Yy z X W

. Calculons de fagon effective les réécritures de cette régle :

- B(B(x,,¥,),z;) -r-> B(z,,B(y,.x,))

. B(B(x,,¥,).B(X,,¥,)) -r*-> B(B(y,.X,),B(y,.X,))

- B(B(x,,X4),B(x,,Y,)) -r’-> B(B(y,.X,),B(x,,X,))

. B(B(x,,Xy),B(x,.x,)) -1*-> B(B(x,X,),B(x,,x,)) (inchangé )

Cette régle est bien de période 4, puisque rf est de la forme: t->t
Dés la seconde réécriture, cette régle se comporte comme nous I’avons décrit, c-a-d qu’elle est
équivalente a :
B B
B/ \B B/ N\

VASEWAS VAYEAY
w XYy z y z x

Le nombre de réécritures nécessaires pour décider de I'existence de solutions est indépendant dé
Ia taille de la question : f(x) = 0*x+4.
Soient les questions suivantes :
-T,= B(x,B(C,C)) -- Aucune solution en moins de 5 réécritures récursives :
=> aucune solution.
- Ty = B(B(D,C),B(F.E)) -- une solution en moins de 5 réécritures récursives :
T --r,%r-->

2 Ty
=> Il existe une infinité de solutions : T —-rz’+“.r1-->

Un exemple similaire est B(B(B(x,y),z),w) -> B(w,B(z,B(y,x))) ; (période 8)



Chap 2 - Définition des GOPS ' Page 41

Chapitre 2

Les Graphes Pondérés et leurs substitutions.

1) Préliminaires. Congruences d’indices. Ensembles ordonnés d’arbres. 42
2) Les graphes Ordonnés Pondérés. Définition syntaxique et Interprétation Lé

3) Les substitutions Pondérées. Définition syntaxique, Loi de composition et Interprétation S©

4) Relation de préordre et Equivalence sémantique. s
5) Unification des Gops. Algorithme . 33
€2

6) Equivalence syntaxique.
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2-1) Préliminaires.

-1- RBR I TIONS.
On se donne un alphabet fini gradué F et son application d’arité W , et un ensemble V dé-
nombrable de variables ( par convention d'arité nulle). F, = (f € F / n(f) = k ).
On note N I’ensemble des entiers naturels et Z celui des entiers relatifs.

M®(FV) désigne I'ensemble des arbres finis ou infinis construits sur I'alphabet F et I'en-
semble de variables V, R(F,V) celui des arbres rationnels, c-a-d les arbres ayant un nombre fini
de sous-termes distincts (assimilable aux Gos ).

Un arbre est une fonction partielle T de (N—(O))* dans (F U V) telle que :

(1) Dom(T) = { m € (N-(0})" / T(m) est défini) est clos par préfixe
i.e. m € Dom(T) si mm’ € Dom(T);
(2) v m € Dom(T) alors mi € Dom(T) ssi 1 <i < n(T(m)).
On note T.m le sous-arbre de T issu du noeud m pour m € Dom(T) tel que (T.m).m’') = T.(m.m")
pour tout m’ € (N-{O))‘.

Une substitution o dans M™(F,V) est un ensemble dénombrable de couples de la forme (u,t)
ol . u est une variable de V qui apparait au plus une fois en partie gauche des couples de o

. t est un arbre quelconque de M®(F,V)

. on notera Dom(o) = (u € V / (u,t) € o)

Var(c) = U Var(t)
(u=t})E O

Le composé o(T) (noté aussi T.0’) d’un arbre T et d’une substitution o est I'arbre T dont
toutes les occurrences de x ont été remplacées par t et ceci pour tous les couples (x,tx) de o,
Par extension, le composé de deux substitutions ¢ et o~ est défini comme suit :

o ={(ut,.o) / V (ut)EO).

Ainsi définie la loi de composition est associative sous certaines conditions ; soient t un
terme, arbre ou substitution et o, o deux substitutions tels que Var(t) est inclus dans Dom(c)
qui est lui-méme inclus dans Dom(c*) alors (1.0).0”° = t.(0.0") .

On définit une relation de préordre sur M™(F,V). Soient T et T € M™(F,V) :
.T<Tsi3otelleque o(T)=T
TET «<=>T<T et T<T.

Deux termes t et t' sont dits unifiables si 3 o telle que o°(t) = o7(t’).
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2-1-2) CONGRUENCES D’INDICES.
Nous allons considérer par la suite des variables indicées et expliciter cet indice en étudiant
I’ensemble dénombrable de variables VxZ.

DEFINITION 1.- On dira qu’une application Ci est une congruence d’indices sur VxZ, si Ci est
une application de V dans N d’image non nulle sur un sous-ensemble fini de V et qui exprime les
égalités suivantes sur VxZ : Vk € Zetv € V, (v,k) = (v,k + Ci(v))

REMARQUE 2.- Les congruences d’indices sont des relations d’équivalence particuliéres sur VxZ.
Si 'on étend la définition de la fonction Modulo de Zx(Z-{0)) a ZxZ, en posant que k modulo 0
est égal a k, on peut donc écrire : V (v,k) € VxZ, (v,k) R (v,k modulo Ci(v)).

(v,k modulo Ci(v)) sera choisi comme représentant de (v,k) pour la congruence Ci.

DEFINITION 3.- On peut se définir quelques opérations sur ces congruences d’indices, opéra-
tions dérivées de celles sur les relations d’équivalences :

1) Relation de préordre : Ci <Ci’ssi Vxety € VXZ ,x R, y=> xR,y

2) Unification : Ci V Ci’ la plus petite relation d’équivalence supérieure a Ci et Ci’, c-a-d

la cléture transitive des relations de Rci et RCi,.

PROPRIETE 4.- Ci <Ci’ssi Vv € V, Ci(v) est multiple (éventuel nul) de Ci’(v).

Démonstration : Nous allons montrer dans un premier temps que pour tout Ci, congruence
d’indices,et R la relation associée : (v,k) R (v,k’) <=> k = k’ ou |k-k’| est divisible par Ci(v)

. <=

si k = k’ alors (v,k) R (v,k) (R réflexive )

si |k-k’| divisible par Ci(v), supposons pour simplifier que k > k’

alors il existe q tel que k = k* + qCi(v)

comme par hypothése (v,k’) = (v,k’+Ci(V)) = ... = (v,k’'+qCi(V)) = (v,k) => (v,k) R (v,k’) .

. >

(v,k) R (v,k’), supposons que k > k', alors il existe une suite finie k, k,, .., k_
telle que k, =k’ + Ci(v), k, =k, + Ci(v), ..., k =k +Ci(v) => k-k’est divisible par Ci(v),
De fagon symétrique si k < k’ alors k’-k divisible par Ci(v).
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Démontrons la propriété, appelons R et R’ les relations d’équivalence associées a Ci et Ci'.
1)Ci < Ci’:soitk € Z , (v,k) R (v,k + Ci(v)) => (v,k) R’ (v,k + Ci(v))
Immédiat : soit Ci(v) = 0, soit Ci(v) est divisible par Ci’(v)
2) Inversement :
. 8i Ci(v) = 0 alors (v,k) R (v,k) ssik=k* et (v,k) R’ (v,k) (R’ réflexive)
. Si Ci'(v) divise Ci(v) et Ci(v) non nul alors pour k, k* distincts
(v.k) R (v,k") => k-k’ divisible par Ci(v)
=> k-k’ divisible par Ci’(v)
=> (v,k) R’ (v,k")
Donc (v,k) R (v,k) => (v,k) R’ (v,k)

PROPRIETE S. - L'unifié de deux congruences d’indices est une congruence d’indices.
De plus si 'on étend la définition du "plus grand commun diviseur " de (N-{0})x(N-{0}) a NxN,
en posant : V k € N, Pgcd(k,0) = Pgcd(0,k) = k alors

VvEV,(CiVCP)y)= Pged(Ci(v),Ci’(v)).

Démonstration : Appelons C la congruence d’indices définie a partir de Ci et Ci’ de Ia fagon sui-
vante: ¥V v € V, C(v) = Pgcd(Ci(v),Ci’(v)) .
i) En application de la propriété 5 : C est supérieur 2 Ci et & Ci".
Si v est de congruence C(v), v est aussi de Congruence Ci(v) et Ci’(v).
ii) Réciproquement: v de congruence Ci(v) et Ci'(v) => v est de Congruence C(v) ?
Pour cela nous allons nous inspirer de I'algorithme d’Euclide du calcul du Pged :
. 81 Ci(v) = 0, C(v) = Ci’(v) (de méme si Ci’(v)=0, C(v)=Ci(v))
. si Ci(v) = Ci’(v), C(v) = Ci(v) = Ci’(v)
. si Ci(v) et Ci’(v) sont non nuls et différents, alors supposons que Ci(v) > Ci’(v)
v de congruence Ci(v) et Ci'(v) => ¥ k € Z, (v,k) = (v,k+Ci(V)) = (v,k+Ci’(v))
Posons k = k*-Ci’(v) => V¥ Kk’ € Z, (v,k*+Ci(v)-Ci’(v)) = (v,k’)
=> v est de congruence Ci’(v) et (Ci(v)-Ci'(v)) .
On peut itérer le procédé, conformément a I'algorithme d’Euclide et obtenir ainsi le Pgcd de Ci(v)
et Ci'(v).
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-1-3) ENSEMBLES ORDONNES D’ARBRES.

DEFINITION 6.- On appelle un ensemble ordonné d’arbres, une fonction de Z dans M"’(F,VxZ)
représentable sous la forme de couples (entier relatif, arbre) :
E= ((kt)/ kEZ ,t € M®(F,VxZ))

DEFINITION 7.- La relation de préordre que Pon utilisera sur les ensembles ordonnés T et T,
est :T<Tssi 3 o, T. 0 estinclus dans T

(loi de composition ensembliste : {(k,tk)}.(r = {(k,t,.0) } ).

Deux ensembles ordonnés sont équivalents, T=T ssiT<T etT <T.
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2-2) Les Graphes Ordonnés Pondérés.

2-2-1) DEFINITION SYNTAXIOUE.

DEFINITION 8.- On appelle graphe ordonné pondéré (GOP), construit sur F et V, 1z donnée du
triplet (X,Lab,Succ) oi

= X est un ensemble fini de sommets.

- Lab est une application de X dans FUV qui & chaque sommet associe une étiquette.

= Succ est une fonction partielle de XxN dans XxZ : Succ (s, i) = (¢, q),

s’ est le i*™® successeur du sommet s avec la "pondération” q.

DEFINITION 9.- On appellera un GOP pointé, 1a donnée d’un Gop, d’une racine pondérée et
d’une congruence d’indices sur VxZ : G / (Rac,Clas)
- Rac est un élément particulier de XxZ qui désigne la "racine” du graphe
avec sa "pondération en téte".

- Clas est une congruence d’indices.

NOTATIONS.-

. On note g .i, pour tout i entier positif non nul, inférieur & nsucc(s), le sous-GOP pointé
de g dont la racine est Succ(s,i) et de méme congruence Clas .
Si on pose g = G/(Rac,Clas) et Rac=(s,p) alors g .l = G/(Succ(s,l),Clas) .

. De méme, on note Vm € (N-{O})‘ : g .m le sous-GOP pointé de g s’il existe dont la raci-
ne est : pour m=i, . .f, , Suce( Suce(. . ( Succ(s,i,), i,)-..., i,). On note m € Dom(g).

DEFINITION 10.- On se définit les chemins sur les graphes par des mots de (N-(O})‘ et Ia fonc-
tion Descendant de (XxZ)x(N-{O})' dans (XxZ) de manidre récursive par :

Desc(( s,p) , nil) = (s,p)

Desc( (s,p) ,i.m ) = Desc( (s,,p,+p) , m) si Suce(s,i) = (s,,p)).
A partir @’un sommet de G, seul un sous-ensemble de sommets de X sont accessibles par la fonc-
tion Succ. Pour tout gop pointé g, on appellera Var(g), Vensemble des labels variables de ces

sommets accessibles.
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DEFINITION 11.- Deux GOPS pointés g et g’ seront dits isomorphes, noté g = g’, si:
. X et X’ sont isomorphes pour les fonctions Lab,Succ et Rac de g et g’.

. les congruences d’indices de g et g’ sont identiques.

DEFINITION 12.- Soient g un Gop et q un entier relatif, on notera translaté(g,q), le Gop pointé
g’ dont la pondération de la racine Rac’ est celle de Rac incrementé de q :
translaté ( G/((s,p),Clas) ,q) = G / ((s,p+q),Clas).

=2-2) INTERPRETATION D'UN P

DEFINITION 13.- L’interprétation I(g) d’un Gop pointé g est un ensemble ordonné d’arbres :
Ig) = {((k,A(gk)) / VKEZ et A(gk) € MZ(F,VxZ) }
.V m € Dom(g), notons Desc(Rac,m) = (s,p) et Lab(s) = x,
A(g,0)(m) = x six€EF

= Xy moduloCla(x) 51X EV.
. A(g,k) = A(translaté(g,k),0).

Intuitivement, dans A(g,k), toutes les pondérations sur les arcs sont effacées, et on associe
a chaque symbole feuille de V, un indice égal 4 la somme des pondérations rencontrées le long du

chemin dont la téte de pondération k . (Cette somme est calculée modulo la congruence d’indices).

Remarque : Tous les arbres de I(g) sont équivalents pour la relation de préordre classique sur
M®(F,VxZ).

PROPRIETE 14.- Si 'on pose R®(F,VxZ) = { A(g) / g € G*(F,V) ) alors
R(F,VxZ) & R®(F,VxZ) & M®(F,VxZ).
Démonstration :
.R(F,VxZ) & R®(F,VxZ)?
A chaque Go de R(F,VxZ), on peut associer facilement un Gop ayant le méme interprété en
transformant la fonction Succ du Go en celle du Gop.
Posons le Go (X ,Succ_,Lab) et son Gop associé (X,Succ,Lab) ou Succ_ est une fonction de XxN
dans X et Succ de XxN dans XxZ alors : V (s,i) € X , Succ(s,i) = (Succr(s,i),O)
Mais il existe des Gops g tels que A(g) n’appartient pas 4 R(F,VxZ) :
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Soit g = pb"\ od bEF, veEV,Clas(x) =0
+ x

A(g,0) = ’ b arbre irrationnel

.R®(F.,VxZ) & M7(F,vxz)
L’irrationalité des Gops est dde au nombre infini de variables de leur interprété. La plupart des
arbres irrationnels ne sont pas des interprétés de Gops, en particulier aucun des arbres fermés
~ (sans variables), puisque un Gop "fermé” a un interprété rationnel. Ainsi, ’arbre suivant ne peut
pas étre obtenu par interprétation d’un Gop.
liste
Zéﬁ }xste

liste
7

Succ™(Zéro) ...

PROPRIETE 15.- Deux gops pointés isomorphes ont méme interprété :
g=g => I(g)=1I(g’) c-a-d A(g) = A(g’) et Clas = Clas’ sur Var(g) U Var(g’)

(La réciproque est fausse)

Démonstration : Découle directement de la définition de I'interprété.

-2- NGRUENCE DE SOMME E GOPS POINTES.

DEFINITION 16.- Soit g, un Gop pointé, on dira par extension que g est de congruence c ou en-
core que le sommet s pour la fonction Clas est de congruence c si g et translaté(g,c) ont méme
interprété : I(g) = I( translaté(g,c) )
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PROPRIETE 17.- Soit g, un Gop pointé, g est de congruence c ssi ¢ est un multiple du PPCM
des congruences des variables de g sachant que :
V Einclusdans Z, PPCM ({0} U(E}) ) =0 et PPCM(®)=1

Démonstration : Soit v, une variable de g, il existe un chemin m de Dom(g) tel que :

Desc(Rac,m) = (s ,p) et Lab(s))=v, c-a-d A(g,0)(m) = Vo5 mod Clas(y)
Or la définition de I'interprété nous donne aussi : A(g,k)(m) = Vp+k mod Clas(v)
et g est de congruence c : Vorki mod Glsal#) ™ Vo mod Clasls) si k est un multiple de ¢ et cette
équation est déductible de la congruence de v que si ¢ est un multiple de Clas(v).

Ceci étant vrai pour toutes les variables de g, ¢ est un multiple du PPCM des congruences
des variables de v.

CORROLAIRE 18.-
. Tout gop pointé est au moins de congruence nulle.
. Tout gop pointé sans variable est de congruence 1.
. Tout sommet de label constante est de congruence 1
. Tout sommet de label variable v est de congruence Clas(v)

. Tout sommet s est de congruence ¢, Pgcd des congruences de ses sommets "pére”.
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2-3) Les Substitutions Pondérées.
-3-1) DEFINITION SYNT

DEFINITION 19.- On appelle substitution pondérée o , la donnée d’un Gop G , d’une fonction
Sub de V dans XxZ, et d’une congruence d’indices Clas :
o = G/(Sub,Clas)
sachant que si Sub(u) = Rac, alors g = G/(Rac ,Clas) est de congruence Clas(u), c-a-d qu’il
Yy a cohérence entre U et Sub(u) dans leur congruence.
On notera : Dom(0) = Dom{(Sub) = { u € V / Sub(u) est définie )
Var(c) = U Var(g ) oi u € Dom(0)

Exemples :
1) Sub(x)= ,~b! ,Sub(z)= a®,Sub(w)=w® avecw,x,y,z €E V et a,b€EF

si x est de congruence 3 => y est de congruence diviseur de 3, c-a-d 1 ou 3
w et z sont de congruences quelconques.

2) Seule information dans o , une congruence définie sur u et v.
parex: Sub =@ etClas(u)=2 et Clas(v) =35

DEFINITION 20.- Soient o et 0” deux substitutions pondérées quelconques o et o” seront dites
isomorphes, noté 0 = 0° si elles ont méme domaines et congruences et si
V (uw,Rac)) € o et (u,Rac’u) g0, G/(Racu,Clasu.) = G’/(Rac’u,Claso.,)

" Remargue : On pourra toujours supposer qu'un ensemble de Gops pointés et de substitutions
pondérées partage le méme GOP G = (X, Lab et Succ), c-a-d qu’on peut construire des gops

pointés et de substitutions pondérées isomorphes et définies sur un Gop commun.
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2-3-2) LOI DE COMPOSITION.

DEFINITION 21-. Manipulation syntaxique élémentaire.
Soient G un Gop pointé et s, s’ deux sommets de G, G[s <- (s’,p’)] représente le Gop dans lequel
le sommet s a été remplacé par le sommet de s’ avec une incrémentation p’ des pondérations :
G’ = Gs <- (s’,p’)] = (X, Lab, Succ’) -- ¢-a-d X et Lab inchangés
et Vs" € X, Succ’(s",i) = (s, p’+q) si Succ(s",i) = (s’,q)
= Succ(s",i) sinon.

Soient g = G/((s,p),Clas) un Gop pointé et (s’,p’) un sommet pondéré de G, g[s <- (s’,p’)] repré-

sente le Gop pointé suivant : G’/(Rac’,Clas) avec G’ = G|s <- (s’,p)]
et Rac’=(s’,p+p’) si s=¢
= Rac sinon.
| Exemple: sig = fP° et alors g[s <- (s’,p’)] = f"i
7/ qu\ / ‘sq+p'

DEFINITION 22.- Soient g un Gop pointé et o une substitution pondérée construits sur le méme

gop G. Si la congruence de g est inférieure & celle de 0, le composé de g et de o est le Gop g

dont tous les sommets de label u appartenant 4 Dom(c") ont été remplacés par Rac  , et dont la

nouvelle congruence d’indice est Clas’ .

Posons g = (X,Lab,Succ)/(Rac,Clas) et o = (X,Lab,Succ)/(Sub,Clas’), si Clas < Clas’ alors :
.gO=gls <~ Racu] pour tous les sommets s avec Lab(s) = u € Dom(0)

. Clas de g.o0 = Clas’

-3-3) INTERPRETATION D’'UNE SUBSTITUTION PONDEREE.

DEFINITION 23.- L’interprétation d’une substitution pondérée o est la substitution I(c) définie
comme suit :
(o) = (u =A(gk) /VkEZ et u€EDom()}
U{u,=u, Clas(u) / Vu € V-Dom(0) et Clas(u)<>0 )
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Exemple: o = ((u= Ob-i )) et Clas (y:3),(u:6)
3

I(o-)'((xk '/b\ ) / VKEZ)} u(yk'ykms/VkEz)
,b\ Yk-1mod s
Yimods
b
7 \
° yk+nmod3

PROPRIETE 24.- Deux substitutions pondérées isomorphes ont méme interprété.
o=0 = I(0)=I(0"). (La réciproque est fausse)

NTERPRETATION D MPOSE D’UN GOP ET D'UNE SUBSTI N.
PROPRIETE 25.- Soient g un gop pointé et o une substitution pondérée : I(g .0) = I(g) .I(0)

Démonstration : montrons que V k € Z, A(g .0,k) = A(g,k) .I(v)
Soient G = (X,Lab,Succ) , g = G/(Rac,Cg) et & = G/(Sub,Cr)
Notons Desc et Desc’, les fonctions Descendant de g et g.0=G’/Rac’
et g, le gop pointé de racine Sub(u)=(s ,q,)
Quelque soit m € Dom(g .07) :
(1) soit m = m,.m, tel que Desc(Rac+k,m1) = (s,p,), Lab(s) = u € Dom(0),
=> Desc’(Rac’+k,ml) = (su,pu+p.) c-a-d A(g .o ,k)(m) = A(g,p .+k)(mz)
or A(g,k)m,)= u, avecp=ps mod Cg(u) et (u = A(gu,p)) € I(o).
De plus g est de congruence Co(u) , donc aussi Cg(u)
=> A(g,.p) = A(g,p,) donc (A(g,k). (7)) m) = A(g,,p)m,) = A(g,.p, )(m2) A(g .o ,k)(m)
(2) soit il n’existe pas m,m, = m tel que Desc(Rac,ml) = (s,q‘) avec Lab(s) = u € Dom(7);
alors le chemin m reste inchangé et Rac’ = Rac :
=> Desc’(Rac+k,m) = Desc(Rac+k,m) = (s,p)
si Lab(s) = f € V alors A(g .0 k)}(m) = A(g,k)m)
si Lab(s) = u € V alors A(g.0,k)m) = Us mod CO7(u)
et (A(RK).LO)Nm) = u_ .04 celu)
OrVkE€Z (U =y ,4co) € 1) en particulier pour k = p mod Cg(u)
Comme Cg < Co, on obtient : A(g .0, kXm) = (A(g,k).I(c"))m).
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2-4) Relation de préordre et Equivalence sémantique.

-4-1) RELA NDEP RDRE. v
Les GOPS permettent donc de caractériser certains ensembles finis ou infinis d’arbres de
M%(F,VxZ).

RAPPEL : Soient T et T" deux ensembles ordonnés d’arbres, T < T si il existe une substitution
quelconque ¥ telle que T . ¥ est inclus dans T’

DEFINITION 26.- . Soient g et g’ deux gops pointés, g <g’ ssi I(g) < I(g’)
Deux gops pointés g et g’ seront donc dits équivalents, noté g =g’ si: g <g et g’ <g.
De méme, soient deux substitutions pondérées cet 0’ 0 <0’, 3 L ,I(0). ¥ = I(c”).

Deux substitutions pondérées o et 0” seront dites équivalentes, noté o = 0” si o <0~ et 0”°<0.

Exemples : Soit g = b°\ et x de congruence k.
/

Soit g’= bo\ et y de congruence k.
a/ yd
Substitutions - g -> g’ : (x = (v,q-p) , x et y de congruence k

g ->g :(y=(x,p-q)), x et y de congruence k

Remargue : II existe g et g’ telle que g < g’ et il n’existe pas o, une substitution pondérée telle
que 8.0 = g":
g = b et g = b
O\ 2\
0 b 3 b a
0 N\ a

2-4-2) EQUIVALENCE SEMANTIQUE.

DEFINITION 27.- Deux GOPS pointés g et g’ sont sémantiquement équivalents ssi ils ont la
méme lnterpi'éution : g~g ssi I(g)=1(g)
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PROPRIETE 28.- Deux Gops pointés g et g’ sont équivalents sémantiquement :
ssi A(g) = A(g’) et Clas = Clas’ sur Var(g) U Var(g’)
ssi V m chemin, posons Desc((s,p),m) = (s,p), Desc((s’,p),m) = (5’,p’),
. Lab( s ) = Lab’( §’)
. Si Lab(s) = x € V, Clas(x) = Clas’(x) et p = p’ modulo Clas(x).

PROPRIETE 29.- g~ g’ => g=¢g’ (La réciproque est fausse)

DEFINITION 30.- Deux Substitutions pondérées o et 0’ sont sémantiquement équivalentes ssi elles
ont la méme interprétation: o ~ 0”ssi I(0) = I(0”)

PROPRIETE 31.- Deux Substitutions pondérées o et 0 sont sémantiquement équivalentes ssi :
. Clas, = Clasg,
. Yu € Dom(o) N Dom(0’), g, ~ g’u
Vu € Dom(c) - Dom(c”), g, ~u’
Vv u € Dom(¢’) - Dom(?v) , g’u ~u®
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2-5) Unification des Gops et de leurs interprétés.

=5-1) DEFINITION ET PROPRIE :

DE/FINITION 32.- Deux gops pointés g,, g, sont dits unifiables ssi il existe un ensemble ordonné
d’arbres qui majore I(g,) et I(g,): 3 o de M®(F,VxZ) , I(g,).0 = I(g,).0.
Un unifié de g1 et g2 est le plus petit ensemble ordonné d’arbres, noté g, V g, vérifiant :

g, Ve, =1(g).0=1I(g,).00.

PROPRIETE 33.- Soient g, = G/(Rac,,Clas,) et g, = G/(Rac,,Clas,) alors
g, Ve, = G/(Racl,Clas) V G/(Rac,,Clas)

avec Clas = Clas; V Clas, sur les variables communes de g, et g,.

c-a-d Clas(u) = Pged(Clas, (u),Clas,(u)) siu € Var(g,)NVar(g,)
= Clasl(u) ou Clasz(u) siu € Var(gl)-Var(gz) ou € Var(gz)-Var(gl)
=0 siu € V- Var(g,)UVar(g,)

Démonstration : Notons 07, une substitution vérifiant: V € Z, A(g,,k).0" = A(g,.k).0 .
Soitu € Var(gl) n Var(gz) , il existe m, et m, tels que :
A(gl,k)(ml) =u, et A(gz,k)(mz) =u, comme VKEZ, A(gl,k).o' = A(g,.k).0"
. [A(gl,k).tr](ml) = [A(g,,k).0(m,) et u est de congruence Clas,(u) = c,
=>V k€Z, [A(g,,k).0Um,) = [A(g,,k+c)))(m,)
. [A(gz,k).r](mz) = [A(gl,k).u'](mz) et u est de congruence Clas,(u) = c,
=>V k € Z, [A(8,,k).0 m,) = [A(g,,k+c,))(m,)
Dans o, la variable u est de congruence c, etc,, c-a-d chd(cl,cz) dans l'unifié.

CORROLAIRE 34.- Soient g et g’ deux Gops a unifier, on peut se ramener a l'unification de

deux Gops ne différant donc que par leur racine pondérée.
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PROPRIETE 35.- Soient g = G/((s,p),Clas) et g’ = G/((s’,p’),Clas) avec s et s’ différents,
posons G’ = Gls’<-(s,p-p’)], b = G’/((s,p),Clas) et b’ = G°/((s’,p’),Clas)
si I(g) V I(g’) = I(g).0 = I(g’).0" alors I(h).0 = I(h’).00 = I(g) V I(g’)

Démonstration : Par récurrence sur la longueur des chemins m des Dom’s.
Soient I(g) V I(g') = { (k,tg,) } , I(h).o = { (k,th,)} et I(h').o={(kth')]}
Desc la fonction descendant sur G et Desc’ la fonction descendant sur G’.
Montrons que Vm € Dom(tgk) => m € Dom(th,) et Dom(th’k)
et les sommets correspondants portent la méme étiquette.
. m = nil. Les racines de h et h’ étant inchangés :
(A(g.k).o)nil) = (A(h,k).o'Xnil) et (A(g’.k).o)nil) = (A(h’,k).0")(nil)
=> tg,(nil) = th (nil) = th’ (nil) et nil € Dom(th,) N Dom(th’}).

1.lz. . .ln

1) S’il n’existe pas j < n tel que Desc((s,p+k),il..ij) = (5°,q) , c’est & dire que le chemin m ne
passe pas par s*. Le chemin m issu de s est inchangé dans G’
=> (A(g,k).o(m)) = (A(h,k).o')(m) c¢-a-d tgk(m) = thk(m) et m € Dom(thk).

De méme s'il n’existe pas j’ < n tel que Desc((s'.p’+k),il..ij.) = (5',q) ¢-a-d que le chemin

.|m|=n>0 onposem=i

m ne passe pas par s’. Le chemin m issu de s’ est inchangé dans G’
=> (A(g’,k).0(m)) = (A(b’,k).o)(m) c-4-d tg (m)= th’k(m) et m € Dom(th’,).

2) S'il existe j < n tel que Desc((s,p+k),il..ij) = (s*,q), posons m = m .m, avec m, = i ..ij.
m, <> nil car s et s’ sont différents et Desc’((s,p+k),m,) = (s,q+p-p°)
=> th, (m) = (A(hk).0)m) = (A(h,q-p’).c)¥m,) = thq_p.(mz)
et tg,(m) = (A(g,k).0)(m) = (A(g’,q-p’).0Nm,) = tg___(m,)
Or par hypothése de reccurence (Imzl < |m]): th q-p'(mz) = tgq_p,(mz) etm, € Dom(thq_p.)
=> thk(m) =tg (m)et m € Dom(th,)

De méme s°il existe 0 < j° < n tel que Desc((s’,p’+k),i1..ij.) = (s’,q), posons m = m,.m,
avec m, = il..ij <> nil et Desc’((s,p-rk),ml) = (s,q+p-p’)
=> th'k(m) = (A(h’,k).o)X(m) = (A(h,q-p’).0(m,) = thq_p.(mz)
et tg,(m) = (A(g"k).0Xm) = (A(g’,q-p").0Km,) = tg__(m,)
Or par hypothése de reccurence (Imzl < |m|): thq_p.(mz) = tg
=> th' (m) = tg,(m)et m € Dom(th,)

q,p.(rnz) etm, € Dom(thq_p.)
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RAPPEL.- Soit g, g’ deux gops de méme sommet et de pondération téte p et p’:
g ~ g ssi g’ = translaté(g,p-p’) c-a-d ssi g et g’ sont de congruence |p-p’|.

COROLLAIRE 36.- On ne change pas de probleme d’unification si avant d’unifier g et g’, on
applique certaines manipulations syntaxiques , noté G| s’ <- (s,p)] :

a) la nouvelle congruence des variables accessibles a partir de s est égale au Pgcd de I’an-
cienne congruence et de, soit Ip-p’ | si s = §°, soit Clas(Lab(s’) si s’ est étiqueté d’une variable,

b) on remplace le sommet s’ par s avec incrémentation p-p’ des pondérations.
Ces manipulations syntaxiques peuvent étre caractérisées par ume substitution pondérée o que
nous noterons : §° <- (s,p).
Posons 0 = G/(Subo,Claso) et soit Clas, la congruence de g et g’
.sis=5" alors Suboc =@ et Clasg(v) = Pged(|p’-p|,Clas(v)) si v € Var(g)

= Clas(v) sinon
.sis< et Lab(s’) € V alors Subo(Lab(s’)) = (s,p-p’)
et Clas (v) = Pgcd(Clas(Lab(s)),Clas(v)) si v € Var(g).
= Clas(v) sinon

.si s <> s’ et Lab(s) € F alors Subo =@ et Claso = Clas
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-5- R D’UNIFICA .
Soit G le Gop de représentation des Gops pointés g et g’ de racine respectivement Rac =(s,p) et
Rac’=(s’,p’). Pour tout sommet s, notons :
Nsucc(s) le nombre de successeurs de s (I'arité de Lab(s))
Succ(s,i) le iéme successeur pondéré de s, Succ(s,i).som désignera le sommet
et Succ(s,i).pond la pondération -
Estvar(s) = vrai si s est étiqueté par un symbole de variable
= faux sinon,
Nous donnons I'algorithme sous forme d'une fonction récursive unificateur(Rac,Rac’), qui calcule

un unificateur principal de g et g' ou bien échoue si les gops ne sont unifiables :

Fonction unificateur( (s.p) . (s'\p’) )

Début
Sis=s
Alors
G = G[s<-(s\p-p1)]
Résultat s<-(s)\p-pl)
Sinon
Si Estvar(s’)
dlors G := G[s'<-(s,p-p')] ; Résultat s’<-(s.p-p’)
Sinon
Si Estvar(s)
Alors G := G[s<-(s'.p’-p)] : Résultat s<-(s’,p’-p)
Sinon
Si Lab(s)=Lab(s’)
Alors
G :=G[s'<-(s,p-p')]; . =0
Pour i := 1 A Nsucc(s) Faire
sl := Succ(s,i).som; pl := p+Succ(s,i).pond;
sl':= Succ(s’i).som; p2 := p’'+Succ(s,).pond;
o= unificateur( (sl,pl), (sI'pl’) ). o ;
Eait;
Résultat o ;
Sinon Echappement : Echec
Esi;
Esi;
Esi;
m;
Ein:
Terminaison de I'algorithme : A chaque appel récursif, un noeud est indirigé, donc disparait.

CORROLAIRE 37.- L'existence de Punifié¢ de deux gops pointés ne dépend pas des pondérations
des arcs, les valeurs des pondérations influent uniquement sur celles de Punifié et sa congruence
d’indices.
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PROPRIETE 38.- L’unification des Gops est une opération interne.

Soient g, et g, deux gops pointés, leurs interprétés sont unifiables ssi il existe un Gop g tel que :
I(g) = 1(g,) VI(g,) , g estdoncnoté g, vg,.

H existe une substitution pondérée telle que g, V g, = g,.0 = g,.0

Démonstration : Découle directement de I'algorithme d’unification.
On peut généraliser facilement la loi de composition et définir celle de deux substitutions, opéra-
tion interne et associative dans le cadre de notre algorithme.

ALGORITHME IMPLEMENTE :
On suppose ici que les sommets variables sont partagées dans le Gop G commun aux deux gops
pointés a unifier, c-a-d qu’il n’existe deux sommets de G de méme label variable.
Comme dans I'algorithme de Fages, la complexité de cet algorithme dépend crucialement de la fa-
¢on dont on substitue deux sous-gops (sommet ou congruence). Le remplacement physique oblige
a connaitre les prédécesseurs des sommets, donc & gérer des pointeurs arriéres.

Nous préférerons remplacer les sommets en créant des indirections et distribuer les con-
gruences aux feuilles de symbole variable, par simple parcours de graphe.

Pour chaque sommet on associera une fonction :
Ind(s’) = (s,p) correspondant & G remplacé par G[s’ <- (s,p-p’)] si le sommet est indirigé

= (0,0) sinon.
Cette fonction a deux champs que I'on nommera Ind(s).som et Ind(s).pond .

Les sommets substitués ou remplacés forment donc des gops par la fonction Ind, dont la
racine est le représentant canonique. le calcul du représentant canonique consiste & descendre le
chemin d’indirection en sommant les pondérations :

Eonction repr(s.p) =
Début
Tant Que Ind(s) <> (0,0) Eaire
| (s.p) := repr(Ind(s).som,Ind(s).pond+p):
Résultat (s.p)
Ein;
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On en déduit donc une procédure unifier(Rac,Rac’) de deux Gops de racine (s,p) et (s’,p’)
qui s’arréte en échec si les Gops ne sont pas unifiables. En cas de succés, la substitution associée
est un unificateur principal qui peut &tre obtenue facilement par exploration des indirections &
partir des noeuds de Label variable.

Procédure unifier(Rac,Rac’)

Début

Sis=¢s

Alors Congruence(s,|p-p))

Sinon

Si Estvar(s’)

Alors
Ind(s’) := (s, p-p’);
Congruence( s, Clas(Lab(s’)) )

Sinon

Si Estvar(s)

dlors
Ind(s) := (s'.p’'-p);
Congruence( s’, Clas(Lab(s)) )

Sinon
oI Lab(s) = Lab(s’)
dlors

Ind(s’) := (s.p-p’);
Pour i := 1 A Nsucc(s) Eaire

sl := repr(Succ(s,i}).som;
pl := p + repr(Succ(s,i)).pond;

sI’ := repr(Succ(s’,i)).som;
pl’ := p’ + repr(Succ(s.i}).pond;

unifier((sl,pl),(sl'.pl’'));

Sinon Echappement : Echec
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Avec une procédure de distribution des congruences : Congruence(s,c).

Pour permettre un parcours du graphe plus facile, on utilisera la fonction Nsucc’ copie exacte de
la fonction Nsucc que I'on pourra modifier sans altérer le graphe. En mettant & zéro, pour un
sommet s, Nsucc’(s), on marque les arcs venant de s, et on évite d’emprunter plusieurs fois le
méme arc et donc empécher tout bouclage.

Procédure congruence(s,c); % s EXetceEN%
Début

Nsucc’:=Nsucc;

distrib(s.c);

Ein;

Procédure distrib(s,c);

Début
Si Estvar(s)_Alors Clas(Lab(s)) := Pgcd( Clas(Lab(s)) ,c ) Esi:
k := Nsucc'(s);
Sik<>0
Alors
Nsucc'(s) := 0;
Pouri:=1Ak Faire

s. ~=repr( Succ(s,i) ).som ;
distrib(s,c)
m;
m,.
=> Unification de s pointés ? mmets ,p’):

1) unification des congruences d’indices de g et g’ sur leurs variables communes.

2) appel de la procédure unifier((s,p),(s’,p’));

COROLLAIRE 39.- Deux Gops pointés g,, g, sont équivalents sémantiquement ssi lors de I’algo-
rithme d’unification, aucune indirection et ni aucune nouvelle congruence n’est générée sur les

sommets de label variable.
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2-6) Equivalence syntaxique.

On veut ici se définir des modifications syntaxiques sur les gops pointés qui conservent
Pinterprétation. On peut appliquer I'une de ces quatre régles syntaxiques sans modifier I'équiva-
lence sémantique. Soit g un gop pointé = (X,Succ,Lab)/(Rac,Clas).

PROPRIETE 40.- Emondage - Si un sommet s de X n’est pas accessible & partir de Rac, alors on
peut remplacer X par X’=X-{s) et Lab, Succ par leur projection sur X’, sans modification de I’in-
terprétation de g. De méme si une variable v n’est accessible & partir de g alors on peut remplacer
Clas(v) par o’importe quelle valeur, posons la égale & zéro. Le gop pointé obtenu par émondage

est équivalent sémantiquement A g .

~PROPRIETE 41.- Minimisation de Ia taille - Soient s1 et s2 deux sommets quelconques de G, et
soient g1 et g2 les gops pointés de racines respectivement (s1,0) et (s2,0). Si il existe p (€Z) tel
que g2 = translaté(gl,p) alors pour tout gop pointé g = G/(Rac,Clas) g = gls2<-(s1,p)]. Appelons
cette opération "minimisation de la taille de G".

Exemple : b° = b
: Oa/ \'a2 0 (a) 38
A Qo

PROPRIETE 42.- Modification de pondérations - Soient 5, un sommet de X tel que Lab(so) €EF
et k un entier relatif quelconque de Z. Construisons g’ = (X,Succ’,Lab)/(Rac’,Clas) de la manie-
re suivante : . Rac’ = (s,,p +k) si Rac = (sgsP)
= Rac sinon
. sl Suce(s,i) = (s’,p’) alors Succ’(s,i) = (s’,p’) sis=s'=s, ou set § <>des,
= (s’,i:’-l-k) si = 5, et 5 <> 5,
=(s,p’-k) si s =5, et 5’ <> 5

Ainsi construit g° est équivalent sémantiquementa g : g~ g.

Intuitivement, en incrémentant de k toutes les pondérations des arcs entre un sommet pére
et s,, puis en décrémentant de k toutes celles liant so €t un de ces successeurs, on ne modifie pas
Pinterprétation du gop pointé. ( Les pondérations liant directement s; & lui-méme ne sont pas
modifiées par cette incrémentation et cette décrémentation .)
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"Sommets peéres de so"

"Successeurs de so"

Démonstration : Comme Clas‘ = Clas‘. , montrons que :

pour tout chemin m € Dom(A(g,j)), A(g,j)(m) = A(g’,j)(m).
Seules les pondérations ont été modifiées, les domaines sont inchangés et il nous suffit d’étudier
les chemins aboutissant 4 des variables. Montrons donc que, ¥ le chemin m partant de la racine a
une variable, la somme des pondérations est identique dans g et g’.
Notons ¥(S,m) la somme des pondérations rencontrées en partant du sommet s, par le chemin m
dans g , et ¥'(s,m) dans g’.

Deux cas peuvent se présenter :

1) Le chemin m ne passe par par le sommet Sg» les pondérations n’ont pas été modifiées le

Iong de ce chemin: ¥(Rac,m)= ¥'(Rac’,m) ( avec Rac = Rac’ dans ce cas)

2) Le chemin m passe au moins une fois par Sp» On peut décomposer m en un nombre fini
de sous-chemins m,,m,, . ,m_ tels que
.m=m.m

....m_ telque Vi € [I,n-1],le chemin m .m,. .. .m, aboutit & s,

2 172

. il n’existe pas de décompositions plus fines de m .
Etudions les pondérations sur chaque de ces sous chemins :

. Z(Rac,ml) = ¥’(Rac,m;) + k (sim =nil, s estla racine)
Il n’existe pas de sous-chemin strict de m passant par s; seule la pondération du dernier arc sur le
chemin m a été modifiée c-a-d incrémentant de k.

. L(sgem,) = ¥'(sgom,) , V i E [2,n-1]
Car si le chemin est de longueur 1, c-a-d si I'arc emprunté va de s, & lui-méme, la pondération
n’a pas été modifiée.
De méme si le chemin m; est de longueur strictement supérieur & 1, deux pondérations ont été
modifiées celle du premier arc, celui quittant s, et celle du dernier arc aboutissant a s, et donc la
premiére est incrémenté de k, I'autre décrémenté .
D'ou le résultat ¥(s;,m,) = Z’(so,mi) ,V i€E[2,n-1]

. Z(sgom ) = L'(sgm,) - k
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Sur le chemin m _, seule la pondération du premier arc a été modifiée, décrémentant de k , d’ou le
résultat.
Or I(Rac,m) = Z(Rac,m,) + X(sp,m,) +.. (s,m,)
et Y'(Rac,m) = L‘(Rac,ml) + Z’(so,mz) +.. D(spm,)
- Z(Rac,ml) +k+ Z(so,mz) +.. Z(so,mn) -k
= ¥(Rac,m) '
Donc pour tout m € Dom(A(g,j)), A(g.jm) = A(g’,j}(m) .
De plus g et g’ ont la méme congruence => I(g) ~ I(g") .

Exemples :
bs = b° <-- 43
<1/ \y-s x‘/ \y" - 3
bt = b3 <-- -2
x’/ Q x‘/ Q’ D<= 42

PROPRIETE 43.- Modification des pondérations modulo la congruence - Soient s un sommet du
gop pointé g et un arc allant sur s de pondération p, alors on peut remplacer p par p £ Con-

gruence de s sans modification de I’interprété de g :
Vkez, sP = gP+ k*Congruence(s)

Démonstration : Si s est de congruence ¢ , pour tout sous gop pointé gl, de g, de racine (s,p) alors
gl = translaté(gl,k®*c) = gop de racine (s,p +k*c) . ‘
On peut donc incrémenter n’importe quel pondération entre un sommet s’ et s de k*c, k € Z .

DEFINITION 44.- On dira que deux Gops pointés g, g’ sont syntaxiquement équivalents :

g |— g’ si: . soit on peut passer de g & g’ ou de g’ A4 g en utilisant une des quatres propriétés
. soit il existe g” telle que g }—g” et g” |—¢’

PROPRIETE 45.- Equivalence Syntaxique <=> Equivalence Sémantique .

Deux gops pointés g et g’ sont syntaxiquement équivalents ssi ils le sont sémantiquement :

s -~ o
g g <= g~¢.

Démonstration :
1) g |-— g => g ~ g’ .Voir Propriétés 40,41,42,43, ces transformations syntaxiques cons-
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ervent l'interprété .

2) g~g' =g |— g’ . Deux gops sont sémantiquement équivalents ssi 'algorithme d’unifi-
cation fournit comme résultat une substitution vide, c-a-d aucune indirection et ni aucune nou-
velle congruence sur les variables. Si on ne s’autorise dans I'unification que des indirections sur

des labels de fonction, seule la propriété 41 est appliquée dans I’algorithme. D’ou le résultat.
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hapitr

Etude de I'arrét d'une régle récursive simple
(sans test d'occurrence)

1) Introduction €3

2) Formalisation 6%
Une régle boucle ssi 3 o telleque VK EZ,B.0=T¥, 0.

€9

3) Décidabilité de Parrét d’une régle récursive (sans test d’occurrence) .

Une régle (B -> ¥) peut boucler sans test d’occurrence ssi Punifié de B et U existe.
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3-1) Introduction.

Aprés avoir présenté les GOS PONDERES, leur avoir associé des substitutions pondérées,
une loi de composition interne, des opérations de manipulations syntaxiques donnant I'équivalence
entre sémantique et syntaxe, et bien-s0r un algorithme d’unification, nous allons utiliser ces ob-
jets pour étudier les phénomeénes de réécriture récursive.

Etudions le plus simple des programmes récursifs, le TANT QUE, en PROLOG II sous la
forme suivante :

P(x) -> ; " P(x) est vrai "
P(B) -> P(¥); * si P(¥) alors P(B) "
P(T) ? " Existe-t-il T tel que P(T) soit vrai "

ol &, B, ¥, T sont des arbres rationnels construits sur F U V et P est un symbole de prédicat
n’appartenant pas 4 F.

Ce programme peut engendrer une résolution infinie en temps, nous obligeant la plupart du
temps 2 utiliser des artifices de programmation (le CUT ou le */" en PROLOG), pour éviter de
s’enfoncer dans une branche infinie de I’arbre de résolution.

Pour tenter d’apporter un élément de réponse, nous sommes amenés @ nous poser la question
suivante : pour une régle récursive simple P(8) -> P(¥), existe-t-il ou non des questions P(T)

ou des données P(c) pour lesquelles le mécanisme de résolution ne pourrait répondre finiment ?

3-2) Formalisation.

REECRITURE EN TETE : On peut réécrire P(T) sans ajout d’information par P(B)->P(¥) ssi :
3 o, une substitution telle que T = B.0.

T se réécriten V.o, cequiseranoté : T=B.0 --> T = V.0

On peut faire disparaitre le symbole de prédicat sachant que I'on réécrit en téte.

INFERENCE : Inférer P(T) avec la régle P(8)->P(¥) correspond 4 une unification de P(T) avec la
partie droite de la régle, P(8), et & réécrire I'unifié :

Unification : T V 8 = 8.0 = T.0, s'il existe, avec ou sans test d’occurrence

Réécriture en téte : T.0" ~-> ¥.0
en vérifiant que T et B ne partagent aucune variable (les variables de B->¥ sont muettes).
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RENOMMAGE DES VARIABLES : Pour éviter cette "capture de variables", nous renommerons
celles de Ia régle aprés chaque réécriture, en les indicant du numéro de dérivation.
Pour la i *™® dérivation, la reégle appliquée sera P(B,) -> P(Ui) .

CHAINAGES AVANT OU ARRIERE : Pour résoudre notre programme TANT QUE, le mécanis-
me de résolution peut opérer de deux maniéres différentes. Etudions chacune d’elles, pour mon-

trer qu’elles sont symétriques.

En chainage avant, 'algorithme de résolution peut étre écrit :

Données : o, ,9.T
Début
A=
n:=1;
Si (A et t unifiables) Alors l'unifié est solution
Tant Que (A et §_unifiables) Faire
SoxtAV%nz 'O'no' :
A:=p .0 (A: nouveau fait)
Si(A et t uni [fiables) Alors l'unifié est solution
n:=n+l;

Eait
Ein

Soit o(n) = o, . .0, alors a0(n)=V.0(n)--> B.0(n) en n pas par la régle ¥->8 .

De méme, en chainage arriére, I'algorithme de résolution fournissant I’ensemble des solu-
tions peut étre écrit comme suit :

Données : &,8,9.T
Début
A:=T;
n:=1I;
Si (A et & unifiables) Alors l'unifié est solution
Tant Que (A et B_unifiables) Faire
Soit AV S =8 .0 ;
A= U L ; ( A ! nouveau but)

SI(A et [ um/mbles) Alors Soit AV o= A.0,
T. Ty 00 est solution

n:=n+l;
Eait
Ein
Soit o(n) = v,... .0, alors t.o(n) = B.0(n) --> Y.o(n) en n pas par la régle B->¥ .
Ce mécanisme de recherche de toutes les solutions ne se terminera jamais si, on peut réécrire

P(x), peut &tre réécrit une infinité de fois par la régle P(¥)->P(B) (chainage avant), ou respecti-
vement P(T) par P(8)->P(¥) (chainage arriére). )
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3-3) Caractérisation des régles bouclantes.

La symétrie des deux algorithmes nous raméne a la question : Existe-t-il un arbre T se réécrivant
une infinité de fois par la régle B -> ¥ ?

Nous dirons si un tel arbre existe que la régle poucle. L’existence de T est liée & celle d’une
suite infinie d’arbres (t): t;, =T et V i€EN,t-->t par (B->V)

PROPRIETE 1.- Un arbre T peut se réécrire en T, sans ajout d’information, n fois par 8 -> U,
ssi il existe une substitution o(n) telle que :

.T= Bl.o'(n)

.B.o(n)=V, ,.0(n) ViEl2,n]

T =7 .0(n)

PROPRIETE 2.- La ré¢gle B->V boucle ssi il existe une suite d’arbres (t,), €2 telle que t -->

t,, par (B -> ¥ ). Les t, sont tous équivalents ( c-a-d égaux au nom des variables preés).

Démonstration : Soit A I’ensemble des arbres se réécrivant une o de fois par 8->V, A est non vide
puisque B->V boucle. Montrons que A posséde un plus petit élément t, . que nous pouvons
construire comme limite de la suite (t, n) des arbres se réécrivant n fois , c-a-d solution du sys-
téme :
ton™ B,.0(n) et B,o(n)= ¥, ,0(0) Vi€E[2,n)]

La suite (t0 n) est croissante et converge dans M®(F,VxZ), puisque t, n+1 S€ réécrit n+] fois,
donc aussi n fois: t,  <t, .,
A ce plus petit élément de A on peut associer Ia suite (ti' +oo) définie comme suit :

. Soit to 4o sCELLE limite , c’est le plus élément de A.

Mais (¢, ,o,) est aussi une suite croissante :
£

140 ¢ G €A
est le plus petit élément de A => 3 0 telle que t1, to=t T

@ 0,+@°

-ty 40 SE TEECTIt €D

Heo2lhie Tl ,q
On peut donc écrire : tg .o =>4 o=ty 100 ~=> 1y 1o =ty o TT ==> . ==> 1 =1ty o
La suite d’arbres (t, +o) €St croissante et converge dans M™(F,VxZ).
Notons t g, ., Cette limite qui vérifie : t o 4o -=> ¥ 40 = o 4o PAT B8->¥ ou ¥->8.

Cet arbre est "invariant" par B->V¥ et par ¥->8.

CONSEQUENCE 3.- La rigle 8->V boucle ssi ¥->8 boucle.
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PROPRIETE 4.- Soient B® et ¥~ les Gops pointés obtenus en ajoutant 4 B et ¥ une pondération
téte 0 et -1, les autres pondérations sur les arcs et les congruences de B et ¥ étant nulles alors :

AB°V ¥, 1) iEZ est la plus petite suite (t,), €EZ d’arbres se réécrivant une infinité de fois.

Démonstration : La démonstration repose sur la Z-Unification dans les gops pointés.
(8% = ((,B) /i€Z) et K¥H=(GY, )/ i€Z)= (AW /i€Z)

Et nous savons que I(8%) V I(¥°1) = 1(8° V ¥°Y).

La suite (1), ¢ , est donc égale & ARV T7Li), €z

L’unification que nous appliquons ici, est celle utilisée en Prolog II, c-a-d sans
d’occurrence, dans les arbres rationnels. Nous étudierons le probléme avec test d’occurrence dans
le Chap 5.

THEOREME 5 - Pour une régle récursive simple P(8) -> P(V), il existe des buts P(T) et des
données P(x) pour lesquelles le mécanisme de résolution, classique avec recherche de toutes les

solutions et sans test d’occurrence ne pourra répondre finiment ssi Punifié de B et U existe.

Démonstration : Montrons donc que la régle 8->¥ boucle ssi 'unifié de B et ¥ existe.

1) Si B V ¥ existe, alors la donnée P(BV V) en chainage avant ou le but P(BVY) en chainage
arriére engendre une résolution infinie en temps puisque P(BV V) se réécrit en un terme équiva-
lent par 8->V et ¥->8 . _

2) Inversement nous savons que la régle boucle ssi I'unifié des Gops B0 et ¥1 existe , ce qui

est équivalent 4 I’existence de I'unifié de B et V.

REMARQUES 6. - A(B° V %1, 0) estle plus petit invariant de B->V ou ¥->B, c-a-d se ré-
écrivant & un arbre équivalent. Il est, en général, irrationnel.
On peut facilement passer de (B° v y! ) & (B YV V) en effacant dans le gop pointé tou-

tes les pondérations.
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PROPRIETE 7.- Soit M le nombre de sommets du gop G sur lequel sont construits les gops poin-
tés B0 et U1, Les pondérations lndl,...,lndk des inidlrections du graphe unifié vérifient :

.k <M-1

.Vi€ILKl, [ind| < 3"
V v € Var(G) , Clas(v) < 3M!

Démonstration : Par récurrence sur le nombre de noeuds de G.
En effet k < M-1, puisque aprés chaque ajout d’'une indirection, un noeud disparait dans le gop
G, et comme il reste au moins un noeud aprés unification , au plus M-1 indirections possibles si
M est le nombre de noeuds de G.

. Pour i=], la premiére indirection est opérée entre les deux sommets de B et ¥ avec la pon-
dération -1:ind, =+ 1 € [-3%,39

. Supposons que V j € [1,i] , ind; € [-3¥"1,3%1] et montrons que ind,,, € [-3',3"].
Dans I'algorithme d’unification : Unification de leurs fils, La différence de pondérations de leurs
sommets péres étant égale 4 I'une des indirections P; précédemment ajoutées.

1) recherche de leurs représentants et soit ind et ind’ les sommes des indirections
rencontrées, dans cette recherche. Il est facile de voir que |ind-ind’| < T |inde G<i)

2) il faut donc unifier les sommets fils de s et s’ avec des pondérations égales &4 p+ind et
p'+ind’ (puisque les pondérations du Gop sont toutes nulles).

=> |p+ind| - |p+ind’| < |p-p’| + |ind-ind’| < ind, + ¥ ind; (< i)

3) si ils ont méme représentant, alors on modifie éventuellement la congruence:
la nouvelle congruence : < ind; + I ind; (j < i)

. si leurs représentants sont différents, on distribue éventuellement certaines congruences,
et on indirige : lind,, | < |ind, | + |ind,| + |ind,| + .. + |ind,|

<3l 4 3% 4 3l 44 30T <3

Vv € Var(G) , 0 < Clas(v) < 3M-1  car comme nous venons de le voir les sommets unifiés dans

I'algorithme, ont une différence de pondérations d’au plus égal a 3M-2 4+ (3M-2 4 3M3 4 430 <
3M-1

=> ¥ v € Var(G) , Clas(v) < 3M!,
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CONJECTURE 8.- : Avec un algorithme d’unification optimisé (ordre des sommets fils unifiés et
sens des indirections), si B et U contiennent N variables, les pondérations ind,, ... ,ind, des indi-
rections portant sur les sommets étiquetés d’une variable vérifient : V i € [1,k] , =gl <ind <
zi-l

De plus V v € Var(G) , 0 < Clas(v) < 281,

Exemples : .
% V_a a";_'::g a’! , a‘l:i‘ “a!
3 :-'-’{ng # ’“Ja‘,
{ x--°" .=
Optimisé
Un cas extréme est :
b° v 6t
/b : x X b 4 / \/b\
y y .
Ve I:’\ ;b\
a z z a

Cette conjecture aurait une influence directe sur les résultats démontrés dans le chapitre 5,
elle maximise le nombre nécessaire de réécritures dans le TQ Prolog, avant obtention des princi-

paux critéres de décidabilité ( existence d’une solution, nombre fini de chemins de preuve, ...).
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Chapitre 4

Définitions et propriétés des IGOPS
ou
interprétation finie des Gops

1) Préliminaires. Congruences d’indices interprétées sur un intervalle P de Z. 14
2) Les IGOPS. Définition et Interprétations. 16
go
3) Relation d’ordre. Les Igops homogénes
£3
4) Unification des Igops pointés.
. Définition
. Manipulations syntaxiques.
. Algorithme d’encadrement
. Encadrement de Punifié de 2 Igops pointés
8) Test d’occurrence sur un Igop . 98

6) Les Igops parfaits : interprétation finie des Gops. ' Aoy
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Pour pouvoir pleinement caractériser les contraintes portant sur les variables indicées pour
une application finie d’une régle récursive , nous allons introduire un nouvel objet le Igop , qui

nous permettra d’étendre les possibilités des Gops et de leur interprétation .
4-1) Préliminaires. Congruences d'indices.

DEFINITION 1.- Restriction ou extension d’intervalles A une constante prés.
Soient P un intervalle quelconque de Z et a, b deux entiers relatifs, on note P + [a,b] , I’in-
tervalle P dont les bornes ont été incrémentées, respectivement de aeth.
[A,B] + [a,b] = [A+a,B+b] , }+=,B| + [a,b] = [+=,B+b]
De méme pour P - [a,b] , les bornes de P sont décrémentées.
(si aprés cette manipulation, la borne inférieure n’est pas plus petite que la borne supérieure, on

considérera alors que c’est ’ensemble vide).

DEFINITION 2.~ Interprétation finie d’une congruence d’indices.
Soit un intervalle P quelconque de Z, Clas une congruence d’indices, soit s un sommet quelcon-
que de second label x et de congruence Clas(s) :

Vketk’€eP, x_=x,, ssi(k-k’) modulo Clas(s) = 0.

On pourra toujours se choisir un représentant canonique d’un sommet pondéré (s,p) pour la con-
gruence Clas, représentant dont la pondération appartiendra 3 un certain intervalle P
d’interprétation, il sera noté : (s,p) mod, Clas(s) = (s,,p,) avec p, € P Sip€EP

= (s,p) sinon

REMARQUE.- En régle générale , Punifié de deux congruences n’est pas une congruence.
Les congruences 3 et 5 sur P = {0,5]:

congruence 3 => (xo = X,), (x, =x,) et (x, = xg) et  congruence 5 => (X, = X;)
Leur unification donne les égalités suivantes : (x0 =X, =Xy = "5) et (x; =x,).
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PROPRIETE 3.- L’unifié de deux congruences ¢ et ¢’ sur un intervalle P de taille supérieure a
c+c’ est la congruence Pgecd(c,c’) sur P.

Démonstration : (on suppose que ¢ > ¢’)

Soit une variable x de congruences ¢ et ¢’ sur P : on peut noter ces congruences sous la forme :

Vi€ PH{0,-c], X=X, et YV j € PHO,-c"], "j = xj+c' (1)
=> Vi € P+0,-c] N PHO,-¢’] = PH0,-c], Xive' = Xise
C‘a'd Vj E P-O{C',C'-C] ) xj - xj+c-c' (2)

On peut écrire les équations (1) sous la forme :
Vi€ PHO0,-c], x, =x;_ et VjE€EPHc-c,-c], Xjpe-e ™ Xjpe (1)
c-a-d V j € P+0,-c] N PH{c’-¢c,-c] = P+0,-c], X = Xjee 3)
(2) et (3) => ¥V j € PH{c’,c-¢'] U PH{O0,-c] , X=X o
c-a-d si Card(P) > c+¢c’, V j € P+{0,c-C"] , X=X, o
On en déduit alors une congruence de |c-c’| sur P . En appliquant I’algorithme d’Euclide, on
obtient donc : (Congruence Pgcd(c,c’) sur P).

CORROLAIRE 4.- L’unifié d’une congruence ¢ sur P et d’'une congruence ¢’ sur P’ est la con-
gruence Pgcd(c,c’) sur P U P’ si ¢ et ¢’ sont non nulles et si P N P’ contient au moins c+c’

éléments.

Démonstration : (on suppose que ¢ > ¢’)
En effet, si P N P’ contient au moins c+c’ éléments, on peut appliquer la propriété ci-dessus :
Congruence Pgcd(c,c’) sur P N P,
On peut alors étendre cette nouvelle congruence Pgcd(c,c’) sur P et P’ en utilisant les congruences
c et ¢’ respectivement sur P et P’ .
Si I'on note c" = Pgcd(c,c’), montrons que Vi € P-[0,-c"], X, =X, ..
Comme c est non nul et P N P’ contient au moins c+c’ éléments, il existe io tel que :
ip=i (modc) avecijeti+c’' € PNP =>x =x, =X
=> Vi€ P-[0,c"], x; =X,

De la méme fagon pour ¢’ sur I'intervalle P’

i0+c" xi+c"

D'ou le résultat : x et y sont de congruence Pgcd(c,c’) sur P U P* si Card(P N P*) > c+c’ .
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4-2) Les IGOPS. Définition et Interprétations.
-2-1) DEFINITION AXI "'UN

DEFINITION §.- On appelle Igraphe ordonné pondéré (IGOP) , construit sur F et V, la donnée
du quadruplet : (X,Lab,Succ,Clas) ou
~ X est un ensemble fini de sommets.
- Lab est une application de X dans F U V x V qui & chaque sommet associent deux labels
(notés Labli(s) € FUV et Lab2(s) € V) tels que :
. Labl(s) = Lab2(s) si Labl(s) €V
. Lab2 est une application injective sur V. Le second label caractérise le sommet s
de X, on confondra souvent le sommet et son second label.
- Succ est une fonction partielle de XxN dans XxZ : Succ(s,i) = (s’,p’), le itme successeur
de s est le sommet s’ avec la pondération p’. De plus si on appelle nsucc(s) le nombre de succes-
seurs du sommet s, on a alors nsucc(s)=71(Lab(s)).

= Clas est une congruence d’indices, application de X dans N

NOTATIONS : On appelle pondération pére d’'un sommet s, toute pondération d’un arc allant sur
s , de méme une pondération fils de s entre s et 'un de ses sommets successeurs.
On notera : . PondG(s), le plus petit intervalle (-a,.b,] contenant toutes les pondérations péres de
sdans G (a', b. €EN)
. MaxClas(G), le maximum des congruences des sommets de G

. MaxPond(G), le maximum des pondérations en valeur absolue.
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Nous allons donner une interprétation des IGOPS comme systéme d’équations ou comme

une substitution pondérée interprétée, non plus sur Z, mais sur un intervalle P quelconque de Z.

DEFINITION 6.- Interprétation d’'un IGOP G sur Pintervalle P: S (G).
Soit G = (X,Lab,Succ,Clas), nous noterons S;(G), le systéme composé de deux types d’équations,
pour tout i € P et s € X, posons Labl(s) = u et Lab2(s) = x :
1- (x;=1) siu€F
avec t=u siu€F,
t= u(LabZ(sl)(ll o ,Lab2(sn)qn) siu € F et Succ(s,j) = (sj,pj) ) Q= pj+i

2- (x =%, 4 Cl“(')) (équations congruentes).

Exemple : SP(G) est composée des équations suivantes :
G= 1 (b,v) ViEP,(Vi= b(vi+1’wi)) ’(wi‘ a(wi-l))
@,w)o 12
1 et (W, =W, 0d2)

PROPRIETES 7.-
1) A tout systéme SP(G) , on peut associer un systéme équivalent dans lequel il n’existe pas
deux équations portant en partie droite sur la méme variable indicée.
2) On peut construire la substitution 0;(G) associée a Sp(G) :
0p(G) = Sp(G).Sp(G).Sp(G). ... =S,(G)”
3) Si P est fini, alors o’P(G) est rationnelle, c-a-d composée d’équations de la forme :
(x; = t) oui t est un arbre rationnel.
4) P est inclus dans P’ => SP(G) est inclus dans SP,(G) => o'P(G) < U’P,(G).

Démonstration :
1) SP(G) peut contenir deux équations par variable indicée, une par rapport 4 un arbre non
réduit 2 une variable, I'autre par rapport a4 une variable de méme symbole, mais on peut toujours

construire un systéme équivalent et déterministe (au plus une équation par variable indicée).
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Une variable x peut étre doublement définie dans SP(G) ssi elle étiquette un sommet s tel que
Labl(s) = u € F, Lab2(s) = x et Clas(s) est non nulle :

VieP, (xi =u.)) et x; = X, mod Clas(s) € SP(G)

La congruence de la variable x entraine la méme sur toutes les variables de u(...) sur un intervalle
égal & P 4 un décalage prés (pondération de I'arc). Ces égalités entre variables indicées de méme
symbole ne sont pas toujours explicitement décrites dans les équations congruentes.

Ces égalités sont les seules équations déductibles de ces doubles contraintes. En les rajoutant
donc explicitement, et en ne conservant des équations non congruentes que celles relatives 2 un
représentant de ces variables indicées égales, on déterminise le systéme, c-a-d qu’il ne contient
plus qu’une équation par variable indicée en partie droite.

‘ 2) La forme des équations congruentes : X; = X;q, DOUS évite tout cycle dans I'expression des
contraintes d’égalités entre variable indicées =>0p(G) = SP(G)°

3) Si P est fini, SP(G) contient un nombre fini d’équations, la substitution associée est donc
" rationnelle

4) Si P est inclus dans P’, le systtme S;(G) est inclus syntaxiquement dans S,.(G), c-a-d
que toutes les équations de SP(G) apparaissent sous la méme forme dans SP,(G).

Une conséquence immeédiate est que : o'P(G) < trP.(G). ‘

4-2-3) Définition et interprétation d’un IGOP pointé.

DEFINITION 8.- On appellera un IGOP pointé la donnée d’un IGop et d’une racine pondérée :
G/Rac oi Rac est un élément de XxZ

Exemple: g =G /(Sb,-2) avec G =(X,Lab,Succ,Clas) ,F={a,b} etV= (v, w)
. X = {Sa,Sb)
. Lab(Sb) = (b,v) , Lab(Sa) = (a,w)
. Suce(Sb,1) = (Sb,1) , Succ(Sb,2) = (Sa,0) , Succ(Sa,l) = (Sa,-1)
. Clas(Sb) =0 , Clas(Sa) =0

g = ‘C§‘i:: (b,v)
-1 CSao : (a,w)



Chap 4- Les IGOPS : Interprétation finie des Gops Page 79

DEFINITION 9.- Interprétation d’'un Igop pointé dans les ensembles ordonnés d’arbres.
Soient g un Igop pointé construit sur G et de racine (s,p) et E,P deux intervalles de Z, on définit
Pinterprété de g sur E et P par : IE,P(g) = (k,AP(g,k)) /] VKEE)
posons Lab2(s) = x, Ap( gk)=t si il existe (xp Gx=bE U'P(G)
=Xk sinon
c-a-d IE'P(g) = ((i,xp+i) / Vi€E} oy (G)
E sera appelé intervalle des pondérations d’entrée et P Pintervalle d’interprétation de g.

Exemple: g = G/(Sb,-2), pour E=P=[l+=[ : Ipp(g)={(kAp(g.k)/ VkEE)

Vk € [3,+=, Ap(gk)= b ( arbre irrationnel)

/
etc b a"(wo)

REMARQUE 10 - Nous présenterons une interprétation équivalente, mais beaucoup plus proche
de celle des Gops a la fin de ce chapitre, dans le cas de Igops particuliers, appelés Igops parfaits.
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4-3) Relation de préordre.

DEFINITION 11.- La relation d’ordre sur les systémes d’équations est naturellement :

S < S’ ssi toute équation de S est une conséquence des équations de S’.

RAPPEL : La relation de préordre que I'on utilisera sur les ensembles ordonnés T et T, est :
T < T si il existe une substitution o telle que T . o est inclus dans T
(1a loi de composition utilisée est ensembliste : { (k,t,) } . o = { (k,t,.0) } )

PROPRIETE FONDAMENTALE 12.- Soient g un IGop pointé et E,E’,P,P’ des intervalles de Z,
si E est inclus dans E’ et si P est inclus dans P’, il existe une substitution o ne dépendant que
. de P et P’ telle que : Ig p(g).v est inclus dans IE..p,(g)

Démonstration : De fagcon immédiate, nous savons que :

si P est inclus dans P’ alors u'P(G) < c'P.(G)
11 existe donc o tel que o'P(G).o' = o'P.(G) , 0 est bien-s0r indépendante de tout sommet de G, la
définition méme de Pinterprété d’un Igop pointé nous assure la validité du théoréme :

Vv g construitsur Getk € E, Ap(g,k).o' = AP.(g,k).

=> si P est inclus dans P’ , IE'P(g).u' = IE’P,(g)

donc si E est inclus dans E’, IE,P(g).tr est inclus dans IE,'p,(g)

DEFINITION 13.- Soient s et s’ deux sommets différents mais de méme congruence, on note
GIs’ <- (5,p)], le Igop G dans lequel le sommet s’ a été remplacé par fe sommet s avec incrémen-
tation de p des pondérations :
posons G = (X,Lab,Succ,Clas) , GIs’ <-(s,p)] = (X,Lab,Suce’,Clas), Vs, € X, Suce(s,,i) = (s,,p,)
si s,=5" alors Succ(s;,i) = (s,p+p,)

sinon  Succ’(s,,i) = (s,,p,) (inchangé)

DEFINITION 14.- Soit s un sommet de G, on note G|s <- (s,p)] le Igop dont la congruence de s,
Clas(s), est remplacée par Pgcd(Clas(s),p) : Gls <-(s,p)] = (X,Lab,Succ,Clas’) avec
Clas’(s) = Pgcd(Clas(s),p) et V s’ <> s, Clas’(s’) = Clas(s’).
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PROPRIETE 15.- Soit G’ = Gls <- (5,p) , p(G) < 0,(G).

Démonstration : En effet , nous avons ajouté dans Sp(G’) de nouvelles équations congruentes, il y
a donc inclusion syntaxique => 0,(G) < o (G’).

DEFINITION 16.- Un Igop est dit homogéne si la fonction Clas est compatible avec la fonction
Succ, c-a-d tout sommet est au moins de la congruence de ses péres :

v 5o sommet pére de s, Clas(sp) est un multiple (éventuellement nul) de Clas(s).

PROPRIETE 17.- Pour tout Igop G interprété sur P, on peut construire un Igop G’ homogene et
un intervalle | défini & une constante de bornes prés par rapport a P tel que :
Sp,.(G’) < Sx(G) < Sx(G),

G’ correspondant au Igop G dont toute les congruences sont distribuées sur les sommets fils.

Démonstration : Soit s un sommet de G, de congruence non nulle, et soit s, un sommet fils quel-
conque de s, montrons qu'il existe un intervalle P défini 4 une constante prés par rapport a P,
tel que :

8,,(G”) < Sp(G) < Sp(G") ou G’ = GIs; <~(s,,Clas(s)]
Posons Labl(s) =y, Labz(s) =x et Labz(si) = y. Nous savons,ici, que u € F, c-a-d dans Sp(G),
la variable x est représentée par: Vk € P, x,=u(.., Yiapi » ) et X, = X0 -
On peut donc déduire que y est de congruence Clas(s) sur P + [p;:p;]-

Si Clas(s,) est non nul et si P N P+{p,,p,] contient au moins Clas(s)+Clas(q,) éléments, on peut
en déduire que : s; est de congruence chd(Clas(s),Clas(si)) sur P U P4{p,,p,], donc sur P.

Si Clas(si) est nul : s, est de congruence Clas(s) sur PHp,,p,].
Posons donc : P_ =P N PHp,,p,] si Clas(si) =0

=P sinon.

Dans chacun des cas, Spm(G) est inclus syntaxiquement dans SP(G) car P est inclus dans P.
Or les équations congruentes : V i € P Y™ Yimoac 8VECC = Pgcd(Clas(s),Clas(s;,) peuvent étre
ajoutées, puisque elles sont déductibles des équations congruentes sur les x;, si on pose donc :

G = G[si <-(si,Clas(s)] alors Spm(G’) < SP(G) .
comme de plus SP(G) est inclus syntaxiquement dans S;(G’) => S (G’) < SP(G) < S,(G)
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Cette descente d’une congruence d’un sommet sur I’un de ses fils peut &tre itérée au tant de
fois qu'il le faut, pour rendre de Igop G homogéne. Or le nombre d’itérations est limitée, tout
sommet ne peut modifier qu'une fois les congruences de tous les sommets qui lui sont accessibles.
Il existe des constantes positives a, b, min dépendant directement de G de ses pondérations et
congruences tel que , le Igop G’ homogéne vérifie I'inéquation :

S, 4’['.'_‘,](G’) < 5,(G) < §(GY) si Card(P)_> min
On peut négliger les contraintes de taille minimale de I'intervalle P en majorant les constantes a et
b de telle sorte que si Card(P) < min, alors P_ soit vide (borne inf > borne sup), car dans ce cas
S,,m(G) est vide aussi.
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4-4) Unification de l'interprété de deux Igops pointés.

CADRE D’ETUDE : Notre propos n’est pas ici de donner un algorithme d’unification de deux
Igops quelconques, mais plutSt dans le cadre de I’étude des régles récursives simples de montrer
comment Punifié de deux Igops peut &tre encadré par un Igop commun interprété sur des inter-
valles différents. Dans le cas général, d’ailleurs, Punifié¢ de deux Igops pointés n’est pas un Igop
pointé, Punification n’est donc pas ici une opération interne.

Dans le cadre de notre étude, mous supposerons que les deux Igops a unifier he différent
que par leur racine pondérée, c-a-d :

. ils sont interprétés sur le méme intervalle P (= E)

. ils partagent le méme Igop G =(X,Lab,Succ,Clas)

4-4-1) DEFINITION DE 1’UNIFIE DE DEUX IGOPS POINTES

DEFINITION 18.- Deux Igops pointés sont dit unifiables sur E et P si leurs interprétés I p(e) et
IE'P(g’) le sont: 3 o telle que IE'P(G).u' = IE,p(g’)’V .
L’unifié de g et g’ sur E et P, est le plus petit ensemble T ordonné d’arbres vérifiant :

T= IE,p(g)'o’ = IE'p(g’)°°' .

PROPRIETE 19.- Soient E, E’, P, P’ des intervalles de Z tels que E esi inclus dans E’ et P inclus
dans P’ alors : T p(g) VIgp(@) < Igp®) V Ig, pi(8")

Démonstration :Elle découle directement de la propriété 12. Puisque il existe o indépendant de g
et g’ telle que : Ipp(g) .0 = IE.'P.(g) et Igp(") 0= Ip pd8")

PROPRIETE 20.- L’unification de 2 Igops pointés g et g’ construit sur le méme Igop G sur Pin-
tervalle P : I (g) V Io(g’) , peut &tre représenté en terme de systémes d’équations, sous Ia forme
de P'unification des deux systémes d’équations suivants :
SpG) V ((,p=X;,))/ VIEP)
avec (s,p) et (s’,p’) sommets racine de g et g’ et Lab2(s) = x et Lab2(s’) = y. ‘
PosonsS-SP(G)V((x /VIEPY) alors I(g) VI (g") = {(ix )Y/ ViE P).S®

i+p = Yiep i+p
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4-4- NIPULATIONS SYNTAXI

Nous allons ici décrire , comme dans l'unification des Gops, les manipulations possibles
pour lunification de deux Igops pointés, sachant que I'on cherche un encadrement et non la solu-
tion exacte. Nous noterons g et g’ , ces Igops pointés construits sur G, de racines (s,p) et (s’,p’)
avec Lab2(s) = x et Lab2(s’) =y.

LEMME 21.- Soient G’ = Gl|s <- (s,p-p’)l avecp >p’et S= SP(G) V¢ (xi_‘_p = Xp /VYiEP),
Pour P assez grand, on peut construire deux intervalles P et P, définis & une constante de
bornes prés par rapport i P, tel que : SP oG’) < 8 < §5,(G)
on .P =P si Clas(x) non nul et Card(P) > Clas(x)+pl+(p-p°’)
= P N P+[p’,p] si Clas(s) nul
. Py, =P U P+p’,p]

Démonstration :
a) Clas(s) nul. Le second systeme d’équations exprime une congruence (p-p’) de la variable
x sur P'intervalle P+{p’,p]: ViEPHPPl, X=X, 104 (p-p)

On minimise les contraintes contenues dans les deux systémes si on choisit Pm tel que :
P inclus dans P et P inclus dans PHp’,p] c¢-a-d Pm =P N P+{p’,p]

De méme on maximise les contraintes si I'on choisit P, tel que :
P inclus dans P,, et PHp’,p] inclus dans P, c-a-d P, =P U P+{p’,p].

b) Clas(s) non nul. Nous savons que x est de congruence Clas(s) sur P. Le second systéme
exprime une congruence (p-p’) sur P+p’,p}. En appliquant le résultat sur I'unification de
congruence, on peut donc dire que x est de congruence Pgcd(Clas(s),p-p’) sur P U P+{p’,p] si
P N P+{p’,p] contienne au moins Clas(s)~p-p°’) éléments.

Sipetp’<0 P N P+p’,p] = PH{O,p] donc de taille > Card(P) - ip|
pP’<0etp>0 P A P+p’,p}=P . .. = Card(P)
petp’ >0 P 0 P+{p’,p] = P+{p°,0] . .. > Card(P) - |p’| > Card(P) - |pl

=> Card (P 0 P+{p’,p]) > Card(P) - p]
La condition sur I'intervalle P est donc : Card(P) > Clas(s) + |p-p’| + Ip]
L'unification des deux congruences est la congruence Pgcd(Clas(s),p-p’) sur P U P+{p’,p].
Donc on minore si 'on garde P comme intervalle d’interprétation (P_ = P) et on majore en
choisissant P,, = P U P+{p’,p].
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Nous pouvons donc écrire P'algorithme de calcul de P_ et P, pour G{(s <- (s.p-p")]
.a_,b_ €N telsque Pm=P+a_ ,-b ]

sy by, EN tels que PM =P -a b, ]

. card__min : taille minimale de P.

Procédure congruence ( s.p.p’.a,b_.a\.by.card_min);

Si p=p Qu(p-p’) multiple de Clas(s)

Alors % Cas trivial % a :=0; bm.'-O: ayy:=0; by,'=0; card_min:=0;
Sinon

q:=Sup(p.p'); q :=Inf(pp’);. %q>q%

% Nouvelle congruence de s : Pgcd(Clas(s).q-q') %

ay= -Inf(q'0); byy= Sup(0.q):

Si Clas(s) est non nul

| dlors a_:=0; b_:=0; card_min := Clas(s) + 4| + (¢-¢');

| Sinon a_:= Sup(q'.0); b= -Inf(0,9); card_min:= 0;

m:
G[s <-(s(p-P'))] :
Exemple: (u,u)® V (u,u)™® surlintervalle P (u de congruence nulle) => Sy(G) = @

L'unification des 2 Igops s’écrit : Sy(G) V{u, y=vu,/V ieP}.
Application du Lemme 1 : G’ = G[ u <- (u,3)] c-a-d Clas(u) devient 3.
=> Sp(G) < {y y=u,/ ViEP) < 5,,(G)

avec P =P N P{-3,0]=P et Py =P UPH-3,0]=PH-3,0]
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LEMME 22.- G’ = GIs’ <-(s,p-p’)] , x <> y et Clas(s) = Clas(s’).
Soit S =S,(G) V {(x, . /V1i€gP}),on peut construire deux intervalles P et P,, dé-
finis & une constante de bornes prés par rapport a P, tel que :
Spa(G) V(v =%, W VIEP,) < § < S,u(G)VI((;=x,,.)/ VIEP,)
avec P_=( P+ [p’-ay,p’-byl )ynp

Py=(P+ I-p’+ay,-p’+by]) UP avec [ay,by] = Pond ,(y)

Rappel : Pond(y) désigne le plus petit intervalle de Z contenant zéro et toutes les pondérations
pére de s’ dans G .

Démonstration : On ne change rien 4 I'unification des deux systémes si I’'on remplace dans certai-
nes équations , les variables y, apparaissant en partie droite par Xy +p-p’ si k € P+{p’,p'], c-a-d
. conformément aux équations du second systéme.
Mais tous les indices de cette variable y n’y appartiennent pas en général. On ne peut donc substi-
tuer globalement sans changer I'unifié.

Posons le probléeme de facon plus générale, soient P et P’ deux intervalles de Z, étudions le
systeme Sp(G) U { (y; = x, +p-p‘) /] VieP)

Cette substitution peut &tre faite globalement si toutes les pondérations de la variable y dans
le ler systéme appartiennent & P’. Or ces pondérations appartiennent &8 P+Pond(y) : P+Pond(y)
est inclus dans P°.

1) On minimise les contraintes en diminuant I’intervalle d’interprétation P de G , soit P cetin-
tervalle défini & une constante de bornes prés sur P tel que :

P inclus dans P et dans (P + [p’.p’]) - Pondc(y)

c-a-d P_=(P+ [p’+ay,p’-by] AP ou ~[-ay,by] = PondG(y)
. Spm(G) < SP(G) car P inclus dans P
- A(V=Xjyp.p)/ V i € P +Pondg(y) ) < {(y;, ,=x;,,)/ ViEP)

car P_+Pond(y) inclus dans (P + [p’,p'])
.S > §,(G) V {(y=x, +p_p.)/ Vi€ P_+Pond(y) )

= Spn(G) V {(y;=x,,, )/ V i € P_+Pond () )

.S > 85.(G) V (y=X;,, ) ViEP,)

car Pm inclus dans Pm-n-PondG(y)
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2) On maximise les contraintes en choisissant PM défini & une constante prés sur P tel que:
P inclus dans PM et P+{p’,p’] -Pond(s’) inclus dans PM
c-4-d PM = (P +[-p’-a,,,-p’+b,]) U P. SPM(G)_> Sp(G) car P inclus dans P,
AWXiy )/ Vi € Py} > (=X, )/ Vi EP)
car P est inclus dans P,,-[p’,p’]
.S < Sp(G) V{(yy=X;,p )/ Vi € Py ) = Sp(G) V {(y=x
car PH{p’,p’]-Pond,(s’) inclus dans PM

=>8 < Sp(G) V(y;=x;,,.p)/ Vi€ Py}

o) Vi EPy)

L’algorithme de calcul des intervalles P_ et P, s’écrit donc :
.a_,b_ €N telsque Pm=P +|[a_,-b_ |
-ay,b,EN tels que PM =P +[-a,,,b, ]

Procédure substitution-méme-congr (s.p.s’.p’.a_.b_.a\,.b\,)
Début
| % Pondy(s’) = [-a,b,] %

| a, = Sup(p'+a,0); b :=-Inf(p’-b,.0);
| ay o= -Inf(p'+a,,0); by := Sup(p-b,0);
|  GIs'<-(s(p-p'))]

xemple : (Entier,u)® VvV  (x,x)*! sur I'intervalle P (congruences nulles)

(xko)?

SpG)=(y; = Entier(x,) /ViEP)
L’unification des deux Igops : S,,(G) V{x_,=v/V i€eP)
Application du Lemme 2 : G’ = G[ x <- (u,1)] :
on se raméne donc 4: S, (G) ={ y; = Entier(u,,,) /ViEP.} V {x,=vu,,/Vi€EP.)
avecP =P +[0,-1]etP, =P+ [0,1] carp’ = -1 et Pond(s’) = [0,0]
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LEMME 23 : G’ = G[s’ <- (s,p-p’)], s et s’ distincts.
Jes Pm et PM définis & une constante de bornes prés par rapport a P, tel que :
Spe(G) V(=x;,, )/ VIEPM) < S < SG) V{(y=x;,, )/ VIEPM)
avec G’= G [s’<-(5,p-p’)] , Labl(s) = x et Labl(s’) = y

,/ Vi€ P}, pour P assez grand, on peut construire deux interval-

+p-P

Démonstration :

1) Harmonisation des congruences de s et s’. Posons Clas(s) = ¢ et Clas(s') = ¢’. Etudions ici
Punification des congruences de x et y et du second systéme :

{x;=x, (modc)/ VIiEP) V (y, =y, (modc¢’)/ ViEP)V (xiﬂ)- Yiep
Montrons qu’il existe Pm tel que x et y sont de congruences Pgcd(c,c’) sur Pm :

./ VigP)

y est de congruence ¢ sur P{p’-p,p’-p] N P{p’,p’].

Vi€ PHO0,-c], x,=x, (congruence sur x)
Vi€PHp,pl , x; =y, +p'-p (2eme systéme)
Vi € PHO0,-c] N PH{p,p-c]: x, =y, +pp O Zive ™ Yiep-pac

=> yi+p'-p = yi+p'-p+c
=> j € PH{p’-p,p’-p-c] i P+p’,p’-c], y; = y;,.
c-a-d y de congruence ¢ sur PH{p’-p,p’-p] 0N PH{p’,p’].
De fagon symétrique, x est de congruence ¢’ sur P+{p-p’,p-p’] N P+{p,p].

Posons Py = P+{Sup(p’-p,p’),Inf(p’-p,p’)] et P = P+H{Sup(p-p’,p).Inf(p-p’,p)], y est de congruence
c sur Py et x de congruence ¢’ sur P_.
Grace aux résultats sur les congruences d’indices, on peut dire que :

. 81 ¢ et ¢’ non nuls et si Py NPet P NP contiennent chacun au moins c+c’ éléments, c-a-~
d Card(P) > c+¢’ +Ip| + Ip'| alors x et y sont de congruence Pgcd(c,c’) sur au moins P (car vrai
sur P UPyouP UP ).

. si ¢ nul et ¢’ non nul, la variable x est de congruence ¢’ sur P_

. si ¢’ nul et ¢ non nul, la variable y est de congruence ¢ sur Py.

Donc en conclusion:
Spe(Gy) V (X, =Y/ VIEP) < S < SiG) V{x, =y, /ViEP) car §(G)<
Sp(G")
o G, = G,[s <-(s,¢’)] et G, = G[¢’ <-~(s",¢)]
et P = P si c et ¢’ sont non nulles ou égaux
=P _=PH{p-p',p-p’] N PH{p,p] NP  sic =0
=P =P{p’-p.p"-p] A PHp",p'I NP  sic'=0
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2) On peut maintenant le Lemme 22, sur les sommets s et s’ puisque on a harmoniser leurs
congruences. D’od pour le Igop G’ = G,[s’ <-(s,p-p’)], on obtient deux intervalles P_ et P, défi-
nis & une constante de bornes prés par rapport a P.

CONCLUSION : Quelque soit s et s’, On peut construire deux intervalles Pm et PM définis a
une constante de bornes prés par rapport a P, tel que :

.si s= 8, Sy (G’) <S <S,(G")

.81 s< ¢, Spm(G’) Vv {(yi =X

D/VIEP ) < S < S,(G)V((y,=x, )/ViEP,

i+p-p i+p-p

Nous pouvons donc écrire I’algorithme de calcul de Pm pour (s,p) et (s’,p’) quelconques,
posons ¢ = Clas(s) et s’ = Clas(s’) :
CA, b_€ N tels que Pm =P +(am,-bm]
.8y, by EN tels que P, =P -l—[-aM,le
. card__min : taille minimale de P.
Procédure substitution ( s.p.s’,p’,am,bm.aM.bM.card_min )
Début
ﬂ ’
I dlors % G’ = G[s <-(s|p-p1)] %
| congruence(s,p, p’,am,bm,aM.bM.card_min ):
| Sinon % G’ = G[s’ <-(s.p-p’))] %
| Si (c et ¢’ non nulles) ou ( c et ¢’ égaux)
| |  Alorsa_, :=0; b, := 0; card_min := c+c’Hpi#p]
| |  Sinsi c est nulle
| | | Alors % G, = G[s <-(s.c’)] %
| I a,y= Sup(p-p'p.0); b= -Inf(p-p'.p.0):
| | | Sinon % G, = G,[s’ <-(s’.c)] %
| | a_ = Sup(p'-p.p’0); by,:= -Inf(p’-p.p’0);
I | Esi;
I Esi;
| % G'=G,[s’ <-(s,p-p’)] %
| substitution-méme-congr (5.p.5'.0"83.b 280 .b0p)7
| a_:=a_,+a ,; b r=b_ +b_.:

.
»

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
Ein
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-4- LGORI "ENCADR ' ; F1

DEFINITION 24 : Un sommet s est dit iso/é dans G si il n’est pas accessible & partir d’un autre
sommet de G. ‘

PROPRIETE 25.- Soient 5, un sommet isolé de G et y sa variable, y n’apparait pas en partie
gauche des équations non congruentes de S(G).

PROPRIETE 26.- On peut construire un Igop Gu (Igop unifié¢), un systéme d’équations noté
Ind;(Gu), deux intervalles P_ et P,, définis & une constante de bornes prés par rapport 4 P tels
que : Spm(Gu) u Indpm(Gu) < 8§ < SPM(Gu) U Ind,)(Gu)
oil IndP(Gu) est de la forme : U { (yi = X, +q) /Vi€EP) ety étiquette un sommet isolé de Gu.
| Principe de 'algorithme.- Trois cas peuvent se présenter :

1%F Cas - Les sommets s et s’ sont identiques (c-a-d x = y)
Nous savons conformément au Lemme 21, qu’il existe P_etP, tels que :

Spa(G") < SpG) V { (e = X / Vi € P )< S (G)

2™ Cas - Les sommets s et s* sont différents, mais I'un est étiqueté d’une variable, par
exemple s’, Labl(s’) € V. Conformément au Lemme 23, on peut construire P_ et Py, tels que:
Spa(G) V (¥, =X, )/ VIEPM) < S < SpuG) V(= X))/ Vi€EPM)
avec G’ = G[s’ <- (s,p-p’)].

orS, (G)V{y, = Xivq /Vi€Pm) = S, (G)U{y, = Xiiq /Vi€EPm)

etSp(G) V(y, = X, /VIiEPM) = S,(G) U{y,=x, /Vi€EPM)
car la variable y qui n’apparaissait pas en partie gauche des équations non congruentes de G,
n'apparait plus non plus en partie gauche des équations non congruentes de G’.

=> IndP#(Gu)-(yi-x /Vi‘E P#)} etPu#=P ouP,

i+q
3¥me o - Les sommets sont différents et étiquetés par des fonctions, c-a-d Labl(s) et
Labl(s’) € F.
a) Appliquons le Lemme 23, on peut se ramener a I'étude de :
Sp #(G’) Vi{y,=x + /Vi€P#) ous est un sommet isolé , G’ = G[s’<-(s,p-p’)] et P# est un
intervalle de minoration ou majoration défini & une constante de bornes par rapport a P.
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b) Nous avons donc a résoudre Sp(G’) V(y, = Xitq /ViEP)
Supposons que les deux systémes sont interprétés sur des intervalles différents, par exemple
sur P, (1* systéme) et P, (2*™ systéme) :
1*" systteme: Vi €P,, x,=Lab/(sX..),y, =Lab/(sX...).
2'™¢ systeme: Vi EP,, y, = Xirq
Si P,+q,q] est inclus dans P, les équations du second systéme se transforment totalement en
égalités sur les parties droites des équations du ler systéeme :
17 systtme: Vi€ P, x;=Lab (s ..),y, =Lab,(s') ... ).
2*™ systéme = Vi € P,, Lab,(...) = Lab,( ...)
Choisissons donc : P_ = P N P+{-q,-q] et Py =P U PHq,q]

Sp(G) V(= X, )/ Vi€EP) < S < S, (G) V((=x,)/ Vi€EPy)

Une condition évidente pour P_ non vide est que s et s’ aient méme labels de fonction :
Lab,(s) = Lab(s’) .
* Si 'arité du Label est nulle, le second systéme devient redondant : Sp(G)< 8 < Sem(GY)
* Si I'arité est non nulle, le second systéme d’équations se reportant totalement sur les successeurs
de s et s’, on peut le remplacer donc par:

V { (v(k), = u(k).

k€E[1,arité]

avec Succ(s,k) = (sk,pk), u(k) = Lab2(s,) et Succ(s’.k) = (sk’,pk’), v(k) = Lab2(s,’)

Pour P# = P_ou P, on se raméne donc a I'étude de :

S=8§p #(G’) V[ U {(v(k), g™ u(k), . +pk)/ ViEP#)
k€E[1,arité]

On itére le procédé de minimisation et maximisation pour chacune de ces équations :
ler successeur : on calcule G", Ind(G"), P et P, tel que :
Sp #(G') Vv {(v(1), spl* ™ u(1), o +pl)/ V i € P# }] est encadré par
Sp+(G") U Indy .(G") et Sy (G") U Indp,,.(G") (par récurrence).

La forme du second systéme est toujours le méme, mais dans le Igop G", les ler successeurs
de s et s’ sont identiques, on se reprend donc I'encadrement commencé en b) sans tenir compte
maintenant des lers successeurs de s et s’ :

Spg(G") VIV ( (Vi(K),, 0 = W(K),, )/ Vi € P# )] U Ind, (G")
kE[2,arité]
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Les équations du systéme Ind(G") sont négligées car elles sont attachées & un sommet isolé
de G".

'REMAROQUE : L'algorithme de réduction du syst¢éme S décrit ici, n’est pas optimisé, I’accent
ayant été mis sur la facilité de compréhension (?).
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ALGORITHME : Le calcul du Igop Gu, du syst¢éme Ind(Gu) et des intervalles P_ et P, qui véri-
fient Pinéquation Sy _(Gu) U Ind, (Gu) < S < Sp\(Gu) U Ind,, (Gu), s’écrit donc :

<A, b_€ N tels que P_ =P ﬂam,-bml

<8y, by € N tels que P, =P ﬂ-aM,bM]

. card_min : taille minimale de P’intervalle P

Procédure encadrement (s,p.s’.p’.a_.b_.a\.by.card_min);

Début

| [ 5= 8’

| | Alors % G’= G[s <-(s|p-p1)] %

| | substitution (s,p,s'.p".a_,b_.a,.by.card_min);

I Sinsi estvar(s) Alors % G'= G[s <-(s'.p’-p)] %

| | | substitution(s’,p’s.p.a_.b_.a\.b,,card_min)

| | Sinsi estvar(s’) Alors % G’= G[s’ <-(s,p-p’)] %

| | | substitution(s,p,s,’p’.a_ b .a\.by.card_min)
I Sinsi Lab(s) = Lab(s’) ‘

| | | Alors % G'= G[s’ <-(s.p-p’')] %

| | | substitution(s.p.s".p"a_,.b, 1.8\, by card_min);
I I q = p-p’

| | | a, :=a_, +Sup(-q.0); b :=b_, -Inf(-q0);
| | | ay = Gy - Inf(q.0) ; by := by, + Sup(q.0);
I | Pour i=1 A Nsucc(s) Eaire

| | | | encadrement(s,p+q S'P';8, 5B, .805" by, -Card_min,) ;
| | | | a_:=a,+a_,+Sup(-q.0);

| | | | b, :=by +b,-Inf(-.0);

| | | | ay = ay + Gy, - Inf(9.0);

1 | | | by o= by + by, + Sup(q.0);

F e | | card_min := card_min+card_min,;
I | Eait;

| | | Sinon échec (pas d’encadrement de l'unifié);

| Esic

Ein;
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Cet algorithme est identique aux congruences prés & celui obtenu sur les Gops, seul un calcul de
constantes (am,bm,aM,bM) y est intégré.

==> 1) Pondérations et indirections identiques

==> 2) I'encadrement de I'unifié de deux Igops existe ssi I'unifié au sens des les Gops existe.

-4-4) ENCADREMENT DE L’UNIFICATION DE PS POI .
Avant d’encadrer 'unification de deux IGops, mettons un peu en forme nos résultats.

PROPRIETE.- On peut construire Gu et deux intervalles P__ et P,, tels que
S = SL(G) V {(y; =% +p)/ VY i € P ) vérifie 'inéquation suivante :
Sp,(Gu) UInd, (Gu) < § <8, (Gu) U Indp, (Gu) .
avec . Gu homogéne
. toute variable indirigée est de congruence nulle

. les indirections sont élémentaires : x -k-> z (z non indirigée)

ém rati
a) Représentant d’une variable indirigée.
Posons, comme pour les Gops, 1a fonction Représentant :
Repr(x) = (x,0) si x n'est pas indirigée
= (z,k) si x est indirigée et k est la somme des pondérations des indirections
X = Yiepo YiEP. X -pg-> Y

Vi ®Yiup VIiEP y-p-> VY
Y= Zipn VIEP Y -py->2
X=2z . VieP X --k-->z k=pgp,+.4p,

On voit qu'il existe un intervalle P° défini 4 une constante de bornes par rapport a P tel que
IVIieEP, x, =z,
On minimise ou maximise notre systéme interprété sur P
SP.(Gu) U Ind, (Gu) en prenant P =PN Pet P,=PUP
et notre nouveau systéme d'indirection est composée des indirections cumulées " x --k--> z ”

avec z non indirigée.
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c) Congruence et indirection.
Dans certains cas, les indirections peuvent permettre d’étendre les congruences de certaines varia-
bles : x --k-->z et Clas(x) =c, Clas (z) = ¢’
On sait, par construction des indirections, que ¢’ est un multiple de c.
On peut remplacer les équations suivantes définies pour tout i de P :
X, = X, (mod €) , x,=z,,, , z =2, (modc’)
par Vi EP,x;=2z,, et Vi€ PHk,k] U P,ziszio(mod c’)
cad la congruence d’indice sur x est devenue inutile.

THEOREME. - Soient g et g’ deux Igops unifiables, on peut construire un Igop pointé h et
deux intervalles P et P, , égaux & P & une constante de bornes prés (constante indépendante de
P) tels que : Ipm(h)f Ip(g) A\ Ip(g’)_< IPM(h)

Par extension, on notera h comme unifi¢ degetdeg’:h=g V g’.

Principe : Nous savons que l'unification de deux Igops peut étre représenté en terme de systémes
d’équations, sous la forme de 'unification des deux systémes d’équations suivants :
S =Sp(G) V { (¥, = %) / VIiEP)
avec s et s’ sommets de G, Lab2(s) = u et Lab2(s’) = v.
Appliquons le Théoréme précédent : S; _(Gu) U Indp (Gu) < S < S, (Gu) U Indp,,(Gu)
avec . Gu homogéne
. toute variable indirigée est de congruence nulle et non accessible dans Gu,

. les indirections sont élémentaires : X <-k- z (z non indirigée)

Soient o et o, les substitutions associées aux systémes minorant et majorant

=> {(ix) / Vi €P)o < Iy(®) VIe) <{Gy)/ViEP)o
a) Si la variable x n’est pas indirigée, toutes les contraintes sur cette variable et les variables dont
elles dépendant sont contenues dans le systéme SP'(G)

=> h = G/(s,p)
b) Si la variable et indirigée , alors la seule équation portant sur elle est cette indirection :
Repr(x) = (z,k) c-a-d Vi€EP  x,=z_ , ,on choisira donc h = G/(z,k+p)
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Exemple : Soient (b,u)° et (b,w)?! & unifier sur P
7 Z N\
) 22 w5 by
(x,X)/ \(y,y) (y.y{ (z,2)

Sp(G) = (u; = b(v;;2)) , v;=Db(x,y) . w;=bx,t) , ¢, =bly,z) /ViEP)
L'unification des Igops :
.EtapeO:S-S;,(G)V(ui:-wi_1 /ViEP)

. Etape 1 : On peut appliquer le théoréme 1, mais u et v n’apparaissent pas en partie gauche
des équations du ler systéme (G'=G).

(b,u{° \' (b,w)!

V2 \

®Y  (22) xxf (b
7 N 7/

(x,x) (yv,y) v,y) (z,2)

Sur les successeurs :
S, GV {v,=x_, /VIi€EP.}V (z=t /Vi€EP)}
avecP# =P =PH{L1]NP = P+{1,0]
ou P, = P+{-1,-1] U P = PH{-1,0]

. Etape 2 : Sur les fils gauches , SP(G’) V{y=w_, /V i€ P)seréécritsurvetx:
S,,#(G’)V{viuxi_l /ViEP#)
avec P# =P_ = P+{1,1] N P = P+{1,0]
ou Py, = PH-1,-1] U P = P{-1,0]
On applique le théoréme 1 : G* = G[x <- (v,1)]
P _<-P NP +{-1,-1] = PH{l,-1]
P, <- Py UPH{L,1] = PH-1,1]

(b,u)° v (b,w)?
/7 N\ s N
(by) (z,2) (x,x) (bt)
7N \
(x,x) (v.y) (y.y{ (z,2)

Spg(G) = {u; = b(v.2) . v = Bv,,,.y) s Wy = bVt » 4= b(y;:z) / Vi € Pee )
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. Etape 3 : Sur les fils droits ,, SP#(G') V{uy=w_ 6 /ViEP#})se réécritsurzett:
SpuG)V(z=t /Vi€EP#)
avec P# =P <-P H1,1]N P =PH2,-1]
ou P, <- Py, H{-1,-1] U P, = PH{-2,1]
On applique le théoréme 1 : Gu = G’[z <- (t,-1)]
P <-P_ NP +00] = PH{2,-1]
P, <- P, UP,#40,0] = P4-2,1]

(b,u)° v (b,w)!
(5’”/) Yz.2) xxf b.t)
(x,x) }y.y) (y,{) \(z,Z)

Sp#(Gu) = ( ui = b(vpti-l) s vi = b(Viﬂ,Yi) ] wi - b(vi+1’ti) s ti = b(yivti_l) / v i E P# }

Le résultat est donc : SP(G) V{ug=w_ /V i € P ) est encadré par
- Sp(Gu) U {(x; = Via)/ VIieEP _YU((z=t |)/Vi€EP_ } etP =PH2,-1]
. SPM(Gu) U{x,= vm)/ ViE PylU {(z, = ti_l)/ ViEP,) et Py = PH{-2,1]

L’unification des deux Igops pointés est aussi encadré par le Igop h:

h= (b,w)!

L AN
u< (b,v) (b,O.\ sur P_ = P+{2,-1]

Py, = P4{-2,1]
(v,y)
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4-5) Test d'occurrence de l'interprété d’un igop homogene.

Nous allons donner ici, un critére nécessaire et suffisant pour qu'un systéme S (G) vérifie
le test d’occurrence, ceci pour un Igop G homogéne et un intervalle P d’interprétation assez grand.

Un systéme d’équations S quelconque satisfait le test d’occurrence ssi on ne peut pas dédui-
re des équations de S, une équation de la forme : x=t avec t<>x et x € Var(t).

4-5- LES DE PONDERATION LES DANS UN P.

NOTATION.- Un chemin m sera appelée une boucle sur le sommet s dans le Igop G si m va de s
4 lui-méme via S5 8gy o0 5, (k>0) .

La pondération d’une boucle étant, bien-siir, la somme des pondérations élémentaires rencontrées
~ le long de ce chemin.

Une boucle sera dite élémentaire si les sommets traversés sont différents : 5, <>85; <> 5.

par exemple sur s : 1%.nil , (1.2.3)".nil , ..
mais un nombre fini de boucles élémentaires :
sur s : l.nil, 2.3.nil

Exemple : Soit le Igop suivant : Gj Il y a une infinité de boucles sur s et s’
s!

s" sur 8’ : 2.nil, 3.2.nil

DEFINITION.- Un Igop G homogéne vérifie la Restriction sur les Pondérations de Boucles
(notée R.P.B.) ssi il n’existe pas de boucle, sur un sommet s , de pondération nulle modulo la

congruence de s :  soit m, une boucle sur s, Pondération(m) mod Clas(s) <> 0 .

PROPRIETE.- Un Igop G vérifie 1a Restriction sur les Pondérations de Boucles (notée R.P.B.)
ssi les trois conditions suivantes sont valides :

. Il n’existe pas de boucles élémentaires dont la pondération est nulle.

. Il n’existe pas m, et m,, deux boucles élémentaires sur le méme sommet dont les pondéra-
tions k, et k, sont de signes opposés.

. Il n’existe pas de boucles élémentaires sur un sommet de congruence non nulle.
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Démonstration :

1) La R.P.B n'est pas vérifiée => Il existe une boucle de pondération nulle (modulo Clas).
L’une des trois conditions n’est pas vérifiée :

1%  Condition fausse : immédiat

2%me  Condition fausse : il existe m, et m,, boucles sur le méme sommet s de pondérations
k, et k, de signes opposés . Le chemin ml"‘zl.mzn‘1I est un chemin bouclant sur s et de pondéra-
tion nulle.

3¥me condition fausse : il existe m, boucle sur s, sommet de congruence non nulle. Posons k,
la pondération de m et c est la congruence de s, alors le chemin m’ = m® est de pondération c*k ,

c-a-d nulle modulo c.

2) La R.P.B est vérifiée => Il n’existe pas de boucle de pondération nulle (modulo Clas).
Soit m, une boucle sur le sommet s, montrons que la pondération de m est non nulle modulo
la congruence de s. Il existe bien-sar des boucles élémentaires sur ce sommet et la congruence de
s nulle car la 3*™ condition de la R.P.B. est vérifiée.
Il nous suffit donc de montrer que la pondération de m est non nulle.
Par hypothése, les boucles élémentaires sur le sommet s sont de pondérations, soit toutes
strictement positives, soit toutes strictement négatives.
Soit s’ un sommet traversé par une boucle élémentaire m de s :
m=ml.m2 avec §s--ml-->§" --m2-->5s
=> m2.m1l est une boucle élémentaire de s’ et elle est de méme pondération que m.
Récursivement, définissons I’ensemble des sommets accessibles directement ou non par des
boucles élémentaires :
. s € Dépend(s)
.Sis" € Dépend(s), alors tous les sommets accessibles par une boucle élémentaire a partir de
s’ appartiennent aussi & Dépend(s).
Notons Elem(s) = { m boucle élémentaire de s’ / s’ € Dépend(s) }

Grace 2 la remarque précédente, toutes les pondérations de Elem(s) s sont de méme signe.
Or toute boucle m sur s est une composition d’éléments de Elem(s), c-a-d que la pondération de
m est une somme de pondérations d’éléments de Elem(s) :

Pond(m) = a,*Pond(m,) + az‘Pond(mz) + ... + a8, *Pond(m,)

avec a; € N dont au moins un est non nul (car m non vide) et m, € Elem(s).
Comme les Pondérations des m, sont toutes non nulles et de méme signe, m est de pondération

non nulle.
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REMARQUE.- Si Ia R.P.B. n’est pas vérifiée, il existe une boucle sur un sommet s , boucle de
longueur bornée et de pondération nulle modulo la congruence du sommet.
R.P.B. non satisfaite => Il existe m , boucle sur s tel que :
. Pondération(m) modulo Clas(s) = 0
. Longueur(m ) < Card(G) * [ 2°Card(G)*MaxPond(G) + MaxClas(G) + 1]
(Card(G) désigne le nombre de sommets de G)

Démonstration : En effet par construction, dans la démonstration précédente, cette longueur est ,
pour chacune des conditions non satisfaites :

1) inférieure & la longueur de la plus grande boucle élémentaire.

2) inférieure 4 deux fois le produit de la plus grande boucle élémentaire et de la plus gran-
de pondération de boucle élémentaire.

3) inférieure au produit de la longueur de la plus grande boucle élémentaire et de la plus
grande congruence.
On peut majorer, grossiérement la longueur de ces chemins par :

1) Card(G)

2) 2*Card(G) * [ Card(G) * MaxPond(G) ]

3) Card(G) * MaxClas(G)
En faisant la somme, on obtient la majoration suivante :

Card(G) * [ 2*Card(G)*MaxPond(G) + MaxClas(G) + 1 ]

CONVENTION : Si la R.P.B. est vérifiée, tout sommet bouclant de G admet des boucles qui sont
de pondérations soient toutes strictement positives soient toutes strictement négatives.

On parlera d’un sommet bouclant positif, respectivement négatif.
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4-5-2) TEST D’OCCURRENCE DU SYSTEME S, (G).
Montrons que pour P assez grand, la condition nécessaire et suffisante pour que S;(G) satis-

fasse le test d’occurrence est que G vérifie la R.P.B.

PROPRIETE FONDAMENTALE.- Pour P assez grand, le systéme SP(G) satisfait le test d’occur-

rence ssi il n’existe pas de boucles, dans G, de pondération nulle (modulo Clas).

Démonstration :
A) Le systéeme Sp(G) étant non "déterministe”, nous allons, pour faciliter la démonstration,
I’encadrer par deux systémes "déterministes”.
Soient les systémes Smy(G) et SM(G) définis sur Sp(G):
. Equations non congruentes :
(x; =1t) € 5,(G) => (x, = t) € Smy(G) et SMP(G) pouri € P /Clas(x)
. Equations congruentes, i mod Clas(x) = i0
(x; = x,,) € Smy(G), ViE P
(xi = xio) £ SMP(G) , Vi€ P+H{-MaxPond(G),MaxPond(G)]

Montrons qu'ils vérifient I'inégalité : Smy(G) < SP(G) < SML(G).
. SmP(G) < SP(G), car Smy(G) est inclus syntaxiquement dans SP(G).
. SP(G) < SMP(G). Tous les indices des variables apparaissant dans SP(G) appartiennent
a P + [-MaxPond(G),MaxPond(G)].
Or nous savons que le non-déterministe de SP(G) peut générer de nouvelles égalités entre des va-

riables de méme symbole.

ex: (a,x) :2 Vi€ [j,k] X, = a(y;,)
- - X = Ximod 2
(v.¥) 2 + %™ ¥imod 3

En effet y est de congruence 2 sur [j-1,k], car

X=X mod2» %= 30Y.1) » X moa 2 = Y (jmoa 2) -1) = Yji1 = Y(j-1) mod 2

Comme G est homogéne, on maximise ces égalités en étendant I'interprétation des con-
gruences sur P+{-MaxPond(G),MaxPond(G)]

On peut alors épurer les équations congruentes en ne conservant que celles d'indices , repré-
sentants canoniques de la congruence :

Smy(G) < Sp(G) < SM,(G) = Smg, (G) avec PM = P+{-MaxPond(G),MaxPond(G)]
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B) Construire une équation x, =t(x)a partir des équations de Smy(G) ou revient a utiliser
un certain nombre de ses équations :

Xo =X (mod Clas(x)) et x,, = o(Yip)s
Ya =Y  (mod Clas(y)) et y,;, = t(z,)
A z’jn_1 (mod Clas(z’)) et z’jn_1 =t .(x)
Xpn =X (mod Clas(x))

ou .n>1

ey =

gy s iy, €t Gou s 3, € P

Ce qui correspond au chemin m = m,.m,. ...m dans les équations de Smp(G) :
X = #( ... ,yi_li, w) s Y= #( 52,0 ) , etc ...
m, "™ fils m, ™ fils
La somme des pondérations sur ce chemin est :
Pond(m) = (i; - jo) + (iy - §)) + - + (i, - i _,)
Comme G est homogéne, les variables x,y,z, ..,z’ sont toutes de méme congruence :
Clas(x) = Clas(y) = ... = Clas(z’) .
=> Pond(m) = (i, -io) + (i2 - il) + ..+ (in - in_l) (mod Clas(x)
(i -i)=@-i =0
Donc construire une équation X, = t(xi) 4 partir du systéme SmP(G), revient a rechercher une bou-

cle de pondération nulle modulo la congruence dans le graphe G.

C) Nous savons que la recherche d’une boucle de pondération (modulo Clas) peut se limiter
aux boucles de longueur inférieure a :
Card(G) * [ 2*Card(G)*MaxPond(G) + MaxClas(G) + 1 ]
Montrons que I'on peut construire un intervalle P, tel que une boucle m est effective, c-4-d que
les contraintes de la construction précédente peuvent étre respectées ( les indices € P).
Or pour tout chemin m, il existe un intervalle P de taille linéairement dépendante de la
longueur du chemin m tel que dans la construction précédente :
igp i  EP et Jgs oo i, €EP
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Il suffit de prendre par exemple un intervalle P contenant au moins
2*MaxPond(G)*longueur(m) éléments. En effet, & partir de la pondération milieu de P, la pondé-
ration maximale du chemin m ou de I’un des facteurs gauches de m sera toujours en valeur abso-
lue inférieur & MaxPond(G)*Longueur(m).

En conclusion, pour P assez grand, Smy(G) satisfait le test d’occurrence ssi il n’y a pas dans
G, de boucles de pondération nulle (mod Clas). Or Smy(G) satisfait le test d’occurrence ssi
SmPM(G) le satisfait, pour P de taille assez grande.

Donc S,(G) satisfait le test d’occurrence ssi il n'y a pas de boucles de pondération nulle
(modulo Clas). P doit étre de taille supérieure 4 une certaine constante :

2 * MaxPond(G) * [longueur(m) + 1]

avec longueur(m) < Card(G)*[2*Card(G)*MaxPond(G) + MaxClas(G) + 1 ]

AExgmplg; :

1) Soit G,, le Igop suivant : (a,x) acEF,xetyeV

-1((331

G1 ne satisfait pas la premiére condition de la R.P.B.
et SP(GI) ne satisfait le test d’occurrence pour Card(P) > 2:

Si1,2(Gy) = {x; = aly,y) , x; = a(yy) , yy = a(x)) , ¥, =a(x;) )} =>x, = a(a(x)))

2) Soit G,, le Igop suivant : @),@ bEF,XEV
1 =2

G, ne satisfait pas la seconde condition de la R.P.B.

et Sp(G,) ne satisfait le test d’occurrence pour Card(P) > 3.
Sll’al(Gz) = ( xl = b(xzsx_l)s xz = b(xsaxo) D xS Lz b(x4axl) }
X, = b(x,,x_l) =X, = b(b(xs,xo),x_l) car x, = b(xs,xo)

=> X, = b(b(b(x 4"‘1)*"0)"‘-1) car xg = b(x 4”‘1)

3) Soit Gs’ le Igop suivant : ‘ Ga,x):l sommet de congruence 1,a E F,x €V
1

G, ne satisfait pas la troisieme condition de la R.P.B.

et Sp(Gs) ne satisfait le test d’occurrence pour Card(P) > 2.

S[l,:](GS) = { X, = a(x,) » Xy = a(Xs) s Xg =Xy g1 (c-a-d xl) } = X, = a(xl)
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4-6) LES IGOPS PARFAITS : interprétation finie des Gops.

DEFINITION.- Un Igop G sera dit parfait si tous ses sommets de Iabel fonction sont de con-
gruence nulle.

Remarque : Si G est un Igop parfait, SP(G) est un systéme déterministe , c-a-d avec au plus une
équation par variable indicée en partie droite.

PROPRIETE.- Soit G un Igop parfait, Ia substitution 0",(G) associée & S;(G) peut étre construi-
te grace a la fonction Descendant suivante :

Descp((s,p), nil ) = (s,p)

Descp((s,p),i.m) = Desc,((s,p+p,),m) sip € P et Succ(s,i) = (s;,p,)
La substitution 0,(G) est composée des équations suivantes : (x‘l =t)

ssi V m € Dom(t), Descy((s,,q),m) = (s,p) , Lab,(s) = u et Lab,(s) = y

et t(m) = u siu€FetpeP

t(m) = ypmodPCln(u) sinon

Démonstration : Par récurrence sur le longueur du chemin m de t.
Posons Desc((s,,i),m) = (s,p) , Lab,(s) = u, Lab,(s) = y.

. m = nil : Desc((s,,q),nil) = (5,0,0) =>y=x
Siu € F, Clas(x) = 0 (par hyp.) et sur le symbole y, les seules équations de SP(G) sont :
ViEP, X, = u...) = til)=u (sig€P), = X (sinon) .
Si u € V, alors u = x et les seules équations sur ce symbole sont les équations congruentes :

X =X

e ™ Xq0 ol q,=q mod, Clas(x) et t(nil)= X0

.m=im, => il existe une éguation x " u(a, , -,
=>u€F etq€EP

Posons Succ(s,i) = (si,pi) , Lab2(s) = v, le sous-arbre t.i correspond & la
Voupi » - ) € Sp(G).

" . » - » @) dans Sy(G)

valeur de la variable v dans trP(G) car x_ =u(..,

p+pi’ P
Or Desc((s,q),i.mx) = Desc((si,q+pi),ml) siq€P.

1l nous suffit d’appliquer donc I’hypothése de récurrence sur m,.
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CORROLAIRE.- Soit g un Igop parfait, pointé de racine (s,p) alors
V m € Dom(Ap(g,k)), posons Desc((s,p+k),m) = (s’,q), Labl(s’) = u et Lab2(s’) = x:

Ap(gk)(m) =u siu EF etq€EP
= X0 sinon avec g, = q mod,, Clas(s’)
REMARQUE - Les Igops sont donc une généralisation des Gops pointés.

Si 'on compare les Gops pointés et les Igops pointés parfaits, on peut remarquer deux différen-
ces : . La présence d’un second label caractéristique pour chaque sommet,

. Une condition d’appartenance pour Ila pondération cumulée & un intervalle P
d’interprétation,
le reste étant totalement similaire, en particulier seules les variables poss¢dent une congruence.
Si on interpréte un Igop pointé parfait sur Z tout entier, on obtient interprété du Gop pointé

correspondant (c-a-d sans second label).

Les propriétés particuliérement intéressantes des Igops parfaits seront largement utilisées

dans la suite, en particulier grice a Ia propriété suivante :

PROPRIETE.- Soit G un Igop homogéne satisfaisant la Restriction sur les Pondérations de
Boucles, on peut construire un Igop parfait G’ tel que V P intervalle de Z, on peut construire un
intervalle Py défini & une constante de bornes prés sur P satisfaisant 'inéquation suivante :
Sp(G) < Sp(G) < Sy(G).
Si G = (X,Lab,Succ,Clas) , G’ = (X,Lab,Succ,Clas’) avec Clas’ définie par :
Clas’(s) =0 si Lab,(s) EF et Clas’(s) = Clas(s) sinon.

Démonstration : La seule condition de la R.P.B. que nous utiliserons est celle concernant la con-
gruence nulle des sommets bouclants.

Soit G =(X,Lab,Succ,Clas) un Igop et X’, I’ensemble des sommets de label fonction de con-
gruence non nulle : X'={s€X/Lab,(s) EF et Clas(s) <> 0 ).

On peut se définir une relation d’ordre partiel entre ces éléments de X’, car ceux ne sont pas des

sommets bouclants (R.P.B.): s < §' ssi il existe un chemin non vide allant de s 4 s°.
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Soit s un sommet minimal de X’, et posons Lab,(s) = u et Lab,(s) = x ,
dans SP(G), les seules égalités sur les x, déductibles sont les équations congruentes :
X; = X; avec i £ j (mod Clas(s))
car tous les sommets ancétres de s sont de congruence nulle (sommet minimal).
Posons G, = (X,Lab,Succ,Clas’) ou Clas’(s) = 0 et Clas’(s’) = Clas(s’) si s’<> s
Deux possibilités :
a) u est d’arité nulle, alors VP, S,(G)) = Sp(G)
b) u est d’arité n non nulle et soit s;, le i*™ sommet successeur de s :
Succ(s,i) = (s;,p,) et Lab,(s,) = v. ‘
La congruence de s engendre des égalités sur les v;:
Vi=v; sii, j € P4p,,p;] et i = j mod Clas(s)
Or G est homogéne c-a~d Clas(s) et un multiple de Clas(s,).
Cette double congruence est donc encadrer par v de congruence Clas(v) sur :
.P pour la minoration.
. P U PHp,,p] pour la majoration.
Si I'on pose Py, =P UP+p,,p,]V PHp,p,] U ... UPHp_,p]
= P + [min(0,p,, .., p,) , max(0,p,, .. )]
alors Sp(G,) < Sp(G) < S,,(G)).

Nous pouvons ainsi itérer le procédé en annulant "par couches" la congruence de ces som-
mets et construire un intervalle Py défini 4 une constante prés par rapport & P, tel que :
8,(G) < SP(G) < SPM(G’) et Vs € X', Clasg.(s) = 0.
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Toutes les propriétés et théorémes relatifs a I’encadrement de I'unifié des Igops pointés

peuvent &tre adaptés avec comme hypothése supplémentaire , le Igop Gu unifié est parfait.

CORROLAIRE.- Soient S;(G) et {(y, +p=X +p)/ Vi € P ), deux systémes unifiables avec test
d’occurrence et soit S leur unifié, on peut construire un Igop Gu parfait et deux intervalles P_
et P,, tels que : Spn(Gu) U Ind, (Gu) < S <Sp(Gu) U Ind,, (Gu) .

avec . toute variable indirigée est de congruence nulle

. les indirections sont élémentaires : x -k-> z (z non Indirigée)

CORROLAIRE.- Soient g et g’ deux Igops unifiables avec test d’occurrence, on peut construire
un Igop pointé parfait h et deux intervalles P_ et P, , égaux & P a une constante de bornes preés
(constante indépendante de P) tels que : Ip(h) <Iy(g) V Ip(g’) < Iou(h)

REMARQUE : Cette propriété est une généralisation sur les Igops de résultats démontrés dans le
cadre des Gops. Car si P = Z, le seul intervalle défini & une constante prés sur Z est Z , donc PM

= Pm = Z. L’unification est bien interne sur les Gops.



Chap 5 - Etude du TQ PROLOG
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5-1) Etude de I'application finie d'une régle récursive.

Soit donc P(B) -> P(¥), une régle récursive, nous savons qu’elle peut engendrer une infinité
de réécritures (sans test d’occurrence) ssi I'unifié de B et ¥ existe . |
» Dans ce chapitre, nous étudions I'application finie d’une régle récursive simple, P(8)->P(¥)
dans le programme :
P(x) -> ;
P(B) -> P(¥) ;
P(T) ?
On supposera que les trois régles n’ont aucune variable commune :
Var(T) 0 (Var(8)UVar(V¥)) = Var(cx) 0 (Var(B)UVar(¥)) = Var(T) N Var(x) = @.

5-1- RMALISATION EN TER ’IGOPS.

A un arbre B € M(F,V) , nous avons associé les arbres indicés :
B1 »By,...,B_ € M(F,VxZ), de méme pour U : '61, we U

La recherche d’une solution du TQ Prolog avec n applications de la régle récursive, peut se carac-

tériser par la plus petite substitution o°(n) vérifiant :
. T.o(n) = 8,.07(n)
. B.o(n) = ¥,_,.0°(n) pour tout i € [2,n]
.o.0(n) = Fn.o'(n)
Nous pouvons construire & partir de 8 , un Igop pointé dont I'interprété est la séquence d’arbres

indicés Bl, By, s Bn .

Exemple: B= b(b(x,y),z) 8 = (b,{)o
(b,é (z,2)
(x,x) (v,y)

u,v,X,v,2 € Vetbdb € F, toutes les pondérations et les congruences sont nulles dans R®

Ce Igop ainsi défini, nous pouvons donc écrire, pour El = P = [1,n]
Ig, p(B°) = {(1,8), (1,8), .. ,(n,B))



Chap 5 - Etude du TQ PROLOG Page 110

Deméme: ¥= b(x, by,z)) P o= (bu)!
(x X)/ (\b w)
] / ’
(y,y) }2,2)

Pour E2 = [2,n+1] et P =[1,n]: Ig, p( ¥7')=((2,7)),3,5,), .. ,(a+l, 7))

La résolution du TQ s’écritdonc:  {(1,T)) V I, o(8°) V I, o(¥1) V ((n,0))

CARACTERISATION.- L’existence et la forme de la solution obtenue par n applications de la
régle récursive est pleinement caractérisée par I'unification suivante d’ensembles ordonnés :
((,T)) V Ig p(8%) V I, (V) V {(n,a))
avec E1 = P = [1,n] et E2 = [2,n+1]

CARACTERISATION EQUIVALENTE.- La recherche d’une solution au programme TQ Prolog

peut étre exprimer sous la forme de 'unification des quatre systémes d’équations suivants :
S(n) = S, (G) V{(u=v ) /1ERAI} V(@ =T)}V((,=))
ol G est le Igop contenant B et U , u et v ,les labels variables des sommets de B et ¥ dans

G.
Si PPon note o(n), la substitution associée & S(n), alors 0(n) est la plus petite substitution véri-
fiant : T.o(n) = 8,.0(n) -> ¥,.0(n) = B,.0(n) ... ¥__,.0(n) = B .0(n) -> ¥ .0(n) = .0%(n)

On posera dans la suite : B..0(n) = ti'n pouri € [1,n] et Un.r(n) =t in

Exemple: B= b( b(x,y),z) et ¥= b(x, b(y,z))

G: (b (b,v)
(b.1) (brw)
/ N

(x,x)  (v,y) (z,2)

Toutes les pondérations et les congruences sont nulles et chaque sommet est étiqueté d’une

variable (2éme Label) qui lui est propre.
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. Le systéeme S[Ln](G) est égal 4 :
(= b(t,2) + & = blx,y) , v, = blx,w) , w, = b(y,z) /i € [La-1])
Dans la substitution ’[1,:;](6) associée : u, = B, = b(b(x;,y;,),z) et v, =T = bx,b(y,z)
. Contraintes pour n réécritures: Vi € [2,n], B,V U, c-a-d{uy=v,,/Vi€E[2,n])
. Unification avec 1a question : 8, VT c-4-d {u,=T)
. Unification avec le fait: § V & c-a-d {v =}

-1- NTRAINTES POUR N ITERATIONS D’UNE RE Lfi RECURSIVE B LANTE
Nous allons d’abord limiter notre étude aux deux premiers systémes d’équations :
Z(m) = S;,,(G) V{(y=v, ) /1 €El2al)

RAPPEL.- En application des résultats du chapitre précédent,il existe nj tel que Vn > n, :
Sp(Gu) VU Ind, (Gu) < Su'n](G) V{u=v, /i €12,0]} < S;«(Gu) VU Indp, (Gu)
oi Gu est le Igop unifié, Ind exprime les indirections de Punification
P P\ DOD vides, sont définis & une constante de bornes prés sur [1,n]
On notera dans la suite Sm(n), le systtme minorant : Sm(n) = S;_(Gu) U Ind; (Gu)

PROPRIETE.- 1l existe n, € N et Sg, Sd /n deux systémes d’équations constants, respectivement
par rapport 2 1 et n, telsque Vn >n, : ¥(n)=Sg U Sm(n) U Sd/n
ot  Sg représente les effets de bords A gauche

Sd /o e e . 4 droite.
Démonstration : Nous savons que pour tout n > n_ , on peut construire les intervalles de minora-
tion et majoration, restriction ou extension constante par rapport a I'intervalle [1,n].
Soient Sm(n) et SM(n) les systémes d’équations minorant et majorant correspondant et X(n) une
forme de la solution exacte : Sm(n) < ¥(n) < SM(n)
sachant que P_ =[1,n}H{a_,-b_] etP, = [1,n]+-a,,,b\,]-

m m

l-a,M 1 l+a n-b n n+bM
L J] L { 1 |

4

} .
e SM(N) >
< (n) >

SM(n)

A
v
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Toutes les variables de VxP_ sont connues dans Sm(n) et de la méme fagon dans SM(n) et
donc aussi dans la solution exacte. Reste donc 4 définir les variables de Vx([l,n]-Pm) présentes
dans le systéme majorant, et par la force des choses, absentes du syst¢éme minorant.

On peut donc exprimer la solution exacte sous la forme : ¥(n) = Sg(n) U Sm(n) U Sd(n)
avec Sg(n) représentant les contraintes sur les variables d’indices € [1,a_] (& gauche)

et Sd(n) , les contraintes sur les variables d’indices € [n-b_+1,n] (a droite)

Montrons qu’a partir d’un certain rang n, :
1) Sg(n) est constant, c-a-d Sg(n+1) = Sg
2) Sd(n) est constant par rapport 2 n, c-a-d Sd(n) = Sd ™ Sd(n-1)->1, le systeme Sd(n-1)
dont tous les indices de variables ont été incrémentés de 1.

1 1+:m n-bm n>n,
1 1 1 l
— — L 1
Sg Sm(n) Sd /n
Sg porte sur les variables d’indices € [1,a_]
Sm(n) .. .. € [1+a_,n-b_]=[l,n}{a_,-b_]
Sd/n e € [n-b_+1,n]

On peut noter que, si I'on pose Kg =a,, +a_ et Kd=b,, +b_ alors :

SM(n)->Kg = Sm(n+Kd+Kg)
Nous supposerons, pour simplifier la démonstration que Kg = Kd = K, il suffit en effet de
maximiser encore SM(n), c-a-d a,, ou b,,.

Or Sg(n) U Sd(n) < X(n) < SM(n)
=> Sg(n)->K U Sd(n)->K < SM(n)->K = Sm(n+2K) (1)

Supposons maintenant que les systémes Sg(n) et Sd(n) restent constants pendant K réécritu-
res supplémentaires, c-a-d Sg(n+K) = Sg(n) et Sd(n+K) = Sd(n)->K alors :
E(n+2K) = I(n+K) V E(n+K)->K
= (Sg(n+K) U Sm(n+K) U Sd(n+K)) V (Sg(n+K)->K U Sm(n+K)->K U Sd(n+K)->K)
= (Sg(n+K) U Sm(n+2K) U Sd(n+K)->K) V (Sg(n+K)->K U Sd(n+K)
car Sm(n+K) V Sm(n+K)->K = Sm(n+2K)
= (Sg(n) U Sm(n+2K) U Sd(n)->2K) V (Sg(n)->K U Sd(n)->K)
car Sg(n+K) = Sg(n) et Sd(n+K) = Sd(n)->K
= Sg(n) U Sm(n+2K) VU Sd(n)->2K car (1):Sg(n)->K U Sd(n)->K < Sm(n+2K)
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D’ou le résultat :
si Sg(n+K) = Sg(n) et Sd(n+K) = Sd(n)->K alors Sg(n+2K) = Sg(n) et Sd(n+2K) = Sd(n)->2K

Il existe une constante n, > n, tel qu’au dela les systémes d’équations gauche Sg(n) et droit
Sd(n) sont constants n, < n, < n, + K*Card(G)*Card((1,n}-P_) car:

. Sg(n+1) > Sg(n) et Sd(n+l) > Sd(n)->1 (suites croissantes)

. le nombre des équations qu’ils peuvent contenir est bornée : Card(G)‘Card([l,n]-Pm)

. leur croissance stricte implique une contrainte sur une nouvelle variable toutes les K

réécritures.

hématisation la_réécri : On peut représenter I’évolution des contraintes sur les variables
indicées de Gu sous la forme d’un graphe :

AN

0 Sg Sm(n) Sd,, ™  Nbre de réécritures

Contraintes

Pourn >n,:
. Sg est la phase d’accélération
. Sm représente les contraintes de croisiére (défini itérativement)
. Sd /n® la phase de décélération

( Dans une stratégie de résolution en chainage avant, les roles de Sg et Sd /n sont inversées )

Exemple : Dans toutes les régles récursives classiques, ces effets de bord sont de taille presque
nulle. Reprenons le probléme précédent :

G = (bsu) (b§v)
(b,t b,w)
(x'.x) (v,y) (z,2)

La simplification de Sll.nl(G) V{uy=v,, /i€[2,n]) nous fournit le systéme Sm(n) suivant :
(o= bt,w, ) s = b0ty v Bt W), wim DY, W ) s Xi= 4, s 2= W, /€ [2,0-1])
avec .Sg={ X,=t, ,u; = b(tl,zl) 'ty = b(xl,yl) sV = b(wi1) s W, = b(yl,zl) }

Sdm (2, Wy U, = B(E2,) s = BT, L Yy = DR W,) L W, = (7))

La solution exacte pour n réécritures : Sg U s[z,n](G“) U Sd =
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Dans certains cas extrémes, les effets de bord peuvent étre de tailles importantes, environ
2¥ réécritures ( si il y a k variables) :
/b ————> b
/b \ \z z / \ b\
. y y/ N
b b
\ \
a 4 x x 4 a
Icit, ett . sontégaux, fermés et constants pour n > 2k
tn= Cortm ™ b = b ( DAG de hauteur k)
/ \ ()
b b
/ \ )
A .
AN A ‘Y
AAEYA ()
a aa.aaaa a

Par exemple pour k = 1, la régle est donc :

b --> b et b ~-n--> b pouf n>2
/N /\ /\ /\
X a a x a a a a

CONJECTURE.- Les effets de bord Sg et Sd fn sont toujours constants c-a-d : n, =mn,.
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5-2) Décidabilité de I'arrét d’un régle récursive.

THEOREME.- Une rigle récursive simple engendre une infinité de réécritures avec application
du test d’occurrence ssi :
1) g = B° V ¥! existe (c-a-d B V ¥ existe )

2) g satisfait Ia Restriction sur les Pondérations de Boucles.

Démonstration : Nous avons étudié le cas sans test d’occurrence dans le chapitre 3 et nous savons
qu'une régle récursive peut boucler ssi I'unifié au sens des Gops existe. Etudions donc le cas avec
test d’occurrence.

1) L’étude peut se limiter & celle du systéme Sp(Gu).
En effet , nous savons que : Sm(n) < ¥(n) < SM(n) = Sm(n+Kg+Kd)->K§g
Donc Vn>n,, Z(n) satisfait le test d’occurrence ssi V¥V n > n, , Sm(n) le vérifie aussi.
Les équations du systéme Indp, (Gu) peuvent &tre négligées, ce sont des égalités entre variables de
la forme (y, = xj) ou un seul de ces symboles de variable apparait dans Gu.

2) Nous savons enfin que pour P assez grand, Sp(Gu) satisfait le test d’occurrence ssi il
n’existe pas de boucle de pondération nulle (mod Clas), c-a-d ssi Gu satisfait la Restriction sur
les Pondérations de Boucles (R.P.B.).

Exemple : Soit la régle suivante : b(x,x) -> b(ax),x);
La séquence A d’arbres obtenus par n itérations de la régle est de la forme (sans test
d’occurrence):
b(a%a®) --> Ba%a®) .. --> b(a®,a")

Si I'on applique le test d’occurrence, la régle ne peut étre utilisée qu'au plus une fois :

b( Xg:Xg ) -=> B a(xo),xo ) V i XpoXy ) n’existe pas
Cette séquence d’arbres peut s’exprimer sous la forme de I'unifié de deux Igops :

Tponino) (B°) Ve (971) = (Git) /i E[Ln+1])

avec B° = (br)® et ¥! = (bu)?
(xox) @9 &
(X.'X)
B v ¥! = (b,r)° qui ne Qérifie pas le R.P.B.
-1 -1 (sommet bouclant et congruent)
-1{ (a,v):1

Cette régle ne boucle pas si I’on applique le test d’occurrence.
Sans test d’occurrence Iy ..\ (B°V ¥) = E(m) = ((1,b(a"2%), .. , (n+1,b(a"a")) )
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5-3) Forme et croissance des arbres t, ett
On supposera, dans la suite, que I'on applique le test d’occurrence, c-a-d que le Igop Gu sa-
tisfait la R.P.B., il sera donc choisi parfait.
Nous savons que la solution exacte des contraintes, ¥(n), peut s’exprimer sous la forme :
¥(n) = Sg U Sm(n) U Sd /o

ou Sm(n) , donc aussi ¥(n) sont déterministes car le Igop unifié Gu est parfait.

PROPRIETE.- Soit 0°(n) Ia substitution caractérisant la plus petite séquence d’arbre t, . vérifiant

tl,n = 8,.0(n) -> o= ¥,.0(n) = B,.0(m)-> ... B8 .0(n) -> t =V .0(n).

+1,n
Pour tout m > n, , 6°(n) peut &tre construite par application infinie de £(n): o(n) =Sm)”.

Démonstration : Il nous faut pour cela de vérifier que les équations d’égalités de X(n), pour éviter
tout cycle , comme par exemple : x; substituée par Y; et y; par X;:
1) Dans Sm(n), deux types d’équations d’égalités :

- les indirections,dans le sens, y, =X siy -p-> x, y indirigée et x € Var(Gu)

i+
c-a-d qu’on privilégie les variables depGu dans t

- les équations congruentes, de méme, on choisira le représentant canonique, c-a-d la variable
indicée de plus faible indice € Pm (c-a-d > l+a A

On peut remarquer que ces équations sont donc, dans Sm(n), exactement sous la forme souhaitée.

2) Les systemes Sg et Sd n sont constants donc , on peut supposer que :
Dom(Sg) N Var(Sd /n) .

on peut privilégier dans Var(Sg) et Var(Sd /n) les variables non indirigées. On peut d’ailleurs
remarquer, pour les équations congruentes, X; = X;, on peut toujours choisir j € P_,car Sg->1 U

Sd ,n->-l < X(n), c-a-dsix; = x, € Sgaveci, b €[l.a_] alors (x,,, = x,,,) < Sg

REMARQUE.- Les variables apparaissant dans Var(o(n)) sont donc ici, de préférence, le varia-

bles indicées de Gu, représentants canoniques de leurs congruences .

Etudions maintenant ’évolution des arbres tl,n ett

ne1n * € Plus précisément la croissance

de leurs branches.

REMARQUE: Vo EN', t,, <t . et t ., <t . ..
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PROPRIETE.- Pour n > n,, toute branche de t, n étiquetée d’une variable d’indice < n-bm reste
inchangée dans t, ntk (Vk € N).

Démonstration : Montrons que cette branche est inchangée dans t,  _, .
Z(n) < ¥(n+1) = Sg U Sm(n+1) U Sd/“+1 = Y(n) U S/Ml

avec S /nt1 ™ S[n +1-bmn +1_bm](Gu) v Ind[n +1-bmpn +1_bm](Gu) USd /o1’ constant par rapport 4 n

c-a-d Dom(S /n +1) est inclus dans Vx[n+1-b_,n+l1].

Les modifications éventuelles de t, ., par rapport & t . dépendent du systéeme constant S /ne1”

1.n+
Toute branche étiquetée d’un symbole de fonction ou d'une variable d’indice € P n'est bien-sar

pas touchée par ses nouvelles contraintes.

CORROLAIRE.- Pour tout n > n, , toute branche de ta n’ayant pas poussée strictement (en
hauteur) dans t, n+2bm est constante.

Toute branche de LA de longueur inférieure a (n-nl)/bm est constante.

Démonstration.~ Montrons que si une variable x, de t; n n’est pas modifiée pendant b réécritu-
res supplémentaires, elle ne peut plus I'étre apreés .
Soit x; une variable de tnt
.Sii1 € [l,n-bm], cette variable est non modifiée dans t, ns+k CAr aucune nouvelle contrainte sur
cette variable indicée n’existe dans Y(n+k).
.sii € [n-b_+1,n], elle peut étre modifiée dans LR

si x est une variable de symbole non indirigée , il suffit d’attendre au pire b_ réécritures
pour pouvoir utiliser I’équation (x;= z )} avec z non indirigée,

si x n’est pas indirigée , alors soit 5,» le sommet tel que Lab,(s,) = x:
- soit Labl(sx) EF, (x,= t) € Spm(Gu) et t non réduit A une variable : la branche "pousse”.
- soit Lab/(s)) € V  alors les seules équations possibles portant sur x, sont des équations
congruentes, X, est substituée alors une fois pour toutes par son représentant canonique
X, mod Clas(x) dans P_. La branche ne poussera jamais plus dans b nek -

=> Pour tout n > n, , toute branche de tl,n n'ayant pas poussée strictement (en hauteur)

dans t est constante

1,n+2bm
Toute branche croissante dépend bien-sar d’une variable non indirigée. Soient x un symbole non

indirigé et x, une variable de tl’n, substituée par un arbre dans t) nebm *
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L’équation qui force cette croissance et bien-s0r (x,=t) € S; (Gu) ou t ne contient que des sym-
boles de variables non indirigés. La croissance des branches de t dépend toutes des symboles non
indirigés.

=> Toute branche de tl'n n'ayant pas poussé en moyenne de 1 toutes les bm réécritures est

constante.

PROPRIETE.- Pour n > n,, toute branche de t  ,  étiquetée d’une variable d’indice > 1+a

reste inchangée par rapport & n et modulo la congruence dans tn+1+k,n+k (Vk €N).

Pour une variable indicée x; de t (i > 14a ), elle est remplacée dans t

n+ln n+l+k,n+k par
e Xon si i> n-bm
* Xi+k mod Clas(x) sinon

Démonstration : De fagon symétrique :

E(n+l) = S,V ¥(n)->1 ou S, =Sg U S[1 samil Mm](Ciu) U Ind (Gu) systéeme con-

[14+am,1+am)]
stant

Le passage de t at , peut donc se faire par trois opérations :

n+ln n+2,n+

1) Incrémenter de 1 de tous les indices des variablesde t .,

2) Remplacer les variables indicées périodiques par leur représentant canonique.

pour tenir compte de ¥(n)->1

3) Tenir compte des contraintes supplémentaires du systéme So portant sur les variables
d’indices appartenant a [1,1+a )
Soit une feuille de t_ s d’étiquette x,.
a)i€ [1+a_,n] et Clas(x) = 0. Aucune contrainte n’existe sur cette variable dans X(n+1).

Dans t +2,0+1> CEtte méme feuille sera étiquetée x,, | (=X, , . Clu(x)) .
b) i € [1+a_,n-b_] et Clas(x) <> 0. Les seules contraintes portant sur cette variable, sont les
équations congruentes. Dans t +2,n41° CEtLE méme feuille sera étiquetée x; . Clas(x)’
¢) i € [n-b_+1,n] et Clas(x) <> 0. Les équations congruentes sur x ne s’étendent pas & la variable
X, sinon elle aurait été substituée par X; avec jE [l+am,n-bm], en effet Sd /n->-l < ¥(n), c-a-d
si(x;=x,.) € Sd /n 8VEC i, k € [n+1-b_,n] alors (x,, = xk_l) < ¥(n), nous avons privilégié I'utili-

. . g
sation des variables d’indices € Pm dans % o

CORROLAIRE.- Soit ¢, le PPCM des congruences de Gu, alors toute variable indicée x, de

ta . (i> l-nm), elle est remplacée dans t par

n+l+c,n+c
. si i>n-b_ ou Clas(x) nul
. X sinon
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CORROLAIRE.- Pour tout » > n, , toute branche de LI n n’ayant pas poussée strictement (en

hauteur) dans tn-..zmn-u,xwzum

Toute branche de t de longueur inférieure & (n-nl)/nm est constante (...).

est constante (par rapport A n , modulo la congruence).

n+l,n

Démonstration : Identique & celle sur tn

5-4) Regles consommatrices et productrices.

Pour obtenir des résultats fins sur I'arrét d’une régle récursive et de sa complexité en nom-
bre de réécritures, il est indispensable de pouvoir reconnaitre les branches qui pousseront arbi-

trairement loin dans les arbres t,etdet . Ces branches sont associées en général aux bou-

n+l,n
cles du Gop caractéristique de la régle . Reprenons I'exemple de I’associativité de I’'addition :
r: B = + --> + -
+/ N z x/ N +
x 7\ y y/ N z

Appliquer n fois cette régle, revient 4 appliquer la régle suivante :

+ e +\
+/ \ z, xn/ +
7\ / \

yl yn °

On voit dans ici que les seules branches arbitrairement longues dans t ettt sont sur :

n+l,n
. les chemins 1¥ dans t n

: k
. les chemins 2" dans toein
ce qui correspond aux chemins de pondérations croissantes, respectivement décroissantes dans no-

tre Gop caractéristique (boucles positives et négatives) :

+
-t
.4\ +<y\/+0-l _
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Malheureusement dans le cas général, les choses sont beaucoup plus complexes. En effet, les
effets de bord altérent la lecture du Gop et certains boucles existant dans celui-ci ne sont pas
effectives. Considérons par exemple la régle suivante :

B -> B
~ | N ~— 1
X A 1‘\ y y z
] x
Son Gop caractéristique est : (B )% 5
u

B -r,-> B
o~ | \ 1 ~— 1
X “} f Y Y Z,
Z, Xy
~ y \ e / 1 ~N
! J
X, ? f\ LAY Y, Z,
Z, X,
le m.g.u de B A\’ B est .y, = A(z,)
1 2
x,© A A L T = Az,)
2 : A Y, Y, Z, -2 Z,
z, X, - X, = A(zz)
c-a-d
B =1, T,-> B
— :“ 2 >~ Pl
X : A Y, Y3 Z,
z, X,
vVn t = B et t = B
> 1n /l S~ ntin / U N
xl .\A“ ? yn yn zn
zn xl

L’arbre t, ne posséde qu’une branche poussante, or le Gop caractéristique contient une
1n

boucle positive qui n’est donc pas effective sur les branches 1 et 3de t, .
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DEFINITION.- Une variable est dite positive ssi elle étiquette comme second Label un sommet
positif.De méme, une variable est dite négative ssi elle étiquette comme second Label un sommet
négatif. On rappelle qu'un sommet s est positif (resp. négatif) ssi il existe dans le Gop une boucle
élémentaire sur s de pondération positive (resp. négative).

DEFINITION.- Soit le systtme ¥(n) des contraintes relatives & n applications de la régle récursi-
ve r, nous dirons que :

- X <Y si 3 (x;=t) < Z(n) telle que y; € Var(t) .

- X <Y si 3(x;=t)< Z(n) telle que Y; € Var(t) et t non réduit a ¥;e

Remargue : La relation < est une relation d’ordre si le systéme ¥(n) satisfait le test d’occurrence.

DEFINITION.- Soit Mg un mot infini de N® , Mg est dit chemin gauche infini de la régle r ssi
pour tout facteur gauche m (fini) de Mg, il existe n tel que m est un chemin de Parbre t, :

Mg chemin gauche infini si V m facteur gauche de Mg, 3 n tel que m € Dom(t, )

De méme, soit Md un mot infini de N® , Md est dit chemin droit infini de r ssi pour tout facteur

gauche m (fini) de Md, il existe n tel que m soit un chemin de Parbre ¢t _, :

Md chemin droit infini si V m facteur gauche de Md , 3 n tel que m € Dom(t _, )

REMARQUE. - La croissance linéaire des branches poussantes des arbres t, n ett nous assu-

n+l,n
re que le n vérifiant m € l)om(t1 .n) ou Dom(t__, ) est borné linéairement par la longueur de m

3 f = ax+b , telle que , V m , et n > a*longueur(m)+b , m € Dom(t, ) ou Dom(t

n+l,n)

PROPRIETE.- Tout chemin infini gauche ou droit d’'une régle est un chemin infini de A,(G,k)

oi1 k est quelconque et G est le Igop caractéristique de r. L’inverse est faux (Exemple précédent).

Démonstration : De fagon immédiate, Az(G,k) est le plus petit arbre se réécrivant en un arbre
équivalent. Donc Az(G,k) 2t et t

n+l,n’
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DEFINITION. - Une régle récursive est dite consommatrice, respectivement productrice si elle

posséde des chemins infinis gauches, respectivement droits.
Exemple : La régle de I'associativité de I'addition est consommatrice et productrice.

PROPRIETE.- Il est décidable de savoir si unme régle est consommatrice, respectivement

productrice.

Démonstration : L’idée est d'observer a travers les effets de bords constants les variables positives
ou négatives "accessibles”.
Nous savons que pour tout n > n, , toute branche de tl.n étiquetée d'une variable d’indice infé-
rieure ou égale a n—bm est constante. Plagons nous dans le cas d’une branche étiquetée d’une va-
riable d’indice supérieure a n-b__ .

Peut-on dire si cette branche peut devenir arbitrairement longue quand n croit ?
Oui, on peut le dire , sin>1+a_+b_+ K*Maxpond + MaxInd . K désigne ici le nombre de
noeuds du Gop caractéristique g% v ¥! , MaxPond est le Max des valeurs absolues de ses
pondérations, enfin MaxInd est le Max des valeurs absolues des indirections dans I'unification.
Nous poserons p,, 1a constante égale 4 K*Maxpond + MaxInd.

Soit donc une branche de Yim étiquetée en feuille par une variable x; avec i € Jn-b_,n].
Cette variable x, sera substituée par un arbre arbitrairement grand en hauteur, ssi on peut attein-
dre a partir du sommet s, un sommet positif Sy dans le Gop caractéristique.

. Si un tel chemin existe, on peut construire un chemin de longueur inférieure ou égale 3 K
qui inclus une boucle élémentaire positive sur le sommet s, - Comme n > 1 + a  + b_ + p,, on
peut construire aussi 4 partir du systéme ):(n+pb), une inéquation de la forme :

X< .. <Y <. <y, et j<k
car tous les sommes des pondérations intermédiaires appartiennent 3 [1+4a_ , n+p, -b_].
De méme, dans E(n+p,+k-j), on a I'inégalité :
X, < '°<yj<"<yk<y2k-j
Par récurrence sur n, la variable X, est donc substituée par un arbre arbitrairement grand en hau-
teur quand n croit.

. Inversefnent, si il n’existe aucun chemin permettant d’atteindre un sommet positif a partir
du sommet s_, tout chemin dans le Gop de racine s, a une pondération sommante qui est majorée
par p,, c-4-d que les variables z, indicées telles que " X, <z, " sont en non_xbre fini indépen-
damment du nombre de réécritures. Les inégalités de la forme : ’

X< .. <V, <..<z

i
sont de longueur bornée. La variable x; sera substituée par un arbre constant .
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De ]la méme fﬁgon, on montre que dans t_ +1, » UDE variable pourra étre substituée par un
arbre arbitrairement grand ssi :

A€ (la_]

. un sommet négatif est accessible a4 partir du sommet s, dans le Gop caractéristique.

REMARQUE.- Une condition nécessaire pour qu’une régle soit
. consommatrice est que son Gop caractéristigue posséde de_s sommets positifs

. productrice est qu’il contienne des sommets négatifs

5-5) Décidabilité de la propriété de terminaison pour les termes clos.

RAPPEL.- Une régle r satisfait la propriété de terminaison ssi tout terme fini et clos ne peut
étre réécrit que finiment pas la régler : V T clos fini, T --r--> finiment

THEOREME.- Une rdgle r satisfait la propriété de terminaison pour tout terme clos fini, ssi elle

est consommatrice (ce qui est décidable) .

Démonstration. : En effet si une régle est consommatrice, alors quelque soit la hauteur du terme
clos T, il existe un n linéairement dépendant de cette hauteur telle que I’une des branches de tn
soit de longueur supérieure de celle correspondant dans le terme T. En d’autres termes, pour n as-
sez grand, 'unification de T et tn n'existe pas.

Inversement si la régle n’est pas consommatrice, il existe un nombre de réécritures minimal
et calculable tel que pour tout n supérieur a ce nombre, I'arbre t, n est constant, tout instanciation
close de cet arbre peut alors &tre réécrit infiniment par la régle r.

Exemples : La régle de 'associativité de I'addition est consommatrice, elle contient un chemin in-
fini gauche 1%, Tout terme clos ne peut &tre réécrit que finiment pas cette régle, au plus la lon-

gueur de la branche la plus & gauche.
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De méme, la régle de définition des entiers est consommatrice :
Succ(x) -> x ; Igop associé : (Suc@ +1

= Succ” (x_,,) ett x

t =
1,n n+l,n n+1
Tout terme clos ne pourra étre réécrit que finiment par cette régle.
Si I'on inverser cette régle de réécriture :
x -> Succ(x) ;
on obtient une régle productrice, mais non consommatrice, d’ailleurs n’importe quel terme clos se

réécrit infiniment par cette régle.

De méme, le prédicat Frére peut engendrer une réécriture infinie de certains termes clos :
FRERE(x,y) -> FRERE(y,x) ;

Cette régle n’est pas consommatrice, son Igop ne contient d’ailleurs aucune boucle.
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5-6) Résolution du TQ pour T et « linéaires.

Etudions le programme'PROLOG que nous avons appelé le TANT QUE, dans le cas simple
ou T et & sont linéaires :
P(a) ->;
P(8) -> P(¥) ;
P(T)?
ou o,B,¥ et T sont des arbres finis de M(F,V), et T, o sont linéaires (une occurrence de
chaque variable dans T et ). |

CONVENTION : On note .o (T,x) et (tl.n s b +1'n) .

.F s la solution & prés n réécritures

CARACTERISATION 1.- La recherche d’une solution avec n utilisations de la régle récursive
peut s’exprimer sous la forme Punification de trois systémes :
Solution(n) = Y(m) V(u,=T) V(v =)
= (Sg VU Sm(n) USd/n)V((uI-T),(vn-o:)}

CARACTERISATION 2.- Si I'on note _, la substitution vérifiant :
(T,o)V (tl,n ' ‘n+1,n) = (tl,n 4 n+l,n) ¢ 'rn
La solution r_ aprés n utilisations de la régle récursive est caractérisée par o :
r existe ssi O existe

et r = tl,n .0 (T<r = tl.n‘u-n —eB-=> tn+1,n‘rn—> o)

CARACTERISATION 3.- Il existe n, € N, dépendant linéairement de la hauteur de T et a, tel-
le que pour toutn > n, , Pexistence et la forme de o est caractérisée par celles de trois substitu-
tions "constantes" : O =0V (Ts/cins Y Tasn) '

g avec Dom(tr‘) c Vx[l,nz] , Var(tr‘) ¢ Yar(T)
%a/Clas et o, /n sont définies par t_ +1n Va=t +1n° (4 [Clas Vo, /n)

ol L est définie par tl_n VT= ‘1,n .0

L /Clas est constante modulo les congruences de Gu et o, /n est constante par rapport & n.
Ces substitutions portent sur des variables différentes : Dom(o, /Cl“) N Dom(o, /n) =0.
Dom(o, /Clu) € Vxil4a ,da +c , Var(o, /Clu) ¢ Var{o)

Dom(lrd/n) c Vxln-nz,n] ’ Var(o’d/n) € Var(x)
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Démonstration : La caractérisation 2 repose sur 'unification de (t, 2 ”'n) et (T, ).
Or il existe n, € N, dépendant linéairement de la hauteur de T et « telle que pour n > n,, les
branches de tl,n (resp. t_ o ) plus petites que celles correspondant dans T (resp. &), sont constan-
tes: 3 a,b,cconstantes tellesque: VTetox, n,= a*Hauteur(T) + b*Hauteur(a) + ¢ .
( Conséquence immédiate des propriétés sur la croissance de tnettan )
Comme T est linéaire, ’existence d’une solution nécessite celle d’une substitution o constante tel-
le que : vn>n, , tl'nVT-tl’n.o'.
v porte sur les feuilles des branches constantes de tl,n plus courtes que celles de T.

T= ((x;= t) / x est une variable libre de t,, et testun sous-arbre de T }

c-a-d Dom(c") € Vxl,n,] , Var(o") € Var(T)
De méme, « est linéaire, I'existence d’une solution nécessite celle de deux substitutions o d/Clas et

U u-d/n)

plus

U4/n "CODStantes” telles que : Van>n,,t Va=t

n+1,0(Td/Clas
~ T4/Clas porte sur les feuilles des branches constantes (modulo les congruences) de t,

n+l,n

+1,n
courtes que celles de &, la feuille est étiquetée d’une variable périodique € Vx[1+a ,1+a_+c[:

oy ={ (xi =t) / x est une variable congruente de t X; I'un de ses

n+ln °*
représentants canoniques et t est un sous-arbre de « }
c-a-d Dom(lrd /Clu) C Vx[l+a_,la_+[ , Var(c, /Clu) € Var(o)
~ %a/n porte, par contre, sur le méme type de feuilles des branches constantes par rapport a n :
Ta/m = ((x,;=1) /x_, estune variable libre de t_ +1n © testun sous-arbre de o }

c-a-d Dom(trd/n) € Vx[n-n,n] , Var(trd/n) € Var(o)

L’existence et la forme d’une solution r_ dépend de: o = L \ACH /Clas Vo, T )etr = tan

CARACTERISATION 4.- 1l existe ng linéairement dépendant de la hauteur de T, telle que pour
tous n > n, et équivalents (modulo PPCM des congruences de Gu), P’existence et la forme d’une
solution est liée celles de deux substitutions

« O / constante

1

. T / constante par rapport & n

n
telle que o = (IJ'/1 U c'/n) ol Dom(tr/l) n Dom(o'/n) =@ et Dom(c ) N Var(s )= 2.

Démonstration : La caractérisation 3 repose sur les systémes O » %4/Clas et o, /n -

Pour les n > n, et I'existence d'une solution est dépendant de I'unification des substitutions o
et (o’d/Clu u o’d/n)'

Pour tout n > 2‘n2, I'existence de r, dépendant de L Vo, /Clas €T la troisiéme substitution por-
te sur des variables différentes de celles de Ty et Ty 0y
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Comme o, /Clas ©St UDE substitution périodique ( au pire modulo PPCM des congruences de Gu),
pour tous les n > 2"n2 et équivalents (mod c), la forme et I'existence de o, dépend de I'unifica-
tion de deux systémes constants L eto,.

Posons donc (U" Vo) =( L Vo, Up) ot Dom(y) U Var()) € Var(T) U Var(cx) .

-0 = (U"V o'd) U o'd/n.y =0,=0 v U, constant et T = ’d/n*" constant / n

CORROLAIRE.- V n > n,, r_ existe ssi r_ _existe (c : PPCM des congruences de Gu) .

CONVENTIONS.- On notera
. Rk'n : Pensemble des solutions ou réponses que I’on obtient aprés i réécritures $%1i € [k,n]
R, n" { r, (¢l existe) / ViElk,n])
- R :Pensemble de toutes les solutions , R=R,
- R : le plus petit thermal de R, c-a-d Pensemble des réponses les plus générales.
vr € R, 3IrER,, tellequer, >r;.
Ar et r, €ER, , telles que r; > r,

CORROLAIRE.- L'existence d’une solution est décidable en un nombre de réécritures dépendant
linéairement de Ia hauteur de Ia question.
R est non vide ssi R, n8+e-1 Pest (c: PPCM des congruences de Gu).

Démonstration : En application du Corollaire : ¥ n > ny, 1 existe ssi Toie existe.
1l nous suffit donc de rechercher toutes les solutions r_ , avec n < ng+c-1

CORROLAIRE.- L’existence d’un nombre infini de réponses est décidable er un nombre de ré-
écritures dépendant linéairement de la hauteur de la question :

R est infini ssi R est non vide (¢ : PPCM des congruences)

n3,n8+c-1
Démonstration : En application du Corollaire, il existe donc une infinité de réponses 4 la question
P(T) si une solution est détectée entre n, et ny+c-1 utilisations de la régle récursive ; deux répon-
ses obtenues en un nombre de réécritures différents étant, ici , considérées comme différentes ,

méme si elles sont comparables, équivalentes , voire égales.
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THEOREME : Sous ’hypothése ou @ et T sont linéaires, deux propriétés suivantes :
1) Pexistence de solutions,
2) Pexistence d’un nombre fini de solutions,

sont décidables en un nombre de réécritures linéairement dépendant de la hauteur de la question.

PROPRIETE.- Pour une question T close, si la régle est consommatrice, le programme Tant Que
n’admet qu’un ensemble fini de solutions, c-a-d s’arréte aprés un nombre de réécritures borné li-

néairement par la hauteur de la question T.

Démonstration : Découle directement de 1a propriété de terminaison sur les termes clos.

PROPRIETE. - Si la régle récursive est ni consommatrice, ni productrice, elle est périodique au
bout d’un nombre borné de réécritures. Le programme Tant Que est de complexité constante, c-

a-d qu’il existe un programme, ne comportant que des faits, qui lui est équivalent .

xemple :
FRERE (Jean , Jacques ) -> ;
FRERE (x,y) -> FRERE(y,x) ;
équivalent a
FRERE ( Jean , Jacques ) -> ;
FRERE ( Jacques , Jean ) -> ;

Démonstration : Nous savons que si la régle est ni consommatrice, ni productrice, cela signifie

qu’il existe une constante n & partir laquelle les arbres t, ett sont de hauteur constante. De

n+l,n

plus .t . st totalement invariant quand n croit ,

1
. les variables de t_ +1n sont soient périodiques, soient d’indice constant par rapport
an
En d’autres termes, a partir d’'un certain rang cette régle devient purement périodique, I’ap-
plication de n réécritures étant équivalent a celle de n+c réécritures (c : période de la régle).
1l suffit de déterminer une fois pour toutes les solutions que I’on peut obtenir avant ce rang a le

question la plus générale.
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DEFINITION.- Un arbre t sera dit clos sur un chemin infini m si la feuille dans t correspondant
a I'un des facteurs gauches de m n’est pas étiquetée d’une variable.

PROPRIETE.- Si le fait est clos sur I'un des chemins infinis droits de la régle r, le Tant Que est

de complexité constante.

Exemple: INF-QUATRE (Succ®(Zéro)) -> ; [ 3<4]
INF-QUATRE (x) -> INF-QUATRE ( Succ(x)) ; [ x41 <4 SI x<4 ]

Le chemin 1% est un chemin droit infini :x --r®--> Succ"(if).

Quelque soit la question posée, le nombre de réécritures possible pour I'obtention d’une solution

est bornée ; ce programme est équivalent & :

INF-QUATRE (Succ®(Zéro)) -> ; [ 3<4 ]
INF-QUATRE (Succ¥(Zéro)) -> ; [2<4 ]
INF-QUATRE (Succ!(Zéro)) -> ; [ 1<4]
INF-QUATRE (Zéro) -> ; [0<4 ]

PROPRIETE.- Si la question est close sur 'un des chemins infinis gauches de la régle r, la réso-
lution classique PROLOG s’arréte ; les chemins de preuves sont en nombre finl et obtenus aprés

un nombre de réécritures linéairement dépendant de la longuem" de Ia branche close.

xemple :  INF (Zéro, Suce(x)) -> ; [ 3<4]
INF ( Succ(x) , Succ(y)) -> INF(x,y) ; [ x<y SI x+1 <y+l]}
Les chemins 1% et 2.1® sont des chemins infinis gauches de r :
INF( Succ™(x) , Suce™(y) ) --r"--> INF (x , y)
Pour toute question dont le premier ou le second argument est connue, le programme s’arréte, il
n’existe qu’un nombre fini de chemins de preuve dans P’arbre SLD a une profondeur linéairement

dépendant de la longueur de la branche close .
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5-7) EXEMPLES.

5§-7-1) DEFINITION DES ENTIERS.
Soit le programme PROLOG suivant :

Entier(Zéro) ->;
Entier( Succ (x) ) -> Entier (x)

Nous savons que la séquence A d’arbres obtenus par n itérations de la régle est de la forme :
Succ(x) -1%-> Succ® }(x) ... -(n-1)®-> Succ(x) -n°-> x

On peut exprimer A sous forme d’unifié de 2 Igops :

g% =  (Succ,u)? et ¥ = (x,x)!
\
(x,x)
avec { (i,y; ) /i € [1,0+1]) =Ly poafrn) € g%)v S ¥l

= { (1,Succ™(x) ), (2,Succ™ X(x)), .. ,(n-1 ,Succ(x)), (n,x) }
Le Igop unifiéest: B° Vv ¥1 = @cc,u)0

Le Igop Unifié satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles, cette régle récursive peut
donc boucler (vrai ou sans test d’occurrence).
A est obtenu ici, de fagon exacte, par interprétation du Igop unifié sur [1,n+1] et [1,n] :
0 -1
A=Iy oo (B°V )

En termes de systemes d’équations, la résolution du TQ s’exprime :
{ (u;=Suce(x) ) /i €[l,n]) V{ (v,=x,,)/i€[2,0]} V(u, =TV (x, = Zéro).

1) On peut minorer 'unifié de deux premiers systémes par :
Sm(n) = {(u; =Succ(y,,,) /i €[2,n-1]} U {(x;= u,,)/i€2,n-1])
¥(n) = Sg U Sm(n) U Sd/n avec Sg = { (u, = Succ(y,) , (x, = u,) )
et Sd={((u = Suce(x,) )
Pourn >3 (= nl), on peut donc exprimer de fagon exacte les contraintes liées a n itérations de la

régle récursive . La résolution du TQ s’exprime : ¥(n) V (u,=T)V (vn = Frére(Jean,Jacques)) .
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n
2) tl'u = Succ (xn) --n--> t .. =X,
La _seule branche de tl,n est une branche poussante et pousse de hauteur 1 & chaque réécriture, et
celledet . estconstante désquen > 1.

Ici toutes les congruences sont nulles : ¢ = 1 (PPCM des congruences).

Caractérisation 4 :  V n > n, = Hauteur(T)+1, 0 = o n Vo /n
Pexistence de o n dépend de T et o n= {(x, = Zéro) } .

Apres Hauteur(T)+1 réécritures, on sait §’il existe des solutions et si elle sont en nombre fini.

Soient les questions suivantes :
- Tl =y (€ V) -- arbre de hauteur 0
On calcule don¢ rpetr, ,ry= Zéro et T, = Succ(Zéro)
gl existe une infinité de réponses car r, existe ( => Takte ™ T existe )
-T2 = Succ‘(Zéro) -~ arbre de hauteur 5
On recherche les solutions en moins de 6 réécritures : seule ry = Succ®(Zéro) existe
C’est la seule solution car rg n’existe pas (=> T, n'existe pas pour n > 6 ).
- T3 = Succ?(Nil) -- arbre de hauteur 2

Aucune solution n’existe, car aucune n’est obtenue avant 3 réécritures.
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=7-2 MM TIVITE.
Soit le programme PROLOG suivant :
Frére (Jean,Jacques) ->;
Frére (x,y) -> Frére (y,x);
Nous savons que la séquence A d’arbres obtenus par n itérations de la régle est de la forme :
Frére(x,y) -1°-> Frére(y,x) .. -2p®-> Frere(x,y) -(2p+1)*-> Frére(y,x) ..

c-a-d V2pou 2p+l <n , tyon ™ Frére(x,y) et t = Frére(y,x) .

2p+1,n
Cette séquence d’arbres peut s’exprimer sous la forme de 'unifié de

. 0 -l
deux Igops : I[l,n+l].[1.n] (87) vV I[1,n+1].[1,n] ()

L'unifi¢ B° v ¥ : (Frére,u)° A\’ (Fr'ere,v)'1 = (Frere,u)’ x de congruence 2
@) Gy @9 o+
Le Igop Unifié satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles, cette régle récursive peut
donc boucler (vrai ou sans test d’occurrence).
A = I[l,mrl],[l,n] ( BV yt )
= {(1,Frére (xl,xz) ) - ,(n+l,Frére(xl,xz) )} sin pair

= { (1,Frére (x;,X,) ), .. ,(n+l,Frére(x2,x1) )} sin impair

En termes de systemes d’équations, la résolution du TQ s’exprime sous la forme :
{ (“i = Frére(xi,yi) ), (Vi - Frére(yi,xi) /i€[l,n]} V{ (ui - vi-l) /1iE€E[2,n])
V(u = TV (vn = Frére(Jean,Jacques)) .

1) On peut minorer 'unifié de deux premiers systémes par :
Sm(n) = { (u, = Frére(x;,x, 1) » (v, = Frére(x, %) (X, =X, oq 2 / i €[2,n-1])
U (=%, /i E[20-1])
¥(n) = Sg U Sm(n) U Sd/n
avec Sg ={ (u, = Frere(xg,x,) , (v, = Frére(x,,xs)) . (x1 =Xq) (y1 = xz) }
et Sd={(u = Frére(xs,xz) sV, = Frére(xz,xs) s (x, = X,) , (yn = "z) } (n pair)
ou Sd={ (un = Frére(xz,xs) y V= Frére(xs,xz) . (xn =X,), (y = "s) } (n impair)
Pour n > 3 (= n,), on peut donc exprimer de fagon exacte les contraintes liées & n itérations de la

régle récursive . La résolution du TQ s’exprime : X(n) V (u, = 'f) V (v, = Frére(Jean,Jacques)) .
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2) t, n" Frere(xs,xz) --n--> t ‘o ™ soit Frére(x,,x,) (n pair) , soit Frére(x,,xs) (n impair)
Les branches de tn etdet +1n sont constantes modulo la congruence dés que n > 1.

Une seule congruence, ici de valeur 2: ¢ = 2 (PPCM des congruences).

Caractérisation3: Vn>1,0 =0 Vo,
L dépend de T et o, /Clas ™ {(Xy moa 2 ™ Jean) , (xn t1mod 3™ Jacques) )

Aprés une réécriture, on sait §'il existe des solutions et elles sont en nombre fini .

Soient les questions :
- Frére(w,2) ? -- ry=1, = Frére(Jean,Jacques) et =Iy= Frére(Jacques,Jean)
Top = {((x;= Jacques) , (xg = Jean) } , Taps1 = {(x,= Jean) , (x4 = Jacques) }
1l existe une infinité de réponses car r, existe , donc T aussi , de méme r, et Top1+ existent )

- Frére(Jacques,z) ? --r, =1y = Frére(Jacques,Jean) ;

Il existe une infinité de solutions car r existe donc aussi Tapse1 -

- Frére(Alain,z) ? --r1,, 1, n'existent pas .

11 n’existe donc aucune solution.

Cet exemple met en relief une régle périodique , le nombre de réécritures nécessaires est
indépendant de la question, ce programme est équivalent 2 un programme non récursif.
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-7-3) A TATIVITE.
As ( B(C,B(C,D)) ) ->;
As ( B(B(x,y),z) ) -> As(B(x,B(y,2))) ;
Nous savons que la séquence A d’arbres obtenus par n itérations de la régle est de la forme :

As( B ) -1°-> Ag( B ) .. -n°-> As( B )
7N 7 N\ / N\
Bz, B B x/ B
7 \ '\ /\ 7\
Py Yo . 1% % Yn -
B B B
7\ r N /\
xn yn xn yn yO zo

L'unifié 8° v ¥°1:

(B.w)° v ey = B2,
@) (22 «d By o (B &8I
{ \ / N\ /
(x,x)  (v.y) (v,y) (z,2) (y,y)

Le Igop Unifié satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles, cette régle récursive peut

donc boucler (vrai ou sans test d’occurrence).

A= () VI (97)  minoré par Iy oy ((8°V 371)

P 0 -1
majoré par Iu’n +1)[1,n +1]( B°VvViUE-)

0 -
ineryio 8 VY h . (qQ, /B\ ) . ..., (n, /B\) (n+1, u_,)) }
B So B B
7\ /7 \ / \
/' yl l'n~0~l yn yn-l
B B
7 \ / \
Ta+1 Yn Y, So
0 -1
lpariine B VI = (A0, B) i@l B ) )
B So B B
/\ /7 \ I\
" Y1 Tp+2 Yn+1 Yn
B B
/N /7 \
Ta+2z Yn#1 Y1 S

En termes de systéemes d’équations, la résolution du TQ s’exprime sous la forme :
Sun(G) V((y=v, )/ Vi€E[20])V (u=T)V (v, =BCBCD))
on 8, .(G) = ( (4 = Br,z)) , (r; = Bx,¥)) . (v, = Blx;ss) . (5= By, z) / Vi € [1,0])
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1) On peut minorer I'unifié¢ de deux premiers systémes par : Sm(n) = S(z .n-:](G“) u Ind(z,n-u(G“)
00 Sy, (Gu) = ((u;=Blrys; ), (r; = B(r,,.y) » (5, = BO,S,.) / Vi€ [2.n-1])
et Ind[,,n_u(Gu) = {(v,=y,,),.@=s5_)),(x=r,) /V i€[2,n-1])
Y(n) = Sg U Sm(n) U Sd/n
avec Sg = { (u, = B(r,z))) , (r, = B(r,,y,)) , (s, = B(y,,2,) . (v; = u,) }
et Sd={(u, =B(r,s ,)),(r, =B(x,y)), (s, =B(y,s,_ ;) (v, =B(xs.) )
Pour n > 3 (= nl), on peut donc exprimer de fagon exacte les contraintes liées 4 n itérations de la
régle récursive . La résolution du TQ s’exprime : ¥(n) V (u, = T) V(v,= B(C,B(C,D))).

2) t, , = BB(.. B(B(x,,¥,):¥pq)s - 5¥y)2y) —-n==> t_ ., = B(x,B(y,,B(y,_,, -- B(y,,2}) )))

La seule branche croissante de t, o est celle le plus & gauche , elle croit d’un & chaque réécriture.
De méme , la seule branche poussante de t, +1n est celle le plus a droite, elle croit aussi d’un a
chaque réécriture. Les autres, dans tin (resp. t, +l.n) sont constantes.

Toutes les congruences sont nulles : ¢ = 1 (PPCM des congruences).

Caractérisation 4 : il n’existe paspourn >2, 0 /n tel que u'n‘ =0, Vo /n -

En effet , theln

Quelque soit la question, aprés deux réécritures, on sait s'il existe des solutions ou non , seule r,

V « n’existe pas pour n > 2.

et r, peuvent gxister.

Soient les questions suivantes :
- Tl = w (€ V) : 1, = B(C,B(C,D)), r, = B(B(C,C),D).
- T2 = B(B(x,y),2)) : r, = B(B(C,C),D)
- T3 = B(B(C,C),C) : aucune solution.

Cet exemple met en relief que la forme du fait (branche poussante de teln fermée dans o)
peut borner le nombre de solutions , indépendamment de la question. Il existe un programme non

récursif qui lui est équivalent.



Chap § - Etude du TQ PROLOG Page 136

§-7-4) REGLE PERIODIQUE PLUS COMPLEXE.
Soit le programme PROLOG suivant :
P( B(B(C,D),B(E,F)) ) ->;
P( B(B(x,y),z) ) -> P( B(z,B(y,x)) ) ;

Si I'on itére le processus de résolution ; nous obtenons :
- B(B(x,,y,),z;) -1-> B(z;,B(y,.x,))
. B(B(x,,y,):B(x,,¥,)) -2-> B(B(y,,x,),B(y,,X,))
. B(B(x,,x4),B(x,,y,)) -3-> B(B(y,,X,),B(x,,x,))
. B(B(x,,X4),B(x,,x,)) -4-> B(B(x,,x,),B(x,,x,))

Vn2>2,P(BB(x,xy).B(x;,x,)) ) -n-> P(BB(X,; 1od ¢ ¥nss mod 4)"BXn42 mod 4%n mod «)) )

L’unifié¢ 8° vV ¥ ;

(B,u)® v (B,()'l = B,u)°
@4 Yz2) @zf (B %B,r}:'1
=0 ) w9 xx) 9

Le Igop Unifié satisfait Ia Restriction sur les Pondérations de Boucles, cette régle récursive peut
donc boucler (vrai ou sans test d’occurrence).

0 -1 0 -1
Pourn22, A =Ty (B Vg ninun (T7) = Iynaqyaeg BV 5

A = {(1, B(B(x),x3),B(x5.x))), - » (i s BB(X; 109 %42 mod )B(Xi41 mod 4°%i+3 mod )

(0+1 , B(B(X(1,1) mod 4% (n+1)+2 mod 4)B(X(n+1)+1 mod 4X(n+1)+3 mod ) )

En termes de systéemes d’équations, la résolution du TQ s’exprime sous la forme :
Spa(@ V{(=v, )/ ViERA)V@=T)V(, =
ou sll'nl(G) = { (ui = B(ri’zi)) ’ (fi = B(xi’yi)) W (\Ii = B(zi’si) . (si - B(yi’xj) / v i € [l,n] )

1) Pour n > 4, on peut minorer les deux premiers systémes : Sm(n) = S[l,n-z](G“) U Indu’n_u(Gu)
ol S[l,n-z](Gu) = { (v, =B(r,r; ) » (1 = B(x,,x ) (Xi=x . ) /Vig[ln-2])
etInd;  ,(Gu)= {(vi=y,,),(Z=1,),.(=1,,), (y;= %42 / ViE[L,n-2])

¥(n)=Sg USm(n) USd/n avecSg=@
et Sd= (0= B, 0,) s (U = Blryz,) o (Vg = 0,) o (Vg = Bleys,) s (5 = Vo)

v (X =Ygoa) s Oy = X g) s (U = %y ) (2 = 1) (2= 5,4) )
La résolution du TQ s’exprime : ¥(n) V(u; =T) V (v, = x).



Chap 5 - Etude du TQ PROLOG Page 137

2) Vn _>_ 2 [} P (B(B(xpxs)’B(xrx‘)) ) -n-> P( B(B(Xn+l mod 4° xn+3 mod 4)’B(xn+z mod 4’xn mod 4» )

Toutes les branches de t, n ett Mp

Ici la seule congruence non nulle est 4 : ¢ = 4 (PPCM des congruences).

sont constantes {modulo 1a congruence).

Carac.3: Vn>n=2,0, =0 Vo, ot t VT=t o ett o=t 1nTa/Cls
Apres n3+c-l (=5) réécritures, on sait s’il existe des solutions et si elle sont en mombre fini, on
peut dire aussi s’il existe un nombre fini de solutions plus générales.
Soient les questions suivantes :

- Tl = x (€ V) -- arbre de hauteur 0
On calculede ryarg: 1y = 1, =~ B(B(C,D),B(E,F)) , r, =1, = B(B(F,E),B(C,D)),

1, = B(B(D,C),B(F,E)) , ry = B(B(D,C),B(F.E)),

Pour tout n € N, la solution r_ existe , car r,, 1y, r, €t 1, existent.

- T2 = B(x,B(C,C)) -~ Aucune solution car r; n’existe pas par i € [1,5].
. - T3 = B(B(D,C),B(F,E)) -- Entre ry et r, , 1, existe. De plus rg existe ,donc f944n existe
quelque soit n € N.

Cet exemple met en relief, combien la forme du Igop unifié clarifie, la compréhension d’u-
ne régle récursive. Celle-ci est, de fagon inattendue, périodique (4) et se comporte comme une
simple "permutation de branches".

Avec au moins 2 réécritures, elle est équivalente i la régle :
P (B(B(w,x),B(y,z)) ) -> P(B(B(y.z),B(x,w)) );
qui a, d'ailleurs, un Igop unifié équivalent .

Un exemple similaire est B(B(B(x,y),z),w) -> B(w,B(z,B(y,x))) ; (période 8)
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Conclusion

La finalité de ces recherches sur I'arrét et la complexité de régles récursives simples est
liée & I’étude d’une classe plus large de programmes récursifs tels que :
ADD(Zéro,k,x)' -> 3 |
ADD ( Succ(x),y,Suce(z)) -> ADD(x,y,2) ;
MUL ( Zéro, x , Zéro) -> ; |
MUL (Suce(x),y,z) -> MUL(x,y,2) ADD(y,2,2z) ;
ou encore
FIBONNACCI ( Succ(Zéro) , Succ (Zéro) , Zéro ) ->
FIBONNACCI ( Suce(n) , f_,,,f ) -> FIBONNACCI (n,f_,f_ )
ADD (f_,f, _,.f..,) ;
programmes qui peuvent &tre vus comme des programmes TQ imbriqués (ici 2).

De maniére plus générale, soient P un programme Prolog et T un but composé d'un
littéral, la complexité du but T sur I’ensemble de clauses P peut se formuler :
Existe-t-il une fonction F, telle qu’une solution existe pour le but T ssi elle est obtenue en
moins de Fp (T) inférences ?

Si les programmes non récursifs sont évidemment de complexité constante, nous avons
montré que pour des questions et des faits linéaires (une occurrence par variable), le Tant Que est
de complexité linéaire. Dés que I'on élargit la classe de programmes 4 ceux contenant une réegle
récursive, leur arrét (i.e. I’existence de solutions ) est indécidable (Codification du Probléme de
Post [Lebégue ]).

Pourtant si 'on accepte de parler de programmation naturelle en programmation logique,
cette codification de POST ne I'est pas du tout. En d’autres termes , ce programme est "mal
écrit". Dans le cadre d’une bonne méthodologie en programmation logique, des résultats sur la dé-

cidabilité et la complexité peuvent &tre espérés sur des schémas de programmes plus complexes.
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Sur le plus simple des programmes récursifs, nous avons pu répondre aux questions sui-

vantes :
1) Pour tout T, la régle satisfait la propriété de terminaison :
T quelconque --r--> finiment
ssi . pour une résolution sans test d’occurrence : BV ¥ n’ existe pas

. pour une résolution avec test d’occurrence :
soit BV ¥ n’ existe pas

soit B° vV ¥~! contient des boucles de pondération nulle modulo la congruence.

Remarque : Pour savoir donc qu’une régle récursive peut engendrer une infinité de réécritures

pour certaines questions, il suffit d’une unification et un test sur les pondérations de boucles.

2) Si I'on applique une résolution avec test d’occurrence, il est toujours possible de trans-
former le processus récursif d’utilisation de B -> U par sa caractérisation itérative. Plus
précisément, on peut exprimer les contraintes liées 2 n utilisations de la régle sous la forme du
systeme d’équations:

Sg U Systeme Itératif U Sd (une seule équation par variable indicée)
ou Sd et Sd sont des systémes constants
et Systeme Itératif contient des équations de la forme x,=t, c-a-d identiques & un décalage d’in-

dices pres.

3) En se basant sur cette caractérisation itérative de la récursivité, on peut exprimer la

propriété de terminaison d’une régle
r: B -> V¥ ;
T?

. 11 est décidable de savoir si la régle r satisfait quelque soit T terme clos la propriété de
terminaison.

. 1l est décidable de savoir si un terme linéaire T donné et la régle satisfait la propriété de
terminaison : T donné --r--> finiment

. Il existe une fonction linéaire f indépendante de T telle que T linéaire et R satisfont la

propriété de terminaison ssi T ne peut étre réécrit plus de f (Hauteur(T)) parr.
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4) Soit notre programme TQ Prolog ou le fait et le but sont linéajres, appliquons une réso-
lution avec test d’occurrence :

f: o ->
r: B >V ;
T?

. I’existence de solutions au TQ Prolog est décidable aprés un nombre de réécritures linéai-
rement dépendant du but T.

. Pexistence d’un ensemble infini de solutions (i.e. de chemins de preuve) est décidable
aprés un nombre de réécritures linéairement dépendant du but T. Dans le cadre d”une recherche
classqgique de toutes les solutions, 'arrét de la résolution est décidable en un nombre de réécritu-

res linéairement dépendant de la hauteur de la question.

Ces résultats semblent pouvoir étre généraliser, sans difficultés majeures, 2 des termes,
but et fait, non nécessairement linéaires. Il n’en reste pas moins que ces résultats peuvent étre uti-
lisés dynamiquement pour n’importe quel programme PROLOG : dans I’arbre SLD de résolution
d’un programme, pour un chemin m de dérivation de la forme ml.mz", le programme se comporte
4 cet instant comme un TQ Prolog :

m, : P(.) -> P(.) ...;
et donc utiliser les résultats de décidabilité du TQ pour controler I'effacement du prédicat P .
Exemple :
P (F(G(F(A))) -> ;
P(x) -> P(F(x)) ;
P(x) -> P(G(x)) ;
P(A)?
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Les Graphes Orientés Pondérés :
un outil nour ’étude de la terminaison et de la complexité

dans les systemes de réécritures et en programmation logique .

Cette étude a pour objet le probleme de I'arrét et de la complexité en temps pour une classe
simple de programmes genre PROLOG. Nous avons analysé statiquement le plus simple des pro-
grammes récursifs, composé d’un fait f "P(a)" , d’une régle récursive "P(g) -> P(d)" et d’un but
P(T)'.

Sa modélisation est basée sur un nouvel objet syntaxique, le Graphe Orienté Pondéré, graphe
dont les arcs sont poncArés par des entiers relatifs et dont les variables peuvent étre périodiques.
Lors du dépliage, les pondérations le long d’une branche sont sommées et cette somme, modulo la
période, indice la feuille variable de la branche. Les arbres ainsi obtenus peuvent étre
irrationnels. Nous étudions leurs propriétés formelles dont unification pour laquelle nous propo-
sons un algorithme (avec ou sans test d’occurrence) généralisant celui des Graphes Orientés.

Tout régle récursive simple PROLOG posséde son Graphe Orienté Pondéré qui caractérise

le comporiement et la complexité de la régle (linéaire ou constante).

Dans le cadre des systémes de réécritures en téte, la terminaison d’une régle de réécriture

en téte pour tout terme clos est démontrée décidable (indécidable pour une régle de réécriture

quelconque), elle reste décidable pour un terme clos.

Dans le cadre de la programmation logique, pour le plus simple programme récursif conte-
nant un fait et un but linéaires (une occurrence de chaque variable) et une regle récursive
"P(g) -> P(d)" , on démontre la décidabilité de ’existence de solutions et de I’arrét du programme.
ceci en un nombre de réécritures linéairement dépendant de la hauteur de la question T.

Ces résultats permettent pour une plus large classe de programmes récursifs, de vérifier fa-
cilement leur terminaison (aide aux programmeurs), de les compiler (rapidité), d’améliorer la stra-

tégie de résolution PROLOG dans ces appels récur_sifs (complétude).

MOTS-CLES :
Systeme de Réécriture Récursivité
Narrowing Terminaison
Graphe Complexité .

Programmation logique,





