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Chap 1 - Introduction 

1) Situation du thème 

Page 1 

Notre étude a pour objet le problème de l'arrêt et de la complexité en temps pour une clas- 

se simple de programmes genre PROLOG. Nous avons analysé statiquement le comportement des 

programmes récursifs et, en particulier, du plus simple d'entre eux, que nous avons appelé le 

Tant Que PROLOG ( sic ) , composé du fait f, de la règle récursive r et d'une question : 

Tant Oue : f Prédicat ( . . ) -> ; 

r Prédicat ( . . ) -> Prédicat ( . . ) ; 
Prédicat ( . . ) ? 

Exemple : f ENTIER ( Zéro ) -> ; [ O E N  1 
r ENTIER ( Succ( x ) ) -> ENïïER ( x ) ; [x+ l  E N  SI x E N ]  

ENTIER ( Succ(Succ(Zéro)) ) ? [ 2 E N  l ?  

( Nous avonm chobi la syntaxe du Prolog 2 pour 1.1 rig1.1, de p lu  1.1 vuiablsi -nt notéa en minuuular, kr rymboler de 
fonction commenceront toujourr p u  une majwcule ). 

La recherche d'une solution en chaînage arrière est une suite d'inférences de la question par 

la régle r, tant que il y a incompatibilité avec le fait f , ce processus pouvant bien-sur ttre infini. 

Un tel programme PROLOG est assimilable un système de réécritures : 

f :  a - >  Recherche d'un enchaînement de réécritures de la question T : 

r :  O - > U  T -- P.  f --> 

T ?  où T , a , O , U sont des arbres finis avec variables 

Cest  dans ce cadre que nous avons abord6 notre étude. Mais il est nécessaire, ici, de parler de 

Systbme de Reecriture en Tete. 
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On s'interdit par exemple : 

par P -> Q 
/ \ 

x Y 
\ 
X 

II n'y a au plus qu'une façon d'appliquer une règle pour une question donnée : 

Dans le cadre des Systèmes de Réécritures, de nombreuses études ont été faites concernant 

l'arret de systèmes récursifs simples ( Voir l'excellent survey de Dershowitz ) . 
La simplicité de telles règles n'est qu'apparente, comme en témoigne le nombre de travaux qui y 

sont consacrés. Enumérons quelques uns d'entre eux : 

- Systbmes de Réécritures en Ttte plus particuliers que le n6tre : 

Dans le cadre des Bases de Données Déductives, le langage DATALOG est basé sur les Clauses de 

Horn sans symbole de fonction : Buys ( x , y ) -> Cheap ( x , y ) Likes ( x , y ) ; 

Un programme malog est dit bornable ("bounded") si on peut éliminer ses récursions. Cette pro- 

priété est indécidable, meme pour les programmes linkaires (i.e. chaque corps de règle ne contient 

au plus qu'un prédicat récursif) [Gaifman , Mairson 871. Cette propriété pourrait etre décidable 

pour les programmes ne contenant qu'une seule règle [Ionnadis 851 , [Naughton 86 ] . 

- Systèmes de Réécritures quelconques , donc plus genéraux que le notre : 

Un ensemble de rtgles R est dit satisfaisant la proprieté de terminaison si tout terme clos ne peut 

pas ttre réécrit infiniment : V T terme clos , T --R--> toujours finiment . 
Ce problème a été démontré indécidable pour 3 régles [Lipton , 77) , pour 2 règles [Deshowitz 

851 et enfin mtme si R ne contient qu'une seule régle [Dauchet 871 . 

- Systèmes de Réécritures en Tete : Outre le problème de la terminaison, on se pose celui 

de I'arrCt pour un terme T donné : R et T donnés satisfont la propriété de terminaison si T ne 

peut ttre réécrit que finiment par les règles de R . 
Dans un tout autre cadre que celui de la programmation logique, un résultat partiel a été démon- 

tré sur cette question [Pereira 841, & propos des processus communicants. Trts récemment, l'étude 

du bouclage d'une régle (ou d'un cycle de rtgles) a été introduite comme outil majeur d'analyse 

statique de programmes PROLOG, dans le cadre de la réalisation d'un environnement pour la 

programmation logique [Pelhat 871. Des conditions suffisantes de bouclage y sont énoncées. 
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Cest le problème de terminaison d'une règle récursive en tête que nous 6tudions, ainsi que 

celui de l'existence de solutions au Tant Que Prolog. Nous introduisons des outils d'analyse stati- 

que qui permettent de décider de I'arrtt d'une boucle, dans un cadre plus luge (les termes non 

nécessairement clos) avec un facteur de complexité linéaire. 

Dans ce qui suit, nous nous limitons aux problèmes de dCcision et de wmplexitt pour le 

Tant Que Prolog. A ce propos, on peut noter que I'arrtt d'un programme Prolog d'une classe un 

tout petit plus large est indécidable [ Lebégue ] (on peut codifier le problème de POST par une 

série de faits et une règle de La forme : P(B) -> P(V) Q(4) ; ) . 

Mais les résultats obtenus sur le Tant Que, par leur précision quantitative, peuvent perrnet- 

tre l'extension de l'étude B des classes de programmes Prolog plus vastes , par exemple le très clas- 

sique programme des chemins d'un graphe : 

EDGE( . , . )  -> ; 

E D G E ( . , . )  -> ; 

PATH ( x.nil ) -> ; 

P A ï H  ( x.y.z ) -> EDGE ( x , y ) PATH (y.2) ; 

en leur apportant des propriétés de décidabilité et de complexité [ Lebègue 1. 

Ces résultats permettent aussi pour certains programmes récursifs : 

. de vérifier facilement leur terminaison (aide programmeurs) 

. de les compiler sous une forme sympathique (rapidité) 

. d'améliorer la stratégie de résolution PROLOG dans ces appels récursifs (compl4tude). 

11 est important de noter que tous ces résultats ont pu ttre obtenus grace B de nouveaux ob- 

jets syntaxiques que nous avons introduits et étudiés, les Graphes Orientés Pondérks . Outils de 

démonstration, ils permettent aussi de généraliser la notion d'arbres infinis [Courcelle]. 

Informellement, un Graphe Orienté Pondéré est un graphe dont les arcs sont pondérés par 

des entiers relatifs. Lors du dépliage, les pondérations le long d'une branche sont sommtes et cet- 

te somme indice la feuille variable de la branche. Les arbres ainsi obtenus peuvent ttre 

irrationnels. Nous étudions leurs propriétés formelles (interprétation finie et infinie, substitution, 

6quivafence. unification, . . . ) . 
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2) Presentation informelle des principaux resultats. 

Les Graphes Orientés Pondérés permettent d'obtenir des algorithmes de décision et d'analy- 

se statique de complexité de programmes PROLOG simples de la forme : 

f Prédicat ( . . ) -> ; 

r Prédicat ( . . ) -> Prédicat ( . . ) ; 
Prédicat ( . . ) ? 

que nous appelons des programmes Tant Que (sic), car leur résolution est exprimable par 

" Inférer la question avec la règle r, font que il y a incompatibilité avec le fait f ". 

La classe étudiée peut paraître simple. En fait nos résultats chapeautent de nombreuses étu- 

des partielles sur le sujet, et ce travail peut 'ttre intégré B un environnement de programmation 

Prolog pour de larges classes de programmes logiques. 

Si l'arret d'un programme Prolog non récursif est toujours vrai (trivial), le problème est ou- 

vert dès que l'on ajoute une règle récursive. Par exemple, pour le programme suivant : 

r : Prédicat( . ) -> Prédicat ( . ) ; 
T ? 

peut-on décider de son arret, pour tout but T ou seulement certains d'entre eux. 

Si ces questions sont résolues dans le cas d'une "décroissance" du but lors de la réécriture, 

elles restent ouvertes pour une règle quelconque. 

L'application d'une règle, notée g -> d est formalisable par la séquence suivante de réécritures : 

gl -> dl V g2 -> d2 V g, -> . . . -> dn V gn+l -> . . . 
les variables étant muettes, on doit les renommer avec chaque nouvelle réécriture. Pour la ihme uti- 

lisation de la régle g -> d , nous appliquons celle dont les variables sont indicées de i : 

ihe réécriture : utilisation de la règle gi -> di . 
Pour la régle r suivante exprimant l'associativité de l'opérateur d'addition 

( x + y ) + z  -> x + ( y + z )  

nous utilisons les règles ri : ( xi + yi ) + zi -> xi + ( yi + zi ) 
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Un Graphe Orienté Pondéré est un graphe : 

. avec une racine pondérée d'un entier relatif, 

. dont les arcs sont aussi pondérés par des entiers relatifs , 

. et dont certaines des variables possèdent une période. 

Lors du dépliage du GOP, les pondbrations le long d'une branche sont sommées et cette somme 

sert d'indice B la feuille variable de la branche. Les arbres ainsi obtenus peuvent ttre irrationnels : 

dont le déplié est 

X 

\ 
/ ' 

Xn etc 

Pour tenir compte de certains phénomènes périodiques, les variables d'un GOP peuvent 

posséder une période ; dans l'interprété, leur indice est alors calculée modulo cette période : 

le déplié est 

/ ' 
XII mOd 2 etc 

On généralise l'interprétation d'un Gop en considérant le déplié pour une pondération d'en- 

trée supplémentaire. De cette manière, pour notre régle récursive g -> d : 

. le déplié du Gop go pour la pondération d'entrée i est l'arbre gi 

. le déplié du Gop d-l pour la pondération d'entrée i est l'arbre di-,. 

Le déplié de d-' avec la pondération d'entrée i est : 

Yi-1 3-1 
, toutes les pondérations rencontrées sont sonknées ( ir .  pondération d'entree, pondération de la 

racine, pondérations des arcs ) ; cette somme est ici identique sur toutes les branches. 
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bificat ion de Gra~hes  Orientes P o n d u  

Nous introduisons un algorithme d'unification des GOPS avec ou sans test d'occurrence, 

ceci en généralisant l'algorithme sur les Graphes Orientés classiques. Il repose sur les deux remar- 

ques suivantes : 

1) L'unifié de deux Gops G et G* de mtme sommet racine s et de pondérations racines res- 

pectivement p et p', est le Gop G (ou G') dont toutes les variables sont de période Ip-p'l . 
x1 v x-' = x1 :2 = x-l :2 

2) On ne change rien B l'unification de deux Gops G et G* de sommets racines s et s' et de 

pondérations p et p', si l'on remplace dans G et G', tout arc allant vers le sommet s' avec une 

pondération q, par un arc allant sur s avec une pondération corrigée de (p-p') : q +(p-p'). 

En intégrant ces modifications de pondérations et ces calculs de période, on construit un al- 

gorithme en tout point identique B celui sur les Graphes Orientés classiques. 

(Si l'on retire toutes les pondérations, cette égalité représente l'unification dans les Graphes) 

(Mtme remarque si l'on retire la période et les pondérations dans cette égalité) 

Le test d'occurrence dans l'unification des GOPS est équivalent B une détection de boucles 

de pondération nulle (dans les graphes, c'est la simple détection de boucles dans l'unifié). Si les 

exemples ci-dessus satisfont le test d'occurrence, il n'est pas vérifié dans l'unification suivante. 

Ex 3 : 

l'unifié contient une boucle sur le sommet A de pondération nulle. 
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GOD carnctCristiaue d'une règle rCcursiva 

Soit la règle g -> d, son application récursive est formalisée par 

. la séquence de réécritures gl -> dl V g2 -> dl V g3 -> . . . -> dm V gn+l -> . . 

. c-8-d par la recherche d'une instanciation des arbres gi et di-, les rendant, pour chaque i, 

tgaux deux B deux. 

. ou encore le Gop go V d-' , car les dépliés, pour chaque i, de et d-' sont les arbres gi et 

di-l. 

Les exemples 1 et 2 (page précédente) correspondent aux Gops caractéristiques de l'associativité 

et de la règle FRERE (x,y) -> FRERE (y,x) . 

De nombreuses informations concernant le comportement de la règle g -> d peuvent ttre 

extraites de ce Gop go V d" : 

1) DbcidabilitC de In terminaison d'une rbgle pour tout terme quelconque. 

3 T (non nécessairement clos) se réécrivant infiniment par g -> d ssi V d" existe (avec ou 

sans test d'occurrence suivant qu'on applique une résolution avec ou sans test d'occurrence). 

La règle associative et la règle FRERE engendrent des résolutions infinies avec ou sans test 

d'occurrence, car go V d-l existe . Par contre, la règle de l'exemple 3 engendre toujours une réso- 

lution finie avec test d'occurrence : go et d" ne sont pas unifiables avec test d'occurrence. 

2) Plus petit arbre invariant 

Le déplié de V d" est le plus petit arbre se réécrivant par g -> d en un arbre équiva- 

bnt : pour l'associativité . 

C'est, ici, un arbre irrationnel; il se réécrit en un terme équivalent, le mtme en incrémentant de 1 

tous les indices. 
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3) Phenomenes periodiques. 

Les ptriodes des variables du Gop caractéristique formalisent la phriodicité de la rhgle : 

FRERE(x,y) -> FRERE(y,x) est de période 2. 

4) Croissance linerire 

Intéressons nous B l'évolution pas 8 pas de cette récursivité et notons glsn -> dlp , la règle 

tquivalente B n applications de la règle g -> d . Par exemple, appliquer n fois notre règle associa- 

tive est équivalent B appliquer une fois la règle suivante : 

la croissance des arbres gl, et d l ,  est mesurable par lecture du Gop, grace aux boucles positives 

et négatives qu'il contient : 

+O 

, la branche de pondération croissante du Gop est la branche croissante de glsn , de meme la 

branche de pondération décroissante du Gop, celle croissante dans dlsn . 
Même si certains phénomènes parasites sur les bords perturbent cette lecture, on peut dire 

en gros que la présence dans V d" d'une boucle positive de longueur b et de pondération p 

caractérise une croissance de la branche correspondante dans g1,, d'une hauteur b/p B chaque 

nouvelle réécriture. De mCme dans d l ,  si la pondération de la boucle est négative, la croissance 

sera de b/(-p) . Si la pondération de cette boucle est nulle, la croissance est immédiatement infi- 

nie (i.e. le test d'occurrence n'est pas vérifié) . 
La croissance de chacune des branches de glsn et dl, est linéairement dépendant de n. 

5) Complexite constante. 

Si le Gop caractéristique ne contient aucune boucle, alors le Tant Que Prolog est de corn- 

plexité constante, c-&-d qu'il existe un programme non récursif qui lui est Cquivalent. 

Exemple : FRERE (Jean , Xavier ) -> ; 

FRERE (x , y) -> FRERE ( y ,  x) ; 

équivalent B 

FRERE (Jean , Xavier ) -> ; 

FRERE (Xavier , Jean ) -> ; 
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La difficultt majeure de ce travail a t t t  de montrer, dans le cadre d'une interprttation finie 

des Gops ( Chap 4 ), que ces effets parasites sur les bords sont toujours de taille bornée et sont 

mOme constants h partir d'un certain nombre de rttcritures. 

Aussi, la prtsence d'une boucle positive ou ntgative est une condition ntcessaire de croissance de 

certaines branches de l'arbre g,, ou dl, . et non suffisante. Mais on peut vbrifier h travers les 

effets de bord, si les boucles du Gop sont effectives ou non, c-h-d si les branches correspondan- 

tes dans gl, et d l ,  missent Lintairement ou sont constantes . 
L'exemple suivant illustre ces phénombnes parasites : 

Son Gop caractéristique est : 
0 < f ~ o  

Cette régle contient une boucle positive, pourtant elle a la particularitt d'etre invariante pour les 

variables xl et y, : 

La boucle positive n'est effective que sur la deuxième branche de gl, . 
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Prinripgux résultats de decidabiw 

Grâce B cette mise en évidence de la croissance linéaire des termes pl+ et dIp , on peut 

montrer de façon immédiate : 

. la décidabilité de la terminaison d'une règle récursive pour tout terme clos : 

V T clos , T --r--* finiment 

. la décidabilité de la terminaison d'une règle récursive pour terme clos : 

T clos donné , T --r--> finiment 

Nous dtmontrons même que ceci reste vrai pour les termes linéaires (avec variables, mais 

une seule occurrence de chaque variable) et que cette propriété est décidable avant un nombre de 

réécritures linéairement dépendant de la hauteur du terme T. 

. la décidabilité de l'existence de solutions au Tant Que Prolog pour les questions T et faits 

f linéaires, en un nombre de réécritures linéairement dépendant de la hauteur de la question T. 

. la décidabilité de l'arrtt du programme Tant Que si la question T et le fait sont linéaires, 

dans le cadre d'une recherche de toutes les solutions (comme en PROLOG ) . 

Certains résultats plus précis peuvent ttre obtenus dans le cas de cloture de certaines bran- 

ches de la question, celles relatives aux chemins de pondération croissante dans le Gop caractéris- 

tique . 
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3) Guide de Lecture 
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Le Tant Oue Prolog 

Soit le programme Tant Que où a, B, 8 et T sont des arbres finis avec variables : 

f a -> ; " a est vrai" 

r B - > V ;  " Si 8 Alors B " 
T ? " 3 T vrai " 

Une solution .8 cette question T est obtenue par des inférences successives de la règle r , 
tant qu'il y a incompatibilité avec le fait f. En termes de réécritures, T est une solution de ce 

programme si et seulement si on peut réécrire n fois T par la règle r , puis une fois par f : 

T solution <=> 3 n E N , tel que T --f .f--> 

une réécriture Ctant une instanciation particulière u des variables de la régle : 

V u substitution , u ( B ) --r--> u ( 8 ) 

Cette recherche peut ne jamais se terminer si la rbgle récursive peut Ctre appliquée infiniment. 

On peut reconnaître ces règles bouclantes sur des exemples simples : 

Frère ( x , y ) -> Frère ( y , x ) ; " x est le Frère de y SI y est le Frère de x " 
Boire ( Goutte ) -> Boire ( Café ) ; " Pos d'doute, après ch'cafk, in bot l'goutte " 

la premibre règle r peut Ctre itérée indéfiniment, puisqu'elle se contente de permuter ses 

arguments, tandis que la seconde n'est utilisable qu'une seule fois, car il y a incompatibilité entre 

les deux membres de la régle : Boire (Goutte) et Boire(Caf6) ne sont pas unifiables . 
Mais, dans le cas general, la non-linearito des arbres tCte ou corps de regle, la presence de 

variables uniquement d'un c6td de la régle, et les permutations de ces variables lors de la réecri- 

ture annihilent rapidement toute intuition sur 18 finitude de cette r&écriture . La règle ci-dessous 

ne peut ttre appliquée que deux fois (avec test d'occurrence) ou indéfiniment (sans test 

d'occurrence) : 
/"\ 

-> B 

/"\ 
Y B' ' Y 

A Y Y x 
I 

Pour bien formaliser l'application récursive de telles règles, il faut noter que les variables 

d'une règle n'ont un sens qu'A l'intérieur de cette règle : elles sont muettes, c-A-d différentes à 

chaque nouvelle réécriture. Pour cela, nous ajoutons un indice, le numéro de k réécriture : 1 la 

ihw utilisation de 0 -> 8 , nous appliquons la rbgle Bi -> Ui , en indiçant de i toutes les varia- 

bles de B et 8. 
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CaractCrisation finie.- ï i  existe des arbres T tels que T --P--> ssi il existe une substitution 

un vbrifiant : v i E l2.4 , un( Bi ) = % 

Caract&risrtion infinie.- La règle B -> 1 satisfait la propriété de terminaison quel que soit T, ssi 

il n'existe pas uZ telle que : V i E  Z ,  u z ( B i )  = u z ( 8 i - l )  

Dans le cas contraire, le plus petit arbre se réécrivant en un arbre équivalent est uz ( Bi ) . 

Avec cet indiçage de la règle, i1 existe un arbre T pouvant ttre réécrit 2 fois si et seule- 

ment si les arbres Il et B, sont unifiables. En effet, soit U, , leur m.g.u. : 

u, ( Bl ) --r--> u, ( 8, ) = u, ( B, ) --r--> 5 ( Vl  ). 

Sur notre exemple, le m.g.u. U, de 

Le plus petit arbre T, se réécrivant 2 fois par la règle récursive est donc : 

Appliquer deux fois notre règle équivaut appliquer une fois : 

Trois réécritures sont impossibles avec test d'occurrence, et sans test d'occurrence la substi- 

tution o; est l'instanciation de toutes les variables par 19arbre infini A'. Appliquer plus de trois 

fois la règle r équivaut utiliser la règle invariante suivante : 

B ( B ( A ~ , A ~ ) , A ' )  --> B ( B ( A ' , A ~ - ) , A ~ )  

La rtgle satisfait donc la propriété de terminaison pour tout T, si on applique le test d'occurrence 

& chaque réécriture, sinon elle devient invariante dts la 3ama réécriture. 
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. 4ustificition intuitive d e m h e s  Orientes Pouderes 

L'indiçage des variables de la régle par la profondeur de réécritures est l'une des clés de la 

résolution de notre problème et justifie la présentation et l'étude des Graphes Orientés Pondérés. 

Illustrons-le sur l'associativité de l'opérateur " + " : ( x + y ) + z = x + ( y + z ) . 

Appliquer n fois cette règle, revient B appliquer la règle suivante : 

intéressons-nous & l'arbre de gauche. Tout arbre se réécrivant n fois par la règle r est une instan- 

ciation de cet arbre gauche. La hauteur et le nombre de variables de celui-ci dépend directement 

du nombre de réécritures n . Construire le plus petit arbre pouvant se réécrire infiniment par r 

revient B faire tendre n vers l'infini et l'on obtient : 

Ce n'est pas un arbre rationnel, car il posséde une infinité de variables indicées distinctes. On ne 

peut donc pas le représenter sous la forme d'un graphe orienté classique, mais en effaçant tous les 

indices, on le rationalise : 

etc y 
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Malheureusement, des informations fondamentales sur le comportement de la règle seront 

perdues lors de cet effacement. Aussi l'idée est-elle d'ajouter des pondérations sur les arcs d'un 

Go pour tenter de caractériser cette irrationalité dOe au nombre infini de variables , ces pondéra- 

tions servant B indicer les variables du déplié : 

G = 1 + représentera cet arbre irrationnel 

Lors du dépliage de ce graphe, les pondérations rencontrées sur une branche s'ajoutent et indicent 

les variables. 

+l 

ddpliage 4 +  ' ' Z  u l c d  den ' \ /+ \ z1 
G --------- > Y --------- > 

"/ y1 

Y+ \ indicm 

4,+, + ' \ y n 

etc y etc Y,+1 

Le plus petit arbre T se réécrivant en un arbre Cquivalent est pour cette rtgle associative : 

représenté par le GOP +O i\ +y \ 
t, ;\ ,I c+ + 3 - 1  

y1 y0 
' /  

Y 
/ 

t\ '+ 
etc y, y-n+l ' ' etc 

Certains phénomènes périodiques sont inherents aux réécritures récursives : le prédicat Frè- 

re présenté plus haut, ou la commutativité de l'opération d'addition " x + y = y + x " en sont 

des exemples simples. Considérons une Partie d'Echecs notée sous la forme d'une liste du nom 

des joueurs et de leurs coups : 

Karpov . Cf3 . Kasparov . Cf6 . Karpov . d4 . . . . . Kasparov . Tel . Karpov . Mat 

Ces parties sont reconnaissables par un programme Tant Que : 

Partie (x , y , x . Mat) ) -> ; " x a perdu " 

Partie (x , y , x . c . z) -> Partie (y , x , z) ; " x joue le coup c , h y de jouer " 
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Une partie infinie est une instanciation de l'arbre irrationnel suivant, les joueurs xl et x2 jouant 

tour de rble des coups c, quelconques : 

sera représenté par le Gop 

/O.\ 
xm ")O\ 

C, etc 

x 2  signifie que l'indice des variables xi 

est calculé modulo 2. 

Chaque variable d'un Graphe Orienté Pondéré pourra ainsi posséder une période, appelée 

congruence d'indices ; lors du dépliage, la somme des pondérations de la branche sera traitée mo- 

du10 la congruence de la variable . 

chaa 2 - Definition des Grabhes Orientés Ponderes 

Il est bien connu que le dépliage des graphes orientés génère des arbres infinis rationnels. 

Nous enrichissons ces objets syntaxiques en pondérant les arcs et en associant aux variables une 

période appelée congruence d'indices . 

Définition.- Un Graphe Orienté Pondéré est : (X , Lab , Succ) / (Rac , Clas) où 

- X est l'ensemble des sommets ou noeuds du graphe 

- Lab est la fonction Label, associant ii chaque sommet son étiquette, fonction ou variable 

- Succ est la fonction successeur de XxN dans XxZ 

Succ (s,k) = (sk.p,) : s, est le kY". successeur de s et ia pondération de cet arc est pk 

- Rac est une racine pondérée : Rac = (s,,po) , sommet et pondération tete du Gop 

- Clas, la congruence d'indices, associe une variable sa période, entier naturel . 

Seules les pondérations (sur les arcs et la racine) et la congruence d'indices ont tté ajoutées aux 

Graphes Orientés classiques . 
Exemple : partie0 Cinq sommets, dont le sommet 

rl.:"~ racine Partie de pondération 

tete nulle , . . . 
C 
/ 
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Interprétation d'un Gop G pour une ponderation d'entrbe k : A (G , k) . 
Nous considérons une pondération d'entrée pour toute interprétation d'un Gop : ce sera la valeur 

de départ pour le cumul des pondérations. Lors du dépliage, on effectue une sommation de toutes 

les pondérations rencontrées, c-a-d la pondération d'entrée, la pondération de la racine et les 

pondérations des arcs de la branche . Cette somme modulo la congruence de la variable x sert 

d'indice x. Par exemple : 

1 k : pondhrrtion d'entrée 

A(G,k) = partie0 = Partie avec jl  = k mod 2 
/ \ x:2 14>\341 'ji "j2 x /O\ O et j2 = (k+l) mod 2 

C / j1 / \  
ck / O \  

X 
jl 

O ' ' etc %+l 

Dans notre partie d'Echecs infinie, A(G,k) représente l'état au kiime tour : 

. le premier sous-arbre de A(G,k) désigne le joueur qui a la main , xk mod 

. le deuxième sous-arbre désigne l'autre joueur , x ~ + ~  mod 

. le troisième, ce qui reste B jouer de cette partie infinie après les k-liem coups, 

c'est au tour de xk mod de jouer le coup ck . 

Les Gops gbneralisent la notion d'arbres infinis rationnels, 

a - puisque pour tout arbre rationnel, on peut construire un Gop d'interprété équivalent : 

/3 = /3 = A(G,~)  avec G = BO 

X Xk X 03 
il suffit d'ajouter des pondérations nulles partout, sans aucune congruence . 
b- mais ils caractérisent des arbres irrationnels particuliers : un Gop sans variable a tou- 

jours un interprété rationnel et donc aucun terme irrationnel clos ne peut ttre représenté sous 

forme d'un Gop : 

Definition.- L'interprété d'un Gop G , noté I(G) est la fonction qui associe h tout entier relatif k, 

l'interprété de G pour cette pondération d'entrée k : 

I(G) = ( ( k , A ( G , k ) )  1 V k E Z 1 



Chap I - Introduction Page 17 

Chab 2 (suitel - Unification de Gra~hes Orientes Ponderbp 

L'unification sur les arbres finis, les graphes sans cycle (directed acyclic graphs : dags), les 

graphes orientés (gos) est bien connue. Deux termes sont dits unifiables ssi il existe une instancia- 

tion commune les rendant égaux. L'unifié correspond B la plus petite de ces instanciations : 

t, V t, est le plus petit terme vérifiant u(tl) = ~( t , )  . 

Pour une substitution U, on notera u (I(G) ) l'instanciation de chacun des arbres de I(G) : 

U(I (G) )=  ( Ik*U(A(G,k ) ) l  1 V k E Z ) .  

Dêfin1tion.- Deux Gops G1 et G2 sont dits unifiubles si il existe une instanciaticm commune o 

, Cventuellement infinie, rendant les interprétés I(Gl) et 1(GJ identiques . 

Propr1Cté.- L'unification est une opCration interne sur les Graphes Orientés Pondérés. 

Si Gl et G, sont unifiables, il existe un Gop, noté Gl V G, tel que 

I(G1 V G,) = I(G1) V IG,) 

Notre algorithme d'unification est une g6néralisation de celui sur les Graphes Orientés 

classiques. Nous avons choisi de nous inspirer de celui proposé par Fages . 

Algorithme de F-.- Soient deux Gom (X,Lab,Succ)/r et (X,Lab,Suce)/r' de n c i n u  r et 8' i uniîier. 
Propri6te.- On ne chuige rien & l'uairication m i  on mmpl8ca d.ar I. fonction Succ le wuunet 8' p u  le wmmet r : 

V rm E X , Si Succ(rw,i) = r8 Alon Suce9(rm J) = r Simon Succ'(rm J) = Suce(rw,i) (mchuig6) 
Principe de l'dgorithmr de F w .  A chsque dtape, quatre cu peuvent me priwntu : 

1- l a  sommet8 r et a' wnt km d m u ,  le r(ru1t.t u t  im4i . t  : c'ut le mime Go 
3- lu wmmetr sont dinirab, m.U l'un u t  itiquet4 d'une variable x, p u  aumpk 8'. 

On remplace d m  la fonction Succ le wmmet 8' pub romnwt m. 
Aprir cette modilicatlon, k Go un164 u t  (X,L8b$ucc1)/r . 

8- k sommets 8 et r' wnt diirentm, m8im (tiquetb du mimc rymbol. de fonction. 
On remplace le wmmet r' d w  la fonction Succoueur p u  k wmmet r ; 
pour chaque tlr ri et rSi de a et r', on unifie I u  Goa de ruine ri et di 

4- I r  wmwtm a ot r' mont (tiquet& de rymbolm de fonction difihntr  : I'uniîi6 n'&te pu .  

Propriete de base de notre algorithme.- Soient deux Gops de racines (s,p) et (s',p9) B unifier, on 

ne change rien B l'unification si on remplace dans la fonction Successeur commune le sommet s* 

par le sommet s en incrdmentant la pondération des arcs redirigis de p-p' : 

V sw E X . Si Succ(sW.i) = (s'*pi) Alon Succ'(sw,i) = (s,pi+p-p*) Sinon Succ*(sw.i) = Succ(s",i) 
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EWnRkl- x1 V Bo 

Y' 'x 
Pour la pondération k d'entrée, les Gops sont interprétés comme xk+l et B ( Yk , xk 1. 
On recherche donc la plus petite instanciation u qui, pour toute pondération d'entrée , rend ces 

interprétés égaux : V k E Z , u ( xk+l ) = u ( B ( yk , xk ) ) . 
En itérant cette équation sur elle-même : 

( + = B Y ( 1  = Y ( Y l  9 ( - 1  ) 1) = . 
on construit la solution : 

1 k : pond4mtion d'entrée 

L'unifiC de ces deux Gops est donc : 

Y 

En utilisant la Propriété : x1 V Bo = 
/ '  

Y X  Y 

l'arc allant vers le sommet x est redirigé vers le sommet B avec incrémentation de (-1) de la pon- 

dération de l'arc redirigé. 

L'unification se ramène donc 8 : x1 V = (évident) 

Y Y 

ExemDle- ~rére '  V ~rère-'  
/ \ / \ 

x Y Y x 

Pour la pondération d'entrée k, les Gops sont interprétés : Frère (xk , yk ) et Frére (yk-l . xk-l ) 

La plus petite substitution les rendant égaux quel que soit k repose sur les équations suivantes : 

V E Z 9 xk = et yk = 'k-1 <=> V k E Z  , X k = X k m o d ,  f t  yk=Xk+l 

L'unifié est : 
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Appliquons h propriété sur chacun des sous-Gops fils 

a- Unification de x0 et y'1 . On remplace le sommet y par le sommet x avec incrémentation de 1 

des pondérations : 

b- Unification de x" et x". Ces deux Gops sont égaux ssi la variable x est de période 2 : 

~rère '  V ~rè re"  

L'unification est terminée : les deux Gops ont le mtme interprété . 

Principe de l'algorithme.- Soient les Gops de racines (s,p) et (s',p9) 8 unifier , 8 chaque étape de 

l'unification, quatre cas peuvent se présenter : 

1- Les sommets s et s' sont les memes s = s 

1-8 Si les pondérations sont identiques : c'est le meme Gop . 
1-b Si les pondérations sont différentes, les Gops ne diffèrent que par leurs pondérations 

tete : le Gop est de période Ip-p'l , c-8-d toutes ses variables sont de périodes Ip-p'l 

(Voir Exemple 2) 

2- Les sommets sont différents, mais l'un est étiqueté d'une variable x , par exemple s*. 

. si x a une période , alors cette période est vérifiée aussi sur toutes les variables de G, . 

. on remplace le sommet s' par le sommet s avec incrémentation des pondérations redirigées 

de (P-P'). 
Après ces modifications, le Gop unifié est G, ( Voir Exemple 1 ) 

3- Les sommets s et s' sont différents et étiquetés du meme symbole de fonction. 

. on remplace le sommet s; par le sommet s avec' incrémentation des pondérations redirigées 

de (P-0') .- 

. pour chaque fils si et s'~ de s et s*, on unifie les Gops de racines (s,pi+p) et (~*,,p'~+p') 

4- Les sommets s et s' sont étiquetés de symboles de fonction différents : L'unifié n'existe pas . 
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AIgorithme d'Unification.- Soient deux Gops G et G' de racines (s,p) et (s*,p*), 

cet algorithme modifie les Gops G et G* jusqu'h ce qu*ils soient égaux, ou échoue si l'unifié 

n'existe pas. 

Procédure UNIFICATION ( (s,p) , (s',p9) ) 

Début 
S ( s = s * )  

Alors % Toutes les variables du Gop G, sont de période (p-p'l % 

V x , variable de G, , Clas(x) = PGCD (Clas(x) , Jp-p'i) 

Sinon 

% ( s* est étiqueté d'une variable x') 

Alors % Toutes les variables du Gop G, sont de période Clas(xV) % 

V y , variable de G, , Clas(y) = PGCD (Clas(y) , Clas(x9)) 

% Tout arc allant sur le sommet s* est redirigé vers le sommet s 

et la pondération de ces arcs est incrémentée de (p - p*) % 

V su E X , si Succ(su,i ) = (s',pi) alors Succ(sU,i) = (s,pi+p-p*) 

Sinon 
( s est étiqueté d'une variable x ) % Cas symétrique % 

Alors % Toutes les variables du Gop G,, sont de période Clas(x) % 

V y , variable de Ga, , Clas(y) = PGCD (Clas(y) , Clas(x)) 

% Tout arc allant sur le sommet s est redirigé vers le sommet s* 

et la pondération de ces arcs est incrémentée de (p* - p) % 

V su E X , si Succ(su,i ) = (s,pi) alors Succ(su,i) = (s9,ppp*-p) 

Sinon 

( s et s* sont Ctiquetés du meme symbole de fonction ) 

% Tout arc allant sur le sommet s* est redirigé vers le sommet s 

et la pondération de cet arc est incrémentée de (p - p*) % 

V su E X , si Succ(su,i ) = (s',pi) alors Succ(su,i) = (s,pi+p-p*) 

Epyr i := 1 Nombre de fils de s et s* Faire 

% Posons Succ(s,i) = (si , pi) et SUCC(S*,~) - (s*~ , pli) % 

UNIFICATION ( (si , p+pi ) , (sVi , p'+pqi ) ) ; 

Sinon Echec -- L'unifié n'existe pas. - - 

Eh 

Remarque.- L'existence de l'unifié de 2 Gops ne dépend pas des pondérations et congruences. 
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ExemDle - Reprenons notre Partie d9Echecs et calculons I'unifit des Gops : 

Etape 1- On remplace le sommet Partie de pondération tete (-1) par celui de pondération 

t t  te nulle, mais Ctant inaccessible par d'autres sommets, la fonction Successeur n'est pas modifiée. 

Leurs Ctiquettes sont identiques. On unifie leurs sous-Gops fils.. 

Etape 2 - Unification des Gops "premiers fils" : xo V y-' . 
Le sommet y est substitud dans la fonction Successeur par le sommet x avec une correction +1 des 

pondérations. Les Gops & unifier sont maintenant : 

Etape 3 - Unification des Gops "seconds fils" : x1 V x-l . 
Ces deux sous-Gops sont égaux ssi la variable x est de période 2. On est ramené l'unification : 

Partie" +'/ 1 \ 
r2 rc2 z 

Etape 4 - Unification des Gops fils 3 : 

On remplace le sommet z par le sommet O avec correction +1 de la pondération. Reste résoudre : 

L'unification est terminCe : les deux Gops sont Cgaux (Le. mtme interprété) . 
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Chai, 3 - Graahe Oriente Pondere d'une rbele récursive. 
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Propritt6.- Le Gop BO V U-' caractérise l'application "bi-infinie" de la régle 0 -* If . 
Les Gops Bo et U'l sont construits sur les arbres D et U en ajoutant des pondérations nulles sur 

tous leurs arcs. Notons G l'unifié de Bo et U", les arbres A(G,k) sont les plus petits arbres se 

réécrivant en un arbre équivalent, ils formalisent la séquence "bi-infinie" de réécritures la plus 

générale: 

. . -r-> A(G,-k) -r-> A(G,-k+l) -r-> . . -r-> A(G,O) -r-> . . -r-a A(G,k) -r-> A(G,k+l) -r-> . . 

Princi~e de la meuve.- Nous avons vu que l'application infinie de la règle est caractérisée par la 

substitution (éventuellement infinie) vérifiant : V k E Z , u ( Bk ) = u ( Uk-l ) 

Sur l'exemple de l'associativité de l'opération " + " : 

O. = + V + = 5. - et ceci W k F Z 

En terme de Graphe Orienté Pondéré, cette unifiaition de deux ensembles infinis d'arbres (Oi) et 

(Ui-l) est exactement analogue 8 celle des Gops Bo et 1-' : 

Convention.- Le Gop Bo V U" est appelé le Gop caractéristique de la règle 0 -> U . 
- 



Chap 1 - Introduction Page 23 

Propriété.- 0' V I-' existe ssi 0 V U existe sans test d'occurrence. 

0' V U" et 0 V W sont identiques aux pondérations et aux périodes près. 

Exemple : 

Ç h a ~  3 (suite] - Terminaison d'une renle de reecriture en tete sans test d'occurrence 

Theoreme 1.- L i  propriété de terminaison est decidable pour une regle de réécriture en tete sans 

test d'occurrence. Si l'on considère (comme en Prolog) des réécritures en tete sans test 

d'occurrence, la règle B -> V satisfait pour tout arbre (quelconque, fini ou infini) la propriété 

de terminaison si et seulement si B et U ne sont pas unifiables sans test d'occurrence . 

La règle suivante satisfait la propriéte de terminaison, car les deux membres de la règle ne sont 

pas unifiables : 

si elle contient n variables, seules au plus 2" réécritures sont possibles ici. 

Corollaire.- Un programme Prolog composé d'une seule règle satisfait, pour toute question, la 

propriété de terminaison, dans le cadre d'une strateaie linéaire classiaue en chaînage arrière, si et 

seulement si le premier terme du corps de la règle n'est pas unifiable avec la tete de règle. 

En effet, 19arr@t du programme Prolog composé de la seule règle " D -> V b . . Y " est équiva- 

lent & celui de D -> U . 

Corollaire.- Un programme Prolog composé d'une seule règle satisfait, pour toute question T, la 

propriété de terminaison, dans le cadre d'une strateaie éauitable pour le choix du terme B réécrire 

(fuir-strategy ), si et seulement si l'un des termes du corps de la règle n'est pas unifiable avec la 

tete de règle. 
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c h a ~  4 - Inter~rétation finie des G r a ~ h e s  Orientes Pondérés . 

Pour étudier le comportement précis de notre règle récursive, il est fondamental de pouvoir 

formaliser son évolution ti chaque nouveau pas de réécriture, et non plus connaître le résultat a 

l'infini. Par exemple, les deux règles suivantes ont des Gops Caractéristiques équivalents : 

L'interprété dans les deux cas est l'arbre B ( A= , A= ) , pourtant la première règle ne satisfait 

plus le test d'occurrence dès la 2'me réécriture et donc vérifie la propriété de terminaison si l'on 

applique le test d'occurrence , contrairement 8 la seconde règle . Seule une Ctude fine et finie des 

appels récursifs pourra répondre 8 ce type de questions. C'est pour cette raison que nous propo- 

sons une nouvelle interprétation finie des Graphes Orientés Pondérés. 

Pour en montrer le principe, reprenons l'exemple qui nous a servi 8 introduire les Gops : 

l'associativité de l'opération " + " : 

Appliquer n fois cette règle, revient à utiliser la règle : 

Le Gop caractéristique de cette règle est : 
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Comparons l'interprété A(G,l) et l'arbre gauche de notre régle itérée n fois : 
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on remarque que A(G,I) est une instanciation de l'arbre gauche de rn, c-B-d que le dépliage du 

Gop est "trop profond", en particulier, toutes les variables indicées de A(G,l) n'appartenant pas à 

l'intervalle [l,n] sont de trop. Or les indices des variables sont les sommes des pondérations le long 

de la branche. Pour interpréter finiment notre Gop, il faudrait "arreter" le dépliage du Gop dès 

que ces indices "dépassent certaines bornes". 

Plus précisément, on interprète un Gop sur un intervalle de pondérations valides, en dé- 

pliant ses branches tant que la pondération sommée appartient B cet intervalle. Pour gérer ce point 

de rupture (indice hors de l'intervalle), on associe aux sommets du graphe une seconde étiquette, 

symbole de variable unique. 
= (+,u1° - I u, x, y, z sont des variables "second 

kt G'S ~;+*g-. Label a caractérisant leur sommet. 

7 Y ' Y T  

Lors du dépliage de ce graphe, un sommet est interprété comme son premier Label si la somme 

des pondérations est valide, ou est interprété comme son second Label (variable) indicée de cette 

somme si elle n'est pas valide. 

Choisissons l'intervalle [l,n] comme intervalle des pondérations valides, et 1 comme pondé- 

ration d'entrée : 

I l  

(+PX) (+A calcul dm dtiquettar -'/ \-' 
\Y'Y> --------- > 

A /  ' \ -' 
(+*XI (+,z) et de leun indic- 

4 /  \ \ -t 

(+'XI (Y'Y) 
A /  \ 

(Y'Y~ (+A 

etc (Y'Y) 

Cet interprété est équivalent B l'arbre gauche de notre règle rn ; seules les variables xn et zl ont 

été remplacées par xn+, et z, . 
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Autre exemple.- Soit la règle r : Succ ( x ) -> x [x+l E N  SI x E N ]  

II est facile de voir qu'une séquence de n réécritures est une instanciation de : 

Succn (x) -r-> succn-' (x) -r-> .. .. -r-> Succ (x) r -  x 

Le Gop caractéristique est ici : (succ,~)' V (x,x) = '(succ,~) + 
I 

(x'x) 3 
Si l'on interprète ce Gop sur l'intervalle valide [l,n] , on obtient exactement la séquence la 

plus générale de n réécritures : 

A(G,l) -SUCC~(U,+~) -r-> A(G,~)=s~cc~-'(u~+,) -r-> . . A(G,n)=Suc~(u,+~) -r-> A(G,n+l)=un+, 

Chab 4 (suite) - Definition des IGOPS 

Cette partie est beaucoup plus technique, et les résultats finals pour la résolution avec test d'oc- 

currence montreront que le Gop suffit & caractériser l'application finie d'une règle de réécriture 

récursive. 

Définition.- Un IGOP est syntaxiquement : (X , Lab , Succ, Clas) / Rac où 

- X est l'ensemble des sommets ou noeuds du graphe 
. . - Lab est la fonction Label associant b chaque sommet deux etiauettes, la première symbole 

de fonction ou variable, )a seconde. svmbole de variable. aui caractérise ce sommet 

- Succ est la fonction Successeur de XxN dans XxZ 

Succ (s,k) = (sk,p& : sk est le ki'me successeur de s et la pondération de cet arc est pk 

- Rac est une racine pondérée : Rac = (so,po) , sommet et pondération tete du Gop 

- Clas, la congruence d'indice, associe & un sommet sa période, entier naturel . 

Par rapport aux GOPS, les fonctions Lab et Clas ont été modifiées : tout sommet du graphe pos- 

stde ici une congruence d'indices et un second Label , variable qui le caractérise. 

Exemple : Les cinq sommets ont une seconde étiquette 

un symbole de variable qui leur est propre. 
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Définition.- Un Igop est dit homogène si la fonction Congruence d'indices est cohérente avec la 

fonction Successeur, c-$-d si tout sommet est de congruence multiple de celle de n'importe lequel 

de ses fils : V  s , ri Succ(s,i) = (si , pi) alors Clas(s) = k Clas( si ) 

Définition.- Un Igop est dit parfait si tous ses sommets Ctiquetés d'un symbole de fonction sont 

de congruence nulle . 

Interprétation d'un Igop G comme systeme d'équations : Sp(G). 

Nous découpons ce graphe en tranches, c-&-d en arbres de hauteur 1. Pour un intervalle P de 

pondérations valides, le système Sp(G) sera composé de deux types d'équations : 

1 - équations ( variable indicke = arbre ) 

Soit un sommet s de labels (f,v) où f est un symbole de fonction d'arité n, et v sa variable , 
notons - V  i E [l,n] , Succ(s,i) = (si , pi ) 

- x y . z les variables (2'me étiquette) des sommets fils de s : sl, ... sn 
alors V  E 9 [ vk = (xk+pl 9 Yk+pl 9 ' ' ' 9 Zk+pn ) 1 E Sp (G) 

2- équations congruentes ( xk = xk ,d 1 
pour tout sommet s de G de congruence non nulle, notons v sa variable (2LmC étiquette) 

V k  E * ("k="k,c,~(,) ) E Sp (G) - [k mod Clas(s)] est choisi dans P - 
1 

Exern~le : Soit G le Igop Partie (page précédente), Slld (O) contient les Cquations suivantes : 

V k  E [l,nl - uk=Par t ie(xk,xk+l ,z l , )  , z l , = o ( x k , v k )  , ~ ~ = o ( c ~ , z l , + ~  
- xk = x, si k pair , xk = xl si k impair 

Test d'occurrence d'un Igop : Restriction sur les Pondérations de Boucles (R.P.B.).- 

Soit G un Igop homogène, quel que soit P, intervalle d'interprétation , Sp (G) satisfait le test 

d'occurrence ssi il n'existe pas de boucles de pondération nulle (modulo les congruences des som- 

mets traversés) dans le Igop. Cette condition est vérifiée ssi : 

1- tout sommet bouclant de G est de congruence nulle 

2- toute boucle élémentaire est de pondération non nulle 

3- les pondérations des boucles élémentaires d'un même sommet sont toutes de même signe. 

( Par sommet bouclant, on designe tout sommet accessible & partir de lui-meme par la fonction 

Successeur, une boucle élémentaire du sommet s étant un chemin allant de s $ lui-même en ne 

traversant que des sommets différents ). 

Le test d'occurrence sur l'unification des arbres finis s'exprime comme la non-existence de 

boucles dans le Graphe Orienté unifié. Ici, la condition sera donc la non-existence de boucles de 

pondération nulle (modulo la congruence du sommet bouclant). 
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Interprétation d'un Igop pour une ponderation d'entree k : Ap (G,k) . 
Soient (s,p) la racine de G et v la variable associée B s, posons up(G) la substitution corres- 

pondant au système d'équations Sp (G), l'interprété de G pour la pondération k est u ( u ~ + ~  ) . 

Definition.- L'interprété d'un Igop sur l'intervalle E de pondérations d'entrée et l'intervalle P de 

pondérations valides est la fonction qui associe B chaque pondération d'entrée k de E son interpré- 

tC sur les pondérations valides de P : IE,P (G) = ( ( k , A p ( G ) )  / V k E E )  

Ces définitions sont un peu obscures, mais elles peuvent ttre nettement simplifiées si les 

Igops sont supposés parfaits, car ceux-ci ont la particularité d'avoir, dans leur interprétation 

Sp(G), une seule équation par variable indicée. 

Interpretation d'un Igop parfait G pour une ponderation d'entree k : Ap (G,k) 

Comme pour les Gops, les pondérations d'une branche sont sommées : pondération d'entrée, 

pondération tete et pondérations des arcs; mais ici on "coupe" la branche des que cette somme 

n'appartient plus B l'intervalle de pondérations valides P : soit C cette somme, si C est valide (i.e. 

E P ), rien n'est changé, C modulo la congruence de la variable x sert d'indice B x ; par contre si 

C n'est pas valide, cette somme, telle qu'elle, indice la variable du sommet. 

Reprenons notre exemple de Partie d'Echecs : 

1 k : ponddntion d'entrée 

. si k E [l,n-11, posons j l  = k mod 2 et j2 = (k+l) mod 2 

Partie 
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. si k Q [l,nl Alld (G.k) - uk 

. L'interprétation pour la pondération n est ici un cas particulier : 

Partie 
0 1 1  

X n d 2  Xn+l 
/ O \  

' n d 2  O / \  
=n+1 

Dans une partie d'Echecs finle composée d'au moins n coups, les arbres A(G,k) pour k apparte- 

nant ti [l,n-11 représentent l'état de la partie au kih tour : 

. le premier sous-arbre de A(G,k) ddsigne le joueur qui a la main , xk 

. le deuxième sous-arbre désigne l'autre joueur , xk+l 

. le troisième, ce qui reste ti jouer de cette partie finie après les k-1- coups, 

c'est au tour de xk mod de jouer le coup ck . 
On peut observer sur cet exemple que l'état de la partie au n- coup n'est pas correctement ca- 

ractérisé par l'interprété AD,] (G,n) . ce sont des effets parasites sur les bords que nous retrou- 

vons dans l'unification des Igops. 

Chai, 4 (suite) - Unification des IGOPS 

Définition.- Deux Gops G1 et G2 sont dits unifiables pour un intervalle E de ponderations d'en- 

trte et un intervalle de pondérations valides P si il existe une instanciation commune u , éventuel- 

lement infinie, rendant les interprttés IEp(G1) et IEp(G2) identiques . 

Remarque.- L'unification des Igops n'est pas une optration interne. En géneral il n'existe pas de 

Igop Gl V G, caracttrisant l'unifit de Gl et G2 sur les intervalles E et P. 

Pour simplifier cette présentation, nous supposerons que les Igops G et G' ti unifier sont in- 

terprétés sur un intervalle unique. intervalle de pondérations d'entree et de pondérations valides 

(E = P), et qu'ils ne diffèrent que par leurs racines. 

Soient G - (X,Lab,Succ,Clas)/Rac et G' - (X,Lab,Succ,Clas)/Rac* ti unifier sur l'intervalle P : 

Ip (G) v Ip (QI . 

PropriCt6.- Pour tout intervalle P d'interprétation assez grand, si l'unifié des interprétés de G et 

G' existe, alors il existe un Igop noté G V G' qui encadre l'unifié par son interprétation sur deux 

intervalles P,tt PM dits de minoration et de majoration : 
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IPm (G1 V G2) 5 Ip (G,) V Ip (G2) _< IpM (G1 V G2) 
où Pm et PM sont presque égaux & P, c-&-d que les bornes de ces intervalles sont égales à celles de 

P & une constante près. 

~ ~ i i ~ o r l t h r n e  de construction de G V G'. Son principe est similaire & celui d'unification des Gops, 

seules les congruences sont maintenant traitées sur tous les sommets et non plus uniquement sur 

les sommets de symbole variable. 

procédure ENCADREMENT ( (s,p) , (s9,p') ) 

Début 
% ( s = s ' )  

Alors % Tous les sommets du Gop G, sont de période (p-p'l % 

V sw , sommet de G, , Clas(sW) = PGCD (Clas(sw) , Ip-p'l) 

Sinon 

% Tous les sommets des Igops G, et G,, sont de période PGCD (~las(s),&as(s')) % 

V sw , sommet de G, ou G,, , Clas(sw) = PGCD (Clas(sw) , Clas(s), Clas(s')) 

( s' est étiqueté d'une variable ) 

Alors % Tout arc allant sur le sommet s' est redirigé vers le sommet s 

et la pondération de ces arcs est incrémentée de (p - p') % 

V sW E X , si Succ(sw,i ) = (s',pi) alors Succ(sw,i) = (s,pi+p-p') 

sinon 

a ( s est étiqueté d'une variable ) % Cas symétrique % 

Alors % Tout arc allant sur le sommet s est redirigé vers le sommet s' 

et la pondération de ces arcs est incrémentée de (p' - p) % 

V sw E X , si Succ(sw,i ) = (s,pi) alors Succ(sw,i) = (s9,pi+p'-p) 

Sinon 

( s et s* sont étiquetés du meme symbole de fonction ) 

Alors % Tout arc allant sur le sommet s' est redirigé vers le sommet s 

et la pondération de cet arc est incrémentée de (p - p') % 

V sw E X , si Succ(sw,i ) = (s',pi) alors Succ(sw,i) = (s,pi+p-p') 

( i := 1 Nombre de fils de s et s' ) Faire 

% Posons Succ(s,i) = (si , pi) et Succ(s',i) = (s'~ , p',) % 

ENCADREMENT ( (si , p+p, ) , (s'~ , P'+P*~ ) ) ; 

m 
Sinon Echec -- L'unifié n'existe pas. 
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Remarques.- 

1- Par rapport $ l'algorithme des Gops, seul le calcul des congruences a t té  modifié. 

2- Si les Igops G et G' sont homogènes, alors G V G' l'est aussi. 

3- Si le Igop G V G' satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles, on peut annu- 

ler les congruences sur  les sommets de symbole de fonction sans altérer la propriété 

d'encadrement. Le Igop G V G' devient parfait. 

Gops et 1gops.- Cette dernière remarque permet de simplifier l'utilisation de nos résultats, puis- 

que le Igop Parfait G V G' et le Gop unifié (au sens de I'interprétation infinie) ne diffèrent que 

par la présencesd'un second Label sur chaque sommet. En d'autres termes, si la R.P.B. est 

vérifiée, le Gop unifié est pleinement suffisant pour exprimer ces propriétés d'encadrement. 

C c  v 'occurren 

Caract6risation.- Appliquer n réécritures d'une règle est formalisable par l'unification des Igops 

BO et II-' interprétés sur [l ,n] et [2,n+l] : 

I I ~ , ~ I , I ~ ~ ~ I  ( Bo ) Ii2,n+11,~1,n1 ( 1-'1 - ( (  k ,  tk / k E [l*n+ll) 
Ces couples (k , tk ) expriment la plus petite séquence de n réécritures : 

En effet, l'application de n réécritures par la règle 0 -> II est caractérisée par : 

3 un la plus petite substitution telle que V k E [2,n] , un (Bi ) = un (IIi,, ) , 
ce qui est exprimable par I'unification de I[lrls~lsl ( BO ) et 1[2sn+l]s[~,n] ( • 

Theoreme 2.- Une rbgle B -> V satisfait la propriété de terminaison pour tout arbre T 

(quelconque, fini ou infini) si et seulement si : 

. soit 0 V f n'existe pas 

. soit 0' V II" n'a pas de boucles de pondération nulle (modulo la période du sommet bouclant). 
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Corollaire.- Un programme Prolog composé d'une seule règle satisfait la propriété de terminaison 

dans le cadre d'une g r * li ' ir ' i 'occurre ce, si et 

seulement si la tete B de la règle et le premier terme du corps U de la règle vérifient : 

. soit 0 V U n'existe pas 

. soit Bo V V" ne satisfait pas la Restriction sur les Pondérations de Boucles. 

Corollaire.- Un programme Prolog composé d'une seule règle satisfait la propriété de terminaison 

dans le cadre d'une strateaie éauitable avec test d'occurrence, si et seulement si la tete B de la rè- 

gle et l'un des termes U du corps de la règle vérifient : 

. soit B V V n'existe pas 

. soit BO V U-' ne satisfait pas la Restriction sur les Pondérations de Boucles. 

C h a ~  5 (suite) - Caracterisation Iterative de la Récursivité. 

Plaçons-nous maintenant dans le cas où notre règle récursive 0 -> V ne satisfait pas'la 

propriété de terminaison, pour certains termes T B réécrire avec test d'occurrence. 

Nous savons que la plus petite substitution un vérifiant : V k E [2,n] , un (Bi ) = un ) 

permet de formaliser n applications de la règle B -> V : un ( B I )  --rn--> un (Un) . 
Grâce B la propriété d'encadrement de l'unifié de deux Igops, cette substitution peut être 

définie itérativement et indépendamment du nombre de réécritures n, sous la forme de l'union 

de trois systèmes d'équations (une équation par variable indicée) : 

Sg U Système itératif U &il, 

où . Sg est le système constant des effets de bord B gauche 
. &il. est le système constant 'par rapport B n' des effets de bord B droite 

. Système itératif est le système SI,-bI (0' V u") B quelques équations près 

et a, b sont des constantes indépendantes de n. 

m r n ~ 1 e . -  Reprenons le problème de I'associativité de l'opération ' + ' : 
Les n applications de cette règle sont caractérisées par l'unification des arbres Bi et Vi-l : 

Bk = + v = Vk-1 et ceci v k E [2,n1 
/ 

=k /+\ 
xk Yk 
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Les contraintes relatives B n applications de cette régle sont donc : 

= + Y , 2 -  V i E [2,nl 

x i  ViE[l,n-11 

On peut donc décomposer ces équations en trois parties : 

. Système itératif sur [2,n- 11 

zi = + ( Y ~ - ~  , zi-l ) et xi = + , yi ) 

. Systeme Sg (effet de bord gauche) 

x1 = + (x2 9 YI ) 

. Système Sdln (effet de bord droit) 

Zn = + 9 

Le diagramme suivant représente l'évolution des contraintes pour un symbole de variable 

quelconque x de i3 ou U. Lors des n réécritures, les contraintes sur les variables indicées xi crois- 

sent pendant une phase constante d'accblération (effet de bord gauche), atteignent leur phase de 

croisière durant laquelle elles sont stables, puis dbcroissent lors d'une phase de décélération (effet 

de bord droit) : 

Schématisation de la réécriture.- Contraintes sur une variable xi : 

Contraintes l 
l sg  Système Itératif 

n Indice i 

Pour n 2 taille des effets de bord : 

. Sg est la phase d'accélération 

. Système Itératif représente les contraintes de croisière 

. Sdln , la phase de décélération . 
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Dans les règles rbcursives classiques, ces effets de bord sont de taille presque nulle. Mais 

dans certains cas extrèmes, les effets de bord peuvent ttre de taille exponentielle par rapport au 

nombre de variables de la règle : 

Si la règle contient k variables (x,y, . . , z) , il faut attendre 2k rbécritures pour que cette règle at- 

teigne sa phase de croisière, puisqu'elle devient alors invariante : appliquer plus de 2k réécritures 

de la règle ci-dessus revient appliquer la règle constante (Le. ayant le mCme arbre clos en tête et 

corps de clause) : 

B' B . . 
r \ f \  

B' 'B 
/ \  I \ 

A A  A A .  . A A  A A  

Par exemple pour k = 1, la règle est donc : 

/ \ 
B"B .. B B 
f / \  / I \ 

A A  A A .  . A A  A A  

B --> B et B -- n --> B pour n 2 2. 
i' I' / \  

x A A x A A 
1 \ 
A A 



Chap I - Introduction Page 35 

Grsce B cette caractérisation itérative de la récursivité d'une règle, l'évolution des contrain- 

tes lors de la rébcriture peut ttre parfaitement quantifiée. La plupart de ces informations sont ex- 

traites du Gop caractéristique de la règle. 

Si I'on note tl,, -> tn+,,, la règle équivalente A n applications de 0 -> f ,  alors l'évolution de ces 

arbres t,, et t,,,,, , la croissance linéaire de leurs branches poussantes et les permutations de 

leurs branches stables (période) peuvent Ctre lues sur le Gop Do V 8" : 

. la longueur des boucles élémentaires et leur pondération caractérisent le taux de croissance 

des branches des arbres tl,, et tn+lp; notons mgmin le Nombre de Réécritures minimales nécessai- 

res pour faire pousser au moins de hauteur un toutes les branches poussantes (quand n croît) de 

l'arbre Gauche tItn : 

nrg, = Sup ( pondtration/longueur / V boucle élCmentaire positive de 0' V 8-' ) 

. les congruences des variables caractCrisent la période des branches stables de t,, et tn+,,n : 

la pi;riode de la règle r est le PPCM des congruences de Do V 8" . 

Ces informations, par leurs précisions quantitatives, nous ont permis de démontrer de façon 

presque immédiate la propiété de terminaison d'une règle ainsi que certaines propriétés de déci- 

dabilité du Tant Que dans le cas où la question et le fait sont linéaires (Le. une seule occurrence 

de chaque variable). 

Rappel : Une règle r satisfait la propriété de terminaison ssi : V T clos , T --r--> finiment 

TbCorLme 3.- La proprittC de terminaison est dtcidable pour une regle de rttcriture en tete avec 

test d'occurrence. 

La preuve repose sur l*existence OU le non-existence de branches arbitrairement longues dans 

l'arbre t,,. 
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C h a ~  S (suite) - Decidabilite du Tant Oue bour les auestions et faits linéaireq. 

Theor&me 4.- Pour une regle r et terme fini et linéaire T donnés, la propriété de terminaison 

est décidable : r :  B - > W  

T fini et linéaire ? 

il existe une fonction linéaire f ne dépendant que de la règle récursive r telle que, pour tout ter- 

me fini T, r et T satisfont la propriété de terminaison ssi T ne peut Ctre réécrit plus de 

f(hauteur(T)) fois par la règle. 

Princi~e de Dreuve : Cette fonction linéaire de la règle est de la forme : 

f(x) = nrgdn*(x+l) + taille des effets de bord 

La croissance linéaire des branches poussantes de tl,n, caractérisée par nrg- est effective dans la 

phase de croisière, c'est la signification de la constante "taille des effets de bord". 

=> Après f(Hauteur(T)), toutes les branches poussantes de t,, sont de taille strictement supérieure 

8 celles correspondantes dans T, les autres sont stables . 
=> Si pour no = F(Hauteur(T)) et T linéaire, il existe u telle que u(T) --rno--> alors cette proprié- 

té reste vraie quel que soit n > no : V n > no , 3 u , u(T) --rn--> 

Cas particulier.- Ce théorème s'applique sur tout terme clos fini. 

Revenons & notre problème Tant Que Prolog, en supposant que la question T et le fait a sont li- 

néaires (i.e. une occurrence de chaque variable) : 

Tant aue : rl a -> ; 

=2 B - > o ;  
T -> ? 

Theorème 5.- Si T et a sont linéaires, 19existence de solutions au Tant Que Prolog est decidable 

en un nombre de rbécritures linéairement dépendant de la hauteur de la question T. 

Le Tant Que admet une solution ssi il existe, pour n ( f ( Hauteur(T) ), une substitution un telle 

que : un (T) --rSn.rl--> 
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. . me de la meuve : La fonction f linéaire est un peu différente : elle tient compte de la taille 

du fait a et de la période de la rbgle : 

f (x) - f(x) + cste, + période de la rbgle 

a - La croissance des branches de l'arbre tn+la est linéaire ; aprts un nombre de rékcritures 

indépendant de la question, toutes les branches poussantes de tn+l,n sont de taille strictement su- 

périeure 8 celles correspondantes dans a : c'est la signification de cste, . 
b - La permutation des branches constantes lors de la r6écriture nous oblige 8 attendre une 

période de la règle dans la recherche d'une solution éventuelle. 

Pour un nombre de réécritures supérieur & f(Hauteur(T)), la résolution du Tant Que devient in- 

variante : une solution pour n+période(r2) réécritures existe ssi une solution pour n réécritures 

existe aussi . 

Corollaire.- Dans le cadre d'une résolution avec test d'occurrence et recherche de toutes les 

solutions, I'arret du Tant Que est décidable si T et a sont linéaires; cette décidabilité s'obtient en 

un nombre de rbbcrltures linbairement dépendant de la hauteur de la question. 

Si T et a sont linbaires, le Tant Que admet un ensemble infini d'entiers n pour lesquels : 

3 r r  , v (T) --r2n.rl--> 

ssi il existe a E [f (Hauteur(T)-période(r2),r(Hauteur(T)]. 
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4) EXEMPLES 

Page 38 

&a Definition des Entiers Naturels, 

Zéro -> ; 

Succ (x) -> x ; 

Nous savons que la séquence A d'arbres obtenus par n itérations de la règle est de la forme : 

Succn(x) - I br-> succn-'(x) ... -(n- i)iame-> Succ(x) -nidme-> x 

a- Exprimons A sous forme d'unifié de 2 Igops : 

BO = (succ,u)O et O-' = (x,x)-l 

(x'x) 
La séquence A est donc formalisée par : I~l++ll,lld ( 'O 

l [ ~ l n + ~ l l [ ~ l n ]  ( 

b- Calculons le Igop caractéristique : BO V 1.' = ' ( s u c c , ~ ~  +l 

Bo V 1-' satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles, cette règle récursive peut 

donc boucler (avec ou sans test d'occurrence). Le Igop unifié est parfait : toutes les congruences 

sont nulles . La séquence A de n réécritures est obtenue, ici, de façon exacte par interprétation du 

Igop unifié sur [1 ,n+l] et [1 ,n] : 

c- Le Igop caractérise itérativement l'utilisation récursive de cette règle : SUCC"(X,+~) -rn-> x ~ + ~  

1- le terme gauche de f croit linéairement de 1 en hauteur chaque nouvelle réécriture : 

boucle de pondération +1 et de longueur 1 

2- le terme droit de r" est stable par rapport a n : xn+l 

3- il n'y a aucun phénomène périodique : les congruences sont toutes nulles En conclusion 

de ces 3 remarques, on peut construire la fonction linéaire de la règle : f(x) - x+l . 
Pour toute question T, seules f( Hauteur(T) ) réécritures sont nécessaires pour décider de l'exis- 

tence de solutions et de l'existence d'une infinité de solutions. 

Soient les questions suivantes : 

- Tl - y (E V) -- arbre de hauteur O : Décidabilité après 1 utilisation de la règle 

récursive. 

Deux solutions : Zéro --rl --> et Succ(Ziro) --rS.rl--> 

Cette question admet une infinité de solutions car la solution pour une réécriture existe. 
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Solutions = ( Succn ( Zéro ) / V n E N ) 

- T2 = succ6(z6ro) -- arôre de hauteur 5 : Décidabilité après 6 rbbcritures rbcursives. 
6 Une seule existe : Succ6(zéro) --r2 .rl--> 

Cest  la seule solution, il n'y a pas de solution pour 6 réécritures . 

- T, = succ2(~il)  -- arbre de hauteur 2 : DécidabilitC après 3 réécritures récursives. 

Aucune solution n'existe, car aucune n'est obtenue après 3 réécritures récursives. 

Pour plus de clarté, notons la régle rCcursive sous forme arborescente : 

Calculons le Igop unifié : 

. Le Igop Unifié satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles 

=> Cette règle ne satisfait pas la propriété de terminaison quel que soit le terme & réécrire. 

. La seule variable du Igop est de congruence 4 

=> La règle est périodique : période 4. 

. Le Gop caractéristique ne contient aucune boucle, donc toutes les branches de t,, et tn+l,n sont 

stables modulo la congruence de la régle. 

=> La fonction linéaire de la regle est : f(x) = O*x + 4- 



Chap 1 - Introduction Page 40 

. L'interprétC du Igop unifié sur l'intervalle [l,n] et pour la pondCration d'entrée k est : 

Alld (G.k) = avec k0 = k mod 4 

k l  = (k+l) mod 4 

Xks k2 = (k+2) mod 4 

k3 = (k+3) mod 4 . 
=> La règle se comporte récursivement comme la règle de "permutation" suivante : 

Calculons de façon effective les réécritures de cette règle : 

. B(B(xl'Y1)'zl) - -  B(zl'B(~l*xl)) 

. B(B(X~.Y~).B(X~.Y~)) - -  B(B(Y~,x~) .B(Y~,~~))  

. B ( B ( X ~ * X ~ ) , B ( ~ ~ , Y ~ ) )  r a  B(B(Y~,X~).B(X~.X~)) 

. B(B(x19xs)9B(x2'x4)) - -  B(B(xl,xs),B(x2,x4) ( inchangé 

Cette règle est bien de période 4, puisque r4 est de la forme : t -> t 

Dès la seconde réécriture, cette règle se comporte comme nous l'avons décrit, c-&-d qu'elle est 

équivalente 9 : 

Le nombre de rétcritures nécessaires pour décider de l'existence de solutions est indépendant de 

la taille de la question : f(x) = 01x+4. 

Soient les questions suivantes : 

- T2 = B(x,B(C,C)) -- Aucune solution en moins de 5 réécritures récursives : 

=> aucune solution. 

- Ts = B(B(D,C),B(F,E)) -- une solution en moins de 5 réécritures récursives : 
2 T --r2 .rl--> 

=> If existe une infinité de solutions : T --rFa.rl--> 

Un exemple similaire est B(B(B(x,y),z),w) -> B(w,B(z,B(y,x))) ; (période 8) 
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Chabitre 2 
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Chap 2 - Définition des GOPS Page 42 

1) ARBRES ET SUBSTITUTIONS. 

On se donne un alphabet fini gradué F et son application d'arité n , et un ensemble V dé- 

nombrable de variables ( par convention d'arité nulle). FI, = ( f E F / n(f) = k ). 

On note N l'ensemble des entiers naturels et Z celui des entiers relatifs. 

~ ( F , v )  désigne l'ensemble des arbres finis ou infinis construits sur l'alphabet F et l'en- 

semble de variables V, R(F,V) celui des arbres rationnels, c-&-d les arbres ayant un nombre fini 

de sous-termes distincts (assimilable aux Gos ). 

Un arbre est une fonction partielle T de (N-(O)). dans (F U V) telle que : 

(1) Dom(T) = ( m E (N-(O))* / T(m) est défini) est clos par préfixe 

i.e. m E Dom(T) si mm' E Dom(T); 

(2) W m E Dom(T) alors mi E Dom(T) ssi 1 5 i_< n(T(m)). 

On note T.m le sous-arbre de T issu du noeud m pour m E Dom(T) tel que (T.m).m9) = T.(m.m') 

pour tout m* E (N-(O)),. 

Une subsritution v dans M=(F,v) est un ensemble dénombrable de couples de la forme (u,t) 

où . u est une variable de V qui apparait au plus une fois en partie gauche des couples de u 

. t est un arbre quelconque de M=(F,v) 

. on notera Dom@) = ( u € V / (u,t) E a) 
Var(u) = U Var(t) 

(u-t) E a 

Le composé v(T) (noté aussi T.u) d'un arbre T et d'une substitution u est l'arbre T dont 

toutes les occurrences de x ont été remplacées par t, et ceci pour tous les couples (x,tx) de u. 

Par extension, le composé de deux substitutions v et a' est défini comme suit : 

U.V. = ( (u,tu.@) / w (u*tu) E v ) . 
Ainsi définie la loi de composition est associative sous certaines conditions ; soient t un 

terme, arbre ou substitution et v, u' deux substitutions tels que Var(t) est inclus dans Dom(u) 

qui est lui-mbme inclus dans Dom(u9) alors (t.u).v' = t.(u.@) . 

On définit une relation de préordre sur M=(F,v). Soient T et T E M=(F,v) : 

. T - < T si 3 a telle que a(T) - T 

. T = r  <=>T<T - et T <  - T .  

Deux termes t et t' sont dits mifiables si 3 u telle que ~ ( t )  = qt'). 
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ONGRUENCES D'INDICES. 

Nous allons considtrer par la suite des variables indicbes et expliciter cet indice en ttudiant 

l'ensemble dtnombrable de variables VxZ. 

DEFINïïïON 1.- On dira qu'une application Ci est une congruence d'indices sur VxZ, si Ci est 

une application de V dans N d'image non nulle sur un sous-ensemble fini de V et qui exprime les 

égalites suivaiites sur VxZ : V k E Z et v E V, (v,k) = (v,k + Ci(v)) 

REMARQUE 2.- Les congr~ences d'indices sont des relations d'Çquivalence particuli&res sur VxZ. 

Si l'on Ctend la definition de la lonction Modulo de Zx(Z-(O)) i ZxZ, en posant que k modulo O 

est Cgal i k, on peut donc écrire : V (v,k) E VxZ, (v,k) R (v,k modulo Ci(v)). 

(v,k modulo Ci(v)) sera choisi comme representant de (v,k) pour la congruence Ci. 

DEFINITION 3.- On peut se definir quelques operations sur ces congruences d'indices, opera- 

tions dtrivees de celles sur les relations d'équivalences : 

1) Relaiion de préordre : Ci 5 Ci' ssi V x et y E VxZ , x R, y => x R,,, y 

2) Unification : Ci V Ci' la plus petite relation d'equivalence superieure i Ci et Ci', c-A-d 

la clbture transitive des relations de Rci et Rci,. 

PROPRIETE 4.- Ci 5 Ci' ssi V v E V , Ci(v) est multiple (éventuel nul) de Ci'(v). 

monsttatiQ8 : NO& allons montrer dans un premier temps que pour tout Ci, congruence 

d9indices,et R la relation associte : (v,k) R (v,k*) <=> k = k* ou Ik-k*l est divisible par Ci(v) 

. *r 
si k = k* dors (v,k) R (v,k) ( R rdflexive ) 

si Ik-k*l divisible par Ci(v), supposons pour simplifier que k > k* 

dors il existe q tel que k = k* + qCi(v) 

comme par hypothèse (v,k9) = (v,k9+Ci(v)) = ... = (v,k9+qCi(v)) = (v,k) => (v,k) R (v,k*) . 
. -> 

(v,k) R (v,k*), supposons que k > k*, dors il existe une suite finie k,, k,, .. , km 

telle que k1 = k* + Ci(v)* k, = k1 + Ci(v), ..., k = km + Ci(v) => k-k* est divisible par Ci@), 

De façon symttrique si k < k* alors k*-k divisible par Ci(v). 
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Démontrons la propriété, appelons R et R' les relations d'équivalence associées B Ci et Ci'. 

1) Ci 5 Ci' : soit k E Z , (v,k) R (v,k + Ci(v)) => (v,k) R* (v,k + Ci(v)) 

immédiat : soit Ci(v) = O, soit Ci(v) est divisible par Ci'(v) 

2) Inversement : 

. Si Ci(v) = O alors (v,k) R (v,k') ssi k = k' et (v,k) R' (v,k) (R' réflexive) 

. Si Ci9(v) divise Ci(v) et Ci(v) non nul alors pour k, k' distincts 

(v,k) R (v,k*) => k-k' divisible par Ci(v) 

=> k-k' divisible par Ci9(v) 

=> (v,k) R* (v,k9) 

Donc (v,k) R (v,k) => (v,k) R' (v,k) 

PROPRIETE 5. - L'unifie de deux congruences d'indices est une congruence d'indices. 

De plus si l'on étend la définition du "plus grand commun diviseur ' de (N-(O))x(N-(O)) I NxN, 

en posant : V k E N, Pgcd(k,O) = Pgcd(0,k) = k alors 

V v E V , (Ci V Ciy)(v) = Pgcd(Ci(v),Ciy(v)). 

Démonstration : Appelons C la congruence d'indices définie B partir de Ci et Ci' de la façon sui- 

vante : V v € V , C(V) = Pgcd(Ci(v),Ci*(v)) . 
i) En application de la propriété 5 : C est supérieur à Ci et à Ci'. 

Si v est de congruence C(v), v est aussi de Congruence Ci(v) et Ci9(v). 

ii) Réciproquement: v de congruence Ci(v) et Ci9(v) => v est de Congruence C(v) ? 

Pour cela nous allons nous inspirer de l'algorithme d'Euclide du calcul du Pgcd : 

. si Ci(v) = O, C(v) = Ci'(v) (de mCme si Ci9(v)=0, C(v)=Ci(v)) 

. si Ci(v) = Ci'(v), C(v) = Ci(v) = Ci'(v) 

. si Ci(v) et Ci'(v) sont non nuls et différents, alors supposons que Ci(v) > Ci'(v) 

v de congruence Ci(v) et Ci'(v) => V k E Z, (v,k) = (v,k+Ci(v)) = (v,k+Ci9(v)) 

Posons k = k*-Ci'(v) => V k' E Z, (v,k9+Ci(v)-Ci'(v)) = (v,k') 

=> v est de congruence Ci'(v) et (Ci(v)-Ci9(v)) . 
On peut itérer le procédé, conformément à l'algorithme d'Euclide et obtenir ainsi le Pgcd de Ci(v) 

et Ci9(v). 
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NSEMBLES ORDONNES D'ARBRE. 

DEFINITION 6.- On appelle an ensemble ordonne d'arbres, une lonctioi de 2 dans M=(F,VXZ) 

nprCsentable sous la forme de couples (entier relatif, arbre) : 

E = ( (k,tk) k E z , E M~(F,VXZ) ) 

DEFINITION 7.- La relation de prCordre que l'on utilisera sur les ensembles ordonnes T et T, 

est : T - < T ssi 3 a, T . u est inclus dans T 

(loi de composition ensembliste : ((k,tL)).u = ((k,tk.u) ) ). 

Deux ensembles ordonnCs sont Cquivalents, T e T sri T 5 T et T - < T . 
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2-2) Les Graphes Ordonnes Ponderes. 

1 1 DEFINrZlON SYNTAXJOUE. 

DEFINITION 8.- On appelle graphe ordonnt? pondbrt? (GOP), construit sur F et V, la donnée du 

triplet (X,Lab,S~cc) où 

- X est un ensemble fini de sommets. 

- Lab est une application de X dans FUV qui i chaque sommet associe une ttiquette. 

- Succ est une fonction partielle de XxN dans XxZ : Succ (s , i) P: (sy, q), 

s' est le i'me successeur du sommet s avec la "pondération" q. 

DEFINITION 9.- On appellera un GOP point&, la donnee d'un Gop, d'une racine pondérée et 

d'une congruence d'indices sur VxZ : G / (Rac,Clas) 

- Rac est un Olément particulier de XxZ qui désigne la "racinew du graphe 

avec sa "pondération en tete". 

- Clas est une congruence d'indices. 

NOTATIONS. - 
. On note g .i, pour tout i entier positif non nul, inférieur t nsucc(s), le sous-GOP pointé 

de g dont la racine est Succ(s,i) et de meme congruence Clas . 
Si l'on pose g = G/(Rac,CIas) et Rac=(s,p) alors g .i = G/(Succ(s,i),Clas) . 

. De meme, on note V m E (N-(O))' : g .m le sous-GOP pointe de g s'il existe dont la raci- 

ne est : pour m=il . .ik , Succ( Succ(. . .( Succ(s,il), i2) ...., ik). On note m E Dom(g). 

DEFINITION 10.- On se définit les chemins sur les graphes par des mots de (N-(O})' et la fonc- 

tion Descendunt de (XXZ)X(N-(O))' dans (XxZ) de manibre rtcursive par : 

DeSc(( S,P) 9 = (s,P) 

Desc( (s,p) ,i.m ) r Desc( (si,pi+p) , m) si Succ(s,i) = (%pi). 

A partir d'un sommet de G, seul un sous-ensemble de sommets de X sont accessibles par la fonc- 

tion Succ. Pour tout gop pointé g, on appellera Var(g), l'ensemble des labels variables de ces 

sommets accessibles. 
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DEFINITION 11.- Deux GOPS pointCs g et g' seront dits isomorphes, note g = g', si : 

. X et X sont isomorphes pour les fonctions Lab,Succ et Rac de g et g'. 

. les congruences d'indices de g et g' sont Identiques. 

DEFINITION 12.- Soient g un Gop et q un entier relatif, on notera translate(g,q), le Gop pointé 

g' dont la ponderation de la racine Rac' est celle de Rac incrementé de q : 

translate ( G/((s,~),Clm) , q ) = G 1 ((S,P+~),C~~S). 

NTERPRETATION D'UN GOP 

DEFINITION 13.- L'interpretntion I(g) d'un Gop pointe g est un ensemble ordonne d'arbres : 

I(o) = ( ( k , A(g,k) 1 V k E Z et A(g,k) E M=(F,v~z) 1 
. V m E Dom(g), notons Desc(Rac,m) = (s,p) et Lab(s) = x, 

A(g,o)(m) = x s i x E F  

Intuitivement, dans A(g,k), toutes les pondérations sur les arcs sont effacées, et on associe 

8 chaque symbole feuille de V, un indice égal8 la somme des pondérations rencontrées le long du 

chemin dont la tete de pondération k . (Cette somme est calculée modulo la congruence d'indices). 

P e m a r w  : Tous les arbres de I(g) sont équivalents pour la relation de préordre classique sur 

M=(F,VXZ). 

PROPRIETE 14.- Si l'on pose R~(F,VXZ) = ( A(g) / g E GL(F,V) ) alors 

R(F,VXZ) G R-(F,VXZ) G M~(F,VXZ). 

m o m t i o n  : 

. R(F,VxZ) c R"(F,VXZ) 3 

A chaque Go de R(F,VxZ), on peut associer facilement un Gop ayant le mtme interprétb en 

transformant la fonction Succ du Go en celle du Gop, 

Posons le Go  (X,.Succ,,Lab3 et son Gop msocit (X,Succ,Lab) oii Succ, est une fonction de XxN 

dans X et Succ de XxN dans XxZ aiors : V (ai) E X , Succ(s,i) = (Succ,(s,i),O) 

Mais il existe des Oops g tels que A(g) n'appartient pas 8 R(F,VxZ) : 
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arbre irrationnel 

. R=(F,VXZ) c M=(F,VXZ) 

L'irrationalité des Gops est dOe au nombre infini de variables de leur interprété. La plupart des 

arbres irrationnels ne sont pas des interprétés de Gops, en particulier aucun des arbres fermés 

(sans variables), puisque un Gop "fermé" a un interprété rationnel. Ainsi, l'arbre suivant ne peut 

pas etre obtenu par interprétation d'un Gop. 

liste 
y \ Zéro liste 

liste . ' \  
Succn(Zéro) . . . 

PROPRIETE 15.- Deux gops pointes isomorphes ont meme interpreté : 

g = g' =* I(g) = I(g9) c-i-d A(g) = A(g') et Clas = Clas' sur Var(g) U Var(g') 

(La reciproque est fausse) 

pémonstration : Découle directement de la définition de l'interprété. 

CONGRUENCE DE SOMMETS OU DE GOPS POINTES. 

DEFINITION 16.- Soit g, un Gop pointe, on dira par extension que g est de congruence c ou en- 

core que le sommet s pour Ir fonction Clas est de congruence c si g et translat&(g,c) ont méme 

lnterprete : I(g) = I( translaté(g,c) ) 
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PROPRIETE 17.- Soit g, un Gop pointe, g est de congruence c ssi c est un multiple du PPCM 

des congruences des variables de g sachant que : 

V E inclus dans 2, PPCM ( (O) U (E) ) = O et PPCM (O) = 1 

monstration : Soit v, une variable de g, il existe un chemin m de Dom(g) tel que : 

Desc(Rac,m) = (sV,p) et Lab(sv) = v, c-8-d A(g,O)(m) = vp mod 

Or la définition de l'interprété nous donne aussi : A(g,k)(m) = v ~ + ~  md 

et g est de congruence c : vPk mod = vp mod si k est un multiple de c et cette 

équation est déductible de la congruence de v que si c est un multiple de Clas(v). 

Ceci étant vrai pour toutes les variables de g, c est un multiple du PPCM des congruences 

des variables de v. 

CORROLAIRE 18.- 

. Tout gop pointe est au moins de congruence nulle. 

. Tout gop pointe sans variable est de congruence 1. 

. Tout sommet de label constante est de congruence 1 

. Tout sommet de label variable v est de congruence Clas(v) 

. Tout sommet s est de congruence c, Pgcd des congruences de ses sommets "pere". 
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2-3) Les Substitutions Ponderees. 

2-3- 1 ) DEFINITION SYNTAXIOZLE. 

DEFINITION 19.- On appelle substitution pondérée u , la donnee d'un Gop G , d'une fonction 

Sub de V dans XxZ, et d'une congruence d'indices Clas : 

u = G/(Sub,Clas) 

sachant que si Sub(u) = Rac, alors gU = G/(Rac,,CIas) est de congruence Clas(u), c-A-d qu'il 

y a coherence entre U et Sub(u) dans leur congruence. 

On notera : Dom(u) = Dom(Sub) = { u E V / Sub(u) est definie ) 

Var(u) = U Var(gU) où u E Dom(u) 

1 ) Sub(x) = , Sub(z) = a' , Sub(w) = w0 avec w, x, y, z E V et a, b E F 

2 Y 

si x est de congruence 3 => y est de congruence diviseur de 3, c-8-d 1 ou 3 

w et z sont de congruences quelconques. 

2) Seule information dans u , une congruence définie sur u et v. 

par ex : Sub = 0 et Clas(u) = 2 et Clas(v) = 5 

DEFINITION 20.- Soient u et 6 deux substitutions ponderees quelconques u e t  6 seront dites 

isomorphes, note u = r' si elles ont meme domaines et congruences et si 

V (u,Rac,) E u et (u,Rac',) E 6 , G/(Rac,,Clas,) = G'/(Ra~'~,Clas~,)  

Pemaraue : On pourra toujours supposer qu'un ensemble de Gops pointés et de substitutions 

pondérées partage le mtme GOP G = (X, Lab et Succ), c-8-d qu'on peut construire des gops 

pointCs et de substitutions pondérées isomorphes et définies sur un Gop commun. 
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LOI DE COMPOSITION. 

DEFINTTION 21-. Manipulation syntaxique élémentaire. 

Soient G un Gop pointé et s, s' deux sommets de Gy Gis <- (sY,p')] représente le Gop dans lequel 

le sommet s a été remplacé par le sommet de s' avec une incrémentation p* des pondérations : 

G* = G[s <- (s',pY)] = (X, Lab, Succ') -- c-A-d X et Lab inchangés 

t t  V S" E X, SUCC'(S",~) = (s, P'W) si SUCC(S",~) = (sY,q) 

= Succ(su,i) sinon. 

Soient g = G/((s,p),Clas) un Gop pointé et (s',pY) un sommet pondéré de Gy g[s <- (sy,p')] repre- 

sente le Gop pointe suivant : GY/(Rac',Clas) avec Gy = G[s <- (s',p)] 

et Rac' = (s' , p+pY) si s = s' 

= Rac sinon. 

E-k : si g et alors g[s <- (s9,p')] = fPO 
/piil 

DEFINITION 22.- Soient g un Gop pointe et u une substitution pondérée construits sur le meme 

gop G. Si Ir congruence de g est inférieure i celle de r, le composé de g et de u est le Gop g 

dont tous les sommets de label u appartenant Ii Dom(u) ont été remplacés par Rac, , et dont la 

nouvelle congruence d'indice est Clas' . 
Posons g = (X,Lab,Succ)/(Rac,CIas) et U = (X,Lab,Succ)/(Sub,CIasY), si Clas 5 Clas' alors : 

. g.u = g [s <- Rac,] pour tous les sommets s avec Lab(s) = u E Dom(u) 

. CIas de g . ~  = Clas' 

2-3-31 INTERPRETATXON D'UNE SUBSTITUTION PONDEREE. 

DEFINITION 23.- L'interprétution d'une substitution pondérée u est la substitution I(u) définie 

comme suit : 

I(u) = ( uk = A(gyk) / V k E Z et u E D o d u ) )  

" ( = k mod Cl"(,) / V u E V-Dom(r) et Clas(u)<>O ) 
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PROPRIETE 24.- Deux substitutions ponderees isomorphes ont meme interprktk. 

u = e => I(u) E I(cf). (La réciproque est fausse) 

4) INTERPRETATION DU COMPOSE D'UN GOP ET D'UNE SUBSTITUTION. 

PROPRIETE 25.- Soient g un gop pointé et  r une substitution pondérée : I(g .v) = I(g) .I(u) 

pémonstration : montrons que V k E Z, A(g .u,k) = A(g,k) .I(u) 

Soient G = (X,Lab,Succ) , g = G/(Rac,Cg) et u = G/(Sub,Cu) 

Notons Desc et Desc', les fonctions Descendant de g et g.u=G'/Rac9 

et g, le gop pointé de racine Sub(u)=(s,,q,) 

Quelque soit m E Dom(g .u) : 

(1) soit m = ml.m2 tel que Desc(Rac+k,ml) = (s,p,), Lab(s) = u E Dom(u), 

=> Desc'(Rac9+k,ml) = (su,pU+p,) c-8-d A(g .u,k)(m) = A(gu,p,+k)(m2) 

or A(g,kXm,) = u, avec p = ps mod Cg(u) et (u, = A(gu,p)) E I ( 3 .  

De plus gu est de congruence Cu(u) , donc aussi Cg(u) - A ( ~ , P )  = A(~,.P,) donc (A(g,k).I(u)Xm) - A(g,,pXm2) = A(gu,p,)(m2) = A(g .r,kXm) 

(2) soit il n'existe pas mlm2 = m tel que Desc(Rac,ml) = (s,q,) avec Lab(s) = u E Dom(u); 

alors le chemin m reste inchangé et Rac' = Rac : 

=> Desc9(Rac+k,m) = Desc(Rac+k,m) = (s,p) 

si Lab(s) = f E V alors A(g .u,kKm) = A(g,k)(m) 

si Lab(s) = u E V alors A(g.u, kxm) = u, 
et (A(g,k).I(u))(m) = u, -, 

Or V k E Z, (uk = uk & E I ( 3 ,  en particulier pour k = p mod Cg(u) 

Comme Cg 5 C u  , on obtient : A(g .u,kXm) = (A(g,k).I(u))(m). 
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2-4) Relation de preordre et Equivalence semantique. 

f -4-11 RELATION DE PREORDRE. 

Les GOPS permettent donc de caractériser certains ensembles finis ou infinis d'arbres de 

M-(F,VXZ). 

RAPPEL : Soient T et T deux ensembles ordonnes d'arbres, T T si il existe une substitution 

quelconque t telle que T . C est inclus dans T 

DEFINITION 26.- . Soient g et g' deux gops pointes, g 5 g' ssi I(g) 5 I(g9) 

Deux gops pointés g et g' seront donc dits Oquivalents, note g E g' si : g - < g' et gy - < g. 

De meme, soient deux substitutions pondérees u et rr', crz rr' , 3 3 , I(u) . C = I(o"). 

Deux substitutions ponderees u et U' seront dites equivalentes, note u E o" si u - <o" et u9<cr. - 

Exem~les : Soit g = b0 et x de congruence k. 

a 'xP 

Soit g'= b0 et y de congruence k. 

a / 'ycl 

Substitutions - g -> g' : (x = (y,q-p) , x et y de congruence k 

g' -> g : (y = (x,p-q)) , x et y de congruence k 

Pemaraua : Il existe g et g' telle que g - < g' et il n'existe pas U, une substitution pondérée telle 

que g.u = g': 

3-4-2) EOUIVALENCE SEMANTIOUE. 

DEFINITION 27.- Deux GOPS pointés g et g' sont sémantiquement équivalents ssi ils ont la 

meme interpretation : 0 œ 0' rd I(g) = I(g') 
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PROPRIETE 28.- Deux Gops pointés g et g' sont Cquivalents sémantiquement : 

mi A(g) = A(g') et Clas = Clas' sur Var(g) U Var(g') 

ssi V rn chemin, posons Desc((s,p),m) = (s,p), Desc((s9,p),m) = (s',p'), 

. Lab( s ) = Lab'( s') 

. Si Lab(s) = x E V, Clas(x) r CIas'(x) et p t p' modulo Clas(x). 

PROPRIETE 29.- g - g' => g t g' (La réciproque est fausse) 

DEFINITION 30.- Deux Substitutions pondérées r et r' sont sémantiquement &quivalentes ssl elles 

ont la meme interprétation : u - U' s i  I(u) r I(U') 

PROPRIETE 31.- Deux Substitutions pondérées r et U' sont sémantiquement équivalentes ssi : 

. Clas, = Clas,, 

. V u E Dom(r) fl Dom(u9) , g, - g', 

V u E Dom(u) - Dom(U') , gU - u O 

V u E Dom(@) - Dom(r) , g',, - u O 
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2-5) Unification des Gops et de leurs interpretes. 

DEFINITION ET PROPRIETES. 

DEFINITION 32.- Deux gops pointes gl, g2 sont dits unifiables ssi il existe un ensemble ordonne 
/ 

d'arbres qui majore I(gl) et I(g2) : 3 u de M'(F,VXZ) , 1(gl).u = 1(g2).u . 
Un unifie de g1 e t  g2 est It  plus petit ensemble ordonne d'arbres, note gl V g2 verifiant : 

91 V O2 = I ( o ~ ) . ~  = I(g2).r . 

PROPRIETE 33.- Soient g1 = G/(Racl,Ciasl) et  g2 = G/(Rac2,Clu2) alors 

gl V g2 = G/(Racl,CIas) V G/(Rac2,Clas) 

avec Clas r Ciasl V Clas2 sur les variables communes de g1 et g,. 

c-i-d Clas(u) = Pgcd(Clasl(u),Cias2(u)) si u E Var(g1)nVar(g2) 

= CIasl(u) ou CIas2(u) si u E Var(gl)-Var(g2) ou E Var(g2)-Var(gl) 

= 0 si u E V - Var(g1)UVar(g2) 

mmonstration : Notons u, une substitution vdrifiant : V E Z, A(gl,k).r = A(g2,k).u . 
Soit u E Var(gl) fi Var(g2) , il existe ml et m2 tels que : 

A(sl.kXml) = upl e t  A(s2,kXm2) = up2 comme V k E Z. A(gl,k).r = A(g,,k).r 

. [A(gl,k).u](ml) - [A(g2,k).u](ml) et u est de congruence Clas,(u) = c. 

=> V k E Z , [A(g2,k).rKml) = [A(g2,k+cl)l(ml) 

. [A(g2.k).u](m2) - [A(gl,k).ul(m2) et u est de congruence Clas2(u) = c2 

=> V k E Z, [A(gl,k).ul(m2) = [A(gl,k+c2)l(m2) 

Dans u , la variable u est de congruence cl et c2, c-&-d Pgcd(cl,c2) dans l'unifie. 

CORROLAIRE 34.- Soient g e t  g' deux Gops i unifier, on peut se ramener i l'unification de 

deux Gops ne differant donc que par leur racine pondérée. 
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PROPRIETE 35.- Soient g = G/((s,p),Cl.s) et g' = G/((s',p'),Clas) avec s et s' diffbrents, 

posons G' = GIS'<-(s,P-p')I, h = G'/((s,p),Clas) et h9 = ~'/((s~,p'),Clris) 

si I(g) V I(g9) = I(g) .u = 1(g9).u alors I(h).u = I(h9).u = I(g) V I(g9) 

ptmonstration : Par récurrence sur la longueur des chemins m des Dom's. 

Soient I(g) V I(g9) = ( (k,tgk) ) , I(h).u = ( (k,thk) ) et I(h').u = ( (k,thqk) ) 

Desc la fonction descendant sur G et Desc' la fonction descendant sur G'. 

Montrons que V m E Dom(tgk) => m E Dom(thk) et Dom(thqk) 

et les sommets correspondants portent la mCme étiquette. 

. m = nil. Les racines de h et h' étant inchangés : 

(A(g,k).uXnil) = (A(h,k).u)(nil) et (A(g9,k).uXnil) = (A(h9,k).u)(nil) 

=> tg@) = thk(nil) = tWk(nil) et  ni1 E Dom(thk) n Dom(thqk). 

. . . 1 m 1 = n > O on pose m = il.i2. .. .i n 
1) S'il n'existe pas j 5 n tel que Desc((s,p+k),il..ij) = (s9,q) , c'est & dire que le chemin m ne 

passe pas par s'. Le chemin m issu de s est inchangé dans G' 

=> (A(g,k).u(m)) = (A(h,k).u)(m) c-A-d tgk(m) = thk(m) et m Ç Dom(thk). 

De même s'il n'existe pas j' 5 n tel que Desc((s',p'+k),il..ijl) = (s',q) c-&-d que le chemin 

m ne passe pas par s'. Le chemin m issu de s' est inchangé dans G' 

-> (A(g9,k).u(m)) = (A(h*,k).uXm) c-&-d tgk(m) = thVk(m) et m E Dom(thqk). 

. . 2) S'il existe j 5 n tel que Desc((s,p+k),il..ij) = (s',q), posons m = ml.m2 avec ml = il ..ij. 

ml <> ni1 car s et s' sont différents et Desc'((s,p+k),m,) = (s,q+p-p') 

=> thk(m) = (A(h,k).uXm) = (A(h,q-p*).~Xm,) = thq-,Xm2) 

et tg,(m) = (A(g,k).oXm) = (A(g',q-p').~)(m,) = tgq-,,(m2) 

Or par hypothèse de reccurence ( 1 ml 1 < 1 m 1 ) : %-,,(m,) = tgq-,,(m,) et m, E Dom(thq-p.) 

=> thk(m) = tgk(m) et m E Dom(thk) 

De mCme s'il existe O < j' 5 n tel que Desc((s',p'+k),il..ij,) = (sl,q), posons m = ml.m, 

avec ml = i ..i. o ni1 et Desc'((s,p+k),m,) = (s,q+p-p') 
1 J 

=> th'dm) = (A(h*,k).u)(m) = (A(h,q-p9).uXm2) = thq-p,(m2) 

et  tgk@) = (A(g',WOO) = (A(g',q-p').uXm2) = tgq-,Xm2) 

Or par hypothLse de reccurence ( 1 m2 1 < 1 m 1 ) : thq-,,(ma) = tgq-,dm,) et m, E Dom(thq-,,.) 

=> th*k(m) = tgk(m) et m E Dom(thk) 
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RAPPEL.- Soit g, g' deux gops de mCme sommet et de pondbration tete p et p' : 

g - g' a i  g' = translatb(g,p-p') c-i-d ssi g et g' sont de congruence 1 p-p' 1 .  

COROLLAIRE 36.- On ne change pas de probleme d'unification si avant d'unifier g et g', on 

applique certaines manipulations syntaxiques , note G[ s' <- (s,p)] : 

a) la nouvelle congruence des variables accessibles i partir de s est &ale au Pgcd de I'an- 

cienne congruence et de, soit 1 p-p' 1 si s = s', soit Clas(Lab(s') si s' est btiquetb d'une variable, 

b) on remplace le sommet s' par s avec incrbmentation p-p' des pondérations. 

Ces manipulations syntaxiques peuvent ttre caractéris6es par une substitution pondérée r que 

nous noterons : s' <- (s,p). 

Posons r = G/(Subr,CIasu) et soit Clas, la congruence de g et g' 

. si s = s' alors S u b r  = 0 et C l u d v )  = Pgcd( 1 p'-p 1 ,Clas(v)) si v E Var(g) 

= CIas(v) sinon 

. si s <> s' et Lab(s') E V alors Subu(Lab(s')) = (s,p-p') 

et Clasdv) = Pgcd(Clas(Lab(s)),CIas(v)) si v E Var(g). 

= Clas(v) sinon 

. si s <* s' et Lab(s) E F alors S u b r  = 0 et Clasu = Clas 
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. 
Soit G le Gop de représentation des Gops pointés g et g* de racine respectivement Rac =(s,p) et 

Rac*=(s*,p*). Pour tout sommet s, notons : 

Nsucc(s) le nombre de successeurs de s (l'ariti de Lab(s)) 

Succ(s,i) le iéme successeur pondéré de s, Succ(s,i).som désignera le sommet 

et Succ(s,i).pond ia pondération 

Estvar(s) = vrai si s est étiqueté par un symbole de variable 

= faux sinon, 

Nous donnons l'algorithme sous forme d'une fonction récursive unificateur(Rac,Racq), qui calcule 

un unificateur principal de g et g* ou bien échoue si ies gops ne sont unifiables : 

Fonctio~ unificateur( (s.p) , (s',p.) ) 
Début 

S i s ' s '  
Llers 

G := G[s<-(s,(p-pl)] 
Résultat se-(s,lp-pl) 

Sinon 
Si Estvar(s') 

d o r s  G := G[s'<-(s,p-p')] ; Résultat s'<-(s-p-p') 
Sinon 

Si Estvar(s) 
& G := G[s<-(s',pl-p)] ; Résultat se-(sY,p'-p) 
Sinon 

Si Lab(s)=Lab(s') 
hlers 

G := G[sYc-(s,p-p')]; u := 0 ; 
& i := 1 Nsucc(s) Faire 

sl  := Succ(s,i).som: p l  := p+Succ(s,i).pond; 
sl':= Succ(s',i).~om; p2 := pY+Succ(s,i).pond; 
u:= unificateur( ( ~ 1 . ~ 1 ) .  (sl',pl') ) . r ; 

Eeit: 
Résultat tr ; 

Sinon Echappement : Echec 
Esi; 

Esi; 
Esi; 

Esi; 
E h ;  

T erminaisoa de A chaque appel récursif, un noeud est indirigé, donc disparait. 

CORROLAIRE 37.- L'existence de l'unifie de deux gops pointes ne depend pas des ponderations 

des arcs, les valeurs des ponderations influent uniquement sur celles de l'unifie e t  sa congruence 

d'indices. 
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PROPRIETE 38.- L'unification des Gops est une opération interne. 

Soient g1 et g2 deux gops pointes, leurs interprét6s sont unifiables ssi il existe un Gop g tel que : 

= I(gl) V I(g2) O est donc note g1 V g2 

II existe une substitution pondérbe telle que g1 V g2 = gl .r  = g2.r 

Wmonstration : Dccoule directement de l'algorithme d'unification. 

On peut généraliser facilement la loi de composition et définir celle de deux substitutions, opéra- 

tion interne et associative dans le cadre de notre algorithme. 

ALGORITHME IMPLEMENTE : 

On suppose ici que les sommets variables sont partagées dans le Gop G commun aux deux gops 

pointés 8 unifier, c-8-d qu'il n'existe deux sommets de G de même label variable. 

Comme dans l'algorithme de Fages, la complexité de cet algorithme dépend crucialement de la fa- 

çon dont on substitue deux sous-gops (sommet ou congruence). Le remplacement physique oblige 

& connaître les prédécesseurs des sommets, donc tt gérer des pointeurs arrières. - 

Nous préférerons remplacer les sommets en créant des indirections et distribuer les con- 

gruences aux feuilles de symbole variable, par simple parcours de graphe. 

Pour chaque sommet on associera une fonction : 

Ind(s') = (s,p) correspondant & G remplacé par G[s' <- (s,p-p')] si le sommet est indirigé 

= (0,O) sinon. 

Cette fonction a deux champs que l'on nommera Ind(s).som et Ind(s).pond . 
Les sommets substitués ou remplacés forment donc des gops par la fonction Ind, dont la 

racine est le représentant canonique. le calcul du représentant canonique consiste B descendre le 

chemin d'indirection en sommant les pondérations : 

Fonclion repr(s,p) = 
Début 

Tant Oue Ind(s) o (0,O) Faire 
( (s,p) := repr(Ind(s).som, Ind(s).pond+p): 
m; 
Résultat (sep) 

m; 
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On en déduit donc une procédure unifier(Rac,Rac9) de deux Gops de racine (s,p) et (s',p.) 

qui s'arrCte en échec si les Gops ne sont pas unifiables. En cas de succès, la substitution associée 

est un unificateur principal qui peut ttre obtenue facilement par exploration des indirections à 

partir des noeuds de Label variable. 

Proct!dure unifier(Rac.Rac') 
Début 

S i s - s '  
& Congruence(s,lp-pl) 
Sinon 

Estvar(sY) 
& 

Ind(s') := (S .  p-p'); 
Congruence( s, Clas(Lab(s')) ) 

Sinon 
Si Estvar(s) 

'im 
Ind(s) := (s',p'-p); 
Congruence( s'. Clas(Lab(s)) ) 

Sinon 
Lab(s) = Lab(s') 
dlers 

Ind(s') := (s,p-p'); 
eplcr i := 1 Nsucc(s) Faire 

s l  := repr(Succ(s,i)).som; 
pl := p + repr(Succ(s,i)).pond; 

SI '  := repr(Succ(s',i)).som; 
pl' := p' + repr(Succ(s,i)).pond; 

uni f ier((sl ,pl) ,(sl ' ,pl '));  

&2&; 
Sinoq Echappement : Echec 

m; 
Esi; 

Esi; 
Esi; 

a; 
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Avec une procédure de distribution des congruences : Congruence(s,c). 

Pour permettre un parcours du graphe plus facile, on utilisera la fonction Nsucc' copie exacte de 

la fonction Nsucc que l'on pourra modifier sans altérer le graphe. En mettant B zéro, pour un 

sommet s, Nsucc9(s), on marque les arcs venant de s, et on Cvite d'emprunter plusieurs fois le 

mtme arc et donc empCcher tout bouclage. 

Procédure distrib(s,c); 
Debur 

Estvar(s) Alors Clas(Lab(s)) := Pgcd( Clas(Lab(s)) , c ) m: 
k := Nsucc'(s); 
& k o O  
h 

Nsucc'(s) := O ;  
i := 1 k Faire 
S .  :-repr( Succ(s,i) ).som ; 1 dis t r i~s , . c )  

Eeit; 
Esi: 

m; 

=* Unification des noas Dointés e et n' de sommets (s.D) et (s'.ay) : 

1) unification des congruences d'indices de g et g' sur leurs variables communes. 

2) appel de la procédure unifier((s,p),(s',p')); 

COROLLAIRE 39.- Deux Gops pointes gI, g2 sont equivalents semantiquement ssi lors de l'algo- 

rithme d'unification, aucune indirection et ni aucune nouvelle congruence n'est générke sur les 

sommets de label variable. 
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2 6  Equivalence syntaxique. 
On veut ici se définir des modifications syntaxiques sur les gops pointés qui conservent 

l'interprétation. On peut appliquer l'une de ces quatre régles syntaxiques sans modifier l'équiva- 

lence sémantique. Soit g un gop pointé = (X,Succ,Lab)/(Rac,Clas). 

PROPRIETE 40.- Emondage - Si un sommet s de X n'est pas accessible i partir de Rac, alors on 

peut remplacer X par X'=X-(s) et Laby Succ par leur projection sur X', sans modification de I'in- 

terprétation de g. De meme si une variable v n'est accessible i partir de g alors on peut remplacer 

Clas(v) par n'importe quelle valeur, posons la bgale i zéro. Le gop pointé obtenu par émondage 

est équivalent sémantiquement i g . 

PROPRIETE 41.- Minimisation de la taille - Soient s l  et s2 deux sommets quelconques de Gy et 

soient g1 et g2 les gops pointés de racines respectivement (s1,O) et (s2,O). Si il existe p (€2) tel 

que g2 E translaté(g1,p) alors pour tout gop pointé g = G/(Rac,Clas) g E g[s2<-(s1,p)). Appelons 

cette opération "minimisation de la taille de Gu. 

PROPRIETE 42.- Modification de pondérations - Soient so un sommet de X tel que Lab(so) E F 

et k un entier relatif quelconque de Z. Construisons g' = (X,Succ',Lab)/(Rac',Clas) de la manie- 

re suivante : . Rac' = (so,p +k) si Rac = (so,p) 

= Rac sinon 

. si Succ(s,l) = (sy,p') alors Succ'(s,i) = (s',pY) si s r s' = so ou s et s' <> de so 

= (s',py+k) si s' = so et s <* so 

r (s',pY-k) si s = so et s' <> sO 

Ainsi construit g' est bquivalent semantiquement i g : 0'- g . 

Intuitivement, en incrémentant de k toutes les pondérations des arcs entre un sommet père 

et so. puis en décrémentant de k toutes celles liant so et un de ces successeurs. on ne modifie pas 

l'interprétation du gop pointé. ( Les pondérations liant directement so B lui-mCme ne sont pas 

modifiées par cette incrémentation et cette décrémentation .) 
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"Sommets pères de s< 

"Successeurs de son 

pémonstration : Comme Clasg = C h g ,  , montrons que : 

pour tout chemin m E Dom(A(g,j)), A(g,jXm) = A(g9,j)(m). 

Seules les pondérations ont été modifiées, les domaines sont inchangés et il nous suffit d'étudier 

les chemins aboutissant des variables. Montrons donc que, V le chemin m partant de la racine & 

une variable, la somme des pondérations est identique dans g et g'. 

Notons C(S,m) la somme des pondérations rencontrées en partant du sommet s, par le chemin m 

dans g , et C(s,m) dans g*. 

Deux cas peuvent se présenter : 

1) Le chemin m ne passe par par le sommet s,, les pondérations n'ont pas été modifiées le 

long de ce chemin : C(Rac,m) = C(Rac',m) ( avec Rac = Rac' dans ce cas) 

2) Le chemin m passe au moins une fois par s,, on peut décomposer m en un nombre fini 

de sous-chemins ml,m2, . ,ma tels que 

. m = ml.mz. .. .mn tel que V i E [l,n-1) ,le chemin ml.m2. .. .mi aboutit s, 

. il n'existe .pas de décompositions plus fines de m . 
Etudions les pondérations sur chaque de ces sous chemins : 

. C(Rac,ml) = C(Rac,ml) + k ( si m, = ni1 , s, est la racine) 

Il n'existe pas de sous-chemin strict de m passant par so seule la pondération du dernier arc sur le 

chemin m a été modifiée c-a-d incrémentant de k. 

. C(so,mi) = C(so,mi) , V i E [Ln- 11 

Car si le chemin est de longueur 1, c-8-d si l'arc emprunté va de s, 8 lui-même, la pondération 

n'a pas été modifiée. 

De mCme si le chemin mi est de longueur strictement supérieur 1, deux pondérations ont été 

modifites celle du premier arc, celui quittant so et celle du dernier arc aboutissant B so et donc la 

première est incrémenté de k, l'autre décrémenté . 
D'où le rtsultat C(so,mi) = C(s,,mi) , V i E [2,n-11 

. Es,,m,) = C(so,mn) - k 
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Sur le chemin m,, seule la pondération du premier arc a été modifiée, décrtmentant de k , d'où le 

rtsultat. 

Or C(Rac,m) = C(Rac,m,) + C(so,m,) + .. C(so,mn) 

et E(Rac,m) = C(Rac,ml) + C(so,m,) + .. C(so,m,) 

= C(Rac,m,) + k + C(so,m,) + .. C(so,mn) - k 

= C(Rac,m) 

Donc pour tout m E Dom(A(g,j)), A(g,jXm) = A(g',jxm) . 
De plus g et g' ont la mCme congruence => I(g) - I(g') . 

PROPRIETE 43.- Modification des pondérations modulo ia congruence - Soient s un sommet du 

gop pointé g et un arc allant sur s de pondération p, dors on peut remplacer p par p f Con- 

gruence de s sans modification de I'interprdté de g : 
- - V k E Z ,  sP - sp+ k*Congruence(r) 

pémonstration : Si s est de congruence c , pour tout sous gop pointé gl,  de g, de racine (s,p) alors 

gl n translaté(gl,k*c) = gop de racine (s,p +k*c) . 
On peut donc incrémenter n'importe quel pondération entre un sommet s' et s de k*c, k E Z . 

DEFINITION 44.- On dira que deux Gops pointés g, g' sont syntaxiquement équivalents : 

g )- g' si : . soit on peut passer de g i g' ou de g' i g en utilisant une des quatres propriétés 

. soit il existe g" telle que g g" et g" k g' 

PROPRIETE 45.- Equivalence Syntaxique <=> Equivalence Sémantique . 
Deux gops pointés g et g' sont syntaxiquement équivalents ssi ils le sont semantiquement : 

g k g '  <=> g a g ' .  

1) g )- g' => g - g' .Voir Propriétés 40,41,42,43, ces transformations syntaxiques cons- 
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ervent l'interprété . 
2) g - g' => g g' . Deux gops sont sémantiquement équivalents ssi l'algorithme d'unifi- 

cation fournit comme rCsultat une substitution vide, c-h-d aucune indirection et ni aucune nou- 

velle congruence sur les variables. Si on ne s'autorise dans l'unification que des indirections sur 

des labels de fonction, seule la proprittt 41 est appliquée dans l'algorithme. D'où le résultat. 
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Etude de I'arret d'une régle recursive simple 
(sans test d'occurrence) 
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2) Formalisation 

Une règle boucle ssi 3 u telle que V k E Z, Bi.u = Oi-lr . 
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3) Décidabilité de I'arret d'une regle recursive (sans test d'occurrence) . 69 

Une règle (0  -> II) peut boucler sans test d'occurrence ssi l'unifié de B et U existe. 
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3-1) Introduction. 

Après avoir présenté les GOS PONDERES, leur avoir associé des substitutions pondérées, 

une loi de composition interne, des opérations de manipulations syntaxiques donnant l'équivalence 

entre sémantique et syntaxe, et bien-s0r un algorithme d'unification, nous allons utiliser ces ob- 

jets pour étudier les phénomènes de réécriture récursive. 

Etudions le plus simple des programmes récursifs, le TANT QUE, en PROLOG II sous la 

forme suivante : 

P(a) -> ; " P(a) est vrai " 

P(B) -> P(U); " si P(U) alors P(B) " 

P(T) ? " Existe-t-il T tel que P(T) soit vrai " 
oO a, J3, U, T sont des arbres rationnels construits sur F U V et P est un symbole de prédicat 

n'appartenant pas à F. 

Ce programme peut engendrer une resolution infinie en temps, nous obligeant la plupart du 

temps tî utiliser des artifices de programmation (le CUT ou le "/" en PROLOG), pour éviter de 

s'enfoncer dans une branche infinie de l'arbre de résolution. 

Pour tenter d'apporter un Clément de repense, nous sommes amenés il nous poser la question 

suivante : pour une régle récursive simple P(0) -* P(U), existe-t-il ou non des questions P(T) 

ou des données P(a) pour lesquelles le mécanisme de résolution ne pourrait répondre finiment ? 

3-2) Formalisation. 

REECRITURE EN TETE : On peut réécrire P(T) a n s  aiout d'information par P(B)->P(U) ssi : 

3 u, une substitution telle que T = 0.u . 
T se réécrit en U.u, ce qui sera noté : T = J3.u --> T = U.u . 
On peut faire disparaître le symbole de prédicat sachant que l'on réécrit en tête. 

INFERENCE : Inférer P(T) avec la règle P(B)->P(U) correspond à une unification de P(T) avec la 

partie droite de la règle, P(B), et tî réécrire l'unifié : 

Unification : T V B = 0.u = T.v, s'il existe, avec ou sans test d'occurrence 

Réécriture en ttte : T.u --> W.U 

en vérifiant que T et 0 ne partagent aucune variable (les variables de 0->U sont muettes). 
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RENOMMAGE DES VARIABLES : Pour hiter cette "capture de variables", mous renommerons 

celles de la rkgle aprks chaque rtécriture, en les indisant du numtro de dtrivation. 

Pour I i  i dtrivation, la règle appliqute sera P(Bi) -r P(U3 . 

CHAINAGES AVANT OU ARRIERE : Pour résoudre notre programme TANT QUE, le mécanis- 

me de résolution peut opérer de deux manières différentes. Etudions chacune d'elles, pour mon- 

trer qu'elles sont symétriques. 

En chaînage avant, l'algorithme de résolution peut ttre écrit : 

Données : a,B, U ,T 
Début 

A := a; 
n := 1; 
& ( A  et t uni f iables) Alors l'uni f it! est solution 
Tant O= ( A  et U unifiables) Faire 

soit A v t = U,,.U~ ; 
A : ,,.unn; ( A : nouveau fait) 

( A  et t uni f M e s )  $ l o r ~  l'mi f ié est solution 
n := n+l; 

Eirrit 
EUI 

Soit u(n) = ul. .. .un alors a.u(n) = U.u(n) --> B.u(n) en n pas par la régle U->D . 

De mtme, en chaînage arribre, l'algorithme de résolution fournissant l'ensemble des solu- 

tions peut ttre écrit comme suit : 

Donntes : a,B, U,T 
Début 

A := T; 
n := 1: 

( A  et a uni f iables) A lors l'uni f i& est solution 
Tant Oag ( A  et fi uni fiables) Faire 

s o i t ~ ~ B , , = f l  .\: 
A := u,\ : ( A  : nouveau but) 
fi ( A  et a unifiables) Alors Soit A V a = A.u. 

T. rI. .. .Un... est solution 
n:=n+l; 

Eait 
EUI 

Soit r(n) = ul. .. .un alors t.u(n) = B.u(n) --> U.u(n) en n pas par la régle D->U . 

Ce mécanisme de recherche de toutes les solutions ne se terminera jamais si, on peut réécrire 

fia), peut ttre réécrit une infinité de fois par la régle ?YU)->P(B) (chaînage avant), ou respecti- 

vement P(T) par P(B)->P(U) (chaînage astitre). 
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3-3) Caracterisation des regles bouclantes. 

La symétrie des deux algorithmes nous ramène & la question : Existe-t-il un arbre T se rCCcrivant 

une infinite de fois par la regle B -> U ? 

Nous dirons si un tel arbre existe que la règle boucle. L'existence de T est liée & celle d'une 

suite infinie d'arbres (ti) : to = T et V i E N , ti --> ti+, par (Bi->ai) 

PROPRIETE 1.- Un arbre T peut se reecrire en T, sans ajout d'information, n fois par 0 -> V, 

ssi il existe une substitution u(n) telle que : 

. T = Bl.u(n) 

. Bi.u(n) = Ui-,.u(n) V i € 1 2 4  1 

. T' = Un.u(n) 

PROPRIETE 2.- La rbgle B-*U boucle ssi il existe une suite d'arbres (ti)i =, telle que ti --> 

ti+, par ( 0 -> U ). Les ti sont tous Cquivalents ( c-i-d Cgaux au nom des variables prbs). 

Pémonstration : Soit A l'ensemble des arbres se réécrivant une rn de fois par 13->U, A est non vide 

puisque 0->U boucle. Montrons que A possède un plus petit élément to,+, que nous pouvons 

construire comme limite de la suite (to,J des arbres se réécrivant n fois , c-&-d solution du sys- 

tème : 

= B,.u(n) et Bïu(n) = Ui-,.u(n) V i E [ 2,n ] 

La suite (ton.) est croissante et converge dans MW(F,vxz), puisque ton+, se réécrit n+l fois, 

donc aussi n fois : t 0 ,  5 t0,++, . Soit t,,, ,cette limite , c'est le plus élément de A. 

A ce plus petit élCment de A on peut associer la suite (ti,+,) définie comme suit : 

Mais (ti,+,) est aussi une suite croissante : 

. tO,+, se réécrit en t,,+, et tl,+, E * 
t l , + ~  1 to,+= car to,+, est le plus petit élément de A => 3 u telle que t1,+, = to,+..r 

On peut donc écrire : to,+, --> tl,+, = %,+,.u --> ta,+= = to,+,.u.u --> ... --> tnD+, = tO,+,. e 
La suite d'arbres (to,+,) est croissante et converge dans M~(F,VXZ). 

Notons t+,,+, 
= cette limite qui vérifie : t,,,,, --> t*+,,+= - t+,,+, par B->U ou U->B. 

Cet arbre est "invariant" par B->ll et par U->B. 

CONSEQUENCE 3.- La rbgle B-BU boucle ssi U->B boucle. 
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PROPRIETE 4.- Soient 0' et V-' les Gops pointes obtenus en ajoutant i 0 et O une pondération 

tête O et -1, les autres ponderations sur les arcs et les congruences de 0 et O Ctuat nulles alors : 

*(BO V O-' i) , E z est la plus petite suite (t,), d'arbres se réecrivant une infinite de fois. 

Démonstration : La démonstration repose sur la Z-Unification dans les gops pointés. 

l(BO) - ( (i.03 / i E Z ) et 1(0-') = { (i,Oi-l) / i € Z ) = ( A(v-',~) / i € Z ) 

Et nous savons que l(nO) V I(u") = l(BO V U"). 

La suite (t,), est donc Cgale I ~ ( 0 '  V V".i), Z. 

L'unification que nous appliquons ici, est celle utilisée en Prolog II, c-8-d a 
f loccurren~,  dans les arbres rationnels. Nous Ctudierons le problème avec test d90ccurrence dans 

le Chap 5 . 

THEOREME 5 - Pour une régle r&cursive simple P(0) -* P(U), 11 existe des buts P(T) et des 

donnees P(a) pour lesquelles le m&canisme de r&solution, classique avec recherche de toutes les 

solutions et sans test d'occurrence ne pourra rependre finiment sri l'unifié de 0 et U existe. 

Démonstration : Montrons donc que la règle B->V boucle ssi l'unifié de 0 et O existe. 

1) Si B V U existe, alors la donnée P(BVU) en chaînage avant ou le but P(BV8) en chaînage 

arrière engendre une résolution infinie en temps puisque P(13VU) se réécrit en un terme équiva- 

lent par 0-SU et 8->B . 
2) Inversement nous savons que la règle boucle ssi Tunifié des Gops Bo et V-' existe , ce qui 

est équivalent 8 l'existence de l'unifié de 13 et U. 

REMARQUES 6. - ~ ( 0 '  V 0" , 0) est le plus petit invariant de 0-*U ou O-SB, c-i-d se ré- 

Ccrivant i un arbre Cquivalent. Il est, en gCnera1, irrationnel. 

On peut facilement passer de (fi0 V 8" ) i (0 V V )  en effaçant dans le gop pointé tou- 

tes les pond6rations. 
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PROPRIETE 7.- Soit M le nombre de rommets du gop G sur lequel sont construits les gops poin- 

tés 0' et u". Les pond4rations lnd,, ..., lndk des indirections du graphe uniIl6 v6rifient : 

k 5 M-1 

V i E [l,kI, IindiI 5 3" 
V v E Var(G) , Clas(v) 5 3M-1 

JXmonstration : Par récurrence sur le nombre de noeuds de G. 

En effet k 5 M-1 , puisque aprés chaque ajout d'une indirection, un noeud disparait dans le gop 

G, et comme il reste au moins un noeud après unification , au p l u  M-1 indirections possibles si 

M est le nombre de noeuds de G. 

. Pour i-1, la première indirection est opérée entre les deux sommets de B et V avec la pon- 

dération -1 : ind, - f 1 E [-3',3'] 

. Supposons que V j E [l,i] . ind, E [-3j-'3j-l] et montrons que indi+, E 1-3?3'] . 
Dans l'algorithme d'unification : Unification de leurs fils. La différence de ponddrations de leurs 

sommets pères Ctant égale B l'une des indirections pj précCdemment ajoutées. 

1) recherche de leurs représentants et soit ind et ind' les sommes des indirections 

rencontrées, dans cette recherche. Il est facile de voir que lind-ind'l 5 2 lindjl (j 5 i) 
2) il faut donc unifier les sommets fils de s et s' avec des pondérations Cgales B p+ind et 

p9+ind' (puisque les pondérations du Gop sont toutes nulles). 

=> 1 p+ind 1 - 1 p9+ind' 1 < 1 p-p' 1 + 1 ind-ind* 1 - < indi + X ind, (j< i) 

3) si ils ont même représentant, alors on modifie éventuellement la congruence: 

la nouvelle congruence : 5 indi + 2 indj 01 i) 
. si leurs représentants sont différents, on distribue éventuellement certaines congruences, 

et on indirige : lindi+ll 5 1 indk 1 + 1 indl ( + 1 ind, 1 + .. + 1 indi 1 
< 3'4 + 3O + 3' + .. + 3"' < 3' - - 

V v E Vir(G) , O < Clas(v) 1 3M-1 car wmme nous venons de le voir les sommets unifiCs dans 

l'algorithme, ont une différence de pondérations d'au plus tgal B 3M-2 + (3M-2 + 3M-S + .. + 3') _< 
3M-l 

=> V v E Var(G) , Clas(v) 5 3M-1 . 
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CONJECTURE 8.- : Avec un algorithme d'unification optimise (ordre des sommets fils unifies et 

sens des indirections), si 0 et V contiennent N variables, ies pondérations hdl, ... ,hdk des indi- 

rections portant sur les sommets ttiquetes d'une variable vtrifient : V i E I1,kI , -2'-' < indk - < 
2i-1 

De plus V v E Var(G) , O Clas(v) 5 2N-1 . 

Un cas extrtme est : 

bO 

Optimisé 

Cette conjecture aurait une influence directe sur les résultats démontrés dans le chapitre 5, 

elle maximise le nombre nécessaire de réécritures dans le TQ Prolog, avant obtention des princi- 

paux critéres de décidabilité ( existence d'une solution, nombre fini de chemins de preuve, ...). 
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Pour pouvoir pleinement caracteriser les contraintes portant sur les variables indicées pour 

une application finie d'une regle récursive , nous allons introduire un nouvel objet le Igop , qui 

nous permettra d'étendre les possibilites des Gops et de leur interprétation . 

4-1) Preliminaires. Congruences d'indices. 

DEFINITION 1.- Restriction ou extension d'intervalles i une constante pris. 

Soient P un intervalle quelconque de Z et a, b deux entiers relatifs, on note P + [a,b] , l'in- 

tervalle P dont les bornes ont Cté incrémentees, respectivement de a et b . 
[A,B] + [a,b] = [A+a,B+b] , ]+=,BI + [a,b] = ]+m,B+b] 

De meme pour P - [a,b] , les bornes de P sont déorementées. 

(si apres cette manipulation, la borne inferieure n'est pas plus petite que la borne superieure, on 

considérera alors que c'est l'ensemble vide). 

DEFINITION 2.- Interpretation finie d'une congruence d'indices. 

Soit un intervalle P quelconque de 2, Clas une congruence d'indices, soit s un sommet quelcon- 

que de second label x et de congruence Clas(s) : 

V k et k' E P , xk = xk, ssi (k-k') modulo Clas(s) = O. 

On pourra toujours se choisir un représentant canonique d'un sommet pondéré (s,p) pour la con- 

gruence Clas, représentant dont la pondération appartiendra à un certain intervalle P 

d'interprétation, il sera noté : (s,p) modp Clas(s) = (so,po) avec po E P si p E P 

= (s,P) sinon 

REMARQUE.- En regle genérale , l'unifié de deux congruences n'est pas une congruence. 

Les congruences 3 et 5 sur P = [0,5] : 

congruence 3 => (x, = xS), (x, = x,) et (x, = x,) et congruence 5 => (x, = xo) 

Leur unification donne les &alités suivantes : (xo = x2 = x3 = x d  et (x, = x,) . 
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PROPRIETE 3.- L'unifiC de deux congruences c et  c' sur un intervalle P de taille supérieure i 

c+c' est la congruence Pgcd(c,c') sur P. 

monstratioq : (on suppose que c 2 c*) 

Soit une variable x de congruences c et c* sur P : on peut noter ces congruences sous la forme : 

V i E P+IO,-cl , xi = et V j E Pi0,-c*] , xj = xj+,, (1) 
=> V i E P+IO,-cl il Pq0,-c*] = P40,-cl , xi+,, = xi+, 

c-&-d V j E Pÿc*,c9-cl , xj = x ~ + ~ - ~ ,  

On peut écrire les équations (1) sous la forme : 

V i E P+IO,-C] , xi = et V j E P+jc*-c,-cl , xi+ e-c. = xj+, (1) 
c-B-d V j E P+O,-cl il P+[c*-c,-cl= P+IO,-cl , xj = xj+ ,,,, (3) 
(2) et (3) => V j E P+jc9,c-c*] U P+jO,-cl , xj = xi+ 

c-B-d si Card(P) 1 c+c* , V j E P+[O,c-c*] , xj = x~,,,~, 

On en déduit alors une congruence de Ic-c*l sur P . En appliquant l'algorithme d'Euclide, on 

obtient donc : (Congruence Pgcd(c,c9) sur P). 

CORROLAIRE 4.- L'unifié d'une congruence c sur P et d'une congruence c' sur P' est la con- 

gruence Pgcd(c,c9) sur P U P' si c et c' sont non nulles et si P il P' contient su moins c+c' 

6léments. 

JXmonstration : (on suppose que c 2 c*) 

En effet, si P il P* contient au moins c+c* Cléments, on peut appliquer la propriété ci-dessus : 

Congruence Pgcd(c,c9) sur P il P. 

On peut alors Ctendre cette nouvelle congruence Pgcd(c,c9) sur P et P en utilisant les congruences 

c et c* respectivement sur P et P . 
Si l'on note cm = Pgcd(c,c9), montrons que V i E P-[O,-cm], xi = 

Comme c est non nul et P il P' contient au moins CM* éléments, il existe io tel que : 

i,, E i ( mod c) avec io et io+c* E P il PI => xi = xi, = x ~ ~ + ~ .  = xi+,. 

=> V i E P-[O,ca] , xi = xio 

De la mtme façon pour c* sur l'intervalle P*. 

D'où le résultat : x et y sont de congruence Pgcd(c,c9) sur P U P' si Card(P il P') - > CM* - 



Chap 4- Les IGOPS : Interprétation finie des Gops Page 76 

4-2) Les IGOPS. Definition et Interpretations. 

- 2 - 11 DEFINlTION SYNTAXIOUE D 'UN IGOP. 

DEFINITION 5.- On appelle Igraphe ordonne pondéré (IGOP) , construit sur F et V, la donnée 

du quadruplet : (X,Lab,Succ,CIas) où 

- X est un ensemble fini de sommets. 

- Lab est une application de X dans F U V x V qui t chaque sommet associent deux labels 

(notes Labl(s) E FUV et Lab2(s) E V) tels que : 

. Labl(s) = Lab2(s) si Labl(s) E V 

. Lab2 est une application injective sur V. Le second label caracterise le sommet s 

de X, on confondra souvent le sommet et son second label. 

- Succ est une fonction partielle de XxN dans XxZ : Succ(s,i) = (s',p'), le ieme successeur 

de s est le sommet s' avec la pondération p'. De plus si on appelle nsucc(s) le nombre de succes- 

seurs du sommet s, on a alors nsucc(s)=n(Lab(s)). 

- Clas est une congruence d'indices, application de X dans N 

rJOTATIONS : On appelle pondération père d'un sommet s, toute pondération d'un arc allant sur 

s , de meme une pondération fils de s entre s et l'un de ses sommets successeurs. 

On notera : . Pond&), le plus petit intervalle [-a,,b,] contenant toutes les pondérations péres de 

s dans G (a,, b, E N) 

. MaxClas(G), le maximum des congruences des sommets de G 

. MaxPond(G), le maximum des pondérations en valeur absolue. 
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NTERPRETATION D'UN IGOP COMME SYSTEME D'EOUATIONS. 

Nous allons donner une interprétation des IGOPS comme système d'équations ou comme 

une substitution pondérée interprétée, non plus sur 2, mais sur un intervalle P quelconque de Z. 

DEFINITION 6.- Interprétation d'un IGOP G sur l'intervalle P : Sp(G). 

Soit G = (X,Lab,Succ,Clir), nous noterons Sp(G), le systeme composC de deux types d'équations, 

pour tout i E P et s E X, posons Labl(s) = u et Lab2(s) = x : 

1- (xi= t) si u E F 

avec t = u si u E Fo 

t = u ( L a b i ( ~ ~ ) ~ ,  ,... ,LabS(s,&,) si u E F,, et  Succ(s,j) = (sj,pj) , q, = pj+i 

'' (xi ' mod clu(r) ) (équations congruentes). 

%(G) est composée des équations suivantes : 

v i € p , (vi = w v*+, , wi 1) 9 = a( Wi-1 1 1 

PROPRIETES 7.- 

1) A tout systeme Sp(G) , on peut associer un systeme équivalent dans lequel il n'existe pas 

deux bquations portant en partie droite sur la mCme variable indicée. 

2) On peut construire la substitution up(G) associée i Sp(G) : 

rp(G) = Sp(G).Sp(G).Sp(G). ... = S~(G)= 

3) Si P est fini, alors up(G) est rationnelle, c-i-d composée d'équations de la forme : 

(xi = t) où t est un arbre rationnel. 

4) P est inclus dans P' => Sp(G) est inclus dans SP,(G) => up(G)z uP,(G). 

1) %(G) peut contenir deux Cquations par variable indicCe, une par rapport I un arbre non 

réduit & une variable, l'autre par rapport I une variable de meine symbole, mais on peut toujours 

construire un système équivalent et déterministe (au plus une Cquation par variable indicée). 
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Une variable x peut ttre doublement définie dans %(G) ssi elle étiquette un sommet s tel que 

Labl(s) = u E F, Lab2(s) = x et Clas(s) est non nulle : 

V i E P . (xi = u( ...) ) et xi = xi mod clu(ll E %(G) 
La congruence de la variable x entraîne la mtme sur toutes les variables de u( ...) sur un intervalle 

tgal P un décalage près (pondération de l'arc). Ces égalités entre variables indicées de même 

symbole ne sont pas toujours explicitement décrites dans les équations congruentes. 

Ces égalités sont les seules équations déductibles de ces doubles contraintes. En les rajoutant 

donc explicitement, et en ne conservant des équations non congruentes que celles relatives à un 

représentant de ces variables indicées égales, on déterminise le système, c-a-d qu'il ne contient 

plus qu'une équation par variable indicée en partie droite. 

2) La forme des équations congruentes : xj = xja, nous évite tout cycle dans l'expression des 

contraintes d'égalités entre variable indicées =>rp(G) = %(G)= 

3) Si P est fini, %(G) contient un nombre fini d'équations, la substitution associée est donc 

rationnelle 

4) Si P est inclus dans P', le système Sp(G) est inclus syntaxiquement dans Sp,(G), c-à-d 

que toutes les équations de Sp(G) apparaissent sous la même forme dans %,(G). 

Une conséquence immédiate est que : uP(G) 5 up,(G), 

4-2-31 Definition et inter~retation d'un IGOP nointe. 

DEFINITION 8.- On appellera un IGOP point& la donnbe d'un IGop et d'une racine pondérbe : 

G/Rac où Rac est un blément de XxZ 

Exem~ie : g = G /(Sb,-2) avec G = (X,Lab,Succ,Clas) , F = ( a, b ) et V = ( v, w ) 

. X = (Sa,Sb) 

. Lab(Sb) = (b,v) , Lab(Sa) = (a,w) 

. Succ(Sb,l) = (Sb,l) , Succ(Sb,2) = (Sa,O) , Succ(Sa,l) = (Sa,-1) 

. Clas(Sb) = O , Clas(Sa) = O 
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DEFINITION 9.- Interpretation d'un Igop pointé dans les ensembles ordonnes d'arbres. 

Soient g un Igop pointé construit sur G et de racine (s,p) et E,P deux intewalles de Z, on definit 

I9interpr6t6 de g sur E et P par : IESp(g) = ( (k,Ap(g,k)) / V k E E ) 

posons Lab2(s) = x, AP( g,k ) = t d ii existe ( x k  = t) E uP(G) 

= X sinon 
p+k - -  I P  = ( (i,xp+*) 1 v 1 E E 1. rp(G) 

E sera appel6 i'intewalle des pondérations d'entrde et P l'intervalle d'interpr6tation de g. 

Exernbk : g = G/(Sb,-2). pour E = P = (1 ,- : 

b/ 
/ \ 

etc an(w0) 

( arbre irrationnel) 

REMARQUE 10 - Nous presenterons une interprdtation Cquivalente, mais beaucoup plus proche 

de celle des Gops i Ir fin de ce chapitre, dans le cas de Igops particuliers, appelés Igops parfaits. 
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4-3) Relation de preordre. 

DEFINITION 11.- La relation d'ordre sur les systemes dyéquatlons est naturellement : 

S - < Sy ssi toute Cquation de S est une consequence des Cquatlons de S'. 

RAPPEL : La relation de préordre que l'on utilisera sur les ensembles ordonnés T et T, est : 

T - < T si il existe une substitution u telle que T . u est inclus dans T 

(la loi de composition utilisée est ensembliste : ( (k,tk) ) . u = ( (k,tk.u) ) ) 

PROPRIETE FONDAMENTALE 12.- Soient g un IGop pointe et E,Ey,P,P' des intervalles de Z, 

si E est inclus dans E' et si P est inclus dans P', il existe une substitution u ne dependant que 

. de P et P' telle que : IElp(g).u est inclus dans IE.,,,(g) 

JXmonstration. : De façon immédiate, nous savons que : 

si P est inclus dans P' alors uP(G) -< uP,(G) 

Il existe donc u tel que up(G).u = up,(G) , u est bien-s0r indépendante de tout sommet de G, la 

définition même de l'interprété d'un Igop pointé nous assure la validité du théorème : 

V g construit sur G et k E E , Ap(g,k).u = A,,(g,k). 

=> si P est inclus dans P , IE,,(g).u = IE,,.(g) 

donc si E est inclus dans E' , IE,,(g).u est inclus dans IE1,,,(g) 

DEFINITION 13.- Soient s et s' deux sommets diffkrents mais de meme congruence, on note 

Gis' <- (s,p)], le Igop G dans lequel le sommet sy a Cté remplacé par le sommet s avec incrémen- 

tntion de p des pondCrations : 

posons G = (X,Lab,Succ,C1as) , G[s' <-(s,p)] = ( X y L ~ b y S ~ ~ ~ ' y C l ~ ) y  V s1 E X, Succ(sl,i) = (s2,p,) 

si S2 = S' .!ois SUCC'(S~,~) = (s,P+P~) 

sinon SuccY(sl,i) = (s2,p2) (inchange) 

DEFINITION 14.- Soit s un sommet de Gy on note GIS <- (s,p)l le Igop dont la congruence de s, 

CI.s(s), est remplacée par Pg~d(Cias(s),p) : G[s <-(s,p)] = ( X y L i b , S ~ ~ ~ y C I ~ ' )  avec 

C1.sy(s) = Pgcd(Clas(s),p) et V s' *> s, C1asy(s') = Clas(sY). 
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PROPRIETE 15.- Soit G' = GIS <- (s,p)I , rp(G) 5 rp(G'). 

monstratipn : En effet , nous avons ajouté dans $(G*) de nouvelles tquations congruentes, il y 

a donc inclusion syntaxique => uP(G) 5 rp(G9). 

DEFINITION 16.- Un Igop est dit homogène si la fonction CIas est compatible avec la fonction 

Succ, c-i-d tout sommet est au moins de la congruence de ses peres : 

V sp, sommet pere de s, Clas(sp) est un multiple (Cventuellement nul) de Clas(s). 

PROPRIETE 17.- Pour tout Ipop G interpréth sur P, on peut construire un Igop G' bomogene et 

un intervalle Pm défini I une constante de bornes pr&s par rapport i P tel que : 

Spm(G') 5 Sp(G) _< S*(G') , 
G' correspondant au Igop G dont toute les congruences sont distribuées sur les sommets fils. 

Pémonstration : Soit s un sommet de G, de congruence non nulle, et soit si un sommet fils quel- 

conque de s, montrons qu'il existe un intervalle Pm défini & une constante prés par rapport & P, 

tel que : 

SPm(G9) 5 Sp(G) _< Sp(G9) où G' = G[si <-(si,Cias(s)] 

Posons Lab,(s) = u, Lab,(s) = x et Lab,(si) = y. Nous savons,ici, que u E F, c-&-d dans Sp(G), 

ia variable x est représentéepar : V k E P , xk - u( .. , yk,, , .. ) et xk = xko . 
On peut donc déduire que y est de congruence Clas(s) sur P + [pi,pi]. 

Si Clas(si) est non nul et si P fl Pipi,pi] contient au moins Clas(s)+Clas(qi) éléments, on peut 

en déduire que : si est de congruence Pgcd(Clas(s),Clas(si)) sur P U Pipi,pi], donc sur P. 

Si Clas(si) est nul : si est de congruence Clas(s) sur P+[pi,pi]. 

Posons donc : Pm = P f i  P+Epi,pi] si Clas(si) = O 

= P sinon. 

Dans chacun des cas, SPm(G) est inclus syntaxiquement dans SP(G) car Pm est inclus dans P. 

Or les équations congruentes : V i E Pm, yi = yi mod avec c = Pgcd(Clas(s),Clas(si) peuvent etre 

ajoutées, puisque elles sont déductibles des équations congruentes sur les xi, si on pose donc : 

G' = G[si <-(s,Clas(s)] alors $,(G*) _< Sp(G) , 
comme de plus Sp(G) est inclus syntaxiquement dans $(G9) => %,(G*) 5 $(G) _< SP(G9) 
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Cette descente d'une congruence d'un sommet sur l'un de ses fils peut ttre itérée au tant de 

fois qu'il le faut, pour rendre de Igop G homogéne. Or le nombre d'itérations est limitée, tout 

sommet ne peut modifier qu'une fois les congruences de tous les sommets qui lui sont accessibles. 

I1 existe des constantes positives a, b, min dépendant directement de G de ses ponderations et 

congruences tel que , le Igop G' homogène vérifie l'inéquation : 

Sp+[,,-bi(G') 5 %(G) 5 %(W si Card(P)_> min 
On peut négliger les contraintes de taille minimale de f'intervalle P en majorant les constantes a et 

b de telle sorte que si Card(P) < min, alors Pm soit vide (borne inf > borne sup), car dans ce cas 

Sp,(G) est vide aussi. 
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4-4) Unification de I'interprete de deux lgops pointes. 

CADRE D'ETUDE : Notre propos n'est pas ici de donner un algorithme d'unification de deux 

Igops quelconques, mais plutdt dans le cadre de I'Ctude des règles recurrives simples de montrer 

comment l'unifié de deux Igops peut Ctre encadre par un Igop commun interpreth sur des inter- 

valles différents. Dans le cas géneral, d'ailleurs, l'unifie de deux Igops pointes n'est pas un Igop 

pointe, l'unification n'est donc pas ici une opération interne. 

Dans le cadre de notre Ctude, nous supposerons que les deux Igops i unifier ne différent 

que par leur racine pondéree, c-i-d : 

. ils sont interpretes sur le meme intervalle P (= E) 

. ils partagent le meme Igop G r(X,Lab,Succ,Clas) 

4-4-11 DEFINITION DE L'UNIFIE DE DEUX IGOPS POINTES 

DEFINITION 18.- Deux Igops pointes sont dit unifiables sur E et P si leurs interprétés IE,p(g) et 

IEIP(g9) le sont : 3 Q telle que IE,P(G).~ = IE,p(g').~ . 
L'unifié de g et  g' sur E e t  P, est le plus petit ensemble T ordonne d'arbres vérifiant : 

lE,p(~)*u ' lE,p(g')'Q ' 

PROPRIETE 19.- Soient E, Es, P, P' des intervalles de Z tels que E est inclus dans E' et P inclus 

dans P' alors : IE,P(g) V IE,p(gY) 5 IE,,pXg) V IEs,Pt(g') 

Démonstration :Elle découle directement de la propriété 12. Puisque il existe u indépendant de g 

e t  g* telle que : IE,p(g) .Q = IE',P,(g) et  IE,p(g9) .Q = IE,PXg*) 

PROPRIETE 20.- L'unification de 2 Igops pointés g et g' construit sur le meme Igop G sur I'in- 

tervalle P : Ip(g) V Ip(g') , peut Ctre represente en terme de systèmes d'équations, sous la forme 

de l'unification des deux systemes d'equations suivants : 

Sp(G) V ( (yi+,, = xi+,) / v i E P 1 
avec (s,p) et (s',p') sommets racine de g et g' et Lab2(s) = x et Lab2(s') = y. 

Posons S = Sp(G) V ( (xi+, = y i ,  / V i E P 1 alors Ip(g) V Ip(g9) = ( (i,xi+J / V i E P 1 . S' 
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4-4-21 MANIPULATIONS SYNTAXIOUES 

Nous allons ici dbcrire , comme dans l'unification des Gops, les manipulations possibles 

pour l'unification de deux Igops pointés, sachant que l'on cherche un encadrement et non la solu- 

tion exacte. Nous noterons g et g' , ces Igops pointés construits sur G, de racines (s,p) et (s',p9) 

avec LabZ(s) = x et Lab2(s9) = y. 

LEMME 21.- Soient Gy = GIS <- (s,p-p')] avec p ) p' et S = Sp(G) V { = / V 1 E P ). 

Pour P assez grand, on peut construire deux intervalles Pm et PM définis i une constante de 

bornes prés par rapport i P, tel que : SPm(Gy) 5 5 SpM(G') 

où . P m =  P si Clas(x) non nul et Card(P) 2 CIas(x)+lp(+(p-p') 

= P n Pip',p] si Clas(s) nul 

. PM = P U P+[p9,p] 

mmonstration : 

a) Clas(s) nul. Le second système d'çquations exprime une congruence (p-p') de la variable 

x sur l'intervalle P+jp',p] : v j E P~P' ,P]  . xj = xi mod (p-p,) 

On minimise les contraintes contenues dans les deux systèmes si on choisit Pm tel que : 

Pm inclus dans P et Pm inclus dans P+[p9,p] c-8-d Pm = P fi P+[p',p] 

De même on maximise les contraintes si l'on choisit PM tel que : 

P inclus dans PM et P+[p',p] inclus dans PM c-&-d PM = P U P+[p',p]. 

b) Clas(s) non nul. Nous savons que x est de congruence Clas(s) sur P. Le second système 

exprime une congruence (p-p') sur P+[p',p]. En appliquant le résultat sur l'unification de 

congruence, on peut donc dire que x est de congruence Pgcd(Clas(s),p-p') sur P U Pip',p] si 

P n P+(p*,p] contienne au moins CIas(s)+(p-p') éléments. 

Si p et p ' i  O P n Pip',p] = P+[O,p] donc de taille 2 Card(P) - /pl 

p ' < O e t p z O  - P fi P+(P*,P] = P .. = Card(P) 

p et p' 2 O P n P~P' ,P]  = P~P',OI .. - > Card(P) - Ip'lZ Card(P) - Ipl 
-> Card (P ïï P+(p',p]) 2 Card(P1 - Ipl 

La condition sur l'intervalle P est donc : Card(P) L Clas(s) + Ip-p'l + ( p 1 
L'unification des deux congruences est la congruence Pgcd(Clas(s),p-p') sur P U P+[p',p]. 

Donc on minore si l'on garde P comme intervalle d'interprétation (Pm = P) et on majore en 

choisissant PM = P U Pip',p]. 
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Nous pouvons donc dcrire l'algorithme de calcul de Pm et PM pour G[(s <- (s,p-p')] 

. a,, b, E N tels que Pm = P +[a,,-b,] 

. a, , bM E N tels que PM = P +[-%,bM] 

. c a r d m i n  : taille minimale de P. 

Proc~durc congruence ( s.p,p',am,bm,~,bM,card-min); 

DPbut 
1 Si p = p' (p-p') multiple de Clas(s) 

1 1 & % Cas trivial % am:=O; bm:=O; %:=O; &:=O; card-min:=O; 

I I Sirlert 
I I q := ~up(p,p'); qt := Inf(p,p'); % q > q' % 

1 1 % Nouvelle congruence de s : Pgcd(Clas(s),q-q') % 

1 1 %:= -Inf(q',O): bM:= Sup(0.q): 

1 1 & Clas(s) est non nul 

1 1 1 Alors am:=O; bm:=O; card-min := Clas(s) + 14 + (q-q'); 

1 1 1 Sinort a,:= Sup(q',O); bm:= -In f(0.q); card-min:= 0; 

I I a; 
1 Esi: 
I Grs <-(~,(P-P'))] : 

E h :  

);aem~le : (u,u)O V (u,u)-' sur l'intervalle P (u de congruence nulle) => Sp(G) = 0 

L'unification des 2 Igops s'écrit : Sp(G) V ( ui-, = ui / V i E P ). 

Application du Lemme 1 : G' = G[ u <- (u,3)] c-il-d Clas(u) devient 3. 

=> SPm(G9) 5 ( ui-, = ui / V i E P ) _< SPM(G9). 

avec Pm = P P+[-3,0] = P et PM = P U P+(-3,0] = P+(-3'01 
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LEMME 22.- G' = Gis' <-(s,p-p')] , x <* y e t  Clas(s) = Clas(s'). 

Soit S = Sp(G) V ( (xi+, = yi+,, / V i E P ) , on peut construire deux intenalles Pm et PM dé- 

finis t une constante de bornes prés par rapport t P, tel que : 

Spm(C') V ((yi = xi+,-,,)/ v i E Pm 1 5 S _< SpM(G') V ((yi = xi+,-,*)/ V i E PM )* 

avec pm = ( P + [p9-ay,p9-bYl ) n P 

PM = ( P + [-p9+aY,-p9+byl) U P avec [ay,by] = PondG(y) 

R ~ D D ~  : PondG(y) désigne le plus petit intervalle de Z contenant zéro et toutes les pondérations 

père de s* dans G . 

pémonstration : On ne change rien à l'unification des deux systèmes si l'on remplace dans certai- 

nes équations , les variables y, apparaissant en partie droite par x,+,-,, si k E P+lp*,p*], c-à-d 

conformément aux équations du second système. 

Mais tous les indices de cette variable y n'y appartiennent pas en général. On ne peut donc substi- 

tuer globalement sans changer l'unifié. 

Posons le problème de façon plus générale, soient P et P' deux intervalles de Z, étudions le 

système Sp(G) U ( (yi = / V i E P* 1 
Cette substitution peut ttre faite globalement si toutes les pondérations de la variable y dans 

le ler système appartiennent à P'. Or ces pondérations appartiennent à P+PondG(y) : P+PondG(y) 

est inclus dans P'. 

1) On minimise les contraintes en diminuant l'intervalle d'interprétation P de G , soit Pm cet in- 

tervalle défini & une constante de bornes près sur P tel que : 

Pm inclus dans P et dans (P + [p',p*]) - PondG(y) 

c-à-d Pm - ( P + [p'+aY,p9-by] ) n P où [-ay,by] = PondG(y) 

. SPm(G) ( Sp(G) car Pm inclus dans P 

. ((Y~=x~+,.,~/ V i E Pm+PondG(y) 1" ((~,,.=x~+~)/ V i E Pl 
car Pm+PondG(y) inclus dans (P + [p',p9]) 

S 2 spm(G) V ((~~=x~+~-,v)/ v i E Pm+P0ndo(y) 1 
= Spm(G') ( ( Y ~ = ~ ~ + ~ - ~ , ) /  V E Pm+PondG(~) 1 

s 2 spm(G') V ((yi=xi+,_,,)l V i E Pm 1 
car Pm inclus dans Pm+PondG(y) 
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2) On maximise les contraintes en choisissant PM dafini B une constante près sur P tel que: 

P inclus dans PM et P+Ep9,p'] -PondG(s9) inclus dans PM 

c-8-d PM = ( P + [-p'-a,,,-p9+b,,]) U P. SPM(G)-> Sp(G) car P inclus dans PM 

( ( Y ~ = X ~ + ~ - ~ ~ ) /  V E PM ) > { (Y~+~*=X~+~) /  v E 
car P est inclus dans PM-[p',p'] 

V E PM ) = { (Y~=X~+~-~ , ) /  V i E PM ) 

car P+Ep*,p*]-PondG(s9) inclus dans PM 

=> s 5 SpM(G*) V {(Y~=J$+~-~,)/ V i E PM 1 

L'algorithme de calcul des intervalles Pm et PM s'Ccrit donc : 

.am , bm E N tels que Pm = P + [am,-bml 

. % , bu E N tels que PM = P + [-%,bu] 

Procé&z substitution-meme-congr (s,p,s',p',am.bm.~,bM) 

DPbut 

1 % PondG(sy) = I-a,,,b,,l % 

1 am := ~up(p~+a,,,~); bm := -In f(p9-b,,,~); 

( % := -In f(py+a,,,O); bu := Sup(ps-b,,,O); 

1 GIS' <-(~*(P-P'))] 

m; 

Exemnle : (~ntier.~)'  V (x,x)-' sur l'intervalle P (congruences nulles) 
I (x,x)O 

Sp(G) = ( ui = Entier(xi) / V i E P ) 

L'unification des deux Igops : Sp(G) V { xi-,, = ui / V i E P ) 

Application du Lemme 2 : G* = G[ x <- (u,l)] : 

on se ramène donc B : Sp (G*) = { ui = Entier(ui+,) / V i E P. ) V ( xi = ui+, / V i E P. ) 

avec Pm = P + [O,-11 et PM = P + [0,1] car p* = -1 et PondG(s') = [0,0] 
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LEMME 23 : G' = GIS' <- (s,p-p')], s et s' distincts. 

Soit S = Sp(G) V ( (xi+, = y*+,. / V i E P ), pour P assez grand, on peut construire deux interval- 

les Pm et PM definis i une constante de bornes pres par rapport i P, tel que : 

spm(G') V ((Y~=X~+~-).)/ V i E Pm ' S ' Sp(G') V ( (Y~=X~+~-~S) /  V i E PM 1 
avec G'= G Ir'<-(s,p-p')] , Labl(s) = x et Labl(s9) r y 

1) Harmonisation des congruences de s et s*. Posons Clas(s) = c et Clas(s9) = c*. Etudions ici 

l'unification des congruences de x et y et du second système : 

( xi = xi, (mod c)/ V i E P ) V ( yi = yio (mod c*)/ V i E P) V = yi+,, / V i E P ) 
Montrons qu'il existe Pm tel que x et y sont de congruences Pgcd(c,c9) sur Pm : 

y est de congruence c sur P+Ip*-p,p*-p] fi Pip',p']. 

V i E P+[O,-c] , xi = (congruence sur x) 

V i E P+[P,P~ xi = (2ème système) 

V i E Pi%-cl n Pip,p-cI : xi = Y~+,.-, et = Y ~ + ~ ~ - ~ + ~  

=' Yi+p'-p Yi+p'-p+c 

=> j E VP'-P,P*-P-cl n P i ~ ' , ~ * - c l  , yj = 

c-B-d y de congruence c sur Pip'-p,p*-p] fi Pip*,p*]. 

De façon symétrique, x est de congruence c* sur Pip-p*,p-p'] n Pip,p]. 

Posons Py = P+[Sup(p'-p,p*),Inf(p*-p,p*)] et Px = P+[Sup(p-p9.p),1nf(p-p*,p)], y est de congruence 

c sur Py et x de congruence c* sur Px. 

Grâce aux rbsultats sur les congruences d'indices, on peut dire que : 

. si c et C* non nuls et si P, fi  P et Px f i  P contiennent chacun au moins c+c* (léments, c-h- 

d Card(P) 2 c+c* + Id+ Ip*( alors x et y sont de congruence Pgcd(c,c*) sur au moins P (car vrai 

sur P U Py OU P U Px ). 

. si c nul et c' non nul, la variable x est de congruence c* sur Px 

. si c* nul et c non nul, la variable y est de congruence c sur Py. 

Donc en conclusion: 

h ( G 2 )  V (x~+,=Y~+,/ V i E Pm) < S - < SP(G2) V (x~+,=Y~+,,./ V i E P) car Sp(GL< 

%(Ga) 
où G2 = G1[s <-(s,c9)] et G ,  = G[s* <-(s',c)] 

et Pm = P si c et c* sont non nulles ou égaux - Px - Pqp-p*,p-p'] n Pip,p] n P si c = O - P, - ~*p*-p*p*-pl n pyp*,p*l n P u C* = O 
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2) On peut maintenant le Lemme 22, sur les sommets s et s' puisque on a harmoniser leurs 

congruences. D'où pour le Igop G' = G2[s' <-(s,p-p')], on obtient deux intervalles Pm et PM défi- 

nis $ une constante de bornes prés par rapport B P. 

CONCLUSION : Quelque soit s et s', On peut construire deux intewalles Pm et PM definis 

une constante de bornes prCs par rapport i P, tel que : 

. si s = s', SPm(G9) 5 S 5 SPM(G9) 

. si s es s', SPm(G9) V ((yi = x ~ + ~ - ~  v )  I V  i E Pm) _< S _< SpM(G') V ((Y, = xi+,-,*) /V i E PMI 

Nous pouvons donc &ire l'algorithme de calcul de Pm pour (s,p) et (s',p') quelconques, 

posons c = CIas(s) et s' = Clas(s') : 

. a, , b, E N tels que Pm = P dam,-bml 

. % bM E N tels que PM = P d-aM,bMl 

. card-min : taille minimale de P. 

Procédure substitution (s,p.s',p',am.bm,~,bM.carddmin); 

Debur 
1 a s = s p  

1 1 dlers % G' = G[s C-(s.lp-pl)] % 

1 1 congnrence(s,p.p',am,bm,~,bM,card-min); 

I I sinoq % G' = G[S' C-(s,p-pY))] % 

1 1 &i (C et c' non nulles) ou ( c et c' égaux) 

1 1 1 aml := O; bml := 0; card-min := c+c'+lpl+ipl 

I I 1 Sinsi c est nulle 

I I I I 610rs % G, = G[S c-(s,cY)] % 

1 1 1 1 am,:= Sup(p-p',p,O); bml:= -Inf(p-p'.p,O); 

1 1 1 1 Sinon % G2 = Gl[s' c-(sS,c)] % 

I I I I am,:= SUP(P'-P,P',O); bml:= -In f(p'-p.p',o); 

I I 1 Esi: 
I I Esi: 
1 1 % G'= G,[s' C-(s,p-p')] % 

1 1 substitution-meme-congr (s,p,s',p'.ad.b,,~,bM); 

I I am:=a m l  +ad; bm:=bml+b,; 

I Ey; 

m 
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4-4- 3) A L GO RI THME D'ENCADREMENT DE L'UNIFIE DE DEUX IGOPS. 

DEFINITION 24 : Un sommet s est dit isolé dans G si il n'est pas accessible i partir d'un autre 

sommet de G. 

PROPRIETE 25.- Soient s,, un sommet isolQ de G et y sa variable, y n'apparait pas en partie 

gauche des Qquations non congruentes de Sp(G). 

PROPRIETE 26.- On peut construire un Igop Gu (Igop unifié), un systeme d'Qquations noté 

Indp(Gu), deux intervalles Pm et PM definis i une constante de bornes pres par rapport i P tels 

que : Spm(Gu) U Indpm(Gu) _< S _< SPM(Gu) U 1ndPM(Gu) 

où Indp(Gu) est de la forme : U { (y, = / V i E P } et y Qtiquette un sommet isole de Gu. 

pr inc i~e  de 1'alnorithme.- Trois cas peuvent se présenter : 

lw Cas - Les sommets s et s* sont identiques (c-B-d x = y) 

Nous savons conformément au Lemme 21, qu'il existe Pm et PM tels que : 

$,(G*) 5 Sp(G) V { (Y,,I = xi+,) 1 v i E P 1 2  $,(G') 

2- Cas - Les sommets s et s* sont différents, mais l'un est étiqueté d'une variable, par 

exemple s', Labl(sq) E V. Conformément au Lemme 23, on peut construire Pm et PM tels que : 

Spm(G') V { (Y,+,# = xi+, / V i E Pm 1 5 S 5 SPM(G*) V { (yi+,, = xi+,) / V i E PM 
avec G' = G[s* <- (s,p-p*)]. 

or SPm(G') V { y, = xi, / V i E Pm) = Spm(G9) U ( y, = xi+, / V i E Pm ) 

et SPM(G9) V ( Y, = / V i E PM) = SpM(G*) U ( yi xi+, / V i E P M )  
car la variable y qui n'apparaissait pas en partie gauche des équations non congruentes de G, 

n'apparait plus non plus en partie gauche des équations non congruentes de G'. 

=> Indpn(Gu) = ( y, = / V i E P# ) et P# = Pm ou PM 

3- Cas - Les sommets sont différents et Ctiquetts par des fonctions, c-B-d Labl(s) et 

Labl(sV) E F, 

a) Appliquons le Lemme 23, on peut se ramener B i'étude de : 

St(G9) V { y, = xi+q / V i E P# ) où s* est un sommet $016 , G' - Gis*<-(s,p-p*)] et P# est un 

intervalle de minoration ou majoration défini B une constante de bornes par rapport B P. 
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b) Nous avons donc 1 résoudre Sp(G') V ( y, = / V i E P ) 
Supposons que les deux systèmes sont interprétts sur des intervalles différents, par exemple 

sur Pl (lu système) et Pt (2- système) : 

la système : W i E Pl , xi = Labl(sX ... ) , yi = Lab1(s9)( ... ). 
2- système : W i E P, , yi = x i q  

Si P,iq,q] est inclus dans Pl, les Cquations du second système se transforment totalement en 

6galitCs sur les parties droites des Cquations du ler système : 

1" système : W i E Pl , xi = Labl(s)( ... ) , yi = Labl(s9)( ... ). 
2'- systéme e W i E PI , Labl( ... ) = Lab,( ... ) 

Choisissons donc : Pm = P fl Pd-q,-q] et PM = P U P+[q,q] 

Sm(W> v (<yi= W i E Pm 5 S < v ((Y,= xi+,)/ V i E PM ) 

Une condition évidente pour Pm non vide est que s et s* aient mtme labels de fonction : 

Labl(s) = Labl(s') . 
Si l'arité du Label est nulle, le second système devient redondant : Spm(G9) 5 S 5 %M(G') 

Si l'arité est non nulle, le second système d'hquations se reportant totalement sur les successeurs 

de s et s', on peut le remplacer donc par : 

avec Succ(s,k) = (sk,pk), u(k) = Lab2(sk) et Succ(s',k) = (s;.p;), v(k) = LabZ(s;) 

Pour P# = Pm ou PM* on se ramène donc & l'étude de : 

On itère le procédé de minimisation et maximisation pour chacune de ces Cquations : 

ler successeur : on calcule G", Ind(GW), P", et PM tel que : 

%#(O9) V ( ( ~ ( l ) , , ~ ~ .  = ~( l )~+~+, , ) /  W i E Pw 11 est encadrC par 

%,AG") U hdp,,,XG") et SPIG (Ga) U Indpw(G") (par récurrence). 

La forme du second système est toujours le mtme, mais dans le Igop GR, les fer successeurs 

de s et s* sont identiques, on se reprend donc l'encadrement commencé en b) sans tenir compte 

maintenant des lers successeurs de s et s' : 
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Les tquations du système Ind(G") sont ntgligées car elles sont attachées B un sommet isolé 

de Gn. 

REMAROUE : L'algorithme de réduction du système S décrit ici, n'est pas optimise, i'accent 

ayant tté mis sur la facilité de compréhension (?). 
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ALGORïîHME : Le calcul du Igop Gu, du systame Ind(Gu) et des intervalles Pm et PM qui vhri- 

fient I'intquation %,(Gu) U Indpm(Gu) 5 S_< SPM(Gu) U IndPM(Gu), s'&rit donc : 

. am , bm E N tels que Pm = P dim,-bml 

. % , bM E N tels que PM = P 4-%,bMl 

. card-min : taille minimale de l'intervalle P 

Proct!durg encadrement (s,p.s',p',am.bm,~.bM,card_min); 

Debut 
1 a s =  s' 

1 1 A h  % G'= GIS e-(s.1~-pl)] % 

1 1 substitution (s,p,s',p',am,bm.~.b,,card-min); 

I I rn estvar(s) % ~z GIS c-(s',pl-pl] % 

1 1 1 substitUion(s',p',s,p,am.bm.~,bMtc~d~min) 

1 1 rn estvar(s') Blorx % G'- G[s' <-(s,p-p')] % 

1 1 1 sd~titUion(s,p.s,'p'~~,b~.~,b~,card~min) 

1 1 rn Lab(s) = Lab(s') 

1 1 1 Alors % G'- G[s9 <-(s,p-p')] % 

1 1 1 sdstit~ion(s.p.s'.p',aml.bm1.~,.bMl ,tard-min); 

I I I q := p-p'; 

1 1 1 am := a,, + Sup(-q,O); b, := b,, - Inf(-q,O); 

I I I Q := %, - Inf(q.0) ; bM := bMl + sup(q,o); 

1 1 1 epclr i=l Nsucc(s) Faire 

1 1 1 1 encadrement(si.pi+q ,~;,p'~,a,.b~~,~~',b~~'.card-min~) ; 

I I I I am := am + a, + sud-q.0); 

I I I I bm := b, + b, - In f(-q,o); 

I I I I Q := % + Q~ - Inf(q,o); 

I bM := bM + bM2 + su~(q.0); 

g \-LE u I I : l 
card-min := card-min+card-min2; 

Eait; 

1 Sinorl échec (pas d'encadrement de l'unifié); 

1 1 Esi;Esi;Esi; 

I Esi: 
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Cet algorithme est identique aux congruences près B celui obtenu sur les Gops, seul un calcul de 

constantes (am,bm,aM,bM) y est intégré. 

P> 1) Pondérations et indirections identiques 

PB 2) l'encadrement de l'unifié de deux Igops existe ssi l'unifié au sens des les Gops existe. 

1-4-41 ENCADREMENT DE L'UNIFICATION DE 2 IGOPS POINTES. 

Avant d'encadrer l'unification de deux IGops, mettons un peu en forme nos résultats. 

PROPRIETE.- On peut construire Gu et deux intervalles Pm et PM tels que 

S = Sp(G) V ((yi+P,=~i+P)/ V i E P ) vbrifie l'inéquation suivante : 

%,(Gu) U Indpm(Gu) 5 S _< %M(Gu) U IndpM(Gu) . 
avec . Gu homogene 

. toute variable indirigee est de congruence nulle 

. les indirections sont &lémentaires : x -k-* z (z non indirigée) 

JXmonstration : 

a) Représentant d'une variable indirigée. 

Posons, comme pour les Gops, la fonction Représentant : 

Repr(x) = (x,O) si x n'est pas indirigée 

= (z,k) si x est indirigée et k est la somme des pondérations des indirections 

'i ' Yi+@ V i E P .  X -Po" Y 
yi = V i € P. Y -pl-> Y' 

. . . . . . . . . a . .  

~ " i  = ' i + p  V i E P .  yu -p,-> z 

= ' i+~ V i E P '  x --k--> z k = Po+PI+ .-+P, 

On voit qu'il existe un intervalle P défini B une constante de bornes par rapport B P tel que 

: V i E P*, xi = zi+k 

On minimise ou maximise notre système interprété sur P 

Sp (Gu) U Indp(Gu) en prenant Pm = P fl P' et PM = P U P 

et notre nouveau système d'indirection est composée des indirections cumulCes " x --k--> z " 

avec z non indirigée. 
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c) Congruence et indirection. 

Dans certains cas, les indirections peuvent permettre d'étendre les congruences de certaines varia- 

bles : x--k-->z etClas(x)=c,Clas(z)=c* 

On sait, par construction des indirections, que c* est un multiple de c. 

On peut remplacer les équations suivantes définies pour tout i de P : 

xi = xio (mod c) , xi = z ~ + ~  . zi = zi0 (mod c*) 

par V i E P , xi = zi+k et V i E PNk,k] U P , zi = zio (mod c*) 

cad la congruence d'indice sur x est devenue inutile. 

THEOREME. - Soient g et g' deux Igops unifiables, on peut construire un Igop pointé h et 

deux intemalles Pm et PM, égaux I P I une constante de bornes pres (constante independante de 

P) tels que : 5 Ip(g) IP(g9)-< 

Par extension, on notera h comme unifié de g et de g' : h = g V g'. 

P- : Nous savons que l'unification de deux Igops peut ttre représenté en terme de systèmes 

d'équations, sous la forme de l'unification des deux systèmes d'équations suivants : 

S = %(G) V ( ( Y ~ + ~ ~  = xi+P ) / V i E P )  
avec s et s* sommets de G , LabZ(s) = u et Lab2(s9) = v. 

Appliquons le Théorème précédent : %,(Gu) U Indpm(Gu)_< Sz SpM(Gu) U IndpM(Gu) 

avec . Gu homogbne 

. toute variable indirigée est de congruence nulle et non accessible dans Gu, 

. les indirections sont élémentaires : x <-k- z (z non indirigée) 

Soient vm et les substitutions associées aux systémes minorant et majorant 

=* ((i,xi) 1 V i E P 1.r 5 V Ip(g9) _< ((i,yi) 1 V i E P 1.r 
a) Si la variable x n'est pas indirigêe, toutes les contraintes sur cette variable et les variables dont 

elles dépendant sont contenues dans le système Sp (G) 

=> h - G/(~,P) 
b) Si la variable et indirigQ , dors la seule dquation portant sur elle est cette indirection : 

Repr(x) = (z,k) c-&-d V i E Pm xi = zi,, , on choisira donc h = G/(z,k+p) 
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Exembie : Soient (b,u1° et (b,w)" B unifier sur P 
0 / \ 

(b,v) >z*d (~9x1 (b,Q 

( X * X f  IY*Y) (Y*YJ (z*z) 

L'unification des Igops : 

. Etape O : S = SP(G) V ( ui = wi-, / V i E P ) 

. Etape 1 : On peut appliquer le théorème 1, mais u et v n'apparaissent pas en partie gauche 

des équations du ler système (G'=G). 

Sur tes successeurs : 

Sp(G) V ( vi = xi-, / V i E P. ) V ( zi = ti-, / V i E P. ) 

avec P# = Pm = ~+[ l , l ]  n P = ~+f1,0]  

OU pM = p+[-l,-i 1 u P = P+[-i,o] 

. Etape 2 : Sur les fils gauches , Sp(G') V ( ui = wi-, /V i E P ) se réécrit sur v et x : 

Sp+(G9) V ( vi = xi-, / W i E P# 1 
avecP# =Pm=P+[l , l]  P =P+j1,0] 

ou PM = Pÿ- 1 ,- 1) U P = Pÿ-  1 *O] 

On applique le théorème 1 : G* = G[x <- (v,l)] 

pm <- P, n ~,+[-t,-i] = ~ + f i , - i l  

PM <- PM U PM+[l,l] = P+E-1,l) 
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. Etape 3 : Sur les fils droits ,, $#(G*) V ( ui = wi-, / V i E Pt# ) se rtécrit sur z et t : 

SP#(G*) V ( z, = ti-, / v i E P# 
avec W = P m < -  Pm+[l.l] n Pm =P+(2,-11 

ou PM <- PM+[-l.-l] U PM = P+[-2.11 

On applique le théorème 1 : Gu = G'[z <- (t,- 1)] 

P, <- P, n P,+[O,O] = ~42,-11 

PM <- PM U P*+[O,O] = P+[-2,1] 

Le résultat est donc : Sp(G) V ( ui = wi-, / V i E P ) est encadré par 

. Spm(Gu) U ((xi = v,,)/ V i E Pm ) U ((zi = ti-,)/ V i E Pm ) et Pm = P+[2,-1] 

. SpM(Gu) U ((xi = v ~ + ~ ) /  V i E PM ) U ((zi = ti-,)/ V i E PM ) et PM = Pi-2,1] 

L'unification des deux Igops pointés est aussi encadré par le Igop h : 

sur Pm = P+E2,-11 

PM = Pd-2,1] 
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4-5) Test d'occurrence de I'interprete d'un b o p  homogene. 

Nous allons donner ici, un critère nécessaire et suffisant pour qu'un système Sp(G) vérifie 

le test d'occurrence, ceci pour un Igop G homogène et un intervalle P d'interprétation assez grand. 

Un système d'équations S quelconque satisfait le test d'occurrence ssi on ne peut pas dédui- 

re des équations de S, une équation de la forme : x = t avec t o x et x E Var(t) . 

NOTATION.- Un chemin m sera appelée une boucle sur le sommet s dans le Igop G si m va de s 

i lui-meme via sl, s2, ... ,sk (-0) . 
La pondération d'une boucle étant, bien-sar, la somme des pondérations élémentaires rencontrées 

le long de ce chemin. 

Une boucle sera dite élementaire si les sommets traversés sont differents : si <> S. <> s . 
J 

Exem~le : Soit le Igop suivant : Il y a une infinité de boucles sur s et s' 

par exemple sur s : ln.nil , (1.2.3)".nil , .. 
S* J mais un nombre fini de boucles Clémentaires : 

sur s : l.nil, 2.3.nil 

s" sur s' : 2.ni1, 3.2.nil 

DEFINITION.- Un Igop G homogene vérifie la Restriction sur les Pondérations de Boucles 

(notée R.P.B.) ssi il n'existe pas de boucle, sur un sommet s , de pondération nulle modulo la 

congruence de s : soit m, une boucle sur s, Pondération(m) mod Clas(s) <> O . 

PROPRIETE.- Un Igop G vérifie la Restriction sur les Ponderations de Boucles (notée R.P.B.) 

ssi les trois conditions suivantes sont valides : 

. II n'existe pas de boucles Clémentaires dont la pondération est nulle. 

. II n'existe pas ml et m2, deux boucles élémentaires sur le meme sommet dont les pondéra- 

tions kl et k2 sont de signes opposés. 

. II n'existe pas de boucles élémentaires sur un sommet de congruence non nulle. 
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mon- : 

1) La R.P.B n'est pas vérifiée => Il existe une boucle de pondération nulle (modulo Clas). 

L'une des trois conditions n'est pas vérifiée : 

lh Condition fausse : immédiat 

2- Condition fausse : il existe ml et ml, boucles sur le même sommet s de pondérations 

k, et kg de signes opposés . Le chemin mlk2!rnlk1I est un chemin bouclant sur s et de pondéra- 

tion nulle. 

3- Condition fausse : il existe m, boucle sur s, sommet de congruence non nulle. Posons k, 

la pondtration de m et c est la congruence de s, alors le chemin m* = mC est de pondération c*k , 
c-8-d nulle modulo c. 

2) La R.P.B est vérifiée => Il n'existe pas de boucle de pondération nulle (modulo Clas). 

Soit m, une boucle sur le sommet s, montrons que la pondération de m est non nulle modulo 

la congruence de S. Il existe bien-s0r des boucles élémentaires sur ce sommet et la congruence de 

s nulle car la 3'm condition de la R.P.B. est vérifiée. 

Il nous suffit donc de montrer que la pondération de m est non nulle. 

Par hypothése, les boucles élémentaires sur le sommet s sont de pondérations, soit toutes 

strictement positives, soit toutes strictement négatives. 

Soit s* un sommet traversé par une boucle élémentaire m de s : 

m = ml.rn2 avec s --ml--> s' --m2--> s 

=> m2.ml est une boucle élémentaire de s* et elle est de même pondération que m. 

Rtcursivement, dtfinissons l'ensemble des sommets accessibles directement ou non par des 

boucles élémentaires : 

. s E Dépend(s) 

. si s' E Dépend(s), alors tous les sommets accessibles par une boucle élémentaire & partir de 

s* appartiennent aussi & Dépend(s). 

Notons Elem(s) = ( m boucle élémentaire de s* / s* E Dépend(s) ) 

Grâce & la remarque précédente, toutes les pondérations de Elem(s) s sont de même signe. 

Or toute boucle m sur s est une composition d'éléments de Elem(s), c-&-d que la pondération de 

m est une somme de pondérations d'éléments de Elem(s) : 

Pond(m) = a,*Pond(ml) + a,*Pond(m,) + ... + akePond(mk) 

avec 4 E N dont au moins un est non nul (car m non vide) et mi E Elem(s). 

Comme les Pondérations des mi sont toutes non nulles et de même signe, m est de pondération 

non nulle. 
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REMARQUE.- Si la R.P.B. n'est pas vçrifibe, il existe une boucle sur un sommet s , boucle de 

longueur bofeeg et de ponderation nulle modulo la congruence du sommet. 

R.P.B. non satisfaite =* il existe m , boucle sur s tel que : 

. Pondération(m) modulo Clas(s) = O 

. Longueur(m ) 5 Card(C) [ 2*Card(C)*MaxPond(C) + MaxClas(C) + 1 1 
(C.rd(G) designe le nombre de sommets de C) 

Démonstratio~ : En effet par construction, dans la démonstration précédente, cette longueur est , 

pour chacune des conditions non satisfaites : 

1) inférieure B la longueur de la plus grande boucle élémentaire. 

2) inférieure B deux fois le produit de la plus grande boucle élémentaire et de la plus gran- 

de pondération de boucle élémentaire. 

3) inférieure au produit de la longueur de la plus grande boucle élémentaire et de la plus 

grande congruence. 

On peut majorer, grossièrement la longueur de ces chemins par : 

1) Card(G) 

2) 2*Card(G) [ Card(G) MaxPond(G) ] 

3) Card(G) MaxClas(G) 

En faisant la somme, on obtient la majoration suivante : 

Card(G) [ 2*Card(G)*MaxPond(G) + MaxClas(G) + 1 ] 

CONVENTION : Si la R.P.B. est verifiee, tout sommet bouclant de G admet des boucles qui sont 

de ponderations soient toutes strictement positives soient toutes strictement nbgatives. 

On parlera d'un sommet bouclant positif, respectivement négatif. 
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21 TEST D'OCCURRENCE DU SYSTEME Sp(G). 

Montrons que pour P assez grand, la condition ntcessaire et suffisante pour que SP(G) satis- 

fasse le test d'occurrence est que G vCNfie la R.P.B. 

PROPRIETE FONDAMENTALE.- Pour P assez grand, le systeme Sp(G) ut fsf i i t  le test d'occur- 

nace  rri il n'existe pas de boucles, dans G, de pondération nulle (modulo Clas). 

A) Le système $(G) ttant non adéterministe", nous allons, pour faciliter la démonstration. 

l'encadrer par deux systèmes "déterministes". 

Soient les systCmes Smp(G) et SMp(G) dCfinis sur $(G) : 

. Equations non congruentes : 

(xi - 1) E Sp(G) => (xi = t) E Smp(G) et SMp(G) pour i E 

. Equations congruentes, i mod Clas(x) = iO  

(xi = xio) E Smp(G) . V i E P 

(xi = xi,) E SMp(G) , V i E P+(-MaxPond(G),MaxPond(G)] 

Montrons qu'ils vérifient l'inégalité : Smp(G) ( $ (G) l  SMP(G). 

. Smp(G) 5 $(G), car Smp(G) est inclus syntaxiquement dans $(G). 

. $(G) ( SMP(G). Tous les indices des variables apparaissant dans Sp(G) appartiennent 

B P + [-MaxPond(G),MaxPond(G)]. 

Or nous savons que le non-déterministe de $(G) peut générer de nouvelles Cgalités entre des va- 

riables de mCme symbole. 

En effet y est de congruence 2 sur Ij-l,k], car 

Xj - Xj 2 , X j  = a ( ~ j - ~ )  , Xj 4 , = P(yü pad 4 -1) " Yj-l - 4 2 

Comme G est homogène, on maximise ces tgalités en étendant l'interprétation des con- 

gruences sur PH-MaxPond(G),MaxPond(G)] 

On peut alors tpurer les équations congruentes en ne conservant que celles d'indices , repré- 

sentants canoniques de la congruence : 

Smp(G) - < $(G)' SMp(G) = SmpM(G) avec PM = PH-MaxPond(G),MaxPond(G)] 
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B) Construire une équation xi = t(xi) B partir des équations de Smp(G) ou revient à utiliser 

un certain nombre de ses Cquations : 

XiO = X 
j0 

(mod Clas(x)) et Xjo = to(~il)s 

Yii  ' Y j l  (mod cl as(^)) et Yjl = t1(zi2) 
. . . . . . . . . . . . . . . . 
"h-l = "jn-l (mod Cla~(2')) et z*jn-l = fn-l(xin) 
Xin = X 

jn 
(mod Clas(x)) 

où n > l  - 
. . . 1=10 = jn 

. i,, ..,in et jo, ..,jn E P 

Ce qui correspond au chemin m = ml.m2. .. .ma dans les équations de Smp(G) : 

xjo = #( ... ,yi-, . ... ) , yjl = #( ... , zi2 , ... ) , etc ... 
m,'- fils m,un* fils 

La somme des pondérations sur ce chemin est : 

Pond(m) = (il - jo) + (i, - jl) + .. + (in - jn-l) 

Comme G est homogène, les variables x,y,z, ..,z' sont toutes de même congruence : 

Clas(x) = Clas(y) = ... = Clas(z') . 
=> Pond(m) o (i, 4,) + (i, - il) + .. + (in - in-l) (mod Clas(x) 

E (in - io ) = (i - i) = O 

Donc construire une équation xi = t(xi) & partir du système Smp(G), revient & rechercher une bou- 

cle de pondération nulle modulo la congruence dans le graphe G. 

C) Nous savons que la recherche d'une boucle de pondération (modulo Clas) peut se limiter 

aux boucles de longueur inférieure à : 

Card(G) [ 2*Card(G)*MaxPond(G) + MaxClas(G) + 1 ] 

Montrons que l'on peut construire un intervalle P, tel que une boucle m est effective, c-à-d que 

les contraintes de la construction précédente peuvent ttre respectées ( les indices E P). 

Or pour tout chemin m, il existe un intervalle P de taille linéairement dépendante de la 

longueur du chemin m tel que dans la construction précédente : 

io ,.., i n E P  et jo ,.., j n E P  
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Il su f f i t  de prendre  par exemple un  intervalle P contenant au moins 

2*MaxPond(G)*longueur(m) éltments. En effet, B partir de la pondtration milieu de P, la pondé- 

ration maximale du chemin m ou de l'un des facteurs gauches de m sera toujours en valeur abso- 

lue inférieur B ~ a x ~ o n d ( ~ ) * ~ o n ~ u e u r ( m ) .  

En conclusion, pour P assez grand, Smp(G) satisfait le test d'occurrence ssi il n'y a pas dans 

G, de boucles de pondération nulle (mod Clas). Or Smp(G) satisfait le test d'occurrence ssi 

SmpM@) le satisfait, pour P de taille assez grande. 

Donc Sp(G) satisfait le test d'occurrence ssi il n'y a pas de boucles de pondtration nulle 

(modulo Clas). P doit Ctre de taille suptrieure il une certaine constante : 

2 MaxPond(G) [longueur(m) + 11 
avec longueur(m) 5 Card(G)*[2*Card(G)*MaxPond(G) + MaxClas(G) + 1 ] 

1) Soit G,, le Igop suivant : 

G, ne satisfait pas la première condition de la R.P.B. 

et Sp(G,) ne satisfait le test d'occurrence pour Card(P) 2 2 : 

Sl1,,]«il) = ( xi = a(y2) . x2 - .(yI) . Y, - a(xo) . Y, = .(xi) 1 => xl = a(a(xl)) 

2) Soit G2, le Igop suivant : 

G, ne satisfait pas la seconde condition de la R.P.B. 

et Sp(G,) ne satisfait le test d'occurrence pour Card(P)L 3. 

S11,s1(G2) ' ( = b(x2*x-1)9 x2 - b(xs9xo) 9 x8 b(x49x1) 1 
xl = b(x3,~_~)  => xl - b ( b ( ~ ~ , x ~ ) , x _ ~ )  car x2 = b(x8,xo) 

-* x1 b ( b ( b ( ~ ~ , ~ ~ ) 9 ~ ~ ) > ~ - ~ )  C B ~  xS = b(x4*xl) 

3) Soit G,, le Igop suivant : sommet de congruence 1, a E F, x E V 

Gs ne satisfait pas la troisième condition de la R.P.B. 

et $(G,) ne satisfait le test d'occurrence pour Card(P)> 2. 

sll,21(Gs) = ( xi - ab2)  . x2 = abs) . x2 = xa d , (c-a-d x,) ) => x, - a(xl) 
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4-6) LES IGOPS PARFAITS : interpretation finie des Gops. 

DEFINITION.- Un Igop C sera dit parfait si tous ses sommets de label fonction sont de con- 

gruence nulle. 

Remarque : Si G est un Igop parfait, %(G) est un système déterministe , c-h-d avec au plus une 

tquation par variable indicée en partie droite. 

PROPRIETE.- Soit G un Igop parfait, Ir substitution up(G) assoclCe i Sp(G) peut etre construi- 

te grice i la fonction Descendant suivante : 

Descp((s,p), ni1 ) = (~YP) 

Descp((s,p),i.m) = I>es~~( ( s~ ,p+~~) ,m)  si p E P et Succ(s,i) = (%pi) 

La substitution up(G) est composCe des equations suivantes : (xq = t) 

ssl V m E Dom(t), Descp((sx,q),m) = (s,p) , Labl(s) = u et Lab2(s) = y 

et t ( m ) = u  s i u E F e t p E P  

t (ml = Yp , Cl"(,) sinon 

mmonstration : Par récurrence sur le longueur du chemin m de t. 

Posons Desc((s,,i),m) = (s,p) , Labl(s) = u , Lab2(s) = y. 

. m = ni1 : Desc((s,,q),nil) = (s,,q) => y = x 

Si u E F, Clas(x) = O (par hyp.) et sur le symbole y, les seules équations de Sp(G) sont : 

V j E P, xi = U( ...) => t(ni1) = u (si q E P) , = xq (sinon) . 
Si u E V, alors u = x et les seules équations sur ce symbole sont les équations congruentes : , = x où & = q modp Clas(x) et t (nil) = xq, qo 

. m = i.ml => il existe une équation xq = u(al , .. , ai , .. , an) dans %(G) 

= s u  E F, et q E P. 

Posons Succ(s,i) = (si,pi) , Lab2(si) = v , le sous-arbre t.i correspond B la 

vaieur de la variable vWpi, dans uP(G) car xp - U( ... , v ~ + ~ ~  , ... ) E Sp(G). 

Or Desc((s,q),i.ml) = Desc((si,q+pi),m,) si q E P. 

Il nous suffit dqappliquer donc l'hypothése de récurrence sur ml. 
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CORROLA1RE.- Soit g un Igop parfait, point6 de racine (s,p) dors 

V m E Dom(AP(g,k)), posons Desc((s,p+k),m) = (s9,q), Labl(s9) = u et Lab2(s') = x : 

Irp( O& (ml = u s I u E F  t t q E P  
= x <io sinon avec q,, = q modp C1as(s9) 

REMARQUE - b s  Inobs sont donc une n6néralisation des GODS ~ointks, 

Si l'on compare les Gops pointés et les Igops pointCs parfaits, on peut remarquer deux différen- 

ces : . La prtsence d'un second Iabel caractCristique pour chaque sommet, 

. Une condition d'appartenance pour l a  ponderation cumulée i un intervalle P 

d'interprçtation, 

le reste Ctant totalement similaire, en particulier seules les variables possèdent une congruence. 

Si on interprtte un Igop pointe parfait sur Z tout entier, on obtient I'interprCtC du Gop pointé 

correspondant (c-i-d sans second label). 

Les propriétés particulièrement intéressantes des Igops parfaits seront largement utilisées 

dans la suite, en particulier grPce i la propriete suivante : 

PROPRIETE.- Soit G un Igop homogéne satisfaisant Ia Restriction sur les PondCrations de 

Boucles, on peut construire un Igop parfait G' tel que V P intervalle de 2, on ptut construire un 

intervalle PM défini i .une constante de bornes prts sur P satisfalsant l'inéquation suivante : 

%(G9) 5 Sp(C) 5 %(G'). 
Si G = (X,Lab,Succ,CI.s;) , G' = (X,Lab&cc,Clas') avec Clas' dennie par : 

Cias9(s) = O si Labl(s) E F et Clas9(s) = Clas(s) sinon. 

: La seule condition de la R.P.B. que nous utiliserons est celle concernant la con- 

gruence nulle des sommets bouclants. 

Soit G =(X,Lab,Succ,Clas) un Igop et X', l'ensemble des sommets de label fonction de con- 

gruence non nulle : X' = ( s E X / Labl(s) E F et Clas(s) a O ). 

On peut se définir une relation d'ordre partiel entre ces éléments de X', car ceux ne sont pas des 

sommets bouclants (R.P.B.): s < s' ssi il existe un chemin non vide allant de s h s'. 
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Soit s un sommet minimal de X*, et posons Labl(s) = u et Lab2(s) = x , 
dans s ( G ) ,  les seules égalitCs sur les xi déductibles sont les équations congruentes : 

xi - xj avec i SE j (mod Clas(s)) 

car tous les sommets ancCtres de s sont de congruence nulle (sommet minimal). 

Posons G, = (X,Lab,Succ,Clas') où Clas*(s) = O et Clas'(s9) = Clas(s9) si s * o  s 
Deux possibilités : 

a) u est d'arité nulle, alors V P , $(Ga) = SP(G) 
b) u est d'arité n non nulle et soit si, le iB* sommet successeur de s : 

Succ(s,i) = (+,pi) et Lab2(si) - v. 

La congruence de s engendre des Cgalités sur les vi : 

vi = vj si i, j E Pipi,pi] et i s j mod Clas(s) 

Or G est homogbne c-8-d Clas(s) et un multiple de Clas(si). 

Cette double congruence est donc encadrer par v de congruence Clas(v) sur : 

. P pour la minoration. 

p u p+[pi,pi1 pour la majoration. 

Si I ' o ~  pose PM = Pi~l,~l] Pd~2 ,~2]  Pi~n,~n] 
= P + [min(O,pl, .., P,) , max(O,pl, .. ,pn)l 

alors $(G,) 5 %(G) _< SPM(G8). 

Nous pouvons ainsi itérer le procédé en annulant "par couches" la congruence de ces som- 

mets et construire un intervalle PM défini à une constante près par rapport à P, tel que : 

Sp(G') 5 Sp(G) _< SPM(G9) et V s E X*, Claso,(s) = O. 
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Toutes les propriétés et théortmes relatifs B l'encadrement de l'unifié des Igops pointés 

peuvent Ctre adaptés avec comme hypothèse supplémentaire , le Igop Gu unifié est parfait. 

CORROLA1RE.- Soient Sp(G) et ((yi+,,,=xi+J/ V i E P ), deux syst&mes unifiables avec test 

d'occurrence et soit S leur unifié, on peut construire un Igop Gu parfait et deux intervalles Pm 

et PM tels que : Sp,(Gu) U Indpm(Gu) 5 S 5 SpM(Gu) U IndpM(Gu) . 
avec . toute variable indirigée est de congruence nulle 

. les indirections sont élémentaires : x -k-> z (z non indirigée) 

CORROLA1RE.- Soient p et g' deux Igops unifiables avec test d'occurrence, on peut construire 

un Igop pointe parfait h et deux Intervalles Pm et PM, tgaux i P i nne constante de bornes pr&s 

(constante independante de P) tels que : Ipm(h) 5 Ip(g) V Ip(g9) i  IpM(h) 

REMARQUE : Cette propriété est une généralisation sur les Igops de résultats démontrés dans le 

cadre des Gops. Car si P = Z, le seul intervalle défini i une constante pres sur Z est Z , donc PM 

r Pm r Z. L'unification est bien interne sur les Gops. 
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ETUDE DE L'APPLICATION FINIE D'UNE REGLE 
(décidabilité de sa terminaison) 

ETUDEDUTQPROLOG 

1) Caractérisation de n applications d'une règle récursive. 

. Formalisation en terme d'Igops 

. Expression des contraintes exactes 

2) Décidabilitb de I'arret d'une règle récursive avec ou sans test d'occurrence. 
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3) Forme et croissance des arbres tl, et tn+l,n . 

4) Règles consommatrices ou productrices. 

5) Décidabilité de la propriété de terminaison. 

6) Résolution du Tant-Que Prolog avec T et a linéaires . 
. Décidabilité de l'existence de solutions, 

. Décidabilité du nombre fini de solutions, 

en un nombre de réécritures dépendant linéairement de la hauteur de la question. 

7) Exemples 

. Caractérisation des entiers (Succn (Zéro)) 

. Commutativité 

. Associativité 
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5-1) Etude de l'application finie d'une regle recursive. 

Soit donc P(B) -> P(II), une régle récursive, nous savons qu'elle peut engendrer une infinité 

de réécritures (sans test d'occurrence) ssi l'unifié de B et II existe . 
Dans ce chapitre, nous étudions l'application finie d'une régle récursive simple, P(B)->P(U) 

dans le programme : 

P(u) -> ; 

P(B) -> P(II) ; 

P(T) ? 

On supposera que les trois régles n'ont aucune variable commune : 

Var(T) (Var(B)UVar(II)) = Var(a) iï (Var(B)UVar(II)) = Var(T) n Var(u) = 0. 

- - FORMALISATION EN TERMES D'IGOPS. 

A un arbre B E M(F,V) , nous avons associé les arbres indicés : 

Bl , O2 , ... , B, E M(F,VxZ), de même pour II : IIl, .. , II, . 
La recherche d'une solution du TQ Prolog avec n applications de la règle récursive, peut se carac- 

tériser par la plus petite substitution ~ ( n )  vérifiant : 

. T.u(n) = Bl.u(n) 

. Bïu(n) = Vi-l.u(n) pour tout i E [2,n] 

. a.cr(n) = IIn.r(n) 

Nous pouvons construire B partir de B , un Igop pointé dont l'interprété est la séquence d'arbres 

indicés Dl, B2, .. , B, . 

Exemple : B = b( b(x,y) , z ) Bo = (b,~)' 

u,v,x,y,z E V et b E F, toutes les pondérations et les congruences sont nulles dans Bo 

Ce Igop ainsi défini, nous pouvons donc écrire, pour E l  = P = [l,n] 

O 1 = * * * 9 *. , (n*B,) 1 
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Pour E2 = [2.n+l]et P = [l.n]: IE2,p( 8 - ' ) =  ((2*U1), (3*U2), .. * (n+l*Um)) 

La rtsolution du TQ s'tcrit donc: 

CARACTERISATI0N.- L'existence et la forme de la solution obtenue par n applications de la 

rhgle récursive est pleinement caractérisee par l'unification suivante d'ensembles ordonnés : 

( ('YT) ) 4i,p( ) IElsP( l" ) ( (nYa) ) 

avec E l  = P = [l,n] et E2 = [Z,n+ll 

CARACTERISATION EQU1VALENTE.- La recherche d'une solution au programme TQ Prolog 

peut Ctre exprimer sous la forme de I'unification des quatre systèmes d'équations suivants : 

S(n) = Sll,nl(G) V ( (ui = vi-,) / i E I2,nl V ( (ul = T) ) V { (vn = a) 
où G est Ie Igop contenant B e t  U , II et v ,les labels variables des sommets de 0 e t  U dans 

G .  

Si l'on note u(n), la substitution associée i S(n), alors ~ ( n )  est la plus petite substitutjon vbri- 

fiant : T.u(n) = Bl.u(n) -* Ul.u(n) = B2.r(n) ... Un-l.u(n) = Bn.u(n) -* Un.u(n) = a.u(n) 

On posera dans la suite : %u(n) = tip pour 1 E [l ,n] et Un.u(n) = tn+l,n 

Toutes les pondérations et  les congruences sont nulles e t  chaque sommet est ttiqueté d'une 

variable (2ème Label) qui lui est propre. 
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. Le système SIl,nfG) est Cgal & : 

( ui = b(ti,zi) , ti = b(xi,yi) , v, = b(xi,wi) , wi = b(yi,zi) / i E [Ln-1)) 

Dans la substitution V ~ , , ~ ~ ( G )  associée : ui - Bi - b(b(xi,yi),zJ et vi - 1, - b(xi,b(yi,zi) 

. Contraintes pour n réécritures : V i E [2,n], Bi V Ui-, c-&-d ( ui = v,,, / V i E [2,n] ) 

. Unification avec la question : Dl V T c-&-d ( ul - T ) 

. Unification avec le fait : Un V a c-&-d ( vn - a ) 

5-1-21 CONTRAINTES POUR N ITERATIONS D'UNE REGLE RECURSIVE BOUCLANTE, 

Nous allons d'abord limiter notre étude aux deux premiers systemes d'equations : 

= S[l,nl(G) V ( (ui = v,-,) / i E 12,nI 1. 

RAPPEL.- En application des résultats du chapitre précédent,il existe no tel que V n 2 no : 

Spm(Gu) U Indp,(Gu) 5 SIl,nl(G) V (ui = vi-, /i E 12,nI 1 _< SpM(Gu) U IndpM(Gu) 

où Gu est le Igop unifié, Ind exprime les indirections de l'unification 

Pm 'PM non vides, sont définis i une constante de bornes pr&s sur 11,111 
On notera dans la suite Sm(n), le systeme minorant : Sm(n) r Spm(Gu) U IndPm(Gu) 

PROPRIETE.- II existe nl E N et Sg, Sdin deux systLmes d'équations constants, respectivement 

par rapport i 1 et n, tels que V n 2 nl : Z(n) = Sg U Sm(n) U SdIn 

où Sg représente les effets de bords i gauche 

M/n ** . .. .. i droite. 

Pémonstration : Nous savons que pour tout n 2 no , on peut construire les intervalles de minora- 

tion et majoration, restriction ou extension constante par rapport & l'intervalle [1 ,n]. 

Soient Sm@) et SM(n) les systèmes d'équations minorant et majorant correspondant et C(n) une 

forme de la solution exacte : Sm(n) 5 Un) ( SM(n) 

sachant que Pm - [1 ,n]+la,,- b,] et PM = [l $14-aM,bM]. 

'-% 1 1 +am n-b, n n+bM 

1-0 .* 
< Sm(n) > 

< C(n) > 

< SM(n) > 
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Toutes les variables de VxP, sont connues dans Sm(n) et de la mtme façon dans SM(n) et 

donc aussi dans la solution exacte. Reste donc B définir les variables de VxUl,n]-Pm) présentes 

dans le systéme majorant, et par la force des choses, absentes du système minorant. 

On peut donc exprimer la solution exacte sous la forme : a n )  = Sg(n) U Sm(n) U Sd(n) 

avec Sg(n) représentant les contraintes sur les variables d'indices E [l,am] (B gauche) 

et Sd(n) , les contraintes sur les variables d'indices E [n-bm+l,n] (B droite) 

Montrons qu'B partir d'un certain rang nl : 

1) Sg(n) est constant, c-4-d Sg(n+l) = Sg 

2) Sd(n) est constant par rapport B n, c-B-d Sd(n) - Sd/, = Sd(n-1)->l, le système Sd(n-1) 

dont tous les indices de variables ont été incrémentés de 1. 

1 l+am n-b, n > n1 

1- "'rn 
Sg Sm(n) 

Sg porte sur les variables d'indices E [l,a,] 

Sm(n) .. ... ... E [l+am,n-bml = [ 1 ,nl+(am,-b,l 

sd,, .. ... ... E [n-bm+l,nl 

On peut noter que, si l'on pose Kg = Q + am et Kd = bu + b, alors : 

SM(n)->Kg E Sm(n+Kd+Kg) 

Nous supposerons, pour simplifier la démonstration que Kg = Kd = K, il suffit en effet de 

maximiser encore SM(n), c-B-d Q ou bu. 

Supposons maintenant que les systémes Sg(n) et Sd(n) restent constants pendant K réécritu- 

res supplémentaires, c-B-d Sg(n+K) = Sg(n) et Sd(n+K) - Sd(n)->K alors : 

C(n+2K) = C(n+K) V C(n+K)->K - (Sg(n+K) U Sm(n+K) U Sd(n+K)) V (Sg(n+K)->K U Sm(n+K)->K U Sd(n+K)-pK) 

= (Sg(n+K) U Sm(n+2K) U Sd(n+K)->K) V (Sg(n+K)->K U Sd(n+K) 

car Sm(n+K) V Sm(n+K)->K = Sm(n+2K) 

= (Sg(n) U Sm(n+2K) U M(n)->2K) V (Sg(n)->K U Sd(n)-pK) 

car Sg(n+K) = Sg(n) et Sd(n+K) = Sd(n)->K 

I. Sg(n) U Sm(n+2K) U Sd(n)->2K car (1) : Sg(n)-BK U Sd(n)->K 5 Sm(n+2K) 
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D'où le résultat : 

si Sg(n+K) = Sg(n) et Sd(n+K) = Sd(n)->K alors Sg(n+2K) = Sg(n) et Sd(n+2K) = Sd(n)->2K 

il existe une constante nl > no tel qu*au dela les systèmes d'équations gauche Sg(n) et droit 

Sd(n) sont constants no - < n1 - < no + K*Card(G)*Card([l ,n]-Pm) car : 

. Sg(n+l) 2 Sg(n) et Sd(n+l) 2 Sd(n)->l (suites croissantes) 

. le nombre des équations qu'ils peuvent contenir est bornée : Card(G)*Card([l,n]-Pm) 

. leur croissance stricte implique une contrainte sur une nouvelle variable toutes les K 

réécritures. 

Schématisation de la réécriture : On peut représenter l*évolution des contraintes sur les variables 

indicées de Gu sous la forme d'un graphe : 

Contraintes I 
O SS Sm(n) Nbre de réécritures 

Pour n 2 nl : 

. Sg est la phase d'accélération 

. Sm représente les contraintes de croisière (défini itérativement) 

. Min , la phase de décélération 

( Dans une stratégie de résolution en chaînage avant, les rbles de Sg et Sd,, sont inversées ) 

F x e u  : Dans toutes les règles récursives classiques, ces effets de bord sont de taille presque 

nulle. Reprenons le problème préc6dent : 

La simplification de Sp,,{G) V ( ui = v ~ - ~  / i E [2,n] ) nous fournit le système Sm(n) suivant : 

( ui= b(fi,wi_l) , ti= b(ti+l,~i) , vi= b(ti+,,wi) , wi= b ( ~ , . w ~ - ~ )  , xi= ti+l . zi= w ~ - ~  / i E [2,n-11 1 

avec Sg = ( x1 = t2 , u1 = b(tl,zl) , t1 b(x1,yl) , v1 = b(xl,wl) , wl = b(yl,z1) ) 

. Sd = ( 2, = . un = b(t,,z,) , t, = b(x,,y,) , v,, = b(x,,w,) . W, = b(yn.zn) 1 

La solution exacte pour n réécritures : Sg U S I 2 , , ~ u )  U Sdl,,. 
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ns cas extyém, les effets de bord peuvent ttre de tailles importantes, environ 

2k rdtcritures ( si il y a k variables) : 

Ici t , ,  et tn+,, sont Cgaux, fermCs et constants pour n _> 2k 
= b  = 

t ~ p  = 'n+l,n (S ( DAG de hauteur k) 

b/ 'b 
/ ' c ? 

Par exemple pour k = 1, la régle est donc : 

b  --> b et b -- n --> b pour n 2 2. 
/ '  x a / \  I' , a a x 

/\ 
a a 

CONJECTURE.- Les effets de bord Sg et Sdln sont toujours constants c-i-d : il = no . 
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5-2) Decidabilite de I'arret d'un regle recursive. 

THEOREME.- Une r&gle recursive simple engendre une infinite de r66critures avec application 

du test d'occurrence ssi : 

1) g r BO V U-' existe (c-i-d B V U existe ) 

2) g satisfait la Restriction sur les Ponderations de Boucles. 

pmonstration : Nous avons étudié le cas sans test d'occurrence dans le chapitre 3 et nous savons 

qu'une règle récursive peut boucler ssi l'unifié au sens des Gops existe. Etudions donc le cas avec 

test d'occurrence. 

1) L'étude peut se limiter B celle du système $(GU). 

En effet , nous savons que : Sm(n) - < C(n) 5 SM(n) = Sm(n+Kg+Kd)->Kg 

Donc V n 2 nl , C(n) satisfait le test d'occurrence ssi V n 2 nl , Sm(n) le vérifie aussi. 

Les équations du système Indp,(Gu) peuvent Ctre négligées, ce sont des égalités entre variables de 

la forme (y, = xj) où un seul de ces symboles de variable apparait dans Gu. 

2) Nous savons enfin que pour P assez grand, SP(Gu) satisfait le test d'occurrence ssi il 

n'existe pas de boucle de pondération nulle (mod Clas), c-B-d ssi Gu satisfait la Restriction sur 

les Pondérations de Boucles (R.P.B.). 

E m  : Soit la règle suivante : b ( x , x ) -> b ( a(x) , x ) ; 
La séquence A d'arbres obtenus par n itérations de la règle est de la forme (sans test 

d'occurrence): 
w w O w 03 O b( a ,a ) --> b( a ,a ) ... --> b( a ,a ) 

Si l'on applique le test d'occurrence, la règle ne peut Ctre utilisée qu'au plus une fois : 

b( xo,x, ) --> b( a(xo),xo ) V b( xl,xl ) n'existe pas 

Cette séquence d'arbres peut s'exprimer sous la forme de l'unifié de deux Igops : 

l[l.nl.il,n~ ( 'O ) I[t,n+l],[i,nl ( U 1  ) = { i ,  / i E [l ,.+Il 1 
avec DO = (b,rl" et 8-l = )b9u)-l 

1 
(~9x1 (a*v) L ' X I  

I 
(x'x) 

BO V O-' = (b,rl" qui ne vérifie pas le R.P.B. 

-1 ( ) -1 (sommet bouclant et congruent) 

Cette règle ne boucle pas si l'on applique le test d'occurrence. 
w 0 O w 

Sans test d'occurrence Illa+ll (0' v a-' = C(n) = ( (l,b(a ,a 11, .- , (n+l,b(a ,a 1) 1 
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5-3) Forme et croissance des arbres tlL et t,,, . 

On supposera, dans la suite, que l'on applique le test d'occurrence, c-h-d que le Igop Gu sa- 

tisfait la R.P.B., il sera donc choisi parfait. 

Nous savons que la solution exacte des contraintes, a n ) ,  peut s'exprimer sous la forme : 

Un) = Sg U Sm@) U Ml,. 

où Sm@) , donc aussi C(n) sont déterministes car le Igop unifié Gu est parfait. 

PROPRIETE.- Soit u(n) la substitution caracterisant la plus petite séquence d'arbre ti,, verifiant 

t~ ,n  =B1.u(n)->tt,+= W1.u(n)=BI.v(n)-> ... Bn.u(n) - > t n + l , n = U n . ~ ( ~ ) .  

Pour tout n 2 n, , i (n)  peut (tre construite par application infinie de Z(n) : ~ ( n )  = ~ n ) ~  . 

: Il nous faut pour cela de vérifier que les équations d'égalités de C(n), pour Cviter 

tout cycle , comme par exemple : xi substituee par y. et yj par xi : 
J 

1) Dans Sm@), deux types d'tquations d'égalités : 

- les indirection~~dans le sens, yi = xi+p si y -p-* x , y indirigée et x E Var(Gu) 

c-8-d qu'on privilégie les variables de Gu dans tij 

- les Cquations congruentes, de mtme, on choisira le reprCsentant canonique, c-8-d la variable 

indicée de plus faible indice E Pm (c-B-d 2 l+am). 

On peut remarquer que ces équations sont donc, dans Sm(n), exactement sous la forme souhaitée. 

2) Les systèmes Sg et Ml, sont constants donc , on peut supposer que : 

Dom(Ss) n Var(Sd/,) . 
on peut privildgier dans Var(Sg) et Var(Sd,,) les variables non indirigées. On peut d'ailleurs 

remarquer, pour les Cquations congruentes, xi = xj, on peut toujours choisir j E Pm, car Sg->l U 

Sd,,->-1' Z(n), c-8-d si xi = x, E Sg avec i, b E [l,a,,,] alors (xi+l = xk+,)5 Sg 

REMARQUE.- Les variables apparaissant dans Var(u(n)) sont donc ici, de préférence, le varia- 

bles indicées de Gu, reprOsentants canoniques de leurs congruences . 

Etudions maintenant l'évolution des arbres tl, et tn+,, , et plus pr&cisément la croissance 

de Ieum branches. 

REMARQUE : V i E N* , tl, < tl,+l et tn+ipL ta+tp+l 
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PROPRIETE.- Pour n 2 il, toute branche de tlp Ctiquetee d'une variable d'indice 5 n-bm reste 

inchangée dans tlp+k (V k E N). 

monstration : Montrons que cette branche est inchangée dans tl,n+l . 
Un) < C(n+l) = Sg u Sm(n+l) U uIn+, = Un) U 

ûVeC '/n+l = S[n+l-bm,n+l-bm] (Gu) lnd[n+l-bmp+l-bm] (GU) u &il,+1 : constant par rapport ii n 

c-B-d DO~(S/ ,+~)  est inclus dans Vx[n+l -bm,n+l] . 
Les modifications éventuelles de t,,+, par rapport & tlSn dependent du système constant Sln+l. 

Toute branche ttiquetée d'un symbole de fonction ou d'une variable d'indice E Pm n'est bien-s0r 

pas touchée par ses nouvelles contraintes. 

CORROLA1RE.- Pour tout n 2 nl , toute branche de tlSn n'ayant pas poussee strictement (en 

hauteur) dans tlp+2bm est constan te. 

Toute branche de t,,, de longueur inférieure i (n-nl)/bm est constante. 

mmonstration.- Montrons que si une variable xi de tlp n'est pas modifiée pendant b, réécritu- 

res supplémentaires, elle ne peut plus 1'Ctre après . 
Soit xi une variable de tl,n : 

. si i E [l,n-b,], cette variable est non modifiée dans tl,+k car aucune nouvelle contrainte sur 

cette variable indicée n'existe dans C(n+k). 

. si i E [n-bm+l ,n], elle peut ttre modifite dans tlp+k : 

si x est une variable de symbole non indirigée , il suffit d'attendre au pire bm réécritures 

pour pouvoir utiliser l'équation (xi = zj ) avec z non indirigée, 

si x n'est pas indirigée , alors soit s,, le sommet tel que Lab2(sx) = x : 

- soit Labl(sx) E F, (xi = t) E Spm(Gu) et t non réduit B une variable : la branche "pousse". 

- soit Labl(s,) E V alors les seules équations possibles portant sur xi. sont des équations 

congruentes, xi est substituée alors une fois pour toutes par son représentant canonique 

mod CIU(X) dans Pm. La branche ne poussera jamais plus dans tl,n+k . 
=> Pour tout n 2 nl , toute branche de t , ,  n'ayant pas poussée strictement (en hauteur) 

dans tlp+2bm est constante 

Toute branche croissante dépend bien-sur d'une variable non indirigée. Soient x un symbole non 

indirigé et xi, une variable de t,,+, substituée par un arbre dans tl,n+bm . 
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L'Cquation qui force cette croissance et bien-s0r (xi = t) E Spm(Gu) où t ne contient que des sym- 

boles de variables non indirigés. La croissance des branches de t dépend toutes des symboles non 

indirigés. 

-> Toute branche de tl, n'ayant pas poussé en moyenne de 1 toutes les b, ré6critures est 

constante. 

PROPRIETE.- Pour n 2 n,, toute branche de tn+l,n (tiquetbe d'une variable d'indice _> l+a, 

reste inchangée par rmoort i n et modulo la coneruence dans tn+l+k,+k (V k E N). 
Pour une variable indicCe xi de tn+,, (i 2 l+am), elle est remplacbe dans tm+l+kan+k par 

'i+~ si i > n-bm 

xi+k moa Cl+) sinon 

monsttâripn : De façon symétrique : 

Z(n+l) = So U Un)->l où So = Sg U Sp+usl+Ul (Gu) ind[l+,a~+ml (GU) systéme con- 

stant 

Le Passage de $,,la tn+z,+l peut donc se faire par trois opérations : 

1) incrémenter de 1 de tous les indices des variables de tn+,, pour tenir compte de C(n)->l 

2) Remplacer les variables indicées Hriodiques par leur représentant canonique. 

3) Tenir compte des contraintes supplémentaires du systéme So portant sur les variables 

d'indices appartenant & [1 ,l +a,). 
Soit une feuille de tn+,, d'étiquette x,. 

a) i E [I+a,,n] et Clas(x) = O. Aucune contrainte n'existe sur cette variable dans an+l) .  

Dans tn+zp+l' cette mtme feuille sen étiquetée xi+, (-xi+, C.U(x)) . 
b) i E [I+a,*n-bm] et Clas(x) a O. Les seules contraintes portant sur cette variable, sont les 

équations congruentes. Dans tn+tan+ls cette mtme feuille sera (tiquetée xi 

c) i E [n-b,+l,n] et Clas(x) o O. Les dquations congruentes sur x ne s'étendent pas B la variable 

xi sinon elle aurait été substituée par xJ avec j E [l+am9n-b,]. en effet SdlG>-l< Z(n), c-L-d 

si (xi = xk) E Sdl n 8VeC i. k E [n+l-bm.n] alors (xi-, = xk-,) - < x(n), nous avons privilégie I'utiii- 

sation des variables d'indices E Pm dans ta+,,. 

CORR0LAIRE.- Soit c, le PPCM des congruences de Gu, alors toute variable indicée xi de 

t ~ + l ~  (i 2 l+a,), elle est remplacée dans tn+l+cp+c par 

xi* si 1 > n-b, ou CIas(x) nul 

xi sinon 
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CORROLA1RE.- Pour tout n 2 nl , toute branche de t,+,, n'ayant pas pouss~e strictement (en 

hauteur) dans tn+t,+la+t, est constante (par rapport i a , modulo la congruence). 

Toute branche de tn+l,n de longueur inférieure i (n-nl)/am est constante ( . . . ) . 
JXmonstratio~ : Identique B celle sur t,, 

5-4) Regles consommatrices et produc'trices. 

Pour obtenir des résultats fins sur l'arret d'une règle récursive et de sa complexité en nom- 

bre de réécritures, il est indispensable de pouvoir reconnaître les branches qui pousseront arbi- 

trairement loin dans les arbres t , ,  et de tn+l,n . Ces branches sont associées en général aux bou- 

cles du Gop caractéristique de la règle . Reprenons l'exemple de l'associativité de l'addition : 

Appliquer n fois cette règle, revient & appliquer la règle suivante : 

On voit dans ici que les seules branches arbitrairement longues dans t , ,  et tn+,, sont sur : 

. les chemins 1' dans tl, 

. les chemins 2' dans tn+l,n 

ce qui correspond aux chemins de pondbrations croissantes, respectivement décroissantes dans no- 

tre Gop caractéristique (boucles positives et négatives) : 
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Malheureusement dans le cas gCntral, les choses sont beaucoup plus complexes. En effet, les 

effets de bord alttrent la lecture du Gop et certains boucles existant dans celui-ci ne sont pas 

effectives. ConsidCrons par exemple la régle suivante : 
i 

Cette règle a la particularité d*&tre invariante sur les variables x, et y, : 

est . yl = A(z2) 

. z1 = Ab2) 

. x2 = A(z2) 

L'arbre t,, ne posshde qu'une branche poussante. or le Gop caract6ris&~ contient une 

boucle positive qui n'est donc pas effective sur les branches 1 et 3 de t,, . 
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DEFINITION.- Une variable est dite positive mi elle Ctiquette comme second Label un sommet 

positif.De meme, une variable est dite nCgative ssi elle Ctiquette comme second Label un sommet 

nCgatif. On rappelle qu'un sommet s est positif (resp. ntgatif) ssi il existe dans le Gop une boucle 

tlCmentaire sur o de pondération positive (resp. ntgative). 

DEFINITION.- Soit le systeme C(n) des contraintes relatives i n applications de la regle rdcursi- 

ve r, nous dirons que : 

. xi 5 yj si 3 (xi = t ) - < L(n) telle que yj E Var(t) . 

. xi < y si 3 (xi = t ) - < L(n) telle que yj E Var(t) et t non réduit i yj. 

pemaraug : La relation < est une relation d'ordre si le système C(n) satisfait le test d'occurrence. 

DEFINITION.- Soit Mg un mot infini de N= , Mg est dit chemin gauche infini de la regle r ssi 

pour tout facteur gauche m (fini) de Mg, il existe n tel que m est un chemin de l'arbre tlSn : 

Mg chemin gauche infini si V m facteur gauche de Mg , 3 n tel que m E Dom(t1d 

De meme, soit Md un mot infini de N= , Md est dit chemin droit infini de r ssi pour tout facteur 

gauche m (fini) de Md, il existe n tel que m soit un chemin de l'arbre : 

Md chemin droit infini si V m facteur gauche de Md , 3 n tel que m E D ~ m ( t ~ + ~ , ~ )  

REMARQUE. - La croissance linéaire des branches poussantes des arbres tll, et  nous assu- 

re que le n vérifiant m E Dom(tlp) ou D ~ m ( t ~ + ~ , ~ )  est borné linéairement par la longueur de m 

3 f = ax+b , telle que , V m , et n 2 ablongueur(m)+b , m E D ~ m ( t ~ , ~ )  ou D ~ r n ( t , + ~ , ~ )  . 

PROPRIETE.- Tout chemin infini gauche ou droit d'une regle est un chemin infini de AZ(G,k) 

où k est quelconque et G est le Igop caracteristique de r. L'inverse est faux (Exemple précedent). 

Démonstration : De façon immédiate, AZ(G,k) est le plus petit arbre se réécrivant en un arbre 

Cquivalent. Donc AZ(G,k) 2 tlSn et tu+l,n. 
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DEFINITION. - Une rkgle r&cunive est dite consommuirice, rtspectivement productrice si elle 

poss&de des chemins infinis gauches, respectivement droits. 

: La régle de l'associativité de l'addition est consommatrice et productrice. 

PROPRIETE.- II est dkcidable de savoir si one r&gle est consommatrice, respectivement 

productrice. 

~ m o n s t r a t i ~  : L'idée est d'observer à travers les effets de bords constants les variables positives 

ou négatives "accessibles". 

Nous savons que pour tout n 2 nl , toute branche de t,, Ctiquetée d'une variable d'indice infé- 

rieure ou égale à n-b, est constante. Plaçons nous dans le cas d'une branche étiquetée d'une va- 

riable d'indice supdrieure à n-b, . 
Peut-on dire si cette branche peut devenir arbitrairement longue quand n croit ? 

Oui, on peut le dire , si n 2 1 + a, + b, + KeMaxpond + MaxInd . K désigne ici le nombre de 

noeuds du Gop caractéristique 0' V V" , MaxPond est le Max des valeurs absolues de ses 

pondérations, enfin MaxInd est le Max des valeurs absolues des indirections dans l'unification. 

Nous poserons pb, la constante égale à KeMaxpond + MaxInd. 

Soit donc une branche de tlsn Ctiquetée en feuille par une variable xi avec i E In-b,.n]. 

Cette variable xi sera substituée par un arbre arbitrairement grand en hauteur, ssi on peut attein- 

dre à partir du sommet s, un sommet positif s, dans le Gop caractéristique. 

. Si un tel chemin existe, on peut construire un chemin de longueur inférieure ou égale K 

qui inclus une boucle Clémentaire positive sur le sommet s, . Comme n 2 1 + a, + b, + pb, on 

peut construire aussi à partir du systéme C(n+pb), une inéquation de la forme : 

xi< . y < . y et j e k  

car tous les sommes des pondérations intermédiaires appartiennent B [l+a, , n+p, -b,]. 

De mtme, dans C(n+pb+k-j), on a l'inégalité : 

xi < .. < y .  < .. 
J < Yk < "zk-j 

Par récurrence sur n, la variable xi est donc substituée par un arbre arbitrairement grand en hau- 

teur quand n croit. 

. Inversement, si il n'existe aucun chemin permettant d'atteindre un sommet positif B partir 

du sommet s ,  tout chemin dans le Gop de racine s, a une pondération sommante qui est majorée 

par p, c-i-d que les variables % indicta telles que " xi < zk " sont en nombre fini indépen- 

damment du nombre de réécritures. Les inégalités de la forme : 
Xi< " < v .  < .. 

J <2i, 
sont de longueur bombe. La variable xi sera substitub par un arbre constant . 
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De la mtme façon, on montre que dans tn+l,n ' une variable pourra ttre substituée par un 

arbre arbitrairement grand ssi : 

i E [l,a,l 

. un sommet négatif est accessible B partir du sommet s, dans le Gop caractéristique. 

REMARQUE.- Une condition nécessaire pour qu'une regle soit 

. consommatrice est que son Gop caractéristique possède des sommets positifs 

. productrice est qu'il contienne des sommets négatifs 

5-5) Decidabilite de la propriete de terminaison pour les termes clos. 

RAPPEL.- Une regle r satisfait la propriété de terminaison ssi tout terme fini et clos ne peut 

Ctre réécrit que finiment pas la règle r : V T CIOS fini , T --r--> finiment 

THEOREME.- Une regle r satisfait la proprieté de terminaison pour tout terme clos fini, ssi elle 

est consommatrice (ce qui est décidable) . 

JXm~nstration~ : En effet si une règle est consommatrice, alors quelque soit la hauteur du terme 

clos T, il existe un n linéairement dépendant de cette hauteur telle que l'une des branches de t,,n 

soit de longueur supérieure de celle correspondant dans le terme T. En d'autres termes, pour n as- 

sez grand, l'unification de T et t,, n'existe pas. 

Inversement si la règle n'est pas consommatrice, il existe un nombre de rbécritures minimal 

et calculable tel que pour tout n supérieur ce nombre, l'arbre t , ,  est constant, tout instanciation 

close de cet arbre peut alors ttre réécrit infiniment par la règle r. 

Exembles : La r8gle de l'associativité de l'addition est consommatrice, elle contient un chemin in- 

fini gauche l? Tout terme clos ne peut t t re  réécrit que finiment pas cette rtgle, au plus la lon- 

gueur de la branche la plus B gauche. 
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De mtme, ia rtgle de définition des entiers est consommatrice : 

Succ ( x ) -> x ; Igop associé : (succ,x)O 

tis = succn ( x,+l et t,,,, = xn+i 
Tout terme clos ne pourra Ctre réécrit que finiment par cette régle. 

3 +l 

Si l'on inverser cette règle de réécriture : 

x -> succ ( x ) ; 

on obtient une régle productrice, mais non consommatrice, d'ailleurs n'importe quel terme clos se 

réécrit infiniment par cette rtgle. 

De meme, le prédicat Frère peut engendrer une réécriture infinie de certains termes clos : 

F R E R E ( x , y )  -> FRERE(y,x) ; 

Cette règle n'est pas consommatrice, son Igop ne contient d'ailleurs aucune boucle. 
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5-6) Resolution du TQ pour T et a Ilneaires. 

Etudions le programme PROLOG que nous avons appel6 le TANT QUE, dans le cas simple 

où T et a sont linéaires : 

P(a) ->; 

P(B) -> P(U) ; 

P(T) ? 
où a,D,U et T sont des arbres finis de M(F,V), et T, a sont linéaires (une occurrence de 

chaque variable dans T et a). 

CONVENTION : On note . un (T,a) et (tlSn , tn+l,n) . 
. rn , la solution A prés n reécritures 

CARACTERISATION 1'.- La recherche d'une solution avec n utilisations de la régle recursive 

peut s'exprimer sous la forme l'unification de trois syst&mes : 

Solution(n) = C(n) V (ul r T) V (vn = a) 

= ( s g  U Sm(n) U SdIn V ( (pl = T) , (vn = a )  1 

CARACTERISATION 2.- Si l'on note un , la substitution verifiant : 

(T a )  V (flp tn+l,n) = (tlp 9 tn+l,n) un 
La solution r, apres n utilisations de la regle recursive est caractérisée par Un : 

rn existe ssi un existe 

et rn = tien . un ( T L  rn = tl,,. u #, 
--II--> tn+i,a*"n-> a ) 

CARACTERISATION 3.- Il existe nt E N, dependant linéairement de la hauteur de T et a, tel- 

le que pour tout n 2 nt , l'existence et la forme de un est caracterisLe par celles de trois substitu- 

tions wconstantesn : % = ( " d / ~ l ~  ud/n ) 

OP U6 n t  définie par t V T = t . u O avec Dom(ug) c VxV,n,.,] , Var(\) c Var(T) 

et 'Ont par tn+l,n a = twl,n (udPh 

u d / c ~ ~  est constante modulo les congruences de Gu et rd/,, est constante par rapport II n. 
Ces substitutions portent sur des variables differentes : D~m(u~,~.~) il Dom(udln) = 0 . 

Dom(ud/clM) c Vdl +am,l am*l 9 Var( 

Dom(udln) Vdn-nt,nl r vafludIn) c Var(a) 
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mon- : la csmcttrisation 2 repose sur l'unification de (t,, . t,,,,) et (T , a). 

Or il existe na E N, dtpendant lintairement de la hauteur de T et a telle que pour n :, nt, les 

branches de t,, (resp. f,,, ) plus petites que celles correspondant dans T (resp. a). sont constan- 

tes : 3 a, b, c constantes telles que : V T et a , na = aeHauteur(T) + beHauteur(a) + c . 
( Constquence immédiate des propriétts sur la croissance de t,, et t,,,, ) 

Comme T est linéaire, l'existence d'une solution nécessite celle d'une substitution q constante tel- 

le que : V n 2 na , t,, V T = tl,n.q 
ug porte sur les feuilles des branches constantes de t , ,  plus courtes que celles de T. 

g - ( (xi = t) / x est une variable libre de t , ,  et t est un sous-arbre de T ) 

c-P-d Wm(ug) c VVl,na] , Var(\) c Var(T) 

De mtme, a est linéaire. l'existence d'une solution nécessite celle de deux substitutions udlClm et 

u "constantes" telles que : d/n 2 '2 ' tn+lp a = tn+lp '(ud/~l~ " ud/n) 
u d / c i ~  porte sur les feuilles des branches constantes (modulo les congruences) de t,,,,, plus 

courtes que celles de a, la feuille est ttiquetée d'une variable périodique E Vil+am,l+am+c[ : 

ud = ( (xi - t) / x est une variable congruente de tn+,, . xi l'un de ses 

représentants canoniques et t est un sous-arbre de a ) 

c-Gd Dom(rdJ,,) c VxIl+a,.la,-[ . var(udJClu) c V.r(a) 
- u porte, par contre, sur le meme type de feuilles des branches constantes par rapport h n : d/n 

u = ( (x,-~ = t) / xn_i est une variable libre de t,,,,, d/n et t est un sous-arbre de a ) 

c-h-d Dom(udJn) c Vx[n-n2,n] , Var(udJn) c Var(a) 

L'existence et la forme d'une solution rn dépend de : un = q V (udJCIU U udJn ) et r, = t1,,.un . 

CARACTERISATION 4.- il existe nS linéairement dépendant de la hauteur de T, telle que pour 

tous n 2 ns et 6quivalents (modulo PPCM des congruences de Gu), l'existence et la forme d'une 

solution est liée celles de deux substitutions 

. Ull constante 

. U n  coost8nte par rapport ;l n 

telle que un = (vil U uJn) où Dom(u,,) n Dom(%) = 0 a Dom(\) fi Var(\) = 0 . 

monstration : La caractérisation 3 repose sur les systèmes q , UdlClu et Udln . 
Pour les n 2 n, et l'existence d'une solution est dépendant de l'unification des substitutions 5 
et (ud /~ lu  " 
Pour tout n > 2%. Fexhtence de r, dépendant de Us V Wdlc,r car la troisième substitution por- 

te sur des variables différentes de celles de u, et udJClaJ. 
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comme u d / c i ~  est une substitution Hriodique ( au pire modulo PPCM des congruences de Gu), 
pour tous les n > 2*nz e t  équivalents (mod c), la forme et l'existence de un dépend de l'unifica- 

tion de deux systtmes constants q et rd . 
Posons donc (us V rd)  = ( uc U rd U y) oii Dom(p) U Var(y) s Var(T) U Var(a) . 
=> un = (uc V cd) U udln.JJ => uI1 = q V ud constant et uIn = udIn.p constant / n 

C0RROLAIRE.- V n 2 n, , rn existe ssi rn+, existe (c : PPCM des congruences de Gu) . 

CONVENTIONS.- On notera 

. Rk,, : l'ensemble des solutions ou réponses que l'on obtient apres i réécritures $% i E [k,n] 

Rkp = ( ri (s'il existe) / V i E [k,nl ) 

. R : l'ensemble de toutes les solutions , R = RI,+, 

. Rd : le plus petit thermal de R, c-i-d l'ensemble des réponses les plus générales. 

V rj E R , 3 ri E R,, telle que r i z  rj. 

ri et rj  E R, , telles que r i z  ri 

CORR0LAIRE.- L'existence d'une solution est décidable en un nombre de réécritures dépendant 

linéairement de la hauteur de la question. 

R est non vide ssi Rlfl+c-l l'est (C : PPCM des congruences de Gu). 

JXmonstration : En application du Corollaire : V n 2 n, , rn existe ssi rn+c existe. 

Il nous suffit donc de rechercher toutes les solutions rn , avec n - < n,w-1 

CORROLA1RE.- L'existence d'un nombre infini de réponses est décidable en un nombre de ré- 

Ccritures dépendant linéairement de la hauteur de la question : 

R est infini ssi R,,,+,-, est non vide (c : PPCM des congruences) 

monstration : En application du Corollaire, il existe donc une infinité de réponses B la question 

P(T) si une solution est détectée entre n, et nsw-1 utilisations de la régle récursive ; deux répon- 

ses obtenues en un nombre de réécritures différents Ctant, ici , considérées comme différentes , 
mtme si elles sont comparables, équivalentes , voire égales. 
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THEOREME : Sous I'bypoth~se oh a et T sont linéaires, deux propriétCs suivantes : 

1) l'existence de solutions, 

2) l'existence d'un nombre fini de rolutions, 

sont décidables en un nombre de réécritures linéairement dépendant de Ir  hauteur de la question. 

PROPRIETE.- Pour une question T close, si la r&gle est consommatrice, le programme Tant Que 

n'admet qu'un ensemble fini de solutions, c-i-d s'arrete apr&s un nombre de réécritures borné 1i- 

néairement par la hauteur de la question T. 

monstratioq : JXcoule directement de la propriété de terminaison sur les termes clos. 

PROPRIETE. - Si la regle récursive est ni consommatrice, ni productrice, d le  est périodique au 

bout d'un nombre borne de réécritures. Le programme Tant Que est de complexité constante, c- 

h-d qu'il existe un programme, ne comportant que des faits, qui lui est Cquivalent . 

FamRk: 
FRERE (Jean , Jacques ) -> ; 

FRERE ( x ,  y )  - FRERE ( y ,  x ) ; 

Cquivalent h 

FRERE ( Jean , Jacques ) -> ; 

FRERE ( Jacques , Jean ) -> ; 

Démonstration : Nous savons que si la règle est ni consommatrice, ni productrice, cela signifie 

qu'il existe une constante n & partir laquelle les arbres tlp et tn+l,n sont de hauteur constante. De 

plus . t , ,  est totalement invariant quand n croit , 
. les variables de tn+,, sont soient périodiques, soient d'indice constant par rapport 

8 n 

En d'autres termes, B partir d'un certain rang cette règle devient purement périodique, I'ap- 

plication de n réécritures Ctant équivalent B celle de n+c rttcritures (c : période de la règle). 

il suffit de dtterminer une fois pour toutes les solutions que l'on peut obtenir avant ce rang & le 

question la plus générale. 
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DEFINITION.- Un arbre t sera dit clos sur un chemin infini m si la feuille dans t correspondant 

& l'un des facteurs gauches de m n'est pas Ctiquetée d'une variable. 

PROPRIETE.- Si le fait est clos sur l'un des chemins infinis droits de la ngle r, le Tant Que est 

de complexite constante. 

E x e r n ~ k  : INF-QUATRE ( ~ u c c ~ ( ~ é r o ) )  -> ; [ 3 < 4  1 
INF-QUATRE ( x ) -> INF-QUATRE ( Succ(x) ) ; [ x+1 < 4 SI x < 4 ] 

Le chemin laD est un chemin droit infini : x --P--> Succn(x). 

Quelque soit la question posée, le nombre de réécritures possible pour l'obtention d'une solution 

est bornée ; ce programme est équivalent : 

INF-QUATRE ( ~ u c c ~ ( ~ é r o ) )  -> ; [ 3 < 4  1 
INF-QUATRE (~ucc'(zéro)) -> ; [ 2 < 4  1 
INF-QUATRE (~ucc'(zéro)) -> ; [ l e 4  1 
INF-QUATRE (Zéro) -> ; [ 0 * 4  1 

PROPRIETE.- Si la question est close sur l'un des chemins infinis gauches de la rLgle r, la reso- 

lution classique PROLOG s'arrbte ; les chemins de preuves sont en nombre fini et obtenus apr&s 

un nombre de réecritures linkairement dependant de la longueu; de la branche close. 

E x e m ~ l e  : INF (Zéro, SUCC(X)) -> ; [ 3 < 4  I 
iNF ( Succ(x) , Succ(y) ) -> INF ( x , y ) ; [ x < y  SI x+l < y+l ] 

Les chemins laD et 2.1aD sont des chemins infinis gauches de r : 

INF( Succn(x) , Succn(y) ) --rn--> INF (x , Y) 

Pour toute question dont le premier ou le second argument est connue, le programme s'arrête, il 

n'existe qu'un nombre fini de chemins de preuve dans l'arbre SLD une profondeur linéairement 

dépendant de la longueur de la branche close . 
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5-7) EXEMPLES. 

5-7- 1 1 DEFINITION DES ENTIERS. 

Soit le programme PROLOG suivant : 

Entier(Zér0) ->; 

Entier( Succ (x) ) -> Entier (x) 

Nous savons que la séquence A d'arbres obtenus par n itérations de la règle est de la forme : 

Succa(x) - la-> succn-'(x) ... -(n- l)*-> Succ(x) -ne-> x 

On peut exprimer A sous forme d'unifié de 2 Igops : 

Bo = (SUCC,U)~ et O-' = (x,x)-l 
\ 

(~9x1 

avec ( (i,ti,) / i E [l,n+l] ) = lll~+ll.lld ( BO ) l[ip+i].[id ( 1-I l  
= ( (l,Succn(x) ), (2,~ucc""(x)), .. ,(n-1 Succ(x)), (n,x) ) 

Le Igop unifit est : Bo V U" = 

Le Igop Unifié satisfait la Restriction sur les PondCrations de Boucles, cette rbgle rtcursive peut 

donc boucler (vrai ou sans test d'occurrence). 

A est obtenu ici, de façon exacte, par interprktation du Igop unifié sur [l,n+l] et [l,n] : 

A = l ~ ~ , n + ~ ~ p ~ ~ p n ~  ( BO v a-' ) 

En termes de systèmes d'équations, la résolution du TQ s'exprime : 

( (ui = Succ(xi) 1 i E [1,n] ) V ( (ui = xi-,) / i E [2,n] ) V (u, = T) V (xn = Zéro) . 

1) On peut minorer l'unifie de deux premiers systèmes par : 

Sm(n) = ( (ui = Succ(ui+,) / i E[2,n-l] ) U ( (xi - ui+,) / i E 12.n-1] ) 

C(n) = Sg U Sm(n) U Sd/n avec Sg = ( (u, = Succ(u,) , (x, = u,) ) 

et Sd = ( (un = Succ(x,) ) 

Pour n 2 3 (= n,), on peut donc exprimer de façon exacte les contraintes lites 1 n itérations de la 

regle rbcursive . La rCsolution du TQ s'exprime : C(n) V (u, = T) V ( v ~  = Frére(Jean,Jacques)) . 
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2) t , ,  = Succn(xn) --n--> t,+,, - xn 

La seule branche de t , ,  est une branche poussante et pousse de hauteur 1 B chaque réécriture, et 

celle de ta+,, est constante dés que n 2 1. 

Ici toutes les congruences sont nulles : c = 1 (PPCM des congruences). 

Caractérisation 4 : V n 2 n, = Hauteur(T)+l, un = ull V uln 

l'existence de ul, dépend de T et uln = ( (xn = Zéro) ) . 
Apres Hauteur(T)+l r&bcritures, on sait s'il existe des solutions et si elle sont en nombre fini. 

Soient les questions suivantes : 

- Tl  = y (E V) -- arbre de hauteur O 

On calcule donc ro et rl , ro = Zéro et rl = Succ(Zéro) 

Il existe une infinité de réponses car rl existe ( => rl+k,C = rn existe ) 

- T2 = ~ u c c ~ ( ~ é r o )  -- arbre de hauteur 5 

On recherche les solutions en moins de 6 réécritures : seule r6 = succ6(~éro) existe 

C'est la seule solution car r, n'existe pas (=> r, n'existe pas pour n > 6 ). 

- T3 = ~ u c c * ( ~ i l )  -- arbre de hauteur 2 

Aucune solution n'existe, car aucune n'est obtenue avant 3 réécritures. 
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5-7-21 C O M M U T A T I m .  

Soit le programme PROLOG suivant : 

Frère (Jean,Jacques) ->; 

I Frère (x,y) -> Frère (y,x); 

Nous savons que la séquence A d'arbres obtenus par n itérations de la règle est de la forme : 

Frère(x,y) -la-> Frère(y,x) .. -2pe-> Frère(x,y) -(2p+l)'-> Frère(y,x) .. 
c-8-d V 2p ou 2p+l 5 n , t,,,n = frère(x.~) et ttp+lp = Frère(y,x) . 

Cette séquence d'arbres peut s'exprimer sous la forme de l'unifié de 

deux Igops : IIl,n+l],[i,nj ( 'O ) I[i,n+il,[i,n] ( 8 - I I  

L'unifié 0' V 8-' : (~rè re ,~) '  V (~ r è r e ,~ ) "  = (~ r è r e ,~ ) '  x de congruence 2 
/ / 

(x.x) (Y,Y) (Y.Y) \X,X) &,a +l 

Le Igop Unifié satisfait la Restriction sur les PondCrations de Boucles, cette règle récursive peut 

donc boucler (vrai ou sans test d'occurrence). 

A = *[i,n+l],[l,n] ( BO V O" ) 
= ( (1 ,Frère (xl,x2) ), .. ,(n+l ,Frère(xl,x2) ) ) si n pair 

= ( (1,Frère (xl,x2) ), .. ,(n+l,Frère(x2,xl) ) ) si n impair 

En termes de systèmes d'équations, la résolution du TQ s'exprime sous la forme : 

( (ui = Fr&re(xi,yi) , (vi = Frère(yi,xi) 1 i E [I,nl ) V ( (ui - vi,,) 1 i E [2,n] ) 
V (ul = T) V ( v ~  = Frère(Jean,Jacques)) . 

1) On peut minorer l'unifié de deux premiers systèmes par : 

Sm(n) = ( (ui = Frère (~~ ,x~+~))  , (vi = Fr&re (~~+~ ,x~ ) )  , (xi = xi mod 2) 1 i E [2,n-l] 

U ( (Y~=x,,) 1 i E [2,n-ll) 

C(n) = Sg U Sm(n) U Sd/n 

avec Sg = ( (ul = Frère(x,,x2) . (vl = Frère(x2.x&) , (xl = x,) . (y1 = x2) 

et Sd = ( (un = Frère(x,,x,) , vn = Frère(x2,x,) , (xn = x,) , (yn = x,) ) (II pair) 

ou Sd = ( (un = Frère(x,,x,) , v,, = Frère(x,,x2) , (xn = x2) , (yn - x,) ) (n impair) 

Pour n - > 3 (- a,), on peut donc exprimer de façon exacte les contraintes liees $ n itérations de la 

rtgle rkursive . La résolution du TQ s'exprime : C(n) V (ul = T) V (vn = Frère(Jean,Jacques)) . 
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2) tl, = Frtre(xs,x2) --n--> tn+lsn = soit Frtre(xs,x2) (n pair) , soit Fr&re(x2,xd (n impair) 

Les branches de t,, et de t,+l, sont constantes modulo la congruence dés que n l  1 . 
Une seule congruence, ici de valeur 2 : c = 2 (PPCM des congruences). 

Caract6risation 3 : V n 11 , un = q V udlClu 

r c dépend de T et = ( (xn = Jean) . (x,,+, -, = Jacques) ) 
Aprts une réécriture, on sait s'il existe des solutions et elles sont en nombre fini . 

Soient les questions : 

- Frère(w,z) ? -- r,, = r2 = Frère(Jean,Jacques) et rl = rs = Frère(Jacques,Jean) 

u = ( (x2 = Jacques) , (xS = Jean) ) , u ~ ~ + ~  2P 
= ( (x2 = Jean) , (xS = Jacques) ) 

Il existe une infinité de réponses car ro existe , donc rtp aussi , de m6me rl et raPl+ existent ) 

- Frère(Jacques,z) ? -- rl = rs = Frère(Jacques,Jean) ; 

Il existe une infinité de solutions car rl existe donc aussi r2p+l . 

- Frère(Alain,z) ? -- ro, r, n'existent pas . 
Il n'existe donc aucune solution. 

Cet exemple met en relief une règle périodique , le nombre de réécritures nécessaires est 

indépendant de la question, ce programme est équivalent & un programme non récursif. 
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5-7-31 ASSOCIATIVITE* 

As ( B(C,B(C.D)) -*; 
AS ( B(B(x,y),z) -> As(B(x,B(y,z))) ; 

Nous savons que la séquence A d'arbres obtenus par a ittrations de la rbgle est de la forme : 

Igop Unifit satisfait Li Restriction sur les Pondtrations de Boucles, cette r&gle récursive peut 

donc boucler (vrai ou sans test d'occurrence). 

A = I [ l~ , [ l ,n~  ( 'O ) '[~,n+il,[i,n] ( V -  ) minoré par 1 ~l~+ll,IlDnl ( BO V o-' ) 

majoré par ~[lP+llD[lp+l] (BO V 8'') 

En termes de systèmes d'équations, la rtsolution du TQ s'exprime sous la forme : 

Sllal(G) V ( (ui - vi,) 1 V i E Psi) V (u1 - 7 )  V (vn - B(C,B(C,D)) 

OL S l l a p )  = ( (ui - B(ri,3) , (ri = B(xi,yi)) . (vI - B(xi,si) , (si = B(yi,3 1 V i E [l,nl 1 
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1) On peut minorer l'unifié de deux premiers systèmes par : Sm(n) = SiZp-,flGu) U Ind~,ln-ll(Gu) 

oQ S[*ln-ll(G~) = ( u i  = i * i l  * r i  = i + l * ~ i  9 s i  - / V i E [Zn-1 1 1 
et I~~~,,-,~(GU) = ( (vi = ui+,) , (zi = si.,) , (xi = ri+,) / v i E r2.n-11) 

C(n) = Sg U Sm(n) U Sd/n 

avec S8 = ( (u, = B(r,,z,)) , (rl = B(rZ,y,)) , (s, = B(Y,,z,) , (v, = uZ) 1 
et = ( (un = B(rn,sn-,)) , (rn = B(x,,*Y,)) * 6, = B(yn*sn-,) 9 (v, = B(xn*sn) 1 

Pour n 2 3 (= n,), on peut donc exprimer de façon exacte les contraintes liées B n itérations de la 

rdgle rdcursive . La résolution du TQ s'exprime : C(n) V (u, = T) V (va = B(C,B(C,D)) ) . 

2) t,, = B(B(-. B(B(~,Y,)*Y,-,)* -. *y,)*z,) --Il--> tn+lln = B(~,B(Y,*B(Y,-,. .. B(Y,,~,) ))) 
La seule branche croissante de t , ,  est celle le plus B gauche , elle croit d'un B chaque réécriture. 

De meme , la seule branche poussante de t,,,,, est celle le plus B droite, elle croit aussi d'un 

chaque réécriture. Les autres, dans tlp (resp. t,,,,,) sont constantes. 

Toutes les congruences sont nulles : c = 1 (PPCM des congruences). 

Caractérisation 4 : il n'existe pas pour n 2 2 , uf,, tel que < = ufl V ufn . 
En effet , t,+,, V a n'existe pas pour n _> 2. 

Quelque soit la question, après deux réécritures, on sait s'il existe des solutions ou non , seule ro 

et r, peuvent exister. 

Soient les questions suivantes : 

- T l  = w (E V) : r, - B(C,B(C,D)) , rl = B(B(C,C),D). 

- T2 = B(B(x,y),z)) : r, = B(B(C,C),D) 

- T3 = B(B(C,C),C) : aucune solution. 

Cet exemple met en relief que la forme du fait (branche poussante de t,+,, fermée dans a) 

peut borner le nombre de solutions , indépendamment de la question. il existe un programme non 

rdcursif qui lui est équivalent. 
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EGLE PERIODIOUE PLUS COMPLEXE. 

Soit le programme PROLOG suivant : 

P( B(B(C,D),B(E,F)) ->; 

P( B(B(x,y),z) -> P( B(z*B(y,x)) ) ; 

Si l'on itère le processus de résolution ; nous obtenons : 

B(B(xl*yl)*zl) - 1-> B(zl*B(yl*xl)) 

B(B(~, 'Y~) 'B(~~*Y~)) -2-> B(B(yl*xl)9B(y2,x2)) 

B(B(X~,X~),B(X~,Y~)) -3-* 

. B(B(x19x3)*B(x2*x4)) -4-> B(B(x19xs)9B(x29x4)) 

V n 2 2 P (B(B(x19xs)9B(x29x4)) ) -n-> P( B ( B ( X ~ + ~  4 4' xn+$ d 4)9B(xn+2 d 49xn mod 4 1) 

L'unifié Bo V U" : 

(B*u)O v (~q1-l 
( ~ , r f  L )  ( z 9 d  (Bs) 
/ 

(~9x1 ?Y*Y) 
/ 

(Y'Y) (x*x) 

Le Igop UnifiC satisfait la Restriction sur les Pondérations de Boucles, cette règle rbcursive peut 

donc boucler (vrai ou sans test d'occurrence). 

*our 2 A = IIl,nl1[lp] ( Bo ) I[2,n+il,[iln~ ( v-l = I [ I , ~ + I ~ ~ ~ I , ~ + ~ I  (BO v o-l) 
A = ((1 B(B(x~ ,x~)~B(x~*x~) ) )~  -- r (i r B(B(xi mod 4 ,~ i+2  - 4)*B(~I+1 4 4))), 

(ml B(B(x(n+i) 4 cX(n+i)+a r)*B(x(n+i)+i mtxi ~ ~ ( n + i ) + s  d 4 1)) 1 

En termes de systèmes d'équations, la résolution du TQ s'exprime sous la forme : 

S[l,nflG) V ( (ui = viJ 1 v i E 1241 v (ul = T) V (vn = a )  

où Sl141(G) = ( (ui = B(ri9zi)) * (ri = B(x~~Y~))  , (vi = B(zi,si) (si = B(yi'xi) 1 V i E [l*nI 1 

1) Pour n 2 4, on peut minorer les deux premiers syst&mes : Sm(n) = S[l,-21(G~) U Ind[l,n-ll(Gu) 

00 S[1,n-21(Gu) = ( (ui = B(ri,ri+,)) . (ri = B(xi9xi+2)) (xi = xi 4 1 V i E Il ,n-21 1 
et Indp,n-21(Gu) = ( (vi = u,,) , (ri = ri+,) , (si = ri+2) (yi = 1 V i E Il,n-211 

a n )  = Sg U Sm(n) U Sd/n avec Sg = 0 

et sd = ( (un-l = B(rn-l~rn) (un = B(rn9zn) , (v,,-~ = un) (vn = B(zn.s,J . (xn-l = 

* (x, * (yne1 = xn-s) (Y,, = x,,-~) ' ( z ~ - ~  = rn) (Zn = s,-~) 1 
La résolution du TQ s'exprime : C(n) V (ul = T) V (vn = a )  . 
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2) V n 1.2 , P (B(B(xl,xs),B(x2,x4)) -n-* P( B(B(x,+, x,+~ ~),B(x,+~ 4,x,, mod 1) 
Toutes les branches de t,, et tn+,, sont constantes (modulo la congruence). 

Ici la seule congruence non nulle est 4 : c = 4 (PPCM des congruences). 
u Carac. 3 : V n 2 ns = 2, q - g V où tIL V T - t lp .q  et ta+,, - d,Clu . 

Après use -1  (r5) réécritures, on sait s'il existe des solutions et si elle sont en nombre fini, on 

peut dire aussi s'il existe un nombre fini de solutions plus générales. 

Soient les questions suivantes : 

- T l  = x (E V) -- arbre de hauteur O 

On calcule de ro B r, : ro = r4 = B(B(C,D),B(E,F)) , r1 = r6 = B(B(F,E),B(C,D)) , 
r2 IC B(B(D,C),B(F,E)) rs B(B(D,C),B(F,E)) 3 

Pour tout n E N , la solution r, existe , car r2, rS, r4 et r, existent. 

- T2 = B(x,B(C,C)) -- Aucune solution car ri n'existe pas par i E [1,5] . 
- T3 = B(B(D,C),B(F,E)) -- Entre ro et r, , r2 existe. De plus r, existe ,donc r2+,, existe 

quelque soit n E N. 

Cet exemple met en relief, combien la forme du Igop unifié clarifie, la compréhension d'u- 

ne regle récursive. Celle-ci est, de façon inattendue, périodique (4) et se comporte comme une 

simple "permutation de branches". 

Avec au moins 2 réécritures, elle est équivalente & la régle : 

P (B(B(w,x),B(y,z)) ) -> P( B(B(y,z),B(x,w)) 1; 
qui a, d'ailleurs, un Igop unifié équivalent . 

Un exemple similaire est B(B(B(x,y),z),w) -> B(w,B(z,B(y,x))) ; (période 8) 
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La finalité de ces recherches sur l'arrêt et la complexité de règles récursives simples est 

liée & l'étude d'une classe plus large de programmes récursifs tels que : 

ADD ( Zéro, x , x ) -> ; 

ADD ( Succ(x) , y , Succ(z) ) -> ADD (x , y , z) ; 

MUL ( Zéro , x , Zéro ) -> ; 

MUL ( Succ(x) , y , z ) -> MUL ( x , y , z' ) ADD (y , z' , z ) ; 
OU encore 

FïBONNACCI ( Succ(Zéro) , Succ (Zéro) , Zéro ) -> ; 
FIBONNACCI ( Succ(n) , $+, , f, ) -> FIBONNACCI ( n , f, , fn-, ) 

( f, * $4 9 f,,, ; 
programmes qui peuvent ttre vus comme des programmes TQ imbriqués (ici 2). 

De manière plus générale, soient P un programme Prolog et T un but composé d'un 

littéral, la complexité du but T sur l'ensemble de clauses P peut se formuler : 

Existe-t-il une fonction Fp telle qu'une solution existe pour le but T ssi elle est obtenue en 

moins de Fp ( T ) inférences ? 

Si les programmes non récursifs sont évidemment de complexité constante, nous avons 

montré que pour des questions et des faits linéaires (une occurrence par variable), le Tant Que est 

de complexité linéaire. Dès que l'on élargit la classe de programmes ceux contenant une règle 

récursive, leur arrêt (i.e. l'existence de solutions ) est indécidable (Codification du Problème de 

Post [Lebègue 1). 
Pourtant si l'on accepte de parler de programmation naturelle en programmation logique, 

cette codification de POST ne l'est pas du tout. En d'autres termes , ce programme est "mal 

écrit". Dans le cadre d'une bonne méthodologie en programmation logique, des résultats sur la dé- 

cidabilité et la complexité peuvent ttre espérés sur des schémas de programmes plus complexes. 
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Sur le plus simple des programmes récursifs, nous avons pu répondre aux questions sui- 

vantes : 

ssi 

1) Pour tout T, la règle satisfait la propriété de terminaison : 

T quelconque --r--> finiment 

. pour une résolution sans test d'occurrence : 0 V U n' existe pas 

. pour une résolution avec test d'occurrence : 

soit B V U n' existe pas 

soit BO V f" contient des boucles de pondération nulle modulo la congruence. 

Remarque : Pour savoir donc qu'une règle récursive peut engendrer une infinité de réécritures 

pour certaines questions, il suffit d'une unification et un test sur les pondérations de boucles. 

2) Si l'on applique une résolution avec test d'occurrence, il est toujours possible de trans- 

former le processus récursif d'utilisation de B -> U par sa caractérisation itérative. Plus 

précisément, on peut exprimer les contraintes liées B n utilisations de la règle sous la forme du 

système d'équations: 

Sg U Système Itératif U Sd (une seule équation par variable indicée) 

où Sd et Sd sont des systèmes constants 

et Système Itératif contient des équations de la forme xi = ti, c-B-d identiques B un décalage d'in- 

dices près. 

3) En se basant sur cette caractérisation itérative de la récursivité, on peut exprimer la 

propriété de terminaison d'une règle 

r :  0 -> f ;  

T ? 

. Il est décidable de savoir si la règle r satisfait quelque soit T terme clos la propriété de 

terminaison. 

. Il est décidable de savoir si un terme linéaire T donné et la règle satisfait la propriété de 

terminaison : T donné --r--> finiment 

. il existe une fonction linéaire f indépendante de T telle que T linéaire et R satisfont la 

propriété de terminaison ssi T ne peut ttre réécrit plus de f(Hauteur(T)) par r . 
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4) Soit notre programme TQ Prolog où le fait et le but sont Jm, appliquons une réso- 

lution avec test d'occurrence : 

f :  a -> ; 

r : 0 - > l f ;  

T ? 

. l'existence de solutions au TQ Prolog est décidable après un nombre de réécritures linéai- 

rement dépendant du but T. 

. l'existence d'un ensemble infini de solutions (i.e. de chemins de preuve) est décidable 

après un nombre de réécritures linéairement dépendant du but T. Dans le cadre d''une recherche 

classqique de toutes les solutions, 1'arrCt de la résolution est décidable en un nombre de réécritu- 

res linéairement dépendant de la hauteur de ia question. 

Ces résultats semblent pouvoir Ctre génbraliser, sans difficultés majeures, B des termes, 

but et fait, non nécessairement linéaires. Il n'en reste pas moins que ces résultats peuvent etre uti- 

lisés dynamiquement pour n'importe quel programme PROLOG : dans l'arbre SLD de résolution 

d'un programme, pour un chemin m de dérivation de la forme ml.mzn, le programme se comporte 

B cet instant comme un TQ Prolog : 

m2 : P ( . )  -> P ( . )  ... ; 
et donc utiliser les résultats de décidabilité du TQ pour contrbler l'effacement du prédicat P . 
Exemple : 

P ( F(G(F(A))) -> ; 

P ( X )  -> P ( F ( x ) )  ; 

P ( x )  -> P ( G ( x ) )  ; 

P ( A ) ?  
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Les Graphes Orientés Pondérés : 

un outil pour l'ktude de la terminaison et de la complexité 1 
dans lez systèmes de réécritures et  en programmation 1 

. I 
Cette étude a pour objet le problème de l'arrêt et de la complexité en te* . psa @ae ch$m L- - . - . -~  , . 

simple de programmes genre PROLOG. Nous avons analysé statiquement le plus simple des pro- 

grammes récursifs, composé d'un fait f "P(a)" , d'une règle récursive "P(g) -> P(d)" et d'un but 

P(T) . 
Sa modélisation est basée sur un nouvel objet syntaxique, le Graphe Orienté Pondéré, graphe 

dont les arcs sont pondérés par des entiers relatifs et dont les variables peuvent être périodiques. 

Lors du dépliage, les pondérations le long d'une branche sont sommées et cette somme, modulo la 

période, indice la feuille variable de la branche. Les arbres ainsi obtenus peuvent être 

irrationnels. Nous étudions leurs propriétés formelles dont l'unification pour laquelle nous propo- 

sons un algorithme (avec ou sans test d'occurrence) généralisant celui des Graphes Orientés. 

Taut r&gle récursive simple PROLOG possède son Graphe Orienté Pondéré qui caractérise 

le comporiement et la complexité de la règle (linéaire ou constante). 

Dans le cadre des systèmes de réécritures ,en tête, la terminaison d'une règle de réécriture 

en tête pour U terme clos est démontrée décidable (indécidable pour une règle de réécritcre 

quelco!ique), elle reste décidable pour terme clos. 

Dans le cadre de la programmation logique, pour le plus simple programme récursif conte- 

narit un fait et un but linéaires (une occurrence de chaque variable) et une règle récursive 

"P(g) -> P(d)" , on démontre la décidabilité de l'existence de solutions et de l'arrêt du programme. 

ceci en un nombre de réécritures linéairement dépendant de la hauteur de la question T. 

Ces rkultats permettent pour une plus large classe de programmes récursifs, de vérifier fa- 

cilement leur terminaison (aide aux programmeurs), de les compiler (rapidité), d'améliorer la stra- 

tégie de résolution PROLOG dans ces 

MOTS-CLES : 

Système de Réécriture 

Narrowinp 

Graphe 

Programmation loniaue, 

Terminaison 

Complexité . 




