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INTRODUCTION.

Une fraction continue est l'expression donnée par,

qu'on é&crit par commodité sous diverses formes et en particulier,

a a
b + -1J + T—2J + ... (PRINGSHEIM) .
° b2

Tb,

Les an et bn sont dits éléments de lg fraction cogtinue. La valeur de la

1 n
+...+]-b

L'appellation fraction continue (continue fractum ) a été utilisée pour la

premiére fois par J. WALLIS (1655).

- ) éme
fraction est ¢ = li.mcnoucn =b + le n convergent.

o)
n-o b n

Les fractions continues sont étroitement liées & diverses branches et

notions mathématiques. Citons par exemple :

* Théorie des nombres.
* PolynSmes orthogonaux.
* Approximants de Padé. Quadrature de Gauss.
* Prolongement analytique de fonftion.
* Problémes des moments.
Nous nous in;éreésons dans.cé~travail au probléme d'accélération de la.
_ctonvergence des fractions continues. Il s'agit de définir des pfocédés qui

transforment la suite (cn) en une suite (Tn) telle que :

-
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lim T = c et lim (T -¢)/(c_-c) = O.
n*® n n+e O n

Une autre vue du probléme d'accélération de la convergence, consiste a
transformer une fraction continue directement en une deuxiéme fraction continue
dont la suite des convergents successifs convergent plus vite que ceux de la
fraction continue initiale. Nous disposons dans ce sens de la T-W-transformatior
de THRON-WAADELAND [22] dont la fraction continue transformée est appelée
T-W-modification. Ces désignations sont utilisées par L. JACOBSEN [11].

Une autre approche du probléme d'accélération (bien gue la précédente soit
une conséquence de celle-ci) consiste & suivre 1'idée de J.J. SYLVESTER (1869)
et J.W.L. GLAISHER. Cette idée a pris sa forme définitive avec P. WYNN (1959)

[23] qui introduit le qualificatif "converging factors". Elle consiste & génére!

la suite s (w ) = b + T——J ces + T—-——J (l1a fraction continue & accélérer

¢
étant b + T__J T—_J + ...}, ol wn est sensé étre une approximation de la ném
+ +
gueue R de la fraction continue i.e. v x °n 1' + o 2J + ... =R..
n |1 | 1 n

De nombreux travaux dans ce sens ont été faits notamment par, HAYDEN [10],
pHIPPS [20], GILL [7], THRON et WAADELAND [21], JACOBSEN [12], BREZINSKI [2]..
Le probléme de fond qui se pose aussi bien dans les "Modifications de fractions
continues™ que pour la précédente est la détermination de la suite auxiliaire (v

pour assurer l'accélération.

Les différents choix de (wn) ainsi que les techniques utilisées peuvent

se résumer comme suit :

* Prendre wn = wouw=1lim R lorsque cette limite existe, GILL 7

>0 i
THRON-WAADELAND [21]. Une extension'de ce choixest de prendre, Vokal o w(l) ol
w(i) = lim Rnk+i i1 =0,...,k-1 lorsque la fraction continue est k-périodigque a
n*® .
la limite (lim a_ . = ald i=0,...,k~1), JACOBSEN [11].
nk+i

* Recherche systématique d'une approximation de R.n en se basant
sur l'architecture des éléments a , travail fait essentiellement dans le cas ol
n

lim a =« par GLAISHER [o], WYNN [247., HAYDEN [10].

no
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* Recherche d'une fraction continue dont les queues RA de tout
ordre sont connues et constituent une suite d'approximations des queues Rn
de la fraction continue initiale. On prend alors v.o= R;, JACOBSEN [11].

ke = R (1+ on estime que R = R on prend
Sachant que a n( Rh+1)' q a p

n+1
= x(1+x) (GILL [8]

+1

pour v l'une des racines de l'équation du second degré a1

voir aussi JACOBSEN-JONES-WAADELAND [14]).

2
* Recherche de deux approximations wél) et "é ) de R de sorte que

n
(n (2)
la valeurc de la fraction continue soit dans 1'intervalle (sn(wn ), Sn(wn ))

ou dans un disque (dans le cas complexe) (BREZINSKI [2]).

En ce qui nous concerne,noys identifions la fraction continue & la suite de
ses convergents successifs en tenant compte des propriétés que les é€léments
de la fraction continue transmettent & celle-ci. Ceci nous place dans le cadre
de la théorie générale de l'accélération de la convergence comme on peut la
comprendre & travers BREZINSKI [1], WIMP [23]. Nous serons amené alors & l'estimati
du rapport de deux erreurs en+1/en ou en = cn—c. Cette approche n'est pas
fonciérement différente de laaprécédente ggisqu'on a les relations,
e /n-1""9Fy 02 g = I—i—' i e N 12 .

Nous examinons ainsi le probléme de l'accélération de la convergence d'une
fagon graduelle et évolutive. Cette approche est complémentaire de celles

suivies jusqu'a présent par les autres auteurs.

Ce travail est constitué de quatre articles déja parues, un soumis pour

publication deux autres non encore publiés. Nous donnons un apergu sur leur
contenu.
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1 - "ACCELERATION OF EXTENDED FIBONACCI SEQUENCES" [41,

Dans cet article nous appliquons le Az—itéré et la transformation de SHANK'
A la fraction continue 1-périodique, bo + ; + ; + ... . Une telle fraction
continue n'a évidemment pas besoin d'2tre accélérée puilsqu'on connait exactemet
sa valeur. Son intérét réside dans le fait que lorsqu'on lui appligque 1l'un ou
1'autre des deux procédés la suite récupérée est une sous-suite de (cn). Ceci
permet de visualiser plus concrétement le comportement de chacun des procédés
et en particulier, la mise en évidence de propriétés fortes intéressantes des
diagonales du Az-itérée, telle par exemple, transformer une suite & convergenct
logarithmique en une autre & convergence linéaire. Cette étude permet aussi de
prévoir le genre de résultats qu'on peut espérer lorsqu'on applique ces procédé

ou d'autres leur ressemblant & des fractions continues un peu plus générales.
2 - “"SOME SEQUENCE TRANSFORMATIONS AND k-PERIODIC CONTINUED FRACTIONS". [181.

Cette article prolonge le précédent au cas des fractions continues,

a a

1 2 (1) (1)
R + L ) = = b FAC LY = 2 o0
®o rqj*rgj* OF ey T S Py TP A= Ok n =

Dans ce cas ni le Az-itéré ni la transformation de SHANK'S ne peuvent accélérer
la convergence si k ®# 1. Nous avons alors d&éfini un procédé formel dépendant

de deux paramétres (T ,q) dont p et g s'expriment en fonction de la période k
et du numéro de l'itération. Avec p et q convenablement choisis on retrouve
des propriétés de l'article précédent. L'itération du Tp,q avec une vitesse de
convergence optimale nécessite la variation de p et q & chaque itération, d'ol
le Tp’q-cyclique. Cette étude met en lumiére le cété périodique gque doit avoir

tout procédé destiné & l'accélération de la convergence des fractions continues

& caractére k-périodique. Ce qui est le cas des fractions continues K-pério-

diques a4 la limite. Une telle remarque avait déja été faite par DELAHAYE (5]

dans le cas des suites périodico-linéaires.

3 - "THE LINEAR CONVERGENCE OF LIMIT PERIODIC CONTINUED FRACTIONS". [3]

Les fractions continues ayant bénéficié de plus d'attention sont les
fractions continues périodiques & la limite. Nous savons que ces fractions
continues lorsqu'elles ont une limite finie, sont & convergence linéaire.
D'un autre c6té nous disposons d'un grand nombre de procédés qui accélérent

la convergence des suites & convergence linéaire. .

La question qui s'impose est de voir si en dehors des fractions
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continues périodiques & la limite il existe d'autre fractions continues &
convergence linéaire. Nous montrons dans cet article que seules les fractions
continues périodiques & la limite sont & convergence linéaire, Ce résultat
ayant 4 l'appui la théorie de la rémanence introduite par DELARHAYE et
GERMAIN-BONNE [6] montre qu'en dehors des fractions continues périodiques &
la limite on ne peut accélérer par une méme transformation algorithmique

qu'une sous-classe de fractions continues non périodiques & la limite.

4 - "ACCELERATION OF LIMIT PERIODIC CONTINUED FRACTIONS BY THE Tem TRANSFORMA-
TION" [161,

Pour calculer les convergents successifs d'une fraction continue, une fagon
consiste & générer deux relations récurentes a trois termes. Nous préférons
les réduire en une seule. La relation récurente obtenue met en évidence une
forme de procédé & considérer. Cette approche nous fait retomber d'une fagon
naturelle sur le procédé T+m de GRAY et CLARK, Une étude systématique de ce
procédé ainsi qu'une comparaison avec Sn(xl) de GILL sont faites. Il apparait

qu'en général Sn(xl) est plus intéressant et cofite moins cher du point de vue
nombre d'opérations que T+m’

a
1
Il apparalt d'un autre c6té que lorsque les &léments de la fraction continue bo+rTJ+'

a ;12
sont telles que lim —g—:;—
n--co n

point de vue rapidité de convergence pour certaines valeurs de A. Ainsi pour

= )\ existe les deux procédés se différencient du

cette classe de fractions continues avec a fini et a ¢ (-», -1/4] 1le T+m

n'offre d'intérét que pour les valeurs de A ol Sn(xl) se trouve plus lent.
Ces valeurs sont précisées.

5 - "CONVERGENCE ACCELERATION OF LIMIT k-PERIODIC CONTINUED FRACTIONS" [193.

a a
n|
Nous considérons les fractions continues b, + Tslj AAEETE
1 n

. i i (1
ol lim kel T ald) et lim b Kei = p &) i=o0,1,...,k-1; a( ). »'t ¢ c.
oo nk+i
Des résultats connus sont démontrés d'une fagon qui nous semble simple
et surtout cohérente avec notre fagon de procéder et les renseignements que

nous avons & chercher sur le rapport de deux erreurs ep/eq et le rapport de
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c l.-c ]

deux différences 29 .

c_=C
m n

Quelques procédés d'accélération de la convergence en sont déduits et

étudiés.

6 - "CONNEXIONS ET ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DES FRACTIONS CONTINUES
a
1 N P - "
b, + rjfj +ooe. d Ianl »weta - 1/4",

Parmi les transformations de fractions continues en fractions continues et
qui ne sont pas nécessairement destinées & l'accélération de la convergence,
mais souvent a une amélioration de celle-ci, nous rencontrons une transformation

de Khovanskii (que celui-ci considére comme étant une identité) :

21, 22 1 i S Y] 3 | 24
T+ ° TT'J T fTJ T Jat2a sl T T J2agr2asl T[T T 0

1 2 4

®2n-1 | _ %2n] _

[2a, —*2a, ¥1 " [1 e

Cette transformation, qui par ailleurs n'a fait 1'objet d'aucune étude,
nous a paru intéressante en remarquant que lorsque Ianl + o et en écrivant

la fraction continue du second membre sous la forme,

d d
1| 2[
1 + 1 + .y

on peut sous certaines hypothéses avoir soit lim a, =-1/4 soit que lim @& (2

2n+i=d

i = 0,1. Inversement, lorsque lim a_ = -1/4 on a lim Id ] = ®, Ce qﬂi établit un

connexion entre ces trois classes de fractions continues. C'est donc une transfo
mation qui peut ramener le probléme d'accélération de la convergence d'une class

4 une autre.

Ces résultats nous ont amené & examiner cette transformation de plus prés.
J1 s'avére & travers cette €tude que la transformation n'établit pas une identit
et que dans le cas linéaire elle ne converge pas plus vite que la partie paire

de la fraction continue initiale. De plus si nous désignons par,

d d 4a
- 2 v 0
Kn- T—IJ + I_TJ + ...+ ].1
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éme -
son n convergent on a, = C n’ Cette derniére propriété peut avoir

Kone1 = 2
des applications dans le m#me sens que celles obtenues par L. JACOBSEN et

H. WAADELAND [15].

Nous définissons en outre ce que nous désignons par transformée inverse
qui consiste & faire en sorte que la fraction continue initiale soit le résultat
de la transformation d'une autre fraction continue. Si nous désignons par Ln

€me
le n convergent de la transformée inverse on a alors, L . Ces deux

= C
2n 2n+1
transformations ont comme application immédiate le contr8le de l'erreur.

Nous montrons en outre et "curieusement" que la transformée de Khovanskii
ainsi que la transformée inverse accélérent la convergence d'une classe de

fractions continues ol lim a =-1/4 (convergence logarithmique). Une comparaison

avec Sn(-1/2) est alorsngzite.

Dans le cas ol lim a = o, j1 est possible d'accélérer la convergence
=00
d'une classe de cesnfractions continues en appliquant deux fois l'une ou l'autre
des deux transformations. Ceci est possible & cause de ce qui vient 4'étre dit

concernant le cas lim a_ = -1/4 et les connexions qu'établissent ces transforma-
tions e

La complexité du cas lim Ianl = ® nous emméne a l'examen de plus prés du

a sl
comportement 4 g = -
po es quantités en+1/en, 941 et Rn+1 ou en c, ~Cr
Ac .a a
14D _ n+t] + _n+2] .
In+1 Acn—1 et Rn M1 1 + ..., qui par ailleurs sont reliées

par, en+1/en == 9n+1Rn+1 comme nous l'avons signalé ultérieurement. Il apparait

queé pour une sous classe de ces fractions continues les queues R_ oscillent

alternativement de - & += (dans le cas réel) et lim ntl = 1 alors que
ACn+ me  €n

Ac = -1 (lim g = 0). C'est 1a une classe de fractions continues qui ne
n oo

peut &tre accélérer par aucun procédé basé sur des considérations du genre,
a,

Rn v Rn+1 ou en+1/en Y bc

connus.

lim
n--e

n+l

/Acn ce qui est le cas de la plupart des procédés

Quelques procédés accélérant des sous classes de ces fractions continues
sont proposés.
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7 - "ACCELERATION ET SUR-ACCELERATION DE LA CONVERGENCE",

Cette article constitue une sorte de synthése des démarches entreprises
dans les articles précédents. Il renferme aussi une vue qui nous semble

nouvelle quand & la conception m&me de l'accélération de la convergence.

Nous indiquons dans un premier temps que tout procédé d'accélération de

la convergence peut se mettre sous la forme :

c -f ¢
F = n+1 fn n

n 1 -¢
n

Ce qui donne la caractérisation trés significative de l'accélération de

la convergence :

F_-c ) l-e ../e

lim =0 k> lim ———2 =1,
C -c 1-£f

s n oo n

Ainsi : accélérer la convergence de (cn)<-9 trouver une approximation fn de
e ./e dans le sens,
n+i’ n
l-e
n+l’ n
e —————— o ——
lim Y 1,
e n
Cette caractérisation permet en outre, de donner une interprétation
des procédés connus plus cohérente avec le probléme de l'accélération de 1a

convergence.

e
n+l

D'autre part, si l'on se place dans le cas ol : lim = r existe.

e n

Soit, fn = r + ¢n ol ¢, + O-

Posons,
e
n+l
r +
e Enet®
n
On a alors,
1 .
Fr-c —¢n/en+1
= g . —,
e n+1
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Ceci nous permet de voir que si, r * 1 on peut avoir plus qu'une simple

accélération selon que lim ¢ /e =1 ou =1,
o B n+l

Dans le cas ol, lim ¢ /e
gt B D

- 1 nous disons qu'il y a une sur-accélération.
Par contre, nous montrons que lorsque, r = i1, la condition de sur-accélération

devient une condition nécessaire et suffisante pour avoir une simple accélération.

Ceci, nous conduit & examiner ce qu'il en est pour les procédés usuels.
Nous montrons que les procé&dés usuels lorsqu'on les applique 3 des suites qui
apparemment possédent toutes les bonnes propriétés

®n+1 €n+1

{c) + 1im =r, |r] <1 et lim = ¢ existent }

nhco n by nad n
n'en sur-accélérent qu'un sous-ensemble ponctuel (pour une seule valeur de €).

Nous proposons deux procédés qui sur-accélérent l'ensemble de ces suites.

Nous examinons aussi le cas de l'ensemble

-a

! n 1 “n+1
{(Cn) : Cn = bo + rl_l +...+ rl_" an + ad (—,- -4-] et x];i:—anT = § existe)

Cette démarche offre de nouvelles perspectives concernant la comparaison
ou l'amélioration des procédés d'accélération. Elle constitue aussi une base pour

de nouveaux procédés.
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ABSTRACT

The repeated application of Aitken's A2 process and of Shanks'
transformation to the convergents of 1 + é + é + ... are studied. It is
proved that they both produce subsequences of the initial sequence. Their
rates of convergence are studied showing the superiority of Aitken's

process. The iterates of various methods for computing the dominant zero

of x - x - a are related to the previous continued fraction.
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1 - INTRODUCTION

In [4], Phillips considered the Fibonacci sequence

C =1
o

Cn+l =] 4 l/Cn n=20, 1, ...

It is well known that

Cn - un#]

/u n20
n
where the u_ are the Fibonacci numbers given by

u nz21

n+l ~ Yn ¥ U
with u =u, = 1 and that the sequence (Cn) tends to the "golden section"

(1+/5) /2 which is the positive zero of the polynomial x2 -x =1

The C_ are also the successive convergents of the continued fraction
|
1 + ﬁ]+ H + ...

cqqs . . . . 2
Phillips considered the repeated application of Aitken's A" process
to the sequence (Cn) in order to accelerate its convergence and he proved

that the new sequences obtained are subsequences of the initial one.

Thus the question arises to know whether Shanks'transformation
(that is the €-algorithm) possesses a similar property. The same questions
can also be raised for the extended Fibonacci sequence formed by the conver-
gents of the continued fraction 1 + ﬁ + ﬁl+ .+« The aim of this paper is
to answer these questions. One can, of course, think that such questioné
are irrelevant since the limit of these continued fractions is already known
and they don't need to be accelerated. However, apart from the curious
results obtained, the interest of the paper is to show that sequence trans-
formations can transform a logarithmic sequence into a linear one and a
linear one into a sequence converging super-quadratically. Moreover, we hope

that some of the results on the rate of convergence proved herein could be
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extended to limit periodic continued fractionms.

Thus, let us consider the continued fraction

C=1+ # +|% + ...

where a is a nonzero complex number. It satisfies
C=14+ a/C
and its convergents are given by

c =1
o

cn+l =] + a/Cn n=20, 1, ...

We have Cn = un”/un where the u_ are given by

uo = u, = ]

= u + a un n=0, I, ...

Yn+2 n+l

Let X, and X, be the zeros of the polynomial x2 - x - a.

It is easy to check that if a ¢ - 1/4.

R A VIR ()

and

n+2 n+2 n+ 1l n+]

C = (x - x2 )/(xl - x2 )

n 1
or, setting r = xz/xl
c - xl(l—rn+2)/(l-rn+l) (2)
If a = -1/4, we have
u_ = (n+1)/2° (3)
and
C, - (n+2)/2(n+1) (%)
If a ¢ -1/4+c where ¢ is a real non positive number, then the continued fract

2
converges to x, the zero of greatest modulus of x° - x - a.

1
If a = -1/4+c where ¢ is a real strictly negative number, x - §2 and X, ¥ Xy
Thus, by (2), the continued fraction does not converge. In fact all the C,

exist and are real and x, and x, are complex.
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In section 2 we shall study the application of the iterated A2
process on the extended Fibonacci sequence (Cn). The use of Shanks'transfor-
mation will be carried out in section 3 and the rates of convergence of
the various sequences obtained will be compared. In section 4 we shall study

. . . 2
the iterates of some methods for computing the dominant zero of x -x-a.

There are two methods for proving the results. The first one consists
in using Cn = un”/un and various relations satisfied by the u_. These
relations generalize similar relations for the Fibonacci numbers. This is
the method followed by Philipps. It is also possible to use (l) and (3). The

second way for proving the results is to use directly (2) and (4). It will

be our method.

Due to & linearity property of Aitken's and Shanks'transformations

all the results stated also hold for continued fractions of the form

b + ﬁ + # + ... where b ¢ C.

2 - AITKEN'S METHOD

Let us apply repeatedly Aitken's A2 process to the sequence (Cn),

that is we set

x(n) = C n=20,1, ...
(o) n
Then, for k = 0, 1, ..., we construct the sequence (xé?i) by
(n+1)__(n),2
(. x(n) - (xk k ‘ n=0, 1 .e
el T Mk x£n+2)__2xl£n+l)*x(n) R

It must be noticed that our notations slightly differ from that

of Phillips. It is just a matter of conveniency for our purpose.

[ P —
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Theorem |

(n) _
¥k, n2290 X C(n+k+l)2k—l

Proof

If a ¢ -1/4, then for 1 i g n

1

2n+3)/D(l_rn+ )

2 2 n-i+l . i 2

cn+i Cn-i Cn x] T (l-r) (1-rH) " (1-r
n-i+l} i2 n+]

Cn+i 2Cn#Cn_i X, T (1-o)(1-r )" (l+r" ) /D
with D = (1-r" 11y (=™ (1-c234 ]y

Thus
2

c . :

n+l n-i'n - 1 - C
C_.-2C+C_ . X1 2n+2  “2n+l°
n+i n n-1i 1-r

2n+3
~r

If a = ~1/4 we have

2 .2 2 2 .2
Cn+i n-i Cn = i°(2n+3) /4 (n+]) " [(n+])"=-17]
.2 2 .2
Cn+i-2Cn+Cn_i = 2i7/2(n+ D[ (n+1)7=171],
Thus
2
Cn+icn-iﬁcn o _2n+3 c
C . .-2C +C_ . 2(2n+2) 2n+1’
n+i ““n "n-i
In both cases, taking i = 1, we get x(n) = C ¥n
’ g ’ | 2n+3’ *
We have

o . 2 )
X (Cyne7C20+437C2ne 50/ €204772Co045%Cones) -
(n)

Replacing n by 2n+5 and setting i = 2 we obtain x, " = C4n+ll'

It is easy to see that

(n) _
xk CN(k,n)

where N(0,n) = n and N(k,n) = 2N(k=-1, n+1)+1l. Thus
N(k,m) = 2%natg

with Mo = 0 and Mk - 2Mk_1*2k+l whose solution is Mk - (k+l)2k-l.
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This proof follows the lines of Phillips'proof. Another one can also be

easily obtained by induction but it is longer.

3 - SHANKS'TRANSFORMATION

Instead of Aitken's process let us now try to transform the

sequence (Cn) by Shnaks'transformation or, equivalently, by Wynn's €-algorithm.

Shanks'transformation is defined by [6]

2
ek(Cn) - Hk*l(cn)/ Hk(A Cn) k, n=0, 1, ...
where
Y, Yooy ctcee Y oek=1 :
Yn+1 Yne2 " o Ynek :
Hk(yn) = :
Ynek-1 Ynek * 00 Yne2k-2

The ek(Cn) can be recursively computed by the e-algorithm of Wynn [7] which

is as follows :

e™ oo e™ . ¢

-1 o n n=20,1, ...

(n) (n+1) (n+1) _ _(n)4-] -
Eer]l = €y * Iy € 3 k, n=0, 1, ...

It is related to Shanks'transformation by

(n) -
€ = ek(Cn) k, n=0,1, ...

- (n) _ o 5 () :
When k = |, €, el(Sn) X f
If the e-algorithm is applied to our sequence (Cn) we get the ?

Theorem 2

(n)
Vk,n20 €2k T Clke1)nek(ke2)
Proof
¥n20 céa) = C and E;n) = xfn) - C2n+3 which is true by theorem !.
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The property is assumed to be true up to the index k and ¥ n > O.
To prove that it is still true for k+] we shall make use of Wynn's cross

rule [1] which states that

(n+1)__(m) =1, (o-1)__(0) =1 _ . (n-1)__(n) =1, (n+1)__(n).-1
e €2 3 *leg ey ) Cegpe2 "2k 3 *[Egp-2 "Ep J

(

= C and € n . ®,
n -2

(n)

(o]

with €

All the four brackets of this relation have the form (CN-CM)-l, where
M= (k+¢1)n+k(k+2),

If a ¢ -1/4 we have

-1 -y -
rM+](l-r)(rN-”-l)

-1
(CN CM) = x
The cross rule reduces to
-l k4] Mt (ke D)

+
k+1 IV

M+1 n+k+] M+] = (n+k+l)
-r r -r b g

r—(n*k+l)_

1 1 1

+

n+k+]
r -

1 1 1

which is obviously true.

If a = -1/4, the cross rule becomes

_Mtke2 | Mok _ _ Méntke2 | Menok
k+l k+1 n+k+] n+k+]

which is evident.

We hall now compare the rates of convergence of the various
sequences obtained by the e-algorithm and the repeated application of
Aitken's process. To speak of convergence we have, of course, to assume
that (Cn) converges, that is a ¢ -1/4+c where ¢ is a real non positive

(n) (n)
2k

number. It must be noticed that the computations of x and € both need

the same terms Cn, vesy Cn+2k of the initial sequence.

We have the
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Theorem 3

If a ¥ -1/4 +c,c < 0 we have :

) lin D1 ) 2
2) xé:i-xl - o(xé“*z)-xl) (n=) and lim (xéfa-xl)/(xé“*z)-xl)z-r“2k+]/xl(1-r)
o
3) xéf}—xl - °(xén)'x1)2 (k+=), ¥ q > 2, ii: (xéfi_xl),(xén)_xl)q -
and lin M) ™ D xy? = e !
) 1D ox = 0™ ex)) (kow) and ¥ q > 1, lis Do 316 )8 =
R RO RUCHE R
6) Eé:iz'xl - °(E§§*2)'x1) (n+=) and ifi ‘€§§lz'x1>/<€§§+2)'xl>(k+2)/(k*l)

- o ® Dy 1oy 77/ G

7) Eéaiz'xl - °(€§§)'X1) (k>) and ¥ q > 1, iiz <E§§3z'x1>/<€§§)’xn>q =
8) E§E+l)-xl - 0(552)-xl) (k=) and ¥ q > 1, ii: (e§z+l)-xl)/(€§2)—xl)q -
K K
9) lim (xén)-xl)/(E§2)-xl)2 [ (k1) [xl(l-t)]l-2 [(k+1) g
n-w
(n) () -
xMox) = 0(ePux)) (o)

k K k
10) 1lim (xén)-xl)/(cn+2k-xl)2 - k2 [xl(l-r)]]_z and

n—»co
(n)

¥yq>1, X, X O(Cn+2k xl) (k=)

. (n) K+l =k(k+1)[_ =k
1) iiz (EZR -xl)/(Cn+2k-xl) - [xl(l r)] ~ and
¥q>1, e(n)—x = o(C -x)9 ().

2k 71 n+2k 1

If a = -1/4 we have :

. (n+1) (n)
12) 1im ( -x )/(x' "=x.) =1
*x 1 k 1

.« ., (n) (n+2)
13) lim (xk-tl-xl)/(xk —xl) =1/2

n—m
14) lim (x{fz-x])/(xin)-xl) -1/2

k +x

15) 1im (x£n+l)-xl)/(x£n)-xl) -

ke
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16) Lin (s Dx /(e Pex)) = 1

17) i (el mx) /ey Pomy) = (1) (02)

18) ifi (eézzz-xl)/(céz)-xl) -

19) lis (gD ) /(e wx) = 1

20) lis (xén)-xl)/(séz)-xl) - (k1) 2K and ¥ q 2 1

xin)-x] - °(5§2)'x1)q (k=)

21) lim (xén)-xl)/(Cn+2k—xl) = Z_k and ¥ q 2 1, lim (xén)-xl)/(cn+2k-x])q = o
n-+e ko
. (n) - = : (n) - - 2 - 3
22) ii: (62k -xl)/(cn+2k xl) 1/(k+1) and iig (s2k xl)/(cn+2k xl) 27,

Proof

Since Cn—xl = xl(l-r)rn*l/(l-rn+l) when a ¢ -1/4 + ¢ with ¢ < O and

Cn-x1 = ]/2(n+]) when a = -1/4 the proofs are all obvious.

(n)

Let us now comment on these results. The numbers (xén)) and (62k )

are usually displayed in double entry tables as follows :

xéo) . E§O)

xc(>l) xl(o) Eél) eéo)

x‘52) xl(l) xéo) E§2) E2(1) 620)

xc(’3) fo) x2(1) x§°) é§3) E2(2) eél) Eéo)
Aitken's array Shanks'array

Thus the lower index indicates a column and the upper index a descending

diagonal.

When a ¢ -]/4+4c with ¢ < 0, for the iterated application of Aitken's

process, each tclumn is linearly convergent (result })), each column converges
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faster than the preceding one and the acceleration has degree two (result 2).
Result 3 is very important since it shows that a linearly convergent
sequence can be transformed into a diagonal converging super-quadratically.
Each diagonal converges faster than the preceding one (result 4). For
Shanks'transformation each column is linearly convergent (result 5), each
column converges faster than the preceding one and the acceleration has
degree (k+2)/(k+1l) (result 6). The linearly converging sequence (Cn) is
transformed into a diagonal converging super-linearly (result 7). Each
diagonal converges faster than the preceding one (result 8). Result 9
shows that the columns and the diagonals of Aitken's array converge faster
than the corresponding ones in Shanks'array. Results 10 and 11 evaluate

the degree of acceleration with respect to the initial sequence (Cn)' ’

Now when a = -1/4, for the iterated application of Aitken's process,
each column-converges logarithmically (result ]2) and each column does not
converge faster than the preceding one (result 13). Resul; 14 shows that
the logarithmic sequence (Cn) can be transformed into a diagonal converging
linearly, but there is no acceleration from one diagonal to the other
(result 15). For Shanks'transformation each column is logarithmic (result 16)
and each column does not converge faster than the preceding one (result 17).
Each diagonal is also logarithmic (result 18) and there is no acceleration
from one diagonal to the other (result 19). Result 20 shows that the columns
of Aitken's array do not converge faster than that of Shanks'array but
that the diagonal do. Results 20 and 2] evaluate the degree of acceleration

with respect to the initial sequence.

The results of theorem 3 provide an illustration of the notions concerning

the speed of convergence of a sequence introduced in [2].
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4 - FIXED POINT METHODS

When a ¢ -1/4+c, ¢ < 0 the sequence (Cn) of the previous sections
converges to the dominant zero of xz-x-a. In this section we shall study
if some classical fixed point methods yield subsequences of the sequence

(Cn) thus generalizing Phillips and much older results.

We begin with Newton's method :
Yo given
2

Yae1~ (p*a)/(2y -1 n=0,1, ...
It is easy to check in both cases (a ¥ ~1/44c with ¢ < 0 and a = -1/4) that
if k exists such that Y, - Ck then Yne1 = C2k+l' This is a generalization
of a result proved by J.A. Serret in 1847 [5] relating Newton's method for
the computation of the square root and its continued fraction expansion
vJa’+r = a + ég + ég + ... Thus, if Yo - Co = ], then by induction it is easy
to see that

Yo = Cony
thus generalizing a result obtained in 1878 by Moret-Blanc [3] for the square
root. It can be checked that (yn) has order two if a ¥ -1/4+c with c < o

and has only order one when a = -1/4 that is when xz—x-a has a double zero

X, =x, = 1/2.

Let us now turn to the secant method :
Yor ¥ given

Yne1 © (yn yn-l‘a)/(yn*yn-l—l) ne1,2, ...

If p and k exist such that Yo-1 = Cp and Yo = Cp then, in both cases,

Yrt1™Craper
Thus if Yo=Y, " Co = ] then Y, - ckn-l where kn are the Fibonacci numbers
i 1
given by
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ko = kl =1

k =k +k
n

n+l n=1,2, ...

n-1
If a ¢ 1/44c with ¢ < 0 it is easy to check that (yn) has order (1+/5)/2

and that the order is one if a = ~1/4.

Let us now use Steffensen's method
Vo = Vn
v, = l+a/vo

v, = l+a/vl
2
yn#l = vo - (vl-vo) /(v2-2vl+v°)

Thus, in

If k exists such that Y, - C, then, by theorem 1, Vel = c2k+3. f

k

both cases, if Yo = C° = ] then

Yo = C3027-1

and the order is two if a ¥ -1/4+c with ¢ < O and one if a = =1/4.

Steffensen's method is based on Aitken's A2 process. Thus a
generalization will consist in using the repeated application of this

process and we shall obtain a new method one iteration of which being

v =
o yn

v, = l+a/vo

l

v, = l+a/v

2p 2p-1

Then, applying the iterated A2 process to Vs cees v2p we set
- ()
Yn+1 xp

If k exist such that Y, - C, then, from theorem |

K
Yne1 = Clrep+1)2P-1

I i - - -
thus if Yo Co 1 then Yo CNn where

pn_
N = [(p+1)2P-17 21
" 2P-)
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If a ¢ -1/4+c with c < O, (yn) has order 2P while it has order one only when

a=-1/4,

Finally we can also use the e-algorithm as follows
Yo © In

v, = l+a/v°

|

v2p = l+a/v2p_l

Then, applying the €-algorithm to Vor eres Vo we set

2p
- ¢(0)

Yn+1 2p

If k exists such that Y, - C, then, from theorem 2, we have in both cases

k

Thus if Yo = Co =1, Yo = CN vith

el T Cpenkep(pe2)” .

N_ = (p+2) [ (p+1)™-1)
If a ¥ -1/4+c with ¢ < O, (yn) has order p+l] and it has order one if

a=-1/4.

The repeated application of Aitken's process is more powerful than

Shanks'transformation.
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SOME SEQUENCE TRANSFORMATIONS
snd
k-PERIODIC CONTINUED FRACTIONS

R. Lembarki.

fibstract.

Consider a k-periodic continued fraction

vhere a_and bnare complex numbers such that, a

n a. and b b ;

nk+i - 21 nk+i °i

1=0,...,k-1 ; n=0,1,... . The Tp,q process, which is a generalization of

Aitken's process is applied to the sequence of successive convergents

According to how p and g are choosen, a part of the sequence obtained is a
Subsequence of the original one. Modifying p and q at each stage the whole
Sequence obtained is a subsequence of the original sequence. The same

Property 1s valid when the process is used repeatedly.

0 - INTRODUCTION.

Consider a k-periodic continued fraction,

b, o‘—::i-‘ ...t ‘%an (1)
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where, A, bne(, ke N* ) ank+i\=‘:‘i and bnl«.+1=bi for i = 0,...,k-1 and
n=0,1,...
Let

be the nth convergent.
In the cace k=1 and a,=b, =1, FHILLIPS [10] shoved that applyind
repeatedly Aitken's 42 process to the sequence (Cn), give subsequences of
(Cp?+ This recult and others were simultaneously generalized to the cas?
vhere a_=a and b, =b by, lMc CABE and PHILLIPS [?] and BREZINSKI and
LEMBARKI {27]. In this paper, we are dealing with the case where k is an
arbitrary integer (keN*).

Vhen k is greater than 1 the results given by the authors menticned
above are not valid (see Remark 2.2 hereafter). Instead of Altken's

process we consider the T q Process which is a-special case of the process
)

P
defined in [3].

) )

cn(cn+p+q'°n+p' -cxwp(':n*q'cn'

1(1’ W -

p’q n=0,1,.'|

(°n+p+q'°n+p)'i°n+q'°n)

vhere p,o=iN”.

0f course, T,, is Aitken's process [1], T,p is Tip (4] and Tk 38
A+k [3]‘

Remark that Ip,q is symmetric with respect to p and q, that is
rp,q=rq’p. The purpose ¢f this paper is to show that if k=1, the sequence
obtained when Tp,q is applied repeatedely is a subsequence of the initial
sequence (section 1).

Vhen k is greater than 1, no terms of (C,) are obtained in general.

but when p (or q) is choosen to be a multiple of k then a subcequence of
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(Tl(lkln)) iz contained in (C,}. This property is lost when the process is

used repeated ly even if p and q are modified. Vhen the .rule of 'rp‘q is

nodified by changing at each stage the walue 6f q {or equivalently p) a

new process called the T, _-cyclic procesz is obtained. So, repeated T, _-

ma g
cyclic leads to subsequences of (cn) {section 2 and 3).
We chow in particular that in the case where k=1, T does not

Pq
depend on how p and q are separatly choosen, but it depends only on the sum

p+q. Vhen ¥ is arbitrary this remark iz not valid in general, but if p (or
q) is kept to be a multiple of k then the property holds.
Let us recall some notations and propeties.

Let Cnbe the nth convergent orf {1} as defined before. C,. may be

n
computed by [9] :
Cn= An.’Bn
An= bpAn-4*anhn_s
Bn™ PpBp-4*anbr-2 (2)

Aj=b,, A_=1 ; B,=1, B_, =0
Let,

B b, ..B B

= +a
m,n+1 n+1 m,n T n+1tTmn-1

Bon™ Bns Bum = 1 Bppoq= 0 nymyo (3)

Ve may prove inductively the following identities, for further details see

(el, [o], [11], [12]-

B By nPn-t* 3P, nPu-2 . nymy1  (4)
ApBp-ApBr= (-1)Pagag Bl nym {5)
Brotn™ PrBrontdrafrenn n+13ry 1 (6 )
BrotnPrmPrognbr,n= -1 Y ey Apn+Bratn
nyn}r

Ve refer to [57], [13] for convergence of k-periodic continued fractions.
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1 - 1-Periodic continued fractions (k=1).
Let a,=a and bn=b for all n. To avoid trivial cases we asswne ab=o,

Let u and u' are the two zeros of yz-by-a=0. Since a ® 0 ws have
u.u' # 0. Let p = u'/u.

In the same way as done in [6] we get :

1_pn+2
'cn=u°—T— if u # u’
1-p
c n+2 b ] \
- Cn 1 2 if u u'.

Ve assumue _p“.#' 1 forn= 41,2,..., when u # u',

{n s )
P q

cbtained when the Tp’q process is applied to the sequence (Cn) m timed

Let p,geMN* are twe fixed integers. Let (T )n the seguence

repeatedly.
(m=1, 1) so{m=1, nep+q) _c(nctnepdy (M1, 1) sp{m 1, neq) _o (w1, 1)
Tooa {Tpg Tprg T, q {Tp,a Troq
Tf(’:mqn)= (m-1 (11 Yy b1 (m=1, 10
M=, Ny Qo _ (T TPl e iM™, dP) sl ™1, 1O
{(Tp,q Toyn )-Tpq Upoq '
(o0 - :
vherse 'l'p,’q = Cn.

Theorem 1.1.
For any integers p # o and q # o,

1) T(m.‘n) = C

p:q Mn+n+em2™ Hpeq)-1 nn=0,1,...

-1
oy (mem) — =(m 27 (n+1 +r2r (p+q) -1) = 0,1,...
11) Tp,q ne = Tzrb, 2l'q ) ped g
Proof.
i) Let,
T - po(n+f5p+¥q+8
Sn= u -

Po<n+13p+"fq+8—1

Simple computations give,
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Sn(Sn+p+q‘sn+p}"3n+p(Sn+q‘sn) 1_p20<n+(0<+213)p+(o<+2v)q+28-1
= U. ’
(Sn+p+q'sn+p)‘(sn+q‘sn) 1_on(n*(m‘zﬁ)p+<0(+2\{)q+28-2

Therefore, one applictaion of T, to the sequence (S,) transforms o

P
into 2x, B into x+23, ¥ into x+2¥ and § into 28-1. Let (S:‘\”) the
sequence thus obtained. Repeating this m times we get,

(m - * *=9q

s{M = y (1-p™y/(1-p* ™
vhere, * = 2Moc+{me™ Yoce2M3)p+ (ma™ Toc+ 2™y ) qea8-2Me 1,

Now, for <=1 and B=¥=0 and § = 2, we have S = C_and Sx(1m)=T;(J?l21m .

The asserticn 1) follows wvhen u = u'.

In the case u = u' we concider ,

o-n+fip+rg+s

t
N xn+fp+¥g+d-1

b
3
Applying T to (t. ), ® and £ and Y and 0 are transformed in the same
pPg n/

vay as before. This ends the proof of i).

ii) Assertion ii) follows immediately from i).

Remark 1.

1.1 Assertion i) shows in particular that Tp' depends only on the zum

q
p+q. Never mind how p and q are choosen.

1.2 The second assertion displavs the importance of repeating Tp’q
instead of increaszing p and g.

2 - k-Periodic continued fractions.
We consider in this section the case where k is an arbitrary integer.

As it has been said in the introduction, Aitken's A2 process does not yield
terms of the original sequence (see the mumerical example in remak 2.2).
But some choices of p and q lead to terms of (C,) as we shall see.

¥e assume Cn o Cm forn# mand T is defined.

mq
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Theorem 2.1.
Letue N*, g N", ve N andie {0,...,k-1} such that vkek-i-t

# 0. Then,

{1,mg+i) = = a
1) Ty, v§+k 2i-1 7 Clamensviked m=0,%2,...
\1 m +xT1) - A
11) T i k k ) C(anl#u+2)k+q 1 m= 0,1,‘,--.
Proof.
Ve immediately get the conditien,
{1, W~ =
Th g ~Cner & (cn+p+q-cn+p)(cmr-cn)-(cmq-cn)(cn,r-cmp)—o
Using {5), the previous condition becones,
Bn+p+1’n+p+qE‘n+1,n+an+q'Bn+1,n+qﬁn¢p+1,n+ran+p+q = 0.
Let p =
Now, the k-periodicity of ajand b, gives, Bn+uk+1,n+uk+q = Bn+1,n+q' But,

B # 0 because (5) and the assunption on the sequence (C,)

n+1i,n+q

(1 ,n)_ B -B

uk,q Crar @ Bnﬂ,mr n+q n+uk+4,n+re

Thereforth, T n+uk+q=0

Let) n = mk"l, 1 e {0,.--,}'\-1}-
The previous condition becomes,

A"B B -B;

i+f,r+i"mk+q+i “i+f,r+i- ukamk+uk+q+1

and Ai = 0. Now, 1f 1 = k-1 and r= (meu+1)k+q we immediately get Ai=0 which
demonstrates ii). |
To prove i), let g = vk+k-i-1 and r={m+u+v+1)k. Then,
a4= Bl+1,(m+u+v+1)k+1a(m+v+1)k 178 e (meve ke iBmeusvan k-1
Or equivalently ({because the perindicity of anjand bn),

éi=B(m+v+1)k+iM,(2m+u+2v+2)k+i B(m+v+1)k-1

'B(m+u+v+1)k*i+1,(2m+u+2v+2)k+i B(m+v+1)k-‘l‘
No, because C’n > Cn+1 it follows from (5) that
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k-1
Il 2, # o.

i=o0

. Assume i = 0, using (4) we get ,
ahq = Bionsnszve2)k Blmsvank, (2meuszv+ kB (meve Dk

- B(2m+u+2v+2)k’5(m+u+v+1)k,{2m+u+2v*2)kB(m+u+v+1)k =0
Hence Ao = 0.

. Assume A:j = 0 fOor J = 0,...,1.
Let X = m+v+i,
Using (6) and (3) we get,

Ai+1 = Bo(k-1bi+1(5¢xk+i,(2a<+u)k+i'ai+13 uk+i+1,(2o<+u)k+i-1)

2342
- B(tx+u)k-1bi+1{3(°¢+u)k+i—1,20<+u)k+i-ai+15(°(+u)k+i,(za(+u)k+i-1}
“51+1(Buk-1b°<k+i,(Zo(*u}k+i-1—£'(°‘+u)k-13(°<+u)k+i,(20<+u)k+i-1>
b2, A,
= bi+1(Bo<k-1B°tk+i,(zo(+u)k+i—f’(°<+u)k-15(“*u)k+i,(2(x+u}k+i)
'bi+1ai+1(Buk-1Bo<k+i+1,(20<+u)k+i-1'B(°<+u)k-1B(°‘+u}k+i+1,(2o<+u)k+i-1) ‘
Using again (6} and (3) to decompose the last parenthesis, we finally
obtain,

ai+2Ai+1 = by, [(Bock-1Bo<k+i,(zo<+u)k+i'P’(“*u)k-15(°<+u)k+1,(2o<+u)k+i)

- (Buk-1bo<k+i,(2o<+u)k+1—1'5(°<+u)k-12'(°<+u}k+i-1,(2o<+u)k+1-1)J'
Let, H; be the bracket.

Using {3) we have,
Bock-Boxk+i,(2octwk+1 Beocamk-Bcsndkai, (20coudk+i
= b3 [ (Boxk-Boksi, (2ot utkei-1"B (oo udk-B(ocsulkei, (20t udkeio1]
+ ai[(Buk-1Bo(k+i,(2o<+u)k+i-2'5(°¢+u)k-1B(“*u)k+i,(20(+u)k*i-2]

= 31[ (Bo(k-1B o<k+i,(2cx+u)k+i-2'5(lx+u)k-1B(“*u)k+i,(2o<+u)k+i-2] (*)

Using {6), (+) becomes,

5o<k-15oék+i-2,(2o<+u>k+i-2'B<°c+u)k-15(°<+u>k+i-z,(zo<+u)k+i-2

b _4[ Btk -1Bock +1-1,( 20+ u)k+i-2 "B (o e )k =B (e )k 11, ( 206+ U)K 1-2 ]
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Now the bracket is zero by (4) when i = 0, and is trivially wverified when
i=1 and because AJ = 0J= 0,...,1.
Therefore, Hi = 'Hi-1'
To end the proof it suffices to chow that HO=0.
Now,
Hy = <Bod.-13(m+u)k"3(°‘-+u)k—1bo<k
‘(5o<k-1Bo(k-1,(2o<+u)k-1’5(°<+u)k-1B(°<+u)k-1,(20<+u)k-1)'
Because {6) the second parenthesiz becones,
- a'b(kB(tx+u)k-1Bo<k-2*a(°<+u)kB(°&+u)k-2
Hence,

Hy = Bo(k-1<5 (o) kA (x+udkE ¢ tx*u)k-z)'B { K+v.1)k-150<k'a“kﬁv(k—z)= ¢

from (2).
0
femark 2.
2.} As it were mentionned before, T is symmetric on p and q. So the

j 31e]
lover indexes in theorem 2.1 may be inverted without changing the result.
2.2. Ve require . p or- q to be a multiple of k. This condition is

necessary to have some terms of (Cn‘}. To see this consider the numerical

example :
”
k=2 3 1+ Iah 21« 31 L L = 1.79128784747792
1 {1 [ 1 ,
__//
n T\1,n) n Tglgn) .
n ’ -
? : ? %.%22363636363636 ) 1.931?2699;2
2 15 12,125 . 1 1. 63338390
L3 - T 1. 971014492753623 2 1. 82&745742%
i i iaeaaaasts 3 1. 878411910663975 31l e0a112455%
3 1892307652507 4 1. ©42404306220098 3 1. E9265563500
L. SoaAnd5434545S s 1817 bAoﬂma21114s S 1. 79535234740
6 1, 7SEA20£29655172 & 1. E07193125904705 & 179330167990
7 1.843137254901961 7 1. 7956:8672249776 7?7 1. 792553556
€ 1.780612244297959 & 1.7963£2113981542 e 1,"@24=4\n75/
2 1 89:07292203618‘ 9 1. 72I99283429252 9 1.?qxf12°4u-1
10 1. 787318383747178 16 1. 7929320631052 18 1.7 91¢e~ﬂ7zﬁ§
11 1.756717171717172 11 1. 792165454453095 11 1.7914253765]
12 1.790156301962059 12 1. 791524 100556557 12 1. ,f-nqmc:-h t
13 1. 7930522013745%3 3 1. PaiseIazos 4
299 215 S 13 1. V2ISP3022865039 13 .(*1)37 s7 4
i b | n ro i L
. 7918 : 1S 1, PH1T2056996951 5 1. 79130245297
1€ 1.7911€51343170356 16 1. 72134 4 '{14‘{04*{2 i6 i. ?;}oéﬁ“'\aqé}
17  1.731474403824715 \ 17 1. 7313130@Q2789922 17 1. q12925:(1v¢
1€ 1. 721245212304534 12 1. 7H1I08281607610 12 1 Paisioared
19 1. 791348519046171 19 1.79129765I825793 i
20 1.791275184786953 28 1 ?91293U49634°@3
21 1.791307579351455 21 1. 7912910676061 '
22 1.79128372921735355 22 1. 7312837372718597 Y
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3 - In general, for fixed p and q, Téj&m is a term of the ¢qriginal cequence

only for the wvalues of n as defined in theorem 2.1. This appears clearily

through this example.

-3 . 3] 5 2] 3] _ oa g
k‘3»1‘[1 M R R +... = 1.8770145580216

('.1’ Il) n T(l ’n)
n G, n T, 3,3
0 1 8 1.9 @ 1, 89€95945345%4¢
1 4 1 191 = cy 1 1, 8%239€£2072032
2 1.5 2 1. €83 = ¢ 2 1, 8792BR4223330126 =
3 2.125 3 187 9 3 1. &77593513650276
g %.gezggreszoa?egg 4 1.87 = c}3 4 }.g?zgS?%g§’4ézzg
9545454545454 5 1,877 ® ¢l 5 1, ETVOTE2745E466€6 =
€ 1. 83636TG50347458 6 1.% J15 6 1.8??091&16910066
8 1.28£423241059602 & 1.8 - c ;1L ET716411713 =
9 1. epslea 4525258 9 1.E 21 9 1, 277915045417644
10 1.871240601503753 169 1.¢ = c25 | 16 1,877014234573953
11 1. 879206428330186 s
12 1. £75292071561243
13 1.876001925484155
14 1, 8766410:5415611
1S 1.877206115540346
16 1, £76546209046023
1?7 1.877078274664666
18 1,876981857275496
19 1, 877043275152304 T(1,n)
20 1.877003£90316346 n l32
| 21 1.877020130685967
| 22 1.877009653262562
] 23 1.877616411713244 1. 838953050247458 = ¢
24 1. 8P7013607505645 1. 859733570274553 O
25 1, 877015393492507 1. 871240:31503753 = c)q
26 1,877014241841521 1. 875292071561243 = ¢
27 1, 877014720149295 1. a,esef425°4gq?o 12
1. E7ES46209046023 = c16

1. E76981687275496 = o
1. €76999332994732 18
1. £77663652262562 = Cpp
1. E..GI‘GB:SO 845 = Co4
1. 8((@141"’961,714

. ba
ROONOUAUWUN =@
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4 - When k=2, theorem 2.1 gives Tihn o c

2u)2v+1 0,1,-.- L

2{nsus+ys1) 0 T
But if the procecs is repeated no term of (cn) is obtained.

Example : k=2 ; by=1, a,73, a,=5. The first terms of (C ) are thos

n 2
displayed in remark 2.2.

_
{

n Gy n TyhM n 1(2,m

2,] Y,
23 1. 9 29 4"430&051 e} . 692367 q'\-' —0Q r& —:76
D oEmenm | 0 LI
23 1'°°17539°4923T°2 2 1.7 ~12244QQ’9=° 2 1.:91°he§o(0
26 1, 791237411877677 I 1 rEraiaTeTraricn 2 oAt
AT 4 1. 790156301962053 4 1.7@1ﬂ“~=709
23 1.:415'ﬁ?0§35 5 1. PMA9197TE6E7646 5 1. 7912878484
28 1. 7H126B0ER2IIEE £ 1.791168134317056 é 1.?01227°475
34 1.(?120:80140a~=° 7 1.791243912804534 7 1.791227847
31 1.731287919274185 2 1. 791275184786953 Ry
32 1.731207832493154 ‘ %1, 731283729217555 9 1.791207 54?4%
33 1, 7912572703275 19 1. 791226583106444 16 1. 731 6?34?*;
34 1. T91287542604473 11 1. T912E7411377677 11 1. 79128784740
35 1. TI12% ,mdsgﬁfgu. 12 1. 7912E7705303224 12 1.7512% 54?*
36 1. 721287E4589L943 13 1. 791287801403263 13 1,74 mf04?*a
37 1, 7RLIZETE49947723 14 1, PHIZEPEI2493194 14 1.,ulﬁ€r 24747,
Jg 1,791 245962442 15 1 2ETR425049475 15 1_,4103-o4v$
I9 1. TH1ZETE4E221162 16 1.7 45352943 | 16 1. 73125784747
43 1. 7P1227847310273 17 1. 791257846962442 17 1. 73128784740
41 1, 7R1ZETE4TPINISE 12 PETS47316273 18 1. 7ajosraardl
42 1.?9129 £47423327 1% '-1~f:u4(44éoq?
43 1. TR1ZETS4TEA28E 29 91 28TE474€01E
44 1 7912872474€0138 21 1227847472153 B,

In case k=1, T depends only on the sum p+q, see remark 41.1. when k!

p.qQ
this property is not valid as it appears through the next example. But if f

nd

(or q) is kept as a multiple of k then the property holds (property 2

hereafter).
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frampletk = 2, psq = 28 ; b= 1, a;,= 3, a, = 5.

{1, Y {1, 10 (1,n)

n Ts,2 n T4 n Tg 3

0 1. 793522267205472 9 1. 57206478 @ 1,84 55

1 1, ?79%6717171717172 1 1. 71717172 1 1.ea 5235

2 1. 71S29055235602 Z 1,791 es'msr«z z l.gn 19:

3 L ?:‘18615144oﬁ269 IO TEIER 3 LTS 165

5 1. ?Q134051°o4m?1 S 1,712 5 173 £L

& 1. 7912904393494235 £ 1.7%)] € 1.7% 213

7 1. 751234264507000 7173 »-tmosasx 7 L7 &3

5 1.791282127821123 2 1. 7RIZES127021123 2 1731748309

% 1. TH1289516255452 § 1 TRIIEES26255462 9 17514337184
19 1, 791287277045923 16 1,791 45953 18 1.7914 ‘] 3542 &4
11 1, 791287319274165 11 1. T912E7319274106 11 1. 7913155813701 94
12 1. PH1267ES0AES417 12 1. 791257850505417 12 1-791°’='*1’“°”‘~'f9
13 1, 721287 855a72063 13 1. 7RI2E7TEE5672003 13 1.??.'1\\0~ E30R0ET
14 1. 7912878473027 24 14 1. 791287R047202724 14 1.??130:\&352&;10&:
15 1. 791267545251167 15 1. 7R12E67943231167 15 1. 791252894940374
16 1. 73128734751291 1€ 1. TRIZETE4TS1291 16 1. 721292%34127571

Property 2.1.
*
Let u,v € N and py1-uk and p)1-vk, then
(1 ’n) -— (1: l’t) -—
Tuk’vk+p Tuk*p,vk ns= 0)1,.10
Proof.
5 wve 1O o {1,m) - -1*
It suffices to prove Ty ’n Tulqkreqky vhere a2 and reN

Satisfying u-qy1 and r+qky1. Indeed ; we should have :

{1 sn) = (1,n
Tuk vk+p T\u"rv;k,p

= (1’ n or
T (uiv)k (»jmetry}
Now, we prove :

Let r = wket,
Using (‘*), we must prove A(t) = 0, where,

= {(-1)4
A<t> ( 1) an+(u-q)k+2' . 'an+uk+1Bn+1,n+(u-q)anovk«ft

'.Bn+1,n+uk8n+( v+q)k+t‘Bn+1,n+qun¢ (usvdk+te




48

Using (7) replacing r by n+{u-q)k+1 and n by n+{2u-g)k and m by n+uk, vt
get,

a{t) = (B

-3

nn+qkPn+t,neuk Bn,ukBnet,neqk Prsvkst

+B

n+1,n+uk2’n+(v+q)k+t n+1,n+qun+(u+v)k+t'

or equivalently

S\ - 3
Aty = Bn#1,n+uk\Bn,n+qun+vk+t'Bn+(v+q)k+t)
- E\nM,nm‘.xk(»Brhrvkaﬁr\fvlu»t"Bm(uﬂ.')lu»t;)
From (4), it follows that,
B B 0.

n,n+qun+vk'Bn+(v+q)k = T304 n+1,n+qun+vk-1 *

Hence, 4, = 0 if,

B - B 0)

Bm(uw)k ~ An+q n+1,n+uan+vk-1 n,n+uan+Vk=

which is verified because {4).
. Ift =1

Usirg (2) we get,

A1) = by A(0) + an+1{Bn+1,n+uk[Bn,n+qun+vk+t'Bn+(v+q)k+1]
- Bn+1,n+qk(Bn,n+uan+vk—1'Bn+(u+v)k—1J}

B

= ' \ _ ¢
(an+15n+1,n+uan+vk—1 /Bn,mqk (an+1 n+1,n+uan+(v+q)k-1>

B

¢

T \dpn4q n+1,n+qun+vk-1)Bn,n+uk * (an+1Bn+1,n+qun+(u+v)k-1>'

Developping each parenthesis using {4), we immediately get A{1) = 0.

. Now, assume AJ- =0j=0,...,t 5 ty1.

To express B , and B and B 4 using (2) and

n+vk+te n+{v+gqlk+t+1 n+{u+vik+t+

substituting wve get,
A(t+1) = b

A{t)+a A{t-1)

= 0, because A(t) = 0 and A(t-1) = 0.

n+t+1 n+t+1

O



3 “Tpq -Cyclic.

Let us define the Tp q-cychc process as follows : let us N* and v M™.
“l-Letm=0
-2- Compute fo;«:{.‘/‘l}::llleﬂ i= o0 to k-1

3-Let m = m+1 go to -2-.

Now, the repated T, _-cyclic process is defined as,

P:q

7{r+, nk+i) _ [T( rymk+i)d (T‘ r,{ m+u+v) K+k=1Y _ 7{m{meuy k+ D) y

uk,vk+k-1-1 uk,vk+k-i-1' ‘uk,vk Tu k,vk+k-i-1 /7
(ryd mew) k+1) rr (O MeV) k+k™1) _p{ rymK+1) K \
- Tukovkekoiot (Tukovk “Takovkekoi-1) J/{x)-{xx).

vhere, T(Qqn) = Cnpand, (*) and {++) are respectively the two parenthesi

of the numerator.

Theorem 3.1.
Let v=IN™ and veN™ then,

{rmk+i) = =
Tuk:vk+k Zi-1 = Clar(menerar-1(usv)-Dkei n=0,1,...

i=0,...k-1.
Proof.
We eztablish the assertion by induction on r.
If r=10o0rr= 1, thecorem 2.1 concludes. Now, the assertion is assumed to
be true up to some r)1.
To show that the property is valid for r+1, using (5) we must chow,

Bive (2r{mensrar-1{usvdszr{usvik+iB(er{msveDsrar1{u+v)-Dk+k-1

= Bietr (ar(menerar-1(usviearvdkeiBarimensveDerar-1(us vIk-kek-1- 2
Yhich is satisfied, because Ai = 0, where Ai is defined in the proof of

theoren 2.1.

O
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THE LINEAR CONVERGENCE OF LIMIT PERIODIC CONTINUED FRACTIONS

C. BREZINSKI, A. LEMBARKI

ABSTRACT,

The only linearly convergent continued fractions are limit periodic.

Let us consider the continued fraction
a a
e 2
1 1
where the an are complex numbers and an =0, n=1,,,.

1
(see e.g. [7], [6]) that, if 1lim a =a exists a ¢ € and a = ~ % +¢c with .

=00
c S O then the continued fraction is "convergent” in the senst that,
a
lim C =C €Cor lim lcnl = o, The last casemay occur when, 2l 4 ... = -1,

n-co n-co 1

Let C = A /B be its convergents. We set h = B /B . We know
n n’ ' n n n’ n-

For example, the convergents cx; of the continued fraction :
1 2 2| 2
e gl e

are given by, C! = % [1 - (-2"1 n=0,1,... and we have lim Ic;ll = .
n-Hco

Theonem 1,

14, 3aec,a*-%+cw&hc505uch,tha,tliman-a,then3rec,
Ny

lx] <1 such that

c_-C
- . pe . L_. - -
I 1im C =Cd4s finite then lim ¢ < r, where r x,/(14x,)

and x, 48 the no00t of smallest absolute value in x24x-a = 0.

Cn-c'
- If 1im ICn| = lim e o = 1/rve' ec.
n-oo n+ n-1
L}

C -
(1§ r = O the Last assention means lim |+l = =.
n+o  n-1
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Proof.

If a® - 1 c with ¢ £ O the sequence (Cn) is "convergent".

Now, the two roots of’x2+x-a=o have distinct modulii.

Since Bn = Bn + a B then, by Poincaré's theorem [10], dh ¢ € such that

+1 n+l n-1

limh = h and h is one of the roots.
Mo 0

But we have [11]

ACn
AC

= -1+ 1/hn+1 (1)
n-1

1 -« If lim Cn = C is finite then h # O. Bence, 3r ¢ € such that lim AC / Acn_1 =!
oo oo n

with |r| < 1. Since the two roots have distinct modulii then |r| < 1. Then by

c -C
a result of Delahaye [2] lim Eﬂ——:a-= r.,
N n-1

2 - If lim ICn| =cwand a # O then h # O. Hence, 3r' ¢ €, |r'| >1 such that,

n—co

ACn . c -C'
lim =r', Let, r = 1/r', a result of Delahaye [2] gives, lim —2————T-= 1/t

ac c__ .
n+o n-1 e n-1
VC'e C.

Now, if a = O, the two roots are O and 1. Since lim ICnl = o then h = O.
ACn
Hence, lim IEE;——{ = r' where r' = », But, from [2, prop. 3, p. 224] we may
e n-1
c -C!
easily derive lim n = - 1/r with r = 1/x°',
e n-1

The first part of this theorem was given in [9] where the authors have

omitted the hypothesis : lim Cn is finite.
n—+co

Let us now give the reciprocal of this theorem.
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Theorem 2,

1§ 3r ¢ ¢, r = -1 such that lim b /bC | = then 3a € ¢, such that

1

2 n-*co

lima =a =r/ (1+4r)°.
n->e n
Proof.

From (1) we see that, if r # -1, 4h 2 O and finite such that lim h =h.

n-® n
= + -1l)= i

But hn+1 1 an+1/hn or hn(hn+1 1) a1 wich shows that 3a € € such
that lim a = a.

n+o 0

Let us study this reciprocal in more detail. As we saw before r and h

are related by h = (1+r)-1.

1f r = %, that is 1£ || = 1,
h o= % -4 sin 0
2(1+cosfH)
2 1 5in26 1
Hence |h|® = 2 ——==—— = -cuwithcso.
4 (1+cos 8)

Thus, if [r] # 1, then |h| = (%~- c)2 with ¢ € O. Let us now examine |a].

If |r| = 1, then

_ _(l._ ; —sin 8 )(1_+ N sinf )
a=-43 2 (1+cosB)’ 2 2 (1+cosb)

4(1+cose)2

Finally, if |r| # 1 then a * ~ %—+ ¢ with ¢ £ O. This last result can be

gathered with that of theorem 1 and we get the :
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Theorem 3.
* c - .
Jrec |rl =1, 3Ic € € Such that 1im E—Ef:a = r {f and only i{
n+»© n-1

aaec*,a:-%+c¢w£,thcso<suchtha,t1man=a. MoneoueJLaandra/Leaew

n =

by a = -r/(1+r)2.

Proof.

C -C

=) If 3C €€, 3Ir €C r#1 such that lim ——E_ZE" r then lim ACn/ACn_1=r, [2J

n-»o Cn-—l n-

2
By the theorem 2, if r # -1, then lim a =a exists with a = «xr/(1+4r) .
Since r # O is assumed then 2 = O.n*w

1
Moreover, as we saw above, if |r| # 1 then a # = Z-+ ¢ with ¢ £ O.
<=) If a # - %-+ c with ¢ € 0O and a # 0 are assumed, then :

* If 1im C = ¢ is finit, the case 1 in the proof of theorem 1 gives,

me % ¢ -c ‘
dr € € such that lim <= with {r| <1 and h ®# 1 because a # O, Since

n+® n-1

r = =1+1/h then r # O.

If lim Icnl = o and a # O then h # O, the case 2 in the proof of
00

theorem 1 endS the proof.

D
“Theonem 4.
%1 22
1§ the continued graction lT' e e 48 convergent with §inite

Limd then : a necessarny and suggficient condition that Ic e ¢, 3Ir e €, |xr|<1
c_-C

such that lim —2— = r is that Ja e €, a = - + +c with c < 0 such that
n* “n-i

lim a = a.
nmn
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Proof.

c -C Ac
n

If 3c e €, Ir ¢ € |r| <1 such that lim c —c°*F then 1lim e

n-+© n-1 n->e n-1

n

An application of theorem 2 endsthe proof of this part.

Conversely, if da € C with a # - %-+ cand lima = a., Since lim C =C e C
nso P n+oo B
is assumed, the case 1 of the proof in theorem 1 ends the proof. 0

Remarks.

Let us make some remarks on the respective values of a and r when C is

finite.

i) r = 0 if and only if a = O. Sincer = -1 + 1/h, r = O if and only
if h =1, If h = 1 then h(h~1)= a = O. Reciprocally, if a = O, the zeros of
x2-x-a = O are O and 1 and thus, by Poincaré'stheorem, h is O or 1. If h = O
then r is infinite which is impossible because C is assumed being finite. Thus
limit periodic continued fractions converge super linearly if and only if
lim an = 0. In that case it is less crucial to be able to zuccelerate the conver-
n
gence.

ii) If lim fig__

neo Acn_1

the convergence, when it occurs, is very slow (logarithmic convergence). Reci-

= 1 then a = -1/4, This is one of the worth case since

procally if a = -1/4, the two zeros of x2-x+ %-= O are equal to 1/2 and

Poincaré's theorem does not allow to conclude.

Theorem 4 has important consequences concerning the convergence accelera
tion of 1limit periodic continued fractions. Since such fractions are linearly
canverging if a # 0 (if a = O, the continued fraction converges super linearly
and, thus is less important to accelerate) they can be accelerated in many
different ways such as modifications, see [5] for a review, or various sequence

transformations, [1], [8].

On the other hand, continued fraction which are not 1-limit periodic will
be difficult to accelerate. This follows from the theory of remanence of a set
of sequences introduced by Delahaye and Germain-Bonne [4], It means that a

Universal algorithmic method for transforming (Cn) into another sequence conver-
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periodic (by algorithmic method it is meant a method which does not depend
on asymptotic properties of (Cn) but only on a finite number of its terms).
Subsets of such continued fractions will have to be considered. Even in the

case where the ratios (Cn-C)/(Cn -C) remain bounded from below and above

-1
such a universal transformation cannot exist [3].

Finally let us mention that some similar results seems to exist for
limit k-periodic continued fractions, For example it is easy to see that
the even and odd partsof a limit 2-periodic continued fraction are limit
periodic with the same asymptotic error coefficient. Obviously, by theorem 4,

the converse is false.
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ACCELERATION OF LIMIT PERIODIC CONTINUED FRACTIONS
BY
THE T,y TRANSFORMATION

A. LEMBARKI
Laboratoire d'Analyse Numérique et d’Optimisation
U.F.R I.E.E.A.
Université de Lille I
58655 Villeneuve d'Ascq - Cedex - France

Abstrnact.

a a
We consider &imit periodic continued fractions b, + ]Tll., cee + ]--ll’-' S

where lim a_ = a {8 §{nit and not on the nay (-, - %] 0§ the negative nreal
. ] bomard n
Using nelated properties of continued §ractions we obtain the T, process
considered by Gray and Clark, and, the process considered by W.J. Thron and
H. Waadeland.

1t fotlows the possibility of choosing the best process, acconding to the
convergence behavioun of the sequences {an}.

1 -INTRODUCTION

We consider limit periodic continued fractionms,

a a
_ 1], 22

Where, b »a8 0= 1,... are complex numbers.

Let C b + r——J T——J be the n convergent.

It is well known, that Cn may be computed by,
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B

"
-
L 14
w
L]
°

() =1

The sequence {a } will be assumed to have a finite limit a, wich is not on thed

(-, - -J of the negative real axis.

2 - PRELIMINARY.

It ig known [1], [13] that the continued fraction (1) may equivalently be
written in the form :

g g.8,2 g. .48 28
C=b,+ 11' 122|+...+]-———ln1“"+... (2)
ey "T g &n

uheretgn =0 n=l,2,...

The nth convergent is then ch = A;/B; vhere

' : LN N ) ' = L N ) L]
An 81 gn An and Bn 8.1 gn Bn'

Theorem 1.
A sequence {gn} such that B! =1 don all n exists if and only if B *0,
D Elyeee o
In this case the g, are given by :
g, =1

8n+1 = 1/(1+an+l 81‘) nes 1.2’000 (3)

Proof. The result follows by simple induction.

This theorem was already obtained by Euler see [10', p. 37]
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Henceforth, we assume Bn # O for all n.

The continued fraction may be written as follow :

a 1-g l-g
C < b + 1I + 2l + eee + ]—rll + oo e
o lg, g g

n

The successive convergents are then computed by :

Cn*l' =g C + (1-g . ) C

n+1 n n+i n_4
Co = bo g, =1
Cl = bo + al gn+1 = 1/(1+an+1gn+1)

3 - ACCELERATION.

(4)

n=s 1,00

(5)

Inspired by the formula in (4) for computing {Cn}, it is natural to try

somme other sequence {wn} instead of {gn}.

Let T = v C

N + (l-wn)Ch

n+l

The transformation (6) is so-called rank two composite transformation as

defined by C. BREZINSKI in [2].
Obviously

= <&
Tn C <= W

"
[
~
”~~
-

]
(]

o]

where e = Cn-C.

(8)
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Such choice of v is impossible in practice since it involves the knowledge

of c.

Let us study some practical choices of W » 80 that Tn converges to c, and

faster than cn.

a) - Assume, lim a = a exists and a 42[}@, - %J. This condition is equivalent

w
e
to lim ntl = r exists and lrl < 1, as it is shown in [3], see also [8).
me q
€n
Thus lim = — = 1/(1-7r).
b e ACS
One may take LA 1/(1-r) n=0,1,...
Th-c
A simple computation shows that, lim = 0.
e n

b) - An other choice.

It is clear that

n+j’

*
Let p ¢ N , and take as an approximation of e s the quantity,

-1

'é’n =- 1 &c ..

jo P
This leads to tak z 1/(1-e_./¢)
18 eads ot e wn - en*l en

(CpypCy /(B B, ).

Since L depends on p we replace Tn in (6) by Tip).
We get,
c . -C c_.,-C
Tép) - A2+gAcn c ot n+l "n+p+l c
n “ptp O AC_-AC n
n  ntp

Or equivalently,

T(p) - cn+p Cot1 ~ cnfp+l Cn

n
ACn - ACn+p
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or e)se

N n+p n+p n

c_C.. =-AC
(p) 4 ¢ Sﬁ* (7)

n AC_ - AC
n n+p

This is exactly the T+p transformation defined by Gray and Clark in [4],

and studied in the case of some monotone sequences by Streit in [5]. Of course

Til) is the A2-process applied to the sequence {c)

(p)

To study the convergence behaviour of Tn we shall need some properties.

Let g = lim - From (5) g = r+1 follows.

po = 2
Lemma 1.
. an+l.a 3 o . gn+1- .
4) lim ——— = a exists 4{f and only 4f 1im — = B ex{sts.
oo By ~ B o 78

a
i) 1§ o exists then, llm;rlil‘—‘kwléuand,8=liﬂa=0;8=ri6

-a
Q= o. n

Moreover o = (r-8)/(1+r)°.

Proof.

It follows from (3) that, g = 1.

n+l + gn gn+l an+1

Let g, = g+8 and a_ = a+kn.
Simple computation gives,

2 -
(1+gan+1)8n+1/8n te An+1/6n + (z+Bn+l)an+1 = 0.

Now 1im (1+g a ) = 1/g, g * O because a is finit, the assertion i) is then
clear. From thls the last assertions follow immediatly.

Now A 4/A, = (A /8. )(B /B ,)(B _,/A ). Henced= B if a = O.
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Theonrem 2.

1§ a f (-=, - $land a =0, then,
{P)c

£) lim
n+® nt+k
a -2

Moneover &f, 1im 22— = o exists, then
o B8

o k = 0,1,...

(p)
) lim TAT““ rAdif a=0and |A] =1
n+e ATnp)

I
LLL) limw=r ifa=0
™ AT
n
where e -
A = lim : - -
n* n
Proof.
i) We easily get,
(p) ~-
Tn c = en+p en+l/en enfp+l/en+p
“ntk Cntk en+:l./en - 1- en+p+l/en * en+p/en

1 !
= = = i ini 2 - = #
n+1/en r,lr] 1 and r * O because a is finit and a m and a

see [8], [3].

Now, lim e
Do

ii) Using (7), simple computations give

Ac aAC

AT(p) = (¢ -c ) Acrm Acn+p+1 ~ “n+1 “nep
n ntptl n+l - -
(Acn Acmp)(Acn+1 Acn+p*l)
This leads to,
(p) 1..Acn+2-1 Bn+2+2 -1 g
ATn - cnfp+1 ~ cn+l ACnfp Acn-l n+2 2
(p) ¢ -C AC ) ACn+1 Acn+ +1.Bn+ +1 ) 6“
AT n+p n n+p-1 - P PP 3

n-1 AC_ B B
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|8] = 1 because |A| = 1. When n tends to infinity we get rB. Using lemma 1 the
assertiors 1i) and i1ii) fellow.

L

We remark that A may be equal to -1 provided that p is odd. On the other
hand the results of theorem 2 are conditionned by the existence of &. Obviously,
in the case where a, = a for all n, we have a = O and interesting properties may
be brought out as shown by BREZINSKI and LEMBARKI in [6], see also [11], [12].

We shall now give a sufficient condition to assertain the existence of G,

For this we shall make use of the

Lemma 2.

I§, Lim (a_ -2 )/(a -a) = X exists and |A] = 1.

n+e

Th . } _ roa . .
en, ii: (an+l a)/(gn g) exists 4§ and only if iiz Aaml/Agn exists. When they

exist, the two Limits are equal.

Eroof.

It follows from (3) that

Aan+1 - [Agn(gn+2-l) - Agn+l]/(gngn+lgn+2)‘
Thys

ba 8 /8_,q"1

n+l 1 ( -1 - n+l 8n+2 )
A‘gn 8ngn+lgn+2 gn+2 Bn 8n+1/8n -1

“he!‘ = -
eB =g &

Assume first that lim (a
peo B

b
sihg lemma 1, B will exist and 8 # 1, because A # 1. It fellows that lim Aan+1/Agn=G-

*l-a)/(gn-g) exists.

| Conversly, if lim Aaml/Agn exists, then, ii: ABn+l/ABn = p exists and
o] = 1 because |A| = 1. Hence lim B /Bn =p [7, theoréme 1, p. 218].

+
n+l

Now from the proof of lemma 1, we have :



2

g (An+1/8n+l) + (148 an+l) Bn+l/8n +
which gives,
iiz (A +17A) = a.

Lemma 3.

Let {d_} be a sequence of complex numbers, and 1lim d =4, ld] = 1 and |4l

oay be infinity.

Define a sequence {Rn} as

Then,

£) um R = 1/(1-d) &4 ld] <1

) 1im IRnI = on lim R = 1/(1-d) 4§ [¢] > 1.

bé nad e

Proof.

We have Rn+1 l+ dn+l + dn+l

the first assertion follows.
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dn + ... dn+

gn+l an+.1 =

0,

|
|
|
|
|
|

o

d ... d;, using [7, lemme 3, 13

1l™n

Now, assume |[d] > 1. No restriction is made to assume dn 20 n=1,2,...

Let, Y; = l/di'

Then’ Rn+1 = [l + Yl + Y1Y2 4+ cee t* Y1Y2 ) Yn+1 /(Yloooyn+1)o

Let Sn =1+ Yl + ... ¢ Yl eoe Yn'

Then, 8S /S _, =Y, ,, and linY_ =Y, Y| < 1. Hence 1im S = S exists.

b o pac

. If § = 0, then lim anl o)
¢ na]

e

'« 1f 8 = 0, since |y| < 1, then ifi S +1/S, = Y [7, p. 218].
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Hence 1im S /(Y ,...Y. ) = limy /(S _,./S_ « 1)
e B 1 n o Bt D+l

v/(Y-1) where y = 1/a.

Remarks.

- Lemma 3 is true even if R° ® 1, one may replace d1 by leo.

- It is easy to see that if {d| > 2 we have lim IRnI = w, But if 1 < |d] = 2

the two cases S = 0 and § = 0 are possible. To see this, one may take dn = -2,

= 2’3,000. then S = 0 iff dl = -2/30

O

We are now ready to prove the existence of a.
Theonem 3.

If dim (a ,,-2)/(a )= exists, [A] = 1 and |A]| = |r|. Then,
e

lim (an+l-a)/(gn*g) = o exists.

o

Proof.

Since |A| = 1, using lemma 2, it is sufficient to show the convergence of

Aaml/Agn.
It follows from (3) that, bg = -8 (gn o+l gn_lan)/(1+gn an+1)'
Thus,
pa Jhg = - (g, an,1) B34,y 1
n+l’ “*n g, sa, g, (a o+l -a)- -8, 1(a -a) . Agn-l
da & “ha
n n

Let, 'kn s - Aan+1(l+g a

nne1)/ 8 (g (a ,-a) - g,_;(a,-2))
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. vy = anan/[gn(an+l-a) - gn-l(an-a)l

¢ Aan+1/Agn = kn sn+1'

v
s - n 1 .
We thus obtain, sn+1 =1/(1 ¢ i;:; . g;). The denominator of Sn+1 is :
Now lim v_/k = r/A where r = g-1.
e n on-1

The lemma 3 ends the proof.

Now, we shall study how T(p) depends on p.

n
Let € 41 " emllen - v and Bn =g, -8

Lemma 4.
En+1 . 8n+l .
If 1im ——=¢ exists then lim T B exists and € =‘B.
n+o n e n
Proof.

It foliows from (4) that, cn+1(r+en)-en = Bn#l(r-l+cn)° Simple computation

gives lim B l/8n = €, because |rel| < 1.

n+
b2 e E
Theorem 4.
€
I{ 1im LLE S € exists and e = 1 then :
me
. TPt 1-7P  1-gP*
L) lim —(—)———- =r. gl
e 'rnP -c 1-1 1-¢P
(p)
T 5 =c P
- . n -1 l-r l-e
L) 1lim = P, .
yroe 'r‘()ls-c 1-cP 1€

Procof.

Using (7) and after some computations, we get,
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(p1) _ - -
Tn ¢ - en+1/en e'nip+2/en+p+l en+p+l 1 Acn+p/ACn
Tgp) -C en+1/en - en+p+1/en+p en+p l-ACn+p+1/ACn
wich tends to
1-¢P*? N
l-Ep l-rp+l

The second assertion is trivially obtained by writing :

T(p)-c T(p)_C 1(2)-c
n « I n
(p-l) oo 0 (1) L 4
T(l)_c T -C T, -C
n n

Now let us consider the usual modification of the continued fraction,
Sn(xl) as studied in [8] and [9].

The sequence {Sn(xl)} may be obtained from (6) by taking,

- 1
1+gn+1(1-g)/g

w
n

where g = r+l as defined before.

Thus
]
S (x.) = cn+.1..+8 gn«'*lcn
ntl "1 '
te'en,,
where g' = (1-g)/g.
(p)
Let us compare T to Sn+1(xl) and to Sn¢p+l(x1).

Theonem 5.

€
Let 1im 2*1 = € exists. We have,

n-.@ n




(p)
T ¥'= 2 P
i) Um—P— =P I I segap
e (xl)-c -2 1-rP
(x_ )=c
i) 1qm L1 -9 ifa=0
e _(p)
Moreoven
(p)
T'¥ =g _ 2 3P
Ld) 1im —D =21 ir 12 ifax0and A =0
me s . (x)-c APTL TTA TP
n+p+l "1
(x,)-c
4v) lim *nept1™ =0 ifaz=001Az=0
me  .(p)_
n
Proof.
We may easily obtain,
(p) -c e l-rg /(r+1) e /e -e /e
- | _ntp n+ ntl n n+p+l n+p
n+l(x )-c .en Aeh7e - Ae n+p] n € +1/% - rgn+1/(r+l)

the first bracket tends to -rp/(l-rp).

2
Using (3), the second bracket tends to E. :_;1 (l-ep). Lemma 1 and lemma

end the proof of i) and ii). We proceed in the same way to prove iii) and iv).
C
Remarks.

1°) - The proof of theorem 5 depends upon the existence of lim € /en, wich if

-f
n+l

a special case.

2°) - Theorem 5 shows that if & = O then {S (x )} converges more rapidly than
{T(p)} This case may be illustrated by tak;ng a periodic continued fraction



72

a al .-
cgl*r'lJ*riJ*oooo
z C as it is.shown in

It is easy to see that Sﬁ(xl) = ¢ for all n. But T ont3
{6].0On the other hand, ifa=*0and A =oor A =1, 'r( )converges more rapidly.
(x,) is then the faster.

1)

Conversly, if a = o and A = 0, n+p+1

In the other cases the two methods converge'neafly in the same manner.

3°) - Computing S *p+1(x1) does not need the knowledge of the convergents.

In fact, n*p+1(x ) may be computed using the backward recurrence algorithm

with x,, wich needs the same operations as Creptl® for this see [10, p. 26]. This

is not the case for T(p)

Acknowledgment.

I want to thank Professor H. Waadeland for his relevant remarks and suggestions

REFERENCES.

£13 AN, KHOVANSKI. "The application of Continued fractions and their generali-
zations 2o problems 4in approximation thoery". P. NOORDGFE, N.V. GRONINGEN-
The Netherlands.

£2) C. BREZINSKI, "Composite sequence fransfoamations”, Numer. Math., 46 (1985)
311-321.

£3] C. BREZINSKI, A, LEMBARKI, "The Linear convergence 06 Limit perdodic continued
- §raction". To appeanr.

-[4) H.L. GRAY and W.D. CLARK, "On a class of nonlinear transformations and their
applications to the evaluation of infinite series". J. Res. Nat. Bur. Standards
sect. B, 73 B (1969), 251-274.

(5] F. STREIT, "The T uans formations L T N
MthComp., 30, (1976), 505-511.

£61 C. BREZINSKI arid A. LEMBARKI, "Acceleration of extended Fibonacei sequences”.
Applied Num. Math. 1 (1985).



73
C7] J.P. DELAHAYE, "Theorie des transfoamations de sultes en Analyse Numdrnig
Applications”. Thése, Université de Lille I, France (1982).

(8] W.J. THRON and H. WAADELAND, "Accelerating convergence of Limit periodic
Continued §ractions K(a /1)". Numer. Math. 34, (1980), 155-170.

[91 W. NIETHAMMER and H. WIETSHORKE -, "0n the acceferation of Lmit periodic!
Conténued Fractions K(a /1)". Mumer. Math. 44, (1984), 129-137. |

[10] JONES, W.B. and THRON, W.J., "Continued gractions. Analytic theory and
applications”. Numer. Math. 44, (1984), .129-.137..

[10% W.B. JONES, W.J. THRON, "Continued fractions. Analytic thoerie and appli’
cations”, Encyclopedia of math. and its applications, n°® 11, Addisson-wes
Publishing Company, Reading, Mass. 1980.

[11] G.M. PHILLIPS, "Althen sequences and Fibonacel numbers". Amer. Math. Moﬂ"i

91 (1984), 354-357, |

[12] J.H. Mc CABE and G.M. PHILLIPS, "Aithen sequences and Generalized Fibomd”
Numbens". Math. of Computation, 45, n® 172.(1985), 1-6.

[13] 0. PERRON, "Die Lehre von den Kettenbricken". Chelsea Publishing Company
New-York, N.Y. (1929). ‘




74

CONUERGENCE ACCELERATION OF LIMIT k-PERIODIC
CONTINUED FRACTIONS

Alari LEMBARKI

1 - INTRODUCTION

Given a continued fraction

a
b, + I—”‘ L SR rE_‘n PO 0]
0 b1 n

vhere a and b are complex numbers and a, ¥ o.

Let,
a a
cn = bo + r—l-l * Le0 ¢ '—Ll
b1 bn

be its nth convergent. It's well known, see for instance [12] that
Cn=A, /B, vhere :
Ap= by An g+ aphy o 3By bBy eapBy o (2)
Ag=1by, A =1 ;B |

Ve are dealing with limit k-periodic continued fractions :

lin a,;,s = a'Y) and 1in by, = b where a1, b e ¢,
n=-co n-oo

Henceforth, the continued fraction (1) is assumed to be convergent and has
finit value c € C.

In section 2 we recall and unify some formulas collected from [11],
[12], [13] and [1?]. Very simple proofs are given. We also recall the
Contraction of continued fractions that ve need thereafter.

To accelerate the convergence, we do not explicitly make use of the
Concepts of modification of continued fractions or converging factors, for
definitions see for instance [16], [18], [15]. Ve rather derive some

Yroperties that {c,,,~c)}/(cp-c), Dc,,/Dcpand related ones satisfie.
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This is done in section 3. In section & ve make use of the results obtained

in section 3 to derive some processes of convergence acceleration. Ve end

vith section S wvhere some numerical examples are given.

2 - Recalls.
a) - Sore formulas,

Let us recall some formulas of great use in the sequel. These formulas
are collected from [1], [12], [13] and [1?] vhere they are established
vith various proofs and notations. Ve would unify them in accordance with

Pringshein's notation and give simple proofs. Let,
a a
,B - b + m‘1 + see ¢ I_AJ
Ap,n RN n lbnﬂ b, nymo

Theorem 2.1.

Fy

Apnet ™ Pretfu,n ¥ 2nethn,n-l

B b, .B B n;mrj o.

= + a
Ryn+q n+i"m,n n+1"m,n-1

Aosn = Ans Apn™ bps Ap o= 1

Boon = Bns Bun™ 1 5 Bpn-q = O

Fp Ap ™ AgnAn-q v 3B, nAL

Bn = ApnBu-1 * 33Bg nBa-2 nyRrR3 1

Fa: Aron ™ Arm-ffun * qnArn-2an

Brn ™ Broa-tfm,n* 2xBr,m-2Bain nymi>roo
Foi1) A - brArstn * reBresn
Br’n = Ar”,n

ii) Br-1’n - err,n + arﬂbr”,n nst 3 r 3o

Fg @ ApBy-A B = (-1)‘a,...an,,5,,1,n nia
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. - ml{oe\R Ty
F6 * i) Ar)nbr;n Ar;nbr)n 1) arﬂ'”‘lﬂbnﬂ,n

-dl/_q\ET
1) Br_gnBruBro4,mBr,n=d(-1)" "8psqc-3piPpoiqn PRI RIT

. _ w/oq\D°T
Fg 2 1) AppnBy-Ap uBp 107 Tap..ap, By g nBro2

=(-4\0°T -

Proof.

F, follovs from (2) since A, . /B,  may be considered as the nt h

convergent of the continued fraction

}‘2 st let me€e N‘, F2 is obvious if n=mn. One may proceed recursively.
That, is to assume the equalities are true for some n } m, using F, it is
easy to see that ins valid vhen n is replaced by n+1.

F, : Let r € N. F, is checked vhen n = r. To showv that it is valid for
(r,n+1) it suffices to use F,.

F, is satisfied if m = r+1 to verify that it is valid for m+1 it
suffices to use F, and F,.

I-'_., : using I-'& 11) it is easilychecked that for x=0 F5 is satisfied for
all n. Assume that Fq is true for some m ) o for all n then by (2)

ArBoaiAneBn™ Puiq(ApBy-BpAy deay ((AnBy_-BpAy )
= ()™, [Ba,n"PnePuetn?
Nov by F, the brackets is aj -B, ., which ends the proof.

F6 is got by simple manipulations on developping Ar,n and Br,n with the
help of F,. Ve then use Fy and r&.'

F, follovs from F, and Fg.

l5) - Contraction.
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Let (k,) be an increasing sequence of integers. The continued fraction

vhose successive convergents are ko’ ck',... is given by ¢

¥ X2
Bo + B1 +* a0 ’m’ L (3)

vhere ; B, = cko, xXq= °k,"°ko’ 31 - q

O(n u - (ckn' ckn-t)/(ckn-i-ckn-z)’ Bn = 1'“no
For further details see for instance [8], [12], [18].
Now, from F5 follows that,

X, Bro+1k,
o<y = (-1)  a,...a,,, .
ks “ko
Kn-1kp-2*1 B B
x, ={-1) a .o 2 kn_q¢*hky koo
kp-2*2 kn-¢*

1
Y ek, P
—2thkny Ky
vith the help of F, Bn becones
B B
Kn_2*1:kn"~ kn_g

B
Kp-a*tkp_o Bl

vhere B and B are assumed to be different from zero.
kn kn-|+1)kn

Bn-

Let {(d,) be defined by

B +1,k
d1 - Bk1 and dn- Bkn kn-z '™n-1

B
kn-1
¥e have
ko
9,8, 'Bk1 » 4oy = (1) ‘1""’1‘0*13“0"”‘1’%
kn-1Kn-2*1
d - “ 3 (-1) a ..oa
n-19n%n Kn-2*2 Kp-q*1 Bkn_14>1,knB kn-z*tH kg2
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n=2,3... and k_, = 1.

“nfn = Bkn-z""“n

The continued fraction (3) is then equivalent to :
B+ ], afixd o dp ey | (x)
d,8, 4,8, | dnBy

3° - Limit k-periodic continued fractions.

Vith the same notations and considerations as in section 2, 1let

kn-nk#i vhere k € N andie {o,...,k—i}.
Let vi) = A p ;v - (-1} a,...a, B, : /B
’ 0 A:. i*» ¥ 1 1015141,%1 kei

(1o 1
Y2 Y. (-a)Kt 3420 8 s ketPheies,2k+18i Piee,2ke1Bked
and

B(n-1)lwi+mk«riB(1’:-3)k+i+1,(n-2)k +i

(1} k+1

v ™ (-1) f ss o8 3

o (n-2)keir2"* *B(n-t)keisq
1 TR Bn-2)ked +hnkeiBn-adkeden,(n-Dk +i

vhere the denoninators are assumed to be different from zero.

The continued fraction (4) is then equivalent to :

) (i
Véi) + li“l__' ¢ ees * I—'-hj L JEP (5)
) |

Let A(n), B(n), Al 1) g 3R pave the same meanings as A, B,

Ammand By nvhen the k-periodic continued fraction
(1) (
b(°)+|-5(—yl el * |—a—(‘j + e
p't piw

Let, a = (-1)k*1a¢0 a0k} apq 8 = 2(00p(2) (401

is considered.

¥e have the

Theorem 3.1
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1f BUH X4 o o jmo, . k-1, B # o and v = a/8% & (-0, -1/4],

then, 3r € C, H < 1 such that :

lin Cnk+i~C(n-1k+i

n-o00

C{n-0k+i"C(n-2)k+i
and

Chx+i~C

= i 0 se® k' '
r ’ 3
n-oo (n'1)k*i

2

vhere (r+1) is the zero of smallest modulus of wx“+x-1=0.

Proof.

The ¢ for n = 0,1,... are the successive convergents of tht

nk+i
continued fraction (5). Taking into account the results of [2] it suffices

to show that

li_n vx(‘i) = y i = °,o.o,k-1n
n-»oco
Novw,

i wlDe (peta(0_ e,
ne0 plitts 2kei)
On the other hand, from F, follovs that

plit1,2ked) o pli+1, ked) [B(i, k*i)*a(iﬂ)g(i"»k"i'”],

‘Ihus ve have to showv that the brackets do not depend on i.

Using F,. then P1 ve get successively
B(i’ x+i) +a(i*1)5(i4‘1) k+i-1) - B(i) x+i) _b(i)B(i) k*i-1)‘B(i'1) k+i-1)

- b(i)B(i) k"‘i-1)‘a(i)3(i) k+1'2) _b(i)B(i! R*i-1)
{11 ki)
- 3(1-1,)(*1-1)‘&(1)3(1; R“i-z)
Hence, B(i*’) 2)(*1).3(1*1;k’i)[B(k)¢a(1)B(1,)('1)3.

Nov, (1) and (F,) applied to the brackets lead to B{i*hr2ktilagplistiked),




§0
Since by hypothesis BB{1+12 k1) pr o 55 45 B{I¢112k*1) | pence

].il V;‘i) - v i- °’..',k-1
n-o0

wvhich ends the proof.
0

Remarks.

To define contractions and insure vx(.‘i) ¥ o0 it has bee assumed that

B(n_p)k’i’1,nk*i # )] md Bn# 1] for ns= 1,2,0.. ; p - 1,2 ; i = O,...,k-1.
Now let us replace m by {n-p)k+i+1 and n by nk+i into F, and solve the
system vhere the unknowns are Ay rand B /. The determinant is A=({-1)"
a,...a, vhich must be different from zero and we have B, ;= (A, /B -
Aan_1)/A. The above condition may be translated as B» o n =

0,1,..., &0 and C{n-pk+i ¥ © forn = 4,2,... 3 1 ™ 0,...,k-1 and p

nk+i
- q,2.

Theorem 3.2.

Under the same hypothesis as in theorem 3.1, ve have

lin _ onk#i T Cnkei-r {4

n>o Cuisei-1 - Cnkei-2

Yhere,
(1) b 41, o
r =g & B—(lﬂ—»—k*l-) [B("”"“l") . H)“”a(“z)...a(”“)(ﬂl‘)/e] .
In particular,
B .
lim nk+i-1 c[(_1)k+1a(1+2)”.a(i*k)(1,r)/8
n->oo Bnlui

+ 3(1’1)) x+i—1 )]/B(i‘1, k*i)

and
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B

lim n
— = (1+r)/8.
n->co Ban ( )

Proof.
From formula F, ve immediately get

Cnkei = Cnkei-1 . Brxei-2
Chk+i-1 = Cnkei-2 nk+l Bnke+i
or else,
c .=C . B
nk+i "nk+i-4 nk+i-1
= -4+ Db —— *
nk+i Bpnyed ( )

Cnk+i- Cnkei-2

In the sane vay, Fg and F, give

B’(n-z)lwiﬂ,(1'1-1)k+i

Bin-nkei - T1e Cnk+i~C{n-k+i

B : -
nk+i C{n-k+i C{n-2)k+i B(n-2)keiet,nkei

vhich tends to {1+r)/8 for i = 0,...,k-1.

Hence
lin _ Pn
= (1+r)/8.
noo0 Bpek
Nov,
Byeiog [Briei-Bin-okssstinkeiBin-dkeist,nkei-Bakes JBn-okeiot,nkei-1
B
nked Brkeid(n-Okeiss,nk+d
An-k+it2 * Ank+if(n-Dk+i B
- (-1)k+1 . (n-Dk+i+g,nk+i-1 (by }-7)
Bn-0keist,nkeiPnked Bin-tkeitt,nked

Hence
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(i+2) (i+3)
- (-1),“1 a eee Q& . 4+ .
n-oo Bnk+i B(i'ﬂ’k’i) 8 B(i‘"sk"i)

(i+1, x+i-1)
1inm Bnk#i‘1 B ’

The equality (*) ends the proof.
O

Remark.

Yhen the a(i)are assumed to be different from zero, the last two

assertions in theoren 3.2 are particular cases of those in [4, theorem 3.1

B. 11)].

Theorem 3.3.

Under the hypothesis of theorem 3.4, the followving hold
k-1

i) 11 ) = p
i=o

11) ln Chek+4 Cnek

= r
nde  CpyqCp
Co1-C
n+k
1i1) um =r
n-oo ©Sp-¢C

iv) lin D42k nek | r
n->o0 cn*k‘cn

v) lin R....R - (-1)k _1r8
)n_)oon n+k-14 () T+ 1

VYhere
qneq %n+
Rn- ‘ * oo
Pn+e n+2

Proof.
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) Ve have,
k-1 Cnkek+i-1"Cnkekei-2
. Cnk+i~Cnk+i-1
r(l)- lim see
i=o n»oo Snk+i-1"®nke+i-2 Cnksk+i-2"Cnkek+i-3
C{n+dk+i-1"C(n+dk+i-2
= lim
n-oo Cnk+i-1"Cnk+i-2
: (1) Brkei-2 Bnkei-1
= lim -1 a ceea @ : - M
nyoo nk+i {(n+dke+i-1 B(nei)kei-2 B (e keimt

-r\2
= (~1)kafO) ., aCxD) {ary
L] 82

= - o{1+r)2 = r (theorer 3.1).

1i) Let i € {o,...,k-1}, ve have

- c “Cr1ai
1im  C(n+Dk+i+1 ek = 1in Cln+nk+i+1™C(nenked nke+ie2 n"’i‘
nooo  ‘nk+is1™Cnkei N0 C(rnkei Clnetkeict  CPk+i+1 Cnkei

= plit) | (0 1) || p(3e02) o

lif) 1f suffices to replace n by nk+i and apply theorer 3.1.

iv) Cn+2k~Cn+k (cn*zk'c)’(cn+k'°) -1 Cnek~C
D = Y —
®n+k~n {cnex-c)i{cy-c) - 1 Cn-¢

since r » 1 the assertion follovws by simple application of iii),

U) It is easy to check [1] [8] that,
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n CnC

C,._«~C =
Bn-1 n'1

Rn--

HEence

B c
k n+k-1 n+k-1-¢
see - = -1 -
Rn Rpek-1 (-1) Bp-4 Cn-4"C

vhich tends to {-1)¥r8/{4+r) because iii) and theoren 3.2.
O

4°) - Convergence acceleration.

In general the convergence acceleration of lixit k-periodic continued
fractions cannot be obtained by the use of the ordinary processes. In fact
; most of the processes’ are constructed either in the case vhere Rnis
assinilated to R,,,, or e,, /e, is assimilated to Acnﬂlﬂcn. In our
case, such approximations cannot be valid.

So, ve make use of the results obtained into the previous section to derive

Sone processes.

8) - Consider the assertions ii) and iii) - Theorem 3.3 ve have

c -c ¢ -C
n+k n+k+t "n+k
lin ————— = Jin
n—>»o00 c

n-C n>o Cne+tCtn

Let (‘rn) be the sequence such that,

“n - Cn+k+1 Cn+k
c,-T Ch+1 Cn

Then,

_ Depen,y - Bepacq n= 0,1... (&.1)

Tn

ADcy-Bep g

But this is exactly the process T,, vhere m=k of GRAY and CLARCK [3] see
so [10] and [14].
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Theorem 4.1.
If the hypothesis of theorem 3.1 are satisfied then,

1) um In-e  _
n-3o0 € ¢
11) If in addition r # o (a‘®’...a‘k™1)¥ o) then,
lim __0°°

n.—)m - = 0 p = 1,2,...
Cn’pk c

Proof.
i) Straightforvard computation gives

T
c

n-c (°n+k+1'°n+k)/(°n+1'cn) - <°n+k'c)/(°n'°)

-C =

n (CnexeiCnex )/ {Cna- ) -1

Bence

I.-c
lin .2 _a,

n—-»oo cn-c

by simple application of theorem 3.3 ii) and iii).

ii) 'rn-c . Tn-c i cn

Cn‘,p_‘k‘c cn-c cn*Pk'c

-C

the first ratio tends to zero because i) and the second one tends to 1/rp

vhich is finit because r ¥ o.
O

b) - Let us consider an other approach.

The sequence (gn) may be computed by

g4= 1/b, and g . = 1/{b +a,,€n) n= 1,2,...
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Vith this notation the continued fraction (1) may be written

a 1-b i-b.¢
bo + I—%J L 2 r—zg;' L JUPR l_b_u, + oo
bag2 nfn

and the successive convergents may be computed by

cn‘_1 - bn*"gn+1cn* (1-bn+1gn+1)cn-' n= 1,2,0..

€5 ™= by and c, = bytag, {6)

From (6) follows that

brefnes = 1+ 8cp/Bop s

Ve othervise have [1], [6]

.= Cn*Rnfntn-1
1+Rpgn
Vhence,
g
en- ._R_n_n— Acn_1
1*Rngn
vhere en™ Cp-C:
Hence,
A
®n+k - (Rn+k . 1+R € ) .grnk . Z\+k-1 (?)
®n Rn 1*Rp € nek En Cn-1

Let (%,) be an arbitrary sequence of complex numbers. Define the sequence

(Vn) as follows :

CnekVn o 5. Fnek .Acmk-‘l
°n~n £n Beny

Hence,



v, = n= 1,2,... (4.2)

Theorem 4.2.
Vith the assumptions of theorem 3.1 and, for any convergent sequenct

(8,) of limit 1,

v, -c
i) lim -D—=o0

c-
n->oco0 I

c

ii) If in addition r » o then

Vn,-C
lim D -
n-o0 cn’pk-c o p 1,2,...

Proof.

From the definition of the £, Ve get

En+k - Bn+k-1 Bn
fn Bh- Bnex
BNov,
lin Bn _ 1+r
n—>o00 Bn+k 6

(Theoren 3.2) and r » -1 because v is assumed to be finit.

Hence

jin  Entk

= 1.

n-oco fp
i) Nov,

nt . ®n+k -5, Enex | B cqax-1 Y1{1-5, Ensk . Acpiy ).
C,~C €n €n Deyy €n Acy,

But, from theorex 3.3 ii) and iii) wve have
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e
lin = lim

Furthermore, r » 1 (theoren 3.1) and

lin 5, = 4
n-»o0

is assumed, hence

n 0 . .
n->00 cn'c

i1) The assertion ii) is obvious because r # o and i).

€} - Ve have proved (theorem 3.3 v)) that

r8
lin (-1)kRn*1.ooRn*k B e = Ro
n-yoo 141
Now,
e B
n+k n
= -1 k R ces —..
e, {-1) nei***Rnek Bpek
Let us consider the (Vn) satisfying,
nekVn ptn
cn~¥n Bret
thus,
Y = R._BB_ ¢, y7{1-R Pn )
n~ {(Cpax - B n B :
n+k n+k

Or equivalently

Vo= (Aney - RAy) 7 (By RB,) n=0,1,...

n+k A °n+k-1

O

{4.3)
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0f course vhen k=1, ¥ is equal to S, (x,) [18]. An other generalization
of S,(x,) to the linit k-periodic case is given in [4], [6], [7].

It is obvious to see that with the hypothesis of theorem 3.1 we have,

Lin (¥,-c)/{cp,p-c) = 0, b = 0,1,... |
n-oo

provided that

k-1 .
O a0,
i=o

3 - NUMERICAL ERRMPLES.

Ve shall éonsider two examples to illustrate some behaviours of the

processes previously defined.

Example 1.

2 3
agr | a,+r® | a ¢r a.+r?

fraction is ¢ = - .05411403? (see [?]).

Ve compute the value of this continued fraction using (4.1) (4.2)
. ] . ’

{4.3), and Sp{xp) vhere (x;) is the 2-periodic sequence of right tails of
the 2-periodic continued fraction

rfu, r“_z_l 3|, %
1 9 +I1 '1 + e

It appears that (4.1) and (k.2) a
although (4.1) and (4.2) need more element operations than the

others.
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On the other hand S, (x,) and (4.3) i.e v, need nearly the same amount of

computations and their lead to approximations of ¢ with the same accuracy

as it can be seen on table 5.1.

Table S.1.

¥e denote by N.E. (F,) the number of exact digits when computing F,.
To compute V,ve take ¥n = 1 for alln.

n N.E(S,(xy)) n NE(T) | n KE(¥,) n N.E(V,)|
3 2 1 2 1 2 4 2
5 3 5 3 5 3 8 3
11 § 8 ) 9 § 12 4
19 5 12 5 12 -3 18 5
25 6 96 ? 96 ? 26 6
43 ? very slow very slovw k6 ?
73 8 74 8
101 9 100 9
i e
Example 2.
a a
1] 2 |
c - b * * [ N N ]
o |4 !

vhere, b, = -2, a, = ¢, a, = -47/28, a, = 33/28, a, = -188000/413553, a5 =
~-27273/5866 and

: 2 2n2
- 2 £
4n 13 [1‘~'( 3 ) ]’

9 , (&
a7 [1+h~-(T) 7 n=3,...




Ve have R = 2/43 ; R(°) = -4/2, R.(” = -§/13 and ¢ = -,68215289427045. ..

In this case S (x,), (4.1), (4.2) and (4.3) lead to the value ¢ with
nearly the same accuracy (table 5.2). Sp{x,) and (4.3) are then the best,

this is because (4.1) and (4.2) need more computation if compared to the

others.

Table 5.2.

Ve keep the same notations as previously.

Note that 'rnand vni.e.

linit points of (R,) (respectively) the linit of Rpsqeee

References.

- n NE.(Sp{xy)) n N.E.(1,) n N.E.(v,) n H'E(Yj‘l};'
13 1 11 1 14 1 114 1 l|
18 2 15 2 16 2 16 2 ll
21 3 19 3 19 3 20 3 {}
26 5 23 4 23 A 24 4 \
27 6 31 6 32 6 26 6
30 ? 29 7
34 8 35 8 35 8 33 8 !'
37 9 38 9 38 9 36 9 |
39 10 §2 10 §2 10 38 10 ‘l
41 11 &3 1 44 14 50 11
45 12 4?7 12 §? 12 42 12 i
48 13 50 13 51 413 47 3 |
51 14 53 1y 53 1y 5o "

(#.1). and (%.2) do not need the knowledge of -

Ro.x as it is the ¢
for S, (x,) (respectively) v, but need only the knovledge of k.
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CONNEXIONS ET ACCELERATION

DE
LA CONVERGENCE DES FRACTIONS CONTINUES

a
b + r-lj 4+ ..., avec a +o®oua -+ -1/4.
(o) 1 n n

1 - INTRODUCTION,

pans [10] Khovanskil propose certaines transformations de fractions
continues en fractions continues qu'il appelle par identités (nous reviendrons
plus loin sur ce détail). Partant d'une fraction continue correspondante & une
série ou & une fonction, son but, est de la transformer en une nouvelle fraction
continue qui convergerait "plus vite" que la précédente et dont on peut affirmer
la convergence, en utilisant certains résultats de convergence des fractions
continues périodiques 3 la limite. Mais aucune de ces transformations n'a été

étudiée.

Nous nous intéressons & l'une seulement de ces transformations. La fraction

continue résultante sera désignée par transformée de Khovanskii.

Dans les trois cas ol elle a &té utilisée dans [10, p. 22, 26, 124, 125],
la transformée de Khovanskil ne converge pas plus vite que la partie paire de
la fraction continue initiale, bien que celle-ci intervienne dans sa construction.
Par contre, Khovanskii trouve que cette identité présente l'avantage "de permettre
fréquemment de transformer une fraction continue & éléments quelconques en une
deuxiéme & éléments positifs, ce qui rend souvent possible l'application des
critéres de convergence relatifs aux fractions & éléments positifs & des frac-
tions continues dont les éléments sont quelconques". Nous voyons ainsi que la
transformation de Khovanskii &tablit une connexion entre une classe de fractions

continues & éléments quelconques et les fractions continues & éléments positifs.
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pans [8] L. Jacobsen et H. Waadeland ont établi i i ; !
aj 1 une connexion “jintrinséque

az
entre les fractions continues bo + T + Tl +eeas a_ + © et celles ol
a + -1/4, en montrant sous certaines hypothéses que lorsque an + ®, les élémenﬁi

des parties paire et impaire tendent vers -1/4, Ceci a une incidence notamment

sur la convergence/divergence des fractions continues od a =+ o (8], [11].
n

Dans la section 2 nous procédons & une étude systématique de la transfor- !
mée de Khovanskii. Nous explicitons cette transformée en termes de convergents
successifs de la fraction continue initiale. Ceci nous permet en particulier
de voir que la dite transformation n'établit pas une identité et par conséquent
on ne peut pas dire qu'une fraction continue est convergente parce que sa trans’
formée converge comme Khovanskii le laisse sous entendre (voir citation précé-
dente et 1'appelation d'identit€), Nous verrons, en effet, que la transformée
de Khovanskii peut &tre convergente alors que la fraction continue initiale

diverge.

Nous définissons ensuite ce que nous désignons par transformée inverse
(T.I.) qui est la fraction continue dont la transformée de Khovanskii est la
fraction continue initiale, Une étude des vitesses de convergence des deux

transformées sera faite.

Dans la section 3, nous montrons que la transformation de Xhovanskii
(ainsi que la transformation inverse) transforme certaines fractions continue
+ o oit es fractions con - .
ol a s en d tinues ol a + -1/4 soit en des fractions

continues 2-périodiques & la limite.

Dans la section 4, nous montrons que bien que la transformée de Khovanskit
(i1 en est de m&me pour la T.I.) n'accélére pas la convergence des fractions

continues & convergence linéaire, elle accélére une classe de fractions continuﬁ

A convergence logarithmique avec a +-4/4,

Nous considérons dans un deuxiéme paragraphe le cas ol a - o Pour

accélérer la convergence d'une classe de ces fractions continu:s on peut 3'apré?

ce qui précéde leur appliquer la transformation de Khovanskii ce qui les

ramenerait soit & des fractions continues 2-périodiques a 1a limite (dans ce
n

cas on peut faire appel & un procédé quelconque destiné 3 l'accélération de
la convergence de ce type de fractions continues), soit & des fractions continue5

~1/4 et dans ce ¢ e d & i
ol an - /4 e an as un euxiéme application de la transformation peut

entrainer une accélération de la convergence.
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Mais la complexité de cette classe de fractions continues nous conduit
4 l'examen du comportement de quantités essentielles dans la construction
des procédés d'accélération de la convergence, 3 savoir, le rapport de deux
erreurs, le rapport de deux différences et les queues de la fraction continue.
Ceci mettra en évidence un aspect oscillatoire et périodique des quantités
précédentes, caractére qui, pour une grande classe de fractions continues,
rend inutilisable la plupart des procédés usuels. Nous donnons en dernier lieu

des procédés pour accélérer quelques sous classes de ces fractions continues.
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2 - TRANSFORMATION DE KHOVANSKII ET PROPRIETES.

2.1 - Transformation de Khovanskii,

lLa transformation qui nous intéresse rentre dans le cadre de la trans-

formation suivante [10, p. 19-231].

Etant donné une frattion continue de valeur,

2y as
C = bo + TS_J + IB_J+ ase (2.1.1)
1 2

déterminer une fraction continue

C C
K= ‘-d—l-l + raz—l + eve (2.1.2)
1 2

telle que,
C = bo/(l + K) (2.1.3)
b c,d
o172
=b - (2.1.4)
o c1d2 + c1d2/K
o b =0,
o
a1 an éme
Soit C =Db + r——l + ... + r—-J len convergent de (2.1.1)
n [o} b b
i n
c1 ¢ éme
et, K = + .. + Lt le n convergent de (2.1.2).
n d1 dn

Rappelons que la partie paire de (2.1.1) est la fraction continue
{(lorqu'elle existe) dont les convergents successifs sont (CZn) [9]. De méme
la partie impaire de (2,1,1) est la fraction continue dont les convergents

).

successifs sont (sz_1

Considérons A présent les parties paires C' et K' (respectivement) de
(2.1.1.) et (2.1.2) (respectivement).
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En remplagant C par C' et K par K' dans (1.4) on obtient

&5 | 8,80, | 8485P;bg |

D ¢+ " - - . e
° [b1b2+a2 I(b2b3+13)b4+b2a‘ | (bb+ac)be+b a. ¢

.2n-2.2n-1b2n-4b2n J_' "
Pon-22n-1**2n-1'22,*P25.2%20

l ] |
b bocld2 czcad‘ _ c‘csdzd6 | _ . °2n—2°2n-1dzn-4dzn i
- - - coe /
° I(d1+c1)d2+c2 [(d2d3+c3)d‘+d2c‘ [(d,85+c5)dc+d cc

14820 _2%2n-1%20-1782,%02 2

Les deux fractions continues sont alors identifiées terme & terme, i1.e,

D = - [
2,0, = =bycydyr ay33b,= —cycd,, ...

et

b b +a, = (d1+c1)d2+c2, (b2b3+a3)b4+b2a4 = (d2d3+c§)d4 +dc,, ...

[

Ceci fournit un systéme possédant une infinité de solutions.

La solution qui nous intéresse est celle ol Khovanskii fait le choix suivant

On suppose b° = 1 et soient :

a " T %’ 9n " bopn ot A, b

) d2n-1 = n 2n-—1 n = 1'0..

ol kn est déterminé de sorte que ce choix soit solution du systéme, ce qui
conduit en reportant dans (2.1.3) &,

a a 1 ab a
14 —d 4+ =2 4 - - 12 | 2| %37 |
b, b, 1 |a1b +b,b.+2a

IR EER )
2*PPy¥2a, | [b,b.b+2a b 32a b,

_ B2 %2n-1"2n |

®2n"2n-2]
“eoeoe - _ '5)
1 IByr2Pan1Pont2ap, 1Ppp*t2a, by o T [T 1 ces (24

Nous remarquons que la transformation de Khovanskii revient Qnis a part

le décalage causé par (2,.1,3) et (2.1.40 4 identifter deux fractions continues
ayant la méme partie paire. Rappelons & cet effet que la partie paire de la
fraction continue (2.1.1) existe si et seulement si b n.: On=1,2,... [9, p. §.Y
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En vue de nos préoccupations ultérieures nous supposons pour toute la

suite que bn 0ns= 1,2,..5.. Ceci nous place dans le cadre des fractions
a
continue de la forme bo + 11 + 1? + ... « Nous supposerons par ailleurs

que bo est quelconque, quite a ajouter 1-b° aux deux membres de (2.1.1.) et
le récupérer a la fin.

a a
Pour la fraction continue bo + rqu + rigj + eee (2.1.6)

la transformation de Khovanskii donne,

1 2 | 22 23 | 24 %2n-1 | _ 22n]
PN T “[Twa %23, |1 ~[T32a942a, [T ~'** ~ [T+2a, .+7a T
1*42, 3t93y 2n-1%%32, |
(2.1.7)

Nous restons pour toute la suite dans le cadre de ces fractions continues.

La fraction continue (2.1.7) sera désignée par transformée de Khovanskii.
2.2. Propriétés.
Nous supposons pour toute la suite que,

+ - = . = cee
1+ a1 2a2 z 0, a2n-1 + a2n = 1/2 n 2,3,... et an 20 n 1,

Posons,
a a
Go =Bl 5 @) =14 Ay = Ay = - i
i i i i
4 = oot %2n
’ - .
2n 1+2a2n_1+2a2n 2n+1 1+2a2n_1+2a2n

Avec ces notations la transformée de Khovanskii s'écrit
da d
1| 2
= + + + L N ] L) .
K do rl ]-T-, (2.2.1)
Propridtés 2.2.1.

Les convergents successifs de La transformée de Khovanskii sont donnés
par,
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K =c¢ -1
o) o
K =

2n (C2n - FnCZnn2)/(1-Fn)

ol Fn = (c2n - C2n-—1)/(02n-1 - c2n-2)

Preuve.

Pour montrer que K2n+1 = C2n il suffit de voir que l'expression de lapmrtﬂ

paire de la fraction continue initiale est identique & la partie impaire de

sa transformée. Les parties respectives existent d'aprés [9, p. 42-43].

L'expression de K2n s'obtient en remarquant que

ac _,/8c 5

a_ = -

n (1+4c__,/AC ) (1+AC _,/AC _.)
et,

q = - AKn--l/AKn--Z
n
(1+AKn_1/AKn_2)(1+AKn_2/AKn_3)
En remplagant dn et a par leurs valeurs et K2p+1 par C2p' p=

dans,

a2n

da = —— d
2n+1 a2n—1 2n

on obtient,

- K -
Kon =~ Son 2n-2"C2n-4  SanC2n_4
K

n= 3,...

n=1, 2,...

c -
2n-2"C2n-3

2n = San-2  ¥on-2%n-2  Con-1"Sop-n

c2n-3.c2n-4
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(9]
i

Posons, n = (K2n

-Czn)/(K )

2n-c2n-2

et, F (c, -C C

n 2n"C2n-1"7 €0 _1=Cop-2) -

La relation précédente s'écrit,

Gn = FnFn-l/Gn--l
CZ_C
avec, G1 = C —C qu'on peut vérifier en calculant directement K2.
1
Cc, -C
Il s'en suit que Gn = EEE——%%:l——y i.e. Gn = Fn.
2n-1 2n-2
D'ol l'expression de K2n°
L
Remarques 2.2.1.
- ' = 1
1 L'égalité K2n+1 CZnalleusans aucune hypothése sur les a a4 cause

des théorémes 2.10 et 2.11 [9, p. 42-43].

2 - La propriété précédente nous montre clairement ce qu'est la transformée
de Khovanskii (2.1.7) par rapport & la fraction continue initiale (2.1.6). Ainsi,
le fait que K2 = C, montre qu'il n'y a pas lieu d'accélération de la conver-

n+i 2n
gence si la suite (Kn) est prise dans son ensemble.

3 - Nous voyons d'un autre c6té que si la fraction continue initiale

est telle que lim C2 = C et lim C2 - C' avec C et C' finis alors lim K = C.
n - n oo D

Autrement dit la convergence de la transformée de Khovanskii n'implique pas la

convergence de la fraction continue initiale.
Voyons d'autre propriétés.

Supposons que la fraction continue initiale soit convergente de limite

ceCetquelim a =aeCavec a ¢ (-, - 1/4]1 (H),
me B
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Nous savons que sous les hypothéses (H) [2], il existe r e ¢, |r] <1
tel que

c_.-C Ac
lim 02— = 1im 2.
n-+-e n n-m AC

n

Proprits 2.2.2.

Sous Les hypothises (H) on a,

4} 1lim K = C
n

n-+° l

4L) 1im (K -C)/(K -C) = -r
n n+l n
KZn-c
Lid) lim = = ox

n+e Con.27C

Preuve. :
i) la fraction continue (2.2.1), est périodique A la limite avec

limd =
nieo O

_ 1
1+da d. Comme a ¢ (-, - Zf]on a aussi d ¢ (-, - %J, Donc, soit

que lim K = K finie soit que lim IK I =0 [10]. or K = : C
- n oo n 2n+1 C2n de limite
donc forcément lim Kn = C.

n-oe

i1) D'autrezpart r est tel que (1+r) soit la racine de plus petit module
de l'équation ax  + x-1 = O [12]. De méme lim (R ,,=CV/(K ~C) = P avec (1+P)
la racine de plus petit module de l'équatig;may2+y-1 = o,n
D'ol P = -r.

1ii) Immédiate vue l'expression de K2 .
n

Remarques 2.2.2.

1 - L'assertion i) de la propriété 2,2.2 reste valable méme si ICI = @
Ceci est dd au fait que toute fraction continue périodique & la limite est

convergente au sens large [10], les hypothéses sur a &tant évidemment maintenu€’’
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D'un autre c6té si a ¢ (=2, -1/4] v {0} et |C] =2 on a Ir| 21 et

l'assertion ii) devient

1im AKn+1 _
nveo  OKp
ou encore d'aprés [3]
Kn+1_cl
lim X —C' = -r V¥C' € C.
n+e n

2 - L'assertion ii) nous laisse entrevoir qu'il est possible de trans-
former une fraction continue a convergence lagorithmique (r=1) en une fraction

continue & convergence "anti-logarithmique" (r=-1) et inversement.

3 - L'hypothése (H) est trop forte pour avoir seulement la régularité.

En effet, si lim € = Ce € Ja,b eR, a <1 <b, IN :
oo 0

Can~Can-1

£ [a,b] vn 2 N
Con-1"C2n-2

alors lim K = C.
n-mn

3 - TRANSFORMATION INVERSE.

Nous avons vu dans la propriété 2.2.1 que la transformée de Khovanskii
vérifie K2n+1 = C2n' Ceci entralne en particulier que si la transformée de
Khovanskii est convergente alors la partie patre de la fraction continue initiale
est convergente, Une transformée inverse peut nous fournir en particulier des

).

renseignements sur la partie impaire (C2n+1

Soit donc la fraction continue
a a
1, 2
= +... = o e @
c bo+]-T—]+r1 anECetan.-#.On 1, 2,

Rappelons nous que pour éviter 1l'hypothé&se de Khovanskii bo = 1 nous
avons ajouté aux deux membres 1-bo qu'on a retranché & la fin des manipulations.
Dans notre cas on a besoin de 1l'hypothése a, = 1., Pour 1l'éviter nous divisons

1
par a, et nous rectifions & la fin.
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Cherchons donc une fraction continue
dont la transformée de Khovanskii soit
== 29 + T%J+ T;;J Foaee
1 1

Pour ceci faisons les hypothéses

x - =
1+ a2 + 2a3 O et a2n + a2n+1 z =-1/2 n 2,004
En utilisant (2.2.1) on obtient,
-a
v =1 v 2 : VL = a3
o RS | 1+a2+2a3 ) 1+a +2a3
. %2n 2on+1
Von-1 T T " V¥on T T
{422y +2a, ., 1423, *23, 1
D'ou la transformée inverse,
a,v v
11} 2|
+ + + + ...
ottt 1

. éme
Par L, nous désignons le n convergent de (2.3.1) et on a 1la,

Propridte 2.3.1.

Sc 14a,+2a 20eta J*a 2 -1/2

3 2n" 2n+1 n= 2.

alons,

A) Ly g = €y 0y =6 Co /(1-G)

Gn = (C2n+1-c2n)/(c2n-c2n-1)

(2.3.1)
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L2n = c2n+1

AL) S 1lim C,=C€Cet lima =a ¢ (-, - 1/4]

nre nre
alons, L -C
. n+l
* 1lim = -7
meo Lp~C

ol r = lim (le-C)/(Cn-C).
n—)oo

L -C
* 1im _2n-1 = -

e Con-17C

Preuve,

Les résultats se démontrent de la méme fagon que pour les propriétés
2.2.1 et 2.2.2. [

Remarque.2.3.1.

La transformée inverse, tout comme la transformée de Khovapskii, peut
gtre utilisée pour contréler l'erreur. Supposons en effet que o < r < 1 d'aprés
les propriétés 2.2.2 et 2.3.1, N ¢eIN : Vn 2 N (Ln+1-C)/(Ln-C) <0, donc C

se trouve dans l'intervalle (L , L ).
n n+l

Prenons M tel que N = 2M-1, on a C ¢ (C%P+1,L2p_1) Vp 2M, i.e.
c " c ) (C2P+1-C2p)(C2p+1-C2p_1)\ “ y
€Cop+1’ “2pr1 T (C ! p2%.

—Czp)—(Czp-C )

2p+1 2p-1

3 - CONNEXIONS.
3.1 - Cas ol a > .

Plagons nous dans le cas ol lim |a | = o,
n--o n

Nous supposons en plus que, lim a2n—1/a2n = f existe et f =z -1,

Nous savons en outre que si lim an/a = £ existe et |5| # 1, la fraction

n+l

continue diverge [8]. Dans notre cas an/an+1, peut ne pas avoir de limite.
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. . Y/
Sous les hypothéses de la section 2, i.e. 1+a1+2a2 2 0 et azn_1+a2n z .

n=2,... les éléments de la transformation de Khovanskii (2.2.1) sont tels
que,

lim & =-—"€—etli.md = -

oo 2 (1+£) noew 20t

1
2(1+E)

Avec £ # -1 on obtient donc, soit une fraction continue 2-périodiques & la
limite lorsque £ = 1, soit une fraction continue telle que dn + -1/4 lorsque

£ =1,

Exemple 3.1.1.

a
Considérons la fraction continue, bo + TT;J+ ven

b,=-1:a =13 a,=-233/47; a; = -25/47
_ e/ wema® _,
%2n 20 * “2n+1 20 n=dy...
C'est une fraction continue telle que : .
a a
lim a_ = —*, lim zn LI %-et lim —22 - g,
noe n*e 2n o 22n+1

Sa transformée de Khovanskii est 2-périodique & la limite dont les &léments

sont,

47 188000

=-2;4 =1;d,=~-355 ;4, = ; = - oo

do 1 2 28 3 33/28 d4 413553
2773 2. 2n-2

2
1 d, = - 13 [1+4.(

= 2173 £ . - .9 2, 2n-1
d5 = 5866 ' “2n 3 18y = -5z (1440 TN el

Remarquons que la fraction continue initiale est telle que anﬂ- -0
ce qui nous empéche de lui appliquer la plupart des procédés d'accélération
de la convergence. Par contre sa transformée de Khovanskii est accélérable pa¥
tous les procédés d'accélération de la convergence des fractions continues

2-périodiques & la limite ; citons & titre indicatif [6] [13].
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3.2 - Cas ol a -1/4.

Dans le cas od lim a = -1/4 on a immédiatement lim |An| = o,

. ~>00 n>o
En récapitulant on a ?e,

Th3ondme 3.2.1.

Sc 1+a1+2a
est telle que :

=0eta, .+a, = -1/2 La transformie de Khovanshil (2.2.1)

2 -1 "2n

4) 84 lim Ian| =wet lima, ,/a, =§=-1, alons
n+oo n+>oo
lmd2='?%5‘ulimd2+1”i_
o oD (1+¢) o 21 2(1+48)

AL) 84 lim a = -1/4 alons,
nHo

lim |[@_| = e,
b may n

Exemple 3,2.1,

Prenons la fraction continue [15][14] définie par, bo =0
a = -0/4+ 2/ n=1,...

Sa transformée de Khovanskii est précisément la fraction continue initiale

considérée dans l'exemple 3.1.1 et dont les éléments tendent vers -,

Comme on le verra plus loin, le cas <« correspond & des fractions
continues difficiles & accélérer. Il peut ainsi paraftre aberrant d'appliquer
la transformée de Khovanskii au cas -1/4. Mais il n'en est rien puisque dans
ce cas la transformation peut &tre accompagnée d'une accélération de la conver-
gence (comme on le verra en section 4) et qu'on peut constater & travers les

valeurs numériques ci-dessous :

A ® e 0 .

n
Nous avons, - 0.6821528942 = - ?/4+2/3 - eeq ™ 1/4+(2/3)

D'aprés [15] on a ¢ 5
10

= -0.68208,
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A titre de comparaison nous appliquons & la fraction continue ci-dessus le

procédé Sn(—1/2) [15].

n X s_(-1/2)

16 - 0.6049... - 0.6290.,.

26 - 0.6806... - 0.6811...

32 - 0.68202 - 0.68206...
46 - 0.6821524... - 0.6821525...
58 - 0.6821528907 - 0.6821528919

Nous voyons sur cette exemple qu'on a accélération et que K2n x SZn(—1/2)-

4 - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE.

Nous examinons dans cette partie le cOté accélération de la convergence

relatif aux deux cas ; a + -1/4 et |an| + o,
4.1 - Cas ot a_ + -1/4.

Nous nous limitons dans ce paragraphe & montrer que la transformée de
Khovanskii (il en est de m&me pour la transformée inverse) accélére la converqenw

d'unetdlasse de fractions continues telles que an + -1/4.

Rappelons que la suite des convergents paires de la transformée de
Xhovanskii (propriété 2.2.1) sont données par :

K2n = (C2n - Fn C2(n-1))/(1-Fn)

avec, F = (C2n - C2n_1)/(C2n_1—C2(n_1)).
Nous supposons évidemment que les hypoth&ses relatives a la propriété

(2.2.1) sont satisfaites. De mlme, la fraction continue initiale est supposée
convergente de limite finie C € €.

D'un autre cOté lorsque a, + -1/4, on peut montrer que 1 est forcément
. :
un point d'accumulation de la suite (Acn+1/ACn).
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Posons : en+1/en =1 - ¢n+1'
On a le :
Théondme 4.1.1.
€ +1
S& lim Ac__ /Ac = lim 270 = 1 alons, pour tout p € W on a,
UNE. N e €,
: . 1 - ¢2n/¢2n—1
lim (x2n—C)/(c2n+ ~C) = 0 84 et sewlement 84 lim 5 =1,
n-e p n+o 2n-1

Preuve.
en+1
Puisque lim = 1. Il suffit de montrer l'équivalence en considérant
n+o n
Kon™ ©/en 2
l-e /e
2n’ 2n-2
or, (Kzn-c)/ezn_2 =1 - (*).
1 -F
n
1] - - - -
D'autre part, (C2n_c2n-1)/(c2n-1 CZn—2) (1 ¢2n-1) ¢2n/¢2n—1
= ¢)2n/¢’2n-1 - ¢2n°
Comme lim AC ,/AC =1 on a lim ¢, /9 =1,
oo n+1 n oo 2n’ "2n-1

' - = - - = - X
D'un autre c8té, l-e, /e, . =¢,  + ¢, =¢, , ¢, et 1 -F =1-¢, /¢, .+, -

Compte tenu de la relation (*), on a accélération si et seulement si

/e

lim (1 - e

o0 2n n-2)/(1-Fn) =1

2
1+¢)2r1/¢)2n-1“¢’2n
ji.e. si et seulement si, lim =1,
W (1= o /0on 1) /o0 1¥02n S0y

Comme lim / =1, la condition précédente est équivalente &
2n’ ¥2n-1 ki

n-"e

lim (1 - ¢, /6, V/6, . = 1. D

n—+o
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Remarque 4.1.1.

1 - L'hypothése Acn+1/Acn + 1 entrafne que a_ + -1/4 & cause de la
- = = 2,...,9,=1.
relation 2 1 (1-gn+1)/(gngn+1) od 9, 1+ Acn-i/Acn-Z n . g9,

2 - La classe des fractions continues satisfaisant %;m Acn+1/ACn = ]
accélérable par la transformée de Khovanskii ou par Sn(-1/2) [15] est la méme:
On peut en effet procéder de la méme fagon qu'au théoréme 4.1.1 en écrivant

9n 9n
Sn(—1/2) = (Cn 1r-Cn_1)/(1 2 ) et montrer que,

- - - _ =l
ii: (82n+p( 1/2) C)/(c2n+p_C) 0 si et seulement si ii: (1 ¢2n/¢2n-1)/¢2n-1

4.2 - Cas ol |ay| + «.

Pour les fractions continues telles quelim |a | = ® nous disposons d'un
certain nombre de procédés d'accélérat&gg de la convergence qui accélérent
certaines sous classes de ces fractions continues. Citons par exemple le
Az-d'Aitken [1] 1e 92-algorithme [1] et le procédée de Gill [4] que récemment
L. Jacobsen-W.B. Jones-H. Waadeland [7] ont montré accélérer la convergence
d'une classe de ces fractions continues. Mais tous ces procédés et bien d'mﬁ’r’es

sous entendent des considérations du genre,

C'est le cas par exemple du Az—d‘Aitken et du Bz-algorithme ; ou encore

¢ J ¢ a ' a

n+1 +1 .
% 2 Z_ou ce qui revient au méme R % R avec R = n+1 + n+2),.

°n % “n-t n v n+l n 1 1

ce qui est le cas du procédé de Gill [4].

Nous voyons ainsi qu'avoir des renseignements sur le comportement

e g (g = 1+4C _,/AC ) et de en/en—l est essentiel dans la conception .
des procédés d'accélération de la convergence. Nous commengons donc par examin®
ces quantités.
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4.2.1 - Propriétés,

Rappelons 12 que : g 1 = 1/(1+an+1gn) P9 = 1 (4.2.1.1))

= + (1
c g Cn (

1 Y€, n=1,2,... (4.2,1.2)

/e = =g n‘llzlooo

On a aussif €n+1’n n+1Rn+1

Lemme 4.2.1.1.

L) 0 est point d'accumulation de La suite (g ).

e
L) Soit r € c v {=} un point d'accumulation de < T (L.e lim e /e _,=r)
n-1
alond 1lime /e = 1/r.
, n+tl" n
neN
L) S84 lim 9 existe alons, tout point d'accumulation p € € v {=} de
n-’@
en/en._1 (i.e. lim. e /en_1 = p) virnigie :
neN

e e
Vp €N, 1im n_nLgpet 1im n_."'zﬂl;- 1/p.

neN" e neN" e

n+2p-1 n+2p

Preuve.

1) Soit g un point d'accumulation de (gn), lim g =9 ol M un sous
neM
ensemble infini deNWN. Si g # O, comme |an| + o la relation (4.2.1.1) nous
donne immédiatement lim gn+1 = Q,
neM

ii) D'aprés i) IM'C N tel que lim 941 = O. Soit donc r un point

meM* +
[] = ] '
d'accumulation de (en/en-l)ncM" i.e. lim' e /en_1 r, N'C M'.
neN
De la relation (4.2.1.2) on a, en+1/en =gt (l-gn+1)en_1/en-

' -
D'ol i::' en+1/en i/r.

iii) Découle d'une application répétive de la relation,

en+1/en = 9n+1 + (l-gn+1)en-1/en'
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Remarque 4.2.1.1.

L'intérét du lemme 4.2.1.1 réside essentiellement dont le fait qu'il
nous dévoile l'aspect oscillatoire du rapport en/en 1 et la nature pério-

dique de ces oscillations. Cette situation est inévitable lorsque en/en

-1
n'a pas de limite comme le montre l'assertion ii).
Exemple 4.2.1.1.
Pour illustrer le lemme 4.2.1.1 considérons la fraction continue
(n 1)2/2 (n+1)2/2
- Tll _oa/3) a3 /2] o9/2] _ - ] _ ..
1 |1 | 1 [ 1 [ 1 1 R

Les convergents successifs sont données par,

2n+1 1
Co =1 C " nme) 7 Sone1 T nrl

A\ on nnt1) n=1,2,...

Sa limite est donc C = O.

De plus,
) .
*Gon T mel F Toney T M/ =1,
e2n 2n+1 e2n+1 n
* = a1 P Te = 2n+1
-1 B 2n
On a donc
Acn
* lim 9, = O (i.e. lim AT -1)
n-oo n-ew n-1
e e
* lim —2B_ = 2 et 1im 221 _ 4o,
n¥* 2n-1 n+e e2n

Nous voyons sur cet exemple gque 9, et gn+1 sont de signes opposés, Comme
en/en-l est de signe constant et ses deux points d'accumulations sont finis
non nuls, on déduit (compte tenu de la relation, e /e = -g R ) que la

n’ n-1 nn

queue Rn oscille alternativement entre -« et +w,

Pour accélérer la convergence de cette fraction continue il est donc

impossible d'utiliser les procédés basés sur des considérations du genre
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f\‘ .
N R ou e /e nAC /AC uisque dans notre cas ces appr i
Rn Vv "n+l n/ n-1 n/ n- p qu pproximations

1

n'ont pas de sens.

Pour recueillir le maximum de renseignements voyons d'autres résultats.

téhmme 4.2.1.2.

S{ 1im |R | = » alons 1im R /R existe 84 et seuwlement 84 lim a_ , /a
n n’ n+2 n+l’ n+2
n->co n->-e n-+c

existe. De plus, Lonsqu'elles existentles deux Limites sont Egales.

Preuve,

a R (1+1/R_ . .)
On a, a 4= R (1+Rn+1)' D'ol, an+1 =R n,— nti , ce qui rend
n n n+2  n+2  (141/R )

l'assertion évidente.

Lemme 4.2.1.3.

S{ lim en/en = r existe alonrs,

n+>® -1

L) r = %1

AL) lim R /R existe 84 et seulement &4 lim g ,./g existe.
n’ “n+i : n+i’“n

n*® i+

De plus, Lornsqu'elles existent, Les deux Limites sont Egales.

iid) lim IRnl = © 5 et seulement s{ lim g existe (forcément o).

ne n_m

{v) lim R /R existe &4 et sewlement 84 lim g ./g existe.
n  n+2 n+2" °n

n+e o
Lonsqu'elles existent, Les deux Limites sont Egales.

vl S{ lim g, =0 et limg /g = B existe alons lim a /a =£
o 5 n n+tl n n n+l

existe et B = E.

Preuve,

i) découle immédiatement du lemme 4.2.1.1 ii).

Les autres assertions s'obtiennent facilement & l'aide de la relation

e /e, . ==-g R, V) découle de ii) et du lemme 4.2.1.2,
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L'assertion i) du lemme 4.2.1.3 est particuliérement intéressante du
point de vue de l'accélération de la convergence. En effet, lorsque r existe,
1'assertion nous fait envisager deux situations totalement différentes.

La premiére correspond & r = -1 ; dans ce cas, de la relation (4.2.1.2) on

a immédiatement lim g = O i.e. lim AC /AC 4= -1, et se trouve ainsi dans
n n" " n
le cadre des fractions continues accélérable par la quasi-totalité des pro-

cédés d'accélération de la convergence. Par contre, lorsque r = 1, la situa-

tion est particuliérement complexe. Ceci est dd au fait que O est un point

d'accumulation de (gn) (lemme 4.2,1.1, assertion i)).

Pour examiner ces deux éventualités nous nous plagons dans le cas réel
i.e. b elReta elR n=1,2,... .
o n
Nous serons amener en outre & supposer que lim gn = g existe (on a forcément
. noeoe .
g = O0). Cette derniére considération n'est effectivement pas entrafnée par

les hypothéses lim lan|=w et lim en+1/en existe, comme on peut le constater

. oo
sur l'exemple ci-dessous,

Exemple 4.2.1.2.

Soit la fraction continue

AT I 1 Y I
|1 |1+, 1+

c, >0 ; A = - pz

= n n+1
e R e P AL Py
n n+1
\ _Mopep DIFODTE1EDTT 0 ) wy]
2n+2 ¢

F2n - ™ Yont!

pour n =1, 2,... .

(un) étant une suite telle que :
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0

lim y =0 et nzl HonHoner =0

n-ree

On peut par exemple prendre uo= 1/vn+l n = 2,... .

Les convergents successifs de cette fraction continue sont donnés par,

cC =0 H C1 > O (arbitraire)

c.. =+ (-n° by )

2n Con-1

C. . =[1+ (-1)%(-14(-1)"*!

2n+1 . Czn

u2n+1)u2n

Les conditions imposées sur les un font que C = 0.

De plus,
* lim e ,/e =1
o n+l" n
*Gone1 = 1A 7O

X gy in = 1+ 5 qui ne peut pas &tre de limite

2n+
nulle puisque
M
lim A = Iip —20%2
2n+2 H
n-+oo n-w 2n

si elle existe, avec un > O pour tout n.

Lemme 4.2.1.4.

Avec, b eIR, a ¢eR n=1,2,... .
(o] n

S4 1im en+1/en =r ¢t 1lim 9. exstent on a,

n-+eo n-r-wo

4) 1lim a =+ -y = -1,
nr<

4('/('-) lima = =cocms> r = 41,
n—)mn
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Preuve.

Les deux assertions se démontrent de la méme fagon. Nous dennons la

démeonstration de la deuxiéme.

Raisonnons par 1l'absurde.

Supposons r = -1, La suite des erreurs s'écrit alors, e = (—1+en )en

n+1 +1

ol en -+ 0.
ponc, ACn = (-2+en+1)en.

D'ol, 1 + Acn+1/Acn = (€n+1+en+2-sn+1€n+2)/(2-€n+1)'

or, g =1+ ACn+

ne2 /ACn (relation 4.2.1.2).

1

D'autre part, de la relation (4.2.1.1) on a,

g

242 Ine1%ne2 = 1790400

Comme , gn + 0 et an + -,

4N : ¥yn 2 N, (1+Ac _./AC )(1+ACc _/AC ) <O
n+2 n n

+2 n+l

ol N est supposé suffisamment grand pour assurer Ienl <1vn 2N,

L'inégalité précédente se traduit par,

+ - -
(en+1 €42 En+1€n+2)(€n+2 + en+3 €n+2€n+3) <0 Vnz2N (1)
ou encore,
£ + € <€ € € + € > € €
n+1 n+2 n+l n+2 n+1 n+2 n+1 n+2
et ou et 1)
€ + € >
n+2 n+3 €n+2€n+3 en+2 + En+3 < €n+2€n+3

Ces conditions ne peuvent &tre vérifiées que si (En) est une suite alternée

a4 partir d'un certain rang.
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En effet, supposons O < En <1 et OXK En <1,

+1 +2

On dit forcément avoir,

+ L ]

€nv1 T Fna2 7 Ena1fne2 % E42t6 143 7 En+2Bne3

- >
Donc €n+2(€n+3 1) €n+3 ce qui entraine €43 < 0.

i +
Mais, puisque En+2 €n+3< en+2€n+1 et
Ac Ac
+2
(1 +AT“—)<1+AC“—+3) <o,
n+1 n+2
i i ' ' + > . -

on doit avoir d'aprés (1'), €n+3 en+4 €n+3€n+4 Donc En+3(sn+4 1) < En+4'

comme en < Oona en > 0 et ainsi de suite.

+3 +4

On peut refaire le m@&me raisonnement avec -1 < en < 0Oet -1« en < 0.

+1 +2

La suite (en) et donc alternée a partir d'un certain rang.
Soit donc, en = (-1)n Yn 1> Yn >onz2Net Yn =+ 0.
Ecrivons les €galités (1) pour n = 2p et n = 2p+l1 pour p 2 N' od N'2 [ g-+ 21.

On obtient,

Y o1 Yops2 Y ope1Yops2 DY opia Y opestYope2Yopead > ©
1 et ("
[Y2p+2—Y2p+3+Y2p+2Y2p+3][Y2p+3-Y?p+4—Y2p+3Y2p+4] >0
Or, Y2p+1-Y2p+2-Y2p+1Y2p+2 < O n'est pas possible. Si non,
Si non, vy -y -y < O =>y > ——Z?Bil
" Yop+1 Yop+2 Y2p+1Y2p+2 2p+2 :
1+Y2p+1

Mais, pour que (1") soit vérifiée on doit avoir aussi,

v
2p+3
Yop+2 Y2p+3t¥opsaYops3 < O €t donc Y, 5 < —==
1+Y2p+3
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De méme, il faudrait que, < O et ausside suite

Yop+3 Y2p+a Y2p+3Y2p+d
Y
Ce qui entrafne Zpt! < 2pt3

Vp 2 N'. Donc (Yz 1) est croissante
1 1+y Pt
*Y2p+1 2p+3

ce qui contredit la convergence vers O de (Yn) .

On a donc, Y2p+1 - Y2p+2 - sz+1Y2p+2 > 0 et avec (1") on obtient,

+ (-1H"

Yoptm ~ Y2p+m+l YoptmYopimey > O P2 N @ = 01,00,
Or,
VPO SOV -.c S
2p+1 2p+2 2p+1Y2p+2 2p+2 1+sz+1
et,
Y -y +y Y > 0 <> vy 2&
2p+2 2p+3 2p+2'2p+3 2p+2 1+Y2p+3
D'ol,
1 1
S S . m— (2)
2p = 14y
1+Y2p 1 2ptl
Or,
ot (e (1) 2P Ciaqqy 2P-1 2N'+1
€2pt1 [ (-1+(-1) Yop+q) (F1+(-1) Yop-p) e s (F1+ (-1 Yonrepd ¥
Cta(o1y 2P _ _qy2P-2 _ 2N’
[(=1+(-1) yzp)( 1+(-1) sz_z)...( 1+(-1) Y2N'+2)]e2N'

= Dlyyp, ) vy ) eee iy ) Uy D e ey 0] ey

A l'aide de (2) on a,

1 1 1

2p+1 p* Yop-1 1%, 5 Y onr 4y

) IeNl|
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Donc, | | 2 (1+ ) le

€2p+1 2p+1 o |

>
leon

Ce qui contredit la convergence de (Cn). Donc r = 1, O

Exemple 4.2.1.3,

Voyons un exemple ol l'assertion ii) du lemme 4.2.1.4 est satisfaite.

Soit,
a a a
_ 1[ 2| nl
c—b°+ 1 + 1 +..o+ 1 +o|o

od, by =0;a =1; a /(44X A n/[(1+>\n) (1+ n—1)] n=3,... .

Avec, )\2 =1/(1+0

>\2n+1 = - (140+ v2n-1)/v2n+l1 n=1,...

= ~(-1 + Y2n+1) /(O + vY2n+1) ne=

1,..-

A
2n+2

ol @ un réel tel que, & 2 0.

Les convergents de cette fraction continue peuvent se calculer par,

c,=1
= €
Coe1 Cn(l + n+1)
ol
€ = a4 Von- € = -1/ =
on 1/(“+ Y2n-1) et o+l 1/72n+1 n 1,.0. &
On a,

. lim Cn = 0 (C = 0)
<o

e lima = -
n
N+

. lim g, =0 (1im Acn+1/ACn = -1)
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e lim en+1/en = 1
nrco

Remarque 4.2.1.3.

Le lemme 4.2.1.4,souslesconditions od il est énoncé, renferme des rensei-
gnements tr2s intéressants pour la recherche de procédés d'accélération de la
convergence. En effet, l'assertion ii) nous assure un cas od r = 1. La suite

+ (lpgn+1)gngn+1
sont constamment de signes opposés. D'autre part, on 2

(an) étant réelle et nous savons que a . Donc lorsque

a, > =9 et 9y

en+1/®n = “In+1Bpeqr COMme r=l, g, 1

et Rn+1 sont eux aussi de signes opposés et oscillent alternativement de -

et R.n+ sont de signes opposés. Donc Rn

& 4w,

Ceci est évidemment le cas pour la fraction continue de 1l'exemple
précédent,
On a :

14+q=(/2n+1 - J/2n=1)

at+l
92 - H

g =
D+ ITET 2n+l /T
R - - .I—t':_.__ Y/Zn-1 R - V2n+I -1

Restons dans le cas réel.

 Lemme 4.2.1,5.

e
. n+1 . g
S4 1im = r existe, umgn-oetlim -i‘il-sexazteazou
n—mv n n-—+co n-e n

4) ou bien 1im a_ = 4+ oy bien 1im a = o
wn . n-mn

Dep&uAB-lzouque.lima-wets--izouquenma--°°-
- N n n
L) e

* B =1 8L et seulement 84 r = -1,

* 8 =-1 484 et seulenent 84 r = +1,
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Preuve.

e
1) lim =0=> 1lim |a | = @, Comme 1im nil = r existe on a r = % |}
% n e

n-+o n<< -0 n

R
n

d'aprés le lemme 4.2.1.3 1)), dans lim anl = o, De plus lim = B (lemme

) n-oo +
R n n+l

a
4.2.1,3 ii)). Donc lim R LI 82 et le lemme 4.2.1.2 donne lim 3 n
n* n+2 n+o n+l

= } existe

2
et £ =B, or |E|] = 1 (sans cela la fraction continue diverge [8]), donc

2
£ =B =1, Donc a et a 1 sont de méme signe & partir d'un certain rang.

n+

Cotme |an| + © on a a * +© ou bien a + -,

ii) D'aprés la démonstration de i) on a § =t 1 et £ = 82 = 1, Donc

sl r = 1 on a nécessairement lim a = - compte tenu de l'assertion i) et
n-Heo

du lemme 4.2.1,4. Donc 9, et g sont de signes opposés (A partir d'un certain

n+l

rang). Donc B = -1, Réciproquement, si B =-1, 9, et g sont de signes opposés.

n+1

Donc lim an = -, Donc r = 1 3 cause du lemme 4.2.1.4,
n-o

Méme raisonnement dans le cas r = -{,

D
e
Le lemme 4.2.1.5 signifie en particulier que si lim n+l existe et
n n
g R
limg =0, ntl (et =™ n'a pas de limite lorsque -® et +® sont tout deux
nro N %n Rh+1

points d'accumulation de (an).

4.,2,2 - eccélgsation de la convergence.

A travers les lemmes et plus particuliérement le lemme 4.2.1.4, plusieurs
sous-classes de fractions continues od lim Ian| = o ge distinguent. L'une de
ces sous-classes est accélérable par prQZTquement tous les procédés existants &
savoir celle ol lim en+1/en = -1, Une deuxi®me classe serait celle ol
lim e /e = 1"et lim g = O. Cette dernidre classe n'est certainement pas
gzgélégzilenet la quasi-tgtalité des procédé existant n'en accélérent méme pas
une seule fraction continue.

a - Le procédé T+2.

L'assertion ii) du lemme 4.2.1.1 nous montre que lorsque lim en+1/en
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Par contre l'assertion iii) du méme lemme nous suggére d'estimer que

]
en+1/en et en+3/en+2 se confondent & partir d'un certain rang.

Soit donc (Tn) la suite définie par,
(CpygTp) /(€ ~T) = (C 3 = T )V/(C =T ), n=20,1,...

En isolant 'rn on obtient,

Ac
c - —D*2 .
n+2 ACn n
Ty = n=0,1,...
! - Acn+2
ACn
ou d'une fagon égquivalente
-t C
+ n
Tn < D+l n n=0,1,...
1 -t
n

od = (9421943 90400

Le procédé ainsi obtenu correspond au choix m=2 dans le procédé 'r+m
de GRAY et CLARK [5].

Théondme 4.2.2.1.

L) 8 1im e +1/e = -1 alons
o n n

Tn-c g +
lim = 0 84 et seulement 84 lim —— = 1
nHx n nHeo gn
en+1
iL) 84 lim =1 et lim g existe alons,
o n
T - (1-¢_../¢_ )/$
lﬁm-{}-- 0 84 et seubement 84 1lim nt3 '+l T+l | o
N n n-co In+2
ou, 4>n+1 =1- en+1/en°
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Preuve.
Tn—c en+1/en B tn
On a, py =
n 1 -t
n
=1 - 1 - en+1/en
i-t
n
T -C 1-e +1/e
Donc, lim 2 = O si et seulement si lim —— B o 1 (*)
e n n+ew l—tn
i) Supposons que lim en+1/en = =1 de la relation (4.2.1.2) on a immé-

oo
diatement lim gn = 0,
oo

Comme tn =9 .3 " gn+3/gn+2, la condition (x) est satisfaite si et

seulement si lim g /gn+2 =1,

n+3

1i) Supposons cette fois ci que lim en+1/e =rz -1 et limg = O.
Do n oo n

D'aprés le lemme 4.2.1.4 on a forcément r = 1. D'autre part, de la

relation (4.2.1.2) on a,

Ipe2 = 1 ¥ 0000 00y T bn4o

1+¢n+3/¢n+2_¢n+3

2+¢n+2/¢n+1.¢n+2

Donc, 1-tn = ¢n+3 -¢n+3/¢n+2 +

1-¢n~l-3/q)n+1

16 0427$ 41 0042

= ¢n+3 *

ou encore, 1-t;= ¢ ..+ (1-¢n+3/¢n+1)/gn+2'

Comme on a suppos€ lim 9, = O on a lim ¢n+2/¢n+1 = -1,
b
l—tn
D'ou lim = 1 si et seulement si (1-¢_, ./¢ Y/ (.. g ) = O.
oo Pna1 n+3/¥n+1’/ ¥ n+1%n+2
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Remarque 4.2.2.1.

1) Comme nous l'avons signalé & la suite du lemme 4.2.1.3, lorsque
lim en+1/en = -1, la plupart des procédés d'accélération accélérent la
00
gonvergence de ces fractions continues., Mais & travers l'assertion i) du théoréme

précédent nous voyons gque le T,, exige que lim gn+1/gn =1,

Or sous cette condition on doit avoir aussi, lim Rn/Rn+1 = 1 & cause de 1l'assertiof

ii) du lemme 4.2.1.3. En utilisant le lemme 4?5?1.2 on doit donc avoir,

lim an/a = 1. Cette derniére condition est donc nécessaire pour que le T

n+1

2
Do
accélére la convergence dans le cas r = -1,

De méme, sous les hypothéses de l'assertion ii), la condition d'accélération

sous entend qu'on doit nécessairement avoir lim g +1/g = -1, ce qui conduit

n
de la méme fagon que précédemment, & ce que 1'n7a /a = 1.
n n+i

La condition lim an/an+1 = 1 est donc nécessaire pour que le T+2 accélére

/e_ et lim g existent
n n+l" "n n

la convergence des fractions continues telles que lim e

(avec lim |a l = ) .
oo n

2) Le T+2 est pourtant l'un des rares (nous n'en avons pas rencontré un
deuxiéme) procédés qui accélére la convergence aussi bien lofsque r = -1 que
lorsque r = 1 dans le cas ol lim Ac_ ,/AC = -1,

n+i n
N+
D'autre part le T+2 peut accélérer la convergence de certaines fractions

continues méme si lim en+1/en n'existe pas, comme on peut le constater sur la

fraction continue de 1'exemple 4.2.1.1.

Nous avons en effet ;

T, -C
2n = n + 0
C2n-C {n+1) (2n+1)
et
T2n+1-C - Sn o
(o
2n+1-C (n+1) (n+2)
e e
2 .
bien que, lim n = 2 et lim _2n+1 = 1/2, avec lim a = -

n+o 2n-1 n-+oo e2n me 1
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ACn+1
AC
n

Plagons nous dans le cas ou lim en+1/en = 1 et lim

= -1 (g + 0O)
oo N n

Une premiére idée qu'on peut avoir dans ce cas est d'estimer que en+1/en est
comparable & -ACn+1/ACn.
Ceci revient & générer la suite (Zn) telle que :
(Cn+1—zn)/(cn-zn) =T Acn+1/ACn'
D'Oﬁ]
A
+ Cn+1 C
n+1 Apn n
zn = n = 0,1,..-
1+ ACn+1
Ac
n
Posons :

Oper =1 - en+1/en'

Theon2me 4.2.2.2.

S{lime ,/e =1¢t limg = 0 alors
n+l" n n
bogasd bogad

lim (Z_ - ¢€)/(Cc_ -C) =0 &4 et seuwlement 84 lim (1 +¢ . /9 )/p_ = O.
n n n+l""n n
n+co o
Preuve,
! - +1/e
On a 1lim (2 -C)/(C -C) = O si et seulement si lim n I =1.
Mo D n mo 1 +Acn+1/ACn

D'autre part,
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D'ol,
1+ Acn+1/A'cn =14 ¢n+2/¢n+1 - ¢n+2

Comme on a supposé lim Acn+1/)3Cn = -1, on a ii? ¢n+2ﬁbn+1 = -1,
La condition d'accélération est donc équivalengz a,

Lim D1+ 0 /0 /0 =0 /0 4= 1.

<o n+l
i.e. &

lim (1 4 ¢n-t»2/¢)n+1)/¢’m-1 = O

n+ o

Remarcue 4.2.2.2.

1°) Pour illustrer un aspect de ces deux procédés reprenons la fraction
continue de l'exemple 4.2.1.3. C'est une fraction continue dont la convergence

est d'autant plus lente que O est petit. Pour @ = O des essais numériques en
simple précision donnent : C2 =2 ; C

5000 ~ 0.15 ...

Pour ces deux procédés on a les limites asymptotiques.

T -C
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bDonc, si & * O on ne peut pas avoir accélération, mais seulement une
amélioration. Remarquons dans ce sens le c8té complémentaire des deux procé-
dés. En effet, plus o est grand meilleure est 1'amélioration par le T+2, moins

bonne est celle due & Z et inversement.
Par contre, pour 0 = O le procédé Z accélére la convergence et on a :

2 =C n= , 2,...

22n+1—c ) 1+y/2n+1 1

Con+1™C oo+l vont3 - Von+l - 8

.(¥2n+3 - V2n+1) + 0.

2°) Nous avons vu que dans le cas réel avec lim a_ = =%, lim gn =0
n3*® n

etr =1, Rn et Rh+ oscillent alternativement de - & +® et sont de signes

1
opposés. D'un autre c6té, lorsque lim Rn/Rn+1 existe elle vaut forcément * 1.
4 cause du lemme 4.2.1.2 et le fail que lim ®n+1 lorsqu'elle existe doit &tre
ne an+2

de module 1 sans cela la fraction continue diverge [817 .
Dans notre cas cette limite est 1 lorsqu'elle existe. Donc lim Rn/Rn+ = =1

1
lorsqu'elle existe. n

Ceci nous conduit & l'estimation R 7V ~R .
n v n+l

On a donc & résoudre,

Nous savons d'autre part (Remarque 4.2.1.3) qu'd partir d'un certain rang

= et Rn sont de signes opposés.

La racine xn choisie sera donc celle qui est de signe opposé a celui

de g . On calcule ensuite S (x ), od [16]
n n n

+
An xnAn-l
B 4+ xB
n n n-

S () =
n n 1

Sn(xn) est une alternative du procédé de Gill [4], destiné uniquement au cas
r=1 et lim g, = o.
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ACCELERATION ET SUR-ACCELERATION
DE

LA CONVERGENCE

1 - PRELIMINAIRES ET NOTATIONS,
1.1 - Préliminaires.

Soit (Cn) une suite de convergents successifs d'une fraction continue

a éléments complexes, convergente de limite C ¢ C.

Nous savons qu'évaluer la valeur d'une fraction continue c'est évaluer
la limite de la suite de ses convergents successifs (voir par exemple [5]) et
qu'accélérer la convergence d'une fraction continue, c'est accélérer la conver-
gence de 'ses convergents successifs (voir par exemple [12]). D'autre part,
dans le domaine des fractions continues, certaines quantités sont apparues
naturellement, comme les queues Rn de la fraction continue [5] et le rapport

de deux dénominateurs partiels gn (voir [6] pour les notations).

Dans les procédés d'accélération de la convergence de suites les quantités
qui apparaissent naturellement sont les rapports des erreurs (Cn+1-C)/(Cn-C)

et les rapports des différences AC /ACn (voir par exemple [1]). Mais toutes

n+1
ces quantités sont liées, puisque,

.cn—+!'_-_c £ - R
c n+17n+1
et AC
g =1+ L
n+l c
A n-1

(voir par exemple [6]). Les considérations que nous ferons porteront essentiel-

lement sur (cn+1—C)/(cn-C) et g,.
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1.2 - Notations.

* (cn) la suite dont on accélére la convergence, C ¢ € sa limite,

n n
x€ = en+1/en-r ol r = ii: en+1/en si r existe.
* gn+1 =1 +ACn/ACn_1 H gl =1
Acn

* Bn+1 - Ac 4 -
*ans T (l-gn+1)/gngn+1

a a

n+1| n+2|

= + e se

*Rn I 1 +] 1

2 - UN RESULTAT GENERAL SUR L'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE.

Soit F un procédé d'accélération de la convergence défini par Fn = Tn'

oid T est une certaine expression.
n

Si Tn = Cn (ce qui est acquis au moins & partir d'un certain rang) et si
Cn z Cn+1 (ce qui est également acquis puisque (Cn) est la suite des convergents
successifs d'une fraction continue [5]), Fn peut toujours se mettre sous la
forme,
cn+1-fncn
= —=- 03 1
F T - (1)
n
Dans le cas ol le procédé F fournit un tableau de valeurs, on peut le

considérer comme étant une succession de procédés qui sont ses colonnes, ses

diagonales ou autres.

La transformation (1) prend ainsi un caractére tout & fait général.

Théondme 2.1,

F -C ) l-e .,/e
o —c = O 84 et seulement 44 lim _YJQ____& = 1.
n n--o - fn

lim
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Conollaine 2.1.

e
n+1

S{ 1im ¢
2 n

ad parntin d'un certain nang alors,

-fn) = 0 et 84, 3Ja,b tels que a <1 <be,tfn( [a,b]

F -C
lim c =C = 0.,
n»© n
Preuves.
On a.
+
F_ -C n n
Cn’C 1 -f
n
=1 - 1 - n+1/e .
1 -f
n

D'ol les assertions & la fois du théoréme et du corollaire.

Remarques 2.1.

e
n+1

e
n»o n

ne suffit pas pour accélérer la convergence de n'importe'quelle suite.

1 - Le théoréme montre qu'en général la condition lim (

-f£)=0
n

En particulier, si lim e
N0
si, en plus de la condition précédente, e

n+1/en = 1, l'accélération n'est acquise que

n+1/en et fn convergent de la méne
fagon vers 1.

2 - Nous avons convenu que les convergents figurant explicitement dans
Fn sont successifs, Ceci n'est pas nécessaire et il est m8me parfois utile de
prendre Cn et C (ou autres) o p est choisi en fonction de la nature de la

n+p
fraction continue (voir par exemple les démarches suivies dans [7], [8]).
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Définition 2.2.

Pour toute transgormation,

- Si1im —2 P Ly ous dinons que £ est une approximation
n-o 1l -~ fn

accélirante du rapport e 1/, (ou facteur accélérant pour La suite (€ )).

Remarque 2.2.

Avec la définition 2.2, le théoréme 2.1 montre en particulier 1'équi-
vliaence entre la recherche d'un procédé d'accélération de la convergence et

la recherche d'une approximation accélérante du rapport des erreurs.

Supposons que, lim e
n-roe

/e
n

r existe.
n+l

Soit (fn) telle que lim fn
n-o

i
H

Posons =f -r
,¢>n n

Cas 1.
sir=1, fn est alors un facteur accélérant et on a
Fn-C
lim —— =0
nr<e en
F -C
n = - -
Oz, e En+1(1 ¢)x*A/En-l~1)/(1 fn)'
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Donc, si ¢n/en+1 ne tend pas vers 1, (Fn—C)/en converge vers O au mieux

comme €.,
Donc les suites les mieux accélérées pour un choix donné du facteur
d'accélération fn sont celles pour lesquelles f,; est un facteur accélérant
et lim ¢ /e =1,
o D n+l
Cette propriété peut servir de base aussi bien dans la construction de
procédés d'accélération que dans le choix du procédé qu'on utiliserait pour

accélérer (Cn) ou toute une classe de fractions continues.

Définition 2.3.

Une suite (c) est surn-accilénte (ou, on a une sur-accéliration) 84,

lim ¢ /e =1,
o n n+l

Cas 2. r = 1.
Fn-C en+1

=1 - .
n ¢n

Dans ce cas,

Donc la propriété lim ¢n/en =1 qui assurait la sur-accélération

+1
lorsqu'on était dans le cas r # 1, devient dans le cas logarithmigue une

condition nécessaire et suffisante pour avoir accélération simple.
3 - INTERPRETATION DE QUELQUES PROCEDES.

Passons en revue quelques procédés d'accélération de la convergence connues

et donnons les facteurs d'accélération & partir desquels ils sont construits.

*
Notons que fn peut 8tre donné par différentes expressions qui sont équi-

valentes et redonnent le méme procédé.

1 - Le A2 a‘'arrken [11].

= ACn+1
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2 - LE 9, DE BREZINSKI [1].

Rappelons que le 62 est défini par :

(n) (n+1)
8 (n) -1 Cn+2 Dl cn+1
2 (n) (n+1)
D1 D1
D(n) - ACnAcn+1
1
ACn-ACn+1
Son facteur d'accélération est
ACn+2 1
e = ot ACh4y
n ac 5 AC 42 _ AC
ACn+1 Acn
ou d'une fagon équivalente
ACn o
£ = Acn+1 ACn—l
n ACn ACn+1 .
C -
n
Remarquons que,
en+2 -1
ACn+1 - n+l n+l
C L]
a n en en+1 -1
e
n
donc,
en+1 1
en+1 - ACn+1 en
en ACn en+2

e
n+l
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Le 62 revient donc & remplacer dans le second membre de cette expression

/e par AC /AC
n n n

-1

—-—Acn*z + 1
£ = ACn+1 AC:n-«»l
n ACn ACn+1 +1
Ac
n
4 - LE PROCEDE sn(xl) de GILL [4].
ACn
+ 1
&
£ =1 . n-1
n r+1

Soit 2 une transformation donnée par, Zn = Cn + Dn ; la procédure 6

consiste & prendre comme nouveau procédé,

Son facteur d'accélération est

_ %1 T %

Soit 2 le facteur d'accélération de Z. fn devient,

. - A cn+ 1 z - 1
n AC Zn+1
n

6 - L'e -ALGORITHME de WYNN [ 14].
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nous intéressent).

En utilisant la régle de WYynNN [1 ],

(n) (n+1) -1 (n+1) (n+2),~1 (n+2) _ {n+1), -1 (n+1) (n) -1
(€k+2 - & ) - (z»:k - € o ) = (ek € ) - (g, - € )
On obtient,

{n) _ (n+1) _ (k+2) (n) _
€sn = (ek fn € y/Q1 fn)
ou,
(n+1) (n+1) (n+2)
(k42) _ Bey k" %2
n pe(® T (n+2) o (n42)
k k k-2
f(k+2) est le facteur d'accélération de la colonne k+2.

n

4 - DOMAINE DE SUR-ACCELERATION (DSA).

Définition 4.1.

Nous désignons parn domaine de sunr-accélération d'un procédé r, défini
par (1), £'ensemble

n:i -4
psa(F) = {(c ) convergente de £a Limite{finie: lim L =1vd e ¢}
n-o fn - d

Théondme 4.1.

Pour toute suite (cn) € DSA(F) on a,.
A) lim (F -C)/e =0
n n
n-)m

AL) x' est point d'accumulation de e +1/e, 44 et seulement 84 x'
est point d'accumulation de £ .



138

L) S4 r' est point d'accumulbation de e
lim e /en=r') et r' = 1 alons,

+17e, N'g NN tel que

neN’ n+1
Fn-C
lim ————=0 (sun~accilénation de La suite parntielle
neN' n- n+i ) )
nneN"'
. n+i
ou, €' = -x' n € N',
+
n+l en
Preuve.

i) Découle immédiatement du théoréme 2.1 avec d = 1.

ii) I1 suffit de prendre d = r',

r'-f

iii) on a, lim =S = 1im (1 -« — 2 y/(1-£).
n
neN' n neN' r'-e /e
n+l" n
De l'assertion ii) on a lim £ = r'.
neN'
Comme, r' # 1 et (Cn) € DSA(F), on a,
F -C
lim  — n___ .2 .o
neN' n €n+1 1-r’

0

En vue d'avoir plus de précisions sur ce que pourrait &tre le DSA des
procédés usuels nous considérons le sous-ensemble des fractions continues

dont la suite (Cn) des convergents successifs vérifient :

lim e /en = r existe avec Irl <1

n+l

n-e

lim €, ./e_ = e existe,.
n+l" "n

n-rc

Nous désignons cet ensemble par A i.e.

e
n+i 1 = g existel.

A= {(cn) : lim = r existe et |r| <1 ; lim
n-o n o n
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Proprilté 4.1,

a a
. 1 ‘n *
= - 1 2 L N L]
Soit Cn b°+ ]-1—] + cee t+ rl—l, bO € C, an eC n v 2y

1. S (cn) € A alons

B
Z) 1im 2 - B existe et € = B.

n-o n

ii) Jaec, 36 € ¢ avee |§] <1, lim a =a.

n-eo
an+1—a
De pfus, 84 r = o ou € = r alors lim =0 existe et § = €.
n~+© n
1 an+1-a
2. S&’.QCEG,QGec,?aecavecall-m,-z]etlim—aT-a
ne n

e Ac
ators, Ir e ¢ |r] <1 et 1m 2« 14m —Z§i1-= r. De plus
n+e n noeo n
en+1
L) S{ r = 0 alors lim =§.
n-e n

B
i) Sir=0 et |8] = |r] alors 1im 2L = B oxiste et B = &

B
=»00
ou B = r, n n
?en+1
iil) SL B existe et r = O alons lim = B.

n* n
Preuve,
1- i) est prouvé dans [6, lemme 4]. Pour ii), l'existance de a est prouvée

dans [3] et le reste de l'assertion est prouvée dans [6, lemme 1].

2- Pour l'existence de r voir [3].
é

n+1

-1
Acn e e
De la relation aC = . on a :

n-1 en—l n
e

n-1
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8 = +1 n n+l
n+1 €+ r-1 :
n
1-g Ac
1 = n+1 - n
D'autre part, on a [6] a i1 gngn+1 ol gn+1 =1 + e ” .
posons § = a -a, on a
n n
=-[(2-8 ., -—%—g  B/aq ).
n+l1 r+i "n+l 2 °n+l "n n n+l
(1+xr)
i) Si r=0o0n a :
8 g g
. §+1 = g+1 . n-1 . Donc lim 5 LI
n n gn n+*® n-1
B € -1 €
. g+1 =g LU 2+i1 . Donc lim en = 6.
n n-1 n n- n-1
ii) On a
1 Bn+1 _ r
n+l _ Bn 1+r Bn (1+r)2 ntl 9h-1
6n Bn—l 1 Bn Y g gn+1
14r Bn—i 14r °n
a Y Y x
D'ol, gn+1 = ( xn+1 - an+1) o"n n+1 ot
n+l n+1 n+1yn
Y © Bn X = =1 °n et y = 3
r [ - ——— = -
n Bn-l n Gn—l n 1+r 9,1 n

g

n

(14r)% Tn-1
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2
L'équation caractéristique est y - (§+r)y+r§ = O. Donc, si |§]| = |z

les deux racines sont de modules distincts. Donc d'aprés le théoréme de

Poincaré [10] lim = B existe et c'est l'une des deux racines. Donc

n-"

B=68oufB=r.

n
B

n-1

Bt
B

iii) on a, (r-1)8n+1 = (r+en)en+1 - (1+Bn+1)en. On forme et on
n

procéde de la méme fagon que précédemment. On obtient alors l'équation carac-
8

2 1 . 1
téristique x - (B + ;ﬂx + ;-= 0. Les racines sont ;- et B. Comme O < |r| <1

ona |8] = Iz

+1 .
Donc lim = £ existe et € = B.
n*° n

L'ensemble A est donc une partie assez restreinte de l'ensemble de
toutes les fractions continues & convergence linéaire mais il posséde les

bonnes propriétés de celui-ci.

On pourrait penser que les procédés usuels font un peu mieux que

d'accélérer A, c'est a dire le sur-accélérer.
A titre indicatif on a :

Propridte 4.2.

) A npsa(a®) = A nDsA®B,) = {(C) ¢ A : r(i-e) = 0}
AL) A npsa(s (x)) = {(c) eA:e=1x, =0}

L) A npsa(T. ) ={(C) e A :xr(1l -¢g)(1 +¢€) =0}
+2 n

Preuve.
On a,
B' = €n+1(€n+2+r-1) * rt’:n-i—2 - rgn+1
n+2 En+1 + r-1
= (en+1(en+2-1) + ren+2)/(en+1+r-1) (*%) .
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2
i) Pour le A on a, fn = ACn+1/ACn.

La condition de sur-accélération se traduit par,

€n+1

lim
n-co Bn+2

De la relation (xx) on obtient immédiatement,

e
1m 2L o2l reg 2 0 car x| < 1 et |e] < 1.
n-+o Bn+2 re-1
ponc, (C) € A nDSA(AZ) <= r-1
" n re-1

<> r(l-g) =0

Pour le 92, en utilisant (xx) on obtient,

_ TBhe3tBryp (B g?T-1) =278 418 L,

£ -r =
n
28n+3_8n+2 + -1
Donc,
€ e .,/B
n . n+l’" " n+2
lim r lim (28n+3—6n+2+r-1) 8
e n o n+3
+ B, .+t2r-1 -2r,
Bn+2 n+3
(1--r)2 . 1
= - sirs= 7
(re~1)[re-2r+1]
1 €n+t
Si r = — on a, lim =cwcar r = 1,
2-¢ f -r
oo n
Donc,

(cn) e An DSA(GZ) <> r(l-g) = O.

AC

n

1i) Pour S (x,) ona, £ = = (1
n 1 n

1+xr * AC ).

n-1

Bn+3
Bn+2




143

Donc, si r = O le procédé n'offre aucun intérét,

€ €
+1 1+ +
D'autre part, ntl , 1rr ot (r 2 0).
£ -r r B
n n+1
Donc,
€n+1 1+r (r-1)¢g
lim =1 <= . =1
f -r r
n+o n re-1

<> (r2-1)€ = r(re-1)

<=> g

n
2]
L]

r et r z O},

Donc, A nDSA(Sn(xl)) = {(cn) e A: ¢

iii) Se démontre de la méme fagon que pour le 62.

Remarque 4.2.

Aucun des procédés précédents n'a un domaine de sur-accélération qui
contient A. Leurs domaines de sur-accélération ne -coupe A que ponctuellement i.¢

pour une ou deux valeurs dec.

Remarquons aussi la complémentarité de sn(xl) et du A2 (ou 92).
Comme nous l'avons rappelé précédemment 8 (et donc g) prend 1l'une des deux
valeurs r ou §. Or si € = r, sn(xl) ne s;r.accélére pas la convergence. Mais
dans ce cas, € = §, si en plus § = 1 1le A sur-accélére la convergence et inver
sement, si g = r, Sn(xl) sur-accélére et le A2 ne sur-accélére pas la convergenf
Cette remarque rejoint la comparaison faite dans [6] entre les procédés T+m

et S (x,).
n 1

Exemple 4.1.

= + = <1 = Q.
Cn+1 Cn(r €n+1)' Co 1, |r| et lim € o}
o
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E
1- € =1/n 02 N
n €n
I
(n)
82 c n r 1 1 (sur-accélération)
c -¢C 2 ° n+l ° n+2 '
n (1-1x)
Sn(xl) :
S (xl) -C 1 1
¢ iy . 1 (accélération simple).
€
2 - € =" (n+1->r)
n €
n
82
(n)
€ - C
2 1 n+2 , .
—E;_:_E_ N - = r (accélération simple)
e
sn(xl) :
s (x,) -¢C
2 i S n 5 1 . r2n+1 (sur-accélération).
n (r -1) (1-1x)
ce: 5 - PROCEDES SUR-ACCELERANT L'ENSEMBLE A.

Soit T, le procédé formel défini par,

AC
n+l
“nt1”0Ae) 36 T G
Tn ) Acn+1
1 - (l—kn)zeg——

ol (An) est une suite auxiliaire telle que, lim An = 0, On a la
N0
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Proposition 5.1.

A
S, vic ) €A, lim g o = rz:i atons, T est un proctd? de sur-accélenat
n*® "n+2
pour A.
Preuve.
Soit (C) € A,
n
Ac +1
Le facteur d'accélération de T est, t = (1-A ) 7.
n n AC
n
En+1
comme (C ) € Aon a, (C) € DSA(T) <=> lim =1,
n n t -r
n¥® n
Or,
en+1 En+1/8n;+2
—r = 7
tn E I—An-r L
n+2
€ (e ~1)+re €
+ -
De, B, = nel 2 ™2 on aeduit, lim 8““ =Xl re-120 car
n+l n--o n+2 €
lz] < 1. )
>‘n e-1
Donc, si lim B = Je-y °on @ lim A_=0et, )
n-e n+2 r n n
€n+l (r-1)/(re-1)
Un e " e/ ee-n - 1
n¥ n . C

5.1 = Choix particuliers de (An).
* Choix 1.

iour que T soit un procédé de sur-accélération pour A, il suffit que
n

lim = , comme nous venons de le voir.

N-c0 Bn+2 1-re
€ B
. n+1 +
Or, lim = g = lim n+d = €.
N0 €n N0 Bn

Il suffit donc de prendre,
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z = Bn+2 - Bn+3 (%)
i n AC B *
1 - n+l "n+3
ACn Bn+2
ACn
ol rappelons le, B = -r,
n+1
Ac
n-1
Ainsi, le procédé X défini par,
xn - n+l xnCn
1 -x
n
Ac Ac
n__ n+l
ACn+1 ACn+1 ch
X = e 1+ c
n n+2
A -
1 - cn+1 ACn+1
ac Acn+1 _
ac
n

est un procédé de sur-accélération. pour A,

Remarquons que Xn a besoin de quatre convergents successifs : Cn' Cn+1'

C et C ¢ SOit le mé&me nombre que pour le 82. Cependant xn a4 besoin en

n+2 n+3
plus de la connaissance de r,

L'écriture de xn est assez compliquée, on peut légérement la modifier

en écrivant :

Lnvz
Acn+1 Acn+1 - Acn+2 - rAcn+1
ACn Acn+1 - r ACn+1 - rACn
AC



147

* Choix 2.

Ce deuxiéme choix est une modification du précédent en vue de ne pas

utiliser r.

AB

B
Dans l'expression (x) du choix précédent remplagons, _o+3 par A n2 .
n+2 Bn+1
Soit donc,
A8
Ar=- n+2
1 - ACn+1 ABn+2
Acn 8Bn+1
= ACn+1
- -} ! —
cn+1 (1 >‘n) ACn Cn
Y = L]
n 1 - (122 ') ACn+1
>‘n ACn

Le procédé Y ainsi obtenu, n'est pas tout & fait un procédé de

sur-accélération pour A. On a, )

Bn ABn+1

DSA(Y) nA = ANL{EC) ¢ A : lim 2 = 1 et 14 — 2, g3,
n Ioo n o AB1'1
Yn peut s'écrire aussi,
y = cn+1 - yncn
n 1 -%Y
n
AC_ .
Acn+1 ACn-l n
y, = I " 3C (5.2)
n+l1 u - 1
AC, n
ACn+2 _ Acn+1
no= ACn+1 ACn
n ACn_*_1 ACn .
Ac " Ac
n n-1
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Nous avons vu, dans la section 2 que le facteur d'accélération du 62

est :
AC
L |
£ = Acn+1 ACn-1
n Ac * Ac
n n+l 1
AC

On voit ainsi que Y, se différencie de fn par la correction un.

Remarque 5.1.

1 - Remplagons dans (5.1) r par 1, on obtient,

- !
X' = Cn+1 xncq
n 1 - x!
n
(5.1")
BChe2 B4
R 1= O P = W
n AC
G AChs2 Ch4y
Acn+1 - ACn

X' ainsi obtenu accélére la convergence des fractions continues &
convergence lin€aire et d'autres & convergence logarithmique, mais ne sur-
accélére dans A que les suites telles que € = r. En ce qui concerne la sur-

accélération x; rejoint donc Sn(xl).
2 - Le paramétre un dans (5.2) s'écrit aussi,

Agn+2

U =3 .
n Agn+1

D'autre part, on peut voir dans [8] des fractions continues telles que :
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e Ac g
lim -2 = 1, 1im T‘C"“—i = -1 et lim A““ = -1,
n-e n n*e n n-e n

Si 1'on se place dans les conditions précitées, Y, peut, sous certaines
conditions, tendre vers 1 et donc Y peut accélérer la convergence d'une sous-

classe de ces fractions continues, ce qui est impossible aussi bien pour le 62

que pour la plupart des procédés (voir [8]).

6 - SUR-ACCELERATION EN TERME DES ELEMENTS ET DES QUEUES DE LA FRACTION
CONTINUE.

a a
Soit bo + rle + TT?J + ... une fraction continue de limite finie ¢ € C

avec b ¢ €C,a €€ n=1,2,... .
o n

a a
1 é
Rappelons que Cn = bo + rT—J + .. r??J est son n me convergent et

peut se calculer par les relations (voir par exemple [9]) :

+ a A =B + aB
An = An-i nn-2 ! Bn n-1 n n-2

’
-1 - 1, Ao = bo H B_1 = 0, Bo =1

Pour accélérer la convergence d'une fraction continue, il est parfois utile
d'utiliser la notion de modification d'une fractions continue [11]. Elle

consiste & générer la suite définie par

An + wnAn-l
—_————— 0,i,...

=
B +w8B
n n

o]
n

sn(wn)
n-1

ol (wn) est une suite auxiliaire appelée suite de facteurs de convergence

[13]. De plus w est censée 8tre une approximation de Rn [13].

Pour ramener Sn(wn) sous la forme Qe Fn considéré dans les sections

précédentes, nous faisons une translation d'indices et nous posons
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ns=20,1,...

ol r doit étre cette fois ci une approximation de Rh+1'

s ' (r ) s'écrit aussi
n n

cn+1 + rngn+1cn

n=0,1,...
1 + rngn+1

s'(r) =
n n

Nous supposons en outre et pour toute la suite que la fraction continue

est périodique & la limite, lim a = a ¢ C existe, de plus a ¢ (=, - 1/4].
o

Nous savons que sous ces conditions, et le fait que C est supposée finie

e
+
que lim -2 1 ¢ existe et |z|] < 1 (voir par exemple [2]). De plus lim R = x,
o n o
existe et xy est la racine de plus petit module de l'équation x2+x-a = O (voir
[9] [12]). De plus x -—— . ‘

i r+1

Posons
¢n-Rn-x1
§ =a -~ a,

Avec ces notations et considérations on a la

Propri8Le 6.1,

¢
£) 1ip -2H

-+ n

¢ = & (quand elles existent).

é
= ¢ existle &4 et seulement 84 1im—-§§i-¢s existe. De plus
oo

q
4i) Si § existe alors lim —5—";1 = i:s

I
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n+l

L) 84 lim = ¢ existe alons

n-+e ¢n
€
. ) n+l
-4{r=00nalin = 6
n-o n
€
. . n+1
~4{ir=z0¢et |r] = |8] on a lim
€
n»® n

= ¢ exi8te et € = r ou §.

Y o €n+1 : Pt
) 84 lim = ¢ existe et r = o ou € = r alons lim 3
n oo n
en+1 n+l € -r
v) S4 lim = g existe alons lim = =
neo Ep me Sntt g (r-1)2(141)
¢ ¢
(lim |€“+1| =wiie=0etr=0; lim ptl o 1 sir = 0)
n-»co n+1 n+ “n+l
Preuve.
De la relation Rn(1+Rn+1) = an+1 on a
x1¢n+1 + (1*x1)¢n + d)n(bn-i-l = 6n+1’ :
Donc si =0Oona¢ (14 ) =8 Donc lim fot1 = ¢ existe si et
X n = 'n+l n+1° )
n-ew n
] n+i .
seulement si lim =8 existe. De plus ¢ = §.
nmo °n
Si x1 z Oon a
¢
n+1
+ +
s A X ’ 1+x1 ¢n+1
n+1 - n n
Gn ¢n-l ¢n
X, 6———-+ 1+x1+¢>n

n-t

= @ existe
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Posons :

¢, 6
_ _ _ n+l
X = Pacr ¥, = 1+ Xy + ¢n et Y, = 6n .

Yn'n

X
n

+ - - = ' i i
On a X, Xn+1 (yn+1 len) 0. L'équation caractéristique est

1+x1

x1X2+(1+x1—5x1)X - 6(1+x1) = O, Les racines sont § et - = %. Comme

X
1
‘0 < Irl < 1ona lél 2 |%1 et le théoréme de Poincaré [10] assure que

lim = ¢ existe et p = S ou ¢ = lu Comme |%1 > 1 et lim ¢n = 0 on
I ¢n-1 r N-»00

a forcément ¢ = §.

¢ l1+x

Inversement, supposons lim = ¢ existe., Comme | " 1] > 1 on a

I ¢n-1 1

§
¢ + 1+ x, = 0. Donc lin 2*1 = ¢.
o n
ii) Evidente.
¢ )
iii) si lim ‘ol ¢ existe, d'aprés i) on a lim g+1 = § existe. L'asser-
e ¥n e n

tion découle immédiatement de la propriété 4.1.

€

+1
iv) Supposons lim 2= € existe. De l'assertion iii) propriété 4.1
5 meo  En
n+l : Pn+1
on a lim 5 = § existe et donc d'aprés i) on a lim = § existe,
mee  “n e 'n
en+1 4
= = - R - = — -
v) On a en r gn+1 n+1 r. Donc €n+1 1+4r Bn+1 gn+1¢n+1'
£ “Ye_-£_€ 0]
+ -
D'ot ¢n+1 =Bt _n npt . Donc lim €n+1 = ; 3 sig=z0
4y - -
(1+r)(en x l)gn+1 moo “n+l g l(r =1) (r4l)
¢ (1<)
et lim Ien+1| =w sig=0O0etr=0.Sir=0ona ¢n = en+1——-———2——— .
oo n+1 (En-i)gn+1
¢
ponc lim 1 = -y,
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a a :
Soit A'=={bo + TTLJ + r 2 + ..o =C e C ; bo e C, an e €, lim an =a ¢ C,

n
a ~-a
1 n+l1 .
af (~o, - ZJ et lim o = § existe} .
n-»0
Posons :

= + -
r x1 wn

Soit (Cn) la suite des convergents successifs d'une fraction continue

de A',
On a :
_sn(rn).-C = (r - ) gn+1
e n n+l 1+gn+1rn
wn gn+1
¢n+1(¢ 1 +g r
n+l n+l n
‘/
D'old la

Proposition 6.1.

Pour toute fraction continue de A' on a :
s’ (r )—C
limn—en——-::o
e n n+l

84 et seulement 84
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Remarque 6.1_L

1 - A 1'aide de l'assertion ii) propriété 6.1 on a

S'(rn)—c s'(r )-C
lim B B -0siet seulement si lim L n _ =o.
n¥o e n-o en n+2

n ‘n+l

2 - Pour toute fraction continue de A ( A est définie en section 4),

s’ (r)-c
la condition lim _E_EE—__ = 0 est équivalente a la sur-accélération sauf
n+ €n ¥n+t

lorsque € = r et €  Oou€ =0et € 2r (& cause de l'assertion v) propriété

6.1. Plus précisément on a,

s’ (r )-C s’(r )-C
Si € =r # 0 alors lim -ILTfl—_- =0=> lim 2 = 0
n*° n ‘n+l n+ n “n+l
s’ (r )-C s’(r )-C
Si € =0 et € # r alors lim ———2— = 0 => lim 32—62———-= o.
n+* n n+l n* n n+l
Deginition 6.1,
vy . . lPl’l
Une modification s’(r ) sur-accilére A' 84 1lim =1,
n n n d>n+1

Théoneme 6.1.

Une modification sr’l(rn) sur-accéline A' 84 et sewlement 84
¢

n l4r
lim = .
ne 6n+2 1-r$
Preuve.

A l'aide de l'assertion ii) proprié&té 6.1 on a

wn lpl’l 6n+ 2
lim —-— =1 si et seulement si lim « 1lim % = |1 si et seulement s
N+ ¢n+1 n+© n+2 n-o 'n+l

wn 1-r8

i S
lim — . = 1. Comme r < 1 le rasoort ——— est fini et non nul.
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D'ol le résultat.,

Remarque 6.2.

1 - Dans la dé&finition 6.1 la sur-accélération par une modification

n'est pas tout & fait équivalente & la sur-accélération utilisée dans les

sections précédentes. Ceci s'explique par la remarque 6.1.

Deux choix de modifications sur-accélérant A'

1 - Un choix simple lorsqu'on connalt f et § est de prendre :

6
o 1+4x8 , . - n+2
wn ;t:— 6n 5 © est & dire wn 1+x1+x16 .

Ce qui donne

2
an+2+x16
1+x1+x16
6 +2
2 - Un deuxilme choix consiste & remplacer .§ par le rapport nre -
6n+1
Ce qui donne 5
+ x2 n+2
n+2 1§
n+l1
r =
n Sns2
Lx x 6“
n+1
Exemplesnumériques,
1 F 1% ~nx __nx
2 6 3 5 2(2n-1) | 2 (2n+1) |
1°, Log(14x) = TEJ + + + + b ..+ n-1) (2n+1)
1 ll I1 ll Il .o I 1 -+-r 1 +
On a lim a =£etx -_l+'1+x.
e B4 1 2 2
D'autre part lim §+1 =-1.
nH® n

Nous comparons pour différentes valeurs de x les procédés S (x ) [12],
le 8, [2] et le procédé correspondant au premier choix du paragraphe précédent,
défini par
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A +rA
n

n n-1
Tn-B"'rB n-i,...
n n n-1
avec, r = 1;x_gz_x +an+1.

" Nous disposerons dans la premidre colonne quelques approximations de

Iog(1+x) et dans les colonnes suivantes le nombre d'jtérations nécessaires pour
chacun des procédés,

1 -x=1 (Log2 = 0,69314718055994.,.)

Approx. de Log 2 T... S...(x,) 9;"')

« 69...

. 6931... . 4 S 4

. 693147... 7 7 -

. 6931471805... - 10 13 12

. 69314718055994,.. 15 18 17

2 -x=-0,9 (log 0,1 = -2,3025850929940...)

(..0)

Approx. de log 0,1 Teos S...(xi) 62
- 2.30... 3 7 9
- 2.3025... . 14 17
- 2,3025850... 17 24 27
- 2.30258509299,.. 31 36 38
- 2.3025850929940... 37 44 45




3 -x=-0,99 (Log 10—2 = -4,6051701859881.,.)
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Approx. de Log 0,01 T... S...(xl) 6;"°)
- 4.60... 13 24 51
- 4.6051... 29 46 65
- 4.605170... 53 69 80
- 4,60517018... 69 86 103
- 4.6051701859... 87 114 131
- 4.,605170185988... 117 137 150
4- x=-0,999 (Log 107> = -6,9077552789. ,.)
(oo0)
Approx de Log 0,001 T... S...(xl) 62
-6,... 5 38 25
- 6.9... 41 69 ~ 107
- 6.9C7.. 67 li6 145
- 6,9077.. 97 140 189
- 6.90775... 127 172 229
- 6,907755.. 167 213 279
- 6.9077552... 183 252 302

Remarquons que Tn peut s'écrire aussi

1 1

x
avec X, = x, - g T exige donc le méme nombre d'opérations que S
n n

A + x'A

n+1 1 n-1

B

]
n+1 + xan—l

+1

(xl).
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n
Par contre 9()

> demande beaucoup plus d'opérations.

Pour les quatre valeurs de x considérées le procédé T est le meilleur,

L'écart se creuse d'autant plus que x est voisin de -1,
2 - Considérons la fraction.continue
a a
1 2
CEI—TJ-{-]_I_J-{-..._
avec a = -1 (=) n=1,2
n 4 gl pgo e
ona C= - 0,68215289427045...

Pour cette fraction on a le tableau

Approx. de C T... S...(-0,5) Bé...)
- .6... 12 ' 17 24
- .68... 17 27 33
- .682,.. 20 33 41
- .682152,.. 26 46 57
- .68215289... 31 59 64
- .6821528942704... 45 87 95

Pour cette exemple on a r = 1+ 6an+1 . Donc par rapport & Sn(-O,S),
Tn ne demande qu'une addition et une multiplication supplémentaires (par ité-
ration). Cependant la suite (Tn) converge & peu prés deux fois plus vite

(en nombre d'itérations) que Sn(-0,5) et Bén).






159

REFERENCES.,

[1] C. BREZINSKI, Mpccélération de la convergence en analyse numérique",

Lecture Notes in Mathematics, 582, Springer Verlag Heidelberg, 1977.

[2] C. BREZINSKI, "Some new conmvergence acceleration . methods";

Math, Comp. 39 (1982), 133-145.

[3] C. BREZINSKI, A, LEMBARKI, "The linear convergence of 1imit periodic
continued fractions”, J. Comp. Appl. Math, (To appear).

[4] J. GILL, "The use of attractive fized points in accelerating the
eonvergence of limit periodic continued fractions'. Amer. Math. Soc.
47, n° 1, (1975), 119-126.

[51 W.B. JONES, W.J. THRON, "Continued fractions. Analytic theory and
applications”, Encyclopedia of Mathematic and its applications, n°® 11
Addison Wesley, reading Massachussetts (1980).

[6]1 A. LEMBARKI, "Acceleration of limit periodic continued fractions by
the Ten transformation”. J. Comp. Appl. Math. (to appear).

[71 A. LEMBARKI, "Convergence acceleration of limit k-periodic continued

fractitons', Appl. Numer. Math., to appear.

8] A. LEMBARKI, "Connexions et accélération de la convergence des

fractions continues bo + 11 teoza +e et a + -1/4", These

chapter §,

{91 0. PERRON, "Die Lehre Von der Kettenmbrtlchen', Chelsea Publishing
Company New-York (1929),

(101 H. POINCARE, "Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires
et aux différences finies"”, Amer. Math., 7(1885) 205-258.



[11]

[12]

[13]

[14]

160

W.J. THRON, H. WAADELAND, "Modifications of continued fractions,
a survey'. Lecture Notes in Mathematics, 932, Springer Verlag,
Heidelberg, New-York (1981), 38-66.

W.J. THRON, H. WAADELAND, "Accelerating convergence of limit periodic
continued fractions'”, Numer. Math. 34, (1980), 155-170.

P. WYNN, "Converging factors for continued fractions', Numer. Math.
1, (1959), 272-320.

P. WYNN, "On a divice for computing the em(sn) transformation”, MTAC
10, (1956), 91-96.







