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INTRODUCTION. 

Une fraction continue est l'expression donnée par, 

b + 
al 

0 

bl + 

b2 + • 

a2 

+ 
a 

n 
b + 

n 

qu'on écrit par commodité sous diverses formes et en particulier, 

(PRINGSHEIM) • 

Les a et b sont dits éléments de la fraction continue. La valeur de la 
n n a a_l 

fraction est c • lim c ou c • b + 
n-+oo n n o 

....!!..1 ème 
+ ••• + rb le n convergent. 

1 n 

L'appellation fraction continue (continue fractum ) a été utilisée pour la 

première fois par J. WALLIS (1655). 

Les fractions continues sont étroitement liées à diverses branches et 

notions mathématiques. Citons par exemple : 

* Théorie des nombres. 

* Polynômes orthogonaux. 

* Approximants de Padé. Quadrature de Gauss. 

* Prolongement analytique de fonftion. 

* Problèmes des moments. 

Nous nous intéressons dans.ce travail au problème d'accélération de la 

.convergence des fractions continues. Il s'agit de définir des procédés qui 

transforment la suite (c ) en une suite (T ) telle que : 
n n 



lim 
n-+oo 

T 
n 

12 

= c et lim (T -c)/(c -c) =o. 
n-+oo n n 

Une autre vue du problème d'accélération de la convergence, consiste à 

transformer une fraction continue directement en une deuxième fraction continue 

dont la suite des convergents successifs convergent plus vite que ceux de la 

fraction continue initiale. Nous disposons dans ce sens de la T-W-transformatiot 

de THRON-WAADELAND [22] dont la fraction continue transformée est appelée 

T-W-modification. Ces désignations sont utilisées par L. JACOBSEN [11]. 

Une autre approche du problème d'accélération (bien que la précédente soit 

une conséquence de celle-ci) consiste à suivre l'idée de J.J. SYLVESTER (1869) 

et J.W.L. GLAISHER. Cette idée a pris sa forme définitive avec P. WYNN (1959) 

[23] qui introduit le qualificatif "converging factors". Elle consiste à générel 

la suite s (w ) 
n n 

.., b 
0 

_alj 
+ fl+ ••• + 11:: J (la fraction continue à accélérer 

n 

étant b 
0 
~ + ••• ),où w 

n 
est sensé être + f1""""" + 

rv 
1

an+1l + queue Rn de la fraction continue i.e. wn rv 1 

une approximation de 

Jan~2j + ... -Rn. 

êm~ 
la n 

De nombreux travaux dans ce sens ont été faits notamment par, HAYDEN [10], 

PHIPPS [20], GILL [7], THRON et WAADELAND [21], JACOBSEN [12], BREZINSKI [2] .•• 

Le problème de fond qui se pose aussi bien dans les "Modifications de fractions 

continues" que pour la précédente est la détermination de la suite auxiliaire (l 

pour assurer l'accélération. 

Les différents choix de (w ) ainsi que les techniques utilisées peuvent 
n 

se résumer comme suit : 

* Prendre w = w où w = lim R lorsque cette limite existe, GILL [1 
n n.-+oo n (i) 

THRON-WAADELAND [ 21]. Une extension ae ce dx:>ixest de prendre, wnk+i = w où 

w(i) = lim R k+' 1 = O, ••• ,k-1 lorsque la fraction continue est k-périodique à 
n-+oo n ~ 

1 1 . 't (li a = a(i) i k 1) [11] a ~m~ e m nk+i = 0, .•• , - , JACOBSEN • 
rt+<Xl 

* Recherche systématique d'une approximation de R en se basant 
n 

sur l'architecture des élé~ents a , travail fait essentiellement dans le cas où 
n 

lim a "" 00 par GLAISHER [ 9], 
n-+oo n 

WYNN [241, HAYDEN [10]. 
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* Recherche d'une fraction continue dont les queues R' de tout 
n 

ordre sont connues et constituent une suite d'approximations des queues Rn 

de la fraction continue initiale. On prend alors w cR', JACOBSEN [11]. 
n n 

* Sachant que a 
1 

~ R (1+R 
1
>, on estime que R ~ Rn+1 on prend 

n+ n n+ n 
pour wn l'une des racines de l'équation du second degré an+ 1 ~ x(1+x) (GILL [8] 

voir aussi JACOBSEN-JONES-WAADELAND [14]) • 

* 
la valeurc 

Recherche de deux approximations 

de la fraction continue soit dans 

w(l) et w( 2) de R de sorte que 

1 ~ interva~le (s (~ (n) , S (w (2))) 
n n n n 

ou dans un disque (dans le cas complexe) (BREZINSKI [2]) • 

En ce qui nous corx::erne,nous identifions la fraction continue à la suite de 

ses convergents successifs en tenant compte des propriétés que les éléments 

de la fraction continue transmettent à celle-ci. Ceci nous place dans le cadre 

de la théorie générale de l'accélération de la convergence comme on peut la 

comprendre à travers BREZINSKI [1], WIMP [23]. Nous serons amené alors à l'estimati 

du rapport de deux erreurs e 
1
;e où e 

n+ n n 
foncièrement différente de la précédente 

en/en-1"'-gnRn où gn = ~ + 1 a; 1 + • • • + 

= c -c. Cette approche n'est 
n 

puisqu'on a les relations, 
"-a21 

TT· 

pas 

Nous examinons ainsi le problème de l'accélération de la convergence d'une 

façon graduelle et évolutive. Cette approche est complémentaire de celles 

suivies jusqu'à présent par les autres auteurs. 

Ce travail est constitué de quatre articles déjà parues, un soumis pour 

publication deux autres non encore publiés. Nous donnons un aperçu sur leur 

contenu. 
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1 - "ACCELERATION OF EXTENDED FIBONACCI SEQUENCES .. (4], 

Dans cet article nous appliquons le ~2-itéré et la transformation de SHANK1 

A la fraction continue !-périodique, b
0 

+ ~ + ~ + •••• Une telle fraction 

continue n'a évidemment pas besoin d'être accélérée puisqu'on cannait exacterner 

sa valeur. Son intérêt réside dans le fait que lorsqu'on lui applique l'un ou 

l'autre des deux procédés la suite récupérée est une sous-suite de (en). Ceci 

permet de visualiser plus concrètement le comportement de chacun des procédés 

et en particulier, la mise en évidence de propriétés fortes intéressantes des 
2 diagonales du ~ -itérée, telle par exemple, transformer une suite à convergencE 

logarithmique en une autre à convergence linéaire. Cette étude permet aussi de 

prévoir le genre de résultats qu'on peut espérer lorsqu'on applique ces procéd4 

ou d'autres leur ressemblant à des fractions continues un peu plus générales. 

2- aSOME SEQUENCE TRANSFORMATIONS AND k-PERIODIC CONTINUED FRACTIONS". [18]. 

Cette article prolonge le précédent au cas des fractions continues, 

b _ali a2l (i) ... b (i) i • k 1 
· 

0 
+ ~ + Tb; + ••• où ank+i .. a et bnk+i 0, ••• , ; n • , ••• 

Dans ce cas ni le ~2-itéré ni la transformation de SHANK'S ne peuvent accélérer 

la convergence si k ~ 1. Nous avons alors défini un procédé formel dépendant 

de deux paramètres (T ) dont p et q s'expriment en fonction de la période k 
p,q 

et du numéro de l'itération. Avec pet q convenablement choisis on retrouve 

des propriétés de l'article précédent. L'itération duT avec une vitesse de 
p,q 

convergence optimale nécessite la variation de p et q à chaque itération, d'~ù 

le T -cyclique. Cette étude met en lumière le cOté périodique que doit avoir 
p,q 

tout procédé destiné a l'accélération de la convergence des fractions continues 

a caractère k-périodique. Ce qui est le cas des fractions continues x~pério~ · 

diques à la limite. Une telle remarque avait déjà été faite par DELAHAYE [5] 

dans le cas des suites périodico-linéaires. 

3- •THE LINEAR CONVERGENCE OF LIMIT PERIODIC CONTINUED FRACTIONS 11
• [3] 

Les fractions continues ayant bénéficié de plus d'attention sont les 

fractions continues périodiques à la limite. Nous savons que ces fractions 

continues lorsqu'elles ont une limite finie, sont à convergence linéaire. 

D'un autre cOté nous disposons d'un grand nombre de procédés qui accélèrent 

la convergence des suites à convergence linéaire •. 

La question qui s'impose est de voir si en dehors des fractions 

.J 
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continues périodiques à la limite il existe d'autre fractions continues à 

convergence linéaire. Nous montrons dans cet article que seules les fractions 

continues périodiques à la limite sont à convergence linéaire. Ce résultat 

ayant à l'appui la théorie de la rémanence introduite par DELAHAYE et 

GERMAIN-BONNE [6] montre qu'en dehors des fractions continues périodiques à 

la limite on ne peut accélérer par une même transformation algorithmique 

qu'une sous-classe de fractions continues non périodiques à la limite. 

4 - "ACCELERATION OF LIMIT PERIODIC CONTINUED FRACTIONS BY THE T+m TRANSFORMA
TION" [16], 

Pour calculer les convergents successifs d'une fraction continue, une façon 

consiste à générer deux relations récurentes à trois termes. Nous préférons 

les réduire en une seule. La relation récurente obtenue met en évidence une 

forme de procédé à considérer. cette approche nous fait retomber d'une façon 

naturelle sur le procédé T de GRAY et CLARK. Une étude systématique de ce 
+m 

procédé ainsi qu'une comparaison avec Sn(x
1

) de GILL sont faites. Il apparait 

qu'en général Sn(x1) est plus intéressant et coftte moins cher du point de vue 

nombre d'opérations queT • 
+m 

ali 
Il appara!t d'un autre cOté que lorsque les éléments de la fraction continue b

0
+fl+. 

a -a 
sont telles que lim n+l • À existe les deux procédés se différencient du a -a n-+co n 
point de vue rapidité de convergence pour certaines valeurs de À. Ainsi pour 

cette classe de fractions continues avec a fini et a t (-œ, -1/4] le T+m 

n'offre d'intérêt que pour les valeurs de À o~ Sn(x
1

) se trouve plus lent. 

Ces valeurs sont précisées. 

5 - "CONVERGENCE ACCELERATION OF LI MIT k-PERIODIC CONTINUED FRACTIONS" [19]. 

Nous considérons les fractions continues b + 1:11 + ••• + l:nl + ••• 
0 

1 n 

o~ lim a • a (i) t lim b .. b (i) k 1 (i) b (i) C nk+i e nk+i i ~ 0,1, ••• , - 1 a , € • 
fr+<Xl fr+<Xl 

Des résultats connus sont démontrés d'une façon qui nous semble simple 

et surtout cohérente avec notre façon de procéder et les renseignements que 

nous avons à chercher sur le rapport de deux erreurs ep/eq et le rapport de 



deux différences 
c ,-c , p q 

c -c 
m n 

16 

Quelques procédés d'accélération de la convergence en sont déduits et 

étudiés. 

6 - "CONNEXIONS ET ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DES FRACTIONS CONTINUES 

b + a 11 + • , • : 1 a 1 -+ oo et a -+ - l/ 411
, 

o rr- n n 

Parmi les transformations de fractions continues en fractions continues et 

qui ne sont pas nécessairement destinées à l'accélération de la convergence, 

mais souvent à une amélioration de celle-ci, nous rencontrons une transformation 

de Khovanskii (que celui-ci considère comme étant une identité) 

a2n-1 1 _ t2
1

n 1 _ 

- f2a2n-1+2a2n+1 

Cette transformation, qui par ailleurs n'a fait l'objet d'aucune étude, 

nous a paru intéressante en remarquant que lorsque la 1 -+ oo et en écrivant 
n 

la fraction continue du second membre sous la forme, 

on peut sous certaines hypothèses avoir soit lim a 
n 

= ;;4 soit que lim d =d (j.: 
2n+i 

i = 0,1. Inversement, lorsque lima ~ -1/4 on 
n n-+oo 

a lim jd 1 
n-+oo n 

= oo. Ce qfli établit uni 

connexion entre ces trois classes de fractions continues. C'est donc une transfo: 

mation qui peut ramener le problème d'accélération de la convergence d'une classl 

à une autre. 

Ces résultats nous ont amené à examiner cette transformation de plus près. 

Il s'avère à travers cette étude que la transformation n'établit pas une identitl 

et que dans le cas linéaire elle ne converge pas plus vite que la partie paire 

de la fraction continue initiale. De plus si nous désignons par, 

- dll d2l 
Kn- fT" + fl + •••. + 



11 

ème 
son n convergent on a, K2n+

1 
= c

2
n. Cette dernière propriété peut avoi~ 

des applications dans le m~me sens que celles obtenues par L. JACOBSEN et 

B. WAADELAND (15]. 

Nous définissons en outre ce que nous désignons par transformée inverse 

qui consiste à faire en sorte que la fraction continue initiale soit le résultat 

de la transformation d'une autre fraction continue. Si nous désignons par L 
ème n 

le n convergent de la transformée inverse on a alors, L
2

n = c
2

n+
1

• Ces deux 

transformations ont comme application immédiate le contrOle de l'erreur. 

Nous montrons en outre et "curieusement" que la transformée de Khovanskii 

ainsi que la transformée inverse accélèrent la convergence d'une classe de 

fractions continues où lim a =-1/4 (convergence logarithmique). Une comparaison 
rrt.<X> n 

avec S (-1/2) est alors faite. n 

Dans le cas où lim a = ~, il est possible d'accélérer la convergence 
n-+oo n 

d'une classe de ces fractions continues en appliquant deux fois l'une ou l'autre 

des deux transformdtions. Ceci est possible à cause de ce qui vient d'être dit 

concernant le cas lima = -1/4 et les connexions qu'établissent ces transforma
n-+oo n 

tiens. 

La complexité 

comportement des 

du cas lim la 1 =~nous emmène à l'examen de plus prés du 
n-+oo n 

quantités e 
1
/e , g 

1 
et R 

1 
où e a c -c, 

n+ n n+ n+ ~ n 

gn+1 .. 1 + flcn et R = ·, an+11 + 1 an+1?J + i '11 t lié 
A- 1 ••• , qu par a~ eurs son re es 
u..;n-1 n 

par, e 
1
/e 

n+ n =- gn+1Rn+1 comme nous l'avons signalé ultérieurement. Il appara!t 

que pour une sous classe de ces fractions continues les queues 
en+1 

à ~ (dans le cas réel) et lim --e-- • 1 
I}'+CIO n 

alternativement de ~ 
6C 

R oscillent 
n 

alors que 

1
. n+1 
.~ t:::..c = -1 (lim gn -= O). C'est là une classe de fractions continues qui 

n-+oo n n-+oo 

peut @tre accélérer par aucun procédé basé sur des considérations du genre, 

ne 

Rn ~ Rn+1 ou en+1/en ~ llcn+ 1/!lcn ce qui est le cas de la plupart des procédés 
connus. 

Quelques procédés accélérant des sous classes de ces fractions continues 

sont proposés. 
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7- "ACCELERATION ET SUR-ACCELERATION DE LA CONVERGENCE". 

Cette article constitue une sorte de synthèse des démarches entreprises 

dans les articles précédents. Il renferme aussi une vue qui nous semble 

nouvelle quand à la conception m~e de l'accélération de la convergence. 

Nous indiquons dans un premier temps que tout procédé d'accélération de 

la convergence peut se mettre sous la forme : 

F • 
n 

c -f c 
n+1 n n 

1 - f 
n 

Ce qui donne la caractérisation très significative de l'accélération de 

la convergence : 

,· 
F -c 

n 
lim -C -c 
n-+co n 

• o.~ lim 
n-+co 

1-e 
1
/e 

n+ n 
1-f -

1
• 

n 

Ainsi : accélérer la convergence de (c )<-> trouver une approximation f de 
n n 

e 
1
/e dans le sens, 

n+ n 

1-e 1/e 
lim 

n+ n 
1 - . 1 - f 

Jl+«< n 

Cette caractérisation permet en outre, de donner une interprétation 

des procédés connus plus cohérente avec le problème de l'accélération ne la 

convergence. 

D'autre part, si l'on se place dans le cas où 

Soit, f • r + ~ où ~ ~ o. n n n 
Posons, 

On a alors, 

F n-e ---e 
n 

e 
n 

r + e:n+l' 

e 
lim n+1 • r existe. 

e 
n-+co n 
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Ceci nous permet de voir que si, r ~ 1 on peut avoir plus qu'une simple 

accélération selon que lim ~ /E 1 a 1 ou ~1. 
n- n n+ 

Dans le cas o\1 1 lim 
n-

~ /E • 1 nous disons qu'il y a une sur-accélération. 
n n+1 

Par contre, nous montrons que lorsque, r • 1, la condition de sur-accélération 

devient une condition nécessaire et suffisante pour avoir une simple accélération. 

Ceci, nous conduit à examiner ce qu'il en est pour les procédés usuels. 

Nous montrons que les procédés usuels lorsqu'on les applique à des suites qui 

apparemment possèdent toutes les bonnes propriétés 

{ (C ) 
n 

e E 
lim n+l • r, 1 ri < 1 et lim ...!!:!:!. • E existent} 
n-+eo en rr+co En 

n'en sur-accélèrent qu'un sous-ensemble ponctuel (pour une seule valeur de E). 

Nous proposons deux procédés qui sur-accélèrent l'ensemble de ces suites. 

Nous examinons aussi le cas de l'ensemble 

C .. b + _ali + ••• + 1 a
1
nl, a ~ a i (.....m,- !.J et lim an+l-a .. ô existe) 

n o fT"" n 4 a -a n-+<o n 

Cette démarche offre de nouvelles perspectives concernant la comparaison 

ou l'amélioration des procédés d'accélération. Elle constitue aussi une base pour 

de nouveaux procédés. 
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ACCELERATION OF EXTENDED FIBONACCI SEOUENCES(•) 
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2 The repeated application of Aitken's 6 process and of Sbanks' 
1 1 

transformation to the convergents of 1 + ~ + ~ + ••• are studied. lt is 

proved that they both produce subsequences of the initial sequence. Their 

rates of convergence are studied showing the superiority of Aitken's 

process. The iterates of various methods for computing the dominant zero 
2 

of x - x - a are related to the previous continued fraction. 
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1 - INTRODUCTION 

ln [4], Phillips considered the Fibonacci sequence 

c • 1 
0 

n•O, 1, ••• 

It is well known that 

C • u 
1
/u n n+ n n 2: 0 

where the u are the Fibonacci numbers given by 
n 

u • u + u n ' n+1 n n-1 ' 

with u • u • 1 and that the sequence 
0 1 

(1+/5)/2 which is the positive zero of 

(C ) tends to the 
n 

. 1 2 the polynomla x 

"golden section" 

- x - 1. 

The C are also the successive convergents of the continued fraction n 

Phillips considered the repeated application of Aitken's A2 process 

to the sequence (C ) in order to accelerate its convergence and he proved n 

that the new sequences obtained are subsequences of the initial one. 

Thus the question arises to know whether Shanks'transformation 

(that is the E-algorithm) possesses a similar property. The same questions 

can also be raised for the extended Fibonacci sequence formed by the conver

gents of the continued fraction 1 + ~ + ~ + ••• The aim of this paper is 

to answer these questions. One can, of course, think that such questions 

are irrelevant since the limit of these continued fractions is already known 

and they don't need to be accelerated. However, apart from the curious 

results obtained, the interest of the paper is to show that sequence trans

formations can transform a logarithmic sequence into a linear one and a 

linear one into a sequence converging super-quadratically. Moreover, we hope 

that ~ome of the TPsult~ on the rate of convergence proved herein could be 
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extended to limit periodic continued fractions. 

Thus, let us consider the continued fraction 

c- 1 + ~ + ~ + ••• 

where a is a nonzero complex number. It satisfies 

C • 1 + a/C 

and its convergents are given by 

c K 1 
0 

n • 0, 1, ••• 

We have C • u 1/u where the u are given by n n+ n n 

un+ 2 s u + a u n+l n n• 0, 1, ••• 

2 Let x1 and x2 be the zeros of the polynomial x - x - a. 

lt is easy to check that if a ; - 1/4. 

( n+l n+l)/( ) 
un • xl - x2 xl - x2 

and 

C ( n+2 _ n+2)/( n+l n+l) 
n • xl x2 xl - x2 

or, setting r • x2/x
1 

n+2 n+l 
en- xl(l-r )/(1-r ) 

If a • -1/4, we have 

and 

u • (n+l)/2n 
n 

C • (n+2)/2(n+l) 
n 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

If a ; -l/4+c where c is a real non positive number, then the continued fract 

2 converges to x1 the zero of greatest modulus of x - x - a. 

If a • -l/4+c where c is a real strictly negative number, x 1 • x2 and x1 ; x2 

Thus, by (2), the continued fraction does not converge. ln fact all the C 
n 

exist and are real and x1 and x2 are complex. 
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In section 2 we shall study the application of the iterated 62 

process on the extended Fibonacci sequence (C ). The use of Shanks'transfor
n 

mation will be carried out in section 3 and the rates of convergence of 

the various sequences obtained will be compared. In section 4 we shall study 

the iterates of some methods for computing the dominant zero of x
2
-x-a. 

There are two methods for proving the results. The first one consists 

in using C • u 
1
/u and various relations satisfied by the u • These 

n n+ n n 

relations generalize similar relations for the Fibonacci numbers. This is 

the method followed by Philipps. It is also possible to use (1) and (3). The 

second way for proving the results is to use directly (2) and (4). It will 

be our metbod. 

Due to a linearity property of Aitken's and Shanks'transformations 

all the results stated also hold for continued fractions of the form 

b + ~ + ~ + ••• where b ( C. 

2 - AITKEN'S METHOD 

2 Let us apply repeatedly Aitken's 6 process to the sequence (C ), 
n 

that is we set 

x(n) • C 
o n 

Then, for k • 0, 1, ... , 
n • 0, 1, 

we construct the sequence (~(n)) by k+ 1 

( (n+l) (n))2 
'1c -'1c ~ ( n) • x (n) _ --:-~":--___,..~...,..---:---:-

k+l k (n+2) 
2 

(n+l) (n) n • 0, 1, ••• 
xk - xk +x 

It must be noticed that our notations slightly differ from that 

of Phillips. It is just a matter of conveniency for our purpose. 
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Theorem 1 

'Y k, n ~ 0 

Proof 

If a ; -1/4, then for 1 s i sn 

2 2 n-i+l . i 2 2n+3 n+l 
C • C • - C • x 

1 
r (I-r) (1-r ) (1-r ) /D (1-r ) n+l n-l n 
n-i+l i 2 n+l 

C . -2C +C . • x
1 

r (1-r) (1-r ) (l+r ) /D n+l. n n-l 
with D • (l-rn-i+l)(l-r0 +I){I-r0 +i+l). 

'l'hus 

2 C .C :C 
1 

2n+3 n+1 n-1 n -r 
C .-2C +C . • xl 2n+2 • C2n+l' 

n+l. n n-1 1-r 

If a • -1/4 we have 

'l'hus 

We have 

C .C .-c2 • i 2(2n+3)/4(n+J) 2[(n+l) 2-i2J n+l n-1 n 

2 c .c .-c n+1 n-1 n 
C .-2C +C . n+1 n n-1 

2n+3 
- 2(2n+2) • c2n+l' 

(n) 
In both cases, taking i • 1, we get x 1 • c2n+ 3 ' Y n. 

x(n) • (C c -c2 )/(C 2C C ) 
2 2n+7 2n+3 2n+5 2n+7- 2n+5+ 2n+3 ' 

1 · 2 5 · · 2 b · (n) Rep ac1ng n by n+ and sett1ng 1 • we o ta1n x2 • c4n+ll' 

It is easy to see that 

(n) • C 
~ N(k,n) 

vhere N(O,n) • n and N(k,n) • 2N(k-l, n+l)+l. Thus 

k N(k,n) • 2 n+~ 

~tb M
0 

• 0 and~ • 2~_ 1 +2k+l whose solution is ~ • (k+1)2k-l. 

1 
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This proof follows the lines of Phillips'proof. Another one can also be 

easily obtained by induction but it is longer. 

3 - SHANKS'TRANSFO~~TION 

Instead of Aitken's process let us now try to transform the 

sequence (C ) by Shnaks'transformation or, equivalently, by Wynn's E-algorithm. 
n 

Shanks'transformation is defined by [6] 

k,n•O, 1, ••• 

where 

.......................... 
Yn+k-1 Yn+k •••••• Yn+2k-2 

The ek(Cn) can be recursively computed by the E-algorithm of Wynn [7] which 

is as follows : 

lt is 

(n) • 0 E_l E(n) • C 
o n 

(n) (n+l) 
Ek+l • Ek-1 + [ (n+ 1) (n) ]-1 

Ek - ~ 

related to Shanks'transformation 

(n) 
E2k • ~ (Cn) 

n • 0, 1, 

k, n • 0, 1 • • •• 

by 

k, n • 0, 1, ••• 

When k • 1, E(n) • e (S ) • (n) 
2 1 n xl • 

If the t-algorithm is applied to our sequence (C ) we get the 
n 

Theorem 2 

'Y k, n <!: 0 
{n) 

E2k • C(k+l)n+k(k+2) 

Pro of 

'Y n <!: 0 
(~) 

E • r o n x~n). c2n+3 which is true by theorem !, 
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The property is assumed to be true up to the index k and Y n ~ O. 

To prove that it is still true for k+1 we shall make use of Wynn's cross 

rule [1] which states that 

[ (n+ 1) (n) ]-1 [ (n-1) (n) ]-1 
E2k -E2k + E2k -E2k 

with e:(n) • C 
o n 

and e:(n) • oo. 
-2 

-1 
All the four brackets of this relation have the form (CN-CM) , where 

M • (k+1)n+k(k+2). 

If a ; -l/4 we have 

The cross rule reduces to 

J M+J k+1 1 M+1 -(k+1) -r r -r r 
k+ 1 1 + - (k+ 1 ) 1 

r - r -

1 M+1 n+k+1 1 M+l -(n+k+1) 
-r r -r r 

• ----n-+~k-+~1--1 -- + -(n+k+1) 
1 r - r -

which is obviously true. 

If a • -1/4, the cross rule becomes 

M+k+2 
k+l 

which is evident. 

M-k M+n+k+2 M-n-k 
+ -- - - ----:----:-- + .;..._..,..-..,.. k+ 1 n+k+ 1 n+k+ 1 

We hall now compare the rates of convergence of the various 

1 

aequences obtained by the e:-algorithm and the repeated application of 

Aitken's process. To speak of convergence we have, of course, to assume 

that (C ) converges, that is a ; -l/4+c where c is a real non positive 
n 

number. It must be noticed that the computations of ~n) and e:~~) both need 

the aame terms en' ••• , Cn+2k of the initial sequence. 

We have the 
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Theorem 3 

• o(E(n+2)-x) (n~) and lim ( (n) - )/( (n+2)- )(k+2)/(k+l) 
2k 1 E2k+2 xl E2k xl 

Jt+OO 

• r-(k+2)[x (l-r)]-1/(k+l) 
1 

Il) 

If a • -1/4 we have : 



31 

16) lim (n+l) (n) 
(t2k -x1)/(c2k -xl) • 1 

n-+eo 

17) lim (n) (n+2) 
(k+ 1) 1 (k+2) (E2k+2-xl)/(c2k -xl) • 

n-+<'0 

18) lim (n) (n) 
(c2k+2-xl)/(E2k -xl) • 

k-+<X> 

19) lim (n+ 1) (n) 
- 1 (E2k -xl)/(E2k -xl) 

k-+<X> 

21) lim (n) -k and . (n) q 
(~ -xl)/(Cn+2k-xl) - 2 'Y q ~ 1, !!: (xk -xl)/(Cn+2k-xl) - 0 n__, 

22) lim (n) 
- 11 (k+ 1) and lim (n) 2 

- 23. (E2k -xl)/(Cn+2k-xl) (E2k -x1)/(Cn+2k-xl) 
n-+eo k+«> 

Proof 

n+ 1 n+ 1 Since C -x • x (1-r)r /(1-r ) when a 1 -1/4 + c with c < 0 and 
n 1 1 

Cn-xl • l/2(n+l) when a • -1/4 the proofs are all obvious. 

1 

Let us now comment on these results. The numbers (~(n)) and (t(n)) 
k 2k 

are usually displayed in double entry tables as follows : 

(o) E(o) x 
0 0 

(1) (o) E(I) (o) x xl E2 0 0 

(2) (1) (o) E(2) E(I) (o) x xl x2 E4 0 0 2 

(3) (2) (1) (o) t (3) (2) (1) (o) x xl x2 x3 E2 E4 E6 0 0 

Ai tken' s arr a y Shanks'array 

Thus the lower index indicales a column and the upper index a descending 

diagonal. 

When a 1 -l/4+c with c < 0, for the iterated application of Aitken's 

process, eAch ~clumn is linearly convergent (Tesult J), each column converges 
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faster than the preceding one and the acceleration has degree two (result 2). 

Result 3 is very important since it shows that a linearly convergent 

sequence can be transformed into a diagonal converging auper-quadratically. 

Each diagonal converges faster than the preceding one (result 4). For 

Shanks'transformation each column is linearly convergent (result 5), each 

column converges faster than the preceding one and the acceleration has 

degree (k+2)/(k+1) (result 6). The linearly converging sequence (C) is 
n 

transformed into a diagonal converging super-linearly (result 7). Each 

diagonal converges faster than the preceding one (result 8). Result 9 

shows that the columns and the diagonals of Aitken's array converge faster 

than the corresponding ones in Shanks'array. Results 10 and 11 evaluate 

the degree of acceleration with respect to the initial sequence (C ). 
n 

Now when a • -1/4, for the iterated application of Aitken's process, 

each column·converges logarithmically (result 12) and each column does not 

converge faster than the preceding one (result 13). Result 14 shows that 

the logarithmic sequence (C ) can be transformed into a diagonal converging 
n 

linearly, but there is no acceleration from one diagonal to the other 

(result 15). For Shanks'transformation each column is logarithmic (result 16) 

and each column does not converge faster than the preceding one (result 17). 

Each diagonal is also logarithmic (result 18) and there is no acceleration 

from one diagonal to the other (result 19). Result 20 shows that the columns 

of Aitken's array do not converge faster than that of Shanks'array but 

that the diagonal do. Results 20 and 21 evaluate the degree of acceleration 

vith respect to the initial sequence. 

The results of tbeorem 3 provide an illustration of the notions concerning 

the speed of convergence of a sequence introduced in [2]. 
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4 FIXED POINT METHODS 

When a ~ -l/4+c, c s 0 the sequence (C ) of the previous sections 
n 

converges to the dominant zero of x2-x-a. In this section we ahall study 

if sorne classical fixed point methods yield subsequences of the sequence 

(C ) thus generalizing Phillips and much older results. 
n 

We begin with Newton's method 

y given 
0 

2 y 1•(y +a)/(2y -1) n+ n n n • 0, l, ••• 

It is easy to check in both cases (a ~ -l/4+c with c < 0 and a • -1/4) that 

if k exists such that yn • Ck then yn+l • c2k+ 1• This is a generalization 

of a result proved by J.A. Serret in 1847 [5] relating Newton'& method for 

the computation of the square root and its continued fraction expansion 

182+r • a+~+~+ ••• Thus, if y
0 

• C
0 

• 1, then by induction it is easy 

to see that 

thus generalizing a result obtained in 1878 by Moret-Blanc [3] for the square 

root. It can be checked tbat (y ) bas order two if a ~ -l/4+c with c < o n 

and bas only order one when a • -1/4 tbat is when x2-x-a bas a double zero 

Let us now turn to the secant method 

y
0

, y
1 

given 

Yn+l • (yn Yn-l+a)/(yn+yn-1-l) n • 1, 2, ••• 

If p and k exist such that yn_ 1 • CP and yn • Ck then, in both cases, 

y •C n+l k+p+l. 

Thus if y • y • C • 1 then y • Ck _1 where k are the Fibonacci numbers o 1 o n n n 
given by 

j 



k • k • 1 
0 1 

k • k + k 
n+1 n n-1 
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n•1,2, ••• 

If a ; l/4+c with c < 0 it is easy to check that (y ) bas order (1+/5)/2 
n 

and that the order is one if a • -1/4. 

Let us now use Steffensen's method 

v • y 
o n 

v c 
1 

v .. 
2 

l+a/v 
0 

If k exists such that yn • Ck then, by theorem 1, yn+l • Clk+J" Thus, in 

both cases, if y • C • 1 then 
0 0 

Yn • C3(2n-l) 

and the order is two if a ; -1/4+c with c < 0 and one if a • -1/4. 

Steffensen's method is based on Aitken's ~2 process. Thus a 

generalization will consist in using the repeated application of this 

process and we shall obtain a new method one iteration of whicb being 

v • 
2p l+a/v2p_ 1 

rhen, applying the iterated ~2 process to v
0

, ••• , v 2p we set 

y • x(o) 
n+1 p 

!f k exist such that yn • Ck then, from theorem 1 

rhus if yo - c -1 th en y - c where 
0 n N n 

N - r <l'+ 1 > 2 P -1 J 
2pn_l 

la 2p-l 

1 

1 

1 

ii 
1 

i 
i' 
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If a ; -1/4+c with c < 0, (y ) bas order 2P while it bas order one only when 
n 

a • -1/4. 

Finally we can also use the ~-algorithm as follows 

v -2p l+a/v2p-l 

Then, applying the E-algorithm to v
0

, ••• , v
2
p we set 

(o) 
Y • E n+l 2p 

If k exists such that yn • Ck then, from theorem 2, we have in both cases 

n N • (p+2) [(p+l) -1] 
n 

with 

If a ; -1/4+c with c < 0, (y ) bas order p+l and it bas order one if 
n 

a • -1/4. 

The repeated application of Aitken's process is more powerful than 

Shanks'transformation. 
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SOME SEQUENCE TRANSFORMATIONS 
and 

k-PER 1 OD 1 C CONTI NUED FRACTIONS 

R. lembark:i. 

Consider a k-periodic continued fraction 

a1 1 an 1 
bo + ~ + ••• + ~ + 

1 n 

where anand bnare complex numbers such that, ank+i = a 1 and bnk+i=bi ; 

i-O,ooo 1 k-1; n=0,1,.oo oThe Tp,q process, which is a generalization of 

Ai tken • s process is a pp lied to the seqttence of successive convergents 

According to how p and q are choosen, a part of the sequence obtained is a 

subsequence of the original one. Modify1ng p and q at each stage the whole 

sequence obtained is a subsequence of the original sequence. The same 

Property 1s valid when the process is used repeatedly. 

0 - INTRODUCTION. 

Cons1der a k-periodic continued fraction, 

b0 +~ t • o. t ~ t •o 0 

1 n 
(1) 
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n= 0, 1, • • . • 

Let 

be the nth conve~ent. 

In the ca~e k=1 and a
11

=b
11

=1, PHILLIPS [10] sho\l.red that applying 

repea tedly Ai tken' s !! 2 process to the sequence ( Gn}, gî ve subsequences of 

{en). This re~ult and ethers ''·'ere sil'Tlultaneous ly genera lized to the c.;tse 

'\\'he re an= a and bn =b by, He eABE and PH ILL IPS [ 7 J and BREZ IHSKI and 

L:El'IBARKI [2]. In this paper, "'e are de.:tling· with the case "''here ~~. is ail 

arbitrai)' integer (kErN*). 

\"hen k is gr·e.;t ter than 1 the results g·i ven by the au thors mentioned 

above are not valid ( ~ee Remark 2. 2 hereafter}. Instead of AÎtken' S 

proce:ss ,1.re consider the Tp,q process which is a-special case of the process 

defined in [3]. 

T < 1, lù = 
p,q 

>t: 
~J.rhere p, cr- rN • 

n =0,1, ••• 

Of course, T1,1 is Al.tJ.:en's process [1], t 1,p is T+p [4] and Tk,k iS 

ô+k [3]. 

Remark that Tp,q is symmetric \l.rith respect to p and q, that iS 

Tp,qc!q,p· The PtL.""lJOSe c•f this paper is to sho•~or that if k=1, the sequence 

obtained \~\en T p,q is a pp lied repea te de ly is a subsequence of the ini tl al 

sequence (section 1). 

li."hen k is grea ter than 1, no terms of (en} .~re obtained in genera 1. 

But w.hen P (or· q} is choo~en to be a mu.!.tip le of k then ·:l ~ubseq'.lence of 

i 
j 
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(r~:q n> } ü: contained in (en}. This property is lost "'hen the proce~!' i~ 

used repea ted ly even if p and q are mc•difiect. Vhen the :nt le of T p,q is 

modified by char&girJ2' at each stage the value bf q (or equivalently p) a 

nev process called the Tp,q-cyclic J:•roce;::s is obtained. So, repeated Tp,q

cyclic leads to subsequences of {Cr) (section 2 and 3}. 

Tle ~how in particular tha t in the case where k:a 1, T.p,q do es not 

depend on heo1.•T p and q are separatly o::hoo~en, but it depends only C•n the S'lUit 

p+q. 'Yhen. k is ar·bi trar:o/ this rent ar~·- ü· not v a lid in genera 1, but if p (or· 

q) is kept to be a ll'LUltiple of k then the property holds. 

Let us recall some notations and propeties. 

Let Cnbe the nt h conver-zent of ( 1) a~ defined before. en m:t::;.r be 

computed by [ 9 J : 

Let, 

r. - A 'B "'n- n· n 

An= bnAn-1+anAn-z 

Bn= bnBn-1+anBn-2 

A0=b0 , A_1= 1 ; B0= 1, B_1 • 0 

B:m,n+1 -= bn+1Bm,n +an+1Bm,n-1 

Ba,n· Bn, Bm,m '""' 1, Bm,m.-1 • 0 

(2} 

Ve may prove inductively the follo~ting identities, for further details see 

[a], [9], [11], [12]. 

, Br-1,n = brBr,n +ar•1E'r+,,n n+ 1 ~ r~ 1 ( 6 ) 

B B -B B = ,. 1 ) 111-r B • r-1,n r,m. r-1,m r,n \.- ar+1" • • al:l+1 m+1,n 

n~m~r 

Ve refer to [5], [ 13] for conver-gence of k-perioctic continued fraction:::. 
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1 - 1-Periodic continued fractions 0<= 1 ). 

Let an=a and bn=b for all n. T·~ av•)i•1 trivial cases we assurne ab=o. 

Let u and u' are the two zeros of y2 -by-a=O. Since a = 0 we have 

u.u' = o. Let p = U 1 /u. 

In the same way as done in [6] we get : 

n+2 

n+1 
b 
2 

if u " u 1 

if \1 = u 1 
0 

Tde asswùe pn . ..: 1 for n = 1, 2, ••• , when u J1i u 1 o 

Let p, q: ~~ * are t 1JTC fixe•i integers. Let { T ~~ q n > ) n the . sequen•:e 

obtained 1.\rhen the T p,q process is a pp lied to the seq1.1ence ( Cr
1

) m times 

repeatedly. 

T ~ m-1, n> { T ( m-1, n+p+q} _ T < n,-,, n+ p) ) _ T ( m-1, n+p) ( T { rr1~ 1, n+q) _ T ( rr1-1, n): 
)), q p, q p, q .. p, q p, '·i p, q 

where r< o, n) = 
p,q 

Theorem lolo 

For any integers p 'F o and q ;é o, 

i) T~~q n) = C2m( n+1}+m2m- 1 (p+q)-1 

.. ' 
ll) 

Proofo 
i) Let, 

oc:.n+ .Bp+ Vq+Ô 
1 - .P 

Sn= u o --~------
cxn+ j3p+ vq+Ô-1 

1 - p 

Simple computa ti ons e"i ve, 

n,m=O, 1, o o o 

r = 0,1, •• 0 
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u. 
2oc.n+ { cx +2J3 )p+ {cx +2Y) q+2S-1 1-p 1 

2cxn+ (<X +213 )p+( ex. +2V }q+28-2 1-p 

Therefore, one a pp lictaion of T p,q to the sequence {Sn} transforrn.s 0<:. 

into 21X, J3 into cx+2.P, v into 0<+2V and ô into 28-1. Let (s~1 }) the 

sequence thus obtained. P.epeating this m times we get, 

s~n~ = u (1-p*}1(1-p*-1> 

where, • = zlT'o<.+(nl2m-1cx+2rn13}p+(m2m-10<+2l!ty)q+2mÔ-2m+1. 

Noll.', for oc:=1 and J3=Y=o a!·td 8 = 2, we have Sn= enand s~m)=T~~~qn}. 

The assertion 1} fa llo\'fs \\'hen u ~· u' . 

In the c.:1se u = u' ''·'e con~1der , 

oc·.n+ J)p+··rq+8 b 

tn= IX.n+Bp+Vq+Ô-·1 2 

( \ 
t:o ,, 

Applying Tp,q to tn,, IX and ~· and Y and o are transforned in the sa1n.e 

way as before. This ends the proof of i). 

ii} Assertion ii} follows ilTlll'lediately fr·om i}. 

Remarie 1. 
1.1 Assertion i) shows in parti.:ular tha t Tp.q depends only on the z:um 

p+q. Hever mind how p and q are choosen. 

1.2 The second assertion displays the ilrtportance of repeating Tp,q 

instead of increasing' p and q. 

2 - k-Periodic continued fractions. 

ie e:onsider in this section the case '1.1here k is an arbitrar).' integ·er. 

As it has be en said in the introduction, Ait~:en' s ll2 process does not )field 

terms of the original sequence (see the munerical exan1ple in rema~~ 

But sonte choices of p and q leac1 to terms of (en) as we shall see. 

Ve assume en "F Cm for n ?' m and T p,q is defined. 
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Theorem 2.1. 

Let u E IN*, q E IN*, v E IN and i E {o, ... ,k-1} such that vk+k-i-1 

"' 0. !hen, 

1 ) r { 1 ,mx+i > = 
· uk,vk+k-i-1 11\ = 0,1,2, ••• 

m = 0,1,2, ... 

Proof. 
\Te immediately get the condition, 

T ~~ q lll)= cn+r <=> ( cn+p+q-cn+r.J (cn+r-cn )- (cn+q-cn} {cn+r-cn+p }=o 

Using (5), the previous condition becomes, 

Bn+p+1 1 n+p+qf'n+1,n+rBn+q-Bn+1,n+qBn+p+1,n+rBn+p+q = 0 • 

Let p = uk. 

No''·', the k-perlodicity of anand bn g1ves, Bn+uk+1,n+uk+q = en+1,n+q' ButJ 

Bn+ 1,n+q J' 0 because {5) and the assumption on the sequence (en). 

Thereforth, r~t~>= Cn+r ~ Bn+11n+rBn+q-Bn+uk+1,n+rBn+uk+q=O. 

Let, n = :mk+i, i e {o, ... ,k-1}. 

The previous candi ti on becomes, 

ôi = Bi+1,r+iBmlc+q+i -Bi+1,r+i-ukBmk+uk+q+i 

and ôi = O. lTow, 1f i = k-1 and r={m•u+1}k+q lie immediately g·et t.1=o lihicl'\ 

demonstrates i1}. 

To prove i), let q = vk+k-i-1 and r= (m.+u+v+ 1 )k. !hen, 

Ài=Bi+1, ( m+u+v+1}k+i 8 < :nt+v+1}k-1-f'i •1, ( m+v+1)k+i B( m+u+v+1)~-1 
Or equivalently {because the per1od1c1ty of anand bn), 

Ai =Be JJ\+v+1>k+i+1, < 2m+u+2v+2>k•i B < m+v+1>k-1 

-B ( Jll +U +V+Ük +i+1, ( 2Jil +U +2V+2).k+i B ( Jn +V+1)k-1' 

No, because Cn ;L Cn+1 i t fo llows from ( 5) tha t 
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k-1 

II a 1 ' o. 
i=o 

• Assume i = 0, using ( 4} we get , 

a1~o = B( 2m+u+2V+2)k -B ( m+v+1)k, (2m+u+2v+2>kB( m+v+1)k 

- B (2m+u+2V+2)k -B(m.+u+v+1)k){2m+u+2V+2)kB(m+u+v+1}k = 0 

Hence .à.
0 

= 0. 

• Assume A j = o for j = o, ••. , i. 

Let ex = m.+v+ 1. 

Using {6} and (3) we get, 

ai+2ll.i+1 = B o<k-1bi +1 {B ock+i, < 2o<+u>k+i -ai +1B C><k+i+1, \ 2CX+u)k+i-1) 

- 5 < tx.+u)k -1bi +1 {B ( oc.+u}k +i -1,20<+u)k +i _ai +1B ( e<.+u}k+i, ( 2D<+u)Jc. +i -1) 

+ai+ 1 (B D(k -1BC<.k +i, ( 2D<.+tt)k +i -1-f, ( OC.+u)k -1B (oc +U)k +i, (Zcx+u)k+i -1) 
.... 

-bi+~i. 

= bi +1 (B e><k-1Boc.Jc.+i, ( 2oc+u}k +i -B ( C<.+ u)k-1B ( IX+u >k +i, (Ze<+u)k+i) 

-bi +1ai +1 (BO<k-1Bo<Jc.+i +1,( zcx+u)k+i-·1-B < oc+u)k-1B ( ~><+u)k+i+1, (2c<+u)k+i-1) • 

Using ag· ain ( 6} and { 3} to decompose the last parenthesis, we fina lly 

obtain, 

ai+2~i+1 = bi+1 [ (B oclc.-1Bo<k+1,{ 2o<+u)k+i -B ( IX+u)k-1B ( '>'+u)k+l,( 20(+u)k+i) 

- (B e<k-1Bcxk +i, (21X+U)k +i-1-B ( OC+U)k -1~' ( tx.+u)k+i-1,(2o<+u)k+i-1) J" 
Let, ~ be the brac~:et. 

Using (3) we have, 

'B O<k -1B ock +i, ( 2o<+u)k +1 -B c cr.+u >k -1B < IX+U)k+i, < 2 e<+u}k+i 

= bi [ (BO<k-1Boc.k+i,( 2o<+u)k+ i-1-B ( cx•u)k-1B (OC.+u)k+i,( 20<+u)k+i-1 J 
+ ai [ (B ock-1B D''k+i,(ZO<.+u}k+i-2-B( cx+u)k.-1B ( "'•u>k+i,( 2o<+u)k +i-2 J 

= ai[ {BO(k-1BO<k+i,(20(+U)k+i-2-B(1X+U)k-1B(C<.+U)k+i,(2o<+U)k+i-2J { *) 

Using {6}, {*} becomes, 

B O(J<.-1Bo(k+i-2, ( 2o<+u)k+i -2 -B( "'+u)k-~< oc+u>k +i -2, ( 2 cx+u)k+i -2 

-bi -1 [Bo<k -1B~lt. +i -1, ( 20('+u}k +i -2 -B ( cx+u)k -1:8 ( e<.+u}k+i -1, ( 2o<+u)k+i -2 J 
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Now the bracket is zero by ( 4) wh en i = o .• and is tri via lly verified ~rh en 

i= 1 and because tl. j = o j = o, •.. , i. 

Therefore, H1 • -Hi_1• 

To end the proof it suffices to show that H
0
=0. 

Now, 

H0 = (Bod.-1B(C\.+U)k-B(.x+u)k-1BO(k 

- (B o<k-1B tXk-1, < 2 oc+u)k-1-B { CX+u}k -1B ( CX+U)k -1, ( 2 t><+u}k -1}. 

Because (6} the second parenthesis becomes, 

- a.D<kB ( O<.+u>k-1B o<k-2 +a { cx.+u)kB { rx.+u)k-2 

Renee, 

Ho - Bc;<k-1 {B \«+u)k -a ( CX+u)kB ( oc•u)k-2} -B { IX+1.1)x-1B~k -a«kB~k-2 }= (1 

fr•Jm (2}. 

0 

Hemark 2. 

2.1 As i t 'lere mentionned be fore, T p,q is syrfLJrtetric on p and q. S•.) the 

lo\'ler· indexes in theorem 2. 1 may be inverted ~J.rithout chan:;-ing the result. 

2.2. We require p or- q to be a multiple of k. This condition is 

necessary to have some tenns of {en). To see this consider the nurnerica 1 

example : 

k=2 1 + 1 ~ 1 + rt-l + ri-1 + ••• - 1. 79128784747792 

n en n T \-1, n) 
1,1 n T(13n) 

3, 1 

1 

e 1 e 2.636363636363636 e 1. 93!72e.9o71 1 4 1 2. 125 1 1. E:33883907!'i 2 1. 5 '• 1.971014492753623 2 1. 8287487420· ..:. 3 2.333333333333333 .,. 
1.878411910669975 3 1 c·n411"4c;-..I.:A' ·-' . ~·- - ..... ...,~'-4 1.692387692307692 4 1.842404306220096 4 1 80?6"'·=-~~-... . - -··..~ ........ ~~ 5 1.954545454545455 5 1.817666509211148 5 1 ""'>::1"' .. "'"3474~ . ( -·~·~..J- ~J 6 1.758620689655172 6 1. 80719'3125'384705 6 1. 794'3016799.1 7 1. 843137254'~01961 7 1.799668672249776 7 1 70:."'')0:.~556:3~ . .,~._ .. -.;. -s 1.780612244897959 .... 1. 79638'~113981542 8 1. 792454307~~~ 0::• 

9 1.808022922636103 9 1.79399283429252 9 1. 791712'?4E·~·~~ 10 1.787818383747178 10 1.79293920631052 10 1. 791E.66277~1.I 11 1.796717171717172 11 1.792165404493095 11 1. 791425976;?:· 12 1.790156301962089 12 1.791824100856587 12 1 "'9141C'1'"'"'4 ··-·! ' i • .C•"- 6t' 13 1.793052201374698 13 1.791573022866034 13 1 _, 1 '?3?"'~"' .. , • ( ;4 . .). _, ~ ( ~ 
14 1.790919776667646 14 1.791462165731206 14 1 791 \?78~'74·~ • • -- -. ... - a 15 1.791861514480269 15 1.791380569969517 15 1. 7913024520~~ 16 1.791168134317056 16 1.791344531439436 16 1.7913008505~ 17 1.791474403884715 \ 17 1.791318000789922 17 1. 7912925'?7l;.i lE: 1.791248912804534 1::: 1.791306281687612 18 1. 7';.1292076 ... '; 
19 1.791348519046171 1'~ 1.791297653885793 
2e 1.791275184786953 2(1 1.791293842684303 
21 1. 791307579351455 21 1.79129103676061 
22 1.791283729217555 22 1.791289797271897 



4.S 

:z: - I · - 1 f f · d d T( 1' n) l. eo a te rn of the orid'ina 1 !'equence .J n gen~ra J or 1xe p an q, p.q ~ lijo 

only for the ~·alues of n as ctefinel1 in theore111 2.1. This appear~ ·:·learl::.' 

throtlgh this exa1a1p le. 

k=3 _3_1 __2j 2 1 3 1 
1 +11+11+rr+~ + ... = 1.6??0145580216 

n en n T (1, r.} 
3 ,., n T( t ,n) 

3,3 

a 1 0 1.983193277310924 0 1.69695945945946 1 4 1 1.91139~405063291 -c7 1 1.89239662072032 2 1. s 2 1.883615084525358 -c9 2 1.879206428930186 -c tt 3 2. 125 3 1.879985296820437 3 1.877590513050276 4 1.692307692307692 4 1.878001989484155 -Cp 4 1.877459506741336 5 1.954545454545455 s 1.877206115540346 • cl5 5 1.877078274664666 -CJ7 6 1.838983050847458 6 1.877100890771424 6 1.877031310910066 7 1.9113924e5e63291 1 1.877043275152304 -ct9 7 1.87702750094648 8 1.864238410596027 C• 1.877020130686967 e 1.877016411713244 :: c23 ÇJ -c21 9 1.883615084525358 9 1.8770170~9656388 9 1.877015045417644 Hl 1.871240601503759 10 1.877015393492587 -c2s 10 1.877014934573958 11 1.879286428930186 0 0 

12 1.875892071561248 
13 1.878001989484155 
14 1.876641065415611 
15 1.877206115540346 
16 1.876846209046023 
17 1.877078274664666 
18 1.876981887275496 
19 1.877043275152304 

n T < 1, 1'\) 20 1.877003690316346 3,2 21 1.877020130686967 
1 22 1.8770B9659862562 

23 1.877016411713244 a 1.83898305e84745a -c6 24 1.877013607505845 1 1.859733978234533 25 1.87?015393492587 2 1.871240601503?59 -CIO 26 1.877014241841521 3 1.875892071561248 -cl2 27 1.877014720149295 4 1.876508525243578 ..._ s 1.876846209046023 -C}6 6 1.876981837275496 -c18 7 1.876999832994732 a 1. E:77(10'_;!6598625€.2 -c22 9 1.B~7013607505S45 -c24 10 1.877014129617714 
'0 
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4- Y,Then k=2~ theoreii\ 2.1 gives T~~:~~+1 = c2(n+U+V.+1) n = o, 1, ••• 

But if the proce~s is re1:.eated no terrn of (en} is obtained. 

EHample: k=2 ; bn=1, a1=3, a2=s. The first terms of (en} are thos! 

displayed in remark 2. 2. 

) 

n en n T < 1, n} 
n T(2,n) 2.1 2, 1 .) 

1.791294264803061 1 23 ü 1. 6":12307692307692 ~) 1. 7913E.46757G; 24 1.791286508106444 1 1. 75:::62068';'1655172 1 1. 7912';<~·9737~ 25 1.791289934565222 .-. 1.780612244897959 2 1. 7912:::87(170~ ..::. 
26 1.791287411877677 .;. 1.787810383747178 3 1. 7912879383 ~ 27 1.791288526255462 4 1.790156301962088 4 !. 7912878570! 28 1.791287705808824 5 1.790919776667646 5 1 ""Cil '")0:•";'•"4':::4, • ( •. 4'-'1 Cl '• 
29 1.79128806823488 .:;. 1.791168134317056 6 1. 7912:::784 75, 
30 1.791287801403263 7 1.791248912804534 7 1. 7912878474' :;.1 1.791287919274106 0 1.791275184786953 8 1. 7912878474~ ·-· ~ .... , 1.791287832493184 l ·;. 1.791283729217555 9 1. 7912878474.) ....... 
33 1.791287870827999 10 1.791286508106444 1(t 1. 791287847411 
34 1.791287842604475 11 1.~91287411877677 11 1. 7912:::78474~l 
35 1.791287855072003 12 1.791287705808824 12 1. 7912878474•l 
36 1.791287845892943 13 1.791287801403263 13 1. 7912:3784 74!1 
37 1.791287849947723 14 1.791287832493184 14 1. 7912ê:78474~ 
38 1.791287846962442 15 1.791287842684475 15 1. 7',12878474~~ 
39 1.791287848281168 1.:. 1.791287845892943 16 1. 7912ê:78474~l 
40 1.791287847310273 17 1.791287846962442 17 1. 7':.0128'?8474,') 
41 1.79128784773?158 1':;. 1.791287847310273 18 1 ":'·~ 1">•:•704 7471 ·-· • 1 •• ..._., .... 

42 1.791287847423397 E• 1.791287847423397 
43 1.791287847562882 21) 1.791287847460188 
44 1.791287847460188 21 1.791287847472153 ' 

In case k= 1, T depends only on the stun p+q, see remark 1. 1. 11/hen JO~ p,q 

this property is not va li ct as i t appears thro1.tgh the next exan·lple. But if P 

(or q) is kept as a multiple of k t;J\en the property holds (pr·operty Z· i 

hereafter). 
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EHample : k = 2, p+q a a 

n T { 1dù 
5,2 n T(t,n) 

4,4 

a 1. 793522267206478 (1 1.793522267206478 
1 1. 796717171717172 1 1.7~6717171717172 
2 1. 791524085285602 2 1. '?':.<15240:::5285602 
3 1.791861514480269 " 1. 791861514480269 ·-· 4 1. 7'!:11312833858376 4 1. 791 :~ 1283385:337€. s 1. 791348519046171 .,. 1.791348519046171 ·-· 6 1. 7912904 ':.<0344236 .;. 1. ?'? 12":104 ·:;.(1344236 
7 1.791294264803061 7 1. 7'?12942E.4803(161 
8 1.791288127021123 ·=· 1.791288127021123 ·-· 9 1. 7'~ 12::i8526255462 ·;. 1. ?';tl ~-:~:::é:52€·2554t;·2 

10 1. 79128:'8770459:::3 lü 1.791287877045983 
11 1.791287919274106 11 1.791287919274106 
12 1. 7'? 12S78506ü541 7 12 1.791287850605417 
13 1. 791287:::55072003 13 1. 791287855072003 
14 1.79128?847808724 14 1.791287847808724 
15 1. 79128784828116? 15 1. 7'?] 2878482811€.? 
16 1. 7'3128784751291 t-= t. {'?, 12:::784 751291 ..... 

Property 2.1. 

Let u, v E rN"'and p~ 1.-uk and p~ 1-vk, then 

r< 1 ,n) = 
uk,vk+p 

Pro of. 

T < 1, n) 
uk+p,vk n = 0,1, ••• 

n 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

It suffices to prove T( 1 ,n) = 
uk,r T(1,n) 

1 { u -qi<.~r+qk. 1 w 1ere 

satisfying u-q~1 and r+qk~1. Indeed "Y.'e should have 
y<1,n) = y<1,n} 
uk,vk+p (u+v)k,p 

c r< 1, n> ( t ) p,( u+v)k syme ry 

= r< 1, n> 
uk+p,vk • 

Now, we prove 

y<1,n}_ T(1,n> 
uk,r - ( u-q)}c.,r+qk • 

Let r = vk+t. 

Using (5), we must prove A(t) = 0, 'IA'here, 

T(l ,n) 
5,3 

1.844394296850959 
1.805597652597298 
1.805903010693288 
1. 7956 7E:71 (1t.31525 
1.795767517170314 
1.792688266823455 
1.792716051340261 
1. 7'? 1740388'39450::: 
1.791749309597828 
1.791434718451595 
1.791437607454284 
1.7~1335581370198 
1. 791336519660573 
1.791303368399097 
1.79130367342008 
1.791292894940876 
1. 7912929'3l4127571 

and 

A( t} = { -1} qan+( u-q)k+2 • • • an+uk+1Bn+1,n+(u-q)~Bn+vk+t 

-.Bn+1,n+uk8n+( v+q}k+t•Bn +1,n+qkBn + < u+v)k+t • 
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Using (7} replacing r b~l n+(u-q)k+1 and n by n+{2u-q)k and m by n+uk, 1,1re 

get, 

A( t} = (Bn,n+qkBn+1,n+uk -Bn,ukBn+1,n+qk )Bn+vk+t 

- Bn+1,n+ukBn+( v+q)k+t+E'n+1,n+qkBn+ ( u+v}k+t • 

or equivalent ly 

A\·· t 1' B 'B B B ) = n+1,n+uJt. \ n,n+qk n+vk+t- n+(v+q)k+t 

- Bn+1,n+qk (Bn,n+u~Bn.+vk+t-Bn+(u+v)k+t} 
From (4), it follows that, 

Bn,n+qkBn+vk -Bn+(v+q}k = -an+1Bn+1,n+qkBn+vk-1 =o. 
Hence, Â 0 = 0 if, 

8n+(u+v)k - an+1Bn+1,n+ukBn+vk-1 - Bn,n+ukBn+vk=O, 

wrdch is verified because (4). 

• If t = 1 

Using (2) we get, 

A{ 1} = bn+1A( 0 } + an+1{ Bn+1,n+uk[Bn,n+qkBn+vk+t-Bn+(v+q)k+1] 

- Bn+1,n+qk {Bn,n+ukBn+vk-1-Bn+(u+v)k-1]} 

= ( an+1Bn+1,n+ukBn+vk-1)Bn,n+qk - ( an+1Bn+1,n+ukBn+(v+q)k-1) 

- ( an+1Bn+1,n-+-qkBn+vk-1)Bn,n+uk + ( an+~n+1,n+qkBn+(u+v)k-1) • 

Deve lopping each parenthesis using ( 4}, we ilsunedia te ly get A( 1} = 0. 

• NO'\\', ass'Ulrie A j = 0 j = 0, ••• , t ; t ~ 1. 

To express Bn+v .. +t+1 and Bn+(v+q)k+t+1 and Bn+(u+v)k+t+1 using (2) and 

substituting we get, 

A( t+1} = bn+t+1A( t )+an+t+1A( t-1} 

= 0, bec a use A( t} = 0 and A{ t-1} = O. 

D 
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3° - r -cyclic. p,q 

Let us de fine the T p,q-cyc lie process as follows let .'I.E IN"' and VErt-~*. 

-1- Let m = 0 

-2-comnute r< 1 ,m}t,+i). i = 0 to k-1 
.~:-· uk,vk+k-~-1 

-3- Let m = m+1 go to -2-. 

llow, the repa ted T p,q -cyc lie process is defined as, 

r< r-tl , lTlk +i) = [t< r,mJ<. +i) ( T < r,( m+u+v) x+x-1) _ T ( r,( m+u) k+D , 
uk,vk+k-i-1 uk,vk+k-i-1 uk,vk ull.,vl<+k-i-1 1 

_ r<r,(m+U))_(+i)(T(r,(m+V)k+k-1)_T(r,mx+i). }]!'*). -{•*\ 
uk,vk+k-~-1 ukJvk uk,vk+k-l-1 \ '· 

Yhere, T~~ n) = Cnand, ( *) and ( **') are respecti v ely the two parenthe~is 

of the nun1erator. 

Theorem 3.1. 
Let tE IH * and \'E IN* then, 

T{ r,mx+i) = 
uk,vk+k-i-1 C <zr{ m +Ü+rzr-1 { u +v )-1}k+i :m.=0,1, ••• 

i=O, ••• k-1. 

Proof. 
\Te estab lish the assertion by lnduction on r. 

If r = o or r = 1, thcore:m z. 1 cane ludes. Ho''', the assertion is assumed to 

be true up to some r~1. 

To sho11T that the property is valld for r+1, using· (5} we must shov1, 

Bi +1' ( zr(m +1)+rzr-1( u+v)+zr( u +v)k+i B < 2r( m +v+1)+rzr-1( u +v)-1)k+ k-1 

- 8i+1' (2r(m+1)+rzr-1( u+v}+2IV)k+i B <zr( m +u +v+1)+r2r-1( u+v)k-1)k+k-1= 0 

\'lü ch is sa tisfied, bec a use .61 = 0, where ~i is defined in the pro of of 

theorem z. 1. 

0 
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THE LINEAR CONVERGENCE OF LIMIT PERIODIC CONTINUED FRACTIONS 

C. BREZINSKI~ A. LEMBARKI 

ABSTRACT. 

The only linearly convergent continued fractions are limit periodic. 

Let us consider the continued fraction 

where the a are complex numbemand a ~ o, n • 1, ••• 
n n 

Let C • A /B be its convergents. We set h • B /B 
1

• We know 
n n n n n n- 1 (see e.g. [7], [6]) that, if lim a • a exists a € (: and a ~ - -

4 
+ c with . 

-+co n 
c ~ 0 then the continued frac~ion is "convergent" in the sensfthat, 

lim Cn • C € (: or lim 1 C 1 • oo. The last case may occur when, · a 2 1 + ••• • -1. 
n-+co n-+co n f1 
For example, the convergents c' of the continued fraction : 

n 

~ .. rfl + ri-1 
+ rfl + 

are given by, c• •! [1- (-2)n] n • 0,1, ••• and we have lim lc•l • 00 • 
n 3 n 

rt+CO 

Theoltem 7. 

1 16, 3a € (:, a ~ - -
4 

+ c r.c.i:th c s o ~u.c.h :th4:t lim a • a .then 3r € c, 
n..oo n 

1 r 1 < 1 .$u.clt tha.:t : 

c-c 
- 16 lim c • c-U ~6..uu.te .then lim en -c • r, whe11.e r • -x /(l+x ) 

n-+oo n n-+oo n -1 1 1 

and x 1 -U .the Mot o6 .6ma.Uut a.b.6olu.:te va.lu.e .in x2+x-a • o. 

- 16 lim le 1 • oo 
n-+co n 

c -c• 
lim n 1 -c---c-· • 1 r vc• € c. 
n-+co n-1 

c -:-C 1 

(16 r • o the .t.tut tt6.6e/LÜOn mea~ lim lcn -c• 1 • oo) • 
n--+cD n-1 
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Proof. 

1 If a :t - - - c with c ~ 0 the sequence (e ) is "convergent". 
4 n 

Now, the two roots of x2+x-a=o have distinct modulii. 

Since B 
1 n+ 

= B + a B then, by Poincaré's theorem [10], 3h € ~ such that n n+1 n-1 

lim h = h and h is one of the roots. 
n 

But we have [11] 

t;;e 
n 

-- = - 1 + 1/h 1 
t;;en-1 n+ 

(1) 

' 1 - If lime = e is finite then h :t o. Hence, 3r € ~ such that lim ~e 1 ~e 
1 

~· 
1'1-+00 n 1'1-+00 n n-

with lrl ~ 1. Since the two roots have distinct modulii then lrl < 1. Then by 

e -e 
n a result of Delahaye [2] lim ~ r. 

Jl.+co en-1-e 

2- If lim 1en1 =~and a :t 0 then h :t o. Hence, jr' € ~. lr'l >1 such that, 
J'HOC) 

~e e -e• 
lim ___ n~ = r'. Let, r = 1/r', a result of Delahaye [2] gives, lim en -c• = 
J'l-+00 ~en-1 1'1-+00 n-1 

Ve'€ c. 

1/! 

Now, if a = 0, the two roots are 0 and 1. Since lim le 1 = ~ then h = o. 
n 

Hence, 
~e 

lim lEe n 1 
n-+<>o n-1 

easily derive lim 
n-+<>o 

J'HOC) 

= r' where r' = œ. But, from [2, prop. 3, p. 224] we may 

e -e' 
n 

e -e' n-1 
a 1/r with r = 1/r'. 

0 

The first part of this theorem was given in [9] where the au~~ors have 

omitt.ed the hypothesis : lim e is fini te. 
n 

Jl-+CO 

Let us now give the reciprocal of this theorem. 
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The.oJtem 2. 

lim a 
n-+<x> n 

Proof. 

I 6 3 r E a: , r ;t -1 Il uc.h .tlutt 1 im t:J:; 1 t:J:; 
1 

• r the.rt 3 a E a: , Il uch tha..t 
n-+<x> n n-

2 
= a = r/ (l+r) • 

From (1) we see that, if r ;t -1, 3h ;t 0 and finite such that lim h =h. 
n-+<x> n 

But h 
1 

= 1 + a 
1
/h or h (h 

1
-1)=a 

1 
wich shows that 3 a E C such 

n+ n+ n n n+ n+ 

that lim a = a. 
n-+<x> n 

0 

Let us study this reciprocal in more detail. As we saw before r and h 
-1 

are related by h = (1+r) • 

Hence 

Thus, 

If r 
i6 = e 

lhl
2 1 

= -+ 
4 

if lrl ;t 1, 

that is if lrl = 1, 

. 2a 
s~n 

h = ; _ 1 __ s_i_n_e_ 

2(1+cos8) 

1 c with c s =--
4 (1+cos 6) 4 

th en lhl ;t 
1 2 (-- c) 
4 

with c s 

o. 

o. Let us now 

If lrl = 1, then 

a = (1 i sin a ) (! + i sin8 ) 
- 2- 2(1+cosé) 2 2(1+cos6) 

1 . 2e 
s~n 

= - 4 - -4-( -1 +_c_o_s_8_) -=-2 = -
1 4 + c. 

examine 1 a 1. 

Finally, if lrl ;t 1 then a ;t - Î + c with cs O. This last result can be 

gathered with that of theorem 1 and we get the : 
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The01r.em 3 • 

* 3r e G: 
c-c 

1 r 1 ;e 1 , 3c e G: ~u.c.h .t.ha.t li.m n c • r i6 a.nd only .i.6 
n-+co cn-1-

* 1 3a E: G: , a ;e - -
4 

+ c rwi.:th C s 0 ~u.c.h .t.ha.t lim a 
n __, n 

= a. Mo4eov~ a and r a4e 4~ 
by as -r/(1+r) 2• 

Proof. 

c-c 
->) If 3C ec, 3r ec r:t1 such that lim c n -c • r then lim /lcn/llcn- 1=r, [2J. 

n-+co n-1 n-+co 

By the theorem 2, if r :If -1, then lima 
n-+co n 

Since r ;e 0 is assumed then a ;e o. 

2 = a exists with a s -r/(1+r) • 

3r E: c 

1 
Moreover, as we saw above, if lrl ;e 1 then a ;e - 4 + c with c s O. 

1 
<-) If a ;e - 4 + c with c s 0 and a ;e 0 are assumed, then 

* If lim C = c is finit, the case 1 
n-+co n C -c n . 

such that lim C s r with ~ri < 1 c -n-+co n-1 

in the proof of theorem 1 gives, 

and h ;e 1 because a ;e o. Since 

r c -1+1/h then r ;e o. 

If lim tc 1 • œ and a :If 0 then h ;e O, the case 2 in the proof of 
n__, n 

theorem 1 ends the proof. 

0 

·tn.eo4em 4. 

16 .the c.ontinu.ed 61U%.c.ti.Dn 1 ~1 1 + 1 ~2 1 + ••• ~ c.onveJt.ge.n;t wli1L 6-i.nUe 
Um..it..then : a. nec.U~My a.nd ~u.66.i.c..i.e.n;t c.oru:LU:ion .t.ha.t 3c e G:, 3r E: c, 1 ri< 1 

c-c 1 
~u.c.h .tha.:t lim c n -c • r ~ .t.ha.t 3a e G:, a ;e - - + c wi.:th c s o ~u.c.h tha..t 

n-+co n-1 4 

lim a • a. 
n-+co n 
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Proof. 

e -e ~e 
If 3e E c:, 3r E 1: lrl < 1 such that lim n e cr then lim ~en = r. 

n~ en-1- n~ n-1 

An application of theorem 2 end~the proof of this part. 

eonversely, if 3a E c with a ~ - ~ + c and lim an = a. Since lim en = e E c 
n~ n~ 

is assumed, the case 1 of the proof in theorem 1 ends the proof. D 

Remarks. 

Let us make some remarks on the respective values of a and r when C is 

fini te. 

i) r = 0 if and only if a = o. Since r = -1 + 1/h, r = 0 if and only 

if h c 1. If h = 1 then h(h-1)= a= o. Reciprocally, if a= 0, the zeros of 
2 

x -x-a = 0 are 0 and 1 and thus, by Poincaré'stheorem, h is 0 or 1. If h = 0 

then r is infinite which is impossible because e is assumed being finite. Thus 

limit periodic continued fractions converge super linearly if and only if 

lim a = O. In that case it is less crucial to be able to ~ccelerate the conver
n n 
gence. 

ii) If lim ~en 
n~ ~e 

n-1 
c 1 then a = -1/4. This is one of the worth case since 

the convergence, when it occurs, is very slow (logarithmic convergence). Reci.-
2 1 

procally if a = -1/4, the two zeros of x -x+ 4 = 0 are equal to 1/2 and 

Poincaré's theorem does not allow to conclude. 

Theorem 4 has important consequences concerning the convergence accelera 

tion of limit periodic continued fractions. Since such fractions are linearly 

converging if a ~ 0 (if a = O, the continued fraction converges super linearly 

and, thus is less important to accelerate) they can be accelerated in many 

different ways such as modifications, see [5] for a review, or various sequence 

transformations, [1], [8]. 

On the other hand, continued fraction which are not 1-limit periodic will 

be difficult to accelerate. This follows from the theory of remanence of a set 

of sequences introduced by Delahaye and Germain-Bonne [4]. It means that a 

Universal algorithmic method for transforming (e ) into another sequence conver-
n 
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periodic (by algorithmic method it is meant a method which does not depend 

on asymptotic properties of (C ) but only on a finite number of its terms). 
n 

Subsets of such continued fractions will have to be considered. Even in the 

case where the ratios (C -C)/(C 1-c) remain bounded from below and above n n-
such a universal transformation cannot exist [3]. 

Finally let us mention that some similar results seems to exist for 

limit k-periodic continued fractions. For example it is easy to see that 

the even and odd partsof a limit 2-periodic continued fraction are limit 

periodic with the same asymptotic error coefficient. Obviously, by theorem 4, 

the converse is false. 
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Clle c.o~.üieJL UmU peM.ocUc. c.onthw.ed 61t4C.Üo~ bo + 1 alli+ • • • + rf-1 + 

wheJLe lim a = a 1..6 6-ûU:t and not on the IW..IJ ( -ao, - ~] o6 the negative !Leal. 
• n-+oo n a.x..u. 

tubtg Jt.el..a.:ted pMpe.M:.iu o6 c.on.t&w.ed. 61t0..cilo~ we obt.a..in the T+m p.'Loc.u~ 

c.o~.üieJLed by GIW..y a.n.d Cla.Jt.k, a.nd, the p.'Loc.u~ c.o~.üieJLed by W. J. Th!Lon a.n.d 

H. Clla.adel.a.nd. 

It 6~oW6 the po~,~,..[b-U.ity o6 c.hoo1,btg the but p.'LOC.e-61,, a.c.c.o!LCU.n.g tc the 
c.onveJLge.nc.e beha.v..i.owr. o6 the 1,eque.nc.u {a } • 

n 

l - l NTRODUCT ION 

We consider limit periodic continued fractions, 

~~J ~J 
C = bo + f"l + Tl + • • • 

~he~, b , a n = 1, ••• are complex numbers. 
o n 

-~J th f"l be the n convergent. 

It is well known, that C may be computed by, 
n 

(1) 



C : A /B 
n n n 

A -A -taÀ ··-n - ·-n-1 n n-2 

BcB
1

-taB
2 n n- n n-

A c w i A 1 = 1 
0 0 -

B = 1 i B 1 = O. 
0 -

61 

lhe sequence {a } will be essumed to have a finite limft a, wich is not on the~ 
1 n 

<~. - il of the negative real axis. 

2 - PRELIMINARY. 

lt is known [1], [13] that the continued fraction (l) may equivalently be 

written in the form : 

where,'n • 0 n = 1,2, ••• 

th The n convergent is then c = A'/B' wbere 
n n n 

TheoJte.m 7 • 

A' = g1 ••• g A end B' = g1 ••• g B • ·n n n n n n · 

... . .. (2) 

A ~equence {g } ~uch tha.t. B' = 1 ~olt aU n ex.U.U i.~ and only i.~ B • o, n n n 
n = 1, ••• • 

n = l,2, ••• (3) 

Proof. The result follows by simple induction. 

c 
This theorem was already obtained by Euler see [10', o. 37] 
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Henceforth, we assume Bn • 0 for all n. 

The continued fraction may be written as follow : 

c = b + ~ + t-g21 + ••• + l-gzJ + ••• 
0 ~ g2 ~ 

The successive convergents are then computed by 

c = b 
0 0 

c = l 

It follows from {4) that 

I::.C 
n g =1+"":""::--

n+l I::.Cn-l 

3 - AccELERATION. 

+ (1-g 1) c n+ n_i 

= 1/(l+a 1g ~> n+ n+ .... 

(4) 

n = 

(S) 

Inspired by the formula in {4) for computing {C }, it is natural to try 
n 

somme other sequence {w } instead of {g }. 
n n 

Let T = w ( l + (l-w )C n n n+ n n 

The transformation (6) is so-called rank two composite transformation as 

defined by C. BREZ!NSKI in [2]. 

Obviously 

~here e = C -C. n n 

(6) 

l' ... 
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Such choice of w is impossible in practice since it involves the knowledge · 
n 

of c. 

Let us study sorne practical choices of w , so that T converges to c, and 
n n 

faster than c • 
n 

a) - Assume, lim a =a exists and a~ &œ, - ~]. This condition is equivalent 
n-+'00 n 

e 
to lim n+l = r exists and lrl < 1, as it is shown in [3), see also [8]. e 

n-+eo n 
e 

Thus lirn - ~ = 1/(1-r). 
no+oo ~en 

One may take w = 1/(l-r) 
n 

T 
A • • h l" n-C 0 s1rnple cornputat1on shows t at, 1rn---- = • 

b) - An other choice. 

It is clear that 

* 

CIO 

e = - I ~c .. n . n+J J=o 

rr+co en 

n = 0,1, ••• 

Let p ! ~ , and take as an approximation of e , the quantity, 
n 

"" e = n 

P::l 
I 

j=o 
~c .. 

n+J 

This leads to take w 
n 

= cc -c )/C~c -~c >. n+p n n n+p 

Since w depends on p we replace T 
n n 

in (6) by T(p). 
n 

We get, 

c -c c -c 
= n+p n C n+1 n+p+l C 

~en-~en+p n+l + ~c -~c n 
n n+p 

Or equivalently, 
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or e)!;:e 

AC C - AC C n n+p n+p n 
• (7) 

Acn - ACn+p 

This is 

and studied 
T(l) is the 

n 

exactly the T transformation defined by Gray and Clark in [4], +p 
in the case of sorne monotone sequences by Streit in [S]. Of course 

~2-process applied to the sequence {C }• n 

To study the convergence behaviour of T(p) we shall need sorne properties. 
n 

Letg = lim g • From (S) g = 
n 

r+1 follows. 

Lemna 1. 

.i.) 

n .... -o 

a -a g -g 
1im _n_+_1- = a e.W.t6 1.1 and onl.y i 1 lim n+l 
n-o gn - g u o n-o gn -g 

= B e.UA.U • 

U) 
a -a 

Z1 a e.wu the.n, lim n+l = À e.UA.t6 and, S = À .i.o a ~t o ; B = r .i.o o a -a 
a = o. n-o n 

Proof. 

It follows from (3) that, ~ + g g a = 1. •n+1 n n+l n+1 

Let 2 = g+S and a = a+À • -n n n n 

Simple computation gives, 

Now lim (l+g an+l) = 1/g, g • 0 because a is finit, the assertion i) is then 

Clea~From this, the last assertions follow immediatly. 

»ow ). +l/À = (À +l/B )(S /S 1 HB 1n. ). Hence À= 8 if a • O. n .n n n n n- n- n 
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Theo~tem 2. 

1 16 a 1 (-ao, - ~]and a • 0, the.n, 

T<p>_c 
i) lim _n;;..;..e __ = 0 

n~ n+k 
a -a 

No~te.oveJL i6, lim n+1 
n..oo gn-g 

.U) 
~T(p) 

l
. n+1 __ 
l.m 
n~ ~T(p) 

n 

k = 0 ,l, ••• 

.C:.U) 

~T(p) 
l . n+1 2 if 0 

1.m (p) = r a = 

Proof. 

n-+oo ~T 
n 

a -a , 
1

. n+1 
1\ = l.m a -a 

n~ n 

i) We easily get, 

T(p) -c · e 
n =~ 
en+k en+k 

e le - e le n+1 n n+p+1 n+7 
e le - l - e e + e le n+l n n+p+l n n+p n 

Now, lim en+llen = r 1 lrl • land r • 0 because ais finit and a •- ~and a~ 1 

n+co 
see [8], [3]. 

ii) Using (7), simple computations give 

~C âC - âC âC 
(C _ C ) n n+p+1 n+l n+p 

n+p+1 n+l (âc -~c )(âC 1-~c 1) 
n n+p n+ n+p+ 

This leads to, 
âC 8n+~+2 

âT(p) 1
_ n+p-1 

- 1 c - cn+l âCn+E ~en-1 6n+2 
~· 

n n+J2+l )!. 
= 

~T(p) • ~cn+l ~c ·s . ~ 
c - c ~c n+J2+1 n+J2+1 tl 

n-1 n+p n n+p-l 
~c âC Bn+1 

- 1 
n n 
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IBI • 1 because 1~1 • 1. When n tends to infinity we get rB. Using 1emma 1 the 

assertior~ ii) anè iii) fellow. 

r: 

We remark that ~ may be equal to -1 provided that p is odd. On the ether 

band the results of theorem 2 are conditionned by the existence of a. Obviously, 

in the case where a = a for all n, we have a = 0 and interesting properties may 
n 

be brought out as shown by BREZINSKI and LEMBARKI in [6], see also [11), [12]. 

We shall now give a sufficient condition to assertain the existence of Q, 

For this we shall make use of the 

!_emnc:t 2 • 

I6, lim (a 
1
-a )/(a -a) = ~ ~t4 and 1~1 • l. 

n-+co nt n 

ihen, lim (a 1-a) 1 < g -g) e.x..Uu 1.6 a.nd onty 1.6 lim Aa 
1

; Ag e.x..Uu. Whe.n .the. y 
n-+co n+ n n-+co n+ n 

~.t, .the. .two .ti.mU-6 Me. e.qua.l. 

~-

'l'hus, 

It !ollows from (3) that 

g -g. 
n 

Assume first that lim (a 1-a)/(g -g) exists. 
-+co n+ n 

bsing lemma 1, S will ex~st and S • 1, because ~ • 1. It fellows that lim Aan+l/Agn:Q, 
Jr+OO 

Conversly, if lim Aa 1 /Ag exists, then, lim AS 1/AS = p exists and 
1 n-+oo n+ n n-+oo n+ n 
01• 1 because 1~1 •1. Hence lim S +l/S :p[7, theorème 1, p. 218]. 

n-+oo n n 

Now from the proof of lemma 1, we have 
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which gives, 

1im (~ +11~ ) = a. 
rr- n n 

1.mna 3. 

Le:t {d } be a ~equence o6 comptex nwnb~, a.rtd 1im d = d, ldl • l a.rtd Id! 
n n-+oo n 

my be .i.n6-f..n,Uy. 

Then, 

tle6.lne a ~equence {R } ~ 
n 

.i) 

U) 

lim R = l/(1-d) .i6 ldl < l 
rr- n 

lim IR 1 = œ 04 lim R = 1/(l-d) .i6 ldl > 1. 
rr- n rr- n 

Proof. 

We have Rn+1 = 1 + dn+l + dn+l dn + ••• + dn+1 dn ••• d1 , using [7, lemme 3, P' 

the first assertion follows. 

Now, assume Id! > l. No restriction is made to assume d • 0 n = 1,2, •.• · 
n 

Let, y. = 1/d .• 
l. l. 

Then, Rn+1 = [1 + Y1 + Y1Y2 + ••• + Y1Y2 ••• Yn+l /(yl···Yn+l) • 

• • • y • 
n 

1ben, àS /àS 1 =y +l and lim y =y, IYI < 1. Hence lim S = S exists. 
n n- n n-+oo n n-+oo n 

• If S • 0, then 1im IR 1 = œ 
Jr+GD n 

·.IfS= O, since IYI < 1, then 1im S +l/S =y [7, p. 218]. 
rr- n n 



Hence lim S /Cy1 ••• y ) = lim Y 1/(Sn+1/S ~ l) 
n-t«~ n n n+aD n+ n 

= y/(y-1) where y =·1/a. 

D 

Remarks. 

- Lemma 3 is true even if R
0 

• l, one may replace d1 by d1R
0

• 

- It is easy to see that if ldl > 2 we have lim IR 1 = ~. But if l < !dl s 2 
n 

~he two cases S = 0 and S • 0 are possible. To seenthis, one may take dn = -2, 

n = 2,3, ••• , then S = 0 iff d1 = -2/3. 

We are now ready to prove the existence of a. 

TheoJt.em 3. 

16 lim (a 1-a)/(a -~= e~~, IÀI • 1 and IÀI • lrl. Then, 
n-+co n+ n 

lim (a 1-a)/(g ~g) = a e~~. 
n-+eo n+ n 

!_r-oof. 

Since IÀI ~ l, using lemma 2, it is sufficient to show the convergence of 

Aan+l/flgn. 

It fOllows from (3) that, fig = -g (ga - g 1a )/(l+g a 
1

>. n n n n+l n- n n n+ 

'l'hus, 

l 
• g (a -a)-g (a -a) 

n n+l n-1 n 
fla 

n 

Let, .k = -fla +l(l+g a +l)/ g (g (a ~1-a) - g 1<a -a)) n n n n n n nT n- n 
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v = aAa /[g (a +1-a) - 1 1Ca -a)J • n n n n n- n 

v 
We thus obtain, S = 1/(l + _.E_ • ~). The denominator of Sn+l is n+1 k 1 S n- n 

1 +v /k 1 +v v 1/(k 1k 2) + ••• +v ••• v
1

/(k 1 ••• k ). n n- n n- n- n- n n- o 

Now lim v /k 1 = r/À where r = g-1. n n-n-+co 

The lemma 3 ends the proof. 

Now, we shall study bow T{p) depends on p. 
n 

Let t +1 = e +1/e - r and e = g - g. n n n n n 

Lemma. 4. 
t Tl 8nTl In lim 7- = t e.Wu then lim ,..- = e U.i.AU and t =~a. 

~ n ~ n 
Proof. 

D 

lt follows from (~) that, t 
1

<r+c )-c nT n n = B 
1

<r-l+t ). Simple computation 
DT n 

gives lim B 1/S = t, because lrcl < 1. 
~ n+ n 

Theclt.em 4. 

i) 

UJ 

Proof. 

= t e.x.U.t6 and t • 1 the.n : 

T(p+1 >-c 1 - rP 1 -cp+l 
lim ~ ) = r • ---~ 
D-+ciO T p - c 1 - rP+ l • 1 - cP 

n 
T(p)_c 

l
. n _ . ~-1 
l.m (1) - r

n- T -c n 

UsiDi (7) and after some computations, we get, 

[ 

1 

1 

1 

i 
1~ 
1 
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T(p+l) - c 1 1 
n = en+l en - en+p+2 en+p+l l-AC ... /AC n,-p n 

(p) e /e - e /e T - C n+l n n+p+l n+p 
n 

wich tends to 

. r . 

The second assertion is trivially obtained by writing 

... 

Now let us consider the usual modification of the continued fraction, 

SnCx
1

) as studied in [8] and [9]. 

The sequence {snCx1 )} may be obtained from (6) by taking, 

l 
w =------

n l+gn+l(l-g)/g 

where g = r+l as defined before. 

Th us 

c +g'g c n+l n+l n = ----------

Where g' = (1-g)/g. 

Let us compare T~p) to Sn+l<x1 ) and to Sn+p+l<x1). 

The.oJtem s. 

D 



11 
T(p)_c 

l-r 2 1.-ÀP 
.l) lim n = ÀrP • if a - 0 .-

n-o sn+l(xl)-c r-À l-rp 

U) lim 
sn+l(xl)-c 

= 0 if a= 0 
n+= T(p) - c n 

MoiLecveJt 

T(p)_c 
l 1-r 2 l-ÀP .W.) 1im n 

n+= sn+p+l(x1)-c 
- Àp-1 • r-À 1-rp 

if a - o and À - o 

iv) 
S + +l(x1)-c 

lim n P = 0 if a = 0 o~ À = o 
n+= T(p)_c 

n 

Proof. 

We may easily obtain, 

T(p) - c [e l-rg /(r+l) J n _ _.!!:!:E. n+ l 
S +l ( x

1 
) -c - e • A..,...._e -7-re.;._ ___ A.,...e-~/,...e-

n . n n n n+p n 

the first bracket tends to -rP/(1-rP). 

2 
Using (3), the second bracket tends to E. r -l (l-EP). Lemma land lemma·ij 

r-E 
end the proof of i) and ii). We proceed in the same way to prove iii) and iv). 

[ 

Remarks. 

1°) - The proof of theorem 5 depends upon the existence of lim E +l/E , wich iS 
n-o n n 

a special case. 

2°) - Theorem 5 shows that if a = 0 then {Sn(x1 )} converges more rapidly than 

{T~p)}. This case may be illustrated by taking a periodic continued fraction 



12 

c = 1 + ~ + ~~) + •••• 

It is easy to see tbat S Cx1 ) = c for all n. But T(l) = c2 +3 as it is shown in 
n n (p) n 

[ 6 J. 0 n the other band, if a • 0 and ). = o or ). = 1, T converges more rapidly. n 
Conversly, if a • o and).: O, Sn+p+l(x1 ) is then the faster. 

-
In the other cases the two methods converge ·nearly in the same manner. 

3°) - Computing S 
1

(x
1

) does not need the knowledge of the convergents. 
n+p+ 

In fa ct, Sn+p+l <x1) may be computed using the backward recurrence algorithrn 

with x1 , wich needs t~e same operations as cn+p+l' for this see [10, p. 26). This 
is not the case forT P>. 

n 
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CONUERGENCE ACCELERATION OF LI MIT lc-PERIODIC 
CONTINUED FRACTIONS 

Alalli LE11BARKI 

1 - INTRODUCTION 

Given a continued fraction 

bD + ~ + • ,. + ~:: 1 + ,. • 

where anand bnare complex nwnbers and an " o. 

Let, 

(1) 

be its nt h convergent. It•s well Jcnow, see for instance [ 12] that 

cn·~!Bn where : 

~- bn ~-1 + an~-2 ; Bn• bnBn-1+anBn-2 ( 2} 

A0 • b0 , A_1 • 1 ; B0 • 1, B_1 • o. 

Ve are dea ling vi th l1mi t k-periodic continued fractions : 

l.iJa a • a(i) and l.im b • b(i) where a(i) b(i) e C 
nk+i nk+i ' • 

n-+co n-+co 

Renceforth, the continued fraction (1} is assumed to be convergent and has 

finit value ce c. 
In section 2 we re ca 11 and unify soJile fo:nnulas co llected from [ 11], 

[12], [13] and [17]. Very silnple proofs are tiven. Ve also recall the 

contraction of continued fractions that ve need thereafter. 

To ac ce le ra te the convetfence, we do not exp li ci t ly aa.ke use of the 

toncepts of modification of continued fractions or converging factors, for 

C1efinitions see for instance [ 16], [ 18], [ 19]. Ve rather derive some 

lll'operties that (c c) /(c c} n+1- n- , 
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This 1s done ir1 section 3. In section ' we :aake use of the results obtained 

in section 3 to derive so•e processes of conve~ence acceleration. Ve end 

with section 5 where some numerical examples are riven. 

2- Recolls. 
a} - Some formulas. 

Let us recall som.e fomulas of rreat use in the sequel. These formulaS 

are collected from [1], [12], [13] and [1?] where they are established 

vith various proofs and notations. Ve would unify them in accordance witll 

Pringsheim's notation and rive simple proofs. Let, 

j••11 ~n ~,n 1Ba,n • b• + b + • • • + b 
a+1 n 

Theorem 2.1. 

"m,n+1 • bn+lta,n + an+1Am,n-1 

Ba,n+1 • bn+1Ba,n + an+1B:a,n-1 

Ao,n • Au; An,n • bn; Au,n-1 • 1 

Bo,n • Bn; Bn,n,~~~~ .1 ; Bn,n-1 • 0 

F 2 : Au • Aa,n"a-1 + aaB:a,nAa-2 

Bn • ~,nB:a-1 + 4 aBa,nBa-2 

F 3 : Az.,n • Ax-,a-lt:a,n + a:aAx-,:a-~:a,n 

Br,n • Br,a-~:a,n + a•Br,a-~:a,n 

F 4 : 1) '\-,n • br~+1,n + ar+~r+1,n 

Br,n • "r+1,n 

11} Br-1,n • brBr,n + 4r+~r+1,n 

n ~ • ~ o. 

n ~ • ~ 1 

n~a>r>o 

n+1 ~ r ~ o 

n~• 
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n ~ a ~ r-1 ~ o 

Pro of. 

F1 follows from. (2} since Aa,n IBm,n•ay be considered as the nt h 

convergent of the continued fraction 

b + tJft+11 + ... 
a ba+1 

F 2 : Let a e N*, F 2 is obvious if n-m. One :may proceed recursive ly. 

That, is to assume the equalities are true for some n ~ a, usine F1 it is 

easy to see that F2is valid when n is replaced by ~+1. 

F 4 : Let re N. F 4 is checked when n • r. To show that it is valid for 

(r,n+1) it suffices to use F1• 

F3 is satisfied if a • r+1 to verify that it is valid for Jn+1 it 

suffi ces to use F 1 and F 4• 

F5 : using F4 ii} it is easilychecked that for m•O F5 is satisfied for 

lll n. Assume that F5 is true for some a ~ o for all n then by (2} 

~Bm+1-Am.+~n· ba+1{AnBm.-BnAm}•am+1(AnBm-1-BnAm-1} 

~ ( -1 )m+1 a1 ••• am+1 [Bm,n -bm.+1Ba+1,n> 

nov by F 4 the brackets is aa+~a+2,nwhich ends the proof. 

F 6 is eot by silnple aanipulations on developpi.r\i ~,n and Br,n vith the 

help of r 3• Ve then use F5 and F4• 

F7 follows froa F2 and F6• 

D 
b) - Contraction. 



Let(~) be an increastne sequen~~ of inteeers. The continued fraction! 

whose successive convereents are cko' ck
1
, ••• is fiven by : 

llo + ~ + • • • + 1:: 1 + .. • (3) 

vhere ; 130 • cko' ot1 • ck
1
-cko' B1 • 1 

«n • - ( c,. - c,. ) /{ c,. -c,. ) , Bn • 1-otn• 
"'n "'n-1 "'n-1 "'n-z 

For further details see for instance [8], [12], [18]. 
How, from F5 follows that, 

vith the help of F7 l3n becomes 

J3 -n 

B B 
~-2+ 1 ,~ ~-1 

B ~-2+1 ·~-1 B Jr-n-1 

B B 
~-1+ 1 ,~ ~-2 

~-2+1 '~-1 B ~ 

where Bk and Bk +1 '· are asswned to be different from. zero. 
n n-t '"n 

Let {~) be defined by 

Ve have 

d • Bk n n 
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n • 2,3, ••• and k_1 •. 1. 

-n n 1t +1 1t 
.""IL -2 J .""IL 

The continued fraction (3) is then equivalent to : 

3° - Llmlt k-periodic continued frottions. 

Vith the same notations and considerations as in section 2, let 

~-nk+i vhere k ~ H* and i e { o, ••• ,k-1 }. 

Let, w~i) • ~!Bi ; v~> • ( -1 )
1 

a1. • • ai+/'i+1,k+i IBk+i 

(1). ( )k+1 .P. til ltll til 

Y2 - 1 a1+2" • • ai+k+rk+1+1,2k+i.ui '.u1+1,2k+i.uk+1 

and 

B<n-1)k+i+1,nl+iB(n-3)k+i+1,(n-2)k +i 

B< n -2}k +i +1,nk +iB (n -3}l +i+1,( n-1}k +i 

Yhere the denominators are assumed to be different from zero. 

The continued fraction (-) is then equivalent to : 

y(i) + t~> 1 t~ i~ 0 + ••• + 
1 1 

+ ••• (5) 

Let A(l'l), B(l'l), A(a., n) and p,<ll, n) have the same meanings as ~, Bn, 

~,nand Bll,nwhen the k-periodic continued fraction 

(o) 
1
a:1;1 ~ b +b1 + ••• + fbTii5 + ••• 

1s considered. 

Let, a • {-1)k+1a<o> ••• a<k-1~ and 8 • a<o>p,<k-2)+A<k-1). 

le have the 

lbeorem 3.1 
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If r,<1+1, k+i) JI o i•o, ••• ,k-1, 9 JI o and v • a/82 é (-oo, -114} 

then, 3 re c, 19 < 1 such that : 

cnk+i -ccn-1)k+i 
• r 

and 

• r 1 - o, ..• ,k-1 

where (r+1} is the zero of smallest aodulus of wx2+x-1•0. 

Pro of. 

The cnk+i for n • 0, 1,... are the successive converfents of the 

continued fraction (5). Taki.rte into account the results of [2] it suffices 

to show that 

Nov, 

lim. 
n~oo 

-v 1 • o, ••• ,k-1. 

On the other hand, from F 3 follows that 

r,<1+1,2k+1) • r,<1+1,k+i)[r,<1,k+~>+a<i+1)r,<1+1,k+i-1)J • 

. ~us we have to show that the brackets do not depend on 1. 

Usïnt F ~ then F 1 we ret successi v ely 

r,<i,k+i>+a(i+1)r,Ci+1,k+1-1) • r,<i,k+i)_b(i~r,Ci,k+i-1)+B(i-1,k+i-1) 

• b(i)r,(1,k+1-1)+a<1>r,<i,k+i-2)_b(i}r,Ci,k+i-1) 

+B(i-1, k+i-1) 

• r,<1-1,k+i-1)+a<1>r,Ci,k+1-2) 

Bence, r, Ci+1, 2k+i>.r, (1+1, k+i) [» (k)+a C1 >r, < 1, k-1)]. 

Nov, (1} and {F~) applied to the brackets lead to r,<i+1,2k+i).BB(i+1,k+i). 
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Since by hypothesis BB(i+i,k+i) ~ o sois !(i+1, 2k+i), hence 

lill w~i) • w 1 • o, ••• ,k-1 
n-+co 

vhich ends the pro of. 

0 
Remarks. 

to define contractions and insure w~1> ~ o it has bee assumed that . 
B(n-p)k+i+i,nk+i Ji o and Bn# o for n • 1, 2,... ; p • 1, 2 ; 1 • o, ••• ,k-1. 

Nov let us replace a by (n-p}k+i+1 and n by nk+i into F2 and solve the . 
system where the unknowns are ~,nand Ba,n. The determinant is ~-= { -1 }m 

a1 ••• am vhich aust be different from zero and we have Ba,n• (~-~n

~B._1} 1 ~. The above condition aay be translated as Brf o n -= 

O, 1, ••• , ~rio and c(n-p)k+i Ji cnk+i for n • 1, 2,... ; i • o, ••• ,k-1 and p 

• 1,2. 

Theorem 3.2. 

Under the same hypothesis as in theorem 3.1, we have 

:s<i+1,k+i} 

ln particular, 

n-+co 
•[ ( -1 )k+i a (i+2) ••• a Ci+k) ( 1+r} 18 

+ !(i+1),k+i-1)]/.B(i+1,k+i) 
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Proof. 
From formula F5 Ye immediately (et 

Cnk+i - cnk+i-1 
• -a k . 

cnk+i-1 - cnk+i-2 n +l 

or else, 

• - 1 + bnk+i 

In the sue way, F5 and F7 ~ive 

[ 
cnk+i -ccn-1)k+i J 

- 1+ --------
C(n-1)k+i -ccn-2)k+i 

which tends to (1+r)/8 for i- o, ... ,k-1. 

Bence 

Bcn-2)k+i+1,(n-1)k+i 

• (1+r}l9. 

Nov, 

- (-1)k+1 

Bence 

[Bnk+i-tB(n-1>k+1+1,nll+i-B(n-1)k+i+1,nk+i-,Bnk•i]+!cn-1>k•i•1,nk•i-1 

B ( n -1)k +i +1,nk +i Bnk +i 
+ 

B(n-1)k+i+1,nk+i-1 

Bcn-1)k+i+1,nk+i 

1 1 
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B A(i+2) .<i+k> 
,..:_ nk+i-1 1 ... • • • ... 
........ IL - (-1)k+ ------

n-+00 Bnk+i B(i+1,Jc,+i) 

1+r 
• --+-----

9 B(i+1, k+i) 

The equa li ty ( •} ends the pro of. 

0 
Remork. 

Vhen the a< i > are asSUllled to be different from zero, the last h.ro 

assertions in theorem 3.2 are particular cases of those in[~, theorem 3.1 

B. ii} J. 

Theorem 3.3. 

Under the hypothesis of theorea 3.1, the follovine hold 

k-1 
i} n r(i} - r 

i•o 

11} lill 
n-+oo 

cn+k+1-cn+k 

cn+1-cn 

cn+k-c 

• r 

iii} l.iliL 
n-+oo 

----- • r 
cn-e 

iv) lia cn+2k-cn+k 
• r 

n-+oo cn+k-cn 

v) lia Rn ••• Rn+k-1 • (-1)k 
n-+oo 

~ere 

~-

Pro of. 

r9 
r+1 

~ ~ + + ••• 
n+1 2 
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1) Ve have, 

k-1 

n 
i=o 

cnk+i -cnk+i-1 

cnk+i-1-cnk+i-2 
••• 

•lli 
n~co 

c(n+1)k+i-1-c(n+1)k+i-2 

• 
B(n+1)k+i-2 B(n+1)k+i-1 

( ( _ ( 1-r}2 
• (-1)ka o> ••• a k 1) __ 

e2 

• - Cll{1+r)2 • r (theorea 3.1). 

11) Let i e { o,. •• ,k-1 }, we have 

C(n+1)k+i+1-c(n+1)k+i c(n+1}k+i+1-c(n~1}k+i 
-= lim ••• -------

cnk+i+1-cnk+i n-+oo c(n+1)k+i-c(n+1)k+i-1 cnk+i+1-cnk+i n~co 

Iii) If suffices to replace n by nk+i and apply theore:a 3.1. 

lu) 
cn+2k-cn+k {cn+2k-c}/(cn+k-c} - 1 

------
cn+k-cn (cn+k-c}1{cn-c) - 1 

• c -c n 

since r~ 1 the assertion follovs by simple application of iii)~ 

u) It is easy to check [ 1] [8] that, 
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Rn--

Bence 

c -c n 
• 

vhiCh tends to (-1)kr91{1+r} because iii} and theorem 3.2. 

4°) - Conuergence ecceleretion. 

0 

In feneral the conver(ence acceleration of liait k-periodic continued 

fractions cannot be obtained by the use of the ordinary processes. In fact 

j most of the processes' are constructed either in the case where Rnis 

assi.Jùlated to ~.1 , or en+1/en is assimilated to Il cn+11ll en. In our 

case, such approxi.laations cannot be valid. 

So, we make use of the results obtained into the previous section to derive 

some processes. 

8)- Consider the assertions ii) and iii)- Theorem 3.3 ve have 

Let (Tn} be the sequence such that, 

• 

'lhen, 

Il cncn+k - Il cn+kcn 
Tn• 

âcn-âcn+k 

n • o,1, ••• 

~ut this is exactly the process T+m 'Where :a=k of GRAY and CLARCF~ [ 3 J see 
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Theorem 4.1. 

If the hypothesis of theorea 3.1 are satisfied then, 

1) lill Tn-c 
n-+oo cn-e - 0 

11) If in addition r Ji o (a (o) ••• a <k-1),t o} then, 

Proof. 

lila 
n-+oo 

1} Stra1~htforward computation fives 

- 0 
p- 1,2, ••• 

Tn-c (cn+k+1-cn+k}l(cn+1-cn) - (cn+k-c}/(cn-c) 
c -c n - -------------------------------------------------------

Bence 

T -c n --•o 

by simple application of theorea 3.3 11) and 111). 

Tn-c 
11)-....;;;.;....--

Cn+P.k-c 
• 

the f1rst ratio tends to zero because i} and the second one tends to 11r
9 

which 1s finit because r # o. 

b) - Let us consider an other approach. 

Let fn• Bn_11Bn n • 1, •••• 

The sequence (fn} •ay be computed by 

D 
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Vith this notation the continued fraction (1) aay be written 

~ + ••• 

and the successive conveifents aay be computed by 

and 

From (6} follows that 

Ve othervise have [ 1], [8] 

ihence, 

~here en• cn-e. 

Renee, 

c•------

e • n 

(6} 

(?} 

Let (~n) be an arbitrary sequence of complex numbers. Define the sequence 

(Vn) as follows : 

Renee, 
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cn+k - ~n 
ln+k 6cn+k-1 

6cn-1 
c 

ln • n 

v - n•1,2, ••• (1&.2} n 

1 - ~ ln+k 6cn+k-1 
n 

ln 
• ticn-1 

Theorem 4.2. 
Vith the assumptions of theorem 3. 1 and, for any convergent sequence' 

V -c n 1111: 0 

ii} If in addition r JI o then 

Proof. 

- 0 

From the defini ti on of the rn ve ret 

ln+k »n+k-1 -IZk Bn-1 

Now, 

1ila »n 
n-+oo Bn+k 

p- 1,2, ••• 

»n 
• • 

Bn+k 

1+r - 8 

{Theorem 3.2} and r JI -1 because v is assumed to be finit. 

Bence 

1) How, 

- ~ n 

- 1. 

!ut, from theorea 3.3 ii} and iii} we have 

). 
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en+k 
--- • lia 

n~oo en n~oo 

Furthermore, r Jll 1 (theorea 3.1) and 

is assumed, hence 

l.iJa ~n • 1 
n~oo 

lli 
n~oo 

V -c 
n - o. 
c -c n 

11} the assertion ii) is obvious because r ~ o and 1). 

t)- Ve have proved (theorem 3.3 v)) that 

re 
lia (-1)~+1 •• ·~+k •- • R. 
n~oo 1+r 

Nov, 

Let us consider the (vn) satisfytnt, 

cn+k-vn B 
• R n 

cn-vn Bn+1 

thus, 

0 t- equivalent ly 

Vn• (An+k - RAn} 1 (Bn+k-RBn) n - o, 1, ••• 

• r 

D 
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Of course when Jts1, Vnis equal to Sn+1(x1) [18]. An other reneralization 

of Sn(:r.:1) to the li.Jlit k-periodic case is fiven in [.\], [6], [?]. 

It is obvious to see that vith the hypothesis of theorem 3.1 we have, 

provided tha t 

lia {wn-c}l{cn+p-c} ~ O, p • 0,1, ••• 
n-+oo 

k-1 n a(i)~ 0 

i•o 

5 - NUMER 1 CRL EH AMPLES. 

Ve shall consider two e:r.:uples to illustrate some behaviours of the 

processes previously define~. 

EHample 1. 

c-

where a1 • -o. 81, a2 • -o. 361, r • O. 9. the value of the continued 

fraction is c • - .05411403? (see [?]). 
Ve compute the value of this continued fraction using (4. 1), (4. 2 ), 

(~.3}, and Sn(:r.:n} vhere {:r.:n} is the 2-periodic sequence of right tail.s of 

the 2-periodic continued fraction 

1 :1(. ~ + r,J + ~ + ... 

It appears that {.\.1) and {.\.2} are not as fast as Sn(:r.:n} or (4.3), 

althouth (.\.1) and {~.2) need more ele•ent operations than the others. 
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On the other hand Sn(xn) and (o\.3) i.e vn need nearly the· s~e ~ount of 

computations and their lead to approximations of c with the sa~e accuracy 

as it can be seen on table 5.1. 

Tobie 5.1. 

Ve denote by H.E. (Fn) the number of exact digits vhen co~puting Fn. 

To compute V n we take ~n • 1 for a 11 n. 

n H.E(Sn (xn}) n H.E{Tn) n H.E(Vn) 

-------------------- ---------------- ------------------. 
3 2 1 2 1 2 

5 3 " 3 5 3 

11 - 8 - 9 o\ 

19 5 12 5 12 5 

25 6 96 ? 96 ? 

o\3 ? very slow very slow 

?3 8 

101 9 

EHemple 2. 

~~ c • bo + 11 + 11 + ••• 

n H.E{ 

----------

" 2 

8 3 

12 o\ 

18 5 

26 6 

o\6 ? 

?l4 8 

100 9 
... ·-·-· 

i 
- _ _..J 

Yhere, b0 • -2, a1 • 1, a2 • -o\?/28, a3 • 33/28, a4 • -188000/413553, a5 = 

-2??3/5866 and 

a • -2n 

9 

26 

2rr2 

_...!._ [ 1 +o\. (_!_3 } ] , 
13 

n • 3, ••• 
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Ve have R • 2/13 ; R(o) • -112, R~ 1) -= --/13 and c • -. 682152891&27045 ••• 

ln this case Sn{xn), (,.1), (ll.2) and {ll.3} lead to the value c vith 

nearly the same accuracy (table 5.2}. Sn(xn} and (,.3} are then the best, 

this is because (".1} and (JJ.2) need more computation if compared to the 

others. 1 1 

1 

1 

Teble 5.2. 

Ye keep the same nota ti ons as previous ly. 

__.-', f 
H.E. (sn (xn}} n H.E. {Tn} H.E.{vn) H. E {v t1 )[ 1 n n n --··--------- -:--: 

13 1 11 1 111 1 11 1 1 

1 

18 2 15 2 16 
1 

2 16 2 i 
i 
1 21 3 19 3 19 3 20 3 1 

1 

26 - 23 ' 23 .\ ' 
' 21 i 

i 
i 
1 2? 6 31 6 32 6 26 6 

30 ? 
29 ? 

8 35 8 -34 35 8 33 8 ' l. 

3? 9 38 9 38 
i 

9 36 9 
39 10 JJ2 10 "2 10 38 10 
.\1 11 .\3 11 '" 11 "0 11 
115 12 IJ? 12 .\? 12 .\2 12 
.\8 13 50 13 51 13 ,., 13 

1 51 14 53 1" 53 1% 50 1.\ 
-. 

··-- -----

Note that Tnand Vni.e. {".1} and (11.2} do not need the knowledge of 

lildt points of {Rn} {respectively} the lilD.it of ~.1 •• ·~+k as it is the c; 

for Sn{xn} {respectively} "'n• but need only the knowledee of k. 
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CONNEXIONS ET ACCËLËRATION 

DE 
LA CONVERGENCE DES FRACTIONS CONTINUES 

ali 
b

0 
+ rr- + ••• ,avec an~ mou an~ -1/4. 

1 - INTRODUCTION, 

Dans [10] Khovanskii propose certaines transformations de fractions 

continues en fractions continues qu'il appelle par identités (nous reviendrons 

plus loin sur ce détail). Partant d'une fraction continue correspondante à une 

série ou à une fonction, son but, est de la transformer en une nouvelle fraction 

continue qui convergerait "plus vite" que la précédente et dont on peut affirmer 

la convergence, en utilisant certains résultats de convergence des fractions 

continues périodiques à la limite. Mais aucune de ces transformations n'a été 

étudiée. 

Nous nous intéressons à l'une seulement de ces transformations. La fraction 

continue résultante sera désignée par transformée de Khovanskii. 

Dans les trois cas où elle a été utilisée dans [10, p. 22, 26, 124, 125], 

la transformée de Khovanskii ne converge pas plus vite que la partie paire de 

la fraction continue initiale, bien que celle-ci intervienne dans sa construction. 

Par contre, Khovanskii trouve que cette identité présente l'avantage "de permettre 

fréquemment de transformer une fraction continue à éléments quelconques en une 

deuxième à éléments positifs, ce qui rend souvent possible l'application des 

critères de convergence relatifs aux fractions à éléments positifs à des frac

tions continues dont les éléments sont quelconques". Nous voyons ainsi que la 

transformation de Khovanskii établit une connexion entre une classe de fractions 

continues à éléments quelconques et les fractions continues à éléments positifs. 
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Dans [8] L. Jacobsen et B. Waadeland ont établi une connexion "intrinsèque, 

entre leS fractions COntinueS b
0 

+ ~ + rfl+. • • 1 an + CIO et Celles OÙ 1 

a + -1/4, en montrant sous certaines hypothèses que lorsque a + co, les élémentS 
n n 

des parties paire et impaire tendent vers -1/4. Ceci a une incidence notamment 

eur la convergence/divergence des fractions continues où a +CIO [8], [11]. 
n 

Dans la section 2 nous procédons à une étude systématique de la transfor

mée de Khovanskii. Nous explicitons cette transformée en termes de convergents 

successifs de la fraction continue initiale. Ceci nous permet en particulier 

de voir que la dite transformation n'établit pas une identité et par conséquent' 

on ne peut pas dire qu'une fraction continue est convergente parce que sa trans' 

formée converge comme Khovanskii le laisse sous entendre (voir citation précé

dente et l'appelation d'identité). Nous verrons, en effet, que la transformée 

de Khovanskii peut @tre convergente alors que la fraction continue initiale 

diverge. 

Nous définissons ensuite ce que nous désignons par transformée inverse 

(T.I.) qui est la fraction continue dont la transformée de Khovanskii est la 

fraction continue initiale. Une étude des vitesses de convergence des deux 

transformées sera faite. 

Dans la section 3, nous montrons que la transformation de Khovanskii 

(ainsi que la transformation inverse) transforme certaines fractions continue 

où a + co soit en des fractions continues où a + -1/4 soit en des fractions n n 
continues 2-périodiques à la limite. 

Dans la section 4, nous montrons que bien que la transformée de Khovanski! 

(il en est de m~e pour la T.I.) n'accélère pas la convergence des fractions 

continues à convergence linéaire, elle accélère une classe de fractions continoe9 

à convergence logarithmique avec an + -t 14, 

Nous considérons dans un deuxième paragraphe le cas où a + co • Pour 
n 

accélérer la convergence d'une classe de ces fractions continues on peut d'aprê5 

ce qui précède leur appliquer la transformation de Khovanskii ce qui les 

ramenerait soit à des fractions continues 2-périodiques à la limite (dans ce 

cas on peut faire appel à un procédé quelconque destiné à l'accélération de 

la convergence de ce type de fractions continues) ' soit à des fractions continoe5 

où an + -1/4 et dans ce cas une deuxième application de la transformation peut 

entra!ner une accélération de la convergence. 
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Mais la complexité de cette classe de fractions continues nous conduit 

à l'examen du comportement de quantités essentielles dans la construction 

des procédés d'accélération de la convergence, à savoir, le rapport de deux 

erreurs, le rapport de deux différences et les queues de la fraction continue. 

Ceci mettra en évidence un aspect oscillatoire et périodique des quantités 

précédentes, caractère qui, pour une grande classe de fractions continues, 

rend inutilisable la plupart des procédés usuels. Nous donnons en dernier lieu 

des procédés pour accélérer quelques sous classes de ces fractions continues. 
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2 - TRANSFORMATION DE KHOVANSKII ET PROPRIETES. 

2.1- Transformation de Khovanskii, 

La transformation qui nous intéresse rentre dans le cadre de la trans

formation suivante [10, p. 19-23]. 

Etant donné une fraction continue de valeur, 

déterminer une fraction continue 

telle que, 

et, 

où b ~ o. 
0 

Soit c = b + n o 
_ali 
~ 

c 

= b 
0 

+ ••• + 

= 

_a21 
~+ ••• 

c21 
+ld:"+ ••• 

2 

b / (1 + K) 
0 

bocld2 

cld2 + cld2/K 

~ n 

ème 
le n convergent de (2.1.1) 

ème 
le n convergent de (2.1.2). 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

(2.1.3) 

(2.1.4) 

Rappelons que la partie paire de (2.1.1) est la fraction continue 

(lorqu'elle existe) dont les convergents successifs sont cc
2

n) [9]. De même 

la partie impaire de (2.1,1) est la fraction continue dont les convergents 

successifs sont cc2n+ 1). 

Considérons A présent les parties paires C' et K' (respectivement) de 

(2 .1.1.) et (2 .1. 2) (respectivement) • 
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En remplaçant C parC' et K par K' dans (1.4) on obtient 

- ... -

Les deux fractions continues sont alors identifiées terme a terme, i.e, 

et 

ceci fournit un système possêdant un~ infinité de solutions. 

La solution qui nous intéresse est celle o~ Khovanskit fait le choix suivant 

On suppose b
0 

• 1 et soient : 

c • - a , n n d2n • b 2n et d • ~ b 2n-1 n 2n-1 n • 1, ••• 

0~ ~ est déterminé de sorte que ce choix soit solution du système, ce qui n 
conduit en reportant dans (2.1.3) a, 

a1b2 1 ~2 a3b4 1 
- 1 a1b2+blb2+2a2 - 1 - 1 b b b-+2a b +2a b 

2 3 4 3 4 . 4 2 

a4b21 -n-
a b l _ 2n-1 2n 

"""lb b b +2a b +2a b 
2n-2 2n-1 2n 2n-1 2n 2n 2n-2 

a b l 2n 2n-2 r 1 - oq 
(2.1.5) 

Nous remarquons que la transformation de Khovanskii revient (mis à part 

le décalage causé par (2.1,3) et (2.1.4~ à identifier deux fractions continue~ 
ayant la même partie paire. Rappelons a cet effet que la partie paire de la 

fraction continue (2.1.1) existe si et seulement si b
2

n .~on. 1,2, ••• [9, p. 4· zJ-
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En vue de nos préoccupations ultérieures nous supposons pour toute la 

suite que b ~ 0 n = 1,2, •• à .• Ceci nous place dans le cadre des fractions 

continue den la forme b
0 

+ ~ + 1 ~2 1+ Nous supposerons par ailleurs 

que b est quelconque~ quite à ajouter 1-b aux deux membres de (2.1.1.) et 
0 0 

le récupérer à la fin. 

_ali 
Pour la fraction continue b

0 
+ TT" 

la transformation de Khovanskii donne, 

_a2l 
+rr-+ ••• (2.1.6) 

b -1+ 
0 

a2n-1 1 _ a2nl 
f1+2a2n-1+2a2n jl + ... 

(2.1.7) 

Nous restons pour toute la suite dans le cadre de ces fractions continues. 

La fraction continue (2.1.7) sera désignée par transformée de Khovanskii. 

2.2. Propriétés. 

Nous supposons pour toute la suite que, 

1 + a
1 

+ 2a
2 

~ 0, a2n-1 + a2n ~ - 1/2 n = 2, 3, ••• et 

Posons, 

d = b -1 dl 1 d = -
al 

d "" -= 
0 0 2 1+a

1
+2a

2 3 

Avec ces notations la transformée de Khovanskii s'écrit 

PMp!VLU~ 2. 2. 7. 

paiL, 

dll 
K=d +r-!..J 

0 1 
d2l +TT"+ ... 

1 , ••• a ~ 0 
n n = 

a2 
1+a

1
+2a

2 

@ 

(2.2.1) 



où 

Preuve. 

K = c - 1 
0 0 

100 

1 

Pour montrer que K2n+l ~ c2n il suffit de voir que l'expression de 
\ la partl! 

paire de la fraction continue initiale est identique à la partie impaire de 

sa transformée. Les parties respectives existent d'après [9, p. 42-43]. 

L'expression de K2n s'obtient en remarquant que 

et, 

n z= 3, ••• 

En rempla~ant d et a par leurs valeurs et K par c p • 
Y n n 2p+l 2p' 2, ••• ,n 

dans, 

d .. 
2n+l n-= 1, 2, ••. 

on obtient, 

K2n - C2n 

K2n - C2n-2 

K -c 
2n-2 2n-4 .. =---......;;;~-
~n-2-c2n-2 

c -c c -c 
2n 2n-1 . 2n-2 2n-3 

c -c • c -c · 2n-1 2n-2 2n-3 2n-4 
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Posons, 

et. 

La relation précédente s'écrit, 

G = F F /G 
n n n-1 n-1 

avec, G
1 

= qu'on peut vérifier en calculant directement K
2

• 

Il s'en suit que G 
n 

D'où l'expression de K2n. 

Remarques 2.2.1. 

c2n-c2n-1 
= c -c , i.e. G 

2n-1 2n-2 n 
= F • 

n 

[ 

1 - L'égalité K2n+ 1 = c 2na lieu sans aucune hypothèse sur les an à cause 

des théorèmes 2.10 et 2.11 [9, p. 42-43]. 

2 - La propriété précédente nous montre clairement ce qu'est la transformée 

de Khovanskii (2.1.7) par rapport à la fraction continue initiale (2.1.6). Ainsi, 

le fait que ~n+ 1 = c2n montre qu'il n'y a pas lieu d'accélération de la conver

gence si la suite (K ) est prise dans son ensemble. 
n 

3 -Nous voyons d'un autre cOté que si la fraction continue initiale 

est telle que lim c
2 

= C et lim 
n-+co n n-+<lD 

C = C' avec C et C' finis alors lim 
2n+1 

K = C. 
n 

Autrement dit la convergence de la transformée de Khovanskii n'implique pas la 

convergence de la fraction continue initiale. 

Voyons d'autre propriétés. 

Supposons que la fraction continue initiale soit convergente de limite 

c E: C et que lim 
n-+oo 

a = a E: c avec a 1 ( ...oo, - 1/4 ] 
n (H) ' 
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Nous savons que sous les hypothèses (H) [2], il exister e C, lrl < 1 

tel que 

en+ l-e 
lim c -c 
n-+oo n 

SoU6 let> hypo:thè6et> (Hl on a., 

.i.) lim K = C 
n n-+oo 

Ile 
== lim n+l 

n-+oo l::.c 
n 

.i..i.) lim (K 
1
-C)/(K -C) • -r 

n+ n n-+oo 
K -c 

fi i) 2n ....,..,._ lim -c----c~ • -r 
n-+oo 2n-2 

Preuve. 

• r. 

i) la fraction continue (2.2.1), est périodique A la limite avec 

lim dn = 1: 4a = d. Connne a 1. (-oo, - iJ on a aussi d 1 (-oo, - i]. Donc, soit 
n-.co 

que lim K = K finie soit que lim 
n n-.co 

donc forcément lim K = C. 
n 

n-.co 
IK 1 

n =m [10]. Or K = c de limite C 
2n+1 2n 

ii) D'autre part r est tel que (1+r) soit la racine de plus petit module 
2 

de l'équation ax + x-1 • 0 [12]. De même lim (K 
1
-C)/(K -C) = p avec (1+P) 

n-+oo 2n+ n 
la racine de plus petit module de l'équation dy +y-1 • o. 
D'où P • -r. 

iii) Immédiate vue l'expression de K
2
n. 

0 

Remarques 2.2.2. 

1 - L'assertion i) de la propriété 2,2.2 reste valable même si Ici = ~. 
ceci est dQ au fait que toute fraction continue périodique A la limite est 

convergente au sens large [10], les hypothèses sur a étant évidemment maintenue5' 
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D'un autre cOté si a 1 (~, -1/4] u {o} et ICI ~ 00 on a lrl ~ 1 et 

l'assertion ii) devient 

!J.K +1 
l ~Tn : ...,. = -r 
n-+-oo n 

ou encore d'après [3] 

lim 
K -C' 

n+l --_....,...- = -r 
K -c• 

n 
VC' € Il:. 

2 - L'assertion ii) nous laisse entrevoir qu'il est possible de trans

former une fraction continue à convergence lagorithmique (r=l) en une fraction 

continue à convergence "anti-logarithmique" (r=-1) et inversement. 

3 - L'hypothèse (H) est trop forte pour avoir seulement la régularité. 

En effet, si lim 
n-+<'0 

alors lim K = c. 
n n-+-oo 

C = C € Il: 3 a , b € lR, a < 1 < b, 3N : 
n 

c2n-c2n-1 

c2n-1-c2n-2 
1 [a,b] Vn ~ N 

3 - TRANSFORMATION INVERSE. 

Nous avons vu dans la propriété 2.2.1 que la transformée de Khovanskii· 

vérifie K
2

n+l = c2n. Ceci entra!ne en particulier que si la transformée de 

Khovanskii est convergente alors la partie pa1re de la fraction continue initiale 

est convergente. Une transformée inverse peut nous fournir en particulier des 

renseignements sur la partie impaire (C2n+l). 

Soit donc la fraction continue 

c = b 
0 

ali alJ 
+ fT + r 1 + • • • an e: 1: et an *' 0 n ... 1 , 2 , • • • 0 

Rappelons nous que pour éviter l'hypothèse de Khovanskii b ~ 1 nous 
0 

avons ajouté aux deux membres 1-b qu'on a retranché à la fin des manipulations. 
0 

Dans notre cas on a besoin de l'hypothèse a
1 

= 1. Pour l'éviter nous divisons 

par a 1 et nous rectifions à la fin. 
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Cherchons donc une fraction continue 

dont la transformée de Khovanskii soit 

c -= 
b 

0 
-- + 

_!j a21 
Tl+ f1 + .... 

al 

Pour ceci faisons les hypothèses 

En utilisant (2.2.1) on obtient, 

v = 1 
0 

-a 

a2n 
= ----=--

D'où la transformée inverse, 

2 

n = 2, ••• 

= -
1+2a

2 
+2a

2 n n+l 

ème 
Par Ln nous désignons le n convergent de (2.3.1) et on a la, 

PILOp.'Llé:tê. 2. 3. 1 • 

n = 2, ••• 

où. 

(2.3.1) 



li) Si 1im c 
n-+co n 
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= C E: C et 1im a =a;. (-co, - 1/4] n 
n-+co 

L -c 
* 1im n+l 

L -C n-+co n 
= - I' 

où. I' = 1im (C 1-C)/(C -C). 
n+ n 

n-+co 

Preuve. 

L -c 
1

• 2n-1 
* ~rn c -c = - r 

n-+co 2n-1 

Les résultats se démontrent de la même façon que pour les propriétés 

2.2.1 et 2.2.2. 0 

Remarque.2.3.1. 

La transformée inverse, tout comme la transformée de Khov~skii, peut 

être utilisée pour contrOler l'erreur. Supposons en effet que o < r < 1 d'après 

les propriétés 2. 2. 2 et 2.3 .1, jN e lN : Vn <!: N (L 
1
-c) / (L -C) < 0, donc C 

n+ n 
se trouve dans l'intervalle (L , L 

1
). 

n n+ 
Prenons M tel que N = 2M-1, on a C e (c2p+1 ,L2p_ 1) Vp <!: !-1, i.e. 

c 

3 - CONNEXIONS. 
3.1 - Cas où a ~co. 

n 

Plaçons nous dans le cas où lim la 1 ~ co. 
n n-+co 

Vp <!:M. 

Nous supposons en plus que, lim a 2n_1/a2n = ~ existe et ~ ~ -1. 
Il-+co 

Nous savons en outre que si lim a /a 
1 

= ~ existe et 1~1 ~ 1, la fraction 
n n+ 

n-+co 
continue diverge [8]. Dans notre cas an/an+1 ' peut ne pas avoir de limite. 



106 

sous les hypothèses de la section 2, i.e. 1+a
1
+2a2 ~ 0 et a 2n_1+a

2
n ~- 1h 

n = 2, ••• les éléments de la transformation de Khovanskii (2.2.1) sont tels 

que, 

~ =- --=---
2 (1+~) 

et lim d2n+l 
n-+<>o 

1 = ----
2 (1+~) 

Avec ~ ~ -1 on obtient donc, soit une fraction continue 2-périodiques à la 

limite lorsque~ ~ 1, soit une fraction continue telle que d ~ -1/4 lorsque 
n 

~ = 1. 

Exemple 3.1.1. 

_ali 
considérons la fraction continue, b

0 
+ rr-+ ••• 

b
0 

= -1 J a 1 = 1 J a 2 = - 33/47 J a3 = -25/47 

6+(3/2) 2n 
a2n = - 20 a 

2n+1 = -
4+(3/2) 2n 

20 n = 2, ••• 

C'est une fraction continue telle que 

lim a = -œ, 
n-+<X> n 

a 
lim 2n-1 

a n-+<>o 2n 

4 a 
=-et lim 2n = 1. 

9 a 
n-+<X> 2n+1 

sa transformée de Khovanskii est 2-périodique à la limite dont les éléments 

sont, 

2773 
ds = 5866 1 d2n 

d = 1 1 = - 188000 
413553 

= - 1
23 [1+4. (~3) 2n-2] 9 2 2n-1 

; d2n+1 =- 26 [ 1+4.(3) ] n=3 •••• 

Remarquons que la fraction continue initiale est telle que a ~ _oo 
n 

ce qui nous empêche de lui appliquer la plupart des procédés d'accélération 

de la convergence. Par contre sa transformée de Khovanskii est accélérable par 

tous les procédés d'accélération de la convergence des fractions continues 

2-périodiques à la limite J citons à titre indicatif [6] [13]. 
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3.2 - Cas oa a + -1/4. 
n 

Dans le cas où lim a 
-+<x> n 

En récapitulant on a ~e, 

ThéoJtème 3. 2. 1. 

= -1/4 on a immédiatement lim 
n-+<x> 

1 cl 1 .., co. 
n 

Si 1+a
1
+2a2 ~ o et a2n_1+a2n ~ -1/2 la ~ooromée de Khovan6~ (2.2.7) 

et>:t :tette que : 

il ~i lim la 1 = 
n-+<x> n 

lim d2 
n-+<x> n 

= -
E; 

2(1+t> et lim d2n+1 
n-+<x> 

il) ~i lim a = -1/4 ai..oM, 
n 

rr+«> 

lim Id 1 = co. 

rr+«> n 

Exem]Zle 3.2.1. 

1 = - 2(1+f;) 

Prenons la fraction continue [15][14] définie par, b = 0 
0 

a = -(1/4 + (2/3)n) 
n 

n = 1, ••• 

Sa transformée de Khovanskii est précisément la fraction continue initiale 

considérée dans l'exemple 3.1.1 et dont les éléments tendent vers -co. 

Comme on le verra plus loin, le cas ~ correspond à des fractions 

continues difficiles à accélérer. Il peut ainsi para!tre aberrant d'appliquer 

la transformée de Khovanskii au cas -1/4. Mais il n'en est rien puisque dans 

ce cas la transformation peut être accompagnée d'une accélération de la conver

gence (comme on le verra en section 4) et qu'on peut constater à travers les 

valeurs numériques ci-dessous : 

1/4+2/3 1 
Nous avons, - 0.6821528942 =- r · .. , - 1/4+(2/3)nl 

1 -

D'après [15] on a c • -0.68208. 
10

5 
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A titre de comparaison nous appliquons à la fraction continue ci-dessus le 

procédé s (-1/2) [15]. 
n 

n K s (-1/2) n n 

16 - 0.6049 ••• - 0.6290 •• 0 -
26 - 0.6806 ••• - 0.6811. •• - -
32 - 0.68202 - 0.68206 ••• -- --
46 - 0.6821524 ••• - 0.6821525 ••• 

58 - 0.6821528907 - 0.6821528919 

Nous voyons sur cette exemple qu'on a accélération et que K
2

n ~ s
2
n(-1/2)· 

4 - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE. 

Nous examinons dans cette partie le cOté accélération de la convergence 

relatif aux deux cas · a ~ -1/4 et la 1 ~ ~. 
' n n 

4.1 - Cas où a ~ -1/4. 
n 

Nous nous limitons dans ce paragraphe à montrer que la transformée de 

Khovanskii (il en est de même pour la transformée inverse) accélère la convergence 

d'une~asse de fractions continues telles que a ~ -1/4. 
n 

Rappelons que la suite des convergents paires de la transformée de 

Khovanskii (propriété 2.2.1) sont données par : 

avec, 

Nous supposons évidemment que les hypothèses relatives à la propriété 

(2.2.1) sont satisfaites. De même, la fraction continue initiale est supposée 

convergente de limite finie C € ~. 

D'un autre cOté lorsque an~ -1/4, on peut montrer que 1 est forcément 

un point d'accumulation de la suite (~C 1 /~C ) • 
n+ n 
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Posons : e 
1
/e = n+ n 1 - <t> • n+1 

On a le 

ThéoiL~me. 4. 1 • 1 • 

Si.. li.m Ile 
1 
1 Ile 

n+ n n-+<X> 

e 
= li.m n+1 = 1 alo.M, poWL .tout p E: :tl on. a., 

n-+<X> en 

1 - <t> /4>. 
lim (K -c) 1 (C -c) .., o .t>.l et .t>e.u!.eme.nt .t>.l lim 2n 2n-1 = 1. 

2n 2n+p A-
n-+<X> n-+<X> "'2n-1 

Preuve. 

e 
Puisque lim :+

1 = 1. Il suffit de montrer l'équivalence en considérant 
n-+<X> n 

(K2n- C)/e2n-2' 

1 - F n 

(*) • 

Compte tenu de la relation (*) , on a accélération si et seulement si 

li.m (1 - e
2 

/e
2 2

)/(1-F ) = 1 
n-+<X> n n- n 

i.e. si et seulement si, li.m ----------------= 1. 

Comme lim cp 2n/cp 2n_ 1 = 1 , la condition précédente est équivalente à 
n-+eo 

D 
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Remarque 4.1.1. 

1 - L'hypothèse be 
1
/âC ~ 1 entra!ne que a ~ -1/4 A cause de la 

n+ n n 
relation an+1 • (1-qn+1)/(gngn+1> o~ gn • 1 + âCn_1/âCn_2 n • 2, ••• ,g1•1. 

2 - La classe des fractions continues satisfaisant fi!m âcn+1/âcn • 1 

accélérable par la transformée de Khovanskii ou par S (-1/2) [15] est la même• 
n 

On peut en effet procéder de la même façon qu'au théorème 4.1.1 en écrivant 

S (-1/2) • (C ... 2:l C ) 1 (1 - g
2
n) et montrer que, 

n n ~ n-1 

Pour ~es fractions continues tellesqueltm la 1 • œ nous disposons d'un 
n-+œ n 

certain nombre de procédés d'accélérat~on de la convergence qui accélèrent 

certaines sous classes de ces fractions continues. Citons par exemple le 
2 

â -d'Aitken [1] le 82-algorithme [1] et le procédé de Gill [4] que récemment 

L. Jacobsen-W.B. Jones-H. Waadeland [7] ont montré accélérer la convergence 
es 

d'une classe de ces fractions continues. Mais tous ces procédés et bien d'autt 

sous entendent des considérations du genre, 

e 
n 

e f:J::. 
n+1 ~ n+1 
e âC n n 

2 
C'est le cas par exemple du â -d'Aitken et du 8

2
-algorithme ; ou encore 

e::
1 ~ g;:

1 
e::

1 
ou ce qui revient au même Rn ~ Rn+ 1 avec Rn • ~n~ 1 l + ~n~.!J-+"•' 

ce qui est le cas du procédé de Gill [4]. 

Nous voyons ainsi qu'avoir des renseignements sur le comportement 

de g (g • 1+AC 1/Ac · 2> et de e /e 1 est essentiel dans la conception n n n- n- n n-
des procédés d'accélération de la convergence. Nous commençons donc par examiPet 

ces quantités. 
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4.2.1 - Propriétés. 

Rappelons 12 que : gn+1 • 1/(1+an+1gn) ; g1 • 1 (4.2.1.1.) 

c • g c + (1-g ) c na: 1,2, ••• (4.2.1.2) 
n+1 n+1 n n+1 n-1 

n .. 1,2, ••• 

Lemme 4.2.1.1 • 

.i) o u.t pohtt d' a.c.c.umui.a:Utm. de la. .s uUe < g > • 
n 

e 
il) SoU r E: c u { oo} u.n point d' a.c.c.umul.a;ti.on de _n_ 

en-1 
a.!o~ lim e 

1
/e • 1/r. 

(i.e lim e /e 
1
=r) 

w· n n-

N' n+ n nt 

ill) Si lim g em.te alo!U>, .tou.:t point d'a.c.CLLJ11lJi..a..ton p € ~ u {oo} de 
n-+co n 

e /e 
1 

(i.e. lim e /e 
1 

.. p) v~oie : 
n n- n n-ntN• 

Preuve. 

Vp € lN, lim 
e n+2p 

n-t-N" e n+2p-1 

= p et lim 
nE N" 

en+2p+1 • 1/p. 

en+2p 

i) Soit 9 un point d'accumulation de (9 ) , lim 9 • 9 où M un sous 
n 'M n n€ 

ensemble infini delN. Si 9 ~ o, comme la 1 + oo la relation (4.2.1.1) nous 
n 

donne immédiatement lim 9 
1 

= O. n+ 
n€M 

ii) D'après i) 3M'~lN tel que lim 9 
1 

s O. Soit donc r un point 
- IDtM' n+ 

d'accumulation de (e /e 
1

> ,, 
n n- nc.M 

i.e. lim e /e 1 • r, N'<:;; M'. 
nEN' n n-

De la relation (4.2.1.2) on a, e 1/e • 9 1 + (1-9 +l)e 1/e • n+ n n+ n n- n 

D'où lim e 
1
/e • 1/r. 

N ' n+ n nE . 

iii) Découle d'une application répétive de la relation, 

e 1/e • g +1 + (1-g +l)e 1/e • n+ n n n n- n 
D 



112 

Remarque 4.2.1.1. 

L'intér~t du lemme 4.2.1.1 réside essentiellement dont le fait qu'il 

nous dévoile l'aspect oscillatoire du rapporte /e 1 et la nature pério
n n-

dique de ces oscillations. Cette situation est inévitable lorsque e /e 
1 n n-

n'a pas de limite comme le montre l'assertion ii). 

Exemple 4.2.1.1. 

Pour illustrer le lemme 4.2.1.1 considérons la fraction continue 

C = _ d _ 1/31 _ l4/3l __ 1/21 _ !9/21 _ • • • ,.....<n_-_
1>_

2
_1_2_.! _ 

Tl~ 1 r;--· 1 -1 1 

Les convergents successifs sont données par, 

2n+l 
cl = 1 1 c2n c n(n+l) 

Sa limite est donc C = O. 

De plus, 

c 2n+l 
= 

1 
n+l 

n = 1 , 2, • • • • 

2 
1 g • -1/n 2n+l n = 1 , ••• = --n+l 

On a donc 

* = 
2n+l 
n+l = 

n 
2n+l 

ÂC 

* lim g 
n-+<lO n 

= 0 (i.e. lim ~~ = -1) 
n-+<lO n-1 

e2n e 
* lim -=- = 2 et lim 2n+l = 

n-+<lO e2n-1 n-+<lO e2n 
1/2. 

Nous voyons sur cet exemple que g et g 
1 

sont de signes opposés. Comme n n+ 

. - .. 

e /e 1 est de signe constant et ses deux points d'accumulations sont finis n n-
non nuls, on déduit (compte tenu de la relation, e le 

1 
• -g R ) que la 

n n- n n 
queue R oscille alternativement entre ~ et +oo. 

n 

Pour accélérer la convergence de cette fraction continue il est donc 

impossible d'utiliser les procédés basés sur des considérations du genre 
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1 ~ ,,.. /""' Rn ~ Rn+1 ou en en_1 v ~n ~n-1 puisque dans notre cas ces approximations 

n'ont pas de sens. 

Pour recueillir le maximum de renseignements voyons d'autres résultats. 

Uinme. 4 • 2 • 7 • 2 • 

Si. lim IR 1 n n-+<o 
• CIO aloM lim R /R 

2 
e.W:te. ~-<.. e.:t ~eu.leme.n;t ~-<.. lim a 

1
/a 

2 n n+ n+ n+ n-+<o n-+<o 
e.x-W:te.. Ve. ~, loMqu.' e.U~ e.U.&:te.nt.t~ de.u.x .umu~ ~ont égal~. 

Preuve, 

a R 
n+1 n 

On a, a 
1 

"' R ( 1 +R 1) • D 1 où, -- = --
n+ n n+ an+2 Rn+2 

(1+1/R 
1

) n+ , ce qui rend 

l'assertion évidente. 

Lemme. 4. 2. 7. 3. 

Si. 1 im e 1 e 
1 

= r eU.& :te. al.oM, 
n-+<Xl n n-

-i..) r • ±1 

(1+1/R 2> n+ 

0 

R /R 
1 

ew.te. ~_{_ e.:t ~eu.leme.n;t ~,i lim cj +l/g e.x,W:te.. 
n n+ fi-+<o n n 

Ve. ~, loMqu.' e.U~ e.x-W:tent, l~ deux .umu~ ~ont égal~ • 

., CIO ~-<.. e.:t ~euleme.n;t ~.t lim g e.W:te. ( 0M.céme.nt o). 
-+<o n n 

.iv) lim R /R 
2 

e.U.&:te. ~-<.. e.:t ~euleme.n;t ~.<. lim g 
2
/g ex-W:te.. 

n n+ ........wn n+ n 
n-+<o "·-

LoMqu.'e.U~ e.U.&:tent, .t~ de.u.x UmU~ ~ont égal~. 
v) Si. lim gn = o e.:t lim g /g = f3 e.U.&:te aloM 

n-+<Xl 2 n n+1 n 
lim a /a = ~ 

n n+1 

Preuve, eU.& :te. e.:t f3 = ~ • 

1) découle immédiatement du lemme 4. 2.1.1. ii). 

Les autres assertions s'obtiennent facilement à l'aide de la relation 

e. /e.~ ,. -= -g.~ R.~. v) découle de ii) et du lemme 4. 2. 1. 2. 
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L'assertion i) du lemme 4.2.1.3 est particuliêrement intéressante du 

point de vue de l'accélération de la convergence. En effet, lorsque r existe, 

l'assertion nous fait envisager deux situations totalement différentes. 

La première correspond à r = -1 r dans ce cas, de la relation (4.2.1.2) on 

a immédiatement lim g = 0 i.e. lim ~C /~C 
1 

= -1, et se trouve ainsi dans 
n n n-

~ Il-+<lO 

le cadre des fractions continues accélérable par la quasi-totalité des pro-

cédés d'accélération de la convergence. Par contre, lorsque r ~ 1, la situa

tion est particulièrement complexe. Ceci est dû au fait que 0 est un point 

d'accumulation de (g ) (lemme 4. 2,1 .1, assertion i)) • 
n 

Pour examiner ces deux éventualités nous nous plaçons dans le cas réel 

i • e • b E: lR et a € lR n = 1 , 2 , • • • • 
o n 

Nous serons amener en outre à supposer que lim g • g existe (on a forcément 
n-+"" n 

g = 0). Cette dernière considération n'est effectivement pas entratnée par 

les hypothêses lim la l=oo et lim e 1/e existe, comme on peut le constater n n+ n 
sur l'exemple ci-dessous, 

Exemple 4.2.1.2. 

Soit la fraction continue 

où, 

c
1 

> o À = 2 - ll 2 

À2n+1 (1 + n (-l) n+l ) = (-1) ll ) (-1 + 
2n ll2n+1 

ll2n+2 
À2n+2 = 

ll2n 

pour n = 1, 2, •••• 

(l.l ) étant une suite telle que 
n 

n n+l [1+(-1) (-1+(-1) ll ) 
2n+1 

(1 - (-1)n+1 ) 
ll2n+1 

-1+~ 
0 < lln < 2 

ll2n] 



lim 1..1 = 0 et 
n-+oo n 
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00 

l 1..12nl..l2n+1 =oo. 
n=1 

On peut par exemple prendre 1..1 = 1/ln+l n = 2, •••• 
n 

Les convergents successifs de cette fraction continue sont donnés par, 

c = 0 
0 

cl > 0 (arbitraire) 

Les conditions imposées sur les 1..1 font que C ~ o. 
n 

De plus, 

* lim 
n-+oo 

e /e = 1 n+1 n 

= 1 + À2n+1 -+ 0 

= 1 + À2n+2 qui ne peut pas être de limite 

nulle puisque 

1..1 
= Iim 2n+2 

n-+oo l..l2n 

si elle existe, avec 1..1 > 0 pour tout n. n 

Lemme 4.2.1.4. 

Avec., b E JR, a E lR n = 1, 2,. • • • 
o n 

Si.. lim e 
1
/e = r et lim g e.W.te.n:t on a., 

n+ n n n-+oo n-+oo 

i..) lima = +oo -> rE -1. 
n-+oo n 

U) lim a = -œ -> r "" +1. 
n-+oo n 
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Preuve. 

Les deux assertions se démontrent de la m~me façon. Nous donnons la 

démonstration de la deuxième. 

Raisonnons par l'absurde. 

Supposons r = -1. La suite des erreurs s'écrit alors, e 
1 

= (-1+~ 
1

>e 
n+ n+ n 

où ~ + o. 
n 

Donc, ~c = (-2+E 
1

>e • 
n n+ n 

D'où, 1 + ~cn+1/~Cn = (~n+1+~n+2-~n+1~n+2)/( 2-~n+1). 

Or, g 
2 

= 1 + ~c 1 /~C (relation 4.2.1.2). 
n+ n+ n 

D'autre part, de la relation (4.2.1.1) on a, 

Comme, g + 0 et a + oo()O, 
n n 

Vn ~ N, (1+~C 2/~C ) (1+~C 2/~C 1
> < 0 

n+ n n+ n+ 

où N est supposé suffisamment grand pour assurer 1~ 1 < 1 Vn ~ N. 
n 

L'inégalité précédente se traduit par, 

(~ + ~ - ~ ~ ) (~ + ~ - ~ ~ ) < 0 
n+1 n+2 n+1 n+2 n+2 n+3 n+2 n+3 Vn ~ N 

ou encore, 

~ + ~ < ~ ~ 
n+1 n+2 n+1 n+2 ~ + ~ > E E 

n+1 n+2 n+1 n+2 

et ou et 

~ + ~ > ~ ~ 
n+2 n+3 n+2 n+3 E + E < E E 

n+2 n+3 n+2 n+3 

(1) 

(1') 

Ces conditions ne peuvent être vérifiées que si (~ ) est une suite alternée 
n 

à partir d'un certain rang. 
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En effet, supposons 0 < E < 1 et 0 < E 
2 

< 1. 
n+l n+ 

On dit forcément avoir, 

Donc E 
2

<E 3-1) > E 3 ce qui entraîne E 
3 

<O. 
n+ n+ n+ n+ 

6cn+2 ~c 3 
(1 + ) (1+ n+ ) < O, 

~cn+1 ~cn+2 

on doit avoir d'après (1'), En+3 + En+4 > En+3En+4 • Donc En+3 (En+4-1> < En+4 ' 

comme E 
3 

< 0 on a E 
4 

> 0 et ainsi de suite. 
n+ n+ 

On peut refaire le même raisonnement avec -1 < E 
1 

< 0 et -1 < E 
2 

< O. 
n+ n+ 

La suite (E ) et donc alternée à partir d'un certain rang. 
n 

Soit donc, E = (-l)n y 1 > y > o n ~ N et y ~o. 
n n n n N 

Ecrivons les égalités (1) pour n = 2p et n = 2p+1 pour p ~N' où N'~ f 2 + 21. 

On obtient, 

et 
(1 ") 

Or, Y2p+1-y2p+2-y2p+1y 2p+2 < 0 n'est pas possible. Si non, 

y2n+1 
0 ->y >-~ 2p+2 • 

1+y2p+l 

Mais, pour que (1") soit vérifiée on doit avoir aussi, 
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De même, il faudrait que, y 2p+3-y 2p+4-y 2p+3y 2p+4 < 0 et ausside suite 

'Y 'Y 
Ce qui entra!ne 

2
p+l < 2

p+
3 ~p ~N'. Donc Cy

2
p+

1
) est croissante 

1+v 2p+1 1+y 2p+3 

ce qui contredit la convergence vers 0 de (y ) • 
n 

Or, 

et, 

D'où, 

Or, 

On a donc, y 2p+ 1 - y 2p+2 - y 2p+1y 2p+2 > 0 et avec (1") on obtient, 

'Y2p+m- 'Y2p+m+1 + (-1)m 'Y2p+m'Y2p+m+1 > 0 P ~N'' m = 0, 1 ,··· • 

1 1 
< 1 - 'Y2p < 

1 1+y2p+1 +y2p 1 

'Y 2p+3 
1+y2p+3 

( 2) 

2p+1 2p-1 2N'+1 
e2p+1 ., [ (-1+(-1) 'Y2p+1) (-1+(-1) 'Y2p-1) •• • (-1+(-1) 'Y2N'+1)] * 

2p 2p-2 2N' 
[ (-1+ (-1) 'Y2p) (-1+ (-1) 'Y2p-2) • • • (-1+ (- 1) 'Y2N'+2) ]e2N' 

A l'aide de (2) on a, 



119 

> le2N. 1 

Ce qui contredit la convergence de (C ) • Donc r = 1. 
n 

Exemple 4.2.1.3. 

0 

Voyons un exemple où l'assertion ii) du lemme 4.2.1.4 est satisfaite. 

Soit, 

c = bo + nu + 1 ~21 + ••• + 1 a; 1 + ... 

= -À l[(l+À ) (l+À )1 
n n n-1 

n = 3,... . 

Avec, 

À = - (1-!<l+ .l2n-1) 1 12n+1 
2n+1 n = 1, ••• 

À = - ( -1 + 12n+ 1) 1 (a + 12n+ 1) 
2n+2 n ~ 1, ••• 

où a un réel tel que, a ~o. 

Les convergents de cette fraction continue peuvent se calculer par, 

c 1 = 1 

cn+1 = en (1 + e: n+1) 

où 

n = 1, •••• 

On a, 

. lim c = 0 (C • 0) 
n 

l'r+<lo 

. lim a .. - 00 n 
l'r+<lo 

lim g = 0 (lim 6.C /6.C = -1) 
'::\ n+ n 
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• lim e 1/e • 1 n+ n 

Le lemme 4.2.1.4)sousle~conditions o~ il est énoncé, renferme des rensei

gnements très intéressants pour la recherche de procédés d'accélération de la 

convergence. En effet, l'assertion ii) nous assure un cas o~ r • 1. La suite 

(a ) étant réelle et nous savons que a • (1-g 
1

>g q 
1

• Donc lorsque 
n n+1 n+ n n+ 

a + ~, g et q 
1 

sont constamment de signes opposés. D'autre part, on a 
n n n+ 

e 
1
/e a-g +

1
R 

1
, comme r=l, q 

1 
et R 

1 
sont de signes opposés. Donc R 

n+ n n n+ n+ n+ n 
et Rn+1 sont eux aussi de signes opposés et oscillent alternativement de -~ 

1. +=. 

Ceci est évidemment le cas pour la fraction continue de l'exemple 

précédent. 

On a : 

1+a-(/!ii+T - /Tri=T) 

l2n+T 

1 +a+/Tn'=r ffn+T - 1 
R2n • - a+1 ' R2n+1 • 

1 +a- (/rn+T - nn-r 

Restons dans le cas réel • 

. Lemme 4.2.1.5. 

e 
S; 1~- ~-

..... .LW e r vc.i..ste., lim q 
n-+oo n n-+oo n 

• 0 e.t lim 
n-+oo 

.i) ou b.i.en. lim a • ...- ou b..i.en lim a • ..-
n-+oon. n • 

n-+oo 

f}e plu.6 B • 1 lolL6que. lim an • ...- e.t B • -1 loJt.Sque lim a 
.U.) n-+oo n-+oo n 

* B • 1 ~..i. e.t ~euteJ7!en.t ~..i. r • -1. 

* B •-1 ~.i e.t ~eulenient ~.i r • +1. 

- ..1!10 • 
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Preuve. 

i) lim gn • 0-> 
e 

lim la 1 • oo. Comme lim n~1 • r existe on a r • ± 1 
n-+oo n n-+oo en n-+oo 

d'après le lemme 4.2.1.3 i)), dans lim IR 1 n - oo. De 
R 

n plus lim -R-- • 8 (lemme 
n-tœ n+l R n-+oo 

4.2.1.3 ii)). Donc lim _n_ • 
R 

82 et 
a 

donne lim _n_ • f; existe 
a le lemme 4.2.1.2 

n-+oo n+2 n-tœ n+1 

et~ • 8
2

• Or lf;l • 1 (sans cela la fraction continue diverge [8]), donc 

2 
~ • 8 • 1. Donc a et a 1 sont de même signe à partir d'un certain rang. n n+ 

Comme la 1 + oo on a a + +oo ou bien a + ~. 
n n n 

2 ii) D'après la démonstration de i) on a 8 • ± 1 et ~ • 8 • 1. Donc 

si r • 1 on a nécessairement lim a • -oo compte tenu de l'assertion i) et 
n-+oo n 

du lemme 4.2.1.4. Donc gn et gn+1 sont de signes opposés (à partir d'un certain 

rang). Donc S • -1. Réciproquement, si 8 •-1, gn et gn+
1 

sont de signes opposés. 

Donc lim 
n-+oo 

a • -oo. Donc r • 1 à cause du lemme 4,2.1.4. n 

Même raisonnement dans le cas r • -1. 

8 n+1 Le lemme 4.2.1.5 signifie en particulier que si lim --existe et 
e 

n-+oo n 

D 

g R 
lim g • O, ...!!:!:.!. (et _n_~ n'a pas de limite lorsque -oo et +00 sont tout deux 
n-+oo n gn Rn+1 
points d'accumulation de {a). 

n 

A travers les lemmes et plus particulièrement le lemme 4.2.1.4, plusieurs 

sous-classes de fractions continues où lim la 1 • oo se distinguent. L'une de 
n-+oo n 

ces sous-classes est accélérable par pratiquement tous les procédés existants à 

savoir celle où lime 
1
/e • -1. Une deuxième classe serait celle où 

n+ n n-tœ • 1 et lim g • o. Cette dernière classe n'est certainement pas 
n 

lim e /e 
n-+oo n+1 n 
accélérable et la quasi-totalité des procédé existant n'en accélèrent même pas 

une seule fraction continue. 

a - Le procédé T+2• 

L'assertion 11) du lemme 4.2.1.1 nous montre que lorsque lim en+1/en 
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Par contre l'assertion iii) du même lemme nous suggère d'estimer que 

en+l/en et en+3/en+2 se confondent à partir d'un certain rang. 

Soit donc (T ) la suite définie par, 
n 

En isolant T on obtient, 
n 

t:.c 2 n+ 
cn+2 - f:.C en 

n 
T = ---------------

n 

ou d'une façon équivalente 

où 

1 -

T ., 
n 

c -t c 
n+1 n n 

1 - t n 

n .. 0,1, .•. 

n • 0,1, •.• 

n.,. 0,1, ••• 

Le procédé ainsi obtenu correspond au choix m=2 dans le procédé T+m 

de GRAY et CLARK [ 5] • 

Th~o~~e 4.2.2.1 • 

.i.) Si. lim e /e • -1 aloM n+1 n 
n-+<lO 

T -c 
n 

lim -- .. 
e 

n-+<lD n 

g 
o l>.i. e:t l>e.ulement l>.i. lim n+1 = 1 

rr+<o gn 

U) Si. lim 
en+1 --= 1 et 1 im g n e.x.i..!.te o.i.oM 1 

( 1 -~n+31~n+1)/~n+1 

e 
n-+<lD n 

T-c 
li.m ~-e 
n-+œ n 

o l>.i. e:t l>e.ulement l>i.. lim • o . 
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On a, 
T -c 

n --= 
1 - t n 

1 - e /e n+1 n 
= 1 - --:--":'"""'""---

1- t 
n 
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T -c 1-e 1/e 
Donc, lim _n ___ = 0 si et seulement si lim · n+ n ~ 1 

e 
J'l"+«> n n-+co 1-t 

n 

(*) 

i) Supposons que lim en+1/en = -1 de la relation (4.2.1.2) on a immé-

diatement lim g = O. 
n 

ll+<lo 

Comme t s g - g /g la condition (*) est satisfaite si et n n+3 n+3 n+2' 

seulement si lim 1 1 9n+3 9n+2 = • 

ii) Supposons cette fois ci que lim e 
1
/e 

n+ n 
ll+<lo 

= r ~ -1 et lim g = o. 
n+<x> n 

D'après le lemme 4.2.1.4 on a forcément r = 1. D'autre part, de la 

relation (4.2.1.2) on a, 

1--+- /-+'t'n+3 't'n+1 

Comme on a supposé lim g = 0 on a lim <P 
2

/cp 
1 

= -1. 
~ n ~ n+ n+ 

1-t 
D'où lim ___ n_ c 1 si et seulement si (1--+- f-+- )/(-+- g ) = O. 

<P --+'n+3 't'n+1 't'n+1 n+2 
J'l"+<lO n + 1 
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Remarque 4.2.2.1. 

1) Comme nous l'avons signalé à la suite du lemme 4.2.1.3, lorsque 

lime /e = -1, la plupart des procédés d'accélération accélèrent la 
-+<><> n+l n 

Bonvergence de ces fractions continues. Mais à travers l'assertion i) du théorème 

précédent nous voyons que le T+2 exige que lim gn+l/gn = 1. 

or sous cette condition on doit avoir aussi~im R /R 
1 

= 1 à cause de l'assertion 
n n+ 

ii) du lemme 4.2.1.3. En utilisant le lemme 4~1.2 on doit donc avoir, 

lim a /a 
1 

= 1. Cette dernière condition est donc nécessaire pour que le T
2 n n+ 

~élère la convergence dans le cas r = -1. 

De même, sous les hypothèses de l'assertion ii), la condition d'accélération 

sous entend qu'on doit nécessairement avoir lim g 
1
/g = -1, 

n+ n 
ce qui conduit 

de la même façon que précédemment, à ce que l~a /a 
1 

~ 1. 
n+oo n n+ 

La condition lim an/an+1 = 1 est donc nécessaire pour que le T+2 
la convergence des ~etions continues telles que lim e 

1
/e et lim g 

Il.+cxl n+ n n 
(avec lim la 1 n 

= oo) • 

accélère 

existent 

2) Le T+
2 

est pourtant l'un des rares (nous n'en avons pas rencontré un 

deuxième) procédés qui accélère la convergence aussi bien lorsque r = -1 que 

lorsque r = 1 dans le cas où lim ~n+ 1 /~n = -1. 
l'l-+<o 

D'autre part le T+
2 

peut accélérer la convergence de certaines fractions 

continues même si lim e 1/e n'existe pas, comme on peut le constater sur la n+ n 
fraction continue 3e l'exemple 4.2.1.1. 

et 

Nous avons en effet 

T2n-c 

c2n-c 
n = ~---.,..;...;...,...,---.,.-

(n+1) (2n+1) 

T2n+1-c Sn 

-+ 0 

..,........---.. -+ 0 
c2n+1-c (n+1) (n+2) 

e2n e2 
bien que, lim = 2 et lim ~1 • 1/2, avec lim a 

n-+oo e2n-1 n-+oo e2n n+oo n 
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f:lC 
Plaçons nous dans le cas où lim en+1 /en = 1 et lim 6~+

1 
"" -1 (gn-+ 0) 

n_, n-+oo n 
Une première idée qu'on peut avoir dans ce cas est d'estimer que e 

1
/e est n+ n 

comparable à -6:n+1/ôcn. 

D'où, 

Ceci revient à générer la suite (Z ) telle que 
n 

cc 1-z >l<c -z > = - 6c 
1
/l:lc • n+ n n n n+ n 

!le 

cn+1 
+ n+1 en be . n 

z = n 
l:lcn+1 

1 + !le 
n 

Posons : ~ 1 = 1 - e 
1
/e • n+ n+ n 

Théo~ème 4.2.2.2. 

s.<. lim e 
1
/e 

n+ n 
=1etlimg 

rt+«l n 

n = 0,1, ••• 

lim (Z - C) / (C - C) = 0 ~,{_ et ~e.u.f.emen;t ~,{_ 
n n lim (1 + ~ +1/~ ) /~ = o. n n n 

rt+«l 

Preuve. 

On a 
1 - e /e 

lim (Z -C)/(C -C) = 0 si et seulement si lim ------n~+~~n~ = 1. 

D'autre part, 

n n 

l:lC 1 n+ 

!le 
n 

= 
e le 1 n+2 n+1 -

• "e le - 1 n+1 n 

1 +!le 
1

/l:lc n+ . n 
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D'oll, 

comme on a supposé lim âc +/ltt:n "" -1, on a lim 4>n+2/4> n+l • -1. 
n m~pQ 

La condition d'accélération est donc équivalente à, 

i.e. à 

lim (1 + 4>n+/4>n+l)/4>n+1 • O. 
n~ oo D 

Remarque 4.2.2.2. 

1°) Pour illustrer un aspect de ces deux procédés reprenons la fraction 

continue de l'exemple 4.2.1.3. C'est une fraction continue dont la convergence 

est d'autant plus lente que a est petit. Pour a • 0 des essais numériques en 

simple précision donnent : c2- 2 1 csooo- 0.15 ••• 

Pour ces deux procédés on a les limites asymptotiques. 

T -c n 
lim c -c 
n n 

1 ---2+a 

z-c a 
lim _n_ • -

C -c 1+a n n 
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Donc, si a ~ 0 on ne peut pas avoir accélération, mais seulement une 

amélioration. Remarquons dans ce sens le cOté complémentaire des deux procé

dés. En effet, plus a est grand meilleure est l'amélioration par le T+2 , moins 

bonne est celle due à Z et inversement. 

Par contre, pour a= 0 le procédé Z accélère la convergence et on a 

z2n = c n = , 2, ••• 

2°) Nous avons vu que dans le cas réel avec lim a a - 00 , lim g = 0 
n~ n n n 

et r = 1, R et R 
1 n n+ oscillent alternativement de - 00 à +00 et sont de signes 

opposés. D'un autre cOté, lorsque lim R /R 
1 

existe elle vaut forcément ± 1 · n n+ 
à cause du lemme 4.2.1.2 et le fai~ que lim an+1 lorsqu'elle existe doit être 

n~ a 
n+2 

de module 1 sans cela la fraction continue diverge [8] . 

Dans notre cas cette limite est 1 lorsqu'elle existe. Donc lim R /R 
1 

= -1 
n n+ 

lorsqu'elle existe. 

Ceci nous conduit à l'estimation R ~ -R • n ~ n+1 

On a donc à résoudre, 

2 
x - x + a = 0 n n n+1 

n 

Nous savons d'autre part (Remarque 4.2.1.3) qu'à partir d'un certain rang 

g et R sont de signes opposés. 
n n 

La racine x choisie sera donc celle qui est de signe opposé à celui 
n 

de g • On calcule ensuite S (x ) , où [16] 
n n n 

An + ~An-1 
S (x ) c ~B;;.;_-...;.........~~ 

n n + x B 
n n n-1 

S (x ) est une alternative du procédé de Gill [4], destiné uniquement au cas 
n n 

r=1 et ~im gn • O. 
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AccÉLÉRATION ET suR-ACCÉLÉRATION 

DE 

LA CONVERGENCE 

1 - PRELIMINAIRES ET NOTATIONS. 

1.1 - Préliminaires. 

Soit (C ) une suite de convergents successifs d'une fraction continue 
n 

à éléments complexes, convergente de limite C € c. 

Nous savons qu'évaluer la valeur d'une fraction continue c'est évaluer 

la limite de la suite de ses convergents successifs (voir par exemple [5]) et 

qu'accélérer la convergence d'une fraction continue, c'est accélérer la conver

gence de ·ses convergents successifs (voir par exemple [12]). D'autre part, 

dans le domaine des fractions continues, certaines quantités sont apparues 

naturellement, comme les queues R de la fraction continue [5] et le rapport 
n 

de deux dénominateurs partiels g (voir [6] pour les notations). 
n 

Dans les procédés d'accélération de la convergence de suites les quantités 

qui apparaissent naturellement sont les rapports des erreurs (C 
1
-c)/(C -C) 

n+ n 
et les rapports des différences âC 1 /~C (voir par exemple [1]). Mais toutes 

n+ n 
ces quantités sont liées, puisque, 

et 

c -c n+1 
c-c 

n 
E -g R 

n+1 n+1 

(voir par exemple [6]). Les considérations que nous ferons porteront essentiel

lement sur (C 
1
-c)/(C -c) et gn• n+ n 
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1.2 - Notations. 

* (C ) la suite dont on accélère la convergence, C ! ~ sa limite. 
n 

* e = c - c n n 

* E = e /e-r où r = lim 
n+l n+ n n-+oo 

* gn+1 = 1 +t.C /t.C J g1 = n n-1 

t.c 
8n+l 

n 
* = - r 

~cn-1 

* R n 
jn+11 an+21 

= 1 + r 1 + ••• 

e /e si 
n+ n 

r existe. 

1 

2- UN RESULTAT GENERAL SUR L'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE. 

Soit Fun procédé d'accélération de la convergence défini par F = T , 
n n 

où T est une certaine expression. 
n 

Si T ~ C (ce qui est acquis au moins à partir d'un certain rang) et si 
n n 

C ~ C 
1 

(ce qui est également acquis puisque (C ) est la suite des convergents 
n n+ n 

successifs d'une fraction continue [5]), F peut toujours se mettre sous la 
n 

forme, 

F 
n 

c -f c 
n+1 n n = .....;;..:;___;;__...;;..;......;;,;;. 
1 - f n 

(1) 

Dans le cas où le procédé F fournit un tableau de valeurs, on peut le 

considérer comme étant une succession de procédés qui sont ses colonnes, ses 

diagonales ou autres. 

La transformation (1) prend ainsi un caractère tout à fait général. 

Thé.oJtème. 2. 1 • 

F -c 1-e 
1
/e 

lim c n -c = 0 .6.i e.t .6e.ule.me.nt .6.i lim n+ n = 1. 
n-+oo n n-+oo 1 - f n 
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CoJto.te.aiJLe. 2. 7 • 

e 
Si.. lim ( n+ 1 - f ) ""' 0 e;t ~1.., ~a,b .te.l.6 que. a < 1 < b e;t f l [a,b] 

e n n n-+00 n 
a pa!Ltbt d 1 

Urt c.eJt-t.airr. Jr.a.ng ai..O!t.6 1 

F -c 
n 

lim c -c = o. 
n-+00 n 

Preuves. 

On a. 

F -c n 
--= c -c 

n 

en+1 
--- f e 

n 

1 - f 
n 

n 

1 - e /e = 
1 

_ n+ n 

1 - f 
n 

D'où les assertions à la fois du théorême et du corollaire. 

Remarques 2.1. 

e 
1 - Le théorême montre qu'en général la condition lim ( n+1 - f ) = 0 

e n 
~ n 

ne suffit pas pour accélérer la convergence de n'importe quelle suite. 

si, 

En particulier, si lime 1/e m 1, l'accélération n'est acquise que n+ n 
n-+co 

en plus de la condition précédente, e 
1
/e et f convergent de la même 

n+ n n 
façon vers 1. 

2 - Nous avons convenu que les convergents figurant explicitement dans 

F sont successifs. Ceci n'est pas nécessaire et il est même parfois utile de 
n 

prendre C et C (ou autres) où p est choisi en fonction de la nature de la 
n n+p 

fraction continue (voir par exemple les démarches suivies dans [7], [8]). 



Vé6irU;Uon 2.2. 

Po wr.. to u.te .t'ta.n6 6 o Juna.û.o n, 

F = 
n 

133 

c -f c 
n+l n n 

1 - f 
n 

- < f > .6 eJLa. appel.é pCVL 6acteuJL d 'ac.c.Ué.Jta.t..i.o n. 
n 

1-e /e 
- S.[ lim n+1 n = 1 

n-+«> 1 - f 
n.oU6 CÜ!ton..6 que f u.t une app!Loxima.:Uon. 

n 
n 

ac.c.é.télt.a.nte du. Jr.a.ppollt e 
1
/e lou 6acteuJL ac.c.Ué.Jr.a.nt poWL .ta. .6u.Lte n+ n 

Remarque 2.2. 

(C ) ) • 
n 

Avec la définition 2.2, le théorème 2.1 montre en particulier l'équi

vlaence entre la recherche d'un procédé d'accélération de la convergence et 

la recherche d'une approximation accélérante du rapport des erreurs. 

cas 1. 

Supposons que, lim e +l/e = r existe. 
n-+«> n n 

Soit (f ) telle que lim f = r. 
n n 

Posons, ~ = f - r 
n n 

n-+«> 

Sir~ 1, f est alors un facteur accélérant et on a 
n 

F -c 
lim _n_ = 0 
n-+«> en 

F -c 
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Donc, si 4> /E 1 ne tend pas vers 1, (F -C)/e converge vers 0 au mieux n n+ n n 
comme En+1 • 

Donc les suites les mieux accélérées pour un choix donné du facteur 

d'accélération fn sont celles pour lesquelles fn est un facteur accélérant 

et lim 4> /E 1 = 1. n n+ n-+OO 

Cette propriété peut servir de base aussi bien dans la construction de 

procédés d'accélération que dans le choix du procédé qu'on utiliserait pour 

accélérer (C ) ou toute une classe de fractions continues. 
n 

Vé6.irU.ü.on 2.3. 

Une llu.U.e <c > elit l>WL-a.c.c.Uêltée (ou., on a. u.ne. l>WL-a.c.c.Ué!Laüon) ll.i, 
n 

lim 4l /E +1 = 1. 
n-+œ n n 

Cas 2. r = 1. 

Dans ce cas, 
F -c 

n __ .., 
e n 

En+1 
1 - -4>-. 

n 

Donc la propriété lim ~ /E -1 qui assurait la sur-accélération '+'n n+1-
n-+oo 

lorsqu'on était dans le cas r ~ 1, devient dans le cas logarithmique une 

condition nécessaire et suffisante pour avoir accélération simple. 

3 - INTERPRETATION DE QUELQUES PROCEDES. 

Passons en revue quelques procédés d'accélération de la convergence connues 

et donnons les facteurs d'accélération à partir desquels ils sont construits. 

l 
Notons que f peut être donné par différentes expressions qui sont équi

n 
valentes et redonnent le même procédé. 

2 
1 -Le~ d'AITKEN [1]. 

f n 

~c 1 n+ o:::---
~c 

n 
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2 - LE 8
2 

DE BREZINSKI [1]. 
---------------------

Rappelons que le 8
2 

est défini par 

e (n) 
== 2 

D(n)c -D(n+1>c 
1 n+2 1 n+l 

(n) D(n+l) 
Dl 1 

= 
/::,Cn/::,Cn+l 

/::,Cn-/::,Cn+l 

Son facteur d'accélération est 

/::,Cn+2 
- 1 

/::,Cn+1 !::,Cn+l 
f = 

n /::,C /::,C l::,C 1 n 
2 

_ n+2 _ n+ 

!::,Cn+1 l::,C 
n 

ou d'une façon équivalente 

Remarquons que, 

donc, 

/::,C 
n 

f 
/::,Cn+l !::,Cn-1 

= 
n !::,C !::,Cn+l n 

!::,C n 

- 1 

- 1 

e n+2 

/::,Cn+l 
--- 1 e n+l e n+l 

= 
!::,C e en+l n n 1 ---e n 

en+l /::,Cn+l 

en+l 
---1 

e 
n -= 

e /::,C 
n n 

e 
n+2 
---1 

- 1 
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Le e
2 

revient donc à remplacer dans le second membre de cette expression 

e 
1
;e par ~c /~C 

1
• 

n+ n n n-

3 - LE T+
2 

de GRAY et CLARK [8]. 

f = 
n 

4- LE PROCEDE Sn(x
1

) de GILL [4]. 

f -= r • 
n 

5 - LA PROCEDURE 6 de BREZINSKI [2 ]. 

• ~c 
n+1 

~c 
n 

oc 
...,--n;;;_ + 1 
fj:;n-1 

r + 1 

+ 1 

+ 1 

Soit Z une transformation donnée par, Z = C + D n n n 
consiste à prendre comme nouveau procédé, 

8(Z ) = C 
n n 

~c 
n 

- --D 
~D n" 

Son facteur d'accélération est 

f = 
n 

n 

c - z n+1 n+1 
c - z n n 

Soit zn le facteur d'accélération de z. fn devient, 

f = 
n 

6 - L 'e: -ALGORITHME de WYNN [ 14J • 

~ c 1 z -1 n+ n 
----:-

~c • zn+1-1 
n 

la procédure 8 
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nous intéressent). 

En utilisant la règle de WYNN [1 ], 

( (n) -~(n+l))-1- ( (n+l) 
E:k+2 ~k E:k 

(n+2))-1 
- E "" k-2 

( 
(n+2) _ ,..(n+l))-1 _ ( (n+l) (n) -1 

e:k ~k Ek - E:k ) 

On obtient, 

où, 

~ (n+l) 
f(k+2) = _t:_k __ 

n bE (n) 
k 

(n+l) 
E:k 

• (n+2) 
E k 

(n+2) 
- E:k-2 

(n+2) 
E. k-2 

f(k+
2

) est le facteur d'accélération de la colonne k+2. 
n 

4- DOMAINE DE SUR-ACCELERATION {OSA). 

Vé 6-UU.tion 4. 1. 

NoU6 dé.6,{,gnoYL6 pal!. doma..ine de .6UJL-a.c.c.Ué.Jr..a..t,i.on d'un pMc.édé. F, dé0.<.n<. 
paJt ( 1 } , .e.' ert6 emble 

e 
n+l _ d 

e 
DSA(F) = {(C) 

n 
c.onveJLgente. de la. .u.mü:e tF.Ue: lim _ _;on.;;....__ = 1 Vd E: c} 

ThéoJtème 4. 1 • 

PoWL toute .6ille cc ) E: osA (F) on a., . 
n 

.i} lim (F -C)/e = 0 
n n 

f - d 
n 

li } r • e.6 t po .<.nt d ' a.c.c.umu.la..t.<.o n de e 
1 
1 e .6 .<. et .6 eulement .6.i r • 

n+ n 
ut po.ûtt d' a.c.c.umul.aü.on de f • 

n 
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LU) Si r' Mt po.int d' a.c.c.u.rrud.a.:tum de e 1/e <3N' ç, lN te-R.. que n+ n 
lim e 

1
/e = r') et r' ~ 1 a.lo~, 

n+ n 
neN' 

F -c 
lim 

n 
0 (hWL .. a.c.c.Uê.Jt.a..ü.on de la. hu.i.te pa.ILÜ..e.Ue = 

e e:' neN' n n+1 
(C) N'), n n e 

e 
n+1 

où, E' = --- r' n e N' • n+1 e n 

Preuve. 

i) Découle immédiatement du théorème 2.1 avec d c 1. 

ii) Il suffit de prendre d = r'. 

F 
iii) On a, lim 

neN' 
n-e = lim 
e 

r'-f 
n ( 1 - __ .;:..:__) 1 (1-f ) • 

r'-e 
1
/e n n neN' 

De l'assertion ii) on a lim 
ne N' 

f = r'. 
n 

Comme, r' ~ 1 et (C ) e DSA(F), on a, 
n 

n+ n 

F -C O 
lim ___ n~-- = -- = o. 

e e:' neN' n n+1 1-r' 
0 

En vue d'avoir plus de précisions sur ce que pourrait être le OSA des 

procédés usuels nous considérons le sous-ensemble des fractions continues 

dont la suite (C ) des convergents successifs vérifient : 
n 

lirn e 1/e = r existe avec lrl < 1 n+ n n-+c:o 

lim e:n+1/e:n = e: existe. 
n-+c:o 

Nous désignons cet ensemble par A i.e. 

A= {(c) 
n 

e e: 
lim ~ = r existe et lrl < 1 , lim n+1 ~ e: existe}. 

e e: n-+c:o n rr+a> n 



! 
' 

1 

1 

' 
\ 

l 
t 
1 
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PILop!UU:~ 4. 1 • 

E: c, a 
n 

* E: ~ n • 1,2, •••• 

7. Si. (C ) E: A al.o!L6 
n 

ii) 3a E: ~, 3ô E: ~avec lôl s 1, lima • a • 
n n-.co 

a -a 
n+l 

Ve .,..p,~., .6-i r "" o ou. E: ~ r a.toM lim ,..,........... a -a = ô e.x.-i-6.te et ë = E:. 
n-++00 n 

2. 1 Si 3c € ~' 3ô € c, îa E: ~ avec a t ]-co, - 4J et lim 
a -a 

n+l 
a -a 

n 

al.oM, 3r E: C lrl < 1 et lim 
n-.co 

en+1 ---e n 

~c 

lim !J.~+ 1 
n-.co n 

E: +1 
.i.) Si. r • 0 al.oM lim _n_ • ô. 

E: n-.co n 

n-.co 

.. r. Veplu..s 

- ô 

.i.-i) S.i. r ~ 0 et lôl ~ lrl 

ou. B • r. 

B 
al.oM lim n+l • B ex..U:te et B • ô 

n-.co Bn 

\ 

.LU) Si. B e.xi.6:te et r ~ 0 
.· E 

al.oM lim ~+ 1 
• B • 

n-.co n 

Preuve. 

1- i) est prouvé dans [6, lemme 4]. Pour ii), l'existance de a est prouvée 

dans [3] et le reste de l'assertion est prouvée dans [6, lemme 1]. 

2- Pour l'existence de r voir [3]. 
en+1 

- 1 /Je e e 
De la n n n 

relation /!.C --- on a 
e n-1 e 

n-1 n 
e n-1 
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re: 1 .. e: + e: e: n+ n n n+1 

D'autre part, on a [6] a 
1 

= 
n+ 

Posons ~ = a -a, on a 
n n 

<5 = -
n+1 

i) Si r = 0 on a 

ii) On a 

<5 
n+1 B n 

-<5- = 
Sn-1 n 

. 

E -1 
n+l 
E -1 

n 

1 
1+r 

1 

E + r-1 
n 

Donc lim 
n-.co 

Sn+1 r ---

/).C 
= 1 + n 

/).C • 
n-1 

E 
n --=<S. 

E 
n-1 

sn (l+r) 
2 9n+1 9n-1 

sn r 9n+1 
1+r Sn_ 1 - 1+r 9n 

D'où, g 
n+1 

a 
n 

=(--x 
a 

1 
n+l 

n+ 

yn+1 
--) 
a 

n+1 

sn 15 n 1 

où, 

gn r 9n 
y = -- x = -ô--, a = 

n Bn_1 ' n n-1 n l+r 
--et y =-
9n-1 n 

2--. 
(1+r) 9n-1 
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2 
L'équation caractéristique est y - (é+r)y+ré = o. Donc, si lël = lrl 

les deux racines sont de modules distincts. Donc d'après le théorème de 

f3 
Poincaré [10] lim ~ = B existe et c'est l'une des deux racines. Donc 

n-+co n-1 

f3 = é ou B = r. 

8n+l 
iii) On a, (r-1)8 

1 
= (r+E )E 

1 
- (1+8 

1
>E • On forme - 0-- et on 

n+ n n+ n+ n ~ 
n 

procède de la même façon que précédemment. On obtient alors l'équation carac-
2 1 B 1 

téristique x - <B + r)x + r = O. Les racines sont r et f3. Comme 0 < jrj < 1 

1.!_1 • on a 1 BI = r 
E 

Donc lim 
n+1 
--= 

n-+co E n 
E existe et E = f3. 

L'ensemble A est donc une partie assez restreinte de l'ensemble de 

toutes les fractions continues à convergence linéaire mais il possède les 

bonnes propriétés de celui-ci. 

On pourrait penser que les procédés usuels font un peu mieux que 

d'accélérer A, c'est à dire le sur-accélérer. 

A titre indicatif on a 

PILo p!U.Ué 4. 2 • 

{(C) E A 
n 

} 

r (1-E) 

li) A t1 DSA (S (x
1
)) = { (C ) e A 

n n · E = r, r = 0} 

{(C) e A 
n 

r (1 - E) (1 + E) = o} 

Preuve. 

On a, 

E 1 (E 2+r-1) +rE 
2

- rE 
• n+ n+ n+ n+l 

8n+2 = ------~E---1--+--r--~1----------~~ n+ 

= o} 

(**) • 
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La condition de sur-accélération se traduit par, 

e:n+1 
lim -- = 1. 
n-+co Bn+2 

De la relation (**) on obtient immédiatement, 

E 
lim n+1 -- r-1 ' 1 1 1 1 rE-1 ~ 0 car r < 1 et E ~ 1. 
n-+co Bn+2 re:-1 

Donc, (C ) E: A fl DSA(~2 ) <-> r-
1 

1 
n r E-1 = 

<-=> r (1-e:) = 0 

Pour le e
2

, en utilisant (**) on obtient, 

Donc, 

Si r 

Donc, 

lim 
n-+co 

1 ---2-E 

f -r = 
n 

rD +D (13 +r-1)-2rD +rD 
~n+3 ~n+2 n+3 ~n+3 ~n+2 

2B -13 + r-1 n+3 n+2 

En+1 ---f -r 
n 

lim 
n-+co Bn+3 

B 
3
+2r-1 -2r. --

on a, lim 
J'l-+<lO 

2 
(1-r) = - ---~--~-----

{rE-1) [rE-2r+1] 

En+l 
-::---- = co car r ~ 1 • 
f -r 
n 

n+ Bn+2 

1 si r ~ 
2-E 

{Cn) E: An DSA(8
2

> <-> r(1-E) =o. 

~c 
a, f "".:!._ {1 + n ). 

n 1+r ~cn_ 1 
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Donc, si r = 0 le procédé n'offre aucun intérêt. 

e:n+1 1+r e:n+1 
D'autre part, f -r = r -- (r ~ 0). 

n Bn+1 

Donc, 

. e:n+l 1+r 
ll.m -- = 1 <=> 

f -r r 
n-+co n 

(r-1) E = 1 
re;-1 

2 
~ (r -1)e: = r(re;-1) 

<='> e: = r. 

c = r et r ~ o}. 

iii) Se démontre de la même façon que pour le e
2

• 

D 

Remarque 4.2. 

Aucun des procédés précédents n'a un domaine de sur-accélération qui 

contient A. Leurs domaines de sur-accélération ne_:coupe A que ponctuellement i.< 

pour une ou deux valeurs de~ 

2 
Remarquons aussi la complémentarité de Sn(x

1
> et du~ (ou e

2
>. 

Comme nous l'avons rappelé précédemment B (et donc c) prend l'une des deux 

valeurs r ou ô. Or si e: ~ r, S (x
1

) ne sur-accélère pas la convergence. Mais 
n 2 

dans ce cas, e: = ô, si en plus ô = 1 le ~ sur-accélère la convergence et inver· 
2 

sement, sie:= r, Sn(x
1

) sur-accélère et le~ ne sur-accélère pas la convergenc 

Cette remarque rejoint la comparaison faite dans [6] entre les procédés T 

Exemple 4.1. 

c n+l 
= 1, lrl < 1 et lim c 

n 
= o. 

+rn 
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E 
1- E = 1/n · ( n+1 -+ 1) • 

n En 

/;.2 

(n) - c E2 r 1 1 
'V---

c - c 2 n+1 n+2 
n (1-r) 

sn (xl) 

sn (xl) - c 1 1 . '\, - --. c - c l+r n+l 
n 

E 
2 -

n ( n+1 -+ r) E = r 
n E n 

/).2 

(n) - c E2 1 n+2 
'V - r c - c 1+r 

n 

sn (xl) 

sn (xl) - c 1 2n+1 
'V 

2 . r c - c 
n (r -1) (1-r) 

5- PROCEDES SUR-ACCELERANT L'ENSEMBLE A. 

Soit T, le procédé formel défini par, 

b.C 
C -(1-~ ) n+1 C 

n+l n t;.C n 
T = -- -----.,--n;:..;;.._ __ 

n b.C 
1 - (1-~ ) n+l 

n b.Cn 

(sur-accélération) • 

(accélération simple) • 

(accélération simple) 

(sur-accélération) • 

où (~ ) est une suite auxiliaire telle que, lim ~ = 0, On a la 
n n n-+eo 
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P1Lopo.6ili.on 5. 1. 

À 

Si., v(c ) E A, lim _n_ = E-l o.ioM, T ut. u.n ptwc.~d~ de .6u.Jz..-a.c.c.Uélta.t 
n 8 +2 rE-l 

pou.Jz.. A. 
Preuve. 

Soit (C ) € A. 
n 

n-+ex> n 

Le facteur d'accélération de T est, t 
n 

Ô.C 1 = (1-À ) n+ 
n /J.C 

n 
E 

Comme (C ) € A on a, (C ) € DSA(T) <~ lim n+l = 1. 
n n t -r 

Or, 

E n+l 
--= 
t -r 

n 

n-+co n 

E +l(E 2-l)+rE 2 B n n+ n+ De, n+2 = ------~~------~~on déduit, lim 
E 

1
+r-l n+ n-+ex> 

r-1 
rE-1 , rE-1 ~ 0 car 

1 ri < 1. 

Donc, si lim 
n-+ex> 

Àn E-1 
--- ----on a, lirn À 
8n+2 - rE-l n-+ex> n 

0 et, } 

E 
lirn n+1 = (r-1)/(rE-1) 

t -r 1-r(E-1)/(rE-1) = 1• n-+ex> n 

5.1- Choix particuliers de (À). 
n 

* Choix 1 • 

.. 

lim 
Il-+oo 

~our que T soit un procédé de sur-accélération pour 
n l-e -- = ~ , comme nous venons de le voir. 

Bn+2 1-rE 

En+l 6n+1 
-- = E ~ lim -- ~ E· 

En n-+ex> Sn 
Or, lim 

Il suffit donc de prendre, 

[ 

A, il suffit que 
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où rappelons le, Bn+1 = 

À = 
n 

~c n 

~cn-1 
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- r. 

Ainsi, le procédé X défini par, 

x n 
= 

~c 1 n+ 
oc 

n 

x = 
n 

!Y:; ~c 1 n n+ 
·--- fîë 

[ 
~cn+1 n J 

1 + --~~----~~-c-n_+_2 

~c 1 ~c 1 - r 
1 

_ n+ n+ 
~C LIC 

1 n n+ 
ile - r 

n 

est un procédé de sur-accélération. pour A. 

Remarquons que Xn a besoin de quatre convergents successifs : en' Cn+ 1 ' 

Cn+2 et Cn+J' soit le m~me nombre que pour le e2 • Cependant Xn à besoin en 

plus de la connaissance de r. 

L'écriture de x est assez compliquée, on peut légèrement la modifier 
n 

en écrivant : 

~c 2 n+ 

~cn+1 ~c 1 
- r !Y:; - r~C n+ n+2 n+1 

&:. • ~cn+1 
= 

n ~cn+1 - r~c 

~c 
- r n 

n 
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* Choix 2. 

Ce deuxième choix est une modification du précédent en vue de ne pas 

utiliser ro 

Dans l'expression ~) du choix précédent remplaçons, 

Ll6 
Bn+3 n+2 o 
--par 
Bn+2 LlBn+l 

Soit donc, 

Ll8 
À·=-

n+2 
n LlCn+l LlBn+2 

1 -
LlC LlBn+1 n 

et, 
LlCn+l 

c - ( 1-À • ) c n+1 n LlC n 
y n = n LlCn+1 

1 - (1-À.) 
LlC n n 

Le procédé Y ainsi obtenu, n'est pas tout à fait un procédé de 

sur-accélération pour A. On a, 

DSA (Y) {l A = A\ { (C ) ( A 
n 

Y peut s'écrire aussi, 
n 

B 
1

. n+1 
1m --a: 

Jl.+clo Bn 

y 
n 

cn+1 - yncn 
= ......;..-,-1---y~~ 

y = 
n LlC 

n 

ll = 
n Llcn+l 

Llc 
n 

n 

Llc 
n 

1 
·' 

LlB 
1 et lim n+l 

- Jl.+clo LlB n 
;t 1} 0 

(So2) 
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Nous avons vu, dans la section 2 que le facteur d'accélération du e
2 

est 

~c n -1 
~c 

n+1 ~c n-1 f = n ~c • ~cn+1 n 
- 1 

~c n 

On voit ainsi que y se différencie de f par la correction ~ • 
n n n 

Remarque 5.1. 

1 - Remplaçons dans (5.1) r par 1, on obtient, 

x' • 
n 

X' "" n 

C - x'C n+1 n n 

1 - x' 
n 

] 
(5.1') 

x• ainsi obtenu accélère la convergence des fractions continues à 

convergence linéaire et d'autres à convergence logarithmique, mais ne sur

accélère dans A que les suites telles que ~ = r. En ce qui concerne la sur

accélération X~ rejoint donc Sn(x1>. 

2 - Le paramètre ~ dans (5.2) s'écrit aussi, 
n 

D'autre part, on peut voir dans [8] des fractions continues telles que 



e ~c 

lim :+
1 = 1, lim ~~+l 

n~ n n~ n 
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~gn+1 = -1 et lim ----- = -1. 
n~ ~gn 

Si l'on se place dans les conditions précitées, y peut, sous certaines 
n 

conditions, tendre vers 1 et donc Y peut accélérer la convergence d'une sous-

classe de ces fractions continues, ce qui est impossible aussi bien pour le e
2 

que pour la plupart des procédés (voir [8]). 

6 - SUR-ACCELERATION EN TERME DES ELEMENTS ET DES QUEUES DE LA FRACTION 
CONTINUE. 

+ J alli Soit b 
0 

a21 
+ rr- + ••• une fraction continue de limite finie cE C 

avec b E ~. a E C n = 1,2, •••• 
o n 

_al] 
Rappelons que Cn = b

0 
+ rr- + ••• 

peut se calculer par les relations (voir 

+ 1 atl est son nême 

par exemple [9]) : 

= B + a B 
n-1 n n-2 

=1,A =b 
0 0 

1 
B_ 1 -= 0, B~ = 1 

C = A /B • 
n n n 

convergent et 

Pour accélérer la convergence d'une fraction continue, il est parfois utile 

d'utiliser la notion de modification d'une fractions continue [11]. Elle 

consiste à générer la suite définie par 

A + W A 
n n n-1 S (W ) ""'-

8
.;,;._ ___ _ 

n n + w B 
1 n n n-

n = 0,1, .•. 

où (w ) est une suite auxiliaire appelée suite de facteurs de convergence 
n 

[13]. De plus w est censée être une approximation de R [13]. 
n n 

Pour ramener S (w ) sous la forme de F considéré dans les sections 
n n n 

précédentes, nous faisons une translation d'indices et nous posons 
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An+1 + rnAn 
s' (r) • ----~-

n n .B +rB 
. n+l n n 

n • 0,1, ••• 

où rn doit être cette fois ci une approximation de Rn+l" 

s' (r ) s'écrit aussi 
n n 

s' (r ) -n n 

c + r g c n+l n n+1 n 
1 + rngn+l 

n • 0,1, ••• 

Nous supposons en outre et pour toute la suite que la fraction continue 

est périodique à la limite, lim a • a e C existe, de plus a' <~, - 1/4]. 
n 

Nous savons que sous ces conditions, et le fait que C est supposée finie 

en+1 1 1 que 11m -;-- • r existe et r < 1 (voir par exemple 
n-+oo n 

[2]). De plus lim Rn • x 1 
n-+co 

existe et x1 est la racine de plus 
r 

2 
petit module de l'équation x +x-a • 0 (voir 

[9] [12]). De plus x1 •- r+l • 

Posons t 

"' • R -x '~'n n 1 

cS • a - a. n n 

Avec ces notations et considérations on a la 

P11.o p!U.U:l 6 • 7 • 

~ ô 
.l) lim n+l • "' ex.i.6.te.. lAi. e;t .6euleme.nt Id lim n+1 • cS eWte.. Ve. .,,,.. "' "' on ,.,.......... 

n-+œ "'n n-+oo 

~ - ô (quand e.l.le..6 e.xi6te..nt) • 

Q - 1' ..UJ Si. ô e.xi6te. al.o/1..6 lim n+l • ~ 
· ~ l+r 

Il-+ciO 
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~ 
ill) Si lim ;+l • cp exW.te ai.o!L6 

n-+<» n 

- ~~ r = o on a lim 
n-+<» 

= 

e: +1 - ~~ r ~ o e:t lrl ~ lôl on a lim _n ___ = e: e~.te e:t ~sr ou ô. 
~ n-+<» n 

~ 

<.v) s~ lim n+l = ~ ex.~.te e:t r 
~n 

cpn+l 
= o ou ~ ~ r ai.o!IA 1 im -cp--- = 0 exW.te 

n+<x> n 

v) Si lim 
n-+<» 

~ n+l 
--= 

~ 
~ e~.te ai.o!L6 lim n+l = _ __::.e:_-_r::_ __ 

~ n n-+<» ~n+l ~(r-1) 2 (1+r) 

(lim 1 cpn+ll 
E n-+<» n+l 

cp 
s co ~~ e: • 0 e:t r ~ 0 1 lim n+l s -1 ~~ r -= O) 

n-+<» e:n+l 

Preuve. 

De la relation R (l+R 
1

> = a 
1 

on a n n+ n+ 

x cp + ( 1 +x ) 9 + cp cp 
1 

• 6 • 
1 n+ 1 1 n n n+ n+ 1 

Donc si x
1 

• 0 on a cp (l+cp 
1

) • ~ 
1

• Donc 
n n+ n+ 

6 
seulement si lim n+l -~ existe. De plus cp = ô. 

n-+œ ôn 

Si x
1 

~ 0 on a 

= cp existe si et 
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Posons 

1 + x1 + ~ et y 
n n 

ynyn 
On a x 1 Xn+l + (yn+l - x 1yn) - --X--= o. L'équation caractéristique est 

n 

z:: o. Les racines sont ô et 
1+x1 1 

- ---- = -. Comme 
r 

·o < lrl < 1 on a lôl ;t 1!1 t~t le théorème de Poincaré [10] assure que 
r 

~n 1 1 lim ---- = ~ existe et ~ z ô ou ~ = ;· Comme 1 :;1 > 1 et lim ~n = 0 on 
~n-1 J'l-+<lO n-+co 

a forcément ~ = ô. 

l+x ~n 
Inversement, supposons lim ---- = 

J'l-+<lO ~ n -1 
tt. 1---11 ~ existe. Comme > 1 on a 

xl 
ô 

tt. 1 0 lim n+l -- tt.. ~ + + x
1 

;t • Donc ~ 
J'l-+<lO ô n 

ii) Evidente. 

~n+l ôn+1 
iii) Si lim ----=~existe, d'aprês i) on a lim --=ô existe. L'asser-

rr+co ~ n J'l-+<lO ô n 

tion découle immédiatement de la propriété 4.1. 

e:n+1 
iv) Supposons lim -- = e: existe. De l'assertion iii) propriété 4.1 

1')-+ClO e:n 
ôn+1 ~n+1 

on a lim ---=ô existe et donc d'aprês i) on a lim --=ô existe. 
1')-+ClO ô n 1')-+ClO ~ n 

e 
n+1 

v) On a -- = r = -g R e n+1 n+1 
n 

D'où~ = n+1 ( 1+r) (e: +r-1) g 
1 n n+ 

~ Donc lim _n+_1 = --~e:_-_r __ _ 

J'l-+<lO e:n+1 e: (r
2 
-1) (r .... 1) 

et lim ~~n+ 1 1 cm sie: z 0 et r ;t o. Sir= 0 on a~ 
rr+co e:n+1 n 

(1-e: ) 
n 

~ 
Donc lim n+ 1 = -1. 

e:n+1 

si e: :t 0 

0 
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~ _a21 
Soit A• = {b

0 
+ jT + l T + ••• = C € C b € ~' a ( C, lim a = a € ~' o n n 

n 

Posons 

de A•. 

On a 

a -a 
a i (-oo, - !] et lim _n~ = ô existe} • 

4 a -a 
n-+a~ n 

Soit (C ) la suite des convergents successifs d'une fraction continue 
n 

s' (r ) -c 
n n 

e 
n 

= (r 
n 

- R ) n+l l+g 
1

:t: 
n+ n 

lPn gn+l 
= ~n+l (~1 - l) l+g 

1
r 

n+ n+ n 

/ 

D'où la 

P~opo~~on 6.1. 

PoUIL tou;te 6Jta.cü.on c.onü.rw.e de A' on a. 

s' (r )-c 
n n 

lim ----~---- = 0 
en~n+l 

. 1P 
n 

lim -~- = 1. 
n-+«> n+l 



154 

Remarque 6. 1.!.. 

1- A l'aide de l'assertion ii) propriété 6.1 on a 

s' (r ) -c s' (r ) -c 
lim ~n:..._;;.:;n __ = 0 si et seulement si lim en ô n = O. 

n-+«~ e <P n-+«~ n n+2 n n+1 

2 - Pour toute fraction continue de A ( A est définie en section 4) , 

s' (r ) -c 
la condition lim n n = 0 est équivalente à la sur-accélération sauf 

n-+«~ en <Pn+1 

lorsque E = r etE~ 0 ou E = 0 etE~ r ( à cause de l'assertion v) propriété 

6.1. Plus précisément on a, 

Si E: 

1 

S (r )-C 
= r ~ 0 alors lim n n 

n-+«~ en <Pn+1 

s' (r ) -c 
• 0 ~> lim n n - 0 

s' (r ) -c 
Si E c 0 et E: ~ r alors lim n n 

e E: 
n-+«~ n n+1 

Vé6irvi..ü.on 6. 1. 

e E: n-+co n n+1 

S' (r ) -c 
= 0 -> lim n n 

n-+co en <Pn+1 
= o. 

s' (r ) .6uJt-a.ccU.èJLe 
n n 

A' .6i lim 
n-+«~ 

wn 
-- = 1. 
<Pn+1 

ThéoiLème 6. 1 • 

Une moc:U6ic..a..Uon s' (r ) .6uJt-a.ccU.èJLe A' .6i et .6e.ulemen.:t .6-i 
n n 

~ 
lim _n_ "' 1+r 

.r 1-rô • 
n-+co un+2 

Preuve. 

A l'aide de l'assertion ii) propriété 6.1 on a 

wn 
lim ----
n-+«~ <Pn+1 

1/Jn ° +2 1 si et seulement si lim ~ • lim __ n __ = 1 si et seulement s 
n-+«~ n+2 n-+«~ <Pn+1 

Wn 1-ro 
lim -.-- --- = 1. Comme 

i 1-ro r , < 1 le ra·:::r:>Ort , est fini et non nul. 



755 

D'o~ le résultat. 

0 

Remarque 6.2. 

1 - Dans la définition 6.1 la sur-accélération par une modification 

n'est pas tout à fait équivalente à la sur-accélération utilisée dans les 

sections précédentes. Ceci s'explique par la remarque 6.1. 

Deux choix de modifications sur-accélérant A•. ---------------------------------------------

1 -Un choix simple lorsqu'on connalt ret ~ est de prendre 

Ce qui donne 

r • 
n 

2 
an+2+x1~ 

1+x 1+x 1 ~ 

~ 
2 - Un deuxième choix consiste A rei!!placer .. ~ par le rapport 

15 
n+2 • 
n+l 

Ce qui donne 

Exemples numériques. 

1°. Log(l+x) 

r 
n 

a 2 + n+ 

On a lim 
n-+oo 

a 
n 

.. ~ et x • - ..!. + {1 +x 
4 1 2 2 • 

~ ' n+1 D'autre part lim ~ =-1. 
n-+oo n 

nx nx 

+ ••• + 2(2n-1)1 + 2(2n+l>l 
1 1 1 1 

f" •• 

Nous comparons pour différentes valeurs de x les procédés Sn(x
1

) [12], 

le 82 [2) et le procédé correspondant au premier choix du paragraphe précédent, 

défini par 



h+x 2+x 
avec, rn • --2-- - 4-
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A + r A l 
T • n n n-

n B + r B 
1 

+a t• n+ 

n n n-
n • 1, •.. 

· Nous disposerons dans la première colonne quelques approximations de 

Log(l+x) et dans les colonnes suivantes le nombre d'ftérations nécessaires pour 

chacun des procédés. 

1- x·• 1 (Log2 • 0,69314718055994 ••• ) 

Approx. de Log 2 T •• • s ... Cx
1

) ac ••• > 
2 

• 69 ••• 2 3 3 

• 6931. •• 4 5 4 

• 693147 • ._ 7 7 7 
• 6931471805 ••• '10 13 12 

• 69314718055994 ••• 15 18 17 

2- x- -0,9 (Log 0,1- -2,3025850929940 ••• ) 

Approx. de Log 0,1 T. • • s ... Cx
1

) e c ••• > 
2 

- 2.30 ••• 3 7 9 

- 2.3025 ••• .:.8 14 17 

- 2.3025850 ••• 17 24 27 

- 2.30258509299 ••• 31 36 38 

- 2.3025850929940 ••• 37 44 45 
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3 - x 
-2 = -0,99 (Log 10 = -4,6051701859881 ••• ) 

Approx. de Log 0,01 T • • • S ••• (x 
1

) 

- 4.60 ••• 13 24 

- 4.6051. •• 29 46 

- 4.605170 ••• 53 69 

- 4.60517018 ••• 69 86 

- 4.6051701859 ••• 87 114 

- 4.605170185988 ••• 117 137 

4 - x = -0,999 -3 (Log 10 = -6,9077552789 ••• ) 

Approx de Log 0,001 T • • • S ••• (x
1

) 

- 6, .•. 5 38 

- 6.9 ••• 41 69 

- 6. 9C7 •• 67 116 

- 6.9077 •• 97 140 

- 6.90775 ••• 127 172 

- 6.907755 •• 167 213 

- 6. 9077552 ••• 183 252 

Remarquons que T peut s'écrire aussi 
n 

T = 
n 

A + x'A n+l 1 n-1 
8n+1 + xi8n-1 

1 

e c ••• > 
2 

51 

65 

80 

103 

131 

150 

e < ••• > 
2 

. 
25 

107 

145 

189 

229 

279 

302 

x 
avec xi = x1 - 4· Tn exige donc le même nombre d'opérations que sn+l (x

1
). 
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Par contre 8~n) demande beaucoup plus d'opérations. 

Pour les quatre valeurs de x considérées le procédé T est le meilleur. 

L'écart se creuse d'autant plus que x est voisin de -1. 

2 - Considérons la fraction•.continue 

1 avec a • - -
n 4 

(~)n 1 2 3 n = , , ••• 

On a C •- 0.68215289427045 ••• 

a21 +n-

Pour cette fraction on a le tableau 

Approx. de C T. • • 

- .6 .•• 12 

- .68 ••• 17 

- .682 ••• 20 

- .682152 ••• 26 

- .68215289 ••• 31 

- .6821528942704 ••• 45 

+ ..... 

s ... (-0,5) 

17 

27 

33 

46 

59 

87 

e < ••• > 
2 

24 

33 

41 

57 

64 

95 

Pour cette exemple on a rn • 1 + 6a~ 1 • Donc par rapport à Sn(-0,5), 

T ne demande qu'une addition et une multiplication supplémentaires (par ité
n 

ration). Cependant la suite (T ) converge à peu près deux fois plus vite 
n 

(en nombre d'itérations) que Sn(-0,5) et 6~n). 
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