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Introduction

Ce travail a pour document de base un article écrit par D.R.J. CHILLING-
WORTH, J.E. MARSDEN et Y.H. WAN [2] et consiste en une étude du probléeme
de traction pure pour un corps B soumis a des charges mortes £ = (B, ) avec B

force de volume et 7 force de surface.

X désignant un point de B, ¢ une déformation et F = D¢ le gradient de la

déformation, les équations d’équilibre s’écrivent dans la configuration de référence

B :
—DIVP(X,F(X))=B(X) dans B

P(X,F(X)) - NX)=7(X) sur OB
ou P est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff.

On désigne par L l'espace des charges £ = (B, 1) de résultante nulle, par £,
I'espace des charges de £ équilibrées par rapport a l'identité I, et par SO(3) les-
pace des rotations. L’hypothése P(X,I) = 0 (état non déformé libre de contraintes)
et le principe d’indifférence matérielle P(X,QF) = P(X, F) pour toute rotation
Q de SO(3) impliquent que ¢ = Q|5 est solution de (E) lorsque B = 0 sur B et
7 =0 sur 9B.

En d’autres termes SO(3) constitue I’ensemble des solutions triviales de (E).

Le probleme (P1) que l'on se pose est “la recherche des solutions de (F)
voisines des solutions triviales SO(3) pour des charges £ € £ voisines de 0 et leur

description dans certains cas”.

On introduit ensuite 'application de charge astatique k : £ — M3 qui permet
d’abord la décomposition de £ en somme directe £L = Asym, @ Sym, & kerk
ct, par la suite la reformulation du probleme (P1) de trois autres manicres
(P2),(P3) et (P4). Le groupe SO(3) agissant sur £ de la maniére suivante :
Ql = (QB(X),Q7(X)), le probleme (P2) consiste & “étudier, pour toute charge
by de L, voisine de 0, la maniére dont 'orbite Op d’une charge ¢ de L voisine
de € rencontre la variété N (graphe d’une application F : L, — Asym que 'on

déterminera) tangente en 0 a £.”.
O, NN dépend des valeurs propres de k(£) et ne sera déterminée qu’aprés la

classification des charges de £, en charges de type 0,1,2,3,4. Le probleme (P3)

s’énonce de la maniére suivante : “Pour une charge ¢y = (Ag,ng) € L. voisine
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de 0, et £ = (A,n) voisine de £, (avec Ay, A € Asym, @ Sym, et n,ng € kerk)
trouver @ € SO(3) tel que : asym(QA) — F(symQA, Q) = 0 o asym désigne la
partie antisymétique de QA et sym désigne la partie symétrique de QA.

Enfin, en posant

F:RxL,— Asym
1
(A, 8) — FF(A@)

on aboutit & la formuation (P4) : “Pour une charge £y = (Ag,ng) € L. ,pour une

charge ¢ = (A, n) voisinede £y et pour A petit, trouver Q € SO(3) tel que :
asym(QA) — AF(\,sym, QA,Q,) =0

Cette derniere formulation montre qu’au voisinage de l'identité, le probleme posé

a une solution et une seule lorsque la charge ¢ = (B, 7) est de type 0,1 ou 2.

Nous en déduisons qu’au voisinage des solutions triviales le probleme a quatre
solutions lorsque la charge est de type 0. Parmi ces quatre solutions, une seule est

un minimum local pour la fonction de potentiel V,.

Finalement, des résultats concernant la méthode de Liapounov-Schmidt qui
consiste a réduire une équation du type f(A,z) (ou z € X, A € P, X' et P espaces
de Banach) en un systéme dont les équations et les inconnues sont en nombre fini

sont appliquées a la résolution du probléme selon la formulation (P4).
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CHAPITRE 1

Préliminaires et position du probléme.

Pour les résultats et théorémes énoncés dans la partie “Préliminaires” on

pourra se référer a [1].

I. Préliminaires. Soit B un ouvert borné de R*® contenant 0, de frontiere

I’ = 8B suffisamment réguliére et soit B 'adhérence de B dans R3.

B représentera le volume occupé par un solide “non déformé” et sera appelé
configuration de référence.

Nous noterons X un point courant de I'ensemble B, de composantes X; dans
la base canonique {e;} de R? et de dx, = ;3—‘-9}{—, la dérivée partielle par rapport a

la variable X;.

Nous appellerons déformation de la configuration de référence une application
¢ : B — R3 de classe W*P(B) (1 < p < 00,5 > (3/p) + 1) injective telle que
#(0) = 0, 47 de classe W*? sur ¢(B), et préservant lorientation c’est-i-dire
vérifiant : J(¢) = det D$(X) > 0 pour tout X € B, ot J(¢) est le jacobien de ¢,
et la matrice D¢ appelée gradient de la déformation est définie par :

0)\’1 ¢1 aXQ ¢l a)<3¢l

D¢ = | Ox,¢2 Ox,$2 Ox,¢2 | =(0x,¢:)=F
6X1 ¢3 61\’2 ¢3 6X3 ¢3

1 = indice de ligne
J = indice de colonne
les applications ¢; étant les composantes de ¢ dans la base {e;}.

F(X), la dérivée de ¢ en X, est un élément de L(T'x B, R?) oi T'x B est I’espace

tangent a B en X considéré comme ’ensemble des vecteurs d’origine X dans R3.

Soit C l'ensemble de toutes les déformations ¢. A toute déformation @, nous
associons un déplacement u, qui est le champ de vecteurs u : B — R?® défini par
la relation ¢ = Ip + u ou I désigne 'application identique de B. Le gradient
du déplacement Vu = (Ox;u;) satisfait alors la relation F' = D¢ = I + Vu ou [

désigne la matrice unité d’ordre 3.

Une configuration de référence B et une déformation ¢ étant données, 'en-

semble ¢(B) est appelé configuration déformée.
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Soit ¢ une déformation. Si dV(X) représente 1’élément de volume au point X
de la configuration de référence, I’élément de volume dv(z) au point z = ¢(X) de
la configuration déformée est donné par :

dv(z) = {det D(X)}dV(X)
= J(¢$)dV(X)
De méme si dA(X) représente ’élément d’aire au point X du bord de la configura-
tion de référence, I’élément d’aire au point z = ¢(X) de la configuration déformée

sera désignée par da(x).

Etant donné un champ de tenseurs T : B — M; suffisamment régulier, nous
définissons en chaque point de B sa divergence DIVT comme étant le vecteur dont

les composantes sont les divergences (au sens habituel) des vecteurs lignes de la

matrice T oT: N 5T 4 oT
o o 57
_ oY = | 8T 8Ty 9T
DIVT = (an Tijei) = %, T eyt %
0Ty 4 9Tn , 9Tw
X1 B3 X2 X3

De la méme maniére, nous définissons la divergence divt d’un champ de tenseurs
t: ¢(B) — M en chaque point de ¢(B) par :
0

Une application de la formule de Green conduit a la relation
/ DIVTdV(X) = (/ Ox.T;;dV(X))e: = (/ TijN;dA(X))e;
B B aB
c’est-d-dire : [ DIVTdV(X) = [,, T - NdA(X) . De méme, nous obtiendrions :

/ divtdv(z) ::'/ t - nda(z)
$(B) 8¢(B)

en notant dA(X) et da(z) les éléments d’aire, et N et n les normales extéricures

divt = (0;,t;je;) avec la notation 9;; =

unitaires le long de B et 0¢(B) respectivement.

A tout tenseur () défini en un point z = ¢(X) de la configuration déformée,
nous associons le tenseur T'(X') défini au point X de la configuration de référence
par la relation :

T(X) = {det DH(X)}t(z)Dp(X)™T
Sit:@(B)— Ms est un champ de tenseurs, ’application
{t:¢(B) — M3} = {T = (det D¢)t o D¢~ T : B — M;}

ainsi définic est appelée transformation de Piola
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Théoréme [1] Soit T = (det D@)tDé~T : B — M3 le transformé de Piola
d’un champ de tenseurs t : $(B) — Ms, alors

DIVT(X) = (det D¢(X))divt(z) pour tout z =¢(X), X €B

T(X)N(X)dA(X) = t(z)n(z)da(z) pour tout z=¢(X), X e€I'=0B.

ot dA(X) et da(z) désignent les éléments d’aire auz points X € I' = OB et
z € 8¢(B), de normales eztérieures respectives N(X) et n(z).

Ce théoréme nous donne donc la relation entre les éléments d’aire dans la

configuration de référence et dans la configuration déformée.

Tenseur de Cauchy-Green: Si ¢ est une déformation dérivable au point X € B,

nous avons, pour tout point X + AX € B, la relation suivante :
(X +AX) — ¢(X) = DH(X)AX +0(|AX]|)
= F(X)AX + 0(|AX])

et donc [¢(X +AX) — ¢(X)|* = AXTDHX)TDH(X)AX + 0(|AX )
= AXTFT(X)F(X)AX + 0(|]AX]?)
Le tenseur C = DT D¢ = FTF est appelé tenseur de Cauchy-Green.

C est symétrique.

Vu que F(X) € L(TxB,R3) et FT(X) € L(R3 TxB) alors C(X) €
L(TxB,TxB).

Le tenseur de Cauchy-Green est utilisé dans le calcul des longueurs dans la

configuration déformée.

En effet, soit ¢ = f(Z) (ot f : T — B et T intervalle compact de R) une

courbe tracée dans la configuration de référence.

Les composantes de 'application f étant notées f;, la longueur de la courbe

¢ est donnée par :

() = /I () ldt = /I CF) () e

et la longucur de la courbe déformée ¢(c) est donnée par :

o) = [ iter/ @l = [ @utre)- snfeniar,
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Forces appliquées; systémes de forces. Nous supposons que le corps
occupant une configuration déformée #(B) est soumis a deux types de forces

appliquées.

a) des forces appliquées de volume correspondant & un champ de vecteurs
d, : ¢(B) — R3? appelé densité de forces appliquées de volume par unité de volume

de la configuration déformée.

b) des forces appliquées de surface correspondant a un champ de vecteurs
ds = (8¢(B)); — R?3 défini sur une portion (0¢(B)); dela frontiere 0¢(B) et appelé
densité de forces appliquées de surface par unité de surface de la configuration

déformée.

Notons §? = {v € R3/|v| = 1} la sphere unité. Un systéme de forces associé

a une déformation ¢ consiste en :

a) des forces appliquées de volume correspondant au champ de vecteurs

dv: ¢(B) —» R3?

b) des forces de surface correspondant a un champ de vecteurs de la forme :

t: $(B) x ST — R3 et dont la définition est la suivante :

Etant donné un sous-domaine U de la configuration déformée ¢(B) et un
point z de sa frontiére OU ou la normale extérieure n est bien définie, une force de
surface élémentaire t(x,n)da est exercée sur 1’élément d’aire da considéré comme

une portion du sous-domaine U.

Sile point z appartient & la portion (8¢(B)); de la frontiere 0¢(B) soumise aux
forces appliquées de surface et si le vecteur n coincide avec la normale extérieure
unitaire a (0¢(B)); au point z, alors par définition le vecteur ¢(z,n) coincide avec
la densité dg(z) des forces appliquées de surface au point z. Le vecteur t(x,n) est

appelé vecteur des contraintes de Cauchy.

Axiome de I’équilibre statique. Dans toute configuration déformée ¢(B)
dans laquelle le corps est en équilibre statique, il existe un systeme de forces

dy 1 ¢(B) — R¥ et t: ¢(B) x S? — R?, associé aux forces appliquées de volume et

de surface suivant la définition précédente.

Théoreme de Cauchy : Supposons que le champ de densité de forces

appliquées de volume d, : ¢(B) — R? soit continu et que le champ des vecteurs



de contraintes de Cauchy

t:4(B) x S - R3
(z,n) — t(z,n)

soit continiiment dérivable par rapport a la variable z pour tout n € S?, et continu

par rapport a n pour tout z € ¢(B). Alors 'axiome de 1’équilibre statique entraine

I'existence d'un champ de tenseurs continiiment dérivable sur ¢(B) :

T:¢(B)— M; tel que t(z,n)=T(z)-n pourtout =z € ¢(B)
et tout n e S

—divT(z) = d,(z) pour :tdut T € ¢(B)
et tel que

T(z) = T(z)T pour tout z € ¢(B)
Le tenseur symétrique T'(z) est appelé tenseur des contraintes de Cauchy au
point x € ¢(B).

D’apres le théoreme précédent, le champ de tenseurs des contraintes de Cauchy

est solution du probléme aux limites suivant :
—dwT =d, dans ¢(B)
T=TT dans ¢(B)
T-n=t sur O(¢(B)),
Ces équations constituent les équations d’équilibre dans la configuration déformée.

Ainsi posées, ces équations ne nous permettent pas le calcul de la déformation
¢ car elles sont établies sur la configuration déformée en termes de la variable

x = ¢(X), inconnue du probléme.

Par l'intermédiaire de la transormation de Piola, nous les “transportons” sur

la configuration de référence pour avoir des équations en termes de la variable X.

Nous introduisons le premier tenseur de Piola-Kirchhoff P, défini sur B par

la transformation de Piola du tenseur des contraintes de Cauchy T :
P(X) = (det D§(X)T(2)DS(X)™T, (X)=c.

La transformation de Piola donne une relation simple entre les divergences de T
et de P :
DIVP(X) = (det D¢(X))divT(z), z = ¢(X)
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Vu que la forme en “divergence” est préservée, nous pourrons donner a nouveau
une formulation variationnelle des équations d’équilibre dans la configuration de
référence. Nous transformons aussi le vecteur des contraintes de Cauchy t(z,n) =

T(z) - n en un vecteur p(X, N) satisfaisant la relation :

Le vecteur p(X,N) est appelé premier vecteur des contraintes de Piola-
Kirchhoff au point X d’une surface élémentaire de normale N de la configuration

de référence.

A la densité de force appliquée de volume d, : ¢(B) — R? par unité de volume
de la configuration déformée, nous associons le vecteur B : B — R?* défini par la

relation :
B(X)dV(X) = dy(z)dv(z) pour tout z = ¢(X) € $(B)
Vu que dv(z) = (det D$(X))dV(X), nous aurons :
B(X) = (det D(X))du(z), ==¢(X), X €B.

Le champ de vecteurs B : B — R3 mesure la densité de force appliquée par unité

de volume de la configuration de référence.

A la densité ¢ : (8¢4(B)); — R3 de force appliquée par unité de surface de
la configuration déformée, nous associons le champ de vecteurs 7 : (98); — R?

défini par :
7(X)dA(X) = t(z)da(z), z=¢(X), X €(dB),
de sorte que
7(X) =det DH(X)|DH(X)"IN|t(z), z=¢(X), z¢€(8B) .

Les équations d’équilibre sur les tenseurs transformés s’écrivent :

—DIVP =B dans B
(D$)(PT) = P(D$)T dans B
P-N=1 sur (0B)
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Ces équations sont appelées équations d’équilibre dans la configuration de référen-

ce.

Soit M; I’ensemble des matrices d’ordre 3 & déterminant strictement positif

et Sym ’ensemble des matrices symétriques d’ordre 3.

Un matériau est dit “élastique” s’il existe une application :

T:B x M — Sym
(X,m) = T(X,m)
appelée réponse du matériau, telle que dans toute configuration déformée, le
tenseur des contraintes de Cauchy T'(z) au point z = ¢(X) soit lié au gradient de

la déformation D@(X) au point X correspondant de la configuration de référence

par la relation :
T(z) = T(X,D$(X)) pourtout z = ¢(X) € ¢(B),

appelée loi de comportement du matériau considéré.

En combinant les équations d’équilibre exprimées dans la configuration de
référence en termes du premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff avec la
définition d’un matériau élastique et, en supposant le déplacement imposé sur une
partie (0B)y = 9B — (9B), de la frontiére, nous obtenons le probléme aux limites

suivant :

—DIVP(X,D¢(X))=B(X),X € B
P(X,D¢(X)) - N(X)=r(X),X € (8B),
$(X) = $o(X), X € (9B)o

ott P: B x M; — M; est la réponse associée au premier tenseur des contraintes

de Piola-IKirchhoff.

La condition ¢(X) = ¢o(X), X € (0B)o =Ty est appelée condition aux li-
mites de déplacement et la condition P(X,DX)N(X) = 7(X),

X € (0B); =Ty est appelée condition aux limites de traction.
Si Ty = 0, le probléme aux limites est un probléme de traction pure.
SiT'y = 0, le probleme aux limites est un probléme de déplacement pur.

Un matériau élastique de réponse P:Bx M — Mj est hyperélastique s'il

existe une fonction W : B x MjF — R dérivable par rapport & la variable m € MGt
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pour tout X € B, telle que P(X,m) = %VT;%(X,m) pour tout X € B, m € My soit,

composante par composante :

oW

Pi(X,m) = Eoy
ij

(X,m)

La fonction W est appelée densité d’énergie par unité de volume de Ia

configuration de référence.

Remarque : Les densités des forces appliquées B et 7 définies sur la configu-
ration de référence dépendent en principe de la déformation ¢. Cette déformation
étant elle-méme une inconnue du probléme, la résolution mathématique des équa-
tions d’équilibre dans la configuration de référence peut-étre compliquée par une
éventuelle dépendance en ¢ de leurs seconds membres. Afin de simplifier cela, nous

introduisons la notion de force morte.

Une force appliquée de volume est une force morte si la densité B : B — R3

est indépendante de la déformation ¢ considérée.

De la méme maniére une force appliquée de surface est une force morte si la

densité 7 est indépendante de la déformation ¢ considérée.

I1. Position du probleme. Le but du travail sera la résolution du probléme
de traction pure pour des forces mortes dans le cas hyperélastique et la caractéri-

sation des solutions dans des cas particuliers (que nous préciserons).
En d’autres termes, nous aurons a étudier le systeme :
~DIVP(X,D¢(X)) = B(X) lorsque X €B
P(X,D¢(X))N(X)=7(X) lorsque X € 9B

sachant qu’il existe une fonction W : B x J\/[;' — R dérivable par rapport a la

variable m € M pour tout X € B, telle que :

P(X,m) = %IrinK(X,m) pour toutX € B,m € M3t

so1t

{ DIVP(X,F(X))+B(X)=0 pourtout X €B
P(X,F(X))N(X)=r(X) pourtout X € 9B

avec P(X, F)= %W—(X, F) pour tout X € B, W étant la fonction définie ci-dessus.
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Nous désignerons par £ le couple (B, ) appelé charge et par L ’ensemble de

tous les couples (B, 7). Soit R la résultante de £ définie par :
R:L—->R?

s /B B(X)dV(X)+ /a T(X)dA()

Nous désignerons par L l'espace de toutes les charges ¢ de résultante nulle

(avec B de classe W*™2P sur B et  de classe W* 1757 sur oB).
L = KerR.

Dans tout ce qui suivra, nous noterons P au lieu de ]3, W au lieu de W et

désignerons par (E) les équations d’équilibre :
DIVP(X,F(X))+ B(X)=0 pour X ¢€B
P(X,F(X))N(X)=7(X) pour X € 9B

Remarque : Si (B, 7) vérifie (E) pour une certaine déformation ¢, alors (B,7) €
L. En effet :

DIVP(X,F(X))+B(X)=0 pour X €B

(B, ) vérifie (E) <= {
P(X,F(X))N(X)=7(X) pour X € 9B

= [5DIVP(X,F(X)) + B(X)]dV(X) =0
& [z DIVP(X,F(X))dV(X) + [, B(X)dV(X) =0
& [o5 P(X, F(X))N(X)dA(X) + [ B(X)dV(X) =0
& Jop T(X)AA(X) + [ B(X)dV(X) =0
Dans toute la suite du travail nous ferons ’hypothése (H1) suivante

(H1) : L’état non déformé est libre de contraintes c’est-a-dire

P(X,)=0

L’hypothese (H1) entraine que ¢ = I est solution de (E) pour B = 0 sur B
et 7 =0 sur JB.

Soit SO(3) = {Q € L(R*R?*)/QTQ = I et detQ = +1}. Le principe
d’indifférence matérielle P(X,QF) = P(X, F) implique que ¢ = Q|5 est aussi
solution pour tout @ € SO(3) lorsque B = 0 sur B et 7 = 0 sur 8.
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En d’autres termes, les “solutions triviales” de (E) sont des éléments de
SO(3). Le probleme fondamentale que nous nous poserons sera :

(P1) : Décrire ’ensemble de toutes les solutions de (E) au voisinage des

solutions triviales SO(3) pour des charges variables £ € L voisines de zéro.
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CHAPITRE 11

Application de la notion de charge astatique

Axes d’équilibre.

Le but de ce chapitre est la décomposition de ’espace £ en somme directe de
sous-espaces de £, aprés l'introduction de Papplication de charge astatique et de

la notion d’axes d’équilibre.
I. Définitions

1. £ = (B, 1) étant une charge de résultante.nulle et ¢ : B — R? étant une

déformation, I'application de charge astatique k sera définie par
k:LxC— M3
—_ —_——
(£,¢) — k(£,4) = /BB(X)®¢(X)dV(X)+ LBT(X)®¢(X)CIA(X),
_—
ou ¢(X) désigne le vecteur issu de O a ¢(X). On pose k(€) = k(¢, Ig) c’est-a-dire
k(€)= [ B(X)® XdV(X) + [,5 (X) ® X dA(X).

2. Pour ¢ €C et £ € L, on dit que £ est équilibrée par rapport a ¢ si :
—_ e
M(e,4) = / 5(X) x B(X)dV(X) + / (X x T(X)dA(X) =0 .
B 8B
On pose M(£) = M(¢, Ig) c’est-a-dire

M) = /B X x B(X)dV(X) + A ) X x r(X)dA(X) .

On désigne par L. ’espace des charges de L équilibrées par rapport a ’iden-
tité.
En d’autres termes, si ’on définit P’application “torseur” 7 par :
T:L-R*xR?
£ T(8) = {R(6), M(O)},
alors £, n’est autre que le noyau de 7.

3. On appelle orbite de L (respectivement de ¢ € C) I'ensemble suivant :

Or = {Q¢/QUX) = (@B(X),@7(X)),Q € SO(3)}
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(respectivement : Oy = {Q¢/Qd = Q0 ¢,Q € SO(3)}.
(Q est considéré comme application de B dans R? conservant l'origine).

4. M3 désignant ensemble des matrices 3 x 3 et Sym désignant ’ensemble
des matrices symétriques de M3, I’ensemble des matrices antisymétriques sera noté

Asym.

Vm € My, m = L(m +mT) + I(m —mT).
m +m7T € Sym

m —m7T € Asym

(m — m7)
s(m—m

Sym N Asym = {0}
On peut donc écrire M3 = Sym @ Asym.

sera noté sym(m)

Ty sera noté asym(m)

II. Conditions pour que £ = (B,7) € L soit équilibrée par rapport a

1. Lemme P(X,F) = F- S(X,C) ou S(X,C) =2%%

ow
P=3r
oW acC
T aC oF
oW  90Chx
~ 9Cw OF; O
%i{lk = E%fFehFek

= 6ie6jnFor + 6iebjx Fon
= 8;nFix + 055 Fin
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ow aChk

aC'hk 6E]

BW
(‘%hEk + 6Jszh)GJE

3I/V ow
:[’a—c,j‘;'ﬂk'f‘gcT]‘Fih]‘Gjl
ow ow

= %; FirGje + —— BCh;
ow

oW G
~ 3Cix aCh; FnGie

P,'j . Gje Gje

thjl

(sz)TGJf

Or S = 9—— Donc, en faisant la sommation dans ’ensemble de tous les indices,

11o0us aurons

P.G = ;S(FTC) + 5S(GTF)
_ %S(FTG +GTF)
(P(X, F),G) = %(S(X, C)), FTG + GTF)
= %tr(ST(X, CYFTG+GTF)) car (A,B)=tr(ATB)
- %tr(ST(X, C)FTG + ST(X,C)GTF)
— %tr(ST(X, C)FT@) + %tr(ST(X, C)GTF)

1 1
= 5tr((F - S(X, cNT-6) + §tr(GTFST(X, C))
vu la commutativité de la trace.
Or S = 2% Donc Sij = %‘:— = 58% = Sji,

S est donc symétrique.

Par suite :
(P(X,F),G)——tr((F SX,eNT-&) + = tr(GT F.S(X,C))
= §tr((F SS(X,oNT-6) + §tr((F -S(x,ent-a)T

= 5t ((F - S(X,0)" - €) 4 2tr((F - S(X,C))T - G)
=tr[(F- S(X,C)T -G
= (F-S(X,C),G)



16

Donc
P(X,F)=F S(X,C)

ou, d’une maniére plus abrégée
P=F-§S.
Par conséquent, I’hypothése (H1) est équivalente & I'hypothese S(X,I) = 0.

2. Proposition 1. £ = (B, ) € L vérifie (E) = £ est équilibrée par rapport
a ¢.

2. £=(B,7) € L est équilibrée par rapport a ¢ & k(£,¢) € Sym.

En particulier, £ € L, < k(£) € Sym. ‘
M LleL& [BX)AV(X)+ fm(X)dA(X)=0

DIVP(X,F(X))+ B(X) =0 pour X €B
¢ vérifie (E) =
P(X,F(X))-N(X)=7(X) pour X €9B

/ 3 (X) x B(X)dV(X)+ / (X)) x T(X)dA(X)

B aB

= [ [ (OB + [ eulds(m(XNIAD) e,
B éB

= [——/Beijkqﬁj(X)(DIVP(X,F(X)))de(X)

+ / eijkcﬁj(X)Pkg(X)Ng(X)dA(X)]e,-
8B

T [ oy sy PP FX)
= [ [ o025 avin)

+ /8 et j(X)Pkg(X)Ng(X)dA(X)] e;

= [ [ s 5Pl X, FEO)AV(X)

0X,
0

+ [ e 65X PulX, POV e

- /B sijka";g((‘f ) ~Pke(X,F(X))dV(X)] e;

/Beiijjg(X) - Puo(X, F(X))dV(X)] e;

+ [ e 2B pt, POV ()
B

= r/A €ijkFje(X) - Frm(X) - Sme(X, C)dV(X)}e,-en raison du lemme précédent.
-J B
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En ¢ = 1, nous aurons :

J o) P (X)Simel(X,€) = Fael X)Fmn(X)Sme( X, C))dV (X)
= [ [P Porn (X))l ) = (Bam( XV Poe X)) el X, O]V (2)

Cette expression est nulle en raison de la symétrie de S. Pour 7 = 1, ’expres-

sion vaut donc zéro. De méme, pour ¢ = 2 et ¢ = 3, on obtient des valeurs nulles.
—_— _— . .

Donc [, ¢(X) x B(X)dV(X) + [,5 $(X) x 7(X)dA(X) = 0, ce qui prouve bien

que £ est équilibrée par rapport a ¢.
2. Supposons d’abord que £ est équilibrée par rapport a ¢, c’est-a- dire :

/ $(X) x B(X)dV(X) +/ S(X3 x }(X)dA(X) =0,
B aB

[/ €ijr®j(X)Br(X)dV(X) —l—/ €ijk¢j(X)Tk(.X)dA(X)] e; =0
B B
Comparons (k, (¢, ¢))ij et (k(€,¢));i :
(16,95 = ([ BOSXVX) + [ 7i3)8,(X)dA)
= [60BLOWC+ [ 6,C0m0dA)
B B
= / $:(X)B;(X)dV(X) +/ ¢i(X)7;(X)dA(X) d’apres 'hypothese
B o8B
= [ BEOSEOW 0+ [ H08(X)AX)
B oB
= (k(¢, ¢));ji
Donc k(¢4, $) € Sym.

Supposons ensuite que k(£,¢) € Sym c’est-a-dire k;;(¢, ¢) — k;;i((,¢) =0
(k(€,¢))i; — (k(£,6));i =0
& / Bi(X)¢;(X)dV(X) + / 7i(X) ¢ (X)dA(X) ~ / B;(X)¢:(X)dV(X)
B oB B

~/ Tj(X)qﬁi(X)dA(X):O@/{Bi(X)géj(X)—Bj(X)¢,-(X)]dV(X)

aB B

+ /a 08,00 = 5080 44() = 0

o (/Bekji¢j(X)Bi(X)dV()i')+/E)Bek,-,-cﬁj(X)n(X)dA(X))ek —0 pour k=1,2,3

o / $(X3 x B(X)dV(X) +/ $(X) x 7(X)dA(X) =0
B aB



18

3. Equivariance de k :
1.Vl € L,¥¢ € C, ¥Q1,Q2 € SO(3), k(Q1£, Q29) = Q1k(£,$)Q3 "
En particulier : k(Q€) = Qk(¢).
9. Equivariance infinitésimale : V€ € £, V¢ € C et YW1, W2 € Asym,
(W10, ) = Wik(L,4) et k(&,Wag) = —k(¢,4)Wa .
En particulier, k(W¢) = Wk(£).

(@18, Q29) = /BQlB(X)QCbde(X)

+[ arx)e Q2 (X dA(X)

(Q1B(X) ® Q20(X))ij = Qrix Br(X)Q2jehe(X)
= Q1ikBr(X)de(X)Q2j¢
= Quik Bi(X)$e(X)(Q3 )e;
= (Q:(B(X) @ 8(X))Q] )
Donc

. TR N o 7 wonnT
Q1B(X)® Q20(X) = Q1(B(X) ® ¢(X))Q;
De la méme maniere, on montre que :
2 —r—’ o —r_> Wi
Q17(X) ® Q2¢(X)) = Q1(7(X) B ¢(X))Q2
Vu que @, et Q2 ne dépendent pas de X, nous aurons :
K(Q10,Q20) = Q1k(L,6)Q5
= Qik(£, )@ "
2. L’équivariance infinitésimale se déduit de 1. En effet, il suffit de poser
Q1(t) = exptW;
Q2(t) = exptWy teR, W;, W, e Asym
BQ1(1)0,¢) = Qi(t)k(L, ¢) < k(exptWil, ¢) = exptWik(L, )
= k(W1L,¢) = Wik(L, ¢)
E(0, Q2(t)8) = k(€, 8)(Q2(t))T < k(€, exptWyé) = k(£, ¢)(exptW2)T
= k(6, W) = k(£, )W = —k(¢, 6)W,
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4. Théoréeme de décomposition polaire. Toute matrice inversible M de
M3 s’écrit de maniére unique comme le produit OS d’une matrice orthogonale O

par une matrice S symétrique, définie positive.

m  Posons N = MTM. N est symétrique, définie positive. Elle est donc diago-
nalisable dans une base orthonormée et ses valeurs propres \; sont strictement

positives.

Il existe une matrice S telle que N = $?. En effet, il suffit de choisir pour

S une matrice ayant mémes directions propres que N et pour valeurs propres les

Ar 0 O
racines carrées des valeurs propres de N.Si N = P71 | 0 X, 0 | P avec P
0 0 X

orthogonale, posons

VA1 0 0
S=P '} 0 VX 0 |P

0 0 Vs

La matrice S est symétrique, définie positive. S étant déterminée, il suffit de

poser O = MS™L.

00T = (MS™ Y Mms™HT
=MS Y STHTMT
= M(SST)"'mT
= M(SH)TIMT car S est symétrique
= MMTM)*MT
= MM~ Y (M7 ' MT
=17

O est donc orthogonale, par suite l'existence de la décomposition est assurée

Montrons que la décomposition est unique :

Supposons que M = 0S = 0'S’ avec 0,0’ matrices orthogonales et S, S’

matrices symétriques définies positives.
0T0=070"=1

sT=5 &§T=35",

0S =08

= 50T = 5'0'7T
S,8"  symétriques
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S2 =850T0S=85'0T0'S' =52 = S5 =25"car S et S’ définies positives.
Par suite la décomposition est unique.

Remarques. 1. Si M n’est pas inversible, la décomposition existe mais n’est

pas unique.

En effet soit (M) une suite de matrices inversibles convergeant vers une

matrice M non inversible.

M, = 0,8, et I’espace des matrices orthogonales est compact ([4] p. 19).
Il suffit donc d’extraire de (Op) une sous-suite convergeant vers une matrice
orthogonale O et, posant, S = O7!M, on aura M = OS ou S est symétrique
positive (non nécessairement définie); O n’est déterminée que sur l'image de
S qui est de dimension égale au rang de M. La décomposition n’est donc pas

nécessairement unique.
2. Toute matrice M de M3 peut s’écrire M = QU ou Q € SO(3) et U est
symétrique.

Cette décomposition est unique lorsque M est inversible. En effet, il suffit
d’appliquer le théoréme de décomposition polaire afin d’obtenir M = OS puis de

poser @ = (detO) - O, U=§1—o'5-

Théoréme de Da Silva : V¢ € L, O, N L, # 0; en d’autres termes, toute

charge de L peut étre équilibrée par rapport a l'1dentité sous ’action d’un élément

de SO(3).
B Montrons qu’il existe @ € SO(3) tel que Q¢ € L, c'est-a-dire tel que
k(QC) € Sym.
k(¢) = M € M;. En vertu de la remarque précédente, nous pouvons écrire
k(€) = Q'A avec Q' € SO(3) et A € Sym.
k(QT0)=QTk(¢) car k est équivariante
- QITQIA

= A € Sym

Par suite: Q'7¢ € L.. Il suffit donc de poser Q = Q'T pour avoir k(Q¢) € Sym.
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III. Axes d’équilibre
R® — Asym
Soit ’application
v~ 0 tel que O(w)=w xv

0 r  —q
Siv=(p,q,r), Vseradelaformet=|—-r 0 p
g —-p O

L’application linéaire définie ci-dessus est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels. Asym est identifié avec so(3) algebre de Lie de SO(3). Le crochet de Lie

satisfait [0, 0] = (v X w)“ .
Nous désignerons par - le produit scalaire dans R3. exp? est la rotation d’angle
|lv]| autour du vecteur v dans le sens positif. .

1. DéfinitionSoit £ € L, et v € R3, |v]| = 1.

v est un axe d’équilibre pour £ si exp(6v)¢ € L, pour tout réel 8 c’est-a-dire
lorsque toute rotation de £ autour de v ne détruit pas 1’équilibre par rapport a

I'identité.

Exemple :

B
I~

Projection sur X; o X,

v est donc un axe d’équilibre

(La rotation de ¢ d’un angle 8 autour de v ne détruit pas l'équilibre.)
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2. Proposition. Soit £ € L, et A = k(£) € Sym. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
1. £ posséde un aze d’équilibre.
2. Il eziste v € R3, ||v]] = 1 tel que 94 € L,.
8. Wi AW + WA n’est pas un isomorphisme de Asym dans lui-méme.

4. trA est une valeur propre de A.

B i) 1= 2):au voisinage de § = 0.
. A
exp(00) = [I + 60 + 5(91}) + -]
L’équivariance infinitésimale donne :
. " 1.
k(exp(60)¢) = k(€) + (80)k(£) + 5(9v)2k(€) +- -
v est un axe d’équilibre donc k(exp(890)€) € Sym pour tout réel 6.

lim k(exp(60)€) — k(£)
8—0 6

= 0k(£) = k(3€)
Le premier membre appartient a Sym donc k(9£) € Sym. Par suite o€ € L..

1) 2) = 1) v € R3, ||v]| = 1 tel que 04 € L,
. A
k((exp(00)8) = [I + 60 + 5(90)2 + - ]k(€)
0k(€) = k(9€) € Sym vu que 0L € L. A-t-on 62k(£) € Sym?

(6%k(0))T = (9k(5))"
= k(0€) - o7
= k() - 6T
= (ok(£)6")"
= (k(00) - 87)T
= ok(d0)
= 02k(¢) .

Donc 92k(¢) € Sym.
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Faisons une récurrence sur n. Supposons que “0Pk(¢) € Sym” soit vérifié

jusqu’a 'ordre n. Montrons que ™*1k(¢) € Sym.

6™ (O] = (6RO
= k(5"0)57
= k(5" 10)T
= (ok(6"')5T)T
= (k(3"0) - 57T)"
= Dk(i"0)
=" 1k(L) .

donc 9™t k(€) € Sym.

Tous les termes du second membre de l'expression suivante sont donc symé-
triques : k(exp(89)L) = [I + 66 + 1(00)? + - - -]k(£). Par suite, k(exp(65)¢) € Sym

et £ a donc un axe d’équilibre v.

iii) 2) = 3) o€ € L, donc k(92) € Sym. Or k(6€) = 0k(£) = DA.

A = (0A)T
= ATHT

=—A0 car ¥ € Asym
Donc Ad + A = 0.

{ Asym — Asym

W AW + WA n’est, par conséquent, pas un isomorphisme

iv) 3) = 2)

Asym — Asym
Wi— AW + WA n’est pas un isomorphisme

Il existe donc w € R®, w # 0 tel que Aw + WA = 0. Il existe donc aussi
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v € R?, ||v|| =1 (il suffit de prendre v = Twy) tel que Ad +9A = 0.

k(5) = ok(0)
= DA
= —Ab
— ATsT
= (5 A)T
= (k(50))"
Donc k(5¢) € Sym. D’ott 9 € L,.

v) 3)& 4) Désignons par [u,v,w] le produit mixte :

(Bu, Bv, Bw] = (det B)[u, v, w]

A

[eu, e v, ePw] = det e [u, v, w] = €™ [u, v, w]

Pour A petit, e ~ T+ A, €™ ~ 1+1trA. 1l en résulte :
[u, v, 0] + [Au, v, w] + [u, Av, w] + [u,v, Aw] = [u,v, w] + trA[u,v, w]
soit
[Au,v,w] + [u, Av,w] + [u, v, Aw] = trAfu, v, w] .

Introduisons a présent 1’élément L de Mj, défini par L = (trA)I — A.
trAfu, v, w] = [Au,v,w] + [u, Av,w] + [u,v, Aw]

c’est-a-dire :
trA(u xv) - w=_Auxv) w+(uxAv) w+ (u xv) Aw
=(Auxv) - w+(uxAv)- w4+ AT(uxv) w
soit
trA(uxv)=Auxv+uxAv+ AT (u x v)
en d’autres termes :
Auxv+AT(u xv)=(trA)u xv—u x Av
=uX(trA)v —u x Av
=u x ((trA)v — Av)

=u X Lv
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Nous avons donc : 5(Au) + ATH(u) = (Lv)ﬁ(u) soit
(Lv) = 5A + ATH
=0A+ A0 car A € Sym

Par suite :
Ab+9A =06 (Lv) =04 Lo =0 (trA)v — Av = 0 & Av = (trA)v

Donc Ad + 9A = 0 si et seulement si v est un vecteur propre de A associé a la

valeur propre trA. u

3. Corollaire Soit £ € L, et A = k(f) € Sym. Soient, a,b,c les valeurs
propres de A. Alors : £ n’a pas d’aze d’équilibre & ta + 8)(b+ c)(c+ a) #0.
n
¢ aun axe d’équilibre <« trA est une valeur propre de A

SitrA=a ou trA=b ou trA=c
Sat+btc=aoua+bt+c=boua+dbtc=c
&b+c=0 ou a+c=0 ou a+bd=0
& (a+b)b+c)cta)=0

4. Proposition. I kerk est constitué des charges de L. pour lesquelles tout

aze est un aze d’équilibre.

2. k: L — Mj est surjective.

m 1.%k:L— M
kerk = {£ e L, k() =0}
={le L, k(£)=0} car L€ L. k(¢) € Sym
v est le vecteur unitaire d’'un axe d’équilibre de £ € L, si et seulement si 0¢ € L..
Il suffit donc de montrer que kerk ={¢ € L., Wl € L, pour tout W € Asym}.
Supposons d’abord que £ € kerk : VW € Asym, k(W¥{) = Wk(£) = 0; donc

W¢e¢ € L.. Supposons ensuite que £ € L, soit tel que W¢ &€ L. pour tout
W € Asym :

Wee L, & k(WE) € Sym & Wk(€) = (Wk(£)T & Wk(0)
= —k(O)W & WA+ AW =0
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Cette condition est équivalente, si ’on pose W =9, a :
AG+9A=0 YweR® ie (Lv)=0 WweR® ie L=0

En d’autres termes, (trA)] = A soit 3trA = trA. D’ou A = 0, c’est-a-dire
k(€) = 0. Donc ¢ € ker k.

2) Montrons que k : £ — Mj est surjective, c’est-a-dire que Imk = M;.

Munissons £ du produit scalaire non dégénéré suivant :
(@)= [ BOO-BEOWE) + [ () 7(X)dAX)
B o8B

Soit @ € SO(3) :
((Qe, QD)) = /B QB(X) - QB(X)dV(X) + /3 Qr(X)- QA(X)AA(X)
_ / QTQB(X) - B(X)dV(X) + / QTQr(X) - 7(X)dA(X)
B o8B

:/ B(X)-B(X)dV(X)-i—/ T(X) - 7(X)dA(X)
B ~ oB
=((£,0))

Ce produit scalaire est donc invariant par SO(3). Munissons M3 du produit scalaire

noté <« > défini par :
VA,Be M; , < A,B >=tr(ATB)

M3 est un espace euclidien pour ce produit scalaire. Munis des deux produits
scalaires définis ci-dessus, £ et Mj s’identifient a leurs duals respectifs.
Par conséquent, nous associons a l’opérateur linéaire continu & : £ — Mj; son
adjoint k' : My — L défini par : V¢ € L, VD € M; : ((¢,k%(D))) =< k(¢),D >
< k(£), D >= tr((k(£))" D)

k(e):/BB(X)&WV(X)+/BBT(X)®XdA(X)

ki3(0) :/BB,-(X)XJ-dV(X)—*—/aB (X)X ;dA(X)

Posons

cij = (K(0)'D),;
(k(£)) 3Dt

= (k(0) ,Du;j

= [/B Bh(X)XidV(X)+/BBT;L(X)XidA(X)}Dhj
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3

tr((k(£))"D) = 3 cii

i

—

3

Z / Br(X)X:dV (X) + / (X)) X; dA(X))Dh,

fl
i Mw i

/ Bu(X)DpiX:dV(X) + / (X)) DpiX; dA(X))

C11 =/BI(X)D11X1dV(X)+/ TI(X)DHdeA(X)
B aB

+ / By(X)Day X1 dV(X) + / r2(X)Dgr Xy dA(X)
B oB

n / By(X)Day X1dV(X) + / r3(X) Dy X1 dA(X)
B oB

Co9 Z/BI(X)D12X2dV(X)+/ TI(X)D12X2dA(X)
B aB

+/Bz(X)D22X2dV(X)+/ Tg(X)DgngdA(X)
B B

+ / B3 (X)D3p X,dV(X) + / 73(X ) D3y X, d A(X)
B aB

C33 =/Bl(X)D13X3dV(X)+/ T1(X)D13X3dA(X)
B oB
+/Bg(X)D23X3dV(JY)+/ T2(X)D23X3dA(X)
B oB

+ / B3(X)D3s X3dV(X) + / 73(X) D33 X3dA(X)
B oB

< k(£), D > = tr((k(£))T D)
= c31 + C22 + €33

— /BBI(X)(DMX1 + D12 X3 + D13 X3)dV(X)
+ /66 m1(X)(D11 Xy + D12 X + D13 X3)dA(X)
n /3 Bo(X)(Da1 Xy + Dys Xy + Dy X3)dV/(X)
+ /88 72(X)(D21X1 + D22 X5 + Das X3)dA(X)
n /B By(X)(Ds1 X1 + D33 X5 + Day XsdV(X)

+ / 73(X)(D31X1 + D32 X5 + D33 X3)dA(X)
o8B
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< k(0),D > = /BB(X)DXdV(X) + /aB 7(X)DXdA(X)

:/B(X)(DX—Do)dV(X)+/ T(X)(DX — Do)dA(X)
B oB

ou Do est constant.

Posons D : X +— (DX,DX), R(D) € R® (pas nécessairement nul). Soit

DX = (DX — Dy,DX — Dg) ou Dy est constant. Dy est constant, nous le
R(D)

. Par suite :
fs dV(X)+f88 dA(X)

choisissons tel que Dy =

JedV(X) + [opdAX) _ -
[dV(X) + fZB dA(X) R

R(Do) = R(D)

R(D) = R(D) — R(Do) = R(D) — R(D) =0
donc 1:) e L.

Nous avons donc < k(£),D >= ((Z,]_:D)) — € L. Or par définition,
& k(£),D >= ((¢,k*(D))) et ((,)) est non dégénéré sur L, donc k(D) = D. Si

~

D =0 alors Dy = —D(0) = 0 et D = 0 cest-a-dire D = 0. Donc kerk* = {0} et

on en déduit que k! est injective.

Vee L, k(0),D>=0&VleL,((¢k(D))=0
& Vle L,((¢,k(D)) = ((¢k(0)
= k(D) = EF(0)
=x ) =)

Nous avons donc V¢ € £, € k(¢),D >=0= D = 0.
Imk n’est orthogonal qu’a {0} dans M3 donc Imk = Mj. Par suite k : L — M3
est surjective.

k(@l) = k‘(EQ) @k(ﬁl '—‘Ez) =0& ¥l — 0, € kerk .

by — 0y =0& 0 — & € (ker k) N (ker k)*
Donc E|(ker k) — M3 est injective.
Par suite k|(ger gy : (ker k)+ — Mj est un isomorphisme.

Posons j = (k|(ker k).l.)_l.
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j: M3 — (ker k)L est aussi un isomorphisme.
§(Mz) = (kerk)*
M; = Asym @ Sym
Donc j(Asym @ Sym) = (ker k)* & j(Asym) @ j(Sym) = (ker k)*.
Posons j(Asym) = Asym, et j(Sym) = Sym,.

Nous aurons donc :Asym, @Sym, = (ker k)L, soit : Asym, @ Sym,@kerk =
(ker k) @ ker k.

Montrons que (kerk): @ kerk = L.
(kerk)- @ kerk C L (facile)
Soit £ € L :si £ € (ker k)L, € peut s’écrire £ = £+ 0.

Si ¢ ¢ (kerk)L, 3¢ € (kerk)t tel que k(€) = k(£'), soit 31¢' € (ker k)" tel
que £ — £' € ker k ou encore 310’ € (ker k)L tel que £ = £' + ¢y avec £y € kerk.

Nous avons donc £ C (ker k)"‘ @ ker k. Par suite :
L = (ker k) @kerk
= Asym, ® Sym,; @ ker k

Remarque : Soit £ € Sym, @ ker k ; £ s’écrit de maniere unique £ = {; + ¢, avec

¢y € Symg et £y € kerk
k(€) = k(£s) + k(o)
N~
€ESym =0
Donc k(£) € Sym et par suite £ € £.. Réciproquement : soit £ € L. :
e L, = k(¢) € Sym = j(k({)) € Sym = £ € Sym,
= £ € Sym, Dkerk.

donc L. = Sym, @ ker k. Par conséquent :

L=Asym; @ L, .
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CHAPITRE III

Reformulations du probléme

Le probléme de traction pure sera reformulé de plusieurs maniéres. Certaines
simplifieront la recherche des solutions, d’autres permettront la description de ces

solutions.

I. Expression des équations d’équilibre (E) & ’aide d’une application
® :C — L. Relation entre Papplication k: L — M3 et & :C — L.

C étant ensemble de toutes les déformations ¢, définissons une application

® de la manieére suivante :

®:C—>L
¢ — ®(¢) = (-DIVP,P-N)

c’est-a-dire :
&(¢)(X) = (-DIVP(X, F(X)), P(X, F(X)) - N(X))
Soit (E) les équations d’équilibre déja citées :
5. { DIVP(X,F(X))+B(X)=0 pour X €B
(B): P(X,F(X))-N(X)=1(X) pour X € 0B
{ —DIVP(X,F(X))=B(X) pour X e€B
(B) &
P(X,F(X))-N(X)=7(X) pour X € 9B
& (-DIVP(X,F(X)),P(X,F(X)) - N(X)) = (B(X),7(X))=¢Ce L.

Donc, exprimées a l’aide de la fonction @, les équations d’équilibre (E) deviennent
B(¢) =¢.
¢t
ko®(¢) =k(2(¢))
=k(-DIVP,P-N)
- /(—DIVP) ® XdvV(X)+ / (P-N)® XdA(X)
B aB
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(k(@(¢)))ij: /3 _(DIVP):X;dV(X) + / (PinNa) X ;dA(X)

- apj"x dV(X)+/ (PinX;)NpdA(X)
g O0Xp
ach a(}:)lh}X )
= ——" L qv(X
[ S X,dv () + /B sa=tlav(x)
_ 0P aP ., . / X, .
= B—aXh}x]dV(X) 9%, ——X;dV(X) + X, ———-dV(X)
= / P;;dV(X)
B
d’ou k(®(¢)) = [z PdV.
k:LxC— Mj
Dans le cas plus général ou , IOUs aurons :
(£,¢) — k(¢,¢)

K(®(2),¢) = [ (~DIVP)® 6(X)AV(X)+ [ (P N)® S(XMACX)

oB

(k(2().9),, = [ ~Frms,0aV(0) + [ (PaNa); (X))

_ Zi” 6;(X)dV(X) + /6 (P (X))NadA(X)

B
_ [ 0P " O(Ping;(X)) .
= | 3z $i(X)av(X) + /3 SRV (X)
. a-ch v ' ach
= | st 0V + | S

99;(X) uox
+ /B Pa=gidav(x)

=5 ¢ (X)dV(X)

_ /3 P Fin(X)dV (X)
=/3Pih(FT(X))hjdV(X)

Donc

H8(8),6)= [ P-FTav.
B
II. Dérivée de ’application & :

Nous nous proposons a présent de calculer la dérivée de ®. Pour cela, nous

introduisons les tenseurs d’élasticité ainsi que certaines de leurs propriétés.
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1. Tenseurs d’élasticité :
Définitions
AX,F) = g—?(X, F) est appelé tenseur d’élasticité

C(X,C) = a—S(X )

82W
6066’

——=—=(X,C) est appelé second tenseur d’élasticité

o(X)=2C(X,I) est appelé tenseur classique d’élasticité
Remarques : A(X, F) = 2£(X,F) € L(L(TxB,R®), L(Tx B, R?)).
Soit G et H € L(TxB,R?®) = L(R3,R?) ~ Mj.
Posons : A(X,F)(G,H) =< A(X,F)G,H >
L(L(TxB,R®), L(TxB,R*)) ~ L(L(TxB,R®), L*(Tx B,R*))
= L(L(TXB’Rs)’L(L(TXB,RS)aR))
~ L*(L(TxB,R%),R)

Nous pouvons donc considérer A(X,F) comme une forme bilinéaire sur
2
L(TxB,R?*). Dans le cas hyperélastique, vu que P = aF , hous aurons A = a—aﬁ%‘%
qui sera donc une forme symétrique en G et H.
Relations entre les divers tenseurs d’élasticité.

1) 24(X,F)(G,H) = C(X,CYFTH+HTF, FTG+GTF)+ S(X,CYHTG+
GTH)

2) A(X,I) (G, H) = 1e(X)(G+ GT, H + HT)

AX,F)- (G, H) =< A(X,F)-G,H >
oP
AX,F)-G=2=(X,F)- G
P(X,F)-G = lS(X, C)FTG +GTF] (déja démontré)

aW(X C)[FTG + GTF)



34

(P(X,F+ H) = P(X, F)]- G = 22(X,(FT + HT)(F + H)[(F” + HT)- G
+GT(F+ H)] - aavg(x, FTRFTG 4+ GTF]
oP /. -
[BF (x, F)H]G+0(H H)
‘Zg(x (FT+ HT)(F + H))[(FT + B")- G + GT(F + H)
ow ' T T Jp
- S5 F F)[F G406 F]
ZZ(X FTF+FTH + HTF + HTH)
—(X, FTF)] [(FT +HT)G + GT(F + H)
aW
+ 55 % FTRHTG + GTH]

Ce qui donne :

W
acac
+ 3S(X, C)HTG+ GTH)

= lox,c)(FTH + HTF, FTG + GTF)

AX,F)-(G,H)= ——=(X,C)(FTH + HTF,FTG + GTF)

+=S(X,C)(HTG + GTH)

N — o

Par suite
AX,I)G,H) = %C(X, I(H+HT,G+GT) + %S(X, N(HTG+ GTH)

Or S(X,I) = 0. Donc

1
A(X, T)(G, H) = SC(X, I)(H + BT,G +G7)
Et, en termes de tenseur classique d’élasticité :
- 1 3 T T
AX,I)G,H) = ZC(A)(H+H ,G+G")

= ic(X)(G +GT,H 4+ HT) car A est symétrique en G et H
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Conséquences : Si nous considérons les formes quadratiques associées a A(X,I) et

¢(X), nous aurons :
AX,I)(G,G) = %c(X)(G +GT,G +GT)
que nous écrirons (en faisant un abus de notation) :
AX, )G = ic(X)(G +67)

Soit 4A(X,I) -G = ¢(X)(G + GT). Si G est symétrique,

LA(X, 1) - G = o(X)(2G)
=4¢(X)-G

soit A(X,I)-G=cX)-G.
2. Proposition : D®(Ip) : T1,C — C n’est pas un isomorphisme.
¢=Is+tu

D(¢+u)=F+ Vu
®(¢+u)—P(¢) =DP($)u+ termes de degré >2

®($ + u)(X) = (~DIVP(X, F(X) + Vu((X)), P(X, F(X) + Vu(X)) - N(X))
®(4)(X) = (-DIVP(X, F(X)), P(X, F(X)) - N(X))

P(X,F(X)+ Vu(X)) - P(X,F(X)) = g—?(X,F(X)) - Vu(X) + termes de degré supérieur
= A(X,F(X))- Vu(X) + termes de degré supérieur

La dérivée de ® en ¢ sera donc donnée par :
D®($) - u = (—=DIV(A - Vu), (A - Vu).N)
Par suite :
D®(I5) - u = (—DIV(A(X,I) - Vau), (A(X,I) - Vu) - N)

Or :
4A(X,I)- G =¢(X) G+ GT)
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Donc :
4A(X,I) - Vu = ¢(X)(Vu + VuT)

=4c¢(X)-e avec e= %(Vu + VuT)
Ceci donne :
D®(Ig)-u = (—DIV(c-e),(ce)N).
Montrons que Yu € T7,C, D®(Ig)u € L..

Posons (—DIV(c - e),(ce)N) = (B,r) = £. 1l suffit donc de vérifier que
k(€) € Sym.

(O)im = [ BAX)XmdV(X) + [ (X)X mdA(X)

B;(X) = (-DIV(c-e)); = (Ct_]hk g;(h )
6u,,

(X)) = ((c: &)« N) = c,,hkaX

- N;

(EDan = = [ [557 om g XmdV (X)

/ (ciime g Oun ax- X dA(X)

0Xm Oup
/ aX mcx]hk )dV(X) + aXJ Cijhk an dV(X)

Oup
+/aBC,Jhk6X NX dA(X)
X, Oup,

= Js 0x; T,

Oup,
- : —d
/Bczmhk aX V(X)

dv(X)

BX,- auh
HOhmi = [ 2ecmib o
( ( )) 8 aX ¢ Jhkan dV(X)

6uh
Acm,hkaX dV(X)

Or d’apres [4bis] (p. 209), ¢mikk = Cimnk. Donc :

(5O = [ cimbrgzaV(X) = (HO)im

Par suite : D®(Ig)-u € L., Yu € T;,C. Ceci prouve la non-surjectivité de D®(Ip)
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Remarque.
ueAsym o utul =0z e= %(Vu-}-VuT):O:;»D@(IB)-u:O
Donc Asym C KerD®(Ig). Donc D®(Ig) n’est pas injective. Par suite D®(I)

n’est pas un isomorphisme.

Si D®(Ip) était un isomorphisme, I'équation ®(4) = ¢ aurait une solution

unique pour ¢ voisin de Ig et £ petit (en vertu du théoréme de la fonction inverse).

Faisons alors I'hypothese suivante : (H2) : Il y a ellipticité forte c’est-a-dire :
Je >0 tel que AX,D)(v®Ev®E) >ele)?|v]?

pour tout £ € (TxB)* et v € R3, avec v @ ¢ € L(TxB,R?) défini par :
(L@ H(V)=¢(V) - v.

Posons Csym = {u € T1,C|Vu € Sym}. Soit £ € (TxB)* et v € R? tel que
e(X) ={(X)v = (v @&)(X) et |v]| = 1.

Ainsi, nous aurons ||e]| = ||¢]|
(H2) = 3¢ >0 tel que A(X,I)(e,e) > ellel?

Or A(X,I)(e,e) = c¢(X)e car e est symétrique. Donc Je¢ > 0 tel que ce > ¢lle||?
Soit u < Csyln .

~DIV(ce) =0 et
D®(Ig) - u=(0,0) & =>c-e=0
c-eeN=20
0 = ce > ¢lle]|? donc e = 0.
e =0 Vu = —Vu? or Vu € Sym donc Vu = 0, soit v = constante =

u(0) = 0 (car ¢(0) = 0 par hypothese). C’est-a-dire KerD@(IB)ICSym = {0}. Par
suite D(I)(IB)ICsym est injective. De plus ([4] p. 320). W*™ 2P = Im(Dly2 aws.p) D
KerD ou D est défini par :
D(u) = DIV(A - Vu)
=DIV(c-e)

H3={ue H?* (A-Vu)N = 0 : sur une portion de 9B}
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Dans Csym, KerD = {0}. Donc W*=2P = Im(Dlgzawsr) C Im(D|wsr). Par

suite :

We—lr c W13 P € WP C Im(D|wer)

et VB € WP Ju € W*P tel que DIV(c-e) = B.

D@(Ig)lcsym est donc surjective. D@(IB)ICSym : Csym — L. est un isomor-
phisme. Par suite, en vertu du théoréme de ’application inverse, ® = (Dleym est
un difféomorphisme d’une boule ouverte centrée en Iz dans Csym sur une sous-

variété de £ contenant

&(Ip) = (-DIVP(X,I),P(X,I)N)
= (0,0) en raison de I’hypothese (H1)

A>7/mi

/

ker ke /1

Posons /' = &(U) € L. Vu que Dd(Ip) : Csym — L. est un isomorphisme,
T@(ls)/\/ = ﬁe.

VEEN, Ju € U, tel que ®(u) = L.

N CLet £L=Asym, @ L. Soient ®,(u) et ®.(u) les projections respectives de

®(u) sur Asym, et L,
@a = F. n q~$ avec P, projection sur Asym. <i>a : Csym — Asym,
@c = P. 8 qg avec P, projection sur L,. &Je : Csym — Le.

®(u) = ®,(u) + ®.(u) est une écriture unique de ®(u) comme somme d'éléments

de Asym, et L..

Posons : F = &, o 1.
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< A
£e = Csym =3 Asymﬁ

F(0) = ®4(2;%(0))
= ‘ga(IB)
=0

DF(0) = D(&, 0 871)(0) = D&,(&.")(0)) - D2;(0)
=0
N =3U) = {(Le,8a) € Lo X Asym|F(£Le) = £,} .

N est donc aussi le graphe de ’application F' définie ci-dessus. Nous pouvons

donc énoncer la proposition suivante :

3. Proposition : Il existe une boule centrée en Ig dans Csym dont l'image
N par & est une sous-variété de L tangente en 0 & L.. N est aussi le graphe d’une
application unique F : L, — Asym, telle que F(0) =0 et DF(0) = 0.

Remarques : 1. Soit ¢ € C une solution de (E). 3Q € SO(3) telle que
¢=0Qsc Csym. En effet : posons ¢=Q¢=Ipg+uavec u € T;,C et Vu € Sym.
Vu = V(Q¢ — Ir)
=QVé—-1I

Vu € Sym & QVé — I = (QVeé— )T
& QVé=(Ve)T Q"

Posons M = V¢. Peut-on trouver @ tel que QM = MTQT?

En vertu du théoreme de décomposition polaire nous pouvons écrire M = RU
avec U symétrique et R € SO(3).

QM = MTQT & QRU =URTQT

Donc si M = RU, il suffit de choisir Q = RT pour que QM = MTQT. ¢ est
solution de (E) donc ®(¢) =¢, £ € L.

Par suite ®(¢) = ®(Q¢) = QP(¢) = Q¢; lorbite de £ rencontre donc le
graphe de F en ®(¢).
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Réciproquement, si 'orbite de £ rencontre A en ®(¢) = Q¢, alors ¢ = Q™14
satisfait (E).

2. 1l existe un voisinage U de Ig dans Csym tel que :

(pelU e QoelU)=Q=1

Si O, rencontre N en k points Q;¢ = <I>(<$i), i = 1, k, alors les ¢; sont

distincts car ® est biunivoque sur un voisinage Uy, de I dans Csym-.

Si ce voisinage est contenu dans U (cela est possible : il suffit de prendre
Urdy N U) alors les points Q;léi = ¢; sont eux aussi distincts d’apres ce qui

précede.
Le probléeme (P1) sera donc équivalent au probleme (P2) suivant :

(P2) : Pour une charge ¢y € L. voisine de 0 étudier la maniere dont O,

rencontre le graphe de F' pour des charges ¢ voisines de {p.

Il a déja été établi que : £ = Asym, @ Sym, @ ker k. La suppression de j et
'identification de Sym, avec Sym et Asym, avec Asym nous permettent d’écrire

¢ € L de la manieére suivante :
(= (A,n) avec A € M3(=Sym® Asym =~ Sym, @ Asym,) et n € kerk.

L’action de SO(3) sur L est donnée par : Q¢ = (QA, @n). Cherchons a reformuler

(P2) en utilisant les notations introduites
F:L,— Asym,

N C L est le graphe de F. (A',n') € N & asymA' = F(symA',n')
(A',n') € Op & 3Q € SO(3) tel que (A',n") = (QA,Qn).

Donc (A',n') € O,NN & 3Q € SO(3) tel que asym(QA) = F(symQA, Qn),

(P2) peut donc étre énoncé de la maniere suivante :

(P3) : Pour &y = (Ag,n0) € L, £y voisin de zéro et £ = (A, n) voisin de (o,
trouver @ € SO(3) tel que asym(QA) — F(symQA,Qn) =0.

Définissons ensuite I'application F' par
F:Rx L, — Asym

(A 0) %F(/\E)



41

F(A, symQA,Qn) = —/\1—2F(/\smeA,)\Qn)
= S F(symQA, Qn)

Le probleme (P3) peut s’énoncer alors de la maniére suivante :

(P4) : Pour £y = (Ao,n0) € Le, £ voisin de £y et A petit, trouver @ € SO(3)
tel que : asym(QA) — AF(\,symQA, Qn) = 0.
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CHAPITRE IV

Elements de O, N L,

L’étude de O,NL. dépendant des valeurs propres de k(£), nous sommes amenés
a classifier les charges équilibrées par rapport a l'identité dans la premiere partie

de ce chapitre.
Nous passerons ensuite a la détermination de O, N L, suivant les cas.
I. Classification des charges ¢ de L..

1. Charges de type 0 : £ € L, est dite “charge' de type 0” si £ n’a pas d’axe

d’équilibre et si les valeurs propres de k(£) sont distinctes.

2. Charges de type 1 : £ € L, est dite “charge de type 1” si £ n’a pas d’axe
d’équilibre et si deux seulement des valeurs propres de k(¢) sont égales et non

nulles.

3. Charges de type 2 : £ € L. est dite “charge de type 2” si £ n’a pas d’axe
d’équilibre et si les 3 valeurs propres de k() sont égales, (et, par conséquent non

nulles).

4. Charges de type 3 : £ € L. est dite “charge de type 3” si dimker k(€) = 2
(c’est-a-dire si deux valeurs propres seulement sont nulles. Dans ce cas, il y a

présence d’un axe d’équilibre).

5. Charges de type 4 : £ € L. est dite “charge de type 4” si k(¢) = 0. (Dans

o s , . ’ ] 97 eqe
ce cas aussi, il y a nécessairement présence d’un axe d’équilibre).
6. Remarque :

— Si une charge de L. n’a pas d’axe d’équilibre, elle est nécessairement de type
0,1 ou 2.

— Par contre, une charge de £, ayant un axe d’équilibre n’est pas nécessai-

~a 0 O
rement de type 3 ou 4. Exemple : £ tel que k(¢) = | 0 a 0 | ou k(¢) =
0 0 —c
a 0 O
0 —a O
0 0 —c

La classification ci-dessus ne décrit pas L. tout entier.
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Nous introduisons alors de nouveaux type de charges afin de décrire L.. Si
¢ posséde un axe d’équilibre, les valeurs propres a,b,c de k(£) sont telles que

(a+b)(b+ c)(c+ a) = 0. Ceci est équivalent a a = —b ou b= —c ou ¢ = —a.

Nous entendons alors par charge de type 0' une charge ¢' de L. telle que
k(£") ait ses valeurs propres distinctes avec seulement deux d’entre elles opposées,

c’est-a-dire :

a 0 0 a 0 0 a 0 0
k()=|0 —a'" 0| ouk(()=|0 & 0 |ouk()=|0 b 0
o 0 0 0 =V 0 0 —-d
avec a’,b’, ¢’ non nulles.
Nous remarquons que

a 0 0] 1 0 0]f[a 0 O

0 —a" 0|=1]0 =1 0 0 a 0

0 0 (] 0 0 -1J|0 0 ¢

ad 0 0 ] -1 0 0] [-a 0 0

0 & 0 =10 1 0 0 o 0

0 0 —b 0 0 -1/ 0 0¥

"0 0 ] 1 0 0]f[ad 0 O

0o ¥ 0 =10 -1 0 0 =b 0

0 —a'|] |0 0o -1]]0o o o

Par suite toute charge ¢' de type 0’ appartient a l'orbite Op d’une charge ¢ de
type 1.

Donc étudier Op N L, lorsque €' est de type 0’ revient a étudier O,N L, lorsque
( est de type 1.

—-a 0 O
Nous dirons que ¢ est de type 1' si k({")=| 0 —a 0| avec a # 0.
0 a

0
-1 0 O a 0 O
Dans ce cas aussi, k(") = | 0 -1 0 0 a O

a

0o 0 1 0 0
Donc toute charge de type 1’ appartient a 'orbite d’une charge de type 2.
Les sept types de charges définis décrivent £, tout entier ; cependant, le but

de la classification étant la détermination de O, N L., cette derniere peut se faire

sans que les charges de types 0’ et 1’ soient considérées.



45

7. Exemples : Essayons d'illustrer chaque type de charge par un exemple
simple.
IX 1‘ < a,

Soit B € R® défini par : (X1,X2,X3) € B & { |X2] < a2 (a1,a2,a3 > 0).
IX3|<a3

Supposons que B ne soit soumis qu’a des force de surface, c’est-a-dire

+ae; pour‘ X e Bn{X, = +a;}
B(X)=0 VX e€B et 7(z)={ £Be; pour X € BN {X, = +a,}
+ve3 pour X € BN {X; = +az}

a,B,7 2 0. (Les signes + se correspondent et les signes - aussi)

N,
Cd

~Bey,

\
N

[
!
!
1
1
|
{
N2
>

3
=~
[
(94

Xty

<
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£ = (B, 1) est équilibrée par rapport a 'identité. En effet :

:/ X x 7(X)dA(X) car B=0

oB

= / X x r(X)dA(X) + / X x 7(X)dA(X)
{X1=a1}03 {X2=a2}ﬂl§

+ /{ G Fxr0aa00

+

/ X x r(X)dA(X)
{X1

=-—a; }ﬁB_

+ / X x r(X)dA(X)
{X::—a;}ﬁé

+ / X x 7(X)dA(X)
{X3=-a3}03

Sur {X; =a;}NB, 7(X)=ae; et
Sur {Xy =a}NB, 7(X)=Per et
Sur {X3=a3}NB, 7(X)=ves et X = Xje; + Xoez + azes

Sur {X; =-a;}NB, 7(X)=—ae et X = —aje; + Xoeo + Xses
Sur {X, =—a2}NB, 7(X)=—Pfey et X = X1e1 — azes + Xses
Sur {X; =~a3}NB, 7(X)=—vyes et X = Xye; + Xoeg — azes

=aje; + Xoea + Xjes
= Xie; + azez + Xjes3

TR TR

( aXses X e; + aXzes X e = —aXqez + aXser sur {X; = a1} NnB

—~aXsey X €1 — aXzez X e; = aXqgez — aXzer sur {X; = —q;} N B
);;XT(X) _ BXie; x e+ fXse3 x e3 = X e3 — fX3eq sur {Xy = ay} N B )
—BX1e1 x e2 — 3Xze3 X ey = —fXje3 + fXzey sur {Xs = —ax} N B

vXie1 X ez +vXzeq X e3 = —yX1e9 + 7Xze; sur {X3 = a3} NB

—vX1e; X e3 —vXoes X €3 = yX1e3 — ¥Xpey sur {X3 = —a3} N B
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az

- ag as as
/ X x T(X)dA(X) = / '—CYX263dX2dX3 + / / anengngg
aB —ag —ag —as

—as

as ag
+/ / C¥X263dX2dX3 +
—ay J—as3
ai a

az

/ —CY.X362dX2dX3

—a,
ay

+ / BX1edX dXs +
o

—ag —ai

ag
/ _BXgelXmdX;;
—aj
1 a

ay ag a 3
+/ / ——,BXlengldX3 +/ ,BX361dX1dX3

~-~ai —agsg
a)

ay asz az
+ / / —vXie2d X 1dXo + / vXoe1dX1dX,
—aj —az —az

—aq

ai as
/ —‘szelXmng
—as

—ay

ay as
+/ / 7X162dX1dX2 +
—a, J a2 P
=0
¢ est donc équilibrée par rapport 3 l'identité.

A présent, essayons d’évaluer k(¢) :

Vu que B =0, k(¢) = [,,7(X) ® XdA(X)

T(X)® X = (faer) @ (fare; + Xoeg + X3e3) sur {X; = +a;} N B
T(_X) ® X = (:i:,@ez) ® (X161 + aszeq 4 X363) sur {X2 = .‘_{:ag} N B_’
7'(_X)®};;=(:t763)®(X162 +X262 :f:a;;eg) sur {X;;::Ea;;}ﬂg

as ag
k(é) = / (iael) &® (:tael + Xoep + X363)ClX2dX3
—asz —as

ay ag
+/ (ZE,BGQ)@(X]GI ﬂ:a262+X363)dX1dX3

(3} —ag

+/ (:t’)’eg) ® (Xlel + Xzez + ageg)XmdX2

a; —ag

= (2a;a)(4azas)e; ® e1 + (2a20)(4aja3)es @ €5 + (2a3v)(4ajaz)e; ® ey
= 8ajazaz(ae; @ e1 + Bes @ e2 + ve3 ® e3)

a 0 0
=8alaQaB 0 5 0 ’ a,6a720
0 0 ~

Si au plus une des valeurs propres a, 8 ou 7 est nulle, (o + 8)(a + Y)(B + ) #0.

Ceci confirme bien que ¢ = (B, 7) n’a pas d’axe d’équilibre.

- Si a, 3, sont distinctes, € est de type 0.
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— Type 1 : Pour que ¢ soit de type 1, il suffit de prendre, par exemple, a = 8
et 4 =0, & # 0.

Dans l'exemple cité par Chillingworth, Marsden et Wan dans [2] p. 316, la
charge, qui appartient a L., a un axe d’équilibre. Elle n’est donc pas, contrairement

a ce qui est affirmé, de type 1.

a 0 O
Dans ce cas k(¢) = 8ajazaz |0 —a 0. £ est donc de type 0'. C’est la
0 0 O

rotation de £ de 180° autour d’un axe horizontal (par exemple OX;) qui donne

une charge de type 1.

En effet :
\x3
_'A{Z—‘
;‘O
NES - A2y
l )
/&1
a 0 0
k(€) = 8ajazaz | 0 —a 0|, £est une charge équilibrée avec axe d’équilibre.

0 0 O



Projection sur X;0X

- \
-
N
~< -
-, \ ST \\ 0
Ve AN 5]
- Qe ~
N
© U700 -
[ ; . - .
< ; A
k -
N i
N,
e

La rotation de ¢ d’un angle 6 autour de 0X3; ne détruit pas ’équilibre. 0.X;

est donc un axe d’équilibre.

La rotation de ¢ de 180° autour de 0X; donne :

/
.
/

0
O:I , £ est une charge de type 1.
0

k(€) = 8ajaqa;s

S o R
oQ ©
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v N
- d
- \
- \
—\/ \ 9
° &
< -

P
\

0OX3 n’est plus un axe d’équilibre.

Type 2 : Pour que la charge citée dans le cas général soit de type 2, il suffit

de prendre a = = v # 0. Dans ce cas

A(E) = 8a1a2a3

o o R
o O
QD oo

De méme que pour le type 1, 'exemple cité par Chillingworth, Marsden et
Wan ([2] p. 316) présente une charge de £, avec axes d’équilibre. Dans ce cas aussi,
c’est la rotation de ¢ de 180° autour d’un axe vertical (par exemple OX3) qui en

fait une charge de type 2.



o1

a 0 O
k(E) = 861(12(13 0 « 0
0 0 —-«a

¢ est une charge équilibrée avec axe d’équilibre ; £ est de type 1’

Projection sur X; o X3 Projection sur X; o X3

e X

(/—e"‘

0X, est un axe d’équilibre OX, est un axe d’équilibre
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La rotation de £ de 180° autour de 0X3 donne :

e I
7 J/
/N
—a 0 0
k(€) =8ajazaz | 0 —a 0 |;¢estune charge de type 2.
0 0 —«a

Type 3 : pour que £ soit de type 3, il suffit de prendre 2 et séulement 2 parmi
les «, B, nuls. Par exemple @ = 8 =0 et v 5 0.

T i
S

v
Toute rotation autour de I'axe O X3 ne détruit pas I’équilibre.

k(E) = 8(11 (0X0 %1

oo O
O O O

0
0
7 0X; est donc un axe d’équilibre.

¢ est une charge de type 3
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Type 4 : Pour que £ soit de type 4, il suffit de prendre a = 8 =~ =0

Projection sur X; o X,
OX3 est un axe d’équilibre

(Ce n’est pas le seul, dans ce cas tout axe est un axe d’équilibre)

I1. Elements de O, N L,
1. Lemme : 1) Si A € Sym est tel que dimker A <1, alors
Q@ € SO(3), QA = A = ( = I. On dit que A n’a pas d’isotropie.

2) Si A € Sym est tel que dimker A = 2, alors : QA = A = @ est une
rotation d’angle € autour d’une droite fixe 0 < 8 < 27. On dit que A admet le

cercle S! pour isotropie.
3) La matrice nulle dans Sym admet SO(3) pour isotropie.

Remarques : Le 1) du lemme peut donc étre appliqué a toutes les charges ¢
de type 0,1 ou 2 telles que k(€) = A.

Le 2) du lemme peut étre appliqué aux charges £ de type 3 telles que k({) = A
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Le 3) du lemme peut étre appliqué aux charges ¢ de type 4 telles que k(¢) = A.

Preuve du lemme :

1) Soit @ € SO(3)

Tout @ # I agit sur R?® par une rotation d’angle 6 autour d’un axe unique
(droite passant par 'origine).

QA = A & Yo e R? QAv = Av, c'est-a-dire Q|ima = Iima (Q est l'identité
sur ImA).

En d’autres termes, I'image de A est contenue ‘dans ’ensemble invariant par

Q.

Or pour toute rotation (distincte de 'identité) ’ensemble des vecteurs inva-

riants est une droite vectorielle (’axe de rotation). Donc dim ImA =0 ou 1.

Ainsi, nous aurions dimker A = 3 ou 2, ce qui serait contradictoire avec
I’hypothese dimker A < 1.

Donc QA=A = Q=1
2) dimker A = 2 = dimImA = 1.

QA = A = (@ est l'identité sur ImA = Q est une rotation autour de la droite
ImA.

Inversement, si @@ est une rotation autour de la droite ImA, il est clair que

QA = A. -

2. Proposition ¢ € L, étant une charge de type 0, Q¢ N L, est constitué de

4 charges et ces dernieres sont toutes de type 0.
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®m  /n’apas d’axe d’équilibre donc (a + b)(a + ¢)(b+ ¢) # 0.
¢ est de type 0 donc a # b # ¢ # a.
dQ € SO(3) telque Q¢=/¢
=B m"YeOnNL = et & 3Q € SO(3) tel que
h(€¢") € Sym
Qe =1L et k(QL) € Sym & IQ € SO(3) tel que QA = Qk(¢) € Sym et Q€ = ¢'.
Nous sommes donc ramenés & étudier @4 N Sym, c’est-a-dire & chercher

Q € SO(3) tel que QA =S € Sym

a 0 0O L
A= [0 b 0} dans une base de vecteurs propres.
0 0 ¢

Soit
a 0 0] 1 0 0 a 0 0
Si=10 b =10 1 0 0 b 0
00 c|] [001][0 0 ¢
[—a 0 0] =1 0 0] [a 0 0]
Sy = 0 -=b = 0 -1 0 b 0
i 0 c | _0 0 1_ _0 0 c |
(—a 0 0] [—1 0 07 [a 0 0]
S; = 0 b 0 = 0 1 o0 0 5 0O
(0 0 -] [0 0 -1][0 0 ¢
[a 0 0] [1 0 07 [e 0 0]
S3=]0 b 0|=1|0 -1 0 0 b 0
0 0 —| |0 0 -1]]|0 0 c]

Il est clair que S1,53,53,5, € Oa N Sym.
Montrons que ce sont les seuls éléments de O N Sym.

Soit S € Sym tel que QA = S.

QA=S5SQA=AQT=5=AQTQA =5 = A% = §?

a, b, c, valeurs propres de A = k(£), sont distinctes et telles que

(a+b)(b+c)c+a)#0 car £ est de type 0.



o6

En d’autres termes :

a# —b a# —c b#—c

Les valeurs propres a?,b%,¢* de A? (ie. de S?) sont donc distinctes. Par
suite, le sous-espace propre de A? correspondant & une valeur propre donnée est

de dimension 1.
Soit A une valeur propre de S et v un vecteur propre

Sv = dv = §%v = 5(Sv) = S(Av) = A%v = v est un vecteur propre de S2

associé a la valeur propre A%
Donc A2 = a? ou A2 = b2 ou A2 = 2.
Soit A =24aou A =Z4bou X = +c.

Par ailleurs, det A = det S donc les matrices suivantes

a 0 O a 0 O —a 0 O —a 0 0
O b 01],{0 =6 0],]0 b O0|,]0 —=b 0
0 0 —c 0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 -—c

ne conviennent pas et seules Sy, S5, 53,54 conviennent.

Connaissant les éléments de Oa N Sym lorsque £ est de type 0, cherchons les

éléments de O, N L,.
k(Q¢) = Qk(¢) donc k(Oy) = Ok
Oa NSym = Opy N Sym = k(O¢) N Sym contient 4 points :
k™! (Ox(ey N Sym) = k™ (k(Op) N Sym)
k71 (Okey N Sym) = Oy N k™' (Sym)
YOy N Sym) = O¢ N L
Montrons que & st injective dans €.

Soit 01,62 € O,.

B(0) = k(l2) & K(Q10) = K(Q20) & Quk(0) = Q:k(8) & QTQ, K(¢) = (0)
~——

€SO0(3)
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A = k(£) a 3 valeurs propres distinctes donc dimker A = 0.

En vertu du lemme précédent, Q3 Q, = Ii.e. @, = Q2 i.e. €1 = 5. k est donc
injective.

Ce résultat est aussi valable pour £ de type 1 ou 2 car dans ce cas la aussi,
dimker A < 1.

Opr(ey N Sym est constitué de 4 points et & injective.

Donc k7 (Og N Sym) = O¢ N L, est aussi constitué de 4 points £1,€s, 43,24
tels que :

k(ﬁl) = Slv k(£2) = 32, k(e;;) = S;,etk(&) = 54
Les 4 charges ¢1, 02,3, ¢4 n’ont pas d’axe d’équilibre et ont des valeurs propres
distinctes. Elles sont toutes les quatre de type 0.

3. Proposition. £ € L, étant une charge de type 1, O, N L, est constitué de

deux points et d’un ensemble de points isomorphes 34 RP?

m  Pour les mémes raisons que celles citées pour la proposition précédente, nous

nous intéresserons d’abord aux éléments de O N Sym.

a 0 O
£ est de type 1 donc A = k(¢) = |0 a 0| dans une base (vy,vq,v3) de
0 0 ¢

vecteurs propres. Cherchons Q € SO(3) telle que QA = AQT.
@ = I est une solution triviale.

Soit v un vecteur quelconque de R? et @ une rotation autour de v (distincte

de I).
QA =AQT © QAQ = A = QAQu = Av

S QAv=Av car Quv=v
= Av = ctev

& v vecteur propre de A

Donc

{Q € SO3)—I|QA € Sym} C {Q, € SO3)-I/Q, =

rotation autour d’'un vecteur propre w de A}

Vw € E(a)|J E(c) (sous-espaces propres associés a a ou c)

QuAw =Aw & QuAw = AQ,w
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Donc QA = AQ,, sur E(a)|J E(c).
Par ailleurs Q,A = AQT.

Donc

QuA =AQL=QLA=Q,A=A=Q, =1

car A n’a pas d’isotropie.
Donc @ est une rotation de 7 autour de w.

Donc

{Q € SO3)|QA € Sym} C {Q € SO(3)|Q = rotation de 0 ou 7 autour d’un

vecteur propre w de A}.

Montrons a présent que si () est une rotation de 0 ou de 7 autour d’'un vecteur

propre de A, alors QA € Sym.

* Si Q = rotation de 0 autour de n’importe quel vecteur, c’est-a-dire Q = I,

alors QA = AQ (trivial).

*+ Si @) = rotation de 7 autour de v; :

l"-"'s

=7 4,’!/
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Soit v € R3,3);, Mg, As € R, v = \ywg + Agvg + Agvs
QAv = QA(Av; + Avg + Azv3)
= Q(aA1v1 + adavy + cA3v3)
= Q(ar1v1) + Q(ar2v2) + Q(cAzv3)
= a\Qu; + aXyQug + chsQus
= aA1v] — Al — CA3V3
= A(M\1v1 — Aavz — A3v3)
= A(Q(A1v1) + Q(A2v2) + Q(A3v3))
= AQ(Mv1 + Aavy + A3v3) .
= AQv

Remarque : Si @ est une rotation de 7 autour de v, ou de vz, un calcul

analogue sera fait pour montrer que QA = AQ.

Conclusion

{Q € 50(3)IQA € Sym} = {1} J{Q € SO(3) - I1Q =

rotation de 7 autour d’un vecteur propre de A}

~ (I} J{Q e S0B3) - I1Q =

rotation de wrautour de v;}

UtQesoe)-110 =

rotation de 7 autour d’'un vecteur propre de A associé a a}

Posons @,, = rotation de 7 autour de v3.

0 0 1 0 0 ¢

{Q € SO(3) — I|Q = rotation de 7 autour d’un vecteur propre de A associé a la

-1 0 0
te. Q=10 -1 0 soit  (Qy A =

—-a 0 O
0 —-a O

valeur propre a} ~ RP! car E(a) de dimension 2.

Donc Op N Sym est constitué de deux points : A,@,, A et d’'un ensemble
isomorphe 4 RP!.

Dans ce cas aussi, dimker A = 0.

Donc Oy N L, = k7 (Opy N Sym) = k~1(Oa N Sym) est aussi constitué de

deux points £ et @,,£ et d'un ensemble de points isomorphe & RP!.
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4. Proposition. ¢ € L, étant une charge de type 2, O, N L. est constitué

d’un point et d’un ensemble isomorphe & RP2.

a 0 O
m  { est de type 2 donc k() = A = |0 a 0| dans une base de vecteurs
0 0 a
propres.
a 0 0
A=10 a O|=al, a+0.
0 0 a

vQ € SO(3), QAQT = QaIQ”
=dQQ"
=.al
=A
Soit Q' € SO(3) tel que Q'A € Sym c’est-a-dire Q'A = AQ'”.
QA=AQT & Q?A=Q'AQ'T = A = Q" = I car A n’a pas d’isotropie.

Par suite @' = I ou Q' = rotation d’angle © autour d’une droite quelconque

de R3.

Et, pour les mémes raisons que celles déja citées a la fin de la proposition

précédente, Oy N L, sera constitué d’un point (¢) et d’un ensemble isomorphe a

RPZ. n

5. Proposition. ¢ € L, étant une charge de type 3, O; N L, est constitué de
({€} + ker k) J({—¢€} + ker k).

)
0 0 O
k(€)=A=1]0 0 0| car { est de type 3 a0,
0 0 ¢
Soit v € R3, ) une rotation autour de v.
QA eSym& QAQ=A = QAQv =Av & QAv = Av
Supposons que v = A;v; + Aavy + Azvs dans une base (vy,v2,v3) de vecteurs
propres.
0
Or Av = 0 est colinéaire aux vecteurs propres de A associés a c.

C/\3
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0
QAv = Av = ( 0 ) = (@ laisse le sous-espace propre de A associé a la
C/\3

valeur propre ¢ invariant.

Par suite

Q=1 ou Q= rotationde = autourde vy

ou @ = rotation de 7 autourde v,

1 0 O -1 0 O
Soit @Q=Tou@=10 -1 O } ou@=[0 1 0 } ,ce qui correspond
0 0 -1 0.0 -1
a QA = A ou QA = —-A. '

Donc 04 NSym = {A,—A}.

Quels sont les éléments de O, N L. 7

QA € Sym & Qk(£) € Sym & k(Qf) € Sym & Qe L. & QL e Oy N L,

QA = A & QK(6) = k(&) © E(QL) = k() & K(QE—£) =0
& QL—LteXKerk & Qe {€} +kerk

De méme
RA =—-A & Qe {—L}+kerk
Conclusion : Lorsque £ € L, est de type 3,

O¢NLe = ({—€} +ker k)| J({€} +kerk)

6. Proposition.(triviale). Si £ € L, est de type 4, O, N L, = O,.
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CHAPITRE V

Solutions de I’équation ®(¢) = A\l au
voisinage des solutions triviales SO(3)

lorsque £ est de type 0

Nous montrerons d’abord que ®(¢) = M admet une solution et une seule au
voisinage de l'identité lorsque A est petit et £ n’a pas d’axe d’équilibre. L’étude
de ®(¢) = M avec £ de type 0 permettra de montrer que ceci n’est plus vrai au

voisinage des solutions triviales SO(3).

1. Propriétés des charges de L, sans axe d’équilibre

1. Proposition Une charge £ € L. n’a pas d’aze d’équilibre si et seulement

st L =L ®T;0,.

Preuve :

Or = {Q¢/Q € SO(3)}
TrSO(3) = {W/W € Asym}
TeO¢ = {WE/W € Asym}
a) Supposons que £ = L, @ T¢O, et montrons que si £ € L. alors £ n’a pas d’axe

d’équilibre ce qui est équivalent a montrer que 'application
Asym — Asym
W AW + WA avec A =k({) (A €Symcarl€L,)
est un isomorphisme.
Ve €L, 8 =L, + W, avec £, € L, et W € Asym, £, et W£ uniques.
Nous aurons donc W{ = £’ — £,. Par suite :
AW 4+ WA =0 k(W +Wk(£) =0
& —(Wk(E)T + Wk(£) =0
& —(k(We)T + k(We) =0
& —(k(l' = L)T + k(' -£,)=0
& kT + ET() + k() — k(L) =0
¢. € L, donc k(L) = kT(£,).

Par conséquent AW + WA =0 & k(£') = kT(£"), soit £ € L.
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Nous savons que £' = £, + W avec £, € L, et W € Asym.
Or ¢ € L, donc W€ =0 soit W =0.
Conclusion : AW+ WA =0& W =0.
L’application
Asym — Asym
W i— AW + WA est un isomorphisme
Donc ¢ n’a pas d’axe d’équilibre.

b) Supposons ensuite que £ € L, n’a pas d’axe d’équilibre et montrons alors

que L =L, ® T,0,.

¢ € L. n’a pas d’axe d’équilibre; en d’autres termes :

Asym — Asym
W — k(&)W + Wk(£) est un isomorphisme

VW' € Asym, 3W € Asym tel que W' = k()W + Wk(£).

Soit &' € L.

k(€') = sym(k(£')) + asym(k(£))
= S((€) +KT(€)) + 5 () = K7())

Posons k(&) — kT(£') = W'
W € Asym tel que
W' = k() = ET() = k(OW + WE(()
= —(Wk()T + Wk(0)

Donc

asym(k(€")) = asym(Wk(¢))
= asym(k(W?))

Par suite k(¢') = S + k(W¢) avec S matrice symétrique (car deux matrices

ayant mémes parties symétiques sont égales & une matrice symétrique pres).

k : L — Mj est surjective :

Vm e Mz, 3¢” € L tel que k(€7)=m.
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En particulier pour S, 3¢ € L tel que k¥(£”) = Sie £’ =L, € L.. Donc
k(€'Y = k(L) + k(WE) cest-a-dire £ — £, — WL € ker k C L, soit £' — £, — WL = ¢,

élément de £.. Par suite :

0 =40+, +W¢
=0+ Wl avec lo=£L.+0 €L,

Cette écriture est-elle unique?

Supposons les deux égalités suivantes :

0 =0,,+W¢t :
=0, +W'C avec 1,0}, €L, et W,W'eE Asym

Nous aurons alors :

B(C) = k(fre) + Wh(E)
= k(£,) + W'k()
asymk(£') = %—(Wk(é) +EOW)
_ -;-(W’k(e) + KOW')

Soit Wk(£) + k(O)W = W'k(£) + k()W'.

Or:
Asym — Asym

W — k()W + Wk(£) est un isomorphisme

Donc Wk(£) + k(O)W = W'k(L) + k(OW' = W = W'

W =W =+ Wl="0,+ W=t =10,

Tout élément de £ s’écrit comme somme d’un élément de £, et d’un élément de

T,O,; de maniére unique

Wte L, < k(W) € Sym & Wk(£) = (Wk(¢))T = —k(O)W
& WE)+EOW =06W =0&=W{I{=0

Donc L. N T,0, = {0}.

Par suite : si £ € L, n’a pas d’axe d’équilibre alors £ = L. @ T¢O,.
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2. Théoréme : Soit £ une charge de L. sans aze d’équilibre. Alors pour A
suffisamment petit, il eziste ¢ unique dans Csym et Q unique voisin de l'identité
dans SO(3) tel que : ¢ = Q1@ satisfasse Iéquation de traction ®(p) = AC.

Preuve : Dans la formulation (P4) du probléme, nous avons introduit 1’ap-

plication H suivante :
H:Rx SO(3) — Asym
(A, Q) = H(\, Q) = asym(QA) — AF(),sym(QA), Qn)
avec £ = (A,n) € L, = Sym, @ ker k.
H(0,Q) = asym(Q(A) est linéaire en Q. Donc

DaH(0,Q)W = asym(WA) VQ € SO(3)

= %(WA — ATwT)

= %(WA +AW)

En particulier

DaH(0,)W = %(W’A + AW)
Par hypothese, £ n’a pas d’axe d’équilibre. Donc
Asym — Asym
Wi— AW 4+ WA est un isomorphisme
et par conséquent
DpH(0,1): Asym — Asym
W — -;—(AVV + WA) est aussi un isomorphisme

Nous pouvons donc appliquer le théroeme des fonctions implicites. Par conséquent,

H(AQ) = 0 peut étre résolue de maniére unique pour @ voisin de I dans SO(3)

comme fonction de A voisin de 0 dans R.

Soit il existe @ unique voisin de I dans SO(3) tel que

asym(QA) — AF()\,sym(QA),Qn) = 0
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lorque A est voisin de zéro. Par suite, il existe Q unique voisin de I dans SO(3)
tel que : A(QA,Qn) € V. & est un isomorphisme de &/ dans A. Donc il existe ¢

unique voisin de l'identité dans Csym tel que

o(¢) = MQA,Qn)
= \Q¢
Par suite : - 1= -1~
Q7)) =27 QL
=\
Soit, en posant ¢ = Q7 1¢, &($) = A cqfd..
II. Solutions de I’équation ®(¢) = A¢ au voisinage des solutions

triviales SO(3) lorsque ¢ est de type 0.

1. Théoreme : Soit €y € L, une charge de type 0. Alors pour X suffisamment
petit, ®(¢) = My a ezactement 4 solutions @1, ds, b3, ds dans un voisinage des
solutions triviales SO(3) C C.

Preuve : D’apres 'étude de Op N L, (chapitre IV), Oz, rencontre L. en
quatre points Sy, Sz, S3, Sy lorsque A est suffisamment petit et £y de type 0.

Oxeo N Le = {51, 52,853,854}
= {/\Qleo,/\Qzeow\Qa@o,/\QJO}
Qily de type 0,1 =1,---,4 i.e. Q;€p n’a pas d’axe d’équilibre.

Qify est de type 0, donc d’apres le théoréme précédent, ’équation ®(¢;) =
AQily admet une solution et une seule au voisinage de 'identité lorsque \ est

suffisamment petit.
Cette solution ¢; s’écrit ¢; = Qi_lq_S,- avec @; unique voisin de I dans SO(3)
et é; unique dans Csym.
B(Q; " ¢i) = AQilo & ¥(Q7 Q7 i) = Mo

Q:'Q: "4 = QiQ7 ' ¢i car Qi € Sym.
Q:Q7'$; est voisine de Q; € SO(3) et solution de I’équation ®(¢) = Ao,
i=1,-,4.

Montrons que les Q,Qi"lq;i, ¢t =1,-++,4 sont distincts.
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Soit ¢ # j ; supposons que :
Q:Q;'6: = Q;Q;'¢; & ¢ = QiQ;'Q;Q; ' ;
= QiQ:iQ;Q;'4; car Qi€ Sym

i € Csym donc Q—iQinQ;'—l(gj € Csym

$; € Coym
Q:iQ:iQ;Q;"4; € Coym } = QiQ:Q;Q;' =1
= Q0= 07Q;
Or Q; et Q; sont voisines de 'identité dans SO(3).
Donc Q:Q;'¢: = Q;Q7'$; = Q:Q; voisine de I'identité dans SO(3).
Ceci est impossible car Q;Q; n’est pas voisin de l'identité dans SO(3), ¢ # j.

Par suite ®(¢) = Ay a quatre solutions Qinﬂ&j, t = 1,---,4 voisines des
solutions triviales SO(3) lorsque £ est de type 0 et A suffisamment petit.

2. Définitions 1.Une solution ¢ de ®(¢) = € sera dite “stable” si ¢ et un

minimum local dans C de la fonction de potentiel Vy définie par :

Ve :C— R

bis U] = /B W()dv—< £, >

(1) ‘/V((]ﬁ) est un abus de notation pour I/V(X, D¢) ou I/V(X, C)
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<l¢>= /B B(X) - §(X)dV(X) + /8 7(X) fX)A(X) = k(6. 0)

2. 51 ¢ n'est pas stable, son indice est la dimension du plus grand sous-espace
de vecteurs u tangents d C en ¢ tels que V; soit décroissante le long d’une courbe

tangente 4 u en ¢.

Remarque : Soit @ tel que ®(do) = £ et ¢o minimum local dans C de V,,

c’est-a-dire ¢q stable.
Soit 1y un vecteur tangent a C en ¢ et ¢ une courbe de C tangente & u en ¢,.
¢o est un minimum local de V; dans C donc V; ne peut décroitre le long de c.

Par suite 'indice 0 correspond a la stabilité.

3. Lemme. Soit £ € L. une charge de type 0 et k(£) = A. Soit L lapplication

définie par
L:C—-R

=<t d>
Soit Sa = {Q € SO(3)/QA € Sym} = {Q € SO(3)/QL € L.}

Alors Sa est l'ensemble des points critiques de Zlo,s. Ces points sont non
dégénérés avec les indices 0,1,2, et 3, lindice de Q € Sa est le nombre des

valeurs propres négatives de QA — tr(QA)I

Preuve : £ estune charge de type 0. Donc £ n’a pas d’axe d’équilibre. Par
suite L = L, @ T7O,.
T:O¢ = {WL/W € Asym} =~ Asym = T;SO(3)

Soit &' € L,

VW € Asym, < ¢/, W > = tr(k(¢/,W))
= tr(=k({', )W)
= —tr(k(€)W)
= —tr(WTk(£'))
= tr(Wk({'))
= tr(k(£)W))
<l W >= —tr(k(" W) = tr(k(£')- W)
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Donc YW € Asym, < ¢, W >= 0. Par suite Asym C (L.)*
Donc £ € L, & ¢ € (TrSO(3))* .
Soit Q € Sa c'est-a-dire Q€ € L, ou encore QL € (TrSO(3))t = (Asym)*

< QLW >= 0 VW € Asym &< £L,QTW >=0VW € Asym & ( €
(Tar SO(3))*t ott Tor SO(3) = {QTW/W € Asym}.

Posons ensuite :
LSO(3) = L|015 : 50(3) — R
Q—<{,0>

DLso(QT) : TorSO(3) —» R
QTW —< ,QTW >

DLso(QT) - QTW =0 < ,QTW >=0< Q¢,W >=0.
Donc QT est un point critique de Lsos) si et seulement si Q¢ € (T1SO(3))*+
c’est-a-dire si et seulement si Q¢ € L..

Donc Sa = {Q € SO(3)/Q¢ € L.} est égal a ’ensemble des points critiques
de L|o, -

On considere les courbes suivantes dans SO(3).

R — SO(3)
t— Q= (exptW)Q
Qo=@

%(exptVV)Qltzo =WQ € TpSO(3)

Donc W(Q est un vecteur tangent en Q(= Qo) a SO(3) C C et WQ est un
vecteur tangent & la courbe (exp tW)Q au point Q.



71

éiL tW)Qlt=o = 4.4 < L exptW@Q >)|
g e =0 = g S P =0

=< 4, WiQ >

= trk(¢, W2Q)

= tr[k(¢, Q)W?]

= trlk(6, QW

= tr[AQ™1W?]

= tr[W2(AQ 1T

= tr(W*(Q7")T AT}

= tr[W2QA]
Etudions la forme quadratique tr(W?2?QA) lorsque @ € S

tr(W2QA) = %[tr(W"'QA) +tr(W2QA)]
= -lz—tr[WQAW + QAW?]

- —;—tr[(WQA + QAW)W]

WQA + QAW € Asym. Soit w € R3 tel que w =W
WQA + QAW = ([(QA — tr(QA)w]™)T .
Par suite :
r(W2QA) = 5t (([(QA — tr(QAw]) )
= [(QA — tr(QA)) - w] - w avec w tel que &b = W

Si QA — tr(QA)I est définie positive, tr(W2QA) > 0.Q est donc stable dans ce

cas.

Si A est une valeur propre de QA — tr(QA)I associée au vecteur propre w

alors :

tr(w?QA) = M|w|?
W@ est tangent a SO(3) en Q et exptQ est une courbe tangente a WQ en Q.

Par suite la dimension du plus grand sous-espace de vecteurs W@ tangents a
S0(3) en Q tel que L soit décroissante le long d'une courbe tangente & wWQ est

égale au nombre de valeurs propres négatives de QA — tr(QA)I.
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Montrons a présent que les points de S sont non dégénérés avec les indices

0,1,2 et 3.
DA = {Ql,Qz,Qa,Q4} avec

(1 0 0 -1 0 0
Q1= O 1 0 ,QQZ 0 —1 0 3
0 0 1 i

i 0 0 -1 |
soit : ~
(a 0 0 —a 0 O
QitA=|0 b 0 , QA= 0 —-b 0 ;
_0 0 ¢ 0 0 ¢ )
—a 0 0 a 0 0
Q:A=1]10 b 0 ,Q4A= |0 —=b 0
0 0 —c 0 0 -—c
—(b+¢) 0 0
Q1A —tr(QA) = 0 —(a+c¢) 0
0 0 —(a+b)
b—c 0 0 ]
@Q2A —tr(Q2A)] = 0 a-c 0
| 0 0 —a+b |
[—b+c 0 0 ]
QgA — tT‘(QgA)I = 0 a-+c 0
| 0 0 a—2b ]
b+c 0 0
QsA —tr(Q4A) = 0 —a+c 0
0 0 —a+b

Plagons-nous dans le cas ot a > b > ¢ > 0.

Vu que £ est de type 0, a, b, c sont distinctes et (a + b)(b + c)(c + a) # 0. Par
suite les valeurs propres de Q; A — tr(Q;A)I sont distinctes (t=1,---,4)

Q1A —tr(Q1A)I a 3 valeurs propres négatives.

Q2A — tr(Q2A)I n’a aucune valeur propre négative.
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Q3 A — tr(Q3A)I a 1 valeur propre négative.
R4+A — tr(Q4A)I a 2 valeurs propres négatives.
Conclusion : Sia>b>c¢>0,
(), a pour indice 3
Q)2 est stable

Qs a pour indice 1

(@4 a pour indice 2

Suivant les valeurs de a, b, ¢ quel élément de Sp est stable?

Les cas qui peuvent se présenter sont les suivants (dans chaque cas, un seul Q;
est stable et les trois autres ont pour indices respectifs 1,2 et 3 ; nous ne préciserons

dans ce qui suit que la rotation qui est stable.)
1) Sia>b>c>0, @, est stable.
2) Sia>b>0>0, @, est stable.
3) Sia>c>b>0, Q3 est stable.
4) Sia>c> 0> b, Q3 est stable.
5) Sia>0>b>ceta<|b <lc, @ est stable.
Sia>0>b>cet(a>|c|]oua>|b]), Qs est stable.
6) Sia>0>c>bet a<]|c <|bl, @ est stable.
Sia>0>c>bet (a>]|c|onaa>]|bl), Qs est stable.
7) Sib>a>c>0, Q, est stable.
8) Sib>a>0>c¢, Q2 est stable.
9) Sib>c>a>0, Q4 est stable.
10) Sib>c> 0> a, Q4 est stable.
11) Sib>0>a>cet b< |a| <|c|, @; est stable
Sib>0>a>cet b>|a] oub>|c|, @, est stable.
12) Sib>0>c>aet b<|c| <lal, Q; est stable

Sib>0>c>aetb>|coub>|al, Q4 est stable.
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Sic>a>b>0, Qs est stable.

)
14) Sic>a>0> b, Q3 est stable.
) Sie>b>a>0, Q4 est stable.
) Sie>b>0>a, Q4 est stable.
17) Sie>0>b>a, c < |b| < |al, @ est stable.
Sie>0>b>aetc>|bouc>|al, Q4 est stable.
18) Siec>0>a>bet c<|al <|b], @, est stable.
Sic>0>b>aetc>lalouc>[b], Qs est stable.
19) Si0>a >b> ¢, @) est stable.
20) Si0 > a>c>b, @ est stable.
21) Si0>b>a>c, @ eststable.
22) Si0>b>c>a, Q est stable.
23) Si0>c¢>a>b, Q; est stable.

24) Si0>c¢>b>a, Q est stable.

Conclusion : Les valeurs propres a,b et ¢ éant ordonnées suivant l'ordre
croissant, si leurs valeurs absolues respectives forment une suite décroissante, c’est

@1 qui est stable.

Dans tous les autres cas, c’est la rotation d’angle 7 autour d’un vecteur propre

correspondant a la plus petite des valeurs propres a, b, ¢, qui est stable.

4. Définition : Le tenseur d’élasticité classique c est dit stable st ¢ satisfait

la condition (H3) sutvante :

(H3) I >0 tel que ¢(X)(e,e) > nlle])*

Remarque : (H3) = (H2) (voir [4] p. 241).

Théoréeme : Supposons que les hypothéses (H1) et (H3) sorent vérifices et que
Uy soit de type O. Alors pour \ suffisamment petit, une seule parmsi les ¢1, Pa, d3, P4
(trouvées en théoréme 1, paragraphe II, Chapitre V), est stable.

Les autres ont pour indice 1,2,35.
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Dans le cas limite ou A — 0, ¢; est stable s1 et seulement si tr(Q;A)]—Q;A €
Sym est définie positive. En général, l'indice de ¢; est le nombre de valeurs propres

négatives de tr(Q;A)I — Q;A.
M Soit ¢ € C tel que ®(¢o) = Mo = £
Vid) = [ W, DoV < b6 >
Soit u € TyC -
Vild +u) = Vil¢) = | WX, D(6 +w) = WX, DIV ~ [< ¢ +u> = < .8 >

=/[W(X,F+Vu)—W(X,F)]dV— [<Lé+u>—<bé>]
: |
WX, F + Vu) ~ W(X, F) = D2(X, F)Vu + O(|Vul)

= P(X, F)Vu + O(||Vu[])

<lo+u>—<l¢>=trk({,¢+u)—trk((, ¢)
= tr{k(¢, ¢) + k(¢,u)] — trk((, ¢)
= trk(4,u)
DyVe(d)u = [4 P(X, F)VudV — trk(£,u), soit

D¢,Vg(¢)u=/P(X,F)VudV—/B-udV—/ T udA
B B oB

®(¢py) = £ par hypotheése.
Donc —DIVP(X, Fo(X)) = B(X) et P(X,Fy(X))N(X) = 7(X) avec Fy =
Dgy.

Par suite :
D¢W(¢0)“:/Pij(X,Fo)'-au—idV—/B-udV—/ 7 udA
B (9XJ B o8
0 8P..
= | (G5 (Pijui) — 557w dV—/B.udv—/ - udA
~/B((9Xj( J ) aAj ) 5 o5
=/(DIV(P-u)—(DIVP)u)dV—/BudV— e udd
B B o8

:/—DIVP'udV-I-/ P-uNdA-—/B-udV-/ 7 udA
B éB B oB
=/(—DIVP+B)udV+ (P-N-—71) udA

B B



76

Donc ¢q est un point critique de Vj.

DiVi(8) - (u,u) = 8—P(X, F)(Vu, Vu)dV

oW
6F8F(X F)(Vu, Vu)dV
D2Vy($)(u,u) = [ ACX, F)(Vu, Va)dV.

$o est telle que (dg) = Alp = €. Si A =0,P(¢) = 0 soit ¢g € SO(3).

YQ € SO(3), ®(Q) = Q¥(Ig) et P(X,Q) = P(X,I) = 0, soit W(X,Q) est

constant sur Oy,

V(@) = [ Wx,Qdv-<4,q>

B
- / WX, [)dV— < £,Q > .
B
Par suite
DiV(Q)(u,u) = /BA(X, I) - (Vu, Vu)dV
_ / L e(X)(Vu + VuT, Vu + VaT)dv
5 4
_ /BC(X)(e(X),e(X))dV ol e= —;—(Vu + vuT)

et, d’apres I’hypothese (H3) :

DAV(@)(u,u) > / nllel?dv
= llell?

Par ailleurs : Ty,C = T, Oy, ® (T, Oy, )+ et, d’apres 'inéglité de Korn ([4] p 324,
[3]) llell32 > (constante) ||ul%. lorsque u € (Tp, Og, )+

Donc si D3V, est restreint a (T, Og, )"

b

DgVe(u,u) 2 'lullfn

Comme ¢g est voisin d’un élément @ € SO(3), nous aurons par continuité :
Dng(¢0)(U1,U) > n'||u||%:. Par suite ¢g est un minimum pour V, = Ve, dans les

directions transverses a Oy, .

Restreignons a présent Vp = Vg, & Og,.
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W(Qdo) = W(¢o) en vertu du principe d’indifférence matérielle. W est donc
constant sur Og,, DVgI% = —DLI% et, par conséquent, tout point critique de
0 1]

Vgl%o est un point critique de L|%0 .

o € Oy, et ¢g point critique de Vp (déja démontré). Il suffit donc de

déterminer 'indice de ¢o par rapport a L 08y

Soit R — Oy,
t — (exptW)gg

%(eivptW(ﬁo)lt:o = W¢0

W o est tangent & Oy en do.

—d— < L exptWog > |1=0 =< £, W o >

dt
d? 9
:Zt—2 < ¥, 6.’L‘ptW¢0 > ‘t:() =< ¢, W do >
= tr{k(£po)W?)

= tr[k(2(¢o), $0)W?]
bo s'écrit QoQy 'do avec Qo € Sa, Qo voisin de I dans SO(3) et ¢y € Csym
tr[k(®(go), do)W?)] = tr(SoW?) avec So = k(®(do), o) = [z PoFg dV € Sym

tr[k(2(¢o), do)W?] = tr(SoW?)
= tr(W?2S)
= [(So — tr(So))w]jw avec Ww=W

Si So — tr(So)I est définie positive, ¢ est stable pour Lo, -
Par suite : si tr(Sy)I — So est définie positive, @y est stable pour V;
k(®(d0), ¢o) = k(£, $o)

= k()Qy ' Qo
=k(£)QoQo car Qo € Sym

Dans le cas limite ot A — 0, Sy = k(£)QoQo — k(£)Qo
=AQo
= QoA
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Les valeurs propres de Sy — (¢rSy)I tendent alors vers les valeurs propres de
QoA —tr(Qo(A)I. De plus les valeurs propres de QoA —tr(QoA) sont non nulles.
Donc les valeurs propres de Sy — tr(So)I et celles de QoA — tr(QoA)I sont de

meéme signe en général.

Par suite, I'indice de ¢ est égal au nombre de valeurs propres négatives de
tr(QoA)I—QoA, soit au nombre de valeurs propres positives de Qo A —tr(QoA)l,

contrairement a ce qui est afirmé dans [2] p. 310.
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CHAPITRE VI

Résolution du probléme par la méthode de Liapounov-Schmidt

Des résultats essentiellement pris dans [4] seront cités puis appliqués a la

résolution du probléme selon la formulation (P4).

Ces résultats concernent la méthode de Liapounov-Schmidt qui consiste a
réduire une équation du type f(A,z) =0 (ou z € X, A € P, X et P espaces de

Banach) en un systéme dont les équations et les inconnues sont en nombre fini.

I. Méthode de Liapounov-Schmidt et bifurcation.

Soit f(A,z) = 0 une équation non-linéaire ou f est un opérateur non linéaire,
z le vecteur solution et A un parameétre. z peut varier lorsque )\ varie d’ou la

notation z(A) pour les branches solutions.

Un point de bifurcation d’une bfanche solution z(A) est un point (Ao, z(Ag))

par lequel passe une autre branche solution z;(X).

Donc z(Xg) = z1(Ag) et () # z1(X) pour tout A # Ag, A appartenant & un

voisinage de Ag
< ¢

t

[point de bifurcation: - “— ' ensemble solution de f(A,z) = 0.

Y *

S

]

]

]

i

T

i

: 7
Mo X

Soit X et Y deux espaces de Banach et f : P x X — Y une application de
classe C*, k > 3.

Soit D f(A, z) la dérivée de f par rapport & z, une application continue de
X dans Y.

Soit f(Xo,z0) =0 et Xy = ker D, f( Ao, zo).

Supposons que X soit de dimension finie et posséde un complémentaire X»,
c’est-a-dire X = X} © AXs.
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Supposons que Y; = ImD, f(Ag, ) soit fermé et que ), soit un complémen-

taire de dimension finie de ).

Soit P : Y — ) la projection sur ;. Supposons que D, f(Ag,zo) ne soit pas

un isomorphisme (sinon, (Ag, o) ne serait pas un point de bifurcation).
) » 0

Essayons de réduire 'équation f(\,z) = 0. Posons z(\) = z; + z2, 21 € A7,
To € Xy Clest-a-dire :

zg = 2(A) — oy

=u(A,z1)

fhz) =06 f(Az1+22) =0
<:>f(/\,:z:1+u()\,:v1))=0
& (P+I-P)f(Az1+u(Az1))=0
& Pf(Azr+u(Mz)+ (I — P)f( A, z1 +u(Az1)) =0
Or f(A,z) = 0 = Pf(A\x) = 0. Donc (I — P)f(A\,z1 + u(A,z,) = 0.

z; € &y, Im[(I—-P)f] = Y, donc (I — P)f(A,z; + u(),z1)) = 0 est un systéme de

[dim )] équations a [dim A}] inconnues.

Cette réduction de ’équation f(A,z) = 0 a un systéme dont les équations et

les inconnues sont en nombre fini est appelée méthode de Liapounov-Schmadt.
L’équation réduite (I — P)f(X,z;1 + u(A,z1)) = 0 et appelée équation de

bifurcation.

II. Equation de bifurcation.

Le probleme (P4) consistait a chercher, pour €p = (Ao,no) € L. pour
¢ = (A,n) voisin de £y et pour \ petit, @ € SO(3) tel que

H(A\ A, n,Q) = asym(QA) — AF()\,symQA,Qn) = 0.

La résolution de cette équation nécessite 'introduction du champ de vecteurs
Xa, invariant a droite sur SO(3) et défini par X4 ,(Q) = asym(QA,) - @ transla-
tion a droite de asym(QA,) € so(3) = T;SO(3) dans T SO(3).

Posons X (A, A,n,Q) =k(H(A\, A, n,Q)) - Q.
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Il en résulte que :

X(0,A0,n0,Q) = k(H(0,A¢,n0,Q)) - Q
= k(asym/(QAo)) - @
= k(j(asym(QAo)) - Q
= asym(QAo) - Q
= Xa,(@)

Remarque : HA\A,n;Q)=0& X(A\A,n;Q) =0.

En effet :
) HMAnQ)=0=k(H(NA,7;Q))=0
= X(MA,n;Q)=0
. X(AA,n,Q) = 0 ¢ K(HN A, Q) Q =0

= k(H(A\,A,n;Q))=0
= H(MA,n; Q) € Kerk

or H(A,A,n;Q) € Asym, donc H()\,A,n,Q) = 0.

Posons

Sa, = {Q € 50(3)/asym(QAo) = 0}
= {Q € 50(3)/Xa,(Q) = 0} .

Lemme Supposons Ay, élément de Sym de type quelcongue. Alors pour
Q € SAo;

ToSa, = {WQ/W € Asym et WQAo+ QAoW =0} = ker DXa,(Q)
B Sa, ={Q € 50(3)/QA, € Sym} = {Q € SO(3)/QAo = AQ"}.
a) Montrons que TgSa, = {WQ/W € Asym et WQA, + QAW = 0}.
ToSO(3) = {m/(0),m € SO(3) et m(0)=Q}

m € SO(3) donc mmT = I, m(0) = Q, mT(0) = Q7.
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Par suite m'm7T(0) + mm'T(0) = 0
m'QT +Qm'T =0
MQT +QMT =0
MQT = —QMT
= —(MQTY"
Donc MQT = W € Asym, soit M = WQ, W € Asym.
TeSO(3) = {WQ,W € Asym}
ToSa, = {m'(0),m € Sa, et m(0) =Q} C TgS0(3)

m € Sa, < mmT =1, detm = +1 et mA, =AomT

’
m,Ao = Aom &

on = Ao,mT
\ad et

mmT =1
m'=WQ car m' € ToSO(3)

Par suite :

WQA, = Ay(WQ)T
= AoQTWT
=—AQTW
= —(QA))TW
=—QAW car QA € Sym

Conclusion :
ToSa, ={WQ/W € Asym et WQA, = —QA W}
={WQ/W € Asym et WQAy+ QAW =0}

b) Montrons que :
ker DXa,(Q) = {WQ/W € Asym et WQAq + QA,W = 0}
Xa, :50(3) = TSO(3) = | JTuS0(3)
Qr asym(QAo)Q- Q
Xa,(@) = 5(QA0 ~ A0Q7) - Q

= £(Q40@Q - Ao)
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Soit X4, le prolongement de X, dans Mj

Tao(@+1) =~ Xay(Q) = 5@+ MA@+ 1)~ QAcQ],  Vhe M,

1
partie linéaire en &
Donc DX a,(Q) -k = 2[QAok + hA,Q)

Ramenons-nous & SO(3) :

DX, (Q) : ToSO(3) — TSO(3)
WQ — DXa,(Q)(WQ) = DXa,(Q) - (WQ)
_ %[QAOWQ + WQALQ
= asym(WQA,) - Q
ker DX A, (Q) = {WQ € TgSO(3)/DX4,(Q)(WQ) = 0} .
DXaA,(Q)WQ)=0% QAWVQ+WQAQ=0
& QAW +WQA, =0

Conclusion :

ker DXa,(Q) = {WQ € ToSO(3)/WQAo + QAW = 0}
= {WQ/W € Asym et WQA, + QAW = 0}

Remarques : 1) ker DX 4,(Q) # {0} donc DX, ,(Q) n’est pas un isomor-

phisme.
2) QAWQR + WQAQ = (QAW + WQA,) - Q

(QAW + WQA)T = (QAW)T + (WQA)T
= WT(QA0)T + (QA)"WT
= ~WQA; — QAW
= —(WQAo + QAW)

donc QAW + WQAy € Asym et DX a,(Q) - (WQ) € ToSO(3).

Lemme : Supposons que Ay soit de type quelcongue. Alors pour tout point
Q de Sa,, ImDX4,(Q) image de DXA,(Q) : To(SOB) — TSO(3) est le

complémentaire orthogonal de TgSa,.
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DXa,(Q) =asym(WQA,) - Q = %[QAOWQ + WQALQ]

ToSa, = {WQ/W € Asym et WQAo+ QAoW =0}

Montrons que ImDX4,(Q) est orhogonal & TgSa,.

Soit asym(WQA,) - @ € ImDX4,(Q) et W'Q € TgSa, (W' € Asym et
W'QA, + QA W' =0).

Calculons le produit scalaire suivant (déja défini p.26)

1
< asym(WQA0) - Q,W'Q > = o < QAWQ + WQAQ,W'Q >

1
=3 QA Q,W'Q >+ << WQAWQ,W'Q >)

. —;-(tr[(QAOWQ)T W'Q] + tr[(WQALQ)T - W'Q))

tr[(QAWQ)T - W'Q] = tr[(QTWTQA,) - W'Q)
=tr[QQTWTQA W]
=tr[WTQA W'
= tr[-WQA,W']

tr(WQA.Q)" - W'Q] = tr[QTQAWTW'Q)
= tr[A WTW'Q)
= tr[— A WW'Q]
— tr[—QAWW']
Donc
< asym(WQAo) - Q, W'Q > = %(tr[-WQAOW’] +tr[~QAWW)
- ~%(tr[WQA0W’] +tr[QAL W)
- —%(tr[QAOW’W] 4 tr[W' QA W])
= —%tr[(QAoW’ + W' QAL W]
=0 car W'Qe ToSa,
c'est-a-dire W/'QAy + QA W' =0

Par suite ImDX4,(Q) et TgSa, sont orthogonaux.
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Les deux lemmes précédents vont nous permettre d’appliquer la méthode de
Liapounov-Schmidt & ’équation X (A, A,n; Q) = 0 ou (A, A,n) est le prametre et

Q est la variable.

Xy = kerDX4,(Q) = ToSa, est de dimension finie et possede A, =

ImDXa,(Q) comme complémentaire (orthogonal).

V1 = ImDX4,(Q) est de dimension finie et admet )V, = TgSa, (de dimension
finie) pour complémentaire dans T .SO(3).

Soit P: Y — M la projection sur Yy et I — P : Y — ), la projection sur ).
DXa,(Q) n'est pas un isomorphisme.

Posons )Z'(/\,A, n;Q)=(I—-P)X(\A,nQ) c’eét-é—dire X est la projection
de X sur Ys.

X (XA, A,n;Q) =0 est donc 'équation de bifurcation.

Le but de ce qui suit est de montrer que la partie essentielle de X est un

gradient.
X(/\, A,n; Q) = k(H(/\’ A,n; Q)) Q
= [K(asyme(QA) = AF(), symQA, Q1)IQ
= [K(asymc(QA) = M(F(\, symcQA, Q0))]@
= K(j(asym(QA))) — M(3G(Q) + 5C(Qh) +++1Q

= [asym(QA) — SH(G(QL)) ++1Q
On pose (asym(QA) — %/\kG(QZO))Q = Xo(M A, n;Q).

Lemme : Soit £ € L et A = k(£). Soit Xa(Q) un champ de vecteurs sur
SO(3) défini par : Xao(Q) = asym(QA) - Q. Alors X5 = —gradl ot £ est une
application définie par :

£:50(3) - R
Q- UQ)=<6Q"Is >

m  Pour la démonstration de ce lemme, deux égalités sont nécessaires :
(1):Si E€ M3, W € Asym, alors € E,W >=< asymE, W >
(2):SiEeMs, LeLl,peC,alors <l Ed>=< E,k(£,4) >
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En effet :

1
LasymE, W > =« §(E - ET), W >

1 1
:;<<E,W>>—§<<ET,W>>

= %tr(ETW) - -;—tr(EW)

1 1

_ %tr(ETW) - %tr(WTET)
= %tr(ETW) - %tr(ETWT)
= %tr(ETW) - %t}(ETW)
= tr(ETW)
=< E,W >
Plus généralement, nous pouvons remarquer que :
VA,B € M;, < A,asymB >=<« asymA, asymB >.
oo <0, E¢ > =tr(k(¢,Ed))
= tr(k(¢,¢)ET)
= tr(ETk(¢, ¢))
=< E, k(¢,¢) >
Démontrons a présent le lemme énoncé :
d(Q) - (WQ) =< £,(WQ)"I5 >
=< (WQ)T, k(LI5) >
=< (WQ)T,A>
=< QTWT A >
=< WT QA >
=—-<< W QA >
= — < W,asym(QA) >
= - K WQ,asym(QA) - Q >
= - WQ,Xa(Q)>
=—-<< Xa(Q),WQ >

Donc nous avons bien X4 = —grad/.
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Lemme : D®(Ig) - T1,C — L, est une application symétrique, c’est-d-dire :
< D®(Ig) u,v >=<u,D®(Ig) v >, Yu,v € Ty,C.

m  Onavuque D®(Ip) u=(~DIV(c-e),(c-€) - N)avec e = 2(Vu + VuT)
<t,6>= [ BEONOVE) + [ (0 4000a4X)

<D<I>(I3)-u,v>=/—DIV(c-e)-vdV+ (c-e) - N-vdA
B 8B

0
=/[;—an(c-e),-jviclV—i-'/é;B[(c-e?-N]ividA

0 0
—-a—X—j(C'e)ij ox, =3 (Cijhkent)
0
= 8X [Cuhk (Vuhk+Vukh)]
0

1 1
= aX ( Cz]hkvuhk+§cz]hkvukh)

0 r1 1
= —8_—( Cijhk VUpk + §cz]thukh)

car ¢ijhk = Cijkn ([9] p. 209). Donc

9 0
—-6Yj(ce),-j = —-6—X——(Cijhkvuhk)

(cijni ity
ax LT

((c-e)-N]; = (c-e)i;j N;
Buh

BXN

= Cijhk

Par suite :

0 Oup Ouy,
D&(Ir) - - [ _ i ; ihk e N );
< (Ig) - u,v > /B 8Xj(c1hkan)v dV + aB(thkanN])v dA

0 (C Oup, v.) 0 ( auh)‘ 4 Ouy Ov;
ax, ”""aX )T ax; \Titkgx, ) TVt bk X B
Donc
6] (c~~ auh) o 0 ( Ouy, ) Ouyp, 31),-
0xX; \"IM X, ) T ax; \“ihkgx, V) T itk X BX,
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Et

Xy " 80Xy, 0X;

-I-/‘;B (C:Jhkg;(h N; )v,dA

Ce qui donne, aprés application du théoréme de Stokes :

< D¥(Ig) - u,v > =— /ax L )dV+/ L W

Oup Oup, Ov;
. - _ y ; g e e ]
< D&(Ig) - u,v > /asc’“aX deA-}—/thkanan 1%

Oup
+/ C; Njv;dA
- ”'"aX

auh av,'
L Cijhk 0Xy 0X;

De la méme maniére on montre que :

Ovy Ou;
D®(Ig)- = iihk e ——
< ( 3) v,u > AC,Jhkan 8X av

Ovy, Ou; )
/Chku 90Xy 0X; =—-dV car cijar = chrij ([4 bis] p.209)

/ Ciihk e 36)? gj;(’; dV  apres changement d’indices

=< D@(IB) u,u >
D®(Ig) est donc symétrique.

Lemme : < Q4y,uwq >=< (WQ)lo,uq > pour Qf et (WQ)¢, € Sym et
ug = D®(I5)~(Qlo)
|
< Qlo,uwq > =< Qly, D®(Iz) " (WQk) >

=< D31 (I5)T(Qto), WQe, >
=< (D3 Y(Ig)T) 1 (Qeo), WQ¢, >
=< D®(Ig) ' (Q%),WQLly > car D® symétrique
=< uqg, WQ¥¢, >
=< WQ{y,uq >

Lemme : Soit F une application définie par :
F:C — Asym
¢ — F(¢) = asym[k(2(4))]
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Alors : F(Igy =0
DF(Is) =0
et D2 F(Ip)(u,u) = 2asym(/ Vu - ¢(e)dV)
B

= —2asymk(£,, u)
ot &y = (by,Ty), by = —DIV(c(e)) et 7, = (c-€)- N. Si on identifie Asym avec

R3, cette expression devient :

—sz(IB)(u,u)z/bu®udV—/ e @udA .
B oB

F(¢) = asym[k(2(¢))]
= ssyaa{ | P()aV]
P(Ig) = 0 donc F(Ig) = 0.
Calculons DF(Ig)u .
.7:(.[3 -+ u) - f(IB) = f(IB + u)
= asym[k(®(Is + u))]
= asym[/B P(Ig + Vu)dV]
= asym[/ (P(Ig + Vu) — P(Ig))dV]
B
car P(Ig)=0
P(Ig + Vu) — P(Ip) = %(IB)Vu+ termes de degré > 2.
oP
=5 (18)Vu = A(I) - Vu
= %c([)(Vu + V)

= (I)(5(Vu+ VuT))
=c(l)-e
DF(Is) - uw=F(Ig+u)— F(Ig) — termes de degré > 2
opP
= asym/l; I VudV

:asym/c-edV
B

=(0 car c-e estsymétrique.
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Calculons D?F(Ip)(u,u) :
F(Ip+u)— F(Ig) = DF(Ip) - u+ D*F(Ip)(u,u) + termes de degré > 2
F(Ig) =0et DF(Ig)u =0. Donc :

D*F(Ip)(u,u) = F(Ig + u) — termes de degré > 2
F(Ip +u) = asym[k(®(Ip + u))]

= asym[/B P(I+ Vu)dV]
= a.sym[/B(P(I+ Vu) — P(I))dV] car P(I)=0

oP o*P ’
P(I+Vu)-P(I)= a—F(I) -Vu + W(I)(Vu, Vu) + termes de degré > 2

= DpP(I)- Vu+ D}EP(I)(Vu,Vu) 4+ termes de degré > 2

D*F(Ip)(u,u) = asym [/B

(D #P(I)Vu + D% P(I)(Vu, vu)) dv]

= asym [/B DpP(I)VudVJ + asym [/B D;P(I)(vu,vu)dv]
P =F-5 donc

DpP(F)-Vu = Dp(F- S(F))- Vu

=VuS(F)+ F-DpS(F)-Vu

et DpP(I)-Vu=Vu-S(I)+ DrS(I)Vu
= DpS(I)Vu car S(I) =0 d’apres (H1)

Par ailleurs :

DpP(I)-Vu = A(X,I) - Vu

= %c(X)(Vu + vuT)

= o(X) - (3(Vu + VuT))

=c(X)-e
D%P(f)(Vu,Vv) = Dp(VuS(F) + FDpS(F) - Vu)Vo

= Vu-DpS(F)Vv + Vv -DpS(F)Vu + FD%S(F)(Vu, Vv)
DL P(I) - (Vu,Vu) = Vu - DpS(I)Vu + VuDpS(I)Vu + DES(I)(Vu, Vu)
= 2VuDpS(I)Vu+ D%S(I)(Vu, Vu)
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Donc
sz(IB)-(u,u)zasym[ /B DrS(I)VudV + /3 2. VuDpS(I)VudV
¥ /3 D?FS(I)(vu,W)dv]
DpS(I) et D%S(I) sont symétriques, par suite :
asym /B DpS(I)VudV = asym /B D%S(I)(Vu,Vu)dV =0

et
D?*F(Ig)(u,u) = 2asyrn/ Vu-DpS(I) - VudV
B

= 2asym/ Vu - c(e)dV

/Vu c-e- dv /(Vu ik(c- e)g;dV
_ /B (c- €);(Vu)ixdV

= /(c - €)jk(Vu)ixdV car c- e symétrique
B

Ou;
= /L;(C e)JkaX V
= ‘/(C‘e)]’k%dv—/ (c-e)jku,-deA—}—/ (c-e)jruiNidA
0X Y o5
Au,; A((c - e)jui) / . .
/(c e)JkaX dv /;;Tdv+ aB(c e)jrNyu;dA
Oc-e)jk /
— u;dV + -e);kNpu;dA
/B X, aB(c e)jkNiu
—/ [DIV(C' e)] .u,-dV—i—/ (c e+ N)ju;dA
B J anB
= /(bu)]u,dv—i—/ (Tu)juidA
B B .
= (/ bu®udV>__+/ re @udA)
B J o8B J
Par suite (/ Vu~c-e-dV)_'— (/Vu-e-dV)ji
B ij B
= by @udV |} + / T QudA)] — /bu®udV
(/B )J'i ( a8 )J'i ( B >ij
—(/ Tu®udA),-j:(/bu®udV+/ Tu®udA)”
aB B o8B 1]

_ (/Bbu®udV+/%ru®udA>ji




92

Donc
asym/ Vu - cedV = —asym [/ by @ udV -}—/ T udA]
B B o8B

et
D F(Ip)(u,u) = 2asym/ Vuc(e)dV
B

= —2asym [/ by @ udV + / Tu @ udA}
B o8B
= —2asymk(fu,u)
Remarque : Relation entre k et le terme de degré 2 du développement de Taylor

de F' au voisinage de 0.

Soit F(€) = $G(£)+£C(£)+- - - le développement de Taylor de F' au voisinage
de 0.
(G(&) = D2F(0)(6,6), C(€) = D*F(0)(4,2,2)

V¢ € Csym, F existe et F(¢) = FP.®(4) ou P, est la projection de £ sur L..

DF(Ig) -u= D(FP.®(Ig)) - u
= D(FP.)(®(Ig)) - D®(Ip) - u
= DF(P.(®(Ig)) - DP,(®(Ip)) - D®(Ip) - u
= DF(0)- D(P.®(I5)) - u
= DF(0) - D(®(Ip)) - u
D*F(I)(u,v) = D(DF(Ip)-u) v
=D(DF(0)-D®(Ig)-u)-v
= D*F(0)(D®(Ig)-u)- D(D®(Ip) - u)v
Or D®(I5)(u +v) — D®(I) - u = D®(Is) - v car DB(Ip) linéaire.
Donc D(D®(Ip)u)v = D®(Ig)v et
D? F(I5)(u,v) = D*F(0)(D®(I5)u)(D®(Is)v)

= D*F(0)(D®(Ip)u, DP(Is)v)
Soit uy = D®(I5)"1¢
D?*F(Ig)(ue,ue) = D*F(0)(D®(Ip)ue, D(I5)ue)

= D?F(0)(¢, 0)
= G(0)
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Par ailleurs, comme :
D?F(Ip(ug,ue) = —2asymk(Ly,, ue)
= —2asymk((by,, Tu, ), Ue)

alors G(¢) = —2asymk

TN

(buu’fu,),ue) c’est-a-dire 1G(€) = —asymk(£y,, ue) . Soit

Q

& présent P’application ¢ telle que :
71:503) - R

1
Q <, EAQTuQ >
Déterminons D?(Q) :

DE(Q): ToSOB3) —» R
WQ — DEQ)WQ

VAER, £(Q)=<2¢, %/\QTUQ >
= —;—)\ <0,QTug >

Done DE(Q) = 1AD < £,QTuq >
D < £,Q%ug >WQ = Do(< £,QTug >)WQ
=< £,Do(QT) - WQug > + < £,QTDg(ug) - WQ >
Calculons
a) Do(QTYWQ
b) Do(ue)WQ
a) (Q +WQ)T — QT = (WQ)T lindaire en WQ donc Do(QTYWQ = (WQ)T.
b) ug = [D&(I5)"*](Ql)
ue(Q + WQ) — ug(Q) = (D&(I5) )@ + WQL) ~ D&(I5) " (Qt)
= D(I5)" (WQL)

= uwq linéaire en WQ

Par suite D <£,QTug >WQ =<£,(WQ)Tug >+ < {,QTuwg >
=< 6,(WQ)Tug > + < Qfuwgq >
=< (WQ),ug >+ < Qb uwg >
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Or < Qb uwg >=< (WQ),ug >.

Donc :

D < £,QTug > WQ =< (WQ),ug >+ < (WQ)¢,uq >
=2< (WQ)lug >
=2< QtWTug >
=—2 < Q¢ Wug >
=—2 < W,k(Qlug) > (égalité (2) page 85.)
= —2 < W,asymk(Q¢,uq) > (égalité (1) page 85.)
= -2 < WQ,asymk(Q4,ug)Q >
(produit scalaire invariant par rotation)
__2< WQ,—%G(QE)Q >
=<WQ,G(Q0)-Q >
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