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Introduction 

Ce travail a pour document de base un article écrit par D.R.J. CHILLING- 

WORTH, J.E. MARSDEN et Y.H. WAN [2] et consiste en une étude du problème 

de traction pure pour un corps 23 soumis à des charges mortes e = (B, T )  avec B 

force de volunle et T force de surface. 

X désignant un point de 23, $J une déformation et F = D$J le gradient de la 

déformation, les équations d'équilibre s'écrivent dans la configuration de référence 

D : 
-DIVP(X, F(X))  = B(X) dans B 

P(X, F ( X ) ) .  N(X) = T(X) sur 823 

où P est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff. 

On désigne par L l'espace des charges e = (B, T) de résultante nulle, par Le 

l'espace des charges de L équilibrées par rapport à l'identité Ia, et par SO(3) l'es- 

pace des rotations. L'hypothèse P(X,  1) = O (état non déformé libre de contraintes) 

et le principe d'indifférence matérielle P(X,  QF)  = P(X, F) pour toute rotation 

Q de SO(3) impliquent que $J = Q I B  est solution de (E) lorsque B = O sur 23 et 

r = O sur dB. 

En d'autres ternles SO(3) constitue l'ensemble des solutions triviales de (E). 

Le problème (Pl) que l'on se pose est "la recherche des solutions de (E) 

voisincs des solutions triviales SO(3) pour des charges e E L voisines de O et leur 

description dans certains cas". 

On introduit ensuite l'application de charge astatique k : L -+ hl3 qui pcrmct 

cl'aborcl la décoinposition de L en somme directe L = Asymc $ S y m L  $ licrli 
. \ ct, par la suite la reformulation du problème (Pl) de trois autres iilanicrcs 

( P 2 ) ,  ( P 3 )  ct (P4) .  Le groupe SO(3) agissant sur L de la manière siiivante : 

(SC = ( Q B ( x ) ,  Qr(X)),  le problème (P2) consiste à "étudier, pour toute charge 

t0 dc Cc voisine de O, la manière dont l'orbite Oe d'une charge Q dc L voisine 

dc Co rciicontre la variété Af (graphe d'une application F : Le -t Asym quc l'on 

d6t~riliiiierit) tangente en O à Le". 

Oc n ilr di:pend des valeurs propres de k ( l )  et ne sera déterminée clii'a.psiis la. 

classifica.tion des charges de Le en charges de type O,  1,2,3,4. Le problkme (P3 )  

s'6iioiiçc dc lit ma~iière suivante : "Pour une charge lo = (Ao,  no)  E Le voisine 



de O,  et l = (A, n)  voisine de lo (avec Ao,  A E Asymc $ SymL et n, no E lier k )  

trouver Q E SO(3) tel que : asym(QA) - F(symQA, Q,) = O où asym désigne la 

partie antisymétique de QA et sym désigne la partie symétrique de QA. 

Enfin, en posant 
F :  R x Le + Asym 

1 
( X , t )  XZF(Xt) 

on aboutit à la formuation (P4) : "Pour une charge eo = (Ao, no) E Le ,pour une 

charge l = (A,  n) voisintde lo et pour X petit, trouver Q E SO(3) tel que : 

asyrn(QA) - xF(x, sym, QA, Q,) = O 

Cette dernière forn~ulation montre qu'au voisinage de l'identité, le ~roblème posé 

a une solution et une seule lorsque la charge l = (B, T )  est de type O, 1 ou 2. 

Nous en déduisons qu'au voisinage des solutions triviales le problème a quatre 

solutioiis lorsque la charge est de type O. Parmi ces quatre solutions, une seule est 

un minimum local pour la fonction de potentiel Ve. 

Finalement, des résultats concernant la méthode de Liapounov-Schmidt qui 

consiste à réduire une équation du type f (A,  x) (où x E X, X E P, X et P espaces 

de Banach) en un système dont les équations et les inconnues sont en nombre fini 

sont appliquées à la résolution du problème selon la formulation (P4). 



CHAPITRE 1 

Prélinlinaires et position du problème. 

Pour les résultats et théorèmes énoncés dans la partie "Préliminaires" on 

pourra se référer à [l]. 

1. Préliillinaires. Soit B un ouvert borné de R3 contenant O,  de frontière 

l? = dB suffisamment régulière et soit a l'adhérence de 13 dans R3. 

8 représentera le volume occupé par un solide "non déformé" et sera appelé 

configuration de référence. 

Nous noterons X un point courant de l'ensemble a, de composantes .Xi dans 

la base canonique {ei) de R3 et de dxi = la dérivée partielle par rapport à 

la variable Xi. 

Nous a.ppellerons déformation de la configuration de référence une applic a t ion ' 

4 : 8 + R3 de classe W ~ ~ P ( B )  (1 < p < CO, s > (3/p) + 1) injective telle que 

d(0) = 0, 4-l de classe WsJ' sur d(a) ,  et préservant l'orientation c'est-à-dire 

vérifiant : J(4)  = d et D$(X) > O pour tout .X E 8, où J(4) est le jacobien de d, 
et la matrice D 4  appelée gradient de la déformation est définie par : 

i = indice de ligne 

j = indice de colonne 

les applications 4; étant les composantes de dans la base {ei). 

F ( X ) ,  la dérivée de 4 en X, est un élément de L(TxB, R3) où T,,B est 17espa.cc 

taiigeiit à 8 en X considéré comme l'ensemble des vecteurs d'origine X da.ns R3.  

Soit C l'ensemble de toutes les déformations 4. A toute déformation 4, nous 

associons uii déplacen~ent u ,  qui est le champ de vecteurs u : B -+ R3 défini par 

la relation q5 = IB  + u où ILS désigne l'application identique de B. Le gradient 

d u  déplaceinent Vu = (3,uj~i) satisfait alors la relation F = D$ = 1 + V11 où I 

désigne la inatrice unité d'ordre 3. 

Une cc~nfigura.tioii de référence L? et une déformation q5 étant donnécs, l'cn- 

scinblc $(fi) cst appelé configuration déformée. 



Soit $ une déformation. Si d V ( X )  représente l'élément de volume au point X  

de la configuration de référence, l'élément de volume dv(x)  au point x  = $(.X) de 

la configuration déformée est donné par : 

dv(x)  = {det D $ ( X ) ) d V ( X )  

= J ( 4 ) d V ( X )  

De même si d A ( X )  représente l'élément d'aire au point X du bord de la configura- 

tion de référence, l'élément d'aire au point x  = $ ( X )  de la configuration déformée 

sera désignée par da(x).  

Etant donné un champ de tenseurs T  : Z? 4 M3 suffisamment régulier, nous 

définissons en chaque point de & sa divergence DIVT comme étant le vecteur dont 

les composantes sont les divergences (au sens habituel) des vecteurs ligncs de la 

matrice T 

DIvT = ( ; i x j z j e i )  = 

De la même manière, nous définissons la divergence divt d'un champ de tenseurs 

t  : 4 ( G )  + hl3 en chaque point de $(a) par : 

d  
divt = ( d z j t i j e i )  avec la notation dz j  = - . 

d x  j 

Une application de la formule de Green conduit à la relation 

c'est-à-dirc : jG D I V T d V ( X )  = jas T . N d A ( X )  . De même, nous obtiendrions : 

cil notant dA(x) et da(x)  les éléments d'aire, et N et n les normales estésicurcs 

unitaires le long de aB  et d$(B)  respectivement. 

A tout tcilseur t ( x )  défini en un point x  = $(X) de la configuration déformée, 

nous associons le tenseur T ( X )  défini au point X de la configuration de référence 

par la rela.tion : 

T ( S )  = {det D ~ ( X ' ) ) ~ ( Z ) D $ ( X ) - ~  

Si t  : 4(a) -+ n/r, est un champ de tenseurs, l'application 

ainsi défini(: est appelée transformation de Piola 



Tliéorèrne [l] S o i t  T = (det D $ ) ~ D $ - ~  : a -+ fil3 le t rans fo rmé  d e  Pio la  

d ' u n  c h a m p  d e  t enseur s  t  : 4(B) -t M3, alors 

D I V T ( X )  = (det D$(X) )d i v t ( x )  pour tout x  = 4 ( X ) ,  X  E B  

T ( X ) N ( X ) ~ A ( X )  = t ( x )n ( x )da (x )  pour tout x  = $ ( X ) ,  X  E I' = dB . 

où d A ( X )  et  da(x)  dés ignent  les é léments  d'aire a u x  points X  E I' = dB et 

x  E d4(B) ,  de norma le s  extérieures respectives N ( X )  et  n ( x ) .  

Ce théorème nous donne donc la relation entre les éléments d'aire dans la 

configuration de référence et dans la configuration déformée. 

T e n s e z ~ r  de Cauchy -Green  : Si 4 est une déformation dérivable au point X E B,  

nous avons, pour tout point X  + A X  E B, la relation suivante : 

$ ( X  + A X )  - $(X) = D $ ( X ) A X  + O(lAXl) 

= F ( X ) A X  + O(jAX1) 

et donc l$(X + A X )  - 4(X)12 = A X ~ D ~ ( X ) ~ D $ ( X ) A ~  + o ( ( ~ x l ~ )  
= A X * F ~ ( X ) F ( X ) A X  + o ( ~ A x ~ ~ )  

Le tenseur C = DdTD$ = F ~ F  est appelé tenseur de Cauchy-Green. 

C est symétrique. 

VU que F ( X )  E L(TxB ,  R3) et F ~ ( X ' )  E L ( R 3 ,  T x B )  alors C(X)  E 

L ( T x B ,  T x ~ .  

Le tenseur de Cauchy-Green est utilisé dans le calcul des longueurs dans la 

configuration déforiiiée. 

En effet, soit c = f (S)  (où f : S -t L? et Z  intervalle compact de R) une 

cousbc tra,cée dans la configuratioil de référence. 

Les coinposantes de l'application f étant notées fi, la longueur de la courbe 

c est donnée par : 

et la longucus de la courbe déformée $ ( c )  est donnée par : 



Forces appliquées ; systèmes de forces. Nous supposons que le corps 

occupant une configuration déformée $(a) est soumis à deux types de forces 

appliquées. 

a) des forces appliquées de vo lume  correspondant à un champ de vecteurs 

du : $(B) + R3 appelé densité de forces appliquées de volume par unité de volume 

de la configuration déformée. 

b) des forces appliquées de surface correspondant à un champ de vecteurs 

d, = (d$(B))l + R3 défini sur une portion (aq5(B))1 de la frontière a$(B) et appelé 

densité de forces appliquées de surface par unité de surface de la configuration 

déformée. 

Notons S2 = {v E R3 / I V [  = 1) la sphère unité. Un système de forces associé 

à une déformation q5 consiste en : 

a) des forces appliquées de volume correspondant au champ de vecteurs 

b) des forces de surface correspondant à un champ de vecteurs de la forme : 

t : d(B) x S2 -+ R3 et dont la définition est la suivante : 

Eta.nt donné un sous-domaine U de la configuration déformée $(B) et un 

point x de sa frontière d U  où la normale extérieure n est bien définie, une force de 

surface élémentaire t(x, n)da est exercée sur l'élément d'aire da considéré comme 

une portion du sous-domaine U. 

Si le point x appartient à la portion (aq5(B))l de la frontière a$(B) soiimise aus 

forces appliquées de surface et si le vecteur n coïncide avec la normale estérieuse 

unitaire à (dq5(B))l au point x, alors par définition le vecteur t(x, n)  coïncide avec 

la densité d,(x) des forces appliquées de surface au point x. Le vecteur t (z ,  n)  est 

appelé vccteur des contraintes de Cauchy. 
- 

Axioine de  l'équilibre statique. Dans toute configuration déforinéc 4(B) 

cla.iis laquelle le corps est en équilibre statique, il existe un système de forccs 

cl, : $(B) -t R3 et t : 4(B) x S2 -+ R3, associé aux forces a.ppliquées de volume ct 

de surface suivant la définition précédente. 

Théorèilie de Caucliy : Supposons que le cha.mp de densité dc forces 

appliquées de volunle du : 4(B) -+ R3 soit continu et que le c1-ia.m~ des vecteurs 



de contraintes de Cauchy 

~ : B ( B ) X S ~ + R ~  

soit continûment dérivable par rapport à la variable x pour tout n E S2, et continu 

par rapport à n pour tout x E $(B). Alors l'axiome de l'équilibre statique entraîne 

l'existence d'un champ de tenseurs continûment dérivable sur $(B) : 

T : $(a) + hl3 tel que t(x, n) = T(x) .  n pour tout x E 4(6) 

et tout n E S2 

-divT(x) = d v ( 2 )  p ~ u r ' t o ~ t  x E $ ( B )  
et tel que 

T(x) = T ( x ) ~  pour tout x E $(B) 

Le tenseur symétrique T(x) est appelé tenseur des contraintes de Cauchy au 

point x E $(B). 

D'après le théorème précédent, le champ de tenseurs des contraintes de Cauchy 

est solution du problème aux limites suivant : 

-divT = d, dans $(B) 

T = T~ dans d(B) 

T . n = t sur d($(B))l 

Ces équations constituent les équations d'équilibre dans la configuration déformée. 

Ainsi posées, ces équations ne nous permettent pas le calcul de la déform a t '  ion 

q5 car elles sont établies sur la configuration déformée en termes de la variable 

z = q5(X), inconnue du problème. 

Par l'ilitermédiaire de la transormation de Piola, nous les "transportons" sur 

la configuration de référence pour avoir des équations en termes de la va.ïir~ble X. 

Nous iiitroduisons le premier tenseur de Piola-Kirchhoff P ,  défini sur B par 

la tra.nsformation de Piola du tenseur des contraintes de Cauchy T : 

P ( X )  = (det D$(X) )T(X)D~~(X) -~ ,  $(X) = x . 

La transforma.tion de Piola donne une relation simple entre les divergences de T 

et de P : 

DIVP(X) = (det D$(X))divT(x), x = $(X) 



Vu que la forme en "divergence" est préservée, nous pourrons donner à nouveau 

une formulation variationnelle des équations d'équilibre dans la configuration de 

référence. Nous transformons aussi le vecteur des contraintes de Cauchy t(x, 72) = 

T(x) . n en un vecteur p(X, N) satisfaisant la relation : 

Le vecteur P ( ~ ,  N )  est appelé premier vecteur des contraintes de Piola- 

Kirchhoff au point X d'une surface élémentaire de normale N de la configuration 

de référence. 

A la densité de force appliquée de volume d, : $(B) 3 R3 par unité de volume 

de la configuration déformée, nous associons le vecteur B : B t R3 défini par la 

relation : 

B(X)dV(X) = d,(x)dv(x) pour tout x = $(X) E $(B) 

Vu que dv(x) = (det D$(X))dV(X), nous aurons : 

B(X) = (det D$(X))d,(x), x = $(X), X E B . 

Le champ de vecteurs B : B t R3 mesure la densité de force appliquée par unité 

de volume de la configuration de référence. 

A la densité t : (d$(B))l + R3 de force appliquée par unité de SUI-face de 

la configuration déformée, nous associons le champ de vecteurs T : (dB)l + R3 

défini par : 

de sorte que 

r(X) = det D $ ( X ) I D Q ( X ) - ~ N ~ ~ ( X ) ,  x = $(X), x E (aB)l . 

Les équations d'équilibre sur les tenseurs transformés s'écrivent : 

-DIVP = B dans B 

( D $ ) ( P ~ )  = P ( D $ ) ~  dans B 

P .  N = 7 sur (dB)l 



Ces équations sont appelées équations d'équilibre dans la configuration de référen- 

ce. 

Soit fi13 l'ensemble des matrices d'ordre 3 à déterminant strictement positif 

et Sym l'ensemble des matrices symétriques d'ordre 3. 

Un matériau est dit "élastique" s'il existe une application : 

S : ~ ~ X M : - + S ~ ~  

(X, m) u P(x, m) 

appelée réponse du matériau, telle que dans toute configuration déformée, le 

tenseur des contraintes de Cauchy T(x) au point x = $(X) soit lié au gradient de 

la déformation D$(X) au point X correspondant de la configuration de référence 

par la relation : 

~ ( z )  = T(X, D ~ ( x ) )  pour tout x = 4 ( ~ )  E $(BI , 

appelée loi de comportement du ma tériau considéré. 

En combinant les équations d'équilibre exprimées dans la configuration de 

référence en termes du premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff avec la 

définition d'un matériau élastique et, en supposant le déplacement imposé sur une 

partie (dB)o = dB - (dl?)i de la frontière, nous obtenons le problème aus limites 

suivant : 
( -DIVP(X, D$(X)) = B(x), x E B 

{ P(x, D+(x)).  N(X) = T(X),X E (an), 

où P : 6 x IC 4 M3 est la réponse associée au premier tenseur des contraintes 

de Piola-Kirchhoff. 

La condition $(X) = &,(X'), X E (ai3), = ro est appelée condition a.ux li- 

mites de déplacement et la condition P(x,D$(x))N(x) = r (X) ,  

X E (dB)i = Pl est appelée condition aux limites de traction. 

Si ro = 0, le problème aux liinites est un problème de traction pure. 

Si rl = 0, le problème aux limites est un problème de déplacement pur. 

Un ma,tériau élastique de réponse P : 6 x M$ -+ fil3 est Iiyper6lastiqiie s'il 

existe une fonction % : B x M$ -+ R dérivable par rapport à la variable ni E hl$ 



pour tout X E B, telle que ?(x, m) = %(x, m) pour tout X E 6, m E M: soit, 

composante par composante : 

aw 
Pij(X, m) = -(X, rn) 

amij 

La fonction w est appelée densité d'énergie par unité de volume de la 

configuration de référence. 

Remarque : Les densités des forces appliquées B et r définies sur la configu- 

ration de référence dépendent en principe de la déformation 4. Cette déformation 

étant elle-même une inconnue du problème, la résolution mathématique des équa- 

tions d'équilibre dans la configuration de référence peut-être compliquée par une 

éventuelle dépendance en 4 de leurs seconds membres. Afin de simplifier cela, nous 

introduisons la notion de force morte. 

Une force appliquée de volume est une force morte si la densité B : B -+ R3 

est indépendante de la déformation 4 considérée. 

De la même manière une force appliquée de surface est une force morte si la 

densité T est indépendante de la déformation q5 considérée. 

II. Positioii d u  problème. Le but du travail sera la résolution du problème 

de traction pure pour des forces mortes dans le cas hyperélastique et la caractéri- 

sation des solutions dans des cas particuliers (que nous préciserons). 

En d'autres termes, nous aurons à étudier le système : 

-DIV@(X, D$(x)) = B(X)  lorsque X E B  

P(X, D ~ ( x ) ) N ( x )  = r ( x )  lorsque x E 3~ 

sacliaiit qu'il existe une fonction w : O' x M: 3 R dérivable par rapport à la 

variable m E hi12 pour tout X E 8, telle que : 

P(X, rn) = -(x, rn) pour  tout^ E 6, m E DI$ 
d m  

soit 
DIVP(X,F(X)) + B ( X )  = O pour tout x E B 

P(x,F(x))N(x) = T(X) pour tout XI E d B  

avec P(X, F) = $(X, F) pour tout X E B, w étant la fonction définie ci-dessus. 



Nous désignerons par l le couple (B, r )  appelé charge et par L l'enseinble de 

tous les couples (B,  r ) .  Soit R la résultante de l définie par : 

Nous désignerons par L ll'espace de toutes les charges l de résultante nulle 

(avec B de classe W3-29P sur B et r de classe w"-'-:~P sur al?). 

Dans tout ce qui suivra, nous noterons P au lieu de P, W au lieu de W et 

désignerons par (E)  les équations d'équilibre : 

DIVP(X, F(X))  + B(X)  = O pour X E B 

P(X, F(X))N(X) = T(X) pour X E di3 

Remarque : Si (B, T) vérifie (E) pour une certaine déformation 4, alors (B, r )  E 

L. En effet : 

DIVP(X, F(X))  + B(X)  = O pour X f B 
(B, T) vérifie (E)  ¢j 

P(X,  F(X))N(X) = r ( X )  pour X E ai3 

+ h[DIVP(X,  F(X))  + B(X)]dV(X) = O 

e JG DIVP(X, F(X))dV(X) + B(X)dV(X) = O 

* JaG P ( X ,  F(X))N(X)dA(X) + S, B(X)dV(X) = O 

e JaG r(X)dA(X) + SB B(X)dV(X) = O 

Dans toute la suite du travail nous ferons l'hypothèse (Hl) suivante : 

(Hl)  : L'état non déformé est libre de contraintes c'est-à-dire 

L'liypothèse (Hl)  entraîne que q5 = IB est solution de (E) pour B = O sur li 

et T = O sur di?. 

Soit SO(3) = {Q E L(R3,R3)/QTQ = I et det Q = +1). Le principe 

d'indifférence matérielle P (X,  QF)  = P(X, F )  implique que 4 = Q I E  est aussi 

solution pour tout Q E SO(3) lorsque B = O sur i? et r = O sur di?. 



En d'autres termes, les "solutions triviales" de (E) sont des éléments de 

SO(3). Le problème fondamentale que nous nous poserons sera : 

( P l )  : Décrire l'ensemble de toutes les solutions de (E) au voisinage des 

solutions triviales SO(3) pour des charges variables .t E LC voisines de zéro. 



CHAPITRE II 

Application de la notion de charge astatique 

Axes d'équilibre. 

Le but de ce chapitre est la décomposition de l'espace L en somme directe de 

sous-espaces de L, après l'introduction de l'application de charge astatique et de 

la notion d'axes d'équilibre. 

1. Définitions 

1. E = (B , r )  étant une charge de résu1tante:nulle et 4 : Ii -t R3 étant une 

déformation, l'application de charge astatique k sera définie par 

+ 
où +(X) désigne le vecteur issu de O à d(X). On pose k(E) = k(E, IB) c'est-à-dire 

k(l) = SB B(X) @ X'~V(X)  + Sa, r ( X )  @ Z~A(X). 
2. Pour 4 E C et E E C, on dit que E est équilibrée par rapport à 4 si : 

On pose M ( l )  = M(t, IB) c'est-à-dire 

On désigne par Le l'espace des charges de L équilibrées par rapport à l'iden- 

tité. 

En d'autres termes, si l'on définit l'application "torseur" 7 par : 

7 :  L + R ~  X R ~  

1 l-, 7([) = {R(C), M ( 4 )  , 

alors .Ce n'est autre que le noyau de 7 .  

3. On appelle orbite de L (respectivement de #J E C) l'ensemble suivant : 



(respectivement : = {Qd/Q$ = Q O 4, Q E SO(3)). 

(Q est considéré comme application de B dans R3 conservant l'origine). 

4. M3 désignant l'ensemble des matrices 3 x 3 et Sym désignant l'ensemble 

des matrices symétriques de M3, l'ensemble des matrices antisymétriques sera noté 

Asym. 
- 

Vm E El3, m = i ( m  + mT) + $(m - mT). 

m + m * € ~ ~ m  

m - mT E Asym 

i ( m  - mT) sera noté sym(m) 

i ( m  - mT) sera noté asym(m) 

Sym n Asym = {O) 

On peut donc écrire M3 = Sym $ Asym. 

II. Conditioiis pour  que  .! = (B, T) E LC: soit équilibrée par rappor t  à 



P . . . G  - d w  dchk 
'3 j'-KeaF,j' G je 

- d W  -- 
dCh k 

(SjhFik + hjkFih)Gje 

- BVV - -. aw 
[ac,, F i k  + - 

ach j 
Fi h ]  ' Gj, 

- - d W  -. aw 
acj k 

FikGje + -FihGje 
a c h  j 

- d W  d W  
- - ( ~ k i ) ~ ~ j t  + - 

dCjk a c h  j 
F i h  Gît 

Or S = 2%. Donc, en faisant la sommation dans l'ensemble de tous les indices, 

nous aurons 

1 
(p(X, F), G) = Î(S(X, C)), F T ~  + GTF) 

1 
= - t r (sT(X,  C)(FTG + GTF))  car ( A ,  B) = ~ T ( A ~ B )  

2 
1 

= - t r ( s T ( x ,  C ) F ~ G  + s T ( x ,  C ) G ~ F )  
2 

vu la commutativité de la trace. 

Or S = 2 % .  Donc Sij = fl - a'V aci j  - = s j i ,  

S est donc symétrique. 

Par suite : 

1 
( p ( x ,  F ) ,  G) = - t r ( ( F .  S(X, c ) ) ~  - G) + l t r ( ~ ~  F . S(X,  C))  2 2 

1 1 
= - t r ( ( F .  S ( x ,  c ) l T  G) + S t ~ ( ( F .  S(X,  c ) ) ~  - G ) ~  2 

1 1 
= - t r ( (F  S(X,  c ) ) ~  - G) + - t r ( (F  - S(X, G) 2 2 
= t r [ ( F .  S(X,  c ) ) ~ .  G] 

= ( F  . S(X,  C) ,  G) 



Donc 

P ( X ,  F )  = F - S(X, C) 

ou, d'une manière plus abrégée 

P = F . S .  

Par conséquent, l'hypothèse (Hl) est équivalente à l'hypothèse S(X,  1) = 0. 

2. Proposition 1. l = (B,  7) E L vérrifi ( E )  3 l est équilibrée par rapport 

à 4. 

2. l = (B, r )  E L est équilibrée par rapport à 4 C. k(l, 4) E Sym. 

En particulier, l E Le C. k(l) E Sym. 

DIVP(X, F(X)) + B(X) = O pour X E 13 
vérifie (E) + { 

P(X,  F(X))  - N(X) = r ( X )  pour X E al3 

= [JI E i j k ( d j ( ~ ) ~ k ( x ) ) d v ( ~ )  + J,B c i j i . ( 4 j ( x ) ~ i . ( ~ ' ) ) d ~ ( ~ ) ]  ei 

= [L - p k e ( x ,  F(x) )~v(x) ]  ei 

~ ~ j k F j ~ ( X )  . Fk,(X) . Srne(", c)dv(X)]eien raison du lemme prkcfdent. 



En i = 1, nous aurons : 

J, ( F ~ ~ ( X ) F ~ ~ ( X ) S , ~ ( X ,  C) - F3e(X)F2m(X)Sme(x, C))dV(X) 

= / [ ( F ~ ~ ( x ) F ~ ~ ( x ) ) s ~ < ( x ,  C) - ( ~ 2 m ( ~ ) ~ 3 t ( ~ ) ) ~ m d ~ ,  c)] 
U 

Cette expression est nulle en raison de la symétrie de S. Pour i = 1, l'expres- 

sion vaut donc zéro. De même, pour i = 2 et i = 3, on obtient des valeurs nulles. 
__f __f 

Donc JU $(X) x B(X)dV(X) + ho $(XI x r(X)dA(X) = O, ce qui prouve bien 

que l est équilibrée par rapport à $. 

2. Supposons d'abord que l est équilibrée par rapport à 4, c'est-à- dire : 

@) x B(X)dV(X) + LU f i  x ~ ( x ) ~ A ( x )  = O ,  

OU encore : 

~ ~ ~ l d ~ ( X ) B k ( X ) d v ( X )  + E ~ ~ ~ $ ~ ( X ) T ~ ( ~ X ) ~ A ( X ) ]  ei = O 

Comparons (b, ( l ,  $))ij et (k(l, $))ji : 
L U  

(k(e, 4))ij = (J Bi(x)4j(X)dV(X) + ri(X)dj(X)dA(X)) 
B L U  

$j(X)Bi(X)dV(X) + $j(X)ri(X)dA(X) 

= J ,  
$i(X)Bj(X)dV(X) + $;(X)rj(X)dA(X) d'après l'hypothèse 

L U  

Donc b(l, $) E Sym. 

Supposons ensuite que b(l, $) E Sym c'est-à-dire kij(l, $) - kji(l, $) = O 

(k(e, 4))ij - (b(e, 4))ji = O 



3. Equivariance de k : 

1. 'de E L, Vd E C,  VQi, Q2 E S0(3), k(Qi4 Q2d) = Qik(e, 4 ) ~ ; '  

En particulier : k(Qe) = Qk(C). 

2. Equivariance infinitésimale : Ve E L, V 4  E C et \JWi, W2 E Asym, 

k(wie,d) =wik(e,d)  et k(e,W2d) = -k(e,d)W2. 

En particulier, k(We) = Wk(e). 

r 

Donc 

De la même manière, on montre que : 

Vu que Q1 et Q2 ne dépendent pas de X, nous aurons : 

k ( ~ , e ,  ~ ~ 4 ) =  QI k(e, ~ ) Q T  

= Qik(e, 4 1 ~ 2 '  
2. L'équivariance infinitésimale se déduit de 1. En effet, il suffit de poser 

Q 1 (t ) = expt VV1 

Q 2 (t ) = expt W2 t E R, VVl , VV2 E Asym 



4. Théorème de décomposition polaire. Tou te  ma t r i ce  inversible fi1 de 

s 'écri t  de man iè re  unique  c o m m e  le produit OS d'une m a t r i c e  orthogonale O 

par u n e  matr ice  S symétrique,  définie positive. 

i Posons N = M ~ M .  N est symétrique, définie positive. Elle est donc diago- 

nalisable dans une base orthonormée et ses valeurs propres X i  sont strictement 

positives. 

Il existe une matrice S telle que N = S2. En effet, il suffit de choisir pour 

S  une matrice ayant mêmes directions propres que N et pour valeurs propres les 

racines carrées des valeurs propres de N. Si N = 

orthogonale, posons 
rdx- 0 O 1  

La matrice S est symétrique, définie positive. S  étant déterminée, il suffit de 

poser O = &lS-l. 

ooT = (MS-~)(MS- ')~ 

= MS-'(S-')~&!~ 

= &l(ssT)-' M~ 

= M ( S ~ ) - ' M ~  car S est symétrique 

= M ( M ~ M ) - ~ M ~  

= MM-'(MT)-'MT 

= 1 

O est donc orthogonale, par suite l'existence de la décomposition est a.ssurée 

Montrons que la décomposition est unique : 

Supposons que M = OS = 0's' avec 0 , O '  matrices orthogonales ct S, S' 

matrices symétriques définies positives. 

oT0 = o ' ~ o ' =  I 

T S = S, slT = S' . 

S, S' symétriques J 



5 2  = SOTOS = s ~ o I T o ~ S ~  = SI2 + S = SI cm S et SI définies positives. 

Par suite la décomposition est unique. 

Remarques. 1. Si M n'est pas inversible, la décomposition existe mais n'est 

pas unique. 

En effet soit (Mn) une suite de matrices inversibles convergeant vers une 

matrice M non inversible. 

Mn = OnSn et l'espace des matrices orthogonales est compact (141 p. 19). 

Il suffit donc d'extraire de (O,) une sous-suite convergeant vers une matrice 

orthogonale O et, posant, S = 0-'M, on aura M = O S  où S est symétrique 

positive (non nécessairement définie) ; O n'est déterminée que sur l'image de 

S qui est de dimension égale au rang de M. La décomposition n'est donc pas 

nécessairement unique. 

2. Toute matrice hl de M3 peut s'écrire M = QU où Q E SO(3) et U est 

symétrique. 

Cette décomposition est unique lorsque M est inversible. En effet, il suffit 

d'appliquer le théorème de décomposition polaire afin d'obtenir M = OS puis de 

poser Q = (det O) - O, U = - S. 

Tliéorème de Da Silva : Ve E L, Oe fl Le # 0; e n  d'autres termes ,  towte 

charge de L peut être équilibrée par rapport à l'identité sous l'action d 'un  élément 

d e  SO(3). 

i Montrons qu'il existe Q E SO(3) tel que Qe E Le c'est-à-dire tel que 

k(Q.0 E Sym. 

k(e) = hl E ml3. En vertu de la remarque précédente, nous pouvons écrire 

k(l) = QIA avec QI E SO(3) et A E Sym. 

k ( ~ I ~ e )  = &ITk(e) car k est équivariante 

IT I = Q  & A  

= A E Sym 

Par suite : QIT.! E Le.  Il suffit donc de poser Q = QIT pour avoir k(Qe) E Syrn. 

rn 
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III. Axes d'équilibre 

Soit l'application l R3 4 ASym 
( v I+ û tel que û(w) = w x v 

O r -q 
Si v = ( p ,  q, r), Û sera de la forme û = 

L'application linéaire définie ci-dessus est un isomorphisme d'espaces vecto- 

riels. Asym est identifié avec so(3) algèbre de Lie de SO(3). Le crochet de Lie 
A 

satisfait [Û, 61 = (v x W) . 

Nous désignerons par . le produit scalaire dans R3. expû est la rotation d'angle 

llvll autour du vecteur v dans le sens positif. 

v est un axe d'équilibre pour C si exp(6'û)C E Le pour tout réel B c'est-à-dire 

lorsque toute rotation de ! autour de v ne détruit 

l'identité. 

Exeillple : 

pas l'équilibre par rapport à 

Projection sur XI O X2 

1 (La rotation de l d'un angle 6' autour de v ne détruit pas l'équilibre.) 



2. Proposition. S o i t  C E Le et  A = k(C) E Sym. Les condi t ions  su i van t e s  

son t  équivalentes : 

1. C possède un axe  d'équilibre. 

2. II existe v E R3, llvll = 1 t e l  que ÛC E Le.  

3. W H AN' + VVA n'est pas un i s o m o r p h i s m e  de Asym dans  l u i - m ê m e .  

4. t rA est  u n e  va leur  propre d e  A. 

w i) 1 + 2) : au voisinage de 8 = 0. 

L'équivariance infinitésimale donne : 

v est un =e d'équilibre donc k(exp(8Û)C) E Sym pour tout réel 8. 

k(exp(eû>e> - k(e> 
lim 

0 
= ûk(C) = k(CC) 

6-0 

Le premier membre appartient à Sym donc k(ûC) E Sym. Par suite .Ut E Le.  

ii) 2) + 1) 3v E R3, llvll = 1 tel que ÛC E Le 

û k ( e )  = k(ûe) E Sym VU que û l  E Le. A-t-on û2k(C) E Sym ? 

Donc û2k(C) E Sym. 



Faisons une récurrence sur n. Supposons que "ûPk(C) E Sym" soit vérifié 

jusqu'à l'ordre n. Montrons que Sn+' k(l) E Sym. 

donc Sn+l k(e) E Sym. 

Tous les termes du second membre de l'expression suivante sont donc symé- 

triques : k(exp(8S)l) = [1 + 86 + + . .Il;([). Par suite, k(exp(8S)e) E Sym 

et C a donc un axe d'équilibre v. 

iii) 2) + 3) Se E C, donc k ( 2 )  E Sym. Or k(ûC) = $k(t) = SA. 

SA = ( 6 ~ ) ~  

T - T  = A  v 

= -AB car û E Asym 

Donc AS + BA = 0. 

Asym -+ Asym 

W H AW + WA n'est, par conséquent, pas un isomorpliisme 

iv) 3) + 2) 

Asym -+ Asym 

W H AVV + VVA n'est pas un isomorphisme 

Il existe donc w E R3, w # O tel que AG + GA = O. Il existe donc aussi 



v E R3, llvll = 1 (il suffit de prendre v = fi) tel que AÛ + ÛA = O. 

k(ût) = û k(t) 

= ÛA 

= -Ac 

= AT.uT 

= (Û . A ) ~  

= ( k ( ~ t ) ) ~  

Donc k(Ût) E Sym. D'où Û t  E Le .  

v) 3 ) ~  4) Désignons par [u, v, w] le produit mixte : 

[Bu, Bv, Bw] = (det B)[u, v, w] 

A trA [eAu, eAv, eAw] = det e [u, v, w] = e [u, v,  w] 

Pour A petit, eA I + A,  etrA - 1 + trA. Il en résulte : 

soit 

[Au,v,w] + [u,Av,w] + [u,v,Aw] = trA[u,v,w] . 

Introduisons à présent l'élément L de M 3 ,  défini par L = ( t r A ) I  - A. 

trA[u,v,w] = [Au,v,w] + [u,Av,w] + [u,v,Aw] 

c'est-à-dire : 

trA(u x v) . w = (Au x v) w + (u x Av) . w + (U x v) - AW 

= (Au x v) . w + (u x Av) . w + A ~ ( U  x v) w 

soit 

trA(u x v ) = A u  x v + u  X A V + A ~ ( U  x v )  

en d'autres termes : 

~ u x v + ~ ~ ( u ~ v ) = ( t r A ) u x v - u x A v  

= u x (trA)v - u x Av 

= u x ( ( t r ~ ) v  - AV) 

= u x L v  



Nous avons donc : B ( A u )  + A ~ Û ( U )  = ( L v j ( u )  soit 

( L ~  j = CA + A ~ B  

= B A + A B  car A E Syrn 

Par suite : 

Donc A B  + BA = O si et seulement si v est un vecteur propre de A associé à la 

valeur propre t r A .  

3. Corollaire Soit l E Ce et A = k ( l )  E Sym. Soient ,  a, b,c les valeurs 

propres de A. Alors : l n'a pas d'axe d'équilibre e ( a  + b)(b  + c ) ( c  + a )  # O. 

l a un axe d'équilibre ¢j t r A  est une valeur propre de A 

4. Proposition. 1 ker k es t  constitué des charges de Ce pour 1esq.i~elles tout  

axe es t  u n  axe d'équilibre. 

2. k : L -+ ml3 est surjective. 

ker E = {l E L, k ( l )  = O} 

= {l E Ce, k ( l )  = O} car l E Ce H k ( e )  E Sym 

v est le vecteur unitaire d'un ase d'équilibre de l E Le si et seulement si Bk' E Le.  

Il suffit donc de montrer que ker E = {l E Ce, W l  E Ce pour tout W E Asym). 

Supposons d'abord que l E ker E : VW E Asym, k ( W l )  = W k ( l )  = O ; donc 

PVl E Le.  Supposons ensuite que l E Le soit tel que W l  E Le pour tout 

W E Asym : 

W.( E Le ~j k ( W f )  E Syrn o \Nk(l)  = ( w k ( l ) l T  w W k ( l )  

= - k ( l ) W  w TVA + APV = O 



Cette condition est équivalente, si l'on pose W = B, à : 
,. 

AB +ÛA = O Vv E R3 i.e. ( L v )  = O Vv E R3 i.e. L = O 

En d'autres termes, ( t rA)I  = A soit 3trA = trA. D'où A = 0, c'est-à-dire 

k(l) = O. Donc l E ker k. 

2) Montrons que k : L -, M3 est surjective, c'est-à-dire que Imk = M 3 .  

Munissons L du produit scalaire non dégénéré suivant : 

((e,ë)) = J B(X) B(x)~v(x)  + T(x). ?(X)dA(X) 
t3 

Soit Q E SO(3) : 

( ( ~ l '  QQ) = J ,  QB(.Y) QB(X)~V(X)  + QG) QT(X)~A(X)  

Ce produit scalaire est donc invariant par SO(3). Munissons M3 du produit scalaire 

noté < > défini par : 

VA, B E M3 , < A, B >= t r ( ~ ~ ~ )  

1V13 est un espace euclidien pour ce produit scalaire. Munis des deux produits 

scalaires définis ci-dessus, L et fil3 s'identifient à leurs duals respectifs. 

Par conséquent, nous associons à l'opérateur linéaire continu k : L -t hl3 son 

adjoint kt : ml3 + L défini par : V l  E L , V D  E fil3 : ((l,  kt(D))) =< k(l), D » 



3 

C i i  = ( J ,  B ~ ( x ) L ~ v ( x )  + JaB T ~ ( x ) x ~ ~ A ( x ) )  D~~ 
h=l 



où Do est constant. 

Posons fi : X u (DX, DX), R( D) E R3 (pas nécessairement nul). Soit ,. 
DX = (DX - Do, D X  - Do) où Do est constant. Do est constant, nous le 

choisissons tel que Do = J% . Par suite : 
t3 J d v ( x ) + J e t 3  d A ( X )  

,. 
donc D E L. 

A ,. 

Nous avons donc < Ir(!), D »= ((e, D)) avec D E L. Or par définition, ,. 
< k(t), D »= ((e, kt(D))) et (( ,)) est non dégénéré sur L, donc kt(D) = D. Si 

A A 

h = O alors Do = -D(o) = O et D = O c'est-à-dire D = O. Donc ker k t  = {O} et 

on en déduit que kt est injective. 

ve E: L , « k(e), D »= O ++ ve E L , ((e, k " ~ ) ) )  = O 

w ve E L , ((e, k t ( ~ ) ) )  = ((e, kt(o))) 

+ k t ( ~ )  = kt(0) 

* D = O  

Nous avons donc V l  E L, < k(l),D » = O  * D = 0. 

Iink n'est orthogonal qu'à {O) dans M3 donc Imk = Mg. Par suite li : L !: hl3 

est surjective. 

k (4 )  = k(&) w k(tl - e,) = O H el - e, E ker k . 

el - e2 = O e al - e, E (ker k) n (ker 1)l 

Donc k l (ke r  k ) . ~  -+ M3 est injective. 

Par suite kl(ke, 1 ) ~  : (ker k ) l  + Ad3 est un isomorphisme. 

Posons j = (kl(ke, k)r)-'. 



j : M3 -' (ker k ) I  est aussi un isomorphisme. 

j(M3) = (ker k)' 

M3 = Asym $ Sym 

Donc j(Asym $ Sym) = (ker k)' * j(Asym) $ j(Sym) = (ker k)'. 

Posons j(Asym) = Asymc et j(Sym) = Symr. 

Nous aurons donc :Asymr $ SymL = (ker k)', soit : Asymc $ Syme $ ker k = 

(ker k)' $ ker L. 

Montrons que (ker k)' $ ker k = C. 

(ker k)' @ ker E c C (facile) 

Soit t E L : si t E (ker k)', l peut s'écrire l = l + O. 

Si e 4 (ker A)', 3!t1 E (ker k ) l  tel que k ( l )  = k(tl), soit 3!t1 E (ker k)' tel 

que l - t1 E ker k ou encore 3!t1 E (ker k)' tel que l = C' + Co avec to E ker k. 

Nous avons donc & c (ker k)' $ ker k. Par suite : 

L = (ker k)' $ ker k 

= Asymr $ Symc $ ker k 

Remarque : Soit t E Symr $ ker k ; t s'écrit de manière unique C = ts + to avec 

ts E Symr et lo E ker k 

Donc k(t) E Sym et par suite t E Ce. Réciproquement : soit t E Ce : 

e E Cc + k( t )  E Sym J j(k(C)) E Sym + l E Symc 

+ l E Synic $ kerk . 

donc Le = Symc $ ker k. Par conséquent : 





CHAPITRE III 

Refornlulations du problème 

Le problème de traction pure sera reformulé de plusieurs manières. Certaines 

simplifieront la recherche des solutions, d'autres permettront la description de ces 

solutions. 

1. Expression des équations d'équilibre (E) à l'aide d'une application 

: C + L. Relation entre l'application k : L -+ hl3 et @ : C 4 L. 

C étant l'ensemble de toutes les déformations q5, définissons une application 

de la manière suivante : 

c'est-à-dire : 

Soit (E) les équations d'équilibre déjà citées : 

DIVP(X, F(X)) + B(X) = O pour X E B 

P ( S ,  F ( X ) )  N(X) = r (X)  pour X E aL3 

-DIVP(X, F(X)) = B(X) pour X E B 

P ( X ,  F(X))  . N(X) = r ( X )  pour X E aB 

Donc, exprimées à l'aide de la fonction <P, les équations d'équilibre (E) deviennent 

(a($) = e. 



d'où k(@($)) = SB PdV. 

Dans le cas plus général où , nous aurons 

Donc 

II. Dérivée de l'applicatioil @ : 

Nous nous proposons à présent de calculer la dérivée de @. Pour cela, nous 

introduisons les tenseurs d'élasticité ainsi que certaines de leurs propriétés. 



1. Tenseurs d'élasticité : 

Définit ions 

d P  
A(X, F )  = -(X, F )  est appelé tenseur d'élasticité 

d F  

d2 W 
= 2- 

dCdC (X, C) est appelé second tenseur d'élasticité 

c(X) = 2 C ( X ,  1) est appelé tenseur classique d'élasticité 

Remarques  : A(X, F )  = %(X, F) E L(L(TxB, R3) ,  L(TxB, R3)).  

Soit G et H E L(T,yB, R3)  = L(R3, R3)  E M3. 

Posons : A(X, F)(G, H )  =« A(S ,  F)G, H > 

Nous pouvons donc considérer A(X, F )  comme une forme bilinéaire sur 
a2w L(TX B, R3).  Dans le cas hyperélastique, vu que P = s, nous aurons A = 

qui sera donc une forme symétrique en G et H .  

Relations en t r e  les divers tenseurs d'élasticité. 

2) A(X, 1) (G, H )  = f c(X)(G + GT, H + H ~ )  

1 
P(X,  F )  . G = SS(X, C ) [ F ~ G  + G ~ F ]  (déjà démontré) 



P ( X ,  F + H )  - P ( X ,  F I ] .  G = -Y(x, (FT + H T ) ( F  + H ) ) [ ( F T  + H T ) .  G  ac 
aw + G T ( F  + H ) ]  - - (X,  F ~ F ) [ F ~ G  + G T F ]  ac 

[g ( x , F ) H ]  G + O ( H T H )  

dVV 
= - (X ,  ( F T  + H T ) ( F  + H ) )  [(FT + H T )  G  + G ~ ( F  + H ) ]  ac 

aw 
- -(x, F T F )  [FTG + GTF] ac 

aw 
= [=(x, FTF + FTH + H T F  + H T H  j 

aw 
- -(x, dC F T F ) ]  [(FT + H T ) G  + G T ( F  + H ) ]  

+ d - ( ~ ,  F T F )  [HTG + G T H ]  ac 
Ce qui donne : 

a2w 
A ( X ,  F )  ( G ,  H )  = - acac (x,  C ) ( F ~ H  + H ~ F ,  F ~ G  + G ~ F )  

Par suite 

Or S ( X ,  1) = O.  Donc 

1 
A ( X ,  I ) ( G ,  H )  = ?C(X', I ) ( H  + H T ,  G  + G T )  

Et ,  en termes de tenseur classique d'élasticité : 

1 
A ( X ,  I ) ( G ,  H )  = - c ( X ) ( H  + H T ,  G  + G T )  

4 
1 

= - c ( X ) ( G  + GT,  H + H T )  car A  est symétrique en G et H  
4 



Conséquences : Si nous considérons les formes quadratiques associées à A(X, 1) et 

c(X), nous aurons : 

que nous écrirons (en faisant un abus de notation) : 

Soit 4A(X, 1 )  G = c(X)(G + GT). Si G est symétrique, 

4A(X, 1 )  . G = c(X)(2G) 

= 4c(X) G 

soit A(X, 1 )  . G = c(X).  G. 

2. Proposition : D@(Ia) : Tr,C -, C n'est pas un i somorph i sme .  

@($ + u) - @($) = D@($)u + termes de degré 2 2 

dP 
P ( X ,  F ( X )  + Vu(X)) - P(x ,  F ( X ) )  = -(X, F ( X ) )  . Vu(X)  + termes de degré supérieur aF 

= A(X, F (X) )  Vu(X) + termes de degré supérieur 

La dérivée de en $ sera donc donnée par : 

Da($)  . u = (-DIV(A . Vu), (A .  V 4 . N )  

Par suite : 



Donc : 
4A(X, 1 )  VU = c(X)(Vu + vuT)  

1 
= 4c(X) . e avec e = -(Vu + v u T )  

2 

Ceci donne : 

D@(Is) u = (-DIV(c e),  (ce)N) . 
Montrons quevu E TI,C, D@(Is)u.EL,. 

Posons (-DIV(c . e), (ce)N) = (B, T) = t. Il suffit donc de vérifier que 

k(t) E Sym. 

(k(e))im = Bi(X)XmdV(X) + Ja si(X)XmdA(X) . 
. . 

Or d'après [4bis] (p. 209), Cmihk = Cimhk.  Donc : 

d ~ h  
(k(e))mi = /B c i r n h k = d ~ ( ~ )  = (k(!))im 

Par suite : D@(Ig)-u E Le , Vu E TIsC. Ceci prouve la non-surjectivité de D@(IB) 



Remarque.  

Donc Asym C KerD@(Ia). Donc D@(IB) n'est pas injective. Par suite D@(IE)  

n'est pas un isomorphisme. 

Si D@(16) était un isomorphisme, l'équation a($) = k' aurait une solution 

unique pour 4 voisin de IB et -t petit (en vertu du théorème de la fonction inverse). 

Faisons alors l'hypothèse suivante : (H2) : Il y a ellipticité forte c'est-à-dire : 

pour tout J E (TxB)* et v E R3, avec v 8 J E L(T,.B7R3) défini par : 

( v  8 <)(VI = ( (VI.  v. 

Posons Csym = {u E T1,CIVu E Sym}. Soit E E (TsG)* et v E R~ tel que 

e(X) = ((X)v = (v 8 J)(X) et llvll = 1. 

Ainsi, nous aurons \le\\ = 11(11. 

(H2) + 35 > O tel que A(X, I)(e,  e) 2 e(l e(I2 

Or A(X, I)(e,  e) = c(X)e car e est symétrique. Donc 35 > O tel que ce 2 ~lle11~ 

Soit IL E CSYIn : 

-DIV(ce) = O et 
D@(IG) . u = (O, O) H + c . e = O  

c - e . N  = O  

O = ce 2 &(le1I2 donc e = 0. 

e = O H Vu = --vuT or Vu E Sym donc Vu = O, soit u = consta.nte = 

~ ( 0 )  = O (car 4(O) = O par hypothèse). C'est-à-dire I~erD<P(Io)~rsym = {O}. P a  

suite D<P(IG)lcsym est injective. De plus ((41 p. 320). W3-2J' = Im(DIH~nWs,p) @ 
0 

I<;erV où V est défini par : 

D(u) = DIV(A Vu) 

= DIV(c.  e) 

Ha = {,u E H2, (A . Vu)N = O : sur une portion de aB} 



Dans Csym, KerD = {O}. Donc W8-2jP = Im(VIHtnws,p) c Im(Dlw..p). Par 

suite : 

et VB E W8-'J', 3u E W8J' tel que DIV(c. e) = B. 

D@(IB)lcsy, est donc surjective. D<P(IB)ICsym : Csym + Le est un isomor- 

phisme. Par suite, en vertu du théorème de l'application inverse, @ = Olcsym est 

uii difféomorphisme d'une boule ouverte centrée en IB dans Csym sur une sous- 

variété de L contenant 

~ ( I B )  = (-DIVP(X, 1), P(X, 1)N) 

= (0, O) en raison de l'hypothèse (H l )  
5 I' Y"r. 

s 

Posons N = 6 ( ~ )  c L. Vu que D ~ ( I B )  : Csym -+ Le est un isomorphisme, 

T6,,s,~V = Le.  

\Je E N, 3u E U, tel que 6(u)  = l. 

N c L et L = Asymc $ Le. Soient 6,(u) et 6.(u) les projections respectives de 

~ ( z L )  sur A S ~ I I I ~  et Le 

6, = Pa O Q. avec Pa projection sur AsymL. 6, : Csym + A s y q  

- - - 
QC = P, O 4 avec Pe projection sur Le. <Pe : Csym + Le. 

6(u)  = 6, (u) + 6( (u) est une écriture unique de 6(u)  comme somme d'éléments 

de Asymc et Le. 

Posons : F = 6, O 6;'. 



n/ est donc aussi le graphe de l'application F définie ci-dessus. Nous pouvons 

donc énoncer la proposition suivante : 

3. Proposition : II  existe  u n e  boule centrée e n  Ir; dans  Csym dont  l ' image 

N par 6 est  u n e  sous-var ié té  de C tangente  e n  O à Le. N es t  aussi  le graphe d 'une  

applicat ion unique  F : Ce + Asymc telle que F(0) = O e t  DF(0) = 0. 

Reinarques : 1. Soit 4 E C une solution de (E). 3Q E SO(3) telle que 

4 = &$ E Csy,. En effet : posons 4 = Q$ = Io + u avec u E TbC et Vu E Sym. 

VU E sym H Q V ~  - I = (QV$ - I ) ~  

T T  * QV4 = (V4) Q 
Posons M = V$. Peut-on trouver Q tel que QM = &f T ~ T  ? 

En vertu du théorème de décomposition polaire nous pouvons écrire Ad = RU 

avec U sy~ilétrique et R E SO(3). 

Donc si M = RU, il suffit de choisir Q = RT pour que Q M  = hfTQT. q5 est 

solution de (E) donc @($) = el e E L. 

Par suite @(QI = @(Q$) = Q@($) = Qe ; l'orbite de t? rencontre donc le 

graphe de F en a($). 



Réciproquement, si l'orbite de t rencontre 1\1 en O(?) = Qt, alors 4 = Q-' 4 
satisfait (E). 

2. Il existe un voisinage U de IB dans Csym tel que : 

Si Oc rencontre Af en k points Qi t  = O(&), i = 1, ., k, alors les mi sont 

distincts car est biunivoque sur un voisinage UI, de IB dans Csym. 

Si ce voisinage est contenu dans U (cela est possible : il suffit de prendre 
-1 - UId, n U) alors les points Q; di = 4; sont eux aussi distincts d'après ce qui 

nrécède. 

Le problème (Pl )  sera donc équivalent au problème (P2) suivant : 

(P2) : Pour une charge to E Le voisine de O étudier la manière dont Op 

rencontre le graphe de F pour des charges 4 voisines de 4'0. 

Il a déjà été établi que : L = AsymL $ Symc $ ker k. La suppression de j et 

l'identification de Symc avec Sym et AsymC avec Asym nous permettent d'écrire 

4' E L de la manière suivante : 

4' = (A, n)  avec A E M3(= Sym $ Asym N Symr $ AsymL) et n E lier k . 

L'action de SO(3) sur L est donnée par : Q4' = (QA, Qn). Cherchons à reformuler 

(P3) en utilisant les notations introduites 

JV C L est le graphe de F .  (A', n') E n/ H asymA1 = F(symA1, nl)  

(A', 12') E Oe H 3Q E SO(3) tel que (A', nt)  = (QA, Qn). 

Donc (A', n t )  E Oe n n/ 3Q E SO(3) tel que asym(QA) = F(symQA, Qn), 

(P2) peut donc être énoncé de la manière suivante : 

(P3) : Pour 4'0 = (Ao,  no) E Le, lo voisin de zéro et l = (A, n) voisin de 4'0, 

trouver Q E SO(3) tel que asym(QA) - F(symQA, Qn) = 0. 

Définissons ensuite l'application F par 

: R x Le -t Asym 
1 

(A, t )  - X2F(Ae) 



1 
Èi(X, symQA, Qn) = -F(XsymQA, XQn) 

X2 
1 

= - F(symQA, Qn) 
X 

Le problème (P3) peut s'énoncer alors de la manière suivante : 

(P4) : Pour lo = (Ao,no) E Le,  .t voisin de lo et X petit, trouver Q E SO(3) 

tel que : asym(QA) - XF(X, symQA, Qn) = 0. 





CHAPITRE IV 

Elements de Oe n Le 

L'étude de OenCe dépendant des valeurs propres de k(l), nous sommes amenés 

à classifier les charges équilibrées par rapport à l'identité dans la première partie 

de ce chapitre. 

Nous passerons ensuite à la détermination de Oe n Le suivant les cas. 

1. Classificatioil des charges l de Le. 

1. Charges de type O : e E Le est dite "charge de type O" si l n'a pas d'axe 

d'équilibre et si les valeurs propres de k(l) sont distinctes. 

2. Charges de type 1 : l E Le est dite "charge de type 1'' si l n'a pas d'axe 

d'équilibre et si deux seulement des valeurs propres de k(l) sont égales et non 

nulles. 

3. Charges de type 2 : l E Ce est dite "charge de type 2" si l n'a pas d'axe 

d'équilibre et si les 3 valeurs propres de k(l) sont égales, (et, par conséquent non 

nulles). 

4. Charges de type 3 : l E Ce est dite "charge de type 3" si dim ker k(e) = 2 

(c'est-à-dire si deux valeurs propres seulement sont nulles. Dans ce cas, il y a 

présence d'un axe d'équilibre). 

5. Charges de type 4 : l E Ce est dite "charge de type 4" si k(l) = O. (Dans 

ce cas aussi, il y a nécessairement présence d'un axe d'équilibre). 

6. Remarque : 

- Si une charge de ,Ce n'a pas d'axe d'équilibre, elle est nécessairement de type 

O,  1 ou 2. 

- Par contre, une charge de Ce ayant un axe d'équilibre n'est pas nécessai- 

rement de type 3 ou 4. Exemple : l tel que k(e) = 

La classification ci-dessus ne décrit pas Le tout entier. 



Nous introduisons alors de nouveaux type de charges afin de décrire Le. Si 

t possède un axe d'équilibre, les valeurs propres a ,  b, c  de k ( t )  sont telles que 

( a  + b)(b + c) (c  + a )  = O. Ceci est équivalent à a = -b ou b = -c ou c  = -a.  

Nous entendons alors par charge de type 0' une charge t' de Le telle que 

L ( l t )  ait ses valeurs propres distinctes avec seulement deux d'entre elles opposées, 

c'est-à-dire : 

avec a', b' , c' non nulles. 

Nous remarquons que 

Par suite toute charge t' de type O' appartient à l'orbite Oe d'une charge t de 

type 1. 

Donc étudier Op# nLe  lorsque t' est de type O' revient à étudier OenL,  lorsque 

r2 est de type 1. 

Nous dirons que t" est de type 1' si L ( l l ' )  = 

-1 O O 
Dans ce cas aussi, k(lI1) = [ : -O1 :] [: i % l e  
Donc toute charge de type 1' appartient à l'orbite d'une charge de type 2. 

Les sept types de chmges définis décrivent Le tout entier ; cependant, le but 

de la classification étant la détermination de Oe n Le, cet te dernière peut se faire 

sans que les charges de types O' et 1' soient considérées. 



7. Exemples : Essayons d'illustrer chaque type de charge par un exenlple 

simple. 

Supposons que B ne soit soumis qu'à des force de surface, c'est-à-dire 

f a e l  pour X E B n {xl = f a l  } 

B(X) = 0 VX c i? et ~ ( x )  = &Be2 pour X E l? n { X 2  = f a 2 }  

i y e 3  pour X E l?n { X 3  = f a 3 }  

or,  j3, y > O. (Les signes + se correspondent et les signes - aussi) 



l = (B, T) est équilibrée par rapport à l'identité. En effet : 

= /a, 
2 x r(X)dA(X) car B = O 

4 

Sur {XI = a l )  ri 8 ,  T(X) = a e l  et X = alel + X2e2 + X3e3 
+ 

Sur {X2 = a2)  n 8, T(X) = ,Be2 et X = Xiel + a2e2 + X3e3 
4 

Sur {X3 = a3) n 8, T(X) = ye3 et X = Xiel + X2e2 + a3e3 
4 

Sur {XI = -al) n 8, T(X) = -sel et x = -alel + x 2 e 2  + x 3 e 3  
- 4 

Sur (X2 = -a2) n B,  T(X) = -Pe2 et X = Xlel - a2e2 + X3e3 
+ 

Sur {X1 = -a3) n a, T(X) = -ye3 et X = Xlel + X2e2 - a3e3 

oiX2e2 x el + aX3e3 x e l  = -oiX2e3 + aX3e2 sur {XI = a l )  n 

-aX2e2 x el - otX3e3 x el  = aX2e3 - aXse2 sur {XI = -al) n a 
+ PXlel x e2 + PX3e3 x e2 = PXle3 - PX3el sur {X2 = a2) na  

Xx.(X) = 
-/?Xie1 x e2 - PX3e3 x e l  = -@Xie3 + PX3ei sur {X2 = -az) n 6 

yXlel x es + yX2e2 x es = -yXle2 + yX2el sur {X3 = a3) n Ij 

-yXlel x es - yX2e2 x e3 = yXle2 - yX2el sur {,Y3 = -a3) n .6 



e est donc équilibrée par rapport à l'identité. 

A présent, essayons d'évaluer k ( l )  : 

Vu que B = O, k ( l )  = ha r ( X )  O . I ~ A ( x )  

r ( X )  C3 i = ( f a e l )  O ( k a l e i  + X2e2 + X3e3 )  sur { X i  = f a l }  n Li 

~ ( - x )  O 2 = ( k p e 2 )  8 ( X l e l  k a2e2 + X3e3 )  sur { X 2  = f a 2 }  n iB 

Si au plus une des valeurs propres a, ,fl ou y est nulle, ( a  + P) (a  + y )(P + y) # O. 

Ceci confirme bien que f? = (B, T )  n'a pas dl=e d'équilibre. 

- Si a,  P, y sont distinctes, l? est de type O. 



- Type 1 : Pour que C soit de type 1, il suffit de prendre, par exemple, a = P 
et y = O, a # 0. 

Dans l'exemple cité par Chillingworth, Marsden et Wan dans [2] p. 316, la 

charge, qui appartient à Le, a un axe d'équilibre. Elle n'est donc pas, contrairement 

à ce qui est affirmé, de type 1. 

Dans ce cas k(C) = 8ala2a3 . C est donc de type 0'. C'est la 

rotation de C de 180" autour d'un axe horizontal (par exemple OX1) qui donne 

une charge de type 1. 

En effet : 

a 0 0  
*(?) = 8a: a2 ai  [ U - -  U] , C est une charge équilibrée a r c  axe d'éqiiliire, 



Projection sur X1 OX 

La rotation de C d'un angle O autour de OX3 ne détruit pas l'équilibre. OX3 

est donc un axe d'équilibre. 

La rotation de t de 180" autour de 0x1 donne : 

k(e) = Sala2a3 O a O , l est une charge de type 1. [r. 01 U] 



OX3 n'est plus un axe d'équilibre. 

Type 2 : Pour que la charge citée dans le cas général soit de type 2, il suffit 

de prendre a! = ,G' = -y # O. Dans ce cas 

De même que pour le type 1, l'exemple cité par Chillingworth, Ma,rsden et 

Wan ([2] p. 316) présente une charge de Le avec axes d'équilibre. Dans ce cas aussi, 

c'est la rotation de l de 180" autour d'un axe vertical (par exemple 0 x 3 )  qui en 

fait une charge de type 2. 



O 
k(!) = 8a1a2a3 [; a ] 

O O -a 

l est une charge équilibrée avec axe d'équilibre ; l est de type 1'. 

Projection sur xi O X3 Projection sur X2 O x3 

OX2 est un axe d'équilibre OXi est un axe d'équilibre 



La rotation de < de 180' autour de OX3 donne : 

-0 O O 
k(L) = 8alo2a3 [ : - -  O] ; < est une charge de type 2. 

Type 3 : pour que l soit de type 3, il suffit de prendre 2 et seulement 2 parmi 

les a , B ,  y nuls. Par exemple cu = 0 = O et y # 0. 

Toute rotation autour de l'axe 0x3 ne détruit pas l'équilibre. 

k ( e )  = 8ala2a3 

O X 3  est donc un axe d'équilibre. 
-, -- 

f? est une charge de type 3 
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Type 4 : Pour que l soit de type 4, il suffit de prendre a = ,8 = y = O 

OX3 est un axe d'équilibre 

(Ce n'est pas le seul, dans ce cas tout axe est un axe d'équilibre) 

II. Elenlents de Oe n Le 

1. Leillille : 1) Si A E Sym est tel que dim ker A < 1, alors 

Q E S0(3) ,  QA = A + Q = 1. On dit que A n'a pas d'isotropie. 

2) Si A E Sym est tel que dimkerA = 2, alors : QA = A + Q est une 

rotation d'angle 9 autour d'une droite fixe O < 8 < 27r. On dit que A admet le 

cercle S1 pour isotropie. 

3) La matrice nulle dans Sym adinet SO(3) pour isotropie. 

Reinarques : Le 1) du lemme peut donc être appliqué à toutes les charges C 

de type O, 1 ou 2 telles que k ( l )  = A. 

Le 2) du lemme peut être appliqué aux charges l de type 3 telles que k ( ! )  = A 



Le 3) du lemme peut être appliqué aux charges l de type 4 telles que k(l) = A. 

Preuve du lemme : 

1) Soit Q E SO(3) 

Tout Q # I agit sur R3 par une rotation d'angle 8 autour d'un axe unique 

(droite passant par l'origine). 

QA = A H Vv E R3, QAv = Av, c'est-à-dire QIImA = IImA (Q est l'identité 

sur ImA). 

En d'autres termes, l'image de A est contenue'dans l'ensemble invariant par 

Q. 

Or pour toute rotation (distincte de l'identité) l'ensemble des vecteurs inva- 

riants est une droite vectorielle (l'axe de rotation). Donc dim IrnA = O ou 1. 

Ainsi, nous aurions dirn kerA = 3 ou 2, ce qui serait contradictoire avec 

l'hypothèse dim ker A < 1. 

Donc QA = A + Q = I .  

2) dim ker A = 2 =+ dim ImA = 1. 

QA = A + Q est l'identité sur ImA + Q est une rotation autour de la droite 

ImA. 

Inversement, si Q est une rotation autour de la droite ImA, il est clair que 

QA = A. 

2. Proposition l E Le étant une charge de type O, Oe n Le est constitué de 

4 charges et ces dernières sont toutes de type O. 





En d'autres termes : 

Les valeurs propres a2, b2, c2 de A2 (i.e. de S2) sont donc distinctes. Par 

suite, le sous-espace propre de A2 correspondant à une valeur propre donnée est 

de dimension 1. 

Soit X une valeur propre de S et v un vecteur propre 

Sv = Xv + S2v = S(Sv) = S(Xv) = X2v + v est un vecteur propre de S2 

associé à la valeur propre X2. 

Donc X2 = a2 ou X2 = b2 OU X2 = c2. 

Soit X = f a o u X = f b o u X = f c .  

Par ailleurs, det A = det S donc les matrices suivantes 

[; O : O -c O ] , [, O O c  O b  O] , [T : O] , [u :b $1 
O o c  

ne conviennent pas et seules SI, S2, S3, S4 conviennent. 

Connaissant les éléments de OA n Syrn lorsque e est de type O,  cherchons les 

éléments de Oe n Le. 

k(Qe) = Qb(e) donc b(Oe) = Ok(e) 

OA n Syrn = Oqe) n Syrn = k(Oe) n Syrn contient 4 points : 

b - ' ( ~ ~ ( ~ )  n Sym) = k-'(k(0e) n Sym) 

k-l(Or(e) n Sym) = Oc n k-' (Sym) 

L-'(Oqe) n Sym) = Oc n Le 

Montrons que b est injective dans Oe. 

Soit t1, t 2  E Oe. 



A = k(C) a 3 valeurs propres distinctes donc dimkerA = 0. 

En vertu du lemme précédent, Q2Q1 = I i.e. QI = Q2 i.e. el = C2. k est donc 

injective. 

Ce résultat est aussi valable pour C de type 1 ou 2 car dans ce cas là aussi, 

dim ker A 5 1. 

Ok([) n Sym est constitué de 4 points et k injective. 

Donc k-1 (Oqe) n Sym) = Oe n Le est aussi constitué de 4 points Cl ,  e2, e3, 4'4 
tels que : 

k(4)  = si, k(e2) = s 2 ,  k(C3) = S3etk(C4) = S4 

Les 4 charges el, e2, C3, e4 n'ont pas d'axe d'équilibre et ont des valeurs propres 

distinctes. Elles sont toutes les quatre de type O. 

3. Proposition. C E Le étant une charge de type 1, Op n Le est constitué de 

deux points et d'un ensemble de points isomorphes à RP1 

Pour les mêmes raisons que celles citées pour la proposition précédente, nous 

nous intéresserons d'abord aux éléments de OA n Sym. 

.t est de type 1 donc A = k(e) = [' O r ] dans une base (vl , v2, V, 1 de 
O O C  

vecteurs propres. Cherchons Q E SO(3) telle que QA = AQT. 

Q = I est une solution triviale. 

Soit v un vecteur quelconque de R3 et Q une rotation autour de v (distincte 

de I) .  
Q A = A Q ~ * Q A Q = A + Q A Q V = A V  

H QAv = A u  car Qv = v  

=+ Av = ctev 

¢3 v vecteur propre de A 

Donc 

{Q E SO(3) - IlQA E Sym} C {Q, E SO(3) - I /Qw = 

rotation autour d'un vecteur propre w de A} 

Vtu E E(a)  U E(c) (sous-espaces propres a.ssociés à a ou c) 
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Donc QwA = AQ, sur E(a)  U E(c). 

Par ailleurs Q,A = A&:. 

Donc 

car A n'a pas d'isotropie. 

Donc Q est une rotation de n autour de W. 

Donc 

{ Q  E SO(3)IQA E Sym) C {Q E SO(3)IQ = rotation de O ou .rr autour d'un 

vecteur propre w de A).  

Montrons à présent que si Q est une rotation de O ou de 7r autour d'un vecteur 

propre de A ,  dors QA E Sym. 

* Si Q = rotation de O autour de n'importe quel vecteur, c'est-à-dire Q = 1, 

alors &A = A& (trivial). 

** Si Q = rotation de .rr autour de v l  : 
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Soit v E R3, 3X1, X 2 ,  X3 E R, v = A 1  VI + X 2 ~ 2  + X 3 ~ 3  

QAv = QA(X1 VI + A202  + X3v3) 

= Q(aXlv1 + aX2v2 + cX3~3) 

= Q(aX1vl) + Q(aX2v2) + Q(cX3~3) 

= aX1 Qvl + aX2 Qv2 + cX3 Qv3 

Remarque : Si Q est une rotation de n autour de v2 ou de VJ,  un calcul 

analogue sera fait pour montrer que QA = AQ. 

Conclusion 

{Q E SO(3)IQA E Sym} = {I} U{Q E SO(3) - IIQ = 

rotation de n autour d'un vecteur propre de A }  

{ I}U{Q E SO(3) - IIQ = 

rotation de rautour de v3} 

U { Q  E SO(3) - IIQ = 

rotation de n autour d'un vecteur propre de A a.ssocié à a} 

Posons Qu, = rotation de n autour de v3. 

O O -a O O 

O c 

{Q E SO(3) - IIQ = rotation de n autour d'un vecteur propre de A associé à la 

valeur propre a} N RP1 car E(a)  de dimension 2. 

Donc OA n S y ~ n  est constitué de deux points : A, &,,A et d'un ensemble 

isomorphe à RP1.  

Dans ce cas aussi, dim ker A = 0. 

Donc Oe n ,Ce = k-l(Ok.e) n Sym) = k- l  (OA r) Sym) est aussi constitué de 

deux points l et Qu31 et d'un ensemble de points isomorphe à RP1. 



4. Proposition. C E Le étant une charge de type 2, O! n Le est constitué 

d'un point et d'un ensemble isomorphe à RP2. 

i l est de type 2 donc b(C) = A  = dans une base de vecteurs 

propres. 

Soit Q' E SO(3) tel que &'A E Sym c'est-à-dire Q'A = A Q ' ~ .  

Q'A = A Q ' ~  w Q t 2 ~  = Q r ~ Q r T  = A  +- QI2 = I car A  n'a pas d'isotropie. 

Par suite Q' = I ou Q' = rotation d'angle .rr autour d'une droite quelconque 

de R3. 

Et, pour les mêmes raisons que celles déjà citées à la fin de la proposition 

précédente, Op n Le sera constitué d'un point (e) et d'un ensemble isomorphe à 

R P ~ .  

5. Proposition. C E Le étant une charge de type 3, Oe n Le est constitué de 

({e) + ker b) U({-l) + ker b). 

k(C) = A  = O O O car e est de type 3 [U D :] 
Soit v E R3, Q une rotation autour de v. 

Supposons que v = Xivl + X2v2 + X3v3 dans une base (vl, vz, v3) de vecteurs 

propres. 

r Av = ( ) est colinéaire aux vecteurs propres de A associ6s & c.  



A = Au = ( c : 3 )  + Q laisse le sous-espace propre de A associ6 à la 

valeur propre c invariant. 

Par suite 

Q = I ou Q = rotation de 7r autour de V I  

ou Q = rotation de 7r autour de 02 

O -1 O O 
,ce qui correspond 

O O O :  O -1 
à Q A = A o u Q A = - A .  

Donc OA Sym = {A, -A}. 

Quels sont les éléments de Oe n Le ? 

QA E Sym w Qk(C) E Sym w k(Qe) E Sym * Qe E Le w Qe E Oe n Le 

QA = A H Qk(e) = k(e) H k ( Q l )  = k(t) * k(Qe - l) = O 

* Q e - e ~ I < e r k  * Q ~ E  {e)+kerk 

De même 

Coiiclusioii : Lorsque l E Ce est de type 3, 

Or n Ce = ({-el + ker k) U({e} + lier k )  

6. Propositioil.(triviale). Si e E Le est de type 4, Oe n Ce = Oe. 





CHAPITRE V 

Solutions de l'équation @(4) = A l  au 

voisinage des solutions triviales SO(3) 

lorsque C est de type O 

Nous montrerons d'abord que a($) = A l  admet une solution et une seule au 

voisinage de l'identité lorsque A est petit et k' n'a pas d'axe d'équilibre. L'étude 

de @(4) = A l  avec l de type O permettra de montrer que ceci n'est plus vrai au 

voisinage des solutions triviales SO(3). 

1. Propriétés des charges de Le sans axe d'équilibre 

1. Proposition Une charge l E Le n'a pas d'axe d'équilibre si et seulement 

s i  C = Ce $ TeOe. 

Preuve : 
Oc = {QclQ E SO(3)) 

TIS0(3) =, {W/W E Asym) 

TeOe = {WCIW E Asym) 

a) Supposons que C = Ce $ TeOe et montrons que si C E Le alors l n'a pas d'axe 

d'équilibre ce qui est équivalent à montrer que l'application 

Asym + Asym 

W H A W + W A  avec A=k(e )  (AESymca r lEC , )  

est un isomorphisme. 

Ve' E C, l' = le + We avec le E Ce et W E Asym, te et Wl uniques. 

Nous aurons donc W l  = 1' - le. Par suite : 

Ce E Ce donc k(le) = kT(le). 

Par conséquent A W  + WA = O k(tl) = kT(t'), soit l' E Ce. 



Nous savons que C' = C e  + WC avec 4, E Le et W E Asym. 

Or Cl E Le donc WC = O soit W = 0. 

Conclusion : A W  + WA = O ++ W = 0. 

L'application 

Asym 4 Asym 

W H AW + VVA est un isomorphisme 

Donc C n'a pas d'axe d'équilibre. 

b) Supposons ensuite que C E Le n'a pas d'axe d'équilibre et montrons alors 
. , 

que L = Le $ TpOe. 

l E Le n'a pas d'axe d'équilibre ; en d'autres termes : 

Asym + Asym 

W H k(C)W + Wk( l )  est un isomorphisme 

VW' E Asym, 3W E Asym tel que W' = k(1)W + Wk(1). 

Soit Cl E L. 

Posons k(C1) - k T ( l ' )  = VV' 

3W E Asym tel que 

W' = k ( e l )  - k T ( l ' )  = k(C)W + Wk(e) 

= - ( ~ k ( e ) ) ~  + WL(C) 

Par suite k(C1) = S + k(WC) avec S matrice symétrique (car deux matrices 

ayant mêmes parties symétiques sont égales à une matrice symétrique près). 

k : L  -, Pl3 est surjective : 

VmE&f3, 3 P E L  telque k(Cn)=m. 



En particulier pour S, 3P E L tel que k(l") = S i.e. e" = le E Le. Donc 

k ( e t )  = k ( l e )  + k(WC) c'est-à-dire l - le - W l  E ker k c Le soit L' - le - W! = l', 

élément de Le. Par suite : 

et = ee + e; + vvc 
= e l ,  + We avec lie =.te +le E Le 

Cette écriture est-elle unique ? 

Supposons les deux égalités suivantes : 

et = e l ,  + we 
= lie + W'c avec Cl, ,  l ie E Le et W, W t  E Asym 

Nous aurons alors : 
k (e t )  = k ( l l e )  + Wk( l )  

Soit Wk(l )  + k(t)W = Wtk( l )  + k(l)W1. 

Or : 
Asym + Asym 

W H k(E) W + Wk(l )  est un isomorphisme 

Donc VVk(4) + k(l)W = J/Vtk(e) + k(e)Wt + W = W t  

w = wt =. e l ,  + vve = el,, + we =. e l ,  = el,, 

Tout élément de L s'écrit comme somme d'un élément de Le et d'un élément de 

TeOe de manière unique 

W l  E Le * k(Wt) E Syrn -S Wk(l)  = ( w ~ ( c ) ) ~  = -k(e)W 

* T/Vk(&) + k(l)VV = O H W = O -s= T/Vt = O 

Donc Le n TtOe = {O). 

Par suite : si t E Le n'a pas d'axe d'équilibre alors L = Le $ TeOe. 



2. Théorème : Soit C une charge d e  ,Ce sans axe d'équilibre. Alors pour A 

su.samment petit, il eziste 4 unique dans Csym et Q unique voisin d e  l'identité 

dans SO(3) tel pue : 4 = Q-'$ satisfasse l'équation de  traction O(4) = AC. 

Preuve : Dans la formulation (P4) du problème, nous avons introduit l'ap- 

plication H suivante : 

H : R x SO(3) -t Asym 

(A, Q) H H (A, Q) = asym(QA) - XF(X, sym(&A), Qn) 

avec l = (A, n) E Le = SymL $ ker k .  

H(0, Q) = a s y m ( Q ( ~ )  est linéaire en Q. Donc ' 

1 
= -(WA - A ~ w ~ )  

2 
1 

= -(WA + AW) 
2 

En particulier 

1 
DgH(O, I ) W  = S(WA + AVV) 

Par hypothèse, .! n'a pas d'axe d'équilibre. Donc 

Asym -t Asym 

W I+ AVV + WA est un isomorphisme 

et par conséquent 

De H ( 0 , I )  : Asym -t Asym 

1 
W I+ 2(AW + WA) est aussi un isomorphisme 

Nous pouvons donc appliquer le théroème des fonctions implicites. Par conséquent, 

H ( X Q )  = O peut être résolue de manière unique pour Q voisin de I dans SO(3) 

comme fonction de X voisin de O dans R. 

Soit il existe Q unique voisin de I dans SO(3) tel que 



lorque X est voisin de zéro. Par suite, il existe Q unique voisin de I dans SO(3) 

tel que : X(QA, &n) E N .  @ est un isomorphisme de U dans n/. Donc il existe 4 
unique voisin de l'identité dans Csym tel que 

Par suite : 
@(Q-l$) = A&-l&e 

= xe 
Soit, en posant $ = Q - I ~ ,  a($) = A l  cqfd.. 

II. Solutions d e  l'équation a(4) = X e  a u  voisinage des solutioils 

triviales SO(3) lorsque l est d e  type  O. 

1. Théorème : Soi t  lo E Le u n e  charge de type O. Alors  pour  X s u . s a m m e n t  

petit, a($)  = ACo a exac t emen t  4 solutions $1, $2,$3, 4 4  d a n s  un voisinage des 

solut ions tr iviales  SO(3) C C .  

Preuve  : D'après l'étude de Ot n Le (chapitre IV), Oxeo rencontre Le en 

quatre points SI, S2, S3, S4 lorsque X est suffisamment petit et lo de type O. 

Qieo de type O, i = 1,. - . , 4  i.e. Qieo n'a pas d'axe d'équilibre. 

Qilo est de type O, donc d'après le théorème précédent, l'équation a($;) = 

XQito admet une solution et une seule au voisinage de l'identité lorsque X est 

suffisainment petit . 
--1-  

Cette solution 6; s'écrit di = Qi $i avec Qi unique voisin de I dans SO(3) 

et $i unique dans Csym 

1 - -1-  QF Qi di = Qi&yl$i CU Qi E Sym. 

Q ~ Q L ' ~ ;  est voisine de Qi E SO(3) et solution de l'équation a($) = X e o ,  
i = l,... 7 4- 

Montrons que les Q ~ Q ' $ ~ ,  i = 1, . .  . , 4  sont distincts. 



Soit i # j ; supposons que : 

-1 - 
Q ~ Q ; ~ $ ~  = Q ~ Q ~  m j  = QQ;~Q~Q;~& 

= QiQiQjQ3'Jj czx Qi E Sym 

Ji E Csym donc Q i Q i Q j ~ i l $ j  E Csym 

Or Qi et Q j sont voisines de l'identité dans SO(3). 

Donc = + QiQj voisine de l'identité dans SO(3). 

Ceci est impossible car QiQj n'est pas voisin de l'identité dans S0(3), i # j. 
-1 - Par suite Q(4) = X e o  a quatre solutions &iQi 4j, i = 1, - .  . , 4  voisines des 

solutions triviales SO(3) lorsque lo est de type O et X  suffisamment petit. 

2. Défiilitioiis 1. U n e  so lu t ion  4 de @(4) = l sera di te  "stable" s i  4 et un 

minimum local dans C de  la f onc t ion  de potentiel Ve définie par  : 

(1) W(4) est un abus de notation pour I/V(X, D4) ou I/V(X, C) 



2. Si 4 n'est pas stable, s o n  indice est la d i m e n s i o n  d u  plus grand sous-espace 

de vecteurs u tangents  à C e n  4 tels que Ve so i t  décroissante le long d 'une  courbe 

tangen te  à u e n  $. 

Remarque : Soit $0 tel que = C et $0 minimum local dans C de Ve, 

c'est-à-dire stable. 

Soit uo un vecteur tangent à C en $0 et c une courbe de C tangente à 21 en 

$0 est un minimum local de dans C donc & 'ne peut décroitre le long de c.  

Par suite l'indice O correspond à la stabilité. 

3. Lemme. Soi t  l E Le u n e  charge de type O e t  k(C) = A. Soi t  L l 'application 

définie par 
L : C + R  

$++<l,$> 

So i t  SA = {Q E S0(3)/QA E Sym) = {Q E S0(3)/QC E ,Ce).  

Alors  SA est  l 'ensemble des points critiques de  Ces  points s o n t  n o n  

dégénérés avec les ind ices  0'1'2, e t  3 ; l'indice de  Q E SA est  le nombre  des 

valeurs propres négatives de &A - tr(QA)I 

Preuve : l estune charge de type O. Donc l n'a pas d'axe d'équilibre. Par 

suite L = ,Ce $ ToOe. 

TeOe = {WC/W E Asym) N Asym = T I S O ( ~ )  

Soit el E ,Ce 

VW E Asyin, < l', W > = tr(k(C1, PV)) 

= tr(-k(ll, I)PV) 

= -tr(k(ll) W) 

= -tr(TVTk(l')) 

= tr(vvk(el)) 

= tr(k(ll)l/V)) 

< 11, VV >= -tr(k(ll)T/V) = tr(k(ll)  W) 



Donc VW E Asym, < C', W >= O. Par suite Asym c (Le)' 

Donc C E Le ej C E (T1S0(3))'. 

Soit Q E SA c'est-à-dire QC E Le ou encore Q l  E ( ~ ~ S o ( 3 ) ) ~  = (Asym)' 

< QC,W >= O VW E Asym *< l , Q T w  >= O VW E Asym H C E 

( ~ g ~ S o ( 3 ) ) ~  où T q ~ S 0 ( 3 )  = {QTW/W E Asym). 

Posons ensuite : 

D L S O ( J ) ( Q ~ ) .  Q ~ W  = O Ft< t ,QTW >= O *< QC, W >= O 

Donc QT est un point critique de LS0(3) si et seulement si QC E (TISO(~))' 

c'est-à-dire si et seulement si QC E Le. 

Donc SA = {Q E S0(3)/Ql  E Le) est égal à l'ensemble des points critiques 

de Llo,,. 

On considère les courbes suivantes dans SO(3). 

R -+ SO(3) 

t H Qt = (exp tW)Q 

Qo = Q 

Donc WQ est un vecteur tangent en Q(= Qo) à SO(3) C C et WQ est un 

vecteui tangent à la courbe (exp t W)Q au point Q. 



Etudions la forme quadratique tr(W2QA) lorsque Q E SA 

VVQA + QAW E Asym. Soit w E R3 tel que W = W 

A T 
WQA + QAW = ([(QA - tr(QA)I)w] ) . 

Par suite 

1 
~ ~ ( w ~ Q A )  = -tr 2 (([(QA - t r ( & ~ ) l ) w ] " ) ~ W )  

= [(QA - tr(QA)I) . w] . w avec w tel que W = W 

Si &A - tr(QA)I est définie positive, tr(W2QA) 2 0.Q est donc stable dans ce 

cas. 

Si X est une valeur propre de QA - tr(QA)I associée au vecteur propre w 

alors : 

t r ( W 2 Q ~ )  = X ( ( W ( ( ~  

WQ est tangent à SO(3) en Q et exptWQ est une courbe tangente à 2ôQ en Q. 

Par suite la dimension du plus grand sous-espace de vecteurs WQ tangents à 

SO(3) en Q tel que L soit décroissante le long d'une courbe tangente à WQ est 

égale au nombre de valeurs propres négatives de QA - tr(QA) 1. 



Montrons à présent que les points de SA sont non dégénérés avec les indices 

0,1,2 et 3. 

soit : 
O O O O 

pl.=[; o o c  b o ] , Q I A = [ ~  O 1 ,  

-b+c  O O 
Q 3 A  - t r ( Q 3 A ) I  = O a + c  O [ O O a - b  1 

Plaçons-nous dans le cas où a > b > c > 0. 

Vu que .e est de type O, a, b, c sont distinctes et ( a  + b ) ( b  + c)(c + a )  # O. Par 

suite les valeurs propres de Q i A  - t r ( Q i A ) I  sont distinctes (i = 1, a . ,  4) 

Qi A - t r (Q1  A ) I  a 3 valeurs propres négatives. 

Q2A - t r (Q2A) I  n'a aucune valeur propre négative. 



QsA - tr(Q3A)I a 1 valeur propre négative. 

Qq A - tr(Q4A)I a 2 valeurs propres négatives. 

Conclusion : Si a > b > c  > 0 ,  

QI a pour indice 3 

Q2 est stable 

Q3 a pour indice 1 

Q4 a pour indice 2 

Suivant les valeurs de a, b, c  quel élément de SA est stable? 

Les cas qui peuvent se présenter sont les suivants (dans chaque cas, un seul Qi 

est stable et les trois autres ont pour indices respectifs 1,2 et 3 ; nous ne préciserons 

dans ce qui suit que la rotation qui est stable.) 

1 )  Si a > b > c  > 0 ,  Q2 est stable. 

2) Si a > b > O > 0 ,  Q2 est stable. 

3) Si a > c  > b > 0 ,  Q3 est stable. 

4) Si a > c  > O > b, Q3 est stable. 

5) Si a > O > b > c  et a < (b( < \cl, QI est stable. 

Si a > O > b > c  et ( a  > (cl ou a > (bl) ,  Q2 est stable. 

6) Si a > O > c  > b et a < Ici < Ibl, QI est stable. 

Si a > O > c  > b et ( a  > /cl on a a > Ibl), Q3 est stable. 

7) Si b > a > c  > 0 ,  Q2 est stable. 

8) Si b > a > O > c,  Q2 est stable. 

9) Si b > c  > a > O ,  Qq est stable. 

10)  Si b > c > O > a ,  Q4 est stable. 

11) Si b > O > a > c  et b < la1 < [cl ,  QI est stable 

Si b > O > a > c  et b > la1 ou b > [cl, Q2 est stable. 

12)  Si b > O > c  > a et b < ]cl < lai, QI est stable 

Si b > O > c  > a et b > ]cl ou b > la] ,  Q4 est stable. 



13) Si c > a > b > 0,  Q3 est stable. 

14) Si c > a > O > b, Q3 est stable. 

15) Si c > b > a > 0, Q4 est stable. 

16) Si c > b > O > a, Q4 est stable. 

17) Si c > O > b > a, c < Ibl < ]al, Q1 est stable. 

Si c > O > b > a et c > lbl ou c > lai, Q4 est stable. 

18) Si c > O > a > b et c < Jal < Jb] ,  Q1 est stable. 

Si c > O > b > a et c > la1 ou c > Ibl, Q3 est stable. 

19) Si O > a > b > c, QI est stable. 

20) Si O > a > c > b, Q1 est stable. 

21) Si O > b > a > c, Q1 est stable. 

22) Si O > b > c > a, QI est stable. 

23) Si O > c > a > b, Q1 est stable. 

24) Si O > c > b > a, Q1 est stable. 

Conclusion : Les valeurs propres a, b et c éant ordonnées suivant l'ordre 

croissant, si leurs valeurs absolues respectives forment une suite décroissante, c'est 

QI qui est stable. 

Dans tous les autres cas, c'est la rotation d'angle .rr autour d'un vecteur propre 

correspondant à la plus petite des valeurs propres a, b, c, qui est stable. 

4. Définition : Le tenseur d'élasticité classique c est dit stable s i  c satisfait 

la condit ion (H3) suivante  : 

3q > O tel que c(-X)(e, e) > qllel12 

Remarque  : (H3) + (H2) (voir [4] p. 241) 

Tliéorème : Supposons que les hypothèses ( H l )  et ( H 3 )  soient  vérifiées et que 

soit de type O. Alors  pour X s u f i s a m m e n t  petit, une  seule parmi les $1, 4 2 ,  43, $4 

(trouvées e n  théorème 1, paragraphe II, Chapitre V), est stable. 

Les autres ont  pour  indice 1,2,3. 



Dans le cas limite où X -+ O ,  ~5~ est stable si et seulement si t r ( Q i A ) I -  Q i A  E 

Sym est définie positive. En général, l'indice d e  4i est le nombre d e  valeurs propres 

négatives d e  t r ( Q i A ) I  - QiA.  

i Soit $0 E C tel que Q(q50) = A l o  = l 

f i ( $ )  = L W ( X ,  D4)dV- < 4, 4 > 

Soit u E T+C : 
r 

f i (4 + u )  - K ( 4 )  = [ W ( X ,  D($  + u ) )  - W ( X ,  D$)]dV - [< l ,  $ + u > - < l ,  q5 >; 1, 

< l ,  $ + u > - < l ,  4 > = t r k ( l ,  4 + u )  - trk(e, 4 )  

= tr[k(e ,  4 )  + k ( l ,  u ) ]  - t r k ( f ,  4 )  
= t r k ( l ,  u )  

D4V'(~)u = JE P ( X ,  F)VudV - t r k ( l ,  u ) ,  soit 

@ ( $ O )  = l par hypothèse. 

Donc -DIVP(X,  F o ( X ) )  = B ( X )  et P ( X , F o ( X ) ) N ( X )  = r ( X )  avec Fo = 

D$o. 

Par suite : 

=J ,  (-DIVP + B)udV + ( P .  N - T )  . udA 



Donc est un point critique d e  Ve. 

=J,% (X, F)(Vu, Vu)dV 

VQ E S0(3), @(Q) = Q@(Io) et P(X,Q)  = P(X,  1 )  = O, soit W(X,Q) est 

constant sur OIS 
* 

Par suite 

et, d'après l'hypothèse (H3) : 

Par ailleurs : TmoG = T4,Om0 @ (T9,010)' et, d'après l'inéglité de I<orn ([4] p 324, 

[31) Ilell$ 2 (constante) IIuIIH1 lorsque u E (TQ0O4,)-'- 

Donc si D;Ve est restreint à (TmoOro)-'-, 

Comme do est voisin d'un élément Q E S0(3),  nous aurons par continuité : 

D$Ve(Qo)(~i, U)  > ~,1'11~11&~. Par suite est un minimum pour & = VA[, dans les 

directions transverses à 0 4 ,  . 

Restreignons à présent Ve = VA!, à 04,. 



W(Qdo) = W(do) en vertu du principe d'indifférence matérielle. W est donc 

constant sur 0 4 , '  DT/rlo,, = -DLlo,, et, par conséquent, tout point critique de 

Vela est un point critique de LI . 
4 O '=,O 

4, E 0 4 ,  et $0 point critique de & (déjà démontré). Il suffit donc de 

déterminer l'indice de Qo par rapport à Llo,, . 

Soit 

VVdo est tangent à 04,en 

= t ~ [ k ( t + ~ )  w2] 
= tr[k(@(40), 40)J'V21 

--1- 40 s'écrit QoQo 40 avec Qo E SA, 00 voisin de I dans SO(3) et do E Csym 

tr[k(@(do), do)W2)] = tr(SoW2) avec SO = k(@(+o), 4 0 )  = Js P ~ F T ~ V  E Sym 

tr[k(@(do), 40)w21 = tr(S0W2) 

= t r (w2s0 )  

= [(So - tr(So) I)w] w avec 20 = W 

Si SO - tr(S0)I est définie positive, $0 est stable pour LIo,,. 

Par suite : si t r (So)I  - So est définie positive, $0 est stable pour V' 

k(@(do), 40) = k(l, do) 

= k(l)Q? 

= k ( e ) ~ ~ Q ~  car QO E Syrn 

Dans le cas limite où X -t O ,  So = ~ ( B ) Q ~ Q ~  -i k(l)Qo 

= AQo 

= QoA 



Les valeurs propres de So - (trSo)I tendent alors vers les valeurs propres de 

Qo A - tr(Qo(A)I. De plus les valeurs propres de QoA - tr(QoA) sont non nulles. 

Donc les valeurs propres de So - tr(So)I et celles de QoA - tr(QoA)I sont de 

même signe en général. 

Par suite, l7indice de est égal au nombre de valeurs propres négatives de 

tr(Qo A ) I  - Qo A, soit au nombre de valeurs propres positives de Qo A - tr(Qo A)I ,  

contrairement à ce qui est affirmé dans [2] p. 310. 



CHAPITRE VI 

Résolution du problème par la méthode de Liapounov-Schmidt 

Des résultats essentiellement pris dans [4] seront cités puis appliqués à la 

résolution du problème selon la fsrmulation (P4). 

Ces résultats concernent la méthode de Liapounov-Schmidt qui consiste à 

réduire une équation du type f ( X ,  x) = O (où x E X, X E P, X et P espaces de 

Banach) en un système dont les équations et les inconnues sont en nombre fini. 

1. Méthode de Liapounov-Schmidt et bifurcation. 

Soit f (A, x) = O une équation non-linéaire où f est un opérateur non linéaire, 

x le vecteur solution et X un  paramètre. x peut varier lorsque X varie d'où la 

notation x(X) pour les branches solutions. 

Un poin t  de bifurcat ion d'une branche solution x(X) est un point (Ao, x(Xo)) 

par lequel passe une autre branche solution xl (A). 

Donc x(Xo) = xi (Ao) et x(X) # xi (A) pour tout X # Xo, X appartenant à un 

voisinage de Xo 

ensemble solution de f (A, X) = 0. 
-! 

Soit X et y deux espaces de Banach et f : P x X -, y une application de 

classe Ck, k 2 3. 

Soit D, f (A,  x) la dérivée de f par rapport à x, une application continue de 

K dans y. 

Soit f (AO, xO) = O et Xl = ker D, f (Ao, xo). 

Supposons que Xi soit de dimension finie et possède un complémentaire X2,  

c'est-à-dire X = Xl $ Xz. 



Supposons que yl = ImD, f (Ao, xo) soit fermé et que y2 soit un complémen- 

taire de dimension finie de YI. 

Soit P : Y + YI la projection sur YI. Supposons que D, f (Ao,  xo) ne soit pas 

un isomorphisme (sinon, ( A o ,  xo) ne serait pas un point de bifurcation). 

Essayons de réduire l'équation f ( A ,  x) = O. Posons x( A) = XI  + 5 2 ,  XI  E XI, 

x2 E X2 c'est-à-dire : 

f (A,  2) = O H f (A, 21 + 22) = O 

H f (A, xi + u(A, XI ) )  = O 

H ( P  + I - P) f (A, XI + u(A, 21)) = O 

Pf ( A ,  XI  + u(A, XI)) + ( I  - P )  f (A,  xl + u(A, XI)) = O 

Or f (A, x) = O + P f(A, x) = O. Donc ( 1  - P )  f(X, x1 + u(X, xi)  = 0. 

X I  E XI, Im[(I - P)f] = y2 donc (1- P) f ( A ,  xl + u(X, xi)) = O est un système de 

[dim Y21 équations à [dim XI] inconnues. 

Cette réduction de l'équation f (A,  x )  = O à un système dont les équations et 

les inconnues sont en nombre fini est appelée méthode de Liapounov-Schmidt .  

L'équation réduite (1 - P )  f (A, x1 + u(A, xi)) = O et appelée équation de 

bifurcation. 

II. Equat ion de bifurcation. 

Le problème (P4) consistait à chercher, pour to = (Ao, no) E Ce pour 

e = (A,n)  voisin de eo et pour X petit, Q E SO(3) tel que 

H(X, A,  n, Q) = asym(QA) - @(A, symQA, Qn) = 0 . 

La résolution de cette équation nécessi te l'introduction du champ de vecteurs 

XAo invariant à droite sur SO(3) et défini par XAo(Q) = asym(QAo) - Q transla- 

tion à droite de asym(QAo) E 4 3 )  = TrS0(3) dans TQS0(3). 

Posons X(X, A,  n ,  Q) = k(H(A, A,  n, Q)) . Q. 



Il en résulte que : 

X(0, Ao, no, Q) = k(H(0, Ao, no, QI) . Q 

= k(asym~(QAo>>. Q 
= k(j(asym(QA0)) . Q 
= asym(QA0) . Q 

= X A ~ ( Q )  

Remarque : H(X, A ,  n; Q) = O H X(X, A, n; Q) = 0. 

En effet : 

H(X, A, n; Q) = O + k(H(X, A, n; Q)) = O 

+X(X,A,n ;Q)=O 

• • X(X, A, n, Q) = O H k(H(X, A, n; Q)) - Q = O 

+ k(H(X, A, n; Q)) = O 

+ H(X, A, n; Q) E Kerk 

or H(X, A ,  n; Q) E AsymL donc H(X, A, n, Q) = O. 

Posons 
SA, = {Q E S0(3)/asym(QA0) = 0) 

Leillnie S u p p o s o n s  Ao, é l é m e n t  d e  Sym de  t y p e  Alors  pour  

Q E S A o ,  

TQSA, = {WQ/W E Asym et WQAo + QAoW = O} = kerDX*,(Q) 

i SA, = {Q E S0(3)/QAo E Sym} = {Q E S0(3)/QAo = A ~ Q ~ ) .  

a) Montrons que T Q S ~ ,  = {WQ/W E Asym et WQAo + QAo W = O } .  

m E SO(3) donc mmT = 1, m(0) = Q, mT(0) = Q ~ .  



Par suite m'mT(0) + mmIT(0) = O 

m'QT + QrnIT = O 

M Q ~ + Q M ~ = O  

M Q ~  = - Q M ~  
T T  

= -(MQ ) 

Donc M Q ~  = W E Asym, soit M = WQ, W E Asym. 

TQS0(3) = {WQ, W E Asym) 

TQSA, = {m'(O), m E SA, et m(0) = Q} C TQS0(3) 

m E SA, mmT = 1, detm = +1 et mAo = ~~m~ 

m'AO = ~ ~ m ' ~  
mAo = Ao,m 

et 
mmT = I 

ml = W& car ml E TQS0(3) 

Par suite : 
WQAo = A O ( W Q ) ~  

= 

= - A ~ Q ~ W  

= - ( Q A ~ ) ~ w  

= -QAoVV car QAo E Sym 

Coiiclusion : 

TQSAo = {WQIW E Asym et WQAo = -QAoT/V} 

= {WQIW E Asym et WQAo + QAoW = 0) 

b) Montrons que : 

ker DXAo(Q) = {VVQIW E Asym et WQAo + QAoW = O} 



Soit xA0 le prolongement de XAo dans M3 

1 
= - [  QAoh+hAoQ +hAoh] 

2 --. 
partie linéaire en h 

Donc DXA,(Q) . h = f [QAO h + hAoQ] 

Ramenons-nous à SO(3) : 

Conclusion : 

kerDXA,(Q) = {WQ E TQS0(3)/W&Ao + QAoW = O}  

= (T/VQ/W E Asym et WQAo + QAoW = 0) 

Remarques : 1) kerDXAo(Q) # {O}  donc DXAo(Q) n'est pas un isomor- 

phisme. 

donc QAoW + PVQAo E Asym et DXA, (Q) . (WQ) E TQS0(3). 

Leilinle : Supposons  que A. so i t  de  type quelconque. A lo r s  pour t o u t  point 

& de SA,, 1rnDx~,(Q) i m a g e  de DXA,(Q) : TQ(S0(3) -+ TSO(3) es t  le 

complémenta ire  orthogonal  de TQSAo . 



1 
Dxn0(Q)  = as~m(WQAo).  Q = ?[QAo WQ + WQAoQ] 

TQSA, = {WQIW f Asym et WQAo + QAoW = 0) 

Montrons que ImDXAo (Q) est orhogonal à TQ SAO. 

Soit asym(WQAo) - Q f ImDXAo(Q) et W'Q E TQSAo (TV' E Asym et 

W1QAo + QAoW1 = 0). 

Calculons le produit scalaire suivant (déjà défini p.26) 

1 < asym(WQAo). Q, W'Q > = 5 < QAo WQ + WQAoQ, W'Q > 

Donc 

1 < asym(WQAo) - Q, W'Q > = -(tr[-WQAoW'] + tr[-QAoVVW']) 
2 

1 
= --(tr[WQAoW1] + tr[QAoWW1]) 

2 
1 

= --(tr[QAoWIW] + tr[WIQAoW]) 
2 
1 

= --tr[(QAo W' + WIQAo)W] 
2 

= O  car W'Q€TQSAo 

c'est-à-dire WIQAo + QAoW1 = Ci 

Par suite ImDXAo (Q) et TQSAo sont orthogonaux. 



Les deux lemmes précédents vont nous permettre d'appliquer la méthode de 

Liapounov-Schmidt à l'équation X(X, A,  n; Q) = O où ( A ,  A, n) est le pramètre et 

Q est la variable. 

XI = kerDxAO(&) = TQSAo est de dimension finie et possède X2 = 

IrnDXA, (Q) comme complémentaire (orthogonal). 

yl = ImDXAo(&) est de dimension finie et admet y2 = TQSAo (de dimension 

finie) pour complémentaire dans TQS0(3). 

Soit P : y 4 Yi la projection sur yl et I - P : y -t y2 la projection sur y2. 

DXAo (Q) n'est pas un isomorphisme. 

Posons Z(X, A, n; Q) = (1 - P)X(X, A, n; Q) c'est-à-dire 2 est la projection 

de X sur y2. 

X(X, A ,  n; Q) = O est donc l'équation de bifurcation. 

Le but de ce qui suit est de montrer que la partie essentielle de 2 est un 

gradient. 

X(X, A ,  n; Q) = k(H(X, A ,  n; Q)) . Q 

= [k(asymL(QA) - XF(X, symLQA, Q,)]Q 

= [ k ( a s ~ m ~ ( Q A )  - Xk(F(X, S Y ~ & A ,  Qn))]Q 
1 X 

= k(j(as~m(QA)))  - Xk(SG(Qeo) + $C(Qto) + . . .)]Q 

On pose (asym(QA) - f X~G(Q&))Q = X2(X, A ,  n; Q). 

Lemine : Soi t  l E L e t  A = k(.t). Soi t  XA(Q) zrn c h a m p  de vecteurs  su r  - - 
SO(3) déf ini  par : XA(Q) = asym(QA) . Q. Alors  XA = -grad! o ù  l es t  îrne 

appl icat ion définie par : 

i Pour la démonstration de ce lemme, deux égalités sont nécessaires : 

(1) : Si E E fil3, W E Asym, alors « E, W »=< asymE, I/V » 

(2) : Si E E M3, l E L, 4 E C ,  alors < C,Eb>=« E ,k ( t ,+ )  » 



En effet : 

Plus généralement, nous pouvons remarquer que : 

VA, B E M3, « A, asymB »=a asymA, asymB ». 

Démontrons à présent le lemme énoncé : 

-, 

Donc nous avoils bien XA = -gradC. 



Lemme : D Q ( I B )  . TI,C Le est une application symétrique, c'est-à-dire : 

< D Q ( I p )  . u ,  v >=< u ,  DQ(It?) . v >, Vu ,  v E TbC. 

i O n  a  vu que DQ(It?) - u  = (-DIV(c - e) ,  ( C S  e )  - N )  avec e = f ( V u  + v u T )  

- a 1 
- -- axj [ C i j h k S ( ~ U h k  + ~ U k h ) ]  

- - -- d  (-Cijhkvuhk 1 f - C i j h k v U k h )  1 ax, 2  2 

1 
= -d('cijhkvuhk d X j  2  f -ci jhkvukh) 2 

car C i j h k  = C i j k h  ( [ 5 ]  P. 209). Donc 

d  a --(ce). . = --(c.. ax, z3 ax, z î h k ~ ~ h ~ )  

d  auh 
= 7 ( c i j h k p )  ax, axk 

Par suite : 

Donc 



d e  qui donne, après application du théorème de Stokes : 

De la même manière on montre que : 

duh dui 
dV C a r  cijhk = C h k i j  ([4 bis] p.209) 

dV après changement d'indices 

D9(IB) est donc symétrique. 

Lemme : < Qt0,uwg >=< (WQ)to,ug > pour Qto e t  (WQ)to E Sym et  

= D@(I5)-'(&tO) 

< Qeo,uwQ > =< Q t o , D @ ( r ~ ) - l ( w ~ e o )  > 

=< D@-' ( IB)~(Q~o) ,  WQeo > 
T 1 =< (D@-'(ls) )- (Qto), WQeo > 

=<D@(l s ) - ' (Q lo ) ,~Qto>  car D@ symétrique 

= < u ~ , W Q t o  > 

=< WQCo,uQ > 

Lemme : S o i t  .F une applicat ion dé f in ie  par : 

F :  C + Asym 

4 F(4) = asym[k(Q(+))l 



Alors : 

où lu = ( b u ,  ru),  bu = -DIV(c(e))  e t  ru = (c  e )  - N .  S i  o n  identafie Asym avec 

R3, cet te  e x p r e s s i o n  d e v i e n t  : 

~ ( I B )  = O donc F ( I B )  = O. 

Calculons DF(IB)u  . 

= asym[ (P(It3 + V u )  - P(IB) )dV]  1. 
car P ( I B )  = O 

P ( r ~  + V u )  - ~ ( I B )  = ~ ( I B ) V U +  termes de degré > 2. 

DF(Ir; )  . u  = F ( I B  + u )  - F ( I a )  - termes de degré 2 2 
dP 

VudV 

= O car c .  e  est symétrique. 



Calculons D 2 F ( I ~ ) ( u ,  U )  : 

F ( I B  + u )  - F ( I B )  = D F ( I a )  u  + D ~ F ( I B ) ( U ,  U )  + termes de degré > 2  

F(Ir;) = O et DF(IB)u  = O. Donc : 

D ~ F ( I B ) ( U ,  u )  = F ( I B  + u )  - termes de degré > 2 

F(It3 + u )  = asym[k(@(I~ + u) ) ]  

= asym[/ P ( I  + V u ) d V ]  

( P ( I  + V u )  - P ( I ) ) d V ]  car P ( I )  = b 

a P  a 2 p  
P ( I  + V u )  - P ( I )  = - ( I )  . V u  + - ( I ) (Vu ,  V u )  + termes de degré > 2 

aF dF2 
= D F P ( I )  - V u  + D;P(I ) (VU,  V u )  + termes de degré > 2 

D ~ F ( I ~ ) ( u ,  u )  = asym [ J ( D ~ P ( I ) v ~  + D Z . P ( I ) ( V ~ ,  v u ) ) d v ]  
t3 

= -Y- [JB D F P ( I ) V U ~ V ]  + asym [L D;P(I ) (VU,  Vir)dV 1 
P = F . S  donc 

D F P ( I )  v u  = VU . S ( I )  + D F S ( I ) V u  

= D F S ( I ) V U  car S ( I )  = O d'après ( H l )  

Par ailleurs : 
D F P ( I )  V u  = A ( X ,  1) . V u  

1 
= - c ( X ) ( V u  + v u T )  

4 
1 

= c ( X ) .  ( - ( V u  + v u T ) )  
2  

= c ( X )  . e 

D ; P ( ~ ) ( V U ,  V V )  = D F ( V U S ( F )  + F D F S ( F ) .  V u ) V v  

= V U  D F S ( F ) V V  + VV . D F S ( F ) V U  + FD;S(F) (VU,  V , U )  

D $ P ( I )  ( V u ,  V U )  = V u  . D F S ( I ) V U  + V U D F S ( I ) V U  + D;S(I ) (VU,  V U )  

= ~ V Z L D F S ( I ) V U  + D;S(I ) (VZL,  V u )  



Donc 

D 2 ~ ( I B )  - ( u ,  U )  = asym DFS(I)VudV + 2 .  V U D ~ S ( I ) V U ~ V  [J, J, 
+ l D ) S ( I ) ( V u ,  V U ) ~ V ]  

D F S ( I )  et D $ S ( I )  sont symétriques, par suite : 

asym D ~ S ( I ) V U ~ V  = asym D$S(I ) (VU,  ~ u ) d v  = 0 J ,  

= L(c e ) k j ( V ~ ) ~ ~ d V  

=J ,  (ce e ) j k ( v ~ ) i k d V  car ce e  symétrique 

Par suite (Jg V u  . c  e d v )  - ( L v u . e . d v ) j i  
i j 



Donc 

= -2asymk(Cu, u )  

Remarque : Relation entre k et le terme de degré 2 du développement de Taylor 

de F au voisinage de O. 

Soit F(C) = $G(e) + aC(e) + - . le développement, de Taylor de F au voisinage 

(G(C) = D ~ F ( o ) ( ! ,  C ) ,  C(C) = D~ F(o)(c,  C ,  C )  

V$ E Csym, F existe et. F($) = FPe@(d) où Pe est la projection de L sur Lc. 

Or D@(Irs)(u + v) - D@(Ia)  u  = D @ ( I B )  v  car D@(IB)  linéaire. 

Donc D(D@(IB)u)v  = D@(Ia)v et 

Soit up = D@(IB)-'C 



Par ailleurs, comme : 

D2.F(~r.?(ue, ut) = -2asymk(tu,, ut) 

= - 2 a ~ ~ m k ( ( b ~ ~ ,  ru(), ue) 

alors G(e) = -2asyrnk (bu,, ru,), ue) c'est-à-dire !jG(!) = -asymk(eu,, ut) . Soit ( - - 
à présent l'application e telle que : 

M 

Déterminons D e(Q) : 

- 
Donc De(&) = f AD < l, QTuq > 

Calculons 

a) (Q + I V Q ) ~  - QT = (VVQ)~ linéaire en VVQ donc D ~ ( Q ~ ) W Q  = ( w Q ) ~ .  

+ WQ) - UQ(Q) = (~6(1r.?)-')(Qto + WQlo) - D&(I~)-'(Q!,) 

= D~(I,)-~(wQP,) 

= UWQ linéaire en WQ 

Par suite D < f?, QTuQ > WQ =< e, ( W Q ) ~ U Q  > + < e, QTuwQ > 

=< e, ( W Q ) ~ U ~  > + < Qe, uwQ > 
=< (r/vQ)e,UQ > + < &e,UwQ > 



Or < Ql,uwQ >=< (WQ)l,uQ >. 

Donc : 

D < l,  Q ~ U Q  > WQ =< (WQ)l,uQ > + < (WQ)e, uQ > 

= 2 < (WQ)t, UQ > 

= 2 < Ql, wTW > 

-2 < Q!, wuQ > 

= -2 < W, k(Ql, uQ) > (égalité (2) page 85.) 

= -2 < W, asymk(Ql, uQ) > (égalité (1) page 85.) 

= -2 < WQ, asymk(Ql, uQ)Q > 

(produit scalaire invariant par rotation) 
1 

= -2 < WQ, -5G(Ql)Q > 

=< VVQ, G(QC). Q > 
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