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I -INTRODUCTION

L'exposé le plus courant de la mécanique quantique consiste
a décrire les états d'un systdme physique a 1'aide des vecteurs dans
un espace vectoriel comp]exe<:}¢ (dénommé alors, trés souvent, “espace
des états"), les grandeurs mesurables a 1'aide des opérateurs hermiti-
ques agissant sur cet espace. La valeur moyenne des mesures d'une telle
grandeur G, effectuées sur un systeme supposé étre dans un tel état

>, est alors le nombre réel

PG>,

Cette maniére de procéder n'est pas bien adaptée aux situations
trés courantes ol le systeme doit étre décrit par un mélange statistique
d'états. Une autre limitation importante du formalisme habituel est ren-
contrée dans 1'étude des systemes composés de deux ou plusieurs sous-
systemes. L'"espace des états" du systeme composé est alors le produit
tensoriel des espaces des sous-systémes ; toutefois, un état de cet
espace n'est pas forcément un produit tensoriel de vecteurs, de sorte
qu'il est le plus souvent impossible de définir, au sens habituel,
1'"état", d'un sous-systeéme. Le plus grave est que cette situation peut
se présenter méme si les sous-systémes n'ont aucune interaction entre
eux, comme 1'a montré D. Bohm [BOHM,51] dans un exemple illustrant le
paradoxe d'Einstein, Podolsky et Rosen. L'impossibilité pour un forma-
lisme de définir 1'état d'un systeme isolé est certainement un défaut
important.

Le formalisme des opérateurs-densités a été introduit par
Von Neumann [NEU,27] pour traiter des situations de ce type. L'espace




cJ% est encore défini mais il ne peut plus étre considéré comme 1'espa-
ce des états du systeme (*). Les grandeurs observables sont toujours
représentées par les opérateurs hermitiques sun:j¢, tandis que les
états du systéme physique sont définis de maniégre plus générale et re-
présentés par les opérateurs hermitiques, définis positifs et de trace
un, appelés opérateurs-densités. A un état p, est attachée, pour une
g(andeur observable é, la valeur moyenne donnée par :

<G> = tr(pG)

La trace est calculée sugs}{.

Le mélange de deux états est défini par une combinaison 1iné-
aire réelle des opérateurs-densités correspondants, avec des coeffi-
cients positifs P et Py qui peuvent étre considérés comme les poids
statistiques relatifs des deux états dans le mélange,avec Py +Pp = 1.
L'état d'un sous-systeme d'un systdme composé peut alors étre défini,
de maniere générale, par un opérateur densité "réduit" obtenu grice a
une opération mathématique appelée trace partielle.

Le projecteur sur un vecteur dg:;;est un opérateur-densité
particulier qu'on appelle état pur. Les états purs sont les seuls
états considérés dans le formalisme courant.

La généralisation de la notion d'état d'un systéme quantique
qui vient d'étre indiquée peut permettre 1'utilisation d'équations
d'évolution plus générales que 1'équation de Schrddinger bien connue.
En effet, dans le formalisme courant de la mécanique quantique, 1'évo-
lution est décrite par un opérateur hamiltonien.

L'opérateur d'évolution est alors unitaire et conserve les valeurs pro-
pres de 1'opérateur densité. Par conséquent, un état pur le reste et
les poids statistiques dans un mélange ne peuvent varier.

Des équations d'évolution plus générales, que nous nommerons
non-hamiltoniennes, doivent aussi é&tre envisagées, dans lesquelles, par

(*) Ses vecteurs sont seulement l'une des représentations de certains

états nommés "états purs'.




exemple, un état pur peut devenir un mélange. Nous en étudierons cer-
tains aspects dans la suite de ce travail.

Nous limitons cette étude aux systemes pour lesquels 1'espace
C;{est de dimension finie n, ou peut é&tre considéré comme tel, au moins
3 titre d'approximation. Avec Hioe et Eberly [HIOE,81], nous appelle-
rons un tel systéme : systéme a n niveaux, parce que n est le nombre
maximum de valeurs propres différentes que peut posséder une grandeur
observable ; c'est aussi le nombre maximum de projecteurs orthogonaux
entre eux. De tels systémes sont fréquemment considérés dans 1'étude des
Tasers ou de la résonance magnétique. '

PRINCIPALES METHODES UTILISEES

. Pour mettre en oeuvre la description des propriétés d'un sys-
téme quantique indiquée brigdvement ci-dessus, “description qui fait appel
essentiellement 3 des opérateurs hermitiques agissant surzg{(opérateurs
~-densités et observables) et a la trace de leurs produits, il est inté-
ressant de remarquer que 1'ensemble des opérateurs hermitiques surcj{
forme lui-méme un espace vectoriel réel (*), sur lequel on peut définir
un produit scalaire a 1'aide de 1'opération trace.

Cette remarque a été faite par plusieurs auteurs [FANO,57],
[CRAW,58], [BAN,63], [DAV,76] et peut &tre considérée comme la racine
de différentes méthodes. Celles-ci, énoncées le plus souvent pour des
systémes quantiques quelconques, prennent évidemment une forme plus
simple et plus facile a appliquer, lorsqu'on se limite au cas des syste-

-

mes a n niveaux.

a) On peut citer, en premier lieu, la méthode des SUPEROPERA-
TEURS. Ceux-ci ont été introduits par J.A. Crawford [CRAW,58], leur
usage a été développé par C.N. Banwell et H. Primas [BAN,63] sous
1'appellation de METHODE DIRECTE car elle conduit directement aux

(*) Dont le complexifié est formé par l'ensemble de tous les opérateurs

sur H .




fréquences de transition, grandeurs observées, plutdt qu'aux niveaux
d'énergie.

Des exposés plus récents ont été donnés par J. Jeener
[JEEN,82] et P.0. Lowdin [ LOW,82]. L'espace vectoriel des opérateurs
est appelé superespace et ses éléments superkets. L'opérateur A devient
donc le superket lﬁ>. Les opérateurs sur cet espace sont nommés super-
opérateurs. Cette terminologie met bien en évidence 1'analogie avec
1'espace des kets, puisque les opérateurs-densités, représentant les
états, sont désormais des superkets. Le produit scalaire défini précé
demment & 1'aide de la trace prend alors la forme

-

s TCN -

et 1'équation de Liouville quantique
ih -g-% = [4,5]
devient

e D - 5
i[5> =L [

semblable a 1'équation de Schrodinger pour les kets. Le superopérateur
.Z? appelé liouvillien a pour composantes, dans une base decg¢ ol les
composantes sont numérotées par i, j, k, %,

L gk ™ Mk S50 it
L et H sont diagonaux en méme temps ; les valeurs propres de/’ sont
alors

L. = E, - E,.

ij*ij i J

Un avantage important de cette méthode est la possibilité
de décrire des phénomenes de relaxation. Ces phénoménes sont décrits

en prenant pour /? un superopérateur qui ne provient pas d'un opérateur
H [RED,65].




b) Une autre voie utilise les C*-algébres [DAV,76] [SP0,80].
Pour un systéme quantique donné, la C*-algdbre est formée par les obser-
vables, leurs combinaisons lTindaires et leurs produits. Les superkets
forment une telle algebre ; toutefois, i1 existe en mécanique quantique
d'autres possibilités de construire des C*-algébres. Un état est alors
une application linéaire qui, a toute observable, fait correspondre
un nombre réel, a toute observable positive un nombre positif et a
1'identité 1. Le nombre obtenu est interprété comme la valeur moyenne
de 1'observable. Cette méthode présente 1'avantage de ne pas faire
intervenir un espacec9¢, inutile formellement, mais seulement les obser-
vables, leurs relations et leurs mesures. Elle est surtout utilisée
dans les études sur les fondements de la mécanique quantique.

c) La méthode que nous nous proposons de développer ici,
Timitée aux systemes a n niveaux, s'appuie sur 1'introduction explicite
de 1'Algébre de Lie su(n) et sur 1'utilisation éventuelle des notions

et théoremes que comporte la théorie mathématique d'une telle algébre.

Nous précisoné ainsi des suggestions faites par U. Fano
[FANO,57] et systématisons 1'usage de su(n) effectué auparavant par
divers auteurs, en particulier F.T. Hioe et J.H. Eberly [HIOE,81],
[HIOE,82], [HIOE,83].




Il -ETUDE OES PROPRIETES
INSTANTANEES D'UN SYSTEME
A N NIVEAUX

Nous allons d'abord nous préoccuper de 1'étude des "proprié-
tés instantanées" d'un systeme quantique SQ a n niveaux, c'est-a-dire

de la description de 1'état et des propriétés de Sa a un instant quel-
conque.

Dans un premier article, noté I, nous montrons comment
1'algébre de Lie su(n) apparait dans le traitement quantique de SQ, par
sa réalisation comme ensemble des opérateurs hermitiques de trace nulle
agissant sur un espace vectorie]cg4n a n dimensions. Tout opérateur-
densité et toute observable de SQ peuvent alors étre écrits sous forme
de combinaisons linéaires de 1'opérateur unité et d'é&léments de su(n).

a) Dans cet article, c'est d'ailleurs essentiellement la struc-
ture d'espace vectoriel de su(n) qui est utilisée, espace que 1'on peut
doter d'une métrique euclidienne grdce a 1'opération trace suq:;{n. On
obtient ainsi un espace é?r’ de dimension r = n2-1, que nous appelons
1'espace des observables. Corrélativement, nous introduisons un espace

é?r’ isomorphe agf}, que nous nommons avec Hioe et Eberly espace de
cohérence et qui est 1'espace des vecteurs G définis a partir des obser-
vables G par la relation (*)

(*) Cette définition différe un peu de celle utilisée dans les articles
I et II et sera employée désormais dans la suite de cette thése,

aussi bien pour § que pour une observable G.




n?-1
C :
G-fe@is 16 (1)
- (@) T+ 8.0) (1)

ol les QJ forment une base orthonormée deg;r.

b) Les notions et formules introduites permettent de résou-
dre facilement et clairement un probleme soulevé par Band et Park
[BAND], celui de la "détermination expérimentale" ou connaissance
de 1'état de SQ. Cet état, qui provient d'un certain mode de prépara-
tion auquel a été soumis SQ, peut étre identifié a p sous réserve qu'un
seul opérateur  donne des valeurs moyennes compatibles avec ce mode de
préparation. Cette connaissance complete est obtenue lorsqu'on a déter-
miné toutes les composantes d'un vecteur de cohérence P, associé 2
1'état p par une définition analogue & (1'), soit

-

P

5 =g (1+5.0) (2)

Un tel résultat montre que 1'ensemble {6J} fournit ce que Band et Park
appellent un ensemble minimal d'observables.

Remarquons que Band et Park avaient proposé de résoudre ce
probleme en utilisant une base par;iculiére degf}, constituée par des
observables tensorielles irréductibles (liées aux harmoniques sphériques)
base a laquelie maints auteurs ont tendance a faire jouer un rdle privi-
Tégié.

Pour les situations ol 5 n'est pas parfaitement connu, Jauch
a introduit de manigre générale la notion d'états équivalents [gAU,64],
[JAU,68]. Nous précisons cette notion dans le cas d'un systzme a n
niveaux.
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Usage de I’Algébre de Lie su (n) dans PEtude
des Systéemes Quantiques a n Etats.
I. Quelques Conséquences Générales

JACQUES TILLIEU ET AUGUSTIN VAN GROENENDAEL
Laboratoire de Physique Théorique, Université de Lille I, F-59655 Villeneuve d" Ascq, France

Abstracts

In an n level quantum system there is a relation between each density operator and an element
of su (n) Lie algebra. This relation is also established between Cartan’s subaigebras and the complete
sets of compatible observables. A scalar product is then defined in this algebra in order to introduce
orthonormal bases and to simplify many calculations about expectation values of observables.
Therefore simple general rules were established which show how to determine (completely or partly),
from linearly independent observables, the density operator of the system.

A chaque opérateur-densité d’un systéme quantique a n états correspond un élément de 'aigébre
de Lie su{n). Une correspondance est établic également entre les sous-aigébres de Cartan et les
ensembles complets d'observables compatibles. Cette algébre est ensuite munie d'un produit scalaire
qui permet d'y introduire des bases orthonormées et de simplifier, en conséquence, nombre de
calculs portant sur les valeurs moyennes d’observables. Nous établissons alors des régles simpies et
générales montrant comment il est possible, a partir d’observables linéairement indépendantes, de
déterminer complétement ou partiellement I'opérateur-densité du systéme.

1. Introduction—L’Espace des Observables

a) Nous considérons un systéme quantique So dont 'espace des états est a
n dimensions, soit ¥, [systéme_a n niveaux d’énergie; spin § = Hn=-1),...1

On sait que ’état de ce systéme peut étre décrit par un opérateur-densité
(opérateur hermitique semidéfini positif agissant sur %,, de trace unité), et que
la valeur moyenne de toute observable G est donnée par la relation

(GY=Tr (Gs). (1)

b) Tout opérateur hermitique (observable) agissant sur #, peut &tre écrit
sous la forme

G‘=fi+é’ (2)

ou G’ est un opérateur hermitique de trace nulle (Tr G'=0)et g=TrG. En
particulier,

f+p. (3)

& e

§=
(p' n’est pas un opérateur-densité, puisque Tr ' =0.)

© 1983 John Wiley & Sons, Inc. CCC 0020-7608/83/051807-10502.00




1808 TILLIEU ET VAN GROENENDAEL

Dans la suite de I'article, nous utiliserons principalement des observables de
trace nulle, puisque, d’aprés 'Eq, (2), toute autre observable peut étre obtenue
comme combinaison linéaire de [ et d’observables de trace nulle.

¢) On sait que I'ensemble des opérateurs hermitiques de trace nulle agissant
sur ¥, forme une représentation par opérateurs de 'algébre de Lie réelle su (n),
ou A, dans la notation de Cartan.

Cette algébre de Lie est de dimension r =n*~1, et nous désignons par &,
’espace vectoriel correspondant, que nous appellerons espace des observables
(de trace nulle). K

On sait également que su (n) posséde une sous-algébre abélienne de dimen-
sion n~1, la sous-algébre de Cartan, c’est-a-dire que I'on peut trouver un
ensemble maximal de n — 1 observables qui commutent entre elles. Cet ensemble
et la sous-algébre correspondante ne sont d’ailleurs pas définis de maniére unique.

Dans cet article, nous nous proposons d’examiner, a partir des notions
rapidement résumées ci-dessus, quelques questions relatives aux propriétés et
usages de 'opérateur-densité.

2. Ensembles d’Observables Linéairement Indépendantes—Bases
F- Orthonormées

a) Du caractére vectoriel de &,, de dimension r=n?~1, découle le fait,
simple mais général, qu'il ne peut exister que n>—1 observables (de trace nuile)
linéairement indépendantes (ou n* observables de trace quelconque).

Ces r observables peuvent 8tre utilisées pour constituer une base de %, et
toute autre observable pourra étre exprimée comme une combinaison linéaire
réelle des r éléments de la base.

b) L’existence d'une sous-algébre de Cartan, a laquelle correspond un sous-
espace vectoriel €5, _,, entraine qu'il ne peut exister que n — 1 observables commut -
ables de trace nulle linéairement indépendantes (ou n observables commutables
de trace quelconque). Toute autre observable commutable pourra étre exprimée
comme une combinaison linéaire réelle des n — 1 éléments d’une base de &, _,.

¢) Si I'on considére seulement p(<r) observables linéairement indépend-
antes, elles forment une base pour un sous-espace vectoriel &, de 4. 1l convient
de remarquer qu’en général, €, ne posséde pas la structure d’algébre de Lie (ce
qui est le cas pour &;,_1).

Ces résultats généraux peuvent étre mis sous une forme plus pratique en
complétant les propriétés de %, par lintroduction d’une métrique. On peut
définir, avec Fano [1], le produit scalaire suivant, sur ’espace des observables:

(Go» Gp) =Tr (G.Gs). (4)
{La trace est calculée sur ,.)
On peut alors définir des opérateurs orthogonaux au sens de Fano (que nous
appellerons opérateurs F-orthogonaux, pour ne pas les confondre avec les
opérateurs orthogonaux au sens habituel), par la relation:

Tr(G.Gs)=0, G, Gyesul(n) (a#b). (5)
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a) Grice au produit scalaire (4), on peut introduire une base orthonormée
dans I'espace des observables &,, que nous appellerons F-base, ou base F-
orthonormée, soit 'ensemble:

G, JT=1-r=n*-1 ' {6)
avec
Tr3; =0
Tr (Q:Qx) =i

Une telle base peut étre construite, par le procédé d’orthogonalisation de
Schmidt, a partir d’'un ensemble de r observables linéairement indépendantes.
Réciproquement, a partir d'une F-base on peut construire un ensemble de r
observables linéairement indépendantes (voir plus loin, la notion d’ensemble
minimal d’observables ou ensemble r-déterminant).

A un systéme orthonormé complet {{v;)} de %, il est possible d’associer la
F-base suivante de %,, indiquée par Hioe et Eberly [2]:

R ] 1 d '
Qi=\/;.£..l.{|u,+l><u,+,|—l—,k§‘|vk><vk|}, i=12,...,n-1

1 ‘
—= (lo;)Xvel +|ueXv)),  j#k

Oik =\/2

A i o
Qi = ——= v Xl +—=lveXoil,  j#k.
e, \/2 ] \/2 1
En résumé, par le procédé rappelé ci-dessus, I'espace &, est doué d’une
structure d’espace euclidien.
L’ensemble des opérateurs ci-dessus forme une représentation n-dimension-
nelle de su {n) qui, dans le soc {jv;)}, donne la représentation matricielle:

{(vlléiivm>y <U!léﬁtlvm:’}'

Cette représentation est l'une des représentations fondamentales de cette
algébre ou du groupe de Lie correspondant SU (n). On rappelle qu’il existe
n —1 représentations fondamentales qui sont toutes irréductibles [3].

b) Tout vecteur de Z,, c’est-a-dire toute observable de trace nulle, peut alors
8tre écrit sous la forme:

G.=Y G5G,, Giea. (7
i=1
On trouve facilement la “‘composante” G de G., soit:

G$ =Tr (G.O;)). (8)

Si les vecteurs |v;) sont les vecteurs propres d’une observable G, on voit que
celle-ci ne comporte que les opérateurs [ et é,- de la F-base précédente.
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¢) Par suite de I'existence d’une sous-algébre de Cartan, on peut toujours
trouver des F-bases dans lesquelles n — 1 éléments commutent entre eux (commu-
tation d’opérateurs agissant sur %,).

La plupart du temps, nous supposerons en conséquence que la F-base définie
par la relation (6) est telle que l'on ait:

[0, 0k]=0, JK=1-n-1 9)
c’est-a-dire que les n —1 premiers éléments de la base (6) forment une base
pour la sous-algébre de Cartan &, _;.

3. Forme Générale et Détermination “Expérimentale” d’un Opérateur-Densité

a) D’aprés les indications données ci-dessus, un opérateur-densité peut &tre
écrit sous la forme générale:

S Y
s==(1+ % P (10)
n I=1
avec
P, =nTr(p0;). 1y
La formule (10) peut étre réécrite sous la forme plus condensée:
R PP ,
P=;(I+PQ)- (109

P, vecteur dans un espace euclidien réel £, de dimension r (isomorphe 2
&,), est appelé “‘vecteur de cohérence” par Hioe et Eberly [2].

_ La formule (10) généralise la formule bien connue pour le cas n =2, ou les
Q; (au nombre de r =3) sont les matrices de Pauli (habituellement non nor-
malisées au sens de Fano). '

b} Les n’~1 composantes P, sont des nombres réels, indépendants entre
eux dans le cas d’un état quelconque de S (“‘mélange statistique™).

Ces nombres sont néanmoins astreints a ne varier que dans un certain domaine
de valeurs, c’est-a-dire, de maniére equivalente, que le vecteur P, caractérisant
un opérateur-densité d’aprés la formule (10", doit se trouver dans un certain
domaine D de &..

En effet, la forme (10) exprime que ¢ est hermitique et de trace unité. Il
faut aussi qu'il soit semi-défini positif, c’est-a-dire que 'on ait:

(¥lg|w) =0, YW e .. {12)

De cette condition on déduit {voir Appendice) que I’on doit avoir la condition
équivalente (produit scalaire dans &,):

P-P'=-n VP'eD. (13)
On doit également avoir la condition générale:
Tr () =Trg=1. (14)

{L'égalité est seulement réalisée pour un état pur.)
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A partir de la formule (10), on trouve facilement la condition équivalente:
=Y Pisn(n-1). (15)
J=1

On sait qu'd un mode de préparation du systéme S (ou plutdt, en toute
rigueur, d'un ensemble statistique de systémes S identiques et identiquement
préparés), correspond un état de S (mélange ou état pur) qui est décrit, défini
mathématiquement, par un opérateur-densité 3.

a) Si 'on veut déterminer § expérimentalement par des séries de mesures
portant sur diverses observables, il faut arriver 4 obtenir les valeurs des 7 =n° -1
parametres réels dont depend p. On peut, pour cela, mesurer les valeurs moyen-
nes de r observables G, {que 'on peut supposer sans inconvénient, de trace
nulle) et utiliser les r équations;

Tr (6G.) ={Gadmess a=1-r. (16)

N’importe quel ensemble de r observables ne convient pas. En particulier, on
voit facilement que r observables commutables ne conviennent pas, car elles ne
fournissent que les n éléments diagonaux de § (dans la base propre commune
aux observables utilisées).

b) Si nous appelons ensemble minimal {4, 5] ou ensemble r-déterminant un
ensembie d’observables permettant la détermination compléte de g, une condi-
tion nécessaire et suffisante de son existence peut facilement étre obtenue en
utilisant les décompositions (7) et (10). En effet, on a:

A 1 1
Tr (Ga)=—L GiPr=—G* - P
ny n
La formule (16) fournit alors le systéme de r équations linéaires:

Z G?Pl =n<éa>me53 a= l-sr (17)
J=1

pour déterminer les r inconnues réelles P, _(on rappelle que les composantes
réelles G} sont connues, lorsqu’on connait G.).

La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (17) admette une
solution et une seule est que ['on ait:

det (G7)#0, a,J=1->r (18)

cest-a-dire que les r observables G, utilisées doivent étre linéairement indépend -
antes (indépendance linéaire dans %,). On peut aussi dire que les r vecteurs G*
doivent étre linéairement indépendants dans Z,.

¢) Appelons I, un ensemble r-déterminant. D’aprés les indications données
plus haut sur une sous-algébre de Cartan, un ensemble F,, ne peut comporter
au plus que n — 1 observables commutables (n, en incluant D.Tln'en comporte
d’ailleurs pas obligatoirement, de méme qu’une F-base de &, ne comporte pas
nécessairement d’éléments commutables.
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Remarques

1) Le traitement donné par Park et Band [3] au probléme envisagé dans ce
paragraphe, est un cas particulier de celui proposé ici. puisqu’il consiste 2 utiliser,
dans &,, une base F-orthonormée particuliére, constituée par les opérateurs
tensoriels multipolaires irréductibles, déja introduits par Fano et Racah [6]. Cet
usage est lié a I'existence du groupe des rotations O(3) comme groupe de symétrie
possible pour Sq.

2) Un ensemble complet d’observables commutables (EcOC), notion souvent
utilisée en mécanique quantique, posséde une fonction différente de celle ici
remplie par un ensemble r-déterminant. Un Ecoc (destiné a “lever” la dégénér-
escence éventuelle d’une observable de #,,) posséde au maximum n —~1 observ-
ables commutables de trace nulle (n avec I); il est donc toujours insuffisant pour
déterminer complétement /.

Exemple:n=2(r=3;n~1=1)

Dans ce cas, traité par Band et Park [4], la condition (18) devient:

G G; Gj3
G G: Gi|#0 (19)
G G G5

et peut €tre écrite sous la forme équivalente utilisant le produit mixte des trois
vecteurs correspondants de &3, soit:

G*(G*AG*) %0 (19"
c’est-a-dire que les trois vecteurs G* (@ = ) ne doivent pas étre coplanaires,
autre maniére de dire qu’ils doivent étre linéairement indépendants (dans &3;).

Band et Park montrent que la condition (19') nécessite que les trois observ-

ables G* ne commutent pas entre elles. Ce résultat découle de leur indépendance
linéaire et du fait qu'une sous-algébre de Cartan de su (2) est de dimension 1.

4. Déterminaﬁon'Expérimentale Incompléte d’un
Opérateur-Densité—Etats Equivalents

Lorsque l'on dispose de mesures portant sur un nombre d’observables
inférieur 4 r=n’-1, la connaissance de I'opérateur-densité ne peut étre
compléte.

Supposons que 1’on dispose de mesures portant sur un ensemble I', de p
observables linéairement indépendantes, ensemble que nous appellerons
ensemble p-déterminant,

Les équations du type (17) ne sont plus qu’au nombre de p et ne permettent
donc de déterminer que p paramétres réels figurant dans §, par exemple p
composantes P; de 3.

Il reste donc r —p =n’—1—p paramétres indéterminés dans 4. On peut, a
partir des p observables linéairement indépendantes de I',, construire un
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ensemble F-orthonormé formant une base ‘“‘partielle” de Z, (ou base pour un
sous-espace de &,, de dimension p). Cette base partielle peut toujours étre
complétée, a 'aide de r —p autres observables linéairement indépendantes (des
p premiéres et entre elles), pour obtenir une F-base de &,, adaptée i I’existence
du sous-espace &,,.

Pour rendre compte de la connaissance incompléte de g, Jauch [7,8] a
introduit la notion d’états équivalents par rapport a un certain ensemble U d’observ -
ables, en définissant deux opérateurs-densités [-équivalents 4 et gy par la
condition:

Tr (6:6) =Tr puB), VGel. (20)

Cette définition peut étre quelque peu précisée en utilisant les indications
précédentes et les décompositions (7) et (10).

Pour appliquer la formule (20), nous utilisons un ensemble I', de p observables
linéairement indépendantes et nous écrivons alors, avec Jauch,

rﬂ
pr~ pu. (21

Si I'on utilise, dans &,, une base F-orthonormée adaptée a I'existence de &,,
les deux opérateurs-densité équivalents peuvent alors étre écrits:

'5I=%(I+ZPJQJ+ }: PKQK)

K=p+1
. (22)
511=—(1+ZPJQJ+ 2 PKQ)
n K=p+1
avec
Pk # P%. (22"

Une classe de I',-équivalence peut alors étre caractérisée par les p compos-
antes P, (le jeu de celles-ci est évidemment lié au choix des observables composant
[,). Un élément représentatif de cette classe d’équivalence peut étre obtenu en
prenant Px =0 (K =p+1-r) et déterminant les p autres coeflicients par un
systéme d’équations linéaires du type (17) mais d’ordre p.

Si la F-base utilisée n'est pas adaptée a 'existence du sous-espace &, corres-
pondant a ’'usage d’un certain ensemble p- déterminant I',,, la relation (20) fournit
les p équations:

Z GJPJ “le GJP <Ga>mess a= 1"[’
et il-est toujours possible de trouver un jeu de p .paramétres communs 4 ' et
", puisque la matrice rectangulaire (G7) (a =1-p; J =1-r) est supposée de
rang p.
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a) Si I'on introduit, dans I',, une observable supplémentaire qui est une
combinaison linéaire des p premiéres, on n'obtient que des informations supplé-
mentaires redondantes et I’on doit considérer que l"ensemble I, reste le méme.

b) Par contre, en introduisant une (p+1)°™ observable linéairement
indépendante des p premiéres, on passe 4 un ensemble (p + 1)-déterminant [, ,
et 'on peut écrire:

O] (23)

On peut construire une chaine d’ensembles correspondant a vne détermina-
tion croissante de j, soit:

¢ el el el <l (24)

o correspond a une absence totale d’informations sur ¢ (a I'usage de la seule
observable I), I', a I'information la plus compléte possible sur 5 (4 'usage de I
et de r observables linéairement indépendantes).

La chaine (24) n’est pas unique, puisque la constitution (non unique) de T,
ne détermine que partiellement celle de I',..;.

11 est facile de voir que deux opérateurs-densités I',- équivalents sont [, =
équivalents, tandis que la réciproque n’est pas vraie.

Remarque

Le nombre d’observables commutables présentes dans un ensemble p- déter-
minant ne peut évidemment jamais dépasser n —1 (n avec I).

5. Remarques Finales

Nous avons montré dans cet article que 'usage des propriétés de 'algebre
de Lie su(n) peut permettre d’obtenir des réponses simples 3 des questions
générales posées par la description quantique d’un systéme pouvant exister dans
n états différents.

Cet usage parait présenter une certaine parenté avec des propositions de
fonder la mécanique quantique sur des axiomatiques utilisant les structures
d’algébres a trace [9, 10] ou de semi-groupes [11]. Il convient de signaler, d'une
part que les notions ici proposées sont beaucoup plus limitées, d’autre part et
surtout qu’elles sont utilisées comme instruments d’une exposition plus tradition-
nelle de la mécanique quantique, celle utilisant assez systématiquement
'opérateur-densité (et, plus subsidiairement, le vecteur d’état) [12, 13].

Appendice—-Démonstration de L'Inégalité (13)

L’operateur-densité doit étre semi-défini positif, c’est-a-dire que ’on doit
avoir:

(wlglwey =0, V¥ e, (25)
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ou encore
Tr GI¥*K¥*))=0, VI¥)eH, (26)
d’ol
Y pa Tr BNV =Tr (36v) =0, V4. 27)

Dans le passage de (26) & (27), nous avons introduit 'opérateur-densité
arbitraire (et variable) g+ défini par:

f =L pa| ¥ NY?|
avec
Pa ER, O=sp,=1

Y pa=1.

Si nous écrivons g et g, sous la forme (10), il vient:

I O P U .
p v="§([+ Y PQr+ Y P/Q;+ ¥ PJP},O]QK)
n J=1 J=1 FK=t

Tr (ppyv) = Y. PiPidix
JK=1

+

f
R |- on |.-
- =)

P-PY=0, VP'eD (28)

d’ou l'inégalité (13).

Les inégalités (25) a (28) sont équivalentes entres elles.

L’inégalité (28) doit étre vérifiée quel que soit le vecteur PY variant dans le
domaine convexe D de €.
Remarque

Si p; et pyy sont deux opérateurs-densités, on sait que

= pif1+pubu (29)
avec
P, Ppuz0, pitpu=

est également un opérateur-densité.

La formule (2a) entraine pour les vecteurs représentatifs dans €,

P=pP+puPu.

Si P; et Py appartiennent 3 un domaine D de €, P lui appartient aussi,
quelles que soient les valeurs de p; et py, c’est-a-dire que le domaine D est
convexe [10].
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Dans un deuxieme article (noté IV, 3 cause de 1a chronologie
des publications), nous examinons certaines conséquences, pour le
vecteur de cohérence P associé a un état 5 , des trois propriétés
fondamentales que doit posséder cet opérateur pour pouvoir &tre un
opérateur-densité. -

a) étre hermitique
B) &tre de trace unité
y) étre semi-défini positif

Si 1'on effectue une combinaison linéaire réelle d'opérateurs-
densités

pe (3-a)

p=2 p,
o

la propriété 3 impose alors

Lp,= 1 (3-b)
o

-

pour que p soit également un opérateur-densité.

Ces expressions reportées dans (2) fournissent la méme
relation entre les vecteurs de cohérence

$-z p, 3 (4)
A

-

Si 1'on restreint les combinaisons linéaires utilisédes a celles
vérifiant (3-b) et

¥Ya, 0K P, <1 (3-c)
alors § possadde nécessairement les trois propriétés o, 8, vy (les opéra-
teurs 5(“) sont, bien entendu, supposés étre des opérateurs-densités).

Nous appellerons D le sous-ensemble deg?} composé des vecteurs de
cohérence. Nous venons de voir que cet ensemble est stable pour les
combinaisons linéaires vérifiant (3-b) et (3-c), ce qui équivaut a
1'affirmation : D est un ensemble convexe. Les combinaisons linéaires
précédentes décrivent le mélange statistfque des états représentés par
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les opérateurs é(a) (qui ne sont pas supposés purs). Les coefficients

Py, sont les poids statistiques dans le mélange. L'ensemble des é&tats
purs peut alors étre introduit comme 1'ensemble des états qui engendrent
tous les autres par mélange statistique et qui ne peuvent pas eux-mémes
&tre obtenus par mélange statistique.

L'article IV est essentiellement consacré & préciser la géomé-
trie du domaine D. Celle-ci est assez compliquée a déterminer dés que n

est supérieur a 2 (*), puisque 1'on a affaire 3 un domaine dans un
espace & r = n“~1 dimensions. Les résultats obtenus montrent que le

cas n = 2, souvent utilisé dans la lTittérature, au moins a titre d'illus-
tration de 1'usage des opérateurs-densités, est trop simple et masque

la complexité du probléme posé par les conditions restrictives imposées

" aux vecteurs de cohérence.

(*) Pour n = 2, on sait que D est une sphére dans&?&, la frontiére de
cette sphére est entidrement constituée d'états purs. Pour n > 2,
D n'est plus une sphére et les états purs ne sont qu'une petite

partie de la frontiére.
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Abstract

The density operator of an n level quantum system is known to be a positive semidefinite, hermitian op-
erator of trace one. In a previous article we have established, through su(n) algebras, a formalism where
density operators are built from coherence vectors in a n? — 1 dimension, real, Euclidean space. The last
two conditions are then automaticaily satisfied. Being positive semidefinite means a restriction to the do-
main of coherence vectors. In this article we clarify this domain and obtain several equivalent tests to
know if a given vector is part of it.

Par définition, I’opérateur-densité d’un systéme quantique  n états est soumis 3 trois conditions: il doit
étre Hermitique, de trace unité et semidéfini positif. Dans un article précédent, en utilisant les algébres
- su(n), nous avons établi un formalisme o |'opérateur-densité est représenté par un vecteur de cohérence
dans un espace réel Euclidien de dimension n® — 1. Les deux premiéres conditions sont alors automatique-
ment vérifiées. La troisiéme condition équivaut 2 restreindre le domaine des vecteurs de cohérence. Dans
cet article, nous précisons ce domaine et nous obtenons plusieurs critéres équivalents permettant de recon-
naitre si un vecteur en fait partie. :

1. Introduction

(1a) On sait que I’état d’un systéme quantique ¥, peut étre défini et décrit mathé-
matiquement par un opérateur-densité p [1-4] agissant sur un espace vectoriel .
Les opérateurs-densités sont caractérisés par les trois propriétés suivantes:
() P est hermitique,

(B) p est de trace unité,

(y) p est semidéfini positif,
VheEH (W|ply) =0. (3)

(1b) On sait également (voir, par exemple, Ref. 4) que I’ensemble des opérateurs-
densités forme un ensemble convexe, ¢’est-a-dire que, si on considére des opérateurs-
densités p,, tous les opérateurs de la forme

© 1985 John Wiley & Sons, Inc. CCC 0020-7608/85/040417-09504.00
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=zpaﬁay
* C
Ospusl, Z,Da: 19

sont aussi des opérateurs-densités.
En particulier, tout opérateur-densité peut étre mis sous la forme (4) en prenant
pour D, des états purs, c’est-a-dire des projecteurs

Pa = Pa- (42)
On dit que 'ensemble convexe des états est engendré par les états purs qui con-
stituent sa frontiére.

(2) Lorsque I’espace ¥ du systtme &, est de dimension finie n, I’ensemble des
opérateurs hermitiques de trace nulle, muni de I’opération i ., .], forme une algébre
de Lie €, isomorphe & su(n) (3, 6, 7]. Cet espace €,, de dimension r = n? —1,aété
appelé espace des observables {5, 8].

En introduisant dans €, une F base {Q,} ou base orthonormée au sens de Fano (8],
on peut écrire tout opérateur-densité sous la forme

p= (1 + ,2 P,Q,) &)
=1

ot le vecteur de cohérence P (6, 9], de composantes P,, peut étre considéré comme

un vecteur dans un espace euclidien Z, (isomorphe a €,) que nous appellerons désor-

mais ’espace de cohérence. Chaque opérateur-densité définit un vecteur P unique.

Réciproquement, tout vecteur P de &, définit un opérateur qui vérifie automatique-
ment les conditions « et 3, mais non la condition y.

Pour montrer qu’un opérateur définit un état, il faut vérifier les trois conditions
o, 3, v. Dans V'espace de cohérence Z., il est nécessaire et suffisant de vérifier une
seule condition, correspondant 2 y. Nous appellerons & le domaine de Z, qui contient
les vecteurs P vérifiant cette condition.

En utilisant la relation (5), on vérifie facilement que le domaine % est un domaine
convexe de &,, engendré par les vecteurs de cohérence des états purs, soit A partir
de (4):

P=3 p.P.. (6)

D’autre part, il a été montré [6] que 1'on doit avoir
P<nan~1). N

(L.’égalité n’a lieu que pour les cas purs.) Cette condition est nécessaire pour que p
soit semidéfini positif. Elle n’est pas suffisante si n > 2.

Dans cet article, nous nous proposons d’étudier la géométrie du domaine convexe
B de ,, c'est-a-dire de déterminer les conditions que doit satisfaire un vecteur P de
%, pour pouvoir représenter un état de ¥,. Dans ce but, nous utiliserons quelques
propriétés des sous-algébres de Cartan €., de €,, c’est-2-dire des aigebres de Lie
commutatives, de dimension n — 1 [10].
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2. Premieres Considerations Geometriques

(a) D’apres (7), nous pouvons déja écrire d’une part qu’un vecteur P de Z,, pour
étre un vecteur de cohérence, doit étre situé dans une sphére X de rayon Va(n — 1),
centrée A origine de F,, d’autre part que les vecteurs de cohérence des états purs
doivent avoir leur extrémité sur la surface Py de cette sphere (les vecteurs de cohér-
ence sont alors A Iintérieur de ).

Si on remarque que ¥; est une variété réelle de dimension n* ~ 2, tandis que
I’ensemble des états purs constitue dans &, une variété réeile de dimension 2n — 2,
on peut conclure que, sauf dans le cas n = 2, il est impossible que tout point de Ps
corresponde 2 un état pur du systéme.

(b) Pour préciser le domaine 2, il faut exploiter davantage le caractere semidéfini
positif de p.

Nous allons utiliser pour cela, une F base de 4,, obtenue & partir d'une base or-
thonormée de ¥ (S, 9]. En reprenant les notations de 'article [5], celle-ci est notée:

v} J=1....n,
et la F base correspondante:

{é,} J=1,...,n*=1.

Les n — 1 premiers €éléments de cette F base sont notés Oravec] =1,...,n — 1.
IIs sont obtenus A partir des projecteurs:

= vl
qui n'appartiennent pas 4 %,. Les Q; forment une F base orthonormée pour une sous-
algébre de Cartan €;-,, qui sera dite associée 2 la base {|Jv;)} de #. Les vecteurs de
cohérence correspondants appartiennent A un sous-espace 8-, de %,.

Les opérateurs correspondant aux vecteurs de %.., sont des combinaisons linéaires
de ['identité et des O;, eux-mémes combinaisons linéaires des projecteurs ;. Ils
commutent donc tous entre eux et leur représentation matricielle dans la base {|v;)} est
diagonale. Réciproquement, tout opérateur diagonal dans cette base est une com-
binaison linéaire de I'identité et des n ~ 1| opérateurs J;. Nous établissons ainsi,
ay moyen de 1a relation (5) et pour une base donnée de ¥, une correspondance entre
les vecteurs de -, et les opérateurs Hermitiques, de trace un, diagonaux dans
cette base.

Tous ces opérateurs ne sont pas semidéfinis positifs. Avant de pouvoir exprimer

cette propriété dans %, tout entier, il est commode de 1’étudier d’abord dans le sous-
espace G-,

3. Geometrie de I’Intersection du Domaine Convexe 3 et d’un
Sous-Espace %,

Nous allons chercher I'intersection @' de %, avec le domaine convexe @ corre-
spondant aux opérateurs semidéfinis positifs.

Soit PV’ le vecteur de cohérence correspondant 2 I'état pur décrit par 'opérateur-
densité #;. Le vecteur PV’ fait donc partie du domaine %", d’autre part, puisqu’il
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correspond 2 un état pur, il est de module Vn(n — 1) et son extrémité est sur la
sphere Js.

Soit 5 un opérateur-densité diagonal dans la base {|v;)}, il peut étre écrit sous
forme de la combinaison linéaire réelle:

p= _lei ) ®
=
avec
O0sp =1, )
>p=1. (10)

j=i

Cherchons le vecteur de cohérence correspondant dans B:_,. Avec les définitions
introduites ci-dessus, nous pouvons écrire’

n=-1 o
o= 71{([ + 3 P}“Q;) , (11
T =t

d’od

1 n N a~1 n X -
b = ;<2p,.)1 + 3 (zp,.P‘,”)Q;. (12)
T =1

=1 j=1

La relation entre les vecteurs de cohérence est donc
P=73p P (13)
j=1

Les relations (9), (10), et (13) qui sont valables pour tous les opérateurs-densités
diagonaux dans la base utilisée, montrent que ceux-ci appartiennent au domaine con-
vexe 2" engendré par les n vecteurs P’ Réciproquement, tout vecteur appartenant i
ce domaine convexe engendre un opérateur-densité dont la matrice est diagonale dans
la base {|v;)}. Les vecteurs de cohérence correspondant aux opérateurs “diagonaux”
sont donc la totalité du domaine convexe %" engendré par les n vecteurs P’. Nous
allons étudier la forme de ce domaine.

Un domaine convexe, & n sommets, engendré par n vecteurs dans un espace de
dimension n — 1, est appelé un simplexe [4]; c’est un domaine convexe ayant le plus
petit nombre possible de sommets dans cet espace. Par exemple, dans un espace de
dimension 1, un simplexe est un segment dont 2 vecteurs définissent les extrémités;
dans un plan, c’est un triangle dont les sommets sont définis par 3 vecteurs; dans un
espace de dimension 3, c’est un tétragdre.

Le simplexe engendré par les n vecteurs P associés 2 une base orthonormée de ¥
est trés particulier. On sait déja que tous ces vecteurs ont la méme norme:

P = Vnin = 1).
De plus, ils représentent des états deux 2 deux orthogonaux:

Tty =0, Jj#k;
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d’apres un résultat établi dans 5], ce fait peut étre exprimé
PV P¥ = —p, (14)
C’est-a-dire que les vecteurs PY) et P® font entre eux un angle ¢ tel que
PY . P(k) -1
: = J#k. (15)
N o '

Le domaine 3" est par conséquent un simplexe régulier (triangle équilatéral, tétraddre
régulier, etc.). Son centre de gravité est donné par

cos @ =

- L1<en
n;P ’

donc, d’aprés (13) et (8), la relation de fermeture dans # et (5):
P=0.

Le domaine &" est un simplexe régulier dont le centre de gravité est |'origine
de %,.

Nous avons ainsi obtenu un mode de construction du domaine 2", intersection du
domaine complet 2 et du sous-espace Z.,. A partir d’une base orthonormée {|v; )} de
#, on obtient n vecteurs de cohérence associés aux projecteurs ;. Ces vecteurs ont
leur extrémité sur la sphere Ps et engendrent un simplexe régulier @ inscrit dans
cette sphére. Ce simpiexe correspond A 1'ensemble des matrices-densités diagonales
dans la base {|v;)}.

4. Remarques

(a) A une transformation U de # correspond, comme nous [’avons montré dans
Ref. 6, une transformation orthogonale o [U] de %,. o [U] transforme une sous-
algeébre de Cartan en une autre sous-algébre de Cartan, Z)_, en un autre sous-espace
%, et 3" en un autre simplexe & " qui fait également partie de @. Le domaine des
vecteurs de cohérence 3 peut donc étre engendré 2 partir d’un simplexe g quelcon-
que, en lui appliquant les opérations du sous-groupe {0 101}, de dimension n® — 1,
du groupe orthogonal spécial SO(n — 1). Une transformation orthogonale qui
n’appartient pas au sous-groupe précédent transforme un point de s en un point de
s mais pas nécessairement un point de 3. Par conséquent, cette transformation peut
transformer un vecteur représentant un état pur en un vecteur ne représentant pas un
état. Par exemple, dans )., il y a exactement n états purs (les points ol le simplexe
%" touche ¥s). Une transformation orthogonale peut transformer un de ces points en
n’importe quel point de ¥5 N %:_,. Si le nouveau point n’est pas I'un des n états
purs, alors il n’est pas un état du tout.

(b) Dans ce qui précéde, nous avons utilisé une base orthonormée {}v;)} quelcon-
que de ¥ construit 4 partir des n projecteurs correspondants, les opérateurs-densités
appartenant 2 3" '

11 est possible également de partir d’un opérateur-densité quelconque p et d’utiliser
les projecteurs propres qui figurent dans sa décomposition spectrale, soit
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p= ;P;’PO(P/'!
g (16)
=§‘Piﬁf.

Cette décomposition spectrale définit un espace Z%-, et un simplexe Z* mais elle
n'est pas toujours unique, ce qui permet de distinguer deux cas: (@) Aucune valeur
propre p; n'est dégénérée. Sa décomposition spectrale (16) est unique. La sous-
algebre de Cartan %, obtenue a partir de 77 est unique, ainsi que le sous-espace
%5, et le simplexe %*. (8) Une valeur propre au moins est dégénérée. La décompo-
sition spectrale de p définit alors une infinité d’ensembles {#*, j = 1,.. ., n}, chacun
d’eux donnant une sous-algébre de Cartan différente. On en déduit donc une infinité
d’espaces €5, et de simplexes &° dans %, .

D’apres Ia théorie des algebres de Lie [7], ceci implique que, dans le premier cas,
np — [ est un élément régulier de su(n), dans le second cas, c’est un élément
singulier.

5. Forme Generale des Conditions d’Appartenance au Domaine Convexe %

Dans Ref. 5, nous avons montré 1’équivalence des trois propositions suivantes:
(i) P représente un état du systeme (P € 3).

(ii) P - P' = —n pour tout P’ représentant un état pur.

(iii) P - P = —n pour tout P’ représentant un état.

A P'aide de ces propositions, nous pouvons maintenant chercher d’autres expres-
sions pour les conditions que doit vérifier un vecteur de cohérence P que 1'on ne sup-
pose plus appartenir a la sous-algébre de Cartan associée 2 la base {|v;)} de *.

Considérons le simplexe @ associé A une base orthonormée de ¥ et le sous-
espace €., correspondant. En prenant pour P’ les divers états purs situés dans 2,
(sommets du simplexe @), la condition (ii) implique que, pour tout vecteur P de B,
sa projection orthogonale dans 3, est dans le simplexe %".

Nous pouvons donc €noncer une quatriéme proposition équivalente aux trois
précédentes:

(iv) La projection de P dans tout sous-espace de type B, est dans le simplexe 3"

En utilisant cette proposition conjointement avec ce qui a été établi dans la partie
111, nous obtenons deux méthodes pour vérifier si un vecteur P appartient 2 %.

La premiére part de la remarque qu’il fait toujours partie d’un sous-espace Z,,-,. Si
I’on peut déterminer ce sous-espace, il faut alors montrer que P est dans le simpiexe
%"’ correspondant. La seconde méthode consiste 2 prouver que la projection de P sur
tout sous-espace du type &, est dans le simplexe &’ correspondant.

Une application de ce qui précide est la démonstration d’une condition suffisante
sur la norme de P.

. En effet, la sphere 2'* inscrite dans 1'un quelconque des simplexes % est de
rayon n/(n — 1). Si le module de P est égal ou inférieur A cette valeur, la projection
orthogonale de P dans n’importe quel %, a un module plus petit, elle est donc dans
X" et a fortiori dans B". La seconde méthode prouve alors que tout vecteur de mod-
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ule inférieur ou égal 2 n/(n — 1) appartient 3 &, c’est-a-dire représente un état du
systéme {,. L’ensemble de ces états forme une sphére que nous noterons Z'.

Nous pouvons alors distinguer trois régions dans |’espace Z,.

La région extérieure 2 2:

Van = 1) < |PY,

le vecteur P ne représente pas un état.
La surface de X et la région entre I et 3

L Van( — 1) <{P s Van - 1),

n—1

le vecteur P représente ou non un état selon sa direction. Il faut utiliser 1'une des
méthodes indiquées ci-dessus.
La surface et I'intérieur de X:

1P| < —— VA =D,

n—1

le vecteur P représente un état mélangg.

6. Exemples

Nous allons illustrer les résultats précédents en examinant les cas n = 2 et 3.

1/ n =2;r = 3. Les sphéres £ et 3’ de rayon V2 sont confondues. Puisque tous
les points de la surface de %' représentent des états et que tous les états situés sur la
surface de = sont des états purs, 'ensemble des états purs est constitué par la surface
de la sphere I et I’ensemble des états mélangés par I'intérieur de 2. On retrouve
ainsi les résultats bien connus [11]. %, est de dimension 3 et les espaces &, sont de
dimension 1. Les simplexes " sont les diamétres de £, ils sont limités par deux états
purs orthogonaux. Pour savoir si un vecteur quelconque P de %, peut étre un vecteur
de cohérence, on peut appliquer la premitre méthode ci-dessus, en déterminant
I'espace & qui contient P, c’est-a-dire ici I’ensemble des vecteurs colinéaires 2 P; cet
espace détermine un simplexe @ qui est un diametre de X; pour que P soit dans ce
simplexe, il faut et il suffit que P soit dans ou sur la sphére 3.

La seconde méthode revient & considérer les projections de P sur toutes les droites
passant par I’origine de %;. Exiger que toutes ces projections soient sur les diametres
correspondants de 2, aboutit 2 obtenir 2 nouveau !'intérieur et la surface de la sphere.

2/ n =3;r = 8. Le rayon de X est V6, celui de I’ est 1V6, B, est de dimen-
sion 8, les sous-espaces &5 sont de dimension 2. Dans un sous-espace % donné, les
3 vecteurs représentant des états purs font entre eux des angles de 120° puisque

At nin — 1) 2

Le simplexe @ est un triangle équilatéral inscrit dans le cercle de rayon V6 qui
est I'intersection de X et de Z,. Ce simplexe est également circonscrit au cercle de
rayon 3 3 qui est I'intersection de I’ et de B3 (voir Fig. 1).
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pi)

p(g) P (3)

Figure 1. Structure de 1'espace &5.

Pour appliquer la premiére méthode 2 un vecteur P, on commence par choisir un
sous-espace %} contenant ce vecteur. Le probléme est ramené 2 2 dimensions au lieu
de 8 et il faut alors que P soit dans le triangle.

Nous avons vu, dans les remarques, qu’il y avait lieu de distinguer différents cas
suivant la dégénérescence des valeurs propres de la matrice p. Dans le cas présent
n =3, il y a donc trois possibilités: une seule valeur propre triplement dégénérée,
p =4%1,P = 0; une valeur propre doublement dégénérée et une non dégénérée;
aucune valeur propre dégénérée.

Dans le premier cas, I’état est représenté par I'origine de %;, il appartient a tous les
SOus-espaces 3;.

Dans le second cas, les deux états purs correspondant 2 la valeur propre dégénérée
figurent avec le méme poids p; et le vecteur P se trouve sur I'une des hauteurs du tri-
angle &".

Les deux cas que nous venons de voir correspondent aux matrices 35" dites sin-
guliéres dans la théorie des algébres de Cartan.

Dans le troisiéme cas, nous obtenons les matrices réguiieres de la théorie des alge-
bres de Cartan. Elles correspondent a tous les vecteurs P du triangle, qui ne sont pas
sur une hauteur.

Voyons maintenant quelles sont les intersections possibles entre les plans 3. Si un
vecteur P appartient i deux espaces 8 et 85 distincts, cela signifie que la matrice p
correspondante est diagonale dans deux bases distinctes. On est donc dans 'un des
deux premiers cas précédents. Par conséquent, deux espaces 33 et €5 distincts se
coupent soit uniquement 2 1’origine, soit suivant une hauteur commune 2 2" et 3"

A partir de la figure ci-dessus, on voit également qu’une transformation orthogo-
nale de B; peut transformer le vecteur d’un état pur en un vecteur qui ne représente
pas un état. En effet, considérons une transformation orthogonale qui laisse invariants
les vecteurs de 1’espace a 6 dimensions orthogonal 2 la figure et qui soit une rotation
dans le plan de cette figure. Si'I’angle de rotation est différent de 120°, un état pur
donne un vecteur qui ne représente pas un état.
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7. Conclusion

Nous avons montré comment, en utilisant certains résultats généraux de la théorie
de I’algbre de Lie su(n), portant essentiellement sur I’existence et la dimension des
sous-algébres de Cartan, il est possible de construire le domaine % des vecteurs de
cohérence dans I’espace de cohérence B,. Rappelons que seul un point dans % ou sur
sa frontitre peut définir un état du systtme ¥, et donc un opérateur-densité présen-
tant bien le caractére semidéfini positif qui est une de ses propriétés fondamentales.
(Par contre, 2 un vecteur quelconque de &,, on peut toujours associer une observable
de trace nulle).

On voit facilement que, par suite de la définition de &, une évolution
Hamiltonienne:

P(t) = O[0()1P(x)

conserve le domaine &. I faut qu’il en soit de méme si I’on suppose que I’évolution
de ¥, n’est plus hamiltonienne mais décrite par une équation pilote (master equa-
tion). Le maintien de la trajectoire de P(r) 2 I’intérieur de 2 peut alors imposer cer-
taines conditions a ce type d’évolution.
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Il - ETUDE DE L'EVOLUTION

HAMILTONIENNE OD'UN SYSTEME

Dans le chapitre précédent, nous avons obtenu des propriétés
générales des systemes quantiques, qui doivent é&tre vérifides a chaque
instant. Nous allons maintenant étudier des propriétés qui concernent
des instants différents, c'est-a-dire étudier 1'évolution du systeme.
Dans ce chapitre, nous n'étudierons que les évolutions pour lesquelles
existe un hamiltonien. Cela signifie que 1'on peut négliger les phéno-
ménes de relaxation. Cette hypothése ne peut étre considérée comme vala-
ble pendant un temps long puisqu'elle interdit 1'évolution d'un état
pur vers un état d'équilibre thermodynamique qui est un mélange. Elle
est cependant parfaitement justifiée pour une pérturbation forte pendant

un temps court.

a) EVOLUTION HAMILTONIENNE DU VECTEUR DE COHERENCE

Lorsqu'il existe un hamiltonien, 1'évolution du systeme est
décrite, dans 1'espacecg¢, par un opérateur unitaire d'évolution ﬂ .
Dans la description de Schrddinger, 1'opérateur-densité o évolue sui-
vant la relation

5t =0 p 0"
Dans le formalisme que nous utilisons, il a été établi, dans 1'article
II, qu'a T1'opérateur unitaire U suns}} correspond un opérateur orthogo-
nal 6{ﬂ| sur 1'espace de cohérence 3?r' Ces opérateurs forment la repré-
sentation adjointe du groupe SU(n) des opérateurs unitaires suQ:;f.
Nous pouvons également passer de la représentation active a la représen-
tation passive. Une matrice U de SU(n) transforme les matrices de base
QJ en
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Ceci revient a faire un changement de base dans jaﬁ Le vecteur de cohé-
rence représentant le méme opérateur-densité n'a plus les mémes compo-
santes. La matrice représentant cette transformation sur é? est 1'inver-
se 0° IUI de la matrice précédente. Lorsque 1'opérateur U représente

une évolution au cours du temps, le passage d'une représentation active

a une représentation passive correspond au passage de la description de
Schriodinger & celle de Heisenberg. I1 peut étre utile de remarquer que
ces transformations O|U| ne sont pas toutes les transformations orthogo-
nales.

En effet, le groupe U(n) des matr1ces unitaires est de dimen-
sion n°. Le noyau de 1'homomorphisme U - OIU] est {e'® I | o € R} de di-
mension 1 ; le groupe des matrices 0|U] est donc de dimension n - 1. Par
a111eurs 1e groupe des matrices orthogonales 0 sur é? est de dimension
(n -1)(n2-2), supérieur a n2-1 pour n plus grand que 2 (*).

Reprénons maintenant les transformations actives, et considé-
rons les opérateurs U comme des opéraieurs d'évolution. Le hamiltonien
(**) apparait alors comme un élément de 1'algébre de Lie su(n), ce qui
d'une part en fait un élément de gf} et d'autre part le fait agir sur
&, Par 1'intermédiaire de la représentation adjointe. Par 1'usage d'une

base {éd}ﬁde<§;, un hamiltonien induit donc un vecteur h de £3~ et une
matrice Q agissant surg?}. Avec les notations de cette thése, qui ne
sont pas toujours identiques & celles de 1'article II, nous avons donc
Ta structure d'algébre de Lie degf; définie par :

[ 9 = -1 g O , (1)

et la représentation adjointe 6J - EJ définie par :

(*) Pour n = 2, le domaine D est la sphére, il est effectivement conser-
vé par toutes les rotations.

(#*) Hamiltonien supposé de trace nulle (voir plus loin)
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wk et [Fpld =Cyq Ty (@)

Un opérateur hermitique G est décomposé dans la base {6J} sous 1a forme

-~ 1 - -~ . -~

G = r (tr(G) I + 3 GJ QJ) (3)

analogue a la forme (II-2) de 1'opérateur-densité.

Cette définition de G differe 1égérement de celle utilisée dans 1'arti-

cle II. La trace de 1'opérateur hamiltonien ne joue aucun rdle et nous

Ta supposerons désormais nulle. Par conséquent '
s

H == 3 hJ QJ , avec h‘J =n tr(H.QJ) (4)

L'évolution de 1'opérateur-densité

-
-~

p=%(1+§ P, Q) (5)

peut alors étre exprimée par 1'équation différentielle dans é;

P _ 22
I =oF (6)

avec

hy T, (7)

Dans le cas d'un systéme soumis & une perturbation, on obtient
des équat1ons semblables en utilisant la description d'1nteract1on L'o-
pérateur Q est alors exprimé & 1'aide des composantes hL du hamilto-
Q1en de perturbation, ce qui entraine la conséquence intéressante que
QP est petit devant P. Cette représentation a été utilisée dans 1le
dernier paragraphe de 1'article.
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Usage de ’Algebre de Lie su (n) dans PEtude
des Systéemes Quantiques a n Etats.
II. Transformations de ’Espace des Observables,
Problémes d’Evolution

JACQUES TILLIEU ET AUGUSTIN VAN GROENENDAEL
Laboratoire de Physique Théorique, Université de Lille I, F-59655 Villeneuve D’ Ascq, France

Abstracts

In the previous paper we examined, for a quantum system, the relation between its n-dimensional
state space and the su (n) Lie algebra. The present paper is devoted to relations between unitary
transformations in the state space and orthogonal transformations ir: Lie’s algebra. Two cases can
happen. First, the transformations are independently chosen in the two spaces; this amounts to
changing the former relation. On the other hand, the relation is maintained and the unitary operators
are then related to some of the orthogonal operators. This second case is used to study the evolution
operators.

Dans un article précédent, on a étudié, pour un systéme quantique, la correspondance entre un
espace des états, de dimension finie, n, et I'algébre de Lie su (n). Dans cet article, les relations entre
transformations unitaires dans I'espace des états et transformations orthogonales dans 1'algébre de
Lie sont étudiées. Deux situations peuvent se produire: soit les transformations sont choisies
indépendamment dans les deux espaces, ce qui équivaut simplement 3 un changement dans la loi
de correspondance; soit, au contraire, ia loi de correspondance est conservée, et aux opérateurs
unitaires sont alors associées seulement certaines des transformations orthogonales. Cette seconde
possibilité est utilisée dans I'étude des opérateurs d’évolution.

1. Introduction

Dans un article précédent [1], nous avons montré comment, pour étudier un
systéme quantique Sq pouvant exister dans n états, il est commode d’introduire
une algébre de Lie réelle €, appelée espace des observables, de dimension
r=n*—-1, isomorphe a su (n), et d’utiliser, dans &, une base orthonormée au
sens de Fano [2], constituée par des opérateurs hermitiques G;(J =1-r), de
trace nulle et tels que:

Tr (Q,0k) =8 (1)

(La trace est calculée sur I’'espace des états #,.)
Toute observable peut alors étre écrite:

=95 60, @)
n J=1
avec
G, =Tr (GQy) 2"

© 1983 John Wiley & Sons, Inc. CCC 0020-7608/83/051817-11802.10
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Les G; sont les “composantes’” de G (ce sont des nombres réels), que 'on
peut aussi considérer comme les composantes d’un vecteur G appartenant a un
espace réel €, de dimension r (isomorphe i &,).

En particulier, I’opérateur-densité décrivant I'état de S peut étre écrit sous
la forme:

+Z P;(1)Q; 3)

ll

:’.I.—-n =|r—~

p(e)

+P()Q (3"

oi1 le “vecteur de cohérence” P(¢) [3] appartient & €. On a:
Py()=Tr[Q# 1] (3"

Dans cet article, nous nous proposons d’étudier I’évolution de P(t), en la
déduisant d’une correspondance entre opérateurs unitaires de ¥, et opérateurs
réels orthogonaux de &, (ou &,).

2. Correspondance entre Operateurs Unitaires de I’Espace des Etats et
Opérateurs Réels Orthogonaux de ’Espace des Observables

a) Lorsquela F-base {é,} est fixée, la relation (3") établit une correspondance
(biunivoque) entre un opérateur-densité de ¥, et un vecteur P de &..
Conmdérons le transformé de I'opérateur-densité 5 par une transformation

unitaire U que nous pouvons, sans restriction génante, prendre unimodulaire
[T €SU (n)), soit:

ﬁ'=(75(‘]"=§P}é; 4)

U est ici considérée comme une transformation active de ., engendrant
une transformation active de &,, qui transforme le vecteur P en un vecteur P
de composantes P telles que:

Py =Tr (06 =Tr (Q;UsU)

=Y Tr (Q;00xU )Pk ‘ (5)
XK
Posons:
OJK[(/] =Tr (QAJU'Q‘KU*)- (6)
La relation (5) peut étre réécrite:
P’J=ZOJK[0]PK9 J=1-r (59
K

On peut aussi écrire:
P=0[UIP (N
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c’est-a-dire qu’a la transformatin unitaire unimodulaire (:f agissant sur ¥,, on
fait correspondre la transformation O[U] agissant sur &, (c’est une rotation
dans ¥, [2]).
{U] est une transformation réelle; en effet:
O% =Tr (G000 =Tr (UQxU Q)
=Tr (Q;0QxU") = O (8)

On montre plus loin que 0[0’ ] est une transformation orthogonale
unimodulaire (elle est donc réguliére), c’est-a-dire que I’on a:

6[0]= é“[f/] 9)
det O[U]=+1 - 9"

On a évidemment:
Oll,]1=1. (10)

11 suit de ces propriétés que l'on a:
P?=P> (11)

b) Considérons la transformation unitaire U =U,0,. 1l lui correspond la
transformation OQ{U,U,] d’éléments:

éJK[0102] =Tr (éfﬁlﬁzéxfﬁﬂf )
=Tr (U1Q,U0,0,0:U3). (12)

Les deux matrices hermitiques de trace nulle intervenant sous le symbole
trace peuvent étre écrites, d’aprés les propriétés de 'algébre de Lie &,:

U:6,0, =§OJL[0110L (13a)
0,003 =§10foﬁz]éx {(13b)
en posant .
On[Ui1=Te (U1 Q:;0,01) (14a)
Omx[Us]=Tr (GnU.0xU3) (14b)

définitions conformes a (6).
Il vient alors:
Tr (0,0,0,0,0kU03 ) = LZM On[U110mx[U>] Tr (QLQwm)
= gw OJL[C/l]O‘MK[UZ]tsLM

=z OnlU110.k[U-] (15)
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En comparant les relations (12) et (15), on obtient la relation entre matrices
(ou opérateurs):

. O[U0.U,)=0[U,10(Us) (16)
Si U,=U7", on tire de (16) et (11) que:
O[0 1=0[0"1=07"[D]. Coan

On peut vérifier maintenant que O[ U] est orthogonale; en effet, on a:
(B)ix = Oxs =Tr (OxUG,U™)
=Tr (U QxUQy) = Tr (AU~ QxU)
=0x[U*]  dapres (6)
=0k  dapres (17).

¢} Les propriétés précédentes montrent que 'ensemble des matrices o101
forme un groupe qui est homomorphe a SU (n). Il fournit une représentation
réelle orthogonale de SU (n).

1! fournit aussi une représentation réelle orthogonale du groupe SU (n)/¥..
qui est homomorphe & SU (n). Le noyau de 'homomorphisme est le groupe
cyclique ¥, constitué par les n matrices scalaires:

U,, = exp (ia,,)fn

ol exp (ia,) est une racine n°™ de l'unité. D’aprés la formule (6), on voit
facilement que:

A

O[U,1=1. (18)

Remarques

Les matrices orthogonales unimodulaires (3[(.7 ] forment un groupe de
dimension r = n’ — 1, puisque celui-ci posséde la méme algdbre de Lie que SU (n).

On retrouve ainsi la propriété connue [4] que SU (n)/€, est seulement un
sous-groupe du groupe orthogonal spécial SO (n*-1), puisque celui-ci est de
dimension 3(n>~1)(n*-2).

C'est uniquement pour n =2 que [’on a:

SU (2)/4, =80 (3).

2) Dans 'espace %,, on peut effectuer des changements de F-bases, c’est-a-
dire utiliser des transformations passives telles que:

é} = ; OJKéK

ou O =(Ojx) est une matrice orthogonale pouvant appartenir non seulement 2
SU (n)/ €., mais également 2 SO (n*~1),
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Le méme opérateur-densité g peut alors étre écrit:
p= 2}: P = 2]: PiQ;

ol les P; et les P} sont les composantes d’un méme vecteur P de &..

C’est seulement lorsque O appartient 3 SU (n)/%, que I'on peut lui faire
correspondre une transformation unitaire de #, [en réalité n, puisque
’homomorphisme SU (n) > SU (n)/6. est n & 1}, telle que 'on ait:

Q5 =0G,0"

U est alors une transformation passive de %, (changement de sOC).

Les transformations passives de €, (ou &,) (utiles 4 considérer pour des
commodités de calcul) forment donc un groupe plus large que celui constitué
par les transformations actives (ayant un sens physique, par exemple une pro-
priété d’évolution).

Cette propriété des transformations passives est liée, en particulier, au fait

qu’a partir d’un soc de %,, une base {Q;} de &, peut étre obtenue d’un maniére
qui comporte une large part d’arbitraire.

3. Forme Explicite des Opérateurs Orthogonaux Agissant sur &,

a) Si I'on a une F-base {Q;} pour 'algébre de Lie su(n), on sait que ces
opérateurs hermitiques de trace nulle peuvent étre utilisés comme des gén-
érateurs infinitésimaux du groupe SU (n). Il s’en suit que tout opérateur unitaire
unimodulaire U, agissant sur %,, peut étre écrit sous la forme:

U(a)=exp (i sz'l a;@;) (19)

= exp (iaQ) (199

ol les a, sont des nombres réels (ac &,). o
Compte tenu de la formule (19), les éléments de O[U] définis par (6)
deviennent:

O [U]= Oy (a) =Tr [G; exp (iaQ)Ox exp (-iaQ)]. (20)

b) L’expression (20) peut &tre transformée a l'aide de la formule de Baker~-
Campbell-Hausdorff [5]. Toutefois, la matrice O[U] peut étre obtenue plus
directement en remarquant que la transformation

p-0pU", UeSUM)
peut fournir la représentation adjointe de SU (n), de dimension r {6].
Les générateurs de cette représentation forment une base de la représentation
adjointe de I'algébre de Lie su (n) (&, est 'espace porteur de ces représentations).

¢) Dans la F-base {Q;,}, la représentation adjointe de su (n) est constituée
par les matrices (de rang r)

£, =Cxn), J=1-r 21
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L'indice variable K numérote les lignes de [';, 'indice variabie L ses colonnes,
tandis que 'indice fixe J différencie les matrices ['; entre elles.

Les nombres réels Cxy. sont les constantes de structure de su (n), définies par
les relations de commutation:

i(Gn O] =§ Crn Ok (22)
d'ou
Cir = Tr (10 [0), O.). (23)

On montre facilement que la constante de structure Ckj. est completement
antisymétrique par rapport a ses trois indices.

Les matrices ['; obéissent aux mémes relations que les Q;, 4 condition de
remplacer les opérations sur ¢, (trace, commutateur X i) par des opérations
analogues sur &, (trace, commutateur). On a ainsi:

Tr(f',)=0 (24a)
Tr (F,Tx) =B -208;, (24b)

{trace calculée sur &,)
(s fel= % Cxnfx (24¢)

d) Compte tenu des résultats rappelés ci-dessus, 'opérateur @(0 (a)] peut
étre écrit:

O(U(a)]=O(a) =exp (; a,f’,) (25)

= exp (af). (25")

Ce resultat exptime l'isomorphisme qui existe entre la représentation fon-
damentale {Q,} de su (n) et sa représentation adjointe {1}

Le caractére unimodulaire de O(a) mentionné plus haut [formule (9],
‘découle du fait que les générateurs [, sont de trace nulle.

Remarque

Seules les matnces orthogonales qui peuvent étre écrites de la maniére (25),
a l'aide des r=n>—1 générateurs [, correspondent 4 des transformations
unitaires de ..
4. Application a PEvolution de ’Opérateur-Densité

a) On suppose que 1’évolution de I'opérateur-densité peut étre décrite par
la relation intégrale: ‘

() =U(t, 106 (t)U (4, 1) (26)

ol 'opérateur unitaire U (1, to) est Popérateur d'évolution dans %,.
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La formule (26) est un cas particulier de (4), de sorte que 'on peut remplacer
cette relation par une équation d’évolution dans £, soit:

P(t) = OLU 1, 1)IP(10). Q27

Du caractére orthogonal de O{ U, to)] decoule immédiatement la propriété
de conservation:

P2(r) = P*(to) (28)

cas particulier de (11).
En dérivant la formule (27) par rapport au temps, on obtient:

dP a0 30 4

—=—P 0)"‘—"0 'P(t)
dr ot (29)
= O, to)P(2)
en posant:
ac, :0)=%?é“=§(—35. (29"

(s, 1) est réelle et antisymétrique; en effet, de OO0 =1, découle que l'on a:

a0 z Aao
a’="9%%
d’ou
~a X a
= O x Y O O X A ”
Q—*(_)—'O O;t—— v O=-0. (29"

b) Pour un systéme conservatif dont [I’hamiltonien est H, I'opérateur
d’évolution peut &tre écrit:

Ut —to) =exp [ —% Hit —to)]. (30)

En écrivant ’hamiltonien sous la forme (2), soit:
H=YHQ;=H-Q 31)
J

[on peut négliger le terme proportionnel a I qui n’introduit dans (30) qu’un
facteur de phase], le relation (3) devient:

l?(t-to)=exp[—é(t—to)gHjé:] (32)

cas particulier de (19).
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On peut alors appliquer la formule générale (25) pour obtenir 'opérateur
d’évolution sur &,, soit:

é(t—-to)=exp[*%(t—to)gflff’:] (33)

=exp[——%(t—t0)ﬂ . i']. (33
L*équation d'évolution (27) devient:
P(t) =exp [ —-;1; (t—to)H - f‘] Pty) (34)

ou, sous forme différentielle,

dP() 1 . =
7 h(H DP() (35)

= 0P(r). (35"

La formule (35') est un cas particulier de (29). La matrice d’évolution [2]:
= Lup (36)
h

est bien antisymétrique, puisque les matrices I’ le sont.

Remarques

1) D’aprés la relation (24¢), on a:

H; =+ Tr (OF) 37
n
ce qui fournit une autre expression de Hj, calculée a partir de la représentation
adjointe, tandis que |’expression:

H; =Tr (HG))

est calculée A partir de la représentation fondamentale introduite dans I'article
précédent.

QO peut étre considéré comme ['hamiltonien agissant sur €.

2) Laformule (34) est 1a solution de I'équation différentielle vectorielle (35).
On peut la retrouver a I'aide de la théorie des systémes d’équations différentielles
[7].

¢) Dans le cas d’un systéme non-conservatif pour lequel on peut introduire
un hamiltonien dépendant du temps H{(¢), on sait que I'opérateur d’évolution,
sous réserve de questions de convergence, peut étre écrit sous la forme [8]:

U, t0)=C exp [ —éj H(r) dr] (38
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ou € est 'opérateur chronologique de Dyson [que I’on peut ici considérer comme
un rappel de la maniére d’opérer correctement le développement en série
symbolisé par (38)].

H{¢) peut toujours étre écrit:

H) =L Hy()Qs
et la relation (38) peut donc étre réécrite:
Ui, t=C exp[w;;-%: (o} J' H;(r) df]. (38"
Les considérations qui permettent d’obtenir (38) a partir de I'équation
différentielle d’évolution dans &,, sont applicables a 'intégration de 1'équation

différentielle d’évolution (35) dans &, [dans le cas ou {) dépend du temps], de
sorte que la solution de (35) peut étre écrite:

P(r) = O(1, to)P(to) (38"
avec
. R 1 ¢
o1, ro):Cexp[-—-Z f‘,[ H;(7) dq-] (39)
h J to
=C exp U ) dr}. (399

5. Perturbations Dépendant du Temps

Les résultats généraux précédents peuvent étre appliqués au cas d’un systéme
S soumis 2 une perturbation dépendant du temps, dont ’hamiltonien a la forme:

HO)=HO+AV (). (40)

a) 1l est commode d'utiliser le description d’interaction dans laquelle les
observables (notées G dans la description de Schrédinger et G dansla description
d’interaction) dépendent du temps de la maniére suivante:

G)=0"Gu® 41)
avec
09 = exp [ -é[-?(mt} 41"
tandis que I'évolution de I’opérateur-densité est régie par I'équation:
x
m?fz)‘ v,51 (42)
b) En posant:
7= 1v0Q
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un calcul identique a celui effectué au paragraphe 4b [voir formule (34)] fournit
le vecteur V(t), soit:
Vit)y=2xp [ +—:l— tH‘°‘f‘] V(). (43)
¢) L'équation d’évolution (42) dans ¥, peut étre remplacée par I'équation
d’évolution correspondante dans &, soit:
PG _
%—3 =A0(OP() (44)

'y k. .
ou la matrice antisymétrique {(¢) est définie a partir de V'(¢) par une relation
analogue a (36), soit:

a=-Ly vt
k7
. (45)
= -‘h* vnr.
La solution formelle de (44) est alors, par analogie avec (38) et (39),
Pi)=Cexp [ +A j ) d‘t‘] P(0). (46)
0

d) Cette relation peut étre utilisée comme point de départ pour un calcul
de perturbation par rapport au paramétre A, en écrivant:

Py =PU) + AP V(@) + APV (1) + - - . 47

On peut prendre les conditions initiales (¢ = 0)
P0) =P . (48a)
Py =0. (48b)

Remarque
La relation (48a) est un cas particulier de la relation
ﬁ(O)(t) = P(O)(O)

qui découle de (43) et du fait que I'évolution de PO(r) est régie par [’hamiltonien
non-perturbé H'”.

En développant la formule (46) suivant les régles de Dyson [8], on obtient
ainsi, par exemple pour les deux premiers ordres:

Py = j dr Ur)P®(0) (49a)
0

() =I ar' J dr QAP 0) (49b)
0 0
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Pour rappeler le caractére trés “‘condensé” de telles expressions vectorielles,
nous pouvons développer 'expression de la composante J de (49b), soit:

¢ ¢
PP =zf dr’ f dr Q) Q)P (0). (49b")
K Jo 0
En tenant compte des définitions (45) et (21), on a:

(5“')6(1'))11( = % 6}L(")6LK (r)

Y V)Y ar) e V() Endex
LMN

I
A

1 - -
=32 Y CoaaCrinx Ve () Vnir). (50)
LAIN

Des simplifications sont introduites par I'antisymétrie des constantes de
structure.
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b) OBTENTION DE CONSTANTES DU MOUVEMENT

Nous pouvons maintenant utiliser les propriétés d'évolution
établies dans II pour obtenir des constantes du mouvement. En mécani-
que quantique, il est possible de définir la dérivée totale d'une ob-
servable par

.g,‘?f - g_ef + & |A,6] (8)
Nous nommerons constantes du mouvement structurelles les opérateurs pour
Tesquels cette dérivée totale est nulle. Leur valeur moyenne est alors
constante dans n'importe quel état. L'équation (8) est également véri-
fiée par les opérateurs-densités. Dans 1'article II, nous avons appelé
constantes du mouvement conjoncturelles de tels opérateurs qui dépendent
de 1'état du systeme. Certaines d'entre elles, les 5q, ont été déja uti-
Tisées [HIOE,81] pour obtenir les restrictions imposées aux états qui
peuvent provenir d'un état donné par une évolution hamiltonienne, quel
que soit le hamiltonien utilisé. Dans le cas ou il existe un hamilto-
Qien, 1'évolution du systéme de to a t est décrite par un opérateur
U(t1’to)

Blty) = Ulty,ty) Bt U (et )

Parmi toutes les évolutions imaginables, cette transformation est tres
particuliere, puisque pour une fonction quelconque f elle entraine une
relation semblable.

F(8(t)) = Ultynt)) F(a(t)) U7 (ky0t )

Par exemple, 1'évolution impliquée par les équations de Redfield
n'a pas cette propriété. Ce qui revient a écrire : pour toute fonction f,
la grandeur f(5) est une constante du mouvement conjoncturelle. Une telle |
constante du mouvement conjoncturelle sera par exemple § Ln § qui sert a
définir 1'entropie du systéme SQ. ' '

Dans la suite de 1'article III, nous obtenons directement, a
partir des vecteurs de cohérence, des constantes du mouvement conjonc-
turelles dans le cas ol le hamiltonien n'est pas quelconque,mais
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appartient 3 une sous-algegbre su(m) de su(n). L'espaceﬂé; des vecteurs
de cohérence est alors décomposé en somme directe de plusieurs sous-
espaces. La projection du vecteur de cohérence dans certains de ces
sous-espaces concerne un module constant. Lorsque le hamiltonien est
donné et indépendant du temps, il engendre une'sous-algébre su(1). Les
constantes du mouvement sont les projections du vecteur de cohérence
dans les sous-espaces de g?} associés aux valeurs propres du hamilto-
nien. La décomposition associée aux sous-algebres su(n) n'apporte pas
beaucoup de simplifications dans ce cas.

Lorsque 1'on a un ensemble de hamiltoniens dépendant de para-
métres (éventuellement le temps), i1 peut arriver que la sous-algeébre
engendrée par cet ensemble soit une sous-algebre su{m) avec m < n.

Dans ce cas, la construction décrite dans 1'article permet d'obtenir
certaines constantes du mouvement,
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Usage de 1’Algébre de Lie su(n) dans PEtude des
Systemes Quantiques a n Etats.
II1. Définition et Obtention des Constantes du
Mouvement Conjoncturelles

JACQUES TILLIEU ET AUGUSTIN VAN GROENENDAEL
Laboratoire de Physique Théorique, Université de Lille, F-59555 Villeneuve d’Ascq Cedex, France

Resume

A partir de I'opérateur-densité d’un systéme quantique 3 n états, sont définies et calculées des
constantes du mouvement pour lesquelles est proposée 'appellation nouvelle de conjoncturelies. On
établit qu’il en existe au maximum n ~ 1 linéairement indépendantes. A "aide des sous-aigebres su(m)
(m<n), on montre comment il est possible d’introduire, suivant la forme de 'hamiitonien, des
constantes du mouvement conjoncturelles reliées aux composantes du vecteur de cohérence.

Abstract

From the density operator, some constants of the motion are defined and established. We suggest
calling them conjunctural constants of the motion. It is proved that no more than n ~ 1 of them can
be linearly independent. Using su{m) (m < n) subaigebra associated with the Hamiltonian-operator,
it is shown how conjunctural constants of the motion can be expressed in terms of the coherence
vector components.

1. Introduction

Dans deux articles précédents, notés 1 [1] et 11 [2], nous avons montré I'intérét
d’introduire, pour étudier les propriétés instantanées et I’évolution d'un systéme
quantique ¥, susceptible d’exister dans n états, une algébre de Lie réelle &,
isomorphe a su(n), de dimension r = n*— 1, et, conjointement, un espace vectoriel
réel €.

L'opérateur-densité décrivant un état de ¥, peut alors &tre écrit:

p(1)

i
3 |-

f+1é1 Pl(t)é! (H

[+P()Q. (1a) -

I
3 |-

P(t) est un vecteur mobile, appelé parfois vecteur de cohérence (3], appartenant
a %, [2]. L'ensemble {Q,} est une F-base de &,, ou base orthonormée au sens
de Fano [1], qui est ici une base fixe dans &,. ‘

On sait, d’autre part, que la détermination de constantes du mouvement est
toujours une part importante et intéressante de I'étude d’un systéme physique.

© 1984 John Wiley & Sons, Inc. CCC 0020-7608/84/100479-10504.00
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Aprés quelques considérations générales sur les constantes du mouvement
(cm), nous nous proposons, dans cet article, d’introduire une catégorie par-
ticuliere de cm, appelées conjoncturelles et de montrer comment 'usage des
propriétés de su(n) et de ses sous-algébres de Lie permet leur obtention.

2. Constantes du Mouvement Structurelles et Conjoncturelles

Nous supposons que le systdme quantique F, est dans un état (pur ou
mélangé) décrit par I'opérateur-densité (1), et que I’évolution de celui-ci est
causale et régie par I’équation

B_ i

on H=H () est ’hamiltonien du systéme.

Par définition, une observable G est une constante du mouvement si la valeur
moyenne de sa dérivée temporelle totale est nulle, quel que soit ’état de . Elle
obéit alors a ia relation

d6 oG i_
dt 3t +h[H’ G1=0 )

Nous appelierons une telle grandeur, indépendante de 1’état de ¥,; et dépendant
seulement de H, une cM structurelle.

Le plus souvent, on ne considére que des cM ne dépendant pas explicitement
du temps, c’est-a-dire que 'on a simultanément

%‘tis 0, (42)
(A, G1=0. (4b)

Nous appelierons une telle grandeur, une cm structurelle restreinte.

Il est intéressant de constater—fait peu signalé dans la littérature—que
I'opérateur-densité 5 obéit A une équation du type (3), puisque Eq. (2) peut étre
réécrite

dp p i _a .

a5 TR AI=0 (%)
11 s’en suit que I'on peut considérer opérateur-densité comme une cM de %o,
et méme comme une CM dépendant explicitement du temps, puisque, sauf pour les
états stationnaires, ap/dt # 0.

Cette cM et celles que I'on peut en déduire {37, §°,..., par exemple et, de
maniére générale, toute fonction f(5)] seront appelées des cm conjoncturelles
puisque dépendant, de maniére évidente, de I'état du systéme. Le plus souvent,
p ne commute pas avec H.

Remarque. La distinction que nous proposons entre CM structureiles et cMm
conjoncturelles est nette pour les operateurs. Elle s’estompe pour les grandeurs
susceptibles de recevoir un sens expérimental (valeurs moyennes et distributions
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de probabilités), puisque, pour la cM structurelle G, on a, par exemple, la cm
numérique

(&) =Tr(pG)=C", (6)

c’est-a-dire que I'état p intervient évidemment pour déterminer la valeur
numérique {(G).

3. cM Conjoncturelles et Valeurs Propres de p— F-Bases Mobiles

Dans la suite de cet article, nous nous bornons a étudier divers ensembles
(non indépendants) de cM conjoncturelles, en envisageant d'abord celles dont
I'obtention découle simplement et directement de la connaissance de I’état § et
ne réclame pas celle de 'hamiltonien, comme il est nécessaire pour les cm
structureiles. Corrélativement, nous introduisons quelques considérations sur les
F-bases fixes ou mobiles dans ¥,.

Le caractére de cM des opérateurs 5, g2, ..., p° entraine aussi la constance,
au cours du temps, de valeurs numériques réelles, puisque ['on a, d’aprés Eq. (5)

Teg=(I)=1, (7a)
Tr 6°=(p), (7b)
Tr g =(5""", (7€)

et ces valeurs peuvent étre considérées comme purement conjoncturelles.

On obtient ainsi, de maniére simple et systématique, des cM numériques dont
certaines ont déja été signalées par des auteurs précédents [3, 4]. Leur existence
découle d'ailleurs du fait fondamental que les valeurs propres de 5(t) sont indépen-
dantes du temps; en eflet, en supposant l'existence d’un opérateur unitaire
d’évolution {2] et en utilisant la décomposition spectraie de 5(1,), on peut écrire

A1) = U4, 1)) U (1, 1)
=3 U1, 1) B (o) U' (4, )

=T pB0).

é(t) posséde donc des valeurs propres p; constantes et des projecteurs propres
P;(t) mobiles.
On a alors

Trp? =Y pP=C" (8)
J

En combinant de maniére arbitraire les p;, il est évidemment possible d’obtenir
bien d’autres cM numériques mais ce genre d’opération ne présente pas, la plupart
du temps, d’intérét physique. .
Dans le cas d’un systéme ¥, a n états, il y a au maximum n — | opérateurs p”
linéairement indépendants (dans &,); ceci découle du théoréme de Hamilton—
Cayley pour les opérateurs d’un enspace vectoriel de dimension finie [5].
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Cas particuliers intéressants.

(a) Pour un érat pur, on a g” =5, Vp, de sorte qu’il n'y a qu'une seule cm
conjoncturelle indépendante.

(b) Pour un état complétement aléatoire (complétement “dépolarisé™)

A “‘

p=—1
n

ap_ L2

i

(c) Une sous-algébre de Cartan peut &tre obtenue a i’aide des projecteurs
propres de p(t). En effet, on peut construire, i partir des vecteurs propres de (1),
par le procédé indiqué dans I, une F-base de &, qui est une base mobile, que nous
désignerons par {R,(t)} (J =1-n?~1). L'opérateur-densité peut alors étre écrit
sous la forme

n—1I
P

1.
p==—1I+ Z PsR(1). (9)
n J=

Les Ii;(t) sont les éléments d’une ‘“‘sous-base” de {Ié,(t)} dont ia numérotation
peut &tre choisie telle que J=1-n-1. -

Les nombres réels P; peuvent étres exprimés 4 partir des valeurs propres
p; de p(1) et sont donc aussi des cM numériques conjoncturelles. Les R;(¢) sont
mobiles dans &,, commutent entre eux et forment une F-base d'une sous-algébre
de Cartan de %,, qui est “mobile” dans ¥,.

(d) L’'usage de la F-base mobile {é,(f)} dans %, entraine que le vecteur P
correspondant [voir formule (1a)] est fixe dans &, (il a les composantes P,
constantes pour J =J =1-n-1, et nuiles pour J=n->n’-1).

De maniére générale, au lieu de la relation (1) ot 'on utilise une F-base fixe
{Q,} on peut écrire

A = U1, 10)p( 1) U (1, t0)

1
n

i+§ P,(t5) O, (1), (10)
en posant

0,(0)=U(1, 13,0 (1, 1), : (10a)

c’est-a-dire que la transformation 8 (4, to) envisagée dans [I comme une transfor-
mation active, peut aussi étre envisagée comme une transformation passive et
fournir, de maniére générale, une F-base mobile { Q,(t)} dans laquelle les com-
posantes P;(t,) de p(¢) sont alors des cm numériques. La base {R ,{1)}, considérée
plus haut, est une base mobile particuliére.

Nous avons montré, dans [I, qu'aux transformations unitaires U de %,
correspondent des transformations orthogonales réelles O[ Ulde €, ou .. Nous
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avons également signalé que 'on peut envisager des transformations (passives) o
de €, ou €, qui ne correspondent pas 3 des transformations unitaires de ,. Il
peut étre intéressant de les considérer 4 propos de 1’équation d’évolution dans g,
soit formule {11, Eq. (9)]

~— = Q(1)P(2). (11a)

Posons
P(1) = O(1)P'(1), (12)

ou é(t} est une transformation orthogonale (passive) de &, ou #., dépendant
du temps, qui permet d’introduire dans €, une F-base motile dont le mouvement
n'est pas nécessairement régi par "hamiltonien de %p.

On trouve facilement que le vecteur P'{r) obéit & I'équation d’évolution:

dP' .,
T’Q(')P’m’_ (11b)
avec
ﬁ'(:>=5(:)(‘1(:)0‘(:»—5(:)%?. : (13)

Q'(t) est bien antisymétrique, comme VG {21
En particulier, le vecteur P‘(t) est constant si l'on a V'(e)=0, soit (11,
Eq. (29%]

=Q()0(1). (14)

On retrouve alors la F-base mobile (11a) dont le mouvement est régi par
I’hamiltonien de ¥;.

4. Conséquences de I’Existence 4’Une Seus-Algebre de Lie pour I’Evolution
du Vecteur de Cohérence

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi I'existence d'un maximum
de n—1 cm conjoncturelles linéairement indépendantes et montré ia possibilité
d’en déduire des cM numériques ne dépendant que de I'état 5. Nous allons
maintenant chercher des cM conjoncturelles construites a 'aide des composantes
du vecteur de cohérence et nous devrons, pour cela, faire intervenir I'hamiltonien
A de o ceci introduit donc un aspect plus particulier par rapport aux résuitats
de la Section 3 ou seule la dimension de ¥, est prise en considération.

Dans 1, nous avons obtenu 'équation d'évolution (11) pour le vecteur de
cohérence. La matrice d'évolution dans &, peut &tre écrite (dans une base fixe)
[voir 11, formules (29), (33), (33'), (35), et (36')]

n’—i

ﬁ=—;‘;ﬂ(:>f’——— s H,(Ob. (15)

J=1
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Les matrices I'; sont des matrices réelles antisymétriques de dimension r, définies
par

f'l =(Cxs)s

ot les Cy,, sont les constantes de structure de su(n), pour la F-base {é,} [voir
I1, Eq. (24)].
Nous allons examiner quelques conséquences générales pour [’équation (11),
de I’existence de su{m) comme sous-algébre de Lie de sg(n) (m<n).
Choisissons une F-base (fixe) de su(n) telle que {Q,} soit une F-base de
su(m) (a, B =1-g=m?~1). On peut écrire la base de su(n):

{é]}z{éayéL}’ a=l_)q7 L=q+l""
Dans ces conditions, les constantes de structure de su(n) sont telles que
CLaB =0, ( 16)

Avec cette F-base adaptée a 'existence de la sous-algébre su(m), en utilisant les
conditions d’antisymétrie pour les C,« [voir I, Eq. (23)], les matrices ', ont les

furmes suivantes:
™ (Cﬁny) l (CﬁaM)) _(?(anl 0 )
F““((CLMH(CMM) “No [32) 1
A(l) A (2}

ou ¥, ’ est une matrice carrée antisymétrique de dimension g, et ¥, une matrice
carrée antisymétrique de dimension r—¢g (a=1-4g),

f =((caw> (cc.uo):( 0 91‘“) (18)
t (CMLB) (CMLN) ";’L{” )"(LZ) ’

$2 est encore une matrice carrée antisymétrique de dimension r — g, tandis que

71" est une matrice rectangulaire 3 g lignes et r— g colonnes (L=g+1~7r).
La matrice d’évolution peut alors étre écrite

L H0f -3 £ HOF (192)

1
hazi L=g+1

O=-

En écrivant le vecteur de cohérence sous la forme correspondante

1)
pP= p
=\ @)
p
ou p'" a les g composantes p,, p'*’ les r— g composantes p;, on peut écrire
P p 14
a(l) (1)

4p= -] 7 ) 7
Op=-= Ha(t)(A )-—— H(t)( z, . ,
ftg Yf) pu) h% L "‘Yﬂ” p(” +7(L2)P(2)
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de sorte que I'on peut séparer, de maniére générale, I’équation (11) en deux
équations d’évolution “partielles” mais couplées:

dp(l)
_....d.;.... __.._ZH (l) A1) (”____Z H[_(t) ar(l) (2) (lgb)
2
%_.. “"ZH ()52 (2;___2 Ho((=310p 0 + yPp), (19¢)

Si l'opérateur hamiltonien appartient a su{n), on a
H;(t)=0, V0i=q+1->r

et les deux équations (19) deviennent

fi.g_:l.i* “ZH (1)5p0

=Q“’pm, (20a)
fi.g.:.zl.___ ““‘Z H,(1)52p?

‘-“-Qm @ {20b).

Les matrices ('", O'® sont des matrices d’évolution “partielles” antisymétriques
(de dimension q et r—q respectivement). D’aprés les équations non couplées
(20), les deux vecteurs p'"’ et p'¥’ évoluent indépendamment I'un de l'autre.

Du caractére antisymétrique de Q"' et 0%, découle la conservation de la
(h (2)

norme de p'’ et de celle de p'°’, soit
(P(n)z = cte’ (213)
(P(Z))2=Cw. (2“))
On a évidemment
P2=(p(l))2 +(p(2))2=cu, (22)

c’est-a-dire que ’on retrouve la propriété générale (voir 1I) liée a la constante du
mouvement conjoncturelle {Eq. (7b)].

L’appartenance de H(t) a su(n) conduit donc 4 prévoir deux constantes du
mouvement numériques au lieu de 'unique fournie par P

Remarque. Comme le montreront certains des exemples traités ci-dessous,
lorsque la nature de $o et la forme de A(1) s’y prétent, on peut étendre
évidemment la réduction de (1) et la “décomposition” correspondante de P(r),
en utilisant la chaine de sous-algébres de Lie

u(l)esu2)csu(l3)c - asu{m)c- < su(n=1)< su(n).

a

Le passage de (¢) a la forme réduite a lieu grice 4 une transformation
orthogonale indépendante du temps, puisqu’on passe, dans &,, d'une F-base fixe
a une autre base fixe.



-52 -

486 TILLIEU AND VAN GROENENDAEL

Exemples

(«) Spin } (n=2;r=3). On utilise alors su(2). Considérons une particule
de spin ; soumise 3 un champ magnétique constant dirigé suivant 'axe x,.
On a les “composantes”™ de 'hamiltonien H:

H|=H2=0, H;#O,

d’oui, pour les trois composantes du vecteur de cohérence P(¢)

Pi+Pi=c",
Py=c".
Ce résultat bien connu [6] est une conséquence de la relation entre algébres de Lie
u(l)< su(2),
avec
H~éeu(l),

Supposons maintenant la particule soumise a un champ magnétique constant
{dirigé suivant x;) et a un champ magnétique tournant, normal au premier. On
a alors

H()#0, Hy)(t)#0, H;#0,
et seulement
P} +Pi+Pi=P’=c"
car
H = H(1)6, + H:1)6, + Hy65 € su(2).

Si, au champ constant suivant x;, on ajoute un champ oscillant suivant x,,
ona

H,;=0, Hy(t)#0, H,#0,

mais cela n'entraine pas une décomposition de P en sous-vecteurs, car H(r)
appartient & su(2) comme dans le cas précédent, et non 3 u{i) comme dans le
premier cas.

(B) Spin 1 (n=3; r=8). On utilise alors su(3). Nous pouvons reprendre les
divers dispositifs envisagés pour le spin 3, en exploitant la chaine d’algébres de
Lie

u(l)< su(2) < su(3)

de maniére différente suivant le cas.
—Champ magnétique constant:

ﬁ=H3i3€ u(l).
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En écrivant le vecteur de cohérence sous la forme
(1)
P
P={p
p

(""" a | composante; p¥, 2 composantes; et p'*, S composantes), On a
séparément:

(2)
(3)

)

(p")=c"

(p(l))z - Cu,

(p(J))Z = Cte.
—Champ magnétique constant +champ tournant:

H =H, (0, + H (D, + H.S 5 € su(2).

t
pe (p‘ »>
T L2
p
(p'" a 3 composantes: p'*’, 5 composantes), on a
")=C"
(pm)z = Cle
—Champ magnétique constant +champ oscillant suivant x,:

H(t) = Hyo(0), + H 35 € su(2).

En posant, .

On obtient les mémes résultats que pour le cas ci-dessus.

5. Conclusion

Les considérations développées dans cet article montrent 'intérét d’introduire,
dans I'étude d’un systéme quantique ¥, a n états, le concept de constantes du
mouvement conjoncturelles. Ces grandeurs sont d’une existence et d’un usage
généraux, quel que soit I'hamiltonien qui régit I’évolution du systéme, tandis que
les cMm habituellement considérées (dénommées ici structurelles) sont d’une
détermination moins immédiate.

Il est important de remarquer que l'obtention générale et facile des cm
conjoncturelles est liée a la procédure d’étude proposée pour les systémes quan-
tiques 4 n états, ou les notions fondamentales sont celles de 'espace des états
#, [a partir duquel on peut introduire I'algébre de Lie &, =su(n)] et celle de
I’état représenté par l'opérateur-densité p(r); la notion d’hamiltonien n’est
introduite qu’en second lieu, avec une forme algébrique variable suivant la nature
physique de ¥,. L’usage de ¥, ne fait donc intervenir ni la notion d’opérateur
de symétrie-défini comme opérateur laissant invariant 'hamiltonien de ¥, nila
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notion corrélative de cM structurelle. Dans Iétude ““habituelle” au contraire, on
part en général d’un hamiltonien H dont la forme analytique est déterminée a
partir des hypothéses faites sur la constitution, la structure physique de %5 cette
forme analytique permet alors de trouver les symétries éventuelles de ¥, et les
cM structurelles correspondantes. On peut dire qu’au modéle *“‘géométrico-
physique” de la méthode habituelle, est substitué, par la considération a priori
de su(n), un modéle “algébrico-physique™.

Pour I'obtention de diverses cM conjoncturelles, il convient de souligner
I'intérét d’utiliser soit des F-bases mobiles dans &,, soit des F-bases fixes. Dans
ce dernier cas, il est souvent utile de choisir des bases adaptées a I’existence de
sous-algebres de Lie pour su(n).
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c) EVOLUTION DES ETATS EQUIVALENTS

Nous avons été amenés au chapitre I & examiner le cas des
états équivalents de Jauch. rappeions brigvement ce dont il s'agit.
Lorsqu'on ne mesure que certaines grandeurs, il est possible que les
valeurs moyennes obtenues ne déterminent pas complétement 5. Tous les
états conduisant a ces mémes moyennes sont considérés comme équivalents
au sens de Jauch.

Dans Te cas de 1'évolution hamiltonienne d'un systéme, i1 est
alors important de savoir si des états équivalents & un instant donné
restent équivalents entre eux au cours du temps. Si ce n'est pas le cas,
des mesures 3 différents instants permettent de distinguer les états et
la notion d'états équivalents pour ces mesures perd de son intérét. Par
contre, il existe certains systedmes d'observables pous lesquels les
états restent équivalents. Le probleme peut alors étre étudié de deux
facons.

Premigrement, étant donné un ensemble d‘observables, quels
sont les opérateurs d'évolution qui conservent 1'équivalence ?

Deuxiemement, étant donné 1'opérateur d'évolution, quels sont
les systeémes d'observables pous lesquels les états équivalents le res-
tent ? 11 y en a évidemment toujours un, 1'identité ; comme il n'est
pas utile, nous 1'é1iminerons en exigeant de plus que Tes opérateurs
soient de trace nulle. Ceci permet de chercher des conditions exprimées
dans 230 Les résultats obtenus sont indiqués dans la note suivante.
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PHYSIQUE THEORIQUE. — Sur I'évolution hamiltonienne des états équivalents de
Jauch.

Note de Augustin Van Groenendael ¢t Jacques Tilheu, présentée par Raymond Daudel.
Remise le 17 septembre 1984

On détermine & quelles conditions une relation d’équivalence au sens de Jauch {états équivalents par rapport
a un ensemble d’observables) est conservée au cours de I'évolution (décrite par un hamiltonien) d’un systéme
quantique a « n états ».

THEORETICAL PHYSICS. — On Hamiltonian Evolution of Jauch’s Equivalent States.

We establish the conditions under which Jauch's equivalence relation (equivalent states with respect to an
observable set) is kept through an “‘n quantum states” system time evolution described by a Hamiltonian.

1. L’état d’un systéme quantique S, peut &tre décrit par un opérateur-densité
p((1}, (2}, (3]). La détermination compliéte de cet opérateur nécessite, pour un systéme a n
états, la mesure des valeurs moyennes de n® — 1 observables linéairement indépendantes [4}.
Dans la plupart des cas, on doit se contenter des valeurs moyennes d’un pius petit
nombre d’opérateurs. Pour traiter de cette situation, Jauch a introduit ([3] [5]) la notion
d’états équivalents par rapport 4 un ensemble g d’observables. Deux états p, et p, sont dits
g-équivalents si on ne peut les distinguer en mesurant les valeurs moyennes d’opérateurs de
g, C’est-a-dire si 'on a:

(1) Tr(p, G)=Tr(p,G), vGeg

Cette relation sépare I'ensemblie des opérateurs-densités en classes de g-équivalence. La
question peut alors étre posée de savoir si des états g-eqmvalents a un instant donné le
restent au cours du temps.

2. Nous n'étudierons que le cas de dimension finie n; cela permet d’utiliser le formalisme
développé dans {([4], [6], [7] et [B]). Nous introduisons donc I'espace & des opérateurs

hermitiques de trace nuile et, dans cet espace, une base {Q;} orthonormée au sens de
Fano [9], ¢’est-a-dire telle que:

(2) Te(QQ=06x  J.K=1,...,n~1

On sait que &, muni du commutateur multiplié par i, est isomorphe a I"algébre de Lie
su(n).
On a alors les expressions de I'opérateur-densité p et de I'observable G :

n?-1

3 5=_<1+ Y P Q,>
J= 1
: n2 -t

(4) G=G, I+ ¥ G, Q.

I=1

La valeur moyenne de G est alors donnée par :
(5 <G>=Tr({>G)=GO+1G.P,
n

0249-6305/84/02991301 $2.00 © Académic des Sciences

C. R., 1984, 2° Semestre (T. 299) Série I — 93
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en considérant les nombres réels G, et P, comme les composantes dans un espace euclidien
réel & de deux vecteurs G et P. Le vecteur P est souvent appelé vecteur de cohérence.

En utilisant (1) et (5), on voit facilement qu’une relation de g-équivalence peut étre
exprimée ainsi: pour un ensemble donné g d’observables, des vecteurs P représentent
des états g-équivalents si et seulement s’ils ont méme projection sur chacun des vecteurs
G, pour Geg.

L'ensemblie des vecteurs G, pour Geg, muni de la combinaison linéaire engendre un
sous-espace vectoriel & (g) de £. Le résultat précédent peut alors étre énoncé: deux
opérateurs-densités sont g-équivalents si et seulement si leurs vecteurs de cohérence ont
Téme projection dans & (g), c’est-a-dire si leur différence est dans I'espace orthogonal
&' (g). L

Inversement, si 'on considére un sous-espace vectoriel £’ de &, il est possible d’intro-
duire une relation d’équivalence entre états en considérant comme équivalents deux états
dont les vecteurs de cohérence ont leur différence dans &

Certaines généralisations de la notion de sous-systéme, décrites par Haake [10], font
intervenir des relations de ce type. On peut voir facilement qu'une telle équivalence est
une g-équivalence. Il suffit pour cela de considérer un ensemble de vecteurs qui engendre
le sous-espace orthogonal a £’. Un ensemble g d’observables en est déduit par la formule
(4) et 'espace & (g) correspondant est le sous-espace de & orthogonal a &

3. (a) Supposons maintenant le systéme soumis a une évolution hamiltonienne :

(6) % __ g

i
ot h
On sait [7] que Pespace des observables & est un espace porteur de la représentation
adjointe de su (n). L'opérateur Ad (H) défini par :
Ad (A) G=i[H, G,

engendre alors un opérateur d’évolution dans &;c’est un opérateur linéaire réel antisymétri-
que Q ([7], [8]) agissant sur le vecteur de cohérence P.

(b) Pour que les classes de g-équivalence soient conservées sous I'action de Ad (A, il
faut et il suffit que le sous-espace &’ (g), orthogonal de £ (g), soit invariant sous I’action
de Q. En effet, soit P, (t) et P, (r) les vecteurs de cohérence, a I'instant ¢, de deux états
tels que :

P, ()—P,(t)e & ().
On veut également avoir, a I'instant ¢ +dt,
P, (t+dt)—P, (t+dt) e & (g).

ou encore, de maniére équivalente,
d A =
E; (P, —P)=Q(P,—P,) e & (g)

c'est-a-dire la relation d’invariance :

(7 Q&) < &)
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Puisque I'opérateur Q est antisymétrique, il est équivalent de dire qu'il conserve le
sous-espace & (g).
Lorsque H dépend de ¢, les opérateurs Ad(H (z)) 4 différents instants doivent étre
considérés comme différents mais ils engendrent une sous-algébre de Lie de su(n), soit
Z(H). La relation (7) est valable 4 n ‘importe quel instant si &' (g) ou £(g) est mvanant
sous P'effet de & (H).

4. Deux maniéres d’utiliser les résultats précédents méritent d’étre signalées :

(@) Lorsque hamiltonien H (¢) est connu, on peut obtenir des ensembles g d’observa-
bles fournissant des classes de g-équivalence stables au cours du temps; pour cela, on
construit la sous-algébre & (H); on en déduit une décomposition de & en sous-espaces
invariants sous Peffet de % (H), par usage des représentations irréductibles de cette
algebre. Des sous-espaces du type & (g) ou £’(g) sont alors obtenus comme sommes
directes des espaces irréductibles ci-dessus.

(b) Lorsqu’un ensemble g d’observables est donné, on peut construire &(g) et en
déduire la forme la plus générale possible d’'un hamiltonien conservant les classes de
g-équivalence.

En effet, ensemble des opérateurs représentant su(n) sur & et conservant &(g)
engendre une sous-algébre de Lie de su(n). On choisit, dans cette sous-algébre, un
_ ensemble d’opérateurs formant une base.

L’hamiltonien cherche est alors une combinaison linéaire réelle, a coefficients dépendant
du temps, des opérateurs de cette base.
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IV - ETUDE DES

SYSTEMES COMPOSES

Une méthode tres générale pour construire un systeme physique
consiste & le former a partir de deux ou plusieurs systémes plus simples.
Les propriétés du systéme composé sont alors définies a partir de celles
des systeémes composants et des propriétés d'interaction entre ces compo-
sants. L'espace des opérateurs hermitiques est alors le produit tenso-
riel des espaces correspondants pour les sous-systemes. Les relations
entre les états ou opérateurs-densités attachés au systéeme composé et
3 ses composants sont obtenues dans 1'article V, de facon détaillée.

Considérons deux systemes repérés par les indices A et B, et
le systeéme composé repéré par 1'indice A,B. Les espaces de cohérence

E.sontE. L2 L E, de dimension respective r, = n‘z\ -1,
A B A,B

rg = ng - 1, rag = (nA nB)2 -~ 1. Ces espaces sont 1iés par la relation

G = Gy &0 G n 5 (1)

AB

établie dans 1'article V. Lorsque les espaces des observab]esg;; et
A

&.B

de la F-base

I

sont munis de F-bases {éﬁ} et {63}, i1 est possible de munirgf;
. A,B

B In -8 “A -g

“A
Q;® , BQ , Q; B Q (2)
J Ay Ay K J K

Les relations écrites dans le tableau récapitulatif, a la fin de 1'appen-
dice A, sont valables dans toute F-base; elles sont donc également
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valables pour les tenseurs AA’B et FA’B construits sur 23, a par-

A,B
tir des opérateurs (2).

Choisir comme F-base dans £  etg ~ des bases standard
A B

A A B B

(B-1), fait de A", I' et A~, " respectivement des tenseurs sur &,

- A
et £. , invariants par toutes les transformations 0[U] introduites au
B8

chapitre III. Ces tenseurs définissent sur £ et £ des structures
A B

invariantes par 1a représentation O[ﬂ] du groupe unitaire SU(n). La
base (2) n'est cependant pas une base standard sur'gi_ , Comme nous

AB a8 . A,B
Te constaterons plus loin. Pour définir les tenseurs AT et M7
a partir de AA, FA, AB, FB, nous utilisons les tenseurs complexes
QI J.K donnés par la formule (A-6). Les composantes de ce tenseur

sont obtenues en calculant les produits deux 3 deux des opérateurs (2)
ci-dessus. Nous noterons respectivement IA, IB, IAB, les opérateurs
identité, ny, Ng, nya Tes dimensions des espacesg?rA,gfrB,<§;AB. Nous

obtenons alors les formules (3).



P T “AB Q ) I
(QGE..B_)(QKE—-.B—):_.L.. ‘SJK+ L Qan.._B_
/i Fy e M Ve /i
1 A .
@)e =2 (Lad) - ofedd
/g My o
-A iB A B Sk, 1 -8 Q{}KM -A  -B
/@ ""AB /ﬁ; M /ﬁg
T |
iy Mg Mg
iA -8, 1M - A8 QEKS A
e i " S Ry
s s Sy I Uks A . -8
/g s U e S/ 3
‘A B, % iB Sk iA -8 QﬁKs A B
(QJ B QL) (QK 4] ) = ( B QL) + X (QS B QL)
ng ‘/nAB /rﬁ S /n_B'
-4 g, I B, Sim e iB QEMS -A =8
o NaB g S /g
Ao ) (e B SkSm -AB QSKP ’ iB ‘
(Q, 2 Q Q 2 Q) = I"° + 6 5 - (Q, 8 —)
PR R S U v Mg e R /g@
B )
Q A o
LMs , I sBy A B ,°A B
* Ok é - (} B Qg) + st ke s Qg B Q)
A b ]

FORMULES 3




- B2 -

On constate, par exemple sur les lignes 2 et 4, la présence

du facteur —— » qui est un certain coefficient &, sur 1'espace £ .
ing "B

En se reportant 3 la table de 1'appendice B, on voit qu'un tel coeffi-
cient, évalué dans une base standard, ne peut avoir cette valeur.

Cette constatation justifie 1'affirmation qu'une F-base delf; cons-
AB
truite par produit tensoriel a partir de F-bases, standard ou non, de

gf} etgfr n'est pas standard. Elle ne peut jamais vérifier les formu-
A B
Tes données dans la table de 1'appendice B.

Cette nouvelle F-base est par contre trés bien adaptée au cal-
cul des "traces réduites", c'est-a-dire a 1'opération qui, a 1'état du
systéme global fait correspondre les états des sous-systemes. Considé-
rons le passage du syst2me AB au sous-systeme A. On obtient 1'opérateur

densité réduit de A par la définition

B = trg (4)

Les opérateurs de la F-base deviennent alors
°B
~A I A
Q, 8 — ->/n Q
J e B *J

A ~B
Q;RQ 0

Si le vecteur de cohérence du systeme AB a les composantes
Pﬁ, PE, PﬁE, le vecteur de cohérence du sous-systéme A posséde alors
les composantes /ﬁg PG. Le vecteur de cohérence du systéme global AB
est donc formé, a un facteur /ﬁg ou /ﬁ; prés, de la somme directe des
vecteurs de cohérence des sous-systemes A et B et d'un tenseur de com-
posantes PéE. Ce dernier tenseur sert a décrire la corrélation entre

les sous-systdmes A et B. Fano a introduit, dans le cas nA =ng = 2, un
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tenseur de corrélation C [FANO,83]. Dans le cas plus général étudié ici,
ce tenseur peut étre défini par ses composantes

ph pB

Ca = WL (Pgﬁ‘ — (5)
AB VnAnB

Ce tenseur est nul lorsqu'il n'y a pas de corrélation entre
les deux sous-systémes.

Un systeéme décomposable en deux sous-systémes fournit plusieurs
exemples d'états équivalents au sens de Jauch |JAU,68|. Nous avons déja
défini de tels états au chapitre précédent. Si 1'on ne mesure que des
propriétés du systéme A, deux états sont équivalents s'ils ont méme
vecteur P,

Un autre exemple est également envisagé dans 1'article V qui
suit : 1'ensemble des observables est formé des observables de A et des
observables de B, il ne contient aucune observable agissant simultanément
sur A et B. Une classe d'états équivalents est caractérisée par les vec-
teurs EA‘et 38, elle ne dépend pas de éﬁ Dans la note placée a la fin
du chapitre prééédent, nous avons établi les conditions pour lesquelles
des états équivalents le restent au cours du temps. Si nous appliquons
ces résultats aux états équivalents pour le systéme A, nous voyons qu'il

faut et i1 suffit que 1 espace<£;A, en tant que sous-espace deCELAB, soit

conservé au cours du_temps. I1 est possible d'expliciter cette condition
en posant pour tout QJ :

U:l, 6J1 € SU(nA)-

Or H est une combinaison linéaire des opérateurs (2) de la F-base de

g"AB

Pour a11éger 1! écr1ture, nous identifions systématiquement
M R I avec M et I B N avec N. Les commutateurs des éléments de la
F-base avec les QJ sont tels que :




-BY -

o, 0] e sulny)

0

]

o, @Y

[ = o O]

it

A A B
L Cya W ® Q

Les éléments Qﬁ R QE ne peuvent donc intervenir que dans une somme

A o B
E fK QK R QL ’ fKé.R

telle que

r  f, ch

= 0 Md =1, o
o1 K MK

Cela signifierait que la matrice

.
A
fx %

H oI

K=1

commuterait avec tous les 63, seule la matrice nulle a cette propriété
par conséquent, les f sont tous nuls. L'équation d'évolution du systeé-
me AB donne pour le sous-systéme A, une équation d'évolution indépendan-
te de 1'état de B si et seulement si Te hamiltonien est de la forme

s A A B B
H = g hd QJ + 3 hL QL , (6)
1
-4t . B

“ce qui revient a dire qu'il n'y a pas d'interaction entre les deux
sous-systemes A et B. L'expression (6) est symétrique pour A et B ;

une telle évolution conserve donc non seulementg? mais aussié?

A !

et par conséquentg? B é? qui est 1'espace associé aux variables
A <Tg

sans corrélation utilisées dans le deuxizme exemple de relation d'équi-
valence.
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|
|
|
\
Dans 1'article V, nous étudions également les simplifications 1
apportées aux équations d'évolution du systéme composé dans le cas ou

le hamiltonien appartient & une sous-algébre de su(nAB) dont les restric-
tions aux systemes A et B sont de la forme su(mA) et su(mB).
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Usage de 1I’Algebre de Lie su (n) dans ’Etude des
Systémes Quantiques a n Etats. V. Application aux
Systémes Composés
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Resume

L'usage de 1'aigdbre de Lie su (n), proposé dans les articles précédents, est adapté a 1'étude d’un
systeme formé de deux sous-systémes, respectivement 2 n, et ny états. On montre comment diverses
notions (opérateurs-densités réduits, probiémes de comélation, équations d’évolution globales et réduites)
peuvent étre précisées grice au formalisme introduit.

We adapt the use of the Lie algebra su (1) we proposed in former papers to a system made up of two
subsystems (respectively, n, and n, states). We show how reduced density operators, correlation problems,
and overall and reduced evolution equations, may be made precise with this formalism.

I. Introduction

Il est fréquent d’étudier, en mécanique quantique, des systémes composés con-
stitués par 1’'union (avec ou sans interaction) de sous-systémes composants (voir, par
exemple, {1-3]).

Nous envisagerons, dans cet article, deux syst¢mes quantiques S, S5 (supposés,
pour simplifier, non identiques) dont les espaces des états ¥,, ¥, sont de dimension
finie, respectivement n,, n,. Ces deux systémes peuvent étre combinés en un systéme
S4® dont I’espace des états de dimension n,n,, est constitué par le produit tensoriel

%A,g = %A ® %B- (1)

L’étude d’un tel systéme a fait I’objet d’une revue par Fano [4], dans le cas par-
ticulier n, = ng = 2.

Nous nous proposons de montrer, de maniére générale, que ’'usage de 1’algebre de
Lie su (n) que nous avons introduit dans trois articles précédents, notés I [5], II [6] et
II1 [7) peut étre étendu A I'étude des systémes composés Sg” et permet d’exprimer de
manidre systématique un certain nombre de notions et de résultats indiqués par Fano
{1,4] et de les étendre en les reliant 2 des résultats bien connus de la théorie des
algebres de Lie.

H. Algebre de Lie su (n, nz) pour le Systeme Composé

(a) En reprenant les définitions et notations de ’article I, on peut associer & ¥, une
algébre de Lie réeile 4,,, qui est I’espace des observables de Sp, isomorphe a su

© 1985 John Wiley & Sons, Inc. CCC 0020-7608/85/020269-18304.00
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(ny), de dxmensmn r. = n3 - 1, ety introduire une F-base orthonormée (ou base de
Fano [1]) {Q U =1=r).
Un opérateur-densité décrivant un état de S peut alors &tre écrit:

Pa = “(1‘ + ZP}‘QJ>, P*ER, 2
I=l
1 4 A
=—(I* + P*QY, "
ny

ou le vecteur de cohérence P’* est un vecteur appartenant A un espace réel euclidien
Z,,, de dimension r,, que nous appelons désormais espace de cohérence de Sj.
On a {Formule [-(15)}:

(P')? < nu(ny — 1). 3

(L’ égalité est réalisée pour un état pur.)

(b) De méme, on peut assocmer a 8§, une algebre de Lie réelle ‘6,3, isomorphe 2 su
(ng), de dimension r; = n} — 1 et y introduire une F-base {QK} (K =1—rg),
ainsi qu'un vecteur P'* défini par une relation du type (2’) et appartenant a I'espace
de cohérence %, de S§. On a également:

(P®)? < ag(ng = 1). (3"

(c) Au systéme composé S§°, on peut associer 1’algébre de Lie €,, ,. isomorphe 2
su (n4nz) de dimension r, 5 = nink — 1 (qui est différente de r,7s).

Une F-base peut alors y étre introduite grice aux produits tensoriels suivants,
précisant ceux indiqués par Fano [, 4}:

02 ® 1%/ Vg, J=1-r, (4a)
'V, ® 0% K=1-r, (4b)
Q}‘@éﬂ, J=1=r, K=1=-rg, (ac)

soit au total:
T + rs + rArB = nin; - l = rA_B,

opérateurs qui sont orthonormés au sens de Fano {le facteur 1/Vnz ou 1/ Vn, est
introduit dans (4-1) ou (4-2) pour assurer la normalisation]. En effet, on a bien,
d’apres les propriétés du produit tensoriel, et des F-bases de ¢, et §,,, par exemple:

0 ® 0D =T, 0F - T, 0% = 0,

Tr[(é;‘ P ) (Q, —’B—ﬂ =L T020h T 17 =5y,
\/"—a \/;l; ng
Tr[(QF ® 09) (0% ® 0%)] = T(01 8% ® (0F0%)]
= Tfa(Q? é?) Tra(éié%) = 8y * O .

Puisque 1’on posséde r, g opérateur orthonormés, ceux-ci forment bien une base de

fa.8°

k3
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D’autre part, le commutateur (multiplié par i) de deux éléments de %,, , est un
opérateur hermitique de trace nulle, c’est-3-dire un élément de 'espace des observa-
bles de é,, , qui posséde bien la structure d’algébre de Lie réelle. L’appendice A
rassemble les formules utiles au calcul des commutateurs des éléments de ¢, ,.

(d) Par analogie avec (2), tout opérateur-densité décrivant un état du systéme
composé S§# peut étre écrit sous la forme:

1 /A a ] a & ) 74 a
A = — [A ® 1' + ” PA A ® + Pﬂ ® a8
Pa.s it ( Zl 7097 \/;1; xgx K \/;: Qx
17 r’ A A
+3 3P0t ® 02, 5)
J=l K=l
avec respectivement [voir formule I-(11)].
A fa
P4 = T 1® > \ 6a
7 = nang Y[PA B(Q.l Voo (6a)
] i . A8
Py = T — R s 6b)
x = Malg f[ﬁa.a(\/-’: x) ] (
P12 = nuny T pa.s (03 ® OD]. (6¢c)

Remarques R
(a) On peut voir facilement {formule (A-1)] que 'ensemble ¢, ® / 8 isomorphe 2
su (n,), est une sous-algébre de Lie de su (n4ng), ce que 1’on peut écrire:

¢, ®I°€%,,. (7a)
De méme, on a:
"®%,e%,,. (7b)
tandis que I’ensemble 4, ® 4, est seulement un sous-espace vectoriel de €,, ,, soit
%, 9%, C%,,. (3)
On peut écrire
| %,,=8,810("®%, %, ®%,). (9)

(b) 11 est facile d’obtenir une sous-algebre de Cartan %; ,,- de ,, , (sous-algebre
de Lie abélienne maximale, de dimension n,n; — 1) lorsqu’on connait une sous-
algebre de Cartan %, -, de €, et une sous-algebre de Cartan ¢;,., de ¢, .

On peut écrire:

-t = (8,1 ® 1) @ (1" ® ;) © (%5, © €5,-). (10)
Rappelons [5] qu’il ne peut exister, pour le systtme composé S§2, que nunp — 1
observables (de trace nulle) commutables deux 2 deux et linéairement indépendantes.

(c) D’aprés la définition (5) et corrélativement 2 la formule (10), 'espace de cohér-
ence global F,, , peut étre décomposé en une somme directe de sous-espaces, soit:

%.,=-%,0%,8(%,8%,). (11
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Le vecteur de cohérence global est alors écrit sous la forme

P=POP'DPY (12)
avec les vecteurs “partiels”
Pre¥,, (12'a)
Peg,, (12'b)
P#e%,0%,. (12'c)

(Par définition, P*® a dans la F-base (4) les composantes P/¢, numérotées par deux
indices, I'un J relatif a S3, I'autre K relatif 2 S3.)

D’apres les propriétés générales des opérateurs-densités et des vecteurs de cohér-
ence, on a la relation

P? = (P + (P?)’ + (P*)* < nmunp(mang — 1). (13)

L’égalité correspond 2 un état pur de S§°.

(d) 11 est intéressant de noter, dans un but pratique, que I’existence de la F-base
(4) montre la possibilité de construire une F-base d’opérateurs (ou une représenta-
tion matricielle fondamentale de dimension n.ng) de su (n.ng), 4 partir d’une
F-base (d’opérateurs ou de matrices de dimension n,) de su (n,) et d’une F-base
(d’opérateurs ou de matrices de dimension ng) de su (np). Cette possibilité permet de
simplifier les calculs nécessaires & |'obtention d’une F-base de su (n.n;) en four-
nissant, par exemple pour su (6), une F-base matricieile de dimension 6, 4 partir
d’une F-base matricielle de dimension 2 pour su (2) et d’une F-base matricielle de
dimension 3 pour su (3), au lieu de construire, par le procédé indiqué dans /, une
F-base de su (6) a partir d’un syst®me orthonormé complet de ¥, ® ¥, (8, 9].

IH. Opérateurs— Densités Réduits pour les Sous-Systémes

(a) On sait qu’il est possible de définir et décrire I'état d’un sous-systéme de S§°® 2
I'aide d’un opérateur-densité réduit {2,3]. Par exemple, pour Sj considéré comme
sous-systéme de S§?, on peut décrire I’état par un opérateur-densité p3* défini par

T pas(G* ® 18] = T (pT6Y, VG e, (14)

ou, de maniére équivalente mais pius simple

i)?d = TrB ﬁA.g . (15a)
Pour le sous-systéme S, on a de méme:
i’?d = Tts Pas- (15b)
(b) A partir de la définition (5), on trouve facilement
| I l oA A
pd = — [ + P4Q?%, 16a
Pa ﬂ,q RV Zl 707 (16a)
1 1 i’ A
pst = —1° + —=— > PRO%, 16b)
) Py T 21 xQx (
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formes identiques 2 (2) si ’on pose

1
Pi=—=pPe%,, 17
Vg * (e
"8 l
P = ——-—-\/H_BP" €%,. (17b)

Remarque
Il est importam de noter que le vecteur de cohérence relatif au sous-systéme Sg
(respect S) est le vecteur P** (respect. P'?) et qu’il differe par un facteur numérique

1/Vng (respect. 1/Vn,) du vecteur “partiel” P* (respect. P?) du vecteur de cohér-
ence global P {formuie (12)].

IV. Etats Globaux Equivalents — Problémes de Corrélation

(A) D’aprés les définitions données pour les opérateurs-densités réduits 4 partir
d’un opérateur-densité p, , décrivant ’état du systéme composé S ° —état que
nous appelons global pour bien le distinguer des états des sous-systémes-—on voit
facilement, a partir de la forme générale (5) de P, 5, que tous les états globaux qui
possédent le méme vecteur “partiel” P* (de composantes P, J = 1 — r,) four-
nissent la méme valeur moyenne pour une observable quelconque G* de S5 (ou une
observable G* ® 7* de S§*).

En utilisant la notion d’états (globaux) équivalents, introduite par Jauch [2; voir
également I}, on peut donc dire que tous ces opérateurs-densités, que nous noterons
Pa.s (PY), sont {G*}-équivalents; nous les appellerons des érats S§-équivalents.
De méme, des opérateurs-densités p, ; (P?) (P? fixé dans ¥,,) décrivent des érats
Sg-équivalents.

On peut aussi considérer des états S)-S§-équivalents décrits par des opérateurs
densités pa 5 (P*, P?) (P* et P° fixés), pour lesquels les valeurs moyennes des observ-
ables G* ® 72 et [* ® G® sont les mémes. Ces opérateurs-densités different entre
eux par le vecteur partiel PA%.

Les états Sg-équivalents (respect. S§-équivalents) sont ceux qui fournissent un
méme état pour le sous-systéme Sf (respect. S5). Les états S}-Sg équivalents four-
nissent simultanément un méme état pour S et un méme état pour S3.

Une classe de Sj-Sh-équivalence est caractérisée par une paire de vecteurs partiels
P, P2 et I'on voit facilement que 1I’opérateur-densité

f)Amn = pa (PA) ® Ps (Pa) , (18)

appartient 4 une telle classe et peut en étre choisi comme élément représentatif
(voir ).

(B) (a) La corrélation entre les deux sous-systeémes Sg et Sp constituant le systéme

57 est étudiée 2 1'aide d’observables de la forme 6 ® GB puisque toute observ-

able de S§ 8 peut étre exprimée (dans le cas n, et ng finis) comme une combinaison

linéaire réellc de tels produits tensoriels, par exemple des éléments de la F-base (4).

On a ainsi, de maniére générale, pour un état global caractérisé par le vecteur de

cohérence P(P4, P2, P*5),
(G* ® G P4, P2, P*®) = Tr{ p s (G* ® GY). (19
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On voit facilement que, pour I’état (18) (correspondant 2 P = P4 ® P'®) on a:
T p5(G* ® GB)] = (G* ® G5 PA, P2, P ® P'®) = (G P*) (G P%).
(20)

(20) exprime I’absence de corrélation entre les propriétés de S et celles de Sg et
I’opérateur-densité (18) décrit donc un état non-corrélé du systdme composé Sg°.
(b) I est courant d’exprimer la corrélation a I’aide des quantités

(G* ® G% P P2, PY) — (GH P (G5 P, @
Puisque toute observable de Sy” peut étre exprimée a I'aide des observables de la

F-base (4) et que seuls les opérateurs (4-3) ont un intérét pour I'étude de la corréla-
tion, il suffit de considérer les expressions (23) de la forme

CiE = (08 ® QL P4, P, P¥) — (ON PN Q% P, (22)
qui sont les éléments d’une matrice rectangulaire (tenseur) 4 r, lignes et ry colonnes.
Celle-ci constitue une généralisation de la matrice de corrélation introduite par

Fano [4], pour le cas particulier n, = nz = 2. En tenant compte des définitions (19),
(20) et d’une remarque précédente, on voit facilement que I'on a

Cctf = —— (P42 ~ PPY). (22')
nyng
On obtient ainsi une expression simple des coefficients de corrélation a partir des
vecteurs de cohérence.
(c) Des résultats ci-dessus, on déduit facilement que !’opérateur densité p, 5 peut
étre €crit sous la forme:

1 A ~
bA,B""ﬁ?d@f)Bm+——22(P?£‘P}AP;{B)Q;®Q§, (23)
Raltg 7 K
=P @ p5 + S0 ® 0%, (23 -
T F

formule qui généralise celle obtenue par Fano pour n, = np = 2.

D’aprés (23°), on voit que si B, 5 a la forme (18) d'un produit tensoriel, on a
C48 =0, (V J,K) en vertu de Iindépendance linéaire des QF ® Q% et I'état corre-
spondant est un état non-corrélé; réciproquement, si la matrice de corrélation est
nulle, 9, 3 peut étre écrit sous la forme d’un produit tensoriel.

(d) On obtient facilement le résultat suivant

]
Tr phs = Tra( PR - Tra(p5) + T T (CI)° + —— T S CRPIPE< 1,
7K nalg "7k
(24)

que I’on peut encore écrire uniquement 2 1’aide des vecteurs de cohérence
1
Tr pis = Tra(PFY’ - Trs( 5 + ;l-r,;z((P‘”)z -EHPHIs1. (24)
At

(e) Lorsque les états réduits p5° et p5* sont tous deux des états purs, on sait [par
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ex. 2] que S§? est nécessairement dans 1’état pur:

A

Pas = PX ® 3. @25
On a alors:
Tr pie = Tr(p3*) = Tra(p5™)’ = 1
et 1a relation (24") devient:
() = ("7 (P"),
en accord avec (25) qui conduit 2
P¥ = P“ @ P

V. Evolution du Systtme Composé S

(a) L’évolution de !'opérateur-densité p, g-évolution que I’on supposera hamil-
tonienne-peut étre étudide 2 partir de 1'équation différentielle bien connue

0Pa.8 - _.-;;[ﬁ,m.a]’ o

ou H est I'hamiltonien du systéme composé S§°. Dans la F-base, A peut étre écrit
sous une forme analogue A (5), a 'aide de ses composantes H '}, H '} et Hig dont les
expressions sont rassemblées dans I’appendice 8.

(b) On peut aussi, de maniére générale (voir II), étudier 1’évolution de 1’état de
S&? par celle du vecteur de cohérence P dans I'espace de cohérence Z,, ,, grice 2
I’équation vectorielle {voir formule H-(35")].

dP A '
— = QP, 2n
dt
od €} est une matrice réelle antisymétrique, de dimension r, 5.

En corrélation avec la forme (12) du vecteur de cohérence global, on peut écrire la
matrice globale d’évolution € sous la forme supermatricielle:

o[ 0 O
=18 & 051, (28)
e G048 Qa8

4. 08, (22 sont des matrices réelles antisymétriques, respectivement de dimen-
sionnd —1,n3 = 1,et(ni - D@ni—~ 1.

Les éléments de su (n,) et ceux de su (np) agissent sur les espaces différents ’%,A et
Z., et commutent donc entre eux. On en déduit:

M=0 - M=o0.

(Y45 est une matrice réelle rectangulaire 2 n — 1 lignes et (n} — 1)
(n = 1) colonnes et 'on a:

P

AAB __ AA
m ——QAB-
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- Enfin, Q3; est une matrice réelle rectangulaire 2 n7 ~ 1 lignes et
(n} = 1)(n} — 1) colonnes et 1’on on a:
ﬁga = "ﬁga-
Compte tenu de ces indications, Q) a la forme supermatricielle
B o 0 .
Q= 0 QF Q% ). (29

Ax _ BB 8
- -0 04

(c) L’équation vectorielle (27) peut alors étre séparée en 3 équations vectorielles
partielles

dap

_-d_t- = ﬁ:PA + ﬁ:BPAB,
id‘; = (2P° + O2,p. (30)
B i~ o~
- e - e g

Les deux premiéres montrent que les évolutions de P, et P? (c'est-a-dire des états
des deux sous-systémes) ne sont couplées que par |'intermédiaire de P8,

(d) Nous savons [voir article II] que !'opérateur ) peut étre considéré comme
I’hamiltonien agissant sur ’espace de cohérence Z,, ,. Ses éléments matriciels
peuvent étre obtenus, par un calcul sans difficulté de principe, en identifiant, dans les
deux membres de (26), les coefficients relatifs 2 un méme élément de la F-base (4).
Des simplifications peuvent étre apportées a ce calcul, d’une part en utilisant les
résultats généraux de [I, d’autre part en tenant compte de la décomposition (11) de
I’espace %, ,.

Les résultats de ce calcul sont réunis dans I’appendice C.

VI. Usage de Sous-Algébres de Lie Dans les Probléemes D’Evolution

(a) Les équations (27) ou (30) constituent un systeéme différentiel de r, ; équations
du ler ordre, dont I’expression détaillée est trés lourde et la résolution souvent peu
aisée. Certaines simplifications peuvent y étre apportées en utilisant, comme il a été
indiqué dans I'article III, I’existence de sous-algebres de Lie.

En effet, les résultats de Il montrent que, si I"hamiltonien H appartient a su (m),
sous-algébre de Lie de su (n), I’espace de cohérence &, peut étre écrit sous la forme
[voir relation 1I1-(20)].

2. =%, 0%, (31)

ot Z, (g = m? — 1) est I’espace de cohérence relatif 2 su (m) et B son espace
complémentaire.
Si I'on é&crit corrélativement:

P=P P, (32)
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avec
preg Pe¥,

les vecteurs P’ et P” évoluent indépendamment 'un de I'autre, c’est-3-dire que les
sous-espaces &, et B sont invariants sous I’effet de a.

(b) Pour apphquer les considérations ci-dessus & 1’évolution d’un systeme com-
posé, nous envisageons, pour fixer les idées, un exemple d'intérét physique fréquent
(interaction de spins soumis 2 des champs magnétiques), en supposant que, dans la
formule (A-7), I’hamiltonien appartient a une sous-algebre de Lie su (m,) de
su (n4) (ms < na), Hy 2 une sous-algebre de Lie su (mg) de su (ng) (my < ny) et
I’hamiltonien d’interaction A*® au sous- espace su (m,) @ su (mp) de su (ny) ®
su (ng).

Les F-bases respectives de €,, et €,, sont adaptées 2 ['usage de ces sous-alg@bres,
de maniére que I'on ait: dans %,,, la F-base

{01} = {04, 0%,
avec
a=l—-mi=1;, L=mi—-ni-1. 33

On a corrélativement

Z2,=%,9%, (u=mi-1, (34)
P =P" B P,
avece
Pe¥, PEeT,. (35

Dans ¥,,, la F-base

0% = {08, 0%}

avec
B=1l=-mig~1 M=mj—>n;~1. (36)
[On a corrélativement
%'n = %qn @Eg;‘, (e =miz— 1), 3N
P’ =P @ P7,
avec
P e, PcT,l] (38)

Les hypothéses introduites ci-dessus pour 1’hamiltonien sont alors exprimées par
les conditions relatives & ses composantes:

Hi#0, H{=0, ~ (39)
Hi#0; Hy=0, (399)
HY #0;, Hiy=Hi=H#=0. (39¢)
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(¢) II suit des conditions (39a), (39b) et des formules (B- 1) et (B-2) que les
matrices (4 et (13 sont de la forme pius simple:

=-2” $ s, (402)
o=l
mp—1

08 = a-;; ﬁ HEPS. (40b)
B=1

D’autre part, en utilisant le fait que su (m,) et su (mg) sont des sous-algébres de
Lie, on a [Voir I-(17)]
Pi=5o97, (41a)
ol ¥4 est une matrice carrée antisymétrique agissant sur g, , ¥4 une matrice carrée
antisymétrique agissant sur 3.
De méme:
f3=98 @97, (41b)
ol ¥ agit sur Z,,, ¥5 sur €.
Les matrices (40) peuvent alors é&tre écrites:
=} @ QF, (42a)
08 =05 @ 0F, (42b)
ol, par exemple, 04, agissant sur le sous-espace 3,, est fournie par une relation
analogue 2 (40a), soit

mA-l

= - LS Hayy 43)

a=1
(d) En vertu de (34), (36) et (11), on peut <crire la décomposition
Z,%%,=%,08%,0%,0%,)0%,0%,)0%,0%,), @)
et corrélativement
PP=pr T e P e P (45)
(L'indice ’ est lié¢ 2 1'espace de cohérence associé a la sous-algebre, I'indice ” & son
sous-espace complémentaire.)

Il est important de remarquer que, d'aprés les hypothéses (39c), "hamiltonien
d’interaction A* “appartient” a EE.,A ® %q, 1l s’en suit que les 4 sous-espaces figurant
dans (44) sont invariants sous 1’effet de 1’hamiltonien.

(e) Les formules générales (C-3), combinées avec les conditions particuliéres (39)
permettent d’écrire la matrice 445 sous la forme supermatricielle

A 04 0 0 O
A = 4B A an . 46
04 (O 0 O, 0> (46)

La sous matrice ()45 a les éléments matriciels

(Q:'B’)a. a8 =

)aa flaﬁr (473)
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et la sous-matrice )45
- 1 . a
Qs )re = TV > G HY. (47b)
g o

Ces fomles"sont analogues  (C-3) mais n'y figurent que les matrices ¥4 ou les
matrices ¥4 .
On a des relations semblables pour la matrice (2.
(f) En utilisant encore le fait que su (m,) et su (m,) sont des sous-algbres de Lie,
on trouve facilement que I’on a pour les matrices (C-7) [comparer A (41a) et (41b)]
Az = Ay @AY, (482)
Az = A% @ AL (48b)
Compte tenu de ces résultats et de la remarque faite en (d), la matrice carrée s
peut étre écrite sous la forme suivante, liée évidemment 2 (44) et (45).
0 =07 o Qir e 05 0 04T (49)
Les sous-matrices figurant dans (49) ont des formes analogues 2 (C-8). Par exem-
ple, Q4% est de dimension (m2 — 1) (n} — m2) et I'on a:
mg—1

lmz‘l,. 2o i oL .
= S Gre M- = 3 (1 @ yhHs

(48"
QA'y' = = ﬁ
a=1 A=\

1 , Ape A
- 5—522(&: ® A + AY ® yDHY. (50)
a B

(g) Compte-tenu de tous les résultats précédents, on peut écrire les équations
d’évolution partielles suivantes, en les séparant en 4 sous-ensembles non couplés.

dap* PO , ,
A T

‘-‘-55- = OIPF + O, P 512)

dp” AA pa Q2. p% + QB pAE
Tt'= -Qip PV = Q0 P° + QUE P,

g (51b)

dpAe
dt
dp¥

= O5P” 4 O,

A’:: " AAIBI ual
= ‘Qa'a'PA + A"B‘PA H

(51¢)

= (QATpAT (51d)
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Ces équations montrent que 1’on peut regrouper les vecteurs partiels qui composent
le vecteur total de cohérence P d’une maniére différente de celle utilisée jusqu’a
maintenant et écrire

P =P &P, P S PiT, (52)
avec
P=PoPorP*ec%,9%,9%,9%, (52'a)
[ce vecteur a mim} — 1 composantes).
Ph=PoP?ec?, 07,07, (52'b)
[ce vecteur a (n} — m2)m} composantes}].
=P O ¥, D E,Q%;,) (52°¢)

[ce vecteur a mi(ni = m3) composa.ntes].
Rappelons que P42 a (ni — m2)(n} — m}) composantes.
Les équations (51) peuvent alors étre remplacées par les 4 équations vectorielles:

dP’ - 4P,
dPy,

d;A) Q(A) (A) s (53)
dP;

d;B) = Q(E)P‘(B’ ’
dP”

— AAB pAB”
dt - QA"HFP‘ .

La forme des diverses matrices partielles figurant dans (53) est indiquée dans la
partie I de 1’appendice C.

D’aprés (53), chacun des sous-vecteurs de P est soumis & une évolution hamil-
tonienne (non couplée A celle des autres) qui est exprimée, dans le sous-espace de
cohérence correspondant, par le caractére antisymétrique d’une sous-matrice de
Q. D’aprés les propriétés générales d’une telle évolution (voir articles II et III), on

a les 4 constantes du mouvement conjoncturelles suivantes (relatives au systéme
global S§°):

P = (P)" + (P)" + (P*") = Z(P ) + Z(P ) + ZZ(P?.Z)Z (54a)

Pl = P + P} =3 (P + 3 3 (P (54b)
L L B

(Pip)? = (PP + (P2 = T (P + S (P4, (54¢)
M a M

=SSP (54d)

L M
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L’usage des sous-algébres de Lie su (m,) et su {m;) entraine donc |’existence de
4 constantes du mouvement, au lieu d’une seule, celle fournie par P?, dans un cas
quelconque (voir III).

Dans certaines études, on peut ne s’intéresser qu’au vecteur partiel P et a son évo-
lution qui a lieu dans un espace dont la dimension mimj ~ 1 peut étre notablement
inférieure & nin} ~ 1.

Remarque

Pour le syst¢éme composé Sy%, si I'on considere I'ensemble '’ formé par les

observables:

gier,

Q:® 08,
tous les opérateurs-densités P, z(P') (voir paragraphe IV ci-dessous), possédant ie
méme vecteur partiel P’ [et différant entre eux par les vecteurs Py, ou P, ou P43
sont des états équivalents au sens de Jauch) et cette I''-équivalence est conservée au
cours de I'évolution du systeme composé, puisque P’ évolue indépendamment des
autres vecteurs partiels.

On voit ainsi que la notion de I'-équivalence introduite par Jauch, au moins
implicitement, comme une notion instantanée et pouvant donc dépendre de I'instant
considéré, peut, dans certains cas, recevoir un sens indépendant du temps et ére con-
sidérée alors comme une propriété “constante du mouvement” (de nature structurelie,
puisque liée a la nature de I’hamiltonien du systéme qui entraine I'usage possible de
sous-algebres de Lie).

Exemple. Envisageons un spin S, = j et un spin S = | soumis 2 un champ mag-
nétique et & une interaction isotrope. On a donc:

n, =2, ry =3 avec usage de su (2) = %,
ng =3, rg = 8 avec usage de su (3) = &,
rog =nink —1=235.

On sait que les trois opérateurs de spin §,, §,, S, {qu’on peut supposer normeés)
forment une base orthogonale de su (2) qui est une sous-algebre de Lie de su (3). On
peut donc choisir des F-bases dans % et €5 telles que:

{0 = {01 = 52,08 = §1.04 = §1},
08 =1{0?=58200=5505=35200 M=4—3).
L’ hypothese d’interaction isotrope entre les deux spins est exprimée par la forme:
A =501 @00 + 01® 03+ 01 ® 0N,

ol S*# est une constante de couplage spin—spin.
Dans ces conditions, les seules composantes non nulles de ’hamiltonien sont:

A A A
1s 2, H3

H%, HE, HS
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HY, HY, HY
On peut évidemment utiliser une sous-algébre “commune” & S, et Sp, soit su (2).

On a alors my = m, = n, = 2 et les divers vecteurs partiels de (52) ont alors
les dimensions:

P’, gas = mim} - 1=15,
Py, =0  (dimension 0),
Pl = mi(n} — mz) = 20,
Pis = (dimension 0) .

(Dans cet exemple, on a &, = 0, &g = 0, d’ot découle la valeur nulle de deux des
vecteurs partiels.)

Si I’on envisage le méme probléme pour S, = 1, 55 = 2, on a:

ng =3, ry =8, avec usage de su (3) = %,
ng =5, rg = 24, avec usage de su (5) = %,
a3 = 224

On a encore la sous-algébre commune su (2), donc m, = mp = 2. Les vecteurs
partiels sont:

P, de dimension mimj — 1 = 15,

P{,,  de dimension (n% - mYmi =20,
P,  de dimension m}(n} — m;) = 84,
P4%,  de dimension (n} — m3)(n} — m}) = 105.

VII. Evolution d’un Sous-Systéme

Revenant au cas général, nous envisageons rapidement 1’évolution d’un sous-
systéme, S} par exemple, du systéme composé S§°. Nous avons vu que 'état de S
peut étre décrit a 1’aide du vecteur de cohérence P* = (1/ Vg )P* od P est un
vecteur partiel du vecteur de cohérence total P.

L’évolution de I’état de S§ peut donc étre décrite par celle de P* dans I’espace §,,,
c’est-a-dire 2 I'aide de la lere équation partielle (30) {équation que 1’on peut aussi
appeler “équation réduite”, sous-entendu 2 S}), que nous pouvons écrire:

del:'A‘ = Q4p* + (4P, (55)

ou, pour ses composantes

dPA k-1 o n:—l ng-l n
‘a,'TI = S (Q:)u' P?’ + 2 (Q':.B)J.J'KP'J‘%
=1 7 K=l

1
> S Cir HA%PR. (56)

ﬁ!'!"l\’

1
= % JZJ'C?J'J'H?'P?' -
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Cette équation ne décrit plus, en général, une évolution hamiltonienne, a cause
d’un terme “extérieur” & Sp, celui qui fait intervenir la matrice rectangulaire — non
antisymétrique — ()75,

Il s’en suit que le module de P* n’est pas une constante du mouvement (comme
dans le cas d’un systéme isol€). On peut le vérifier facilement 2 partir de (56'); en
effet, on a:

1 d(P*)?
‘2"'(";:"')‘“ dPA ZPA EV(Q )JJKPJPIK

=3 2 2 [(Q4e)s e PAPIE + (D)r i P PAE],

ou encore, d’aprés la propriété (B-3"),

d(PA) 22(& )rrx(PEPE — pApEy. (57

Remarques
(a) Si 'on a {absence de corrélation — voir formules (18) et (25)]

P =prpg
(57) devient alors:

d(PA)Z
dt

et I'on a bien la constante du mouvement (P4).

(b) Dans (56) ou (56'), la somme sur K découle de la réduction 2 S, de p, 5 et de
son équation d’évolution, ¢’est-3-dire d’un calcul de trace sur ;. Compte tenu de la
difficuité de connaitre P*® et son évolution pour pouvoir étudier celle de P, il est
bien connu [par ex. 2, 4, 10] qu’il est souvent intéressant de découpler I'équation (56)
des équations d’évolution des autres vecteurs particls, en remplagant le 28me tertne
du second membre de (56) par un terme approché. Un tel procédé, faisant le plus
souvent appel 2 des considérations d’irréversibilité et d’interactions aléatoires, con-
duit alors 2 une équation pilote (en anglais, master equation). '

=()y

Appendice A. Formulaire pour le Produit Tensoriel

(07 ® 15,07 @ [,] =[03.041® I, (A1)
(7, ®0% 1, @08 =1, ®[0% 041, (A.2)
[0 ® .00 ® 041 = (07,031 ® 0%, (A.3)
0/ @041, ®0%1=0/® [éi,é%]. (A4)

[Ql® IBJA ®QB = (A.5)

(01 ®0%,04 @ Q%] = l[Q,,Q,]®[QK,Qu+ z[é?,é?v]+®[é‘§,éf}']-
(A.6)
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Appendice B. Hamiltonien du Systéme Composé

A= ;-A-l;!-;"[‘rfl- e+ ﬁm@-—\/’% s 7’%@?1'3 + le' "guf,‘g 5 ® 02,
(B.1)
avec
A = SH0S (B.2)
H'S = T A1 & (1°/Vny)] (B.3)
= Trl(H09). (B.3")
De méme:
A= %H}"Qﬁ, (B.4)
H'% = TelA((F*/Vny) ® 0211 (B.5)
= Trp(H"0%) . (B.5"
On a aussi
H3 = T{AQF ® 00)]. (B.6)
Remarque
L’hamiltonien du syst®me composé est habitueilement écrit sous la forme:
A=0"®*+[*®8° + A" (B.7)
En comparant aux formules précédentes, on voit gue 1'on a:
A% = H"*/\Vng, (B.8)
A% = A%/ Vn,. (B.9)

Appendice C. Eléments de la Matrice D’Evolution {}

1. Les sous-matrices figurant dans la forme (29) de { ont les expressions suivantes
ol figurent les composantes de I’hamiltonien indiquées dans 1'appendice B.

l ni—l

A

a QA = HIA A’ (Cl
(a) a PRV IZ-X Y )
ou encore
ﬁﬁ=-—;—2H’,‘f’?. (C.1")
J

% est la matrice antisymétrique formée a partir des constantes de structure C Tr de
I"algebre de Lie su (n,). [Voir II, formules (21) (36)].
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(b) De méme:
f=-— 2 HefE, C.2)
K=}

ou ['% est la matrice antisymétrique formée 2 partir des constantes de structure Cgxr
de 'algébre su (ng). .
(c) La matrice rectangulaire {}Y%; a les éléments matriciels suivants (il convient de

remarquer que les colonnes sont numérotées par deux indices, I'un reiatif 2 S,
l'autre 2 Sg).

1
©48)1.0x = FIV/w ; ClrrH?Y. (C.3)
B
On voit facilement que ’on a:

Q4s)srx = — () - (C.39
(d) On a de méme la matrice rectangulaire {33, d’éléments

A 1
Qp)ksx = N ;C ko HIE C.4
A
= "(ﬁgB)K'.IK- (C.4")

(e) Pour exprimer la matrice carrée 042, on a besoin, A coté des matrices anti-
symétriques du type I, de matrices symétriques A qui sont construites i partir des
composantes, dans une F-base, des anticommutateurs de deux éléments de la base.

Pour S} par exemple, on peut ainsi écrire [9]

A, A 2 ., Mo n
(07,07} = ;1“511' 1+ rz D3 Q7F, (C.5)
A =1
d’ou
JJI’ = TI(Q?[QI’QJ”] ). (C.6)

On vérifie facilement que Djy» est complétement symétrique par rapport a ses
trois indices (Rappelons que les constantes de structure C /-, sont complétement
antisymétriques).

On définit alors les matrices symétriques A% d’éléments

AY;r = Dir. (C.D

La matrice A% d’éléments D2 est définie de maniére analogue  partir des anticom-
mutateurs des éléments de la F-base {02} de su (nz).
On peut alors écrire 245 sous la forme

to = L5 0@ s - L8 (1 @ oy
ﬁ J=1 ﬁ =1

22<f‘®AB+A/®F)H (C.8)




- 83 -

286 VAN GROENENDAEL AND TILLIEU

M. Lorsque ’hamiltonien “appartient” aux sous-algebres de Lie su (m,) et su (mj),
1a matrice d’évolution globale peut étre écrite sous la forme (voir formule 53):

& =& @ Gy, @ O © 04T, (C.9)
avec les matrices partielles antisymétriques
A0 Qi
& = 0 ﬁg: o (C.10)
0%, -08 04
- % O i
A) T ” e ?
-0, Q45
08 O
Q. = ~ ) (C.12
OO, T
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V - EVOLUTION NON

HAMILTONIENNE

Nous avons vu au chapitre précédent que, méme dans le cas ol
1'évolution d'un systéme est déterminée par un hamiltonien, il n'en est
en général pas de méme pour ses sous-systeémes. Ce cas se présente fré-
quemment. Par exemple, dans un gaz, il est usuel d'introduire un opéra-

teur-densité a une particule, beaucoup plus facilement utilisable que
1'opérateur-densité du gaz tout entier.

L'équation d'évolution de cet opérateur-densité réduit peut
a priori étre trés compliquée. Une approximation souvent acceptable con-
siste a admettre une équation linéaire du premier ordre pour les élé-
ments matriciels d'un tel opérateur 5. Cela correspond & 1'éguation de
Redfield citée dans 1'article VI qui suit. Le commutateur avec Q est

-~

en fait un opérateur lindaire sur o
ce qui définit un super-opérateur S par

H

Sioam = My Skm ™ Mk S50 (1

Dans 1'article VI cet opérateur a été inclus dans R, de sorte
que le super-opérateur R pour lequel les formules sont établies donne
1'équation d'évolution

b _ 5 -
JE =R (2)
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Le superopérateur est bien entendu soumis a certaines restric-
tions pour que la solution soit un opérateur-densité. Transformer cette
équation en une équation portant sur le vecteur de cohérence correspon-
dant satisfait immédiatement les conditions sur la trace et 1'hermitici-
té.

I1 est & noter que 1'équation qui était linéaire pour pne 1'est
plus pour le vecteur de cohérence P. En effet, elle est devenue

LA (3)
Cependant une combinaison linéaire quelconque d'opérateurs § n'a pas de
sens physique. Une combinaison ayant un sens physique est Te mélange
statistique qui correspond a une combinaison linéaire telle que la som-
me des coefficients, tous non-négatifs, soit 1. Cette opération sur les
opérateurs-densités correspond a la méme opération, avec les mémes poids
statistiques, sur les vecteurs de cohérence. Si les constituants du mé-
lange satisfont 1'équation (3), on constate que, dans ce cas, le mélan-
ge satisfait la méme équation. Deux problémes doivent maintenant étre
résolus. Le premier d'entre eux consiste a trouver a quelle condition
sur la matrice ﬁ et le vecteur ﬁ, 1e domaine de cohérence D sera con-
servé dans 1'évolution. Le second consiste a séparer les termes de cette
équation en termes susceptibles de recevoir séparément une interpréta-
tion physique.

Dans T'article VI qui suit, nous utilisons les critéres de
définition du domaine D des vecteurs de cohérence, obtenus au chapitre
II, dans 1'article IV. Nous obtenons le criteére suivant pour que le
domaine D soit conserné :

12 faut et L0 Auffit que, pour toute paire d'états purns ortho-
gonaux Pl op (8] , on alt ’

pla) g8, ple) {5 (4)

Rappelons ici que des états orthogonaux ne sont pas représen-
tés par des vecteurs de cohérence orthogonaux. Nous avons montré, dans
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1'appendice B, que, dans ce cas, Te produit scalaire est

3(a) . 3(8)

-Nn

Par ailleurs, chaque sous-algebre de Cartan £ de £ est
engendrée par un ensemble de n états purs orthogonaux qui sont les som-
mets d'un des simplexes réguliers considérés, au chapitre II, dans 1'ar-
ticle IV. Pour chaque ensemble de n états orthogonaux, on a alors-la
relation

n

: ) g

o=1

car le centre du simplexe est le vecteur nul. Cette propriété a été
utilisée pour déduire de 1a condition nécessaire et suffisante (4), deux
relations nécessaires mais non suffisantes. Ces relations sont plus sim-
ples, en ce sens qu'elles ne concernent qu'un état pur a la fois. Elles
ont été établies dans 1'article VI sous la forme suivante :

B.W < PR )

> >

P .M < (n-1)P. (6)
On en déduit immédiatement que 1'on doit avoir, pour tout état pur,

B.MP < -[P.N] < 0 (7)

A partir de ces résultats, nous allons déterminer, dans le
cas n = 2, les couples (M,N) qui définissent une loi d'évolution posi-

Nous savons déja (cf. article IV, au chapitre II) que, dans
ce cas, les états purs sont représentés par les vecteurs ? de module
/2. Deux états purs orthogonaux sont représentés par des vecteurs oppo-
sés. Les couples ;(“), E(B) d'états purs sont les couples 3, -P tels

que [|3 || = /2. La relation (4) prend donc la forme
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1P =/Z > -P.MPP.N » 0 (8)

Cette équation équivaut a (7). Dans le cas général (n > 2), la relation
(4) serait évidemment beaucoup plus restrictive que (7). Nous observons:
aussi que la condition (8) ne porte .que sur la partie symétrique de ﬁ.
Nous avons remarqué, dans le paragraphe III de 1'article IV, au chapi-
tre II, que la partie hamiltonienne de 1a loi d'évolution est sans in-
fluence sur son caractére positif. Dans le cas n = 2, un hamiltonien H
(de trace nulle) peut toujours étre écrit suivant (III-4)

- -
H o= o g h; Qy (9)
La F-base choisie peut étre la F-base standard construite a partir des

matrices de Pauli (*)

N 1 -1 0
Q= — ( )
1 J7 0 1
PO 0 1 7 . 1 0 -i

On en déduit suivant (II-7) un opérateur d'évolution hamiltonienne
R=-L 1 hr, | (1i)
2h J

-

agissant sur jz, Les opérateurs 7, sont définis a partir de (III-1) et
(ITI-2)

- 0 0 0

Iy = vyZ 10 0 -1
0 1 0

- 0 1 - 0 -1 0

I, = V2 0 0 O F3 = /21 0 0] (12)
-1 0 O 0 0 O

(*) L'ordre de ces matrices est celui impliqué par les conventions de

1'appendice B
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Ces trois matrices forment une base de 1'espace. des matrices 3x3 anti-
symétriques. Les égalités (9) et (11) établissent une correspondance
entre les opérateurs hamiltoniens surc}}et les matrices antisymétri-
ques sur éz" Puisque la partie hamiltonienne de 1'équation d'évolution
est sans influence dans 1e probleme étudié, nous considérerons désormais
uniquement des matrices M symétriques. Cette simplification est valable
uniquement pour n = 2. Si n > 2, certaines matrices antisymégriques doi-
vent &tre conser ées. En effet, les matrices hamiltoniennes Q données

par (11) forment un espace de dimension n2 - 1, alors que les matrices

. . . . (n2-1)(n2—2)
antisymétriques forment un espace de dimension plus grande 5

Une matrice symétrique possédde une base orthonormée de vecteurs propres
et les valeurs propres associées sont réelles. Nous numérotons les va-
“leurs propres de M dans 1'ordre

m1 £ m2 < m3

et utilisons les vecteurs propres comme base de 1'espace éz, Le proble-
me est alors exprimé par

3 3
z PT =2 >
=1 j=

2
(g Py Py <0 (13)

De la relation (13), nous pouvons immédiatement déduire, en
prenant un seul PJ non nul (égal a = /2), la relation simple

2my £ Ny V2 £ 0

ou encore

N |

< - < 0 (14)

m

N

Les valeurs propres de M sont donc négatives ou nulles.
Cette relation nécessaire est utile car elle est beaucoup plus simple
que la condition nécessaire et suffisante obtenue plus loin.

Nous restreignons encore le probleme en introduisant les
temps de relaxation Tys Tos T3o relatifs aux éléments 011 P92 et 0195
et en supposant 1'élément 04, MON couplé avec les autres par relaxation.
Nous obtenons alors les équations de Bloch [BLO,46], [BLO,52]. D'apres
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une remarque précédente, la partie non-hamiltonienne de 1'équation d'évo-

-~

Tution est la seule partie a considérer ; elle peut alors é&tre écrite

g P11 P22
dt T e
T 2
doy, Py Py |
- T T, T Th, (15)
T T2
P2 _ P12
dt T3

Les opérateurs Q, sont pris égaux a
J g

> 1 -1 0 . - 0 1 . ~ 1 0 i

Ty 1) Qo 3 B=%G T
Les formules (27) de T'article IV donnent alors la matrice Q et le vec-
teur ﬁ '

1 0 0
T
. 1 1
M= 0 -= 0 N=N{O (16)
3 0
1
0 0 --=
T3
en posant
11 1 1 1
LI S | et N=vVZ(z -=) (17)
T ‘L'1 12 T1 TZ

Suivant les appellations utilisées dans la théorie de la résonance ma-
gnétique, T est le temps de relaxation longitudinal, T3 est le temps de
relaxation transversal. La relation (13) a vérifier se réduit & une iné-
galité qui doit &tre vérifiée pour toutes les valeurs de la seule varia-
‘ble P,, appartenant a 1'intervalle [-/2Z, /2]

2+PN-.2.\<0

1
=, - (S

3

) P

A=

L ¥ P [-2, V2] (18)
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Pour obtenir cette relation, nous avons tenu compte de 1'égalité
-
P2 = 2. Nous avons montré en (14) qu'une condition nécessaire est

T4 > 0, ce qui permet de n'avoir que deux paramétres indépendants. La
relation (18) devient

aPhegP -2 ¢ 0 , ¥p, [-72 V2] (19)
T T T

.1 .3 - 3.3

a =1 ‘—1:‘ s 8-/2_(?1— Tz)

L'étude du trindme figurant dans (14) conduit a distinguer deux domai-
nes dans lesquels (19) est vérifiée. Le premier (figure 1) est tel que
1'on ait

“-1<ag 1 et 18] € V2 (1-a)
tandis que le second (figure 2) est défini par
Bz < -8a

Ces deux domaines se recouvrent d'ailleurs partiellement (figure 3). En
réintroduisant les temps Tys Tps Tgo le premier domaine est défini par

T T . ’
3. 3 < 2 (20)
T T2
et le second par
T T, 2 T T
E-3) < ala3 @21
1 2 1 2
B 2
En utilisant comme variables — et — , 1'égalité dans (20) décrit la
3 3 T T
branche positive d'une hyperbole d'asymptotes ?l =-% et _2 =-% . Le do-

, 3
maine autorisé par (20) est toute la partie du plan située au-dessus de

cette hyperbole. L'égalité dans (21) décrit une courbe a trois branches
dont les asymptotes sont les mémes que celles de 1'hyperbole. Le domai-
ne autorisé par (21) est 1'intérieur de cette courbe et contient entie-
rement la branche d'hyperbole précédente. La figure 3 décrit ces domai-
nes. On constate que deux zones sont exclues pour lesquelles 1'un des
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T T
rapports ;1- et ?g est trop petit. Finalement, nous obtenons les ré-
3 3
sultats suivants qui, & notre connaissance, ne sont pas indiqués par les
auteurs utilisant cette méthode :

RN 2 1 .
* - > 5 et - > 5 est toujours acceptable
3 3
R L SO .
* g — <% , — doit étre compris entre deux valeurs
T3 2 T3
o 20 T . . ,
si— <% , — doit étre compris entre deux valeurs
T3 2 T3 :

Les courbes limites sont données sous forme paramétrique
par

avec |D] > 1

L2 A
T3 (1+D)2 T3 (1-p)2

La branche correspondant 3 |[D]| < 1 n'est pas une limite.
T . )

Usuellement, Te rapport = est déterminé par la température
du systeme. Sur le graphe de la figgre 4, les droites passant par 1'ori-
gine correspondent 3 une température constante. En excluant les cas sans
relaxation transversale (13 = ©) ou de température infinie (T1 = rz), et
en prenant T comme unité de temps, on constate 1'existence d'une limi-
te inférieure pour les valeurs de Ty et T, a une température donnée.
Lorsque la température augmente, cette limite diminue. Elle disparait

seulement pour une température infinie (T1 ). IT y a, pour les

=T

temps de relaxation,une symétrie complete entré les états a température
positive et ceux & température négative, il suffit d'échanger T et T,
Lorsque la température tend vers 0, la limite inférieure tend vers

% pour 1'un de ces temps de relaxation et devient trés grande pour

1'autre.

Nous reprenons maintenant le systaéme général a 2 niveaux. I
comporte a priori 6 paramétres (les 3 valeurs propres mys et les 3 NJ)
au lieu de 3. La méthode graphique précédente n'est plus applicable.
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Nous cherchons d'abord les extremums de

3
r {(m,P
=1 Y

2

5t Py NJ) (23)

pour des vecteurs P vérifiant la condition

=2 (24)

Exprimer que ces extremums doivent étre négatifs permet de résoudre le
probleme. I1 serait suffisant d'imposer que les maximums soient négatifs
mais distinguer les maximums des autres extremums n'apporte aucune sim-
plification de calcul. Pour chercher les extremums, nous différentions
(23) et (24) et introduisons le multiplicateur de Lagrange A. Le sys-
teme d'équations obtenu est alors :

g t Ny o= 0 (25)

Le coefficient A est déterminé par (24). Nous traitons a part le cas
ol A est égal & 1'un des mi, ce qui ne peut avoir lieu que si le NJ
correspondant est nul. Pour les autres valeurs de A, nous avons

N

Py = - —J (26)
2(md-x)
La valeur de 1'expression (23) devient
3 2\ ~m
1z Ng - (27)
J=1 (mJ-x)
Le coefficient A est défini par
3 N
I —— = 8 (28)
J=1 (mJ-A)

qui donne en général une équation de degré 6 en A.

Voyons maintenant a quelle condition )\ peut étre égal a 1'un
des m; et ce que cela implique. Lorsgue plusieurs m; sont égaux, ce
sont tous les NJ correspondants qui doivent étre nuls pour que A = my-
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Ces cas dégénérés correspondent a 1'exemple détaillé ci-dessus avec

my = - %‘ . Le ou les PJ sont éliminés de (23) au moyen de (24), ce qui
donne uné expression dont les variables PK varient indépendamment tant
que 1a solution est telle que

2

z PK

K
My g

< 2

Le cas extréme ol la somme vaut 2 n'est pas considéré ici, car il donne
PJ = 0 et une équation de type (25) ou ne figurent que les PK tels que.
m, # mys c'est-a-dire le cas ol A # mj. Nous obtenons

Ny

K= 2mmag K Fmy

ce qui est possible a condition que

P

NZ
5 J < 8
PRy
K (m,-m,)
mAm Jd K
K™
On a alors
NZ
b} Pi. = 2 - % ———-—K—-——?-
K K 4(mK-mJ)
My o A My A

et 1'expression (23) est devenue (NJ = Q)

2
2m. -+ 3 "« (29)
J 4 K ImK-mJS ’

mK#mJ
Finalement, i1 faut et il suffit que 1'on ait

- soit 1'expression (27) négative pour A vérifiant (28)
- soit 1'expression (29) négative pour Ny = 0.

Dans la base utilisée, 1'équation d'évolution dans E% est

dP

7ﬁg = - (RAP) +m, P, +N (30)

1
e g Jd
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Le terme hamiltonien (en R) a été rétabli pour la généralité. R et son
action sur P ont été définis en (9) et (11). Nous avons déji remarqué
que le caractére positif ou non de 1'évolution ne dépend pas de R, que
nous continuerons donc & prendre nul. Si T'un des m, est nul, la rela-
tion (16) ou un raisonnement direct montre que NJ est nul également.
Dans cette direction, i1 n'y a pas de relaxation vers un état d'équili-
bre. Pour tous les autres cas

dPJ N

x =" Py m,
Cette équation décrit un systeme qui évolue vers un état d'équilibre,
puisque m, <0 ;'1'état d'équilibre est décrit par un vecteur de compo-

N
santes :ﬁi . La relation {(16) impose & ce vecteur de se trouver dans la

J
sphére de rayon V2, c'est-a-dire de représenter effectivement un état

du systezme. I1 sera souvent utile de résoudre le probléme pour une tem-

N
pérature donnée, ce qui impose les valeurs des :ﬁi ; 11 reste trois
J

parametres a fixer (les NJ ou les mJ). Si aucune relation ne peut les
lier a priori, alors seul un calcul numérique permet de déterminer la
surface & 2 dimensions 1imitant le domaine acceptable des paramétres.
La résolution du probl2me nécessite d'ajouter les solutions de (29) a
celles données par le systeme (27)-(28).

Une autre facon d'utiliser les résultats précédents est la
vérification a posteriori selon le schéma qui suit. L'hypothese princi-
pale est la loi linéaire (3) ; elle est complétée éventuellement par
quelques autres portant sur les transitions de relaxation. Les compo-
santes restantes de ﬁ et N sont alors déterminées indirectement par
1'expérience. Si le systeme (27)-(28) ou (29) est vérifié, les hypothe-
ses sont raisonnables ; sinon, la loi (3), avec ces valeurs de M et N
ne peut décrire 1'évolution de certains états initiaux. L'une au moins
des hypothéses est inadéquate. I1 peut &tre utile de déterminer, a
1'aide de (26), les états qui donnent la valeur maximum a 1'expression
(23), états a propos desquels les hypothéses incorrectes se manifestent
au maximum.
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Dans le cas oli Te nombre n de niveaux est supérieur a 2, le
systéme d'équations et d'inéquations 3 résoudre est formé de (4) et
(B-9) que nous rappelons ici.

Pour tout couple de vecteurs P et P' de g?} tel que

B2 - 32 = n(n-1)

P.AJ3 = 2(n-2)P; , ¥J

i
—
-
.
-
-

- (-9)
3'.AJ3' =2(n=2)Py , ¥J =1, ..., 0w
Brrf=o
BU
on doit avoir <:Z£;;>
BB+ Bl > 0 (4)

Cela conduit & chercher tous les minimums du premier membre de (4), en
tenant compte de (B-9) et a vérifier 1'inégalité pour chacun d'eux.
Dans ce calcul numérique, les minimums ne sont pas forcément situés

en des points isolés. Il1s peuvent former des variétés continues.

Résoudre de tels systeémes dans le cas général semble diffici-
lement envisageable. On peut seulement envisager 1'introduction d'hypo-
theses restreignant le nombre de paramétres a utiliser, ou la vérifica-
tion a posteriori. I1 faut prendre garde dans ce cas au fait qu'une
hypothése inadéquate peut changer complétement la nature du systeme.

Dans 1'exemple relatif aux systemes a 2 niveaux, la valeur de % peut

3
sembler peu importante si 1'on s'intéresse uniquement aux termes diago-

naux 044 et 0095 c'est-a~dire a la composante P1 du vecteur de cohéren-
ce. En fait, une valeur mal choisie peut conduire le vecteur P dans

un domaine ol i1 ne définit méme plus un opérateur-densité. L'exigence

pour un opérateur-densité d'étre semi-défini positif est fondamentale.
Certains auteurs (voir par exemple [KRA] [DAV] [SPO] [GOR]) proposent,

pour 1'équation (3), une exigence plus forte que la positivité. L'équa-
tion (3) signifie que le systeme physique étudié est couplé a un réser-
voir au sens de la mécanique statistique. Si on gdmet que le systeme
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plus le réservoir forment un nouveau systeéme régi, lui, par une dynami-
que hamiltonienne, alors 1'équation (3) doit &tre "complétement positi-
ve". En description de Heisenberg, cette condition a été exprimée de la
facon suivante, :soit :

A~ Tt(A)

1'évolution de 1'opérateur A au cours du temps ; alors, quelle que soit
1a dimension d, 1a loi d'évolution

- -

Ael, -~ Tt(A) L
doit étre positive. Cette condition exprime une certaine indépendance
par rapport a la nature du réservoir. Les auteurs précédents ont mon-
tré que cela implique,en description de Schrédinger, la forme suivante
pour 1'équation d'évolution de 1'opérateur-densité o :

2

dp i rg oA - PO S . A

g6 = -5 M)+ BRI 0,60, + [Qz5,Q]} (31)

ou Ta matrice d'élément XJK est une matrice compliexe positive. Nous
allons maintenant traduire ce resu]tat dans 1' espaceéf des vecteurs de
cohérence. Le terme hamiltonien --ﬁ [H,p] donne, comme il a déja été

montré, un terme

ﬁ peut &tre un opérateur hamiitonien quelconque. Par conséquent, les
composantes hJ du vecteur h de éz,peuvent étre des nombres réels quel-
conques. Pour développer le second terme, nous sommes amenés a séparer
la partie réelle de la partie imaginaire de la matrice, soit

-

X =A + iB (32)
Une matrice positive est hermitique, nous savons donc que A est symétri-
que et B antisymétrique. Le calcul des composantes MKJ et NK est effec-

tué a 1'aide des formules (27) de 1'article VI. Nous obtenons les éga-
1ités suivantes :
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= =2i I XLM CLMK = =21 tr (X FK)
L,M
finalement, comme fK est antisymétrique,
Ne =2 tr (B FK) (33)

De méme, nous avons

=
\

I Xy tr (0 ([Q0,0,] + [0,0,,0,])}

Kd LM

c C

-1 z XL

L.M.R RMK)

m Comr CreL * LR

En séparant les parties réelles et imaginaires, nous obtenons :
= tr (A FJ K + AJ FK)

[w lb

M (34)

KJ

Appliquons ce résultat aux équations de Bloch du systéme & 2 niveaux
étudié précédemment (15) ou (16). Dans ce cas, le résultat ci-dessus
permet de préciser Te résultat obtenu par [GOR, 76a], [GOR, 76h],
[GOR, 78] pour 1'ensemble des systemes a 2- niveaux.

- 1 -
2 —

(Tl s KL =0

J

en reportant dans (33) et (34), les matrices A, é et X obtenues sont

1.2 0 g 0 0 0
T L3
A = 0 -% 0 L 0 1
2/?
|
0 o 4 0 -1 0
e’./'
1.2 0 0
3
i = 0 - ;iﬂ.
) t 2/2
0 . N 1
T
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avec

|
+
Afro

11
s N=vz -1
2 T T

|

Lgs valeurs propres, qui doivent étre non négatives pour que
1a matrice X soit positive et par conséquent 1'évolution complétement
positive, sont données par

1s
T

Al

1
-_+ ’
T

N
3 2V2
Les conditions pour que 1'évolution soit complétement positive devien-
nent

=+ =<2 , >0 , 1,0 0

La courbe lTimite est 1'hyperbole rencontrée dans 1'étude précédente
(figure 21). La forme du domaine permis est plus simple a exprimer
mathématiquement. Le domaine est fortement diminué ; en particulier, il

) ) .1 T2 . 1
est impossible d'avoir — ou — inférieur a = .
T3 T3 2

Puisque la notion de compléte positivité a été introduite a
1'origine autant pour des raisons de commodité mathématique que pour
des raisons physiques, il est tout a fait plausible que la simplifica-
tion obtenue pour le domaine soit une propriété générale de la complete
positivité par rapport a la positivité de 1'évolution,
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Usage de I’Algebre de Lie su(n) dans ’Etude des
Systemes a n Etats.VI. Equations Linéaires
d’Evolution Positive

A. VAN GROENENDAEL
Laboratoire de Physique Théorique, Université de Lille I, F-59655 Villeneuve d'Ascq Cédex, France

Résumé

Lors de I'étude des systémes quantiques 2 n états, 1’évolution des opérateurs-densités n'est en général
pas définie par une équation de Liouville mais par une équation plus générale. Cette équation doit con-
server la trace, I"hermiticité et le caracte-re semi-défini positif des opérateurs-densités, Ces trois conditions
restreignent les formes possibles d’équation d’évolution. Nous considérons dans cet article des équations
linéaires pour des systémes sans mémoire. En utilisant les deux premiéres congitions et le formalisme in-
troduit dans les articles précédents, les équations d’évolution prennent la forme d’une équation différen-
tielle du premier ordre, portant sur le “vecteur de cohérence” de dimension n? - 1. La troisi¢éme condition
fait I'objet de la plus grande partie de I'article. Nous obtenons de plus une décomposition canonique de
cette équation en quatre parties qui peuvent étre étudifes séparément.

Abstract

The n-level quantum systems.density-operators evolution is not usually given by the Licuville equation,
but by a more general one. This equation must keep density-operators trace, hermiticity, and positiveness.
These three conditions restrict the available kinds of evolution equations. In this paper we investigate lin-
ear equations for systems without memory effects. By using the first two conditions and the formalism we
introduced in earlier papers, the evolution equation takes the form of a first order differential equation con-
cerning the #* — 1 dimension “coherence-vector.” The third one is the essential object of this paper. More-
over, we obtain a canonical splitting of this equation into four parts that may be separately studied.

I. Introduction

a) On sait depuis longtemps que les états purs d’un systéme physique ne suffisent
pas a décrire tous ses états possibles. Les opérateurs-densités ont été introduits pour
étendre cette description. Dans le cas ol un systéme apparait comme sous-systéme
d’un autre plus grand, il n’est plus a priori nécessairement décrit par un état pur,
méme si le grand systéme est dans un état pur. Il peut, par contre, étre décrit par un
opérateur-densité, quel que soit 1’état du grand systéme.

Pour un systéme quantique S, dont I'espace des états purs H, est de dimension
finie n, {on |’appelle alors systéme a n états), une méthode a été introduite dans
des articles précédents [1-5]. Elle consiste 2 utiliser des opérateurs hermitiques, de
trace nulle, @, (J/ = 1,...r = n? — 1), orthonormés au sens de Fano, qui forment

© 1986 John Wiley & Sons, Inc. CCC 0020-7608/86/070143-11504.00
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avec l'opérateur identité une base de !'espace des observables de S,. Un opérateur-
densité peut alors étre écrit:

p= '}'(i + ZP;IQJ) (1
n I=1
Les nombres réels P, sont les composantes d’un vecteur P, appelé vecteur de cohér-
ence, dans un espace réel euclidien noté E,, de dimension r.

b) Un cas particulier important d’évolution a fait 1'objet de nombreuses études. 11
s’agit des systémes dont I’évolution est régie par un hamiltonien, en fait ceux dont on
peut négliger les interactions avec les autres systémes quantiques (1,2, 5-10].

Le hamiltonien peut étre pris, sans inconvénient, de trace nulle, ce qui permet de
I’écrire [5]:

ﬁ = 2 h}é.r 2)
J=1

Dans I’espace E,, une évolution hamiltonienne de S, est décrite par ’équation
différentielle

dP
= =ap 3
ot la matrice ) est définie par
O=3nl, ©)

J=1

f', est la matrice réelle, antisymétrique correspondant Q, dans la représentation ad-
jointe de su(n) [5], (voir aussi ’appendice B).

c) Pour un systéme S, non isolé, le plus souvent I'évolution n’est plus hamiltoni-
enne. Il est toujours possible d’englober S, dans un systeme plus grand qui peut étre
considéré comme isolé et soumis alors & une €volution hamiltonienne, dont
I’évolution de S, peut étre déduite, par I'intermédiaire de la notion d’opérateur-
densité réduit. Nous avons montré dans [8] que 1’ évolution non-hamiitonienne de cet
état réduit obéit 2 une équation ol intervient I’état du systéme avec lequel S, est
couplé.

11 apparait alors préférable d’étudier ab initio ’évolution d’un systéme non isolé,
sans faire apparaitre explicitement le couplage avec un autre systéme. Une telle étude
fait déja 'objet d’une littérature abondante [11-13]. Une maniére de I’aborder pour
les systémes a n états, consiste & remplacer, dans E,, I’équation (3) par une équation
plus générale. Nous nous proposons, dans cet article, d’examiner quelques aspects de
ce probléme.

II. Equations Linéaires D’évolution Positive

a) Il est bien connu que n’'importe quel hamiltonien conserve le caractére hermi-
tique semi-défini positif et la trace de I'opérateur-densité. I s’ensuit que le vecteur h,
de composantes h;, n’est soumis 4 aucune restriction dans E, et que toute matrice {2
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appartenant 2 la représentation adjointe de su(n) détermine une équation d’évolution
(3) possible pour un systéme quantique i n états.

b) Des équations d’évolution plus générales ont été proposées pour les systdmes
non-isolés. Par exemple, les équations pilotes (master equations), décrivent assez
bien les systémes présentant une relaxation.

Nous nous bornons 2 envisager ici des équations linéaires pour des systémes sans
mémoire. De tels systdémes sont, par exemple, étudiés dans [11] et [12]. L’équation
d’évolution de ’opérateur-densité est alors de la forme

L.
= = L@

ol L est un opérateur linéaire agissant sur les matrices n X n, ce qu’on appelle par-
fois un superopérateur [14]. En introduisant les vecteurs de cohérence et en tenant
compte de tr(p) = 1, V ¢, donc de tr L(p) = O, ¥ ), on obtient une équation différ-
entielle d’évolution dans E,

dap N
-d—;—MP'*N &)

ou P est le vecteur de cohérence
hj un vecteur de E,
M une matrice réelle r X r.

¢) Toutefois, n’importe quel couple (M, N) ne fournit pas nécessairement une évo-
lution acceptable. En effet, si un vecteur P représente, A un certain instant ¢, un
opérateur-densité, il faut que son transformé par 1'évolution (5), & tout instant
ultérieur, en représente un également. Le formalisme que nous utilisons assure tou-
Jjours le caractére hermitique et la trace 1 des opérateurs-densités. Pour qu’un vecteur
P représente un opérateur-densité, il faut et il suffit que I’opérateur construit soit de
plus semi-défini positif, c’est-a-dire qu’il soit 2 I’intérieur du domaine de cohérence
D étudié dans [7]. Seules sont donc acceptables les équations (5) qui conservent
D. Puisque la propriété servant A définir D est le caractére semi-défini positif des
opérateurs-densités, une telle évolution est dite positive [11, 12].

IIl. Conditions Générales D’Une Evolution Positive

Nous sommes conduits a chercher les conditions imposées a M et N dans (5) pour
que le domaine D de E, soit conservé.

Dans le paragraphe V de {7], nous avons indiqué plusieurs conditions équiva-
lentes pour reconnaitre si un vecteur P de E, appartient 2 D. Nous allons utiliser la
suivante: P appartient 4 D si et seulement si ’on a

R-P=-n (6)

pout tout vecteur R représentant un état pur.

Le probléme posé peut étre mis sous une forme différentielle en remarquant que,
pour conserver D au cours du temps, il suffit de le conserver pendant une durée non
nulle [t,# + 7], quel que soit ¢.
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Au premier ordre en 7, on peut alors écrire:

P(t + 1) = P(2) + T'd—P M
dr
et la condition (6) devient, a 'instant ¢ + 7
R-P(i)+fR'%>-n (8)

(8) doit &tre vérifiée pour tout état pur R, pour tout vecteur P(¢) vérifiant (6) et pour
tout T assez petit.

Si R - P(r) est strictement supérieur 3 —n, (8) est vérifiée pour 7 assez petit, quelle
que soit la valeur de dP/dt. Nous pouvons donc nous borner & considérer seulement
le cas

R:-P(t)= —n (9)

La condition (8) peut alors étre simplifiée et énoncée sous la forme du critére suiv-
ant: pour tout état pur R et tout état P(r) vérifiant (9), on doit avoir

dP
R 7 0 (10)
ou encore en utilisant (5)
R-MP+R-N=0 (1)

Nous allons montrer maintenant qu’il n’est pas nécessaire d’examiner (11) pour
tous les états P vérifiant (9), mais seulement pour les états purs.

1l est évidemment nécessaire que (11) soit vérifiée pour tous les états purs P satis-
faisant (9). Montrons que cela est également suffisant.

Pour cela, nous allons montrer que dans le cas ot (11) est vérifiée par tout état pur
P satisfaisant (9), elle est aussi vérifiée par un état P queiconque satisfaisant (9).

Soit donc R un état pur et P un vecteur de D tel que R - P = —n. Nous savons
que P peut étre décrit comme un mélange d’états purs

P=3APY avecOs NS Lo N=1 (12)
J J
La condition (9) sur P devient
SNR-PY = —p (13)
i

aucun A, n’est négatif et la valeur minimum des R - P*” est —n. La relation (13) ne
peut étre vérifiée que si ’on a séparément pour chaque P la relation
R- P(/) = ~-n

Nous avons supposé que (11) est vérifiée pour les états purs satisfaisant (9). C’est
le cas des P, on a donc:

V¥j, R-MP?+R-N=0 (14)
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En multipliant par A; et en faisant la somme sur j, on constate que (11) est aussi
vérifiée pour P. Comme cette maniére de procéder est valable pour tout vecteur R
représentant un état pur et tout vecteur P de D vérifiant (9), la condition est effective-
ment suffisante. n

Nous avons ainsi obtenu une forme équivalente du crittre d’évolution positive: M
et N décrivent une évolution positive si et seulement si, pour tout couple d’états purs
R et P satisfaisant (9), la relation (11) est vérifiée.

On voit d’aprés la formule (A-4) de {4], que deux états purs vérifiant (9) sont rep-
résentés, dans I'espace H, des états purs, par des vecteurs orthogonaux.

D’autre part, on sait que 1’espace des observables (de trace nulle) E,, isomorphe 4
su(n), posséde des sous-algébres abéliennes maximales, de dimension n — 1, ses
sous-algébres de Cartan. A ces sous-algebres correspondent dans E, des sous-espaces
E_, qui ont été étudiés dans [7]. Nous rappelons les résultats suivants: 4 chaque base
orthonormée de H,, correspond un sous-espace de type E ;- et, réciproquement, 3
chaque E:.,, correspond une base orthonormée de H,, dont les vecteurs sont définis a
une phase prés. Nous avons noté Er, I’espace correspondant 4 la base v de H,. Dans
E5”, les seuls états purs sont les n vecteurs de E, correspondant aux vecteurs de la
base v de H, {7]. lIs vérifient (9) deux a deux.

Ces propriétés permettent d’énoncer la condition pour qu’une évolution (5) soit
positive, sous la forme suivante: la loi d’évolution (5) est positive si et seulement si
I'on a, pout tout sous-espace E ., de E, et pour toute paire d’états purs distincts P®
et PP de E<_, '

(@%pB) P9 -MP®P +P? -N=0 (15)

Cette relation en implique une autre ne faisant intervenir qu’un seul vecteur au lieu
de la paire P, P®’. En effet, nous savons {7] qu’entre les n états purs P’ contenus
dans un sous-espace E,_, existe la relation

n
>P® =0 (16)
a=t i .
qui permet d’exprimer un vecteur P en fonction des n — 1 autres. En sommant
dans (15) sur les n — 1 vecteurs P'® différents de P*® ou sur les n — 1 vecteurs P®
différents de P, nous obtenons les conditions nécessaires mais non suffisantes suiv-
antes: pour tout état pur P, on doit avoir

P-MP<-P-N (17.1)
P-MP<(n-1P-N (17.2)

Elles sont valables pour tout état pur P puisqu’un tel état est toujours inclus dans
au moins une sous-algébre de Cartan et peut donc étre considéré comme un P,
Il convient de remarquer que ces conditions ne mettent pas en jeu la partie anti-
symétrique de la matrice M. :

Une autre conséquence de ce critere découle de la remarque suivante. D’apres la
formule A-2 de ’appendice A, deux états purs P® et P® situés dans un méme E
vérifient la relation

r

VK, X PPCuxPf =0 (18)

1J=1
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ou, sous forme vectorielle
VK, POP® =0 (18"
Si ua couple A?, N vérifie la condition (15), on peut ajouter 2 M la matrice

=3 mely (19)

Quel que soit le vecteur h de composantes hy, le couple

M =M+
{N (20

vérifie encore la condition (15). Nous avons vu, dans le paragraphe II, qu'une
matrice {) de la forme (19) correspond & une évolution hamiltonienne. L’existence
de la transformation (20) va permettre de définir de maniére unique ce qu’on peut
appeler la partie hamiltonienne de M. Dans le paragraphe suivant, nous exprimons la
matrice M comme une somme de plusieurs termes, notamment pour isoler cette partie
hamiltonienne.

IV. Décomposition Canonique de la Loi d’Evoiution

Nous allons dans ce paragraphe opérer une séparation canonique de la loi d’évolu-
tion (5) en plusieurs parties.
11 est toujours possible, pour n > 2, de poser (trace calculée sur E,)

hy=— 'i" ﬂ'(ﬁ'?f 1) a; = “'(A:\lﬁ'/) 2n
h 7N

—
2An* ~ 4)
et d’introduire les matrices suivantes, définies de maniére unique pour M donnée:
O=nl,=n-15 T=3al =a-A (22)
S J

Remarque: Pour n = 2, les matrices A, sont nulles et la matrice T également; pour
n > 2, la construction est faite sans difficulté.
La matrice M admet alors la décomposition unique

M=M +0+T

. . N - A 2
Si on ajoute 3 une matrice M donnée un terme

2 () + BJAI), (a,8 € R)

on obtient une nouvelle matrice M’ A laquelle on peut appliquer la décomposition
précédente, ce qui nous donne:

ﬁ’ = ﬁ + Za,f’,

!
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i' = i\' + Zﬁ' &1
1
M =M,
On voit que les termes supplémcmaxres en [ sont tous inclus dans 0, ceux en A

dans T, alors que la matrice M, n’est pas modifiée. On peut, de plus, separcr de
maniére unique M, en une partie symétrique et une partie antisymétrique, d’od

M=8+A+Q+7T (23)
.i est la partie symétrique de bf{ 1
A la partie antisymétrique de M,

ﬁ la partie que 1’on appellera hamiltonienne
T une matrice symétrique construite a I’aide des A,

Nous savons déja que ) est sans influence sur le caractdre positif ou non de
I’évolution. Nous le retranchons donc de M dans la relation (15) qui devient:

P - SP@ + P@ . APP + T g/ P - §,P® + PPN =0
7
De I’orthogonalité de P et P® et de la relation (A-4), découle que
P . A P® = 2P + PP)
ce qui donne

PY . SP@ + p@. 4AP® 4 PO . N ~ 2P + P¥) . a =0 24)

V. Exemples
1) Une des plus simples équations pilotes est la suivante [16]
B _ _L B b
L - —2th.8 - 2 (5)

ol A est un hamiltonien, 7 un temps de relaxation et po un opérateur. La séparation
canonique du paragraphe précédent conduit alors a

ﬁz——;{Zh,{f'x avec hy = tr(HQx)
X
A=T=0
§=-=1
-
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et la condition (24) d’évolution positive devient

A

@) ,
P(“’ . (-L)P(ﬁ) + g(_.;._..gg =0

r

Puisque P et P sont des états orthogonaux, on a:

P@ . PO = —p
d’ou la nouvelle forme de la condition
n+ Po ' P( @) > ]

pour tout état pur P‘“. C’est aussi la condition pour que p, représente un état du sys-
téme. L'équation (25) définit donc une évolution positive si et seulement si g, est un
opérateur-densité.

2) Dans le formalisme des superopérateurs, 1’équation linéaire d’évolution que
nous étudions prend la forme de 1’équation de Redfield [15]

ap PP S
—_— T .- <+ .
> ﬁ[H,p] R p (26)

Cette équation peut étre facilement ramenée 2 1’équation (5). Pour obtenir MetN, on
reporte dans (26) 'expression (1) de I'opérateur-densité et on obtient (trace sur H,)

A a A
My, = tr(QxRQ))
A Ra
Ny = t(Q«RI)
ou 2 I'aide des composantes dans une base {|v;)} de H,,

Mgy = 2 (ék)jiRij,kl(él)kl (27-1)

ij k,d
Ne= 2 (éx)jiRij.u (27-2)
iyl
£
Il convient de remarquer que le superopérateur R doit &tre soumnis 2 différentes

restrictions pour pouvoir conserver la trace et ’hermiticité de p. Ces restrictions sont
exprimées sous la forme:

onet—

Rij,kl = Rji u; ERll.ik =0 (28)
!

Y Y rd A A A
la premiere assure le caractére réel de M et N. R peut, comme tout opérateur, étre
décomposé en une partie hermitique et une autre anti-hermitique, soit ici, compte-
tenu de la lére condition (28)

Hju= %(Rii.kl + Ry ;i) (29-1)
Hju= %(Rij.kl = Ruji) - (29-2)

R A R A
H conduit a la partie symétrique de M, H~ a la partie antisymétrique de M. En tenant
compte de la deuxiéme condition (28), on constate par ailleurs que chacun des deux
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superopérateurs donne la moitié du vecteur N initial, d’od
N=N"+N avec N" =N~ 3o

Jeener {14] interpréte ces deux parties comme un terme de relaxation pour la partie
symétrique et un déplacement de fréquence pour la partie antisymétrique. I faut
toutefois noter que chacune de ces parties peut encore étre séparée en termes de nature
différente puisqu’il a été possible d’en obtenir une décomposition canonique. En
particulier, dans la partie antisymétrique (anti-hermitique pour le superopérateur),
une partie peut éventuellement étre regroupée avec le hamiitonien H pour donner
un hamiltonien effectif tandis que le terme A du paragraphe précédent, méme s’il
est antisymétrique, ne peut jamais donner un hamiltonien; le terme N~ qui 1'accom-
pagne montre qu’il ne conserve méme pas nécessairement le module du vecteur de
cohérence.

Appendice A

En explicitant le produit des opérateurs-densités, on peut obtenir des relations pour
les vecteurs de cohérence de certains cas particuliers importants.

Soit P et P’ les vecteurs de cohérence de deux états et { Q,},,. ..., une F-base. Nous
avons introduit dans [8] les notations suivantes

‘[Qh Ql] = 2 Cuxéx -
K=1 .
~ A 2 A L A
[0,0/] = - 81 + Z Dyx Qx
. K=1

ot Cyyx est complétement antisymétrique et D;x complétement symétrique. Le produit
des opérateurs-densités correspondant 3 P et P’ est alors

P P' - 1 " 1 I . EN
7 (1 + - )1 + 3 Z {PK + Pr+ 5 2 PP{Dyx — lCmc)}Qx (A-1)

K=1 1,J=1

Pour que les vecteurs P et P’ soient dans un méme sous-espace Eq_;, il faut que
les opérateurs-densités correspondants commutent. L’expression précédente contient
un seul terme non symétrique, donc P et P’ appartiennent 2 un méme E;_, si et
seulement si

VK, ZP[P;CUK =0 (A‘z)

1,7
Un état pur est caractérisé par la condition * = p. On a donc une nouvelle defini-
tion: P représente un état pur si et seulement si
PP =nn - 1)

(A-3)
EPIPIDUK = 2n — 2)P

1.7
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11 est utile parfois de considérer des états orthogonaux définis par la relation
pop =0

qui généralise la notion d’états purs orthogonaux. Les vecteurs de cohérence corre-
spondants doivent alors obéir aux relations

P-P =—n

2 P{P; C[jx = 0, VK (A~4)

1,J=1

-2 P,P;Dyx = Px + Pg, VK
1,J=]
Deux états purs d’un méme E;_,, comme ceux figurant dans le critere d’évolution
positive, satisfont donc aux relations (A-3) et (A-4).

Appendice B

Nous jugeons utile de réunir ici un certain nombre de résultats purement algé-
briques dont plusicurs ont déja été utilisés dans des articles précédents.

Ainsi, dans [8] nous avons imroguit, en plus de matrices f'x de la représentation
adjointe, des matrices symétriques Ar. Nous pourrons en fait écrire:

A A 8 A 1 A
Q:Q, = "':‘11 + b > (Dux —~ iCux)Qx (B-1)
X

puisque toute matrice n X n peut étre décrite comme combinaison linéaire complexe
des matrices [ et Q. .

Le premier terme du second membre est obtenu par la relation d’orthogonalité au
sens de Fano: '

tr(élél) = 8y (B-2)

La formule (B-1) moatre que les Dy d’une part et les Cyx d’autre part, se transfor-
ment comme les composantes de deux tenseurs pour toute transformation orthogonale
des Q;. On a introduit dans {8] les 2r matrices sur E,:

(fJ)IK = Cux; (A/)m = Cmr~ (B-3)

En utilisant une forme explicite des matrices él par exemple celle donnée en {4],
on obtient aprés un calcul assez long (Trace sur E,).

ﬂ’(f.,,f‘[() = “27!8]( (B‘4'1)
A A 2
tr(d,4¢) = '; ("2 = 48y (B-4-2)
Du fait des propriétés tensorielles des Dy et (,:l,,(, ces valeurs se conservent lors

d’une transformation orthogonale des matrices @,. Les relations (B-4) sont donc
vraies pour toute F-base.
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Remarque. Dans |’article 5] la formule (24-b) est fausse et doit étre remplacée par
la formule précédente (B-4-1). La formule (37) du méme article doit alors étre rem-

placée par:
H, = -zf‘—u(ﬁf,) (B-5)
n

Cette erreur ne modifie pas la suite de 'article [5].
Les relations (B-4) doivent étre complétées par:

w(d,fx) =0 (B-6)
qui proviennent des propriétés de symétrie des deux matrices.
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VI - CONCLUSION

Lors de 1'introduction de la mécanique quantique, les fonc-
tions d'ondes ont souvent été considérées plus ou moins explicitement
comme décrivant des systémes classiques incomplétement connus. Une ex-
pression comme "incertitudes de Heisenberg" provient de ce point de vue.
Actuellement, on ne considére plus que la position de 1'électron dans
1'état 1s de 1'atome d'hydrogéne est inconnue ; on considére plutdt que
Ta question n'a pas de sens pour cet état, état qui est néanmoins com-
pletement défini. Une situation analogue est rencontrée avec les opéra-
teurs-densités. Ceux-ci ont été utiliséds pour décrire des moyennes sta-
tistiques, ce qui a souvent donné 1'impression d'un artifice destiné a
traiter des systémes quantiques dont on ne connait pas bien 1'état.
L'exemple donné par D. Bohm [BOHNH, cité dans 1'introduction, montre
que si T'on veut pouvoir décrire 1'état d'un systéme isolé, le formalis-
me des vecteurs d'états est insuffisant. On peut désormais dire que
1'état d'un systeme est un opérateur-densité. Certains états trés parti-
culiers, les états purs, correspondent a des vecteurs d'état. Dans le
formalisme des vecteurs d'état, pour n'importe quel de ces vecteurs, il
existe des opérateurs hermitiques pour 1esquels les mesures ont un écart
quadratique moyen nul. Ces opérateurs représentent les grandeurs physi-
ques définies dans cet état. Dans le formalisme des opérateurs-densités,
de tels opérateurs n'existent plus que dans des cas particuliers. Un
état fait correspondre 3 tout opérateur hermitique sa valeur moyenne.

Le formalisme introduit par Fano [FANO, 57] décrit les opéra-
teurs d'un systéme 3 n niveaux, par les vecteurs d'un espace vectoriel
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de dimension n2 sur C. Les opérateurs hermitiques sont alors décrits
par des vecteurs dans un espace réel de dimension nz.

Si deux opérateurs hermitiques différent uniquement par leur
trace, alors, quel que soit 1'état pour lequel les mesures associées a
ces opérateurs sont effectuées, la différence entre les valeurs moyen-
nes est constante. I1 suffit donc de considérer les opérateurs hermiti-
ques de trace nulle. De méme, tous les opérateurs-densités ont une trace
égale a 1. Un opérateur-densité est donc complétement caractérisé par
sa partie de trace nulle. Ces remarques nous ont conduit a représenter
ces opérateurs dans un espace g?; réel de dimension n2-1. Le commuta-
teur entre opérateurs munit éi.de la structure d'algébre de Lie de
su(n).

Outre la précision donnée aux concepts utilisés par les physi-
ciens, 1'usage d'une structure mathématique telle que celle d'algebre
de Lie fournit tout un Tot de notions nouvelles et de théorémes dont
1""importation" en physique peut faire naitre des idées nouvelles et
pérmettre de surmonter des difficultés. Au cours de cette étude, nous
avons pu ainsi remarquer 1'importance prise par les sous-algébres de
Cartan qui, dans ce formalisme, ont un rdle analogue a celui des bases
orthonormées dans 1'espace des états purs. Choisir la sous-algébre de
Cartan contenant un vecteur de é?r conduit & des simplifications ana-
logues a celles que 1'on obtient en choisissant une base propre pour
diagonaliser un opérateur hermitique. Ce point particulier important
ne fait que confirmer 1'intérét qu'il y a a utiliser, en physique, des
structures mathématiques aussi précisément définies que possible. Ce
point de méthode est bien souligné par Dirac lorsqu'il plaide pour :

"La nécessité d'une base mathématique saine pour toute théordle
physique fondamentale'*.
Initialement, Einstein se méfiait davantage des mathématiques. I1 con-
fiait néanmoins a A. Sommerfeld, dans une lettre du 29 Octobre 1912 [EIS,BG]

*# T want to emphasize the necessity for a sound mathematical basis for

any fundamental physical theory [:DIR]
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"... et je suls désonmalis pénéiné d'un ghand respect pour Les
mathématiques dont j'avais alors dans ma simplicité d'esprit considens
La parntie La plus subtile comme un Luxe purn ..."

Dans cette thése, nous avons également insisté sur un second
point : les propriétés de 1'opérateur-densité. Tout opérateur hermiti-
que, de trace 1 et semi-défini positif peut &tre interprété comme un
opérateur-densité. Ces trois propriétés sont fondamentales. Les deux
premiéres sont simples & vérifier dans la plupart des formalismes et
immédiats dans celui que nous utilisons, puisqu'a tout vecteur de g?} .
est associé un et un seul opérateur hermitique de trace 1. I1 est plus
difficile de vérifier si un opérateur est semi-défini positif, et sur-

- tout de vérifier si toutes les solutions d'un probléme donné possédent
cette propriété. L'ensemble D des vecteurs de é?r donnant des opérateurs
densités a été étudié aussi complétement qu'il nous a été possible de le
faire. Nous avons obtenu des équations qui permettent de déterminer si

un vecteur donné de é?r représente ou non un opérateur-densité.

Un probléme a été particuliérement développé a cause de son
importance : celui de 1'évolution d'un systéme. Dans le cas ou 1'évolu-
tion est hamiltonienne, il a été facile de montrer que si le vecteur de
cohérence initial est dans D, il y reste nécessairement au cours du
temps. Nous avons, pour ces systemes, défini une famille de constantes
-du mouvement non-1inéaires par rapport a 1'opérateur-densité, générali-
sant celles introduites par Hioe et Eberly. Ces états incompléetement
définis sont étudiés, pour une évolution hamiltonienne, au moyen de la
notion d'états équivalents de Jauch. Ces états équivalents généralisent
1a notion de sous-systeme en interaction avec un systéme plus grand.
Pour que cette notion d'équivalence soit vraiment intéressante, il est
nécessaire que deux états dits équivalents donnent le méme résultat
quel que soit 1'instant ol une mesure de certains opérateurs est effec-
tuée. Faute de quoi, i1 deviendrait possible de distinguer ces deux
états. Nous avons pu obtenir les relations entre les vecteurs de cohé-
rence, dans é?r’ des états équivalents et le vecteur représentant le
hamiltonien dans ce méme espace.
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Dans le cas ou 1'évolution est non-hamiltonienne, il est pos-
sible d'écrire des équations ne conservant pas le domaine D. Un état
initial pourrait évoluer de telle facon qu'au bout d'un certain temps,
le vecteur de cohérence sorte de D et par conséquent ne représente plus
un état. Ceci peut &tre obtenu méme par des équations linéaires. Si 1'on
considére que de telles évolutions ne sont pas physiquement réalistes,
on obtient de fortes restrictions aux équations du mouvement possibles.
Les inégalités qui expriment ces restrictions ont été explicitées. Une
application a été faite au cas des équations de Bloch. Nous trouvons
alors que certains ensembles de temps de relaxation ne sont pas possi-.
bles.

Le formalisme des vecteurs de cohérence a été introduit a 1'o-
rigine par Fano en généralisant ce qui était connu pour les systémes &
2 niveaux. I1 faut cependant se méfier des analogies avec ce cas trop
simple. Par exemple, pour un systeme a 2 niveaux, le domaine D est une
sphére. Pour qu'une équation d'évolution linéaire soit acceptable, il
suffit (et i1 faut) qu'en aucun cas le module du vecteur de cohérence
ne puisse augmeﬁter. Cette condition assez simple n'est absolument plus
suffisante pour un systéme ayant davantage de niveaux.

La complexité des équations et inéquations & manipuler semble
a priori nécessiter 1'usage d'ordinateurs. La dimension de 1'espace é?r

2

croit en n~, par conséquent, le nombre de composantes des quantités &

trois 1'nd1'ces_CIJK et DIJK qui interviennent constamment, croit en n6.
Tout progrés dans 1'expression formelle d'un probléme peut diminuer
les temps de calcul et surtout peut rendre accessible au calcul des pro-
blemes qui ne 1'étaient pas auparavant. Dans ce but, nous avons utilisé
des F-bases définies quel que soit le nombre de niveaux. Les tenseurs
CIJK et DIJK ont été calculés explicitement pour ces F-bases. Nous avons
également établi un certain nombre de relations utiles dans les calculs

ou interviennent des produits contractés entre ces tenseurs.

La méthode décrite ici concerne un grand nombre de domaines.
Pratiquement tous ceux pour lesquels le systeme physique étudié peut
étre approché par un systeme ayant un petit nombre de niveaux, et pour
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lesquels les notions de mélanges statistiques jouent un rdle important.
En résonance magnétique, les systémes les plus utilisés sont & 2 niveaux,
bien que des systémes complexes puissent &tre utilisés. L'information
cherchée concerne alors 1'influence du faible couplage avec des systémes
extérieurs. En spectroscopie, les lasers sont utilisés pour 1'étude de
systames 3 3 ou 4 niveaux ayant une interaction importante avec leur
environnement. Les systeémes 3 2 niveaux ont également un rdle important
dans 1'étude des verres a basse température ; les interactions de ces
systaémes a 2 niveaux avec le reste du verre sont alors Teur principale
caractéristique. D'une facon générale, les systemes a n niveaux peuvent
dtre décrits par des vecteurs de cohérence associés 3 une alggbre su(n).
Les caractéristiques physiques du systéme suggérent ensuite des appro-
ximations limitant le domaine dans lequel sont pris les vecteurs de co-
hérence, ou des formes particuligres pour les équations d'évolution.

Ce travail devrait clarifier les relations entre les hypothéses physi-
ques et leurs traductions mathématiques.

De ce point de vue, i1 serait souhaitable d'obtenir, pour
1'appartenance au domaine D des vecteurs de cohérence, un critére plus
simple que ceux de 1'article IV. Les restrictions aux équations d'évolu- °
tion, étudiées au chapitre 5 nécessitent également des calculs impor-
tants. Les expressions obtenues permettent déja de traiter certains
problemes et i1 n'est pas certain que des expressions simples existent,
Une autre extension possible consiste a attribuer une signification phy-
sique distincte a différents termes de 1'équation d'évolution. Dans
1'article VI, nous obtenons ainsi une décomposition de la loi d'évolu-
tion en plusieurs termes. Cette décomposition ne dépend pas de la base
utilisée. L'un de ces termes a une interprétation immédiate, c'est la
"partie hamiltonienne". Les trois autres n'ont pas encore recu d'inter-
prétation physique. I1s contiennent les termes de relaxation ; pour '

n > 2 ils peuvent cependant décrire des phénoménes plus complexes qu'une
simple relaxation vers un état d'équilibre.
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APPENDICE A

Les opérateurs QJ forment une F-base de 1'espace JE;. Les
trois propriétés qui définissent une F-base sont

+

tr(éd) = 0 (2)
tr(QQ) = Sy (3).

La trace du produit définit sur‘f; un produit scalaire pour
lequel les F-bases sont orthonormées ; le passage d'une F-base a une
autre est donc une transformation orthogonale degfr. Une propriété
valable dans n'importe quelle F-base doit étre exprimée par une gran-
deur tensorielle ou une relation entre grandeurs tensorielles. Dans
cet appendice, nous introduisons deux tenseurs particuliers et nous
établissons certaines de leurs propriétés. En premier lieu, nous intro-
duisons les tenseurs réels de rang 3 CIJK et DIJK par les définitions

-~

" - r
G0 =2Ls vz o0 0 (5)
R ERN A S O T
ou encore
-~ i r -
U%G=n St B Y Q (6)
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avec

2 :l(D

ok =7 Opgg = g (7)

De telles grandeurs ont été introduites, pour n = 3, par [GELL], voir
aussi [BA]. Pour n = 2, les DIJK sont nuls et CIJK proportionnels aux
composantes €19K du tenseur de Levi-Civita ; dans ce cas particulier,
les relations que nous allons obtenir prennent une forme simple et
souvent triviale.

Le tenseur complexe QIJK gue nous avons introduit nous inté-
resse uniquement comme intermédiaire de calcul. En effet,gfr et é?}
sont des espaces vectoriels réels, ce sont par conséquent les grandeurs
. . . .
réelles CIJK et DIJK qui seront directement utiles. Les grandeurs QIJK
permettent dans certains cas de manipuler en méme temps DIJK et CIJK‘

Les CIJK et DIJK se transforment bien comme les composantes de
deux tenseurs pour toutes les transformations orthogonales. I1 est pos-
sible de Te constater simplement en effectuant une transformation ortho-
gonale dans 1'équation (6), puis en séparant la partie réelle et la par-
tie imaginaire de chaque QIJK‘ Les tenseurs obtenus sont des tenseurs

sur éf}.

Les propriétés de symétrie de ces tenseurs s'gbtiennent simple-
ment en multipliant les expressions (4) (5) et (6) par QK et en prenant
la trace. Les expressions obtenues permettent de calculer les composan-
tes des trois tenseurs.

Crgg = 1t (050,19, (8)
;¢ = tr (10,,0,30,) (9)
Q¢ = tr(Q Q; Q) (10)

La trace est invariante lors d'une permutation circulaire des opérateurs,
on en déduit que Qygk est invariant par permutation circulaire des indi-
ces. DIJK étant symétrique par rapport aux indices I et J est par consé-
quent complétement .symétrique, CIJK étant antisymétrique pour ces deux
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indices est compl2tement antisymétrique. La formule (7) et les proprié-
tés de symétrie de CIJK et DIJK montrent que la permutation de deux
indices donne le complexe conjugué pour le tenseur QIJK‘ I1 est utile
d'introduire les matrices agissant sur un espace vectoriel 2;}, cons-
truites a partir des tenseurs précédents.

Tl = a (11-2)
Py = % (11-b)
Qe = T (11-c)

Ces matrices ont été utilisées dans 1'articie VI. Suivant les
circonstances, il est plus pratique diuti}iser le jeu de matrices réel-
les T, a4, ou les matrices complexes Q;, Q;. La matrice conjuguée QJ
doit &tre introduite pour pouvoir reconstruire TJ et Ay par combinaison
Tinéaire. Les propriétés de symgtrie de ces matrices se déduisent de cel-
les de§ tenseurs CIJK et DIJK’ FJ est angisymétrique, AJ est symétrique,
Q, et @, sont hermitiques, de sorte que QJ est aussi la transposée de

~J J
QJ.

Parmi les transformations orthogonales agissant sur 1'espace

g?}, un sous-groupe joue un rdle important, celui quiprovient des transfor-
mations unitaires de 4 . A tout vecteur X€ é’r correspond un opérateur
hermitique de trace nulle X agissant surcg{. Une transformation unitaire
u le transforme en un nouvel opérateur hermitique de trace nulle
X" =UX U+, auquel correspond un vecteur X' = 5?r' Nous avons montré
dans 1'article II que la transformation de % en x' est une transforma-
tion orthogonale donnée par

0, [U] = tr (0 U Qg u) (12)

Une propriété souvent utile Torsque 1'on utilise ces matrices,

est
nZ.
a tr(A)tr(B) + =

1 -- .- -
tr(AQJ)tr(BQJ) = tr(AB) (13)

J=1
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qui est le plus souvent simplifiée par 1'utilisation de matrice§ A et

B de trace nulle. Pour démontrer cette relation, nous écrivons A et B

sous la forme :
- - - - -

Leur produit peut &tre écrit sous la forme

aa g - . . -
AB ;2 {aobOI + (aObL+aLb0)QL + anKQJQK}

a.b,
;2 {(adbo + =201+ E (aobt’+ ab

1t

L * bRy 1Q

dont la trace devient
- ab

tr(AB) = 2}0 +-—1—2 3

En tenant compte des relations

-

a, = tr(A) a; =n tr(A 6J)

et des relations semblables pour é on obtient la relation (13).

Les transformations 6[&] ont été définies sur E;. IT est
également possible de les faire agir sur les matrices QJ de gf} qui
correspondent aux vecteurs de base de é?}. La transformation est alors,
comme nous 1'avons démontré dans 1'article II,

Q = U QU - 2 OyelU] Q (14)

Nous voulons maintenant construire différents invariants pour
le groupe orthogonal.

Un premier invariant provient immédiatement de la définition
du groupe orthogonal, il s'agit de
n2—1 -9
I o
J=1
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proportionnel 3 1'invariant de Casimir de su(n). Cette quantité que
nous allons calculer, est invariante par le groupe orthogonal. Elle
est a fortiori invariante par les O[U]. En utilisant (14), cette inva-
riance est écrite
-~ n2'1 a2 ~-1 n2‘1 '~2
J=1 J=1

La matrice commute avec toutes les transformations unitaires, elle est
donc proportionnelle a 1'identité

n2-1
z

- .
Q5 = ol
g=1 Y

La trace de chaque Qg vaut 1 et celle de I vaut n ; on en déduit la
valeur de o et Ta relation

n--1

~2 n-~1
0§ = I (15)

™Mo

J=1

En développant Qg au moyen de (6), nous obtenons alors une premiére
propriété des tenseurs de g?} introduits précédemment

tr(QK) = 3 QJKJ =0 (16-a)
tr(AK) = 3 DJKJ =0 (16-b)
tr(FK) = 3 CJKJ =0 (16-c)

Tous les vecteurs obtenus par contraction sur deux des trois indices
de CIJK ou des DIJK sont donc nuls. Au moyen de ces tenseurs nous pou-
vons construire les tenseurs d'ordre deux suivants (*)

(*) Les tenseurs comportant QIJ s'en déduisent au moyen de (7)

K
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z C C » ¢ C » ¢ D D
1K IJK “KLI I,K 1JK KLI 1K IJK "KLI

ges grandeurs peuvent &tre écrites de deux facons a partir des matrices
FJ et AJ. Elles valent d'une part :

- - - -

tr‘(I'J rL) R tr(I‘ L . tr(AJA)

Ce sont également les composantes JL des matrices

La seconde expression est nulle comme produit deux foiscontracté d'un
tenseur symétrique par un tenseur antisymétrique.Pour calculer les deux
J QK) et tr(QJ QK). Une
premigre relation est obtenue en écrivant que la relation (6) donne un
produit associatif QI(QJQK) = (QIQJ)QK on obtient la formule

autres termes, nous déterminons d'abord tr(Q

PO )
Y = m Gpd = Eyd + 2 9 (17)

dans laquelle on a introduit Ta matrice EJK dont 1'élément JK vaut 1
et les autres 0 (*). La trace de cette expression donne immédiatement

-~ - 2
tr(QJ Q

K =T S (18)

La seconde relation nécessite également deux étapes. Nous montrons
d'abord que

Con51derons 1! espaceég 5 de toutes les matrices n x n. I1 est

possible d'y prendre comme base 1es matr1ces E . La matrice E est
construite de facon analogue a la matrice EJK précédente, les indices

j et k varient de 1 @ n au lieu de 1 & n2—1 pour J et K. Pour une matri-
ce quelconque A on obtient :

(%) (EJK) = 8

§
'K JJ' TKRK'
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-

r E
i,k

-

AE =tr(A) I

+

La base des E est orthonormée avec le produit scalaire (A,B) = tr(A+B).
La relation ci-dessus est conservée lorsqu'on change de base orthonormée
dansgf 2 Prenons alors comme base orthonormée les Q‘J complétés par

1

—_— I La relation devient
/n
2

0, AQ; = tr(A) I (20)

si A est choisie égale a I, on retrouve 1'équation (15). L'équatjon.(19)
est obtenue en prenant A = QM. Pour obtenir la relation sur Tles QJ ﬁK,
on développe (19) au moyen de {(6), d'ol

- . 2
tr(QM QK) === Sy (21)

En faisant la somme et la différence de (15) et (21), on obtient les
relations portant sur les matrices réelles

tr(fJ I )=-2n6 (22)

K) JK
~ 2
) =2 (n%-4) 5 (23)

i

-

tr(AJ A

S

K

Les produits de trois matrices donnent également des relations remarqua-
bles qui permettent certaines simplificatigns. Pour les obtenir, on mul-
tiplie les deux membres de (17) par éM ou QM et on prend la trace. Les
relations (18) et (19) donnent alors

S o o n—-3
tr(QJ Q QM) = — Qum (28)
e Qaxm * Bgm (25)
1 % Sy -

Par conjugaison, ces expressions deviennent
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te(d. &, &) _n%3 a (26)
J K™’/ T n JKM

tr(@. 8, Q) = - T * Hgen (27)
Jd VKM T n

Le passage aux matrices réelles est obtenu par les sommes et différen-
ces de ces quatre équations. Le résultat est :

tr(A. A, A ) _n’-12 D (28-a)
J% 4 ™ JKL

tr(d, A &)-1‘-2:5- C (28-b)

B3 8 %L/  ™n JKL

tr(AJ T FL) = -n Dy (28-¢)

Toute matrice agissant sur g?} est une combinaison linéaire des EJK’ La
relation (17) montre que toute matrice peut alors étre mise sous la
forme d'une combinaison linéaire de f, des QJ et des QJ Q- Comme on
gon§idére surtout des matrices réelles, on les décompose plutét selon
I, Bys Tys By Bys Ty Tye En effet, le développement de (17) donne :

- - -

.n n n . ° n_. -
B = T80k * 7 00l 7 CorlTL "7 bt Tf (29

Le caractére réel de E donne de plus la relation

JK
¢ A=A, +T.A

Dokt TL = Cuke 2L = 80Tk * Tobk

(30)

I1 faut toutefois noter que la décomposition d'une matrice de

é?r selon cet ensemble de matrices n'est pas unique puisqu'il existe
des relations linéaires entre elles. Ces relations figurent dans la
deuxieme colonne du tableau suivant ol nous avons placé sur une méme
1igne des expressions dont nous avons montré plus haut 1'équivalence



-

tr FJ =0

i
[on]

.tr AJ

- o~

te(TyTy)

tr(FJAK)

- o~

tr(AJAK)

#

-~ & -

tr(AJAKAL)

-~ a o~

tr(AJAKFL)

tr(FJF r,)

-2n §

Tableau récapltulatiy

LTy = =2n f
E Ty
L T,A, =0
E Tyl
z &i = % (n2-4) I
K
- 2 -
nc-12
Dyrs 8RAs = =5 4y
.. 2., -
Cars 2Rl = = —n— T3
Ojrs TRi's = =N 4,
Cors Tpfg =nT
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Ce tableau peut &tre complété par les relations (13) et (20)

% tr(A) tr(B) + tr(ﬂéR) tr(éﬁR) = tr(AB)

- -

{ = - e
FA+Q;AQ = tr(A) I
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APPENDICE B

Dans cet appendice nous allons considérer plus particuligre-
ment les transformations de éfr_qui proviennent des transformations
unitaires dec;4. Une premiére propriété est 1'invariance des tenseurs
CJKL et DJKL lors de ces transformations. I1 suffit pour 1e~con§tater
g'effectuer les transformations unitaires sur les matrices QJ, QK et
Q figurant dans les définitions (A-8) et (A-9). Les plus intéressan-
tes propriétés conservées danscg¢-par de telles transformations unitai-
res sont celles d'états purs, d'états orthogonaux ou d'opérateurs semi-
définis positifs (opérateurs-densités). Ceci invite 3 exprimer de tel-
les propriétés par des relations entre les vecteurs de éz‘et les deux
tenseurs invariants CJKL et DJKL'

Pour expliciter les relations entre £ et é?r’ il est néces-
saire de choisir des bases dans ces deux espaces. Plus précisément, a

chaque base orthonormée {lj>}j=1 n de 1'espacec){, nous associons

une base {Q,}._ de . Ces bases, que nous nommons bases stan-
J'd=1,...,n r

dard [HIOE, 81] ou [I], sont définies par les trois ensembles d'opéra-
teurs : '

Q5 = /337 U3+t - 3 T Jokil §=t,.cn-1 (1-2)

E
- _ _1_ . . . _
Q+jk— = {]3><k| + [k><i|? 1€3<kgn (1-b)
Q. =21 {i<k] - [kO<F|T KGrgn (1-c)

]

~

X
S
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Lorsque nous utilisons des indices variant de 1 & r, les
opérateurs diagonaux Qj sont placés en premier, dans 1'ordre de leur
indice j. Les opérateurs Q+'k viennent ensuite, classés dans 1'ordre
Texicographique de leurs indices jk. En dernier, nous placons les opé-
rateurs Q-jk également dans 1'ordre lexicographique de leurs indices
Jk.

Les propriétés de symétrie des tenseurs CIJK et DIJK permet-
tent de ne calculer que les termes dont les indices sont rangés dans
un ordre non décroissant et d'en déduire les autres. Par ailleurs, nous
avons choisi les opérateurs QJ de telle sorte que, pour un opérateur
donné, tous les éléments dans 1a base {|j>} sont ou réels ou.imaginai-
res purs. Les seuls opérateurs a termes imaginaires sont les Q-jk .
Lors du calcul de QJKL’ il en résulte la regle su1vante : s'il y a un
nombre pair d'indices -jk , le terme est réel et vaut-§ JKL tandis que
CJKL est nul ; s'il y a un nombre impair d'indices -jk , JKL est ima-
ginaire pur et vaut - -? CJKL tandis que DJKL est nul. Ces remarques per-
mettent de donner explicitement, pour toutes les valeurs de n, les ten-
seurs CJKL et DJKL associés a une base standard (Table B). Une biblio-
théque de sous-programmes Fortran a été constituée, permettant de dis-

poser des opérateurs QJ, des tenseurs QJKL’ CJKL et D et de pouvoir

JKL
passer des indices J aux indices j, +k2, -k&. La premiére utilisation

a été de vérifier, dans le cas n = 3, les formules de 1'appendice A.

Nous utilisons maintenant ces tenseurs de é?r pour traduire
les propriétés des opérateurs. Les relations que nous obtenons ont été
démontrées de maniére dispersée dans les différents articles. Nous
les rassemblons ici.

Rappelons que tout opérateur A agissant sur _H peut étre
écrit '

-~

OI+ g aJQJ) (2)
ce qui défjnit a,s trace de A, et un vecteur a de é?r de composantes a;-

a1
A=l

Imposer & A d'é&tre hermitique équivaut a imposer 2 a, et aux a; d'étre
réels. Parmi les opérateurs hermitiques, ceux représentant un hamilto-
nien ou un opérateur-densité jouent un rdle particulier. Rien n'est




-}3]-

D... =2 1<jgn=-1
3T A
. ) .
. == 1 -
DJJk = {j<kgn=-1
=/ :
D) eomeem /34T e T n) I
: YA
K C3yvm,-am = T /3T
D = _Jz C - - —/_Z.
+mk,~-2m,-2k 2 +2m, +2k, -mk 2
2 | Lz
D+zk,-zm,—mk -7 2<mek ( C+52,m,+mk,-9,k T
D = -Z—Z C = - E_
+2m, -2k , ~mk 2 +2K ,+mk , -2m 2
C =z - Q
-2m, =2k, -mk 2
1 .
'3‘ 2<J
anz = 1 Q/ = j+1
0 >j+1
TABLE B

Les termes qui ne figurent pas dans cetfe table sont Zous vuls, par

exemple vjjk =0 8L R < f.



-132 -

changé au systéme si la trace du hamiltonien change. Nous la prendrons
systématiquement égale 3 zéro. La trace d'un opérateur-densité est
toujours 1. IT1 est donc possible d'introduire dans é?r les vecteurs

h et 3 avec

H =-% L h, QJ (3)
J
5= (14 : 7 Q) (4)

Le produit de deux opérateurs est obtenu au moyen de {A-6) sous la
forme :

- -~

1 - ->
(a b, + ba, + b2, a) Q (5)

lié=— (a b +—~‘-—)i+£

n2 n J

Les observables compatibles sont représentées par des opérateurs hermi-
tiques qui commutent. Dans g?}, elles sont représentées par des couples

(ao,a) et (bo,b) tels que

¥J b.F; 3 =0 (6)
un projecteur A2 = A est tel que
2
a 2 : .
2 48 -a (7-a)
n 2 0
n
2 1 - N -
T 8,8yt 2. AJ a =a, (7-b)

-

~ Dans le cas d'un opérateur densité, {0 représente un état pur
si et seulement s'il est hermitique, de trace 1 et tel que 52= 6.
Dans ce cas les valeurs propres sont 0 et 1 et il n'est donc pas néces-
saire d'ajouter que p est semi-défini positif. Un état pur est donc
défini par un vecteur P dqéfr vérifiant

B2 - n(n-1) | (8-a)

P. Adﬁ = 2(n-2)P; : (8-b)
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Deux états purs orthogonaux sont deux états purs dont les
opérateurs-densités commutent, pour lesquels on a donc, de manigre néces-
saire et suffisante :

52 - 8% = n(n-1)
P.agP = 2(n-2) P,

3. N P
.AJ

->

Borp
T

2(n-2) Pb

0 | (9)

i

Cela implique que le produit est nul, ce qui est exprimé par

B.P' = -n (10-a)
AN [ -
PPt + 2P +2P) =0 (10-b)

Dans le cas général, 1'opérateur densité est seulement semi-défini
positif. I1 a &té montré dans 1'article I que cette condition devient :
pour tout état pun P!, o'est-a-dire P vénifiant (§)

PP > -n (1)



QOO0 0000

1o

20

30

COM

EnD

cn

END

ca

CE PRagRA e

o
NES MATRICES A

ConTIENT

r
Al Fyy-
S

- 134 -

]CT[HJ

LE CALCHL

AVEES 1 ES DEIC FORMFS DYTIVNTCES

QJrs PLUSJK, RINJK

MT Ty Re 31, 42, 53

S3=0
S -
85321

83=7

PLEX FiUMNCTTON QJd
A=REAL ()

TF (J+1=1) 10,20
QI=CMPLX (D)
RETURN

NI=CHPLX( SART (A
RE TR

DISCHPLL( =1/51R
RETHIRA

a1.IRS §138?
VALEUR
ALTRS + 51 SR
HATOICE
ALIRS = 31 S$2
MATRICE

(Je™)

¢ 30

7(A+1,.)) )

T(Ax(A+1.)) )

caea s ITIILISENT NES TUNDTILES

ELFMENMT DE | YAl GFHRF

NE 1 A Nei

SYHMETRIOHE

ANTISYMERTINUE

MO EX FICTION PLUSIK O, KL M)

COMPLEX RACTME -
RACIHE=CHPIX( 1/
TF ((J .E0%. L)
PLHSIJH=RACTH
ELSE IF ({I] .EO.
PLIUSIK=RACT o
ELSF
P USJIJK=CMPLX
END OIF
RETHRY

MPLEX FUNCTION R
COMPLEX RACTINE
RACTNZ=CHPLX( 0,
TF (T 81, 1) .
RINIK==RACT !
ELSF IF ((J .E4,.
RYNIK=RACTHE
ELSE
RTUIK=CHMPLX (
Frn IF
RFETiD

SNRT(2.,.)

)
ArD, (K JFfl. M)) THEN

t
MY GAND. (K
£

(0.)

INJKCJ K, L, M)

e 1/7SORT(2,)
A, (K JEN.
=

M) JARD, (K

Vo)

.Ef').

)

L)) THEN

M)) THFN

=

LY

T

LY) THEN

NFYFELNPPFS

NDE CART A
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THNICES FFFECTUE LE PASSAGE NF LA FORME COURTE NE 1 A
A LA FNRME DEVELNPPER

DANGE LES IATRTICES NI A PARTTR DES IBNTCFS COURTS

[y
-t

SUBROUTINE INDICE(NDIM,I1,J.K.P)
INTEGER NDIM,T,J,%,P
IF (I Ji.T. NDIM) THEN
K=0
J=1
P=0
60 TO 100
Efn IF
KEI=nDTi+1
J=1
p=i
10 7 TF (XK LLE. ("IDIM=J)) G0N TN 30
Kag="DT 441
J=g+l
IF (J LT, "DIM) GO TO 19
J=1
pP=2
24 IF (K JLE, (IM=J)) 60 TO 30
KSKeNODTM+ ] "
J=1+1
IF (J LT, HHDIMY GO TN 20
WRITE(4,%)'FRREUR J=',J

GNTO 100
30 KK+ ]
100 RETURM
ENG

COMPLEX FUNCTION GATI(DIM,T.L.,.M)
COMPLEX QJ, PLUSIK, RINJX
INTEGER DIM,T,L,M,J1,Jd2,8
CALL TNDICE(DIM,I,J1,J2,5)
Go TO (100,200,300),5+1

100 IF (L JER. M) THEN
5Q1=0J0J1,L)
ELSE
GRT=CMPLX(0,)
END OTIF
RETIUIRN
200 GAI=PLUSIK(J1,J2,1LsM)
RETURN
300 GRI=SRINIK{IL,J2,L M)
RETURN
END
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AMEGA DOGNE DIRCCTENMENT L'ELENEIT DE MATRICF  TRACE(NAT AJ 0K)
CTEST 4ME FOUCTY TN COMPLFYE

ALPHA, HIEGAT #F SONT A9F NES [NTFRMEDTATRES NF CALCHL

REAL FUMCTTNN ALPHACT,L)

INTEGFE J,L
TF ( J=L+1 ) 4, 20, 30

10 AL PHA = O :
RET!IRY

en ALPHA = 1.
RETURN

30 ALPHA = =1,/J
RETURN
EMND

COMPLEX FsCTI0 OMEGA(DIM, I,J.K)
THTEGFR DT, T,11,0,071,%X,%X1,L.
LOGTCAL THPATIR
CNUPLEY OMEGAT

=1
J1 = 7
Kl = ¥
TMPAIR = L FALSE.
IF ( I1 .6T. J1) THEH "
L = T1
11 = 11
J1 = L
THMPAIR = NOT, IMPAIR
END TF
1F (11 6T, K1) THEN
o= Tt
It = Kt
Kt = L
IMPAIR = NOT, THPAIR
END IF
1IF (J1 .GT. K1) THEN .
L= Jt
J1 = K1
K1 = L
IMPAIN = JNOT, IMPAIR
Fun IF

OMEGA = OMEGAT(NIM, TI1,J1,K1)

IF (IHPATIR)Y NMEGA = COMJIG(NMEGA)
RETURM

ETiD
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COMPLEX FUMCTTION DMEGATIN, 1,.0.K)

CETTE FONCTION DTILISE DFS ARGUMENTS  [,0,5 TRIES

IMTEGER Fp T, 01012, 13,0, 01,02,J3,X,%1,K2,K3
REAL “?':_“l‘)M.F’QE”.SEC.‘\I.AK

CALL IMDTICE(HoeK,K1,K2,K%)
AT = 2241 (1)
AK = ReEab (k)
IF (K35 JEN. 0) THEN

DEMOM = 1/SORT(AK*AK+AK)

IF (I .EAQ. J) THEN

IF (J EfQ. K) THEN
OMEGAT = CHMPLX((K=1)*NDENOM)

ELSE
OMEGAT = CMPLX(=NENOM) |
EnD IR
£1.SF
AMFGAT = CMPLX(N,)
ENDIF
ELSE

CALL INDICE(H,1,T1,12,13%)
CaLL INDICE(M,J,J1.J2,J3)
IF (I3 LEN. 0) THEYN
IF ((J1 .EQ, K1Y JAND, (J2. EN, K2)) THFN
PREM = ALPHAC(T,J1)
SEC = ALPHA(I,J2)
IF (J3 €7, K3) THEN
: OMERAT = CMPLX(SART(AI/(AI+1))x
(PREM+SEC) /2) :
ELSE IF ((J3 JEA. 1) JAND. (K3 ,FENn, 2)) THEN
NMEGAT = CHMPLX( 0., SAGRT(AT/(AT+1))~*
(PREM=SEC) /2)
Fi.SF
OMEGAT = CMPILX(0,)
FrD IF
FLSE
DMFEGAT = CMPLX{0,)
END IF .
ELSE IF ( I3 » J3 « K3 LEN. 1) THEN
OMEGAT = 0,
IF ((I1 JEn., J1) JAHD, {I2 JEQ. K1) LAND,
(J2 .EQ. K2)) NHMEGAT = CHMPLX(SART(,129%)) :
FILSE IF (I3%xJ3xK3 ,E£0, 2) THEM
NENOM = SIRT(,125) )
IF ((11 JFa, J1) AHD, (T2 JEQ. K1)} .4anND,
(J2 .EQ. K2)) THeE
AMEGRAT = CUPLX(0,,NFHNAM)
FLSE IF ((T1.FA.K1) ANDL(TIZ.ERLI1) JAND,
(J2 .FN. K2)) THE'
NUENRAT = CHPLX (0, ,NFNAM)
FLSE TF ((T1.50.K1) JAMD L (TR.ENLI2) JAND  (J1.EQ.K2))
THEN
AHMEGAT = CHPLX(0,,DENOM)

)
™
p)
p=3

—f
]

r‘DLX (ﬂ o)
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FLSE TF (T3%xJ3x<3 _FO, 43 THEN
DF5M =2 ST (129
I CUT e d2) o AN (T2 FRaK2) dAMD  (J1FN . X1)) THFEN
CHEGAT = MR INFERI)
FLSE TF (0T 1 R0 ) dA i (ID ENKRY AND (IR .EN_K1))

THE"
COERAT = CORPL((=0F 10 )
TLAF 1F G0 1em e d ) JAuD o (T2.FR 1) L85 D, [ I2,50,.42))
THEY :
THESAT = £OPLY (DENAN)
L :
DR A = CUAREX (D)
Fitfe TF
FLSE TF (I3xJ3xK3 _EN, A) THEN
IF ((T1 R I1) AN (T2.EQ.K1) JANDL (J2.FR,K2)) THFM.
N2EGAT = CYPLX(0,,SNRT(,125)) '
L LSF
GMEGAT = CUPLY(0,)
£l IF
FLSE
OMEGAT = CHPLY(9,)
Fun TF
EHD TR
RETURS
Frn
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CE PROGRAMYUE CALNINLE
LLFS TRACFES DF pPRODUTT NDF
Z MATRICFS GAMMA

SHARNITINE SERARF(NDIH, 1, T,K,RE, 1)

COMPLEX Z,TEMP,NAFGA
REAL RE, M

THTEGER NI, T,J,%
PARAMETER(72(,,2.Y)
TEURaYAERAMNTM, T, ,%)
RTZIXRE AL (TEMO)
THsREAL (ZATE0)

ED

COMPLEX GOI,OMEGA

REAL PRECISINN,GAMMA,DELTA,SEPARE,NDD,DNG,DBG,GGR6G,0D,NG,66
INTEGER M, T1L1,I12,13,K,0L,M

PRECISTON=1,E=S

READ (4,200

WARITE(7,408) 0

ARITE(T, 30)

DO 100 Ti=1,0NxN=1

NO 100 [2=01,Nx%Ne=]
N0 1900 I3zI2,NxM=1
one=o0,
onn=o.
NGR=0,
GGRL=0
NN 50 K=y, deliey
DO S0 L=1,MN*N=1
NN 50 *Mz),MeNey
CALL SFPARF(N,K,I1,L,DELTA,GAMMA)
DO=DFLTA
GG=GAMMA
CAlLL SEPARE(N,L,I2,M,DELTA,GAMMA)
NE=D0OxGAMMA
OD=DD*DELTA
GGE=GHAGAMMA
CALL SEPARE(M,M,I3,K,NFLTA,GAMMA)
nnn. NON+DNADELTA
nng DNGHODXGAMMA
NGHG NEEHFNGRGAMMA
LEG BOG+GGRGAMMA

"o Hn

CONTINUE

CALL SEPARF(M,T1,7P,13,NELTA,GAMMA)

ARITE(? 1Y T1, T2, 03, 000,006,006,668G,DELTA,GAMMA

COonNTLrUE

FORMAT( 375 ,3%X ,pF10.4 )

FARMAT(T3)

FORUATO o, "I g aX, "I, dX, "K', 8, 'R0 7, 'nnG!, 7Y, "'nG6R0,
T, UEAN T, P ORLTAY, S, TgaMiat)

FORSAT (Y TRACKF (GAMa T, Aa0NA J,GANMMA K) POUR Wz, 14)
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