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I - I N T R O D U C T I O N  

L'exposé l e  plus courant de la mécanique quantique consiste 
à dgcrire les états  d ' u n  systSme physique à 1 'aide des vecteurs dans 
un espace vectoriel cornpl exe & (dénommé al ors, très souvent, "espace 
des états" ) , les grandeurs mesurables à 1 'aide des opérateurs hermi t i -  
ques agissant sur cet  espace. La valeur moyenne des mesures d'une tel 1 e 
grandeur 6 ,  effectuées sur un système supposé être dans un tel é t a t  
Iq>, es t  alors l e  nombre réel 

< v J I G l + > .  

Cette manière de procéder n 'es t  pas bien adaptée aux situations 
très courantes où l e  système doit être décrit par un mélange statistique 
d'états. Une autre limitation importante du formalisme habituel e s t  ren- 
contrée dans 1 'étude des systèmes composés de deux ou plusieurs sous- 
systèmes. L'"espace des états" du système composé est alors le produit 
tensoriel des espaces des sous-systèmes ; toutefois, un 6tat de ce t  
espace n'est pas forcément un produit tensoriel de vecteurs, de sorte 
qu'il es t  l e  plus souvent impossible de définir, au sens habituel, 
1 "'état", d'un sous-système. Le plus grave es t  que cette situation peut 
se présenter même s i  1 es sous-systhmes n'ont aucune interaction entre 
eux, comme 1 'a montré D. Bohm [ B O H M , ~ ~ ]  dans un  exemple i l lustrant  l e  
paradoxe d'Einstein, Podolsky e t  Rosen. L'impossibilité pour un  forma- 
lisme de définir l ' é t a t  d'un système isolé es t  certainement un défaut 
important. 

Le formalisme des opérateurs-densités a été introduit par 
Von Neumann [ N E U , ~ ~ ]  pour t ra i te r  des situations de ce type. L'espace 



es t  encore défini mais i l  ne peut plus etre considéré comme 1 'espa- 
ce des états du système (*). Les grandeurs observables sont toujours 
représentées par 1 es opérateurs hermi tiques sur&, tandis que 1 es 
états du système physique sont définis de manière plus générale e t  re- 
présentés Par les opérateurs hermi tiques, définis positifs e t  de trace 

u n ,  appelés opérateurs-densités. A un  é ta t  0, est  attachée, pour une 
grandeur observable i, la valeur moyenne donnée par : - 

<G> = tr(6G) 

La trace est  calculée sur&. 

Le mélange de deux états es t  défini par une combinaison liné- 
aire réelle des opérateurs-densités correspondants, avec des coeffi- 
cients positifs p l  e t  p2 qui peuvent être considérés corne les poids 
statistiques re la t i f s  des deux états dans le mélange,avec p l  + p2 = 1 .  

L'état d ' u n  sous-système d ' u n  système composé peut alors être défini,  
de manière générale, par un  opérateur densité "réduit" obtenu grâce a . 

une opération mathématique appel ée trace parti el 1 e. 

Le projecteur sur un vecteur de&est u n  opérateur-densi té 
particulier qu'on appelle é ta t  pur. Les états  purs sont les seuls 
états considérés dans l e  forma1 isme courant. 

La généralisation de la notion d 'état  d ' u n  système quantique 
qui vient d 'être indiquée peut permettre l 'u t i l isa t ion d'équations 
d'évolution plus générales que l'équation de Schrodinger bien connue. 
En effet ,  dans l e  forma1 isme courant de la mécanique quantique, 1 'évo- 
lution es t  décrite par un  opérateur hamiltonien. 
L'opérateur d'évolution e s t  alors uni ta i re  e t  conserve 1 es valeurs pro- 
pres de 1 'opérateur densité. Par conséquent, u n  é ta t  p u r  l e  reste e t  
les poids statistiques dans un  mélange ne peuvent varier. 

Des équations d' évolution plus générales, que nous nommerons 
non-hamil toniennes, doivent aussi être envisagées, dans 1 esquel 1 es,  par 

(*) Ses vecteurs sont seulement l 'une des représentations de cer ta ins  

é t a t s  nommés "é ta t s  purs". 



exemple, un é ta t  pu r  peut devenir un mélange. Nous en étudierons cer- 
tains aspects dans la suite de ce travail. 

Nous 1 imitons cette étude aux systèmes pour 1 esquel s 1 ' espace 
&/est de dimension finie n ,  ou peut &tre considéré c o r n  te l ,  au moins 

t i t r e  d'approximation. Avec Hioe e t  Eberly [HIOE,BI] , nous appelle- 
rons un tel système : système a n niveaux, parce que n es t  le  nombre 
maximum de valeurs propres différentes que peut posséder une grandeur 
observable ; c 'es t  aussi l e  nombre maximum de projecteurs orthogonaux 
entre eux. De tels systèmes sont fréquemnent considérés dans 1 'étude des 
lasers ou de la  résonance magntltique. 

PRINC 1 PALES METHODES UTILISEES 

Pour mettre en oeuvre la description des propriétés d ' u n  sys- 
teme quantique indiquée brièvement ci-dessus, 'description qui f a i t  appel 
essentiel 1 ement à des opérateurs hermi tiques agissant sur&(opérateurs 
-densités e t  observables) e t  a la trace de leurs p r o d u i t s ,  i l  e s t  inté- 
ressant de remarquer que 1 'ensemble des opérateurs hermi tiques sur& 
forme lui-même un espace vectoriel réel (*), sur lequel on peut définir 
un produit scalaire a l 'aide de l'opération trace. 

Cette remarque a éti2 fai te  par plusieurs auteurs [ F A N Q , ~ ~ ] ,  
[ C R A W , ~ ~ ] ,  ' ~ ~ ~ 6 3 1 ,  [ P A v , ~ ~ ]  e t  peut etre consid6rée c o r n  la racine 
de différentes méthodes. Ce1 1 es-ci , énoncées l e  plus souvent pour des 
systèmes quantiques quel conques, prennent évidemment une forme pl us 
simple e t  plus facile a appl iquer, lorsqu'on se 1 imite au cas des systè- 
mes à n niveaux. 

a )  On peut ci ter ,  en premier 1 ieu, la  méthode des SUPEROPERA- 

TEURS. Ceux-ci ont été introduits par J.A. Crawford [ c M w , ~ ~ ] ,  leur 
usage a été développé par C.N. Banwell e t  H.  Primas   BAN,^^] sous 
1 'appel lation de METHODE DIRECTE car el 1 e conduit directement aux 

(*) Dont le complexifié est formé par l'ensemble de tous les opérateurs 

sur& . 



fréquences de t r ans i  t ion,  grandeurs observées, p l  u t b t  qu ' aux n i  veaux 

d' énergie. 

Des exposés plus récents on t  é té  donnes par J. Jeener 

BE EN,^^] e t  P.O. Lowdin [ L O W , ~ ~ ] .  L'espace vec to r ie l  des opérateurs 

e s t  appelé superespace e t  ses é l  éments superkets. L40p4rateur Â devient  - 
donc l e  superket IA>.  Les opérateurs sur c e t  espace sont nomnés super- 

opérateurs. Cette terminologie met b ien en évidence l ' ana log ie  avec 

1 ' espace des kets, puisque 1 es opérateurs-densi tés, représentant 1 es 

états,  sont désormais des superkets. Le p rodu i t  sca la i re  d é f i n i  précé 

demment a l ' a i d e  de l a  t race prend a l o r s  l a  forme 

e t  l ' équa t ion  de L i o u v i l l e  quantique 

devient  

sembl ab1 e a 1 ' équation de Schrodinger pour 1 es kets. Le superopérateur 

2 appelé 1 i o u v i l  1 i en  a pour composantes, dans une base de& où 1 es 

composantes sont numérotées par i, j, k, R, 

2 e t  H sont diagonaux en méme temps ; l e s  valeurs propres d e i  sont  

a l  ors  

Un avantage lmportant de c e t t e  méthode es t  l a  p o s s i b i l i t é  

de décr i re  des phénomènes de re laxat ion.  Ces phénodnes sont d é c r i t s  
2 

en prenant pour_17 un superopérateur qui  ne prov ient  pas d 'un opérateur 

H B RED,^^]. 



b )  Une autre voie ut i l ise  les Cf-algèbres [ D A V , ~ ~ ]  [SP0,80]. 
Pour un  systeme quantique donné, la Cf-alghbre es t  formée par les  obser- 
vables, leurs combinai sons 1 inéaires e t  1 eurs produits. Les superkets 
forment une te l le  algebre ; toutefois, i l  existe en mécanique quantique 
d'autres possibil i tés de construire des Cf-algèbres. Un état  e s t  al ors 
une appl ication 1 inéaire qui , toute observabl e, fai t correspondre 
un nombre réel, à toute observable positive un nombre positif e t  à 

1 ' identité 1 .  Le nombre obtenu es t  interprtsté comme la valeur moyenne 
de l'observable. Cette méthode présente l'avantage de ne pas f a i r e  
intervenir un espace#, inutile forml 1 ement, mais seulement 1 es obser- 
vables, leurs relations e t  leurs mesures. Elle est  surtout uti l isée 
dans les études sur les fondements de la  mécanique quantique. 

c )  La méthode que nous nous proposons de développer i c i ,  
1 imi tée aux sys ternes à n ni veaux, s ' appuie sur 1 ' introduction expl ici te 
de l'Algèbre de Lie su(n) e t  sur l 'uti l isation éventuelle des notions 
e t  théoremes que comporte la théorie mathématique d'une telle algèbre. 

Nous précisons ainsi des suggestions faites par U. Fano 
[FANO, 571 e t  systématisons 1 'usage de su(n) effectue auparavant par 
divers auteurs, en particuliar F.T. Hioe e t  J.H. Eberly [HIOE,81], 
[ H I O E , ~ ~ ]  , [ H I O E , ~ ~ ] .  



I I  - E T U D E  CJES P R O P R I E T E S  

I N S T A N T A N E E S  D ' U N  S Y S T E M E  

A N N I V E A U X  

Nous allons d'abord nous préoccuper de l 'étude des "proprié- 
tés instantanées" d'un systeme quantique S à n niveaux, c'est-&-dire Q 
de la description de 1 ' é ta t  e t  des propriétés de Sa à un  instant quel- 
conque. 

Dans un premier ar t ic le ,  noté 1, nous montrons comment 
1 'algebre de Lie su(n) apparaît dans l e  traitement quantique de SQ, par 
sa réalisation comme ensemble des opérateurs hermitiques de trace nulle 
agissant sur un espace vectoriel&, à n dimensions. Tout opgrateur- 
densité e t  toute observable de S peuvent alors être écr i ts  sous forme Q 
de combinaisons linéaires de 110p4rateur unité e t  d'é14ments de su(n). 

a )  Dans cet ar t ic le ,  c ' es t  d'ailleurs essentiellement l a  struc- 
ture d'espace vectoriel de su(n) qui es t  uti l isée,  espace que 7 'on peut 
doter d'une métrique euclidienne grace a 1 'opération trace sur&,. On 
obtient ainsi un espace Er, de dimension r = n2-1,  que nous appelons 
l'espace des observables. Corrélativement, nous introduisons un espace 

Z r  * isomorphe à&,  que nous nommons avec Hioe e t  Eberly espace de 
cohérence e t  q u i  e s t  l'espace des vecteurs 5 définis à partir des obser- 

4 

vables G par la relation (* )  

(*) Cet te  dé f i n i t i on  d i f f è r e  un peu de c e l l e  u t i l i s é e  dans l e s  a r t i c l e s  

1 e t  II e t  s e r a  employée désormais dans l a  s u i t e  de c e t t e  thèse ,  
LI 

a u s s i  bien pour que pour une observable G. 



où les Q j  forment une base orthonormée deEr. 

b )  Les notions e t  formules introduites permettent de résou- 
dre facilement e t  clairement un probl &me soulevé par Band e t  Park 
[BANDI , ce1 u i  de 1 a "détermination expérimental et' ou connaissance 
de l ' é t a t  de SQ. Cet état ,  qui provient d 'un  certain mode de prépara- 
tion auquel a été soumis S peut être identifié à fi sous réserve qu'un Q 
seul opérateur 6 donne des valeurs moyennes compatibles avec ce mode de 
préparation. Cette connaissance complète est obtenue lorsqu'on a déter- 
miné toutes les composantes d 'un  vecteur de cohorence P, associé a 
l ' é t a t  F, par une définition analogue à ( I l ) ,  soit  

- 
Un tel résultat montre que l'ensemble fournit ce que Band e t  Park 
appel lent un ensembl e minimal d' observabl es. 

Remarquons que âand e t  Park avaient proposé de résoudre ce 
problème en uti l  isant une base particul ière deEl-, constituée par des 
observables tensoriel les irréductibles (1 iées aux harmoniques sphériques) 
base à laquelle maints auteurs o n t  tendance ti faire jouer un r61e privi- 
légié. 

Pour les situations où 6 n'est  pas parfaitement connu, Jauch 
a introduit de manière générale la notion d'  états équivalents [ J A U , ~ ~ ]  - , 
[JAU;~~].  Nous précisons cette notion dans le  cas d'un système n 
ni veaux. 
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Usage de 1'Aigèbre de Lie su (n) dans 1'Etude 
des Systèmes Quantiques ii n Etats. 

1. Quelques Conséquences Générales 

JACQUES TILLIEU ET AUGUSTIN VAN GROENENDAEL 
Laboratoire de Physique Théorique, Université de Lille I, F-59655 Villeneuve d'Ascq, France 

In an n level quantum system there is a relation between each density operator and an element 
of su (n ) Lie algebra. This relation is also established between Cartan's subalpbras and the complete 
sets of compatible observables. A scalar product is then defined in this algebra in order to introduce 
orthonormal bases and to simpiify many calculations about expectation values of observables. 
Therefore simple general rules were established which show how to determine (completely or partly), 
from linearly independent observables, the density operator of the system. 

A chaque opérateur-densité d'un système quantique à n états correspond un élément de l'algèbre 
de Lie su ( n ) .  Une correspondance est établie également entre les sous-algèbres de Cartan et les 
ensembles complets d'observables compatibles. Cette algèbre est ensuite munie d'un produit scalaire 
qui permet d'y introdutre des bases orthonormées et de simplifier, en conséquence, nombre de 
calculs portant sur les vaieurs moyennes d'observables. NOUS établissons alors des règles simples et  
générales montrant comment il est possible. à partir d'observables linéairement indépendantes, de 
déterminer complètement ou parttellement l'opérateur-densité du système. 

1. Introduction-L'Espace des Observables 

a) Nous considérons un système quantique So dont l'espace des états est à 
n dimensions, soit X,, [système-à n niveaux d'énergie; spin S = $(n - l), . . . 1. 

On sait que l'état de ce système peut être décrit par un opérateur-densité 
(opérateur hermitique semidéfini positif agissant sur Zn, de trace unité), et que 
la valeur moyenne de toute observable 6 est donnée par la relation 

(6) = Tr (66). (1)  

b) Tout opérateur hermitique (observable) agissant sur Xn peut &re écrit 
sous 1a forme 

où 6' est un opérateur hermitique de trace nulle (Tr G'= O) et g =Tr G. En 
particulier, 

(6' n'est pas un opérateur-densité, puisque Tr 6' = 0.) 

@ 1983 John Wiley & Sons, Inc. CCC 0020-7608/83/05 1807- 10S02.00 



1808 TILLIEU ET VAN GROENENDAEL 

Dans la suite de l'article, nous utiliserons principalement des observables de 
trace nulle, puisque, d'après 1'Eq. (2), toute autre observable peut être obtenue 
comme combinaison linéaire de 1 et d'observables de trace nulle. 

C) On sait que l'ensemble des opérateurs hermitiques de trace nulIe agissant 
sur SE", forme une représentation par opérateurs de l'algèbre de Lie réelle su (n 1, 
ou A,-l dans la notation de Cartan. 

Cette algèbre de Lie est de dimension r = n2  - 1, et nous désignons par 8, 
l'espace vectoriel correspondant, que nous appellerons espace des observables 
(de trace nulle). 

On sait également que su (n) possède une sous-algèbre abélie-ne de dimen- 
sion n - 1, la sous-algèbre de Cartan, c'est-à-dire que l'on peut trouver un 
ensemble maximal de n - 1 observables qui commutent entre elles. Cet ensemble 
et la sous-algèbre correspondante ne sont d'ailleurs pas définis de manière unique. 

Dans cet article, nous nous proposons d'examiner, à partir des notions 
rapidement résumées ci-dessus, quelques questions relatives aux propriétks et 
usages de l'opérateur-densité. 

2. Ensembles d'Obsewables Linéairement Indépendantes-Bases 
F- Orthonormées 

a) Du caractère vectoriel de ZP,, de dimension r = n Z -  1, découle le fait, 
simple mais général, qu'il ne peut exister que n2 - 1 observables (de trace nulle) 
linéairemenr indépendantes (ou n observables de trace quelconque). 

Ces r observables peuvent être utilisees pour constituer une base de 2% et 
toute autre observable pourra être exprimée comme une combinaison linéaire 
réelle des r éléments de la base. 

b) L'existence d'une sous-algèbre de Cartan, à laquetle correspond un sous- 
espace vectoriel 8: - 1, entraîne qu'il ne peut exister que n - 1 observables commut- 
ables de trace nulle linéairement indépendantes (ou n observables commutables 
de trace quelconque). Toute autre observable commutable pourra être exprimée 
comme une combinaison linéaire réelle des n - 1 éléments d'une base de 8',-1. 

C) Si l'on considère seulement p(<r)  observables linéairement indépend- 
antes, elles forment une base pour un sous-espace vectoriel $, de 23,. Il convient 
de remarquer qu'en général, 8, ne possède pas la structure d'algèbre de Lie (ce 
qui est le cas pour $' , -II .  

Ces résultats généraux peuvent être mis sous une forme plus pratique en 
complétant les propriétés de 23, par l'introduction d'une métrique. On peut 
définir, avec Fano Cl], le produit scalaire suivant, sur l'espace des observables: 

( d u ,  6,) = Tr (Gu&). (4) 

(La trace est calculée sur X,,.) 
On peut alors définir des opérateurs orthogonaux au sens de Fano (que nous 

appeflerons opérateurs F-orthogonaux, pour ne pas les confondre avec les 
opérateurs orthogonaux au sens habituel), par la relation: 

~r = O, Ga, Sb E su (n) (a  # b) .  ( 5 )  
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a) Grâce au produit scalaire (4), on peut introduire une base orthonormée 
dans l'espace des observables 8,, que nous appellerons F-base, ou base F- 
orthonormée, soit l'ensemble: 

avec . 

T ~ Q ~ = O  

Une telle base peut être construite, par le procédé d'orthogonalisation de 
Schmidt, à partir d'un ensemble de r observables linéairement indépendantes. 
Réciproquement, à partir d'une Fbase on peut construire un ensemble de r 
observables linéairement indépendantes (voir plus loin, la notion d'ensemble 
minimal d'observables ou ensemble r-déterminant). 

A un système orthonormé complet {lu,)) de X,, il est possible d'associer la 
F-base suivante de gr, indiquée par Hioe et Eberly [2]: 

En résumé, par le procédé rappelé ci-dessus, l'espace 8, est doué d'une 
structure d'espace euclidien. 

L'ensemble des opérateurs ci-dessus forme une représentation n-dimension- 
nelle de su .(n) qui, dans le soc {jv,)}, donne la représentation matricielle: 

Cette représentation est l'une des représentations fondamentales de cette 
algkbre ou du groupe de Lie correspo~dant SU (n) .  On rappelle qu'il existe 
n - 1 représentations fondamentales qui sont toutes irréductibles [3]. 

b) Tout vecteur de gr, c'est-à-dire toute observable de trace nulle, peut alors 
être écrit sous la forme: 

On trouve facilement la "composante" G? de da, soit: 

Si les vecteurs lu,) sont les vecteurs propres d'une observable 6, on voit que 
celle-ci ne comporte que les opérateurs f et d, de la F- base précédente. 
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C) Par suite de l'existence d'une sous-algèbre de Cartan, on peut toujours 
trouver des F- bases dans lesquelks n - 1 éléments commutent entre eux (commu- 
tation d'opérateurs agissant sur 5%). 

La plupart du temps, nous supposerons en conséquence que la F- base définie 
par ia relation (6) est telle que I'on ait: 

c'est-à-dire que les n - 1 premiers éléments de la base (6) forment une base 
pour la sous-algèbre de Cartan 8',-1. 

3. Forme Générale et Détermination "Expérimentale'' d'un Opérateur-Densité 

a) D'après les indications données ci-dessus, un opérateur-densité peut être 
écrit sous la forme générale: 

avec 

La formule (10) peut être réécrite sous la forme plus condensée: 

P, vecteur dans un espace euclidien réel g,, de dimension r (isomorphe à 
8,). est appelé "vecteur de cohérence" par Hioe et Eberly [2]. 

La formule (10) généralise la formule bien connue pour le cas n =2,  où  les . 

Q, (au nombre de r .= 3) sont les matrices de Pauli (habituellement non nor- 
malisées au sens de Fano). 

b) Les n * - 1 composantes PI sont des nombres réels, indépendants entre 
eux dans le cas d'un état quelconque de So ("mtlange statistique"). 

Ces nombres sont néanmoins astreints à ne varier que dans un certain domaine 
de valeurs, c'est-à-dire, de manière equivalente, que le vecteur P, caractérisant 
un opérateur-densité d'après la formule (IO'), doit se trouver dans un certain 
domaine D de gr. 

En effet, la forme (10) exprime que 6 est hermitique et de trace unité. Il 
faut aussi qu'il soit semi-défini positif, c'est-à-dire que I'on ait: 

De cette condition on déduit (voir Appendice) que l'on doit avoir la condition 
équivalente (produit scalaire dans gr): 

On doit également avoir la condition générale: 

Tr ( e Z ) s T r &  = 1. 

(L'égalité est seulement réalisée pour un état pur.) 
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A partir de la formule (10). on trouve facilement la condition équivalente: 

On sait qu'à un mode de préparation du système SQ (ou plutôt, en toute 
rigueur, d'un ensemble statistique de systèmes SQ identiques et identiquement 
préparés), correspond un état de Sr, (mélange ou état pur) qui est décrit, défini 
mathématiquement, par un opérateur-densité 6. 

a) Si l'on veut déterminer 6 expérimentalement par des séries de mesures 
portant sur diverses observables, il faut arriver à obtenir les valeurs des r = n - 1 
paramètres réels dont dépend 6. On peut, pour cela, mesurer les valeurs moyen- 
nes de r observables Ga (que l'on peut supposer, sans inconvénient, de trace 
nulle) et utiliser les r équations: 

Tr 6 = a = 1 -, r. (16) 

N'importe quel ensemble de r observables ne convient pas. En particulier, on 
voit facilement que r observables commutables ne conviennent pas, car elles ne 
fournissent que les n éléments diagonaux de 6 (dans la base propre commune 
aux observables utilisées). 

b) Si nous appelons ensemble minimal (4,5] ou ensemble r-delerminant un 
ensemble d'observables permettant la détermination complète de 6, une condi- 
tion nécessaire et suffisante de son existence peut facilement être obtenue en 
utilisant les décompositions (7) et (10). En effet, on a: 

La formule (16) fournit alors le système de r équations linéaires: 

pour déterminer les r inconnues réelles PJ (on rappelle que les composantes 
réelles G; sont connues, lorsqu'on connaît da). 

La condition nècessaire et suffisante pour que le système (17) admette une 
solution et une seule est que l'on ait: 

c'est-à-dire que les r observables 6, utilisées doivent être linéairement indépend - 
antes (indépendance linéaire dans gr).  On peut aussi dire que les r vecteurs Ga 
doivent être linéairement indépendants dans gr. 

C) Appelons I', un ensemble r-déterminant. D'après les indications données 
plus haut sur une sous-algèbre de Cartan, un ensemble Trine peut comporter 
au plus que n - 1 observables commutables (n,  en incluant I ) .  Ii n'en comporte 
d'ailleurs pas obligatoirement, de même qu'une F-base de '6% ne comporte pas 
nécessairement d'éléments commutables. 
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Remarques 

1 )  Le traitement donné par Park et Band [SI au problème envisagé dans ce 
paragraphe, est un cas particulier de celui proposé ici. puisqu'il consiste à utiliser, 
dans ES,, une base F-orthonormée particulière, constituée par les opérateurs 
tensoriels multipolaires irréductibles, déjl introduits par Fano et Racah 161. Cet 
usage est lié à l'existence du groupe des rotations O(3) comme groupe de symétrie 
possible pour SQ. 

2) Un ensemble complet d'observables cornmutables (ECQC), notion souvent 
utilisée en mécanique quantique, possède une fonction différente de celle ici 
remplie par un ensemble r-déterminant. Un ~ c o c  (destiné à '"ever" la dégénér- 
escence éventuelle d'une observable de X2) possède au maximum n - 1 observ- 
ables commutables de trace nulle (n  avec I ) ;  il est donc toujours insuffisant pour 
déterminer complétement 6. 

Exemple: n = 2  ( r - 3 ; n - 1 = 1 )  

Dans ce cas, traité par Band et Park [4], la condition (18) devient: 

( 1 9 )  

et peut être écrite sous la forme équivalente utilisant le produit mixte des trois 
vecteurs correspondants de g3, soit: 

c'est-à-dire que les trois vecteurs Ga (a = ne doivent pas être coplanaires, 
autre manière de dire qu'ils doivent être linéairement indépendants (dans g3). 

Band et Park montrent que la condition (19') nécessite que les trois observ- 
ables Ga ne cornmutent pas entre elles. Ce résultat découle de leur indépendance 
linéaire et du fait qu'une sous-algèbre de Cartan de su (2) est de  dimension 1. 

4. Détermination Expérimentale Incomplète d'un 
Opérateur-Densité-Etats Equivdents 

Lorsque l'on dispose de mesures portant sur un nombre d'observables 
inférieur à r  = n 2  - 1, la connaissance de l'opérateur-densité ne peut être 
complète. 

Supposons que l'on dispose de mesures portant sur un ensemble T, de p 
observables linéairement indépendantes, ensemble que nous appellerons 
ensemble p-déterminant. 

Les équations du type ( 1 7 )  ne sont plus qu'au nombre de p et  ne permettent 
donc de déterminer que p paramètres réels figurant dans 6, par exemple p 
composantes P, de 6. 

Il reste donc r  - p = n - 1  -p paramètres indéterminés dans $. On peut, à 
partir des p observables linéairement indépendantes de T,, construire un 



SYSTEMES QUANTIQUES A n ETATS. 1 1813 

ensemble F-orthonormé formant une base "partielle" de %', (ou base pour un 
sous-espace de E4,, de dimension p ) .  Cette base partielle peut toujours être 
complétée, à l'aide de r - p  autres observables linéairement indépendantes (des 
p premières et entre elles), pour obtenir une F- base de EP,, adaptée à l'existence 
du sous-espace gP. 

Pour rendre compte de la connaissance incomplète de 6, Jauch [7,8] a 
introduit la notion d'états équivalents par rapport à un certain ensemble r d 'obseru - 
ables, en définissant deux opérateurs-densités r-équivalents 61 et @Il par la 
condition: 

Cette définition peut Ctre quelque peu précisée en utilisant les indications 
précédentes et les décompositions (7) et (10). 

Pour appliquer la formule (20), nous utilisons un ensemble rp de p observables 
linéairement indépendantes et nous écrivons alors, avec Jauch, 

Si l'on utilise, dans EP,, une base F-orthonormée adaptée à l'existence de gP, 
les deux opérateurs-densité équivalents peuvent alors être écrits: 

avec 

PL f pK. 
Une classe de rp-équivalence peut alors être caractérisée par les p compos- 

antes Pj (le jeu de celles-ci est évidemment lié au choix des observables composant 
r,). Un élément représentatif de cette classe d'équivalence peut être obtenu en 
prenant PK = 0 (K = p + 1 -, r) et déterminant les p autres coefficients par un 
système d'équations linéaires du type (17) mais d'ordre p. 

Si la F-base utilisée n'est pas adaptée à l'existence du sous-espace gP corres- 
pondant à l'usage d'un certain ensemble p-déterminant r p ,  la relation (20) fournit 
les p équations: 

et il.est toujours possible de trouver un jeu de p paramètres communs à 6' et 
b", puisque la matrice rectangulaire (G;) (a = 1 -,p; J = 1 + r )  est supposée de 
rang p. 
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a) Si l'on introduit, dans ïp, une observable supplémentaire qui est une 
combinaison linéaire des p premières, on n'obtient que des informations supplé- 
mentaires redondantes et l'on doit considérer que l'ensemble Tp reste ie même. 

b) Par contre, en introduisant une (p+l) 'me observable linéairement 
indépendante des p premières, on passe à un ensemble ( p  + 1)-déterminant î,+l, 
et l'on peut écrire: 

On peut construire une chaîne d'ensembles correspondant à iine détermina- 
tion croissante de $, soit: 

TO correspond à une absence totale d'informations sur $ (à l'usage de la seule 
observable Î), r, à l'information la plus complète possible sur $ (à l'usage de Î 
et de r observables linéairement indépendantes). 

La chaîne (24) n'est pas unique, puisque la constitution (non unique) de Tp 
ne détermine que partiellement celle de rp+i. 

Il est facile de voir que deux opérateurs-densités rp-équivalents sont TV-, = 
équivalents, tandis que la réciproque n'est pas vraie. 

Remarque 

Le nombre d'observables commutables présentes dans u: ensemble p-déter- 
minant ne peut évidemment jamais dépasser n - 1 (n avec I ) .  

5. Remarques Finales 

Nous avons montré dans cet article que l'usage des propriétés de l'algèbre 
de Lie su (n) peut permettre d'obtenir des réponses simples à des questions 
générales posées par la description quantique d'un système pouvant exister dans 
n états différents. 

Cet usage parait présenter une certaine parenté avec des propositions de 
fonder la mécanique quantique sur des axiomatiques utilisant les structures 
d'algèbres à trace [9, 101 ou de semi-groupes [Il]. Il convient de signaler, d'une 
part que les notions ici proposées sont beaucoup plus limitées, d'autre part et 
surtout qu'elles sont utilisées comme instruments d'une exposition plus tradition- 
nelle de la mécanique quantique, celle utilisant assez systématiquement 
l'opérateur-densité (et, plus subsidiairement, le vecteur d'état) [12,13]. 

Appendice-Démonstration de L'Inégaiité (13) 

L'operateur-densité doit être semi-défini positif, c'est-à-dire que l'on doit 
avoir: 
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OU encore 

Tr (PIV)(Vl) rO,  V~*")G%',, 

d'où 
C pa Tr (PI*")(*" 1) = Tr (Pi") 2 0 ,  VP". (27) 
a 

Dans le passage de (26) à (27), nous avons introduit l'opérateur-densité 
arbitraire (et variable) Pv défini par: 

avec 

Si nous écrivons 6 et 6, sous la forme (lo), il vient: 

d'où 

d'où l'inégalité (13). 
Les inégalités (25) à (28) sont équivalentes entres elles. 
L'inégalité (28) doit être vérifiée quel que soit le vecteur P' variant dans le 

domaine convexe D de gP 

Remarque 

Si 6 ,  et brI sont deux opérateurs-densités, on sait que 

avec 

est également un opérateur-densité. 
La formule (2a) entraîne pour les vecteurs représentatifs dans gr: 

Si Pl et PII appartiennent à un domaine D de gr, P lui appartient aussi, 
quelles que soient les valeurs de pl et prl, c'est-à-dire que le domaine D est 
convexe [IO]. 
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Dans un deuxiéme article (noté IV, a cause de la chronologie 
des pub1 ications) , nous examinons certaines conséquences, pour 1 e 
vecteur de cohérence d associé a un état 0 , des trois propriétés 
fondamentales que doit posséder cet opérateur pour pouvoir être un 
opérateur-densi té. . 

a) être hermi tique 

6) etre de trace unité 
y )  être semi-déf ini positif 

Si l'on effectue une combinaison linéaire réelle d'opérateurs- 

densi tés 

la propriété 3 impose alors 

pour que fi soit également un opérateur-densité. 

Ces expressions reportées dans (2) fournissent la même 

relation entre les vecteurs de cohérence 

Si 1 'on restreint les combinaisons 1 inéaires util isées à ce1 les 

vérifiant (3-6) et 

Va, O < p a < l  (3-c) 

alors 6 possède nécessairement les trois propriétés a, 8, y  (les opéra- 

teurs p'a) sont, bien entendu, supposés être des opérateurs-densi tés). 
Nous appellerons O le sous-ensemble de Zr composé des vecteurs de 
cohérence; Nous venons de voir que cet ensemble est stable pour les 
combinaisons linéaires vérifiant (3-b) et (3-c), ce qui équivaut 

1 'affirmation : O est un ensemble convexe. tes combinaisons 1 inéaires 

précédentes décrivent 1 e mélange statistique des états représentés par 



l e s  opérateurs (qui  ne sont pas supposés purs). Les coef f ic ients  

p, sont l e s  poids s ta t i s t i ques  dans l e  &lange. L'ensemble des é t a t s  

purs peut a l o r s  é t r e  i n t r o d u i t  comne 1 'ensemble des 6 ta t s  qui engendrent 

tous l e s  autres par mélange s t a t i s t i q u e  e t  qui  ne peuvent pas eux-mêmes 

ê t r e  obtenus par mélange s ta t i s t ique ,  

L ' a r t i c l e  I V  e s t  essentJellement consacré 2 préc iser  l a  géomé- 

t r i e  du domaine O. Cel le-c i  e s t  assez compliquée à déterminer dès que n 

e s t  supérieur à 2 (*), puisque l ' o n  a a f f a i r e  a un domaine dans un 
espace a r = n2-1 dimensions. Les r e s u l t a t s  obtenus montrent que l e  

cas n = 2, souvent u t i l i s é  dans l a  l i t t é r a t u r e ,  au moins A t i t r e  d ' i l l u s -  

t r a t i o n  de l 'usage des opérateurs-densités, e s t  t r op  simple e t  masque 

l a  complexité du problème posé par l e s  condi t ions r e s t r i c t i v e s  imposées 

aux vecteurs de cohérence. 

(*) Pour n = 2 ,  on sait  que e s t  une sphère d a n s z 3 ,  l a  f r o n t i è r e  de 

c e t t e  sphère  e s t  ent ièrement  c o n s t i t u é e  d ' é t a t s  purs .  Pour n  > 2 ,  

5 n ' e s t  p l u s  une sphère e t  l e s  é t a t s  purs  ne  sont  qu'une p e t i t e  

p a r t i e  de  l a  f r o n t i è r e .  
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Usage de L'Algèbre de Lie su(n) dans l'Étude des 
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Domaine des Vecteurs de Cohérence 
AUGUSTIN VAN GROENENDAEL 
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The density operator of an n level quarimm system is known to be a positive senudefinite, hermitian op- 
erator of trace one. In a previous article we have established, through su(n) algebras, a fonnalism where 
density operators are built from coherence vectors in a n2 - 1 dimension, real, Euclidean space. The last 
two conditions are then automaticaily satisficd. Belng positive semidefinite means a restriction to the do- 
main of coherence vectors. In this artide we clartfy this domam and obtain several equivalent tests to 
know if a given vector is part of it. 

Par définition, l'opérateur-dewité d'un système quantique h n états est soumis à trois conditions: il doit 
ètre Hennitique, de trace unité et semidéfini positif. Dans un article précédent, en utilisant les algèbres 
su(n), nous avons établi un formalisme où I'opérateurdensité est représenté par un vecteur de cohérence 
dans un espace réel Euclidien de dunecsion n' - 1. Les deux premikes conditions sont alors automatique- 
ment vérifiées. La troisième condition équivaut à resaeindre le domaine des vecteurs de cohérence. Dans 
cet article, nous précisons ce domaine et nous obtenons plusieurs critéres équivalents permettant de recon- 
naître si un vecteur en fait partie. 

1. Introduction 

(la) On sait que l'état d'un système quantique Y p  peut être défini et décrit mathé- 
matiquement par un opérateur-densité f i  21-41 agissant sur un espace vectoriel X. 

Les opérateurs-densités sont caractérisés par les trois propridtés suivantes: 
(a) Ij est hermitique, 

p = f i + ,  (1) 

(0) Ij est de trace unité, 

t r I j =  1 ,  

(y) Ij est semidéfini positif, 

V $ E X  ( + I I j ( + ) a O .  

(Ib) On sait également (voir, par exemple, Ref. 4) que l'ensemble des opérateurs- 
densités forme un ensemble convexe, c'est-à-dire que, si on considère des opérateurs- 
densités fi,, tous les opérateurs de la forme 

O 1985 John Wiley & Sons, Inc. CCC 0020-7608/85fO404i7-09iS04.00 
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sont aussi des opérateursdensités, 
En particulier, tout opérateur-densité peut être mis sous la forme (4) en prenant 

pour 6, des états purs, c'est-à-dire des projecteurs 

On dit que l'ensemble convexe des états est engendré par les états purs qui con- 
stituent sa frontière. 

(2) Lorsque l'espace X du système 9, est de dimension finie n, l'ensemble des 
opérateurs hermitiques de trace nulle, muni de l'opération i [. , .], forme une algèbre 
de Lie 'di, isomorphe à su(n) [5,6,7]. Cet espace 8,. de dimension r = n2 - 1, a été 
appelé espace des observables [ 5 , 8 ] .  

En introduisant dans 'di, une F base {d j )  ou base orthonom6e au sens de Fano [81, 
on peut écrire tout opérateur-densité sous la forme 

où le vecteur de cohérence P [6,9], de composantes P j ,  peut être considéré comme 
un vecteur dans un espace euclidien %, (isomorphe à 8,) que nous appellerons désor- 
mais l'espace de cohérence. Chaque opérateur-densité définit un vecteur P unique. 

Réciproquement, tout vecteur P de gr définit un opérateur qui vérifie automatique- 
ment les conditions a et B, mais non la condition y. 

Pour montrer qu'un opérateur définit un état, il faut vérifier les trois conditions 
a, B, y. Dans l'espace de cohérence T,, il est nécessaire et suffisant de vérifier une 
seule condition, correspondant à y. Nous appellerons ?8 le domaine de gr qui contient 
les vecteurs P vérifiant cette condition. 

En utilisant la relation (5), on vérifie facilement que le domaine 3 est un domaine 
convexe de Zr,  engendré par les vecteurs de cohérence des états purs, soit à. partir 
de (4): 

D'autre part, il a été montré [6] que l'on doit avoir 

(L'égalité n'a lieu que pour les cas purs.) Cette condition est nécessaire pour que P 
soit semidkfini positif. Elle n'est pas suffisante si n > 2. 

Dans cet article, nous nous proposons d'étudier la gbométrie du domaine convexe 
aire un vecteur P de 3 de Zr),, c'est-à-dire de déterminer les conditions que doit satisf- 

8, pour pouvoir représenter un état de YQ. Dans ce but, nous utiliserons quelques 
propriétés des sous-algèbres de Cartan %:-, de $,, c'est-à-dire des algèbres de Lie 
commutatives, de dimension n - 1 [IO]. 



2. Premieres Considerathm Geometriques 

(a) D'après (7), nous pouvons déjà 6crire d'une part qu'un vecteur P de Zr, 
ttre un vecteur de cdiCrence. doit 6tre sirut5 dans une sphère! 2 de rayon & 
centrée à l'origine de y,, d'autre part que les vecteurs de cohérence des états purs 
doivent avoir leur extrémité sur la surface Y Z  de cette sptrère (les vecteurs de cohér- 
ence sont alors à l'intérieur de Z). 

Si on remarque que Y'= est une variété réelle de dimension n 2  - 2, tandis que 
l'ensemble des états purs constitue dans '%, une variété réeIte de dimension 2n - 2, 
on peut conclure que, sauf dans le cas n = 2, il est impossible que tout point de CPZ 
comvsponde à un état pur du système. 

(b) Pour préciser le domaine 3, il faut exploiter davantage le caractère semidéfini 
positif de P. 

Nous allons utiliser pour cela, une F base de gr, obtenue à partir d'une base or- 
thonormée de %e [ 5 , 9 ] .  En reprenant les notations de l'article [ 5 ] ,  celle-ci est notée: 

et la F base correspondante: 

Les n - 1 premiers éléments de cette F base sont notés Qj avec j = 1, . . . , n - 1. . 
Ils sont obtenus à partir des projecteurs: 

qui n'appartiennent pas à 8,. Les Q j  forment une F base orthononnée pour une sous- 
algèbre de Cartan %Zl, qui sera dite associée à la base {IV,)) de %'. Les vecteurs de 
cohérence correspondants appartiennent à un sous-espace si-, de %, . 

Les opérateurs co~spondant aux vecteurs de g:,, sont des combinaisons linéaires 
de l'identité et des Qj, eux-mêmes combinaisons linéaires des projecteurs ?î,. Ils 
cornmutent donc tous entre eux et leur représentation matricielle dans la base { I V , ) )  est 
diagonale. Réciproquement, tout opérateur diagonal da? cette base est une com- 
binaison linéaire de l'identité et des n - 1 opérateurs Qj. Nous établissons ainsi, 
au moyen de la relation (5) et pour une base donnée de X, une correspondance eilue 
les vecteurs de %,'-, et les opérateurs Hermitiques, de trace un, diagonaux dans 
cette base. 

Tous ces opérateurs ne sont pas semidéfinis positifs. Avant de pouvoir exprimer 
cette propriété dans %, tout entier, il est commode de l'étudier d'abord dans le sous- 
espace R-, . 

3. Geometrie de l'intersection du Domaine Convexe 3 et d'un 
Sous-Espace 

Nous allons chercher l'intersection 5' de %:,, avec le domaine convexe 3 corre- 
spondant aux opérateurs semidéfinis positifs. 

Soit P"' le vecteur de cohérence correspondant h l'état pur décrit par l'opérateur- 
densité +,. Le vecteur P") fait donc partie du domaine %"; d'autre part, puisqu'il 
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correspond à un état pur, il est de module Vn(n=lj et son extrémité est sur la 
sphère 92. 

Soit , un opérateur-densité diagonal dans la base {IV, )), il peut être écrit sous 
fornie de la combinaison linéaire réelle: 

avec 

Cherchons le vecteur de cohérence correspondant dans %:,,. Avec les définitions 
introduites cidessus, nous pouvons écrire 

d'où 

La relation entre les vecteurs de cohérence est donc 

Les relations (9). (10). et (13) qui sont valables pour tous les opérateurs-densités 
diagonaux dans la base utilisée, montrent que ceux-ci appartiennent au domaine con- 
vexe %' engendré par les n vecteurs P"'. Réciproquement, tout vecteur appartenant à 
ce domaine convexe engendre un opérateur-densitd dont la matrice est diagonale dans 
la base {Ivj)}. Les vecteurs de cohérence correspondant aux opcirateurs "diagonaux" 
sont donc la totalité du domaine convexe 3' engendré par les n vecteurs P". Nous 
aiions étudier la forme de ce domaine. 

Un domaine convexe, à n sommets, engendré par n vecteurs dans un espace de 
dimension n - 1, est appelé un simplexe [4]; c'est un domaine convexe ayant le plus 
petit nombre possible de sommets dans cet espace. Par exemple, dans un espace de 
dimension 1, un simplexe est un segment dont 2 vecteurs définissent les extrémités; 
dans un plan, c'est un triangle dont les sommets sont définis par 3 vecteurs; dans un 
espace de dimension 3, c'est un tétraèdre. 

Le simplexe engendré par les n vecteurs P"' associés à une base orthonormée de X 
est très particulier. On sait déjà que tous ces vecteurs ont ia même norme: 

I f ~ ' f  '11 = v&=Ïj . 
De plus, ils représentent des états deux à deux orthogonaux: 



d'après un résultat établi dans 151, ce fait peut être exprimé 

P(J) . p(k' = ( 14) 

C'est-à-dire que les vecteurs P"' et Ptk) font entre eux un angle p tel que 
P(J) . p(k) -1 

COS q7 = j # k .  (15) 

Le domaine 3' est par conséquent un simplexe régulier (triangle équilatéral, tétraèdre 
régulier, etc.). Son centre de gravité est donné par 

donc, d'ap&s (13) et (8), la relation de fermeture dans X et (5): 

Le domaine 5" est un simplexe régulier dont le centre de gravite est l'origine 
de gr. 

Nous avons ainsi obtenu un mode de construction du domaine a', intersection du 
domaine complet -6 et du sous-espace q,, . A partir d'une base orthonormée {IV, )) de 
X, on obtient n vecteurs de cohérence associés aux projecteurs îr,. Ces vecteurs ont 
leur extrémité sur la sphère Yp et engendrent un simplexe régulier 3' inscrit dans 
cette sphkre. Ce simplexe correspond h l'ensemble des matrices-densités diagonales 
dans la base { IV ,  )}. 

4. Remarques 

(a) A une transformation U de X correspond, comme n y s  l'avons montré dans 
Ref. 6, une transformation orthogonale O [UJ de Zr. O [U] transforme une sous- 
algèbre de Cartan en une autre sous-algèbre de Cartan, %,-, en un autre sous-espace 
TL, et 3" en un autre simplexe gV' qui fait également partie de a. Le domaine des 
vecteurs de cohérence 3 peut donc être engendré à p q i r  <un simplexe 3' quelcon- 
que, en lui app!iquant les opérations du sous-groupe (O [UJ}, de dimension n 2  - 1, 
du groupe orthogonal spécial sO(nZ - 1). Une transformation orthogonale qui 
n'appartient pas au sous-groupe précédent transforme un point de Yp en un point de 
Y= mais pas nécessairement un point de g. Par conséquent, cette transformation peut 
transformer un vecteur représentant un état pur en un vecteur ne représentant pas un 
état. Par exemple, dans Zn-,, il y a exactement n états purs (les points où le simplexe 
3" touche YI). Une transformation orthogonale peut transformer un de ces points en 
n'importe quel point de Yr n gn-,. Si le nouveau point n'est pas l'un des n états 
purs, alors il n'est pas un état du tout. 

(b) Dans ce qui précède, nous avons utilisé une base orthonormée {IV, )) quelcon- 
que de X construit à partir des n projecteurs correspondants, les opérateurs-densités 
appartenant à ?8 '. . 

Ii est possible également de partir d'un opérateur-densité quelconque I )  et d'utiliser 
les projecteurs propres qui figurent dans sa décomposition spectrale, soit 
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Cette décomposition spectraie définit un espace %:-, et un simplexe Sp mais elle 
n'est pas toujours unique, ce qui permet de distinguer deux cas: (a) Aucune valeur 
propre p, n'est dégénérée. Sa décomposition spectrale (16) est unique. La sous- 
algèbre de Cartan gf, obtenue à partir de n;P est unique, ainsi que le sous-espace 
%:-, et le simplexe 3". ( f i )  Une valeur propre au moins est dégénérée. La décompo- 
sition spectrale de p définit alors une d'ensembles {e, j = 1, . . . , n}, chacun 
d'eux donnant une sous-algébre de Cartan différente. On en déduit donc une infinité 
d'espaces %:-, et de simplexes 8~ dans gr. 

D'ap$s la théorie des algèbres de Lie [7], ceci implique que, dans le premier cas, 
n 6 - 1 est un élément régulier de su(n), dans le second cas, c'est un élément 
singulier. 

5. Forme Generale des Conditions d'Appartenance au Domaine Convexe 3 
Dans Ref. 5, nous avons montré l'équivalence des trois propositions suivantes: 

(i) P représente un état du sysdme (P E g). 
(iif P . P' 2 -n pour tout P' représentant un état pur. 

(iii) P P' 2 -n pour tout P' représentant un état. 
A l'aide de ces propositions, nous pouvons maintenant chercher d'autres expres- 

sions pour les conditions que doit vérifier un vecteur de cohérence P que l'on ne s u p  
pose plus appartenir à la sous-algèbre de Cartan associée à la base {IV, )) de 2. 

Considérons le simplexe Fdv associé à une base orthonormée de X et le sous- 
espace %:,, correspondant. En prenant pour P' les divers états purs situés dans %:-, 
(sommets du simplexe 83, la condition (ii) implique que, pour tout vecteur P de 9, 
sa projection orthogonale dans %:-, est dans le simplexe 5". 

Nous pouvons donc énoncer une quatrième proposition équivalente aux trois 
précédentes: 

(iv) La projection de P dans tout sous-espace de type '%LI est dans le simplexe g". 
En utilisant cette proposition conjointement avec ce qui a été établi dans la partie 

III, nous obtenons deux méthodes pour vérifier si un vecteur P appartient à %. 
La premiére part de la remarque qu'il fait toujours partie d'un sous-espace %,. Si 

l'on peut determiner ce sous-espace, il faut alors montrer que P est dans le simplexe 
8' correspondant. La seconde méthode consiste a prouver que la projection de P sur 
tout sous-espace du type %:-, est dans le simplexe 3' correspondant. 

Une application de ce qui précède est la démonstration d'une condition suffisante 
sur la norme de P. 
. En effet, la sphère L'" inscrite dans l'un quelconque des simplexes 3" est de 
rayon n/(n - 1). Si le module de P est égal ou inférieur à cette valeur, la projection 
orthogonale de P dans n'importe quel %.-, a un module plus petit, elle est donc dans 
2'' et a fortiori dans Fdv.  La seconde méthode prouve alors que tout vecteur de mod- 



ule inférieur ou égal à n / ( n  - 1 )  appartient g, c'est-à-dire représente un état du 
système &. L'ensembie de ces états fome une sphère que nous notemns Zf. 

Nous pouvons alors distinguer m i s  régions dans l'espace 9,. 
La région extérieure à 2: 

t/no < llpll 3 

le vecteur P ne représente pas un état. 
La surface de Z et la région entre 2 et C': 

le vecteur P représente ou non un état selon sa direction. Il faut utiliser l'une des 
méthodes indiquées ci-dessus. 

La surface et l'intérieur de 2: 

le vecteur P représente un état mélangé. 

6.  Exemples 

Nous allons illustrer les résultats précédents en examinant les cas n = 2 et 3. 
1/  n = 2; r = 3. Les sphères Z et T;' de rayon V? sont confondues. Puisque tous 

les points de la surface de Z' représentent des états et que tous les états situés sur la 
surface de 2 sont des états purs, l'ensemble des états purs est constitue par la surface 
de la sphère C et l'ensemble des états mélangés par l'intérieur de 2. On retrouve 
ainsi les résultats bien connus [I l ] .  g3 est & dimension 3 et les espaces sont de 
dimension 1. Les simplexes 3' sont les diamètres de Z, ils sont limités par deux états 
purs orthogonaux. Pour savoir si un vecteur quelconque P de ?& peut être un vecteur 
de cohérence, on peut appliquer fa premikre méthode ci-dessus, en determinant 
l'espace % qui contient P, c'est-à-dire ici l'ensemble des vecteurs colinéaires à P; cet 
espace détermine un simplexe gv qui est un diamètre de 2; pour que P soit dans ce 
simplexe, il faut et il sufit que P soit dans ou sur la sphere 2. 

La seconde méthode revient à considérer les projections de P sur toutes les droites 
passant par l'origine de g3. Exiger que toutes ces projections soient sur les diamétres 
comspondants de 2,  aboutit à obtenu à nouveau l'intérieur et la surface de la sphère. 

2/ n = 3; r = 8. Le rayon de Z est 6 celui de 2' est $4, %, est de dimen- 
sion 8, les sous-espaces ' i%~ sont de dimension 2. Dans un sous-espace %\ donné, les 
3 vecteurs représentant des états purs font entre eux des angles de 120" puisque 

- n 
COS $9 = 

1 = -- 
n ( n - 1 )  2 '  

Le simplexe a" est un triangle équilatéral inscrit dans' le cercle de rayon qui 
est l'intersection de H et de Ti. Ce simplexe est également circonscrit au cercle de 
rayon 4 fi qui est l'intersection de Cf et de ' i%~ (voir Fig. 1). 
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~ ( 1 )  

Figure 1. Stnicnire de I'e~pace &. 

Pour appliquer la première méthode à un vecteur P, on commence par choisir un 
sous-espace %; contenant ce vecteur. Le problème est ramené à 2 dimensions au lieu 
de 8 et il faut alors que P soit dans le mangle. 

Nous avons vu, dans les remarques, qu'il y avait lieu de distinguer différents cas 
suivant la dégénérescence des valeurs propres de la matrice f i .  Dans le cas présent 
n = 3,-il y a donc trois possibilités: une seule valeur propre uiplement dégériérée, 
f i  = ; I ,  P = 0; une valeur propre doublement dégénérée et une non dégénérée; 
aucune valeur propre dégénérée. 

Dans Ie premier cas, l'état est représenté &r l'origine de %, il appartient à tous les 
sous-espaces %:. 

Dans le second cas, les deux états purs correspondant à la valeur propre dégénérée 
figurent avec le même poids p, et le vectecr P se trouve sur l'une des hauteurs du m- 
angle a'. 

Les deux cas que nous venons de voir correspondent aux matrices %' dites sin- 
gulières dans la théorie des algèbres de C m .  

Dans le troisième cas, nous obtenons les maaices rdguiières de la théorie des algè- 
bres de Cartan. Elles correspondent à tous les vecteurs P du triangle, qui ne sont pas 
sur une hauteur. 

Voyons maintenant quelles sont les intersections possibles entre les plans %. Si un 
vecteur P appartient à deux espaces et %";distincts, cela signifie que la matrice f i  
correspondante est diagonale dans dewc bases distinctes. On est donc dans l'un des 
deux premiers cas précédents. Par conséquent, deux espaces gt et %;' distincts se 
coupent soit uniquement à l'origine, soit suivant une hauteur commune à 3" et a"'. 

A partir de la figure cidessus, on voit également qu'une transformation orthogo- 
nale de z8 peut transformer le vecteur d'un état pur en un vecteur qui ne représente 
pas un état. En effet, considérons une transformation orthogonale qui laisse invariants 
les vecteurs de l'espace à 6'dimensions orthogonal à la figure et qui soit une rotation 
dans le plan de cette figure. Si l'angle de rotation est différent de 120°, un état pur 
donne un vecteur qui ne représente pas un état. 



7. Conclusion 

Nous avons moncré comment, en utilisant certains résultats &néraw de la théorie 
de l'algèbre de Lie su(n), portant essentiellement sur l'existence et la dimension des 
sous-algèbres de Cartan, il est possible de construire le domaine % des vecteurs de 
cohérence dans l'espace de cohérence y,. Rappebns que seul un point dans 3 ou sur 
sa frontièrt peut &finu un état du système CPp et donc un opéiateur-densité présen- 
tant bien le caractère semidéfini positif qui est une de ses propnétçs fondamentales. 
(Par contre, à un vecteur quelconque de gr, on peut toujours associer une observable 
de trace nulle). 

On voit facilement que, par suite de la ddfinition de 5, une évolution 
Hamiltonienne: 

conserve le domaine %. ii faut qu'il en soit de même si l'on suppose que l'évolution 
de CPp n'est plus hamiitonienne mais décrite par une équation pilote (master equa- 
tion). Le maintien de la trajectoire de P(t) à l'intérieur de -b peut alors imposer cer- 
taines conditions à ce type d't5voiution. 

Je remercie le Professeur J. Tillieu dont l'aide et les encouragements m'ont permis 
de mener à bien ce travail. 
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I I I  - E T U O E  D E  L ' E V O L U T I O N  

H A M I L T O N I E N N E  D ' U N  S Y S T E M E  

Dans l e  chapitre précédent, nous avons obtenu des propriétés 
générales des systèmes quantiques, qui doivent être vérifiées à chaque 
instant. Nous al 1 ons main tenant étudier des propriétés qui concernent 
des instants différents, c'est-&dire étudier i'évolution dt; système. 
Dans ce chapitre, nous n'étudierons que les évolutions pour lesquel les 
existe un hamil tonien. Cela signifie que 1 'on peut négl icjer les phéno- 
mènes de relaxation. Cette hypothèse ne peut être considérée comme vala- 
ble pendant un temps long puisqu'elle interdit 1 'évolution d'un é t a t  
p u r  vers un é ta t  d'équil ibre thermodynamique qui est  un mélange. Elle 
est  cependant parfaitement justifiée pour une perturbation forte pendant 
u n  temps court. 

a )  EVOLUTION HAMILTONIENNE DU VECTEUR DE COHEREKE 

Lorsqu' i l  existe un hamil tonien, 1 ' évolution du système est  - 
décrite, dans l'espace&, par un operateur unitaire d'évolution U . 
Dans la  description de Schrodinger, l'opérateur-densité 6 évolue sui- 
vant la  relation 

Dans le  forml isine que nous utilisons, i l  a été établi, dans 1 ' a r t ic le  
I I ,  qu ' à  1 ' opérateur uni ta i re  Û sur& correspond un operateur orthogo- 
nal Ô / Û 1 sur 1 ' espace de cohérence &. Ces opérateurs forment 1 a reprg- 
sentation adjointe du groupe SU(n) des opérateurs unitaires sur& . 
Nous pouvons également passer de la représentation active à la représen- 
tation passive. Une matrice Û de SU(n) transforme les matrices de base 



Ceci revient L fa i re  un changement de base dans . Le vecteur de cohé- 
rence représentant 1 e même opérateur-densi té n'a plus 1 es mêmes compo- 
santes. La matrice representant cette transformation sur Er es t  1 ' inver- 
se 0-'1Û1 de la matrice précédente. Lorsque 1 'opérateur Û représente 
une évolution au cours du temps, l e  passage d'une représentation active 
a une représentation passive correspond au passage de la  description de 
Schrodinger L ce1 l e  de Heisenberg. 11 peut étre uti le de remarquer que 
ces transformations O 1 U 1 ne sont pas toutes les transformations orthogo- 
nal es. 

En effet, l e  groupe U(n)  des matrices unitaires est de dimen- 
2 sion n . Le noyau de I'homomorphisme - OIÛI est  {eia Î 1 a e R }  de di- 

mension 1 ; le groupe des matrices Ô 1 Û 1 est donc de dimension n 2  - 1.  Par 
ailleurs le  groupe des matrices orthogonales O sur gr est  de dimension 

2 ( n 2 - 1 ) ( n  - 2  superieur a n2-1 pour n plus grand que 2 (*). 2 

Reprenons maintenant les transformations actives, e t  considé- 
rons les opérateurs co rn  des opéraieurs d'évolution. Le hamil tonien 
(**) apparaf t alors comme un élément de 1 'algkbre de Lie su(n) , ce qui 
d'une part en f a i t  un élément de gr e t  d'autre part l e  f a i t  a g i r  sur 
Zr par 1 ' intermédiaire de la représentation adjointe. Par 1 'usage d'une 

base {gJ} de Er, un  hamil tonien induit donc u n  vecteur $ de e t  une 
.. 

matrice R agissant sur Zr. Avec les notations de cette these, q u i  ne 
sont pas toujours identiques a celles de 1 ' a r t ic le  II ,  nous avons donc 
la structure d4algkbre de Lie deEr définie par : 

A A 

ciJ, QK] = - i  cJKL QL 
A 

e t  la représentation adjointe QJ - rJ définie par : 

(*) Pour n = 2 ,  l e  domaine 6 e s t  la  sphère ,  il e s t  e f fec t ivement  conser- 

vé p a r  t o u t e s  l e s  r o t a t i o n s .  

(**) Hamiltonien supposé de t r a c e  n u l l e  (vo i r  p l u s  l o i n )  



- - 
Un opérateur hermitique G est décomposé dans la base {QJl SOUS la forme 

analogue 3 la forme ( 11-21 de 1 'opérateur-densi té. 
Cette définition de i differe légerement de celle utilisée dans l'arti- 
cle II. La trace de l'opérateur hamiltonien ne joue aucun role et nous 
la supposerons désormais nulle. Par conséquent 

I H = -  L hJ QJ , avec hJ = n tr(H-QJ) 
J 

L' évol ution de 1 ' opérateur-densi té 

peut alors etre exprimée par l'équation différentielle dans Zr 

avec 

Dans le cas d'un système soumis 3 une perturbation, on obtient 

des équations semblables en utilisant la description d' interaction. L'o- 
pérateur n est al ors exprimé 1 'aide des composantes hlnt du hamil to- 
nien de perturbation, ce qui entraîne la conséquence intéressante que .. 
06 est petit devant P. Cette représentation a été util isee dans le 
dernier paragraphe de 1 'article. 
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Usage de l'Algèbre de Lie su (n ) dans 19Etude 
des Systèmes Quantiques a n Etats. 

II. Tmsformations de t'Espace des Observables, 
Problèmes d9Evo1ution 

JACQUES TILLIEU ET A U ~ S T I N  VAN GROENENDAEL 
Laboratoire de Physique Théorique, Université de Lille 1, F-59655 Villeneuve D'Ascq, France 

In the previous paper we examined, for a q?iantum system, the relation between its n-dimensional 
state space and the su ( n )  Lie algebra. The present paper is devoted to relations between unitary 
transformations in the state space and orrhogonal transformations ir. Lie's algebra. Two cases can 
happen. First, the transformations are indepenhntly chosen in the two spaces; this amounts to 
changing the former relation. On the other hand, the relation is maintaineci and the unitary operators 
are then related to some of the orthogonal operators. This second case is used to study the evolution 
operators. 

Dans un article précédent, on a étudié, pour un système quantique, la correspondance entre un 
espace des états, de dimenston finie, n, et l'algèbre de Lie su ( n ) .  Dans cet article, les relations entre 
transformations unitaires dans l'espace des états et transformations orthogonales dans l'algèbre de 
Lie sont étudiées. Deux situations peuvent se produire: soit les transformations sont choisies 
indépendamment dans les deux espaces, ce qui équivaut simplement à un changement dans la loi 
de correspondance; soit, au contraire, la loi de correspondance est conservée, et aux opérateurs 
unitaires sont alors associées seulement certaines des transformations orthogonales. Cette seconde 
possibilité est utilisée dans l'étude des opérateurs d'évolution. 

1. Introduction 

Dans un article précédent [l], nous avons montré comment, pour étudier un 
système quantique Sa pouvant exister dans n états, il est commode d'introduire 
une algèbre de Lie réelle $, appelée espace des observables, de dimension 

2 r = n - 1, isomorphe à su ( n ) ,  et d'utiliser, dans 24, une base orthonormée au 
sens de Fano [2], constituée par des opérateurs hennitiques O,(J = 1 -, r ) ,  de 
trace nulle et tels que: 

Tr (QA) = SJK (1) 

(La trace est calculée sur l'espace des états Zn.) 
Toute observable peut alors être écrite: 

avec 
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Les Gr sont les "composantes" de 6 (ce sont des nombres réels), que l'on 
peut aussi considérer comme les composantes d'un vecteur G appartenant à un 
espace réel 'ifrn de dimension r (isomorphe à 8,). 

En particulier, l'opérateur-densité diScrivant l'état de SQ peut être écrit sous 
la forme: 

où le "vecteur de cohérence" P ( r )  [3 ]  appartient à a'? On a: 
. 

P J ( ~ )  = Tr [ ~ 4 ( t ) l .  (3") 

Dans cet article, nous nous proposons d'étudier l'évolution de P(t), en la 
déduisant d'une correspondance entre opérateurs unitaires de Rn et opérateurs 
réels orthogonaux de gr (OU g r ) .  

2. Correspondance entre Operatemi Unitaires de l'Espace des Etats et 
Opérateurs Réels Oi.Utogonaux de l'Espace des Observables 

a) Lorsque la F- base ( Q J )  est fixée, la relation (3') établit une correspondance 
(biunivoque) entre un opérateur-densité de Zn et un vecteur P de a',. 

Considérons le transformé de l'opérateur-densité 6 par une transformation 
ujitaire Û que nous pouvons, sans restriction gênante, prendre unimodulaire 
[U E SU (n 11, soit: 

Û est ici considérée comme une transformation active de R,,, engendrant 
une transformation active de qui transforme le vecteur P en un vecteur P' 
de composantes Pi telles que: 

Posons: 

ÔJK [ Û ]  = Tr (QjûQKO'). 

La relation ( 5 )  peut être réécrite: 

On peut aussi écrire: 

P = Ô[Û]P 
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c'est-&-dire qu'à la transformatin unitaire unimodulaire Û agissant sur Rn, on 
fait correspondre la transformation o[Û]  agissant sur gr (c'est une rotation 
dans gr [2]). 

Ô [ Û ]  est une transformation réelle; en effet: 

OTK = Tr ( Q j i j Q K O + ) +  = Tr (ÛQKû+Qj) 

= Tr ( Q j û Q K û + )  = O j ~  (8) 

On montre plus loin que Ô [ Û ]  est une transformation orthogonale 
unimodulaire (elle est donc régulière), c'est-à-dire que I'on a: 

det Ô[Û]= + l  
On a évidemment: 

Il suit de ces propriétés que I'on a: 

b) Considérons la transformation unitaire Û = ÛlÛ2. Il lui correspond la 
transformation ÔIÛl Û2] d'éléments: 

ÔJK[Ûl Û2] =Tf (QjÛ1 Û2ÔKÛ;Û; ) 

= Tr (U~Q~Û~ÛZQKÛ;  ). (12) 

Les deux matrices hermitiques de trace nulle intervenant sous le symbole 
trace peuvent être écrites, d'après les propriétés de l'algèbre de Lie 8,: 

en posant 

définitions conformes à (6). 
Il vient alors: 

Tr (ÛlQjû~ÛZQKû;) = 1 oIL[Û~IÔMK[Û~I Tr (QLQM) 
LM 
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En comparant les relations ( 1 2 )  et (151, on obtient la relation entre matrices 
(ou opérateurs): 

Ô[ÛlÛz] = Ô[Ût]Ô[Ûz] (16) 

Si Û z  = Û;', on tire de (16) et ( 1 1 )  que: 

d[Û-'1 = Ô [ û + ]  = ô- ' [Û] .  (17) 

On peut vérifier maintenant que Ô [ Û ]  est orthogonale; en effet, on a: - 
(ô) JK = OKt = Tr (QKÛ~JÛ') 

= Tr (Û'&Û&) = Tr (QJÛ+QKÛ) 

= oJK[Û+]  d'après (6) 

c) Les propriétés précédentes montrent que l'ensemble des matrices Ô[Û] 
forme un groupe qui est homomorphe à SU ( n ) .  Il fournit une représentation 
réelle orthogonale de SU (n).  

Il fournit aussi une représentation réelle orthogonale du groupe SU (n )/%, 
qui est homomorphe à SU (n). Le noyau de I'homornorphisme est le groupe 
cyclique Wn, constitué par les n matrices scalaires: 

Û,, = exp (iap)În 

où exp (ia,) est une racine n'"' de l'unité. D'après la formule (61, on voit 
facilement que: 

ô[û,] =A. (18) 

Remarques 

Les matrices orthogonales unimodulaires d [ Û ]  forment un groupe de 
dimension r = n - 1 ,  puisque celui-ci possède la même algèbre de Lie que SU (a  ). 

On retrouve ainsi la propriété connue [4] que SU (n)/% est seulement un 
sous-groupe du groupe orthogonal spécial SO (n2  - l ) ,  puisque celui-ci est de 
dimension $(n - l)(n2 - 2 ) .  

C'est uniquement pour n = 2 que l'on a: 

2 )  Dans l'espace 8, on peut effectuer des changements de F- bases, c'est-à- 
dire utiliser des transformations passiues telles que: 

où Ô = (OJK) est une matrice orthogonale pouvant appartenir non seulement à 
SU (n)/V,, mais également à SO (n2 - 1 ) .  
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Le même opérateur-densité 6 peut alors être écrit: 

où les PJ et les P; sont les composantes d'un même vecteur P de '& 
C'est seulement lorsque O appartient à SU (n)/V, que Son peut lui faire 

correspondre une transformation unitaire de 2' [en réalité n, puisque 
Shomomorphisme SU (n ) -, SU (a)/%',, est n à 11, telle que l'on ait: 

4; = &j&+ 

Û est alors une transformation passive de Zn (changement de soc). 
Les transformations passives de gr (ou gr) (utiles à considérer pour des 

commodités de calcul) forment donc un groupe plus large que celui constitué 
par les transformations actives (ayant un sens physique, par exemple une pro- 
priété d'évolution). 

Cette propriété des transformations passives est liée, en particulier, au fait 
qu'à partir d'un soc de Zn, une base {ôJ) de 8, peut être obtenue d'un manihre 
qui copporte une large part d'arbitraire. 

3. Fmme Expiidte des opérateurs OrtBogo~~~ux Agissant sur a, 
a) Si l'on a une F-base idJ )  pour i'algèbre de Lie su (n), on sait que ces 

opérateurs hermitiques de trace nulle peuvent être utilisés cornme des gén- 
érateurs infinitésimaux du groupe SU (n). il s'en suit que tout opérateur unitaire 
unimodulaire Û, agissant sur Zn, peut être écrit sous la forme: 

= exp (iaQ) (19') 

où les a, sont des nombres réels (a E gr). 
Compte tenu de la formule (19), les éléments de Ô[Û] définis par (6) 

deviennent: 
o,~[Û] = OJK (a) = Tr [QJ exp ( i a ~ ) &  exp (-iaQ)]. (20) 

b) L'expression (20) peut être transformée à l'aide de la formule de Baker- 
Campbeil-Hausdotff [5]. Toutefois, la matrice Ô[Û] peut être obtenue plus 
directement en remarquant que la transformation 

;-. &a+, Û E S U ( ~ )  

peut fournir la représentation adjointe de SU (n), de dimension r [6]. 
Les générateurs de cette représentafion forment une base de la reprdsentation 

adjointe de l'algèbre de Lie su ( n )  (g, est l'espace porteur de ces représentations). 
c) Dans la F-base {Qj), la représentation adjointe de su (n) est constituée 

par les matrices (de rang r) 
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L'indice variable K numérote les lignes de fJ, l'indice variable L ses colonnes, 
tandis que l'indice fixe J différencie les matrices f entre elles. 

Les nombres réels CUL sont les constantes de structure de su (n  1, définies par 
les relations de  commutation: 

d'où 

On montre facilement que la constante de structure Cm est complètement 
antisymétrique par rapport à ses trois indices. 

Les matrices PI obéissent aux mêmes relations que les Qj, à condition de 
remplacer les opérations sur Zn (trace, commutateur x i )  par des opérations 
analogues sur 8, (trace, commutateur). On a ainsi: 

(trace calculée sur $,) 

d) Compte tenu des résultats rappelés ci-dessus, l'opérateur Ô[Û(a)] peut 
être écrit: 

b[fi(a)]= ~ ( a )  =exp (Z J ~ J P J )  ( 2 5 )  

= exp (af) .  (25 ' )  

Ce résultat exprime l'isomorphisme qui existe entre la représentation fon- 
damentale {aJ) de su ( n )  et sa représentation adjointe {PJ}. 

Le caractère unimodulaire de Ô(a) mentionné plus haut [formule (971, 
découie du fait que les générateurs P, sont de trace nulle. 

Remarque 

Seules les matrices orthogonales qui peuvent être écrites de la manière (2% 
à l'aide des r = n 2 -  1 générateurs PJ, correspondent à des transformations 
unitaires de Zn. 

4. Application i~ l'Évolution de l'opérateur-Densité 

a) On suppose que l'évolution de l'opérateur-densité peut être décrite par 
la relation intégrale: 

où l'opérateur unitaire Û (t, to) est l'opérateur d'évolution dans Zn. 
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La formule (26) est un cas particulier de (4), de sorte que l'on peut remplacer 
cette relation par une équation d'évolution dans g,,, soit: 

Du caractère orthogonal de Ô [ Û ( t ,  to)J découle immédiatement la propriété 
de conservation: 

p2(r) = pZ(to) ( 2 8 )  

cas particulier de ( 1 1).  
En dérivant la formule (27)  par rapport au temps, on obtient: 

en posant: 

h ( t ,  to) est réelle et antisymétrique; en effet, de Ô d  = Îr découle que l'on a: 

d'où 

b) Pour un système conservatif dont I'hamiltonien est H, l'opérateur 
d'évolution peut être écrit: 

i 
~ ( t  - to) = exp [-A ~ ( r  -roll .  (30)  

En écrivant I'hamiltonien sous la forme (2 ) ,  soit: 

H = ~ H , ~ ~ = H . Q  
J 

[on peut négliger le terme proportionnel à f qui n'introduit dans ( 3 0 )  qu'un 
facteur de phase], le relation (3) devient: 

û c t  - C O >  = erp [-$ ( t  -to) z ~i8i] 
J 

(32) 

cas particulier de (19). 
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On peut alors appliquer la formule générale (25) pour obtenir l'opérateur 
d'évolution sur gr,, soit: .. 4 - 

L'équation d'évolution (27) devient: 

ou, sous forme différentielle, 

= i i ~ ( t ) .  (35') 

La formule (35') est un cas particulier de (29). La matrice d'évolution [2]: 

est bien antisymétrique, puisque les matrices le sont. 

Remarques 

1) D'après la relation (244, on a: 

ce qui fournit une autre expression de Hf, calculée à partir de la représentation 
adjointe, tandis que l'expression: 

est calculée à partir de la représentation fondamentale introduite dans l'article 
précédent. 

fi peut être considéré comme I'harniltonien agissant sur gr. 
2) La formule (34) est ia solution de l'équation différentielle vectorielle (35). 

On peut la retrouver à l'aide de Ia théorie des systémes d'équations différentielles 
171. 

c) Dans le cas d'un système non-conservatif pour lequel on peut introduire 
un hamiltonien dépendant du temps ~ ( t ) ,  on sait que l'opérateur d'évolution, 
sous réserve de questions de convergence, peut être écrit sous la forme [8]: 

û(t, f o l =  c exp [ -f [: A ( ~ >  h] 



où c? est l'opérateur chronologique de Dyson [que l'on peut ici considerer comme 
un rappel de la manidre d'opérer mectement le développement en série 
symtroiisd par (3811. 

H O )  peut toujours être écrit: 

et la relation (38) peut donc être réécrite: 

Les considirations qui permettent d'obtenir (38) à partir de l'équation 
diHérentielle d'évolution dans X,,, sont applicables à l'intégration de l'équation 
différentielle d'évolution (35) dans g7 (dans le cas où fi dépend du temps], de 
sorte que la solution de (35) peut Gtre écrite: 

avec 

5. Perîurbations Dépeadmt du Temps 

Les résultats généraux précédents peuvent être appliquh au cas d'un système 
So soumis à une perturbation dépendant du temps, dont l'hamiltonien a la forme: 

&t) = hi to )+~Y( t ) .  (40) 

a) 11 rst commode d'utiliser le description d'interaction dans laquelle les 
observables (notées 6 dans la description de SchrMinpr et 6 dans la description 
d'interaction) dépendent du temps de la maniere suivante: 

S,,, , ûco)+dûto ,  (41) 

avec 

tandis que l'évolution de l'opérateur-densité est régie par t'équation: 

b) En posant: 

y=- Tr Vî + V(t)i) 
n 



un calcul identique à celui effectué au paragraphe 4b [voir formule (3411 fournit 
le vecteur %), soit: 

C) L'équation d'évolution (42) dans Rn p u t  être remplacée par l'équation 
d'évolution correspondante dans soit: 

i r 
où la matrice antisymétrique R(t)  est définie à partir de V ( t )  par une relation 
analogue à (36). soit: 

La solution formelle de (44) est alors, par analogie avec (38) et (391, 

P( t )  = P exp [ + A lot fi(?) dr] ~ ( 0 ) .  

d) Cette relation peut être utilisée comme point de départ pour un calcul 
de perturbation par rapport au paramètre A, en écrivant: 

P(t) = P ' 0 ' ( t ) + ~ P i 1 ' ( t ) + ~ 2 P ( Z ) ( t ) + ~  . . (47) 

On peut prendre les conditions initiales (to = 0 )  

PcO'(o) = ~ " ' ( 0 )  

Pin '(O) = o. 

Remarque 

La relation (48a) est un cas particulier de la relation 

PCO)( t )  = PCO'(0) 

qui découle de (43) et du fait que l'évolution de ~ " ' ( t )  est régie par I'hhmiltonien 
non-perturbé H ' O ' .  

En développant la formule (46) suivant les règles de Dyson [8], on obtient 
ainsi, par exemple pour les deux premiers ordres: 



Pour rappeler le caractère très "condensé" de telles expressions vectorielles, 
nous pouvons développer i'expression de la composante I de (49b), soit: 

r' 

p>2) ( t )  = Ir dt' 1 dr (fi(t1)fi(~))J&'!? (0). 
K O  O 

En tenant compte des définitions (45) et (21), on a :  

1 
= 2 Z V M ( t i ) ( p h f ) J L  % ( r # P r ) ~  

LMN 

1 - 2 E CJMLCLNKVK (t ' )  Y,(T)- 
LMN 

Des simplifications sont introduites par l'antisyrnétrie des constantes de 
structure. 
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b )  OBTENTIOM DE CONSTANTES W MOUVEMENT 

Nous pouvons maintenant ut i l iser  les propriétés d'évolution 
établ ies dans II pour obtenir des constantes du mouvement. En mécani- 
que quantique, i l  est  possible de définir la dérivée totale d'une ob- 
servable par 

Nous nommerons constantes du mouvement structurel 1 es 1 es opérateurs pour  
lesquels cette dérivée totale est  nulle. Leur valeur moyenne est alors 
constante dans n'importe quel état. L'équation (8) est également véri- 
fiée par 1 es opérateurs-densi tés. Dans 1 'ar t ic le  I I ,  nous avons appel é 

constantes du mouvement conjoncturel 1 es de tel s opérateurs qui dépendent 
de 1 ' é ta t  du systéme. Certaines d'entre elles, les eq, on t  été déjà uti- 
lisées [ H I O E , ~ ~ ]  pour obtenir les restrictions imposées aux états qui 
peuvent provenir d ' u n  é ta t  donné par une évolution hamiltonienne, quel 
que soit  l e  hamil tonien util isé. Dans l e  cas où i l  existe un hamil to-  
nien, 1 'évolution du système de to B t, est  décri te par un  opérateur - 

Parmi toutes les évolutions imaginables, cette transformation est  tres 
particul ière, puisque pour une fonction quel conque f el 1 e entraîne une 
relation semblable. 

Par exemple, l'évolution impliquée par les équations de Redfield 
n'a pas cette propriété. Ce qui revient à écrire : pour toute fonction f ,  
la grandeur f ( D )  est  une constante du mouvement conjoncturelle. Une tel le  
constante du mouvement conjoncturelle sera par exemple 15 Ln fi qui sert d 
définir l'entropie du système S Q ' 

Dans la suite de l ' a r t ic le  I I I ,  nous obtenons directement, B 
partir des vecteurs de cohérence, des constantes du mouvement conjonc- 
turelles dans le  cas où l e  hamil tonien n'est pas quelconque,mais 



appartient a une sous-algebre su(m) de su(n). L'espace Zr des vecteurs 

de cohérence est  a l  ors dl-composé en somme d i rec te  de plusieurs sous- 

espaces. La pro ject ion du vecteur de cohérence dans certains de ces 

sous-espaces concerne un module constant. Lorsque 1 e hami 1 tonien es t  

donné e t  indépendant du temps, il engendre une sous-al gèbre su( 1 ) . Les 

constantes du mouvement sont l es  projections du vecteur de cohérence 

dans l e s  sous-espaces de Er associcis aux valeurs propres du hamilto- 

nien. La décomposition associée aux sous-algGbres su(n) n '  apporte pas 

beaucoup de s impl i f icat ions dans ce cas. 

Lorsque 1 ' on a un ensemble de hami 1 toniens dependant de para- 

mètres (éventuellement l e  temps), il peut a r r i v e r  que l a  sous-a1gRbre 

engendree par ce t  ensemble s o i t  une sous-alggbre su(m) avec m < n. 
Dans ce cas, l a  construction d e r i t e  dans l ' a r t i c l e  permet d 'ob ten i r  

certaines cons tantes du mouvement. 
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Usage de l'Algèbre de Lie su(n) dans 1'Etude des 
Systèmes Quantiques à n Etats. 

III. Définition et Obtention des Constantes du 
Mouvement Conjoncturelles 

JACQUES TILLIEU ET AUGUSTIN VAN GROENENDAEL 
Laboratoire de Physique niéonque, Université de Lllie, F-5%55 Mlteneuw d'Ascq Cedex, Fmnee 

A partir'de l'opérateur-densitc d'un système quantique à n 6tats, sont déantes et calculées des 
constantes du mouvement pour lesquelles est proposée I'appellation nouvelle de conjoncturelles. On 
établit qu'il en existe au maximum n - 1 linéairement indépendantes. A I'aide des sous-algèbres su( m ) 
( r n  < n ) ,  on montre comment il est possible d'introduire, suivant la forme de I'hamiltonten, des 
constantes du mouvement conjoncturelles reliées aux composantes du veneur de cohérence. 

From the density operator. some constants of the motion arc lefined and cstablished. We suggest 
calling them conjunctural constants of the maton. It is proved that no mon? than n - 1 of them can 
be linearly independent. Using su(m) ( m  c n )  subalgebra associated with the Hamiltonian-operator, 
it is shown how conjunctural constants of the motion can be expressed in tenns of the cohercnce 
vector components. 

1. Introduction 

Dans deux articles précédents, notés 1 [ I I  et II  [2], nous avons montré l'intérêt 
d'introduire, pour étudier les propriétés instantanées et l'évolution d'un système 
quantique .YQ susceptible d'exister dans n états, une algébre de Lie réelle 8,, 
isomorphe à su(n) ,  de dimension r = n2 - 1, et, conjointement, un espace vectoriel 
réel gp. 

L'opérateur-densité décrivant un état de 5Po peut aiors être éc.rit: 

P(t) est un vecteur mobile; appelé parfois vecteur de cohkrence [3], appartenant 
à 5% [2]. L'ensemble {ôJ) est une F-base de 8,, ou base orthonormée au sens 
de Fano [il, qui est ici une basejixe dans 8,. 

On sait, d'autre part, que la détermination de constantes du mouvement est 
toujours une part importante et intéressante de l'étude d'un système physique. 

@ 1984 John Wiley & Som. Inc. CCC 0020-7608/84/ 100479- 10504.00 
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Après quelques considérations générale sur les constantes du mouvement 
(CM), nous nous proposons, dans cet article, d'introduire une catégorie par- 
ticulière de CM, appelées conjoncturelles et de montrer comment l'usage des 
propriétés de su(n)  et de ses sous-atgèbras de Lie permet leur obtention. 

Nous supposons que le système quantique iPQ est dans un état (pur ou 
mélangé) décrit par l'opérateur-densité fi(t), et que l'évolution de celui-ci est 
causale et régie par l'équation 

où fi = H ( t )  est l'hamiltonien du système. 
Par définition, une observable 6 est une constante du mouvement si la valeur 

moyenne de sa dérivée temporelle totale est nulle, quel que soit l'état de Y*. Elle 
obéit alors à la relation 

Nous appellerons une telle grandeur, indépendante de l'état de SpQ et dépendant 
seulement de 2, une CM structurelle. 

Le plus souvent, on ne considère que des CM ne dépendant pas explicitement 
du temps, c'est-à-dire que l'on a simultanément 

Nous appellerons ;ne tells grandeur, une CM structurelle restreinte. 
Il est intéressant de constater-fait peu signalé dans la littérature-que 

l'opérateur-densité 6 obéit à une équation du type (3), puisque Eq. (2) peut être 
réécrite 

d i  a6 i -=- +- [H, PI =O. 
dt a t  ti 

Il s'en suit que l'on peut considérer l'opérateur-densité comme une CM de .YQ, 
et même comme une CM dépendant explicitement du temps, puisque, sauf pour les 
états stationnaires, afi/at #O. 

Cette CM et celles que l'on peut en déduire [fi2, b3, . . . , par exemple et, de 
manière générale, toute fonction f(fi)] seront appelées des CM conjoncturelles 
puisque dépendant, de manière évidente, de l'état du système. Le plus souvent, 
fi ne commute pas avec H. 

Remarque. La distinction que nous proposons entre CM structurelles et CM 

conjoncturelles est nette pour les operateun. Elle s'estompe pour les grandeurs 
susceptibles de recevoir un sens expérimental (valeurs moyennes et distributions 



SYSTÈMES Q U A N T I Q U E S  A n ETATS. I I I .  48 1 

de probabilités), puisque, pour la CM structurelle on a, par exemple, la C M  

numérique 

c'est-à-dire que l'état 6 intervient évidemment pour déterminer la valeur 
numérique (G). 

3. CM Conjancturelles et Valeurs Prspres de 6- F-Bases Mobiles 

Dans la suite de cet article, nous nous bornons à étudier divers ensembles 
(non indépendants) de CM conjoncturelles, en envisageant d'abord celles dont 
l'obtention découle simplement et directement de la connaissance de l'état j et 
ne réclame pas celle de l'hamiltonien, comme il est nécessaire pour les CM 
structurelles. Corrélativement, nous introduisons quelques considérations sur les 
F-bases fixes ou mobiles dans %,. 

Le caractère de CM des opérateurs 6, P 2 , .  . . , jP entraîne aussi la constance, 
au cours du temps, de valeurs numériques réelles, puisque l'on a, d'après Eq. ( 5 )  

et ces valeurs peuvent être considérées comme purement conjoncturelles. 
On obtient ainsi, de manière simple et systématique, des CM numériques dont 

certaines ont déjà été signalées par des auteurs précédents [3,4]. Leur existence 
découle d'ailleurs du fait fondamental que les valeurs propres d e ; ( [ )  sont indépen- 
dantes du temps; en effet, en supposant l'existence d'un opérateur unitaire 
d'évolution [2] et en utilisant la décomposition spectrale de b( to ) ,  on peut écrire 

t ( t )  possède donc des valeurs propres pj constantes et des projecteurs propres 
P,( t )  mobiles. 

On a alors 

Tr eP = C pf = C': (8) 
J 

En combinant de manière arbitraire les p,, il est évidemment possible d'obtenir 
bien d'autres CM numériques mais ce genre d'opiration ne présente pas, la plupart 
du temps, d'intérêt physique. 

Dans le cas d'un système iPQ à n états, il y a au maximum n - 1 opérateurs bP 
linéairement indépendants (dans 8,); ceci découle du théorème de Hamilton- 
Cayley pour les opérateurs d'un enspace vectoriel de dimension finie (51. 
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Cas particuliers intéressants. 
(a) Pour un état pur, on a eP = 6, Vp, de sorte qu'il n'y a qu'une seule CM 

conjoncturelle indépendante. 
(b) Pour un état complètement aléatoire (complètement "dépolarisé") 

(c) Une sous-algebre de Cartan peut être obtenue à l'aide des projecteurs 
propres de P(t). En effet, on peut construire, à partir des vecteurs propres de e(t),  
par le procédé indiqué dans 1, une F-base de %, qui est une base mobile, que nous 
désignerons par { Rj( t)) (J = 1 -+ nZ - 1 ). L'opérateur-densité peut alors être écrit 
sous la forme 

Les R j ( t )  sont les éiéments d'une "sous-base" de (kJ( t ) )  dont ia numérotation 
peut être choisie telle que = 1 -. n - 1. - 

Les nombres réels P j  peuvent êtres exprimés à partir des valeurs propres 
p, de P ( t )  et sont donc aussi des CM numériques conjoncturelles. Les R j ( i )  sont 
mobiles dans 8,, commutent entre eux et forment une F-base d'une sous-algèbre 
de Cartan de 8,, qui est "mobile" dans %YI. 

(d) L'usage de la F-base mobile { R j ( t ) ~  dans 8, entraîne que le vecteur P 
correspondant [voir formule ( la) ]  est fùce dans g, (il a les composantes P, 
constantes pour ~ = j = l - , n - 1 , e t  nulles pour j=n- .n2-1) .  

De manière générale, au lieu de la relation ( 1 )  où l'on utilise une F-base f i e  
{ôJ), on peut écrire 

en posant 

O J ( ~ )  = Û(t, t0)Q~ût(t, to), (10a) 

c'est-à-dire que la transformation Û(t, t0) envisagée dans I I  comme une transfor- 
mation active, peut aussi être envisagée comme une transformation passive et 
fournir, de manière générale, une F-base mobile {Qj(t)), dans laquelle les com- 
posantes PJ(to) de p( t )  sont alors des CM numériques. La base {kJ(  t ) ) ,  considérée 
plus haut, est une base mobile particulière. 

Nous avons montré, dans II, qu'aux transforrnatio~s~nitaires Û de Zn, 
correspondent des transformations orthogonales réelles O[U] de 8, ou g,. Nous 
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avons également signalé que I'on peut envisager des transformations (passives) Ô 
de $, ou g, qui ne correspondent pas à des transformations unitaires de X,,. Il 
peut être intéressant de !es considérer à propos de l'équation d'évolution dans gr, 
soit formule [II, Eq. (911 

Posons 

où Ô ( t )  est une transformation orthogonale (passive) de £9, ou %?,, dépendant 
du temps, qui permet d'introduire dans $, une F-base mobile dont le mouvement 
n'est pas nécessairement régi par l'hamiltonien de 9,. 

On trouve facilement que le vecteur Pt( t )  obéit à l'équation d'évolution: 

d l  - = RP( [)p.(  t), 
dt 

avec 

fi1( t  est bien antisymétrique, comme fi( t )  [Z]. 
En particulier, le vecteur P ' ( t )  est constant si I'on a bl(r) =O, soit [il, 

Eq. t29')l 

On retrouve alors la F-base mobile ( 1  la) dont le mouvement est régi par 
I'hamiltonien de 9,. 

4. Conséquences de l'Existence d'Use Sous-Algèbre de Lie pour 1'Evolution 
du Vecteur de Cohérence 

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi l'existence d'un maximum 
de n - 1 CM conjonctureIfes linéairement indépendantes et montré ia possibilité 
d'en déduire des C M  numériques ne dépendant que de l'état 6. Nous allons 
maintenant chercher des CM conjoncturelles constriiites P l'aide des composantes 
dy vecteur de cohérence et nous devrons, pour cela, faire intervenir l'hamiltonien 
H de .YQ; ceci introduit donc un aspect plus particulier par rapport aux résultats 
de la Section 3 où seule la dimension de an est prise en considération. 

Dans II, nous avons obtenu l'équation d'évolution ( 1  1 )  pour le vecteur de 
cohérence. La matrice d'évolution dans 'd, peut être écrite (dans une base fixe) 
[voir II, formules (29), (331, (33'). (351, et (36')] 
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Les matrices fJ sont des matrices réelles antisymétriques de dimension r, définies 
Par 

f J  = 1 CUL), 

où les CmL sont les constantes de structure de su(n), pour la F-base {ôJ) [voir 
I I ,  Eq. (24)]. 

Nous allons examiner quelques conséquences générales pour l'équation ( 1 11, 
de l'existence de su(m) comme sous-algèbre de Lie de ~ ( n )  (m C n). 

Choisissons une F-base (fixe) de su(n) telle que {Q,) soit une F-base de 
su(m) (a, @ = 1 4  q = m2- 1). On peut écrire la base de su(n): 

Dans ces conditions, les constantes de structure de su(n) sont telles que 

Avec cette F-base adaptée à l'existence de la sous-algèbre su(mf, en utilisant les 
conditions d'antisymétrie pour les CJKL [voir II, Eq, (2311, les matrices fJ ont les 
formes suivantes: 

où 7;" est une matrice carrée antisymétrique de dimension q, et Y?' une matrice 
carrée antisyméttique de dimension r - q (a = I -, q), 

Y?' est encore une matrice carrée antisymétrique de dimension r - q, tandis que 
.Y:'' est une matrice rectangulaire à q lignes et r - q colonnes ( L  = q + 1 -, r ) .  

La matrice d'évolution peut alors être écrite 

En écrivant le vecteur de cohérence sous la forme correspondante 

où p'" a les q composantes pu, P'~' les r - q composantes PL, on peut écrire 



de sorte que l'on peut séparer, de manière générale, l'équation ( 1  1 )  en deux 
équations d'évolution "partielles" mais couplées: 

Si l'opérateur hamiltonien appartient à su(n), on a 

et les deux équations (19) deviennent 

dp'" 1 -- * ( I l  ( i l  

dt - --E H a ( t ) ~ a  P 
f i  a  

Les matrices fi"', fi"' sont des matrices d'évolution "partielles" antisymétriques 
(de dimension q et r -  q respectivement). D'après les équations non couplées 
(20), les deux vecteurs p'" et p"' évoluent indépendamment l'un de l'autre. 

Du caractère antisymétrique de fi"' et fi"', découle la conservation de la 
norme de p'" et de celle de p"', soit 

(p( l ) ) 2  = (21a) 

(p(2')2 = '-Io. 

On a évidemment 
p = .+(P(2))2 = clC, 

c'est-à-dire que l'on retrouve la propriété générale (voir II)  liée à la constante du 
mouvement conjoncturelle [Eq. (7b)l. 

L'appartenance de ~ ( t )  à su(*) conduit donc à prévoir deux constantes du 
mouvement numériques au lieu de l'unique fournie par pz. 

Remarque. Comme le montreront certai~s des exemples traités ci-dessous, 
lorsque la nature de .YQ et la forme de H ( t )  s'y prêtent, on peut étendre 
évidemment la réduction de fi(t) et la "décomposition" correspondante de P(r), 
en utilisant la chaine de sous-algèbres de Lie 

Le passage de & t )  à la forme réduite a lieu grâce à une transformation 
orthogonale indépendante du temps, puisqu'on passe, dans 8,, d'une F-base fixe 
à une autre base fixe. 
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Exemples 

(a) Spin f (a =2; r =3). On utilise alors s u ( 2 ) .  Considérons une particule 
de spin soumise à un champ magnetique con:tant dirigé suivant l'axe x,. 

Or, a les "composantes" de l'hamiltonien H: 

d'où, pour les trois composantes du vecteur de cohérence FYt) 

P4 + P: = cre, 

P3 = c re. 

Ce résultat bien connu (61 est une conséquence de la relation entre algèbres de Lie 

4 1 )c ~ 4 2 ) .  

avec 

fi - û3 € ~ ( 1 ) .  

Supposons maintenant la particule soumise à un champ magnétique constant 
(dirigé suivant x,) et à un champ magnitique tournant, normal au premier. On 
a alors 

f H z ( t ) f O ,  H,#O,  

et seulement 

P : + P : + P : = P ~ = C ~ =  

car 

H = H l ( t ) Û ,  + H 2 ( t ) Û Z  + H3Û3 E ~ ( 2 ) .  

Si, au champ constant suivant x,, on ajoute un champ oscillant suivant x2, 
on a 

mais cela n'entraîne pas une décomposition de P en sous-vecteurs, car & ( t )  
appartient a s u ( 2 )  comme dans le cas précédent, et non à u ( : )  comme dans le 
premier cas. 

(fi) Spin 1 (n = 3; r =8). On utilise alors 4 3 ) .  Nous pouvons reprendre les 
divers dispositifs envisagés pour le spin f, en exploitant la chaîne d'algèbres de  
Lie 

de manière différente suivant le cas. 
-Champ magnétique constant: 



En écrivant le vecteur de cohérence sous la forme 

p= ($) 
(p"' a 1 composante; P'~',  2 composantes; et P'~',  5 composantes), On a 
séparément: 

(P(I')Z = ci=, 

(P(2')Z = 

-Champ magnétique constant +champ tournant: 

En posant, 

(P'" a 3 composantes; p'Z', 5 composantes), on a 

-Champ magnétique constant +champ oscillant suivant x?: 

On obtient les mêmes résultats que pour le cas ci-dessus. 

Les considérations développées dans cet article montrent l'intérêt d'introduire, 
dans l'étude d'un système quantique 4PQ à n états, le concept de constantes du 
mouvement conjoncturelles. Ces grandeurs sont d'une existence et d'un usage 
généraux, quel que soit l'hamiltonien qui régit l'évolution du système, tandis que 
les CM habituellement considérées (dénommées ici structurelles) sont d'une 
détermination moins immédiate. 

Il est important de remarquer que l'obtention générale et facile des CM 

conjoncturelles est liée à la procédure d'étude proposée pour les systèmes quan- 
tiques à n états, où les notions fondamentales sont celles de l'espace des états 
Z,, [à partir duquel on peut introduire l'algèbre de Lie 8 , = s u ( n ) ]  et celle de 
l'état représenté par l'opérateur-densité P ( t ) ;  la notion d'hamiltonien n'est 
introduite qu'en second lieu, avec une forme algébrique variable suivant la nature 
physique de iPQ. L'usage de X,, ne fait 'donc intervenir ni la notion d'opérateur 
de symétrie-défini comme opérateur laissant invariant I'hamiltonien de Yo, ni la 
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notion corrélative de CM structurelle. Dans l'étude "habituelle" au contraire, on 
part en général d'un hamiltonien 6 dont la forme anaiytique est déterminée à 
partir des hypothèses faites sur la constitution, la structure physique de 9,; cette 
forme analytique permet aiors de trouver les symétries éventuelles de 9, et les 
CM structurelles correspondantes. On peut dire qu'au modèle "géométrico- 
physique" de la méthode habituelle, est substitué, par la considération a priori 
de su( n ), un modèle "algébrico-physique". 

Pour l'obtention de diverses CM conjoncturelles, il convient de souligner 
l'intérêt d'utiliser soit des F-bases mobiles dans %Yr5,, soit des F-bases fixes. Dans 
ce dernier cas, il est souvent utile de choisir des bases adaptèes à l'existence de 
sous-algèbres de Lie pour su(n).  
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c ) EVOLUTION DES ETATS EQU 1 VALENTS 

Nous avons é té  amenes au chapi t r e  il h examiner 1 e cas des 

é ta ts  équivalents de Jauch. rappelons brièvement ce dont il s 'ag i t .  

Lorsqu'on ne mesure que certa ines grandeurs, il e s t  possib le que l e s  

valeurs moyennes obtenues ne déterminent pas complètement 6. Tous l e s  

é ta ts  conduisant il ces Mmes moyennes sont considérés comme équival ents 

au sens de Jauch. 

Dans l e  cas de l ' é v o l u t i o n  hamiltonienne d'un système, il es t  

a lo rs  important de savo i r  s i  des é ta t s  équivalents 3 un i ns tan t  donné 

res ten t  équivalents ent re  eux au cours du temps. S i  ce n ' e s t  pas l e  cas, 

des mesures a d i f f é r e n t s  ins tants  permettent de d is t inguer  l es  é t a t s  e t  

l a  not ion d ' e ta t s  équivalents pour ces mesures perd de son i n G r é t .  Par 

contre, il ex i s te  ce r ta ins  systèmes d' observables pous 1 esquel s l e s  

é ta ts  res ten t  équivalents. Le problème peut a l o r s  ê t r e  é tud ié  de deux 

façons. 

Premièrement, é tant  donné un ensemble d' observabl es, quel s 

sont 1 es opérateurs d 'évo lu t ion  qu i  conservent 1 ' équivalence ? 

Deuxièmemerit, é tant  donné 1 'op4rateur d 'évo lu t ion,  quel s sont 

l e s  systèmes d' observables pous 1 esquel s l e s  é ta t s  équivalents 1 e res- 

t e n t  ? 11 y en a évidemment toujours un, l ' i d e n t i t é  ; comme il n ' e s t  

pas u t i l e ,  nous 1 ' é l  iminerons en exigeant de p lus  que l e s  opérateurs 

so ient  de t race nu l le .  Ceci permet de chercher des condi t ions exprimées 

dans Er. Les résu l t a t s  obtenus sont indiqués dans l a  note suivante. 
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PHYSIQUE THGORIQUE. - Sur I'évolution hamiltonienne des états équivalents de 
Jauch. 

Note de Augustin Van Grwudael et Jaqoes TiUioti, p h n t é e  par Raymond Daudel. 

R e m i s  le 17 septembre 1984. 

On détermine à quelles conditions une relation d'équivalents au sens de Jauch (états équivalents par rapport 
à un enscmbie d'observabla) est conservée au cours de i'évolution (décrite par un hamiltonien) d'un s y s t h  
quantique à « n états ». - 

THEORETICAL PHYSICS. - On Haniiltonian Evdution of Jauch's Equivalent States. 

We establish the conditions wida which Jauch's equiwlnice relarion (equlwlmr states with respect to an 
observable set) L kept througii an "n quantum szates" system rime evdution described by a Hamiltonian. 

1. L'ttat d'un système quantique SQ peut être décnt par un opérateur-densité 
~ ( [ I I ,  [2], 133). La détermitiation complète de cet opirateor nécessite, pour un système a n 
états, la mesure des valeurs moyennes de n2 - 1 observables linéairement indépendantes [4]. 
Dans la plupart des cas, on doit se contenter des valeurs moyennes d'un plus petit 
nombre d'opérateurs. Pour traiter de cette situation, Jauch a introduit ([3], [5] )  la notion 
d'états équivalents par rapport à un ensemble g d'observables. Deux états 6, et e2 sont dits 
g-équivalents si on ne peut les distinguer en mesurant les valeurs moyennes d'opérateurs de 
g, c'est-à-dire si l'on a : 

Cette relation sépare l'ensemble des opérateurs-densités en classes de g-équivalence. La 
- question peut alors être posée de savoir si des états g-équivalents à un instant donné le 

restent au cours du temps. 

2. Nous n'étudierons que le cas de dimension finie n; cela permet d'utiliser le formalisme 
développé dans (141, [6], [q et [8]). Nous introduisons donc l'espace d' des opérateurs 
hermitiques de trace nuile et, dans cet espace, une base (â} orthonormée au sens de 
Fano [9], c'est-à-dire telle que : 

On sait que 8, muni du commutateur multiplié par i, est isomorphe a l'algèbre de Lie 
su (n). 

On a alors les expressions de l'opérateur-densité et de l'observable : 

La valeur moyenne de (-; est alors donnée par : 

0249-6305/84/02991301 S 2.00 @ Académie des Sciences 
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en considérant k nombres réels G, et P, comme les composantes dans un espace euclidien 
réel 2 de deux vecteurs G et P. Le vecteur P  est souvent appelé vecteur de cohérence. 

En utiiisant (1) et (3, on voit facilement qu'une relation de g-équivalence peut être 
exprimk ainsi : pour un ensemble donné g d'observables, des vecteurs P représentent 
des états g-équivalents si et seulement s'ils ont même projection sur chacun des vecteurs 
G, pour Geg. 

L'ensemble des vecteurs G, pour  GE^, muni de la combinaison linéaire engendre un 
sous-espace vectoriel kCg) de 2. Le résultat précédent peut alors être énoncé : deux 
opérateurs-densités sont g-équivalents si et seulement si leurs vecteurs de cohérence ont 
même projection dans Zk), c'est-à-dire si bur différence est dans I'espace orthogonal - 
Q"' (g). 

Inversement, si l'on considère un sous-espace vectoriel 6g1 de 2 ,  il est possible d'intro- 
duire une relation d'équivalence entre états en considérant comme équivalents deux états 
dont les vecteurs de cohérence ont leur différence dans k'. 

Certaines généralisations de la notion de sous-système, décrites par Haake [lO], font 
intervenir des relations de ce type. On peut voir facilement qu'une telle équivalence est 
une g-équivalence. 11 suffit pour cela de considérer un ensemble de vecteurs qui engendre 
le sous-espace orthogonal à 8. Un ensemble g d'observables en est déduit par la formule 
(4) et I'espace 3 (g) correspondant est le sous-espace de df orthogonal à 8. 

3. (a) Supposons maintenant le système soumis à une évolution hamiltonienne : 

On sait [7] que I'espace des observables Q" est un espace porteur de la représentation 
adjointe de su (n). L'opérateur Ad (H) défini par : 

engendre alors un opérateur d'évolution dans 3; c'est un opérateur linéaire réel antisymétri- 
que fi ([7], 181) agissant sur le vecteur de cohérence P. 

(b) Pour que les classes de g-équivalence soient conservées sous l'action de Ad (A), il 
faut et il suffit que le sous-espace Q'(g), orthogonal de 2(g), soit invariant sous l'action 
de fi. En effet, soit Pl (t) et P,(t) les vecteurs de cohérence, a IYnstant t, de deux états 
tels que : 

Pl  ( t ) -  Pz (t) E 2 (g). 

On veut également avoir, à I'instant t +dt, 

ou encore, de manitore équivalente, 

d  
- ( P t - ~ z ) = â ( ~ , - ~ , )  
dt 

c'est-à-dire la relation d'invariance : 

(7) n -g;. (g) Cz 2. (g). 
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Puisque l'opérateur d est antisymétnque, il est équivalent de dire qu'il conserve le 
sous-espace c Cg). 

Lorsque fi dépend de t, les opirateurs A ~ ( H  (t)) a différents instants doivent être 
considérés comme différents mais ils engendrent une sous-algèbre de Lie de su(n), soit 
 fi). La relation (7) est valable a n'importe quel instant si 3 (g) ou 2 Cg) est invariant 
sous I'effet de Y (A). 

4. Deux manières d'utiliser les résultats précéâents méritent d'être signalées : 
(a) Lorsque l'hamiltonien H (t) est connu, on peut obtenir des ensembles g d'observa- 

bles fournissant des classes de g-équivalence stables au cours du temps; pour cela, on 
construit la sous-algèbre .9(A); on en déduit une décomposition de 2 en sous-espaces 
invariants sous l'effet de Y(A) ,  par usage des représentations irréductibles de cette 
algèbre. Des sous-espaces du type &f(g) ou 3 (g) sont alors obtenus comme sommes 
directes des espaces irreductibies cidessus. 

(b) Lorsqu'un ensemble g d'observables est donné, on peut construire # ( g )  et en 
déduire la forme la plus générale possible d'un hamiltonien conservant les classes de 
g-équivalence. 

En effet, l'ensemble des opérateurs représentant su (n) sur 8 et conservant g(g) 
engendre une sous-algèbre de Lie de su (n). On choisit, dans cette sous-algèbre, un 
ensemble d'opérateurs formant une base. 

L'harniitonien cherché est alors une combinaiso~ linéaire réelle, à coefficients dépendant 
du temps, des opérateurs de cette base. 
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I V  - E T U Q E  D E S  

S Y S T  E M E S  C O M P O S E S  

Une méthode très générale pour construire u n  système physique 
consiste a l e  former 2i partir de deux ou plusieurs systemes plus simples. 
Les propriétés du système composé sont alors définies partir de celles 
des systèmes composants e t  des propriétés d' interaction entre ces compo- 
sants. L'espace des opérateurs hermitiques es t  alors l e  produit tenso- 
r iel  des espaces correspondants pour les sous-systèmes. Les relations 
entre les états  ou opérateurs-densités attachés au systkme composé e t  
à ses composants sont obtenues dans 1 ' a r t ic le  V ,  de façon détaillée. 

Considérons deux systèmes repérés par les indices A e t  B ,  e t  
l e  système composé repéré par l ' indice A,B. Les espaces de cohérence 

de dimension respective rA = n: - 1 , 
A,B 

2 rB = nB - 1 ,  rAB = ( n A  nB12 - 1 .  Ces espaces sont 1 iés par la relation 

établ ie dans 1 ' a r t ic le  V .  Lorsque les espaces des observables gr e t  
-A - B - A 

sont munis de F-bases {Qj} e t  (Qj}, i l  e s t  possible de munir Er 
A,B 

Les relations écrites dans le  tableau récapitulatif, à la fin de 1 'appen- 
dice A,  sont valables dans toute F-base ; el les sont donc également 



valables pwr les tenseurs e t  rA'B construits sur É, à par- 
A,B 

t i r  des opérateurs ( 2 ) .  

Choisir c o r n  F-base dans e t  gr des bases standard 
r~ B 

( B - l ) ,  f a i t  de hA, rA e t  nB, rB respectivement des tenseurs sur Zr . L A 
e t  Ira, invariants par toutes les transformations O[U] introduites au 

u 

chapitre I I  1. Ces tenseurs définissent sur e t  Er des structures 
* - r~ B 

invariantes par la représentation O[U] du groupe unitaire SU(n). La 

, base ( 2 )  n'est cependant pas une base standard sur 2, , comme nous 
' A,B 

l e  constaterons plus loin. Pour définir les tenseurs et rA,B 

à partir de rA, A ~ ,  T B ¶  nous utilisons les tenseurs complexes 

O I , J , K  
donnés par la formule (A-6). Les composantes de ce tenseur 

sont obtenues en calculant les ~rodui t s  deux 3 deux des opérateurs (2 )  

ci-dessus. Nous noterons respectivement iA, ÎB, ÎAB, 1 es opérateurs 
identite, nA,  n B ,  nAB les dimensions des espacesZr , Zr , Zr NOUS 

A B. AB 
obtenons alors les formules ( 3 ) .  





On constate, par exemple sur les 1 ignes 2 e t  4, l a  présence 
1 du facteur - , qui est  un certain coefficient nIJK sur l ' espacez  . 

JnAB r~~ 

En se reportant à la table de 1 'appendice B,  on voit qu'un tel coeffi- 
cient, évalué dans une base standard, ne peut avoir cette valeur. 
Cette constatation justif ie 1 'affirmation qu'une F-base de 2 cons- 

r~~ 
truite par produit tensoriel partir de F-bases, standard ou non, de 

e t g r  n'est pas standard. Elle ne peut jamais vérifier les formu- 
B 

les données dans 1 a table de 1 'appendice B. 

Cette nouvelle F-base est par contre très bien adaptée au cal- 
cul des " traces réduites1', c'est-à-dire à 1 ' opération qui, à 1 ' é ta t  du 

système global fai tw correspondre 1 es états des sous-systèmes. Considé- 
rons le  passage du système AB au sous-système A. On obtient l'opérateur 
densité réduit de A par la définition 

Les opérateurs de la F-base deviennent alors 

Si le  vecteur de cohérence du système AB a les composantes 
P PL, c:, le  vecteur de coherence du sous-système A possède alors 
les composantes JiiB P!. Le vecteur de cohérence du système global AB 

es t  donc formé, un facteur Jn;; ou $ pres, de la somme directe des 
vecteurs de cohérence des sous-systèmes A e t  B e t  d'un tenseur de corn- 

AB posantes PJL. Ce dernier tenseur sert a décrire la corrélation entre 
les sous-systèmes A e t  B. Fano a introduit, dans le cas nA = nB = 2 ,  un 



Q 
tenseur de corrélation C   FA NO,^^] . Dans le  cas plus général étudié ic i ,  
ce tenseur peut ê t re  d6f ini par ses composantes 

Ce tenseur es t  nul lorsqu' i l  n'y a pas de corrélation entre 
les deux sous-systèmes. 

Un système décomposable en deux sous-systèmes fournit plusieurs 
exemples d 'états  équivalents au sens de Jauch 1 JAU,681. Nous avons déja 
défini de te ls  états au chapitre précédent. Si l 'on ne mesure que des 
propriétés du systeme A ,  deux états sont équivalents s ' i l s  ont meme 

A vecteur d . 

Un autre exemple est  également envisagé dans 1 'ar t ic le  V qui 
sui t  : 1 'ensemble des observables e s t  formé des observables de A e t  des 
observables de 8, i l  ne contient aucune observable agissant simultanément 
sur A e t  B. Une classe d 'états  équivalents es t  caractérisée par les  vec- 

9 teurs FA. e t  p, el le  ne dépend pas de L. Dans la note placée à la fin 
du chapitre prgcédent, nous avons établ i 1 es conditions pour lesquel 1 es 
des états équivalents 1 e restent au cours du temps. S i  nous appl iquons 
ces resul ta t s  aux états équivalents pour le  systeme A, nous voyons qu' i l  
faut e t  i l  suff i t  que 1 'espace & , en tant que sous-espace de 

A 
conservé au cours du temps. Il est  possible d'expliciter cette condition 

a " 

en posant pour tout Q: : 

a 

Or H est  une combinaison 1 inéaire des opérateurs ( 2 )  de la F-base de 

Pour al léger 1 'écriture, nous identifions syst6matiquement 
a a a a a 

M BI 1 avec M e t  1 B N avec N .  Les commutateurs des éléments de la  
- A  F-base avec les Qj sont tel's que : 



'A -A  
[QK, QJ] E su(nA) 

[SB, L QA] J = O 

'A A -A  -0 [$. 6;. Qj] = - L CMKJ QM B QL 
M 

'A -B Les éléments Q 
EJ QL ne peuvent donc intervenir que dans une somme 

K 

L f K  61: 9; , fKb R 
K 

t e l l e  que 

Cela s ignif iera i t  que la  matrice 

'A c o m t e r a i t  avec tous l es  Qj, seule la matrice nulle a ce t te  propriété 
par conséquent, les  f sont tous nuls. L'équation d'évolution du systè- 
me AB donne pour l e  sous-système A ,  une équation d'évolution indépendan- 
te  de l ' é t a t  de B s i  e t  seulement si  l e  hamiltonien est  de la forme 

ce qui revient à dire qu' i l  n ' y  a pas d'interaction entre les deux 
sous-systèmes A e t  B. L'expression ( 6 )  e s t  symétrique pour A e t  B ; 

une t e l l eévo lu t ionconse rvedoncnon  seulement2 maisaussi& 
r~ B 

e t  par conséquent2 a Zr qui es t  1 'espace associé aux variables 
r~ B 

sans corrélation uti l  isees dans 1 e deuxième exemple de relation d '  équi- 
val ence. 



Dans 1 ' a r t i c l e  V, nous étudions Bgalement les  simpl i f  icat ions 

apportées aux équations d'évolution du systeme composé dans l e  cas où 

l e  hamil tonien appart ient une sous-algèbre de su(nAB) dont l es  r e s t r i c -  

t ions aux systknes A e t  B sont de l a  forme su(mA) e t  su(mg) 
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Usage de l'Algèbre de Lie su (n) dans 19Etude des 
Systèmes Quantiques B n Etats. V. Application aux 

Systèmes CompoSes 

AUGUSTIN VAN GROENENDAEL ET JACQUES TlUlEU 
Laboratoire de Pkysique Théorique. Université & Lille 1, 59655 Villcncuve d'Ascq Cedex. France 

L'usage de I'algtbre de Lie su ( n ) ,  proposé dans les articles pnkédents, est adapté l'étude d'un 
systérne fonné de &ux sous-systèmes. respectivement ?i n, et n, états. On montre comment diverses 
notions (opérateurs-densités du i t s ,  probièmes de corrélation, équations d'évolution globales et réduites) 
peuvent êm précisés grâce au fortnalisme introduit. 

We adapt the use of the Lie aigebra su (a) we propoâed in former papers to a system made up of two 
subsystmis (cospwtively, n, and n, sraw). We show how reduced density operatm. comlation probiems, 
and overall and reduccd evolutim egu~tions. rnay bc made precise wtth &S fornialism. 

1, Introduction 

11 est fréquent d'étudier, en mécanique quantique, des systdmes composés con- 
stitués par l'union (avec ou sans interaction) de sous-systèmes composants (voir, par 
exemple. 11-31). 

Nous envisagerons, dans cet article, deux systèmes quantiques S$, (supps", 
pour simplifier, non identiques) dont les espaces des étati X,, "dee sont de dimension 
finie, respectivement nA, ne. Ces deux systèmes peuvent être cornbinrfs en un système 
SSa dont l'espace des états de dimension n,n8, est constitué par le produit tensoriel 

L'étude d'un tel systéme a fait l'objet d'une revue par Fano [4], dans le cas par- 
ticulier n, = na = 2. 

Nous nous proposons de montrer, de maniere générale, que l'usage de l'algèbre de 
Lie su (n)  que nous avons introduit dans trois articles précédents, notés 1 [ 5 ] ,  II [6] et 
iIi [7] peut être étendu à l'étude des systèmes composés Ska et permet d'exprimer de 
manière systématique un certain nombre de notions et & résultats indiqués par Fano 
[ l ,  41 et de les étendre en les reliant à des résultats bien connus de la théorie des 
algèbres de Lie. 

II. Algèbre de Lie su (n, ng) pour le Sysî4me Composé 

(a) En reprenant les définitions et notations de l'article 1, on peut associer à une 
algèbre de Lie réelle 8,*, qui est l'espace des observables de S;, isomophe à su 

Q 1985 John Wiey & Sons, Inc. CCC 0020-7608/85/020269- 18$04.00 
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(n,), de dimension r, = ni  - 1, et y introduire une F-base orthonormée (ou base de 
Fano [l]) {ef) ( J  = 1 rA). 

Un opéraîeur-âensité décrivant un état de ç8 peut alors être écrit: 

où le vecteur de cohérence P'" est un vecteur appartenant à un espace réel euclidien 
TrA, de dimension r,, que nous appelons désornais espace de cohérence de S$. 

On a [Formule 1-(131: 

(L'égalité est réalisée pour un état pur.) 
(b) De même, on peut associer à S:, une algebre de Lie réelle?,, isomorphe à su 

(na), de dimension rs = ni  - 1 et y introduire une F-base {QK) (K = i + rE), 
ainsi qu'un vecteur P1%fini par une relation du type (2') et appartenant à l'espace 
de cohérence g-;, de Sp. On a également: 

(p")' nE(n8 ' 1).  (3') 

(c) Au système composé S$', on peut associer l'algèbre de Lie %,-A,, . isomorphe à 
su (nAne) de dimension r , .~  = nini  - 1 (qui est différente de rArB). 

Une F-base peut alors y être introduite grâce aux produits tensoriels suivants, 
précisant ceux indiqués par Fano [ l ,  41: 

6!@ îB/v&, J = 1 + r A ,  (4a) 

îA/l.\/n;6g&, ~ = l - * r ~ ,  (4b) 

& @ d g ,  J = 1 -,TA, K = l + r 3 ,  ( 4 ~ )  

soit au total: 

7 opérateurs qui sont orthonormés au sens de Fano [le facteur l / f i  ou l/t n, est 
introduit dans (4-1) ou (4-2) pour assurer la normalisation]. En effet, on a bieri, 
d'après les propriétés du produit tensoriel, et des F-bases de 8, et Zr, , par exemple: 

Tr($ C3 6;) = TrA 6: . Tr. a: = O. ' 

[(' î )  î"] 1 
Tr Q j @ -  v& Q:Qx - - ~ r , ( ~ : ~ : ) . T r ~ f ~ = 8 ~ , ~ ,  

nl3 

Puisque l'on possède r A , ~  opérateur orthonormés. ceux-ci forment bien une base de 
' ~ A . B '  
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D'autre part, le commutateur (multiplié par i )  de deux éléments de %,., est un 
opérateur hermitique de trace nulle, c'est-&-dire un élément de l'espace des observa- 
bles de %,., qui possède bien la saucnve d'algèbre de Lie réelle. L'appendice A 
rassemble les formules utiles au cakui dm coounutateurs des éléments de %,.,. 

(d) Par analogie avec (2), tout opérateur-densité décrivant un état du système 
composé S$' peut être écrit sous la forme: 

avec respectivement [voir formule 1-( 1 l)] . 

PB, = n,ng Tr PA.' - Qp Q X  , [ ( )1 
Remarquqs 

(a) On peut voù facilement {formule (A-l)] que l'ensembk %, @ îs, isomorphe à 
su (n,), est une sous-algèbre de Lie de su (nAna), ce que l'on peut écrire: 

63 fB e gr,,, . (7a) 

De même, on a: 

ÎA Qp Cer8 C %,, . (7b) 

tandis que l'ensemble 8, @ %, est seulement un sous-espace vectoriel de S,,, , soit 

On peut écrire 

sr,., = (gr, B îS) @ ( î A  €3 %,) @ (%, @ % , ) .  (9) 

(b) Il est facile d'obteni~ une SOS-algèbre de Cartan %',A,-, de %,., (sous-algèbre 
de Lie abélienne maximale, de dimension n , n ~  - 1) lorsqu'on connait une sous- 
algèbre de Cartan %:,-! de %, et une sous-algèbre de Cartan %",,,, de '&, . 

On peut écrire: 

sn,.,-, = (%n,-, 63 îB)  $( îA  @s;,-,)  @ (%;A-, @%',,-,). ( 10) 

Rappelons [5] qu'il ne peut exister, pour le système composé S B ,  que nAn8 - 1 
observables (de trace nulle) commutables deux deux et linéairement indépendantes. 

(c) D'après la définition (5) et corrélativement à la formule (IO), l'espace de cohér- 
ence global Zr,., peut être décomposé en une somme directe de sous-espaces, soit: 

TrA., = 8% @ gr, @ (0, (11) 
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Le vecteur de cohérence giobal est alors écrit sous la forme 

avec les vecteurs "partiels" 

P1' E %,A* 

Pd E TrB 9 

P E grA B grB - 
(Pa définition, PAB a dans la F-base (4) les composantes P$:, nurmirotées par deux 
indices, l'un J rtlatif à Si, l'autre K relatif à Si.) 

D'après les propriétés générales des opérateurs-densités et des vecteurs de cohér- 
ence, on a la relation 

L'égalité conespond à un état pur de Sif8. 
(d) L1 est intéressant de noter, dans un but pratique, que l'existence de la F-base 

(4) montre la possibilité de construire une F-base d'opérateurs (ou une représenta- 
tion matricielle fondamentale de dimension nAne) de su (nAne), à partir d'une 
F-base (d'opérateurs ou de matrices de dimension n,) de su (n,) et d'une F-base 
(d'opérateurs ou de matrices de dimension ne) de su (a,). Cette possibilitk pennet de 
simplifier les calculs nécessaires à l'obtention d'une F-base de su (nAnB) en four- 
nissant, par exemple pour su (6), une F-base maaicieile & dimension 6, à partir 
d'une F-base matricielle de dimension 2 pour su (2) et d'une F-base maaicieHe de 
dimension 3 pour su (3), au lieu de constniire, par le pmédé indiquk dans 1, une 
F-base de su (6) à partir d'un système orthonoxmé complet de %ez Q9 X 3  [8,91. 

III. Opérateurs-Densités Réduits pour tes Sous-Systèmes 

(a) On sait qu'il est possible de définir et décrire l'état d'un sous-système de S$' à 
l'aide d'un opétateur-densit6 réduit f2,3]. Par exemple, pour Si considéré comme 
sous-système de S$B, on peut décrire l'état par un opérateur-densité P A  défmi par 

ou, de manière équivalente mais pius simple 

Pour Ie sous-système St, on a de même: 

(b) A partir de la définition (3, on trouve facilement 
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formes identiques à (2) si l'on pose 

Remarque 
Il est important de noter que le vecteur de cohérence relatif au sous-système S: 

(respect SQ) est le vecteur PfA (respect. P") et qu'il di&re par un facteur numérique 
l/V/nS (respect. l/G) du vecteur "partiel" P (respect. PB) du vecteur de cohér- 
ence global P (formule (12)]. 

IV. Etats Globaux Equivalenîs-Probl&m de Corrélation 

(A) D'après les définitions données pour les opérateursdensités réduits à partir 
d'un opérateur-densité PA,, décrivant l'état du système composé SP."état que 
nous appelons global pour bien le distinguer des états des sous-systèmes-on voit 
facilement, à pàrur de la fonne gendrale (5) de fi,,,, que tous les états globaux qui 
possèdent le même vecteur "partiel" P' (de composantes Pi, J = 1 -* r,)  four- 
nissent la $me v $ u r  moyenne pour une observable quelconque &' de s$ (ou une 
observable GA 8 2 a de S$ '). 

En utilisant la notion d'états (globaux) équivalents, intraduite par Jauch 12; voir 
égaiement Il, on peut donc dire que tous ces opérateurs-densités, que nous noterons 

(PA), sont {GA)-équivalents; nous les appellerons des états SQ-équivalents. 
De même, des opérateurs-densités PA.# (p) (P' fixé dans %,#) décrivent des états 
SQ-équivalents. 

On peut aussi considérer des états S$-SQ-équivalents décrizs par des opérateurs 
densité? P A , #  !p. (P" et fixés), pour lesquels les valeurs moyennes des observ- 
ables GA €3 Z' et 1" @ Ga sont les mêmes. Ces opérateurs-densités diferent entre 
eux par le vecteur partiel P"". 

Les états SQ-équivalents (respect. $5-équivalents) sont ceux qui fournissent un 
meme état pour le sous-système S$ (respect. g). Les états sG-SQ équivalents four- 
nissent simultanément un même état pour S;j et un même dtat pour Sg. 

Une classe de SG-S~équivalence est caractérisée par une paire de vecteurs partiels 
P', PB et l'on voit facilement que l'opérateur-densité 

appartient à une telle classe et peut en être choisi comme élément représentatif 
(voir 1). 

(B) (a) La corrélation entre les deux sous-systèmesnSl et>$ constituant le système 
sGE est étudiée à l'aide d'observables de la forme GA (8 GE, puisque toute observ- 
able de SGE peut être exprimée (dans le cas nA et ns finis) comme une combinaison 
linéaire réeile de tels produits tensoriels, par exemple des éléments de la F-base (4). 

On a ainsi, de manière générale, pour un état global caractdrisé par le vecteur de 
cohérence op, PB, PB), 
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On voit facilement que, pour 1'é:zat (18) (correspondant à = PlA @ plE) on a: 

T ~ [ P ~ - ( G ~  @ GE)] = (GA 63 3)'; P, PB, piA Qg PIS) = (GA; plA) (GE; PI') . 
(20) 

(20) exprime l'absence de corrélation entre les propridtés de Si et celles de Sz et 
l'opérateurdensité (18) décrit donc un état nontodlé  du systtme composé SaB. 

(b) Il ,est courant d'exprimer la codlation ;i l'aide des quantités 

( e A  @ 6'; P, pl), P B )  - (êA; plA) (3'; P'? . (21) 

Puisque toute observable de S$' peut être exprimée à l'aide des observables de la 
F-base (4) et que seuls les opérateurs (4-3) ont un intérêt pour l'étude de la corréla- 
tion, il suffit de considérer les expressions (23) de la forme 

cg = (6: @ 6;; P, PB, P B )  - (&; PlA) (6;; PfB> , (22) 

qui sont les éléments d'une matrice rectangulaire (tenseur) à rA lignes et rl, colonnes. 
Celle-ci constitue une généralisation de la matrice de corrélation introduite par 

Fano [4], pour le cas particulier nA = nE = 2. En tenant compte des définitions (19), 
(20) et d'une remarque précédente, on voit facilement que l'on a 

On obtient ainsi une expression simple des coefficients de corrélation à partir des 
vecteurs de cohérence. 

(c) Des résultats ci-dessus, on déduit facilement que l'opérateur densité peut 
être écrit sous la forme: 

formule qui généralise ceHe obtenue par Fano pour nA t nB = 2. 
D'après (230, on voit que si @A,E a la forme (18) d'un produit tensoriel, on a 

c;! = O, (V J ,  K) en vertu de l'indépendance linéaire des Q: @ Q; et l'état corre- 
spondant est un état non-corrélé; rkciproquement, si !a matrice de corrélation est 
nulle, peut être écrit sous la forme d'un produit tensoriel. 

(d) On obtient facilement le résultat suivant 
1 

Tr fi:., = ~r,,(@"~ . TrE(p,"d)' + 2 2 (c?:)~ + A 2 2 P;~PK S 1 , 
J K J K 

(24) 

que l'on peut encore écrire uniquement à l'aide des vecteurs de cohérence 

(e) Lorsque les états réduits fi," et fi? sont tous deux des états purs, on sait [par 
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ex. 21 que S$, est nécessairement dans l'ktat pur: 

fi,,, - eA es eF. 
On a alors: 

Tr P i . 8  = Tr,,(fiY)' = TrB(pFl2 = I 

et la relation (24') devient: 

(PB)2 = ( P ' ~ ) ~ ( P ~ ~ ) ~ ,  

en accord avec (25) qui conduit à 

V. Evolution du Système Composé SSB 

(a) L'évolution de l'opérateur-densitk f1,,,,4volution que I'on supposera hamil- 
tonienne-peut être itudide à partir de l'équation différentielle bien connue 

où fî est l'hamiltonien du systéme composé S y .  Dans la F-base, fi peut être écrit 
sous une forme d o g u e  & (5) ,  à l'aide de ses composaates H 'f, H '5: et HI: dont les 
expressions sont rassemblées dans l'appendice 3. 

(b) On peut aussi, de manière générale (voir II), étudier l'évolution de l'état de 
S$B par celle du vecteur de cohérence P dans l'espace de cohérence gr*,, , grâce à 
l'kquation vectorielle [voir formule LI-(35')j. 

où fi est une mamce nielle antisyméaique, de dimension rA3,. 
En corrélation avec la forme (12) du vecteur & cohérence global, on peut écrire la 

matrice globale d'évolution fi sous la forme supermamcielle: 

fi:, 6;. KA! sont des matrices réelles antisymétsiques, respectivement de dimen- 
sion ni - 1, n i  - 1, et (ni - l ) (n i  - 1). 

Les éléments de su (nA) et ceux de su (n,) agissent sur les espaces différents %,, et 
%, et commutent donc entre eux. On en déduit: 

fi& est une matrice réelle rectangulaire à ni  - I lignes et (ni - 1) 
(ni - 1) colonnes et I'on a: 

Z 

ip = -A:,. 
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Enfin, OzB est une matrice réelle rectangulaire à ng - 1 lignes et 
(ni - 1) (ne - 1) colonnes et l'on on a: 

N 

6 y  -&. 
Compte tenu & ces indications, fi a la f o m  supermatricielle 

& O  
(29) 

(c) L'équation vectorielle (27) peut alors 8tre séparée en 3 équations vectorielles 
partielles 

Les deux premières montrent que les évolutions de PA et PB (c'est-&dire des états 
des deux sous-systèmes) ne sont couplées que par l'intermédiaire de PB. 

(d) Nous savons [voir article II] que l'opérateur R peut être considéré comme 
l'hamiltonien agissant sur l'espace de cohérence 8, ,. Ses éléments matriciels 
peuvent être obtenus, par un caicul sans difficulté de principe, en identifiant, dans les 
deux membres de (26), les coefficients relatifs à un même élément de la F-base (4). 
Des simplifications peuvent être apportées à ce calcul, d'une part en utilisant les 
résultats généraux de II, d'autre part en tenant compte de la décomposition (11) de 
l'espace K.,. 

Les résultats de ce caicul sont réunis dans l'appendice C. 

VI. Usage de Sous-Algébres de Lie Dans les Problèmes D'Evolution 

(a) Les équations (27) ou (30) constituent un système différentiel de r , , ~  équations 
du ler ordre, dont l'expression détaillée est nès lourde et la résolution souvent peu 
aisée. Certaines simplifications peuvent y être apportées en utilisant, comme il a été 
indiqué dans l'article III, l'existence de sous-algèbres de Lie. A 

En effet, les résultats de III montrent que, si l'hamiltonien H appartient à su (m), 
sous-algèbre de Lie de su (n), l'espace de cohérence %, peut être écrit sous la forme 
[voir relation III-(20)l. 

'4f, = 8, @Sq, (31) 

où%, (q = rn2  - 1) est l'espace de cohérence relatif à su (m)  et %: son espace 
complémentaire. 

Si l'on écrit corrélativement: 

P = P' G3 Y ,  (32) 
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avec 

P' E%#, P" ET;, 
les vecteurs P' et P" tvoluent idtpendammnt l'unl& I'auae, c'est-à-dire que les 
sous-espaces g,, et %', sont invariants sous l'effet de H. 

(b) Pour appliquer les considCrations cidessus à l'évolution d'un système com- 
posé, nous envisageons, pour fixer les idées, un exemple d'intérêr physique fréquent 
(interaction de spins soumis à des champs magnétiques), en supposant que, dans la 
formule (A-7), l'hapiltonien appartient à une sous-algebre de Lie su (m,) de 
su (nA)(mA < n,), HE à une-sous-algèbre de Lie su (m4) de su (n5)(m4 < n E )  et 
l'hamiltonien d'interaction au sous-espace su (m,) 63 su (m5) de su (n,) 8 
su ( n ~  1. 

Les F-bases respectives de %, et %, sont adaptdes à l'usage de ces sous-algèbres, 
de manière que l'on ait: dans %,, la F-base 

{â:} = {GA,, PL> 9 

avec 

avec 

P' E ZqA; P" € 

Dans 8,, la F-base 

ce:> = {ê.,,êM) 
avec 

[On a corrélativement 

BrB=%<I1)$%~B ( q ~ = m i -  l ) ,  

P S = P " ' $ p B " ,  
avec 

Les hypothèses introduites ci-dessus pour l'hamiltonien sont alors exprimées par 
les conditions relatives à ses composantes: 



278 VAN GROENENDAEL AND W U  

(c) 11 suit de? conditions (39a), (39b) et des fotmuks (B-1) et (B-2) que les 
matrices fi': et 0: sont de la forme plus simple: 

D'autre part, en utilisant le fait que su (m,) et su (ma) sont des sous-algèbres de 
Lie, on a [Voir III-(17)] 

f", ? y " , ' @  y:, (4 1 a) 
A- où +A,' est une matrice carrée antisymétrique agissant sur gqA, y ,  une matrice carrée 

antisymétrique agissant sur %:A. 

De même: 

f B  = +$'@Y:, (41b) 

où y;' agit sur Tqe, 9: sur Ti,. 
Les matrices (40) peuvent alors être écrites: 

6': = &:cl?&:, (42a) 

fi", 6;: 63 &RB., (42b) 

où, par exemple, fi::, agissant sur le sous-espace %, est fournie par une relation 
analogue à (Ma), soit 

1 m i - 1  
fi':: = - - 2 HA,?:','. 

fi a- ,  

(di En vertu de (34), (36) et (Il) ,  on peut ocrire la décomposition 

%,A @ TrR = cgqA @ gqR) @ (zqA @ $6) @ (siA @ zqn) @ @ %&) 9 (44) 

et corrélativement 

pAû = p A ' B '  $ p ' B "  @ p " B '  $ p4a'. (45) 

(L'indice ' est lié A l'espace de cohérence associé à la sous-algèbre, l'indice " à son 
sous-espace complémentaire.) 

Il est imponant de remarquer que, d'apres les hypothéses (39c), l'hamiltonien 
d'interaction HM "appartient" à gqA (8> gqj,,. ii s'en suit que les 4 sous-espaces figurant 
dans (44) sont invariants sous l'effet de l'hamiltonien. 

(e) Les formules générales (5-3), combinées avec les conditions particuliéres (39) 
permettent d'écrire la matrice RM sous h forme supermatricielle 

La sous mamce &:a, a les éléments mamciels 
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et la sous-matrice fi$B, 

Ces formes'sont analogues à (C-3) mais i l y  figurent que les matrices 9;' ou les 
matrices +$'. 

On a des relations semblables pour la maaice fi%. 
(f) En utilisant encore le fait que su (m,) et su (m,) sont des sous-algébm de Lie, 

on muve fadement que l'on a pour les matrices (C-7) [comparer à (41a) et (41b)J 
& = & ' $ Â A "  a 

a P (48a) 
A", g $A;. (48b) 

Compte tenu de ces résultats et de la remarque faite en (dl, la matrice c a d e  &z 
peut ètre écrite sous la fonne suivante, lite évidemment à (44) et (45). 

&4B = &:a: @ $, &+"El $ &%" AB A B  AB' A 7 9  AaB' . (49) 

Les sous-mamces figurant dans (49) ont des formes analogues à (C-8). Par exem- 
ple, 6;:; est de dimension (mi - 1) (ni - mi) et l'on a: 

(g) Compte-tenu de tous les résultats prgcédents, on peut écrire les équations 
d'évolution partielles suivantes, en les séparant en 4 sous-ensembles non couplés. 
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Ces équations montrent que l'on peut regrouper les vecteurs partieh qui composent 
le vecteur total de cohérence P d'une mani&re différente de celle utilisée jusqu'à 
maintenant et écrire 

P = P' $ p l A ,  $ Pi") $ e:g, (52) 

avec 

PI = fYL' $ PB' $ P"' E TqA 63 gqU @ @$A 8 Tg#) (52'a) 

[ce vecteur a m:mi - i composantes]. 

plA, = Po $ P.B' E $ (TL O Tqn) (52'b) 

[ce vecteur a (ni - m:)m; composantesj. 

PïR, = p $ P""" E Ti,, $ (TqA @ %in)  (52'~) 

[ce vecteur a m:(né -; m i )  composantes]. 
Rappelons que a (ni - m i )  ( n i  - m i )  composantes. 
Les équations (51) peuvent dors être remplacées par les 4 équations vectorielles: 

La forme des diverses mamces partielles figurant dans (53) est indiquée dans la 
partie If de l'appendice C. 

D'aprés (53), chacun des sous-vecteurs de P est soumis à une évolution hamil- 
tonienne (non couplée h celle des autres) qui est exprimée, dans le sous-espace de 
ohérence correspondant, par le caractère antisymémque d'une sous-matrice de 
0. D'apks les propriétés générales d'une telle évolution (voir articles II et iïI), on 
a les 4 constantes du mouvement conjoncturelles suivantes (relatives au systéme 
global S2'): 

Pi' = (P')' + (P')2 + (PA'")' = C (P:)* + 2 ( P B )  + 2 (54a) 
a B a i 3  
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L'usage des sous-algèbres de Lie su (m,) et su (me)  entraîne donc l'existence de 
4 constantes du mouvement, au lieu d'une seule, celle fournie par P< dans un cas 
quelconque (voir 110. 

Dans certaines éîudes, on peut ne s'intéresser qu'au vecteur partiel P et à son évo- 
lution qui a lieu dans un espace dont la dimension mimi - 1 peut être notablement 
inférieure à n i n  - 1 .  
R e m q u e  

Pour le système composé SQsB, si l'on considère l'ensemble r' formé par les 
observables: 

4: 8 I ~ ,  

î A  8 ~ " s  
6: @ QS, 

tous les opérateurs-densités PA,B(Pf) (voir paragraphe IV ci-dessous), possédant ie 
même vecteur partiel P' [et diffbrant entre eux par les vecteurs P:,, ou PiB, OU P$$ 
sont des états équivalents au sens de lauch) et cette r'-équivalence @sr consentée au 
cours de i'évolution du système composé, puisque P' évolue indépendamment des 
autres vecteurs partiels. 

On voit ainsi que la notion de r-équivalence introduite par Jauch, au moins 
implicitement, comme une notion instantanée et pouvant donc dépendre de l'instant 
considéré, peut, dans certains cas, recevoir un sens indépendant du temps et être coo- 
sidérée alors comme une propriéte "constante du mouvement" (de nafure ssnicturelle, 
puisque liée à la nature de l'harniltonien du système qui enmine l'usage possible de 
sous-algèbres de Lie). . 

Exemple. Envisageons un spin SA = i et un spin SB = 1 soumis à un champ mag- 
nétique et à une interaction isotrope. On a donc: 

n, = 2, r, = 3 avec usage de su (2) = g3 

On sait que les trois opérateurs de spin S,, S,, 3: (qu'on peut supposer normes) 
' 

forment une base orthogonale de su (2) qui est une sous-algèbre de Lie de su (3). 3 n  
peut donc choisir des F-bases dans %, et g8 telles que: 

{ê:} = {Q: = s:,ê: - sv,fj: = s:,, 
(6;) = {GY = S;,e:= s;,s:= sa,ê:) (M ~ 4 - 4 ) .  

L'hypothèse d'interaction isotrope entre les deux spins est exprimée par la forme: 

où sAn est une constante de couplage spin-spin. 
Dans ces conditions, les seules composantes non nulles de l'hamiitonien sont: 
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, Hg, H% 
On peut évidemment utiliser une sous-alg&bre "commune" à S., et SB, soit SU (2). 
On a alors me =. m, = nA = 2 et les divers vecteurs partiels de (52) ont alors 
les dimensions: 

A B - l = 1 5 .  Pt, q.,,~ = m2m2 

F A  = O (dimension O), 

YB, = m:(ni - m i )  = 20, 
PA'B" = O (dimension O) . 

(Dans cet exemple, on a Â, = 0, Â i  = 0, d'où découle la valeur nulle de deux cies 
vecteurs partiels.) 

Si l'on envisage le même problème pour SA - 1, SB = 2, on a: 

n,, = 3, rA = 8, avec usage de su (3) = % 8 ,  

ng = 5 ,  r~ = 24, avec usage de su (5) = %24 , 

rA.5 = 224. 

On a encore la sous-algèbre commune su (21, donc m, = ma = 2. Les vecteurs 
partiels sont: 

P' , dq dimension mirni  - 1 = 15 , 

P?A), de dimension (ni - m:)mi = 20, 

p;$) , de dimension m:(ni - m 3  = 8 4 ,  

, de dimension (ni - m i )  (n i  - m i )  = 105 . 

MI. Evolution d'un Sous-Systènie 

Revenant au cas gé~éral, nous envisageons rapidement l'évolution d'un sous- 
systbme, Si par exemple, du systéme composé SpB.  NOUS avons vu que l'état de Sc 
peut être décrit à l'aide du vecteur de cohérence P"' = (l/t/n8)P' où P" est un 
vecteur partiel du vecteur de cohérence total P. 

L'évolution de l'état de S$ peut donc être décrite par se!le de PA dans l'espace %,A, 

c'est-à-dire à l'aide de la lere équation partielle (30) (équation que l'on peut aussi 
appeler "équation réduite", sous-entendu à S$), que nous pouvons écrire: 

ou, pour ses composantes 
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Cette Oquation ne décrit plus, en gCnéral, une évolution hamiltonienne, à cause 
d'un terme "ext6rieur" B SQ, ceiui qui fait inte~enir la matrice reetangulain-non 
anrisymétrique - AL. 

il s'en suit que le module de P' n'est pas une constante du mouvement (comme 
dans le cas d'un système isoi6). On peut le vérifier facilement partir de (56'); en 
effet, on a: 

ou encore, d'après la propriété (B-J'), 

Remarques 
(a) Si l'on a [absence de corrélation-voir formules (18) et (B)] 

(57) devient dors: 

et l'on a bien la constante du mouvement (P")'. 
(b) Dans (56) ou (56'), la sornrne sur K décode de la &iction à SQ, de PA,B et de 

son équation d'évolution, c'est-à-dire d'un calcul de trace sur &eB. Compte tenu de la 
difficulté de connaître PB et son évolution pour pouvoir étudier celle de P, il est 
bien connu [par ex. 2,4, 101 qu'il est souvent indressûnt de &wpler l'cquation (56) 
des équations d'évolution des auves vecteurs partiels, en remglaçaat le 2eme terme 
du second membre de (56) par un tenne approché. Un tel pmcédé, faisant le plus 
souvent appel à des considérations d'ineversibilité et d'interactions aléatoires, con- 
duit dors à une équation pilote (en anglais, master equation). 

Appendice A. Formulaire pour le Produit Tensoriel 

[fi: €3 îi,, 6:. 63 fa] = [&, Q:,] @ îB. (A. 1) 

[ T A  63 QK, 1, €3 QK.1 = TA 63 [cg, (A.2) 

[& 63 îB,& €3 dg,] = [ê:,&.] 63 &,, (A.3) 

[&@ ê", îA €3 ês] = 6: €3 [fi", dX.1. (A.4) 

[b: 63 î., f, 63 @Kr] = O, (A.5) 

[& 63 ê ~ ,  QI, 63 ÔK.1 = i[&, d1.163 [&,$K.j+ + i[$, &]+ 63 [&, &]. 
(A.6) 
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Appendice B. Hanaiitonien du Système Composé 

(B.1) 

avec 

De même: 

On a aussi 

H$: = ~ r [ f i ( Q $  iâ> &)] . 

Remarque 
L'hamiltonien du systkme composé est habituellement écrit sous la forme: 

fi = 3 @ + + $6. 03.7) 

En comparant aux formules précédentes, on voit que l'on a: 

3 = firA/G, tB.8) 

H E  = HtB/<. 03-91 

Appendii  C. É16ments de la Matrice D~EVOIU~~OII  

1. Les sous-in~mces figurant dans la forme (29) de fi ont les expressions suivantes 
où figurent les composantes de l'hamiltonien indiquées dans l'appendice B. 

OU encore 

(C. 1') 

fi est la matrice antisyrnéüique formée partir des constantes de structure C ~ ~ J -  de 
l'aigèbre de Lie su (n,).  [Voir II, formules (21) (36)]. 
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(b) De même: 

où S: est la màtrice antisyméaique formée à partir cies constantes de structure C& 
de 1'aigèbt.e su (as). 

(c) La maaice rectangulaire && a les éléments matricieis suivants (il convient de 
remarquer que les colonnes sont numérotées par deux indices, l'un relatif à S$, 
l'autre à q). 

On voit facilement que l'on a: 

( & ) J . , K  = - ( ~ ~ M ) I . . J K  . (c.3') 
(d) On a de même la matrice rectangulaire &, d'éléments 

(e) Pour exprimer la matrice c a n k  d l .  on a-besoin. h côté des matrices anti- 
symémques du type f ,  de matrices symétriques A qui sont consnuites à partir des 
composantes, dans une F-base, des anticomrnutateurs de deux éléments de la base. 

Pour Sc par exemple, on peut ainsi écrire [9] 

d'où 

D$r -: ~r (d r~ [g? , ,  d$3+) . 
On vérifie facilement que DfrP est compiètement symétrique par rapport à ses 

trois indices (Rappelons que les constantes de structure C,I.p sont complètement 
antisyméaiques) . 

On définit aiors les matrices symémques & d'éléments 

(Â:)~J- = D$r. (C.7) 

La matrice 8: d161éments est dtfmie de maniliihe analogue à partir des anticom- 
mutateurs des éléments de la F-base {Qi) de su (na). 

On peut alors écrire sous la forme 
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11. Lorsque I 'hdtonien "appartient" aux sous-algèbres be Lie su (m,) et su (mB), 
la matrice d'évolution globale peut être écrite sous la forme (voir formule 53): 

avec les matrices partieh antisymétriques 

A, - (C. 10) 
N W 

fi;:;: 
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V - E V O L U T I O N  N O N  

H A M I L T O N I E N N E  

Nous avons vu au chapitre précédent que, même dans l e  cas où 
1 'évolution d 'un  système e s t  déterminée par un hamiltonien, i l  n'en e s t  
en général pas de même pour ses sous-systèmes. Ce cas se presente fré- 
quemment. Par exemple, dans u n  gaz, i l  e s t  usuel d '  introduire un  opéra- 
teur-densité à une particule, beaucoup plus facilement u t i l  isable que 
l'opérateur-densité du gaz t o u t  entier.  

L'équation d'évolution de cet  opérateur-densité réduit peut 
a priori ê t re  très compl iquee. Une approximation souvent acceptabl e con- 
s i s t e  à admettre une équation linéaire du premier ordre pour l es  élé- 
ments matriciels d ' u n  tel operateur 6. Cela correspond à l'équation de - 
Redfield c i tée  dans l ' a r t i c l e  VI qui sui t .  Le commutateur avec H e s t  
en f a i t  un operateur linéaire sur 6 

* 
ce qui défini t  u n  super-opérateur S par 

- 
'jk,gm - Hj!L 'km ' Hmk 'jQ 

A 

Dans l ' a r t i c l e  VI cet opérateur a e te  inclus dans R ,  de  sorte 
que l e  super-opérateur R pour lequel les  formules sont établies donne 
1 'équation d'évolution 



Le superopérateur est  bien entendu soumis à certaines restric- 
tions pour que 1 a solution soit  un opérateur-densi té. Transformer cette 
équation en une équation portant sur l e  vecteur de cohérence correspon- 
dant sat isfai t  immédiatement les conditions sur la trace e t  l ' h e r ~ i t i c i -  
té. 

. Il es t  à noter que l'équation q u i  é t a i t  linéaire pour b ne l ' e s t  
plus pour l e  vecteur de cohérence P. En effet, e l le  est  devenue 

Cependant une combinaison linéaire quelconque d'opérateurs B n'a pas de 
sens physique. Une combinaison ayant un sens physique es t  le mélange 
statistique qui correspond à une combinaison linéaire te l le  que l a  som- 
me des coefficients, tous non-négatifs, soit  1 .  Cette opération sur les 
opérateurs-densités correspond à la même opération, avec les mêmes poids 
statistiques, sur les vecteurs de coherence. Si les constituants du me- 
lange satisfont l16quation ( 3 ) ,  on constate que, dans ce cas, l e  mélan- 
ge sat isfai t  la méme équation. Deux problèmes doivent maintenant etre 
résolus. Le premier d'entre eux consiste à trouver à quelle condition 
sur la matrice M e t  le vecteur fi, l e  domaine de cohérence 0 sera con- 
servé dans 1 'évolution. Le second consiste B séparer les termes de cette 
équation en termes susceptibles de recevoir séparement une interpréta- 
tion physique. 

Dans l ' a r t ic le  VI qui suit,  nous utilisons les critères de 
définition du domaine O des vecteurs de cohérence, obtenus au chapitre 
I I ,  dans l ' a r t ic le  IV. Nous obtenons l e  critère suivant pour que l e  
domaine 8 soit conserné : 

71 ~a.u;t EX Lt bud&Lt que, pautr .toute paihe dté,ta.t2 yxlttcr ontho- 
1 et ? [ B I  , g o w x  P 

Rappelons ici que des états orthogonaux ne sont pas représen- 
tés par des vecteurs de cohérence orthogonaux. Nous avons montré, dans 



1 'appendice B, que, dans ce cas, l e  produit scalaire es t  

Par a i l  leurs, chaque sous-algebre de Cartan & de & est  
engendrée par un ensemble de n états purs orthogonaux qui sont les  som- 
mets d 'un des simplexes réguliers considérés, au chapitre I I ,  dans 1 'ar-  
t i c le  IV. Pour chaque ensemble de n états  orthogonaux, on a a lors- la  
relation 

car l e  centre du simplexe es t  l e  vecteur n u l .  Cette propriété a été 
uti l isée pour déduire de la  condition nécessaire e t  suffisante (4) ,  deux 
relations nécessaires mais non suffisantes. Ces relations sont plus sim- 
ples, en ce sens qu'elles ne concernent qu'un é ta t  pur a la fois.  Elles 
ont été établies dans l ' a r t i c l e  VI sous la  forme suivante : 

On en déduit immédiatement que 1 'on doit avoir, pour tcut état  p u r ,  

A partir de ces résultats, nous allons déterminer, dans le  - 
cas n = 2 ,  les couples de  fi) qui définissent une loi d'évolution posi- 
tive. 

Nous savons déjà (cf. ar t ic le  IV, au chapitre I I )  que, dans 
ce cas, les états  purs sont représentés par les vecteurs ? de module 
J!. Deux états purs orthogonaux sont représentés par des vecteurs oppo- 

-+ - ( a )  , d'états purs sont les couples F, -P  te ls  sés. Les couples P 

que 1 ( 1  = . La relation ( 4 )  prend donc 1 a forme 



Cette équation équivaut h ( 7 ) .  Dans l e  cas général ( n  > 2 ) ,  la relation 
( 4 )  serait évidemment beaucoup plus restrictive que ( 7 ) .  Mous observons - 
aussi que la condition (8) ne porte .que sur la  partie sydtrique de M. 

Nous avons remarqué, dans le  paragraphe III  de 1 'art icle IV, au chapi- 
t r e  I I ,  que la partie hamiltonienne de l a  loi d'évolution es t  sans in- - 
fluente sur son caractère positif. Dans le cas n 2, un hamil tonien H 
(de trace nulle) peut toujours être écr i t  suivant (111-4) 

La F-base choisie peut être la F-base standard construite 3 partir des 
matrices de Pauli (*)  

On en déduit suivant (11-7) un opérateur d'évolution hamiltonienne 

agissant sur Er. Les opérateurs Y J  sont définis L partir de (111-1) e t  
( I I  1-2) 

(*) L'ordre de ces matrices est celui impliqué par les conventions de 

l'appendice B 



Ces trois matrices forment une base de 1 ' espace. des matrices 3x3 anti- 
symétriques. Les égal i tés ( 9 )  e t  ( 1 1 ) établ i ssent une correspondance 
entre les opérateurs hamiltoniens s u r d e t  les matrices antisymdtri- 
ques sur Zr. Puisque 1 a partie hamil tonienne de 1 ' équation d' évol ution 
est sans influence dans l e  problème étudié, nous considererons désormais - 
uniquement des matrices M symétriques, Cette simpl ification est valable 
uniquement pour n = 2. Si n > 2 ,  certaines matrices antisymétriques - doi- 
vent Gtre conser ées. En effet, les matrices hamiltoniennes il données 
par ( 1  1 )  forment un  espace de dimension nZ  - 1 ,  alors que les matrices 

antisymétriques forment un espace de dimension plus grande 
(n2-1 ) (n2-2) 

2 
Une matrice symétrique possède une base orthonormée de vecteurs propres 
e t  les valeurs propres associées sont réelles. Nous numérotons l e s  va- - 

. 1 eurs propres de M dans 1 ' ordre 

e t  util isons les vecteurs propres corne base de 1 'espace Zr. Le proble- 

me est  alors exprimé par 

De la reli?tion (13 ) ,  nous pouvons immédiatement déduire, en 
prenant un seul PJ non nul (égal a , la relation simple 

OU encore 

- 
Les valeurs propres de M sont donc négztives ou nulles. 
Cette relation nécessaire est uti le car e l le  est beaucoup plus simple 
que l a  condition nécessaire e t  suffisante obtenue plus loin. 

Nous restreignons encore le problème en introduisant les  
temps de relaxation T , ,  -r2, r3, relatifs aux éléments pl,, "2 e t  pi2, 
e t  en supposant 1 'élément p I 2  non couplé avec les autres par relaxation. 
Nous obtenons al ors 1 es équations de Bloch [BL0,46] , [B~0,52]. 0 '  après 



une remarque précédente, la partie non-hami 1 tonienne de 1 ' équation d'  évo- 
lution est  la seule partie à considérer ; el le  peut alors 6tre écr i te  

4 

Les opérateurs QJ sont pris égaux à 

Les formules ( 2 7 )  de l ' a r t i c l e  IV donnent al ors la matrice 

en posant 

M e t  l e  vec- 

Suivant les appellations utilisées dans la théorie de la résonance ma- 

gnétique, T est le  temps de relaxation longitudinal, r j  est le  temps de 
relaxation transversal . La relation (13) à vérifier se réduit à une iné- 
galité qui doit étre vérifiée pour toutes les valeurs de l a  seule varia- 
ble P l ,  appartenant à 1 ' intervalle [-fl, a] 



Pour obtenir ce t t e  relation, nous avons tenu compte de l ' éga l i t é  
c2 = 2. Nous avons montre en (14) qu'une condition nécessaire e s t  
r3  > O ,  ce qui permet de n'avoir que deux paramètres indépendants. La 
relation (18) devient 

L'étude du trindme figurant dans (14)  conduit à distinguer deux domai- 
nes dans lesquels (19) e s t  vérifiée. Le prem'er (figure 1 )  e s t  te1 que 
l 'on a i t  

tandis que l e  second (figure 2 )  e s t  défini par 

2 B < -8a 

Ces deux domaines se recouvrent d 'ai l  leurs partiellement (figure 3 ) .  En 
réintroduisant l e s  temps r l ,  r2, rg,  l e  premier domaine es t  défini par 

e t  l e  second par 

' 1 En u t i l i sant  comme variables e t  2 , 1 'égal i t é  dans (20 )  décri t  l a  
3 "3 '1 1 

T2  $ . Le do- branche positive d'une hyperbole d'asymptotes = e t  - = 
3 ' 3 

mine autorisé par ( 2 0 )  e s t  toute la partie du plan située au-dessus de 
cet te  hyperbole. L'égal i t é  dans ( 2 1 )  décrit  une courbe à t rois  branches 
d o n t  les  asymptotes sont les  mêmes que celles de 1 'hyperbole. Le domai- 
ne autorisé par ( 2 1 )  e s t  1 ' intérieur de cet te  courbe e t  contient entiè- 
rement la  branche d'hyperbole précédente. La figure 3 décrit  ces domi- 
nes. On constate que deux zones sont exclues pour lesquelles 1 ' u n  des 
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T l  rapports ' 2 e t  - e s t  trop peti t .  Finalement, nous obtenons l e s  ré- 
3 T3 

su1 ta t s  suivants qui, à notre connaissance, ne sont pas indiqués par les  
auteurs u t i l i sant  ce t te  méthode : 

' 1 1 * -  > T  e t  - l2 ' es t  toujours acceptable 
T3 = 3 > 1  

'1 * si  - 1 2  
' 2  , - doit ê t re  compris entre deux valeurs 

-r 3 -ï 9 

2 1 * s i  - < , - doit e t re  compris entre deux valeurs 
'3 r3 . 

Les courbes limites sont données sous forme parametrique 

Par 

' 1 - = 2 T2 , - =  2 avec ID1  > 1 
'3 (1+0)2 =3 (1-012 

La branche correspondant à 10 ( < 1 n ' es t  pas une 1 imite. 

'1 Usuel 1 ement, l e  rapport e s t  déterminé par la température 
du systgme. Sur l e  graphe de l a  fig$re 4 ,  les  droites passant par 1 lori- 
gine correspondent à une température constante. En excluant les cas sans 
relaxation transversale ( r 3  = m )  ou de température infinie ( r l  = T ~ ) ,  e t  
en prenant r j  comme unité de temps, on constate 1 'existence d'une 1 imi- 
t e  inférieure pour l es  valeurs de r l  e t  T à une température donnee. 2 
Lorsque 1 a température augmente, cet te  1 imite diminue. El 1 e disparaît  
seulement pour une température infinie ( r l  = T~). 11 y a ,  pour l e s  
temps de relaxationyune symétrie complète entre les é ta t s  température 
positive e t  ceux à température négative, i l  su f f i t  d'échanger r l  e t  rZ. 
Lorsque la  température tend vers O ,  l a  1 imite inférieure tend vers 

pour 1 ' u n  de ces temps de relaxation e t  devient t rès  grande pour 2 
1 'autre. 

Nous reprenons maintenant l e  système général à 2 niveaux. 11 

comporte a priori 6 paramètres ( l es  3 valeurs propres m J ,  e t  les  3 NJ) 
au 1 ieu de 3 .  La méthode graphique précédente n 'est  plus appl  icable. 



Nous cherchons d'abord les  extremums de 

pour des vecteurs ? vérifiant l a  condition 

Exprimer que ces extremums doivent ê t re  négatifs permet de résoudre l e  
probleme. 11 s e r a i t  suffisant d'imposer que les  maximums soient négatifs 
mais distinguer l e s  maximums des autres extremums n'apporte aucune sim- 
plification de calcul. Pour chercher l es  extremums, nous diffsrentions 
(23) e t  (24)  e t  introduisons l e  multiplicateur de Lagrange A. Le sys- 
tème d'equations obtenu e s t  alors : 

Le coefficient X e s t  déterminé par (24 ) .  Nous traitons à part l e  cas 
où X es t  égal 2î l 'un des mJ,  ce qui ne peut avoir lieu que s i  l e  N J  

correspondant e s t  n u l .  Pour.les autres valeurs de A, nous avons 

La valeur de l'expression (23) devient 

Le coefficient X e s t  défini par 

qui donne en général une équation de degré 6 en A. 

Voyons maintenant à quelle condition x peut ê t re  égal à l 'un 
des mJ e t  ce que cela implique. Lorsque plusieurs mJ sont égaux, ce 
sont tous les NJ  correspondants qui doivent ê t re  nuls pour que h = inJ- 



Ces cas dégénérés correspondent à 1  'exemple d é t a i l  1  é c i  -dessus avec 
1 

"'J 
= - - . Le ou l e s  PJ sont é l imines de (23) au moyen de (24), ce qui  

-r 
donne und expression dont l e s  var iables PK va r i en t  independamnent t a n t  

que l a  so lu t ion  e s t  t e l l e  que 

Le cas extréme où l a  some vaut 2 n ' e s t  pas considéré i c i ,  car  il donne 

PJ = O e t  une aquation de type (25) où ne f i g u r e n t  que l e s  PK t e l s  que 

mK # mJ, c 'es t -a-d i re  l e  cas où h # mJ. Nous obtenons 

N., 

ce qui  es t  possib le à condi t ion que 

C " : < 8  
(mJ-mK) 

m ~ P m ~  

On a  a l o r s  

e t  1  'expression (23) e s t  devenue (NJ = 0) 

Finalement, il f a u t  e t  il s u f f i t  que l ' o n  a i t  

- s o i t  l 'express ion (27) négative pour X v é r i f i a n t  (28) 

- s o i t  l 'express ion (29) négative pour NJ = 0. 

Dans l a  base u t i l i s é e ,  l ' équa t ion  d 'évo lu t ion dans E3 e s t  



Le terme hamiltonien (en ff) a été rétabli pour l a  généralité. 6 e t  son 
action sur ont été définis en (9)  e t  (1  1 ). Nous avons déja remarqué 
que l e  caractère positif ou non de 1 '4volution ne depend pas de R y  que 
nous continuerons donc 21 prendre nul. Si 1 ' u n  des mJ est nul, la rela- 
tion (16) ou un raisonnement direct montre que NJ es t  nul également. 
Dans cette direction, i l  n ' y  a pas de relaxation vers un état  d'équil i -  
bre. Pour tous les autres cas 

Cette équation décrit un  systeme qui évolue vers un état  d'équilibre, 
puisque rnJ < O ; l ' é t a t  d'equilibre est décrit par un vecteur de compo- 

N~ . La relation (16 )  impose à ce vecteur de se trouver dans la santes - 
-m 1 u 

sphère de rayon a, c'est-&-dire de représenter effectivement un état  
du système. I l  sera souvent uti le de résoudre l e  problème pour une tem- 

N .  ' ; i l  reste trois pérature donnée, ce qui impose les valeurs des - 
-'"J 

parametres à fixer ( les  N j  ou les m J )  Si aucune relation ne peut les 
1 ier  a priori, al  ors seul un calcul numérique permet de déterminer la 
surface à 2 dimensions limitant l e  domaine acceptable des paramètres. 
La résolution du problème nécessite d'ajouter les solutions de (29)  a 
celles données par l e  système (27)-(28). 

Une autre façon d'uti l iser les résiil t a t s  précédents est  la 
vérification a posteriori sel on l e  schéma qui suit.  L'hypothèse princi- 
pale est  la loi linGaire ( 3 )  ; el le  est complétée éventuellement par 
quelques autres portant sur les transitions de relaxation. Les cornpo- 
santes restantes de M e t  N sont alors déterminées indirectement par 
I1exp6rience. Si le  système (27)-(28) ou (29)  es t  .vérifié, les hypothè- 
ses sont raisonnables i sinon, la loi (3), avec ces valeurs de M e t  
ne peut décrire l'évolution de certains états initiaux. L'une au moins 
des hypothèses est inadéquate. 11 peut être uti le de déterminer, à 

l 'aide de (26), les états qui donnent l a  valeur maximum à l'expression 
(23) ,  états à propos desquel s 1 es hypoth2ses incorrectes se manifestent 
au maximum. 



Dans l e  cas où l e  nombre n de niveaux est  supérieur a 2 ,  l e  
système d'équations e t  d' inéquations a résoudre est  formé de ( 4 )  e t  
(9-9) que nous rappelons ici .  

Pour tou t  couple de vecteurs if e t  Fi de Er tel que 

on doit avoir 

Cela conduit chercher tous les minimums du premier membre de ( 4 ) ,  en 
tenant compte de (B-9) e t  vérifier 1 ' inégal i té pour chacun d'eux. 
Dans ce calcul numérique, les minimums ne sont pas forcément si tués 
en des points isolés. I ls  peuvent former des variétés continues. 

Résoudre de tels systèmes dans l e  cas général semble diffici-  
lement envisageable. On peut seulement envisager l'introduction d'hypo- 
thèses restreignant le  nombre de paramètres à uti l iser ,  ou la vérifica- 
tion a posteriori. 11 f a u t  prendre garde dans ce cas au f a i t  qu'une 
hypothèse inadéquate peut changer complètement l a  nature du systeme. 

1 Dans l'exemple relatif  aux systemes à 2 niveaux, la valeur de peut 
3 

sembler peu importante si l'on s'intéresse uniquement aux termes diago- 
naux p l ,  e t  p2*, c'est-à-dire à la composante P l  du vecteur de cohéren- 
Ce. En f a i t ,  une valeur mal choisie peut conduire le vecteur P dans 
u n  domaine où i l  ne définit même plus un opérateur-densité. L'exigence 
pour un  opérateur-densi t é  d'être semi-déf ini positif es t  fondamentale. 
Certains auteurs (voir par exemple [KRA] [DA] PPO] [GOR] ) proposent, 
pour 1 'équation ( 3 ) ,  une exigence plus forte que l a  positivité. L'équa- 
tion (3 )  signifie que l e  système physique étudié est couple à u n  réser- 
voir au sens de l a  mécanique statistique. Si on admet que le systeme 



plus l e  réservoir forment un nouveau systeme régi, lu i ,  par une dynami- 
que harnil tonienne, al ors 1 ' équation ( 3 )  doit ê t re  "compl &tement posi t i  - 
ve". En description de Heisenberg, ce t te  condition a été exprimée de l a  
facon suivante, : so i t  : 

- 
1 'évolution de 1 ' operateur A au cours du temps ; al ors, quel 1 e que soi t  
la  dimension d, la  loi d'évolution 

doit ê t re  positive. Cette condition exprime une certaine indépendance 
par rapport 21 la  nature du réservoir. Les auteurs précédents ont mon- 
t r é  que cela impl ique,en description de Schrodinger, la forme suivante 
pour 1 'équation d '  évolution de 1 ' opérateur-densi t é  fi : 

où la matrice d'élément X J K  e s t  une matrice complexe positive. Nous 
al lons maintenant traduire ce résul t a t  dans 1 'espace Zr des vecteurs de 

i - cohérence. Le terme hami 1 ton ien - 5 CH, p] donne, comme i 1 a déjà 6 té  
montr4, un terme 

2 n -1 - 

H peut ê t re  un opérateur hamil tonien quelconque. Par conséquent, 1 es 
composantes h J  du vecteur h de Zr peuvent ê t re  des nombres reels quel - 
conques. Pour développer l e  second terme, nous sommes amenés à séparer 
la partie réel le  de la partie imaginaire de la matrice, soi t  

- 
Une matrice positive e s t  hermitique, nous savons donc que A es t  symétri- 

A 

que e t  B antisymétrique. Le calcul des composantes MKJ e t  NK es t  effec- 
tué à 1 'aide des formules ( 2 7 )  de 1 ' a r t i c l e  VI. Nous obtenons l e s  éga- 

l i tés sui vantes : 



- 
finalement, c m  rK es t  antisymétrique, 

De meme, nous avons 

En séparant les parties réelles e t  imaginaires, nous obtenons : 

Appliquons ce résul t a t  aux équations de Bloch du syst&me à 2 niveaux 
étudié précédemment (15 )  ou (16 ) .  Dans ce cas, l e  résultat  ci-dessus 
permet de préciser l e  résultat obtenu par [GOR, 76a], [GOR, 76h], 

[GOR, 74 pour 1 'ensemble des systemes a 2 - niveaux. 

* - 
en reportant dans (33) e t  ( 3 4 ) ,  les matrices A y  B e t  X obtenues sont 



Les valeurs propres, qui doivent ê t re  non négatives pour que 
l a  matrice X so i t  positive e t  par consequent 1'4volution complètement 
positive, sont données par 

Les conditions pour que l'évolution so i t  complètement positive devien- 
nent 

La courbe 1 imite e s t  1 'hyperbole rencontrée dans 1 'Btude précédente 
(figure 2 1 ) .  La forme du domaine permis e s t  plus simple à exprimer 
mathématiquement. Le domaine e s t  fortement diminué ; en particulier,  i l  

' 1 es t  impossible d'avoir - 2 1 ou - inférieur 
3 ' 3 2 .  

Puisque la  notion de complète positivité a é té  introduite à 

1 'origine autant pour des raisons de commodité malhématique que pour 
des raisons physiques, i l  e s t  tout à f a i t  plausible que la  simplifica- 
tion obtenue pour l e  domaine soi t  une propriété générale de fa complète 
positivité par rapport à l a  positivité de 1 'évolution. 
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Lors de l'étude des systèmes quantiques n Etats, l'évolution des optrateurs-densitls n'est en général 
pas définie par une équation de Liouville mats par une équitron plus générale. Cette équation doit con- 
mi !a hace, l'hennitictt6 et k catpctè-re semi-défi positif des opénteurs-dawités. Ces trois conditions 
restrrignent les fonnes possibles d'équation d'évolution. Nous considérons dans cet amle des équations 
linéaires pour des systèmes sans mémoire. En utilisant Ica &ux pnmrèrw d l i o n s  et le fomaiisme in- 
trodu~t dans les articles pi.ecedents, les équations d'évolution prennent ta fonnc d'une équation différen- 
tielle du premier ordre, portant sur le "vecteur de c&6rence" de dimension n2 - 1. La msi&me condition 
fait l'objet de La plus grande pame de I'amck. Nous obtenons de plus um dtcomposiuon canonique de 
cene équation en quatre piuties qui peuvent être étudiCes séparément. 

The n-level quantum systems.density-operatm evolution is not usually given by the Liouville equation. 
but by a more general one. This equation must keep density-operators m e ,  hernuticrry, and positiveness. 
niese three conditions resmct the available kinds of evolution equations. In this paper we lnvestigate lin- 
ear equations for systems without memory effects. By using the fust two conditions and the fomaiisrn we 
mroduced in eulier papas, the evolution equation takes the fom of a fust order differential equation con- 
ceming the nL - 1 dimension "coherence-vector." The third one is the essential abject of this paper More- 
over, we o b w  a canonical splimg of this equation into four pam that may be separately srudied. 

a) On sait depuis longtemps que les états purs d'un système physique ne suffisent 
pas à décrire tous ses états possibles. Les opérateurs-densités ont été introdu~ts pour 
étendre cette description. Dans le cas où un système apparait comme sous-système 
d'un autre plus grand, il n'est pius a priori nécessairement décrit par un état pur, 
même si le grand système est dans un état pur. II peut, par contre, être décrit par un 
opérateur-densité, quel que soit l'état du grand systéme. 

Pour un système quantique Sp dont l'espace des états purs H, est de-dimension 
finie n ,  [on l'appelle alors système à n états), une méthode a été introduite dans 
des articles p-kcédents [l-51. Elle consiste à utiliser des opérateurs hennitiques, de 
trace nuBe, Q, (J = 1, . . . r = n 2  - 1), orthonormés au sens de Fano, qui forment 

8 1986 John Wiley & Sons, inc. CCC 0020-7608/86/070 143- 1 1W.00 
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avec l'opérateur identiti5 une base de l'espace des observables de SQ. Un opérateur- 
densité peut dors être écrit: 

Les nombres rCxls Pl sont les composantes d'un vecteur P, appelé vecteur de cohér- 
ence, dans un espace riiei euclidien noté r, de dimension r. 

b) Un cas particulier important d'évolution a fait l'objet de nombreuses études. Il 
s'agit des systèmes dont l'i5volutiaa est régie par un hamiltonien, en fait ceux dont on 
peut négliger les interactions avec les autres systèmes quantiques (1'2'5- 101. 
Le hamiltonien peut 4tre pris, sans inconvénient, de aace nuiie, ce qui permet de 
l'écrire [5]:  

Dans l'espace Er, une évolution hamiltonienne de SQ est décrite par l'équation 
différentielle 

où la mahice fi est définie par 

fi est la mamce réelle, antisymétrique correspondant à 6, dans la représentation ad- 
jointe de suin) (51, (voir aussi l'appendice 0).  

C) Pour un système SQ non isolé, le plus souvent l'évolution n'est plus hamiltoni- 
enne. Ii est toujours possible d'englober SQ dans un système plus grand qui peut être 
considéré comme isolé et soumis do r s  B une évolution hamiltonienne, dont 
l'évolution de SQ peut être déduite, par l'intermédiaire de la notion d'opérateur- 
densité réduit. Nous avons montré dans [8] que 1' évolution non-hamiltonienne & cet 
état réduit obéit à une équation où intervient l'état du système avec lequel SQ est 
couplé. 

Il apparait dors ptéférable d'étudier ab initio l'évolution d'un système non isolé, 
sans faire apparaître explicitement le couplage avec un autre système. Une telle étude 
fait déjà l'objet d'une littérature abondante 111-131. Une manière de l'aborder pour 
les systèmes à n états, consiste à remplacer, dans E,, l'équation (3) par une équation 
plus générale. Nous nous proposons, dans cet article, d'examiner quelques aspects de 
ce problème. 

Ii. Equations Linéaires D'évolution Positive 

a) Il est bien connu que n'importe quel hamiltonien conserve le caractère herrni- 
tique semi-défini positif et la trace de l'opérateur-densité. Il s'ensuit que le vecteur !, 
de composantes hl, n'est soumis à aucune restriction dans Ë, et que toute matrice G! 



appartenant à la représentation adpinte de su(n) détermine une équation d'évoliuion 
(3) possible pour un système quantique B n états. 

b) Des équations d'évolution plus généraies ont été proposées pour les systi!mes 
non-isolés. Par exemple, les équations pilotes (master equations), &rivent assez 
bien les systêmes présentant une relaxation. 

Nous nous bornons B envisager ici des équations linéaires pour des systèmes sans 
mémoire. De tels systèmes sont, par exemple, éNdiés dans [Il] et [IS]. L'équation 
d'évolution de lTop6rateurdensit6 est aion de la fonne 

où L est un opérateur linéaire agissant sur les maaices n X n, ce qu'on appelle par- 
fois un superopérateur [14]. En introduisant les vecteurs de cohérence et en tenant 
compte de u(@) = 1, V t, donc de tr L(b) = O, V p,  on obtient une équation différ- 
entielle d'évolution dans Ë, 

où P est le vecteur de cohérence 
Pj un vecteur de Ë, 
M une mamce réelle r X r. 

C) Toutefois, n'importe quel couple (k, N) ne fournit pas nécessairement une évo- 
lution acceptable. En effet, si un vecteur P représente, à un certain instant t ,  un 
opérateur-densité, il faut que son transforme! par l'évolution (3, ii tout instant 
ultérieur, en représente un égaiement. Le formalisme que nous utilisons assure tou- 
jours le caractère hennitique et la trace 1 des opératedensites. Pour qu'un vecteur 
P représente un opérateur-densité, il faut et il sufit que l'opérateur construit soit de 
plus semidéfini positif, c'est-à-dire qu'il soit B I'inWeur du domaine de cohérence 
i) étudié dans [7]. Seules sont donc acceptables les kquations (5) qui conservent 
D. Puisque la propriété servant définir D est le caractkre semi-défini positif des 
opérateurs-densités, une telle évolution est dite positive 111, 121. 

III. Conditions Générales D'Une Evolution Positive 

Nous sommes conduits à chercher les conditions imposées à h et N dans (5) pour 
que le domaine D de Ë, soit conservé. 

Dans le paragraphe V de [71, nous avons indiqué plusieurs conditions équiva- 
lentes pour reconnaître si un vecteur P de Ë, appartient à D. Nous allons utiliser la 
suivante: P appartient à D si et seulement si l'on a 

pout tout vecteur R représentant un état pur. 
Le problème posé peut être mis sous une forme différentielle en remarquant que, 

pour conserver D au cours du temps, il suffit de le conserver pendant une durée non 
nulle [t, t + T I ,  quel que soit t. 
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Au premier ordre en T ,  on peut alors écrire: 

et la condition (6) devient, à l'instant t + T 

(8) doit être vérifiée pour tout état pur R, pour tout vecteur P(t) vérifiant (6) et pour 
tout T assez petit. 

Si R . P(r) est strictement supérieur h -n, (8) est vérifiée pour T assez petit, quelle 
que soit la valeur de dP/dr. Nous pouvons donc nous borner ?i considérer seulement 
le cas 

R . P(t) = -n (9) 

La condition (8) peut alors être simplifiée et énoncée sous la forme du critkre suiv- 
ant: pour tout état pur R et tout état P(r) vdrifiant (9), on doit avoir 

ou encore en utilisant (5) 

R . & + R . N ~ - o  

Nous allons montrer maintenant qu'il n'est pas nécessaire d'examiner (11) pour 
tous les états P vérifiant (9), mais seulement pour les états purs. 

Il est évidemment nécessaire que (11) soit vérifiée pour tous les états purs P satis- 
faisant (9). Montrons que cela esr égaiement suffisant. 

Pour cela, nous allons montrer que dans le cas où (11) est vérifiée par toüt état par 
P satisfaisant (9), elle est aussi vérifiée par un état P quelconque satisfaismt (9). 

Soit donc R un état pur et P un vecteur de D tel que R . P = -n. Nous savons 
que P peut être décrit comme un mélange d'états purs 

P = ~ A , P ' "  a v e c O s A , S  l , C ~ , = l  
J I 

La condition (9) sur P devient 

aucun A, n'est négatif et la valeur minimum des R . P"' est -n. La relation (13) ne 
peut être vérifiée que si l'on a séparément pour chaque P'" la relation 

R . ~ ( 1 )  E -n 

Nous avons supposé que (11)  est vérifiée pour les états purs satisfaisant (9). C'est 
le cas des P'", on a donc: 

V j ,  R . ~ & " " + R . N ~ o  ( 14) 



En multipliant par A, et en faisant la somme sur j, on constate que (11) est aussi 
vérifiée pour P. Comme cette manière de procéder est valable pour tout vecteur R 
représentant un état pur et tout vecteur P de D vtS~an t  (9), la condition est effective- 
ment suffisante. 

Nous avons ainsi obtenu une forme équivalente du critère d'évolution positive: 2 
et N décrivent une évolution positive si et seulement si, pour tout couple d'états purs 
R et P satisfaisant (9), la relation (1 1) est vérifiée. 

On voit d'après la formule (A-4) de [4], que deux états purs vCrifiant (9) sont rep- 
résentés, dans l'espace H, des états purs, par des vecteurs orthogonaux. 

D'autre part, on sait que l'espace des obsemables (de trace nulle) Er, isomorphe à 
sufn), possède des sous-algébres abéliennes maximales, de dimension n - 1, ses 
sous-algébres de Cartan. A ces sous-algèbres correspondent dans Er des sous-espaces 
Ëi-, qui ont été étudiés dans [7]. Nous rappelons les résultats suivants: à chaque base 
orthonormée de H,, correspond un sous-espace de type Ei-,  et, &ciproquement, à 
chaque Ëlt-l, correspond une base orthonormée de H, dont les vecteurs sont définis à 
une phase près. Nous avons noté Ë::, l'espace conespondant à la base v de H,. Dans 
Ë:Jl les seuls états purs sont les n vecteurs de Er correspondant aux vecteurs de la 
base v de H, [7]. Ils vérifient (9) deux à deux. 

Ces propriétés permettent d'énoncer la condition pour qu'une évolution ( 5 )  soit 
positive, sous la forme suivante: la loi d'évolution (5) est positive si et seulement si 
l'on a, p u t  tout sous-espace ËI-, de Ë, et pour toute paire d'états purs distincts P'"' 
et P de Ëc , -~  

(a + p)  Pt"' . Mp@' + P'"' - N O ( 15) 

Cette relation en implique une autre ne faisant intervenir qu'un seul vecteur au lieu 
de la paire P'"', P@'. En effet, nous savons [7] qu'entre les n étais purs P'"' contenus 
dans un sous-espace Ë;-, existe la relation 

n 

2 p(a) = 0 ( 16) 
a= t 

qui permet d'exprimer un vecteur P'"' en fonction des n - 1 autres. En sommant 
dans (15) sur les n - 1 vecteurs P'"' différents de P'~' OU sur les n - 1 vecteurs P '~ '  
différents de P'"', nous obtenons les conditions nécessaires mais non suffisantes suiv- 
antes: pour tout état pur P, on doit avoir 

Elles sont valables pour tout état pur P puisqu'un tel état est toujours inclus dans 
au moins une sous-algèbre de Cartan et peut donc être considéré comme un P'"'. 
Il convient de remarquerAque ces conditions ne mettent pas en jeu la partie anti- 
symémque de la matrice M. 

Une autre conséquence de ce critère découle de la remarque suivante. D'après la 
forkule A-2 de l'appendice A, deux états purs P'"' et P'@' situés dans un même Ë',-; 
vérifient la relation 
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ou, sous forme vectorielle 

Si un couple 2, N vérifie la condition (15), on peut ajouter IÛ la matrice 

Quel que soit le vecteur h de composantes h ~ ,  le couple 

vérifie encore la condition (15). Nous avons vu, dans le paragraphe II, qu'une 
matrice fi de la forme (19) correspond à une évolution hamiltonienne. L'existence 
de la transformation (20) va permeme de définir de manière unique ce qu'on peut 
appeler la partie hamiltonienne de M. Dans le paragraphe suivant, nous exprimons la 
matrice LU comme une somme de plusieurs termes, notamment pour isoler cene partie 
hamiltonienne. 

IV. Decomposition Canonique de ia Loi d9Evoiution 

Nous dons  dans ce paragraphe opérer une dparation canonique de la loi d'6volu- 
tion (5) en plusieurs parties. 

Il est toujours possible, pour n > 2, de poser (trace calculée sur Er) 

et d'introduire les rnatriccs suivantes, définies & manien unique pour h donntie: 

Rcmurque: Pour n = 2, les matrices ÂJ sont nulles et la matrice ? égaiement; pour 
n > 2, la conspction est faite sans difficulté. 

La matrice M admet alors la décomposition unique 

A 

Si on ajoute à une matrice M donnée un terme 

on obtient une nouvelle matrice k t  à laquelle on peut appliquer la décomposition 
précédente, ce qui nous donne: 



USAGE DE L ' ~ ~  DE LIE s q n )  

Oo :oit que les termes s u p p ~ n t a i r e s  en fi m t  mus inclus dans 6. ceux en Â, 
dans T, alors q u ~  la matrice M i  n'est pas modifiée. On peut, de plus, séparer de 
manibre unique MI en une partie symétrique et une partie antisymétrique, d'où 

il=S+Â+h+f (23) 

$ est la partie symétrique de 4, 
A la partic antisymétrique de MI 
6 ia partie que l'on appellera hamiltonienne 
? une matrice symétrique construite P l'aide des Â, 

Nous savons déjP que fi est sans inf^cncc sur le caractère positif ou non de 
l'évolution. Nous le retranchons donc de M dans la relarion (15) qui devient: 

Pa' SP@' + pis' . Âp(B' + C alPd . Â,P@' + p(a' N a 0 
J 

De l'orthogonalité de Fa' et P@' et de la relation (A4), decoule que 

P("' ' ÂKP@ =r - Z ( P ~ '  + PP') 
ce qui d o m  

V. Exemples 

1) Une des plus simples bquations pilotes est la suivante [16] 

où fi est un hamiltonien, T un temps de relaxation et Po un opérateur. La séparation 
canonique du paragraphe précédent conduit alors à 

1 
= - P avec hK = tr(îl&) 

K 
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et la condition (24) d'6volution positive devient 

Puisque Pa' et P@ sont des états orthogonaux, on a: 
p(=' . p@) , -, 

d'où la nouvelle forme de la condition 

n + Po . Pa' r O 
pour tout état pur Pa'. C'est aussi la condition pour que j%-, représente un état du sys- 
thm.  L'équation (25) définit donc une évolution positive si et seulement si fio est un 
opérateurdensité. 

2) Dans le formalisme des superopérateurs, l'equation linéaire d'evolution que 
nous étudions prend la forme de l'équation de Redfield (151 

Cette équation peut être facilement ramenée à l'équation (5). Pour obtenir h? et N, on 
reporte dans (26) l'expression (1) de l'opdtateur-densité et on obtient (trace sur H,) 

MKJ = t r ( 4 ~  &Pi) 
NK = tr(PKRî) 

ou à l'aide des composantes dans une base { I V , ) )  de H., 

NK = x ( ~ K ) ~ , R ~ , . I (  (27-2) 
1.1.1 

R 
Il convient de remarquer que le superopérateur R doit être soumis à diffdrentes 
restrictions pour pouvoir conserver la trace et l'hermiticité de P. Ces restrictions sont 
exprimées sous la forme: 

a 
la première assure le caractère réel de A? et N. R peut, comme tout opérateur, être 
décomposé en une partie hermitique et une autre anti-herrnitique, soit ici, compte- 
tenu de la lère condition (28) 

HIT.tl = ! ( ~ , , k l  + R l k . 1 1 )  (29-1) 

H i . k i  = f ( R ! ~ . ~ I  - R ~ k . / r )  . (29-2) 
a a 
H conduit à la partie symétrique de A?, H- à la partie antisymétrique de $. En tenant 
compte de la deuxième condition (281, on constate par ailleurs que chacun des deux 



superopérateurs donne la moitié du vecteur N initial, d'oh 

Jeener Il41 inteprixe ces deux p t i a  comme un teme de relaxation pour la partie 
symétrique et un deplacement de fréquence pour la partie antisyménique. Il faut 
toutefois noter que chacune de ces parties peut encore être séparée en termes de nature 
différente puisqu'il a été possible dkn  obtenir une décomposition canonique. En 
particulier, dans la partie antisyméuique (anti-hennitique pour le supropérateur), 
une partie peut éventuellement être regroupé,e avec le hamiltonien N pour donner 
un hamiltonien effectif tandis que le terme A du paragraphe précédent, même s'il 
est antisymétrique, ne peut jamais donner un hamiltonien; le terme N- qui l'accom- 
pagne montre qu'il ne conserve même pas nécessairement le module du vecteur de 
cohérence. 

Appendice A 

En explicitant le produit des ophateurs-densités, on peut obtenir des relations pour 
ies vecteurs de cohérence de certains cas particuliers impopnts. 

Soit P et P' les vecteurs & cohérence de deux états et (QI)I= ,, une F-base. Nous 
avons introduit dans [8j les notations suivantes 

où C l j K  est complètement antisymétrique et DIJg complètement symétrique. Le produit 
des opémteursdensités correspondant ii P et P' est alors 

- 
Pour que les vecteurs P et P' soient dans un même sous-espace E',-, , ii faut que 

les opérateurs-densités correspondants commutent. L'expression pdcédena - contient 
un seul terme non symétrique, donc P et P' appartiennent à un même En-, si et 
seulement si 

V K ,  Ç P ~ P ; c ~ , ~ = O  
1.1 

Un état pur est caractérisé par la condition fiZ = p. On a donc une nouvelle defini- 
tion: P représente un état pur si et seulement si 
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ï i  est utile parfois de considtrer des états orthogonaux définis par la relation 

qui g(5nkralise la notion d'états purs orthogow. Les vecteurs de cohérence com- 
spondants doivent alors obéir aux relations 

Deux états purs d'un même c, comme ceux figurant dans le critère d'4volution 
positive, satisfont donc aux relations (A-3) et (A-4). 

Nous jugeons utile de réunir ici un certain nombre de résultats purement algé- 
briques dont plusieurs ont déjh été utilisés dans des articles précédents. 

Ainsi, dans [8] nous avons in@uit, en plus de mattices fK de la représentation 
adjointe, des matrices symCoiques Ar. Nous pourrons en fait écrire: 

puisque Eoutematr$e n X n peut être décrite comme combinakm lintaire complexe 
des macrices I et QK. 

Le premier terme du second membre est obtenu par la relation d'ortfiogonalité au 
sens de Fano: 

La formule (B-1) monrre que les DI/R d*une part et los CIjK d'autre part, se aansfor- 
ment-comme les composantes & deux tenseurs pour toute transformation orthogonale 
des Qj. On a introdcit dans (81 les 2r matrices sur È,: 

En utilisant une f~rme explicite des matrices Gr, par exemple celle donnée en [4], 
on obtient après un calcul assez long (Trace sur Ë,). 

tr(flPK) = -2t16,~ (B-el) 

Du fait des propriétés tensorielles des DIIK et CF, ces valeurs se conservent lors 
d'une transformation orthogonale des matrices Q1. Les relations (B-4) sont donc 
vraies pour toute F-base. 



Remarque. Dans l'article [5] la fonnuie (24-b) est fausse et doit être remplac6e par 
la formule précédente (B41). La formule (37) du m&me article doit alors ête rem- 
placee par. 

Cette erreur ne modifie pas la suite de l'article [5 ] .  
Les relations (8-41 doivent être complétdes paa: 

trcÂ,f,> = O (B-6) 

qui proviennent des proprietés de symétrie des deux matrices. 

Je remercie le Professeur J. TilIieu qui m'a conseillé et suivi lors de la réalisation 
de ce travail. 
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VI - C O N C L U S I O N  

Lors de l'introduction de la mécanique quantique, les fonc- 

tions d'ondes on t  souvent été considérées plus ou moins explicitement 
comme décrivant des syst@mes classiques incompl&tement connus. Une ex- 
pression comme "incertitudes de Heisenberg" provient de ce point de vue. 
Actuellement, on ne considere plus que la position de l'électron dans 
l ' é t a t  1s de l'atome d'hydrogkne est  inconnue ; on considère plutot que 
la  question n'a pas de sens pour c e t  e t a t ,  état  qui est  néanmoins com- 
pl  ètement défini . Une situation analogue est rencontrée avec les opéra- 
teurs-densités. Ceux-ci ont été uti l ises pour décrire des moyennes sta- 
tistiques, ce qui a souvent donné l'impression d 'un art if ice destiné a 
t ra i ter  des systèmes quantiques dont on ne connai t pas bien 1 'é ta t .  
L'exemple donné par D. Bohm [BOHM] , ci té dans 1 ' introduction, montre 
que si 1 'on veut pouvoir décrire 1 ' é ta t  d'un système isole, le  forma1 is- 
me des vecteurs d'états es t  insuffisant. On peut désormais dire que 
1 ' é ta t  d 'un  système est  un opérateur-densi té. Certains états très parti- 
cul iers, 1 es états purs, correspondent à des vecteurs d' état.  Dans 1 e 
forma1 isme des vecteurs d 'état ,  pour  n' importe quel de ces vecteurs, i l  
existe des operateurs hermitiques pour lesquels les mesures o n t  un  écart 
quadratique moyen n u l .  Ces operateurs représentent les grandeurs physi- 
ques définies dans cet état.  Dans le  formalisme des opérateurs-densités, 
de tels opérateurs n'existent plus que dans des cas particuliers. Un 

état  f a i t  correspondre à t o u t  opérateur hermitique sa valeur moyenne. 

Le forma1 isme introduit par Fano [FANO, 571 décrit les opéra- 
teurs d'un système à n niveaux, par les vecteurs d'un espace vectoriel 



2 de dimension n sur C. Les opérateurs hermitiques sont alors décrits 
2 par des vecteurs dans un espace réel de dimension n . 

S i  deux opérateurs hermitiques diffèrent uniquement par leur 
trace, alors, quel que soit  1 ' état  pour lequel les mesures associées il 

ces opérateurs sont effectuées, la différence entre les valeurs moyen- 
nes est constante. I l  suffi t  donc de considérer les opérateurs hermiti- 
ques de trace nulle. De même, tous les opérateurs-densités ont une trace 
egale à 1.  Un opérateur-densité est donc completement caractérisé par 
sa partie de trace nulle. Ces remarques nous ont conduit il représenter 
ces opérateurs dans un espace Er réel de dimension n2-1. Le c m t a -  
teur entre opérateurs munit 2 de la structure d'algebre de Lie de 

r 
su(n). 

Outre la précision donnée aux concepts uti l isés par les physi- 
ciens, 1 'usage d'une structure mathématique te1 le  que ce1 le  d'algèbre 
de Lie fournit t o u t  un lot  de notions nouvelles e t  de théoremes dont 

l'"importation" en physique ?eut faire naître Ces idses nouvelles et  
permettre de surmonter des difficultés. Au cours de cette étude, nous 
avons pu ainsi remarquer 1 'importance prise par les sous-algebres de 
Cartan qui, dzns ce forma1 isme, ont un  rdle analogue à celui des bases 
orthonormées dans l'espace des états purs. Choisir l a  sous-algèbre de 
Cartan contenant un vecteur de Zr conduit à des simpl if ications ana- 
logues à celles que l 'on obtient en choisissant une base propre pour 
diagonal iser un opérateur hermitique. Ce point particul ier important 
ne f a i t  que confirmer l t in t é r? t  qu'il y a à util iser,  en physique, des 
structures mathématiques aussi précisément définies que possible. Ce 
p o i n t  de méthode est  bien souligné par Dirac lorsqu'il plaide pour : 

"la i z é c u ~ L t é  d'une bac mathémcr/tique h&ne puut ,tauXe Shéo&ie 

phyhique $ondameWe"*. 

Initialement, Einstein se méfiait davantage des mathématiques. 11 con- 
f i a i t  néanmoins à A .  Sommerfeld, dans une le t t re  du 29 Octobre 1912 [ETS,~~] 

* 1 want to emphasize the necessity for a sound mathematical basis for 
any fundamental phy sical theory [DIR] 



" .  . . et j e  4 u h  d é ~ u a  p & n é M  d ' u n  gmnd t u p e c t  p o u  L u  

m a ; t h w u e f ,  dont  j' avccin d o / r n   da^ ma 4 i m p W é  d' con~. id6té  

La p&e la p l u  dubZiLe came un l u x e  pui . . . " 

Dans cette thèse, nous avons également insisté sur un second 
point : les propriétés de l'opérateur-densité. Tout  opérateur hermiti- 
que, de trace 1 e t  semi-défini positif peut ê t re  interpreté comme un  
opérateur-densité. Ces trois propriétés sont fondamentales. Les deux 
premières sont simples 3 vérifier dans la plupart des formalismes e t  
imnédiats dans celui que nous utilisons, puisqu'a t o u t  vecteur de Zr 
es t  associé u n  e t  un  seul opérateur hermitique de trace 1. Il e s t  plus 
dif f ic i le  de vérifier si  un opérateur es t  semi-défini positif,  e t  sur- 

- tout de vérifier si  toutes les solutions d ' u n  probleme donné possèdent 
cette propriaté. L' ensemble 6 des vecteurs de Zr donnant des opérateurs 
densités a été étudié aussi complètement qu'il nous a été possible de le  
faire.  Nous avons obtenu des équations qui permettent de déterminer s i  
un vecteur donné de gr represente ou non un  opérateur-densi té. 

Un problème a été particul ierement développé à cause de son 
importance : celui de 1 'évolution d ' u n  système. Dans le  cas où 1 'évolu- 
tion est  hamiltonienne, i l  a été facile de montrer que s i  le vecteur de 
cohérence init ial  est  dans 6, i l  y reste nécessairement au cours du 

temps. Nous avons, pour ces systèmes, défini une famille de constantes 
.du mouvement non-linéaires par rapport à l'opérateur-densité, générali- 
sant celles introduites par Hioe e t  Eberly. Ces états incomplètement 
définis sont étudiés, pour une évolution hamiltonienne, au moyen de la 
notion d 'états  équivalents de Jauch. Ces états équivalents généralisent 
la  notion de sous-système en interaction avec un système plus grand. 
Pour que cette notion d'équivalence soi t  vraiment intéressante, i l  est  
nécessaire que deux états dits  équivalents donnent le même résultat 
quel que soi t  l ' ins tant  où une mesure de certains opérateurs e s t  effec- 
tuée. Faute de quoi, i l  deviendrait possible de distinguer ces deux 
états. Nous avons pu obtenir les relations entre les vecteurs de cohé- 
rence, dans g r ,  des états  équivalents e t  le vecteur représentant le  
hamil tonien dans ce même espace. 



Dans l e  cas où 1 'évo lu t ion  e s t  non-hamil tonienne, il e s t  pos- 

s i b l e  d ' é c r i r e  des équations ne conservant pas l e  domaine fi. Un é t a t  

i n i t i a l  p o u r r a i t  évoluer de t e l  l e  facon qu'au bout d'un ce r t a i n  temps, 

l e  vecteur de cohérence sor te  de 6 e t  par conséquent ne représente plus 

un é ta t .  Ceci peut B t re  obtenu même par  des équations l i néa i r es .  S i  l ' o n  

considere que de t e l l e s  évolut ions ne sont pas physiquement r éa l i s t es ,  

on ob t i en t  de f o r t e s  r e s t r i c t i o n s  aux équations du mouvement possibles. 

Les inégal i tés qui expriment ces r e s t r i c t i o n s  on t  6 té  expl i c i  tées. Une 

app l i ca t ion  a é té  f a i t e  au cas des équations de Bloch. Nous trouvons 

a l o r s  que cer ta ins  ensembles de temps de re laxa t ion  ne sont pas possi- 

bles. 

Le forma1 isme des vecteurs de cohérence a é té  i n t r o d u i t  à 1 'o- 

r i g i n e  par Fano en général isant  ce qui é t a i t  connu pour l e s  systèmes à 

2 niveaux. 11 faut  cependant se méf ier  des analogies avec ce cas t r op  

simple. Par exemple, pour un système a 2 niveaux, l e  domine 5 e s t  une 

sphère. Pour qu'une équation d 'évo lu t ion l i n é a i r e  s o i t  acceptable, il 

s u f f i t  ( e t  il f a u t )  qu'en aucun cas l e  module du vecteur de cohérence 

ne puisse augmenter. Cette condi t ion assez simple n ' e s t  absolument p lus 

su f f i san te  pour un système ayant davantage de niveaux. 

La complexité des équations e t  inéquations 3 manipuler semble 

a p r i o r i  nécessiter l 'usage d 'ordinateurs.  La dimension de l 'espace Zr 
c r o i t  en n 2 ,  par conséquent, l e  nombre de composantes des quant i tés  

6 t r o i s  indices C I J K  e t  D IJK  qu i  interv iennent constamment, c r o î t  en n . 
Tout progrès dans l ' express ion  formel le  d'un problème peut diminuer 

l e s  temps de ca lcu l  e t  sur tout  peut rendre accessible au ca lcu l  des pro- 

blèmes qui ne 1 ' é t a i e n t  pas auparavant. Dans ce but, nous avons u t i l i s é  

des F-bases dé f in ies  quel que s o i t  l e  nombre de niveaux. Les tenseurs 

CIJK e t  DIJK ont  é té  calculés expl ic i tement pour ces F-bases. Nous avons 

également é t a b l i  un ce r t a i n  nombre de re l a t i ons  u t i l e s  dans l e s  ca lcu ls  

où in terv iennent  des produi ts  contractés entre ces tenseurs. 

La méthode déc r i t e  i c i  concerne un grand nombre de domaines. 

Pratiquement tous ceux pour lesquels l e  système physique étudié peut 

ê t r e  approché par un système ayant un p e t i t  nombre de niveaux, e t  pour 



lesquel s 1 es notions de mélanges statistiques jouent un  rdle important. 
En résonance magnétique, les  systèmes l e s  plus u t i l i sés  sont 2 niveaux, 
bien que des systtmes complexes puissent é t re  ut i l isés.  L'information 
cherchée concerne alors l 'influence du faible couplage avec des systèmes 
extérieurs. En spectroscopie, 1 es lasers sont u t i l  i sés pour 1 ' étude de 
systhmes à 3 ou 4 niveaux ayant une interaction importante avec leur 
environnement. Les systèmes à 2 niveaux ont également un rôle important 
dans 1 'étude des verres à basse température ; l e s  interactions de ces 
systèmes à 2 niveaux avec l e  reste du verre sont alors leur principale 
caractéristique. D'une facon générale, les  systèmes n niveaux peuvent 
é t re  décrits par des vecteurs de cohérence associés à une algebre su(n). 
Les caractéristiques physiques du systeme suggerent ensuite des appro- 
ximations limitant l e  domaine dans lequel sont pris les  vecteurs de co- 
hérence, ou des formes particul ières pour l es equations d '  evoluti on. 
Ce travail devrait c la r i f i e r  les  relations entre les hypothèses physi- 
ques e t  leurs traductions mathématiques. 

De ce point de vue, i l  sera i t  souhaitable d'obtenir, pour 
1 'appartenance au domaine D des vecteurs de cohérence, u n  cr i tère plus 
simple que ceux de l ' a r t i c l e  IV. Les restrictions aux équations d'évolu- ' 

tion, étudiées au chapitre 5 nécessitent également des calculs impor- 
tants. Les expressions obtenues permettent déji  de t r a i t e r  certains 
problèmes e t  i l  n ' e s t  pas certain que des expressions simples existent. 
Une autre extension possible consiste à attribuer une signification phy- 

sique distincte à différents termes de l'équation d'évolution. Dans 

1 ' a r t i c le  VI, nous obtenons ainsi une décomposition de l a  loi d'évolu- 
tion en plusieurs termes. Cette décomposition ne dépend pas de l a  base 
ut i l isée.  L'un de ces termes a une interprétation immédiate, c ' e s t  la 
"partie hamiltonienne". Les t ro is  autres n'ont pas encore recu d ' i n t ê r -  

prétation physique. I l s  contiennent l es  termes de relaxation ; pour ' 

n > 2 i l s  peuvent cependant décrire des phénomènes plus complexes qu'une 
simple relaxation vers u n  é ta t  d'équilibre. 



A P P E N D I C E  A 

Les opérateurs Qj  forment une F-base de 1 'espace Er. Les 

t ro is  propriétés qui défi-nissent une F-base sont 

La trace du produit défini t  su rEr  u n  produit scalaire pour 

lequel les  F-bases sont orthonormées ; l e  passage d'une F-base à une 

autre e s t  donc une transformation orthogonal e de gr. Une propriété 
valable dans n '  importe quel l e  F-base doit être exprimée par une gran- 
deur tensoriel l e  ou une relation entre grandeurs tensoriel les. Dans 

cet appendice, nous introduisons deux tenseurs particuliers e t  nous 
établ issons certaines de leurs propriétés. En premier 1 ieu, nous intro- 

duisons l es  tenseurs réels de rang 3 C I J K  e t  D I J K  par les  définitions 

OU encore 



avec 

De te l les  grandeurs ont étB introduites, pour n = 3,  par [GELL] , voir 
aussi [BA]. Pour n = 2,  les  ilIJK sont nuls e t  CI JK proportionnels aux 
composantes cIJK du tenseur de Levi-Civita ; dans ce cas particulier,  
l e s  relations que nous allons obtenir prennent une forme simple e t  
souvent tr iviale.  

Le tenseur complexe RI JK que nous avons introduit nous inté- 
resse uniquement comrne intermédiaire de calcul. En e f fe t ,  Er e t  Er 
sont des espaces vectoriels réels, ce sont par conséquent les grandeurs 
réelles CIJK e t  DIJK qui seront directement u t i les .  Les grandeurs RIJK 
permettent dans certains cas de manipuler en même temps DIJK e t  CIJK. 

Les CIJK e t  DIJK se transforment bien comme les  composantes de 
deux tenseurs pour toutes les  transformations orthogonales. 11 e s t  pos- 
s i  bl e de 1 e constater simplement en effectuant une transformation ortho- 
gonale dans 1 'équation (6), puis en séparant l a  partie reelle e t  l a  par- 
t i e  imaginaire de chaque RIJK. Les tenseurs obtenus sont des tenseurs 
sur E,. 

Les propriétés de symétrie de ces tenseurs s'obtiennent simple- - 
ment en mu1 t ipl iant les  expressions ( 4 )  ( 5 )  e t  ( 6 )  par QK e t  en prenant 
la trace. Les expressions obtenues permettent de calculer les composan- 
tes  des t ro i s  tenseurs. 

La trace e s t  invariante 1 ors d'une permutation circulaire des opérateurs, 
on en déduit que :IIJK es t  invariènt par  permutation circulaire des indi- 
ces. DIJK étant symétrique par rapport aux indices 1 e t  J est par  consé- 
quent complètement symétrique, C I J K  étant antisymétrique pour ces deux 



indices est  camplètmnt antisymdtrique. La formule ( 7 )  e t  les proprié- 
tes de symétrie de CIJK e t  D I J K  montrent que la permutation de deux 
indices donne le  complexe conjugué pour l e  tenseur QIJK. 11 est ut i le  
d '  introduire les matrices agissant sur un espace vectoriel &, cons- 

truites à partir des tenseurs precédents. 

Ces matrices o n t  été utilisées dans l ' a r t ic le  VI. Suivant les 
circonstances, il  es t  plus pratique d'uti l iser le  jeu de matrices réel- - - - 4. - 
les r , A ou les matrices complexes nJ ,  nJ.  La matrice conjuguée fiJ J J - .. 
doit etre introduite pour pouvoir reconstruire TJ e t  O j  par combinaison 
1 inéaire. Les propriétés de symétrie de ces matrices se déduisent de ce1 - - .. 

r est  antisymétrique, AJ  es t  symetrique, les .. des tenseurs C I J K  e t  O I J K ,  

CJ e t  nJ sont hermitiques, de sorte que .fiJ est  aussi l a  transposée de 

"* 

Parmi les transformations orthogonal es agissant sur 1 'espace! 
, u n  sous-groupe joue un rôle important, celui qui provient des transfor- 
mations unitaires de& . A t o u t  vecteur X E  &,, correspond u n  opérateur 
hermi tique de trace nul 1 e X agissant sur&/. Une transformation unitaire - 
U le  transforme en u n  nouvel opérateur hermi tique de trace nulle - A A + 
X' = U X u t ,  auquel correspond un  vecteur x '  Zr. Nous &vons montré 

dans 1 'ar t ic le  I I  que la transformation de ; en ' est une transforma- 
tion orthogonale donnée par 

Une propriété souvent uti le lorsque l'on uti l ise ces matrices, 
est 



* 

qui est  l e  plus souvent simplifiée par 1 'utilisation de matrices A e t  - * - 
B de trace nul le. Pour démontrer cette relation, nous écrivons A e t  B 

sous la forme : 

Leur produit peut être écr i t  sous la forme 

dont la trace devient 

En tenant compte des relations 

- 
e t  des relations semblables pour 8 on obtient la relation (13).  

.. .. 
Les transformatioiis O[U] on t  été définies sur &. 11 es t  .. 

également possible de les faire agir sur les matrices QJ de Er qui 
correspondent aux vecteurs de base de E . La transformation est  al ors, r 
comme nous l'avons démontré dans l ' a r t i c l e  I I ,  

Nous voulons maintenant construire différents invariants pour 
1 e groupe orthogonal . 

Un premier invariant provient immédiatement de l a  définition 
du groupe orthogonal , i l  s '  agit de 



proportionnel à 1 'invariant de Casimir de su(n). Cette quantité que 
nous allons calculer, e s t  invariante par l e  groupe orthogonal. Elle 
e s t  a fort iori  invariante par les o[u]. En u t i l i sant  (14) ,  cet te  inva- 
riance e s t  dcrite 

La matrice commute avec toutes les  transformations unitaires, el 1 e es t  
donc proportionnel 1 e a 1 ' i dent i t é  

La trace de chaque 6; vaut 1 e t  ce1 l e  de i vaut n ; on en déduit la 
valeur de a e t  la  relation 

n 

- 2 En développant Q,, au moyen de ( 6 ) ,  nous obtenons alors une première 
propriété des tenseurs de Er introduits précédemment 

Tous les vecteurs obtenus par contraction sur deux des trois  indices 
de C I J K  OU des D I J K  sont donc nuls. Au moyen de ces tenseurs nous pou- 
vons construire l es  tenseurs d'ordre deux suivants ( * )  : 

(*) Les tenseurs comportant Q s'en déduisent au moyen de ( 7 )  
1 JK 



Ces grandeurs peuvent ê t re  écri tes de deux facons a par t i r  des matrices .. .. 
rJ e t  hJ. Elles valent d'une part : 

Ce sont également les  composantes JL des matrices 

La seconde expression es t  nulle comme produit deux foiscontracté d 'un  

tenseur symétrique par un tenseur antisymétrique.Pour calculer l e s  deux .. .. - .. 
autres termes, nous determinons d'abord tr(RJ fiK)  e t  tr(RJ f iK) .  Une 
première relation e s t  obtenue en écrivant que l a  relation ( 6 )  donne un .. - -  ..a . 
produit associatif QI(QjQK) = ( Q I Q J ) Q K  on obtient la formule 

.. 
dans laquelle on a introduit la  niatrice EJK dont l'élément JK vaut 1 

e t  les  autres O (*). La trace de cet te  expression donne immédiatement 
-l 

La seconde relation nécessite également deux étapes. Nous montrons 
d'abord que - - -  4 - 

Considérons 1 ' e space2  de toutes les matrices n x n .  11 es t  
- n 2 .. .. 

possible d ' y  prendre comme base les matrices E . La matrice E e s t  
construite de façon analogue à la matrice EJK précédente, les indices 
j e t  k varient de 1 à n au lieu de 1 à n2-1  pour J e t  K .  Pour une matri- .. 
ce quelconque A on obtient : 

(") (EJK) = ô 6 
J ' K '  

JJ' KK' 



A - - 
-4.- 

La base des E est  orthonormtse avec l e  produit scalaire (A,B)  = tr(A B ) .  
La relation ci-dessus est  conservée 1 orsqu'on change de base orthonormée 
dans £ 2. Prenons alors comme base orthonormée les Qj complétés par 
a - n  
I - 1. La relation devient 

f i  . . n2-1 . . - 

e - 
si A est  choisie égale b 1, A on retrouve l'équation (15).  L'équation A - (19) 
es t  obtenue en prenant A = QF1. Pour obtenir ia relation sur les nJ fiK, 
on développe (19) au moyen de (6), d'où 

En faisant la somme e t  la différence de (18) e t  ( 2 1 1 ,  on obtient les 
relations portant sur les matrices r4el les 

Les produits de trois matrices donnent également des relations remarqua- 
bles qui permettent certaines simplifications. Pour les obtenir, on mul- 

e . 
t i p l  ie les deux membres de ( 1 7 )  par nM ou $ e t  on prend l a  trace. Les 
relations (18) e t  (19) donnent alors 

e - a  2 n -3 t r (Q  Q Q ) = n J K M  'JKM 

Par conjugaison, ces expressions deviennent 



Le passage aux matrices réelles est  obtenu par les sommes e t  différen- 
ces de ces quatre Gquations. Le résultat est : 

- a "  n2- 12 tr(A A A ) = - J K L  n OJKL 

.. 2 n -4 tr(A A A ) = 7 J K L  JKL 

- 
Toute matrice agissant sur Er est  une combinaison lineaire des EJK* La 

relation ( 1 7 )  montre que toute matrice peut alors être mise sous la 
a - 

forme d'une combinaison linéaire de !, des QJ e t  des fiJ f iK. Comme on 
considère surtout des matrices réelles, on les décompose plutôt selon 
a A - - 
1, A J 3  , A j  bK, rJ rK. En effet ,  l e  développement de ( 1 7 )  donne : 

Le caractère réel de E G K  donne de plus la relation 

11 f a u t  toutefois noter que l a  décomposition d'une matrice de 

Zr selon cet ensemble de matrices n'est pas unique puisqu'il existe 
des relations 1 inéaires entre elles. Ces relations figurent dans la 
deuxième colonne du tableau suivant où nous avons placé sur une même 
ligne des expressions d o n t  nous avons montré plus h a u t  l'équivalence 



- - -  nL- 12 tr(A A A ) = - J K L  n "JKL 



Ce tableau peut é t re  compl6té par les refations (13) e t  (20) 



A P P E N O I C E  B 

Dans c e t  appendice nous a l lons  considérer p lus  p a r t i c u l  i é re -  

ment l e s  transformations de g-, qui proviennent des transformations 

u n i t a i r e s  de&. Une premiere propr ié té  es t  l ' i n v a r i a n c e  des tenseurs 

CJKL e t  DJKL l o r s  de ces transformations. 11 s u f f i t  pour l e  .. consta ter  A 

d 'e f fec tuer  l e s  transformations un i t a i r es  sur l e s  matr ices Q j s  QK e t  

g, f i g u r a n t  dans l e s  d é f i n i t i o n s  (A-8) e t  (A-9) .  Les p lus  intéressan- 
L 

tes  propr ié tés  conservées dans& par de t e l  1 es transformations u n i  t a i  - 
res sont ce1 l e s  d ' é ta t s  purs, d 'é ta ts  orthogonaux ou d'opérateurs semi- 

déf in is  p o s i t i f s  (opérateurs-densités). Ceci i n v i t e  & exprimer de t e l  - 
l e s  propr ié tés  par des r e l a t i o n s  ent re  l e s  vecteurs de Zr e t  l e s  deux 

tenseurs invar ian ts  C JKL et D ~ ~ ~ *  

Pour e x p l i c i t e r  l e s  r e l a t i ons  entre E e t  gr, il e s t  neces- 

sa i re  de c h o i s i r  des bases dans ces deux espaces. Plus précisément, à 

chaque base orthonormée { 1 j>} =, ,..., n de 1 ' espace&, nous associons 
A 

une base {QJ* J=!, . ,n de Er. Ces bases, que nous nommons bases stan- 

dard [HIOE, 811 ou LI], sont dé f in ies  par l e s  t r o i s  ensembles d'opéra- 

teurs : 

1 j - - { ( j + l > < j + l l  - - c (k><kl)  j = l ,  ... ,n-1 ij -4 ( 1 - 4  
k= l  

A 

- - 1 i /  j><kl  + / k > < j I }  I<j<k<n 
Q+j, ,q (1-b) 



Lorsque nous u t i l  isons des indices variant de 1 r ,  les  - 
opérateurs diagonaux Q . sont placés en premier, dans 1 ' ordre de 1 eur 

J 
indice j. Les opérateurs Q viennent ensuite, classés dans l'ordre 

+ j k  
lexicographique de leurs indices j k .  En dernier, nous plaçons les opé- - 
rateurs Q- jk également dans 1 ' ordre lexicographique de 1 eurs indices 
j k. 

Les propriétés de symétrie des tenseurs CIJK e t  DIJK permet- 
tent de ne calculer que les termes dont les indices sont rangés dans 
un ordre non décroissant e t  d'en déduire les autres. Par ailleurs, nous - 
avons choisi les opérateurs QJ de te l le  sorte que, pour un opérateur 
donné, tous les éléments dans la base C[j>l sont ou rgels ou imaginai- - l 
res purs. Les seuls opérateurs a termes imaginaires sont les Q- ik  

Lors du calcul de GJKL, i l  en résulte la  règle suivante : s '  il  a un 
1 nonbre pair d '  indices - j k  , le  terme es t  réel e t  vaut DJKL tandis que l 

JKL est  n u l  ; s ' i l  y a un  nombre impair d'indices - j k  , RJKL e s t  ima- 
i ginaire p u r  e t  vaut - -2 CJKL tandis que DJKL es t  nul. Ces remarques per- 

mettent d e  donner explicitement, pour toutes les valeurs de n ,  les ten- 
seurs CJKL e t  DJKL associés à une base standard (Table 8 ) .  Une biblio- 
thèque de sous-programmes Fortran a été constituée, permettant de dis- - 
poser des opérateurs Qj, des tenseurs fiJKL, CJKL e t  DJKL e t  de pouvoir 
passer des indices J aux indices j, + k t ,  -kR. La première util isation 
a étd de vérifier, dans le  cas n = 3 ,  les formules de l'appendice A.  

Nous utilisons maintenant ces tenseurs de Zr pour traduire 
les proprietés des opérateurs. Les relations que nous obtenons o n t  été 
démontrées de manière dispersee dans les différents articles. Nous 
les rassemblons ici .  

.. 
Rappelons que t o u t  opérateur A agissant sur& peut e tre  

écri t 

ce qui définit a,, trace de A ,  e t  un  vecteur a de sr de composantes aJ. 
Imposer à A d'être hermitique equivaut à imposer à a. e t  aux aJ d 'être 
réel S. Parmi 1 es opérateurs hermi tiques , ceux représentant u n  hami  1 to- 
nien ou un opérateur-densité jouent un rôle particulier. Rien n 'es t  



j- 1 o... = 2 1 <j&n- 1 
J J J  J m  

TABLE 8 



changé au systhme si  la trace du hamil tonien change. Nous la prendrons 
systématiquement égale a zéro. La trace d 'un opérateur-densi te e s t  
toujours 1.  Il es t  donc possible d'introduire dans 2, les vecteurs - 
3 
h e t  P avec 

Le p rodu i t  de deux opérateurs est obtenu au moyen de (A-6) sous la  
forme : 

Les observables compatibl es sont représentées par aes operateurs hermi - 
tiques qui comten t .  Dans &, elles sont représentées par des couples 
(ao ,à) e t  ( bo $1 tel s que 

u n  projecteur Â2 = A es t  tel que 

Dans l e  cas d'un opérateur densité, 6 représente u n  é ta t  pur 
2 s i  e t  seulement s ' i l  es t  hermitique, de trace 1 e t  te! que 6 = 0. 

Dans ce cas les valeurs sont O e t  1 e t  i l  n'est donc pas n&es- 
saire d'ajouter que P est  semi-défini positif. Un état pur est donc 

-f 

défini par u n  vecteur P degr  vérifiant 

P' = n ( n - 1 )  (8-a) 



Deux états purs orthogonaux sont deux états purs dont les  
opérateurs-densi tés comnutent, pour 1 esquel s on a donc, de manihre néces- 
saire e t  suffisante : 

Cela implique que le  p rodu i t  est n u l ,  ce q u i  es t  exprimé par 

Dans le  cas général, l'opérateur densité est  seulement semi-défini 
positif. 11 a été montré dans 1 'ar t ic le  1 que cette condition devient : 
p o w  *ou* é*a t  PUA P t ,  c f  ut-à-dUre ?l v&i& iant  ( 8  1 
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