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1 

NOTATIONS ET PREMI ÈRES DEFINITIONS 

* * 
X e t  Y désignent des espaces de Banach de dual topologique X e t  Y .  

La dualité entre espaces étant notée <,>, la  dualité entre XxY e t  
* * * * * * 
XxY est  définie par <(x,y),(x,y)> = <x,x> + <y,y>. 

Si Z est  1 'espace de Banach consi déré, I I  ( 1  désignera sa norme, BZ sa 
boucle unité fermée, SZ sa sphère unité e t ~ ( z )  l e  f i l t r e  des voisina- 
ges du point zeZ. 

A, i n t  A ,  =A e t  Z-A, désignent respectivement la  fermeture, l ' in té -  
rieur, la  fermeture convexe e t  l e  complémentaire du sous ensemble A 

dans Z.  

dim Z<+m signifie que Z est de dimension f inie.  

# b oA (resp. oA) désigne 1 a fonction d l  appu i  supérieure (resp. inférieure) 
de A e t  $A sa fonction indicatrice. 

NA(a) désigne l e  cône normal négatif à A en afA. 

P (Z) sera 1 'espace des fermés de Z e t  C(Z) 1 'espace des fonctions 

numériques continues sur Z. 

S i  g : Z + R, g* (resp. G * )  sera la fonction conjuguée (resp. biconju- 
guée) de g e t  Z g  sa régularisée convexe (plus grande minorante convexe, 
s . c . ~ ) .  

Une multifonction F de X dans 1 'ensemble des parties de Y sera notée 
F : X = Y ; lui sont attachés les sous-ensembles : 

Dom F = CxeX / F(x)  # 0) 
R(F) .= F(X) où F(A) = a!A F(a) V A c X  

G(F) = { ( X  ,Y) / y~Fo()  



Appelés respect ivement domaine, image e t  graphe de F. 

* A tou te  F : X : Y e s t  associé F-': Y = X d é f i n i e  pa r  : 

F - ' ( ~ ) =  { x  / y ~ F ( x ) } ,  d 'où Dom F"= R(F) e t  R(F")= Dom F. 

E t  1 'on d i r a  que : 

* F e s t  propre (resp. s t r i c t e )  s i  Dom F#@ (resp. Dom F=X) 

* F e s t  fermé (resp. convexe) s i  G(F) e s t  fermé (resp. convexe) 

* F e s t  semi-continue supérieurement (s.c.s) en aeX, s i  pour t o u t  

o u v e r t  W de Y, contenant F(a) ,  il e x i s t e  V€O(a) avec F(Y)cW.  

* F e s t  d i t e  semi-continue in fé r ieurement  ( s . c . i )  en aEX, s i  pour 

t o u t  ouvert  W de Y, rencont ran t  F(a),  il e x i s t e  V&(a) t e l  que : 

F ( x )  n W # 0 Vx E V.  



CHAPITRE O 

PROBLEMATIQUE GENERALE ET PRESENTATION DES RESULTATS 

Sous un t i t r e  volontairement général, nous proposons avec de nombreuses 

appl ica t ions une étude exhaustive de quelques fonct ions marginales du type : 

où $ es t  une fonct ion numérique d é f i n i e  sur un produi t  d'espaces de Banach 

XxY e t  F une mu l t i fonc t ion  de X dans Y. 

(ml 

Comme cadre nature l  d'étude des programmes paramétrés e t  d'analyse de 

sensi b i  1 i t é  des programmes perturbés, ces fonctions ont  f a i t  1 'objet ,  depuis 

une quinzaine d 'années, d ' une abondante 1 i t té ra tu re ,  mais dans 1 a seul e 

perspective de l 'ana lyse marginale ; po in t  de vue consistant  essentiellement 

d'une p a r t  à rechercher les  condi t ions minimales sur $ e t  F, qu i  induisent  

sur h des propr ié tés  de fermeture, de cont inui té,  de 1 i p s c h i t z i  té, de conve- 

x i t é  ou de sous d i f f é r e n t i a b i l i t é  e t  susceptibles de mener à une est imat ion 

ou à un ca lcu l  d'un sous d i f f é r e n t i e l  de h, e t  d 'aut re  p a r t  à préc iser  (du 

p o i n t  de vue des cont inu i tés)  l e  comportement du minimiseur Mh d é f i n i  par : 

h(x)  = i n f  $(x,y) 

yrF()O 

O r  l a  considérat ion de t e l l e s  fonct ions recouvre en f a i t ,  out re  l 'ana lyse 

margi na1 e, de nombreux aspects dont : 

1 - L'ANALYSE MULTIVOQUE 

En e f f e t ,  pour un choix convenable de 1 ' o b j e c t i f  4, l e s  propr ié tés  de 

h peuvent ê t r e  caractér ist iques de ce l les  de F ; e t  un premier pas dans ce 

sens es t  i l l u s t r é  par un r é s u l t a t  de Choquet, caractér isant  l a  con t inu i té  de 

F, par  ce1 l e  des fonct ions marginales i, déf in ies  par g(x)  = i n f  g(y), - .  

Y ~ F ( X )  
1 orsque g d é c r i t  1 'espace C (Y) des fonct ions numériques, continues sur Y.  



L'espace de référence ('(Y) étant "trop vaste", un pas supplémentaire 

est  franchi par  Castaing e t  Valadier qui montrent que s i  F est à valeurs 
convexes, fermées, on peut,sous certaines conditions de compacité, se res- 
treindre au sous espace P.  Mais en fa i t ,  corne sous ensembles de Y, les va- 
leurs F ( x )  se caractérisent soit par l a  fonction d'appui (à F ( x ) )  s i  F est 
à valeurs convexes fermées, soit par la fonction distance ( à  F ( x ) )  s i  F est 
simplement à valeurs fermées. 

E t  c 'est  cette remarque qui fut le point de départ de 1 'étude systéma- 
tique que nous avons consacrée aux deux fonctions marginales suivantes : 

(1) La fonction distance associée à F 

dF : XxY + R I dF ( X  ,Y) 

si  non 

La fonction marginale dF est alors apparue comme u n  outil d'une grande flexi- 
bil i té,  puisqu'elle nous a permis de caractériser F des points de vue de la 

fermeture (du graphe), de la continuité, la continuité uniforme, la convexi- 
té ( d u  graphe) et  la fermeture convexe ( d u  graphe). Nous introduisons ensuite 
trois types de convergences (fermée en valeurs, simple et  uniforme) de sui tes 

( F n )  de multifonctions ; convergences que nous caractérisons entièrement par 
des convergences de la suite correspondante (dF  ).  11 est à noter que si 

n 
1 'on réduit 1 'espace X à { O ) ,  nous retrouvons le  cadre d'analyse des suites 
de fermés de Y et donc les principaux résultats s 'y rattachant. L'intérêt 
grandissant de 1 'épi convergence (convergence des épigraphes de fonctions 
numériques) dans 1 'étude des problènes variationnels, a motivé 1 'extension 
que nous en donnons dans l e  cadre des multifonctions. 

Nous caractérisons ce1 a en toute général i t é  par 1 a convergence fermée 
de la sui te des graphes, puis par 1 'épi convergence de 1 a sui te  (dF ) 1 orsque 

n dim Y <+a. 

Notons que ces résultats peuvent être le  point de départ d'une étude 

de 1 ' épi convergence des fonctions vectoriel 1 es dont  1 ' intérêt est manifeste 
en optimisation multicritères. Puis lorsque dim X<+.. e t  dim Y<+=, et  lorsque 

l a  suite {G(Fn)}  converge au sens de la limite d'ensembles vers G ( F ) ,  avec 

Fn convexe, nous établissons par le  biais de dF et  (d  ) une converqence de 
Fn 



la suite des c6nes tangents aux graphes G(Fn) ,  vers le  cône tangent au graphe 
G(F)  ; ce résultat apparaft alors comme une extension sux multifonctions de 
la convergence des sous différentiels des fonctions convexes e t  aura une 
application directe dans 1 'étude des sui tes de probl @mes convexes du type : 

( 2 )  La fonction d'appui associée à F 

* inf <z,p> s i  x E Dom F 
OF : XxY + R / u ~ ( x , P )  = 

I + -  sinon. 

# # oF ( O U  plus exactement 0: définie par oF(x,p) = oF(,) ( p ) )  a largement été 
uti 1 i sée notamment pour caractériser les mu1 tifonctions , re1 ativement à la 
continuité (Castaing, Valadier, A u b i n ,  Ce1 1 ina) , l a  mesurabil i t é  (Castaing, 
Valadier), 1 'existence de point fixe ( x c F ( x ) )  ou critique ( o r F ( ~ ) )  par de 
nombreux auteurs. 

Nous montrons quant à nous que oF caractérise aussi la convexité e t  la 
lipschitzité de F ; ce qui nous a permis d'établir que toute multifonction 
convexe fermée à valeurs bornées est localement 1 ipschitz sur 1 'intérieur 
de son domaine ; résultat d u  type application ouverte q u i  n 'était  connu que 
lorsque la multifonction F considérée est en outre localement bornée, ou est 
un processus convexe, surjectif ( i  .e. tel le que G(F) est u n  cône convexe 
avec R(F)  = Y ) .  

Nous montrerons plus loin qu'en f a i t  oF est u n  outil essentiel d'étude 
des problèmes convexes de programmation e t  de contrôle. 



Le second v o l e t  que recouvrent  l e s  fonc t i ons  m a r q i n ~ l e s  concerne : 

II - LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE ET LE CONTROLE 

Nous il lus t rons  c e l a  sur  l e s  aspects su ivants  : 

(1) L 'analyse margi na1 e 

La f o n c t i o n  dF t rouve  une a p p l i c a t i o n  in té ressante  dans 1 'étude des 

fonc t i ons  margi  na1 es général es du type (m) . 
En e f f e t  nous é tab l issons  un r é s u l t a t  général assurant,sous des condi- 

t i o n s  re la t i vement  simples, 1 'ex is tence de V@(o) dans X, d'une constante 

h o  e t  d 'un compact c de Y t e l s  que : 

- 
( i )  h ( x )  = i n f  C@(x,y) + Rd,-(x,y)l Vx r V, Ve 2 

YEC 

( i i )  t o u t  y r é a l i s a n t  1 ' in f imum en ( i )  e s t  dans Mh(x,o) 

ce q u i  manifestement f o u r n i t  un cadre t r è s  s i m p l i f i é  d 'étude de l a  fonc t ion  

marginale h, puisque dF ca rac té r i se  F. 

Sachant par  a i l l e u r s  que t o u t  sous d i f f é r e n t i e l  de dF ca rac té r i se  un 

cône tangent à G(F) au p o i n t  (x,y) considéré ( c f .  chap. 1 p ) , nous cons- 

t a tons  que l e s  r é s u l t a t s  ( i )  e t  ( i i )  ci-dessus permet tent  une approche t r è s  

s imple d 'es t ima t ion  (ou de c a l c u l )  des sous d i f f é r e n t i e l s  de h. 

(2)L 'approxi rnat ion des programmes per turbés généraux : 

Pour une s u i t e  de programmes du type : 

i n f  On(x,y) s i  x E Fn 

n X  = { yiF,(x) 

I + -  sinon. 

e t  l e  programme d i t  l i m i t e  : 

I + -  sinon. 

deux grands aspects son t  à considérer  : 



l e r  aspect. 

Quels types de convergence de (O,) e t  (Fn) vers 4 e t  F assureraient 

( i  > une convergence de (hn) vers h  

( 2 i )  une convergence de (ah,) vers ah 

( 3 i )  une convergence de (Mh ) vers Mh ? 
n  

2ème aspect. ( p l  us d i f f i c i l e )  

Les convergences précédentes é tant  i den t i f i ées ,  quel 1  es approximations 

(gn) e t  (Fn) de 4 e t  F  i ndu i r a i en t  ces convergences ? 

Nous n'abordons que l e  premier aspect ; nous donnons a lors  des condi- 

t i ons  suf f isantes assurant 1  'épi-convergence de (hn) vers h  ; nous montrons 

ensuite que l a  convexité se préserve à l a  l i m i t e  ; e t  que dans l e  cas ent iè-  

rement convexe (gn e t  Fn convexes, fermées), nous obtenous sous des condi- 

t i ons  relat ivement courantes, une convergence de 1  a  sui  t e  {G(ahn) 1 vers 

G(ah). 

Lorsqu'en out re  dim X<+m, nous établ issons une convergence de (ahn) 

vers ah au sens suivant  : 

1- ahn(x) c ah(x) + E B ~  Vx E i n t  Dom h e t  n 2 n ( x , ~ )  

En f in  e t  tou jours  dans l e  cas convexe, une convergence des minimiseurs 

(Mh ) vers Mh e s t  é tab l ie .  Les résu l t a t s  obtenus étendent e t  préc isent  les  
n  

travaux de Zolezzi en approximation va r ia t ionne l le .  

(3) La péna l i sa t ion  extér ieure en opt imisat ion : 
Résoudre par pénal i sat ion extér ieure 1  es problèmes généraux 

rev i en t  en f a i t  à associer a (P) l a  fonc t ion  marginale : 

(''1 
- i n f  J (y )  

Y €A 

- o ù A c Y e t J  : Y + R  



- 
h(x) = inf @(x,y) avec 

Y E Y  
$(x,y) = J ( Y )  + ~ . P ( Y )  e t  

- P:Y+ R+ / P(y) = O <=> yeA. 

Les résultats généraux sur la pénalisation extérieure revenant en f a i t  aux 
suivants : 

1- ( i l  1 im h(x)  = valeur de (P) 

(2i ) 1 im sup M,, ( x , ~ )  c ensemble des solutions de (P) . 
x*w 

- &+O+ 

Nous montrons quant à nous, à travers 1 'étude d'une fonction marginale asso- 
ciée à une fami 11 e pl us générale de fonctions de pénalités, que 1 es méthodes 

de pénalités extérieures classiques reviennent toutes à une m@me méthode 
"type Uzawa" agissant sur u n  programme "sup-inf". 

Ce qui nous permet de montrer en toute généralité, qu'une pénalité 
extérieure es t  exacte s i  e t  seulement s i  la fonction + la  définissant admet 
u n  col à distance finie. 

Nous en déduisons aisément e t  sans hypothèse de convexité qu'une péna- 

l i t é  exacte e s t  nécessairement non différentiable ; nous montrons ensuite 

que relativement à une famille de perturbation simple, toute forme de stabi- 
l i  t é  différentiel l e  de l a  pénalisation équivaut à 1 'exactitude. 

(4) Problèmes convexes de programmation e t  de contrBle : 

La fonction marginale h apparaît naturellement comme l a  fonction de 
perturbation associée au problème non perturbé 

1- h(o) = i n f  +(o,Y)  
- yeF(0) 

probl ème que 1 'on peut reformul e r  comme sui t  : 



e t  ce seul schéma recouvre l es  cas suivants : 

(P 

l e r  cas 

- 
i n f  J (y)  

O c A(Y) 

- où ~ ( y )  = ~ - l ( y )  e t  J(Y) = +(o,Y) 

cas réduc t ib le  à ( p ) ,  en considérant simplement l a  mu l t i fonc t ion  A dé f i n i e  

par A(y) = CQ-g(y)l x CC-y1;et s i  Q es t  1 'un des cônes {O}, R: ou dl - , ou un 

p rodu i t  de ceux-là, nous retrouvons l e  cadre classique de l a  programmation 

mathématique. 

(Pm) 

2ème cas 

- 
i n f  J (y )  

g(y)  Q 
- Y E C  

(Pc) se r é d u i t  à (P)  avec : A(y) = E(y) - Ly. 

(Pc) 

E t  s i  Ly = (Dy, yy )  où D es t  un opérateur d i f f é r e n t i e l  e t  y un opérateur 

de t race e t  s i  E e s t  de l a  forme : 

- 
i n f  J ( y )  L :  Y + Z  

E : Y = Z  e t  

- LY E E(Y) Z un espace de Banach 

avec A e t  B des opérateurs binéaires continus e t  U un ensemble de contrôles, 

nous retrouvons l e  cadre classique du cont rô le  optimal sur l e s  problèmes : 

- 
i n f  J (y)  

Dy = Ay + Bu 

u c u  

,YY c c  

ces deux cas ont  j u s t i f i é  à nos yeux un t ra i tement  p a r t i c u l i e r  du problème 

général : 



- inf $(x )  
(P) 1 O r F ( x )  - 

nous en faisons 7 'étude com~lète dans l e  cas convexe ($ e t  F convexes fer- 
mées) ; nous moi~trons alors que la fonctionnelle : 

es t  un Lagrangien pour (P) e t  que ses cols (X,;) lorsqu'il en existe sont 
constitués d'une solution X pour (p) e t  d ' u n  vecteur dual p attaché à i. 

11 est à noter que l e  schéma ( P )  ci-dessus a également é té  étudié par 

Borwein par une autre approche mais l e  seul résultat que ce dernier a 
dégagé est l'existence de p tel que : 

i n f  ~(x, :)  = valeur de (P) 
x € X  

Nous prouvons q u a n t  à nous 1 'existence de col (2,;) sous les conditions 
i n t  Dom F # (3, O E int R(F) e t  @ inf-compacte. Nous complétons l'étude par 
un résultat de stabi 1 i t é  de ( P )  rel a t i  vement aux perturbations : 

1- h ( u )  = i n f  $(x)  
- O€F(x)+u 

Enfin 1 'application au contrôle optimal es t  i l lustrée sur deux problèmes 
généraux : 

(a)  Programmation dynamique discrète 
Nous étudions l e  modèle général : 

où Co est  un convexe fermé de 1 'espace de Banach Xo e t  où V i  Ei c Xi  x X i + l ,  

produit d'espaces de Banach avec E i  convexe, fermé e t  $ convexe, propre, 
n 

s.c.i  sur igO X i .  

( P  1 
d" 

Par réduction de (Pd ) à la  forme ( P ) ,  ci-dessus, nous caractérisons 
Y 

enti erement 1 es chemins ( iO, .  . . , in )  optimaux, puis nous exami nons en détai 1 

- 
inf $(xo,-.  ,xn) 

(x i  ,xi+1) r Ei i=O,n-1 



le cas particulier : 

1- inf 9(x0,. ,xn) 

où Ai et Bi sont des opérateurs linéaires continus et Ui des ensembles de 
contrôles. 

(b) Problèmes de contrôle 

Nous proposons une étude du modèle général : 

n m 1 où u désigne un contrôle, E:[O,TI: R xR x R~ 

Nous réduisons (pc) à la forme ( P ) ,  puis nous caractérisons les trajectoires 

et contrôles optimaux ; pour cela nous établ issons un résultat d'existence 

de sol ution à 1 'inclusion différentielle perturbée 

Nous examinons enfin des extensions diverses et le cas particulier : 

I où A(t) et B(t) sont matrices de dimensions convenables et 

U une multi-fonction de contrôle ; 1- 
ce qui correspond bien évidemment au cas du contrble optimal en équations 

d'état linéaire. 



Notons q u ' u n  schéma plus simple que ( p c )  ci-dessus f i t  1 'objet de tra- 
vaux de Rocka Fe1 1 ar ,  mai s par une approche total ement di fférente . 

Cette dernière e t  ce1 l e  que nous proposons se complètent beaucoup plus 
qu'elles ne s'opposent. 

En e f fe t ,  incorporant la contrainte d 'état  dans 1 'objectif par adjonc- 
tion d'une fonction indicatrice, Rockafel l a r  occul t e  compl étement 1 a d i f f i -  
culté de la contrainte d 'é ta t  e t  caractérise les couples optimaux ( i , Ü )  par 
l e  biais d ' u n  Hami 1 tonien ; ce q u i  1 u i  permet de dégager une dualité. 

Pour notre part, nous caractérisons les couples optimaux directement à 

l 'aide des données f ,  g ,  Co e t  la multifonction E.  

Enfin deux classes de problèmes de jeux relèvent des fonctions margi- 
nales : 

I I I  - ASPECTS NOUVEAUX SUR LES PROBLEMES DE COLS ET DE MIN MAX 

Ces problèmes concernent 1 'existence e t  1 es propriétés des couples 
(;,y) E U c X x Y te ls  que : 

Il  es t  c la i r  q u ' u n  G-col es t  u n  F-col e t  que s i  U es t  sous la  forme produit 
VxW, ces deux notions coincident avec la  notion de col classique ; mais s i  
U n'est pas un produit d'ensembles (nous dirons que les contraintes sont 
rnêl ées) , 1 'existence d ' un F-col ou d ' u n  G-col es t  en général sans rapport 
avec les solutions des problèmes ( P )  e t  ( D )  suivants : 



un contre-exemple simple est donné pour illustrer cela. 

Les F-cols firent 1 'objet de travaux de Dem'yanov, qui en prouva 

1 'existence en dimension fi nie avec $ continue, concave-convexe et U convexe, 

compact. 

- 
inf sup 4 4 ~ ~ ~ )  
Y X  

- ( ~ 9 ~ 1  E U 
(P) 

Quant à nous, par une approche beaucoup plus simple, nous caractérisons 

entièrement les G-col s, puis nous en prouvons 1 'existence en dimension infi - 
nie et sous des conditions plus faibles que celles de Dem'yanov. 

- 
sup inf $(x,Y) 

x Y 
et (D 

- ( ~ Y Y )  E U 

Le cas des problèmes (P), (D) et (F-col) est ensuite examiné par le 
biais des fonctions marginales. 

En effet, en considérant U comme le graphe d'une mu1 tifonction F:X:Y, 
(P) et (D) se formulent comme suit : 

(Pl 

Les F-cols sont alors les points fixes de la mu1 tifonction : 

- 
SUP h(x) 

- x E Dom F 

(D) 

Nous prouvons alors l'existence d'un F-col et des solutions pour (P) et (D) 
sous les conditions : 

- 
inf k(y) 

où k(y) = sup (x,~) 

- y E Dom F-1 X E F - ~ ( ~ )  

X et Y sont réflexifs et U est convexe compact 

(2i) $ est faiblement continue quasi-concave-convexe. 

Une extension aux jeux à n-personnes est examinée. 



Enfin nous dégageons quelques résultats sur une classe de jeux dynami- 
ques à travers l 'étude des fonctions marginales du type : 

inf @(s,x,y) e t  
x ~ E ( s )  y ~ F ( s )  

avec S espace topologique, puis S espace mesurable. 

Ce travail e s t  organisé en quatre chapitres pouvant aisément ê t re  lus 
de façon indépendante e t  ont chacun une bibliographie propre. 

Les renvois dans l e  texte concernent donc la bibliographie du chapitre 
dont la lecture es t  en cours. 



CHAPITRE 1 

FONCTION D I  STANCE ASSOCI EE 

A UNE MULTI FONCTION ET APPLICATIONS 

1 - INTRODUCTION 
A toute multifonction F : X = Y est associée la fonction marginale, 

(dite simplement fonction associée) dF : X x Y + R définie par : 

inf IlY-zll si x E Dom F 
z E F(x) 
+ 00 si non 

dF fut utilisée dans des contextes différents par Castaing, Valadier 

C61 et Salinetti-Wets C231 dans 1 'étude des multifonctions mesurables, par 

Rockafellar Cl91 pour étudier la lipschitzité des multifonctions, par Aubin 

Cl ; 31 et Cellina C31 pour traiter des inclusions différentielles, et enfin 

par Penot Cl51 dans l'étude des différentiabilités des multifonctions. 

Pour notre part, nous montrons que dF caractérise F par rapport à la 

fermeture (du graphe) Cpropo. 3.2.11,la continuité (inf, sup et uniforme) 

Cthéo. 3.2.2 ; 3.2.3 ; corol. 3.2.11, la convexité (du graphe) Cpropo. 3.3.11 

et enfin la fermeture convexe (du graphe) Cpropo. 3.3.41. 

Trois types de convergence (fermée en valeurs, simple et uniforme) des 

suites de multifonctions sont étudiés ; nous les caractérisons par des con- 

vergences de la suite correspondante des fonctions associées Cthéo. 4.2.1 ; 

4.2.2 et 4.2.31 ; les 1 iens entre ces convergences sont ensui te examinés. 

Les propriétés des limites éventuel les sont alors dégagées Cpropo. 4.3.1 ; 

4.3.2 et 4.3.33 ; puis ces résultats sont examinés dans le cadre des multi- 

fonctions di tes paramétrées utiles en contrôle Cpropo. 4.3.4 ; corol . 4.3.11. 
Le lemme de Dini d'équivalence des convergences simple et uniforme est étendu 

aux mu1 tifonctions Cpropo. 4.2.21. 

Une extension aux multifonctions de 1 'épi-convergence est proposée avec 
une caractérisation en toute généralité par la convergence fermée des gra- 



phes Cpropo. 4.4.31, pu is  p a r  1 'épi-convergence de l a  s u i t e  des  fonc t ions  
a s s o c i é e s  l o r sque  dim Y < 7oo Cpropo. 4.4.43. 

Une de rn i è r e  a p p l i c a t i o n  en ana lyse  multivoque propose une not ion 
d'~-sous-di fférentiel pour les mu1 t i f o n c t i o n s  ; un r é s u l t a t  d e  convergence 
de s o u s - d i f f é r e n t i e l s  (cône tangent  au graphe) de mu l t i fonc t ions  convexes, 
fermées est é t a b l i  [ théo. 5 . 1  e t  5.21. 

Deux a p p l i c a t i o n  à 1 ' op t imi sa t i on  s o n t  e n f i n  t r a i t é e s  : l a  première 
concerne 1 ' ana lyse  margi na1 e ; nous é t a b l  i ssons a l  o r s  pour 1 es programmes 
pe r tu rbés  généraux un r é s u l t a t  de p é n a l i s a t i o n  exac t e  e t  uniforme (pa r  
r appor t  à l a  p e r t u r b a t i o n )  Cpropo. 6.1.11. 

La seconde t r a i t e r a  de 1 'approximation des programmes pe r tu rbés  ; des 
r é s u l t a t s  p r é c i s a n t  e t  complétant l e s  t ravaux  de Zolezzi  [26] s o n t  é t a b l i s  ; 
[propo. 6.2.1 à 6.2.6 ; c o r o l .  6 .2 .1  ; 6.2.21. 

2 - DISTANCE A U N  ENSEMBLE ET DISTANCE DE HAUSDORFF 

A t o u t  sous  ensemble A de Y e s t  a s s o c i é e  l a  fonc t ion  d i s t a n c e  à A y  

notée dA e t  donnée par : 

in f  1Iy-a II s i A # $  

si  non 

On s a i t  a l o r s  que  : 

Propos i t ion  2 .1  : 

( i )  d A =  dn 

( 2 i )  dA es t  globalement l i p s c h i t z  de cons t an t e  1 

I L 

( 4 i )  dA es t  convexe si e t  seulement si est convexe. 

Les deux r é s u l t a t s  su ivan t s  s e r o n t  u t i  1 es. 



Proposition 2.2 : 

S i  A = Al t A2 = {al t a2 / ai E Al 1=1,2) a lors  : 

où V désigne 1 'opérateur d ' inf-convol ution. 

Preuve : 

* Notons provisoirement par f l ,  f 2  e t  f les fonctiois distance à 

Al, A2 e t  A respectivement e t  s o i t  g = f1 V f 2  ; alors  : 

$(y)  = inf inf IIy-al-a2(( = inf $1(y-a2) 
a2€A2 a16A1 a2'A2 

par su i t e  : 

g(y) = inf C C $ ~ ( Y - Z ) + ~ ~ ( Z ) ]  5 i n f  f l ( ~ - z )  = @(Y)  
zrY zeA2 

* Réciproquement, soient z E Y e t  E > O ; i l  ex is te  a lors  a; 6 A2 

t e l  que : 

Ilz - a;ll 5 4)2(z) + E 

e t  comme m l  e s t  globalement 1 ipschi t z  de constante 1, on a : 

fl(y-z) + 02(z) + E 

* E e t  z étant a rb i t r a i r e s ,  l e  résu l ta t  annoncé en découle. 

Pour tout sous-ensemble non vide A de Y ,  on a : 



Preuve : 

* Notons provisoirement 4 5 dA e t  g = %A ; l e  calcul de la conju- 
guée de $ donne aisément : 

* $(Y)  = sup s u p  C<Y,Y> - Ilu-a I l  1 
aeA ycY 

Or on s a i t  que : 
* * 

sup - Y -  1 = 11811 + < a . ~ >  
YCY 

ce qui donne : 

$ ( Y )  = l l Y i i  + .A(;> 
* Le même cal cul pour g donne : 

9(3) = IIY I l  + 

le  résultat  annoncé en découle en remarquant simplement que 
** - * * 4 = codA e t  que g = g , puisque g es t  convexe continue. 

Terminons ce paragraphe en rappelant la notion de distance de Hausdorff 
e t  en complétant ses propriétés par u n  résultat nouveau. 

Définitions 2.1 : 
Les ensembles considérés sont supposés non vides ; on définit  alors : 

( i )  1 'E-élargissement de A 

A' = {y / dA(y) s E> = A + 'By 

( 2 i )  1 'excès de Al sur A, 

eCA1.A21 = sup dA (a) 
acA1 2 

(3i)  la distance de Hausdorff entre Al e t  A, 

HCA1,A21 = max {eCAl,A21, eCA2,AlII 

Les propriétés suivantes sont classiques (cf .  par ex. C63). 



P r o ~ o s i  t i o n  2.4 : 

( i )  eCA1,A21= in f  I E / A ~ ~ A S }  e t  

H CA1,A21 = i n f  { E  / Al c A; e t  A2 c A:} 

( 3 i )  H es t  une distance sur pf (Y) ; e t  muni de H, pf(Y) es t  complet* 

Cependant l e  r ésu l t a t  suivant  e s t  nouveau. 

Propos i t ion 2.5 : 

L ' app l i ca t i on  A -+ dA réa l i se  une isométr ie de P f ( Y )  muni de H dans C(Y) 

muni de l a  norme de l a  convergence uniforme sur Y. 

Preuve : 

Il s ' a g i t  d ' é t a b l i r  que : 

* S o i t  donc A un majorant du second membre, a lo rs  : 

(1) dA.(y) 5 dA (y) + A .  V Y  Y i # j 
1 j 

ce qu i  donne aisément : 

La propos i t ion 2.4 mène a lo r s  à : 

* Réciproquement s i  (3) a 1 ieu,  on a évidemment (2), ce qu i  par 

passage à l a  fonction distance exprime que : 



mais par la proposition 2.2  on s a i t  que : 

Or la l ipschitzi té  de d donne en particulier : 
Aj 

ce qui rapproché du f a i t  que : 

d h ~ y  
( z )  = max (0, Ilzll- 1) 

permet d'aboutir à : 

d (y) r inf Cd ( Y )  - l \ z I l t  llzll - 11 
Ai ~ E Y  Aj  

c'est-à-dire à : 

ce q u i  en f a i t  traduit (1) e t  termine la preuve. 

3 - CARACTERISATION DES MULTIFONCTIONS PAR LA FONCTION DISTANCE 

Définition 3.1 

A toute multifonction F : X = Y es t  associée dF : X x Y -+ R donnée par  : 

inf Ily-zll s i  x  E Dom F 

dF(x9y) = d F ( x ) ( ~ )  = i F ( x )  

I + C o  s inon  

11 es t  clair  que Dom dF = Dom F x Y e t  que pour tout x r Dom F,  dF(x,-) est  
globalement lipschitz de constante 1. 

Par ai l leurs dF e s t  également associée à i, définie par F(x)  = ; 

aussi supposerons-nous dans tout  ce q u i  s u i t  les  multifonctions considérées 
à valeurs fermées ; e t  ceci ne restreindra que très peu la  général i t é  de 

1 'étude. 
---O--- 



3.1 - Operations su r  les  mu1 t i fonc t ions  e t  fonct ions associées 

( i )  S i  F  = iyI Fi a lors  dF = i n f  dF 
i e I  i 

(21) S i  F  = na Fn où (Fn) dëcroi t par inc lus ion  des valeurs 

a l  ors dF = sup dF 
n n  

( 3 i )  S i  F = FI + F2, a lors  : dF(x,a) = dF (x,.) v d (x,.) 
1 F2 

où V es t  1  'opérateur d' inf-convol u t ion .  

( 4 i )  S i  F  = F1 x F2 où Fi : X = Yi e t  Yi un espace de Banach de norme 

encore notée II II e t  s i  Y = YlxY2 e s t  n~ormé par : 

( 5 i )  Soient Z un espace de Banach, F1 : Z 2 Y, F2 : X = Z e t  F = FloF2, 

a l  ors : 

dF(x,y) = i n f  dF (u(x)  +C'Y) 
ccc 1 

dF(x,y) = 1 ~ 1  i n f  dF (x,A-'(y-a)). 
aeA 2 

Preuve : 

Assez simple, à 1  'exception de ( 3 i )  qu i  es t  une app l i ca t ion  d i r e c t e  de l a  

propos i t ion 2.2. 



3.2 - Fermeture e t  cont inu i tés  des mu1 t i fonct ions 

So i t  F : X : Y ; en associant à toute  fonction numérique g sur Y, l a  fonct ion 

marginale 5 dé f i n i e  par : 

I n f  g(y) s i  x E Dom F 

Y E F(x) 
t m  s i  non 

nous avons l a  ca rac té r i sa t ion  suivante : 

Théorème 3.2.1 : CChoquet [ 7 1  p. 1711 

On suppose F à valeurs fermées ; a lo rs  : 

( i )  F es t  s.c.s en a <=> V g E C(Y), e s t  s.c.i en a 

( 2 i )  F est  s.c.i en a <=> V g E C(Y), e s t  s.c.s en a. 

L'espace fonct ionnel  de référence C ( Y )  étant  " t rop  vaste", Castaing e t  Vala- 

d i e r  C61 ont montré que s i  F es t  à valeurs convexes, on peut sous certaines 
* 

condit ions de compacité, se res t re indre  au sous-espace Y. Nous montrons 

quant à nous qu'en f a i t  dF permet de caractér iser  aisément les  cont inu i tés  

de F. 

F es t  s.c. i  en a <=> V b c Y, dF e s t  s.c.s en (a,b). 

---O--- 

Preuve : 

* La norme é t a n t  continue, on a immédiatement pour l e  théorème 3.2.1 : 

F s.c. i  en a => V b s Y, dF(-,b) es t  s.c.s en a 

mais dF é t a n t  globalement 1 ipsch i  t z  en y, pour tou te  s u i t e  (x,,yn)-(a,b) 

on a : dF(xn,~n)=dF(xn,~n)-dF(~n,b)+dF(~n,b)~ Ilyn-bll +dF(x,,b). 

Le passage à l a  l i m i t e  donne a l o r s  : 

l i m  sup dF(x,,yn) r l i m  I/y,-b]] t 1 i m  sup dF(xn.b) a dF(a,b) 

ce qui é t a b l i t  l a  condi t ion nécessaire. 



* Inversement soient a E Dom F, b E F(a ) ,  et  W E O(b)  alors : 

( 1) d F ( a , b )  = O e t  3 E > 0 / b + &By E W 

En supposant dF s.c.s en ( a , b ) ,  pour 1 ' E  ci-dessus, i l  existerait en 
particulier VE € O ( a )  tel que : 

dF(x,b) = inf Ilz-blI 5 dF(a ,b )  + E = E 

ZEF (x) 
par suite : 

Y x c V E ,  3 YE r F ( x )  n [b + €Byl 

ceci rapproché de (1) assure que F(x)  n W # p .  

Rappelons deux définitions : 

Définition 3.2.1  : 

F est dite fermée en a (sup-continue selon Huard 191) s i  pour toute suite de 
G(F) ,  (xn ,zn)  -+ (a ,z )  alors z E F(a). 

Par conséquent F est fermée (G(F)  fermé) s i  e t  seulement s i  F est fermée en 
t o u t  a E Dom F. 

Définition 3.2.2 : 

F est dite compacte en a (selon Penot C151) s i  toute suite (xn , zn )  de G(F)  

admet une valeur d'adhérence dès que ( x n )  + a .  

Remarque 3.2.1 : 

I l  es t  aisé de vérifier que s i  F es t  fermée en a e t  compacte en a, alors 
F est  s.c.s en a .  

Nous avons alors l a  caractérisation suivante : 



Théorème 3.2.3 : 

( i )  F s , c . s e n a  => Y b  r Y, dF s.c. i  en (a,b) 

(21) Y b E Y, dF s.c.i en (a,b) 

e t  -> F s.c.s en a 
F compacte en a 

Preuve : 

( i )  S i  F es t  s.c.s a, pour t o u t  b E Y, dF(*.b) e s t  s .c . i  en a par  app l ica-  

t i o n  du théorème 3.2.1. 

Par a i l l e u r s  dF é t a n t  globalement l i p s c h i t z  e n y ,  nous avons pour tou te  

s u i t e  (xn,yn) de l i m i t e  (a,b) 

dF(xn.yn) = dF(xnYyn) - dF(~,,Yb) + dF(xn'b) - I I Y ~ - ~ ~ ~ +  dF(xn'b) 

ce qui  donne par passage à l a  l i m i t e  : 

l i m  i n f  dF(xn,yn) - > dF(a,b) 

( 2 i )  Réciproquement s i  F n ' é t a i t  pas s.c.s en a, il e x i s t e r a i t  un ouver t  W 

contenant F(a)  e t  t e l  que : 

par s u i t e  il e x i s t e r a i t  une s u i  t e  (xn,zn) de G(F) t e l  l e  que : 

La compaci t é  de F en a assure ra i t  1 'ex is tence d'une sous-sui t e  (x,, ,zn ) 

de l i m i t e  (a,z) ; par  conséquent z E Y-W (Y-W é tan t  fermé) ; ce q u i  j o i n t  

à 1 'hypothèse dF e s t  s.c. i  en (a,z) mènerai t  à 

dF(a,z) s l i a  i n f  dF(xnl,znl ) = O  

c ' es t -à -d i re  à z E F(a) n [Y -WJ ; c o n t r a d i c t i o n  qui  termine l a  preuve. 



I I  est à noter que le  second point a f a i t  ressortir dans sa preuve les pro- 
priétés suivantes ; 

( i l  Y b E Y ,  dF s.c.i en ( a , b )  => F fermée en a 

(2i dF s.c.i sur Dom F x Y - -> F fermée. 

Le résultat suivant dû ; Penot (notes non publiées) donne une sorte de réci- 
proque à (2i)  ci-dessus. 

Proposition 3.2.2 : CPenotl 

Soit F : X = Y où X e t  Y sont des espaces topologiques de topologie notée 
p e t  T e t  soit  A une distance sur Y tel l e  que les boules relatives à A 

soient T-compactes ; alors s i  F es t  fermée pour p e t  T ,  6 ( * , b )  = ACb,F(*)l 

est s.c.i pour p,  pour t o u t  b E Y .  

Preuve : 

Nous reproduisons ici la preuve de 1 'auteur. 

* En supposant la conclusion fausse, pour u n  y E Y e t  une suite généra- 

lisée + x dans (X,p) ,  i l  existerait a > O tel que : 

lim inf 6(xi,y) < a < ~ ( x , Y )  
i r I  

* Nous pouvons donc extraire une sous-suite généralisée ( x j ) j f J  de 
e t  pour chaque j E J ,  définir u n  z .  E F ( x  .) tel que : J J 

A(y,zj) i a 

* La boule de centre y e t  de rayon a étant compacte, nous pouvons suppo- 
ser que (z j )  jEJ + y dans ( Y  , T ) .  

* F étant fermée, y= E F(x)  ; ce qui contredit le  f a i t  que : 



Remarque 3.2.2 : 

Penot f a i t  par a i l  leurs remarquer que la compacité des boules de Y peut 
ê t r e  remplacée par celle de F ; or ceci assurerait que F es t  s.c.s puisque 
F e s t  fermée, ce qui par l e  thëorème 3.2.1 montrerait directement que dF 

e s t  s .c . i .  
---O--- 

Corollaire 3.2.1 : 

Si F est  continue à valeurs compactes, F e s t  uniformément continue sur tout 

compact de Dom F au sens où pour t o u t  compact V c Dom F e t  tout E > O ,  i l  
existe a > O te l  que : 

Preuve : 

Soit V un compact de Dom F ; alors C = F(V) e s t  compact ([31 p.42) ; dF étant 
continue (thëo. 3.2.2 e t  3.2.3) es t  uniformément continue sur l e  compact 

V x C ; ce qui assure en particulier que pour tout E > O ,  i l  existe ci > O 

t e l  que : 

e t  mène aisément à HCF(xl) ,  F(x2)1 5 E. 

3.3 - Propriétés de convexité 

Proposition 3.3.1 

( i l  F e s t  à valeurs convexes <=> V x E Dom F,  dF(x,*) e s t  convexe. 

(2i ) F e s t  convexe <=> dF es t  convexe. 



Preuve ; 

( i )  Le point ( i )  résulte de la proposition 2.1, 

(2f La nécessité de la condition (2i )  est  classique ; l a  suffisance 
s'obtient en remarquant simplement que dF étant 8 valeurs dans R+ 
nous avons : 

Proposition 3.3.2 : 

Si F es t  convexe, fermée, dF e s t  continue sur int  Dom F x Y. 

Preuve : 

Par l e  théorème de Robinson-Ursescu C17, 251, nous savons qu'en particulier 
F es t  s.c.i  sur in t  Dom F ; la  proposition 3 . 3 . 1  e t  l e  théorème 3.2.2 
assurent alors que dF est  convexe, s.c.s,  donc continue sur in t  Dom F x Y. 

Proposition 3.3.3 : 

Si X e t  Y sont de dimension f in ie  e t  s i  F es t  convexe à valeurs fermées, 
alors F es t  fermée e t  s.c.i  en t o u t  point de int Dom F. 

Notons qu'ici la fermeture n 'est  plus une hypothèse mais une conséquence. 

Preuve : 

Sous nos hypothèses dF est  convexe (propo. 3.3.1) , donc continue sur 
i n t  Dom dF = i n t  Dom F x Y .  

Le résultat annoncé découle alors du théorème 3.2.2 e t  de l a  proposition 
3.2.1. 



Proposit ion 3 ,3 .4  : 
- 

( i )  La mul t i fonct ion Z F  déf in ie par  G F ( x )  = co(F(x ) )  a pour fonct ion 

associée l a  régular isée convexe en y de dF. 

- 
( 2 i )  S i  i n t  Dom F # 0, %F déf in ie  par G(=F)= CO (G(F)), a pour 

fonct ion associée l a  régular isëe convexe de dF. 

Preuve : 

( i  > Le po in t  ( i )  découle de l a  propos i t ion 2.3 appliquée à 

dF(x9*) = dF(x) ; 

( 2 i  ) Notons provisoirement par g l a  fonct ion associée à convF ; on s a i t  

alors que g est  convexe (propo. 3.3.1) , continue sur i n t  Dom g 

(propo. 3.3.2) e t  que i n t  Dom FxY c i n t  Dom g. 

* Calculons l a  conjuguée de dF ; s o i t  : 

* 
= SUP c<x,Xi> + SUP [<y,y> - i n f  lly-211 3 j 

xeX Y C Y  ZEF (x)  

* * 
= sup sup c<x,x> + sup c<y,y> - Ily-211 11 

XEX zcF(x) YJ 

= s u p  sup C < X , Y > + < Z , $ > + I I ~ I I ]  
XCX zcF(x) 

* Un ca l cu l  ident ique donnerait pour g : 

- * Mais corne 01 =,# - e t  que G(-F) = coG(F) , on a d; = 6 e t  donc 
coA 

d;*= g**i on conc lu t  a lors en remarquant simplement que d; = EodF 

e t  que g = g** puisque g es t  continue sur  i n t  Dom g # 8. 
---O--- 



4 - ANALYSE DES SUITES DE MULTIFONCTIONS 

4.1 - Limites d'ensembles 

T et  p e t a n t  deux topologies sur u n  ensemble Z ,  on note z = r -  lim zn ou 
P 

zn z (resp. z = p - l in zn ou zn + z )  s i  la suite (z,) converge vers z 
pour la topologie T (resp. p ) .  

Définitions 4.1: [convergence fermée1 

Soit K(N) = {k  : N + N  ; injective) ; 

( i  A toute suite (C,) de sous-ensembles de Z sont associées les 
limites supérieure p - Cn e t  inférieure r - lim C n  données - 
par : 

T-lirn - Cn = i z  = r-lim zn ; zn Cn ; U n )  

(2i E t  1 'on dira que (C,) converge vers C e t  on notera : 

Les propriétés suivantes sont  classiques : 

Proposition 4.1.1 [6,7,11,14,21,221 

On suppose que Z est u n  espace de Banach : 

( 1) Si T = p = s topologie forte de Z ; alors : 

( i )  s-lim - Cn e t  p-Tim Cn son t  fermées e t  

s -men= n (T) 
mmrn 

(2i) Si Cn = C Vn, (s,s) - lim Cn = 



- 
( 3 i )  S i  (C,) e s t  c ro issante  : ( s , s )  - l i m  Cn = WC, 

(41) S i  (C,) d é c r o i t  avec Cn fc imé ; (s ,s) - 1 i m  Cn = 

( 1  1) S i  T-s e t  p=w topo log ie  f a i b l e  avec Cn convexe Vn, a l o r s  : 

( i )  s - - 1 i m  Cn e s t  convexe 

- 
( 2 i )  S i  (C,) e s t  cro issante (s,w) - l i m  Cn = WCn 

( 3 i )  S i  (C,) décroi  t avec Cn fermé ; (s ,w) - 1 i m  Cn = $cn. 

( 1  II S i  dim Z ci.. avec s=w=r=p= topo log ie  usue l l e  e t  s i  C=(r,p) -1im Cn 

ex i s te  e t  e s t  compacte avec Cn connexe, il e x i s t e  u>O e t  ?i t e l s  

que : 

4.2 - Convergences de s u i t e s  de m u l t i f o n c t i o n s  

Soient une su i  t e  de mu1 t i f o n c t i o n s  Fn : X = Y e t  F : X = Y. 

D é f i n i t i o n s  4.2.1 : 

On d i r a  que (F,) converge en valeurs vers  F sur  V au sens de : 

( i  l a  convergence fermée e t  on no te  F = F - l i r n  Fn s i  v 
V x E Y, F (x )  = (s,s) - Fn(x) ( s  topo log ie  f o r t e  de Y) 

( 2 i  l a  convergence simple e t  on no te  F = Hs - l i n  Fn s i  v 
V x 6 V, H CFn(x), F(x) l+0 (H d is tance de Hausdorff)  

w 

( 3 i )  l a  convergence uniforme e t  on note  F = H - l i m  Fn s i  
u V 

sup H IFn(x) , F (x)  1 + 0 
x € V  

n + +w 



Nous définirons pl us loin la convergence fermée en graphe, que nous nomme- 
rons épi -convergence e t  à 1 aquel 1 e nous consacrerons une étude séparée. 

Remarque 4.2.1 : 

11 est  clair  que s i  F est propre, les convergences au sens des ( i ) ,  (2i) e t  
(3i)  avec V c Dom F ,  assurent que pour n assez grand Fn es t  propre. 

Théorème 4.2.1 : [convergence fermée1 

( i )  Si dF es t  limité simple de ( d  ) sur VxY et  s i  F est  à valeur fermée 
Fn 

alors : F = F - iim Fn v 

(2i)  e t  s i  dim Y < + m, la réciproque a lieu. 

---O--- 

Preuve : 

( i )  * S o i e n t x r V c D o m F e t z ~ F ( x )  ; dFétant l imitede ( d F )  o n a  : 
n 

1 e t  comme Vn, 3 zn tel que 11 2-2, 1 1  5 dF (x , z )  + - , i 1 est clair que 
n n 

zn f z et  donc z É s - - lim Fn(x)  ; par suite : 

F ( x )  c s - - lim F n ( x )  

* S o i t p a r a i l l e u r s z r  s -TimFn(x) ; pardéf in i t ioni l  existe 
k É K(N) tel que z r s - l in  F ( x )  ; c'est-à-dire z = s-lin zn - 
avec zn E F ( x ) ,  Vn ; par conséquent : 

k ( n )  

Le passage à la 1 imite donne alors : 



e t  comme F(x) e s t  fermé, z E F(x) ; d'où : 

s - Tini Fn(x) c F(x) 

( 2 i )  * Soit (x,y) E VxY ; F(x) étant  fermé e t  dim Y < +O, i l  ex is te  

z E F(x) avec dF(x,y) = y -  1 ; e t  comme i l  ex is te  également 
z 3 z avec zn  E Fn(x) . on a dF (x,z) 5 Ily-znll e t  donc : n n 

(1) 1 im sup dF (x,y) 5 y -  I I  = dF(x¶y) 
n 

* Par a i l l eu r s  i l  existe ( t n )  t e l l e  que tn E Fn(x) e t  

ce q u i  rapproché de (1) donne : 

l- O 5 lim inf /jy-t 11s lim inf dF (x,y) s dF(x,y) ; e t  n 
( 2 )  , n 

* Soit kl  E K(N) t e l  que lim inf Ily-tnll = lim Ily-tk 1 1  . 
1( ) 

I l  e s t  c l a i r  que grâce à ( 2 ) ,  ( t  
kl(") 

) e s t  bornée ; Y é tant  de 

dimension f i n i e ,  i l  exis te  une valeur d'adhérence t e t  donc 

k2 E K(N) t e l s  que : 

Alors t E s - lim F c s - Tim Fn(x) c F(x) e t  donc : 
- k(n) 

( 3  d )  s y -  = iim inf fIy-tnll- 

* En rapprochant (1) , (2) e t  (3)  l e  résu l ta t  annoncé suit 
aisément. 



Théorème 4.2.2 : [convergence simpl el 

On suppose F a valeurs fermées, alors : 

F = Hs - lin Fn si et seulement si pour tout x E V, dF(x,*) est limite v 
uniforme de (d (x,*)j sur Y. 

n 

Preuve : 
découle immédiatement de la proposition 2.5 qui dans notre contexte donne : 

Théorème 4.2.3 : [convergence uniforme1 

On suppose F à valeurs fermées, alors F = Hu - 1 in Fn si et seulement si dF 
- est limite uniforme de (d ) sur V x Y. 

v 
Fn 

Preuve : 

La proposition 2.5 donne alors : 

sup H CFn(x),F(x)I = sup IdF (x'Y) - dF(x,~) 1 
XE V (x  ,y) EVXY n 

d'où le résultat. 
---O--- 

Remarque 4.2.2 : 

11 est clair que : 

les résultats suivants établissent certaines réciproques : 

On suppose dim Y < +-, Fn à valeurs connexes et F à valeurs compactes 

alors : F = F - lin Fn ==> F = Hs - lim F,. v 



Preuve : 

* La pi-aposi.kion 4.1.1 assure 1 'existence de a : O 4 .  . h tels que : 

et sous nos hypothèses C = F(x) + aBy est compact. 

* Par ailleurs, par le théorème 4.1.1, dF est limite simple de (dF ) sur 
n 

VxY ; or pour tout x c V, {dF(x,*) ; dF (x,.) n r NI est une famille de 
n 

fonctions globalement lipschitz de meme constante 1 ; c'est donc une 

famil le uniformément équicontinue sur Y. 

Le second théorème d'Ascoli assure alors qu'en fait dF(x,*) est la 1 imite 

uniforme de (d (x,.)) sur tout compact ; donc sur C exprimons cela ; 
Fn 

V 00, 3 nE tel que : 

* Ce qui rapproché de (1) ci-dessus donne aisément : 

c'est-&-dire H [Fn(x), F(x)l s E. 

---O--- 

Le résultat qui suit étend aux multifonctions le lemme de Dini. 

Proposition 4.2.2 : 

On suppose satisfaites les conditions suivantes : 

(i) Y n, F, est continue à valeurs compactes 

(2i) F est continue 

(3i) (Fn) est croissante et F est à valeurs compactes ou bien (Fn) 

dëcroit ; alors : 

F = F - lim F, -> F = Hu - 1 in F, Y V compact de Dom F. 
Dom F V 



Preuve : 

* S o i t  V un compact de Dom F ; il e s t  a i s é  de v o i r  que dalis l e s  deux cas 

(croissance ou décroissance), 1 a c o n t i n u i t é  des Fn e t  de F assure qu' il 

e x i s t e  un compact C 3 F(V) avec C 3 Fn(V) Un assez grand. 

* Il e s t  par  a i l l e u r s  c l a i r  que ( d  ) e s t  monotone avec dF corne l i m i t e  
Fn 

simple sur  Dom FxY ; ce q u i  j o i n t  au f a i t  que dF e t  dF sont cont inues 
n 

(théo. 3.2.2 e t  3.2.3) assure que l a  convergence e s t  en f a i t  uniforme 

su r  l e  compact VxC ; ce q u i  donne : 

e t  mène aisément à sup H CFn(x) ,F(x ) l  s E. 

xév 

4.3 - Propr ié tés  de l a  l i m i t e  

P ropos i t i on  4.3.1 : Cconvexitél  

S i  F = F - 1 i m  Fn e t  s i  Fn e s t  convexe, F 1 ' e s t  aussi.  
Dom F 

Preuve : 

* Soient  x1,x2 E Dom F e t  z1,z2 t e l s  que zi E F(xi) i=1,2 ; a l o r s  

1 s i il e x i s t e z n + z 1 e t z ~ ~ z 2  a v e c z n ~ F n ( x i )  i = l , Z ;  

l a  convexi té des Fn assure a l o r s  que pour t o u t  A E C0,11, e t  pour t o u t  n, 

1 2 s * E t  comme Azn + (1-A) zn -t Azl + (1-A) z2, 11 e s t  c l a i r  que : 



Propos i t ion  4.3.2 : Ccontinui t é 1  

On suppose Fn continue avec F = H - l i m  Fn e t  V c Dom F ; a lo r s  s i  Y e s t  de 
u v 

dimension f i n i e  e t  s i  Fn e s t  compacte pour n assez grand où simplement s i  F - 

e s t  compacte, F es t  continue sur i n t  V .  

Preuve : 

* Les théorèms 3.2.2 e t  3.2.3 assurent l a  con t i nu i t é  de d~,, sur i n t  VxY ; 

mais per l e  théorème 4.2.3, dF e s t  continue sur i n t  VxY comme l i m i t e  

uniforme de (dF ) ; par s u i t e  F e s t  s.c.i (théo. 3.2.2) e t  fermée 
n 

(propo. 3.2.1) sur i n t  V.  

Nous aurons a lors  l a  con t i nu i t é  de F, s i  nous prouvons sa compacité ; 

d'où une p a r t i e  du r é s u l t a t .  

* Supposons donc Y de dimension f i n i e  e t  Fn compacte pour n assez grand. 

La convergence uniforme sur V assure q u ' i  1 ex i s t e  ïï t e l  que : 

S o i t  a l o r s  x m m  s u i t e  de G(F) avex xm 3 a r i n t  V. 

11 ex i s t e  a lors  5 t e l  que : 

- 
V m  am,  xm r V e t  donc 2, E F(xm) c Fn(xm) + B y .  

e t  donc pour t ou t  m, il e x i s t e  um .E By t e l  que : 

* En chois issant  i assez grand pour que Fa s o i t  compacte, l a  su i  t e  

( 2 - u )  admettra une valeur d'adhérence ; e t  comme (u,) e s t  bornée dans 

Y de dimension f i n i e ,  (2,) admettra une va leur  d'adhërence ; ceci  termine 

1 a preuve. 
---O--- 



Remarque 4.3.1 : 

Sans 1 a compacité de F ou sans la finitude de la dimension de Y  e t  la  compa- 
c i té  des Fn, la Hu-convergence ne préserve à la limite que la fermeture e t  
la semi-continuité inférieure. 

Proposition 4.3.3 : 

On suppose que F = F - lim Fn avec V = Dom F ; alors : v 

( i  1 Si (Fn)  e s t  croissante avec Fn s . c . i ,  F es t  s.c.i  

(2i ) Si ( F n )  décroit avec Fn s.c.s.,  F es t  fermée. 

Preuve : 

La preuve directe es t  simple ; mais e l le  es t  tout aussi simple par les 
fonctions associées ; en effe t ,  i l  su f f i t  de remarquer que dF = inf dF ou 
dF = SUP dF selon que (Fn)  croit  ou décroit e t  que dF est  s.c.s dansnle 

n n 
cas croissant e t  s.c.i  dans l e  cas décroissant e t  d'user du théorème 3.2.2 

e t  de la proposition 3.2.1. 
---O--- 

Les deux résultats suivants précisent les propriétés des multifonctions dites 

paramétrées utiles en théorie du contrôle ; 

Proposition 4.3.4 : Cparamétrisation I l  

Soient U  un sous-ensemble d ' u n  espace topologique Z ,  une multifonction 
m : X x U = Y  e t  F : X = Y  d é f i n i e p a r :  

Alors : 

( i l  Si @ est  s . c . i ,  F l ' e s t  aussi 

(2i ) Si @ est  compacte, continue e t  s i  U  es t  séquentiellement compact, 
F est  compacte, continue. 



Preuve : 

(i) Soit $ la fonction associée à @ ; $ est s.c.s (théo. 3.2.2) et 
dF(x,y) = inf $(x,u,y) ; par suite dF est s.c.s et donc F est s.c.i 

urU 
(théo. 3.2.2). 

(21) Si m est continue, @ l'est aussi (théo. 3.2.2 et 3.2.3) ; alors dF est 

s.c.i ; en effet si (xn,yn) + (x,y) E Dom dF, pour tout n, i l  existe 
1 

un .E U tel que : $(xn,un,yn) 5 dF(~n,~n)% ; par suite : 

(1) lis inf $(xn,un,yn) < - 1 im inf dF(xn,yn) 

* Soit k E K(N) tel que lim inf Q(xn,un,yn) = lim @(xk(,,) ,uk(,,) ,yk(,,)) 

U étant séquentiellement compact, on peut toujours supposer que 

"k(n) 
+ u dans U ; la continuité de @ donne alors avec (1) : 

dF(x,y) 5 +(x,u,~) = iim inf @(x,,u,,Y,) 5 lim inf dF(xn'yn). 

Par conséquent F est fermée (propo. 3.2.1) . 
La preuve sera achevée si nous prouvons la compacité. 

* Soit donc (xn,zn) sui te de G(F) telle que xn 3 x ; alors pour tout 
n, i l  existe un E U tel que zn E @(xn,un). 

* U étant séquentiellement compact, i l  existe k E K(N) tel que : 

Uk(n) 
-t u dans U ; par suite : 

* La compacité de @ assure 1 'existence d'une valeur d'adhérence de 

('k(n) ) donc de (2,). 
---O--- 

Corollaire 4.3.1 : Cparamétrisation 111 

Soient (Un) une suite de sous-ensembles d'un espace topologique Z et (0,) Une 

suite de rnultifonctions mn : X x Un = Y, qu'on suppose à valeurs fermées et 

soit enfin F : X = Y à valeurs fermées et telle que pour tout x E Dom F on a: 



Alors s i  pour n assez grand Un e s t  séquentiellement compact e t  O, compacte 
continue, F est  S.C.S.  

Remarque 4.3.2 : 

En choisissant pour (Q,) une suite de fonctions, on retrouve sous des hypo- 
thèses encore plus faibles les théorèmes 1 e t  2 de C31 pp. 47-48. 

Preuve : 

* Notons Fn(x)  = Qn(x,Un) ; i 1 est  alors c la i r  que (F,) décroit par inclu- 
sions des valeurs e t  que les hypothèses du corollaire assurent que 

F = HS - lim Fn avec V = Dom F. 
V 

* Par ailleurs pour t o u t  n ,  Fn sa t is fa i t  aux hypothèses de la proposition 
4.3.4, par suite Fn e s t  compacte continue pour n assez grand. 

* Comme les conditions de la proposition 4.3.3 sont réunies, F es t  fermée. 

* Comme enfin G(F) c G(Fn)  e t  que pour n assez grand Fn es t  compacte, la 
compacité de F su i t  ; d'où l e  résultat. 

4.4 - Epi-convergence de mu1 tifonctions 

Rappelons qu'étant donnée une fami 1 le  {+;+, , ;n~Nl  de fonctions numériques 
s.c.i sur un espace topologique (Z,r),  on d i t  que (0,) épi-converge vers + 
e t  on note + = épi-lim +, s i ,  pour tout z E Z ,  on a : 

? zn + z = > l in  inf +,(zn) 2 O(z) e t  



Pour une étude exhaustive de ce type de convergence, nous renvoyons le  lec- 
teur à [4,5 ,IO ,14,21,241 ; notons simplement 1 a caractérisation suivante : 

Proposition 4.4.1 : 

9 = épi-lin On <=> épi = (T,T) - lim épi @, 

où épi désigne 1 'épigraphe. 

Nous nous proposons, dans ce qui sui t ,  d'étendre dans l e  cadre des 
espaces de Banach, 1 'épi-convergence aux mu1 tifonctions e t  de la caractériser. 

Définitions 4.4.1 : 

Soit (Fn)  une sui te de mu1 tifonctions fermées Fn : X = Y ; nous définissons 
la limite inférieure Li  Fn Cresp. supérieure Ls Fn3 de (Fn)  par : 

U s - iim F ( x  ) - k ( n )  n 
( x n  3 XI 

où les réunions considérées sont  étendues à toutes suites de limite forte x 
e t . à  tous les éléments de K(N).  

Remarques 4.4.1 : 

1. Il est cl a i r  que (Li  Fn)  (x) c (LS  Fn)  (x)  ; mais Li  Fn e t  Ls Fn ne sont en 
général pas il valeurs fermées. 

Si Fn(x)  = On(x) + R+ avec en : X + i ( ,  S .  c. i , nous retrouvons 1 'épi - 
limite inférieure e t  1 '6pi-limite supérieure de la suite (4,) ; notions 
dOes a Rockafellar e t  Wets E211. 



3. Plus généralement s i  Y es t  ordonné par un cone fermé P e t  s i  

Fn(x) = +,(x) + P où On : X + R  ; nous obtenons l e s  notions nouvelles 

d 'épi-1 i m i  t es  de su i  tes de fonct ions ve rc to r i e l  les.  

En rappelant que 1 'ép i  -convergence assure 1 a convergence des m i  nimas, 

nous voyons t o u t  1 ' i n t é r ê t  d'une étude de 1 'épi-convergence des fonc- 

t i ons  vec to r i e l  les .  

Proposi t ion 4.4.2 : 

(i) G(Li F,) = s - - l i m  G(Fn) 

- 
( 2 i  G(Ls F,) = s - l i m  G(Fn). 

Preuve : 

( i )  * S o i t  (x,z) E G(Li F,), a lo rs  z E (Li Fn)(x) e t  donc il ex i s te  

s S xn - x t e l l e  que z E s - - l i m  Fn(xn) ; par su i t e  il ex i s te  zn + z 

S avec zn É F n ( x n )  En conclusion il ex i s te  (xn,zn) + (x,z) avec 

(xn.z,) E G(Fn) ; d'où : 

(x,z) E s - l i m  G(Fn) - ( 1) 

s * Réciproquement s i  (1) a 1 ieu, il ex i s te  (xn,zn) + (x,z) avec 

zn É Fn(xn) ; ce qu i  s i g n i f i e  q u ' i l  ex i s t e  xn 3 x avec 

z E s - fi Fn(xn) ; i . e  z E (Li Fn)(x) e t  donc (x,z) E G(Li Fn). 

(21) * S o i t  (x.,z) E G(LS F,) ; a lo rs  z c (LS F,) (x)  e t  donc il ex is te  
S 

x n - x e t k r K ( N )  t e l s q u e z r s - l i m F  ( x ) .  - k(n) n 

Par s u i t e  il ex is te  zn 5 z avec zn E F (x ) ; ce gu i  s i g n i f i e  k(n)  n 
q u ' i l  ex i s t e  (xn,zn) f (x,z) e t  k E K(N) t e l s  que : 

( x n n )  E G(Fk(n)) ; c 'est -à-d i re  (x,z) E s - Tini G(Fn). 



* Inve rsements i  (x,z) c s - m G ( F n ) ,  il e x i s t e  k r  L i ' )  e t  

(x,,z,) $ (x,z) +avec (xn,zn) E G(F ) ; il e x i s t  donc 
k(n) 

x S x  , z n f  z e t k c K ( N )  avec z n c F  ( x )  ; i l e s t a l o r s  n k(n) n 

c l a i r q u e z ~ s - l i m F  ( x ) c ( L S F n ) ( x ) .  - k(n)  n 

Ceci achève l a  preuve. 
---O--- 

C o r o l l a i r e  4.4.1 : 

Soient (F,) une s u i t e  de rnu l t i f onc t i ons  e t  F : X = Y ; a l o r s  : 

( i  F(x) c (Li Fn)(x) Yx c=> G(F) c s - - l i r n  G(Fn) 

Preuve : 

Il s u f f i t  de remarquer que ( i )  équivaut  à G(F) c G(Li F,) e t  que (21) équi- 

vaut à G(F) 3 G(Ls F,) e t  d 'user  de l a  p ropos i t i on  4.4.1. 

D é f i n i t i o n  4.4.2 : 

On d i r a  que (F,) épi-converge vers F e t  on note F = é p i - l i m  Fn s i  

(Ls Fn) ( X I  '('1 (Li Fn) ( X I  Yx. 

---O--- 

Cela se ca rac té r i se  comme s u i t  : 

On suppose Fn fermée pour n assez grand ; a l o r s  : 

F = é p i - l i m  Fn <=> G(F) = (s,s) - l i n  G(Fn) 

auquel cas F e s t  fermée. 



Preuve : 

On f a i t  appel à l a  proposition 4.4.2 e t  au corol laire  4.4.1. 

Remarque 4.4.2 : 

Si Fn(x)  = $,(x) + P e t  F(x)  = $(x) + P où P e s t  u n  c6ne fermé de Y ,  on 
obtient 1 a notion d'épi -convergence de fonctions vectoriel 1 es e t  une carac- 
tér isat ion q u i  peut ê t r e  l e  point de départ d'une étude plus approfondie de 
l a  question. 

Le résul tat  suivant éclaire  l e  rapport de l'épi-convergence de ( F n )  à cel le  

de l a  sui te  des fonctions associées ( d  ) .  
Fn 

On suppose Fn fermée ; alors : 

( i  1 dF = épi-limi dF - - F = épi-lim Fn.  
n 

(2i Si dim Y < +.., l a  réciproque a l ieu .  

Preuve : 

( i )  Grace aux propositions 4.4.1 e t  4.4.3, i l  s u f f i t  d ' é t ab l i r  que : 

épi dF = (s,s) - lim épi dF - -> G(F) = ( s , s )  - lim G(Fn) 
n 

* Notons d'abord que comme limite épi dF e s t  fermé , donc que dF 
e s t  s.c. i  ; ce qui par l a  proposition 3.2.1 assure que F e s t  
fermée. 
Soi t  (x,z) r G(F), alors (x,z,O) 6 épi dF c s - - lim ep i  d i -  ; 
par su i te ,  i l  exis te  (xn,zn,hn) f (x,z,O) t e l l e  que : n 

Vn. 



* Pour t o u t  n,  s o i t  zn É Fn(xn)  tel  que : 

s s * Sachant  que zn  + z e t  que  A n  + O ,  on a a isément  z: + z ; on 
s d i spose  a l o r s  de ( x n , z i )  + (x ,z)  avec (xn,z,!,) E G(Fn) ; pa r  

conséquent ( x , z )  E s - 3 G(Fn) . 

* Considérons à présen t  (x , z )  c s - Tim G(Fn) ; a l o r s  i l  e x i s t e  
S (xn , zn )  +- ( x , ~ )  e t  k r K(N) te ls  que (xn ,zn)  E G(Fk(,,)) Vn. 

S * Par  s u i t e  (xn,zn,O) t épi dF e t  (xn,zn,O) + (x,z,O) ; ce  qui . 

k(n)  
j o i n t  au f a i t  que dF = é p i  - 1 i m  dF , a s s u r e  que (x,z,O) t épi dF; 

n 
c ' e s t - à - d i r e  dF(x.z) = O ,  e t  donc (x,z)  t G(F) puisque F est fermée. 

( 2 i )  Supposons à présent  dim Y < +m e t  G(F) = ( s  , s )  - 1 i m  G(Fn). 

G(F) es t  donc fermé ; par  s u i  t e  F(x) est fermé pour t o u t  x ; 

* S o i t a l o r s  (x,y,A) t é p i  d F e t s o i t z c  F(x)  tel q u e :  

d F ( x , ~ )  = I l ~ - z l l  2 A (un tel z e x i s t e ) .  

S * ( x , z )  r G(F) c s - - lim G(Fn) ; i l  e x i s t e  a l o r s  (xn,zn)  + (x ,z )  
a v e c  zn  É Fn(xn) pour t o u t  n. 

* S o i t  y, = y-z+zn ; a l o r s  IIyn-znII = I l y - z t l e t  Ilyn-yII = 1) zn-z I I  + O 

p a r  s u i t e  : 

dF ( x ~ ~ Y ~ )  " dF (xn,zn)  + IIyn-znII = IIyn-znII = I I Y - ' I I  " 
n n 

d 'où (xn,yn,A) E ép i  dF ; e t  donc ép i  dF c s - l i n  - é p i  dF . 
n n 

* S o i t  en f in  (x,y,A) E s - Tim épi  dF ; i l  e x i s t e  donc kl  6 K(N) 
n 

S et  (x,.Y,,A,) + ( x , y , ~ )  avec dF (xn,yn) s A, pour t o u t  n. 
kl(n) 



* V n , s o i t z n ~ F  
kl(n) 

(x,) t e l  que dF (xn¶Yn) ' I I Y ~ - z ~ I I  ' An 
kl (n)  

un t e l  zn ex i s t e  puisque dim Y < +- e t  que F es t  ti valeurs 

fermées. 1 

* Comme (yn) e t  (An) convergent, (z,) e s t  bornée ; il ex i s te  donc 

k2 E K(N) e t  z E Y t e l  que z s 
k2(n) 

-+ z ; a i n s i  en notant : 

I l y -z I I=  l i m  114n-inll 5 i i m  I = A. n 

* Par a i l  l eu rs  pour t o u t  n, in E F (x ) où k = klok2;et donc on 
k(n)  n 

dispose de (in,?,,) f (x,z) avec (Rn,in) E G(F ) pour t o u t  n ; 
k(n) 

ceci rapproché du f a i t  que G(F) = s - Tim G(Fn) = U s - l im  G(F - 
keK(N) k (n ) )  

donne (x,z) E G(F) ; c 'est -à-d i re  dF(x,z) = O ; par su i t e  : 

c 'es t -à-d i re  (x,y,A) E épi  dF. Ceci achève l a  preuve. 

5 - CONVERGENCE DE SOUS DIFFERENTIELS DE MULTIFONCTIONS CONVEXES 

Rappelons que suivant  Aubin Cl1 e t  Penot C151, on peut d é f i n i r  l e s  sous 

d i f f é ren t i e l s  i n f é r i eu r  e t  supérieur au sens de D in i  d'une mu1 t i f o n c t i o n  

F : X Z Y  en c = (a,b) E G(F) comme s u i t  : 

DF(c)(v) = l i m  i n f  l- - 
t" CF(a+tu)-bl 

(t ,u)+(o+ Sv) 

6F(c) ( v )  = 1 i m  . sup t" [F(a+tu)-bl  
(t,u)+(o+,v) 

où l es  l i m i t e s  en questions sont entendues au sens des 1 imi tes d'ensembles 

suivant  l e  f i l t r e  p rodu i t  des voisinages de v e t  des voisinages (à  d ro i t e )  

de O ;  e t  que ces mu l t i fonc t ions  se caractér isent  par : 



- * UEDF(C)(V) <=> lim inf d[w,t-l[~(a+tu)-bll=o 
(t ,u)+(o+,v) 

* w E DF (c) (v) <=> - 1 im d[w,t-l~~(a+tu)-bll = O 
(t,u)+(o+,v) 

- où d est la distance associée à la norme de Y. 

Mais en considérant la fonction associée dF et en tenant compte du fait que 

(a,b) G(F) <=> dF(a,b) = O, on a aisément : 

ce qui caractérise 6F et - DF par des dérivées directionnelles de dF. Nous 
pouvons ainsi, combinant les limites sup et inf par rapport aux deux argu- 

ments de dF, définir autant de types de sous différentiels, qui correspondront 

à autant de types de cône tangent à G(F) en (a,b). 

En outre, grâce à la proposition 3.1.1, nous disposons d'une bonne 

ouverture pour une construction pour chaque type de sous différentiel d'un 

calcul sous différentiel sur les multifonctions ; ceci n'étant pas notre 

objet ici, nous renvoyons 1 e 1 ecteur pour une première approche à Aubi n C 11 

et Penot 1151. 

Mais dans le cas convexe, nous avons la caractérisation suivante : 

Proposition 5.1 : 

Soit F : X = Y convexe, fermée ; alors pour tout a E int Dom F et pour tout 
b E F(a), on a : bF(a,b) = - DF(a,b) noté DF(a,b) et 



Preuve : 

Grace aux propos i t ions 3.3.1 e t  3.3.2. on s a i t  que dF e s t  convexe, continue 

su r  i n t  Dom FxY ; par conséquent ( r é s u l t a t  classique), nous avons : 

---O--- 

Remarque 5.1 : 

En notant DF(a,b) e t  son graphe de 1 a même manière, nous avons : 

car  dF es t  à valeurs dans R,. 

D é f i n i t i o n  5.1 : 

S o i t  F : X 2 Y, convexe, fermée ; nous appel lerons €-sous d i f f é r e n t i e l  de F 

en c = (a,b) E G(F) , l a  mu l t i f onc t i on  DEF(c) , dont l e  graphe encore noté 

DEF(c) e s t  donné par : 

où II (. , .) II désigne une norme de XxY. 

Remarques 5.2 : 

1. V E>O. DF(c) c DEF(c) # B  

2. {DEF(c) ; ~ > o l  déc ro i t  (par i nc lus ion )  avec E e t  1 'on a : 

Ces re l a t i ons  sont, comme on l e  v o i t ,  c l  a i  rement des extensions d i rec tes  de 

ce1 l es  b ien connues pour 1 es fonct ions convexes. 



Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 5.1 : [cf. Cl61 p.I.1.141 

Si E e s t  un espace vectoriel topologique localement convexe séparé e t  de 
Baire e t  si (Cn) e s t  une suite croissante de convexes, fermés de E avec 
i n t (  1 C n )  # 9 ; alors à par t i r  d'un certain rang les Cn sont d'intérieur 

non vide e t  

i n t  ( U Cn) = 1 i n t  C,. 

Le théorème suivant prépare l e  résultat principal . 

Théorème 5.1 : 

On suppose X e t  Y de dimension f inie e t  F = épi-lim Fn,  avec Fn ,  convexe, 
fermée pour t o u t  n ; alors : 

( i  si i n t  Dom F # 9, pour n assez grand i n t  Dom Fn # $ 

(2i V (x ,y) i n t  Dom FxY, Y (xn ,yn) + (x ,y) e t  €>O,  36 tel  que : 

où a désigne l'opérateur sous différentiel des fonctions convexes. 

Preuve : 

(i) * Par l a  proposition 4.4.4, nous savons que dF = épi-lim dF ; e t  
n 

comme pour t o u t  n, dF est  convexe (propo. 3.3.1), dF l ' e s t  aussi. 
n 

* Il e s t  par ail leurs c la i r  que dF es t  propre ; ce qui rapproché du 

f a i t  que G(F)  = (s ,s )  - lim G(Fn) (propo. 4.4.3) assure que pour 
n assez grand dF es t  propre. 

n 

* Fn é tant  fermée, nous savons (propo. 3.2.2) que pour tout y 6 Y ,  

ciF ( ' , y )  est s.c.i ; or i l  e s t  aisé de voir  qu'en f a i t  dF e s t  
n n 

s.c.i  ;par suite dF est s .c . i .  



Ceci j o i n t  au f a i t  que i n t  Dom dF = 1 7 t  Dom FxY # O, permet d'user 

de l a  propos i t ion 1.6 chap.111 ci;: C161, qu i  assure que : 

(1) Y(x,y) E i n t  Dom FxY, dF (x,y) -b d F ( x 9 ~ ) .  
n 

O r  il es t  c l a i r  que l e  po in t  ( i )  de l a  p ropos i t i on  a l i e u  s i  e t  

seulement s i  pour n assez grand i n t  Dom dF # O. 
n 

* XxY é tant  de dimension f i n i e ,  nous savons que pour toute  fonct ion 

g, convexe, propre sur  XxY, nous avons : 

( 2 )  i n t  épi g = {(x,y,A) / ( x , ~ )  E i n t  Dom g e t  g ( x , ~ )  < A)  

* Considérons g = sup dF ; a lo rs  pour p assez grand, g es t  convexe, 
P nzp n P 

S.  c. i ; e t  comme l a  su i  t e  (g,) décroi t, l a  su i  t e  (épi gD) es t  

croissante par i nc l  u s i  on. 

* Par a i l l e u r s  sachant que i n t  Dom dF # O, (2)  assure que : 

i n t  épi  dF # 0 ; s o i t  donc (x,y,A) E i n t  épi  dF ; alors  : 

(x,y) E i n t  Dom dF e t  dF (x ,~ )  C A  

e t  s o i t  E>O t e l  que dF(x,y) + E < A ; grace à (1)  on s a i t  q u ' i  1 

ex i s t e  no = n(x ,y ,~)  t e l  que : 

* Nous disposons a lo rs  d'une su i  t e  (épi  g ) croissante de convexes, 
P 

fermés, dont l a  réunion es t  d ' i n t é r i e u r  non v ide ; on s a i t  par 

conséquent (lemme 5.1) que pour t o u t  p assez grand i n t  épi  g # @ 
P 

e t  que : 

(4) 

- 
i n t  ép i  d c U épi  g e t  donc 

F P  P 

i n t  épi  dF c i n t  C 1 épi g 1 - P 



(5) i n t  1 1  épi g P 3 =! i n t  épi g P 

* E t  corne épi g = épi dF , i l  apparaTt clairement que pour n p nrp n 
assez grand, i n t  épi dF # B ; ce qui grace à (2) permet de con- 

n 
cl ure que in t  Dom dF = i n t  Dom FnxY # P . 

n 

( 2 i )  La proposition 4.10, chap.1 de Cl61 assure en outre l a  convergence 
uniforme de (d ) vers dF sur tout  compact de i n t  Dom dF. 

Le résul ta t  (2 i )  annoncé découle alors d ' u n  résu l ta t  classique de 
convergence de sous d i f fé rent ie l s  de fonctions convexes E Cl81 t h .  24.5 
p.2331. 

- - -O- - -  

Remarque 5.3 : 

En rapprochant (2) ,  (4 )  e t  (5 )  ci-dessus, i l  ressort  clairement que : 

Y x i n t  Dom F, 3 n = n(x) te l  que Y n 2 n ,  x E i n t  Dom Fn. 

Le résul t a t  suivant donne une convergence des sous différent iel  s (cônes 
tangents aux graphes). 

Théorème 5.2 : 

On suppose sa t i s f a i t e s  l e s  conditions du théorème 5.1 ; alors : 

Y x E i n t  DO. F ,  Y y F(x) ,  Y (xn,yn) + (xsy),  (xn,yn) E G(Fn) Yn 

e t Y ~ > o , I n = n ( x , y , ~ )  t e l q u e :  

Preuve : 

Le théorème 5.1 assure q u ' i l  exis te  iï = n ( x , y , ~ )  t e l  que : 



En passant ensuite à la fonction d'appui supérieure e t  en sachant que ce1 le- 
ci prise sur l e  sous différentiel, donne précisément la dérivée direction- 
nelle, on obtient aisément : 

ce qui donne immédiatement : 

où l'on a convenu de noter de la même manière la multifonction DF(x,y) 
Cresp. DEFn(xn ,yn) 1 e t  son graphe. 

---O--- 

Remaraues 5.4 : 

1. On notera encore 1 'analyse directe avec l e  cas des fonctions convexes. 

2.  Si (Fn)  converge vers F au sens de la convergence fermée ( F  = F - 1im F n ) ,  
simple ( F  = HS - lim Fn)  ou uniforme ( F  = H u  - lim Fn) sur V = Dom F,  

les conclusions des théorèmes 5.1 e t  5.2 persistent e t  les preuves se 

simplifient considérablement puisque dans chacun de ces cas, pour n 
assez grand, nous avons Dom F c Dom Fn. 

6 - APPLICATIONS A L'OPTIMISATION 

6.1  - Analyse marginale 

Soit le  cadre général d'analyse marginale : 

inf +(x,y) s i  x E Dom F 

h o c ) =  [ Y E FOO 
+ si  non 

O P + : X X Y + R  e t  F : X = Y  

I + 

I 
e t  soi t  Mh : X x R+ + Y ,  le  mi nimi seur : 



avec la condition de régularitë suivante : 

l- Il existe V c a(~), C 3 F(V) et Lv > O tels que : 

( R) 

Nous di scuterons cette condition après avoir p.-ouvé 1 a 

Proposition 6.1.1 : 

(i ) Sous la condition (R) , pour tout x r V et tout 2 > eV, on a : 

h(x) = inf C+(x,y) + RdF(x,~)l 
- YCC 

(2i) Et pour tout x E V, tout y réalisant 1 'infimum en (E) est dans Mh(x,o). 

Preuve : 

(i) Dans le cas contraire, sachant que C 3 F(V), i l  existerait x c V et 
L > Lv tels que : 

h(x) > inf C+(x,y) + LdF(x,y)l 
YEC 

Par suite pour tout E > O, assez petit, i l  existerait y, E C tel que : 

alors pour z, r F(x) tel que 

I I Y ~ - Z , I I ~ ~ ~ ( X ~ Y , )  + E 

nous aurions grâce à (R) : 

contradiction qui prouve (i ) . 



( 2 i )  Soient P, > eV e t  y C r é a l i s a n t  1 ' inf imum en (E) ; s i  y I F(x),  a l o r s  

dF(x,y) > O ; e t  pour E > O assez p e t i t  e t  zE E F(x)  t e l s  que 

Ily-zE 1 1  i dF(x,y) + E, nous aurions grace à ( i  ) e t  (R) : 

h(x)  = +(x,y) + gdF(x,y) 2 O(X,Z,) O(X,Y) + ev I I~-zEI I  O * *  

e t  donc : r $(X,Y) + eV d F ( x > ~ )  + ~ k y  9 

* E é tan t  a r b i t r a i r e  e t  dF(x,y) > O, nous aur ions k c eV ; 

c e t t e  c o n t r a d i c t i o n  achève l a  preuve. 

Remarques 6.1.1. : 

1. En rappelant  que l e s  d i f f é r e n t s  ( types de) cônes tangents à G(F), se 

ca rac té r i sen t  p a r  d i f f é r e n t s  (types de) sous d i f f é r e n t i e l s  de dF 

( c f .  C l 3  ; Cl51 e t  l e  paragraphe 5 ci-dessus), il apparaî t  c la i rement  

que l a  p r o p o s i t i o n  ci-dessus donne une bonne ouverture pour une appro- 

che t r è s  s i m p l i f i é e  de 1 'es t imat ion  (ou du c a l c u l )  du sous sous d i f f é -  

r e n t i e l  (correspondant) de 1 a fonc t i on  marginale h. 

2. La r e l a t i o n  (E) sera  directement u t i l i s a b l e  dans l e  ca l cu l  de ah, s i  l e  

sous ensemble C e s t  compact ; ce sera l e  cas dès que seront  s a t i s f a i t e s  

l e s  cond i t ions  suivantes : 

(RI) F e s t  localement re la t ivement  compacte en O, au sens où il 

e x i s t e  U E @(O) t e l  que C = F(U) e s t  compact. 

(R2) P o u r l e c o m p a c t C ,  il e x i s t e V ~ O ( o ) a v e c C ~ F ( X ) e t k ~ > o ,  

t e l s  que (R) a 1 ieu .  

3. Notons que (RI) e s t  simplement l a  fo rmu la t i on  dans l e  cadre l e  p l u s  

général d ' une hypothèse de r é g u l a r i t é  courante [ c f .  par  exemple 

Rockafel lar C201 p.2133, e t  q u ' e l  l e  e s t  automatiquement s a t i s f a i t e  s i  

dim X < +a, U e s t  sa boule u n i t é  fermée e t  F e s t  s.c.s à va leurs  

compactes. 



1. Enfin ( R e )  est  sa t is fa i te  s i  (RI) l ' e s t  e t  s i  6 est  c~ntinument diffé- 
rentiable ; ce qui es t  déjà u n  cadre général d'analyse marginale. Nous 

montrons dans ce qui su i t  que s i  dim Y < *, ( R I )  e t  l a  1 ipschitzi t é  
locale de $ suffisent. 

Proposition 6.1.2 : 

Si dim Y < +w, s i  F est localement relativement compacte,et s i  9 est locale- 
ment lipschitz, alors 1 'hypothèse (R) de régularité est  sa t is fa i te  avec C 

compact. 
---O--- 

Preuve : 

- - * Soit U E @ ( O )  tel que F(U) so i t  compact e t  so i t  C = CO ( F ( U ) )  ; 
alors C e s t  compact, puisque dim Y < +a ; 

* @ étant localement 1 ipschitz, nous avons en particulier : 
V z E C ,  3 VZ E @ ( O ) ,  WZ E O(Z) et  Lz > O t e l s  que : 

* C étant ainsi recouvert, soi t  W , . . . W , un sous recouvrement f in i  ; 
n 1 

alors V = U n C n V 1, C e t  Lv = max !?,, , assurent ( R ) .  
i=l 'i lsis i 

En ef fe t ,  soient x E V ,  e t  y1,y2 E C ,  alors : 

[yl9y2] U ; e t  i l  e s t  c la i r  qu'il existe une suite f in ie  
i = l  i  

{tl ,. . . ,tm} de 1 'interval l e  [y1 .y2] tel le  que : 

Par conséquent, on a aisément : 



ce qui achève la preuve. 
---O--- 

6 .2  - Approximations des programmes perturbés d'optimisation 

Pour une famille de programmes perturbés du type : 

- 
si  x .C Dom Fn 

n E N  

+ sinon 

inf $(X.Y) s i  x E Dom F 

Y E F(x) 
+ sinon 

deux grands aspects sont à considérer. 

ler a s ~ e c t  : 

Quels types de convergence de ( 4 )  e t  (Fn)  vers $ et  F assurent : 

(1) une convergence de (h,) vers h 

( 2 )  une convergence de (ah,) vers a h  

( 3 )  une convergence de ( M h  ) vers M où 
n h 

; M sont les minimiseurs correspondants ? 
Mh hn 

---O--- 

2ème aspect : [plus difficile3 

Les convergences précédentes étant identifiées , quel 1 es sont 1 es approxima- 

tions (O,) e t  (Fn) de @ et  F qui induisent ces convergences ? 



Dans ce qu i  s u i t ,  nous proposons une étude du l e r  aspect ; e t  pour ce la  

nous aurons besoin des not ions suivantes : 

D é f i n i t i o n  6.2.1 : [De G i o r g i 1  

On d i t  que (4,) converge continument vers $ e t  on note  $, 4 ,  s i  pour t o u t  

(x,y) E Dom $ e t  pour tou te  s u i t e  (xn,yn) 5 (x,y) on a : 

Remarques 6.2.1 : 

C 
1. S i  4, = 4 Vn, a l o r s  $, + 4 <=> 4 cont inue. 

C 
2. $ n + ~  => $ = é p i - l i m 4 , .  

C 
3. + => 4 e s t  l i m i t e  simple de (bn) 

4. S i  (O,) converge uniformément vers 4 su r  t o u t  compact de Dom 4, a l o r s  

---O--- 

D é f i n i t i o n  6.2.2 : 

(i ) (F,) sera d i  t e  globalement compacte en a E X, s i  pour t o u t  k E K(N) , 
tou te  s u i t e  (xn,yn) t e l l e  que (xn,yn) E G(Fk(n)) pour t o u t  n, admet 

une va leur  d'adhérence dès que (x,) $ a. 

( 2 i )  (F,) sera d i t e  globalement compacte, s i  e l  l e  1 ' e s t  en t o u t  p o i n t .  

---O--- 

Remaraue 6.2.2 : 

1. S i  Fn = F, Yn, a l o r s  (F,) globalement compacte <=> F compacte. 

2. S i  F = Hu - l i m  Fn pour t o u t  V compact de Dom F e t  s i  F e s t  à valeurs 
v 

compactes, a l o r s  (Fn) e s t  globalement compacte en t o u t  a E Dom F. 



3. S i  dim X c +=, dim Y c +.. e t  s i  F = épi - l i m  F,, avec G(F) borne, a lors  

(F,) es t  globalement compacte en t o u t  p o i n t  de Dom F ; en e f f e t  G(F) 

é tan t  fermé, es t  en f a i t  compact ; ce qu i  rapproché du f a i t  que 

G(F) = (s,s) - l i m  G(Fn) (propo. 4.4.3), permet de f a i r e  appel H l a  

p ropos i t i on  4.1.1., qu i  assure 1 'existence de a>o e t  n t e l s  que - 
V n è n, G(Fn) c G(F) + a(BX x By) ; 
l a  conclusion s u i t  a lo rs  aisément. 

Proposi t ion 6.2.1 : 

C 
S i  G(F) c s - - l i m  G(Fn) e t  s i  $, + $ a l o r s  : 

épi  h c s - - l i m  ép i  h,. 

Preuve : 

Il e s t  a isé de v é r i f i e r  que épi h c s - l i m  épi  hn s i  e t  seulement s i  : - 
S 

V x r Dom h, 3 (xn) + x 1 l i m  sup hn(xn) i h(x) .  

S o i t  donc x E Dom h e t  so ient  E>O e t  y E F(x) t e l s  que : 

(x,y) E G(F) c s 1 i m  G(Fn) ; par  s u i t e  il ex is te  une s u i t e  - 
(xn,yn) 5 ( x , ~ )  avec (xn,yn) E G(Fn) pour t o u t  n ; d'où hn(xn)s$n(xn,~n) ; 

C e t  comme $, + a, on abou t i t  à : 

l i m  sup hn(xn) i l i m  $n(xn,~,) = $(x,y) 2 h(x)  + E. 

E é tant  a r b i t r a i r e ,  l e  r é s u l t a t  annoncé s u i t .  

Proposi t ion 6.2.2 : 
- C 

S i  G(F) 3 s - l i n  G(Fn) avec (F,) globalement compacte e t  s i  + , a lo rs  

ep i  h 3 s - TiX épi h,. 

---O--- 



V al- 

Q, V) 



ce q u i  rapprochi de (3) e t  (1) mène à : 

h(x) s $(x,y) 5 lim inf hk(,)(xn) + E.  

* E étant  a rb i t r a i r e ,  l e  résu l ta t  annoncé su i t .  

2èmecas :  l i m i n f h  ( x ) = + m  
k(n) n 

e t  comme x E Dom h ,  on a h(x) < t m ,  e t  i l  n'y a rien à prouver quant 
au résul t a t  annoncé. 

3ème cas : lim inf h (x ) = - 
Un) n 

montrons que ce cas e s t  exclu : 

pour tout  n s o i t  yn E F (x ) t e l  que : 
k(n) n 

(6) 
1 

"(nn) ( x n 9 ~ n )  h k ( n )  (xn )  + 5 

i l  e s t  c l a i r  q u ' u n  t e l  y, ex is te  ; par su i t e  : 

S Nous disposons de (xn,yn) E G(Fk(,)) pour tout n ,  avec xn -+ x ; (Fn )  

é tan t  globalement compacte, on peut toujours (qui t te  à considérer 
s comme pour l e  l e r  cas une sous su i t e  k2) supposer que (yn) -+ y. 

* Or G(F) 3 s - Tini G(Fn) ; par conséquent (x ,y) a G(F) ; d'où 

h(x) ~ $ ( ~ , y ) r l i m i n f $ ~ ( , ) ( x ~ , y , ) 5 l i m i n f  h O ( ) = - . .  
k(n) n 

e t  donc x Dom h ; cet te  contradiction termine l a  preuve. 

Corollaire 6.2.1 : 

S i  F = épi - lim F, avec (Fn) globalement compacte e t  si On @ alors  

h = épi - lim hn .  

---O--- 

Preuve : 

On f a i t  appel aux propositions 4.4.3 ; 6.2.1. e t  6.2.2. 
---O--- 



YX, 3 xn 3 x avec h(xn) + h(x) 

Corollaire 6.2.2 : 

Preuve : 

F fermée compacte 
et -> 

$ continue 

Soient (F,) et (O,,) définies par 4, = $ et Fn = F Vn ; alors : 

- 

- 

<-> 
C 

* $ continue 9, + 4 

* F fermée F = épi-lin Fn 

* F compacte <=> (F,) global ement compacte ; l 
par conséquent (corol. 6.2.1), h = épi - lim hn ; i.e épi h = (s,s)-lim épi h,, 

et comme hn=h, le résultat annoncé suit. 

Proposition 6.2.3 : 
C 

Si F = épi - 1 im Fn avec (F,) globalement compacte et si $, + $ avec Fn et 
$, convexes, alors F, $ et h sont convexes fermées. 

Preuve : 

User du fait que G(F) = (s,s) - lim G(Fn), épi $ = (s,s) - lin épi O,, 
épi h = (s,s) - 1 im épi hn et que hn est convexe pour tout n. 

Proposition 6.2.4 : [convergence de sous-différentiels] 

On suppose satisfaites les conditions suivantes : 
C 

(1) F = épi - lin Fn et $, + $ avec (F,) globalement compacte 

(2) F, est convexe, propre, s.c.s à valeurs faiblement compactes 

(3) $, est convexe, propre, S. c. i . 



Alors l a  s u i t e  {G(ahn)l converge vers G(ah) au sens suivant : 

( i  ~(x,:) t e l  que i ah(x) , i 1 ex is te  (xn, in)  t e l  1 e que : 

xn 3 x e t  Xn 2 X e t  tn E ahn(xn) v n .  

(2i réciproquement Y (x,,;,) t e l  l e  que Sn E ahn(xn) Vn, on a : 

où w désigne l a  convergence faible .  

Preuve : 

Sous nos hypothèses h = épi - 1 im h n  (cor01 . 6.2.1) e t  F, $ e t  h sont 
convexes fermées ( propo. 6.2.3) . 

Le cas Dom F = P étant  sans in t é rê t ,  sous supposons F propre ; nous affirmons 
alors  que $ e t  h sont propres ; en e f f e t  : 

C * Sachant que $, -. $, on a $ = épi - 1 im m n  ; par sui t e  s ' i l  ex is te  (x,y) 
S 

t e l  que $(x,y) = -a-, alors i 1 ex is te  (xn,yn) + (x,y) t e l  l e  que : 

lim sup $,,(x,.Y~I < $(X,Y) 

ce q u i  contredit 1 'hypothèse que 0, est propre. 

* Par a i l l eu r s  $ ne peut valoir  identiquement +03, car sa t i s fa i sant  à : 

nous aurions pour tout  (x,y) e t  les  su i tes  constantes xn = x e t  y, = y,  

ce q u i  encore contredirait  l e  f a i t  que 0, e s t  propre. 



Tout comme pour $, l e  cas de h se t ra i te  en montrant que hn est propre ; 

or $ étant convexe s.c,i est s .c.i pour la topologie forte de X e t  la n 
topologie faible de Y ; ce qui joint au f a i t  que F, es t  a valeurs faible- 
ment compactes, montre clairement que hn es t  propre. 

Notons avant de conclure que hn es t  s.c.i Un ; en effet ,  sachant que 
les ouverts faibles de Y sont aussi des ouverts forts, on v o i t  aisément 

que Fn est s.c.s pour la topologie faible de Y .  On sa i t  alors (résultat 
classique d'analyse marginale) que hn est  faiblement s .c. i ,  donc forte- 
ment s . ~ .  i ,  puisque hn est convexe. 

Ainsi h es t  convexe, propre, s.c.i e t  est  1 'épi-limite de la suite ( h n )  

de fonctions convexes, propres e t  S.  c. i . 
Le théorème de Matzeu C LI21 1 est  donc applicable e t  donne précisément 
les résultats ( i )  e t  (2i)  annoncés. 

Proposition 6.2.5 

Sous les conditions de la proposition 6.2.4, s i  dim X < +=J et  si 
int  Dom F # P ; alors : 

- 
i n t D o m h # P e t 3 ; / V n r n  t n t  Dom hn # 0 

(hn) converge uniformément vers h sur t o u t  compact de int  Dom h 

V x E int  Dom h ,  Y x n i  x ,  3 fi tel que : 

Preuve : 

* 11 est c lair  que Dom h c Dom F ; inversement si x E Dom F, alors 
h ( x )  > -- ; sinon sachant que h = épi-1 i m  hn(corol .6.2.1) i l  existerait 

xn 5 x te1 l e  que 1 i m  sup hn(xn) h ( x )  ; ce qui contredi ra i t  l e  f a i t  que 
hn est propre (cf. preuve propo. 6.2 $ 4 ) .  



* Par conséquent Dom h  = Dom F e t  donc i n t  Dom h  # 8,  X étant  de dimension 

f i n i e ,  nous savons (propo. 1.6 chap. III de C163) que : 

(1) Y x  E i n t  Dom h, hn(x) + h(x) .  

* Nous affirmons a lo rs  que i n t  Dom hn # pour n  assez grand. 

En ef fe t ,  il es t  c l a i r  que : 

(2) i n t  épi  h = {(x,X) / x  E i n t  Dom h  e t  h ( x )  < X I  # @. 

* S o i t  g  = sup hn ; a lo rs  (g  ) es t  une s u i t e  décroissante de fonctions 
P  n2p P 

convexes S.C. i e t  (ép i  g  ) croTt par inc lus ion.  
P 

* S o i t  ( x , X ) ~ i n t é p i  h , a l o r s x ~ i n t D o m h e t h ( x ) ~ X ; e t s o i t  
E > O t e l  que h(x)  + E < A. 

Grâce à (1) , 4 ii = n ( x , ~ )  t e l  que : 

- 
Y n  z n, hn(x) s h(x)  + E < X e t  donc 

* Par conséquent i n t  épi  h  c U épi g  e t  donc 
P  P 

i n t  épi  h  c i n t  C 1) épi  gp l  # 0. 
P 

Le lemme 5.1 es t  appl icable à l a  s u i t e  (épi  g  ) ; e t  donc à p a r t i r  d 'un 
P  

ce r t a i n  rang i n t  ép i  g  # @ avec : 
P 

i n t  C U ép i  g  1 = U i n t  épi  g  
P  P  P ' 

* En conclusion, il ex i s te  t e l  que Y p  2 ?-I 

i n t  ép i  g  = i n t  C n épi  hn l  # P 
P nrp 

l e  r é s u l t a t  ( i )  annoncé s u i t  a lo rs  aisément grace à (2) .  



Les conditions de la  proposition 4.10 chap, 1 de Cl61 étant réunies, 

la convergence de (hn) vers h est en f a i t  uniforme sur tou t  compact 
de int  Dom h .  

Grdce à ( i )  et ( 2 i ) ,  le résultat (3i) s'obtient comne conséquence 
cl assi que de convergence de sous-di fférentiel s de fonctions convexes 

C Cl81 t h .  24.5 p.233 1. 

Proposition 6.2.6 : [convergence des sol uti ons 1 

On suppose satisfaites les conditions de la proposition 6.2.5 ; alors : 

V X E  i n t D o m h e t V ~ 2 0  o n a :  

Y x E i n t  Dom h on a : 

Remarques 6.2.3 : 

Le résultat ( i )  es t  beaucoup plus fin qu'il ne parait ; en effet : 

Il  donne une convergence des sol utions approchées, la pl us générale 
qui soit ( k  É K(N) e s t  quelconque, e t  ( E ~ )  es t  quelconque). 

Pour le cas particulier Fn = F, On = t$ e t  donc hn = h, nous retrouvons 
les résultats d'approximations des sol utions d ' un programme perturbé 
h ( x )  = inf {$(x,y) ; y É F ( x ) l  ; e t  si en outre E~ = O Vn , nous 
obtenons une convergence des solutions (yn) réalisant h(xn)  e t  donc 

une propriété de fermeture pour Mh.  



Preuve de l a  propos i t ion 6.2.6 : - 
Pour des commodités d 'éc r i tu re ,  nous noterons M e t  Mn pour M e t  Mh . 

h n 

( i )  Soient x E i n t  Dom h, (xn.yn.~,) 3 (x,Y,E) e t  k r K(N) t e l s  

y, E M k ( n ) ( ~ n . ~ n )  Yn ; a lo rs  : 

* Ayant (xn,yn) 3 (x,y) avec (xn9yn) E G(Fk(,,)). on a évidmnent 

(x,y) E s - Ti% G(Fn) = G(F). 

C * Comme par a i l  l eu rs  +, + 4 - C 
' Ok(n) + + (1) donne : 

< l i m  sup hk(,)(xn) + E. +(x,y) = l i m  ak(n) ( x n ' ~ n )  - 

* O r  l a  propos i t ion 6.2.5 assurant que (h,) converge uniformément 

vers h sur t ou t  compact de i n t  Dom h e t  sachant que x E i n t  Dom h, 

on montre aisément que : hk(,) (x ) + h(x )  ; ce qu i  rapproché de 

(2) donne : 

( 2 i )  Soient E>O e t  y E M(x.0); a lors  : 

* Mais corne + = ép i  l i m  On (car  O,, +) e t  que (x,y,+(x,y)) E épi  B, . . 

il ex i s te  (xn,yn,an) t e l l e  que : 

* Nous aff irmons a l o r s  que pour n assez grand on a : 



car dans le cas contraire, i l  existew t. k E K(N) tel que : 

hk(n)(xk(n)) + < bk(n)(xk(n)'yk(n)) " ak(n) 
par conséquent (x étant intérieur à Dom h) on a : 

~(x)+E = lim hk(n)(~k(n))+~ 5 lim u 
k(n) = b(x,y) 5 h(x) 

cette contradiction prouve (5) ; ce qui assure que : 

y É s - J~IJ M"(x,E) V E > O  

d'où le résultat annoncé. 

---O--- 
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CHAPITRE II 

FONCTION D'APPUI ASSOCIEE 

A UNE MULTIFONCTION ET APPLICATIONS 

1 - INTRODUCTION 
A tout F : X 2 Y est associée la fonction marginale dite d'appui : 

I- si non 

* 
O F :  x x Y + R  / oF(x,p)= 

# OF (OU plus exactement oF(x,p) = # (p)) caractérise 1 es mu1 tifonctions 
"~(x) 

relativement à la mesurabilité [Castaing-Valadier C711, la continuité 

[Castaing-Val adier C71 ; Aubin-Ce11 ina C211, 1 'existence de point fixe 

(x E F(x)) OU critique (O E F(x)) Ccf. par ex. C411. 

- 
inf <y,p> si x E Dom F 
YCF(X) 

Nous montrons quant à nous que OF caractérise aussi la convexité 

(propo. 3.3) et la 1 ipschitzité (propo. 3.4) ; nous établ issons alors que 
les mu1 ti foncti ons convexes, fermées à valeurs bornées sont 1 ocal ement 

lipschitz sur 1 'intérieur de leur domaine (théo. 4.1) ; résultat qui n'était 

connu que pour les mu1 tifonctions qui sont en outre localement bornées, ou 

du type processus convexe, surjectif (i.e ayant pour graphe un cône convexe 

avec R(F) = Y) CC41 corol. 2 et 3 p.1321. 

Nous faisons ensuite 1 'étude complète du schéma d'optimisation : 

Les résultats dégagés sont alors appliqués à deux grands types de problèmes : 

(Pl 
- inf @(x) 

- O E F(x) 



1) En programmation dynamique d isc rè te  ; sur  l e s  problèmes 

où Ei es t  un convexe, fermé du p rodu i t  d'espace de Banach XixXi+l, Co un n 
convexe fermé de Xo e t  @ convexe, propre, S.  c. i sur Xi. 
Le cas Ei = I (a,b) / b = Ai a + Bi ui ; ui E Uil  où Ai e t  Bi sont des 

opérateurs l i n é a i r e s  continus e t  Ui un ensemble de contrdles es t  examiné en 

déta i  1. 

( P  1 
d~ 

2) En con t rô le  .optimal ; sur l e s  problèmes 

I - T 

- 
i n f  @(xo, ..., 'n) 
( x ~ , x ~ + ~ )  ' Ei ; 

- "0 Co 

où Co es t  un convexe, fermé de Rn 

E : [O,T] = Rn x R~ x Rn, fermée, à valeurs convexes 

g convexe, propre, s.c.i sur Rn x Rn e t  

f mesurable en t e t  convexe, propre, s .c. i sur Rn x Rm, en ses deux autres 

arguments. 

En f in  quelques cas p a r t i c u l i e r s  e t  diverses extensions du modèle (Pc) sont 

exami nés. 



2 - FONCTIONS D ' A P P U I  A  UN ENSEMBLE 

A t ou t  sous-ensemble C de Y sont associées les  fonct ions : 

* 
# : y + 1--, -1 e t  ob : F - C-=, +-C déf in ies  par : 

O c  C 
b 

a l ( p )  = sup cy,p> ; o ( p l  = i n f  cy,p> 
Y 4 YEC 

e t  d i  tes  fonct ions d '  appui à C respectivement supérieure e t  i n f é r i eu re .  

Sachant que a (p) = - a (-p), nous ferons usage dans ce qui  s u i t  essen t ie l l e -  C C 
ment de ab , que nous noterons simplement a les  raisons de ce choix 

C 
apparai t r o n t  par 1 a su i  t e .  

C '  

Les propr iétés suivantes seront u t i  1 es. 

( i  a e s t  concave, positivement homogène, s.c.s e t  a C c = acoc 
(21 " ~ c ~ + 2 ~  

= A O c 1  
+ p oc ; V A,pzo (on convient que ox-=O) 

2 

(44 s i  Cl e t  C2 sont convexes, fermés avec Cl n Cin t  C21 # 0, 

a lo rs  : 
oc1nC2 

(p) = sup Ca (q) + o (p-q)] (*) 
* C l  

qcy 
c2 

e t  l a  sup-convolution (*) es t  exacte ; i . e  

* 
3 Pl, P2 Y / P =  Pl+P2 e t  T1nC2 (p) = o (p ) + a (P 1. 

C l  l c2 

Preuve : 

(i) e t  ( 2 i )  sont simples ; ( 3 i )  s ' ob t i en t  par l e  théorème de Hahn-Banach ; 

prouvons ( 4 i  ) . 



--.(pi . . ) = on obtient : 
t L C 

oc(p) = - Ciy + iy l* (-PI 
Cl c 2  

Or soiis iioc ;~ypothèses, $ e t  iyc sont convexes, propres, s  .c. i  , 
Cl 2 

avec $J continue sur in t  C2 e t  iy f in ie  sur i n t  C2 ; nous savons C2 C l  
alors que : 

e t  ce t te  inf-convolution es t  exacte. 
Ceci rapproché de (1) donne alors : 

( 3 )  oC(p) = - inf C -  o (-pl) - CJ ( - p 2 ) l  
P1+P2=-P C l  c 2  

c'est-à-dire la sup-convol ution (*) ; enfin 1 'exactitude ( 2 )  

achève l a  preuve. 

3 - MULTIFONCTIONS ET FONCTION D'APPUI 

A toute mu1 tifonction F : X = Y e s t  associée la  fonction dite d'appui 

s i  x E Dom F 

o F :  X X Y + R  / oF(xSp) 
s i  non 

- 
I l  e s t  clair  que oF = G~ où E F ( x )  = CO (F(x)) ; e t  à l'exception du 
produit FloF2 de deux mu1 tifonctions, toutes les opérations sur les mu1 t i -  
fonctions correspondent à des fonctions d'appui aisément calcul ables ; en 
effet  : 



( 2 i  s i  F1 = F20h où F2 : X = Y e t  h  : Z + X e t  Z un Banach, a l o r s  

( 3 i  s i  F1 = goF2 où F2 : Z 2 X e t  g  : X -+ Y l i n é a i r e ,  a l o r s  : 

OF1 
( Z Y P )  = oF2(z ,9 * (~ ) )  où g* e s t  l ' a d j o i n t  de g  

( 4 i  s i  F  = F1 n F2 avec Fl(x) n C in t  F 2 ( x ) l  # O Y x  É Dom F, a l o r s  

Preuve : 

Assez simples ; à 1  'except ion de ( 4 i )  qu i  e s t  une a p p l i c a t i o n  d i r e c t e  de l a  

p r o p o s i t i o n  2.1. 
---O--- 

Rernaraues 3.1 : 

1. S i  dim Y < +m, ( 4 i )  a  l i e u  sous l a  cond i t i on  p lus  f a i b l e  : 

F1(x) d r e l i n t  F2(x)1  # p où r e l i n t  désigne 1  ' i n t é r i e u r  r e l a t i f .  

2. oF(x9p) é t a n t  un infimum, d i r e  que oF e s t  propre r e v i e n t  H d i r e  que 

Dom F  # O e t  que UF > su r  Dom FxY* ; en f a i t  on ca rac té r i se  ce la  

corrune s u i t  : 



oF est  propre s i  e t  seulement si Dom F # @ e t  F est  à valeurs bornées. 

Preuve : 

* Si F est à valeurs bornées, pour t o u t  x E Dom F y  i l  existe A x  E R+ 
te1 que F ( x )  c hx By ; par suite : 

* Réciproquement s i  oF(x,p) > V ( x , p )  E Dom FXY*, en supposant F ( x )  
R R 

non borné, i l  existerait une suite (y) de F ( x )  tel le que Ilyll -t +.. ; mais 

comme 
a 

<Y,P> z O ~ ( X Y P )  V ~ E Y *  Y R E N  

nous aurions en f a i t  : 

R 
e t  le théorème de Banach-Steinhaus assurerait que (y) est  bornée. 

Proposition 3 . 3  : 

(1 Si F est convexe, oF est convexe-concave sur X X Y ~  

(2i La réciproque a lieu s i  F est à valeurs convexes, fermées. 

Preuve : 

(i) Notons d'abord que F est convexe s i  e t  seulement si 

V xl ,  x2 r Dom F e t  V A r Co,lI 

ce qui pour oF donne : 



oF(x(A),p) inf <Y 9 P> = A inf <y,p> t (1-A) inf <y,p> 
yshF(x1)+(l-h)F(x2) Y E F O ~  Y~F(x*) . . 

c'est-à-dire : 

(21) Réciproquement, sachant que oF = G~ , (1) donne : 

c'est-à-dire la convexité de ETF qui coïncide avec F, dès que F est à 

valeurs convexes fermées. 

Rappelons deux défi ni tions . 
Définition 3.1 : 

F est dite localement lipschitz autour de a E int Dom F, s'il existe V E @(a)  

et une constante R = R(a,V) > O tels que : 

et 1 'on dit que F est localement lipschitz, si F 1 'est autour de tout point 
de int Dom F. 

Définition 3.2 : 

Une famille (@i)iEI de fonctions numériques définies sur X est dite locale- 
ment équi-lipschitz autour de a E X, s'il existe V E O(a),et une constante 

!t = e(a,V) > O, tels que pour tout irI, Oi est lipschitz sur V avec la 
constante R. 

---O--- 

On a alors la caractérisation suivante. 



Proposition 3.4 : 

(i Si F est localement lipschitz autour de a, alors la famille 
IoF(. ,p) ; p É SF} est localement équi -1 ipschitz autour de a. 

(2i La réciproque a lieu si F est à valeurs convexes, fermées. 

Preuve : 

(i) Soient a E int Dom F, V E @(a) et R = R(a,V) assurant la lipschitzité 

de F autour de a ; alors : 

c'est-à-dire : 

(2i) Réciproquement (1) traduit que : 

CF- coF(xl) (P) ' %F(X~) (P) + '!?,Il xl-x211 BY (P) p E Sy* .  x ~ , x ~ ~ V  

les fonctions en jeu étant positivement homogènes, cette dernière 

relation est en fait vérifiée pour tout p E Y*; d'où 

c'est-à-dire la lipschitzité de F autour de a, dès que F est à valeurs 

convexes, fermées. 
---O--- 

Suit al ors immédiatement 1 e 

Cor01 1 aire 3.1 : 
- 

Si F est localement lipschitz autour de a, coF l'est aussi sur le même voisi- 
nage et avec la même constante. 



4 - MULTIFONCTIONS CONVEXES. FERMEES 

Si F es t  convexe, fermée, pour tout p a Y*,  oF(. ,p )  e s t  continue sur 
inf Dom F. 

Preuve : 

* F étant convexe, oF(. , p )  e s t  convexe (propo. 3 . 3 ) ,  e t  comme F e s t  fermée, 
on s a i t  par l e  théorème de Robinson-Ursescu CIO, 183, qu'en particulier 
F e s t  s.c.i  sur i n t  Dom F ; par conséquent (résultat  général d'analyse 
marginale), oF(.,p) es t  s.c.s,  donc continue sur i n t  Dom F. 

Remarques 4.1 : 

1. Rappelons que lorsque oF(. ,p )  es t  pour tout p E Y*, s .c . i  Lresp. s.c.sl  
F e s t  d i te  hemi-continue supérieurement (h.c.s) Cresp. hemi-continue 
inférieurement ( h .  c. i ) 1 ; e t  notons que sous des conditions de compacité 

1 ' hemi-continuité caractérise la  continuité ; résultats dûs à Valadier 
C C71 th.11 21 p.521, Castaing C C71 th.11 20 p.511 e t  Aubin [ C21 t h . 2  

p.621. 

2. La proposition 4.1 montre alors que toute mu1 tifonction convexe, fermée 
es t  non seulement s . c . i ,  mais h.c.s sur i n t  Dom F. 

3.  Par suite si dim Y < +=J e t  si F e s t  à valeurs bornées, F es t  continue 
sur 1 ' intérieur de son domai ne. 

En f a i t  nous avons la  l ipschitzi té  ; en effet  : 

Théorème 4.1 : 

S i  F e s t  convexe, fermée e t  à valeurs bornées, F e s t  localement lipschi t z  
sur i n t  Dom F. 



Preuve : 

* Sous ces hypothèses oF est  propre (propo. 3.2), convexe (propo. 3.3) e t  
continue en x (propo. 4 -1) sur i n t  Dom F e t  concave s ,c. s en p (propo. 2 .1 ) .  

* Notons provisoirement (pour des commodités d'écriture) o au lieu de OF 

e t  considérons son sous-différentiel ; sous-différentiel des fonctions 

sel le ,  q u i  rappelons-le est défini comme su i t  : 

* On sa i t  alors [cf. par ex. C51 pp. 133-1341 que au es t  monotone avec 

(1) 

- 
Dom (30) c Dom o = Dom F x Y* e t  

(2) 
- i n t  Dom o = int  Dom F x Y * ' C  Dom (au) 

- * -b 
ao : X x Y - X*X Y / ao(x,p) = alo(x,p) x a20(x,p) avec 

* 
a p ( x , p )  = { X E  x*/ O ( X , P )  - o ( u , ~ )  5 <x-U,X > v u XI 

a200(,p) = {Y r Y 1 o(x,q) - o(x,p) 5 <y,p-q > V q E Y*} 
- 

Ainsi grâce à ( 2 ) ,  pour t o u t  (x,p) e t  ( u , q )  E i n t  Dom a ,  i l  existe 

ce qui avec (1) donne : 

* Or on s a i t  aussi [cf.  C51 p.601 que ao es t  localement borné sur 
i n t  Dom ao ; par su i te  : 

I_ Y (x,p) E i n t  Dom F x Y*, 3 M > O e t  a > o t e l s  que : 

ce qui rapproché de (3) assure 1 'existence de D o  te l  que : 



* Enfin grâce à (5), nous pouvons affirmer que : 

* Mais (6 )  exprime que la famille {oF(. ,p) ; p Sy*} est  localement équi- 
lipschitz autour de tout x E i n t  Dom F ; l e  résultat annoncé découle 
alors de la  proposition 3.4. 

(6) 

Remarques 4.2 : 

- 
V x E i n t  Dom F,  3 V E O ( X )  e t  R = R(x,V) > O t e l s  que 

Y u V ,  Y p É 9 - o F ( ~ , p ) I  ' a l l x - u l l .  
- 

1. 11 es t  à noter que 1 'approche de Rockafellar Cl11 ne permet pas d 'établir  

ce résultat.  

2. Ce résultat n 'é ta i t  connu que lorsque F es t  en outre localement bornée 
ou es t  u n  processus convexe surjectif ( i  .e ayant pour graphe u n  cône 
avec R(F)  = Y )  C C41 corol. 2 e t  3, p.1321. 

Corollaire 4.1 : 

Toute mu1 tifonction convexe, fermée, à valeurs bornées e s t  localement bornée 
sur 1 ' intérieur de son domaine. 

E t  s i  dim Y < +.., on a f fa ib l i t  les  hypothèses du théorème 4.1 comme sui t  : 

Corollaire 4.2 : 

S i  dim Y < +oo e t  si F e s t  convexe, fermée avec une valeur bornée, alors F 
e s t  localement lipschitz sur i n t  Dom F. 



Preuve : 

On pourra user du théorme 4.1, s i  1 k n  montre que sous les conditioiis énon- 
cées, F est à valeurs bornées ; mais ceci es t  précisément un résultat dû à 

Borwein C C61 propo. 1.111. 

Donnons une dernière propriéte générale ut i le  pour la suite : 

Proposition 4.2 : 

Soit F : X = Y convexe ; alors : 

où a, désigne l e  sous-différentiel par rapport à x .  

Preuve : simple. 

---O--- 

5 - APPLICATION A L'OPTIMISATION CONVEXE ; CAS GENERAL 

Considérons l e  programme général 

où F : X = Y est  convexe, fermée 

: X -. R est  convexe, propre, s .c . i .  

Proposition 5.1 : 

Si 4 es t  faiblement inf-compacte, alors (P) admet une solution s i  e t  seule- 
ment si O E R(F) . 



Preuve : 

1. Si o ,! R(F) (i .e s i  F-'(O) = P), le domaine de (P) est vide. 

2. Sinon comne convexe fermé, ~"(o) est faiblement fermé et comne @ est 

faiblement s.c.i , 1 'inf-compacité assure que la valeur de (P) est atteinte. 

5.1 Autres formulations de (P) et programme dual 

Etant clair que O É F(x) - O (x,p) 6 O, Y p c Y*, et sachant que oF(x,.) F 
est positivement homogène, on peut reformuler (P) comme suit : 

- inf @(x) 

g(x) 0 

* Considérons 1 e Lagrangien : X x R+ + fi, associé : 

Remarques 5.1.1 : 

1. Si 0 est la valeur de (P), on sait que : 

6 = inf sup î(x,~) 
XEX AZO 

2. Or oF(x. .) étant positivement homogène, on a aisément : 

V A 2 0  Ag()() = SUP o~O(,AP) 
PE Bv* 

* 3.  En notant enfin que 1 : R+xBy, + Y définie par 1 (A,p) = Ap réalise 

une bijection de R+ x By* sur Y*, on a immédiatement une formulation 

Lagrangienne de (P) sur la forme : 

i nf sup*C$ (x) + oF(x ,p) 1 C xex pcY 



Définition 5.1.1 : 

On appellera dual de ( P )  l e  pr' ,jramme 

t o u t  revient donc à étudier les cols du Lagrangien L . 

5.2 Etude du Lagrangien 

Pro~osition 5.2.1 : 

Si F est simplement à valeurs convexes, fermées e t  sans condition sur $, t o u t  
col (X,i) sur X X Y *  du Lagrangien défini par : 

L ( x ¶ P )  = + o ~ ( x ¶ P )  

satisfait  à : 

(il oF(Xsp) = O [relation d'extrémal i t é l  

(2i X est solution de  ( P )  

(3i p est solution de ( D ) .  

Preuve : 

* Exprimons que (X,p) est u n  col ; soit  : 

(1) + oF(X¶p) 5 + o F ( L i )  5 O ( X )  + oF(x.p) 

V P L Y *  V X C X  

On en déduit alors que : 

mais oF(X, .) étant homogène (2 )  n ' a  lieu que s i  : 

oF(kp) 5 0 Y ~ E Y *  i . e  O ~ ( i )  e t  
oF(i,p) = O d 'où  ( i ) .  



* Par ail leurs (1) et (2) donnent aussi : 

N i )  i @(x) + I ~ ( x ¶ ~ )  Y x E X .  

~t donc +(il s +(XI Y x E F-~(o). (car uF(x>&) 0) d'où (21)- 

* Enfin 1 'existence du col implique que & est solution de (D). 
---O--- 

Théorème 5.2.1 : 

On se place dans les conditions du problème ( P )  et on suppose que : 

(1) 3 ? E int Dom F , avec + continue en ? 

(2) O E int R(F) [qualification des contraintes]. 

Al ors : 

(il 3 & E Y* / 6 = inf L(x,p) 
x E X  

(2i et si X est solution de (P) , (x,&) est un col de L sur X X V * .  

Preuve : 

Considérons les deux sous ensembles de RxY suivants : 

* D est évidemment convexe ; nous allons montrer que C est convexe 
d'intérieur non vide (grâce à (1) et (2)) et que C n D = fil ; nous 
pouvons alors séparer C et D par un hyperplan qui grdce à (2) sera 

"non vertical ". 
* C n D = fil : car dans le cas contraire, i l  existerait a<o et x E F-'(o) 

tels que a + r $(x) et I$ ne serait pas 1 a valeur de (P) . 

* C est convexe : soient (al ,y1). (a2,y2) E C ; X,)J E Co,13, X+w = 1 et 

x1,x2 E X tels que : - 
yi E F(xi) et ai+$ 2 $(xi) i=1,2 



Alors pour x  = hxl + yx2, y = Ayl + py2 E F(x), car F es t  convexe e t  

ce qui  pour a = Aal + va2, donne par  add i t i on  : 

a+; r X $ ( X ~ )  + u6(x2) r @(x) puisque @ es t  convexe. 

* i n t  C # P : soient  2 E i n t  Dom F, po in t  de con t inu i té  de $ e t  A>$(;) ; 

alors  : 

(1) 3 V E O(;), V c i n t  Dom F e t  $O() < Y x e V  

Comme Dom F-' = R(F) e t  que F-' e s t  convexe fermée (F é tant  convexe, 

fermée), on s a i t  par l e  théorème de Robinson-Ursescil CIO, 183 que F-1 

es t  s.c.i sur  i n t  R(F) # P. 

Mais sachant aussi que l a  semi-continuité i n f é r i eu re  des mul t i fonct ions 

se caractér ise par l e  f a i t  que l ' image réciproque de t o u t  ouvert es t  

ouverte, on ob t ien t  aisément : 

(2)  i n t  F(V) # 

Soient e n f i n  E>O e t  f3 é R t e l s  que X < f3 + 5 - E, a lo rs  

W = ]@-E, B+E[ 'x i n t  F(V) e s t  ouvert non vide. 

Nous af f i rmons que W c C ; en e f f e t  : 

s i  (a,y) E W ,  il ex is te  x  E V avec y E F(x)  e t  B-E<CX ce qu i  rapproché 

de (1) donne : 

* Séparation de C e t  D 
Il ex is te  (A ,p) E R+ x Y*, non nu l  t e l  que : 

Sup ah ,r i n f  ha + <y,p> 
(a ,o)~D ( ~ ~ Y ) E C  

ce qui donne aisément : 



c 'est-à-dire  : 

* X e s t  non nul 

Sinon, nous aurions p#o e t  oF(x,p) 2 O Y x E X ; i . e .  

inf <y,p> 2 O 

Y ~ F )  

e t  l a  condition O E i n t  R(F) mènerait à l a  contradiction p=o. 

- 1 * En conclusion pour p = A p,  on a : 

+ oF(x,P) 2 O v x E x ; d'où l e  résu l ta t  (i). 

* Le résu l ta t  (2 i )  e s t  alors classique puisque : 

6 = @(i )  = inf sup* L(x,p) = inf L(x,p) = m 
xrX peY XE X 

5.3 Sur u n  résu l ta t  de s t a b i l i t é  

La condition de régularité O E i n t  R(F) suggère tout  naturellement d'associer 
à ( P )  l a  fami 1 l e  de perturbation suivante : 

- 
s i  O E F(x) + y 

Q : X X Y + R  / Q ( x , Y ) =  
- sinon. 

e t  l a  fonction de perturbation h : Y -+ R correspondante 

I h(y) = inf @(x,y) 
x E X  

Rappelons deux notions courantes de s tabi  1 i t é .  



Définition 5.3.1 : C [81 p.395 ; 3971 

(1) ( P )  est  d i t  inf-stable Cresp. stablel s i  h(o) es t  f ini  e t  h es t  s.c.i 
Cresp. continuel en o. 

( 2 )  ( P )  es t  d i t  inf-dif-stable Cresp. dif stablel s i  ah(o) # jl 

Cresp. ah(o) = {Vh(o)ll. 

Proposition 5.3.1 : 

Sous 1 es conditions du théorème 5.2.1, ( P )  es t  i nf-di f-stable. 

Preuve : 

11 est  aisé de vérifier que : 

(1) h*(p )  = @*(o,p) 

Par ailleurs, sachant que : 

@ * ( o , ~ )  = sup  1 - ~ ( x )  + sup  C < Y , P >  - $ F ( x ) ( - ~ ) l l  
XE X YeY 

e t  corne : 

sup I<Y,P> - V J ~ ( ~ ) ( - Y ) ]  = ( -pl  = o# (-pl  = - + ( x ) ( ~ )  = - oF(x,p) 
y€ Y F ()O 

on aboutit à : 

@ * ( o , ~ )  = sup 1 - ~ ( x )  - oF(x,p)l = - inf L(x,p) 
xr X XE X 

Or le  théorème 5.2.1 assure qu'il existe P. r Y* tel  que : 

* Ce qui joint au f a i t  que h(o) = e t  rapproché de (1) donne : 



Rernaique 5.3.1 : --., 

Un vérifie aisément que si q E ah(o)  e t  s i  X . -+  solution de ( P ) ,  (%,q)  e s t  
col de L. 

5.4 Quelques cas parti cul iers  en programmation convexe 

Soient Q u n  cône convexe, fermé de Y e t  g : X-tY continue (pour simplifier) 
e t  Q-convexe au sens suivant : 

- 
Ag(xl) + (1-A) r g(Axl + ( 1 - A )  x2) + Q 

V xl, x2 l Dom g e t  Y A E Co,lI 
- 

e t  consi déront 1 e prograyne convexe : 

* On réduit (Pconv) à la  forme (P) en considérant simplement 

(Pconv) 

On vérifie alors facilement que F es t  convexe, fermée e t  que : 

- 
inf @ ( x )  

g ( x )  E -Q 
x ~ C  

- où C es t  un convexe fermé de X 

O s i  P c Q+ 

-w sinon. 
avec Q+ cône polaire positif de Q.  

* La formulation Lagrangienne de (Pconv) e s t  alors : 

inf sup, sup  C$(x) + q ( x )  ,p> + oC(q) - <x,q>3 
xrX prQ qeX* 



* En remarquant enfin que : 

s i x ~ c  
sup  Cuc(q) - <x,q>3 = 
q E X *  { r sjnon 

On aboutit à la formulation finale 

* Ce qui redonne la dualité classique avec comme dual 

* E t  s i  1 'on particularise Y à R~ e t  Q à R! x { o } ~ - ~ ,  on retrouve 1 e cadre 

habituel de la programmation mathématique. 

* Notons enfin que dans ce contexte, 1 'hypothèse O E i n t  R(F) signifie 

que : 

l- i l  existe V E @ ( O )  dans X e t  W E @(O) dans Y t e l s  que : 

I Y ( v ,w)  E V x W ,  3 x E X avec 

ce q u i  e s t  plus faible que de supposer 1 'existence de X E i n t  C avec 
g(?) E i n t  ( -Q) ; hypothèse de type Slater qui nécessite en particulier 
que i n t  Q # P. 



b - SUR UN SCHEMA GENERAL DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE DISCRETE 

Considérons l e  modèle général suivant  : 

- 
(1)  pour i=o,n, Xi es t  un espace de Banach d'élément générique xi 

(2 )  Co c Xo e s t  un convexe, fermé 

(3)  pour l=o,n-1, Ei c Xi x Xi+l e s t  un convexe fermé 
n 

(4 )  soient X = iïïo Xi e t  41 : X + R ,  convexe, propre s.c.i. 
- 

E t  s o i t  l e  programme 

Déf in i t i ons  6 : 

(1) x = (xo, ..., xn) e s t  d i t  chemin admissible s i  

(2) Et  s i  en outre x r é a l i s e  1 'infimum, x es t  d i t  optimal. 

On se propose dans ce qu i  s u i t  de caractér iser  l e s  chemins optimaux : 

6.1 Réduction du problème e t  propr iétés général es 

-h 
Pour t o u t  i=o,n-1, définissons Si : Xi + Xi+l par  : 

Par s u i t e  G(Si) = Ei e t  donc Si es t  convexe, fermée. 

E t  s o i t  F : X = X dé f in ie  par : 



I l  est  alors c la i r  que ( P  ) prend la forme réduite : 
d~ 

- 
i nf $I (x) 

- O E F(x) 

F es t  convexe fermée avec : 

n-1 
Dom F = ï igo Dom Si ]  x X n  

Preuve : 

Résulte directement de l a  définition ( 2 )  de F e t  de la  fermeture e t  la 
convexité de Co e t  des Si , i =O ,n-1 . 

Proposition 6.1.2 : 

On suppose en outre que : 

(3)  i n t  Ei f $ V i=o,n-1 

alors i n t  Dom F # P. 
---O--- 

Preuve : 

II es t  c la i r  (vue 1 'expression de Dom F) que i n t  dom F # @ s i  e t  seulement 
si  i n t  Dom Si # @ pour i=o.n-1. 

* Considérons les projecteurs ni : XixXi+l .- Xi  définis par : 

alors ni es t  linéaire continu avec : 

ni ( i n t  Ei) c i n t  Dom Si i=o,n-1 



* Le théorème de 1 'application ouverte assurant que ni ( i n t  E i )  e s t  
ouvert, l e  résul tat  annoncé en découle. 

Proposition 6.1.3 : 

On suppose qu ' i l  exis te  u n  chemin 2 É X intér ieur ,  i .e te l  que : 

( 4  
'L 2, 'L 
xo E i n t  Co ; (x i ,  xitl) É i n t  E i  i=O,n-1 

alors O E i n t  R (F ) .  
---O--- 

Preuve : 

* O E i n t  R(F)  s'exprime en f a i t  comme su i t  : 

3 V E 0(0)  dans X t e l  que V v E V ,  3 x E X avec 

Xo + Vo E CO 

(xi 3 Xi +l + v ~ + ~ )  E Ei  i=o,n-1 

* Soient a>o e t  p.>o pour i=o,n-1 t e l s  que : 
1 

* S o i t e n f i n p = m i n { u , p i  i=o,n-11; i l  e s t a l o r s c l a i r q u e :  

* Par conséquent, en normant X par 11 X I I  = 1 I I  x i  11,  tout v 6 x e t  
i  =O 

t e l  que 11 vil I p s a t i s f a i t  manifestement à : 

(0 9 v ~ + ~ )  é p(io1 x BX ) e t  donc 
'L 'L 

i +l 

(xi * X j + l  + vi+1) E Ei i=o,n-1. 
---O--- 



Remarque 6.1.1 : 

11 est  clair que les conditions (3)  e t  (4)  sont suffisantes, mais non néces- 
saires pour que F satisfasse à int Dom F # P et  O E i n t  R ( F ) .  

Donnons une dernière condition assurant 1 'existence d 'un chemin optimal . 

Proposition 6.1.4 : 

S' i l  existe un chemin admissible e t  s i  les ensembles Ei  sont faiblement 
compacts, ( P  ) admet une solution. 

dr 
---O--- 

Preuve : 

* L'ensemble des chemins admissibles est convexe, fermé puisqu'il est égal 
à F-'(o) supposé non vide. 

* Soient les projecteurs ni : Xi x Xi+l  + Xi e t  n : 'n-1 x X n  - X n  tels 
que : 

V i=o,n-1 ; ~ ~ ( x ~ , x ~ + ~ )  = xi e t  ~ ( x ~ - ~ , x ~ )  = xn 

e t  soit K = * *  'n-l(En-l) "(En-l) 

11 est alors clair que t o u t  chemin admissible appartient à K. 

* Comme opérateurs linéaires, continus, ni e t  n sont aussi faiblement 
continus (cf. par ex. Brezis ; Analyse Fonctionnelle t h .  III .9, p.39). 
Par conséquent K est faiblement compact ; et  comme convexe, fermé (donc 
faiblement fermé) 1 'ensemble des chemins admissibles est donc faible- 
ment compact dans K. 

* On conclut, en remarquant simplement que (I étant convexe, propre, s.c.i 

es t  faiblement s.c. i .  



6.2 Lagrangien et conditions d'optimal ité 
n 

En notant 1 'élément générique de X* par (w,v) 00 w r X: et v r iïïl x;, le 

Lagrangien a pour expression : 

Exprimons que (X,q,p) est un col de L sur X x X* ; soit : 

* La première inégalité du col donne : 

* Ce qui donne aisément : 

* Notons provisoirement par pi (.) la fonction os (.  ,pi+l) et considérons 

la seconde inégalité du col, qui exploitée sou2 la forme : 

iiin A-~CL(X+AX,~,~) - L(x,~,~)I 2 O Y X C X  

donne aisément : 

1- 6 et ii désignent les dérivées directionnel les. 



* En rappelant enfin que celles-ci sont les fonctions d'appui supérieures 

des sous-différentiel s correspondants qui sont faibles-* compacts, 

on aboutit à : 

* Un théorème de min-max Cl1 permet alors d'affirmer qu'il existe 
* * * 

x* = (xO,.  . . ,xn) a$(;) e t  zi E au. 1 ( i . )  i=o,n-1 , 
satisfaisant à : 

(6)  

ce qui mène après des modifications simples à : 

- 
* n-1 * n-1 

min * max max - [IX ,x>-<q ,xo>+ 1 <zi  ,x .>- 1 < P ~ + ~ , X ~ + ~ > I = O  
X E X  x E ~ $ ( x )  z lcapi  (xi) i =O l i=o 

* Par conséquent : 

---O--- 

Nous sommes à présent à même de prouver le  

Théorème 6.2.1 : 

Sous les conditions générales définissant (Pd ), on suppose en outre que : 
Y 

(1) 
'b 'b 

3 2 € x 1 2, E in t  C, ; ( x ~ , x ~ + ~  ) E i n t  E i  i = o  ,n-1 

(2)  les ensembles Ei sont faiblement compacts. 

Alors (Pd ) admet une solution ; et  pour toute solution i ,  i l  existe 
Y 

(x:, ..., x i )  da(;) et un chemin di t  dual (po, . . . ,pn) tels que : 



1- 

Preuve : 

* En notant que z; E ayi(li) et en considérant (4), nous constatons que 

nous disposons de : 

La proposition 4.2 assure alors que cela équivaut à : 

* Enfin en notant q=po et en considérant (4) et (8), on aboutit avec (10) 

aux résultats annoncés en (9). 

* L'existence d'un chemin X optimal est assurée par la proposition 6.1.4. 

6.3 Dualité dans un cas ~artiellement linéaire 

On considère le programme : 

- 
inf $(xo9.. . 'xn) 

oü Ui est un convexe fermé d'un espace de Banach Zi et 

Ai : Xi + Xi+l 1 linéaires continus. 

Bi : zi + xi+l 

* (Pdy) se réduit (Pd ) en considérant les ensembles Ei donnés par : 
Y 

Ei = I ( a , b )  E XixX i+l / 3 Ui E Ui avec b = Aia + B.u.} 1 1  



Remaraues 6.3.1 : 
n 

1. Il est c l a i r  que i n t  Dom F # P. puisque Dom F = Xi. 

2. La condi t ion  O E i n t  R(F) es t  sa t i s fa i t e ,  car R(F)  = X ; en effe t  
V v É X ,  v = (vO ,..., v n ) ,  3 (xo ,..., xn) E X / v E F(x) ; i .e  
tel que : 

v0 + x0 E CO e t  

+ vi+l = A . x .  + B i u i  
1 1  

pour un contrôle u i ;  i=o,n-1. 

Il suff i t  alors de calculer x de proche en proche. 

x0 E Co - v0 e t  
= A . x .  + Biui - v ~ + ~  'i+i 1 1 

i=o ,n-1  

avec un  choix quelconque des contrôles u i .  

3. On vérifie enfin aisément que s i  Co e t  U i ,  i=o,n-1, sont faiblement 

compacts, 1 'ensembl e des chemins admissibles es t  non vide ( O  E R(F) = X)  , 
faiblement compact ; ce q u i  assure 1 'existence d ' u n  chemin optimal ; 
d'où le 

Corollaire 6.3.1 : 
- 

Soit i = ( X o , .  . . ,in) u n  chemin optimal correspondant au contre1 e ( G o ,  . . . ,unm1) ; 
alors i 1 existe (x;, . . . ,xi) E a$(:) e t  u n  chemin dual (po,  . . . ,pn) É X* t e l s  
que : 

Considérons l e  programne dual de (P ) ; so i t  : 
d~ 



où un ca l cu l  s imple donne : 

* Or 1 ' i nfimum en x dans (b  ) mène a : 
d~ 

* * * 
i n f  C$(x) + <x,x >1 = - $I (-x ) 
x € X  

* Ce qui  donne pour dual l e  programme dynamique : 

- vn - x;, 

e t  pour s o l u t i o n  de ( b  ) l e  chemin dual ( p  o... . .pn).  
dy 

Remaraues 6.3.2 : 

1. x* a p p a r a î t  a l o r s  comme un c o n t r ô l e  pour l e  dual . 
- 

2 .  Ainsi les chemins e t  c o n t r ô l e s  optimaux X = (io.. . . .xn) e t  - - - 
u = ( u ~ . . . . . u ~ - ~ )  pour (Pdy) e t  p = ( p o p n )  e t  x* = ( x i  .... .x;) 
pour (b ) son t  l i é s  par l e s  r e l a t i o n s  syn thé t iques  su ivan te s  : 

dy 



7 - SUR UNE CLASSE DE PROBLEMES DE CONTROLE 
Dans tout ce qui suit T E IO,+[ et pour s E Cl,+-], nous noterons : 

* Li (LS si n=l) 1 'espace de Banach usuel des fonctions Lebesgue- 

sommables v = Co,TI - Rn, pour la norme : 
llv Jb, = ess. sup Iv(t) 1 

05tlT 

n où 1 . 1  est la norme induite pour le produit scalaire <. ,.> de R . 

* ~i~~ 1 'espace de Banach des fonctions absolument continues 

x : [o,Tl - Rn , te1 1 es que x et Dx = k r L; ; 1 a iiorme étant 

* "p.p" 1 'abréviation de "presque partout . sur Co,TI". 

---O--- 

Rappelons alors que : 

S C l 1  (1) Y s r [l,+m[, le dual (Li)* de Ln s'identifie à Ln où + = 1, par 

la représentation unique suivante : 

Y v* E (L:)*, il v r L, S* tel que : 

Nous conviendrons alors dans tout ce qui suit d'identifier v* et v et 
de noter simplement v*. 

(2) Sachant que T est fini, on montre aisément (grâce à 1 'inégalité de 
Holder) qu'il existe $>O tel que : 

où I I  II désigne la norme de la convergence uniforme sur Co,TI. 
C ---O--- 



7.1 Formulation du problème 

Nous nous proposons d'étudier l e  modèle de contrdle suivant : 

où u désigne u n  contrôle e t  E : Co,Tl = Rn x Rm x Rn 

- avec a,B E 11,+03C 

---O--- 

Pour lequel nous supposons satisfaites les : 

Hypothèses de base : 

- (1) g est convexe, propre, S .  c. i sur R" x R" 

(2)  Co est convexe, compact dans Rn 

( H l  1 (3)  E est à valeurs convexes, fermées avec Dom E = Co,Tl, 

(4) 
n m V t eCo,Tl, f ( t , .  , .) est convexe, propre, s .c.i sur R Gl 

e t  V (a ,b)  E R~ x Rm, f ( .  ,a ,b)  est mesurable sur [o ,Tl ,  

avec 

f ( . ,x ( . ) ,  u ( . ) )  ' L1, V (x ,u)  E L; x L; 
- 

7.2 Réduction du problème e t  propriétés générales 

Notons X = Mn 'sa x Lm ' , Y = L ~ X R " X R ~  e t s o i e n t :  n 



Il est alors cl a i r  que (Pc)  prend la forme réduite : 

- 
inf $(x,u) ~ ( x , u )  = k ( x , u )  + g(yx)  e t  

avec 1 T 

- O E F ( x , u )  k ( x , u )  = I f ( t , x ( t )  , u ( t ) )  d t  
O 

Proposition 7 . 2 . 1  : 

S est convexe, fermée. 

Preuve : 

La convexité se déduit aisément de ce1 le des valeurs de E ; prouvons 1 a 
fermeture. 

* Soit (x,,u,,z,) -+ ( x , u , z )  dans L: x L: x L: avec (x,,u,,z,) E G ( S ) .  

On sait  alors qu'il  existe une sous suite encore notée (x,,u,,z,) 
telle que : 

(x,(t)  9 u , ( t )  9 z,( t))  - ( x ( t ) ,  u ( t ) ,  z ( t ) )  P.P.  

* E t  comme E est à valeurs fermées, nous avons : 

Proposition 7.2.2 : 

F est convexe, fermée. 
---O--- 

Preuve : 

La convexité se déduit aisément de ce1 les de S e t  Co e t  de la 1 inéari té  des 
opérateurs L e t  y ; prouvons la fermeture : 

* Soit (x,, u,, y,) + (x,u,y) dans w:'~ x L: x CL: x Rn x Rn] avec 

(x,, u,. Y,) E G(F) V 9, ; alors : 

* X, + x dans w:" e t  donc : 

Dx, - Dx dans 1: e t  x, 4 x uniformément sur Co,TI ; 



par conséquent : 
a 

Xa + x dans L n  e t  yxQ + yx 

* EtcomnepourtoutQ,  i l  e x i s t e z Q ~ S ( x , , I é ) e t  (aQ,bQ) c C 0 x R n  

te ls  que Y& = (zQ - DxQ. a& - ~ ~ ( 0 ) .  b, - x,(T)) 

e t  que yQ + y dans L: x Rn x Rn,  i l  existe (z,a,b) tel  que : 
ci zQ + z dans L n  e t  (aQ ,bQ) + ( a ,  b )  dans Co x Rn.  

B * S étant fermée e t  ( u Q )  tendant vers u dans Lm,  on a z E S ( x , u )  e t  donc 
y = ( z  - Dx, a - x(o), b - x(T)) E F(x). 

Proposition 7.2.3 : 

Si E est  mesurable à valeurs convexes, fermées, les propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

Preuve : 

Notons pour des commodités d'écriture 

* S i  ( I I )  a lieu, (x*,u*,z*) sa t i s fa i t  à : 

par sui te ,  pour tout (x,u,z) E G(S), nous avons par définition 

(x( t )  , N t )  A t ) )  E E(t) P. P. e t  donc 

s (x( t )  ,u ( t )  , z ( t ) )  5 s ( i ( t )  , ü ( t )  ¶ f  ( t ) )  P.P. 

* Ce qui par sommation sur CosTl, mène aisément à (1). 



* Réciproquement s i  (1)  a l i e u  ; a l o r s  : 

* Mais grace à C Cl21 cor01 . 3F p.1891, nous savons que : 

ce qui donne en d é f i n i t i v e  : 

* - * - 
(1) <x ,x> + <u ,u> + <z*,i> = J ' # ( x * ( t )  ,u*(t) ,z* ( t ) )  d t .  

O O E ( ~ )  

* En supposant que ( I I )  n ' a  pas l i e u ,  nous pouvons p a r t i t i o n n e r  Co,TI 

en t r o i s  sous ensembles Il, 12, I3 mesurables e t  t e l s  que : 

1-mesure (13) = O ; mesure (12) > O 

En sommant su r  CosTl, nous avons évidemment 

(2) 

ce qui  rapproché de (2)  mène à : 

s ( i ( t ) ,  ü ( t ) ,  i ( t ) )  = O ! ( ~ ) ( X * ( ~ ) .  u* ( t ) ,z* ( t ) )  s i  t E I~ 

s i  ( t )  ( t ) )  < $(t) (X* ( t ) ,  u * ( t )  S Z * ( ~ ) )  s i  t I2 

* T 
< x ,  ,XZ + <u*,Ü> + <z*,:> = J s ( i ( t )  ,Ü(t) ,f ( t ) )  d t  < . . . 

O 

e t  c o n t r e d i t  (1). 



B k est  convexe, propre, continue sur Lu x Lm. n 

Preuve : 

Les hypothèses ( H )  sur f ,  donnent aisément la convexité de k e t  assurent que 
u Dom k = L n  x L~ ; par conséquent, l a  continuité de k sera assurée dès que k 

m 
sera s.c.i,  puisque toute fonction convexe, propre, s.c.i sur u n  espace de 

B Banach (ici  L n  x Lm) est continue sur 1 'intérieur de son domaine. 

B * Soient donc A et  (xa,ua)  + (x,u) dans L: x Lm, avec 

On sa i t  alors qu'il existe une sous suite encore notée (xa,ua) tel le 
que : 

op) . u , ( t ) )  - ( x ( t )  . u ( t ) )  P - P  

* f ( t , . , . )  étant s .c. i ,  nous avons : 

f ( t , x ( t )  , u ( t ) )  s 1im inf f ( t ,xa( t )  , u , ( t ) )  p.p 

considérons alors l a  suite ( h a )  définie par : 

alors h a ( t )  r O p .p ,  e t  c m e  f ( . ,x ( . ) ,u( . ) )  E L1, i l  existe 1 tel 
que : T - 

I f ( t , x ( t ) , u ( t )  d t  r X 
O 

ce qui rapproché de (1) e t  ( 2 )  mène à : 

T 
/ h a ( t )  d t  5 A - Z Y a 
O 

* Le lemme de Fatou est donc applicable à ( h g )  ; par suite : 

T T 
O 2 / iim inf h , ( t )  d t  s lim inf I h k ( t )  d t  

O O 

ce q u i  grace à ( 2 )  donne aisément : 



T T 
k(x,u) = i ( L , x ( t ) , u ( t ) )  d t  s lim inf f ( t , xa ( t ) , ua ( t ) )  d t  5 h 

O O 

Pi.oposi tion 7.2.5 : -- 

(I est convexe, continue sur X .  
---O--- 

Preuve : 

* La convexité e s t  simple à vérifier ; prouvons la continuité. 
B B Soit (xe,uQ) -+ ( x , u )  dans w:'~ x Lm, alors uQ -+ u dans Lm e t  xe -+ x 

dans w'.' ; e t  c m e  i l  existe @-O te l  que : n 

I I  xe-x I I  c 5 dl xe-xlI on a : 

a xQ -+ x dans L n  e t  yxe -+ yx ; 

* Enfin g étant continue (car convexe, propre, s .c. i )  sur RnxRn, on a : 

Le résultat suivant sera u t i le .  

Proposition 7.2.6 : C Cl21 corol.3E p.1891 

Remaraues 7.2.1 : 

En admettant l 'existence d'une solution à ( P c ) ,  i l  e s t  c la i r  que l e  Lagran- 
gien associé au probleme réduit admettra u n  col des que seront sa t is fa i tes  
les conditions suivantes : 

(1) i n t  Dom F # P 

(2)  O E i n t  R(F). 
---O--- 



Ces car,.r itrons seront examinées pl us loin ; adm~ttons-les pour le moment et 
étudier:.: !P bagrangien que nous supposons donc admettre un col. 

7.3 Lagrangien et conditions d'optimal ité 
a* En notant 1 'élément générique de Y* = Ln xRn x Rn par (v,w) où v E L:* 

et w = (a,b) E Rn x Rn, le Lagrangien a pour expression : 

* Exprimons sur ( (X ,Ü) , (p,q) ) est un col de L ; soit : 

* De la première inégalité du col, on retire que : 

ce qui donne aisément (et exprime en fait que) : 



* En exploitant la seconde inégalité du col sous la forme : 

et en notant p (x,u) = og(x,u,p), on aboutit aisément à ; 
P 

. 
où k, g et pp désignent les dérivées directionnelles. 

* En rappelant que ce1 les-ci sont les fonctions d'appui supérieures aux 

sous différentielles correspondants qui sont faibles-* compacts, cette 

dernière relation mène à : 

(5 )  

* Mais pour successivement x=o puis u=o, cette dernière Ggalité équivaut 

à :  

- * * * 
min max CC; 1 2  +; , x ~ + ~ ~ 1 + ~ 2 , ~ ~ - ~ D x , p ~ + ~ z - q , y x ~ l  = O 

XEM;'~ (G1 ,tl)rak(X,Ü) 
B * *  urLm ( ~ 2 ¶ < 2 ) € a ~ p ( i ¶ ü )  

* 
- z E ag(yG) 

* Par un théorème de minmax Cl], nous savons alors qu'i 1 existe 
* (il ,il), (x2 ,Û2) et W tels que : 

(6) 

- (Xl,tl) . ak(X,ü) 
* * 
(x2,u2) . aup(X,ü) = a(,,,) oS(Y>ü¶p) 

8 . ag(YX) 
* * * <? + X  ,x>+<u +u ,u>-<Dx,p>+cw-q,yx> = O 1 2  1 2  



c'est-à-dire : 

* Sachant que l'espace des fonctions continues à support compact dans 
f3 Co,TI est dense dans Lm,  (8) donne aisément 

* L'utilisation en ( 7 )  du lemme classique de Dubois-Raymond assure alors 
que p est absolument continue avec : 

* Notons à ce niveau, que nous disposons de ( X 2 , Û 2 , P )  tel que : 

ce q u i  par  la proposition 4.2 équivaut à : 

---O--- 

Nous sommes à présent en mesure de prouver l e  : 

Théorème 7.3.1 : 

On suppose en outre des hypothèses (H) que : 

( 1) E est  mesurable 

(2) int  Dom F # fi e t  O E int  R(F) 



Alors pour toute  solut ion (x,Ü) de ( P )  , i l  ex i s t e  p: [o,T] + Rn t e l  que : 

( j  p e s t  absol ument continue sur Co,T1 

(2i  (-P(t)  , o , - P ( ~ )  r NE(t) ( i ( t )  , ü ( t )  , i ( t ) )  + ~ a t ( t , i ( t )  ,Ü(~) )X{OII  p.p 

(39 ( ~ ( 0 )  ,-p(T)) f ag(X(0) ,x(T)) + NC(:(0) .:(T)) e t  où 

(4i  N~(X(O) .X(T))  = N~ (8 (0) )  x fo l .  
O 

---O--- 

Preuve : 

* La proposition 7.2.3 e s t  applicable en (11) ci-dessus e t  donne : 

(X,(t) ¶C2(t )  , - p ( t ) )  f NE(,) (W ¶ ü ( t )  ¶ i ( t ) )  P - P  

* La proposition 7.2.6 assurant que : 

( i l ( t )  ¶8 , ( t ) )  f a f ( t ¶ f  ( t )  , ü ( t ) )  P .P  

i l  s u f f i t  de rapprocher (3 ) ,  (6), (9) e t  (10) pour conclure. 

---O--- 

7.4 Sur l e s  conditions O E i n t  R(F) e t  i n t  Dom F + @ 

Soient l e s  projecteurs n i ,  i=1;3, donnés par : 

nl(a,b,c)  = a ,  n2(a,b,c) = b e t  n3(a,b,c) = c 

e t  s o i t  : Co,TI x Rn x Rm = R n  déf in ie  par : 

. É(t,a,b) = {c 1 (a,b,c)  c E ( t ) )  

---O--- 

Proposition 7.4.1 : 

Si E e s t  fermée, à valeurs convexes, avec n3(R(E)) borné, a lo r s  Ê e s t  s . c . s  
à valeurs convexes, compactes. 



Preuve : 

* 11 est c lair  que Ê est  à valeurs convexes, fermées. 

Soit K = n3(R(E)) ; alors K est compact e t  contient R(Ê; ; suite i 
est à valeurs compactes dans l e  compact K. 

* Ê sera s .c.s dès que G ( Ê )  sera fermé ; or : 

G(Ê) = I(t,a,b,c) 1 (a,b,c)l E E ( t )  = G ( E )  qui est fermé. 

Remarque 7.4.1 : 

Ce résultat persiste s i  l'on remplace la condition n3(R(E)) borné par I'hypo- 
thèse plus faible : 

n3 O E est localement bornée sur Co,T1 ; i .e te l le  que : 11 Y t E Co,TI, 3 V E B ( t )  avec n3(E(V)) borné. 

---O--- 

Proposition 7.4.2 : 

Si E est fermée à valeurs convexes, avec a3(R(E)) borné e t  s i  

Y t E C O , T I ,  Y a E R", 3 c É R~ 1 /a,o,c) c ~ ( t )  

Alors V xo E R n ,  Y v : Co,Tl + Rn,  continue, 3 x : Co,TI + Rn,  absolument 
continue, solution de 1 'inclusion différentielle : 

---O--- 

Preuve : 

Notons d 'abord que ( IV)  se formule aussi comme suit : 



* 0; est s .c.s, à valeurs convexes, compactes (propo, 7.4.1) ; par suite 

Et! : (L,a) + Êv(t,a) = Ê(t,a,o) - v ( t ) ,  hérite des propriétés de i e t  
S. ;:isfai t à : Dom Êv = Co,T3 x Rn. 

* Par ai l leurs,  v étant fixé, 1 'élément de norme minimale de Ëv(t,a) noté 
m(Êv(t,a)), qui est  simplement la  projection de v ( t )  sur Ê(t.a,o) es t  
uniformément dans l e  compact K = m. 

* Les conditions d'application d ' u n  résultat  dlAubin-Ce1 1 ina C C21 t h . 4  

p.1011 sont donc réunies ; d'où l 'existence de la solution annoncée. 

Nous sommes à présent en mesure de prouver l e  résultat de surject ivi té  
suivant : 

Théorème 7.4.1 : 

S i  E e s t  fermée à valeurs convexes, avec n3(R(E)) borné e t  s i  

v t E [ O , T I ,  v a E R " ,  , c É R ~  / (a,o,c) É E ( t )  

al ors R(F) = Y (e t  donc O E i n t  R(F)). 

Preuve : 
n n * Soit (v,w) E Y = L: x CR x3( 1 où v É L: e t  w = ( a , b )  É Rn x R n  ; 

1 B alors (v,w) É R(F)  s i  e t  seulement s i  i l  existe x E w ~ ' ~  e t  u E Lm, 

t e l s  que ( v , w )  EF(x ,u)  ; i .e  t e l s  que : 

* Nous savons que par densité, i l  existe une suite (va)  de fonctions 
continues à suppor t  compact sur Co,Tl e t  t e l l e  que : 

va - v dans L:. 

* O r p a r l a p r o p o s i t i o n 7 . 4 . 2 , n o u s s a v o n s q u e :  

Y a ,  3 x, : [o,T] + R ~ ,  absolument continue, solution de 



x (o )  = xo = c -a ; co E Co f i x é  
O 

* Q u i t t e  à e x t r a i r e  des sous sui tes,  nous pouvons supposer que 

* O n s a i t a l o r s  ( c f .  Brezis. Anal. Fonct. t h . I V . 9 p . 5 8 ) q u 1 i l  ex is te  

6 E Ln t e l l e  que 

I v,(t) I 5 POP 

e t  comme T e s t  f i n i  , 6 E L1. 

Par a i l l e u r s  sachant que K = .- e s t  compact e t  que : 

i a ( t )  + v e ( t )  E K P*P 

il ex i s te  B>o t e l  que : 

1 e t  donc 6 E L e t  1 'on dédui t  aisément que : 

* Les re l a t i ons  (1) e t  (2) permettent d ' a f f i rme r  grace à CC21 th.4 p.131 

q u ' i l  ex i s t e  x : Co,Tl -+ R~ absolument continue e t  t e l l e  que :. 

I - x, -+ x uniformément sur  10,Tl 
X 

1 - ka -+ X faiblement dans Ln. 

* Nous aff irmons a lo rs  que 

(4) 
1 X + v - R+v faiblement dans Ln a a 

En effet,  T é tan t  f i n i ,  t o u t  ri E L i  e s t  dans L: ( + = 1 ) 

e t  donc : I<il.va-v> 1 llrilla* *II va-vIIa 

e t  comme va -+ v dans L:, on abou t i t  à : 



Les relations ( 3 ) ,  (4) ci-dessus réunissent 1 es conditions d 'appï ication 
d ' u n  théorème de convergence C C23 t h . 1 ,  p.601 q u i  assure alors que : 

* Reste simplement à vérif ier  que X r L: pour que x so i t  dans w:'~. 
Or f ( t )  + v ( t )  E K =m p.p 
e t  comme K e s t  compact, i l  existe B>o te l  que 

Enfin puisque v r L: e t  que T e s t  f i n i ,  manifestement X c L: ; 

en concl usion ( v , w )  E F ( x  , O ) .  

Théorème 7.4.2 

Si E e s t  fermée, mesurable avec n3(R(E)) borné e t  s i  

alors w'~' x L: c Dom S. n 

Avant  de prouver cela, notons l e  

Corollaire 7.4.1 : 

Sous les conditions du théorème 7.4.2, on a : 

Dom F = w:'~ x L: ( e t  donc i n t  Dom F # 8). 

Preuve du corollaire 7.4.1 : 

Soit (x ,u )  E w : ~ ~  x L:, alors (théo. 7.4.2) i l  existe z r LE avec z r S(x,u); 

par suite Y (a,b) c Co x Rn,  y = CZ-Dx, a-x(o), b-x(T)I EF(x,u).  
---O--- 



Preuve du théorème 7.4.2  : 

Sous nos hypothèses, nous pouvons montrer t o u t  comme pour la proposition 
7.4.1 que É définie par Ê ( t , a , b )  = i c  / (a,b,c) c E ( t ) l  est s.c.s à valeurs 
compactes avec Dom É = Co,Tl x R n  x Rm ; par conséquent l'image réciproque 
de t o u t  fermé de Rn par i est fermée. 

* Soit ( x , u )  c w i y a  x L; ; e t  considérons : 

Alors A est à valeurs non vides (Dom A = Co,TI) fermées ; 

* Nous affirmons que A est mesurable ; soit  donc A fermé dans Rn ; 

alors A-'(A) = T - ~ ( Ë " ( A ) )  ; e t  comme Ê-'(A) est fermé e t  que r est 
mesurabl e, A-' ( A )  est mesurabl e. 

* Par conséquent A admet une sélection mesurable C Cl21 cor01 . l C  p.1631 

soit  z une te l le  sélection ; alors ( x ( t ) , u ( t ) , z ( t ) )  E E ( t )  p .p  ; 
e t  donc z ( t )  E K = p.p  ; et  comme K est compact, manifestement 

C1 z E L n  ; c'est-à-dire z E S ( X , U ) .  

---O--- 

En rapprochant les théorèmes 7.3.1 ; 7.4.1 e t  le  corollaire 7.4.1, nous 

aboutissons au résultat synthétique suivant : 

Théorème 7.4.3 : 

On suppose que : 

(1) f,g e t  Co satisfont aux hypothèses de base ( H ) .  

( 2 )  E est  fermée, mesurable avec n3(R(E)) borné e t  sat isfai t  à : 

V ( t , a , b )  E Co,TI x R n x R m ,  3 c  € R n /  (a,b,c) E E ( t ) .  

Alors pour toute solution (x,Ü) de (Pc)  i l  existe p : Co,TI + R~ te l le  que : 



---O--- 

Corollaire 7.4.2 : 

Sous les conditions du théorème 7.4.3, le  problème (Pc)  est inf-dif-stable 
par rapport aux perturbations (sur les contraintes) : 

Preuve : 

11 suffi t  de rapprocher la proposition 5.3.1, le  théorème 7.4.1 e t  le  
corollaire 7.4.1. 

---O--- 

Remarque 7.4.2 : 

L'existence d'une solution au problème ( P c )  sera assurée dès que la fonction- 
nelle @ est faiblement inf-compacte ; c'est-à-dire tel le que pour tout X E R  

{(x ,u )  / @ ( x , u )  s A }  est faiblement compact ; ce sera le  cas s i  la conjuguée 
$ de @ est continue à l'origine. 

Pour des conditions générales assurant cela, nous renvoyons l e  lecteur à 

1171. 
---O--- 

7.5 Cas particuliers e t  extensions diverses 

* Lorsque la multifonction E prend la forme : 

l- E ( t )  = {(a,b,c) / c = A(t)a+ B ( t ) b  ; b E U ( t ) }  où 

(1) V t ~ C o , T l ,  A ( t )  e t  B ( t )  sont des matrices (nxn)  e t  (nxm) et  

- U : [o,Tl 2 R~ avec Dom U = C0,TI. 



Nous retrouvons le  cadre classique du contrôle sur les équations 
1 i néai res 

* On vérifie alors aisément que s i  U est mesurable à valeurs convexes 

fermées e t  s i  A ( t )  e t  B ( t )  sont à composantes mesurables, E est mesura- 
ble à valeurs convexes, fermées. 

ce qui dans le  cadre du théorème 7.3.1 mène aux conditions d'optfmal i t é  
classiques. 

* L'identification de N (a,b,c) s'obtient par u n  calcul simple : 

* Supposons pour simplifier que a=$=l alors sous les conditions 

I I A ( * ) I l  E Lm e t  I I B ( * ) I I E L ~  

19' l ; d'où i n t  ~ o m  F + 8 .  on montre aisément que Dom F = Wn x Lm 

* P a r a i l l e u r s o ~  intR(F),  puisqueR(F) = Y  = L ~ X R ~ X R ~ ;  

en effet soit ( v , a , b )  E L A  x Rn x xn, e t  soit  u un  contrôle tel que : 
1 u É K = { U  É Lm / ~ ( t )  E U ( t )  p.pl ; 

alors l e  problème de Cauchy : 

- a  + n * ( t ) b *  = O 

(2)  

I - X ( O )  = xO - a ; pour xo Co 

- + ~ * ( t ) b *  É N U ( t ) ( ~ )  

- 
* * 

(a, t ,c)  E NE(t)(a,bsc) <=> 

- 

admet une solution globale x sur [o,TI ; et  sous nos conditions mani- 
festement x E w:" ; d'où (v ,a ,b )  E F ( x , u ) .  

* 11 est  à noter l e  f a i t  important que les opérateurs de dérivation ou de 

trace ainsi que A ( t )  e t  B ( t )  n'interviennent que comme opérateurs 



linéaires continus ; aussi peut-on en manipulant convenablement l ' in té -  
gral e de Bochner e t  1 es distri butions vectoriel 1 es, t r a i t e r  suivant 1 a 
même approche les probl &es convexes de control e sur les équations diffé- 
rentiel les 1 inéaires opérationnel 1 es ou aux dérivées partiel les ,  sous 
l e  schéma réduit : 

- 
F(x,u) = [S(x,u) - L(x,u)l x CC-yxl où 

S (x  , u )  = Ax + B u ,  avec A e t  B 1 i néai res continus 

L(x,u) = Dx e t  u E U ensemble des contrôles 

D u n  opérateur différentiel l inéaire e t  y un  opérateur 
- l inéaire de trace 

e t  s i  B E O e t  C = U, on obtient l e  schéma du contr6le frontière. 

* Le seul point d i f f i c i l e  dans ce cas consiste à sat is fa i re  la condition 
O E int R(F) ; ce q u i  en f a i t  revient à assurer des solutions au pro- 
bl èrne perturbé : 

- 
DX = Ax + Bu t v 

- yx = w où  ( v , w )  est  une perturbation. 

On retrouverait ainsi aisément les principaux résultats de C C51 chap.3 
e t  41. 

* Notons enfin que notre approche s'applique aussi à l'extension suivante : 

(pour les espaces considérés, nous renvoyons l e  lecteur à C51 chap.1). 



Les conclusions du théorème 7.4.3 pers i s ten t  sous l e s  condi t ions : 

(2) X1 es t  un Hi1 b e r t  e t  X2 un Banach r é f l e x i f  

(3) Co e s t  un convexe, faiblement compact de X1 

(4) E : [o,T] = X1 x Xp r XI, fermée, mesurable (au sens de C71) 

avec Dom E = Co,Tl e t  t e l l e  que : 

* rr3 (R(E)) re lat ivement compact (où n3 (a ,b,c) = c )  

* V t  E CosTl, V arX1, V beX2, 4 crXl / (a,b,c) r E ( t )  

g convexe, propre, continue sur XI x XI 

V t E [o,TI, f ( t , * , * )  convexe, propre, continue sur X1 x X2 e t  

V(a,b) E X1 x X2, f ( 0  ,a,b) Lebesgue mesurable sur Co,TI avec 
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CHAPITRE I I  1 

FONCTION MARGINALE DE PENALITE 

1 - INTRODUCTION 

L'objet de ce chapitre est de dégager à travers 1 'étude d'une fonction 
marginale quelques aspects nouveaux de dual i t é  e t  de stabi 1 i té des pénal i tés 
extérieures ; afin d'en saisir  la portée, i l  serait utile de rappeler les 
principaux résultats attachés à ces méthodes. 

Supposons dans cette introduction 1 e programme consi déré du type : 

La pénalisation extérieure consiste en fa i t  à associer à (P) la fonction 
marginale h définie comme suit : 

(pl 

h ( x )  = i n f  {$(x,y) 1 Y E Y} où 
+()(,y) = J(y) + x.P(y) ; P(Y)  = d(gl(y),***,gm(y)) et 

- 
J = inf {J(y) / gi (y)  s O i=l,q ; gi(y)=O i=q+l,m} 

- 

1 d 2 O avec d ( v )  = O c=> vi s O i=l,q et  vi = O i=q+l ,m 
- 

où J ,  gi  : Y .- fi ; i=l,m 

En notant  par S 1 'ensemble (éventuel lement vide) des sol utions de (P) , les 
résultats généraux C6,91 sur les pénalités se résument en fa i t  en : 

A 1- * lim h ( x )  = J 
X*W 

* 1im sup  Mh(x,€) c S avec 
x*m 

E*+ 

Par ai 1 leurs 1 ' instabi 1 i té  numérique des pénal i tés ( x  devant tendre vers 
1 ' inf ini) ,  donna lieu à une recherche des pénalités dites exactes ; c'est- 

à-dire pour lesquelles i l  existe i f ini ,  réalisant 1 'égalité 



Sur cet aspect, nous pouvons citer C4,16,193 pour le cas convexe, 

C2,5,8,11,161 pour le cas continument différentiable et Cl71 pour le cas 
localement lipschitz ; et tous ces travaux ont consisté essentiellement à 

établir des correspondances entre les sol utions locales de (P) et ce1 les de 
( P i )  et à définir des bornes pour E. 

m 
Au pl an de 1 a dual i té et dans le cas oü d(v) = di (vi ) , nous pouvons 

i=l 
citer Fiacco-Mac.Cormik C61, Lootsma Cl23 et Auslender C13, qui ont montré 

sous des conditions de régularité (du second ordre), que pour &*m, tout 

(&,J) défini par : 

1- * est solution de (PX) et 
R R a  1 ui = x d i  (gi (6)) l m  ; ai dérivée de di - 

satisfait aux contraintes du programme dit dual : 

et que toute valeur d'adhérence (;,Y) est constituée d'une solution de 

(P) et d'un vecteur dual Ü attaché à Y. 

Cependant Zangwi 1 1  C 191 remarque un caractère dual plus spécifique des 

pénalités, mais ne 1 'exploite pas ; i 1 montre en effet que la fonction de 
pénalité 9, qu'il propose, satisfait a la relation : 

- 
sup inf $(x ,y) = inf sup 4(x,y) 

y€Y x10 

et que dans le cas convexe, continument différentiable, le premier membre de 

cette égalité traduit 1 e programme : 



11 obtient ainsi des résultats comparables à ceux de C63. Ces résultats 
furent ensuite étendus par Roode Cl61 e t  Palashek C141, dans le  cadre des 
Lagrangiens général isés. 

Cependant, dans tous les cas, la dualité dégagée restait  toujours a t t a -  
chée au dual (D)  qui nécessite au moins la différentiabilité. Pour notre 
part, nous abandonnons complètement ce point de vue, pour donner dans un 
cadre plus général u n  aspect dual spécifique des pénalités extérieures ; 

nous prouvons alors que : 

( i )  Les pénalités extérieures relèvent toutes d'un même schéma de 

résolution "type Uzawa" agissant sur un programme "sup-inf" ; et  qu'une 
pénalité est exacte s i  e t  seulement si la fonction de pénalité correspondante 
admet u n  col à distance finie. 

(2i ) Nous dédui sont alors aisément q u  'une pénal i t é  exacte est  nécessai - 
rement non différentiable ; nous aurons alors étendu au cadre le  plus général 
un résultat que Bertsekas C41 prouva dans le  cas convexe e t  en dimension 
finie. 

(3i)  Nous prouvons enfin, dans une étude de s tabi l i té ,  que relativement 
à une perturbation simple, les pénalités extérieures sont en général inf- 
stables e t  que toute forme de stabil i té différentielle équivant à l'exacti- 
tude. 

2 - SUR U N  ASPECT DUAL DE LA PENALISATION EXTERIEURE 

( Y  ,T ) étant un espace topo1 ogique, on considère 1 e programme : 

où : 

- * Ai est fermé dans Y (pour r ) ; i=l  ,m 
* J : Y -t fi est inf-compacte (pour-r). 

( p l  

- inf J(y)  
m 

y e A =  n A - i = l  i 



Notons X = R ~  et W = {xrX / p(x) 2 O} où 11 : X + R  / ~ ( x )  = min xi 
lsirm 

Définition 2.1 : On appellera pénalité pour (P), toute fonction 

$ : XxY -+ R telle que : 

(1) $(x,-) est s.c.i sur Y, Y x E W 

(3) $(x,Y) > J(Y) si y 4 A et x E int W 

(4) $(x,y) > $(xl,y) si y I A et x-x' E int W 

(5) lim $(x,y) = $00 si y C A. 
 PO++^ 

Définition 2.2 : On appellera pénalité pour le domaine A, toute fonc- 

tion gA : X X Y ~ ,  satisfaisant à (1) - (5) ci-dessus avec J E 0. 

Remarque 2.1 : 11 est aisé de voir que $ est une pénalité pour (P) si 

et seulement si il existe une pénalité $A pour A telle que : 

---O--- 

Suivant Bertsekas L: 3 1, nous pouvons remarquer que toutes les méthodes de 
pénalités classiques (m=l) traduisent essentiellement la relation : 

lim inf $(x,y) = inf lim $(~sY) = J 

X+kW y€Y y€Y x*m 

cette relation s'étend aisément au cas vectoriel ( m l )  pour p(x)*m ; mais 

en fait nous avons la relation de dualité suivante : 

Proposition 2.1 : [dualité Il 

Toute pénalité $ pour (P) satisfait à 1 'égalité de dualité 

- 
inf sup $(x,y) = sup inf $(x,Y) 1 - ysYxrW xrW YEY 



La preuve u t i l i s e  les  éléments e t  r ésu l t a t s  suivants : 

es t  d i t e  fonc t ion  marginale de péna l i té  

l e  minimiseur correspondant 

Proposi t ion 2.2 : 

(i) h es t  f i n i e  sur W e t  s a t i s f a i t  à 

- 
sup h(x)  = J 
XE W 

( 2 i )  Pour t o u t  X 1 O f i n i  

Mh(W x C0,AI) = ü M~(x,E) es t  re lat ivement compact. 
XE W 

Preuve : 

* J é tant  inf-compacte, il ex i s te  a f i n i  t e l  que : 

L 

(1) - < a I i n f  J(y)  s i n f  J(Y) = J < + 

Y C Y  YEA 

Par a i l l e u r s  l a  d é f i n i t i o n  de 9 assure que : 
L 

(2) i n f  J ( y )  r i n f  $(x,y) = h(x)  s i n f  @(X,Y) = J 

YEY YrY Y CA 

par s u i t e  (1) e t  (2)  menent à : 

* 

(3 - ~ < ~ 1 r h ( x ) s J < + ~  Y x E W ; d'où ( i )  

* 
y E M h ( x Y ~ )  <=> J ( y )  s @(x,y) s h(x)  + E 5 J + X ; e t  donc 

L 

M h ( x Y ~ )  c {Y / ~ ( y )  s J + h l  qui  es t  compact ; d'oü ( 2 i )  



R * Soit enfin (kSY,cI1) t e l l e q u e :  

II 
(ce) tendant vers zéro, (y) e s t  relativement compacte, puisque pour 

R suffisamment grand : 

R 
qui t te  à extraire  des sous su i tes ,  nous pouvons supposer que (y) 
converge vers y .  

Nous affirmons a lors  que y E A ; sinon $(!,Y) + + - 
par s u i t e  i l  ex i s t e ra i t  R l  t e l  que : 

@(X1.y) 2 1 4 j l  + 1. 

R1 * $(x ,.) é t a n t s . c . i , i l  e x i s t e r a i t R 2 t e l  q u e :  

* Soit a 2 max {R l,a21 e t  t e l  que cR<l ; alors  : 

1 R R I11 . .  
L 

- x E i n t  w e t  $(x,y) 2 $(x ,Y) 2 13J1+1 

ce qui rapproché de (2) mènerait à : 

contradiction qui prouve que y E A. 

* E t  comme 

l e  passage à l a  l imite  donne : 
R L 

J(Y) s 1im i n f  J (y )  5 l i n  i n f  E R  + J = J 

c'est-à-dire 1 'optimal i t é  de 7 .  



* On conclut  en remarquant simplement que : 

L R R - 
J = ~ ( i )  5 l i r i i  $0: h(x)  s l i m  sup h(x)  5 J. 

Preuve de l a  propos i t ion 2.1 

11 es t  a isé de v é r i f i e r  que : 

i n f  sup $(x,y) = i n f  J (y )  = J 
ycY  xcw Y CA 

e t  donc t o u t  rev ien t  à prouver que : 

sup i n f  +(x,y) = sup h(x)  = J 
XEW YEY XEW 

ce qu 'exprime précisément 1 a propos i t ion 2.2. 

3 - PROGRAMME DUAL ET PENALITES EXACTES 

Le prima1 (P) a donc même valeur que l e  dual : 

En f a i t  l eu rs  so lu t ions se correspondent en toute  généra l i té  comme s u i t  : 

P r o ~ o s i t i o n  3.1 : [dua l i t é  III 
Pour toute  péna l i té  + e t  pour t o u t  €10 f i n i ,  nous avons : 

( i )  2 c W e s t  E-solut ion de (D) s i  e t  seulement s i  A n M,,(~,E) # 0 

( 2 i )  auquel cas, t o u t  Y E A n M,(~.E) es t  E-so lu t ion de (P). 

Preuve 

* # E W e s t  E-so lu t ion de (D) s i  e t  seulement s i  

a lo rs  toute  so lu t ion  j de (P)  ( e t  il en ex is te)  s a t i s f a i t  à : 

j c A e t  + ( i , j )  = j ( y )  = J s h ( i )  t E ; 



Par suite i l  existe bien c A n M h ( i , ~ ) .  

* Réciproquement si Y r A ~ M ~ ( X , E ) ,  nous avons : 
* C, 

J s J (ÿ)  = $ J ( x , Y )  s h ( i )  + E s J + E 

e t  donc i sa t i s fa i t  (1) e t  es t  E-solution de (P). 

1) Pour €=O,  nous obtenons un résultat de dualité complète. 

2) Rappelons qu'en programmation mathematique, une pénalité scalaire ( m = l )  

e s t  dite exacte s ' i l  existe i20 f in i  tel  que : 
0 

(*) 1- h(?) = inf $J(i,y) = J - Y C Y  

cette définition s'étend évidemment au cas vectoriel (m>l) ; mais en remar- 

q u a n t  que (*) signifie que i es t  solution du dual (D) , nous pouvons grace à 

l a  proposition 3.1 ( i )  définir 1 'exactitude comme sui t  : 

Définition 3.1 : 
Une pénalité $J pour (P) sera di te  exacte s i  : 

3 W avec 1x1 <+..et A n ~ ~ ( i . 0 )  # 0 

on dira aussi que $ es t  exacte en ?. 

Proposition 3.2 : 

Une pénalité $J es t  exacte s i  e t  seulement s i  el l e  admet un col (2,;) 
sur WxY avec I i I < + w  ; auquel cas $J es t  exacte en i e t  es t  solution de ( P ) .  

Preuve 

* Si @ e s t e x a c t e ,  i l  e x i s t e i C ~ t e 1  que I X I < + . . ~ ~ A ~ M ~ ( X , O ) # ~ ;  

nous savons alors par la  proposition 3.1 que : 



- 1 X e s t  solution de (D) 
V E A n ~ ~ ( i . 0 )  e s t  solution de (P) e t  

Ci 

h(:) = J = ~ ( y )  

ce qui s igni f ie  que (X,y) e s t  un  col de $ sur WxY avec Ixlc+m. 

* Réciproquement s i  (;,y) e s t  un  t e l  col ; nous savons (comme résul- 
t a t  classique sur l e s  cols) que X e s t  solution de (D) ; ce qui 
équivaut (propo. 3.1) à A n Mh(i,O) # ; d'où 1 'exactitude. 

Proposition 3 . 3  : 
On suppose i c i  qu' Y e s t  un espace vectoriel normé ; alors  toute péna- 

l i t é  exacte e s t  nécessairement non différentiable.  

Preuve 

* Nous savons q u ' i l  exis te  une pénalité $A pour A t e l l e  que : 

* Par su i t e ,  s i  $ e s t  différent iable  en y ,  J ( . )  = $(O,.) e t  
OA(x,.) = $(x , . )  - J ( . ) ,  sont différentiables en y. 

* Supposons exacte en i E W ,  alors  i l  exis te  y r A n Mn(i,O) avec 
- 
J = $ ( i , j )  = inf $(X,y) ; par su i t e  

YEY 

* E t  comme $A a O ,  . )  a t t e i n t  son minimum l i b re  sur A ,  donc au 

point 7 ; ce qui donne V $ ( X , i )  = O ,  e t  mène au résu l ta t  absurde 
V J ( ~ )  = O. 

Y A 

Concl usion : 

Ainsi pour des programmes dont 1 'object i f  J a t t e i n t  son minimum 1 ibre 
hors des contraintes (ce qui e s t  1 'objet  même de 1 'optimisation contrainte),  



une pënal i t é  exacte ne peut ê t r e  d i f fé ren t iab le ,  Ce r é s u l t a t  connu 
dans l e  cas convexe, en dimension f i n i e  C41, es t  à présent étendu au cas gé- 

néral e t  sans convexité. 

Remarque 3.2 : - 
S i  Q es t  exacte en i ,  J = i n f  $( i ,y)  e t  A n ~ ~ ( i . 0 )  + B ; o r  ce q u ' i l  

V€ Y 
es t  naturel  d 'a t tendre d'une pé ia l  i t é  exacte es t  qu 'e l  l e  sat is fasse à : 

Les deux résu l t a t s  suivants répondent à cela. 

S i  @ es t  exacte en x E W, a lo rs  : 

Mh(x,O) c A,  V x / x - i  E i n t  W .  

Nous dirons a l o r s  que @ es t  totalement exacte en x. 

Preuve : 

* En revenant à l a  d é f i n i t i o n  de Q, on v o i t  aisément que : 

e t  comme Q es t  exacte en X, nous avons en f a i t  : 

- . 
J = h ( i )  5 h(x)  2 sup h ( x l )  = J 

X ' E W  
* 

* S o i t  donc y E Mh(x,O) ; a lo r s  $(x,y) = h(x) = J, e t  en supposant 

y 1 A, nous aurions par d é f i n i t i o n  de @ 

@( i , y )  < @(x,y) ; e t  par s u i t e  : 

con t rad ic t ion  qu i  montre qu'en f a i t  Mh(x,O) c A. 
---O--- 



Rappelons une d é f i  n i  t i o n  : 

D é f i n i t i o n  3.2 (*) 

Nous dirons qu ' une pénal i t é  6 majore 1 a  pénal i t é  @ s i  1 'on a : 

$(x,y) > $(x,y) Y y  1 A, Y x  E i n t  W .  

Notons que pour obten i r  une majorat ion de $, il s u f f i t  d 'a jou te r  à $ 

une pénal i té  $A de A. 

Proposi t ion 3.5 : 

$ e t  $ é tant  des pénal i tés pour (P), s i  @ es t  exacte en x E i n t  W, e t  

s i  $ majore +, a lors  $ es t  totalement exacte en Â. 

Preuve : 

Soient b l a  fonc t ion  marginale de péna l i té  associée à 5 e t  y M- (X ,~ )  h 
En supposant y 1 A, nous avons l a  con t rad ic t ion  immédiate : 

Remarque 3.3 : 

Ains i  1  'exact i tude t o t a l e  s ' ob t i en t  à p a r t i r  d'une pénal i t é  exacte @, 

par  une per turbat ion pos i t i ve  s o i t  de $ (majoration), s o i t  de paramètre Â 

( x - i  E i n t  W) . 

(t) Il est  à noter  que dans l e  cas sca la i re  (m=l) l a  not ion de majorat ion 
e t  l a  propos i t ion correspondante sont dues à HUARD C91. 



Le r é s u l t a t  s u i  vant  p r é c i  se une p r o p r i é t é  des pénal i t é s  sca la i res  (m=l) 

Propos i t ion  3.6 : 

On suppose que m=l e t  que l a  p é n a l i t é  @ e s t  concave en x s u r R +  ; 

a l o r s  s  'il e x i s t e  x2 > xl 2 O t e l s  que l e s  programmes : 

. 
o n t  même valeur ,  c e l l e - c i  e s t  précisément J e t  t o u t e  s o l u t i o n  de ( I I )  e s t  

s o l u t i o n  de (P). 

Preuve : 

* Toute s o l u t i o n  de ( I I )  sera s o l u t i o n  de (P) s i  e t  seulement s i  @ 

e s t  to ta lement  exacte en x2 ; ce qu i  sera l e  cas dès que @ e s t  

exacte en xl (propo. 3.4). 

* O r  il e s t  a i sé  de v o i r  que sous nos hypothèses l a  f o n c t i o n  margi-  

na le  h  e s t  concave, c ro issante  su r  R+ ; 
e t  comme h(xl) = h(x2) avec xl > xp, nécessairement : 

e t  donc sup h (x )  = h(xl) = J. 
x20 

Remarque 3.4 : 

Cet te p r o p r i é t é  ne s 'é tend pas au cas v e c t o r i e l  (rn>l), mais f o u r n i t  

cependant un t e s t  d ' a r r ê t  i n té ressan t  pour  l e s  algori thmes de p é n a l i t é s  

sca la i res  . 



4 - PENALITES AFFINES 
Définition 4.1 : 
(Y ,T) étant un espace topologique, une pénalité $I pour (P) sera dite 

affine, si elle l'est en x sur W. 

On montre alors aisément que @ est de la forme : 

- 
@(x,y) = J(Y) + <~¶P(Y)> où 
<- ,-> désigne le produit scalaire de Rm et 
P une fonction vectorielle à composantes Pi, i=l,m ; 

telles que : 

Pi : Y + R +  / Pi (y) = O <=> y E Ai i=l,m. 
- 

Proposition 4.1 : 

Pour toute pénalité affine @ : 

(i) h est concave, propre, continue sur int W. 

(2i) En tout x E int W, le surdifférentiel de h, noté ah(x) est non 

vide, convexe, compact et est donné par : 

Preuve : 
* h est finie sur W (propo. 2.2), concave comme infimum de fonctions 

affines ; h est donc continue sur int W, puisque W c Rm. 

* Son surdifférentiel en x E int W est donc non vide, convexe, 

faiblement compact, et comme W c R ~ ,  le compacité est forte. 

* Sachant que u Mh(x,O) est relativement compact (propo. 2.2), i l  
XE w 

existe un compact C tel que : 

h(x) = inf @(&y) Y x E W .  
YEC 



On peut donc user d ' u n  résultat de Valadier CC101 p.3553 qui 

e t  sachant que 3 $(x,y) = {P(y) 1, l e  résultat annoncé sui t  : 
Y 

assure que : 

Proposition 4.2 : 

Pour toute pénalité affine $, h admet en t o u t  x e i n t  W ,  une dérivée 
directionnelle h(x; . )  finie, donnée par : 

- 
à h ( x )  = CO 

. 
h(x ; s )=  inf <s,P(y)> 

y c M h ( ~  3') 

e t  si P est continue, 1 'infimum est en f a i t  u n  minimum. 

- - - 
u aY+(x,y) 

y e M h ( ~  3') - - 

Preuve : 
* L'existence de h(x;s) est conséquence d'un résultat général 

Yx E i n t  W. 

d'analyse convexe CC101 p.3541 qui assure en outre que : 

h(x;s) = min <S ,s*> 
s*càh(x) 

- 
Notons D(x) = U {P(y)) ; alors a h ( x )  = CO D(x)  qui es t  

Y ~ ~ ~ ( ~ ¶ ~ )  

compact e t  comme s* + <s ,s*> est linéaire continue on a : 
* 

h(x;s) = 
* 

min <s,s > = inf <s,s > = inf <s,P(y)> * - s ECO D ( x )  S*ÉD(X)  ycMh(x,O) 

Mh(x,O) = {y / $(x,y) s h ( x )  1 est  compact, comme fermé dans un 
compact .C (c f .  preuve propo. 4.1) ; e t  si P est  continue, i l  en 

est  de même de y + <s,P(y)> , e t  l'infimum est alors un minimum. 

Interprétation dans le  cas scalaire ( m = l )  

La pénalité dans ce cas est de la forme : 

$(x,y) = J(y) + X.Q (y) où x E R+ e t  II Q : Y + R + / Q ( ~ )  = O<===>yr  A.  



récapitkluns les  propriétés dégagées : 

( a )  II e s t  concave, propre, continue sur R+ - {O)  e t  s a t i s f a i t  à 

- 
sup h(x) = J 
x>o 

( b )  en tout x > O ,  h possède une dérivée à droite f in ie  donnée par : 

h(x+) = m i n  Q ( y ) 2 0  
Y ~ ~ ~ ( ~ , ~ )  

Le graphe de h a donc 1 'une des formes suivantes : 

lère forme ---------- 

ainsi la droite b(x)  = J es t  asymptote au graphe de h ; dans ce 

cas s u p  h(x) es t  réalisé pour x = +m. 

x10 
Mais corne h e s t  une fonction d'une variable réelle,  de dérivée à 

droite toujours positive, on voit cl ai rement que : 

- 
Le choix de paramètres x tendant vers 1 ' inf in i ,  dans la péna- 

lisation correspond en f a i t  à un déplacement selon la direc- 

t i o n  de plus forte pente de la  fonction marginale h. 

Ainsi les  méthodes classiques de pénalités extérieures relè- 
vent toutes d ' u n  même schéma de résolution "type Uzawa" 
agissant sur : 

s u p  i n f  9(x,y) 
x10 y€Y 

ce qui suggère naturellement l e  cas vectoriel. 



2ëme forme ---------- 

Ainsi sup h ( x )  est atteint en X à distance finie ; x est donc 
x20 

solution du dual ; ce qui par la proposition 3.1 assure que 

A n ~ ~ ( " 0 )  # (l~ et signifie que la pénalité est exacte. 

5 - ALGORITHME CONTROLE DE PENALISATION 

La preuve de la proposition 2.2 a bien montré qu'une condition suffi- 

sante de convergence des pénalités est que la suite (4.1) satisfasse aux 
conditions : 

Auquel cas la convergence a lieu au sens suivant : 

E t  c 'est  sous cette forme qu'opèrent tous les algorithmes de pénalités. Or 

les conditions (1) ne distinguent en rien les pénalités exactes de celles 
qui ne le sont pas : e t  le  choix à priori d'une suite (4) te l le  que (1) , 
a pour conséquence évidente une instabilité numérique. 

(11) 

Aussi proposons-nous une modification simple qui permet un mei 1 leur 
contrble de la suite (&) e t  qui mëne à des algorithmes convergents au sens 

- 
* iim h ( & )  = j 

- * toute valeur d'adhérence de (4)  est  solution de (P) 



(II) et finis (au sens du nombre d'itérations R) si et seulement si la péna- 

lité correspondante est exacte. 

Al gori thme : 

Soit E W ; faire R = 0. 

Itération R : 

(*) Déterminer g M~(&,o) 

(2*) si ~ ( g )  = O stop 

(3* sinon faire : 
1 

= & + max {pi($) ; Q I  i=l,m i 

aller en (*) avec R+1. 

Proposition 5.1 : 

(i) L'algorithme est fini si et seulement si la pénalité est exacte. 

(2i) Si l'algorithme est infini, i l  converge au sens (II) ci-dessus et 

iim ~ ( j )  = O. 

Preuve : 

Notons d'abord que : 

R+l 2 1 2-1 
(1) xi - x. 1 1  2 et donc ii 2 xi + 1 - ; a 

q= 1 9 

* 11 est clair que si l'algorithme est fini, i l  existe R tel que 
R 2 R II R P(y) = O et y E Mh(x;O) ; i.e y É A n Mh(x,O) ; d'où l'exactitude. 

* Réciproquement si $ est exacte en x, grâce à (1) , i l  existe R tel 
que : 

II 
(2) x. 1 > X i pour tout i . 
et pour le premier R tel que (2), $ serait totalement exacte en 
R R R 
x ; i.e Mh(x,O) c A ; et donc P(y) = O ; d'où la finitude de 
1 'algorithme. 



* Supposons à présent l'algorithme inf in i ,  alors grsce à ( l ) ,  on a : 

(3  
R bi ++a Vi e t  donc V ( X )  + + ;  d'où 

R n 

1 i m  h ( x )  = sup h ( x )  = J (cf .  preuve propo. 2.2) 

Par ai l leurs,  J étant inf-compacte, 
R 3 a / -a < a 5 J(y) VR ; par suite 

ce q u i  rapproché de (3) mène à 1 im ~ ( 4 )  = 0. 

Remarque 5.1 : 
11 est  à noter qu'aucune hypothèse n 'est  formulée quant à la fonction P .  

6 - STABILITE DES PENALITES AFFINES 

Nous savons, par la proposition 2.2 ,  qu ' i l  existe u n  compact .C tel  

que : 
M,,(x,O) C V X € W  

Aussi peut-on sans perte de généralité supposer que A c C ; ce que nous 

ferons dans t o u t  ce qui su i t  : 

Définition 6.1 : 
A (P) e s t  associée la fonction de perturbation k définie par  : 

k :  W + i i  / k ( u )  = inf J(y)  où 
Y € F ( U )  

F : w = Y  / F ( u ) = Â ( u ) n  C e t  

Remarque 6.1 : 
V u ,  v E W t e l s  que u-v E W ,  on a : 

A = Â(0) c Â(v) c Â ( u )  e t  donc 

3 = k(0) k ( v )  2 k ( u ) .  



Proposition 6.1 : 
Si Yi, Pi e s t  s .c . i ,  alors F est continue à l 'origine pour la  topologie 

induite sur W .  

Preuve : 

* F étant à valeurs dans l e  compact C ,  F sera s ,c .s  dès qu'elle 
sera fermée ; ce qui se déduit aisément de la fermeture de Â ; or - 
i l  e s t  faci le  de voir que G ( A )  est  fermé puisque Pi e s t  s . c . i .  

* F e s t  S.C. i ; en effet  pour toute sui t e  généralisée (uA)AcA dans 
W de limite O e t  pour tout y c F(0) = Â(0) n C = A n C = A ,  i l  

existe bien (yA)AcA définie par yA = y e t  t e l l e  que yA c F ( u A )  V A .  

Définition 6.2 : Cinf-stabilité] 

La pénalité sera d i te  inf-stable s i  k e s t  s.c.i  à l 'origine. 

Proposition: 

Si Yi, Pi e s t  s . c . ~ ,  la pénalité es t  inf-stable. 

Preuve : 

* 3 étant inf-compacte es t  en particulier s.c.i  ; e t  comme F es t  

continue à 1 'origine e t  à valeurs compactes, 1 a semi-continui t é  
inférieure de k ( * )  = inf J(y)  e s t  une propriété classique des 

YCF( . )  
fonctions marginales. 

Remarque 6.2 : 

Ainsi toutes les pénal i  tés affines classiques sont inf-stables . 



,", ~ i o ç  i tion 6,3 : - - --- 
. , ., 
5 :: U, Y Y M ~ ( X , O ) ,  Y e s t  solution du programme : 

- 
inf J (y )  

- Y E ~ ( 3 )  n c 

Preuve : 

* Si j r M ~ ( X , O )  c c , on a y r C ,  e t  : 

c'est-à-dire : 

~ ( 7 )  - J (Y)  i <i, P ( Y )  - P(Y)> 

e t  comme ii 2 O Yi, on a immédiatement : 

y E ~ ( ÿ )  => ~ ( 7 )  -< J ( Y ) .  

Remarque 6.1 : [conséquences pratiques] 

R R R * Soit  ( ayy )  où y E Mh(x,O) , une sui t e  engendrée par u n  algori thme 

quelconque de pénalités extérieures affines ; alors  : 

R R 
(1) y e s t  solution de inf {J(y)  / y E D(y)l (propo. 6-31 

Or en remarquant que : 
R 

D($) = Â(i) où & = P(y) 

on aboutit  à : 

E t  sachant que : 
R R R R A 

h(x) = J (y )  + <x,P(y)> 5 J 

on obtient : 
R R 

h(&) - ~ ( $ 1  = <x,P(y)> 2 O e t  donc 

,(y) 5 3 



E t  comme dans tous l e s  cas ~ ( 4 )  + O e t  que k  e s t  s.c",i à 1- 'or ig ine 

(propo. 6.2), on abou t i t  avec (3) à : 

R R - j = k(0) r l i m  i n f  k(P(y))  = l i r n  i n f  J(y)  ... 
R R ... I l i m  sup k(P(y))  = l i m  sup J(Y) s J 

e t  donc en f a i t  à : 

R R L) 1- l i m  J (y)  = l i m  k  [P ( y ) l  = J  ; d'où 
( 4  R R 1 - P(y) vo is ine  de O => J(y)  vo in ine de j. 

* Par a i l l e u r s  l a  p ropos i t i on  4.2 donne aisément : 

* E t  comme en f i n  h  es t  concave, continue sur  i n t  W, il ressor t  c l a i -  

rement de (4) e t  (5) que du po in t  de vue algori thmique, l e  t e s t  

d ' a r r ê t  : 

e s t  convenable e t  sera s a t i s f a i t  certainement avant (au sens du 

nombre d ' i t é r a t i o n s )  que l e  t e s t  c lassique : 

Propos i t ion  6.4 : 

Les fonct ions marginales h  e t  de per turbat ion k  s a t i s f o n t  à : 

V x E W, h(x)  = i n f  Ck(u) + <x,u>l 
uEW 

Preuve : j J(Y) s i  Y  E F(u) 
S o i t  K : W x Y + a  / K(u,y) = 

{ + -  sinon. 

Alors k(u) = i n f  K(u,y) e t  donc pour t o u t  x  E W 
y€ Y 



inf Ck(u) t <x,u>l = inf inf CK(u,y) t <x,u>3 
urW ycY urW 

Or i l  est aisé de voir que : 

j J(y) + <x,p(y)> si Y C 
inf CK(u,y) + <xyy>1 = 
uew 1 + w  sinon 

par conséquent : 

inf Ck(u) + <x,u>l = inf CJ(y) + <x,P(y)>3 = h(x) 
ur W Y eC 

puisque Mh(x,O) c C. 

Définition 6.3 : 
On dira que z E W est un sous gradient de k à droite en u E W, si : 

et on notera a+k(u) 1 'ensemble eventuellement vide de ces sous gradients. 

Définition 6.4 : Cinf-diff-stabili té1 
On dira que la pénalité est inf-diff-stable si : 

Proposition 6.5 : 

Une pénalité affine est inf-diff-stable si et seulement si elle est 

exacte ; plus précisement nous avons : 

exacte en i< <=> -i a'k(0). 

Preuve : 

(a) Condition suffisante : Y z c a'k(0) et Y u c W, on a : 



* 
k(0) = J = inf Ck(u) - <z,u>3 = h(-z). 

u€W 

et donc la pénalite est exacte en x = -2. 

(b) Condition nécessaire : Si @ est exacte en x ; alors : 

0 

h(x) = inf Ck(u) + <x,u>l = J = k(0) et donc : 
u€W 

+ c'est-à-dire -x E a k(o). 

Définition 6.5 : [stabilité locale] 

On dire que @ est localement stable si : 

R 
(i .e lim inf k(O) - k(u) , - 

16 l 
1 

C'est la forme de stabilité différentielle la plus faible que l'on 

puisse espérer ; cependant dans le cas des pénalités affines, nous avons 

la caractérisation suivante : 

Une pénalité affine est localement stable si et seulement si elle est 

exacte. 
---O--- 

Preuve : 

(a) Condition nécessaire : Si est exacte en x alors -x É a'k(0) 

grâce à la proposition 6.5 ; par suite : 

O r k(u) - k(0) 2 <-x,u> Y U E W .  



I l  est alors clair que : 

Ik(4 - k(0)I 1x1 lul 

d'oO évidement la stabilité locale. 

(b) Condition suffisante : 

* Supposons la pénalitë localement stable et non exacte ; et 
R R 

considérons une suite (x,y) tel le que : 

nous savons alors que : 

(cf. remarque 6.1) 

(propo. 6.1) 

* La stabilité locale permet aisément d'assurer 1 'existence de B>O 

. - 

2 '-2 

Et comme h(x) r J = k(O), avec (2) on aboutit à : 

fini tel que : - R m 1 

II R 
et sachant que xi + + et que Pi(y) 2 O Yi, la contradiction est 

immédiate. 

( 3  

Définition 6.6 : [stabilité d'ordre pl 

La pénalité sera dite stable d'ordre p E N, s'il existe il : W + R, 
admettant sur int W, des dérivées jusqu'à 1 'ordre p continues et telle que : 

Ik(0) - k(P(y))l s B Pi(y) Y fi et donc 
i =l 

R m 
j = k(o) 5 ~(P(Y)) + B 1 pi& 

i =l 



Cette forme de s tabi l i té  fut introduite par Rockafellar Cl51 dans le 
cadre de 1 'analyse marginale ; mais dans le cas des pénal i tés extérieures 

nous avons la caractérisation suivante : 

Proposition 6.7 : 

Une pénalité affine est exacte si e t  seulement s i  el le est stable 
d'ordre p 2 l .  

Preuve : 

(a )  Condition nécessaire : Si @ est exacte, en x ,  alors (propo. 6.5) 

-x r a+k(o) ; c'est-à-dire : 

k ( u )  2 k(0) + <-x,u> Y u r W ;  

par suite n ( u )  = k(0) - <x,u> répond à la question. 

(b) Condition suffisante : La stabil i té d'ordre pz1 assure en particulier 

k ( u )  - k ( o )  2 n ( u )  - n(0) = < vn(O), u> + l u 1  ~ ( u )  

où E ( U )  -t O avec u ; e t  sachant que k(0) 2 k ( u )  V u E W ; on aboutit à : 

ce qui assure évidemment la stabil i té locale (cf. déf. 6.5) qui, nous le  
savons (propo. 6.6) équivaut à 1 'exactitude. 

CONCLUSION 

Cette approche générale a permis d'unifier dans u n  cadre général 
( ( y , ~ )  espace topologique) toutes les méthodes de pénal i tés extérieures, 
de dégager un caractère dual qui leur est spécifique e t  enfin de caractéri- 
ser les pénalités exactes du point de vue de la stabilité. 

Par ai 1 leurs, 1 'aspect vectoriel montre cl airement qu'il n'est pas 
nécessaire à priori de pénaliser toutes les contraintes de la m&me façon ; 
de plus toute cette étude peut &tre reprise en ne pénalisant que partielle- 
ment les contraintes ; plus précisément pour un domaine de la forme : 



l- m 
n A . )  n C A =  ( $ 4  , 

1- 

on peut définir une fonction marginale partielle de pénalite par 

e t  tous les résultats dégagés précédemment persistent e t  s i  en outre C est 

compact, 1 'inf-compacité de 1 'objectif J est Inutile. 

Cette façon de faire, loin d 'être guidée par un simple souci de généra- 
lisation, peut en fai t  présenter des avantages s i  l  'on prend soin de n'in- 
troduire dans la fonction de pénalité $ que les contraintes non linéaires 
en égalité par exemple ; la sélection de ces contraintes se faisant bien 
entendu sur la base de la méthode choisie pour résoudre l e  programne (*) .  
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CHAPITRE I V  

FONCT 1 ONS MARG 1 NALES ASSOC 1 EES 

A DES PROBLEMES DE JEUX 

1 - PROBLEMES INF-SU? ET DE COLS EN CONTRAINTES MELEES 

1.1 - Problèmes retenus e t  propriétés générales 

X e t  Y étant des espaces de Banach, soient ïïX, ïïy les projecteurs sur X e t  Y 

et  soit U c X x Y. 

En no t an t  J i X ( U )  = V et  ï ï y ( U )  = W ,  i l  est clair que : 

* * 
e t  que 1 'égalité n'a lieu que s i  U est sous la forme produit V x W ; auquel * * 
cas V = V et  W = W .  

Définition 1.1.1 : 

Lorsque l'inclusion (*) est str icte,  nous dirons que les contraintes sont 
mêl ées . 

---O--- 

Dans ce cas U peut être considéré comme le  graphe d'une multi-fonction 
F : X = Y te l le  que : 

V = Dom F e t  W = R ( F ) .  

Pour toute fonction $ : X x Y -+ R, nous pouvons associer au couple ( U , + )  

plusieurs problèmes : 

(1) Problème prima1 

1- sup  inf i+(x,y) / ( x ~ Y )  U! 
- x Y 



Mais avec 1 ' i d e n t i f i c a t i o n  U = G(F), on peut r e f o m u l e r  ce problème à 1 'aide 

des fonctions marginales comme s u i t  : 

(2) Problème dual 

- i n f  sup (@(X,Y) 1 ( X ~ Y )  U) 

1- Y X  

qui se formule également comme s u i t  : 

i n f  k (y)  où k (y )  = sup @(x,Y) 

yrDom F-1 XEF-' (y)  

---O--- 

(3) Problème F-col CROSEN Cl01 ; DEM'YANOV C41 1 

Déterminer l e s  couples (x,Y) E U t e l s  que : 

ce problème se formule en f a i t  comme s u i t  : 

---O--- 

Notons que s i  (;,Y) E G(F) e t  s a t i s f a i t  à : 

(1) @(x,Y) ' @(X,Y) V ( ~ , Y )  E G(F) 

a lo rs  (;,y) e s t  un F-col , mais que 1 a réciproque est  fausse. 



L ' i n t é r ê t  des couples (x,y) t e l s  que (1) apparaf t ra l o r s  de 1 'étude du : 

(4) Problème G-col 

- 
Déterminer (x,i) E G(F) t e l  que : 

- $(x,Y) 5 $(#,Y) (x,y) E G(F) 

Remarques 1.1.1 : 

* * 
11 e s t  c l a i r  que s i  U = G(F) = V x W, l es  problèmes (P) e t  (D)  sont des pro- 

blèmes "inf-sup" classiques e t  que l e s  problèmes (F-col) e t  (G-col) cofnc i -  

dent avec l e  problème du co l  classique, sur lequel  nous pouvons c i t e r  

principalement l e s  r ésu l t a t s  de Nicaïdo 191, Sion C111, Moreau C81, Aubin 

C l ] ,  Bensoussan C31, Lemaire C61, Terkelsen C121, Barbu-Precupanu C21, 

McLinden C71, en notant cependant que l e s  preuves de tous ces résu l ta ts ,  

s 'appuient de façon essen t ie l l e  sur l e  f a i t  que U es t  sous forme p rodu i t  * * 
VxW ( i .e  F constante). 

Mais par contre s i  U es t  l e  graphe d'une mu l t i f onc t i on  F non constante, ces 

preuves tombent en défaut ; e t  contrairement au cas du co l  classique, un 

F-col ou un G-col es t  en général sans rapport  avec l es  solut ions de (P) e t  

(D), pour l a  ra ison essen t ie l l e  que 1 ' i n é g a l i t é  classique "sup i n f  5 i n f  sup", 

e s t  fausse, comme l e  montre 1 'exemple simple ci-dessous t i r é  de C53 : 

2 2 $(x,y) = x + y  ; a lo rs  : 

5 = max min $(x,y) > min max $(x,Y) = 4 
x Y Y x 

- (x,Y)EG(F) (x¶Y)EG(F) 

---O--- 

Le r é s u l t a t  suivant  assure 1 'existence d 'un (F-col ) . 

Théorème 1.1.1 CDem'yanov C43 1 

S i  G(F) es t  convexe, compact e t  s i  4 es t  continue, concave-convexe (i .e 

concave en x e t  convexe en y), a lo rs  $ admet un F-col. 
---O--- 



Cependant en toute généralité, on a aisément la  

Proposition 1.1.1 : 

Soilent cr la  valeur de ( P )  e t  B ce1 l e  de ( D )  ; 

( i )  s ' i l  existe un F-col, on a : 
B l c l  e t  1 ' inégalité peut ê t re  s t r i c t e  

(Zi) s i  a=@, tout F-col (X,y) es t  constitué d'une solution 'x de (P) e t  d'une 

solution y de ( D )  

(3i)  réciproquement s i  a=f3 e t  s i  'x e t  y sont solutions de (P) e t  (O), 
alors : (i,Y) E G(F) -> ( X , Y )  est  un  F-col . - 

Proposition 1.1.2 : 

Si 4 es t  quasi-concave e t  s .c. s en x e t  quasi-convexe e t  s .c. i  en y (on note 
4 q-concave-convexe, s .c)  e t  s i  G(F)  e s t  convexe, compact, alors : 

e s c l  e t  1 'inégalité peut ê t re  s t r i c te .  

Preuve : 

* G(F) étant convexe, compact, e t  les projecteurs IlX e t  Tiy continus, 

V = Dom F = nx(G(F) e t  W = R(F) = Iiy(G(F)) sont convexes, compacts ; 

* 11 suf f i t  alors de remarquer que pour t o u t  ( x  ,y) E G(F) , on a : 

F ( X )  c w e t  F - ' ( ~ )  c v 
et  d'user du théorème de Sion C111, sur l e  couple (4 ,  VxW). 

---O--- 

1.2 - Découplage d ' u n  jeu mêlé e t  6-col : 

A toute fonction 4 : XxY + R, associons suivant Rosen Cl03 e t  Dem'yanov C41, 

la fonction di te  de découplage : 

- 
Q : G(F) x G(F) + f i ,  définie par : 

- ~ ( z , t )  = $(x,u) - $(v,y) où z = (x,y) e t  t = (bu). 



Nous avons a lo rs  aisément l a  

Proposi t ion 1.2.1 : 

(i) @ ( z 9 t )  = - @(t ,z)  e t  donc @(z,z) = 0 ~z 

( 2 i )  s i  4 es t  s.c.s en x e t  s.c.i en y (on note s.c), @ 'es t  s.c.s en z e t  

s.c. i  en t (on note aussi s.c). 

Rappelons une not ion de convexité : 

D é f i n i t i o n  1.2.1 : CTerkelsen Cl23 1 

Une fonct ion numérique g dé f i n i e  sur un espace vec to r ie l  E es t  d i t e  presque 

convexe (on note p-convexe) s i  : 

Y x1,x2 c E, e t  Y A 10~11,  3 x3 c E t e l  que : 

A g(xl) + (1-A) g (x2) -  

Il es t  à noter  que tou te  fonct ion convexe es t  p-convexe, mais que l a  

p-convexi t é  e t  1 a quasi -convexi t é  sont sans rapport.  

S i  $ es t  p-concave-convexe C i  .e s i  -$(O ,y) e t  $(x,*) sont p-convexesl, a lo rs  

@ e s t  p-concave-convexe. 

Preuve : 

Soient zl = (x1,y1), z2 = (x2,y2) e t  t = (v,w) quel conques ; a lo r s  pour t o u t  

h E Co,lI, il ex i s te  z3 = (x3,y3) t e l  que : 

ce qu i  par addi ti on donne : 



( i l  - @(z3, t )  5 - A@(Zl,t) - (1-A) @(Z2,t)  

z1 e t  z2 étant quelconques l a  proposition 1 .2 .1  ( i )  mène à 

ce qui avec (1) achève l a  preuve. 

---O--- 

Théorème 1.2.1 : Cdécoupl agel 

- 
z e s t  u n  G-col de 4 s i  e t  seulement s i ,  i 1 existe t t e l  que ( Z  ,$) e s t  u n  col 
classique de @ sur G(F) x G(F) , auquel cas t e s t  également u n  G-col de 4 .  

Preuve : 

* 11 es t  c l a i r  que f E G(F) e s t  u n  G-col s i  e t  seulement s i  : 

(1) @ ( f , t )  2 O V t E G(F) 

mais la  proposition 1.2 .1  ( i )  donne aussi 

(2 @ ( z , f )  r O V z E G(F) 

ce qui j o i n t  au f a i t  que @ ( f , f )  = O assure que (Z,f) e s t  un  col de @ - 
sur G(F) x G(F) ; e t  = z convient. 

* Réciproquement s i  ( f , t )  E G(F) x G(F) e s t  un col de @, on a : 

@(z , f )  s @(:,f) 5 @ ( z , t )  V ( z , t )  E G(F) x G(F) 

ce qui pous l e  couple ( z , t )  = (t,:) mène à : 

@(I,'i) = O 

@ ( f , t )  2 0  Y t  E G(F) e t  d o n c i  e s t  unG-col 

@($,z) = -@(z,f)  2 O V zeG(F) e t  donc e s t  un G-col 



Théorème 1.2.1 : [existence] 

S i  G(F) es t  convexe, compact e t  s i  $ e s t  s.c e t  p-concave-convexe, @ admet 

un G-col . 
---O--- 

Preuve : 

es t  donc S. c (propo. 1.2.1) e t  p-concave-convexe (propo 1.2.2). 

On peut donc user du théorème de Terkelsen Cl21 qu i  assure 1 'existence d'un 

co l  (z, t )  de sur G(F) x G(F) ; e t  donc f e t  3 (éventuel lement égaux) sont 

des G-cols de @ ( th .  1.2.1). 

S i  G(F) es t  convexe, compact e t  s i  @ e s t  concave-convexe, s.c, 1 'ensemble 

des G-cols de @ es t  non vide, convexe, compact ; e t  s i  @ es t  st r ic tement 

concave-convexe, @ admet un G-col unique. 

Preuve : 

* Notons 5 ce t  ensemble ; nous savons a lo rs  pour l es  théorèmes 1.2.1 e t  

1.2.2 que l 'ensemble des co ls  de @ sur G(F) x G(F) es t  non vide, convexe, 
'L '-b 

compact (p ropr ié té  classique des co ls) ,  e t  que c ' e s t  précisément U x U ; 

* e t  s i  @ e s t  st r ic tement concave-convexe, on v é r i f i e  aisément que 1 'es t  
% 'L 

aussi ; ce qui  r é d u i t  U x U à ( f , t )  ; e t  comme ( f  ,z) e t  ( t , t )  sont aussi 

des co ls  de @, nécessairement z = t. 

Remarques 1.2.1 : 

(1) Le théorème de Dem'yanov C41, f u t  prouvé en dimension f i n i e ,  avec @ 

concave-convexe, continue ; e t  ce par une technique de po in t  f i x e .  

A ins i  le théorème 1.2.2 es t  non seulement une extension non évidente 

de tous l e s  r ésu l t a t s  de co ls  classiques, mais es t  prouvé par une 

approche t r è s  simple e t  sous des hypothèses nettement a f f a i b l i e s .  

(2) Cependant s i  4 n ' e s t  que quasi-concave-convexe, @ n ' h é r i t e  pas de 



cette propriété ; on ne peut alors .-;Er sur (a ,  G(F) x G ( F ) )  des 
résultats de cols. 

---O--- 

Ce dernier cas nécessite donc une approch~ particulière ; elle sera basée 
essentiel 1 ement sur des propriétés de fonctions margi na1 es. 

Mais avan t  de développer cela, donnons à t i t r e  de simple remarque, une pro- 
priété ( d o n t  la preuve est  simple) des problèmes "inf sup" classiques. 

Supposons ici U sous la forme VxW (ce qui correspond à F te l le  que Dom F = V 

e t  F(x )  = W V x E V ) ,  e t  considérons les programmes suivants : 

sup inf O(x,y) ; inf sup O(x,y) 

- 
sup inf @ ( z , t )  

('@) 1 - L E U   EU 

Propriété 1.2 .1  : 

( i )  Si i ,  e t  6 désignent les valeurs respectives de ( P  ), ( D  ) e t  ( P m )  
- - - 9 O 

alors : a = d - p  

(2i)  i = (:,y) est solution de (P6) si  e t  seulement s i  X est solution de 
(PO)  e t  y solution de (D ) . O 

D'où t o u t  1 ' intérét de la résolution à priori de (Pa )  qui donnerait des 
solutions à (P9) e t  ( D O )  e t  la valeur i de la discontinuité primal-dual 
(gap) ; et s i  celle-ci est nulle, f est un  col de 9 sur U. 



1.3 - Problèmes prima1 e t  dual 

Sachant que ( P )  e t  ( D )  ont même structure, et  que les fonctions marginales h 

e t  k jouent des rôles symétriques, notre étude sera limitée & ( P ) .  Les pro- 
priétés de ( D )  s'en déduiront aisément : 

Rappelons les données de ( P )  : 

---O--- 

Théorème 1.3.1 : 

On suppose X et  Y réflexifs. 

Si G(F)  es t  convexe, compact e t  s i  + est faiblement continue, h est s.c.s 
sur Dom F e t  (P)  admet une solution. 

La preuve uti l ise les éléments e t  résultats suivants : 

* Pour tout €>O,  définissons 

* On a alors aisément : 

(2) 
- 

1- FEo() = F ( x )  + cBy Y x E Dom F 

* Considérons alors la fonction marginale associée 

Proposition 1.3.1 : 

Sous les conditions du théorème 1.3.1, pour tout &>O, hE  est  s .c.s sur Dom F. 



Preuve : 

* E t a n t c l a i r q u e i n t G ( F E ) # 8 .  lethéorèmedel 'applicat ionouverte,  
assure que : 

(4) 1- I i x ( i n t  G ( F E ) )  es t  ouvert non vide pour t ou t  E>O 
- 

* E t  comme manifestement 

(5)  1- Dom F c IiX ( i n t  G(F,)) c Dom FE V 00 - 

FE comme mu1 tifonction convexe, fermée es t  grace au théorème de Robinson- 
Ursescu s .  c. i sur i n t  Dom FE,  donc sur Dom F, puisque nous avons (4) e t  

(5) .  

* Enfin 9 étant continue, puisque faiblement continue, l e  résultat annoncé 
sui t  comme propriété classique des fonctions marginales. 

Proposition 1.3.2 : 

Sous les conditions du théorème 1.3.1, h e s t  s.c.s sur Dom F ,  comme limite 
uniforme sur Dom F d'une famille de fonctions s.c.s. 

Preuve : 

* Il  est  c l a i r  que grâce à ( 2 )  ci-dessus, on a : 

(6) 1- h&o() ' h ( x )  V X E  DomF e t  V E > O  
- 

* G(F) étant convexe, compact e t  X e t  Y réflexifs ,  G(FE) e s t  faiblement 
compact ; 

Par suite 9 est  uniformément continue sur G(FE) pour l a  topologie 
faible de X x Y  ; ce qui assure en particulier que : 

1- V E '  E 3 0 ~ ~ 1 .  3 V E  E @(O)  dans Y faible te l  que : 



* V, @tan t  également un ouvert  f o r t ,  il ex i s te  E" E l o , ~ ' ]  t e l  que : 

- 
c"By c V, ; e t  comme FEII(x) = F(x)  + c"By, on a : 

Y y E FE. (x)  , 3 y ' E F (x)  t e l  que y-y ' E €"By ; e t  donc 

- O(X,Y') 5 ~ ( x ¶ Y )  + ; 

* Par conséquent : 

* E n f i n c o m n e ~ " > o , o n a h ~ , , ( x ) i h ( x )  Y x e D o m F ;  

En d é f i n i t i v e ,  nous avons about i  à : 

(8) 

l- Y E>O, 3 E" E 1 0 , ~ l  t e l  que : 

- 
h(x)  5 +(x,y') 5 9 ( x 9 y )  + E Y y E FE. (x )  e t  donc 

- 

* On peut donc e x t r a i r e  une f a m i l l e  (hE)E,O qu i  converge uniformément sur 

Dom F vers h ; l e  r é s u l t a t  annoncé s u i t  grâce à l a  p ropos i t i on  1.3.1. 
---O--- 

h(x )  5 hE.(x) + E '  Y x E Dom F. 

Preuve du théorème 1.3.1 : 

G(F) é tan t  compact, Dom F = JiX(G(F)) e s t  compact ; ce qu i  j o i n t  au f a i t  que 

h es t  s.c.s (propo. 1.3.2) assure 1 'ex istence d'une so l u t i on  à (P). 

Remarque 1.3.1 : 

Il e s t  c l a i r  que sous l e s  condi t ions du théorème 1.3.1, l a  même démarche que 

c e l l e  adoptée pour h, mont rera i t  que k e s t  s.c.i sur  R(F) qu i  e s t  compact, 

c m e  p ro j ec t i on  pour ïïy de G(F) ; ce qu i  assure une so l u t i on  à (D). 



1.4 - Problème F-col - 

Considérons les minimiseurs : 

Sous les conditions du théorème 1.3.1, s i  $ es t  en outre quasi-concave- 
convexe, Mh (resp. Mk) es t  s .c.s à valeurs convexes, compactes. 

Preuve : 

* M h  est  à valeurs convexes, puisque F(x) es t  convexe e t  que 
{y / @(x,y) 5 h(x) t E) est  convexe. 

* Par ai l leurs $ étant continue (car faiblement continue) e t  h s.c.s 
(propo. 1.3.2), M h  es t  évidemment fermée à valeurs dans l e  compact 
R(F)  ; l e  résultat annoncé su i t  ; de même pour Mk. 

Théorème 1.4.1 : 

Sous les conditions du théorème 1.3.1, s i  $ es t  en outre quasi-concave- 
convexe, + admet u n  F-col . 

---O--- 

Preuve : 

Considérons 1 a mu1 ti foncti on : 

* La proposition 1.4.2 assure alors que M e s t  s.c.s à valeurs convexes, 
$ 

compactes. 



* On s a i t  a l o r s  C C l ]  th .  4 p. 2841 que M admet un p o i n t  f i x e  ( i ,y )  ; + 
e t  on v é r i f i e  aisément que ( i ,y )  es t  un F-col . 

Remaraues 1.4.1 : 

(1) Toute c e t t e  étude en 1.3 e t  1.4 peut ê t r e  repr i se  en supposant G(F) 
simplement convexe, fermé, mais $ inf-compacte en y e t  sup-compacte en x. 

(2) 11 es t  à noter  que toutes l es  propr ié tés  ont  é té  const ru i tes  de manière 

que M admette un po in t  f i x e .  
$ 

La même démarche permet t ra i t  1 'extension suivante : 

* Soient XI , . . . ,X , n espaces de Banach r é f l é x i f s  e t  U un convexe, n n 
compact de X1 x ... x Xn = ïï X i = l  i 

-P * Pour t o u t  i, définissons Fi : Xi + X .  par : 
j i  J 

f X + R  faiblement * Soient par a i l l e u r s  n fonct ions $i : i=l 

continues e t  t e l  l e  que : V xi E Xi, $i ( . . . ,xi,. . .) es t  quasi- 

convexe. 

* On l u i  associe a lors  l a  fonc t ion  marginale 

hi : X i + R  / hi(xi) = i n f  fi(x) 
xcu 
ni (x)=xi 

où ri es t  l e  projecteur su r  Xi. 

* Considérons e n f i n  l e  minimiseur : Mi d é f i n i  par : 

* Alors  l a m u l t i f o n c t i o n  : M : X ~ X  d é f i n i e  par : 

admet un po in t  f i x e  (il,. . . ,in). 



Ces poinks fines sont appelés point d'équilibre de jeux à n person- 

nes non coopératifs contraints. 

(3 )  Le théorème 1.4.1 est au vu de 1 'extension décrite en remarque 2, une 

généralisation du théorème de Nash C f 11 th. 1 p.2683 par 1 'abandon de 

la convexité de @(x,-) et -$(-,y) et l'extension à la dimension infinie. 

(4) Il semble qu'en général l'ensemble des F-cols ne jouisse pas de proprié- 
tés particulières (telle que la convexité) ; mais i l  est aisé de voir 
qu'il est fermé comme ensemble des points fixes de M qui est fermée 

$ 
puisque S.C.S. 

---O--- 

2 - SUR UNE CLASSE DE JEUX DYNAMIOUES 
Considérons le modèle général de jeu suivant : 

1- (1) S désigne un ensemble d'états du jeu 

Associons au jeu (J) , les fonctions valeur inférieure et valeur supérieure 
du jeu : h et k : S+fi définies par : 

(J 

l- h(s) = sup inf $(S,X,Y) 
xeE(s) ycF(s) 

(2)  E : S 2 X désigne les stratégies du ler joueur 

(3 )  F : S = Y désigne les stratégies du 2ème joueur 

- (4) @ : SxXxY + R désigne une fonction de coût du jeu. 

k(s) = inf SuP @(s,x,Y) 
- ycF(s) xcE(s) 

Il est alors clair que : 

Se posent alors les questions suivantes : 



- 
(J) admet-il une fonction valeur v ? c'est-à-dire 

telle que : v(s) = h(x) = k(s) Y S E S  

- Et quelles sont ses propriétés éventuelles ? 

11 est à noter qu'en général, v n'existe pas et que lorsqu'elle existe, elle 
peut n'être même pas mesurable. 

---O--- 

Et enfin : 

- 
En 1 'absence de v, quelles sont les propriétés 

- (continuité ou simplement mesurabilité) de h et k ? 

- 
A-t-on des stratégies conservatives pour les joueurs ? 

c'est-à-dire des fonctions : - 
x : S -+ X et j : S + Y, sélections de E et F respective- 
ment et telles que : 

Nous répondons à cela dans deux situations différentes, lorsque S est un 

espace topologique, puis lorsque S est un espace mesurable. 

Proposition 2.1 : 

On suppose que S est un espace topologique, que @ est continue et que E et 
F sont continues à valeurs compactes ; alors : 

(i) h et k sont continues 

(ii) i l  existe X et Y des stratégies conservatives mesurables par 
rapport à la tribu Borelienne de S notée B(S). 



Preuve : 

* Considérons les fonctions marginales définies par : 

- h(s,x) = inf +(s,x,y) ; k(s,y) = SUP @(s,xSY) ; alors : 

Y€F(s) XE E (s) 

h(s) = sup h(s,x) ; k(s) = inf k(s,y) 
- xrE(s) Y ~ S )  

* Or par une propriété classique des fonctions marginales, sous nos 
hypothèses $ et t sont continues. 

* Ce qui rapproché des hypothèses sur E e t  F, assure (grâce à l a  mëme 

propriété) la continuité de h e t  k.  

* Considérons les minimiseurs particuliers : 

% 

Nous savons alors (résultat classique d'analyse marginale) que M h  e t  
% 
M k  sont s.c.s à valeurs non vides compactes. Par conséquent C Cl31 
corol.III.3 p.631 , i l s  sont mesurables, relativement à B(S) .  Par 

suite C LI31 th.III.8 p.66 1 ah e t  S/k, admettent des sélections 

mesurables relativement à B(S) .  On vérifie alors aisément que ces 
sélections sont des stratégies conservatives. 

En outre des conditions de la proposition 2.1, on suppose E e t  F à valeurs 
convexes et  @ te l le  que pour t o u t  s E S,  $(s ,*  , O )  est presque concave- 
convexe, alors le  jeu admet une fonction valeur continue. 



Preuve : 

* Pour t o u t  s E S, f i x é ,  $(s,*,*) s a t i s f a i t  aux cond i t ions  du théorème 

de Terkelsen C121, q u i  e s t  app l icab le ,  puisque E(s) e t  F(s) sont  conve- 

xes, compacts ; d'où l ' e x i s t e n c e  d 'un  co l  de $(s,*,*) s u r  E(s) x F(s ) .  

* O r  1 'ex is tence d 'un  co l  pour t o u t  s E S assure que h(s)  = k (s )  pout t o u t  

s ; ce qu i  mène au r é s u l t a t  annoncé grâce à l a  p ropos i t i on  2.1. 

Propos i t ion  2.3 : 

On suppose à présent  que S e s t  un espace mesurable muni d'une t r i b u  de B(S). 

(1) S i  $ e s t  de Caratheodory, c ' es t -à -d i re  mesurable en s e t  cont inue en 

( x ¶ Y )  

(2)  E t  s i  E (resp. F) e s t  mesurable re la t ivement  à B(S) e t  e s t  à va leurs  

compactes, a l  o r s  : 

( i )  h e t  k sont  mesurables re la t ivement  à B(S) 

( 2 i )  il e x i s t e  des s t ra tég ies  conservat ives, mesurables re la t ivement  

à B(S). 
---O--- 

Preuve : 

* P o u r t o u t  s f i x é ,  $(s,*,*)  é tan t  c o n t i n u e e t  F(s)  (resp. E(s))  compact, 

h(s,-) ( r e s p  k(s,-))  e s t  cont inue ; 

e t  corne $ ( O  ,x,y) e t  F ( - )  (resp. E ( * ) )  sont  mesurables, 

( x )  (resp. k ( - ,y ) )  e s t  mesurable C Cl31 Lemme 111.39 p.861. 

* Par conséquent h (resp. k)  e s t  de Caratheodory ; e t  comme 

h(s)  = sup h(s,x) e t  k (s )  = i n f  k(s,y) 
XEE(S) Y a s )  

une seconde a p p l i c a t i o n  de C Cl31 Lemme III .39 p.861 assure que h e t  k 

sont  rnesurabl es re la t ivement  à B(S) . 



* Par une conséquence de C Cl33 Lemme I I I  .39 p.86 e t  871, nous savons que 
'-b 

les minimiseurs 8fh e t  Mk sont mesurables e t  donc admettent des sélections 
mesurables qui sont évidemment des stratégies conservatives. 

Remaraue 2.1 : 

Si Ys, $(s,* , O )  est presque concave-convexe, alors pour t o u t  s ,  +(s,;*) admet 
u n  col sur E(s) x F(s) (Terkelsen C121) ; ce qui assure 1 'existence d'une 
fonction valeur du jeu mesurable. 
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Un traitement unifié des rapports entre une multifonction F et les foncb2;suarr 
marginales associées : h(x) = inf IJ(x,y) ; y E F(x)), est proposé, sous le 
double aspect des conséquences des propriétes de J et F sur h et inversement 

de celles de h sur F pour des J convenables. 

Une étude exhaustive des fonctions marginales dF(x,y) = d(y,F(x)) et 

sF(x,p) = s(p,F(x)), où d est une distance et s une fonction d'appui, a per- 
mis de construire toute une analyse mu1 tivoque. Des applications à 1 'analyse 

marginale, aux rapports de la stabilité et de la pénalisation et à 1 'approxi- 
mation variationnel le sont traitées. 

Une étude du modéle global inf {J(x) ; O E F(x)) est proposée avec des appl i- 

cations à un schéma général de programmation dynamique discrète et à une 

classe de problémes de contrale. Enfin deux familles de problèmes de jeux 

sont analysées par le biais des fonctions marginales. 

Fonctions marginal es ; Convergences de mu1 tifonctions. 

Approximation variationnelle ; Pénalité et stabilité. 

Optimisation et dual i té ; Programnation dynamique. 
Controle optimal ; Problémes de jeux. 




