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NOTATIONS ET PREMIERES DEFINITIONS

X et Y désignent des espaces de Banach de dual topologique § et Y.

La dualité entre espaces étant notée <,>, la dualité entre XxY et
* % e * % * *
XxY est définie par <(X,y),(X,y)> = <x,X> + <y,y>.

Si Z est 1'espace de Banach considéré, || || désignera sa norme, B, sa
boucle unité fermée, SZ sa sphére unité et 0(z) le filtre des voisina-
ges du point zeZ.

K, int A, CoA et Z-A, désignent respectivement la fermeture, 1'inté--
rieur, la fermeture convexe et le complémentaire du sous ensemble A
dans Z.

dim Z<+~ signifie que Z est de dimension finie.

oz (resp.cz) désigne la fonction d'appui supérieure (resp. inférieure)
de A et Yy sa fonction indicatrice.

NA(a) désigne le cbne normal négatif & A en acA.

Pf(Z) sera 1'espace des fermés de Z et ((Z) 1'espace des fonctions
numériques continues sur Z.

Sig:Z-R, q (resp. 6*) sera la fonction conjuguée (resp. biconju-

guée) de g et Tog sa régularisée convexe (plus grande minorante convexe,

Une multifonction F de X dans 1'ensemble des parties de Y sera notée
F:X3>Y ; lui sont attachés les sous-ensembles :

Dom F = {xeX / F(x) # 0}
R(F) = F(X) ot F(A) = agA F(a) ¥ AcX
G(F) = {(x,y) / yeF(x)}.



Appelés respectivement domaine, image et graphe de F.
A toute F : X 3 Y est associé F"l; Y 3 X définie par :
F-l(y)= {x / yeF(x)}, d'oa Dom F~3= R(F) et R(F"ly= Dom F.
Et 1'on dira que :
» F est propre (resp. stricte) si Dom F#@ (resp. Dom F=X)

* F est fermé (resp. convexe) si G(F) est fermé (resp. convexe)

x F est semi-continue supérieurement (s.c.s) en aeX, si pour tout
ouvert W de Y, contenant F(a), i1 existe Ve©(a) avec F(V) <W.

*» F est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en aeX, si pour
tout ouvert W de Y, rencontrant F(a), il existe VeO(a) tel que :
F(x) nW#D ¥x e V.



CHAPITRE 0

PROBLEMATIQUE GENERALE ET PRESENTATION DES RESULTATS

Sous un titre volontairement général, nous proposons avec de nombreuses
applications une étude exhaustive de quelques fonctions marginales du type :

h(x) = inf ¢(x,y)
yeF(x)

(m)

ol ¢ est une fonction numérique définie sur un produit d'espaces de Banach
XxY et F une multifonction de X dans Y.

Comme cadre naturel d'étude des programmes paramétrés et d'analyse de
sensibilité des programmes perturbés, ces fonctions ont fait 1'objet, depuis
une quinzaine d'années, d'une abondante Tittérature, mais dans la seule
perspective de 1'analyse marginale ; point de vue consistant essentiellement
d'une part a rechercher les conditions minimales sur ¢ et F, qui induisent
sur h des propriétés de fermeture, de continuité, de lipschitzité, de conve-
xité ou de sous différentiabilité et susceptibles de mener & une estimation
ou a un calcul d'un sous différentiel de h, et d'autre part a préciser (du
point de vue des continuités) le comportement du minimiseur Mh défini par :

(m") M (xs€) = {yeF(x) / ¢(x,y) < h(x) + €}

Or la considération de telles fonctions recouvre en fait, outre 1'analyse
marginale, de nombreux aspects dont :

I - L'ANALYSE MULTIVOQUE
En effet, pour un choix convenable de 1'objectif ¢, les propriétés de

h peuvent étre caractéristiques de celles de F ; et un premier pas dans ce
sens est illustré par un résultat de Choquet, caractérisant la continuité de

F, par celle des fonctions marginales g, définies par §(x) = 1?f g(y),
yeF (x)
lorsque g décrit 1'espace ((Y) des fonctions numériques, continues sur Y.



L'espace de référence ((Y) étant "trop vaste", un pas supplémentaire
est franchi par Castaing et Valadier qui montrent que si F est & valeurs
convexes, fermées, on peut,sous certaines conditions de compacité, se res-
treindre au sous espace ¥. Mais en fait, comme sous ensembles de Y, les va-
leurs F(x) se caractérisent soit par la fonction d'appui (& F(x)) si F est
d valeurs convexes fermées, soit par la fonction distance (& F(x)) si F est
simplement & valeurs fermées.

Et c'est cette remarque qui fut le point de départ de 1'étude systéma-
tique que nous avons consacrée aux deux fonctions marginales suivantes :

(1) La fonction distance associée a F

_ inf |ly-z|| si x e Dom F
: XxY »-R/ dF(x,y) = zeF (x)

+ o sinon

A

La fonction marginale dF est alors apparue comme un outil d'une grande flexi-
bilité, puisqu'elle nous a permis de caractériser F des points de vue de la

fermeture (du graphe), de la continuité, la continuité uniforme, la convexi-
té (du graphe) et la fermeture convexe (du graphe). Nous introduisons ensuite
trois types de convergences (fermée en valeurs, simple et uniforme) de suites
(Fn) de multifonctions ; convergences que nous caractérisons entiérement par

des convergences de la suite correspondante (dF ). I1 est & noter que si
n
1'on réduit 1'espace X & {0}, nous retrouvons le cadre d'analyse des suites

de fermés de Y et donc les principaux résultats s'y rattachant. L'intérét
grandissant de 1'&piconvergence (convergence des &pigraphes de fonctions
numériques) dans 1'étude des problémes variationnels, a motivé 1'extension
que nous en donnons dans le cadre des multifonctions.

Nous caractérisons cela en toute généralité par la convergence fermée
de la suite des graphes, puis par 1'épiconvergence de la suite (dF ) lorsque
. n
dim Y <+,

Notons que ces résultats peuvent étre le point de départ d'une étude
de 1'épiconvergence des fonctions vectorielles dont 1'intérét est manifeste
en optimisation multicritéres. Puis lorsque dim X<+~ et dim Y<+xo, et lorsque
la suite {G(Fn)} converge au sens de la limite d'ensembles vers G(F), avec
Fn convexe, nous établissons par le biais de dF et (an) une convergence de



la suite des cbnes tangents aux graphes G(Fn), vers le cbne tangent au graphe
G(F) ; ce résultat apparait alors comme une extension aux multifonctions de
la convergence des sous différentiels des fonctions convexes et aura une
application directe dans 1'&tude des suites de problémes convexes du type :

hp(x) = inf ¢ (X,y)

(mn) " Yy ¢ Fn(x) neN

---0_—-

(2) La fonction d'appui associée & F

x inf <z,p> si x e DomF
op : XxY >R / cF(x,p) = zeF(x)

+ o sinon.

OF (ou plus exactement oﬁ définie par cﬁ(x,p) = oﬁ(x)

utilisée notamment pour caractériser les multifonctions, relativement 3 la

(p)) a largement é&té

continuité (Castaing, Valadier, Aubin, Cellina), la mesurabilité (Castaing,
Valadier), 1'existence de point fixe (xeF(x)) ou critique (peF(x)) par de
nombreux auteurs.

Nous montrons quant & nous que Of caractérise aussi la convexité et la
lipschitzité de F ; ce qui nous a permis d'établir que toute multifonction
convexe fermée & valeurs bornées est localement 1ipschitz sur 1'intérieur
de son domaine ; résultat du type application ouverte qui n'était connu que
lorsque la multifonction F considérée est en outre localement bornée, ou est
un processus convexe, surjectif (i.e. telle que G(F) est un cbne convexe
avec R(F) = Y).

~ Nous montrerons plus loin qu'en fait op est un outil essentiel d'étude
des problémes convexes de programmation et de contréle.



Le second volet que recouvrent les fonctions marginales concerne :

I1 - LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE ET LE CONTROLE
Nous illustrons cela sur les aspects suivants :

(1) L'analyse marginale

La fonction dF trouve une application intéressante dans 1'&tude des
fonctions marginales générales du type (m).

En effet nous établissons un résultat général assurant,sous des condi-
tions relativement simples, 1'existence de Veo(o) dans X, d'une constante
2>0 et d'un compact ¢ de Y tels que :

(i) h(x) = inf [o(x,y) + QdF(x,y)] ¥x e V, ¥ 2 2
yeC

(ii) tout y réalisant 1'infimum en (i) est dans M, (x,0)

ce qui manifestement fournit un cadre trés simplifié d'étude de la fonction
marginale h, puisque dF caractérise F.

Sachant par ailleurs que tout sous différentiel de dF caractérise un
cone tangent & G(F) au point (x,y) considéré (cf. chap.I p ), nous cons-
tatons que les résultats (i) et (ii) ci-dessus permettent une approche trés
simple d'estimation (ou de calcul) des sous différentiels de h.

(2)L'approximation des programmes perturbés généraux :

Pour une suite de programmes du type :

inf ¢_(x,y) si x e DomF
n n

h yeF(x)

a(x) =

+ sinon.
et le programme dit limite :

inf ¢(x,y) si x e DomF
h(x) = yeF(x)

+ o sinon.

deux grands aspects sont & considérer :



ler aspect.
Quels types de convergence de (¢n) et (Fn) vers ¢ et F assureraient

(1) une convergence de (hn) vers h
(21) une convergence de (ahn) vers 3dh
(31) une convergence de (Mh ) vers M, ?
n
e

2éme aspect. (plus difficile)
Les convergences précédentes étant identifiées, quelles approximations

(¢n) et (Fn) de ¢ et F induiraient ces convergences ?
__-0---

Nous n'abordons que le premier aspect ; nous donnons alors des condi-
tions suffisantes assurant 1'épi-convergence de (hn) vers h ; nous montrons
ensuite que la convexité se préserve @ la limite ; et que dans le cas entié-
rement convexe (¢n et Fn convexes, fermées), nous obtenous sous des condi-
tions relativement courantes, une convergence de la suite {G(ahn)} vers
G(3h).

Lorsqu'en outre dim X<+~, nous €tablissons une convergence de (ahn)
vers 3h au sens suivant :

’ ahn(x) c 3h(x) + eBi ¥x ¢ int Dom h et n 2 n(x,g)

Enfin et toujours dans le cas convexe, une convergence des minimiseurs

(Mh ) vers Mh est établie. Les résultats obtenus &tendent et précisent les
n
travaux de Zolezzi en approximation variationnelle.

cma(Q=—-

(3) La pénalisation extérieure en optimisation :

Résoudre par pénalisation extérieure les problémes généraux

~inf J(y)
eA

e |

_ ol AcYetd:Y-~ R

revient en fait & associer @ (P) la fonction marginale :



- h(x) = 1inf ¢(x,y) avec
yeY

¢(x,y) = J(y) + x.P(y) et
P:Y> R/ P(y) = 0 <==> yeA.

Les résultats généraux sur la pénalisation extérieure revenant en fait aux
suivants :

(1) 1im h(x) = valeur de (P)
X+oo
(21) 1im sup Mh(x,e) c ensemble des solutions de (P).
X+
g0+

Nous montrons quant & nous, & travers 1'étude d'une fonction marginale asso-
ciée & une famille plus générale de fonctions de pénalités, que les méthodes

de pénalités extérieures classiques reviennent toutes & une méme méthode
"type Uzawa" agissant sur un programme “sup-inf".

Ce qui nous permet de montrer en toute généralité, qu'une pénalité
extérieure est exacte si et seulement si la fonction ¢ la définissant admet
un col a distance finie.

Nous en déduisons aisément et sans hypothése de convexité qu'une péna-
1ité exacte est nécessairement non différentiable ; nous montrons ensuite
que relativement & une famille de perturbation simple, toute forme de stabi-
1ité différentielle de la pénalisation équivaut & 1'exactitude.

-——0———

(4) Problémes convexes de programmation et de contrble :

La fonction marginale h apparait naturellement comme la fonction de
perturbation associée au probléme non perturbé

h(o) = inf ¢(o,y)
yeF (o)

probléme que 1'on peut reformuler comme suit :



“inf J(y)
(r) o € A(y)
_ob Aly) =F1(y) et J(y) = ¢(0,y)

et ce seul schéma recouvre les cas suivants :

ler cas
~inf Jd(y)

) | 9 «Q
yelC

cas réductible @ (p), en considérant simplement la multifonction A définie
par A(y) = [Q-g(y)1 x [C-yl;et si Q est 1'un des cones {0}, RT ou RY | ou un
produit de ceux-1a, nous retrouvons le cadre classique de la programmation
mathématique.

---0—--
2éme cas
~inf J(y) L:Y~>Z
(P,) ol E:Y3Z et
_ Ly € E(y) Z un espace de Banach

(Pc) se réduit & (P) avec : A(y) = E(y) - Ly.

Et si Ly = (Dy, yy) ol D est un opérateur différentiel et vy un opérateur
de trace et si E est de 1a forme :

E(y) = [ugU(Ay + Bu)l xC

avec A et B des opérateurs binéaires continus et U un ensemble de contrdles,
nous retrouvons le cadre classique du contr8le optimal sur les problémes :

inf J(y)
Dy = Ay + Bu
uel
_veC

ces deux cas ont justifié & nos yeux un traitement particulier du probléme
général :
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“Anf ¢(x)
() l_ 0 e F(x)

nous en faisons 1'étude comnléte dans le cas convexe (¢ et F convexes fer-
mées) ; nous montrons alors que la fonctionnelle :

B L (xsp) = ¢(x) + op(x,p)

est un Lagrangien pour (P) et que ses cols (Xx,p) lorsqu'il en existe sont
constitués d'une solution X pour (P) et d'un vecteur dual p attaché a x.

I1 est 3 noter que le schéma (P) ci-dessus a également &té étudié par

Borwein par - une autre approche mais le seul résultat que ce dernier a
dégagé est 1'existence de p tel que :

inf L(x,p) = valeur de (p)
xeX

Nous prouvons quant & nous 1'existence de col (X,p) sous les conditions
int Dom F # @, 0 ¢ int R(F) et ¢ inf-compacte. Nous complétons 1'étude par
un résultat de stabilité de (P) relativement aux perturbations :

~ h(u) = inf ¢(x)
OeF(x)+u

Enfin 1'application au contrble optimal est illustrée sur deux problémes
généraux :

(a) Programmation dynamique discréte
Nous étudions le modéle général

T inf (xgs- .. aX,)

(de) (X_i ,X.i+1) € E.i ‘i=0,n-1

ol C0 est un convexe fermé de 1'espace de Banach XO et ol Vi Ei c Xi X Xi+1’
produit d'eﬁpaces de Banach avec Ei convexe, fermé et ¢ convexe, propre,
s.c.i sur 120 Xi.

Par réduction de (Pd ) & 1la forme (P), ci-dessus, nous caractérisons

entiérement les chemins (io,...,in) optimaux, puis nous examinons en détail
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le cas particulier :

inf ¢(xgs...sXp)
X141 = Ayxy + Byyy

U.iGU.i

XO € CO

i=0,n-1

ol A.i et Bi sont des opérateurs linéaires continus et Ui des ensembles de
contrbles.

(b) Problémes de contrdle
Nous proposons une étude du modéle général :

- T
inf [ f(t,x(t),u(t)) dt + g(x(0),x(T))

Xewrll a0

U€L§n

(P.) (x(t),u(t), X(t)) e E(t)  p.p
x(0) € Cg

ol u désigne un contrdle, E:[0,T15 R>R™x R"
et a,B € [1,+f

Nous réduisons (Pc) a la forme (P), puis nous caractérisons les trajectoires
et contrdles optimaux ; pour cela nous établissons un résultat d'existence
de solution & 1'inclusion différentielle perturbée

(x(t),0, x(t)+v(t) e E(t) p.p od V ¢ Lﬁ
x(0) € Co

Nous examinons enfin des extensions diverses et le cas particulier :

- E(t) = {(a,b,c) /¢ = A(t) a+B(t)b ; b e U(t)}
ol A(t) et B(t) sont matrices de dimensions convenables et
U une multi-fonction de contrble ;

ce qui correspond bien évidemment au cas du contrble optimal en équations
d'état linéaire.



Notons qu‘un schéma plus simple que (Pc) ci-dessus fit 1'objet de tra-
vaux de Rockafellar, mais par une approche totalement différente.

Cette derniére et celle que nous proposons se complétent beaucoup plus
qu'elles ne s'opposent.

En effet, incorporant la contrainte d'état dans 1'objectif par adjonc-
tion d'une fonction indicatrice, Rockafellar occulte complétement la diffi-
culté de la contrainte d'état et caractérise les couples optimaux (X,u) par
le biais d'un Hamiltonien ; ce qui lui permet de dégager une dualité.

Pour notre part, nous caractérisons les couples optimaux directement &
1'aide des données f, g, Cy et Ta multifonction E.

---o-——

Enfin deux classes de problémes de jeux relévent des fonctions margi-
nales :

II1 - ASPECTS NOUVEAUX SUR LES PROBLEMES DE COLS ET DE MIN MAX
Ces problémes concernent 1'existence et les propriétés des couples
(X,y) e Uc X xY tels que :

T (x,¥) £ 6(X,Y) < o(Xsy)
(F-col) _ _
_¥(x,y) e U ¥ (x,y) e U
et
‘_ o(x,y) < ¢(X,y)
(G-col)
¥(x,y) e U

I1 est clair qu'un G-col est un F-col et que si U est sous la forme produit
VxW, ces deux notions coincident avec la notion de col classique ; mais si
U n'est pas un produit d'ensembles (nous dirons que les contraintes sont
mélées), 1'existence d'un F-col ou d'un G-col est en général sans rapport
avec les solutions des problémes (P) et (D) suivants :
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~ sup inf ¢(x,y) ~ inf sup ¢(x,y)
X Yy y X
(P) et (D)
(x,y) el - (X9Y) e U

un contre-exemple simple est donné pour jllustrer cela.

Les F-cols firent 1'objet de travaux de Dem'yanov, qui en prouva
1'existence en dimension finie avec ¢ continue, concave-convexe et U convexe,
compact.

Quant & nous, par une approche beaucoup plus simple, nous caractérisons
entiérement les G-cols, puis nous en prouvons 1'existence en dimension infi-
nie et sous des conditions plus faibles que celles de Dem'yanov.

Le cas des problémes (P), (D) et (F-col) est ensuite examiné par le
biais des fonctions marginales.

En effet, en considérant U comme le graphe d'une multifonction F:X3Y,
(P) et (D) se formulent comme suit :

~ sup h(x)
(P) oi h(x) = inf ¢(x,y)
_ X € Dom F yeF(x)
et
~inf k(y)
(D) ol k(y) = sup (x,y)
_y eDomF ! xeF1(y)

Les F-cols sont alors les points fixes de 1a multifonction :

My o XxY I X<y [/ My (X5y) = M (y,0) x My (x,0)

Nous prouvons alors 1'existence d'un F-col et des solutions pour (P) et (D)
sous les conditions :

— (4) X et Y sont réflexifs et U est convexe compact
_(21) ¢ est faiblement continue gquasi-concave-convexe.

Une extension aux jeux & n-personnes est examinée.
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Enfin nous dégageons quelques résultats sur une clazsse de jeux dynami-
ques 3 travers 1'étude des fonctions marginales du type :

- T h(x) = sup inf ¢(s,x,y) et
xeE(s) yeF(s)
k(x) = inf sup  ¢(s,X,y)

yeF(s) xeE(s)

ot E:S3IX e F:S$S3Y et

_ $:SxXxY-R
avec S espace topologique, puis S espace mesurable.

__..0-__

Ce travail est organisé en quatre chapitres pouvant aisément &tre lus
de facon indépendante et ont chacun une bibliographie propre.

Les renvois dans le texte concernent donc la bibliographie du chapitre
dont la lecture est en cours.
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CHAPITRE 1

FONCTION DISTANCE ASSOCIEE
A UNE MULTIFONCTION ET APPLICATIONS

1 - INTRODUCTION
A toute multifonction F : X 3 Y est associée la fonction marginale,
(dite simplement fonction associée) dF : X x Y + R définie par :

inf ||ly-zl| si x ¢ Dom F
de(x,y) = z ¢ F(x)
+ o sinon

dF fut utilisée dans des contextes différents par Castaing, Valadier
[6] et Salinetti-Wets [23] dans 1'étude des multifonctions mesurables, par
Rockafellar [19] pour &tudier la lipschitzité des multifonctions, par Aubin
[1 ; 3] et Cellina [3] pour traiter des inclusions différentielles, et enfin
par Penot [15] dans 1'étude des différentiabilités des multifonctions.

Pour notre part, nous montrons que dF caractérise F par rapport a la
fermeture (du graphe) [propo. 3.2,1]1}a continuité (inf, sup et uniforme)
(théo. 3.2.2 5 3.2.3 ; corol. 3.2.1]1, la convexité (du graphe) [propo. 3.3.1]
et enfin la fermeture convexe (du graphe) [propo. 3.3.41.

Trois types de convergence (fermée en valeurs, simple et uniforme) des
suites de multifonctions sont &tudiés ; nous les caractérisons par des con-
vergences de la suite correspondante des fonctions associées [théo. 4.2.1 ;
4.2.2 et 4.2.3] ; les liens entre ces convergences sont ensuite examinés.

Les propriétés des limites éventuelles sont alors dégagées [propo. 4.3.1 ;
4.3.2 et 4.3.3] ; puis ces résultats sont examinés dans le cadre des multi-
fonctions dites paramétrées utiles en contrble [propo. 4.3.4 ; corol. 4.3.1].
Le lemme de Dini d'équivalence des convergences simple et uniforme est €tendu
aux mu]tifonctionsrtpropo. 4.2.2].

Une extension aux multifonctions de 1'épi-convergence est proposée avec
une caractérisation en toute généralité par la convergence fermée des gra-
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phes [propo. 4.4,3], puis par 1'épi-convergence de la suite des fonctions
associées lorsque dim Y < += [propo. 4.4.4],

Une derniére application en analyse multivoque propose une notion
d'e-sous~différentiel pour les multifonctions ; un résultat de convergence
de sous-différentiels (cOne tangent au graphe) de multifonctions convexes,
fermées est établi [théo. 5.1 et 5.2].

Deux application & 1'optimisation sont enfin traitées : la premiére
concerne 1'analyse marginale ; nous &tablissons alors pour les programmes
perturbés généraux un résultat de pénalisation exacte et uniforme (par
rapport & la perturbation) [propo. 6.1.11.

La seconde traitera de 1'approximation des programmes perturbés ; des
résultats précisant et complétant les travaux de Zolezzi [26] sont &tablis ;
[propo. 6.2.1 & 6.2.6 3 corol. 6.2.1 ; 6.2.2].

2 - DISTANCE A UN ENSEMBLE ET DISTANCE DE HAUSDORFF
A tout sous ensemble A de Y est associée la fonction distance a A,

notée d, et donnée par :

inf |ly-al| siA#¢Q
dp(y) = aeAh
+ o sinon

On sait alors que :

Proposition 2.1 :

(i) dy = dg
(21) dA est globalement lipschitz de constante 1
(31) dy 2dy <=> Ajc A,
1 2
(44) dy est convexe si et seulement si K est convexe.

Lo L XS

Les deux résultats sujvants seront utiles.
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Proposition 2.2 :
Si A=A +A;= {al ta, /85 €Ay i=1,2} alors :

dy=d, vd
A A1 A2
ol V désigne 1'opérateur d'inf-convolution.

(o=

Preuve :

* Notons provisoirement par $1s ¢y €L ¢ les fonctiors distance &
Al’ A2 et A respectivement et soit g = ¢ V ¢y alors :

¢(y) = inf inf [[y-a;-a,[l = inf ¢;(y-ay)
par suite :

g(y) = inf [o1(y-2)+¢,(2)3 = inf ¢;(y-2) = é(y).
zeY ZeAz

* Réciproquement, soient z ¢ Y et € > 0 ; il existe alors ag ¢ Ay
tel que :
€
Iz - aSll< o,(2) + &

et comme ¢, est globalement 1ipschitz de constante 1, on a :

o(y) = inf ¢(y-2,)<6; (y-a5)sé; (y-2)Hz-35]] < ...
a26A2

< ¢)(y-2) + dp(2) + €
* € et z étant arbitraires, le résultat annoncé en découle.

_--o--_

Proposition 2.3 :
Pour tout sous-ensemble non vide A de Y, on a :
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Preuve ;

* Notons provisoirement ¢ = dA et g = dEEA ; le calcul de la conju-
guée de ¢ donne aisément ;
$(3) = sup sup [<y,y> - lly-all 1
aeA  yeY
Or on sait que :

sup [<y,¥> - [ly-all 3 = [[¥]]+ <a.y>
yeY

ce qui donne :
30) = 131 + )
* Le méme calcul pour g donne :
53) = 1311 + oksp(9)

* Mais comme oﬁ=oﬁ—oA, onad=getdoncd=9;

le résultat annoncé en découle en remarquant simpiement que
$*= EBdA et que g = §*, puisque g est convexe continue.

wem)m——

Terminons ce paragraphe en rappelant la notion de distance de Hausdorff
et en complétant ses propriétés par un résultat nouveau.

Définitions 2.1 :

Les ensembles considérés sont supposés non vides ; on définit alors :

(i) 1'e-élargissement de A

A® = {y / dy(y) s €} = A+ eBy

(21) 1'excés de A sur A,

e[Al,Azj = sup dA (a)
a€A1 2

(3i) la distance de Hausdorff entre Al et A,

H[AI’AZJ = max {eEAlyAzj, EEAZ,Ai]}
Y Y

Les propriétés suivantes sont classiques (cf. par ex. [6]).
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Proposition 2.4 :
(i) € [AI’AZJ = inf {e / Al c Ag} et

1]

R [A,Ay] = inf {e / Ay < AS et A, < AT)

(2i) e [Aj,A] =0 <=> A« A, et

19
H [A1,A,0 =

|
o
,,i
Vv
>
[y

= A,
(3i) H est une distance sur Pf(Y) ; et muni de H, Pf(Y) est complet.
—-—o_--

Cependant le résultat suivant est nouveau.

Proposition 2.5 :

L'application A ~» dA réalise une isométrie de Pf(Y) muni de H dans (C(Y)
muni de la norme de la convergence uniforme sur Y.

—-_0--—

Preuve :
11 s'agit d'établir que :

HOA; AL = sup [dy (y) - dy (¥)]
1°7°2 yeV A1 A2
* Soit donc X un majorant du second membre, alors :
(1) dy (y) =d, (y) +x VyeY i#j
Ai Aj
ce qui donne aisément :
(2) Ai c Aj + ABY i#d
La proposition'2.4 méne alors & :
(3) H[Al,Azl <A

* Réciproquement si (3) a lieu, on a éyidemment (2), ce qui par
passage & la fonction distance exprime que :

dy (y) 2 d (y) i#]
Ai AJ.+)\BY
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mais par la proposition 2.2 on sait que ;

d (v} = inf [dp (y-2) + dyp (2)]
As#ABy oy A ABy

Or 1a lipschitzité de dA donne en particulier :
J

dy (y-2) 2 dy (¥) - [I2]
A A

ce qui rapproché du fait que :
dABY(Z) = max {0, ||z}]| - A}

permet d'aboutir a :

d
Ai(Y)

v

inf [dy (v) - llzll+ liz][ - 2]
zeY J

Q.
I
—
<
~—
v

_ dy (¥) = & 4]
1 J
ce qui en fait traduit (1) et termine la preuve.

---0-—-

3 - CARACTERISATION DES MULTIFONCTIONS PAR LA FONCTION DISTANCE

Définition 3.1
A toute multifonction F : X 3 Y est associée dF : X x Y » R donnée par :

' 4inf ||y-z|| si x ¢ Dom F
dp(xsy) = dp(yy(¥) = l z e F(x)
+ sinon

I1 est clair que Dom dF = Dom F x Y et que pour tout x ¢ Dom F, dF(x,-) est
globalement lipschitz de constante 1.

Par ailleurs dF est &galement associée a F, définie par F(x) = F{xJ 3
aussi supposerons-nous dans tout ce qui suit les multifonctions considérées
d valeurs fermées ; et ceci ne restreindra que trés peu la généralité de
1'étude.
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3.1 - Operations sur les multifonctions et fonctions associées

Proposition 3,1.1 :

(i) SiF-= ;Y1 Fs alors de = inf dF.
iel i
(21) Si F = A:h F, od (Fn) décroit par inclusion des valeurs
alors d- = sup d
F n n
(31) Si F = Fi+ Fp, alors ¢ dF(x,-) = dFl(x,-) v sz(x,-)

-

ot V est 1'opérateur d'inf-convolution.

(4i) Si F = F1 X F2 ol Fi DX > Yi et Yi un espace de Banach de norme
encore notée | || et si Y = Y;xY, est normé par :

[ (ys¥2) 11 = llyq 11+ lly,ll 5 alors
dF(X’yl’yZ) = dFl(x,yl) + dFZ(xayZ)

(51) Soient Z un espace de Banach, Fq: Z3Y, Fpo : X SZetF= F1°F2’
alors :

(a) si Fy(x)

u(x)4#C ot Cc Zetu: X+ Y, ona:

dF(x,y) = inf dF (u(x) +c,y)
ceC 1

(b) siFi(z) =Az+A o0 A ¢ R - {0} et Ac Y, ona:

. -1
de(x,y) = |A] dnf de (x,4 “(y-a)).
F acA 2

Preuve :
Assez simple, & 1'exception de (3i) qui est une application directe de la
proposition 2.2.
-—_o---
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3.2 ~ Fermeture et continujtés des multifonctions
Soit F : X Y ; en associant & toute fonction numérique g sur Y, la fonction
marginale § définie par ;

inf g(y) si x ¢ Dom F

g(x) = y € F(x)
+ o« sinon

nous avons la caractérisation suivante :

Théoréme 3.2.1 : [Choquet [7] p. 171]
On suppose F & valeurs fermées ; alors :

(i) F ests.c.sena <==> V¥ge(C(Y), gests.c.i ena
(2i) F est s.c.i ena <==> ¥ g e ((Y), g est s.c.s en a.
---0-—-

L'espace fonctionnel de référence ((Y) &tant "trop vaste”, Castaing et Vala-
dier [6] ont montré que si F est a valeurs convexes, on peut sous certaines
conditions de compacité, se restreindre au sous-espace ¥. Nous montrons
quant & nous qu'en fait dF permet de caractériser aisément les continuités
de F.

Théoréme 3.2.2 :

F est s.c.iena <=> V¥belV, dF est s.c.s en (a,b).
_--O-_..

Preuve :
* La norme étant continue, on a immédiatement pour le théoréme 3.2.1 :
Fs.c.iena ==> V¥bel, dF(-,b) est s.c.s en a
mais d- étant globalement lipschitz en y, pour toute suite (xn,yn)+(a,b)
on a : de(x sy, )=dp (X -Y ) -dp (X D) +dp (X ,b)< Hyn-b||+dF(xn,b).
Le passage a la limite donne alors :
lim sup de(x,y,) < 1im ly,~bll + 1im sup dp(x.b) = d-(a,b)

ce qui &tablit la condition nécessaire.
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* Inversement sojent a « Dom F, b € F(a), et W ¢ ©(b) alors :
(1) dF(a,b) =0 etde>0 / b+ eBY e W
En supposant dF s.c.s en (a,b), pour 1'e ci-dessus, i1 existerait en

particulier VE e0(a) tel que :

de(x,b) = inf llz-b]] < de(a,b) +e=¢
2eF(x)

par suite :

¥ X e Ve’ 3 Yo € F(x) n [b + eB,]

Y
ceci rapproché de (1) assure que F(x) n W # 0.
-_.-o..__

Rappelons deux définitions :

Définition 3.2.1 :

F est dite fermée en a (sup-continue selon Huard [9]) si pour toute suite de
G(F), (xn,zn) + (a,z) alors z ¢ F(a).

Par conséquent F est fermée (G(F) fermé) si et seulement si F est fermée en
tout a « Dom F.

Définition 3.2.2 :

F est dite compacte en a (selon Penot [151) si toute suite (xn,zn) de G(F)
admet une valeur d'adhérence dés que (xn) > a.

---0---

Remarque 3.2.1 :

I1 est aisé de vérifier que si F est fermée en a et compacte en a, alors
F est s.c.s en a.
""0""

Nous avons alors la caractérisation suivante :



(1)

(21)

(1)

(21)
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Théoréme 3.2.3 ;

Fs.c.sena ==> V¥bel, dF s.c.i en (a,b)

¥bel, dF s.c.i en (a,b)
et => F s.c.s ena
F compacte en a

Preuve :

Si F est s.c.s a, pour tout b ¢ Y, dF(-,b) est s.c.i en a par applica-
tion du théoréme 3.2.1.

Par ailleurs dF étant globalement Tipschitz en y, nous avons pour toute
suite (xn,yn) de limite (a,b)

de(XsYy,) = dp(xsy,) - de(xsb) + dp(x,b) 2 -Hyn-b||+ dp(x,sb)
ce qui donne par passage a la limite :

1im inf dF(xn,yn) > dF(a,b)

Réciproquement si F n'était pas s.c.s en a, il existerait un ouvert W
contenant F(a) et tel que :

¥Veo(a), 4 Xy eVetz e F(xy) n LY - W]
par suite i1 existerait une suite (Xn’zn) de G(F) telle que :
(xn) - a et (zn) c¥Y - W

La compacité de F en a assurerait 1'existence d'une sous-suite (xn.,zn.)
de 1imite (a,z) ; par conséquent z ¢ Y-W (Y-W &tant fermé) ; ce qui joint
a 1'hypothése dF est s.c.i en (a,z) ménerait a

dF(a,z) < 1im inf dF(xn.,zn.) =0
cfest-é-dire a8z e F(a) n[Y-W] ; contradiction qui termine la preuve.

———()o -
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I1 est & noter que le second point a fait ressortir dans sa preuve les pro-
priétés suivantes ;

Proposition 3.2.1 :

(1) ¥bel, dF s.c.i en (a,b) ==> F fermée en a

(21) dF s.c.i sur Dom F x Y ==> F fermée.
_—-0——-

Le résultat suivant di a@ Penot (notes non publiées) donne une sorte de réci-
proque & (21) ci-dessus.

Proposition 3.2.2 : [Penot]

Soit F : X3 Y ol X et Y sont des espaces topologiques de topologie notée
p et 1 et soit A une distance sur Y telle que les boules relatives & A
soient t-compactes ; alors si F est fermée pour p et 17, &(+,b) = ALb,F(°)]
est s.c.i pour p, pour tout b ¢ Y.

_—_0---

Preuve :

Nous reproduisons ici la preuve de 1'auteur.

* En supposant la conclusion fausse, pour uny ¢ Y et une suite généra-
lisée (Xi)iel + x dans (X,p), i1 existerait o > 0 tel que :

Tim inf 6(xi,y) < a < §(x,y)
jel
* Nous pouvons donc extraire une sous-suite généralisée (Xj)jeJ de (Xi)ieI
et pour chaque j ¢ J, définir un Z; e F(xj) tel que :

A(y,zj) <a

* La boule de centre y et de rayon o étant compacte, nous pouvons suppo-
ser que (zj)jeJ +y dans (Y,T).

* F étant fermée, y_ ¢ F(x) ; ce qui contredit le fait que :

AY»y,) < o < 8(x,y) s 8(x,y,) + AlysY,) = AYsYs)-

() m——
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Remarque 3.2,2 ;

Penot fait par ailleurs remarquer que la compacité des boules de Y peut
étre remplacée par celle de F ; or ceci assurerait que F est s.c.s puisque
F est fermée, ce qui par le théoréme 3.2.,1 montrerait directement que dF
est s.c.i.

ceQ---

Corollaire 3.2.1 :

Si F est continue & valeurs compactes, F est uniformément continue sur tout
compact de Dom F au sens ol pour tout compact V < Dom F et tout € > 0, il
existe a > 0 tel que :

X1s%p €V, Hxl—x2||s o ==> HIF(x1),F(x,)] = e.
-—-0---

Preuve :

Soit V un compact de Dom F ; alors C = F(V) est compact ([31 p.42) ; dF étant
continue (théo. 3.2.2 et 3.2.3) est uniformément continue sur Te compact
V x C ; ce qui assure en particulier que pour tout € > 0, il existe a > 0

tel que :
X1sXo € V, y € C, Hxl-lels o => |dF(x1,y)-dF(x2,y)| <€
et méne aisément a H[F(xl), F(xz)] < €.
c——Q---

3.3 - Propriétés de convexité

Proposition 3.3.1
(1) F est & valeurs convexes <==> ¥ x ¢ Dom F, dF(x,-) est convexe.
(21) F est convexe <==> dF est convexe.

o) ———
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Preuve :
(i) Le point (i) résulte de la proposition 2.1,
(21) La nécessité de la condition (21) est c]assiqué ; la suffisance
s'obtient en remarquant simplement que dF étant @ valeurs dans ﬁ+
nous avons :

G(F) = {(xsy) / d(x,y) < O}.
—--o-——

Proposition 3.3.2 :

Si F est convexe, fermée, dF est continue sur int Dom F x Y.
--—0--—

Preuve :

Par le théoréme de Robinson-Ursescu [17, 253, nous savons qu'en particulier
F est s.c.i sur int Dom F ; la proposition 3.3.1 et le théoréme 3.2.2
assurent alors que dF est convexe, s.c.s, donc continue sur int Dom F x Y.

-—-o_—-

Proposition 3.3.3 :

-~

Si X et Y sont de dimension finie et si F est convexe & valeurs fermées,
alors F est fermée et s.c.i en tout point de int Dom F.

= ——

Notons qu'ici la fermeture n'est plus une hypothése mais une conséquence.

Preuve :

Sous nos hypothéses dF est convexe (propo. 3.3.1), donc continue sur
int Dom d- = int Dom F x Y. ‘

Le résultat annoncé découle alors du théoréme 3.2.2 et de 1a proposition
3.2.1.
--—0-__-
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Proposition 3,3.4

(i) La multifonction cof définie par COF(x) = co{F(x)) a pour fonction
associée la régularisée convexe en y de dF'

(2i) Si int Dom F # @, convF définie par G(convF)= co (G(F)), a pour
fonction associée la régularisée convexe de dF'

--.-0——-
Preuve :
(i) Le point (i) découle de la proposition 2.3 appliquée a
dp(xs®) = dp(y) 3
(21) Notons provisoirement par g la fonction associée & convF ; on sait

alors que g est convexe (propo. 3.3.1), continue sur int Dom g
(propo. 3.3.2) et que int Dom FxY < int Dom g.

* Calculons la conjuguée de dF s soit :

* ,% %

dF(x,y) = Sup sup [<x,§> + <y,§> - dF(X,Y)J
xeX yeY
= sup [<x,%> + sup [<y,y> - inf |ly-z|| 1 1
XeX yeY zeF(x)
= sup sup [<X,X> + sup [<Ya§> - lly-z]} 33
xeX zeF(x) yeY
= sup sup [<x,§> + <Z,§> + “§||3
xeX zeF(x)
- I3l+ o ()
G(F)

* Un calcul identique donnerait pour g :

5.5 =13+ o (&

G(convF)

*  Mais comme g =qﬁ_A et que G(convF) = coG(F), on a d; = § et donc
co
*%

dc*= g*"; on conclut alors en remarquant simplement que de = cod,

et que g = g** puisque g est continue sur int Dom g # 8.
---o—--
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4 - ANALYSE DES SUITES DE MULTIFONCTIONS

4.1 - Limites d'ensembles

T et p étant deux topologies sur un ensemble Z, on note z =1~ lim z ou

z, Yz (resp. z = p - 1im z ouz L4 z) si la suite (zn) converge vers z

pour la topologie T (resp. p).

Définitions 4.1: [convergence fermée]

Soit K(N) = {k : N+ N ; injective} ;

(1) A toute suite (Cn) de sous-ensembles de Z sont associées les
limites supérieure p - Tim et inférieure 1 - 1im C_ données
par :

p=-1imC = U {z=p-limz_ ; 2z eC
n keK(N) n n k(
=limC ={z=1-limz ;2 C ; ¥n}

(21) Et 1'on dira que (Cn) converge vers C et on notera :

C = (t,p) -1im Ch si
p - Tim Cn cCect-1lim Cn
--—o-—-

Les propriétés suivantes sont classiques :

Proposition 4.1.1 [6,7,11,14,21,22]

On suppose que Z est un espace de Banach :

(1) Sit

p = s topologie forte de Z ; alors :

(1) s-1im C et p-1im C, sont fermées et

s-Tme = N (v

m2n

(21) Si C,=C ¥n, (s,s) - Tim ¢, =T

n) *

¥ n}
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(3i) Si (Cn) est croissante : (s,5) - lim Cn = ch

(41) Si (Cn) décroit avec C_ fermé ; (s,s) - 1im Cn =‘}Cn.

(1) Si 1=s et p=w topologie faible avec Cn convexe ¥n, alors :
(i) s - 1im C_ est convexe
(21) Si (Cn) est croissante (s,w) - 1im Cn = ch

(31) Si (C,) décroit avec C ferme ; (s,w) - lim C_ = fc. .

(111) Si dim Z <+~ avec s=w=T=p= topologie usuelle et si C=(t,p) -1im C_
existe et est compacte avec Cn connexe, il existe o>0 et n tels
que :

nzn => Cn < C + aB.

4.2 - Convergences de suites de multifonctions

Soient une suite de multifonctions Fn c X3 YetF: X3V,

Définitions 4.2.1 :

On dira que (Fn) converge en valeurs vers F sur V au sens de :

(1) la convergence fermée et on note F = | - 1am F, si

¥xeV, F(X) = (s,s) - 1im Fn(x) (s topologie forte de Y)

(21) la convergence simple et on note F = HS - 13m Fn si
¥xeV,H [Fn(x), F(x)1+0 (H distance de Hausdorff)
| (masd
(31) la convergence uniforme et on note F = Hu - lem Fa si

supri[Fn(x), F(x)1~+0
xeV

n <> 4o
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Nous définirons plus loin la convergence fermée en graphe, que nous nomme-
rons épi-convergence et a& laquelle nous consacrerons une &tude séparée.

-—-o——-

Remarque 4.2.1 :

I1 est clair que si F est propre, les convergences au sens des (i), (2i) et
(3i) avec V < Dom F, assurent que pour n assez grand Fn est propre.

——-o——-

Théoréme 4.2.1 : [convergence fermée]

(i) Si dF est 1imité simple de (dF ) sur VxY et si F est & valeur fermée
n

alors : F=F- 13m Fr

(21) et si dim Y < + =, 1a réciproque a lieu.
---o—--

Preuve :

(i) = Soient x ¢ V <« Dom F et z ¢ F(x) ; de étant limite de (dF ) ona:
n
Tim de (x,2) = dF(x,z) =0
n ,
et comme ¥n, 3 z_ tel que ||z-z || < d. (x,2) + l-, il est clair que
n n Fn n

z, 3zetdonczes - Jim F (x) 5 par suite :
F(x) ¢ s - 1im F (x)
* Soit par ailleurs z ¢ s - Tim F,(x) ; par définition i1 existe

k € K(N) tel que z ¢ s - Tim Fk(n)(x) ; c'est-d-dire z = s-1im z,
avec z € Fk(n)(x)’ ¥n ; par conséquent :

d (x,z) < flz -z ||
Fk(n) n
Le passage & la limite donne alors :

1im d ,2) = 1im d (x,2) = d(x,2) = 0
im Fn(x z) im Fk(n) ) px z)
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et comme F(x) est fermé, z ¢ F(x) ; d'ol :

s - Tim F_(x) < F(x)

(21) = Soit (x,y) e VxY ; F(x) étant fermé et dim Y < 4w, i1 existe
z ¢ F(x) avec de(x,y) = |ly-z|| ; et comme i1 existe également

z, 3 z avec z, ¢ Fn(x), on a an(x,z) < Hy-zn|let donc :

(1) Tim sup do (x,y) < [ly-z]l = dp(x,y).
n

* Par ailleurs il existe (tn) telle que t Fn(x) et
ly - tolls dp (xoy) + 5
n't " Fn ? n

ce qui rapproché de (1) donne :

[‘ 0 < Tim inf |ly-t ||< Tim inf do (x,y) < d-(x,y) ; et
n F F
n
(2)
'_ Tim sup [ly-t Il < dp(x,y)
*  Soit k; e K(N) tel que 1im inf ly-t, I = 1im Hy-tkl(n)ll.
I1 est clair que grdce a (2), (tk (n)) est bornée ; Y étant de
1

dimension finie, i1 existe une valeur d'adhérence t et donc
ko € K(N) tels que :

S ) -
k(n) > t ot k= k2 0 kl‘

Alors t e s - lim Fen) 8 - Tim F_(x) < F(x) et donc :
(3) dF(x3.Y) s ”)"t\\ = Tim inf ".Y'tn“'

* En rapprochant (1), (2) et (3) le résultat annoncé suit
aisément.
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Théoréme 4.2.2 : [convergence simplel

On suppose F & valeurs fermées, alors :
F = HS - 13m F, siet seulement si pour tout x ¢ V, dF(x,-) est limite

uniforme de (dF (X,¢))sur Y.
n

Preuve :
découle immédiatement de la proposition 2.5 qui dans notre contexte donne :

¥ x eV, HIF (x),F(x)] = sup |dF (x,y) = de(xy)]
yeY n

mmamm-

Théoréme 4.2.3 : [convergence uniforme]

On suppose F & valeurs fermées, alors F = Hu - lim Fn si et seulement si d
est limite uniforme de (dF ) sur V. x Y,

F

n
---0---
Preuve :
La proposition 2.5 donne alors :
sup H [F (x),F(x)] = sup d (x,y) - de(x,y)]
xeV (x,y)eVxY n
d'ol le résultat.
---0---
Remarque 4.2.2 :
I1 est clair que :
F= Hu - 13m Fn => F = HS - 1em Fn => F=F - 13m Fr

les résultats suivants établissent certaines réciproques :
---o_——

Proposition 4.2.1 :

On suppose dim Y < +e, Fn a valeurs connexes et F & valeurs compactes

alors : F=F-TlimF, == F=H - 13m Fpe
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Preuve :
La proposition 4.1.1 assure 1'existence de @ > 0 ». n tels que :
(1) ¥nz2n, Fo(X) < F(x) + aBy

et sous nos hypothéses C = F(x) + aBy est compact.

Par ailleurs, par Tle théoréme 4.1.1, dF est Timite simple de (dF ) sur
n
VXY 3 or pour tout x e V, {dF(x,-) 3 de (X,°) ne N} est une famille de
n
fonctions globalement 1ipschitz de méme constante 1 ; c'est donc une

famille uniformément équicontinue sur Y.

Le second théoréme d'Ascoli assure alors qu'en fait dF(x,-) est Ta Timite

uniforme de (dF (x,*)) sur tout compact ; donc sur C exprimons cela ;
-n
¥ 0, 3 ne tel que :

l_' an(x,z) < de(x,2z) + e

¥nzn ¥zelC

€

dF(x,z) < an(x,z) + €

Ce qui rapproché de (1) ci-dessus donne aisément :

Fn(X) c F(x) + EBY et F(x) < Fn(x) * EBY

c'est-a-dire H [Fn(x), F(x)] < e.
--—0-—-

Le résultat qui suit &tend aux multifonctions le lemme de Dini.

Proposition 4.2.2 :

On suppose satisfaites les conditions suivantes :

-

(i) ¥n, Fn est continue & valeurs compactes
(2i) F est continue

(31) (Fn) est croissante et F est @ valeurs compactes ou bien (Fn)
décroit ; alors :

F=F- lim Fn => F=H - 1im Fn ¥ V compact de Dom F.
Dom F v
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Preuve :

Soit V un compact de Dom F ; i1 est aisé de voir que dans les deux cas
(croissance ou décroissance), la continuité des Fn et de F assure qu'il
existe un compact C > F(V) avec C o Fn(V) ¥n assez granc.

I1 est par ailleurs clair que (dF ) est monotone avec dF comme limite
n .
simple sur Dom FxY ; ce qui joint au fait que dF et dF sont continues
n
(théo. 3.2.2 et 3.2.3) assure que la convergence est en fait uniforme

sur e compact VxC ; ce qui donne :

an(x,y) < dF(x,y) + €

¥ 0, 4 ne / ¥n2 n. ¥(x,y) e VxC

1A

dF(x,.Y)

d. (Xx,y) + ¢
Fa

A
Y]

et méne ajsément & sup H [Fn(x),F(x)]
xeV

4.3 - Propriétés de la limite

Proposition 4.3.1 : [convexité]

Si F=F - lim Fn et si Fn est convexe, F 1'est aussi.
Dom F

-_-o---
Preuve :

Soient X1sXy € Dom F et z;,z, tels que z; € F(xi) i=1,2 ; alors
. . 2 i .
il existe zi 3 zq et z, 3 z, avec’ z; € Fn(xi) i=1,2 ;

la convexité des Fn assure alors que pour tout A ¢ [0,1], et pour tout n,

1 2
Az + (1-1) z € Fn(Ax1 + (1-1) x5))

Et comme Azi + (1-2) zﬁ 3

Azy + (1-2) z,, i1 est clair que :

Azy + (1-3) zZ, € F(Ax1 + (1-2) x5).
S ecgeme
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Proposition 4.3.2 : [continuité]

On suppose Fn continuz avec F = HU - 13m Fn et VcDomF ; alors si Y est de
dimension finie et si Fn est compacte pour n assez grand ol simplement si F
est compacte, F est continue sur int V.

--—0---.
Preuve :

* Les théorémes3.2.2 et 3.2.3 assurent la continuité de dF,, sur int VxY ;

mais par 1le théoréme 4.2.3, d- est continue sur int VxY comme limite

F
uniforme de (dF ) s par suite F est s.c.i (théo. 3.2.2) et fermée

n
(propo. 3.2.1) sur int V.

Nous aurons alors la continuité de F, si nous prouvons sa compacité ;
d'ol une partie du résultat.

* Supposons donc Y de dimension finje et Fn compacte pour n assez grand.
La convergence uniforme sur V assure qu'il existe n tel que :

(1) ¥n2h  F(x)cF (x)+B,  ¥xelV.

Soit alors (xm,zm)
I1 existe alors m tel que :

suite de G(F) avex x 3acintV.

¥m2m, Xp €V etdonc z e F(x)cF (x)+By.

* Soit n > max {n,m} ; n fixé, alors :
(2) ¥mzn z, e Fx(x,) + By

et donc pour tout m, i1 existe Up € By tel que :

(XpsZp = U) € G(FE) ¥ mzh

* En choisissant n assez grand pour que Fﬁ soit compacte, la suite
(zm-um) admettra une valeur d'adhérence ; et comme (um) est bornée dans
Y de dimension finie, (zm) admettra une valeur d'adhérence ; ceci termine
la preuve.
———Q---
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Remarque 4.3.1 :

Sans la compacité de F ou sans la finitude de la dimension de Y et 1a compa-
cité des Fn’ la Hu-convergence ne préserve a la limite que la fermeture et
la semi-continuité inférieure.

Proposition 4.3.3 :

On suppose que F = F - 13m F,, avec V.= Dom F ; alors :

(1) Si (Fn) est croissante avec Fn s.c.i, F est s.c.i
(21) Si (Fn) décroit avec F s.c.s., F est fermée.
——eQ---
Preuve

La preuve directe est simple ; mais elle est tout aussi simple par les
fonctions associées ; en effet, il suffit de remarquer que dF = inf dF ou

dF = sup dF selon que (Fn) croit ou décroit et que dF est s.c.s dans"le
n n
cas croissant et s.c.i dans le cas décroissant et d'user du théoréme 3.2.2

et de la proposition 3.2.1.
---0_——

Les deux résultats suivants précisent les propriétés des multifonctions dites
paramétrées utiles en théorie du contrdle ;

Proposition 4.3.4 : [paramétrisation I]

Soient U un sous-ensemble d'un espace topologique Z, une multifonction
®:XxU3Y et F:X3Y définie par :

F(x) = &(x,U) = U &(x,u)

uel
Alors :
(1) Si ¢ est s.c.i, F 1'est aussi
(21) Si & est compacte, continue et si U est séquentiellement compact,

F est compacte, continue.

---o---
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Preuve :
(i) Soit ¢ la fonction associée & ¢ ; ¢ est s.c.s (théo. 3.2.2) et
dF(x,y) = inf ¢(x,u,y) ; par suite dF est s.c.s et donc F est s.c.i

uel
(théo. 3.2.2).

(2i) Si ¢ est continue, ¢ 1'est aussi (théo. 3.2.2 et 3.2.3) ; alors dF est
s.c.i ; en effet si (xn,yn) + (x,y) € Dom dF, pour tout n, il existe
1 .
u, € U tel que : ¢(Xn’un,yn) < dF(xn’yn)+ﬁ ; par suite :

(1) 1im inf ¢(xn,un,yn) < 1im inf dF(xn,yn)

* Soit k € K(N) tel que 1im inf ¢(xn,un,yn) = 1im ¢(Xk(n)’uk(n)’yk(n))
U étant séquentiellement compact, on peut toujours supposer que
uk(n) -+ u dans U ; 1a continuité de ¢ donne alors avec (1) :

de(x,y) < ¢(x,u,y) = Tim inf ¢(x up,y,) < Tim inf de (X 5Y,) -
Par conséquent F est fermée (propo. 3.2.1) .
La preuve sera achevée si nous prouvons la compacité.

* Soit donc (xn,zn) suite de G(F) telle que Xq 3 x ; alors pour tout
n, il existe u, € U tel que z, € @(xn,un).

* U étant séquentiellement compact, i1 existe k e K(N) tel que :
“k(n) -+ u dans U ; par suite :

(Xk(n)’uk(n)’zk(n)) e G(9) et

(xk(n)’uk(n)) + (x,u).

* La compacité de ¢ assure 1'existence d'une valeur d'adhérence de
(zk(n)) donc de (zn).

—m=m—-

Corollaire 4.3.1 : [paramétrisation II]

Soient (Un) une suite de sous-ensembles d'un espace topologique Z et (Qn) une
suite de multifonctions o X x Un Zy, qu'on suppose a valeurs fermées et
soit enfin F : X > Y & valeurs fermées et telle que pour tout x e Dom F on a:
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(1) F(x) ¢ ... ¢ °n+1(x’Un+l) c @n(x,Un) SR ¥n

(2) ¥e>0,3n(e,x)/ ¥nz2n(e,x), ¢n(x,Un) c F(x) + sBy.

Alors si pour n assez grand Un est séquentiellement compact et ¢ compacte
continue, F est s.c.s.

Remarque 4.3.2 :

En choisissant pour (@n) une suite de fonctions, on retrouve sous des hypo-
théses encore plus faibles les théorémes 1 et 2 de [3] pp. 47-48.

-_-o---
Preuve :

Notons Fn(x) = @n(x,Un) ; 11 est alors clair que (Fn) décroit par inclu-
sions des valeurs et que les hypothéses du corollaire assurent que

F = HS - 1&m Fn avec V = Dom F.

Par ailleurs pour tout n, Fn satisfait aux hypothéses de la proposition
4.3.4, par suite Fn est compacte continue pour n assez grand.

Comme les conditions de la proposition 4.3.3 sont réunies, F est fermée.

Comme enfin G(F) c G(Fn) et que pour n assez grand F, est compacte, la
compacité de F suit ; d'ol le résultat.

L ¢ LT

4.4 - Epi-convergence de multifonctions

Rappelons qu'étant donnée une famille {¢;¢n;néN} de fonctions numériques
s.c.i sur un espace topologique (Z,t), on dit que (¢n) épi-converge vers ¢
et on note ¢ = &pi-lim $, si, pour tout z ¢ Z, on a :

'— (i) z, 3z => lim inf ¢ (z,) = ¢(2) et

l (21) 3(z,)) / 7, 32 et 1im sup ¢n(zn) < ¢(2).
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Pour une étude exhaustive de ce type de convergence, nous renvoyons le lec-
teur a [4,5,10,14,21,24] ; notons simplement la caractérisation suivante :

Proposition 4.4.1 :

¢ = épi-lim o, <==> épi ¢ = (t,T) - 1im épi ¢,
ou épi désigne 1'épigraphe.
-——0--_

Nous nous proposons,dans ce qui suit, d'étendre dans le cadre des
espaces de Banach, 1'&pi-convergence aux multifonctions et de la caractériser.

—m=()m——

Définitions 4.4.1 :

Soit (Fn) une suite de multifonctions fermées Fn : X 3 Y ; nous définissons
la limite inférieure Li Fn [resp. supérieure LS Fn] de (Fn) par :

(1) (Ly F)(x) = o P Tim F_(x,)
(21) (L F)(x) = " g g 57 1 P (%)
keK(N)

ol les réunions considérées sont €tendues a toutes suites de limite forte x
et 3 tous les éléments de K(N).

Remarques 4.4.1 :

1. 11 est clair que (Li Fn)(x) = (LS F)(x) s mais Ly F et L. F ne sont en
général pas a valeurs fermées.

2. $i Fn(x) = ¢n(x) + R+ avec ¢n : X >R, s.c.i, nous retrouvons 1'épi-
limite inférieure et 1'épi-limite supérieure de la suite (¢n) ; notions
dies & Rockafellar et Wets [21].
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Plus généralement si Y est ordonné par un cbne fermé P et si

Fn(x) = ¢n(x) +Pou ¢, : X~>R ; nous obtenons les notions nouvelles
d'épi-limites de suites de fonctions verctorielles.

En rappelant que 1'épi-convergence assure la convergence des minimas,
q

nous voyons tout 1'intérét d'une étude de 1'épi-convergence des fonc-

tions vectorielles.

Proposition 4.4.2 :

(1)
(21)

n
(%]
!
el
o~
3
D
—~—
-n
g

6L  F,) =

t
wn

- Tim G(F,).

—--0---

Preuve :

(i) »

(21) »

Soit (x,2) e G(Li Fn), alors z e (Li Fn)(x) et donc i1 existe

Xn 3 x telle que Z ¢ s - lim Fn(xn) ; par suite i1 existe z 3z
L. . S

avec z € Fn(xn).vEn conclusion il existe (xn,zn) > (x,z) avec

(xn,zn) € G(Fn) ; d'od :

(x,2) e s - ljm_G(Fn) (1)

Réciproquement si (1) a lieu, i1 existe (xn,zn) 3 (x,2) avec
z € Fn(xn) ; ce qui signifie qu'il existe Xn 3 x avec
zes - lim Fn(xn) ; i.e z ¢ (Li Fn)(x) et donc (x,z) € G(Li Fn)‘

Soit (x,2) ¢ G(LS Fn) ; alors z ¢ (LS Fo)(x) et donc i1 existe
X, 3 x et keKN tels que z e s - Tim Fy oy (%)

Par suite i1 existe z, ? z avec z « Fk(n)(xn) ; ce qui signifie
qu'il existe (xn,zn) 3 (x,2) et k ¢ K(N) tels que :

(xn,zn) € G(Fk(n)) ; c'est-a-dire (x,z) ¢ s - Tim G(Fn).
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* Inversement si (x,z) ¢ s - Tim G(F,), i1 existe k ¢ Ki ") et
(xn,zn) 3 (x,z) -avec (x92,) € G(Fk(n)) 3 11 exist. donc
Xn 3 x . 2, Szetke K(N) avec z € Fk(n)(xn) 5 il est alors
clair que z ¢ s - 1im Fk(n)(xn) c (LS Fn)(x).

Ceci achéve la preuve.
---0-——

Corollaire 4.4.1 :

Soient (Fn) une suite de multifonctions et F : X > Y ; alors :

(1) F(x)  (L; F)(x) ¥ <=> G(F) c s - lim G(F,)
(2i) F(x) > (Lg F)(x)  ¥x <= G&(F) s - Tim G(F,)
omee
Preuve :

I1 suffit de remarquer que (i) équivaut & G(F) c G(Li Fn) et que (2i) équi-
vaut a G(F) » G(Ls Fn) et d'user de la proposition 4.4.1.

E d L

Définition 4.4.2 :

On dira que (Fn) épi-converge vers F et on note F = &pi-Tim Fn si
(Lg F)(x) e F(x) = (L; F)(x) ¥x.

---o---

Cela se caractérise comme suit :

Proposition 4.4.3 :

On suppose Fn fermée pour n assez grand ; alors :
F =épi-limF<==> G(F) = (s,s) - Tim G(Fn)

auquel cas F est fermée.



43

Preuve :

On fait appel a la proposition 4.4.2 et au corollaire 4.4.1.
---0---

Remarque 4.4.2 :

Si Fn(x) = ¢n(x) + P et F(x) = ¢(x) + P ot P est un cbne fermé de Y, on
obtient 1a notion d'épi-convergence de fonctions vectorielles et une carac-
térisation qui peut étre le point de départ d'une étude plus approfondie de
la question.

=)

Le résultat suivant éclaire le rapport de 1'é@pi-convergence de (Fn) a celle
de Ta suite des fonctions associées (dF ).

n
Proposition 4.4.4 :

On suppose Fn fermée ; alors :

(1) dF = épi-limi an => F = épi-lim F .

(21) Si dim Y < 4, la réciproque a lieu.

_--o---

Preuve :
(i) Grace aux propositions 4.4.1 et 4.4.3, i1 suffit d'établir que :

épi dF = (s,s) - 1im épi an ==> G(F) = (s,s) - lim G(Fn)
* Notons d'abord que comme limite épi dF est fermé , donc que dF

est s.c.i ; ce qui par la proposition 3.2.1 assure que F est

fermée.

Soit (x,z) ¢ G(F), alors (x,z,0) ¢ é&pi dF cs - 1im épi dg‘ 3

par suite, i1 existe (xn,zn,kn) 3 (x,2,0) telle que : n

an(xn,zn) <A, ¥n.
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Pour tout n, soit z_ e Fn(xn) tel que :

' 1 1
Hzn-znlls an(xn,zn) PE At

S .- S
Sachant que z, >z et que An -+ 0, on a aisément za 3> 2Z;0n

dispose alors de (xn,zé) 3 (x,z) avec (Xn,ZA) € G(Fn) ; par
conséquent (x,z) ¢ s - 1im G(Fn).

Considérons & présent (x,z) e s - Tim G(Fn) ; alors il existe
s
(Xn’zn) 3 (x,2) et k € K(N) tels que (xn,zn) € G(Fk(n)) ¥n.

Par suite (x _,z_,0) ¢ épi d et (x
n’“n Fk(n) n

épi - lim dF , assure que (x,z,0) ¢ épi dF;
n

,zn,O) 3 (x,z,0) ; ce qui

joint au fait que dF

c'est-a-dire dF(x,z) 0, et donc (x,z) € G(F) puisque F est fermée.

Supposons a présent dim Y < 4+~ et G(F) = (s,s) - lim G(Fn).
G(F) est donc fermé ; par suite F(x) est fermé pour tout x ;

Soit alors (x,y,\) e épi dF et soit z € F(x) tel que :

de(x,y) = ly-z]| = A (un tel z existe).

(x,2) € G(F) =« s - 1im G(Fn) ; 11 existe alors (xn,zn) 3 (x,2)
avec z_ ¢ Fn(xn) pour tout n.

n

Soit y, = y-z+z_ ; alors |ly -z |l = lly-z[l.et ly -yl = [z -z]| > o
par suite :

an(Xn’yn) £ an(xn’Zn) + "yn-an = ”yn-zn” = ”-y-zll < A

d'ol (xn,yn,k) e épi an ; et donc épi dp < s-1im épi an.

Soit enfin (x,y,\) ¢ s - Tim épi de 5 i1 existe donc ky € K(N)
n
et (xn,yn,xn) 3 (x,ysA) avec dFk (n)(xn,yn) < A, pour tout n.
1
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*  ¥n, soit z e F (n)(%n) tel que d (Xps¥pn) = lyp-z, 1l < A
1 kl(n)
un tel z, existe puisque dim Y < += et que‘Fk est a valeurs
fermées. 1

* Comme (yn) et (An) convergent, (zn) est bornée ; i1 existe donc
S . s s .
k2 e K(N) et z ¢ Y tel que Zkz(n) > z ; ainsi en notant :

X = X sy, = y Z_ = t A= , :
n = Xky(n)? Yn T Ykp(n)® n T Zky(n) & AnT My(ny ON 2
ly-z|| = 1im ly,-z,ll < 1im A, = A

* Par ailleurs pour tout n, En € Fk(n)c;n) ol k = klokz;et donc on
dispose de (in,in) 3 (x,z) avec (Rn,in) € G(Fk(n)) pour tout n ;

ceci rapproché du fait que G(F) = s - Tim G(F ) = U s-lim G(Fk(n))
keK(N)

donne (x,z) ¢ G(F) ; c'est-a-dire dF(x,z) = 0 ; par suite :
dexsy) < (o) + lly-zll = lly-zll <
c'est-a-dire (x,y,\) e épi de. Ceci achéve Tla preuve.
———Q---

5 - CONVERGENCE DE SOUS DIFFERENTIELS DE MULTIFONCTIONS CONVEXES

Rappelons que suivant Aubin [1] et Penot [15], on peut définir les sous
différentiels inférieur et supérieur au sens de Dini d'une multifonction
F:X3Yencs= (a,b) € G(F) comme suit :

DF(c)(v) = Tim inf  t ! [F(a+tu)-b3

(1) - (t,u)>(o+,v)
BF(c)(v) = Tim-sup  t ! [F(a+tu)-b]

(t,u)>(ot,v)

ol les limites en questions sont entendues au sens des limites d'ensembles
suivant le filtre produit des voisinages de v et des voisinages (& droite)
de o0; et que ces multifonctions se caractérisent par :
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w e BF(c)(v) <==> Tim inf  dlw,t [F(a+tu)-bl]

* =0
(t,u)>(o+,v)
(2) + weDF(c)(v) <=>  Tim dlw,t *[F(a+tu)-b1] = o
(tyu)>(o+,v)
ol d est 1a distance associée a 1a norme de Y.

Mais en considérant la fonction associée dF et en tenant compte du fait que
(a,b) € G(F) <==> dF(a,b) = 0, on a aisément :
w e DF(c)(v) <==> 1lim inf 71

[d-(a+tu,b+tw)-d-(a,b)l=0
(to) (o+,v) ' "

(3) -
e DF(c)(v) <=  Tlim t710d, (a*tu,b+tw)-d:(a,b) J=o

(t,u) (ot,v)

ce qui caractérise DF et DF par des dérivées directionnelles de de. Nous
pouvons ainsi, combinant les limites sup et inf par rapport aux deux argu-
ments de dF’ définir autant de types de sous différentiels, qui correspondront

3 autant de types de cdne tangent & G(F) en (a,b).

En outre, grdce & la proposition 3.1.1, nous disposons d'une bonne
ouverture pour une construction pour chaque type de sous différentiel d'un
calcul sous différentiel sur les multifonctions ; ceci n'étant pas notre
objet ici, nous renvoyons le lecteur pour une premiére approche a Aubin [1]
et Penot [15].

—-_o--_
Mais dans le cas convexe, nous avons la caractérisation suivante :

Proposition 5.1 :

Soit F : X 3 Y convexe, fermée ; alors pour tout a € int Dom F et pour tout
b e F(a), on a : DF(a,b) = DF(a,b) noté DF(a,b) et
w e DF(a,b)(v) <=> &F(a,b 3 V,w) = 0 ol

de(asb 5 v,w) = dnf t710dc(avty, brtw)].
t>o0

———() -
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Preuve :

Grdce aux propositions 3.3.1 et 3.3.2, on sait que dF est convexe, continue
sur int Dom FxY ; par conséquent (résultat classique), nous avons :

1im  inf t'ltdF(a+tu,b+tw)-dF(a,b)] = Tim t'l[dF(a+tu,b+tw)-dF(a,b)]
(tsu)>(o+,v) (tsu)>(o+,v)

= inf t'l[d (at+tu,b+tw)], puisque d-(a,b) = o.
t>0 F F

m—m(Qm—-—

Remarque 5.1 :

En notant DF(a,b) et son graphe de 1a méme maniére, nous avons :
DF(a,b) = {(v,w) / HF(a,b ; V,0) < o}

car dF est & valeurs dans ﬁ+.

Définition 5.1 :

Soit F : X 3 Y, convexe, fermée ; nous appellerons e-sous différentiel de F
en ¢ = (a,b) € G(F), 1a multifonction DEF(c), dont le graphe encore noté
DeF(c) est donné par :

D.F(c) = {(vsw) / dc(asb 3 v,0) < e [[(ww)ll?
ol || (-.)|| désigne une norme de XxY.
--—o---

Remarques 5.2 :

1. ¥ e>0, DF(c) c DF(c) # @

2. {DeF(C) ; €>0} décroit (par inclusion) avec € et 1'on a :

DF(c) = ego DEF(c).

Ces relations sont, comme on le voit, clairement des extensions directes de
celles bien connues pour les fonctions convexes.
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Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.1 : [cf. [16] p.1.1.14]

Si E est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et de
Baire et si (Cn) est une suite croissante de convexes, fermés de E avec

=~

int( g C,) # @ s alors & partir d'un certain rang les C sont d'intérieur
non vide et

int ({JC) = g int C.
---0---

Le théoréme suivant prépare le résultat principal.

Théoréme 5.1 :

On suppose X et Y de dimension finie et F = &pi-1im Fn, avec Fn’ convexe,
fermée pour tout n ; alors :

(i) si int Dom F # P, pour n assez grand int Dom Fn 0
(21) ¥ (x,y) € int Dom FxY, ¥ (x_,y,) > (x,y) et ¥ e>o0, In tel que :
¥ n2n, aan(xn,yn) c 3de(x,y) + e(ByxBy)
ol 5 désigne 1'opérateur sous différentiel des fonctions convexes.
-—-o—_-

Preuve :

(i) = Par la proposition 4.4.4, nous savons que dF = épi-lim dF ; et
comme pour tout n, dF est convexe (propo. 3.3.1), dF 1'égt aussi.
n
* I1 est par ailleurs clair que dF est propre ; ce qui rapproché du
fait que G(F) = (s,s) - lim G(Fn) (propo. 4.4.3) assure que pour
n assez grand dF est propre.
n

* Fn étant fermée, nous savons (propo. 3.2.2) que pour tout y ¢ Y,

dF (e»y) est s.c.i ; or i1 est aisé de voir qu'en fait dF est

n. . . n
s.c.i ;par suite dc est s.c.i.
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Ceci joint au fait que int Dom dF = .t Dom FxY # @, permet d'user
de la proposition 1.6 chap.III d: [16], qui assure que :

(1) ¥(x,y) ¢ int Dom FxY, de (x.y) » de(X,¥) -
n

Or i1 est clair que 1e point (i) de 1a proposition a lieu si et
seulement si pour n assez grand int Dom dF £ 0.
n

XxY étant de dimension finie, nous savons que pour toute fonction
g, convexe, propre sur XxY, nous avons :

(2) int épi g = {(x,y,A) / (x,y) € int Dom g et g(x,y) < A}

Considérons g_ = sup dF ; alors pour p assez grand, g_ est convexe,
nzp 'n P
s.c.i ; et comme la suite (gp) décroit, la suite (épi gp) est

croissante par inclusion.

Par ailleurs sachant que int Dom dF # 0, (2) assure que :
int épi dF # 0 ; soit donc (x,y,\) ¢ int épi de 3 alors :

(Xsy) € int Dom d et dF(x,y) <A

et soit >0 tel que dF(x,y) + € <A; grace d@ (1) on sait qu'il
existe no = n(x,y,e) tel que :

T ¥n 2 Ngs dp (X,y) < de(x,y) + € <A et donc
(3) n
| gp(x,y) <A ¥p 2 n,

I1 est alors clair que :

int épi dF c g épi gp et donc
(4) .
int épi dF cint [ P épi gp]
Nous disposons alors d'une suite (épi gp) croissante de convexes,
fermés, dont 1a réunion est d'intérieur non vide ; on sait par
conséquent (lemme 5.1) que pour tout p assez grand int é€pi gp $9
et que :
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(5) int [ U épi g,J = H int épi g

* Et comme épi gp = J;p

assez grand, int épi dF # 0 ; ce qui gréce a (2) permet de con-
n

épi dF , 11 apparait clairement que pour n
n

clure que int Dom dF = int Dom FnXY #0 .
n
(2i) La proposition 4.10, chap.l de [16] assure en outre la convergence
uniforme de (dF ) vers dF sur tout compact de int Dom d.
n
Le résultat (2i) annoncé découle alors d'un résultat classique de
convergence de sous différentiels de fonctions convexes [[18] th.24.5
p.2331.

Remarque 5.3 :

En rapprochant (2), (4) et (5) ci-dessus, il ressort clairement que :

VxeintDomF, 3n=n(x) telque ¥n=zn,xe int Dom Frr
---o—--

Le résultat suivant donne une convergence des sous différentiels (cones
tangents aux graphes).

Théoréme 5.2

On suppose satisfaites les conditions du théoréme 5.1 ; alors :

¥ xeint DomF, ¥y € F(x), ¥ (xn,yn) + (X,¥), (xn,yn) € G(Fn) ¥n

et ¥e>0, 3n=n(x,y,e) tel que:
¥n=2n, DF(x,y) c DF (X 5¥y) -
——-o--—

Preuve :

Le théoréme 5.1 assure qu'il existe n = n(x,y,e) tel que :

¥n2n, aan(xn,yn) c 3de(x,y) + e(By x By).
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En passant ensuite @ la fonction d'appui supérieure et en sachant que celle-
¢i prise sur le sous différentiel, donne précisément la dérivée direction-
nelle, on obtient aisément :

aFn(xn,yn;v,w) < HF(x,y;v,w) + e || (vow)|| ¥ (vow) Xxy

ce qui donne immédiatement :
DF(x,y) < D.F (x,5y,)

ol 1'on a convenu de noter de 1a méme maniére la multifonction DF(x,y)
[resp. Dan(xn,yn)] et son graphe.

———0--—

Remarques 5.4 :

1. On notera encore 1'analyse directe avec le cas des fonctions convexes.

2. Si (Fn) converge vers F au sens de la convergence fermée (F = F - 1lim Fn),
simple (F = HS - 1lim Fn) ou uniforme (F = H, - Tim Fn) sur V = Dom F,
les conclusions des théorémes 5.1 et 5.2 persistent et les preuves se
simplifient considérablement puisque dans chacun de ces cas, pour n
assez grand, nous avons Dom F c Dom Fn.

——_0---

6 - APPLICATIONS A L'OPTIMISATION

6.1 - Analyse marginale

Soit le cadre général d'analyse marginale :

- inf ¢(x,y) si x € Dom F
h(x) = y € F(x) ‘
+ o sinon
(m) oi ¢ : XxY >R et F:X3Y

et soit Mh : X % R+ 3 Y, Te minimiseur :

M (x,e) = {y e F(x) / ¢(x,y) < h(x) + €}
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avec la condition de régularité suivante :

I1 existe V e v{0), C > F(V) et Ly > 0 tels que :
(R)
[0(xay7) = 0(xoy0) | = 2y llyg-yplls ¥ xeV, Vyquy, € C

1»--0---

Nous discuterons cette condition aprés avoir prouvé la

Proposition 6.1.1 :

(i) Sous la condition (R), pour tout x e V et tout & > £, on a:

(E) h(x) = inf [o(x,y) + 2dp(x,y)]
yeC

(2i) Et pour tout x e V, tout y réalisant 1'infimum en (E) est dans Mh(x,o).
-_—o———
Preuve :

(i) Dans le cas contraire, sachant que C > F(V), il existerait x ¢ V et
L > lv tels que :

h(x) > inf [o(x,y) + jz'd|:(xa.Y)]
yeC

Par suite pour tout € > 0, assez petit, il existerait Ye € C tel que :
¢(x,y€) + zdF(x,ys) < h(x) - &
alors pour z_ e F(x) tel que
”.VS'ZEHSdF(x’.Ye) t e
nous aurions grdace & (R) :
h{x) < ¢(x,ze) < ¢(x,x2 + znye-zel|s ¢(x,y€) + ZdF(x,ye) + e < h(x)

contradiction qui prouve (i).
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(2i) Soient & > Ly ety e C réalisant 1'infimum en (E) ; si y £ F(x), alors
dF(x,y) >0 ; et pour € > 0 assez petit et z_ e F(x) tels que
“¥'2€||5 dF(x,y) + €, nous aurions grdce a (i) et (R) :

h(x) = ¢(x,y) + 2de(xy) < 0(x,2)) < d(x,y) + lly-z |l < ...
< o(x,y) + Ly dF(x,y) + ety 3 et donc :

(2 - LV) dF(x,y) < ezv.

* e étant arbitraire et dF(x,Y) > 0, nous aurions & < & ;

cette contradiction achéve la preuve.

Remarques 6.1.1. :

1. En rappelant que les différents (types de) cbnes tangents & G(F), se
caractérisent par différents (types de) sous différentiels de dF
(cf. [11 ; [15] et le paragraphe 5 ci-dessus), il apparait clairement
que la proposition ci-dessus donne une bonne ouverture pour une appro-
che trés simplifiée de 1'estimation (ou du calcul) du sous sous diffée-
rentiel (correspondant) de 1a fonction marginale h.

2. La relation (E) sera directement utilisable dans le calcul de 5h, si le
sous ensemble C est compact ; ce sera le cas dés que seront satisfaites
les conditions suivantes :

(Rl) F est localement relativement compacte en o, au sens ou il

existe U € 0(o) tel que C = F(U) est compact.

(R2) Pour le compact C, i1 existe V ¢ ©(o) avec C o F(X) et Ly > 0,
tels que (R) a lieu.

3. Notons que (Rl) est simplement la formulation dans le cadre le plus
général d'une hypothése de régularité courante [cf. par exemple
Rockafellar [20] p.213]1, et qu'elle est automatiquement satisfaite si
dim X < 4=, U est sa boule unité fermée et F est s.c.s & valeurs
compactes.
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1. Enfin (Ry) est satisfaite si (Rl) 1'est et si ¢ est continument diffé-
rentiable ; ce qui est déja un cadre général d'analyse marginale. Nous
montrons dans ce qui suit que si dim Y < 4o, (Rl) et la lipschitzité
locale de ¢ suffisent.

Proposition 6.1.2 : :

Si dim Y < 4+, si F est localement relativement compacte.et si ¢ est locale-
ment lipschitz, alors 1'hypothése (R) de régularité est satisfaite avec C

compact.
---o---

Preuve :

*  Soit U e ©(0) tel que F(U) soit compact et soit C = co (F(U)) ;
alors C est compact, puisque dim Y < += ;

* ¢ étant localement lipschitz, nous avons en particulier :
YVzeC, 3 VZ e 0{(o), W, e 0(z) et £, >0 tels que :

[6(x527) = ¢(x,25)| = 0121-2,5] 3 ¥ x € V,, ¥ 27,2, € W,.

* C étant ainsi recouvert, soit wz ,...,wz , un sous recouvrement fini ;
1 n
n
alors V.= Unl n V, 1, Cet2s, =max &, , assurent (R).
i=1 %4 1<ic %4

En effet, soient x ¢ V, et Y1sYp € C, alors :
n

[yys¥,1 € € < U W, ; et il est clair qu'il existe une suite finie
i=1 “i

{tl,...,tm} de 1'intervalle [y;,y,] telle que :

- m-1
L=y st =Y “yl‘Y2||= _Zl "tj'tj+1‘|9t

Par conséquent, on a aisément :
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m-1
|¢(x,y1) - ¢(x:.Y2)| < ‘izl |¢(X,tj) - ¢(X,tj+1)l S e
m-1
- 2 Yy jzl Htj - tj+1lt= 2y ”yl - yZl
ce qui achéve la preuve.
———0—--

6.2 - Approximations des programmes perturbé&s d'optimisation

Pour une famille de programmes perturbés du type :

inf ¢n(x,y) si x ¢ Dom Fn
h(x) =4 ye Fn(x) neN
+ o sinon
inf ¢(x,y) si x ¢ Dom F
h(x) =1y e F(x)
+ o sinon
ol ¢, ¢, : XxY+R et F,Fn:xiv

deux grands aspects sont & considérer.

ler aspect :

Quels types de convergence de (¢n) et (Fn) vers ¢ et F assurent :

(1) une convergence de (hn) vers h
(2) une convergence de (ahn) vers dh
(3) une convergence de (Mh ) vers Mh ol
n
Mh H Mh sont les minimiseurs correspondants ?

n
cm—Qm=-

2éme aspect : [plus difficilel

Les convergences précédentes &tant identifiées, quelles sont les approxima-
tions (¢n) et (Fn) de ¢ et F qui induisent ces convergences ?
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Dans ce qui suit, nous proposons une &tude du ler aspect ; et pour cela
nous aurons besoin des notions suivantes :

Définition 6.2.1 : [De Giorgil

On dit que (¢n) converge continument vers ¢ et on note o & ¢, si pour tout
(x,y) € Dom ¢ et pour toute suite (xn,yn) 3 (x,y) on a :

Tim ¢ (Xpa¥p) = ¢(X,y)

---0---

Remarques 6.2.1 :

1. Si¢_=4¢ ¥n, alors ¢n E ¢ <==> ¢ continue.

n
C - - -
2. ¢n +¢ ==> ¢ =épi - lim ¢n.
C
3. ¢n +¢ => ¢ est limite simple de (¢n)
4, Si (¢n) converge uniformément vers ¢ sur tout compact de Dom ¢, alors
C
¢, > ¢-

Définition 6.2.2 :

(1) (Fn) sera dite globalement compacte en a e X, si pour tout k ¢ K(N),
toute suite (xn,yn) telle que (xn,yn) € G(Fk(n)) pour tout n, admet
une valeur d'adhérence dés que (Xn) 3 a.

(21) (Fn) sera dite globalement compacte, si elle 1'est en tout point.

BT ¢ L)

Remarque 6.2.2 :

1. Si Fn = F, ¥n, alors (Fn) globalement compacte <==> F compacte.

2. SiF= Hu - lim Fn pour tout V compact de Dom F et si F est & valeurs
v

compactes, alors (Fn) est globalement compacte en tout a e Dom F.



57

3. SidimX < 4o, dimY < +»o et si F = épi - 1im Fn, avec G(F) borné, alors
(Fn) est globalement compacte en tout point de Dom F ; en effet G(F)
étant fermé, est en fait compact ; ce qui rapproché du fait que
G(F) = (s,s) = 1im G(Fn) (propo. 4.4.3), permet de faire appel 3 la
proposition 4.1.1., qui assure 1'existence de a>0 et n tels que
¥n=2n, G(F) < G(F) + a(By x By) 3
la conclusion suit alors aisément.

_—-0—--

Proposition 6.2.1 :

C
Si G(F) = 's - 1im G(F ) et si ¢~ ¢ alors :
épi h c s - 1im épi h .
m—mm(m——

Preuve :

* IT est aisé de vérifier que épi h < s - 1im épi hn si et seulement si :
¥ x ¢ Dom h, 3 (xn) 3x / lim sup hn(xn) < h(x).

Soit donc x ¢ Dom h et soient e>0 et y ¢ F(x) tels que :
¢(x,y) < h(x) + €
* (x,y) € G(F) ¢ s - 1im G(Fn) ; par suite il existe une suite

(xn,yn) 3 (x,y) avec (xn,yn) € G(Fn) pour tout n ; d'od hn(xn)s¢n(xn,yn);

et comme ¢n E ¢, on aboutit a :
Tim sup hn(xn) < Tim ¢n(xn,yn) = ¢(x,y) < h(x) + €.
* e étant arbitraire, le résultat annoncé suit.
---o_--

Proposition 6.2.2 :

Si G(F) o5 - TTE'G(Fn) avec (F ) globalement compacte et si ¢ ¢ ¢, alors

épi h o s - Tim épi hye

m——=(Qem—-——
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ce qui rapproché de (3) et (1) méne a :
h(x) < ¢(x,y) < 1im inf hk(n)(xn) + €.
* e étant arbitraire, le résultat annoncé suit.

2éme cas : lim inf hk(n)(xn) =+ ®

et comme x ¢ Dom h, on a h(x) < +», ét i1 n'y a rien @ prouver quant
au résultat annoncé.

3éme cas : lim inf hk(n)(xn) = = o
montrons que ce cas est exclu :
pour tout n soit Yy € Fk(n)(xn) tel que :

(6) ¢k(n)(xn’yn) < hk(n)(xn) +'%

il est clair qu'un tel Yn existe ; par suite :

Nous disposons de (xn,yn) € G(Fk(n)) pour tout n, avec x 3x; (Fn)
étant globalement compacte, on peut toujours (quitte & considérer
comme pour le ler cas une sous suite k2) supposer que (yn) 3 y.

* OrG(F) >s -Tim G(F,) ; par conséquent (x,y) e G(F) ; d'ol
h(x) < ¢(x,y) < lim inf ¢k(n)(xn’yn) < lim inf hk(n)(xn) = - o
et donc x ¢ Dom h ; cette contradiction termine la preuve.
---o-_—

Corollaire 6.2.1 :

Si F=2¢6pi-lim F, avec (Fn) globalement compacte et si o & ¢ alors
h = é&pi - Tim h,

---o---
Preuve :

On fait appel aux propositions 4.4.3 ; 6.2.1. et 6.2.2.
---o-_—
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Corollaire 6.2.2 :

F fermée compacte h s.c.” st
et —_—

¢ continue ¥, 14 X 3 x avec h(xn) + h(x)
—--0-—-

Preuve :

Soient (Fn) et (¢n) définies par ¢ = ¢ et F = F ¥n; alors :
C

* ¢ continue S ¢, > 9

x F fermée <==> F = épi-Tim Fn

= F compacte <=——> (Fn) globalement compacte ;

par conséquent (corol. 6.2.1), h = épi - T1im hn ; i.e &pi h = (s,s)-1im épi hps
et comme hn=h, le résultat annoncé suit.
--—0-——

Proposition 6.2.3 :

C
Si F = é&pi-1lim Fn avec (Fn) globalement compacte et si ¢, > ¢ avec Fn et
¢n convexes, alors F, ¢ et h sont convexes fermées.

it 0

Preuve :

User du fait que G(F) = (s,s) - lim G(Fn), épi ¢ = (s,s) - 1im épi s
épi h = (s,s) - Tim épi hn et que hn est convexe pour tout n.

---0---

Proposition 6.2.4 : [convergence de sous-différentiels]

On suppose satisfaites les conditions suivantes :

(1) F =¢épi - lim Fn et o E ¢ avec (Fn) globalement compacte
(2) F,, est convexe, propre, s.c.s a valeurs faiblement compactes

(3) ¢, est convexe, propre, s.c.i.
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Alors la suite {G(ahn)} converge vers G(3h) au sens suivant :

(1) V(x,i) tel que X e oh(x), i1 existe (xn,§n) telle que :

* W * *
X 3 xet X, > xetXx e ahn(xn) ¥ n.

(21) réciproquement V(xn,ﬁn) telle que §n € ahn(xn) ¥n, on a :
X 3 x .
—_ X € 3h(x)
X 9%
n

ol w désigne la convergence faible.
-——o-_-

Preuve :

Sous nos hypothéses h = épi - lim hn (corol. 6.2.1) et F, ¢ et h sont
convexes fermées (propo. 6.2.3).

Le cas Dom F = @ &tant sans intérét, sous supposons F propre ; nous affirmons
alors que ¢ et h sont propres ; en effet :

o

* Sachant que o
tel que ¢(x,y)

¢, on a ¢ = épi - Tim ¢, 3 par suite s'il existe (x,y)
s
-, alors il existe (xn,yn) + (x,y) telle que :

Tim sup ¢ (x .y.) < ¢(x.y)

ce qui contredit 1'hypothése que ¢n est propre.

* Par ailleurs ¢ ne peut valoir identiquement +», car satisfaisant & :
6(x,y) = Viminf ¢ (x,y.) ¥ (x.y,) 3 (%)

nous aurions pour tout (x,y) et les suites constantes x, =xety =y,

¢n(x,y) = 4w ¥n.

ce qui encore contredirait le fait que o est propre.
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* Tout comme pour ¢, le cas de h se traite en montrant que h est propre ;
or ¢, étant convexe s.c.ieg S.c.i pour la topologie forte de X et 1la
topologie faible de Y ; ce qui joint au fait que Fn est 3 valeurs faible-
ment compactes, montre clairement que hn est propre.

* Notons avant de conclure que hn est s.c.i ¥n ; en effet, sachant que
Tes ouverts faibles de Y sont aussi des ouverts forts, on voit aisément
que Fn est s.c.s pour la topologie faible de Y. On sait alors (résultat
classique d'analyse marginale) que hn est faiblement s.c.i, donc forte-
ment s.c.i, puisque hn est convexe.

* Ainsi h est convexe, propre, s.c.i et est 1'épi-limite de la suite (hn)
de fonctions convexes, propres et s.c.i.

Le théoréme de Matzeu [ [12] 1 est donc applicable et donne précisément
les résultats (i) et (2i) annoncés.

---0_—_

Proposition 6.2.5

Sous les conditions de la proposition 6.2.4, si dim X < 4= et si
int Dom F # @ ; alors :

(i) intDomh#Petdn/ ¥nz=n int Dom h_# P
(21) (hn) converge uniformément vers h sur tout compact de int Dom h

(31) ¥ x e int Dom h, ¥ x_ 3 x,3n tel que :

¥n>n, 3h (x;) < 3h(x) + eByx.
—--0-——

Preuve :

* IT est clair que Dom h < Dom F inversement si x € Dom F, alors

h(x) > -~ 3 sinon sachant que h = épi-1im hn(coro1.6.2.1) il existerait
Xq 3 x telle que 1im sup hn(xn) < h(x) 5 ce qui contredirait le fait que

h, est propre (cf. preuve propo. 6.2.4).
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Par conséquent Dom h = Dom F et donc int Dom h # @. X étant de dimension
finie, nous savons (propo. 1.6 chap. I1I de [16]) que :

(1) ¥ x ¢ int Dom h, hn(x) + h(x).

Nous affirmons alors que int Dom hn # § pour n assez grand.
En effet, i1 est clair que :

(2) int &pi h = {(x,A) / x € int Dom h et h(x) < A} # 0.

Soit g_ = sup hn ; alors (gp) est une suite décroissante de fonctions
nzp

convexes s.c.i et (épi gp) croit par inclusion.

Soit (x,X) ¢ int épi h, alors x ¢ int Dom h et h(x) < X ; et soit
€ > o tel que h(x) + € < A.

Grace & (1), 3 n = n(x,e) tel que :

¥nzn, h (x) < h(x) + e <A et donc

31

(3) gp(x) <A ¥pz=
Par conséquent int épi h ¢ g épi gp et donc
int épi h c int [ |} épi gp] 0.
p

Le lemme 5.1 est applicable & la suite (&pi gp) ; et donc & partir d'un
certain rang int épi gp # @ avec :

int [ g épi gp] = g int épi 9y
En conclusion, il existe n tel que ¥ p 2 n
int &i g, = int [ g;p épi h 1#9

le résultat (i) annoncé suit alors aisément grdce a (2).
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(21) Les conditions de 1a proposition 4.10 chap. I de [16] étant réunies,
la convergence de (hn) vers h est en fait uniforme sur tout compact
de int Dom h.

(34) Grace a (i) et (2i), le résultat (3i) s'obtient comme conséquence

classique de convergence de sous-différentiels de fonctions convexes
[ [181 th. 24.5 p.233 1.

---0_..-

Proposition 6.2.6 : [convergence des solutions]

On suppose satisfaites les conditions de la proposition 6.2.5 ; alors :

(1) ¥xe int Domh et ¥ £ 2 0 on a :

(LS Mhn)(x,e) c Mh(x,e)

i.e. ¥ (xn,yn,an) 3 (x,y,€) et ¥ k ¢ K(N) on a :

Y. eM (x5 ) ¥n =— y e M (x,¢€).
n hk(n) n’n h

(21) ¥ x € int Dom h on a :

M(x,0) = () s - Tim M (x,e).
€>0 n

m—mm()=——

Remarques 6.2.3 :

Le résultat (i) est beaucoup plus fin qu'il ne parait ; en effet :

1. I1 donne une convergence des solutions approchées, la plus générale
qui soit (k € K(N) est quelconque, et (en) est quelconque).

2. Pour le cas particulier Fn =F, ¢n = ¢ et donc hn = h, nous retrouvons
les résultats d'approximations des solutions d'un programme perturbé
h(x) = inf {¢(x,y) 3 ¥y € F(x)} ; et si en outre €, = 0 ¥n , nous
obtenons une convergence des solutions (yn) réalisant h(xn) et donc
une propriété de fermeture pour Mh'

Lt 0 Ll
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Preuve de la proposition 6.2.6 :

Pour des commodités d'é&criture, nous noterons M et Mn pour Mh et Mh .
' n

(i) Soient x ¢ int Dom h, (xn,yn,en) 3 (x,y,e) et k ¢ K(N) tels

Yy € Mk(n)(xn’en) ¥n ; alors :
(1) ¢k(n)(xn’yn) = hk(n)(xn) t e

* Ayant (xn,yn) 3 (x,y) avec (xn,yn) € G(Fk(n)), on a évidemment

(x,y) € s - Tim G(Fn) = G(F).
. C C
* Comme par ailleurs ¢, > ¢ — ¢k(n) + ¢, (1) donne :
(2) o(x,y) = 1im ¢k(n)(xn’yn) < 1im sup hk(n)(xn) + €.

* Or la proposition 6.2.5 assurant que (hn) converge uniformément
vers h sur tout compact de int Dom h et sachant que x ¢ int Dom h,
on montre aisément que : hk(n)(xn) + h(x) ; ce qui rapproché de
(2) donne :

(x,y) € G(F) et ¢(x,y) < h(x) + e ; i.e y e M(x,e).
(21) Soient >0 et y € M(x,0); alors :

(3) (x,y) € G(F) et ¢(x,y) < h(x)

* Mais comme ¢ = &pi Tim oy (car o ¢ ¢) et que (x,y,d(x,y)) € épi ¢,
il existe (xn,yn,an) telle que :

(xn,yn,an) '§ (Xs.y,q)(xs.y)) et
(4)

¢n(xn’yn) < an ¥n

* Nous affirmons alors que pour n assez grand on a :

(5) O (Xps¥) < hp(x,) + €
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car dans le cas contraire, i1 existere t k € K(N) tel que :

Mi(n)i(n)) * € < Ok(n)ic(n) Yi(n)) = %k(n)
par conséquent (x étant intérieur & Dom h) on a :

h(x)+e = 1im hk(n)(xk(n))+€ < Tlim % (n) = ¢(x,y) < h(x)
cette contradiction prouve (5) ; ce qui assure que :

yes - liE.Mn(X’E) Ye>o

d'oi le résultat annoncé.

(o -
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CHAPITRE I1

FONCTION D'APPUI ASSOCIEE

A UNE MULTIFONCTION ET APPLICATIONS

1 - INTRODUCTION

A tout F : X 3 Y est associée la fonction marginale dite d'appui :

inf <y,p> si x e DomF
* - _yeF(X)
Op : XxY >R / cF(x,p) =
+ sinon
Op (ou plus exactement cﬁ(x,p) = o#(x)(p)) caractérise les multifonctions
relativement & la mesurabilité [Castaing-Valadier [7]], la continuité
[Castaing-Valadier [7] ; Aubin-Cellina [2]], 1'existence de point fixe

(x € F(x)) ou critique (0 e F(x))[cf. par ex. [4]].

Nous montrons quant & nous que Of caractérise aussi la convexité
(propo. 3.3) et la lipschitzité (propo. 3.4) ; nous &tablissons alors que
les multifonctions convexes, fermées & valeurs bornées sont localement
lipschitz sur 1'intérieur de leur domaine (théo. 4.1) ; résultat qui n'était
connu que pour les multifonctions qui sont en outre localement bornées, ou
du type processus convexe, surjectif (i.e ayant pour graphe un cbéne convexe
avec R(F) = Y) [[4] corol. 2 et 3 p.132].

Nous faisons ensuite 1'étude compléte du schéma d'optimisation :

inf ¢(x)

(P)
0 e F(x) -

Les résultats dégagés sont alors appliqués & deux grands types de problémes :
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1) En programmation dynamique discréte ; sur les problémes

inf ¢(x0,...,xn)
(Pd ) (X'i’x'i'i'l) € E'i 5 i=o,n-1

Y Xo € Co

ol Ei est un convexe, fermé du produit d'espace de BaHach XiXX1+1, Co un
convexe fermé de X0 et ¢ convexe, propre, s.c.i sur i Xi’

Le cas E; = {(a,b) / b = A; a+B.uys  u;e Ui} o A, et B; sont des
opérateurs linéaires continus et Ui un ensemble de contrdéles est examiné en
détail.

2) En contréle optimal ; sur les problémes

- T
inf [ F(tx(t),u(t)) dt + g(x(0),x(r))
XeWi’a ° 30,8 € [1,4ef
B .
(P.) uekm (x(t),u(t) ,X(t))  E(t) p-p.
x(0) € CO

ol Co est un convexe, fermé de R"
E: [0,T13 R" x R" x Rn, fermée, a valeurs convexes
g convexe, propre, s.c.i sur R" x R" et

f mesurable en t et convexe, propre, s.c.i sur R" x R", en ses deux autres
arguments.

-—-o-_-

Enfin quelques cas particuliers et diverses extensions du modéle (Pc) sont
examinés.
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2 - FONCTIONS D'APPUI A UN ENSEMBLE

A tout sous-ensemble ( de Y sont associées les fonctions :

$ b * P
cC : Y > Jewo, 4] et oc : Y » [~ +o[ définies par :

°E(p) = sup <y,p> ; ob(p) = inf <y,p>
yeC yeC

et dites fonctions d'appui & ( respectivement supérieure et inférieure.
Sachant que og(p) = - oE(-p), nous ferons usage dans ce qui suit essentielle-
ment de oC , que nous noterons simplement o~ ; les raisons de ce choix
apparaitront par la suite.

Les propriétés suivantes seront utiles.

Proposition 2.1 :

(1) oC est concave, positivement homogéne, s.c.s et oC = OEEC
(21) OXC1+uC2 = A ccl + u 0C2 3 ¥ A,u20 (on convient que o0x«=0)

(31) Cl c Cz _ Ocl 2 GCZ ==> 33C1 c EBCZ
(41) o si Cl et CZ sont convexes, fermés avec Cl n [int C2] 0,

alors : oclncz(p) = :ug [ocl(Q) + OCZ(P-Q)] (%)

et la sup-convolution (x) est exacte ; i.e
*
3 pyaPpe Y/ p=pptp, et °C1nC2(p) = °C1(p1) + ocz(pg)-

—--0-_-

Preuve :

(i) et (2i) sont simples ; (31) s'obtient par le théoréme de Hahn-Banach ;
prouvons (4i).

* Soit ( = Cl n CZ’ alors wc = wcl + wcz ; et comme
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Jc(p) - fé{np) = -wE(-p), on obtient :
1) lp) = = T, ¥, T (oP)

Or sous nos nypothéses, wc et wc sont convexes, propres, sS.c.i,
1 2

avec wC continue sur int C2 et wc finie sur int CZ 3 nous savons
2 1

alors que :
2 [ ]* - * V *
(2) wcl + wcz (9) Wcl wCZ(Q)

et cette inf-convolution est exacte.
Ceci rapproché de (1) donne alors :

(3) oglp) = it o, (R) - o, 93

c'est-a-dire la sup-convolution (*) ; enfin 1'exactitude (2)
achéve la preuve.

3 - MULTIFONCTIONS ET FONCTION D'APPUI

A toute multifonction F : X 3 Y est associée la fonction dite d'appui

oF(X)(p) si x € Dom F

+ o sinon

Il est clair que op = ogsp OU CoF(x) = €0 (F(x)) ; et @ 1'exception du
produit F1°F2 de deux multifonctions, toutes les opérations sur les multi-
fonctions correspondent & des fonctions d'appui aisément calculables ; en
effet :
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Proposition 3.1 :

(1) o = A0 +UO ¥2A,ueR et

O _ (X,p) = 0 (X,p) + o (X,=-p)
Fy-Fp F1 Fa

(21) si Fy = Fyoh ol Fy : X SYeth:Z>XetZun Banach, alors
op (z,p) = op_(h(z),p)
Fy F2

(31) si Fy = goF, ol Fy : Z >Xetg: X-Y lineaire, alors :

OF (z,p) = OF (z,g*(p)) ol g" est 1'adjoint de g
1 2

(41) si F=F nF,avec Fi(x) n [int Fa(x)1#@ ¥ x e Dom F, alors
or(x,p) = sup [or (x,q) + o (x,p-q)] et
F geV* 1 Fa
3 ppappeY / pptpy=p et
GF(X,p) = oFl(x’pl) + OFZ(X’p2)°
---o---

Preuve :

Assez simples ; & 1'exception de (41) qui est une application directe de la
proposition 2.1.

Remarques 3.1 :

1. SidimY < 4o, (4i) a lieu sous la condition plus faible :
Fl(x) n [relint F2(x)] # p ol relint désigne 1'intérieur relatif.

2. cF(x,p) étant un infimum, dire que OF est propre revient d dire que
Dom F # P et que Cp > = sur Dom FxY* ; en fait on caractérise cela
comme suit :
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Proposition 3.2 :

of est propre si et seulement si Dom F # P et F est & valeurs bornées.

(1)
(21)

wwn(m--

Preuve :

Si F est @ valeurs bornées, pour tout x ¢ Dom F, il existe Ax € R+

tel que F(x) c AX BY ; par suite :

¥pe Y*, OF(Xsp) 2 >\X OBY(p) == )\X“p” > -

Réciproquement si cF(x,p) > =0 ¥ (x,p) e Dom FxY™, en supposant F(x)

non borné, il existerait une suite (y) de F(x) telle que |ly|| > += ; mais
comme
' <§,p> > oF(x,p) ¥pe Y ¥2eN

nous aurions en fait :
) *
|<y,p>| < 4= ¥pey ¥2eN
')
et le théoréme de Banach-Steinhaus assurerait que (y) est bornée.
_--o---

Proposition 3.3 :

. *
Si F est convexe, CF est convexe-concave sur XxY.
La réciproque a lieu si F est a valeurs convexes, fermées.

-_-o---

Preuve :

Notons d'abord que F est convexe si et seulement si
AF(xq) + (1-2) F(x,) = F(x(X)) o x(X) = A x; + (1-2) x,
¥ X, X eDomF et ¥ A e [o,1]

ce qui pour O donne :
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oF(x(A),p) < inf <y,p> =)inf <y,p> + (1-1) inf <y,p>
YENF (x)+(1-0)F (%) yeF (%)) yeF(x,)
c'est-d-dire :
(1) op(x(2)sp) < A op(xg5p) + (1-1) op(x,,p)

(2i) Réciproquement, sachant que OF = Ogr > (1) donne :

OC_OF(X()\))(p) <A OE(_)'F(XI)(p) + (1-2) %F(XZ)(p) = GA(P)
ol A=) EBF(xl) + (1-}) EBF(XZ)

c'est-d-dire la convexité de coF qui coincide avec F, dés que F est &
valeurs convexes fermées.

Rappelons deux définitions.

Définition 3.1 ;

F est dite Tocalement Tipschitz autour de a ¢ int Dom F, s'il existe V ¢ 0(a)
et une constante £ = 2(a,V) > o tels que :

et 1'on dit que F est Tocalement 1ipschitz, si F 1'est autour de tout point
de int Dom F.

Définition 3.2 :

Une famille (¢i)iel de fonctions numériques définies sur X est dite locale-
ment équi-lipschitz autour de a ¢ X, s'il existe V ¢ ©(a),et une constante
2 = %(a,V) > o, tels que pour tout iel, ¢; est lipschitz sur V avec la
constante 2.

———Q---

On a alors la caractérisation suivante.
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Proposition 3.4 :

Si F est localement lipschitz autour de a, alors la famille
{oF(.,p) S S§} est Tocalement équi-lipschitz autour de a.

La réciproque a lieu si F est @ valeurs convexes, fermées.

B ¢ ]

Preuve :

Soient a ¢ int Dom F, V ¢ 0(a) et & = 2(a,V) assurant la lipschitzité
de F autour de a ; alors :

op(x15p) 2 inf <y,p>
F yeF(x2)+2ﬁx1-x2HBY

= op(Xp,p) + 2”Xl"X2||UBY(P)
c'est-a-dire :

(1) OF(XlsP) 2 UF(XzsP) - qul'xz‘l ¥pe Sy
Réciproquement (1) traduit que :

et (x1) P) = TeoF (x,) (P) * Ogfxg-xp) B, (P) ¥ P e Syms ¥xpxp el

les fonctions en jeu étant positivement homogénes, cette derniére
. . - spsz * ~
relation est en fait vérifiée pour tout p ¢ Y ; d'ol

COF(x1) < COF(x,) + z\kl-lelBY

c'est-d-dire la lipschitzité de F autour de a, dés que F est a valeurs
convexes, fermées.

Suit alors immédiatement le

Corollaire 3.1 :

Si F est localement lipschitz autour de a, coF 1'est aussi sur le méme voisi-

nage et avec la méme constante.
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4 - MULTIFONCTIONS CONVEXES, FERMEES

Proposition 4.1 :

Si F est convexe, fermée, pour tout p ¢ Y, oF(.,p) est continue sur
inf Dom F.
---0—--

Preuve :

* F étant convexe, cF(.,p) est convexe (propo. 3.3), et comme F est fermée,
on sait par le théoréme de Robinson-Ursescu [10, 181, qu'en particulier
F est s.c.i sur int Dom F ; par conséquent (résultat général d'analyse
marginale), oF(.,p) est s.c.s, donc continue sur int Dom F.

=

Remarques 4.1 :

1. Rappelons que lorsque oF(.,p) est pour tout p ¢ Y*, s.c.i [resp. s.c.s]
F est dite hemi-continue supérieurement (h.c.s) [resp. hemi-continue
inférieurement (h.c.i)] ; et notons que sous des conditions de compacité
1'hemi-continuité caractérise la continuité ; résultats dis & Valadier
[ [7] th.IT 21 p.52], Castaing [ [7] th.II 20 p.51] et Aubin [ [2] th.2
p.621].

2. La proposition 4.1 montre alors que toute multifonction convexe, fermée
est non seulement s.c.i, mais h.c.s sur int Dom F.

3. Par suite si dim Y < += et si F est a valeurs bornées, F est continue
sur 1'intérieur de son domaine.

---O--—
En fait nous avons la lipschitzité ; en effet :

Théoréme 4.1 :

Si F est convexe, fermée et & valeurs bornées, F est localement 1ipschitz
sur int Dom F.
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Preuve :

Sous ces hypothéses O est propre (propo. 3.2), convexe (propo. 3.3) et
continue en x (propo. 4.1) sur int Dom F et concave s.c.s en p (propo.2.1).

Notons provisoirement (pour des commodités d'écriture) o au lieu de Of
et considérons son sous-différentiel ; sous-différentiel des fonctions
selle, qui rappelons-le est défini comme suit :

30 X x ¥ 3 X% Y / 3o(x,p) = 310(x,p) X azo(x,p) avec
(1) alo(x,p) = {xe X*/ o(x,p) = o(u,p) < <x-Uu,X"> ¥ ueX
azo(x,p) ={y e Y/ o(x,q) - o(x,p) < <y,p-q > ¥ qe¢ '

On sait alors [cf. par ex. [5] pp.133-134] que 30 est monotone avec

Dom (3c) < Dom ¢ = Dom F x Y* et

(2)

int Dom o = int Dom F x Y* c Dom (30)
Ainsi grace a (2), pour tout (x,p) et (u,q) ¢ int Dom o, il existe

(x",y) € 3o(x,p) et (u*,z) € 30(u,q)

ce qui avec (1) donne :

o(x,p) = o(u,q) < <x-u,x"> + <z,p-g¢> et

(3)

IA

o(u,q) - o(x,p) <u-x,u*> + <y,.q-p>

Or on sait aussi [cf. [5] p.60] que 30 est localement borné sur
int Dom 3c ; par suite :

¥ (x,p) € int Dom F x Y, 3M>o0eto>0 tels que :

IA

Ix-ul < o

[l p-qll
(u*,z) € do(u,q)

(4)

A

—> Il +llzllsm

ce qui rapproché de (3) assure 1'existence de 2>0 tel que :
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lo(x,p) - o(u,q)| < &(l|x-u]] + |lp-ql)
¥ (u,q) € (x,p) + cx(BX x BY*)

(5)

Enfin grdce & (5), nous pouvons affirmer que :

¥VXxeintDomF, 3V eo(x)ets=2(x,V)>0 tels que
(6)
YueV,¥peSs, [op(x,p) - op(u,p)| = 2)| x-ull.

Mais (6) exprime que la famille {oF(.,p) N SY*} est localement équi-
lipschitz autour de tout x ¢ int Dom F ; le résultat annoncé découle
alors de la proposition 3.4.

---0———

Remarques 4.2 :

I1 est a noter que 1'approche de Rockafellar [11] ne permet pas d'établir
ce résultat.

Ce résultat n'était connu que lorsque F est en outre localement bornée
ou est un processus convexe surjectif (i.e ayant pour graphe un cone
avec R(F) = Y) [ [4] corol. 2 et 3, p.132].

--—0—_-

Corollaire 4.1 :

Toute multifonction convexe, fermée, 3 valeurs bornées est localement bornée

sur 1'intérieur de son domaine.

—-—0—--

Et si dim Y < +=, on affaiblit les hypothéses du théoréme 4.1 comme suit :

Corollaire 4.2 :

Si dim Y < +o et si F est convexe, fermée avec une valeur bornée, alors F

est localement 1ipschitz sur int Dom F.

---o---
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Preuve :

On pourra user du théoreme 4.1, si 1'on montre que sous les conditions énon-
cées, F est & valeurs bornées ; majs ceci est précisément un résultat di a
Borwein [ [6] propo. 1.111.

cee)m—--

Donnons une derniére propriété générale utile pour la suite :

Proposition 4.2 :

Soit F : X > Y convexe ; alors
. - -p e NF(,—()(y)
(X 9"p) € NG(F) (Xay) <=

* -
X eax oF(x,p)

ol ax désigne le sous-différentiel par rapport a x.
Preuve : simple.

5 - APPLICATION A L'OPTIMISATION CONVEXE ; CAS GENERAL

Considérons le programme général
inf ¢(x)
(P) 0 e F(x)

-~

-> -
ol F : X > Y est convexe, fermée

¢ : X > R est convexe, propre, s.c.i.

Proposition 5.1 :

Si ¢ est faiblement inf-compacte, alors (P) admet une solution si et seule-
ment si o € R(F).



81

Preuve :

1. Sioé¢ R(F) (i.e si F-l(o) = @), le domaine de (P) est vide.

2. Sinon comme convexe fermé, F'l(o) est faiblement fermé et comme ¢ est
faiblement s.c.i, 1'inf-compacité assure que la valeur de (P) est atteinte.

---o_—_

5.1 Autres formulations de (P) et programme dual

Etant clair que 0 ¢ F(x) <— oF(x,p) <0, ¥peVY, et sachant que oF(x,.)
est positivement homogéne, on peut reformuler (P) comme suit :

inf ¢(x)
g(x) <o
ol g(x) = sup oF(x,p)
peB?

3 - 3 A — LI
* Considérons le Lagrangien | : X x R+ + R, associé :

A

|‘ L(x,A) = ¢(x) + Ag(x).

Remarques 5.1.1 :

1. Si $ est la valeur de (P), on sait que :

$ = inf sup L(x,1)
XxeX A20

2. Or oF(x,.) étant positivement homogéne, on a aisément :

¥iz2o0 Ag(x) = sup oF(x,Ap)
peBY*
3. En notant enfinque I : R+XBY* + Y* définie par I(A,p) = Ap réalise
une bijection de R+ x BY* sur Y, on a immédiatement une formulation
Lagrangienne de (P) sur la forme :

inf sup [¢(x) + o(x,p)]
(P) [_ xeX peY F

cwmlr=-
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péfinition 5.1.1

On appellera dual de (P) le »r yramme

=up, inf L(x,p)
neY  xeX

ol L(x,p) = ¢(x) + o (x,p).

tout revient donc & &tudier les cols du Lagrangien | .

5.2 Etude du Lagrangien

Proposition 5.2.1 :

Si F est simplement & valeurs convexes, fermées et sans condition sur ¢, tout
col (X,p) sur XxY* du Lagrangien défini par :

L{xsp) = ¢(x) + op(x,p)

satisfait a :

(i) oF(i,ﬁ) =0 [relation d'extrémalité]
(21) x est solution de (P)
(31) p est solution de (D).
--—0_-—
Preuve :

x  Exprimons que (Xx,p) est un col ; soit :
(1) o(x) + op(x,p) < ¢(X) + op(X,p) < ¢(x) + op(x,p)
¥pe Y ¥ xeX

On en déduit alors que :
(2) op(%p) < op(X,p)  ¥pe¥
mais op(X,.) étant homogéne (2) n'a Tieu que si :

) VpeY i.e 0¢ F(x) et
] d'otu (i).

IA

OF(i,p)
UF(i:B)
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* Par ailleurs (1) et (2) donnent aussi :
o(X) < o(x) + cF(x,E) ¥ xe X
Et donc ¢(X) < ¢(x) ¥ x ¢ F'l(o) (car cF(x,B) < o) d'ol (21).
* Enfin 1'existence du col implique que p est solution de (D).
———o—--

Théoréme 5.2.1 :

On se place dans les conditions du probléme (P) et on suppose que :

(1) 3% e int Dom F , avec ¢ continue en X
(2) 0 € int R{F) [qualification des contraintes].
Alors :
(i) 3IpeY' / §=idnf L(x,p)
XeX
(21) et si x est solution de (P), (X,p) est un col de | sur XxY*.
___0—--
Preuve :

Considérons les deux sous ensembles de RxY suivants :

C
D

{(a,y) /3 xeX,yeF(x) et o+¢=2d(x)}
{(a,0) / a < o}

* D est évidemment convexe ; nous allons montrer que ( est convexe
d'intérieur non vide (grace & (1) et (2)) et que (L n D = P ; nous
pouvons alors séparer ( et D par un hyperplan qui gréce a (2) sera

"non vertical".

* CnD=p: car dans le cas contraire, il existerait a<o et x ¢ F'1

tels que o + ¢ > ¢(x) et ¢ ne serait pas la valeur de (P).

(o)

*  ( est convexe : soient (0,¥1)s (05.¥5) € C 5 A,p e [0,1], Mu =1et
X1sXp € X tels que :
y; € F(x;) et a4 2 ¢(xi) i=1,2
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ATors pour X = AXy + UXp, ¥ = Ayq + Ly, € F(x), car F est convexe et

Aal + X$ 2 k¢(x1) 3 Mo, + p$ 2 p¢(x2)
ce qui pour a = Aal + o, donne par addition :
a+$ > A¢(x1) + u¢(X2) 2 ¢(x) puisque ¢ est convexe.

intC#P : soient X ¢ int Dom F, point de continuité de ¢ et A>¢(§) H
alors :

(1) 3Veo(X),VeintDomF et  ¢(x) <A ¥xelV

1. R(F) et que F'1 est convexe fermée (F &tant convexe,

Comme Dom F~
fermée), on sait par le théoréme de Robinson-Ursesci [10, 18] que F~

est s.c.i sur int R(F) # 0.

1

Mais sachant aussi que la semi-continuité inférieure des multifonctions
se caractérise par le fait que 1'image réciproque de tout ouvert est
ouverte, on obtient aisément :

(2) int F(V) # 0.

Soient enfin >0 et B « R tels que A < B + $ - g, alors
W = 1B-e, B+el[ x int F(V) est ouvert non vide.

Nous affirmons que W < { ; en effet :

si (o,y) € W, i1 existe x ¢ V avec y ¢ F(x) et B-e<a ce qui rapproché
de (1) donne :

$(X) < A < Btg-c < a+d 3 i.e (a,y) € C.

Séparation de ( et D
I1 existe (A,p) ¢ R _x Y*, non nul tel que :

sup ad < inf Ao + <y,p>
(¢,0)eD (a,y)eC

ce qui donne ajsément :

A(0(X) = ¢) + <y,p> 2 0 ¥xeX,¥yeF(x)
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c'est-a-dire :

Ad(x) + oF(x,p) 2 A$ ¥ x ¢ X.

* A est non nul

Sinon, nous aurions p#o et oF(x,p) >0 ¥xeXs i.e.

inf <y,p> 20
yeR(F)

et 1a condition o ¢ int R(F) ménerait a la contradiction p=o.
. = -1
* En conclusion pour p =X “p, on a :

6(x) + op(x,p) 2 é ¥ x e X ; dou le résultat (i).

* Le résultat (2i) est alors classique puisque :

= ¢(x) = inf sup, L(x,p) = inf L(x,p) = ¢
xeX peY XeX

—-—o_--

5.3 Sur un résultat de stabilité

La condition de régularité o ¢ int R(F) suggére tout naturellement d'associer
a (P) la famille de perturbation suivante :

¢ (x) sioe F(x) +y

400 sinon.

l d : XxY->R / o(x,y) = J{

et la fonction de perturbation h : Y -~ R correspondante

’— h(y) = inf o(x,y)
xeX

Rappelons deux notions courantes de stabilité.
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Définition 5.3.1 : [ [8] p.395 ; 397]

(P) est dit inf-stable [resp. stable] si h(o) est fini et h est s.c.i

[resp. continuel en o.

(P) est dit inf-dif-stable [resp. dif stablel si dh(o) # @
[resp. oah(o) = {Vh(o)}1.

Proposition 5.3.1 :

les conditions du théoréme 5.2.1, (P) est inf-dif-stable.

———0_—-
Preuve :
I1 est aisé de vérifier que :
(1) h*(p) = 0"(0,p) ¥ peY

Par ailleurs, sachant que :

(xsy) = ¢(x) + Yp(,y(-y), ona:

¢7(0,p) = sup [-0(x) + sup [<ysp> = Yp(yy(-¥)]]
XeX yeY

et comme :

yeY

on aboutit a :

(2) 9" (0,p) = sup [-¢(x) - op(x,p)] = = inf L(x,p)
xeX xeX

Or le théoréme 5.2.1 assure qu'il existe p e Y* tel que :

" (0,p)-

$ = inf L(x,p) =
XeX

Ce qui joint au fait que h(o)

(3) h™(p) + h(o) =0 ; i.e p e 3h(0).

sup [<ysp> = Yp(y)(-¥)3 = w;(x)(-p) = oﬁ(x)(-p) =-02(X)(p) = -

$ et rapproché de (1) donne :

OF(X’p)
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Remarque 5.3,1 :

On vérifie ajsément que si qedh(o) et si x ..~ solution de (P), (x,q) est
col de |.

--_0---

5.4 Quelques cas particuliers en programmation convexe

Soient Q un cdne convexe, fermé de Y et g : X»Y continue (pour simplifier)
et Q-convexe au sens suivant :

Ag(xq) + (1-1) g(x,) « g(axy + (1-2) x,) + Q

¥ X1s Xp € Dom g et ¥ A ¢ [0,1]

et considéront le programme convexe :

inf ¢(x)
g(x) € -Q
(Pconv) xe(
ol C est un convexe fermé de X

* On réduit (P ) @ 1a forme (P) en considérant simplement

conv

F:X3YX / F(x)=1[g(x)+Qlx [(-x]

On vérifie alors facilement que F est convexe, fermée et que :

— -

UF(X,P,Q) = <g(x),p> + GQ(P) + Cc(Q) - <X,g> ol

0 si P e Q+

CQ(p) - { - sinon.

avec Q+ cone polaire positif de Q.

* La formulation Lagrangienne de (P ) est alors :

conv

inf sup_ sup [op(x) + <g(x),p> + oc(q) = <X,q>]
XeX peQ qeX*
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En remarquant enfin que :

0 sixe(

sup Ecc(q) - <X,q>] = { . 1
o0 sinon

qeX*

On aboutit a la formulation finale

inf sup, [¢(x) + <g(x),p>]

(Pconv) l__ xeC peQ

Ce qui redonne la dualité classique avec comme dual

(D sup, inf [¢(x) + <g(x),p>]

COHV) l_ peQ Xec

Et si 1'on particularise Y & R" et Qa RT><{o}n'm, on retrouve le cadre
habituel de Ta programmation mathématique.

Notons enfin que dans ce contexte, 1'hypothése o ¢ int R(F) signifie
que :

~ 1] existe V ¢« ©(0) dans X et W ¢ ©(0) dans Y tels que :

¥ (vou) e VX W, 3xe X avec

Xtw € C
v eg(x)+Q

ce qui est plus faible que de supposer 1'existence de X € int C avec
g(%) e int (-Q) ; hypothése de type Slater qui nécessite en particulier
que int Q # 2.
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6 - SUR UN SCHEMA GENERAL DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE DISCRETE

Considérons le modéle général sujvant :

(1) pour i=0,n, Xi est un espace de Banach d'élément générique X;
(2) Co < X, est un convexe, fermé
(3) pour i=o,n-1, Ej < Xy x X1+1 est un convexe fermé

n
(4) soient X = ilo Xi et 4 : X - R, convexe, propre s.c.i.

Et soit le programme
inf ¢(xo,...,xn)

(Pd ) (x.i ’x'i“l"l) € E,i i=0,n’1
d %5 € Co

Définitions 6 ;

(1) x= (Xo""’xn) est dit chemin admissible si
(2) Et si en outre x réalise 1'infimum, x est dit optimal.

Lttt o LX 2

On se propose dans ce qui suit de caractériser les chemins optimaux :

6.1 Réduction du probléme et propriétés générales

s PP . > .
Pour tout i=o,n-1, définissons Si : Xi > X1.+1 par :
(1) Si(a) = {b / (a,b) € Ei}

Par suite G(Si) = Ei et donc S.i est convexe, fermée.
Et soit F : X 3 X définie par :

- n-1
(2) F(x) = [0oxod * 0 [S5(x5) - %443
ol x = (xo,...,xn).



90

I1 est alors clair que (Pd ) prend la forme réduite :
y

inf ¢(x)

(P)
0 ¢ F(x)

Proposition 6.1.1 :

F est convexe fermée avecC :
n-1
Dom F = [ I, Dom S;1x X

-——0—-—

Preuve :

Résulte directement de 1a définition (2) de F et de la fermeture et la
convexité de Co et des S, j=o0,n-1,

ceeQ---
Proposition 6.1.2 :
On suppose en outre que :
(3) int E; # 0 ¥ i=o,n-1
alors int Dom F # f.
—eeQ---

Preuve :

I1 est clair (vue 1'expression de Dom F) que int dom F # @ si et seulement
si int Dom Si # @ pour i=o,n-1.

* Considérons les projecteurs Tyl Xixxi+1 > Xi définis par :

ni(a,b) = a j=o,n-1

alors 3 est linéaire continu avec :
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* Le théoréme de 1'application ouverte assurant que ms (int Ei) est
ouvert, le résultat annoncé en découle.

wmm(e—-

Proposition 6.1.3 :

On suppose qu'il existe un chemin X ¢ X intérieur, i.e tel que :
n . Loy . S0 e
(8) X, € int Co ; (xi, Xi41) € int E; i=0,n-1

alors o ¢ int R(F).

Preuve :

* 0 ¢ int R(F) s'exprime en fait comme suit :

3 Veo(o) dans X tel que ¥ v ¢ V, 3 x ¢ X avec
(5) Xg * Vg € Gy

(xi, X t Viep) € B i=o,n-1

i+l

* Soient a>0 et p;>0 pour i=o,n-1 tels que :

A"
X, + ano c Co et

(X: 3% 1) + p<(By, xBy ) c E, i=o0,n-1
i*7i+] i Xi Xi+1 i

* Soit enfin p = min {a, p; i=o,n-1} ; i1 est alors clair que :
i

X+ oBy < (, et

° 0
NN .
(X;9X: 1) + p({o} x B ) < E, i=o,n-1
i°7+1 Xi+1 i
n
* Par conséquent, en normant X par ||x||= J ”X1|L tout v ey et
i=0

tel que |jv]] < p satisfait manifestement & :

%o t Vo€ Co

(o, Vis1) € p({o} x Bxi+1) et donc
LA VIR, Vi .

(x-i ’X.i+1 + vi+1) € E.i 1=O,n-1.

Lt o X T
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Remarque 6.1.1 :

I1 est clair que les conditions (3) et (4) sont suffisantes, mais non néces-
saires pour que F satisfasse & int Dom F # @ et 0 ¢ int R(F).

—-—o---

Donnons une derniére condition assurant 1'existence d'un chemin optimal.

Proposition 6.1.4 :

S'il existe un chemin admissible et si les ensembles Ei sont faiblement

compacts, (Pd ) admet une solution.

y
-m—Qe=-

Preuve :

* L'ensemble des chemins admissibles est convexe, fermé puisqu'il est égal
a F'l(o) supposé non vide.

* Soient les projecteurs m, : Xi X Xjgp > Xy et mo X g X X, > X, tels
que :

¥ i=0,n-1 5 mi(X50X5,9) = X3 et m(Xp_12%p) = Xp

et soit K= no(Eo) X oo X Wn-l(En-l) x n(En_l).

I1 est alors clair que tout chemin admissible appartient & K.

* Comme opérateurs linéaires, continus, uF et m sont aussi faiblement
continus (cf. par ex. Brezis ; Analyse Fonctionnelle th.III.9, p.39).
Par conséquent K est faiblement compact ; et comme convexe, fermé (donc
faiblement fermé) 1'ensemble des chemins admissibles est donc faible-

ment compact dans K.

* On conclut, en remarquant simplement que ¢ &tant convexe, propre, s.c.i
est faiblement s.c.i.
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6.2 Lagrangien et conditions d'optimalité

n
En notant 1'@lément générique de X" par (w,v) oll w € X; et v e igl X;, le

Lagrangien a pour expression :

- n-1

(1) L(xswsv) = ¢(x) + oco(w) - <w,X> + izo USi(xi’vi+1) - Va1 %4417

Exprimons que (X,q,p) est un col de | sur X x X* ; soit :

- L(X,w,v) < L(X,9,p) < L(x,q9,p)
(2)
¥ (wsv) € X* ¥ xeX

* La premiére inégalité du col donne :

L()-(swsp) s L(i,q,P) Ywe X;
- - N )
(3) L(x,q,pvi+1) < L(x,9.p) ¥vig € Xy o i=o.n-1
ou pvi+1 = (p1’°"’pi’ Vil Pj4psce» Pn)

* Ce qui donne aisément :

-q e N~ (X))
(4) G

“Pi4 € NSi(ii)(xi+l) i=o,n-1

* Notons provisoirement par “i(’) la fonction °S.("pi+1) et considérons
la seconde inégalité du col, qui exploitée soud 1a forme :

1im A-l[L(§+Ax,q,p) - L(X,q9,p)] 2 0 ¥xeX
A0,

donne aisément :

* - n:z1 o n=1 . .

P(xx) - Sqxp> + 120 Hi(Riaxg) = L <Pgargy 2o
= i=o

(5) ¥ x = (xo,...,xn) e X et ol :

$ et ﬁi désignent les dérivées directionnelles.
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* En rappelant enfin que celles-ci sont les fonctions d'appui supérieures
des sous-différentiels correspondants qui sont faibles-x compacts,
on aboutit a :

- n-1 n-1
. * *
(6) min max max _  [<X,X>=<Q,X >+ ] <Zi,X:>= ) <Ps.qsXs, q>1=0
XeX x*ea¢(x) Z:eBUi(Xi) © 420 ' 1 =0 14177441

— 0<isn-1

* Un théoréme de min-max [1] permet alors d'affirmer qu'il existe
* * * - * - .
X = (xo,...,xn) e 3p(x) et z, € Bui(xi) i=o,n-1,
satisfaisant a :
n-1 n-1

n
* *
J<XGaXi> - <g,Xx > + <24 X:> = ) <PiiqsXi1> =0 ;3 ¥ xeX ;
. i . . + + ? ’
iZo i 0 i%0 i i2o 1 1°74+1

ce qui méne aprés des modifications simples & :

- n-1
<x+z7-q,x >+ ) <XGHZ5=PssXs> + <X =P sX.> = O
o0 % L t I B Bt | n "n*"n
i=0
(7)
_ ¥ (Xo”"’xn) e X

* Par conséquent :

(8) q = x;+z; 3 Py = X; et p;= X:+Z: i=1,n-1

Nous sommes & présent & méme de prouver le

Théoréme 6.2.1 :

Sous les conditions générales définissant (Pd )s on suppose en outre que :
y

(1) 3IXeX / X, eint (3 (X;2X;41) € int Ey i=o,n-1

(2) les ensembles E; sont faiblement compacts.

Alors (Pd ) admet une solution ; et pour toute solution x, i1 existe
y

(XGseeeaXy) € 9¢(X) et un chemin dit dual (py,...,p,) tels que :



*

(10)
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* - - .
(Py%;>Piap) € Mg (X52%549) i=0,n-1
Pp = %
-—-0-—-
Preuve :

En notant que z; € Bpi(ii) et en considérant (4), nous constatons que
nous disposons de :

* - - .
Z, € axiosi(xi’pi+l) et -py.p € Nsi(ii)(xi+1) i=o,n-1
La proposition 4.2 assure alors que cela équivaut 3 :
* - - .
(275 Pis1) € N (X52X441) i=o,n-1

Enfin en notant q=p, et en considérant (4) et (8), on aboutit avec (10)
aux résultats annoncés en (9).

L'existence d'un chemin X optimal est assurée par la proposition 6.1.4.
—-—0—--

6.3 Dualité dans un cas partiellement linéaire

On considére le programme :

inf ¢(Xgsev0nXp)
X:,7 = A; X: + B: u.
(ﬁd ) u1+1 . 1M 1 i=o0,n-1
y ] i
Xo € Co

Ui est un convexe fermé d'un espace de Banach Zi et
Ai ’ Xi M Xi+1
linéaires continus.

By + Z5 > X

(ﬁd ) se réduit (Pd ) en considérant les ensembles Ei donnés par :
Y Y

E; = {(a,b) € X1.><X1.+1 /  3u;el;avech= Aia + Biui}
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Remarques 6.3.1 :

O X
izo "1

= 3

1. I1 est clair que int Dom F # @, puisque Dom F =

2. La condition o0 € int R(F) est satisfaite, car R(F) = X ; en effet
¥veX,vs=s (vo,...,vn), 3 (xo,...,xn) e X/ veF(x);i.e
tel que :

+
Vo * X € Co et

+ V.., = A.x. + B.u, 0 .3 i=o,n-1.
X Viil A1x1 B1u1 pour un contrdle u;s 1=0,n 1

i+l

I1 suffit alors de calculer x de proche en proche.

%41 = A% T By T Vi i=0,n-1
avec un choix quelconque des contrdles uj-

3. On vérifie enfin aisément que si Co et Ui’ i=o,n-1, sont faiblement
compacts, 1'ensemble des chemins admissibles est non vide (o ¢ R(F) = X),
faiblement compact ; ce qui assure 1'existence d'un chemin optimal ;
d'ot le

Corollaire 6.3.1 :

Soit x = (io,...,in) un chemin optimal correspondant au contrdle (GO,...,Gn_l);
alors il existe (x;,...,xﬁ) e 3¢(x) et un chemin dual (po,...,pn) e X tels
que :
- ' ENc(;)
p; - A% by
(11) i1 j=0,n-1

B} Piyp € Nui(”i)

Considérons le programme dual de (ﬁd } 5 soit :
y

b sup, inf [¢(x) + op(Xx,2 )]
(g 25 eX* xeX F



97

ol un calcul simple donne :

*

n-1 n-1
* * * * * * * *
op(x.2) = o¢ (2) + izo o, Bs Zi41) * izo RiZip17Zio%> F <ZpXp

Or 1'infimum en x dans (ﬁd ) méne & :
y
inf [$(x) + <X,X'>] = - ¢*(—x*)
xeX
- *_** _*_.= -

ou X5 = Ai Ziy1 " %4 5 1=0,n 1
*_*
Xp = 2.

Ce qui donne pour dual le programme dynamique :

- n-1
sup, or (Vo) + ) oy (B vi,q) - ¢7(-x")]
vex* Co O 45 Y1 T
- * * :_ _
_ *
Vn = Xn

et pour solution de (ﬁdy) le chemin dual (p,,.--sP,)-

Eatal ¢ LX)

Remarques 6.3.2 :

* - -
x  apparait alors comme un contrdle pour le dual.

Ainsi les chemins et contrdles optimaux X = (io,...,in) et
u-= (Gg,...,ﬁn_l) pour (de) et p = (pgs---sPy) €L X* = (XF,....X})
pour (Ddy) sont 1iés par les relations synthétiques suivantes :

TO(1) #(X) +9"(x") = o
(2) A; Pis1 ~ Py = x: i=o,n-1
*
pn = xn
(3) °C0(p0) + <pyaXy> = 0
OU_i(B;f p1'+1) + <B.-'i‘ pi+l’ﬁ'i> =0 i=o,n=1,

——-0--—
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7 - SUR UNE CLASSE DE PROBLEMES DE CONTROLE

Dans tout ce qui suit T e Jo,+<[ et pour s ¢ [1,+~], nous noterons :

* Lﬁ (LS si n=1) 1'espace de Banach usuel des fonctions Lebesgue-
sommables v = [0,T1 + R", pour la norme :

”VIL t)l dt)l/S sils<s < 4o
flv]l, = ess. sup |v(t)]
ost<T
ol |.| est 1a norme induite pour le produit scalaire <.,.> de R".

* w%’s 1'espace de Banach des fonctions absolument continues
X : [0,T] » Rn, telles que x et Dx = X ¢ Lz ; la norme étant

Ixlly = Ix(o)| + fIoxll

* "p.p" 1'abréviation de "presque partout . sur [0,T1".

—--0---

Rappelons alors que :

(1) ¥s e [l,+=[, le dual (L ) de L s'identifie a L ou %- %- =1, par
la représentation unique su1vante :

*
* e (Lz)*, Ve Lﬁ tel que :

vi(u) = v = IT <v(t),u(t)> dt Yue Li.
0

Nous conviendrons alors dans tout ce qui suit d'identifier viet v et
de noter simplement vE.

(2) Sachant que T est fini, on montre aisément (grdce a 1'inégalité de
Holder) qu'il existe B>0 tel que :

P

»S
¥ x e W™, llxllc < B Al

od ||-||C désigne 1a norme de la convergence uniforme sur [0,T].
---0---
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7.1 Formulation du probléme

Nous nous proposons d'étudier le modéle de contr8le suivant :

inf T F(t,x(t),u(t)) dt + g(x(0),x(T))
Xewl’a
n

uel B
m (x(t),u(t), x(t) e E(t) p.p

() x(0) ¢ ,

o u désigne un contrdle et E : [0,T1 3 R" x R" x R"

avec o,R ¢ [1,4f
-.._0-—-

Pour Tequel nous supposons satisfaites les :

Hypoth&ses de base :

Y] g est convexe, propre, s.c.j sur R" x R"
(2) C, est convexe, compact dans R"
(H) (3) E est a valeurs convexes, fermées avec Dom E = [0,T].
(4) ¥ t elo,T1, f(t,.,.) est convexe, propre, s.c.i sur RHR™
et ¥ (a,b) ¢ R" x R", f(.,a,b) est mesurable sur [0,T],
avec
£Lox(+), u(.)) e L1, ¥ (xou) € 1% x LE

7.2 Reéduction du probléme et propriétés générales

1
n

Notons X = W>°*% x Lg , ¥ = Lﬁ x R" x R" et soient :

s B3® 1 s(xu) = {27 (x(t),u(t).z(t)) € E(t) p.p)

F:X3Y /  F(x,u) = [S(x,u)-L{x,u)] x [C - vx] ob

C-= Co x Rn, yx = (x(0),x(T)) et L(x,u) =Dx = X
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I1 est alors clair que (Pc) prend 1a forme réduite :

k{x,u) + g(yx) et

inf ¢(x,u) ¢{x,u)
(P) avec
0 € F(X,u) k(x,u)

T
[ f(t,x(t),u(t)) dt
0

Proposition 7.2.1 :

S est convexe, fermée.

Preuve :

La convexité se déduit aisément de celle des valeurs de E ; prouvons la
fermeture.

* Soit (xp,up,2)) > (x,u,z) dans Lg x LS X Lﬁ avec (xg,uj,2)) € G(S).

On sait alors qu'il existe une sous suite encore notée (Xz’uz’zz)

telle que :
(xg(t)s ug(t), 2,(t)) > (x(t), u(t), 2(t)) p-p.
* Et comme E est & valeurs fermées, nous avons :
(x(t), u(t), z(t)) ¢ E(t) p.p. 3 i.e (x,y,z) ¢ G(S).

---0--—

Proposition 7.2.2 :

F est convexe, fermée.

Preuve :

La convexité se déduit aisément de celles de S et Co et de la linéarité des
opérateurs L et vy ; prouvons la fermeture :

* Soit (Xz’ Ugs Yo) (x5u,y) dans w%’“ x Lg x ELg x R" x R"7 avec

(Xq Up» ¥y) € G(F) ¥ 2 ;5 alors :

* x> X dans wl’“ et donc :

2 n

sz -+ Dx dans Li et x, - X uniformément sur [o0,T] ;

L
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par conséquent :

o
X, > X dans Ln et YXg > YX

L

* Et comme pour tout £, il existe Z) € S(xz,qg et (az,bl) € Co x R"
tels que Yy = (z% - Dxp, ap - xl(o), by - xl(T))
et que Yo > ¥ dans Lﬁ x R" x R", i1 existe (z,a,b) tel que :

z, > z dans Lg et (a;,b,) ~ (a,b) dans Co x R".

2

* S étant fermée et (uz) tendant vers u dans Lg, ona ze S(x,u) et donc
y=(z -Dx, a - x(o), b -x(T)) € F(x).

---0—-—

Proposition 7.2.3 :

Si E est mesurable a valeurs convexes, fermées, les propriétés suivantes
sont €quivalentes :

(1) (x*,u*,2%) ¢ NG(S)(R,G,E)

(11) (X7(£)5u7(£)527 (1)) € Npgyy (X(£)51(£),2(¢))  p-p-
—--O_--

Preuve :

Notons pour des commodités d'écriture

s(x(t),u(t),z(t)) = <x™(t),x(t)> + <u™(t),u(t)> + <z*(t),z(t)>

* Si (II) a lieu, (x*,u*,2*) satisfait a :
S(R(£),(8),2(8)) = of o) (' (8) " (£),2°(6))  pop.
par suite, pour tout (x,u,z) e G(S), nous avons par définition
(x(t),u(t),z(t)) e E(t) P-p- et donc

s(x(t),u(t),z(t)) < s(x(t),u(t),z(t)) p.p-

* Ce qui par sommation sur [0,T], méne aisément & (I).
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Réciproquement si (I) a lieu ; alors :

* - * - * - x* * * .
<X X> 4 <ULU> + <2 ,2> = sup <X ,X> 4+ <ULU> + <Z ,2> i.e
(x,uU,2)eG(S)

T =y mren = T
[' s(x(t),u(t),z(t))dt = sup [5 s(x(t),u(t),z(t))dt
0 (x,u,2)eG(S) o

Mais grace & [ [12] corol. 3F p.189], nous savons que :

T T
sup [ os(x(t),u(t),z(t))dt = | sup s(a,b,c) dt
(x,u,2)eG(S) o o (a,b,c)eE(t)
ce qui donne en définitive :
I

(1) % + <u*,i> + <2*,7> = | oﬁ(t)(x*(t),u*(t),z*(t)) dt.
0

En supposant que (II) n'a pas lieu, nous pouvons partitionner [0,T]
en trois sous ensembles Il’ 12, 13 mesurables et tels que :

“mesure (13) =0 ; mesure (I,) >0
(2)] s(x(t), G(t), Z(t)) = oﬁ(t)(x*(t), F(E),2N (L) sitely
s(X(t),0(t),Z(t)) < oﬁ(t)(x*(t), ()25 (L) sitel,

En sommant sur [0,T], nous avons évidemment
(T s(x(t),u(t,z(t) dt = { s(X(t),0(t),z(t)) dt
0 vl
1°°2
ce qui rapproché de (2) méne a :

- - - T . - -
L% 4+ <UL 0+ <2N,2> = [ s(X(t),0(t),z(t)) dt < ...
0

T # * * *
< £ of (¢) (X" (1) 0™ (£),2° (1)) dt

et contredit (1).
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Proposition 7.2.4 :

k est convexe, propre, continue sur Lﬁ X Lﬁ.

-—-o-——
Preuve :

Les hypothéses (H) sur f, donnent aisément la convexité de k et assurent que

n
sera s.c.i, puisque toute fonction convexe, propre, s.c.i sur un espace de

o ~ . g = ~ ~
Dom k = L x Ls ; par conséquent, la continuité de k sera assurée dés que k
Banach (ici Lﬁ x Lﬁ) est continue sur 1'intérieur de son domaine.

* Soient donc A et (xz,uz) > (x,u)ldans Lz x Ls, avec
(1) k(xg,uz) <A ¥ 2

On sait alors qu'il existe une sous suite encore notée (Xz’uz) telle
que :
(x(£)5u, (1)) > (x(t),u(t)) p.p

* f(t,.,.) étant s.c.i, nous avons :
f(t,x(t),u(t)) < lim inf f(t,xz(t),ul(t)) p.p
considérons alors la suite (hg) définie par :
(2) ho(t) = F(tx,(£),u, (1)) - F(Ex(t).u(t)) ¥t
p.p, et comme f(.,x(.),u(.)) e Ll, il existe X tel

alors hz(t) 2

0
que : T
é f(t,x(t),u(t) dt = X

ce qui rapproché de (1) et (2) méne 3 :

T
[ ho(t) dt <a-X ¥ 2
0

* Le Temme de Fatou est donc applicable a (hz) ; par suite :

T T
0 <f Tliminf h (t) dt < lim inf [ h (t) dt
0 % 0 %

ce qui grdce a (2) donne aisément :
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T T
k(x,u) = [ F(E,x(t),u(t)) dt < Vim inf [ £(t,x (t),up(t)) dt <A
) 0
. ===0---
Pi-oposition 7.2.5 :
¢ est convexe, continue sur X.
--—o_..—

Preuve :

* La convexité est simple & vérifier ; prouvons la continuité.

Soit (xp,up) = (x,u) dans wi’“ x Lﬁ, alors u, + u dans Lﬁ et x, » x

dans wi’“ ; et comme i1 existe >0 tel que :

sz-xHC < Bllxz-xuw on a :

X, > X dans Lz et yx, > vyx 3

L L

* Enfin g &tant continue (car convexe, propre, s.c.i) sur RR", on a :
K(xgUp) + 9(¥X,) = ¢(xg,u,) > o(X5u) = k(x,u) + g(yx).

-——0--—

Le résultat suivant sera utile.

Proposition 7.2.6 : [ [12] corol.3E p.189]

(X",u) € 3k(x,u) <= (x"(t),u"(t)) € 3f(t,x(t),u(t)) p.p

ol 3f(t,x(t),u(t)) = axf(t,x(t),u(t)) X auf(t,x(t),u(t)).
——-o-_-

Remarques 7.2.1 :

En admettant 1'existence d'une solution a (Pc)’ il est clair que le Lagran-
gien associé au probléme réduit admettra un col dé&s que seront satisfaites
les conditions suivantes :

(1) int Dom F # @

(2) 0 ¢ int R(F).
---o—--
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Ces corviitions seront examinées plus loin ; admcttons-les pour le moment et
étudior: le Lagrangien que nous supposons donc admettre un col.

--—0_--

7.3 Lagrangien et conditions d'optimalité

* *
En notant 1'élément générique de Y¥ = Lg xR" x R" par (v,w) ol v « Lﬁ
et w = (a,b) € R" x R", 1e Lagrangien a pour expression :

L(xsu,vsw) = ¢(x,u) + og(X,Usv) = <Dx,v> + op(w) = <w,yx>
T
0d og(x,u,v) = inf [ <z(t),v(t)> dt
zeS(x,u) ©
T L]
<Dx,v> = [ <v(t), x(t)> dt
0
_ <W,yX> = <a,x{(0)> + <b,x(T)>.

x  Exprimons sur ((X,u),(p,q)) est un col de | ; soit :

L(x,u,v,w) < L(x,u,p,q) < L(x,u,p,q)

ox* l,a
(1) ¥vels ¥ X e wn
¥ o e R"xR" Vuell

* De la premiére inégalité du col, on retire que :

*

‘_ L()-(’as V,Q) < L()-(,G,p,q) Vve L(:;

(2) -
L{xsu,p sw) < L(x,u,p,q) ¥weR"xR

&

ce qui donne aisément (et exprime en fait que) :

- -p € NS(i,G)(Di)
(3)
-q € Nc(Yi)
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En exploitant 1a seconde inégalité du col sous la forme :

Tim 7Y (3tAx,G40U,p,q) - L(X,0.p.q)T 20 ¥ X € W; x

A0,

et en notant up(x,u) = cs(x,u,p), on aboutit aisément a :

(4) vxeu® et ueclb

4 LB’
m

K(X,Uu3x,u) +g(yX;yx) + ﬁp(i,ﬁ;x,u) - <Dx,p> - <q,vX> = 0

ol k, é et ﬂp désignent les dérivées directionnelles.

En rappelant que celles-ci sont les fonctions d'appui supérieures aux

sous différentielles correspondants qui sont faibles-x compacts, cette

derniére relation méne a :
xeWl>® (5. E.)eok(X,0
W nl,Cl)e (x,u)

B *x % - -
(5) uel o (nz,cz)eaup(x,u)

7 ¢ 3g(yX)

Par un théoréme de minmax [1], nous savons alors qu'il existe
(il’ﬁl)’ (§2,ﬁz) et U tels que :

(X,,U,) € aup(i,a) = 3(x,u) og (X,sp)
(6) & e 3g(Yk)

<X +* >+<* +* >=<D >+<* > =
X1#Xg s X>+<U; +Us,U>=<DX,p>+<w-q,YX> = 0

¥ X e Wi’a et Vuce Lg

min max [<ﬁl+ﬁ2,x>+<£1+22,u>-<Dx,p>+<§-q,yx>] =0

et

Mais pour successivement x=0 puis u=o0, cette derniére &galité équivaut

a:
|~ <§I+§2,x> - <Dx,p> + <$'q,YX> =0 ¥ X ¢ Wi’a

* * _ B
<u1+u2,u> =0 Vuc Lm
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c'est-a-dire :

T T *
(7) J <§1(t)+§2(t),x(t)>dt-f <p(t),i(t)>dt=<qo-5,x(o)>+<qT—b,x(T)>
0 0

1, - * *
¥ X eW e ot q-= (qo’qT) et w= (a,E)

T* *
(8) | J <uj(t)Huy(t),u(t)> dt=0 Vueltd
o]

* Sachant que 1'espace des fonctions continues & support compact dans
[0,T] est dense dans Lﬁ, (8) donne aisément

) |7 U(t) +0y(t) =0 pep

* L'utilisation en (7) du Temme classique de Dubois-Raymond assure alors
que p est absolument continue avec :

p(t) + §1(t) + §2(t) =

1
o

p-p

(10) *
- b

p(o) =3 - q, 3 p(T) = af

-

* Notons & ce niveau, que nous disposons de (§2,52,p) tel que :
-pe NS(Q,D)(DR) et (iz,ﬁz) ¢ aup(i,ﬁ) = 30g(X,U,p)
ce qui par la proposition 4.2 équivaut a :
(1 |~ (Xpslip>=p) € Ng(sy(X,U:D%)

---o-_-
Nous sommes & présent en mesure de prouver le :

Théoréme 7.3.1 :

On suppose en outre des hypothéses (H) que :

(1) E est mesurable

(2) intDomF #9 et o0 e int R(F)
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Alors pour toute solution (i,ﬁ) de (Pc)’ il exjste p: [o,T] > R" tel que :

(1) p est absolument continue sur [0,T]
(21) (<p(t),0,-p(t) « NE(t)(i(t),a(t),i(t)) + [3F(t,X(t),0(t))x{0}] p.p
(31) (p(0),-p(T)) € 3g(x(0),x(T)) + Ne(x(0),x(T)) et ol
(41) Ne(x(0) ,x(T)) = Nco(i(o)) x {o}.
P
Preuve :

* La proposition 7.2.3 est applicable en (11) ci-dessus et donne :
(kp ()55 (£),-p(t)) € Np gy (X(£),U(t),X(8))  p.p

* La proposition 7.2.6 assurant que :
(X;(t),0; () € 3F(t,X(t),u(t)) p.p

i1 suffit de rapprocher (3), (6), (9) et (10) pour conclure.

---o---

7.4 Sur les conditions o0 ¢ int R(F) et int Dom F # {

Soient les projectéurs Ty i=1;3, donnés par :

nl(a,b,c) = a, nz(a,b,c) =b et w3(a,b,c) =C
et soit £ : [0,T] x R" x R" 3 R" définie par :

E(t,a,b) = {c / (a,b,c) € E(t)}

-—-o---

Proposition 7.4.1 :

Si E est fermée, & valeurs convexes, avec n3(R(E)) borné, alors E est s.c.s
a valeurs convexes, compactes.
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Preuve :
* IT est clair que E est & valeurs convexes, fermées,

Soit K = n3(R(E)) ; alors K est compact et contient R(E; : suite E
est & valeurs compactes dans le compact K.

-

* E sera s.c.s dés que G(E) sera fermé ; or :
G(E) = {(t,a,b,c) / (a,b,c)} eE(t) = G(E) qui est fermé. |

———(Qe -

Remarque 7.4.1 :

Ce résultat persiste si 1'on remplace la condition n3(R(E)) borné par 1'hypo-
thése plus faible :

T3 0 E est localement bornée sur [0,T] ; i.e telle que :

¥telo,T], 3V eo0(t) avec m3(E(V)) borné.

———(———-

Proposition 7.4.2 :

Si E est fermée & valeurs convexes, avec n3(R(E)) borné et si

Vtelo,Tl,¥aeR", 3¢ cR"/ (a,0,¢) € E(t)

Alors ¥ Xq € R", ¥v: lo,T] *-R", continue, 3 x : [0,T] »-R", absolument
continue, solution de 1'inclusion différentielle :

- (x(t),0,%(t) + v(t)) e E(t) p.p
(1,)
_ x(0) = x,
___o-—-
Preuve :

Notons d'abord que (I,) se formule aussi comme suit :

- %(t) e E(t,x(t),0) - v(t) Vte lo,T]
(1,)

x(o) = Xq
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-

* Ui £ est s.c.s, @ valeurs convexes, compactes (propo. 7.4.1) ; par suite
Eu : (t,a) » E (t a) = E(t a,0) - v(t), hérite des propriétés de E et

Senis fa1t a Dom E = [0,T] % R".

* Par ailleurs, v étant fixé, 1'é€lément de norme minimale de E (t a) noté
m(E (t a)), qui est simplement la projection de v(t) sur E(t a,0) est
un1formement dans le compact K = nSZRZE))

* Les conditions d'application d'un résultat d'Aubin-Cellina [ [2] th.4
p.101] sont donc réunies ; d'ol 1'existence de 1a solution annonceée.

—-—0_—-
Nous sommes & présent en mesure de prouver le résultat de surjectivité

suivant :

Théoréme 7.4.1 :

Si E est fermée & valeurs convexes, avec n3(R(E)) borné et si
¥telo, 71, ¥a eR", 3¢ceR"/ (a,0,c) ¢ E(t)
alors R(F) =Y (et donc o ¢ int R(F)).
———Q---
Preuve :

x  Soit (v,w) € ¥ = LD x R™R"J o v ¢ L et w = (a,b) ¢ R" xR" ;
alors (v,w) € R{( F) si et seulement si il existe x ¢ Wl’a et u e LB
tels que (v,w) eF(x,u) ; i.e tels que :

(x(t), u(t), x(t) + v(t)) e E(t) p-p
(1) (x(o)+a, x(T)+b) € Co x R"

* Nous savons que par densité, il existe une suite (Vz) de fonctions

=

continues @ support compact sur [0,T] et telle que :

>v dans L%

VQ, n’

* Or par la proposition 7.4.2, nous savons que :

¥, 3 Xg [o0,T] +-Rn, absolument continue, solution de
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(x(t),0, x(t)+v (t)) € E(t) P-p

(Iz)
x(0) = Xy = Com@ 5 €, € Co fixé

Quitte @ extraire des sous suites, nous pouvons supposer que
Vo (t) ~ v(t) p.p

On sait alors (cf. Brezis. Anal. Fonct. th.IV.9 p.58) qu'il existe
§ € Lﬁ telle que

v (t)] =8(t)  p.p

et comme T est fini, 6 ¢ L1.

Par ailleurs sachant que K = n3(RZE)) est compact et que :

kl(t) + vz(t) e K pP.-p

il existe B>0 tel que :
(1) |%,(t)| < B+ 8(t) = 8(t) V2

et donc & e L1 et 1'on deduit aisément que :

(2) %, (8] < Ixo| + 118, Vtelo,J] ¥2&

Les relations (1) et (2) permettent d'affirmer grdce & [[2] th.4 p.13]
qu'il existe x : [0,T] » R" absolument continue et telle que :

X, * X uniformément sur [o0,T]

Xz -+ x faiblement dans Li.

(3)

Nous affirmons alors que

. . . 1
(4) X, + Vo > %+v  faiblement dans L

o *
En effet, T étant fini, tout n ¢ Ln est dans Lﬁ ( é.+ é*= 1)
et donc : |<n,vg=v>| < |Inll x <llvg-vll

et comme v, > v dans Lz, on aboutit a :

L
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<NsX, +V,=X=V> = <n,X, -X> + <N,V

L L

Les relations (3), (4) ci-dessus réunissent les conditions d'appiication
d'un théoréme de convergence [ [2] th.1, p.60] qui assure alors que :

(X(t), O )'((t) + V(t)) € E(t) p.p
x(0) +a=cg € Co

x(T) + b e R"

1,0

* Reste simplement d vérifier que X € Lﬁ pour que x soit dans wn

Or x(t) + v(t) e K= %ETRTEST' p.p

et comme K est compact, i1 existe B>0 tel que

[x(t)] = |v(t)] + B p-p

Enfin puisque v € L% et que T est fini, manifestement X ¢ Lﬁ H
en conclusion (v,w) € F(x,0).

e

Théoréme 7.4.2

Si E est fermée, mesurable avec n3(R(E)) borné et si
n m n
¥ (t,a,b) ¢ [0,TI xR xR, 3 ce R / (a,b,c) e E{t)
1,0 B
alors wn x Ly < Dom S.

—--0--_
Avant de prouver cela, notons le

Corollaire 7.4.1 :

Sous les conditions du théoréme 7.4.2, on a :
_ ylso B .
Dom F = wn x Lo (et donc int Dom F # D).

m—re(e--

Preuve du corollaire 7.4.1 :

Soit (x,u) e W1e® x LB, alors (theo. 7.4.2) 11 existe z ¢ LY avec z ¢ S(x,u);
par suite ¥ (a,b) € Co x R", y = [z-Dx, a-x(0), b-x(T)] e F(x,u).
---o---
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Preuve du théoréme 7.4.2 ;

Sous nos hypothé&ses, nous pouyons montrer tout comme pour la proposition
7.4.1 que E définie par E(t,a,b) = {c / (a,b,c) € E(t)} est s.c.s & valeurs
compactes avec Dom E = [0,T] x R" xR" ; par conséquent 1'image réciproque
de tout fermé de R" par E est fermée. |

* Soit (x,u) € wi’“ X Lg ; et considérons :

7 : [0,T3 » [0,T1 xR" x R™ / 1(t) = (t,x(t),u(t)) et

-

A:To,TISRY /7 A(t) = E(t,x(t),u(t)) = Eor(t)
Alors A est @ valeurs non vides (Dom A = [0,T]) fermées ;

* Nous affirmons que A est mesurable ; soit donc A fermé dans R" ;
alors A'l(A) = T'I(E'I(A)) ; et comme E'l(A) est fermé et que T est
mesurable, A'l(A) est mesurable.

* Par conséquent A admet une sé&lection mesurable [ [12] corol.1C p.163]
soit z une telle sélection ; alors (x(t),u(t),z(t)) ¢ E(t) p.p;
et donc z(t) ¢ K = Eg?ﬁ(ﬁff p.p ; et comme K est compact, manifestement
Z e Lz ; c'est-a-dire z ¢ S(x,u).

-—-0..__
En rapprochant les théorémes 7.3.1 ; 7.4.1 et le corollaire 7.4.1, nous

aboutissons au résultat synthétique suivant :

Théoréme 7.4.3 :

On suppose que :
(1) f,g et C0 satisfont aux hypothéses de base (H).

(2) E est fermée, mesurable avec n3(R(E)) borné et satisfait a :
V (t,a,b) € [0,TI xR" xR", 3¢ « R"/ (a,b,c) ¢ E(t).

Alors pour toute solution (x,u) de (Pc) il existe p : [0,T] » R" telle que :
: 1,0 1.1
(1) pe Wt (5+35%=1)

(21)  (-B(£)20,-P(£))eNg (4 (X(£),3(£) K(£))+(BF(£,X(£),5(2)) x {03) p.p
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(34 (p(0)5-p(T)) € 3g(X(0),X(T)) + N-(X(0),X(T)) et od
(41) No(X(0),X(T)) = N¢ (X(0)) x {o}
0
-—-O———

Corollaire 7.4.2 :

Sous les conditions du théoréme 7.4.3, le probléme (Pc) est inf-dif-stable
par rapport aux perturbations (sur les contraintes) :

(x(t), u(t), x(t) + v(t)) e E(t) p.p
x(0) e Co + a

x(T) = b
ol (v,a,b) € Ly x R" x R"

Preuve :

11 suffit de rapprocher la proposition 5.3.1, Te théoréme 7.4.1 et le
corollaire 7.4.1.

Remarque 7.4.2 :

L'existence d'une solution au probléme (PC) sera assurée dés que la fonction-
nelle ¢ est faiblement inf-compacte ; c'est-a-dire telle que pour tout AeR
{(x,u) / ¢(x,u) < A} est faiblement compact ; ce sera le cas si la conjuguée
$ de ¢ est continue a 1'origine.:

Pour des conditions générales assurant cela, nous renvoyons le lecteur a
[17].
---0-_-

7.5 Cas particuliers et extensions diverses

* Lorsque la multifonction E prend la forme :
- E(t) = {(a,b,c) / c = A(t)a+ B(t)b ; b € U(t)} ol
(1) l ¥ telo,T1, A(t) et B(t) sont des matrices (nxn) et (nxm) et

U: [o,TI3R" avec DomU = [o0,T].
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Nous retrouvons le cadre classique du contrble sur les équations
1inéaires

x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) p.p

u(t) e U(t)

_ x(0) € CO

On vérifie alors aisément que si U est mesurable a valeurs convexes
fermées et si A(t) et B(t) sont & composantes mesurables, E est mesura-
ble & valeurs convexes, fermées.

L'identification de NE(t)(a,b,c) s'obtient par un calcul simple :
B TH+ ATt =0
(2) (s’sﬁé) € NE(t)(a,b,C) <>

*

¢ + B*(t)b” eNU(t)(c)

ce qui dans le cadre du théoréme 7.3.1 méne aux conditions d'optimalité
classiques.

Supposons pour simplifier que a=B=1 alors sous les conditions

A e L™ et B € L7
on montre aisément que Dom F = wi’l x L; ; d'od int Dom F # 0.

Par ailleurs o € int R(F), puisque R(F) =Y = L; x R" x R" ;

en effet soit (v,a,b) L% x R" x R", et soit u un contrdle tel que :
UeK={uell/u)cU(t) p.p}s

alors le probléme de Cauchy :

x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) - v(t) p.p

_ x(0) Xo = @3 pour x e Co

admet une solution globale x sur [0,T] ; et sous nos conditions mani-
festement x ¢ wﬁ’l ; d'olt (v,a,b) e F(x,u).

I1 est & noter le fait important que les opérateurs de dérivation ou de
trace ainsi que A(t) et B(t) n'interviennent que comme opérateurs
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1inéaires continus ; aussi peut-~on en manipulant convenablement 1'inté-
grale de Bochner et les distributions vectorielles, traiter suivant la
méme approche les problémes convexes de contrdle sur les équations diffe-
rentielles linéaires opérationnelles ou aux dérivées partielles, sous

le schéma réduit :

F(x,u) = [S(x,u) - L(x,u)] x [C-yx] ol

S(x,u) = Ax + Bu, avec A et B 1incaires continus
L(x,u) = Dx et wue U ensemble des contrdles

D un opérateur différentiel linéaire et y un opérateur

- linéaire de trace

et siBzoetC-= U, on obtient le schéma du contrbdle frontiére.

Le seul point difficile dans ce cas consiste & satisfaire la condition
0 ¢ int R(F) ; ce qui en fait revient & assurer des solutions au pro-
bléme perturbé :

Dx Ax + Bu + v

YX = W ol (v,w) est une perturbation.

On retrouverait ainsi aisément les principaux résultats de [ [5] chap.3
et 4].

Notons enfin que notre approche s'applique aussi & 1'extension suivante :

T
inf [ f(t.x{t),u(t))dt + g(x(o),x(T))

xeW! ™% (0,T5Xy)
UELS(O;T;XZ)
(x(t),u(t),x(t)) € E(t) p.p

x(0) € C0

(pour les espaces considérés, nous renvoyons le lecteur & [5] chap.l).
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Les conclusions du théoréme 7.4.3 persistent sous les conditions :

(1) l<a, B<+w

(2) X, est un Hilbert et X, un Banach réflexif

(3) C0 est un convexe, faiblement compact de X1

(4) E: [0,T13 X, x X, x X;, fermée, mesurable (au sens de [71)

avec Dom E = [0,T] et telle que :

* n3(R(E)) relativement compact (ol n3(a,b,c) = ¢)
* ¥t e[o,T], ¥ aeXy, ¥ beX,, 3 ceX; / (a,b,c) e E(t)
(5) g convexe, propre, continue sur X1 X X1
(6) ¥telo,T], f(t,*,*) convexe, propre, continue sur Xy x X, et

¥(a,b) € X1 X X2, f(-,a,b) Lebesgue mesurable sur [o,T] avec

Fax(+)5u(=)) € L1, ¥ (xou) € WH%(0,TiXp) x LB(0,T5x,)

———o---
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CHAPITRE II1

FONCTION MARGINALE DE PENALITE

1 - INTRODUCTION

L'objet de ce chapitre est de dégager a travers 1'étude d'une fonction
marginale quelques aspects nouveaux de dualité et de stabilité des pénalités
extérieures ; afin d'en saisir la portée, il serait utile de rappeler les
principaux résultats attachés a ces méthodes.

Supposons dans cette introduction le programme considéré du type :

J=inf () / g5() <0 4=l,g 5 gy(y)=0 i=gel,m)

(P)

_oud, g ¥~ R ; i=1,m

La pénalisation extérieure consiste en fait & associer & (p) la fonction
marginale h définie comme suit :

B h(x) = inf {¢(x,y) / y € Y} ol
¢(x,y) = d(y) + x.P(y) 5 P(y) = d(gy(y)s...,9,(y)) et
d 2 0 avec d(v) = 0 <==> vi < 0i=1,q et Vi = 0 i=g+l,m
En notant par S 1'ensemble (&ventuellement vide) des solutions de (P), les
résultats généraux [6,9] sur les pénalités se résument en fait en :

~ % lim h(x) = J
X+
* 1im sup Mh(x,s) cS avec
X+oo
e>0+
Mo (x,e) = {y / ¢(x,y) < h(x) + €} ¥(x,e) ¢ RE

» Par ailleurs 1'instabilité numérique des pénalités (x devant tendre vers
1'infini), donna lieu & une recherche des pénalités dites exactes ; c'est-
d-dire pour lesquelles i1 existe x fini, réalisant 1'égalité
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(P2) | 3= h(X) = inf o(X.y)
yeY

Sur cet aspect, nous pouvons citer [4,16,191 pour le cas convexe,
[2,5,8,11,161 pour le cas continument différentiable et [17] pour le cas
localement lipschitz ; et tous ces travaux ont consisté essentiellement &
8tablir des correspondances entre les solutions locales de (P) et celles de
(P;) et & définir des bornes pour X.

Au plan de la dualité et dans le cas ol d(v) = z d (v ) nous pouvons
'|_
citer Fiacco-Mac.Cormik [61, Lootsma [12] et Auslender [11, qui ont montré

sous des conditions de régularité (du second ordre), que pour §++w, tout
(&,§) défini par :

est solution de (P&) et

=k<> <K=

1(g1 () i=l,m ; d; derivée de d,

satisfait aux contraintes du programme dit dual :

m
sup [J(y) + Z Ug 95 (y)1
m
(p) vd(y) + ,21 u;.vg.(y) = 0
'|=
u; 20 i=l,g

et que toute valeur d'adhérence (u,y) est constituée d'une solution y de

-
=

(P) et d'un vecteur dual u attaché a y.

Cependant Zangwill [19] remarque un caractére dual plus spécifique des
pénalités, mais ne 1'exploite pas ; il montre en effet que la fonction de
pénalité ¢, qu'il propose, satisfait & 1a relation :

sup inf ¢(x,y) = inf sup ¢(x,y)
x20 yeY yeY x20

et que dans le cas convexe, continument différentiable, le premier membre de
cette égalité traduit le programme :
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"~ sup ¢(x,y)
(D) Uy ¢(x,y) =0
x20

-

I1 obtient ainsi des résultats comparables & ceux de [6]. Ces résultats
furent ensuite étendus par Roode [16] et Palashek [14]1, dans le cadre des
Lagrangiens généralisés.

Cependant, dans tous les cas, la dualité dégagée restait toujours atta-
chée au dual (D) qui nécessite au moins la différentiabilité. Pour notre
part, nous abandonnons complétement ce point de vue, pour donner dans un
cadre plus général un aspect dual spécifique des pénalités extérieures ;
nous prouvons alors gue :

(i) Les pénalités extérieures relévent toutes d'un méme schéma de
résolution "type Uzawa" agissant sur un programme “sup-inf" ; et qu'une
pénalité est exacte si et seulement si la fonction de pénalité correspondante
admet un col & distance finie.

(2i) Nous déduisont alors aisément qu'une pénalité exacte est nécessai-
rement non différentiable ; nous aurons alors étendu au cadre le plus général
un résultat que Bertsekas [4] prouva dans le cas convexe et en dimension
finie.

(3i) Nous prouvons enfin, dans une étude de stabilité, que relativement
d une perturbation simple, les pénalités extérieures sont en général inf-
stables et que toute forme de stabilité différentielle &quivant & 1'exacti-
tude.

2 - SUR UN ASPECT DUAL DE LA PENALISATION EXTERIEURE
(Y,T) étant un espace topologique, on considére le programme :

~inf J(y)
(P) m

yeA=,i A

17

* Ai est fermé dans Y (pour t) ; i=1,m
* J: YR est inf-compacte (pourt).

mme(m—-—
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Notons X = R" et W = {xeX / u(x) = 0} ok u : X >R / u(x) = min x;
l<izm

Définition 2.1 : On appellera pénalité pour (P), toute fonction
¢ : XxY > R telle que :

(1) o¢(x,*) est s.c.i surY, ¥ x el

(2) o(x,y) = Jd(y) siyeAousix=20

(3) o(xsy) > J(y) siyédAetxeint¥W
(4) o(x,y) > ¢(x',y) siyé Aetx-x"eint¥W

(5) 1im ¢(x,y) = 4= siy ¢ A.
H(X)>e0

m——e()——-—

Définition 2.2 : On appellera pénalité pour le domaine A, toute fonc-
tion ¢p XxY-R, satisfaisant & (1) - (5) ci-dessus avec J = 0.

cm=)m—-—

Remarque 2.1 : I1 est aisé de voir que ¢ est une pénalité pour (r) si

et seulement si i1 existe une pénalité ¢A pour A telle que :

0(xoy) = J(y) + ¢p(xsy) ¥ (x,y) € X x ¥

--—O—_-
Suivant Bertsekas [ 3], nous pouvons remarquer que toutes les méthodes de

pénalités classiques (m=1) traduisent essentiellement la relation :

Tim  inf ¢(x,y) = inf Tim ¢(x,y) = J
x+o yeY yeY Xt

cette relation s'étend aisément au cas vectoriel (m>1) pour p(x)++~ ; mais
en fait nous avons la relation de dualité suivante :

Proposition 2.1 : [dualité I]
Toute pénalité ¢ pour (p) satisfait & 1'égalité de dualité

inf sup ¢(x,y) = sup inf ¢(x,y)
yeY xeW xeW yeY

---o---
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La preuve utilise les &léments et résultats suivants :

Définition 2.3 :

1. h:W->R / h(x)=inf ¢(x,y)
yeY
est dite fonction marginale de pénalité

2. Myt WXR.SY /[ M(xe) =1y / 6(x.y) < h(x) + )
le minimiseur correspondant
—--o_--

Proposition 2.2 :

(i) h est finie sur W et satisfait a

sup h(x) = 3
XeW

(21) Pour tout A =2 0 fini

Mh(w x [0,A]) = U Mh(x,e) est relativement compact.
XeW
O<e<h

Preuve .

* J étant inf-compacte, il existe o fini tel que :

-

(1) o< o< inf d(y) sinfd(y) =Jd <+
yeY yeA

Par ailleurs la définition de ¢ assure que :

(2) inf J(y) < inf ¢(x,y) = h(x) < inf ¢(x,y) = J
yeY yeY yeA

par suite (1) et (2) menent & :
(3) -w<ash(x)sd<+® ¥xeWs;don (i)

* Soient A 2 0 fini et (x,e) € W x [0,A] ; alors :

-

y € Mh(x,e) <==> J(y) < ¢(x,y) < h(x) + € <J + X ; et donc
Mh(x,e) c{y / Jy) < 5 + A} qui est compact ; d'od (21)
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Soit enfin (&’§’ez) telle que :

_-§ € Mh(& €,) 3 Ml G ew g

%
_H(x) >+ et e, 0
(e,) tendant vers zéro, (& est relativement compacte, puisque pour
2
% suffisamment grand :

J(&) < ¢(&,§) < h(&) + € < J+1

-

. . R L
quitte 3 extraire des sous suites, nous pouvons supposer que (¥)
converge vers y.

Nous affirmons alors que y e A ; sinon ¢( ,y) >+ ®
par suite i1 existerait 21 tel que :

2, - -
o(x1,5) = 43| + 1.

2
¢(x1,.) étant s.c.i, i1 existerait %5 tel que :

2,12 -
¥ 20, 0(x7,y) 2 |33] 41

Soit & = max {24,2,} et tel que g, <1 5 alors :

)

g % ) .
% - xb e int Wet o(h.9) 2 o(xtiy) = 3041

v

Qo

ce qui rapproché de (2) ménerait
|3J|+1 ,y) x) + g, < J+1.

contradiction qui prouve que y € A.

Et comme
2 L
) < o(h5) s h(x) + ey + g
le passage & la limite donne :
- L - -
J(y) < lim inf J(y) < lim inf gy + J = J

c'est-a-dire 1'optimalité de y.
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* On conclut en remérquant simplement que :
3 - PP R L 3
J = J(y) < lim af h(x) < Tim sup h(X) < J.

b e L 20

Preuve de la proposition 2.1
I1 est aisé de vérifier que :

inf sup ¢(x,y) = inf J(y) = J
yeY xeW yeA

et donc tout revient a prouver que :
sup inf ¢(x,y) = sup h(x) = 3

xeW yeY xeW

ce qu'exprime précisément la proposition 2.2.

3 - PROGRAMME DUAL ET PENALITES EXACTES
Le primal (p) a donc méme valeur que le dual :

~ sup h(x)
(D)

_Xel
En fait leurs solutions se correspondent en toute généralité comme suit :

Proposition 3.1 : [dualité II]
Pour toute pénalité ¢ et pour tout €20 fini, nous avons :

(i) X e W est e-solution de (p) si et seulement si A n M (X,e) # §

(2i) auquel cas, tout y ¢ A n Mn(i,e) est e-solution de (p).
——-Q---
Preuve
* X ¢ W est e-solution de (p) si et seulement si
(1) J<h(X) +e

alors toute solution y de (P) (et il en existe) satisfait a :

Jeheto(k,y) =Jd(y) =d <h(x) +¢e;
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Par suite i1 existe bien yeAn Mh(i,e).

x  Reéciproguement si y ¢ A n M (X,e), nous avons :
J<3(F) = 6(%.7) sh(X) +esd+e

et donc X satisfait (1) et y est e-solution de (»).
--—0—-—

Remarques 3.1 :

1) Pour e=0, nous obtenons un résultat de dualité compléte.

2) Rappelons qu'en programmation mathematique, une pénalité scalaire (m=1)
est dite exacte s'il existe x20 fini tel que :
() |7 h(R) = inf o(Xoy) = J
- yeY
cette définition s'étend évidemment au cas vectoriel (m>1) ; mais en remar-

quant que (+) signifie que x est solution du dual (D), nous pouvons grace &
la proposition 3.1 (i) définir 1'exactitude comme suit :

Définition 3.1 :
Une pénalité ¢ pour (P) sera dite exacte si :

3 X e Wavec |x| <to et An Mh(i,O) )
on dira aussi que ¢ est exacte en X.
---o_—-

Proposition 3.2 :
Une pénalité ¢ est exacte si et seulement si elle admet un col (x,y)

sur WxY avec |x|<+e ; auquel cas ¢ est exacte en X et y est solution de (p).
---0-—-

Preuve

x  Si ¢ est exacte, i1 existe x ¢ W tel que |X|<+~ et A n Mh(i,O)#Q ;
nous savons alors par la proposition 3.1 que :
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x est solution de (D)
¥yeAn Mh(i,O) est solution de (p) et
_h(x) =3 =3(y)

ce qui signifie que (x,y) est un col de ¢ sur WxY avec |x|<+=.

* Réciproquement si (x,y) est un tel col ; nous savons (comme résul-
tat classique sur les cols) que x est solution de (D) ; ce qui
équivaut (propo. 3.1) @ A n Mh(i,O) # P ; d'od 1'exactitude.

---0---

Proposition 3.3 :
On suppose ici qu' Y est un espace vectoriel normé ; alors toute péna-

1ité exacte est nécessairement non différentiable.
___0---
Preuve

* Nous savons qu'il existe une pénalité ¢, pour A telle que :

o(x,y) = d(y) + ¢p(xsy) ¥ (X,y) e Wx Y

n

* Par suite, si ¢ est différentiable en y, J(.) = ¢(0,.) et
¢A(x,.) = ¢(x,.) = J(.), sont différentiables en y.

*  Supposons ¢ exacte en x ¢ W, alors il existey ¢ A n Mn(i,O) avec

J = ¢(X,y) = inf ¢(X,y) ;opar suite
yeY

VI(y) + Yy, op(%sy) = 0

vy¢(>'<,9)

* Et comme ¢A 20, ¢A(i,.) atteint son minimum libre sur A, donc ay
point y ; ce qui donne v, ¢A(§,9) = 0, et méne au résultat absurde
vd(y) = 0.

Conclusion :
Ainsi pour des programmes dont 1'objectif J atteint son minimum libre
hors des contraintes (ce qui est 1'objet méme de 1'optimisation contrainte),



129

une pénalité exacte ne peut é&tre différentiable. Ce résultat connu
dans le cas convexe, en dimension finie [4], est & présent &tendu au cas gé-

néral et sans convexité.

Remarque 3.2 :

Si ¢ est exacte en X, J = inf o(x,y) et A n Mh(i,O) £0 ; orceaqu'il
yeY
est naturel d'attendre d'une pénalité exacte est qu'elle satisfasse 3 :

- Mh(i,O) c A
Les deux résultats suivants répondent & cela.

cma(Qm--

Proposition 3.4 :

Si ¢ est exacte en X ¢ W, alors :
M (x,0) < A, ¥ x / x-X ¢ int W.
Nous dirons alors que ¢ est totalement exacte en x.
Q-
Preuve :

* En revenant a la définition de ¢, on voit aisément que :
h(x) < h(x)

et comme ¢ est exacte en X, nous avons en fait :

J = h(X) < h(x) < sup h(x') = J
X'eW

* Soit donc y € Mh(x,O) ; alors ¢(x,y) = h(x) = J, et en supposant
y ¢ A, nous aurions par définition de ¢

$(X,y) < ¢(x,y) ; et par suite :
3 = h(%) < 6(%,y) < 6(x,y) = h(x) =

contradiction qui montre qu'en fait Mh(x,O) c A,
--—o—-—
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Rappelons une définition :

Définition 3.2 (x)
Nous dirons qu'une pénalité ¢ majore la pénalité ¢ si 1'on a :

d(x,y) > d(x>y) ¥y £ A, ¥ xeint V.
__-0-_-

Notons que pour obtenir une majoration de ¢, i1 suffit d'ajouter a ¢
une pénalité ¢A de A.

Proposition 3.5 :
¢ et ¢ étant des pénalités pour (P), si ¢ est exacte en X ¢ int W, et
si ¢ majore ¢, alors ¢ est totalement exacte en x.

_-_o_--

Preuve :
Soient h la fonction marginale de pénalité associée & et y Mﬁ(i,o).
En supposant y ¢ A, nous avons la contradiction immédiate :

3 = h(X) € 6(X,y) < B(X,y) = A(X) < J

Remarque 3.3 :
Ainsi 1'exactitude totale s'obtient & partir d'une pénalité exacte ¢,

par une perturbation positive soit de ¢ (majoration), soit de paramétre x
(x-x € int W).

(x) I1 est & noter que dans le cas scalaire (m=1) la notion de majoration
et la proposition correspondante sont dues & HUARD [91.
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Le résultat suivant précise une propriété des pénalités scalaires (m=1)

Proposition 3.6 :
On suppose que m=1 et que la pénalité ¢ est concave en x sur R_ ;
alors s'il existe x, > x; 2 0 tels que les programmes :

~ inf ¢(X1’.Y) (1)
yeY
inf ¢(x,,y) (IT)
_yeY

ont méme valeur, celle-ci est précisément J et toute solution de (II) est
solution de (»).

Preuve :

* Toute solution de (II) sera solution de (P) si et seulement si ¢
est totalement exacte en x, ; ce qui sera le cas dés que ¢ est
exacte en x; (propo. 3.4).

* Or il est aisé de voir que sous nos hypothéses la fonction margi-
nale h est concave, croissante sur R, ;
et comme h(xl) = h(xz) avec X3 > X, nécessairement :

h(x)
h(x)

IA

h(xl) ¥ x
h(x,) ¥ x

A

x1 et

X1

v

et donc sup h(x) = h(xl) = 3.
x=0

-——0--—
Remarque 3.4 :

Cette propriété ne s'étend pas au cas vectoriel (m>1), mais fournit
cependant un test d'arrét intéressant pour les algorithmes de pénalités

scalaires.
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4 - PENALITES AFFINES

Définition 4.1 :
(Y,r) étant un espace topologique, une pénalité ¢ pour (p) sera dite

affine, si elle 1'est en x sur W.
-——0--—

On montre alors aisément que ¢ est de la forme :

$(x,y) = d(y) + <x,P(y)> ou

<e,*> désigne le produit scalaire de R" et

P une fonction vectorielle & composantes Pi’ i=l,m ;
telles que :

---0--—

Proposition 4.1 :
Pour toute pénalité affine ¢ :

(i) h est concave, propre, continue sur int W.

(2i) En tout x ¢ int W, le surdifférentiel de h, noté 3h(x) est non
vide, convexe, compact et est donné par :

3h(x) = co

{P(y)}—l

U
_-,yth(x,O)
---O———

Preuve :
* h est finie sur W (propo. 2.2), concave comme infimum de fonctions
affines ; h est donc continue sur int W, puisque W c R".

* Son surdifférentiel en x ¢ int W est donc non vide, convexe,
faiblement compact, et comme W c R", 1e compacité est forte.

* Sachant que uw M, (x,0) est relativement compact (propo. 2.2), il
Xe

existe un compact C tel que :

h(x) = inf ¢(x,y) ¥ x e W
yeC
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* On peut donc user d'un résultat de Valadier [[10] p.355] qui
assure que : _

3h(x) = c U §y¢(x,y) ¥Xx € int W.
yth(x,O)

et sachant que §y ¢o(x,y) = {P(y)}, le résultat annoncé suit :

———0_—-

Proposition 4.2 :
Pour toute pénalité affine ¢, h admet en tout x ¢ int W, une dérivée

directionnelle h(x;+) finie, donnée par :

E(x;s) = inf <s,P(y)>
yth(x,O)

et si P est continue, 1'infimum est en fait un minimum.
--—0-_—
Preuve :

* L'existence de h(x;s) est conséquence d'un résultat général
d'analyse convexe [[10] p.354] qui assure en outre que :

h(x;s) = Jmin <s,57>
s eoh(x)
* Notons D(x) = U {P(y)} ; alors 3h(x) = co D(x) qui est
yeM, (x,0)
compact et comme s* - <s,s™> est lingaire continue on a :
h(x;s) = , min  <s,s™> = inf <s,s™> = inf <s,P(y)>
s eco D(x) s eD(x) yeM, (x,0)

* Mh(x,O) = {y / ¢(x,y) < h(x)} est compact, comme fermé dans un
compact C (cf. preuve propo. 4.1) ; et si P est continue, il en
est de méme de y -~ <s,P(y)> , et 1'infimum est alors un minimum.

-—-o---

Interprétation dans le cas scalaire (m=1)

La pénalité dans ce cas est de la forme :

T ¢(x,y) = J(y) + x.q(y) ol x e R_et
_Q:Y=+R /Q(y) =0<=>yeA.
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récapitulons les propriétés dégagées :

(a) h est concave, propre, continue sur R+ - {0} et satisfait &

sup h(x) = J
x20

(b) en tout x > 0, h posséde une dérivée & droite finie donnée par :

ﬁ(x+) = min Q(y) =0
_yth(x,O)
Le graphe de h a donc 1'une des formes suivantes :
lére_forme
h(x) 4
:] o e W & o

X
ainsi la droite A(x) = J est asymptote au graphe de h ; dans ce

cas sup h(x) est réalisé pour x = +w,
x=0

Mais comme h est une fonction d'une variable réelle, de dérivée a
droite toujours positive, on voit clairement que :

~ Le choix de paramétres x tendant vers 1'infini, dans la péna-
lisation correspond en fait @ un déplacement selon la direc-
tion de plus forte pente de la fonction marginale h.

Ainsi les méthodes classiques de pénalités extérieures relé-
vent toutes d'un méme schéma de résolution "type Uzawa"
agissant sur :

sup inf ¢(x,y)
x20 yeY

ce qui suggére naturellement le cas vectoriel.

--—o---
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2éme forme

NMijjew s w = e o= -

X

Ainsi sup h(x) est atteint en x & distance finie ; X est donc
x>0
solution du dual ; ce qui par la proposition 3.1 assure que

An Mh(i,O) # P et signifie que la pénalité est exacte.

-—-o---

5 - ALGORITHME CONTROLE DE PENALISATION

La preuve de la proposition 2.2 a bien montré qu'une condition suffi-
sante de convergence des pénalités est que la suite (&,&) satisfasse aux
conditions :

* M(KII - &) >0 et u(&) > oo
(I)

s VL, §em (e one, >0

Auquel cas la convergence a lieu au sens suivant :

«  Timh() =13
(IT)

_* toute valeur d'adhérence de (§) est solution de (P)

Et c'est sous cette forme qu'opérent tous les algorithmes de pénalités. Or
Tes conditions (I) ne distinguent en rien les pénalités exactes de celles

qui ne le sont pas : et le choix a priori d'une suite (&) telle que (I),
a pour conséquence évidente une instabilité numérique.

Aussi proposons-nous une modification simple qui permet un meilleur
contrdle de la suite (&) et qui méne & des algorithmes convergents au sens
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(II) et finis (au sens du nombre d'itérations 2) si et seulement si la péna-
1ité correspondante est exacte.

Algorithme :
Soit X ¢ W ; faire 2 = 0.

Itération 2 :
() Déterminer § € Mh(&,O)

(2¢)  si P(§) = 0 stop
(3) sinon faire :

2+1 & + max {P (&) %- i=1,m

aller en (x) avec 2+1.

Proposition 5.1 :

(i) L'algorithme est fini si et seulement si l1a pénalité est exacte.

(21) Si 1'algorithme est infini, i1 converge au sens (II) ci-dessus et

lim P(§) = 0.
———0——-
Preuve :
Notons d'abord que :
' 2-1
2+1 2 1 o 1.
(1) X;7= X, z ¢ et donc &i 2 Xg + qzl q°’ ¥ 2

* n est clair que sil’ a]gor1thme est f1n1, il existe £ tel que
(y) 0 et y € Mh(x 0) ;5 i.e y e An Mh(x 0) ; d'ot 1'exactitude.

* Réciproquement si ¢ est exacte en X, gréce a (1), il existe 2 tel
que :
L -
(2) X; > Xy pour tout 1i.
et pour le premier % tel que (2), ¢ serait totalement exacte en
& ; 1.e Mh(§,0) c A ; et donc P(&) =0 ; d'ou la finitude de
1'algorithme.
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* Supposons 3 présent 1'algorithme infini, alors gréce & (1), on a :

-~

(3) X »4e ¥ etdonc w(X) >4 ; d'ol

2 ”
1im h(x) = sup h(x) = J (cf. preuve propo. 2.2)
XeW

Par ailleurs, J étant inf-compacte,
Jo/ -=<aqa J(&) ¥2 ; par suite

0 < <&,p(§)>

A

h(&) - J(&) < :J - a< 4o,

ce qui rapproché de (3) méne & 1im P(§) = 0.
———0-——

Remarque 5.1 :
I1 est & noter qu'aucune hypothése n'est formulée quant & la fonction P.

m——=(Qe—-—

6 - STABILITE DES PENALITES AFFINES

Nous savons, par la proposition 2.2, qu'il existe un compact -C tel
que :
Mh(x,O) c C ¥xeW
Aussi peut-on sans perte de généralité supposer que A c C ; ce que nous
ferons dans tout ce qui suit :

Définition 6.1 :
A (pP) est associée la fonction de perturbation k définie par :

k:W->R / k(u)=1inf J(y) ol
yeF (u)
F:W3Y / Fu) =Aun C et

b 13

tWIY /0 Au) =y / Pyly) < uy s odsl,m

Remarque 6.1 :
Yu, ve Wtels que u-v ¢ W, on a :

A

-~

J

A(0) < A(v) < A(u) et donc
k(0) = k(v) 2 k(u).
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Proposition 6.1 :
Si ¥i, P.i est s.c.i, alors F est continue @ 1'origine pour la topologie
induite sur W.

..-.-0--..
Preuve :

* F étant & valeurs dans le compact C, F sera s.c.s dés qu'elle
sera fermée ; ce qui se déduit aisément de la fermeture de A ; or
il est facile de voir que G(A) est fermé puisque Pi est s.c.i.

* F est s.c.i ; en effet pour toute suite généralisée (UA)AeA dans
W de Timite O et pour tout y ¢ F(0) = A(0) nC=AnC = A, il
existe bien (y)\)keA définie par Y, =y et telle que Yy € F(ux) ¥i.

---o_--

Définition 6.2 : [inf-stabilité]
La pénalité sera dite inf-stable si k est s.c.i & 1'origine.

___o_-_

Proposition 6.2 :

Si ¥i, Pi est s.c.i, la pénalité est inf-stable.
_....0__-
Preuve :

* J étant inf-compacte est en particulier s.c.i ; et comme F est
continue & 1'origine et a valeurs compactes, la semi-continuité

inférieure de k(¢) = inf J(y) est une propriété classique des

. yeF(-)
fonctions marginales.

Remarque 6.2 :
Ainsi toutes les pénalités affines classiques sont inf-stables.

L Yo L 1]
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C.oposition 6.3 ¢

Ko eW, ¥y e Mh(i,O), y est solution du programme :

inf J(y)

yeDy)nC

o)

ol D(¥) = {y / Py(y) < P4(y) 5 i=1,m}.

A

Preuve :
« Siye Mh(i,O) cC,onaye C,et:

I(F) + <X,P(¥)> < I(y) + <K,P(y)>  V¥yelV
c'est-a-dire :

J(y) - 3(y) < <X, P(y) - P(y)>
et comme ii >0 ¥i, on a immédiatement :

y e D(y) => J(y) < Iy).

c—mQe--

Remarque 6.1 : [conséquences pratiques]

* Soit (&,&) ol § € Mh(%,O), une suite engendrée par un algorithme
quelconque de pénalités extérieures affines ; alors :

')
(1) § est solution de inf {J(y) / y € D(y)} (propo. 6.3)

Or en remarquant que :
oy = Ay  ou
on aboutit a :

(2) 3 = k().
Et sachant que :
hd) = 9y + Epdys <3
on obtient :
) - 3§ = <%.p(§)> = 0 et donc
(3) IF) <3



140

Et comme dans tous les cas P(&) + 0 et que k est s. c.i a T"origine -
(propo. 6.2), on aboutit avec (3) a B

IA

1im inf J(y) .
1im sup J(y) < J

..

1im inf k(p(§))
Vim sup k(P(¥))

\‘ J = k(0)

IA

et donc en fait a :

— 2 -
Tim 3(5) = Tim k CP(¥)1 = 3 5 d'od
(4)

2 -~
P(y) voisine de 0 ==> J(&) voinine de J.

* Par ailleurs la proposition 4.2 donne aisément :
(5) |"¥seW,|s] <1=>0c¢x x ;s) < IP(y)I

* Et comme enfin h est concave, continue sur int W, il ressort clai-
rement de (4) et (5) que du point de vue algorithmique, le test
d'arrét :

(M) = PO

est convenable et sera satisfait certainement avant (au sens du
nombre d'itérations) que le test classique :

(T)) © 0= h(X) - 3 = XP(E)> < ¢
---0---

Proposition 6.4 :
Les fonctions marginales h et de perturbation k satisfont a :

¥ x e W, h(x) = inf [k(u) + <x,u>]
ueW

-—-0--—
Preuve : S 3(y) siy e F(u)

Soit K: WxY~+R/ K(uy) = 2
+ « sinon.

Alors k(u) = inf K(u,y) et donc pour tout x ¢ W
yeY
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inf [k(u) + <x,u>] = inf inf [K(u,y) + <x,u>] I
ueW yeY ueW

Or i1 est aisé de voir que :

J(y) + <x,P(y)> siyec
inf [K(u,y) + <x,y>] =
U=k + o sinon
par conséquent :

inf [k(u) + <x,u>] = inf [J(y) + <x,P(y)>]1 = h(x)
ueW yeC

puisque Mh(x,O) e L.

Définition 6.3 :
On dira que z ¢ W est un sous gradient de k a droite en u e W, si :

k(v) - k(u) 2 <z,v=u> ¥ VveW/v-uel
et on notera 3+k(u) 1'ensemble éventuellement vide de ces sous gradients.
—--o—--

Définition 6.4 : [inf-diff-stabilité]
On dira que la pénalité est inf-diff-stable si :

3'k(0) # P.

Proposition 6.5 :
Une pénalité affine est inf-diff-stable si et seulement si elle est

exacte ; plus précisément nous avons :
- - +
¢ exacte en x <==> -x € 9 k(0).
-—-0——-
Preuve :

(a) Condition suffisante : ¥ z € 8+k(0) et YueW,ona:

0 2 k(u) - k(0) 2 <z,u> 3 d'ol
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<z,u> <0 ¥YueWs;i.e zi's 0 ¥ i=l,m ; et :

K(0) = J = inf [k(u) - <z,u>]
ueW '

h(-z).
et donc la pénalité est exacte en x = -z.

(b) Condition nécessaire : Si ¢ est exacte en x ; alors :

h(x) = inf [k(u) + <x,u>] = J = k(0) et donc :
ueW
k(0) = k(u) + <x,u> Yuel

c'est-d-dire -x ¢ 3+k(o).

(-

Définition 6.5 : [stabilité localel
On dire que ¢ est localement stable si :

¥ (&) c W & + 0 et & #0 ¥&,o0na:
b3
1im sup k(u ] k() ¢ 4 w
|u
')
(i.e 1im inf KO Iilk(u > - @)
u

C'est 1a forme de stabilité différentielle 1a plus faible que 1'on
puisse espérer ; cependant dans le cas des pénalités affines, nous avons
la caractérisation suivante :

Proposition 6.6 :
Une pénalité affine est localement stable si et seulement si elle est

. exacte.

Preuve :

(a) Condition nécessaire : Si ¢ est exacte en x alors -Xx ¢ a+k(0)

grdce a la proposition 6.5 ; par suite :

0 2 k(u) - k(0) 2 <-x,u> ¥ ueW.
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I1 est alors clair que : =
[k(u) - k()] < |x| + Jul  VueW

d'ou évidemment la stabilité locale.

(b) Condition suffisante :

* Supposons la pénalité localement stable et non exacte ; et
.y . 2 %
considérons une suite (X,y) telle que :

I ;,2;1—)9(ew et u(&)++°°
(1) )
Yy € Mh(X,O)

nous savons alors que :

() =30 + ke
(2) J(&) = k(P(§)) (cf. remarque 6.1)
| Tin P(y) = 0 (propo. 6.1)

* La stabilité locale permet aisément d'assurer 1'existence de 8>0
fini tel que :
- L
|k(0) - k(P(¥))| <8
3
(3)
" )

J = k(0) < k(P(&)) + B izl P (¥)

2
P;(y) ¥ 2 et donc

II.ME
—

x+  Et comme h(%) < J = k(0), avec (2) on aboutit a :

m g 2 m L
X Puy) <8 ] Puly)
i=1 ' ! i=1 |
L % : s
et sachant que X5 > 4 et que Pi(y) > 0 V¥i, la contradiction est

immédiate.

Définition 6.6 : [stabilité d'ordre p]
La pénalité sera dite stable d'ordre p ¢ N, s'il existe I : W+ R,

admettant sur int W, des dérivées jusqu'a 1'ordre p continues et telle que :
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Cette forme de stabilité fut introduite par Rockafellar [15] dans le
cadre de 1'analyse marginale ; mais dans le cas des pénalités extérieures
nous avons la caractérisation suivante :

Proposition 6.7 :

Une pénalité affine est exacte si et seulement si elle est stable
d'ordre pz1.

Preuve :

(a) Condition nécessaire : Si ¢ est exacte, en x, alors (propo. 6.5)

-X € a+k(o) ; c'est-a-dire :
k(u) 2 k(0) + <=x,u> VueW;

par suite I(u) = k(0) - <x,u> répond & la question.

(b) Condition suffisante : La stabilité d'ordre p21 assure en particulier

k(u) - k(0) = I(u) - M(0) = < VI(O), u> + |u| e(u)

ol e(u) -~ 0 avec u ; et sachant que k(0) 2 k(u) ¥ u e W ; on aboutit a :

K0 = kWl < ooy + Je(u)]
ul
ce qui assure évidemment la stabilité locale (cf. déf. 6.5) qui, nous le
savons (propo. 6.6) équivaut & 1'exactitude.

=)o

CONCLUSION

Cette approche générale a permis d'unifier dans un cadre général
((yst) espace topologique) toutes les méthodes de pénalités extérieures,
de dégager un caractére dual qui leur est spécifique et enfin de caractéri-
ser les pénalités exactes du point de vue de la stabilité.

Par ailleurs, 1'aspect vectoriel montre clairement qu'il n'est pas
nécessaire 3 priori de pé€naliser toutes les contraintes de la méme facon ;
de plus toute cette &tude peut 8tre reprise en ne pénalisant que partielle-
ment les contraintes ; plus précisément pour un domaine de la forme :
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m
A= ( 501 Ai) nC

on peut définir une fonction marginale partielle de pénalité par :

I— h(x) = inf ¢(x,y) (*)
yeC

et tous les résultats dégagés précédemment persistent et si en outre C est
compact, 1'inf-compacité de 1'objectif J est inutile.

Cette fagon de faire, Toin d'étre guidée par un simple souci de généra-
lisation, peut en fait présenter des avantages si 1'on prend soin de n'in-
troduire dans la fonction de pénalité ¢ que les contraintes non linéaires
en égalité par exemple ; la sélection de ces contraintes se faisant bien
entendu sur la base de T1a méthode choisie pour résoudre le programme (*).
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CHAPITRE IV

FONCTIONS MARGINALES ASSOCIEES
A DES PROBLEMES DE JEUX

1 - PROBLEMES INF-SUP ET DE COLS EN CONTRAINTES MELEES

1.1 - Problémes retenus et propriétés générales

X et Y étant des espaces de Banach, soient HX, HY les projecteurs sur X et Y
et soit U c X x V.

En notant HX(U) =V et HY(U) = W, i1 est clair que :
UcV x W (*)

et que 1'égalité n'a lieu que si U est sous la forme produit Vx W » auquel
* *
cas V=VetW-=W.

Définition 1.1.1 :

Lorsque 1'inclusion (*) est stricte, nous dirons que les contraintes sont
mélées. '
---0-—-

Dans ce cas U peut étre considéré comme le graphe d'une multi-fonction
F:X3Y telle que :

V = Dom F et W = R(F).

Pour toute fonction ¢ : X x Y > R, nous pouvons associer au couple (U,¢)
plusieurs problémes :

(1) Probléme primal

sup inf {o(x,y) / (x,y) € U}
Xy
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Mais avec 1'identification U = G(F), on peut reformuler ce probléme a 1'aide
des fonctions marginales comme suit :

- sup h(x) oil h(x) = inf ¢(x,y)
(P) xeDom F yeF(x)

—--0—-—

(2) Probléme dual

l" inf sup {¢(x,y) / (x,y) ¢ U}
y X

qui se formule également comme suit :

" inf k(y) ol k(y) = sup ¢(x,y)
(D) yeDom F-1 XeF-l(y)

(-

(3) Probléme F-col [ROSEN [101 ; DEM'YANOV [4] ]

Déterminer les couples (X,y) e U tels que :

{ o(X,y) < o(X,y) = d(X,y)

¥(x,y) € U ¥(X,y) € U.

ce probléme se formule en fait comme suit :

- $(x,y) < 0(X,¥) < d(X,y)
(F~col)

—

¥x e F'l(y) Vy € F(X)

ce=(je=--

Notons que si (X,y) ¢ G(F) et satisfait a :
(1) $(x,¥) < 6(X,y)  ¥(x,y) e G(F)

alors (x,y) est un F-col, mais que la réciproque est fausse.
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L'intérét des couples (x,y) tels que (1) apparaitra lors de 1'étude du :

(4) Probléme G-col

Déterminer (X,y) ¢ G(F) tel gue :
(G-col)
o(x,¥) < ¢(X,y) ¥ (x,y) € G(F)

-——o_--

Remarques 1.1.1 :

I1 est clair que si U = G(F) = G x ﬁ, Tes problémes (P) et (D) sont des pro-
blémes "inf-sup" classiques et que les problémes (F-col) et (G-col) coinci-
dent avec le probléme du col classique, sur lequel nous pouvons citer
principalement les résultats de Nicaido [9], Sion [11], Moreau [8], Aubin
[1], Bensoussan [3], Lemaire [6], Terkelsen [12]1, Barbu-Precupanu [2],
McLinden [71], en notant cependant que les preuves de tous ces résultats,
s'appuient de facon essentielle sur le fait que U est sous forme produit
VXﬁ (i.e F constante).

Mais par contre si U est le graphe d'une multifonction F non constante, ces
preuves tombent en défaut ; et contrairement au cas du col classique, un

F-col ou un G-col est en général sans rapport avec les solutions de (P) et
(D), pour la raison essentielle que 1'inégalité classique "sup inf < inf sup",
est fausse, comme le montre 1'exemple simple ci-dessous tiré de [5] :

T G(F) = {(x,y) e R®/ xPry® < 45 ya2x < 2 5 2l 5 x20)
o(x,y) = x2 + y2 ; alors :
5 = max min ¢(x,y) > min max ¢(x,y) = 4
X y y X
_ (x,y)<G(F) (x,y)€G(F)
- -—

Le résultat suivant assure 1'existence d'un (F-col).

Théoréme 1.1.1 [Dem'yanov [4] ]

Si G(F) est convexe, compact et si ¢ est continue, concave-convexe (i.e
concave en x et convexe en y), alors ¢ admet un F-col.
-—-O---
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Cependant en toute généralité, on a aisément la

Proposition 1.1.1 :

Soient o la valeur de (P) et 8 celle de (D) ;

(i) s'il existe un F-col, on a :
B <o et 1'inégalité peut étre stricte

(2i) si o=B, tout F-col (x,y) est constitué d'une solution X de (P) et d'une
solution y de (D)

(31) réciproquement si a=B et si x et y sont solutions de (P) et (D),
(x,y) € G(F) —_— (x,y) est un F-col.

—waQw--

alors :

Proposition 1.1.2 :

Si ¢ est quasi-concave et s.c.s en x et quasi-convexe et s.c.i en y (on note
¢ g-concave-convexe, s.c) et si G(F) est convexe, compact, alors

B <a et 1'inégalité peut étre stricte.

_--0—-—

Preuve :

* G(F) étant convexe, compact, et les projecteurs Iy et Ty continus,
V=DomF = HX(G(F) et W = R(F) = HY(G(F)) sont convexes, compacts ;

11 suffit alors de remarquer que pour tout (x,y) ¢ G(F), on a
Fix) eW et Fliy)cv

et d'user du théoréme de Sion [11], sur le couple (¢, VxW).

mmaJe=—

1.2 - Découplage d'un jeu mélé et G-col :
A toute fonction ¢ : XxY - R, associons suivant Rosen [10] et Dem'yanov [41],

la fonction dite de découplage :
d : G(F) x G(F) »~ R, définie par :
®(z,t) = d(x,w) - ¢(v,y) 00 z = (x,y) et t = (v,0).
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Nous avons alors aisément la

Proposition 1.2.1 :

(i) o(z,t) = - ¢(t,z) et donc &(z,2) =0 ¥z

(2i) si ¢ est s.c.s en x et s.c.i eny (on note s.c), ¢'est s.c.s en z et
s.c.i en t (on note aussi s.c).

——-0--—

Rappelons une notion de convexité :

Définition 1.2.1 : [Terkelsen [12] ]

Une fonction numérique g définie sur un espace vectoriel E est dite presque
convexe (on note p-convexe) si :

¥ x{5%, ¢ E, et ¥ X ¢ [o0,1], 3 x3 € E tel que :
9(X3) <A g(xl) + (1-1) g(xz)-

—--o--—

I1 est & noter que toute fonction convexe est p-convexe, mais que la
p-convexité et la quasi-convexité sont sans rapport.

mee(je=—-

Proposition 1.2.2 :

Si ¢ est p-concave-convexe [i.e si =-¢(*,y) et ¢(x,*) sont p-convexesl, alors
¢ est p-concave-convexe.

Preuve :

Soient zy = (xl,yl), z, = (x2,y2) et t = (v,w) quelconques ; alors pour tout
A e [0,1], i1 existe z, (x3,y3) tel que :

- - ¢>(X3,w) s - )\d)(xl’w) = (1')\) ¢(x2’w) et
¢(vsy3) < Ad(veyq) + (1-2) ¢(v,y,)

ce qui par addition donne :
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Z4 et z, étant quelconques la proposition 1.2.1 (i) méne a
(2) @(t,z3) < A@(t,zl) + (1-2) @(t,zz)

ce qui avec (1) achéve la preuve.

—--o—-_

Théoréme 1.2.1 : [découplage]

Z est un G-col de ¢ si et seulement si, i1 existe T tel que (z,t) est un col
classique de & sur G(F) x G(F), auquel cas t est &galement un G-col de ¢.

———Q---
Preuve :

* I1 est clair que z ¢ G(F) est un G-col si et seulement si :
(1) ®(z,t) z 0 ¥t e G(F)
mais la proposition 1.2.1 (i) donne aussi
(2) ®(z,z) 2 0 ¥ z ¢ G(F)

ce qui joint au fait que ®(z,z) = o assure que (z,z) est un col de &
sur G(F) x G(F) ; et t = z convient.

*  Réciproquement si (z,t) ¢ G(F) x G(F) est un col de &, on a :

b(z,t) < 8(z,t) < &(z,t) ¥ (z,t) € G(F) x G(F)

-

ce qui pous le couple (z,t) = (t,z) méne & :

b(z,t)

L]
o

o(z,t) 20 V¥t e G(F) et donc Z est un G-col

o(t,z) = ¥ z¢G(F) et donc t est un G-col

|
[}
o
-
N
-

[ ]
~r
v
(o)
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Théoréme 1.2.1 : [existence]

Si G(F) est convexe, compact et si ¢ est s.c et p-concave-convexe, ¢ admet
un G-col.

Preuve :

¢ est donc s.c (propo. 1.2.1) et p-concave-convexe (propo 1.2.2).

On peut donc user du théoréme de Terkelsen [12] qui assure 1'existence d'un
col (z,t) de ¢ sur G(F) x G(F) ; et donc z et T (&ventuellement égaux) sont
des G-cols de ¢ (th. 1.2.1).

Proposition 1.2.3 :

Si G(F) est convexe, compact et si ¢ est concave-convexe, s.c, 1'ensemble
des G-cols de ¢ est non vide, convexe, compact ; et si ¢ est strictement
concave-convexe, ¢ admet un G-col unique.

_--0-_-
Preuve :
* Notons U cet ensemble ; nous savons alors pour les théorémes 1.2.1 et

1.2.2 que 1'ensemble des cols de & sur G(F) x G(F) est non vide, convexe,
compact (propriété classique des cols), et que c'est précisément ﬁ x ﬁ H

* et si ¢ est strlctement concave convexe, on vérifie aisément que ¢ 1'est
aussi ; ce qui réduit U X U a (z,t) ; et come (z,z) et (t,t) sont aussi
des cols de &, nécessairement z = t.

———( -

Remarques 1.2.1 :

(1) Le théoréme de Dem'yanov [4], fut prouvé en dimension finie, avec ¢
concave-convexe, continue ; et ce par une technique de point fixe.

Ainsi le théoréme 1.2.2 est non seulement une extension non évidente
de tous les résultats de cols classiques, mais est prouvé par une
approche trés simple et sous des hypothéses nettement affaiblies.

(2) Cependant si ¢ n'est que quasi-concave-convexe, & n'hérite pas de
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cette propriété ; on ne peut alors -ser sur (¢, G(F) x G(F)) des
résultats de cols.
---0_--.

Ce dernier cas nécessite donc une approch. particuliére ; elle sera basée
essentiellement sur des propriétés de fonctions marginales.

Mais avant de développer cela, donnons & titre de simple remarque, une pro-
priété (dont la preuve est simple) des problémes "inf sup" classiques.

———0---

Supposons ici U sous la forme VxW (ce qui correspond & F telle que Dom F =V
et F(x) =W ¥ x ¢ V), et considérons les programmes suivants :

inf sup ¢(x,y)

sup inf ¢(x,y) ;
(D¢) _ YeW xeV

¢) _ XeV yeW

sup inf &(z,t)
(PQ) _zelU teU

Propriété 1.2.1 :

(i) Si p, d et o désignent les valeurs respectives de (P¢), (D¢) et (P,)

alors : a=d-p

(2i) z = (X,y) est solution de (Py) si et seulement si x est solution de

(P,) et y solution de (D¢).

o)
——eQ---

-

D'od tout 1'intérét de la résolution & priori de (PQ) qui donnerait des
solutions a (P¢) et (D¢) et la valeur a de la discontinuité primal-dual
(gap) ; et si celle-=ci est nulle, z est un col de ¢ sur U.

-—-o---
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1.3 - Problémes primal et dual

Sachant que (P) et (D) ont méme structure, et que les fonctions marginales h
et k jouent des rdles symétriques, notre &tude sera limitée & (P). Les pro-
priétés de (D) s'en déduiront aisément :

Rappelons les données de (P) :

- sup h(x) F:X3Y et
(¢) od
_ xeDom F h(x) = inf ¢(x,y)
yeF(x)
-_—o—-—

Théoréme 1.3.1 :

On suppose X et Y réflexifs.

Si G(F) est convexe, compact et si ¢ est faiblement continue, h est s.c.s
sur Dom F et (P) admet une solution.

-_-o——_
La preuve utilise les &léments et résultats suivants :

* Pour tout e>o0, définissons

(1) " Fo:X3Y / G(F) = 6(F) + ¢(By x B

e v

* On a alors aisément :

(2) [T Flx) = F(x) + eBy ¥ x ¢ Dom F

* Considérons alors la fonction marginale associée

(3) ~ h(x) = inf ¢(x,y)
‘ T yeF (x

Proposition 1.3.1 :

Sous les conditions du théoréme 1.3.1, pour tout e>o, he est s.c.s sur Dom F.
--—o---
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Preuve :

* Etant clair que int G(FE) # P, le théoréme de 1'application ouverte,
assure que :

(4) |”' Ty(int G(FE)) est ouvert non vide pour tout e>o0

* Et comme manifestement

(5) [‘ Dom F < Ty (int G(F_)) < Dom F_ ¥ e>0

Fe comme multifonction convexe, fermée est gréce au théoréme de Robinson-
Ursescu s.c.i sur int Dom Fe, donc sur Dom F, puisque nous avons (4) et

(5).

* Enfin ¢ étant continue, puisque faiblement continue, le résultat annoncé
suit comme propriété classique des fonctions marginales.

---o---

Proposition 1.3.2 :

Sous les conditions du théoréme 1.3.1, h est s.c.s sur Dom F, comme limite
uniforme sur Dom F d'une famille de fonctions s.c.s.

m——wJe--

Preuve :
* I1 est clair que grace a (2) ci-dessus, on a :

(6) (' he(x) < h(x) ¥xeDomF et ¥ e
* G(F) étant convexe, compact et X et Y réflexifs, G(Fe) est faiblement
compact ;

Par suite ¢ est uniformément continue sur G(FE) pour la topologie
faible de XxY ; ce qui assure en particulier que :

Ve'edoel, 3V _e o(o) dans Y faible tel que :

(7)
y-y' evy = |o(x,y)-¢(x,y')| s €' ¥ xeDomF
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* Ve étant également un ouvert fort, il existe " ¢ Jo,e'] tel que :

;"BY < V. ; et comme Feu(X) = F(x) + e"BY, ona :
Vye Feu(x), 3y' e F(x) tel que y-y' ¢ e"BY ; et donc

d(xoy') < d(x,y) + €' 3

* Par conséquent :

h(x) < ¢(x,y') < d(x,y) + ¢ Vye Fen(X) et donc
(8)
h(x) < hen(X) + ¢’ ¥ x ¢ Dom F.

* Enfin comme €" > 0, on a hou(x) < h(x) ¥ x e Dom F ;

En définitive, nous avons abouti & :

¥ e>0, 4 " € Jo,e] tel que :

sup Ih(X) - heu(X)l
xeDom F

A
(y]

* On peut donc extraire une famille (he)€>0 qui converge uniformément sur

Dom F vers h ; Te résultat annoncé suit grdce & la proposition 1.3.1.
---o--—

Preuve du théoréme 1.3.1 :

G(F) étant compact, Dom F = HX(G(F)) est compact ; ce qui joint au fait que
h est s.c.s (propo. 1.3.2) assure 1'existence d'une solution a (P).

---0-—-

Remarque 1.3.1 :

IT est clair que sous les conditions du théoréme 1.3.1, la méme démarche que
celle adoptée pour h, montrerait que k est s.c.i sur R(F) qui est compact,
comme projection pour HY de G(F) ; ce qui assure une solution a (D).

---0—--
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1.4 - Probléme F-col

Considérons les minimiseurs :

->
->

o
+
-
~
=
o
——
x
-
™
~
I

= F(x) n {y/¢(x,y) < h(x) + €}

Y XRBY /0 Myee) = FH)nlx/k(y) € o(xay) + €}

Proposition 1.4.1 :

Sous les conditions du théoréme 1.3.1, si ¢ est en outre quasi-concave-
convexe, Mh (resp. Mk) est s.c.s & valeurs convexes, compactes.

-——o---
Preuve :

* M, est a valeurs convexes, puisque F(x) est convexe et que
{y / ¢(x,¥) < h(x) + €} est convexe.

* Par ailleurs ¢ étant continue (car faiblement continue) et h s.c.s

=

(propo. 1.3.2), Mh est évidemment fermée & valeurs dans le compact
R(F) ; le résultat annoncé suit ; de méme pour Mk‘

m———e——

Théoréme 1.4.1 :

Sous les conditions du théoréme 1.3.1, si ¢ est en outre guasi-concave-
convexe, ¢ admet un F-col.

Preuve :

Considérons 1a multifonction :

M¢ s XxY 3 Xxy / M¢(x,y) = Mk(y,o) X Mh(x,o)

* La proposition 1.4.2 assure alors que M
compactes.

¢ est s.c.s & valeurs convexes,
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*  On sait alors [ [1] th. 4 p. 2841 que M, admet un point fixe (X,y) ;

¢
et on vérifie aisément que (x,y) est un F-col.

---0——-

Remarques 1.4.1 :

(1) Toute cette étude en 1.3 et 1.4 peut &tre reprise en supposant G(F)
simplement convexe, fermé, mais ¢ inf-compacte en y et sup-compacte en x.

(2) I1 est & noter que toutes les propriétés ont &té construites de maniére
que M¢ admette un point fixe.
La méme démarche permettrait 1'extension suivante :

* Soient Xl""’Xn’ n espaces de Banach réfléxifs et U un convexe,

n
compact de X; x ... x X = ., X,

. - . > .
x  Pour tout i, définissons F, : X, > 521 X5 par:

G(F;) = U.

* Soient par ailleurs n fonctions s : iﬂl Xi ~ R faiblement
continues et telle que : ¥ X; € Xi’ ¢i(""xi"") est quasi-
convexe.

* On lui associe alors 1a fonction marginale

xel
I (X)=x;

ol m; est le projecteur sur Xi'

* Considérons enfin le minimiseur : Mi défini par :

Mi(x5.€) = {xeU / T5(x) = x; et ¢4(x) < hi(x;) + €}

* Alors la multifonction : M : X 3 X dé&finie par :

n
M(x) = 4:& Mi(xi,o) ol x = (xl,...,xn)

admet un point fixe (il,...,in).
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Ces points Tixes sont appelés point d'équilibre de jeux @ n person-
nes non coopératifs contraints.

(3) Le théoréme 1.4.1 est au vu de 1'extension décrite en remarque 2, une
généralisation du théoréme de Nash [ [1] th. 1 p.268] par 1'abandon de
la convexité de ¢(x,*) et -¢(+,y) et 1'extension & la dimension infinie.

(4) 11 semble qu'en général 1'ensemble des F-cols ne jouisse pas de proprié-
tés particuliéres (telle que Ta convexité) ; mais il est aisé de voir
qu'il est fermé comme ensemble des points fixes de M¢ qui est fermée
puisque s.c.s.

2 - SUR UNE CLASSE DE JEUX DYNAMIQUES

Considérons le modéle général de jeu suivant :

~ (1) S désigne un ensemble d'états du jeu

(2) E:S 3 X désigne les stratégies du ler joueur
(J)

(3) F :S Y désigne les stratégies du 2éme joueur

(4) ¢ : SxXxY > R désigne une fonction de colt du jeu.

Associons au jeu (J), les fonctions valeur inférieure et valeur supérieure
du jeu : h et k : S~ R définies par :

~ h(s) = sup inf  ¢(s,Xx,Yy)
xeE(s) yeF(s)
k(s) = inf sup  ¢(s,Xx,y)

yeF(s) xeE(s)
I1 est alors clair que :

{_ h(x) < k(x) ¥seS

Se posent alors les questions suivantes :
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(J) admet-i1 une fonction valeur v ? c'est-a-dire
(Ql) telle que : v(s) = h(x) = k(s) ¥seS
Et quelles sont ses propriétés éventuelles ?

IT est & noter qu'en général, v n'existe pas et que lorsqu'elle existe, elle
peut n'étre méme pas mesurable.

- (o -

En 1'absence de v, quelles sont les propriétés

@,)
2 _ (continuité ou simplement mesurabilité) de h et k ?
Et enfin :
~  A-t-on des stratégies conservatives pour les joueurs ?

c'est-a-dire des fonctions :
X:S>Xety:S~>Y, sélections de E et F respective-
ment et telles que :

Q) _

h(s) = sup o¢(s.Xx,y(s)) ¥seS et
xeE(s)

k(s) = inf  ¢(s,x(s),y) ¥seS
yeF(s)

Eadad ¢ L 2

Nous répondons & cela dans deux situations différentes, lorsque S est un
espace topologique, puis lorsque S est un espace mesurable.

—we(Jm——

Proposition 2.1 :

On suppose que S est un espace topologique, que ¢ est continue et que E et
F sont continues & valeurs compactes ; alors :

(i) h et k sont continues

(i) i1 existe X et y des stratégies conservatives mesurables par
rapport & la tribu Borelienne de S notée B(S).

cmm(e—-
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Preuve :

* Considérons les fonctions marginales définies par :

- h(s,x) = inf ¢(s,X,y) 3 k(s,y) = sup ¢(s,x,y) ; alors :
yeF(s) xeE(s)
h(s) = sup h(s,x) ; k(s) = inf k(s,y)
xeE(s) yeF(s)

* Or par une propriété classique des fonctions marginales, sous nos
hypothéses h et k sont continues.

* Ce qui rapproché des hypothéses sur E et F, assure (grdace a la méme
propriété) la continuité de h et k.

* Considérons les minimiseurs particuliers :

{x ¢ E(s) / h(s,x)

v

h(s)}

i
=
=
—
v
~—
]

IA

{y e F(s) / k(s.,y)

=2
>
——
[74]
~
1l

k(s)}

ﬂous savons alors (résultat classique d'analyse marginale) que ﬁh et
Mk sont s.c.s & valeurs non vides compactes. Par conséquent [ [13]
corol.III.3 p.631 , ils sont mesurables, relativement & B(S). Par

suite [ [13] th.III.8 p.66 ] ﬁh et ﬁk’ admettent des sélections
mesurables relativement a B(S). On vérifie alors aisément que ces
sélections sont des stratégies conservatives.

Proposition 2.2 :

En outre des conditions de 1a proposition 2.1, on suppose E et F & valeurs
convexes et ¢ telle que pour tout s € S, ¢(s,*,*) est presque concave-
convexe, alors le jeu admet une fonction valeur continue.

cmm(rm--
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Preuve :

* Pour tout s ¢ S, fixé, ¢(s,*,*) satisfait aux conditions du théoréme
de Terkelsen [12]1, qui est applicable, puisque E(s) et F(s) sont conve-
xes, compacts ; d'ol 1'existence d'un col de ¢(s,*,) sur E(s) x F(s).

* Or 1'existence d'un col pour tout s ¢ S assure que h(s) = k(s) pout tout
s ; ce qui méne au résultat annoncé grdce & la proposition 2.1.

)=

Proposition 2.3 :

On suppose a présent que S est un espace mesurable muni d'une tribu de B(S).

(1) Si ¢ est de Caratheodory, c'est-a-dire mesurable en s et continue en
(x,y)-

(2) Et si E (resp. F) est mesurable relativement & B(S) et est & valeurs
compactes, alors :

(i) h et k sont mesurables relativement & B(S)

(21) i1 existe des stratégies conservatives, mesurables relativement
a B(S).

Preuve :

* Pour tout s fixé, ¢(s,*,*) &tant continue et F(s) (resp. E(s)) compact,
h(s,*) (resp. k(s,+)) est continue ;
et comme ¢(-,x,y) et F(¢) (resp. E(+)) sont mesurables,

ﬁ(-,x) (resp. E(-,y)) est mesurable [ [13] Lemme III.39 p.861.

* Par conséquent h (resp. E) est de Caratheodory ; et comme

h(s) = sup ﬁ(s,x) et k(s) = inf R(s,y)
xeE(s) yeF(s)

une seconde application de [ [13] Lemme III.39 p.86] assure que h et k
sont mesurables relativement & B(S).
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* Par une conséquence de [ [13] Lemme III.39 p.86 et 871, nous savons que
les minimiseurs Mh et ﬁk sont mesurables et donc admettent des sélections
mesurables qui sont évidemment des stratégies conservatives.

Remarque 2.1 :

Si ¥s, ¢(s,*,*) est presque concave-convexe, alors pour tout s, ¢(s,=*) admet
un col sur E(s) x F(s) (Terkelsen [12]) ; ce qui assure 1'existence d'une
fonction valeur du jeu mesurable.



166

BIBLIOGRAPHIE

J.P. AUBIN : Mathematical methods of games and economic theory.
North. Holland (1982)

V. BARBU ; TH. PRECUPANU : Convexity and optimization in Banach
spaces.
Sijthoff — Noordhoff. International Publishers (1978)

A. BENSOUSSAN : Sur les méthodes de décomposition.
Cahier IRIA n°11 Tome 2 (1972)

V.F. DEM'YANOV ; A.B, PEVNYI : Numerical methods for finding
saddle points.
Comp. Math. and Math. Phys. V12 ; N5 ; (1972) pp. 1099~-1127.

J. FICHELET : Quelques classes de problémes max—min.
Cahier du BURO (Belgique) n®2 (1977) pp.13-17.

B. LEMAIRE : Thése d'Etat. Paris VI (1970)

Mc LINDEN : A minimax theorem.
Math. of op. Res. V9 ; n°4 ; (1984) pp.576-591.

J.J. MOREAU : Theoremes inf-sup.
CRAS Paris n°258 (1964) pp. 2720~-2722.

H. NICAIDO : On Von-Neuman minimax theorem.
Pacifie J. Math. V;4 (1954) pp.65~-T72.

G.B. ROSEN : Existence and uniqueness of equilibrium points for
concave n—persons games.
Econometrica V.33 ; n°3 (1965) pp. 520-534,

M. SION : On general minimax theorem.
Pacific J. Math. V.8 (1958) pp.171-176.

F. TERKELSEN : Some minimax theorems.
Math. Scand. V.13 (1973) pp;405-413.

C. CASTAING ; M. VALADIER : Convex analysis and mesurable
multifunctions.
Lecture notes in Math. n°580 (1977).




RESUME

Un traitement unifié des rapports entre une multifonction F et les fonctions
marginales associées : h(x) = inf {J(x,y) 3 y € F(x)}, est proposé, sous le

double aspect des conséquences des propriétés de J et F sur h et inversement
de celles de h sur F pour des J convenables.

Une étude exhaustive des fonctions marginales dF(x,y) = d(y,F(x)) et

sF(x,p) = s(p,F(x)), ol d est une distance et s une fonction d'appui, a per-

mis de construire toute une analyse multivoque. Des applications & 1'analyse

marginale, aux rapports de la stabilité et de la pénalisation et & 1'approxi-
mation variationnelle sont traitées.

Une étude du modéle .global inf {J(x) ;3 0 € F(x)} est proposée avec des appli-
cations & un schéma général de programmation dynamique discréte et & une
classe de problémes de contrdle. Enfin deux familles de problémes de jeux

sont analysées par le biais des fonctions marginales.
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Fonctions marginales ; Convergences de multifonctions.
Approximation variationnelle ; Pénalité et stabilité.
Optimisation et dualité ; Programmation dynamique.
Contrdle optimal ; Problémes de jeux.






