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METHODES DE CLASSIFICATION STATISTIQUES ET CONTOURS
DES FONCTIONS DE DENSITE



CHAPITRE |

LA CLASSIFICATION STATISTIQUE

I.1. PERCEPTION ET CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

L’histoire des civilisations montre que, de tout temps, 'homme a
essayé de se faire aider par des machines. Celles-ci lui permettent de travailler plus
vite et mieux, tout en limitant les efforts nécessaires. L’automatisation des taches
manuelles a réellement commencé avec P'apparition de la machine i vapeur et atteint
aujourd’hui son point culminant avec l'utilisation des robots. L’automatisation des
taches intellectuelles est beaucoup plus récente et son histoire est étroitement liée a

celle de I'informatique.

Parmi les facultés intellectuelles de I’homme, la perception, c’est-a-
dire I'acquisition, I’évaluation et linterprétation de données sensorielles, est
certainement I'une des plus importantes. Tout étre vivant évolué est en fait capable
de percevoir une grande quantité d’informations sur son environnement et de les
interpréter pour agir, réagir et finalement survivre., Malgré la simplicité apparente
de cette démarche intellectuelle, il est actuellement impossible de connaitre les
processus mis en jeu au niveau du systéme nerveux. Il est cependant possible
d’aboutir 4 des résultats trés semblables par des voies tout a fait différentes des
voies biologiques : les nombreuses recherches dans le domaine de la reconnaissance
des formes n’ont pour principale motivation que la volonté de donner a des
machines des capacités de perception aussi semblables que possibles a celles de I’étre

humain.

La reconnaissance des formes, prise dans son sens le plus large, est un
vaste domaine d’activité que l'on ne peut aborder sans préciser quelques concepts

mathématiques simples.




On supposera d’abord que tout “objet" ou tout "événement” peut étre
décrit par un nombre fini N de variables X1s X9 ceens Xpys wees Xy dont les valeurs
peuvent étre connues par le biais de capteurs ou d'instruments de mesure.
L’ensemble de ces variables, ou attributs, constitue une observation de I’objet

considéré qui peut étre représentée par un vecteur :

T
X = [Xl, Xz,...., Xn,...., XN

dans un espace euclidien 4 N dimensions.

La reconnaissance des formes est constituée d’un ensemble de
disciplines fortemerit interdépendantes portant principalement sur le traitement de
Pinformation et la théorie de la décision. Ces disciplines, trés liées 4 P'automatique
sur le plan purement scientifique et & Pinformatique industrielle sur le plan
pratique, débouchent sur un ensemble de techniques qui permettent un traitement et
une interprétation automatiques des observations issues de I’environnement étudié.
Parmi ces techniques, nous nous intéressons, dans ce mémoire, & la classification
automatique dont 'objet premier et de définir des groupements (ou classes) dans un
ensemble d’observations inconnues a priori. Son but principal est donc de condenser
les informations multiples observées sur un ensemble d'objets ou d’événements, la
description complexe et détaillée de chacun d’eux étant remplacée par son
appartenance a une classe bien définie. La classification automatique apparait donc
comme une technique fondamentale pour quiconque désire donner 4 la machine des
facultés de perception. De la prolifération des détails recueillis sous la forme
d’observations multidimensionnelles, elle permet de déboucher sur une représentation
structurée et conceptualisée de ’environnement étudié, chaque classe correspondant

a un type bien défini d’objet ou d’événement.
1.2. AUTOMATISATION DU PROCESSUS DE CLASSIFICATION

Avant DPapparition des ordinateurs, les techniques permettant de
découvrir les propriétés structurales d’un ensemble d’observations faisaient surtout
appel aux capacités de perception du systéme visuel humain. En effet, I'observateur
n’a aucun probléme pour discerner des groupements de points, pourvu qu'ils soient

disposés dans un espace a deux ou trois dimensions. Cependant, les observations




recueillies sur les objets que I'on étudie sont généralement plus nombreuses, ce qui
rend Pexamen visuel impossible. Au début du XXeéme siécle apparaissent, sous
Iimpulsion des psychologues /1/ /2/, des techniques qui visent A transformer
Pespace de représentation des observations en une image bidimensionnelle, Des
procédures classiques telles que I’analyse en composantes principales /3/ ou I'analyse
factorielle des correspondances /4/ /5/, visent A projeter les données de dimension
élevée sur un espace bi ou tridimensionnel. Il existe également d’autres méthodes qui
permettent une réduction substancielle de la dimension de I’espace de représentation,
tout en conservant la structure des données /6/ /7/ /8/. Ces méthodes, qui
nécessitent finalement un examen visuel pour analyser les données, ne sont pas, au

sens strict du terme, des méthodes de classification automatique.

En fait, il faudra attendre l’essor des calculateurs numériques pour
qu’'apparaissent des méthodes d’exploration multidimensionnelle entiérement
automatisées. Les travaux de Mahalanobis /9/, comme ceux de Fisher /10/, qui
introduisit le premier 1a notion de fonction discriminante, restérent longtemps sans

retombées pratiques, faute de moyens de calcul et de mémorisation des données.

Aujourd’hui, on assiste 4 une pénétration sans cesse croissante des
techniques de classification automatique dans les différents secteurs de I'activité
scientifique, industrielle et économique, essentiellement favorisée par la diffusion

des moyens informatiques.

Cependant, la classification automatique apparait encore trop souvent
comme un arsenal de techniques qui n’ont en commun que leur finalité et qui font
appel a autant de notions mathématiques et de concepts scientifiques qu’il existe
d’algorithmes. L’utilisateur reste souvent perplexe devant le foisonnement des -
techniques qui permettent d’identifier les classes en présence dans un ensemble de
données multidimensionnelles. Selon le nombre d’observations a classer et la
dimension des données, selon la possibilité d’utiliser un modéle paramétrique et
compte-tenu des informations dont il dispose a priori, I'analyste doit choisir une
stratégie parmi un ensemble de méthodes trés diverses et souvent peu comparables,

chacune ayant ses points forts et ses faiblesses.




Ce manque de cohérence et d’unité apparait surtout en classification
non supervisée, c’est-a-dire lorsqu’il s’agit d’identifier les classes en présence dans
un échantillon a partir de la seule information qui peut &tre extraite des observations
a classer. Ce type de situation correspond 4 des démarches exploratoires, ou on ne
dispose d’aucune information a priori sur les données i classer, ne serait-ce que sous
la forme de quelques prototypes. Dans certaines situations, il arrive méme que

Panalyste ne connaisse pas le nombre de classes en présence.

Il est toutefois possible de dégager deux grandes approches au
probléeme de la classification non supervisée : I’approche métrique et I’approche

statistique.

I.3. APPROCHE METRIQUE

Le probléme de la classification automatique peut &tre abordé comme
la recherche d’une partition de I’ensemble des observations telle que chaque individu
de I’échantillon analysé ressemble plus aux individus de sa classe qu’a ceux des
autres classes. Les méthodes permettant de résoudre ce probléme nécessitent
généralement la définition d’une métrique sur ’espace de représentation des données.
En effet, la mesure la plus naturelle de la ressemblance entre deux individus est la

distance séparant les deux observations correspondantes /11/.

Certaines procédures basées sur cette notion de distance sont
essentiellement intuitives /12/, mais la plupart font appel & des critéres algébriques
pour mesurer la qualité des groupements d’observations obtenus /13/ /14/. Le
probléme est alors d’extrémiser le critére. Certains critéres, de type quadratique,
mesurent la dispersion intragroupe /15/ /16/ /17/ /18/ /19/. D’autres sont calculés a
partir des matrices de covariance ou de dispersion /20/ /21/ /22/ /23/.

Les méthodes hiérarchiques opérent par séparations ou groupements
successifs des observations pour aboutir 2 des partitions significatives /4/ /24/ /25/

/26/.




Par ailleurs, presque toutes ces méthodes supposent connu le nombre
de classes en présence et les résultats dépendent du nombre de groupements
demandés par I’analyste. Lorsqu’on analyse un échantillon inconnu, ce choix est
généralement difficile a justifier /32/ /33/.

Notons enfin que, pour certaines de ces méthodes, les résultats sont
conditionnés par I’ordre dans lequel les observations sont prises en considération

/14/ /16/.

En utilisant des méthodes de classification basées sur des notions
métriques, les différentes classes mises en évidence sont définies par P’ensemble des
observations qui les composent. On ne dispose donc d’aucune information de nature
statistique sur la distribution des observations assignées aux différentes classes, ni
d’aucune information sur les éventuelles erreurs de classification associées a la
méthode utilisée. Il semble pourtant évident que seule une procédure de
classification qui assigne toute observation a la classe pour laquelle la probabilité
d’erreur est minimale peut étre considérée comme optimale, en ce sens qu’aucune

autre stratégie ne pourrait donner un taux d’erreur plus petit.

L’ensemble de ces critiques constitue la principale raison de notre

attachement a4 I’'approche statistique, présentée au paragraphe suivant.

I.4. APPROCHE STATISTIQUE

Les inconvénients et les limitations liés aux approches métriques
peuvent étre évités en faisant appel a des concepts de distance. On ne peut 2
proprement parler de méthode statistique que lorsqu’il est fait explicitement appel a
la notion de fonction de densité de probabilité. Si on connait la classe & laquelle
appartient un objet, 'observation qui lui est associée peut é&tre considérée comme
une réalisation particuliére d’une variable aléatoire dont les propriétés statistiques

sont caractéristiques de la classe considérée.




La théorie des graphes permet également de formaliser I’analyse des

ressemblances entre les observations et de découvrir des groupements significatifs

dans les échantillons analysés /27/ /28/.

Ces méthodes, a P’exception d’une seule fondée sur I’utilisation d’un

critére invariant /29/, sont sensibles a des changements d’échelle sur les attributs. La

figure I.1. illustre ce phénomeéne dont on tente de minimiser les effets en

normalisant les données avant leur traitement /30/ /31/.
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Dans ces conditions, la distribution des observations pour des objets
tirés aléatoirement et indépendamment de I'ensemble des classes constituant
I’échantillon étudié est un mélange pondéré des lois de probabilité relatives a ces
différentes classes. Le coefficient de pondération de chaque loi est la probabilité a

priori de la classe correspondante.

Les méthodes de classification statistiques consistent a analyser la
fonction de densité sous-jacente i la distribution des observations disponibles pour
extraire toute I'information nécessaire a leur classification. Selon que I'on accepte ou
non I’hypothése paramétrique, c’est-a-dire I'existence d’un modéle analytique pour
les fonctions de densité, on débouche sur des méthodes d’analyse de mélanges ou des

méthodes de recherche des groupements.
1.4.1. Analyse des mélanges et classification

La connaissance du nombre de classes en présence dans un échantillon
et, pour chacune d’elles, de sa fonction de densité de probabilité et de sa probabilité
a priori permet de connaitre la probabilité d’erreur associée au classement d’une
observation donnée dans chacune des classes /34/. La régle de classement qui assigne
toute observation a la classe pour laquelle la probabilité d’erreur est minimale est

désignée sous le nom de procédure de classement optimale /35/.

Dans la pratique, les données nécessaires pour calculer les probabilités
d’erreur de classement d’une observation dans les différentes classes ne sont pas, en
général, disponibles. Dans certain cas, on ne connait ni le nombre de classes en
présence, ni la fonction de densité de probabilité, ni la probabilité a priori associées
a chacune d’elles. On peut toutefois compenser ce manque de connaissances sur le
mélange par les informations apportées par les observations a classer elles-mémes.
En supposant que les fonctions de densité des différentes classes appartiennent a3 un
ensemble de fonctions représentables par quelques paramétres, soit en d'autres
termes, sous I'hypothése paramétrique, le probléme de I’optimisation du processus de

classification se trouve posé en termes d'analyse des mélanges.




I existe de nombreuses techniques d’analyse de mélanges
monovariables /36/ /37/ /38/ /39/ 40/ 41/ /42/, mais aucune d’entre elles n’a pu

étre étendue au cas multivariable.

Daly /43/, puis Hillborn et Lainiotis /44/ ont utilisé des techniques
d’apprentissage bayesien qui nécessitent la connaissance a priori du nombre de
classes présentes dans les mélanges & identifier et conduisent a des calculs
prohibitifs. La solution proposée par Makov et Smith /45/, plus réaliste, est

malheureusement limitée a4 des problémes 4 deux classes.

Day  /46/ étend les méthodes d'estimation par maximum de
vraisemblance au cas multidimensionnel, mais ne traite, sur le plan pratique, que le

cas de classes ayant mémes matrices de covariance.

Wolfe /33/, dans le méme esprit, se limite au cas de matrices de
covariance égales ou diagonales. La méthode de Shroeder /47/, proche de celle des
nuées dynamiques /48/, s’applique a n’importe quel mélange de lois de méme type,
mais nécessite la connaissance a priori du nombre de composantes du mélange.
K azakos /49/ utilise également la méthode du maximum de vraisemblance, mais ne

détermine que les probabilités a priori des différentes classes.

Chien et Fu /50/, puis Young et Coraluppi /51/, ont attaché leurs
noms aux techniques d’apprentissage stochastique dont [Putilisation semble
pratiquement limitée au cas monovariable. Seuls des probléemes multivariables 4 deux
classes, avec matrices de covariance ou vecteurs moyenne connus a priori, ont pu

étre abordés par Mizoguchi et Shimura/52/.

La méthode praposée par Cooper et Cooper /53/, puis améliorée par
Cooper /54/, ne permet de traiter que le cas de composantes qui ne différent que

par leurs vecteurs-moyenne.




L’utilisation d’histogrammes, et plus particuliérement de quartiles,
proposée par Patrick et Hancock /55/ semble réservée, au niveau pratique, au cas

monovariable.

Postaire et Vasseur /56/ /57/ proposent d’analyser la convexité de la
fonction de densité sous-jacente pour approcher tous les paramétres nécessaires a la
description d’un mélange gaussien totalement inconnu. Bien que limitée aux
mélanges de distributions normales, leur approche ne nécessite aucune information a
priori sur les données et ne fait intervenir aucune hypothése restrictive. Elle permet
d’envisager une classification optimale pour un échantillon totalement inconnu. Il
apparait cependant que la mise en oeuvre du test de convexité demeure trés sensible
aux irrégularités de la distribution des observations disponibles et demande beaucoup

de soin pour ajuster les paramétres de réglage.

I.4.2. Recherche des groupements

Lorsqu’on abandonne I’hypothése paramétrique, on peut supposer que
chaque groupement d’observations correspond 4 un mode de la fonction de densité
sous-jacente /58/ /59/ /60/ /61/ /62/ et le probléeme de la classification

automatique se trouve posé en termes de détection des modes.

La majorité des méthodes proposées jusqu'a présent dans cette
optique nécessitent en premier lieu une estimation de la fonction de densité & partir
des observations. Les modes sont alors détectés en remontant les pentes de la
fonction de densité en faisant appel a4 des techniques basées sur [P'utilisation du
gradient de cette fonction /63/ /64/ /65/ /66/. Une variante intéressante de cette
approche consiste a estimer directement le gradient a partir des observations /67/.
Une autre procédure de recherche de maxima locaux consiste a transformer les
observations en une séquence dont l’analyse permet de détecter les modes en

présence /68/.

Toutes ces procédures sont connues pour é&tre sensibles aux

irrégularités rencontées dans les distributions réelles d’observations ainsi qu'aux




variations spatiales non significatives de I'estimateur de la fonction de densité ou de
son gradient. En pratique, elles tendent 4 générer de nombreux modes parasites qui
sont généralement difficiles 4 distinguer des véritables modes de la fonction de

densité.

Une approche trés différente a été proposée par Vasseur et Postaire
/62/ /69/ qui considérent les modes comme des régions de ’espace ou la fonction de
densité est concave plutdt que comme des maxima locaux de cette fonction. Les
opérations d’intégration qui sont a la base de I’analyse de la convexité de la fonction
de densité sous-jacente permettent théoriquement de filtrer les variations
accidentelles de cette fonction pour ne mettre en évidence que ses modes véritables.
Cependant, la sensibilité de I'algorithme par rapport 4 I'ajustement de ses paramétres:
de fonctionnement est telle qu’il est extrémement délicat d’obtenir des résultats
fiables.

I.5. CONTOURS DES MODES ET CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

L’introduction du concept de convexité a permis, pour la premiére
fois, de proposer une approche statistique unique pour I'analyse des mélanges comme
pour la détection des modes en classification automatique /69/. L’intérét d’une telle
démarche est de disposer d’une famille d’algorithmes qui peuvent s’adapter a la
majorité des situations rencontrées dans la pratique quotidienne de I’analyse des

données multidimensionnelles.

Une critique importante qui peut cependant étre adressée a I’ensemble
de ces méthodes est leur grande sensibilité par rapport a certains paramétres de
réglage des algorithmes, notamment le pas de discrétisation de I’espace des données.
Pratiquement, seuls des analystes expérimentés peuvent utiliser ces algorithmes avec

profit.

Poursuivant des objectifs comparables, nous proposons, dans ce
mémoire, une nouvelle approche statistique unifiée aux problémes de classification. -

Basée sur la détection et I'extraction des contours des modes des fonctions de




densit_é, elle se veut plus robuste et plus facile 2 mettre en oeuvre que I'approche par

analyse de convexité.

Notre démarche est trés voisine de celle pratiquée en analyse des
images numériques. Pour segmenter une image, on peut en effet chercher a
reconstituer des régions au sein desquelles certaines propriétés de luminance, de
texture, demeurent relativement stables /70/ /71/ /72/. Cette technique est
comparable & I'analyse de la convexité des fonctions de densité qui permet de
reconstituer les modes d’une distribution sous la forme de régions ou cette convexité
est constante. Lorsque les procédures de reconstitution de régions ne permettent pas
de segmenter une image, I'analyste a recours aux techniques de détection et
d’extraction des contours, qui sont les frontiéres entre les différentes régions
constituant I'image /73/ /74/ /75/. La nouvelle approche que nous proposons
procéde de la méme démarche, puisqu’il ne s’agit plus de caractériser un mode de la
fonction de densité comme une région a convexité constante, mais comme une
région délimitée par son contour. Comme en traitement d’images, les deux approches
ne sont pas exclusives, mais doivent plutét étre considérées comme complémentaires

I'une de 'autre.

Si la notion de contour dans une image est bien connue /76/ /77/
/78/, celle de contour pour une fonction de densité de probabilité se doit d’étre
précisée. Pour ce faire, il est montré comment une fonction de densité multivariable
normale peut étre entiérement caractérisée par son contour, défini comme le lieu des
points ou le module du gradient de la fonction présente des maxima locaux. Ce
contour est une surface dont les propriétés géométriques sont étroitement liées aux

parameétres statistiques de la distribution considérée (Chapitre II),

Dans les probléemes pratiques, on s’intéresse aux contours de la
fonction de densité sous-jacente a la distribution des observations constituant
I’échantillon a analyser. Dans le contexte de la classification automatique, cette
fonction n’est pas connue explicitement et doit étre estimée a partir des observations
disponibles par des techniques non paramétriques. Une g_énéralisation

multidimensionnelle. du filtre médian est alors introduite et utilisée pour éliminer les




effets du bruit tout en préservant les contours de la fonction de densité estimée
(Chapitre III).

Deux opérateurs différentiels multidimensionnels sont alors utilisés
pour estimer le module du gradient de la fonction de densité estimée-filtrée. Une
procédure séquentielle d’extraction permet de reconstituer les contours & partir de
I’ensemble des points de I’espace ou le module du gradient de la fonction de densité

présente des valeurs élevées (Chapitre 1V).

La description des fonctions de densité par leurs contours permet
alors d’envisager des problémes de classification optimale par analyse des mélanges
sous I’hypothése paramétrique normale (Chapitre V.A.). Le rejet de tout modéle
analytique conduit 4 des procédures de recherche de groupements ol les modes de la
fonction de densité, définis par leurs contours, peuvent étre de formes quelconques
(Chapitre V.B.).

L’approche proposée peut étre mise en défaut lorsque les contours des
classes en présence sont peu marqués, soit qu’ils soient noyés dans du bruit, soit par
suite de chevauchements inter-classes trop importants. On montre alors comment les
techniques d’étiquetage probabiliste permettent de lever les ambiguités que 'on peut

rencontrer au niveau de ’extraction des contours (Chapitre VI).

Ces mémes techniques ont également été appliquées avec succés au
probléme de la détection des modes considérés comme des maxima locaux des

fonctions de densité de probabilité (Chapitre VII).

Cette approche met a la disposition de I’analyste des algorithmes
robustes qui lui permettent de mettre en évidence les classes en présence dans un
échantillon soit sous la forme de régions a fortes valeurs de la fonction de densité

sous-jacente, soit sous la forme des contours délimitant ces régions.
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CHAPITRE I

IDENTIFICATION DES FONCTIONS DE DENSITE
NORMALES MULTIVARIABLES PAR ANALYSE DE LEUR
CONTOUR

II.1. LE CHOIX DU MODELE NORMAL

Le concept de contour d’une fonction de densité de probabilité, sur
lequel s’appuieront les techniques de classification automatique‘ paramétrique et non
paramétrique présentées en seconde partie de ce mémoire, est introduit sous
Phypothése paramétrique normale. En effet, I'utilisation d’un modéle analytique s’est
avérée nécessaire pour cerner avec rigueur et précision ce nouveau concept. Le
choix du modéle Gaussien a été motivé par son trés vaste champ d’application et son
emploi quasi-universel. On sait qu’en classification paramétrique,’hypothése normale
est généralement admise lorsqu’on dispose de peu d’information a priori sur la
distribution des observations associées aux individus d’une classe et que ces

individus sont trés nombreux /1/ /2/.
11.2. LES FONCTIONS DE DENSITE DE PROBABILITE NORMALES

Les fonctions de densité de probabilité normales multivariables sont

définies sur RN sous la forme :

p(X) = L

——  exp [— é— (x - X)T Sﬂl(X - )_()]
(27) 2 |s|2

Z

ou :




X est le vecteur-moyenne de la distribution normale :

X = E[X]
= [Blx), E(xy), weees BlX), oo, By |"

- - - - 1T
= [xl, Xoy evees Xpo weeey XN]

avec

X = E(xn) ,n=1,2, ...., N

+6
=/ x, p(x) dx

Le symbole E(x) représente 'espérance mathématique de la variable aléatoire scalaire

x,l S! est le déterminant de la matrice de covariance S, de la forme :

.= E[(x, - %) (x, - i.)]
°i, ] [
La matrice de covariance S est toujours réelle symétrique
(Si,j = Sj i) et semi définie positive /3/ /4/. Dans tout ce qui suit, nous ne
[4
considérons que les cas ou cette matrice est définie positive, rejetant ainsi toute

situation ot les observations analysées appartiendraient a4 un sous-espace de RN.




L’identification des paramétres de la fonction de densité normale p(X)
a partir d’'un échantillon d’observations, qui se traduit par la détermination du
vecteur-moyenne X et des éléments de la matrice de covariance S, a fait I'objet de
nombreux travaux (cf. Chapitre I, paragraphe (1.4.1)). Comme nous ’avons signalé la
majorité de ces méthodes présente un certain nombre d’inconvénients au niveau de
leur mise en oeuvre et/ou des hypothéses souvent restrictives qu’elles supposent. Or,
d’un point de vue pratique, il existe de nombreuses situations ol on ne posséde
aucune information a priori sur la distribution des observations si ce n’est

I’hypothése de normalité.

Pour ces raisons, il semble intéressant de proposer une nouvelle
approche qui permette de déterminer les paramétres d’une distribution normale et

qui soit applicable a 'analyse des mélanges gaussiens.
I1.3. CALCUL DU GRADIENT D’UNE FONCTION DE DENSITE NORMALE

L’évaluation du gradient de la fonction p(X) en tout point de RN

nous permettra de définir son contour avec précision.
I1.3.1. Expression réduite d’une fonction de densité normale

Pour simplifier la présentation des calculs et sans aucune perte de

généralité, considérons une fonction de densité normale de vecteur-moyenne nul :

1 1T-—1]
p(X) — N1 °XP [—EX S " X

(2m)2 |s|2

C. exp[— sxts x]
avec

(2m)2 |S|2



L’étude de toute distribution normale de vecteur-moyenne non nul

peut étre ramenée 4 ce cas par une simple translation de I’origine de vecteur X.

Considérons la forme quadratique Q de matrice s-l.

Comme la matrice S'l est réelle et symétrique, elle peut étre
diagonalisée par une transformation orthogonale /5/. Dans la base des vecteurs

propres de la matrice S'l, la forme quadratique Q s’écrit :

Q-_—YTDY

avec: X =VY

ou : V = Vl, V2, ver g VN

définit le changement de base qui permet de passer d’une représentation dans

P’espace de départ RN a une représentation dans un nouvel espace R N

de 1a matrice de covariance est une matrice diagnonale de la forme :

ou l'inverse .




Dans la base des vecteurs propres de S’l, la fonction de densité

normale considérée prend la forme réduite :
1 . T
p(Y) = C exp[— 3 Y D Y]

qui se préte mieux au calcul de son gradient que la forme initiale.
I1.3.2. Détermination de la norme du gradient

Soit VY I'opérateur gradient usuel tel que :

v T
_ [3p(Y)  ap(Y) ap(Y) ap(Y)
VY [p(Y)] - [ ayl 2 3}’2 b * e ey ayn e v v ————ayN \l

En utilisant I’expression de p(Y), il vient :

ap(Y) [ 1,7 ]
oy _—C.(dnyn) exp|- 7 ¥ DY
n
ce qui permet d’écrire :
_ 4 T 1 LT
vy[p(Y)} = C.[dlyl, dpYys weeer dY, wene, dNyN] exp[— 2 YD Y]

La norme enclidienne du vecteur gradient est de la forme

N .2 1T
“VY[P(Y)]" =C En——lt(dnyn) exp[— 5Y D Y]
Il s’agit maintenant de localiser les points de I’espace RN ou cette

norme présente des valeurs extrémales.




1.4, CONTOUR D’UNE FONCTION DE DENSITE NORMALE MULTIVARIABLE
I1.4.1. Analyse des extrema de la norme du gradient

Pour localiser les points de I'espace RN ot Ia norme du gradient de
p(Y) est maximale, on se place dans I’hyperplan ( A) passant par l'origine et défini
par :
TY=0

avec :

T = [tl’tZ’ sy tn, ceesy tN]

Dans ces conditions, une condition nécessaire d’extremum de
l l VY (p(Y)J l [ sous la contrainte T.Y = Q peut é&tre obtenue en utilisant la méthode
des multiplieurs de Lagrange /6/, /7/.

On considére la fonction

le[p(Y)“] AT Y

qu'il s'agit d’extrémaliser par rapport aux composantes du vecteur Y et 2 \ . On

h(Y,n) =

obtient ainsi les conditions nécessaires :
VY[h(Y,)\)] = Q

3

3

>

[h(Y,x)] =0

En utilisant Pexpression de h(Y,1) il vient :

o [foll] wb- o -

On reconnait ’équation de 'hyperplan {A) dans la seconde condition.




En tenant compte de I’expression réduite de p(Y), on calcule les
santes d dient ” .
composantes du gradien VY , VY[p(Y)] i

a” VY[p(Y)] ” e dnyn[dn - (n% (d_ yn)?-)]
n \/% (4, yn)‘z‘
le[p(Y)”

exp [—% YT D Y]

Une condition d’extrema de

s’écrit alors

exp[— 1 YT DY

N
2 ] Z V2 - =
C [dn - 2 (dnyn) }dnyn = )‘tn s = 1,2, (..., N

En  multipliant chacune des N premiéres égalités par

Yps» D= 1, 2, ..., N, on obtient les n équations suivantes :

N
= 1 [(dn yn)2 -d vy, §n—1 (dn yn)z] =Mt oy, s n=l,2,..,
) =

\/E (4, y,)

Puis, en sommant ces n égalités membre 4 membre et en utilisant la

N
condition g tn g = 0 , on obtient une nouvelle condition nécessaire
’ - n=1
d’extréma :
1 T

exp - Y DY N

N N
2 2 2 2
C - E (d, v,)" - d, v,) § d v, = -
N n=1 n= n=1
\/2 4y )?

n n




Y}
La quantité . ne pouvant jamais s’annuler,
. |

cette condition est équivalente a :

S ICIPALES Sl PR S PR
— (dnyn) - ] (dn yn) dn Yp =0

n=1

Soit,aprés simplification :

Cette derniére équation indique que sous la contrainte T.Y = 0, les

maxima locaux du module du gradient de p(Y) sont situés sur I’hyperellipsoide ([™)

d’équation :
YT DY =1
Y8
| = (a)
+ — N ni??
\sz (,\i\
(r)
Yy
T '
-— 0 .
\d + —
1
Vd,
L
\ dy

Figure IT.1. : Cas bidimensionnel :
Localisation des extrema
de '|Vy[P(Y)]“ dans le sous espace a une
dimension défini par LY+ Ly, = 0




Ce résultat étant indépendant des valeurs des coefficients
ts o ths v N définissant 'hyperplan (A), on en déduit que 'hyperellipsoide (™)
représente le lieu géomeétrique des maxima locaux du module du gradient dans tout
hyperplan passant par Porigine. La figure IL1. illustre cette propriété dans le cas

bidimensionnel.

11.4.2. Définition et propriétés du contour d’une fonction de densité

normale

La détermination des extrema du module du gradient d’une fonction
de densité normale multivariable sous contraintes nous permettent de définir avec

rigueur la notion de contour pour de telles fonctions.

En revenant 4 l’espace de départ RN I'hyperellipsoide ({7) a pour

équation

X-XTs !l x-x-=1

Définition :

On appelle contour de la fonction de densité normale

1

p(X) = - oo -3 0D s T D)

(27) 2 |s|2

Z

I’hyperellipsoide d’équation :

X-Tslx-X=1




Propriété 1 :

Le contour est le lieu géométrique des points de I’espace RN ou, dans
tout hyperplan passant par la moyenne )_(, le module du gradient de l1a

fonction p(X) présente des extrema locaux.

Il est intéressant de remarquer que le contour de p(X) ainsi défini
coincide avec la surface délimitant le domaine de concavité de p(X). En effet, il a
été montré, en analysant le Hessien de p(X), que cette fonction est concave i

Pintérieur du domaine défini par 'hyperellipsoide () /8/.

On peut donc énoncer la seconde propriété :

Propriété 2 :

L’intérieur du contour de p(X) constitue le domaine de concavité de

cette fonction.

I1.5. ANALYSE GEOMETRIQUE DU CONTOUR D’UNE FONCTION DE
DENSITE

Dans I’espace R,N, le lieu géométrique des maxima locaux du module
du gradient d’une fonction de densité est donné par 1’équation :

YT py=1

qui est celle d’un hyperellipsoide centré a l'origine (cf figure II.2). Ses axes

principaux ont les mémes directions que les vecteurs propres de la matrice de



covariance S. De plus, les longueurs L

o 0 =1, 2, ., N de ses axes sont liées aux

éléments diagonaux dn’ n =1, 2, .., N de la matrice diagonale D par les relations :

2 Y1
Y2
Vl
2 X1
o=
2 r
2 =
z Y
Figure I1.2., : Le contour d'une fonction de densité

de probabilité normale bidimensionnelle.



La matrice de covariance S peut étre ainsi déterminée a partir des
caractéristiques géométriques de I'hyperellipsoide (). En effet, la transformation
orthogonale qui diagonalise la matrice s ! est définie par la matrice
VY = [Vl' Vz, e VN]dans laquelle les vecteurs Vn' n=1, 2, .., N sont des vecteurs
propres normés de S'l, c’est-a-dire les vecteurs unitaires des axes principaux de
Ihyperellipsoide.

En tenant compte des relations an =4/d, n=1,2, ., Netde
I’équation :

Q=YTvlslyy
=YI'DyY

on obtient I’expression de I'inverse de la matrice de covariance :

Les coordonnées du centre de [I'hyperellipsoide ([ ) dans RN

indiquent la valeur du vecteur moyenne X.




La connaissance du contour, c'est-a-dire le lieu géométrique des
maxima locaux du module du gradient de la fonction de densité sous-jacente
déterminés dans les hyperplans passant par le vecteur moyenne nous permet

d’évaluer les paramétres d'une distribution normale. Schématiquement on procéde
par étapes :

- Premiérement, le centre de I’hyperellipsoide (") indique le vecteur-
moyenne X de la distribution.

- Deuxiémement, les axes principaux de cet hyperellipsoide définissent

les vecteurs propres de linverse de la matrice de covariance.
- Troisiémement, les longueurs des axes principaux de ({’) donnent
les valeurs propres de Ul'inverse de la matrice de covariance.
- Finalement, la connaissance de ces valeurs propres et de ces
vecteurs propres permet de déterminer Uinverse de la matrice de

covariance (S’l), puis la matrice de covariance elle-méme.

I1.6. CONCLUSION

L’identité du contour d’une fonction de densité normale avec la
frontiere de son domaine de concavité laisse envisager une exploitation fructueuse
de ce nouveau concept. En effet, il a été montré comment I’analyse géométrique des
domaines de concavité des mélanges gaussiens permettait de proposer des procédures

de classification automatique optimales au sens de la théorie de la décision par
minimisation du taux d’erreur /8/.

Tout laisse donc A penser que lorsqu'on sera capable de détecter les
contours des fonctions de densité, qui font appel a des concepts de valeurs
extremales de leur gradient plutot qu'a celui d’analyse de leur concavité, on pourra

déboucher sur des procédures aussi intéressantes.




Avant d’aborder I'analyse des mélanges gaussiens, il convient
maintenant de considérer les problémes liés a I'estimation des fonctions de densité a
partir des observations disponibles, estimations sur lesquelles nous appliquerons des

opérateurs différentiels destinés a faire apparaitre les contours de ces fonctions.
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SECTION I

EXTRACTION DES CONTOURS ET CLASSIFICATION
AUTOMATIQUE



CHAPITRE 1l

ESTIMATION ET FILTRAGE DES FONCTIONS DE DENSITE
DE PROBABILITE

II1.1. INTRODUCTION

Dans un probléeme de classification non supervisé, la premiére
difficulté rencontrée lorsqu’on utilise une approche statistique, est ’estimation de la
fonction de densité de probabilité sous-jacente a la distribution des observations 2

classer.

On aborde dans ce chapitre un rappel sur les estimateurs non
paramétriques utilisant la méthode du noyau et les problémes liés a leur mise en

oeuvre sur calculateur numérique.

Une généralisation de l'opération de filtrage non linéaire de type
“median" est ensuite présentée pour améliorer la qualité de ces estimateurs. Ce filtre
permet d’éliminer les effets du bruit tout en préservant les caractéristiques des

contours des modes.
II.2. - ESTIMATION NON PARAMETRIQUE
II1.2.1. Principe

Supposons que ’on dispose d’un échantillon %:l Xl’ ey Xj,..., XQ}
de Q observations indépendantes et identiquement distribuées suivant une fonction
de densité de probabilité f(X). La probabilit¢é P pour qu’une observation X soit

située a I’intérieur d’un domaine R(XO) centré au point Xp» est donnée par :

(3.1.) P = f(Xx) dx
R(XO)




La probabilité Pq pour que q des Q observations de [’échantillon

soient situées dans le domaine R(XO) est donnée par la loi binomiale

(3-2-) P = <Q> Pq (l - P)Q_q
4 q

L’espérance mathématique de q est alors :

(3.3.) B(q) = Q.p
ce qui permet d’affirmer que q/Q est un estimateur non biaisé de P.

Si I'on suppose que f(X) ne présente pas de variations importantes a

Uintérieur du domaine R(XO) la probabilité P peut se mettre sous la forme :

(3.4.) P = f(X). v(xO)

ou V(X)) est le volume du domaine R(Xp)-

L’estimation de la fonction de densité en XO est alors obtenue par
combinaison des équations (3.3) et (3.4) : '

9

(3.5.) £(x) =

V(X,)

0

La question essentielle & résoudre est celle du comportement

asymptotique de cet estimateur.
I11.2.2. Comportement asymptotique

L’utilisation de cet estimateur simple souléve plusieurs problémes. Si
V(Xo) reste fixe alors que le nombre Q d’observations disponibles augmente
indéfiniment, le rapport q/Q converge vers P (dans le sens probabiliste), et

P’estimateur ?(XO) tend vers la valeur moyenne de f(X) sur R(XO).




Mais, dans la pratique, le nombre d’observations disponibles n’est
jamais illimité. Dans ces conditions, I'ajustement de la taille du domaine R(XO)
utilisé pour estimer f(X) en X est de la toute premiére importance. Si le domaine
R(XO) est trop petit, I’estimateur est nul dans presque tout I’espace, excepté lorsque
le point d’estimation 'XO est situé dans le voisinage immédiat d’une observation, ce
qui conduit a des valeurs élevées de f(XO). ‘L’estimateur, trés hératique, est alors
inexploitable. A l'inverse, si le domaine R(XO) est trop grand, on assiste 4 un

phénoméne de lissage et Iestimateur manque de résolution.

Pour assurer la convergence de Pestimateur ?(XO) vers f(XO), il a été

montré que le volume V(XO) doit étre lié au nombre total Q d’observations possibles.

Si pour un échantillon de taille Q, on note VQ(XO) le volume du
fl\omaine RQ(XO) utilisé, qQ le nombre d’observations situées dans ce domiine et
fQ(XO) I'estimateur correspondant, on montre /1/ /2/ /3/ que fQ(XO)
converge en moyenne quadratique vers f(XO) si:

1)Qlimm VQ(XO) =0

La premiére condition indique VQ(XO) doit décroitre lorsque Q
augmente mais, d’aprés la deuxiéme condition, suffisamment lentement pour que
RQ(XO) contienne de plus en plus d’observations. En pratique, on peut fixer le

volume VQ(XO) en fonction du nombre Q d’observations disponibles. On aboutit




alors a la méthode du noyau /4/ /5/. Parmi les possibilités offertes a I’analyste, on

peut citer :

l)VQ (xo) =V, Q avec a € 0, 1[

2) V
) q (Xg) = Vy/log Q

Quelque soit la valeur du paramétre VO, ces relations assurent la
convergence asymptotique de I'estimateur. Nous verrons cependant qu’avec un
nombre Q limité d’observations, le choix de VYo conditionne fortement les résultats

de I’estimation.

Une autre possibilité consiste a4 se fixer le nombre d’observations aq
en fonction du nombre total d’observations Q et faire croitre le volume VQ(XO)
jusqu’a ce qu’il englobe qQ observations voisines de XO' Il s’agit alors de la

méthode de qQ plus proches voisins /6/, /7/. Des relations du type
1) 99 = 9p\/ @

2) 9 = 99 log Q

assurent la convergence asymptotique de ’estimateur.

Comme pour le paramétre VO’ le choix de q’o,‘ peut é&tre
théoriquement quelconque pour assurer la convergence de [I'estimateur lorsque la
taille Q de [Péchantillon augmente indéfiniment. Dans la pratique, avec des

échantillons de taille finie, ce choix conditionne la qualité de I’estimation. -

La méthode du noyau, comme celle de qQ plus proches voisins,
présentent des avantages spécifiques qu’il n’y a pas lieu de discuter ici. Le lecteur

intéressé pourra se reporter aux références /8/, /9/, /10/, /11/. Compte-tenu de -



P'usage qui sera fait des fonctions de densité estimées, nous ne nous intéresserons,
dans tout ce qui suit, qu’a la méthode du noyau dont la mise en oeuvre est la mieux
adaptée aux outils développés dans ce mémoire.

II1.2.3. Méthode du noyau

La méthode du noyau, initialement proposée par Rosenblatt /12/ dans
le cas monovariable, puis approfondie par Parzen /13/, a été étendue au cas
multidimensionnel par Cacoullos et Murthy /14/, /15/. Dans un espace de dimension
N, P’estimateur est de la forme :

o ¢ (X) est une fonction réelle positive appelée "noyau" (ou "fenétre") de "largeur"
N\

hQ. L’estimateur fQ(X) ainsi défini converge en moyenne quadratique vers f(X)

/13/, 716/, /17/ sous les conditions suivantes :

VX, $(X) >0

IM,vX, ¢(X) <M

rm o XN e (x) = 0
TR

N
vVaQ, VQ (X)=hQ

Q+co Q

Q+oo

Il existe différents types de noyau ¢ (X) répondant 4 ces conditions.




L’un des noyaux les plus utilisés dans la pratique est le noyau cubique

N Xn
(ﬁ‘l—) si lﬁa‘ gl, n=1,2, ...., N

héNO(—fl—)= Q
Q
] autrement
. T
ou : X = [xl, Xos weeey Xpy eeeey Xy

Ce choix est généralement motivé par des considérations de
programmation sur calculateur numérique. En effet, le calcul des valeurs absolues est
beaucoup plus rapide que le calcul des normes euclidiennes associées au noyau de
type exponentiel. Dans ce sens, I’estimateur ?Q(X) est obtenu d’une fagon simple,
car il est trés facile et rapide de compter le nombre d'observations situées dans
Phypercube de coté hQ centré en XO' La position d'une observation par rapport a
cet hypercube peut étre déterminée en testant ses composantes une a une. Il en
résulte qu’un grand nombre d’observations situées a ’extérieur de cet hypercube

peuvent étre éliminées avant d’avoir testé toutes leurs composantes.

Cependant, malgré ces avantages apparents, ['utilisation de 1la
technique d’estimation des fonctions de densité employant le noyau cubique reste
limitée a4 des données de faibles dimensions. En effet, le nombre de points
nécessaires pour décrire explicitement une fonction multivariable croit
exponentiellement avec la dimension de l'espace de représentation. Ainsi, lorsque
I'opération relativement simple et rapide d’estimation de la fonction de densité en un
point doit étre répétée pour tous les points ol on désire estimer cette fonction de
densité, on aboutit 4 des temps de calcul prohibitifs dés que s’éléve la dimension des

données.




Pour pallier cet inconvénient, nous allons utiliser un algorithme rapide
d’estimation des fonctions de densité de probabilité qui a été développé par Postaire
et Vasseur /18/.

111.2.4. Algorithme rapide d’estimation des fonctions de densité de
probabilité

111.2.4.(a) Position du probleme

L'implantation classique de la procédure d’estimation d’une fonction
de densité de probabilité par la méthode du noyau -cubique nécessite une
discrétisation de l'espace RN ge représentation des données. Schématiquement, en
normalisant les plages de variation de chacune des coordonnées de RN de telle sorte
que les observations soient toutes situées dans un hypercube de coté unité et en
divisant ces plages en (l/hQ) intervalles adjacent égaux, on obtient une
discrétisation sur (1 /hQ)N hypercubes de cété hQ. La fonction de denstité est alors

estimée aux centres de ces hypercubes qui constituent les noeuds d’un réseau
hypercubique (cf. figure IIL1.).

Figure IIT.1. : Réseau cubigque a trois dimension.



Cette représentation explicite de la fonction de densité sous jacente en ces points de
discrétisation nécessite le dénombrement des observations situées dans chacun des
(1 /hQ)N‘ hypercubes précédemment définis. En remarquant que le nombre
d’hypercubes non vides ne peut dépasser celui des observations disponibles, on
constate que ce dénombrement conduit souvent a mettre en évidence des hypercubes

vides, surtout pour des données de forte dimension pour lesquelles
(l/hQ)N >>>Q

En fait, pour un échantillon de taille Q, quelle que soit la dimension
des données, l'estimation de la fonction de densité est nulle, sauf en un nombre
limité de points de discrétisation au plus égal a Q. Dans la pratique, le nombre
d’estimations non nulles est généralement trés nettement inférieur au nombre de

points de discrétisation de 1a fonction de densité.

L’algorithme rapide d’estimation est basé sur une procédure
permettant de déterminer directement les hypercubes non vides, sans avoir a prendre
en considération I’ensemble des hypercubes centrés en tous les points de
discrétisation ou la densité doit étre estimée. Pour une taille d’échantillon donnée, le
temps de calcul est ainsi limité au temps nécessaire a la détermination d’ un nombre

d’estimations élémentaires au maximum égal au nombre Q d’observations.
II1.2.4.(b) Principe

Avant tout traitement, il est généralement conseillé de normaliser les
plages de variation de chacune des composantes des observations /19/. L’espace RN

est normalisé de telle sorte que les valeurs extrémes de chaque composante soient O
et 1.

Le coefficient de normalisation de chacune des composantes Xq,1°
2

Xq,2> = Xq,n> - Xg, N des observations Xq, q=1, 2, .., Q est défini par

an=Max Xq, -—Minx,n, n=1,2, ...., N
q q




En faisant subir a I’espace RN une translation de vecteur :
m m m my|T
B:[(—xl) s (—xz), ceen, (—xn), feeey (—xN)]

xm Min x
ou : n - q q,n

désigne la plus petite valeur du niéme caractére, suivie d'une transformation
diagonale de matrice :

les coordonnées des observations dans le nouvel espace R IN sont :

X! = |x! ceney X! ceeey X! T q=1, 2

q q, 1’ > Tg,n’ U7 Tq N I
avec : X' = A.‘X + B]

q q

Ces nouvelles coordonnées vérifient les relations

suivantes
Vg, q=1,2, ...., Q
0 < x! £1
q,n Vn, n=1,2, ...., N

Chaque axe de I'espace normalisé est partitionné en (1 /hQ) intervalles
€gaux et adjacents. Cette discrétisation définit un réseau de (l/hQ)N hypercubes
adjacents de coté hQ qui couvre tout I’espace RIN.




La normalisation des données est suivie d’un changement d’échelle de

P’espace R IN, obtenu par la transformation linéaire :

| N . \\
de matrice Z. = (E—) [ 1 } ‘

ol [I N]est la matrice unité d’ordre N et ou (1 /hQ) est un nombre entier. Dans
cette transformation linéaire, les composantes de espace RIN sont divisées par (hQ)
de telle sorte qu'un hypercube de coté hQ de P’espace RlN devient un hypercube de

cOté unité dans Iespace transformé, noté RZN.

La procédure rapide permet d’estimer la fonction de densité sous-
jacente uniquement aux centres des hypercubes non vides du réseau de discrétisation
défini sur RZN, dont le nombre ne peut dépasser celui des observations disponibles.
Les performances remarquables de cet algorithme résultent d’une technique de
programmation qui tire partie de la normalisation préalable de I’espace R2N pour
dresser directement la liste des hypercubes non vides a partir du fichier des données.
De plus, cette technique permet de connaitre simultanément le nombre
d’observations situées dans chacun des hypercubes non vides, donc la valeur de
I’estimateur en son centre. Sans aucun calcul, on sait d’autre part que la valeur de
’estimateur est nulle aux centres des hypercubes vides qui, surtout dans les espaces
de grande dimension, constituent 'écrasante majorité des hypercubes du réseau de

discrétisation.

On désigne par P, , r =1, 2, .., R, R Q, les centres des

hypercubes non vides qui sont appelés points d’échantillonnage dont les positions’

dans I’espace R2N sont repérées par des coordonnées a valeurs entiéres.

Avec un nombre limité d’observations, I'ajustement du parameétre hQ
constitue un probléme délicat. Si le pas de discrétisation est trop petit, I’estimateur

présente trop de variabilité pour é&tre exploitable, en particulier dans les régions de




faible densité. A I'opposé, s’il est trop grand, I’estimateur manque de résolution et

des modes significatifs de la fonction de densité risquent de passer inapergus.

Il existe des techniques basées sur I'analyse de la stabilité du nombre
de modes détectés qui permettent d'ajuster ce parameétre sans connaissance a priori

sur les données a traiter /20/, /21/. Il apparait néanmoins que les résultats obtenus
demeurent trés sensibles & I'ajustement de ce paramétre /22/.

Nous allons montrer comment I'utilisation d’une technique de filtrage
non linéaire permet de conserver les modes réels des fonctions de densité estimées
tout en éliminant ces variations non significatives, souvent dues 4 un trop petit pas

de discrétisation. L’ajustement du pas deviendra, de ce fait, beaucoup moins
critique.

Sachant que toute U!information disponible pour assurer Ila
classification des observations est contenue dans la version discréte de la fonction de
densité de probabilité sous-jacente :

fP) , r=1,2,.,R
on congoit que ce filtrage est fondamental pour la suite des opérations.

II1.3. FILTRAGE NON LINEAIRE

L’estimation non paramétrique avec novau cubique se révéle trés
sensible aux irrégularités de la distribution des observations. La présence du bruit ne
peut qu’accentuer P’apparition de variations spatiales locales importantes, mais non

significatives, de Iestimateur (cf. figure IIL.4b, paragraphe I[1.3.4. du méme
chapitre).

Avant d’aborder la détection des modes proprement dite, il s’avére

donc nécessaire de procéder a un filtrage de la fonction de densité estimée.




Les techniques du traitement des images numériques nous enseignent
que les filtres linéaires (passe-bas), qui consistent a4 remplacer le niveau de gris en
un point par une moyenne pondérée des niveaux de gris dans son voisinage, assurent
un lissage efficace mais, en contre -partie, atténuent fortement les contours présents
dans I'image /23/, /24/. Par contre, le filtre non linéaire de type "médian" est plus
fréquemment utilisé car il présente la propriété remarquable de diminuer le bruit

d’une image tout en préservant ses contours /25/, /26/, /27/.

Cette constation est & la base de la généralisation de cette technique
de filtrage 4 des fonctions multidimensionnelles présentée ci-aprés et utilisée dans
une phase de prétraitement, précédant la détection des contours des modes présents

dans une fonction de densité.

Ce filtre médian utilisé en traitement d’image est trés simple a
réaliser, mais comme tous les filtres non linéaires, il se préte mal a I'analyse

théorique.
II1.3.1. Principe du filtre médian

Le filtre médian est d’abord apparu comme une technique de
traitement de signal /28/. Opérant sur une fenétre glissante le long du signal, le
filtre médian donne en sortie la valeur de I’échantillon qui, dans la fenétre, a autant
de voisins plus grand que lui que de voisins plus petits. La figure IIL.2. permet de
comparer les effets d’un filtre médian de largeur 3 a ceux d'un filtre 3 moyenne
glissante de méme largeur. On constate que le filtre médian élimine le bruit de
maniére comparable au filtre 4 moyenne glissante, mais que les transitions

importantes sont moins bien préservées par ce dernier.

L’utilisation de ce filtre en traitement des images revient 4 remplacer
lIa valeur du niveau de gris en chaque point par le niveau de gris encadré par autant
de valeurs qui lui sont supérieures que de valeurs inférieures dans un voisinage
donné du point considéré /29/, /30/, /31/.
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I11.3.2. Analyse statistique

Soit une variable aléatoire X, de densité de probabilité f(X), sa

moyenne _)Z, sa variance vy et son écart type GX sont définis statistiquement par :

+ o
X = E(X) =] X f(X) dX

o0

4+
vy = E(X - )_()2 =/ (x - K)z f(X) dx

O'X = \/Vx

Les quartiles donnent des informations semblables sur la variable aléatoire X. Le
quartile 4y, 0 =1, 2, 3 est 1a valeur de cette variable pour laquelle la fonction de

répartition F(X) atteint la valeur n/4.

Ona: F(qn) = %

X
ol : F(X) =/ f(Y) dy

-_—00

A la moyenne X correspond le quartile q; .

q, = MX) = F! (3)

Les quartiles a, et q3 peuvent servir, comme vy et cx, 4 caractériser

la dispersion de la distribution de la variable X.

On sait que la moyenne 5(‘ et la médiane M(X) tendent vers la méme
valeur asymptotique lorsque la variable aléatoire X obéit a une loi statistique
symétrique /32/. Cependant, lorsqu’on dispose d’un nombre limité d’observations,
une mesure ératique sur la variable X fausse I'estimation de la moyenne X d’une
maniére non négligeable. L’effet d’une telle valeur aberrante est, par contre, peu
sensible sur I'estimation des quartiles. L’estimateur de la médiane est ainsi

généralement considéré comme plus robuste que celui de la moyenne /33/, /34/.




1I1.3.3. Principe de programmation

L’implantation d’un filtre median multidimensionnel nécessite de
définir avec précision le voisinage de chaque point d’échantillonnage P, dans le

réseau d’hypercubes de I’espace normalisé R2N défini au paragraphe II1.2.4(b).

Soient pr,l’ Pp s oo Prp» - pr,N les coordonnées entiéres d’un
point P.. Son voisinage de taille m, noté Um(Pr) est constitué des points Po
tels que :

ou :

La figure (IIL.3.) représente les voisinages U,(P,) constitués de 9
voisins dans un espace bidimensionnel et de 27 wvoisins dans un espace

tridimensionnel.

Le filtre meédian, utilisé en traitement des images numeériques et
traitement du signal, est basé sur une opération mathématique simple qui est trés

aisément généralisable a un espace multidimensionnel.

’ . . N . - -
Le filtre median remplace P’estimateur f(Pr) au point d’échantillonage
P par la valeur médiane des (2m+l)N valeurs de la fonction estimée aux points
situés dans le voisinage Um(Pr)' Par analogie avec l'estimation par la méthode du

noyau, on appelle le voisinage Um(Pr) la "fenétre du filtre médian” de taille m.




=== -

t
...l.,..lll“lllllll N N U !
\ \ !
I\ .. \ o
I \ t N\
PR [N i '
[ PN N '
T Y ——) |..k7 i
{ ( ' { v
Illillll_ﬂn -.» ! ! « +
- - —— - — . - \
\ I T ™ H /.
[N N ! { 4
A R N PO
o\ ‘ Ny B AN n
h \ Ny 1 \ | “/ —
1 —nfe [RONPU R U, Vo IM/ 1 \ -
1 ! t “ \ b A 9 =
AY
it G GE T <D o W L loiJl.rcnﬁllL/ [N “ —~ g
v RN RN ¢ 5
AN y 1t b |.Il|y. £ 9
LS | ‘ Ny N \ 5 o
) o 1 A ! o &
*J e ‘ 1N B
i, ' ] \ ] 7] [}
- - - lll.l/flll?l e T Ty Syt Wl S § ' \ o =]
1 \ | \ \
\ \ 1 o A
\ 1 ! \ ] b E o
S T Nl -~
\ ' vl o9 A
r&- \t N vl .4 S
DY FIEpEPIU A, P (SRS, I EO 4 g0 P
\ \ \ o
\ \ \ o o (3]
\ \ \ o Q
\ \ \ ~t 3]
) \ \ 1 @
. m v o
< ~ \\\ &~
&~ =
A o, S wn w
(4'0 )e w w
- T v T
t) o~
=] ~ 3~
-~ o, A
O ' e
— —4 = —
Pr v - - =
. , S 0
~ — - &) &)
A = o d o
\ [~ I o
\ O A e
T 7 B )|
@ A A
[«I e} (¢}
— >
0
o~ o~
o @ 0O
_ m . o~ ~
[ .

Figure III.3.




”~
Soit f’(Pr) la valeur de I'estimateur filtré au point P, qui est donnée

sous la forme :
A . A
£1(P_) = valeur mediane f(Pr')/Pr' eV (Pr)]

La procédure de progammation consiste a ordonner l’ensemble des
valeurs estimées de Ia fonction de densité de probabilité aux points d’échantillonnage

| situés & l'intérieur de la fenétre Um(Pr), de la plus petite 4 la plus grande. La

valeur médiane est celle de rang (2m + 1)N+1 dans cette série ordonnée.
2

Notons qu’une variante du filtre médian, appelé "filtre médian
séparable”, peut également étre utilisée /35/. Cette variante consiste en une
succession d’applications d’un filtre médian 4 une dimension, parallélement aux N
axes de l’espace des données. Les résultats obtenus par cette méthode ne sont pas
identiques a ceux résultant de I'application du filtre médian multidimensionnel
utilisé, car ce filtre séparable ne prend pas en compte le voisinage hypercubique

complet des points d’échantillonnage.

L’avantage du filtre médian séparable est sa trés grande facilité
d’implantation, il suffit de programmer le filtre 4 une dimension suivant une
direction puis, par le biais de simples rotations, de I’appliquer parallélement 2

chacun des axes de I’espace des données.

Il est cependant apparu que les résultats obtenus par utilisation d’un
filtre séparable sont moins bons que ceux résultant de I'utilisation du filtre
multidimensionnel présenté. Ce dernier sera donc utilisé dans toute la suite de ce

travail.




II1.3.4. Résultats expérimentaux

Le filtre médian ainsi défini a été testé sur des données
multidimensionnelles générées artificiellement. On utilise les données constituées de

vecteurs aléatoires provenant de distributions normales.

EXEMPLE 1 :

Pour permettre une visualisation simple des performances obtenues,
on considére en premier lieu un exemple bidimensionnel, constitué de trois
distributions normales dont les paramétres statistiques sont consignés dans le tableau
1. Ces distributions sont équiprobables et représentées chacune dans I’échantillon
analysé par 200 observations (cf. Figure (I11.4.(a)).

La figure (III.4.(b)) montre 1la grande variabilité spatiale de
Pestimateur non paramétrique obtenu pour un ajustement du paramétre hQ tel que
(1 /hQ) soit au mileu de sa plus grande plage de variation pour laquelle le nombre de

modes détectés en fin de procédure demeure constant.

Apres filtrage (cf. Figure III.4.(c)), il ne subsiste que les modes
significatifs de la fonction de densité de probabilité sous-jacente. Le résultat

présenté a été obtenu pour la taille de la fenétre du filtre m = 1.

EXEMPLE 2 :

Aprés le premier exemple qui a permis de tester les effets du filtre
median sur un exemple de trois distributions normales non bruitées, nous proposons
un second exemple destiné a mettre en évidence l'intérét de ce filtre pour éliminer
le bruit. L’exemple proposé est constitué des trois distributions équiprobables du

tableau 1, représentées chacunes par 200 observations, auxquelles on a ajouté un




e Vecteurs Matrices de Probabilités
Distribution Moyenne Covariance a priori
[ ] [ ]
0 s 18 0
1 X, = = Ph =1/3
L'lo ! 0o 18 =/
| i _
I - ~
0 18 0
2 X, = S, = Pb_=1/3
2 |14 2 o 18] 2
— -
13 18 0
X, = S = Pb_=1/3
7 0 18
. - L -

Tableau 1 :

Les valeurs des paramétres statistiques

de la distribution de 1'exemple 1.

e . Vecteurs Matrices de Probabilités
Distribution . ..
Moyenne Covariance a priori
= | 4] 0]
: 1=14 S = Pb,=1/3
J 1
- - _
- L5 5
2 X, = S, = Pb2=1/3
- L J
- r 7
. 10 5 0
3 Xy = Sy = » Pb3=1/3
15 0 5

Tableau 2 : Les valeurs des paramétres statistiques
de la distribution de 1l'exemple 2.
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Version lissée de la fonction de densité
mé

de l'exemple 1, par application du filtre
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Figure I11.4.(c)




bruit constitué d’observations uniformément distribuées sur tout 1’espace. En notant
b le nombre d’observations constitutant ce bruit, on peut estimer la probabilité a

priori du bruit dans I'échantillon par :

b
b+ Q

P(b) =

ou Q est le nombre d’observations provenant des classes en présence.

Le niveau du bruit dans I’échantillon analysé est alors défini par :

<]

P(b) x 100 %

Dans I'exemple présenté, pour lequel b = 800 et Q = 600, le niveau de
bruit s’établit a4 57 % ( figure (II1.5.(a))). La figure (IIL.5.(b)) montre ’estimation non
paramétrique brute obtenue pour un ajustement de hQ, suivant les mémes conditions

que pour 'exemple 1 (hQ = 1/30).

Le résultat du filtrage est présenté sur la figure (II1.5.(c)), la taille m
de la fenétre est prise égale a 1 . On peut voir qu'il ne subsiste que les modes

significatifs de la fonction de densité de probabilité sous jacente.
III.4. CONCLUSION

Dans ce chapitre, un rappel sur les techniques d’estimation non
paramétriques et leur implantation nous a permis de préciser le modeéle utilisé pour

la représentation des données dans un espace multidimensionnel normalisé.

Nous avons généralisé I'utilisation du filtre médian au prétraitement .
des estimations brutes des fonctions de densité sous-jacentes a la distribution de
données multidimensionnelles. La mise en oeuvre de ce filtre non linéaire est de la
toute premiére importance pour la suite de 1'analyse des données. Il sera
systématiquement appliqué aux fonctions de densité estimées car il permet de

préserver les contours des modes tout en éliminant les effets du bruit. Ce n’est que
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Figure III.5.(c) : Version lissée de la fonction de densité
de l'exemple 2 par application du filtre
médian de taille m = 1.




sur les versions lissées des estimations que nous appliquerons les opérateurs de

détection des contours présentés au chapitre suivant. Pour alléger les notations,
A
f(P), r=12,..,R

représentera, dans tout ce qui suit, la fonction de densité sous-jacente estimée et
filtrée sur laquelle reposent toutes les procédures de classification exposées dans ce

mémoire.
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CHAPITRE IV

DETECTION ET EXTRACTION DES CONTOURS DES
FONCTIONS DE DENSITE DE PROBABILITE

IV.1. INTRODUCTION

Les outils présentés dans le chapitre précédent nous ont permis
d’estimer la fonction de densité de probabilité sous~jacente par un algorithme rapide
utilisant la méthode du noyau. Une généralisation du filtre médian au cas
multidimensionnel a été utilisée pour lisser ces fonctions estimées, tout en préservant

leurs contours.

Au cours de ce chapitre, on montre qu’en généralisant des concepts
bien établis en traitement des images numériques /1/, /2/, /3/, la mise en évidence

des modes peut étre décomposée en deux étapes.

La premiére, appelée détection des contours, consiste & identifier les
points d’échantillonnage au voisinage desquels la fonction de densité sous-jacente
présente des variations locales importantes. Cette phase est basée sur l'utilisation
d’opérateurs différentiels sensibles aux variations locales d’amplitude de la fonction

de densité estimée et filtrée.

L’extraction des contours constitue la seconde phase de la procédure
présentée dans ce chapitre. Il s’agit de reconstituer les contours & partir des points

d’échantillonnage caractérisés par les fortes variations de la fonction de densité.




IV.2. DETECTION DES CONTOURS
IV.2.1. Principe

En traitement des images numériques, les opérateurs différentiels sont
largement utilisés pour localiser les contours des régions présentes dans une scéne.
Ces opérateurs donnent en fait des approximations du gradient de la fonction image
et sont donc trés sensibles aux variations locales des niveaux de gris. Il existe de
nombreux opérateurs de type gradient, connus sous différents noms : L’opérateur de
Roberts /4/, de Prewitt /5/, de Sobel /6/, etc....

D’autres auteurs ont proposé des opérateurs basés sur le concept de
Laplacien /7/ qui est une double dérivation de la fonction du niveau de gris de

I’image.

En général, ces opérateurs n’ont été utilisés que sur des données
bidimensionnelles. La généralisation de certains de ces opérateurs pour la détection
des contours au cas multidimensionnel a été stimulée par le développement des
méthodes de traitement des images numériques tridimensionnelles dans le domaine
médical /8/, /9/.

Ces opérateurs de type gradient peuvent étre adaptés a des données
muiltidimensionnelles pour détecter les contours des modes des fonctions de densité,

I1V.2.2. Généralisation de 'opérateur de Roberts

L’opérateur différentiel symétrique établi par Roberts /4/ permet

d’estimer le gradient en tout point d’une image bidimensionnelle en utilisant les

lignes de balayage.

Plus précisément, soit P, = (pr 1 Pr 2) un point image ou le niveau de

gris est f(P)). L’estimation du gradient de la fonction "niveau de gris" par application



de Popérateur de Roberts est donnée sous la forme :

(4.1.) G(P) = lf(pr,l ’ pr,Z) - f(pr,l o, + D

r,2

+ 'f(pr,l ’ Pr 2 + 1) - f(pr + 1
2

, ‘ 3 pr’ 2) I
Cet opérateur simple, illustré sur la figure IV.1., a été généralisé pour
la détection des contours sur des images tridimensionnelles obtenues en radiologie

par des moyens optiques ou ultrasonores /10/, /11/.

b 3
ot~ - - _9__._-————- , - —t—
[}
f(pr,l’pr,z) f(pr,l+l’pr,2)
- N - ’; - .() -

Figure IV.1. : Procédure d'estimation du gradient & deux
dimensions par application de l'opérateur de
Roberts.




Cette généralisation peut étre poussée dans I’espace 2 N dimensions ol

les points P r =1, 2, .., R, représentent les points d’échantillonnage d’une

r ’
fonction de densité estimée et filtrée ?(Pr).

L’opérateur différentiel multidimensionnel nécessite le calcul de

N(N-1)/2 gradients élémentaires définis par :

(420 & ()= 1EG e n

r,a
af A
- f(pr,l » ey Pt L., Prg * 1, ..., pr,N),
+ If(pr,l rorrn pr,a ’ ’ pr,s Lo pr,N)
A~
- |f(p -y P + 1,

L’estimation du gradient au point Pr peut alors étre obtenue sous la

forme :

(4.3) G(Pr') =Z: '3;1' G 8 (Pr‘)' avec a#8

a=1 @

Cette formulation est une extension directe de 'opérateur défini par
Roberts pour les images a deux dimensions. Notons que pour déterminer le module
du gradient en chaque point de l’espgce des données, on a utilisé la somme des
valeurs absolues dont Pimplantation sur calculateur numérique est beaucoup plus

aisée et rapide que la norme euclidienne.

Les précautions prises pour accélérer ’estimation non paramétrique de
la fonction de densité sont également nécessaires pour déterminer le gradient de
cette fonction. Les techniques de calcul utilisées dans I'algorithme d’estimation

rapide sont immédiatement adaptables. L’opérateur différentiel utilise le réseau




d’hypercubes assurant la discrétisation de 'espace des données. Il n’est appliqué que

dans les régions non vides de I’espace des données.
IV.2.3. Généralisation de Popérateur de Prewitt

Un autre type d’opérateur différentiel couramment utilisé en
traitement des images numériques a été obtenu en modélisant localement le niveau
du gris d’une image par une fonction analytique au sens des moindres carrés /5/. Le
gradient déterminé a partir de ce modeéle local fournit une approximation du module
du gradient de 1a fonction image elle-méme. La modélisation par un hyperplan
conduit a une généralisation de cet opérateur, connu sous le nom d’opérateur de
Prewitt /12/.

L’adaptation de cette approche a I’estimation du gradient de la
fonction de densité de probabilité sous~jacente 4 la distribution des observations est

immaédiate.

Soit HG(Pr) r = 1, 2, ..., R le voisinage hypercubique du point

d’échantillonnage | défini sous la forme :

(4.4.) Hg(P ) = U(xy, wony xy) / Prn - 5néxn\<pr,n #8 ,mn=1,2

on § = (61, P 5N) indique la taille du voisinage.

La translation du point P a Porigine ne modifie pas le gradient en ce
point. Dans ce cas, P, devient PO = (0, 0, ..... , 0) et le voisinage Ha(Pr) s’écrit sous

la forme :
(4.5.) Hy(Py) = {(x,x,, «.vy xy) / - § < x

L’hyperplan

N

a+§ax
0 n n

(4.6) ﬂ(xl, Xgs wees xN)
n=|

, e.., N}

N}




qui modélise la fonction f(x, X5y e xN) au voisinage de Py est déterminé en

minimisant Pexpression :

(4.7.)  Elag, a,, ..., ay) = {El(xl,xz, %) - e
H(S (PO)
- f(x X, ) 2 dx, dx dx
: A B 1 2t Oy
Les valeurs des coefficients a, qui minimisent [’erreur
E(ao, ap, e aN) doivent vérifier les conditions nécessaires d’extrémalité:
( aE(aO, A, weey aN)
4.8‘) =0 / ﬂ=0, 1) 2, ) N
Jda
n
Tenant compte de '’équation (4.7.), on peut écrire :
3k 2 2
(4,9:) a_a;l- = é—a—r—; [n(xl, ceey xN) - f(xl, cee xN)] dx, dx, ... de
H (Py)
Pour ag, la solution de I’équation (4.8.) est ay = £(0), de telle sorte
qu’au point Pr » 4 est donné par P’équation :
ao = f(Pr)
Les composantes du gradient de la fonction ¢ (xl, Koy cers xN) sont Q
données par la solution des équations
|
JE !
s_a_.=0 s n:i’ 2’ .-..,N
n ‘ i
L’équation (4.9.) s’écrit : §
(4.10.) xn[n(xl, cee, xN) - f(xl, cee XN)] dx1 dx2 de =0

HG(PO)

Posons :

(4.11.,) y(xl, ceny X 1 X ey xN) = H(xl, cee, xN) - x




ot ¥(.) est une fonction réelle qui, par construction, ne dépend pas de X

L’équation (4.10) se met alors sous la forme :

(4.12.) xn|y(x1, s Xp_1r Xpqo ceeo xN) ta X - ..
HG(PO)
.- f(xl, cees xN)l dx, dx2 cer dxe =0
ou encore
2 -
(4.13.) a X, dx, ... dxyg = X, f(xl, cee, xN) dx1 dx, ... de A
H (P
Hs(PO) 6( 0)
avec:
A = xna’(xl, cees X (5 X5 s xN) dx, dx, ... dxy

Ho(Py)
Cette derniére intégrale est identiquement nulle. On peut le montrer

en la décomposant en un produit d’ intégrales, sous la forme

+ 8y +8,
3/(X1,..., XN)de X, dxn
Y Y
Comme :
+6,
x dx =0
n

on obtient finalement A = 0 .

Les coefficients a, sont finalement donnés par les équations

X, f(xl, EEF xN) dx, dx, ... dx

H (Py)

I

(4.14.) a,

dx

2
xn dx1 dx2 “ee N

HG(PO)




Dans P’espace discrétisé, les valeurs des fonctions de densité ne sont
connues qu’aux points d’échantillonnage Pr , T =1,2, .., R et le voisinage H (Pr)
devient le voisinage Un(P) défini au paragraphe IIL3.3. du chapitre III, o m
représente la taille du voisinage du point Pr, tel que

Um(Pr) =[(pr",l s eees pr‘,n s eeny pr',N) / pr’n—m <pr,’n<p +m

Les coefficients a, peuvent alors s’écrire sous la forme

> nd > 2
(4-150) an ,= Pr.,n f(Pr.,l; sy p!",N)/ (pr',n)

U (P) u (P
avec
(4.16.) E (pr' n)2 = 2(1 + 22 e 4 mz)
(P ’
m - r

Rappelons que ces coefficients ont été obtenus en supposant le point
P. a lorigine. Dans le cas général ou P, est un point quelconque de RN, le
coefficient a, est donc proportionnel 4 une combinaison linéaire des valeurs des
fonctions /t:(Pr,) aux points Pr,E Um (Pr) pondérées par les coordonnées de leurs

positions par rapport au point Pr.

Le gradient au point P, peut alors étre estimé sous la forme :

N
(4.17.) E(Pr) =Zlan|

n=1

Comme pour lopérateur de Roberts, P'opérateur de Prewitt n’est
appliqué que dans les régions non vides de I'espace des données, ce qui assure des
gains de temps substanciels par rapport 4 une application systématique sur tout

Pespace discrétisé.




Pour illustrer ce qui précéde, examinons le cas bidimensionnel, en

utilisant le voisinage Ul(Pr) du point P, = (pr 1> Pr.o), (cf.figure IV.2.).

Dans ces conditions on a :

Voo
E Voo
(pr",n)2 =6 \//

i
U1 ( Pr ) P

Figure IV.2. : Procédure d'estimation du gradient bidimensionnel par
application de l'opérateur de Prewitt. )




- - -, /\ . - »
Les fonctions de densité f(Pr,) sont ainsi pondérées par les positions

du point P, par rapport au point P, selon le schéma de la figure IV.2.bis.

Position du point Pr
R

1 0 +1//////////;1 \\¢1 1
q

Figure IV.2.bis : (a) Pondération des fonctions de
densité pour obtenir (al)

(b) Pondération des fonctions de
densité pour obtenir (az)

-~

La valeur approchée du gradient obtenue au point P est alors :

+1, p

r,2 +1) + f(pr,l +1, pr,?.) + f(p -1)

“Ap y mboep oD - ey 1 P D) - Ee -1 ey # D)

r,l 1, pr,z +1) + f(pr,l ? pr,2 *1) + f(pr,l -1, p +1)

r,2

- f(pr 1+ Pr 2 -1) - f(pr,l » Pro2 -1) - f(pr,l -1, Pr.2 -0l
2

1V.3. COMPORTEMENT DES OPERATEURS DIFFERENTIELS
MULTIDIMENSIONNELS

Les performances des deux opérateurs différentiels généralisés dans le
cadre de la détection des contours des fonctions de densité de probabilité sont

analysées en utilisant des données générées artificiellement.




Exemple 1

Le comportement des deux opérateurs est d’abord analysé sur des
données bidimensionnelles constituées des 600 observations de la figure (IV.3.),
issues d’un mélange de trois composantes normales équiprobables. A ces données on
ajoute un bruit uniforme qui corrrespond a un niveau de 57 %. Le tableau (IV.1.)
résume les paramétres statistiques de ces observations. Cet exemple a été traité au
chapitre précédent ol on a présenté la fonction de densité estimée brute et sa
version filtrée (cf. figure II1.5.(a) et II1.5.(b)).

La figure (IV.4) indique la réponse des deux opérateurs proposés. On
constate que les contours des modes sont matérialisés par des zones ol ces réponses

sont trés sensiblement supérieures a celles obtenues dans les autres zones.

La comparaison systématique des performances des opérateurs
différentiels a fait ’objet d’un certain nombre de travaux en traitement des images
numériques /13/, /14/, /15/, /16/. Sans faire appel a ces méthodes de
quantification, un simple examen visuel des résultats présentés sur la figure (IV.4)
montre que l'opérateur de Prewitt permet d’obtenir des contours des modes plus
larges et plus réguliers que ceux résultant de l'utilisation de I'opérateur de Roberts
qui apparait plus sensible aux irrégularités de la distribution des observations. Ces
résultats concordent avec ceux obtenus par les praticiens en traitement des images
numériques /16/, /17/, /18/. L’opérateur de Roberts, qui ne met en jeu que 4
voisins, 4 tendance a fournir des points de contour non significatifs associés aux
bruits et aux irrégularités locales, alors que l'opérateur de Prewitt, qui prend en
compte un voisinage plus étendu permet, en général, d’isoler les points de contour

de leur environnement.

L’exemple tridimensionnel suivant montre que cette plus grande
robustesse de I'approche de Prewitt par rapport i celle de Roberts se retrouve lors

de la détection des contours des fonctions de densité multidimensionnelles.




Di . . Vecteurs Matrices de Probabilités
istribution: - .
Moyenne Covariance a priori
4] [5 0
1 X, = S, = Pb1=1/3
4 0 5
I -
. 15 5 0
2 X, = S, = Pb, = 1/3
4 | 2 lo s 2
. 10 i 5 0
3 X, = S, = Pb, = 1/3
Tableau 1 : Paramétres statistiques de la distribution

de 1l'exemple 1.
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Figure IV.3. : Représentation graphique des observations
de l'exemple 1.




opérateur
igure IV.3.

G(X)

Résultat de 1'application de 1!
de Roberts aux données de la Fi

Figure IV.4.(a) :




: Résultat de l'application de 1l'opérateur

Figure IV.4.(b)

de Prewitt aux données de la Figure IV.3.

Y




Exemple 2

Le second exemple utilisé pour évaluer les performances des deux
opérateurs différentiels est constitué d’observations tridimensionnelles provenant de
deux distributions normales dont les paramétres statistiques sont consignés dans le
tableau 2. A ces deux groupements, représentés chacun 500 observations, on ajoute

un bruit uniforme qui correspond a un niveau de 50 % (cf. Figure IV.5.).

Dans I’espace tridimensionnel, Pestimation du gradient par 'opérateur
de Roberts au point Pr = (pr,l, Pr 2 pr’3), r=1, 2, ..., R, est donnée sous la

forme :

G(P) = 16, ,(P )] + 102’3(Pr)| + |61,3(Pr)|

avec

3

L L R o LA LS PRI P P

A a ?
Gy 4(P) = 1(p, |, Prgs Ppg) = T(p s B o+l Py, g+
+ |7 1 - f
I (pr’1> pr,2+ ; Pr,3) f(pr,l, pr’2> pr’3+1)|
G1,3(Pr) = lf(‘pr,l, pr,z) pr,3) - f(Pr,1+1; pr’z? pr,3+1)l

fp, j+1 ) - B 0l
+1E(pL y+1 P s Prg) = E(pL s B s P gt

Les réponses obtenues par ['opérateur de Roberts sont présentées
figure (IV.6(a)) sous la forme d'une série de plans paralleles et équidistants,
perpendiculaires a I’axe 0x3. Pour bien faire apparaitre les contours, seules les
valeurs du gradient au-dessus d’un certain seuil sont représentées. Par superpositions

de ces plans on peut reconstituer les contours fermés des modes.




Vecteurs Matrices de Probabilités
Distribution Moyenne Covariance a priori
_ 4 50 0
1 X1 = 4 S1 =0 §5 0 Pb1 = 1/2
4 0 0 5
L ) J
r B 7
12 E 0 o
2 X, =| 12 S, =10 5 0 Pb, = 1/2
2 8 2 0 0 § 2
L L _

Tableau 2 :

de 1'exemple 2.

Paramétres statistiques de la distribution
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En faisant appel a I'opérateur de Prewitt, les coefficients a, donnés
par I’équation (4,15) sont obtenus en utilisant un voisinage Ul(Pr) de telle sorte
que :

2
(prl ,n) = 18
Ul(Pr)

Les coefficients de pondération nécessaires au calcul de Pestimateur
sont obtenus & partir des coordonnées des voisins par rapport au point P, suivant les

trois directions de I’espace (cf. figure IV.7.).

D’une maniére analogue a l'opérateur de Roberts, la figure (IV.6(b))

illustre les réponses :

3
Pa
G(Pr) =§|an|

de I'opérateur de Prewitt dans une série de plans équidistants et orthogonaux i 1’axe
0x3. Par superposition de cette séric de plans, on peut reconstituer les contours

fermés des deux modes détectés.

L’examen visuel de ces différents résultats confirme les conclusions
issues de I’exemple précédent. Avec 'opérateur de Roberts, I’estimateur du gradient
présente des variations importantes au niveau des contours alors que les réponses de
I’opérateur de Prewitt sont plus homogénes et d’une plus grande régularité tout au

long des contours.

Si en traitement des images numériques, 'opérateur de Roberts est
fréquemment utilisé pour des contraintes de calcul en temps réel, une telle
préoccupation ne concerne pas en général les problémes de classification. C'est la
raison pour laquelle nous ne ferons appel dans la suite qu’a I'opérateur de Prewitt
qui assurera une meilleure fiabilité a  la procédure d’extraction - des contours

présentée au paragraphe suivant.




t +1 +1
x3 +
+1 +1 +1
0 0 O
/ +1 +1 +1
0 0 s} »xl
*3
+1 +1 +1
+1 +1 +1 Xy
+1 +1
0 0 /
0 0 0 P Xy

Figure IV.7.

(a) Pondération des fonctions de densité pour

obtenir a

1

(b) Pondération des fonctions de densité pour
obtenir a

2

(c) Pondération des fonctions de densité pour
obtenir a

3

(b)

(c)
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1V.4. EXTRACTION DES CONTOURS

On peut définir le contour d’un mode comme une hyper-surface
fermée constituée de points connexes caractérisés par de fortes réponses des
opérateurs différentiels présentés au paragraphe (IV.2.) /19/, /20/, /21/. 1l s’agit
donc d'extraire de l'ensemble des points d’échantillonnage ou le gradient de Ia
fonction de densité sous-jacente a été estimé, des sous-ensembles connexes

répondant 4 cette définition.
IV.4.a. Principe d’extraction

L’extraction des contours est basée sur une procédure d’agrégation
séquentielle omnidirectionnelle initialisée au point d’échantillbnnage PO ou le
gradient est le plus élevé. L’algorithme d’extraction recherche dans le voisinage
Um(PO) d’autres points appartenant au méme contour que PO. Si m = 1, seuls les
voisins immédiats de PO sont pris en considération. Des valeurs de m supérieur a

I'unité permettent de tolérer la présence de "trous" dans les contours.

Soit P, un point courant d’un contour obtenu au cours de Ia
procédure séquentielle d’extraction. On examine les valeurs du gradient de 1la
fonction de densité au niveau des points Pr’ qui appartiennent au voisinage Um(Pr)'
Seuls les points P, pour lesquels le gradient est suffisamment élevé appartiendront
au méme contour que Pr' Plus précisément, soit a(Pr) I’estimation de la valeur du

gradient au point P_ et soit o un coefficient ajustable tel que

a € Jo, t]. r

Seuls les points Pr, E Um(Pr) qui satisfont 1la condition

B(p) > a. G(PO)

avec

Vas 0 s
G(P") = Max {G(Pr)}
r




sont rattachés au contour auquel appartient le point Pr. Ces points forment un
nouvel ensemble de points courants sur lesquels la procédure d’agrégation est

réitérée a I’étape suivante.

Dans cette procédure d’agrégation, un point courant dont on examine
les voisins est nécessairement un voisin d’un point examiné dans une étape
précédente. Tout nouveau point accepté ne doit pas étre un point déja affecté a un
contour dans une étape antérieure. A chaque étape, tous les points courants
disponibles doivent étre pris en considération afin de sélectionner le plus grand

nombre de points courants possibles pour I'étape suivante.

Lorsqu’a une étape donnée il n’est pas possible de trouver un seul
nouveau point 4 rattacher au contour en cours d’extraction, le processus d’agrégation

est terminé pour ce contour.

La recherche d’un nouveau contour s’effectue alors a partir du point
d’échantillonnage présentant le plus fort gradient parmi les points non encore
assignés 4 un contour. Le processus d’extraction se poursuit jusqu’a ce qu’il n’existe
plus de points répondant au critére d’agrégation. Un nouveau contour est alors
défini et 'extraction est réitérée a partir du point du gradient le plus élevé parmi les

points non encore sélectionnés.

Ce processus d’extraction des contours est itéré jusqu’a ce que tous les
points de 1'espace ol le gradient a été estimé soient incorporés a4 des contours. Cette
technique d’extraction tend a générer des contours non significatifs constitués
d’agrégats de points d’échantillonnage ou le gradient est relativement élevé. Aprés
avoir imposé une valeur minimale du gradient du point initial de chaque contour,
tous les agrégats obtenus par la procédure d’extraction sont analysés. En rappelant
que les points d’échantillonnage sont les centres d’hypercubes de coté unité
introduits a des fins de discrétisation, il est facile d’évaluer le nombre d’observations
situées a l'intérieur de chaque agrégat. Seuls sont considérés comme des contours les

agrégats pcur lesquels le nombre d’observations situées dans les hypercubes qui les




constituent représente une f{raction significative de I’ensemble des observations
disponibles. Les agrégats non significatifs, caractérisés par un petit nombre

d’observations, sont facilement rejetés.
IV.4.2. Exemple

L’application de I'algorithme d’extraction des contours est illustrée sur
des données bidimensionnelles constituées de trois distributions normales non-
équiprobables. Les paramétres statistiques de chacune des trois distributions, en
présence sont indiqués dans le tableau 3. A ces trois distributions ont a ajouté un
bruit constitué d’observations uniformément distribuées sur tout 'espace. Le niveau
du bruit dans cet échantillon est de 50 % (cf. figure 1V.8.).

La figure (IV.9.) représente les contours obtenus en indiquant leur
ordre d’extraction par P'algorithme. La taille du voisinage Um(Pr) utilisé est fixée a
m=1 et le coefficient X introduit dans la procédure d’extraction a été ajusté a la
valeur x = 0,5. Pour tous les exemples présentés dans ce mémoire, I’algorithme
d’extraction a été appliqué sur les valeurs du gradient estimé par I’opérateur de
Prewitt avec « = 0,5 et m = 1. Malgré la variété des exemples traités, aucun

réajustement de ces paramétres n’a donc été nécessaire.




. . . Vecteurs Matrices de Probabilités
Distribution . .
Moyenne Covariance . a priori
T
0 s o]
1 X, = S, = Pb, = 0,23
1 0 1 0 5 1
r. T ( T
[ 5 0
2 X, = S, = Pb, = 0,30
2 12 2 0 5 2
o fr2] (5 0]
3 X, = S, = Pb, = 0,47
| L J

Tableau 3 : Les paramétres statistiques

tion de 1l'exemple 3.

de la distribu-
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deux dimensions de l'exemple

Figure.IV.8.: Distribution des observations dans ltespace
a
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1V.5. CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons mis en évidence les contours de la
fonction de densité sous-jacente & la distribution d’un ensemble d’observations, par
application de deux opérateurs différentiels, initialement développés en traitement

des images numériques.

La généralisation de ces opérateurs a permis de détecter les modes des

fonctions de densité, par I'intermédiaire de leurs contours.

Nous allons maintenant montrer comment la mise en évidence de ces
contours permet d’aborder des problémes de classification automatique tant sous

I’hypothése paramétrique que sous ’hypothése non paramétrique.
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CHAPITRE V

APPLICATION DES TECHNIQUES DE RECHERCHE DES
CONTOURS DES MODES EN CLASSIFICATION
AUTOMATIQUE

V.1. - INTRODUCTION

Nous avons introduit, dans la premiére partie de ce mémoire, la
notion de contour d’une fonction de densité de probabilité.

Dans une premiere partie (V.A.) de ce chapitre, nous allons montrer
comment exploiter la procédure de détection et d’extraction du contour d’une
fonction de densité pour identifier les paramétres statistiques d'une distribution
normale d’observations multivariables, en n’utilisant aucune autre information que
celle apportée par les observations. L’adaptation de cette méthode d'identification
pour déterminer les paramétres des mélanges gaussiens permettra d'aborder le
probléme de la classification automatique sous I’hypothése paramétrique normale en

approchant la distribution des observations disponibles par un modéle probabiliste.

Dans une deuxiéme partie (V.B.) du chapitre on adapte la procédure
de détection et d’extraction des contours a la recherche des modes sous I’hypothése

non paramétrique pour déboucher sur une nouvelle méthode de recherche des
groupements.




V.A. - CLASSIFICATION PARAMETRIQUE

V.A.1. DETERMINATION DES PARAMETRES D’UNE DISTRIBUTION
NORMALE MULTIDIMENSIONNELLE

Nous avons montré au chapitre Il que le contour d’une fonction de
densité de probabilité normale est un hyperellipsoide dont les caractéristiques
géometriques sont liées par des relations simples aux paramétres de la distribution,

c’est-a-dire au vecteur moyenne et 4 la matrice de covariance.

L'utilisation du schéma, décrit en 4 étapes, pour I'identification d’une
distribution normale a partir d’un échantillon d’observations nécessite, en vpremier

lieu, la localisation du contour de la fonction de densité sous-jacente.
V.A.1.1. Localisation du contour d’une fonction de densité normale

Rappelons que le gradient d’une fonction de densité peut étre
déterminé par lapplication de I'opérateur différentiel multidimensionnel de Prewitt,
défini au chapitre précédent, sur une version estimée et filtrée de cette fonction.
Une fois déterminé, le gradient en chaque point de I'espace des données discrétisé
au pas hQ, un algorithme d’extraction permet de reconstituer les contours sous la
forme d'ensemble de points de discrétisation connexes ou le gradient présente des

valeurs élevées.

Dans la pratique, en appliquant cette technique de détection des
contours 2 des observations distribuées selon une loi normale (cf. figure V.1.), on
n’obtient qu’une approximation ( f:‘) de I’hyperellipsoide idéal ({7 ) définissant ce
contour, constituée de I’ensemble des points ( ﬁ) isolés par la procédure d’extraction
(cf. figure V.2(a)). En effet, comme nous I’avons déja montré, les opérateurs
différentiels sont sensibles aux irrégularités de la distribution des observations. A ces
sources d’'imprécision viennent de plus s’ajouter les effets d’une discrétisation
spatiale dont la finesse ne permet pas toujours de rendre compte de la forme exacte -

de I'hyperellipsoide constituant le contour.
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Afin d’obtenir un modeéle aussi proche que possible du contour
réel ( [7) définissant la distribution des observations, nous allons procéder ‘A une

modélisation de I’ensemble des points constituant (/c').
V.A.1.2. Modélisation du contour

Soient BJ, 1 =1, 2, ..., J., les centres des hypercubes adjacents

constituant ’approximation du contour ( P) de la fonction de densité :

1
N
(211)'2"|S|1/2

o(X) = exp [_ Lax-nTst - X)]

R On considére Pensemble ( T ) des JIhypercubes intérieurs au
contour ( [ 7). Cet ensemble est obtenu par une procédure de chainage initialisée au
barycentre de (/Q’ ). L’ensemble (/f ) ainsi obtenu est fusionné avec ’ensemble ( ﬁ)
pour constituer un domaine (/]3 } qui n’est autre qu’une approximation du domaine

de concavité(D)de la fonction de densité /1/.

. i . . A . o
On sait que les coordonnées du centre d’inertic O du domaine ( D )

constituent une approximation du vecteur moyenne X de la distribution normale.

Soient BJ, i=1,2, ..., 7T tel que J = JP + JI, les centres des
hypercubes connexes constituant le domaine ( D ). Le calcul des produits d’inertie
pour I’ensemble des points B j =1, 2,...., J, par rapport au centre d’inertie O
permet de déterminer le tenseur central d’inertie du domaine ( D ), considéré
comme un solide constitué de particules de masse unité situées aux

points Bj, i=12,...,1

N
La recherche des axes principaux d’inertie du domaine ( D ) se
raméne alors 4 la recherche des vecteurs propres de ce tenseur d’inertie. Les vecteurs

- . . . . .
propres Vn, n=1,2, .., N de l'inverse de la matrice de covariance peuvent ainsi




étre approchés par les vecteurs unitaires Vl' '\7—5, ooy T’;, ooy VN des axes

principaux d’inertie.

A Pay
La longueur L, du domaine( D ) dans la niéme direction principale
est alors obtenue simplement en projetant les points Bj, j=1,2, ..., J, sur le niéme

axe principal.

Fay — —p e
L = max OB_V—Q— min OB,V -
n 3 j n ; jn

7~
Une approximation /\n de la niéme valeur propre de I'inverse de

la matrice de covariance est donnée par :

~ _ 22
. 4/Ln

La matrice
4 0]
~2
Ll
AN A /\_
oy % vl
L
n
L0 — 4 ]
~2
LN

ey PaN Py FaS
avec VY = Vl’ V2, ....... . VN:]

constitue une approximation de I'inverse de la matrice de covariance.




Le vecteur moyenne et la matrice de covariance d’une distribution
normale peuvent donc étre approchés en assimilant le contour détecté (r') et son
intérieur 2 un modéle hyperellipsoidal ( ]_' ). Cette approche est maintenant testée

sur un exemple.
V.A.1.3. - Exemple d’application
Le comportement de la méthode d’identification des paramétres d’une

distribution normale développé ci-dessus est testé sur des données générées

artificiellement.

Une distribution de fonction de densité bivariable de vecteur

moyenne :
5
X =
5
et de matrice de -covariance :
. -
7.0 0.0
S =
L 0.0 3.0

est représentée successivement par 100, 200 et 500 observations (cf. figure V.3.).

ey
Les contours ( [) détectés apres filtrage et application de I'opérateur

* .
de Prewitt sont assimilés 4 des modgles ellipsoidaux ([ ) définis par :

x-9HT5! x-% =




e N

oi X et S sont respectivement le vecteur moyenne et la matrice de covariance

obtenus selon la méthode développée au V.A.1.2.
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*
La figure V.4. montre que ces modeéles ellipsoidaux ([—' ) sont
d’autant plus proche du véritable contour réel (f—’) que le nombre d’observations

disponibles est important.
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déterminé a partir des observations.




Ces résultats ont été obtenus pour des pas de discrétisation satisfaisant
la relation :

qui assure Ila convergence uniforme de [Destimation lorsque le nombre Q

d’observations disponibles augmente (cf. Tableau A.l1.).

Nombre 100 200 500
d'observation Q
Pas de discréti- 1/12 1/17 1/28
sation hQ

Tableau A.1.

L’intérét de cette méthode d’identification d’une distribution réside

essentiellement dans ses possibilités d’application a I’analyse des mélanges gaussiens.
V.A.2. - IDENTIFICATION DES MELANGES GAUSSIENS

Soit f(X) la fonction de densité de probabilité sous-jacente a la

distribution d’un échantillon d’observations d’équation :

K

£(X) => . p(X/C.) P(C)
K=1




ou:

p(8/5,) = —h— exp| - 5 F)T 5]
(21)215, 12

est la fonction de densité conditionnelle normale de la classe C; de vecteur moyenne
)_('k et de matrice de covariance Sy ) P(Ck) est la probabilité d’apparition a priori de

la classe Ck de telle sorte que :

P(C ) > 0

P(Ck) =1
k=1
Le probleme de l'identification des mélanges gaussiens se raméne 2

'utilisation des observations distribués selon la loi f(X) pour déterminer :

- le nombre de classes K présentes dans I’échantilion

- la probabilité a priori P(Ck)
- le vecteur moyenne —)Tk de chaque classe

- la matrice de covariance Sk

Si les composantes du mélange ne présentent pas un fort degré de
chevauchement, il existe une correspondance bijective entre les modes de la fonction
de densité sous-jacente et les classes en présence /2/ /3/ /4/. Dans ces conditions, la
fonction de densité conditionnelle associée a chaque composante est prépondérante
sur les autres composantes. On peut donc assimiler son contour a celul du mode

correspondant.

En assimilant le contour réel ( r‘k) de la composante P(X/Ck) et le

{ .
contour ( r-'k) du mode du mélange correspondant, on pourra obtenir des valeurs




L0 — ~
approchées X du vecteur moyenne X, etS, dela matrice de covariance Sy par la

méthode d’analyse des contours exposés au §.V.A.l.. Les résultats présentés au
§ .V.A.3. montreront que les résultats ainsi obtenus seront d’autant meilleurs que le

degré de chevauchement des classes en présence est réduit

Les derniers parameétres a déterminer restent donc les probabilités a

priori les différentes composantes constituant le mélange.

Il a été montré que, la probabilité pour qu’une observation d’un

échantillon normal distribué selon la fonction de densité sous-jacente :

P(X) = I{I 1 eXp[— —12— (x - )_()T s7!x - )—()]'
(ZH)§|S|'2‘

appartienne au domaine intérieur( D)au contour réel ([—') de la fonction de densité
correspondante est une constante indépendante de la matrice de covariance de la
distribution /5/.

Considérons maintenant le mélange :

K

£(X) = E p(x|C,) P(C,)

k=1

La probabilité pour qu'une observation d’un échantillon distribué selon la loi f(X)
provienne de la classe Ck et appartienne au domaine (Dk) délimité par le

contour ([_' i) est proportionnelle a P(Cp).

La fonction de densité p(X/Ck) étant supposée fortement
prépondérante sur les autres composantes du mélange 2 I'intérieur du contour ([_'k),

la plupart des observations appartenant a (Dk) proviennent de la classe Ck' La




probabilité pour qu’une observation appartienne, quelle que soit la classe dont elle
provient, au domaine (Dy), peut-étre approximée par la probabilité P(Ck). Des
valeurs approchées /ls(Ck) des probabilités a priori P(Ck) peuvent alors étre obtenues
en assimilant les contours des composantes 4 ceux des modes du mélange et en

résolvant le systéme d’équations :

P(C,) i ) P(C,) P(Cy)
- ""—"’-—.--..-—_"_‘_‘_""—: t..o.~='—'—'—'
p(XeD ) p(X € D) p(X € Dy)
P(Cl) t oeeeenen + P(Ck) T oieetenenan + P(Ck) =1
ou (D’ W k=1 2, ..., K sont des domaines intérieurs aux contours des modes du

mélange noté ( [_l‘() k=1,2,

En remplagant le contour ([—‘k) de chaque mode du mélange par le
contour détecté (F k) on peut remplacer les domaines (D’k) par les domaines (Dk)

intérieurs aux contours ( R)'

Soit ay le nombre d’observations situées 2 Uintérieur de 'ensemble des
A
hypercubes constituant le domaine ( Dy ) associé a la classe Cy. Le rapport qk/Q est
A
un estimateur classique de la probabilité p(X & Dk). Dans ce cas le systéme

d’équation a résoudre devient :

>

P(c,) Pc,) P(C,)
q, T T Ty
P(C.) 4 evnnnn + P(C) + unnn + ﬁ(cK) =1




A ce stade, on dispose de valeurs approchées de tous les paramétres
définissant le mélange. L’identification d’un mélange d’un nombre inconnu de

composantes gaussiennes peut donc étre entreprise selon le schéma directeur suivant :

- Estimation et filtrage des fonctions de densité de la distribution des

observations disponibles

- Détection et extraction des contours des modes du mélange et

identification du nombre de classes en présence dans I’échantillon.

- Modélisation des contours par des hyperellipsoides. Détermination
des valeurs approchées du vecteur moyenne et de la matrice de

covariance de chacune des classes mises en évidence.

- Détermination des probabilités a priori des classes constituant le
mélange 4 partir du nombre d'observations situées 4 l'intérieur de

chaque contour.

Les performances de cette méthode sont maintenant évaluées sur

quelques exemples.
V.A.3 - RESULTATS EXPERIMENTAUX

Les observations utilisées pour les expériences sont des données
générées artificiellement par calculateur. L’avantage de [utilisation des données
artificielles comme moyen de test, est que I'expérimentateur connait la structure de

ses données, en garde le contrdle et peut évaluer la qualité des résultats obtenus.




Exemple A.1,

Les données utilisées dans ce premier exemple sont des observations
issues de trois classes normales non sphériques et équiprobables, dont les paramétres
statistiques sont consignés dans le tableau A.2.. La figure V.6. présente I’échantilion

disponible, constitué de 200 observations par classe.

L’algorithme d’identification a été appliqué pour différentes valeurs
du paramétre de discrétisation hQ de P’espace des données RIN. Le choix de ce type
de paramétre au milieu de la plus grande plage de variation pour laquelle le nombre
de modes détectés demeure constant a déja été utilisé pour optimiser certains

algorithmes de classification /6/ /7/.

Pour I'exemple considéré le nombre de modes détectés est resté stable
et égal 4 trois pour des valeurs de (l/hQ) comprises entre[22—7l ](cf. figure V.7.).
Cette plage est exceptionnellement étendue si on la compare aux résultats obtenus
avec d’autres algorithmes de classification /6/ /8/. Les résultats présentés figure V.8.
et tableau A.2. ont été obtenus pour (l/hQ) = 46 c’est-a-dire au milieu de cette

plage.

Nombre de ?

modes
détectés e
5—
4 1
31
2 4
1
0
1/hQ
10 20 30 40 50 60 70

Figure V.7. : Nombre de modes détectés dans le mélange de
l'exemple 1 en fonction du parametre de
discrétisation h

Q




Les valeurs approximatives des probabilités a priori, vecteurs
moyenne et matrices de covariance des trois composantes sont utilisées pour mettre
en oeuvre une procédure de classement optimal, qui minimise le taux d'erreur /9/.
En effet, le contexte probabiliste dans lequel nous nous sommes placés permet
d’optimiser le processus de classification en partitionnant P'espace en région Qk

telle que :

xef, —> Nq/x)iz P(C,/X), i =1,2, ...,k

S

Les fonctions de décision qui optimisent la procédure de classement

peuvent étre choisies de la forme /10/ /11/:

g (X) = p(X/C ) P(C,)

Pour les mélanges gaussiens, on choisit :

’ 1 T I -
g (X) = - % Log\sk\- 3 (X =% s (X -TX) + Log P(C)

L’optimisation du processus de classification consiste a remplacer,
dans I’expression de gk(X), les valeurs exactes du vecteur moyenne _)Zk, de la
matrice de covariance Sk et de la probabilité a priori de la classe Ck, P(Ck), par
leurs valeurs approchées /)%k, §k et ?(Ck) obtenues par la procédure d’identification

des mélanges.

Pour ce premier exemple le taux d’erreur minimum de classification
obtenu avec les paramétres statistiques déterminés a partir des contours des mélanges
est égal 2 1,2 % pour un ajustement du paramétre du discrétisation hQ a la valeur

(1/46). La figure VI.9. indique quelques valeurs du taux d’erreur en fonction du




paramétre hQ. On constate que I'on reste trés proche de la valeur théorique
minimale pour (1 /hQ) variant de 38 & 65, ce qui assure une trés grande robustesse

de P'algorithme par rapport a I'ajustement de ce paramétre.

Les valeurs du taux d’erreur inférieures au taux théorique minimum
proviennent de la méthode d’estimation du taux d’erreur réel. Celui-ci est en fait
estimé par le rapport du nombre d’observations mal classées sur le nombre total
d’observations constituant I’échantillon. Dans le cas d’échantillon fini, cet estimateur

peut ne pas étre trés précis.

Taux d'erreur de classification

Q en %
6 -
\
\
N\
4 -
P rd
2 | /' Taux d'erreur
\__/ théorique minimal
+ . ‘ * —- + >
20 30 40 50 60 70
Figure V.9. : Variation du taux d'erreur de la classification en

fonction du parameétre (hQ)correspondant a l'exemple A.1.




Classes

Vecteurs Moyenne

Matrices de Covariance

Probabilités a priori

r~ - r b - 7
0 R 0,51 10,0 0,0 10,56 -0,2
0 | 0,30] 0,0 2,5 -0,2 2,12 ]
.. _ - _ . _ W
0 . 0,70 10,0 0,0 9,8 0,08
10 9,16 0,0 2,5 0,08 2,9
L 4 l_ ] L - L. p=
11 ] (12 ] (2,5 0,0 ] [ 2,25 0,12
X = X = 3 S = P = 3 =
3 X, X, S, (C,) 0,33,P(C3) 0,33
5 5,8 0,0 10,0 0,12 11,1
- - L J L 4 L .

Taux d'erreur minimum théorique 1,8 %
H

Taux d'erreur réel 1,2 %

Tableau A.2.

: Valeurs exactes et approchées des parametres statistiques de la
distribution de l'exemple A.1.
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Figure V.8.(b) : Modéles ellipsoidaux des contours du mélange des
trois lois normales de 1'exemple A.1.
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Exemple A.2,

Le second exemple est constitué de données bidimensionnelles
extraites de trois classes équiprobables dont les paramétres statistiques apparaissent
dans le tableau A.3.. Les 600 observations constituant 1’échantillon sont représentées
sur la figure V.10.. La réponse de l'opérateur de Prewitt appliquée a la fonction de
densité estimée et filtrée et les contours correspondants sont représentés sur la figure
V.11. Les valeurs approximatives des paramétres statistiques du mélange obtenues
par la procédure d’identification sont consignées au tableau A.3.. L’écart entre le
taux d’erreur obtenu et la valeur optimale reste faible, bien qu’il soit plus grand que
pour l'exemple A.l., conséquence du chevauchement plus important des trois

composantes.
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Figure V.10. : Représentation graphique des 600 observations
de 1'exemple A.2.




Classes Vecteurs Moyenne Matrices de Covariance Probabilités a priori
0 A "0,32 13 0 13397 "0,5
- - e
1 X1 = 3 X1,= S1 = 3 S1 = P(Cl)=0,335P(Cl)=0,32
0 -0,59 0 4 -0,5 4,12
L L _ : J L .
- - - _ _ — 1
0 " -0,62 13 0 14,96 -0,05
- — N
2 X2 = X2 = 32 = 5 82 = P(Cz)=0,33;P(Cz)=0,35
10 9:97 0 4 "0>05 550
L L . L 4 L o
r -1 —~ - ~ - — -
11 10,88 4 0 4,88 1,1
= o ~
X = X = = - = N =
3 3 3 S, s Sy P(CS) 0,33,P(C3) 0,33
5 5,23 0 13 1,1 15,21
L | L 4 L. B be -
Taux d'erreur minimum théorique 3,5 % Taux d'erreur réel 3,17 %
Tableau A.3. : Valeurs exactes et approchées des paramétres statistiques de la

distribution de 1'exemple A.2.
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Figure V.11.(a)

: Réponse de 1'opérateur différentiel

de Prewitt aux données de l'exemple A.2.
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du mélange des trois lois normales de 1l'exemple A.2.
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Exemple A.3,

L’exemple A.3. présenté est constitué de 1200 observations
tridimensionnelles provenant de trois distribution normales dont les caractéristiques
sont consignées dans le tableau A.4.. La figure V.12. représente I'échantillon ainsi

constitué.

Pour visualiser les résultats de la procédure de détection et
d’extraction des contours, on utilise une série de plans paralleles, équidistants et
orthogonaux 3 I'axe Ox3 de l’espace des données. Les sections des contous par ces
plans permettent une visualisation des modes détectés (cf. figure V.13.). Le taux
d’erreur obtenu en utilisant les paramétres statistiques déduits de ces modeles (cf.

tableau A.4.) reste trés proche du taux d’erreur théorique optimal.
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Contours obtenus par la procédure d'extrac-—
tion dans 11 sections planes orthogonales
a 1'axe Ox3 pour 1l'exemple A.3.




Exemple A.4.

La procédure a été appliquée avec succés a des données de dimensions
4 dont les paramétres statistiques sont consignés dans le tableau A.5.. Les résultats
obtenus ne peuvent étre visualisés, mais on peut noter que le taux d’erreur obtenu

reste proche du taux d’erreur théorique optimal.

On peut faire remarquer que les contours sont plus aisément détectés
et identifiés dans des espaces de dimension élevée que dans ceux de plus faible
dimension. Ce résultat, a priori paradoxal, provient sans doute du fait que plus la
dimension des données est élevée, plus les transitions entre les régions modales et le
reste de l'espace sont brutales. En effet, pour un méme nombre d’observations,
P'espace interclasse est d'autant plus vide d’observations que la dimension des

données est plus élevée.
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V.B. - CLASSIFICATION NON PARAMETRIQUE

V.B.1. RECHERCHE DES GROUPEMENTS PAR DETECTION DES CONTOURS
DES MODES

Lorsque la distribution des observations des classes en présence est
trés éloignée de la loi normale, le probléme de la détermination des classes, se
raméne a la recherche des groupements. Dans cette seconde partie du chapitre, nous
allons adapter la procédure de détection des contours des modes des fonctions de
densité au probléeme de la détection des modes d’une distribution de type
quelconque. Cette procédure débouche sur des méthodes heuristiques qui permettent
d’établir I’existence des classes dans des lots de données qui apparaissent sous la

forme des groupements d’observations.

Nous considérons que chaque mode est caractérisé par le contour

correspondant.

Pour évaluer les performances de la technique de recherche des
groupements proposée, la procédure de détection et d’extraction des contours

développés au chapitre IV est appliquée 4 des données générées artificiellement.

V.B.2. - RESULTATS EXPERIEMENTAUX

Exemple B.1.

Les données bidimensionnelles utilisées dans cet exemple sont
analogues a celles utilisées dans /12/. Cet échantillon représenté figure V.14. est
constitué de deux classes en forme de croissants. La figure V.15.(a) montre
I’estimateur non paramétrique obtenu pour un ajustement de (1 /hQ) au milieu de sa
plus grande plage de variation pour laquelle le nombre de modes détectés en fin de
procédure demeure constant (hQ = 1/32). La version lissée de cet estimateur est

illustrée par la figure V.15.(b). Les deux modes de la fonction de densité sous-
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Figure V.14. : Représentation graphique de 1'échantillon de
1'exemple B.1.
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Figure V.15.(b) : Version lissée de la fonction de densité
de 1l'exemple B.1.
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(a) Contours obtenus par la procédure d'extraction

(b) Résultat de 1a classification.




jacente sont parfaitement mis en évidence par leurs contours représentés
figure V.15.(c).

En assignant chaque observation a la classe associée au contour le plus
proche, on obtient les groupements de la figure V.16.. Un simple examen visuel de
ce résultat met en évidence les performances de la méthode. Pour cet exemple
comme pour les suivants, la taille m du voisinage Um(Pr) utilisé pour le filtre
médian et I’extraction des contours a été fixée 4 m = 1. Le coefficient «, introduit
dans la procédure d’extraction est resté fixe a la valeur « = 0,5, comme pour tous

les exemples précédents.

Exemple B.2,

L’échantillon utilisé pour cet exemple est constitué de trois classes
fortement imbriquées (cf. figure V.17.). La technique de détection des contours des
modes a été appliquée a cet échantillon. La fonction de densité et sa version lissée
sont représentées sur la figure V.18.. Les contours des modes sont matérialisés sur la
figure 18(c) et les groupements résuitant de la procédure de classification (figure
V.19.) montrent une nouvelle fois, ’intérét de I'approche proposée. Le paramétre de

discrétisation pour cet exemple a été ajusté a la valeur hQ = 1/40.

Pour cet exemple, comme pour le précédent, la meilleure maniére de
juger la qualité des résultats est certainement l'examen visuel des groupements
finaux des observations. Les trois classes représentées concordent, a quelques

exceptions prés, avec les conclusions d’un examen visuel de I’échantillon.
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Figure V.18.(b) :

Version lissée de la fonction de densité
de 1l'exemple B.2.
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Figure V.19.

(a) Contours obtenus par la procédure d'extraction

(b) Résultat de la classification.



Exemple B.3.

Les deux exemples bidimensionnels précédents ont permis d’analyser
le comportement de la procédure de recherche de groupements par détection des

contours des modes, grice 4 une visualisation aisée des résultats de simulation.

Nous présentons maintenant un exemple tridimensionnel dont les
paramétres statistiques sont consignés dans le tableau B.1.. La figure V.20. représente

I’échantillon ainsi constitué.

Pour visualiser les résultats de la procédure de recherche de
groupements, on utilise une série de plans paralléles, équidistants et orthogonaux 2
I’axe 0x3 de I’espace des données. Les sections des contours par ces plans permettent
une visualisation des modes détectés (cf. figure V.21.(a)). La classification obtenue
dans chacune de ces sections de I’espace des données par assignation de chaque
observation au contour le plus proche au sens de la distance euclidienne, est
indiquée par la figure V.21.(b), qui illustre le comportement satisfaisant de la

procédure dans un espace multidimensionnel.




Vecteurs Matrices de Probabilités
Classes . .
Moyenne Covariance a priori
[0,0 6 0
1 x1 = Q:O s1 = 16 Pb1 = 0,33
0,0 0 0 16
i L
[0,0] 16 0
2 X, = [15,0 S, = 16 Pb, = 0,33
3,0 0 16
L L
{13,0 16 0
X, = = 1 Pb, =0
3 3 7,5 53 0 6 3 »33
6,0J 0 0 16

Tableau B.1.

de 1l'exemple B.3.

: Les valeurs des paramétres statistiques
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~

SUOTIBAISISQO 007 | SOP UCTINQTJIISTJ : Q7' A 2JnF1g

*€°g oTdwaxd, [ 9p SUOTSUSWTP STOJ) ® doedSd,[ suep




7°1-= £x

(8)* 12" A 2anS1y

IX.‘

W w
ww =W

LB -]
[---R--R- ]

g¢z-= *x

IX‘

o w
mow
oW

V‘S-:‘ EX

Zx'

IX‘

Gép-= bx




AAA
AA

3= - 0,2

’xl

< <

< < <
< << <
CC <<

< << <

X, = 0,8

)

Ax;

oo
oo
Lo

m ;|
|||

(-] [ m
mammm

"xl

oLo
LDLoOO

oo
Lo
[ARS]

a @,
mmm
mm|am
me|m
= o

Figure V.21.(a) suite 1




Xq = 4,0

oo

(4] Lo
(43 ] oo
voo

» X,

A2

i
~
L
I
oD
»
LLLO
O o
[SX<] oo
Lo vo
LvOLO

< <
<< <<
<< C<
<< <<
< < <

»

Ax,

Xy = 6,1

x3 = 7,2

Figure V.21.(a) suite 2

p X1

‘Xz



ccccc
ccecec
®Cccce x3=8,0
cce
» X
A X
c
c
Xy = 9,7
> %

Figure V.21.(a) suite 3.

Contours obtenus par la procédure d'extraction dans
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V.2. - CONCLUSION

Dans une premiére partie de ce chapitre, nous avons proposé une
méthode d’identification des distributions normales basée sur I'analyse des contours
des fonctions de densité sous-jacente. La procédure utilise les relations simples qui

existent entre les paramétres d’une distribution normale et les caractéristiques
géomeétriques du contour.

Sous 'hypothése de normalité et sans aucune information a priori sur
la distribution des observations, P'analyse des contours et la procédure
d’identification sont mis a profit pour ramener le probléme de l'optimisation du
processus de classification automatique a celui de I'analyse des mélanges en
déterminant, le nombre de classes, les valeurs approximatives du vecteur-moyenne,

de 1a matrice de covariance et la probabilité a priori de chacune des classes.

Les résultats présentés dans la premiére partie montrent que le faux
d’erreur de la classification, basé sur les valeurs approximatives des paramétres de la

distribution, reste proche du taux minimal théorique.

En abandonnant I’hypothése de normalité et en Pabsence de tout
modeéle, 'analyse local des contours des fonctions de densité de probabilité a permis

de tester les groupements en présence quelque soit leur taille et forme.
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SECTION il

APPLICATION DES TECHNIQUES D’ETIQUETAGE PROBABILISTE
A LA RECHERCHE DES GROUPEMENTS



CHAPITRE VI

EXTRACTION DES CONTOURS PAR ETIQUETAGE
PROBABILISTE ITERATIF

VI.1. INTRODUCTION

Les méthodes de classification paramétriques et non paramétriques
présentées dans les deux premiéres parties de ce mémoire sont essentiellement
basées, sur une procédure de détection et d’extraction des contours des fonctions de

densité sous-jacentes a la distribution des observations.

Cependant, malgré tout le soin apporté a la mise en oeuvre de la
procédure d’estimation, malgré I'efficacité du filtre médian qui atténue fortement le
bruit tout en préservant les contours, ces derniers ne sont pas toujours faciles a

extraire.

Il s’agit en effet de reconstituer des ensembles de points connexes ou
les réponses des opérateurs différentiels utilisés indiquent des variations locales
importantes des fonctions de densité. De nombreux essais ont montré qu’un simple
seuillage de ces réponses ne permet presque jamais de reconstituer les contours

fermés des modes en présence.

Si le seuil est trop élevé, on risque d’ignorer certains points des
contours ou la réponse de 'opérateur différentiel sera localement atténuée, par suite
d’irrégularités dans la distribution des observations ou sous I’effet de la discrétisation

de I’'espace des données.




A linverse, si le seuil est trop bas, on risque d’obtenir des contours

trop épais qui ne s’individualiseraient pas bien les uns aux autres.

La figure VI.1. constitue un exemple typique de telles situations.

Figure VI.1.

1'échantillon représenté dans la figure Vi.2.
de 1'exemple 1. '

: Réponse de 1l'opérateur de Roberts pour 1



Cette difficulté de reconstitution des contours est la principale raison
pour laquelle nous avons introduit, au chapitre IV, une procédure d’extraction qui
permet de suivre les contours, méme lorsque la réponse de l'opérateur différentiel

présente trop de variabilité spatiale pour é&tre seuillée avec succés.

Dans ce chapitre, nous proposons une autre solution & ce probléme
d’extraction des contours. On peut en effet considérer que la probabilité pour qu’un
point d’échantillonnage soit un point de contour est fonction de l'intensité de la

réponse de l'opérateur différentiel en ce point.

Nous allons montrer comment cette probabilité peut étre renforcée ou
atténuée en fonction de I'information disponible dans le voisinage de chaque point
en faisant appel 2 une procédure d’étiquetage probabiliste itérative /1/ /2/ /3/. On
réduit ainsi considérablement les ambiguités rencontrées habituellement dans les
procédures d’extraction des contours /4/ /5/ /6/.

VI1.2. - ETIQUETAGE INITIAL
On suppose que l'on dispose de I’ensemble des réponses

Expr), r =1, 2, .., R de l'opérateur différentiel appliqué a la version filtrée de

I’estimation de la fonction de densité sous-jacente.
Ces réponses peuvent étre utilisées pour définir la probabilité initiale :
POc/p)), r=1,2,..,R

qu’un point Pr appartienne a un contour. En désignant par :

Max [G(Pr’)]




la valeur maximale de la réponse de l'opérateur différentiel sur tout I'espace des

données, cette probabilité peut étre définie par :

P(O)(C/P)=-—-—{——— , r=1,2, ...., R
Male(Pr)I

La probabilité initiale P(O)(G/Pr) qu'un point P, n’appartienne pas a

un contour est liée de fagon évidente a P(O)(C/Pr) par la relation :

POC/p) =1 - POYcrp)

La probabilité P(O)(C/Pr) est considérée, dans tout ce qui suit, comme
la probabilité initiale pour que P'étiquette "contour”, notée "C” soit exacte pour le

point Pr.

Ces probabilités initiales sont réajustées de maniére itérative par une
procédure opérant en paralléle sur tous les points Pr, r =1, 2, ..., R. A chaque
itération de nouvelles probabilités sont calculées en chaque point P en fonction des
probabilités assignées aux voisins de Pr a I’itérati/;m précédente. Si les probabilités
dans le voisinage de Pr sont compatibles avec celle" assignée# au point P, alors cette

derniére est augmentée. Par contre, en cas d’incompatibilité, elle est diminuée.

Afin de quantifier ces compatibilités entre voisins, on introduit des
relations de compatibilité entre les probabilités d’exactitude des étiquettes "contour”

et "non contour”.
V1.3. - COEFFICIENTS DE COMPATIBILITE

Les probabilités d’exactitude de I'étiquette "contour”, notée "C” et de

’étiquette “non contour”, notée "C" seront remises a jour en utilisant les quatre



coefficients de compatibilités suivants :

- Cppr (€, )
- Cr,r’ (C, (_:_)
Cor €0
- Cr,r’ , O)

Le coefficient C.p (C, E) quantifie la compatibilité de P’étiquette
"contour” (C) au point P, avec létiquette "non contour” (E) au point Pr" Les trois

autres coefficients correspondent & des étiquetages différents des points P, et P..

r:? r
entre I’étiquette Y assignée au point Pr et I'étiquette v’assignée au point Pr,, ou vy ety’

Pour chaque paire de points {P P ,§ , on définit la compatibilité

sont indifféremment soit ’étiquette “contour” (C), soit I’étiquette "non contour” (©) :

[p(Y/PrQ) - 'pTT)] [P(Y‘/Pr,) - F(v—)] cannal s
[Prax( " = POV [P () = P00

(7, Y) =

C 1
r,r

ou:

P(Y/P,) est la probabilité d’exactitude de I’étiquette ¥ au point P.

=

1 R
P(Y) = & > P(y/P)
r=1

Max "
PV = - [P(Y/Pr)J , r=1,2, ...., R




Ces coefficients de compatibilité sont calculés seulement pour des
paires de points connexes. IlIs sont supposés nuls pour des paires de points non
voisins. On vérifie aisément qu’ils appartiennent a P’intervalle [—l, +l] et satisfont

aux propriétés suivantes :

1) Si I'étiquette ¥ au point Pr est compatible avec I’étiquette ' au

point Pr” alors :

Cr,rl ('Y: 'Y') >0

2) Si I'étiquette Y au point Pr est incompatible avec 1’étiquette vy’ au

point Pr” alors :

3) S'ils n’existent aucune relation de dépendance entre I’étiquette Y au

point Pr et ’étiquette Y'au point Pr,, alors :

Cr,rl (Y, Y') = 0

V1.4. - ETIQUETAGE PROBABILISTE ITERATIF

L’étiquetage initial et les coefficients de compatibilités proposés ci-
dessus nous permettent maintenant d’envisager la mise en oeuvre d’une procédure

d’étiquetage probabiliste itératif /7/ /8/.

La nouvelle estimation de la probabilité d’exactitude de I’étiquette

assignée au point P a la (k+1) ieme itération est fonction a la fois de Pestimation




précédente P(k)( Y /Pr) de cette probabilité et de la contribution du voisinage du
point Pr :

P(k)(Y/Pr) [1 + q(k)(Y/Pr)]

(k+1)
P (v/P ) = :
i P(k)(C/Pr){Mq(k)(C/Pr)] + P(k)('c/Pr)[nq(k)(C/Pr)]

ou :

(k) 1
q (¥/p) = p(v,C) C
7@ e v () ] r

r'#r

. + 0 (v,C) Cr

1
, T

- (k) -
r,(Y,C). p (C/Pr)]

b

La somme intervenant dans [a détermination de q(k)( b’/Pr) est
calculée sur le voisinage immédiat du point P Ul(Pr)’ qui est le voisinage défini
au paragraphe 3.3. du chapitre III de ce mémoire. (3N - 1) est le nombre de voisins

du point Pr'

Les coefficients o( vy , v') permettent de pondérer I'influence qu'un
point Po étiqueté Y’ peut avoir sur un point Pr étiqueté Y . Ces coefficients

doivent satisfaire la condition /9/ /10/ :
p (C,C) + o(C,C) + o(C,C) + o(C,C) = 1

Le processus d’étiquetage probabiliste est itéré jusqu’a ce que les

changements intervenus entre deux itérations successives, quantifiés sous la forme :

R '»
w0 =& S ) - P“"(c/1>r>]

r=1

(vfiC). P(k)(C/P )+ ...
; r




atteignent une valeur suffissament petite u, qui assure la stabilisation des résultats.
L’ajustement de ce seuil M, résulte, dans la pratique, d’un compromis entre la qualité

recherchée et le temps admissible pour atteindre le résultat final /11/ /12/.

En général, quand le processus d’étiquetage itératif est stabilisé au
sens du critére précédent, les probabilités d’exactitudes des étiquettes atteignent pour

la plupart des valeurs extrémes.

Pr(k)(C/Pr) = 1 indique que l'étiquette "contour” peut étre attribuée
au point P, sans ambiguité. De maniére analogue, Pr(k)(é/Pr) = 1 indique sans

ambiguité I'exactitude de I’étiquette "non contour”’.

Les résultats présentés dans la derniére partie de ce chapitre montrent
que ’écrasante majorité des probabilités atteignent ces valeurs extrémes en quelques
itérations et que les résultats restent trés stables, méme si on continue a itérer le
processus. Il peut cependant arriver qu’a la derniére itération certaines probabilités
restent strictement comprises entre 0 et 1. Toutefois, compte-tenu de la réduction
trés importante des ambiguités, un simple seuillage des probabilités finales permet

d’extraire les contours de maniére siire et satisfaisante.
VI1.5. - RESULTATS EXPERIMENTAUX
Pour analyser le comportement du processus d’étiquetage probabiliste,

et montrer son intérét en classification automatique, on considére quelques exemples

d’analyse de données générées artificiellement.

Exemple 1

Le premier exemple présenté est constitué de trois distributions
gaussiennes équiprobables dont les paramétres statistiques sont consignés dans. le

tableau 1. Chaque classe est représentée par 200 observations. A ces 600




observations, on ajoute 400 observations distribuées uniformément sur tout I’espace

afin de montrer la robustesse de la procédure par rapport au bruit (cf. figure VI.2).

La figure VIL.3. présente l'estimation brute de la fonction de densité
sous-jacente. L’effet du filtre médian, appliqué a cette fonction, est clairement

visible sur la figure VI4.

La figure VI.1. montre comment la réponse de 'opérateur différentiel
de Robets appliqué a cette fonction de densité estimée filtrée conduit a un
estimateur du gradient a trés forte variabilité; spatiale. Bien que I'opérateur de
Prewitt (figure VI.5.) donne, comme nous P’avons déja indiqué au chapitre 1V, des
résultats beaucoup moins sensibles au bruit et aux irrégularités de la distribution
analysée, on constate que les contours sont parsemés de dépressions et de pics qui

rendent leur extraction délicate.

La figure VI.6. montre le résultat de la procédure d’étiquetage itératif
aprés 6 itérations. Aucune modification de ces résultats n’a pu étre décelée en itérant
d’avantage le procédé. On constate que toutes les probabilités ont convergé soit
vers 0, soit vers 1, ce qui ne laisse subsister aucune ambiguité quand a la
détermination des contours qui apparaissent nettement individualisés. Les

coefficients de pondération e (y,Y') ont été tous pris égaux a 1.

Le paramétre hQ qui définit la discrétisation de P'espace des données,
a été ajusté en faisant appel au concept de stabilité du nombre de contours des
modes détectés /13/ /14/. On constate (cf. figure VI.7.) que l'algorithme est peu
sensible a 'ajustement de ce paramétre puisque le nombre de modes détectés reste
stable et égal a trois pour (l/hQ)E[zl - 46] .




Vecteurs Matrices de Probabilités
Distribution Moyenne Covariance a priori
_ [o] (2,5 0
1 X, = S, = Pb, = 1/3
LO 0 2,5
_ 0 2,5 0
2 X, = S, = Pb, = 1/3
> o 2 1o 25 2
_ 9] (2,5 0
3 X, = S, = Pb, = 1/3
3 5 3 0 2,5 3
Tableau 1 : Valeurs des paramétres statistiques de la distribu-

tion de l'exemple 1.
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Figure VI.2.
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Figure VI.6. :

i

..

r—Tr T T rrror—+-+

T

T

T

B Y

®

Probabilité d'exactitude de 1l'étiquette "Contour"
aprés 6 itérations pour les données de 1l'exemple 1.
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Figure VI.7. : Nombre de modes détectés pour 1l'exemple | en fonction

de pas de discrétisation h,..
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Exemple 2

Effectuer une classification en présence d’un bruit uniforme ne
présente guére d’intérét. En effet, une fois les classes mises en évidence, on ne
dispose d’aucune information pour différencier les observations provenant réellement

des sources aléatoires constituant les classes de celles provenant du bruit.

‘Pour illustrer P'intérét de I'étiquetage probabiliste a des fins de
classification, on considére un second échantillon bidimensionnel (cf. figure VI.8.)

dont les caractéristiques statistiques sont données dans le tableau 2,

Bien que les réponses & Iopérateur différentiel de Prewitt
( figure VI1.9.) présentent des variations importantes le long des modes, les 10
itérations conduisent aux contours trés nets représentés dans la figure VI.10-Ces

contours peuvent étre isolés par un simple seuillage (cf. figure VI1.11.(a)).

Les résultats de la classification présentés figure VI.ll.‘(b‘i) ont été
obtenus en assignant chaque observation au contour le plus proche (au sens des
distances euclidiennes). Malgré ’emploi de cette régle de classement extrémement

simple, les 3 classes ont été parfaitement individualisées.




Vecteurs Matrices de Probabilités
Distribution Moyenne Covariance a priori
r 1 7
- 0 F13 0
1 X, = = Pb, = 1/3
0 L 0 4
- [o] (13 0]
2 X, = = Pb, = 1/3
2 110 0o 4 2
1 - 7
_ 11 4 0
3 x3 = = Pb, = 1/3
5 ] 0 13 2
Tableau 2 : Valeurs des parametres statistiques des trois

distributions de 1l'exemple 2.




<
° <
.
° S
» ° <
°
° Se oo °,e ooo * ¢ ||AD
°
o 4808 ® os.wo AT G e
° ‘o o .0 807, &y LN .,
%0 %0500 da0 a0, 0
. L A we g O 4 ® O
% ° o o 0% 3 . L —
¢ ° s o ° o ° 9
. % B 0% %o o . Ve
PR N\ MR VRSN o
St : e
° o . S 4 ooon °
° 0% o N %
L . » . °
% ' s ®
. o ® ° =
¢ o . 4\
L4 9 Qo
04 0
° . ®
° ° ® o ¢ ,l/WJ
. o o s o0
LYY o oo ¢ * . o
o® ° 00 $.° o
09 ® . o .
P AL o o . 0 - O
° o . * 00% o .
° ° A A TN ¢ ° o 0 & *
. ¢ & ° ¢ ¢
o 3 °o & ° 90,04 ¢ °
* okt 200, L° M A .
%" 9%, o ° e
o ° ° o5 6 )
»o Pooo Py Qe 3 e % o
N 3 L]
olw ATV C L een,
L) * 0 © °
* o 00020 ° 00 ° % ‘o N ° * ﬁl. Ve
. ° o ° ol 00 o
° [ 0 %0 @ I3 9
° °® o . ° ¢
A o8 o e0 o ® R .
rx. M G0, Qooo * 16
e b4 o o ¢ e
° s @ So ¢ e o \
o 0.? o o o ° o Py
° -
° % ° +° o ¢, /WJ
. ® . < > o
* M ° oo ° \
¢ ooo * ° ° © °
o . o o o l/\
TN \
) ' o)

tation graphique des 600 observations

Représen
de 1'exemple 2.

Figure VI.S.




Figure VI.O. :
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Exemple 3

Les deux exemples bidimensionnels précédents ont permis d’analyser
le comportement de la procédure d’extraction des contours par étiquetage

probabiliste grace 4 une visualisation aisée des résultats.

On s’intéresse maintenant 4 des données & trois dimensions dont les
caractéristiques statistiques sont consignées dans le tableau 3. Les résultats sont
visualisés en représentant les différentes phases de 'algorithme de classification dans
neuf plans paralléles, équidistants et orthogonaux a l'axe Ox3 de I'espace de

représentation des données.

La figure VL.13. représente les réponses de l'opérateur différentiel
généralisé de Prewitt dans 9 sections de I’espace des données. Les résultats de la
procédure d’étiquetage probabiliste itératif sont présentés sur la figure VI.14. En
seuillant les probabilités ainsi obtenues au bout de 7 itérations au niveau 0,8 , on

obtient les sections des contours de la figure VI.15..

Ces contours servent finalement de "noyau” pour chacune des classes
mises en évidence. Ces observations sont alors assignés a la classe dont le contour est
le plus proche au sens de la distance euclidienne. Les résultats ainsi obtenus sont
visualisés sur la figure VI.16.




Distribu- Vecteurs Matrices de Probabilités
tion Moyenne Covariance a priori
_ 0 ] 12 0 0
1 X1 =10 S1 ={0 12 0 Pb1 = 1/2
0 } 0 0 12
]
. 10 12 0 0
2 X, = |10 1 s,=l0 12 0 Pb, = 1/2
212 210 o 12 2

Tableau 3 : Parametres statistiques des deux distributions

tridimensionnelles de 1l'exemple 3.
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VL.6. - CONCLUSION

Nous avons montré comment la procédure d’étiquetage itératif permet
de lever les ambiguités rencontrées quand il s’agit d’identifier les points de I’espace

de représentation des données situées sur des contours de classes.

Cette procédure facilite grandement I'extraction des contours présents
dans une fonction de densité et conduit & de bons résultats de classification dans le

cadre des approches non paramétriques.

Il est cependant apparu que Iutilisation de cette approche sous
P’hypothése paramétrique gaussienne conduisait a des résultats peu significatifs, les
contours ayant souvent tendance a “sempater” et a s’éloigner du modeéle

hyperellipsoidal attendu.

L’intérét de cette nouvelle approche dans [1’hypothése non
paramétrique nous a poussé a explorer d’autres possibilités d’utilisation de Ila
méthode d’étiquetage probabiliste en classification. C’est dans ce sens que nous
présentons, dans le chapitre suivant, une nouvelle méthode de recherche des

groupements faisant appel au méme concept d’étiquetage itératif et paraliele.
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CHAPITRE VI

DETECTION DIRECTE DES MODES PAR ETIQUETAGE
PROBABILISTE ITERATIF

VIL.1. INTRODUCTION

Nous avons vu, dans le premier chapitre de ce mémoire, qu’en
classification automatique statistique, la détection des modes est souvent abordée par
des méthodes de recherche de maxima locaux basées sur la notion de gradient /1/
/2/ /3/ /4/ /5/ /6/ ou par des méthodes d’analyse de convexité locale /8/ /9/. Dans
ce travail, nous avons introduit et exploité le concept de contour qui permet
également de mettre en évidence les modes présents dans une fonction de densité

/107 /117 /12/.

La nécessité de faire appel 4 ces moyens détournés pour faire
apparaitre les modes sous-jacents a la distribution d’un ensemble d’observations
totalement inconnues résulte du fait qu’il est extrémement difficile de déterminer les
maxima locaux d'une fonction de densité multivariable par analyse directe des
valeurs de son estimateur /13/ /14/ /15/ /16/ /17/ /18/.

Dans ce dernier chapitre, nous proposons de reprendre cette approche
directe qui revient, en fait, a détecter un mode dés que la valeur estimée de la
fonction de densité de probabilité sous-jacente dépasse un certain seuil, en
introduisant le processus d’étiquetage probabiliste présenté au chapitre précédent

/19/.
VII.2. - DETERMINATION DES PROBABILITES INITIALES

Le principe de base des procédures d’étiquetage probabilistes peut

étre adapté au probléeme de la détection des modes en assignant a chaque point de




Pespace de représentation des données une étiquette "mode" ou "vallée” dont
Pexactitude n’est pas initialement garantie. Les risques d’erreurs associés a cet

étiquetage sont quantifiés par la probabilité d’exactitude de chacune des étiquettes

en chaque point de 'espace.

Pour étre plus explicite, on suppose que I'on dispose de I’ensemble des
valeurs estimées et éventuellement filtrées, f(Pr) de la fonction de densité sous-
jacente a la distribution des observations i analyser aux points d’échantillonnage

P ,r=12,.,RR <Q, ol Q est le nombre d’observations disponibles.

......

PPoM/p), r=1,2,..,R
qu’un point Pr appartienne a un mode.
En désignant par :
Max [ ?(Pr)] et Min ’:f(Pr)]

Les valeurs maximales et minimales de I’estimateur sur tout l’espace des données,

cette probabilité peut étre définie par :

(e ) - Min [£(p)]

Max [£(p )] - Min [F(P)]

PO(M/Pr) =




La probabilité initiale P(O)(V/Pr) pour qu'un point P n’appartienne
pas 2 un mode et soit donc situé dans une vallée est liée de fagon simple 2
P(O)(M/Pr). En effet, en définissant

Max[f(Pr)] - Fp)

Max [F(p )] - Min[E(p )]

P(O)(V/Pr) _

on constate que :
POcv/p) = 1 - POv/p))

Les probabilités P(O)(M/Pr) et P(O)(V/Pr) sont considérées, par la
suite, comme les probabilités que Détiquette “mode”, notée "M", et I'étiquette

"vallée", notée "V", soient exactes pour le point Pr'

Afin de réajuster ces probabilités de maniére itérative et en parallele
sur ’ensemble des points Pr o=1 2, ., R, il s’agit maintenant de définir des
coefficients de compatibilité entre les probabilités d’exactitude des étiquettes "M" et

“V” pour des points voisins.
VIL.3. - COEFFICIENTS DE COMPATIBILITE ET ETIQUETAGE ITERATIF
Pour chaque paire de points voisins {Pr R Pr,}, on définit une mesure

Cr r’( A, ¥) de la compatibilité entre I’étiquette A assignée au point Pr et l’étiquetteAl

assignée au point Py, :

[POr/e ) - B [PO¥ /p,,) - POT))
[P () = POO] [P (¥) - POT)]

ou:

P( A/Pr) est la probabilité d’exactitude de I’étiquette X au point P.




R

P() =1 > PG/P)
r=1
Pmax(x) = ﬁ?x[ P(A/Pr)] r=1,2, ...., R

Aet N peuvent étre indifféremment I’étiquette "M” ou I'étiquette "V,

Ces coefficients de compatibilité sont supposés nuls pour des paires
de points non connexes. Ils appartiennent a 'intervalle [ -1, +1 ] et satisfont aux

propriétés suivantes :

1) si I'étiquette A au point Pr est compatible avec I’étiquette X au

point Pr,, alors :

Cl",r‘i()‘:}") > 0

2) si I’étiquette r au point Pr est incompatible avec 1’étiquette X au

point P, alors :

. ! <
Cr,r'()")‘ ) <0

3) il n’y a pas d’influence mutuelle entre I'étiquette A au point P et

Pétiquette X au point P, alors :

] —
Cr,r‘()")‘ ) =0




La nouvelle valeur plk+1) (A /Pr) de la probabilité d’exactitude de
I’étiquette A au point P.a Pitération (k+1) est fonction de la valeur précédente

P(k)( A/P.) et des probabilités assignées a I'itération (k) aux voisins immédiats de P :

P(k)(A/Pr) [1 + q(k)( X/Pr)]

PG = — ) %) )
P (M/p ) [l+q (M/Pr)]+P (V/Pr)[1+q (V/Pr)]

ou :

1

(3%-1) “P_€u (7))

r'#r

q(k)()\/l’r) = [O(A,M) C. r,(x/M) P(k)(M/Pr,) Foaean

-+ 0o(x,V) C 1A,(x/v) P(k)(V/Pr)]

Ul(Pr) représente les (3N-1) voisins immédiats du point P..
Les coefficients p( A, X' ),qui satisfont la relation :

p(M,M) + o(V,M) + o(M,V) + o(V,V) =1

permettent de pondérer les influences des voisins de Pr dans le processus de

réajustement en fonction des étiquettes qui leur sont assignées.
Ce processus d’étiquetage est itéré jusqu’a ce que

lz‘_ [p(k”) (M/P ) - plk) (M/Pr)]<eo

ou le nombre &, est ajusté en fonction du degré de convergence souhaité.



L’expérience montre que les probabilités atteignent trés vite les
valeurs 0 et 1, ce qui fait que I'ajustement du paramétre €&, influe trés peu la

procédure itérative.

Les quelques exemples qui suivent sont destinés & mettre en évidence
les performances de cette procédure d’étiquetage itératif qui permet, lorsque les
ambiguités ont disparu, de détecter trés aisément les modes de la fonction de densité

sous-jacente et de procéder a la classification des observations disponibles.

VII.4. - RESULTATS EXPERIMENTAUX

Le comportement de la procédure de détection des modes et vallées
par étiquetage itératif est illustré sur quelques ensembles de données générées

artificiellement.

Exemple 1

Le premier exemple est constitué de trois classes gaussiennes
équiprobables dont les paramétres statistiques sont présentés dans le tableau 1.
Chacune des classes est représentée dans I’échantillon de la figure VIL.1. par 200

observations.

La figure VIL.2. représente 'estimation brute de la fonction de densité
sous -jacente a cet échantillon bidimensionnel. Compte-tenu de la grande variabilité
sptatiale de I'estimateur, il semble difficile de définir automatiquement un seuil

permettant d’isoler les modes de fagon fiable.

La figure VIL3. montre les probabilités d’exactitude de I'étiquette
"mode” aprés 25 itérations du procesus d’étiquetage itératif. Sur ce diagramme on
constate que les modes apparaissent sous la forme de trois régions connexes ou la

probabilité prend la valeur 1, éliminant ainsi toute ambiguité. Le reste de I’espace




est affecté a la probabilité 0, qui indique sans équivoque qu'il s’agit de la région

étiquetée "vallée”.

Pour cet exemple, les coefficients de pondération o(X,1') ont été

ajustés de la maniére suivante :

(M, M) = 0,80 o(M,V) = 0,15

o(V,M) = 0,025 o(V,V) = 0,025

La valeur de p(M,M) élevée permet de favoriser P'apparition des
modes. A l'opposé, une valeur élevée de o (V,V ) aurait favorisé Papparition des
vallées, ce qui pourrait &tre utile quand des classes présentent un degré de

chevauchement trés important.

Un simple seuillage des valeurs atteintes par les probabilités permet
d’isoler les modes qui sont reconstitués par analyse de connexité des points

d’échantillonnage sélectionnés.

La classification de I’échantillon se raméne alors 4 un probléme de
classement. On peut considérer les observations contenues dans les hypercubes
constituant chaque mode comme des prototypes de chaque classe et utiliser une

méthode de classement classique /20/.

Les résultats présentés sur la figure VIIL.4. ont été obtenus en
assignant les observations non contenues dans les modes a la classe représentée par le

prototype le plus proche, au sens de la distance euclidienne.




. . . Vecteurs Matrices de Probabilités
Distribution . R
Moyenne Covariance a priori
h
B ( 0 27 0
1 X, = = Pb, = 1/3
L 0] 0 8
r b [ .1
0 27 0
2 X, = = Pb, = 1/3
2 i 0o 8 | 2
iz R
X, = = Pb, =1
3 370 7,5 0 27 3= 13
Tableau 1 : Les paramétres statistiques de la distribution

de 1l'exemple 1.
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Figure VII.3.
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Pour cet exemple, I’'ajustement du parameétre hQ qui définit Ia finesse
de la discrétisation de I'espace des données, a été obtenu en faisant appel au concept
de stabilité du nombre de modes détectés /21/ /22/ /23/.

La figure VILS. indique les variations du nombre de modes mis en
évidence 2 la fin de la procédure d'étiquetage itérative en fonction du paramétre hQ.
On constate que I'algorithme est peu sensible a I’ajustement de ce paramétre puisque
le nombre de modes détecté reste stable et égal a trois pour (l/hQ)e [ 28, 58]. Ce
résultat peut étre favorablement comparé 4 ceux obtenus pour d’autres algorithmes

pour lesquels la largeur de la plage de stabilité est beaucoup plus réduite /23/.

A Nombre de modes
détectés

3 A . _—

(1/ny)

10 20 30 40 50 60 70

Figure VII.5. : Nombre de modes détectés dans 1'échantillon de

1'exemple 1 en fonction du pas de discrétisation hq.




Exemple 2

Le second exemple présenté a pour principale finalité de mettre en
évidence les possibilités offertes par I'algorithme de traiter des échantillons au sein

desquels les classes présentent des poids inégaux.

Les trois groupements gaussiens constituant ce second échantillon de
600 observations sont générés artificiellement a partir des données statistiques du
tableau 2 (cf. figure VIL.6.). Sur la figure VIL.7., qui représente I’estimation de la
fonction de densité sous-jacente, on constate qu’aucune procédure de seuillage ne
peut étre mise en oeuvre pour isoler les 3 modes présents. En effet, un seuil trop
haut ne mettrait en évidence que 1 ou 2 modes. En baissant le seuil pour faire
apparaitre le mode le plus petit, les deux autres fusionneraient et ne seraient plus
discernables. Dans de telles situations, on peut éventuellement faire appel 4 une
procédure a seuils muitiples. En effet, en analysant les fusionnements des modes qui
apparaissent en faisant décroitre le seuil, les méthodes d’analyse hiérarchiques par

chainage simple /24/ permettent de retrouver la structure des données.

Les résultats de la figure VIIL.8., obtenus au bout de 32 itérations,
montrent que la méthode d’étiquetage probabiliste apporte une solution simple a ce

probléme.

La classification finale, présentée figure VII.9., a été obtenue en

assignant chaque observation a4 son prototype le plus proche, en pondérant les’

distances par le nombre de prototypes situés dans chaque mode mis en évidence.

[




s . Vecteurs Matrices de Probabilités
Distribution . L
Moyenne Covariance a priori
r 1 - ‘1
0 27 0
1 X = S, = Pb, = 2/10
1 o 1 L o 8 1
0 1 27 0 1
2 X, = S, = Pb, = 2/10
2 14 2 o g | 2
13.0 8§ 0
3 X, = S, = Pb, = 5/10

Tableau 2 : Les paramétres statistiques de la distribution
de 1'exemple 2.
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Représentation graphique des probabilités d'exactitude
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Exemple 3

Les deux premiers exemples de type bidimensionnel ont permis de

présenter aisément les étapes intermédiaires du processus de classification.

Nous présentons maintenant un exemple tri-dimensionnel dont les
paramétres statistiques sont consignés dans le tableau 3. Seule la distribution des
observations, a raison de 300 points par classe, est représentée dans I’espace 3 3

dimensions (cf. figure VII.10).

La fonction de densité estimée est présentée sur la partie gauche de la
figure VII.11. 10 sections planes allant de Xg = -1,5 a Xy = 3,0. On constate les

grandes disparités des valeurs de I’estimateur de section a section.

On peut faire remarquer que les fonctions de densité associées 2
chacune des classes en présence présentent un fort degré de chevauchement au

niveau des sections X3 = 0,5 et X3 = 1,0.

Sur la partie droite de la figure VII.11. apparaissent les résultats de la
procédure d’étiquetage itératif. Les modes y sont caractérisés par des régions
connexes ol la probabilité d’exactitude de I'étiquette "mode” atteint la valeur 1. La

séparation des deux modes au niveau des sections Xy = 0,5 et x5 = 1,0 est nette.




Distribu- Vecteurs Matrices de Probabilités
tion Moyenne Covariance a priori
r [
0 0
1 X, = S, = 18 Pb, = 1/3
0 27
L J
[ o 18 0
2 X, =14 S, ={0 27 0 Pb, = 1/3
0 0 9
J i J
- | B -
13 27
X, =[1 =l 0 0 Pb, = 1
3 5 =|14 S5 9 7= 1/3
2 0 18
] X |

Tableau 3 : Paramétres statistiques de la distribution
de l'exemple 3.
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VII - CONCLUSION

Dans ce dernier chapitre, nous avons proposé une approche directe 2
la détection des modes en classification automatique, qui ne fait appel ni a des
concepts différentiels, ni & des concepts de convexité. Grace a la procédure
d’étiquetage probabiliste, la discrimination "mode” / "vallée” revient a une simple
procédure de seuillage qui permet d’isoler les zones ou la fonction de densité de
probabilité sous-jacente présente des valeurs localement élevées, méme lorsque les

classes ne sont pas équiprobables et lorsqu’elles se chevauchent notablement.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce mémoire, nous avons abordé les problémes de classification
automatique dans le cas le plus délicat, c’est-a-dire lorsque 1’on ne dispose d’aucune
information a priori sur les données a classer. Dans ces conditions, I'information
nécessaire pour effectuer la classification doit étre extraite des observations a classer

elles-mémes.

Dans cette optique, nous avons introduit, en nous basant sur un
modéle analytique, le concept de contour d’une fonction de densité de probabilité.
Cette approche fournit un cadre général pour aborder I’aspect statistique de la
classification automatique (Chapitre II). La méme approche mathématique permet en
effet de résoudre de maniére originale et efficace des problémes d’analyse des

mélanges aussi bien que des problemes de recherche de groupements.

Ce concept s’est révélé trés riche de retombées, car la mise en
évidence des contours de la fonction de densité sous-jacente & la distribution d’un
ensemble d’observations (Chapitre III et Chapitre IV) permet d’aborder aussi bien
des problémes de classification parameétrique que des problémes non paramétriques
{Chapitre V).

C’est sans doute dans le cadre de I'analyse des mélanges que
I'utilisation du concept de contour apparait le plus féconde sur le plan formel. Sans
aucune hypothése restrictive, la détermination des contours de la fonction de densité
d’un mélange a partir des observations disponibles permet d’abord de détecter les
classes en présence. L’analyse des contours permet ensuite de déterminer, pour
chaque composante mise en évidence, des valeurs approchées du vecteur moyenne,
de la matrice de covariance et de la probabilité a priori. Ces informations sont
utilisées pour calculer des fonctions de décision qui permettent d’optimiser le

processus de classification.



Cependant, si l'approche paramétrique débouche sur Ia notion de
classification optimale, en ce sens qu’elle permet de minimiser le risque d’erreur, il
faut mettre en garde Panalyste contre son emploi abusif. En effet, lorsque les
données ne suivent par le modéle analytique sur lequel est basée cette approche, la
procédure aura tendance 4 imposer une structure aux données au lieu d'aider a

découvrir cette structure.

Pour de telles situations, I’approche non paramétrique permet, en
Pabsence de modéle, d’établir I’existence de groupements d’observations dans des lots
de données. Le caractére local de Panalyse du contour des fonctions de densité
permet alors de mettre en évidence des groupements de forme et de taille trés

variées.

Finalement, nous avons montré comment les procédures d’étiquetage
itératif peuvent étre adaptés avec profit au probléme de la recherche des
groupements d’observations sous hypothése non paramétrique. Qu’il s’agisse
d’améliorer ’extraction des contours (Chapitre VI) ou de faire ressortir la présence
de maxima locaux significatifs des fonctions de densités estimées (Chapitre VII), ces
méthodes itératives réduisent considérablement les ambiguités rencontrées dans ces

problemes de classification non supervisés.

L’utilisation de techniques non parameétriques pour la détection des
contours des fonctions de densité (Chapitres III et Chapitre IV) a posé des problémes

difficiles, d’ailleurs bien connus des praticiens.

L’utilisation de la méthode d’estimation du noyau et son implantation
sous la forme d’un algorithme rapide présente le grand avantage de permettre une
discrétisation simple de I'espace de représentation des données. Le réseau
hypercubique de discrétisation ainsi introduit facilite I'implantation des algorithmes

d’extraction des contours et de modélisation.




Cependant, les résultats de cette technique d’estimation se dégradent
dés que I'on se trouve en présence de groupements d’observations de données trés
différentes. Pour de telles situations, il est préférable de faire appel a la technique
d’estimation dite des "k plus proches voisins". Cette technique présente 1'énorme
avantage d’ajuster la fenétre utilisée pour déterminer Pestimateur en fonction de la
densité locale des observations disponibles. Cette fenétre, variable, étendue dans les
zones de faible densité et réduite dans les zones de densité élevée, assure une plus

grande représentativité & 'estimateur dans le cas d’échantillons finis /1/ /2/ /3/.

La mise en oeuvre de cette procédure et surtout son exploitation
ultérieure semblent cependant plus délicates. Des travaux sont actuellement en cours
dans ce sens et les premiers résultats sont encourageants /4/. Il semble, dés a
présent, que le recours 4 cet estimateur permettra d’obtenir des résultats fiables avec
des échantillons de taille moindre que ceux nécessaires pour les méthodes présentées

dans ce mémoire.

Nous avons également mis en évidence les difficultés rencontrées lors
de P'extraction des contours des fonctions multivariables. Le processus d’étiquetage
itératif apporte une premiére solution a ce probléme, mais ses effets ont tendance a
faire grossir les contours, de telle sorte qu’ils deviennent inexploitables dans

Poptique paramétrique.

Une solution pour rendre la méthode d’étiquetage itératif, plus fine,
consisterait a définir les probabilités initiales sur des critéres locaux non globaux
comme nous I’avons fait jusqu'a présent. En effet, le fait de comparer les valeurs de
Pestimateur ou de 'opérateur différentiel en un point d’échantillonnage au maxima
et minima déterminés sur tout l'espace de représentation des données peut conduire
a faire disparaitre certaines informations pertinentes. Cette détermination locale des
probabilités initiales est actuellement a I'étude. Elle devrait permettre de diminuer le
nombre d’itérations nécessaires et surtout de mieux pondérer certaines influences

mutuelles entre voisins, affinant ainsi la détermination des contours.




Cette technique d’étiquetage itératif avec ajustement local des
probabilités initiales pourra d'ailleurs étre étendue i la détection directe des modes
par analyse des valeurs prises par l'estimateur des fonctions de densité. Cette
amélioration permettra sans doute de traiter avec succés des cas ol les pondérations

entre les différentes classes en présence présenteront de grandes disparités.

Une derniére application de I'étiquetage probabiliste concerne
I’amélioration de la détermination de la convexité des fonctions de densité sous-
jacente. Ce travail, qui a été conduit paralléelement 4 celui présenté dans ce mémoire
/5/, est sur le point de déboucher. Comme pour l’extraction des contours et la
détection directe des modes, il apportera plus de robustesse aux techniques de

classification basées sur le concept de convexité /6/.

Ce travail, ainsi que ses prolongements en cours de développement,
montre que la recherche des contours des fonctions de densité de probabilité associée
aux techniques d’étiquetage probabiliste itératif constitue une voie d’approche

fructueuse aux problémes de classification automatique non supervisée,
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