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INTRODUCT ION

Le nom de Padé est attaché a la recherche d'approximants ration-
nels d'une fonction. On est ainsi conduit pour une fonction donnée a la
construction d'un tableau d'approximants a double entrée, ol chaque é1é-
ment qu de type (p,q) est entigrement défini par sa position dans le
tableau c'est-a-dire par un couple d'entiers (p,q) et par une condition

d'approximation optimale : (f - qu) a en zéro, un zéro d'ordre p+q+1

au plus, et obtenu dans les bons cas.

Avant méme la publication des oeuvres de Padé [21], [22] qui
ont conduit & la dénomination de la table de Padé, Hermite avait étudié
une généralisation de 1'approximation rationnelle ordinaire, qui consiste
a approcher simultanément des fonctions exponentielles (exiz) 041, 151
Les généralisations des approximants de Padé se font dans deux directions :
on cherche (n+1) polyndmes qui forment un systéme dit systeéme I ou poly-

ndmes latins, et dit systéme II ou polyndmes allemands :

Soit (n+1) séries formelles fi(z) (i =0,...,n) & terme
constant non nul, soit (n+1) entiers Pgrreesfp positifs ou nuls et

o = py*e..to, » on cherche P, (i = 0,...,n) tels que :

deg P'i Spi (1 =0,...,n)
Systeme I n
Y L Pi(2).f(2) = 0(z°")

i=0

deg P1 £ 0 - pi (i = 0,. :n)

Systéme 11 ’
—_ c+ 3 —_—
Pofi(Z) - Pifo(z) =0(z°"")y (i=1,...,n)



Les problémes relatifs au systeme I et au systéme II ne sont pas
sans relation [18], mais 1'idée qui sera poursuivie ici se rattache de fait
au probleme II étudié nctamment par de Bruin [5, 6]. Prenant fo iden-
tique a 1, 1le probléme est clairement la recherche d'approximants P1./P0
des fonctions fi pour i =1,...,n. Etant donné o et Pyseres0, ON

pese ¢ = b1 .o tp,oON cherche simultanément les n polyndmes Pi

et le polyndme P, (doPo < o)

dP. c o+ o - 0. i=1,...,0

otp +1

(F, - P./P)(2) =0(z °©

Les approximants cherchés sont de type (o + oy ~ pi,o), leur
point commun est 1'ordre d'approximation des fi' I1s correspondent, de

manigre unique dans les bons cas, a un (n+1)-uplet (pop1,...,pn).

Le point de vue, qui sera développé ici, est de chercher un ap-
proximant de F = (f1,...,fd) c'est-a-dire d fractions rationnelles
(Pi/Q) correspondant a un couple d'entiers {p,q) et défini par une con-
dition d'optimalité de 1'approximation, comme dans le cas scalaire. Le fait

de garder les entiers arbitraires o 2Py impliquent une "indépendance"

0
des approximants simultanés, alors que le choix d'un seul degré p pour
les numérateurs des approximants conduit a un approximant vectoriel. On
peut évidemment considérer le vecteur avant pour composantes les approxi-
mants simultanés, mais on ne pcurra cbtenir de résultats que composante a
composante, alors que dans le cas que ncus nommerons vectoriel, les appro-
ximants sont définis glchalement, et donc les prepriétés et aloorithmes

au'ils vérifient aussi. Les deux points de vue se’ recoupent évidemment

pour py = ... =p, =P et p, =9 comme on le verra & la fin de la pre-



miére partie. L'avantaoe de la construction "simultanée" est d'@tre en somme
adaptative, son revers est de n'étre pas globale. Le point de vue vectoriel
est global, permet de définir une "table de Padé" & double entrée p,q,
chaque élément étant totalement défini par la donnée de p et q. la
structure de la table est relativement simple, cornduit & une définiticn de

polyndmes vectoriellement orthogenaux pour les dénominateurs (Z&me partie)

et a des alocrithmes de calcul (32me partie).

Nous détaillons maintenant les idées raisonnables qu'on peut re-

tenir pour définir un approximant vectoriel.

Soit JF(t) une fonction vectorielle de € dans Gd :

F(t) = (Fy (8),e..,f ()]
On cherche une fraction rationneile R(t) = (r1(t),...,rd(t))T
de type (p,q), c'est-a-dire chaque ry sera de type (p.a), et R(t)
réalisera le "meilleur" ordre approximaticn de F(t) au voisinage de 0
(approximant de Padé), ou interpolera au sens de Hermite F en k points
avec le "meilleur" ordre total d'interpolation (k = p+q dans le cas des

approximants de Newton-Padé scalaires).

La notion de meilleur ordre d'approximatien sera la suivante :
supposons que R(t) approxime F(t) & 1'ordre k, ce sera le meilleur
ordre s'il est impossible d'améliorer simultanément 1'ordre d'approximation

des d composantes. Si d = 1, on retrouve les approximants de Padé.

Les équivalences classiques entre f-P/Q = O(tk) et Qf-P = O(tk),
1a notion méme de fraction rationnelle repose sur la définition d'un pro-
duit Q.f ou d'un guotient P/Q. La seule notion de quotient peut suffire

a résoudre le prebleme d'interpolation vectoriel (Graves-Morris [11], qui

- )
prend V T V/[{VI17) par une généralisation du p algorithme, mais la

soluticn trouvée est de type (p,q) pour un ordre d'approximation p, qui



n'est pas le meilleur ordre d'approximaticn.

On peut définir un produit : (a1,...,ad)T.(b1,...,bd)T =
(a1b1,...,adbd)T par identification d'un vecteur a la diagonale d'une ma-
trice diagonale. Avant un produit et un quotient classique composante &
composante, on retrouve de maniére évidente les approximants de Padé compo-
sante & composante, les polynémes orthegonaux 3 coefficients dans ¢d,
comme vecteur des polynémes orthogonaux relativement & chaque fonctionneile
linéaire composante, 1'algorithme de Thiele et 1'e-algerithme. Cette métho-
de étant 1a meilleure sur chaque composante est nécessairement la meilleure

alobalement. El1le n'est en fait que l1a mise en paralléle de calcul simul-

tané des approximants de Padé des foncticns f1""’fd'

Si on se limite a chercher la fraction R(t) sous la forme
(r1,...,rd) ol: tous les r; ent méme dénominateur, le produit Q.F cu
- P/Q & définir n'est plus que le produit par un scalaire Q(t), et

R(t) = Q(t) 7 (Py(1),...,P4(t)).

On peut, dans ce cas, trouver des approximants de type Padé
(Brezinski, Eﬂ). Le probléme peut étre développé par la recherche du meil-
leur ordre d'approximation au sens déja défini. Les dénominateurs seront
alors uniquement déterminé par une relaticn de récurrence a8 d+2 termes
qui dans le cas d = 1 est la relation d'orthogonalité classique. Ces
approximants, qu'on appellera approximants de Padé vectoriels, s'écrivent

alors sous forme de rapport de déterminants.

La premiére partie contient donc toutes Tes définitions et pre-
mieres prepriétés des approximants de Padé vectoriels notés [p/q]. ainsi
que Te rapport existant entre ceux-ci et des approximants existants. Cette

partie reprend et développe les résultats de [26].



On constate dans 1'étude classique des approximants de Padé sca-
laires (Brezinski Eﬂ, comme dans le cas des approximants en deux points
(Draux [8]) que la structure de la table des polyndmes, associés aux dé-
nominateurs Q de [r+s-1/r] par Pi(x) = er(x'1), est révélatrice de la
structure de la table de Padé elle-méme. Nous étudions donc les relations
existant entre ces pciyndmes, qui justifient dens la deuxiéme partie 1'ap-

pellation de polyndmes vectoriellement orthogonaux ([27]).

Dans la troisiéme partie, cn définit des alacrithmes de calcul
de ces approximants, notamment une extension de la régle de la croix ([28])
qui prend une forme de cométe, c'est-a-dire que les approximants qui in- -
terviennent dans le calcul sont disposés selon une forme d'étoile filante.
Sans faire une étude humérique de cette algorithme, nous déveleppons quel-

ques cas d'applicatiens de celui-ci & 1'accélération de suites vectorielles.

La derniére partie est consacrée a 1'étude d'ur certain nombre
de problémes de convergence. Les résultats sont évidemment assez paralléles

a2 ceux obtenus dans 1e cas des approximants simultanés.

Un certain nombre de problémes restent ouverts au niveau notam-
ment des deux derniéres parties, tant au niveau algorithmique par le carac-
tére vectoriel des algorithmes trouvés, que pour les problémes de conver-

gence qu'on ne risque pas d'épuiser en un seul chapitre.






CHAPITRE 1

DEFINITION DES APPROXIMANTS DE PADE VECTORIELS,

Dans ce chapitre, nous rappelons la définition des approximants
de type Padé (A.T.P.) vectoriels, donnée par C. Brezinski, et énoncons les

propriétés algébriques classiques de ces approximants.

Nous définissons la notion de meilleur ordre d'approximation d'une
fonction vectorielle par une fraction rationnelle vectorielle comme un ordre
identique sur toutes les composantes et qui ne peut étre amélioré sur toutes
les composantes & la fois. Dans ce sens, le meilleur ordre d'approximation
d'une fonction vectorielle @ d composantes par une fraction rationnelle
vectorielle de type (p,q) est p + [q/d] (ot [g/d] est la partie entie-
re de q/d).

Ces meilleurs approximants rationnels sont logiquement appelés
approximants de Padé vectoriels, et leurs dénominateurs sont définis par

des relations (R) qui seront appelés relations d'orthogonalité vectorielle.

Dans cette partie, les relations (R) sont utilisées pour obtenir
des expressions explicites comme rapport de déterminants des polyndmes dé-

nominateurs et des approximants de Padé vectoriels.

Enfin, dans la derniére partie, nous comparons les approximants
de Padé vectoriels ainsi définis, avec d'autres approximants rationnels

vectoriels existants.

Les résultats de ce chapitre ont été partiellement publiés dans

[26].



I - APPROXIMANTS DE TYPE PADE (A.T.P.).

Ces approximants ont été définis par C. Brezinski en Eﬂ.

On suppose IFF(t) développable en série entiére au voisinage de

zéro :
F(t) = J rt' oroecd
120
et T 1la fonctionnelie linéaire de G[X] > Ed : F(xk) = Ty

1

On a formellement TF(t) = F(T?YT)'

n N -
Soit v(x) = X (x-xi) ol: les x; sont arbitraires, v(t) = t'v(t 1).
1

on pose M(t) = r(L{x)zv(t)

" - -
T ) et W(t) = " hw(t 1) qui est un pelyndme vec-

toriel de degré au plus n-1, (r agissant sur x).

On a comme dans le cas scalaire :

Théoréme 1.1 - Si P(t) est le polyndme d'interpolation de T:%T

en X i=1,...,n, alors:

r(P)(t) =lw(t)/§7(t)
n
F(t) - T(P(t)) = 0(t") = i r(LX)y
= Ntn Y Diti avec D, = rixTv(x)).
v(t) 20

Démonstration : Les démenstrations sont semblables au cas scalaire

\ﬁ(t) = tn-1F(X£E:jl:X£*l)

t -x

N I1(tnv(‘c_1)-tnv(x)) - F(git)—tnyiﬁl)

1-xt 1-xt

VD F () - )



M) v,

donc F(t) I
Vi) V) Xt
En développant en série entiere -¥§§% , on obtient formellement

r)y oy it v))
i20

d'ct le dernier résultat.

Reste a démontrer T(P)(t) =lw(t)/v(t) .

Dans le cas ol les X; sont deux a deux distincts

n V(X)-v(xw.) : |
P(X) = 120 X"X_i V'(X.i) . 1"X,it
(P()) (£) g Wixg) o0 W(xy) ’
t) = —f =t
T (P{x ifo —V'_(Xij 1-x1-t izo V“’U(sz:‘r_‘;:

w(e™) wice)

_— e bl
v(t™')  v(t)

La démonstration peut &tre étendue au cas ol les X; ne sont pas

deux a deux distincts. s

Si on note ry = (c},...,c?), on définit ainsi des fonctionnelies
linéaires composantes ¢ pour o = 1,...,d : c“(x;) = c? , et f_ étant
. a -
1a compesante de F : ¢ (1/1-xt) = fa(t)

n
IT est clair que la cemposante o de lw(t)/V(t) est 1'approxi-

mant de type Padé (n-1/n) de fa.

La fraction rationnelle vectorielle lw(t)/v(t) est par définition

1'approximant de type Padé (n-1/n) de F(t).
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On peut comme dans ie cas scalaire définir des approximants {(p/q)

pour I :

F(t) = 5y_4(t) + 'F ()  heZ

ol 2h-1 est la somme partielle de la série jusqu'a 1'ordre h-1
Th-1 = 0 si h<1
i

Fio= ) Tpaat

h 4%

on pose  (prh-1/)(t) =7, 1(t) + t“(p-1/;thct).

Seit By =1, 4(t) + th(p-1/§§Fh(t) =z, () + thP1/6(t)

d°P = p+h-1
d®°Q =p
P-0F) (1) = t"P,-0F, ) (1) = o(tP*").

Donc P/b est bien un A.T.P. de F de type (p+h-1,p).

Théoréme 1.2 - Si Fh est définie comme précédemment, 1'A.T.P.

(p+h-1/%) est défini et vérifie :
- heo.
(p+h-1/%)(t) = zp_q(t) + th(p 1/55%(t) heZ, pz20

F(£) - (peh-1/)(8) = 0(tP*)

£P*h ih, i £P*h i

= t T (x.Q(x)) = — D.t'.
dt) izo ” gt iéo L

Démonstration : On définit la fenctionnelle Tinéaire Fh par

t(x) = Tp,g s etoonpose (peheTf) =P(E) ).
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Par définiticn IP/a(t) Zpq(t) +Py 8

P = P,

FO F(t) - P(1) = G(t) (5, +t"F, (1) - (§(0).x,_, (£)+tP (1)

= QL (1) - Py (1))

= thrh(%—%%)

F(t) - P8) 3y = o TR

IT - PROPRIETES ELEMENTAIRES DES A.T.P.

Nous éncngens ici un certain nombre de propriétés élémentaires des
A.T.P. vectoriels. Les démonstrations consistent seulement a dire que les

résultats sont vrais composante a composante.

II.1 - Résultats algébriques.

1I.1.1 - Deux A.T.P (p/q) de méme dénominateur, d'une fonction F

coincident.

1,1.2 - Si F est remplacée par F + Ry » GRk polyndme de degré

k) etsi P est 1'A.T.P (p/q) de F, alors

/Q
(ap'fQ'Rk)/Q est 1'A.T.P (p/q) de aF +R, pourvu que p3 k+q.

I1.1.3 ~ Covariance homographique.

Soit z = ¢(t) = ‘FEI (ad # 0) et H(t) =F o (t).

C
Scit P = p/q%F
alors IPOﬂ(t)/Qoﬂ(t) = (p/q&1(t)



IL14 - i F(D) = tX6(t), alors t9(p, )g(t) = (pek ) (6).

11.1.5 - (p/q)lF + (p/q)G = (p/q)]F+G si les deux premiers A,T.P.

cités ont méme dénominateur.

I1. 2 - Représentation du reste.

11.2.1 - Propesition.- Si F est analytique au vecisinage de zéro,

et d°P = p :

1 .
T - Pt = e J L 0(u) F(u)du
2in0(t) ‘C (t-u)uP

ot C est un conteur de Jordan entourant 0, contenu dans 1'intersection

des domaines d'hclomorphie des fa.
Démonstration : Cette formule est équivalente a :

Q(t)JF(t) ='—v~,J Qﬁﬂl%%%glﬂy_ (formule de Cauchy)
C

o P11 Q(u) F(u)
donc P(t) = ?7;‘J (1 - up+1) U=t du
c'est-a-dire P interpcle Q.JF en zéro & 1'crdre p. s

11.2.2 - Proposition.- Si F est analytique au voisinage de zéro,

la fonctionnelle T est représentable par une intégrale a valeurs vecto-

rielles :
Si Hg représente les fonctions de € -~ € holemerphes pour |u| < % 3
Si R = inf R, et f, est holomorphe dans DR
o o3
g ety : T (g) =‘J F(u).g(%)%% g <r <R,
luj=r

Démonstration : On vérifie que T(t') =T
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?%— J ) r.ud) JT du_ o par permutation des signes somme a 1'inté-
T J u rieur du domaine d'holomorphie des fu.

T étant 1inéaire continue, cela suffit a assurer 1'unicité de
sur 1'espace des séries formelles G[Dﬂ] d'une part, et sur le sous-espace

des fonctions holomorphes par continuité. s

II1 - AMELIORATICM DE L'ORDRE D'APPROXIMATION.

On cherche v(x) pour que 1'ordre d'approximation scit supérieur

ar
>

v(x) = a_+ ayX + ae. + 3, X +ax', a = 1.

0

On a denc n inconnues. Avec les notations des théorémes 1.1

ou 1.2, on a :
Dy =0 <=> r(xkv(x)) =0
<= M) =0 a=1,...,d
donc Dk = 0 est équivalent a d équationsa vérifier par Bgseeesd, €t donc
on peut impcser la condition Dk =0 pour k prenant au plus [?/é] va-

leurs, ol [b/é] représente la partie entigre de ng- Ona donc le ré-

sultat suivant :

Théoréme 3.1 -~ Pour toutes les fractions rationnelles vectorielles
de type (n-1,n), 1'ordre maximum d'approximation de F = (f1,...,fd) est

au moins n + ["/d] - 1.

Pour toutes les fractions rationnelles vectorielles (p+h,p}, 1'or-

dre maximum d'approximation de F = (f1,...,fd) est p+h+[P/é].
n
Si Q(t) est le dénominateur, il vérifie dans le premier cas :

O _ i _ s
d% =n r(x'.Q(x)) =0 1-&.“,@/ﬂ—1
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et dans le second cas : d°Q = p do)) = o i = O,...,[b 1.
/4]

Démonstration : I1 est clair que 1'ordre maximum d'interpolaticn

signifie que toutes les composantes ont au moins cet crdre :

Soit P = (P1,...,Pd), ona :

F - PR - 0(t%)

Oy L k
Vas=1,...,d (f -P /3 = 0(t).

Le résultat provient alors des théorémes 1.1 et 1.2. En effet, si
d°P = p+h-1 et doa = p, 1'ordre maximum est au moins p+h-1 puisque les

A.T.P 1le réalise, et donc P/Q est un A.T.P particulier :
F - P () = o™

P est un A.T.P. et d'aprés 1.2

/Q

rh(xiQ(x» =0 i=0,...,k donc k= [?/é]-

IV - DEFINITION ET PROPRIETES DES DENOMINATEURS DES APPROXIMANTS DE PADE

VECTORIELS.

IV.1 - Définition.- On appelle Pnd+k (k < d) T1'unique polyndme
unitaire déterminé par :
i _ . _
r{x 'Pnd+k(x)) =0 i=20,...,n-1

(R)
CHXP (X)) =0 a= 1k

Les approximants de type Padé de polyndme générateur Pnd+k
approximent IF(t) a 1'ordre maximal nd+k+n-1. De plus, les k premiéres

composantes ont pour ordre d'approximation nd+k+n. Ce sont ces approxi-
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mants qu'on appellera approximants de Padé vectoriels.

IV.2 - Expression explicite des P (n 20, 0<k g dt).

nd+k
Les équations F(X1Pnd+k) =0 et ca(annd+k) = 0 définissent

un systeme Tlinéaire : Posons Pnd+k = n?;kaixi et A ek © 1.
( aorob *oeer ek Tndek T 0
. ar + +a T =0
o n-1 T nd+k " nd+k+n-1
aorék) e T An4ak Fégzk+n =0

chaque ligne vectorielle représente les d 1lignes scalaires
i i _ ‘s . .
8, Cp * eee ¥ 40k Chindek T 0, et la derniére ligne représente les k

premiéres lignes scalaires de (aorn + e = 0).
Cr appelle Hnd+k(ro) le déterminant de ce systeme.

Théoréme 4.2 - Une condition nécessaire et suffisante pour que

les P, existent pour.tout 1. est que Hnd+k(ro) soit non nul pour n 3 0

et k entre 0 et d-1.

Pnd+k admet alors pour expression explicite :

I‘o ........ rnd+k
P (x) = ! 5 E et P (x) =1.
ndekt T W) | : 0
I'n ] eeeeeees rnd+k+n-1
NORN k)
L xnd+k
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S

r9r20, 5-20.

1V.3 - Définition des P
Ces polyndmes sont définis de telle sorte que Bf soit le dénomi-
nateur de 1'approximant de Padé vectoriel [}+s-1/é], c'est-a-dire P? est

unitaire et défini par : notons r = nd+k, 0O < k<d

r(xin(x)) =0, i SaeessStn-1

(R)

Ca(xsmP:(x)) =0, 0= 1,000,k .

Remarque :
Ces conditions sont équivalentes a celles du théoréme 3.1 et
font toujours intervenir la méme fonctionnelle T, ce qui allege les

notations.

IV.4 - Expression explicite de Pi.

Les relations (R) sont équivalentes au systeme linéaire suivant,

. P S — .
avec pour inconnues a,...,a,_;a, coefficients de P2 (ap, = 1) :
¢
ajly AT TR 0
{ ar + ... +arT =0
o s+n-1 r r+s+n-1
(k) (k)
+ ...t r =
L 3ol s4n & pesen

Chaque ligne représentant d 1lignes scalaires, sauf la derniére
qui représente les k premigres composantes de 1'équation vectorielle

(aors+n oo+ a T o0 = 0).

Théoreme.- Une condition nécessaire et suffisante pour que Pi

existe est que le déterminant du systéme soit non nul. Par analogie avec

le cas scalaire, nous le noterons comme un déterminant de Hankel généralisé :
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Tg  eeeens
S _
Hr =
Fs+n-1
(k)
Fs+n ......

Pi admet alors

FS ......... PP+S
p:(x) = Tsan-g woeeee res+n-1
(k) (k)
gan tereeres rrsan
T x"

I1r+s+n-2

(k)
Tpssn-1

une expression explicite :

3 r+s-1
Toonoq *oveee Tpsgn-2
(k) (k)
rs+n ........ Fr+s+n-1

’V - EXPRESSION DES APPROXIMANTS DE PADE VECTORIELS COMME RAPPORT DE DETERMINANTS

On note zi(t) ou I, (si 1a variable est t) 1la somme partielle

de la série Y rktk.

k=0

V.1 - Cas de [r-1/r] , rz1.

, 3 . g n,
E~1/£] est 1'A.T.P. de dénominateur P. (ou Pr)

PL(t) = P (x)

t - x

W(t) = r(

|

[15d =W 5 (1)

- t”‘ﬁW(t‘1)/t“$r(t")

i-1 . .
i1~
ai(.z0 rjt )

agt! Tz, (7))



I‘O .......... § o FY‘
- Tn-1 Drtn-1
(k) (k)
Tn Tren
r-i
o .. R 4 Tiq eeens Zpet
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Seule la dernidre ligne du numérateur est vectcrielle, les autres

étant d lignes scalaires. On a ainsi un apprbximant vecteriel, le déter-

minant étant censidéré comme formellement développé suivant la dernigre

Tigne.

V.2 - Cas de [res-1),]
[r+s_1/"](t) =z 4(t) + tS[r-1/r]}-S(t)

F(t) = 25_1(t) + t%Fs(t) et les sommes partielles de F_ sont t5(z

[1elr, = (B B3 ()

..........

-5
-t (Zs+r-1'zs—

rz1,

1)

s>0 ou r=20,

s 2 1.

s+p'zs-1)

d'ol 1'expression de [%+s-1/é], (r=nd+k), ol seule la derniére ligne du

numérateur est vectorielle :



[?+s-1/é] =

s S+i

(k) (k)
I‘s.'_n ....... I‘S.'_n_*,I

r r-i
t I -t s=1+1

V.3 - Cas de [p/p”;}.

On pose ﬁh = ¢

Comme précédemment, on a :

¢+ [h+p-1

pectifs des numérateur et dénominateur sont p et p+h donc

_ 4~h+t _ -
[p/p+h]]F =t [p+h 1/p+h:’IFh
p
r( p+h

le terme général de la derniere ligne (ligne vectorielle) du numérateur

- . +h
/h+p:']Fh F(t) t

C'est 1'crdre maximum d'approximation,
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+10( p+[ ]

......

F et on considere t'h+1l:h+p'1/h+p]f_-

h+
+1
ol +[—aB])

Comme on peut le voir sur 1'expression ci-desscus, Tes degrés res-

ny
Soit M(t) Tle numérateur : W(t) =

P est

[p/p”{] =

()P n(t)

x-t

1—1'+1

h+1

oooooo

i-1 L. i=
h+p-1 13 j-i+1 h+p 1
t patt =
jZO Lopatt E rJ
. i-h :
th+p—1 12 I‘.t‘]+h_1
0
Ty eeeenvenes Ph+p Ty
(k) (k) :
' rn+h+p :
p J h+p
0...0,t ro,...,grjt ,// t
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V.4 - Expression générale {b/é] (g = nd+k).

On reprend des notations classiques, la Tigne vectorielle sera

la 1ere ligne et les termes d'indice négatif sont nuls,

Jr gttt E r.t' 9 1
0

p-gel tee rp+1 rp_q+1 cesenaas rp+1
bd| : '
q :
rp_q+n ...... rp+n :

(k) (k)

k k T eeeeees
é—3+n+1 ..... Fé+z+1 p-g+n+1 I1p+n+1

et [b/é] peut étre exprimé en fonction des Zn s

n+1

et Azn =T .t Ceci sera fait plus loin et permettra d'une part le cal-

n+1
cul récursif des appreximants de Padé vectoriels, d'autre part le lien avec

1'accélération de la convergence de suites vectorielles.

VI - COMPARAISON AVEC D'AUTRES APPROXIMANTS VECTORIELS.

VI.1 - Approximants de Padé simultanés, De Bruin ([6]).

L'étude de ces approximants et notamment une extension du théoréme
de Montessus de Ballore ont été faits par P.R. Graves-Morris et E.B. Saff
((2]).

Partant des A.T.P vectoriels, 1'ordre d'approximation est amélioré
de la maniére suivante :

Soient des entiers ro’

...,rd et s = r1 + ...+ rd

rozrr1 i=1i,...,d.

11 existe des polynémes Q, Pj, i=1,....d, tels que :
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s+r0+1
(in - Pi)(t) = 0(t ) t voisin de zéro

l.'idée commune avec les approximants de Padé vectoriels est que
1'ordre d'approximation est le méme sur toutes les composantes et le déno-

minateur Q est cocmmun.

Ce qui est différent est que le degré de Pi est variable avec i,
ce qui traduit un effort d'approximation medulé selon les composantes, alors
qu'il est unifcrme dans notre cas. On peut donc s'attendre & des résultats
comparables si tous les r; sont égaux. On peut résumer les comportements

de ces deux types d'approximants vectoriels sur le tableau suivant :

approximants de Padé Approximants de Padé
vectoriels simultanés
f1-P1/Q = O(ZZn) r0=n-1 ry=n r}=0 i# 0,1
meilleure
P./n = [n-1, |f P,/n = |n-1
approximation sur la 1°Q E /n:’ ! 1"Q [ /n 1:1
fere composante i=2..d, P./Q= (n-1, )f. P./~n = (2n-1,)
(Q est déterminé) 1 /nti iQ /n fi
. . - (e | _ —a(+2N
|>1/Q = [:n " f, et i=2..d (f, Pi/Q(t)-O(t )|i=t1..d (f, P]./Q)(t) o(t™")

p /Q = (nd 1/nd) Y‘1= =Y'd=n ro=n—1
approximation Pilg = (nd'1/nd)fi
uniforme
nd+n
d% = N

les approximants scnt différents
N = nd+k et k# O
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Le deuxieme cas est le seul ol les approximants sont les mémes.
D'un point de vue pratique, un approximant de Padé vectoriel est uniquement
déterminé par les degrés des numérateur et dénominateur, comme dans le cas
scalaire, alors que les approximants de Padé simultanés ont sans doute plus

de souplesse d'utilisation, mais nécessitent des choix annexes r,,...,r .
1 d

VI.2 - Approximants de Padé généralisés, C. Brezinski ([1]).

Ceux-ci ont été définis en connexion avec 1'e-algerithme tcpolo-

gique,

Rappel de la définition.- (S )

nn est une suite d'éléments d'un

espace vectcriel tcpelegique sur un corps K, qui vérifie

k k
(n Vn 120 a; (S5 - S) =0 avec g a; # 0.

k
Nous supposerons 2 ay = 1, ce qui ne restreint pas Ta généralité.
0

On considere le systéme

AAS kg e TS o g =0

L aOSn + . + ak5h+k = §
y' étant un vecteur quelconque de E', dual de E, on considére
Sn nek | | I 1
_ <y',AS > ... <y',AS . >
ek(sn) n n+k
id
] i ]
YeBSnikar o Y Snaak-1”

11 est clair que si (Sn)n vérifie (1), atlors ek(sn) = 8.



- 23 -

En considérant (Sn)n comme les sommes partielles d'une série

f(x) = § cixi xeK,ciek
i20

on a, par des transformations entre lignes et colonnes :

Sy ceerreeeees Spek )
R B A I SN 1
<y',cn+1> Y s Chaker” g
(@) e(s)=]| :
v id
<y',cn+k> cens <y',cn+2k>

qui est une fraction rationnelle P/Q de type (k+n,k).
Cette fraction vérifie :
P(x) - £(x).Q(x) = o(x"*k*)
(3) ', P(x) - F(x).0(x)> = (™),

Cette derniére propriété justifie le nom d'approximant de Padé gé-
généralisé E1+k/g] donné a e, (S ). IT se présente d'ailleurs plutdt comme
un approximant de Padé dans la direction y', ou comme 1'application de la
transformation de Shanks a la suite <y',Sn>. I1 s'ensuit 1'existence de 1'e-
algorithme topologique.

=

Ces approximants sont généralisés & des approximants dans plusieurs

directions :

Sn Sn+k

- <Y3sAS > oL <Y2,AS >
(4) ek(sn)= .1 n 1 n+k

<y&'ASn> cees <yi’ASn+k>

Ces rapports ne peuvent étre définis que si yi,...,y& sont indé-
pendants ; des approximations de Padé peuvent &tre déduit comme précédemment,

si les Sn sont les sommes partielles d'une série f
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Sn ......... Sn+k k
] . X eieaaeane 1

P <y1,Cn+1> <y1’cn+k>

(5) Tj (X) =
| id
Yolnat” o Yoo
- n+k+1
(6) P(x) - f{x).Q{x) = 0(x )

<y§sP(x) - f(x).Q(x)> = 0(xH4#2)

Supposons E de dimension finie d et prenons yi,...,yk,...,ya
comme base duale de celle de E, 1'approximant P/Q est exactement 1'ap-
proximant de Padé vectoriel [b+k/k pour k-s d, ce que 1'on reconnait
soit & partir de {5), soit & partir de (6). Les approximants de Padé vecto-
riels se présentent donc comme une extension de cette derniére généralisa-

tion.
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CHAPITRE II

RELATIONS D’ORTHOGONALITE VECTORIELLE.

Les polyndmes Pi ont été définis a partir des relations (R) d'or-
thogonalité vectorielle. Nous étudions ici, parallelement au cas scalaire,
cette notion d'orthogonalité : les polyndmes (PYS,)Y,20 vérifient une relation
de récurrence & d+2 termes (premiére partie), 2 familles (Pf,)r et (Pi+1)r
sont Tiées par un algorithme Q.D (deuxieme partie), et, enfin, on peut éten-

dre le théoréme de Shohat-Favard & ces polyndmes (troisieme partie).

La famille (Pi)r,s vérifiant pour chaque s une relation de récurrenc
a d+2 termes, on peut Tui associer soit la fonctionnelle vectorielle T, soit
considérer que pour chaque s, c'est une famille % orthogonale, associée a
une fonctionnelle Tinéaire L. Nous étudions, dans la quétriéme partie, le
lien entre coefficients de la relation de récurrence (d), fonctionnelle L et
fonctionnelle T, et caractérisons les relations de Tongueur fixe 3 d+2
termes. Nous démontrons, d'autre part, un algorithme de calcul de cés polynd-
mes, assez semblable a la généralisation de 1'algorithMe de Neville-Aitken

(cinquidme partie).

Les résultats des trois premigres parties de ce chapitre ont été

partiellement publiés dans [27].
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Les approximants de Padé vectoriels ont été définis comme des A.T.P.
de polyndme générateur Pi , unitaires, définis par les relations (R)

si r=nd+k, 0<sksd

r(x1.P$(x)) =0 i = S,.0.,5+N=1
(R)
ca(xs+n.Pi(x)) =0 a=1,...,k
Ces polyndmes admettent une représentation comme rapport de deux
déterminants
T eennnns Lesm
Tsan-1 ==~ S+r+n-1
P (k) (k)
sap tree e
r s
5 T eemeses X Hr(x)
P>(x) = =
r : HS
Tg vernnnnn Dt r
(k) (k)
Teop coeeeee T e spinied

Ces polynomes seront appelés par la suite vectoriellement orthogo-
naux, relativement a la fonctionnelle T, et on peut considérer ce chapitre

comme la justification de cette appellation.

Ces polyndmes sont placés dans un tableau a double entrée comme les
approximants auxquels ils correspondent : r constant, s variable décrit

une colonne ; s constant, r variable décrit une diagonale :

.~ ps
S r.
\\ N
.. =
S+2 > pSs+1 *ps
Pr-1 P - r+1



- 27 -

I - RELATION DE RECURRENCE ENTRE LES (Pi)r>0‘

Le théoreme est d'abord énoncé et démontré pour s = 0.

Théoreme I.1 - Les Pnd+k vérifient une relation de récurrence a

d+2 termes, de la forme :

d
- - nd+k+1
(4) Prdrkst = X BndukatPogak * UZ1 "y nd+k-u
r+1
Y4 #£0 r zd.
Démonstration :

Les polynOmes Pi ont été supposés unitaires, ils forment donc une

base :
nd+k
y.P.

P g 11

ndske1 ~ % Pndek =

r(x™.p =0 si T(xX"P -0 et r(x™'p = 0

nd+kel X Prdsk) nd+k+1) nd+k’
=0 si mtl ¢ n-1 soit 0 ¢ m g n-2

oy m - . . -

¢ (x .Pnd+k+1 - X Pnd+k) =0 si m=n-1 et a=1,...,k

d'oll un systéme de (n-1)d+k équations.

D'autre part : T(P..x") =0 si m«¢ [a] -1 et

oy M _ =
¢ {x 'Pmd+k) =0, a=1,...,k

nd+k m md-1 m
r( % x'viPs) = % v TPL).

D'oli e systéme, d'abord en T, puisen c*(a = 1,...,d) :

d-1
m=0 g v;T(P;) =0 Yo c1(Po)

0

Y1 CZ(P1) =0

<
o
i~
(o]
-~
+
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_ i 1 | i
n =1 v v T(x Pi) =0 ¥oC (xP )+ 4y C (xPq) = 0

Doy d Aoy
YOC (XP0)+...+‘YdC (XPd)+-..+Y2d_1C (szd_1)-0

(n-1)d-1 -2

= n-2 g yir(x Pi)=0 Y0C1(Xn-2PO)+...+y(n_2)dc1(xn-2 P(n~2)d) =0

‘ dgn-2 d, n-2
o€ (XTP ety oy 4C (x P(n-2)d)+"'+

d, n-2 _
Y (p-1)d-1¢ X P(po1)g-1) =0

nd+a

me=nt 3oyt =0 a1k
— 0

On a finalement un systeme triangulaire en Yoo+ ++3¥(n-1)d+k-1 dont le dé-
K

a, n-1
P(n—2)d+a—1i]'ag1c O P (1) deant

d
. . a a o, n=2
terminant est : I [} (P g (xP ., 4).. O (X

a=1

En reprenant 1'expression explicite des P

Do eenenes T dea-1
Tp 4 aeees T 0
% h 1 h-1 (h~1)+hd+oa-1 th+a
C (x'P Yo ot - . ndfa
hd+a~1 KO r(Ot-1) r(a—1) Ho
hd+a-1| “h **** “h+hd+a-1 hd+a-1
o [0}
Ch ........ Ch+hd+a-1

Donc le déterminant est non nul dans 1'hypothése ol tous Tes Pi

existent (H? # ,O’ Vi) et donc Yo T vt T Y(n-1)dek-1 T 0.

Finalement, la relation de récurrence s'écrit

d
_ - ' nd+k+1
Prdsket = X Bukcat Praek * UZ1 " nd+k-y
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n+1

La démonstration de Y4 # 0 est faite au paragraphe I.3 suivant.

Remarques.

1. En particulier, cette formule induit que la famille Pr est 1

d
orthogonale ([19]), et en considérant les relations (R), il est clair que la

famille (Pr) est % orthogonale relativement & la fonctionnelle c1 :

1 ) .
c (xiPr(x)) =0 r oz id+1

Nous reprenons ce point en détail dans la quatrieme partie.

2. Si d =1, on retrouve une famille (Pr) vérifiant une rela-

tion de récurrence 2 3 termes, c'est-a-dire orthogonale, et les Pr sont les

dénominateurs des approximants de Padé E~1/é].

Nous énoncons maintenant le théorame dans . le cas général d'une

famille (P5)

Pyesg 0 S fixé positif ou nul.

Théoreme 1.2 - Les (PY)

r rs0 vérifient une relation de récurrence

a d+2 termes, de la forme : r =nd+k, 0 < k < d

d
s _ _ .S s r+1,s s
(d) Pret = (x - B )PL+ uz1 Yy Pr-u'
La démonstration est identique au cas précédent.

11 faut remarquer que dans les relations (R), seule la condition
r(xiPi(x)) =0 i = 8y0..,5+0-1

est nécessaire pour que les approximants de type Padé associés vérifient la
condition d'optimalité de 1'ordre d'approximation.
Par contre, pour démontrer les théorémes I.1 et 1.2 ci-dessus les

deux conditions définies par Tes relations (R) sont nécessaires.
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1.3 - Calcul des coefficients de la relation.

Des méthodes comparables & celles employées pour les polyndmes

orthogonaux classiques permettent de calculer Tes coefficients.

Dans le cas s = 0, pour simplifier, on détermine YgororoVgak
n—

1 k+1 d .

On multiplie (d) par x puis on applique successivement ¢ ,...,C

p
ck+1(xn'1

- k+1,.n
Yd P(n_1)d+k)— -C (X PY')

k+2, n-1 k+2, n-1 _ k+#2;.n
IR Pla-t)dsk) *¥a-1S O Praopyduket) = 7 (P

d, n-1 d, n-1 _ _d/on
Y (X Praonyaa) e * Y O P(nag)gag-r) = 20 P

Le sysféme est diagonal, le terme général de la diagonale est :

k+i, n-1 _ 0 0
O Py dekeio1) = Hn-1)deke i/ P (n-1) deksi-1

et ce terme a été supposé non nul.

Au deuxiéme membre au moins ck+1(x"Pr) = Hg+1/H2 .est non nul.
Donc on a ainsi obtenu yyse...vy (avec au moins vy, # 0).

En appliquant de méme a (d), multiplié par xn, c1,...,ck, on

aura un systéme triangulaire en Yyseres¥d-k-1 €N fonction des Yoo ot 0 Ydak
précédemment calculés. Le déterminant sera pour la méme raison non nul. Le
terme c“(anr) est nul pour o = 1,...,K.

k+1

Bpyq Sera calculé en appliguant ¢ a 1'égalité multiplié par

x"  (de telle sorte que son coefficient ck+1(anr) soit non nul). I1 est

obtenu en fonction des T,

Remarque :

Les calculs ont par rapport au cas classique des termes résiduels

encombrants. En particulier, on a supposé pour r = nd+k :
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k+1,.n n
¢ (x Pr) #0 donc T(x Pr) #0 ou F(Pn'Pr) #0 .

Cette hypothese se substitue a c(Pi) # 0 dans le cas scalaire.
De méme si Py ., = (x—ek)Pk = NP Mk # 0 est "remplacé" par Ty #0,
c'est-a-dire la relation (d) n'est pas de "longueur" inférieure a d+2

(cf. quatrigme partie de ce chapitre), sous 1'hypothése Hg # 0 sur tout r,

IT - ALGORITHME QD VECTORIEL.

L'algorithme QD ([1), [13]) peut &tre étendu au cas vectoriel.

La méthode consiste a relier deux familles consécutives (Pi) et (Pi+1)

rz0 rz0

Cette méthode, développée dans le cas scalaire,donne 1'algorithme QD classique.
Théoreme II.1 -

(x) = x PS+1(X) - qi+1 P?(x) rx0, 5320

r+1
(q) ' ys+! Hs
s r+1
Qs Hs Hs+1
r+1°

Démonstration : On applique 1'identité de Sylvester au déterminant

s+,

s . .
Hr+1(x), numérateur de (x), puis on divise par Hr+1 r On obtient

r+1

s+1 B s+1 s+1 s
Hr r+1(x) = X Hr+1 H (x) - r+1’Hr(X)
s+1 s
s+1 r+i s
1(X) (x) - T P(x)
r+1°'r

Cette relation est formellement identique au cas scalaire, mais les
déterminants Hi qui figurent ici, sont les déterminants de Hankel générali-

sés selon ce qui a été dit au chapitre I, quatriéme partie.

Cette relation 1ie Tes polyndmes situés en "marche d'escalier”
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(rss) 0
(r,s+1) * ——— 0 (r+1,s)

Théoreéme 11.2 -

s+1 s rel s st

PS (x) - Pa(x) = - Y e’ ;P (x), s20, r=xd,

(e) i=r-d ’
s
er,r-d # 0.

ps+l _

r

Démonstration : Comme dans le théoreme I.1, on développe

est de dearé r-1.

P: sur la base des polyndmes P?+1, en remarquant que Pi+1 - Pi
P00 - PS00 = T ay P
r X P = § i
PO (PSP (x) =0, = sl,.esenel (r = ndek)
ca(xsm.(Pi+1 - Pi)(x)) =0 @ = T e es ke
Sachant que c“(xs+1+h.P§+1(x)) =0 pour i 3 hd+a, les A,
..,r-1, vérifient le systeme linéaire suivant :
(3-1)d+o =1,...,det j=1,...,n-1

1]
=

3 o
x:c“(xs+1+3_1.P§+1(x)) =0 {

B i i 8 = sk et J

k(x3*".p5*1  (x)) = 0.

A KPS (x)) “FPrd-1

0 0 sux ¥ A(n-1)d+k—1c

Les termes diagonaux sont :
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he S+1+j-1 Ss+1 _ S+l s+1
Cx 'P(j-1)d+h—1(x)) - H(j—1)d+h H(j-1)d+h-1 :

Ces quantités ont été supposées non nulles donc

On a donc le résultat annoncé.

Les (Ar.)

vérifient alors le systeme suivant :

ifi=r-d,...,r-1

r-1
r(x5+"(p§+’(x) - PS(x)) = rgd Air(x5+"p§+1(x))

r-1
F(X5+n+1(P§+1(X) _ Pi(x)) = 2 )\iI‘(XS+n+1P?+1(X)).
r-d

. Py N o .
Les premiers membres, écrits avec les ¢, deviennent :
. .
- (xS nPf‘,(x)) a = k+1,...,d

_ CG(XS+n+1Pi(X)) o

1
—_
-
.
.
-
=
.

Les A; Vvérifient alors un systéme triangulaire :

k
)\r_dck+1(x5+npif;(x)) . = ¢ +1 (XanPi(x))
Ar_dck(xs+n+1Pif;(x)) + ..+ Ar_1ck(xs+n+1P§f}(x)) = -ck(x5+n+1Pﬁ(x)).

Le déterminant est Te produit des termes diagonaux non nuyls.

s+1 s+1 s+1

r-d+1 Hr _ Hr
T R Y B

Hp-g Heoy  Hed

et le second membre a au moins le terme -ck+1(x5+nPi(x)) non nul.
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IT est difficile d'avoir une expression explicite des i c'est-a-dire

S

es e .
des r,i

, mais ils existent et ei r-q €stnonnul. =
3

Si rg<d et r 30, le théoreme II.2 est valable comme déve-

1 Clest-a-dire €5. =0, i<0.

s+1 s S+
Toppement de Pr - P7 sur la base Pi i

r

La relation (e) lie les termes situés suivant le diagramme

sujvant :
(r-d,s+1)*\\\
*
.*
(r-1,s+1) "« o(r,s)
*(r,s+1)
= s _ .S .
Dans le cas d = 1, on retrouve € r-d = & et le diagramme
* ————— 0(r,s)
(r-1,s+1) |
l
*(r,s+1)
Théoréme 11.3 - Algorithme QD vectoriel.
Les quantités qi et eii sont 1iées par 1'algorithme suivant :
5 ( 1 1

S+ S+ _ s s
Qb1 Qpeq * er,r-1 TS B

s+1 _s+1 s+1 _ s S s .

(QD) J QD 2 ¢ Cri tGia1 Y S o1 T 8 et Y Bren,d i=r-d+l,...,r-1

QD 3 oSt sl _ oS s

r,r—d‘qr—d+1 r,r—d‘qr+1

k \

Les conditions initiales de 1'algorithme sont détaillées plus

loin.
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Démonstration : En utilisant successivement les relations (e),

puis (q), puis (e), on trouve Ta relation (d)} sous la forre :

r
s+1 _ 58 _ S S+1
Prat = Prag r-§+1 ®rit,i P
r
s+1 s S \ s S+1
=x P> g, P> Y e’ P
r r+l 'r prode r+1,1 i

-1 r
Copstl s psHl LS s psely s S+1
=xP - qr+1(Pr‘ * r‘i-d er‘,i P'i ) r-%+1 er+1,1’ Pi

S+1 S Ps+1

s s s s
L e +er+1,i)Pi " Cp-d Yre1 Tp-d

- ..q
r-d+1 727 r+

On peut de méme trouver la relation de récurrence par la démarche

(q), puis (e), puis (g), a savoir :

o
w
H

s+1 S (3
rel S %P -Gy Pr

r-1
S S S+1 S S
x(Py - rzd e ,i Pi ) 7 Gpay Py

r-1
S S S S S S
(x=qp )Py - rzd e 1Py * 95aq PP

r-1
S S S ‘S S S ' s S S S
(x=0p 17y pop)Py 'r_§+1(er,i %Ga1*er,i-10P5 7 € g Gp-det Prog -

Réécrivant cette relation a 1'indice s+1, et identifiant avec
la premiére relation trouvée, on trouve les relations de récurrence cher-

chées. ®

Dans le cas d =1, on a seulement les relations QD1 et QD3
qui sont 1'algorithme QD scalaire de Rutihauser.

S

Soit Ei =(e3.) i=r-d,...,r-1. Les quantités ES et a;

r,i r
peuvent &tre disposées dans un tableau :



qi—1 qi-1
B 5!

i % ot
- €}

oS N

L'algorithme n'est pas réellement en losange, car le calcul de
s-1 gS” 1

S < . . .
Er ne nécessite pas la connaissance de Qi qr r > mais de
¢! ' S Es'1 si on progresse selon s. De méme si 1'on
qr+1’qr TR EREREL P L prog .

progresse selon r, Tle calcul de Ei nécessite non pas qS qi+1 ii} s

s+1 s+1 s+1
mais q: r29pegete s o0 Er—1’Er 1°

Cependant, le calcul progresse a peu prés comme dans le cas sca-

laire :

S

941 est

- si les colonnes sont connues jusqu'a 1'indice r,

obtenu par QD3, puis Ei+1 par QD2 et QD1.
- si les diagonales sont connues jusqu'a 1'indice s, alors on
peut obtenir la diagonale sujvante.

. . . . *
- si on a une diagonale d'indice s et une colonne Exed * alors

on obtient qi+1,...,qi:; par QD3 et QD2, puis qk+d+1(QD1) et Ei:;+1

(QD3 et QD2), q§:3+2,..., c'est-a-dire la diagonale d'indice s+1.

Nous précisons maintenant les conditions initiales de 1'algorithme.

Les relations (q) et (e) s'écrivent :

s s+1 S S
Pr+1 = X Pr = Gy p rz0, sz0
r-1
pS*l = pS -y oS L St r30, s30
r-d *
Comme il a été remarqué dé ei ;= 0 si i<©O
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D'aprés ce qu'‘on a vu sur le fonctionnement de 1'algorithme,

nous devons définir EZ et les colonnes qz pour k = 1,..;,d.

’
. S _ s . P = -
On a : Eo =0 (eo,i =0 car i = -d,...,
s _ 1 1
{ 41 = €541 / Cs
s+1 ;S
s ot = 0,...,d-1
R e | @F Tarees
L a+l ‘o

Les deuxieme et troisieme relations sont directement issues de
(q) (th. IL.1).

I1 faut remarquer que les déterminants HZ qui interviennent
ont une dimension au plus égale & d x‘d, ce qui ne peut étre trés grand
dans la pratique. La fonctionnelle ¢® intervient pour la premiére fois

dans Te calcul a la colonne q; .

Théoreme 11.4 - Deux quelconques des relations (d), (q), (e)

impliquent la troisigme.

Démonstration :

(i) : (q) U (e) ==> (d)

c'est Ta démonstration du théoréme précédent,

(i1) : (d) U (q) ==> (e).

Ecrivons (d) sous la forme :

r-1
S _ (S s _ s S s s _ S s s
Praq = (x=ap q=e o q)Py r_§+1(eri 9501%8r,1-10P7 7 e pod Yr-det Prog
s _ s+1 _ s 3
Pr+1 = X Pr Aoy Pr .

Par soustraction, on obtient :
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-1
s+1 _ s " S (pS 3 S
X Pl =x Pp- 1 eri(P1‘+1 * 8541 Pi)
r-d
r-1
S s S+
= x[% - Y el Py 1
rooptg i

C'est ia relation (e).

(iii) ¢+ (d) u (e) ==> (q).

Prencns (d) sous la 1ere forme obtenue au théoreme précécent.

st g pstl L s (pst! r§1 eS . pStly . g oS s+1
r+1 jd r+1t r e r,i i . r+1,i i
_ s+1 S S s+1 S
=X P - q g Pt (Pr+1 - Pr+1)
= S s+l _ 8 3
== Pr+1 =8 Pr Qi1 Pr :

III - EXTENSION DU THEOREME DE SHOHAT-FAVARD AUX POLYNOMES VECTORIELLEMENT

ORTHOGONAUX .
Nous savons (th. de Shohat-Favard, [10],[25]) que si une famille
de polyndmes Pn unitaires, de degré n vérifie une relation de récurren-

ce a trois termes :

Prey = &= Bp)Py = A Py

avec tous les A, non nuls, alors il existe une fonctionnelle linéaire ¢
unique (a multiplication par un scalaire prés) telle que les Pn soient

crthogonaux relativement a ¢, c'est-a-dire vérifient
C(Pn Pe) = o Spps @y # 0.

Nous étudions ici la connexion entre relation d'orthogonalité

vectorielle et relation de récurrence :
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Les polynOmes Pi ont été obtenus a partir des relations d'or-
thogonalité vectorielle (R) & partir de la fonctionnelle vectorielle T
ou des d fonctionnelles scalaires ca, o= 1,...,d, sous 1'hypothase
Hi #0 (rz0,s3>0)

;.1 pS _ s _ -
(x ‘Pnd+k(x)) =0 i=8y000,5%0-1, a=1,,..,d

(R)
(xS pS

S0 =0 =k

Ces polyndmes vérifient une relation de récurrence (d) a d+2

termes, pour teut r et s, et cette relation est de "longueur maximum

c'est-a-dire
d
Prpq(x) = (x=8)P (x) - Z

WA rad

Si r est inférieur a d, 1la relation existe encore et le der-

nier terme est non nul c'est-a-dire y: #0.

Nous allons montrer maintenant qu'a partir d'une famille (Pr)r>0

vérifiant une relation (d) de longueur maximum, i1 est possible de cons-

truire un tableau (Pi)r>0 s30 et d fonctionnelles linéaires c1,...,cd

telles que les relations (R) soient satisfaites.

Théoréme I11.1 - Soit (Pr) une famille (d) de longueur maximum.

rz0
I1 existe (Pi)r rx0, s3>0 tels que

o _

Pr = Pr r:0

s .
(Pr)r;O est une famille (d) (pour chaque s, s x 0)
(P3) et (PS+1) sont 1iés par 1'algorithme QD.

r’'rz0 r ‘rz0
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Théorgme III.2 ~ Sous la mdme hypothese, i1 existe d fonction-

nelles linéaires c1,...,cd de 1'espace des séries formelles E[DG] dans

¢ telles que les relations (R) soient satisfaites.
¢® est uniquement déterminée par les constantes cg,...,cg_1.

L'espace des fonctionnelles T = (c1,...,cd) est de dimension (d ).

Démonstration du théoréme III.1 :
lere_¢tape : Construction de q¥ et ED = (e) _jo...ep o)
" L'indice supérieur zéro est omis dans cette partie.

Prog(x) = (x-8

r=-1
r _ —
e PR(X) - rgd VP (X)) P20, v, =0 sior-u<o.

() Br+1 = OQpyq * er,r—1

(2) "= € ot * €y Gt W= r-del, -t

roo_
B) g = € r-d Yr+1-d °

On raisonne par récurrence : si Pr+1,q1,...,qr sont connus,

on obtient e par (3) (car psp-d # 0 sinon Y?—d serait nul),

ryr-d

e, pour u= r-d+1,...,r-1, par (2) et Gp.q PAr (1). En particulier,

les g; sont non nuls.

Pour les conditions initiales, on a :

Po(x) =1
r=0 P1(x) = (x-61).P0(x) qq = By
ro=1 Pz(x) =

| _
(x—BZ).P1(x) y1.P0(x) { a, + eqp = By
94 €y =y} #0

On obtient donc qq puis, €10 puis -
9)

Les suites (qg)x et (Er ,

sont donc entiérement définies pour r 3 1

a partir de la suite P., et de la relation (d) vérifie par (Pr)rzO'
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-------- » Construction de r'rz0°
On montre que Pr+1 * Qg Pr est divisible par x :
r-1
r+1(x) * Qe Pr(x) =X Pr(x) - rzd( u+1(x) T RJ(X))eru

P1(x) + Po(x) = X PO(X)

1

Pu est divisible par x et Pr est dé-

donc, pour tout y, Pu+1 * a4

fini par :

(x) +q.,4 P.(x)=xP (x) r:0

r+1 r+1

en particulier P;(x) = Po(x) = 1.

Montrons que la famille (P:,)r est une famille (d).

(P,) vérifie (d) et (P,.Pl) vérifient (q), donc (e) (th. I1.4)

1
r+1

(x) =P p}(x).

r+1

r
(x) - Y e
r-d

-d+1 r+1,1

La double famille P ,P1 vérifie (q) et (e), donc (d) :

r-1

1 -
Pr+1(x) - (x'qr+1'er,r-1)Pr 2 (.. P (x)- “&r,r-d Ir+1 Pr-d(X)'r_%+1er+1,uPu(x)

1 r-1 1 l"-_1
= (x-qr+1)(Pr(x)+rzderuPu(x))-rgderu(Pu+1(X)+q o u(x)) 2 et uP (x)

r-1

. 1 1y, 1
- (X'qr+1°er+1,r)Pr(x)'r_§+1(eru qr+1+er+1,p)P“(x) er,r-d Qps1 Pr—d(x)'

A partir de (Pl)r>0 , on peut comme précédemment construire

1 . . . 2 L R
et (Er)r par 1'algorithme Q.D, puis (Pr)r20 et ainsi de suite. ®

Démonstration du théoréme III1.2 :

lere étape : Définition des ¢, a = 1,...,d.



c1(Pr) =0 rz
Ca(Pr)=0 r:za
cd(p) =0 rsd
r .
r-1 .
. _or i
Soit P (x) = x' + y a.; X
0
a o l’"1 a
c (Pr) =cp o+ g a.;
a _ PP o : a o
c(P.) =0 définit c_ & partirde c ,...5C 4 -
On veut que cu(Pr) =0, a 2 r, donc tous les c? sont unigue-
ment déterminés a partir des o constantes arbitraires cz,...,cz_1.

1

En particulier, c1 est déterminée a partir de Co Elle est unique a

Ta multiplication par une constante prés,

2eme_étape : Nous avons 3 démontrer que (Pr) vérifie les rela-
tions (R)
c“(x1.Pnd+k(x)) =0 1=0,...,n-1, a=1,...,d
or N = =
C (X .Pnd"'k(X)) = 0 a = 1,. -,k.
On a, d'aprés (d)
r-1
x P(x) =P () +p, 4 P.Ax) - rzd v, Pr-u(X)
o - el (O -
donc (P _yg(x)) =0 ==> c*(x P.x)) =0
donc c®(x Pr(x)) =0 si r 3 d+
. . o _ . oy 1 -
de méme si c (P _.4(x)) =0 == c (x P.(x)) =0
donc c“(xi.Pr(x)) =0 si r 2 id+a.
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3eme_étape : 11 reste a démontrer que les relations (R) sont

satisfaites par tous les polyndmes Pi
s+1 _ S S S
x Px) = Pr+1(X) * Ay Px)

03P 0) = TR (0) + 6S,, P TLPS())

"
.
“
.
.
a
h

si i-1 = s,...,54n-1 et o«

ou si i = s+1,...,54n et a=1,...,d

alors  c%(x! Pi+1(x)) =0
si i-1 =s+n ou i=s+n+l et o= 1,...,k

alors de méme c“(xi.Pi+1(x)) = 0.

Donc les polyndmes Pi satisfont les relations (R), relativement

aux fonctionnelles ¢%, a = 1,...,d.

La conclusion sur la dimension de 1'espace des fonctionnelles r

solutions, se déduit immédiatement du fait que c® est déterminée par les

(¢} o

a constantes c_,...
o] a=1

Le fait qu'une fonctionnelle linéaire admette une famille de poly-
ndmes orthogonaux est caractérisé par la non nullité des déterminants de

Hankel. Ce résultat s'étend aux fonctionnelles vectorielles.

Théortéme 1I11.3 - Soit (Pr)r>0 une famille vérifiant une rela-

tion de récurrence (d) :

YR (x).

Prst = (X'Sr)Pr - nooreu

in

[[Nanar f=9
—_

La fonctionnelle r du théoreme 1I1.2 est supposée telle que

H?,...,Hg # 0. Alors les déterminants HC

. (ou Hr) sont non nuls si et

seulement si
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YS#O rz d.

Démonstration : D'aprés le calcul fait en 1.3, et en supposant

Si H.#0 et H_4#0, P._, et P, ontune expression

comme rapport de déterminants :

(4] r
_ yo 0 =
(33) Pr(X) = HY‘(X)/HY, Hr(X) = I'n_,] ........ rr+n_1
(k) (k)
I'n ........ rY'+ﬂ
| Xn

kt#1,.n _
et ¢ (x Pr) = Hr+1 / Hr

r _
donc Yd'Hr-d+1 / Hr—d = H‘r,+1 / Hr

Montrons maintenant que si yg # 0 pour tout r, si
H1,...,Hd #£ 0, alors Hr # 0. La démonstration se fait par récurrence
et démarre 3 r =d :

H1""’Hd #0
- P1,...,Pd ont 1'expression (33) et donc

Yg #0 Hd+1 # 0

Denc H1""’Hde+1 #0 ]

d+1

Pgseq @ 1'expression (33) et Hyep # 0.
Y1 #0

S~

De méme
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H LH O #0

15°+

r
Yp-d #0

r
\ .
P. a 1'expression (33) et Hr+1 # 0.

r
Et finalement si H1,...,Hd #0 et Y:-d #0 pour tout r > d, tous les

déterminants de Hankel généralisés Hr sont non nuls.

.o r . _ . A
Inversement, si Yped = 0, soit Hr+1 = 0, soit les polyndmes
P. ou P__, ne s'expriment pas par 1'expression (33) c'est-a-dire Hy
ou H._, estnul, donc les H; ne sont pas tous non nuls.

Remarque :

L'hypothése H,,...,H, non nulle définit 1'indépendance néces-
1 d

. . 1 d
saire aux fonctionnelles ¢ ,...,C .

Ce résultat généralise celui associé aux récurrences & 3 termes

Pret = (X-Bn)Pn R AP

An #0, n3z 1 est équivalent a Hn #0, nz>21, oula fonc-

tionnelle par rapport a laquelle les Pn sont orthogonaux est quasidéfinie.

IV - APPLICATION AUX FAMILLES DE POLYNOMES % ORTHOGONAUX.

Une famille de polyndmes Pr est dite % orthogonale relati-

vement a une forme linéaire L si :

L(P1 Pr) =0 r oz id+1 iz 0.
La famille Pr est strictement é orthogonale si
n
L(Pn.Pnd) #0 ou L(x .Pnd) # 0.
La famille est réguligrement % orthogonale si

n
detE(Pv.Pp)} #0, n3z0.

v,u=0
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Si d=1, les familles strictement et réguliérement % orthogonales sont
orthogonales au sens simple et L(Pi) # 0, c'est-a-dire que L est quasi-

définie (ou non dégénérée ou admissible...)}.

On sait [19] que si une famille (Pr) vérifie la relation de

récurrence (d), elle est % orthogonale.

Nous nous intéressons ici au probléme inverse, toute suite %

orthogonale ne vérifiant pas une relation de récurrence (d).

Théoreme IV.1 - Une forme L admissible étant donnée, il existe

une infinité de suites % orthogonales (réguligrement ou strictement), qui

vérifient une relation de récurrence a (d+2) termes de type (d).

Démonstration : Nous nous limitons & considérer des familles de

polyndmes Pr , unitaires, de degré r, vérifiant PO = 1.

La suite Pr est construite par récurrence, donc nous supposons

connys P ,P_. On cherche Pr+1 (r = nd+k, 0 < k < d).

oy

On développe sur la base x Pr’Pr"“’Po :

—. 5

r
Pr+1(x) = X.P o+ g a

(Pi) est %» orthogonale donc

On a donc le systeme (E) de n équations a r+1 dinconnues,

suivant :
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( et nd
LR )+ ) oy L(x" P.) =0
c
(n-1)d :
Lp )+ ) e L™ R) =0
[¢)
(£) 4 reeereeeeess
d
% oy Lx PL) =0
§ g L(PO) =

Ce systeme a la forme en escalier suivante :

n+1  équations

O s e sy {(nd+1) inconnues.

09

Supposons que les suites '(Pr) considérées sont strictement é
orthogonales (hypothése prise pour simplifier, qui n'est pas fondamentale,

comme on le montre 3 la fin) c'est-a-dire

L(xK Peg) # 0+

Alors les termes =« du systéme sont non nuls et le systeme E
est de rang n+!, 11 faut donc pour définir Pr+1 choisir r-n cons-

tantes :

&g oot O%deq %det 00t “(n-1)d-1 *(n=1)d+1 *** “nd-1 ®nd+1 "0 Cr

définissent, par (E), les n restantes Ggees®(n_1)d°%d *

Si on veut que (d) soit vérifiée, i1 suffit d'ajouter les con-

ditions :
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Le systéme (E) utilisé de bas en haut donne :

0 ==

Q
—
"

= %n-23d-1 T

11 reste 2 équations

(n-1)d

L™ p) = (X" )
(n-2§d+1 it ! i

nd n n+1
% o Lx P'i) = L(x P ).
(n-2)d+1

fer CAS : r =nd, les 2 seconds membres sont non nuls (au

moins L(x" Ppq)).
®(pn-2)de1 - 0 T %(n-1)d-1 " 0 impliquent :

LT P gyg) = L Pg)

“(n-1)d n-1)d

n n _ n+1
U.(n_1)d L(X Pnd) + See T (lnd L(X Pnd) = L()( Pr)_

%(n-1)d est défini de maniére unique, non nul.

Pnd+1 dépend de (d) paramétres 1iés par la deuxiéme €équation,

soit (d-1) indépendants

n = _ = _ s =
L(X PY‘) =0 et Ot(n_z)d+1 = wew = ()L(n_1)d+1 =0 == ot(n_1)d = 0.
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I1 reste une équation. Si de plus Cna)del = 0 T Y(n-1)dek-1 © 0:

N L6 P - 6 P )
r:dui X i1 = X r
r
et finalement : Pnd+k+1 = X Pnd+k + Ly o Pi .

Pnd+k+1 dépend de (d+1) paramétres 1iés par une équation,
soit d indépendants. I1 y a donc une infinité de cas possibles et il existe

une infinité de familles (Pr) répondant & la question,

Si les suites cherchées ne sont pas strictement % orthogonales
(c'est-a-dire L(xk Pkd) peut &tre nul) le systeme est cependant de rang
n si les suites sont 1 orthogonales et pas H%T orthogonales et le ré-

d
sultat est identique : i1 y a une infinité de solutions.

Si r ¢ d, les conditions d'orthogonalité se réduisent a :

c'est-a-dire une équation :

P1 est uniquement déterminé ;

P, dépend de (k-1) = constantes arbitraires.

La condition (d) est automatiquement vérifiée comme décomposition
de Pk+1 sur la base x Pk Pk...Po , cette décomposition ayant moins de
d+1 termes.

IT y a donc une infinité de familles de polyndmes %. orthogona-

Tes qui vérifient la relation de récurrence (d). =

Si on a une infinité de familles associées & L, on peut essayer
dans ces familles de faire un choix canonique, qui correspondra & annuler

le plus grand nombre possible de termes de la relation (d). On étudie
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d'abord le cas des suites de polyndmes strictement % orthogonales :

Les a: sont assujetis a vérifier le systéme (E') de 2 équa-

tions :
d
n B n+1 " r n =
LOX" P )= LT P) rzd ay LIXT Ps) =0
(E')
n'1 _ n r n"1 =
L(x Pr+1) = L(x Pr) * %n-1)d L(x P(n—1)d) =&
ST Tr f nd Otr(‘n_1)d =0

si r =nd a?g-1)d

'L(Xn Pnd)/L(xn_1 P(n_1)d)-

Dans la premiére équation, on a L(x" Pnd) # 0, donc le nombre

i r P 5
maximum de o nuls est donné par la solution :

ary = - L™ P L P ) r s nd
a: =0 r # nd
nd _ n n-1

d(n-1)d = = LOC Pgl/LOXTT Py )

d'olt le résultat :

‘ il existe une suite strictement (é) orthogonale unique, canoni-
quement associée a L, définie par les relations suivantes : P; = 1
* B * nd+k 5x _ 3
Prdsk+1 = * Pndek ™ %nd  Pnd ki=1,...,d-1
* _ nd, 5% nd *
Praer = (X - 0‘nd)Pnd = %n-1)d P(n-1)d
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o L™ P ) nd L(x"Tp Pot)a)- L(xn+1P;d)-L(an:d P )
*
*n-1)d” L(x" 1 ( 1)d ) “nd T L(an1 o )d) L(x" nd)
1
u”d+k L™ Prd+k)
d
" L(Xn nd)

Si la suite {(P_) cherchée n'est pas strictement % orthogonale,

>

orthogonale et n'est pas H%T orthogonale, il

al-—

on sait que si Pr est

existe pour tout n, 1n entre (n-1)d et nd-1 tel que L Pi ) #0.

n
On peut donc définir une suite (%) orthogonale associée a L :
- _.r _r
([ Prag T X Proy Pyome g Py
n 'n
r _ - . _ n _
) Gp_g = 0 si r#nd ousi r=nd et L(x Pnd) =0
n+1
roo L{x Pr)
OL_i —-——_i———-—-—-
"Ry )
» n

Le choix n'est pas canonique car i1 peut y avoir plusieurs indices

i possibles.

La suite P: ainsi associée canoniquement & L[ est strictement

% orthogonale mais "dégénérée" en ce sens que la relation de récurrence

a une Tongueur variable de 2 @ d+2. Ce qui précéde a montré 1'intérét de
relation de récurrence de longueur fixe d+2. Aussi on pourra considérer

la suite P:*' strictement % orthogonale définie par :

**

Pr* = 1
*k B ** nd+k *x nd+k *
Prdeket = X Prdek ™ %nd Pnd T %(n-1)dvk P(n-1)dek K = Oseesked
ok 1 *ok n+1 *ok Npx* n
nd L(" Pnd nd _ LM ) LTI -LR) (xRET )

“(n-1)d = 7T d -
" L0 (n 1)d) A L™ P(n—1)d)'L(X Pnd)
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n+tl pxx n gk
ndsk cndek _ HCT Prawid - L0 Ploogyqu)
(n-1)d+k nd L(x" P:Z)

Cette suite est strictement % orthogonale, et "de longueur
fixe".

(P:) est canoniquement associée @ L : c'est une suite % or-
thogonale ayant le minimum de termes non nuls dans la relation de récurren-

ce (d).

Kk . P N :
(Pr est canoniquement associée & L : c'est une suite %» or-
thogonale dont la relation de récurrence a le minimum de termes non nuls

et telle que a:_d # 0 pour tout r,

Parallelement a 1'étude des polyndmes orthogonaux définis par
leur relation de récurrence Dﬂ,'on peut démontrer un certain nombre de ré-
sultats partiels pour les suites -é orthogonales définis par leur relation

de récurrence

r
Pog=xP. - 1 ofP..

r+i roeld i

Proposition IV.2 - Soit o = L{(1) et o ” 0 :
n _ nd
L{x Pnd) >0 <= u(n-1)d > 0 n, > 1

n - nd
LOC Pag) #0 <=> w(pq)qg#0 1

W
(o]

Démonstration :
n
on a nd _ Lx Pnd)
a(n‘1)d - L(Xn;Tﬁb )
(n-1)d
n _ nd d
L(X Pnd) = a(n_1)d . P . do.uo
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Proposition IV.3 - Si il existe une suite (Pr) telle que les

polyndmes Pr ajent méme parité que leur indice r, alors L est symé-
. , s s _ 2n+ty
trigue, c'est-a-dire y, o = L(x" ) = 0.

Si les polynOmes ont méme parité que leur indice, alors

ap_p; =0, 2ie [0,d, r:o.

Si | est symétrique, toute famille (Pr) n'‘est pas symétrique

(c'est-a-dire P, n'a pas méme parité que son indice), mais les familles

P: et P:* le sont,

Démonstration : Supposons qu'il existe une famille (Pr) symé-
trique.

Montrons d'abord que @05 = 0.

Soit Q,.(x) = -1n" P.(-x) = P _(x)

r .
Q) = % Q00 = (0™ f-1)T0 00

d

r+1 LA i
Prpg(X) = (1) % P (x) = T ai(-1)'Po(x)
r-d
(x) - T ol B
= x P (x) - a; P.(x)
r plg Tid
d
= r,E:O (xr_z_i Pi(X) =0 = a;-z_i =0 21 e [O’d].
1
k=1
2k+1 2h+1
Poket = X7+ 1 dgpat X
L(Poy4q) = 0

Et, par récurrence, on obtient Mopaq = 0.
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L est symétrique.

Montrons que la réciproque n'‘est pas vraie :

p
o

P

1

P

_ 2
P3 = X PZ -0 P2 - ay P1 -a P

= 1

= X

-alp
o]

-
~—
1
=
—_
[}
Q
(o]
=4
o
1
o

n
o

est impair et P2 = X P1 -a P est

2

L(Pg) = L(x P)) - ugl(Pz) - af L(p;) - o’

x P

L(
L

donc on peut avoir

Cependant les suites canoniquement associées a L, P: et P

sont symétriq

2

X

P3) =
P,) =

o 2
est impair donc L(P3) = - a L(P )

2 2
(x - uZ)PZ - oy P1

3. ag X2 - (a% + a;)x + a% a;
2
=0 = opluy - a;uo)
1 _
= Uy~ gl =0

ues :

Montrons que P:

L(P

d,

*

k+1

*
L

.........

=>

est symétrique :

*
X Pk -

xk+1

k o*
% Po
a1Xk . -ag
_ k
U/OLIk + + OtOU
a1 =0

pair.

L(p,).

_ 2
=0 et o4y

ag # 0 et donc P3 n'est pas impair.

0

%%k
r
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On trouve a§k+1

=0 et P; de méme parité que k (k = 1,...,d)

En particulier pour Pz . Lix P;) # 0 donc PE est impair et d est

impair.

* _ o k+1 d k d+kyp* d _k p*
Pd+k+1 = (x s agX - - oy )Pd - ag ) P0
LOx P opep) = ~aSLOET P - G pd) = 0

- d _
k=0 aq = 0
d+2 d+2k _ 0
%d *a

* I * . . . N * .
donc Pd+2k+1 est pair et Pd+2k est impair. En particulier, P2d est pair.

Supposons n impair, P?n-1)d est pair et P:d est impair :

p* - (Xk+1_ nd Xk - .. nd+k)P* nd Xk P?

nd+k+1 “nd © 7 %d nd = %*(n-1)d n-1)d *

e n o
Comme précédemment, on calcule L(x Pnd+k+1)’ et on trouve

nd+21i

%nd =0

* - gz
donc Pnd+k+1 a méme parité que nd+k+1.

La démonstration est identique pour n pair.

ek ok
P

Pour la famille P:* , on a le méme résultat pour Po see0sPy

(et d impair). Puis la relation s'écrit

Sk _ *k d+2k L xx d+2k oax
Paezkst = % Pawok ~ %a Pg "o Pok

*k _n _ _ d+2k K%y d+2k _
Lix Pyioket) =0 = - o LIxPg") => a4 =0

Pz:2k+1 est pafr.
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La démonstration se poursuit comme précédemment. =
L'étude de la répartition des zéros conduit aux deux résultats

suivants :

Proposition IV.4 - Si (Pr) est une famille orthogonale

[~ 10 Y

associée a L, fonctijonnelle définie positive, et si r = nd+k, alors

P a n+1 zéros d'ordre impair dans le support de L [19].

r+1

Démonstration : Cette propriété est énoncée dans [jQ] et se

démontre comme pour les polyndmes orthogonaux scalaires :

roz O’ L(PY'+1) = 0.

L est définie positive donc Pr a un zéro dans le support de L.
. _ . _ , . . .
Soit p{x) = (x x1)...(x xv), avec x; zéro d'ordre impair de Prat
alors :

L(Pr+1(x).o(x)) >0 et L(P

reg(X)e0(x)) = 0 si dop:S n,

donc dop >n
c'est-a-dire Pr+1 a au moins (n+1) zéros d'ordre impair dans le support
de L.

On peut, dans le cas de la famille P: ; préciser de plus :

P . * * *
Proposition IV.5 - Dans le cas de la famille Pr’ Pnd+k et Pnd

(0 < k s d) n'ont pas de zéros communs non nuls.

Démonstration : La démonstration repose sur la forme particuliére

de la relation de récurrence :

* _ * _r X
Prdeket (X = X PLy (x) = ap gy PL(x) 0<k<d

*

dy o d *
Pran1(X) = (x=apPra00) = ol 134 Plaogyat®)-
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Ceci est équivalent a la relation suivante :

* _ o k#t_nd k _ _ Nnd+kypx _.nd k o* -
Pnd+k+1(x) = (X . Gnd X ves Ctnd )Pnd(x) Ot(n_1)d X P(n'1)d OSde 1.

Si P:d et P?n-1)d avaient un zéro commun, i1 serait commun a tous les

Phd s Y compris PO ce qui est impossible.

Si P;d et P;d+k (0 < k ¢ d) avaient un zéro commun non nul, il serait

commun & P}, et P?n-1)d , et c'est impossible.

V - CALCUL RECURSIF DES POLYNOMES Pi.

Nous considérons, dans ce paragraphe, une normalisation différente

des polynodmes ps

-+ Nous obtenons des relations semblables & la généralisa-

tion du "M.N.A. algorithm"([20], [2])

'S _ (_1\yS _us s
P> = (=1)7H(x) Py veennes Trrat = H2(x)/H (1)
(k) (k)
Typ < oo Terren-1

La normalisation est obtenue par P}S(1) =1, au lieu de Pi
unitaire.

Soit, pour tout k positif, 9 la fonctionnelle suivante :
k=hde , g (i) =¥ (ish).

Avec cette notation, on a :

re= (et = (g (s),ennagyq ()*
1(x},9 (s),....q, _,(s)]
P}S = 0 r-! et Pés =1

11.9,(s)5 0059, 4(s)
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Nous indiquons le premier terme de chaque 1igne, sauf (x) qui

signifie (1,%5..x").

Théoréme V.1 -

Soit : Hi-1,i = |gi(s),go(s),...,gr_1(s)l

S _ S _ .
hoot,s = Hoog /MR h2y 5= gi(s) s
s+1 'S _ S pi S+l
alors + PIS(x) = - r=2ar=17'r 100 = xhlp g Py ()
' S
As hr-2,r—1
s+1 RS S s+1
hs - r-2,v-1""r-2,i r-2,r-1""r-2,i
r-1,1 A hS
s r-2,r-1
s _ a5+t _ ps
(ag 95 = 077" - 0.
Démonstration : En utilisant le théoréme de Sylvester pour

(-1)rHi(x) et pour Hi_ , on obtient :

1,1
CDTHSX) = 1(x),9,(8)sevnng,q ()] = HZ(X)

KRS0 = K LS (0 - x KT ()

r
s+l s _ Hs+1 RS - K Hs+1 Psros
r-1""r-1,i ~ r "Tr-2,i rtr-2,1 =0
'S
P'S(X) - HY‘ (X) .
r H;AS(1)

En divisant, en haut et en bas par Hi_1(1) s+1(1), ona :

S _ r-1 ,s S _
oy = (-1) He-2,r-1 Peat,i r—1 i/ H (1)
s+1 'S S ,S+1
PrS(x) = - hola g Prog () + X iy g Prly (X)
p \XF

S
bs Mg rt
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s+1 S S s+1
S _ r-2,r-1 hr-Z,i * hr-2,r-1 hr—Z,i .
h . o= - izrz 1.
r-1,1 A s
s r-2,r-1

Ce résultat peut &tre étendu, de la maniére suivante :

Théoréme V.2 -

'S S+ m,,S+m
Pr (x) X Pr (x)..x Pr (x) | I 1
S s+1 S+m S S+m
s hr-l,r r-1,r "°° Tr-1,r hr-1,r """" hr-1,r
] -
P r+m(x) -
S s+1 S+m s S+Mm
hr-1,r+m-1 r-t,r+m-1""""r-1,r+m-1 ) hr-1,r+m-1 U -1, rem-1

Les quantités hi ; vérifient les mémes relations, en remplacant

i

la premiére ligne du numérateur par

S S+m
(hpeq,i wee Py 40

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur m.

Pour m =1, c'est le résultat du théoréme I11I.1. Le résultat est supposé

vrai jusqu'ad m. Pour m+1, nous appelons N(P'S ) et D(P'S ) Tles numé-
r+m rem

. . 'S
rateur et le dénominateur de Pr+m‘
_i( h pisthy s 3
N =] Pr )’hr-1,r""’hr—1,r+m|
_ S S
D= l1’hr—1,r""’hr-1,r+m“

On applique 1'identité de Sylvester & N et D :

s+1 s+1 B )S s+1 s+1 S+1 S S
N‘lhr-1,r""’hr-1,r+m—1"N(Pr+m)'lhr-1,r’"”hr-1,r+m|-X'N(Pr+m )'lhr-1,r”"’hr—1,r+m
D. | id =D(P.° ). | id \-D(P;j;1) . id
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P'S (x).A(s+1) - x P'S+1(x).A(s)

N _ "r+m r+m
L A(s+1) - A(s)
Als) = ,hi-1,r""’h§-1,r+m|/'1’hi-1,r""’h?—1,r+m—1l
=(°”mh;m-hrm
= % - P;im+1(x)'
On démontre de méme la formule concernant hi+m,i en développant
N' = |hS h? ..,h3 |. =

r-1,i> r-1,r>"""2r-1,r+m
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CHAPITRE TIII

ALGORITHMES DE CALCUL DES APPROXIMANTS DE PADE VECTORIELS.
APPLICATIONS AUX SUITES VECTORIELLES.

Nous développons ici deux types d'algorithme de calcul des appro-
ximants de Padé vectoriels. Le premier se déduit des définitions et expres-
sions sous forme de rapport de déterminants, trouvées au chapitre 1. Nous
utilisons des algorithmes de calcul récursif de déterminants ayant une Ti-
gne vectorielle ([4]). Le deuxieme type d'algorithme est une extension de la
régle de la croix, comme dans le cas scalaire, et qui se déduit des théo-
rémes II.1 et I1.2 du chapitre II, qui définissent les gquantités qi et
Er = (&0 )ipa, . et
publié dans [2§].

du Q.D algorithme vectoriel. Cet algorithme a été

Ces algorithmes permettent tous un calcul en paraligle des diver-

ses composantes des approximants de Padé vectoriels.

Nous développons, enfin, quelques applications types des algo-
rithmes précédents qui sont employés pour accélérer la convergence de sui-
tes vectorielles. Le théoréme essentiel est que la limite S d'une suite
vectorielle Sn est exactement calculée si et seulement si les termes

(Sn - §) vérifient une équation aux différences.
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1 - ALGORITHMES BASES SUR LE CALCUL RECURSIF DE DETERMINANTS.

Les notations sont celles du chapitre 1.

F(t) = T ortt o= (ehhencDt
120

z,(t) est la somme partielle de degré h de F(t).
On a obtenu 1'expression générale de 1'approximant de Padé vectoriel [b/d],

(q = nd+k, 0 < k < d)

q q
/N A by t? o 1
1 yp_q P
| Thogel coreee Thet Tpoqet covereees L
[p/q] = : : :
Toqan c-oenenne Toun
‘ p-q p p-q+n o+n
bo(k) (k) k) (k)
‘ pP-qQ+n+l e p+n+1 p-gen+l Tttt pn+1

Dans cette expression, seule la premiére ligne du numérateur est
vectorielle, les autres représentant d 1lignes scalaires, et le détermi-

nant est considéré comme formellement développé sur la premiére ligne.

On met ces déterminants sous une forme telle qu'ils puissent

étre calculés par le “"récursive projection algorithm” [4], ou RPA.

On multiplie la deuxidme ligne, au numérateur et au dénominateur

par tp+1, la troisiéme par tp+2 .
q q
t t 1
Ipaglt’ eeeeeiennes oo Y e
p+1 p+1 p+1 p+1
Tpagetl  eeeenens Tpsqt rp_q+1t ...... Pp+1t
lprq) = | : : , : :
T P r__ P! | : :
pmqent  tereeees p+n . .
(k) +n+1 (k) pen+1 (k) pn+1 (k) ¢prn+t
rP‘q+n+1tp Tt I‘D+n+1tp rp-q+n+1t ....Pp+n+1t
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On simplifie par colonne : t9 pour la premiére, tq-1 podr la

- i+l
seconde ..., et on note Azi = ri+1t = Zi+1 - Zi
)P N R R P evaes
P-q ZP ! 1
AL . veeeanes A | S AT e
p-q A%p 2p-q A%y
[p/q] = : :
A):p--q+n-1 AZp+n-‘l
(k) (k) (kj (k3
Azp-q+n ..... A2p+n Azp-q+n ...... A2p+n

On remplace chaque colonne, sauf la premiére, par la différence avec

la précédente, et on pose h = p-q :

2 2
£, BT veeeens 8%, 4 [ AR 2%z 4
2 2 ) i
AT, NS 25, _
[p/q] = :
(k) 2.(k) 2.(k) 2_(k) 2.(k)
A2h+n A Zh+n vees A Zp+n—1 A Zh+n ......... A Zp+n-1

On remplace chaque ligne a partir de la troisiéme pour le numérateur,
a partir de la deuxiéme pour le dénominateur, par sa différence avec la pré-

cédente, en utilisant Tes k premiéres composantes pour la derniére ligne.

2 2
Iy AT aeenn b,y 08y ceeinnn 88,
2 2 .
azy PR e :
Ay A"+1zh ... A"+1zp_1 A"+1zh ......... An+12p ’
n+1.(k) n+2_(k) n+2_{(k) n+2 _(k
RN e M a2k A"*zzéfz
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Soit (ea) 1a base canonique de Ed, et C 1'espace

a=t,...,d
des suites d'éléments de Ed.

Pour o =1,...,d, et j positif, on définit ug et Yp »

éléments de C par :

[=%
"

(e ees(=1"(eysnenul(-1)7e,,0..0)

Y= Crandnso

Wy = G0, ), = o)
: 0

o h)a‘

On définit (z_)

om0 * Zm dans €, par :

- uj+'l

m=Jjd+a , z, Y

et Xy, = Ayh .

Avec ces notations, 1'approximant de Padé vectoriel [g+h/d] s'écrit

comme Tes d premidres composantes de Eg(y), q = nd+k :

yh Xh vese Xh+q_1 <Xh,Z1> --------- <Xh+q_1sz1>
<Ypa2y> <Xy, a.10Z97 ;

q N
<~yh’z > e Xh+q-1’zq> <xh’zq>,.. ....... <Xh+q-1’zq>

De telles quantités se calculent [47], soit par le RPA (récursive
projection algorithm) soit par le CRPA {compact recursive projection algo-

rithm) :
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hooh | <tpEper
El =g, - 2P . 95.15P p>0
PPt g R
p>7p-1,p
<Z ,g >
__p’7p-1,1 : 0
gp,i gp'1, 2 .9 N . gp_1,p 1>p >
p>7p-1,p
C.R.P.A.
{ o _
€ = In
5
€0 = Xi+h-1 P
) i
B R R S o R
k= k-1 7 T3+ Skt
<Z e >
k-1
\
h_ o
=> Ep = ep .

Ces deux algorithmes sont équivalents, tant par le nombre de

quantités a stocker, que par le nombre d'opérations arithmétiques.

IT - EXTENSION DE LA REGLE DE LA CROIX.

Dans le cas scalaire, la régle de 1a croix lie les approximants

de Padé disposés selon le schéma suivant :

Elle s'écrit sous une des deux formes suivantes :

(E-N).(C-W(S-2C)=(C-N(E-=-C)HS-W
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L

— A —— =

1

! LI
C-N C-S C-E C-W
La deuxieme forme n'est valable que si les termes sont non nuls.
Elle peut &tre démontrée & partir du QD algorithme scalaire (th. I1.1
et 11.2 du chapitre II, dans le cas scalaire) en considérant les qi et

ei comme incennues a éliminer.

Nous allons appliquer cette méthode au cas vectoriel pour trouver
une relation liant les approximants de Padé disposés selon le schéma, en

comete suivant :

Wa Ng-1
Mg 1
. N, N
W, c E
s

A tout instant du calcul, Te cas d = 1 permet de retrouver les

propriétés du cas scalaire.

Nous savons que : (théoreme 1I1.1 et I1.2, chapitre II)

3 _ s+1 3 s

(1) Pra(t) = t PIT(R) - a/ P(t) rx0, sz0
r-1

Pi(t) - 7 e, PS*1(t), r30, so0.
i=r-d

2 P
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Proposition II.1 - Pour r 2 0

s _ s+1 s+1 s S
Qpag(t) = TPLT(E) + Q7 (t) - apy Qpt)
(3) -
S+1(t) = S r S s+1 S(t)
= -r P(t) - 2 ey 5 Q7 (1) + t0.(¢) .
r-d °°?
Démonstration :
s+1 QS+1(t)
[\"+S/Y‘:| = Zs(t) +t T“—S—:r~
PXT(t)
Qi est un polyndme vectoriel & d composantes, de degré r-1.
On applique rs(rs(xi) = Fi+s) a (1), en utilisant de plus
que
rS(x.R(x)) = 15t (R(x)).
On obtient, I agissant toujours sur x :
Prap(t) = £ PR7E) -l PRAE)
1 s+1
x PrTH(x) - £ PST(t)
s 3 [ r 3 s
Q.,4(t) =T -q.,, Q(t)
r+1 L X -t i r+l “r
5|5+l Pi+1(x) ) P5+1(t)} s s
= TPT(t) + x - G, Qu(t)
X -t
=1 P St - oS, Qe
On obtient de méme la deuxiéme relation en appliquant rs+1 a
(2). =

4 n,
On passe aux quantités Qi et P° par les formules usuelles :

r
8 =1 oS¢y 1
Gp(t) =t an(t™)

fl

¥ -1
Pa(t) = " P2,
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On déduit des relations (1), (2), (3), les relations suivantes :

Proposition I11.2 -

(4.12) B, (1) = BT - st BS(n)
(4.1b) $i+1(t) = Bi(t) - rf el ! Bf”(t)
r-d
(4.2a) S =1 B« e ) - a2y, v 8
(4.2b) t @) = - o B+ B - :E; es T ().

La démonstration est directe. ®

Nous considérons Tes approximants du tableau suivant :

[r+s-d+1/r=d] < _

SSag [r+s-1/r]
B S~[res/r=1] [res+1/r]  [res/r+1]
Wy
e N
wy c E
5
Vs +1
s+1 Qr (t)

C = [r+s/r] =z _(t) + t
[Y‘ S r] ZS W

Théoreme 11.3 - Avec les notations ci-dessus, on a les relations

suivantes :
¥ vs+1
(5) (E - N)P‘r_+1 = (C - N).Pr r>0
N+ vs+2

(6)  1CHy W y=W g qsee oMy [P = [S=Uy W Wy yseen syl | PY rsd
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Dans la relation (6), on utilise des déterminants : les vecteurs

indiqués en sont les colonnes.

Démonstration : Des relations (4.1a) et (4.2a), on tire une

S

relation indépendante de Qpyq ©

05,,(t) - v BT - 03T (0)) tBS(e) + (PST(t) - BE () tdS(e) - 0

05, (t)  §(t) =) S,
Pi+1(t) (“Z+1 - mg ) = (rs +t w2+1 - 2 ).Pi+1(t)
Prag(th  Po(t) P (t) Pr(t)
(5) (E - MPS,, = (c - WFE]

Des relations (4.1b) et (4.2b), écrites a 1'indice s+1, on

tire un systéme d'équations en ei+1
r=1 il n
(4.1b) §oeSt ™ B2y < BSth () - BS2(e)
plg e i r r
=il .
s+l ,r-i+l %s+2 _ ys+1 As+1 _ 4 AsH2
(4.2b) rgd e it QG7(t) = =T PRT(E) + QU7 (E) - £ QT (t).

C'est un systéme de d+1 équations, a d inconnues. Si les
4
polyndmes Q?+2 sont supposés indépendants, le systeme est de rang d,

et le déterminant suivant est nul

s+l . ps+2 BS+2 §s+2
P () - PITT(Y) o PRI aeees P
=0
ps+1 Ns+1 Ns+2 vs+2 Ns+2
=T P (B) + QU () - £ QT(0), £ QR IG LelntQry
1 s L 1 | T, T seees 1
|
T5aZ
o g 42 nveg2 = P " ", o
Qs g : Qs : r Qs+2 Qs+2 Qs+2
i r s r- r r-d r=1
Tset Yt > tasz o s basz e by o Yasw
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ps+! - pste
r \ I
| CoZgyqs WyZgpqoneeoly-Eoyy S-Zgpqs WyrZgppoeeeWymToyy
Vg 41 _ NSH2 e " -
PP ICW s Wy g Wpse e sWyWy | = PTOISWys Wy Wys e e oWy Wyl
NN RN Y
(6) YT ICWys WymHy gpee oWy | = PRTEISH L Wby e HyoUy |
La formule (5) est valable pour r > 0 et la formule (6) pour
r>d. 8

A partir des relations (5) et (6), on peut maintenant prouver
une relation entre les approximants de Padé vectoriels de la "croix" ou
plutdt de la "comete" précédente. Nous appellerons cette relation ia regle

de 1a creix généralisée.

Sa forme implicite est la suivante :

Théoreme 11.4 -

(E-N) [C=My, Wyl gsensbipby | x [S-Cy Ny y=Ny oneenoNy=C|

= (CN)|S=Wy s WMy qoene Wyl x [E-C, Ny =Ny oue Ny =ClL

S S C = [r+s/v)

1"‘

+I‘
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(5,-C).PST] = (5-0).PS*2

r+1
5S _ _~1 ps+!
[E-CNy_ 1Ny oo oNg=ClaP g = IS4=CaNg g = Nypsensy Cl.Po
s _ vs+1
(E-N).F7,, = (C-N).P?
oS+l _ el " _ Ns+2
|c-w1,wd-wd_1,...,wz-w1|.Pr =8 Wy sWyWy_qseneslly w1|.Pr
s+l V542
|c—w1,wd-wd_1,..~,w -w1| x |S—C,Nd_1—Nd_2,...,N1—C|..Pr P =
Be#2 NS
[S=WysHyWy gl % JE-CONG_4=Ny ose ot [LPITOPE

Et finalement, on obtient 1a formule (7) :

(E-N) « [C=Hy,by-Wy g won] x [S=CoNg g = Ny_pseen

= (C-N) . [S-Wy Wy-My o ooi] x [E-CNy_ 4 = Nypsee-

Si d =1, les déterminants se réduisent a leur premier terme,

et on obtient la régle de la croix scalaire sous la forme produit. =

On peut trouver une formule plus facile pour calculer E en
fonction des autres approximants. On obtient alors une forme explicite
de la régle de la croix généralisée.

-ieme

E* désigne la o composante de E :

Théoreéme II1.5 -

Wy MWy qsenesWp=Wy [y Dy = [S-CNG ¢ = Ny pueun,Ny=C]

1 2
Dy = IS=Wy My-Wy_yseeesMymWyl, Dy = [C-NN o - N smn sy
DD
(8) @ = 1,.yd EORPSG IS ..

(E-C)*  (C-N)® (c-N)“D1D2
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D,D

DBD4 = D1D2

(9) E-C = (C-N)

Démonstration : On développe Ta relation (7), et on la considere
comme un systeme linaire d'équations, ayant pour inconnues (E-C)%,
a2 sassals

E-N = E-C + C-N

[E~CuNy_q-Ny o5 -

d a, o
] = JAELY 8" .
=1
On obtient alors les équations, pour k = 1,...,d :

k1

(-0 c-m¥ o + o+ (E-CRTE-N Dy - DyD] + oLl = (CoN

Le déterminant de ce systeme est :

N 12 1.d
l (C-N) 'a D3 = D4D,,(C-N) 8°Dg,... (C-N) 47Dy |
21 22
. ‘ (C-N)“a'Dg5 (C-N)“a"D4-D,D,, ...
d1 d.d
i (GAHTE D s s s smume e o (c-N)°p5-D,D,
- § (c-N) 'aTn,(-1)4 1(0,0,)4 " + (-1)%D,D,)¢
A=l 3 1°2 1°2

i=1

d .
d d-1 - Nt - e -
= (-1)7(D4D,)"" "[D4D, - D3D,] (Dy = ; (C-N)'8" = JC-N,Ny_y = Ny_pse--1)e

En utilisant les formules de Cramer, (E-C)* s'écrit sous la

forme :
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loers (C-N)®

1
(E-C) = 0102,...|
[kiéme colonne
-(C-N)* DD
(E-C)% = 12 K=1,....d
D,D, - D30,
1 1 IS-Wy Wby g fJCNN Ny o |
i 5 (o = 1,...,d)
(E-C) (C-N) (C-N) .\c-w,,wd-wd_r..|.|s-c,Nd_1...1

Dans le cas d = 1, Tle second membre pour o =1, est

1
C-W

__.~—-~_~_=-J._+
c

(C-Hy) (5-C) ,

On trouve a nouveau le cas scalaire. ®
Ces derniéres relations fournissent un calcul effectif de la
moitié de la table de Padé [r/s+d], r » s+d, de gauche & droite, dés

que les d premiéres colonnes sont connues.

Nous étudions maintenant 1'initialisation de cette algorithme,
par 1'adjonction de colonnes négatives,

Chaque élément est repéré par la colonne et la diagonale ol il

- ¢}
d,...,wk,..‘,w comme les termes de la diagonale

. . o] -
d'indices s contenant W = Zs = [}/o], Tes autres termes wk étant

se situe. On définit W

en colonne (-k).
Si un terme est infini, on lui appiiquera les régles de calcul
suivantes :

v _0 et JfLELLL;LiL= 1
*,...,*I lm,@,...,el

I oo
2

(9)

(8)
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Théoréme I11.6 -
- o
Soit wd,...,w les termes de la diagonale d'indice s, définis
par :

o] - -
W= (0,005 LEt G C 0,10, .00, 0079 < =

Avec de telles colonnes négatives, 1a regle de la croix générali-

sée (7), (8), (9)) est valable pour r 30,

Démonstration : Nous reprenons la démonstration depuis le
théoréme I1.3 pour r < d.
(5) est valable pour r 3 0.

Le systeme (4.1b, 4.2b), avec ei+l comme inconnues, devient :

< Y'-T _1
@) (e o o2 o T el e B < B - B
r-1
s+1 . r-i+] s+2 Vg4 g4l ng 4
(4.2b) % er i t (t) = - s+1 P (t) + Qr (t) - th (t)

C'est un systéme & d+1 équations et r inconnues, de rang r.
11 est équivalent de considérer 4.2b comme un systeme de d équations, a
(r-1) inconnues, de rang r-1, c'est-a-dire que Tes matrices suivantes

sont de rang r-t :

NS +2 vs+2 s+1 Ts+1 542
(Qd] s---aQr_15 - S+1 + Q - QY‘ )
65"‘2 NS+2 '\‘S+1 ’\Js+2
(57— 1 Qr 1 (-T + ). PS+1 -t S+2)
Fs#Z 770t URsH2 s+ 35+T KE??
1 r-1 r Y‘
Bs+1 VS +2
(Woiq = ZgpqoeesMWy = B s (C-H )P0 = (S-Wy).P)
vg4 Vg2
(W Wl oW e Wy=Wy, (C-W)LPLT = (S-W, )P

Si nous supposons que le déterminant formé par les premiéres

lignes est non nul, cette derniére condition est équivalente a :
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v+ V542
det (C—w1).Pr - (S-w1).Pr . w1-w2,...

5

ot I, . estla matrice unité d'ordre d-r et Iy @ T'ordre des colonnes
inversées., Cette derniére relation est exactement la relation (6) si les
colonnes négatives sont définies comme prévu dans 1'énoncé de ce théoreme

pour k = d-2,...,1.

Comme Wr est = ceci définit les cclonnes négatives de

s+1°
1'indice (-d+2) a -1. En effet, 1'équation 4.2b doit &tre une vraie é-
quation, non réduite a "0 = 0", et donc {r-1) decit &tre supérieur a 1,
cu r supérieur a 2,

Ceci permet d'utiliser (5) et (6), donc (7) et {(8) pour r 3 2.
Pour r =0 ou r =1, nous vérifions directement que la quan-

tité E calculée par (8) est 1'approximant de Padé,

fer Cas : r =0, c= [r/o] = L.

Rt - . implique
D, |s-W,, WO-R4Y, LRl
._.3‘ = — 1 = 1
Dy ye-w, w-g®*?,. .. Wl
o, le-n, RBLRME il e
o, - -7 1
2 Is-C, Nd+1_Nd+2"..,N1_C| (s-C)
1
1 -1 1 (C-N)

= +

(E-C)%  (C-N)*  (C-N)® (s-¢)"
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a o Cl+1 CZ ts+1 Cl+1tS+1
E” = I+ ou E = ot T
Cs'cs+1 t cs-cS+1 t

On peut démontrer que E est [s/1], soit en vérifiant la dé-
finition des approximants de Padé vectoriels, soit en comparant avec la

relation (5). La seconde méthode est plus rapide.

Vg V5+1
([s/1-N).PY = (C-N).P]

1
C

oy 1 N +1
P§+ =1 et P? =1 - q? t avec q? =-—§T~»
S
1-pS
[5/1] - C = (C'N) "‘,gg‘
_ 1
1
r Cs+’| ts+'l
s 1T 1T
c. -cC t
s+1
C1
(10) E=[s/1] =5, + 1, sl ¢S]
s " Cour b
2eme Cas : r =1,

On vient de calculer la colonne [s/1], donc on peut calculer E

par les relations (7) ou (8) et comparer avec [s+1/2] calculé a partir de

(5).

E-C = (C-N) D—D—l——
D,D; .

1
c
_ $+2 s+2
€= [s+1/1] = 54y M Ea B T LA P

Cs+1 s+2
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[l
i e]
i

o]
[s+1/0] =z ,4» Ny = N =3¢

d+1

- =d+2 218 1
Eé {s-w,, 877 - @ I _.(s-w1)

Dy jc-u,, W - LU TR RS

]C-N . Nd+1 -

o

2 |s-c, 19+ -

Les déterminants, utilisés dans les expressions de D2 et D4 R

ne concernent que les deux premieres lignes des vecteurs.

C1 ts+2 C1
c - f‘? _ .._S+2 —T + tS+1 r - s+1 ts+‘| r
- c1 _C1 t s+1 5+1 c1 -c1 t s+1
s+l Ts+2 s+17"s+2
0 C1
S-W= 2 Tse2
Cor2 Coa3t
1 1 s+1
C-N-= s+1 ts+1 r - Court r
C -cI t s+ cl-c] t °
s+1 “s+2 s s+
1 1 s+2
S-C = $+2 ts+2 T - Csapt r
PN B s+2 c1 -c1 t s+1
s+2 Ts+3 s+17"s+2
1 1 1 1 1 1,2
Eg = f_?f.z_f.%_ﬂ TGt et E‘l _ Ss Cse2 ™ Cg43 t II‘s’rs+1l 1
A D, 1 /1 T2 T
T €1 Coun ™ Cs43 t 2 Cep G 7 Cguy t lrs+1’rs+2!
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1 1 1+2
Dby Copp ~ Cgup b Tg Toql
0,0, 1 T .2 t°
12 Cg ™ Copq T ‘Ts+1 rs+2‘

De 1a relaticn {5), on déduit :

Vs

([s+1/2) - N).Bg = (C-N).P;

ps+l _ ps
[s41/2] = € = (CN) —p? = (C-N) e —
P P
s
1 2
1
n 1 - CS+2 t
s+1 s+1
P1 _1'Q1t_1 Cou
Ts+l %S S+1 s T T st i
Py - Po g t $1 Cg H> (" - Corl 0
c] HS C
s+1 2 S
1 1 s+1
} 1 CS+1 - CS+2 t HZ
B ] S
Cs ™ Cou t H2
) D3D4
DiD,

Finalement, E = [s+1/2].

ce qui achéve la démonstration. ®

Remarques : On peut regarder le développement de Taylor de
[s/1 et [s+1/2] au voisinage de 0. On trouve :

1

c,
_ . CFe /T $+1 s+1
r=0 : E=[/1]= Ig * Ty 1Tt

CS - CS+1 t
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1 1
C C
=1+ rsl—i}l tS+1(1 + —5}1 t+ ... )
CS cS
€' -F(t) = 0(t5*2) , S+B,]+1
(E-F)(t) = 0(t )

(E* - FO)(t) = 0(t5*") (o 3 1)

1

C,
_ _ 5+2 S+2 C~-N
E=[s+1/2] = 1, * Ty T ¢ g
s+1 S+2 TJ—F— -1
172
( FS+1 - 1-‘S )
T 1 T 1
r ¢S+ Co1Copp b €5~ Ceyp t
T s+ 1 1 1,2
=2 -1 1 Co41 " Co42 t [FS,P$+1| 1
t 1 T 1,2~
Cs ™ Coep b Irs+1’rs+2|
= t5%2(A + 0(t))
1
r _ Cs+1 r
S+1 —T S lr T l1’2 C2
Cs Al s g, a2 o lstlvisie S 2 S
A=~ T2 =0, An = ——— ® Cse2 a2 T
€541 |IHS’FS+1‘ Coai s+1
1 1,2
cs II‘S+1’I‘S+21
c! 2 2
S+2 S+2 S+ S+
E=fg,q +——Tgyq t + At + 0(t™")
Cs1
€' -F) = o(s33) 1 H 1
S+1+{o|+
(€2 - FO) (1) = 0(t5*3) (E-F)(t) =0t )

(E% - FO(t) = 0(t%*2)  a32
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Ce calcul met en évidence le fait que 1'ordre d'approximation
s'améliore colonne par colonne, c'est-a-dire a chaque colonne, une composante
de plus a un ordre d'approximation amélioré. Au bout de d colennes, 1'ordre
d'approximation de toutes les composantes est amélioré de 1. Cette améliora-
tion se tait aans 1'ordre des composantes 1, 2,...,d grdce & 1'hypothése
faite au cours du théoréme I1.6 : le déterminant formé des r premiéres

lianes de

ts+1 Y542
o 2,(C -W). P - (S-w1).Pr )

est non nul.

D'un point de vue algorithmique, cette hypothése n'est pas trop
contraianante : si on calcule la colonne k+1 (ou nd+k+1) (0 < k < d)
on peut permuter les licnes k+1,...,d des vecteurs de telle sbrte que le
mineur considéré scit non nul. Si tous les mineurs sont nuls, cn ne peut
poursuivre le calcul.

Finalement, avec 1'initialisation par les colonnes précédentes,

on peut calculer les approximants {}/rﬂ, s+l > r

3
’
et
olo

"

al

=

Ol

Sy

=1y
¥

rd

! )

g

+|n

s |

[}
)
'
I

4
4

11 faudrait définir des Tignes néagatives pour calculer la partie
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supérieure de la table de Padé, et & partir du théoreme 11.4, formule (7),

déduire le calcul explicite de S & partir des Ni, Ni’ N, C, E.

III - APPLICATIONS AUX SUITES VECTORIELLES.

Une série étant donnée F(t) = ) rit], on lui associe ia
120

suite des ses sommes partielles. Inversement, une suite vectorielle Sn

étant donnée, on peut lui associer la série Z (ASi)t1. Denc a Ja
iz0

notion d'approximant de Padé, on peut comme dans le cas scalaire, associer

une transformation de suites, analogue & la transfcrmation de Shanks (0]

Sh ..... Sh+r | I 1
N .
r = nd+k ﬂr(sh) = . .
* . idem
(k) (k) !
Ash+n - ASh+r+n

ol seule la premiére 1igne du numérateur est vectorielle, les autres re-
présentent d Tlignes scalaires, sauf la derniére qui représente les k&

je c A
premiéres composantes de Sh+n . Ash+r+n‘

On trouve la limite de Sn sous 1a forme F(1) et ¢r(Sh) est
égal d'apres le calcul fait au début du 3eme chapitre, a [}+h/f]F

On a le résultat fondamental suivant :

Théoréme III.1 - Une condition nécessaire et suffisante pour

que wr(Sn) =S quelque soit h > N est que la suite (Sh) vérifie

n r
iZO a;(Sp,;-8) =0, Yh:0 et 121 a; £0  (a; e ).
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Démonstration :

n
Supposons  J a, =1 et r=nd+k  (0s k< d).
i1 =

r
L'équation 7§ ai(sh+i -S) = 0 définit un systeme d'équations
i=1

linéaires, d'inconnues a; :

.
Byt aeeeeiiennns ta, = 1

J a, ASh 4 cieneene +a, Ash+r 0
a, Ash+n toieneas +a, Ash+r+n 0
a, ’Sh LERERTERTIL - Sh+r S

Ce systeme est équivalent a &r(sh) =S si son déterminant

n'est pas nul

1 1

ASh ............ Ash+r
: : #0
(k) (k)

BSpap wreveenennn ASp ran

Remarque : Contrairement,aux théorémes analogues démontrés pour
le e-algorithme vectoriel, ou topologique, la condition est ici néces-
saire et suffisante et non pas seulement suffisante. Ceci provient de
1'expression sous forme d'un rapport de déterminants de ﬂr(Sh), qui

n'existe pas pour 1'c-algorithme vectoriel.

Un certain nombre de propriétés découlent de ce résultat et

se démontrent comme dans le cas scalaire.
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Théoréme I11.2 - Une condition nécessaire et suffisante pour que
#.(s,) =S est que
k n J w.n
Sn =S + 121 Ai(n) ry o+ kL Bi(n).cos(bin) + C_i(n).sin(bin)]e + ? c. &

i “in
J

oll Fis Wis bi sont dans € (ri 1), Ai’ Bi’ Ci sont des polyndmes

o

en n coefficients vectoriels, c. est un vecteur et ol :

1

[=N
n

k d i doAi + 1 i=1,...,k
m+ Y di +2 ) d; = r-1
i=1 k+1

sup(doBi,dOCi) w1, d= k#l,...,]

Propriété 1.3 - Quelque soit a dans € et B dans ¢
&r(a S, + B) = a &r(sh) + B.
Le résultat se déduit clairement de la définition (1) de ﬂr(sh).

Les applications se déduisent du théoréme III.1, comme dans le
cas de 1'e-algorithme scalaire, ou de 1fepsilon algorithme topologique
ou vectoriel. Nous ne citerons donc que les types d'applications, les
hypothéses et les résultats pouvant &tre raffinés comme dans les cas

précédents [ 1].

IIT. 1 - Résolution des systemes linéaires.

Théoréme II11.3 - Soit Ta suite vectorielle générée par
Xn+1 = AXn +B ol A est une matrice d xd, telle que I - A soit
inversible. Si X est la solution du systéme (I-A)'1.B,’ etsim le
degré du polyndme minimal pour le vecteur ;-X et r 1'ordre de multi-

plicité de 0 pour ce polyndme, alors

P (X.) =X izr.

m-r- 1
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Démonstration : Si p est le polyndme minimal de A pour

n
o

0 n i 0
P(A)(X-X) = (2) a;At(X=X)

)
o

J 2,070
0

et le résultat se déduit alors du théoreme III.1.

k

L'extension aux suites X = ¥ AX,_; * B se démontre de méme
1

en passant au systéme équivalent Yn+1 = A Yn'

Y, = (Xpy 45X X=X s X 4 XseeesXp p o n=X)

A= .. : de dimension (kdxkd)

I11.2 - Résolution des systdmes non lingaires X = F(X).

11 s'agit d'une généralisation de la méthode de Steffenson :

Uy = F(U) 5y Uy = FLU )0 X

(v)

n+l - ﬂm—r 0
ot m est le degré de polyndme minimal de F(X) pour le vecteur XX

r la multiplicité de zéro comme racine de ce polyndme minimal et k = 2(m-r)+1.
Alors, si i1 existe X tel que X = F(X), si F est diffé-

rentiable au sens de Frechet au voisinage de X, et si I-F'(X) est

inversible, alors il existe un voisinage V de X tel que pour tout

X de V, la suite Xn converge vers X de manigre au moins quadra-

0
tigue.



-85 -

La démonstration consiste a prouver que les Ui vérifient :

So-13
Y}
-
[l
-

]
>
—

S ~-13

a;) + 0(]x,-X|1%)

1

2
donc DuerlUg) = Xpq = X+ 01X X[ 1),

II1.3 - Valeurs propres.

Soit A une matrice et Sn la suite générée par Sn+1 = ASn.

On a le résultat suivant :

Théoréme II11.4 - Si les valeurs propres de A sont Apseeashy

d
de vecteurs propres associés Vi s 1= 1,0..,d et SO = Z a, Vi .

On suppose |A1| > il > IAdI.

On a ﬂk(sn) ~ k§1 A? z, (z; = a;v; et n assez grand)
(,,4(5 ) Y
kT Aeat = O((xk+2)n) (pour n grand)
(&k(sn))u k+1

Ce résultat est identique & celui obtenu avec 1'e-algorithme

vectoriel.
Démonstration :

d
= T 40
(n/0] =Sn-§x.z. .

1 1

Calculons [n/1]  par la régle précédente :

c=[/0] , E=[n+1/1]
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n-1 ] (quand n tend vers 1'infini)

n
~1
—
>
1]
—
~
>
N

d
2 - n == =2
= - Ay 7, > E_;)\

Supposons le résultat vrai jusqu'en colonne Kk

d
_ _ - n
C = [o+k/K] = 9 (S.) = kz1 Ay 2

d
(c-N) = 3 A0y,

k+1
N-C = [+k-1/k-1] - [nek/K] = ) 2,
1o N
N = k1) - ke 1/keT= A 7
D k-1 k-2
Y4 JC-N,N-N ... N-Clt
D2 ]S—C, Tdem | Ak+1
D3 _ ]S - w13-..! lw1,...|
D, v ~
1 |c - w1,...5 |w1,...|
N 1 n
Donc E - C = {C-N) = Aeed Zked
i‘l— -1
k+1
d
E = A 2 .
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IV - QUELQUES EXEMPLES.

Nous citons ici quelques exemples d'applications,calculés par la
régle de la croix généralisée, afin d'illustrer le fonctionnement de cet
algorithme, et ce qu'on peut attendre de la table de Padé vectorielle.

0.2000+01 U
0.100D+01 U = -n2
-0, 100D+01 n 2

0.000D+00  -0.667D+00
0.100D+01 0.100D+01
0.000D+00  -0.333D+00

0.100D+01 0.500D+00 0.542D-19
0.500D+00 0.750D+00 -0.108D-18
0.500D+00 -0.250D+00 -0.271D-19

0.000D+00 0.333D+00
0.500D+00 0.500D+00
0.0000+00  ~0.167D+00

0.500D+00

0.250D+00

-0.250D+00

0.100D-13

0.100D+01 Up.3
0.000D+00 Uy =~
0.000D+00  0.833D-14

0.100D+01  0.100D+01

0.000D+00  0.000D+00

0.500D-13  0.263D-13  0.124D-13

0.150D+01  0.126D+01  0.106D+01

0.100D+01  0.526D+00  0.118D+00

0.500D-14  -0.625D-15  0.750D-14  0.616D-32
0.500D+00  0.375D+00  0.643D+00  0.434D-18
0.000D+00  -0.125D+00  0.714D-01  0.407D-19
0.000D+00  0.417D-14  0.656D-14

0.500D+00  0.500D+00  0.563D+00

0.000D+00  0.000D+00  0.625D-01

0.250D-13  0.132D-13

0.7500+00  0.6320+00

0.500D+00  0.263D+00

0.250D-14

0.250D+00

0.000D+00
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Le deuxieme exemple démarre avec deux données initiales a priori

voisines. Le bon déroulement du calcul prouve simplement que ce n'est pas

ce genre de cas qui bloque le calcul,

0.100D+01
0.100D+01
. 100D+01

.142D+02
.510D+01
.500D+00

.604D+02
.3010+01
.250D+00

.459D+02
.155D+01
. 125D+00

.266D+02
.780D+00
.625D-01

.141D+02
.391D+00
.313D-01

.721D+01
. 195D+00
.156D-01

OO0 OO0 OOC OO OO0 Ooo ©

.100D+01
.1000+01
.100D+01

.600D+01
.600D+01
.300D+01

.270D+02
.330D+02
.1200+02

.129D+03
. 158D+03
.570D+02

.618D+03
.762D+03
.273D+03

.296D+04
.365D+04
.131D+04

. 142D+05
. 175D+05
.627D+04

OO0 OO0 OO0 DO OO COO OO

-0.427D+01
-0.638D+00
0.120D+01

0,494D+02
0.351D+01
0.310D+00

0.104D+03
0.739D+01
0.625D+00

-0.903D+01
-0.643D+00
-0.528D+01

-0.119D+01
~0.846D-01
-0.686D-02

-0.562D+00
-0.562D+00
0.375D+00

0.556D+00
-0.100D+01
0.667D+00

0.116D+00
-0.209D+00
0.140D+00

0.243D-01
-0.437D-01
0.291D-01

0.507D-02
-0.912D-02
0.608D-02

0.388D+02
0.269D+01
0.485D+00

0.356D+01
0.247D+00
0.444D-01

0.212D+00
0.147D-01
0.264D-02

0.909D-01
-0.818D+00
0.5450+00

0.714D-16
-0.795D-16
0.732D-16

0.425D-17
0.235D-15
-0.906D-16

-0.295D-16
-0.152D-17
-0.156D-18

0.598D-16
0.250D-16
0.350D-17
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Le premier systéme génére une suite initiale convergente, et le

-second une suite divergente, ce qui ne change pas le résultat. On constate
bien sur le second exemple ot A admet O comme valeur propre que la li-
mite est atteinte en ¢2(X1), 2eme terme de la colonne 2. Sur ces exemples,
la convergence n'est pas améliorée dans les premieres colonnes, mais seu-

lement dans la colonne prévue (3 ou 2) par un résultat algébrique.

Nous reprenons simplement deux exemples traités dans [ 1] avec
1'algorithme scalaire sur chaque terme ou 1'e-algorithme vectoriel.

Exemple 3.1 :
4

=y .3
X="7F "z
2
y = -0.405 '™ + 1.405 .
La solution est (-1,+1). Les itérations de base convergent lente-
ment car les valeurs propres du jacobien calculé a la solution sont =+ 0.9.

En partant de Xy = 0, Yo = 0, on obtient, en utilisant 1'e-algorithme

scalaire :
n Xn Yn
1 - 0.85 0.87
2 - 0.97 0.97
3 - 0.9980 '0.9978
4 - 0.99995 0.999984
5 - 0.99999998 0.9999999991

En utilisant la régle de la croix généralisée :
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n Xn yn

1 - 0.846 0.839
2 - 0.956 0.965
3 - 0.997 0.998
4 - 1 1

La suite est stationnaire 2 partir de n = 4,

Exemple 3.2 :

2
=Y -
X-——2—+X

~Nf —

y = sin x + sin{y-1) + 1.

Une solution est (0,1). Le jacobien en ce point est ( } ! )

et donc on peut poser X ., = ﬂz(Uo) avec U =X, U.=F(

0 n i i-1
ou Xy g = 93Uy
Avec 1'c-algorithme vectoriel (utilisé de maniére comparable &

Xoe1 = d1(U1)), on trouve en partant de x, = %— et y,=1:

n Xn Yn

1 0.28 1,22

2 0.15 0.907

3 0.11 107! 0.9928

4 0.61 107 0.999957

5 0.19 1078 0.9999999983
6 0.52 107" 1

Avec la regle de la croix généralisée et Xn+1 = J1(U1)
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n Xn yn

1 0.217 0.984
2 0.14 107 1

3 0.18 1072 1

4 0.10 107* 1

5 0.48 107° 1

6 0.1 10" 1

Avec la regle de la croix généralisée et X_ . = J,(U )

n Xn yn
1 0.172 1.30
2 - 0.109 1.09
3 0.55 107> 1.
4 0.48 10712 1,

Dans les deux cas d'utilisation de la régle de la croix généralisée,
la suite est stationnaire a partir de la derniére itération signalée. Dans les
deux cas étudiés, la convergence est plutdt meilleure qu'avec les autres al-

gorithmes.
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CHAPITRE 1V

PROBLEMES DE CONVERGENCE

Nous regroupons, dans ce chapitre, un certain nombre de résultats
de convergence. La question centrale est la Tocalisation des zéros des
approximants de Padé vectoriels. sans pouvoir répondre a la question dans

le cas général, on étudie le cas ol F est une fonction méromorphe.

On étend le théoréme de Montessus de Ballore par deux méthodes
(parties IV et V), et sous de bonnes hypotheses de régularité dans la ré-
partition des zéros, on montre la convergence des colonnes du QD algorithme
vers 1'inverse des pdles (parties I, II). La convergence de ces suites est

Tinéaire comme dans le cas scalaire si la dimension d est impaire.

Ces résultats sont les derniers trouvés, et sont actuellement

publiés en notes ANO (Lille) [30, 31].
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I - EVALUATION DE Hi.

Cette partie a des calculs comparables & ceux de [13].

Théoreme 1.1 - Soit f* méromorphe, d'ensemble de pdles {supposés
d

§ Eu.

1

simples) E” et soit E

E = {21,...,zm,...} ou les z; sont rangés par ordre de module

croissant.
On suppose qu'il existe r et o : Izrl <o < lzr+1l.
Alors on a :
roR d
(1) F(t) = ] 5= + G(t) (6(t) holomorphe dans Te disque Dy , Ry e C")
179
s . S P ySy ., -1
(2) Hr - Cr(u1a'o-aur) (1 + 0((""“) ) s u.i = Z:I 3 tur*_]‘ < P < ‘url .

ur{

Cr est une constante indépendante de s ; si r =nd+k alors :

R1 ......... Rr
(3) C - R1u1 ....... Rrur . r
r . . (ui-u.). T us
: : i< I
(k) n (k) n ij=t...r
R1 Up ceenes Rr u,.
Démonstration :
n_ o Ri
Ona F(t) = § 1t = ; 5 *+ 6(t) (1
n:0 i
r r%
On a en effet 1a relation pour o = 1,...,d : f3(t) = ; +g%(t)
z.-t
i
g* holemorphe dans D .
Donc on a obtenu 1a relation (1) avec Ry = (r}, .,r?).

soit @(t) = Y B t", alors :
ns0 "
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On reporte cette expression dans H: » qu'on développe linéai-

rement par rapport aux colonnes. On a alors

S _ aS . AS
Hr = Dr + Dr

ol Di représente la somme de tous les déterminants ne contenant que des

termes Ri”? et 6$ représentent la somme de tous les déterminants con-
. (k)
tenant au meins une colonne de type (Bp""’Bp+n)'
R, uSt Rius™"
11 11 1 ]Y'
s :
Dr - ; ) ; :
" r .
REFuS T Rs.k) gHren
1 1 r r
R1 ............ Rr
Riu, vovvanant, R u
Di - u?+1...ui+1 11 r'r ) ' s(c)u? u1 . u:-1
; . iy i 2 r
(k) n (k) n
R1 Uy eevenans Rr u.
(e(o) représente la signature de la permutation : of(k) = i,)
k
r-1
R1 ............ Rr 1 Up coveennns uy
s+1 s+1
= u1 . r .
(k). n {k) n r-1
R1 Up vevvennnn Rr Uy 1 Up voennnnns u,.
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Pour étudier ﬁi s ona dfaprés les formules de Cauchy appliquées

: a . ]
aux fonctions ¢* : Vo lzrl < o< 'Zr+1l

lupeq] <o < Jup]

Ian|| <uo" La somme Di est finie et tous les termes sont du méme ordre,
donc finalement :

—_ nS _ S
=> DY‘_ 0((“1,..-,ur_1 D) )o
En regroupant les deux résultats, on obtient :

HE = € (ugsennsu, )30 + 0((]: ))) (2)

pl

Corollaire I.1 - Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme
1.1, le résultat s'étend aux cas de pdles multiples par une technique de

confluence [13].

Remarque : La constante Cr est indépendante de la numérotation
des pdles, elle dépend seulement des pdles et des résidus en ces pdles.
Dans le cas ot F est rationnelle, on a deux résultats semblables

au cas scalaire.

Théoréme 1.2 - S F est une fonction rationnelle de type

(r+h,r), alors

H;=O m>r s30
s _ S
He, = Cr(u1,...,ur) s > h.

Démonstration : La démonstration se déduit du calcul du théo-

reme 1.

%
o
-

Théoreme 1.3 - Si H; =0 m>r et s

si Hﬁ#o s>h,
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alors F est rationnelle de type (r+h,r).

Démonstration : Soit F(t) = § riti, r, = (c},...,c?)t.
bemonstiration i
HS . = 0 implique que la Tigne (ck+1 k+1 ) est combinaison 1i-
r+l T plique q 9 s+n’° " s+r-n-1

néaire des lignes

&= Lo ) { *

1...d et i
1...k et i

n
o
.
3

1
—

Ss+i S+3°° 2 Us+i4r-1 a

H
>3

Démontrer que F est rationnelle de type (r+h,r) est équiva-
lent & chercher un polynfme unitaire de degré r qui vérifie :

. r .
(‘EO rit1).( g bitJ) = polyndme vectoriel de degré (r+h)
iz v

. r .
c'est-a-dire ( c2tY). (¥ b.td) = polyndme scalaire de dr+h 3 ce
. 1 d J

iz0

qui est équivalent a :

r
Y creeiPi =0, s>hoet a=1,....d
i=0

Les r premiéres équations forment un systéme (S)
s = h+l,. b0, a=1,...,d et s =hn+l, o =1,...,k, qui admet une sole
tion b non nulle : si b0 =0 alors HE+2 serait nul ; si br =0,

1

alors H2+ serait nul.

Les équations suivantes étant combinaisons linéaires des premiéres

sont vérifiées et donc F est rationnelle de type (r+h,r).

' Reﬁarque : Le calcul précédent n'est évidemment valable que si
la constante Cr n'est pas nulle. Or cette constante peut &tre nulle méme
dans de "bons" cas. Par exemple si une des fonctions f, est entiére
(ou holomorphe dans D) tous les r?r, (i =1,...,r) sont nuls donc C,
est un déterminant avec une ligne nulle. De manitre précise, on a la condi-

- tion nécessaire de non nullité suivante :



Proposition 1.4 - Pour r = nd+k, Cr est nul, si une des fonc-

tions f a n (si 1<as< k) ou n-1 (si k<asgd) pdles au plus.

Démonstration :

R1 ..... esen Rr
R1u1 ......... Rrur
Cr = :
(k). n (k) n
R1 CINPRUPRPS Rr u,

Pour o entre 1 et Kk, supposohs que fa ait moins de (n+1)

poles et groupons les lignes associées a fa au début du déterminant :

o o
r1,r2 veesraseaes rr
o o
C .. r1u1,r2u,, rr‘ur‘
r .
o N _a a n
Y‘1u1,r‘2u2 .......... r‘ru1

Supposons que ces pbdles soient 21,...,2p (en renumérotant au
besoin les Zi) alors, r% =0, 1i>p. En développant en mineurs de di-

mension p, il est clair que Cr =0 si p<n+l,

Si o est entre k+1 et d, il n'y a que n 1lignes concernées,
et on conclut de méme que Cr est nul si fu (k+1 ¢ a g d) a moins de n
poles. » .
_ De manigre négative, on a donc, pour que Cr soit non nul, il
faut que f_ ait au moins n+1 pdles (1_5 o g k) et au moins n pdles

(k+1 < o < d).

Dans le cas scalaire d'une fonction f a r pbdles, on sait que
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Hi est non nul sous les hypotheses du théoreme I.1, pour s assez grand.
Ici, ce n'est pas suffisant et Cr # 0 doit étre interprété comme une
condition suffisante d'indépendance polaire des fonctions fu. Graves
Morris et Saff ([12]) trouvent aussi ce type de notion d'indépendance po-

laire & propos des approximants simultanés de fonctions méromorphes. Nous

comparons maintenant la relation existant entre ces deux notions.

Reprenons la définition de Graves Morris et Saff :

Définition.- f1,...,fd sont des fonctions méromorphes polairement

d
indépendantes relativement aux entiers Ppavresly ( 2 Py > 0) -dans DR
1

cr . A 0
il n'existe pas de polyndmes Ha(a 0, < pg 1 si pu.a 1 et T,

11}
o
w
-

o, = 0) tels que la fonction

d
¢(z) = % Ha(z).fu(z)
a=1

soit analytique dans DR.

Supposons les pdles simples et écrivons fa sous la forme

r ¢
f(z) = 121 ZiIZ +g,(2)
d
, LI () d
¢(z) = y gﬂ—?‘:z—‘-"’ 2 HG(Z).ga(Z)
i=1 i a=1

¢(z) holomorphe dans D est équivalent au systéme suivant :

d
_ o .
. GZ1 Ha(zi)ri =0, i=1,...,r.

d
C'est un systéme Tinéaire de r équations a ( § pa) inconnues,
a=1
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Tes inconnues étant les coefficients des 1 . Dans le cas ot Ip =T,

T'existence des 1. non identiquement nuls, est équivalente a dire que

le déterminant du systeme est nul,

Le systame s'écrit :

d por-1

Joatzdrl =0, =1,
=1~

-t e

a=1

Le déterminant de ce systéme est :

oq=t 4 1 et 2 2 d
21 Y';‘,.-.,Y‘1, Z;] r1,...,r1,...---_-r1
= :
17t r! zp2—1 r2 r2 ' rd
- PN (N 5 T o .

En transposant, et en regroupant les lignes ol apparaissent z? s

puis z}, on obtient :

1 1 1

ry L JEREPRPRPRTI

rd rd Ceeinaans rd

2 r

A= € 1

z, r d
11 cereeraceiianes 2T
] d
Zyry eeeeeseiienes z.r.

Si Pg = eew =0T n+l et Ppeq = w00 T Pg T n, alors A et
Cr sont proportionnels. Donc 1a condition C, # 0 est équivalente & dire
que fq,...,fy sont polairement indépendantes (au sens de G.M et S) dans

le disque contenant r pdles, (r = nd+k), relativement aux entiers
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n+l (k fois) et n (d-k) fois.

IT - CONVERGENCE DU QD ALGORITHME.

Théoréme II.1 - Toujours sous les hypotheses du théoreme 1.1,

on a : o+t
si ]zrl < |zr+1l llz " = UpsensUy
r
1 S.
3 H
. .S N o r
si |zr] < |Zr+1l < |Zr+2| limq’, 4 = Tim T * 5T = Upag
S et He

Démonstration : Les deux résultats se déduisent immédiatement
de la relation (2) du théoreme I.1.

Nous étudions maintenant la convergence des suites ei,i
i=r-d,...,r-1. Si les polyndmes Pi sont définis par les relations

3

d'orthogonalité vectorielle (R), les ei i sont solution du systeme
obtenu de Ta maniére suivante :

0, StN,  s+1 s re1 0y S+N s+l

TP - P2)) = - § a3 P a = k+l,...,d

r r i j
r-d
r-1
ca(xs+n+1(Ps+1 _ PS)) - . A‘ca(xs+n+1 P§+1) = 1,0,k
r r pig i i
On a donc le systeme triangulaire suivant, avec Ay = ei i
( k+1, s+n ,s+1 k+1, s+n .s

Apg € (x Pr-d)‘ =c (x> P))
(4) 4

: k, stn+1 _s+1 N k, s+n+l gs+1y _  k, s+n+1 .s

Apq © (X Poig) + e * Ap_qC (X PIl) = c(x P
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Les polyndmes Pit;,...,Pi+1,Pi sont supposés exister, donc les

déterminants de Hankel correspondants sont supposés non nuls.

X - s
Pour i entre 1 et d, on définit Hr,k+i
Ty evenneenenns T,
(k) (k)
pS = s+n "ttt S+n+r si k< k+i g d
rok+i :
k+i k+1
gap rereeees Cosner
Te veeenennnnes T,
ou H i ® NOR (k) i d<kei g dek
, 4 Tt canar )
k+i-d k+i-d
Cogng] *orrrvees Cointl

Propositibn 11.2 - Si F est rationnelle, d'ordre polaire

total r, alors

s _ s o=
Hr,k+i =0 i=1,...,d

s _ = pa -
er,i =0 i = r-d, ,r=1

Démonstration : Le systéme (4) a pour termes diagonaux

Hs+1 S+

r-d+i+1/Hr-d+i qui sont supposés non nuls. Le deuxiéme membre du systeme

est Hi k+i/Hi , i=1,...,d. Le méme calcul que pour Te théoréme 1.1 ou
»

1.3 montre que Hi kei = 0, i1 3 donc, la seule solution du systame (4)

est la solution nulle.



si

et

si

et

s r u}+1 S
er,r-d ATE (u )
1z, 0q) < \Zr+2& r-d+1  “r-d+1
<2y oo
r-d+ie oS Kr,i Yy
2| < iz ] Par=dl U g1 Upedeie
r+l T2
Démonstration :
D'aprés le systeme (4)
S+1 (3
S Hr—d+1 _ Hr+1
r,r-d ° Hs+1 - Hs
r-d r
Soit €= C (1 + 0{-2)%)
r= Gy ™
S B Cr-d Cr+1 Upit S 1
e’ == —— . ) R
r,r-d C C u u
r-d+1 r r-d+1 r-d+1
De méme, par les formules de Cramer
s+1 S
Hr-git Hevt
s+1 S
Hs+1 Hr-d Hr
eS _ _r-d
ryr-d+t = Ps+’| Hs+1 S
'r-d+2 r-d, k+2 r,k+2
S+ 3
Hr-d Hr

A

A

A
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Théoreéme I1.3 - Avec les hypotheses du théoréme I.1, on cbtient :

2 garl < 120 gie!

K

.S
et 1im e =0
Soron r,r-d
s .S _
et lim ey pgi®

0
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s+1 S
Hp-ds1 Myt
s+1 5
‘Hr—d,k+2 He, ke2
s+ S
r-d+2 Hy
s+1 S
Hr'-d+’| O Hr+1
Hs+1 ) .
¢S _ __r-d+i . . . 1
ryr-d+i ~ Hs+1 N >, 5+ S HSIT s+1 S
r-d+i+1 r-d+i r,k+i r-d+1° " "Mr-d+i v
s+1 Ps+1 S
p-d, k+i+1" " Tpedei=, keisl T keiHd
D'apres le thécréme I.1
. s _ s P \S
51 {zrl < |2r+1l » Ho = Cr(u1,...,ur) (1 + 0(——)")

[Yp|

" S A, S .
de méme pour Hr,k+i qui, étant dfordre r+1, se comporte comme Hr+1 :
; s - s P s
ST 12l <12l 0 B = O (e ety (0 06 o))
Donc on peut appliquer ces relations & tous les déterminants
Hi considérés si :

2yl < e < zpgapil et 20l <zl <zl

s
- & _ (“r+1)
- ryr=d+i T Tr,i

S
(ur-d+i+1)
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Cr-d+1\ 0 Cr+1
- K \“ S 1
ryi = ori A :
Coo s : Crodet Crodri-1rodrin®
Cr-d,k+1'+1 ot Cr-d+1'-1,k+1'+1 Cr,k+1‘+1
K . u
s . r,i r+l s
denc er,r-d+1’ . ( )
r-d+i+l  Yp-dei+t
N S _
112 e, r-d+i = O

IIT - NATURE DE LA CONVERGENCE DE LA SUITE (qi)s VERS u,

(d impair).

[23].

[s].

1'autre.

Dans le cas scalaire, la suite (q:)S est convergente et linéaire
Nous reprenons cette démarche et utilisons les lemmes suivants

Une suite convergente X, est dite linéaire, de vitesse 1 si :

X - X
. +
]]m _.u___z

N->c0 Xn-X

X, Al < L

Dans ce qui suit, les suites considérées sont convergentes.

Lemme IIT.1 - Si [a] # 1,

on a 1'équivalence

X - X X - X
]'im_nﬂ.._.__z)\ <=>]'im _n.”—..ﬂz)\.

Nso X = X N->e -
n Xn T Xn-1

Si |al =1, i1 n'y a aucune implication ni dans un sens ni dans
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Lemme III1.2 - Si X, et Yn sont linéaires de vitesses X et

w U] > tul), alors (xn.yn) est linéaire de vitesse 2.

Si |a] = |ul on ne peut conclure.

Lemme II1.3 - Si x, est linéaire de vitesse A, de limite x

-1 . . .
non nulle, Xn est linéaire de vitesse A.

S t(re1) | Hi+1

On écrit g’ , = — 5 t(r) = —
t_(r) H

s r

Dans 1e cas scalaire,: on démontre que ts(r) est une suite
Upr

1inéaire (Jemme II1.1) de vitesse T donc qi+1 est Tinéaire de
r |
u u u u
vitesse —Eij» ou r+2 (Temmes I1.2 et 11.3) pourvu gue r+1 # ur+2
r r+1 r r+1

L'étude de la linéarité de tS se fait en étudiant :

At (r) Hs+2/Hs+1 _ Hi+1/HS

S o r r
T TUSET S S 51
Ats_1(r) Hr /Hr - Hr/Hr
s+2 S s+1,2 s ,s-1
_ Hr 'Hr - (Hr ) Hr'Hr
T s+l 51 S\2 5 ,5+1
HO L - (Hr) o HY

Le quotient se transforme par 1'identité de Sylvester que ncus
étendons d'abord aux déterminants de Hankel généralisés qui sont ici

utilisés.

Lemme III.4 - Extension de 1'identité de Sylvester aux déter-
minants de Hankel généralisés (d impair).

] = - (k) t .
Soit r = nd+k et hS = (rs""’rs+n’rs+n+1) vecteur 3 r+d
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composantes,

Soit e Te bloc de d colonnes, r+d lignes commencant par Idd
puis 0.

Soit en+:1e bloc de d colonnes, r+d licnes finissant par Id

1 d

et 0 avant.
On note (eg) un choix arbitraire de j colonnes parmi e s
ég les colonnes complémentaires, et Mg K le déterminant {r+d) x (r+d)

suivant :

J r+d-k-Jj
!e1,hs,...,hs+k,en+1 [.

Enfin, £ (ej) est égal 2 (-1)* oi o est la somme des indices

des colonnes considérées dans e? (dang eg+1). Alors 1'identité de Sylvester
se généralise sous la forme suivante (pour d impair)

d . . d-1 . .

\y J d+1-J + T z 1 .MJ Md'J

s-1 ,s+1 _ ,.5y2 _ T ' y
H H (Hp) 521 & Ejed—j+1Ms,r-1' s-1,r+1 ji1 F35d=3 s,r s=1,r

r 'r r’
(le § intérieur signifiant somme surles choix possibles de j colonnes

dans e, et d-j ou d+1-j colonnes dans i)

Démoristraticn : On considére la matrice A de dimension

2(r+d) x 2(r+d) suivante :

ey hg e he o ghy Ol 0 I
A =
&g 0 ... 0 hr+s-1 hs- g ee hr‘+s-2 €nst
avec
1 0 0
N
e, = 0 1 e =11 0 d x (r+d)
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Par soustraction, on a :

‘ 0 h. «e« H 0 0 -0, we.=h

S r+s-2 s * r+s-2 0 ‘

h

r+s-1 hs-1 hs Tt Tr+s-z en+1

En développant en mineurs de taille r+d, on voit que det A =
On développe alors det A, avec A sous la forme initiale, en mineurs de
taille r+d. Les termes sont de la forme eM1M2 ol M1 est formé & partir

des (r+d) premiéres lignes et M2 des r+d derniéres.

* Si on prend strictement meins de (r-1) colonnes en h, dans

M,, alors M2 = 0.

* Si on prend (r-1) termes en hi dans M1, pour que M2 # 0,
il faut que ce soit hS < s hs+r-2 que 1'on compléte par j colonnes

dans ey et d+1-j dans e

n+1
M1'M2 - }e?’hs hr+s-2’eg:1—j}')éq‘hs+r-1 hs-1 hs Tt hs+r-2’—g:1 ]l
Ce terme a un “"ccrrespondant" : c'est le cas ou on prend (r+1)
cclonnes en (hi) dans M1 et Ta partition de e, é?
M%'Mé - lé?’hs e hs+r-1 hs- ‘g:: JI \ j ot hs+r- g:l JI
On a M1 = Mé et M% = M2.

Ces termes apparaissent dans det A affectés d'un signe (-1)*
ou o est la somme des indices des colonnes considérées dans M1 ou Mi
Calculons o et o', o correspondant a M1 et o' a Mi. On note

k1 S kj les colonnes considérées dans (e1)J et

2r+d+k% celles considérées dans (e n+1)d+1 -J
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: d+1-j
= f ki + (dole s+ dor-1) + (d+1-3)(2r+d) + ] k!
=1 i=1

. d+1-3
= (d(d+1) - i ko) + (del+ oo+ deret) + (§-1)(2r4+d) + (QL%;ll - %

Pour savoir si ces termes s'ajoutent ou se compensent, il suffit

calculer la différence a-a' modulo 2 :
/
a'-a = 39D L (eradirst) + d(2r+d) + 40d21)
2

a'-a = 1 + d2 (2)

Soit a'-a = 14d (2). :

. si d est impair les termes s'ajoutent ;

. si d est pair Tles termes disparaissent.

* Si on prend r termes en hi’ on a de manigre similaire :

= Jad d-j, zd ~d-j
1M, = |e1,hS ees hs+r—1’en+1l‘ ey ho_y ho ... hs+r-2’en+1l
Mo fad -3ty 53 sh=d
ou My.My = ey Lhe ... LLUPNRP TR l.le1.,hr+s_1,hs,...,hr+s_2,en+1[
Vo r
On a M2 = (-1) M1 ,
ad' Ll
] si &y 1
Vo= - v
MI = (-1) ”2

I1 faut voir si ces termes s'ajoutent ou non :

i d-
(; ki) +d+ 1+ o0 +d+r o+ (d-j)(de2r) + ; k;)

Q
n

. d-j
o = (Qiﬂill - ﬂ ki)+d+1+...+d+r—1+d+r+1+j(d+2r) + (Eﬂéill - k%)
2 1 2 1

k%)
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2

a-a'=1+d (2)
a-o =1+d (2).
Finalement, si d est pair le développement de det A donne
0=0, si d est impair, on obtient deux fois chaque terme.
On note €5 = (-1 ofi o est la somme des indices des J co-
: ]
lonnes considérées dans e%, 23. = (-1)% ol o' est 1a somme des indices
N LN} . '
des Jj' colonnes considérées dans e%+1 Mg i e déterminant formé par
J d+r-k-j .
Tes colonnes & hS . hs+k’en+1 , k=r-1,r ou r+l.
On obtient :
d . d . .
: J d+1-J ' j o owd-d o
{21 ) Ei%d-j+1 MS,r-1 ST jzo ) £i%d-j Mo - My,r = 0

Le 2 muet correspond & la somme sur les choix pessibles de |

colonnes dans et de d-j d+1-3

colonnes dans e

€ ou n+1°
Dans la deuxigme somme, On a :
our j=d ej = e, et ed 3. €
P J i 1 1 n+1 = Tn+i
d(d+1)
_uS+) s Z
Ej‘le’l’hs ' hs+r-1"lhs—1 Tt hs+r-2 en+1{_ r ‘Hr (-1)
. ~3 _ d-j _
pour j =0, ey = e et en+1 = B
d2+d(d+1)
- S 2 -
eilhg wo houy el legshg oo b ol = (HDS(D) 2
donc, on a :
d . d-1 .
s+l ys=1 _ (4Sy2 _ ' d+1-] \ Jj d-3
HYTLHY (H ) Z €5€dm g1 A M e N €5¢-3 Ms,rMs-1, v
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Remarque : Si d = 1, 1la deuxieme somme de la dernizre éqalité

est vide et la premiére se réduit a j =1 donc e% = ey et ed'J+1 =

n+1 €

n+i’

' _ s+ oys-1
Ei’j*"d-»jﬂ‘e1’hs R N B S I SIS TU SR B

On retrouve 1'identité de Sylvester classique.

Les déterminants Mg r s'évaluent comme les déterminants de

Hankel dans le théoréme 1.1 :

. i i r+d-j-k ;
Lemme II1.5 - Soit Mg,k = le%,hs L ST T K J=z1

. j S S
J < d, Mg,k = Cjk(u1 e uk) (1 + O(lrf;l ) k = Y"1,Y' luk+1| <p < [uk|

. d ~ s+1 P s+1
3= MG g = g Uy oo U 7 OUGED™D gl <o < fup
B L - (k) T
Demonstration :  h, (rs vee rs+n+1) .

En développant Mg y bar rapport aux Jj premiéres colonnes,

on fait disparaitre j Tlignes de (T r

s e s+r-1)’ mais pour Jj inférieur

).

ou égal & (d-1), on garde toujours au moins une ligne de (rs o T

En procédant comme au théoreme I.1, on trouve donc :
i _ S p S . _
Ms,k = Cj,k(u1 e )T+ (LEE[ ) §=1...d-1 \uk+1‘ <p < luk\

oll Cj  dépend de k (k = r-1 ou r) et de la partition j.
Si j=4d, e% = ey, mais nous n'avons a considérer que k = r-1

J d-j+1, _ 1
ley N IR | = ley he ... hs+r—2’en+1l
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Togp sovennes PR
LK) RO R
s+n+l " S+n+r 0

x

C'est un déterminant Hifl 3 une des d derniéres lignes preés.

Mais le méme calcul qu'au théoréme I.1 donne :
J - s+1 p s+l
Md,r-1 = Cd,r—1(u1 ur_1) (1 + O(IU;I) ) lur] <p < lur_” .
et (qi+1)s’ (d impair).

Démonstration : Etude de Ta limite Ats(r)/Ats_1(r).

Hs+1 Hs-1 _ (Hs)z

Bop = = H2-1 5 -
ror
Hi+1'H:-1 - (Hi)z B jzd 55 Mg,r—1'Ml-1,r+1 * jé: E €jgtli+1-j Mg,r—1 Mgt}:i+1
i jé: ) ejeé-j Mg,r'Mg:g,r
= {uy ... ur_1)5+1(u1 s urﬂ)s"1 A

S s-1
+ (uyoeen ur_1) (uy oevupyy) B

Uy s ur)s(u1 - ur)s'1 C
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.r

A= (1400 |S+1>> (1 + 0(| 2~ o DY €} Cgirt Cropnt
Up- Ups ’

B = (1 +0( 2 | N+ 01 2—5Y), ? L €sedri-5 C5,r Cdujat,r
U r+1

C = (1+ 0018151 + 0(]%%ls"1)).jz1 1 esedrt- Ci,r Caegor v

Et toujours selon le théoréme I.1 ou le Temme II.5, ce résultat est possible

pour tous p p'p" vérifiant :
Ul <" < upql <o < ful <o < fu_ql

D'autre part, d'aprés le théoreme 1.1

e = Cluy wn 90+ 0(E®)
r

2s5-1
(u1 ...,ur) D

- c2 p" 1842 . 2
D = Cr(1 + 0((TG;T) ) limD =1D = C.70.

S0 L

Finalement, on obtient :

(u1...u )Zs(ur u

r-1

r+1)s-1A+(u1. )2$ 1(u u 1)S'1B+(u1...ur)25'1c

r Ve
25 -1
(u1...ur) D

Ats_1(r) =

Toutes les quantités A B C D s'écrivent sous la forme :

= (0 0=+ 0l ) .
Yp- Ups1

Les quantités d'indice 1 sont de vraies constantes et

limA = A,  (de méme pour BCD, D, # 0)

G0
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On sait que 121 t.(r) = uy ... u. donc Ta Timite de At

(r)

vaut zéro, donc C1 =0 et C =0.

s-1
u Ugo. U ,A+B
. e+ M r-1
Finalement, 4t ,(r) = = ( 5 )
r
Ats(r) _ Ut

Tim =
Goreo Ats_1(rf u

r

Sous 1'hypothese déja plusieurs fois utilisée que |ur+1| < 1url,

u
la suite (ts(r))S est donc linéaire, de vitesse r+l .
: r

Uy
Si, de plus, on suppose

T alors la suite

r+1

Upoq
qi = ts(r)/ts(r-1) est Tinéaire de vitesse la quantité de plus grand module

u
+
entre -—:}——1— et

r r-1

IV - ZEROS DES POLYNOMES VECTORIELLEMENT ORTHOGONAUX.

Ces polyndmes ont été définis par les relations d'orthogonalité

vectorielles (R), et admettent une représentation comme rapport de deux

déterminants :
To venecencnns LU Ty wenreneens Terpat
S
Pr(x) Toypaq eneevess Terrin- : :
k) (k) (k) (k)
Thp sovrerrnnee Teeren Tegp *ovveeees Teprin-1
| x"
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s s
= Hr(x)/Hr .

Les zéros de ces polynOmes peuvent étre trouvés par une méthode
directe déduit des paragraphes précédents, ou en considérant les P? comme
dénominateurs des approximants de Padé vectoriels et en étendant le théoréme
de Montessus de Ballore au cas vectoriel par une méthode de variables com-

plexes. Cette deuxieme méthode est développée au paragraphe suivant,

Théoréme 1V.1 - Sous les mémes hypotheses que pour le théoreme I.1,

on a
r
Ho(u) = € (uy oo ur)s[ ? (u-u;) + 0((—_2_)%}

|

uniformément pour u dans tout ensemble borné.

Démonstration :
I‘s EEETRRN FS+Y‘
. : r
S . : +1
Ha(x) = | : : et o= | R}u? +B, -

(k) A(K) i=1

sen ctrreeer Toiner

Toeviinenne X"

On utilise la multilinéarité du déterminant vis-a-vis des lignes

et on trouve :

Hi(x) = Di(x) + ﬁi(x).

] < . . L ops .
Dr(x) représente la somme des déterminants ol figure au moins

une ligne en Bi'
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Di(x) est un polyndme de degré r en x, de coefficient directeur

D'autre part, en utilisant toujours la 1inéarité par rapport aux
r r
Tignes scalaires : § R1.u§+k = ( E R?u?k)a_1 d >’ le déterminant se
1 1 “lavray

décompose en une somme de déterminants dont seuls ne sont pas nuls :

Ot1us+1 %1 garat
i, iy
S
X =
Da(x) = ]

g

1 Ty 0‘rus+n+1 “r stren+l
T Ty Ty
| I N xr

Dans ces déterminants, chague uy apparait dans une ligne

et donc

Finalement, on a 1'expression de Di(x) :

- ;
D3(x) = C (u1 ves ur)s. ? (x-ui),

Pour Di(x), Te méme raisonnement qu'au théoréme 1.1, montre

gue pour x dans tout ensemble borné du plan, on a :
=S _ s s
Dr(x) = Cr(u1 ...fur) .O(LG;I ).

On a finalement :
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On peut comme pour le théoréme I.1 étendre Te résultat au cas

ol les z; ne sont pas des pdlies simples pour fa.

Corollaire IV.2 - Sous les mémes hypothéses, les zéros des poly-

ndémes orthogonaux convergent vers les (u].),=1

i quand s tend vers

war
1'infini,
Corollaire IV.3 - Si F rationnelle, d'ordre polaire total r,

alors les polynémes orthogonaux Pi sont exactenent, pocur s x 0

Pi(x) = (x-ui).

ne-s

i=1

V - THEOREME DE MONTESSUS DE BALLORE.

Cette démonstration utilisant la théorie des variables complexes
est une variante de celle de Saff [24], et est a rapprocher du résultat

obtenu par Saff et Graves-Morris pour les approximants simultanés [12].

Nous résumons maintenant les données, avant 1'énoncé du thécreéme.

Soit F 1la fonction F = (f1 . fd).

f, est holomorphe dans le disque D, de rayon T sauf en un

nombre fini de points z; qui sont des pdles (Zi #0).

L'ensemble des pdles de f, est appelé E_, contient m,

peints.

d
r est le nombre de points de E rg )Y m=m ;

1 @ ©o

[ e« N

o

r n'est égal a m que dans le cas ol les E  sont disjoints.
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On veut démontrer que la colonne d'indice r de la table de
Padé vectorielle converge vers I, uniformément sur tout compact de
D=D_-{z;}, etaque les zéros des dénominateurs qi (notés qr) con-
vergent vers les points z5. On suppose essentiellement que les appro-
ximants [s/r] existent, ce qui fait différer la démonstration de celle
obtenue dans le cas scalaire par Saff. On peut obtenir Qne extension a
des approximants de Padé vectoriels multipoints en les définissant comme

les approximants de Padé vectoriels.

Théoreme V.1 - Soit F = (f1,...,fd) une fonction holomorphe

dans le disque de rayon =1, sauf peut-étre en nombre fini de points

d
E= Eu, Ea étant 1'ensemble des pdles de fa. Soit D 1le domaine
a=1

obtenu en enlevant les pdles du disque |z| < t, et r Te nombre d'élé-
ments de E. On suppose que les approximants de Padé vectoriels [s/r]
existent pour tout s. Alors les approximants de Padé vectoriels [é/ﬁ]
convergent, quand s tend vers 1'infini, vers F uniformément sur tout
compact de D. Les pdles de ces approximants convergent vers les pdles

de T.

Les Eu sont assujetis a la condition décrite en début de

démonstration.

Démonstration : Nous supposons que {zg5.0052,) = E sont rangés

de telle sorte que, r = nd+k
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E1 = {21,...,Zn+1}

{Zn+2’4"’22n+2}c E2 C {ZT,...,sz_z}

Z(-tynsies o Zknad © B S 2 aZinyd
{zkn+k+1""’z(k+1)n+k}C: Ek+1C:{z1""’Zn(k+1)+k}

-

Z(g-1)nacet > o Zndek? & Bg © BgaeeeaZpgyd

Cette hypothése qui implique notamment que chaque fu a au moins
n péles (ou n+1 pour les k premiéres fonctions) n'est pas optimum comme
il est indiqué dans la remarque suivant cette démonstration.
on+o

1,...,k, on pose Z%(z) = [ (z-2,), d°7% = n+1

i=(a-1)n+a

Pour «o

“ an+k
k+1,...,d, on pose Z°(z) = TT (z-z.), d°z
{a-1)n+k+1

Pour «

L}
P}

On utilisera les notations classiques suivantes :

r
Qz) = 1 (z-z;)
=1

1

x

wg= 1w (z) = T (z-2;)

r
q,.(2) = k21 a wq(2) +Q(z) (g, et a, dépendent de )
s/7] =[P5/qr‘ B (Pz/qr‘)aﬂ,...,d :

Les relations précédentes déterminent complétement les s

contrairement & la démonstration de Saff ([24]).

'CR est un cercle de centre 0, de rayon R (R < 1) contenant les z;
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et z dans son intérieur.

Par définition de 1'approximant de Padé vectoriel, on a :

= o _ _ S+n+e £
a=1,...,d P./a.(z) - f,(z) = 0(z )L

2 a
1 «a

K+,....d

PZ interpole qr.f“ en 0 a l'ordre s+n+e.
Pz 7% interpole qr.Za.fu en 0 a l'ordre s+n+e et est

un polyndme de degré s+n+e-1. On peut donc appliquer le formule d'Hermite :

Ss+e qr.Z“.fa(t)

o 50 1 _ _
PS'Z (Z) = m '(C (1 tn+5+€) - 2 dt o = 1,.--,d.

PZ.Z“(zi) =0 pour z; 2zéro de Z°

En remplacant q,. par son développement sur la base (wk),
on trouve que les ay vérifient le systéeme de r équations a r in-

connues suivant :

r
kz1 a, c?k = d? a=1,...,d iz, zérode yi
n+s+e o
o 1 f - i wk_1.2 'fa(t) i
ik ~ 2in c gh¥s+e t
R = By
n+s+e a
2 =] (-3 BEES
i Z2in n+s+e
CR t t - z;

est entiérement défini par i : i = h1 n+h

si h1:s k ths h1 o = h1

>
L~ B

v

=
—

Q

1

=
=

+

s
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si h1 > k h24$ k o = h1
h2>k cx=h1+1.
Wy 2% (t)
1imcik=€“ik=2_1-' KV T T Gt £ 0 ko=d,i-l,...,i-n
S0 I CR t - Zi
= 0 k > i

N ,[ Q.2%.f_(t) ot .
'"’n . = =
s | Zin CR t -~ z]

Les a sont donc solutions d'un systéme asymptotiquement
triangulaire de diagonale non nulle, et de second membre nul ; on a donc

lim a, = 0

S K

Tim qr(z) = Q(z) uniformément sur tout compact de D.
S0

Pour tout compact K de D, et pour s assez grand, 9, n'a

pas de zéros dans K, donc 9 et Q sont bornés supérieurement et in-

férieurement dans K.

dt

, n+s+e q_Z%.f (t)
o S0 o _ 1 z r o
Ps-Z (z) - qp-Z ,fa(z) T 7im {C NisTe :
R -z

T o /s _ R .
hm[Sup Sup |(P./q,. - fa)(z)l] Eh 1.

s»ol g zeK

On a donc la convergence souhaitée.

Supposons qu'un pdle z; soit multiple d'ordre u pour une

fonction fa et intervienne ' fois dans Z°.

On aura ' équations du type :
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o o) _ s )
(PL.2)9(z,) =0, i = 0,0

Pour ce pbdie z;, ona donc yu' équations

’ o _ 40
kz1 33k = dj
. O ()
. o _ J! 1 ?k“l o = [ =
R e R
i

La démonstration se poursuit sans modifications.

Remarque 1 :
Ce gui est strictement nécessaire a la démonstration est le fait
. - . . &
que Te déterminant ]Cikli,k admet pour limite un déterminant |cik'i,k
non nul. Les hypothéses faites sur les Ea font que [gikli K est trian-
gulaire de diagonale non nulle. I1 pourrait évidemment &tre non nul sans

étre triangulaire.

Remarque 2 :

Les problemes précédents rejoignent le probléme de 1'indépendance
polaire des fonctions fu. Ce probléme n'apparait pas explicitement car
i1 est masqué par 1fhypothése d'existence des approximants de Padé vecto-

riels [s/r], s 2 0.

Que ce soit par 1'une quelconque des deux méthodes développées
aux parties IV et V, i1 faut noter qu'on trouve 1'ensemble E des pbles,
mais qu'on ne peut distinguer de quelle fonction fa un point Z; est

pole.
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R ESUME

Hskokk

Le nom de Padé est attaché a la recherche d'approximants rationnels
d'une fonction. Le probleme, ici étudié, est la définition puis 1'étude d'ap-
proximants vectoriels d'une fonction vectorielle F = (f1,...,fd). Le point
de vue se distingue d'une approximation simultanée sur les composantes (dé-
veloppée depuis Hermite, c'est-a-dire avant méme les travaux de Padé), car
1'approximation sera a la fois simultanée et uniforme ; elle sera définie de
la maniére suivante : on cherche, pour chaque couple d'entiers (s,r), (d+1)
polynomes Pa, a=1,...,d, de degré s et Q de degré r tels que :

(F, = P/ = 0t I/t o,

L'ordre d'approximation est le meilleur en ce sens qu'il ne peut
étre amélioré sur toutes les composantes a la fois.

Le travail se partage naturellement en quatre parties : définitions
et expressions des approximants comme rapport de deux déterminants, étude de
la table des polyndmes associés aux dénominateurs, qui justifient Teur appel-
lation de vectoriellement orthogonaux, définition d'algorithmes de calcul,
problémes de convergence.
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APPROXIMANTS
APPROXIMANTS DE PADE
POLYGONES ORTHOGONAUX
QD ALGORITHME
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