
No d'ordre : 71 1 

4 

THÈSE 

PRÉSENTÉEA 

L'UNIVERSITÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE FLANDRES ARTOIS 

POUR OBTENIR LE GRADE DE 

DOCTEUR ÈS SCIENCES MATHÉMATIQUES 

PAR 

TE VAN ISEGHEM -LE LUYER 

APPROXIMANTS DE PADÉ VECTORIELS 

Thèse soutenue le 19 mars 1987 devant la Commission d'Examen : 

Président et Rapporteur : MARONI P. (Universitb de Paris VI) 

Rapporteurs : BREZlNSKl C. (Université de Lille 1) 
DE BRUIN M.G. (Université d'Amsterdam - Pays-Bas) 
GRAVES MORRIS P.R. (Université de Bradford - G.-B.) 

Examinateurs : GERMAIN-BONNE B. (Université de Lille 1) 
VIENNOT G. (Universite de Bordeaux 1) 









Je hemmcie Monb&uh Mahoni, D&eotewl de Rechmchen au 
C.N.R.S., d ' a v o h ,  dèb Le débu-t, & h é  m a  ed~otctb cancmnant 
t'ahthagonaLité v e c t o ~ & e .  1L a 6e.aucoup covukibué p nen 
nugguLLon6 cd ben q u e n ~ o n d  à toute  l a  deuxième pahAie de ceMe thène. 
l e  nLLin ,th86 hanohée q u ' i l  ait accepté de ptrénideh Le jwry. 

Je hemmcie Momieuh De BhUAM, Pho6e~dewl u4boci.é à 
C 'Univennkté dlAmntmdam, eA Mon6ieu.t~ Ghavu-Moud , Pho@..!,beuh à 
L'Univehskté de Bhad6ohd, d ' a v o h  accepté de &e un manwc4iX en 
6hançad,  e;C d'y  a v o h  appohté den cotrrrecfivnn néceonahes. Lewu 
p u b f i & n ~ ,  n w  d a  nu je f i  vob.inn, ont été pouh moi den tep&en 
phécieux, cd je Len 4emmci.e de d a h e  pahtie du j w y .  

Je hemehcie Monnieuh ViennoX, D&c?ctewl de Rechetrchu au 
C . N.R.S., n p é c i a l d t s  d'intjahmcu3que eA de combha,tahe, de 
n ' A é h e n n m  à ce 4uje.i eA de @.&te pahtie du j w y .  

Je hemetrcie men coReègued du . h b o ~ o h e  ANO, eX noakmment 
Momiew GemcWz-Bonne qu i  cc accepzé de 6 a h e  m i e  du juhy, powl 
L'accuei,i? qul& m'ont @Lt au nein de ce Labo/rcLtohe. 

&e pah2 pccnticLLeièhe de men hem~ciementn va à Monnieu 
B h e z d k i ,  Phodanewl à L1Univa&Lté de LiUe 7 .  M ut CU que hann 
Lu i ,  ceMe Zhëne nlauhaLt n i  commencé, n i  abouLi, eX je ne n a d  n'.il 
6au-t pLun a d m i t a  na puLience e,t na condiance ou neil q u u ~ n n  e.t 
nuggenfivm d e p d  Le dEb& de man R/Lavail en Andyne Numéhique. 

Je hemmcie ceux de men c o U è g u u ,  notamment Jean-Luc Quéva, 
q u i  ont écouté e.t commenté c e h t a i n e ~  éCucubWonn.  

Je 4emmcie également Madame B é a  qui a u46uhé La dmppe 
d i d t j k i l e  de ce AYLLIW~~R, Mendamen LLohcd Wdowzik., Menn&m Gouhnay 
e t  Phovont q u i  en ont annwré La h.éddina;tion maXéhieUe. 





TABLE DES MATIERES 

INTRODUCTION 

CHAPITRE 1 - ~ E ~ F ~ N E ~ ~ _ N _ ~ ~ E _ S ~ _ C A P ~ R ~ ~ _ I M A N ~ T S ~ P E ~ ~ ~ ~ ~ ~ E ~ C T ~ R I E L ~  7 

1. APPROXIMANTS DE PADÉ 8 

Il. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES A.T.P. 11 

II 1. AMELIORAT ION DE L'ORDRE D'APPROXIMATION 14 

IV. DEFlN l T  ION ET PROPRIETES DES DENOMINATEURS DES 
APPROXIMANTS DE PADE VECTORIELS 14 

V. EXPRESSION DES APPROX IMANTS DE PADE VECTORIELS COMME 
RAPPORT DE DETERMINANTS 17 

VI.  COMPARAISON AVEC D'AUTRES APPROXIMANTS VECTORIELS 20 

CHAPITRE II - RELATIONS D'ORTHOGONALITE VECTORIELLE .............................................. 2 5 

1. RELATION DE RECURRENCE ENTRE LES ( P : ) ~ ? ~  2 7 

1 1. ALGORITHME QD VECTORIEL 3 1  

III. EXTENSION DU THEOREME DE SHOHAT-FAVARD 3 8 

IV. APPLICATION AUX FAMILLES DE POLYNOMES l / d  ORTHOGONALES 45 

V. CALCUL RECURSIF DES POLYNOMES P: 57 

1. ALGORITHMES BASES SUR LE CALCUL RECURSIF DE DETERMINANTS 62 

II. EXTENSlON DE L A  REGLE DE LA CROIX 65 

III. APPLICATIONS AUX SUITES VECTORIELLES 8 1 

IV .  QUELQUES EXEMPLES 9 3 



CHAPITRE I V  - _PR~_B_LEM_ES-Q_E_-<~~~~_RbEJN~E 93 

1 .  EVALUATION DE H: 94 

II. CONVERGENCE DU QD ALGORITHME 10 1 

III. NATURE DE LA CONVERGENCE DE LA SUITE (q:)s (d impair) 10 5 

I V .  ZEROS DES POLYNOMES VECTORIELLEMENT ORTHOGONAUX 114 

V .  THEOREME DE MONTESSUS DE BALLORE 117 

BIBLIOGRAPHIE 12 3 



INTRODUCTION 

Le nom de Padé e s t  a t taché à l a  recherche d'approximants r a t i o n -  

nel  s  d'une fonct ion.  On e s t  a i n s i  condui t  pour une fonc t ion  donnée à l a  

const ruc t ion  d'un tableau d'approximants à double entrée, où chaque é lé-  

ment R de type (p,q) e s t  entièrement d é f i n i  par  sa p o s i t i o n  dans l e  
P9 

tableau c ' es t -à -d i re  par  un couple d ' e n t i e r s  (p,q) e t  par une cond i t i on  

d 'approximat ion opt imale : ( f  - R ) a  en zéro, un zéro d 'o rd re  p+q+l 
P  9  

au plus,  e t  obtenu dans l e s  bons cas. 

Avant même l a  p u b l i c a t i o n  des oeuvres de Padé [2q ,  [22] qu i  

on t  condu i t  à l a  dénomination de l a  t ab le  de Padé, Hermite a v a i t  é tud ié  

une généra l isa t ion  de l 'approx imat ion  r a t i o n n e l l e  o rd ina i re ,  q u i  cons is te  
A .Z 

à approcher simultanément des fonct ions exponent ie l les  (e ' ) n4], eq. 
Les généra l isa t ions  des approximants de Padé se f o n t  dans deux d i rec t i ons  : 

on cherche (n+ l )  polynômes qu i  forment un système d i t  système 1 ou poly-  

nômes l a t i n s ,  e t  d i t  système I I  ou polynômes allemands : 

S o i t  ( n+ l )  sé r i es  formel les f i(z) ( i  = O, ..., n )  à terme 

constant  non nul ,  s o i t  ( n + l )  e n t i e r s  pO,...,p p o s i t i f s  OU n u l s  e t  
n  

O = p +... +pn , on cherche Pi ( i  = O, ... ,n) t e l s  que : 

Système 1 1 
I 

deg Pi s pi ( i  = O,. .. ,n) 

deg Pi s u - pi ( i  = O,. . . ,n) 
Système 1 1 

p0fi(z) - pifO(z) = 0(za+')  ( i  = 1, ...,n) 



Les problèmes r e l a t i f s  au système 1 e t  au système I I  ne sont pas 

sans relation L18], mais 1 ' idée qui sera poursuivie ic i  se rattache de f a i t  

au aroblème I I  étudié nctarnment par de Bruin [I5, 65 .  Prenant f c  iden- 

t ique à 1 ,  l e  problème e s t  clairement la  recherche d'approximants P i / P o  

des fonctions f i  pour i  = 1 ,..., n.  Etant donné po e t  p l  ,..., p on 
ri 

pcse o = p l  + . . . + p n  on cherche simultanément l e s  n polynômes P i  

e t  l e  polynôme Po (d0p0 r O )  

Les approximants cherchés sont de type ( U  + po - p i , u ) ,  leur 

point commun e s t  l ' o rdre  d'approximation des f i .  I l s  correspondent, de 

panière unique dans les  bons cas, à un  (nt1)-uplet ( p o p l  ,.. . , p n ) .  

Le point de vue, qui sera développé i c i ,  e s t  de chercher un  ap- 

proximant de Ir = ( f l  ,. . . , f d )  c 'es t-à-dire  d fractions rationnelles 

(Pi/Q) correspondant à un  couple d 'ent iers  (p,q) e t  défini par une con- 

di t ion d'optimalité de l'approximation, comme dans l e  cas scalaire .  Le f a i t  

de garder les  en t ie rs  a rb i t ra i res  p o , , . . , p n  impliquent une "independance" 

des approximants simultanés, a lors  que l e  choix d'un seul degré p pour 

l e s  numérateurs des approximants conduit à un  approximant vectoriel.  On 

peut évidemment considérer l e  vecteur ayant pour composantes les  approxi- 

mants simultan6sY mais on ne pcurra cbtenir de résul tats  que composante à 

composante, a lors  que dans l e  cas que ncus ncmwerons vectoriel,  les  appro- 

ximants sont définis olcbalement, e t  donc les  prcpriétés e t  alcorithmes 

q u ' i l s  vérifient aussi. Les deux points de vue se'recoupent évidemment 

- q comme on l e  verra à l a  f i n  de la pre- pour p l  = ... = pn  = p e t  p, - 



mière  p a r t i e .  L ' a v a n t a ~ e  de l a  c o n s t r u c t i o n  "s imu l tanée"  e s t  d ' ê t r e  en somme 

a d a p t a t i v e ,  son r e v e r s  e s t  de n ' ê t r e  pas g l o b a l e .  Le p o i n t  de vue v e c t o r i e l  

e s t  n l o b a l ,  permet de d e f i n i r  une " t a b l e  de Padé" à double e n t r é e  p,q, 

chaque élément é t a n t  to ta lement  d é f i n i  p a r  l a  donnfe de p  e t  q. La 

s t r u c t u r e  de l a  t a b l e  e s t  r e l a t i v e m e n t  s imple,  c o n d u i t  à une d € f i n i t i o n  de 

polynômes v e c t o r i e l l e m e n t  orthogcnaux pour  l e s  dénominateurs (ZSme p a r t i e )  

e t  à des a l r c r i t h m e s  de c a l c u l  (3ème p a r t i e ) .  

Nous d e t a i l 1  ons maintenant  l e s  idees ra isonnab les  q u ' o i ~  p e u t  re -  

t e n i r  pour  d é f i n i r  un approx imant  v e c t o r i e l .  

d  S o i t  I F ( t )  une f o n c t i o n  v e c t o r i e l l e  de (f dans 6 : 

T 
l F ( t )  = ( f l ( t )  ,..., f d ( t ) )  . 

On cherche une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  R ( t )  = ( r l ( t ) , .  .. , r d ( t ) )  T 

de type  (p,q), c ' e s t - à - d i r e  chaque ri sera de t y p e  (p,q),  e t  R ( t )  

r e a l  i s e r a  l e  " m e i l l e u r "  o r d r e  approx imat i cn  de I F ( t )  au vo is inage  de O 

(approx imant  de Padé), ou i n t e r p o l e r a  au sens de Hermi te B en k  p o i n t s  

avec l e  " m e i l l e u r "  o r d r e  t o t a l  d '  i n t e r p o l a t i o n  ( k  = p+q dans l e  cas des 

approx imants de Newton-Padé s c a l a i r e s ) .  

La n o t i o n  de m e i l l e u r  o r d r e  d ' a p p r o x i m a t i c n  sera l a  s u i v a n t e  : 

supposons que R ( t )  approxime F ( t )  à 1  ' o r d r e  k, c e  sera l e  m e i l l e u r  

o r d r e  s '  il e s t  imposs ib le  d'amél i o r e r  simultanément 1  ' o r d r e  d ' a p p r o x i m a t i o n  

des d  composantes. S i  d  = 1, on r e t r o u v e  l e s  approximants de PadE. 

k Les équiva lences c l a s s i q u e s  e p t r e  f-P/Q = O ( t  ) e t  Q f -P  = O ( t k ) ,  

l a  n o t i o n  même de f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  repose s u r  l a  d é f i n i t i o n  d ' u n  pro-  

d u i t  Q.f ou d ' u n  q u o t i e n t  P/Q.  La seu le  n o t i o n  de q u o t i e n t  p e u t  s u f f i r e  

à résoudre  l e  problème d '  i n t e r p o l a t i o n  v e c t o r i e l  (Graves-Morr is  [l 7-J , q u i  
7 

prend v = V v 1 )  p a r  une g é n é r a l i s a t i o n  du p a lgor i thme.  mais  l a  

s o l u t i c n  t r o u v f e  e s t  de t y p e  (p,q) pour  un o r d r e  d ' a p p r o x i ~ a t i o n  p, q u i  



n'est pas le meilleur ordre d'approximaticn. 

T T On peut définir un produit : (al :. . . ,ad) . (bl ,.. . ,bd) = 

(alb, ,. . . ,adbdlT par identification d'un vecteur à la diasonale d'une ma- 

trice diaconale. Ayant un produit et un quotient classique composante à 

composante, on retrouve de manière évidente les approximants de Padé compo- 

d sante à composante, les polynCmes ortbcaonaux à coefficients dans b , 

comme vecteur des polynômes orthcqonaux relativement à chaque fonctionnelle 

1 inCaire ccmposante, 1 'algorithme de Thiele et 1 ' c-algcri thme. Cette métho- 

de étant la meilleure sur chaque composante est nécessairement la meilleure 

nlobalement. Elle n'est en fait que la mise en parallèle de calcul simul- 

tané des approximants de Padé des foncticns f,, ..., fd. 

Si on se limite à chercher la fraction IR(t) sous la forme 

(rl ,. .. ,rd) okttos les ri cnt même dénominateur, le produit Q.F CU 

P/Q à définir n'est plus que le produit par un scalaire Q(t), et 

 IR(^) = ~(t)-l(~~(t),... ,pd(t)). 

On peut, dans ce cas, troÙver des approximants de type Padé 

(Brezinski, pl). Le problème peut être développé par la recherche du meil- 
1 eur ordre d'approximation au sens déjà défini . Les dénominateurs seront 
alors uniquement déterminé par une relaticn de récurrence à d+2 termes 

qui dans le cas d = 1 est la relation d'orthogonalité classique. Ces 

approximants, qu'on appellera approximants de Padé vectoriels, s'écrivent 

alors sous forme de rapport de déterminants. 

La première partie contient donc toutes les définitions et pre- 

mières prcpriétés des approximants de Padf. vectoriels notés [p/d ainsi 

que le rapport existant entre ceux-ci et des approximants existants. Cette 

partie reprend et développe les résultats de 1261. 



On consta te  dans l ' é t u d e  c lass ique  des approximants de Padé sca- 

l a i r e s  (Brezinski [3], comme dans l e  cas des approximants en deux points  

(Draux [9]) que l a  s t ruc tu re  de l a  t ab le  des polynômes, associes  aux dé- 

nominateurs p de [r+s-l /d par P;(X) = xra(x- ' ) ,  e s t  r évé la t r i ce  de l a  

s t ruc tu re  de l a  table  de Padé elle-même. Nous étudions dcnc l e s  r e l a t i o n s  

e x i s t a n t  e n t r e  ces pclynômes, qui j u s t i f i e n t  dzns l a  deuxième p a r t i e  l ' a p -  

pel la t ion  de polynônies vectoriel lement orthooonaux ( k7] ). 

Dans l a  troisième p a r t i e ,  cn d é f i n i t  des aloorithmes de ca lcul  

de ces  approximants, notamment une extension de l a  rèole  de l a  croi:: ( @ g  ) 
qui prend une forme de comète, c ' e s t - à - d i r e  que l e s  approximants qui in- 

terviennent dans l e  calcul sont disposés selon une forme d ' é t o i l e  f i l a n t e .  

Sans f a i r e  une étude numérique de c e t t e  algorithme, nous développons quel-  

ques cas  d ' app l i ca t ions  de ce lu i - c i  2 l ' a ccé lé ra t ion  de s u i t e s  vec to r i e l l e s .  

La dernière p a r t i e  e s t  consacrée à l ' é t u d e  d'ur, c e r t a i n  nombre 

de problèmes de converqence. Les r é s u l t a t s  sont évidemment assez p a r a l l è l e s  

à ceux obtenus dans l e  cas des approximants simultanés. 

Un ce r t a in  nombre de problèmes r e s t e n t  ouverts  au niveau notam- 

ment des deux dernières p a r t i e s ,  t a n t  au niveau algorithmique par l e  carac- 

t è r e  vectoriel  des algorithmes trouves,  que pour l e s  problèmes de conver- 

gence qu'on ne risque pas d ' épu i se r  en un  seul chapi t re .  





CHAPITRE 1 

DEFIN IT ION DES APPROX IMANTS DE PADÉ VECTORIELS , 

Dans ce chapitre, nous rappelons la définition des approximants 

de type Padé (A.T.P. ) vectoriels, donnée par C. Brezinski, et énoncons les 

propriétés algébriques classiques de ces approximants. 

Nous définissons la notion de meilleur ordre d'approximation d'une 

fonction vectorielle par une fraction rationnelle vectorielle corne un ordre 

identique sur toutes les composantes et qui ne peut être amélioré sur toutes 

les composantes à la fois. Dans ce sens, le meilleur ordre d'approximation 

d'une fonction vectorielle à d composantes par une fraction rationnelle 

vectorielle de type (p,q) est p + [q/a (où [q/g est la partie entiè- 

re de q/d). 

Ces meilleurs approximants rationnels sont logiquement appelés 

approximants de Padé vectoriels, et leurs dénominateurs sont définis par 

des relations (R) qui seront appelés relations d'orthogonal ité vectorielle. 

Dans cette partie, les relations (R) sont utilisées pour obtenir 

des expressions explicites comme rapport de déterminants des polynômes dé- 

nominateurs et des approximants de Padé vectoriels. 

Enfin, dans la dernière partie, nous comparons les approximants 

de Padé vectoriels ainsi définis, avec d'autres approximants rationnels 

vectoriels existants. 

Les résultats de ce chapitre ont été partiellement publiés dans 

[26J . 



1 - APPROXIMANTS -- DE TYPE -.-- PADE (A.T.P. ).  

Ces approximants orit été définis par C. Brezinski en [3]. 

On suppose F(t) développable en série entière au voisinace de 

zéro : 

d k 
et r la fonctionnelle linéaire de E[X] - t : r(x ) = rk. 

1 
On a formellement IF(t) = r(-). 

n % - 1 Soit V ( ~ )  = n (x-x.) oii les xi sont arbitraires, v(t) = tnv(t 1. 
1 ' 

% 

"(x)-"(~)) et ~'ri(t) = tn-I\~(t-') qui est un pclynôme vec- On pose W(t) = r(----- x-t 

toriel de degré au plus n-1, (r agissant sur x). 

On a comme dans le cas scalaire : 

1 
Théorème 1.1 - Si P(t) est le polynôme d'interpolation de -xt 

en x i ¶  i = 1 n ,  alors : 

- -  - tn 1 ~~t~ i avec Di = r(x v(x)). 
;(t) i2O 

Démonstration : Les démonstrations sont semblables au cas scalaire 



donc 

PI, n  
IW(t) - t ,(*) . F ( t )  - -- 
? ( t )  ? ( t )  1 x t  

En développant  en s é r i e  e n t i è r e  -i_xt "(') , on o b t i e n t  formel  lement  

d ' c ù  l e  d e r n i e r  r é s u l t a t .  

Reste à démontrer r ( P ) ( t )  = l ~ ( t )  PI, 
/ V ( t )  

Dans l e  cas où l e s  xi son t  deux à deux d i s t i n c t s  

La démonstrat ion p e u t  ê t r e  étendue a u  cas où l e s  xi ne son t  pas 

deux à deux d i s t i n c t s .  m 

1  d  S i  on n o t e  r ,  = (ci, ..., ci).  on d é f i n i t  a i n s i  des f o n c t i o n n e l l e s  

1  i n é a i r e s  composantes c" pour  o = 1,. . . ,d : c u ( x i )  = c: , e t  fa é t a n t  

l a  compcsante de F : C"(I /~-,~) = f u ( t ) .  

% 

Il e s t  c l a i r  que l a  ccmposante u de IW(t)/G(t)  e s t  l ' a p o r o x i -  

mant de type Padé (n-1 ) de fa. / n  
PI, 

La f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  v e c t o r i e l l e  I V ( t ) / " V t )  e s t  p a r  d é f i n i t i o n  

l ' a p p r c x i m a n t  de type  Padé 1  de I F ( t ) .  



On p e u t  comme dans l e  cas s c a l a i r e  d e f i n i r  des approx imants (p/q)  

pour  IF : 

r ( t )  = i,,(t) + t h ~ h ( t )  h  r 2 

cù Ch-l e s t  l a  somme p a r t i e l l e  de l a  s é r i e  jusqu 'à  1  ' o r d r e  h-1 

r . = O  s i  j < O  
J 

on pose ( p + h - ~ / ~ ) ( t i =  zh-l(t) + th(p-l,(,kh(t). 

s c i t  T~ = x h - 1 ( t )  + th(p-i/,kh ( t )  = Ph-l ( t )  + t ' ? ~ ~ / 0 ( t )  

Donc % e s t  b i e n  un A.T.P. de IF de type  (p+h-1,p). 

Théorème 1.2 - S i  iFh e s t  d é f i n i e  comme précédemment, l 'A.T.P. 

(p+h- I lp )  e s t  d é f i n i  e t  v é r i f i e  : 

Démonstrat ion : On d é f i n i t  l a  f o n c t i o n n e l l e  l i n é a i r e  rh par  

h r (xi<) = rh+i , e t  on pose ( ~ + h - l / ~ )  = I P ( t ) / p ( t ) .  



Par d é f i n i t i o n  IPIG(t) = zh-l(t) 

l t  = ( p - l / p k h  

- -  
'Ir 

- th 1 t i rh(x i .~(x) )  
Q i t )  i z 0  8 

II - _OPRIETES ELEXENTAIRES DES A.T.P. 

Nous énonçcns i c i  un c e r t a i n  nombre de p r o p r i é t é s  é l6menta i res  des 

A.T.P. v e c t o r i e l s .  Les démonstrat ions c o n s i s t e n t  seulement à d i r e  que l e s  

r é s u l t a t s  son t  v r a i s  composante à composante. 

II. 1  - R é s u l t a t s  a lgébr iques .  

11.1.1 - DeuxA.T.P ( p ,  ) de même dénominateur, d 'une f o n c t i o n  iF 
q  

co ïnc iden t .  

II, 1.2 - S i  IF e s t  remplacee p a r  IF + IRk , (IRk polynôme de degré - 
k )  e t  s i  PIQ e s t  1'A.T.P (P,~) de iF, a l o r s  

(a+ Q.Rk)/Q e s t  1  'A.T.P ( p  ) de alF + IRk pourvu que p  :: k+q. 
/q  

11.1.3 - Covar iance homographique. 

a t  S o i t  z = $ ( t )  = (ad # O) e t  N ( t )  =iF O $ ( t ) .  

s c i  t IPIQ ( Z )  - - ( P / , ~ ( Z )  

a l o r s  I P o . ~ ( ~ ) / ~ , ~ , ( ~ )  = ( P / ~ ) I H  ( t ) .  



k k 11.1.4 - - Si F(t) = t G(t): alors t (p ) (t) = (p+kIqb(t). 
/q g 

II. 1.5 - (pI4k + ( P / ~ ) ~  = (P,~)F+~ si les deux premiers A:T.P. --. 

cités ont même dénominateur. 

II. 2 - Représentation du reste. 

11.2.1 -- - Proposition.- Si F est analytique au vcisinace de zéro, 

et ~ O P  = p : 

où C est un contcur de Jordan entourant O, contenu dans l'intersection 

des dcmaines d'hclomorphie des fa. 

Démonstration : Cette formule est équivalente à : 
--VA- 

(fcrmule de Cauchy) 

donc u-t 

c'est-à-dire iP interpcle Q.IF en zéro à 1 'ordre p. i 

11.2.2 - Proposition.- .- S i  IF est analytique au voisinage de zéro, 

la fonctionnelle r est représentable par une intégrale à valeurs vecto- 

rielles : 

1 .  Si Hg représente les fonctions de C + O holcmcrphes pour lu] < , 

Si R = inf R, et f, est holomorphe dans DR 
a a 

i Démonstration : On vérifie que r(t j = ri --- 



ri par permutation des signes somme à 1 'inté- 
rieur du domaine d'holomorphie des fa. 

r étant linéaire continue, cela suffit à assurer 1 'unicité de 

sur 1 'espace des séries formelles D[[x~ d'une part, et sur le sous-espace 

des fonctions holomorphes par continuité. 8 

II 1 - AMELIORATIO?! DE L ' ORDRE D ' APPROX IMATIOF! . 
On cherche v(x) pour que l'ordre d'approximation soit supérieur 

à n 
n-1 v(x) = a, + alx + ... + anmlx n 

+ anx y an = 1. 

On a dcnc n inconnues. Avec les notations des théorèmes 1.1 

OU 1.2, on a : 

donc Dk = O est équivalent à d équatiomà vérifier par ao,. . . ,a et donc n 

on peut imposer la condition Dk = O pour k prenant au pl us p/J va- 

leurs, où représente la partie entière de n /d ' 
On a donc le ré- 

sultat suivant : 

Théoreme 3.1 - Pour toutes les fractions rationnelles vectorielles 
de type (n-l,n), l'ordre maximum d'approximation de IF = (f ly...,fd) est  

au moins n + n [/dl - '. 
Pour toutes les fractions rationnelles vectorielles (p+h,p), l'or- 

dre maximum d'approximation de iF = (fl,. . . ,fd) est p+h+ 

'L 

Si Q(t) est le dénominateur, i l  vérifie dans le premier cas : 

~ O Q  = n r(xi.~(x)) = O  i = O,..., ["/p 



e t d a n s l e s e c o n d c a s :  d 0 q = p  r h ( x i ~ ( x ) ) = O  ; = O  ,...,pl. 
- 1% 

Démonstrat ion : Il e s t  c l a i r  que l ' o r d r e  maximum d ' i n t e r p o l a t i c n  ----- 

s i g n i f i e  que t o u t e s  l e s  composantes o n t  a u  moins c e t  c r d r e  : 

d S o i t  1P = (P l,..., P 1, on a : 

L e  r é s u l t a t  p r o v i e n t  a l o r s  des théorèmes 1.1 e t  1.2. En e f f e t ,  s i  

0% 
~OIP = p+h-1 e t  d Q = p, l ' o r d r e  maximum e s t  au moins p+h-1 puisque l e s  

A.T.P l e  r é a l i s e ,  e t  donc IP e s t  un A.T.P p a r t i c u l i e r  : / Q 

'/Q 
e s t  un A.T.P. e t  d ' a p r è s  1.2 

I V  - DEFINITION ET PROPRIETES DES DENOKINATEURS DES APPROYIKANTS CE PADE 

VECTORIELS. 

I V . l  - D é f i n i t i o n . -  On a p p e l l e  Pnd+k ( k  < d )  l ' u n i q u e  polynôme 

u n i t a i r e  déterminé p a r  : 

Les approx imants de type  Padé de polynôme généra teur  Pnd+k 

approx iment  I F ( t )  à 1 ' o r d r e  maximal nd+k+n-1. De p l  us, l e s  k premières 

composantes o n t  pour o r d r e  d 'approx imat ion  nd+k+n. Ce son t  ces approx i -  



mants qu'on appellera approximants de Padé vectoriels. 

IV.2 - Expression explicite des Pnd+k (n 2 0, O s k s d-1). 

Les équations ~(x'P,~+~) = O et ca(xn~nd+k) = O définissent 

nd+k 
un système 1 inéaire : Posons Pnd+k = 1 aix et and+k = 1. 

O 

chaque 1 igne vectoriel 1 e représente les d 1 ignes scalaires 
i i 

ac ch + ... + arld+k c,,+~~+~ = O, et la dernière 1 igne représente les k 

premières 1 ignes scalaires de (aorn + ... = O). 

On appel le Hnd+k(ro) le déterminant de ce système. 

Théorème 4.2 - Une condition nCcessaire et suffisante pour que 

les Pi existent pour tout i est que Hnd+k(ro) soit non nul pour n 3 O 

et k entre O et d-1. 

'nd+k admet alors pour expression explicite : 



IV.3 - Définition des P: , r 1 0, s 2 0. 

Ces polynômes sont définis de telle sorte que soit le dénomi- 

s nateur de l'approximant de Padé vectoriel S I , ,  c'est-à-dire Pr est 

unitaire et défini par : notons r = nd+k, O r k < d 

Remarque : 

Ces conditions sont équivalentes a celles du thécrème 3.1 et 

font tcu2ours intervenir la même fonctionnelle r, ce qui allège les 

notations. 

IV.4 - Expression explicite de Pr. 

Les relations (R) sont équivalentes au système linéaire suivant, 

avec pour inconnues a,,. . .,a r-1 a r coefficients de P; (ar = 1) : 

Chaque 1 igne représentant d 1 ignes scalaires, sauf la dernière 

qui représente les k premiPres composantes de 1 'équation vectoriel 1 e 

(aors+n + + = O). 

Théorème.- Une condition nécessaire et suffisante pour que P: 

existe est que le déterminant du système soit non nul. Par analogie avec 

le cas scalaire, nous le noterons ccmme un déterminant de Hankel généralisé : 



P: admet a l o r s  une expression e x p l i c i t e  : 

V - EXPRESSION DES APPROXIMANTS DE PADE VECTORIELS COblME RAPPORT DE DETERMINANTS 

On note z i ( t )  ou zi ( s i  l a  va r i ab le  e s t  t )  l a  somme p a r t i e l l e  

de l a  s é r i e  rktk. 
ksO 

V . l  - Cas de [r-l/,J , r s 1. 

% r-l/r] e s t  1 'A.T.P. de dénominateur P; (ou Pr) 

P,(t) - Pr(x) 
iW(t) = r (  

'-1 4-1-jl 
= ai< 1 r . t  

t - x  j=o J 



Seule l a  dernigre 1 igne du numérateur e s t  v e c t ~ r i e l l e ,  l e s  autres  

é tan t  d l ignes scalaires.  On a ainsi un approximant vectoriel,  l e  déter- 

minant é tant  ccrisidéré comme formellement développé suivant l a  dernière 

1 iane. 

V.2 - Cas de [r+s-lIr] r b 1 ,  s a 0  ou r = 0 ,  

p-+s-1/4 ( t)  = ESml(t)  + 

- S 
F ( t )  = eS- , ( t )  + t%s( t )  e t  l es  sommes par t ie l les  de IF, sont t ( E ~ + ~ - E ~ - ~ )  

d'où 1 'expression de + - 1 ,  (r=ndrk),  où seule la  dernière 1 igne du 

numérateur e s t  vectoriel l e  : 



On pose lfh = t -h+ '~  e t  on cons idère  t 

Comme précédemment, on a : 

C ' e s t  I ' c r F r ?  maximum d 'approx imat ion .  

Comme on p e u t  l e  v o i r  s u r  l ' e x p r e s s i o n  ci-dessous, l e s  degrés r e s -  

p e c t i f s  des numérateur e t  dénomïnateur sont  p e t  p+h donc 

% P ( X I - P  ( t )  
S o i t  W ( t )  l e  numérateur : IM(t) = r (  x - t  p+h ) 

l e  terme général de l a  d e r n i è r e  1 i g n e  (1 igne  v e c t o r i e l l e )  du numérateur 

th+p+'~Fj(t- ' )  e s t  : 

i - h  - th+p- i  1 r j t j + h - l  - 
O 



V.4 - Expression générale [pIq] (q = nddk). 

On reprend des notations classiques, la ligne vectorielle sera 

la lere ligne et les termes d'indice négatif sont nuls, 

n .  
1 On a c n =  lrit et [p,d peut être exprimé en fonction des Zn , 

O 

et Acn - - 'n+l tn+'. Ceci sera fait plus loin et permettra d'une part le cal- 

cul récursif des apprcximants de Padé vectoriels, d'autre part le lien avec 

l'accélération de la convergence de suites vectorielles. 

VI - COMPARAISON AVEC D'AUTRES APPROXIFLANTS VECTORIELS. 

VI.l - Approximants de Padé simultanés, De Bruin ([6]). 

L'étude de ces approximants et notamment une extension du théorème 

de Montessus de Ballore ont été faits par P.R. Graves-Morris et E.B. Saff 

( (1 21 . 
Partant des A.T.P vectoriels, l'ordre d'approximation est amélioré 

de la manière suivante : 

Soient des entiers ro, ..., rd et s = rl + ... 
+ rd 

r ?ri-1 i = i, ..., d. 
O 

Il existe des polyn6mes Q, Pi, i = 1 ,..., d, tels que : 



s+ro+ 1 
(Qf i  - p i ) ( t )  = O ( t  ) t v o i s i n d e z é r o  

~ O Q  = s 

O d Pi = s + r  -r 
O i 

L. ' i dée  commune avec l e s  approximants de Padé v e c t o r i e l s  e s t  que 

l ' o r d r e  d 'approx imat ion  e s t  l e  même s u r  t o u t e s  l e s  composantes e t  l e  déno- 

m ina teur  Q e s t  ccmmun. 

Ce q u i  e s t  d i f f é r e n t  e s t  que l e  degré de Pi e s t  v a r i a b l e  avec i, 

ce q u i  t r a d u i t  un e f f o r t  d 'approx imat ion  modulé s e l o n  l e s  composantes, a l o r s  

q u ' i l  e s t  un i forme dans n o t r e  cas. On peu t  donc s ' a t t e n d r e  2 des r é s u l t a t s  

ccmparables s i  tous  l e s  ri son t  égaux. On p e u t  résumer l e s  comportements 

de ces deux types d 'approx imants v e c t o r i e l s  s u r  l e  t a b l e a u  s u i v a n t  : 

approx imants de Padé 
v e c t o r i e l s  

Approximants de Padé 
s imul  tanés 

2 n fl-f'l/q = O(Z r O =n-1 r,=n ria if O ,l 

approx imat ion  

un i fo rme 

m e i l l e u r e  

approx imat ion  su r  l a  

l è r e  composante 
(Q e s t  déterminé)  

1 es approx imants s c n t  d i f f é r e n t s  

P / = [n-1 
1 Q 

P / = p l - 1  
2 n 

1 Q 
e t  i=2..d ( f i -P./  ( t )=O( tn )  i l . .  (fi-P / ) ( t ) = ~ ( t  ) 

7 Q i Q 

i=2 .  .d, P./Q = (n-1 I f .  
1 /n  1 

Pi/Q = (2n-1 ) /n  fi 



Le deuxième cas e s t  l e  seul où l e s  approximants sont l e s  mêmes. 

D'un p o i n t  de vue prat ique,  un approximant de Padé vec to r i e l  e s t  uniquement 

détermin6 par l e s  degrés des numérateur e t  dénominateur, comme dans l e  cas 

sca la i re ,  a l o r s  que l e s  approximants de Padé simultanés on t  sans doute p lus  

de souplesse d ' u t i l i s a t i o n ,  mais nécess i ten t  des choix annexes rl, ..., rd' 

V I  .2 - Approximants de Padé général isés, C. B rez insk i  ( [II ).  

Ceux-ci on t  é t é  d é f i n i s  en connexion avec 1 ' €-algor i thme tcpo lo-  

gique. 

Rappel de l a  d é f i n i t i o n . -  (Sn)n e s t  une s u i t e  d'éléments d 'un 

espace v e c t c r i e l  tcpclogique sur  un corps K, qui  v é r i f i e  

k 
Nous supposerons 1 ai = 1, ce q u i  ne r e s t r e i n t  pas l a  généra l i té .  

O 
On considère l e  système 

y '  é tant  un vecteur quelconque de E '  , dual de E, on considère 

11 e s t  c l a i r  que s i  (Sn)n v é r i f i e  ( l ) ,  a l o r s  ek(sn) = S. 



En considGrant (Sn), comme les sommes partielles d'une série 

on a, par des transformations entre lignes et colonnes : 

qui est une fraction rationnelle Pl de type (k+n,k). Q 
Cette fraction vérifie : 

Cette dernière propriété justifie le nom d'approximant de Pade ge- 

général i sé k ]  donne à ek(Sn). Il se présente d'ailleurs plutôt comme 

un approximant de Padé dans la direction y', ou corne l'application de la 

transformation de Shanks à la suite <y' ,Sn>. Il s'ensuit 1 'existence de 1 'E-  

algorithme topologique. 

Ces approximants sont généralisés à des approximants dans plusieurs 

directions : 

Ces rapports ne peuvent être définis que si y; .... ,yi sont indé- 

pendants ; des approximations de Padé peuvent être déduit comme précédemment, 

si les Sn sont les sommes partielles d'une série f : 



Supposons E de dimension f i n i e  d e t  prenons y i  ,..., yk ,..., y: 
comme base duale de cel le  de E, 1 'approximant P/Q e s t  exactement 1 'ap- 

proximant de Pade vectoriel [n+k,d pour k r d, ce que 1 'on reconnait 

s o i t  a pa r t i r  de (51, so i t  à pa r t i r  de (6). Les approximants de Padé vecto- 

r i e l s  se présentent donc comme une extension de ce t te  dernière genéralisa- 

t ion. 



CHAPITRE II 

RELATIONS D'ORTHOGONAL I T E  VECTORIELLE , 

Les polynômes P: on t  é té  d é f i n i s  à p a r t i r  des r e l a t i o n s  ( R )  d ' o r -  

thogonal i t é  v e c t o r i e l  l e .  Nous étudions i c i ,  para1 lèlement au cas sca la i re ,  

c e t t e  not ion  d'orthogonal i t é  : l e s  polynômes (p:lriO v é r i f i e n t  une r e l a t i o n  

de récurrence à d t 2  termes (première p a r t i e ) ,  2 fam i l l es  (P:)~ e t  

sont l i é e s  par un algor i thme Q.D (deuxième p a r t i e ) ,  e t ,  en f i n ,  on peut éten- 

dre l e  théorème de Shohat-Favard à ces polynômes ( t ro is ième p a r t i e ) .  

La f a m i l l e  (P:),,, v é r i f i a n t  pour chaque s une r e l a t i o n  de récurrenci 

à d+2 termes, on peut l u i  associer s o i t  l a  f onc t i onne l l e  v e c t o r i e l l e  r ,  s o i t  

1 considérer que pour chaque s, c ' e s t  une fam i l l e  a orthogonale, associée a 

une fonc t i onne l l e  1 i néa i re  L. Nous étudions, dans l a  quatrième pa r t i e ,  l e  

l i e n  ent re  coef f ic ien ts  de l a  r e l a t i o n  de récurrence (d), f onc t i onne l l e  L e t  

fonct ionne l le  r ,  e t  caractér isons l es  r e l a t i o n s  de longueur f i x e  à d+2 

termes. Nous démontrons, d 'aut re  par t ,  un a lgor i thme de ca l cu l  de ces polynô- 

mes, assez semblable à l a  général i s a t i o n  de 1 'a lgor i thme de Nev i l le -A i tken 

(cinquième pa r t i e ) .  

Les r é s u l t a t s  des t r o i s  premières p a r t i e s  de ce chap i t re  ont  é t é  

p a r t i e l  1 ement pub1 i é s  dans [27] . 



Les approximants de Padé v e c t o r i e l s  ont  é té  d é f i n i s  comme des A.T.P. 

de polyn6me générateur P: , un i ta i res ,  d é f i n i s  par l e s  r e l a t i o n s  (R )  : 

Ces polyn6mes admettent une représentat ion comme rappor t  de deux 

déterminants 

Ces polynômes seront appelés par  l a  su i te  vector ie l lement  orthogo- 

naux, re la t ivement  à l a  f onc t i onne l l e  r ,  e t  on peut considérer ce chap i t re  

comme l a  j u s t i f i c a t i o n  de c e t t e  appe l la t ion .  

Ces polynômes sont placés dans un tableau à double entrée corne l e s  

approximants auxquels i l s  correspondent : r constant, s va r iab le  d é c r i t  

une colonne ; s constant, r va r iab le  d é c r i t  une diagonale : 

I 



1 - RELATION DE RECURRENCE ENTRE LES ( P : ) ~ ? ~ .  

Le théorème es t  d'abord énoncé e t  démontré pour s = 0. 

Théorème 1.1 - Les Pnd+k vérif ient  une relation de récurrence à 

d+2 termes, de la  forme : 

Démonstration : 

Les polynômes Pi  ont été  supposés unitaires, i l s  forment donc une 

base : 
nd+k  

'nd+k+l -"nd+k = O 1 y i P i  

= O s i  m+l s n-1 so i t  O s m s n-2 

d'où un  système de ( n - 1  )d+k  équations. 

m D'autre part : r ( P i . x  ) = O s i  m 

nd+k md- 1 
r (  1 xmyip i )  = 1 yir(xmpi).  

O O 

D'où l e  système, d'abord en r ,  puis en ca(a = 1 ,  ..., d )  : 



2d- 1 
n = 1 1 yir(x P.) = O 

1 1 . yoc (xPo)+. .+y c (xP~) = O 
1 1 .  d O 

On a finalement un système triangulaire en yo,.. . ,y(n-l)d+k-l dont le dé- 

[ 
k )]. n ca(xn-lp(n-l)d+a-l terminant est : n c ~ ( P ~ - ~  .ca(xpd+,-1 1. .ca(xnn2p(nn2)d+- 

a=1 a= 1 

En reprenant 1 'expression expl icite des Pi 

Donc le déterminant est non nul dans 1 'hypothèse oc tous les Pi 

existent (Hg  # O, i et donc y. = . . .  - - '(n-l)d+k-1 = 0. 

Finalement, la relation de récurrence s'écrit 



La démonstration de y!'' # O e s t  f a i t e  au paragraphe 1.3 suivant. 

Remarques. 

I 1. En p a r t i c u l i e r ,  c e t t e  formule i n d u i t  que l a  f a m i l l e  Pr e s t  a 
orthogonale (1193 ), e t  en considérant  l e s  r e l a t i o n s  (RI, il e s t  c l a i r  que l a  

1 f a m i l l e  (Pr) e s t  a orthogonale re la t ivement  à l a  f onc t i onne l l e  c l  : 

Nous reprenons ce p o i n t  en d é t a i l  dans l a  quatrième p a r t i e .  

2. S i  d = 1, on re t rouve une f a m i l l e  (Pr) v é r i f i a n t  une r e l a -  

t i o n  de récurrence à 3 termes, c ' es t -à -d i re  orthogonale, e t  l e s  Pr sont l e s  

dénominateurs des approximants de Padé p--',d. 
Nous énonçons maintenant l e  théorème dans l e  cas général d'une 

f a m i l l e  , s f i x é  p o s i t i f  ou nul .  

Théorème 1.2 - Les ( P : ) ~ ? ~  v é r i f i e n t  une r e l a t i o n  de récurrence 

à d+2 termes, de l a  forme : r = nd+k, O f k < d 

La démonstration e s t  ident ique au cas précédent. 

Il f a u t  remarquer que dans l e s  r e l a t i o n s  (R) ,  seule l a  cond i t i on  

r(xip;(x)) = O i = s,... ,s+n-I 

e s t  nécessaire pour que l e s  approximants de type Padé associés v e r i f i e n t  l a  

cond i t i on  d 'opt imal  i t é  de 1 ' o rd re  d'approximation. 

Par contre,  pour démontrer l e s  théorèmes 1.1 e t  1.2 ci-dessus l e s  

deux cond i t i cns  d é f i n i e s  par l e s  r e l a t i o n s  (R) sont nécessaires. 



1 .3  - Calcul des coefficients de la  relation. 

Des méthodes comparables à ce l les  employées pour l e s  polynômes 

orthogonaux classiques permettent de calculer 1 es  coefficients.  

D a n s l e c a s  s = O ,  p o u r ~ i m p l i f i e r ~ o n d é t e r m i n e  rd, .. . ,y * d-k ' 

On multiplie (d) par xn-l puis on applique successivement ck+ ',...,cd : 

Le système e s t  diagonal, l e  terme général de la diagonale e s t  : 

e t  ce terme a é t é  supposé non nul. 

k+ 1 O O Au deuxième membre au moins c (xnpr) = H r + l / H r  e s t  non nul. 

Donc on a ainsi  obtenu ~ ~ , . . . , y ~ - ~  (avec au moins yd # O ) .  

1 k En appliquant de même à (d ) ,  multiplié par xn, c ,. . . ,c , on 

aura un  système triangulaire en y l  ,. . . ,yd-k-l en fonction des yd,  ..., y d-k 

précédemment calculés. Le déterminant sera pour l a  même raison non nul. Le 

n terme ca(x Pr) e s t  nul pour a = 1 ,.. . , k .  

B ~ + ~  sera calculé en appliquant ck+I à 1 ' éga l i té  multiplié par 

xn (de t e l l e  sorte que son coefficient ck+l(xnpr) s o i t  non nul). Il e s t  

obtenu en fonction des y . 
?J 

Remarque : 

Les calculs ont par rapport au cas classique des termes résiduels 

encombrants. En par t icul ier ,  on a supposé pour r = nd+k : 



ck+l(xnpr) # 0 donc r(xnpr) # O ou r(pn.Pr) # O . 

2 Cette hypothèse se substitue à c(Pk) # O dans le cas scalaire. 

De même si Pk+, = (x-B~)P~ - hkPk-, , # O est "remplacé" par yd # 0, 

c'est-à-dire la relation (d) n'est pas de "longueur" inférieure à d+2 

(cf. quatrième partie de ce chapitre), sous 1 'hypothèse tl: # 0 sur tout r. 

II - ALGORITHME QD VECTORIEL. 

L'al gorithme QD ( LI] , [lg ) peut être étendu au cas vectoriel. 
s+l La méthode consiste à relier deux familles consécutives (P:),~~ et (Pr 

Cette méthode, développée dans le cas scalaire,donne l'algorithme QD classique. 

Théorème II. 1 - 

s+ 1 
P:+~(x) = x Pr (x) - qs r+l pS(x) r r O, s I O 

H ~ + l  HS 
r+Is r 

H;+~ .H:+I ' 

Démonstration : On applique l'identité de Sylvester au déterminant 

s HS+'. On obtient H+~(X), numérateur de Pr+l(x), puis on divise par H:+~ 

Cette relation est formellement identique au cas scalaire, mais les 

déterminants H; qui figurent ici, sont les déterminants de Hankel générali- 

sés selon ce qui a été dit au chapitre 1, quatrième partie. 

Cette relation lie les polynômes situés en "marche d'escalier" 



Théorème 11.2 - 

Démonstration : Comme dans le théorème 1.1, on développe 

ps+' - p; pS+lY en remarquant que pS+' - P: sur la base des polynômes r 

est de degré r- 1. 

s+l+h s+l Sachant que ca(x .Pi (XI) = O pour i 3 hd+a, les xi 

i = O r - 1  vérifient le système linéaire suivant : 

Les termes diagonaux sont : 



Ces quantités ont é t é  supposées non nulles donc 

X = ... = hr-d- l  = 0. 
O 

On a donc l e  résu l ta t  annoncé. 

Les ( ' i l i=r-d,. .  . ,r-1 vérif ient  a lors  l e  système suivant : 

r ( x ~ + n  (P,  S+I ( X I  - P;(X)) = r- 1 I X ~ ~ ( X ~ + ~ P ~ + ~  
( x ) )  

r-d 

r ( x ~ + n + ~  P S + I  ( X I  - P ; ( X ) )  = r-  1 I ~ ~ r ( x ~ + ~ + ' p : + ~ ( x ) ) .  
r-d 

Les premiers membres, éc r i t s  avec l e s  ca, deviennent : 

s+n s - cn(x P , (x ) )  a = k + ~ ,  ..., d 

- c"(xS'""~~(x))  a = I , . . . , k .  

Les X i  vér i f ient  a lors  un système tr iangulaire  : 

k+l(xs+nps+l 
'r-dC r-d ( X I )  - = -ck+l (xS+"P:(x)) - _ - -  _ - - . - -  - - - 

s+n+lps+l r - l ( x ) )  - = -c k (x s+n+l Pr (x) ) .  s 

Le déterminant e s t  l e  produit des termes diagonaux non nuls. 

's+I 's+I 'S+1 
r- d+ 1 r -- . ... - = r 

s+ 1 ,,s+1 HS+1 
'r-d r-1 r-d 

e t  l e  second membre a au moins l e  terme - C ~ + ' ( X ~ + ~  Pp(x) ) non nul. 



Il est difficile d'avoir une expression explicite des xi, c'est-à-dire 
s S des erYi , mais ils existent et er,r-d est non nul. 8 

Si r ç a et r 2 0, le théorème 11.2 est valable comme déve- 
S pS+' - p: sur la base P I ,  c'est-à-dire eri = O, i < O. 1 oppement de 

La relation (e) 1 ie les termes situés suivant le diaoramme 

suivant : 

s s Dans le cas d = 1, on retrouve = er et le diagramme 

Théoreme 11.3 - Algorithme QD vectoriel. 

Les quantités qr et e:i sont liées par l'algorithme suivant : 

r Q D  r s+l s+l s S 
qr+l + er,r-~ = q r + ~  + er+~,r 

s+l s+i s+l - s s s 
cri .qi+l + er,i-l - er,i qr+l + er+l,i i = r-d+l,. . . ,PI 

,s+l s+l - s S 
r,r-dsqr-d+l - er,r-d'qr+l 

Les conditions initiales de 1 'algorithme sont détaillées plus 

loin. 



Démonstration : En u t i l i s a n t  successivement l e s  r e l a t i o n s  ( e l ,  

pu i s  (q ) ,  pu i s  (e) ,  on t rouve l a  r e l a t i o n  (d)  sous l a  f o r ~ e  : 

s s )pst' - r-l 1 (er,i.qr+l+er+l s s s yi)~i S+I - s s p ~ + ~  
= x q r + l e r + l  r r r-d+l er,r-d q r + l  r - d  ' 

On peut de même t rouver  l a  r e l a t i o n  de récurrence par l a  démarche 

(q), p u i s  (e ) ,  p u i s  (q) ,  à savoir  : 

S - s p ~ + l  PS 
= xLPr - 1 , i ) - qr+l r 

r - d  

s r- 1 
S S 

= ( x - ~ ~ + ~ ) P ;  - y, e:,i(~f+l + qi+l Pi) 
r - d  

Réécr ivant  c e t t e  r e l a t i o n  à 1 ' i n d i c e  s+l ,  e t  i d e n t i f i a n t  avec 

l a  première r e l a t i o n  trouvée, on t rouve l e s  r e l a t i o n s  de récurrence cher-  

chées. 8 

Dans l e  cas d = 1, on a seulement l e s  r e l a t i o n s  QDI e t  QD3 

q u i  sont  l ' a l g o r i t h m e  QD sca la i re  de Rutihauser. 

s S S 
S o i t  Er = e i = r - d r - 1  Les quant i tes  E: e t  qr 

peuvent ê t r e  disposées dans un tableau : 



L'algorithme n'est pas réellement en losange, car le calcul de 

E: ne nécessite pas la connaissance de q:;i q: E F 1  , mais de 
S-1 S s E ~ - l  

qr+l yqr-d+l'" ' yqr+l' r si on prooresse se 1 on S. De même si 1 'on 

s s+l p+1 
progresse selon r, le calcul de E: nécessite non pas qr q, ,.-, , 

Cependant, le calcul progresse à peu près comme dans le cas sca- 

laire : 

est - si les colonnes sont connues jusqu'à 1 'indice r, qr+l 

obtenu par QD3, puis E:+~ par QDZ et 901. 

- si les diagonales sont connues jusqu'à l'indice s, alors on 

peut obtenir la diagonale suivante. 

- si on a une diagonale d'indice s et une colonne alors 

s+l s+ 1 s+l par QD3 et 902, puis qk+d+l(QEI) et on obtient qk , . . . ,qk+d 
s+2 

(QD3 et QD2) Y qk+d+2' 0 . 3  c'est-à-dire la diagonale d'indice s+l. 

Nous précisons maintenant les conditions initiales de l'algorithme. 

Les relations (q) et (el s'écrivent : 

Comme i l  a été remarqué déjà e:,i = O si i c O. 



D'après ce qu'on a vu sur le fonctionnement de l'algorithme, 

nous devons définir E: et les colonnes q; pour k = 1 ,. . . ,d. 
On a : (e:,i = O car i = -ci,..., 

Les deuxième et troisième relations sont directement issues de 

(4)  (th. 11.1). 

Il faut remarquer que les déterminants H: qui interviennent 

ont une dimension au plus égale il d x d, ce qui ne peut être très grand 

dans la pratique. La fonctionnelle c a  intervient pour la première fois 

dans le calcul à la colonne qa . 
Théorème 11.4 - Deux quelconques des relations (d), (q), (e) 

impliquent la troisième. 

Démonstration : 

(il : (q) U (el ==7  (dl 

c'est la démonstration du théorème précédent. 

(ii) : (d) U (q) ==> (e). 

Ecrivons (d) sous la forme : 

Par soustraction, on obtient : 



S 
r- l 

S 
r ps) x P I  = x P - 1 e:i(~i+l + ciitl 

r - d  

r- 1 
= x - 1 e;i P;+I 

r - d  

C'est  l a  r e l a t i o n  (e). 

( i i i )  : (d) U (e) ==> (q). 

Prencns (d)  sous l a  l è r e  forme obtenue au théorème précédent. 

s+1 - S 
r - 1  

pst' r +  1 = x pr q ,+ l (~r l  + 1 erYi 
r - d  r-d+ 1 

III - EXTENSION DU THEOREME DE SHOHAT-FAVARD AUX POLYNOMES VECTORIELLEMENT 

ORTHOGONAUX. 

Nous savons ( th .  de Shohat-Favard, [IO], L25-J) que s i  une f a m i l l e  

de polynômes Pn un i ta i res ,  de degré n v é r i f i e  une r e l a t i o n  de récurren- 

ce à t r o i s  termes : 

avec tous l e s  an non nuls,  a lo rs  il e x i s t e  une fonc t i onne l l e  l i n é a i r e  c 

unique (à mu1 t i p l  i c a t i o n  par un sca la i re  près) t e l l e  que l e s  Pn so ient  

crthogonaux relat ivement & c ,  c 'es t -&-d i re  v é r i f i e n t  

Nous étudions i c i  l a  connexion ent re  r e l a t i o n  d 'or thogonal i té  

v e c t ~ r i e l l e  e t  r e l a t i o n  de récurrence : 



Les polynômes P: ont été obtenus L partir des relations d'or- 

thogonalité vectorielle (R) à partir de la fonctionnelle vectorielle r 

ou des d fonctionnelles scalaires ca, a = 1, ..., d, SOUS l'hypothèse 

H: i a (P O, s 3 O) 

Ces polynômes verifient une relation de récurrence (d) à d+2 

termes, pour tout r et s, et cette relation est de "longueur maximum" 

c'est-à-dire 

r 
Pr+,(x) = (x-~,)P,.(x) - 1 Y, Pr-p(x) 

i= l  

~ L + O  r 2 d .  

Si r est inférieur à d, la relation existe encore et le der- 

nier terme est non nul c'est-à-dire y: # O. 

Nous allons montrer maintenant qu'a partir d'une famille (Pr)r3O 
vérifiant une relation (d) de longueur maximum, il est possible de cons- 

truire un tableau ( P : ) ~ ~ ~ , ~ ~ ~  et d fonctionnel les 1 inéaires c 1 , . . . ,c d 
telles que les relations (R) soient satisfaites. 

Théorème III. 1 - Soit (Pr)r2o une famille (d )  de longueur maximum. 

Il existe (P;), r 2 0 ,  s 2 0  tels que 

PT = pr r > O  

(p:)rao est une famille (d) (pour chaque s, s > 0) 

(P;),~~ et (P:")~,~ sont 1 iés par 1 'algorithme QD. 



Théorème 111.2 - Sous la même hypothèse, il existe d fonction- 

1 nelles linéaires c ,...,cd de l'espace des séries formelles ~ [ [ f l ]  dans 

ê telles que les relations ( R )  soient satisfaites. 
a a 

ca est uniquement déterminée par les constantes cos.. . ,c,-~. 
d L'espace des fonctionnelles T = c . .  . c est de dimension (d !). 

Démonstration du théorème 111.1 : - 

L'indice supérieur zéro est omis dans cette partie. 

r- 1 
P,+l(x) = (x-~~+~)P,(x) - 1 r C ~ ~ - ~ ( x )  r 2 0, Y, = O si r-v < O. 

r-d 

On raisonne par récurrence : si Pr+l ,q, ,.. . ,qr sont connus, 

on obtient er,r-d par ( 3 )  (car qr+l-d # O sinon y>;-d serait nul), 

e pour p = r-d+l,. . . ,r-1, par (2) et qr+l par (1 ). En particulier, ru 
les qi sont non nuls. 

Pour les conditions initiales, on a : 

On obtient donc ql puis, eI0 puis q2. 

Les suites (4:), et ( E r  sont donc entièrement définies pour r r 1 

à partir de la suite Pr, et de la relation (d) vérifie par (PrIraO. 



On montre que Pr+1 + qr+l Pr e s t  d i v i s i b l e  par x : 

r- 1 
P ( x )  = x P ~ ( x )  - 1 ( x )  + q,+1 PU(x))erp P r + l ( x )  + %+l r r - d  

donc, pour t o u t  u, Pu+! P e s t  d i v i s i b l e  par x e t  P! e s t  dé- 
+ qu+l 1, 

f i n i  par : 

1 
P r+ l (~ )  + qr+l Pr(x) = x Pr(x) r z O 

1 
en p a r t i c u l i e r  Po(x) = Po(x) = 1. 

1 Montrons que l a  f a m i l l e  (Pr)r e s t  une f a m i l l e  (d) .  

1 (P,) v é r i f i e  (d )  e t  (pr,Pr) v é r i f i e n t  (q ) ,  donc (e )  ( th.  11.4) 

1 La double f a m i l l e  Pr,Pr v é r i f i e  ( q )  e t  (e ) ,  donc ( d )  : 

1 r- 1 r- 1 
P V X )  p r + l x  = x r + l r y r  - L (*..)Pi(x)-eryr-d qr+l  Pr-d(x)- e,.+l ,p r - d  r -d+ l  

1 A p a r t i r  de (Pr)ra0 , on peut comme précédemment cons t ru i re  

1 1 2 (q,), e t  (Er), par l ' a l g o r i t h m e  Q.D, p u i s  (Pr)rz0 e t  a i n s i  de su i te .  8 

Démonstration du théoreme 111.2 : 

l è r e  étape : ~lfj~j~j~~-~g~ c", CY = 1,. .. ,d. -------- 



r r- 1 i Soit P,(x) = x + 1 ari x 
O 

ca(pr) = O définit cr à partir de cz ,... ,Ca-I . 

On veut que ca(pr) = O, a 2 r, donc tous les cq sont unique- 

ment déterminés à partir des a constantes arbitraires CE,. . . ,ca a-1' 
En particulier, cl est déterminée à partir de c .  Elle est unique à 

la multiplication par une constante près. 

23g-e;apg : Nous avons à démontrer que (Pr) vérifie les rela- 

tions (R) 

On a, d'après (d) 

r- 1 
x Pr(x) = Pr+I(~) + B,+! Pr(x) - y, Pr-y(~) 

r-d 

donc ( X ) )  = O ==> ca(x P,(x)) = O 

donc ca(x Pr(x)) = O si r 2 d+a 

de même si C ~ ( P ~ - ~ ~ ( X ) )  = 0 = =  ca(xipr(x)) = 0 

donc ca(xi.pr(x)) = O si r 3 id+a. 



X ~ p J a e g  : Il reste à démontrer que les relations (R) sont 

satisfaites par tous les polynômes P: . 

si i-1 = s+n ou i = s+n+l et a = 1, ..., k 
alors de même c"(x~.P~~(x)) = O. 

Donc les polynômes P: satisfont les relations (RI, relativement 

aux fonctionnelles ca, a = l,., . ,d. 
La conclusion sur la dimension de l'espace des fonctionnelles r 

solutions, se déduit immédiatement du fait que ca est déterminée par les 

a constantes ci ,..., ca- . 8 
a 1 

Le fait qu'une fonctionnelle linéaire admette une famille de poly- 

nômes orthogonaux est caractérisé par la non nullité des déterminants de 

Hankel. Ce résultat s'étend aux fonctionnelles vectorielles. 

Théorème 111.3 - Soit (Pr)r20 une famille vérifiant une rela- 

tion de récurrence (d) : 

La fonctionnelle r du théorème 111.2 est supposée telle que 

HI ,..., H: # O. Alors les déterminants H: (ou Hr) sont non nuls si et 

seulement si 



Y ; + O  r 3 d .  

Démonstration : D'après l e  c a l c u l  f a i t  en 1.3, e t  en supposant 

S i  Hr f O e t  Hr-d # O, Pr-d e t  Pr on t  une expression 

comme rappor t  de déterminants : 

Montrons maintenant que s i  y; # O pour t o u t  r, s i  

Hl, .... Hd # 0, a l o r s  Hr # O. La démonstration se f a i t  par récurrence 

e t  démarre à r = d : 

Hl, "., Hd # 0 ] =, P,,.,.,Pd on t  1 'expression (33) e t  donc 
d 

Yd f 0 Hd+l if O 

Donc Hl, .... H H d d+, # O \ 
Pd+, a 1 'expression (33) e t  Hd+2 # O. 

11'' f O 

De même 



r Et finalement si H ,,.. . ,Hd # O et f O pour tout r b d, tous les 

déterminants de Hankel généralisés Hr sont non nuls. 

r Inversement, si = O, soit Hr+, = O, soit les polynômes 

Pr OU Prmd ne s'expriment pas par l'expression (33)  c'est-à-dire Hr 

ou Hr-d est nul, donc les Hi ne sont pas tous non nuls. 

Remarque : 

L'hypothèse Hl, ... ,Hd non nulle définit l'indépendance néces- 

1 d saire aux fonctionnelles c ,..., c . 
Ce résultat généralise celui associé aux récurrences à 3 termes 

An # O, n 2 1 est équivalent à Hn # O, n a 1,  ou la fonc- 

tionnelle par rapport à laquelle les Pn sont orthogonaux est quasidéfinie. 

IV - APPLICATION AUX FAMILLES DE POLYNOMES ORTHOGONAUX. 
1 Une famille de polynômes Pr est dite orthogonale relati- 

vement à une forme linéaire L si : 

1 La famille Pr est strictement a orthogonale si 

1 La famille est régulièrement orthogonale si 



1 Si d = 1 ,  les familles strictement et régulièrement a orthogonales sont 

2 orthogonales au sens simple et L(Pr) # 0, c'est-à-dire que L est quasi- 

définie (ou non dégénérée ou admissible. . . ). 
On sait [lq que si une famille (Pr) vérifie la relation de 

1 récurrence (d), elle est orthogonale. 

1 Nous nous intéressons ici au problème inverse, toute suite a 
orthogonale ne vérifiant pas une relation de récurrence (d). 

Théorème IV.l - Une forme L admissible étant donnée, i l  existe --- 
1 une infinité de suites orthogonales (régulièrement ou strictement), qui 

vérifient une relation de récurrence à (d+2) termes de type (d). 

Démonstration : Nous nous limitons à considérer des familles de 
-----. 

polynômes Pr , unitaires, de degré r, vérifiant Po = 1. 

La suite Pr est construite par récurrence, donc nous supposons 

connus Po,. ..,Pr. On cherche Pr+, (r = nd+k, O s k < d). 

On développe sur la base x Pr,Pr,. . . ,PO : 

1 (Pi) est orthogonale donc 

On a donc le système ( E )  de n équations à r+l inconnues, 

suivant : 



Ce système a la forme en escalier suivante : 

n+l équations 

ao,. . . ,a (nd+l) inconnues. n d 

Supposons que les suites (Pr) considérées sont strictement { 
orthogonales (hypothèse prise pour simplifier, qui n'est pas fondamentale, 

comme on le montre a la fin) c'est-à-dire 

L(xk Pkd) # 0. 

Alors les termes * du systeme sont non nuls et le systeme E 

est de rang n+l. I l  faut donc pour définir Pr+l choisir r-n cons- 

tantes : 

définissent, par (E), les n restantes Bo,. ..¶a (n-l)dYand ' 

Si on veut que (d) soit vérifiée, i l  suffit d'ajouter les con- 

ditions : 

a = 
O ...=a (n-l)d+k-1 = O '  



Le système (E)  u t i l i s é  de,bas en haut donne : 

I l  res te  2 equations 

f 

l e r  CAS : r = nd, l e s  2 seconds membres sont non nu ls  (au 

moins L(xn Pnd)). 

a(n-2)d+l = "' = a (n-1)d-1 = O impl iquent : 

' (n- l )d e s t  d é f i n i  de maniere unique, non nul .  

'nd+l dépend de (d)  paramètres l i é s  par l a  deux iem équation, 

s o i t  (d-1 ) indépendants 



Il r e s t e  une équation. S i  de p l u s  a(n-l)d+l = . .- = a (n-  1 )d+k- 1 = O :  

n d n n+ l  1 ai L (X  Pi) = L ( X  Pr) 
r - d  

r 
e t  f ina lement  : Pnd+k+l = x Pnd+k + 1 a i  Pi . 

r - d  

'nd+k+l dépend de ( d + l )  paramètres l i é s  pa r  une équat ion,  

s o i t  d indépendants. Il y a donc une i n f i n i t é  de cas poss i b l es  e t  il e x i s t e  

une i n f i n i t é  de f a m i l l e s  (Pr) répondant à l a  quest ion.  

1 
S i  l e s  s u i t e s  cherchées ne son t  pas s t r i c t e m e n t  a orthogonales 

k ( c ' e s t - à - d i r e  L(x Pkd) peu t  ê t r e  n u l )  l e  système e s t  cependant de rang  

1 n s i  l e s  s u i t e s  son t  ' orthogonales e t  pas or thogonales e t  l e  ré -  d 
s u l t a t  e s t  i den t i que  : il y a une i n f i n i t é  de so l u t i ons .  

S i  r d, l e s  cond i t i ons  d ' o r t h o g o n a l i t é  se r édu i sen t  à : 

r = O, ..., d c(Pr) = O 

c ' e s t - & - d i r e  une équat ion : 

Pl e s t  uniquement déterminé ; 

Pk dépend de (k-1)  constantes a r b i t r a i r e s .  

La c o n d i t i o n  (d )  e s t  automatiquement v é r i f i é e  comme décomposit ion 

de Pk+l su r  l a  base x Pk Pk...Po , c e t t e  décomposi t ion ayan t  moins de 

d+ l  termes. 

I Il y a donc une i n f i n i t é  de f a m i l l e s  de polynômes - orthogona- 
d 

l e s  q u i  v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  de récur rence  (d ) .  rn 

S i  on a une i n f i n i t é  de f a m i l l e s  associées à L, on peu t  essayer 

dans ces f a m i l l e s  de f a i r e  un cho ix  canonique, q u i  correspondra a annuler  

l e  p l u s  grand nombre poss i b l e  de termes de l a  r e l a t i o n  ( d l .  On é t u d i e  



1 d 'abord l e  cas des su i t es  de polynômes s t r ic tement  a orthogonales : 

r 
P,+~ = x pr + 1 ar P 

r - d  i 

Les a; sont a s s u j e t i s  à v e r i f i e r  l e  systeme ( E l )  de 2 equa- 

t i o n s  : 

n n+ l  nd r 
L (X  Pr+1)= L ( x  Pr) + 1 ai L (X"~ )  = O 

r - d  

n 
L x n  P l  = L x  Pr) + a 

r 
( n - i ) d  L(xn-l P(n-l)d) = O 

Dans l a  premiére equation, on a L(xn pnd) # O, donc l e  nombre 

maximum de a; nu l s  e s t  donné par l a  so lu t i on  : 

d 'où l e  r é s u l t a t  : 

1 il e x i s t e  une s u i t e  s t r i c tement  (a) orthogonale unique, canoni- 

quement associée à L, d e f i n i e  par l e s  r e l a t i o n s  suivantes : P: = 1 

nd+k ~ i ~ + ~ + ~  = x P , ~ + ~  - and p i d  k = I ,.. . ,d-1 

nd p*  
' id+? = ( X  - '$)~;d - ' (n - l )d  ( n - l ) d  



nd+k - L ( x n + I  ~ p ~ + ~ )  
"nd 

- 
1 ( x n  

1 Si la suite ( P n )  cherchée n ' e s t  pas strictement a orthogonale, 

1 orthogonale, i l  on s a i t  que s i  Pr  es t  orthogonale e t  n 'est  pas a+i 

existe pour tout n, i n  entre (n-l)d e t  nd-1 tel que l (xn  P i  ) # O .  
n 

1 On peut donc définir une su i te  orthogonale associée à 1 : 

n a r  - O s i  r # nd ou s i  r = nd e t  L ( x  P n d )  = O r-d - 

L(xn+ '  Pr) 
= 

i n  i n  
L ( x  P i  

n 

Le choix n 'es t  pas canonique car i l  peut y avoir plusieurs indices 

i n  possibles. 

La sui te  P: ainsi associée canoniquement à L e s t  strictement 

I 

a orthogonale mais "dégénérée" en ce sens que la  relation de récurrence 

a une longueur variable de 2 à d+2. Ce qui précède a montré l ' i n t é r ê t  de 

relation de récurrence de longueur f ixe  d+2. Aussi on pourra considérer 

1 la  sui te  P;* strictement a orthogonale définie par : 

** - nd+k p** nd+k p** - " 1 'nd+k+l - 'n;+k - "nd nd (n-l)d+k ( n - 1  )d+k k = O , .  . . ,k-1 



n ** 
nd+k - ~(x"' - L(x P(n-l)d+k 1 

"nd 

1 Cette suite est strictement orthogonale, et "de longueur 

fixe". 

(P;) est canoniquement associée b L : c'est une suite 1 or- d 

thogonale ayant le minimum de termes non nuls dans la relation de récurren- 

ce (dl. 

** 1 
(Pr est canoniquement associée à L : c'est une suite - or- d 

thogonale dont la relation de récurrence a le minimum de termes non nuls 
r et telle que # O pour tout r. 

Para1 lèlement 1 ' étude des polynômes orthogonaux définis par 

leur relation de récurrence [7], on peut démontrer un certain nombre de ré- 
1 su1 tats partiels pour les suites a orthogonales definis par leur relation 

de récurrence 

'r+l r-d 

Proposition IV.2 - Soit uo = ~ ( 1 )  et po > O : 

L(X~ pnd) > O <=> a nd > O  n 2 1  (n-1 Id 

L(X~ pnd) / O <=> nd # O  0 2 0 .  '(n-1 )d 

Démonstration : 



Proposition IV.3 - Si il  existe une suite (Pr) telle que les 

polynômes Pr aient même parité que leur indice r, alors L est symé- 

trique, c'est-à-dire u2n+l = L(xZni1) = 0. 

Si les polynômes ont même parité que leur indice, alors 

Si L est symétrique, toute famille (Pr) n'est pas symétrique 

(c'est-à-dire Pr n'a pas même parité que son indice), mais les familles 

P: et P:* le sont. 

Démonstration : Supposons qu'il existe une famille (Pr) symé- 

trique. 

r 
I4ontrons d'abord que ar-2i = 0. 

Soit Qr(x) = (-ilr pr(-x) = Pr(x) 

r 
Qr+l(~) = x Qr(x) - I-1)'" 1 a!(-l )~Q~(X) 

r-d 

Pr+l(x) =  lx pr(x) - f .;(-I)~P~(X) 
r-d 

= Pr(x) - f Pi(X) 
r-d 

Et, par récurrence, on obtient 
p2k+l = 0. 



Donc si une famille est symétrique, L est symétrique. 

Montrons que la réciproque n'est pas vraie : 

Pl est impair et PZ = x P - a' P est pair. 1 O 0  

x PZ est impair donc 1 )  = - a P o  = O et a: = O 

2 1 
L(P3) = O = a2(p2 - aop0) 

1 
L(P2) = P2 - aovo = 0 

2 donc on peut avoir a2 # O et donc P3 n'est pas impair. 

** 
Cependant les suites canoniquement associées à 1, Pr et Pr 

sont symétriques : 

Montrons que P; est symétrique : 

1 
= aouO 

al = O 
O 

2 
v2 = a0uo 

2 et pl = O donc a: = O. P3 = + a0vo 



On trouve aik+'  = O e t  P; de même pari té  que k ( k  = 1 ,.. . ,dl 

En particulier pour P d  , L ( x  P:) # O donc P: e s t  impair e t  d e s t  

impair. 

donc e s t  pair e t  ~ d + ~ ~  e s t  impair. En par t icul ier ,  ~2~ e s t  pair.  

Supposons n impa i r ,  P in -  e s t  pair  e t  P i d  e s t  impair : 

n * Comme précédemment, on calcule L ( x  P n d + k + l )  , e t  on trouve 

";d+k+ 1 a même pari té  que nd+k+l. 

La démonstration e s t  identique pour n pair.  

Pour la famille PP* , on a l e  même résu l ta t  pour PO*,. . . ,Pi* 

( e t  d impair). Puis l a  relation s ' é c r i t  

~ d = 2 k + 1  e s t  pair.  



La démonstration se p o u r s u i t  comme précédemment. 8 

L 'é tude de l a  r é p a r t i t i o n  des zéros condu i t  aux deux r é s u l t a t s  

su ivants  : 

1 Proposi t ion IV.4 - S i  (Pr) e s t  une f a m i l l e  - orthogonale 
d 

associée à L, f onc t i onne l l e  d é f i n i e  pos i t i ve ,  e t  s i  r = nd+k, a l o r s  

Pr+l a n+ l  zéros d 'o rdre  impair  dans l e  support de L [lq. 

Démonstration : Cette p r o p r i é t é  e s t  énoncée dans u9] e t  se -- 

démontre comme pour l e s  polynômes orthogonaux sca la i res  : 

1 e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e  donc Pr a un zéro dans l e  support de L. 

S o i t  p ( x )  = ( x ~ x , )  ... (x -x  1, avec xi zéro d 'o rdre  impa i r  de Pr+l , 

a l o r s  : 

l ( P r + l l x ) . ~ ( x ) )  > O e t  L(Pr+,(x).p(x)) = O s i  dop r n. 

donc dop > n 

c ' es t -à -d i re  Pr+, a au moins (n+ l )  zéros d 'o rd re  impair  dans l e  support 

de L. 

On peut, dans l e  cas de l a  f a m i l l e  P; , p réc i se r  de p lus  : 

Proposi t ion I V . 5  - Dans l e  cas de l a  f a m i l l e  P t ,  ~ n ~ + ~  --- e t  p i d  

(O < k s d)  n ' o n t  pas de zéros communs non nuls.  

Démonstration : La démonstration repose sur l a  forme p a r t i c u l i è r e  --- 
de l a  r e l a t i o n  de récurrence : 



Ceci est équivalent à la relation suivante : 

pid et p?n-l)d avaient un zéro commun, i l  serait commun à tous les 

Phd , y compris Po ce qui est impossible. 

si pid et P * , ~ + ~  (O < k d) avaient un zéro commun non nul, i l  serait 

commun à pid et , et c'est impossible. 

V - CALCUL RECURSIF DES POLYNOMES P:. 

Nous considérons, dans ce paragraphe, une normalisation différente 

des polynômes Pr. Nous obtenons des relations semblables à la généralisa- 

tion ~u"M.N.A, algorithm"([20], [2]) 

La normalisation est obtenue par p~'(1) = 1, au lieu de P: 

unitaire. 

Soit, pour tout k positif, gk la fonctionnelle suivante : 

Avec cette notation, on a : 



Nous ind iquons  l e  premier  terme de chaque l i g n e ,  sauf  ( x )  q u i  

r 
s i g n i f i e  (1  ,x ,..., x 1. 

Theoreme V . l  - 

s o i t  : H = 1gi(~),gO(s),..-~gr-1(s) 1 

= H /  h l ,  = g i s  ' hF-1,i 

p + 1  p l s  ( x )  - x hr-2,r-l s P,'?il(x) 
r -2 , r -1 '  r - 1  

a l o r s  : pbS(x )  = - 
h:-z .r-I 

Démonstrat ion : En u t i l i s a n t  l e  théorème de S y l v e s t e r  pour 

- l r H x  e t  pour  HZvl 3 i  , on o b t i e n t  : 

s+ l  
En d i v i s a n t ,  en h a u t  e t  en bas p a r  H ~ ( I ) . H ~ ~ ( I ) ,  on a : 

r- 1 
H: = ( -1 )  H : - ~ , ~ - ~  , h:-l,i = H : - ~ , ~  1 H:(II 



Ce résul tat  peut ê t re  étendu, de la manière suivante : 

Théorème V.2 - 

( x )  I I I  S . . . . . . . . .  1 I 

Les quantités hS vérifient l e s  mêmes relations, en remplaçant r ,  i  
la première 1 igne du numérateur par 

Démonstration : La démonstration se f a i t  par récurrence sur m. - 
Pour m = 1, c ' e s t  l e  résul tat  du théorème 111.1. Le résul tat  es t  supposé 

1 s  s vrai jusqu'a m. Pour m+l, nous appelons N(Pr+,) e t  D(Pk+,) l e s  numé- 

rateur e t  l e  dénominateur de P;:~. 

On applique l ' i den t i t é  de Sylvester à N e t  D : 



On démontre de même la formule concernant h m  en développant 

hS N '  = I r , , ¶  r , y r y . . . y , y + , " l .  8 



CHAPITRE II 1 

ALGORITHMES DE CALCUL DES APPROXIMANTS DE PADÉ VECTORIELS, 

APPLICATIONS AUX SUITES VECTORIELLES. 

Nous développons i c i  deux types d'algorithme de calcul des appro- 

ximants de Padé vectoriels.  Le premier se déduit des définitions e t  expres- 

sions gous forme de rapport de déterminants, trouvées au chapitre 1.  Nous 

ut i l isons des algorithmes de calcul récursif de déterminants ayant une l i -  

gne vectorielle ([4]). Le deuxième type d'algorithme e s t  une extension de la 

règle de l a  croix, comme dans l e  cas sca la i re ,  e t  qui se déduit des théo- 

rèmes 11.1 e t  11.2 du chapitre I I ,  qui définissent l es  quantités q: e t  

S S 
E r  = (e r i ) i=r -d , . .*  ,r-1 du Q . D  algorithme vectoriel.  Cet algorithme a é té  

pub1 i é  dans [24 . 

Ces algorithmes permettent tous un calcul en parallèle des diver- 

ses composantes des approximants de Padé vectoriels.  

Nous développons, enfin, quelques appl ications types des al go- 

rithmes précédents qui sont employés pour accélérer l a  convergence de sui- 

t es  vectorielles.  Le théorème essentiel e s t  que la  l imite  S d'une su i te  

vectorielle Sn e s t  exactement calculée s i  e t  seulement s i  les termes 

(Sn - S )  vér i f ien t  une équation aux différences. 



1 - ALGORITHMES BASES -- SUR LE CALCUL RECURSIF DE DETERMINANTS. 

Les notations sont ce l les  du chapitre 1 .  

c h ( t )  e s t  la somme par t ie l le  de degré h de IF(t).  

On a obtenu l'expression générale de l'approximant de Padé vectoriel [P/~], 

(q = n d + k ,  O s k < d )  : 

Dans ce t te  expression, seule la première ligne du numérateur e s t  

vector iel le ,  l e s  autres représentant d l ignes scalaires ,  e t  l e  détermi- 

nant e s t  considéré comme formel 1 ement développé sur 1 a première 1 igne. 

On met ces déterminants sous une forme t e l l e  q u ' i l s  puissent 

ê t r e  calculés par l e  "récursive projection algorithm" [4], ou RPA. 

On mu1 t ip l  ie  la deuxième 1 igne, au numérateur e t  au dénominateur 

P+2 par tP+I ,  l a  troisième par t ... : 



On simplifie par colonne : tq pour la  première, tq-' pour la  

seconde .... e t  on note A c i  = r i+ l  t i+ l  = 'i+l - 'i 

On remplace chaque colonne, sauf la première, par la différence avec 

la précédente, e t  on pose h = p-q : 

On remplace chaque ligne à p a r t i r  de la  troisième pour l e  numérateur, 

à pa r t i r  de la  deuxième pour l e  dénominateur, par sa différence avec la pré- 

cédente, en u t i l i san t  l es  k premières composantes pour la dernière ligne. 



d 
(ea)a=l,. . . ,d la base canonique de t , et C l'espace 

d des suites d'éléments de & . 
Pour a = 1,. ..,d, et j positif, on définit u: et yh , 

élements de C par : 

i j u: = (e, ....,(- 1) (i)e~y.,.,(-l)Jeay~...~ 

Yh = ('n+h)n30 

<U:,yh> = (f(-l)i(i)Eh+i)a = (A'~~),. 
O 

On définit z m 0  , zm dans C, par : 

Avec ces notations, 1 'approximant de Padé vectoriel [q+h/q] s'écrit 
h 

comme les d premières composantes de E (y), q = nd+k : 
'I 

De telles quantités se calculent [4], soit par le RPA (récursive 

projection algorithm) soit par le CRPA (compact recursive projection algo- 

rithm) : 

R.P.A. 



C.R.P.A. 

Ces deux a l g o r i t h m e s  son t  é q u i v a l e n t s ,  t a n t  p a r  l e  nombre de 

q u a n t i t é s  à s tocker ,  q u e ' p a r  l e  nombre d ' o p é r a t i o n s  a r i t h m é t i q u e s .  

II - - EXTENSION DE L A  REGLE DE LA CROIX. 

Dans l e  cas s c a l a i r e ,  l a  r è g l e  de l a  c r o i x  l i e  l e s  approx imants 

de Padé d isposés se lon  l e  schéma s u i v a n t  : 

E l l e  s ' é c r i t  sous une des deux formes su ivan tes  : 

( E  - N) . ( c  - W ) ( S  - C )  = (C - N ) ( E  - C ) ( S  - W) 



1 1 - 1 1 - + - - - + -  
C-N C-S C-E C-W 

La deuxième forme n ' e s t  valable que s i  l es  termes sont non nuls. 

Elle peut ê t r e  démontrée a pa r t i r  d u  Q D  algorithme scalaire  ( t h .  11.1 

e t  11.2 du chapitre I I ,  dans l e  cas scalaire)  en considérant l es  q: e t  

e r  comme inccnnues à éliminer. 

Nous allons appliquer cet te  méthode au cas vectoriel pour trouver 

une relation liarit  l e s  approximants de Padé disposés selon l e  schéma, en 

comète suivant : 

A tout instant  du calcul,  l e  cas d = 1 permet de retrouver les  

propriétés du cas scalaire .  

Nous savons que : (théorème 11.1 e t  11.2, chapitre I I )  

s+l ~ : ( t )  r 1 O,  s  I O ( 1 )  p ; + , ( t ) = t P r  ( t ) - q r + l  



P r o p o s i t i o n  11.1 - Pour  r 0  

~ r + ~ ( t )  = rSp:+'(t) + g Y 1 ( t )  - ~ : t )  

r- 1  
s+ l  Q, ( t )  = -rSp;(t) - r - d  1 e:,i ~ ; + ' ( t )  + t ~ : ( t )  . 

Démonstrat ion : - 

Q: e s t  un polynôme v e c t o r i e l  à d  composantes, de degré r -1 .  

s s i  On a p p l i q u e  r ( r  ( x  ) = ri+s) a ( l ) ,  en u t i l i s a n t  de p l u s  

On o b t i e n t ,  r a g i s s a n t  t o u j o u r s  s u r  x  : 

p S + ' ( x )  r - p;+'(t) 1 - sr+, o:cti 
x - t  i 

On o b t i e n t  de même l a  deuxième r e l a t i o n  en a p p l i q u a n t  rS+' à 

( 2 ) .  9 

On passe aux q u a n t i t é s  6: e t  a: p a r  l e s  fo rmu les  u s u e l l e s  : 

r - 1  s  -1  
Qr ( t )  = t Qr ( t  1 

a;(t) = tr P:(~-o. 



On déduit des relations (l), (2), (3), les relations suivantes : 

Proposition 11.2 - 
[ i;+,(t) = a;+' - q h l  t Pr(t) 

s tr-i ~ s + I ( ~ )  
(4. lb) = ?f(t) - 1 er,i 

r-d i 

"5+1 $;+l(t) = rs 8;+lct) + Q, (t) - q;+l a;(t) 
"5 

r- 1 s+l "3 tr-i+l xs+l 
t 3, t = - rS P I  + Q - 1 e;,i Q~ (t). 

r-d 

La démonstration est directe. 

Nous considérons les approximants du tableau suivant : 

Théorème 11.3 - Avec les notations ci-dessus, on a les relations 
suivantes : 

"s 'Ls+1 
1 5 )  (E - N)Pr+l = (C - N).Pr r à O  

2- 1 %s+2 r 3 
2 1 Cs+1 = Is-WliWd-Wd-l ,..., W W (.Pr (6) /C-W1 ,Wd-Wd-l ,. . . ,W -W 1 .Pr 



Dans la relation (6), on utilise des déterminants : les vecteurs 

indiqués en sont les colonnes. 

Démonstration - : Des relations (4.la) et (4.2a), on tire une 
S relation independante de qr+l : 

Des relations (4.lb) et (4.2b), écrites à l'indice s+l, on 

s+l . tire un système d'équations en eryi . 
r- 1 

(4. lb) .;:: f-i $s+Z i (t) = ;;'I(~) - $f+'(tl 
r-d 
r- 1 

(4.2b) s+l tr-i+l a;+2(t) = - 
1 er,i rs+l î;+'(t) + $;+'(t) - t $:+2(t). 
r-d 

C'est un systeme de d+l équations, à d inconnues. Si les 

polynômes sont supposés indépendants, le système est de rang d, 

et le déterminant suivant est nul : 

ps.1 
r 

1 ,...y 1 

%s+1 %S +2 "s+2 
Qr Qr-d Qr- 1 + - r ~ + l  pT;T y Bx y..-y 

r r-d r- 1 

I 
ps+2 

= r ?" %s+2 %s+2 
Qr-d 

t . t p S . . . .  

Qr- 1 

'r r-d tp r- 1 



La formule (5) est valable pour r 2 O et la formule ( 6 )  pour 

r d .  8 

A partir des relations (5) et (6)- on peut maintenant prouver 

une relation entre les approximants de Padé vectoriels de la "croix" ou 

plutôt de la "cornete" précédente. Nous appellerons cette t'elôiion ;a règle 

de la crcix généralisée. 

( 1  y 1 y..., 1 

+ 1 
I C-zs+l y Wd-cs+l y.. . 'W -1 1 s+l 

Sa forme implicite est la suivante : 

Théorème II .4 - --.- 

(E-N)/C-W~, W~-W~-,,...,W~-~~I x IS-Cy Nd-l-Nd-2y.--YN1-Cl 

= (C-N) /S-W1, Wd-Wd-l 9 . .  . yW2-W1 1 IEqCY Nd-l-Nd-2Y"' YNI-CI ' 

- - $S+Z r 

Démonstration : On utilise les relations (5) et (6) pour exprimer ---- 

SI dans le tableau suivant : 

1 y 1 Y..., 1 

S-Cs+, y Wd-Cs+l'". 'W -C 1 s+l 



E t  f inalement, on o b t i e n t  l a  form;le ( 7 )  : 

(E-N) . IC-W1 ,Wd-Wd-l . .. 1 x IS-C,Nd-l - Nd-2,. . - 1  

= (C-N) . 1 S-W1 ,Wd-Wd-l . . . I  x 1 E-C ,Nd-, - Ndq2,. . . 1 . 

S i  d = 1, l e s  déterminants se réduisent  l e u r  premier terme, 

e t  on o b t i e n t  l a  règ le  de l a  c r o i x  s c a l a i r e  sous l a  forme produ i t .  

On peut  t rouver une formule p l u s  f a c i l e  pour c a l c u l e r  E en 

f o n c t i o n  des aut res  approximanis. On o b t i e n t  a l o r s  une forme e x p l i c i t e  

de l a  règ le  de l a  c r o i x  général isée. 

E~ désigne l a  a -ième composante de E . 

Théorème 11.5 - 

Dl = I c - w ~  , w ~ - u ~ - ~  ,. . . ,w2-Wl 1 ,  D2 = 1 s - c , N ~ - ~  - Nd-2,. . ,N~-C I  

O = I S - W ~ , W ~ - W ~ - ~  ,..., w -W 1 .  oq = I c - N , N ~ - ~  - N ~ - ~  ,..., N ~ - c I  3 2 1 



E-C = (C-N) D1D2 

Démonstration : On développe la relation ( 7 ) ,  et on la considere 

comme un système 1 inaire d'équations, ayant pour inconnues (E-c)~, 

a = 1 ,  ..., d. 
E-N = E-C + C-N 

un obtient alors les équations, pour k = l,,..,~ ; 

le déterminant de ce systeme est : 

l 2 1 2 2 (C-N) A D3, (C-N) A D3-DID2,.. . 
A = 

d d i i 
A = (-1) ( D ~ D ~ ) ~ - ~  [D1D2 - D3D43 (D4 = 1 (C-N) P = IC-N,Nd-I - Nd-2,. . . I  ). 

1 

En utilisant les formules de Cramer, (E-c)" s'écrit sous la 

forme : 



I kième c o i  onne 

Dans l e  cas d = 1, l e  second membre p o u r  a = 1, e s t  

S-W, 1 1 
= - - + - -  

(C-W,) (S-C) s-c c-w, 

On t r o u v e  à nouveau l e  cas s c a l a i r e .  

Ces d e r n i è r e s  r e l a t i o n s  f o u r n i s s e n t  un c a l c u l  e f f e c t i f  de l a  

m o i t i é  de l a  t a b l e  de Padé [r/s+d], r 2 s+d, de gauche à d r o i t e ,  dès 

que l e s  d p remiè res  co lonnes s o n t  connues. 

Nous é t u d i o n s  ma in tenan t  l ' i n i t i a l i s a t i o n  de c e t t e  a lgor i thme,  

p a r  l ' a d j o n c t i o n  de co lonnes néga t i ves .  

Chaque é lément  e s t  repéré  p a r  l a  co lonne e t  l a  d iagona le  où il 

se s i t u e .  On d é f i n i t  ud,. . . ,uk,.. . ,L? comme l e s  termes de l a  d iagona le  

d ' i n d i c e s  r con tenan t  W = rS = k/o], l e s  a u t r e s  termes fik é t a n t  

en colonne ( - k ) .  

S i  un terme e s t  i n f i n i ,  on l u i  a p p l i q u e r a  l e s  r è g l e s  de c a l c u l  

su ivan tes  : 



Théorème II .6 - 

S o i t  gd,. .. ,W l e s  termes de l a  d iagona le  d ' i n d i c e  s, d é f i n i s  

p a r  : 
O - 1  O t -d+l-md+2 - 
W = C s ,  W - W  = (O ,..., 0 , l )  ,..., W -d  -d+ l  = , * - (O,I,O,. . . ,O),W -w 

Avec de t e l l e s  co lonnes néga t i ves ,  l a  r è g l e  de l a  c r o i x  g é n é r a l i -  

sée ( 7 ) ,  (81, ( 9 ) )  e s t  v a l a b l e  pour  r 3 O, 

Déinonstrat ion : Nous reprenons l a  démons t ra t ion  depu is  l e  ----- 

théorème I I  .3 pour r c d. 

( 5 )  e s t  v a l a b l e  pour  r 2 0. 

s+ 1 Le système ( 4 . l b ,  4 .2b) ,  avec e ,  comrne inconnues, d e v i e n t  : 

C ' e s t  un système à d+ l  équat ions e t  r inconnues, de r a n g  r. 

Il e s t  é q u i v a l e n t  de c o n s i d é r e r  4.2b comme un système de d équat ions,  à 

( r - 1  ) inconnues, de r a n g  r - 1  , c ' e s t - à - d i r e  que l e s  m a t r i c e s  s u i v a n t e s  

s o n t  de rang  r - 1  : 

"5+2 %.+ 1 $5 +2 
Qr- I 
P 

Q r - + - s+l  - Qr ps+2) (p 3*. .y$s+2 s + l  % s + ~ ) " r  tyi.* r 
1 r- 1 Pr 

S i  nous supposons que l e  dé te rminan t  formé p a r  l e s  p remiè res  

l i g n e s  e s t  non n u l ,  c e t t e  d e r n i e r e  c o n d i t i o n  e s t  é q u i v a l e n t e  à : 



'L 

où Id-r e s t  l a  m a t r i c e  u n i t é  d ' o r d r e  d - r  e t  Id-r a l ' o r d r e  des co lonnes 

inversées .  C e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  e s t  exactement l a  r e l a t i o n  (6 )  s i  l e s  

co lonnes n é g a t i v e s  son t  d é f i n i e s  comme p r é v u  dans l ' é n o n c e  de ce théorème 

pour  k = d-2, ..., 1. 

Comme Wr e s t  zs+l , c e c i  d é f i n i t  l e s  cc lonnes  n é g a t i v e s  de 

l ' i n d i c e  f-d+2) à -1 .  En e f f e t ,  l ' é q u a t i o n  4.2b d o i t  ê t r e  une v r a i e  é- 

q u a t i o n ,  non r é d u i t e  à "O = O" ,  e t  donc ! r -1 )  d c i t  ê t r e  s u p é r i e u r  à 1, 

c u  r s u p é r i e u r  à 2 .  

Ceci  permet d ' u t i l i s e r  (5 )  e t  ( 6 ) ,  donc ( 7 )  e t  (8) pour  r a 2. 

Pour r = O ou r = 1, nous v é r i f i o n s  d i r e c t e m e n t  que l a  quan- 

t i t 6  E  c a l c u l é e  p a r  (8 )  e s t  1 'approx imant  de Padé. 

l e r  Cas : r = O, c  = [r/o] = cS .  ------- 

~ ~ - a ~ + ~  = m imp l ique  

- 1  D, C-N, R ~ + ' - N ~ " , .  . . ,F -C 1 (c-N) 

1  - - 1  -- - - 1 ( c - N ) I  + -- "7 (E-c)"  (c-N)" (C-N) (S-C) 



On peut démontrer que E e s t  [s/l], s o i t  en v é r i f i a n t  l a  dé- 

f in i t io r i  des approximants de Padé vec to r i e l s ,  s o i t  en comparant avec l a  

r e l a t ion  (5  j .  La seconde méthode e s t  p lus  rapide. 

%s %s+ 1 ( [ s / I ] - ~ 1 . p ~  = (c-N).P, 

1 
%s s s  Cs+ l  Ps+l = 1 e t  pl = 1 - q1 t avec ql  - 

O -7 
s 

"' s 1-Pl 
[s/I] - C = (C-N) -- a; 

2?m$-C$ç : r = 1 .  

On v i en t  de ca lcu le r  l a  colonne [s/l], donc on peut ca l cu le r  E 

par l e s  r e l a t i o n s  ( 7 )  ou (8) e t  comparer avec [s+1/2] ca l cu lé  a p a r t i r  de 

(5 ) .  

E-C = (C-N) 



D, I c - N ,  fidi1 - Fidi2,. . . ,M-c 1 C - N ,  8-c 1 '2 

Les déterminants, u t i l i sés  dans l e s  expressions de D2 e t  D4 , 

ne concernent que les  deux premières lignes des vecteurs. 



De l a  relat icn (5), on déduit : 

Finalement, E = [s+1/2]. 

ce qui achève la démonstration. 

Remarques : On peut regarder l e  développement de Taylor de 

[s/q e t  [ S + I / ~  au voisinage de O. On trouve : 

8 



(El - lF1) ( t )  = ~ ( t " ~ )  1 S+E]+l) 
(E-F)( t)  = O ( t  

( E ~  - F") (t) = 0( tS+ l )  (cc 2 1 )  

I 

Cs +2 ts+2 + C - N  r = 1 : E =[s+l/2] = Z S I l  + rs+, 
CS+l - c:+2 D3D4 1 5%- 



Ce calcul met en évidence l e  f a i t  que 1 'ordre d'approximation 

s'améliore colonne par colonne, c 'est-à-dire à chaque colonne, une composante 

de pl us a un  ordre d'approximation amélioré. Au bout de d colcnnes, 1 'ordre 

d'approximation de toutes les  composantes e s t  amélioré de 1. Cette améliora- 

t ion se f a i t  aans l 'ordre des composantes 1 ,  2 , .  .. ,d grtice à l'hypothèse 

f a i t e  au ccurs du théorème 11.6 : l e  déterminant formé des r premières 

1 i gnes de 

e s t  non nul. 

D ' u n  point de vue algorithmique, cet te  hypothese n ' e s t  pas trop 

contraignante : s i  on calcule la colonne k+l (ou nd+k+l) ( O  s k < d) 

on peut permuter l es  l ipnes k+l, . .  . ,d des vecteurs de t e l l e  sor te  que l e  

mineur considéré so i t  non nul. Si  tous l e s  mineurs sont nuls, on ne peut 

poursuivre 1 e cal cul. 

Finalement, avec l l i n i t i a l i s a t i o n  par les  colonnes précédentes, 

on peut calculer les approximants [s/r], s+l 2 r 

11 faudrait  déf in i r  des lignes négatives pour calculer l a  partie 





Démonstration : 

r 
L'équation 1 ai(Sh+i - S) = O déf ini t  un système d'équations 

i= l  
1 inéaires,  d i  inconnues a i  : 

............ a, + 
+ 

= 1 

a,  AS^ + ........ + a,  AS^+^ = O 

Ce système e s t  équivalent à dr(Sh) = S s i  son déterminant 

n ' e s t  pas nul : 

Remarque : Contra iremen t aux théorèmes analogues démontrés pour 

l e  E-al gorithme vectoriel,  ou topologique, la condition e s t  i c i  néces- 

sa i re  e t  suffisante e t  non pas seulement suffisante. Ceci provient de 

1 'expression sous forme d'un rapport de déterminants de gr(Sh), qui 

n 'exis te  pas pour 1 'E-algorithme vectoriel.  

Un certain nombre de propriétés découlent de ce résul tat  e t  

se  démontrent comme dans l e  cas scalaire.  



Théorème 111.2 - Une cond i t i on  nécessaire e t  s u f f i s a n t e  pour que 

$Jr(Sh) = S  e s t  que 

où ri, wi, bi sont  dans ê ( r i  # l ) ,  Ai, Bi, Ci sont  des polynômes 

en n  c o e f f i c i e n t s  vec to r i e l s ,  ci e s t  un vecteur e t  où : 

Propr ié té  1.3 - Quelque s o i t  a  dans â e t  B dans ê d  

Le r é s u l t a t  se dédu i t  c la i rement  de l a  d é f i n i t i o n  (1)  de gr(Sh). 

Les app l i ca t i ons  se déduisent du théorème 111.1, comme dans l e  

cas de I 'E-a lgor i thme sca la i re ,  ou de l ' e p s i l o n  a lgor i thme topologique 

ou vec to r i e l .  Nous ne c i t e r o n s  donc que l e s  types d 'app l i ca t i ons ,  l e s  

hypothèses e t  l e s  r é s u l t a t s  pouvant ê t r e  r a f f i n é s  comme dans l e s  cas 

précédents [II . 

III. 1 - Résolut ion des systèmes l i néa i res .  --- 

Théorème 111.3 - S o i t  l a  s u i t e  v e c t o r i e l l e  générée par  

Xn+l = AXn + B où A e s t  une mat r ice  d  x d, t e l l e  que 1 - A  s o i t  

i nve rs ib le .  S i  X e s t  l a  s o l u t i o n  du système ( 1 - A ) - I . B ,  e t  s i  m l e  
O 

degré du polynôme minimal pour l e  vecteur X-X e t  r l ' o r d r e  de m u l t i  

p l i c i t é  de O pour ce polynôme, a l o r s  



Démonstration : Si p e s t  l e  polynôme minimal de A pour 
O 
X-X : 

e t  l e  résul tat  se  déduit a lors  du théoreme 111.1. 

k 
L'extension aux su i tes  X n  = 7 + B se démontre de même 

1 
en passant au système équivalent = A Y n .  

de dimension (kdxkd) 

111.2 - Résolution des systemes non l inéaires  X = F ( X ) .  

Il s ' a g i t  d'une généralisation de l a  méthode de Steffenson : 

où m e s t  l e  degré de polynôme minimal de F(X) pour l e  vecteur X n - X ,  

r l a  multiplicité de zéro comme racine de ce polynôme minimal e t  k = 2(m-r)+l. 

Alors, s i  i l  exis te  X te l  que X = F ( X ) ,  s i  F e s t  diffé- 

rentiable au sens de Frechet au voisinage de X ,  e t  s i  1-F1(X) e s t  

inversible, a lors  i l  exis te  un voisinage V de X t e l  que pour tout 

X o  de V ,  l a  su i t e  X n  converge vers X de maniPre aumoins quadra- 

tique. 



donc 

La démonstrat ion c o n s i s t e  à p rouver  que l e s  Ui v é r i f i e n t  : 

111.3 - Valeurs p ropres .  

S o i t  A une m a t r i c e  e t  Sn l a  s u i t e  générée p a r  Sn+1 = ASn. 

On a l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Théorème 111.4 - S i  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  de A s o n t  X1,... ,Xd --- 
d 

de vec teurs  p ropres  associés Vi , i = 1 ,  ..., d e t  So = 1 ai Vi . 
1 

On suppose lh l l  > ... > I x d l .  

n  On a vqk(Sn) 1 hi zi (zi  = a  .v.  e t  n  assez grand)  
k+ 1 1 1  

bPk+1 (Sn) la 'k+2 n 
- hk+l  = O( (r) ) (pour  n grand)  

(dk(Sn) 1" k + l  

Ce r é s u l t a t  e s t  i d e n t i q u e  à c e l u i  obtenu avec 1 ' E - a l g o r i t h m e  

v e c t o r i e l .  

Démonstrat ion : 

d 
[n/0] = sn = 1 zi . 1 

Calcu lons  [n/1] p a r  l a  r è o l e  précédente : 

E - C = (C-N) 1 

(c-N 1 I 
-7 - 
(S-C) 



d  n- 1  1 ( x i - l ) x i  z i  . 1 ( q u a n d  n  t e n d  v e r s  1 ' i n f i n i  ) 
1 - I I  - 

S u p p o s o n s  1  e r é s u l  t a t  v r a i  j u s q u ' e n  c o l  o n n e  k  

8-c = @+k-l /k - l ]  - b+k/l<II i A: z k  

1  O n  
N - N  = [n+k-l/k-21 - E + k - l / k - l ) i  X k - l  z ~ - ~  

'4 - /C-N, N - N ,... ,N - C I  1 
% - ) S - c ,  1 dem 1 -hk+l 

Donc E - C e (C-N) 
1  

- A L I  z k + l  
- -  I l  
X k + l  



I V  - QUELQUES EXEMPLES. 

Nous citons ici quelques exemples d'applications,calculés par la 

règle de la croix généralisée, afin d'illustrer le fonctionnement de cet 

algorithIn€?, et ce qu'on peut attendre de la table de Padé vectorielle. 



Le deuxième exemple démarre avec deux données i n i t i a l e s  a pr ior i  

voisines. Le bon déroulement du calcul prouve simplement que ce n 'es t  pas 

ce genre de cas qui bloque l e  calcul.  



Le premier système génère une su i te  in i t i a le  convergente, e t  l e  

second une sui te  divergente, ce qui ne change pas l e  résu l ta t .  On constate 

bien sur l e  second exemple où A admet O comme valeur propre que l a  l i -  

mite e s t  a t t e in t e  en d2(X1), 2ème terme de la  colonne 2. Sur ces exemples, 

l a  convergence n 'es t  pas améliorée dans l e s  premières colonnes, mais seu- 

lement dans la  colonne prévue ( 3  ou 2) par un résul tat  algébrique. 

3. ~ y s t e m g - ~ l e g ~ a t j o n s - n o n _ - ~ I f i e ~ j r ~ ~ .  

Nous reprenons simplement deux exemples t r a i t é s  dans Cl] avec 

1 ' a l  gorithme scalaire sur chaque terme ou 1 ' €-al gorithme vectoriel.  

Exemple 3.1 : 

3 . ;-f  - a  

La solution e s t  (-1,+1). Les i térat ions de base conversent lente- 

ment car l es  valeurs propres du jacobien calculé & l a  solution sont + 0.9. 

En partant de xo = O,  y. = O ,  on obtient,  en u t i l i san t  1 's-algorithme 

scalaire  : 

En u t i l i san t  la règle de l a  croix généralisée : 



La s u i t e  e s t  s t a t i o n n a i r e  a p a r t i r  de n  = 4. 

Exemple 3.2 : 

( y = s i n  x  + s in(y-1)  + 1  . 

Une so lu t i on  e s t  (0 , l ) .  Le jacobien en ce p o i n t  e s t  ( i  i )  
e t  donc on peut  poser Xn+l = d2(Uo) avec Uo = Xn , Ui = lF(Ui-l), i = 1  ,. . . ,4, 

Avec 1 's -a lgor i thme v e c t o r i e l  ( u t i l i s é  de manière comparable a 
I 

Xn+l = 4, (U1 ) ) ,  on t rouve en p a r t a n t  de xo = - e t  y, = 1  : 2 

Avec l a  règ le  de l a  c r o i x  général isée e t  Xn+l = $,(Ul) 



Avec la  règle de la  croix généralisée e t  X,,, = $l2(U0) 

Dans l e s  deux cas d 'u t i l i sa t ion  de la  règle de la  croix généralisée, 

l a  su i te  e s t  stationnaire à pa r t i r  de la dernière i térat ion signalée. Dans les  

deux cas étudiés,  la convergence e s t  plutôt meilleure qu'avec l e s  autres a l -  

gorithmes. 





CHAPITRE I V  

PROBLEMES DE CONVERGENCE 

Nous regroupons, dans ce chapitre,  un certain nombre de résu l ta t s  

de convergence. La question centrale  e s t  l a  localisation des zéros des 

approximants de Padé vectoriels. Sans pouvoir répondre à l a  question dans 

l e  cas général, on étudie l e  cas où F e s t  une fonction méromorphe. 

On étend l e  théorème de Montessus de Ballore par deux méthodes 

(par t ies  IV e t  V ) ,  e t  sous de bonnes hypothèses de régularité dans la  ré- 

par t i t ion des zéros, on montre la convergence des colonnes du QD algorithme 

vers 1 'inverse des pôles (par t ies  1, I I ) .  La convergence de ces su i tes  e s t  

l inéa i re  comme dans l e  cas scalaire  s i  l a  dimension d e s t  impaire. 

Ces résu l ta t s  sont 1 es derniers trouvés, e t  sont actuel lement 

publiés en notes AN0 (Li l le )  130, 31). 



1 - EVALUATION DE HF. 
Cet te  p a r t i e  a des ca lcu l s  comparables à ceux de [13]. 

Théorème 1.1 - S o i t  P méromorphe, d'ensemble de phles (supposés -- 
d 

simples) E" e t  s o i t  E = U Eu .  
1 

E = ( z ,  ¶.. . ,zm,.  . .) où l e s  z i sont rangés par ordre de modul e 

c ro i s san t .  

On suppose qu' i l  e x i s t e  r e t  5 : 1 zrl < O < 1 zr+, 1 .  
Alors on a : 

r R. 
( ,)  IF(^) = 1 2 + ~ ( t )  ( ( t )  holomorphe dans l e  disque Do 9 R i  E cd) , z i - t  

C r  e s t  une constante indépendante de s ; s i  r = nd+k a l o r s  : 

Démonstration : 

r R i  
on  a F ( t )  = 1 rn tn  = i, + N t )  (1 )  

n 20 
ry 

On a en e f f e t  l a  r e l a t ion  pour a = 1 ,  ..., d : f a ( t )  = -+ g a ( t )  i z . - ~  1 

ga ho1 omorphe dans Do. 
1 d 

Donc on a obtenu l a  r e l a t ion  (1 )  avec R i  = ( r  i y . . . , r i ) .  

So i t  C ( t )  = 1 Eintn, a l o r s  : 
n 20 



On repo r te  c e t t e  expression dans H: , qu'on développe l i n é a i -  

rement par rappor t  aux colonnes. On a a l o r s  

où DE représente l a  somme de tous l e s  déterminants ne contenant que des 

termes e t  fi: représentent  l a  somme de tous l e s  déterminants con- 

... tenant au meins une co l  onne de type (6 ,B;::). P'  

( ~ ( a )  représente l a  s ignature de l a  permutation : a (k )  = i k )  

Compte tenu de ( 3 ) ,  on ob t i en t  donc 

S S D = Crul s ... r 



Pour e tud ie r  8: , on a d'après l e s  formules de Cauchy appliquées 

1 aux fonct ions ga : v p  l z r l  < ; < lzr+, 1 

1 lBnl < p P \  La somme if e s t  f i n i e  e t  tous l e s  termes sont du même ordre, 

donc f inalement : 

=> -s Dr = 0 ( (u1  ,..., U r ,  P)s). 

En regroupant l e s  deux résu l ta ts ,  on o b t i e n t  : 

C o r o l l a i r e  1.1 - Sous l e s  mêmes hypothèses que dans l e  théorème 

1.1, l e  r e s u l t a t  s 'étend aux cas de pôles m u l t i p l e s  par une technique de 

conf 1 uence [I 3 . 

Remarque : La constante Cr es t  indépendante de l a  numérotation 

des pôles, e l l e  dépend seulement des pôles e t  des residus en ces pôles. 

D a ~ s  l e  cas où F e s t  ra t i onne l l e ,  on a deux r é s u l t a t s  semblables 

au cas scalai re.  

Théorème 1.2 - S i  F e s t  une fonct ion  r a t i o n n e l l e  de type 

(r+h,r), a l o r s  

S Hm = O m > r  s 2 O  

H: = Cr(ul, ..., ur)' s > h. 

Démonstration : La démonstration se dédu i t  du ca l cu l  du théo- 

rème 1. 



a l o r s  IF e s t  r a t i o n n e l l e  de type (r+h,r) .  

i 1 d t  Démonstration : S o i t  F ( t )  = 7, rit , ri = (ciY...,Ci) . 
i $0 

k+ 1 HE+, = O implique que l a  l i g n e  (C~+~, . . . ,C  k+ 1 
s+r-n- 1 ) e s t  combinaison li- 

néai re  des l i gnes  

Démontrer que IF e s t  r a t i o n n e l l e  de type (r+h,r) e s t  équiva- 

l e n t  2 chercher un polynôme u n i t a i r e  de degré r q u i  v é r i f i e  : 

r 
( 1 rit i) .( & b . t j )  = polynôme vec to r i e l  de degré ( r+h)  
i 20 J 

r .  
c 'es t -à -d i re  ( 1 c?ti).( 7 b . t J )  = polynôme s c a l a i r e  de dor+h ; ce 

i 20 d 
q u i  e s t  équ iva lent  à : 

Les r premières équations forment un système (S)  

s = h+l ,  ..., h+n, a = 1 ,..., d e t  s = h+n+l, a = 1 ,..., k, q u i  admet une s o 1 ~  

t i o n  b non n u l l e  : s i  bo = O a l o r s  H;+' s e r a i t  nu l  ; s i  br = O, 

a l o r s  HP' s e r a i t  nu i .  

Les équations suivantes é t a n t  combinaisons l i n é a i r e s  des premières 

sont  v k r i f i é e s  e t  donc IF e s t  r a t i o n n e l l e  de type (r+h,r) .  

Remarque : Le c a l c u l  précédent n ' e s t  évidemment va lab le  que s i  

l a  constante Cr n ' e s t  pas nu l l e .  O r  ce t t e  constante peut  ê t r e  n u l l e  même 

dans de "bons" cas. Par exemple s i  une des fonc t ions  fa e s t  e n t i è r e  

(ou holomorphe dans Do) tous l e s  ry , i = 1 . .  r sont n u l s  donc Cr 

e s t  un déterminant avec une 1 igne nul  l e .  De manière précise,  on a l a  condi- 

t i o n  nécessaire de non n u l l i t é  suivante : 



Proposition 1.4 - Pour r = nd+k, C r  e s t  nul, s i  une des fonc- 

t ions  fa a n ( s i  1 6 a s k )  ou n-1 ( s i  k < a d d) pôles au plus. 

Démonstration : 

Pour a entre 1 e t  k ,  supposons que fa a i t  moins de (n+l)  

pôles e t  groupons les  1 ignes associées à f a  au début du déterminant : 

.... Supposons que ces pôles soient zl ,z (en renumérotant au P 
besoin les  z i )  a lors ,  r: = O ,  i > p .  En développant en mineurs de di- 

mension p, i l  e s t  c l a i r  que C r  = O s i  p < n+l. 

Si a e s t  entre k+l e t  d, i l  n'y a que n lignes concernées, 

e t  on conclut de même que C r  e s t  nul s i  fa  (k+l s a s d) a moins de n 

pôles. 

De manière négative, on a donc, pour que C r  s o i t  non nul, i l  

f au t  que fa  a i t  au moins n+l pôles ( 1  s a 6 k )  e t  au moins n pôles 

(k+l < a < dl. 

Dans l e  cas scalaire  d'une fonction f à r pôles, on s a i t  que 



HF e s t  non nul sous l e s  hypothèses du théorème 1.1, pour s assez grand. 

Ic.i, ce n ' e s t  pas s u f f i s a n t  e t  Cr f O d o i t  ê t r e  i n t e r p r é t é  comme une 

cond i t i on  s u f f i s a n t e  d'indépendance p o l a i r e  des fonc t i ons  fa. Graves 

Mor r i s  e t  Sa f f  ( [la ) t rouvent  aussi  ce type de n o t i o n  d '  indépendance po- 

l a i r e  à propos des approximants simultanés de fonc t i ons  méromorphes. Nous 

comparons maintenant l a  r e l a t i o n  e x i s t a n t  en t re  ces deux not ions.  

Reprenons l a  d é f i n i t i o n  de Graves Mor r i s  e t  Sa f f  : 

Béf i n i t i o n . -  - f, ,. . . ,fd sont des fonc t i ons  méromorphes polairement 
d 

indépendantes re la t ivement  aux e n t i e r s  pl,. ..,pd ( 1 pi > O) dans DR : 
1 

il n ' e x i s t e  pas de polynômes na(aona r p, - 1 s i  pa 3 1 e t  na 2 O s i  

= O) t e l s  que l a  f onc t i on  

s o i t  ana ly t ique dans DR. 

Supposons l e s  pô les  simples e t  écr ivons fa sous l a  forme 

e (z )  holomorphe dans DR e s t  équ iva lent  au système su i van t  : 

d 
C 'es t  un système l i n é a i r e  de r équations a ( 1 p,) inconnues, 

a= 1 



l e s  inconnues é t a n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  des na. Dans l e  cas oc Cpa = r, 

l ' e x i s t e n c e  des na, non iden t iquement  nu ls ,  e s t  é q u i v a l e n t e  à d i r e  que 

l e  dé te rminan t  du système e s t  n u l .  

L e  système s ' é c r i t  : 

Le dé te rminan t  de ce système e s t  : 

En t ransposant ,  e t  en regroupan t  l e s  1 ignes  où a p p a r a i s s e n t  zq , 
1 

p u i s  zi, on o b t i e n t  : 

A = 

S i  p l  = ... = pk = n + l  e t  pk+l = ... = pd = n, a l o r s  A e t  

Cr son t  p r o p o r t i o n n e l s .  Donc l a  c o n d i t i o n  Cr f O e s t  é q u i v a l e n t e  à d i r e  

que il,. .. ,fd son t  p o l a i r e m e n t  independantes (au  sens de G.M e t  5 )  dans 

l e  d isque contenant  r pôles,  ( r  = nd+k), r e l a t i v e m e n t  aux e n t i e r s  

1 i z  r , . .  . r r y  z r rr,. 2 .. ,rr,. .... -- -  2 d 
- 1  . 



n+l ( k  f o i s )  e t  n (d-k) fois .  

I I  - CONVERGENCE DU QD ALGORITHME. 

Théorème 11.1 - Toujours sous l e s  hypothèses du théorème 1.1, 

' 'r 
s i  lzr l  < lim - - - u l ,  ..., u 

s H; r 

Démonstration : Les deux résu l ta t s  se déduisent immédiatement --- 
de la  relation ( 2 )  du théorème 1.1. 

Rous étudions maintenant la convergence des suites e t y i  , 

i = r - d r - 1  S i  l es  polynômes P: sont définir par les  relations 

d'orthogonal i t é  vectoriel l e  (R), l es  eFYi sont solution du système 

obtenu de la  manière suivante : 

r- 1 
C ' ( X ~ + ~ ( P : + ~  - p;)) = - 1 xica(xs+n p;+l) a = k+l, ..., d 

r-d 

(xs+n+l (p;+l - P r ) )  s = - r- 1 I ~ ~ c ~ ( ~ ~ + ~ + ~  p S + I )  
i a = l , . . . ,k.  

r-d 

On a donc l e  système triangulaire suivant, avec x i  = es - 
r , i  ' 

ck+l (xs+n ps+l 1 k+l s+n s 
r-d , = c  (x  P r )  



pS+l pSf I  ,P: s o n t  supposés  e x i s t e r ,  donc 1  es Les  polynômes r-d,..., r 

d é t e r m i n a n t s  de Hankel c o r r e s p o n d a n t s  s o n t  supposés  non n u l s .  

P o u r  i e n t r e  1  e t  d,  on d é f i n i t  H : , ~ + ~  : 

P r o p o s i t i o n  11.2  - Si  F e s t  r a t i o n n e l l e ,  d ' o r d r e  p o l a i r e  

t o t a l  r ,  a l o r s  

.... ':,l<+i = O i = 1 ,  d  

s = O  i = r - d ,  .... r -1 .  
er ,  i 

Démonstra t ion : Le sys t ème  ( 4 )  a  p o u r  t e rmes  d i agonaux  

p + 1  s+ 1  r - d + i + i / H r r - d + i  qu i  s o n t  s u p p o s é s  non n u l s .  Le deuxieme membre du sys t ème  

s e s t  H r , k + i / H ;  , i = 1 , .  d. Le même c a l c u l  que p o u r  l e  théorème 1.1 ou 

1.3 montre  que  H : , ~ + ~  = O ,  i 3 1  ; donc, l a  s e u l e  s o l u t i o n  du sys t ème  (4)  

es t  l a  s o l u t i o n  n u l l e .  



Théorème 11.3 - Avec les  hypothèses du théorème 1.1, on ~ b t i e n t  : 

Demonstra= : 

D'après l e  système ( 4 )  

S o i t  C r  = Cr(l + O(- 1 14 t S  
s - 'r-d -- ' r + ~  .-  U r + ~  . (- 

1 
r-d p . - .  

'r-d+l 'r 'r-d+l 'r-d+l 

De même, par les  formules de Cramer 

,,s+1 
r-d+l - ";+1 
Hs+ 1 
r-d H; 

Hs+ 1 
r-d , k+2 - ':,k+2 

HP:: H: 



D'après le thécrème 1.1 

S .  
de même pour H:,~,~ qui, étant d'ordre r+l, se comporte comme . 

si lzrtl l < lzrrZI H:,k+i = c ~ , ~ + ~ ( u ~ , .  .. , u ~ + ~ ) ~ ( I  + O ( L ) ~ ) .  1 'r+l 1 

Donc on peut appliquer ces relations à tous les déterminants 

H i  considérés si : 

(zr-1 1 < . . . < Izr-d+j+21 et IzrI < I z ~ + ~  1 < Izr+21 



s  Kr,i dcnc er,r-d+i z -- ( 'r+i ) s  

' r - d t i + l  ' r -d+i+l  

l i m  = 
s-+=a Kri = 

III - NATURE DE LA CONVERGENCE DE LA SUITE ( q r ) s  VERS ur ( d  impair) .  - 
Dans l e  cas sca la i re ,  l a  s u i t e  ~ q : ) ~  e s t  convergente e t  l i n é a i r e  

C231 . 
Nous reprenons c e t t e  démarche e t  u t i l i s o n s  l e s  lemmes su ivants  

7183 

Une s u i t e  convergente xn e s t  d i t e  l i n é a i r e ,  de v i t esse  a s i  : 

'r-d+l , O r 1 
1 

• C 

Dans ce qu i  s u i t ,  l e s  su i t es  considérées sont c o n v e ~ e n t e s .  

r -d+ i -  1 r - d t i  + l  C r -d+ i  

Lemme 111.1 - S i  la1 # 1, on a  l 'équ iva lence 

S i  la1 = 1, il n ' y  a  aucune i m p l i c a t i o n  n i  dans un sens n i  dans 

1  'autre.  



Lemme 111.2 - Si xn e t  y, sont l inéaires  de vi tesses  A e t  

(1x1 > I p 1 ) ,  alors (xn.yn) e s t  l ineaire  de vitesse A .  

Si 111 = on ne peut conclure. 

Lemme 111.3 - Si xn e s t  l inéaire  de vitesse A ,  de limite x -- 
- 1 nori nulle,  xn e s t  l inéaire  de vitesse A .  

Dans l e  cas scalaire ,  on démontre que t s ( r )  e s t  une suite 

l inéaire  (lemme 11.1) de vitesse - , donc + es t  l inéaire  de 
r I 

Ur+ I vitesse -- U r + ~  ou - (lemmes 11.2 e t  11.3) pourvu que 
r ' r + ~  

L'étude de la l inéar i té  de ts se f a i t  en étudiant : 

sr2 s+l - H;+l,E; a t s ( r )  H r  /Hr - 
s s-l a tS- ,  ( r )  H;+'/K: - E r / H r  

Le quotient se transforme par 1 ' i den t i t é  de Sylvester que ncus 

étendcns d'abord aux déterminants de Hankel çénéralisés qui sont i c i  

u t i l i sés .  

Lemme 111.4 - Extension de 1 ' i den t i t é  de Sylvester aux déter- 

minants de tlankel général i  sés (d impair). 

So i t  r  = nd+k e t  h = , . . y r s + n y + l ) t  vecteur à r+d 



composantes. 

S o i t  el l e  b loc  de d colonnes, r+d 1 ignes commençant par Idd  

pu i s  O. 

S o i t  e l e  b loc  de d colonnes, r+d l i o n e s  f i n i s s a n t  par Idd  
n+l 

e t  O avant. 

On note ( e i )  un choix a r b i t r a i r e  de j colonnes parmi ei , 

êj l e s  colonnes canplémentaires. e t  M:,~ l e  déterminant ( r+d)  x (r+d) i 

su ivan t  : 

Enfin, c j  ( c i )  e s t  égal à ( - I ) ~  où o e s t  l a  somme des indices 

des colonnes considér6es dans e! (dans eh+l). Alors 1 ' i d e n t i t é  de Sylvester  

se généra l ise  sous l a  forme suivante (pour d impa i r )  

d d- l 
H;-I H;+I - 2 T T M d + l - j  Y 1 E ~ ~ A - ~  M j  s,r Md- j  s-,,r 

L L j - I  s r -  s - I  j=l j = l  

( l e  1 i n t é r i e u r  s i g n i f i a n t  somme sur les choix poss ib les  de j colonries 

dans el e t  d - j  CU d + l - j  colonnes dans en+l). 

Démcristraticn : On considère l a  matr ice A de dimension 

2( r+d)  x 2(r+d) suivante : 



Par soustraction, on a : 

O O -hs  ...- hr+s-2 O 
det A = 

h h  e O h r + s - ~  s-î s "' hr+s-z n+l 

En développant en mineurs de t a i l l e  r+d, on voit  que det A = 0. 

On développe alors  det A,  avec A sous la forme i n i t i a l e ,  en mineurs de 

t a i l l e  r+d. Les termes sont de la forme € M 1 M 2  où M l  e s t  formé à pa r t i r  

des (r+d)  premières 1 ignes e t  M2 des r+d dernières. 

* Si on prend strictement moins de (r-1)  colonnes en hi  dans 

M l :  alûrs M2 = 0. 

* Si on prend ( r -1)  zermes en h i  dans K I ,  pour que M2 P O,  

i l  faut  que ce s o i t  hS . . . hs+r-2 que 1 'on complète par j colonnes 

dans e l  e t  d+l- j  dans enil 

Ce terme a un "ccrrespondant' : c ' e s t  l e  cas où on prend ( r + l j  

cclonnes en ( h i )  dans M l  e t  la par t i t ion de e l  : G J  

On a M l  = Mi e t  M i  = M2. 

Ces termes apparaissent dans det A affectés  d'un signe ( - l l a  

où a e s t  l a  somme des indices des colonnes consid6rées dans M l  ou M i  : 

Calculons a e t  a ' ,  a correspondant à M, e t  a '  M i .  On note 
i 

k1 ... k j  l e s  colonnes considerées dans ( e l ) '  e t  

2r+d+ki ce1 1 es  considérées dans (en+l ld+'-j 



Pour savo i r  s i  ces termes s ' a j o u t e n t  ou se compensent, il s u f f i t  

de c a l c u l e r  l a  d i f f é rence  a-a' modulo 2  : 

S o i t  a ' - a  = I+d  (2)  : 

. s i  d  e s t  impair  l e s  termes s ' a j o u t e n t  ; 

. s i  d  e s t  p a i r  l e s  termes disparaissent .  

* S i  on prend r termes en hi, on a  de manière s i m i l a i r e  : 

M 1 .M. L = l e i  ,hs . . . hs+r-, ,en+l d - ~ l . l ê j  hs-l hs ... $-j 
h s + r - ~ y  n+l 

j' OU Mi.Mi = le l  ,hs ... h e h - j '  -i-j l + - 1  + I le:' 3hr+s-l yhs,. ~ h r + s - Z ~ e n + l  

11 fau t  v o i r  s i  ces termes s ' a j o u t e n t  ou non : 

d - j  
a  = (1 k i  + d  + 1 + . + d  + r + d - j ) ( +  + 1 k;) 

1  

d(d+ l )  d- j 
~ 1 '  = ( -  d(dt') f ki )+d+l+. . .+d+r- l+d+r+l+j (d+2r)  + (- - 1 k;) 

2 1  2 1  



Finalement, s i  d e s t  pair  l e  développement de det A donne 

O = O ,  s i  d e s t  impair, on obt ient  deux fo i s  chaque terme. 

On note E = (-1)' O& e s t  la somme des indices des ,j co- 
j 

0.' lonnes considérées dans e i ,  E I  = (-1) CÙ a' es t  la somme des indices 
j '  

j '  des j '  colonnes considérées dans en+l M:,~ l e  déterminant formé par 
d+r- k- j l e s  colonnes e i  h s  . . . hs+k,en+l , k = r - l , r  ou r+ l .  

On obtient : 

d Mj  M d + l - j  d 
+ 1 î E ~ E ; ~  M : ~ ~  M:::,~ = O. s r -  s - I , r+ I  j=O 

;= 1 

Le 1 muet correspond à l a  somme sur les  choix p ~ s s i b l e s  de j 

colonnes dans e l  e t d e  d-j ou d+l- j  colonnesdans e,,~. 

Dans l a  deuxième somme, on a : 

pour j = d, e i  = e l  e t  id-j n+l =  en+^ 

pour j = O ,  ê j  = e l  e t  ed-j  n+l =  en+^ 
2 d (d+l )  

s 2 
E j  ths  . . hSIr-l en+l / . lel ,hs-1 . . . hs+,.-z 1 = (HP) ( - 1  1 

+--2- 

donc, on a : 



Remarque : Si d = 1, l a  deuxième somme de la  dernière éga l i té  

d-j+l = e s t  vide e t  la première se réduit à j = 1 donc e i  = e l  e t  en+, en+,.  

On retrouve 1 ' ident i té  de Sylvester classique. 

Les déterminants M~ s'évaluent comme les  déterminants de 
s , r  

Hankel dans l e  théorème 1.1 : 

r+d- j -k  
Lemme 111.5 - Soit M:,~ = lei ,hs ... hs+k-l,en+l 1 j a l  

Démonstration : hs = (rs . .. ( k )  )T r s + n + ~  . 
En développant ~j par rapport aux j premières colonnes, 

s ,r 
on f a i t  disparaî t re  j lignes de ( r s  . . . r s+ r - l ) ,  mais pour j inférieur 

ou égal à (d - l ) ,  on garde toujours au moins une ligne de ( rS  ... r s+r - l ) .  

En  procédant comme au théorème 1.1, on trouve donc : 

où C dépend de k ( k  = r-1 ou r )  e t  de la  par t i t ion j. 
j , k  

Si j = d ,  e j  = e l ,  mais nous n'avons à considérer que k = r-1 

d- j+l 
l e  hS . h s + r , e n + l  1 = lel hS ... hs+r-2 yen+l / 



HS+' à une des d dernieres 1 iqnes près. C 'est  un  déterminant r- l  

Mais l e  même calcul qu'au théorème 1.1 donne : 

Proposition 11.6 - Convergence e t  type de converlience de ( t s ( r ) ) s  

e t  ( q ; + l ) s ,  (d impair). 

Bémonstration : Etude de l a  l imite  ~ t , ( r ) / ~ t , - ~ ( r ) .  
- -- 



E t  toujours selon l e  théorème 1.1 ou l e  lemme 11.5, ce résul tat  e s t  possible 

pour tous p p l p "  vérifiant : 

D'autre part ,  dlapr&s l e  théorème 1.1 

Finalement, on obtient : 

Toutes les  quantités A B C D s 'écr ivent  sous la forme : 

Les quantités d'indice 1 sont de vraies constantes e t  



... On s a i t  que l m  t )  = u u donc la  l imite de Ats-l(r) 
S* 

vaut zéro, donc C l  = O e t  C = 0. 

Finalement, Ats-l(r) = 1 

a t s ( r )  u r + l  
lim a t ~  = s- S-1 r 

Sous 1 'hypothèse déjà plusieurs f o i s  u t i l i sée  que lur+!  1 < 1 u r l ,  
'r+l 

la su i te  ( t s ( r ) ) s  es t  donc l inéa i re ,  de vitesse - . 

Si,  de plus, on suppose alors  la sui te  

= t ( r ) / t  (r--l) es t  l inéaire  de vitesse l a  quantité de plus grand module 
q r  s s 

Ur+l e t  - . . entre  -- 
Ur  'r-I 

IV - ZEROS DES POLYNOMES VECTORIELLEMENT ORTHOGONAUX. 

Ces polynômes ont é t é  définis par l e s  relations d'orthogonalité 

vectorielles ( R ) ,  e t  admettent une représentation comme rapport de deux 

déterminants : 



Les zéros  de ces polynômes peuvent  ê t r e  t rouvés  p a r  une méthode 

d i r e c t e  d é d u i t  des paragraphes précédents,  ou en c o n s i d é r a n t  l e s  P: comme 

dénominateurs des approximants de Padé v e c t o r i e l s  e t  en é t e n d a n t  l e  théorème 

de Montessus de Ba l  l o r e  au cas v e c t o r i e l  p a r  une méthode de v a r i a b l e s  can- 

p lexes .  C e t t e  deuxième méthode e s t  développée au paragraphe su ivan t .  

Théorème I V . l  - Sous l e s  mêmes hypothèses que p o u r  l e  théorème 1.1, 

uniformément p o u r  u dans t o u t  enseirble borné. 

Démonstrat ion : -- -p.- 

On u t i l i s e  l a  mu1 til i n é a r i t é  du dé te rminan t  v i s - à - v i s  des 1 ignes 

e t  on t r o u v e  : 

H ~ L X )  = D;(x) + b;(x). 

&;(x) rep résen te  l a  somme des déterminants où f i g u r e  a u  moins 

une l i g n e  en Bi. 



D;(x) est un polynôme de degré r en x, de coefficient directeur 

s Cr(ul a . .  Ur) . 

D'autre part, en utilisant toujours la linéarité par rapport aux 
r r 

cc s+k lignes scalaires : 1 R,U:+~ = ( 1 Riui )cc=1 , 1 e déterminant se 
1 1 

décompose en une somme de déterminants dont seuls ne sont pas nuls : 

Dans ces déterminants, chaque ui apparaît dans une ligne 

et donc 

. D:(u~) = O, i = i .  ..r 

Finalement, on a 1 'expression de D:(x) : 

Pour 6;(x), le même raisonnement qu'au théorème 1.1, montre 

que pour x dans tout ensemble borné du plan, on a : 

On a finalement : 



On peut comme pour l e  théorème 1.1 étendre l e  r é s u l t a t  au cas 

où l e s  zi ne sont pas des pô les  simples pour fa. 

C o r o l l a i r e  IV.2 - Sous l e s  mêmes hypothèses, l e s  zéros des po ly -  

nômes orthogonaux convergent vers 1 es (ui ) iz , .  . . quand s tend vers 

1 ' i n f i n i .  

C o r o l l a i r e  IV.3 - S i  iF r a t i o n n e l l e ,  d 'o rdre  p o l a i r e  t o t a l  r, ---- - 

a l o r s  l e s  polynômes orthogonaux P: sont exactr.iient, pcur s i O : 

V - - THEOREME CE MONTESSUS DE BALLORE. 

Cette démonstration u t i l  i sant l a  t héo r i e  des var iab les  complexes 

e s t  une va r i an te  de c e l l e  de Saff 1243, e t  e s t  à rapprocher du r é s u l t a t  

obtenu par Saff e t  Graves-Morris pour l e s  approximants simultanés [12]. 

Nous résumons maintenant l e s  données, avant 1 'énoncé du théorème. 

S o i t  F l a  f o n c t i o n  IF = ( f ,  ... f d ) .  

fa e s t  holomorphe dans l e  disque D, de rayon .r sauf en un 

nombre f i n i  de po in t s  zi q u i  sont  des pôles (zi # O). 

L'ensemble des pô les  de fa e s t  appelé E,, c o n t i e n t  ma 

pe in ts .  

r e s t  l e  nombre de po in t s  de U E, : r s 1 ma = m ; 
a= l  a=1 

r n ' e s t  égal à m que dans l e  cas où l e s  E, sont d i s j o i n t s .  



On veut démontrer que l a  colonne d ' i n d i c e  r de l a  t a b l e  de 

Padé v e c t o r i e l l e  converge vers IF, uniformément sur t o u t  compact de 

D = D - z e t  que l e s  zéros des dénominateurs qf (notes qr) con- 

vergent vers l e s  po in ts  zi. On suppose essent ie l lement que l e s  appro- 

ximants b/r] ex is ten t ,  ce qu i  f a i t  d i f f é r e r  l a  démonstration de c e l l e  

obtenue dans l e  cas sca la i re  par Saff. On peut ob ten i r  une extension a 

des approximants de Padé v e c t o r i e l s  mu1 t i p o i n t s  en l e s  dé f i n i ssan t  comme 

l e s  approximants de Padé vector ie ls .  

Théorème V . l  - S o i t  F = ( f ,  ,. . . ,fd) une fonc t i on  holomorphe 

dans l e  disque de rayon T,  sauf peut-être en nombre f i n i  de po in ts  
rl " 

E = U Eu, Ea é tan t  l 'ensemble des pôles de fa. S o i t  D l e  domaine 
a = l  

obtenu en enlevant l e s  pôles du disque I z l  < T, e t  r l e  nombre d ' é l é -  

ments de E. On suppose que l e s  approximants de Padé vec to r i e l s  k/r] 
e x i s t e n t  pour t o u t  S. A lors  l e s  approximants de Padé vec to r i e l s  p/r] 
converoent, quand s tend vers l ' i n f i n i ,  vers IF uniformément sur t o u t  

compact de D. Les pôles de ces approximants convergent vers l e s  pôles 

de IF. 

Les Ea sont assu je t i s  a l a  cond i t ion  d é c r i t e  en début de 

démonstration. 

Démonstration : Nous supposons que {zl,. . . ,zr} = E sont rangés 

de t e l l e  sor te  que, r = nd+k : 



Cette hypothèse qu i  implique notamment que chaque fa a au moins 

n pôles (ou n+ l  pour l e s  k premières fonct ions)  n ' e s t  pas optimum comme 

il e s t  ind iqué dans l a  remarque su ivant  c e t t e  démonstration. 

an+a 
Pour a = l,.. . ,k, on pose za(z)  = (z-zi), dOza = n+l  

i = (a - l )n+a  

an+k 
O a Pour a = k+l,. . . ,d, on pose za(z)  = (z-zi), d Z = n . 

(a-1 )n+k+l 

On u t  il ise ra  l e s  nota t ions c lassiques sui  vantes 

r 
qr(z) = 1 ak u k - l ( ~ )  + Q(Z )  (qr e t  ak dépendent de s)  

k= 1 

Les r e l a t i o n s  précédentes déterminent complètement l e s  
ak, 

contrai rement l a  démonstration de Sa f f  ( p4] ). 

CR e s t  un ce rc le  de cen t re  O, de rayon R (R < -c) contenant l es  zi 



e t  z dans son i n t é r i e u r .  

Par d é f i n i t i o n  de 1 'approximant de Padé vec to r i e l ,  on a : 

P: i n t e r p o l e  q r . f  en O ti l ' o r d r e  s+n+c. 

P: za i n t e r p o l e  qr.~a.fa en O ti l ' o r d r e  s + n + ~  e t  e s t  

un polynôme de degré s+n+~-1.  On peut donc app l iquer  l e  formule d'Hermite : 

1 ~ + s + E  qr.za. f a ( t )  
PZ.Z'(Z) = (1  -F 1 d t  a - 1, ..., L. 

R t - z  

pZ.za(zi) = O pour zi zéro de Za. 

En remplaçant qr par son développement sur  l a  base (wk), 

on trouve que l e s  ak v é r i f i e n t  l e  système de r é q w t i o n s  3 r in -  

connues suivant : 

i : zi zéro de za 

L '  i nd i ce  supér ieur a de cqk e t  dy peut ê t r e  omis, car  il 

e s t  entièrement d é f i n i  par i : i = h l  n + h2 



Les ak sont donc so lu t ions d 'un système asymptotiquement 

t r i a n g u l a i r e  de diagonale non nu l le ,  e t  de second membre nul  ; on a donc 

l i m  ak = O 
s- 

1 im qr(z) = Q(z) uniformément su r  t ou t  compact de D. 
s- 

Pour t o u t  ccmpact K de D, e t  pour s assez grand, qr n 'a  

pas de zéros dans K, donc qr e t  Q sont  bornés supérieurement e t  in -  

férieurement dans K. 

On a donc l a  convergence souhaitée. 

Supposons qu'un pôle zi s o i t  mu l t i p le  d 'o rd re  p pour une 

fonc t i on  fa e t  in terv ienne p '  f o i s  dans za. 

On aura ri' équations du type : 



Pour ce pôle z i ,  on a donc p' équations 

lim c?jk = zrn k- 1 
j = Oy...,u'-1 k = l y . . . , r  . 

S* 

La démonstration se  poursuit sans modifications. 

Remarque 1 : 

Ce qui e s t  strictement nécessaire à l a  démonstration e s t  1 e f a i t  
'L 

que l e  determinant Icikl , k  admet pour 1 imite un déterminant Icikl ,k  
'L 

non nul. Les hypothèses f a i t e s  sur  les  Ea font  que / c i k l i  , k  e s t  trian- 

gulaire de diagonale non nulle. I l  pourrait évidemment ê t r e  non nul sans 

ê t r e  triangulaire.  

Remarque 2 : 

Les problèmes précédents rejoignent 1 e problème de 1 ' indépendance 

polaire des fonctions fa.  Ce problème n'apparaît  pas explicitement car 

i l  es t  masqué par 1 'hypothèse d'existence des approximants de Padé vecto- 

r i e l s  [s/r] , s 2 0. 

Que ce s o i t  par 1 'une quelconque des deux méthodes développées 

aux parties IV e t  V ,  i l  faut noter qu'on trouve l'ensemble E des pôles, 

mais qu'on ne peut distinguer de quelle fonction f a  un point zi  e s t  

pôle. 
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, ' RESUME 
' 

- l m . ( l  
A .  . L , . J , $ !  2. * * A .  . 

Le nom de Padé est atta=hé h ' ï a  recherche d'appmximants rat 
d'une fonction. Le problgme, i c i  étudié, est  l a  dé f i n i t i on  puis 1 ' é h *  

proximants vector ie ls  d'une fonct ion vec to r ie l l e  F = ( f ,  ,. . . ,fd). Le po i n t  
de vue se distingue d'une approximation simultanée sur l e s  composantes (dé- 

veloppée depuis Hermite, c 'est-a-dire avant même les travaux de Padé) , car  

i polynbaes Pa, a = 1, .. . ,d, de degré s e t  Q de degré r t e l s  que : 
k. 

(fa p i A l )  (4 = .Of2 O+ [r/d] + I l  a = 1, ..., d. 
l 

l ' d r e  d'approximation e s t  l e  me i l l eu r  en ce ,sens q u l j l  ne peut 

€$ré? améliore? sur ' toptes les composantes à la fo is .  
' 

', 
he b a v a f l  se part&@ naturellement en quatre par t ies  : déf imi t jons 

; .et' W ? ~ S ? L W ' ~ ~  des approximrits coinme rapport de deux determinants, Otude de ' 

'f I/ .Eiible 4s ~ ~ l y n ~ r  assmi$s aux denominateurs;-q$i' *J< ls t l f  i e n t  l eu r  aplreJ- ' . 
- );itlon fk vec~oriql leaient orthogonaux, de f in i t i on  d''a?&tthsnes de q l ~ u i ,  . 

1. problèmes de son vergence. % ; . -  .; 1 i* 

YI. ' . 
.$ 

b. 

1.. ' ' 

A PPROX IMANTS 

A PPROXIMANTS DE PADÉ 

POLYGONES ORTHûGONRUX 

QD ALSORITlIME 




