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LISTE DES NOTATIONS

W ensemble des nombres entiers.

R ensemble des nombres réels.
e " .

¥o) la coque de révolution.

w la surface moyenne de la coque de révolution.

®

1'épaisseur de la coque mesurfe sur la normale 4 la surface
moyenne .

la frontidre de

M =

1'espace affine euclidien.
un ouvert borné de 8& .
la fermeture de J} .

la frontiére de J2 .

le module de Young.

“«m e pl P

le coefficient de Poisson.
Rq,Ra, courbures principales de & .
413 coordonnées curvilignes orthogonales.

-y [0, L
Nz '05'- vecteur déplacement.

v d .« - . . .

M déplacement cinfmatiquement admissible.
-

3 tenseur linéarisé des déformations.

E.'a' composantes du tenseur des déformations.

-t>
a tenseur des contraintes.
01" composantes du tenseur des contraintes.

a—

{_%"S vecteur colonne AV .

[A] = [Ay] matrice A .

UJ {i; } produit matriciel.

[AJ(8]



[_A] transposée de la matrice A .
—y
{01 transposée du vecteur A% .
EAJ- inverse de la matrice A
51.44.@ gradient de la fonction :f—
- i
Gradv gradient du vecteur 4
~”
(ﬁ";}) (" 2 ) le..v,, produit scalaire sur IR
norme en general.
" “V norme d'un espace v
a(-, -) forme bilinéaire sur va .
l(~) forme linSaire sur V
J énergie potentielle de la coque.
(.) '7V produit scalaire sur V.
vV espace des fonctions admissibles.
-~
LP (.D) espace des fonctions pleme sommables ( 14 p<too ).

9(-0.) espace des fonctions indéfiniment différentiables et 3
support compact sur J2

Hq éo-) espace de SOBOLEV d'ordre 1.
H'L (Q-) adhérence de 8(1’1) dans H'1 (-Q)

” @) espace de SOBOLEV d'ordrem (ici défini pour m € N

avec  H° @): Lz(n) .



INTRODUCTION

Le but du présent travail est d'étendre les résultats d'un
article de MM. BOISSERIE et GLOWINSKI paru dans la revue d'E.D.F. (1979),
"Etudes et Recherches”, sur la résolution Numérique d'un probléme modéle
d'optimisation de structure. La structure considérée est une coque mince
de révolution "élastique".
L'approche retenue est essentiellement bas€e sur la méthodologie
du contrdle optimal : (Hamiltonien ek état adjoint).
Aprés &tude préliminaire des coques de révolution et une premiére
-‘formulation variationnelle du probléme de 1'€guilibre d'une coque de révolution
par le principe des puissances virtuelles, on choisit alors les champs de
LOVE-KIRCHOFF comme champ de dfplacements tests dans l'ensemble desquels on
cherche la solution du probldme : c'est un probléme variationnel qui en
résulte.
Ce dernier &tant traité numériquement & partir du chapitre IV.
Dans cette partie, le champ de déplacements est défini par trois
fonctions numériques, elleé—mémes définies sur la surface moyenne notée @ .
La résolution approchée se fait en utilisant 1'21&ment fini de

type ARGYRIS pour les trois fonctions (y;) . {= 1, 2, 3 ol

e N R
GEr ) ———s Ui(y)

Le probléme d'optimisation peut &tre alors formulé en remarquant
que si les fonctions représentatrices des forces extérieures qui agissent
respectivement sur la coque et sa frontidre sont données, 1'épaisseur non

constante € est une donnée du probléme d'équilibre.



On se propose de la considérer comme un paramétre et de trouver

sa valeur minimale sous la contrainte d'un poids imposé dans le nombre
du probléme d'équilibre.

On se donne un e:

dans Ezdi (ensemble des épaisseurs admissibles)
ce qui permet de calculer

=L

w, puis F;% est le gradient de la fonction dk en eif

est choisi de facon & minimiser 4h_ sur le segment

\fﬂ | eifl N

[Gﬁ,)éyf, ]

>

l/
€

est la solution optimale du programme linéaire.
Min (Y, (1), e - eke)

0
&, e e EL N Ouh

L

(cf. chapitre IV).

Les programmes numériques ainsi mis en oeuvre (cf. Chapitre VI)

sont appliqués au cas particulier d'une coque cylindrique de hauteur finie
et encastrée en ses extrémités.



CHAPITRE 1






IT.7.- Deginition

o5 >
(o] X
. &’ PN ~ P
L'espace affine usuel est rapporté a un repére orthonormé
OX\ X2 Xy de base associée ( E; , E: s E; ) dans lequel tout point M
est repéré par ses coordonnées X, . Xz , X3

Pour les points Mo situds sur OX3 , ou définit les coordonnées

cylindriques par :

(1-1-1)  Xy= ncoa® ; Xo=ksmO; X3 1 >0 ; 0<06< 2T

on note classiquement

|

(1-1-2) E,: :_93_,\1: E;CMB-}-E;MM-G /- E; = JIE 3M=-?;Su‘t9+25039
2

W
<@

—y =D -—
Cta,, CO; €3 est orthonormale directe.
Une surface de révolution directe (@) autour de OX3 peut &tre
définie par sa méridienne (m) que l'on supposera ici donnée par une

. . e . —
représentation paramétrique (dans le demi-plan O ,E: » €3 ).

(1-1-3) n=nrls) J Xs= X3(2)

ol 4€ [o, LJ est l'abscisse curviligne de (d@) supposée régulidre

par morceaux.



On posera :

(1-1-L) E’_L'—: w3 el dXs _ 44
da ¥ d4 Am'{

et 1'on supposera OLW<LIT.

(I-1-5) @,8)6 Eole x E_° ) 211_] seront les abscisses curvilignes

(orthogonales) définissant (w) .

Remanque 1
La restriction de ((’EJ O,TIL-_ entraine que 1l'on exclut pour ((/m)
d'8tre une courbe fermée simple (cas du tore) quoique dans ce cas (en

partageant () en deux arcs ouverts) on peut se ramener 3 celui envisagé ici.

1.2.- L'espace tangent en m & (w3

Cet espace sera noté _'; (w) , il est engendré par :
—_— 9"" —_— — .
a = 9m - g+ anly
o4

s> =A19m _ 4
€Ep = — =

] ry Q
—3 __ => —; N -
a3 = az A e,:—e;‘,_Aw.Le.,L &y p

—
@y : vecteur normal en & (w) est (si OLPLTT) est dirigé vers ox; .

1.3.- Déginition de La coque de nlvolution

La coque de révolution Q‘, d'axe 0X3 , de surface moyemne ( w? )

et d'bpaisseur € sera l'ensemble des points défini par :

ne= {M/m:b—lrﬁ-f-x,Z;) e L 23< € } = w X J-¢5,e4[



1.4.- Géomitrnie différentielle sun

a) si {.w____.,.R est intégrable on écrira par définition :

ey S[e04r = [ [te) dde

b) si en outre (f est différentiable, son gradient surfacique

en M. est donné par :

— —_
(1-4-2) Qead, & = %{ a+
Preuve de (I-L-2).

df = Gradpg. dm =28 dy 12845
24

29
mais d;{:a;’\’-ao +8Tn’¢{3= Z]"JA i
>4 26 (4t de
ol A= n& ot dit = @ do +28dD
scalairement par E: et E; on obtient :

. :c{d
p.dm = nde & %é-écrm’: de

finalement on a :
df =(28a+ 4228 ) dit = gaal, f. dm

a'od (I—h~2)

en multipliant

- 3 4
c) si : A& w— 3R st champ de vecteur de classe ‘e .

défini sur @ on a :

en procédant comme ci-dessus :



-
ot le gradient surfacique de A% est défini par :

-3 -
T = Wepa +i2%9e,
(1-4-3) Gnrad,,w = 't X3 s

‘6—_—' ’Ugel
i’:"a(ﬂnb‘)} = 29 do & 4 Do de g7
t 24 dF 26 4f
et A _mdo, T de
4t dF dF
44—5’_:’ : de:izéd;’-)
dt 'aL /) LT dr
d5 (o (1)) = 20¢ 51 ds | D0l T2 el®
—T—(M )) >4 el?(?+ -55‘2'?{'
/2 o> > 4 . > vy
(m 21@‘“"‘:% e’®£B) dﬁ—

)1
oy
Y
ih\
gl
Y
N———



d'ol (I-9-3)

on pose habituellement
-

— —>
M m) = Ua +8E+wa,

1{’017 Du 9“ a,+3!"e9+9w 43 +U 341+1>3§3+wa3

340 EY) 24 o4 >4 W 3\4
or | U = eatsml+¢; sl

98, — 241 4O _ S
ot EY T Sy P (4'“({€Q+°“LP33 2?': 43%‘3

ep:—-__—__
2 2s P
et
-—
&
.B_.O:O
=7

3 = - sulf 4 caalp

et 343 -~ a3 A(P -
0 T5q g = (Tew Bkl - T

o

en reportant ces expressions dans U on obtient :
o4



W _ (>
T (ot dd T+ 22 5 4(20 44 40)3

on calcule également ZEL
—lz>
?_—- = pLY "’.,.20— s +2W + u_Dd, +Q}-B€b+wzd3
26 EY) 26 26 ED) 25 >&
on a :
— —3 —_ —_ . - =)
P =20 ey gz amlf = <CI,6°79+—C:6W"9>C”(‘P+E;S‘“({
—>
a1 ( c,sm0+e2m9>an€— e& ab({
X3
L
Eﬁ; = _-Eﬁ.suko-ﬁ:E; e
259 = -8 enb- S im b= -ex
o5
L
(1) ay= grey+Eamlp |. @

(2) Z; :-EZJMW—#E;%L(’ . sun

et 1'on fait (2) - (1), on obtient :

— — . — - —-s . . —

0.3 = —eisw.l.(?.;,e_’; calP :-(ef G»G+ez>sm9>$mLP+ ey en P
i?ﬂ; —_

il

22 = (-E’,Sul9+51cme):w¢e (E’,SL&&-Z;Q!Q)SU;.LP

:—E;Aowi.[e,
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et 1'on obtient :

or (IE;AJLJQL —_ ZDLl.‘g) 4 + -4 1 :>LL(29

en remplagant Ed[? et )L[ par leurs expressions dans dzizgd u,on obtient :
24 26

(Ehad U = Da—w‘lw)zj@M?L?”e’@“"";{
(fi:: —_— Aithlte;) qa, GDth + 1L (:%i; 4-“-5“Le-‘v ‘d4tg;)€i;cazi:

+ 4 <_.+v4mt925®2§ + 9w+‘“‘“p> a;@::

(I-L-1k)

24

si l'on pose

£ (B) = +|Guatalls et }

on obtient :



11
radl AT o -e . - >
6,,, (u) = <-?-4--Wﬂ‘ri_p)a®a4 +-£- <§%+uwl(’-wsm(9c,®e,

Exemple :
w surface conigque A& = R- souma ; Xaz s v

(s1i { =0, @ est une surface cylindrique de rayon R ) alors ‘f_ Ir 14

Remanrque 2

L'opérateur de courbure

Grad @ = 2% @3, + L 2L R,
m >3 2 268

(1-4-5)

définit les courbures principales engm de ()

[ 44

t

70(.;

(1-L4-6)

|
>
E,
s

"=
¥
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1.5.- Géombtnie diffenentictle sun 2%

—_— —_— —_
(1-5-1) OM = om + 3% 43 . .
= (-t 0 @) T + (X(a) %500 w) <

-~ e =i -
Le repére naturel en n4 de JL° est aéfini par :

—_— — - —
5= Mo 2m 28 T (et
1 24 D4 >4 4

= 4 (A-x_; c%_?) = a (/1~_;T’>
:6-13%P> (Zcm((.ﬁ;mitp) |

9,&::. _:é a_—_,\z: _/_’ <ﬁ_+l‘,ﬁ>

r

26 A\ 26 26
(1-5-2) = €¢ +23 <._ Z; A:uk_l-? = "é; A w3 s
Y 2.
= € <4 ~ .’ii>
Ra

5= 2M= %}

=2 X

Ces vecteurs sont non nuls (et partout linfairement indépendants).

Si

(1-5-3) x| £ < Min <IR'(’”‘)I,IR2(’"‘>{)
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en particulier si € et € sont 4 ona:
wl R <
L'hypothdse des cogues minces.
- . > 62\ s - <
Les égalités 9,:,&(4;) . 90= Pl(eg) définissent dans 1l'hypothéese

de (I-5~3) 1'automorphisme de Ty;;(w) .

— - -2 —

@© €e
(1-5-1) =TI, -= <“‘ Qar, co
rL R, Rz

od
I.'z_ est 1'identité sur Im (w)
La base duale de (;; ,5’& ,3: ) est donnée par :
(r55)  g" —.4_.3;? ; 0= 4:‘: ; 7’=7-
2 y |
TG o= 4-’7‘?3'543@5.’-# 4-;:)'&3058)
583 | %o

-1 -
P ey s
R R2
— e
Soit alors .u_ M € 'D'M

de classe (e défini sur ﬂ GIMJ’“ {(noté parfois Qg ) s'écrit :
M oM
M@= m (1% (Has(t) et

>l‘((”1)6”2 un champ de vecteurs

si

M: telR

est
1 e
un arc de classe ? dans ﬂ , On & :

AN A do o dag , o 43
I db”%“!’( Z | At Th
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= 4,/3(4 x’)-;.o_eeg A-23\ + x; a;
Ry R2
da

= = —>+”—i{*§—>+ de, 37
T et g s

qU = DMy A 2Mnds L DU dx
TdE (Mb)= 555+ 25 "% Ay
(DUl @21, 4 U®ze . dU 072 )[4
(—— D'+ 504 *—~®")(‘&)

. o =N
/u— étant défini par ses composantes dans (M .4, €, a; )
-—> - —_ —>
/{L(M) = M,4,+02€9+“34—3

atl (w s )T+ M2 gl (21 4 w1\ T
34 34 R4

—
420 _ 4 [ _wp ) 4+ 2% - wialy |22
e~ T 20 € ) 4 z |2 utale J

+(4 s tur ) .
r B R2
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Al M1~ U
8= Mty ze&.'.'busa_
?"3 alj ’ 213 al, 3
Compte tenu de (I-5-5) on obtient :
2w )
4 - -
(EJMA (au = 2 ol a;@q;+
BM A_S
Ry
(1 )IU — A2 CD&’,({)
230 K 7 0E 4
(' %
Ry >
(%‘)_u_z_ + ulco_[z&!-d«u)
]
Ra €a®2; +
(A-.ﬂ
Ra
A 24 +i‘_‘>
2 26 R2 - —> 2l
(1-5-7) A —xs Lo + ax; @4t
(" 32)
o L, A )
Wb = =2 (52’ T -
g; aa®ay + ®a, +
&
2 )
2 4,®a;
X3

. . P e
Par ailleurs, un champ d'endomorphismes symétriques 0 sur L2

admet la décomposition suivante :
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G = o

—_ — —

] -Q—:@;,, + 642 <;P>®e;-+ CA@QT} + 6, cb@e&
A 2o = A > =~ . =3 >

+ M <44®4§+ Q,’@af) + ¢35 <u®a; +43®Q,)

+ 633 (‘E)@Tj) X

D'oll 1'on tire

W
,. n GoGuadM:\.;) =g (24 R) >

+
A~x3
R,
.'!.904_‘\)1
'bvi Y 3; —.R_Lcol"f
J"l >4 + +
/"3_’.) </1 ~IJ
Ry

245, +
13 + 23 ( 2
(1-5-8)

H 26 Y + o; B'VJ -+
Dl,
(12
R2
2us arq
=~ + 241
~ 1 D4
n
A~ 2%,
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CHAPITRE II
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11.- PRINCIPE DES PUISSANCES VIRTUELLES

11.7.- Definition de La frontiéne I de f2°

s e P
La frontiere r’ de ﬂ est la réunion de :

—_— > —_—3 _
(I1-1-1) &e= EM /OM = Om _-L-e43/- m ew}_mx{izi

et de
4 e
(11-1-2) n, = {M/ON:O_;,’@ 18)+ x%G; Ad=zomul , 0= e.‘_zﬂ‘/lfskej?

—
. .. . e
étant supposée soumise & des forces de densité massique of et sur ’;’

- e_
4 des forces de densité surfacique g__,, , le déplacement sur rg Btant imposé

(par exemple).
z ﬂ!. - . e s
On appelle champ de déplacements sur cinématiquement admissible,
- o e 4 s e an
tout champ de vecteur A € <e4<ﬂ:> n ‘e (’2 n[_‘ )et qul vérifie
-—> e
AT O sur r,’, .
0. o :

Sous 1l'effet de ces forces se déeforme et le vecteur déplacement
en chague point M se Neaérinit cette déformation.

On a :
(i) 0% = 04¢

-

(ii) pour tout champ de déplacements virtuels A%

cinfmatiquement admissible on a :

gpcr»z—?:’% JF¥ 50

?l” - 2___”9 iaj=11 2: 3'
2x,

T Guudlg) = 0% = 5 ().

-> [ 3
J-‘D’ = é#mé (produit scalaire danis )
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La régle de comportement du matériau que 1l'on considérera est
celle de 1'élasticité linéaire.
- . ->
0y = Ayl Ere (u.)
ol fbe( ) _L(ak u¢+7eak)
e d
est le tenseur de déformation linéaire associé au déplacement 4L (le tenseur
d;}'ke est le tenseur de rigidité du matériau).
L'inverse de ce dernier défini par :
- b
éié' (.u?) = [4(,}&8] A est le tenseur de souplesse.
Le moddle de 1'&lasticité linPaire consiste 4 trouver un champ de contraintes

=D .2 - » -3
o — a‘Ld' e,‘@ej et un champ de déplacement AL tels que :

-—>

(1) satisfasse les liaisons du solide MA%

(2) g = Akl Eke(:’:)
(3) Y& admissible.

11.2.- Premi2re fonmulation
Tolso Tned & )dV= | .54V + | 7.54d7
;,_(o‘o MJMU* V { v dV A
ne n

nl

On pose

i Tt + &

->
g=%«+%@ /
Dans ces conditions le probléme de coque s'éerit : trouver
- = e e
,0 ) €V XZ tel que
-3

J Tr (t, Gn.aJ >AV = £T)-’cl!/ + g_f?»’df
_Qe
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to e Vo {ot) e[l vimo m T

Soit dans le cas de coques de révolution :

¢/2 ¢/t .
T (o GMJM%’-)&MM@{ £ dwdg + | 7T

-¢,

w

-%— n

11.3.- Dé4inition de La sunface moyenne de La coque de révolution.

Soit 11 un ouvert borné d'un plan éib de frontiére If'. La surface
moyenne €@ de la coque est 1'image de la fermeture.fi de 1'ouvert I} par une
application ¢ : éz_? 63,

&3

désignant 1'espace euclidien usuel :

w = { CP@,Q)) = (4,9)6 0
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CHAPITRE III
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IT1.- FORMULATION DU PROBLEME. THEORIE DE LOVE-KIRCHOFF.

111.1.- Hypothase de LOVE-KIRCHOFF

Dans 1'application du principe des puissances virtuelles, on
peut utiliser des champs de déplacements admissibles variés.

Le premier choix correspond dans le cas qi>coques, 4 un champ
tel gue en tout M= m +X3a; ae N°E , le champ E(‘_‘-)) associé solt
paralldle au plan tangent —En 6%) clest-a-dire qu'il doit vérifier :
(rr1-1-1) € s I)-‘- o ¥ £=4,2,3 .

un tel champ sera dit de LOVE-KIRCHOFF.

Afin d'alléger 1'écriture dans ce qui suit, il convient de

poser : _
b=

8= ¥~
3= 3

o= <'U’4"Uz/'vs)

[.zz: <‘u~4, u(_/u-3)

(T11-1-2) | [y (é) = @- %)
I

K= 4
RiR2
AU
H 2 (R Rz)

On a :
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(I11-1-3) {Ei = [-D] {fj

ol la matrice [D:] est donnée par (ITI-1-3-1)

FA v o b

WA
(T1I-1-3-1) [_D:l = —4E— o

o o w)

L J

(111-1-4) {"S = [D]JI{ &} = ;}_ET,;_ [A]{E}

ol la matrice LA] est donnée par (III-1-kL-1)

(111-1-4-1) LA] - ,\’J 4 o

Les relations (ITT-1-3) et {III~1-4) permettent a'éerire (II-3) en (III-1-5).

E SFE(TI)[A]E({;)A\/: Ewdv 4 (33dr
(1T1-1-5) = 2. M h
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On se raméne 3 la surface moyenne de la coque en calculant 1'élément de

volume d\/ .

Caleul de £'eLément de volume 4V .

Pour tout M de _Q_e

-~>
(111-1-6) M= m+X4 , me @
v =(2Mde A2H o). 27 dy,
o4 o6 oz
—>
ol __)ﬂ:a; (vecteur normal enm 3 (0 ) ) mais de (ITT-1-6) on a :
o
—> —> —> —
oM = 2H 128 o G A% @ (- ¥ )
>0 o4 24 cla A
—_> _ —
ot ’a___l\! = é.’.y_n'_ -+ X3 B_'Z_Lj
28 ob 26
- /L_E;—f—DLj (- € 1t Q)
:‘_Q_ ~X3 4l4;tlv()> €5)-
= Jz</1_ 23 Aulté)gg
2
on 4m Y = 1
2 Ry
. —— —_—>
d'od _'2_/1 = 2 (A—ﬂ €5
o6 Ra

avec les notations de (III-1-2) 1'élément de volume Jv devient :



(ITI-1-7)

(III-1-8)

~
ou

et
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A\/~/1 3>< 3>}La’za(o‘

dV = L4@)Lz@)mch}J}

En reportant (IIT-1-7) dans (III-1-5) on obtient :

e/}_
E j S Fe(@)LA | 5(3>L1(5)L1é)a(z)dxa’;dj =

A-v'2
_t/z

j@ S_:;f ¥ (5/Lzé)z(L)deJJ}+jaf~v>c[n

-

ﬁ( )- [E'J(u. 22,(:;) {E,Z(TB)]

I &y ('D? ﬂ
€n V)

£(3) =
2&p( V)

R)[AT ) = @) (3) + & (@) e (V)4 (f,. @A)+

on pose :

e,,(v)eu(rz)) +2(1-v) & (R)En (7).



(I11-1-8-1)

avec

27

(2) by (3 NI
é,’(if)f"(ir’): L” w L” ";) } é,,(&)én(;g):l'() ()

(b6))* “6)6)
E(R)6,(2)= Lzz(u)Ln(‘l}) £2@6(5) = bl v)
()™

- 0 (%) baa (7
é/l (IZ) Z—zz (V ) = ——“—14{2; Lz(é))

% 4 2uUz ¥} COTQ Uy
Ln(ﬂ): _i_:_' —%’-_3_ zz( Z)= >y + L_.&___
]
»)\= 2V - U3 L _1_?‘“ + V4 oty {4V coty Pavy
bn () xR, “(7)- 7y Ry
by
- 4:4. + ‘a ( - v— + _bv
2 = _4_ 'ﬂL_’ — 44 Co
4, = EZﬁL by 12 Pl{é;gf
Qo = o Lu—: 4 L Vy Co
g 5 om —_ﬂ
2
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On injecte les expressions de (III-1-8) dans (III-1-T7) et en

A 1
prenant le développement en série 3 1'ordre 1 de — et —— car
L@) Le )
¥ et << 4 .
R | Re

Et on obtient :

i ( e/y
A ZS S by (u) b (v) (47“2’.)& e,)k(l) JxJa c’} +
(111-1-9) G e/,
JJ bas (-a.)Lu_ (V)é'f'a > })A[l)JtJy J}_-f"” JJ(LN{."Z)
beo (%) 4 b1 (3 )b (@ )«(x)JszﬂB_ J +2(a- “’)J Lll{w.
Wl
le(v)h.(x. dx of}oléj js For é)[;(;) r)dz,,'adj-f-
.vJT.
L J
_ o2
7 -) g S Lu (?)L"I(i?) (4+%>L,_@)A.(1)ch!} c!é "f'

T
ijz"(:f Ybar () @%) L,(,’)ﬁ[l}JgJJ‘J}_,_
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e_/z_
a(;.o’)j‘; S—t/ L,,_(IL’) L,z (P)L,(})Lz(;) n(r)ofx J; clé\ +

(I11-1-10) WY,

€/
’ J J(lu(:z)bu[@)wtLu(f”)élt@’))/‘&)"l}dag J?

et (III-1-9) s'éerit :

(II1-1-11) 4_<41’, ») = ’QG?)
s e \/

od JZ(—’) = %LB’L@/L 2 ()cle dyd jg)-VJT
v I 1(3) x)oizdyo3 + )
w —VL.

_\/ est un espace & définir dans la suite.
La résolution du probléme (III-1-11) nous donne le champ de
-2
déplacements W , de (III-1-1) on a :

(III-1-12) f%u_‘}. = O ceci est équivalent 3 My = Uy CZ;;\.)

SAI



de ces dernidres équations on a aisément

(111-1-13) wy = kiz) 4 (z19) - 3 32

N
PLE)

(TTI-1-14) Ay = 1‘1(3)/“.1 (Qg)* %_

%*g

Les relations (III-1-12), (III-1-13) et (III-1-14) permettent

de calculer L”(u:i’)', )o”('\';); Lzz(}z), Lu({;,) N L,,z(i) et L,,_,\(’T?)

On a :
b E)m b3 B
!
b ('f'r’) = hl(é)bi;, _ 3 %% _ 4
o 2zt 7—,'
b L} L )uz. 2 -u, —
o) R R
(IT1-1-15) = - L’[}) ™ (2)
cobyte {keG) 5-330
t2(3)
Lyove -3 283 4 [k zﬁ—}fﬁ},
le@;}_ A@ ';t %9&37_ + '3 {I >y 'axa;
4!/3) o ﬁz[d)
oy fhe) B3]
éz[}/




e (%) = Leb) 20 L 3 905 syl 6)- b2 -2

Les relations définies en {III-1-15) permettent de calculer

~>

T .

On a :

S by (2) bn (5’) LI(})L’-{})A&) olx c/ia’; =
K (bi3))*

éj by (f:) L” (1’?’) 4:_(5) n_é(.}c]tv/a o’}
7 bt (3)

ned =
pour calculer cette intégrale, évaluensle produit L,, [U) L;( [‘V) .

b(2)bi(¥) = £(3)20 25 }L4/j)524t:at»;+

2X 2 2x Jgr
v, %l Ty DU L Ay DO
S k)R b ]

b2 B ns ]
R4 ot a:u-}

TSR Hos 0
3 z_ug 2wy 4 M
2 Dxt 2’7_ '
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et enfin

M L(})Zg__{g_é
{
\

£i(s)

A [0 4it 2
ra 2x 2x

Ry
D I 4, 4 A
x> oat &11.1‘,(3)

On pose :
6
e/ _ _ < o
(111-1-16) j 5 bi (-’4‘() b, (\“f) 41@_) nk) o’tJ(y J} = ‘é_'..
“w Y é/(})
ou les sont donnés par :

7 U1 OP4 o fr)ded
L T e L T

L dxz oz Bu-

e/,
¢ J g Dln o* «, +aw My }}L,_{é)ih)‘}dgd}_:ﬁézgw{ N }’1(11",145(
w _.E/L

e/r »
Sg >w+V;3'r4j ()'C(‘)‘J‘JﬂJé"——S IL[)J %

,(«)-

e/s 3
CLﬁ%,J { BUEBYE 3 (rE ) b3)dely 9 =

D:}
Y

ﬁ(%,—ki) L{ -j»u(:)cm#.

]2

ﬁ(w\
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e/z 2z v zs’ 2 /4 5 J :
% = S S {2-5'%, ?521 g5 (%%)AZ({,)’L"—)J dy 93

% = j %% £, ¥ k) (42 ) ridedy 3 =

R} T

w

on k=< (courbure totale).
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> .
Calculons aussi le produit Ln(z‘) Lzz@’)-

Lzz(ﬁ)))zgc;‘r)) = gél(ﬁ)i_‘;} - 3 3‘4() +C‘?‘(LI(}) “/

EIEYE Rz
205 _ 2
cal}((T‘“i_ %’i S ( 4.:.(3} 9;:. -3 Da;,:_,,_z.la((
2% _ %
-7 72'1

et 1'on obtient :

b, (¥ )Lzz_('lr)’: ’—(5)3”’-}1’1__ s é“l? o _1.9*’13“} 4

# 4_&.. ># 3‘77_ oy azl
- o~ ] 5% .
R-zwwyg;g a2 5+%gfu 0
Lﬁﬁféz‘ixl’,j~_k_féJ_{u (4% %
[ ¢ Y /ta_(}) R, %ZF 2 7y
PR 5w S5 (=4
71--;2'_ ;+C;Zl{)3_: ‘l,-f-%i}l(i_‘:f 0’} %_RZ_E

2t 4 2% iy | +3 {~¥3%+ié'(
.}L?— al_ 'LRL

?*’3 21’ ya > ‘Lv 4 ? o) D‘u l
2313—: "':R‘%[P}Z’ 3_;—:: "‘R“L,_C"%(f—:—vzj

mlb) 3}1— A )yt_

;QI}WV)A 1 i’(é){af‘?j+1ﬁlzz+gﬁ2¢
* i kz(g) } h.z;/z})
LGl e v+ 4y,
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On pose :
” e dyd i /
(III-1-17) J S Lu(«)lq;(?)’c(@)u& x 5}_
“w -t/b [,_ (5)
ol les CI[ sont donnés par :
o8 Jvi | did
T 201 2% hafy k) dedy ‘KC)J WL dedy.
o= || R g TR

A
- - & V;_Q*v“' %Y ovs 2 cob Dllz,?v,.‘.l)_ (ol‘,((
¢y = j 5 ¥ :(3)2(’.)1? 312 1;1 5 +Rz ét(’# = R, [

2w 2x | @ R, %o
%oo L2 . v+ 3y q,} o[x.o(a_n(é =
L

%‘*(‘“ﬁi,z} I
‘ g 34 (;) (4+ 3‘>Co{‘é_‘f{4 9‘“1:» +,?i;’,_“ +4R°f}(({

T{l 295 +‘;I/ﬂ_3 ﬁ'L (L)Oll‘J% al} =

oL 2r

- < {41 Rsz >+§e?5k"kfs g{ N }’L(t)alxq’g '



Mwl:mmm.n_mﬂv % .M T WkrNNyLkLml -
“-) %M CEDIL: ?wfiw@ﬁ

U3 ¥, v+ ) a0y suv w ?LL&.L%QW ; . A.-- .TELL% .
2

wun ww\

to
</,

P\mnl lnl‘wﬁ%bvaxjrlmw..vN ffwﬁmﬁoﬁiwm\ﬁn

w0 -.n\r

Ry\Ra k~

u?q_«ﬁnv% 2 42 M 3 a »@QLLN

{8057 { ate)ducdy & =

colp e+ (4,-1 v‘h ] ae)ddy
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Ri:' <e.~_§3 > § 5 % l)_(x)DLtDla_ .

4R(R>
w

Calculons également L’/, (t) [m @ .

On a :
Lll(t)kzz('v)— L(g)ﬁ-z(,g) 2“1 DIR }é,(g) zig y\v;#_
ézco[' l(}m?\rj 41 '1 601;9 Lfv, 'L—u,j+31
4 %5 2% 1 ¢ 23 e L2
2 Pz 7}1+RL glf 21’-3,{; j +E—1(3)
21«»7+}{«5 (R AN S L I
o Dzt 2R 7;1
K el .2y 2v3 } ~ kig) | 4 500,
oL 22 r’a
K ellpigs | — 5 bfp) 2% 207
a2 -51'-(7
_fé) My 24 4 K A
2R 24
On pose :
e/, 9
v
(III-1-18) JJ by (-«. Lu )L(l}clxqgloj ‘_LJL
© "t =)

oll les d[ sont donnés par :
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n\r
m»uuw Mw*mimﬁmww s,.\ Wffv& +/

>
W .D\r * UR

nu@k«ﬁ 52 \wb ?LLHL%LM = ANN %* - - \TNQL»LM .

w\p
L H MM r;v 5 _s .I
=)} {108 25 ey ey

2 R (- Jrerdedy .

n\P
e . N T o
be ) ) e éfw; }

“ .A\w
Al ddyly = = % ) £ dely
Luu% F&immﬂwv{@.*x&&%%&&\f
l.ﬁ\r z x
{e)exely dz = %ﬂ J# ey

d; = \w ¢/ L, Nw»w ’u\ V&?MLNL@'L% =

N e
) 2/,

Glg) L oy
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{
I = - L f e/% (2) {a:.;;jj dedyds =
!

] oy
o
J K { JV}L(L)JLJOLLJ}*

Ke & 5 J’—("—) o X
) | oy

Un calcul analogue est falt pour calculer
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LS: b ( ")Lu(“ 1) dxdly /)

On pose aussi :

(I1I-1-19) JS by (v)LzL<AL)L(z)c}»Jaa/)~ Z J
“th

'
ol les J-,_' sont donnés par les mémes expressions que celles des d,_‘ en

~—

permutant les Ui et ¥, en exemples :
~ ~
dl = (e+ke?) | 20 2% chdy .
n” xo2y &
- 28]

A! . £ J{% W ”% m’:’()vl A5 1Y u,)}qu) .J.Jy\

4 42?, dx dx  Sgv
et enfin : CJ/_—_— Ol = Ke j (‘)OLIJ#

Pour finir le calecul &valuons le produit LIZ( )L,;_(v) .

On a :

@)k (%) = 2525 5 (M6)+0))

2z Dx



s Y]

[( ~) &\, ~ —_ 3~ — A~
F w1 (2)k, ML DV Pt Bv o duy Iy
Gl ) 2o | 2 255 20 20 oty (3 v )]
3Gl {28 25 o (22 05 ) s

—colg({{ T L0452 9”1 wig(()uzw } -3 k @)L(;)é

é(’)ﬂt 5)} E}%) 20 420 2t |
22y ‘)3, >y 3,’35\]

7K () i (})) EEERR Y
5_

—f

az)y.
5 (R0R) 32+ (1)

D4z -
9;( -%%l - ;41(5}(_?(}))( { sz;) 7»?;}?0 } +
&

On pose :

(IT1-1-20) JB{/L’Z(«_) L/z (1/-) k/(}) [“(}/“()J“/Jj ZWL .

ol les M| sont donnés par :
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e/y - o~
my = SJ {%“i%%j 44(3)42(3)141) JxJaalj =

231 } Eé -}3—:4_’(5)‘* Ez'(3}>11(3)["(3)'l(t) JxJpl}:

'y
I
_EP J { s J)calz = gf .. }l(i}d(#:

.Te;:s {%;,S{ _ SJ,'JJ‘*RL] Sk{, --S'z(t)a’xula .

w

) }30“0)1‘2&)4,(5))4:45&5 =

A
my = S L 3 fbuz_)\rz. + Ve UL _co [70 ,'r‘;)u.‘__’_
Ngv ( ( b 'b‘a. dx 93 % {

‘TL%‘%”*"’J‘Q -

J“)B_:L{ l b d 45”’5 = ‘;; J;){ - j:!v D(J_ .

w

9
-3 k4 couoly = _e? o dedy
Jhals) dedy oy ,—i,z,Jw{ § eedy

e/L 5 §
-— e w ) )L -] J'\;‘)U '\z‘.)u lz.
M#HJS (3255 5 - b5



e/
-~ o A'a?_'; '\{3"'- o U Vo '
mg = J S/ BO{a2 K2 lypa, W ) )

() Jza[do/ = - 60\(3 e-fﬁ’_i‘ { Q(L}ch} .
$= ke uledesy

/>
mc:-Jj 24 IV Y W
e/é_’)l.)? +3.% a";}j ) (3)4‘(5)2

K641 G) [l afg Jate) dedyd; =

&/L 2 ~1 -
-JS {--- fél‘l(;){é(_’g)‘fl“é)jf’}!v'yq’}:

(A 't/z

% ha(

$ &/
(ng;,’ i%a () dedydy + g fak (s)w./é[

- w/{ 34 (2) ol dy J}TJJ{ ]L’:;@)Jdaa’}fz

# %)

]

{a 6 Vil fi 14
e T '

e/,
n J j 2 "“') 30; ) L{
7= S5y 5y __27% }3 iﬁhh@}t/ﬂ
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3 dryd j)ez‘__,sazla[)[r didyd ’:
m) 2°3 * 5, 3 :é;) ;S

Jii
E ;@;'*4a+ Te: “)J - | ded 3}

mg = J S 3t (L (3) I 3))-,,@)I¢,é); é)P a5 )1v)5§,[x-lavl}..

-

e’
12

%
Mq;‘ dedyd AR Y
ity [ 3wt

- 5 3oty b)) ol dy J}J? =
ey o5 - ke f{-*}fzzﬂ“’w

(TC;-‘(%) S{--- gl\(x)o’za(} j .

[A)

Lot
Bis

e/y
o= ] ) {250 ) g i

¢/, ,
(153 ity iy -

(g s ] LU L
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e/y
= o264 3 i L
Mo = wj.%{ 7:; ;; 3@‘;3 |
.2 L(()i) <L (5 ) .,(b)[ (3) A(x.
4147 0/} =
e/2 .
SS {—"‘—””?11“—’?£§24,"/
w ¢ 7 - 2y =)
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.l@)dldgé =

t/y
Jj {i‘;i; ! 3* L()J,L,IZ,/}_

-5Q, ¢ot)

On obtient finalement :

(%, §;> (,, ,l) { Z_f—c + Z,CL v l%_(‘““”')}“("")

!

3

y
-

ol les €¢ Ck cdlo, c(é et les an' sont caleulés précédemment;

~
1]

ce sont des intégrales qui portent sur la surface moyenne.

L'énergie de déformation est notée :
Ao
-y =) T— -9
~ o~ ; 't A
(ITT-1-20-1) ,,,,).,. LC{ (,’,,) +
1~ 1-0?
1=

v IIZ(A FIHCH ) + 2(1-9) Z/m‘ (s“ﬁ:’)j _

l\
-~
S —
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-2
Calculons aussi f(&)

L&) JJ 7 L@Lzé)n@),}m{aa’}f 7

Z(V’) = 4, éﬁ’)ffz({y
e (") 5 J VI‘ (})[z(} l(z)dea olé\
(V)= ) 7 v
posons Zus;:):_ Z o)

On a :
Posons :

avec

o a(@)e L) kg dy
d'aprés les relations (ITI-1-12), (III-1-13) et (ITI-1-14) on a :

> C/L
4,G)-| S b1 il b ) dedy s ”,,(4.(,);,_
“h

wlg,

328 )bika ) decdy o) J J 44 A8 by )ute)

deodydy JI 1,, 2v3 L,(,}l,;(j) Ith)aIzJ}a/J =
woeh
Ze +7¢;(%'1+ ik)}ng’, v, (e) oe J} -}-%’J f,%tk}JxJ} .

- ey o &/‘_
1—!1(“\;) - ﬁ fz 1 £ L\/i)L;(J) L(t)o’zJag’j_—_ JJ i{_ (41(3)&_
-C/L w ‘C/t
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%_g):@)t @)4.(:)424%0'; {0413 .zkff)Jff!vlt(z)JxJ’-f.

~

? s 2
..,%_.K S 4 S ol alg_
e/l -
lu (:1;’) = j j 'xf} vy L'[])/u@))\.(_t)c’zda J} =
wi-¢h

k_§+e) S gﬂl;;t(x)alxlg_

w

3
et 4@'}): Z/&i(ﬁ’).

Un calcul analogue est fait pour ‘ez(;’}) d'ol @

(III-1-20-2) «8(5)': ’el 1'_7,)‘#81(5)
vee L,(%) = jF/{?’L(&)c’xo(}

L(‘S"): —G’;@c’p.

~
ou

tF: twn{, olo |whlO]O LIALYS wdl O | O

(1II-1-20-3) 6= g, ololalojolalo ololo




avec

Remarque :
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U
Y

~
Ny x

4

~ ~ ~r ~ ~ “
Tt | (e Vg | N (Ve g %00 |y 19,40

W= ey e’ (

1. +2k -w=e+e’(i 2K
R )’ v=ery (Re?

A2
Wz = (ef_'—_’k) ; wa=Wg = He?
12 3
Vox = OV« Uiy = 2V our. (=42
e < 13 24 f 1213
P ' 2. . 0
M —azl? 1 '\{» = 2 ' .- :)”( « 7
'\&,,"...._ ;1: , nlxy_ ¢ ) Vi, g% )3_). y; i=3.

21)}

111.2.- L'espace des fonctions admissibles

Compte-tepu de la définition de la surface moyenne €3 définie

en (II-3), 1l'énergie potentielle élastique et le travail des forces

extérieures définies respectivement par les relations {ITII-1-20-1) et

(III-1-20-2) sont des intégrales qui porteront sur £ et sur A=Y

de fonctions dépendantes de deux coordonndes curvilignes ( x,4).

. . . n~ S .
Une condition nécessaire et suffisante pour que a("; ”) alt

un sens est que /l:;" €<HJGQ>>1X HQCQ) , voir [LI.

D'ol 1'espace

des fonctions admissibles v est d&fini par :
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V=H@) x H')

111-3.- Fonmulation variationnelle du probfeme continu.

Le probléme variationnel s'éerit :

-~
[
trouver uév tel que :

(111—3—0){ Z@{l%’) = ch)
V¥ eV

=
ot [(\r) est donnée par (ITI-3-1)

(ri-s-1 L (%)) = JE?/@/L&.) oHJ}+5564AS'A/
{2 J

171.4.- Existence ed unicité de La solution du problime

degind en (I11-3).

Preuve :

La norme sur V: (H'(n))zl HI(Q} est donnée par
151, :l/ 2 nwn,,n> NN

oll pour tout entier m

. Y
[5,n = < S 2_ sl 241)

n &]¢m
M
avec I,(l = Z oy
Iz
~ I«] ~
et 'a'(v, - ’a v

X

3:{7‘.. .. o9x,_
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Dans un premier temps montrons que la forme lindaire définie

(I11-3~1) est continue sur V .
.. ,e ~
Considérons 4 (Y

e () J FA&IL(:)JZJC\L

s
§(5) ¢ max ae) § Flbdedy
xe E_O,L_] )

o d (1B /U 5 e |
«,{j’:d"l;} ﬂlvlolu/;f

" @A J AT wtof,zw::’:) M,;fz 7f /f}/:/z‘zj %
n

~
ou

n

S(~ Pt iy oo 4 55) 4 (%
B ’ ») 4 |
l(") <« J(‘”l”’)f +(v.,+ )zf +w+of'~>clxal; x

J(a 'f"'n:r- -- "':’;;-,)altolg
£ Ada J('fll'flefﬁl J!J J TN e oo+ g ) drd
T ) & .Q( A D
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A%-.—ﬂ:ﬁﬂ 4.\:Nv LKLM: A v+<~.8+<-$VLKL\.‘.

?ﬂﬁﬂ By + -+ U,y i&rv dedy
o)

L) 2 & dvws A Il o+ U5 :aipv

s_mmv < m: 1 xuvx, N ?vﬂrir + Iy, LN 7

k=

le
L) « MO,

avec

m: xrkwvﬁ.

ou o) =  max ()
x &€ ﬁo_hl.w
Xy = nn:.w W WetWs Ehuv
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Considérons aussi la quantitd

LE) = \FEBdr

¥

L%)< ;

' %
= f y(ﬂ," t ;fa;')élrj & { [(‘E‘-}ﬁ',‘uwf ﬁ,;l)z{rz
B ; J
Q:ﬁ) £ S”'f‘ l 9'- J(" et "/3‘-) 4
48143

I

F J(‘l +;’:.L -qu,a} dr + 5@;-}V1,L+u ;)gl(-

~L V._ ~y oy L oL
+ j(m +v;,:.+v,,,+v,’z;*rv,,.?fv,,a,_ J,/
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06) = p (VL 10, 1)

or d'aprds un thfordme d'analyse [RAVIART et FAURRE] :j C.Gﬂ) telle que

“"\‘7”,,)/ < C@"-) ”ﬂ(}\,ﬁ..

et on salt que :
~ ~
15l a < %0, 0

d'ou

@) < pp (15l 15+l )

(oY 131, = M I,

o)
N
N
IN

avec P - SqF ”5‘!”

N24¢3

pl= sup ci(n)

Aejel

et enfin :

0(3) « (M/M") I3, = M” (H”r’HV

o MY = CQP/>'\/2.

]\4’”: M I+ Mll .

Pour mentrer la continuité de la forme bilinéaire ¥ (« . « )

on écrit cette derniére par (11T-b-0) .



(I1I1-4-0)

a.‘u,v) =Cf§..)
It
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UL I nsdedy

i)

oll la matrice [Sij] de dimension (12 x 12) est donnée par (IV-L-1).
K]

Le vecteur

colonne

i

notations de (III-1-20-3) par :

est donné par analogie avec les

2
k _- ~ 1 ~ ~ ~ ~ ~ -~ ~ ~
u - 2\‘"ll Ky “4), i, L2 W)y U, LIWR RSN Wy xt lly,,:.
ou
aL'IL = du
dx.
517 = 2 pour =1, 2, 3
2
[~ e
uier = UL
dxt
u':,x’ - ﬁl‘.
)‘)a pour =3
W4 -
ﬂ[’yg,: U
- aal,
~ —_
w N—» K

Montrons que la forme bilinaire définie en (III-4-0) est

continue. Pour cela il suffit de montrer qu'il existe une constante

telle que :

on a :
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qco J.ej

o Pli-i
S (G fa
v o
o Me oh u o e )
+ ..uH?.L@ a N\_ -
2x9 ﬁhmxc
O 2 o o ?
T e B o
e ..\..cf.\w O R a«nTnlu. cv.uu E\Am
ey ¢ ”
e | o ez g | (5
Yy s L BEAR.
nlUl Kﬁhua ¢ d&éw lyeg y? m M..T«Iv- . @:. m“-
N T S Ll e Ry
.&.ud# éxm. o) 5:.: 2
O a..w.‘_tm“.ﬂ* Y o = (- @) > ?:uwoi?
)@z~
o |[2¥% Wil o | o | M| (| o
ot O |88 L[PG S (e
o o o) o o o o o 0 o
u
hE- 2o w /il oo | o o | (34
nul.‘ﬂ. © £? M&ﬁé%’» ? rjae-|{@n43/ 7% A )
: T | [
ﬁv“-hdw..ﬁ_m o ? o] A ot -«d«A U vy (o) o o qvw\.vo vy F
YT h%o- M_bu Yap {04k |10 & ..“?? ?i.up‘__au N A @) Yordlbtp

(ITI- b -1)
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Montrons que la forme bilinéaire définie en (IT1-L-D) est

continue. Pour cela il suffit de montrer an'il existe une copstante hq
1

telle que :

r(EV) « MIENT,
On a :
Z(4¥) = }‘ETz S*ﬂ[sqjﬁuz)wé

IN
m
R
—
o
=0l
N
o
L]
S
=~
Q{SL

IN
m
X
R
P b
=0l
2
[
9<

{J(u,-w‘l‘-; -;u,,,_\cb.,/}} .
U(%:m; b onen o g0 ) ey

E a(-( { J@"—k,'u# J(J7 "ﬁtx 'Hlv.,n. f‘(x,’)JJ{w{} .

\
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S@f;*ﬁ;/’; PR + 4.( )J,‘Ja Zg gd,, +V, -MM.,) o’m{} +

@z‘tf‘;,t‘r, +¥:,a> 0'”0,3 + J:;J'-_*“";IL‘.;.- .- +'|\b’,;l_) J‘JH\ }

n A

i

islt < I 14”:“l + [(1:.’21(:_,l + |[ “:,4> '
(” :"4”471'. + ’Y’il(:;ﬁ + “;’l(tr‘“>

(Z)F) « MIELISI

avec M = —F— “x /
-0t
ol = max ()
xelo)l) : "
et = ¥ max Z [“-dl m ax Z_ l”’” >
- r ALiglz 4= 141412 [T

L
montrons également la V. ellipticite de la forme bilingaire & (o 5



On

XEF) s 1%
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Montrons qu'il existe une constante S7D telle que :

/ % :QE J ¢ /O' [glg ]45’4(& DL:JCY\

ev
\_/

7)) Tt J*@E’ﬂ@ug

¥ 13 x € Co,Lj

7 )«M’J*@EJN@

N
(/%) LL_/ J (u,-ﬂr,,;_ + - +4&;’:$1>A‘°’O‘(
A

/ J )
(A—uﬂ-) k/ évl‘f“'n)(-flh,;)o,zv{a-f

j 7‘;}-} ";z-,: +R|FL,I_7> J”J; +ﬁ;"‘+"\;";‘ = SN -"7’;,7.) Jzol%j
R

5



d' ol Z(f;’)_7 Z 5
avec S = _E_ 11—1\./

™

/ TL‘ 12
b= Inf (i 5 1751 e 7 leil )
La forme bilindaire @ ( . , - ) est continue et V-elliptique, la forme
lindaire est continue, les conditions du Théoréme de Lax-Milgrau sont
satisfaites donc on a l'existence et 1'unicité de la solution du probléme
défini en (III-3).
La matrice [521' ] définie en (ITI-L-1) est donnée dans le cas

de coques mineces de révolution.

Dans le cas particulier d'une cogue cylindrique c'est-d-dire

pour : o= R4:7?2:R

et (€= Tr/&

La matrice [S;-é] est donnée par (III-L-2).
Avec les notations définies en (III-1-20-3) et (ITI-k-1) 1le
probldme défini en (TTI-3) s'écbit :

Trouver }L) & V:(H,(—Q))zx HZCQ)

tel que :
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I11-5.~ Formuwblation varniationnelle Zquivalente.

{I11-5-0)

-

(£) [T Bsraesy -

4-pt
£

Jé;_)/g’lc(z) JIJJ + gbg/l'}"/
n s

V¥ V.
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(I11-k-2)

YO8 2
ﬁ...\.w -3, Jm.
(o) udﬂ.v\,r Nu.-eww: m
Y (n-r)aT
2Y¥9
2¥ex
o "y Y€
.Md.m /0 © dmwm ».@
NQH\ , .udldl—.‘.b uﬂ.s.
3 o} «%iwm.w 0 Q Auu:.. wm
TWoi L ﬁ €- UV ¥
e n.m 2 s 20 (¥ 34 q«\ﬁ.o ¥4
¢ *w.:nﬂw u~¢mm .‘m (23 F ﬂ«wnu Q Qwﬁ QM o .d.ﬂm”«
(s2-2 v&\«
O o |¥f O Y2
) - g9l
M) (9 © 2 nmuw?a._
© o
© o o o o Q o
© o o o o o o
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Sy (@) —_ ¥ wal
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CHAPITRE IV
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MISE EN OEUVRE NUMERIQUE






A
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NOTATIONS LIEES AU CHAPITRE IV

: Triangle.

: Triangulation de la fermeture de 1'ouvert

nNcéeEr
n=UT
TeT)

: L'espace des polyndmes de degré par rapport 2

1l'ensemble des variables ( % | & ).
L'espace des fonctions continues sur o N

L'ensemble des degré de liberté du triangle T .

Le nombre de degré de liberté total de la triangulation
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Généralité sur la méthode d'éléments finis.

La méthode est bashe sur la résolution du probléme discrétisé

sulvant : _
On cherche HA_G.VL tel que
T (%)= L (5
(Tv-1) l«.( k) k) AC"L)
Y5 eV,
ou

(IV-1~1) zk (E“%) = P S}‘uk [ﬁd]/l?—k"'(t) 414&‘]{\
3

= > _ P'-F,/las’—hll(z)dz JJ\‘*‘ S‘ ké‘g’c{r
Fol

(Iv-1-2)

— —
Dans ce qui suit on suppoese gue .D, est un polygone. _[Z sera

recouvert de triangulation Ik.. {composde de triangles).

!
On définit le sous-espace \/k de v par

2
\/l\— 2{\/‘\4 ﬁ > \/LL tel que
(1v-2) -\/k - v

(en tenant, compte des conditions aux limites).
L] e
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On renvoie le lecteur pour plus de ddtail & BERNADOU [11, [3].
(IV-2) Vh (- V

En tenant compte des conditions aux limites on a :

Vh, C 'H'CQ)
Vi, € H*@)

de sorte que l'inclusion définie par (IV-2) soit satisfaite. On renvoie
le lecteur & BERNADOU [1} et [3].
=
L'approximation Wy évk du probldme défini en (IV-1) est
telle que 1'inclusion {IV-2) assure 1'existence =t l'unicité du probléme

(1v-1).

Estimation de £'erneun abstrhaite

Théoneme :
Dans le probldme discret d&fini en (IV-1), la forme bilinfaire
~ V . . . N
L est h -elliptique uniformément par rapport a LL dans
le sens qu'il existe une constante a3 O (indépendante de )
(1IV-3) telle que :

By £ (G, m) Y e Vi

alors il existe une constante & indépendante de Zt_ telle que :

lIZ- uk} 2C w(f ([NA )V'H“fl

w\(—. [,. *ke\h\ ”Whll Whe i ”""”V

au‘”yﬁ)-ﬂL 171\,0:;\ ] -’-}w{ uul, p\/ul,}/
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Preuve : Voir BERNADOU [1].

1V.4.- Déginition de 2'élément fini d'ARGYRIS

—

en chaque noeud (@) (=1,2,3 ona 6 degré de liberté qualifiés

de locaux.

(Tv-5) Z-r = {v(ai), Dv(ar) (41.1-4[) , Do (ad) (aiyy~al) 12743,

Y 2 .
Vi) (am-an-1) ; 1E4S ) Dolbi)ar-ci)
Aeie 3 J s
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les indices sont définis dans {1, 2. 3} mnodulo 3.

On d&finit également les degrés de libertd globaux, on remplace
les directions des chHtés du triangle par des directions fixes des vecteurs
-—3 b d .

(’.' et €4 PHiS O norme.
Aux six degrés de libert#d locaux relstifs aux sommsts

( Qa' )I 4 =1.2,3 correspond les sii degrés de liberté glnbaux

suivants

{va); 2o6e)g =20 Gi) ; Prla)E=gL ),

Mofi) @) = 20 @) ovhi) BE) LR 6

T ) (@) = 26D,
(71

Ce qui permet de donner l'expression des degrés de liberté
locaux en fonctions des globaux.
r T [ A i 7

bl"/“l'} (41.,—05 ) X, 3[-4,l: Sa—;: (a')

(VI-T7)
. 20 (at )
bo-tai) (- ac ) Xy géne s




(1v-8)

B -
b‘v(u’) (dz ~Q])1

bzl![ni) (a,-q,)z?

]

D"U[li) (Q, - 4:.)1

r -
'R PR
Y, ain

2 2

2 W
Ly 2ndpn 9

2 o

oxt

Les dérivBes normales cont calculfes au milieux des cdtes,

il convient #galement de les normer et de les orienter (voir

BERNADOU~-BOISSERIE [51).
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IV.9.- Matrice de passage des degniés de Libent? Locaux

aux_globaux

(1v-9-1) [S‘LL(V):( = L@LG(‘»}] . [81
Gxa1) ( Ix21) (24x24)

avec

(Tv-9-2) [«D LG(")] = [V/“; ) Eshu3 ) ?l-(”")/c@‘)

j @)ﬂ’;abé;-z«.>,u,,a )

£=; 2,) :]
L

(=143 ¢

(1V-9-3) [%LL@:)_] [V(at L2123 ) DOCa) agy s Po-(ar)ay

Do (az)anz ; brfuz)asy ; Bofas)a,, : Dv(q;)w/'
bro-(as) 4’/ d2-fa,) 4IL Dl"‘(h) 4;:: b‘lr(u)d,/
Ds-(a3) %l brrfas) ay ! D‘lr[u) az ,

Voles) )5 Dolar) afs ; Dulhi) (aoci)iehid |

D'ol la matrice de passe 29 des degrés de liberté locaux aux

globaux donnée par : (IV-9-L).
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twlo]lo|@e] o] © o |ololo|lelojo o
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1V.10.- Les polynomes de base et Leurs dérnivies

2
On désigne par PL 1'espace des polyndmes de [R dans /R de
degré inférieur ou égal & k par rapport 4 1'ensemble des variables.

La dimension de fi est donnée par RAVIART et THOMAS [15]

. k.
dnh = CE,

M

e est le degré du polyndme de P/‘
M est le nombre de variables,
Dans le cas de notre travail, l( =5et M=2 et C’t’u}z= 21.
Ceci explique le fait qu'on ait rajouté les 3 dérivées normales calculées
aux milieux des cStes [ 4r, 4#'] dans 1'#12ment fini d'Argyrés.
A 1'aide des relations (IV-9-1) on peut exprimer les vingt et un
(21) mondmes de base A& 1l'aide des 21 mondmes en ()" - ¢ = 1, 2,3
( )g coordonnées barycentriques) homogénes de degré 5.
avec —
o) = [ g s In
)z(Liﬂ) [ -2 )p + (3-8 200 ] XAi
Mley) = [e-e)net(3-g0)ea I

i A = tppat+rudsq.

H

les polynBmes de base s'ferivent sous forme matricielle par : (IV-10-1).

o [p1= (] [A]

@ix1) Qixz)  Cexq)
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On pose :

3 3

i L M . v .
T () = Y vyt ) (brtw) a2t Do)
L=} L:)’

o DN A 2
.aZH;" h‘,m) t L_ \L”(b u"(a‘) Q’ﬂ/ri ktla) +
42

<)

3
7!: D(P(Li) (4: —‘-(.') H’L
)

(Iv-10-2)

TrT\)' est 1'interpolant de A» sur le triangle T .

La relation définie en (IV-10-1) est donnée explicitement par

BERNADOU et BOISSERIE [5].

IV.10.3.- Dénivées des polynbmes de base

Les dérivées sont calculées par rapport aux variables X et 3.

On note : _
Q[P = _g_/{_
!
13;J.P = %%gfg)j
[9[}:] = [w’j\ . X»EX-X
(Iv-10-3-1) <3|x‘ ) v(g(xzy) Gaxt) pour = 1,2, 3

) (] Bl
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en dérivant par rapport & X et g\ on obtient :

(IV-10-3-2)

or

3
20 = L Q%)= ffvwiatoay ]
3
S Nz L [2adip +2302p +%2
?_fz L %}},) Z[z, 1p+3 2p +x }}s:(
B& (:|
92:2,)“. = ?;;\TL =0
A A
?ng 532 o

Qza,)x,' =2*M _ o

On a :

(Tv-10-3-3)

e b = Ai"[,{‘i np +;;'I Quf 184 933/> +2 {‘}:3331712}3'1'

yHE 3::[* +3)2 72,3,,(,} ] .
9:3 P = Enlu 9"P + 313 )zz[: +dn ¥z )33} +

(323 x)3+ 931 132) D12 P + (y;, )+ 3,11,9223/;

+ (aumwn x,,) ?3;}; j )
993/’ = ﬁ [l;; ?uf—f— X;; }22) + ZZL,)J)}; +
2 {k;z’lnanf +X ta zz,hxl,sza;,f} :] )
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Les relations définies par (IV-9-3) et (IV-10-2) permettent

d'écrire :

(rv-10-4)  TL = [’5-’—’-(")] [P]

“Uxz;) (21x 1)

ou encore grace aux relations (IV-9-1) et (IV-10-1)

(rv-10-5) v = ’:@Lé(v):( L%] Eﬁ&j [:/\j
Gxar) CZIxz;) (1xary (21%1)

ceci permet de calculer les dérivées de 1'interpolant défini en (IV-10-5)

par :

-91 v = E@LG—(\:}] E%Z C[A:’:( E;)x)\]
OV = [ LG(V)] [&] [ ] Ea’")\z
(1v-10-6) [éLG—(v)] Ea_j [()QI Dz»)\]

B

Te calcul est analogue pour les dérivées par rapport a la
variable 3_ . Les matrices colonnes 9"-%] ) Dg)\] sont définies
en fonction des matrices colounes [}[)\__l (¢ =1, 2, 3) de la facon

[33] =} l:su[?ﬂwn [3:3] +yn [%A]t[
(21x1)
(IV-10-T)
)3/\]
bl B]
ORI
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On obtient également les matrices des dérivées secondes

Dtx)\] , EQUQX] en fonction des matrices Egkekj pour

L ’2 = 1, 2, 3 par analogie avec les relations définies en (IV-10-3-3).

F[‘aa')‘] = Ai" {( Y23 [)n)«] + b;—, [h;)\—lﬁ'h’: [333)\_]-1-
2 g Y239 [3;2/\] +in9n [223)\] +IYy [’Jlﬂ} {

Beh]= 4 { oy, Do+ gy 3nd ]
X, Ebn)\:{ + (323)(,; -fg,,xn> E“’\]

+ (3)112;"'31:.&,3) [32,)\-:{ +
<3Jllz,+1;;;;,¢) Du] }

(Iv-10-8)

[?”A]: ‘4[‘ {’L;:l Eau)\] + 15 ['Du)\.] +

Xq‘ [93;)] + 2 (1311,5 DllA] +
Y3 22 l:’)zs)\j +A2y%y, [D;;){])j
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On donne la matrice colonne [)\]

-

DRI R DA DWIDWARYIFUTIWE
32

(1v-10-9)

AR 302 DR | A | Ak DBl

l

L

On obtient les matrices [’IA] et LB&'Q] pour ¢ = 1, 2, 3 et
k ,2 =1, 2, 3 par dérivation.
Par analogie avec les notations (IV-9-2) on désigne par :

les matrices des degrés de libertés globaux relatifs aux
v d

composantes Iik du champ z“ ) C= 1, 2, 3.
sotent : [ SLG(EL)], [BL6-@N)] . [BLG(5L)].

On a alors :
(Tv-11) [éLL (4}:'\)] = [&LG("Z"L)} X[&j pour ‘- 1, 2, 3.

On désigne également par snalogie avec les notations de (ITII-1-20-3)

le vecteur ligne

- ~——

tZ’ ~ o~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ [V
(Iv-12) uk = Wy ke Ay Uoh Rikpx Uy Mk ORa Uy G By g

et d'aprds les relations définies en (IV-10-6) on a :

T = 2 < [B16 )] [T LAT[2A]

pour =1, 2, 3.
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Gy ’%ﬂh = [Bren)] [@T[A][35

pour L=1, 2,3,

- [o16(a 06 141 DA
= [BLe(@] BITATL 2\ ]
Gy = 9}% _ [ole@)] [DIATA].

v

,u'a‘ )1_" -ﬂ.
2>
'}

azk)l}

— pour é = 3.

t
En reportant ces expressions dans le vecteur ligne lLA on

obtient :

(IV-13) l';?:zk = [‘66{5“)1 E@B] ELAMPDA]

. [%6(E] = [ s (@) Cots (@) ] [o26 (4] .
A X863 ) “x2))  A@x1)) Gxzr)

B4 O o

[DB] = o |94 |06
(63xe3)
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mpAl= |o |0 oA pPx|A|olo|lo |olo]|o0

(6302
olololo|o]o|n [p={2gh |22 22| 292

On a de méme

kﬁ _ [da@Enl [&BIL tAM DA\

et 1a forme bilinéaire définie en (IV-1-1) devient :

—Z,\(ﬁ,ﬁ) :4__%1 Z {[66(5.)} (%8} i

TET,
: Szmnmj [55 THCLANB AA A shedy nlé } :

(Tv-1k)

)
L 8] Tagm):g} .

de méme la forme linéaire géfinie en (IV-1-2) s'€crit :

(TV-15)
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od @T est 1a frontidre du triangle | .

Soit :

(IV-16) 5 CLAtBo A ] ESQ']"[LMBMT( A f)dx ald\
T ,

Pour calculer

5 L LtAMBDA] ES'g]*[MnnM‘]/za)dx JaL
T

A

on se raméne sur le triangle de référence T. o considdre le triangle
A

. P T A A 2 . . .

dit de référence de sommets q . a4, 4_5 pris dans le sens direct,

A A “
les milieux des ctes &tant L, . bz. . L-,

A N / "
49
b, ba
T
a4 . ?a( o ;
a: b, a3
A
A b,
2
A
T
> 2
al ;\J 443 -

On définit 1'application affine FT par :

ET(GAL) = a. / L.= 1, 2, 3 mais aussi FT(LAL'):LL (4'=1,2, 3).
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On obtient :
- A

connaissant les coordonndes des sommets ( @) ) ¢t =1, 2,3 soient

a4 (x1,84) Q‘LzCJ‘ll?:.) et 4 (11)3-3)

L'application affine FT s'écrit matriciellement :

(TV-17) FTC£13)~ [:MT ] 2-4' 4 € T
A X
avec d = <a)emlet a-Té TRL
lzl l_’, —1

()

—
K¢
—(
| S—
1]
F
~

Y2y 431

A
Soit le schéma d'intégration numérique sur T aérini par

.
(1TV-18) & C/{;@,})) oQJ.a‘_ ~ ;__:_' 7'\@ 47(58)
_]'3

Toutes les intégrales apparaissant dans (IV-1k) sont de la

S Cb(x.w) dx J& .
T

forme :
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A
En utilisant la correspondance usuelle entre ¢ et 4) par

1'application affine ET . clest-d-dire :

b=9 B w =g

On peut écrire :

1\ d@3)d2dg
(1v-19) Jé’éﬂw)«h J} = Je{-[MT-] Jd’( la) g -
T

.I’_‘

A
Le schéma de quadrature numérique (IV-18) sur [ induit le

schdma de quadrature sur | par :
[
(IV-19-1) J d’é—’?)’"‘ J} = lZ ﬁtﬂ-ﬁﬁ@eﬂ)
=1
T

avec :

b= 7 (42

. 128 < L
~” /
qe,-r = ‘lel' EM-rj yp

On a alors :
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L
(1v-19-2) J b (x)9)d« dy Z‘I‘*["T]‘faéae,ﬂ
T

!

det ] 4, Fr (be)

M %

|
~
W

}

~ clet [HT-]; ‘f\e $(6Ae)

On pose :

cp(r.,,) = [tanspa | [s4 ] PL‘_LAMBDA:] n(e)

d'aprds (IV-19-2) la forme bilinlaire définie en (IV-1k) devient

(v-20) | & (B )= > {HCFIWIEDGM)] [=8] {Zu%e) |

TET,

g [86()]

~

ou

d)(u) c#( ) Z[M”BM—J[&—;] [umm]m(z f(b‘)

Dans les matrices [LAMBDA] : [5"1:] on remplace X , # par

leurs correspondants X et 9 suivant 1'applicaticn FT .
r . T ——
T'@3)—> Fy)= (F@z3), R (3-’;3‘)): (ug)

avec FT (2 ];) = [nT]:? + 47_

AN
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A A
X = Z,'f‘&z'a\'.-f'xilg
ou bien : ‘

4= 91+9a2 4y Y

de méme la forme lindaire d&finie en (IV-15) s'éerit -

(1v-21) rL(ﬁ\): Z f“"’["T] {Z ‘?g L?[L})‘/-J'—g}[_lhﬂnﬂlr}.
767“1 . & Ty
"[5] [86(5%)] } .
L
ox q;(;;é) - F F(&){‘[Lmﬁoﬂ ft‘.(x)} (s2)

on pose

(2] - VLTS
A= det [Mr]

L
(1v-22) [\/1,4] = Z 74¢ I;J(b"e)
ez

[\/z] - j te tLANBDAij _
! 2T

.

8 1'aide des relations (IV-22) on peut Berire le systéme (IV-23) suivant :
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é Z {Mrl Léﬁ(ﬁ)_] EDB] [_ZijD)Bj-[_aG(ﬁ)]j:

TET,

(1v-23) VA

TETh

> {(wD;W;J)’@ﬂbaﬁuj

Vi eV,

L
3N

A
JaX >
soit {U-k)} le vecteur de IR . ou uk a pour composantes trois
Y A

o N
vecteurs M,ik ,£= 1, 2, 3 de R , chacun des vecteurs ‘97\ a pour iéme

composante ﬁ-;k (2, Jt ).

IN 63
Soit AT 1'application de IR dans ,R définie par :

(1v-2L4)

Cette dernidre a pour matrice associée LA T—J .
(63x3N)

On obtient alors :

(Tv-25) [AT] [I%k} = l- [EG(E;\)]

ainsi on peut écrire (IV-23) en transposant et en remplagant

par (IV-25).
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Z {/Ar( *[AT-] [DB] k[ZT] ‘T:DB] [A1 ]%aj:

TET,

Gh

k8

/\J\—“\

: {@}{ Z { : [Ar] [DB] (!AT( [\/;]{y;]}j

TéTh

Viae V,

En posant

(714 5 [ DD

TET)

{@ } = Z{ ‘[Ar] 8] f(wﬂ D;]{v;])}

TETA

on obtient le systéme lindaire suivant :
A
A 4N z—_ b

(1v-27) H 'U.Lj =
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ol Fz <_4f-:_"‘) .

L'intégrale définie en (IV-16) peut &tre calculée exactement
si 1'on int&gre des polynBmes. C'est le cas de coques cylindriques, ou
les 8léments de la matrice [5'4] sont constants ( R,: Rg: e )
et les &1léments de la matrice [LAMBDA] sont des polyndmes.

On a :

S [LAMRIA] [sg]*[_mnlea(:)Julg =
T

7] J [ LAM) A ] [SAQJFLLM&M] Az)42 4y
T

Dans le cas de cogues cylindriques 1'intégrale ci-dessus

devient :

(1v-28) g [ LAMBdAT ES'«QJFEMHBDA] a’xc’y\ =
T
e | Cumiben] Doy T DiansoA]ddy =

i 5[1&: )

N

(4]
:

8
i

ol cﬁ( l&) = ([Mnlv\»ﬁ'} [:5\13' ](-):Ur; m‘]) [ ve )



{9DTIBW 93380 SP SWIOF B SUOATIOG

*(L X €9) UOTSUSWIP 9D SUUOTOD 9DTIJBW 2UN 955 g-[vqgqu] 3Inpoad o
G

le ‘
APgtmuwjg = BAI (1€-A1)

1sute
[ooooo ‘% o a % o o 03] =D,
A SEYXS
le
= ri
p D’Muvq 215 = [24]
? 93UBATNS SJIYTUBW B 9p 3TBI IS [:v(i] 8P TNOTBO o1 smyg
‘=
‘ i3y 1 :
(?.7)(,” 1‘1 =@ L4 42 [4v) = [ 4] tos-im
o7 < oz
: 9TI03,s (22-AI) P [{.A] SUUOTOD 9O TIVBU B
l=p K P é‘
(g% ¢ = har(FDaf
ot : 4108

‘XTIp 9432p 9p sswouhrod soT FJUSWL0BXS

ax8g3ut b snbragumy sanjespenb SPp STNULIOZ sun ISTTIIN UY

¥ L
fl’z‘f[vvﬁuw]i_,gliﬂ = Rep Lvaenvid 4 ,( (62-AT)

: Issue ® U0, T 3°

68
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0 |BA M| O (O |0 |0 |0

o |0 |0 |p1{eNEAo (o000 0

0 |0 D (D7 [p23|Ea]|ReX] | Bl ed]

Pour écrire compldtement cette matrice &crivons les matrices
colonnes Dt)\j H DDA] ,sz,\j 3 [3:, )‘—l et E;”LA] :

Or d'aprds les relations (IV-10-8) on obtient :

Sy M
59." A:'

5u12 At

byas M Ay 32\

hy2a M) As + yn )\',‘

hys )\:)‘4 + Y Ay

G M)A+ 8, X,
Boje B+ 40 Xy
by A;)\4+ Ya3 A;‘
3923 A 23 + 29 ) Ay
392322 )2+ 293 M,
39 AN 4 293 38

(1v-32) A-[_‘a:ck]z
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399 A2XS + 2902 A2 X5

3an \PA 1 2 AL A,

e A+ 2gn A A

3323 A,zl‘zl; "'a;)},’,lg +H12 Al’/li-

399 AN + 93 A2 )y + 92 ), 02

330 MaAd+ ) A+ PRY.IOK

240Nl + 2 502 M\ #9200 MDME

Bl s+ A s AR

(VI-32)

Afip)]=

2303 005Ny + 2 ALy 4 g2 ) E )

525, )\/'4

Sep3 );

Sx2) )\3

Basg \pdy + 22y A0

brs M ho 4215 )"

BapAZ ), + x3a XA

by Ai‘);'f X2 A:‘

fxag M )e + 245 23

™
1“—:.] ))’), + X3 )J

332 NAS + 223y )2 )y

3w At +2¢300 ).

dep DA +2232),)}2

3y )X+ 222 )3 )5

L% 2% ):’A:'"I- 211))‘;)2.

Tty M A%+ 25,),);

31)2)‘,z/|L)3 +%3 );’)J + %2 /‘,’/‘z

IX3 MEAs + 02 g 422\ N,

31;, X,); A:' -+ 213 )‘,A;'-r X3z A;)‘;
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2 )»)a.); +2 ’h-l/\,c)t:/\:-)-lu):)«}
2L MM o+ 2z AP A4\
lx-il)'):)j +2 1)3),1)2.)) +x 2 )pt):

204 )}
2w 45, X3
204y, A}
1235 M A+ 320N
42933 XAy + 3 Y4 )}
12 g5 M AT + 8y A
2235 Aol 4 8gnsa X
g AFA, + Smyp )‘,J
224NN, + B¥nsn M3
(v-32)  8fael]s | A202usMhy + 6550 29k A
123083 Atk y #6570 ), Mo+ 245,07
12950 )3+ 6uh I ht 290 M
128530 M hs 4 635, 0205 4 232 A3
D285150e Mo N5 # 635 AE D+ 293 X
My X, AL + 635 s+ 29BN
6953 Mhedy + 6303 Wb +4 g yas Wbt i 3
By Mady4 €33 M D3+ L ynd d d+agisgas ¥
e\ s +89nvay M I #6909 M A2 g ust
Smiun )\,)z)_;-)-h Y2 )ﬂrf‘l Y )z.);-t 283‘ Mi+ayl )‘:)z?._
By Muds +hgsiie Ay #hyas gn ) )5 + 200 Wk 20 D)y
Syny bl 4 by )N+ Y mianr bt + 295 WHs+2y2 X
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20 e )\,}

Zo %31 %13 M‘, :

20§22y A)L

1291352 M Ay +4pa N

1290302 ) Ay + hpa N

A2 %3143 )\f)ﬁ, -+llr'?. )‘3

gz M)y iy N

A 3% A5 Xa 44p3 23

N2y 22 )\f)\,-ﬂfﬁﬂ )\?;

B [oagh] =

625, Yay ), A;-I' 2312 %2 ),’-i-‘}ﬂ )," )}

6x30 Y23 M Ms + 292203 2 oHepa M

bapyy M Ae+ 23232 N} Hope N AT

bxi3 4y, Az’\;—‘f 2% %2 A:_ +6p3 )(;LA)

exyyn A N 429103 ); +6pM3 A ¥

(1v-32)

6y ) i+ 2y, A+ bp )\,)37"

6!::.;(13 M )L)} +3rlz. A,LAJ +3 r‘d)‘/L)z + M3 )\’3

élng;,); )J}'}'}’«l):)J-}- R4 )2 +3 )/)2'

6::.,3;1. );AJ\;-&;«: );'-[-) («4);/\,‘4- 3 M >\, A,"

23921 )‘,);'-*23".11.'), ALL-f-Z 2 )LA,L'I-Z]H ),_‘L/‘;-}I)‘N) ):)l);

2% 412} )L)\;-r LYz ),"),, +2 pu./\, M‘ + 2 ),"), o ), }‘,_)}

~
ou @

w23 M A3+ 28,0300 )y 5 2 MWidIE+ Upadddg+2 s AE A, |

"4__: Yje X32 4+ Y23 %21 ,' '\L = 921")3"‘;3/131

M3 = 93X + 00 2ys .
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2025, )}
o5 )
20 285 3
125 WAy + 822 A}
A2 a3 Xty +8%223 3
A2y ) 2 +302%3 )3
A2y My +3x3x) A2
1225 \A, 4+ Sxpaey N3
naxy M)y +3xa%2 )}
M amadthy+ 6 )+ 2 25 A}
A2x3233 2t D2 #603,, >\/ A+ 2 X3 )\,3
Rerpry ) Vet 6xn M)y + 2452 M
A2xpey dEd +6x )+ A}
D2amasy M M 625 )y #2005 M
4223 %23 ), 3y #6385 ) B s + 223 M
Sxn M)y + 6y Mo hy 4 6xnyga WM, 4 2agng) 13
x5 X hhs +603:2p) 85 + 6ranay M E+ Loy ksa )3
61.';1)&,);), +£x2 0y, )\c)‘;' +<xn 22 X;);’*’-’Ql-xns /\;
Sy W Mk + by 02 W2y + 42 ¥ A 12050, 0 X )
811, ), 11/'#‘!1-131:.; A ,1/33 + b, %3 ),); ,21,",),"-)# 21,’;;\,_)}-
a5y M kg bzapiya A Dby Xay A,‘-)uzx.;/\,'-),ﬂn,‘;){)d

4. [?;l/\] e

La matrice colonne £>\] est donnée par (IV-10-9).
Les relations (IV-10-9) et (IV-32) permettent d'écrire
explicitement la matrice [LAMBDA] . Posons :
(Lavepal. G = L6]
(63 x 12) (12 x 1) (63 x 1)
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[e)] @xi)
L8] = [6.] |[@in)
(tv-33) [6:] |&x))

avec :

[el] = [)‘-J‘}/
[6:]=[A] 5.
[6s]= D] ds

et (IV-31) devient :

014 z
vz LY = [A]-8. Jc!f'
oy [ #

On intégre & 1'aide de la formule de quadrature de SIMPSON :
(1v-35) J L)% ar = 3L {EA]L(“) %‘.("‘) ‘“’D‘l(‘!fs +
0T

Yaen)t D33, ) g oenr) f y.
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ou est-la kidme composante de la matrice colonne .
a [N | est la kid te de la mat 1 P

Pour

L:J;l' . .. 24

1: 4,1'3&“’43]
avec — -

a a‘?f& al.'- \

h: "(46) aeﬁ) .

On obtient alors pour 1-:1,2,3 suivant que :

?Tﬂf:_r_aq,a,j ; respectivement [‘h, 43] et [‘Lgl q4] :

2:4 H an, 411
=2 : I:Az, 43]
£=3 [_q,/ 413

t
. . yZ
Dans chacun des cas ci-dessus on obtient pour [ T]
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o, ™
nn
S

34 (an)
94 (4:.)

o

~l0]j]O0JO|O|O|OC (O

j [914r

(Iv-36)
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5 [6214r -

]

(1v-36)



3

(Iv-36) |




5}_’9,74(
oT

n

100

o~

a,
n'y
Py O

(Tv-36)




S [8,1dr -

-

3

(1v-36)




j [(®;)dr

102

(Iv-36)



103

S
0

Qa\
"
AW

jtendrzi !
27 3

(IVv-36)



(Iv-36)
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JE&,] arz b
27

(1v-36)
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En posant :

b= jLecdar PR
o7

On peut écrire :

LT

d 2 h b7

(1v-37) [‘/T] =5 2
-

5

N T p ..
ol les b sont donnds explicitement par les relations (IV-36).

¢
Remarnque :
Dans le cas de cogues cyliﬁdriques 1'intégrale définie en

(I1V-28) peut &tre calculfe exactement 3 1'aide de la formule suivante :

1 2 A "¢ ! P !

Cette dernidre se généralise sous la forme suivante :

Va4, ¢ N A=1,2, 3.
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Y dz dj = )

T ((g“d"@l

=
b
w
O
S >
M
X
ac)d
X
~
D
i
.3
)
Qs)

Si Q;.)[ est le systéme de coordonnées barycentriques

.z .
assoclé au triangle I on a :

L)
(Z <)+0)]

(Iv-%0) J )7’);‘" ;1’ dx cLZ = < mae CT)
T

cette formule permet de calculer j ¢(‘IS—) °”" 0{3_ sans utiliser
T

le changement de variable par FT (transformation affiné. De méme si

. N ~ 1 .
les 4‘ » 4=1,2, 3 sont des polyndmes fe [\/T]se calcule aussi
aisément 4 1'aide de la formule (IV-LO).

On a :

F[y!]= S [ LAMBDAT] .'f—=’d.zelg~
-

posons :

ELH"B DA] . -f_:) = Ela—j . avec :
(e3x1) 7

[
@B]= | [&:]

]
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[(R.]= RIR2E?
Eazl = E/\]""“ {2
[9»3] - L/\ ] widy + E’l XJ%J, + Evﬂ wy P2
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CHAPITRE V
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OPTIMISATION DE L'EPAISSEUR
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—

—>
On remarque que si 4 et é sont données, la fonctionnelle
définie en (V-1) est uniquement fonction de 1'épaisseur e par

(ITI-L~1) et (III-5).

o i= JEepe)

ol la fonctionnelle :)_ est donnée par :

| s
T@Ee) = 4 ) U EiI 0Py
—> n

ol M est un vecteur donné par les relations (III-1-15-3).

ES'J,-](&) : matrice définie par (ITI-1-20).

V.2.- Ensembles des épaisseuns admissibles

Dans ce qul suit on impose & 1'épaisseur la condition suivante :

e € Ezwl,

ou L
Ead :{e/o<x,éc£¢z/‘ [fla‘;(sc/' P«;:Zﬂjelmlt)th

o

L
la relation : Po - 27 g elx) h.(t)a’x_
o

traduit le fait que le poids de la structure est imposé.
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"/L zx a3
(v-2-2) Po = g

L/ j)la. 3 o(z)JchJ
w - "/:. ( (> 5

&/,_
= 27 S SC4— 2H43% K )A[I)JxJS

e -e/z.

= Jnj(e(z) +Ke (t))a(x)olx_
>}

[ : 1
an f e(r)rlr) de + JE’(‘) afx)olc
0 ]2 J

or on est dans le cas de coques minces, l'épaisseur est de l'ordre de

A/w

C

On peut écrire Po: é,-r@L ol 6: z"'ﬂ g[")’ll‘)JL
12

et K63 40 ceci impligque que e,xo » d'od °

T2 L
Po= 2w J‘ éLl)ilt) olx = é,

V.3.- Formulation du probleme d'optimisation

Le probléme 3 résoudre est le suivant :
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(v-3-1) Mu j(&)
ee anl

)

la fonctionnelle ; étant fonction de 1'épaisseur e i)ar (IIT-4-1) :

(111-5).

V.4.- Approximation

On approche le probléme (V-3-1) par un probléme en dimension
finie.

Pour cela on approche l'espace V par V/I. ce qui est fait
au chapitre IV (\]A est défini en IV-2), puis 1'ensemble des épaisseurs
admissibles EaJ par EA( et enfin le systéme (III-5) est approché par

Q|
le systdme lindaire en dimension finie (IV-27). On approche ensuite la
fonction J_ définie en (V-1-1) par J‘L d'ol une approximation ?k de1

On définit alors le probléme d'optimisation approché par (V-i-1).

(V-4-1) Mo 4:1. (e;\)
ene EI;(

#(e) =J@E)e): 4 HIL 516 U, e Iy .
n
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Le probldme approché défini en (V-L4-1) est un probléme de
programmation non linéaire.

Sa résolution ndcessite une méthode itérative. On peut utiliser
des méthodes de type gradient.

D'une manisre générale, on se donne :

(v-4-2)  €j € El:&

puis
ko P . 1 (ek
ek étant connu, on détermine le gradient de 4[, h et on
(V-4-3) Lk+1
d8duit par un procédé 3 définir 2‘: .

Caleul du gradient Vﬁ @A)

Soit €, , pour calculer Vﬂ‘ (el.) on utilise la technique
du contrdle optimal 3 savoir : 1'hamiltonien et 1'&tat adjoint.
Pour calculer donc v—d(c) on proc&de comme suit : on note :

a (ej./ .) la forme bilinfaire et symétrique définie par :
~ o
2’(&}2,'3): F J ,LL Lg'ﬂ'.](&) /{9'{(() o}uo’& .
n

le probldme défini en (III-5) s'éerit alors

5 o =

Z(e.; “,v } = k F/I}L[‘-)JIJJ + Fé;@:’f
(V-bi-1) ‘n >

Vf;')éz ; ¥ e v
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On introduit alors 1'Hamiltonien par :

(V=bioli=1) H(ﬁ’lela’)= J(é’/a)-}-t(e;?} q)--g{e/z,;z)

~

ou

(V-b-Lk-2) ,R(e%’ ) = E l_:,/l:}:/l,(x) ole Ja,-} FE,A’}AF
2 ¥

-3
S
pour @ donnée, on détermine le champ de déplacement 4 par la
résolution du probléme (V-k-k).
—

-
D'une maniére précise, on détermine une approximation Uk et

par la résolution du systBme linfaire défini en (IV-27), puis F par

(v-b-5). Z(&ifa/—?})z ~<_25g_(§,,¢)/4,—;a>vv§jé’\/*
v

pe V

L

— ~>

en fait _2%): représente le gradient de la fonctionnelle J en Ar
{note usuae';.lement ij ).
P
En théorie du contrdle optimal (V-k-5) et F sont généralement
appelés 1'équation d'état adjointe et le vecteur d'état adjoint. Les

= . .
fonctions 22 , e s b sont connues, on calcule ql[c)z %}(e) par :
e
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. ’ =) 4 A, W
(V-14-6) Va_(,,) = %i[”: %;H é«., e,p): f__g(-«,e)ﬁg_:(e;a,}’) -
2 , 2
‘%z(‘/ ¥ ).
Preuve de {V-4-6)

=

Al’) est donné par :
() Y¥e ; x(c;f@)/};)z ‘Z(‘/%,)

P[C) est donné par :

~ = )
(2) V.,‘?é'\/' . ;}f(c : N‘W’) S <_§_“_T (-"'\)(c//e_)/m >
v

ol l(e, E:J) est donnée par (V-L-L4-2).

On a :
)= T (Eeyy &) o
(e Xle dile _3_\._]- f‘)@//
4= <GROD/ Gy +ZEH

-> A

'S : S 7t - = e/
d'aprés la relation (2), ol 1l'on fait v = et on a :

i 2T (Zle), e d<les> = - i’é' (e) g[._{?le))
IR ENCICTDVE -~y j ple), &2
d'aprds (1), que l'on différentie par rapport i e ,ona:
~ = ~ ~ ) ~2 _ 92 , x?
b 2 TE ) o )2 )
[N

Ve eV,
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=
en faisant M = P(z) dans @'4,) et en tenant compte de la symétrie

de la forme bilindaire a (e_l' Y .) il vient :

(iii) g(‘{f("/ p[e)) + & (e} ple), %{q) -_';__ﬁ/ej 3')= o

en reportant (iii) dans (i) il vient :

(v 39_;(3 l/ye) /ﬁza_)C’/) = %f QE1CATS), —.ié(‘/ )

On obtient alors :
( x 7 ~ 3

Al 38 (oo pee)) - 346/ )+ 2T (o))

D‘H (-u(el/ /P[e)>

(- /- 7 désigne le produit scalaire dans | , de (iii) de (V-L4-6)
v

on a :

Zlejpe), %) = 220¥) - 22 (¢ %), F)
d'aprds (i)

- <%%(5;@)/e)/15)> = Q'(e/'p(e}/?):.

 22(¥) - 2F ()4l
e e

on obtient alors :



(V-b~17)

~
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X(ejpei ) + 2% (oj30)% )= ;ie(‘/:”))
e

e VY

la résolution du probléme (V-4-7) founira le vecteur adjoint .F .

(V-4-8)

avec

(v-4-8-1)

Le probléme approché de (V-L4-~7) g'éerit :

(e, b, vA)+ 284 (13 )= %(e'%‘)

’ﬁ E —\/[\

(i h%) < b ) R LT ok

£
T - R
5,03, %)- ¢ J ¢, 5T Bty

Q(e/%\ = S /lﬂg-’l({)ol:co(a'\
1

neV,
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—> —

AR
ol lLlA, /l)i\ 5 Pk ; F et G sont donnés par les relations

(II1-1-20-3). Posons :

,Q,( Celi";\) = %_g(‘/?;“)

1-8-2)  Ryle,Th ) = j F‘{ﬁ' 'L(x)v"th_
' 0

~
ou

= i
E‘: w0 o |milo |0 |w Wil [wid| ©

o
3
et :
w}:Hg‘(i +1K) L Wys dret i‘uk)
4 \&p* / R
| _ et I _wl - 3e2
W} é'f‘—k) ) Ws..W, sz, H

: z, z
5 (0 B%)= b J*m&?{dwm)u&
£

- I
04, Ce;’z, ,3’/‘) = {3 J uAiES‘ﬂ ]@//DZ'Q‘) de Jo‘i
n

on pose : .- — S e
d [s37 = ‘11(()
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et 1'on peut &crire

e G (k)= [ IRy
N

ol : [EginZ?v est donnée par (V-4-9) dans le cas général (coques de
révolution).

Dans le cas particulier de coques cylindriques,
est donnée par (V-4-10).

En tenant compte des relations et notations du chapitre IV,

la forme bilin&aire définie en (V-L-8-1) s'écrit :

AT )= f Z {/Ar! [26(aY] [28] Bﬂb’?ﬁ“(ﬁﬂj

TET,

et d'aprés la relation (IV-2-5), (V~-L4-11) devient :

(v-b-12) @), (¢} f"?‘)‘P {ﬁ; Z &m br] [os]b[ef_)bs] [7) }}{’,‘4 _
TETh

avec des notations &videntes : (V-4-12) s'écerit :
A A
A . EC ~ ( A
o wton ) (104,115

o b= (;) .

On obtient 8galement pour la relation définie en (V-4-8-3).

(v-b-14) A} (c;l",,,ﬁ) = b Z Elrl (b6 a3 [o8] [zrdffoe]bé(ﬁ)]}
oe

T€T,
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“.ux 3"
o H?.«v (3-3)
..d‘.&ﬁb-v?uw
re gg
T ° 1
h ¥ ..Cu_..~.m o Y
° ~& (rein i A\.:sv
L
e ﬁ:ou )
(oW Y o 2
vu_.mU %o h&e0 002 0 ihu o.__ualw
gt (v *.... v)es
e 0
1 0 *A r-F Um
¥4 .w.ﬁ Ty i &8
L e I (W w. ulzy ¢ ?ﬁa.u.
a2 f- Dk .g 20 Laes(3P) hép SaA v ﬂ\&. e .w\.u.&}_
0 2y U ¥h
A 0 - o] Q 97
Jie-7ios- 3 (e 2 o e)enn
) é.u 1]
o |[H+'3] o ¥y 0 wyy | bbe-
@ ioo.-% bleda| 9 a8 (er)- fiss+d(e-h-
o @) @) 0 o o o o
%'y ks
o > 2|y h
o *? ° &ru%ugqv*wn-wa+xe © (13492
Mtﬁum—n.s.ﬁ .H O }N‘U & o H .-U .v “Nf U.M?!n .Ndd. —R*w h! -C
Q ﬁ&w_l 220 Jno &ﬁr - v..w.m&a.nﬂu _u I‘V&&u o ﬂ -9..._\ vamT.Mﬁ

(V-k-9)
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xa
nu "2, V v
.-dod
o PIFYH
(9599
1214 o 233
S 1 w2
. :
¥ -
O legewaae| | *° (e
o < o o]
ng ¥ . vy
| O |(Fne] o (393
yh 2¥T  |won .-d:fL.I.
2 B L .qa.. Y ?u ﬁw.. 29t (e3)% W‘. i) ae
O ¥ t3Z
!.hb (@ +ho- © ?? (ot ° 22 ﬂuhvvwﬁa._.ua
0] O O @) QO o O
O o o (@] o (@] o
238 ¥E WwWh |y h
e o <2 Q (ZeD)e- ﬁﬁult sl © Aﬂ.uut 2|
zh
o o o o o o o A.nﬂ: H

(v-4-10)
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A
sy 90 (3, 5)- TR 53@»&»?1983‘@#1‘[»5]m}}{”bf-
TETH
On a de méme avec des notations évidentes :
2863 R) = 18] [A2]15]
en posant : —3 é}
posent Ay = bh ; < {dkszl?h})

on obtient alors :

(V-4-16) % f‘\)‘”‘) (;{m [Ho(_] S

et 1'on a finalement :

e 8o 8)+ 28 o) 15 j{ (A, 1A Jf(
ENERIRE 1} |
) Ey e B+ 25 (00,5 )= PR [ %6 J{4]-

la relation (V-L-8-2) s'écrit aussi avec les notations du chapitre IV,

S utvﬂr:w][be(n)]}

TET),
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e LR~ i { ) [A7] 28] [Y#‘Jj

TET)
(v-s-21) L4 (c/. 71}"1‘) = "{?AS {f,j
ST M) o TE 1T

TET,

le probléme défini en (V-4-8) s'dcrit alors :

NEAAE {0 ]

3'\

(v-L4-22)

o)

.

(V-L-22) est un systdme linaire gui fournira la fonction PL .
approximation de F .

Par analogie avec les relations définies en (IV-22) les matrices

[ZA-X et [\/d] sont données par :
A
(2§ = ] dedyC)

[ye]=

Mr

)
"

C

92 \p‘((t;‘e)

™

’ 4

1]
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$ 4 (Fe)= d, (2,3)= {LLM{;DA‘] [Si] o) CLamIA] 4(2}(&) |

@I@e): q');@ 3 ): () {‘—ELA’T)‘BPA']ACE) j (52) _

V.5.- Resofution du probleme approché (V-4-1)

La résolution de ce probléme se fera par une méthode de
FRANK-WOLFE du fait que l'ensemble des épaisseurs admissibles E"( (Ea‘l)
a

est défini par un ensemble de relations linéaires.

V.5.7.- Description de £'Algonithme

On se donne un QZ' dans ELL
k Rk
eL étant connu : on calcul '&"\- .

. pk
puis P .
A‘ . 3
ce qul permet de calculer V# CC‘)

Vl( , :‘“ est déterminé & partir de eé‘ de la manidre suivante :

On résoud le programme linéaire :
. : k L
Mu CV“ (es) , &4~ e‘)

L
(v-5-2) e, Ct c Ei\oL/? 84/&

ol : 9:,‘:{3/\ LJ.IM_ Ie[.-e"“_é{«xi
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En faisant varier r# on obtient une suite (l&k), L pour
L

A .
Y
Soit e" la solution du programme lindaire (V-5-2), €

définir
by

~

est
. e . ; [ ¥
choisi de fagon & minimiser la fonction 4L sur le segment [?* )QA .
eptl

h est donc la solution du probléme de minimisation unidimensionnel.

Muc 4y (ex)

(V-5-3) er € E {’_" , el\klj

$h Cetr) € 4k (en)
v‘ek € Eﬁt)ﬁfll

Les méthodes utilis@es pour résoudre le probldme (V-5-3)

sont diverses entre autre : Armijo, Dichotomie, Fibonnacl).
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CHAPITRE VI
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APPLICATION NUMERIQUE
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Résolution numérique d'un probléme de coque cylindrique
circulaire encastrée en son bord.

La formulation de ce probléme est la suivante : trouver

x e -\/_:<H'°<,{\> )z;_( ﬂ%(ﬂ) tel que :

[ 5 l—ﬁ[S%-] }[:\;-o[,u(x = +7:’/'i§o,:col¥\
o N

(VI-1)

Y eV

L

les vecteurs 41' /z" sont donnés par les relations (III-1-20-3).

Le vecteur F:dans le cas de coque cylindrique est donné par

(vi-2).

4 -
(VI-2) _k F = |Mhl 0|0 w0 [0 |mh wifjM&) O | O
ol :

Wiz Wy = 7:.:_

La solution du probléme approché (VI-1) est donnde par la

résolution du systéme linéaire (VI-3).
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'+ 1w Den e Doe1 et <

TET)

(VI-3) Z {)AT' [\/11‘] EDB]‘E LIS C&:‘ )j }

TET

La matrice [ZT—] est donnée par les relations (IV-22).

La matrice colonne I f.'rjest définie en (IV-30) en tenant compte de

(vi-2).
On rappelle que :
20
[(z1= 2_ ()
2=

[v,]= [ 290
2o - oA .
V5T = 7 6 FO)Lwmi](e)]
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La résolution du systéme défini en (VI-3-) fournira le champ

< 2
de déplacement 4} (approximation de 4 ). Afin de calculer le
V»‘((e) = "I;—(e) il faudra aussi calculer le vecteur 4'état

adjoint approché P par la résolution du systéme linfaire (VI-L) :

P Z g prl [26(p)J [ DB (C%r] +[2 “])

TEm,
4] [Dé(&)]} -
(VI-L)
+ £ -
> {m: [Y47 [0e] [p6()T
TET
[z71- NG,
&
D’}ﬂ - de Yy (ve)

~
ou

.54 O&): 34(£;§)= {DM’;}M-JB:;Il(e/"ELM/r;M']} (se)

1?/4(5@): b(23)= PRAGR) { CLLANEIAT (b”e)} .

)
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.- -2
La matrice [5'3 14(‘) est donnde en (V-4-10) le vecteur tE{

est donné par : (VI-k-1).

t -2
(Vi-k-1) F';( = |wdlo|o

wilsl © | O g, ME Mglo oo

Wy = 4+’_“>

4Rz
W‘;: WL
W’ = _e_l

¥ 44 /421>

’V&: W,ﬂ'_‘ 3el

—

2

VI-5.~ Application
E N \f : sont constants.

0 £ "l-élhz'$ 2T

f=o
- Vv 2 _ %
fom dasy (09

bete o fEeg) s on) 1 svee]

Cette application correspond au cas oll la cogue est encastrée

sur les bords € = O et =1L .
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Les bords v= [M et y‘—'- r& sont des bords fictifs sur lesquels
on applique des conditions de symétrie 1iés 3 la symétrie du champ de

pression { o? est indépendant de # et 301 = O ). La prise en compte

des conditions aux limites est donnée par les tableaux suivants :

Bouds Sommel” du ‘f‘u‘augle_ Mi"‘ﬂi“
co
R TR P i
i) ol4 o |4 o o)
=0 "
x=L ke |ol1(O]1 4|0 o)
1
&y 6|lojo|1]|o |0 0
(Vi-5-0)
Bonds Sommel du Frauoie Milieu du
—— g coke
d |ix juy || Tiag | Ry3e | Tm
v
y:r‘ iy o0l]01O0 |0 o o fo)

J=pe “1'4'404 ol o o
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VI-5-1.- Remasique
La matrice du systdme linéaire défini en (VI-U) est en partie
celle du systéme linaire d8fini en (VI-3).

La remarque est faite dans le but de construire les 2 matrices

simultanément.

VI-6.- Maillage wtilisd

(voir page suivante).

VI-6-1.- Arbre proghammalique

Celui-ci donne la résolution des deux systl@mes linéaires, la
détermination des degrés de liberté du champ de déplacement, champ de

déplacement adjoint.

Disposition matrnicielde

~

~ ~
Uk Mz h a3 h

a/
Uzh 63




*uoT1BIZYIUTL, P Aﬂﬁ «AMV = ﬂ4 : spnsou saT juaquasgadsa sBe{TTeW np sjutod soT
v
v

4
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N

S

™N

o~

9

sv

1IN\

7%

wl/

b

oV

SIUSWTY 9|

S4BTTTBIN

(9-14)



Champ de
déplacenent

B 1.
Initialisations, :
parametres ,Matrices

B 8. Résolution des
systémes linéaires

-

B 2. Construction
de la matrice [DB]

B 3. Construction
des Matrices [ZT]
et [2TD]

:

B 4. Construction
lles Matrices élémen-
taires [HU] et [HP]

1

B 5. Construction
des seconds membres
é1émentaires [BU]
et [BP]

B 6. Injection des
Matrices é1émentaired
dans les Matrices
d'Assemblages

(VI-6-1)

B 7. Injection des
seconds membres &1&-
mentaires dans les
seconds membres
d'assemblages

9¢e1
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VI-7.- Résolution des systiomes Lintainres

Les matrices E’M]et [HZ] étant symétriques, définies positives.
On utilise la méthode de Cholesky pour réscudre chacun des deux systomes.

[H1]{ui={81]
[He]{P}= {8

On factorise respectlvement [H',] et LHZ] sous la forme

[C"] [C/,] respectivement [CQJEC 2] avec [M_] chj des matrices

triangulaires inférieures, ce qui permet de décomposer chaque systdme en

deux systémes triangulaires & savoir :

(VI—7—1 ) ECA] {le = { 84} (Descente)
| *LeI (U= {VA]  (Remontée)

I‘eSpectivemen‘f :

(VI-T—Q) Ecz] {VZ‘ < {BZ} (DESCente)
L*ECz] [_P} = {Vz } (Remontée)

La solution approchée du champ de déplacement

"’2 :
(‘ﬁk) ; K =1, 2, 3 est donnée par la relation (VI-8)

NE

_ Z {[ue( 83,003, ()0, { i
=

avec o# =1, 2, 3,

NE : étant le nombre d'éléments (triangle) de la triangulation.
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On a de méme pour le champ de déplacement adjoint (vecteur

d'état adjoint).

P;'F‘-‘Ofk) E , ¥=1, 02,3
) ph o {DLG(P}L‘)_JL[D]‘[UQ.] [/\Li

b

Dans les expressions des relations (VI-8) et (VI-9) seule, la

matrice [b&] de dimension (21 X 21) reste invariante & chaque itération.

Le produit matriciel [}>]‘_[Z/f] est calculé & chaque itération;

il est stocké dans la matrice ESTd]de dimension (168.,21) = (NEX 21, 27).

On a alors :

(vI-10) [STOJL: [$:]L [Utj ; b=423,4,51677%.

[s],

[sT0] =

(nes,21)

[sT]y

par {VI-10) on peut écrire les relations (VI-8) et (VI-9) respectivement

par :



2 .

-

E

= L |D6GEET] [Ad. }
1=1
NE

(VI-12) Pﬁ\ Z_ { [MG(P,‘]DND—( E/\-( i/‘l’:o,z,s

on pose également :
LelG(3d )]1- [sn] = L DU«]{

et

[eia ()], Csm] = L8],

et 1'on obtient finalement :

i ] i{[_bu.‘]é D]ﬁ
4=
e X=1,2,3
) 7| gairay
(VI-1k) E
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Les matrices [DU,(‘I [DPI] sont de dimension (1 X 21).

Les composantes 0\ ) ) 4- 1, 2, 3 de la matrice [)\7 donnée
par (IV-4~6-3) pour chaque triangle par (VI-15).
(VI-15)
Element 1 Element 2
Mby) == X (v13)= § -
bofag) = § (78 Melerw) = §(*¢)

M(ey) = 448

Element 3 Elément U
_ >"(‘-I?): %(“'9"’) M ( uy = j,!'{)ﬁ—; )
)‘Z(n/‘g): é- (l\‘/:.) /\L “?} = _81_(_?{_
Ms(uiz)= 84 Mg )z L(4-4)
Element 5 Elément 6

)\p(t,,) = %— 1-4)
Az(u,y) = zé‘ (4-“'*3)

Mers) = §(1)

A (e1y ) = {2‘( x )
)z.(xcy): -gl-(z-g./:)

/\3 (x.:;} = § ¢ -




Elément 7

Elément 8

My )= -’—(2 x- a)
Yolay)= 3 (- %)

A;(};g ) = i; éi-; 4
zlz_(flg;) = %; (fl-—l_)

haloy)= T3 M(aiy) = )

Elément 9 Elément 9 .
A!("J) = i("“‘y) C’”? = —-(=+a-4)
Mus)=4 * )= (4

A)(ﬁ{gy)': é%[g-.;é_)

Mlug)= §(372)

Elément 10

Elément 11

Mo (niy )= 3

Al(n.pa,): é""b"’)
 (20)
Mlz)= ¢ (2-3)

Miluy) = § (x~'%)
Afuy) = % (#-t)
Mlbuz)= §l-9)

Elément 12

Elément 13

/(Ku 1 (4 e )
ebis) s ¢ (+-3)
)‘3("/}))= %[#‘/1.)

/\,(xl}): é—(l-x—g)
Aafug)z § (x-1)
Mng) = ;—(a-%)
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Elément 14 Elément 15
)‘lélﬁ): '%(""’3_2-) >\; ()llg): %(z-)/l')
dbia)s5 (3 Jebi)= g (1)

Ai(m;):%(fi*g) )@[mg): % (4~3)

Elément 16

)l(n['}) = %—é~l.)
bz C"I‘?) = % (x-9+1)

)'-(l/;): % @ *“/z,) :
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VI-16.- Prise en compte des conditions aux Limites

Dans le cas de notre application, elles sont données par
(VI-50). En fait on donne les degrés de liberté sur les bords X et a
~d ~4 ~p . 2 4 (4
pour “U\ > Uz)y et HM3) respectivement ( B)k . I’ll\ et Ps)‘ ) par (IV-9-2).
On a :

sur le bord X=0; x=L,

EOOOO olojololAlojo N jO|O|A lOolO]lO|O]|OO

[_DLG(I'S)} ; [bL6 @) ]= [M(S(ﬁf)} wf»ea‘wena/' :
— [bLGaGER] [MGUR)]=DbL6 ¢i5)J .

sur le bord Y= My et M= M2 .
v T v 1

[:44404 ol4|oj4lojlo|ajojoj4]olojOojo]O
[oLe(i]
[DLG ({3W)]
[51.6’(;:55)-]:[Mél;)b], respectivement (EDL6 (f,}‘)= [Dw(t)ﬂ
Soit S 1'application de IQ dans I ol IQ.CN; IC,N,

avec CNliIa. =cand L .
4:._-\____; scin.):& eI

Ay : signifie €lément A de rang N dans IQ.
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Dans le cas de notre maillage

Ta= {4,1,7,8,5, »lo} 5,46 j

{4,2,3,y,x, 6,49 i |

N cml e -

(15‘): 11

L'application S renumerote les &léments de la triangulation.

Connaissant les coordonnées des sommets et les degrés de liberté

sulva.nt les bords é( VI z_L) (g }(,)3 rl ) , on peut calculer

Al‘”\ (respectivement ’7”‘ pour LY =1, 2, 3 relatifs aux bords

o et 4 par (VI-16) et (VI-17).

(VI-16)

Mex Ay

(G4 = Z{[uxa[ﬂ [A] [A); +Z {[w‘]mwm%

L= ‘:l




(VI-17)

!
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Mc,_

5 o) IAT00 |
e L (Lo 037, 1L, Zju : A
T=1, 2, 3

ol Mex est le nombre d'éléments situés sur le bord X

’m-a_ est le nombre d'éléments situds sur le bord '1

On stocke d nouveau les produits matriciels

dans la matrice [D]lﬁﬂ-] définie en (VI-10).

Les relations définies par (VI-16) et (VI-17) s'écrivent

respectivement par (VI-18) et (VI-19).

(VI-18)

(VI-19)

2

— ;_ _( {i
L{x = gbh][ﬂb?;[)\]gﬁ éL’{E DY, J[s™], [A j
d=1,2,3

Mex ney

[t 7% T0m) AT, }+ {E »7;7[57»101}

(.:‘:,

s
[§]

¥=1, 2, 3.
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Les relations définies par (VI-18) et (VI-19) s'écrivent

respectivement par (VI-20) et (VI-21).

Mex ma'(
(3L, - L{bw] m |t Z{EDMD\] }
= . e=
(Vi-20) f ’
X =1,2,3
L
mex ' ey
e };{Du;xg ]+ 2 o]0,
(vi-21) o -
V=1, 2, 3.

Les matrices colonnes EDU.(X] et [DU),Y] pour o ,r: 1,2, 3

sont données en annexe.

Exemple numénique

Pour eﬁ = /J.eo2 les composantes du champ de dépla-
cement donndes par les relations (VI-13) respectivement (VI-1L) et en
tenant compte des conditions aux limites : relations (VI-20) et (vi-21)

sont : mex mey

3L = Z[Dﬂ [, + Z: [0 X) DY, +ﬁbw7]LA] 0

(vi-22)
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respectivement
Aex

h ZLN’J L+ Z EDU,XY,-D]‘-.;J_i[DU,\/?EAZ g

(VI-23)

¥Y=1,2, 3.

|

Les éléments situds sur le bord * sont : T4 s T[, s 7; et_rg 5
ceux situés sur le bord 3- sont :T:z R 7; . 72 etT .

D'aprés (VI-22) respectivement (VI-23) on a :

By = (Z Lol m) *[ouax] }DJ,+D1+D7JD78Hf[w‘ﬂ-
{m;r D3+ 0%+ [0 ]

wis  [dUy= [eor oo o]
° u,,, (Z F[wﬂk[)‘]k} CEDUIXJ D«ij>
I

a [Sy] = D]I+ D\]"T D]rv‘ L—/\:?8
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NE
= (Z g7s) DL)» Lo ] {000 DT DAL 0, {4

k=)

fpo] { DL DAL 3DV,

NE

—_—

~4
Az} - (L F[D01JL[)‘]Q)+ [ buiy] L)\Sx]+ [ovzy] [Asy]

k=,

o [AsY]= (E/\Li-[)\j"f[/\j"'i)‘] >
3 6 F
«  [Coux]= Co02x7].

vE

%y = ( 7 *EDUﬁkD\l)-F LU LASX T+ D0yI DSy

k=)

avec

[:Wz‘f] = [Pusy ]
Pﬂ = ( 'TDMJ‘DJJ + FLoud [ASX ]

<L [dp2], LAL) + 4 Do DhsxX )+ oy ] sy}

l:,

NE ) : —
P,%\ = <Zr[DP3] LD]D 4t [oosx] A+ [bo2y] [AS7]

k=)

les matrices [DU.*—]}(= 1, 2, 3, DUL)(-:( et [bULYJ sont données en

annexe.
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On donne également en annexe les degrés de 1ibertéd globaux

[bLG (&)= [bLG(p;;‘)] £, Y =1, 2, 3.

on t 1 tes (4‘1% t Pl :
n trouve pour les composantes { o h n=1,2)3 e Th| Tetept

~0

5 =0

,ﬁﬁ‘ = _al.i (&-z)(x-g)i (xg-:iz +2 %) +(.2-x-;)@-%)4.(
2t dugagreagn - My 20/ )+ (1) (34) (19)
. éxt.raz-r}zy-%x —{.3,-'.%) +

<x—%)(4 -2 +3)(4-3.) C)_;t._az_ uy\__l;l__x +.f.$+4)) )
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>
Connaissant :!\l/kL: C;‘:(t}\), «=4,2,3 et Ph,:(Pdi )T:i,l,}

on peut alors calculer le gradient de la fonctionnelle 4',\- en ek'e ([:a)

V1-24,- Caleul du gradient de La jonctionnelle en

D'aprés (V-b4-6)

Y | [ o? 28 =
(vr-2k-1) | Vi (e ) - %(q) - %éd Y P;.e) =§§' (¢, “hl/ fA‘)
+3B @) - 3E ).

On calcul explicitement les termes de E_H(zf, e‘f/ PAL)
e

D'aprds (V-4-8-3) et (V-4-8-2) cn a :

e, 3t,¢) = (R "B CHR dedy
L

Wit = & [HFLB dedly = Ll )
] fel

H

T N (Fet) < R (rin D] (=) U, bedy
2e e n

on pose :

Kczng

. - . . ~Q ~d w.{ = q
Ay, = A powr A =442 (" DT A Uik s e Ay ">.

e . . .
B}A).“ L( I”M' V=112 (_lc' k’l\:l"/' PL%:L‘II"' I;f,L:LIZ) .
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on a :

v = M e
%%A-(‘f)"f,f’f): kc jf‘l[AES%Yq,(Cf}PAOIK JJ .
n

la matrice [‘S‘J—]d(“\) a éléments reels est donnée dans le cas
cylindrique par (V-4-10); les vecteurs UL et Ph. sont donnds par
(ITI-1-20-3).

On pose également :

I‘Q4: l-:fzk[s;a] Cl de/ZzA: Q

42 g2 téi_
o Q= Logy s L) mngy
4: 12, ll;’
TSI
e 24 7L . )
’ ‘/\(e* /VA) = Ke 4 LZTM.L jaibd J‘J("L
¢ <) 0D
on pose Ck' - S‘Q‘-Ldtd R L
\J J —4/42 .
N g ] 14
L¥4 ? v
(vi-2h-2) | O4h (ef,b’,:e,pf) = L L»dh‘ Cay
oe.

=1 4=

un calcul analogue donne pour aJ‘ ("'4 ‘k{) et 9‘2‘ [e 'C)
oe
1z Iz
(vi-2b-3) | 2Tk (5 ) - R E Z_
— I} IN —2,—
}e -

.‘,‘

by ‘L‘J
!



152

ol : ka - j‘auadwlxd&, , L’J‘: 4142
FoY
(Rl dd
Usfet pe) - R J i bo dudy
Se (‘A ) P/. ) = “;' 7y
Jz
e | 2868 0= R ,L ’
=1
ol : §J.': S'Ejl,}'o)x‘ia_ I- 424142_
Finalement le gradient de dl\ en C,\ définis en (VI-2L-1)
s'éerit
J= & 22 A 12
Vik(ef) = Ke LZ_ALJ'Q&' +R Zkbdhl'-k Z—f*
b=y g=1 2 kzy gz i
o ,Z
\ .
= Z__ é ikc JLJCQJ,,.i_JIt‘('hJ')—R JZ’—;‘L
‘:l -

| 2 12 ”n
(VI-2b-5) \Z/f (c,{) = Ji%_ué 6(; u."+% L’L‘(> —RLfé
= k) §=
L

les QJ', , h._d' et 53 sont calculées une fois pour toute (L,J =1, 12).
Dans le cas de notre application les CLA sont nuls pour
ke =1, 6 et 4=1,12; et :

k=7512; 4=1,3.
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Soit un total de 90 Bléments : (6 X 12 + 6 X 3). Les

&18ments C‘J 4:0 sont pour L 7, 12 et J = 4,12 soit : 6 x 9 = 5k,

* Les Egd' non nuls sont pour ‘L

7, 12; 4=7, 12 soit 6 X 6 = 36.
* Les ;J. non nuls sont : 3.' et ‘fd pour ﬂ =7, 9.

Soit un total de L4 &léments.

Le calcul explicite des C.(,‘ , éL‘( et ;d‘ a donné :

pour k= 7, 12, 4 =14, 12

Sy = &5 , yr= %0 / <z,6= 0. / Cz3 = 8§ /‘ 4Q,1: 1.0’.
9= o. / Chio= 0. ; Cgyy = 0. }' €,z @
<y = 9, , €3, 0=4.2 ; €3,6= o. /' 3,32 9.0 /' Ci,$= 7.2 ,'

5’1: o + Cg00=42. v ¢ ~=0. ' C = 0o
I j'o ~ )=z 0. 12 .
Y, ) " ; !

=0, Vi=44g,

C - ' ~ .
’D,L’—".g ) C,w,f = 42, C“’l‘z O-/ C{”*: 4.9 ll C/o,x ZI(Z./'

C-[o,q: o. ; C.,,llo:zJT.)/' Clopn = 0-/' Clo,l2 = o.
9 = o. VL:-‘;,fz,.



154

pour h =7,12; 4d=17, 12

L‘;_nz .5 )' é‘fﬂ: 1. ; {';Iq: 0. /: ‘.'}/IDZA'a/' {-_.h”: o.

l?,lz: 0.

"9,?: 1./- l-;,;—.?.zl' h,,: v-/‘ l“i,lq: b2, /- k3= o. ) 1‘5,/1: o.

f‘q‘l.,zo. 'Vk:;',[:,

élﬂ,? 24-9/’ l'70/‘!=42. ,' l‘,,,l,; 0.} é[o,)o: 2545 ; {‘[o,”: 0./‘ élp,[)_: 0.
7

{'iy’t =0 Vf:!,lz et b= 72 .

pour ’4 =4, 7, 8,09.
;|1= 9019. H ;} = - h8.3; ‘, = 0. 5 ;ﬁ= 0.

Le calcul du V;A (e,,,f') se fait par sous-programme.

VI.25.- L'espace discret

. z
b 5044,.5 etie « o ehlett]<he [ Rs lﬁRJe,-'“Jz
o
pour t1Lidm
& &
£ = & L4
ol g (“'I)

Le domaine linéaire t Js'écrit :
a
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[ Py £ 2 (1)
ezl” 7 % (2)
-%M+%ﬁ4 £ hc (3) P ALign
)
(VI-25-1) 2‘5(4—1_ ‘Ciﬁl < he &)
!‘H = k S
€; 2R L G)
L
2

On peut écrire également le domaine 9‘,‘ par :
2;"” < p +ef ()

,‘*—el..e (7') pour A4£i&M

3z
H
0
N
®
i
»
N

Le probléme d'optimisation lindaire s'écrit par (VI-26).
M (V4 (e0) | et )
e gt e D,
ol : DL: Ef‘lln 94_’{

La résolution du programme lindaire (VI-26) se fera par la

(VI-26)

méthode simpliciale (cas général ie : Al?,!) » %20 ).

La formulation standard du programme lindaire (VI-26) s'derit :



M (5 () . e‘)+AZv.‘LJZ

e, ¢! v, e Dig

(VI-26-1)

L

:r'::{ensemble des indices relatifs aux variables artificielles}
Nﬁﬁ variable artificielle d'indice 4
DAS : domaine linfaire standard : c'est le domaine [)L. auquel on a
rajouté les variables d'écarts contraintes (1), (3), (4), (6) et (7);
les variables artificielles contraintes (2) et (5).
) . coefficient réel trds grand de 1l'ordre de 10 fois les coefficients
des éQl4'

Le programme lindaire (VI-26-1) s'Acrit &galement (VI—26—2).

- Max- (V;.A(e,-l) ) f”-e?_;_}\Z’Vad,

IET

—

pi
(VI-26-2) Cc, c;’*'} ’qu‘ & DLS

L

Le problime d'optimisation linéaire (VI-26-2) Etant résolu,

soit Cf*‘ sa solution optimale.

On résoud alors le probléme de minimisation unidimensionnelle

Mu ifL Cek)

(VI—QT) e_l\ & l: e‘\el cff""_}

par Armijo.
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A gla) = R W)“ [553 (o) U edy
n

La matrice [;11] (?4:) est donnée par (III-4-2) dans le

cas de coques cylindriques.

On a également :

. 2z
Wle) = _% Z’ ;Z Ahy(en) Lik
TR

les éik étant 38j3 été calculds pour le gradient de 4A

Le probléme (VI-27) s'éerit alors :

——

Jo a2
(VI-27-1). Mun —:’f— 2 L"k{'(tl\)l‘jl«.
‘-=| é;,

4
ey € [ehe/ eﬂfl].

L
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CONCLUSION

L'exemple ainsi traité n'est qu'un cas particulier. Les
calculs sont assez volumineux et nécessitent beaucoup d'espace
mémoire donc de temps sur ordinateur. Le lecteur pourra s'en convaincre
depuis le chapitre IV (mise en oeuvre numérique). A 1'évidence une
analyse objective voire optimale des calculs et de stockage s'impose;

I1 serait alors souhaitable de traiter plusieurs applications
pour pouvoir tirer des conclusions sur les résultats du principe
méthodologique employé. Suivant le méme principe on pourrait &ventuellement
envisager d'optimiser d‘autres paramétres et traiter de grandegdéformations

pour 1'épaisseur.
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ANNEXE






[ B T A T ST T S o ST oS o

O n 0 nn

600

160 L

LB A R E N R R 2 R E R R AR RN E RS SRR RANESE R R RS ARERSXRR 2 R ] .
les matrices absor representent respectivement. les abscisses et~—
ordonnees des sommets de chaque triangle -
les matrices x et y : les coordonnees des noeuds d'tntegrat\on,w
tes matrices (1,12,13 : les coordonnees barycentrigques -

pe : est l'epaisseur de la coque

E : est le module de young

mu ¢ est le coefficient de poisson

‘.tt!ttt'tl..Itttittt."ﬁ't.it.it't't.itﬁi.it...ﬁﬁﬁt.itﬁi.iﬁ‘.. =

dimension ab(8o3).or(8p3):x(8:20):y(8:20)'2t(63:63)aztd(63,63)_.
dimension tla(12,63),xa(3),y0(3),5€(12,12),5d(12,12),a€21,21) =
dimension d(21,21),f€12),1c(12),pm1(63,12),pm2(63,12),pf1(63,43)
dimension pf2(63,63),bu(63),0p(63)s0vi(63,63)spv2(63+63)sbvy(b3)
dimension bvp(63),yt(63)aytcd(63),25(63+,63),hul(b63,63),hp(63,63)..
dimension h1(504,504),h2(504,504),b51(504),b2(5064)_
dimension da(21,21),db(63,63),tdb(63,63) .
dimension c1(SOL'SOA)ICZ(SOLpSOQ);tcl(SOL:SOA):th(SO&:SO&)
dimension u(504),p(504),v{504),vp(504)
reat L1(20),12¢20),1L3(20),L8¢63,12)
real mueld
do 600 1=1,504
do 600 3=1,504
h1(i,j)=0.
h2(i,j)=0. )
tt'ﬁtittttttt'tt't.ttttﬁQttt'tiiti'ﬁttitittttt*ﬁﬁt'tttitt'i*i.it_
construction des coordonnees des sommets de chaque triangle —
ttﬁiﬁtti.itttit!tttttﬁﬁttttﬁﬁt.itilQt'tﬁiﬁ.tiﬁ.'t"t..'."..tith
ab(1,1)=0,
ab(1,2)=1.
ab(1,3)=0. . R R
ab(2,1)=1. e _
ab(2,2)=0. . . -
ab(2.,3)=1, - I
or(1,1)=0. ) B
or(1,2)=0. L o - =
or(1,3)=1. . . )
or(2,1)=1, . - . P
or(2,2)=1. — v
or(2,3)=0. . e CL e
k=0 . - B
do 1 i=3,4 L. U L A
k=k+1 o : . .
do 2 j=1,3 L LnEL
ablisjd=t1.+ab(k,j) - . . -
or{isj)l=or(ks,j) ) . L S
continue -
Lk=0 . - )
do 3 i=5,8 . - -
Lk=lk+1 . . . . =
do 4 3=1,3 - T S -
ab(isjl=abl(lksj) .
or(isjl=1.+0r(lke.j) . B -

continue =~
tittttt.ﬁtttt.ttttttt'tttt'tt'tﬁ..'tt'tttttttttﬁttt'i'tttttt"AN
fin de construcion des coordonnees des sommets . . —
tttt.ttttttt.tt‘.ttt'tttttttttttttﬁi..i.tii'.tt"i'ttiitttt"'~h
contruction de (a matrice a X
ttttQtittt'ﬁt'lﬁtti'tﬁtttt'ttﬁtthtttt'itﬁtttttttttttﬁ -

do S i=1,21 -

do 5 j=1,21
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a(ir,j)=0.

do 6 i=1,9
a(i.i):l..

do 7 i=10,15
airid=2.

do 8 1=16,18
alin,id=-2,
do 9 i=19,21
alirid=blb,
a(1,4)=20.
a(1,5)=20.
a(1,10)=40.
al1,11)=40,
al(1,16)=80.
a(1,20)=60.
a(1,21)=60,
a(2,6)=20.
a(2,7)=20.
a2,12)=40.
a(2,13)=40.
a(2,17)=80.
a(2,19)=60.
al(2,21)=60.
a(3,3)=20.
a(3,9)=20.
a(3,14)=40,
a(3,15) =40,
a(3,18)=80.
a(3,19)=60.
a(3,20)=60.
a(4,10)=16.
a(4,16)=16.
a(4,20)=34,
a(4,21)=-20
a(5,11)=16.
3(5,16)=16.
a(5,20)=34.
a(5,21)r=-20.
al(6,12)=16,
a(6,17)=16,
a(6,19)=-20.
a(6.21)=34,
a(7,14)=16.
al(7,17)=16.
a(7,19)=34,
a(7.,21)=-20.
a(8,14)=16.
a(8,18)=16.
a(8,19)=34,
a(8,20)=-20
a(?,15)=16.
al(9,18)=16.
a(9,19)=-20
3(9,20)=34.
at10,16)=2.
a(1d,20)=3.

+

a{10,21)==2
a(11,16)=2.
at11,20)=-2

a(11,21)=3,



(a3

15
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a(12,17)=2.
a{12,19)==-2.
al12,21) =3,
a(13,172)y=2.
al13,19)=3.
a(13,21)=-2.
al14,18)=2, .-
a14,19)=3, - --
al14,20)=-2. -
a(15,18)=2
ali1S.,19)=-2.
a(15,20)=3
a16,203=2.
a(16,21)=2.
al17,19)=2.
al17,21)=2.
a(18,19)=2,
a(18,20)=2.
tit.ﬁ#tiﬁ.iititﬁtttttﬁQttt*ﬁnﬁttﬁﬁtt*Qtttltltttttttttt.ttﬁh
fin de construction des elements de la matrice a
P Y : 2 R A R R R R 22T RSN RN R AR R R R SR 2 A 0 2 & &
xp=20.
e=0.33
mu=0,3
m=21
n=63
r=20. -
pe=1_./10.
st=pewpe .
52=s1'pe -
s3=s2+s1
s4é=s1est
s>=rwr
s6=sSer
s7=mul/r EET
s8=pe+s2/(12.+%s5) L
$9=1,.452/(4.*s5) : : Ciia e
la=40,
Qo=1,720.
baze/(1.,-murtmy)
2 R R 2 R R 2 R E R R E Z R R R RS ZEZ R AR R EER SRR RS R Z R R R R N 2 ¢
initialisation des matrices s et sd
2 2223222222222 Z R R RYRRRR RS RZRNRNERZ S A ANERRES R 2 2 R X
do 15 i=1,12
do 15 j=1,12
s(isrjl)=0.
sd(i,j)=0.
X R R R 2 R R s R 2 Z 2 2SR 2T EZEEEE N R R R A AR R AN RS SR RS X 2
calcul des elements non des matrices s et sd
X X2 X X3 2 2222222 X2 Z2 2 R AR R RRR AR R AR R AR A2 R RRE R R R AR S}
s(1,2)=s7+s3
$(2,2)=2.s8
sd(1,2)=s7%s9
sd(2,2)=2.*s9
s(2,6)=2.%s7+58
$(2,7)=((=2.%pe)/r)*(1.4+mu)
s(2,10)=s2/ (6. *r)
§(2,12)z2mu*s2/(6.+s5S)
sd(2,6)=2.%s?7*%s9
sd(2,7)=(=-2+(1,+mud)/r
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sd(2,10)=s1+2,./r
sd(2,12)={mu*ts1)/(2.+4s5)
§(5,5)=4_*(1.,-mu)*s8
s(5,6)=s2/C12.456)
s(5,9)==(1.-mu)=*s2/(3,*s5)
§(S5,11)==-s2*(1.-mud*(1.,+r)/(3,%55)
§Q(5,5)=4,2(t ., ~mu)*s9
sd(5,6)=s1/7(2.+56)
sd(5.9)==(1.~mu)*s1/s5
sd(S,11)==s1* (1 ~mudw(1.4r)/s$S
s(6,6)=(2.*mul*(pe-(2./55)-s3/(80.#s6))+(1./r)=s8
s(6,7)=(-pe/sS)+(r+2_ +mu)
$s(6,9)2(s2/s6)*((s1/(80.+s5))-1.712.)
s(6,10)=(mu*s2)/(6.*s5)
s(6s11)=(82/Cb.0s5))# (1.7 (3.¢55))-(1./3.24(s51/(20.4s5)))
s(6,12)=s2/(12.+*r)
$A(6,6)=(2.*mul*(1.~(2.755)~(s6/(16,256)1))+(1./r)ws9
sd(6,7)=(=17/s5)*(r+2 . .*mu)
sd(6,9)=((3.¢581)/56)*((-1/12.)+pe/(&0.*55))
sd(6,10)=s(murs1)/(2.%s5)
sd(6,11)=(3.7C6_.255)) % ((1./(3.%55))=-(1./3)+pe/(10.%55))
sd(6,12)=s1/(b.*r)
§(7,7)2(1.785)%(pe-52/ (4, +s5))+((2./55)+s8)
s(7,10)=((s1wmuyl)/2.)*(1,.+1./55)
§(7,12)=82/(12.7s6)
sd(7,7)=(1.7/853 % 1.-(3.%s1)/(b,.*s5))
sd(7,10)=(permud =« (1 ,.+1,./55)
$d(7,12)=s1/(4 *s6)
S(9,9)=(1.~mul*(s2/(3.+55))
$(9,11)=( (1 ~mud*s2)/r)*( (1. /(3. %)) +(1.73.)-(s1/(20.%s5)))
sd(9,9)=(1.-mu)+(s1/s5)
$A(F¢11)=( ({1 u"mud a3 *¢s1) /) el (1./7(3,.*4r))+(1./3.)~pe/(10.%55))
s{10,10)=s3/(40.*55)
s(10,12)3(muxs2)/ (6.*%s5)
sc(10,10)=s4/(8.+s5)
$sd(10,12)=(mu*s1)/(2.%s5)
al=1.-mu
ar=1.,41./s5
S(11,11)=2(2..val*s2) ¢ (1 /(3. %r)+((1./76.)~-517(40.%55))*ar)
sAd{11,11)z6wsteal«(1./7(3.%r)+((1./6.)-pe/(20.%s5))~ar)
§(12,12)=((s2/712.)-(s3/(80.#*s5)))+(1.7/s5)
sC(12,12)=(1./s5)*({s1/4.,)~-s4/ (16 ,*r))
do 16 j=1l12
do 17 i=j,12
“if(i.eq.j) go to 17
s(isrjl=sCjai)
sdlirjl)=ssd(jei)
17 continue
16 continue
Qt*'tﬁ*t.itﬁt*ﬁt*tttttiﬁtttttﬁt'tt'ittiitt'iit.i't"iiiiitit'l
fin des caltculs des des matrices s et sd
..Qi"..'.itﬁt'ttQ.itttt't.'t't-iﬁttttﬁt.iiﬁﬁﬁiitﬁittfﬁ.ﬁtttt.i
calcul des elements non nuls des matrices lignes f et fc
PO O . 2 22 R R R s s E R R R R R R S A R A A
do 100 i=1,12
fLiX=0.
100 fa(id=0.
qlzpe+s2/ (4 ,*s5)
q2=s2/s5
g3=1.+(3.%s1) /{6 *s5)
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45

46

47
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qbé=1,.+s1/(4 ,*xs5)

q5=3.*s1/s5

gé=(permu) /(1 .,~mu*my)

q7=(e*pe) /((12.*s5)*(1 . ~musmu))

f1=0.

f2=4.%Qéx(Ld-xprxp) *xp

q8=12.4s1/s5

f3-q7*(q8*(ld*ld xpr*xpl+(8.*mursst)*(ldsld=3 . exprxp)+26_.2512g5)
f{1)=qi=f1

f(4)=qivf2

f(7)=s8+f3

f(8)=q2«f1

f(9)=q2+~f2

fa(1)=q3*f1

fd(4)=q3+f2

fd(7)=q4~f3

fd(8)=g5+f1

fd(9)=qS5«f2
I ZFE X EEZE ARSI EEEASEEIEESEEZEE SRR R R E R SRR NS R RS RS R IR EEE R RS SR EEE REETEEER]

fin des calculs
[ Z AR X ERAEEEZIENR R RS EEEEREE R EERERE SRR E R R RN RAREEEEREE R XN N

construction des coordonnees des noeuds d'integration
23S SRR SRS RS R R RREEERERR RS Rl RER SRR R R R XX X
do 45 1=1,6
x{1,1)=1/8.,
y(l.,i)=1./8.
x(5,1)=x(1,1)
y(5,1)=1,+y(1,1)
j1=8~-1i
x(2,1)=j1/8.
y(2,1)157./8.
x{6,1)=x(2,1)
y(6,i)31,.4y(2,1)
do 46 i=7,11
m2=i-6

j2=14-13
x(1,1)=m2/8.
y(ls,id=1,/4,
x(S,1)=x(1,1)
y(S5+,1)=1.+y(1,1)
x(2,1)=j2/8.
y(2,1)=3_,/74.
x(6si1)5x(2,1)
y(6rid=1.+y(2,1)
do 48 i=12,14
if(i.eq.14) gec to 47
m3=i=-11

j3=19-i
x(1,1)=m3/8.
y(1,1)=3_./8,
x{5,1)=x(1,1)
y(5,i)=21,.+y(1,1)
x(2,i)=)3/8,
y(2,1)=5,/8,
x{6s,1)=x(2,1)
y(6,i)=1,.+y(2,i)
x(1,i)=1./2.
y(1,1)=3.7/8..
x(2,i)=1./2.
y(2,1)=5,/8.



48

49

50

O 0N a0

51

52

53
54

71

- gontinue=

S -

K(Scl)=l(1ol)
-y (S5.,i)=1, fy(ill)

. x{bsid=x(2,1) -
y(6,id)=1o4y(2,i).
_continue= - " [ .
do._49.i=15,17_____
maTi=V16 =2 . .

je=22-1 .
x€1,3)3m&s8.. .
y(1,i3=1,/2.
x{S,idzx{1,4)_. .
y(S,1)=1 .4y (1,i)
x(2,1)=x(1,43_ . ..
y(2,i)=1.4y(1,1i)
x(bsi)z=x(2,1).
y(6,i)=1,.+y(2,1)
do_S0.i=18,19. . . ‘ B
m5=i-17 _____ S . .
jS=25-i. = ;M_”_. . ) i
x(1.i)=a$/8.. - -
y(1,i)=5,./8... ) . =
x(S:i)-x(J:i)‘ o B
y(Soid=t ey (1,i) . _ . . : .
x(2,1)=§5/8a .. - .
y(2,9)=3.18. __. g
x€b,i)=x(2,1). .

L y(6,id=1 ¢y (2,1)

x€(1,20)=1./8.. .

y(1,20)=272./8..._ . .

~-x05020)=x01,20) ... _ .

y(5,20)=3.4y(1,20) . .

x(2,20)=22.7/8. _ _

y(2,20)=304= .

x(6,20)=x(2,20)_.. ..

Cy(6,20)=1.4y(2,20)..

. do_S52_ies3.4 __

Tdo St ni=120- . . . .

Sjesie=2 .. . - S -
 xlie,nid=l_ +x(je,ni). Ll
~-yliesnidzyljeoni) .

,AAO,SArJeffgSNVM;:,‘ o - -
do'SS’hnéI}Zux;,wuw
ji= - -
x(1eonn) 13 fx())onn)

_y(iesnn)=y(jjesnn). e

continue__ . ..
IR R R X AL AR AR AR RS RTARR AR E Al d

. fin. de_ construction.des coordonnees des noeuds d'integration

ttittﬁititﬁtttttttitﬁttttﬁitittttttttttttttttttttiittiﬁﬁﬁtt‘
formation. des matrices elementaires et des matrices d'assemblage
t.tltttt..ttttittt.ttﬁtQtiﬁit.ttﬁ.itttt'tt‘t-tttttﬁttﬁttit.tﬁ.tﬁ'
do 70.ne=1%8 ... __

do 71_ ns=1,3_ _.

-xa{ns)=ab{ne,ns). _:_ . .AWA

yol(ns)=orl{nes,ns)__
t'tt!t.'t.'ttt'tt..t.t...tt'titi."itﬁtﬂIiittttttttiﬁ
x13=xa(1)-xa(3) .

x21=xa(2)-xa (1) .

wV=wval{Yexa(2)



(2]

72

73

166

y12=yo(1)-yo(2)

y23=y0(2)-yo(3)

y31=yo(3)-yo (1) A
x12=-x21 -
x23=-x32

x31==-x13

.yetls—~y12

y32=-y23

y13=-y31

. det=(x13%y23)+4(x23*y31)
ittt'.ttitttti'tﬁtttﬁiﬁﬁttitti.iﬁ*tﬁtttﬁQiiitﬁ'tfﬁtt*ttﬁt'
construction de la matrice d
ﬁtt..ﬁ..'.'ti'it.tﬁi‘ﬁi'ttit*t'.'t.t.tiﬁ"'ﬂtt‘ﬁﬁttt..l!i .
do 72.i=1,21 . -
do.72 j=1.,21

d{i,j)=0.

do.73 Lls=1,3 .

 dllsots)=1. R

dlesb) =x31

d(4d,5)=x21

d(5,4)=y31

d(S,5)=y21

d(6,6)=x12.

d(6,7)=x32

d(7,6)=y12

d(?2,7)=y32

d(8,8)=x23

d(8,9)=x13

d(9,8)=y23

d(9,%9)=y13 -
d{10,10)=x31+x31 -
- d(10,11)=x12%x12 ..
d(10,16)=x23+x23 i
d(11,10)=2.+x31+y 31

d{11,11)=2,+x12#y12 . e
dl11,16)=2,¢x23+y23 .
d(12,10)=zy31ey31 e
d(12,11)=y12+y12

-d812,16)=y234y23 ..
d(13,12)=x12+x12 .
di13,13)=x23+x23

~d(13,17)=x31*x31

d(146,12)22.%x12¢y12

d(14,13)=2,4x230y23

d{146,17)=2,+x31+y31 :
d(15,12)=y122y12 R
d{15,13)=x23%x23 R
dl15,12)=y31+y 31 R
d(16,14)=x234x23 .
d(16,15)=x31+x31

8(16,18)=x12+x12

d(172,146)=2,+x230y23

d(17,15)=2,+x314y31 R
d(17,18)=2.+*x12+y12

d(18,14)=y23+y23

d(18,15)=y31ey31

d(18,18)=y12ey12
..ﬁ‘....‘....'.t'..‘t.i‘ttﬁ‘..iﬁ""i'tiiﬁi.i".ﬁ."t'....'-“..

fin de construction de la matrice d
t‘*t'ttttttthtt.t'tttt'ttt..ttt'tttﬁﬁttttﬁ'tttt.ﬁ!‘.ttttt..""'.



60

167

calcul odes coordonnees barycentrtques
tt'tttt.tttttittttiiittttittitt'ttttttﬁﬁtttitttt'tﬁt..g..‘ggtﬁﬁﬁ

do 80 1=1,20 L
L1()= (((x(nerl)-xa(?))-y23)*((y(neol) y0(2))+*x32))/det
2(V)=¢{x{nesl)=xa(3))2y31)+((y(nes,l)~yo(3))*x13)) /det
L3(L)=(((x{nest)=xa(1))+y12)+((y(nesl)-yo(1))ex21)) /det -
AR R R AR R R AR RN R A AR AR AR R AR RN AN AP A AN AN E O R AN AR e aan e RAY
ul=sLl1(L) .
u2=L1(L)we2
udzl1(l)*x3
ué=uleyl.
uSzulwrué
vi=L12()
v2zvisyl
vizviey?
vésvlev]
vS=vinvi
wi=L3C(0) :
w2=uwlewl e
wizuwlew? .
wizwiewl
wS=wlrud

T 22222 222 R s 222 e Rz YRR R S R RN R R E R R R R A R R RS NN AR A AR R X AR A

calcul des elements de ta matrice lLambda=(LA)

ttttt.'t.t'ttitttittitQti.tlttttit'ttt'.ittt.it.ttt‘tttﬁ...ii'
do 60 i=1,63
do 60 j=1.,12.
La(isj)=0.
ta¢1,1)=us
ta(2,1)=vS .
La(3,1)=us L
lal4,1)=ubryl
La(S5,1)subevl
LaC6,1)=virul .
La(7,1)=svéru o
La(8,1)=suwbrv

La(9,1)=whrul

ta(10,1)=u3*w2

taC11,1)=u3eve

ta(12,1)=v3*u2

La(13,1)=v3rwe

L1a(14,1)=u3ev?

La(15,1)=u3vu2

La(16s,1)=u3ev?

La(17,1)=ulev3eul

La(18,1)=ul*rvi®u3.

La(19, N =ulrv2ru?

La(20,1)=u2l2*viey?

La(21,1)3u2sv2rul.
‘.Qﬁi'!ﬁ'.i.*.iﬁﬁﬁiiiiﬁtttﬁtﬁ'ii*ﬁttitt‘&t.ttt.ﬁﬁttl'f
12(1,2)=(5,2y23~us)/det

1a(2,2)=(S.*y31*vé4)/det

1a(3,2)=(S5.xy12%wb)/det

Laler,2)=((4. 'y231u3'u1)+(y12'u4))/det
La(5,2)=((4.*y23*u3avi) ¢(y31+ub))/det
13€6,2)=((y23%vi)+ (4. *y31av3eul))/det

13€7,2)=(Cb vy3ley3euwl)+(yl22vb))/det
La(B8,2)=((y31aubt)+ (L *y12+u3rvl))/det
1a9,2)=((y23vwb)¢ (b . vy12euleyi))/det
Lal10e2)=((3.2y23%u2+w2)¢(2,.+y12*u3*wl)) /det



[4]

91
90

168

La(11a2)=((3.'y23tu2'v2)+(2.'y31*u3tv1))Idet . L
1a(12,2)2((2.0y230uirv3)¢(3,2y31ay22au2)) /det - . e
Laf13,2)F((3.vy31wv2eu2)+(2.4y12%v3+*ywl))/det .
1a(14,2)=2((27y31%ud*av1)+(3.+y12%ul«sv2))/det L.
La€15,2)=((2.*vy23*ul*u3) ¢+ (3. 2yl2¢y2eu2)) /det S
La(16,2Y=2C(3.2y23%ulevlisul)+(y31ou3rwl)+(yl12+u3avi))/det
la17,2)=((y230y3*ul)+ (3 ey3teyleylrv2)+(y122ulev3)) /det _ .
La(18,2)=((y232viaw3d)+(y3Taulaul)+(3.2y122uleviewd))/det —
ta(19,2)= ((y23*v2*u2)+(2.*y31'u1tv1~u2)#(2.*y12*u1*v2'u1))/dgg-,
1a(20,2)=((2.2y23*ulavliow2)+(y3laylew2)+(2,.2y12%u2evi*ul))/det ..
1a(21,2)=((2.7y232ulev2ewl)+(2.20y31wyu2evivywl)+(yl12+u2+v2))/det .

iitttt.tttt'tthttttti.t.t.*.tttttﬁt'tttittltitt'#'ttiilitttt.'..

La(1,3)=(S5 ., *x32*ub)/det . e
1a(2,3)=(5.«x13+v4)/det .
La€3,3)=(5.*x21*uwé)/det . S
la(é4,3)=( (4, '132*u3'u1)*(x21*u4))ldet
La(5+3)=((bo2x32%u3nv1)+(x132ub)) /det L
La(6,3)=((x32¢vé&)+(4.*x132y3+ul)) /det .
La(7,3)=2( (4 *x13ey3nul)+(x21¢vi))/det I
La(8,3)=((x132wd)+(4L 2x21*ruldsvl))/det
1a(9,3)s((x32%wb)+(L.*x21%uw3%ul))/det -
La(10,3)=((3.2x32%u2*w2)+(2.¢x21%u3*wl)) /det . e
La(11,3)=((3.ox32%u2*v2)+(2.2x13*%uy3xvi))/det S
13012,3)=2((2.*x32%ulaev3)+(3,+x132yv2+u2))/det
La(13,3)=( (3 +x130y22u2)+(2,#x21%y3xul))/det . o
La(14,3)=2{(2.*x13+uld*»v1)+(3_ 2x21*w2*v2)) /det —
La(15,3)=((2.%x32%uT*uw3)+(3,.¥x21*w2%u2))/det e
La(17,3)=2((x322v32ul)+(3,.+x13%utayv2«uwl)+{(x21*uley3)) /det
1a(18,3)=((x32ov12u3)+(x130ul*w3)+ (3 . «x2T+ul*yley2))/det :
La(19,3)=((x32+v2*u2)+(2. *113'u1'v1-uZ)O(Z.'x21*u1'v2tw1))/det
La(20,3)=((2. tx32'u1~u2*v1)+(2.ix21*u2*v1*u1)#(x13*u2*u2))ldet_”
La(21,3)=((2. *x32'u1tv2'u1)+(2.'x13t02'v1'u1)*(x21'u2iv2))/cet
Lal16,3)=((3.*x32+u2+wl*v1)¢(x132u32wld+(x212u3evid))/det T
.itﬁt."'i"..'.'itﬁ'ﬁ.'iQtittitttttﬁttttt'tﬁ'.Qﬁtti!ﬁ.'ﬁ.tﬁi.ti_
transfert.des colonnes 1,2,3. de.la.en colonnes 4+5,6,7,8,9 .. .-
(2322222222222 222 R R 2R R R SRR YETEERZZERRRR NSRS R R R EEETEEEE LRSS N
do 90 je=1,3 = = . I - - e
is=jc+3 . B L . L e
id=jc+d . . . ) . Lo
do 91 it= 1.21 . R A
ir=it+21. . o . N A
it=it+e2 o o Ce o e —
la(tr.:s)=la(»lo1c) . - .. S g
la(it,id)= la(:lo)c)
continue . R . s
LA RS RS SR IR AR AR RS E R R AR R E R R E R R R R IR ZE SRR E R R0 N 21
calcul des_elements des colonnes_ 10,11 et 12 . . o
(223 FS 2 2 2 R R R E R R R R R R R R R R R N P R P R R P R R N S S N R S R SRR R 2 ] e
c21=x21+x21 . . -
c32=x32«x32.
c13=x13#x13 - - -
d23=y23+y23 . .
d31=y31ey31 . . -
d12=y12+y12 . . .
de=det+det
t'.ttﬁﬁi.'.tt'i'i.i*...t.'ﬁttﬁ.ﬁﬁ‘.tt...iitt.ti'..ﬂ.ﬁt
La(43,10)=(20.2d23+u3) /de
La(4é4,10)=(20.+d31+v3) /de
1a(45,10)=(20.+d12*u3) /de
Lade6,10)=((12,+d232u2+wl)+(B.+y12%y23+u3)) /de

-
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la(67,10)=((12 *d23'u2'v1)0(8.t723*y31*u3))/de
,,la(48410)‘((12.*d31tu1'v2)+(8.'y23'y31*v3))lde
Lac49,10)=((12.¢d31ev22ul)+{(8.ey3t2y12«y3)) /de
1a(S0,10)=2((12.¢d12%w2*v1)+(B.*y312y122u3))/de
La(51,10)=2(C12.+d12*w2*ul)+(8B,.*y12*y23+y3)) /de
1a(52,10)=((6.2d23*ul*w2)+ (12, ~y12ﬁy23~u2w1)0(2,.(,12.“3)”_49
1a(53,10)3((6;2d23+ut ev2)+(12,2y234y31eu2ay1)e(2.4d312y3)) /08
1al56,10)5((2.¢0d23%v3)+(12.%y23%y3 1oyl *v2)4(6,2d31%y2+y1))/de
Laf(55,10)=CC6, %d31aviaw2)+{ 12, *y312y124y2ay1)4¢(2,2d12+yv3))/de
La(56,10)=€(2.¢d31¢u3)+ (12, 2y312y120viau2)e(6,.4c122v2ey1))/de
1a(57,10)=((2.%d23%u3) ¢ (12, ¢y122y23«ul*u2)+ (6 vdl2au2eywt))/de
a1=(6,*d23+vul*rvirul) ¢ (6, *yZS*yS1tuZ'u1)4(6,-y12.y23.u2.v1) .
32=(6.%d3T+ulavi2u1) 46, *y230y312u2+wl)+ (2, 2y122y232y3)
a32(6.4d122ulsvi*uwl) ¢+ (6 . *y120y23evT *ul2)+ (2, 2y232y312u3)
a6=(2.%d31vul*wl)+(2.+d 122Gt *w2)+ (4 *y23 ¢ y3tayTay2)
aS=(2.4%d232v1%w2) 4 (2.+d124u24v 2+ (bL *y23vy31uylny?2)
a6=(2.2d23ev22ul)+(2.2d31+u2*wl)+ (B +y232y3t1a 1evinyl)
1a(58,10)=(at+(2.*y31*y12+*u3)) /de -
1a(59,10)=(a2+(6.%y31sy12+ulev2))/de =
1al60,10)=(a3+ (6. *y3txy12vul*w2)) /de
123061,10)=(a6+ (L vy12ey23ay2eyl)+(8.ay31oy124utavisul))/de==
1a(62,70)=Ca5+(B.xy12¢y232utrvl*ul)+ (4. 'y31*y12'u2'u1))lde-v
1a€63,10)=Cab+ (4. vy12%xy232ulay2)+ (4, 2y3inyl124u2*ul))/de
.!.'..'!»ﬁ.ﬁ!.."."__!i‘..Q.'.".'ﬁ'.'t‘t"‘i""t&*i.tﬁﬁ.ﬁﬁﬁ
La(43,11)=(20,4y23ex23¢ul3)/de
Lal44,11)=2(20.*y31+x13+v3) /de
La(45,11)=(20,¢y124x214u3) /de
La(46,11)=((12.%y23*x32%u2*ul)+4. -(712*x32*y23tx21)'u3)lde_

o Lade7,11)2=2((12.0y23ex32+u2*uld 46 2 (y23+x134y31+x32)+ul3)/de =
(a(48,11)=( (12, 4y31ex13av22ul) 44, 2 (y23ex134y31+x32)+v3) /de
1aCe9, 1102012 . 20y314x130v24u1) 44+ (y314x21+y12*x13)*v3)/de =
lal50,11)2CL12.2y12#%x21%u2ev1) #4.*(y31*x21+y12*x13)*u3) /de
La(S51,11)20012-0y124x21 «u2aul) 44 .2 (y12+x32+y23+x21)¢u3)/des.
113(6.0y232x32%ulru2)+(2, ty12¢x210u3)+6.*(y12+x32+4y23+x21)2ul*wl

L t2F (6 ey238x 320 UT V2342, 0y31ex130u3) 46, (Y234 x13+y3Tex32)0u2eV]
t3= (6.!731'113'u2*v1)0(2.*y23*x32*v3)46.t(y23'x13*y31'132)*u1'v2
T6=(62 ey 13aview2)+ (2. 4y12+x214v3)4+6, *(y31#x21+y12%x13)4y2wul
t52(2.vy31#x13+u3)+ (6. vy12ex212v2oul)+b. #(y31ax21+4y12vx13)evlew

t63(2.%y23%x320u3) e (6L 0y 24x214u2 0wl )46+ (y12%x324y234x21)4ulen2
72 6 vy234x320ul el el )43 #(y23+x13+4y31ax32)2u2*wl .
t8=(6.ry3tex13eutoviawl)+3, o (y234x13+y314x32)ev2ewl Qw
. t9= (6.ty12_121'u1ﬁv1'ul)#}.!(y12ix32*y23'x21)tv1-u2
S t1052(2ery314x132ulew2) 4 (2, ¢y 124x21%ul*v2) .
t11= 2.!(y23ix130731*x32)‘v1*uZ*Z.'(y12'1320y23'xZ1)'VZ*H1
t122(2.0y234x328vicuw2)+ (2, ¢y12ex2teu2evl)

113222 (y232x334y31ex32) eyt w24l o (y124x324y234x21)*ul vt
t14 (2 0y23ax32vu2*wl) ¢+ (2 *y31ex130u2rwl)
t15=k.!(x23tx1j*y31*x32)tu1*v1ﬁul*Z.t(y12*1320y23*x21)'u1*v2
La(S2,11Y=¢t1/de= " - . ..

la€53,11)=t2/de
_LadS&s11)=t3/de o
. a(SSaH),_.tlee_.__._‘,_A~ e e
La(S6,11)=tS5/de. 2 _ .
ta(57,11)=t6/de .. .
la(SSa111§1t7+3.'(y12tx32+y23‘x21)'uZ*v1+(y31tx21+y12'x13)*u3)lde
1a(59,11)=(t84(y12*x23+y23%x21)av3+3, #(y31*x21+y12«x13)*ulsy2)/de
1al60,11)=(t 94 (y23ax134y31ex32)ay243,.4(y31ex214y12¢x1332ulen2)/de
Lal61,11)=2(t10+t1144.#(y314ex214y12+x13)vulevivul)/de
1a(62,71)= (212481342 2 y31ax21¢y12+x13)2u2%ul)/de
la(63c11)=(t140t15*2.*(y31'x21*y12‘x13)'u2'v1)/de

ST T
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(4 tttttitt'.ﬁ'tiﬁiﬁit.'.'"t'.it'tttt.t"t*iﬁiﬁ"tii"ﬁ'.('tt.g"'
ta(43,12)=(20.,%c32«y3)/de
La(46,12)=(20.%c13%*v3)/de
1a€45,12)=(20.%c21*u3)/ de
la(é6,12)=((12.vc32%u2*w1)+ (8. +x21%x32+u3)) /de
La(47,12)=((12a2c322u2*w1)+(8,.*x322x13*u3))/de
La(i8,12)=((12.%¢c32%ul*v1)+(8,+*x32*x13*v3)) /de
la(49,12)=((12.%c13ev2e0w1) ¢ (B *#x132x21%*v3))/de
Lal(50,12)=((12.*¢c21%w2*v1)+(8.*x13+*x21%u3)) /de
La(51,12)3((12.%c2T#uw2+ul )+ (B, *x212x32+w3))/de
1a(52,12)=C(6.%c32+ulaw2)+ (12, +x21%xx32%u2*wl)+(2,.%c21%u3))/de
1a(53,12)=((6.%c32%utT*v2)+(12.*x32*x132u2%v1)+(2,.%¢c13*w3))/de
. o lat56,12)3((2.%c320v3)4(12.*x32%x 130yl *yv2)+(2,.%c13%u22vl))/de
La(55,12)s((6.2cT132vi*w2)+(12,%x132x214v22wl)+(2.%c212v3))/de
- 1a(56,12)2€(2.%c13%uw3)+ (12, *x13#x21*v1*u2)+(6.%c21*v2*uwl))/de
la(57412)-((2.*c32'u3)0(12.tx21tx32'u1'u2)4(6.*c21iu2'u1))Ioe
2¥1=(6,%¢c32%uleylvwl)d+(6,+x32+x13%u2rul)
22=(6.*x21*x32%u22*v1)+ (2. *x132x21%u3)
23=2(6.2c13%ulryl Wl ) +(6 *x13*x21%ulev2)
24=(6.*x322x130yv2*w1)+ (2. vx212x32%v3)
25=(6.*c21*ulrvivuwl)+(b *x212x32+viny2)
263(2 . *#x32%x 13+ u3)+(6.xx13+x21%ul*rw?2)
27=(2.%CcT13*ut?uw2)+(2.2c2ToutTayv2) 4 (b6, +x32%x13*v1ru2)
28z (6. o x21#x32%v2eul)+(Boxx13ax21%ulesylayl)
29=(2.#¢c32v T *w2)+(2.%¢c21ou2ovi)+(B.#x21+x32%ulrvirul)
21004 ex32¢ x13%uT*wd)+ (4 . *x13ax21%u2%uwl)
211202, %c32%v2*wi) ¥ (2, % ¢c13#u2+wl)+(8 #+x32+x132ul*yv1rul) .
212=(4 .2 x2 1% x32¢utav2) (4 v x13ex21ey2rvl)
La(S8,12)=(21+22) /de ] -
. La(59,12)=(z3+24) /de .
e La(60,12)=(25¢26)/de
I La(61,12)=(27+28)/de
s o La(62,12)=(29+4290) /de
- 1a(63,12)=(2114212) /de

IR A 2 R R R R R R R R F 22 2 R R X AN EE RS R RS RES SR EE AR EE AR R RS R sd X

fin des calculs des elements de la matrice lambda=la

[ E R R R R E R R R R R R R R R TN TR R R AR IR SRR RSN ETEEEE R RN SRR ELE RS L]

transposition de la matrice la (tta)

X N R R R R R N R R R R S A A R R R 2R R 2 R E E RS YRR PR R RRSREEE X2 X'

do. 92 i=1,63 -

L do .93 j=1,12 :
93 tta(jrid=talis,gj) -

Lo T T e T o N o B
i

- 92 . continue -
[ I Y R R R R R R R R R R N R R R R R R R R R AR R R R R X R R R X R R E X2 X220 B2 ]
Y calcul du produit matriciel d par a
[ 2 E E A A R EE RN RN AR R E N E R A E NN R RN R R NS R R N AN TR EEEEE R AR R R NN X

iei oo .do 120 i=1.m -
- . do 120 j=1,m ] -
- Lo st '0 = T
- - .-do 121 kk-1;m P
121 .st=st+dli,kk)*alkk,j) - g}; -
120 da(isjl=st e
A L2222 SRR A RARSER R RS R L N R E R Y R R I R R P R Y AN RN RN
c injecton de la matrice da dans la matrice db
C. .. . NhdAhhtat bttt AR N AN AN A A R A AR R A RN N RN AR AN TR
do 122 i=1,n
- do 122 ji=len -
122 db(i,;)=0. -
Li=0 :
125 do 123 i=1,21
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130
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101
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nl=zid+iy

do 124 j=1,21

n2zje+li

db(nl,n2)=da(i,j)

continue

Li=li+21

if{li.tle.42) go to 125
.ittt*tt.ttittttﬁtttttttttitttttiﬁttiiittti.iﬁtiitﬂtt.
transposition de lLa matrice do sa transposee est tdb
ttQt.'titttt.ti'tttﬁt"tﬁ.ttittttt‘titiitti...itt.*...
do 127 i=1.n

do 127 j=1.n

tdb(is})=db(j,1) .
itt‘tli*tttﬁ**tttitﬁititﬁitit.ttttttt"tttt'ﬁtit.g'."
formation des matrices elementaires 2t 2td bu bp
tt‘ﬁttttﬁ.titﬁﬁtitiittitt'ﬁtit‘t'*‘t‘tttiiitﬁﬁﬁt.tittt
do .95 i=1,63
do 95 j=1.,63

g1=0.

g2=0.
do 96 kb=1,12
gl=gl+laCiskb)*s(kb,j)

92=92+la(i,kb)*sd(kb.j)
pmi{i,ji=g1
pm2(i,jl)=g2

I Z2 2 ZE SRS AR R EEZEEEENEEEE R R XY
do 97 i=1,63
do 97 j=1,63
g1..=0. - .
92".'0-

do.98 kb=1,12

gl=gi+pmi(iskbletlalkb,j)
g2=g2+pm2 (iskb)*tlalkb,j)
pf1(irjl=g1

pf2(irjdr=g2

I Z X2 E RS A R R EEREEEEE A S RN R EE S
do 99 i=1,63

01=0.

02=0. . . .

do 130 j=1,12.
ol=ol+fljr)»tlalj,i)
02=02+fd(jl)etlalj,i)
bu(i)=o01

bp(i)=o02

22 2R R A R R R R R R R R R R R R TR R RRE R R TR R TR ERRREETEERE S

~sauvegarde des premiers produits matriciels
R T 2T I R R Y S S P R R P R R R R R R R R R R R R R R R AR AR A

it{l.gt.1) go to 101
do. 102 i=1,63
do 102 j=1,63
pvi(insjd=pfl(isj)
OVZ(ilj)=pf2(ilj)
do 103 kb=1,63
bvu(kb)=bulkb)
bvp(kb)=bp(kb)
..go. to 80
do 104 i1=1,63
do 104 j=1,63
pviCisid=pvilirjld+pfl(irj)
pv2(irjd=pve(irjd+pf2Cisj)
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do 105 i1=1,63

bvulid=bvul(i)+bul(i)

bvp(id)= bvp(1)+bp(1)

continue
tit'itttt'ttti"ii.tt't!tttttiitttﬁt't.iﬁiiﬁﬁﬁﬁtt'

fin de la sommation

L2222 2222 RS RS R E R AR AR R R R R R RR R AR R RE R

do. 106 i=1,63
do 106 j=1,63 -

2t(is))=pvi(i,jl*qp -
2td(isjl=pv2(i,j)xqp o
do 107 i=1,63

yt(id)=bvuli)eqp

ytd{(i)=bvp(i)*qp

LA RS dS A EER R RS R AR 2RSSR AR S 8 .

calcul de La somme des deux matrices 2t et ztd

(2 A A R A R R R R R 2 R R R R R R P R N R R R R RS R R SRR R R R EY )

do 108 i=1,63 . .

do 108 j=1,63 _
2s{isjl=2t(irjl+ztdlinj) .

LA A S AR AR AR R R R E A R R E R R R R R N RN R

~do 109 i=1,63

do 109 j=1,63

g1=0. e

g2=0. - .
do 110 kb=1,63 -
gi=gl+db(irskb)ezt(kb,j) . ..
g2=92+db(i,kb)*2td(kb,j) . . .
pvili,j)=g1 . o . =
pv2(isrjl=g2 e e
1 222 R R A R R R R R R R N N N R R R S R R R R R . . -
do 111 i=1,63 -

do 111 j=1,63 e o

g1=0. . e _

g2=0. _. L L R
do. 112 kb=1,63 I o -
gi=gl+pvi(i,kb)*tdb(kb,j) e . LR
g2=g2+pv2(i,kb)*tdb(kb,j) S . . . .-
hu(i:j)‘—'g“'det . . B = R R - i
hp(isj)=g2~det N -
(2 2222 R A A R R E R R R R R RN RPN R RN R ] Lo ) : .. -
do. 113 i=1,63 . . oo -
g3=0.. e el .
gé=0. ] S o
do. 114 j=1,63 . - e N -
g3=g3+yt(j)*tdb(j,i) . : .
gé=gbtytd(jletdb(j,i) o
bu(i)=g3sdet I _—
bp(i)=gérdet - . —_
LA SRR A NS EREREEERERRRIDE R IR IR IR -
injection des matrices elementaires hu hp dans les matr d'ass .
h1 et h2. . -
LA AR AR AR R R R R R R 2 2 R AR -
if{ne.ge.2) go to 115

nh=0

go.to 118

nh=nh+63

do 116 i=1,63

iasi+nh -
do 117 j=1,63




173 .

ja= ]+nh =
. h1(13.)a)=hu(1o1) o
117 . h2(iarjad=hp(ir,j) o =

116 continue. .
2222322222222 A X2 X2 R RS R R AR NS R o
injection des seconds elementaires dans les seconds membres
d*'assemblage - i
Qtttttiiitii'tiitt.iﬁ'ﬁ.tﬁ‘it.tti.t'ﬁttttﬁth'tiit.Q'.n.'tti*.
do 119 ib=1,63 S
imsib+nh . -

. b1{im)=bu(ib) e

119 p2(im)=bp(ib) L

[ S ttt.tttt‘ttﬁtt'ttﬁ'ittﬁtitttttttitt.t.ﬁ.tittt'.‘..Q....QQ;?

70 continue.
*tﬁ..ttti‘.t'ﬁt.tttttﬁtttttﬁttttttttti'tttt.t.tttt.Qt.ha

fin de construction des systemes lineaires -
[Z XX AR EREZ AR SRR RS RSN AR AR Nl AN RSl E SRR SRR R EXEEY iz

¢
c

¢
[d factorisation des matrices h1l et h2
c
¢
c

O nNnon

AR SR A RAA RS ANAR AR ARG AR AN P AR AN ARSI R A AR AR AN R RN _;

_initialisations -

[ EZ 22222 R 28RNSR RS RN RR RS RS RSN RREE R RN XN

.do 190 i=1,504 _ . -

do.190. j=1,504. - L

c1tirj)=0. . . —

190 ¢c2tirj)=0. iz

c1(is1)=sqrt(h1C1,1)) .

c2(1,1)=sqrt(h2¢(1,1)) -

_.do 200 122,63 .

. ,c1(1.1)=h1(1.1)lc1(1u1) ; ; i
200 c2Cir,1)=h2(¢ile1)/c2(1,1)

[ __'t'tﬁ.tiﬁittt'titttilt.tiitit*ttt - L
. ....-do 201 i=2,50& = . . -
Ll o....do 202 j=i.,504.- IR L

. e @120 .
_ T >QZ=O. .

. 3204
eb=0, 00 o
if(j.eq.1) go to 204
do 206 L=1,i-1 .
Y ¥4 e2*c1(1pl)*c1(1.l)
206 . .. eb4=e&tc2Ci,l)ec2(j )
——_ go to_203.
204 do 205 k=1,i-1
.- el= e1§c1(1:k)-c1(1.k),
205 ... e3=e3#c2(isk)*c2(isk)
. c1(isid=sqrtlabs(hl1(isid-el))
AAAAA - c2Cisilzsqrt{abs(h2(iri)-e3))
S go to_202 ..

203 _. c1(].1)'(h1();1) eZ)/c1(1.1)

c2(jrid=(h2(jrid-ed)/c2(ini)

202 cont1nue_w, = . .

201  continue _ . .

[ jt‘.'ﬁt“"..'i'...'.ﬁ.tt.t.ﬁtiit'ti..ttii"t.tiﬁﬁ‘..'
c transposition des matrices c1 et ¢2
[4 t.t.t.tiﬁt*ttt".tt.'.ﬁtiitﬁ.ilﬁtt.It'tﬁﬁittﬁctﬁttit*t

— do 400 i=1,50¢6

.. do 401 j=1,504 P
Cte1Giejd=c1(iai)

401 tc2Cirjl=sc2(jri)

400 continue .
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itttﬁttttti't*ﬁtﬁ*ﬁﬁ'i**ﬁﬁﬁt*.ti'iilﬁt}tiltttﬁtttiit.t
resclution des deux systemes lineaires
tltcltu=bl et c2tc2p=b2
222 X2 222 R R R R Z R R E SR EE R R R E R E R RS ZEEEEEEEEEERTE SR R E RN
resolution descente
(I FE X R AR EA R RS R RS SRR R SRR R NS R ES SR AR R R YR EEREEE SRR NN X
vi1)=b1(1)/(c1(1,1)*ba)
vp(1)=b2(1)/(c2(1,1) *ba)
do 300 i=2,504
r1=0.
r2=0.
do 301 k=1,1-1
ri=ri+ct(irsk)*v(k)
r2=r2¢c2{isk)ovyp(k)
v(id)E(b1Ci)~r1d/(clCirsideba)
vp(id=(b2(1)-r2)/(c2(i,i)*ba)
(2242222 R R 2Rl ERRAREEARERENEEREEES EEEEETERRERIFRES]
resolution remontee '
(2B RS R EE IR B A RS RS R E R RS RN EEEE AR EEEEEE R R R NFEFEE R R R R B X XN
u(S04)=v(504)/tc1(504,504)
p(504)=vp(504)/tc2(504,504)
do 500 i=1,503
ix=i-1
1y=503-ix
r1=0.
r2=0.
do S01 k=1y+1,506
ri=r1+tcl(iy,k)ru(k)
r2=r2+tc2iysk)*pik)
uliy)ds(v(iy)=r1)/tci(iysiy)
pliy)=(vpliy)=r2)/tc2liys,iy)
AARAARE A ERNRRAE RO AR RARNAR AR A AR AR RANAA R AR AN AN AR A AN
fin de la resolution des deux systemes lineaires
(22 2 S AR SRR R R R ZE R A N E N EE N EE R R N R R S RN R RN

impression des solutions : champs de deplacements (adjoint)

22222222222 R AN AR AN R R N R R R E R R I F SRR SRR XY
do 800 i=1,50¢4
write(5S,801) i
format(® i=',i3)
write(5,802) ulid),p(i)
format(1x,2(f10.4,5x))
continue
stop
end




!

2i00°0

2000°0-,

[(td)970] oo L0070~

10070

9000°0~
9000°CG~
9800°0~
001L0°C~
£BCC 0~
000070
0000°0C
0000°0C

175

0000°0
£lvle =2
[(ven) 970 J +—59'¢k =7 ety =p 000070
[Cemo1el —rh're =2 000070~

(o] +veh=s amad 00000

0000°0-
0000°0
6000°0-
000070~
000070
000070~
0000°0~
00000

0000°0-

000070~ 0000°0-
0000°0- 0000°0-
0000°0 00000
0000°0 8000°0

0go0 0~ 0000°0~



176

oococto
0000°0-
0000°0
0000°0
0000°0~-
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0~
0000°0
0000°0
0000°0-
00oc0*0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
t000°0~
1000°0
0000°0~
0000°0-
£000°0
L000°0~
0000°0~-
0000°0~
0000°0~

0000°0



177

9100°0-
200070
£000°0
92000~
1010°0~
9600°0~
00000
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0-
0000°0-
0000°0
0000°0-
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0~
000C°0-
0600°0-
0000°0
0000°0-
0000°0
00000
0000°0

0000°0

0000°G-

"




178

0000-0
0000°0-

0000°0

0ooo*0
00000
0o00"0
00000
00000~
0000 °0-
0000°0
00000~
000070~
0000°0
Goo0°0
06000
0000°0
0000°0
0000°0
1000°0~-
L0000
00000~
0000°0~
1000 "0
Lco0°0-
0000°0~
00000~
00000~
LLoo*0-
9000°0
40000

00000
02t=t
0000°0-

5CtL=¢



179

00C0~0
000070
0000°0
0000°0
000070~

a000°0



180

0000°0
0000°0
600060
0000°0
00000
0000°0
00000
0000°0
0000°0
0000°0
00000
00000
0000°0
0000°D
000G °0
00000
00000
0000°D
0000°0
00000
0000°0
0Qag-a
00000

0000°0

ﬁu €4

£8£0°0-
£8£0°0~
£8€0°0-
02Li°0~
S9£0°0~
00%0°0~
94¢0°0-
99£0°0-~
94£0°0-
9%¢0°0~
99€0°0-
99£0°0-
9%£0°0~
9%£0%0~
9%£0°0~
9%¢0°0~
9%€0°0-
99500~
99€0°0-
99€0°0~-
9950°0~
99¢0°0-
99¢0°0-

9%€0°0~

74q] [ wad]

0000°0

0000°0

0000°0

0000°0-
0000°0

0000°0

0000° 0~
0000°0-
00000~
0000°0-
0000°0~
0000 "0~
0000°0-
0000°0~
00000~
0000°0~
00000~
00000~
0000°0-
0000°0-
0000°0-
0000°0-
0000°0-
0000°0-

0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0C
0000°0
0000°0
200070
0000°0
0000°0
0000°C
0000°0
0000°0
0000°0

0000°0 ;

0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0

[ end]

L

?000°0-
00070~
»000°0-
2100°0~
£000°0-
¥000°0-
£000°0-
£000°0-~
£000°0-
£000°0-
£000°0~
£000°0~
£000°0~
£000°0-
€000 "0~
£000°0~
£000°0-~
£000°0~
£000°0~
£000°0-
£000°0~
£000°0-
£000°0-
£000°0-

_H N:mm

0000°0

M
"



181

000070
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
00000
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
80000
0000°0

2261°0~-
20£0°0~
9209070~
£8£0°0-
£8£0°0-
£820°0-
£8£0°0~
£8£0°0-
£8£0°0-
£8£0°0~
£8€0°0-
€880°0~
£8£0°0~
£8£0°0-
£8€0°0-
£8£0°0-
£8£0°0~
£8¢0°0-

0000°0
0000°0
0000°0-
0000°0
00000
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
000070
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
0000°0
000070
0000°0

0000°0
000070
000070
000070
00000
00000
0000°0
0000°0
000070
0000°0
0000°0
000070
00000
00000
0000°0
000070
0000°0 s
ooo0-of

6100°0-
£000°0~
2000°0-
%7000°0~
%0000~
000 °0-~
%000°0-
00070~
2000 "0~
#000°0-
2000°0-
%000°0-
2000°0-
7000 °0~
%000°0~
%000°0~

%000°0~

ey
S %000°0-,

0000°0



182

AENq

0005° %8

0005°8¢1L
0000°0%¢
0000°2¢

0000°2¢
0000°46
000§°2¢
0000°0Y
0000°0%
000§ °2¢

000s°8¢
00058y
0000°81L
0000°02
0000°02
000078 L
0000°22

cooo-22
goo0°y

0000°%

0000°Y

-
an

LILLE

'£20Q A0a Y£0q x20q xsaJ_
Q0S8 00000 000s°t 000s*2¢~ Q00s 2t~
000S°8¢€ 1 0000°*0 000S "4 00cs*iL2 DQOm.”M
gooo*o%t 0000°0 0000°0 0000°02 DOOQ.WM -
000022 0000°0 0000°0 0000°8~- oocc-mw -t
ooo022 0000°0 pooD "0 00008~ QOQQ-MM *
0000°46 0000°0 00001 000061 oooo.M" =t
000s°2¢ 00000 000s°0 00Qs 9~ OOOm.MW =t
0000°0% 0000 °0 0000°0 0000°0 oooo.wF =
0000°0% 0000°0 00000 00000 oooo.mr -
000s°2¢ 0000°0 000¢°0Q 0005°9~ coom.ww =t
000S°8Yy 00000 000s°0 000s°6 ooum.Mw =
00058y 0000°0 000s*0 000s°6 ocom.wp -
0000°21L Qgon*o Q0000 00002~ aooo.ww =t
000002 0000°0 0000°0 00600°0 ocoo-w *
0000° 02 0000°0 0000°0 00000 ocoo.w
0o00° 8t 0000°0 [ssinds) 00002~ Qeoc.mc =
0000°2e 00000 0000°0 00002 oooo.w =t
0000°*22 0000°C [1]]e[opd 1] 0000°2 ocoo.w *
0000y 0000°0 0000°0 00000 ocoo.m -
0000°*% 0000°0C 0000°0 6000°0 oooc-w o
0000°*Y 0000°0 000070 0000°D occo.m -



(11

[2]

{31

[4]

51

{61

7l

BERNADOU M.

BERNADOU M.

BERNADOU M.

BERNADOU M.,

BERNADOU M.,

BERNADOU M.,

183

BIBLIOGRAPHIE

Méthodes conformes q'éléments finis avec intégration
numérique pour les probldmes de coques. Rapport

I.R.I.A. Laboria (1977).

Analyse Numérique du mod&le linfaire de cogques minces

de KOITER, thése d'état Paris VI (1978).
Probléme continu.

CIARLET P.G. Ellipticité du probléme linéaire de

coques de W. KOITER.

BOISSERIE J.M. Implémentation de 1'élément fin

d'ARGYRIS. Rapport I.R.I.A. Laboria (1978).

BOISSERIE J.M. Implémentation des problémes généraux

de coques. Rapport I.R.I.A. Laboria (1978).

BOISSERIE J.M., GLOWINSKI R. Optimisation de la loi 4'@paisseur

pour une coque mince de révolution (revenue E.D.F.,

Etudes et Recherches).



18]

(91

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

(151

CIARLET P.G.

CIARLET P.G.

CIARLET P.G.

184

~

Introduction & 1'analyse numfrique matricielle et

4 1l'optimisation.

Conforming finite element methods for the shell
problems. The mathematics of finite element appli-

cations. Academic Press New-York (1976).

The finite element method for elliptic problems,

North Holland (1978).

DHATT G., TOUZOUT G. Une présentation de la méthode des &léments

finis.

HENRY J.P., PARSY F. Cours d'Elasticité.

MINOUX M. Programmation mathématique théorie et algorithme

(tome 1 et 2).

RAVIART P.A., FAURRE P. Cours d'analyse numérique. Ecole

RAVIART P.A.,

Polytechnique Paris (1976).

THOMAS J.M. Introduction & 1'analyse numérique des

équations aux dérivées partielles.



-




o= R : R i ) a
- - - - K A __ . = N -
3 .a_'.'l 3 - . | SiATS ~ N )
. Lo 3 =t m, .

e 'a'r;_' B IR T el ! .
R L - gt 14 LA {-ﬁ '-'-ll-. \,. g. gt | 'l'ﬁ't :‘ B Y .'__‘;.-_ ;
. B Salat T, S RCOELL I PR € R u' p RS A
..'-.r = i"' s F!b AL ‘;'t}. AL T €...5’5H2‘ I L T
L A L .ﬂ,-"ri‘\ o . ! R A -
P T . !>.ﬂ".'{"3:-. l"!' EOEIRE l'"i‘ et 5. el ek _ '
a LS A i [ L TS A
- : : - ] . DS S E UL 1
- IVl .“II y i - .‘ R Al ~ - . ‘ - : LAl
R El s RS L BT PR R T LT - .
i T PRLA MG = N o -'44‘_'-.'rt..'. IR T
e R R o AR EP LS I T e T . s A
R i r o Rt {l ._j‘ R "'hf[l" U"-i'! - ,ﬂt - ;"'":I‘I o =5
: : R RN EATEL r:*' .'s'-“:-.':"fm‘.-n' iy el
3 .1. nie -- :
L S,

' ﬁ o I s

o J‘. ‘- e Sk et
'&}‘ j‘v::g'-ll‘l".":""“q“- E’Fﬁ-ﬂ«r{ #
-l i ol

B e w‘-u T ?r"‘*{ vh: vﬁ-?} _“;.ll.:. .
REE t .

s

E

i = =t ML R R

" -
Yy
2

y

%

:

e

3

B N
f. B

-
-
»

Frrihie

» e

-\..ﬁv ': :-\.-rr
;\.: ﬂ'_!a et

- :! -.LE;W,-:- w&ﬁ#—- .

fo6es



RESUME

Le présent travail a pour but d'appliquer la méthode de résolution numérique d'un
probléme de contrdle optimal & 1'optimisation de 1'épaisseur d'une coque élastique
mince de révolution soumise & un chargement ne respectant pas forcément cette
symétrie. On se place dans les hypothé&ses de KIRCHOFF-LOVE.

La solution est caractérisée comme réalisant le minimum de 1'énergie potentielle
de la coque pour une épaisseur donnée; c'est un probléme variationnel classique,
dépendant d'un paramétre, 1'épaisseur.

L'optimisation de 1'épaisseur par la technique de 1'hamiltonien et de 1'état adjoint
(qui revient & minimiser 1a norme LZ du champ de déplacement) est étudiée de maniére
détaillée.

Le programme général est écrit mais n'a pu étre appliqué qu'ad une coque cylindrique.




