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IV 

LISTE DES NOTATIONS 

ensemble des nombres entiers. 

IR ensemble des nombres réels. 

C f i  la coque de révolution 

la surface moyenne de la coque de révolution. 

t? l'épaisseur de la coque mesurée sur la normale à la surface 
moyenne . 

r lafrontièrede 

&' l'espace affine euclidien 

un ouvert borné àe 6' . - 
fi la fermeture d e n  . 
'f ia frontière de fi . 
E le module de Young. 

le coefficient de Poisson. 

R4,R% courbures principales de W . 
4, @ coordonnées curvilignes orthogonales. 

L?.[$) vecteur déplacement. 
déplacement cinématiquement admissible. 

d 

tenseur linGaris6 des déformations. 

composantes du tenseur des déformations. 
& 
d tenseur des contraintes. 

6+ composantes du tenseur des contraintes. 

ii, 

{OJ vecteur co1onne u . 
[A3 = Uii3 matrice A . 

w 1 produit matriciel. 

LA 1 [BI 



L 
L A I  t ransposée de l a  matrice A . 

-4 

'(Û) t ransposée du vecteur O . 
~ 4 3 - l  inverse  de i a  matrice A . 
aacidf gradient  de l a  fonct ion  

-- + *  
GhaJQ gradient  du vecteur  AP . 

'IC 

produi t  s c a l a i r e  sur RIC. 
norme en général .  

II- II, nome dlun espace V 
a (- , -) forme b i l i n é a i r e  s u r  V*V . 
L ( *  ) forme l i n é a i r e  su r  V . 
J énergie p o t e n t i e l l e  de l a  coque. 

C . ,  .7,, produit  s c a l a i r e  sur V . 
V espace des fonctions admissibles.  

. C 

Lp (fi) espace des fonctions P I ~ ~ G  sommables ( IC p l  t<s ) . 

8 (n) espace des fonctions indéfiniment d i f f é r e n t i a b l e s  e t  à 
support compact su r  n . 

Hf@) espace de SOBOLEY d 'ordre  1. 

H: @) adhérpnce de $(A) dans H A  0) . 
Hm@) espace de SOBOLEV d lor&e m ( i c i  d é f i n i  pour m 6 Ihj ) 

avec t \ O @ ) = L 2 ( n ) .  



INTRODUCTION 

Ze but du présent travail est d'étendre les résultats d'un 

article de MM. BOISSERIE et GLOWINSKI paru dans la revue dlE.D.F. (1979),  

"Etudes et Recherches", sur la résolution Numérique d'un problème modèle 

d'optimisation de structure. La structure considérée est une coque mince 

de révolution "élastique". 

L'approche retenue est essentiellement basée sur la méthodologie 

du contrôle optimal : (~amiltonien eh état adjoint). 

Après étude préliminaire des coques de révolution et une première 

formulation variationnelle du problème de l'équilibre d'une coque de révolution 

par le principe des puissances virtuelles, on choisit alors les champs de 

LOVE-KIRCHOFF comme champ de déplacements tests dans l'ensemble desquels on 

cherche la solution du problème : c'est un problème variationnel qui en 

résulte. 

Ce dernier étant traité numériquement à partir du chapitre IV. 

Dans cette partie, le champ de déplacements est défini par trois 

fonctions numériques, elles-mêmes définies sur la surface moyenne notée- . 
La résolution approchée se fait en utilisant l'élément fini de 

type mGYRIS pour les trois fonctions @;) , i = 1, 2 ,  3 où 

u; :a-R 
CXI - u;C=,+) 

Le problème d'optimisation peut être alors formulé en remarquant 

que si les fonctions représentatrices des forces extérieures qui agissent 

respectivement sur la coque et sa frontière sont données, l'épaisseur non 

constante C est une donnée du problème d'équilibre. 



On s e  propose de l a  considérer comme un paramètre e t  de trouver 

s a  valeur  minimale sous l a  contra inte  d'un poids imposé dans l e  nombre 

du problème d'équilibre.  

Q 6 
On s e  donne un eb dans E (ensemble des épaisseurs admissibles) 4 

ce qui  permet de calculer : 

c e  
uh P i.c' e s t  i e  gradient de l a  fonction i l  en qL 

e s t  choisi  de façon à minimiser 4)L sur l e  segment 

e s t  ,a solut ion optimale du programme l i n é a i r e .  

( c f .  chapitre IV) . 
Les programmes numériques a i n s i  mis en oeuvre ( c f .  Chapitre VI) 

sont appliqués au cas p a r t i c u l i e r  d'une coque cylindrique de hauteur f i n i e  

e t  encastrée en ses extrémités. 



CHAPITRE 1 





- 
O 2; P 

L'espace a f f i n e  E3 u s u e l  e s t  r a p p o r t é  à un r e p è r e  orthonormé 

OX,&XJ de base  a s s o c i é e  ( , ëi , 6 ) dans l e q u e l  t o u t  p o i n t  M 
e s t  r e p é r é  p a r  s e s  coordonnées X+ , X2 , Xj . 

Pour l e s  p o i n t s  &ML s i t u é s  s u r  O& , on d é f i n i t  l e s  coordonnées 

c y l i n d r i q u e s  p a r  : 

on n o t e  classiquement  : 

CG, ë; ) e s t  or thonormale dii-ecte. 

Une s u r f a c e  de r é v o l u t i o n  d i r e c t e  (0) a u t o u r  de peu t  r^t,re 

d é f i n i e  p a r  sa méridienne (a) que l ' o n  supposera i c i  donnFr p a r  une 

7 -> r e p r é s e n t a t i o n  paramétr ique (dans  l e  demi-plan O , & , e ) .  

(1-1-3) I = ~ ( A )  ; x ~ = k ( 4 )  

03 ~ E C O ,  L] e s t  l ' a b s c i s s e  c u r v i l i g n e  de (a) supposée r é g u l i è r e  

p a r  morceaux. 



On posera : 

I I  & = L . J ~  & =  
da d 4 

e t  l ' o n  supposera 0 4 q I  m. 
0 L 3 x Ca / 23 J seront  l e s  absc isses  curvi l ignes  (1-1-5)  G,0 )e  L 1 

(orthogonales)  dé f in i s san t  (u) 

Remawue 1 

La re s t r i c t io r :  de (4 € 1 O n L en t ra ine  que l ' on  exclu t  pour 

d ' ê t r e  une courbe fermée simple ( cas  du t o r e )  quoique dans ce cas (en 

partageant, ( & )  en deux a rc s  ouver ts )  on peut se  rampner à ce lu i  envisagé i c i .  

1 . 2 . -  L'enpace tangent en *IL à 

Cet espace s r r a  rioté Tm (id) , ii e s t  engendré pa r  : 

4 
: vecteur normal erhà ( w ) e s t  ( s i  o ( q <  Tl'- ) e s t  d i r i g é  vers O& . 

1 . 3 .  - Dé ~ivLiLLon de La coque de /révaluLLun 

La coque de révolut ion  ne, d'axe dX3 , Cie su r face  moyenne ( UJ ) 

e t  d '6paisseur e se ra  l 'ensemble des po in t s  dé f in i  pa r  : 
-a ne= [ , / , ,FG+,a3, - ~ A _ L ~ J L %  1 = W X ~ - % , « C  



1.4. -  GéaméMe d iddéhen f i eUe  b u t  

a )  s i  {:w-+R e s t  i n t é g r a b l e  on é c r i r a  p a r  d é f i n i t i o n  : 

b) s i  en o u t r e  e s t  d i f f é r e n t i a b l e ,  son g r a d i e n t  s u r f a c i q u e  8 
en *K e s t  donné p a r  : 

Preuve de (1-4-2). 

dg= @î,g.rz=&~+- l ,  
d d  a9 

mais d l = & &  + S b ,  q&+qdB 
-> 

2 4  ae 
où Q$= zZL e t  dB =: + t F i d ~ ,  en m u l t i p l i a n t  

-> 
s c a l a i r e m e n t  p a r  Q on o b t i e n t  : 

f ina lement  on a : 

d'où (1-4-2) 

I 
c )  s i  : : pst un champ de v e c t e u r  de c l a s s e  v 4 ,  

d é f i n i  s u r  U on a : 

en procédant  comme ci-dessus : 



-> 
où l e  gradien t  surfacique de fi9 e s t  d é f i n i  par : 



on pose habituellement 

ail' en reportant ces expressions dans - on obtient : 
a4 



on calcule également a 
ae  

-> -> 3s - - e ; , ~ - c , J u B = - e k  lx- 

et l'on f a i t  ( 2 )  - ( l ) ,  on  ob t i en t  : 

-3 



et l'on obtient : 

+ Y < I ~ - w l ~ Y ) ë . +  (LIVI*e)a; - 
âe 

-> - > - 3 K  - 1 a l l @ g  
Or GUd> - -(BQ, tx 

dd 

-> 
e n  rrmplapant 2X e t  2X par  Leurs r x p r r s s i o n ~  dnnq 6md If on ~ n t i e n t  : - - 

ad ae *L 

si l'on pose : 

on obt ient  : 



Exemple : 

- R - d d W ;  X 5 = d U s o (  , w surfacc  conique rt - O<&<?& 

( s i  4 = O , w e s t  une su r f ace  cyl indr ique  de rayon R ) a l o r s  L(= f tq 

Remahque 2 

L'opérateur de courbure 

d é f i n i t  l e s  c o u r b u r ~ s  p r inc ipa l e s  en de ( 0 )  



e 
Le r e p è r e  n a t u r e l  en M de fi e s t  d é r i n i  p a r  : 

Ces v e c t e u r s  s o n t  non n u l s  ( e t  p a r t o u t  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s ) .  

S i  



en p a r t i c u l i e r  s i  2 e t  & sont << 4 0" a  : 
I R ,  I IR2 I 

L'hypothèse des coques minces. 
-' p) , â)O = /U (G) déf in issent  dans l 'hypothès? Les é g a l i t é s  9, = /k 4 

de (1-5-3) l ' a u t o m o ~ h i s m e  de &(w) . 

où 

IO2 e s t  l ' i d e n t i t é  s u r  Tm(w). 
-> 4 -3 

L a  base duale de ( 9 1 '83 
) e s t  donnée par : 

.i @O; &O ë2 
t r-' = (4%) ( 4 - 2 1  

-> 
s o i t  a io r s  u ; c -> champ de vecteurs 

-? 03 

de <Q' d é f i n i  sur ney (no té  parfois  9 ) s ' & r i t  : 

ly aM . 

arc  de c i a s se  y4  dans Re , on a  : 



-2 - -5 /TL é t a n t  d é f i n i  par ses composantps dans ( M . 4, , e' , OJ ) 



Compte tenu de (1-5-5) on obtient : 

d 

Par ailleurs, lm champ d'endomorphismes symétriques s u  Re 

admet la décomposition suivante : 



D'où l'on t i r e  





CHAPITRE I I  





11. - PRINCIPE DES PUISSANCES VIRTUELLES 

11.1. - Dé&inhXovt de la ~JLoYLtièhe. ? de ne 
e La f r o n t i è r e  de fi e s t  l a  réunion de : 

-7 

é t a n t  supposée soumise à des forces de denr i t6  massique 8 e t  s u r  ce 
-> 

- 
à des forces de densi té  surfacique & , 1e déplacement sur  c e i t a n t  imposé 

(pa r  exemple ) 

On appelle champ de déplacements su r  RCcin6matiquement admissible,  

t ou t  champ de vecteur ÙC ~ ' ( R C )  II '(C'A te) e t  gui v6r i  f i e  

- > = O sur  ce . - 
Sous l ' e f f e t  de ces forces  ne s e  déforne e t  le vecteur déplacement 

- 
en chaque point  M de n ' d é f i n i t  c e t t e  déformeti-m. 

On a  : 

( i )  Cr$= 

-> 
(ii) pour tou t  champ de déplacements v i r t u e l s  /U : 

cinématiquement admissible on a  : 

-> 

(produi t  s c a l a i r e  d a n s K 3  ) 



La règ le  de comport~ment du matériau que l ' o n  considèrera e s t  

c e l l e  de 1 ' 6 l a s t i c i t ;  l i n é a i r e .  

o f l u  ((L) = f Car 4, t 2e a h  
-> 

e s t  l e  tenseur de d6fnrmation l i n é a i r e  associé  au d6placement A ( l e  tenseur 

diike e s t  l e  tenseur de r i g i d i t é  du matériau) . 
L'inverse de ce dernier  déf in i  par  : 

- f 
& (3) = j e ]  Q e s t  l e  tenseur  de souplesse. 

Le modèle de 1 1 6 1 a s t i c i t 6  l inGaire consiste 2 t rouver  un champ de contra in tes  

s> -3 -> = o ÿ  ci@%' e t  un champ de déplacement *C t e l s  que : 

( 1 )  s a t i s f a s s e  l e s  l i a i s o n s  du sol ide  nC 
( 2 )  P< = aye ebc(Y)  

v- admissible. ( 3 )  v-' 

Dans ces conditions l e  problème de coque s  ' é c r i t  : t rouver 

iü', F> E VL>< Z C t e l  que : 



S o i t  dans l e  cas  de coques de r é v o l ~ t i o n  : 

7 1 . 3 . -  Dé$inLCLon de La , m $ a c e  maqatne de k~ coque de t~évoLLLtion. 

S o i t  un o u v e r t  borné d ' u n  plari eC de Î r n n t i è r e  r . La s u r f a c e  - 
moyenne W de l a  coque e s t  l'image de la fermeture d e  l ' o u v ~ r t  R p a r  une 

3 
a p p l i c a t i o n  4 : et- , 





CHAPITRE 111 





111.- FO1ZMULATlON DU PROBLEME.  T H E O R T E  DE L O V E - K I R C H O F F .  

111.I .  - HqpoXhèbt de L O V E - K I R C H O F F  -- 

Dans l ' a p p l i c a t i o n  du p r inc ipe  des puissances v i r t u e l l e s ,  on 

peut u t i l i s e r  des champs de déplacements admissiblps v a r i & .  

Le premier choix correspond dans l e  cas de coques, à un champ 
-> => 

t e l  que en t ou t  M= rm t x 3  Q3 de ne , IP champ E- (2) as soc i é  E O L ~  

p a r a l l è l e  au plan tangent  & (w) c 'es t -à-d i re  q u ' i l  d o i t  v é r i f i e r  : 

un t e l  champ s e r a  d i t  de LOVE-KIRCHOFF. 

Afin d ' a l l é g e r  l ' é c r i t u r e  dans ce  qui s u i t ,  i l  convipnt de 

poser : 

ks = (y., II2 v 
3)  

f.;r= ( u 4 ,  a,, 4 3 )  

(III- 1-2) 
"((a) = e- $) 

1- b 
= ( p; ) 



où l a  matriceLD] e s t  donnée par  (111-1-3-1) 

on a auss i  

où l a  matrice LA] e s t  donnée par  (111-1-4-1) 

Les r e l a t i o n s  (111-1-3) e t  (111-1-4) permettent d' f c r i r e  (11-3)  P pn (111-1-5) 



On se ramène à la surface moyenne de la coque en calculant l'élément de 

volume d V  . 

C d c d  de L' éL&ment de vaLume dc . 
Pour tout de Re 

02 fi:< ( ~ c t e ~ r  normal en 2 ( w ) ) mi, de (111-1-6) on a : 

-3 

d'où 

avec les notations de (111-1-2) l'élément de volume 4 V  devient : 



En repor tant  (111-1-7) dans (111-1-5) on ob t i en t  : 

r 



avec 



On injecte les expressions de (111-1-8) dans (111-1-7) et en 

On note par 



et (111-1-9) s'écrit : 

V est un espace 2 définir dans la suite. 
La résolution du problème (111-1-1 1 ) nous donne le champ de 

-2 
déplacements u , de (111-1-1 ) on a : 



de ces dernières équations on a aisément 

(111-1-13) 

Les r e l a t ions  (III-1-12), (111-1-13) e t  (111-1-34) permettent 

, c a l c d e r  7 ;  ) ; 2 )  b t , (Y)  3 bz(Z) e t  



Les re la t ions  déf inies  en (111-1-15) permettent de calculer  

~(2,s) . 

pour calculer  c e t t e  in tég ra le ,  évaiueni l e  produit  h i ,  /:) A)( ($1 . 



e t  enfin 

On pose : 
6 

où l e s  sont  donnés par : A 



I où k = -  
R i  Rr ( cornbure t o t a l e ) .  



b ( Z ) L ~ ~ ( $ ~ .  Calculons a u s s i  l e  ~ r o d u i t  ,, 

e t  l ' o n  o b t i e n t  : 



On pose : 

où les c> sont donnés par : 

) 
/5Ù. lu71 d i d  , Y I ~ G ~ G I ~ ( ~ ~ ~ X ) ~ ~ ~ ~ ~ = ( L + ~ C ~  d 





Calculons également b,, (2) bZr @ 
On a : 

4 2 %  2% + 9 2%; - z -  - 
2 arc Rt 

2' 

3r 

" &%Y47 

On pose : 

où les d l  sont donnés par : 





Un calcul analogue e s t  f a i t  pour calculer 



On pose auss i  : 

~ I I I - ~ - ~ ~ )  J jY'r,, ($1 L . ~  (2) A(.) ci* dj = 1z l 

"' -*A 
/ 

où l e s  di sont donnés par l e s  mêmes expressions que c e l l e s  des di en 
r C 

permutant l e s  U; e t  t f ;  en exemples : 

e t  enfin : J i  = d = K r  . ;v ,ke)dxd8.  
A 

FOUI- f i n i r  l e  calcul  évaluons l e  produit L , ~ ( Z ) L , ~ ( ~  . 



On pose : 

où les n>ll s o n t  donnés par : 











on obtient finalement : 

où 1,s CL ; c ; , 1 et 1 ~ s  rn,' scnt CS~CUIF.~ preeedemm~nt; 

ce sont des intégrales qui portent sur la surface moyenne. 

L'énergie de déformation est notée : 



~a~culons aussi a($) . 
On a : */L -J e (u) = JJ P n , q ~ ~ ~ ) . b )  A .$ ,jyJ~a r 
Posons : 

</L r 
tel) = a, (qf 4,(9 

avec 

4 (F) = Je"2:; ~,(~)l&(j) dzd3 $ 
4!,(r)= J $ 2  dr .  

posons aussi : 
r 

1, (7) = k 1 4 ;  (v) 
t: 1 

*/r 
OÙ  AL (4 = ja je 3; v; LI (,)L(I) h dg .';C % 

d'après les r~lations (III-1-12), (111-1-13) et (111-3-14) on a : 



3 

e t  a,($)= x14i@) . 
t =  1 

ün calcui analogue e s t  f a i t  pour &(?) dd<Ù : 

-> 

avec 4, (CI = j 'F 4. dX 
O 



avec ~ 4 s  c+$ (ka ~ Z K )  ; 
J2 

r= (.tg*) 1 ivt = w, ~3 ide' 
4 

hr V N = a~, .  ; > > I I )  = 0 i; t z , j  
>Jc 

h N C. d'fi rilz8 = )ii; ; V t , I ~  = . irj. VL/XL = - 
S f L  ' 2 &J# >P(L 1 

I I  1.2. - L ' ebpace den d o n c t i o i i a  a d n u n ~ i b l e a  - 

Remque : 

Compte-tenu de l a  d é f i n i t i o n  de l a  a u r f a c ~  moyrnne W d 6 f i n i e  

en (II-3) ,  l ' é n e r g i e  p o t e n t i e l l e  é last , ique et, l e  t r a v a i l  des f o r c e s  

e x t é r i e u r e s  d é f i n i e s  respec t ivement  p a r  l e s  r p l a t i o n ~  (111-1-20-1) e t  

(111-1-20-2) s o n t  des  i n t é g r a l e s  qu i  p o r t e r o n t  ru r  fi e t  s u r  u = r  
de f o n c t i o n s  dépendantes de deux c o o r d o n n é ~ s  c i i r v i l i g n ~ s  ( i)_ ) . , Y 2  

Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que a ( v )  )) a i t  

un sens  e s t  que e ( ~ " ) )  ' X  ~ ~ ( f l )  , v o i ~  141. 

D'où l ' e s p a c e  des f o n c t i o n s  admisç ib lcs  V c s t  d é f i n i  p a r  : 



III-  3. - FomnuPdion vaniaüonn&e du pwblème continu. 

LP problème variat , ionnel  s ' é c r i t  : - > 

t rouver  %C V t e l  que : 

03 1 ( Y ' )  e s t  donn6c par  (111-3-1 ) 

Preuve : 

La norme s u r  v =  fi)): /l2(fl) e s t  donnée par  

02 pour t o u t  e n t i e r  fm 

avec 

et 



Dans un premier temps montrons que la forme linéaire définie 

(111-3-1) est continue sur V . 
Considérons 





Considérons aussi la quantitg 



o r  d laprSs  1x1 t h h o r ? m ~  d l a n a l y s p  [RAVIART ~t FAURBE] d C ( n )  t e l l e  que  

IIGIIolr CCA) II$/(~,A . 
e t  on s a i t  que : 

avec - 541 I I  5;I10,f I - 'IL46 3 

e t  e n f i n  : 

- MN (/B1lV 
L (M ' + P l " )  I/VIIV - 

où 

1 -  - M '+M". 
V 

pclur mrr i t rp r  la ci . i i t inui t6 dr l a  forme b i l i i i é a i r r  a ( . ) 

0. é c r i t  c e t t e  d e r n i s r ?  par (111-4-0) . 



où l a  m a t r i c e  [ S i i ]  de dimenrL2n ( 12 x 12)  e s t  dorinée p a r  (IV-4-7 ) 

Le v e c t e u r  colonne ' a e s t  dinn6 p a r  nnalcipir a v r e  les 

n o t a t i o n s  de (111-1-20-3) p a r  : 

pnur = 3 

Montrons que l a  forme b i l i n é a i r e  d é f i n i e  en (111-4-0) e s t  

con t inue .  Pour c e l a  i l  s u f f i t  de montrer  q u ' i l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  

t e l l e  que : 





FIontrons que ld fcrmr b i l i n 6 . i i r c  t l é T i ? i ~  en (III-b-D) r c t  

cont inue .  Pour  ce l a  il s u f f i t  de m r i r i t i - ~ r  q i i ' l l  -xis t- .  une constar i t r  M 
t e l l e  que : 

z($,%') 6 M I I~ I~, I /~ / /~  . 

On a : 





Montrons q u ' i l  existe une constant.+ S 70 telle ÇIUP : 

- 
ru' 

RB' t&Dd,4dl 3 )  i 



avec d = E hk' 
4 -d 

N 
La forme b i l i n é a i r e  a. ( . , . ) e s t  c o n t i n u e  e t  V - e l l i p t i q u e ,  l a  forme 

l i n é a i r e  e s t  con t inue ,  les c o n d i t i o n s  du Théorème de Lax-Milgrau s o n t  

s a t i s f a i t e s  donc on a l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  de l a  s o l u t i o n  dii problème 

d é f i n i  en I 111-3) .  

L a  m a t r i c ~  [ % ] d6f:nie en (111-4-1) e s t  donnée dans l e  c a s  

de coques minces de r k v o l u t i o n .  

Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  d 'une coque c y l i n d r i q u e  c ' e s t - à - d i r ~  

pour  : c = R4 =1. R2 = R 

La mat r i  ce  [ s 6 1 e s t  donn6e p a r  (111-4-2) . 

Avec l e s  n o t a t i o n s  a s f i n i e s  en (111-1-20-3) e t  (III-L-1) l e  

yrobl?me d 6 f i n i  pri (III-?) s ' é c b i t  : 

T ~ O I J Y F ~  t V = ( H ' ( ~ ) ) ' X  











CHAPITRE I V  





? U S E  EN OEUVRE NUMERIQUE 





NOTATIONS LIEES AU CHAPITRE IV 

f('y: L 'espace  des polynômes de degré p a r  r a p p o r t  5 

l ' ensemble  des v a r i a b l e s  ( , 8 ) .  

- ce@): L'eapace des f o n c t i o n s  con t inues  s u r  R . 

: L'ensemble des degr6 de l i b e r t é  du t r i a n g l e  T . 

f? : L= nombre l e  d-gré d r  l i b e r t é  t o t a l  de l a  t r i a n g u l a i i o n  



Généralité sur la méthode d'éléments finis. 

L a  méthode e s t  basGe s u r  l a  r é s o l u t i o n  du problème d i s c r f t i s é  

s u i v a n t  : 
-3 

On c h ~ r c h r  zLgV; t e l  que : 

- - 
Dans cc qiii s u i t  on suppcse que fi e s t  un polygone.  fl s e r a  

2 

VL =(vL4 \ VA, t e l  que 

- 2  -q C v 
( e n  tenarit,. ci,mptt- de-s  cclndi t i , - ,ns  aux l i m i t e s )  

* 



On r e n v o i e  l e  l e c t e u r  pour plils de dé.tail 5 RERNADOlJ [ 1 1 .  [31. 

En t e n a n t  compte des condi t ions  aux l i m i t e 5  on a : 

de s o r t e  que l ' i n c l u s i o n  d é f i n i e  p a r  [ I V - 2 )  s o i t  s a t i s f a i t e .  On renvoi?  

l e  l e c t e u r  à BERNADOU 111 e t  [31. 

L 'approximation ?j, h Vk du prnblsme d 6 f i n i  en (IV-, ) e s t  

t e l l e  que l ' i n c ï u s i o n  (IV-2) a s s u r e  l ' e x i ~ t e n c a  -t l ' u n i c i t é  du problsme 

(IV-1). 

Théohème : 

Dans 1- ?robl&me d i s c r e t  d é f i n i  en ( I V - l ) ,  l a  forme b i l i n 6 a i r ~  

Icr 

eL e s t  VL - e ï l i p t i q i i e  un i fnrn6nent  p a r  r a p p o r t  2 dans 

l e  s e n s  q u ' i l  e x i s t e  une c o n s t a n t ?  d > O  ( indépendante de k )  
(IV-3) t e l l e  que : 

a l o r s  il e x i s t e  une c o n s t a n t e  C indépendante de h t e l l e  que : 



paeuve : Voir BERNADOU [ 11 

en chaque noeud (a;) r = 1, 2, 3 on a 6 degré de l i b e r t 6  q u a l i f i é s  

de locaux. 



les i n d i c e s  sorit  d é f i n i s  dans 1 .  2.  3 rn~~dulc! 3. 

On d é f i n i t  &galement l e s  degr65 i+ l i  ber tg  globaux,  on r i m ~ l z c ( ,  

l e s  d i r e c t i o n s  des c 6 t e s  du t r i a n g l e  par des d i r e c t i o n s  f i x e s  des V P C ~ P U ~ S  

- > -> el e t  Ct p t ( i s o u n o ~ n e .  

Aux s i x  degrés  de l i b e r t e  lccnux r r l i t i f q  aux : ~ ~ c n - + -  

( ) , = 1 ,  2 ,  3 correspond l e s  si:. dcgr6s (Ir l i b r r t 6  gl,-badx 

s u i v a n t s  : 

Ce q u i  peamet de donner l ' e x p r e s s i o n  des degrés  de l i b e r t e  

locaux  en f o n c t i o n s  des globaux. 



Los derivées normales  ont calilul6es au m i l i e u  des cô tes ,  

il corivierit $galement d e  l e s  r i o r m c r  e t  de les o r i e n t e r  ( v o i r  

BERNADOU-BOISSEHIE [5]). 



I V . 9 . -  MatzLce de pannage de4 degtrdd de LibeMé locaux 

aux gCo6aux 

avec 

D'où l a  matrice de passe 8 des degrés de l i b e r t é  locaux aux 

globaux donn6e pa r  : (IV-9-4). 





I V .  JO. - Len polynômed dc bah& e A  L e m  d B a u é e h  -- 

O n  d6signe par PL l le+pa.-e d e i  pt . iy r iÔmr;  <ir IR' dan?  ce 

degré i n f é r i e u r  ou égal  à h pa r  rapport  5 l 'ensemble des va r i ab l e s .  

La dimension de Fi: r o t  donnér par  M A R T  t , t  THOMAS [ 151 

2 s t  l e  degré du polynôme de PL . 

'M. e s t  l e  nombre de va r i ab l e s .  

Dans l e  cas de not rp  t r a v a i l .  k = 5 e t  1 = 2 e t  C l * < t =  21.  

Ceci explique l e  f a i t  qu'or1 a i t  r a j o u t é  ~ c s  3 dériv6cs normales calculFes 

aux mil ieux des côtes  [ O ; ,  $ 1  dans l 'g lément  f i r i i  d lArgyrès.  

A l ' a i d e  des r e l a t i o n s  (IV-9-1) on peut  rxprimer l e s  virigt e t  un 

( 2 1  ) monômes de base à l ' a i d e  des 21 monômes en ( ); , = 1, 2, 3 

( coordonnées barycent r iques)  homogènes de degr6 5 

avec 
4 [ j , ~ , ~ )  = B - Y L )  $23 + 6 - 3 2 ) ~ 3 2 3 ~  5 

l e s  polynômes de base s ' é c r i v e n t  sous forme m a t r i c i e l l e  pa r  : ( I V - 1 0 - 1 ) .  



On pose : 

3 3 

i (IV-10-2) 

1 = 1  

nT* e s t  l ' i n t e r p o l a n t  de I, su r  l e  t r i a n g l e  T - 

La r e l a t ion  dé f in i e  e n  (111-10-1) est donnée explici tement pa r  

BERNADOU e t  BOISSERIE 151. 

1 V .  1 O. 3. - Dé&ivéen den poLgnZmen de ban Q 

Les dérivées sont  calculées par  rappor t  a u  var iables  X e t ; F  - 
On note : 

@ \ r i )  
(IV-10-3-1) 

pour , = 1 ,  2, 3. 



en d é r i v a n t  pa r  rappor t  à x e t  #, on o b t . i ~ n t  : 

3 



Les r c l a t i c n s  d g f i r i i ~ s  p a r  ( I V - 9 - 3 )  e t  ( IV-10-2)  pe rmet ten t  

d ' é c r i r e  : 

ou enccr r  g r â c e  aux r ~ l a t i i ~ n s  ( I V - 9 - 1 )  c t  ( I Y - 1 0 - 1 )  

c e c i  permet de c a l c u l e r  l e s  d é r i v é e s  de l ' i n t e r p o l a n t  d é f i n i  en (IV-10-5) 

p a r  : 

al r r , ~  = c ~ L G ( ~ ~ I :  C d t l  t 2 J 3  

9-7Ï7-v = [ ~ L c ( V ) I  [a] cl3 r2aA'1 
(IV-10-6) 

?y TT-,-0- = 

Le c a l c u l  e s t  a n a l i i y e  pour l e s  dér ivées  p a r  r a p p o r t  à l a  

v a r i  a b l ~  & . LPS m a t r i r ~ s  ciilonnes [ ~ x X ]  , [aa.h7 s ~ n t  d é f i n i e s  

en fonc t ion  des m a t r i c r s  c r - i ~ n n r s  [ l a i h l  ( L = 1 ,  2, 3 )  de l a  façon 

s u i v a n t e  : 

+>), p z K !  +a,. 



On o b t i e n t  également l e s  m a t r i c e s  des dFr iv6rs  s ~ c o n d ~ s  

C a s A l  , Dar 1 en fonc t ion  de i  m a t r i c e s  [ako.\] pour 

L , e  = 1, 2, 3 p a r  ana log ie  avec l e s  r r l a t i r n s  d g f i n i c s  en (IV-10-3-3) 

" (r; p,n3 + >;; [ & & A l  + 2; [b, hTJ+ 
= @ I  
2 1 a233,1 [ a I 2 ~ 3  +a3, 2 , ~  p2J] ~ ~ , . Y J I  



L- 
On donne l a  n a t r i c e  colonne Ch 3 

- 
On o b t i e n t  l e s  matrices p;hl e t  L2k4] pour ; = 1 ,  2 ,  3 e t  

, d  = 1 ,  2 ,  3 par  dér iva t ion .  

Par analogie avec l e s  nota t ions  (IV-9-2) on désigne par : 

l e s  matrices des degres de l i b e r t é s  globaux r - l a t i f s  aux 
L- -> * . 

composantes Y i &  du champ AC , L = 1 ,  2 ,  3. 

s o i e n t  : [aLG(&h)3, L&LG-[G~)], C ~ L ~ ~ G L ) ] .  
On a a l o r s  : 

( I V - , , )  [ ~ L L ( ~ L ) ] =  C ~ L ~ [ Z ~ ) I * [ T ]  pour L = l , 2 , 3 .  

On désignc également pa r  analogie avec l e s  tiotations de (111-1-20-3) 

l e  vectcur l i g n e  

e t  d 'après l ~ s  r e l a t ions  dé f in i e s  e n  (IV-10-6) on a : 

pour C =  1 ,  2 ,  3. 



pour L = 3 ,  2, 3. 
". 

Y4 ]zL = >tü~,!, _C_ - - 
art-% 

E & L G ( ~ A ) ~  [6 ] ï 3  Pa4] 

1- pour L = 3. - 
&> 

En r e p o r t a n t  c e s  expressions dans ie ui.rt ,~ur l i g n p  4 0, 

o b t i e n t  : 



On a de même 

Pt la forne b i l i n é a i r e  d é f i n i e  en (IV-1-1) devient : 

1 
Q 2 3  adkk ,DA) = ,:, [ ,G<~~ic~n  1. 

T t 7 ~  

s - - 3 ~ ~ ~ f l n s b ~ ~ ~ ( ~ ) ~ ~ d ~ d ~  - . j IIrtnrbh3 L .r 
(IV-14) l- 

.tL&b] k[*6Gh13 J 
1 

de même la forme l i n é a i r e  d é f i n i e  en (IV-1-2) s'écrit : 

1 J tf' [~411*)/;7 2 la)&++ r r w , = t  
TeTh 

1 
'pnj i D 6 lzh)3 1-1- 

(IV-15) 
J 

- 



où e s t  l a  f r o n t i è r e  du t r i a n g l r  7.  

S o i t  : 

Pour c a l c u l e r  

5 f '*Pl ~ F I O P A ~  ~ s . 4  3 ' f ~ * ~ p ~ 4 3 f i @ 1 d x  d& 
T 

4 

on s e  ranène sur l e  t r i a n g l e  de r 6 f 6 r ~ n c e  T .  (in cons idère  l t - .  t r i a n g l e  
A 

-l 4 "  d i t  de r é f é r e n c e  T de sommets 4, . a,, 4 pr i s  dans Le s e n s  d i r r c t ,  
- 2  

l e s  m i l i e u x  des c l t e s  é t a n t  b, , bz , b, . 

On d é f i n i t  l ' a p p l i c a t i o n  a f f i n e  5 p a r  : 

r, (2';) = a: 1 L =  1, 2 ,  3 mais a u s s i  ~j-($) = (; = 1, 2 ,  31. 



On obtient : 

connaissant les coordonn6es des sommets ( a; ) 1 = 1 ,  2 $  3 soient 

4 4  ( J L . ~ ] J ~ )  ; aaCxa,aa) et as (a, $ 1 )  . 
L'application affine FT s'écrit matriciellement : 

Soit 1~ sch6ma d'intégration numérique sur &fini par 

L 

Toutes les intégrales apparaissant dans (IV-14) sont de la 

forme: r 



En u t i l i s a n t  l a  corresponciarice lis u?Llt= e r i t r r  

l t app l i ca t i r>n  af f ine  5 . c ' e s t - à - d i r ~  : 

On peut  6c r i r e  : 

(IV- 19)  

T i 
4 

Le  schsma de quadrature numérique ( IV-  18) s u r  T i n d u i t  Ir 

schéma de quadrature s u r  T p a r  : 

C 

(IV-19-1) j 4 )  - z ~ L ~ + ~ J , T . )  

7- 
P = ,  

avec : 

L4T= $(A) 

On a a l o r s  : 



On pose : 

d'après (IV-19-2) l a  forme b i l i n s a i r e  dé f in i e  en (IV-14) devient : 

Dans l e s  matrices [MIBDA] : [S$I on remplace X , 7 par  

A 
l e u r s  correspondants I e t  5 suivant l ' a p p l i c a t i o n  

avec 

i e  : 



r = X ,  + r r , f  + x a , $  
O u  b i e n  : 

2 = s i t a ~ , :  -tP$ 

de même l a  forme l i n é a i r e  d 6 f i n i e  en ( I V - 1 5 )  s ' & c r i t  : 

on pose J 

à l ' a i d e  des r e l a t i o n s  (IV-22) on peut é c r i r e  l e  système (IV-23) s u i v a n t  : 



N 

composante ( x; , ) . A 

s o i t  AT l ' a p p l i c a t i o n  de LeN dans dé f in i e  par  : 

86 

c ~ t t e  dernière a p-ur matrice associée [ A  . 

On obt,ient a lo r s  : 
( ~ 3 ~ 3 % )  

/ 

( IV-23) 

A 

a i n s i  on peut é c r i r e  (IV-23) en  transposant e t  en remplaçant 

- 
idri L~G(*~;)J L D B ~  

- 
4 A 

3 

par  ( IV-25) . 

A. 

s o i t  { ZkJ l e  vecteur de R~~ . où ulr a pour composantes t r o i s  
A 

w c t e u r s  z;, , i = 1 ,  2, 3 de R' , chacun des vecteurs a ~ O V P  ième 



En posan t  

on o b t i e n t  l e  système linéaire s u i v a n t  : 



~ ' i ~ t é ~ r a l e  définie en (IV- 16) peut être caïcuï6e exactement 

si l'on intègre des polynômes. C'est le cas de coques cylindriques, où 

les éléments de la matrice [ S i ]  sont constanu ( RI= Rz = h ) 

et les éléments de la matrice [MBDA] sont des 

Dans le cas de coques cylindriques l'intégrale ci-dessus 

devient : 

r 



:aay.~srn a n a s  ap anuoj e~ S U O A T J ~ ~  

. ( L x € 9 )  uo:suaqp ap auuo~o.  aoyJ+wm atm +sa 1 . [ v m 1  + m p o ~ d  aT 
c- 



Pour écrire complètement cette matrice écrivons les matrices 

Or d'après les relations (IV-10-8) on obtient : 









La matrice colonne [ h l  est donnée psr (IV-10-9). 

Les relations (IV-10-9) et (IV-32) permettent d'écrire 

explicitement la matrice [UNBDA] . Posons : 
[LAMBDA]. 3 = Le3 



avec : 

CeIl = [AI-8, 

[BJ = L~I-8 ,  
Ce31 = II)]- 13 

e t  (IV- 31 ) devient : 

On intègre  à l ' a i d e  de l a  formule de quadrature de SIMPSON : 



06 LhJL e s t  l a  k i b e  composante de l a  matrice colonne [:);1 . 
Pour 

k = 4 , t , .  -. 24 

4 = 4,213 

,!= 4 , t l 3 & 0 d 3 3  

avec 

On obt ient  a lo r s  pour l = f I z ,  3 suivant que : 

274 f = ~ ~ ,  , .al ; respectivement Ceal 4 3 1  e t  4 4 7  : 

Dans chacun des cas ci-dessus on obtient pour 1 Y; 1 : 





















En posant : 

f 

On peut é c r i r e  : 

O e s  b sont donnés explicitement par l e s  r e la t ions  (IV-36). 

Remahque : 

Dans l e  cas de coques cylindriques l ' i n t é g r a l e  déf inie  en 

(18-28) peut ê t r e  calculée exactement à l ' a i d e  de l a  f a d e  suivante : 

Cette dernière s e  généralise sous l a  forme suivante : 

A= 1, 2, 3 .  



Si &), e s t  l e  système de coordonnées barycentriques 

associé  au t r i a n g l e  T on a : 

c e t t e  formule permet de ca l cu le r  ) c b ( ~ )  da A& sans u t i l i s e r  - 
I 

l e  changement d? va r i ab le  p a r  Fr (transformation a i f ind  . De même s i  

l e s  4; , i=  1, 2, 3 sont  des polynômes b CY:] s e  ea lcuie  auss i  

aisément à l ' a i d e  de l a  formule (IV-40). 

posons : 

P f i u i n s ~ ~ ~ . F ' = ~ . i X l  1 . avec : 

( 6 3 ~  I )  



devient : 



CHAPITRE V 





OPTIMISATION DE LIEPAISSEUR 





-2 

On remarque que s i  e t  d sont  données, l a  fonct ionnel le  

dé f in i e  en (v-1 ) e s t  uniquement fonction de l ' é p a i s s e u r  e par  

(111-4-1 ) e t  (111-5). 

où l a  fonct ionnel le  e s t  donn6e par  : 

02 e s t  un vecteur  donné par  l e s  r e l a t i o n s  (111-1-35-3). 

S : matr ice  dé f in i e  par  111-7-20). 

V . 2 . -  Ennemblen des é p & n e m  a d m i n n i b l a  

Dans ce qui  s u i t  on impose à l ' é p a i s s e u r  l a  condit ion suivante : 

e ê E,,d 

E , ~  = { e/ o <  r ,  6 
O 

a  r e a t i o n  : ? = r n C L  e(r) n [ r ) J ~  

t r a d u i t  l e  f a i t  que l e  poids de l a  s t r u c t u r e  e s t  imposé 



or on est dans le cas de coques minces, l'épaisseur est de l'ordre de 

On peut écrire 

implique que 122?(1 . d'où 

Le problème à résoudre est le suivant : 



l a  fonct ionnel le  1 é tan t  fonction de l ' é p a i s s e u r  e par  (111-4-1) : 

(111-5). 

V .  4 .  - App'roximaüon 

On approche l e  ~roblèrne  (v-3-1) pa r  un ~ r o b l è m e  en dimension 

f i n i e .  

Pour cela on approche l ' e space  V p a r  ce qui  e s t  f a i t  

au chapi t re  I V  ( VA e s t  dé f in i  en IV-2). puis  l 'ensemble des épaisseurs  

admissibles EUA par  E' e t  en f in  l e  système (111-5) e s t  approché pa r  
*i 

l e  système l i n é a i r e  en dimension f i n i e  (IV-27). On approche ensu i t e  l a  

fonction 1 d é f i n i e  en (v-1-3 ) par  J d'où une approximation 
h 

On d é f i n i t  a l o r s  l e  problème d 'opt imisa t ion  approché pa r  (v-4-11. 



Le problème approché d é f i n i  en (V-4-1) e s t  un problème de 

programmation non l i n é a i r e .  

Sa r é so lu t ion  nécess i t e  une méthode i t é r a t i v e .  On peut u t i l i s e r  

des méthodes de type gradient .  

D'une manière généra le ,  on s e  donne : 

puis  
k 

é t a n t  connu, on détermine l e  gradient  de a&(ek) e t  on 
(v-4-31 

déduit  pa r  un à d é f i n i r  
Li1  
A '  

S o i t  , pour c a l c u l e r  vdA @A) on u t i l i s e  l a  technique 

du cont rô le  optimal à savoir  : l 'hamil tonizn  e t  l ' é t a t  ad jo in t .  

Pour ca l cu le r  donc ri(=) on procède corne s u i t  : on note  : 

2 Ce; ,, . ) l a  f a m e  b i l i n é a i r e  e t  symétrique dgf in ie  pa r  : 

l e  problème dé f in i  en (111-5) s ' é c r i t  a l o r s  : 



On introduit alors llHaniltonien par : 

- > N 

pour e donnée, on détermine le champ de déplacement &L par la 

résolution du problème (V-4-4). 
-J N 

D'une manière précise, on détermine une approximation et 

par la résolution du système linéaire défini en (IV-27), ~ u i s  /3 par 

-> .c 
en fait aJ représente le gradient de la fonctionnelle en 4 

--ET as 
(note usuellement EJ ).  

w 
En théorie du contrôle optimal (V-4-5) et P sont généralement 

appelés l'équation d'état adjointe et le vecteur d'état adjoint. Les 

z? 
fonctions 4 , e , > sont connues , on calcule $[e) = 9 l e . J  par : l e 



e s t  b m é  pa r  : 

4 - 
d,)= ~ [ e ; % ' )  

( 1 )  V$&V ; 'X(e;ü[e),* 

P [c) e s t  donné par  : 

(2 )  
< - a J (Z(c), e~ /&' > 

d l  

où 1(., 2 ) e s t  donnée pa r  (11-4-4-2) . 

ale)= J (:le,, ) donc 

- " '3'1 e t  on a  : d'après l a  r e l a t i o n  ( 2 ) ,  où l ' o n  f a i t  W = - 
de 

d'après ( 1)  , que l ' o n  d i f f é r e n t i e  pa r  rappor t  à e , on a  : 



- 
en fa i san t  5' = p(e) dans &) e t  en tenant  compte de l a  symétrie 

de l a  forme b i l i n é a i r e  2 (e; ., .) il v ien t  : 

en repor tant  (iii) dans ( i )  il v ien t  : 

On ob t i en t  a lo r s  : 

.( /. '7 désigne l e  produi t  s c a l a i r e  dans V , de (iii) de (v-4-61 

011 a  : 
v 

d'après ( i )  

on ob t i en t  a l o r s  : 



l a  résolu t ion  du problème (v-4-7) founi ra  l e  vec teu r  ad jo in t  . e 
Le problème approché de (v-4-7) s ' é c r i t  : 

avec 



&7 ;i> 

3ù UL ; a ; ; 7 et G sont donnés par les relations 

(111-1-20-3). Posons : 

on pose : d CS%] = (e) - 
& d 



e t  l ' o n  peut é c r i r e  

où : ~ s i ~ ~ f ~  e s t  donnée par  (v-4-9) dans l e  cas générail (coques de 

r évo lu t ion ) .  

Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  de coques cyl indr iques ,  

e s t  donnée pa r  (v-4- 10) .  

En tenant  compte des r e l a t i o n s  e t  nota t ions  du chap i t r e  I V ;  

l a  forme b i l i n é a i r e  dé f in i e  en (V-4-8-11 s ' é c r i t  : 

e t  d 'après  l a  r e l a t i o n  ( IV-2-5), (v-4-1 1 ) devient  : 

avec des nota t ions  évidentes : (V-4-12) s ' é c r i t  : 

On ob t i en t  également pour l a  r e l a t i o n  déf in i -  en (v-4-8-3). 







On a  de même avec des n o t a t i o n s  é v i d e n t e s  : 

en posan t  : 

3 ;  ( {2kj=[?h)-)  

on o b t i e n t  a l o r s  : 

e t  l ' o n  a  f ina lement  : 

f- 2, 
IV-.-l7) 4C:p~,%)+ G(ellk,%)= de 1 1 [vij [H~I+[~;-J pkj 1 .  
en p o s a n t  : 

l a  r e l a t i o n  (v-4-8-21 s ' é c r i t  a u s s i  avec l e s  n o t a t i o n s  du c h a p i t r e  I V .  



l e  problème dé f in i  en (v-4-8) s ' é c r i t  a l o r s  : 

(v-4-22) e s t  un système l i n é a i r e  qui  fou rn i r a  l a  fonction , 

approximation de b . 
Par  analogie avec l e s  r e l a t i o n s  dé f in i e s  en (IV-22) l e s  matrices 

[-,al e t  [y;] son t  données p w  : 
L 
\- 4 [£,dl = L 9;6>dCca) 
J=.+ 



V .  5. - RénoLuLion du pmblème appmché ( V - 4 -  1 

La résolut ion de ce problème s e  f e r a  pa r  une méthode de 

FRANK-WOLFz du f a i t  que l 'ensemble des épaisseurs admissibles sd (6&) 
e s t  dé f in i  par  un ensemble de r e l a t i o n s  l i n é a i r e s .  

On s e  donne un dans €PL Z L  - 
1 é t a n t  connu : on ca ieu i  -UL , 

puis  p L 
k ' 

ce qui permet de ca lcu le r  v ( . u 6 
e s t  déterminé à p a r t i r  de 

4. 
eh de l a  manière suivante : 

On résoud l e  programme l i n é a i r e  : 



En fa i san t  v a r i e r  p on obt ient  une s u i t e  ( /Ak ) , IL pour 
L I 

déf in i r  BAP. 
L/ 

Soi t  eL l a  so lu t ion  du programme l i n é a i r e  (V-5-21, 
L t  i eq e s t  

choisi  de fapon 2 minimiser l a  fonction il sur  l e  segment [< ,e/'J . 
eCil e s t  donc l a  solut ion du problème de minimisation unidimensionnel. k 

Les méthodes u t i l i s é e s  pour résoudre l e  problème (v-5-3) 

sont diverses entre au t re  : Ami jo, Dichotomie, ~ i b o n n a c i  ) . 



CHAPITRE VI 





APPLICATION NUMERIQUE 





Résolution numérique d'un problème de coque cylindrique 

c i rcu la i re  encastrée en son bord. 

La formulation de ce problème e s t  l a  suivante : trouver 

-> - ..- 
lesvecteurs ,O sont donnés par l e s  r e la t ions  (111-1-20-3). 

dans l e  cas de coque cylindrique e s t  donné par 

La solut ion du problème approché (VI-1) e s t  donnée par l a  

résolution du système l i n é a i r e  (VI-3). 



La matrice [ZTT e s t  donnée par l e s  r e la t ions  (IV-22). 

La matrice coionne m.!,-lest déf inie  en (IV-30) en tenant compte de 

On rappelle que : 



La résolu t ion  du système d é f i n i  en (VI-3-) fou rn i r a  l e  champ 
3 G' 

de déplacement UA (approximation de U ) .  Afin de c a l c u l e r  l e  

vi(tt)= $le) il faudra auss i  ca l cu le r  l e  vec teu r  d ' é t a t  

ad jo in t  approché $ par  l a  r é so lu t ion  du système l i n é a i r e  (VI-4) : 

avec Z.3 



La matr ice  ['$14'') e s t  donnee en (v-4-10) l e  vecteur 

e s t  donné p a r  : ( VI-4- 1 ) . 

E 9 4 : son t  cons tants .  

Cet te  appl ica t ion  correspond au cas où l a  coque e s t  encas t rée  

sur l e s  bords YC = O e t  % = L . 



Les bords a= e t  3 '-- P L  sont  des bords f i c t i f s  s u r  l e sque l s  

on applique des condit ions de symétrie l i é s  à l a  symétrie du champ de - 
press ion  ( 8 e s t  indépendant de e t  #, = O ) .  La p r i s e  en compte 

des condit ions aux l imi t e s  e s t  donnée par  l e s  tableam su ivan t s  : 



V I - 5 - 1 . -  R-ue 

La matrice du système l i n é a i r e  déf ini  en (VI-4) e s t  en p a r t i e  

ce l l e  du système l i n é a i r e  déf ini  en (VI-3). 

La remarque e s t  f a i t e  dans l e  but de construi re  l e s  2 matrices 

simultanément . 

V i - 6 . -  W & g e  U t ?  

( v o i r  page suivante) .  

V I - 6 -  1 .  - A t b m  pmghammatiyue 

Celui-ci donne l a  résolution des deux systèmes l i n é a i r e s ,  l a  

détermination des degrés de l i b e r t é  du champ de déplacement, champ de 

déplacement adjoint .  





des seconds membr 
élémentaires [BU] dans l e s  Matrices 

mentaires dans l e s  
seconds membres 



V I - ? .  - Ré60LLLtion d u  b y o t è m u  f i n é a h t u  

Les matrices L ~ d J e t  [fit] étant symétriques, définies positives. 

On utilise la méthode de Cholesky pour résoudre chacun des deux systèmes. 

On veut résoudre : 

on factorise respectirement [ H l ]  et [If23 sous ia forme 
l- t 
[cJ] respectivement Lc 2 1  avec [u] , [c2] des matrices 

triangulaires inférieures, ce qui permet de décomposer chaque système en 

deux systèmes triangulaires à savoir : 

respectivement : 
r 

(VI-7-2) 
tc2-J {vc j  = {sz 3 'Descente) 

'cc23 LpJ = (vz } (Remontée) 

La solution approchée du champ de déplacement 

/ 
4 = 1 ,  2, 3 est donnée par la relation (VI-8) 

avec d = 1, 2 ,  3. 

NE : étant le nombre d'éléments (triangle) de la triangulation. 



On a  de même pour  l e  champ de déplacement a d j o i n t  ( v e c t e u r  

d ' é t a t  a d j o i n t )  

Dans l e s  express ions  des r e l a t i o n s  (VI-8) e t  (VI-9) s e u l e ,  l a  

matrice de dimension (21 X 21) r e s t e  i n v a r i a n t e  à chaque i t é r a t i o n .  

Le p r o d u i t  m a t r i c i e l  [ D - J ~ C O ~ ~  e s t  c a l c u l é  à chaque i t é r a t i o n ;  

il e s t  s t o c k é  dans l a  m a t r i c e  [sTo]~~ dimension (168,21) = ( W U  21,21). 

On a  a l o r s  : 

p a r  (VI-IO) on peu t  é c r i r e  l e s  r e l a t i o n s  (VI-8) e t  (VI-9) r r s p e c t i v p m ~ n t  

p a r  : 



on pose également : 

et l'on obtient finalement : 



les matrices Lb(14 , ID pr] sont de dimension ( 1 X 21).  
I A .  

les composantes 0;) , d  = 1, 2 ,  3 de la matrice [~ldonnée 

par (IV-4-6-3) pour chaque triangle par (VI-15). 

- -- 

Element 3 

(VI-15) 

Elément 4 

Element 1 

Element 5 1 Elément 6 

Element 2 



Elément 9 

-- 

Elément 10 

Elément 8 

Elément 9 

Elément 1 1  

Elément 13 





V I -  1 6 .  - P d e  en compte den con&tionh aw: W a  

Dans le cas de notre a.pplication, elles sont données par 

(VI-50). En fait on donne les degrés de libertg sur les bords Y et 

.dL -L -L 
8 

pour K,,, , Ifth et a3h respectivement ( RE, b; et & par (IV-9-21. 

Sur le bord % = O ;  x = L .  

p l  q q  
LaLe &J3 

I ) ~ L ) ' ]  = @6[JI], respectivement (C)LG (&) = [DG($~ .  
Soit $ l'application de 1; dans où L c N ;  TCIN, 

avec C C M ~  14 = ~ d  1 . 
i k  * % & ) = 4  e 1  

i, : signifie élément A de rang & dans 14. 



Dans le cas de notre maillage 

 application & renumerote les 6léments d~ la triangulation. 

Connaissant les coordonnées des sommets ~t les degrés de liberté 

suivit les bords 6 = i) x = 9 , (! = r l )  z r q  , on peut calculer 

-4 / 
Ah (respectivement 1 ) p o u  , = 1 ,  2 ,  3 relatifs aux bords 

x et $ par (VI-16) et (VI-17). 



où /Y)u est le nombre d'éléments situés sur 1.e bord 

4 3  est le nombre d'éléments situés sur le bord Y .  
On stocke à nouveau les produits mazriciels 

dans ia natrice Mi@] définie en (VI-IO). 
Les relations définies par (VI-16) et (VI-17) s'écrivent 

respectivement par (VI-18) et (VI-19). 



Les r e l a t i o n s  d é f i n i e s  p a r  (VI-18) e t  ( Y I - 3 9 )  s ' é c r i v e n t  

respec t ivement  p a r  (VI-20) e t  (VI-21 ) . 

L 

Les m a t r i c e s  colonnes e t  [DGY] pour 4 .f= 1 9  23 3 

s o n t  données e n  annexe. 

Exmpde nwnénLque 

Pour 1 ek = 4 . ~ 0 ~  l e s  composantes di1 champ de dépla- 

cement données p a r  l e s  r e l a t i o n s  (VI-13) respec t ivement  (VI-14) e t  en 

t e n a n t  compte des c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  : r e l a t i o n s  (VI-20) e t  (VI-21) 



respectivement 

Les éléments situés sur 1e bord X sont : T4 , Tq y < etTg ; 
ceux situés sur le bord sont : T2 y , 5 e t T  F. 

 après (VI-22) respectivement (VI-23) on a : 

A L 

f- 
mais C b ( ) ~ y 3 =  [ O Q - - - - .  03 
et 

&th = (f ' C D V ~ ~ L A ~ , ) ~ C P ~ ~ ~ I D ~ ~ )  
t =, 

4 

03 [ A W ] =  h j ' t l ~ ] t ~ ] t ~ ]  1 
4 5- 8 



. t ~ ~ ~ 2 ~ ~  : ~ ~ I , + c A ~ + c  3 7' 6 L U 7  

kt, " 

O' DsY]= 
3 6 ? 

avec 
C ~ o z y  J = CD03Y3 

- 4: - f- L ~ w r l  ~ h s X . 3  
, 

annexe. 



On donne 6 g a l ~ m e n t  en annexe l e s  degrés  de l i be r t é  globaux 

On t r o u v e  pour 1 ~ s  composantes 



ZL 
Connaissant -ilA = (GA), @ = 4 / 2 1  3 1 j t = @ i ) r = f , 2 , 3  

on peut alors calculer Ir gradient de la fonctionnrll~ ik en 

V l - 2 4 .  - C d c d  du gtra&ent de l a  ~ o n d o n n m e  en 

D'après (V-4-61 

a e  
on caicui explicitement les termes de 3H (gf, 
D'après (V-4-8-3) et (V-4-8-2) cn a : 

on pose : 

t 

K , = P R  

&e -4 uil,.= 4; pih i = ~ , d l  (i; : Z,f=q,; & A L =  



on a : 

- a e , = y ,  J i g A  1 5 i 3 1  ( ~ : j  o/r id! . 
n 

la matrice [s$Ya(e:) à éléments r6els est donnée dans le cas 
-i 

cylindrique par (v-4-10) ; les vecteurs UA et $ sont donnés par 

(111- 1-20-3). 

On pose également : 

on pose Qj = _I 4hL,i $xdy , = .,i- 
R 1 

un calcul ana1ogue donne pour % (Tle?) et & CC:, )2) : 
ae ac 



Finalement  l e  g r a d i e n t  de al en 4L d é f i n i s  en (YI-24-1) 

s ' é c r i t  : 1 L 7 $bit4;-/? pi 
2 kz, d t l  d = ,  

l e s  ~j , t ~ *  e t  rd '  s o n t  C ~ ~ C U I F P I  une f o i s  pour  t ~ u t e  ( k ,  d = 1, 1 2 ) .  

Dans l e  c a s  de n o t r e  a p p l i c a t i o n  l e s  C L  s o n t  nu ls  pour  

L = 1 , 6 e t  i = l ,  1 2 ; e t :  



Soit un total de 90 6léments : 16 x 12 + 6 X 3). Les 

éléments sgntpour & = 7 ,  12er =4,12 soit: 6 ~ 9 = 5 4 .  

* Les & '  non nuls sont polir (L = 7, 12; a = 7, 12 sait 6 x 6 = 36. d 
* Les I I '  non nuls sont : jl et 4 ' pour 1 = 7, 9. d 

Soit un total de 4 6léments. 

Le calcul explicite des a' 1 '  t ~ i  et 3d. 8 donné : 

pour L =  7, 12; $ = 4, 12 

C ?,I, = C.5 ' C?J z q .  O ' c7,&= 0 .  . Cz,-f = 1.5 * 4 , t = 4 . 0 ;  
I 1 / / 

q , q =  o. ' 4 1 f 0  = 0. ; C*,ll = 0.  ' C & , / t =  O .  
/ 1 



k ~ o l t  : A .  9 * O ,  . 1 4,01,, O .  I 60 j i ~ ~  m., ; b.,ri= o.; bh/~= o .  
I / 

pour 4 = 4, 7, 8, 9. 

j9= 9019. ; % = - 48.3; 1, = O. ; f - 0 . 'i - 
Le calcul du qA(e f )  se fait par sous-programme. 

V 1 . 2 5 . -  L'enpace ddche t  

3 

pour 4 4  i & M 

-h 
Le domaine lingaire t s'écrit : 

ad 



t 
On peut é c r i r e  également le domaine eip par  : 

Q$ 5 p +c. cc 1 

(VI-25-2) i Pt1 -et &/A-4;  e O )  pour i + i ~ ~  

Le problème d'optimisation l i n é a i r e  s  ' é c r i t  par (VI-26) . 

La résolut ion du programme l i n é a i r e  (VI-26) s e  f e r a  par  l a  

méthode s impl ic ia le  (cas général  ie : A x 3 b  , 2 7/ 0 ). 
La formulation standard du programme l i n é a i r e  (VI-26) s ' é c r i t  : 



J= {ensemble des indices  r e l a t i f s  aux va r i ab le s  a r t i f i c i e l l e s ]  

Ut': var iable  a r t i f i c i e l l e  d ' i nd ice  4 . 

DQ : domaine l i n é a i r e  s tandard  : c ' e s t  lr domaine DL auquel on a  

r a j o u t é  l e s  va r i ab le s  d ' éca r t s  con t r a in t e s  ( l ) ,  ( 3 ) ,  (4), (6) ~t ( 7 ) ;  

l e s  va r i ab le s  a r t i f i c i e l l e s  con t r a in t e s  (2) e t  (5). 

)t : coe f f i c i en t  r é e l  t r è s  grand de l ' o r d r e  de 10 f o i s  l e s  coe f f i c i en t s  

des e; kt . 
Le programme l i n é a i r e  (VI-26-1 ) s  '&rit Pgalement (VI-26-21 . 

s o i t  s a  so lu t ion  optimale.  

On résoud a l o r s  l e  problème de minimisation unidimensionnelle 

pa r  Armijo 



La matrice p y ]  (4 e s t  donnée pa r  (111-4-2) dans l e  

cas de coques cyl indr iques .  

On a également : 

l e s  6 t an t  dé jà  6 t é  ca lculés  pour l e  gradient  de à h  . 
Le problème (VI-27) s ' f c r i t  a l o r s  : 





CONCLUSION 

L'exemple a i n s i  t r a i t é  n ' e s t  qu'un cas p a r t i c u l i e r .  Les 

ca l cu l s  son t  assez volumineux e t  néces s i t en t  beaucou:, d 'espace 

mémoire donc de temps s u r  o rd ina t eu r .  Le l e c t e u r  pourra s ' e n  convaincre 

depuis l e  chapi t re  IY (mise en oeuvre numérique). A l ' év idence  une 

analyse objec t ive  vo i r e  optimale des ca l cu l s  e t  de stockage s'impose. 

Il s e r a i t  a l o r s  souhai-cable de t r a i t e r  p lu s i eu r s  app l i ca t ions  

pour pouvoir t i r e r  des concZusions s u r  l e s  r é s u l t a t s  du p r inc ipe  

m6thodologique ernployé.Suivant l a  même p r inc ipe  on p o u r r a i t  éventuellem?nt 

envisager  d 'opt imiser  d ' au t r e s  paramètres e t  t r a i t e r  de grandrjdéformations 

pour l ' é p a i s s e u r .  
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-- 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
l e s  m a t r i c e s  a b r o r  r e p r e s e n t e n t  r e s p e c t  i v e m e n t  l e s  a b s c i s s e s  et-  - 
o r d o n n e e s  des  sommets de chaque t r i a n g l e  - - - 
l e s  m a t r i c e s  x e t  y : l e s  c o o r d o n n e e s  des noeuds  d * i n t e g r a t i o n  - 
t e s  m a t r i c e s  L l r l 2 r l 3  : l e s  c o o r d o n n e e s  b a r y c e n t r i q u e s  
pe : e s t  L ' e p a i s s e u r  de  l a  coque . - 
E : e s t  l e  modu le  de young  
mu : e s t  l e  c û e f f i c i e n t  de p o i s s o n  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  _ 

d i m e n s i o n  a b ( 8 ~ 3 ) ~ o r ( 8 ~ 3 ) ~ x ( 8 ~ 2 O ~ 1 y ( 8 1 2 O ~ ~ z t ( 6 3 r 6 3 ~ ~ z t d ~ 6 3 , ~ ~ ~ ~  
d i n ~ e n s i o n  t l a ( l 2 r 6 3 ) r x a ( 3 ) r y o ( 3 ) ~ s ~ 1 2 r 1 2 ) r s d ( 1 2 ~ 1 2 ~ ~ a ~ 2 ~ ~ 2 l ~  - 
d i m e n s i o n  d ( 2 l r 2 l ) r f ( l 2 ) r f b ( l 2 ) ~ p m l ( 6 3 r 1 2 ) r p ~ 2 ( 6 3 r l 2 ) r p f ~ ( 6 3 , 6 3 )  
d i m e n s i o n  p f 2 ( 6 3 r 6 3 ) r b u ( 6 3 ) r b p ( 6 3 ) r p v 1 ( 6 3 ~ 6 f ) ~ p v 2 ( 6 3 r 6 3 ) r b v ~ ( 6 3 )  
d i m e n s i o n  b v p ( 6 3 ) r y t ( 6 3 ) r y t d ( 6 3 ) r z s ( 6 3 r 6 3 ) r h u ( 6 3 r 6 3 ) r h p ( 6 3 , 6 3 )  
d i m e n s i o n  h l  ( 5 0 4 r S O 4 ) r h 2 ( 5 0 4 r S 0 4 ) r b l  (504) ,b2(504) -  - . 

d i m e n s i o n  d a ( 2 1 r 2 1  ) r d b ( 6 3 r 6 3 ) , t d b ( 6 3 r 6 3 )  
d i m e n s i o n  c 1 ( 5 0 4 ~ 5 0 4 ) ~ c 2 ( 5 0 4 ~ 5 0 4 ~ ~ t ~ 1 ~ 5 0 4 ~ 5 0 4 ) r t C Z ~ 5 0 4 ~ S 0 4 ~  - 
d i m e n s i o n  u ( S 0 4 ) ~ p ( S 0 4 ) ~ v ( 5 0 ~ ) ~ v p ~ S O ~ )  

r e a l  11 ( 2 0 ) r l 2 ( 2 O ) r 1 3 ( 2 0 ) r l a ( 6 3 r 1 2 )  - 
r e a l  m u r l d  

do 600 1 = l r 5 0 4  
d o  600 ] = I r 5 0 4  
h l ( i r j ) = O ,  
h 2 ( i r j ) = 0 .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
c o n s t r u c t i o n  des  c o o r d o n n e e s  des  sommets de chaque  t r i a n g l e  - 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

a b ( l r l ) = O .  -- 
a b ( l r 2 )  = l ,  
ab(1,3)=0. 
aD(281)=1,  . - -  
ab(212)=0.  - -- 
ab(2.3) =1. - - - .- 
o r ( l , l ) = O .  
o r ( l r 2 ) = 0 ,  - -- - 
o r  (1,3)=l .  .- 
or (211)=1.  
o r  (2.2)=1. 
or(2.3)=0, 
k  =O -- 
do 1 i-3.4 -- 
k = k + l  - - 
do  2  j = l r 3  - - -  . - -- 
a b ( i r j ) = l , + a b ( k r j )  -- 
o r ( i r j ) = o r ( k r ] )  - 
c o n t i n u e  
1  k=O - - 
do 3  i = S r 8  -- 
l k = l k + l  
do  4 ) = l e 3  - 
a b ( i r j ) = a b ( l k r j )  -- 
o r ( i ~ j ) = l , + o r ( L k ~ j )  -- 
c o n t i n u e  -- 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - - -  
f i n  d e  c o n s t r u c i o n  d e s  c o o r d o n n e e s  des sommets - 
* * * * * * * * * t t * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  - 
c o n t r u c t i o n  de l à  m a t r i c e  a - 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

do 5  > = I r 2 1  -- 
d o  5  j = l r 2 1  





a ( 1 2 0 1 ? ) = 2 .  
a ( l 2 r l 9 ) = - 2 .  
a ( 1 2 r 2 1 ) = 3 .  
a ( 1 3 , 1 7 ) = 2 .  
a  ( 1 3 , 1 9 ) = 3 .  
a ( 1 3 , 2 1 ) = - 2 ,  
a ( l C r 1 8 ) = 2 .  
a ( l C , 1 9 ) = 3 .  
a ( l C 1 2 O )  =-2. 
a ( 1 5 r 1 8 ) = 2 .  
a ( 1 5 r 1 3 )  = -2 .  
a ( l S I 2 O ) = 3 .  
a ( 1 b r 2 0 ) = 2 .  
a ( 1 6 , 2 1 ) = 2 .  
a ( 1 7 . 1 9 ) = 2 .  
a ( 1 7 . 2 1 ) = 2 .  
a ( l a r 1 9 ) = 2 ,  
a ( 1 8 , 2 0 ) = 2 .  
4 4 4 4 4 4 * 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 * 4 * 4 4 * * 4 4 * 4 4 4 4 4 4 4 4 ~ 4 ~ 4 4 4 4 4 ~ 4 4 4 4 4 * 4 * * ~  

f i n  d e  c o n s t r u c t i o n  d e s  e l e m e n t s  d e  l a  m a t r l c e  a 
4 4 4 . 4 4 4 4 4 * * 4 4 4 4 * 4 4 4 * 4 4 4 4 4 * * 4 4 4 4 ~ 4 * * 4 4 4 * 4 4 4 4 4 4 * * 4 4 4 4 * * 4 4 4 4 * * ~  

x p = 2 0 .  
e = 0 . 3 3  
mu=0.3  
m=21 
n - 6 3  
r = 2 û .  
p e = l  . / l O .  
s l  = p e * p e  
s 2 = s l  4 p e  
s 3 = s Z * s l  
s C = s l  a s 1  
s j = r * r  
s 6 z s 5 . r  
s 7 = m u / r  
s 8 = p e + s 2 / ( 1 2 . + s 5 )  
s 9 = 1 . + s 2 / ( 4 . * s 5 )  
l a=CO.  
Q O = ~ .  / 2 0 .  
b a = e l ( l  . -mu*mu) 

C * C i C 4 4 ~ 4 ~ 4 4 ~ 4 4 4 4 ~ 4 4 4 ~ 4 4 4 ~ ~ 4 4 4 4 4 4 4 t 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 ~ ~ 4 4 4 ~ * 4 ~ 4 4  

i n i t i a l i s a t i o n  d e s  m a t r i c e s  s e t  s d  
4 4 4 4 ~ ~ 4 ~ 4 4 4 4 4 e 4 ~ 4 4 4 4 4 ~ 4 4 4 4 4 4 4 4 t 4 4 4 4 ~ 4 ~ + 4 4 4 * 4 4 4 4 4 4 4 ~ 4 * * ~ 4  

d o  1 5  1 = 1 0 1 2  
do 1 5  ) = I r 1 2  
s ( i , j ) = O .  
s d ( i r j ) = O .  

* . 4 4 4 4 4 4 4 * * 4 * 4 4 * 4 * 4 4 * 4 * * 4 4 * 4 4 4 * * 4 ~ 4 4 * 4 t 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 * 4 *  

c a l c u l  d e s  e l e m e n t s  n o n  d e s  m a t r i c e s  s  e t  s d  
* 4 4 4 * 4 * * * * 4 4 * 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 * 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 * 4 4 * 4 * 4 4 4 4 4 4  

s ( l r 2 ) = ~ 7 + ~ 8  
s  ( 2 0 2 ) = 2 .  * S E  
s d ( l r 2 ) = ~ 7 * ~ 9  
s d ( 2 , 2 ) = 2 . * ~ 9  
s  ( i ' r 6 ) = 2 . + ~ 7 * s 8  
s ( 2 ~ ? ) = ( ( - 2 . * p e ) / r ) * ( t t + m u )  
s ( 2 , 1 0 ) = s 2 /  ( 6 . 4 r )  
s ( 2 , 1 2 ) = n u + s 2 / ( 6 . + s 5 )  
s d ( Z r 6 ) = 2 . + ~ 7 * ~ 9  
s d ( 2 , 7 ) = ( - 2 * ( l . + m u ) ) / r  



163 

s d ( 2 1 1 0 ) = s l  *2 , / r  
sd(2~12)=(mu*sl)/(2.*~5) 
â ( 5 r 5 ) = 4 , * ( l  . -mu)+s8 
~ ( 5 r 6 ) = ~ 2 / ( 1 2 . * ~ 6 )  
s(5~9)=-(1.-mu)*s2/(3.'s5) 
s ( 5 ~ l l ) = - s 2 * ( 1 . - m u ) * ( l  . + r ) / ( 3 . * ~ 5 )  
sa (S8S)=4 . * ( t . -mu )+sP  
s d ( 5 r 6 ) = s l /  (Z . * s6 )  
s d ( S r 9 ) = - ( 1  .-mu) * s l  / s 5  
sd(S871)=-sl+(l.-mu)*(1.+r)/s5 
s(6r6)=(2.*mu)*(pe-(2./~5)-s3/(80.*~6))+(l./r)*s8 
s ( 6 r 7 ) = ( - p e / s 5 ) + ( r + 2 . ' m u )  
~ ( 6 r 9 ) = ( ~ 2 / ~ 6 ) +  ( ( ~ 1 / ( 8 0 . * ~ 5 ) ) - 1 . I 1 2 . )  
~ ( 6 r l O ) = ( m u * s 2 ) / ( 6 . + s 5 )  
~ ( 6 r 1 1 ) = ( ~ 2 / ( 4 . * ~ 5 ) ) * ~ ~ 1 . / ~ 3 . * ~ 5 ~ ~ - ~ 1 . / 3 . ~ + ~ ~ 1 l ~ 2 ~ . * s 5 ~ ~ ~  
s ( 6 r 1 2 ) = ~ 2 / ( 1 2 . * r )  
sa(6rb)~(2.*mu)*(f.-(2./s~~-(s4/~16.*~6)~~+~l./r~*s9 
s d ( 6 r 7 ) = ( - l / s 5 )  4 ( r + 2 Z * m ~ )  
s d ( 6 r 9 ) = ( ( 3 . + s i  ) / s 6 ) * (  ( - 1 I 1 2 . ) + p e I ( 4 0 . * s 5 ) )  
sd(6rlO)=(mu*s1)/(2..s5) 
~ d ( 6 r 1 1 ) ~ ( 3 . / ( ~ . * s 5 ) ) * ~ ~ 1 . / ( 3 . * ~ 5 ~ ~ - ~ 1 . / 3 ~ + p e / ~ l O . * s 5 ~ ~  
s a ( 6 r 1 2 ) = s 1 / ( 4 . + r )  
s ( 7 r 7 ) = ( 1 . l ~ 5 ) * ( p e - ~ 2 / ( 4 . * ~ S ) ) + ( ( Z . / s 5 ) * ~ 8 )  
s(7rlG)=((sl*mu)/2.)*(1.+1.I~5) 
s ( 7 r 1 2 ) = ~ 2 /  ( 1 2 . + ~ 6 )  
~ d ( 7 r 7 ) = < 1 . / ~ 5 ) * ( 1 . - ( 3 . * ~ 1 ) / t 4 . * ~ 5 ) )  
s d ( 7 ~ 1 0 ) = ( p e * m u ) * ( l  .+1 - 1 ~ 5 )  
s d ( 7 r 1 2 ) = ~ 1 / ( 4 . * ~ 6 )  
~(9rP)=tl.-mu)+(s2/(3.+55)) 
s(98ll)=(((l.-mu)*s2)/r)c((l./~3.*r))*(1~/3.~-~sl/~2O.*s5~~~ 
~ d ( 9 r 9 ) = ( l . - m u ) * ( ~ l / s S )  
s d ( 9 r l 1 ) = ( ( ~ l ~ - m u ) * 3 . * ~ l ) / r ) * ~ ~ 1 f / ( 3 . * r ) ~ + ~ l . / 3 . ~ - p e / ~ l O ~ * ~ ~ ~ ~  
s ( 1 0 0 1 0 ) = s 3 / ( 4 0 . * s 5 )  
s ( 1 0 ~ 1 2 ) = ( m u * s 2 ) / ( 6 . + s 5 )  
s a ( l O ~ l O ) = s 4 / ( 8 . * ~ 5 )  
s d ( l O ~ l 2 ) = ( m u + s l ) / ( 2 . * ~ 5 )  
a l = l  .-mu 
a r = l  .+l , /  s5 
s ~ l l ~ l l ~ = ~ 2 . * a l * s 2 ~ * ~ l . / ~ 3 . * r > + ~ ~ l . / 6 . ~ - s l / ~ 4 O . * s S ~ ~ * a ~ ~  
s d ~ 1 l ~ l 1 ~ = 6 * s l * a l * ~ l . l ~ 3 . * r ~ + ~ ~ 1 . l 6 . ~ - ~ e / ~ 2 O . * s 5 ~ ~ * a r ~  
~(12~12)=((~2/12.)-(s3/(80.is5))))*(1./~5) 
sc(l2112)=(1./s5)+((sf/~.)-s4/(16.*r)) 
CIO 1 6  ] = I r 1 2  
do  1 7  i = l r l 2  
i f ( i . e g .  j )  go t o  77  
s ( i r j ) = s ( j r i )  
s d ( i r j ) = s d ( j r i )  
c o n t  i n u e  
c o n t i n u e  
* 4 * 4 4 ~ * * * * 4 4 * * * * 4 * * 4 * * * * 4 * * * * * * * * 4 * 4 * * * * * * + * 4 * * * * * * 4 * * * * * * * + * ~  

f i n  d e s  c a l c u l s  d e s  d e s  n a t r i c e s  s  e t  s d  
.****.*.**********t*t*****~***4******************************** 

c a l c u t  d e s  e l e a e n t s  n o n  n u l s  d e s  m a t r l c e s  l i g n e s  f  e t  f d  
4*4*4*4*4***********44***t4**44****4*********4*********** 

d o  1 0 0  i z l r l 2  
f ( i ) = O .  
f d ( i ) = O .  
q l = p e + s 2 / ( 4 . + s 5 )  
q 2 = s 2 / s 5  
~ 3 = 1 . + ( 3 . * S l ) / ( 4 , * S 5 )  



q 4 = l  . + S I  / ( 4  . * s 5 )  
q 5 = 3 . * s l  / s 5  
q 6 = ( p e * m u ) /  ( 1  . - m u * m u )  
q?=(e*pe)/((lZ,*sS)*(l.-mu)) 
f  l = 0 .  
f 2 = 4 . * q 0 * ( l d - x p * x p )  +xp 
q 8 = 1 2 . + s l / s 5  
f 3 = q 7 * ( q 8 * ( l d * l d - x p * x p ~ + ~ 8 . * m u * s 1 ~ * ( l d * l d - 3 . * x p * x p ~ + 2 L . * s 1 * ~ S ~  
f ( l ) = q l * f t  
f  ( 4 ) = q l * f 2  
f ( 7 ) = s B * f 3  
f  ( 8 ) = ~ 2 4 f i  
f ( 9 ) = q 2 * f 2  
f d ( l ) = q 3 * f l  
f d ( 4 ) = q 3 + f 2  
f d ( ? ) = q G * f 3  
f d ( 8 ) = q S * f l  
f d ( 9 ) = q S * f 2  

***4********+**4******************+******************4+***********~ 

f i n  d e s  c a l c u t s  
* C * * * * * * * * * * * * * * * * * 4 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ~ * + * * * * * * * * *  

c o n s t r u c t i o n  d e s  c o o r d o n n e e s  d e s  n o e u d s  d ' i n t e g r a t i o n  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

do 45  i = l r 6  
x ( 1 r i  ) = i / 8 .  
y ( l , i ) = l . / a ,  
x ( S r i ) = x ( l r i )  
y ( S , i ) = l . + y ( l r i )  
j 1 = 8 - i  
x ( Z r i ) = j 1 / 8 .  
y (21 i )=7 . / 8 .  
x ( 6 r i ) = x  ( 2 r  i )  
y ( 6 r i ) = l , + y  (2 . i )  
do  4 6  i = 7 r 1 1  
m 2 = i - 6  
j 2 = 1 4 - i  
x ( l r i ) = m 2 / 8 .  
y ( l r i ) = l . / 4 .  
x ( 5 r i ) = x ( l r i )  
y ( S , i ) = l  , + y ( l , i )  
x ( Z r i ) = j  2 /8,  
y i Z r i ) = 3 , / 4 ,  
x ( 6 . i ) = x ( 2 1 i )  
y ( 6 r i ) = l  .+y(2,i 
do  48  i = 1 2 1 1 4  
i f ( i . e q . 1 4 )  go t o  4 7  
m 3 = i - 1 1  
j 3 = 1 9 - i  
x  ( l r i ) = m 3 / 8 ,  
y i l r i  )=3,/8. 
x ( S . i ) = x ( l r i )  
y ( 5 r i ) = l . + y ( l , i )  
x ( 2 1 i ) = j 3 / 8 .  
y (21 i )=5 . / 8 .  
x ( 6 r i ) = x ( 2 r i )  
y ( 6 r i ) = l . + y ( 2 . i )  
x ( l . i ) =1 . / 2 .  
y ( l r i ) = 3 . / 8 ,  
x ( 2 ~ i ) = l , / 2 .  
y  ( 2n i )=5 . / 8 ,  
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- - - - - - - - - - - 
x ( S * i ) = x ( l r i )  - 
y ( S . i ) = t , + y ( l r i )  
x ( 6 * i ) = x ( 2 , i )  - 
y  ( 6 . i ) = 1 - + y ( 2 # i )  
c o n t  i nu=------ 
do .49  i= l5 ,17 - .  

m4- i -14  =... - 
1 4 ~ 2 2 - i  -- 
x ( l , i ) = r 4 / 8 -  - - -  
y( l , i )=1-- /2,  -- 
x(S, i )=x( l , i ) -  --  
y ( S # i ) = l  - + ~ ( l e i )  

~ ( 2 ~ i ) = x ( l # i ) -  
y ( 2 , i ) = l - + y  (1,i) 
x ( b , i ) = x ( Z # i >  
y ( 6 # i ) = l , + y  ( Z e i )  
do -  50  i = 1 8 r 1 9  - 
mS=i -17 ----- 
j S + 2 5 - i  - - . 
x ( l r i ) = m S / 8 .  - 

y ( l , i ) = 5 - / 8 - -  - 

x ( S e i ) = x ( l r i ) -  
y ( S e i ) = l . + y  ( l e i ) -  - 

x (2 . i )= j5 /8 , -  - -  - 

y  (2,i )-=3*18. 
x (br  i) =x(28 i) - 
y < 6 r i ) = 1 , + y < 2 e i )  
x(1,20)=1./8, 
y( l r20)=7,18,  - 
~ ( 5 # 2 0 > = ~ ( l - 8 2 0 )  
. y(5#20)r l , - ty(-1020) 

x (2120)=7,18,-- 
y  ( 2 1 2 0 ) = 3 i & 4 . ~ -  
x  (6e2O>=x(2120>- 
y (6 r20 )=3 ,+y<Zr20 )  
do? S 2 - i e = 3 ~ 4 -  - 

- do- 51- n i  =3,20- - 

j e = i e - 2  _. . . _ - 
x ~ i e ~ n i ) - = - I l , t x ( . j e ~ n i )  - 

- y  (ieeniJ-=yJ j e e n i  - . - - - - - - - 
- c o n  t r nue=-- -- - 

do- 54 i e = 7 r 8 - -  - 

d o - 5 3  n n = l r 2 0  - . . 

j j= ie -2- - - -  - . 

x ( i e . n n ) = l , + x < j j r n n )  
y ( ie,nn)=y-( j j r n n )  
c o n t i n u e -  - - -  -- - 

********e******************************t******************** 

f i n :  d e  c o n s t r u c t i o n  d e s  c o o r d o n n e e s  d e s  noeuds d ' i n t e g r a t l o n  
+ c * ~ * + ~ - + . + + z * + + + + + c c r r * t * t * t t t * t t t ~ t t * t * * t * ~ * * * 4 * * * * * * * * * * * * * *  

f o r m a t i o n -  d e s - m a t r i c e s  e l e m e n t a i r e s  e t  d e s  m a t  r i c e s  d 'assemb lage  
+'-*ec'ece'*-*~+crrcrc*++*rc**+++**+c+*+b++*c+r**r*r*********c***** 

do 70- n e - 1  r8. -- - 
do 71- n s \ l - r J -  - 

- x a ( n s > t a b < n e e n r )  - 
yo ( n s ) = o r  <-ne,ns)- - 
~ ~ e ~ + ~ e c - e r ~ e ~ ~ ~ ~ c c c c r + ~ + ~ c c * c ~ c c + + e + * + c * * * * r * b * * ~ * * * * * *  

x 1 3 = x a ( l ) - x a ( 3 )  
x 2 l = x a ( 2 ) - x a  (1)  
w X > = m r l X \ - r a < 2 )  



yl2=yo(l)-y0(2) 
y23=yo(Z)-y0(3) 
y3Y=yo(3)-yo(l) 
xl2=-*2? - 
x23=-x32 
x31=-x13 
y21=-y12 
y32=-y23 
y13=-y31 
det=(x13*y23)*(~23*y31) 

C * * * * * * * * * * * * * * * * 4 * * 4 4 4 * * * * * * 4 * * + * * * * * * * 4 * * * * * * 4 * 4 * * * 4 * * * + *  

c c o n s t r u c t i o n  de la m a t r i c e  d 
c * * * * * * * * * * * * * * * 4 * * * * * * * * 4 4 * 4 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 4 * * 4 * * * * *  

d o  7 2  i=lr21 
do 7 2  j=lr21 

7 2  d(ir])=O. 
d0.73 ls*lr3 

7 3  d(lsrls)=l, 
d(Cr4) =a31 
d(CrS)=x21 
d(SrG)=y31 
d(SrS)=y21 
d(6.6) = x 1 2  
d(6.7) i x 3 2  
d(7.6)=y12 
J(7r?)=y32 
d(8r8) o n 2 3  
d(8.9) = X I  3 
d(9r8)=y23 
d(919)=y13 
d(lOslO)=x31 ex31 
d(l0rll>=xl2*xl2 

- d ( l O r 1 6 ) = ~ 2 3 * x 2 3  
d<ll.10)=2.*x31*y31 
d ~ l l r l l ) = 2 , * ~ 1 2 * y f 2  - - 

- d ( l l r 1 6 ) = 2 , * ~ 2 3 * ~ 2 3  
. - d(lZrlO)=y31*y31 - 

d(l2r11)=yl2*yl2 
d(lZr16>=y23*y23 
d(13r12)=x12*x12 
d C 1 3 r 1 3 ) = ~ 2 3 * x 2 3  
d ( 1 3 r 1 7 ) = ~ 3 1 * x 3 1  
d(14rlZ)=Z.*x12*y12 
d<lGr13)=2.+x23*y23 
d(lC81?)=21*~31 *y31 
d(15rl2)=ylZ*y12 
d < 1 5 r 1 3 > = x 2 3 * x 2 3  
d(lSr17)=y31 *y31 
d(16rlC>=x23*x23 
d<16r15)=x31*x31 
d ( 1 6 r 1 8 > = ~ 1 2 + x 1 2  
d ( 1 7 r l C ) = 2 , * ~ 2 3 * ~ 2 3  
d(l7rl5)=2,*~31*y31 
d(17r18)=2.*rlZ*y12 
d<18rlG)=y23*y23 
d(18rlS)=y31*y31 
d(18r18)=y12*y12 

C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 4 * t * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

c f i n  d e  c o n s t r u c t i o n  d e  l a  m a t r i c e  d 
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  



- - - - 
c c a l c u l  des c o o r d o n n e e s  b a r y c e n t r i q u e s  _ - - 
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

do 80 l n 1  r Z O  - - - - 
l l ( O = ( ( ( x ( n e r l ) - x a ( 2 ) ) * y 2 3 ) + ( ( y ( n e r l ) - y o ( ~ ) ) * x 3 2 ) ) / d e ~  --- 
12( 1)=<((x(nerl)-xa(3))*y31)+((y(neel)-yo(3) )*~13))/det 1.- 

1 3 ( l ) ~ ( ( ( x ( n e r l ) - x a ( l ) ) * y 1 2 ~ + ( ( y ( n e e l ~ - y 0 1 * 1 ) ) / ~  -- 
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * i * i * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * ~ * * *  

ul=ll(l) 
u2=11(1)**2 -- - 
u 3 = l l  (l)**3 .-- 

uC=ul *u3 
- 
.- 

u S = u l  t u 4  --- 
vl=12(1) - .- 
v2=vl*vl 
v3-vl * v 2  - 
v4=vl *v3 - 
v 5 = v l * v 4  - - 
ul=13(1) -- - 
u2=ul*ul . - -  
u3=ul *u2 
w4=ul * u 3  - - 

uS=ul eu4 
c * * * * * *  C + * t * t t t * + + t + * * Z t Z C * t * * * * i t b t * * + t t * b * * b * b b * * + b b * * * * * - * * * *  

c c a l c u l  d e s  e l e m e n t s  d e  la matrice lambda=(LA) 
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

d o  60 irlr63 
d o  60 jrl.12 

60 la(i,j)=O, 
la(l,l)=uS - -- 
lac211 )=US 
la(3rl)=uS - 
la(4,l)=u4*ul 
la(5,1)=u4*vl 
la<b,l)=v4*ul 
la(?rl)=v4*ul 
la(8,l )=u4*vl 
la(9rl)=u4*ul 
l a ( 1 0 ~ 1 ) = u 3 * u Z  
la(ll.l)=u3*v2 
la(l21l)=v3*u2 
la(13,l)=v3*u2 
la(148 l)=u3*vZ 
la(lS.l)=u3*u2 
l a ( l 6 ~ t ) = u 3 * v 2  
la(l7,l)=ul*v3*ul 
la(l8rl)=ul*vl*u3 
la(l911)=ul*v2*u2 
la(2O.l )=u2*vl * w 2  
la(2l.l )=u2*v2*ul 

C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + ~ * * + * * * * * * * * * * * *  
La(l,Z)=(S.*y23*uC)/det 
La(212)=(5.*y31*v4)1det 
la (3,2>=(5.* yl2*u4)/det 
.la(4e2)=((4.*y23+~3*~1)+(yl2tu4))/det 
la(5,2)=((4.*y23*~3.vl) +(y31.u4)) ldet 
la(6#2)=( ( y 2 3 + ~ 4 ) + ( 4 . * y 3 1 * ~ 3 d  ))/det 
la<7,2)=((4.*y31*v3*~1)+( y12*v4))/det 
la(8,Z)=((y31*~4)+(4.*yl2*~3*vl))ldet 
la(912)=((y23*w4)+(4.*y1Z*u3*ul))/det 
la(lC,Z)=((3.*y23*~2*~2)+(2.*yl2*~3*~1 ))Idet 



- - - - 
168 

- - 

- - 

l a ( 1 1 ~ 2 ) = ( ( 3 , * y 2 3 * ~ 2 * ~ 2 ~ + ( Z . * y 3 1 * ~ 3 ~ ) )  I d e t  
la(l2~2)=((2.+y23*ul*v3~+(3.*y31*~2*~2))/det - 
la(13~2)=((3,*y31*v2*~2~+(2.*yl2*~3*ul)) I d e t  - 
l a ( 1 4 ~ 2 ) = ( ( 2 . * y 3 1 * u 3 * ~ 1 ~ + ( 3 . * y 1 2 * ~ 2 * ~ 2 ) ) / d e t  
La<1SD2)= ( (2 , * y23*u l  + w 3 ) + ( 3 , + y l Z * u 2 * ~ 2 ) )  I d e t  
l a  ( 1 6 ~ 2 ) = (  (3.e y 2 3 * u 2 * v 1  * u l ) + ( y 3 l + u 3 + u l ) +  ( y l 2 * u 3 * v l )  ) / d e t  
l a ( 1 7 r 2 ) = ( ( y 2 3 * v 3 * u l ) + ~ 3 3 * y 3 1 * ~ l * ~ 1 * ~ 2 ) + ~ ~ 1 2 * ~ l * ~ 3 ~ ~ / d ~ t  -- 
La(18D2)=((y23*vl*u3)+(y31+ul+u3)+(3.+y12*ul * v l * u 2 ) ) / d e t  - - 
1 a ( 1 9 ~ 2 ~ = ( ( y 2 3 * v 2 * u 2 ~ + ~ 2 . * y 3 1 + u l + v l * ~ 2 ~ + ~ ~ . * y ~ ~ * ~ 1 * ~ ~ * u 1 ~ ~ / d ~ ~  
t a ( 2 ~ D 2 ) = ( ( 2 ~ * y 2 3 * u 1 * ~ 1 * u 2 ) + ( y 3 1 * u 2 * u 2 ) + ~ 2 . * ~ 1 2 * u 2 * v ~ * u 1 ~ ~ / ~ ~ ~  
l a < 2 1 ~ 2 ) = ( ( 2 ~ * y 2 3 * u l ~ u l ) + ( 2 ~ * y 3 1 * ~ 2 * v ? * u l  ) t ( y 1 2 * ~ 2 * ~ 2 ) ) / d e t  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
l a ( l ~ 3 ) = ( 5 . * ~ 3 2 + ~ 4 ) / d e t  - - 
l a ( 2 ~ 3 ) = ( 5 . * x 1 3 + ~ 4 ) / d e t  
l a ( 3 r 3 ) = (  S.*x21 * u C ) / d e t  - 
La(lr3)~((4.*x32*~3*ul)+(x21*uC))/det 
l a < 5 ~ 3 ) = < ~ 4 , * ~ 3 2 * u 3 * v l )  + ( x l 3 M ) ) / d e t  
L a ( 6 ~ 3 ) = ( ( ~ 3 2 * v 4 ) + ( 4 ~ * ~ 1 3 * ~ 3 * ~ 1 ) ) / d e t  - 
l a ( 7 ~ 3 ) = ( ( 4 . * ~ 1 3 * ~ 3 * u Y  1 + ( x 2 l  f v C > ) / d e t  -- 

la~8~3)=<(~13*uC)+(4.*~21*u3*vl))/det 
l a ( 9 ~ 3 ) = < ( ~ 3 2 * u 4 ) + ( 4 . * ~ 2 1 * ~ 3 * ~ 1  ) ) / d e t  
la(10~3)=~(3,+x32*u2*~2~+(2.*~2l*u3+ul))/det - - 
la(ll~3)=~(3.*x32*u2*~2~+(2.*~13*u3+vl))/det . - 

1a(l2~3)=((2,*x32*ul+u3)+(3~*~13*v2*u2))/det 
l a ( 1 3 ~ 3 ) = ( ( 3 , * ~ 1 3 * v 2 * ~ 2 ~ + ( 2 , * ~ 2 1 * v 3 r u l ) ) / d e t  
L a ( f 4 ~ ) ) = ( ( 2 , f x l 3 * ~ 3 * ~ 1  ) + ( 3 . * ~ . ? 1 * ~ 2 * ~ 2 ) )  / d e t  - 
L a ( l 5 ~ 3 ) = ( ( 2 . * x 3 2 *  ul+u3)+(3.*~21*~2*~2))/det - .  

l a ( 1 7 ~ 3 ) = ( ( x 3 2 * v 3 * w l ) + ( 3 . * ~ 1 3 * u l * v 2 + u l ) + ~ x 2 1 * ~ 1 * ~ 3 ~ ~ / d e t  
t a ( 1 8 r 3 ) ~ ( ( ~ 3 2 * v l * u 3 ) + ( r 1 3 + u l * u 3 ) + ( 3 , + x 2 1 * ~ 1 * ~ 1 * ~ 2 ~ ~ / d e t  -- 

l a ( l 9 ~ 3 ) = ( ( x 3 2 * v 2 * u 2 ~ + ~ 2 . * ~ 1 3 * u l * v 1 * ~ 2 ~ + ~ 2 . * x 2 l * u l * v 2 * w l  ) ) I d e t  - 
1a(2O~3)=((2.*x32*ultu2*vl)+(2,*x2l+u2+v1*u1~+~x13*u2*u2~~/det- 
L a ( 2 1 D 3 ) = ( ( 2 . * x 3 2 * u l  * v Z * u 1 ~ + ~ 2 ~ * ~ 1 3 * ~ 2 * v l * u l  ) + ( x 2 1 * ~ 2 * ~ 2 ) ) / a e t -  
l a ( l 6 ~ 3 ) = ( ( 3 . * ~ 3 2 * ~ 2 * ~ 1  * v l ) + ( x l 3 * u 3 * u l  ) + ( x 2 1  * u 3 * v l  ) ) I d e t  - - 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
t r a n s f e r t  d e s  c o l o n n e s  1 ~ 2 ~ 3  d e  La e n  c o l o n n e s  4 ~ 5 1 6 ~ 7 ~ 8 ~ 9  - 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

do 9 0  j c = l ~ 3  - - - - 
i s = j c t 3  
i d = j c + 6  . - .- -- 
do 91  i l = l ~ 2 1  
i r = i  l + 2 1 -  
i t = i l + C 2  - - 
l a ( i r ~ i s ) = l a ( i l r j c )  
l a ( i t ~ i d ) = l a ( i l ~ j c )  t Li 
c o n t i n u e  & 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
c a l c u l  des  e l e n e n t s  d e s  c o l o n n e s - 1 0 ~ 1 1  e t  1 2  - 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -- 
c 2 1 = x 2 l  * x 2 1  - - 
c32=x32*x32  
c 1 3 = x 1 3 * x 1 3  
d23=y23*y23  
d31=y31*y31  - 
d l Z = y 1 2 * y l 2  
d e = d e t * d e t  
******t*********************************************** 

l a ( 4 3 ~ 1 0 ) = ( 2 O . * d 2 3 * u 3 ) / d e  
l a ( 4 4 ~ 1 0 ) = ( 2 0 . * d 3 1 * v 3 ) / d e  
Ld(4S~10)"(20.*dl2*u3)ldc 
la(46~10)=~(12.*d23*~2*~1)+(8.*yl2*y23*u3~~/de 

-- - - - "- -- - - 





* * + + * + * + + + * * + + * + * * + * * + * * * * + + * + * + * * * + + + + * * + * * * * + * * + * + * * + * ~ * * + + * + * *  
l a ( 4 3 r 1 2 ) = ( 2 0 . * ~ 3 2 + ~ 3 ) / d e  
1 a ( 4 4 r 1 2 ) = ( 2 0 . * c 1 3 + v 3 ) / d e  
ia(4Sr12)=(20.*c21*u3)/de 
l a ( C 6 . 1 2 ) = ( ( 1 2 . + ~ 3 2 + u 2 + u 1 ~ + ~ 8 . * ~ 2 1 * ~ 3 2 + u 3 ~ ~ / d e  
l a ( 4 7 ~ 1 2 ) = ( ( 1 2 ~ * c 3 ~ * ~ 2 + ~ 1 ~ + ( 8 . * ~ 3 2 * ~ 1 3 * u 3 ~ ~ / d e  
l a ~ 4 8 r 1 2 ) = ~ ( 1 2 ~ * c 3 2 * ~ 2 + ~ 1 ) + ( 8 . * x 3 2 * x 1 3 * v 3 ~ ~ / d e  
l a ( 4 9 ~ 1 2 ) = ( ( 1 2 . + c 1 3 * ~ 2 + u 1 ~ + ( 8 ~ + ~ 1 3 * ~ 2 1 + v 3 ~ ~ / d e  
l a ( S O ~ 1 2 ) = ( ( 1 2 . * ~ 2 1 * u 2 + ~ 1 ) + ( 8 . * x 1 3 * x 2 1 * ~ ~ ~ ~ / d e  
l a ( 5 1 ~ 1 2 ) = ( ~ 1 2 . + c 2 1 * ~ 2 * ~ 1 ) + ( 8 . * ~ 2 1 + ~ 3 2 + ~ 3 ~ ~ / d e  
l a ( S 2 ~ l 2 ) = ( ( 6 . + c 3 2 * u 1 + u 2 ~ + ~ 1 2 . * ~ 2 1 * x 3 2 * u 2 * u 1 ~ + ~ 2 . + c 2 1 * u 3 ~ ~ / ~ ~  
1 a ( 5 3 ~ 1 2 ) = ( ( 6 . + c 3 2 + u 1 + v 2 ~ + ~ 1 2 . + ~ 3 2 * ~ 1 3 * ~ 2 * ~ 1 ~ + ~ 2 . * ~ 1 3 + u 3 ~ ~ / ~ ~  
l a ( S ~ ~ 1 2 ) = ( ( 2 . + c 3 2 * v 3 ) + ( 1 2 . + x 3 2 * ~ 1 3 + u l * v 2 ~ + ~ 2 . * ~ 1 3 + u 2 * v 1 ~ ~ / ~ ~  
L a ( ~ ~ ~ 1 2 ) = ( ( 6 ~ + c ~ 3 + v l * u 2 ~ + ~ 1 ~ . + x 2 1 t v ~ * u ~ ~ + ~ ~ . * c ~ ~ * v ~ ~ ~ / d e  
l a t 5 6 ~ 1 2 ) = ( ( 2 , * ~ 1 3 + u 3 ) + ~ 1 2 . * ~ 1 3 + x 2 1 * v ~ + r ~ ~ + ~ 6 . + ~ ~ ~ * ~ ~ * ~ 1 ~ ~ / ~ ~  
1a(5 7 ~ 1 2 ) = ( ( 2 ~ + c 3 2 * u 3 ) + ( 1 2 . * ~ 2 1 + x 3 2 * u 1 * u 2 ~ + ~ 6 . * ~ 2 1  *u2*ul ))/ae 
zl=(6,*c32+ul*vl*ul)+~6.*x32*~13*~2*~1) 
z2=(6.+x2l*x32+u2*vl)+~2,*~13+~21*~3) 
z3=(6. *c13*ul*vl +wl)+(6.*~13*~21+ul +v2) 
r C = ~ 6 ~ + x 3 2 * x 1 3 * v 2 * u l ) + ~ 2 . + x 2 1 * x 3 2 * ~ 3 )  
zS=(6,*c2l*ul+vl * u l ) + ( 6 . * ~ 2 1 * ~ 3 2 + v l + u 2 )  
r6=(2~*x32+x73*u3)+(6.*x13*~2l+u1+u2) 
z 7 = ~ 2 . + c 1 3 * u l + u 2 ) + ( 2 . * ~ 2 1 * u 1 * ~ 2 ~ + ~ 4 . * x 3 2 * x 1 3 * v 1 * u 2 ~  
z8=(4.*x21 *x32*v2ful)+(8.*~13*~21*~1 +vl+wl) 
2 9 = ( 2 . * c 3 2 * v l + u 2 ) + ( 2 . + c 2 1 + ~ 2 * v 1 ~ + ~ 8 . 4 x 2 1 * x 3 2 * u 1 * v 1 * u 1 ~  
z10=(4,*x32+x13*ul*u2~+ ( C ~ * x 1 3 + ~ 2 1 * u 2 * u l )  
zll~(2.*c32*v2*wl)+(2.*cl3*~2*u1)+i9.cx32*xl3*~l*vl*ul~ 
z12=(C,*x2l*x32*ul * ~ 2 ) + ( C ~ + ~ 1 3 + ~ 2 1  +u2*vl) 
La(58rl2)=(zl+z2)/de 
la(S9rl2)=(~3+zC)/de 
la(6Orl2)=(zS+z6)lde 
La(6lr12)=(z7+~8)/de 
la(6Zr12)=(z9+z10)/de 
la(63r12)=(zll+z12)/de 
******+***+4****+*++***~*****+******+****++****4****+4t4++*++*++ 

fin  des calculs des elements de l a  matrice lamoda=la 
+ * * + + * * * * * + + * * * + * * + * * + * * + + * + + * * * + * * + + + * * * * + * + + * * * * * + * + + 4 4 + * * + * * 4  

transposition d e  La matrice la (tla) 
***++****+*+**+**+*+++++**+*+*****+**+*+*++***++*4*4****++4****+ 

do 9 2  i=l r63 
d o  9 3  )=la12 
tla(j,i)=la(irj) 
continue - 
+ * + + + * + * * + * * * + + + * * * * + * * + * * * * * + * * * + * * * + * * * + * * t + * * * * + * * + * * * * * * * + *  

c a l c u l  du produit matriciel d par a 
* + * * + * * + * + + * + + * * * + + * * + * + * * * + * * * + * 4 + * + + + + + + + * * * + + + + + 4 +  

do 1 2 0  ie1.m 
do 1 2 0  j=lrm 
st=O* - 

- d o  121 kk-lrm i - 

s t = s t + d <  irkk)+a< kk. j) 
da(irj)=st P -- "4 - 

+ * * * * * * + * + + * . * + + * + * * + + * + * * * * * * * * * + * + 4 * 4 4 * + * * 4 * * * * * * + +  

injecton de la matrice da dans La matrice db 
* * * C + + t * * * * + * + * * * * + C * + + t + + + * t * * t * + + * 4 + * * + * * + * * * * + * + + *  

d o  1 2 2  i-lrn 
do 1 2 2  jr1.n 
db(irj)=O. 
li=O 
do 123 i=lr21 



n l = i + i i  
do  124 j a l . 21  
n Z = j * L i  
d b ( n l , n 2 > = d a ( i r  j) 

c o n t i n u e  
l i = l i + 2 1  
i f ( k i . l e . 4 2 )  go t o  125 

+ + + + + + + + * + + * + + + + + + * + + + + + + * + + + + + + + + * + + + + + + + * + + * + + + + * + + +  
t r a n s p o s i t i o n  de l a  m a t r i c e  da sa  t r a n s p o s e e  e s t  t d b  
+ + + * + . + + + + + + * * * + + + + . + + + + + + + + + + t + + + + + + + * + + + + + + + + + + + * + + +  

d o  127 i=l.n 
d o  127 j = l r n  
t d b ( i r j ) = d b (  j r i )  
+ C + + * + + * + + + + * * + + * + + + + + + * + + + + + + + + + * + + + * + + + * + + * + + + + + * + + +  

f o r m a t i o n  d e s  m a t r i c e s  e l e s e n t a i r e s  z t  z t d  b u  bp 
+ + * + . + + * + + + + + ~ + + + + + + + + + * * + + + + + + * + ~ + + * + + * + + + + + + + + + * * * * +  
d o  95 i = l r 6 3  
do 95 j= l  r 6 3  
gl=O. 
92-0. 
d o  96  k b = l r l 2  
g l = g l * l a < i ~ k b ) + s ( k b r j >  
g 2 = g 2 + l a ( i r k b ) + s d ( k b r ) )  
p a l  ( i r  j ) = g l  
p m 2 ( i r j ) = g 2  
+ + + + + + + * + * + + + + + * + + + + + + + + + + +  
do 9 7  ; = l n 6 3  
d o  97 j = l  r 6 3  
gl=O. - 

g2=0. . 

d o - 9 8  k b = l r l 2  
g l = g l + p m l  ( i r k b ) + t l a ( k S r j )  
g2=g2+pm2(i~kb)+tLa(kbrj) 
p f l ( i r j ) = g I  
p f 2 ( i r j ) = g 2  
t++.t*tt*..+t**tt*++*+t+CCt 

do 99 i z l r 6 3  
01 =o. 
02=0. 
do 130 j = l r 1 2  
o f = o l + f (  j > + t l a ( j r i )  
0 2 = 0 2 + f d ( j ) + t l a ( j r i )  
b u ( i ) = o l  
b p ( i ) = o 2  
* + + * + t * + + * + + C + t + + + + t * t + + + + + * + ~ C + + t C * + * C + + + + + + + * + + + + + +  

s a u v e g a r d e  des p r e m i e r s  p r o d u i t s  m a t r i c i e l s  
+ + + + + + + + + + + + + + + + + * * + + + * + + + + * + + + * + + + + + + * + + + + + + + + + * + + * +  
i f ( l . g t . 1 )  go  t o  101  
d o  102 i z l r 6 3  
do 102 j t l . 6 3  
p v l ( i r j > = p f l ( i r j )  
p v 2 ( i r  j ) = p f 2 ( i r  j )  
do 103 kbzl .63 
bvu (  k b ) = b u (  kb )  
b v p ( k b ) = b p ( k b )  

go  t o  80 
do 104  i = l r 6 3  
do 104  j = l r 6 3  
p v l ( i r j ) = p v l ( i r j ) + p f l ( i r j )  
p v 2 ( i r  j ) = p v 2 ( i r ) ) + p f Z ( i r ] )  



d o  1 0 5  i = l r 6 3  
bvu(i)=bvu(i)+bu(i) 
bvp(i)=bvp<i)+bp(i) 
c o n t i n u e  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
f i n  d e  la s o m m a t i o n  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

d o  1 0 6  i = l r 6 3  
d o  1 0 6  jtl.63 
zt(i.j)=pvl(irj)*qp 
ztd(i,j)=pvZ(irj)*qp 
d o  1 0 7  i = l r 6 3  
yt(i)=bvu(i)*qp 
ytd( i)=bvp( i)+qp 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
c a l c u l  d e  l a  s o m m e  d e s  deux m a t r i c e s  zt et z t d  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
d o  1 0 8  i = l r 6 3  
d o  1 0 8  j-1.63 
zs<ir])=zt(irj)+ztd(ir)) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
d o  1 0 9  i = l r 6 3  
d o  1 0 9  j = l r 6 3  
gl =o. 
g 2=0. 
d o  1 1 0  kbzl.63 
gl=gl+db(irkb)*zt(kbrj) 
g2=g2+db(irkb)*ztd(kbt]) 
pvl(irj)=gl 
pvZ(irj)=gZ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - 

d o  111 i = l r 6 3  - 
d o  111 ]=le63 - - 
gl=O. - - 

g2=0, - - 
d o  1 1 2  k b r l r 6 3  - - 
g l = g l + p v l ( i r k b ) + t d b ( k b r j )  
g2=gZ+pvZ(i rkb)*tdb ( k b r )  
hu(i.j)=gl*det - - . . - - - - - - . 

hp(ir j)=g2*det 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
d o  1 1 3  i = l r 6 3  
g3=0, - - - - - -  
g4=0. 
d o  1 1 4  j = l r 6 3  . . - -  
g3=g3+yt(j)+tdb(j.i) 
g4=g4+ytd(j)*tdb(jri) . - 
bu(i)=g3*det 
bp(i)=g4*det 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
i n j e c t i o n  d e s  m a t r i c e s  e l e m e n t a i r e s  h u  h p  d ans L e s  m a t r  
hl et h 2  - - 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
if(ne.ge.2) g o  t o  1 1 5  
n h = O  
g o  t o  1 1 8  
n h=n h + 6 3  
d o  1 1 6  i z l r 6 3  
i a = i + n h  
d o  1 1 7  j = l r 6 3  



-- - 
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j a = j + n h  Y 

h l  ( i a r j a ) = h u ( i r  j )  - 
1 1 7  h 2 ( i a r j a ) = h p ( i r j )  - 
1 1 6  c o n t i n u e  - 

C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
c  i n j e c t i o n  des s e c o n d s  e l e m e n t a i r e s  dans l e s  s e c o n d s  
c d * a s s e m b l a g e  - 
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

do 1 1 9  i b - l r 6 3  - 
i n =  i b+nh  -- 
b l i i n ) = b u ( i b )  

1 1 9  b Z ( i m ) = b p ( i b )  - 
C - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

7 0  c o n t i n u e  
C * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  1- 
c  f i n  de c o n s t r u c t i o n  d e s  sys temes  l i n e a l  r e s  - 
C ~ ~ z ~ ~ ~ ~ * ~ ~ ~ ~ c c c ~ ~ c ~ c ~ c ~ ~ c c c ~ ~ c ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ c ~ c  _ . 

c f a c t o r i s a t i o n  d e s  m a t r i c e s  h l  e t  h2  
C * * * * * * * * t * * * * * * t t * * * * ~ * * * * * b * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * . * *  - 
c i n i t i a l i s a t i o n s  
C ****************************************t.************ -- 

do  1 9 0  i i l r 5 0 4  - 

do 1 9 0  j z l r 5 0 4  - 
c l ( i r ] ) = O ,  - 

1 9 0  c 2 ( i r j ) = 0 ,  - 
c l ( l r l ) = s q r t ( h l ( l ~ l ) )  
c 2 ( l r l ) = s q r t  ( h 2 ( l r l ) >  

- d o  200 i r 2 1 6 3  
c l ( i r l f ~ h l ( i e l ) l c l  (lrl) -. 

2 0 0  c 2 ( i r l ) = h 2 < i . l ) l c 2 ( 1 r l )  
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - 

. - do 201  i = 2 1 5 0 4  
. . d o  202 j - i r S O 4 -  

- - e l = O  ,---- 
- - e2=0, - 

- e3=0, - 
e4=O,-- - - 

i f ( j . e ~ . i )  go t o  204  
do 206  L = l r i - 1  

e 2 = e Z + c f ( i r l l * c l ( j r l ~  
2 0 6  e 4 = e 4 + ~ 2 ( i r l ) * c Z ( j * l )  

-- go t o  203 
204  do 205 k r l r i - 1  

. e l = e l - + c l  ( i r k ) * c l < i r k )  - 
205  e 3 = e 3 - + ~ 2 ( i r k ) * c 2 ( i r k )  

c l ( i ' i ) = s q r t  ( a b s ( h 1  C i f i e l ) )  
- c2<iril=sqrt(abs(h2(i~i)-e3)) 
-- go t o -  202 

203 c l ( j r i ) = ( h l ( j ~ i ) - e 2 ) / c l ( i ~ i )  
c 2 ( j r i ) = ( h 2 (  j r i ) - e 4 ) / c 2 ( i r i )  

202 c o n t i n u e  - -  
I 2 0 1  c o n t i n u e -  

l C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
c t r a n s p o s i t i o n  d e s  m a t r i c e s  c l  e t  ç2  
c .  C t C I * C t + t t t + * * * t + l + 4 * * t C t t t * * * * t * * * t C * t t * * * * * * * * * * * * * *  

- do 400 i s l r 5 0 4  

l _ do  401  j r l r 5 0 4  - - 

t c l ( i e j ) = c l  ( j r i )  
I 401  t c 2 ( i r j ) = c 2 ( j r i )  

400  c o n t i n u e  



* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
r e s o l u t i o n  des  deux s y s t e m e s  l i n e a i r e s  
c l  t c I u = b l  e t  c Z t c 2 p r b Z  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
r e s o l u t i o n  d e s c e n t e  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
v ( l  ) = b l ( l  ) / ( c l  ( 1  r l  ) * b a l  
vp(l)=b2(1)/(~2(lrl)*ba) 
do 300 i=2,50L 
r l  =O. 
r2=0.  
do 301 k = l r i - 1  
r l = r f + c i (  i ~ k ) * v ( k )  
r Z = r 2 + c 2 ( i  r k ) * v p ( k )  
v ( i ) = ( b l ( i ) - r l ) / ( c I ( i , i ) * b a )  
vp(i)=(b2(i)-r2)/lc2(i~i)*ba) 
*******************************t************************ 

r e s o k u t i o n  r e m o n t e e  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
u ( s 0 4 ) n ~ ( s 0 4 ) / t ~ 1 ( s 0 4 ~ s o 4 )  
p ( s 0 1 ) = v ~ ( 5 0 C ) / t c 2 ( 5 0 4 , 5 0 4 )  

d o  500 i = l r 5 0 3  
i x = i - 1  
i y=S03- i  x  
r l=O.  
r2-O. 

d o  501 k = i y + l r S O b  
r l = r l + t c l  ( i y , k ) * u ( k )  - 
r 2 = r 2 + t c 2 ( i y r k ) * p ( k )  
u ( i y ) = ( v ( i y ) - r l ) / t c l ( i y r i y )  
p ( i y l = ( v p ( i y ) - r 2 l / t c 2 (  i y . i y )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
t r n  de l a  r e s o l u t i o n  d e s  deux sys temes  l i n e a i r e s  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
i m p r e s s i o n  d e s  s o l u t i o n s  : champs de d e p t a c e n e n t s  ( a d j o i n t )  - 
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * e * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * & * * * * * *  

do 8 0 0  i = l r S 0 4  
u r i t e ( 5 . 8 0 1 )  i 
f o r m a t ( *  i = ' r i 3 )  - 
u r i t e ( S . 8 0 2 )  u ( i ) ,p ( i )  
f o r a a t ( l x ~ 2 ( f 1 0 . 4 ~ 5 ~ ) )  
c o n t  i n u e  

S t o p  
end  
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~ ~ N o ' ~ ~ U ~ ~ ~ O ~ ~ ~ ~ o ' ~ ~ Q ~ ~ ~ N O ~ 4 U O ~ O O O h O 0 0 O O O o o ' ~ ~ N O ~ O ~ O  
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o o g O O ~ ~ o o o o o o o o o o o  O  O  

0 0 0 0 0 0  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

m m m m m n m m n n n n m m m * ~ h  
Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q ~ ~ O O O N  m m m m m m m m m m m m m n m u m ~  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O O O O O O O O O O O O O O O O O O  
1 1 1 1 1 l 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 l 1  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
O  O  

O  O  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  I 

d > ~ ~ * * ~ * ~ * ~ * * * * * * * * m O  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -  o o o o o o o o o g g g ~ g g g g g  

0 0 0 0 0 0 0 0 0  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O O O O O O O O O O O O O O O O O O  
I I I I I I I I I I I I I  I I  I I  1  



0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O  O u O O O O O O o o U O O O O v O O u O O  
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Le présent travail a pour b u t  d'appliquer la méthode de résolution nu&riqu@ 4'8M 
probleme de contrale optimal d l'optimisation de l'épaisseur d'une coque 61mtiq9 
mince de revolution soumise b un chargement ne respectant par forcément cet& 
symétrie. On se place dans les hypotheses de KIRCHOFF-LOVE. 

La solution est caractérisee conme réalisant le  ninimun de l'énergie potentielle 
de la coque pour une epaisseur donnée; c'est un problhe variationnel classique, 
dependant d 'un parametre, 1 'épai sseur. 

L'optimisation de l'épaisseur par la technique de l'hamiltonien e t  de l ' é ta t  adjoint 
(qui revient ii minimiser l a  n o m  L2 du champ de deplacement) p s t  etudiee de manier@ 
détaS 11 ée . 

i 
Le programne general est ecrit  mais n'a pu ?tre appliqu6 qu'à une coque cylindrique. 


