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INTRODUCTION.

Le travail présenté comprend quatre parties distinctes
qui concernent toute Ia statistique non-paramétrique des
processus, chacune éclairant un aspect particulier de ce théme
général. Dans cette introduction, nous nous efforcerons d'abord
de dégager les idées nous ayant amené a démontrer les divers
résultats obtenus, puis nous présenterons de facon systématique

et plus compléte chacune des quatre parties.






PRESENTATION GENERALE

Nous abordons & la fin du travail le probléme bien connu de la

prédiction de 1'élément X d'une série temporelle a partir des valeurs

T+h

X1 seees XT déja observées a l'instant T. Suivant les travaux de

Collomb (1), Sarda et Vieu (2), Hirdle et Vieu (3), Doukhan et Portal (4) Bosq (5),

ar exemple, on se propose d'approcher X par une moyenne pondérée
P T+h

-~

aléatoire des Xt+h , T g t‘s T-h . La pondération at,T attachée a
XT+h se base sur la proximité de la séquence (Xt yeees Xt—r+1) avec la
derniére séquence observée de méme longueur (X X, ). Le prédicto-

T *2°°72 “T-r+1
gramme (cf. Collomb 1978 (6)) est le plus élémentaire des prédicteurs basés

sur ce principe, son lissage améne & définir une classe de prédicteurs qui
s'écrivent

X nN

(1) NT((XT seees SSFETRRID S

xT—r+1))/DT((X

ou D et N_ sont des estimateurs respectifs de la densité g des

r-uples (Xt AR ¢ ) , et du produit R.g , o R est la régression

t-r+l

de X sur (XT yeoes XT-r+1)'

Pour obtenir la convergence du prédicteur et justifier la méthode
utilisée, on doit donc démontrer des convergences d'estimateurs de parameétres

fonctionnels, en particulier de densités de probabilité.

L'estimation des densités d'un processus stationnaire trouve

ainsi un champ supplémentaire d'application, outre les intér8ts propres
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qu'elle possdéde au niveau des identifications de modéles, et, plus généra-
lement, dans la détermination des lois de dimensions finies du processus

z

observé, donc de l'obtention de sa loi de probabilité.

Ce travail traite essentiellement de ces problémes, liés, de
"statistique non-paramétrique des processus'. Les trois premiéres parties
concernent plus spécifiquement 1'estimation de parameétres fonctionnels ; la
quatriéme qui compléte le travail avec 1l'estimation de la régression est
axée sur sur les propriétés des prédicteurs non-paramétriques qu'on en
déduit, et 1'étude de leurs performances par rapport aux prédicteurs para-

métriques classiques.

Dans les trois premiéres parties, nous nous sommes efforcés d'ap-
porter plus particuliérement trois types d'innovations par rapport aux

résultats pré-existants :

a) Proposer une approche unifiée de tous les problémes d'estimation
évoqués ci-dessus. Les estimateurs usuels de la densité, par la méthode du
noyau ou celle des fonctions orthogonales, construits récursivement ou non,
ceux de la fonction de répartition, ou des dérivées de la densité (sans souci

' coa s P
d'exhaustivité) peuvent tous s'écrire sous la forme :

ot les Kt n* B2 1,1 st <n, forment une suite de séquences d'applica-
Y

tions & valeurs dans un espace fonctionnel. On a donc cherché des conditions

générales (sur les Kt ) concrétement vérifiables, sous lesquelles ce type
n
’

de sommes convergeaient. C'est 1'objet de la premiére partie de cette these.
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b) En proposer une approche fonctionnelle. Pour obtenir la convergence
LP de 1'estimateur d'un élément g de cet espace, on recourt fréquemment
4 une évaluation de 1l'écart entre 1l'estimateur et g , en chaque point x,
pour en déduire par intégration 1'écart LP—global cherché, (avec des
exceptions notables comme la convergence L2 de 1'estimateur d'une densité

par la méthode des fonctions orthogonales). On verra Bosq et Lecoutre (7)

pour une synthése, dans le cas de 1'échantillon.

Nous préférons établir les convergences directement dans 1l'es-—
pace fonctionnel (supposé muni d'une structure d'espace de Banach) auquel
appartient la fonction estimée, ce qui améne a traiter des problémes techniques
nouveaux pour le sujet étudié, résolus par l'utilisation systématique des opé-

rateurs telle que la préfiguraient en particulier les travaux de Bosq (8)).

c) Proposer des résultats valables pour une classe de processus beaucoup

plus large que celles qu'on a utilisées jusqu'alors, essentiellement celle
des processus ergodiques, dont nous allons maintenant justifier 1'introduc-

tion.

Les travaux récents sur le sujet concernent en effet l'estimation

d'une densité ou d'une régression lorsque le processus observé (Xt) , t € Z
est ¢-mélangeant, (Sarda et Vieu (2), Collomb (1), Doukhan (9)) ou
L2~mélangeant (Peligrad 1987 (10)). C'est-a-dire qu'en appelant MEm et
M:, » les tribus respectivement engendrées par les Xs , pour s £t et
s > t' , on a respectivement :
(II) Lim ¢(n) = 0, avec { sup sup |P(A/B) - P(A)|} = ¢(n) (¢-mélangeance)

e E peMt

-0

0

BeMt+n
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(III) Lim 8(n) =0 , avec {sup sup pX,Y)} = B(n) (L2 mélangeance)
e t o xeM®

t . PR . . .
(Xe:M_°° signifiant selon 1'abus usuel que X est une variable aléatoire

. t P .. . .
réelle M__ mesurable, p représentant le coefficient de corrélation).

Ces hypothéses de mélange s'avérent souvent trop fortes puisque
(cf. Gastwirth et Rubin (1)) les processus auto-régressifs par exemple
ne les vérifient pas forcément. On peut les affaiblir encore en imposant
au processus une condition dérivée d'une mesure intrinséque du degré d'indé-
pendance asymptotique des variables le composant (cf. Bosq - Delecroix 1985

(12)), ou bien la "forte mélangeance'" de Rosenblatt i.e.

av) Lim a(n) = 0  avec {sup sup |P(A(VB) - P(A) P(B)|} = a(n)
n->e t t
AeM_
BeMt+r1

(voir a ce sujet Delecroix (13), ou Doukhan (9)). Mais cette solution ne

résout pas encore totalement le probléme, car certains processus linéaires ne
sont pas méme o-mélangeants (cf. Withers (4), Tuan D. Pham et Lanh T. Tran (15),
Akonom (16)). Nous avons donc cherché des conditions naturelles plus faibles,

si possible minimales, pour lesquelles les estimateurs usuels de parametres

fonctionnels, en particulier la densité, convergeaient.

Entre autres références, les travaux de M. Rosenblatt ((17),
(18), (19)) éclairent ce probléme de définition d'une indépendance asympto-
tique entre variables d'un processus. Ainsi, dans le cas d'un processus
strictement stationnaire et Markovien la "forte mélangeance” est trés
proche de 1'"uniforme ergodicité" (voir (18)) pour une définition) qui

implique elle-méme l'ergodicité (simple) du processus, condition beaucoup



plus faible que les précédentes, et dont la définition classique est :

W  VYa, aen® , W, BeN‘: , Lim%{ p(a N °B) = P(A) P(B) .
n-eo

-3

(1t est l'opérateur de translation défini sur 1l'espace produit infini E
. o o . L .
des états du processus, N et N les tribus engendrées par les appli-
—o o

cations coordonnées x, sur E , respectivement pour s < 0 et s > 0).
L'ergodicité est évidemment impliquée par tous les types de mélangeance

(cf. Rosenblatt (17), ou Ash et Gardnmer (20)), et paraft &tre une condition
minimale d'obtention de lois des grands nombres, a fortiori de convergences
d'estimateurs fonctiomnels. C'est pourquoi nous avons cherché a obtenir nos

théorémes sous cette hypothése, ou des hypothéses équivalentes.

QUELQUES CONSIDERATIONS TECHNIQUES

L'introduction de 1'hypothése d'ergodicité fait perdre les
deux "piliers" techniques utilisés dans les démonstrations relatives aux
processus mélangeants. Le premier consiste en des majorations de covariances

¢ et Xt' (voir Doukhan

des fonctions de variables d'indices différents X
et Portal (4) a ce sujet, ou Bosq (21) pour une approche hilbertienne).

Le second est l'utilisation d'inégalités de type Bermstein (Bosq (22),
Delecroix (13), Collomb ( 1), Peligrad (10), et Carbon (23) pour la plus
achevée). Aucun n'admet d'équivalent sous la seule hypothése d'ergodicité,
alors qu'une étude bibliographique montre la difficulté de transposer a
des suites de séquences de variables de lois différentes, (les Kt,T(Xt))’
les théorémes ergodiques 2 valeurs dans les espaces de Banach (cf.

Mourier (24) en référence classique, Beck (26), et Krengel (25), pour une

synthése).
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Les articles de Warren et Beck (27), Gyorfi, Gyorfi et
Vajda (28), font cependant ressortir un principe qui permet de résoudre
naturellement le probléme de covariance évoqué ci-dessus. Le premier
traite de variables i valeurs dans un Banach et "orthogonales" (selon
une définition particuliére), le second de variables & valeurs dans un
espace de Hilbert. Cette hypothése permet de faire apparaitre des variables

orthogonales par une simple soustraction de leurs espérances conditionnelles.

C'est la méthode que nous avons retenue, car elle permet d'autre
part d'introduire naturellement 1'hypothése souhaitée d'ergodicité. Supposant

en effet les Kt n a valeurs dans un espace de Hilbert H , on décompose
>

T
2 K (X.) en
21 t, Tt

{x (x)—EFt"(x (X)) + § EFt-1(K (X,))
1 t, Tt t,T "t 21 t,T "t

(VD)

I e~13

t

L'orthogonalité des variables introduites dans la premiére somme permet alors
de prouver aisément sa convergence a zéro, sous les hypothéses adéquates.
T e
Reste le probleme de la convergence de ) E X, T(Xt)). Nous montrons
t=1 ?

que celle-ci s'obtient sous une condition relative aux densités de transition

E
gxt ! du processus (densité de Xt relativement & la tribu engendrée par

Xt-1 , Xt—2 ,...) vérifide par les processus ergodiques sous de faibles

conditions additionnelles. Ceci résout bien notre probléme.

Dans le cas ol le paramétre estimé n'est pas élément d'un espace
de Hilbert (par exemple la densité considérée comme élément d'un espace LP s
P # 2), on utilisera encore la décomposition(IV),des artifices de démonstration
permettant d'utiliser une pseudo-orthogonalité des variables composant la

premiére somme.
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Finalement, 1'ordre d'exposition des résultats obtenus suivra la

logique mathématique. En une premiére partie, on étudie, a partir de la

T
décomposition (IV),1a convergence asymptotique des sommes ) K, T(Xt) ,
t=1 ’
les K étant 2 valeurs dans un espace de Hilbert. On montre ensuite

t,T

comme annoncé que les conditions nécessaires 3 cette convergence sont
usuellement vérifiéespar les processus ergodiques. On donne enfin deux
exemples directs d'application des théorémes obtenus (estimation de la loi

et de la fonction de répartition). Dans la seconde partie on étudie la

2 . ..
convergence dans L1 et L des estimateurs usuels de la densité vers la

gFt—1
Xt

tuelles uniformes de ces estimateurs sous les hypothéses d'ergodicité intro-

limite g des , et dans la troisiéme partie les convergences ponc-—

duites au départ, en utilisant les idées développées dans la premiere partie.
Enfin, la quatriéme partie comprend un théoréme.de convergence de l'esti-
mateur de la régression NT/DT défini en (I), suivi d'une étude de convergence
du prédicteur correspondant, dans L2 et uniforme. Elle se termine par une

comparaison pratique du prédicteur non-paramétrique utilisé avec les prédicteurs

paramétriques usuels.

Nous allons maintenant présenter plus précisément le détail des

résultats obtenus, partie par partie,pour terminer cette introduction.
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PREMIERE PARTIE

La premiére partie de la thése concerne le devenir asymptotique
T

d'estimateurs de la forme 2 Kt T(Xt) , les Xt formant un processus a
t=1
valeurs dans :md , et les K T>1, 1g<tgT une suite de séquences

W

t,T ’
d'applications & valeurs dans un Hilbert séparable H , mesurables par rapport

. PN d
aux tribus boréliennes de IR~ et H. Nous notons < , >H et || ||H les
produit scalaire et norme de H , et rappelons que les estimateurs usuels
de la densité, de la fonction de répartition, etc ..., se mettent sous cette

forme.

o) Dans la proposition I, nous étudions la convergence & O , presque

slire et en moyenne, de la quantité :

(viD) @, @n? = || § K _(X) - EFt"(K x M |2
1 B (2 BT t, Tt H

L'orthogonalité des variables utilisées permet de conclure pour la convergence

en moyenne quand la somme des normes des Kt T(Xt) , 1g tgT tend vers O ;
. :

et la convergence presque siire résulte d'un lemme de Van Ryzin (29), de type

martingale, qui permet de conclure sous la seule condition :

T Fr 2 2
(VIID Y E{|E (A7(T+1)) - A (MY <= .
T=1

Nous avons alors dégagé des conditions plus fortes impliquant les
conditions précédentes,donc les convergences cherchées. Nous les notons
H1), H2), H3) dans le texte. Elles ne sont pas nécessaires stricto sensu,

mais ont 1'avantage d'&tre assez facilement vérifiables pour les diverses



familles Kt T utilisées ensuite, c'est pourquoi nous les avons privilégiées.
’

La proposition 1 permet d'affirmer que, sous H1), H2), H3), la
T
(X.) est en fait celle de 2 E t 1(K (X.)). On suppose
t : £, Tt

t-1

T
limite de ) K
=1 t-1
alors que les densités de transition gy (F
t

t,T
engendrée par Xt—1 ,
Xt_2 ,...) existent, relativement & une mesure u o-finie sur IRd telle
que les LP(p) s, 1 $p<o solent séparables. Il faut donc chercher

la limite de :

F

ax [k, o] (gxi'1)

Il e~13

F
-1
K (%) gt ' (x) du(x) =
1 de eI X

It 13

t t=1

les [kt T] étant les opérateurs définis de L1(p) dans H par 1l'intégrale
k]

de Bochner utilisée ci-dessus, sous réserve d'existence,.

Sans entrer dans les problémes techniques concernant cette existence,
on peut ici fournir 1'intuition de la démonstration effectuée dans le théo~
réme 1. En imposant des conditions supplémentaires (H4 & H7) aux
applications (Kt,T) , les sommes d'opérateurs correspondants {tz1 [Kt,T]}

convergent vers un opérateur C. Si de méme on suppose (conditions B1 2

B4 imposées au processus) que la suite des converge vers une limite

gy

Xe T Ft_1

g , 1l est naturel d'obtenir la convergence de z [kt T] (gX ) vers Cg .
1 ]

t

C'est le travail effectué dans le théoréme 1, sous la formalisation au

demeurant plus lourde (cf. les'conditions B et I" imposéesaux processus

et aux opérateurs), rendue nécessaire pour tenir compte des cas ol la conver-
t-1 ' . ez

gence des 8y vers g s'effectue dans un espace fonctionnel B différent
t

de L1(u).

Finalement, en supposant les (Kt T) bien choisies (nous fournirons
’

par la suite de nombreuses familles vérifiant les conditions H1 & H7

évoquéeg ci~dessus , dans les diverses applications) la convergence de
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Kt T(Xt) vers Cg est obtenue si le processus (Xt) vérifie au minimum
>

-1

une condition du type (conditionsB2 et B4 du texte) :

T F
. 1 t—1
) Lim [z 1 g -l =0
T t=1 t
la norme étant prise dans un espace fonctionnel (L1(u), Lz(p) , C?]Rd)"')
, F
auquel appartiennent les gXt-1 et g , la convergence s'effectuant en
t

moyenne ou p.s. On montre alors, second point développé dans cette partie,

que les processus ergodiques vérifient ce type de conditions.

Un cas particulier illustre bien le fait : si (Xt) est strictement

stationnaire et markovien, h la densité des couples (X_ , X, . ,) par rapport

t t+1

a p®yu , g celle des variables Xt , obtenir (X), c'est montrer la

convergence de la suite :

1 T 1 T h(Xt,.)
(X1) T z L(Xt) =7 21—g‘(—x'—r
= t= t

(L est 1'application qui & un élément (x) de ]Rd associe la fonction

() — h((x), (y))
y g(ﬁx)i

) . Lorsque L(Xt) est Bochner-intégrable,
il résulte du classique théoréme ergodique a valeurs dans les Banach

(Parthasarathy (30), Krengel (25)) que la convergence a alors lieu vers

g ... Finalement, le lemme 4 et le corollaire 1 développent cette idée en

montrant que, pour les processus stationnaires au moins, 1l'ergodicité

implique B2) et B4) sous des conditions techniques additionnelles, automa-
. P . . 1

tiquement vérifiées si on veut obtenir la convergence (X) dans L (u)

par exemple.

En fait les exemples de processus vérifiant (X) pourront &tre
enrichis par la suite. La stricte stationnarité n'apparalt pas nécessaire

a 1l'obtention de B2) & B4), dans le cas d'un processus Markovien tel que
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la densité initiale ne soit pas la densité invariante, par exemple, de
toute facon si les Xt sont indépendantes. C'est pourquoi nous avons
laissé les hypothéses Bi) sous leur forme générale un peu abstraite, en
Ft—1
les scindant en une condition sur les (gx “8y ) (aspect "ergodique'") et
t t
une condition sur les gy (aspect "stationnaire'). Le corollaire 4 montre
t
déja que les résultats d'estimation démontrés, sous les conditions Bi),
concernent au minimum la classe des processus stationnaires et ergodiques,
c'est-a-dire une classe de processus beaucoup plus large que les processus
stationnaires et mélangeants utilisés jusque la. Nous fournissons quelques

exemples usuels (processus linéaires p. ex.) pour lesquels les résultats

s'appliquent.

Nous terminons enfin la premiére partie par deux applications
directes du théoréme 1. On suppose que le processus observé vérifie (X),

la norme étant prise dans L1(u) . On démontre alors (théorémes 2 et 3) :

i) La convergence de la fonction de répartition empirique :

F(() = 1 x,) (*)

d
{n ]—oo’ Xl] }
1

1
T

il ~1-3

t=1

vers la fonction de répartition F de la loi de densité g, au sens ou,

pour tout compact C de ]Rd on a :

Lim J lFT - F]2 du=0 .
Tr» <C
T
ii) La convergence de la loi empirique T E 6X vers la loi P de
t=1 t

densité g , au sens de la convergence faible p.s. : il faut pour cela
assimiler les lois de probabilités a des éléments d'un espace de Hilbert a

.noyau reproduisant (cf. Guilbart (31)).

*) &) = (x5, %))
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On notera que la convergence de FT pourrait se déduire de
ii) ; i) et ii) montrent la facilité d'usage du théoréme 1 dans des

conditions originales, les démonstrations se trouvant ici notablement

allégées par le fait que les opérateurs DKt T] sont de la forme % [K].






DEUXIEME PARTIE

F

Dans la seconde partie du travail, supposant encore que les = -
t

appartiennent a L1(u) ou Lz(u) et y convergent vers g au sens de

Cesaro, on estime g par les méthodes classiques.

Ft—1

By et g étant dans Lz(u), on
t

a) En un premier point, les
utilise la méthode usuelle de projection (ou encore des "fonctions orthogo-

-~

nales") (cf. Bosq (32) pour une introduction). L'estimateur retenu fT

s'écrit :

q(T) . -

(XI11) fo = a., e, » a; = ei(Xt)

==

q(T)
)
t=1

. 2 .
les e, constituent une base orthonormale de L“(u), q(T) une suite de
réels croissant vers 1l'infini., Il a été largement étudié dans le cadre de
1'échantillon (cf. Bosq et Lecoutre ( 7) pour une synthése), et dans celui

des processus stationnaires et mélangeants (Delecroix (13), Doukhan (9)).

On démontre alors sa convergence vers g en utilisant les résultats
T
de la premiére partie : l'estimateur s'écrit 2 K T(Xt) , les opérateurs
t=1 7’

) ot P est la projection

[K, ] associés n'étant autre que (1/T . P,
t,T T

T
orthogonale sur 1l'espace engendré par (e1 seves eq(T)) : c'est le théoréme 4

qui généralise tous les résultats obtenus précédemment, au niveau des

conditions imposées aux (Xt) .

Sous les mémes hypothéses générales, on étudie ensuite un estimateur

dérivé du précédent, et récursif dans le sens oli il vérifie la relation :



_XVI_

-4 1 q(T+1)

- —-——TH) £+ e R3 e (64

4 1
(x1IVv) freg = 1

T+1) ej
Défini pour la premiére fois dans Delecroix (13), il améne un gain de temps
dans les calculs et converge (cf. théoréme 4) vers g , moyennant des condi-

. . s Voo 3
tions un peu plus restrictives que celles qu'exige la convergence de fT .

Le point suivant concerne l'estimation par projection des dérivées

partielles Dl(g) de g , (Dl(g)(x) = 32— g((x1,...,xd))), supposées
i

exister et appartenir a Lz(p) : ce probléme intervient naturellement dans
1'identification non-paramétrique de la dérive d'une diffusion (Banon et
Nguyen (33), Bhattacharaya (34), Brodeau (35)). Nous utilisons 1'estimateur
employé par exemple dans Greblicky - Pawlak (36) (et non celui de Walter
(37) ! ), en supposant l'existence des (Di ej) , 1gigd, jz1 et

leur appartenance & L2 , hypothése vérifiée pour les bases classiques de

2 P PR
L (IRd). Nous démontrons sa convergence au théoréme 6 pour peu que les

. F .
(o* gxt 1) existent et convergent dans Lz(u) vers les DYg) , tandis
t
F
que les gxt y convergent vers g au sens de Cesaro, c'est-a-dire que
t

1'espace B (cf. la "condition B") sera ici 1'espace de Sobolev W12.

B) On aborde ensuite l'estimation de g par la méthode, surabon-
damment étudiée dans le cas de 1'échantillon (cf. Bosq et Lecoutre (7)
pour une synthése), dite du "noyau de Parzen-Rosenblatt". On utilise ainsi

1'estimateur qui s'écrit :

1

(V) {

t

hm]™ . x [m)”

1 CCGm ]

1
T

il ~113

(K densité de probabilité, h(T) élément de 1 R), et ensuite sa version

) . 7 PP
récursive fT définie par :
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(XVI) £ = (1 -y £+ vp (M k)T

1
(o - xT)]} .

Le théoréme 7 fournit les conditions exactes sous lesquelles ces

deux estimateurs convergent vers g dans Lz(u) , en supposant que
T F
t-1
a/m 1 ogy
t= t

fasse de méme. Sa démonstration utilise les résultats de

1
ére . N . ) . N

la 1 partie. Le lemme 8 permet,quant a lui,de déterminer concretement

les densités de probabilité K qui ont les propriétés requises dans le

théoréme. I1 faut évidemment que la suite de réels h(t) tende vers O,

"pas trop vite", et que les Y, vérifient des conditions de régularité

exhibées pour les 2 cas particuliers les plus usuels.

Nous démontrons ensuite un théoréme (théoréme 8) de convergence

T F

des deux estimateurs de g , dans L1(u), quand (1/T) ( z gy
t=1 t

méme. (Rappelons que les processus ergodiques vérifient cette hypothése

Ft 1

o £
Xe

t_1) fait de

sans aucune condition technique additionnelle sur les , d'ol son
R . . P e X ere .
intérét), La démonstration apportée n'utilise plus guére de la 1 partie
que la décomposition (VI), 1'orthogonalité (tant recherchée) ayant disparu :
s ére . .
on prouve la convergence a3 0 de la 1 partie de (VI) par une technique
a4 notre connaissance originale, quitte a imposer au processus (Xt) des
conditions supplémentaires assez générales. Le lemme 9 permet de dégager
concrétement les processus les vérifiant. Rappelons pour mémoire la diffi-
Tw

culté technique usuelle d'obtention de ces "théorémes L : dans le cadre

de 1'échantillon, on verra Devroye et Gydrfi (38).

On termine en démontrant que les dérivées partielles de 1'estima-—
teur classique de la méthode du noyau convergent vers celles de g (supposées
exister) sous des conditions additionnelles mises en évidence aux théorémes

10 et 11, (correspondant aux convergences respectives dans Lz(u) et L1(p)).
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Cette estimation simultanée de g et des Dig permettra 1l'obtention de
convergences ponctuelles au chapitre suivant, outre 1'intér8t déja évoqué
pour 1'identification non-paramétrique d'une diffusion. On notera de plus
que la méthode se généraliserait aisément aux dérivées d'ordre supérieur,
ce qui permet, lorsque les Xt sont réels, une estimation de la fengtre

h(T) optimale (cf. Deheuvels (39)).
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TROISIEME PARTIE

Dans la troisidme partie de l'ouvrage, on aborde le probléme de
la convergence ponctuelle (uniforme ou non) d'estimateurs de la densité,
fondamentale dans 1'étude du prédicteur utilisé a la fin du travail,
entre autres.Du point de vue technique, le travail se sépare nettement
des résultats obtenus jusqu'ici. En considérant l'estimateur comme élément
de L° par exemple, les variables {K_ _(X ) - E XK, &N}

t,n t,n "t

introduites en (VI),n'offrent plus aucun caractére d'orthogonalité, et les

résultats du chapitre I ne s'appliquent gudre, au moins en leur globalité.

Nous proposons deux approches différentes du probléme :

o) En un premier point, on étudie la convergence souhaitée sous une
hypothése vérifide, comme jusqu'alors, par les processus ergodiques sous

des conditions additionnelles de régularité (lemme 4). On suppose ainsi

F
les gxt ! dans Co(ﬂRd) (espace séparable des fonctions continues
t

d . s . s -
sur IR qui tendent vers O a 1'infini) et y convergent vers une limite

g au sens de Cesaro. On a donc :

T F
Lim (sup [%—2 gxt—1(x) - g(x)|) = 0 (en moyenne et p.s.).
1

T erRd t

-~

On considére 1'estimateur classique de la méthode du noyau fT.

La décomposition (VI) utilisée au départ permet de voir que sous 1'hypothése

ergodique définie ci-dessus, pour les noyaux classiques,

sup |fg(x) - g(x)| tend vers 0 si h(T) décroit vers 0, a
d
xelR



condition qu'on ait aussi la convergence & O de :

x-X F x-X
! R(—Ly - &1 . RK—5 T
d 3
1 T.(n(T)) h(T) T(h(T)) h(T)

13

sup |

erRd t

C'est le point délicat. Le théoréme 11 résout le probléme. Pour suggérer
simplement sa démonstration, trés technique, on peut dire qu'elle utilise

fondamentalement deux idées classiques :

i) Choisir un noyau lipschitzien (cf. Bosq et Bleuez (40) pour
l'utilisation originelle de la méthode) qui rameéne 1'étude du supremum sur

un compact a celle du supremum pris sur un nombre fini de points (Xi)'

ii) En un point fixé x wutiliser 1'orthogonalité (cette fois
rétablie) des variables étudiées, et obtenir une convergence presque compléte
(comme dans la démonstration usuelle de la loi des grands nombres), grice a
la décomposition de la somme des T wvariables en 2 parties, de 1 a &(T),
et de o(T) & T, oi o(T) est le plus grand carré entier inférieur ou
égal 2 T. On obtient la convergence souhaitée, sous des conditions restric-

tives sur la suite h(t) , précisées par le corollaire 3 (qui fournit des

exemples de suites utilisables).

B) Le théoréme précédent (comme ceux de la seconde partie) ne permet
pas d'obtenir les vitesses de convergence des estimateurs étudiés. D'abord,
ces théorémes basés sur une approche fonctionnelle {(cf. lemme 2 chapitre I)
ne donnent pas de relations explicites entre la norme de la différence des

T F T OF
t-1 o p 1 t-1
(; E (Kt,n(xt))) avec la limite cherchée, celle de {3 y gxt - g},

et les normes des [kt i] utilisées. Ensuite, 1'évaluation méme de
b4
15 Fet
]]T-E 8y - gll reste problématique (cf. Krengel (25) "vitesse de conver-
1

gence dans le théoréme ergodique").
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Aussi proposons-nous en une seconde partie une évaluation de

1'écart ponctuel entre fg et g dans le cas ou le processus observé

est stationnaire et mélangeant : nous reprenons un article (Delecroix (13))
qui permet cette évaluation sous l'hypothése de forte mélangeance (cf. IV),
la plus faible possible, pour tous les estimateurs de la densité étudiés
jusqu'ici. On y trouvera de méme les théoremes de convergence ponctuelle
d'estimateurs de la densité de transition. Cet article est au demeurant
représentatif des techniques utilisées dans les cas d'observations mélan-
geantes, évoquées du début de cette introduction, et trés différentes

des approches jusqu'ici employées. Notons enfin que l'article concerne

des estimateurs construits & partir d'un processus A temps continu, le

passage au temps discret s'avérant immédiat.
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QUATRIEME PARTIE

La quatriéme partie du travail est consacrée a la prédiction non-—

paramétrique dans les séries temporelles stationnaires. Pour prévoir

on construit un estimateur RT , non-paramétrique, de la régression

V&) s

R de w(Xt+k) sur (Xt , Xt_1 soens Xt-r+1) , pour un entier r au choix

du statisticien, 3 partir des valeurs observées X1,...,X . Le prédicteur

T

proposé est alors RT(X ) : c'est la méthode utilisée par exemple

T""’XT—r+1
par Collomb 1984 (1), Bosq 1987 (5), ou Hirdle et Vieu 1987 (3). Nous

la développons sous trois aspects ¢

@) On démontre la convergence uniforme presque sfire sur tout compact

de RT vers R, sous des hypothéses ergodiques du type de celles qu'on a

-~

utilisées jusqu'ici, RT étant construit par la méthode du noyau. C'est
1'objet du théoréme 12 qui s'appuie en particulier sur le résultat de
convergence uniforme cobtenu dans la partie III. On en déduit que la différence

entre le prédicteur et R(XT yeees X ) tend vers 0, si T » « , sous

T-r+1
des conditions de régularité suffisantes. Ceci justifie 1'utilisation du

prédicteur choisi.

B) On étudie la convergence L2 du prédicteur sous des hypothéses de
mélangeance. C'est l'objet de 1'article (12) publié en 1985 en collaboration
avec D. Bosq, que nous reproduisons. Le prédicteur utilisé appartient ici a
une classe contenant notamment ceux qui dérivent de l'emploi de la méthode

des fonctions orthogonales.
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y) On procéde a une étude concréte du prédicteur étudié de facon théorique

en o). On dégage notamment un principe de construction (établir des moyennes

pondérées aléatoires des Xt+h) qui semble généralisable par la suite,

et une méthode non-paramétrique de détermination d'intervalles de prévision.
Celle-ci permet une comparaison objective avec les performances d'autres
prédicteurs classiques (méthode de Box-Jenkins) tels qu’'ils sont définis

en Monfort~Gouriéroux (41). Les comparaisons ont été effectuées sur de
nombreuses séries, observées ou simulées. Les résultats obtenus démontrent

une légére supériorité de la méthode non-paramétrique. C'est l'article (42)

publié en collaboration avec M. Carbon, que nous reprenons ici.
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CONVERGENCE D'ESTIMATEURS DE LA FORME y
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(Chapitres | et II)






Comme annoncé dans 1'introduction, on va ici étudier le devenir
asymptotique d'une suite d'éléments aléatoires d'un espace de Hilbert de

la forme :

) XK X)) ,

t,n ot

Il ~13

t=1

. d . . N
le processus (Xt) , t € Z , observé dans IR , étant astreint a des

conditions d'ergodicité portent sur les densités de transition.

. . . . ere .
Nous traiterons successivement trois points dans cette 1 partie

de notre travail.

Dans la premiére partie du chapitre I, aprés avoir introduit
précisément notations, définitions et les hypothéses Hi) et Bi) menant 2
1'obtention des convergences souhaitées (point A), nous démontrerons les

théorémes de convergence adéquats (point B).

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous étudierons les types
de processus vérifiant les hypothéses introduites dans les théorémes de
convergence, montrant que, grossiérement parlant, il s'agit des processus

ergodiques, admettant des densités de transition suffisamment réguliéres.

Enfin, au chapitre II, nous retrouverons successivement,
(points A et B), comme applications directes des théorémes généraux démontrés
auparavant, les convergences classiques de la fonction de répartition

empirique et de la loi empirique.



C.l. - 1ere PARTIE

LES THEOREMES DE CONVERGENCE

(:) - Les conditions suffisantes de convergence : hypothéses Hi et Bi.

a) Les applications K, o

Dans ce qui suit les Kt ,n =21, 1 <t¢g

n < représentent
t]

n
. . . . d
une suite de séquences d'applications mesurables de IR dans un espace

de Hilbert H séparable, dont nous noterons <,>H et || ||H produit

scalaire et norme. Pour tout couple (t,n) , nous poserons

2) Tea T SR R, 0y
yelR
(3 Yoo = s 1RO =R O
d
yelR

Cela permet la formulation des trois hypothéses suivantes :

n
H1) Lim () «
e t=1

2 -
t,n) =0

qui assurera qu'en (2) le supremum soit fini (pour n assez grand)

2
H2) o < @
oo n . n n
1) RO IR AR R TS SRS M O R L DR
n=1 t=1 ’ t=1 ’ t=1 ’

hypothése assurant, elle, la finitude des Ye q ot
b

Les conditions précédentes ne sont pas, en toute généralité,
réductibles les unes aux autres, mais si, a t fixé, ST est décrois-—

sante en n , H3) se réduit a



b) Les densités gxt—l
t

o) On supposera que le processus des observations dans IRd est

constitué de variables (Xt) , t € Z , dont les lois sont absolument

continues par rapport & u , mesure o-finie sur ]Rd , de densités &g
t

On suppose de plus que, pour tout t la loi conditionnelle de Xt par

rapport a F , tribu engendrée par Xt—1 R Xt—2 se+-, €Xiste, et se

F

o . . . t-1
caractérise par une densité conditionnelle, notée 8y , par rapport
t

t-1

a u.

Cette hypothése posée, nous supposerons éventuellement que
gFt—1
Xt

. N . 1
les appartiennent & un autre espace fonctionnel que L (u) , et

dirons alors que

" Le processus (Xt) ,,t ¢ Z , vérifie la condition (B) "

gFt—1
Xt

pour signifier que les et existent, et sont éléments de

g
xt

BN L1(p). (Au minimum, le processus observé vérifie donc toujours

"la condition L1(u)“ !). B sera muni d'une structure d'espace de Banach,

dont nous notons || ||B la norme.

gFt—1
xt

B) Nous supposerons de plus que les densités et

g
Xt

convergent fortement dans B , introduisant ainsi 4 hypothéses éventuelles :

. t—1
@ Lim p.s. ||g g, ||, =0 et Lim |{g, -g|], =0
' o0 X, X,''B £ >0 X, B
, -1 S
Lim p.s. || ) . [} (gx “Bx )]HB=O
n>eo =1 t t
n

-1
et Lim |{@ ) . ( 2 g, )-8l =0
N> t=1 Xt B



Lim E{Ilgxt_1-gx g} =0 et Lim (|]g 0
t t

tooo t >0

-glly) =
x, &8

| i n o F_
Lin E([G™D L[] (g gy 11y} = 0
t t

N t=1

: \ n
et Lim || ) . (] 8y )-g||B =0 ,
t

n->o t=1
g désignant un élément de B .

Les exemples de processus vérifiant ces conditions Bi) seront

fournis dans le 3e paragraphe ...

c) Les opérateurs [Kt,n]

F
a) L'existence des gxt permet d'écrire pour tous t et n :
t
Ft—1 Ft-1
(4) E [Kt’n(xt)] = J]Rd Kt,n(X) . gxt (x) du(x)

le second membre représentant 1'intégrale de Bochner de la fonction
t-1 .

(gx .)) . K (.) , a valeurs dans H .
t

L'espérance conditionnelle introduite existe en effet (cf.

Neveu (1)), dés que Kt n(xt) est Bochner-intégrable c'est—a-dire que
>

[k, ], - 8, &) dpx) <o
J]Rd t,n H X,

C'est donc vrai si |]K (.)]iH et sont dans des espaces LP et LY

t,n gXt
. . d . s .

conjugués, sur IR , donc toujours sous H1. Dans ces conditions (4) résulte

de 1'unicité de 1'intégrale de Bochner, de celle de l'espérance conditionnelle,

et du fait que 1l'on puisse les permuter avec toute forme linéaire continue

sur H.



B) L'intégrale introduite en (4) n'étant pas forcément définie
pour tout élément de B , lorsque le processus 'vérifie la condition B" ,

alors qu'elle 1l'est sur B N Li(u) , nous supposerons de surcroit 1'exis-

tence d'une suite de séquences d'opérateurs [Kt n} , de B dans H,
R <« s

"vérifiant la condition 1I" , c'est-a-dire tels que

(5) \ig , geBN L1(u) ’ l:Kt’n] (g) = J]Rd g(x) . Kt,n(X) dp(x) .

]

Nous imposerons enfin quatre hypothéses aux [Kt n
’

n
égb La suite des opérateurs { z DKt n]} converge fortement vers un
t=1 ’

opérateur C de B dans H , i.e. :

n
Vg, g e B, Lim ll(tZ1 [Kt,n])(g)_C(g)HH =0 .

n-re

@) t étant fixé Lim [k, ol =0

>

@ s ) Ik 1w

nx1 t=1
n—1 i
@ sup {tL e MR = & e HiR Y <
(Pour H5), H6), H7) nous notons || || , sans indice, la norme usuelle

d'opé :
pérateur de Kt,n

k|| = sup  (JI[K_ T
£.n g/|lellgst £ i

Sous ces hypothéses, nous pourrons démontrer les théorémes de

n
convergence de 2 K, n(xt) vers Cg , C étant 1l'opérateur introduit
t=1 ?

par H4), g la limite introduite dans les conditions Bi ...



-  Enoncés et démonstrations .

a) Principe de la démonstration

Pour obtenir la convergence souhaitée, on majorera

n
i 2 K n(Xt)—Cg]|H par la somme des deux quantités :

t=1 ©
v Feot :
6) A () =[] 1 Y, ally »o0b Y =K LX) - E [k, L&
g=1 0F , ’ ’
o Fiog
) A,(n) = || Z {E [Kt,n(xt)]} - celly

décomposition possible sous H1, nous 1'avons vu. La convergence a 0

de Ai(n) résultera de 1'orthogonalité des Yt 0 1 gtgn, celle de
’

Az(n) de 1'égalité

(8) A, = || [

F
t=1
. Kt,n} (gxt ) - Celly

ne~—9

1

justifiée ci-dessus, et des hypothéses (Bi) et H4) - H7)

b) Comportement asymptotique de A1(n)

Proposition 1.- Si la suite de séquences d'applications Ko oo
b

nx1, 1g¢tgn, vérifie H1) , on a :

Lim E{(A1(n))2} =0

>0

Si elle vérifie de surcroit H2) et H3) A?(n)

converge vers O presque siirement.




Démonstration :
2 n n
a) D'aprés (6) : (A1(n)) =< 2 Yt,n , 2 Yt,n>H , mais
t=1 £=1
comme les Y sont orthogonales, par propriété standard de l'espérance
3
conditionnelle, il vient
n
2 2
(9 E[Afm)] = ] E(]IYt,nllH)
t=1
Maintenant, par définition des Yt o » On aura :
t]

(Y. |15 =] (X)IIZ)—E(HEFt—1 k. Ol
t,n' '®H K t,n >t H

t,n ¢ H

sE(IIKt’n(xt)llﬁ) < sup lth’n(y)H}zI R
yelR

ce qui revient & écrire d'aprés (1) et (9)

2
o

(10) Ela’@)] <
t

il ~113

1
et H!) implique bien la conclusion souhaitée.

B) Pour démontrer la convergence p.s. 3 0 de A?(n) , nous

allons utiliser un lemme de Van Ryzin (2).

Lemme 1.- Soit (Fn) , une suite croissante de sous—tribus de

n1

F, (Zn) et (Z&) , n 21, deux suites de v.a.r. définies sur
(&,F,P), adaptées aux sous—tribus Fn . Si on suppose alors Z1 inté-~

grable, les Z, P-s- positives, que pour tout n on ait p.s.
F oo
n L4 z .
E (Zn+1) sz 0+ Zé , et qu'enfin la série 21 E( Zﬂ ) converge,
n=

alors la suite Zn converge presque silirement vers une limite finie.




Nous utiliserons ce lemme en prenant Z = EA1(n)]2 R

E
et Zé =]z -E n(Zn_”)] . Sous H1) Z, est intégrable, et la suite

n 1
Zn converge vers O en moyenne. Les autres conditions du lemme étant

directement vérifiées, la démonstration de la convergence p.s. a 0 de

Af(n) revient donc & prouver que, sous H1), H2) et H3) on a :

o o F
. ! 2 2
(11) n; E(2)) = % E{|E "(a](m+1)) - AT |} < =

Par définition on a :

n n
2 -
A1(n+1) - <tz1 Yt,n+1 * Yn+1,n+1 ’ tz1 Yt,n+1 * Yn+1,n+1>H
Fn n n
Mais E (<Yn+1,n+1 , tZ1 Yt,n+1>) est nul, puisque tZ1 Yt,n+1 est
Fn
Fn mesurable et que E (Yn+1,n+1) =0 . Il vient donc :
F n
n, 2 2 n 2
E (Al(n+1)) - Iltz1 Yt,n+1”H *E (|IYn+1,n+1llH)
et
o ) 2 ) n 2 n 2
CEI IR AP IPR (I AR L E S NI I AV T I S S
n=1 n=1i n=1 t=1 t=1

La premiére des deux séries majorantes convergera, d'aprés le calcul mené

en o, si :
T 2
(13) Z ), )<=,

et ce n'est autre que H2). Reste donc 2 obtenir la convergence de la

éme

2 série majorante de (12), sous H1), H2), H3)



-9 -

v) Pour tout n , on majore successivement

{11 v !l [N

par

n
(1] vl -
t= b ’

t=1 t=1 ’
puis
n n n 2.1/2
wdl Y @ v, oHDYP Y v e 1Y v Y
t=1 ? ’ t=1 ’ =1 :
puis
n n 1 n
G A A TR LI N R LT S
t= ’ ’ t= > t= ’

d'aprés les inégalités de Schwarz et Minkowski. En appliquant de nouveau
le calcul mené au point a), cela donne, par définition des @, , et
>

Y ((1) et (2))

t,n

n

n n
QL1 LY ] Dy Hgec Lag 02
t ’ t=1 t=1

n n

t

. Lo . . . eme , .
Par conséquent, la condition H3), implique bien que la 2 € série

majorante sur (12) soit convergente, et H1), H2), H3) permettent d'obtenir

(11), donc la convergence p.s. a 0 de Af(n) Q.E.

c) Théoréme de convergence

Pour obtenir la convergence a O de Az(n) , nous utiliserons

d'abord le lemme suivant, di & Fritz (3) et qui s'appuie sur le théoréme

de Banach~Steinhaus.

121"

D.
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Lemme 2.-  Soit BKt n] , tgtg<n,n3z 1, une suite de
- E
séquences d'opérateurs définis sur un Banach B, & valeurs dans un
Banach H. Si les Dﬁt nJ vérifient les conditions H4), H5), H6) ;
3
on aura, pour toute suite d'éléments (yt), de B convergeant vers
y
n -
Lim ( § LKt,n] G =0 .
nso  t=1
Si les [Kt n} vérifient de plus H7), la conclusion reste
b4

valable lorsque la suite (yt) converge vers Yy au sens de Cesaro.

Nous aurons également besoin du lemme suivant, qui est une version

dans 1R , légérement élargie, du précédent

Lemme 3.- Soit (ét n) ,n 21, 1< tgn, une suite de séquences de

>

réels positifs €t Bt une suite de réels positifs convergeant vers O.

On suppose que

n
Lim Gt,n =0 (t fixé) et sup ( 2 dt’n) < o,
n->e n t=1

n

Alors la suite (t£1 (Gt,n . Bt)) converge vers O si n - o,

Démonstration :

) = K, quand n » «® , qui ramé-

n
1 - .
Faute de 1'hypothése : (; ét,n

nerait exactement au lemme 2), on peut raisonner ainsi : pour

n
tout majorant L des ( E 6t n) et tout € , £ > 0, il existe Ne tel
t=1 ?

que
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(t2N) ==>8 <¢c/L

Alors, pour n > Ne on peut écrire

N N
n 3 g f
Yo, .B) =) (8 .8 )+ (s B) g (6, .B.) +¢
2y tm t ; t,n t N t,n t ; t,n t
N
£
Comme Lim (2 % 0" Bt) = 0 d'aprés l'hypothése, la démonstration est
n 1 ?
achevée.

Nous pouvons alors énoncer.

Théonéme 1.- Supposons que le processus (Xt) , t € Z , vérifie la
condition (B), et qu'il existe des opérateurs [Kt n] de B dans H,
t]
vérifiant la condition (I).
a) Si H1), H4), H5), H6) sont vérifides, 1'hypothése B3)

implique :

n
Lim E{|| ) K, (X)) - Cgl}H} =0
n-o t=1 ’

En supposant de surcroit H7) vérifide, la conclusion demeure sous

1'hypothése affaiblie B4).

b) Si H1), H2), H3), H4), H5), H6) sont vérifiées, 1'hypothése

B1) implique :

Lim p.s. {|]
n->o t

"~

1 Kt’n(xt) - CgHH} =0

En supposant ici encore H7) vérifiée de surcroit, la conclusion demeure

valable sous 1'hypothése affaiblie B2).
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Démonstration :

o) Comme nous l'avons noté dans le premier paragraphe, les hypotheses

faites sur le processus (Xt) et les opérateurs , jointes 3

K, |

n

1'hypothese H1) ,justifient la majoration de || z Kt n(xt) - CgIIH
t=1 >

par A1(n) + Az(n) , quantités définies en (6) et (8). La proposition 1

permettant d'affirmer que A1(n) tend vers O en moyenne sous H1) et

p.s. sous H1), H2), H3), reste bien & vérifier que les conditions H4),

H5), H6), H7) entrainent la convergence a 0 de Az(n) , sous les condi-

tions Bi), soit en moyenne, soit p.s.
g) Pour la convergence en moyenne on écrit :

E(Az(n))

n Ft—1
E{HtZ;([Kt,n] C B ) - Cel |y}

n n
-1
SECY IR, T lley mey T+ 1T (TR, 1 gy ) - cally)
, Ly e X, °x ''B Zy Dt X H

n

F n
-1
t; Ul - E{ngz —gXtHB}} + ||tz1 (Ix, ] gxt) - celly

A

Sous B3) on a : Lim ||gX —g||B =0 , donc , d'aprés le lemme 2), si
t t .

les [Kt n] vérifient H4), H5), H6) nous obtiendrons :
b

n

Lim || ) (X, ] &, ) -cCgll,=0.
N> t=1 t,n Xt H

£
De méme, sous B3) Lim E(||gxt—1 || wvérifient
t

—g. |l) =0, et les ||K
. Xt B ? t,n

les conditions du lemme 3) sous H5) et H6), on en conclut donc :

‘2‘ Feot
Lim { ) ||k || - E[{|g, -g, |lz]} =0
e te1 t,n Xt Xt B
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Ceci démontre la premiére assertion du théoreme.

Lorsque l'on veut affaiblir B3) en B4), on utilise la

décomposition :
n-1 1 t Fk—1
(15 A, (@) = Ht; t. (LKt,n! - LKt+1,n_‘]) € - k; (gxk 'gxk))
o1d Y @ e ek )
+n (K — (g -g + K g, - Cg
motomo gy T X g2 B K
D'ou
nef 1 P
E(A, () 5 tz1 e HER =y JI - Bl k; (gXk —gxk)HB]}
F
1 v k=1
ol Tl

Iltz1 (ke o - e, " celly

n

Comme B4) implique que Lim ||%A z 8y —g||B = 0 , lorsque H7
n t=1 t

est vérifiée, le lemme 2 fournit la convergence 3 O du 3° majorant.

Pour les deux premiers, on peut utiliser le lemme 3, en posant simplement :

~
(=]
]

t,n £ |I[Kt,nj - [-Kt,n+1:HI » Tstsnd

oy
1]

ST AN]

t F
1 k-1
8. =E(]¢- ) (g
t t . X,

—gxk>llB)

n
puisque H7) implique bien que sup ( z Gt n) <o , et H5) que
n t=1 >
Lim dt n " O, pour tout t fixé, alors que B4) donne la convergence
N> ’

a 0 de Bt .

Le a) est aussi entiérement démontré.



_14_

v) Nous devons ensuite démontrer que les conditions H4) & H6),

et B1) entrafnent :

Lim p.s. (Az(n)) =0 .

n>e°

Or B1) implique que Lim i[gx —g[iB =0 et
e t

Lim p.s. (Ilgxt_1—gx ||B) =0 . D'aprés le lemme (2), on aura donc
Lo t t .
n

vim || ] (K, ] G ) - Celly =0 .

o0 =1 t,n Xt H
et de méme, sur un ensemble de probabilité 1

F
=0

n
: -1
Lim || (Y K, ] (&, '-g, )], =
o te1 t,n Xt Xt H

ce qui permet de conclure directement.

Enfin, si on affaiblit B1) en B2) et que l'on rajoute 1'hypothése
H7), il suffit d'utiliser la seconde partie du lemme (2) pour obtenir le

méme résultat, et achever la démonstration.

Dans les chapitres qui suivent, nous exhiberons des applications
Kt n et les opérateurs [Kt J correspondants, vérifiant les conditions
b k]
H1 a H7. Nous allons maintenant montrer que les résultats ainsi démontrés
' . N N d
s'appliquent a de nombreux processus (Xt) , t € Z , a valeurs dans R,

vérifiant les conditions Bi) : c'est 1'objet de la deuxi®me partie du

chapitre.
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C.l. - 2éme PARTIE

ETUDE DES PROCESSUS VERIFIANT LES CONDITIONS Bi

a) Variables indépendantes

Si 1'on suppose que, pour tout ¢t , By e gy le théoreéme
s'applique lorsque ||gX —gl|B > 0 quand t > ®, ou que
t

Lim || (n—1) (

n
2 gX ) - g][B =0 . Ce cas de variables indépendantes non
n>e t=1 t

équidistribuées n'a jamais été abordé jusqu'ici, & notre connaissance, et

reléve donc des résultats obtenus.

A fortiori, ces résultats englobent aussi le cas de v.a. indépen-
dantes de méme densité g , les (Bi) étant toutes automatiquement vérifiées !
Evidemment, on peut alors obtenir le théoréme 1) sous des hypothéses

allégées : H1), H2), H3), H4) suffisent en ce cas.

b) La stricte stationnarité

Lemme 4.- Supposons le processus (Xt) , t € Z , défini sur (Q,A,P),

strictement stationnaire et "vérifiant la condition B" pour un Banach

séparable B , et qu'il existe une application g qui 2 y de IRd et une
. d, » .
suite (x) = (x, , x, «..) de (R") associe g, (y/ _ L seee)
1 2 Xt xt—i-XI’Xt—Z_XZ
pour tout t , teZ .

Alors, si pour tout élément u du dual de B , l'application

(x) +» <u,g(.,(x))> (*) est B(RQ)—QR mesurable, les variables Y

t
qui 3 ® de § associent la densité conditionnelle

(*¥) Nous adoptons la notation classique <u,f> = u[f] s, feB, u

étant dans son dual.
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g. (. ), forment une suite d'applications mesurables
X, /xt_1 (W)X, _,(W)s...

a valeurs dans B , strictement stationnaire.

Si E([IYil!B) est finie , il existe donc une fonction £

» . - o« » . .
définie sur (B) et invariante par translation telle que, en moyenne

et p.s., on ait :

gF e
1 X

e . "o, e gl —> 0

Ik e~13

t

. . * . . . .
Si le processus est ergodlque( ), a fortiori s'il est "mélangeant

en un sens quelconque, la limite f((Yt)’ t € Z) est égale & 1'inté-

grale de Bochner E(Y1).

Démonstration :

a) Les applications (x) — <u,g(.,(x))> dtant mesurables,

pour tout élément u du dual de B , l'application
(x) — g(.,(x))

est mesurable pour les tribus boréliennes de (IRd)oo et B , puisque, B

étant séparable, les notions de mesurabilités "faible" et "forte'" coincident
(cf. Krengel (4) p. 60 par exemple). On en déduit la mesurabilité de 1'appli-
cation définie sur 1l'ensemble S des suites (xi)

]Rd , a valeurs dans B , par

, 1e Z , d'éléments de

L*((Xi 3 ie Z)) = g(-,(X)*) , (X)* _ (X—

(*) C'est-2-dire que la tribu des invariants est dégénérée.
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comme enfin la "translation arriére" T ((Xi’ ie Z) —E—*(xi_ ie z))

1’

est mesurable sur (S,BS) , la mesurabilité des Yt provient de 1'égalité :
Y () = L& @, ie 2]}
¢ ; , 1€ .

La stationnarité stricte de la suite Yt découle alors de celle
. ’ ’ * .
des (Xt) » t € Z , puisque pour tout k , élément de IN , tout choix
.. k . P
d'indices (ti""’tk) de Z , tout choix de boréliens A1""’Ak , on

peut écrire, en posant :

koot .
A= OV HT [ah (AJ.)]}
j=1

Pliw / TN, W) , i e Ze A}]

s
~—
2
-
B
(a3
.
+
=a
™
g
[
s
L]

u E(Th) - @]

ol p est la mesure induite sur § par le processus (Xt) , te Z .

1

L'invariance de (Xt) , t € Z , entraine que p((Th)- ) =y, donc

1'égalité cherchée :

en © A =w@) = P[f\1 v, ead].
B8) Le processus (Yt) , t € Z , induit & son tour une mesure

. - o 3 .
v invariante par translation sur (B) . Si nous appelons F 1la tribu

des boréliens I de (B)" tels que : -

((ai) , 1€ Z) el <=—=> ((ai+1) , 1ieZ) €1

et (yi) s 1€ Z , le processus canonique formé des applications coordonnées
de (B)m, on peut déduire des théorémes 9.4 et 9.5 de Parthasarathy (5),

que si y, est v-intégrable on a :
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n

H(n—1) (Y y

) - EF(y1)},B~——+ 0 , si n»>eo
t=1

t
Vv p.s. et en moyenne.

Si le processus est ergodique, F est dégénérée et EF(y1) n'est
autre que l'espérance de vy - Dans le cas général EF(yj) représente une

application f sur Bw, invariante par translation :
£((y) , iez] =iy, ) 5 de z])

y) Les conclusions du lemme sont une retranscription du point
précédent, en remarquant simplement que l'ergodicité des (Xt) , teZ,
entraine celle des (Yt) , t € Z . En effet, si B est un élément de F
et B 1'ensemble des suites (x) de S telles que la suite
(L*(Tt((x))) , t € Z), soit dans B, B sera lui-méme un borélien de

S invariant par translation, car
= * _t+1 12
(x) € B <==> (L (T (x))) , t € Z) , est élément de B , (car B e F)
-t
<==> (L ET (T(x)ﬂ , teZ) est dans B
<=> T((x)) ¢ B .
La suite Xt , t €eZ , étant ergodique,
P[{w/ X () , te Z) € 1} vaut O ou 1 si I est un borélien
de S invariant par translation. Donc :
v® =P[w / ¢ W), tez) e B}
*
=P{w /L (Tt((Xi(w), ieZ), teZ) eB}]

ou 1, s1 BefF.

=Pl{w / X (), t ez eBl

I
o
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On sait enfin (cf. Ash et Gardmer (6)) que toutes les conditions

de "mélangeance" usuelles impliquent l'ergodicité ....

Congllaire 1.- Si le processus (Xt), t € Z , strictement stationnaire
et vérifiant la condition B est tel que 1'application g (cf.

lemme 4) soit mesurable par rapport au couple (y, (x)) , et bornée

d d, » . .
sur R* x (R) , il existera h , heB tel que :

1

|](n."1) ; (ri git_)—hHB — 0
t=1 “t

p-s. et en moyenne, lorsque B est un espace Lp(p), 1 $p <o,

. . d
ou 1'espace CO(IRd) des fonctions continues sur IR~ , s'annulant
a 1'infini.

Si (Xt) , t e Z , est ergodique, h wvaut

g
Xt

Démonstration :

o) Si B = 1P , 1 £p <o, il est séparable (cf. Adams (7))
et son dual s'identifie & 1'espace LI(u) conjugué. Pour toute forme

linéaire continue u sur B , on a donc :

<u, g(.,(x))> =J 4 Aly) . gy, (x)) du(y) ,
R

ol A e Lﬂ(u). Si g vérifie les conditions du corollaire, la mesurabilité
des applications (x) » <u, g(.,(x))> est donc immédiate, et de méme
1l'intégrabilité de “Yt“Lp(u) exigée dans le lemme 4) puisque :

P
Yo , HYt<w>Hip(“) = jmd {gly, & _; @)X, (), . 0]} du(y)

w1
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B) Pour cela, on note que si A € Lq(p) , la fonction qui a
(y,w) associe A(y) . g[& , (Xt—i(w)’ iz 1)], est bornée par
M. |AGy)]| sur ]Rdx Q,donc p @8 P intégrable. Cela permet d'écrire

E{J]Rd A(y).g(yKXt_i(w), i21))dp(y) )} = J

4 A(y){j 80y, (X, _; @),i21)))dP (w)du(y)}
R §

On en déduit successivement :

(16) JQ g, X _ ), i3 1) dPw) =g, ()

t

En prenant A = IC , on a en effet, pour tout C de B d
R

(X,_,),izn

J {j g, (X_; (@), iz 1) dPW) du(y) = BP ©}
c ‘Q

i
javl
La]
~
(2]
~
[if

g, (y) du(y)
Jc Xy

ce qui suffit & 1'égalité annoncée.

“un * <u, 8y > = E(<u, Yt>) pour toute forme linéaire u sur Lp(p)
t
Ceci prouve que gy  est 1'intégrale de Bochner de Yt par rapport & P.
t
Q.E.D.

v) L'espace CO(IRd) est séparable (cf.Rudin (8)) et d'apres
le théoréme de représentation de Riesz (méme référence, par exemple),
pour toute forme linéaire u du dual de B , on a :
(18) <u, g(.,(x))> = J d gy, (x)) dv(y)

R
pour une mesure Vv sur B a4 Ici encore, les hypothéses du corollaire
R

impliquent donc toutes celles du lemme 4) par un raisonnement similaire

a celui que nous venons de mener.



ot M= sup (gly,(x))) , car g est une densitéeny ...
¥, (x)

On peut donc appliquer le lemme 4 , et ne reste a démontrer que
1'égalité de h avec la densité des Xt , lorsque (Xt) , teZ , est

ergodique.

L'égalité :
EUIRd gy, (X, _;(),i1)) d\)(y)} = J]Rd {JQ gy, X _; @),iz1)) dP(w)} dv(y)

justifiée par la positivité de g , pour toute mesure Vv sur B .

permet encore d'écrire successivement (16), en premant v =1 . p .
C

puis (17), grdce a (18). On a donc ici encore : E(Yt) =g lorsque le

X

processus est ergodique, ce qui achéve la démonstration.

¢) Quelgques cas particuliers.

Le corollaire précédent montre que les conditions B2) et B4) sont
vérifiées pour les processus stationnaires assez réguliers et vérifiant
la condition B pour un espace Lp(u) , 1 gp<=, ou CO(IRd). De
surcrolt les conditions de régularité imposées & g sont usuelles comme

le montrent les deux exemples qui suivent

a) Si (Xt) , t € Z , est markovien d'ordre k , tel que les

. . .. 8n
lois des n-uples (Xt ,...,Xt ) soient dominées par u , pour tout
1 n
n , on aura alors

) - fn+1(x_n,...,x_1,.) L
fn(x_n,...,x_1) {fn#O}

g(.,(x)) = g(.,(x_1,...,x_k
M p.s. , ou fn désigne la dénsité de (X1""’Xn)' g(.,(x)) est alors
mesurable par rapport au couple (y,(x)), et le corollaire s'applique pourvu

que g soit uniformément bornée sur r? x Cmd)k .
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B) Si (Xt) » t € Z est un processus strictement stationnaire,

admettant une représentation de la forme

(19) X = 2 a, X , +e¢

ou les e, sont des variables a densité formant un bruit blanc, et les

F
a, une suite de matrices d x d , les gXt ! existent, g(y,(x)) repré-
t R ©
sentant la densité au point y d'une variable égale a e, * z a; X_o .

i=1
Si les (et) sont gaussiens, par exemple, ceci assure effectivement les

conditions du corollaire 1). Sous des conditions de régularité suffisantes,
les processus ARMA vérifient (19) et sont ergodiques (cf. Pham et Tran (9)

et Withers (10)).

D'une fagon plus générale si Xt , strictement stationnaire

admet une représentation de la forme

(20) X, = DX oK gseee) + €

t t

. . . . d, d o

il suffira que Y soit continue, de (IR ) dans IR~ , et la densité
des variables € constituant le bruit blanc assez réguliére, comme dans
le cas gaussien, pour arriver aux mémes conclusions et appliquer le

lemme 4).
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C.II. - DEUX APPLICATIONS CLASSIQUES.

@ - Estimation de la fonction de répartition .

a) Définition de I'estimateur

a) Considérons ici encore un processus (Xt) , t € Z , a valeurs

E
dans IRd , tel que les densités gxt ! et &g existent, relativement a
t t
une mesure o¢-finie sur ]Rd , et vérifient :
-1 LI
(21) J d @) . 7§ (8 ~8¢ Ydp—0 , si no>w |
R t=1 t t
p.s. ou en moyenne, tandis que
_1 n
(22) Jdl(n)-(fgx)-gldu-“*o s si no>w
R t=1 t

pour un élément g de L1(p).

.o i1, . . éme .
g sera alors une densité de probabilité, puisque la 2 ™€ condition

imposée implique que

n
1
Lim IJ <VYe, ) au- J gdul =0
BRd n g Xt ]Rd

n->o

et donc : J q8 du =1, 1la positivité de g résultent de la convergence
R

n
u-p.s. d'une sous-suite des demsités (n~! . y 8x ) vers leur limite L'.
1



- 24 -

Les conditions imposées ci-dessus ne sont autres que 'la condition
LI(u)" et les conditions B2) ou B4) du chapitre I, et nous savons pouvoir iden-

tifier g a la densité commune des Xt si le processus est strictement
F—
g

Xt

stationnaire, et ergodique, les vérifiant les conditions imposées

au corollaire 1.

On peut donc, en tous cas, définir la fonction de répartition F

d'une variable de densité g

F((tj,...,td)) = du

d g -
1=ty

i=1

Le but de ce paragraphe est d'étudier le comportement asymptotique d'un

estimateur fn de F , dont on montrera qu'il converge, sous les seules
s P . . 2 5.
hypothéses évoquées ci-dessus, dans les espaces L7 (v) associés aux mesures

v bornées sur (le, B ).
]Rd

~

B) L'estimateur f; sera défini par

21 -1
(23) £ =@ ) T(X,)

1

ne~13

t

T représentant l'application qui a tout x = (x ,xd) de :md associe

greee
la fonction indicatrice de 1l'ensemble

d
Eﬁ’m[

J=1

d

T est une application mesurable de (R ) dans Lz(v)

B

b

IRd
qui est un espace de Hilbert séparable. (Nous savons (cf. démonstration

du lemme 4) Chap. I) que la mesurabilité cherchée est obtenue si pour toute

forme linéaire u sur Lz(v) 1'application x + <u, T(x)> est mesurable,

. . . [ 2
mais cecl revient a écrire que pour tout g de L7(v)
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x—> | g(y) . I (y) dv(y) = | gy) x I (y=x) dv(y)
d (DR+)d
(H[xj,w[)
1

est B]R-BR. mesurable, ce qui découle immédiatement du théoréme de Fubini.

- n
Finalement f; est donc bien de la forme X Kl n(xt) pour
) t=1 ?
une suite de séquences d'applications mesurables Kl n’ définies par
s
K1 = (n

t.n ). T , n21,1<tgn. Le théoréme démontré au chapitre I
>

va alors nous permettre d'obtenir la convergence souhaitée.

b) Théoréme de convergence

Théonéme 2.- Soit (Xt) , t € Z un processus a valeurs dans ZRd ,
F

.. t-1 . e
tel que les densités et gy existent et vérifient (22).
t

8
Xt

Soit F 1la fonction de répartition d'une variable ayant la densité

g limite de (22).

o d
Alors pour toute mesure v finie sur IR~ , nous aurons

Lim J d (f1(x) - F(x))2 dv(x) =0 , p.s. (resp. en moyenne)
R n

n->e

si

Fe

n
J d |(n 1) { 2 (gX 1—gx )} du  tend vers O p.s. (resp. en moyenne)
R t=1 t t

Sous les mémes hypothéses, nous aurons donc

. 1
Lim J |fn(x)~F(x)| dx =0 , p.s. ou en moyenne, pour tout compact C
n»>e 7C

de de .

—_

Démonstration :

a) Pour tout x de IRd , on a
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2 -2 2 -2
llx,‘:,no«)lle( L 15, = O™
v (n [x.,=]) v
fe i
ee |1k = @5 =@ -an o, 1%, = 0w™
> ’ L°MW) I ]:X w[ L)
=t

On en déduit immédiatement que les Kl a vérifient H1), H2), H3).
>

B) Appelons Dﬂ 1'opérateur défini ponctuellement, au point

(y) = (y1,...,yd) par

R

(24) ([H] (&) () = J gx) du(x) , ot Ay = J==, y{]

i=1

[H}(g) est alors bien défini si g e L1(u) , et appartient a Lz(v)

(c'est une fonction bornée par ||g]]| 1 et v est finie). Nous allons
L (u

alors poser, pour n > 1 et 1 g tgn:

>

I1 vient :

* Les DKlrJ vérifient la "condition I"
’

Ceci revient & vérifier que pour tout g , g € L1(u) s Dﬂ (g)
est égal a 1l'intégrale de Bochner J d g(x) . T(x) du(x) , de par la définition
R

1 ).

des (Kt,n
2 1 . ..
Or, pour tout a , ae L°(v) , et g, ge L (u) , l'application £

définie sur ]Rd X IRd par

L(x,y) = a(y) g(x) . I, (x)

y

est p ©® v intégrable : a x fixé , on a en effet :
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J d ]IA (x).ay)| dvy) ¢ ||al} 1 <w (ae Lz(v), v finie)
R 'y L (v

ce qui implique 1'intégrabilité de |[£].

Alors 1'égalité des 2 intégrales itérées de £ donne

<a,[H](g)> 2 = J d <a , g{x) . T(x» 9 dp (x)
L (v) R L)

. . s .. P 2
ce qui revient a écrire que pour toute forme linéaire u sur L°(v) ,

on a @

<u, [H] (g)> = J q <w g(.) . T())> dp
R

Les propriétés standard de l'intégrale de Bochner, et son unicité permettént

alors de conclure.
* Les [Kl n] vérifient les conditions H4), H5), H6), H7)
>

n
H4) est vérifiéde "par nature" puisque,pour tout n, 2 LKt nJ est
t=1 ’
égal a Dﬂ

Pour les autres propriétés, il suffit de constater que

[ 20 @’ e
R A

[ @] 1%,
L) y

N

{ sup J lg (x)] du(x)}z . \)(]Rd)
A

yeﬂRd y
d 2
< vah . sl
: L (w
et que donc | [H|] ¢ [b(]Rd)]1/2 , et l[K1 ] = ()(n_1) pour

tous t et n .
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H5) et H6) en résultent directement, H7) de méme en notant que pour

tous t, te {1,...,n} , [Kt,n] = [Kt+1,n] .

Y) Sous les hypothéses apportées dans le théoréme, le processus
vérifie les conditions L1(u) et B2, ou B4, comme nous 1l'avions noté
en introduction. Maintenant les D(l,n] vérifient la condition I , et

n
21 DKl,n] converge vers H. Toutes les autres conditions Hi) étant
t=

vérifiées, le théortme 1 s'applique.

Comme la limite g en (22) est une densité de probabilité et
que [H] associe 3 une densité la fonction de répartition correspondante,
on obtient exactement la premiére conclusion du théoréme. En choisissant

pour v la mesure de Lebesgue sur un compact C , on en déduit, a fortiori,

Lim J [21(x) - F(x)| ax = 0 Q.E.D.
nye ‘C n

- Estimation de la loi

a) Introduction

a) Considérons ici encore un processus (Xt) , t € Z , vérifiant
(21) et (22). Le but de ce paragraphe est de démontrer qu'alors
8, ZZ> P

1 Xt

N ~18

1
n
t
ot P est la loi de densité g (la limite apparue en (22)), au sens de

la convergence faible sur l'espace des probabilités P , définies sur ]Rd.

A cette fin, suivant la théorie développée par C. Guilbart (1t1)
et récemment par C. Suquet (12), nous allons identifier P & un sous-espace

d'un espace de Hilbert séparable, de maniére & utiliser les résultats
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du chapitre I.

8) Selon la terminologie usuelle, nous appelons "noyau reproduisant"
sur BRd une fonction N bi-mesurable (pour B d) , & valeurs réelles,
R
symétrique et semi-définie positive. Une telle fonction détermine alors

un unique (3 une équivalence prés) espace HN , de Hilbert, qui 1'admette

comme '"noyau reproduisant" c'est-a-dire que

* Toutes les applications K(.,y) , v € ]Rd , sont dans Hy

* Le produit scalaire <,>H vérifie :
Ve , fe HN , <f, K(.,y)>HN = £(y)

En pratique, HN sera la fermeture de l'ensemble Ho composé des

combinaisons linéaires finies d'éléments K(.,y) , muni du produit scalaire :
&®(,x), K(.,2)) = K(x,2) .

v) Les auteurs sus—cités ont alors démontré que 1'on pouvait
. d . . PP
munir IR d'un noyau N continu et borné tel que, en définissant sur

1'ensemble M des mesures & signes bornées sur (B#i, B d) , un produit
R
scalaire par @

4 _d N duewv

(25) <p,v>N = j
R xR

on en fasse un espace préhilbertien séparé, que nous noterons MN .

De plus, l'application
M

N
g — j K(.,y) du(y)

— Hy

(26)



_30..

est une injection canonique, &(MN) étant un sous—espace vectoriel dense

de HN . Enfin, si f ¢ HN et peM, ona:

(27) <E, PG>y =‘J £dp .

w) Comme on peut choisir N tel que HN soit séparable et
que la topologie trace de HN sur ﬁ(MN) coincide (& une isométrie prés)

avec la topologie faible, 1'application A

m@ — P

x — §
X

peut 8tre considére comme 2 valeurs dans l'espace de Hilbert séparable HN

en assimilant 8, a w(dx) = K(.,X) ...

De surcroit cette application est mesurable pour les tribus
boréliennes : elle est continue, puisque si X *x, ona Gx iz Gx"
n

donc A(xn) - A(x) (on peut voir aussi que pour toute f de HN s
N

x — <f, P(8.)>. = f(x) , est mesurable ....) .
X HN .

Finalement, en posant
(28) £3 -1
n

1 . PR . .
) . A(x) , on est bien ramené a étudier une suite

3 -
avec K x) = (n

MO
d'éléments aléatoires & valeurs dans un Hilbert séparable, comme au

chapitre I ... On en déduit :
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b) Théoreme de convergence

Théonbme 3. Considérons un processus (Xt) tel que les densités
F

g et et g existent et vérifient
X X
t t
-1 n
Limjdl(n) () g ) -glau=0
n»>e ‘1R t=1 t
-1 By Ft—1
Lim p.s. J d () | 2 (gX - 8y ) dp =0
n->e R t=1 t t

Alors si P est la probabilité de densité g , on a :

n
Lim p.s. (n ! . ( Z §,)) =P , au sens de la convergence faible.
n>e t=

Démonstration :

o) Vérifions les conditions H1), H2), H3) pour les Ki n
’
Comme on a :

Voo xer? L ool =<6, 960> = N

. P . -1
et que N est bornée, on en déduit directement que = Om ),
s

Yen = C)(n_z) » donc H1), H2) et H3).
?

B) Considérons l'opérateur ET] qui 2 tout élément h de Li(u)
associe 1'élément de H égal i j N(.,x) h(x) du(x) (i.e. égal a
J() ol p est la mesure & signe de densité h). Alors en posant
[Kl,n] = (n_i) [T] , on définit une suite d'opérateurs "vérifiant la

condition I" au sens du chapitre I.

Ceci revient & prouver que l'on a :
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J 4 &0 g6 ) = [1] (o)
R

pour tout g € L‘(u) . 0Or au point y , ¥ € ]R‘il s I d A(x) g(x) du(x)
R

prend comme valeur :

de {LRd AMx) g(x) du(x)}d(dy)
soit <de Ax) g(x) du(x), xﬂ(ay)>HN (cf. (27))
ou de <lﬁ(6y) , Ax) g(x)>HNdp(x)

par propriété standard de 1'intégrale de Bochner. D'ou enfin :

H

(J]Rd Ax) g(x) dp(x)) (¥) {<1D(6y), kU(GX)>HN} g(x) dp(x)

s

f

de <6y,6X>N g(x) dp(x)

ft

I q N&.x) g(x) du(x)
R

([t] &) »

pour tout y de IRd ... C.Q.F.D.

Y) Puisque [Ki n] = (n-1) [T], la condition H4) est automatiquement
’

vérifiée, et 1'opérateur limite est [T], qui & la limite g des asso-

&
X
ciera donc la loi de probabilité ([T]g dont g est densité.

Pour obtenir H5), H6), H7), reste 2 déterminer ||[T]||. Or

si g€L1(u) , on a
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H[T]gHHN = HpHMN si (1] (&) = ¥¢o)

Mais nous avons vu que p n'est autre que la mesure de demsité g par

rapport a u. Il vient :

172
| {T]ell ={J N(x,y) d(p 8 p)}
(letly = ) e pa
1/2
= {J d a N&x,y) g(x) g(y) du(x) duly)}
R xR
1/2
s {sup NG, |} . {J d lex)]| du(x)}
- (x,7) R
Par conséquent : ||ﬁﬂg|[H = C(|sl| g ) s donc [[[T]|] <M
N L (w
On en déduit que | fD{i n]ll = O™y ; et H5) et H6) sont
automatiquement vérifides. Il en est de méme pour H7) car DKi n] = [ki n+1]’

t=1,...,n .

w) On conclut alors du théoréme 1 que sous les conditions du

théoréme 3 on a
ﬁ 3
llt21 Kt,n(xt) - [T]gIIHN___» 0 p.s. quand n »> ®

3
(s . 3 .
(on a évidemment aussi E(I[tz1 Kt,n(xt) [T]g|[HN) —+ 0 , si n>ew,

en remplacant la convergence p.s. par la convergence en moyenne, dans les

hypothéses du théoréme).

5
1 X

Mais ceci signifie que p.s. la suite de probabilités

0N ~19

1

nt
converge vers P , probabilité de densité g , dans MN . Comme la
topologie de MN coIncide avec la topologie faible, on en déduit le

théoreéme.






ESTIMATION D'UNE DENSITE ET DE SES DERIVEES :

Les points de vue B, ot ¥,

(Chapitres Il a V)



ESTIMATION PAR PROJECTION
(Chapitre III)
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Dans le cas ol le processus observé "vérifie la condition
2, 3 . SRR d .
L (u) , M étant une mesure o-finie réguliére sur (R ’B]Rd)’ les condi

tions (Bi) expriment la convergence en moyenne quadratique des densités 8y
n t
1) (2 8y ) , vers un élément g de Lz(u). Lz(p) étant un Hilbert
1 t
séparable, g peut s'approcher par la suite de ses projetés g, (projec—

ou (n

tion orthogonale) sur des sous-espaces fermés Mn de Lz(u) , de dimensions
q(n) croissant vers 1'infini avec =n : une suite d'estimations Ei des

g, peut ainsi fournir un estimateur convergent de g, alors que l'estimation
de g, se raméne en pratique a celle d'un nombre fini de paramétres, ses
coordonnées sur une des bases de Mn (cf. Bosq (13) ou Delecroix (14) pour
une discussion générale). Comme la densité g est usuellement la densité

commune des Xt (cf. chap. 1), fi sera un "estimateur, par projectionm,

d'une densité de probabilité"

*
a) Considérons une base orthonormale (ei) ,ie N , de Lz(u),

dont nous supposons, une fois pour toutes u'elle vérifie :
3

(29) 3 M, sup sup Je.(x)| s M
* d 1
ielN xeR

(Cette hypothése, nullement indispensable, s'avérera simplificatrice. Elle

. P 2, .d
est peu contraignante, puisque vérifiée par les bases usuelles de L“(IR))
Mn sera alors l'espace engendré par e,,...,eq(n) » q(n) représentant

une suite d'entiers tels que Lim q(I‘l) = o _, Cela donne
q
N>

(30) g=Za-e-’ gn= 2 aiei,ai=LRdg'ei‘du
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. . P 2
A 1'observation Xt = x , on va associer un élément de L"(n) de

q(n) .
la forme E a; e; qui puisse €tre considéré comme projection sur Mn
i=1
de la densité h d'une loi "proche" de 6X . Or d'aprés (30), a; le coef-

ficient de g sur 1l'élément

ei(X) , X étant de densité

la loi de X a GX , ce qui
cherché :

- n

6= 1K

t=1 ’
(31)
3 -
Kt,n(x) = (n
3
Les Kt a

2

e.
1
-~
a, =
1

g. On prendra donc ei(x) s

améne a la définition suivant de 1°'

q(n)

-1
) . {iz1 e;(x) e} .

représente 1l'espérance d'une variable

en assimilant

estimateur

sont bien & valeurs dans un espace de Hilbert séparable.

De plus elles sont mesurables pour les tribus borélienmes (il suffit,

comme d'habitude, de vérifier que pour tout f de Lz(u) R

3
x — <f, K x)>
t,n LZ(“)

est mesurable, ce qui est direct). Donc

f3
n

est bien de la forme évoquée au chapitre I, dont nous pouvons utiliser

les résultats.

B) La détermination de

-~

f3
n

s'avérant parfois lourde au niveau

calcul, on peut en proposer une version modifiée rendant récursif 1'esti-

mateur obtenu.

Posons en effet

q(t)
4 v 4 4 -
(32) fn 2 Kt, (Xt) avec Kt,n(x) = (n ) . .Z
t=1 j=1
On obtient :
-~ n) - n
4 1 -1
(33) f o= z b e , avec b, = (n ) X
noogsy B0E 1 t=a(j)

e.(x) e,
] 3

e J(Xt>
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ot a(j) = inf {i / q(i) 2 j} alors que fg s'écrivait (cf. 31) :

avec ej(Xt) .

~
]
—~
[=]
~
il e~13

t=1

~

S8i, pour un n, q{(n+1) = q(n)+1 , la détermination de bq(n+1),n+1

1 . ' 1 =
n'exigera qu'un calcul de la valeur eq(n)+1(xn+1) ,» puisque qg(q(n+1)) = n+l

en ce cas, alors que le calcul de a demande (n+1) calculs du

q(n+1),n+1

-~ -~

méme type, la détermination des autres coefficients a ou s

j,n+ LR

-~ ~

pour j = 1,...,q9(n) , a partir des a. et . , exigeant globalement
Jsn J,n
les q(n) calculs des ej(X ) dans chaque méthode. L'emploi de fi

n+1

permet donc de réaliser un gain de temps dans les calculs, qui se trouvent
facilités, de surcroit, par la formule récursive :

q(n+1)

(n+1) £§+1(x) = Ei(x) + 2 e.(X

& ; n+1) . ej(x) .

0

~ ~

N .. 3
fi se basant sur le méme principe que fn (approcher f
q{n)
par a; e, puis estimer les a; (cf. (33) ...) convergera donc
i=1
sous le méme type de conditions, mais comme nous allons le voir, avec une

contrainte plus stricte sur q(n), qui devra croitre trés lentement vers

1'infini : dans la mesure ou l'estimateur bj n de aj n'utilise que les
’

(n-0.(j)) derniéres variables de 1'échantillon, la croissance trop rapide
J

de a(j) (donc celle de q(n)) vers l'infini empé&cherait évidemment fi

de converger.

ére . . .
y) La 1 partie du chapitre consistera en 1'obtention concréte
de la convergence de fi et fi vers g dans Lz(u). En une seconde
partie, nous étudierons le probléme de la convergence d'estimateurs dérivés

~

de fn » et définis précisément alors, vers les dérivées partielles de g.
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C.I1ll - 1&re PARTIE

CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR DE LA DENSITE LIMITE

Théonéme 4. - Supposons que le processus (Xt) , t € Z , a valeurs
dans RY , vérifie la "condition Lz(u)" , pour une mesure
o-finie, réguliére, sur ]Rd et qu'il existe g dans Lz(p)
telle que :

n

Lim (||@™ " . ()

n>e t=1

) =0

g, ) - gll
L Lz(u)

Soit (ei) , i e N une base orthonormale uniformément
. 2 . . . ..
bornée de L“(p) , et q(n) une suite croissante d'entiers positifs

vérifiant Lim [q(n)—1] = Lim [qi?)] =0

N> N>
, -1 o t=-1 _
a) Supposons que Lim E(||(n ) y (gX - 8y M 2 ) =0,
n>o t=1 t t L%
alors
. 23
o) Lim E(Hfn - gl , =0,
n-oo L™ (u)
g) Lim E(||f4 - gl ) =0 , pourvu que gq(n) vérifie :
n 2
N> L°(w)
q{(n) ]
(34) sup {[ ) t  Vqle+1)-q(t)]/n} < =
n t=1
-1 1 Fey
b) Supposons que Lim p.s. (|| ) . ¥ (gX - 8y M 9 ) =0,
oo t=1 t t LYW

alors :
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a) Si v (q(n)/nz) < ® et que
nx1

I ot (q@n'/?

(q(n+1)-q(n))1/2} <w, ona
nz1

Lim p.s. (llgi - gl ) =0

n-e Lz(u)

En particulier, si gq{(n) , croissante, vérifie 1 - %-< g pour
n o, .
n assez grand, et 2 357% < e« , toutes les conditions requises
nzl n

sont obtenues.

8) si ¥ (q)/n®) <=, qm) vérifiant (34), on a
nz1

Lim p.s. (llEA - gl ) =0,
e " 2w

c) Si q(n) est la partie entiére d'une fonction t positive

. . . + .
continue, strictement croissante sur IR , les conditions de b) o)

sont vérifides lorsque :

) M/ Tw] <w
k21

(d'ou les choix possibles de t(x) = & » 0 <o <2/3, ou

t(x) = Log x) , la condition du a) B) étant elle vérifiée si

sip 1CY ¢'Gn . lw] ™ <.
k sk

(d'ot le choix possible de t(x) = Log x).

Démonstration :
d
a) Pour tout x de IR , on a :

- q(n) - q(n)
12, =@dh 1) e well?, =@ . () e
LT i=1 L) i=1
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et
() q(n+1)
3 .3 2 -1 4 -1 2
K, K =@ ") . ( e.(x) e.) - (n+1) () e. (x)e )|
[l t,n t,n+l [LZ(“) i£1 i i is1 i 1 LZ(”)
- q(n) n q(n+1)
= @@ 2. CY e @n? Y 2w
i=1 i=q(n)+1

Ce qui donnme, puisque les e, sont uniformément bornées :

(cxi’n) = supd ((Ki’n(x)HLz( , = (O(/q)/n)
xeR H
3 _ 3 3
et (Yt,n) = supd lfKt,n(x) Kt’n+1(x)[|L2(p)

xe R

Cila] . @™ + [qa+—a@)] @ 2312

Ceci montre, pour Ki o due H1) est vérifiée si Lim (n—1) . [ﬁ(n)] =0,
* n

H2) et H3) en ajoutant les conditions de b o).

B) Le méme calcul mené pour les Ki n donnera cette fois :
£

! D% = C@™ . g,
et (Yf’n)2 =C@™ . qwn ,

d'oli découlent directement les équivalences , valables pour les K4
t,n

v 2
* HD) <==> (] q(t))/n° —0 , si n->o
t=1

* H2) <=> (V (q(m)/nd)) < =

nx1
2 3
* H3) <= DY )/} < o
nz1 t=1

Comme q(n) est croissante et que Lim (q(n)/n) = 0 , la condition équiva-
>0

lente a H2) assure 1'ensemble
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§) Soit Pn 1'opérateur de projection orthogonal sur Mn s
2 2 -3 4 -1
de L°(u) dans L“(u) . Posons K2 1]=G@"HP ,nz1,1c5tgn.

- t,n n

Alors :

3 PR - . . N
* Les [Kt ﬁ] vérifient la "condition IY, ce qui revient & montrer
b

que si g € L1(u) N Lz(u) , on a:
q(n)
P (8) = jmd (i=21 ei(X) ei) . g(x) du(x)

Ce sera vrai si les deux éléments ont méme produit scalaire avec tous les

*
e;. Or pour tout jo € N , on a (propriété standard de 1'intégrale de

Bochner)

J (q(f) ( ) )
<e. , e.(x) e.) gx) du(x)>
Jo IRd i=t 1 L2 )

J> q(}\n)
=] <e., , ) e, (x) e.> g(x) dp(x)
ST FUR 12

et cette derniére quantité qui vaut J d ej (x) g(x) du(x) si jos q(n),
R o

et O sinon , n'est autre que <Pn(g) , ej >
o
Q.E.D.

n
* E [K3 ] converge fortement vers Id s, car q(n) + =
t,n 2
t=1 L™ (u)
cette propriété classique des projections découle immédiatement de 1'égalité :

. 2 2 T 2
si  gel%() ||P (2)-g]| =] 3 (J g.e. dy) . e, |l
° L2 ) i=q(n)+1 rY t 12 (u)

It

(J age; am’
izq(n)+1 jid
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alors que J g2 dp =

II'M 8

(J g e. dp)2 < o
i
i=1

% D'autre part, si g € Lz(u) , on a:

q(n)

2 2 am 2
[P (]| =13 (J ge. dy) . e.fl = (J g e. dp)
b L% (w) FERR SO Y2 121 re 1
2
s llell
% ()
dés lors ]][Kz n]" =n I]Pnll = O(1/n) pour tous t et mn .

Y) Par le méme raisonnement, nous obtenons, en posant

4 _ -1 .
[Kt,n] =(n ) . Pt :

[Ki,n] ) = «(]Rd Ki,n(X) . g(x) du(x)

pour tout élément g de L1QD N Lz(u) , c¢'est-a-dire que les Bé n]
s

vérifiant la "condition I".

n
La convergence des ( 2 [Ki n]) vers Id 2 découle de méme
t=1 ’ L")

immédiatement de celle de Pn vers cette méme limite, puisque

4 -1 i 4 _ ~1 B -1
[Kt,n] =( ') . Pt)' Comme enfin lth,n‘l = [[(n ) ptll = 0@ "),

H4), H5), H6) sont donc vérifiées pour les [ki UJ.
»

Pour H7), on remarque que, si g € Lz(u)

Ik, J@ - K, @7, =lla™h . @ e -p, e
t,n t+1,n L2(u) t t+1 LZ(“)
_ q{t+1)
2) . q ¥ a? } , a, = [ g8e;dn ...
j=q(t)+1 3 1R J
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Comme chaque a? se majore par ]1g)\22 , il vient :
L™ (u

- - 2 - 2
K, J@ - k.. J@&]l s (07 [q(een=q(®)]. |lg]] ,
S tn telon L% () 12 ()

d'ol

1 /2

K - Ty s @7 L fatesn) - a0}’

n
Donc H7) est vérifiée si  sup {(n_1) [} t. /gD = q()]} < = .
n t=1

A) Du point §) résulte que les [Ki nJ vérifient H4) a H7), du
s
point o) que H!) est vérifiée sous les conditions générales du théoreéme 4,

H2 et H3 sous les conditions du b) a), pour les Ki n? le théoréme 1 permet
3

. 3
donc de conclure en ce qui concerne fn

_q(n)
q(n+1)

. 2 . . N . .
grand, la suite q(n)/n sera décroissante & partir d'un certain rang. Alors

Si 1'on suppose maintenant que 1 - < 1/n , pour n assez

la condition Z (q(n)/nz) < o impliquera q(n)/n — 0 , si n~»>», et
n

. Finalement la condition

de plus q(n+1)~q(n) se majorera par EU%;tll

z (n—3/2) . (q(n)) < = assurera les 3 conditions du b).
nz1
u) Pour Ei , Nous avons vu au point y) que sous la condition
(34) H4), H5), H6), H7) sont vérifiées et au point 8) que Lim (g(n)/n) =0 ,
H1) est vérifiée, et si 2 (q(n)/nz) < o , H2) et H3) le song de surcroit.

n
Ceci donne les points a) B) et b) B) du théoreéme, grice au théoréme 1

w) Si q) = [t)] , q+1) - q(n) ne vaudra 1 que
si 1'on a t(n) < k ¢ t(n+1) pour un certain entier k , et O sinon, en
supposant que t{(n) croisse moins vite que n. La 2™ condition du b) a)

s'écrira :

VR w] < e
k=1
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Ainsi pour t(x) = Log(x) , obtient—on instantanément les conditions du

éme

b) a), pour t(x) = %% , la 3 se raméne 2 :

z (k1/2 . 1/o

k21

[ kT <

ce qui impose o < 2/3 , les autres conditions sur q(n) étant alors
vérifiées.

Pour vérifier la condition (34) on note que :

n
Y ot Vq(eeD=q(t) = § (i) olt

1 ieA
n

A ={i/isn, ke N, ti)<k g t(i+1)}

n
et sup (@ ) . V) £ /gEDq®} = swp (TaN L (T GHm
n t=1 k jgk

Si nous prenons t(k) = Log(k) , la condition nécessaire a (34)

est donc vérifiée

Le théoréme est démontré.
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C.lll - 2éme PARTIE

ESTIMATION DES DERIVEES PARTIELLES

a) Introduction
o) Dans un certain nombre de problémes, dont nous ne retiendrons
ici, comme exemple, que celui de l'estimation non paramétrique de la dérive
d'une diffusion (cf. Banon (15) ou Bhattacharya (16), entre autres), il
est naturel de chercher a identifier, & partir de variables observées Xt s
non seulement leur "densité limite" g (au sens des conditions B.) mais
i
aussi, sous réserve d'existence, les dérivées partielles de celles-ci, que
nous noterons alors Dig , 1 s1igd (Dig(x seeeyX,) = —é—»g(x veesX,)).
1 d X, 1’ ’7d
i
Supposons que g et ses dérivées partielles soient éléments

2 . d . . 2,..d
de L°(0) , (O étant la mesure de Lebesgue sur IR ) , noté aussi L°(R ),

2 . . .
ou L° , par la suite, (étant entendu que le choix de ) n'est pas absolument
nécessaire aux résultats qui suivent, mais en simplifie 1'obtention).En choi-

. . 2,.d

sissant une base (ej) » j =1, orthonormale,de L“(IR") , nous pouvons
écrire :

i o i i i
plg = ct e, , ct = ('g) e, . dx .
& 21 i %3 j de 87 €5

La méthode d'estimation ici développée, et utilisée notamment par Bosq (17)
et Greblicki-Pawlak (18) , s'appuie sur 1'égalité suivante :

i_ i
(34) CJ. de 6] eJ.) . (g) dA

vérifiéde sous des conditions de régularité 3a détailler, dont l'existence
i . . PP ..
des (D ej) que nous supposons désormais vérifiéde, ainsi que leur appar—

. 2 e e
tenance 4 L“(u) et leur continuité.
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Ceci nous raméne au probléeme évoqué précédemment : pour estimer

i g . . s . .
D'g , on considérera l'estimateur qui & une observation x associe une

q(n) .
fonction Cj ej , Projection sur M d'une densité 'proche de GX"
j=1
en posant
( n
fr51= ) Ki X))
t=1 ?
(35) < avec
B q() .
K =-@h. CHORNCIS

5 . . . . .
Kt a est donc une application mesurable bien déterminée a
’

valeurs dans L2 (méme justification que pour la mesurabilité de fi) , nous
allons démontrer sa convergence vers Di(g), dans L2, dans les para-—
graphes qui suivent. Pour mémoire rappelons qu'il existe une autre méthode
usuelle d'estimation des (Dig) , développée dans le cas de 1'échantillon

par Walter (19), notamment.

F
8) I1 est naturel de supposer, a priori que les 8y et gXt !
t t
o i . . A e s .
sont éléments de C 2 , ensemble des fonctions continliment différentiables
sur IRd , et qui sont comme leurs dérivées, de carré intégrable. Comme
12 Ft—1
C n'est pas complet, nous considérerons en fait que les 8y et gy
t t

appartiennent 2 sa fermeture topologique, c'est-a-dire 1l'espace de
12 . . s
Sobolev W formé des fonctions f de carré intégrable, admettant des
(e s . Vi . . . .
dérivées partielles D'f , 1 =1,...,d , au sens des distributions, de
carrés intégrables également.

s .
Comme D'g =D'g , si ge C12 (cf. Reinhardt (20)), 1'hypothése

E
t-1 12 . .
8x a C implique donc de toutes
t

12 "". De surcroit W12

d'appartenance des et

g
Xt
facons que le processus '"vérifie la condition W

est un espace de Hilbert séparable pour la norme (Adams p. 47 (7))
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I ~10n

J 4 B?an .
1 IR

el2 = | g8 are

Y) Nous avons supposé les ej dans C12 pour définir gi
Cette hypothése n'est, en fait, par trés contraignante : les bases
usuelles (fi) de R (fonctions d'Hermite, etc ...) sont constituées
de fonctions continlGment différentiables de dérivées de carré intégrable

(on peut au moins choisir de telles versiomns), et dans ces conditions,

les bases-produit (ei) sur R @

sont bien éléments de C .

w) Pour justifier 1'idée de la méthode utilisée, 1'égalité

(34), il nous suffira finalement de démontrer le lemme suivant :

Lemme 5, Si f et g sont dans w12 , on a

J (Bif) g dx= - J d (Big) £ .
R4 R

Démonstration :

a) Nous utilisons deux résultats d'Adams.

o
* Co ensemble des fonctions continlment différentiables, & support

compact sur ]Rd , est dense dans W12 (p. 56).
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PP e . . . . . 12
% Par définition de la dérivée au sens des distributions, si g e W 7,

0
pour tout élément ¢ de C0 , on a :

(D.g) L0 dy = - J (Di<I>) g dA
d RrY

12

B8) Soit alors ge W , 11 existe une suite d'éléments g,

de C: tels que 1'on ait :

d . .
(36) J q (&8 )2 da+ ¥ J B'g -d' g )2 dh — 0
R " i=1 Jmd "

R n->w

De plus on a pour tout n , si f € W12 :

J d('ﬁlf) gndx=-Jd(Dlgn)fd>\
R R
en application directe de o).

v) Finalement on aura, pour tout n

J g [0 g+ &) 1] ar = - J LB @ -2 a
R R

o . . i
+ de [(le) g, * (* gn) £] dx o+ «[]Rd [- p* g, * Dlg] fdxr.

Le terme du milieu s'annulant, on en tire, d'aprés 1'inégalité de Schwartz :

0 < Lim ([ LB g+ BT dar] < I, L (s - g 0] Y
n R L n L

# [1E1] . vim (|| - Dl g |1 )
L2 a n L2

ce qui achéve la démonstration : le terme de droite est nul d'apres (36).
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b) Théoréme de convergence

Théoneme 6.~ Soit (ei) s, 1 21, une base orthonormale de L2(1Rd)
constituée d'éléments de C12 » uniformément bornée, q(n) une suite

d'entiers croissant vers l'infini, M(n) défini par

1(n) i 2
M(n) = § { sup (D (e)) N7
J=1 xe]Rd
Supposons que le processus (Xt) s, te Z vérifie
la condition W12 s et qu'il existe un élément g de C12
n
tel que Lim (}|(n 1) ( g, ) - gl y=0
X 12
n-o t=1 t W
..1 n Ft_
a) si LimE([[( ) . [ (g -8 )l ;) =0, et que
N> t=1 t t W
Lim [M(n)/n] =0, on a :

n

) 25 i _
Lim E(Hfn - pigl| ,) =0
e

F
b) Si Lim p.s. (|l(n_1) (gxt—1
t

n>o t

) =0, on

i~138

- g, )]
1 X yt2

aura : Lim p.s. (Iffi - Dlgll 2) = 0 , pourvu que Lim (M(n)/n) =0 ,
n->o L n

D [M@/m] <o, et T @) M@ Mar) - M@)] < - .
n

nz1

c) Si nous supposons que M(n) = 0[q(n)BJ et que qfn) = [ﬁ(n)],
+
t étant positive, continue strictement croissante sur IR , les

conditions de a) et b) sont vérifiédes si
VTl T wor < e
1

d'ol le choix possible de q(n) en lnaJ , ou q(n) = [Log x| ,

si (ei) est une base formée des produits de d fonctions d'Hermite,

par exemple.
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Démonstration :

a) Un calcul analogue & celui qui a permis la détermination de

3 , . .
R F basé sur 1l'orthonormalité des (ei) donne directement,
b >

de par la définition de M(n)

5 5 -
I L IPR . )
xeR
5 _ 5 5 _ /M@m) | /M(n+1)-M(n)
Gy )= swp |IK) ) -K),, O] =0+ )
’ xe]Rd " & o (n+1)

ce qui montre que H1) est vérifide si Lim [ﬁ(n)/n} =0, H2,

>
si THO <o | w3 side sureroit ) (07 (/[M(m)] Mi(ne)Hm))) <
n n 1
Vi .. .
B) Posons alors Pé = Pn o D° , composition de 1l'opérateur

"dérivation partielle (faible) d'ordre i", défini de w12 dans L2

’
. . 2 2 .
et de la projection, de L dans L” , sur le sous—espace engendré

par e1,...,e . On a alors

q(n)

~1

* Les [Ki n] , égaux a (n ) P!, vérifient la condition T.

Comme pour les [ki n]’ ceci reviendra finalement & montrer que
’

Vﬁo s o e W, Ve, ge¢ L aw'? , on a :
ORI <q(§) [(dYe.) ()] )
<e. , P @), =- J <e. De.)(x e.> , gx) dx
1y L2 IRd Jo  j=t ] J L2

et on vérifie directement que les 2 quantités valent

- J P (g(x)) . (Di e. (x)dx si j <4q(n), O sinon .
j o
R 0

n .
- Y1 P
* z [ki n] quil vaut Pé converge fortement vers D puisque
t=1 ?

P converge vers Id , et que g(n) 4+ =
n LZ
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* IlfKi,n]ll D) lle_ - &Hi = o™ .

i
En effet Pn est contractante, nous l'avons vu, et D' de méme, puisqu'on
. i P s
a toujours | |ID (g)|| 5 S ]|g|] 12 s par définition de cette dernidre

L™ W

norme.

. 5 P -
Ainsi les DKt n] "vérifient la condition I", et les
b

conditions H4) & H7), d'aprés ce qui précéde (pour H7), il suffit de

. 5 4 .5 _
volr que [Kt,nJ = LKt+1,nJ , t=1,...,n-1) .

Y) Nous avons vérifié toutes les hypothéses nécessaire & 1'obtention

du théoréme 1. Il s'applique donc ici encore, ce qui démontre le théoréme 5.
d
Supposons maintenant que ei(x1,...,xd) = 1 fi (x.) , les
=t 7]
fi étant choisies dans la base des fonctions d'Hermite sur 1R . Les
i}
fi étant uniformément bornées, on déduit de la formule :
j ) .
k k+1
v = — - et
i \/2 fi1 7 et

(cf. Szego (21)) que
sup D, ()] = 0(/E)
(x)

En choisissant une numérotation des e telle que

1/2

1

d
(e, = I £, ) ==>1i2z{( sup i)}
=1 j j=t,...,d 9

1/4

On aura donc : sup [bk(ei(x))] =0 (i ) , et cette majoration se
(x)

révele évidemment trés large.

Avec le méme principe, les fonctions trigonométriques, dans le
. -1d ..
cas ou le processus prend ses valeurs dans [}n,nj , fourniraient une

base uniformément bornée telle que sup [bk(ei(x)] = 0(/1) ... D'ob
X
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finalement la majoration "naturelle" de M(n) par O[(q(n))B] pour
un B > 0. ( = 5/4 , pour les produits de fonctions d'Hermite avec la
minoration utilisée ci-dessus sur les indices, mais on peut évidemment
obtenir mieux !).

Dés lors, si q(n) = [t(n)], M(n+1) - M(n) n'étant non nulle

que lorsque q(n) '"saute" un entier, comme nous l'avons déja vu, la

convergence de la série utilisée en H3) se raméne & la condition du théoréme

Vi al®? s T wr < w
) :

. . . a -
soit simplement : } <o 51 t(x) = x , la condition

[=-]
E{UB/Za— 1/c
1
étant vérifide dés que B < 2 , donc pour les fonctions d'Hermite, et

a fortiori si t(k) = Log k ...

Pour de tels choix de q(n) H1) et H2) étant vérifiédes, la

démonstration est achevée.



ESTIMATION PAR LA METHODE DU NOYAU
(Chapitres IV et V)
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Les résultats qui suivent concernent 1'étude de l'estimateur d'une

- n
densité limite g , (au sens des conditions Bi), défini par fg = z Ki n(xt) ,
t=1 ’
ol Ki n(x) est la fonction qui a y de IRd associe
-1 -d -1
(36) () . [hn) 7] . R((h(n)) (y-x))

h(n) représentant une suite de réels décroissant vers 0 , K une densité
s d s .. . N
de probabilité sur TR (par rapport a une mesure u o~finie réguliere).

a . . (2 2
Nous supposerons de surcroit toujours K bornée, donc élément de L°(u).

Nous dirons alors que K est un "noyau", reprenant la termino-

logie classique de la méthode introduite par Parzen et Rosenblatt ((22),(23)). Du
<6
"

point de vue fonctionnel, cet "estimateur de la méthode du noyau ", fn ,

n
N . N 6 . .
s'avere d'ailleurs trés naturel : (2 Kt n) associe 3 une observation x
1 >
d ., . . . R
de TR 1la densité d'une loi 'pratiquement concentrée'" en x , treés proche

de Gx (qui au sens des distributions est limite des distributions réguliéres
1

définies par les fonctions [h(n_U)+d . K((h(n))_ (+-x)) , si h(n) + 0...).

Comme dans le cas de l'estimation par projection, on peut

améliorer fg , de facon & diminuer le temps de calcul inhérent 2 sa déter-

mination : & 1l'introduction d'une nouvelle observation Xn+ , 1'obtention

de fg+1(y) exige le calcul de (n+1) wvaleurs KBy—xt)/h(n+1)] , alors

1
qu'en posant :

37) £, =

on réduira & 1 le nombre de ces opérations.

Dans le cas ou 1'on prend 8 =(n ), 1 £t gn, on a exactement
b

la relation de récurrence :

~

n £y = @D 2+ b@] ™ k[ee)T ¢-x)]
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n
L'autre solution usuelle est de choisir By o = (h(t))d ) (h(t))d] f R
? t=1
et nous adapterons toujours a ces deux exemples les résultats relatifs
.27 < . . - .
a fn , les Bt n étant, pour des raisons qui apparaitront clairement,
3

soumis aux conditions minimales.

t,n >
(38) E
Lim ( 8 =1) , Lim g =0 (t fixé)
e =1 Oo0 N> t,n

(On pourra comsulter Deheuvels (24) pour obtenir une formulation un peu

plus générale d'un estimateur récursif).

Techniquement notre travail sera donné en 4 points.

La premiére partie du C.IV, technique, consistera & obtenir quelques
lemmes indispensables aux points suivants, la seconde partie de ce chapitre concer-
26 27 2
nant alors la convergence vers g de fn et fn dans L7 (u), lorsque le

processus (Xt) , t € Z , "vérifie la condition Lz(p)" .

Nous attaquerons ensuite le probléme de la convergence de ces esti-

mateurs sous les seules hypothéses d'ergodicité des (X,) et d'existence de
yp g .

F
t- . ) .
8y ! : dans ce cas (cf. corollaire 1) le processus vérifie automatiquement

t - -
o 1 . 7
la "condition L (u)" et nous démontrerons la convergence de fg et fn vers
g dans L1(u) également. Evidemment la démonstration apportée, originale a
notre connaissance, se démarque des techniques jusque la utilisées : les

estimateurs ne sont plus & valeurs Hilbert ! Ceci fait l'objet de la 3éme

partie du C. IV.

. e . . . . N p
Enfin, le 4~ et dernier point abordé consiste en une bréve démons-

. e g c6 27
tration des convergences des dérivées de f et fn vers celles de g ,

dans Lz(u) puis L1(u) : c'est 1'objet du C.V.
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C.1V - tére PARTIE

QUELQUES LEMMES TECHNIQUES

Lemme 6.- Soit (Q,A,u) un espace mesuré, f une application intégrable
de Q dans R s fn une suite d'applications intégrables de Q dans R.
n

Si £ — f , presque partout et que j ]fn] dy —»J £] du ,
Q Q

lorsque n » « , on a :

Limj|f—f]du=0.
n
n>o Q

Démonstration : Classique, elle se trouve par exemple dans

Parthasarathy (5) p. 206.

Lemme 7.- Soit p une mesure ¢-finie réguliére sur (]Rd, B]Rd) , B
un réel positif, g wune variable aléatoire réelle définie sur

(]Rd, B]Rd)' On définit alors [HB} (g) ponctuellement en posant :

{[H](g)} (y) =J s . K(y—_—}i) g(x) dp(x)
B IRd Bd B

.

K étant un noyau au sens défini dans 1'introduction. Alors :

a) ['HB] est un opérateur linéaire contractant bien défini sur
L1(u) a valeurs dans L1(u) , tel que [HB:I converge fortement

vers IdL1(u) lorsque B8 ¥+ 0 , et que [HB] (y) soit égal a

1'intégrale de Bochner J d 1—d K(=—2) g(x) dp(x) .

R B B

b) Les conclusions sont identiques si 1l'on considere [HB]

défini sur Lz(p) , 4 valeurs dans LZ(U) .
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Démonstration :

a) Soit g ¢ Ll(p). Pour tout y,[He](g) (y) est alors défini,
puisque K est borné. Pour obtenir les autres propriétés recherchées,

sy . . . d
considérons une fonction A réelle bornée sur IR , et B a- 3m>mesurable,

R
et la fonction £ définie par

2,66y) = AW . 870 L K[(yx) /6] . gx)

g » K et A étant mesurables, g le sera par rapport au couple (x,y),

et de surcroit on a :
”uzA(x,y)! du(x) du(y) < [|a]] _ . J 4 lBGO|
L R

{J d B_d - K[ (y=x)/8]du(y)}
R

< | 1Al " | lg]1 i (K est une densité).
L L (p)

On en conclut alors successivement

* [HB](g) est un élément de L1(u) : la mesurabilité provient de

celle de 21 et du théoréme de Fubini, 1'intégrabilité de ce que :
82
| i@l o [[ 12,] @
R

(en appelant (¢ la fonction £ ot A= 1)

1 A

* ]}[HBJII £ 1 : en prenant encore A = 1 ou a bien, d'aprés ce qui
précede

g g e el

-d

* [Hy] (o) = f a B K- 0B e dnto
R
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au sens de 1'intégrale de Bochner : le dual de L1(p) étant Lm(p) , on

déduit de 1'intégrabilité de ZA que, pour toute forme linéaire u /%

L‘(u), griace au théoréme de Fubini

d

<u , [HB](g)> = J g <u LB C . K[(- - X)] . g(x)> dp
R

Ceci démontre, comme d'habitude, la propriété recherchée.

B) Reste & démontrer que si B + O [HB] converge fortement
vers IdLj(u)' Or, si g e L1(u), on peut écrire, moyennant un simple
changement de variable

{
el | = J d !J g XK@ gy ~gw) dulw) - g(y) | duly)
L () R R

(39

A

JJ I, (u,y) = nCa,y)| 4% (u,y)
R xnfi

ot h(u,y) = K(u) g(y) et hB(u,y) = K(u) g(y - gu) , puisque

JK(u) du(u) = 1. Alors

* V% , B>0,ona :

fLRd & |hB(UaY)[dH®2(u,Y) = [J 4 q InGu| du®? (u,y)
x R xR

* Si g est continue, pour tout (x,y) : Lim hs(x,y) = h(x,y).
B¥O

Cette propriété, jointe & la précédente, permet de conclure, grice au

L'(u)

lemme 6 que Lim ]IEHB](g) - gl =0, d'aprés (39).
g+0
* L'ensemble des fonctions continues étant dense dans Li(u) s
les i[HBl[ étant toutes bornées par 1 (cf. o)) le théoréme de Banach -
Steinhaus permet de conclure 2 la convergence forte, sur Li(u) de HB ,
vers IdL1(p) , lorsque B8 + O .
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Le a) est totalement vérifiée.

Y) Si ge Lz(u) , l'existence de {[HB](g)}(y) se justifie

par 1'appartenance de K et g a ce méme espace. De plus

* Pour tout y om a : [H |(g) (y) = J g K gly=gu) du(w)
6 R

Alors 1'appartenance de [HB](g) a Lz(p) résulte de 1'intégrabilité

par rapport a ”83 de la fonction h définie par :

h(u,u’,y) = K(u) K(u) g(y-Bu) . g(y-Bu')
Celle~ci découle de ce que :
JJJ In| au® ¢ JJ K(u) K(u') . {Jlg(Y‘BU)-g(Y‘SU')l dp(y)} duu) du(u')

JI K(u) K(u') dp(u) duu') < i[gllzz .[[K[|21
L™ ()

< Ilell?,
L L (u)

()

De :

;
J{[Hé](g)}z dy = j d {J d K(u) g(y— u) du(u) } x
R R
x {J q K’ gly=u") dp(u')} dp(y)
R

on déduit alors la propriété cherchée.

* Les inégalités précédentes permettent de plus d'écrire :

Magl@l12, <[] e < rsi?, A,
L™ () L7 () L ()

Ce qui donne : “Hs\l <1

* En considérant enfin A élément de Lz(u) , on obtient ici
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“ 12, (x,9)| dp(x)du(y) = J lg(x) |dp(x).
“IRdled A -

{{ g A, g 9.k [(y=x)/8] |du(y)}
R

2 k]|, <=

< el , - lall,
L L (u L™ (u)

()

ce qui justifie 1'intégrabilité de ZA et a fortiori, 1'égalité :
-d
<u, [Hsj (g)> = I d <u, B K[(' - X)/B] g(X)> d”(X)
R
pour toute forme linéaire du dual de Lz(p) , qui est réflexif.
On en conclut, comme de coutume, que
: ~d
[Hs](g) = J ab - K [(+=x)/8]g(x) du(x)
R

On a donc toutes les propriétés cherchées pour [He] , en tant qu'opérateur

de Lz(u) dans Lz(u) . Reste a démontrer la convergence forte

w) Soit alors g ¢ Lz(u) . On peut écrire, puisque

j a K(u) dp(u) =1,
R

2 . 2
H[HS](g)-gl lL2¢y = JIRd{JIRd K(u) [ g(y-gw-g(y) | du(u)}” dp(y)

=Umd g K@) R(u") {f a8 (r-u)-g()] [8(y-u')-g(y) |
xIR R
dp(y) T dp(u) dp(u")

(égalité justifiée par les calculs ayant montré 1'intégrabilité de h ,

au point précédent).
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Alors * Si g est continue et bornée, on a , pour tous u et u

LimJ ¢ BG-us) - g(] [gy-u'B) - g(»)] du(y) =0
80 /R

En effet, 1'inégalité de Schwartz et le fait que g soit bornée raménent

.

cette conclusion a :

Lim J d |g(y-up) - g(y)| duly) =0
B¥0 ‘IR

Or ceci découle directement du lemme 6 parce que g est continue et que

.
J q |8(-up)| du(y) =J FRE:16 du(y)| pour tout 8.
R R

* On en déduit que si g est continue et bornée, par simple

application du théoréme de Lebesgue, d'apreés (40)

2

=0
Lz(u)

Lin ||[H]() - &
840

puisque les fonctions utilisées en (40) se majorent toutes par

2K(u) K'(uw) intégrable en (u,u') ...

. llell?
24

* Comme 1'ensemble des fonctions continues a support compact
est dense dans Lz(p) , le théoréme de Banach - Steiphaus permet d'affirmer

que Vg » 8 € Lz(u)

l[[HB:l(g)-gHz —>0 , si B+ O
LG

puisque pour tout B , |‘HB“ <1 ..., Q.E.D.
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. L. P d
Lemme 8§.- Soit K une densité de probabilité sur IR , par rapport
a une mesure u o-finie réguliére, on suppose K bornée, et

continiment différentiable

a) Si les (DlK) sont bornées sur le et que

[ u]| d- K(u) est u intégrable, on a :
R

“n | 4% ke @ = (Ixl12, wofet] , cem .
R L ()

b) Si les D (K) vérifient, pour tout j € {1,...,d}

J d fujl ]aa—f— (ui,...,ud)|du1...dud <« , alors on a :
1 j

' d
(42) f IKK((CE)) - 1] x@) dp(u) < I(%) -1, ce [, .

c) S1 pu = pgd et que K est le produit de d densités bornées
d
sur 1R K(xi,...,x ) = I Ko(xi) , 11 suffira donc que K soit
i=1
dérivable et tel que x| K (x) dx < =, x| K'(x) dx < = ,
]Rd (o] ]Rd (o)

pour vérifier (41) et (42) ... Pour By = A le noyau gaussien

]R 3

est un exemple typique.

Démonstration :

a) Le résultat découle directement de 1'égalité :

d .
KWK (cw) =d (=] [x] | =J K@) {§ (-1 (). DIK[u +6.(c~1)u.] Hu(u)
fmd Lz(p) IRd u 321 c uJ [u 3 c uJ] miu
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obtenue d'aprés la formule de Taylor .

b) Posons A(c) =J 4 [K(eu) - R(u)| dplu) Alors :
R

d
A(c). < j21 de |K(u1”"’uj—1’uj’cuj+1""’Cud)_K(ul"“’uj-—1’cuj’cuj+1""’Cud)l
du ...dud
d
) |£(u u X,Cu cu)| 1 (x) du du, dx
s, d+1 '3u, 17T -1 T 2T u. 1°7°70d
J=t 'R i Al
c
u.
avec ACJ = [uj,cuj] si uJ. >0, [cuj, uj] sinon. Donc :
d
Ac) < z J du,...du,_, .dx.du. ....du
s&y e & i-1 5+ a
oK 1
{IEG—J- (u1,...,uj_1,x,cuj+1,...,cud)[ .[x|.]2— 11}
d'oh
1 oK
ACe) £ ¥ |1-—IJ %] | === (U, ,eee,u,_ ,X,CU, ,seeescu,)]
=1 c IRd auj 1 -1 j+1 d
du1"'duj-1 dx duj+1"'dud
d
1 1 oK
< |1———[{2 —} { sup J lu.| |&== (u ,...5u ) du,...du, }
c =1 Cd ] 1¢jed IRd i auj 1 d 1 d
= O[— 1—d + 1] sous 1'hypothése du lemme. Q.E.D.
c

c) Le résultat annoncé résulte directement de 1'égalité

k 1
D" ®?} (u,,...5u = Ko(u1)...Ko(uk_1) KICu ) Kooy )

&

. Ko(ud)
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Lemme 9.-

a valeurs

Soit a(n)
nx1,1
tels que

tend vers

(43) Y

nxl

N tend v
n

1stsn

vérifie :

M) = (@) @an'. rf [1x |1
n t
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Soit (Xt) , t € Z , un processus strictement stationnaire

d . .
dans TR , tel que l'espérance des existe.

Hx |
t d
R
une suite de réels croissant vers l'infini et (Bt n)
?

£ t £ n, une suite de séquences de réels strictement positifs

n
L;m (; Bt,n) =1 et L;m Bt,n = 0 , pour chaque ¢t

n
a) Posons Nn = tz1 Bt,n . I{IIXt]|>“(n)} , alors N

0 en moyenne. Sous les conditions :

n

4 =1 -1
By 0] <o ee T L)L (] (8, -8 DY <,
nx1 t=1
ers O presque sdrement. C'est donc le cas si Bt n = (n_1),

, pourvu que ) (n—1) (a(n))—1 <,
1

z

b) Dans ce dernier cas, si la suite (a(n)), n > 1,

2 (afkj) < o , la suite Mn définie par
1

2
= TN

converge aussi vers O , en moyenne et presque sdirement,

Démonstration :

a) On

conclure.

n
a E(N) = Z Beon * P(|[Xt|] > a(n))

. (a(n))_i) et le lemme 3 p. 10 permet
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D'aprés le lemme 1, si Fn est la tribu engendrée par {Xi

pour obtenir la convergence presque siire, il suffit de montrer que :

- N < ®

n+1) nl

o F
n
YE|E (N
1
soit a fortiori la convergence des deux séries :

P n
E . E (1 )
% ‘Bn+1,n+1 ( {||Xn+1||>a(n+1)}

et

© n
PElL Gt Ik (et ™~ Bemer Tl ix, | ataeny |

1

0
La convergence de la premiére est obtenue si (z Bn n* [@(n)]-1 < ®)
’

1
Pour la seconde, on obtient comme condition suffisante, les

convergences des séries

o 1 © n
-1
; (; 18e,n ™ Be,nnt EAT] x| pacaen)) = O{g (;IBt’n—Bt,nHl(a(n“) }

et

—r— 8
~~
—~1

B, o+ Plam < [X || < a(+1)) = 0{] Plam) s [|X || sa(a+D)]} <=
i n=1 :

Ceci donne bien les conditions du lemme (a)). Elles sont vérifiées quand
[+

),1<stsn,si @ h (ot(n))-1 <®
n=1

8) Nous utiliserons la méme technique pour M(n). On note d'abord
que EM(n)) = O(a(n)—1) , car les (Xt) ont méme loi et que E(]‘thl)
- existe. Le lemme 1 raméne l'obtention de la convergence p.s. a la convergence

des 2 séries, comme ci-dessus

Y E{ (n~1~1)n1 .(ot(n+1))_1

|l
1 n+1

.1 2 1
x| b el

et



_65_

oo _ - n —1 ‘1
VR @D @an™t LY [Ix] .1 12 = ' (at@)
al et g e ]

AR )

2
t=1 {thl|>(°‘—(r29~)—}

@

Pour la premieére, on est ramené A obtenir la condition Z (n+1)_1@(n+1))_1 < o

1
Pour la seconde, on doit obtenir la convergence de

g n
e - L1 . ¢ ellix || .1 1
nz1 no (n) (n+1)a(n+1) t=1 t {||Xt]]>%{g(n+1)]2}

et de

[

i
b~ E(] [Ix|].1 }
amt T sy T Y@ e x| cemin D)

0
Dans les 2 cas, la condition | (ot(rl))_1 < = suffit & la convergence

1
en majorant brutalement les espérances considérées par la constante E(letll)'

Q.E.D.
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C.IV - 2éme PARTIE

CONVERGENCE L2

Théoneme 7.~ Supposons que le processus observé (Xt) , t e Z,
vérifie la "condition Lz(p) ", que g existe et soit telle que
n
Lim (]]|(n 1) . ( 2 8y ) - gl 2 ) =0, que la suite h(n)
N> t=1 t L™ (p)
vérifie : Lim (h(n)) = Lim [h_1 . [h(n)]_dj = 0 , et que le noyau K
> >0
vérifie (41) et (42).

F
. . -1 t-1
a) Si Lim E(||(n ) (8¢ - gy H 5 ) =0, ona

il o~

n t=1 t t L7(p)
aussi Lim E(||fg - gl| 2 ) =0, et de m@me Lim E(||f; - gl 9 ) =
n L™(w) n L™ (W)
pourvu que les (Bt n) , outre (38), vérifient :
.2 2 -d
(44) Lim (] 8, ] =0 , et
n t=1 ’
n-1 n-1
(45) sup { z t |8, _-B |} <o, sup { z t B l(h(t+1) d._ 11} <,
nxl t=1 t,n Tt,nt nxt  t=f h(t)
sup (n Bn n) < o,
n ’
-1 o P
B) $i Limp.s. ([[G) . [ (g -gg )M, D=0,
n t=1 t t  LY(w

on aura aussi

a) Lim p.s. (,If6 - gl ) =0, si les h(n) vérifient
n 2
N L% (W)

h(n) d/2 1 -3/2 -d
h(n+1)) <1+ - » Pour n  assez grand, et nZ] n . (h(n))
B) Lim p.s. (||f7 - gl ) =0, siles B vérifient,
n 2 t,n
o LT ()

outre (38) et (44)

we) T2 . m@) < et
n b

=]

2 .2 -d1/2 % 1/2
E {[t (By *Bp nay) (RCED 7] [221(8 8, 7 ()" A

21 t, t,n t,n+1

0,
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c) En particulier, si - t n = (n~ )

(h(t)) / [ z (h(t))d] < ® . les conditions imposées

, 1 £t <n, ousi

ci-dessus sont vérifiées si E (h(n))__d

hgﬁﬁg) soit inférieur & 1 + 1/n , pour n assez grand

. (n—2) < ® , pourvu que

Démonstration :

@) Nous avons : 26 = § K6 (x.)
: no g, Tt >

Ki,n(X) = (n_1) (h(n))—d . K[(. =x)/n(n)] et dés lors
Ve, JIKE @15, =ot@™) hm)™Y
’ L™ (u)

(moyennant un simple changement

de variable dans le calcul de 1'intégrale) , pour t = 1,...,n .

I1 vient : ai’n =0 { L (h(n)) d/2
De méme : l‘Ki n(x) - Kt n+1(x)l} 2 vaut, par un calcul
direct :
@5 @@ LK, s @ @™ (k] (2
L™ (p) )
-1 -1 - -d h
- 2(n ) [(o+1)" ] . [(h(n+1)™"] de K(u) K{h—(?(l%) ul du(u) ,
et se majore donc, en posant o(n) = E%é%%i - 1, puisque K vérifie (41),
par :
eI, @™ @@ ™+ @™ @] ™ = 207" e e ]
L7 (u)
47)

+0 {a@ . a7 "L @D () )
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En décomposant la premiére accolade, on obtient :

-1 ﬂd/2}2 -d/2

@ . @@ 2@ @) v 20 @ )]

{ () Y2 (1)) 2%

majoré enfin par :

—d/2 ~-d/2,2

2 @2 v ™ ¢ 2 ™2 (ho) - h(a+1) ™42y

s 20 @ @) 2@ 2 en e

soit encore :

d [hm yd/2 2

2 0 22 @)™+ 2000 ™2 ) ™ [

") ) n(asn] T2 [(hr(lr(::z) /2 _ 3

Finalement, 2 partir de cette derniére majoration, de (47),

YEvED) , 11 vient :

et puisque a(n) ¢ (——=~

=0 ™t @)™ so L )™ [GEMEHY? -]

(g )

Par conséquent, pour le K6 n , on obtiendra H1) si

Lin (@) (@)™ =0, #) si Lo 2 () < e, H3) side
n
surcroft E e @m) df(ht(‘(iz) d/2 <

8) Puisque Kz’n = Bt,n{[h(t)]—d ) K[(. _ x)/h(t)]} ’

on a immédiatement :

7 2 _ 2 -d 7 .2 _ _ 2 -d
] 2P =6l o™ e G 0P - -e 07 (o)
Ceci montre que pour les KZ 0 H1) est vérifiée si (44) 1l'est, H2)

et H3) 1'étant sous les 2 conditions qui composent (46).
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y) Du lemme 7) résulte qu'en définissant D(i nJ comme 1'opérateur
’

[Hh(n)] » T £t gn, les fK n] vérifiant la "condition I". De
plus, puisque Lim ¥ h(n) =0 { 2 [K ]} converge vers Isz(u)
n
o s . 6 -1
On aura de méme, & partir du lemme : [[Kt nll =0(n '), 1<t gn,

] , 1 £t gmn-1, les conditions H4) 2

et puisque ici [Kt n] = [Ktﬂ o
s ’

H7) sont vérifiées pour les [Kf ﬁ].
b
On déduit alors immédiatement du point o) ci~dessus et du théo-

-~

reme 1) la partie du théoréme concernant fn » Dpourvu que 1l'on prouve

~3/2 ~d h(n) ,d/2
que : nZ1 n (h(n)) et h(n21))

réalisent les conditions imposées & h(n) pour obtenir H2) et H3), ce

1
<1 + 5 Pour n assez grand

qui est direct.

On peut d'ailleurs noter que la condition : Lim [Kn_1)(h(n))—§] =
n

prise comme hypothése générale, découle aussi des 2 conditions de b) o),

(.l h(n) )d/2

. . -2 -d
EYED) donnant la décroissance de (n “)(h(n))

la majoration de

8) On déduit ensuite du lemme 7) qu'en posant

[Kz,n- =8, n{Hh(t)J , les [RZ’HJ vérifient "la condition I". Comme

de plus on a2 si g e Lz(u)

n

7 n
1L B @l e B e ol @ell 5 o+

t=1

+ [«

t

I o~

8. ) =11 lell ,
t,n LZ(“)

h (t) décroissant vers O , E DKZ n] converge vers IdLZ( y » pourvu

que Lim ( 2 Be ) =1 c'est-a-dire sous (38).
n>o  t=1

On vérifie de méme H5) et H6), sous (38), puisque

K 11 = oG,
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Reste & vérifier H7), or on a :

N

7 7 _
ll[Kt,&]_[Kt+1,n]ilL2(“) |Bt,n Bt+1,nl ‘I[Hh(t)]‘le(“) +

6t+1 ,n ‘ l ([Hh(t)]—[Hh(tﬂ)-l )I le(p)

Maintenant, pour g € Lz(u) :

-d .-y _
|I{Daﬂt)]—[ﬂh(bﬂ)]}(g>lILZ(“) < [men {J KEEED) 8(y) dn(y)

- S -y - -4 _ -d
JK(h(tH)) g(y) d“(y)”le(“) + || (e e+ .

| G e» wm ] 20

h(t)
SHJ[MM_K%“”)MTM'+UMw)®mHH%M
h(t+1).d -
G T e @5

et le premier des deux majorants s'écrit :
([[xe - xhSy wiLre) - Ky o1 gtemn®)
(g(xru'h(t)) au®3(u,ut, 0372

et se trouve & son tour majoré par :

h(t)

{J[K(U) - K(m

w| @} . [fell,
L

En regroupant les inégalités précédentes, vient :

/ / h(t+1)\d
l‘[Kt,n]_[Kt+1,n]|! O{iBt n t n+1I * 8t+1,n l( h(t) )T -
, h
* Bratn 1J|K(u) - K (h—(% w  du(w i}
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soit, puisque le noyau vérifie (42)

I (h(t+1) d

= O{IB h{t)

-1}«

o+
,n t+1 n| t+1 n

Dés lors H7 est vérifiée pour les LKZ nJ’ si (45) l'est .
9

De ces résultats, du point B, du théoréme 1, découlent les

conclusions du théoréme concernant fn

w) Pour achever, il nous faut vérifier que les conditions "mini-

males" sur Bt n exprimées en c) entrainent toutes celles qui précédent,
>

dans les 2 cas particuliers que nous étudions systématiquement.

* Si (B, )=mn , 1gts<n, (38), (44) et (45) sont

immédiates, au vu des hypothéses générales sur h(n) et h?iiz))

La 2™ condition de (46) s'écrit :

n
T a2 () men™ <

nxt t=1

elle est donc vérifide si | (nnz) (h(n))_.d < » , condition qui entralne
n1
les deux manquantes, pour peu que (n 2) (h(n)) d soit une suite décrois-

sante c'est-a-dire que (E%é%%Y)d <1+ % , pour n grand, par exemple ..

n
* Si (B, ) = (h(t))d ) {b(t)]d) , un calcul de routine

t,n
t=1
montre que si (héiz;))d 1 < %- pour t assez grand, il suffira

d'avoir, comme ci-dessus, pour obtenir toutes les contraintes souhaitées :

Lim [0 @] =0 et T @2 N Y <o,
n

no>o

la zeme

condition impliquant alors la premiére. Q.E.D.
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C.1IV - 3eme PARTIE

CONVERGENCE L'

Théonéme 8.- Supposons que le processus observé (Xt) , te Z,
1

admette des densités gxt_ et g, , par rapport a8 p , mesure
t t
de Lebesgue sur IR , qu'il existe g telle que
n
Lim ([[ @) . (] g ) -gll , ) =0, que h(a) vérifie
n t=1 “t L (u)
Lim (h(n)) = Lim {(n—1) . Dﬂn)_3d]} = 0, que le noyau K vérifie

N> N>

(41) et (42). Alors

n F
a) Si Lim E([[(n_1) N ¢ t—1—g M ) =0, on a aussi
X X 1
N> t=1 t L
Lim E(||f6—g|| ) =0, et de méme Lim E(||f7—g|[ y=0,
n 1 n 1
N> L () N L' (W)
pourvu que les Be vérifient, outre (38) et (45)
-2d T2 -d
(48) Lim {(h(n)) “7} . { } By o+ (h(e)) "} =0
>0 t=1 ’
n -2
et que Lim (] By o P(| IXtI |>h(2n) ) =0
N> 1 ’
a8 ey
b) Si Lim p.s. (|[(n ) ¥ (8y 8y Ml 4 ) =0, on aura
n->o t=1 t t L (H)

0) Lim p.s. (||fg—gli 1 ) =0, pourvu que h(n) vérifie :
L (u

(49) Z (n-3/2) . (h(n))—3d < w , avec (E%ég%j)d <1+ %
nz1
IR ]
pour n grand et que Lim p.s. [(n ) . I -2
N t=1 {] Ith !>———-———(h(n;) }

condition vérifiée sous les conditions du lemme 9

g) Lim p.s. (]!f7—g]| ) =0 si les B vérifient, outre
n 1 t,n
N> L (p

(38), (45), 47)
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v 2 -3d
(50) ; B (h(m) 7" <=
et
n n
G Y ] v/z Toe2 )y [ (B, B¢ +1)2] et
nx1 t=1 t,n t=1 > 11 ,n
-3d h(n) .d 2 2 9
nZI (h(n)) ’ [(h(n+1)) - 1J /4;21 Bt,n) (tZ1 Bt,n+1)

B
1

et que Lim p.s. (
n»® t

i ~33

. I -2)
t,n {IIXtII>(h(n;) }

¢) Si le processus (Xt) , t € Z est strictement stationnaire

et que les ||X || ont une espérance toutes les conditions nécessaires
t Loutes

6 . . g
aux convergences de fn sont réunies si h(n) vérifie outre (49)

(52) U@ mm]? <

n2t

(h(n) =n %, 0<a < 1/6d convient ...).

Dans les mémes conditions, si Bt n vérifie (38), (45), (48),
t]

~

(42), (50), (51), on obtiendra les convergences de f; vers g.

Pourvu que c_ﬁﬁEl_ d soit majoré par 1 +

NCTE)) pour n assez grand,

1
n

ce sera donc le cas

1

* 5i B =(n ) ,1<tsn , hin) vérifiant (52) et

t,n
] @) @) 3w
n21
d v d
*si B = ()" / (] BN , h@m) vérifiant (52)
: t=1

etV @ @) < e  (d'ot le choix possible de h(n) en n %).
nx1
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Démonstration :

8 --d 6 . , )
a) Posons Kt,n = [b(n)J . Kt,n . On déduit de la démonstration

du théoréme précédent que (ag n)2 = sup ||K§ n(x)H 9 = (n_z).(h(n))_3d
s Y 1, (p)
De méme : xeR
(o= s Ha@™ & 6 - @)@ el
erRd L7 ()
2@ Gy 0% e 2 @@ - e ™H? @ )7
= o(h@) L [0 @)™ [RGYZ -
f @™ @@
+ 0@ [EBHE - 12 L e e ™

On déduit alors de la proposition 1 que

*# si Lim (n—1) [h(n)—3d] = 0, H2) étant vérifiée pour les KE
n-»o o
on aura :

n
Lim ]2 L B[] 2, 11%, ) =0,
n->w 1 ’ L°(w)
v oz =k® (x) - EFt_1(K6 x.)
ou t,n B tyn t t,n "t

* si de surcrolt 2 (n_z) @) < w

1 h(n)

) @™ /)

et z (n ) -1 <o, H2) et H3) le sont et

Lim p.s. {[h(n):]-2 . ([|§ zZ, ||22 )} =0
N 1 L)

B) Appelons C_ 1'hypercube [- (h(m)77 , + h(m) ¢ et

In le sous-ensemble (aléatoire) des indices i , i € {1,...,n} tel que
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-2
. h(n)
ie I <= (|[X]] < —5—)
n
J  représentant {1,...,n}-I_ , on peut alors écrire, si Z_ = 2 A
n n n o Tt
et E_=llz_}| (définis ci-dessus) :
n n 1
L (u)
1, .2 3 1. 2 _
E SE +E +E avec E = J IZn(x)| dp (%) B o= _ | 2_ zt,nl du
C c tel
n n n
2]
EE=]_ |1 z |
n T ted t,n
n n

I1 vient :

n
} = O™ . ||; z

* ! = O(ue'? . | |,

|
R )

1z, |

n 2
L™ (w)

qui tend vers O si n > o , d'aprés o) sous les conditions du théoréme.

2
* B s ) g
: teIn n

. {Zt,n}]|L1 , ce qui donne

2 6
EZ=Ofn . su |||Iz . K _&)]|]| .|}
n teIn Cn t,n 't L1

Mais si t ¢ In , X € Cn , On aura :

@)™ x| g @)™ (=l [-]1x ] D > B!
R
@ (@) - L (b))

Dés lors, si t ¢ In :

6 1 1 t 1
1= . K, (x)]|| =—J_ K( )dxs—J K(u) du ,
Cn t,n 't L1 n Cn (h(n))d h(n) N

S

v L= {ul||lul[>5hr@} . 11 vient : EZ = ()(J K(u) du) , qui
L

tend vers 0 , si n >« , puisque K est intégrable. n

3
* E s (Card J) . sup {||IE @, &N N A
: teJn n ’ L ()
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Card J
n

. 1 . .
Mais comme ||IC (Zt’n(Xt)[[ 1 est OCH) , 11 vient : En,s =
n L (W

Finalement :

* Si Lim [}n_I) (h(n))_3d] =0, ona Lim E(El) = 0 . Mais
o n

1}}

g, ) du

1 %

Card J 1

EQ——T;——E) tend également vers O , puisque valant j (n
L

n n
. . i
quli se majore par ]];—(2 By ) - gl 1 + J g dp .
1t L (w) L
n
Donc on aura : Lim E(En) =0 .

>

* 8i de plus z (n_z) (h(n))—3d < w
n

et T G Y /S h@ad

a1 h(n+1)
z Card Jn

supposant qu¢e ——— ———> 0 , on aura : E ——
n p.S. n p.s.

1
s En —> 0 p.s. En

v) D'aprés le lemme 7) les opérateurs [Ki n] N J:Hh(n):]

considérés de L1(p) dans L1(u) , vérifient "la condition I" et les

conditions H4) a H7), puisque Lim [Hh ] =14 et ||H,|]|] £ 1 pour
(n) 1 8
Do L ()
tout B > 0 . On en déduit que, sous les conditions du théoréme, d'aprés

n
le théoréme 1, on a (]|(n 1) () E t—i(Ki n(Xt)) - gl 1 ) qui tend
1 b

L (W)
vers zéro, en moyenne, ou p.s. selon la convergence 3 0 , p.s. ou en

-1, & Tea
moyenne de |[(n ') § (gX - 8y )| 1
1 t t L (w

Ceci permet de conclure, 3 1'aide de B) pour la partie du théoréme

~

concernant fn , moyennant une légére généralisation des conditions sur

h(n).

8) Pour utiliser la mfme technique qu'en a) pour les Kg n?
E

9 _ ~-d 7 .

posons K, . = (h(n)) . Ke n o 1.5 tgn,nz1. On obtient,

N . 7 7

a partir des calculs de at,n et Yt,n :
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9 .2 -2d 7 2
* (op D7 = (@) .{sudeKt’n(x)HLz(“)}
xeIR
- -2d 2 -
- ha™ 62 L men™
* 0 = CUB®IT L @™ s, ~a@n™ e %)
-d -2d 2
= Olte)) = . @) ™ . (B -8 )7
£ OLBE™ L e 6, )7L [ -
7 Feer, 7 ?
En posant ici U, =K n(xt) -E (Kt n(xt)) et U = ) U, , on
] H 3 t=1 >
aura donec ici, d'aprés la proposition 1
* Lim ()7L E(u_ |2, ) =0
n>e L™ (p)
n
si Lim (@)™ . Y men™ .62 Hy=o0
n>eo t=1 i

* Lim p.s. (h(n)) %9 . ||Un||22 ) =0

ne L (p)
si a2 <o,
n k4
-3d /2 .2 2 2
I () /Q B, LI (B -8 D7 <=,
n1 1 t=1

-3d _h(n) .d T2 T2 -
et ) h(n) (e - 1 /(g Be o) Qg s ) <

n21 1
(par un simple calcul de routine pour vérifier H1), H2), H3))

€) On majore ensuite IlUn[| 1 par la somme de U; ,

U2 y U3 , définis 3 partir des U comme 1'étaient E1 , E2 , E3
n n n n n n

(cf. point B). On obtiendra
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* U; = JC |Zn| dp = O(h(n)—d . ]|Unl[ ») qui tend vers zéro en
L

n
moyenne, ou p.s., sous les conditions dégagées ci-dessus

s 2= |y u Jda= OfF SRR B SN
n C  tel t,n - ¢ tel ’C Bt,n h(t) ’ h(t) '
n n n
Ici aussi si x € En et t e In on a :
-1 -1 1 -2 1 -3
Hen™ - Xt)HIRd > () ) [3 @)™ 2 5 (A1)
donc :
2 o (h(e)) 73
v = C){tz1 Bt,n . JL K(u) du} . (Lt ={u/ [{u}] > __—7———'})

3 n
ou encore vl =0OA{ B 1 -2}
n 7Ot Fen T g

t) D'aprés le lemme 6, les opérateurs [KZ nJ = Bt n” Dﬂﬂt)]’
b b

de L1(p) dans Li(p) , vérifient la "condition I" , sont bornées par

, car
,n

L

n
7
B, en norme, et tels que (; [Kt,n]) —> Id
n
Q 8, L) — 1. H4), HS), H6) sont donc vérifiées .
1

’

Pour H7) on utilisera la décomposition déja exhibée au

théoréme 7

7 1k < _
1&g ) [Kt,n+1]l|L1 8¢ 0 e et [llﬁh(t)]||L1(“)

W

+ Bt+1 ,n | | [H'h(t)]‘[Hh(tH )] l |L1 W)
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Maintenant
[ ][ D@l
NGO .

< ke - kiEpdstane) wwll o

+ !(h(t"']))d - l

RO 18R ey @1

()

‘ {J K - R 0| du)d . gl
h(e+1) L1(u)

+ et -1l sl

(u)

pour tout g de L1(u) . Finalement, K vérifiant (42), on a

h(t+1) d
“EK nJ [ t, n+1 L W) g Ist,n—st,n+1] + h(t) -0 Bt n+1

et H7) est vérifide si (45) l'est ...

n) On conclut de ce qui précéde que (45) étant vérifiée, la

27 s N
convergence en moyenne ou p.s. de ||fn - gll 1 se raméne a celles
] 2 3 L (p)
de U_, U , U ...
n n n
Ui tend sirement vers O car Lim J K(u) du = 0 , et on peut
tre ‘L

alors appliquer le lemme 3. Sous (48) U; tend Vers O en moyenne,
en ajoutant (50) et (51), U; tend vers O presque slirement ... Reste
le probléme de Uﬁ , qui est résolu sous les conditions du théoréme

3 B
pulsque Un = 2

B I -2
t,n {HXtH> (h(lzl)) }
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w) Dans le cas ou les (Xt) , t € Z , sont strictement stationnaires

et possedent une espérance, le lemme (9) montre que la suite

n
(; I{letl| >(h(n))—2 ) converge vers O en moyenne et presque siirement

pourvu que 2 (n_1) (h(n))2 < @ _ (condition 52). Alors, mne reste bien
nz1

~

N . 6
a4 vérifier que (49) pour avoir les convergences de fn vers g , en moyenne

ou presque siirement.

~

7 . s . ..
Pour fn , 11 nous faudra vérifier la suite de conditions

(38), (43), (45), (48), (50), (51) pour conclure de méme. Mais

~1 s . ) .
* Lorsque B (n ') , on se raméne directement aux deux conditions

t,n

du théoréme.

n
% Lorsque 8 (h(t))d / (2 h(t))d , un calcul un peu moins direct
1

t,n
n
montre qu'on vérifie (38) si Lim (2 (h(t))d) =®
- n>e 1
43) si J @ m@)? <e, (45) toujours, (48), si Lim (a 1) ()% = o0,
1 n

50) si J @ @3 <o, 5D si T @D h@m O <
n n

finalement on peut conclure comme dans le théoréme. Q.E.D.
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C.V.

ESTIMATION DES DERIVEES

Nous supposerons dans ce chapitre (comme au chapitre III, § 3),
n
que la limite g des densités (n ! . 2 By ) admet des dérivées partielles
t=1 t
continues. Pour estimer celles-ci, on utilisera les dérivées partielles de

~

1'estimateur fg dont nous avons vu au chapitre IV qu'il convergeait vers g
dans L1 et L2 , sous les hypothéses suffisantes : l'existence des Di(gg)
dépendant uniquement de la différentiabilité du noyau K , choisi & discrétion
de l'utilisateur, la construction de l'estimateur cherché ne pose pas de

probléme particulier.

Comme dans le chapitre précédent, nous démontrerons un théoréme

N . F

de convergence 12 de @ fg) vers (D'g), lorsque les gxt-1 » By

t t

12 ‘ -1 e Ft-1

g , sont dans C et que les convergences de (n [’2 (gx - gy )])

t=1 t

n
et [n 1 ( 2 &y ) - g] ont lieu dans W12 . Nous en déduirons un

t=1 t

théoréme de convergence L1 de 1l'estimateur utilisé sous 1'hypothése

=

. t-
d'existence des g
Xt

et et de leurs dérivées partielles, 1'appar-

&

Xt
. d

tenance de celles-ci a L‘(IR ) , et les convergences correspondantes

dans W11 .



- 82 -

Pour fixer les notations, nous poserons comme d'habitude :

( 210 _ ¥ 10
£ = tZI Kt’n(xt)
(53) <
k° @ =@ ()™ ok [ -» /@],
\

pour 1 £t s£n,nz21, en supposant l'appartenance 2 C1(IRd) du noyau

K (au sens du chapitre IV) borné.

THEOREME DE CONVERGENCE L?

Théonéme 9.~ Supposons que le processus (Xt) , t € Z , vérifie la
- F

condition Lz(u) , que de surcroit les gxt_1 et gy (densités
par rapport a4 la mesure u de Lebesgue sui IRd) sozent comme
le noyau K éléments de C12 et qu'il existe g dans C12 tel
que Lim (If(n_1) § By -gl | 12) =0 . Alors

n>e 1 t W

F

n
a) si Lime(J]G™h .Y @ g, )] ) =0, h(n) vérifiant
1% XS g2

nre

Lim ¥ h(n) = Lim ((n_1) . h(n)-d-z) =0, on aura :
e e

. 210 i
Lim E(|}£.Y - D gl] ) =0
n>e® n L2

b) Supposons maintenant que

n F
Lim p.s. (l|(n—1) Y (gXt L. gy MW 12) =0, que les h(n) , outre
n*>e t=1 t t W

les conditions du a) vérifient :
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-2 ~d-2 -1 -d-2, /. h(n) ,d/2
(m %) (h(n) ) <= et (n ) (b )} ) -1 <o
nZ1 ! ! n§1 h(n+1)

3

et que l'on ait :

o | DR@IDREw] aw = ]2, +ocle-1])
d 2
R L
. . 210 i
alors on obtient : Lim p.s. (||£.° -Dg|]| ) =0.
n 2
n>e L
n
c) Si K(x1,...,xn) = 111 Ko(xi) , ol K est la densité de
N(0,1) , que (M—)d_2 <1+ 1 pour n assez grand et
’ ? h(n+1) n
-3/2 -d-2 : it
Y n (h(n)) < o , on obtient les convergences souhaitées.
nz1
L—
Démonstration :
a) Le calcul usuel donne :
10 2 0 2 - -d- i
o= sw (K @[1%) = @ @@ ™ |pik|)?
» s 2 2
d L L
xeR
10 (2 -1 ~-d- i
(o %= swp (@) . @@)™ " L @k [(-x/mm ]
3

X€E ]Rd

-d-1

- @D (aas)) oo [0 /@] [12)
L

@2 @2 v e L w@e) 4 | pt k[12,
L
-2 @ H@ent ]~ . han]™ 4" .

jmd [(DlK)(u)] ]:(DiK) (TIP(I%% u) du

Donc, sous les conditions du théoréme :
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G192 < i w7 )2 e ]2 - 2 @
’ L
(@)™ @)™ . @@ ™h

PO - o L@ L e L @)™

et, par un calcul similaire 3 celui de la démonstration du théoréme 7, on

obtient :
n
] 0007 = 0 L @™ s 0nT L ke L [R5 - )

1

H1) est donc vérifiée sous la condition a) du théoréme, H2)

et H3) sous les conditions du b).

8) Définissons Dilon] , 1stsn,nz21 comme celui qui & une
’ :

fonction g de W associe la fonction définie ponctuellement par :

12

K° 1@y = @ . J o @™ (0" (-0 /m@)] gk dx
? R

Alors * Cette définition a un sens , car g et (D*K) sont dans L2.
. e dces s -1 vi
*# L'opérateur ainsi défini n'’est autre que (n ) [Hh(n)]'(D g)
Hh(n) étant 1'opérateur défini au lemme 7.

Ceci résulte directement du lemme 5. En posant
= (h(n))-d_2 .K(y=+) /h(n) , g et L étant dans W12 , On peut

écrire :

K°J@w =" J L ©TW) g an) = ({UJ L1 @) ar
’ R R

= (n_1) . (J d (h(n))-d . K By—x)/h(n)] . [(gig(x)] dx
R
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. i . 12
d'ol la conclusion. Comme Bl est un opérateur contractant de W dans

L? , et [Hh(n)] un opérateur contractant de 1?2 dans 1’ , [K1On]

t,
12

est un opérateur de W dans L2 , de norme majorée par (n-1).

De surcroit, omn sait que Lim [HB] = Isz(u) , Ce qui implique

n BYo .
la convergence forte de z [Klon] vers (Bl) , pourvu que h(n) v+ O.
1 b

* 81 ge L' nwt? s [Klon] (g) coincide avec 1'intégrale de
s

10

N n(x) . g(x) dx , ce qui revient & vérifier, que pour
b

Bochner : J K
d
R 2

toute forme linéaire u sur L
10 10
w, kK@, - j <, (K10 Je)> , an .
t,n L2 IRd t,n L2
I1 faut donc montrer que pour tout élément A de L2
-d i -
JA(y) - o J (@) " ®K [(y-x)/h()] gx) dx} dy

- f 4 {j A . @)™ 0% [y-o/mm] dy) gk dx
R

égalité obtenue sans probléme.

* En résumé, les [Klon] vérifient H4), H5), H6) et H7)
b

([K:__On] = ]:Kl& n‘]) et "la condition I". Nous pouvons donc appliquer le

théoréme 1.

Y) Le théoréme a) b) est application directe des 2 points précédents.
d
Maintenant si K(x,,...,x ) =1 K (x,) , K_ étant L2 et continiment
1 n p o [
différentiable, la propriété imposée 3 K en b) s'écrit :

d“ t 1] - 1 = -
(x| |L2) . le Ri(u) {K (cu) ~ K!(u)}du = O(c-1)

ce qui est évident si K(;' existe et se trouve borné sur IR ... D'ou
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1'exemple cité en c).

(h?iiz))d+2 <1 + % , la suite (n_1) (h(n))_d_2

étant décroissante, les conditions de b) impliquant cellesde a) sont

De méme si

vérifiées sous celles de c¢) ! Q.E.D.
THEOREME DE CONVERGENCE L{
Ft—1
Théonlme 10.- Supposons les densités 8y s By (par rapport
t t
a4 la mesure de Lebesgue sur IRd) éléments de C11 , et de méme, le
noyau K dans C11 , 2 un support compact. Supposons qu'il
existe g dans C11 tel que :
Lim (@) . T (g ) -sll =0 .
n-o t=1 t W
et posons enfin M= (n_1) Y (h@).) . IIXtII .1 1 -9
t=1 {||Xt||>7(h(“» }
Alors :
-1 I
a) si LimEC([[™) . ] (g -g )l D=0,
n>e t=1 t t L
on aura : Lim E(,{flo - gl 1) =0, si Lim (n‘l) (h(n))-3d-2 -0
n->x L n>e
et Lim E(Mn) =0 .
n
b) K vérifiant de plus (54), h(n) les conditions
I @2 [N <o, et § @ Hm@) 92 (B2 iz .
h(n+1)
nx1 nzl
. <10
on aura : Lim p.s. (l|fn - gl () =0, pourvu que
n>e L
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n F
Lim p.s. ||(n 1) Y (gxt h- 8y ) 1 =0 et Lim p.s. M_=0 .
n>® 1 t t L n>e®

c) Si X, est strictement statiomnaire et que E(l[xt|]) existe,

o . e e s . -1
toutes les conditions précédentes seront vérifides si z (n ) h(n) < =,

h(n) )3d+2 n-3/2 . 3d-2

1
1 -
h(n+1) +5 pour n grand et 2 (h(n)) <

nx1

Démonstration :

Elle s'inspire évidemment de celle du théoréme 8 ; et nous allons

simplement en rappeler les grandes lignes.

a) On pose ljn = (h(n))-d . l?n » pour obtenir :
@ %)% = @)L @) ) =0@? . mm)T4?
Go? = o™ L ) HP e T (BB - 07 @) )P
K vérifiant (54).
Ceci implique que, en posant
A0 - {§ ®!® x) - EFt—1 [K 10 )[} = E Y
n § ot § tn

0[]2

Lim E(h(n)_2d . ]]A; 2) = 0 sous les conditions du a)
L

n->o

Lim p.s. (h(n)—Zd . ||A;0|[22) = 0 sous les conditions du b)
n>e L

B) On en déduit alors la convergence de [|A;0|| en la majorant par

1!

10
I..A + g - C3 oy, Ol + g oY oy )
! C,n IlL‘ %a e &0 n ¢ ieg  ©of L!
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-2
avee ¢ =[R2, h@ % e 1 - i/ x| < 2O,

puisque

. -d
* I AnllL1 se majore par O{h(n) ~ . IIAn||L2} et on

C
n

utilise q)

* |1z . (] ¥, I, semajore par
Ch et 7 L -3
1 . [(DIK) (u)] Flu . ou Ln = {u / I ‘U| [ > h(112) 1 )

L
n

(h(n))~

donc par h(n)2 J [ full [(DlK)(u)]du qui vaut O pour n assez grand.
L

n
* ]]IE ) Y, n)H ; se majore par
n teJ ? L
n
_ o . y-X
or§ o', JE h@) ™! (P | G DY an

ted
n n

soit ot} L h(n) . J d ||Xt+uh(n)||.|Di(K)(u) [ du}
R

ted
n
soit enfin O{h(n)2 J d}]u]] ]DiK(u)l du} + O L Yy h) . ||Xt||}
R ted
n
ce qui raméne la convergence & 0 de ||Ia ) (Yt DN | & celle
n ted | & L
de
o x|
(m ). ) hin) . ||X .1 -2
e=1 T PR
n F
Y) Reste a démontrer que H(rl_1 Y E e (Klon(xt)) - gl 10,
t=1 ? L

si n> o .

. N P 1
*# K étant a support compact, on peut ecrire que \/g , g €W !
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J q oK) g dA=J Ble) k ax
R

C: étant dense dans w11 (cf. Adams (7) p. 56), on peut en effet reprendre

o
la démonstration du lemme 5 , en utilisant une suite & d'éléments CO
convergeant vers g pour lesquels Lim J d |g - gn! dx =0 |,

> R

Miooovg
Lim J Ip’g-Dg| a =0, V/O , = 1,...,d ; et tels que :
le n

n->«

0

N

Lim IJ d k) g + Gle) k] arl < LimJ g D] |g-g_| dx +
n
n ‘R n ‘R

e s
+ Lim J Y ID* - D'g | dA
n
n R

- o«
d'out la conclusion , K étant & support compact et dans C11 , donc dans L .

* Si nous définissons alors ponctuellement, pour g e W11 , et vy e IRd,

1'opérateur [Kl?n] comme dans la démonstration du théoréme 9 , il est clair
que la définition a un sens (DiK bornée, g ¢ LI) , et qu'il coincide

avec (n_l) |Hh(n)| Iﬁi(g)l pour tout g de W11 , d'aprés ce qui précéde.
On déduit ainsi la convergence de (g [Kl?n]) vers 'Bi » et que

||[KZ?UJ|[ < (n_1) du lemme 7 , [k‘o ]  étant considéré comme opérateur

t,n
de W11 dans L1

* Reste enfin & voir que les [Klon] vérifient la "condition I ",
s

ce qui se raméne a vérifier 1'égalité :
JA(y) (&% 1@} 0] ay = J {J A [®!° () ()] 4y} gt dx

. © ’ 3 ’ » .
pour toute fonction A de L ,dual de Ll. Cette égalité résulte directement

de 1'intégrabilité de la fonction : A(y) . (giK) [(y-x) / ()] . gx)

* Toutes les hypothéses requises sur les opérateurs [Klon] étant
3’

vérifiées, on en conclut que
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n F n F
-1 t-1,.10 10 t=1
e o BT we @) -gll =117 &-1e ' -gll
=1 t,n 't L1 t=1 t,n Xt L1
-1, vt
converge vers O , en moyenne ou p.s. lorsque ||[(n ') § (gx -8y ) 1
1 t L

fait de méme.

w) Les points a) et b) du théoréme découlent de ce qui précédent.
Pour le dernier point il suffit de voir que, d'aprés le lemme 9, si
E(n—1) h(n) < = , Mn tend vers O en moyenne et p.s., lorsque les (Xt)
sont intégrables et forment un processus strictement stationnaire, la
routine habituelle ramenant les autres conditions sur h(n) & celles de c).

Q.E.D.



THEOREMES DE CONVERGENCE PONCTUELLE

(Chapitre VI)
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La convergence des estimateurs étudiés aux chapitres précédents a été
obtenue dans 1'espace Lz(p) (éventuellement L1(p), moyennant un artifice de
démonstration), ce qui n'a guére pour surprendre puisque les théorémes du
chapitre I concernent des éléments aléatoires & valeurs dans un Hilbert sépara-

3 =6

ble. On aurait pu également considérer les estimateurs fn et fn (méthode

W12, qui répond aux mémes

de projection ou méthode du noyau) & valeurs dans
critéres, pour obtenir des théorémes de convergences simultanées des estima-

s - . i
teurs et de leurs dérivées vers les limites souhaitées g et (D'g), pour les

"bons" (cf. lemme 4) processus ergodiques.

Le type de théorémes obtenus ne résout évidemment pas le probléme de
la convergence au sens de L~ des estimateurs étudiés, et nous étudieromns ici
cette question. Les convergences ponctuelles de Ei et Eg vers la densité
commune des Xt ont été déja obtenues pour des processus strictement station-
naires et mélangeants (Bosq (25), Delecroix (14), Peligrad (26), Féldes (27)

Rosenblatt (28)) entre autres, mais jamais, a notre connaissance, pour des

processus simplement ergodiques.

Nous démontrerons d'abord des théorémes concernant des processus
a valeurs réelles, tels que les dérivées des densités de transition existent,
théorémes déduits des résultats des chapitres précédents. Puis nous résoudrons

N s d oo
le probléme pour des processus a valeurs dans IR tels que les densités

Ft—‘l

By et

8y » 2 1 , appartiennent & 1'ensemble CO(BRd) des fonctions
t t
continues sur IRd et tendant vers O & l'infini (c'est la fermeture dans

L° de C(DRd),elle constitue un espace de Banach séparable (cf. Rudin (8))).

En une deuxiéme partie, nous évoquerons le probléme de la vitesse
de convergence des estimateurs étudiés : montrant qu'une évaluation s'avére
pratiquement impossible sous la seule hypothése d'ergodicité, nous remnverrons
4 notre article publié dans la revue de 1'I.S.U.P. (1980, XXV, 1-2) pour
une détermination dans le cas de processus mélangeants, cas qui contient

en particulier celui de nombreux processus ARMA.






CONVERGENCES UNIFORMES SOUS DES
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(:) - LE PROCESSUS EST A VALEURS REELLES

Les résultats qui suivent se basent sur le

Lemme 10.- Soit (fn) ,n 21, et f des fonctions réelles de
12

variables réelles, éléments de 1'espace C11 (resp. ¢ 7) , tels
que Lim (||fn-f|| 177 = 0 (resp. Lim (||fn—f|| 1) =0
n->o W n-o W
Alors Lim sup (]f (x) - f(x){) =0
n
n xelR

Démonstration :

Soit § > O , pour tout x réel on a l'identité :

X+§
£ - £ =& Jx_é (£ -£6) = (£ ()£ ()] de
18
. J [£_(0)-£(6)] de

x-§

t

or (EOEED- (O£ = [ @ O-go) &y, dlet :
X

* S1 les fn ‘et f sont dans C11

1

sup (|fn(x)-f(X)|) < Hf;—f'|t1 + 75 ||fn—f||L1 ,

xeR
* 81 les fn et f sont dans C12 :
. 1 X+§ /75
sup (| £ ()-£G]) ¢ |J)-f I 5 {Z—GJ V|x-t| dt} + HE-fl], {55
XeR L x-§ L

La conclusion est alors immédiate.
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On en déduit le corollaire suivant :

Conollaine 2.~ Soit (Xt) un processus strictement stationnaire a

valeurs réelles

. Ft— 12
a) Si les 8¢ sont, comme g, dans C et que
t

F
. -1, & Te-t
Lim |[(@ ) ] & -¢gll ,,=0
>0 1 Xt W12

en moyenne, et p.s., en choisissant le moyau K dans C12 tel que

(41), (42), (54) soient vérifiées, et (h(n))n>1 telle que

¥ (n_3/2) h(n)_3 < » , on aura la convergence & O de sup Ifi(x)-g(x)l ,
1 xeR
en moyenne, et p.s., si mn > ® .

b) Si K est dans C11 , & support compact et vérifiant (41),

(42), (54), et les h{(n) tels que h{(n) = n%, 0<ac< %5 , on
F
aura la méme conclusion si les gxt ! sont dans C11 , comme g ,
-1, %t )
et tels que Lim ||( ) § 8y - gl {1 = 0 en moyenne et p.s. ,
N 1 t W

et les (Xt) intégrables.

Ce corollaire découle directement des théorémes 7 & 10 : ils montrent
que sous les conditions apportées en a) et b), on a IIfg—gll 12 et
\

|[fi—g\|w11 qui tendent vers O en moyenne et p.s. , quand mn > = .



- 94 -~

- CAS GENERAL

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 11.- Considérons 1l'opérateur [:HB] défini ponctuellement au

lemme 7, 2 partir d'une densité K bornée. Alors [HB] est un opérateur
bien défini de CO(IRd) dans Co(]Rd) , de norme inférieure & 1. De

plus [:HBVJ converge fortement vers 1l'identité de CO(IRd) , si B tend
vers 0 , et pour toute fonction g de L1(u) N CO(IRd), {-HB] (g)

est égale & 1'intégrale de Bochmer : Jﬁ-d - K((e=-x)/B) glx) du(x)

Démonstration :

a) Toute fonction g de Co(]Rd) étant bornée, on peut pour tout

y calculer [HB] (g) (y) car Ke L1 . De plus la fonction obtenue I;HBI(g)

est dans Co(]Rd). En effet

* [HB] (g) est continue : si ¥, est une suite d'éléments de

tendant vers x , on aura, pour tout e

<[] () () - (@I = |[ k@) (8008 -gCx-um)] aul

<e IIK(U)I du

dés que k est assez grand car g est uniformément continue (cf. Taylor

R.L. et Tien-Chien-Hu (34)).

* Lim ([HB] (g))(x) = 0 , puisque si X, est une suite
x| [+

d'éléments tels que Lim kaH = ® , on aura :

koo
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Lin [([r] &) ()] = Lin J K(u) . glx, - Bu) du

En posant fk(u) = g(xk-—Bu) . K(u) , on voit que les |f

sont bornées

par C.|K| , car g est bornée, et que Lim fk = 0 . Une application directe

k
du théoréme de Lebesgue permet de conclure.

B) L'inégalité

sup I([HB] (g )| = sup [J K(u) . g(x-uB) dul
x

X

< el {jmu)l du
L

montre que |1[HB]HS 1.

Y) Si B+ o, [HB] converge vers IdCO(]Rd)

e Jegll. od = sup ljiz«&) BGw - g(0] dul
[ co(m.) f) Bd )

. En effet, pour tout ¢

xeR
< sup [:{ sup g(x-u)-g(x)|} . J A k&) du]
cerd | lull<s lul|<s g #
2 lgllg gy -] K@ aul
Co(]R) HUH>6 Bd g
L'uniforme continuité de g montre que Ve , E] $
1) &8l cuety < <+ + 2 sl cudy - | k() dy

[y][>s/8

D'ou la conclusion.

w si gel (N c (®Y , 1'intégrale J 874 K[ (+-x) /8] g(x) du(x)

permutant avec les formes lindaires f » f(y) pour tout

coincide avec [HB] (g)

d

y de R ,

Q.E.D.
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Nous pouvons alors démontrer le :

Théonlme 11.- Considérons un processus (Xt) 3 valeurs dans Hfi,

_—ﬁﬁ——__—‘*- F

tel que sup {E(]}thlz)} < o | et que les densités gxtq1 et gy
t -~ t t

. d A .
soient dans CO(IR ). On consideére l'estimateur fn , pour un noyau
K ‘borné, et lipschitzien, et une suite h(n) décroissante vers O ,

n h(n) étant croissante, et vérifiant

d
* 1 - [_L@_] = O(L) ,
h(n-2vn) ey

2 -
* Je>0 n%470,3 (h(nz)) 2d7-3d Om® , pour un s >0

n
Alors si Lim ]|1-z 8x -gl| 4. =0 et que de méme
e O t R")
o

18 Feg
=7 (gXt - gy )] d tend vers 0O , p.s.(resp. en moyenne),

R £t C (R)
sup lfg(x) - g(x)| tend aussi vers O p.s. (resp. en moyenne), Dn
xeD

n

. . s s1d
représentant le pavé [— n ,n ]

Démonstration :

o) En posant

F
Y, = @) e ®KGx) M@ - E T RGR) @]

nous obtenons la décomposition usuelle :

6 ; v v t-1
sup, [£2(0)-g(®) | s supy | ) Y. G|+ || ] [L T G ) - gl
xele| n l- xeRY t£1 tn g1 B0 K co(md)
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, -1 e , )
en posant Lt,n =n . [Hh(n)]’ 1'utilisation de ces opérateurs étant
justifiée au lemme précédent, lemme montrant également que les [Lt n]
vérifient les conditions usuelles (H4 a H7).On en déduit que le 2°™ majorant,
ci-dessus, tend vers O en moyenne et p.s. sous les hypothéses générales

sur le processus (Xt) introduite dans le théoreéme.

n
B) Posons alors An = sup IE Yt,n(X)| , ou Dn est le pavé
xeD 1
[; £ I3 ]d £ étant définie par : & = (E[———Ef———~1) (h( ))d+2
ntow 7o R S

(E s'entendant ici comme 'partie entieére"). On peut décomposer Dn

en m(n) = (ZEE—_____E:EJ) pavés disjoints dont l'union recouvre D_,
d

et tel que chacun s'écrive I a; , a; étant un segment de longueur
i=1

+2 n n .
[:(h(n))d ]. Appelons By ety les centres de ces pavés. Tout x
de Dn est dans un pavé élémentaire et un seul,et se trouve & une distance

inférieure a /EA(h(n))d+2 de son centre, t?(x) . Dés lors :

n n

n
l; ¥, ] s '; PR C I sup '% RANNCORS Acal
x,yeDn

ey | | €@ (R (n))3*2

Mais K est lipschitzienne, donc :

X- X

Kty - k5| < a L]
h(n) h(n) h(n)
et de méme

y - X

& (K(h( ) (K(h(n)ﬂ A Y OR
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Dés lors :

n
sup lY g, (-1, _GN| =Ohm)
Goyde 1 ’

|- yx|<f<h<n>>d*2

n
et A = sup |Z Y (t?)] +O(h(n))
" tsism@ 1 B0

D'aprés q) et ce qui précéde il nous reste donc finalement a

prouver que :

n
sup vy, H] —o0
1gism(n) 1 ©° 1

n
y) Pour x ¢ rY , calculons E((y Y, n(x))z) soit
1 *

F x=X

1 o t-1 72

E {— —— . {K ( Y -E KG— ]}
n2 l:t21 h(n ) h(n) . b(n)

L'orthogonalité des variables considérées donne :

t 2 2
E([J Y. ] < JK (W) . g, (x + uth(n)) du
[; £,n n (h(n))d 2 X
(55) 4 a
=O(n " h(n) ) , K étant bornée .
* On en déduit en premier lieu que E( sup | 5 Yt n(t D

1gigm(n) t=1

tend vers 0 sous les conditions du théoréme : cette quantité se majore

en effet par

O [m) . (n—1 . (h(n))‘d)1/2]

O/ h(n)—dz—(S/Z)dJ.

soit
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n
* On en déduit ensuite que P[{ sup ) Y, n(t?)I} > e} se
1gigm(n) 1 7

majore par :

2
(56) OCm@ . o' . e Y = 0w | @4 T3

b

ce qui permet de passer a la suite

n
¢} On peut majorer sup ) Y, n(t?)l par la somme des
tgigm(n) t=1 s
3 termes :
n I@%?) . . l
T, = sup (Y ™ -y ™)
" tdim@) =1 t,n 1 t,o(n) " i
n Q%?) . I
Ta ™ sup | Y (t;)
2 1g¢igm(n) t=1 t,o(n) i
n n N
T3 = sup ‘ 2 Yt,n(ti)l

1gigm(n) t=¢(n)+1

#(n) representant le plus grand carré entier inférieur ou égal a n.

Alors on aura

n
i) P(Tg > g) € m(n){ sup (| 1} Y, n(tni)| > ¢ )}
1<igm(n) t=0(n)+1 ?

=Ofm(n) . (m=o(m)) . n 2 . h(n) 4

en reprenant le raisonnement de y )

sd-3/2 -4%-34
n

=0 ( . h(n) )

car n - ¢(n) < 2 vn . Donc Tg tend vers 0 p.s. si n >« , sous les

conditions du théoréme.
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ii) On peut majorer Tg par TZ + T? , ou
o(n) n o(n) N
T, = sup | Z Yt,@(n)(X)‘ et Ty = sup [ Z Yt,@(nfti)l > I,
xeD t=1 iel t=1
d(n) n

. ' .. . n
representant 1'ensemble des indices 1 tels que tiﬁﬁ D@(n) . Alors

~B

* T? tend p.s. vers O : cette suite prend la méme valeur quand

n varie entre 2 carrés parfaits , et il ne reste donc & vérifier que la
convergence p.s. 2 0 de la suite A 2 , c'est-3-dire celle de
2
sup | X Y 2(t2 )|

1sism(n2) t=1 t,n

ce qui découle directement de la majoration (56), qui montre que Ve s, €>0

2
n 2 _ a2
) P suwp , | y oY 2(tril )| > e}] =00} 0?8472 p(n?)d 734
nx1 1g¢igm(n™) 1 t,n nx1

convergente sous les hypothéses du théoréeme.

* pour TV , On remarque que, puisqu'il y a Zd(EE—JL———J)
5 h(n)d+2

t? dans D", et 2 (E[ @(n3+2]) dans D@(n) » I(n) comprendra au plus
dr- sd d ~d?-24,*" n o -
E{2 [ﬁs - (<I>(n))S ] h(n) } éléments, et des lors : P[T5 > EJ
2
se majorera par On®d [t - @(n))sd] md-2d (2(n)) ", (h(2(n)) 4

d'aprés (55).
Comme ¢(n) >n-2+n,ona: (- (Qﬁn) Sd C)(/_)

et n/¢(n) < reste bornée, pour n assez grand, (n > 4) d'ot

n-2/n

2
P[r] > €] =0@™73/2 n@y™d 3

. s n s
ce qui assure la convergence p.s. 2 0 de T4 sous les conditions du

théoréme.
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s n . .
iii) Pour T1 , nous aurons besoin de majorer :

o (n) 2
BCT (100 = ¥ 4y @D
qui, de par 1l'orthogonalité des Yt n et les propriétés standard de 1'espé-
s

rance conditionnelle se majore par

o (n) J[ ! RS - ! )] 2 (u) du
ah@)d P ) mem)? KGCatan)

solt encore :

Cle(n) (——— J [RG—5) - K( )12 (u) du
ah@)* h@ G

r Ofem [ - ! 12 JKZ ¢

) g, (u) du}
n[h<n)] 3 (n) [h(e ()] i

h(2(n))
* Le premier majorant peut s'écrire

~ -2 -2d 1 1 2 2
(57) &{e(m) . n "~ . h(n) . ﬁ;(ﬁj - ETETHTT) . J [ {x-ul] gxt(u) du}

soit, les X vérifiant sup {E(11X || <ew , si xeD (J|x]| < ¥4 . n®)
teZ
O{<I>(n) L2 pyT2472 (g l’(lén;) 12} = Ofn 2*28 | h(n) 2972y |
. ) h(n) h(n) |4 1
puisque nous avons supposé 1 - NCIC)) <1 - L——~—————} = OF)
h(n-2vn) /n

% Pour le second, on obtient par 1'intégration habituelle :

1 o(n) [h(a@m)]¢

C1e@)™ he@n™ . [ -

n (b))

et n(h(n)) étant supposée croissante, on a :
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d
p) W) e/ w2/

1 - <
n (h@)d n (h(n))d
 h@-2/my? nm? N (h(n-2/m))9
T h@)? w2/ /o hmd

h(n-2vn)

d
Mais [ —-EYEET—-] est borné, ce qui donne finalement ccmme majoraticn

éme
du 2 terme :

otem)™ he@] - o—t—-19 -Ca@?rm™
n n(n-2vn) h(n)

Finalement, nous aurons donc :

-2d-2

PI™ > &) = Omn) . n 2*28 p(n) )

1

nsd—2+25 —d2—4d—2

= O( - h(n) )

ce qui montre la convergence presque slire & 0 de T? sous les conditions
du théoréme.
. .z p 26
A) Des points précédents découle que sup |fn(x) -gx)|] — o0

xeDn
p-s. et en moyenne si n > o

Q.E.D.

Le théoréme précédent peut &tre amélioré si 1'on impose des
conditions supplémentaires au processus (Xt) , et au noyau (X). Cela
donne :
Conollaire 3.- Supposons que les (Xt) forment un processus strictement
stationnaire vérifiant les conditions du théoréme 1.1., et tel que de
plus existe un nombre p , p > 2/s , tel que E(letllp) < = , Supposons
de plus que K est une densité bornée nulle en dehors d'un compact.

Alors :
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Lim (p.s.) (supd !Eg(x) - g(x) )
n>e xeIR

]
o

Si d =1, le choix usuel h(n) (Log n)“1 assure

la convergence si les Xt ont un moment d'ordre 5.

Démonstration :

-n
a) Posons Xt = Xt . I{[[Xt([< /ﬁlns—(h(n))z)—Ah(n)} s

la constante A étant déterminée par 1'implication

-y —_— X= ¥y -
(lljﬁgs—ll > A) ==> (K GETHT) = 0)
Posons
= F -- X0
- - o q-d £y _ e t
Y GO=@) . @] Kgy) - E LRy 10
L. 2
et R = E Yn ¢ Alors si x vérifie |[|x]|] > vd @° - (h(@)?) ,

t=1

on a pour tout t , 1 £t £ n :
Hx = X211 il = [IXTH > b

donc Rn(x) vaudra O. C'est donc vrai si x ¢ Dn puisque si X € Dn ,

on a [[x[[ < VE_(ns - (h(n))z) (cf. la démonstration du théoréme 11),

B) Si nous posoms T' = sup, |R (x)|, la convergence p.s. & 0 de
n d n
x€IR
T; dépend donc de celle de sup \Rn(x)l . Mais celle-ci découle immédia-
xeD
n

tement de la démonstration du théoréme 11 : il suffit de la reprendre pour

voir que (55) reste vraie en remplacant les g par les gxn et de méme
t
pour (56) car J |]x-u|l2 gin(u) du se majore ici encore par
t
n; 2
[

(llxllz + sup E(]Iit )) soit a fortiori par (|lxl|2 + sup E(‘|Xt||2))
t t
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3 A _
Lim p.s. (Tn ) = 0.

n—-«
n
Y) S8i nous posons Tn = sup, | E Yt n(X)l , 1l suffit finalement
xeR t=1 i
de montrer que Tn - Té — 0 , p.s. , si n=+> « , pour obtenir la convergence

souhaitée, c'est-a-dire qu'il suffit de prouver :

, V% >0

Y PUT ~T'] »e) <=
n n
nx1
e =n
Mais {T_=T'}> () {X_ =X} opuisque T_ se définit & partir
n n =1 t t n
N . -n . .
des Xt , Tn a partir des Xt I1 vient :

Z P({]T - T!| > e

n
cTelo x> /E @ - @) - an@i]

n t=

1
EC() x| P

=C{) .n.—
n [Va(nS- h%(n))-Ah(a)] P
=0Of) n P
n
et on conclut puisque =~ sp+l1 < -1 sous 1'hypothése
-1 sd-1/2 2 —2d2—3d
w) Si d=1, h(n) = (Log n) , n (h(n™))
est ((n ) pourvu que sd - %—< 0, soit s < % » d>2/s s'obtient

alors pour p =5

Q.E.D.






VITESSES DE CONVERGENCE SOUS DES
HYPOTHESES DE MELANGE

(C.VI.II)
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Les techniques utilisées depuis le départ de ce travail ne
permettent pas l'obtention de vitesses de convergence pour 2 raisons

complémentaires :

a) "Il n'y a pas de vitesse de convergence dans le théoréme
ergodique" Krengel dixit (4) (p. 14), donc il n'y a pas de vitesse de
convergence (type loi du log - itéré etc...) de la quantité
]!(n_1) % gxt—1 - gl| , qui peut tendre vers O & une vitesse arbitraire
(méme ré;érenze). De plus, on ne peut méme pas déduire cette vitesse des

coefficients de mélangeance plus forts utilisés usuellement.

b) Les démonstrations des lemmes de base utilisés (lemmes 1
et 2), ne reposant pas sur des majorations de l'écart entre la suite
étudide et la limite, on ne peut 13 encore obtenir 1'évaluation d'une

vitesse dans les convergences qu'ils induisent.

Le probléme se retrouve dans ce chapitre quoiqu'ici on ait pu

n
exhiber une majoration exploitable de P[sup Iz Yt n(x)| > g] .
d 1 ’

. telR
Aussi peut-on proposer une autre approche du probléme basée sur des

hypothéses différentes, la mélangeance du processus étant essentiellement

requise,

Plutdt qu'une ré-écriture de résultats acquis pour un processus
réel 2 temps continu, nous proposons donc l'article que nous avons publié
sur le sujet dans la revue de 1'I.S.U.P. sous sa forme originale. On y
trouvera, pour une classe d'estimateurs fn comprenant ceux de la densité
et du noyau (y compris les versions récursives) des majorants de 1l'erreur

quadratique ponctuelle intégrée : E[(fn(x) - g(x))ZJ et de la probabilité,
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P([fn(x) - g(x)| » ¢) , suffisants i entrainer les convergences, et dépendant
des coefficients de mélangeance ... Rappelons que l'ordre de ceux-ci a été
de surcroit déterminé pour quelques processus classiques (voir par exemple

Wither (10) pour les processus linéaires).

L'article annoncé a été reproduit aux pages suivantes.



Pub. Inst. Stat. Univ. Paris
1980, XXV, fasc. 1-2, 17-39 17
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SUR L'ESTIMATION DES DENSITES D'UN PROCESSUS
STATIONNAIRE A TEMPS CONTINU

par

M. Delecroix
Université des Sciences et Techniques de Lille
U.E.R. de Mathématiques pures et appliquées

59655 - Villeneuve d'Ascq Cedex

Summary :

Density estimation for a continuous parameter and stationary process.

. . . . . . 2
Considering such a process xt, we obtain pointwise consistency (a.s. and L)
when estimating the density of Xt, the one of (xt’xt+h)’ and the conditional

density of X /Xt, under additional mixing conditions. The clasa of estimates

t+h

includes all the classical examples used in density estimation.

Inthoduction.

-

Depuis vingt ans environ, de nombreux travaux ont &té consacrés i
1'estimation non paramétrique d'une densité de probabilité, a partir d'une
suite d'observations indépendantes. Sans vouloir prétendre 3 l'exhaustivité,
on citera ici les articles récents de Bleuez et Bosq (1), Bertrand-Retali (2),
P. Deheuvels (3), J. Geffroy (4), en renvoyant d'autre part i la synthése

bibliographique &tablie sur le sujet par Fryer (5).

Certains des résultats obtenus ont &té généralisés dans le cas ol les
variables observées ne sont plus indépendantes par Bosq (6), Foldes (7),

Rosenblatt (8), Roussas (9), puis par Banon (10) et Nguyen (I1).

Dans tous ces travaux, les variables observées forment un processus
stationnaire au sens strict. Cette hypothése est conservée dans ce qui suit,
puisqu'elle assure 1l'existence d'une répétition d'observations sur de mémes

densités 34 estimer. La convergence des estimateurs utilisés est d'autre part
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18
assurée soit par une hypothése de "y-mélangeance"” sur le processus observé
((6) et (7)), soit par une hypothése markovienne assortie de conditions
supplémertaires, comme la condition de Doeblin ((9) par exemple). En fait, les
deux types d'hypothése impliquent 1la non corrélation asymptotique du processus
("Lz-mixing").

Dans ce travail, on n'imposera de conditions qu'au coefficient intro-
duit par Rosenblatt (12), qui mesure la "mélangeance" du processus observé, mais
se trouve étre le plus faible de tous ceux qu'on utilise usuellement. En ce sens,
on généralise tous les travaux sus-cités, les résultats obtenus concernant une

trés large classe de processus.

De méme, la classe d'estimateurs utilisée regroupe les estimateurs
définis 3 la fois par la méthode du "noyau", et celle des "fonctions orthogo-

nales', et méme pour certains résultats, les estimateurs splines.

Enfin, on supposera que le processus observé est 3 temps continu,
probléme moins étudié jusqu'ici. Les résultats obtenus se transcrivent aisément

dans le cas ol 1'on dispose d'une suite de variables alé&atoires observées.

Le travail qui suit consiste en l'obtention de conditions suffisantes
de convergence ponctuelle en moyenne quadratique et presque sure pour les estima-

teurs des densités marginales et de transition du processus observé.

1. Notations - Définitions des estimateurs.

Comme annoncé ci~dessus, on considére une fois pour toutes un processus

X, te [O,w[ » chaque Xt étant une variable al@atoire réelle définie sur un

t!

espace probabilisé (2,&, P), tel que :

1) (stationnarité) Vh 3 O, Vt‘,..,t k réels positifs distincts,

k’

la loi du k-uple (Xt',..,xtk) est la méme que celle de (xtl+h""xtk+h)
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2) (mesurabilité) L'application (t,w) - Xt(w) est mesurable sur
((R+,B *) ® (2,8), & valeurs dans (R,BIR)
R

3) Il existe une mesure ¢-finie, u, sur (R,BR) telle que pour

tout n de N‘, la probabilité image de P par le vecteur ()(t ,..,)(t ) soit

1 n
: én
dominée par .

On appelle f et g, (h > 0) deux versions strictement positives
dth dp(xt'xt+h) a . .
de a0 et m e respectivement, et g une version de la densité
conditionnelle de xt*h conditionnée par Xt = a, définie par :
g (a,%)

a
en(®) " @ -
Le probléme est d'estimer ces trois densités 3 partir d'un &chantillon

de (Xt) observé sur [O,T]...

En appelant M;I; et M‘;‘vh les tribus respectivement engendrées par
{x:, Ot gTr et {Xt, t > T+h} (h > 0), on pose :
(n a(h) = sup{P(A NB) - P(A) . P(B)]| ,
le sup dGtant pris sur tous les évinements A de M: et B de M?#h'
La classique 'strongmxing condition" de Rosenblatt (12) s'écrit :

lim a(h) = 0 .

ho

Nous aurons 3 imposer des conditions 3 la fonction a pour obtenir

la convergence des estimateurs de f, 8, g:.

Introduisons trois familles Kts ™ i=0,1,2, indicées dans
»
A=1(s,T0!0 £ s £ T}, de fonctions définies sur Rz, a2 valeurs réelles,

bi-mesutables, &fini i L (8 2 a
i-mesurables, et définissons les estimateurs f, (8)ps (8); de f, Ry Bp»
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aux points t et (t,t') (teR, t' e R), par :

T
. > - (7! o
(2) . (f-r)(t) (T ) . Io K(S’T)(Xs.t)ds
3 : ooty = @y L [ ork ke
: Bp/ptts "o e,V (e,m) Faunrt 7S
O (@) = [Er(a,0)] - [Ep @] 12y (0 4 o
T

Nous allons montrer que les estimateurs usuels de la densité s'&crivent
o . . i . ics
sous la forme précédente, en fournissant des familles K~ qui vérifient les con-

ditions fondamentales suivantes :

HI) (fT)(t) et (gh)T(t,t') sont des estimateurs asymptotiquement

sans biais de f(t) et gh(c,t'),
Hz) I1 existe six fonctions réelles i valeurs positives Ai’ i=0,1,2
et hg, i=0,1,2, telles que Vx,x ¢ R, Vt,t ¢ R, V(s,T7),(s,T) € A

ths,T)(x’t)l $ A (8) . h(s,T),

les hi étant des fonctions croissantes en s 3 T fixé, et en T, 3 s fixé.

HZ) est une condition technique qui servira dans toutes nos démonstra-
tions, H]) est la condition clé du probléme : on consultera (!3) pour constater
qu'elle s'interpréte trés précisément en langage d'opérateurs intégraux,et le
probléme de déterminer toutes les familles Ki vérifiant H]) (pour un certain
type de processus X_ donné a priori), et fournissant donc de "bons" estimateurs

t
de la forme (2) (3) (4), reste ouvert.

Nous allons simplement reprendre les deux méthodes usuelles d'estimation
de la densité, citer les familles Kt correspondantes et les classes de processus

pour lesquels elles vérifient H‘) et Hz).
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11. Familles Ki usuelles.

1) Méthode du noyau.

Nous reprendrons, en les adaptant au temps continu, les quatre estima-
teurs cités en (3), qui semblent les plus généraux qu'on ait actuellement définis
par cette méthode ((5),(7),(8) sont séquentiels, (7) a &té utilisé en (11)).

On se donne une fonction K mesurable en x et y, positive, bornée,
telle que J+QK(x,y)dy = |, une fonction & définie sur R+, 3 valeurs dans R*‘,

—
décroissante, et telle que lim 6(t) = O, enfin une application H de R'™ dans

Lo
R*, décroissante. On suppose de plus que :

T T
lim I §(t)de = +» et lim J §(t) .H[8(t)] .dt = +=
T+ /0 T+ /0

(avec les hypothd@ses d'intégrabilité correspondantes). On pose alors :

T
o -1 x—t
(5) Kig, ) (000) = T.(Joé(s)ds) . K[t, c(s)]
]
e Ko =kt = /. (| s(eran 2 K[e, Xt
€ (s,T) % (s,T) Xs : 0 8)ds ‘ o /50a)
o - 1
(6) K(g 1) (60 ( o, 1) (50) = ( ne) = [Bm]7. k[, sm]
T -1
¢ (s y(xt) = T.(Ios(t).H[G(t)]dt) . B[6(e)] . k[e, 2=5 G(s)
1 1
! 2 T ] 7
et K(S’T)(x,t) = K(B,T)(x,t) = /T . (Joﬁ(t)-ﬂ[é(t)]dt) . @[s(s)])
. k[t, X5
v6(s)
{¢] 1 2 -1 -t
(8) K(B,T)(s’t) = K(S.T)(x,t) - K(s‘T)(x,t) bl [6(8)] . K[t. Tsxs)]

-

Un calcul de routine montre alors que Hl) est vérifi&e lorsque fT et
(gh)T sont définies & 1'aide des familles Ki citées en (4) (5) (6) (7) pour une
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trés large classe de processus X , ceux pour lesquels f et sont bornées

t By

par exemple.
De méme Hz) découle directement du fait que K est bornée. Ainsi
T
en (4) A (t) = sup  [K(x,y)] et ho(s,T) - T.([ 6(5)ds)-| .es
2 0
(x,y)eR

2) Méthodes des fonctions orthogonales.

On appelle (ei) une base orthonormale de Lz(u) (supposé séparable

ieN

afin de simplifier). Les (ei ej) en forment une de Lz(u 8 u).

(i,j)CNXN

. . . e s + .
On se donne alors trois fonctions ri, i=0,),2, définies sur R , 3 valeurs

+ . . e s
dans R , croissantes vers 1'infini, et on pose :

. [r; (o]
1 .
9 K(S’T)(x,t) = jzo ej(x) ej(t) i=o0,1,2
ou [r ; (T)]

(10) K%s’T)(x,t) = 1

ito ej(x) ej(t) i=0,1,2

[ ] représente la partie entiére. (9) fournit un estimateur séquentiel.

Supposons alors que f et &y soient de carrés intégrables. Ils
. 2 b iy
s'écrivent dans Lz(u) et L(ney) : J a; e, et ¥ 3 & &5 Sous des
i=0 i,i=0 )
conditions usuelles qui portent sur les a; et a s notamment, on obtient la
n n,n'
convergence de Z a, ei(t) vers f(t) et celle de i vers gh(t,t')
i=0 i,i=0

(ns, n'+w), (pour presque tous les t et (t,t') par exemple). Pour de tels

t et (t,t"), Hl) est alors vérifié (calcul direct).

Les fonctions majorantes utilisées en Hz) peuvent de méme se calculer
2 ..
cas par cas, pour toutes les bases orthonormales courantes de L (R) (voir (1)),

et de fagon triviale si les e, sont bornées uniformément.
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Remarques sun Les méthodes splines.

.. . P s
Choisissons une famille de subdivisions (xi)OSisN(s) de [O,I],

+
telles que, Vs, s e R :

S 8
0 Xo < e ¢ xN(S) 1
. max (x?-x?_l) / min (x?-x?_') £C_, C, € R
lgjsN(s) I tgjsn(s) 1
. lim  min (x?-xi_l) =0

s+ J<jgN(s)

Soit alors x € [O,I], appelons S; la spline cubique interpolant
x

1'application ¢x, ol

[0,1] » R
t->1 [O,t:] (x)

y» et vérifiant (33 ) "(0) = (s; )" (1) = 0.

s
sur les noeuds (xi)
x x

15isN(s
En posant K (x,t) = —(-i—[Ss (t)], on obtient une famille de fonctions
(s,T) 7 dt ‘px ?

-

qui vérifient HI) et HZ) en ce qui concerne fT' pour certains processus Xt'

En effet, les résultats établis par Berlinet en (l4) montrent que si
la fonction de répartition F commune des X, est élément de H2([0,l],

(fT)(t) est un estimateur asymptotiquement sans biais de f(t), et qu'on a,

d'autre part sup |l(c(’s 1) (x,t)} D . ( min (x?-x?_l))-l.
xe[0,1 ' 1gjeN(s) I )
te (0,1

De plus l'estimateur ainsi construit est séquentiel. (Tout ceci suppose

bien siir que f soit i support dans [O,I] mais peut €tre transcrit pour un

intervalle [a,b] quelconque).
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111. Convergences en moyenne quadratique.

Pour établir celles—-ci, nous utiliserons les 2 résultats suivants

Proposition 1.- (On reprend les notations de I - (1)). Deux variables
aléatoires réelles f et g mesurables respectivement par rapport 3 Mz et
M;+h vérifient : |cov(£,g)] s 4.ah).|I£]l_.llell, (cov représente 1a

covariance).
Démonstration :. voir (I15)

Proposition 2.- Soit It’ t e [O,Tj, un processus réel défini sur

(2, &,P) tel que chaque It soit élément de LZ(Q,CL,P). alors :
T T (T
Var[] ltdt] - I I Cov(lt,lt.)dtdt'
0 0’0

Démonstration : classique

———— e o e o i . e

Nous pouvons alors é&noncer :

Théongme 1.- Sous les hypothéses H]) et H,, la condition

2’

T T2 -2
(1) lim{(J a(u)du) . (J ho(s,T) .ds) . T "} =0

T+ ‘0 (o}
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est suffisante pour que fT(t) converge en moyenne quadratique vers f(t), lorsque

T + =, et de méme la condition

2
}

T T2 2 -
(12) lim{(J a(u)du) . (J h{ (u,T) . hz(u.T)du) . T =0

T+ J0 0!
est suffisante pour que (é;)T(t,t') converge en moyenne quadratique vers gh(t,t').

Démonstration :
a) Commengons par la convergence de fT' H') étant vérifiée, il suffit
de prouver que Var[f}(t)] + 0 lorsque T + =, Une application directe des pro-

positions (1) et (2) donne :
. -2 T (T o
Var[(fT)(t)] £ 4.T J I a(ls-s'l)”l((s T)(xs’t)“wnx?s' T)(Xs.,t)”st ds'
0’0 ’ ’

soit, griace & Hz)

- _ T,T
Var[(ft)(t)] < 4.7 Z.Ai(t).JOIOa(ls-s'[)ho(s.T)ho(s',T)ds ds’

L'intégrale double s'écrit successivement :

T s
ZJ h (s,T){I (h (s',T)].a(s-8")ds"}ds
0 © o ©°

pat symétrie, puis

T s
2[ h (s,T){I h (s-u,T)a(u)dulds
0o © 0 °
et

T T
2[ a(u){f ho(s-u,T)ho(s,T)ds)du.
o} u
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Comme ho est positive et croissante (HZ)’ 1'intégrale se majore

finalement par

T T
Z(J u(U)dU)(J

2
hT(s,T)ds)
0 o

0
et ceci achéve 1a démonstration, en donnant :

T T 2
ho(s,T)ds)

c(U)dU)(I
0

(13) Var[(f;)(:)] < 8.T—2.A2(t).(l
° ()

b) Pour (gh)T, la technique est identique. Désignons par V 1la

variance, posons Is = K](s,'l‘) (Xs,t).Kis’T)(Xsﬂ‘,t'), f(s) = hl(s,T)hz(s¢h,T),

et enfin B = 4[Al(t)A2(t')]2.

Les propositions 2 et 3, le lemme de Scharwz, donnent une majoration

de TZ.V[(ih)T(t,t')] par :

1

0 s+h

s+h
h

0 s-h

T-h
o | Caterem Il Tl da)
s+h

T-2h s—-h
+J ds{j a(s~s'-h) Ills]]m nls.nm ds' + J [V(Is)v(ls.)]

h s+h 3 T
[ast] "mapva,ohee « [ aetamlin Il a0,
0

1
2c:ls'+

1

T-h s-h T-h 5
+ I ds{I a(s-s'-h) ||Is“a||ls.||°ds' + I 'V(’s)"“s')l ds'}.
0

T-2h s-h

Grace & HZ) cette majoration devient :
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T-h

h s+h
g . I ds(J f(s)f(s")ds' + I a(s'-s-h)f(s)f(s')ds'} +
o 0 s+h

T-2h s-h s+h
+ B J ds{J a(s-s'-h)f(s)f(s")ds' + I f(s)f(s')ds' +
h 0 s-h

T-h
+ J a(s'-s-h)f(s)f(s')ds'} +

s+h
T-h s-h T-h
+ B J ds([ a(s=-s'-h)f(s)f(s')ds' + I f(s)f(s')ds'}
T-2h (] s-h

Maintenant la croissance des hi donne directement, de par la défi-

nition de £(s)

h s+h 2h T
j ds.f(s).{f f(s')ds'}) ¢ (I

hl(u,T)hz(u,T)dU)(J
0 0

hl(u,T)hZ(u,T)du)
h T-2h

s+h T-h T
h‘(u,T)hz(u,T)du)(I h‘(u,T)hz(u.T)du)

IT-Zh
T-2h

f(s)ds{[ f(s')ds'} ¢ (f

h s=h 2h

T-h T-h T T
J dsf(s){J f(s')ds'} ¢ (I hl(U.T)hz(u,T)du)(I h, (u,T)h, (u,T)du)
T=-2h s=h T-h T-2h

A fortiori la somme des 3 intégrales précédentes se majore par

T .
J hz(u,T)hz(u,T)du.
0 1 2

Reste 3 majorer la somme des 4 intégrales doubles qui par symétrie se

réduit 3 :

T-h s-h
ZJ f(s)ds . j a(s~s'-h)f(s')ds’
h 0

N

Un calcul identique 3 celui qu'on a men& pour fT raméne cette intégrale 3

T-2h T~h
ZJ afu)du . J f(s~h~u)f(s)ds
0 u+h
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qui se majore 3 son tour par (croissance des hi)

T

T 2 2
Z(J a{u)du) . (I hl(s,T)hz(s,T)ds).

0o 0

En regroupant ce qui précéde, il vient :
2 - . T T, 2
(14) T . V() (t.e)] € 8142 oo(u)du][o h{(s,T)h;(s,T)ds].

Cela achéve la démonstration, puisque sous H‘) (é;)T est asymptotique-

ment sans biais...

Pour obtenir la convergence en moyenne quadratique de (é:)T nous
avons malheureusement di augmenter les conditions imposées aux familles Ki
choisies, en supposant ici que K?s,T) est une famille de fonctions strictement
positives et que K‘ = K°. Dans 1a pratique, on obtient comme exemple immédiat
d'utilisation les familles définies en (6) et (7). En fait, la condition imposée

a pour but d'obtenir :

Proposdition 3.- Sous HZ)’ si K?s T) est une famille de fonctions posi-
:]

. . 1 . .
tives, et s1 K = Ko, il vient @

(15) | g) ()] = ofh, (T, 1]

Démonstration :

11 suffit de remarquer que dans tous les cas :
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I 1

- T-h T
|(gh)T(t)| = IJO (s. )(x a)l((s T)(xwh.t)dal . (II (s, T)( )dsl}

T-h
2
< { sup sup [K (x,c)l}.{[ | (X, ,a)|ds} {IJ t)dﬂ)

0gs<T xer (D 0 5.7 s, ¥

=0 [hz(T,T)], sous les hypothéses de la proposition.

Remarques. -

1) La démonstration qui précéde montre que l'on peut affaiblir la
condition KI = Ko, dés lors que 1'on puisse obtenir une majoration comme (15). Il

est clair que 0 g K VY(s,T) € A, suffit, par exemple, mais en

I < K°
(s,T)  (s,T)
pratique, il sera plus avantageux d'essayer de majorer directement par une constan-

te ou une fonction faiblement croissante le rapport

T-h T |
{fo IK(S'T)(Xs,a)lds} . {I[ (s, 1) %s ,a)ds|}™

ou globalement |(g:)T(t)|, pour chaque choix de familles K°, K], Kz. Dés lors

que cette majoration soit possible, le th@oréme qui suit sera valide en utilisant
un résultat du type (15).

2) Sur les exemples qui relévent de la proposition 3, et de fagon géné-
rale de la méthode du noyau, le fait d'obtenir K( ,T) > 0 ne pose aucun probléme.
Cette hypothése impliquant : I{(f;)(a)#o} =1, VT ¢ R , simplifie les calculs qui
suivent. On peut se contenter (cf. remarque 1) de conditions particulidres sur
I((f~)(a)#0)’ et ici encore il est plus intéressant de revoir le probléme pour
chaque choix de K® : nous nous sommes contentés d'une hypothése simple, afin
d'alléger la démonstration. [La question a déja &té soulevée en (6) : "définition

d'un estimateur strict', pour les fonctions orthogonales].

} - . .0
Théondme 2.- Sous les hypothéses H|) et Hz). si K(a,T)

tion strictement positive pour tout (s8,T), si on choisit dans (3) k! = Ko, et si

est une fonc-
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T T 2 2
(15) lim {T-2 . (J a(u)du) . (I ho(s,T)ds) . (hz(T,T))} =0
T4 0 o

alors (g:),r(t) converge vers (g:) (t) en moyenne quadratique, lorsque T -+ =.

Démonstration :
: a (o8 2
I1 s'agit de calculer A E{[(gh),r(t) (gh(t)] }.
Pour T assez grand les quantités f-T(a) = E[(fT) (a)] et
(g—h) (a,t) = E[(gh)T(a,t)] sont strictement positives puisque de limites f(a) et

gh(a,t) qui sont strictement positives. En utilisant la définition (4) on peut

alors écrire l'identité :

A = EC[(6) (8,0 (Er(@) (@) ™ [(g) (0] - [ -1 ]- () ()] %)

soit A = B|+Bz+83+BA+BS, en développant, avec

B, = [(&) @) (£ gt ()]

-}
L}

) [f;(a)]-z.Var[(g;)T(a.t)]

5 = (@] 2 e[ (0] [t~ (@] %)

o
L}

-]
]

o = =2 [E @] R [ (0] . [(8) (2, 0] . [ (@) -E (@]

-
L}

- -1 “ -~ -
5 2[(;;:) (] [ @] B [(g)) (D] [Ep() - ()]}
La proposition 3 permet d'écrire :

831 = ot [y (r,1)] 2. var (£ (a))) l

|B5] = 0L [n,, (1,1]. [Var(f (a))]%)

8,1 = 0 [b,(T,D] . (BL[(£}) (2, )]} Var (£, (a))})?
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Supposons alors que (é;)T(a,t) et f;(a) convergent en moyenne quadratique vers
(gh)(a,t) et f(a) (conditions du th. 1) et que, de méme, [hz(T,T)]z.Var(f;(a))
tende vers O 1lorsque T =+ =, Alors :

- 2
|B,+By+B, +B.| = O((hy(T,T)) . [Var(£.(a))]"} = o(1)

Or les formules (13) et (14) montrent que la condition (15) est suffisante &
toutes ces convergences, puisque (HZ) h2 est croissante en s et T. Dé&s lors,
sous cette condition on a exactement :

T 1

1
= (T =
(16) A= {g;(a,t)].[f;(a)]-l-(g:)(t)}2+0{h2(T.T).T-‘.(Ioa(u)du)Z(Iohg(s,T)ds)Z}.

-

Le premier des deux termes dépend du biais de (gh),r et (fl‘) et tend vers O

(Hl)‘ Ceci achéve la démonstration.

1V. Convergence presque sinre.

Nous aurons ici 3 travailler sur des processus qui présentent une

condition de mélangeance précise comme le montre le :

Théordme 3.- Supposons H! et H2 vérifiées, et de plus :

a(T) = O[e_Tj. pour T assez grand. Alors, sous la condition :

Qa7 Ve > 0, z exp{-c./ﬁ.[ho(n,n)]-l} < 4o
n=1

(f})(t) converge p.s. vers f(t) 1lorsque T + =, De méme sous la condition :

(18) Ve > 0, ) exp{-e./ﬁ.Bh'(n.n).hz(n.n)]_l} < 4o,
n=]
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(g;)T(t,t') converge p.s. vers gh(t,t') lorsque T -+ =,

Conoflaine.- Sous H1 et H2, si a(T) = O[e-T] pour T assez grand
et si (17) et (18) sont vérifiées, (g:)T(t) converge p.s. vers (g:)(c) lorsque

T » >,

Démonstration : (inspirée de (16))
a) (fT)(a) étant un estimateur asymptotiquement sans biais de f(a),
sous Hl, il suffit de vérifier que [(fT(a)-f;(a)] tend p.s. vers O lorsque

T + =». On se donne & cette fin un réel ¢, € > O, et on cherche 3 majorer :

N - T
c= P[(fT)(a)-(ffXa) > €] = P[Io X ds > €], ol on a posé :

o o
X, = Kig 1) (Xge8) E[K(s',r)(xs,a)].
La majoration classique : P[I>e] 3 e € E[etl], t > 0, permet d'écrire :

-teT
e

T
(19) C ¢ . D, et on va majorer D = E[exp.(tJ xsds)].
0

b) On introduit un réel k = k(T), 3 notre disposition, et 2 1l'entier

tel que 22k £ T < 2(2+1)k. On pose alors

I, = [2(5=-Dk, (2j-1)k], I - [2i-1)k, 2jk] jom oty e, 04l
I, = J Xsds Z. = I X ds i=d,...,2
il i s
J
T
1 = 0, J X ds, I X ds selon que 22k = T,2k2 < T g (28+1)k,
41 8 8
22k 10

ou (22+1)k > T.
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T
Z£+l = 0, ou J X ds, selon que (22+1)k £ T ou (28+1)k > T.
(22+1)k 8
De cette sorte,
JT lil QEI
X ds = I, + Z,
o8 i=t * qe1 1t

¢) La définition des Xs jointe & H2 donne :

11,1 s

et h_ éta
(¢)

rent par :

2 _(a) /i[j

L'inégalité

donne final

(20)

et

2A_(a) J h (s,T)ds et lzil s 24 (a) Jl'ho(s,T)ds, i=1,...,2

L i

nt positive croissante, tous les |li| et |Zi|, i=1,...,0, se majo-

2(2+1)k
2Ao(a)J ho(s,T)ds, soit, a fortiori, par :
@e+1)k

2(2+1)k 2

1
h (s,T)ds]z.
224k °

En appelant (t71/2) cette dernidre quantité, on peut &crire :
Vi=1,...,2 0 ¢ 2t||1i||o $1 et Ox ZtHziH“ g1

classique : (0 ¢ 2:”1||m 1) = (E[exp(Ztl)]}sexp{3t2E[12]}

ement @

. 2441k - 3
si t=[4A (@] . (k. h_(s,T)ds} ,
(2041)k
2 2tl, 9 & 2
n Efe 1 s exp(3t°. T E(IO))
i=1 i=1 1!

L 2tZi 2 L 2
n Efe '] g exp(3t® ] E(Z))}
i=1 i=1
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34
d) E[Iz] - E([| x ds]z) = Var( K° (X_,a)ds}
i 1. 2 I (s,T) s’ '
i i
Un calcul identique & celui du théoréme | (formule (13)), donne :
2 2 ) 2
E(I?) £ 8 AT(a) . (} a(u)du) . ( h®(s,T)ds)
i o 1 1. ©
i i
et de méme E(Z ) ¢ 8 A (a) . (J a(u)du) . (J hz(s,T)ds), pour i =1,
I; ) $ 3 I} 2¢l,
En substituant dans (20), on obtient iune majorationlcommune de I E[ 1] et
2 2t2, i=1
1 Ele '] par:
i=1
T -1
Q@n exp{(3/2) . (J a(u)du) . k } ,
0

puisque z E(I) <8 A (a) { z (I a(u)du) . ([ hi(s,T)ds)}
I I

i=1] im=] i L

2 (T 2
< B[Ao(a)] (I a(u)du) . J b (s,T)ds
0

I

2(e+1)k 2

et I hz(s,T) < h° (s,T)ds ... (et de méme pour les Z,).
1 o o 1

) (22+D)k

e) On majore ensuite, par récurrence :

E=E, = |Efexp.[2t.( Z 1)) - n E(exp[2¢1.]) |
i=t

Il suffit de remarquer que E = |A+B| avec :

"-
A= Efexp{2e. | 1.} . exp.{2t.1)] - E[exp.{2¢t 2 1,3] . Efexp 2t1]
i=]

=1 £-1
B=Efexp.{2t. ] 1,}] . E[exp 2¢1] - Elexpi2el 3] . 1 Efexp(2tl,]]
i=} i=)

A
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d'oli, en majorant A grdce d& la proposition (1) :
£=-1
IEEI < ba(k) lkxp.{ZtIz}"w. llexp{ 2¢ li}“w + |E[exp 2tll]”m- '51_l|
i=1

On utilise la majoration de |I,| vue en b) pour écrire :

ol

|kxp{2tli}“¢,s exp{2t[1i|} < exp{ét.Ao(a).J' ho(s,T)ds}, i=1,...,2
I.
i

et en remarquant ici encore que I ho(s,T)ds < I ho(s,T)ds, il vient :
I

i Ly

|E£| < 4 q(k) . exp{ét Ao(a) R . II ho(s,T)ds} + |E£-ll . E{exp.2t Il}
£

on itére le procédé avec :

|ngJl < 4 a(k) exp{ét Ao(a).izl II ho(s,T)ds} + E{exp[ZtIl_l]) . IEQ‘Zl

d'ot

IE,| < 2.[aa(x)] . explat Ao(a).ljl h,(s,T)ds} + |E, | . E{exp(2e1,_))}.
L
. E{exp(ZtIE)}

etc... jusque

[E] ¢ 4(2-1).a(k).exp{4t A (a).£.[ h (s,T)ds} .
o] I,_o

(On obtient bien siir le méme résultat pour les Zi avec I; au lieu de Il)°
Enfin en reprenant la définition de t en ¢) on voit que la majoration peut

s'écrire :
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(22) |E] € 4(2-1) a(k) exp(2)

f) En combinant (22) et (21), on obtient finalement une majoration
L 3
commune de |E{exp 2t(} Zi)}l et [E{exp 2t(] Ii)| par
i i
T -1
(23) 4(2-1) a(k) . exp(g) + exP-{3/2(I a(u)du)k '},
0
Oor

T 2 L
D= E[exp{t.J xsds)] = L{exp.[t.J X ds + t'(zli) + c(ZZi)]}
0 - i i

1]
Tt VTG

L |3 5
< exp t Xsdsl . {E[exp{2t Zli}] . Efexp 2t.ZZi}] }2
i i

L]
Iul v Ilﬂ

(inégalité de Schwarz) donc

T
D g e2[4(£-l)q(k)exp(l) + exp(3/2(}[ a(u)du) . k-l}],
’ (o]

grace 3 (23), la définition de t et la majoration usuelle de ngl .

Comme
26 +Dk 1
exp{-cTt} = exp{-¢'T[k his,m] %) en e = e a (@)
(22+1)k
< exp{-¢'(T/k) . [ho(T.T)]_l} (croissance de h.)
(19) donne :
26 Ceel . exploe' (M (T,D'] .+ [be-Dexp()ati) +

T -
+ exp{3/2.([ a(u)du) . k '}].
[0}
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g) Prenons k = k(T) = /T, supposons a(T) = O[Exp(-T)], alors,

d'aprés (24)
C= P[{T(a)-f-T(a) > €] = Ofexp[-¢' . /T . [ho('l‘,'r)]-l}

- T
Comme P[fT(a)—f-T(a) <-¢] = P[[ (-Xs)ds > €] reléve de la méme majoration que C
0

on a enfin :
(25) V¥Yes>o P[|{T(a)-f’T(a)| >¢] = o{exp[-¢' /'I'[ho(r,r)]"]}.

Reste 3 montrer que ceci démontre le thé&ordme grice 3 la condition (18)

or si ap = fT(a) - f-T(a), en notant simplement que :

logl € log oyl + gy

(T h (T,T)
et |aT-u[,r]| = |¥ J : Xsds| = 0(—5—) = o(1) sous les hypoth2ses du théoréme 3

(majorations usuelles), il est clair que a[,r] %;% 0 est condition suffisante de

convergence p.s de o, vers 0 lorsque T + =,

Or la convergence de G[T] est assurée par (18), grace 2 (25)

(lemme de Borel-Cantelli pour une suite de variables).

i) Il est clair qu'd de minimesvariantes prés, la méme démonstration

s'applique 2 ({h)T, et le corollaire est trivial.

Remarque.- Les conditions choisies au g) ci-dessus peuvent &tre

1/4

modulées, par exemple en prenant k = T ', et en transformant a(u) = 0[e-u] en

«©

a[u”l'] - O[exp(-u3/l’)], et de méme (18) en Z exp{-e.'l‘”a.(ho(T,T))-l}. De fagon
n=1 ’

générale on perdra en conditions sur a ce qu'on gagnera sur ho. Nous avons

adopté la solution "moyenne".
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LES PROCESSUS ERGODIQUES.
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Le chapitre qui suit est consacré & 1l'étude de quelques problémes
relatifs 3 la régression et la prédiction dans les processus ergodiques, les
résultats obtenus généralisant, quant aux hypothéses faites sur le processus
observé, les travaux déja réalisés en ce domaine, dont une excellente illus-
tration est fournie par Collomb 1984 (29) par exemple, qui fournit aussi une

bibliographie pratiquement exhaustive sur le sujet.

o) Considérons un processus (Xt) , t € Z , & valeurs dans Bfi,

et une application ¢ de IRd dans un espace de Hilbert séparable H.

Supposant § bornée, on peut alors définir pour tout t , r et k étant
*

deux éléments fixés de IN , l'espérance conditionnelle

Ely(x

] : 1 3
t+k)/(xt""’xt—r+1)] . On supposera l'existence d'ume version

commune R de cette espérance, indépendante de t : si (x) = (x1,...,xr)

est un élément de (IRd)r et Xér) le r-uple aléatoire

(Xt yeeoy X ) , on a donc :

t-r+1

8 Ve, tez , R =ER&, /x - @]

t+k

On supposera enfin que R , bornée comme ¢ , est uniformément continue sur

Rq , & valeurs dans H .

Nous étudions alors un estimateur de R , fonction de 1'échantillon

observé X1""’Xn » qui se base sur 1l'idée naturelle suivante : approximer

ELw(X ) / X(r) = (x)| par une moyenne pondérée des n - r - k+1 valeurs

t+k t

W(Xt+k) observables pour 1'échantillon, la pondération utilisée, aléatoire,

(r)

reposant sur la proximité de Xt

et de (x), t=r1,...,0-k . Une

telle pondération est obtenue de facon élémentaire en posant :
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\ n-k n-k
R = T Dx o/ €1 xg 21 - v&x,0
t=r ? t=r 7’

r-1

avee Xen T L T En@ @] 4 e T %)

c'est une version du classique ''prédictogramme'”. Nous utiliseroms 1'estimateur
un peu plus général que 1'on obtient en substituant & -% I[_1 1] une densité
’
s,z d\r . . . . .
de probabilité sur (R") qui soit bornée. On obtient finalement

Rn(') = Nn(') / Dn(') , avec

{ ik ~1 ~dr (r)
RO ENCE S SSIEENCICOVEAED SICIED Silo WA YCII U S
t=r
(59) ok
D() = § @rien + @@ k[ - xir)) / h(w)]
t=r

étant entendu que le quotient est nul lorsque le dénominateur l'est : c'est
1'estimateur qui a été étudié notamment par Collomb (198 ) dans 1'article
sus—cité (g est alors & valeurs réelles) ainsi que par Doukhan (30),

Peligrad (26), Hirdle et Vieu (31).

Dans la premiére partie du chapitre nous démontrerons la convergence

uniforme presque siire, vers O, sur tout compact, de (Rn - R) , lorsque

n > » , en supposant 1'existence des densités de transition g E;§ ,
Xt
appartenant a C0 [Cmd)p] et telles que
-1 g ‘Ft-r
(60) Lim p.s. |G ) - () ¢ (r))— gll d =0
oo e=1 X c [(®H]

Py d.r A
pour un élément g de Co[(DR ) J. Cette condition est obtenue par une
adaptation directe du lemme 4 pour les processus stationnaires ergodiques
3 densités suffisamment réguliéres : c'est une simple extension de

1'hypothése :
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n F
I, hec [@®Y], Lin pos. |G () g - nl] 4 "
° o t=1 "t co[(]R)]

que nous avons déja utilisée. A titre comparatif, Collomb impose la
"J-mélangeance" au processus, condition beaucoup plus forte que l'ergodicité,
mais n'exige pas 1'existence des densités conditionnelles, les techniques

de démonstration étant différentes des ndtres.

B) La facon d'envisager l'estimateur de la régression évoquée
en a) débouche naturellement sur le probléme de la prévision de la
variable w(Xn+k) a partir de X1,...,Xn , un prédicteur possible Pn

se déduisant directement de R_ en posant P_ = R (X(r)).
n n nn

On obtient la convergence P.S. & O de 1|Pn- (Xir))|lH en

corollaire du théoréme de convergence uniforme de Rn('), a la fin de

.

la 1°7¢ partie.

Nous proposons ensuite en Zéme partie du chapitre une autre
approche du probléme (sous forme d'un article publié en 1985 en commun
avec D. Bosq, et que nous reproduisons ici) : en considérant un proces-
sus stationnaire & temps continu, et Markovien, { une applicétions a
valeurs dans H , comme ci-dessus, et R la régression de w(Xt+k)

sur Xt , on démontre que
5 2
E(| R (Xp) - R(xT)IIH)

tend p.s. vers O , lorsque T -+ ® , pour une classe de prédicteurs RT

qui comprend aussi bien ceux qui dérivent de la méthode du noyau (comme

ci-dessus) que de la méthode de projection évoquée au chap., 3. Le probléme

traité est relativement similaire a4 celui de la convergence de P : le

.

N . v 5 . o . .
caractere Markovien n'est guére indispensable, comme noté dans l'article,
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ot le passage du temps continu au temps discret immédiat. La différence
fondamentale résulte de ce que la loi marginale des Xt est, dans 1'article,
supposée connue et le processus mélangeant ce qui améne a un type de démons-—

tration tout a fait différent.

Y) Les probleémes posés ci~dessus aménent enfin 3 celui de 1'opti-

malité des prédicteurs P, de W(Xn+k) proposés, au sens de l'obtention

F
de la condition : Lim ||E n[w(Xn+kX]- Pn(X1,...,Xn)|| =0, p.s. ouen
n

moyenne, puisque Pn dépend effectivement des n variables observées,

et que au mieux, 1l'observateur peut espérer approcher w(Xn+k) par

E n@KXh+k)) au vu de l'échantillon. Dans le cas d'un r processus
Markovien, ceci découlera de ce qui précéde (avec r = 1 pour l'article).

), i 2 0]

Dans le cas général, lorsque E t(w(X }) est une fonction Y[(X

t+h t-i

le probléme reste ouvert, l'estimation de R(Xir)) ne le résolvant pas,

lorsque r est fixé,

Nous ne connaissons actuellement sur le sujet que les résultats
de D. Bosq (32) (basés sur une autre idée), mais il paralt possible de le
résoudre en utilisant une suite d'estimateursde la régression

(xr )

) o r_ 4+ o, ce qui doit faire 1'objet de travaux

E(w(xtﬂ’l / Xt n

futurs.

Nous avons cependant déja abordé le probléme sous le biais pratique

du choix du "bon r "

dans une mise en oceuvre informatique de la méthode

P . . ' 4 éme . .
proposée : ceci fait, entre autres, l'objet de la 3 partie du chapitre,
nous y proposons une méthode de définition d'un intervalle de confiance
pour le prédicteur Pn , identique aux intervalles que proposent les

méthodes paramétriques classiques (Box-Jenkins ou régression linéaire),

(voir Monfort-Gouriéroux (33) pour une introduction), et qui permet une
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comparaison des méthodes paramétriques et non-paramétrique sur diverses
séries classiques ou simulées., Pour chaque série, nous étudions la préci-
sion de la prédiction non-paramétrique selon la longueur de la régression
(le 1) utilisé. Simulations & 1'appui, nous discutons encore de diverses
améliorations possibles de la méthode (désaisonnalisation, différenciationm,

récursivité, pondération tenant compte des corrélations ...), et proposons

une comparaison avec la méthode de Box-Jenkins.






CONVERGENCE PRESQUE SURE DU PREDICTEUR
SOUS DES HYPOTHESES ERGODIQUES

(C.VIL.I)
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F
Théorldme 12.-  Supposons que les densités g E;; du processus

X

observé (Xt) , teZ, vé;ifient (60) , et que R, définie en (58),
soit, comme ¢, bornée et uniformément continue. Si le noyau K
borné utilisé en (59) est lipschitzien, 1'estimateur Rn(-) défini
en (59) vérifiera :

Lim p.s. { sup [|Rn(x) - R(X)IIG} =0
e (x)eG

pour tout compact G de (]Rd)r sur lequel g ne s'annule pas,
pourvu que la suite h(n) décroisse vers O , de telle sorte que

n h(n) soit croissante et que h(n) vérifie :

x 1 - (@ _ydr_ o0t
h(n-2vn) Vo
2.2
% 35 L e>0, nsdr-O,S (h(nz))—Zd r=3dr _ O(n_e)

pour un nombre s , s >0 .

Démonstration :

@) On commence par démontrer que

sup IDn(x) - gx)| (Rn = Nn / D cf. (59)) tend vers O p.s. ,
(x)eD
n

]
. N . s s
si m>=, ol D est le pavé [-n° , n ] , avec d' =dr . On

décompose Dn(x) - g(x) en :

n-k
L AERCOIES A CO
t=r

avec

-1 n-k
{(o-r-k+1)"" « ¥

' F
-d (x)~(y) t-r _
L LRd, [h(n)] K(m—-) . gx(r) (y) dy - g(®)} = Ln(x)

t
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et

(x)-X§r>

h(n)

_d'

v, (0 - (-r-k+1) T )™ k¢ ) - E 5T (a-r-k+1)"' -

x)-x'*’

(h(n))_d' K(__I’I_G;:—_) 1

. . o 2
* La démonstration permettant de montrer que sup |) Y, n(x)l
xeD_ 1 ?
n

converge vers O p.s. se calque sur celle du théoreme 11, la seule variante

venant de ce que 2 variables Y et Y,
t,n t',n

ne sont ici orthogonales que
si Jt-t'] > r . Mais on peut écrire
n 2 n 2 n
E((; Y, G = ; E(Yg () + tz1 t'/|tz—tlsr E(Y, (0)) E(Y, ()

- -A!
le second terme est Ofnr - (n 2 h(n) d )], par application de 1'inégalité
de Schwartz, donc de l'ordre du premier, r étant fixé ... La majoration
utilisée en (55) demeure donc valable avec d' = dr au lieu de d , et le

reste de la démonstration aussi ...

* Le lemme 11 permet d'affirmer que  sup [Ln(x)] tend vers O
d’
xeR

si n > o, sous la condition (60)

B) On montre ensuite sup ![Nn(x) - R(x) g(x)f[H tend également
xeD
n

Do« *
vers 0 p.s. , en décomposant ici N (x) - R(x) g(x) en 2 Y, (x) + L _(x),
n (2 tem n

avec

, F x—X(r)
160 = ek T A ™ (] B T ) - K - RG g ()

t

It o~

1

et
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(r)
f x-X
Y () = (ar-ke) "' nm) "4 (k¢

t
t,n h(n) ) - (X

Feor — X (r)
- E Ky v &)}

*

i) On démontre d'abord que  sup ]]Ln(x)HH tend vers O ,
d
(x)eR

si n > « , presque slirement, sous la condition (60). En effet, on peut
écrire :

3 (r) F (r)

x-X
E T R #t0] - B TRCgE) R

F
_ X~y t-r
= de' K(m) + R(y) gx(r)(y) dy
t

en appliquant les propriétés standard de 1'espérance conditionnelle et de
s . . .- éme
1'intégrale de Bochner (permutation avec les formes linéaires, pour la 2 m

égalité).
Par conséquent, il s'agit de prouver la converge p.s. & O

du supremum, pour (x) € (IRd)r , d

”J ar [h( 1)d' RG] e 2 g (r)(y)l R(y) dy-RGg@) ||,
R

n

cL. . . dr
quantité qui se majore par la somme des suprema, pour (x) € R,

des quantités :

F
= & (1 g {30 ReReol ayll,
Q' (h(n))d h(n) n-r—k+1 X Er) ]

et
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F
Hfmd.{f(h(’))d, Gy [t ¢ Z 8 o] ay - e@ R@Iy
n

Le second majorant, tend vers O p.s. sous la condition (60), d'aprés le
lemme 11, puisque R est bornée. D'autre part, R étant uniformément
continue, pour tout € , € >0, existe un o tel que

(Jly-x|] g o) ==> (IIR(y)-R(x)IIH <

, et donc le premier majorant , 6n

c A e e N d.r
est lui-méme inférieur 3 la somme des suprema, pour (x) ¢ (IR) de

2@ - j ()™ k&L . (nik gF""f(y)] dy
(vl ly==x|[>a} R ket Gl Xir)
et
{J LI (&= Ay e (nik gFt"‘(y) dy}
]Iyl o) R
ot & wvaut : { sup l|R(x)|lH}
) er®
n-k Ft— d
La suite des pry———y 2 g (r)( ) convergeant dans CO(BR ),
X
t
on aura

t-r
sEp (s;p n—k—r+1 2 g (r)(y)) < ® , et donc, pour tout € > O
t

0 ¢<Limp.s. 6§, s c . e + O(Lim J K(u) du)
n n ‘{ul]|]u]]>a/h(n)}

ce qui donne la converge & O souhaitée , c ne dépendant pas de n .

n
* 2
ii) Pour montrer que  sup (llz Y, n(x)llH) converge p.s. vers O,
x€eD ?
n

on utilise encore la démonstration du théoréme 11 qui s'adapte directement

en tenant compte, icli aussi, de ce que
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. * . s .
* Majorer E(||Y (x)llz) revient & majorer
t,n H

(r)
B (| [t -4 xXy 2 )
prvmemm e 10 VX ) - K(_ﬁTES—OIIH) , et conme g est bornée,
on obtient 06—7—1——27) .
n"h(n)

. * *
* 2 variables Y_ _(x) et Y_ _(x) ne sont orthogonales que si
t,n t,n

|t-t'] > r+k . La remarque effectude ci-dessus (en ) s'applique alors

n
de méme, et on aura bien E(||) Y: n(x)‘\z) = 00———1757)
1 ’ nh(n)

w) Pour conclure, on remarque que [IRn(x)||H est bornée

par la méme constante que les Ilw(x)[lﬂ , puisque

(x)

n-k
Tovx ) K[Gex,

Rn(X) ==X

) / h(n)]

n-k (r)
1 oxlx") 7 nw)]
r

et que K est une fonction positive. Alors, de 1'identité

N_(x) D (x) - g(x)
Rn(x) - Rx) = (W -Rx)) ~ Rn(X) x '—g'(}-s———)

on tire la majoration :

sup l l Rn(X)‘ (x) l lH < sup ¢ 1

lan(X)-R(x)g(x)l‘H}
(x)eE (x)eE  |gx)|

QIR (]| Dn(X)-g(X)
+ sup X o J—
(x)eE n H g(x)

|}

= Oflinf g |} { sup ||N G)-RGIg |y

x€E (x)eD“

+ sup ||p (0)-g(x) ]}
(x)eDn
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pourvu que E , borné soit inclus dans Dn , ce qui a donc lieu asymptotiquement.
Si E est compact et que g ne s'annule pas sur E , les points a) et B)

permettent de conclure.
Q.E.D.

On peut déduire directement du théoréme 12 des corollaires relatifs

s

a la fonction de répartition conditionnelle, et 2 la loi conditionnelle de

Xt+k , sachant que X(r) vaut (x) , en reprenant comme applications g

celles que l'on a utilisées dans le chapitre 1I, a savoir respectivement

* g = ® 3 idéré
(x) = INCEE A(x) jE1 Exi, L, Ty(x) ¢tant comsidéré
d

comme élément d'un espace LZ(AK) , K compact de R

* (x) _‘g—" S(X) s §

(x) étant assimilé 3 un élément d'un espace

auto-reproduisant,
puisque ces deux applications sont naturellement bornées (cf. chap. II).

De méme, on obtient le résultat suivant, relatif 2 la prévision :

Conoflaire 4.- Supposons que le processus (Xt) s t € Z , vérifie

les conditions du théoréme (12), les X, étant a valeurs dans un compact

t
G de ]Rd.
S§i la régression R commune des variables Xt+k , sur
(r)~uples Xér) est continue, et que les h(n) vérifient les conditions

du théorgme (12), on aura :

!
o

Lin p.s. (||R x(P) - RG] » =
R

nie
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Démonstration : Il suffit d'appliquer le théoreme précédent, avec
1'identité pour application ¢ : ¢ est alors bornée et R uniformément
£

n

continue car les sont a valeurs dans un compact. Donc le supremum sur

G , ou encore sur ]Rd , des ||Rn(x) - Rx) || 4 tend p.s. vers 0 , le
R

corollaire en résulte.

) . r
Le résultat précédent concernant la convergence p.s. de Rn(Xé )),
nous proposons maintenant, comme annoncé, un article relatif a la convergence
en moyenne du prédicteur, dans des hypothéses nettement différentes de celles

que 1'on a utilisées jusqu'ici.
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Let &, t€ R, be a Markovian, measurable, strictly stationary process taking values in a measurable
space (E, B),and g a mapping from E into a separable Hilbert space H. A statistical nonparametric
predictor of g(£r.,) is studied in the paper. That predictor, based on the observations of the
process between the times O and T generalizes the ‘predictogram’; its asymptotic consistency is
proved and some applications are given.

Markov processes * nonparametric prediction » regression estimators

1. Introduction
1.1. Defining the problem

Let (&), teR, be a Markovian, measurable, strictly stationary process, defined
on a probability space ({2, &, P), and observed between the times 0 and T. Let
(E, B) be its value-space, and g a mapping from (E, #) into a separable Hilbert
space H. We wish to predict the value of g(&r.,)(h>0) from a statistical point of
view, from the observations, assuming only knowledge of the common distribution
u of the £. We shall use a predictor generalizing the classical ‘predictogram’ (cf.
[4]) and based on the stationarity of the (£, &.,)'s distributions. Indeed, that
investigation seems to be of some interest even when the process-law is known
exactly, for the construction of the probabilistic predictor, theoretically determined
in that case, is sometimes excessively complicated.

1.2. A natural estimator of regression

In the sequel, we shall denote by R the conditional expectation of g(&,) relative
to &, so that, for every point x of E, we have:

R(x)= E[g(fh)|£0= x]=E[g(&+n)| & =x),

for every t of R*, because of the stationarity of (£, £,..,)’s distributions. Considerihg

0304-4149/85/$3.30 © 1985, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland)
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then a family (K1), T €R”, of Borelian, real valued, and bounded functions defined
on E°, we shall define an estimate Ry(x) of R(x) by

T-h

Re(x)=(T-h)" L Kr(&, x)g(&en)dt (T>h). n
For each t and o, (w € 2), K1 (§(w), x)g(&+1(w)) denotes the product of the real
Kr(¢(w), x) by the element g(£,.4(w)) of H, so that Kr(£, x)g(£,.,) represents
an H-valued random variable that will be Bochner integrable if we assume the
Bochner-integrability of g(£,.,) (K is bounded). Thus, Iir(x) is well defined in (1).

To see then that ﬁr(x) is a somewhat natural estimate of R(x), it is enough to
choose as an example the simplest family of functions Ky we can use, corresponding
to the ‘regressogram’. In that case, on E?, we define K+(x, y) as:

T
T k(A o (L, ).

(h(T) is some sequence of integers such that limr.o h(T) =00, (A ..., Anry.1)
some partition of E, for every T). Assuming that sup,<i<ncr) #(A;7)>0as T> 0,
the same meaning of (1) is quite clear: Rr(x) selects the only ¢, sufficiently near
to x, and then takes the mean of the corresponding g(&..).

Moreover, K+ families usually used in density-estimation techniques (cf. {5] for
example, for a list), more or less based on the same idea as the regressogram can
also be used. We shall give more details later.

1.3. The predictor of g(€,+1)

Considering the Markovian character of the process, we define the predictor of
g(&rsn) as Iir(g,-). In the sequel, we shall prove that lir(gr) is asymptotically
consistent for g(£r.,,), for the H distance and give some applications of the results
we obtain. See [1] for a study of the same problem in the case of a discrete time
process and [2] for applications.

2. Technical preliminaries
2.1. Prediction errdr

This will obviously be defined as
Er = E(|R7(¢7) -~ g(éran)I),

where || - || denotes the H-norm. Now, we can write

Er=E(|Rr(&r) = RN+ E(|R(£r) - g(€r+m)I),

and, as the second term of that sum, the probabilistic prediction error, is fixed, we
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shall say that lir is consistent if the limit of the statistical prediction error is 0, that
is

T30, ab= EQletén) - REDIP), *

Indeed, if the Markovian hypothesis were omitted in the following proofs, condition
(2) would still be obtained, under slight modifications, but it would not be enough
to get an asymptotic efficiency of the predictor.

2.2. Choosing the Ky

For every point x in E, we have by stationarity that

E(R+(x)) = E[K1(&, x)g(&,)]= E[ K1 (&, X)R(£&)]

= L K+(y, x)R(y) du(y) =[K+R)(x). (3)

Obviously the product used here in Ky (&, x)g(é,) for example, keeps the same
meaning as in (1). Conversely, [ KyR] represents the transform of R by the integral
operator associated to K, as defined in the third formula of (3).

It clearly appears then, from (3), that the minimal condition we need to obtain
(2) is the convergence to the L*(u) identity of the operators associated with the
(K7) on the set R, of all possible regressions of g(£,) on &. Indeed, to obtain (2),
we shall need more, and choose a family of functions (K7) satisfying

lim E(|[K7- RY(¢r) - R(£D)M) =0. (&)

Thus, our predictor will finally be consistent if

lim 4y =0,  Ar=E(|Rr(&r) - [K+RY D). (4)

T

2.3. Remarks on (C)

We shall only note that:

(a) Condition (C) is true for many functions used in classical density estimation
(cf. [5]) and large classes of regressions.

First, if we call (), jeN, an orthonormal basis of (H), and & the set of all the
mappings: x> (R(x), h;) ((-,-) denotes H scalar product), with jeN, R € R, the
strong convergence of the operators associated with functions K, to L*(p)-identity,
on &, implies (C) for every regression R of Rg.

Then, we can see that strong convergence of these operators to the L*(x ) identity,
on very large classes of real-valued functions is quite easily obtained when using a



- 146 -

274 D. Bosq, M. Delecroix /| Nonparametric prediction

regressogram as defined in Section 1.2 or the other classes of functions usual in
density estimation. That is:
(a) The Parzen-Rosenblatt kernels, for which

Kr(x, p)=[h(T)]'K{(x - y)(h(T))™"]

(limr.o h(T) =0, K is a probability density).
(B) The orthogonal functions kernels, for which

h(T)
Kr(xy)= L Aredx)ely).

(limy. h(T) =00, (&);en is an orthonormal L*(u)-basis, simplest weights A, r can
be chosen identically equal to 1).

(b) Condition (C) shows the necessity of knowing the common distribution of
the £ when choosing the K. But, in practice, if u is not known, it is not usually
difficult to estimate; see [5] for that problem. ’

2.4. Decomposition of Ky

As K7 is the kernel of a Hilbert-Schmidt operator on L*(x ), there exists in L*(u)
an orthonormal sequence f;r such that:

Kr= 3 ajtfr®fr (5)

jelr

(Jr is finite or equal to N). We assign moreover to Ky the additional hypothesis

T lagIMjr<eo,  Myr=sup|fr(x)l. (6)

jelr

Clearly condition (6) is more stringent than the usual L*(x) convergence of the
series introduced in (5) and even more than the uniform convergence used in the
famous Mercer theorem. But it is automatically satisfied in the case of a regressogram,
and more generally for most of the orthogonal functions kernels introduced in the
last paragraph (formula 8)). It is then sufficient to choose orthogonal polynomials
(e;) which are uniformly bounded, for the condition }; |a;r| <0 is always true!

On the other hand, condition (6) is quite difficult to verify for Parzen-Rosenblatt
kernels, introduced in formula («), for which our method of decomposition seems
to be less well adapted. Even in that case, however, solutions can be found in
particular cases. Assuming, for example, u to be the uniform distribution on[—, 7],
from the expansion of any even bounded density K in Fourier series, we can derive
a decomposition of K(x —y) in a series of products of the type ‘cos px cos py’, or
‘sin px sin py* and then, directly computing the a;, we can obtain (6) for many
Parzen-Rosenblatt kernels. See [3] for an improvement of condition (6).
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2.5. Decomposition of A

We can now write

T~h

Iir(fr) =(T- h)_l I {jZ; ‘[aij;‘T(fl)j}T(fT)g(fn-h)]} de,

o

(KrR)(ér) = E{ z [ajrf,-r(X)fjr(fr)]}R(X) du(x),

jely

and thus

Rr(ér)~[KR)ér) = T esfr(ér)(Fr—1i7)

jelr
with
T-h
;}T=(T—h)_l J j}T(fl)g(§I+'l)d'1
0
rr= f Sr(x)R(x) du(x) = E[7+].
E
So, we have
Ar= Z ajTaj'lej'T
jJeldr
where

T-h
tye=(r-mE{( | Urentrters(6n - rria,

T-h
j [-’J."T(g‘r)f}'T(fr)g(fwh) -r7] dl>}

[}

and finally, assuming that {¢ [|g(y)[I> du(y) <+,

T-h ffT-h
Iﬁ,T=('r-—h)‘2J J Ijrdedr

0 [\]

with

I_:';:T = E[.ﬂ'r(fr)f}'r(fr) <ﬁr(§r)8(§c+h) ~n fj'r(fr)g(fr+h) - 7))

From (8) and (9) we shall now prove our main results.

275

(M

(8)

9)
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3. Main results
3.1. Preliminary lemma

We shall use a lemma of Gastwirth and Rubin (cf. [6, p. 817]) adapted to our
study. For that, let us consider W and Z, two random variables taking values in
spaces F and G respectively, such that a conditional distribution PY of Z given
W exists. For any point y of F, we put

p(y)=PZ= =Py,

and denote by A(y) the total variation of p(y).

Let ¢ and ¢ be two random variables taking values in a Hilbert space H, such
that E(jle]|*) <0 and E([|¢]|") <o for two numbers q and r belonging to [1, «©].
Then we have

Lemma 1

Ele(W) - E[¢(W)), ¥(Z) - E[¢(Z)])]
<29 E(le))" " "E(Jol")""D*(W, Z)

where

/s
D*(W,Z)= U (A de] (s7'+q 7 41 =1).
F

Indeed, in the original version of Gastwirth and Rubin, Lemma 1 is proved for
real valued variables ¢ and . Extension to the case of H-valued variables is
straightforward, and based on two classical results for such variables:

IE€e, UM< E(lelll¢l) and E(e, h))=(E(e),h), heH.

We shall apply the lemma, assuming here the existence of a number g belonging
to [2, ] such that §|lg(3)]|? du(y) = E[llg(£)]|*}<co. Then, if we choose W as
& +n and Z as {£,.,, 1= 0} (taking values in E®"), with t,+ h<t,, we can write,
considering the Markovian character of the process

|1tr) < 2V9Dt — (1, + WYIE (loll®) E (¥l ), (10)
defining, in (10), D{t, — (¢, + h)] as the quantity D*%(W, Z) introduced in Lemma
1, and ¢, and ¢, respectively as

0o=fir(&,)8(& +n) ~ T

and

Yo =f}r(f‘r)fj'r(§r)[f}'r(§u,)8(fn,+h) -r7)



- 149 -

D. Bosg, M. Delecroix /| Nonparametric prediction 277

Note that, g being fixed, the process stationarity ensures that the quantity D depends
only on the difference (1,—(f,+h)), and the hypothesis made on g ensures that
E(ll@oll*) and E([idsl|?) are finite. ‘

Now we can prove

3.2. Proposition 2

Proposition 2. Under the following hypotheses,

(a) the process (&) is strictly stationary, measurable, and Markovian,

(b) g is such that E(||g(£,)]|?) < for a number q belonging to (2, ], and the
numbers D(t) defined in (10) satisfy [3 D(1) dt <o,

(¢c) the functions K satisfy C and Condition 6,

(d) lim oo (TN ey, lajri M} =0, the predictor Ry (&r) is consistent.

Proof. (a) Let us consider ¢ and ¢’ such that t+ h < ¢’. Then from (10) we have, by
the definition of the My,
|1jir| =< 2" 9MxM,. D[t = (£ + h)} X E[ | fir (£6)8(&) — e[| 719
X E[|| fi-r(£0)g (&) — ryr)|1/°
<42V MM D[t~ (1+h)])x ELlg (&) 17T

For t and ¢’ such that '+ h <t, we obtain the same bound with D[r—(¢'+ h)] and
if [t~ 1’| < h, Schwarz inequality gives |I} 7| <d4M>*M2-E({|lg(&)|%). Then, a for-
tiort, |l},’frls K with K=4- 2”"MfTM}TE(||g(§0)||")2/".

t-n

(b) Thus, the quantity [f, " |, " 1.+ dt dt’| is clearly less than

h t+h T-h
K{j dt[J dt’+j D[l'—(l+h)]dt']}
0 [+] t+h

T-2h t—h i+h
+K{j dt” D[t—-(t'+h)]dt’+J' dr

h 0 t—h

T-h
+J’ D[t’—(t+h)]dt']}

+h

T t=h T-h
+K{I dt” D[t—(¢'+ h)]dt'+I dr']}
T~2h )] t-h

and we obtain

T-h fT-h )
j I Ijrdedt
o 0

(¢) Finally, from (9), we have

sK{Zh(T—-h)+2(T—h) jH D(1) dt}.

]

T-~h
Lyel< (r—h>-'{h+ j D) dz}s  2VIMEMEEg G (D)

[
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and
T~h
AT:O{(J D(') dt)(T"h)_'< z Iaj-rHaj'TiMf-er'T)}.
0 Ujlest
Asymptotic consistency of Iir(gr) under the hypothesis of Proposition (2) then
follows.

3.3. Some remarks

(a) Condition I: D(t) dt <o is satisfied in practice for typical autoregressive,
‘@-mixing’, and ‘strong-mixing’ processes (in that case g = +, cf. [5]).

(b) It is quite easy to improve Proposition 2 in the case of the regressogram.
Defining Kr(x, y) as in Section 1.2, we obtain functions fir of formula (6), as the
functions (u(A;1)) "*Ia,,, i=1,..., k(T), so that (6) is automatically satisfied.
Moreover we can write

Proposition 3 (the regressogram case). Defining Ky as

hiT

)
Kr(xy)= L (A ) " M ()1, (), (12)

where h(T) is some sequence of integers growing to +, and for each T, (A, 1),
i=\,..., h(T), a finite partition of E, chosen such that (C) is satisfied and
(E " (A 1)) = o(T), the predictor Ry(£7) is consistent under the hypothesis
(a) and (b) of Proposition 2.

(c) In the same way, in the case of orthogonal function kernels, as defined in
Section 2.3, formula B), Proposition 2 can be improved to

Proposition 4 (the orthogonal functions case). Let (e;);cn, be an orthonormal L{p)-
basis such that sup; sup, |e;(x)] is finite, and define K1 by

T
Kr(x,y)= le e(x)e(y), (13)

where q(T) is some growing sequence of integers verifying q(T) = o(T"?). Assuming
again that (C) is satisfied as well as hypotheses (a) and (b) of Proposition 2, the
predictor R(&y) is consistent.

{d) In the cases studied in Propositions 3 and 4, we can compute more exactly
the order of magnitude of A, refining particularly the calculus of E([[[K7R}(¢7) -
R(&7)|), from Ky 's definition. One can see [3] for some results of that kind.

4. Applications

(1) Let us suppose the variables ¢, are real-valued and let g be the mapping from
R into LY (»):x~> Lix o (v denotes a bounded measure on (R, Bg))Rr(&7) is then
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formally written as the function

T-h

Iir(fr)i““’(.r"h)_l J Kr(é, &), x(u) dt

and R, defined as E[g(&,)| &), satisfies
R(u) = E[g(&)| &= u]= E{(2(&,)Xu)| €} =[F ey y | &),

so that our predictor will be an estimator of that conditional distribution function.

Noting that ||g{ is a bounded function (||g(x)|f = {»([x, o[)}'/?), we can define
the numbers D(t) introduced in (10) with ¢ =00, and thus, they are coefficients of
‘strong mixing' (cf. [S]). Finally, if we suppose that |3 D(t) dt <o, and choose Kr
as in (13), assuming that (e;), ieN, is a usual L*(R)-basis (Hermite polynomials
for example), we obtain as in Proposition 4 that

11_1_{!; "Rr(fr) =R 2y =0

if limy.. ¢X(T)/T=0.

(2) Let (E, &) be a Polish space equipped with its Borel o-field, #(%) the set
of bounded signed measures defined on (E, ) and P(B) the set of probabilities
on (E, B). Then there exists a bounded, B® B measurable, reproducing kernel,
X, such that

(A, A= J‘E . N(x, y) dA(x) dAy(y)  (Ay, Ar€ M(B))
is a scalar product on # (%) which induces on P(B) a topology compatible with
the weak topology and identify #(®) as a subspace of Hy, the reproducing kernel
Hilbert space generated by . Finally, one can choose W so that Hy should be
separable (cf. [7]).

If we define g by g(x) =38, (xe E), where §, denotes the Dirac measure on x,
we can see that, for A € M(RB),

E((8¢,, A)|éo) = E[I HN(x, &) dA(x)lfo] = J' N(x, y) dA(x) dvi(y)
E

ExE

=(vh, y)

where v% denotes the conditional distribution of ¢, given &, and here, v®=R.
Rr(£&r) will be an estimator of that conditional distribution, defined as the discrete
random measure:

T-h

121'(‘fr)=(7'-h)_| I Kr(&, £r)6¢,,, dt.

0o

Moreover [|g|f is a.s. bounded (||g(x)|| =v¥(x, x)) so that we can again define
tl‘xe numbers D(t) with ¢ =+, and under the other hypothesis of Proposition 2,
Ry(&r) - R(¢&r) will converge to zero for a norm compatible with the weak topology.
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Le travail présent consistera en une comparaison de 2 méthodes
classiques de prévision dans les séries temporelles & temps discret.

a) La méthode dite de BOX-JENKINS consistant & approcher le
processus par un modéle ARIMA adapté.

b) Une méthode non paramétrique consistant a prévoir X h
par une moyenne pondérée de valeurs Xt+h , (t =T-h-1,...,k) , la

X

pondération tenant compte de la proximité de Xt , Xt_1 EETRER SU

avee (Xq » Xq_ 3 seees xT—p)'

Cette comparaison s'effectuera & partir d'exemples divers de
séries temporelles traitées par les deux méthodes.

Mots clés : Prédiction
Méthodes non paramétriques
Méthode Box et Jenkins

Classification AMS : 62M20 - 60G25 - 62J02 - 60G10
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COMPARAISON EMPIRIQUE DE PREDICTEURS

Considérons la trajectoire observée (x1,...,xT) d'un processus
aléatoire réel (Xt)tez . L'étude qui suit se propose d'évaluer empiriquement
les performances d'un prédicteur non-paramétrique de la variable XT+k

noté LT , construit a partir des valeurs observées X(s.+.5%p , par compa-

raison avec le prédicteur usuel utilisé dans la méthode de Box-Jenkins.

@ - Le prédicteur LT : apercu théorique

a) Principe de construction

Le prédicteur retenu généralise la classique méthode du lissage
exponentiel. Dans celle-ci, on prévoit XT+k par une moyenne pondérée

déterministe des variables XT R XT—1 seses X1 :

T-1

Y o(1-g) . 8d Xp_s

j=0
la pondération étant donc forte pour les derniéres valeurs observées et
faible pour les premiéres ... Le prédicteur étudié ici est aussi une moyenne
pondérée :

Tk .
(1) L .= ) «a . X ,

T . t,T t+k
J=r

des Xt+k , mais la pondération aléatoire affectée a X est fonction

t+k
de la proximité de la derniére série de <y valeurs observées

xér) = (XT yeees xT—r+1) avec le r-uple Xir) = (Xt seees X

étant un entier & disposition du statisticien.

Dans le classique "prédictogramme" a vaut simplement :

t,T
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LI { H I[h(T) h(r)] Fe-j+17%7-54107

T-k r -1
z {.I_I Tne),h(r] Fe-j+1 ¥-j+1° :l

pour un réel h(T) 2 disposition du praticien, c'est-3-dire que 1'on

affecte a chaque X le poids 1/k(T) , ou 0, selon qu'il fasse ou non

(r) R

partie des k(T) X +k Pour lesquels chaque composante de X est a

()

distance inférieure & h(T) de la composante correspondante de XT

t+k

On choisira "astucieusement” h(T) pour que k(T) ne vaille ni O ,

ni T-r-h ...

Nous considérerons un prédicteur qui généralise le précédent

-~

en choisissant comme poids e T
_ {0 _ () -k x() - gD
(2) SRS 'q i S - R G ¢ NS
t,T h(T) tor h(T)

N A cys, e r P
ou K est une densité de probabilité sur IR  : dans le cas du prédictogramme

r
on avait K(x1,...,xr) = {-% I[}1 1](x )1, et nous avons retenu pour 1'étude
i=1 r 1 —x /2
pratique qui suit K(x,,...,x.) = I (— e )
! I

b) Survol des résultats de convergence

Les travaux effectués sur le sujet se basent sur 1'idée suivante :
& partir de (1) et (2) on peut écrire, en multipliant par les constantes

"ad hoc"

-2 (r) (r) (r)
Ly = RT(XT ) = Np (X ) /D (XT ),
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T-k
e (Teret) " -r ()
Np((x)) = (T-r-k) . tzr Xeae (D77 L R{(G)-x " Wh(T]
-1 Tk -r (r)
DL(()) = (T-r-k) " . ] ()" . K(G)-x") / (D]
t=r

Or, dans le cas ol le processus est strictement stationnaire et

les (n)-uples (Xt , X ye ooy

=1 ) admettent une densité commune g ,

Xt-r+1

DT(x) n'est autre que le classique estimateur de g(x) , par la méthode du
noyau, NT(x) en étant un de R(x) g(x) , ou R est la régression de

X sur (xér))

t+k

R(G) = E[X,,, / &P =] e ®

et dés lors, sous de bonnes conditions on obtiendra la convergence vers R(x)
x
NT()

DT(x)

et par conséquent aussi

(3) Linp.s. (R G - R&SH ] = o
1>
Si le processus (Xt) , t € Z est formé de v.a. strictement stationnaires

J-mélangeantes, et prenant leurs valeurs dans un compact de TR , h(T)

étant alors "astucieusement choisi

en fonction de T , (3) est ainsi
vérifiée (cf. COLLOMB "Propriétés de comnvergence presque compléte du
prédicteur a noyau (Z. Wahrsch. 66 441-460) DELECROIX (1987) obtenant le

méme résultat si le processus est simplement ergodique, au lieu d'@tre

J-mélangeant .

* Les résultats précédents montrent, concrétement, que si T est

grand, et le processus (X )

_Markovi . . ,
ez T Markovien, et suffisamment régulier

(ergodique, mélangeant etc ...), le prédicteur LT sera trés proche de
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R(X;r)) c'est-a-dire de la meilleure information que le statisticien puisse

espérer tirer des observations quant a la prédiction de XT+k :

étant la tribu engendrée par X

F
(o), _ . T
RXp D) =E " Xp, ) » F

T T XT_1 yous

En 1l'absence de l'hypothése markovienne, il est clair que pour

des processus suffisamment réguliers, si (r) est grand, 1'approximation

Fr

de E (X..,) par R(X;r)) sera encore tout 3 fait convenable (l'étude

T+k
théorique d'une suite de prédicteurs basés sur des (rT)—uples

(XT soe ooy XT-r +1) de longueurs croissant lentement vers l'infini, reste
T

a2 écrire mais leur convergence est plausible !).

Enfin, les affirmations précédentes n'ont de sens que si l'on
choisit évidemment h(T) (fonction de T) comme prévu dans les théorémes
sus-cités ... Nous avons adopté le choix qui réalise la convergence la plus
rapide de DT(x) vers g(x) , c'est-a-dire h(T) = ST / Tl/r+1 , S%
représentant la variance empirique des observations (cf. Bosq et Lecoutre :
"Estimation fonctionnelle", & paraitre), et les simulations ont montré le
caractére concrétement optimal de ce choix, trés souvent indispensable 2
l'obtention de résultats sur l'ordinateur. On sait que, par contre, le
choix du "noyau" K n'a guére d'influence sur les performances de D, et

T

NT , donc RT (méme référence).

c) Construction d'un intervalle de prévision

Pour chaque valeur de t , nous pouvons écrire :

- (r)
Xt+k = R(xt ) + €,

€ étant, par définition de l'espérance conditionnelle R(Xér)) , non

corrélé avec celle-ci, et centré . Si le processus (Xt) , teZ ,
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. . . N . . r

est strictement stationnaire les €, sont de méme loi. Si ta est tel
r . T . . .

que P(]st] < tu) = o , l'intervalle de prévision choisi, au niveau a,

sera alors, en théorie :

(r) r (r) T
JRGGD -, R+ tu[
Pour estimer t;r) on calcule pour chaque t =r,...,T
1'écart :
- * r
e = Xy ~ RL &Y

* -
ol Rt se détermine selon le méme principe que RT , mals en tenant

compte de toutes les suites (Xt""" X ) possibles extraites de

t'-r+1

1'échantillon pour t' #t, t' e {r,...,T} :

* T
R,(X) = ] X

(r)_,(r) (r)_ (r) -1
oy Fete R, =x47) /()] {t'{#t K& =x07) /(T )

-

Les e, sont done T-r estimations de la loi commune des [etl , en

(r))

*
admettant que Rt(XE) soit pratiquement égal a R(Xt , et on estime

-~

r . .. . N
ta par le quantile empirique du niveau a des e > c'est-a-dire un

-~ ~

nombre t; tel que o 7 des € soient inférieurs 3 ce nombre,
procédé qui permet aussi d'éliminer les valeurs aberrantes éventuelles ;
cette méthode empirique n'admet pas encore de justification théorique
compléte mais offre 1'avantage de n'exiger aucune hypothése sur la loi

des e _ .
t

Finalement on retiendra comme intervalle concret :
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(B - Résultats observés, comparaison avec la méthode de Box-Jenkins

a) Principe de la comparaison

Pour juger des performances de la méthode proposée, nous 1'avons
mise en oeuvre sur séries simulées ou extraites d'ouvrages classiques traitant
de la prévision par la méthode de Box-Jenkins. Pour chaque série, on a prévu

les k derniéres valeurs observées 2 partir des (N-k) premiéres :

* Par la méthode de Box et Jenkins, au besoin pour plusieurs choix
de paramétres dans les modélisations ARMA ou SARIMA possibles pour la série,
aprés identification. On a repris parmi eux les choix proposés comme optimaux
par les ouvrages de référence, lorsque c'était possible, ou bien ceux qui

araissaient s'imposer (Identifier un AR(1) simulé par un AR(1) théorique !)
P

% A 1'aide du prédicteur LT défini auparavant, pour diverses valeurs

de t , y compris ici encore celles qui semblent naturelles (r=1 pour

un AR(1)).

On calcule ensuite deux indicateurs d'écart pour chacune des

-~

théories étudides (on note XN~k+j la valeur prévue et XN_k+j la vraie

valeur) :
* une "erreur observée" (ERMO) moyenne arithmétique des divers quotients

Xyiees ~ Fyeiej!

xN—k+j

* une "erreur de prévision" (ERMP) : moyenne arithmétique des demi-longueurs
d'intervalles de prévisions divisées par la valeur prévue.
Pour la prévision . de . on définit cet écart comme
prévis xN—k+J XN‘k+J , d i t écart

quotient de la demi-largeur de 1'intervalle de prévision, par la valeur prévue ;

on prend la moyenne des divers chiffres observés pour j = 1,...,k. Evidemment
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pour la méthode de Box et Jenkins, le calcul, intégré au programme, suppose

c. e . . 2 .
la normalité des variables ¢ de variance o~ , et la demi-largeur retenue

yrr

-~

T} O étant l'estimation de o, effectués

a partir des "'résidus" (les € définis ci-dessus) mais il s'agit bien de la

est alors fonction de 1,96

Q

méme méthode d'évaluation théorique de ERMP qu'avec la méthode non-paramétrique.

On pourra donc comparer rationnellement les résultats ...

Enfin, on a, au besoin, appliqué i la série (Xt) , teZ,
préalablement & la prédiction, les transformations nécessaires & la rendre
stationnaire (différenciation, ou passage au Log ...) en la reconstituant
ensuite : ce procédé usuel dans la méthode de Box - Jenkins n'avait jamais

été utilisé pour la prédiction non-paramétrique.

b) Commentaires des résultats

Ils ont été regroupés dans les feuilles annexes.

I1 est toujours difficile de tirer des conclusions définitives
d'observations fractionnaires, mais il semble néanmoins possible, & partir

des tableaux joints, de souligner les 4 points suivants.

1) Quand le processus est "bien stationnaire", au besoin aprés
différentiation, il est également "bien prévu'" par les deux méthodes, la
méme observation jouant 3 1'inverse : aucune méthode n'est "miraculeuse"

par rapport a l'autre.

On notera d'ailleurs que la meilleure précision observée pour
certaines séries tient essentiellement au type de valeurs prévues, grandes,
qui diminuent 1'erreur relative de prévision : dans les séries a forte
fluctuation, prévoir des valeurs éloignées de la moyenne, si elle est proche
de 0, améne ainsi a une (théorique !) grande précision alors que l'inverse

se produit pour les valeurs proches de m ...
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2) En comparant les prévisions optimales de chaque méthode, pour
chaque série, il apparailt un léger avantage en faveur de la méthode non-para-
métrique qui 1'emporte 14 fois sur 17 pour 1'ERMP, et parfois nettement, et
14 sur 17 pour 1'ERMO. On notera d'ailleurs que les performances ERMO-ERMP
ne concordent pas forcément, et que les séries qui devraient typiquement
relever des modéles ARMA (AR(1) simulé etc ...) se prévoit finalement mieux
par la méthode non-paramétrique : le prédicteur LT paralt donc assez robuste

et adaptable 3 beaucoup de situations.

3) Pour la méthode "non-paramétrique" les grandes valeurs de r
fournissent en général les meilleurs résultats, ce qui paralt surprenant
dans le cas des séries 1 ou 2-Markoviennes en théorie (AR1 - AR2). Nous ne
savons pas interpréter du point de vue théorique ce phénoméne qui peut

résulter d'une meilleure convergence de LT lorsque r est grand : il

faudrait, 3 titre de vérification, évaluer E((LT - (Xir)))z).
On peut encore noter que si r est grand, LT n'est plus guére
que la "pondération” de 2 ou 3 (voire 1 !) valeurs X , les a
t+k t,T

étant pratiquement tous négligeables en ce cas devant les plus grands
d'entre-eux ... (ce qui pourrait amener & une nouvelle définition d'un es-
timateur en systématisant cette idée de ne sélectionner que les Xiih
"significatifs" en un sens 2 préciser).

4) Si la série présente une saisonnalité réguliere, la méthode

non-paramétrique de prédiction fonctionne trés bien sans désaisonnalisation

préalable, ce qui est logique intuitivement.
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C - En guise de conclusion

Le travail présenté mérite encore d'étre affiné, ne serait-ce qu'en
multipliant les séries observées, de types les plus variés possibles. Nous
pensons d'autre part pouvoir pour chaque série améliorer la prévision obtenue
par les deux méthodes en utilisant des transformations préalables plus pré-
cises sur les séries observées (voire en pratiquant les techniques d'"inter-

vention", comme le traitement des points aberrants etc ...).

Dans deux domaines particuliers, le prédicteur non-paramétrique
peut aussi certainement s'améliorer, quoique les premiers essais en ce

domaine n'aient guére été concluants.

* En introduisant une récursivité dans la prévision (prévoir

XT+2 par X1 seney XT et §T+1 , puis déduire de X1 yenny XT ,

X la prévision de XT+3 , etc ...), méthode qui semble bien

T+1 ° XT+2
adaptée au cas markovien.

* En introduisant des pondérations tenant compte des corrélations
calculées au préalable entre les variables, pour éliminer en quelque sorte,

dans les derniéres, celles qui n'influent guére sur X .o

(r)
XT T+k

Ces points de vue devraient €tre développés ultérieurement.

Nous soulignerons enfin 1l'aspect trés simple de la méthode non-para-
métrique, dont la mise en oeuvre est quasi-instantanée, pour des programmes
de calcul trés courts, et sa robustesse puisqu'elle résiste a la méthode

a priori la mieux adaptée dans le cas de processus ARMA.
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Série : X(t) = 0,9 X{(t-1) + 1000,0 + Eps(t) ou Eps(t) suit N(0,5)

n=95 5 prévisions (série simulée)
Parametres ERMO en 7 ERMP en 7
p=13:q=0 0,089 0,136
P=2;q=0 0,089 0,136
B.J. -
p=0;q=2 0,135 0,14 7 ¥
(BUY
p=1;q=1 0,089 0,136 Litge
r =1 0,098
N.P. r=35 0,077
r =10 0,085
r =20 0,06
AR1 limite

Série : X(t) = 0,99 X(t-1) + 1000,0 + Epst ou Esp(t ) suit N(0,5)

n=95 5 prévisions (série simulée)
Parameétres ERMO en 2 ERMP en 7
d=1 ; p=0 ; gq=1 0,0145 0,022
B.J. d=1 ; p=0 ; g=2 0,013 0,022
d=1 ; p=0 ; q=3 0,012 0,026
d=1 ; p=0 ; q=4 0,012 0,024
r=>3 0,04
N.P.
r =10 0,03
r =20 0,02
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MA6

X(t) = e(t) - 2,848 e(t-1) + 2,6885 e(t-2) — 1,64645 e(t-3)
+ 2,972 e(t-4) - 2,1492 e(t-5) + 0,67716 e(t-6) ou e(t) ~ N(0,5)

n=95 5 prévisions (série simulée)
Paramétres ERMO en 7 ERMP en 2
p=0 ; q=6 3,03 -~ 5,328 *
p=0 ; q=7 2,717 5,304
B.J. p=1 ; q=0 3,04 5,3
p=0 ; q=3 2,95 5,2
p=0 ; q=2 3,06 5,2
p=1_; q=2 3,01 5,3
r=2 2,77 5,25
r=2>5 3,14 5,62
N.P.
r =10 4,44 6,18
_ r =20 4,45 7,13
r =25 3,85 5,65
AR2

x(t) = 1000,0 + 0,7 X(t~1) + 0,2 X(t-2) + Eps(t) ou Eps(t) suit N(0,5)

n=95 S prévisions (série simulée)
Paramétres ERMO en 7 ERMP en 7
p=2 ; q=0 0,0124 0,138
p=1 ; q=0 0,0257 0,154
p=3 ; ¢=0 0,0127 0,144
B.J
p=0 ; q=5 0,068 0,158
p=0 ; d=1 ; q=3 0,0256 0,148
r=2 0,014 0,143
r=>5 0,02 0,15
N.P.
r=10 0,024 0,146
r = 20 0,02 0,079
r = 30 0,015 0,074




X(t) = 0,8 X(t-1) + e(t) + 0,2 e(t-1) + 1000,0
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ARMA(1,1)

ol

E(t) suit

N(0,5)

n=95 5 prévisions (série simulée)
Paramétres ERMO en 7 ERMP en 2
p=1 ; q=0 0,149 0,282
p=2 ; q=0 0,177 0,294
B.J.  |p=1; gq=t 0,1226 0,29
p=1 ; g¢=2 0,17 0,296
p=2 ; q=1 0,177 0,296
r=>5 0,149 0,326
N.P. r= 10 0,098 0,313
r =20 0,099 0,316
r = 30 0,074 0,186
AR1 a Marge Exponentielle
X(t) = 0,8 X(t-1) + 1000,0 + eps(t) ou esp(t) suit exp(-3(1)—0-)
- n=95 5 prévisions (série simulée)
Paramétres ERMO en Z ERMP en 7
p=0 ; q=4 3,8 12,21
p=0 ; q=2 3,75 11,7
p=0 H q=1 6,23 11,5
B.J. p=1 ; q=0 1,6 1
p=2 ; q=0 1,6 11,3
p=3 ; q=0 1,8 11,1
p=7 ; g=1 2,47 10,8
r=2>5 1,77 13,35
N.P r = 10 4,9 10,27
r=20 2,96 7,67
r =30 2,55 6,55
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Série Perturbée

2/3

1/3

0 avec la proba 1/2 €, avec proba
e Ty ou 1
3 Xt_1 avec la proba 1/2 7 & avec proba
n=95 5 prévisions (série simulée)
Parametres ERMO en 7 ERMP en 7
p=1 ; d=0 ; q=0 153,8 218
p=10; d=0 ; q=0 137,8 198,8
B.J. p=7 ; d=0 ; q=0 146,5 213,5
p=11; d=0 ; gq=0 137,9 203,2
p=3 ; d=0 ; gq=0 152,5 214
r=235 80,13
r=9 53,34
N.P. r = 10 51,93
r =20 86,56
r = 30 64,5
Série Perturbée n°® 2
idem que la précédente remontée de 100
n=95 S prévisions (série simulée)
Parametres ERMO en 7 ERMP en 7%
p=1 ; q=0 1,625 3,568
p=0 ; g=1 1,616 3,568
p=7 ; q=0 1,824 3,608
B.J. =2 ; q=0 1,564 3,576
p=0 ; q=3 1,492 3,578
r=35 1,99 4,02
= 10 1,71
N.P. r s 4,12
r = 20 1,69 6,41
r = 30 1,85 4,51
r = 40 2,02 3,58
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Marges bénéficiaires (SARIMA)

n=75 5 prévisions Pankratz (Wiley)
Paramétres ERMO en 2 ERMP en 2
p=1 ; d=0 ;
q= 0 ; P=2
B.J. D=1 ; Q=4 ; 4,85 24,1
saison = 4
r=4 8,4 17,98
N. P, r=28§ 6,92 18,13
r=12 4,98 18,50
r = 24 1,74 9,15

Consommation de cigares (SARIMA)

n=9 ; 6 prévisions

Pankratz (Wiley)

Paramétres ERMO en 2 ERMP en 2

p=1 ; d=1 ; q=0 ;
P=1 ; D=2 ; Q=0 ; 13,07 42,7

saison = 12

B.J.
p=2 ; q=0 ; P=1 ;
D=1 ; Q=0 ; 8,758 23,1
saison = 12
r=4é4 12,26 33,62
r=12 5,70 24,95
N.P.

r = 24 7,83 24,70
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Change in business inventories

n = 50 10 prévisions Pankratz (Wiley)
Parametres ERMO en 2% ERMP en 7

p=1 ; q=0 36,98 156,9
=2 ; q=0 36,62 ©156,5

B.J. P 1 ’
p=3 ; q=0 39,12 172,3
p=7 ; q=0 41,49 176,8
r=10 28,78 83,68

N.P.

r =20 27,06 86,49

Série Perturbée

. b1 N . 1
x(t) = 3000,0 sin (Tg t) + e(t) ot e(t) suit exp(saa)

n=195 S prévisions (série simulée)

Parametres ERMO en 7 ERMP en Z

P=2 ; D=1 ; Q=0 ; 21,88 47,1

B.J.
p=2 ; d=1; q=1 ;
P=2 H D=1 H Q=‘| H 25,08 40,7
saison = 30
r = 30 12,07 43,065
N.P. r = 60 11,6 39,56

r=15 11,89 40,20




Vitesse
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de rotation de la terre sur son axe polaire

n=29 1 prévision (série d'essai MULTICS)
Paramétres ERMO en 7 ERMP en 7
d=1 ; p=1 ; q=0 16,83 53.64 \
. N
B.J. N
d=1 ; p=2 ; q=0 17,86 53,96
r =1 24,16 57,78
N.P
r=>5 36,71 51,84
r =10 33,03 41,92
Charbon
n=80 10 prévisions Pankratz (Wiley)
Paramétres ERMO en 7 ERMP en 7
p=1 ; q=0 3,83 23,6
p=2 ; q=0 3,42 24,2
B.J.
p=1 ; q=1 3,52 23,9
r=2 3,14 20,73
N.P r=35 4,04 20,58
r =10 3,5 23,30
r=25 6,41 13,18
r = 30 5,45 14,24




- 170 -

Série : données d'un processus chimique
n=65 5 prévisions Box-Jenkins (Wiley)
Paramétres ERMO en 72 ERMP en 7
p=2 ; q=0 26,31 43,14
p=0 ; q=5 28,20 42,78
p=0 ; q=4 27,04 43,83
B.J. p=0 ; q=3 26,15 43,52
p=0 ; q=2 25,7 43,02
p=0 ; q=1 26,26 43,19
p=1 ; q=1 26,75 42, 9
r=>5 23,10 54,55
r =10 29,88 57,49
N.P.
r =20 35,01 52,95
r = 30 22,89 58,94
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Série : processus chimique de concentrations

n=187 10 prévisions Box~Jenkins (Wiley)
Paramétres ERMO en Z ERMP en 7
p=1 ; q=2 2,38 3,96
B.J. p=1 ; q=1 2,48 4,01
p=0 ; d=1 ; g=1 1,85 4,17
r=5 ; d=0 2,71 4,12
r=10 ; d=0 3,57 4,51
r=20 ; d=0 2,36 4,72
r=30 ; d=0 2,29 4,51
r=40 ; d=0 2,75 5,31
r=50 ; d= 2,04 4,31
r=75 ; d=0 2,79 3,366
N.P. r=80 ; d=0 2,9 3,68
r=1 ; d=1 2,11 4,225
r=5 ; d=1 3,07 4,43
r=10 ; d=1 1,91 4,43
r=20 ; d=1 2,17 4,77
r=30 ; d=1 2,81 4,93
=50 ; d=t 1,58 5,53
r=75 ; d=1 2,66 5,75
r=80 ; d=1 2,28 5,72
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: X(t) = 0,9 . X(t-1) + esp(t)

ol

eps suit U E49,.49]

n=95 S prévisions Kendall-Stuart (Griffin)
- Paramétres ERMO en 7 ERMP en 7
p=0 ; q=6 39,02 708,16
p=0 ; gq=5 33,38 549,29
p=0 ; q=4 36,64 343,16
B.J
p=0 ; q=3 43,79 332,61
p=0 ; gq=2 30,55 365,32
p=0 ; q=0 41,84 286,14
r=1 137,16 460
r=5 456,04 1321
r=10 63,49 253
N.P r=12 61,79 180
r=20 131,09 395
r=30 121,57 333
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Série X(t) = 0,2 .X(t-1 + X(t=2) - 0,3 x (t-3) + eps(t) ou eps

n=95 S prévisions Kendall-Stuart (Griffin)
Parametres ERMO en 7 ERMP en 7
p=5 ; q=0 61,16 264,14
P=0 ;5 q=4 62,72 383,04
p=0 ; q=3 44,61 461,88
p=1 ; q=2 95,93 206,67
B.J p=1 ; q=0 52,87 197,17
p=2 ; q=0 53,18 221,98
p=3 ; q=0 70,05 204,24
p=4 ; q=0 98,16 182,56
r=1 115,69 323
r=2 137,31 368
r=10 529,2 630
N.P. r=20 44,45 66,3
r=30 45,99 59,74
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Les résultats exposés au long du travail laissent évidemment en
suspens de nombreux problémes parmi lesquels nous pouvons citer, sans souci

d'exhaustivité :

a) Une caractérisation plus précise des classes de processus vérifiant
les conditions Bi) (donc pour lesquels les théorémes obtenus s'appliquent)
et une interprétation plus concréte de la limite g utilisée dans ces

conditions.

b) L'étude des vitesses de convergence des estimateurs étudiés. Ce

probléme, comme le précédent, a déji été évoqué dans 1'introduction.

c) L'obtention des lois limites des estimateurs étudiés. Dans le cas
d'un processus mélangeant nous avons déjia démontré quelques résultats
(cf. Delecroix (I), (II), (III)) sur le sujet, et la seule hypothése d'ergo-
dicité ne semble pas a priori suffisante pour obtenir un théoréme central-
limite (cf. Rosenblatt (IV), chapitre (VI), pour le cas Markovien), mais
le sujet reste ouvert. En particulier se pose le probléme d'obtenir des
approximations fortes des processus que constituent les estimateurs (cf.
Stute (V) par exemple dans le cas de l'échantillon), jamais abordé, & notre

connaissance, dans le cadre de nos hypothéses.

d) La convergence de l'estimateur de la régression d'un processus non
borné (ou de la prédiction de ce processus). L'amélioration i apporter
semble ici plus technique, réalisable & partir des méthodes utilisées par

Hirdle et Vieu (VI) ou Mack et Silvermann (VIi) par exemple.
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Arrétant la 1'énumération, nous dirons simplement espérer résoudre
tout ou partie des problémes évoqués ... ou laisser aux éléves que nous

espérons diriger le soin d'y apporter des solutions !

Cela dit, il nous semble qu'au plan global, les parties 1-2-3 de
la thése concernant spécifiquement l'estimation de paramétres fonctionnels,
et en particulier de la densité, réalisent un relatif achévement sur le sujet
les conditions imposées au processus xt » par exemple, ne semblent guére
pouvoir étre affaiblies. La 4éme partie, par contre, nous parait ouvrir
un champ d'investigation beaucoup plus large pour le futur. Dans le domaine
de la prédiction, qui intéresse en premier chef tous les utilisateurs de
la statistique, l'introduction de méthodes non-paramétriques, simples,
robustes et mathématiquement établies parait susceptible d'amener un progrés
réel, comme le montre la derniére partie du travail, consacrée aux comparai-

sons avec la méthode de Box-Jenkins.

L3 aussi, le débat reste ouvert. Sans entrer trop avant dans le
détail de suﬁpositions que le quotidien de recherches futures risque de
toutes facons de dévaluer, il semble bien qu'om puisse améliorer la méthode
de prédiction apportée en y introduisant une certaine "dose" de modélisa-
tion paramétrique. On peut ainsi mélanger les méthodes en des phases succes-
sives permettant de travailler, 3 la fin, sur un processus stationnaire
transformé du processus initial, avec un nombre T optimal de variables
utilisées pour le prédiction, dans la régression de xt+h sur

(Xt seves X ).

t-T
Cette statistique "semi-paramétrique" des processus, & notre

connaissance embryonnaire devrait faire 1'objet de travaux ultérieurs ...

Nous espérons seulement les concrétiser par des résultats prolongeant de

maniére visible les théorémes présentés dans cette thése ! ...
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RESUME 5

Le travail comprend quatre parties :
Dans la premiére partie, on étudie le comportement asymptotique
de la somme de n éléments aléatoires Kt n(Xt) s e st forme

sous laquelle s'écrivent les estimateurs fonctionnels classiques. Les

d

(Xt) , t e Z , forment un processus & valeurs dans R~ et les

Kt n(nz 1, 1< tgn) sont une suite de séquences a valeurs dans un

Hilbert séparable. On démontre la convergence de la somme vers C.g , ol
C est la limite forte des sommes de n opérateurs intégraux associ€s aux

Kt 5 et g la limite des densités de transition des variables X
du processus par rapport a leur passé (i.e. la tribu engendrée par

Xi1o Xt—2 s & )i
vérifient usuellement les conditions imposées. On applique les théoremes

t

On montre que les processus simplement ergodiques

démontrés a l'estimation de la fonction de répartition et de la loi.

La deuxiéme partie est consacrée & Il'étude des convergences
L1 et L2 , presque sltre et en moyenne, d'estimateurs de la densité,
récursifs ou non, par les méthodes du noyau et des fonctions
orthogonales, dans les processus ergodiques.

On démontre dans la troisiéme- partie la convergence uniforme
des estimateurs de la densité par la méthode du noyau, Sous l'hypothése
,d'ergodicité, puis, sous des conditions plus fortes (faible mélangeance),
on étudie leurs vitesses de convergence pbnctuelle.

Dans la  quatrieme partie on étudie les estimateurs
non-paramétriques de la régression dans les processus ergodiques, puis
faiblement mélangeants. On en déduit un prédicteur non-paramétrique
pour ces processus. On compare les performances de ce prédicteur avec
celles des prédicteurs paramétriques usuels (Box et Jenkins) : la
comparaison se base sur les intervalles de prévision fournis par chaque
méthode, les calculs ayant été effectués sur de nombreuse$ séries simulées

ou observées.

- PROCESSUS ERGODIQUES

- ESTIMATION FONCTIONNELLE

- REGRESSION NON-PARAMETRIQUE
- ESTIMATION DE LA DENSITE

- PREDICTION NON-PARAMETRIQUE
- COMPARAISON DE PREDICTEURS
- STATISTIQUE ASYMPTOTIQUE

- STATISTIQUE DES PROCESSUS



