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INTRODUCTION

Ce travail s'applique aux processus harmonisables unidimensionnels
dont 1'espace~-temps est IR. Il concerne d'une part, au chapitre II, des pro-
priétés du second ordre (dérivabilité et analycité des processus, au sens Lz),
d'autre part, au chapitre I1I, des critéres pour que presque toutes les trajec-—

. . . k 0
toires d'un processus harmonisable soient de classe C ou C .

Dans le chapitre I, on rappelle d'abord les définitions et principales
propriétés des notioms utilisées ensuite (intégration par rapport a une mesure
hilbertienne ou a une bimesure, processus harmonisables, relation de domination
entre processus harmonisables et entre bimesures, convergence forte et faible
d'une suite de mesures stochastiques). Ces rappels sont complétés par certains
résultats que nous n'avons pas rencontrés ailleurs., En particulier, p et v
désignant deux mesures stochastiques dont 1'une domine 1'autre, nous avons
comparé les variations totales de u et v, leurs semi-variations, ainsi que
les espaces L1(Q,A,p) et L1(Q,A,v) des fonctions p et v-intégrables,
abordant ainsi le théme de la thése, & savoir : quelles propriétés d'un proces—
sus harmonisable dominant se transmettent au processus dominé ? Nous avons aussi

examiné la variation totale et la semi-variation d'une mesure orthogonale,

Chapitre II. Le chapitre II est exclusivement consacré a certaines propri-

tés L2 d'un processus harmonisable X quelconque dont la mesure stochastique

[N

” ’ . . * 3 ’
est notée u. Nous démontrons que si la fonction xP s, pe N est p-intégrable,
alors X est de classe Cp , au sens de la convergence en moyenne quadratique.
Ce résultat est connu pour les processus fortement harmonisables mais semble

nouveau pour les processus harmonisables quelconques. Il en résulte que si



alx .. . .

V% >0, e l l est p-intégrable, X est analytique, ce qui est le cas
. . . . . 2 .

notamment s'il existe un processus continu stationnaire (L°) dominant X

dont la mesure spectrale m vérifie :
a
V% >0 , J e || . m(dx) < + © .

On obtient ainsi un transfert de propriétés du second ordre.

Des conditions suffisantes nouvelles de dérivabilité ou d'analycité
sont ensuite données en utilisant les notions de mesure stochastique & support

compact ou & décroissance rapide, que nous avons définies a cette occasion.

Chapitre III. Nous introduisons d'abord au cas particulier des
f.a.r. stationnaires continues un critére plus général de N. KOno pour que
presque toutes les trajectoires d'un processus soient de classe Ck . Ensuite
nous démontrons un théoréme de transfert proprement dit : si un processus réel
harmonisable X est dominé par un processus réel Y stationnaire, continu,
(r+1)-fois dérivable (au sens LZ), alors il existe une modification de X
et une modification de Y dont presque toutes les trajectoires sont de
classe CT . Le cas des f.a.r. stationnaires, continues dont la mesure stochas-

tique spectrale est & décroissance rapide est examiné, pour terminer.



CHAPITRE 1|

QUELQUES CRITERES D'INTEGRABILITE
PAR RAPPORT A UNE MESURE HILBERTIENNE.

1 - INTRODUCTION.

L'intégrabilité par rapport a une mesure vectorielle (aspect
ensembliste) a été traitée dans le livre de N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [11].
Une présentation synthétique en est donnée dans R. MOCH]:I [17]. Le point de
vue fonctionnel, que nous n'utilisons pas (intégration par rapport i une mesure
de Radon vectorielle), est développé par exemple dans E. THOMAS [24] ou

H. NIEMI [19].

Dans ce chapitre, il s'agit surtout de donner quelques conditions
d'intégrabilité d'une fonction scalaire par rapport a une mesure hilbertienne,.
Une autre définition de 1'intégrabilité, équivalente 23 ([11], IV.10.7) ou

([17], 1v.22.B), sera énoncée et utilisée ultérieurement.

II - MESURES HILBERTIENNES.

IT.0. - Notations et rappels. Dans tout ce qui suit, on note H un

K-espace de Hilbert, ou K, R ou €, et A un anneau de parties d'un

ensemble quelconque € (i.e. une famille de parties de , stable pour



1'union, et pour la différence, propre ou non).

II.1. - Définition des mesures hilbertiennes : ([111, [17]). On dit que

la fonction d'ensemble p : A — H est une mesure hilbertienne sur A si elle

vérifie les deux conditions suivantes

i)  (Additivité) : pour tout A , Be A tels que ANVB =0, on

a p(A+B) = p(A) + p(B) .

ii) (o-additivité) : pour toute suite (4 ; n x> 1) d'éléments de A
deux a deux disjoints dont la somme A appartient 3 A , on a :
400
p(a) = § w(a) .
n
n=1

La condition (ii) est équivalente & la propriété de continuité

monotone suivante (u étant additive) :

A ,nz1DITA et A vog==>pua) — 0
n N>+ n n-r+0

11.2. - Variation totale d'une mesure hilbertienne : ([11], [17]).

I1.2.1. - Définition.- Soit p : A — H une application quelconque.

Pour toute partie E de Q, on appelle variation totale de y sur E , la

quantité

n
V(,E) = sup( ) lu@pID,
i=1

- . e . . 3 *
la borne supérieure étant prise pour tous les choix possibles de n dans WN

et de A1""’An , parties A-mesurables et deux 2 deux disjointes de E.

La fonction V(u,.) : P(Q) — [b, + | s'appelle la variation

totale de pu .



On dit que p est a variation bornée sur EC Q si

V(,E) < +eo . Si V(u,Q) <+ « , on dit simplement que u est & variation

bornée.

L'étude de la variation totale d'une mesure hilbertienne est, par
exemple, traitée dans ([17], chap. IV, I.B). Signalons au passage que la
notion de variation totale permet d'introduire la notion de propriété vraie
presque partout et de continuité d'une mesure par rapport & une autre. Par

exemple :

11.2.2. - Définitions.- Etant donnée une mesure hilbertienne u
sur un espace mesurable (Q,A) , on dit qu'un événement A est p-négligeable

si V(u,A) = 0.

Etant données des fonctions f , g , f1 , f2 seeo  (Q,A) — (K, ﬁm),

on dit que :
- £ =g p-presque partout (u-p.p.) si V(@Q,(f # g) =0 .

- L-p.p. . ~ -
fn—n:;—-)' f si V(P, (fn £ £)) o .

II.3. - Semi-variation d'une mesure hilbertienne : ([11], IV.10.3)

ou ([17], chap. 1V, I.C).

11.3.1. - Définition.- Soit une application quelconque u : A — H .

On appelle semi-variation de u 1la fonction

Hull = P — [0, + =]

n
E v | |ul | B) = sup(]] ] o
i=1

c @)D

~ P 3 03 . . *
ot la borne supérieure est prise pour tous les choix possibles de n dans I ,



de o

de K).

P’

disjointes de E , ou K, = {z,zeK et |z] g1}

TPLN dans K, de Apseneshy parties A-mesurables et deux & deux

(disque unité fermé

On dit que p est i semi-variation bornée si ||u|[(Q) < + = .

On va énoncer une série de propositions dont on trouvera les

démonstrations détaillées dans ([11], IV. 10.3) et dans ([17], chap. IV, I.C.)

a)

b)

c)

d)

11.3.2. - Proposition.— ||u]] a les propriétés suivantes :

Yae A, |luw]l < [lull@,

E'CE'"C Q@==> [[p/lE@" s [|lullE «v@,E" ,

Si u est additive, lluH est sous-additive sur A ; si, de plus,
i est o-additive, | |u|| est sous-0-additive sur A,
Si u est additive, ||pl|(® =0 ; de plus,

Yeca, |lull® <é4spluml!l, acA, ACE).

11.3.3. - Proposition.- Si u est une mesure hilbertienne sur un
espace mesurable (,A), sa semi-variation ||u|| est bornée. De plus,
[lul] | A est sous—o-additive.

I1.3.4. - Proposition.- Si p est une mesure hilbertienne sur

sur

un espace mesurable (2,A), il existe une mesure positive finie A

Q,A) telle que :

- Yaea, ra s Holl@w

- Holl® ———= o

A(A)—> 0
AcA



Dans toute la suite (9,A) désignera un espace mesurable, autrement

dit, A sera une o-algtbre (de parties de ) plutdt qu'un simple anneau.

II.4. - Intégration par rapport & une mesure hilbertienne ([11], Iv. 10)

et ([17], ch. Iv. II).

I1.4.1. - Définition.- On dit qu'une fonction £ : (R,A) — (K, B]K)

est p-intégrable s'il existe une suite de fonctions étagées (fn sz t)

telle que :
- £ up.-P. £ i
n  n>r+o

- V@ e A, la suite (J fn .dy, n : 1) est convergente dans H . -
A

Alors on pose :
VAeA, Jf.du=limjfn.du
A n>e A
Bien entendu, il s'agit ici d'une extension de 1'intégrale définie
canoniquement pour les fonctions étagées. Pour une justification de la définition,

on peut voir ([11], IV.10.7) ou ([17], p. 1Iv.22).

11.4.2. - Théoréme ([17], p. IV.22). En notant L;K(Q,A,p) 1'ensemble

des fonctions scalaires définies sur (Q,A) qui sont p-intégrables, on a :
i) £, ge L;K(SZ,A,u) et aeK==> a. f +ge L;K(SZ,A,;J)

et Vae A s J (a.f+g) . dy = a . { fody + J g.dy
A JA A

ii) Pour que la fonction f : (Q,A) — (K, EK) soit u-intégrable,
il suffit qu'elle soit u-~essentiellement bornée (voir les rappels

ci-dessous) et alors on a :

Vaea, H J f.dyu|| s (u-ess.sup(£)) . ||u]]|(a)
A A




(Rappels : Ayant posé p-ess.sup(f) = Inf(a ; O s o g + et
A g H
V{g, A D (lf\ 2 o)) =0) , ondit que f est p-essentiellement

bornée sur A si p-ess.sup(f) < + ©» , et simplement que f est
A
u-essentiellement bornée si elle est p-essentiellement bornée sur

.
iii) VE e L;K(Q,A,p) , la fonction d'ensemble Ve A—H
définie par vf(A) = I f.dyu, Ae A est une mesure hilbertienne

A
sur (Q,A) qui vérifie : vf(A) ———————— 0 . On peut l'inter-
Hul | &— o0
AecA
préter comme la mesure hilbertienne de densité f par rapport a la

mesure hilbertienne u .

iv) Si H1 est un XK-espace de Hilbert, si l'application T : H ~+H1

est linéaire et continue, T o p : A — H1 est une mesure hilbertienne

pour laquelle on a :

f CL%(QAJ) => feLk(&AJ opu) et

Vaea, T(J f.du)=J £.d(T on) .
A A

Nous allons maintenant établir une nouvelle condition nécessaire

et suffisante d'intégrabilité.

I1.4.3. - Théoréme.- Pour qu'une fonction f : (Q,A) — (K, B]K)
soit p-intégrable, il suffit qu'il existe une suite (fn ;nz 1)
de fonctions mesurables bornées telles que :

_ ¥=p.p.
1 fn _n.';_"? £

2 - Vﬁ € A, (J fn . dy 3 n 3 1) est une suite de Cauchy dans H.
A




Et alors, on a :

Vaed , f £.dy = lim f £ . du .
A A

Démonstration :

a) Construction d'une suite de fonctions étagées (g, 5mz 1
convergeant p-p.p. vers f

* - e
Pour ne N , fn étant une fonction mesurable bornée est
limite uniforme d'une suite de fonctions étagées (gn k k > 1) vérifiant
H4

de plus :

Ve s 1,

oy il < 15,

Donc on peut trouver un entier k(n) tel que :

Y s k@) ,

Eulle s —

llgn’k 2“

Considérons maintenant la suite de fonctions étagées (gn ;) n > 1) définies

par : 8y = gn,k(n)
1

on a donc : Va1, ||gn—an°?s;H .

. U-p.p. P _ (e
Et puisque fn —E;:;rA- f , 1'événement Qo = {f“ ;;:;7~f} vérifie
VW, =0 et :

o

Yxea , 8, (0 = (g ~f () + £ () —> £GO) .

. M7P-P.
Donc : &, werans
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b) Pour tout Ae A, la suite (J g, - dy , n 2 1) est une
A

suite de Cauchy dans H : en effet,

IIJ g -du-f £ - dul
Al A"

1, e - el

A

Hgn-an°° < tul ) (d'apres le

théoréme II.4.2. ii)

A

#. ] | &)

N+

et puisque par hypotheése (f fn . dy , n>1) converge dans H ,
A

alors (J g, - du ; n 2 1) converge vers la méme limite.
A

¢) Donc f est u-intégrable (Déf. II.4.1.) et on a :

J f.duy= 1lim J fn . du
A A

n->koo

=1imJg.dp..
A

- n
n->+w

Remarque : Puisque les fonctions étagées sont bornées, on peut
voir que les conditions définissant 1'intégrabilité (déf. II.4.1.) sont

équivalentes a celles données dans le théoréme II.4.3.

Rappelons que le théoréme de convergence dominée reste valable

dans le cas d'une mesure hilbertienne et qu'il s'énonce comme suit :

11.4.4. - Théoréme de convergence dominée ([11], th. IV.10.10),

([17], p. .31, Soit (£ ;3 nzNC L;K(Q,A,u) et f: (2,A) — (K, Bp)

On suppose que :
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- £ M=P.P. > £
n n>ke

- Jg ¢ l;K(Q’A’”) telle que : Vo 3 1, Ifn] < g p~p.p. Alors, f

est p-intégrable et VA e A , J f.dp= lim J £ . dp
A n>to 7 A

D'ol 1'on déduit facilement :

soit p-intégrable, il suffit que |f| 1le soit et alors, pour toute
suite (fn , n 1) de fonctions étagées, il suffit que soient vérifiées

les conditions :

- Y1, £ s |f]
n H

- f — f
n n>tw

pour que l'om ait :

Vaea , J £.dp = lim J £o.du .
A A

P

Dans le cas d'une fonction & valeurs réelles, on a :

11.4.6. - Proposition.- Pour que £ : (Q,A) —» (R, BIR) soit

pu-intégrable, il faut et il suffit que |f| le soit.

Démonstrnation : D'aprés le corollaire précédent, il suffit de

montrer que si f est p-intégrable, alors |f| 1'est aussi.

Or £=f - avec £ =f.1_ et f =-f.1_
ol A+ = {f > 0} et A = {f ¢ 0}. Puisque Af est mesurable, A
A* et A 1le somt aussi, d&nc £ = f .1 + et £ =~-f .1 _
sont pu-intégrables (car f est u-intégrab?e). Donc |f]| = £t é £,

somme de deux fonctions p-intégrables, est p—intégrable. B

11.4.5. - Corollaire.~ ([17], p. IV.32). Pour que : f(Q,A) — (K, B]K)
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III - BIMESURES SPECTRALES ET DOMINATION.

On déduit de Yu. ROZANOV [22] la définition suivante des bimesures :

II1.1. - Définition.-~ On appelle bimesure spectrale sur un
anneau A, toute application M : A x A — K
(4,B) vv— M(4,B)
qui vérifie :
i) Ya,BeA, M@4,B) =HE,A .
i) Va,, 4, ,BcA

A1ﬂA2

']

@ ==> M(A1 + A, B) = M(A1,B) + M(A,,B)
iii) M est de type positif, i.e.

*
\V'nelN s Va1,...,aneﬂ( et VA1,...,An€A,

n
a, . a M(A,,A) 20.
jake i
iv) (Arl s nx DCTA et An v g = M(An’An) Paved 0
n->+oo
I11.2. -~ Remarque : Dans le cas ot (Q,A) est un espace

mesurable et o0 K =€, M: A x A — C est une bimesure spectrale si

les deux axiomes suivants sont vérifiés (D. DEHAY [9])
v) YaeA , M(A,.) est une mesure complexe sur (Q,A)

iii) M est de type positif.

Preuve : On va montrer que le noyau M vérifie les quatre

axiomes de la définmition III.1.
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i) M étant un noyau complexe de type positif sur A est automatiquement

hermitien ({17], p. 11.02).

ii) Si A, Ay et B appartiennent 3 A et si A, et A, sont

disjoints, on a :

M(A, + Az),B) = M(B, (A1 + AZ))

)

M(B,A? + M(B,Az) s d'aprés (v)

"

M(A1,B) + M(AZ,B)

iv) Soit (An’ n 3 1) une suite A-mesurable convergeant vers @ en
décroissant. Alors, VBe A , M(An x B) 3> 0 - On a donc une suite
de mesures complexes (M(An’°) ; n > 1) convergeant vers O simplement
sur la tribu A. En appliquant le théoréme de Vitali-Hahn-Saks, ([1ﬂ,
IV.10.6) ou ( D7], p. IV.17), on obtient : pour toute suite

(Bm, m2 1) CA telle que Bm mj;m ¢ ,

Sup([M(An x Bngl > mz 1) =20

On en déduit en particulier : M(An x An) w0 - !

Rappelons que 1'on appelle mesure stochastique toute mesure hilber—

tienne a valeurs dans un espace Li(S,F,P) , ou (S,F,P) désigne un espace

de probabilité quelconque. C'est une simple commodité de langage puisque

tout espace de Hilbert H est en bijection isométrique avec un sous-espace

de Hilbert d'un tel espace Lé(S,F,P). Autrement dit, toute mesure hilbertienne
est une mesure stochastique & une isométrie prés. Cela permet d'énoncer la
forme générale des bimesures spectrales sur un espace mesurable (Q,A)

L]
obtenue par R. MOCHE ([17], th. 6, p. IV.35) et H. NIEMI ([20], th. 1).
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111.3. - Théoréme (Caractérisation des bimesures spectrales).

Soient un espace mesurable (Q,A) et une application M : Ax A — K.

Pour que M soit une bimesure spectrale sur (Q,A), il faut et il suffit
qu'il existe un espace probabilisé (S,F,P) et une mesure stochastique

pyitA — L?K(S,F,P) telle que :

Va,Be A, M(A x B) = E(u(a) . nu(B))

Nous appelons M 1la bimesure spectrale associée & la mesure

stochastique p (bien entendu, p n'est pas unique).

Remarquons que pour un anneau A quelconque, on a :

111.4. - Proposition.- ([6], I.2.4., p. 3). Pour toute mesure
hilbertienne p : A — H , définie sur un anneau A, 1la fonction

M :A xA— K est une bimesure spectrale.

(A,B) w— (u(4a), u(B))H

I11.5. - Intégration par rapport & une bimesure spectrale.

II1.5.1. - Définition.- Etant donnée une bimesure spectrale M
sur (9,A), u désignant une mesure stochastique telle que M = M” , on

pose :

- g 00 = Lo aw

—vf,ge KIK(M) etVA,BeA'

” feng=” f@ . gD . Mdo, dw')=E(J f.dp.j )
AxB AxB B

A

Ces définitions sont justifiées par le fait que L]1K(Q, A,p) et

E(J f.dy. J g . dy) ne dépendent pas de u si M = Mp ([17], p. IV.37).
A B
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A partir de la définition III.1., on peut faire (cf. [3], 1) une
théorie de 1l'intégration par rapport a une bimesure spectrale, sans invoquer
les mesures stochastiques. Compte tenu de nos besoins, la définition III.‘5.1.
basée sur le théoréme III.3. rend inutile cette théorie. Il est important de
noter que l'intégration par rapport a une bimesure M coincide avec 1'intégrale
usuelle par rapport a M* s'il existe une mesure complexe M* prolongeant M
sur A 8 A, pour certains couples de fonctions (f,g) . Dans ce qui suit,

% . . . *
IM"| désigne la variation totale de M .

AR f
h une

AN

111.5.2. - Théoréme.~ (D7], p. 1IV.39). Soit (Q,A un espacee(,’_:
mesurable et M : A x A =K une bimesure spectrale prolongeable

*
mesure scalaire M sur (2 x @ ,A 8A). Alors, pour tout couple

(f,g) : (Q,A) — (K, BIK) de fonctions bornées, on a :
- *

Va, B ¢A, H feédM=” £8g.dM
AxB AxB

I1.5.3. - Théoréme.- ([17], p. IV.41). Soit u : A— L2 (s,F,P)
une mesure stochastique sur 1'espace mesurable (Q,A) dont la bimesure
spectrale M‘J est prolongeable en une mesure scalaire M* sur

@xa ,A B84,

Pour qu'une fonction f : Q,A) — (K, B]K) soit u-intégrable,

il suffit que :
” [Ex)] . £ . IM*l (dx,dy) < += , et alors on a :

VA ,Bed, E(Jf.dp.Jf.dp)=” £0F .
A B A<B

=JJ fef.a .
AxB
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111.6. - Domination entre bimesures.

On reprend ici la définition donnée dans ([1{]; p. VI.48)

111.6.1. - Définition.- Relation de domination entre bimesures.

On dira qu'une bimesure M2 domine une bimesure M1 (M1 < MZ)

si M2 - M1 est de type positif, autrement dit si M2 - M1 est une bimesure
spectrale, puisqu'il est facile de voir que les propriétés (i), (ii) et (iv)

de la définition III.1. sont toujours vérifides par la différence M, - M1

111.6.2. - Lemme.- Soit By My A — H deux mesures hilbertiennes
sur un anneau A, et M1 . M2 les bimesures spectrales qui leur sont
respectivement associées (par la proposition III.4.). Si M, domine
M1 , alors :

o O s Ol sur 4

2 - v(u1 y 2 sv(u2 ,.) , sur P(Q)

3= lny 110 € Ll 1), sur P@)

Démonstration :

1 - Soit Ae A:

2 2
|lu1(A)|| =M (A x4 sMAxA = sz(A)H ,
done oy @I < @1
2 - Soit E € A . Par définition de la variation totale, on a :

n
VG E) = SupC ) e apIh
i=1
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avec les notations habituelles. D'aprés 1'inégalité précédente, on en

déduit que :
n
V@ ,E) s supC ) e, 1]
: i=1
= V(pzs E) .

3 - Pour la semi-variation, avec les notations de la définition

I1.3.1., on a :

I .M1(AJ.><Ak)

i
fal =}
Q
[

Q
=

I o153

2
; uj . u1(Aj)|‘ =

A
b 1]
Q
(&)
Q
-

2
aj . uz(Aj)H

Donc on a :

A

n n
szi % - H1(AJ-)H Z oo uz(Aj)H

D'ol le résultat, en prenant les bornes supérieures dans les conditioms

de 1a définition 1I.3.1. 8

[ P . 2
I111.6.3. - Théoréme.- Soient By s by B]R — LG(S,F,P) deux

M1 et M2 . Si M2 domine M1 , alors :

1 1
- Lm(IR, B my) © Lo(m, B]R s u1)

—vaeLé(IR,B]R,uz) et \V/AeB]R, on a :

W, a5 anli.

. MZ(Aj x Ak) » par domination.

mesures stochastiques associées respectivement aux bimesures spectrales
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Démonstrnation :

1 - Soit f : R — € une fonction uz-intégrable. Par définition
de 1'intégrale, il existe une suite (fn ; n > 1) de fonctions étagées sur

(R, B]R) telle que :

- fn P £ Hy7PePe

VA € BIR R (JA fn . duz ; n 2 1) est une suite de Cauchy

dans Lé(S,F,P)

On en déduit que fn P f M,7P.D. puisque

0 < V(u1 s (frl — f)) % V(u2 > (fn £)) = ’

n>+o oo
d'aprés le lemme ci-dessus.

2 - Pour toute fonction complexe étagée g sur (R, %R)

notée g = , on a, pour tout événement A :

.
It ~10
et

Q

§ anan|l?
1.3, 25 0@ 0apll

1], & 17

.a M((AHA)x(A"Ak))

j,k=1

N

MZ((A 0 Aj) x (AN Ak)) , car M, domine M,

j.k=1

g du2|| , en remontant les calculs.
A

3
Lo
]

on adone [1] g anll < 11 e al
A : ‘A

Vk € BR , (JA fn dp1 ; n31) est une suite de Cauchy
puisque ( f du, ; n > 1) en est une et que :
A n 2
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Vo, m2 1, ]iJA £ du, - JA £ dp1}] ]]jA(fn—fm) du1l] , d'aprés 2)

IIJA(fn—fn) du, | |

N

[ ey, = [ oy
Al 2 A D 2

4 - On peut donc conclure que £ est p1-intégrab1e et que :

VaeB. , 'J £ dy, = liva £ du, .
R A 1 oo JA n 1

I1 en résulte que IIJ £ . du1|] lim ||J fn dp1|{ ¢ lim IIJ fn du1||
A A : A

T+ N>+

1 call . m

IV - PROCESSUS HARMONISABLES.

M. LOEVE ([14] ; Sec. 34) a introduit le premier une classe restreinte
de processus harmonisables que 1'on appelle les processus fortement harmonisables.
Les processus harmonisables les plus généraux ont ensuite été définis indépen-
damment par S. BOCHNER [2] sous le nom de processus V-bornés et par
Yu. A. ROZANOV [22]. En fait, c'est D. DEHAY ([6] ; prop. II. 24, p. 38) qui
a montré que les processus V-bornés continus sont exactement les processus
harmonisables. Notons enfin que 1'on peut aussi obtenir les processus harmo-
nisables lorsque 1l'on considére les mesures vectorielles comme des fonctionnelles
linéaires continues (mesures de Radon) sur des espaces de fonctions ad hoc.

C'est 1'approche de H. NIEMI [19]. Les propriétés générales des processus
harmonisables sont rassemblées dans M.M. RAO [21] ou R. MOCHé (7],

chap. V).
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IV.1. - Définitions.- ([17], p. V.2.). On dit qu'un processus

X = (Xt ,te R) : R —> Lé(S,F,P) est un processus harmonisable s'il

existe une mesure stochastique u : B_ —> Lé(S,F,P) telle que :

R

Vte]R, Xt=J' eltx.u(dx) .
R

Cette mesure est unique ([17], P. V.11) et s'appelle la mesure stochastique

spectrale du processus harmonisable X considéré.

IV.2. - Théoréme.- ([22], 2 ; [17], p. v.13). soit
X: R — Lé(S,F,P) un processus du second ordre sur (S,F,P).
Pour que X soit un processus harmonisable, il faut et il suffit
qu'il existe une bimesure spectrale complexe M sur (R, Bﬂg

telle que son noyau K vérifie :

Ve, se R, Ke,s) = Ex, . X) = ”ei(tx‘sy) . M(dx,dy) .

M est alors la bimesure spectrale Mu associée a la mesure stochastique

spectrale yu du processus harmonisable X . M est donc unique et

s'appelle bimesure spectrale du processus X.

IV.3. - Définition.- Si la bimesure spectrale M d‘'un processus

harmonisable X est prolongeable en une mesure sur BIR ] %R , on dit que

X est fortement harmonisable, ou qu'il admet une mesure spectrale. Si cette

mesure admet une densité, on dit que le processus X est a densité spectrale.

IV.4. - Théoréme.~ ([17], p. V.12 et p. V.2) Soit X un
processus harmonisable de mesure stochastique spectrale u . On

note LZ(X) (resp. Lz(u)) le sous-espace de Hilbert de Lé(S,F,P)



engendré par (X(t) ; t € R) (resp. (u(B) , B eB]R). Alors

2
[LZ(X) = L (u) , et c'est un espace de Hilbert séparable.

Définissons maintenant la notion de domination entre processus

harmonisables.

IvV.5. - Comparaison des processus harmonisabies.

IV.5.1. - Définition : Relation de domination entre processus

harmonisables. Soient X1 et X2 deux processus harmonisables de noyaux

K, et K2' On dira que X, est dominé par X, (X1 < Xz) si la différence

K2 - K1 de leurs deux noyaux est de type positif, soit si :

* .
Vne]N . Va1,...,an€¢, Vt1,...,tnelR

n
. JZ=1 a; - ay Wy(e,t0) - K1(ti,tj)) 30 .
r

D. DEHAY ([6], I1.3.8) a prouvé que K, = K, est de type positif

si et seulement si M, ¢ M

1, 2"

Nous allons étudier dans le sous-paragraphe suivant le cas particulier

des processus harmonisables stationnaires.

IV.6. - Processus harmonisables stationnaires.

IV.6.1. - Théoréme.- ([17], p. V.18). Un processus harmonisable
est stationnaire si et seulement si sa mesure stochastique spectrale

. . \
u  est orthogonale (soit si : VA , Be BIR s

ANB =@ ==>E@() . u(B)) =0) .
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S5i X : R — Lé(S,F,P) est un processus du second ordre stationnaire
et continu (en moyenne quadratique), d'aprés un théoréme de Bochner sur les
fonctions caractéristiques des lols de probabilité ([15], p. 71), il existe

une mesure positive finie m sur (R, ) et une seule telle que
q

ei(t—s)x

\ , se€ R, E(Xt.is) = f . m(dx) ,

R

m s'appelle aussi mesure spectrale de X , en théorie des processus station-
naires. D'apreés ([17], p. V.18), un tel processus est un processus harmonisable
a mesure spectrale, et sa mesure stochastique spectrale u est orthogonale,
d'aprés le théoréme IV.6.1.. Sa bimesure spectrale M (au sens de la théorie

des processus harmonisables) est relide 8 m par :

\7’A,BEB]R , M(A x B) = m(a NB) .

I1 en résulte notamment que :
Va = 2
€ Bp > mA) = ||jp@|[° .

Dans la suite, on notera aussi R(m) 1la mesure positive finie

définie sur B © B i partirde m par : VA, Be B
R R
R(m) (A x B) = m(A 0 B).

]R s

IV.6.2. - Lemme.- Soit p wune mesure stochastique orthogonale

sur (R, BIR)' Alors, Vs e BIR R Hull @) = |{u@®)]

Démonstration : Soit Be BIR . D'aprés la proposition II.3.2., il

suffit de montrer que 1'on a : ||u]|(B) = |{u@®)|]. Or on sait que :
N :
Hul]®) = sup || 2 a; . “(Ai)H , avec les notations habituelles ,

1=1
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n
Do o1, () p@o|]
i=1 i

Sup III(

: n
Sup (J | 1 a; . 1A.(X)|2 . m(dx))”2 s

i=1 i

par définition de 1'intégrale par rapport a la bimesure spectrale M associde

N

a2 u et d'apres ([17], p. V.17), ol m est la mesure définie sur (R, BIR)

par
Va e Bp » mA) =M@AxA) = e 1%,

2 1/2

1Ai (x)) . m@dx))

= Sup([ (121 |, |

2 1/2
< Sup(J( ¥ N (%)) . m(dx)) , car iall < 1
i=1 i

pour i e {1,...,n} ,

< m@)'/?

=|lu® . ®

IV.6.3. - Corollaire.- Si u est une mesure stochastique orthogonale
sur BIR , et si m est la mesure positive finie sur B]R qui lui est

.. . 1 2
associée comme ci-dessus, on a : Lc(lR, B]R’ p) = LG(IR, BIR’ m) et

Ve e Lé(]R, B]R’ u) et Vs e B]R y

|ijB £ . all? - jB 1£12 . am

Démonstration :
1 - Remarquons d'abord qu'il est équivalent de dire qu'une

propriété est vraie p-p.p. ou qu'elle est vraie m-p.p. En effet,
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d'aprés le lemme précédent, on a, pour tout événément A :
m(a) = 0 <==> ||u|[(A) = 0 <==> V(u,A) =0 .

2 - Soit f ¢ L;(]R, BHV u). Cela signifie qu'il existe une suite

(fn , n3x 1) de fonctions étagées sur (R, BBR) telles que :

iy £ EP:P-, ¢
n S X

ii) Vk € BR.’ ( J f . dy 3 nz1) est une suite de Cauchy dans

A D
Lé(S,F,P). On a donc fn E%%i%f* f , d'aprés (1), et comme un calcul

précédent montre que pour toute fonction étagée g et tout boréliem B ,

on a : ]|J g . du||2 = J |g]2 dm , on voit que pour tout borélien B ,
B B

on a :
iii) J | £ ~£ ]2 dm = }‘]J (£ -£) dunz—-——> 0, d'aprés (ii) .
g P 4 g P4 P, g+
. . 2
La suite (fn)n>1 est donc une suite de Cauchy dans LG(]R’ BIR , m).

=z

Elle converge donc fortement vers f , ce qui montre que f e Lm(]R , BBR , M.

3 - Réciproquement, si J |f|2 dm < + , on a aussi
[ | £| dm < + ». Appelons (fn , 2 1) une suite de fonctions étagées

sur (IR, BBR) convergeant partout vers f et telle que :

Yozt , [f] < |£] .

2 d4m ——0

D'aprés le théoreme de convergence dominée, f £ -f
R P ¢ P g+

On en déduit, d'aprés (iii) que pour tout borélien B , la suite
(J fn .dg, n 3z 1) est une suite de Cauchy de Lé(S,F,P). Donc f
B

est u-intégrable.,
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il

lim llfB £ . dpllz

4 - Enfin, on a [l[ f.du[l2
B n->+o

lim f I£ ]2 dm
o B n

= f lfi2 dm ,
B

quels que soient f p-intégrable et B e BIR . B

IV.6.4. - Remarque : Il résulte du corollaire précédent que si p
est une mesure stochastique orthogonale, on fait de Lé(ﬂL ER » M) , espace
vectoriel quotient de Lé(IR, am., p) par 1'égalité u-p.p. , un espace

de Hilbert en le normant par :
‘x/feL(‘c(m, By » ) Hf[l=l[ff.dull.

Cet espace de Hilbert est identique a Lé(ﬂ{ , %R , M) A& une

isométrie pres.

IV.6.5. - Corollaire.- Soit M une bimesure spectrale sur
x s, ~ . B .
B]R BLR associée a une mesure stochastique u sur R ° Si M

est dominée par une mesure positive finie m sur BR.’ en ce sens

que M s R(m)) , alors :

2

Le

— 1
(]R9 B]R s m) C LC(]R: B]R s “)

Démenstration : Il s'agit d'une application directe du théoreme

I1II.6.3. et du corollaire IV.6.3. B

Exemple : Soit M une bimesure spectrale prolongeable en une
. * s .. * e s
mesure scalaire M sur B 9+ Alors la mesure positive finie m définie
R
* %
sur BIR par m (A) = |M |(A xR) est une mesure qui domine M ([19], [1}).

On en déduit donc que :
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IV.6.6. - Corollaire.- Soit p une mesure stochastique sur (R, BIR)
*
dont la bimesure M est prolongeable en une mesure sur B 9 ¢ Alors m

R
étant la mesure positive finie définie ci-dessus, on a :

2 * 1
Lm(IR, BIR ,m)C LG(IR, B]R s M)

IV.7. - Théoréme fondamental de la domination.

On est en fait toujours dans la situation du corollaire IV.6.5.

grice au résultat essentiel suivant, qui semble dG & A. PIETSCH (cf. 7],

p. v1.37, [151, [19], [21], ...).

| IV.7.1. - Théoréme.- Toute bimesure spectrale M sur B]R x B]R
est dominée par une mesure positive finie m sur B]R M < R(m)).

I1 est équivalent de dire :

IV.7.2. - Théoréme.- Tout processus harmonisable X est dominé

par un processus stationnaire continu.

Dans la littérature anglo-saxonne, on dit plutdt que tout processus
harmonisable admet une dilatation stationnaire. Ce résultat est tres fécond
puisqu'il est plus commode d'étudier les processus stationnaires continus
que les processus harmonisables quelconques, et que 1'on peut espérer que des
propriétés du processus stationnaire dominant vont se transférer au processus

harmonisable dominé, ce qui est le cadre de notre étude.

IV.8. - Extension d'une bimesure.

I1 est crucial de savoir si la bimesure M d'un processus harmo-

nisable est prolongeable ou non en une mesure sur B 5 - Dans le premier cas,
R
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on a en effet affaire & un processus fortement harmonisable d'un maniement
beaucoup plus commode que les processus harmonisables non fortement harmo-

nisables.
Soit M une bimesure spectrale sur (R , Bng. On définit sa
fonction de répartition p sur IR2 par :

Ve, se R, o(t,s) =M(]-, t] x -, s]) .
Et on définit la variation de p au sens de Vitali par :

1V.8.1. - Définition.- Soient H un espace de Hilbert et p une

. . 2 . s . . .
application de TR~ dans H. On dit que p est a variations bornées, au sens

de Vitali, dans le rectangle (produit d'intervalles) I x J 1lorsqu’il existe

une constante b telle que quels que soient ty < een < tp+1 dans I
et s, < ... < sq+1 dans J , on ait :

§ § Ha, @Il <b ol

j=1 k=1 3K

- Sk) - D(tj s Sk+1) +p(tj , sk) .

Ajk(o) = p(tj+1 s Speq) T o(th
Dans ce cas, on définit la variation de p dans le rectangle I x J , au
sens de Vitali, par :

Var(p, I x J) = Sup( g § l{A.k(p)l[) s
j=t k=1 3%

la borne supérieure étant prise pour tous les choix possibles de
P, 9 t1,...,tp+1 H SqrreeaSgyy -

On a alors le résultat suivant (L6], th. I.6.8.) :
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IV.8.2. - Théoréme.~ Une bimesure spectrale M est prolongeable

. 2 . . .
en une mesure scalaire sur (R°, B 2) si et seulement si sa fonction
R 2
de répartition est & variations bornées sur IR" , au sens de Vitali.

IV.8.3. - Remarques :
a) Si M est une bimesure spectrale associée a une mesure stochastique
4 , on peut facilement voir & partir du théoréme ci~dessus que pour que M

soit prolongeable en une mesure scalaire, il suffit que V(y,R) < + = .

b) Exemple de bimesure prolongeable. Soit m une mesure positive o-finie

quelconque sur (IR, B]R) , et soit f : R — LGZ:(S,F,P) une fonction
m-Bochner intégrable, autrement dit m-fortement intégrable ([1 7], chap. I1I)

de R dans Lé(S,F,P) , que 1'on suppose ici séparable. La fonction d'ensemble
4

u o B]R — LCZB(S,F,P) définie par p(A) = f dn est une mesure stochastique
A

d'aprés la linéarité de 1'intégrale de Bochner et le théorime de Lebesgue ([17],

p. III.15).

n
V@, R) = Sup( ) |]p (Ai) o, avec les notations habituelles
i=1

1=

a .
sup( ¥ || Jf. 1, . dm|})
i=1 i

[

n
Sup( ) J el . dm) (c£. [17], p. 1II.11)
i=1 JA

1= .
1

N

JHfH.dm<+°° .

Donc la bimesure spectrale associée 3 p est prolongeable en une mesure

scalaire sur (lR2 , B 2) , d'aprés la remarque a). Et ce résultat reste
R

vrai méme si la mesure positive m n'est pas o-finie (cf. [8], p. 17).
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¢) Il y a des exemples classiques de bimesures spectralesqui ne sont pas
. 2
prolongeables en une mesure scalaire sur (R", B 2) , (cf. par exemple [6],

R
1.5.12, p. 20).

V - REMARQUES SUR LA CONVERGENCE DES SUITES DE MESURES

STOCHASTIQUES.

Soit M 1'ensemble des mesures stochastiques sur (R, BDR) a
valeurs dans Lé(S,F,P) , oo (S,F,P) est un espace probabilisé quelconque
donné. I1 est facile de montrer que M, muni de la norme u — |[u||(R)

est un espace de Banach.

V.1l. - Proposition.-  Soit (un , n 2 1) une suite convergente
dans M, || ||(R)) , de limite p , et M, une bimesure spectrale

sur B . Pour que 1'on ait M <M , il suffit que :
IR2 u o}

Vaz1, M M

Démonstrnation :
VB e B]R , ona:
g @@ 1 = 1 ® 1< gl [0 < sl @
Donc pn(B) ;:;;ﬁ'u(B) . Le produit scalaire étant continu dans un espace

de Hilbert, nous en déduisons que :

Va,BeBp , M (AxB) =EG @ . B) M (A4 xB).

n

R

Avec les notations habituelles, M“ S Mo se traduit par :
n
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E a.a M (A, xA) g § a.a M (A, xA) .
3,k=1 3 k Myl Ak 5, k=1 31 k0] Ak

En passant 3 la limite quand n + + » , on arrive & :

E a, a M (A, x A) g E a.a M (A. x A) ,
j k=1 3 K BT Ak.j,k=1Jk°J A

ce qui prouve que M” S M (cf. déf. III.6.1.).

Nous allons maintenant établir un critére de p—intégrabilité,

dans la situation précédente. Pour cela, rappelons d'abord :

V.2.1. - Lemme.- ([17], p. IV.27) Soit 4 une mesure stochas-
tique sur un espace mesurable (Q,A) et soit (fn ; n 2 1) une suite
de fonctions u-intégrables convergeant u-p.p. vers une fonction
mesurable f ., Alors, une condition suffisante pour que f soit

p-intégrable est que :

Sup ([|’J £ . odul| ;
A " Jlult@ — o
AcA

V.2.2. - Théoréme.- Soit (pn » 2 1) une suite convergente
dans (M, |[.[|(R)) , de limite u . Pour qu'une fonction
f : R — € mesurable et localement bornée soit p-intégrable, il

suffit que :

1 - Va >1, f est un-intégrable ,

2 - sup (] J £ . dunll ; nx1)
A Hullay — o
AcA

Démonstration : Soit (Kp , P > 1) une suite croissante de

compacts de IR recouvrant IR . En posant fp =1. 1K » P 21, nous
p
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avons £ = 1lim f_ . D'aprés le lemme rappelé ci-desus, pour montrer
p+e

que f est p-intégrable, il suffit donc de montrer que :

sup (}] J f .du|| 3 p21) ————— 0 . Or pour tout borélien A ,
A P ull@ — o
, AcA

1) A N L AR A [LC

ol |lfp]]m est fini car f est localement bornée, autrement dit

est bornée sur tout compact de IR. Comme I[u—unll(]R) Py o,

on en déduit que :

W e il = w1 g, el
AP e 4 PR

sup (|| JAfp- du [l nz1

A

Sup(llJ f.dun]], nzt)
AﬂKp

Or 1'hypothése 2 entralne que :

\Vé >0, an(a) >0 tel que A€ A et
[pl]€A) g n(e) ==> sup{|| J f . dunl[, n 31} e . Nous avons
. A .

donc alors :

Yo s 1, Hull@ar) < lull®w <n@ , done ][ £ allce,
P’ : A P

ce qui prouve que :

Sup(llffp.du“,paﬂ ~0 . W
A [lufl@) — o
AcA
On va maintenant aborder un autre type de convergence dans 1'espace

M : la convergence étroite.
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V.3.1. - Définition.~ On dira qu'une suite (un ,nz 1) dans M

. . . e .
converge étroitement vers p e M , noté o > posioe

ercb, Jf.dpn——-»Jf.du,
>+

ol Cb est l'espace des fonctions complexes continues bornées définies

sur TR. On voit facilement que la convergence dans l'espace de Banach

(M, || |](R)) entraine la convergence étroite.
Dans le cas d'une suite de mesures orthogonales, on a un résultat
trés simple :
V.3.2. - Théoréme.- Soit (,un , 02 1) une suite de mesures
orthogonales convergeant étroitement vers up € M . Alors, on a :
1 - up est orthogonale
2 - sup(p l|® , nx1 <+e

3 - Llim |ju ®)|] = ||u®)|| pour tout borélien B de frontidre
N>+ n

pu-négligeable (| [u|]|(6B) = 0).

Démonstration :

t - Notons Xu (resp. Xu ) le processus harmonisable de mesure
n
. » \
stochastique spectrale u (resp. pn). On sait que Vn » 1 , le processus
X est stationnaire est continu (cf. IV.6.1.). Or Vie R s Xu (t) = Jeltx pn(dx).

n n

e tx

i . . P
Comme by — et que X+F—> e est continue bornée, on en déduit

Xu (t)mxu(t) , Vte]R, puisque:‘Vt,seIR,
n

EX (£).X (s)) = 1lim E@X (&) . X (s)) , qui ne dépend que de la
u s 4o Hn Hn
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différence t-s., Autrement dit, Xp est un processus harmonisable stationnaire

et par conséquent, de nouveau d'aprés IV.6.1., p est orthogonale.

2 - Puisque Sup(Han(]R) ;nz 1) = Sup(Hpn(]R)H ;o2 1),
le résultat & établir est une conséquence directe de la troisiéme propriété

que nous démontrons maintenant.

3 - Notons mo, 3 1 et m les mesures positives finies sur

(R, BlR) définies & partir de v,z 1 et p par:
Vs e B]R . mn(B) = Hpn(B)Hz et m(B) = Ilu(B)HZ .

. 2 1
On sait que Vaz1 et Vee LG(]R’ BIR , mn) = Lm(lR, BIR , un) , on a :
J |f|2 dmn = ]| J f dunl IZ , et de méme pour m et pu . Pour toute fonction

. . . e
f : R — € continue et bornée, puisque My —> 4y , on a donc :

[ e am =11 el o 1 [ 2. @li2= [ 167 . o

PR ' .
On en déduit que J £ dmn Pareans J £ dm , d'abord pour toute fonction
f: R - R continue, bornée, i valeurs = 0 , puis pour £ : R — R

continue et bornée quelconque.

< e .
Par conséquent , L W m , ce qui entraine que : pour tout

borélien B dont la frontiére &(B) est m-négligeable, m(B) = 1lim mn(B) ,
n->+°

soit ||p@®)|] = lim Hpn(B)H, si |lullGBY =0 . M
n->+4w
Ceci est une simple amorce d'une étude a faire de la convergence

étroite des mesures stochastiques. Cette étude devrait bien entendu &tre

menée pour des mesures stochastiques quelconques (non nécessairement orthogonales).
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V1 - DEVELOPPEMENT DE PROCESSUS HARMONISABLES ET DE BIMESURES

EN SERIES.

Nous donnons ici une condition suffisante pour qu'une bimesure soit
prolongeable en une mesure scalaire sur B , Pportant sur le développement

R
en série de cette bimesure.

On sait que pour un processus harmonisable X = (Xt , t € R)
sur (S,F,P) , de mesure stochastique spectrale g , L2(X) = Lz(u) est
un espace de Hilbert séparable. On supposera que Lz(u) est de dimension
hilbertienne infinie, et on désignera par (Ek , K 2 1) une base orthonormale
£ )

de Lz(u). Pour tout k 21, définie sur BR, par u, (B) = E(u(B) £
e k

€
k
est une mesure complexe. Il en résulte que pour tout n 2 1 la fonction
n
d'ensemble p_ : B — L2(S,F,P) définie par : pu_(B) = z u. B) . ¢
n R C n k=1 Ek k
est une mesure stochastique., Notons Xn le processus harmonisable de mesure

stochastique spectrale Mo s et Mn sa bimesure spectrale. 11 est facile de

vérifier que :

n
Veemwr , X (¢) = k; ECX(E) . ) £

Rappelons le théoréme bien connu suivant ([21], th. 4.4. ; D9],
th. 3.4.1.), que l'on peut démontrer en utilisant des développements en

série de processus.

VI.1. - Théoréme.- Tout processus harmonisable est limite d'une
suite de processus fortement harmonisables, au sens de la convergence

uniforme sur tout compact de l'espace - temps IR .
| I
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Démonstnation : On utilise les mémes notations que ci-dessus.
Lorsque LZ(X) est de dimension finie, le processus X est
as . . . 2 . .
déja fortement harmonisable. On suppose donc ici que L“(X) est de dimension

infinie pour éviter un cas trivial.

Le processus Xn , 1> 1, est associé & la mesure stochastique T

Comme Lz(pn) est de dimension finie, Xn est fortement harmonisable. Tout
processus harmonisable étant continu, les fonctions ¢t F+-\an(t) - x() )]
sont continues. De plus, la suite (||Xn(.) - %)l , nz 1) tend vers 0
en décroissant puisque :
\/ 2 < 2
te R, |[x (1) - x| = VoOlE&@) . gm)i
men+1

D'aprés le théoréme de Dini, il y a donc convergence uniforme sur tout

7
compact de R. B '(
EY

Concernant la relation de domination entre bimesures spectrales,

nous avons

VI.2, - Théoréme.- Avec les mémes notations que ci-dessus, et

MO désignant une bimesure spectrale donnée sur B o » pour que M
R
1

domine M il faut et il suffit que pour tout n 2 ’ Mo domine Mn'

- - . , *
Démonstration : Vo x 1 , considérons le noyau Mt B_ x BBR-*C

R

.. v *
défini par : VA, Be B , M(AxB) = Mn(A x B) + Mn(A x B). Comme

R
%
M (A x B) = z u. (A) . u, (BY , c'est un noyau de type positif, donc
n & g
ken+1 k k

Mz Mn . Par conséquent, M < Mo ==> Vh 21, M s M0 . La réciproque
s'obtient par simple passage & la limite puisque sur 1'ensemble B]R x BR
des pavés mesurables de ]R2 , M= 1lim M_ .

n->+oo
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VI.3. - Théoréme.- Avec les notations précédentes, la bimesure
spectrale M du processus harmonisable considéré X est prolongeable

en une mesure complexe sur B , , autrement dit X est fortement
R
+oo
harmonisable si ) (u |(]R))2 < 4@, (D
k=1 Kk

Et alors M est dominée par la mesure positive finie m définie

sur BIR par :
+ oo
m(B) = } lu, 1) L, [
k=1 k k
L
Démonstration : Soit B un borélien quelconque de IR2 . La série
2 (;_1E 8 ;g )Y (B) converge absolument d'aprés (I) puisque :
k21 K k
\ - -—
Vs 1, G, e u d®| < 16, 00 ) [®
k k k k
2
=(p. lelu, D@ < du, @)
SN %
On peut donc définir une fonction d'ensemble M' sur B , en posant :
R
VB e B ) M® = 1 G, eu )®
R k21 k k
= lim M'(B)
n
n->+o
TX’ -
ot M'(B) = W, 8p )(®
n k=1 "k °x

M' est donc la limite de la suite des mesures complexes (Mr'l ,nx1)
donc c'est une mesure complexe (théoreme de Vitali-Hahn-Saks, [1 1], th. III.7.2.

et cor. III.7.3.).
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p 2
Comme pour tout pavé mesurable A x B de R° , on a :

M'(A x B) = 1lim MI;(AXB) = lim Mn(A x B) = M(A x B) N
-+ N>+

M' ‘est un prolongement de M et par conséquent X est fortement harmonisable.
On justifie de m@me & partir de (I) que m est une mesure positive finie sur

(R, B]R).

Enfin, si on applique le corollaire IV.6.6. aux bimesures spectrales
(A,B)’V"—‘*pg a) . e () , k21, on trouve qu'une telle bimesure est
k k
dominée par la mesure positive finie
Bvrluy ®p, |[BxR) =|u |® .lp [(R) , BeB. .
& Ek 3% €k R
Par conséquent, Vo 3 1 s Mn est dominé par la mesure positive finie

n
Bv—> Y |u_ |(B) . b, [(RY , B eB ,» et a fortiori elle est
k=1 k *x R

dominée par m. D'aprés le lemme précédent, M est donc dominde par m. ¥
P P P

VI.4. - Remarques : Comme M est prolongeable en M' , mesure
complexe sur (IR2 , B 2) » on sait, d'aprés le corollaire IV.6.6. que M
R

*
est dominée par la mesure positive finie m définie par

m*(B)=fM'I(B><]R) , BeBIR.

M' étant la somme de la série de mesures complexes Z M 3] }—J R

sa variation totale vérifie

M« ] fu, o1
k21 k

On en déduit que pour tout borélien B de R , on a :
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n (B) < Yol I (B x R)

k31 ko Sk

= 3 b l® e f® = n® .
kz1 k k

Cela réduit 1'intéré@t du théoréme précédent car une bimesure étant donnée,

une mesure positive finie la dominant est d'autant meilleure qu'elle est plus

petite.
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CHAPITRE 11

DERIVABILITE DES PROCESSUS HARMONISABLES.

I - INTRODUCTION.

Ce chapitre contient essentiellement une condition suffisante pour
qu'un processus harmonisable quelconque soit de classe P au sens de la
dérivation en moyenne quadratique. Cette condition est que la fonction
x+— xP  soit p~intégrable, p étant la mesure stochastique spectrale

quelconque du processus harmonisable quelconque considéré.

Cette condition suffisante était déja connue pour les processus
stationnaires et continus ([2] §. BOCHNER, th. 2.4.3.), et pour les processus

v
harmonisables & mesure spectrale ([17] R. MOCHE, Ex. 5, p. V-22).

Dans le cas plus particulier des processus stationnaires et

continus, on verra que cette condition est aussi nécessaire.

Avertissement : Dans ce chapitre, les convergences de suites de
Lé(S,F,P), la continuité et la dérivation des processus du second ordre
considérées s'entendent au sens de la moyenne quadratique, autrement dit
au sens de la topologie forte, ou topologie de la norme, de 1l'espace

2
Lm(S,F,P).
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II - DERIVABILITE (en moyenne quadratique).

11.1. - Définition.- Soit X = (X(t) ; t € IR) un processus du second

ordre. On dit que X est dérivable au point t € R si la limite en moyenne

X(e+h) - X(t)

h quand h tend vers O existe. On pose alors :

quadratique de

o XCevh) - X(0) _ (1)

1i
hs0 h t

(r)

¢ la dérivée r-iéme de X au point t e R,

On notera X

lorsqu'elle existe.

Lorsque X est r-fois dérivable sur IR et que sa dérivée

(r)

r-iéme X est continue, on dit que X est de classe ¢t

1I1.2. - Rappels (M. LOEVE [14}; Sec. 37).- Soit K le noyau
associé au processus du second ordre X. D'aprés les propriétés de la conver-
gence en moyenne quadratique d'une suite de variables aléatoires du second

ordre, X est dérivable si et seulement si la limite de

X(t+h) - X(t) X(t+k) - X(t) )
h ) k

E( existe quand h et k tendent vers O.

D'olt on déduit que :

82n K(t,s)

Corollaire.- Si X est n-fois dérivable, la dérivée S
. . (n) (n) 3t s
existe et c'est la covariance du processus X = (Xt , t e R),
2n
autrement dit : 3 _K(t,8) _ E(X(n) . X(n)) ; t, se R .
at” s t s

Démonstrnation :

Pour r=1 E(X§1) . X ) = lim K(t+h,S)h- K(t,s)

0

3
E K(C,S)
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On démontre de méme facilement que :

gx, . xD
S

L]
t ) = TS- K(C,S) ’

1y )y _ . 1 3 _ 8
E(Xt. - X ) = ;:3 m (3t K(t,s+k) - o7 K(t,s))

a2
AR

et plus généralement que pour tout couple d'entiers p et gq tels que :

- P¥q
Ex® L) = k(t,0) . @
atP ss
Dans le cas plus particulier d'un processus stationnaire et
continu X de mesure spectrale m , on sait (ef. S. BOCHNER Dﬂ s th. 2.4.3.)

que si J xzn.m(dx) < + o , le processus X est de classe " .

Réciproquement, on a :

e

Lemme.- Si X est n fois dérivable & 1'origine, alors :

J x2n . m{dx) < + =,

Démonstration : Notons p la mesure stochastique spectrale (ortho-

gonale) de X et supposons que X soit dérivable en 0. Alors pour toute

X(hn) -~ X (o)
suite (hn)n21 convergeant vers 0 , la suite (—Tl—n-———— s nx1),
ih x
| e no 1
autrement dit ( —5 p@dx) ;3 n=1) est une suite de Cauchy
n

dans LZ(X).
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. 1 2
Comme pour toute fonction £ € LG(IR , BJR s M) = Lm(IR , B]R , m) ,

| Jf . du||2 =J If|2 . dn (cf. chap. I, IV.6.4.), 1la suite de fonction

ih (.)
e T -1 2
(—f{_ 3 n 3> 1) est convergente dans LG:(]R’ B}R , m) . Comme
n
ih x
e " -1 2
- peravetd ix pour tout x € R, la fonction x +> |x| est

m-intégrable, d'ol le résultat pour n = 1 . On obtient de plus que le

processus X est dérivable sur IR tout entier et que le processus

dérive  xV vérifie :

XED = J eitx . (ix) . opldx) ; te R .

Montrons maintenant que le résultat précédent s'étend au cas

n = 2 . Par hypothése , X(” est dérivable au point O. Donc la suite
ih x
A e 1 -1 . 2
(J ix . —_— - p(dx) 3 n 2 1) est une suite convergente dans L (X) ,
n

et on en déduit comme précédemment que la suite des fonctions
ih x
n

(ix—e—-—-_—-l s n 2 1) converge dans Lé(]R . BIR , m) , que

x
)

est dérivable sur TR tout entier et

J |x|4 dm < + » , puis que X
(2)

en fin que son processus dérivé X vérifie :

Ve e R , X(z) (t) = J (ix)2 e1t¥ pldx) .
On réitére ensuite le méme procédé si n > 2 . W
11.3. - Théoréme.- Soit u : A+ H , une mesure hilbertienne

sur un espace mesurable (R,A) et f € L}K(Q,A,p). On appelle v

la mesure hilbertienne de densité f par rapport & n , définie
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par :

Yaea, v =J £.4dp , ([7]; p. 1V.25).
» A

Soit ¥ : (2,4 — (K, B]K) une fonction telle que |{f]
soit u-intégrable. Alors { et |J| sont v-intégrables et

Vaea, .JAlﬂ.d\:;IAd}.f.dp .

Démonstration :
a) Lemme.- Soit g une fonction mesurable sur (Q,A) , 2
valeurs 3> 0 . Alors g est p-intégrable si et seulement s'il existe

une fonction h > 0 , p-intégrable et majorant g .

Preuve : 11 suffit d'appliquer le théoréme de convergence dominée

pour une suite croissante de fonctions étagées > O convergeant vers g. B
b) Démontrons maintenant le théoréme :

.

n
i) Si ¢ est une fonction étagée et mesurable notée ¢ = z xﬂi . 1A H
i=1

i
Af sevny A€ A, 1171 seees \0n ¢ K, ¢ est évidemment v-intégrable et
Vae A ,
n
J 0. dv= 7§ q]l .v@an A;)  (définition de 1'intégrale d'une fonction
A i=1

étagée)
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ii) Soit @ : @ — K une fonction pour laquelle [ff| est p-intégrable.
Pf est donc p-intégrable ([17], p. IV.32), de méme [|f .
Soit (ﬁn , 0 2 1) une suite de fonctions étagées telles que :
Yoz, Iﬂnl's 1¢n+1|‘5 161

- ¥

—_—
n n>+x
D'aprés le lemme précédent, il résulte des inégalités :

Va1, 110 £l =19, £l <19l

n

que | I&n| . £ et Iﬂn . £] sont p-intégrables, et donc que |J | £

et &n . £ 1le sont aussi. De plus, on a :

‘lpnl.f;-:m"‘lﬂlf et lﬁn.fmxﬂ.f .

D'aprés le théoréme de convergence dominée ([17], p. 1v.3D)

et i), on obtient, pour tout événement A :

JA 9 | dv ='JA 1. f. duWJA 6. £ . du et
JAxﬁndv?JA\pn. f . dum.JAlﬁ. f . dp

Les suites (J $ . dv;;nz1) et (J ] .dvimnz1)
A" A °
dtant convergentes, par définition de 1'intégrale par rapport 2 v ,

et |f| sont v-intégrables et vérifient :

J ¥ . dv lim J @n . dv
A n>+e A

lim J g_ . £ . dp
n>+e JA n

JAlﬂ.f.dp .8
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11.4. - Théoréme.- Soit X : R —— Lé(Q,A,P) un processus

. n .z n
la fonction x> x est p-intégrable, alors X est de classe c

et les dérivées successives de X sont données par :

Vp e {1,...,n} et Ve e B , X(p)(t) = J eitx . GoP L pax)

= J eitx . u(p)(dx) R

(» (»)

la mesure stochastique spectrale p de X

étant la mesure de densité (ix)p par rapport a pu .

Démonstration :
i) La fonction 7 est u-intégrable donc la fonction Ix‘n 1'est

aussi. (ch. I, II.4.6.).

Vpe {1,...,n} et Yeer , Ix|P < 1[_1,1]()() + |xln .

harmonisable de mesure stochastique spectrale u . Si pour l'entier m > 1,

» qui est harmonisable,

. . n .
Comme 1[_1’1] est up-intégrable, la fonction 1[_1’1] (x) + |x| 1l'est aussi,

ainsi que les fonctioms x|P et (ix)P ([17], p. 1v.32). On peut donc
“(1) (2) (n)

définir les mesures stochastiques s M seees M de densités

respectives ix ,..., (ix)P? par rapport 3 u .

Remarquons que les mesures complexes correspondantes ”t(np) .

2
he L¢(Q,A,P) s p=1,...,n , sont les mesures de densités (ix)? par

rapport a By ¢ En effet :



- 46 -

Vac4, uP () = E(J GoP px) . w
A

(ix)? p (dx) .
J, @0,

ii) Montrons que X est de classe C1 .
Pour tout couple de réels (t,x) et pour toute suite (hn , 03 1)
de réels non nuls convergeant vers O , on a :

i(t+hn)x

itx
e - . itx
- > 1X e
h n>+o
n
1(t+ .
(t hn)x itx
- |& < le .
™ €
n

Comme |x| est p-intégrable, d'aprés le théorime de convergence

dominée, on voit que X est dérivable, et que l'on a :

i(t+hn)x

_itx X(t+h ) - Xx(t)
= 5 < . pldx) = ———E————
n n
| e o w0 - x Vo

D'aprés le théoréme précédent, on a de plus, pour tout instant ¢t :

X(1)(t) =VJ eitx(ix) p(dx) = J eitx u(1)(dx) .

1)

est harmonisable, et u est

MO

m

Par conséquent le processus dérivé X
sa mesure stochastique spectrale. Enfin, est un processus continu,

comme tout processus harmonisable, donc X est plus précisément de classe C1.

iii) Supposons que 1l'on ait établi que X € CP pour un certain entier

p<n etgquepour q= 1,...,p on ait :
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Vier , X(q)(t) = J eitx u(q)(dx)

Si p =n, c'est terminé.

Si p<n , montrons que X € Cp+1

.

(p)

Pour cela 1l suffit de montrer que X est u -intégrable,

d'aprés (ii). Or ceci est évident d'aprés le théoréme 3 précédent puisque
| || ()P = |x|p+1 est p-intégrable par hypothése. Le processus X(p)

est donc dérivable et en appliquant de nouveau le théoreme 3, on obtient

facilement que :
Vee , x®Y =f 1 (ix) 1P (ax)

=YJ eitx(ix)p+1 p(dx)

J itx . u(p+1)(dX)

ce qui prouve que X est de classe Cp+1 et que X(p+1)

(p+1).

est le processus
harmonisable de mesure stochastique spectrale u Si p+1 =n, c'est

terminé, sinon on réitére le procédé. B

I1.5. - Remarque : Dans le cas particulier d'un processus
stationnaire continu X , on a vu (rappels II1.2.) que X est de classe c”
si et seulement si x2n est intégrable par rapport a sa mesure spectrale m
sur IR , ce qui équivaut a dire que X" est intégrable par rapport 2 sa
mesure stochastique spectrale p (cf. chap. I ; cor. IV.6.3.). Le théoréme
I1.4. admet donc une réciproque dans le cas particulier des processus
stationnaires continus. Pour voir si une réciproque de ce théoréme existe
dans un cadre plus général, établissons d'abord une sorte de réciproque

du théoreéme 3.
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I11.5.1. - Théoréme.- Soit f une fonction scalaire mesurable,
localement bornée sur TR , intégrable par rapport a une mesure hilbertienne
donnée yu sur R et v la mesure hilbertienne de densité f par rapport

a u . Alors, pour toute fonction scalaire mesurable localement bornée ¢

sur IR , on a

si lﬁt est v-intégrable , ¥.f est u-intégrable et pour tout borélien

Sof dp o= J iody .
A

Démonstration : Soit (Kn :n > 1) une suite croissante de compacts

recouvrant IR . Alors, nous avons :

¢ 1 f—— I (1

Comme || est v-intégrable, ainsi d'ailleurs que les fonctions
n > 1, parce qu'elles sont bornées, on déduit du théoréme de

convergence dominée ([1f], p. IV.32) que :
i
VA [ BIR » J U 1K d\) m J( lﬁ d\) . (2)
A n A

Comme les fonctions 1K f, nz 1, sont bornées, d'aprés notre théoréme
n
II.4.3. du chapitre I, pour montrer que {.f est p-intégrable, il suffit,

compte tenu de (1) de montrer que :

K fdy,nz 1) est une suite de Cauchy ,
n

(3) VACBIR, (JA,91

et alors on a :
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(4) Va e B , J §f ap= 1lim J Y1, £ du .
R A A %

e
Or d'aprés le théoréme 3, puisque |§ 1K f| est u-intégrable comme fonction

n
bornée, on a :

VAeB]R et Va1, J\G1dep=j’¢}1l( dv .
. A n A n
D'aprés (2), (3) et (4), on peut donc conclure que Yf est p-intégrable et que

pour tout borélien A , J P dv = I ¢.f dp
A A

11.5.2. - Corollaire.- Soit Y et f deux fonctions réelles mesurables
localement bornées définies sur R , et u une mesure hilbertiemme sur TR.
On suppose que f est p-intégrable et on appelle v 1la mesure hilbertienme
de densité £ par rapport 2 u . Alors § est v-intégrable si et seulement
si .f est p-intégrable, et pour tout borélien A , on a :

JAlﬂd\)=JAxﬂfdu.

Démonstration : D'aprés la proposition II.4.6. du chapitre I, il

est équivalent de dire que  (resp. §f) est v (resp. p)-intégrable

ou que |P] (resp. |J£]) 1'est. Il suffit alors d'appliquer le théoréme II.3.

et le théoréme II.5.1. B

11.5.3. - Définition.- Soit pu : Bm—> Lé(Q,A,P) une mesure
stochastique. Etant donné un borélien A , on notera My la mesure stochas—

tique définie sur BIR par :

VB e Bp » Mu(B) = u(aNB)

On notera par XA le processus harmonisable de mesure stochastique

spectrale lorsque X désigne le processus harmonisable de mesure

“A s

stochastique u .
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11.5.4. - Lemme.- Soit yu : B]R —9>Lé(Q,A,P) une mesure stochastique.
Alors on a :

i) \/A,BeB]R, uyHH® = [lullans

ii) feL(‘c(m,BR,m —> YaeB , feL:n(lR,B

/
et VB e B R J
R B

]R’“A)

fdpA=[ fde . B
ANB

Démonstration :

i) Soient A et B dans Bm . Avec les notations habituelles, on a :

[yl 1cB) = Sup(lllril o5 ma AP D

i=1

n
Huy 1@ = supcl] } o waNaplh = |lullans .

i=1

ii) Si £ € Lé(IR, B]R , M) , il existe une suite de fonctions scalaires

étagées (fn , 02 1) telles que :

- fn + £ p-p.p. et

- Vae Bm , la suite (J fn . du , nz 1) converge dans

A

Lé(Q,A,P) vers J f. dp
A

Etant donné un borélien A , et en ce qui concerne la mesure stochas-

tique My » on en déduit que :

g1 (g == £) = [lul] @0 &~

s Hpll G —#> 1) =0.
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HA-P-P'
Donc fn —W* f

De plus les fonctions fn , n3x 1, étant étagées, il est clair que

pour tout borélien B , on a :
fdp=] £ du .
JB“ A ppp ™

Puisque J f dy —— ( f du , on en déduit que (J f_ du, » ne W)
A0B ® ™™ Uans B & A

est une suite de Cauchy.

Par conséquent f est pA~intégrab1e et pour tout borélien B ,

on a :

f . dy, = lim J f dy, = lim f £f du = J fde .0
JB A gmedp P A elane T ANB

Finalement, on peut énoncer :
11.5.5. - Théoréme.- Soit (X(t) , t € IR) un processus harmonisable
de mesure stochastique spectrale u , et un entier p 2 1 . Alors les

z

3 conditions suivantes sont équivalentes :
(a) la fonction xP est p-intégrable ,

est de classe CP ,

(b) VAeB]R , XA

(c) Va e BIR s XA est p fois dérivable & 1'origine .

Démonstrhation : Supposons d'abord que (a) est vérifiée. Alors pour

tout borélien A la fonction x° est uA—intégrable, d'aprés le lemme II.5.4.,

donc X, est de classe CP d'apres le théoréeme II.4., donc (a) ==> (b)

Comme il est clair que (b) ==> (c) , montrons pour terminer
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que (c) ==> (a).

On suppose donc maintenant que (c) est vérifiée.

Soit (hn)n>1 une suite de réels > 0 convergeant vers O.
Quel que soit le borélien A , comme XA est dérivable en O , on a :
_ ( ih x
M, XK@ -x e e N o
XA (o) = 1lim — lim R — uA(dx)
n--ow n n->-+w° n
ihnx
= 1lim [ EL——WT-:_l p(dx) ,
n>+e 4 A n
ihnx
d'aprés le lemme II.5.4., les fonctions gn(x) - -1 , 021
n

étant p-intégrables comme fonctions bornées. Comme cette suite de fonctions
converge vers ix , x est p—intégrable d'aprés le théoreme II.4.3. du

chapitre I.

Si p=1 , 1la condition (a) est donc vérifiée .
Si p>1 , on poursuit la démonstration.

Supposons que 1'on ait démontré que x? est p-intégrable, pour un certain gq

compris entre 1 et p-1 . Alors on a vu que pour tout boréliemn A , X, est

A
(C))

de classe Cq , et XA est le processus harmonisable dont la mesure stochas-

(@)

tique spectrale N est la mesure de densité (ix)% par rapport a By

(th. 11.4.)‘.

Nous avons donc :

VeieRr et Va e B]R , Xiq) (t) = I eitX piq) (dx) = J eitX (ix)94 pA(dx)

I eitx(iX)q p(dx) = J eitx “(q) (dx)
A A
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Comme X‘(‘q) est dérivable & l'origine, quel que soit A , d'aprés la
()

premidre partie de cette démonstration x est p ' -intégrable. D'aprés

le corollaire II.5.1., xq+1 est donc p-intégrable. En réitérant si

nécessaire le procédé, on obtient (a). W

111 - ANALYCITE DES PROCESSUS HARMONISABLES.

Nous abordons maintenant certaines questions d'analycité des

processus harmonisables ([M], sec. 37 ; [17], p. VI.17).

III1.1. - Définition.- Soit X = (X(t) , t € R) un processus du

© .
second ordre. On dira qu'il est analytique s'il est de classe C et si

+oo n
Ve,hemr , X(t+h) = 7§ %,— Cx®
n=0
- .
II1.2., - Théoréme.- Soit X = (X(t) , t € R) un processus

harmonisable de mesure stochastique spectrale p .
On suppose qu'il existe un réel a > O tel que la fonction

a|x| . . i
e soit p-intégrable. Alors X est de classe C et on a :

+oo n
Vt e R, Vh e [— a, a] . X(t+h) = 2 %,—X(n)(t)
n=0
Démonstrhation :

¥ e n , Vx ¢ R , nous avons : Ix|P < B! ea|X| .
a

Comme ealxl est p-intégrable, on déduit du lemme II.3.a. que
|x|p 1'est aussi, puis du théoréme II.4. que X est de classe cP quel que

soit 1'entier p , autrement dit que X est de classe C .
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Soit he [-a, a] . Pour tout entier n 3 1 et tout réel =x ,

posons :

n .o \D .
s Go = ) U7 e

p=0 p!
On sait que :
Vx ¢ R , S (x) —— e]"(t'l.h)X
n n>-teo

[xl® _ Inllxl _ alx],

Va1 et Vke R, |s (x| ¢ -
n p0 P

uM‘g

D'aprés le théoréme de convergence dominée, on a donc :

I itx (ihx)P
J Sn(x) p(dx) = pZo J e o

7ou

p(dx) = o x® () 5 X(t+h) W

p=0
On en déduit trivialement le corollaire suivant :

111.3. - Corollaire.~ Soit X un processus harmonisable de mesure

. . . . a
stochastique spectrale p . Si quel que soit a > 0 , la fonction e Ix|

est p-intégrable, alors le processus X est analytique.

1V - EXEMPLES.

A - Processus fortement harmonisables.

Soit X = (Xt , t € R) , un processus fortement harmonisable de
*
bimesure spectrale M , de mesure stochastique spectrale p . Notons M

le prolongement de M a B]R 8 B]R .

D'apreés ([17:[, th. 12, p. IV. 41), s'il existe a > O tel que :
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*
H ea([x| +HyD) M) (ax,dy) < + .
la fonction eal x| est u-intégrable, et le théoréme précédent s'applique.

B - Que le processus harmonisable considéré X soit fortement
harmonisable ou non, c'est-a~dire que sa bimesure M -soit prolongeable ou
non en une mesure M* sur B]R ] B]R , on sait qu'il existe un processus sta-
naire continu X* de mesure stochastique spectrale orthogonale u* dominant
X (th. IV.7.2., chap. I). Notant m* la mesure spectrale de X* (définie

* *
sur B par m (B) = ||u (B)Hz) , Oon a :
1 * 2 *
L(B(]R’ B]R T =L¢(]R , B]R , m) (cor. IV.6.3., chap. I)
tiw, 8, vHcL! B
¢® Bp s w)CL (R, By, w) (th. II1.6.3., chap. I) .
On voit donc que pour que X soit analytique, il suffit que :

Va> o , J eaIx] m*(dx) < 4+

Mais ce critére a le grave inconvénient suivant : on ne sait pas, dans le
, P k3 . * N I3
cas général, construire une mesure dominante m & partir du procesus

donné X .

. . *
Si X est fortement harmonisable par contre, la mesure m

définie par :

* *
Ve B]R , m (B) =|M |(B x R) convient (ex. IV.6.6., chap. I).

C - Processus harmonisables dont la mesure stochastique est &

support compact.

IV.C.1. - Définition.- On dira qu'une mesure stochastique p sur

(IR, BIR) est a support compact s'il existe un compact K de R tel que
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|[e] | (R-K) = 0 ou, ce qui est équivalent, tel que V(u,R-K) =0 .

IV.C.2. - Théoréme.- Tout processus harmonisable dont la mesure

stochastique spectrale est a support compact est analytique,

Démonstration : Soit u une mesure stochastique 3 support compact

alx|

K . Pour tout réel a > 0 donné, notons f 1la fonction £f(x) = , X € R,

Comme V(u, (f # f 1K)) Vip , R-K) =0, et que f . 1 est bornée,

K

f est p-essentiellement bornée, donc elle est intégrable.

Ainsi ealxl est p-intégrable pour tout réel a > 0 . Il suffit

d'appliquer le corollaire III.3. pour conclure.

IV.C.3. - Remarquons au passage que :

Lemme.- Si Hy et Hy désignent deux mesures stochastiques sur
(R, 3&) et si My domine My alors si By est a support compact,

My 1'est aussi.

Démonstrhation : On utilise 1'inégalité : ||u1||(.) < llpzll(.)

(chap. I, lemme III.6.2.).

Donc tout processus harmonisable, dominé par un processus harmonisable
dont la mesure stochastique spectrale est a support compact,a lui-méme cette

Py

propriété.

1V.C.4. - Exemples de mesures stochastiques & support compact
\

dont la bimesure spectrale n'est pas prolongeable (d'aprés [12]).

Ces exemples montrent qu'un processus harmonisable dont la mesure
stochastique spectrale est & support compact n'est pas nécessairement facile

4 étudier en ce sens qu'il peut ne pas &tre fortement harmonisable.
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a) Considérons le noyau k : Z x Z — R défini par :

/2 si m=n
k(m,n) =
/ /2 sin(n/2(m-n))

=72 (a=n si m#n .

On vérifie que :

1" i %(m—n)
Vi ,neZ , k(m,n) = % J e . dy
~7
1 m i %~m -i=n
= 3 f e . e . dy
=T

C'est donc un noyau hermitien de type positif, c'est—a-dire que :

n

* - .

Voew , V@1,...,an eC, 2 a; aj k(i,j) 2 0
J

i,j=t
Par conséquent ([14] ; Sec. 37 : covariance criterion and normality), il existe
une fonction aléatoire gaussienne réelle centrée (Gn , N € Z) définie sur

un certain espace de probabilité (Q,A,P) et telle que :

Vn ,ne Z, k{(m,n) = E(Gm . En)

De plus, le processus gaussien (Gn , N € Z) est strictement stationnaire,

car il est statiomnaire, puisque sa covariance est une fonction de m-n .

b) Montrons que si (t_ , n 2 1) est une suite de nombres complexes
+ 9 n
tels que X |tn|

< + o _ alors (tn G_,n > 1) est une famille sommable
n=1

n

*
dans Lé(Q,A,P). Pour toute partie finie K de N , on a :
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2 p— -
D) t G|l y € t E@G . G)
nekK m,nek

= ¥ t En k(m,n)

m,nek m
T
1 (" 1702
=zf I e e |* ay
~7 nek
™ einx 2
g7 J ]E tn |7 ax ,
-7 neK V2r

ce qui donne :

2 2
(1) Y epe l®sm ¥ Je 17,
nek non nekK n
ein(.) 2
car ¢ , n > 1) est une famille orthonormale dans L ([fn;w],B , dx).
o C [_“’“]
Etant donné ¢ > O , comme yolt |2 < + ® , on peut trouver une partie

* *
finie J(e) de W telle que pour toute partie finie K de WN ne
rencontrant pas J(e) , on ait :
m z ltn
neK

D'aprés la majoration précédente, on a alors :

N
™

T e, 6l
nekK :

Cela signifie que la suite (tn Gn , n 2 1) vérifie le critére de Cauchy.

Elle est donc sommable ([10] ; th. 1 bis, § 15.A).

(

Etant donnée une suite (sn , n 2 1) de réels deux a deux distincts,

puisque (t_ G n > 1) est sommable, on définit une mesure stochastique pu
n n’
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r B en posant :
su R pos

VB e B , p(B) = 2 t. G .
R n:s €B non
, n

Cette définition est justifiée par le fait que (tn G, >0z 1) est commuta-
tivement convergente ([JO] s prop. 10, § 15.B) et o-additive en vertu de

1'associativité de la somme d'une série commutativement convergente ([10] ;

th.6 , § 15.C). La mesure u vérifie notamment :

_vn31s ”(Sn)=tnGn s

- |lull(®R -8 =0, ob §=(s ,mnz21) ,

p est donc une mesure stochastique discréte 2 support dénombrable S. C'est
évidemment aussi une mesure stochastique a bimesure o-finie (cf. [7}). De

. . Y *
plus, si S est relativement compact, par exemple si neN s_ =

y est une mesure stochastique & support compact.

¢) Pourtant, pour certains choix des tn , 21

, la bimesure M

de n'est pas prolongeable en une mesure spectrale. Par exemple,

posons  t = S R— (h2h.

/o Log(n+1)

2

Si M était prolongeable en une mesure de (R", B 2) , en

R
utilisant la o-additivité de la variation totale de son prolongement,

on aurait :
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Ml (R x B = ] |M[(s,8) + ) M[((s) x(R - 8))
m,n>1 n m 1 n

2 1 MR = 8) x (s ) + [M((R-5) x (R-S))

nz1

= )} Ml ,s)
m,221 m’'n

m,r2121 [EGuis) . nGs N

= 2 £t [k (m,n) |

mnzl "
0 si m-ne 2Z ,
Comme |k(m,m)]| =
1 sinon ,
m-n
on a
o 4o
M (R x B) > L, 7+ (21 o+ 1en Tn
+oo
1 2
2 L K+ (£=2E+2 tﬂ) car t % to o
N 3? 1 J+m dx
k=0 ZE*1 Jora2 x Log?(x+1)

(comparaison d'une série et d'unme intégrale)

2 3” — J+w _dx
k=0 *" Joke3 x Logzx
\
to :
=1 TR+l ° = + » (série de Bertrand)
k=0 Log(2k+3)

Cela contredit le fait que |M| serait une mesure positive finie. Donc M

n'est pas prolongeable pour ce choix des t .02 1, quel que soit le choix
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de (sn , n 2 1). On appellera bimesure d'Edwards une bimesure de ce type.

d) Mesures dominant les bimesures d'Edwards.

On a vu (cf. b) que toute bimesure d'Edwards M vérifie :

* t 2 b 2 2
Vﬁ € N et V%1,...,an et , |1_2 a, ti Gi|| €T 2 |a | ti’

i=1 i=1 1

ce qui s'écrit encore :

2 2 2 2
(11) I a; u(s;) s ) Iail D(s,)
i=1 i=1

en notant D la mesure positive finie sur (TR, B]R) définie par

D= 2 t~ § .
n s
n>1 n

*
Quels que soient n e W et les n boréliens A A ne

EREEFT N

rencontrant chacun qu'une partie finie § R de S , nous avons

1”° n

encore, quels que soient les nombres complexes a ,a

greeesdy d

v 2
Iliz1 a; n@apll

v 2
Y a,C T wnll
i=1

s€eS.,
i

1) a, n(s)||?

, i
1$1sn,seSi

Si 1'on suppose de plus que § --»8, sont deux a deux disjointes, on a,

12"
d'apres (1I)

2 2
||'Z a; . M(Ai)ll < z |ai[ D(s)
i=1% 1<ign
- s€S.
i

2
a.|” D(S.)
1S§$n ! ll r
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Supposons maintenant que A1""’An soient des boréliens quelconques deux a
deux disjoints. Pour i = 1,...,n, Ai est limite d'une suite croissante

(Ai D’ p > 1) de boréliens rencontrant S suivant une partie finie.
b

On pourra donc appliquer 1'inégalité ci-dessus & A, ,...,A

qui sont deux a deux disjoints.

De pl A.) = 11 A. N t D(A.) = 1i D(A. .
e plus u(A)) p;n; n( 1’p) e (Aa) plm (Al’p)
On en déduit que :
? 2 v 2
11'21 a; p(Ai)|| = p11m [I'Z1 a; “(Ai,p)ll
e 2
< tim ) Ja.|° p@a, )
. 1 1
pr+e  i=1 ’
n
) |a.|2 D(a.) .
. 1 1
i=1

Ainsi, pour toute fonction étagée (c'est-a-dire mesurable ne prenant qu'un

nombre fini de valeurs) £ de IR dans € , nous avons :

(111) I J £ . dull? < J HEE

La bimesure d'Edwards associée & (sn ,n 2 1) est donc dominée par la
mesure T . $ , et par toutes les mesures positives

1
2 s
nz1 n Log™ (n+1) n

finies majorant cette mesure. (III) est la traduction donnée a la domination

par CHATTERJI ([4], lemme 2).
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D - Processus harmonisables dont la mesure stochastique est & décroissance

rapide.

IV.D.1. - Définition.- On dira qu'une mesure stochastique

ot B]R ———ﬁ-Li(Q,A,P) est 4 décroissance rapide si < . ||u[|(IR—[—x,x])———* o,
X>+o

pour tout entier p > 1 .

IV.D.2. - Remarques :

- Toute mesure stochastique v sur (IR, B]R) vérifie :

v (R- [x, x]) ——0 .
X-r+oo

- 51 p est a support compact, elle est évidemment i décroissance

rapide.

- Soit u et v deux mesures stochastiques sur (IR, B]R)' Si

domine v et si u est a décroissance rapide, v 1'est aussi puisque :

Y > 0, Hull (B-[-x,%]) 2 ||v]] (R-[-x,x]) (cf. lemme III.6.2.

du chapitre I).

IV.D.3. - Théoréme.- Soit X = (X (t), t € R) un processus harmonisable
de mesure stochastique spectrale u . S'il existe un entier p > 1 tel
40
que : 2 oP . |lp!|([—n-h—nf-u ]n,n+1]) < +® , alors la fonction |x|p
n=1

est p-intégrable. Par conséquent X est de classe CP et ses dérivées

successives sont données par le théoréme II.4.

Démonstration : Notons f la fonction x — |x|P et pour tout

entier n > 1 , posons fn =f . 1[—n,nﬂ'

(fn » 1 2 1) est une suite de fonctions bornées qui converge partout

vers f.
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Soit A un borélien quelconque de IR. Pour tout n32 1, nous avons :

] ey - £ el

f
HJAan du-JAfnduH A o

I

f d
A D ([-n—1,—n[u]n,n+1]) o+ MH

I8

@+DP {[ul] ([-o=1,-n[ U Jn,n+1])

On en déduit que :

+co

L]t | falle ]

4 r b
(Y ¢ o)l ([-n=t=n i |n,n+1]))
n= r=0 P

-3 T ol et 0 Jne)
= n=1

< +® , par hypotheése .

On en déduit que, quel que soit le boréliem A , (J fn du , n > 1) est
A

une suite de Cauchy. Comme f = lim fn , d'aprés le théoréme II.4.3. du
N>+
chapitre I, £ est p-intégrable, ce qu'il fallait démontrer. M

—

IV.D.4. - Corollaire.- Tout processus harmonisable dont la mesure
~ P . - 0
' stochastique spectrale est & décroissance rapide est de classe ( .

Démonsthation : Pour tout entier p > 1, on a :
+o 4o

YoooP el ([-a-1,mn[ L] n,n+1]) < Z of . |u]| (®R-[-n,n]) )

n=1 n=1

Comme p est a décroissance rapide, nP*? | [} (R- [ -n,0]) —= ©

v , donc

of ||u|] (B-[-n,d) = 0(-12-) , donc la série (S) converge et par conséquent
n
on peut appliquer le théoréme précédent, quel que soit 1'entier p > 1 . W

>
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a >0 tel que 2, [lul] (B- Ex,x]) =
[~ X>heo
Alors X est de classe ( et nous avons :

4o n
e = 3 2 x®y, tem,
n=0

IV.D.5. - Théoréme.- Soit X = (X(t), t € R)

de mesure stochastique spectrale u . On suppose qu'il existe un réel

o(1) .

h e ]—a,al: .

Démonsiration : 11 suffit de montrer que quel que soit a €]0,a[,

f(x) = ealx| est up-intégrable, d'aprés le théoréme III.2.

Pour cela, utilisons les fonctions fn =

Pour tout borélien A de 1R , nous avons :

40 +oo

o] g [ rpwll e

n=1

<

<

+1
L@
nxt
Comme le terme général de cette derniére série est
a < a et que A Hp“(]R-[—n,n]) = 0(1) , on
N>+

est une suite de Cauchy dans Lm(Q,A,P) , quel que

les fonctions frl , n > 1, sont mesurables bornées

f, f est p-intégrable d'aprés le théoréme II.4.

1N
n=1 AN ([-n-1,

f’1|:«-n,n]’ n21

£ .. dull
-n[ U ]n,n+1]) n+

(R-[-n,n})

un O(—IZ—) ., Dparce que
n
en déduit que (J f dp, n
A B
soit le borélien A. Comme

et qu'elles convergent vers

3. du chapitre I. 8@

IV.D.6. - On en déduit évidemment le corollaire suivant :

harmonisable X vérifie :

X400

alors X est analytique

—

Corollaire.- Si la mesure stochastique spectrale u d'un processus

Va > o0, Ll ®-[=x%]) o 0

un processus harmonisable

>

>

1)
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CHAPITRE 11l

SUR LA REGULARITE DES TRAJECTOIRES DE CERTAINS
PROCESSUS HARMONISABLES.

I - INTRODUCTION.

Dans ce chapitre, on démontre des critéres pour que presque toutes
les trajectoires d'un processus harmonisable soient de classe Ck . Ces
résultats sont basés sur un critére de N. Kéno pour qu'un Lp-processus ait
presque toutes ses trajectoires de ce type. On commence d'abord par traduire
le critére de Kono pour les f.a.r. mesurables séparables du second ordre station-
naires continues dont la mesure spectrale possede certains moments ; puis on
transfére ces propriétés de régularité des trajectoires a certains processus

harmonisables, en utilisant la technique de domination.

II - SUR LA DERIVABILITE DES TRAJECTOIRES D'UNE F.A.R. STATIONNAIRE.

I1.1. - Opérateurs - différences.

Soit f: [0,1] — ¢ et h € [0,1]
Ve e (0,1-h], on pose (At(l”(f))(t) = f(t+h) - £(t). Ensuite si 2h < 1,

on pose :



Vee D8], 2@ = 4P V@@

f(t+2h) - 2£(t+h) + £(t)

et ainsi de suite. Si (r+1)h < 1 et (A}(lr) (£)) (t) ayant été défini pour

t € [0,1-rh], on pose
Ve e o -Genn] . PP @@ = oV 0P @
Onrdémontre aisément que ces opérateurs - différences vérifient (cf. [:13],
p. 14)
- si rh< 1,

Vee [o,-mm] , ) = T TR R L (e
r

k=0

-~ et si (ptq) h< 1,
Ve e o,1-Gr] ., PP © = 0P 0P ®)n®
PR CYPINS-)
= 77T EN @) .

.2, - Lp~grocessus .

N. Kdno ([13], p. 1) appelle Lp—processus, p > 1 toute f.a.r.
X : [0,1] x § —> R définie sur l'espace de probabilité (Q,A,P), mesurable,
séparable (cf. [18], III.4.) dont presque toutes les trajectoires X(.,w)

appartiennent a Lp([O,ﬂ, dt), c'est-a-dire que :
1
Plw : J |X(t,w)|p . dt < + @} =1
0

(la mesurabilité de {w : J IX(t,m)lp . dt < + »} est assurée par la mesurabilité
0

relativement 3 A 8 B([0,1]) de la f.a.r. X , d'aprés le théoreme de Fubini).
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11.3. - Critére de N. Kdéno.

En utilisant les opérateurs — différences, N. Kdno a obtenu le
critére intégral suivant pour la dérivabilité de presque toutes les trajectoires

d'un Lp-processus ({13], cor. 3, p. 4)

Théoréme.- Soit X un Lp—processus qui vérifie, pour un certain

réel o > 0 1'inégalité (I) suivante :

2
a 6 ¢1=(x+1)h —(1+r+ 2)
(1) J (J J E(l(Aér+1)X)(t)|p) at an) /P s P gs<+ow,
o Jolo

. . r
Alors presque toutes les trajectoires de X sont de classe ( .

1I.4. - Remarques :

a) C;K(EL1J) désignant 1'ensemble des fonctions réelles de classe Cr
sur [0,1], on peut démontrer que : {w : X(.,w) € C;k @,1]} € A, si bien

que le théoréme de N. Kdno signifie que : P{w : X(.,w) e C;R o, 1} =1.

b) Le théoréme de N. Kdno est aussi valable lorsque X est une f.a.c.
dont les parties réelle et imaginaire sont des Lp-processus. En effet, si
X=n+ 1if ol n (resp. £) est la partie réelle (resp. imaginaire) de X ,

on a pour t € [O,1-rh], weQ:

W xC @ = T @D R x(ekn,w)
k=0 r
3 -k .k 3 -k k
= T enTE e nekh,w) + i ) (DT CF £(eikh,0)
k=0 k=0 ¥

= 0P G ® + 168 L w .

Donc si la condition (I) est vérifiée pour le processus complexe X , elle

est aussi vérifiée pour ses composantes réelle et imaginaire, dont presque
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. . r
toutes ses trajectoires sont donc de classe C .

¢) Si X est un processus harmonisable réel, on sait ([17], p. V.1.)
qu'il est continu en moyenne quadratique, donc en probabilité. D'aprés un
"
théoréme de Doob (voir [18] p. 87), il existe une f.a.r. X définie sur le
méme espace de probabilité, équivalente & X , qui est séparable et mesurable.
Evidemment, puisque les processus harmonisables sont caractérisés par leur
Q . Y . . P .
noyau, la f.a.r., X est harmonisable. X est aussi appelée une modification

de X.

d) Si X est une f.a.r. harmonisable séparable et mesurable, sa restric-—

tion & 1l'espace - temps [0,1] est un L,-processus, puisque nous avons :

LI v
E(J X {t,w) . dt) J (J X (t,w) dt) P(dw)
0 g ‘0

! 2
{ (J X“(t,w) P(dw)) dt
Jo g

1
J Hx(e)]]? at
(0]

(Il l@)<+w

A

ot u est la mesure stochastique spectrale de X. On en déduit que pour
presque tout ¢ , on a :

J X“(t,w) dt < +» . B
0

Ces deux dernidres remarques sont utilisées ci-dessous.

II.5. - Théoréme.~ Soit X = (X(t) ; t € R) une f.a.r. du

second ordre stationnaire et continue dont la mesure spectrale m admet

un moment d'ordre 4 fini : J x4 n(dx) < + « .
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. . P . "
Alors il existe une modification X de X dont presque toutes les

trajectoires sont de classe ¢! sur [o0,1].

Démonstrnation : D'aprés le théoréme de Doob rappelé en II.4.c., il

v
existe une modification X de X qui est mesurable et séparable.

Cas J xa m{dx) = 0 . On a alors m = m(o) 60 , donc Ve , se R,

E(X(t) - XN =0 .

-« - ,\' '\I "‘
Ainsi V@ e R, P{X(t) =ZX(0)} =1 . Comme de plus X est

séparable, presque toutes les trajectoires de X sur R sont constantes.

Par conséquent, le théoreme est trivialement vrai dans ce cas.

Cas O <Jx4 m(dx) < + ®» . On pose k(h) = E(X(h).X(o)), he R .

- Y re . * I3 ] re ~
I1 s'agit de montrer que le processus X vérifie la condition (I) du théoréme

de Kdno pour r=1 et p=2,.
Soit t e [0,1-2n] et he [0,1/2[.

(2)

o x)(t)lz) = E(|X(t) - 2X(t+h) + X(t+2h)|2)

E(] (a

6k (o) - 8k(h) + 2k(2h) .

Comme k(h) = J e1hx . m(dx) , cette égalité s'écrit aussi :

(2)

2 o®? = em

E(]| (a

J (6 - 8 cos(hx) + 2 cos(2hx)) m(dx)

4 J (1—cos(hx.))2 m(dx)

16 J (sin(l—?))4 m{dx)

16 j F(h,x) m(dx),

en posant F(h,x) = (sin(—l—?))4 .
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T
Calculons les dérivées partielles —B——FI-_— , pour r = 1,2,3,4 ,
3h
afin de déterminer le comportement de g au voisinage de O .

% (h,x) = 2x sin3(£12§) . cos(h—zx)
3°F 2 2 h 4 h
—5 (h,x) = x~ (3 sin (7;) - 4 sin G—E)
2
oh
3 3
2F (h,x) = 2 (sin hx) (3 - 8 sin2 E5)
3 2 2
oh
S , cos(x) (3 - 8 sin” () )
~Z (h,x) = x ( 5 : - 2 sin” (hx))
oh
3'F 9 r
On en déduit que I——; (h,x)]| < E-lxl , pour r = 1,2,3,4 et pour x, he R .
dh :

Puisque J xa . m(dx) < + on peut donc appliquer quatre fois de suite
le théoréme sur la dérivation de 1'intégrale d'une fonction dépendant d'un
paramétre, qui permet de conclure que g est de classe C4 et que pour
r=1,2,3 et 4 , ona:

e m) = 16 J éf—figzil m(dx)

On voit alors que :
- @ =" =P =P =0
- g(a)(O) = 24 I x4 m(dx) > 0

g(é) tel que :

< . . . 1
étant continue, il existe a >0, a < vl
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lt] s o ==> g(4)(t) >0 .

(3 (2) )]

On en déduit successivement que sur [0,a]| g s 8 s 8 sont strictement
positives, donc g est strictement croissante sur [Q,a] . On déduit de plus
des calculs précédents qu'au voisinage de 0 , g(8) est équivalent i

(f < m@ax) & ().

Nous pouvons maintenant montrer que le critére de Kono est vérifié.

o § r1-2h
AG) = J (J j E(Kaé2)§>(t>[2) at an)'/? 673 4s
0 0°‘0
o § r1-2h
= (f J g(h) dt dn) /% 673 as
0 0“0

o §
(J (1-2h) g(h) dn) /2 573 46

0 0
1/2 -3 .
s | (6g(8)) "7 &7 ds , car (1-2h) g(h) s g(8) dans [0,¢]
0
o
= 672 @2 a5 <+ =, daapres (1) .

J
|
;
s

o s . . Y
Donc les restrictions de presque toutes les trajectoires de X

a 1'espace~temps BL1] sont de classe C1 . H

I1.6. - Théoréme.- Soit X = (X(t) , t ¢ R) wune f.a.r. du second
ordre stationnaire et continue dont la mesure spectrale m a un moment
d'ordre 4 fini. Alors il existe une modification X de X dont presque

toutes les trajectoires sont de classe C1 sur R .
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Démonstrnation : Comme précédemment, on introduit une version séparable

"
et mesurable quelconque X de X.

Y » 1 , posons %n(t) = X(n(2t-1)) , te®R

e . v n
ou plus précisément : Xn(t,m) = X(n(2t=-1),w) , teR , weq,

(Q,A,P) désignant 1l'espace de probabilité sur lequel est définie la f.a.r.

donnée X.

. ¥ - .
Quel que soit n 2 1, Xn est une f.a.r. du second ordre mesurable, séparable,

continue et stationnaire puisque :

Ve,senr, E&n(t).?{n(s)) k (n(2t-1) ~ n(2s-1))

k (2n(t-s))

- J e2in(t-s)x n(dx)

= J ei(t-s)x mg (ax) ,

n
ol mﬂ est la mesure image de m par l'application ﬁn(x) = 2nx .
n
D'aprés le théoréme de transfert, cette mesure, qui est la mesure spectrale
'\I , . .
de Xn vérifie :

J x4 m¢ (dx) = (2n)4 J x4 m(dx) < + o ,

n

. . Y
D'aprés le théoréme précédent, pour presque tout w, la trajectoire Xn(t,w)
A
est de classe C1 sur [0,1], donc X(t,w) est de classe et sur [-n,n].
Y
On en déduit que presque toutes les trajectoires de X sont de classe C1

sur IR .
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I1I.7. - Remarques : La condition J x* m(dx) < + » du théoréme
précédent implique aussi (voir les rappels II.2. du chapitre II) que X est
de classe C2 au sens de la convergence en moyenne quadratique. En particulier,
on a : X(1)(t) = f eitx (ix) pdx) , te R , ol u est la mesure

stochastique spectrale orthogonale de X.

v 1
Comme presque toutes les trajectoires de X sont de classe C |,

X(t+h) = X(t)

est vraie
h

pour tout instant t 1'égalité X(1)(t) = lim
h~>0
h#0

aussi bien au sens de la convergence en moyenne quadratique qu'au sens

de la convergence p.s.

v

On notera X une f.a.r. mesurable dont presque toutes les

, n A
trajectoires vérifient : VteeRr, X(1)(t,w) = 7:? X(t,w) .

(0

C'est une version de X , qui est séparable.

11.8. - Théoréme.- Soit X = (Xt , t € R) une f.a.r. du second
ordre stationnaire et continue, de mesure spectrale m telle que :

2(r+ . .

J x (r+1) m(dx) < + ® pour un certain entier r > 1 .

Q
Alors il existe une modification X de X dont presque toutes les

. . r
trajectoires sont de classe ( sur R .

Démonstration : Comme J =% m(dx) < + » , il existe d'aprés le

"
théoréme précédent une modification de X notée X dont presque toutes les

. . 1 . . .
trajectoires sont de classe € sur TR, Si r =1t , la démonstration est

terminée. Supposons donc maintenant que l'oma t > 1 .

(1)

La f.a.r. X définie ci~dessus est mesurable séparable,

stationnaire et continue, et sa mesure stochastique spectrale orthogonale
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m

de densité ix par rapport a la mesure stochastique

RO

est la mesure pu
spectrale p de X. Sa mesure spectrale est la mesure de densité x2

par rapport 3 m puisque pour tout borélien B , on a :

2 V@ < P17 = )] o))
B

J{ xy M(dx,dy) , ot M est la bimesure de X
BxB

‘J x2 m(dx) .
B

Puisque J <0 m(dx) = J x4 m(1)(dx) et comme §(1)

est mesurable et séparable,
presque toutes ses trajectoires sont de classe C1 d'aprés le théoréme précédent,

donc presque toutes les trajectoires de X sont de classe C2

Si r =2, la démonstration est terminée. Sinon, on itére le

procédé.

II1 - TRANSFERT DES PROPRIETES PRECEDENTES A CERTAINS PROCESSUS

HARMONISABLES.
I111.1. - Théoréme.- Soit X un processus harmonisable réel

dominé par une f.a.r. du second ordre Y stationnaire et (r+1)-fois
e . . . s . Y
dérivable en moyenne quadratique. Alors il existe une modification X
R . % . .
de X et une modification Y de Y dont presque toutes les trajectoires

r
sont de classe C sur R .

Démonstration :
a) Y est une f.a.r. du second ordre stationnaire et (r+1)-fois dérivable,

donc J x2r+2 m(dx) < + » , o m est la mesure spectrale de Y (cf. IIL.2.,
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chap. II). D'aprés le théoréme II.8., il existe une modification Y de Y

. . T
dont presque toutes les trajectoires sont de classe C sur R .

b) La suite de la démonstration concerne le processus X qui est harmo-
nisable sans &tre nécessairement stationnaire ni méme fortement harmonisable.
Soit X une version mesurable et séparable de X. Montrons que le critére

~

de Kono s'applique pour r =1, p = 2 2 la restriction de X & 1'espace-
temps [0,1].
La démonstration repose entidrement sur 1'inégalité de domination

suivante : Vh e [0, 1/2[ et Ve e [0, 1-2h] , nous avonms :

£ 0% 3 (613 = BE(X(£)-2x(t+h) + x(t+20))%)

h
3 -
= a, a, EX(t,) x(t.)) ,
ij=1 = R
B
ou a1=1,32=‘2,33=1,t1=t’tz=t+h’t3\—7.t+2h
3 —
s ¥ a; a, E(Y(ti) Y(tj)) » car Y domine X

i,5=1
s Pnmd .

Puisque la condition (I) du crit2re de Kdno est satisfaite par Y , parce
4 . , . =
que J x m(dx) < + ® (voir la démonstration du théoréme II.5.), elle est
’ . . s '\‘ ’ v fb
donc vérifiée par X . Par conséquent presque toutes les trajectoires de X

sont de classe C! sur [0,1].

Plus généralement, le processus harmonisable gn , 1 > 1, défini
par %n(t,w) = ;(n(Zt-1),w) , te R, we est dominé par la f.a.r. Yn
définie de méme par Yn(t,w) = Y(n(2t-1),w). Cette f.a.r. vérifie aussi la
condition (I) (voir la démonstration du théoréme II.6.). Donc X~ a presque toutes

. . 1
ses trajectoires de classe C sur [Q,1] et par conséquent X a presque
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toutes ses trajectoires de classe C1 sur [fn,n], quel que soit n x 1.

Presque toutes ses trajectoires sont donc de classe C1 sur TR .

¢) 81 r =1, la démonstration est terminée. On suppose dans la

suite r > 1,

d) Lemme.- Si X et Y sont deux f.a.r. du second ordre sur R ,

dérivables en moyenne quadratique et si X est dominde par Y , alors

£ LD

le processus dérivé est dominé par

Démonstration du Lemme : Soient Ky et K, les noyaux de X et

de Y. Comme Y domine X , K = KY - KX est un noyau de type positif. On
sait que 1'on peut construire un espace de probabilité, et sur cet espace deux

f.a.r. gaussiennes centrées indépendantes V et W de noyaux respectifs KX

et K. Alors U=V + W a pour noyau KY .

Comme X et Y sont dérivables en moyenne quadratique, V et U

le sont aussi, ainsi que W = U -~ V. De plus on a U(1) = V(1) + W(I)

CONMSNE)

b

et V et sont deux processus indépendants centrés.

Par conséquent, on a K 1) =K M) + K (y ° o

1] A w
- : 1) . D] B
K - K = K , Ce qul montre que Y domine X .
(1) 1) 1)
Y X W
e) Suite de La démonstration. Le processus §(1) introduit dans les

remarques II.7. est donc un processus harmonisable réel mesurable séparable

(1) D

dominé par Y dont la mesure spectrale satisfait a :

J x2r m(1)(dx) - J x2r+2 n(dx) < + o .

En particulier on a : J x4 m(1)(dx) < + o , D'aprés le résultat

(1)

. . Y
du paragraphe (b) ; on en déduit que presque toutes les trajectoires de X

. . N
sont de classe C1 , donc presque toutes les trajectoires de X sont de
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2 . . . . . s
classe C° . Si r =2, la démonstration est terminée ; sinon, on itere

le procédé. s

II1.3. - Remarque : D'aprés le théoréme de domination rappelé au
paragraphe IV.7. du chapitre I, n'importe quel processus harmonisable X est
toujours dominé par un processus stationnaire continu Y. Le probléme est
de trouver & quelles conditions portant sur le processus domné X , il
existe un processus stationnaire continu Y dominant X , et dont la mesure

spectrale m admette certains moments. Ce probléme est ouvert si X n'est

pas fortement harmonisable. Sinon, on obtient le résultat satisfaisant suivant :

II1.4. - Théoréme.~ Soit X un processus réel fortement harmonisable,

*
mesurable et séparable. M  désignant la mesure sur B 2 qui prolonge
R

sa bimesure, si

*
(11) M| (d&x x R) <+, alors X est de classe e

b4

[ 2(r+1)
x l
J

et presque toutes ses trajectoires sont de classe Y sur R

RN

Démonstration : D'aprés ([1{], th. 12, p. IV.41), la condition (II)
implique que la fonction xr+1 est intégrable par rapport & la mesure stochas~
tique spectrale p du processus harmonisable X. Il est donc de classe Cr+1
d'aprés le théoréme II.4. du chapitre II.

De plus toute f.a.r. du second ordre stationnaire continue de
mesure spectrale m(B) = IM*l (BxR), Be BIR domine X (IV.B.,
chap. II) et est (r+1)-fois dérivable en moyenne quadratique (II.2.,

chap. II). On peut donc appliquer le théoréme III.1. M
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IIT.5. - A titre d'exemple, notons que :

Théoréme.- Toute f.a.r. du second ordre X stationnaire, continue,

mesurable, séparable, dont la mesure stochastique spectrale est a décrois-—

I3 - . o0
sance rapide a presque toutes ses trajectoires de classe C sur 1R

_

Démonstration : 11 suffit d'appliquer le théoréme III.1., X étant

de classe C° en moyenne quadratique (cor. IV.D.4., chap. II).HK

I111.6. - On peut de nouveau faire le méme genre de remarque qu'en III.3. :
quand un processus harmonisable réel est-il dominé par une f.a.r. X du second
ordre stationnaire continue dont la mesure stochastique spectrale est a décrois-
sance rapide ? Un tel processus mesurable et séparable aurait aussi presque
toutes ses trajectoires de classe C” sur R

, ce qui donnerait un nouveau

théoréme de transfert de propriétés du processus dominant au processus dominé.

II1.7. - On peut énoncer un tel théoréme dans le cas particulier

suivant :

Théoréme.- Tout processus harmonisable mesurable et séparable
de mesure stochastique spectrale 3 support compact,étant dominé par
un processus stationmnaire continu dont la mesure stochastique spectrale
est 2 support compact,a presque toutes ses trajectoires de classe c”

sur R .
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RESUME

On s'intéresse surtout & la relation de domination entre les
processus harmonisables unidimensionnels quelconques dont l'espace-temps
est R . Ces notions sont rappelées au chapitre I ou sont rassemblés

également divers résultats auxiliaires utiles.

Le chapitre II est consacré exclusivement a des propriétés du
second ordre, & savoir la dérivabilité et l'analycité au sens L~ des
processus harmonisables sur R , les conditions obtenues portant sur la
mesure stochastique spectrale u de ces processus, ou sur certaines mesures
positives finies dominant p . Des critéres simples en sont déduits lorsque u

est a support compact ou & décroissance rapide.

On trouve au chapitre IIl des conditions suffisantes pour qu'un
processus harmonisable ait presque toutes ses trajectoires de classe Ck ou
g™ en traduisant au cas des f.a.r. Y du second ordre stationnaires
continues (LZ) un résultat plus général de N. Koéno, puis en transférant ces

propriétés aux processus harmonisables dominés par Y.

-PROCESSUS HARMONISABLES
DILATATIONS STATIONNAIRES
DOMINATION

PROCESSUS ANALYTIQUES
REGULARITE DES TRAJECTOIRES .
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