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I N T R O D U C T I O N  
----------------- 

Ce travail s'applique aux processus harmonisables unidimensionnels 

dont l'espace-temps est IR. Il concerne d'une part, au chapitre II, des pro- 

2 
priétés du second ordre (dérivabilité et analycité des processus, au sens L ), 

d'autre part, au chapitre III, des critères pour que presque toutes les trajec- 

toires d'un processus hannonisable soient de classe ck ou cm . 
Dans le chapitre 1, on rappelle d'abord les définitions et principales 

propriétés des notions utilisées ensuite (intégration par rapport à une mesure 

hilbertienne ou à une bimesure, processus harmonisables, relation de domination 

entre processus harmonisables et entre bimesures, convergence forte et faible 

d'une suite de mesures stochastiques). Ces rappels sont complétés par certains 

résultats que nous n'avons pas rencontrés ailleurs. En particulier, J.I et v 

désignant deux mesures stochastiques dont l'une domine l'autre, nous avons 

comparé les variations totales de J.I et v, leurs semi-variations, ainsi que 

1 les espaces L (n,A,d et L'(o,A,v) des fonctions p et "-intégrables, 

abordant ainsi le thème de la thèse, à savoir : quelles propriétés d'un proces- 

sus hannonisable dominant se transmettent au processus dominé ? Nous avons aussi 

examiné la variation totale et la semi-variation d'une mesure orthogonale. 

Chapitre II. Le chapitre II est exclusivement consacré à certaines propri- 

étés L' d'un processus harmonisable X quelconque dont la mesure stochastique 

est notée J.I. Nous démontrons que si la fonction xP , p E IN* est J.I-intégrable, 

alors X est de classe cP , au sens de la convergence en moyenne quadratique. 
Ce résultat est connu pour les processus fortement hannonisables mais semble 

nouveau pour les processus harmonisables quelconques. Il en résulte que si 



va > O , eaixl est p-intégrable, X est analytique, ce qui est le cas 

2 notamment s'il existe un processus continu stationnaire (L ) dominant X 

dont la mesure spectrale m vérifie : 

On obtient ainsi un transfert de propriétés du second ordre. 

Des conditions suffisantes nouvelles de dérivabilité ou d'analycité 

sont ensuite données en utilisant les notions de mesure stochastique à support 

compact ou à décroissance rapide, que nous avons définies à cette occasion. 

Chapitre III. Nous introduisons d'abord au cas particulier des 

f.a.r. stationnaires continues un critère plus général de N. Kôno pour que 

presque toutes les trajectoires d'un processus soient de classe ck . Ensuite 
nous démontrons un théorème de transfert proprement dit : si un processus réel 

harmonisable X est dominé par un processus réel Y stationnaire, continu, 

2 (r+l)-fois dérivable (au sens L ), alors il existe une modification de X 

et une modification de Y dont presque toutes les trajectoires sont de 

classe cr . Le cas des f.a.r. stationnaires, continues dont la mesure stochas- 

tique spectrale est à décroissance rapide est examiné, pour terminer. 



CHAPITRE 1 

QUELQUE CRITERES D'INTEGRABILITE 

PAR RAPWRT A UNE B U R E  HILBERTIENNE. 

------------ 

1 - INTRODUCTION. 

L'intégrabilité par rapport à une mesure vectorielle (aspect 

ensembliste) a été traitée dans le livre de N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [II]. 

Une présentation synthétique en est donnée dans R. MOCHE [17]. Le point de 

vue fonctionnel, que nous n'utilisons pas (intégration par rapport à une mesure 

de Radon vectorielle), est développé par exemple dans E. THOMAS [24] ou 

H. NIEMI [19]. 

Dans ce chapitre, il s'agit surtout de donner quelques conditions 

d'intégrabilité d'une fonction scalaire par rapport à une mesure hilbertienne. 

Une autre définition de 1' intégrabilité, équivalente à ( [ I l ] ,  IV. 10.7) ou 

([17], IV.22.B), sera énoncée et utilisée ultérieurement. 

II  - MESURES HILBERTIENNES. 

I I  . O .  - Notat ions e t  rappels. Dans tout ce qui suit, on note H un 

X-espace de Hilbert, où IK , IR ou (E , et A un anneau de parties d'un 

ensemble quelconque 52 (i.e. une famille de parties de 52, stable pour 



l ' u n i o n ,  e t  pour  l a  d i f f é r e n c e ,  p r o p r e  ou non) .  

I I .  1. - Défini t ion d e s  m e s u r e s  h i l b e r t i e n n e s  : ( [l  1 1 , 1 17  / ) . On d i t  que - -- -----Pb-- 

l a  f o n c t i o n  d 'ensemble  p : A -+ H e s t  une mesure h i l b e r t i e n n e  s u r  A s i  e l l e  

v é r i f i e  l e s  deux c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  : 

i )  ( A d d i t i v i t é )  : pour  t o u t  A  , B E A t e l s  que A  17 B = @ , on 

i i )  ( a - a d d i t i v i t é )  : p o u r  t o u t e  s u i t e  (An ; n  2 1) d ' é l é m e n t s  d e  A 

deux  à deux d i s j o i n t s  d o n t  l a  somme A  a p p a r t i e n t  à A , on a  : 

La c o n d i t i o n  ( i i )  e s t  é q u i v a l e n t e  à l a  p r o p r i é t é  de  c o n t i n u i t é  

monotone s u i v a n t e  (p é t a n t  a d d i t i v e )  : 

I I .  2. - Var ia t ion  t o t a l e  d ' u n e  m e s u r e  h i l b e r t i e n n e  : ( [II:! , [17] ) . 
I I .  2 . 1 .  - Défini t ion. -  S o i t  p : A -+ H une a p p l i c a t i o n  quelconque.  - -. 

Pour  t o u t e  p a r t i e  E de  R ,  on a p p e l l e  v a r i a t i o n  t o t a l e  d e  P çur E , l a  

q u a n t i t é  : 

* 
l a  b o r n e  s u p é r i e u r e  é t a n t  p r i s e  pour  t o u s  l e s  c h o i x  p o s s i b l e s  d e  n  dans  IV , 

e t  d e  A,, ... ,AI, , p a r t i e s  A-mesurables e t  deux à deux d i s j o i n t e s  d e  E.  

La f o n c t i o n  ~ ( p ,  .) : P(Q) - -  [O, + m] s ' a p p e l l e  l a  v a r i a t i o n  

t o t a l e  d e  p  . 



On dit que JJ est à variation bornée sur E C 62 si 

V(JJ,E) < + o. . Si v(p,n> c + CO , on dit simplement que JJ est à variation 

bornée. 

L'étude de la variation totale d'une mesure hilbertienne est, par 

exemple, traitée dans ([17], chap. IV, 1.~1. Signalons au passage que la 

notion de variation totale permet d'introduire la notion de propriété vraie 

presque partout et de continuité d'une mesure par rapport à une autre. Par 

exemple : 

II. 2.2. - Définitions.- Etant donnée une mesure hilbertienne JJ 

sur un espace mesurable (Q,A) , on dit qu'un événement A est JJ-négligeable 

si V(JJ,A) = 0. 

Etant données des fonctions f , g , f, , f2 ,... : (n,A) -+ (K 3 %) , 
on dit que : 

- f = g p-presque partout - p .  si V(JJ, (f # g)) = O . 

f si V(JJ, (fn-j+ f)) = O . - fn n++- 

II. 3. - Semi-variation d'une mesure hilbertienne : ([II], IV. 10.3) 

ou ([17], chap. IV, 1.C). 

II. 3.1. - Définition.- Soit une application quelconque p : A -+ H . 
On appelle semi-variation de JJ la fonction 

* 
où la borne supérieure est prise pour tous les choix possibles de n dans ïN , 



de al,. . . ,a dans KU , de Al, ..., A parties A-mesurables et deux à deux n n 

disjointes de E , où KU = { z  , z E IK et l z l  < 13 (disque unité fermé 

de K).  

On dit que JJ est à semi-variation bornée si / I J J  1 1 (R) < + . 

On va énoncer une série de propositions dont on trouvera les 

démonstrations détaillées dans ([II], IV. 10.3) et dans ([17], chap. IV, I.C.) 

1- 11 .3 .2 .  - Prop0sitiori.- 1 1 J J ~  1 a les propriétés suivantes : 

C) Si p est additive, ~ I J J ~ /  est sous-additive sur A ; si, de plus, 

P est a-additive, 1 1 ~ 1  / est sous-0-additive sur A, 

d) Si p est additive, 1 / p l  [ ( O )  = O ; de plus, 

b '~  c $2 , 1 1 (E) s 4 sup(\ IP(A)/ I , A c A , A CE). 
I 

11 .3 .3 .  - Proposition.- Si est une mesure hilbertienne sur un 

espace mesurable @,A), sa semi-variation 1 IpI 1 est bornée. De plus, 

1 1 A est sous-a-additive. 

/ 11 .3 .4 .  - Proposition.- Si JJ est une mesure hilbertienne sur 

un espace mesurable (R,A), il existe une mesure positive finie 1 

sur @,A) telle que : 

- A A ,  h(A) d I(pII(A) , 



Dans t o u t e  l a  s u i t e  (52,A) dés ignera  un espace mesurable, autrement 

d i t ,  A s e r a  une a-algèbre (de p a r t i e s  de  52) p l u t ô t  qu'un simple anneau. 

II. 4. - Intégration par rapport à une mesure hilbertienne ([l 11 , I V .  10) 

([17], ch. I V .  I I ) .  

11.4.1. - Définition.- On d i t  qu'une fonct ion  f : @,A) -t (K ,  %) 
e s t  p- in tégrable  s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  de fonct ions  é tagées  ( fn  ; n > 1) 

t e l l e  que : 

- -  . 
' .  P-P-P. , f - f n  n- 

- VA c A , l a  s u i t e  f n  . dp , n > 1) e s t  convergente dans H . 
Alors on pose : 

~ A c A ,  J A 
f .  dp = i i m  j f n .  dp . 

n->.+rn A 

Bien entendu, il s ' a g i t  i c i  d'une extension de l ' i n t é g r a l e  d é f i n i e  

canoniquement pour l e s  fonct ions  étagées.  Pour une j u s t i f i c a t i o n  de l a  d é f i n i t i o n ,  

on peut v o i r  ([11], IV.10.7) ou ([17], p. IV.22). 

1 II. 4.2. - Théorème ([17], p. IV.22). En notant  LX(52, A,p) l 'ensemble 

des fonct ions  s c a l a i r e s  d é f i n i e s  su r  (n,A) qui  sont  p-intégrables,  on a : 

e t  VA 6 A , IA (a.f+g) . dp = a . / f.dp + j g.dp . 
' A  A 

i i )  Pour que l a  fonct ion  f : (n,A) -+ (K  , Ba) s o i t  p-intégrable,  

il s u f f i t  q u ' e l l e  s o i t  b-essentiel leinent  bornée (voi r  l e s  r appe l s  

ci-dessous) e t  a l o r s  on a : 



(Rappels : Ayant posé p-ess.sup(f) = Inf(a ; O f a ,< + et 
A 

V(u, A Îl (If1 3 a)) = O) , on dit que f est u-essentiellement 

1 bornée sur A si u-ess. sup(f) < + - , et simplement que f est 
A 

p-essentiellement bornée si elle est p-essentiellement bornée sur 

définie par vf(A) = 1 f . du , A r A est une mesure hilbertienne 
A 

sur (R,A) qui vérifie : v~(A) + O . On peut l'inter- 
1 1 ~ ~ 1  [(A)--+ 0 

ACA 
préter comme la mesure hilbertienne de densité f par rapport à la 

l mesure hilbertienne p . 

1 iv) Si Hl est un IK-espace de Hilbert, si l'application T : H -+Hl 

1 est linéaire et continue, T O : A -+ Hl est une mesure hilbertienne 

pour laquelle on a : 

1 V A ~ A , T ( J ~  . 1 = f .  d(T ou) . 
1- A 

Nous allons maintenant établir une nouvelle condition nécessaire 

et su£ fisante d' intégrabilité. 

11.4.3. -Théorème.- Pourqu'une fonction f :  ( i2 ,A)  - (IK, IK) 

soit u-intégrable, il suffit qu'il existe une suite (fn ; n 2 1 )  

de fonctions mesurables bornées telles que : 

1 - JJ-P.P., f 'n n-++m 

fn . du ; n 2 1) est une suite de Cauchy dans H. 
A 



Et alors, on a : 

L Y A E A ,  f . dp = lim fn.du . 

a )  C o m ~ ~ o n  d'une b d e  de donC;tion~ étagéen (gn ; n 3 1)  

* 
Pour n E IN , fn étant une fonction mesurable bornée est 

limite uniforme d'une suite de fonctions étagées (gn,k ; k 5 1) vérifiant 

de plus : 

Donc on peut trouver un entier k(n) tel que : 

Considérons maintenant la suite de fonctions étagées (gn ; n > 1) définies 

par : gn gn,k(n) ' 

On a donc : 1 K 2 i , 1 1gn-fnl 1-s- . 
2" 

Et puisque * f , l'événement 
'n n-w- Ro = {fn £1 vérifie 

V(JJ,R~) = O et : 

Donc : 



b )  Pour tout A c A , la suite (J' gn . du , n > 1) est une 
A 

suite de Cauchy dans H : en effet, 

f 1 - I l .  I l l  (d'aprèsle 
théorème 11.4.2. ii) 

1 
f - 

zn 
- I I J J I I ( A )  

et puisque par hypothèse (]A fn . du , n 3 1) converge dans H , 

alors (J' gn . du ; n 1) converge vers la même limite. 
A 

c )  Donc f est p-intégrable (Déf. 11.4.1 .) et on a : 

A 
f . du = lim fn 

Remutque : Puisque les fonctions étagées sont bornées, on peut 

voir que les conditions définissant l'intégrabilité (déf. 11.4.1.) sont 

équivalentes à celles données dans le théorème 11.4.3. 

Rappelons que le théorème de convergence dominée reste valable 

dans le cas d'une mesure hilbertienne et qu'il s'énonce comme suit : 

r- II .  4 .4 .  - Théorème de convergence dominée ( [II] , th. IV. 10. IO), 

On suppose que : 



1 
j g  E k ( R , A , p )  t e l l e  que : b n  h 1 , Ifni  $ g p-p.p. Alors,  f  

e s t  p - in tégrable  e t  \P/A E A , 

D'où l ' on  dédu i t  faci lement : 

r 11.4.5. - Corollaire.- ([17], p. I V .  3 2 ) .  Pour que : f  ($&A) -+ (IK, BK) 

/ s o i t  p - in tégrable ,  il s u f f i t  que / f 1 l e  s o i t  e t  a l o r s ,  pour t o u t e  

s u i t e  ( fn  , n 5 1) de fonc t i ons  é tagées ,  il s u f f i t  que so i en t  v é r i f i é e s  

l e s  condi t ions  : 

- fn-f 

pour que l ' on  a i t  : 

f  . dp = l i m  j . d u .  
n+ai  A 

Dans l e  c a s  d'une fonc t ion  à va l eu r s  r é e l l e s ,  on a : 

11 .4 .6 .  - Proposition.- Pour que f  : ( Q , A )  -+ (IR, Bn) s o i t  

p - in tégrable ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  que If 1 l e  s o i t .  

P é m o u u ~ o n  : D'après l e  c o r o l l a i r e  précédent, il s u f f i t  de  

montrer que s i  f  e s t  p-intégrable,  a l o r s  If1 l ' e s t  au s s i .  

+ - 
O r  f = f  - f  avec f + = f . 1  e t  f  = - f . 1 -  

- 

A+ A 
où A+ = {f 2 O} e t  A = Cf s O ) .  Puisque f  e s t  mesurable, 

A+ e t  A l e  sont  a u s s i ,  donc f +  = f  . 1 e t  f -  = - f  
A+ 

- 1 -  
A - 

sont  p- in tégrables  ( ca r  f  e s t  p - in tégrable) .  Donc If = f +  - f  , 

somme de deux fonc t i ons  p- in tégrables ,  e s t  p-intégrable.  



III - BIMESURES SPECTRALES ET DOMINATION. 

On dédu i t  de Yu. ROZANOV [22] l a  d é f i n i t i o n  suivante des  bimesures : 

III .  1. - Définition.- 011 appel.le bimesure s p e c t r a l e  sur  un 

anneau A ,  t ou t e  app l i ca t ion  M : A x A  --+ R 

(A,B) .LW M(A,B) 

q u i  v é r i f i e  : 

i VA , B B A , M(A,B) = M(B,A) . 

i i i )  M e s t  de type p o s i t i f ,  i . e .  : 

111.2. - Remarque : Dans l e  c a s  où (a,A) e s t  un espace 

mesurable e t  où K = (C , M : A  x A  -+ C e s t  une bimesure spec t r a l e  s i  

l e s  deux axiomes su ivants  sont  v é r i f i é s  (D. DEHAY [ 9 ] )  : 

v) VA 'A A , ,(A,.) e s t  une mesure complexe su r  (%A) ; 

i i i )  M e s t  de type p o s i t i f .  

Preuve : On va montrer que l e  noyau M v é r i f i e  l e s  qua t r e  

axiomes de l a  d é f i n i t i o n  111.1. : 



i) M étant un noyau complexe de type positif sur A est automatiquement 

hennitien ( b7], p. 11.02). 

ii) Si Al , A2 et B appartiennent à A et si Al et A2 sont 

disjoints, on a : 

=M(B,AT)+M(B,AZ) ,  d'après (v) 

iv) Soit (An, n 2 1) une suite A-mesurable convergeant vers 0 en 

décroissant. Alors, YB e A , M(An x B) 3 O . On a donc une suite 
de mesures complexes M A , .  ; n 1) convergeant vers 0 simplement 

sur la tribu A .  En appliquant le théorème de Vitali-Hahn-Saks, ([II], 

IV.10.6) ou ( D7], p. IV.17), on obtient : pour toute suite 

(Bm, m 5 1) C A telle que Bm A, 0 , 

Sup(l~(~~x B,)I , " 3  I ) ~ O  . 
On en déduit en particulier : M(An x An) a O . H 

Rappelons que l'on appelle mesure stochastique toute mesure hilber- 

2 tienne à valeurs dans un espace LQ(S,F,P) , où (s,F,P) désigne un espace 

de probabilité quelconque. c'est une simple commodité de langage puisque 

tout espace de Hilbert H est en bijection isométrique avec un sous-espace 

2 de Hilbert d'un tel espace Lc(S,F,P). Autrement dit, toute mesure hilbertienne 

est une mesure stochastique à une isométrie près. Cela permet d'énoncer la 

forme générale des bimesures spectrales sur un espace mesurable (S2,A) 

obtenue par R. MOCd (1171, th. 6, p. IV.35) et H. NIEMI ([20], th. 1). 



1 111.3. - Théorème (Carac té r i sa t ion  d e s  b imesu re s  spec t r a l e s ) .  

i Soien t  un espace mesurable (52,A) e t  une a p p l i c a t i o n  M : A x A -+ IK . 
Pour que M s o i t  une bimesure s p e c t r a l e  su r  (n,A), il f a u t  e t  il s u f f i t  

1 q u ' i l  e x i s t e  un espace p r o b a b i l i s é  (S,f ,P)  e t  une mesure s t ochas t i que  

1 JJ : A + L S , F ,  t e l l e  que : 

Nous appelons M l a  bimesure s p e c t r a l e  a s soc i ée  à l a  mesure 

stockiastique p (b ien  entendu, y n ' e s t  pas  unique) .  

Remarquons que pour un anneau A quelconque, on a : 

r III .  4.  - Proposi t ion.-  ( 6 ,  2 . 4 ,  p. 3 Pour t o u t e  mesure 

h i l b e r t i e n n e  p : A -+ H , d é f i n i e  su r  un anneau A ,  l a  f onc t i on  

: A  xA-IK e s t  une bimesure spec t r a l e .  

(A,B) - (P(A) ,  I J ( B ) ) ~  

III.  5. - In tégra t ion  p a r  r a p p o r t  à une bimesure  spec t r a l e .  

111.5.1. - Définition.- E t an t  donnée une bimesure s p e c t r a l e  M 

s u r  (R,A), p dés ignant  une mesure s t ochas t i que  t e l l e  que M = M , on 
H 

pose : 

Ces d é f i n i t i o n s  sont  j u s t i f i é e s  par  l e  f a i t  que L ; ( ~ , A , ~ )  e t  

E ( j  f . dp . g . dy) ne  dépendent pas de p s i  M = M ([17], p. IV.37). 
A I B  Cc 



A partir de la définition III. 1 ., on peut faire (cf. [3], 1) une 

théorie de l'intégration par rapport à une bimesure spectrale, sans invoquer 

les mesures stochastiques. Compte tenu de nos besoins, la définition 111.5.1. 

basée sur le théorène 111.3. rend inutile cette thécrie. Il est important de 

noter que l'intégration par rapport à une bimesure M coïncide avec l'intégrale 

usuelle par rapport à M* s'il existe une mesure complexe M* prolongeant M 

sur A 8 A, pour certains couples de fonctions (f,g) . Dans ce qui suit, 
* 

M 1 désigne la variation totale de M* . 

111.5.2. - Théorème.- ( [17] , p. IV.39). Soit (R, A) un 

mesurable et M : A x A +IK une bimesure spectrale 

* x: 
mesure scalaire M sur (R x 52 , A 8 A). Alors, pour tout couple 

/ (f ,g) : (%A) -+ (K, B ,) de fonctions bornées, O. a : 

1- 2 111.5.3. - Théorème.- ([17], p. 1V.41). Soit p : A 4  L ~ ( S , F , P )  

1 une mesure stochastique sur l'espace mesurable @,A) dont la bimesure 

* 
spectrale M est prolongeable en une mesure scalaire M sur 

fl 

I Pour qu'une fonction f : @,,A) -+ (IK , BIK) soit p-intégrable, 

lil suffit que : 

I II * 
If(x)l . If(y)l . I M I  (dx,dy)< + a ,  etaiorsona: 



III. 6. - Domination entre bimesures. 

On reprend ici la définition donnée dans ([17] ; p. VI.48) : 

III. 6.1. - Définition.- Relation de domination entre bimesures. 

On dira qu'une bimesure domine une bimesure M2 - Ml (Ml E M2) 

si M2 - Ml est de type positif, autrement dit si M2 - Ml est une bimesure 

spectrale, puisqu'il est facile de voir que les propriétés (i), (ii) et (iv) 

de la définition 111.1. sont toujours vérifiées par la différence M2 - M, . 

111.6.2. - Lemme.- Soit pl , p2 : d -+ H deux mesures hilbertiennes 

sur un anneau A ,  et I Ml , M2 les bimesures spectrales qui leur sont 

I 
respectivement associées (par la proposition 111.4.). Si M2 domine 

donc 

Ml , alors : 

1 - I l .  6 l 2 I l  , sur A 

2 - p l  , . s V , , sur P(R) 

3 - p l .  s p z .  , sur P(R) . 
- 

Démonn&aLLon : 

1 - Soit A s d : 

2 2 ( I D ~ ( A ) I I  = M ~(A x A) s M~(A x A) = //+,(A)II , 

~ ~ J J ~ ( A ) ~ ~  6 ~ ~ v 2 ( ~ ) ~ ~  

2 - Soit E E d . Par définition de la variation totale, on a : 



avec les notations habituelles. D'après l'inégalité précédente, on en 

déduit que : 

3 - Pour la semi-variation, avec les notations de la définition 
I I . 3 . 1 . ,  on a : 

n 
B 1 a . < . M ( A  X %) , par domination. 
j,k=l j 

Donc on a : 

D'OÙ le résultat, en prenant les bornes supérieures dans les conditions 

de la définition 1 1 . 3 . 1 .  

III. 6.3. - Théorème.- Soient f i 1  Y p2 : BIR -+L~(s,F,P) 2 deux 

mesures stochastiques associées respectivemeilt aux bimesures spectrales 

. Si M2 domine M l  , alors : 



1  - S o i t  f  : IR -+ (C une f o n c t i o n  u2- in tégrab le .  Par  d é f i n i t i o n  

d e  l ' i n t é g r a l e ,  il e x i s t e  une s u i t e  ( f n  ; n  > 1) de  f o n c t i o n s  é t a g é e s  s u r  

(IR, s) t e l l e  que : 

- b c B I R  , f n .  du2 ; n  b 1 )  e s t  une s u i t e  de Cauchy 

2  
d a n s  La(S,F,P) . 

O n e n d é d u i t q u e  - f  ul-p.p. puisque f n  n++m 

d ' a p r è s  l e  lemme ci-dessus.  

2  - Pour t o u t e  f o n c t i o n  complexe é t a g é e  g s u r  (IR, 

notée g =  f a j  l A  , on a ,  pour t o u t  événement A :  
j = i  j  

P  l l j  g  d u l l l Z  = I l  L a  P l ( *  n A j ) l I  
2  

A j=1 j  

= f a j  a k M I ( ( A n A j )  x ( A ? % ) )  
j  ,k=l  

r f a j  < M , ( ( A ~ ~ A . )  x ( A n % ) )  , c a r  M2 domine 
j ,k=l  3 

2  
= 1 / 1 g  ciU2 / / , en remontant l e s  c a l c u l s .  

A 

On a  donc 111 g ~ J J ~ I  L I I /  g  du211 . 
A J A 

3 - VA c $ , (1 f n  du, ; n > l )  e s t  une s u i t e  de Cauchy 
A 

puisque  (j f n  df12 ; n  1) en e s t  une e t  que : 
A 



4 - On peut donc conclure que f est p -intégrable et que : 
1 

11 en résulte que 1 1  f . J J ~ I  = lin I f n  d u l /  r lim I l  
A ri++m 

IV - PROCESSUS HARMONISABLES. 

M. LOEVE ([14] ; Sec. 34) a introduit le premier une classe restreinte 

de processus harmonisables que l'on appelle les processus fortement harmonisables. 

Les processus harmonisables les plus généraux ont ensuite été définis indépen- 

damment par S. BOCHNER [z] sous le nom de processus V-bornés et par 

Yu. A. ROZANOV l 2 2 ] .  En fait, c'est D. DEHAY ( [ 6 ]  ; prop. II. 24, p. 38) qui 

a montré que les processus V-bornés continus sont exactement les processus 

harmonisables. Notons enfin que l'on peut aussi obtenir les processus harmo- 

nisables lorsque l'on considère les mesures vectorielles comme des fonctionnelles 

linéaires continues (mesures de Radon) sur des espaces de fonctions ad hoc. 

C'est l'approche de H. NIEMI [19]. Les propriétés générales des processus 

harmonisables sont rassemblées dans M.M. RA0 [21] ou R. MOCHE ([17], 
chap. V) . 



IV. 1. - Définitions.- ([17], p. V.2.). On dit qu'un processus 

2 
X = (Xt , t E IR) : TR --+ L (s,F,P) est un processus harmonisable s'il c 

2 
existe une mesure stochastique JJ : Br --t L~(S,F,P) telle que : 

Cette mesure est unique ([17] , p. V. 1 1 )  et s'appelle la mesure stochastique 

spectrale du processus harmonisable X considéré. 

r IV. 2. - Théorème.- (~221, 2 ; [i 71 , p. V. 13). Soit 

2 
X : IR -t L (s,F,P) un processus du second ordre sur (~,F,P). a: 
Pour que X soit un processus harmonisable, il faut et il suffit 

qu'il existe une bimesure spectrale complexe M sur (IR, Br) 

1 telle que son noyau K vérifie : 

M est alors la bimesure spectrale M associée à la mesure stochastique 
JJ 

/spectrale JJ du processus harmonisable X . M est donc unique et 

s'appelle bimesure spectrale du processus X. i 
IV. 3. - Définition.- Si la bimesure spectrale M d'un processus 

harmonisable X est prolongeable en une mesure sur Br 8 BIR , on dit que 

X est fortement harmonisable, ou qu'il admet une mesure spectrale. Si cette 

mesure admet une densité, on dit que le processus X est à densité spectrale. 

IV.4. - Théorème.- (fi7], p. V.12 et p. V.2) Soit X un 

processus harmonisable de mesure stochastique spectrale JJ . On 
2 2 2 

note L (X) (resp. L (JJ)) le sous-espace de Hilbert de L,(s,F,P) 



/engendré par (X(t) ; t r IR) (resp. (~(8) , B B ). Alors 
IR 

ILZ(X) = L'(J.I) , et c'est un espace de Hilbert séparable. I. __  -_ 

Définissons maintenant la notion de domination entre processus 

harmonisables. 

IV. 5. - Comparaison des processus harmonisables. 

IV.5.1. - Définition : Relation de domination entre processus 

harmonisables. Soient X et X2 deux processus harmonisables de noyaux 1 

K,  et K2. On dira que XI est dominé par X2 (XI  6 X2) si la différence 

K2 - KI de leurs deux noyaux est de type positif, soit si : 

D. DEHAY ([61, 11.3.8) a prouvé que K2 - KI est de type positif 

si et seulement si M s M 1 2 '  

Nous allons étudier dans le sous-paragraphe suivant le cas particulier 

des processus harmonisables stationnaires. 

IV. 6. - Processus harmonisables stationnaires. 

1 IV. 6.1. - Théorème.- ([17], p. V. 18). Un processus harmonisable 

lest stationnaire si et seulement si sa mesure stochastique spectrale 

/J.I est orthogonale (soit si : 'dA , B B BBp , 



Si X : IR -+ L~(s,F,P) est un processus du second ordre stationnaire 
(C 

et continu (en moyenne quadratique), d'après un théorème de Bochner sur les 

fonctions caractéristiques des lois de probabilité (1151, p. 7 1 ) ,  il existe 

une mesure positive finie m sur (IR, &) et une seule telle que : 

m s'appelle aussi mesure spectraie de X , en théorie des processus station- 

naires. D'après ([17], p. V.18), un tel processus est un processus harmonisable 

à mesure spectrale, et sa mesure stochastique spectrale )J est orthogonale, 

d'après le théorème IV.6.1.. Sa bimesure spectrale M (au sens de la théorie 

des processus harmonisables) est reliée à m par : 

Il en résulte notamment que : 

Dans la suite, on notera aussi R(m) la mesure positive finie 

définie sur 8 B 8 à partir de m par : VA , B c BE , 
IR IR 

r IV.6.2. - L e m m e .  Soit ii une mesure stochastique orthogonale 

IR, . Alors, VB t BIR , \ I I J ~ ~ ( B )  = llu(~>ll. 

Pérnunb&&tian : Soit B E  & . D'après la proposition II.3.2., il 

suffit de montrer que l'on a : Il~ll(B> 6 ll~(B>Il. Or on sait que : 

n 
/ I I J I  1 (B) = Sup / 1 .I ai . u(Ai) / 1 , avec les notations habituelles , 

1= 1 



par définition de l'intégrale par rapport à la bimesure spectrale M associée 

à JJ et d'après (Cl71 , p. V. 1 7 ) ,  où m est la mesure définie sur (IR, BIR) 

Par 

n 
r Sup( 1 ( 1 l A  (x)) . m(dn))Ii2 , car s i  $ 1 

i=l i 

pour i c { t ,  ..., nl , 

I - 
IV.6.3 .  - Corollaire.- Si JJ est une mesure stochastique orthogonale 

sur BIR , et si m est la mesure positive finie sur BE qui lui est 

1 2 
associée comme ci-dessus, on a : L C ( l ~ ,  Q, JJ) = L c ( I R ,  BIR, m) et 

PémanclRizaLiun : 

1 - Remarquons d'abord qu'il est équivalent de dire qu'une 

propriété est vraie JJ-p.p. ou qu'elle est vraie m-p.p. En effet, 



d'après le lemme précédent, on a, pour tout événément A : 

1 2 - Soit f E Lg(IR, BIR, u). Cela signifie qu'il existe une suite 

(fn , n 2 1 )  de fonctions étagées sur (IR, Bx) telles que : 

ii) b IZ , ( '  jA fn . du ; n > 1) est une suite de Cauchy dans 

2 
Lc(S, F,P). On a donc f f , d'après (1) , et comme un calcul 

n r,-nm 

précédent montre que pour toute fonction étagée g et tout borélien B , 

on a : 1 I I g . d u  1 = 1 1 g1 dm , on voit que pour tout borélien B , 
B B 

on a : 

2 
iii) jB 1 fp-fq/ dm = \j (f -f ) du / l 2  - O , d'après (ii) . 

B p q  P 9 cl++==' 

La suite 2 
(fn)n2, est donc une suite de Cauchy dans Lc(IR, BIR , m). 

L 
Elle converge donc fortement vers f , ce qui montre que f E Lg(IR , BIR , m). 

3 - Réciproquement, si If1 * dm < + m , on a aussi 

f 
i 

1 fl dm < + m.  Appelons (fn , n > 1) une suite de fonctions étagées 

sur (IR, BIR) convergeant partout vers f et telle que : 

D'après le théorhme de convergence dominée, 
2 

If -f 1 dm - f, p 
+ o .  

P Y ~ * ~  

On en déduit, d'après (iii) que pour tout borélien B , la suite 
2 fn . du , n b 1) est une suite de Cauchy de La(S,F,P). Donc f 

est u-intégrable. 



f .  d l i l 1 2 =  l i m ( 1  f n .  dp l (  i 2  4 - Enfin,  on a  
n*- B 

= i i m  1 fnl dm 
n*m B 

quels  que so i en t  f  p i n t é g r a b l e  e t  B E BIR . a 

IV.6.4. - Remarque : Il r é s u l t e  du c o r o l l a i r e  précédent que s i  

1 
e s t  une mesure s tochas t ique  orthogonale,  on f a i t  de L ~ ( ~ R ,  BE , J J )  , espace 

1 v e c t o r i e l  quo t i en t  de Lt(lR, B, , p )  par  l ' é g a l i t é  p-p.p. , un espace 

de H i lbe r t  en l e  normant par  : 

2 
Cet espace de H i lbe r t  e s t  ident ique  à Lg(B  , BIR , m) à une 

i sométr ie  près.  

i- IV.6.5. - Corollaire.- S o i t  M une bimesure spec t r a l e  sur  

/ 8, 
BR associee  5 une mesure s tochas t ique  JJ s u r  BIR . s i  M 

e s t  dominée par  une mesure p o s i t i v e  f i n i e  m sur  BE , en ce  sens 

que M 6 R (m)) , a l o r s  : 

Démonn&dan : Il s ' a g i t  d'une app l i ca t ion  d i r e c t e  du théorème 

111.6.3. e t  du c o r o l l a i r e  IV.6.3.  

Exemple : S o i t  M une bimesure s p e c t r a l e  prolongeable en une 

* * 
mesure s c a l a i r e  M su r  B , . Alors l a  mesure p o s i t i v e  f i n i e  m d é f i n i e  

* IRL 
Sur BE Par m * ( ~ )  = 1. 1 (A 1 )  e s t  une mesure qui  domine M ([I 91, [ t ]  ) . 
On en dédui t  donc que : 



1 IV.6.6 .  - Corollaire.- Soit p une mesure stochastique sur (IR, Ba) 
* 

dont la bimesure M est prolongeable en une mesure sur . Alors m 
IR 1 étant la mesure positive finie définie ci-dessus, on a : 

IV. 7. - Théorème fondamental de la domination. 

On est en fait toujours dans la situation du corollaire IV.6.5. 

grâce au résultat essentiel suivant, qui semble dû à A. PIETSCH (cf. [17], 

p. VI.37, [15], [19], r211, ... ). 

IV. 7.1. - Théorème.- Toute bimesure spectrale M sur BIR 
I Bm 
k - d o m i n é e  par une mesure positive finie m sur BE (M 6 Rh)). 

Il est équivalent de dire : 

i- IV.7.2. - Théorème.- Tout processus harmonisable X est dominé 

par un processus stationnaire continu. I L  
Dans la littérature anglo-saxonne, on dit plutôt que tout processus 

harmonisable admet une dilatation stationnaire. Ce résultat est très fécond 

puisqu'il est plus commode d'étudier les processus stationnaires continus 

que les processus harmonisables quelconques, et que l'on peut espérer que des 

propriétés du processus stationnaire dominant vont se transférer au processus 

harmonisable dominé, ce qui est le cadre de notre étude. 

IV.  8. - Extension d'une bimesure. 

Il est crucial de savoir si la bimesure M d'un processus harmo- 

nisable est prolongeable ou non en une mesure sur B . Dans le premier cas, 
IR 



on a en effet affaire à un processus fortement hannonisable d'un maniement 

beaucoup plus comode que les processus harmonisables non fortement harmo- 

nisables. 

Soit M une bimesure spectrale sur (IR , Bn). On définit sa 

fonction de répartition p sur par : 

Et on définit la variation de p au sens de Vitali par : 

IV.8.1. - Définition.- Soient H un espace de Hilbert et p une 

application de  IR^ dans K. On dit que p est à variations bornées, au sens 

de Vitali, dans le rectangle (produit d'intervalles) 1 x J lorsqu'il existe 

une constante b telle que quels que soient tl < ... < t 
p+l 

dans 1 

et s1 < ... < s 
q+l 

dans J , on ait : 

Dans ce cas, on définit la variation de p dans le rectangle 1 x J , au 

sens de Vitali, par : 

var( P ,  1 J) = Sue( f e I I A ~ P  I . 
j=1 k=l 

la borne supérieure étant prise pour tous les choix possibles de 

P 9 9 ; tl'".'t p+l ; S1,...'S 
q+l  

On a alors le résultat suivant (161, th. 1.6.8.) : 



1 IV .  8.2. - Théorème.- Une bimesure spectrale M est prolongeable 

en une mesure scalaire sur (m2, Bn2) si et seulement si sa fonction 

de répartition est à variations bornées sur IR2 , au sens de Vitali. 

IV .  8 . 3 .  - Remarques : 

a) Si M est une bimesure spectrale associée à une mesure stochastique 

p , on peut facilement voir à partir du théorème ci-dessus que pour que M 

soit prolongeable en une mesure scalaire, il suffit que V(JJ,B) < + . 

b) Exemple de bimesure prolongeable. Soit m une mesure positive o-finie 

2 
quelconque sur (IR, Bm) , et soit f : IR -+ L (S,F,P) une fonction a 
m-Bochner intégrable, autrement dit m-fortement intégrable ([17], chap. III) 

2 
de IR dans LC(s,F,P) , que l'on suppose ici séparable. La fonction d'ensemble 

2 
JJ : BE + L~(s,F,P) définie par JJ(A) = j f dm est une mesure stochastique 

A -. 
d'après la linéarité de l'intégrale de Bochner et le théorème de Lebesgue ([17], 

n 
V(JJ,IR) = Sup( 1 1 IJJ(A~) 1 1 )  , avec les notations habituelles 

i= 1 

Donc la bimesure spectrale associée à JJ est prolongeable en une mesure 

scalaire sur (IR2 , B 2) , d'après la remarque a). Et ce résultat reste 
IR 

vrai même si la mesure positive m n'est pas U-f inie (cf. [8], p. 17). 



c) Il y a des exemples classiques de bimesures spectralesqui ne sont pas 

2 
prolongeables en une mesure scalaire sur (IR , 8 2) , (cf. par exemple [6] , 

IR 
1.5.12, p. 20). 

V - REMARQUES SUR LA CONVERGENCE DES SUITES DE MESURES 

STOCHASTIQUES. 

Soit M l'ensemble des mesures stochastiques sur (IR, BIR) à 

L 
valeurs dans L@(s,F,P) , où (s,F,P) est un espace probabilisé quelconque 

donné. Il est facile de montrer que M, muni de la norme p -+ 1 I l i  1 1 (IR) 
est un espace de Banach. 

r- V .  1. - Proposition.- Soit (pn , n 3 1) une suite convergente 

dans (M , I I  I I  (IR)) , de limite p , et Mo une bimesure spectrale 

sur 8 . Pour que l'on ait Np ,< Mo , il suffit que : ! IR 

Donc pn(B) -3 p(B) . Le produit scalaire étant continu dans un espace 
n*m 

de Hilbert, nous en déduisons que : 

Avec les notations habituelles, M 6 M se traduit par : 



En passant  à l a  l i m i t e  quand n + + - , on a r r i v e  à : 

c e  qui  prouve que M c Mo (c f .  déf .  111.6.1.). 
JJ 

Nous a l l o n s  maintenant é t a b l i r  un c r i t è r e  de p - in t ég rab i l i t é ,  

dans l a  s i t u a t i o n  précédente.  Pour c e l a ,  rappelons d'abord : 

I V.2.1. - Lemme.-  ([17], p. IV.27) S o i t  p une mesure stochas- 

t i que  su r  un espace mesurable @,A) e t  s o i t  ( fn  ; n 5 1 )  une s u i t e  

1 de fonct ions  p- in tégrables  convergeant p-p. p. v e r s  une fonct ion  

mesurable f  . Alors,  une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que f  s o i t  

p- in tégrable  e s t  que : 

Sup ( 1 1  j f n .  du11 ; n 5 1) * o  . 
A I IUII (A)  -+ 0 

AEA 

V.2.2. - T h é o r è m e . -  S o i t  (pn , n 5 1) une s u i t e  convergente 

Idans (M , I l . [ l < l R ) )  , de l i m i t e  p . Pour qu'une fonct ion  

f  : IR -+ (C mesurable e t  localement bornée s o i t  p-intégrable,  il 

s u f f i t  que : 

1 - t/n > 1 , f  e s t  p - in tégrable  , 
n 

2 - sup ( 1 l . j  f  . dpnll ; n 5 1) > o  . 
A ~ ~ ~ ~ ~ ( A )  - 0  

AC A 

û é m o v L 5 ~ o n  : S o i t  ( K ~  , p 5 1) une s u i t e  c ro i s san te  de 

compacts de IR recouvrant  IR . En posant f  = f . l K  , p 5 1 , nous 
P 

P 



avons f = lim f . D'après le lemme rappelé ci-desus, pour montrer 
P*"O 

P 

que f est P-intégrable, il suffit donc de montrer que : 

SUP ( 1  / J f P 1 i P i 1) 0 . Or pour tout borélien A , 
A l l ~ l l ( ~ )  - 0  

AC A  

on a : f . du - f . P I  I l p !  P I  9 

A A 

où 1 1 fp\ 1, est fini car f est localement bornée, autrement dit 

est bornée sur tout compact de IR. Comme [ Ip-pnl 1 (IR) n;7;;a O , 

on en déduit que : 

r 

Or l'hypothèse 2 entraîne que : 

/ ' 

d~ > O ,  ] T ) ( E )  > O  telque A E A  et 

Iull(~) 6 TI(E) => SYP{II 1 f . dpnl/, n 1 1 )  1 E . Nous avons 
A 

donc alors : 

vp 3 1 , I I P I I ( A  nKp) I I / P ! ~ ( A )  I n( r )  , donc / j fp dp/l 6 E , 
A 

ce qui prouve que : 

On va maintenant aborder un autre type de convergence dans l'espace 

M : la convergence étroite. 



V. 3.1. - Définition.- On dira qu'une suite (un , n 2 1) dans M 

converge vers JJ E M , noté un -% p si : 

V t c  cb , ] f.dpn3J f.dli , 
ri+* 

où Cb est l'espace des fonctions complexes continues bornées définies 

sur IR. On voit facilement que la convergence dans l'espace de Banach 

( M ,  1 1 1 1 (IR)) entraîne la convergence étroite. 

Dans le cas d'une suite de mesures orthogonales, on a un résultat 

très simple : 

i- V.3.2. - Théorème.- Soit (yn , n 3 l) une suite de mesures 

orthogonales convergeant étroitement vers JJ E M . Alors, on a : 

1 1 - J.I est orthogonale 

I 3 - 1 1 P B  1 = 1 B 1 pour tout borélien B de frontière 
n-t* 

1 - Notons X (resp. X ) le processus hannonisable de mesure 
P n 

stochastique spectrale p (resp. pn). On sait que Idn 3 1 , le processus 

X est stationnaire est continu (cf. IV.6.1.). Or \dt IZ IR , X (t) = ' n " n 
itx Corne P ~ J J  etque x c - t e  est continue bornée, on en déduit n 

x,, (t) ~,,(t) , t P ,  puis que : bt , S E  P ,  
n 

E (X,, (t) .v) = lim E (Xp (t) . X) ) , qui ne dépend que de la 
ni* n ' n 



différence t-S. Autrement dit, X est un processus harmonisable stationnaire 
I.i 

et par conséquent, de nouveau d'après IV.6.1., p est orthogonale. 

2 - Puisque SUP((~P~/~(W) ; n z  1) = SUP(J/P~(IR)I); n 2 1)  , 

le résultat à établir est une conséquence directe de la troisième propriété 

que nous démontrons maintenant. 

3 - Notons mn , n > 1 et m les mesures positives finies sur 

(IR, BIR) définies à partir de , n 1 et p par: 

2 1 
On sait que vn > 1 et t(i ç La(=, BIR , mn) = La(I(, BIR , un) , on a : 

1 1f l 2  dmn = I I  f dun[ 1' , et de même pour m et p . Pour toute fonction 
f : IR + a: continue et bornée, puisque pn J.I , on a donc : 

On en déduit que 1 f dm , d'abord pour toute fonction 

f : IR + IR continue, bornée, à valeurs > O , puis pour f : IR -* IR 

continue et bornée quelconque. 

Par conséquent , m , ce qui entraîne que : pour tout mn n++w 

borélien B dont la frontière 6 ( B )  est m-négligeable, m(B) = lim mn(B) , 
n++co 

soit P B  = i P B  , si \~J.I(~(SB) = O  . . 
n++w 

Ceci est une simple amorce d'une étude à faire de la convergence 

étroite des mesures stochastiques. Cette étude devrait bien entendu être 

menée pour des mesures stochastiques quelconques (non nécessairement orthogonales). 



VI - DEVELOPPEMENT DE PROCESSUS HARMONISABLES E T  DE BIMESURES 

EN SERIES.  

Nous donnons ici une condition suffisante pour qu'une bimesure soit 

prolongeable en une mesure scalaire sur B portant sur le développement 
1~~ 

en série de cette bimesure. 

On sait que pour un processus harmonisable X = (Xt , t E IR) 

2 2 
sur (S, F,P) , de mesure stochastique spectrale p , L (X) = L (u) est 

2 
un espace de Hilbert séparable. On supposera que L (LI) est de dimension 

hilbertienne infinie, et on désignera par (Ck , k 2 1) une base orthonormale 

2 de L (p). Pour tout k 2 1 , définie sur % par (B) = E(V(B) . Sk) 
Ck Sk 

est une mesure complexe. Il en résulte que pour tout n a 1 la fonction 

2 
n 

d'ensemble pn : BIR -+ Le@, f,~) définie par : P B  = p (B) . Sk 
k=l Sk 

est une mesure stochastique. Notons 
Xn 

le processus harmonisable de mesure 

stochastique spectrale JJ et Mn sa bimesure spectrale. Il est facile de 
n 

vérifier que : 

Rappelons le théorème bien connu suivant ([21], th. 4.4. ; [19], 

th. 3.4.1.), que l'on peut démontrer en utilisant des développements en 

série de processus. 

I VI. 1. - Théorème. -  Tout processus harmonisable est limite d'une 

suite de processus fortement harmonisables, au sens de la convergence 

k ; r m e  sur tout compact de l'espace - temps IR . 



UérnonbZJzthation : On utilise les mêmes notations que ci-dessus. 

2 Lorsque L (X) est de dimension finie, le processus X est 

2 
déjà fortement harmonisable. On suppose donc ici que L (X) est de dimension 

infinie pour éviter un cas trivial. 

Le processus Xn , n 3 1 , est associé à la mesure stochastique 'n ' 

2 Comme L (JJ ) est de dimension finie, Xn est fortement harmonisable. Tout n 

processus harmonisable étant continu, les fonctions t 1 Ixn(t) - X(t) 1 )  
sont continues. De plus, la suite (1  x - x / 1 , n h 1 tend vers O 

en décroissant puisque : 

D'après le théorème de Dini, il y a donc convergence uniforme sur tout e, 
compact de IR. . 

Concernant la relation de domination entre bimesures spectrales, ( 

nous avons : 

r--- VI.2. - Théorème.- Avec les mêmes notations que ci-dessus, et 

/ M ~  désignant une bimesure spectrale donnée sur 8 , pour que 
IR 

Mo 

M il faut et il suffit que pour tout n h 1 , Mo domine n a  

* 
U ~ t n a n ~ ~ n  : vn >, 1 , considérons le noyau Mn : "x BIR -+C 

* 
dé£ ini par : 'D'A , B c BTR , M(A x B) = M~(A x B) + M,(A x B) . Comme 
M~(A x B) = 1 f i -  (A) . IJS-(B) , c'est un noyau de type positif, donc 

khn+l 'k k 

M h Mn . Par conséquent, M f Mo => bn h 1 , Mn f Mo . La réciproque 
s'obtient par simple passage à la limite puisque sur l'ensemble 8~ 

des pavés mesurables de IRL , M = lim M . 
n++m n 



r VI.3. - Théorème.- Avec les notations précédentes, la bimesure 

spectrale M du processus harmonisable considéré X est prolongeable 

en une mesure complexe sur 8 , autrement dit X est fortement 

+m 
IR2 

hannonisablesi 1 (lu6 /(IR))2< + m  . (1) . 
k= 1 k 

Et alors M est dominée par la mesure positive finie m définie 

sur BIR par : 

~érnon4&atior1 : Soit B un borélien quelconque de IR2 . La série 
8 ; ) (B)  converge absolument d'après (1) puisque : 

kb 1 Ck 

On peut donc définir une fonction d'ensemble M' sur B en posant : 
IR2 

= lim Mn(B) 
n++m 

M' est donc la limite de la suite des mesures complexes (Mi , n b 1 )  

donc c'est une mesure complexe (théorème de Vitali-Hahn-Saks, [II], th. 111.7.2. 

et cor. 111.7.3.). 





Cela réduit l'intérêt du théorème précédent car une bimesure étant donnée, 

une mesure positive finie la dominant est d'autant meilleure qu'elle est plus 

petite. 



CHAPITRE II 

DERlVAB 1 LlTE DES PROCESSUS HARMON ISABLES. 

--------------- 

1 - INTRODUCTION. 

Ce chapitre contient essentiellement une condition suffisante pour 

qu'un processus harmonisable quelconque soit de classe cP au sens de la 

dérivation en moyenne quadratique. Cette condition est que la fonction 

x t-t xP soit p-intégrable, JJ étant la mesure stochastique spectrale 

quelconque du processus harmonisable quelconque considéré. 

Cette condition suffisante était déjà connue pour les processus 

stationnaires et continus ([2] S. BOCHNER, th. 2 . 4 . 3 . ) ,  et pour les processus 
l 

harmonisables à mesure spectrale (Cl71 R. MOCHE, EX. 5, p. V-22). 

Dans le cas plus particulier des processus stationnaires et 

continus, on verra que cette condition est aussi nécessaire. 

Avertissement : Dans ce chapitre, les convergences de suites de 

L~(s,F,P), la continuité et la dérivation des processus du second ordre 

considérées s'entendent au sens de la moyenne quadratique, autrement dit 

au sens de la topologie forte, ou topologie de la norme, de l'espace 



II - DERIVABILITE (en  moyenne quad ra t ique ) .  

I I .  1. - Définition.- S o i t  X = ( ~ ( t )  ; t E IR) un processus du second 

ordre.  On d i t  que X e s t  dé r ivab le  au po in t  t E IR s i  l a  l i m i t e  en moyenne 

quadrat ique de  X(t+h) - X(t) quand h  tend ve r s  O ex i s t e .  On pose a l o r s  : 
h 

On notera  Xtr) l a  dér ivée  r-ième de X au poin t  t c IR , 

l o r s q u ' e l l e  e x i s t e .  

Lorsque X e s t  r - fo i s  dér ivable  su r  E e t  que sa  dé r ivée  

r-ième X(r) e s t  continue,  on d i t  que X e s t  de c l a s s e  cr . 

I I .  2 .  - Rappels ( M .  LOEVE [14] ; Sec. 37 ) .  - S o i t  K l e  noyau 

a s soc i é  au processus du second o rd re  X. D'après l e s  p rop r i é t é s  de l a  conver- 

gence en moyenne quadrat ique d'une s u i t e  de va r i ab l e s  a l é a t o i r e s  du second 

ordre ,  X e s t  dér ivable  s i  e t  seulement s i  l a  l i m i t e  de 

E ( X(t+h) - X(t) . X(t+k) - X(t) ) e x i s t e  quand h  e t  k tendent  v e r s  O. h  k  

D'où on dédui t  que : 

Corollaire.- S i  X e s t  n-fois  dér ivable ,  l a  dérivée 
a,2n K ( ~ , s )  

a t n  asn 
e x i s t e  e t  c ' e s t  l a  covariance du processus ,(n> = 

autrement d i t  : K(t,s)  = E(Xp) i (F))  ; t , . 
a t n  asn 

Pour r = 1 E(X(l )  . i( ) = i i m  ~ ( t + h , s )  - K( t , s )  
t h+O h 



On démontre de même facilement que : 

et plus généralement que pour tout couple d'entiers p et q tels que : 

Dans le cas plus particulier d'un processus stationnaire et 

continu X de mesure spectrale m , on sait (cf. S. BOCHNER [2] ; th. 2.4.3.) 

xZn.m(dx) < + - , le processus X est de classe cn . 
Réciproquement, on a : 

( Lemme.- Si X est n fois dérivable à l'origine, alors : 

D6monbRhdon : Notons ~i la mesure stochastique spectrale (ortho- 

gonale) de X et supposons que X soit dérivable en O. Alors pour toute 
X(hn) - X(0) 

suite h n n 1  convergeant vers O , la suite ( ; n 2 11, 
hn 

- 1 
autrement dit . ~(dx) ; n 2 1) est une suite de Cauchy 

2 
dans L (X). 



1 2 Comme pour toute fonction f E Lg(lR , % , 1.1) = Lc(IR , BIR , m) , 

/ / I f .  dp/12 = 1 l£12 . dm (cf. chap. 1, IV.6.4.), la suite de fonction 

ibn(.) 
( 

-1 2 
; n a 1) est convergente dans LC(lR, B, , m) . Comme 

hn 

ihnx 
e - ' -ix pour tout X E  I R ,  la fonction x + +  lx12 est x n++co 

m-intégrable, d'où le résultat pour n = 1 . On obtient de plus que le 
processus X est dérivable sur lR tout entier et que le processus 

dérivé x(') vérifie : 

Montrons maintenant que le résultat précédent s'étend au cas 

n = 2 . Par hypothèse , X(l) est dérivable au point O. Donc la suite 

ih x n (1 ix . e - 1 . p d x  ; n 1 est une suite convergente dans L~(x) , 
n 

et on en déduit comme précédemment que la suite des fonctions 

ihnx 

(ix 
- 1 2 ; n a 1) converge dans L~(IR , % , m) , que 

X 

1 1 x1 dm < + , puis que X(') est dérivable sur IR tout entier et 

en fin que son processus dérivé x(~) vérifie : 

V t E I R  , 2 itx 
x(2)(t) = j  (ix) e p(dx) . 

On réitère ensuite le même procédé si n > 2 . 8 

11.3. - Théorème.- Soit p : A + H , une mesure hilbertienne 
1 

sur un espace mesurable @,A) et f c LK(~,A,p). On appelle v 

la mesure hilbertienne de densité f par rapport à p , définie 



1 par : 

I soit 3 : (%A) -+ (x, 8,) une fonction telle que ]$fi 

1 soir p-intégrable. Alors 3 et sont "-intégrables et 

a) Lemme.- Soit g une fonction mesurable sur (n,A) , à 

valeurs 5 O . Alors g est p-intégrable si et seulement s'il existe 

k f o n c t i o n  h 3 0 , p-intégrable et majorant g . 

Preuve : Il suffit d'appliquer le théorème de convergence dominée 

pour une suite croissante de fonctions étagées 3 O convergeant vers g. a 

6 )  Démontrons maintenant le théorème : 

n 
i) Si $ est une fonction étagée et mesurable notée Ji = 1 Si . 1 ; 

i= 1 Ai 
Al ,..., An E A , (il ,..., Sn e M , $ est évidemment v-intégrable et 

Y A E A  , 

n 
$ . du = 1 gi . V ( A  fi Ai) (définition de l'intégrale d'une fonction 

i= 1 
étagée) 



ii) Soit JJ : 0 -t IK une fonction pour laquelle 1 f$I est p-intégrable. 

$f est donc u-intégrable ([17], p. IV.321, de même I$lf . 
Soit (gn , n 2 1) une suite de fonctions étagées telles que : 

D'après le lemme précédent, il résulte des inégalités : 

que 1 l$nl . fi et 14,. fl sont p-intégrables, et donc que 14, f 

et $n . f le sont aussi. De plus, on a : 

D'après le théorème de convergence dominée ([17] , p. IV. 31) 

et i), on obtient, pour tout événement A : 

Les suites ( 1  . d ; n 2 1) et ;j ldnl . dv ; n 1 1) 
A 

étant convergentes, par définition de l'intégrale par rapport à v , $ 

et I $ I  sont v-intégrables et vérifient : 

J A 
$ .  d v =  lim Sn. dv 

n 1 A 



2 
II. 4. - Théorème.- Soit X : IR - L (n,A,p) un processus CE 

harmonisable de mesure stochastique spectrale p . Si pour l'entier n > 1 , 
n 

la fonction x x est p-intégrable, alors X est de classe en 
et les dérivées successives de X sont données par : 

la mesure stochastique spectrale p(') de X'P) , qui est harmonisable, 

étant la mesure de densité (ix)' par rapport à p . 

D é m o n s ~ o n  : 
n 

i) La fonction x est p-intégrable donc la fonction 1x1" l'est 

aussi. (ch. 1, 11.4.6.). 

COmme ' c _ ~ , ~ ]  est p-intégrable, la fonction 1 [-1,1] (x) + IxIn l'est aussi, 

ainsi que les fonctions 1x1' et (ix)' ([17], p. IV.32). On peut donc 

(1) (2) définir les mesures stochastiques p , ,..., p de densités 

respectives ix , . . . , (ixlP par rapport à p . 
Remarquons que les mesures complexes correspondantes (P) 

"h 
2 h E L~(Q,A,P) , p = 1 ,..., n , sont les mesures de densités (ixlP par 

rapport à ph . En effet : 



1 ii) Montrons que X est de classe C . 
Pour tout couple de réels (t,x) et pour toute suite (hn, n l 1 )  

de réels non nuls convergeant vers O , on a : 

i(t+hn)x itx 
e - e itx - - ix e 

n n-u- 

Comme 1x1 est N-intégrable, d'après le théorème de convergence 

dominée, on voit que X est dérivable, et que l'on a : 

l ei(t+hn)x itx - e x(t+hn) - X(t) . p (dx) = 
hn n 

' f  itx 
SJ . (ix) . p(dx) = x(')(t) . 

D'après le théorème précédent, on a de plus, pour tout instant t : 

Par conséquent le processus dérivé x") est harmonisable, et y ( ' )  est 

sa mesure stochastique spectrale. Enfin, X(l) est un processus continu, 

comme tout processus harmonisable, donc X est plus précisément de classe c'. 

iii) Supposons que l'on ait établi que X c cP pour un certain entier 

p s n et que pour q = 1, ...,p on ait : 



Si p = n , c'est terminé. 

Si p < n , montrons que x E cP+l . 

Pour cela il suffit de montrer que x est p(')-intégrable, 

d'après (ii). Or ceci est évident d'après le théorème 3 précédent puisque 

1 1 x i x  1 = 1 x est p-intégrable par hypothèse. Le processus X(P) 

est donc dérivable et en appliquant de nouveau le théorème 3, on obtient 

facilement que : 

= j . u (P+') (dx) , 

ce qui prouve que X est de classe cP+' et que x(P+') est le processus 

harmonisable de mesure stochastique spectrale p (P+'). si p+l = n , c'est 

terminé, sinon on réitère le procédé.. 

I I .  5. - Remarque : Dans le cas particulier d'un processus 

stationnaire continu X , on a vu (rappels 11.2.) que X est de classe cn 
si et seulement si x2" est intégrable par rapport à sa mesure spectrale m 

n sur IR , ce qui équivaut à dire que x est intégrable par rapport à sa 

mesure stochastique spectrale p (cf. chap. 1 ; cor. IV.6.3.). Le théorème 

11.4. admet donc une réciproque dans le cas particulier des processus 

stationnaires continus. Pour voir si une réciproque de ce théorème existe 

dans un cadre plus général, établissons d'abord une sorte de réciproque 

du théorème 3. 



II. 5.1. - Théorème.- S o i t  f  une f o n c t i o n  s c a l a i r e  mesurable ,  

localement  bornée s u r  IR , i n t é g r a b l e  par  r a p p o r t  à une mesure h i l b e r t i e n n e  

donnée p  s u r  IR e t  v  l a  mesure h i l b e r t i e n n e  de d e n s i t é  f p a r  r a p p o r t  

à p . Alors ,  pour t o u t e  f o n c t i o n  s c a l a i r e  mesurable localement  bornée $ 

s u r  IR , on a  : 

s i  $ 1  e s t  v - i n t é g r a b l e  , $.f e s t  p - i n t é g r a b l e  e t  pour t o u t  b o r é l i e n  

Péniu~i~Rh,atiuiz : S o i t  (Kn ; n  2 1)  une s u i t e  c r o i s s a n t e  de compacts 

recouvran t  IR . Alors ,  nous avons : 

Comme 191 e s t  v - i n t é g r a b l e ,  a i n s i  d ' a i l l e u r s  que l e s  f o n c t i o n s  

1 j . 1 ~  , n  2 1 , parce  q u ' e l l e s  s o n t  bornées ,  on d é d u i t  du théorème de 
n  

convergence dominée ([17], p. I V .  32)  que : 

Comme l e s  f o n c t i o n s  4 l K  f , n  5 1 ,  s o n t  bornées,  d ' a p r è s  n o t r e  chéorème 
n  

1 1 . 4 . 3 .  du c h a p i t r e  1, pour mont re r  que 4 . f  e s t  p - i n t é g r a b l e ,  il s u f f i t ,  

compte tenu  de  (1) de  montrer  que : 

(3) VA E B ,  , (1 I+!I l K  f  du , n  a 1)  e s t  une s u i t e  de Cauchy , 
A n  

e t  a l o r s  on a  : 



(4) VA E BIR , J A J ~ ~ J J =  lim dlK f d p  . 
Tl++- 1, n 

Or d'après le théorème 3, puisque 14 lK f 1 est JJ-intégrable comme fonction 
n 

bornée, on a : 

~ ' a p r è ~  (2), (3) et (4), on peut donc conclure que $f est JJ-intégrable et que 

o u  tout borlen A , $ dv = jA $.f dp . J A 
11.5.2. - Corollaire.- Soit 4 et f deux fonctions réelles mesurables 

localement bornées définies sur IR , et JJ une mesure hilbertienne sur IR. 

1 On suppose que f est JJ-intégrable et on appelle v la mesure hilbertienne 

de densité f par rapport à JJ . Alors $ est v-intégrable si et seulement 

1 si 9.f est p-intégrable, et pour tout borélien A , on a : 

DémonA&ation : D'après la proposition 11.4.6. du chapitre 1, il 

est équivalent de dire que IJ (resp. $f) est v (resp. p)-intégrable 

ou que 131 (resp. I$fl) l'est. Il suffit alors d'appliquer le théorème 11.3. 

et le théorème 11.5.1. . 
II. 5 . 3 .  - Définition.- Soit p : % - L~(R,A,P) une mesure 

0: 

stochastique. Etant donné un borélien A , on notera pA la mesure stochas- 

tique définie sur B, par : 

On notera par XA le processus harmonisable de mesure stochastique 

spectrale JJ A , lorsque X désigne le processus harmonisable de mesure 

stochastique JJ . 



2 - Lemme.- Soit )J. : BIR -+ ~,(n,A,p) une mesure stochastique. 

Alors on a : 

i) Soient A et B dans BIR . Avec les notations habituelles, on a : 

1 
ii) Si f E LG(IR,  BIR , u) , il existe une suite de fonctions scalaires 

étagées (fn , n 2 1) telles que : 

- VA E B, , la suite fn . du , n 2  1) converge dans 

2 
L~(o,A,P) vers 

Etant donné un borélien A , et en ce qui concerne la mesure stochas- 

tique pA , on en déduit que : 



NA-P. P. 
Donc - f .  'n n- 

De plus les fonctions fn , n 2 1 , étant étagées, il est clair que 

pour tout borélien B , on a : 

Puisque f d [ f dp , on en déduit que 
I A n B  

(jB fn duA E BI) 
'A n B  

est une suite de Cauchy. 

Par conséquent f est pA-intégrable et pour tout borélien B , 

f . dpA = lim jB in dpA = iim f dp = f d p  .II 
n*m 

Finalement, on peut énoncer : 

11.5.5.  - Théorème.- Soit (X(t) , t E IR) un processus harmonisable r 
de mesure stochastique spectrale p , et un entier p 3 1 . Alors les 
3 conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) la fonction xP est p-intégrable , 

(b) VA 'n. 8, , XA est de classe cP , 

(c) A E BIR , XA est p fois dérivable à l'origine . 

QérnouinxkLCLon : Supposons d'abord que (a) est vérifiée. Alors pour 

tout borélien A la fonction xP est pA-intégrable, d'après le lemme II.5.4., 

donc XA est de classe cP d'après le théorème II.4., donc (a) => (b) . 

Comme il est clair que (b) => (c) , montrons pour terminer 



que (c) ===> (a). 

On sumose donc maintenant aue (c) est vérifiée. 

Soit (hn)n?l une suite de réels > O convergeant vers 0. 

Quel que soit le borélien A , comme XA est dérivable en O , on a : 

ih x n - 1 
= lim ~(dx) , 

ih x n 
d'après le lemme II.5.4., les fonctions gn(x) = 

- 1 
, 1 1 3 1  

hn 

étant u-intégrables corne fonctions bornées. Comme cette suite de fonctions 

converge vers ix , x est u-intégrable d'après le théorème 11.4.3. du 

chapitre 1. 

Si p = 1 , la condition (a) est donc vérifiée . 
Si p > 1 , on poursuit la démonstration. 

Supposons que l'on ait démontré que xq est p-intégrable, pour un certain q 

compris entre 1 et p-1 . Alors on a vu que pour tout borélien A , XA est 

de classe cq , et X est le processus harmonisable dont la mesure stochas- 

tique spectrale p(q) est la mesure de densité (ixlq par rapport à 
A 

(th. 11.4.). 

Nous avons donc : 



Comme X;) est dérivable à l'origine, quel que soit A , d'après la 

première partie de cette démonstration x est M(q)-intégrable. D'après 

le corollaire II.5.1., x q+' est donc M-intégrable. En réitérant si 

nécessaire le procédé, on obtient (a). 

III - ANALYCITE DES PROCESSUS HARMONISABLES. 

Nous abordons maintenant certaines questions d'analycité des 

processus hannonisables (1141, sec. 37 ; [17], p. VI. 17). 

I I I .  1. - Définit ion.-  Soit X = (X(t) , t E IR) un processus du 

second ordre. On dira qu'il est analytique s'il est de classe cm et si 

r-111.2. - Théorème.-  Soit X = (~(t) , t r IR) un processus 
I 
lhannonisable de mesure stochastique spectrale p . 
l On suppose qu'il existe un réel a > O tel que la fonction 

/ealxl soir u-intégrable. Alors X est de classe cm et on a : 

Vp r m* , k'x E r , nous avons : IxIP 6 EL ealxl . 
a' 

Comme ealxl est p-intégrable, on déduit du lemme II.3.a. que 

lxlP l'est aussi, puis du théorème 11.4. que X est de classe cP quel que 

soit l'entier p , autrement dit que X est de classe cm . 



Soit h E [- a , a] . Pour tout entier n 3 1 et tout réel x , 

posons : 

On sait que : 

D'après le théorème de convergence dominée, on a donc : 

On en déduit trivialement le corollaire suivant : 

111.3. - Corollaire.- Soit X un processus harmonisable de mesure 

stochastique spectrale JJ . Si quel que soit a > O , la fonction e al x l 

est u-intégrable, alors le processus X est analytique. 

IV - EXEMPLES. 

A - Processus fortement harmonisables. 

Soit x = (Xt , t E IR) , un processus fortement harmonisable de 
* 

bimesure spectrale M , de mesure stochastique spectrale . Notons M 

le prolongement de M à BIR @ % *  

D'après ([17], th. 12, p. IV. 41), s'il existe a > O tel que : 



la fonction eaIx1 est u-intégrable, et le théorème précédent s'applique. 

B - Que le processus harmonisable considéré X soit fortement 

harmonisable ou non, c'est-à-dire que sa bimesure M soit prolongeable ou 

non en une mesure M* sur B~ @ Bn on sait qu'il existe un processus sta- 

* * 
naire continu X de mesure stochastique spectrale orthogonale p dominant 

* 
X (th. IV.7.2., chap. 1). Notant m la mesure spectrale de X* (dé£ inie 

* * 2 
sur BIR par m (BI = ( ( p  (B)(I , on a : 

1 * 2 
Lc(IR, BIR , p ) = L c(IR , BIR , m*) (cor. IV.6.3., chap. 1) 

1 * 1 
Lg(IR7 BIR Y >U )CLc(IR, BIR, P) (th. III.6.3., chap. 1) . 

On voit donc que pour que X soit analytique, il suffit que : 

Mais ce critère a le grave inconvénient suivant : on ne sait pas, dans le 
* 

cas général, construire une mesure dominante m à partir du procesus 

donné X . 
* 

Si X est fortement harmonisable par contre, la mesure m 

définie par : 

* VB c BIR , m (B) = 1 M* I(B x IR) convient (ex. IV.6.6., chap. 1). 

C - Processus harmonisables dont la mesure stochastique est à 

support compact. 

1V.C. 1. - Définition.- On dira qu'une mesure stochastique p sur 

(IR, BIR) est à support compact s'il existe un compact K de IR tel que 



1 lpl 1 (IR-K) = O ou, ce qui est équivalent, tel que v(JJ,IR-K) = O . 

1- ~ 

IV.  C .  2. - Théorème.- Tout processus harmonisable dont la mesure 

stochastique spectrale est à support compact est analytique. I --- .- 
V 6 m o n d ~ o n  : Soit p une mesure stochastique à support compact 

K . Pour tout réel a > O donné, notons f la fonction f(x) = eaIx', x c IR. 

Comme V(p, (f # f lK)) = V(p , IR - K) = O , et que f . t K  est bornée, 

f est V-essentiellement bornée, donc elle est intégrable. 

Ainsi ealxl est p-intégrable pour tout réel a > O . Il suffit 
d'appliquer le corollaire 111.3. pour conclure. fl 

IV.C.3. - Remarquons au passage que : 

F l e m m e . -  Si J.I et pî désignent deux mesures stochastiques sur 1 

/ (IR, %) et si p2 domine pl , alors si p2 est à support compact, 

l'est aussi. 1- 
DémomLUCLon : On utilise l'inégalité : 1 \ p i  1 1  (.) 1 lpzl 1 (.) 

(chap. 1, lemme 111.6.2.). 

Donc tout processus harmonisable,dominé par un processus harmonisable 

dont la mesure stochastique spectrale est à support compact,a lui-même cette 

propriété. 

1V.C. 4. - Exemples de mesures stochastiques à support compact 
\ 

dont la bimesure spectrale n'est pas prolongeable (d'après [12] ) . 
Ces exemples montrent qu'un processus harmonisable dont la mesure 

stochastique spectrale est à support compact n'est pas nécessairement facile 

à étudier en ce sens qu'il peut ne pas être fortement harmonisable. 



a) Considérons le noyau k : Z x Z + IR défini par : 

On vérifie que : 

C'est donc un noyau hermitien de type positif, c'est-à-dire que : 

Par conséquent (Cl41 ; Sec. 37 : covariance criterion and normality), il existe 

une fonction aléatoire gaussienne réelle centrée (Gn , n E Z) définie sur 

un certain espace de probabilité (a,A,p) et telle que : 

De plus, le processus gaussien (Gn , n c Z) est strictement stationnaire, 

car il est stationnaire, puisque sa covariance est une fonction de m-n . 

b) Montrons que si (tn , n 2 1) est une suite de nombres complexes 
+ - 

tels que 1 1 tn12 < + , alors (tn Gn , n > 1) est une famille sommable 
n= 1 

2 * dans L (Cl,A,P). Pour toute partie finie K de lN , on a : 
(C 



inx 

ce qui donne : 

in(.) 
2 car (e , n 2 1)  est une famille orthononnale dans La([-n;n] ,B c-,,nl, dx). 

J2n 
Etant donné E i O , comme ltn12 + - , on peut trouver une partie 

na 1 

finie J(E) de IN* telle que pour toute partie finie K de IN* ne 

rencontrant pas J(E) , on ait : 

D'après la majoration précédente, on a alors : 

Cela signifie que la suite (tn Gn , n 2 1) vérifie le critère de Cauchy. 

Elle est donc sommable ([IO] ; th. 1 bis, § 15.A). 
l 

Etant donnée une suite (sn , n > 1) de réels deux à deux distincts, 

puisque (tn Gn , n 2 1) est somrnable, on définit une mesure stochastique p 



sur BIR en posant : 

Cette définition est justifiée par le fait que (tn Gn , n 3 1) est commuta- 

tivement convergente ([IO] ; prop. 10, § 15.B) et a-additive en vertu de 

l'associativité de la somme d'une série commutativement convergente ([IO] ; 

th.6 , § 15.~). La mesure p vérifie notamment : 

p est donc une mesure stochastique discrète à support dénombrable S. C'est 

évidemment aussi une mesure stochastique à binesure O-finie (cf. €71).  De 

1 plus, si S est relativement compact, par exemple si Vn E #* s = - 
n n '  

p est une mesure stochastique à support compact. 

c) Pourtant, pour certains choix des tn , n 1 , la bimesure M 

de ri n'est pas prolongeable en une mesure spectrale. Par exemple, - 

posons 1 ( [12] ) . 
tn - 6 ~og(n+l) 

Si M était prolcngeable en une mesure de (IR2, B -) , en 
Ift 

utilisant la O-additivité de la variation totale de son prolongement, 

on aurait : 



+ 1 I M I  ((IR - S) x (sn>) + IMI ((IR+) (IR-S)) 
nl 1 

si m - n c 2 Z ,  

Corne Ik(m,n)I = 

+m +m 

car tn l t 2k+n+l 
k=O 

+m +O 
dx 
2 ' k=O j2k+2 x Log (x+l) 

(comparaison d'une série et d'une intégrale) 

+m 
1 1 

= + C O  (série de ~ertrand) 
= k=O 2k+1 ' ~og(2k+3) 

Cela contredit le fait que I M I  serait une mesure positive finie. Donc M  

n'est pas prolongeable pour ce choix des tn , n 3 1 , quel que soit le choix 



de (sn , n >' 1). On appellera bimesure dlEdwards une bimesure de ce type. 

d) Mesures dominant les bimesures d1Edwards. 

On a vu (cf. b) que toute bimesure dtEdwards M vérifie : 

ce qui s'écrit encore : 

(II) 

en notant D la mesure positive finie sur (IR, BB) définie par 

* 
Quels que soient n E JN et les n boréliens A,,. . . ,A ne 

n 

rencontrant chacun qu'une partie finie SI, ..., S de S , nous avons n 

encore, quels que soient les nombres complexes 
n a17...9a : 

Si l'on suppose de plus que SI, ..., S sont deux à deux disjointes, on a, n 

d'après (II) : 



Supposons maintenant que Al, ..., A soient des boréliens quelconques deux à n 

deux disjoints. Pour i = 1, ..., n, A. est limite d'une suite croissante 

(Aiyp , p 3 1) de boréliens rencontrant S suivant une partie finie. 

On pourra donc appliquer l'inégalité ci-dessus à Ai ,p2...*An,P 

qui sont deux à deux disjoints. 

De plus u(Ai) = lim JJ(A , et D(Ai) = lim D(Ai,p) . 
P*CO 

i, P 
P- 

On en déduit que : 

n 2 I lim 1 lail D(Ai,p) 
p- i=l 

Ainsi, pour toute fonction étagée (c'est-à-dire mesurable ne prenant qu'un 

nombre fini de valeurs) f de IR dans C , nous avons : 

(III) 

La bimesure dlEdwards associée à (sn , n > 1) est donc dominée par la 

mesure T . 1 1 
2 6s , et par toutes les mesures positives 

nS1nLog (n+l) n 

finies majorant cette mesure. (III) est la traduction donnée à la domination 

par CHATTERJI ( [4] , lemme 2). 



D - Processus harmonisables dont la mesure stochastique est B d6croissance 

rapide. 

1V.D. 1.  - Définition.- On dira qu'une mesure stochastique 

2 
P : BIR - L (n,A,p) est à décroissance rapide si xP . 1 1.1 1 (IR-[-x,x])- O ,  C 

x* 
pour tout entier p 2 1 . 

1V.D. 2. - Remarques : 

- Toute mesure stochastique v sur (IR, BIR) vérifie : 

- Si p est à support compact, elle est évidemment à décroissance 

rapide. 

- Soit p et v deux mesures stochastiques sur (IR, BIR). Si p 

domine v et si v est à décroissance rapide, v l'est aussi puisque : 

Y 1 1 ~ 1 1  (IR-[-x,x]) 2 IlvlI (IR-[-x,x]) (cf. lemme 111.6.2. 

du chapitre 1). 

1V.D. 3. - Théorème.- Soit X = (X (t), t e IR) un processus harmonisable r-- 1 de mesure stochastique spectrale . . S'il existe un entier p 2 1 tel 
+Co 

i que : nP . IIuII([-n-1,-n[~]n,n+t]) < alors la fonction 1x1' 
n= 1 

est pintégrable. Par conséquent X est de classe cP et ses dérivées 

successives sont données par le théorème 11.4. L- 
DémonbthaLion : Notons f la fonction x- 1x1' et pour tout 

entier n 1 , posons f = f . 1 
n I-n, nl . 

(fn , n 3 1) est une suite de fonctions bornées qui converge partout 

vers f. 



Soit A un borélien quelconque de IR. Pour tout n >  1, nous avons : 

On en déduit que : 

< + , par hypothèse . 

On en déduit que, quel que soit le borélien A , in du , n > 1 )  est 

une suite de Cauchy. Comme f = lim f d'après le théorème 11.4.3. du n ' 
n+* 

chapitre 1, f est p-intégrable, ce qu'il fallait démontrer. 

I ~ D .  4. - Corollaire. - Tout processus harmonisable dont la mesure 

m 
stochastique spectrale est à décroissance rapide est de classe C . L 

P é m o n A ~ o f l  : Pour tout entier p 3 1 , on a : 

Comme p  est à décroissance rapide, ne+' . IlulI(IR-[-n,n]) O , donc 

1 
nP 1 [ p l  1 (l~-[-n,d ) = , donc la série (S) converge et par conséquent 

n 
on peut appliquer le théorème précédent, quel que soit l'entier p > 1 . 8  



1 V . D .  5.  - Théorème.- Soi t  X = (X( t ) ,  t E IR) un processus harmonisable r 
de mesure s tochas t ique  spec t r a l e  fl . On suppose q u ' i l  e x i s t e  un r é e l  

ax  
a > 0 t e l  que e . I [ J . I ~ ~  (E -Ex ,x ]>  = O(1) . 

m 
X*=' 

Alors X e s t  de c l a s s e  C e t  nous avons : 

~ é m a n b ~ o n  : Il s u f f i t  de  montrer que quel  que s o i t  a E ] o , ~ [ ,  

f ( x )  = e e s t  JJ- intégrable,  d 'après  l e  théorème 111.2. 

Pour ce l a ,  u t i l i s o n s  l e s  fonc t ions  f = f . 1 
[-n.nl 

n z 1 .  
n 

Pour t ou t  bo ré l i en  A de IR , nous avons : 

1 Comme l e  terme général d e  c e t t e  de rn i è re  s é r i e  e s t  un o ( ~ )  , parce que 
L 

n an 
a < a  e t  que e - - n n  = O(1) , o n e n d é d u i t q u e  ( j  f n  du , n a 1) 

n++- A 
e s t  une s u i t e  de Cauchy dans  L,(n,A,p) , quel  que s o i t  l e  bo ré l i en  A. Comme 

l e s  fonc t ions  f n  , n 1 ,  sont  mesurables bornées e t  q u ' e l l e s  convergent v e r s  

f , f e s t  J.I-intégrable d 'après l e  théorème 11.4.3. du c h a p i t r e  1. 

I V . D . 6 .  - On en d é d u i t  évidemment l e  c o r o l l a i r e  su ivant  : 

Corollaire.- S i  l a  mesure s tochas t ique  s p e c t r a l e  JJ d 'un processus I - 
harmonisable X v é r i f i e  : 

a l o r s  X e s t  ana ly t ique  L- 
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CHAPITRE III 

SUR U RECUURITE DES TRAJECTOIRES DE CERTAINS 

PROCESSUS HARMON ISABLES. 

1 - INTRODUCTION. 

Dans ce c h a p i t r e ,  on démontre des c r i t è r e s  pour que presque tou t e s  

l e s  t r a j e c t o i r e s  d'un processus harmonisable so i en t  de c l a s s e  ck . Ces 

r é s u l t a t s  sont  basés s u r  un c r i t è r e  de  N. Kôno pour qu'un L -processus a i t  
P 

presque tou t e s  s e s  t r a j e c t o i r e s  de c e  type. On commence d'abord par t r a d u i r e  

l e  c r i t è r e  de Kôno pour l e s  f . a . r .  mesurables séparables  du second ordre  s t a t i on -  

n a i r e s  continues dont l a  mesure s p e c t r a l e  possède c e r t a i n s  moments ; pu i s  on 

t r a n s f è r e  ce s  p rop r i é t é s  de r é g u l a r i t é  des  t r a j e c t o i r e s  à c e r t a i n s  processus 

harmonisables, en u t i l i s a n t  l a  technique de domination. 

II - SUR LA DERIVABILITE DES TRAJECTOIRES D'UNE F . A . R .  STATIONNAIRE.  

I I .  1. - O p é r a t e u r s  - d i f f é r e n c e s .  

S o i t  f : [O, 11 -+ a: e t  h E [O,I [ 

'dt E b, 1-h:[, on pose <A:') ( f ) )  ( t )  = f ( t + h >  - f ( t ) .  Ensui te  s i  2h < 1 , 

on pose : 



= f (t+2h) - 2f (t+h) + f (t) 

et ainsi de suite. Si (r+l)h < 1 et (ALr)(f))(t) ayant été défini pour 

t E [O, 1-rh] , on pose 

On démontre aisément que ces opérateurs - différences vérifient (cf. [13], 

p. 14) : 

vt E [0,l-(p+q)h] , (*(P+~) (f)) (t) = (A?) (A?) (f))) (L) 

= (A, (') (A?) (f) ) ) (t) . 

I I .  2 .  - L -processus . 
P 

N. Kôno ([13], p. 1) appelle L -processus, p 5 1 toute f.a.r. 
P 

X : [O, 11 x 0 -+ TR définie sur l'espace de ~robabilité (n,A,P), mesurable, 

séparable (cf. [18], 111.4.) dont presque toutes les trajectoires X(. ,w) 

appartiennent à L' ( [O, 11 , dt) , c'est-à-dire que : 

1 
(la mesurabilité de {w : I~(t,w) l P  . dt < + -1 est assurée par la mesurabilité 

Io 
relativement à A O B( [O, 11) de la f .a.r. X , d'après le théorème de Fubini) . 



II. 3 .  - Critère de N .  Kôno. 

En utilisant les opérateurs - différences, N. Kôno a obtenu le 

critère intégral suivant pour la dérivabilité de presque toutes les trajectoires 

d'un L -processus ([13], cor. 3, p. 4 )  : 
P 

Théorème.- Soit X un L -processus qui vérifie, pour un certain 
P 

réel a > O l'inégalité (1) suivante : 

Alors presque toutes les trajectoires de X sont de classe cr . 1- 
11.4. - Remarques : 

a) cr ( [O, 11 ) désignant 1' ensemble des fonctions réelles de classe cr 
1R 

r 
sur [0,1], on peut démontrer que : {w : X(.,w) E CIR [0,1]) E A ,  si bien 

que le théorème de N. Kôno signifie que : P{w : X(. ,w) c C; [o,~I = 1 . 

b) Le théorème de N. Kôno est aussi valable lorsque X est une f.a.c. 

dont les parties réelle et imaginaire sont des L -processus. En effet, si 
P 

X = q + ic où 11 (resp. 6 )  est la partie réelle (resp. imaginaire) de X , 

on a pour t E [0,l-rh], w E : 

= i (-1 )r-k C! s(t+kh,w) + i f (-1) r-k Cr k c(t+kh,w) 
k=O k=O 

Donc si la condition (1) est vérifiée pour le processus complexe X , elle 

est aussi vérifiée pour ses composantes réelle et imaginaire, dont presque 



toutes ses trajectoires sont donc de classe cr . 
c) Si X est un processus harmonisable réel, on sait ([17], p. V.1.) 

qu'il est continu en moyenne quadratique, donc en probabilité. D'après un 
'L 

théorème de Doob (voir [la] p. 87), il existe une f .a.r. X définie sur le 

même espace de probabilité, équivalente à X , qui est séparable et mesurable. 

Evidemment, puisque les processus harmonisables sont caractérisés par leur 

'l, 'L 
noyau, la f.a.r. X est harmonisable. X est aussi appelée une modification 

de X. 

d) Si X est une f.a.r. harmonisable séparable et mesurable, sa restric- 

tion à l'espace - temps [0,1] est un L -processus, puisque nous avons : 2 

où ,J est la mesure stochastique spectrale de X. On en déduit que pour 

presque tout w , on a : 

Ces deux dernières remarques sont utilisées ci-dessous. 

11.5. - Théorème.- Soit X = (X(t) ; t E IR) une f.a.r. du 

second ordre stationnaire et continue dont la mesure spectrale m admet 



% 
Alors il existe une modification X de X dont presque toutes les 

trajectoires sont de classe c1 sur [O, 11. 
- 

~ é m u n b ~ n  : D'après le théorème de Doob rappelé en II.4.c., il 
% 

existe une modification X de X qui est mesurable et séparable. 

Cas 1 x4 m(dx) = O . On a alors rn = m(o) 6 donc b , s E IR , - O '  

E((?(t) - X(s))2) = O . 
% % % 

Ainsi Pt 't 6 , P{X(t) = X(o)) = 1 . Comme de plus X est 

séparable, presque toutes les trajectoires de X sur IR sont constantes. 

Par conséquent, le théorème est trivialement vrai dans ce cas. 

Cas O <  x m(dx) < + m .  On pose k(h) =E(X(h).X(o)), h E IR . - f 
% 

Il s'agit de montrer que le processus X vérifie la condition (1) du théorème 

de Kôno pour r = 1 et p = 2 . 
Soit t E [O, 1-24 et h E [O, 1 /2[. 

Comme k(h) = e . m(dx) , cette égalité s'écrit aussi : 1 ihx 

hx 4 en posant F(h,x) = (sin(T)) . 



Calculons les dérivées partielles - , pour r = 1,2,3,4 , 
ahr 

afin de déterminer le comportement de g au voisinage de O . 

3 hx hx x = 2 sin - . cos(-) 
2 2 

2 2 hx 4 hx 7 (h,x) = x2 (3 sin (-1 - 4 sin (-) 
ah 

2 2 

a'F 2 
X 7 (h,~) = 2 (sin hx) (3 - 8 sin 2 hx 

ah 
2) 

2 hx 
a 4 ~  cos (hx) (3 - 8 sin ( 2 ) )  
- (h,x) = x ( 

2 
2 

- 2  sin (hx)) . 
ah4 

a r ~  9 r 
On en déduit que II (h,x) 1 g y 1x1 , pour r = 1,2,3,4 et pour x, h e IR . 

ah 

Puisque x4 . m(dx) < + , on peut donc appliquer quatre fois de suite i 
le théorème sur la dérivation de l'intégrale d'une fonction dépendant d'un 

paramètre, qui permet de conclure que g est de classe c4 et que pour 

r = 1,2,3 et 4 , on a : 

On voit alors que : 

1 g (4) étant continue, il existe a > , a < - 2 tel que : 



I t 1 É cc => g(4) (t) > 0 . 

On en déduit successivement que sur ]0,a] 
g(3) , g (2) , g (l) sont strictement 

positives, donc g est strictement croissante sur [0,4 . On déduit de plus 
des calculs précédents qu'au voisinage de O , g(6) est équivalent à 

Nous pouvons maintenant montrer que le critère de Kôno est vérifié. 

6 1-2h 

Ab) = ji (jo jO E (l(ph2);) (t) / 2, dt dh) 6-3 d6 

= (16 (1-2h) g(h) dh) 6-3 d6 

6 I(L (6g(6)l1l2 6-3 d6 , car (1-2h) g(h) É g(6) dans [0,6] 
O 

= (a &-5/2 (g(6))'I2 d6 < + , d'après (1) . 

Donc les restrictions de presque toutes les trajectoires de 2 
à l'espace-temps [0,1] sont de classe c1 . E 

r 11.6. - Théorème.- Soit X = (X(t) , t E IR) une f.a.r. du second 

lordre stationnaire et continue dont la mesure spectrale m a un moment 

2i Id'ordre 4 fini. Alors il existe une modification X de X dont presque 

toutes les trajectoires sont de classe C' sur IR . 



DérnonnRRatian : Comme précédemment, on introduit une version séparable 
'L 

et mesurable quelconque X de X. 

K 2 i , posons 2n(t) = ?(n(2t-i)) , ~ E I R  

'L 
ou plus précisément : xn(t,w) = ?(n(~t-i),w) , t c IR , E a, 

(a,A,P) désignant l'espace de probabilité sur lequel est définie la f.a.r. 

donnée X. 

5 
Quel que soit n 5 1 , Xn est une f.a.r. du second ordre mesurable, séparable, 

continue et stationnaire puisque : 

où m est la mesure image de m par l'application $,(x) = 2nx . 
'n 

D'après le théorème de transfert, cette mesure, qui est la mesure spectrale 

'L 
de Xn vérifie : 

D'après le théorème précédent, pour presque tout w, la trajectoire \(t,w) 

5 
est de classe C' sur [0,1], donc X(t,w) est de classe ci sur [-n,n]. 

'L 
On en déduit que presque toutes les trajectoires de X sont de classe C' 

sur JR . 



I I .  7 .  - Remarques : La condition x4 m(dx) < + m du théorème I 
précédent implique aussi (voir les rappels 11.2. du chapitre II) que X est 

de classe cL au sens de la convergence en moyenne quadratique. En particulier, 

on a : ~("(t) = 1 eitx (ix) Ii(dx) , t E IR , ok p est la mesure 

stochastique spectrale orthogonale de X. 

'7, 

Comme presque toutes les trajectoires de X sont de classe c1 , 

pour tout instant t l'égalité ~("(t) = iim Y(t+h) - %(t) est "raie 

h* 
h 

h#O 

aussi bien au sens de la convergence en moyenne quadratique qu'au sens 

de la convergence P.S. 

"'(l) une f.a.r. mesurable dont presque toutes les On notera X 

trajectoires vérifient : Vt E IR , P)(t,w) = X(t,w) . 
at 

C'est une version de X(') , qui est séparable. 

r- 11.8. - Théorème.- Soit X = (X t E IR) une f.a.r. du second 
t '  

1 ordre stationnaire et continue, de mesure spectrale m telle que : 

2(r+1) m(dx) < + m pour un certain entier r 5 1 . 
'7, 

Alors il existe une modification X de X dont presque toutes les 

trajectoires sont de classe cr sur IR . 1.- - 

Dérnanh&tm%n : Comme x4 m(dx) < + - , il existe d'après le I '7, 

théorème précédent ilne modification de X notée X dont presque toutes les 

trajectoires sont de classe c1 sur IR . Si r = 1 , la démonstration est 

terminée. Supposons donc maintenant que l'on a r > 1 . 
~a f.a.r. X(') définie ci-dessus est mesurable séparable, 

stationnaire et continue, et sa mesure stochastique spectrale orthogonale 



e s t  l a  mesure p (') de d e n s i t é  i x  par  rappor t  à l a  mesure s tochas t ique  

s p e c t r a l e  p de X. Sa mesure s p e c t r a l e  m e s t  l a  mesure de dens i t é  x 2 

p a r  rapport  à m puisque pour t o u t  bo ré l i en  B , on a : 

= IjBXB 
xy M(dx,dy) , où M e s t  l a  bimesure de X 

Puisque 1 x6 m(dx) = 1 x4 m(l)(dx) e t  comme 2") e s t  mesurable e t  séparable,  

presque tou t e s  s e s  t r a j e c t o i r e s  sont  de c l a s s e  c1 d 'après  l e  théorème précédent ,  

donc presque t o u t e s  l e s  t r a j e c t o i r e s  de X sont  de c l a s s e  c2  . 
S i  r = 2 , l a  démonstrat ion e s t  terminée. Sinon, on i t è r e  l e  

procédé. 

III - TRANSFERT DES PROPRIETES PRECEDENTES A CERTAINS PROCESSUS 

HARMONISABLES. 

r 111.1. - Théorème . -  S o i t  X un processus harmonisable r é e l  

Idominé p a r  une f . a . r .  du second ordre  Y s t a t i o n n a i r e  e t  ( r + l ) - f o i s  

I dér ivable  en moyenne quadrat ique.  Alors il e x i s t e  une modif ica t ion  ? 
'L 

de X e t  une modificat ion Y de Y dont presque tou t e s  l e s  t r a j e c t o i r e s  

sont de c l a s s e  cr s u r  ïR . L 
a )  Y e s t  une f . a . r .  du second o rd re  s t a t i o n n a i r e  e t  ( r + l ) - f o i s  dér ivable ,  

donc 1 x2r+2 m(dx) < + , oc m e s t  l a  mesure s p e c t r a l e  de  Y (c f .  I I .2 . ,  



'% 

chap. II). D'après le théorème II.8., il existe une modification Y de Y 

dont presque toutes les trajectoires sont de classe cr sur IR . 
b) La suite de la démonstration concerne le processus X qui est harmo- 

nisable sans être nécessairement stationnaire ni même fortement harmonisable. 

Soit X une version mesurable et séparable de X. Montrons que le critère 
% 

de KÔno s'applique pour r = 1 , p = 2 à la restriction de X à l'espace- 

temps [o,I]. 

La démonstration repose entièrement sur l'inégalité de domination 

suivante : h E [O, 1/2[ et bt E [O, 1-2h] , nous avons : 

2 E (  (,L2) X) (t) 1') = ~((~(t)-2~(t+h) + X(t+2h)) 

Puisque la condition (1) du critère de KÔno est satisfaite par Y , parce 

que j x4 m(dx) < + (voir la démonstration du théorème II.5.), elle est 
Plr % 

donc vérifiée par X . Par conséquent presque toutes les trajectoires de X 

sont de classe c1 sur [0,1]. 

% 
Plus généralement, le processus harmonisable X n ,  n 5 1 , défini 

% '% 
par X (t,w) =X(n(2t-l),w) , t e  n Z ,  w E fi est dominé par 1af.a.r. n 'n 

définie de même par Y (t,w) = Y(n(2t-l),w). Cette f.a.r. vérifie aussi la n 

condition (1) (voir la démonstration du théorème 11.6.). Donc Xn a presque toutrs 

ses trajectoires de classe c1 sur [O, l] et par conséquent X a presque 



t o u t e s  s e s  t r a j e c t o i r e s  de c l a s s e  c1 sur [-n,n], quel que s o i t  n  b 1. 

Presque tou t e s  s e s  t r a j e c t o i r e s  sont  donc de c l a s s e  c1 su r  IR . 

c) S i  r = 1 , l a  démonstration e s t  terminée.On suppose dans l a  

s u i t e  r > 1 .  

d) L e m m e . -  S i  X e t  Y sont  deux f . a . r .  du second o rd re  sur  I R ,  

dér ivables  en moyenne quadrat ique e t  s i  X e s t  dominée pa r  Y , a l o r s  

l e  processus dér ivé  X L- e s t  dominé pa r  y ( l ) .  

DCmonbX4aLLon du &tntne : Soient  5 e t  l e s  noyaux de X e t  

de Y .  Comme Y domine X , K = 5 - y( e s t  un noyau de type p o s i t i f .  On 

s a i t  que l ' o n  peut  cons t ru i r e  un espace de p r o b a b i l i t é ,  e t  s u r  c e t  espace deux 

f . a . r .  gaussiennes cen t r ée s  indépendantes V e t  W de noyaux r e s p e c t i f s  
K~ 

e t  K . Alors U = V + W a  pour noyau 5 . 
Comme X e t  Y sont  dér ivables  en moyenne quadrat ique,  V e t  U 

l e  sont  a u s s i ,  a i n s i  que W = U - V. De p lus  on a  U(') = V(') + kT (1) , 

e t  e t  w( ' )  sont  deux processus indépendants cent rés .  

Par conséquent, on a  K 
u (1) = Kv( l )  + KW (1) 

OU 

- K ( )  = K 
, ce  qu i  montre que Y domine X ( y )  . . 

e)  S u e  de .!.a démondX4aLLon. Le processus 2") i n t r o d u i t  dans l e s  

remarques 11.7. e s t  donc un processus harmonisable r é e l  mesurable séparable  

dominé par Y( ' )  dont l a  mesure spec t r a l e  m (') s a t i s f a i t  à : 

m(l)(dx) = xZr+* m(dx) < + m . I 
En p a r t i c u l i e r  on a  : 1 x4 m(l)(dx) < + m . D'après l e  r é s u l t a t  

du paragraphe (b) ; on en dédui t  que presque t o u t e s  l e s  t r a j e c t o i r e s  de 

% 
sont  de c l a s s e  C I  , donc presque t o u t e s  l e s  t r a j e c t o i r e s  de X sont  de 



classe c2 . Si r = 2 , la démonstration est terminée ; sinon, on itère 

le procédé. 

111.3. - Remarque : D'après le théorème de domination rappelé au 

paragraphe IV.7. du chapitre 1, n'importe quel processus harmonisable X est 

toujours dominé par un processus stationnaire continu Y. Le problème est 

de trouver à quelles conditions portant sur le processus donné X , il 

existe un processus stationnaire continu Y dominant X , et dont la mesure 

spectrale m admette certains moments. Ce problème est ouvert si X n'est 

pas fortement harmonisable. Sinon, on obtient le résultat satisfaisant suivant : 

r 111.4. - Théorème.- Soit X un processus réel fortement harmonisable, 

mesurable et séparable. M* désignant la mesure sur B qui prolonge 
IR2 

sa bimesure, si 

x 2 r 1  I M *  (da x IR) < + , alors X est de classe Cr+l 
9 

let presque toutes ses trajectoires sont de classe cr sur IR . 
L- 

VérnanhhLCion : D'après ([17], th. 12, p. IV.41), la condition (II) 

implique que la fonction xr+' est intégrable par rapport à la mesure stochas- 

tique spectrale JJ du processus harmonisable X. Il est donc de classe Cr+l 

d'après le théorème 11.4. du chapitre II. 

De plus toute f.a.r. du second ordre stationnaire continue de 

* 
mesure spectrale m(B) = I M  1 (B x IR) , B E BIR domine X (IV.B., 

chap. II) et est (r+l)-fois dérivable en moyenne quadratique (II.2., 

chap. II). On peut donc appliquer le théorème 111.1. 9 



111.5. - A titre d'exemple, notons que : 

I Théorème.- Toute f.a.r. du second ordre X stationnaire, continue, 

/mesurable, séparable, dont la mesure stochastique spectrale est à décrois- 

sance rapide a presque toutes ses trajectoires de classe cm sur IR . i 
PémonbhLtion : Il suffit d'appliquer le théorème III.1., X étant 

de classe cm en moyenne quadratique (cor. IV.D.4., chap. II). 

111.6. - On peut de nouveau faire le même genre de remarque qu'en 111.3. : 

quand un processus harmonisable réel est-il dominé par une f. a. r. X du second 

ordre stationnaire continue dont la mesure stochastique spectrale est à décrois- 

sance rapide ? Un tel processus mesurable et séparable aurait aussi presque 

toutes ses trajectoires de classe cm sur IR , ce qui donnerait un nouveau 

théorème de transfert de propriétés du processus dominant au processus domicé. 

111.7. - On peut énoncer un tel théorème dans le cas particulier 

suivant : 

- 
Théorème. - Tout processus harmonisable mesurable et séparable 

de mesure stochastique spectrale à support compact,étant dominé par 

un processus stationnaire continu dont la mesure stochastique spectrale 

est à support compact,a presque toutes ses trajectoires de classe cm 

sur IR . 1- 
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R E S U M E  
---------- 'a 

On s'intéresse surtout B la relation de domination m@l 

processus harmonisables unidimensionnels quelconques dont l'esp 

est IR , Ces notions sont rappelées au chapitre 1  of^ sont r 

également divers résultats auxiliaires utiles. 

Le chapitre II est consacré exclusivement à des propriétés du .-, 
second ordre, B savoir la dérivabilité et l'analycité au sens L" des 

processus harmonisables sur R , les conditions obteniies portant sur la 

mesure stochastique spectrale IA de ces processus, ou sur certaines mesures 

positives finies dominant . Des critères simples en sont déduits lorsque p 

est à support compact ou à décroissance rapide. 

On trouve au chapitre III des conditions suffisantes pour qu'un 

processus harmonisable ait presque toutes ses trajectoires de classe ck ou 

c m  en traduisant au cas des f .a.r. Y du second ordre stationnaires 
2 continues (L ) un résultat plus général de N.  Kano, puis en transférant ces 

propriétés aux processus harmonisables domines pru(,.2gI:2,,-L;.fl; &, ;,ii'rl-;J1;-~I .. .: . ~ - *  
.A .i ,. .- (LlL., Y.,', ,: .,",a .,*-. , ,,* .3;;$&<,i:F&;,,k?. $-y;$;+ 
. . . ... . . : . 1 :,,::.. ~f:,rc;~4., - -.-+:, ,., - ,i-.+-!. 

M O T S  C L E S  
-------------- 

- PROCESSUS HARMONISABLES 

- DILATATIONS STATIONNAIRES 

- DOMINATION 

- PROCESSUS ANALYTIQUES 

- REGULARITE DES TRAJECTOIRES . 


