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CHAPITRE I 

SUR L'ESTIMATION DES DISTRIBUTIONS DE PALM. 

1.1. - INTRODUCTION. 

La notion de distribution de Palm a été introduite, à l'origine, 

pour des processus ponctuels simples et définie comme étant la loi condition- 

nelle Qs du processus sachant que ce processus admet une masse ponctuelle 

en s . Si l'on suppose en plus que ce processus est stationnaire sur la droite 
d réelle (ou sur un sous-espace fermé de 1R ), on obtient une mesure de Palm, 

finie si le processus est presque sûrement de Radon. Un estimateur de la trans- 

formée de Laplace de cette mesure, sans biais, a été étudié par A.F. KARR ( [ t l ] ) .  

Si l'on considère par contre une mesure aléatoire quelconque 5, l'idée 

intuitive de conditionnement utilisée dans le cas d'un processus ponctuel pour 

la définition des distributions de Palm n'a plus de sens. Ces dernières sont 

définies, à partir d'une mesure O-finie C sur l'espace produit X x Bi de 

l'espace Polonais X et de l'espace des mesures 24, appelée mesure de Campbell. 

En effet, par désintégration de C suivant la mesure moyenne de 5, on obtient 

une famille de probabilités QS(s E X) sur M appelées distributions de Palm. 

Pour M fixé, élément de la tribu borélienne de M, associée à la topologie 

vague, nous nous attacherons à étudier un estimateur de la fonction f sur X, 

définie par f (s) = Qs(M) , inspiré par celui donné par S. SALEH ([191) dans 



le cadre des mesures aléatoires composites. La méthode consiste en fait, sous 

certaines hypothèses de régularité, à disposer d'une suite de fonctions appro- 

ximant la fonction f et à étudier l'écart entre cette suite de fonctions et 

un estimateur de f fortement inspiré par cette suite. 

Dans le paragraphe I.Z., nous introduisons la notion de distributions 

de Palm, la suite de fonctions indiquée plus haut et l'estimateur à étudier. 

Des théorèmes portant sur l'étude de l'écart entre la suite de fonctions 

énoncée et l'estimateur de f sont donnés au paragraphe 1.3. 

L'étude de l'estimateur proposé est faite dans le paragraphe 1.4. 

qui comprend quatre parties. La première concerne l'étude de la convergence 

en probabilité et presque complète de l'estimateur vers la fonction à estimer f. 

Des conditions suffisantes de convergence en probabilité et presque complète y 

sont indiquées, dans le cas d'un espace localement compact et à base dénombrable 

* 
(L.C.C.B.) X et sur R~ (m E ïN 1. En plus d'une condition minimum de conver- 

gence uniforme en probabilité, des conditions suffisantes de convergence uniforme 

en probabilité et presque complète sont données dans la seconde partie. Dans la 

troisième partie, on utilise une mesure de Radon positive p  , égale à la mesure 

moyenne de la mesure aléatoire considérée si X est L.C.C.B. ou égale à la mesure 

de Lebesgue sur lRm . Des conditions suffisantes de convergence en probabilité, 
presque complète et en moyenne de 1 

fn vers f dans les topologie L (X, Eb, p)  

2 
et L (X, Bb, p)  sont données. Dans la dernière partie, on montre que l'étude 

du biais et de l'aléa se ramène à des études déjà faites pour un borélien 

borné fixé.  étude est faite pour un borélien borné dépendant de la taille de 

l'échantillon. 



1 .2 .  - DEFINITIONS ET PROPRIETES DE B A S E .  

Soient : 

(o,A,P) : un espace probabilisé , 

X : un espace de Hausdorff localement compact et à base dénombrable, 

donc Polonais et que l'on suppose muni de la métrique d , 

8 : la tribu borélienne de X , 

Bb : l'anneau des boréliens bornés de X , c'est-à-dire des boréliens 

relativement compacts (les éléments de Bb sont alors bornés 

pour toute métrisation de X) , 

M : l'espace des mesures positives de Radon sur B, muni de la tribu 

borélienne M associée à la topologie vague , 

5 : une mesure aléatoire sur X qui est une application mesurable 

de R dans IM , d'intensité ES et de loi Pg : ES est la 

fonction d'ensemble définie par : VB E B ( E c ) ( B )  = E(E(B)) 

et P est la loi de probabilité de 5 sur (M, M) . 
5 

On appelle mesure de Campbell de 5, la mesure C sur 

(X x  IM , 8 8 M) définie par : 

où g est une application mesurable définie sur X x  IM à valeurs dans IR+ 

( [zo]). 

En prenant g = 1 
B xM (B e 8 , M E  M) , on obtient : 



qui est la définition équivalente donnée par Kallenberg ([IO]). Pour tout événement 

A et toute variable aléatoire X , EEX ; A] signifie X dP . J A 

Nous supposons que l'intensité E5 est une mesure de Radon, c'est-à-dire 

telle que VB c Eb , ES(B) < + et llappel.lerons désormais la mesure moyenne 

de 5. L'espace X étant localement compact et à base dénombrable, ES est 

O-finie ; iM étant Polonais dans la topologie vague, il existe alors un noyau 

de transition (ES - presque sûrement unique) (qs , s c X) tel que C admette 

une désintégration par rapport à ES : 

où g : X x M -+ IR+ est mesurable ([10] page 164). 

Les probabilités Qs sont appelées distributions de Palm de 5 

et la famille (Qs , s c X) noyau de Palm de 5. 

Pour g = 1 B xM (B c B , M E M) , on obtient : 

C(B x M) = 1 Qs(M) Eltds) (2) ' 
B 

On voit alors apparaître très clairement l'absolue continuité de la mesure 

marginale C(. x M) (M fixé) par rapport à ES. Par conséquent, pour M 

fixé, la fonction f définie par : 

est une dérivée de Radon-Nikodym de c(. x M) par rapport à Et . 



C(ds pour EC- presque tout s . f (s) = Qs(M) = (ds) 

D'après (l)', on vérifie que si B E Bb : 

et donc que Qs(IM) = 1 (pour E c  - presque tout s EX) , ce qui confirme 

bien le fait que les 
Qs 

sont des probabilités. Celles-ci peuvent être 

considérées comme étant les lois de probabilités de mesures aléatoires Cs : 

La formule (2)' s'écrit alors : 

Plus généralement, on a d'après ( l ) ,  (2) et le théorème de transfert : 

où g : X x IM -IR+ est mesurable . 

Les théorèmes 1.2.1. et 1.2.2. sont des variantes de propriétés 

classiques des dérivées de Radon-Nikodym énoncées dans le cadre de notre étude. 

* 
Soit h la mesure de Lebesgue sur  IR^ (m E ïN ) .  



Théutème 1.2.1.- Soit X =  IR^   ER*) . 
Si ES = a . X (a réel > O) alors 

C(B(syh) pour A-presque tout s r lRm £(SI = lirn X(B(s,h 
h* 

Soit (A(k))kcm* une suite de partitions de X par des boréliens 

bornés telle que : 

1.2.a) V B c B b  , lim 6*(~)=0 avec 
k++- 

6 (B) = sup {diam 1, 1 E A 
k 

(k) et I B + 01 . 

* 
I .2.b) Y k c l N  : - A 

(k) (k+l) est un raffinement de A , 

- tout borélien borné B ne rencontre qu'un 

nombre fini d'éléments de A ( ~ )  ; il est clair que cette condition 

peut être obtenue en construisant 
A(~) à l'aide de boules ouvertes 

et en utilisant la relative compacité de B . 

L'hypothèse I.2.a) a pour conséquence : 

I.2.a)' pour tout s e X, soit 1 (s) l'élément de A (k) k 

contenant s : 

lirn diam 1 (s) = O . 
k*m 

k 

Ces hypothèses resteront valables dans toute la suite. 

A chaque partition A(*) , associons une fonction 4 sur X 

dé£ inie par : 



D'après un résultat classique de martingale hk(s)-+f(s) pour ES-presque 

1 
tout s E X et aussi dans L (B, Bb 17 B , B ES) , pour tout borélien borné 

B fixé ([IO] page 172), avec Bb f !  B = (A B ; A IZ Bb] ; BEC = restriction 

de ES à B . Le théorème suivant prouve que la famille de fonctions (hk)ks,N* 

approche f simplement en tout point où f est continue et uniformément 

si f est uniformément continue. 

Théokèwie 5 . 2 . 2 . -  La suite (hk(s))kEm* tend vers f(s) en tout 

point s E X où f est continue, cette convergence se faisant uniformément 

sur tout borélien borné B sur lequel f est uniformément continue. 

D é r n o ~ ~ ~ o n  : Soit E > O , et supposons que f est continue 

en S. Il existe alors ri, > O tel que d(s,y) < Q ,  ==> If(s) - f(y) ( < E. 

D'après l'hypothèse 1.2.a)', il existe un entier 
ko 

tel que : 

et par conséquent : 

Ainsi: & > k  



ce qui établit la convergence simple cherchée. 

Soit B E Bb sur lequel f est uniformément continue et notons 

wf (B) l'oscillation de f sur B : wf(B) = sup If (x)-£(y) 1 .  
X,YfB 

Soit E > O fixé. Il existe un nombre réel n > O tel que pour 
- 

tout x E B , l'oscillation de f sur la boule B(x,q) soit inférieure ou 

égale à c .  

D'après l'hypothèse 1.2.a), il existe un entier positif kl tel 

que : vk ik kl Ak(B) < n et par conséquent, pour tout k > LI et 1 E A (k) 

rencontrant B , 1 C B(x,n) si x E B 0 1 , d'où w = sup If(x)-f(y)I < E . 
x,ycI 

Ainsi, pour tout k b kl : 

d sue suP EC (I)-' 1 1 f (y)-£ (x) 1 E((dy) 
I€A(~) : 1 n B#0 XEI 1 

d'où le résultat . 



Soit M E M fixé . 

Soit (51y52,- .., Sn) un n-échantillon de la mesure aléatoire 5. 

Pour chaque taille n d'un échantillon de 5, nous choisissons une partition 

A(~(~)) telle que l'indice k(n) tende vers l'infini quand n tend vers 

l'infini. Cela équivaut à prendre despartitions de X de plus en plus fines 

pour des tailles de l'échantillon de plus en plus grandes. A partir de la 

partition choisie, nous donnons comme estimateur de f la fonction fn 

définie par : 

n 

sinon . 

On remarque que f (s) est le rapport des moyennes empiriques du n 

numérateur et du dénominateur de la fonction hk(n)(s). Le calcul de l'esti- 

mateur ne suppose nullement la connaissance globale de Ci , mais seulement 

des masses ~ ~ ( 1 )  , 1 F . Autrement dit, on peut concevoir la notion 
d'échantillon de mesure. 

En considérant l'expression de fn , on est amené à se demander 

de quelle manière on pourrait déterminer les valeurs lM(Si). Cette expression, 

bien qu'étant difficilement déterminable pour M quelconque, l'est plus 

facilement pour des éléments M d'une forme particulière. Si l'on prend par 

exemple M de l'une des deux formes suivantes, le calcul est aisément 

réalisable : 



f i  : fonc t ion  cont inue  à support  compact ; 

[ai,bi] : i n t e r v a l l e  fermé de IR ; 

Bi : boré l i en  borné de X ; 

* 
pour i =  1 ,  . . . , p  avec p~ IN . 

L a  f a m i l l e  de tous l e s  ensembles M de l ' u n e  ou l ' a u t r e  forme 

p ré sen t e  a u s s i  un i n t é r ê t  théor ique  : e l l e  cons t i t ue  un n-sytème engendrant 

l a  t r i b u  M : a i n s i ,  conna î t r e  Qs(s E X) su r  c e t t e  f a m i l l e  r e v i e n t  à l a  

conna î t r e  su r  l a  t r i b u  t ou t e  e n t i è r e .  

D'une manière p lu s  généra le ,  on p o u r r a i t  es t imer  Q ~ ( $ ~ )  où : 

f  : X -+ 1R mesurable , dont Q (M) e s t  un cas  p a r t i c u l i e r  avec f = 1 s M '  

Les lemmes su ivants  sont  u t i l i s é s  dans l e  paragraphe 1.3. 

Lemme 1.2.3.- So i en t  X e t  Y des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  p o s i t i v e s  ; 

pour t o u t  O < E < 1 : 



Vémon6Rhatkon : Il suffit de prouver la première inclusion. Soit 

o < n <  1 :  

1 En prenant ri = - E E 

1+E ' on a ~q = 1-q = - l + E  > 7 d'où l'inclusion cherchée. 

Lemme 1.2.4.- Soient X et Y des variables positives telles 

que O d X d Y et O < EX d EY ; pour tout O < E < 1 , on a : 

où z = O  si Y = O  parconvention. 
Y 

Y D é m o n b ~ o n  : si Y(U) = O , o e {IEY - 1 1  >:I puisque < 1 . 
EX 

Plus généralement, comme - $ 1 : 
EY 

X EY 
EX 

X Y Y 
= IITEX- > E -1 EY 

X Y c 11 + 1-- EY 11 > E - I  Y 
EY 

,- x E Y Y - I I E X -  1 1  u i lEy  - 1 1  > - -  2 EY Y }  

X Y 
EY 

d'après le lemme précédent . i 



1.3. - E T U D E  DE L'ESTIMATEUR fn DE - f . 

Soient pour M E M fixé, la fonction f définie par f(s) = Qs(M) , 

(hk)kcN* 
la suite de fonctions donnée par la formule (4). Nous étudions la 

convergence de fn vers f dans les cas suivants : 

7) f continue en un point s a X .  

D'après le théorgrne 1.2.2. : 

2) f uniformément continue sur un borélien borné B .  

D'après le théorème 1.2.2. toujours 

d'où 



* 
3) f uniformément continue sur X = R~ (m E m ) . 

Dans ce cas nous considérons un borélien de la forme D = ] - d (n) ,d(n) Cm n 

où d(n) est une fonction positive croissante tendant vers l'infini quand 

n -+ + - , et nous étudions la convergence de sup (fn(s)-f(s) ( vers O . 
scDn 

Celle-ci se ramène à l'étude de la convergence de sup Ifn(s)-hk(s) 1 vers O 
SED" 

par une remarque identique à 2) (b). 

D'après 1) et 21, l'étude des convergences simple et uniforme, en 

probabilité et presque complète de fn vers f se ramène à celles de 

1 n-% (n) 1 vers O . Ce résultat est utilisé implicitement sans rappel dans 
la suite. 

Lemme 1 . 3 . 1 . -  

t j O < E < l ,  V S E X  

avec 

~ é r n a n n ~ n  : Il suffit de prendre 



et d'appliquer le lemme 1.2.4. i 

Dans l'étude de la convergence de I fn-hk (n) 1 vers O , nous utilisons 

une majoration du second membre de l'inégalité du lemme 1.3.1. obtenue grâce au 

théorème de Bernstein suivant, sous la forme due à Jacob ([z]). 

ThéohPrne 1.3.2. - Soit (XI ,X2,. . . ,Xn,. . . ) une suite de variables 

aléatoires réelles définies sur l'espace probabilisé ( ~ , A , P )  et pour tout 

* 
n E IN la somme partielle de rang n associée à cette suite : 

Si Xl,X2, ..., Xn, ... sont mutuellement indépendantes, possèdent des 

moments de tous ordres et vérifiant la condition suivante : il existe un nombre 

réel K > 1 tel que Yi E IN* et pour tout entier p 3 2 : 

E lxi -  EX^^^ s K P - ~  p! var x 
i 

alors, pour tout entier naturel n > 1 et pour tout nombre réel u strictement 

positif, on a : 

L 

P( 1 s,-Es,] > u) s 2 exp (- u 
) . i  

4 v a r S  + 2 K u  
n 

Nous dirons que la mesure aléatoire 5 admet un moment d'ordre p 

si EC'(B> < + - , YB c Bb . L'hypothèse suivante servira dans l'étude de la 
convergence presque complète de fn vers f : 

(A) t; admet des moments de tous ordres et 3~ > O tel que 

'dk E IN* , VI E dk) , YN E M : 



E ~ S I  lN(O - C(I x N ) I ~  r K P - ~  P! var(t-1 I N ( S ) )  bp 3 2 entier . 

Soit N E M . Posons : 
1 

aYk(s> = - n 1 ci I,<s) iN(ri) 
i= 1 

k > 1 entier 

Pour tout s E X : 2 
y1 (s) = E 5 1, (s) 

A l  (s) = ES Il (s) . 

Suivant que N est égal à M ou Bi, nous avons 

respectivement. 

Lemme 1 . 3 . 3 . -  Soit E > 0 fixé . 
Si la mesure aléatoire 5 vérifie l'hypothèse (A), alors pour 

tout entier k 3 1 , tout s E X : 

n E2 <(s> 
P(/A~,,(s)-I I > E)  = P(I~~,~(s)-~(s) 1 > E %(SI) r 2 exp(- 1 

4y1 (s)+~EKA~ (s) 



2 
DémomRh&n : Posons u (s) = var 5. I~(s) 1 (5 ) = n var Zn . k N i 

En posant dans le théorème 1.3.2. Sn = n X on obtient : n ' 

puisque I~(s) C Il (s) . I 

C O ~ O ~ ~ Û L ~  1.3.4.-  Si est un processus ponctuel à valeurs entières 

1 
positives et si O < E < - : 2K 

DémonbxhxLbJn : Pour toute variable aléatoire Y 2 O à valeurs 

entières : EY É E Y ~  . Ainsi, si 5 est un processus ponctuel à valeurs 

entières positives, alors 



C o m U e  1.3.5.-  Soit O < E < 1 

Ce corollaire est une conséquence directe des lemmes 1.3.1. et 1.3.3. 

1 . 4 .  - ETUDE DE LA CONVERGENCE DE fn VERS - f . 

Soit M E M fixé. Nous ferons souvent l'hypothèse suivante : il 

existe une mesure diffuse X telle que : 

Cela nous donne un ordre de grandeur de C(B x M) qui est surtout 

* 
utile pour X =  IR^ (m E ïN ) ; nous prenons dans ce cas, X = mesure de 

Lebesgue et les éléments des partitions A ( k )  sont de la forme 

1.4.1. - Convergence en probabilité, presque sûre et presque complète. 

femme 1.4.1.1.-  Soit s un point fixé de X ; une condition 

suffisante de convergence presque sûre de (lfn(s)-hk(n) (s) vers O 

est la convergence presque sûre vers 1 de 

Il en est de même pour la convergence en probabilité et presque 

complète. 



~émun;l&&on : Pour les deux derniers types de convergence, le 

résultat est une conséquence directe des lemmes précédents. 

Pour la convergence presque sûre, observer que : v c  JE 0 : 

lim çup 1 fn(s)-hk(n) (s) 1 > € 1  c lim sup { /an(s)-i 1 > :I 1-1 lim ~ U P  I Ibn(s)-l I > 21. 
n++m n++m n-t km 

Théuhème 1.4.1.2.-  Soit s un point de continuité de f. 

Si la mesure aléatoire t; possède un moment d'ordre deux, une condition 

suffisante pour que (fn(s))n>l convergence en probabilité vers f(s) est 

que : 

~ é r n u n b ~ d u i z  : D'après l'inégalité de Bienaymé - Tchebycheff 
et le lemme 1.3.1. : 

var(Cl Ik(,)(s) . lM(5,)) E i2 Il (s) 
var an(s) L 2 

n c (ïk(n) (SI x M) 
2 
n c (Ik(n) ( s )  x M) 

E CL Il ( s )  E 5' Il (s) 
var (bn(s)) c 2 

n C (ïk(n) (s) x M) n C (Ik(n) (SI X M) 

d'où le résultat. 8 



* 
C o h o U e  1.4.1.3.- Supposons que X = JRm (m c IN ) et s E IRm 

un point de continuité de f. Si 6 admet un moment d'ordre deux et vérifie 

l'hypothèse (BI, une condition suffisante pour que (fn(s))n3~ converge en 

probabilité vers f(s) est que : 

Démom&aL&n : Puisque C(Ik(n) (s) x M) > a X(Ik(n) (SI) : 

d'où le résultat. 8 

Les deux théorèmes et les corollaires à venir donnent des conditions 

suffisantes de convergence presque complète de fn vers f en un point. 

Théohème 1.4.1.4.-  Soit s E. X un point de continuité de f .  

Si la mesure aléatoire 6 vérifie l'hypothèse (A), une condition suffisante 

de convergence presque complète de (£,(s)),~~ vers f(s) est que : 

n )1/2) C-'(I~(~)(S) X n) = O((-- ~ o g  n 

D6monA&don : Soit E > O . Puisque : 
n 2 Log n 

C-' (Il<(n) (s) x M = o((-)"~) < c I k n ~  X M) = - où E - 0  Log n n E n 
n n++- 

et d'après le corollaire 1.3.5. 



n h Log n 2 
~(lf~(s)-h~(~) (s) 1 > E )  L 4  ex^(- ) où h =  

n 
1 

16 (4 yl(s) + 2 K  E Xl(s)) 

qui est le terme général d'une série convergente. 

C o h o U e  1.4.1.5. - Si X = E~ et sous les mêmes hypothèses que 

dans le théorème 1.4.1.4. et la condition (B), une condition suffisante de conver- 

gence presque complète de (fn(s>)n21 vers f (s) est que : 

km(n) = O((- )Il2) . Log n 

Vémonokt/ratiun : 11 suffit d'observer que d'après (B) 

- 1 n 112 km(,) 2 d C (Ik(n) (s) x M) d'où km(n) = O((=) ) alors 

n 
C-l (Ik(,) (s) x M) = Le résultat s'obtient grâce au théorème 1.4.1.4. i 

Il est possible d'utiliser pour l'étude de la convergence presque 

complète de fn vers f le théorème de Hoeffding ci-après au lieu du théorème 

de Bernstein. Mais les hypothèses du théorème de Hoeffding étant plus fortes, 

on obtient en fait un corollaire du théorème 1.4.1.4. 

Théohème 1.4.1.6. ( d e  Hoed@Lngl.- Si xl, X2 ,..., Xn sont des 

variables aléatoires indépendantes telles que b1 s i $ n , il existe des 

réels a et Bi tels que a $ Xi $ Bi < + , alors pour tout réel t > O i i 



ThéohCrne. 1.4.7.7.  - Soit s un point de continuité de f . 
Si la mesure aléatoire 5 est bornée sur Il(s) (c'est-à-dire qu'il existe 

un réel 6 > O tel que O 6 5 I,(s) d 6 < + m) , une condition suffisante 

de convergence presque complète de (fn(s))n21 vers f (s) est que : 

Q é m o v m ~ n  : Soit O < E < 1 . Par application du lemme 1.3.1. 
et du théorème de Hoeffding, on a : 

puisque 5 Ik(n) (SI IM(5) É 5 I~(~)(s) 6 5 1, (s) 6 B < + 

et 2 Log n 
C (Ik(n) (SI x M) = - avec E - O 

'n n n++m 

d'où le résultat. I 

Coho.&h&e 1.4.1.8.  - Si X = IRm et sous les mêmes hypothèses que 

dans le théorème 1.4.1.6. et l'hypothèse (B) une condition suffisante de 

convergence presque complète de (fn(s)>n21 vers f(s) est que : 

n ) 1/2) km(n) = O((- 
Log n . D 



1.4.2. - r. 
* 

Soit D E Eb . Posons pour tout k s ïN : 

ak(~) = inf C ( I .  x M) . 
 ER^ ' Y *  

Les ensembles Rk sont non vides et finis et les nombres ak(D) sont tels 

que a k ( ~ ) s ~ ( I k ( s ) x M ) s ~ C I k ( s )  V s c D .  

R I  étant non vide et fini, notons : 

ThCohème 1.4.2.1.- Si f est uniformément continue sur D et 

si la mesure aléatoire vérifie l'hypothèse ( A ) ,  alors une condition suffisante 

de convergence uniforme presque complète de fn vers f sur D est que : 

DémonnahzCiBn : Pour prouver ce théorème, nous aurons besoin de 

la propriété suivante : 

D étant borné (c'est-à-dire relativement compact), il existe un 

nombre réel S > O tel que D' (dilaté d'ordre 6 de D) soit encore borné. 



En effet, tout élément x E X admet un voisinage compact Vx et 

il existe un nombre réel E > O tel que B = B(x,E~) C VX où 
X 1 ,x 

B = B(x,E ) est la boule ouverte de centre x et de rayon E qui est 
1 ,x X X 

bornée du fait de la dernière inclusion. 

Soit K un compact de X. 

E 
X 

Pour tout x E K , il existe alors une boule B = B(x, 2) bornée 
- 2,x 
t 
X 

de centre x et de rayon - . K étant compact et 1 (B2,x xsK étant un recou- 

vrement ouvert de K , on peut en extraire un recouvrement fini 
(B2,x ) i i=l, ...,p 

E 
X. 

Considérons un nombre réel 6 > O tel que 6 < min - 21 . Les inclusions 
i=l, ...,p 

suivantes : 

permettent d'affirmer que K& est borné puisque la dernière réunion est une 
- 

réunion finie d'ensembles relativement compacts. En prenant K = D , on a 

la propriété cherchée. 

Pour s E 1 j,k(n) 3 Posons = £,(SI et hnj = hk(,) (s) 

P(SUP Ifn(s)-%(,) (SI 1 > E) r P( max  SU^ [ fn(s)-hktn) (s) 1 > €1 
s ED jERk(n) '"j ,k(n) 



Pour n assez grand, c'est-à-dire tel que k(n) vérifie max diam 1 
j C R  j,k(n) < ' 

nous aurons : k (n) 

Or card Rk(n) . ak(,) (D) r 1 C(Ij ,k(n) x M) r C(D' x M) i + 
 ER 

k(n) 
donc 

1 
n~ 112 

card Rk(n) 1 c(D6 x M) . a = c(D6 x M) 
k (n) 

Log n 

En prenant n assez grand, nous obtenons 

d'où card Rk(n) f n . 

Par conséquent, pour tout E > O , si n est assez grand : 

1 card R  4 exp(- n h a2 (D)) 
k (n) k (n) 

qui est le terme général d'une série convergence, d'où la convergence uniforme 

presque complète énoncée. 



Théotrème. 1.4.2.2.- Si f est uniformément continue sur D et si la 

mesure aléatoire 5 est bornée sur 1 (bfj E RI et 1 E A (1) 
j, 1 j,I 9 

O 6 5 1. L B) , une condition suffisante de convergence uniforme presque 
J ,  1. 

complète de fn vers f est que : 

D @ M O Y L ~ & L ~ M  : Puisque 

d'après un calcul mené dans la démonstration du théorème I.4.1.6., on a : 

n E 2  a2 (DI 
$ 4 card %(n) exp(- 

k(n) ) 

8 B2 

-2 Log n puisque card Rk(n) 6 n et ak(n) (9) = - 
n où € - O  n II+* 

n 

qui est le terme général d'une série convergente . S 



Théuhême 7 . 4 . 2 . 3 . -  Soit 5 une mesure aléatoire possédant un moment 

d'ordre deux. Si f est uniformément continue sur D , une condition suffisante 

pour que fn converge uniformément en probabilité vers f est que : 

Démon5A;rration : Puisque d'après les preuves des théorèmes 1.4.1.2. 

et 1.4.2.2. 

card Rk(n) r c(D6 X M) 1 

'k (n) (D) 

O < var an , var b 6 
1 

n n u 2  (D) 
k (n) 

où 6 > O est un réel fixé tel que D6 soit borné, on a : 

n r 1 [16Va:a + 16 var bn 
jcR 2 1 

k (n) 
E 

= 32 y1 card Rk(n) . 1 



* 
C o ~ o ~ e ' 1 . 4 . 2 . 4 . -  Soit X=nm ( m ~ w ) ,  D =  b,lLrn. 

Si 5 admet un moment d'ordre deux, si f est uniformément continue 

sur D et sous la condition (B),une condition suffisante pour que 
'n 

converge uniformément en probabilité vers f est que : 

Démo~s-n : Puisque '(Ij,k(n) x M) > a X(1 j,k(n)) 'OUr 

tout j E Rk(n) : 

k2m(n) h 32 y, card R --- 
k(n) a2 €2 

R m q u e  : La preuve de ce corollaire peut se faire directement 

par application du théorème 1.4.2.3. En effet, la condition (B) implique 

l'inégalité : 

- 1 -1 m 
ak(n) (Dl d a k (n) . 

- 1 11 en découle, que si km(n) = ~(n''~) , alors (D) = o(n 113) 

et fn converge donc uniformément en probabilité vers f d'après le 

théorème 1 . 4 . 2 . 3 .  Cette remarque est également valable pour la convergence 



uniforme presque complète de fn vers f , O& si D = [0,l , la condition 
m n k (n) = O((-)'12) est suffisante. Log n 

La nécessité de la condition lim k(n) = + m est évidente puisque 
n++m 

les fonctions hk(n) et fn sont étagées ce qui n'est pas le cas, en général, 

pour la fonction f. Nous allons plus précisément montrer que la condition 

k(n) = o ~ n )  est nécessaire dans le cas de processus de Poisson homogènes. 
og n 

Il s'agit donc, en général, d'une condition minimale. 5 est supposée être 

un processus homogène d'intensité v > O . 

ThcZohèrne 1.4.2.5.- Si f est uniformément continue sur [o,I[~ , 

une condition nécessaire de convergence uniforme en probabilité de fn vers 

f est: 

m k (n) = O(- " )  . Log n 

D é m o n n ~ o n  : Supposons : 

3 y > 0  telque inf f(s) > y .  

s.[o, ILm  

Posons 

On a card Rk(n) = km(n) 

Si f est unif onnément continue sur [O, 1 Lm 
et (fn)nll 

converge uniformément en probabilité vers f , alors : 

lim P (  sup /fn(s) -fk(n)(~)I > Y ) = O .  
*+m 

SC [O, 1 [m 



Pour tout n > 1 

i= 1 j (n) = O) 

-> ( sup Ifn(s)-fn(s)I b sup If(s)l > y) 

SC [O, l[m SC I jo,k(n> 

car pour tout s c 1 
jo.k(n) jo,k(n) = O , fn(s) = O . i= 1 

Ainsi : 

O =  lim P( L/ 
n+m 

1 = lim p( 
n* j E%(~) ' i=l 'i 'j,k(n) '01) 

. 

Les processus ponctuels considérés étant de Poisson donc à accroissements 

indépendants : 

= lim - exp (-n v k-m(n))_l km(n) 
n++ 

d'où 

lim km(n) Log [l - exp(-n v k-m(n))-l = O 
n++- 



si, nécessairement n k-m(n) -+ + quand n +  + m .  

Pour n assez grand, nous avons 

et finalement lim km(n) exp(- n ~k-~(n)) = O . Par suite : 
n-t+OJ 

- m = lim Log km(n) - n v  k-m(n) 
n*m 

n = lim - (n-' km(n) Log km(n) - v )  
n*m km(n) 

v  ayant été choisi quelconque, on peut le prendre aussi petit que l'on veut. 

-1 m 
Ainsi, pour n assez grand n k (n) Log km(n) < u , et nous avons : 

- 1  m lim n k (n) Log km(n) = O . 
* S m  

- 1  m 
Puisque n k (n) = E avec E ---t O alors : n n n++m 

lim E (~og n + Log E ~ )  = O 
n++m n 

d'où 

lim E Log n = O <-> E = O(- 
n ' 1 n Log n 

n++m 

m n <=> k (n) = O(-) . I Log n 

* 
Soit X = E~ (m E IN ) et f uniformément continue sur 1~~ . 



* 
On e n d é d u i t  que : b c  > 0 , 3 k o c  M : t ( k )  ko sup lf(s)-$(s)l < E . 

s E I R ~  

S o i t  Dn = ] -d(n),  d(n)Cm où d(n) e s t  une fonct ion  p o s i t i v e  

c ro i s san te  tendant  ve r s  l ' i n f i n i  quand n -+ + m . Pour E > O f i x é  e t  k 

assez  grand : 

SUP Ifn(s)-f r sup / fn(s ) -hk(s) l  + sup 1 q ( s ) - f ( s ) /  
SED 

n s € D  
n  IR^ 

Supposons que l a  mesure a l é a t o i r e  5 s o i t  t e l l e  que : 

(c) - l n r ~ *  : sup E ~ ~ I ~ v < + ~  ( V > O  e t  p = 1 , 2 )  

I C A  ) 

S o i t  

card R - 2m ( 1  + [d(n) ~ ( I I ) ] ) ~  
k(n) - 



où 2m dm(n) e s t  l e  volume de Dn . 

Théaxème 1 .4 .2 .6 .  - Une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que 

sup I fn ( s ) - f ( s )  1 tende v e r s  O , quand n -t + , en ~ r o b a b i l i t é  e s t  

çEDn 
que : 

sous l e s  cond i t i ons  (B) e t  (C). 

D é r n v n ~ ~ ~ v n  : Pour t ou t  s E 1 j ,k(n)  
, posons a ( s )  = anj  , n 

bn(s )  = b , f n ( s )  = f n j  e t  hk(n) ( s )  = h . S o i t  0 < E < 1 e t  
n j  n  j 

n E TN* t e l  que (C) s o i t  v é r i f i é e  : 

P( sup ( £,(S.)-f (s) l  > 2 ~ )  :: P(  SUP 1 fn(s)-hk(n) ( S I /  > E )  
SE D~ sDn 

d ' ap rè s  l e  lemme 1.3.1. 

16 va r  a  16 va r  b 

$ I L :  2 
n j  + n j  j 

2 
jERk(n) E 

16 va r  5 1. 
+ j ,k (n)  1 

2 2 
( I j , k ( n )  xM) 



d'après (B) et (C) 6 1 32 V 

jcR n E 
2 cr2  2 

k (n) (Ij ,k(n) 
) 

k2m(n) d Z5 V card R -- 
k(n) € 2  a 2  

par hypothèse 

Cohobkbixe 1.4.2.7.- Si d(n) = Log n , une condition suffisante 

de convergence en probabilité de lim 1 fn(s)-f(s)/ vers O est que : 
SED n 

km(n) = O( (n(log n)-m) 1'3) 

sous les conditions (B) et (C) .  

Enonçons quelques lemmes nécessaires à l'étude de la convergence 

presque complète. 

L m e  1.4.2.8.- Soit s c X . Si la mesure aléatoire 5 vérifie 

la condition (A), alors : 

sous la condition (C). 

Dc!monARhdon : D'après le théorème de Bernstein : 



2 2 
n E C (Ik(n)(s) X M) 

d'après (C) f 2 exp(- 1 
4V + 2K E V 

Lemme 1.4 .2 .9 . -  soit s E X. S i  la mesure aléatoire 5 vérifie 

la condition (A) alors : 

sous la condition (CI. 

Ce lemme découle du précédent et du lemme 1.3.1. 

Théohème 1.4.2.10.-  Si la mesure aléatoire 5 vérifie la condition 

-r 
(A), s'il existe un réel r > O tel que n dm(n) -- + O et si 

n*m 

km(.) = l") , sup 1 fn(s)-f (s) 1 converge vers O presque 
seDn 

complètement sous la condition (CI. 

PémonA&don : Pour n assez grand, nous avons : 



P( sup Ifn-f (SI 1 > 2.1 r P( 'UP l f,(s1-4(~) (s) / > €1 
S€D 

n 
SIZD 

n 

d'après le lemme 1.4.2.9. 

sous la condition (B) 9 .7 1 

L L 

S 4 card R 
n c  a 

k(n) exp(- ) 
16(4 + 2K) V k2m(n) 

qui est le terme général d'une série convergente. 

Si d(n) = Log n , une condition suffisante de convergence presque 

complète de sup Ifn(s)-f (s) 1 vers O est que : 
SED 

n 



m n )1/2) 
k (n) = O((- 

Log n 

1 . 4 . 3 .  - Convergences L' et L' de fn v z  f 

Soit JJ e BI , D r Bb . 
Nous noterons (p ? 1) l'espace L'(D, D l? Bb , Dv) quand 

il n'y aura pas confusion. Puisque : 

D'après l'inégalité de Helder, 

1 1  où q > O est tel que - + - = 1 . Il apparaît alors que les conditions 
P q 

suffisantes de convergence de 1 
fn vers f relatives à la topologie L (v) 

sont également suffisantes quand l'espace des fonctions mesurables sur D 

est muni de la topologie L'(~.I) (p 5 1) et réciproquement. Nous étudions 

dans ce paragraphe des conditions suffisantes de convergences en probabilité 

presque complète et en moyenne de 1 
fn vers f dans L (JJ) dans le cas 

où JJ = ES. 

Il est clair que la convergence de k(n) ID / fn(s)-f (s) 1 J.I (ds) 

vers O entraîne celle de k(n) Ifn(s)-f (s) I P  ~(ds) vers O. Mais 

puisque : 



la réciproque n'est pas vraie. La convergence de k(n) j 1 fn(s)-f (s) I P  u (ds) 
D 

pourra en général être obtenue sous des conditions plus faibles qu'elles le 
r 

seraient pour k(n) 1 £,(S.)-f (s) 1 ~(ds). J D 
Dans le cadre de la convergence L'(JJ) de f vers f nous 

2 étudions la convergence de k(n) Ifn(s)-f(s) 1 p(ds) vers O sur X = IRm, 
ID 

en prenant comme mesure J.I la mesure de Lebesgue A. Nous donnons des conditions 

suffisantes de convergence vers O de k(n) 6n : 

Nous nous plaçons respectivement dans les deux cas suivants : 

1) D = [0,1Lm 

Nous supposons vérifiées les hypothèses (B) et (D) : f est lipschit- 

zienne d'ordre y > O : ]H > O  , O < y :: 1 tels que 

(f(x)-f(y)l S H .  Ilx-yllY 'P/x, y c  IRm 

2) D = D = [- d(n) , d(n)lm où d(n) est une fonction positive 
n 

croissante tendant vers l'infini quand n + + m . Les hypothèses (B), (C) 

et (D) sont supposées vérifiées. 

Dans les lemmes I.4.3.A. et I . 4 . 3 . D . ,  v est la mesure 

moyenne ES. 



Lemme 1.4.3.A.- La suite 
1 (hk)k21 converge vers f dans L (p). 

~érnonAh.aL&n : Rappelons que p = ES. D E Bb et M E M étant 

fixés, les mesures CD(. x M) et uD qui sont les restrictions de (c. x M) 

et p à D, respectivement, sont finies. Par définition, sur D : 

Ce lemme est obtenu par application d'un résultat donné dans [IO] 

(15.8.3. p. 172). Ce dernier est basé sur le faitque, sous la normalisation 

de pD , hk est une martingale. En effet, en prenant comme filtration les 

tribus engendrées par la suite des partitions (-1 D (k >, 1 )  on a : 

Lemme 1 .4 .3 .8 .  - Soit (Xn)n>,l une suite de variables aléatoires 

intégrables. Les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

1) (Xn)n>, est équi-intégrable et converge en probabilité ; 

2) (x,),,, converge dans L' . m 



Le théorème ci-dessous permet de ramener l'étude de la convergence 

1 de fn vers f dans L (p) à celle de 
Ifn-hk(n)I 

Théohème 7 . 4 . 3 . C . -  Pour que fn converge vers f en probabilité 

(respectivement presque complètement et en moyenne) dans L' (p) , il suffit 

que Ifn-h,(n) / tende vers O en probabilité (respectivement presque complè- 

1 tement et en moyenne) dans L (p) . 

DémonbA;rration : Les conditions suffisantes sont établies par 

application de 1' inégalité 

jD 
I~,,(s>-~(s> I .(da) r j ~f~(s)-%(~) / ~(ds) + j s 1 s et 

D D 

du lemme I.4.3.A. rn 

Rappelons que : 

Les fonctions fn et hk(n) étant constantes sur tout élément 

de A nous posons fn(s) = fnj et \(,) (s) = h si s L 1 
n j j,k(n> ' 

D étant un borné, fixons 6 > O de telle sorte que D& le soit aussi 

(cf. preuve du théorème 1.4.2.1.). Rappelons également que 



Lemme. 1.4.3.D.- s o i t  0 < E < C(D& x M). 

* 
S i  n E ïN e s t  t e l  que max diam 1 ,k(n) < 6 , a l o r s  : 

jERk (n) 

P ( j  Ifn(s)-\(n) (s)  1 p(ds) > E) I card R k(n) SUP (p (bn j - l1  > 
D 

1 
jERk(n) 4~ ( D ~ X M )  

Dérno~dZ4uLbn : Puisque : 

1 I f n ( ~ ) - \ ( n )  (8) 1 ~ ( d s )  = j l f n ( ~ > - q ( n )  (SI 1 EC(ds) 
D D 

a 
n j 1 c(ljyk(n) xM) sup I b - - l I  

jERk (n>  ER^(^) n j  

anj - ' 1  + lbnj ' C (  " 'j,k(n) xM)  sup [I 
j ERk (n) jERk(n) b n j 

- 

* 
nous aurons pour n E ïN t e l  que max diam 1 

j ,k(n)  < 
j ERk (n) 



par application du lemme 1.2.3. car E < 1 . m  
2C (D6xM) 

Si D E ôb est fixé et si 5 admet un moment d'ordre deux, 
1 

étant fini et non vide, nous posons 2 y1 = sup E 5 I j l  et X 1  = SUP E5 1 
j , R 1  jrRl j1 ' 

Le lemme suivant sert dans l'étude des convergences en probabilité, presque 

complète et en moyenne de 1 
fn vers f dans L (Y) . 

Lemme 1 . 4 . 3 . E . -  Soit E > 0 . 
a) Si 5 admet un moment d'ordre deux : 



b) Si la mesure aléatoire 5 vérifie l'hypothèse (A), alors : 

si N = M  ou PI. 

1 1 . 4 . 3 . 1 .  - Conv#Lgcnce L &, fn f . 
Soit D E Bb , JJ = ES et 6 > O fixé plus haut. 

Théorr2me 1 . 4 . 3 . 1 . 1 .  - Si 5 admet un moment d'ordre deux, une 

condition suffisante de convergence en probabilité de fn vers f dans 

1 L (p) est: 

* 
Démo~d&u%ti~fi : Soit O < E < 1 . Soit n E # tel que 

max diam1 < 6 .  D'après les lemmes 1.4.3.D. et 1.4.3.E. a), pour 
j , k W  

jcRk (n) 

n assez grand : 

f card R ' 
+ p(Ibnj-l 1 > 

4~ (D6xM) 
" 11 

jERk (n> 4~ (D~XM) 

32  y ,  C~(D~XM) card Rkln) 
f 

n E2 {(,) (DI 



6 1 car ~ a r d R ~ ( ~ )  s C(D xM) .a (cf. preuvedu théorèmeI.4.2.1.). 
k (n) 

Le lemme I.4.3.C. permet de conclure. i 

Runaque : La condition suffisante de convergence en probabilité 
1 de fn vers f dans L (p) établie dans le théorème ci-dessus est identique 

à celle de la convergence uniforme en probabilité établie sous l'hypothèse de 

l'uniforme continuité de f (cf. théorème 1.4.2.3.). Cela est prévisible 

du fait de l'uniforme continuité de f et du fait que p(D) < + a. En effet, 

puisque fn converge uniformément vers f sur D et O s fn E 1 , 
'n 

1 converge donc vers f dans L (JJ) d'après le théorème de la convergence 

dominée de Lebesgue. 

Si X = lRm et D = [O, 1 , l'hypothèse (B) implique que 

a ID f n f  1 ~(ds) I ) Ifn(.)-£ (s) 1 ES(ds). On obtient alors le fait 
D 

que la condition suffisante de la convergence de 1 fn vers f dans L (p) 

l'est aussi pour la convergence de 1 fn vers f dans L (A). En utilisant 

la remarque suivant le corollaire 1.4.2.4. on obtient des conditions suffisantes 

de convergence en probabilité et presque complète de fn vers f dans 

1 L (A), identiques à celles du corollaire 1.4.2.4. et à celles de la même 

remarque pour la convergence presque complète. Une condition suffisante de 

convergence en moyenne de 1 fn vers f dans L (A) peut être également 

obtenue de la même manière. 

Thhoxème 1.4.3.1.2. - Si la mesure aléatoire 5 vérifie l'hypothèse 

(A), une condition suffisante de convergence presque complète de fn vers f 

1 dans L (p) est : 



* 
DémondRhation : Soit n E ïN tel que max diam 1 

j , k W  
< 6 .  

je% (n) Par application des lemmes I.4.3.D. et I.4.3.E. on a . 

P(J  ~f~(.)-\(~) (s) l M (ds) > E) 
D 

(DI . E~(D&~M) 
É 4 card 'k(n) 

'k(n) 16(4 y1 + 2 K Al) 1 

terme général d'une série convergente obtenu en posant : 

E2 c~(D~XM) - 2 n E n h = , a,(n) (0) - avec en O 
16(4 y1 + 2K 1,) Log n 

et card %(n) f n . o 

ThéohBrne 1 . 4 . 3 . 1 . 3 . -  si la mesure aléatoire 5 est telle que 

O $ E, 1. $ B < + , vj E R1 une condition suffisante pour que 
3 9 1 ,  fn 

1 
converge vers f presque complètement dans L (LI) est : 

La preuve de ce théorème se fait comme ci-dessus grâce au théorème 

Théohème 7 . 4 . 3 . 1 . 4 .  - Si la mesure aléatoire 5 admet un moment 

d'ordre deux, une condition suffisante pour que fn converge en moyenne 

1 vers f dans L (LI) est : 



D@monahation : Posons Xn = 1 lfn(s)-$(n) (8) 1 p(ds) . 
D 

Puisque O s 1 fn-$ (n) 1 s 1 , on a : 

6 hl card Rk(n) 

- 1 
Il est à remarquer que la condition a (D) = 0(n1l4) implique que 

k (n) 
- 1 
ak(n) (Dl = O (n 113) 

Soit A > O. Soit n E JN* tel que max diam 1 
j CR 

j,k(n) < : 
k (n) 

Xn dP f A l  card R k(n) p(jD ]fn(~)-$(n)(~) 1 JJ(~S) > A) 

2 
32 y, hl c2(b6xH) card d Rk(n) 

f d'après les lemmes 1.4.3.D. 
n A' a* (n) (D) et I.4.3.E. 

32 yl hl c4(D6xH) 
S car 

c (D'XM) 
n A' ai (DI 

tard %(n) 
k (n) 

6 32 y1 c4(D6xI4) n) . x2 O car ri > O tel que 1 4 < n) 

ak (n) (D) 

~'équi-intégrabilité de Xn ayant ainsi été établie, le théorème 

1.4.3.1.1. permettant d'avoir la convergence en probabilité de Xn vers O 

quand n -t + , le lemme I.4.3.C. permet de conclure à la convergence en 

moyenne de Xn vers O . a  



d'où 

1.1.3.2. - Conuengenee L~ de in -no f. - 

Soit X = IRm et X la mesure de Lebesgue. Posons : 

Posons 

Le lemme suivant est une généralisation d'un lemme de Saleh [ld. 

Lemme 1 . 4 . 3 . 2 . 1 . -  Pour tous k à 1 , 1 E A ( ~ )  , si l'hypothèse (D) 

est vérifiée, alors : 

sup Ihk(s)-f (s) 1 $ wf(I) f H k-' . 
ss 1 



$ sup If (y)-f (SI I 
sa1  

d'après l'hypothèse (D). 8 

Considérons d'abord le cas où D = [0,1 Cm en nous plaçant sous 

les hypothèses (B) et (D) card Rk(n) = km(n) . 

Théahème 7 . 4 . 3 . 2 . 2 .  - Si 5 admet un moment d'ordre deux 

1 et - < y $ 1 , une condition suffisante de convergence en probabilité 2 

de k(n) 6, vers O est : 

- Convagence de an 0 . 
D'après le lemme 1 .4 .3 .2 .1 .  : 

2 
É H card Rk(n) k-2y (n) k'-m(n) 

2 1-2y 
= H  k 1 

hl-O si 



- Convetrgence en ph06abZLté de Xn 0 . 
Soit O < E < 1 . 

d'après le lemme 1.3.1. car E km-' (n) card-1 Rk (n) = E k-l (n) < 1 : 

16 E-' card Rk(n) 1 -m (n) var b .] 
nJ 

-2 
6 16 E-' card q(n) kl-m(n) 1 1,'' C (Ij,k(n) xM) 

jE% (n) 

-1 -2 
Var cc (1 ,k(n) lM(O] + n c (I~,~(~) x IM) var [C (I j,k(n> )1 - 11 

- 2 
i 32 E-' n-l card q(n) ~'-~(n) y1 1 C (Ij ,k(n) x M) 

jERk(n> 

-1 -2 - 1 2 
$ 3 2 ~  a y1 n card Rk(n) kl+m(n) (d'après (BI) 

Le lemme IV.3.B. permet de conclure. 

1 -1 -1 1 Remahque : Puisque 4 f (3+m ) < 3 pour avoir une convergence 
* 

en probabilité de k(n) 6n vers O , quel que soit m E IN , le nombre 
113 km(n) des cellules de [O, 1 [- doit croître moins vite que n . 



Dans la suite, la preuve de la convergence de a vers O reste 
n 

1 
acquise sous la condition 7 < y 6 1 . 

Théatrème 1 . 4 . 3 . 2 . 3 . -  Si la mesure aléatoire 5 vérifie l'hypothèse 

1 (A) et si - < y d 1 , une condition suffisante de convergence presque 2 

complète de k(n) 6n vers O est : 

-1 -1 
n ) (2+m ) ) . km(n) = O((- 

Log n 

Dém~nbR)raa%n : Il nous suffit de montrer que 'n n-t+m- O 
presque complètement. Soit O < E < 1 . 

P(Xn > C )  s p(lfnj-hnj 1 > (r km-' (n) card-l 
jsR 

k (n) 

d'après les lemmes 1.3.1. et I.4.3.E. : 

n E. a2 (D) km-' (n) card-l 
d 4 card Rk(,) exp(- k(n) Rk (n) ) 

16(4 yl + 2 K Al) 

2 k-2m n r a  (n) km-' (n) card-1 
d 4 card 

%(n) '(n)) ; d'après (B) 
16(4 y1 + 2 K Al) 

-2m- 1 E lx 2 = 4 km(n) exp(- n h k (n)) où h = 
16(4 y1 + 2 KA,) 

n r n (2tm1)-l -h/g 
= 4(-) Log n n 

n r (2+m-')-' 
(car km(n) = (2) 

Log n , avec E + O) 
n n++- 

(2+m-')-l (2+m-')-l- h/cn 
= 4'") n 

Log n 

qui est le terme général d'une série convergente . i 



Théohème 1 . 4 . 3 . 2 . 4 . -  Si 5 admet un moment d'ordre deux et 

< y f 1 , une condition suffisante pour que k(n) 6n converge vers O 
2 

en moyenne est : 

km(n) = O(n (3+2m-')-' 1 .  

DémonAAïration : La condition considérée permet d'avoir la conver- 

gence en probabilité de Xn . Il suffit de montrer que ('n)nà 1 est équi- 

intégrable. 

1 -m X f k (n) card R n k(n) ' 

Soit A > O 

! Xn dP f kl-m(n) card ' CX,>A} %(n> '(n > A) 

f kl-m (n) card % (n) ~(k'-~(n) 1 f .-h . l 2  > A) 

jERk (n) 
"J nJ 

6 kl-m(n) card Rk(n) 1 p(Ifnj-hnj 1 
j ER 

k (n) 

d'après les lemmes I.3.1., I.4.3.E. et la condition (B) : 

-2 -1 k2(1-m) 
f 32 y 

3 
1 "  A (n) n-l card l?k(n) k2m(n) 

-2 A-l n-l k3m+2 a 32 y1 a (n) 

-1 k3m+2 
car le réel 6 > O est choisi tel que n (n) < 6 . 8 



Supposons que D = D = [- d(n), d(n)lm où d(n) est une fonction n 

croissante tendant vers l'infini quand n tend vers l'infini. Nous nous plaçons 

à présent sous les conditions (B), (C) et (D). 

card R 6 4m dm(n) km(n) . 
k (n) 

ThéohErne 1 . 4 . 3 . 2 . 5 . -  Si 5 admet un moment d'ordre deux et s'il 

B+1 existe B > O tel que k'B(n) dm(n) 3 O , -2 6 y 6 1 et si 

-1 2m n d (n) k3m+1 (n) 0 , k(n) 6n converge vers O en probabilité. 

L I L L E  m 
6 H~ i2'(n) card I$(n) 1 -m (n) , d'après le lemme 1.4.3.2.1. 

- Convagence en p k o b a b U E  d e  Xn O 

* 
Soit O < E < 1 et n E IN tel que (C) soit vérifiée : 

d'après les lemmes I.3.1., I.4.3.E. et la condition (C) : 

6 3 2 V ~  -1 kl-m 
(n) n-' card f$(n) jrR 

- 2 1 c (Ij,k(n) xM) 

k(n) 



d'après la condition (B) : 

- 1  -2 - 1  2 r 32 V F G n card R,(n) kl*(n) 

On conclut en appliquant le lemme 1.4.3.B. m 

Co/roLk!ahe 1 . 4 . 3 . 2 . 6 . -  Si d(n) = Log n , m = 1 , si 5 admet 

un moment d'ordre deux, et s'il existe un réel 8 > O tel que 

k-'(n) ~ o g  n s  O , - '11 S y I. 1 , une condition suffisante pour que 

k(n) 6n converge en probabilité est : 

k(n) = o((n (Log , 

Remahque : Dans la preuve des théorèmes à venir, la suffisance 

des conditions assurant la convergence de a vers O ne sera plus démontrée. 
n 

L'idée de départ est de faire une estimation de f sur 1~~ 

tout entier en se plaçant suivant la taille de l'échantillon, sur des boréliens 

bornés de plus en plus grands. La fonction d(n) doit être choisie de fason 

à croître assez vite. L'estimation étant meilleure pour des tailles de cellules 

assez petites (c'est-à-dire pour k(n) assez grand), k(n) doit également 

croître assez vite. Prenons par exemple : 

r et s étant des réels strictement positifs. Pour que k(n) 6n converge 

en probabilité vers O , il faut que : 



pour B = y = 1  et m = 1  , o n a :  O < r < s < L .  6 

Théotrëme 1.4.3.2.7.- Si la mesure aléatoire 5 vérifie l'hypothèse 

(A) et s'il existe un réel 8 > 0 tel que k-'(n) dm(n) a_r O et 

- '+l f y < 1 , une condition suffisante pour que k(n) 6n converge vers O 
2 

presque complètement est : 

- 1 
n Log n dm(n) kZm-' (n) _ O . 

Démonn&&on : Soit O < E < 1 . On a : 

d'après les lemmes 1.3.1. et 1.4.2.8. : 

avec 

Le dernier membre de l'inégalité étant le terme général d'une 

série convergente, le théorème est alors établi. i 



Théokëme 7 . 4 . 3 . 2 . 8 . -  Si 5 admet un moment d'ordre deux et s'il 

B+1 existe un nombre réel f3 > O tel que k-'(n) dm(n) _p O , 2 S Y S l ,  

une condition suffisante de convergence en moyenne de k(n) 6n vers O 

est : 

Pémo~ba%&n : Soit A > O . 

d'après le lemme 1.3.1. et la condition (C) 

3 
43 2 V ci-2 n-1 A-' card R k2(n) d'après (B) 

k (n) 

n-l d3m(n) k3m+2 
car le réel 6 > O est choisi tel que (n) < 6. Le théorème 

est donc étab1i.i 

1.4.4.  - Etude du biais et de l'aléa. 

Soit X =  IR^ . 
D étant un borélien borné, l'aléa est défini par : 

A n = 1 ~f,(s) - E fn(s)j h(ds) 
D 



et le biais par : 

La convergence du biais et de l'aléa vers O se ramène, dans le 

1 cas du borélien borné D fixé, à celle de fn vers f dans L (A). Cette 

dernière a été étudiée au paragraphe 1.4.3.1. 

Soit alors D = D = [- d(n), d(n)lm où d(n) est une fonction 
n 

croissante tendant vers l'infini quand n += + m. Nous supposons vérifiées 

les hypothèses (BI, (C) et (DI. Rappelons que : 

card Rk(n) L 4' dm(n) km(n) . 

Nous avons : 

d k-'(n) card R 
k(n) I 'n, j-hnj I 

jE%(n> 



Posons : 

Les lemmes suivants donnent des conditions suffisantes de convergence 

de Xn et a vers O . 
n 

Lemme 1.4.4.1. - Une condition suffisante pour que a converge n 

vers O est que : 

DérnoMbt4&k7~ : D'après le lemme 1.4.3.2.1. : 

a d k-m(n) card n R,(n) H *" b) 
$ 4m H k-Y(n) dm(n) O . 8 

L m e  1 . 4 . 4 . 2 . -  Une condition suffisante pour que Xn converge 

vers O en probabilité est que : 

* 
DémoMbt4&k7n : Soit O < E < 1 et n E IN tel que (c) 

soit vérifiée et que d(n) > . 



C ( 1 .  
f card Rk(n) SUP p (  J ~ ~ ( ~ ) ~  M, lanj b-?- I I  > 4-m d-m(n) E) 

"J 
jE%(n) I j , k ( n )  

r card q ( n )  s u  p(lanj-1l + Ibnj-11 > 4-md-m(n) bnj €1 
je% (n) 

s card Rk(n) sup P((ianj-11 > ~ 4 ' " d - ~ ( n )  r )  

jgRk(n) 

6 card R 42(m+l) ,-2 a-2 n-l 2m 
k (n) d (n) kZm(n) 

L m e  1 . 4 . 4 . 3 . -  Une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour que 
('n'na i 

s o i t  équi-intégrable e s t  que : 



P é m o ~ ~ n  : Soit A > O . 
Puisque Xn f 4m dm(n) , pour n assez grand tel que (C) soit 

vérifiée : 

> 4-m-l S 4m dm(n) card k(n) SUP [p(Ianj-l 1 d-m(n> A) 

jcRk(n> 

d'après ( c )  f 2 4 2(2m+l) a-2 n-l d4m(n) k3m(n) ~2 

f 2 4  2(2m+l) a-2 
r, A-2 ii;_+ 

-1 4m r, étant un réel choisi tel que n d (n) k3m(n) < r, ( n  > O) . 

Lemme 1 . 4 . 4 . 4 . -  Une condition suffisante pour que 
('n)n? 1 

converge presque complètement vers O est que : 

n )1/2) dm(n) km(n) = O((- 
Log n 

* 
Dérnon62Xtcration : Soit O < E < 1 et n E tel que (C) soit 

vérifiée : 

P(Xn > E) f card % (n) sup [p(/anj-l 1 > 4-m-1 Cm(n) E) 

jERk (n) 
+ ~ ( ~ ~ - 1  1 > 4-p1 d-m(n) €11 

f 4 card n a2 E2 
%(n) 42m+1 dZm(n) ,kZm(n) (4+K) V ) d'après (B) 



m+ 1 r 4 dm(n) km(n) exp(- h ci1 Log n) où h = E2 a2 
42m+l 

(4+K)V 

(1  12)- n~ 112 - - 4m+ 1 "n ) 1 / 2  (z car dm(n) km(n) = (&) 

qui est le terme général d'une série c0nvergente.E 

Les théorèmes suivants donnent des conditions suffisantes de 

convergence du biais et de l'aléa. 

Théohème 1 . 4 . 4 . 5 .  - Les deux conditions suivantes sont su£ f isantes 

pour que Bn converge vers O : 

Ce théorème est obtenu grâce aux lemmes I.4.4.1., I.4.4.2., et 1.4.4.3. 

ThéohBrne 1 . 4 . 4 . 6 .  - Une condition suffisante pour que An converge 

en probabilité et en moyenne vers O est que : 

Puisque A 6 Xn + E Xn , ce théorème est une conséquence directe des 
n: 

lemmes 1.4.4.2. et 1.4.4.3. 

ThéohBrne 1 . 4 . 4 . 7 . -  Les conditions suivantes sont suffisantes 

pour que An converge presque complètement vers O : 

Ce théorème est une conséquence des lemmes 1.4.4.3. et 1.4.4.4. 





CHAPITRE II 

SUR LA YESURE INTENSITE CONDITIONNELLE. 

II. 1. - INTRODUCTION. 

 une des notions importantes dans la théorie des mesures aléatoires 
sur un espace X, autre que celle des distributions de Palm, est la mesure 

intensité conditionnelle d'une mesure aléatoire 5. Elle a été introduite 

pour la première fois par Papangelou ([17]) pour un processus ponctuel simple 

(n) possédant un moment d'ordre deux. (A In>, étant une suite de partitions 

de l'espace X vérifiant certaines hypothèses, elle a été obtenue comme limite 

presque sûre et en moyenne de la suite de fonctions d'ensembles aléatoires 

~ ~ ( 1 )  = 1 E(E(J)/F c) , 1 E A n  . Cette somne est prise Pour 

JEA(~) CI z J n> 1 

des éléments de A'") contenus dans 1 , et F est la tribu relative au 
JC 

comportement du processus ponctuel 5 en dehors de J . 
Kallenberg ([9]) a étendu ce résultat au cas d'un processus ponctuel 

simple admettant un moment d'ordre un. Il indique ([IO]) que ce résultat 

est valable pour tout processus ponctuel à valeurs entières. 



Sous des hypothèses différentes d'absolue continuité, la mesure inten- 

sité conditionnelle a été obtenue comme limite en moyenne par Papangelou ([18]), 

comme limite presque sûre et en moyenne par Jacob ( [6]). 

On peut essayer d'obtenir un estimateur de la mesure intensité condi- 

tionnelle de la même manière que dans le cas des distributions de Palm. On doit 

pour cela pouvoir approcher la mesure intensité conditionnelle par une suite de 

fonctions d'ensembles dont on se sert pour l'estimation. La nature trop riche 

des tribus F rendant impossible l'utilisation des suites Sn(I), nous 
J~ 

montrons que la mesure intensité conditionnelle est également limite presque 

sûre .et en moyenne de la suite ; (1) = n E(S(J)/F" ) . La tribu F" 
JCA(~) n I J~ Y 

est relative au comportement de 5 sur les éléments de A(") fl JC et la 

mesure 6 est supposée être absolument continue par rapport à sa mesure 

moyenne Et. 

La convergence en moyenne est établie dans le troisième paragraphe 

et la convergence presque sûre dans le quatrième. Dans le cinquième paragraphe, 

des théorèmes donnés par Papangelou ( [17] ) et Kallenberg ( [PI ) sont démontrés 

pour des tribus de la forme F" . 
JC 

Nota t ianb  : En plus des notations du chapitre 1, nous adoptons 

les suivantes : 

1 1  1 I p  : norme sur L~(D,A,P) , p I 1 

VA c B , 4, désigne l'application de M dans IR' : 
+A . 



F = o(€,(B) : B E 6 n ~ )  
A 

avec F = F 
S1 

Ys E X : J (s) = unique élément de A contenant s n 

I I .  2 .  - DEFINITIONS ET PROPRIETES DE BASE.  

Le théorème suivant est fondamental pour toute la suite. 

Thtohetne. 11.2.1. - Pour tout s E X : 

Détn~~k'i.uLi~fi : La suite ( F ~  est une filtration. En 

effet, pour tout n 1 , J;(s) C (s) et tout élément de A(") étant 

réunion finie d'éléments de A(n+l) , ~n C F n+ 1 par dé£ inition. 

J;(S) J:+, (SI 

Posons F m = o ( U  F" ) . 
n>,l J;(S) 

vn 5 1 , par définition fn 11 F d'où F - C F  
J;(S) {sIC {slc 

Or d'après les lemmes 1.2. et 1.4. de [IO] p. 12 : 



- 1 
= 5 u(aI : I c \,J A (") car pour tout n 1 ,(n) = 

ngî J:(s) {sIC J~(S) 
n 

Soit E une mesure aléatoire admettant un moment d'ordre un. 

Soit p = Es, sa mesure moyenne. 

Soit la fonction d'ensembles 1 151 l p  définie par (cf. [IO] p. 24)  

Cette définition a un sens car la suite de terme 1 lk11I, .Sr 

IEa K 

croissante. En effet, tout élément de A(") étant réunion finie d'éléments 

de A("+') (n g 1) par additivité de €, et l'inégalité de Minkowski : 



si 1 1 1 1 K < + , k c Bb : alors E << p presque sûrement 

et de densité X ; 1 1 ~ 1  I p  est alors une mesure de Radon vérifiant 

\ = x = x (cf. [IO] théorème 2.8, p. 24). 

Soit K E Bb fixé . Nous notons pK la restriction de p à 

BK = {B E Bb : B CK). Dans le but d'utiliser des résultats de la théorie 

des martingales, nous supposons sans inconvénient que pK = 1 . On a : 
EL(K) = E IK X dp =' j E(X) dp d'après le théorème de Pubini . 

K 

Puisque ES K < + m , EX < + 0 p -presque partout. Posons : K 

Pour tout w E S2 ; on pose : 

Xn 
est F 8 BK - mesurable. Pour tout D E F @ Bk , notons : 

les sections de D suivant w et x respectivement. Dans toute la suite K 

est fixé et les notations sont les mêmes que dans ce paragraphe. 



I I .  3. - CONVERGENCE EN MOYENNE. 

Enonçons quelques lemmes. 

Lemme 11.3.1.- La suite ( x ~ ) ~ ~ ~  converge P 8 pK - presque 
1 partour sur R x K et dans L (P 8 pK) vers la fonction X . 

D6mov~sRhation : Pour tout u E no , par définition de (Xnlnal : 

X (w) est donc une martingale positive par rapport aux tribus engendrées n 

par les partitions A(n) (? K . Elle est intégrable et telle que pour tout 
w cz Ro : X(w) duK = cW1 = ~,(w) dpK , 

II J'I 
VI c A(~) K , Vm a n 

X (w) converge donc p -presque sûrement vers ~(w). n K 

Soit D = {(w,x) E R x K : Xn(w,x) ne converge pas) . D E F 8 BK . 
Puisque : VI E % pK(Dw) = O et PtQ-no) = O 

Xn converge alors P B pK - presque partout vers X . 



Puisque 

1 
Xn converge également vers X dans L (P 8 JJ ) par application du lemme K 

de Scheffé. 

La fonction X peut être supposée f 8 BK - mesurable. 

Soit 1 E 1 (7 K . Pour tout n 2 1 , la tribu F" engendrée par 
I~ 

la famille dénombrable des variables aléatoires SB , B E A(") fl 1' est à 

base dénombrable. Pour tout t e 1 , considérons la mesure définie sur F" 
I~ 

par : 

D'après un théorème de Doob ([14], p. 641, il existe une fonction 

1 
u . , . Fn é3 BK - mesurable sur Cà x K telle que pour tout t E 1 : 

I= 

1 En posant E(X/F~ ) = u (. ,.) , nous pouvons supposer que 
1C 

Y = n 1 E<X/F" 1, est une fonction F 8 BK - mesurable. 
I~A(~) n K I~ 

pour tout x E K , posons Y (. ,x) = E(x(. ,x) /F{xlC) . 

Lemme 1 1 . 3 . 2 . -  La suite (Yn)nS, converge P @ pK - p. p. 

1 et dans L (P 8 pK) vers Y . 

Dérno~bt4aLhn : Pour tout x f Ko , X(. ,x) est P-intégrable 

et puisque d'après le théorème 11.2.1. : o ( U  F" ) = f et 
nsl J;(S) {SI' 



P-presque sûrement. 

Soit B = {(w,x) E Q x K : Yn(w,x) ne converge pas) . B E f 8 BK . 
Comme pour tout x E K P(B ) = O et p(K-Ko) = O , par application du 

O X 

théorème de rubini : 

Yn converge donc P 8 pK - presque partout vers Y . 

Puisque Y dP 8 pK = Y dP 8 pK = ES K < + - , (YnInll converge I 1 1 
donc vers Y dans L (P 8 pK) d'après le lemme de Scheffé . 

Posons pour tout n > 1 : 

L m e  11.3.3.- (Yn - Zn) converge vers O dans L'(P 8 pK) . 

D é r n o n d ~ n  : Pour tout n >, 1 : 



= ]  C 1 E I ~ ( x - x ~ / ~ ~ ) I l ~ d l i  
ICA(*) n K I~ 

6 1 E E ( ~ x - x ~ ~ / F " )  l1dp 
1 

= j  r E I X - X ~ I I , ~ ~  
I € A ( ~ )  n K 

= j /x-xnI dP 8 liK - O 
n+m 

par application du lemme 11.3.2. 

Pour tout n > 1 posons : 

5n K = r E ( s I / F ~ ~ )  . 
I ~ A ( " )  r K I 

Nous avons : 

Théohème 1 1 - 3 . 4 . -  La suite  ( i n ~ ) n l l  converge en moyenne vers la  

variable aléatoire gK définie par : <K = 1 E(x(. ,x) / F{x)c) p(dx) . 
K 



DgmondR/ratian : En effet : 

E  in^ - 5 ~ 1  = ~j Zn dp - 1 EO((.,x)/ F{xlc) p(dx)l 
K K 

= E 1jK (Zn-Y) du1 

par application des lemmes 11.3.2. et 11.3.4. 

Rmarrque : Soit la tribu 

Supposons que la mesure aléatoire 6 soit telle que la mesure 

de Campbell C définie par 

soit absolument continue par rapport à P 8 sur D, de densité X . 
Papangelou ([18]) a montré que dans ces conditions, 

Ç,(K) = 1 E(E(I) /F ) converge en moyenne vers 

lcdn)(l K 
I~ 

W(K) = JK X(. ,x) ~(dx) . Une démonstration similaire à celle qui vient 

d'être faite permet d'avoir ce résultat en remplaçant les tribus F 
TC - 

par les tribus F~ . 
I~ 



II .  4 .  - CONVERGENCE PRESQUE SURE. 

Soient l e s  fonctions dé f in ie s  s u r  i-2 x K par : 

Le lemme ci-dessous e s t  déterminant pour l ' ob ten t ion  de l a  convergence 

presque sûre  de CnK. 

L ~ i n e  11.4.1.- S i  pour tou t  1 E I , 1 < + m ,  a l o r s  : 

sup X e s t  P 8 pK - in tégrable  . n n 

DérnonbZtaLhn : Soi t  q l e  conjugué de p. Nous avons : 

x l r l / q d p =  1 E l  X n . x ; I q d p  

IEA(~)I? K 1 

SI l /q)  - 1 E ( E I ( ~ )  
17 K 

d 'après l ' i n é g a l i t é  de Holder s E I I S I I I ~  (~(3)) 
I E d n ) n  K 

= 

IEA(")~\ K 

D'après [14] pages 39 e t  42, x ~ + ' / ~ ( u )  e s t  une sous-martingale in t ég rab le  : 

La s u i t e  ( l K  ~ ; + l ' ~ ( u )  du)n3l e s t  donc c ro i s san te  e t  uniformément in tégrable .  



D'après le théorème de la convergence monotone : 

Donc pour presque tout w E Sl, ~'+l/~(w) du < + m y ce qui signifie 
s:p lK 

que la martingale (Xn(u)) est bornée sur L l+l/q (K, BK, uK). On a alors 

d'après Cl41 p. 55 : 

d'où 

E sup x ' + ~ / ~  dp r (q+t) '+llq E sup IK xnf1lq dp < + - 
~ n "  n 

et en particulier 

d'où le résultat. 

Théo/rème 11.4.2. - La suite des variables (s~K) converge 

P-presque sûrement vers 5 K  . 

P é m o n A ~ o n  : (XnIn2, convergeant P 8 pK - presque partout 
sur x K , (Vm - Llm) a O P @ pK - presque partout. D'après le 
lemme 11.4.1. Va - U $ 2 sup Xn d'où par application du théorème de la m n 
convergence dominée : 

Wi > m , posons R = E(u,/F" 
m,=' 

I ~ A ( ~ ) ~  K I~ 



Nous avons R d Z n S T  . 
m, n: . m,n 

Puisque E Vm d~ < + , pour pK - presque tout x E K . 
Um(x) et Vm(x) sont P-intégrables. Soit : 

KI = {X E K : um(x) et V (x) sont intégrables, Vm 'n 11 
m 

JAK(KI) = 1 . 
Fixons x E K . Nous avons : 

pour uK presque tout x . Soit D = { (w,x) E R x K : R (w,x) ne converge pas}. 
m, n 

Puisque pour tout x E KI , P(Dx) = O et p(K-KI) = O , nous 

avons par application du théorème de Fubini : 

= j P(DZ p (dx) + 
K-K 

1 

R converge donc P 8 pK presque partout. On montre de la même manière 
m, n 

que TmYn converge P 8 pK presque partout. On a donc : 

E(U / Fi ]c) iim in£ Z s lim sup Zn s E(V~/F{ . 
m n n n 

Pour tout m 1 , E jK E(Vm/F{ } c )  dp = V~ d~ @ pK < + . E(V~/F{ ) c )  

est p -intégrable P-presque sûrement, ce qui permet d'appliquer le théorème 
K 



de Fatou - Lebesgue. On a : 

s lim inf 
Zn dpK 

par application du leme de Fatou 
n 

= lim in£ Cn K 

s lim sup 1 Zn dy< par application du théoréme de 
n 

Fatou - Lebesgue 

= lim sup <n K 
n 

r E(Vm/F( )CI dp 
K 

Enfin E I E(V~-R/F( }c) dp = (Ym-Um) dP B pK , vm hi 1 . 
K i 
Le résultat est obtenu en remarquant que (Vm-Um) dP B pK mf+a. O I 

I I .  5 .  - QUELQUES RESULTATS SUR DES ESPERANCES CONDITIONNELLES 

PAR RAPPORT AUX T R I B U S  Fn . 
I~ 

Le théorème ci-dessous est une adaptation de la proposition 1 

de [17], p. 115. Il est obtenu pour des éléments de 1 en rempla~ant les 

tribus f par les tribus Fn . 5 est un processus ponctuel simple. 
I~ I~ 

Pour tout 1 E 1 , ~(1) est le plus petit entier v tel que 1 est 

(v) réunion finie d'éléments de A . 



Théohème 11.5.1 .- Soit x une variable aléatoire positive 

(n) sur R. Soit 1 E 1 . Pour tout n b v(1) , J E AI : 

La preuve de ce théorème est identique à celle donnée par 

Papangelou. De ce théorème, on déduit l'égalité presque sûre : 

/ Fn ) 1 1 - ~ ) = 0  =c 
E(X/F~ = P-P.S. sur (~(1-J) = 01 

J~ P(s(I-J)=o/F" ) 
,c 
1 

Le théorème suivant est une adaptation du théorème 2.1. de [ 9 ] ,  p. 207. Sa 

démonstration est valable pour le théorème original en rempla~ant F" 
1 

par F . 5 est un processus ponctuel simple. 
IC 

Thgohème 1 1 . 5 . 2 . -  11 existe une mesure aléatoire presque 

unique n = 1 ss 6s définie par : 
SEX 

ïi = lim P.S. P & J,(s) > 0/Fn ] 
S n++w JZ(S) 

= iim P.S. E[S J~(s) / F" 1 si ES E M . 
n++m J~(s). 

et n = 1 
s P - P.S. sur {S(I-{s}) = 0) 

~[S(1-(û)) = O  / F 1 
I~ 



Démov#R;iration : Soit s c X . 
puisque Jn(s) ' Is} 9 l{EJn(s)>O) ' '{s(~) r O) quand n + + . 

vn 2 1 ~<sJ~(s)>o) " . Par application du théorème de Hunt ([14]) : 

Puisque = O 

lim P [E Jn(s) = I/F" ] = lim P Jn(s) > O/F" ] = P [~(s) > O/F cl 
n++- J:(s) n++m J~(s) 

{SI - 

Si ES E M, ES JI (s) < + . Ainsi, vn 2 1 SJn i S J (s) et puisque 1 

- - 
S(s) = l~~(s)>ol '{E(s)=l) 

et 5 J,(s) + S(s) , on a : 

par application du théorème de Hunt . 

Puisque bk >, "(1) {E(ï-{s}) = O} C Is(I-J~(s)) = O) , on a : 

car l(EJn(s)=f~=i 1 ' l{S(s)=S~=~~ ~{S(I-J~(~))=OI ' l{~(~-{s~)=~~ 



Des égalités II = iim P [E J,(s) > O/F"~ 1 
n++m Jn(s) 

on déduit les propriétés de ïi du théorème 2.1. de Kallenberg (Cg]). 

CONCLUSION. 

L'utilisation de tribus de conditionnement discrètes permettrait 

d'estimer la mesure intensité conditionnelle par des techniques similaires 

à celles employées pour les distributions de Palm. Mais si l'on suppose que 

p est diffuse, pour p-presque tout x E X , X(.,x) est obtenue corne 

limite presque sûre de variables aléatoires F - mesurables. Il s'ensuit 
{xlC 

alors que la mesure intensité conditionnelle 5 coïncide avec la mesure 

aléatoire d'origine 5 .  C'est notamment le cas si l'on suppose que 5 est 

presque sûrement diffuse. Le cas des processus ponctuels reste donc le plus 

intéressant à étudier. 
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Nous estimons les distributions de P h  d'une mesure d&,atoire B 

l'aide de techniques d'estimation fonctionnelle dérivées de celles de S. SALEH, 

Nous indiquons des condition6 suffisantes de convergences simple eq-uniforme, 

en probabftité et presque cornplite, et des conditions suffisfintes de 
convergence en moyenne d'ordre p , da l'estiaateur proposé. 

Pour estimer l'intensité conctitionneîie de fagon analogue, une 

discrétisation des tribus de conditionnement s'civére nécessaire. Nous montrons, 

mus une hypothése d'absolue continuité, que l'intensité conditionnelle est 

encore obtenue comme limite preque  sûre et en moyenna, - --, , -.A - +  & .  . - < , q*>%>e-;; h.*.+L.*, 
L ._.a , ,a.* - = X'" : -z 

* 3 *!- c - - .., ,., < Ld: *. 27 ' 
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