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CHAPITRE 1

SUR L'ESTIMATION DES DISTRIBUTIONS DE PALM.

I.1. - INTRODUCTION.

La notion de distribution de Palm a été introduite, a 1'origine,

pour des processus ponctuels simples et définie comme étant la loi condition-

nelle Qs du processus sachant que ce processus admet une masse ponctuelle

en s . Si 1'on suppose en plus que ce processus est stationnaire sur la droite
p . d .

réelle (ou sur un sous-espace fermé de IR ), on obtient une mesure de Palm,

finie si le processus est presque slirement de Radon. Un estimateur de la trans-

formée de Laplace de cette mesure, sans biais, a été étudié par A.F. KARR ([11]).

Si 1'on considére par contre une mesure aléatoire quelconque &, 1'idée
intuitive de conditionnement utilisée dans le cas d'un processus ponctuel pour

la définition des distributions de Palm n'a plus de sens. Ces dernidres sont

définies, & partir d'une mesure o-finie C sur l'espace produit X x M de

1'espace Polonais X et de l'espace des mesures M, appelée mesure de Campbell.

En effet, par désintégration de C suivant la mesure moyenne de £, on obtient

une famille de probabilités Qs(s € X) sur M appelées distributions de Palm.

Pour M fixé, élément de la tribu borélienne de M, associée 3 la topologie
vague, nous nous attacherons a étudier un estimateur de la fonction f sur X,

définie par f(s) = QS(M) , inspiré par celui donné par S. SALEH ([19]) dans



le cadre des mesures aléatoires composites. La méthode consiste en fait, sous
certaines hypothéses de régularité, a disposer d'une suite de fonctions appro-
ximant la fonction f et a étudier 1'écart entre cette suite de fonctions et

un estimateur de f fortement inspiré par cette suite.

Dans le paragraphe I.2., nous introduisons la notion de distributions

de Palm, la suite de fonctions indiquée plus haut et 1'estimateur a étudier.

Des théorémes portant sur 1'étude de 1'écart entre la suite de fonctions

énoncée et l'estimateur de f sont donnés au paragraphe I.3.

L'étude de 1'estimateur proposé est faite dans le paragraphe I.4.
qui comprend quatre parties. La premiére concerne 1'étude de la convergence
en probabilité et presque compléte de l'estimateur vers la fonction 2 estimer f.
Des conditions suffisantes de convergence en probabilité et presque compléte y
sont indiquées, dans le cas d'un espace localement compact et a base dénombrable
(L.C.C.B.) X et sur R" (m e]N*). En plus d'une condition minimum de conver-
gence uniforme en probabilité, des conditions suffisantes de convergence uniforme
en probabilité et presque compléte sont données dans la seconde partie. Dans la
troisiéme partie, on utilise une mesure de Radon positive u , égale & la mesure
moyenne de la mesure aléatoire considérée si X est L.C.C.B. ou égale & la mesure
de Lebesgue sur R"™ . Des conditions suffisantes de convergence en probabilité,
presque compléte et en moyenne de fn vers f dans les topologie L1(X, Bb’ )
et LZ(X, Bb’ u) sont données. Dans la derniére partie, on montre que 1'étude
du biais et de 1'aléa se raméne 2 des études déja faites pour un borélien
borné fixé. L'étude est faite pour un borélien borné dépendant de la taille de

1'échantillon.



I.2,

- DEFINITIONS ET PROPRIETES DE BASE.

Soient :
(Q,A,P) : un espace probabilisé ,

X : un espace de Hausdorff localement compact et & base dénombrable,

donc Polonais et que 1'on suppose muni dé la métrique d ,
B : 1la tribu borélienne de X ,

B, : 1'anneau des boréliens bornés de X , c'est-a-dire des boréliens
relativement compacts (les éléments de Bb sont alors bornés
pour toute métrisation de X) ,

M : 1'espace des mesures positives de Radon sur B, muni de la tribu

borélienne M associée a la topologie vague ,

& : une mesure aléatoire sur X qui est une application mesurable
de Q@ dans M , d'intensité Ef et de loi PE : EE est la
fonction d'ensemble définie par : VB e B (E£) (B) = E(£(B))
et Pg est la loi de probabilité de & sur (M, M) .

On appelle mesure de Campbell de £, la mesure C sur

(Xx M, B@ M définie par :

J g dC = J P (dp) J g(s,u) p(ds) ¢))
XxM ™ X

oi g est une application mesurable définie sur X x M 3 valeurs dans R,

([20]).

En prenant g = 1BXM (BeB,MeM , on obtient :



C(B x M)

J u(B) Pg(du) (!
M

E[e(®B) ; £ e M

qui est la définition équivalente donnée par Kallenberg ([1Q]). Pour tout événement

A et toute variable aléatoire X , E|X ; A] signifie f X 4P .
A

Nous supposons que l'intensité Ef est une mesure de Radon, c'est-i-dire
telle que VB e Bb s EE(B) < + o et l'appellerons désormais la mesure moyenne
de &. L'espace X étant localement compact et 3 base dénombrable, Ef est
o-finie ; M étant Polonais dans la topologie vague, il existe alors un noyau
de transition (Ef ~ presque siirement unique) (QS , s € X) tel que C admette

une désintégration par rapport 3 Ef :

J g dC = j E (ds) J g(s,u) Qs(du) )
XxM X ™

ol g:XxM —> R_ est mesurable ([10] page 164).

Les probabilités QS sont appelées distributions de Palm de §g

et la famille (QS » 8 € X) noyau de Palm de ¢£.

Pour g = 1BxM (BeB,MeM , on obtient :

C(B x M) = J QS(M) E£(ds) )
B

On voit alors apparaitre trés clairement 1'absolue continuité de la mesure
marginale C(. x M) (M fixé) par rapport & EE. Par conséquent, pour M

fixé, la fonction f définie par :
f(s) = QS(M) , seX

est une dérivée de Radon-Nikodym de C(. x M) par rapport a2 EEf .



_ _C(ds x M)
£(s) = QS(M) = TEe@s)

pour E&- presque tout s .
D'aprés (1)', on vérifie que si B e Bb :

C(B x M =E@B) <+

et donc que QS(]M) = 1 (pour E& - presque tout s e¢X) , ce qui confirme
bien le fait que les QS sont des probabilités. Celles-ci peuvent &tre

considérées comme étant les lois de probabilités de mesures aléatoires Es
QS(M) = P(Es e M)
La formule (2)' s'écrit alors :

C(B x M)

#

P(E_ e M) E£(ds)
B S

|
J E [1,(c )] E€(ds)
B
J

B

L}

E [1B(s) 1M(gs)] EE(ds)
X
Plus généralement, on a d'apres (1), (2) et le théoréme de transfert :

J E [g(s,Es)] E£(ds) = Eq g(s,£) £(ds)] (3)
X X

ol g : X x M — R, est mesurable .

Les théorémes I1.2.1, et 1.2.2, sont des variantes de propriétés
classiques des dérivées de Radon-Nikodym énoncées dans le cadre de notre étude.

*
Soit A 1la mesure de Lebesgue sur R" (m e N ).



Théoneme 1.2.1.- Soit X = R® (me IN)

Si E£ =a . x (o réel > 0) alors

C(B(s,h) x M) m

f(s) = lim IO pour A-presque tout s € R

h~0
m pe
ot B(s,h) = T Js.~h, s.+h[ .=
. i i
i=1
. (k) X . L (e
Soit (A )ke]N une suite de partitions de X par des boréliens

bornés telle que :

1.2.a) V@ € B , lim &, (B = 0 avec
b Kk k
>too

6k(B) = sup {diam I, T € A(k) et 1B # ¢}

(k)

A(k+1) est un raffinement de A ,

1.26) Ykemw”

- tout borélien borné B ne rencontre qu'un

.. P k . . L.
nombre fini d'éléments de A( ) ; 11 est clair que cette condition

a . k s .
peut étre obtenue en construisant A( ) a2 1'aide de boules ouvertes

et en utilisant la relative compacité de B .

L'hypothése I.2.a) a pour conséquence :

(k)

1.2.a)' pour tout s € X, soit Ik(s) 1'élément de A
contenant s :
lim diam Ik(s) =0
koo
Ces hypothéses resteront valables dans toute la suite.

(&)

A chaque partition A , associons une fonction hk sur X

définie par :



C(Ik(s) x M)

Vs e X (s)
hk Ei(Ik(s))

- —ER-Iik(gW JI o (O B ()
k
D'aprés un résultat classique de martingale hk(s) —f(s) pour EI-presque
tout s € X et aussi dans L1(B, Bb N B, B EE) s pour tout borélien borné
B fixé ([10] page 172), avec Bb NB={ANB; Ae Bb} ; BEEZ = restriction
de Ef a B . Le théoréme suivant prouve que la famille de fonctioms (hk)ke]N*
approche f simplement en tout point o f est continue et uniformément

si f est uniformément continue.

Théoreme 1.2.2.- La suite (hk(s))ke]N* tend vers f(s) en tout
point s € X ot f est continue, cette convergence se faisant uniformément

sur tout borélien borné B sur lequel f est uniformément continue.

Démonsthation : Soit € > 0 , et supposons que f est continue

en s. Il existe alors n, > 0 tel que d(s,y) < n1 ==> ]f(s) - f(y)l < g,

1

D'aprés 1'hypothése I.2.a)', il existe un entier ko tel que :

Yk 3 k, diam Ik(s) <n

1
et par conséquent :

sup [£¢s) ~ £(y)] < ¢
yeIk(s)

Ainsi : V& >k
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1

I ()-f(s)| = [EE(T, (s))™ £(y) EE(dy) = £(s)]
Ik(S)
= lEg(Ik(s))" . f (£(y)-£(s)) E£(dy)]
Ik(S)
< Es,(Ik(s))”1 J [£(y)-£(s)| EE(dy)
Ik(s)

-1 .
Eg(Ik(s)) * sup [E()-£(s)] . EE(Ik(s))
ycIk(s)

A

ce qui établit la convergence simple cherchée.

Soit B e Bb sur lequel f est uniformément continue et notons

mf(B) l'oscillation de f sur B : wf(B) = sup [£@)-f(y)].
X,yeB

Soit € > 0 fixé, Il existe un nombre réel n > 0 tel que pour

tout x € B , 1'oscillation de f sur la boule B(x,n) soit inférieure ou

D'aprés l'hypothése I.2.a), il existe un entier positif k1 tel

que : Yk 2 k1 Gk(B) < n et par conséquent, pour tout k 3 k1 et Ie¢ A(k)
rencontrant B , I < B(x,n) si xeBNOI, d'o we = sup |f(x)~f(y)| < e .
X,yel
Ainsi, pour tout k k1
sup Ihk(x)—f(x)] < sup sup lhk(x) ~ £(x) |
xeB ' IeA(k):I ) B#¢ xeI
N sup sup EE(T)] J [£()-£(x) | EE(dy)
121 N B xer I
< e

d'ol le résultat . B
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Soit Me M fixé .

Soit (51,52,...,€n) un n-échantillon de la mesure aléatoire &.
Pour chaque taille n d'un échantillon de &, nous choisissons une partition
A(k(n)) telle que 1l'indice k(n) tende vers 1'infini quand n tend vers
1'infini. Cela équivaut 3 prendre despartitions de X de plus en plus fines
pour des tailles de 1'échantillon de plus en plus grandes. A partir de la

partition choisie, nous donnons comme estimateur de f 1la fonction fn

définie par :

n
121 &5 ey () 1P on
fn(s) = si iZ1 Ei Ik(n)(s) #0

n
iZI & Ik(n)(s)

Vs e X (5)

1§
o

£ (s) sinon .
n

On remarque que fn(s) est le rapport des moyennes empiriques du
numérateur et du dénominateur de la fonction hk(n)(s)' Le calcul de l'esti-
mateur ne suppose nullement la connaissance globale de Ei , mais seulement

(k)

des masses Ei(I) , Ieh . Autrement dit, on peut concevoir la notion

d'échantillon de mesure.

s

En considérant 1l'expression de fn , on est amené 3 se demander
de quelle maniére on pourrait déterminer les valeurs 1M(€i). Cette expression,
bien qu'étant difficilement déterminable pour M quelconque, 1'est plus
facilement pour des éléments M d'une forme particulidre. Si 1'on prend par
exemple M de l'une des deux formes suivantes, le calcul est aisément

réalisable :
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M=f{peM: u(fi) € [éi,bi] i=1,...,p}
ou M={ueM™M:uB)e [a,,b.] i=1,...,p}
i 1’74
ol fi : fonction continue & support compact ;

fai,bi] : intervalle fermé de R ;
Bi : borélien borné de X ;
. *
pour 1 = 1,...,p avec p € IN .
La famille de tous les ensembles M de 1'une ou l'autre forme
présente aussi un intér&t théorique : elle constitue un n-sytéme engendrant
la tribu M : ainsi, connaitre Qs(s € X) sur cette famille revient 2 la

connaitre sur la tribu toute entiére.

..

D'une manieére plus générale, on pourrait estimer Qs(ﬂf) ou :

gﬂf:m—+m

po= G = )

f : X— R mesurable , dont QS(M) est un cas particulier avec f =1

Les lemmes suivants sont utilisés dans le paragraphe I.3.

Lemme 1.2.3.- Soient X et Y des variables aléatoires positives ;

pour tout 0 < e < 1 :
{|x-1] > ¥} € {|x-1] >%} u {]y-1] >.§_}

{ix=1] > ex} < {|x-1] >.;_} .
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Démonstration : 11 suffit de prouver la premiére inclusion. Soit

0<n< 1.
{1x-1] > e¥} = {1x-1] > e¥ ; Y 2 n} u {|X-1] > e¥ ; Y < n}
C{|x-1{ > en} V{0 € Y < n}

C{Ix-1] > en} U {|¥-1] > 1-n}

En prenant n = T%E , ona en=1-n =

T > d'ol 1'inclusion cherchée. 8

Lemme 1.2,4.- Soient X et Y des variables positives telles

que 0 £ XY et O < EX < EY ; pour tout 0 < e <1, ona :
X € Y €
i S, =1 = =
EX ﬂ g 4} 'j{|EY 1l> 4}

ou %»— O si Y=0 par convention.

Démonstration : 8i Y(w) =0, we {lé% -1} > %} puisque % <1
Plus généralement, comme %% g1
X EX — 11X EY
—_ - — 4 — —— -
U -l >a3C g -5 -1 >

Y
“lUx-wlo e w

X Y Y
Clg- 1+ lgg- 11> ez

—~ X Y
<l 7

st Ullge - 1l > 555

2 EY

Cllggm 1> F U gt f

d'aprés le lemme précédent . g
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1.3. - ETUDE DE L'ESTIMATEUR fn DE f .

Soient pour M e M fixé, la fonction £ définie par £f(s) = QS(M) s
(hk)kclN* la suite de fonctions donnée par la formule (4). Nous étudions la

convergence de fn vers f dans les cas suivants :

1] £ continue en un point s e X.

D'aprés le théoreme I1.2.2.

@ Ye>o, Jk e nw Virk Ins) - f)] <e

o
d'ou

Vi 2 kg P(Ifn(s)—f(s)| > 2€) € P(|fn(s)—hk(s)| + lhk(S)-f(S)| > 2¢)

A

PU[E ()-hy ()| > €} U {|h (s)-£(s)| > €}

P([£ (s)~h ()] > €)

2) £ uniformément continue sur un borélien borné B.

D'aprés le théoréme I.2.2. toujours

(b) Ve >0, Elk1 € lN* . Yk > k1 sup |hk(s)—f(s)| < g
s€B
d'ol

Vi b3 k1 P(sup lfn(s)—f(s)l>2€) < P(sup lfn(s)—hk(s)l > g)

seB s€B
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*
3) £ uniformément continue sur X = R® (meIN).

Dans ce cas nous considérons un borélien de la forme Dn = ]- d(n),d(n)En

ol d(n) est une fonction positive croissante tendant vers 1'infini quand

n > + « , et nous étudions la convergence de  sup !fn(s)—f(s)‘ vers O .
seD
n
Celle-ci se raméne a 1'étude de la convergence de  sup [fn(s)—hk(s)| vers O
seD
n

par une remarque identique & 2) (b).

D'aprés 1) et 2), 1'étude des convergences simple et uniforme, en
probabilité et presque compléte de fn vers f se raméne a celles de
Ifn_hk(n), vers O . Ce résultat est utilisé implicitement sans rappel dans

la suite.

Lemme 1.3.17.-

V0<e<1, Vs e X
P(‘fn(s)—hk(s)l > e)vs P(ian,k(s)-1l > %) + P(Ibn,k(s)—Il > E?

avec

n
iz1 £; L (s) 1,

-

2 k(s) =

3

=1

C(Ik(s) x M)

n
121 £, L (s)

gl

n,k
; EE Ik(S)

Démonstration : 11 suffit de prendre

X = Xn,k(s)

8=

£ Ik(s) 1M(£i)

Y = Yn,k(s)

ST

.
Il ~13 e~y

Py

£ Ik(s)

[
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et d'appliquer le lemme I.2.4., @

Dans 1'étude de la convergence de lfn_hk(n)| vers O , nous utilisons
une majoration du second membre de 1'inégalité du lemme I.3.1. obtenue gréce au

théoréme de Bernstein suivant, sous la forme due 2 Jacob ([2]).

Théondme 1.3.2.- Soit (X1,X ,Xn,...) une suite de variables

gac e

aléatoires réelles définies sur l'espace probabilisé (Q,A,P) et pour tout

*
ne N la somme partielle de rang n associée a cette suite :

Si X1,X2,...,X yo+. sont mutuellement indépendantes, possédent des

n
moments de tous ordres et vérifiant la condition suivante : il existe un nombre

%
réel K > 1 tel que Vie W et pour tout entier p 3z 2 :
E |X, - EX.|P < KP72 p! var X,
i i i

alors, pour tout entier naturel n > 1 et pour tout nombre réel u strictement
positif, on a :

o2
)

P(|Sn—ESn| >u) g 2 exp(~ . =

4 var S+ 2K u
n
Nous dirons que la mesure aléatoire £ admet un moment d'ordre p
si EEP(B) < + =, VB e Bb . L'hypothése suivante servira dans 1'étude de 1la

convergence presque compléte de fn vers f :

(A) ¢ admet des moments de tous ordres et ]K >0 tel que

Vke]N*, VIeA(k), U eM
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E|cI 1y(€) - ¢ x NP < kP2 p! var(gI 1,(&)) Vo 2 2 entier .
Soit N € M . Posons :
- 1 n
X () =g 121 g; L(s) 14D

k 2 1 entier

X (s)
A k(s) - n,k
s C(1, (s) x N)
Pour tout s ¢ X : Y1(s) = E Ez I1(s)

A(s) = EE I,(s) .

Suivant que N est égal 3 M ou M, nous avons

Xn,k
C(Ik(s) x M)

(s)
A, (s) = a k(S) =

n’k ’

ou
X (s)
AL () =b  (s) = —Rk
’ ’ EE Ik(s)
respectivement.
Lemme 1.3.3.- Soit e > 0 fixé .

Si la mesure aléatoire £ vérifie 1'hypothése (A), alors pour
tout entier k 2 1, tout s € X

n 62 mi(s)

P(JA_,(s)-1] > &) = P(|X_  (s)-m _(s)| > e m (s)) < 2 exp(-
n,k n,k M by, (526K (5)
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ou mk(S) = E in k(s) = C(Ik(s) x N)

Démonstration : Posons ci(s) = var &, Ik(s) 1N(£i) = n var X

-
En posant dans le théoréme I.3.2. Sn =n in , on obtient :
_ n2 52 mﬁ(s)
P(Ixn’k(S)-mk(S)I a mk(S)) € 2ol 4n cz(s) +2enk (s))
k M
n 82 mi(s)
= 2 exp(- 7 )
4 o (s) +2eKms)
) n e? mi(S)
< 2 exp(- )

4 Y1(s) +2eK A1(s)

puisque Ik(s)C? I1(s) . n

Conollaine 1.3.4.- Si & est un processus ponctuel a valeurs entiéres

positives et si 0 < € < w3

2K
2 2
_ ne mk(s)
P(|An,k(s)-1| >¢e) = P(Ixn’k(s)—mk(s)[ > g mk(S)I) < 2 exp(- ; )
y1(s)

Démonstration : Pour toute variable aléatoire Y > O & valeurs
s 2 s s . N
entiéres : EY ¢ EY" . Ainsi, si £ est un processus ponctuel a valeurs

entiéres positives, alors

I' | , n €2 mﬁ(s)
P(X_,(s)-m (s)| > ¢ s)) £ 2 exp(- )
n,k & & 4 Y1(s) +2¢ K A1(s)
2 2
ne (s)
< 2 exp(— ______:ﬁi____)
(4+2K) Y1(S)
2 2
n e (s)
£ 2 exp(- Tk ) ..
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Cornollaire 1.3.5.- Soit 0 < e < 1
2

n e Cz(Ik(S) x M)

P(Ifn(s)-hk(s)| > e): < 4 exp(~ )

16 (4v, (s) +% e K A, (s))

Ce corollaire est une conséquence directe des lemmes I.3.1. et I.3.3.

I.4. - ETUDE DE LA CONVERGENCE DE fn VERS f .

Soit M e M fixé. Nous ferons souvent 1'hypothé&se suivante : il

existe une mesure diffuse ) telle que :
(8 Jae>0 tel que VBe B, C(B xM) >a A(B)

Cela nous donne un ordre de grandeur de C{(B x M) qui est surtout

m

*
utile pour X = R (m e N ) ; nous prenons dans ce cas, X = mesure de

Lebesgue et les éléments des partitions A(k) sont de la forme
m T, ri+1 1
n =, = (t.ez, i= 1,...,m) et de A-mesure —
1=1 “k k i km

I.4.1. - Convergence en probabilité, presque sfire et presque compléte.

Lemme 1.4.7.1.- Soit s un point fixé de X ; une condition
suffisante de convergence presque siire de (Ifn(s)—hk(n)(s)‘)n21 vers O

est la convergence presque siire vers 1 de

W 1

n
1 121 £ (T (my () 1€E)

c(1

gi Ik(n)(s)

1

CTIR

et bn(s) = L

an(s) =
(s) x M) E £ Ik(n)(s)

=3

k(n)

Il en est de méme pour la convergence en probabilité et presque

complete.
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Démonsthation : Pour les deux derniers types de convergence, le

résultat est une conséquence directe des lemmes précédents.

Pour la convergence presque siire, observer que : V% >0 :

lim sup {|fn(s)—hk(n)(s)l > ¢} C lim sup {{an(s)—1| > %}l) lim sup {]bn(s)—1! > %}. .

N>+ N>+ n> ke

Théonéme 1.4.1.2.- Soit s un point de continuité de f.

Si la mesure aléatoire & posséde un moment d'ordre deux, une condition
suffisante pour que (fn(s))n>1 convergence en probabilité vers f(s) est

que :

¢ la y(8) x M) = otm'’?)

k(n

Démonstration : D'aprés 1'inégalité de Bienaymé ~ Tchebycheff
et le lemme I.3.1.

16 var(an(s)) 16 var(bn(s))

Ve >0 Pl ()b ()] > ) % > + =
Or
var(E1 Ik(n)(s) . 1M(£1)) E 52 11(5)
var an(s) < 5 < 3
ncC (Ik(n)(s) x M) n C (Ik(n)(s) x M)
et
E£” 1,(s) E % 1,(s)

<

<

var (b_(s)) <
n

n Ay () x 0 0 A () x W)

d'oli le résultat. m
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m

Conollaine 1.4.1.3.~ Supposons que X = R (m € IN*) et

m
s € R

un point de continuité de f. Si & admet un moment d'ordre deux et vérifie

1'hypothése (B), une condition suffisante pour que (fn(s))n>1 converge en

probabilité vers £f(s) est que :

(n) = o(n1/2)

Démonstrhation : Puisque C(Ik(n)(s) x M) 2 a A(Ik(n)(s))

E 2 1,(s) E£° 1,(s) K™(m)
= 2

var an(s)rs 75 =
na A (I(k(n)(s)) na

E 52 11(5) kzm(n)

2
o’ n

et var b _(s) g
n

d'oll le résultat. @

Les deux théorémes et les corollaires & venir donnent des conditions

suffisantes de convergence presque compléte de fn vers f en un point.

Théondme 1.4.1.4.- Soit s € X un point de continuité de f.

Si la mesure aléatoire £ vérifie 1'hypothése (A), une condition suffisante

de convergence presque compléte de (fn(s))n>1 vers f(s) est que :

-1 _ n 1/2
(Ik(n)(s) x M) = 0((m) )

Demonstration : Soit € > O . Puisque :

(s) x M) = Logen N

-1 _ n 1/2, 2
¢ (Ik(n)(s) x M) = 0((Log n) ) <==>¢ (Ik(n)

et d'aprés le corollaire I.3.5.
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n e ¢’ Yy x M)

k() ¢ )

P(|f_(s)-h ()| > €) € & exp(~
n k(n) : 16(4 v, (s) + % K e 2, (s)

On a :

n hs Log n s2

A

P(|f_(s)-h (s)| > e) s 4 exp(~
n k(n) n 16 (4 v, (s) + % K e A (s)

)
~
=]

qui est le terme général d'une série convergente.

Conollaine 1.4.1.5.- Si X = R™ et sous les mémes hypothéses que

dans le théoréme I.4.1.4. et la condition (B), une condition suffisante de conver-

gence presque compléte de (fn(s))rl>1 vers f(s) est que :

™) = of 12y

n
(Log n

Démonstration : 11 suffit d'observer que d'aprés (B)

k(n)(s) x M) d'od k™(n) = 0(6f52_5)1/2) alors

-1 _ n \1/2
C (Ik(n)(s) x M) = o((Log n)

Pm) xd et

). Le résultat s'obtient gri3ce au théoreme I.4.1.4. 8

Il est possible d'utiliser pour 1'étude de la convergence presque
compléte de fn vers f le théoréme de Hoeffding ci-aprés au lieu du théoréme
de Bernstein. Mais les hypothéses du théoréme de Hoeffding étant plus fortes,

on obtient en fait un corollaire du théoréme I.4.1.4.

Théoneme 1.4.1.6. (de Hoedfding).- si X,, X, ,..., X sont des

17 72

variables aléatoires indépendantes telles que Vﬁ < 1gn, il existe des

réels a; et Bi tels que o, < Xi < Bi < + o _ alors pour tout réel t >0
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n 2
PO} X -EX)| 21t s2expl-2 ) . @
i=1 -

2
1 8-

i=1

Théonme 1.4.1.7.- Soit s un point de continuité de f .

Si la mesure aléatoire £ est bornée sur I1(s) (c'est~3~dire qu'il existe
un réel B >0 tel que 0 5 & 11(5) £ B <+ = , une condition suffisante

de convergence presque compléte de (fn(S))n>1 vers f(s) est que :

-1 _ n ,1/2
C (Ik(n)(s) xM) = o((Log n) ) .

Démonstration : Soit O < e <1 . Par application du lemme I.3.1.

et du théoréme de Hoeffding, on a :

k() (S % M))

8 g

n 82 CZ(I

PUlE, ()l () ()| > ©) 54 exp(-

- e2/8626
= 4n n

puisque £ Ik(n)(s) 1M(€).$ £ Ik(n)(s)_s £ 11(5) $ B <+

Log n
g avec €
n g n n>+e

2
et c (Ik(n)(S) x M) =

d'olt le résultat. #

Conoflaine 1.4.1.8.- Si X = B® et sous les mémes hypothéses que

dans le théoréme I.4.1.6. et 1l'hypothése (B) une condition suffisante de

convergence presque compléte de (fn(s>)n>1 vers f(s) est que :

m _ n 1/2
k (n) = 0((—1._0—g—;) )
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I.4.2. - Convergence uniforme en probabilité et presque compléte.

*
Soit D e B, . Posons pour tout k € NI

b
g . (k)
Rk—{_]e]N. Ij’keA et Ij’kﬂnaéq)}
ak(D) = inf C(Ij,k x M) .

jeRk
Les ensembles Rk sont non vides et finis et les nombres ak(D) sont tels

que onk(D)vs C(1,(s) x M) < E £ I,(s) Vs eD .

R1 étant non vide et fini, notons :

Y, = max E 52 1. A, = max E £ 1.
170 i1 1 i1
jeR jeR
1 1
2
h = £
7 .
- 16 (4 Yy tgeE K A1)
Théonéme 1.4.2.1.- Si £ est uniformément continue sur D et

si la mesure aléatoire vérifie 1'hypothése (A), alors une condition suffisante

de convergence uniforme presque compléte de fn vers f sur D est que :
_ 1/2
Sy @ = ol !h

Démonsiration : Pour prouver ce théoréme, nous aurons besoin de

la propriété suivante :

D étant borné (c'est-a-dire relativement compact), il existe un

nombre réel & > 0 tel que D6 (dilaté d'ordre § de D) soit encore borné.
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En effet, tout élément x € X admet un voisinage compact v, et

il existe un nombre réel ¢ > O tel que B = B(x,e )T V_ oi
X 1,x X X

B1 x = B(x,ex) est la boule ouverte de centre x et de rayon €y qui est
s’

bornée du fait de la dernieére inclusion.

Soit K un compact de X.

€
. . x .
Pour tout x € K, il existe alors une boule B x = B(x, TT) bornée

2,
de centre x et de rayon 2. K étant compact et (B, ) étant un recou-
2 2,x" xeK
vrement ouvert de K , on peut en extraire un recouvrement fini (B2 x )
71 oi=1,...,p
€
P xi
- = R S
K fJ BZ,x. }/ B(Xl > 2 )
i=1 i i=1
€
*i
Considérons un nombre réel & > 0 tel que § < min —5— - Les inclusions
i=1,...,p
suivantes :
s - p P
S [ R
K ‘J B s X, ~ B(xl ’ ex.)
i=t i i=1 i

permettent d'affirmer que Kd est borné puisque la derniére réunion est une
réunion finie d'ensembles relativement compacts. En prenant K =D , on a

la propriété cherchée.

Pour s e Ij,k(n) » posons f_ ;= fn(s) et hnj = hk(n)(S)

bl

A

P( max sup Ifn(s)—hk(n)(s)l > €)

P(sup [fn(s)—hk(n)(s)| > e)} e :
7%k @) %75, km)

seD

P U \fnj - hnjl > g)
JERk(n)

A

) P(]fnj - hnjl > ) .

JeRy ()
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Pour n assez grand, c'est-ia-dire tel que k(n) vérifie max diam I

jeRk(n)

nous auromns :

Z D(S

W 1.
. j,k(n)
J€R ()

§
Or card Rk(n) . ak(n)(D) < RZ C(Ij,k(n) xM) £CD xM <+
€
k(n)
donc
P 1 ne 1/2
card Rk(n) s Cc@ x M —k—(-‘)—('D—)— = C(D x M) (Log n)

En prenant n assez grand, nous obtenons

c@® %y Byl/2

<

Log n

s
d'ol card Rk(n)vs n .

Par conséquent, pour tout € > O , si n est assez grand :

A

P (sup |fn(s)—hk(n)(S)| > €)

y P(Ifn .—hn.| > g)
s€D J J

CRk(n) ’

A

card Rk(n) 4 exp(-n h a e )(D))

- h/e
4 card Rk(n) n n

1- h/e
4 n n

A

k) ©

ui est le terme général d'une série convergence, d'ol la convergence uniforme
q s

presque compléte énoncée. ®
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est uniformément continue sur D

mesure aléatoire £
05 &I,
. i1

compléte de fn vers

Demonstrnation :

Plsup |£, ()b (y ()] > e) < ]

s€D

est bornée sur 1I.

a;}n)(n) = of

Vv e R1 et I, € A(1)

3’1 _],1 ’

§ B) , une condition suffisante de convergence uniforme presque

est que :

1/2

)0

=
Log n
Puisque

P([fn j—hnjl > €)

j‘:Rk(n) ’
)

jERk(n)

4 exp(~

d'aprés un calcul mené dans la démonstration du théoréme I.4.1.6., on a :

P(sup lfn(s)-hk(n)(s)l > E).S ] Y

P(lfnj—hnjl > ¢)

seD JeRk(n)
n e? ai(n)(D)
< 4 card exp (- ————)
Rk(n) g g2
n 92 L n
€ 4n , exp(- ———E——gg——)
8B ne
n
puisque card R £n et a—z @) = Log n ol g ——— 0
k(n) ~© k(n) n 4w
1~ 62/8628n
<4 n

qui est le terme général d'une série convergente . ®

et si la



Théoneme 1.4.2.3.-

d'ordre deux. Si f

pour que fn

Démonsination :

et 1.4.2.2.

§
card Rk(n)_s c(@®” x M)

0O < var a
n

on § >0

P(sup [fn(s)—hk(n)(s)l > €)

seD

Soit

est un réel fixé tel que

A

N

"

L4a)

A

A
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converge uniformément en probabilité vers f

1/3)

o{n

1
: uk(n)(D)

Yy

, var b_ g
n

(D)

no

k(n)

8 . .
D solt borné, on a :

o> e

Y P(lfnj~th

jERk(n)

est que :

€ €
y P(]anj 1] > D P(|bnj -1 > 7

£ wune mesure aléatoire possédant un moment

est uniformément continue sur D , une condition suffisante

Puisque d'aprés les preuves des théorémes I.4.1.2.

JERk(n)
16 var a 16 var b
n n
3 +
jeR € €
k(n)
IL 16 Yy 16 v,
jeR“ n 22 CZ(I. M) n 52 CZ(I xM)
k(n) i k(n) Jsk(n)
32 Y4
. 2 2
JeRk(n) n e ak(n)(D)
1
2y e K@y TE T T
*k (n)
32 y C(D6 x M) ! > L]
1 n>-+eo

n 92 ai(n)(D)
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Conolhaire 1.4.2.4.- Soit X =B (me N), D= [o,1[™.

§i & admet un moment d'ordre deux, si f est uniformément continue

sur D et sous la condition (B),une condition suffisante pour que fn

converge uniformément en probabilité vers f est que :

K@) = o(n”3

)y .

Démonstration : Puisque C(Ij,k(n) x M) > a A(Ij,k(n)) pour

tout j € Rk(n)

5 32 Yy

. 5 2
JeRk(n) ne” C (Ij,k(n) x M)

IN

P(sup Ifn(s)-hk(n)(S)l > EX

seD

32 Yy

A

)

. 2 2 .2
JeRk(n) ne’ o A (Ij,k(n))

kZm(n)
(n) n az EZ

0n

32 Y4 card Rk

3m
32 Yy C(D(S x M) _E_EﬁE% —_— 0 8
n o g7 e

A

Remasrque : La preuve de ce corollaire peut se faire directement
par application du théoréme I.4.2.3. En effet, la condition (B) implique

1'inégalité :

a;}n)(n) <o i®@m) .

1/3 1/3)

I1 en découle, que si k™(n) = o(n'’") , alors ai}n)(D) = o(n
et fn converge donc uniformément en probabilité vers f d'aprés le

théoréme I.4.2.3. Cette remarque est également valable pour la convergence
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uniforme presque compléte de fn vers f , ol si D = [O,1Em , la condition

KT () = 0((f3%_ﬁ)1/2) est suffisante.

La nécessité de la condition lim k(n) = + » est évidente puisque
n->-+wo

les fonctions et f sont étagées ce qui n'est pas le cas, en général,
() n g q p g

pour la fonction f. Nous allons plus précisément montrer que la condition

n P . . s
k(n) = o(Log n) est nécessaire dans le cas de processus de Poisson homogeénes.
I1 s'agit donc, en général, d'une condition minimale. & est supposée 8tre

un processus homogéne d'intensité v > 0 .

Théondme 1.4.2.5.- Si f est uniformément continue sur [0,1[" ,

une condition nécessaire de convergence uniforme en probabilité de fn vers

f est :
m n
k (n) = o(Log n) .
Démonstration : Supposons :
Jy > o tel que inf £(s) > v .
se[O,1[m
Posons
. (k(n))
= HE . { .
Rk(n) {jeN IJ,k(n) € A et IJ,k(n) N D# ¢}
_ . m
On a card Rk(n) =k (n) .
8i f est uniformément continue sur [O,1[T et (fn)n>1
converge uniformément en probabilité vers f , alors :
lim P( sup Ifn(s) - fk(n)(s)] >y) =0,

e se[O,1[m
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(v {1 g Lo = oD
n
—> (Jj, ¢ Rem) iZ1 £ Ijok(n) = 0)

==> ( sup [fn(s)—fn(s)l 2 sup [£(s)| > v)
se[0,1[™ ety k)

n
car pour tout s ¢ Ijo,k(n) tel que 121 Ei Ijo,k(n) =0 , fn(s) =0 .

Ainsi :

o
]

lim PC W {) &, 1, = 0})
n->+e jeRk(n) i=1 *t 3,k(n)

ou

—_
L}

n
lim P( (M (Y &, 1, > 0})
me  JeR oy i=t ik

Les processus ponctuels considérés étant de Poisson donc 3 accroissements

indépendants :
ob-e) ]
1= lim 1 - P( £, I. = 0)
b jeRLl(n) j=y k)
— n
= 1lim [ 0-p(™ (¢ 1, = ob)]
> +oo jERk(n) i=1 L FLACY
. n
= lim I -1 exp(-nvk_m(n))]
>+ jeRk(n) i=1
m
= lim [1 - exp(-n v k—m(n))Jk ()
>+
d'ol

lim km(n) Log I_—1 - exp(-n v k-m(n))_l =0
N>+
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. . . -m
si, nécessairement n k (n) — + ® quand n > + @ .

Pour n assez grand, nous avons

Log(1 -~ exp(-nv kK (m))) ~ exp(- n v kK ™(n))

et finalement lim k™(n) exp(- n vk ™(n))
n-r+eo

0 . Par suite :

- o= lim Log () - n v k ™n)
n+e

lim

(n—1 K (n) Log K" (n) - v)
n+« k (n) '

v ayant été choisi quelconque, on peut le prendre aussi petit que 1'on veut.

Ainsi, pour n assez grand n-1 kK™(n) Log k™(n) < v , et nous avons :

lim n_1 km(n) Log km(n) =0 .
m 4o

. -1 .m
Puisque n k (n) =¢ avec g —r 0 alors :
9 (n) n n 4o

lim ¢ (Log n + Log € ) = 0
oo D n

)

lim € Logn = 0 <==> ¢_ = of
b n n Log n

<==> kK™(n) = of

Log n’ °

*
Soit X=TR"™ (m e€ N) et f uniformément continue sur r" .
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1

EE Ik(s) Ik(s)

Voe ", Vike N | b, ()-£(s)] |£(y)-£(s)| EZ(ds)

£ sup | £(y)-£(s)]
yeIk(s)

3 mf(Ik(s)) .

’ *
On en déduit que : Ve > 0 , 3k05 N : Vi ok sup ]f(s)—hk(s)] <e .

m
selR

o}

Soit D, =:]-d(n), d(n)[m ot d(n) est une fonction positive
croissante tendant vers 1'infini quand n> + . Pour ¢ > 0 fixé et k

assez grand :

sup lfn(s)-f(s)l < sup lfn(s)-hk(s)l + sup |hk(s)-f(sﬂ
seD : s€D m
n n s R

< sup ‘fn(s)‘hk(s)l + €

seD
n

Supposons que la mesure aléatoire ¢ soit telle que :

: *
(c) Ine W sup EPT s veto V>0 et p=1,2)
IeA(k(n))
Soit
. (k(n))
Rey = €Z I,y €08 et L' Dy 7@
On a :

card Ry oy = 2" (1 + [d@) k@]D"

4" [d(n) k@™

A

4™ d®(n) k™ (n)

A
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ot 2™ d™®(n) est le volume de Dn

Théondme 1.4.2.6.- Une condition suffisante pour que

sup Ifn(s)—f(s)l tende vers O , quand n - + « , en probabilité est
seD
n

que :

k3m(n) d™(n)
n

>+

sous les conditions (B) et (C).

Démonstrhation : Pour tout s € posons an(s) =a.,

I k@) ° ;

bn(s) = bnj , fn(s) = frlj et hk(n)(s) = hnj . Soit 0 < g <1 et

*
ne WN tel que (C) soit vérifiée :

P(sup | fn(s)-f(s)] > 28),5 P( sup lfn(s)-hk(n)(s)l > €)

seD seD
n n

< P(. W, lfnj-hnj! > €)
: JeRk(n)

A

Y P(lf_.~h .| > &)
iR oy nj nj
¥ p(|anj—1| >+ P(Ibnj -1l > 9
jeRk(n)

16 var a_. 16 var b_.
n nj 5

2 * 7 J

)
jeRk(n) € €
) 16 var(EIj’k(n)x1M(E))
2 2
ne” CT(I,

3R () 3,k(@)

d'aprés le lemme I.3.1.

A

N

N

M)

16 var £ Ij,k(n)

n 52 C2(I

+

]

ik
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d‘aprés (B) et (C) s ) 32V
jeR n e a2 AZ(I. )
k(n) i>k(n)
2m
k™ (n)
£ 27 V card Rk(n)-——._z_...f
ne’a
2m+5 .m 3m
par hypothése < 22 : d (n) k7 (n) -0 .
£ Q n > 4x

Concllaire 1.4.2.7.- Si d(n) = Log n , une condition suffisante

de convergence en probabilité de lim ‘fn(s)—f(s)l vers 0O est que :
seD
n

(1) = o((n(Log n) ™ 1/3)

sous les conditions (B) et (C).

Enoncgons quelques lemmes nécessaires & 1'étude de la convergence

presque compléte,

femme 1.4.2.8.- Soit s € X . Si la mesure aléatoire & vérifie
la condition (A), alors :

a2 cz(Ik(n)(s) X M)

Yo <e<t: P([An(s)—1| >€e) g 2 exp(~ )

(4 + 2Ky Vv

sous la condition (C).

Démonstration : D'aprés le théoréme de Bernstein :
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A

n
P(a_()-1] > e)_ P(Iiz,1 £5 Ty (8 1€ - n CI )y (s) x M|

>n € C(Ik(n)(s) x M))
2 2 2
n” e” ¢ (1 (s) x M)
< 2 exp(- k(n) )
4n var (g Ik(n)(s) 1M(£)) + 2K ¢ C(Ik(n)(s) x M)
n e Pr () X W
d'aprés (C) < 2 exp(- )
4V + 2K e V
2 .2
ne’ C°(1 (s) x M)
< 2 exp(- k(n) ) . @
: (4 + 2K) Vv
Lemme 1.4.2.9.~ Soit s ¢ X. Si la mesure aléatoire & vérifie
la condition (A) alors :
2 2
ne” C°(1 (s) x M)
Yo <e <t P(|fn(s)-hk(n)(s)[ > €) € 4 exp(~ k(n) )
: 16(4 + 2K) V

sous la condition (C).

Ce lemme découle du précédent et du lemme I.3.1.

Théonéme 1.4.2.10.- Si la mesure aléatoire & vérifie la condition

-+ 0 et si
N>+

(A), s'il existe un réel r > 0 tel que n °t d®(n)

K% (n) = o((——E——)1/2) , sup |f (s)-f(s)| converge vers O presque
Log n seD n
n

complétement sous la condition (C).

Démonsination : Pour n assez grand, nous avons :

n e

g — 0 et e; — 0

@ =n" ' et k@) = —
n og n e n
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et si O <e <1

P( sup Ifn—f(s)l > 2e)
seDn :

A

P( sup Ifn(s)—hk(n)(s)‘ > g)

seD
n

N

jeR2 B35l > €
k(n)

d'aprés le lemme 1.4.2.9.
2 2
ne C (I',k(n) x M)

y 4 exp(~ .
jeRk(n) 16(4 + 2K) V

)

A

sous la condition (B) 2 2 2
ne a" A (Ij,k(n))

16(4 + 2K) V

y 4 exp (-
JeRk(n)

)

A

n e ol
)

164 + 28) v K™(n)

4 card Rk(n) exp (-

N

2 2
e a

16(4 + 2K) V
—h/cn

m+1

™ ™0y K™(n) exp(- n h kK 2™(@)) 3 h =

N

1/2

mH LT e (Log n)~ . n

1
<4 n el (n en)

/2

-1/2 (r+1/2)-h/e:n

m+1 €' 81/2 . (Log n) n

n n

< 4
qui est le terme général d'une série convergente.

Conollaine 1.4.2.11.-

Si d(n) = Log n , une condition suffisante de convergence presque

compléte de sup |fn(s)—f(s)| vers 0O est que :
seDn
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1/2

K™ (n) = o(G—2—)

Log n )

1.4.3. - Convergences L1 et L2 de fn vers f.

Soit p e M, DeBb.
Nous noterons LP(u) (p 2 1) 1l'espace tPm, o (\Bb s Dy) quand

il n'y aura pas confusion. Puisque :

on a i

j lfn(s)—f(s)[p u(ds) g J lfn(s)—f(s)l p(ds) Y 3z 1
D D

D'aprés 1'inégalité de Holder,
[ Jey@-@ was) < (15,00 P san P o'
D D

1.

ol q >0 est tel que = 1 . 11 apparait alors que les conditions

1
q
suffisantes de convergence de f vers f relatives & la topologie L1(p)
sont également suffisantes quand l'espace des fonctions mesurables sur D
est muni de la topologie P () (p > 1) et réciproquement. Nous étudions
dans ce paragraphe des conditions suffisantes de convergences en probabilité

presque compléte et en moyenne de fn vers f dans L1(p) dans le cas

ot u = EE,

11 est clair que la convergence de k(n) J ]fn(s)—f(s)[ p(ds)

D
vers O entraine celle de k(n) I lfn(s)—f(s)lp pu(ds) vers 0. Mais
D

puisque :
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[£,()-£()] nlds) s GPn) f |£,()=£() [P mas) /P uepy '/

k(n) J
D

D

la réciproque n'est pas vraie. La convergence de k(n) J [fn(s)-—f(s)lp p(ds)
D
pourra en général &tre obtenue sous des conditions plus faibles qu'elles le

seraient pour k(n) J [fn(s)—f(s)l p(ds).
D

Dans le cadre de la convergence Lz(u) de f vers f nous
étudions la convergence de k(n) J [fn(s)—f(s)l2 pl(ds) vers O sur X = ]fn,
D

en prenant comme mesure i la mesure de Lebesgue A. Nous donnons des conditions

suffisantes de convergence vers 0 de k(n) 6n :

§ = JD ifn(s)-f(s)|2 A(ds)

Nous nous placons respectivement dans les deux cas suivants :

1) p=[o,1["

Nous supposons vérifiées les hypothéses (B) et (D) : f est lipschit-

zienne d'ordre vy > O : ]H >0, O0<yzxg i tels que
[E)-£@)| v . |lxy||]Y Yk, ye B®

Jix|] = . sup Ixi] , xe R

2) D= Dn = [} d(n) , d(n)]m ot d(n) est une fonction positive
croissante tendant vers l'infini quand n + + = . Les hypothéses (B), (C)

et (D) sont supposées vérifides.

Dans les lemmes I.4.3.A. et 1.4.3.D., M est la mesure

moyenne EE.
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Lemme 1.4.3.A.- La suite (h ) converge vers f dans L1(p).

k k21

Démonsthation : Rappelons que u = E£. D€ Bb et Me M étant

fixés, les mesures CD(. x M) et 1y qui sont les restrictions de (C.x M)

et p a D, respectivement, sont finies. Par définition, sur D :

h-k - z C(I x M) 11 £(s) =
ea®pnp #@O

CD(ds x M)

pD(ds)

Ce lemme est obtenu par application d'un résultat donné dans [10]
(15.8.3. p. 172). Ce dernier est basé sur le fait que, sous la normalisation

de hk est une martingale. En effet, en prenant comme filtration les

“D’

tribus engendrées par la suite des partitions A(k)(7 D (k=z21) ona:

Yeenw' , Viea®np

JI hk+1(s) pD(ds) JJ hk+1(s) uD(ds)

Jea & g

C(J x M) b (3)

D
Jea®* D o wpD

C(I x M)

'(I h.k(S) uD(dS) . n

Lemme 1.4.3.B. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires

nzl

]

intégrables. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
est équi-intégrable et converge en probabilité ;

2) (Xn) converge dans e
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Le théoréme ci-dessous permet de ramener 1'étude de la convergence

1 N
de f wvers f dans L (u) & celle de lfn_hk(n)l .

Théoneme 1.4.3.C.- Pour que £~ converge vers f en probabilité
(respectivement presque complétement et en moyenne) dans L1(u), il suffit
que |fn—hk(n)| tende vers O en probabilité (respectivement presque complé-

tement et en moyenne) dans L1(u).

Demonstration : Les conditions suffisantes sont établies par
application de 1'inégalité

ID |fn(s)—f(s)| u(ds)is JD |fn(s)-hk(n)| u(ds) + JD ]hk(n)—f(s)| u(ds) et

du lemme I.4.3.A. ®
Rappelons que :

o I * (k(n))
Rk(n) ={jeN : Ij,k(n) €A

n
1 iz1 8 L5 k@) "W
=— . NeM

et Ij,k(n) ND+#¢}

nj n
C(Ij,k(n) x N)
. = a_, si N=M e A.=b. si N=M.
nj nj nj nj

Les fonctions fn et hk(n) étant constantes sur tout élément

de A(k(n))

, ous posons fn(s) = fnj et hk(n)(s) = hnj si s € Ij,k(n)
D étant un borné, fixons 6§ > O de telle sorte que DG le soit aussi
(cf. preuve du théoréme I.4.2.1.). Rappelons également que

ak(n)(D) = inf C(Ij,k(n) x M).

IRy ()
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Lemme 1.4.3.D.- Soit 0 < e < c(@ x M.

Si ne ]N* est tel que max diam Ij X (n) < 8§, -alors :
1Ry () ’
P(J £ (s)- (s)| pu(ds) > €) g card R sup ®(a_.-1| » S
p " ") : k(n) 3R () nJ 4c (0%
+ P(b_.~1] > —) .
nj 4c(@8xa0)

Démonstration : Puisque :

JD lfn(s)-hk(n)(s)l p(ds) = JD |fn(s)-hk(n)(s)| E£(ds)

A

L OEE Ly vy [Eny !

jeRk(n) .
EETi k) 121 & i k@ M
) - - Oy X W
3Rt L% Tk
a_.
s T e W -
JeRk(n) nj
a .
s C(Ij,k(n) x M) _ sup !EE% - 1]
JERk(n) JeRk(n) nj

N

lanj - 1] + Ibnj - 1]
¢~ Tiem *W | sw ]
JeRk(n) JeRk(n) bnj

*
nous aurons pour n € IN tel que | max diam Ij,k(n) <38
JeRk(n)

c U Ijk(n)xM)sC(D‘SXM)<+°°
jeRk(n) ’ :
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et
P(JD |fn(s)—hk(n)(s)| p(ds) > )

lanj-1| + [bnj-ll

< P(C(D6 x M) sup 5 > g)
’ jeRk(n) nj

[a .-1[ + !b .'1[ €
sP( U 3>

€b .
n
) P(ianj—1| + ]bnj—1l > ——l)
JeRk(n)

N

c(p"xM)

A

eb . eb .
card Rk(n) jesup P({|an.-1l > —2&1—} U {]bn.—1| > —21 1)

R, i 2¢(0x) J 2¢(0°x)
(n)
3 €
< card Kk sup [P(|a 1] > y + p(b_.-1] > ——
n) ., nj 8 nj [
iRy () 4C(D"xM) 4C(D°xM)
par application du lemme I.2.3. car ____eT__ <1 .m
2C(D"xM)

Si De Bb est fixé et si £ admet un moment d'ordre deux, R1

et )\1 = sup Ef I,

étant fini et non vide, nous posons y, = sup E 52 I, .
! jeR it
1

. 1
J€R1 J
Le lemme suivant sert dans 1'étude des convergences en probabilité, presque

compléte et en moyenne de f, vers f dans L1 (Y

Lemme I.4.3.E.- Soit € >0 .

a) Si ¢ admet un moment d'ordre deux :
(| | > e 1
P(lA_.-1| > § ——————
nj € n 82 2 )

*k (n)

si N=M ou M.
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b) Si la mesure aléatoire £ vérifie 1'hypothése (A), alors :

2 2
ne o (D)
il 0 < 2 et k@ D,

4 71 + 2K A1

si N=M ou M.

1.4.3.1. - Convenrgence L

d_gfanf.

Soit D ¢ Bb s M =Ef et § >0 f£fixé plus haut.

Théonéme 1.4.3.1.1.- Si £ admet un moment d'ordre deux, une

condition suffisante de convergence en probabilité de fn vers f dans

L1(u) est :

1/3)

a;zn)(D) = o(n

. . . *
Démonstrhation : Soit O <e <1 ., Soit me N  tel que

max diam I. < § . D'aprés les lemmes 1.4.3.D. et I.4.3.E. a), pour
jeR jrk(n)
k(n)

n assez grand :

B 18,0y gy @) e > o)

€

———E-—) + P({b ."1[ >—-—-§—-
4C (D" xM)

< card Rk(n) sup [P(Ianj—1| > ﬁxM) n

jeRk(n) 4c(D

32 v, > oS card Ry ()

<

2 2
ne ak(n)(D)

32 v, ¢ @%0)
£

4\0
2 3
n e ak(n)(D) n>+o
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§ 1 o
car card Rk(n):s cd M) . E;Z;;?BT (cf. preuve du théoréme I.4.2.1.).

Le lemme I.4.3.C. permet de conclure. ®

Remarque : La condition suffisante de convergence en probabilité
de fn vers f dans L1(p) établie dans le théoréme ci-dessus est identique
a celle de la convergence uniforme en probabilité établie sous 1'hypothése de
1'uniforme continuité de f (cf. théoréme I.4.2.3.). Cela est prévisible
du fait de l'uniforme continuité de £ et du fait que p(D) < + «, En effet,

puisque fn converge uniformément vers f sur D et O f_ <1, £

n n

converge donc vers £ dans L1(u) d'aprés le théoréme de la convergence
dominée de Lebesgue.

Si X=R" et D= B),1Em » 1'hypothése (B) implique que

a J |fn(s)—f(s)[ A(ds) < J |fn(s)-f(s)| EE(ds). On obtient alors le fait
D : D

que la condition suffisante de la convergence de fn vers f dans L1(p)

1'est aussi pour la convergence de £ vers f dans L1(A). En utilisant

la remarque suivant le corollaire I.4.2.4. on obtient des conditions suffisantes
de convergence en probabilité et presque compléte de fn vers f dans

L’(A), identiques & celles du corollaire I.4.2.4. et & celles de la méme
remarque pour la convergence presque compléte. Une condition suffisante de
convergence en moyenne de frl vers f dans L1(A) peut &tre également

obtenue de la méme maniére.

Théonéme 1.4.3.1.2.- Si la mesure aléatoire £ vérifie 1'hypothése

(A), une condition suffisante de convergence presque compldte de fn vers f

dans L'(u) est :
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_ 1/2

.

Log n

- . . *
Démonstrnation : Soit ne N  tel que max diam I,

c jrk@) °
. i Rk(n)
Par application des lemmes I.4.3.D. et I.4.3.E. on a :

P(jn |, ()t (o (] ulas) > ©)

n ez ai(n)(D) . EZ(D6XM)
< 4 card Rk(n) exp (-~ )
16 (4 Y1 + 2 K A1)
~h/e
<4nn n
1-h/e
$4n n

terme général d'une série convergente obtenu en posant :

2 =2,8 ne
c(D " xM) k(n) ®) = __E avec £ —> 0O

16(4 v, + 2K A,) Log n n e

et card Rk(n) <n.®

Théonéme 1.4.3.1.3.- Si la mesure aléatoire ¢ est telle que

o5& Ij M B <+ o, bﬁ € R1 une condition suffisante pour que fn
LA

converge vers f presque complétement dans L1(u) est ¢

~ 1/2
k( )(D) = 0((L0g n) ) . B

La preuve de ce théoréme se fait comme ci-dessus gra3ce au théoréme

I.4.1.6.

Théonéme 1.4.3.1.4.- Si la mesure aléatoire & admet un moment

d'ordre deux, une condition suffisante pour que fn converge en moyenne

vers f dans L1(u) est :
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1/4

ot:(n)(D) -o@'’% .

Démonstrnation : Posons X = ID Ifn(s)—hk(n)(s)[ u(ds)

Puisque O < Ifn-hk(n)l <1, o0na:

X < ”(Ij,k(n)) sup Ifn(s)—h-k(n) (S)I

)
3eRy (n)
As A1 card Rk(n) .

1/4)

I1 est & remarquer que la condition a;}n)(D) = 0(n

1/3)

implique que

ai}n)(D) = o(n

*
Soit A > 0. Soit ne W tel que max diam I. §

. j, k() ©
JeRk(n)

J{X A} X dP‘s A, card Rk(n) P(JD [fn(s)-hk(n)(s)| u(ds) > A)
n

32 Yy X1 CZ(DGXM) card d2 Rk(n)

g

d'aprés les lemmes I.4.3.D.

2 2
n A% oy (D) et I.4.3.E.

4,8
32 vy Ay CTD) ¢S

< car card <
R oW e S o 07

< 32 Yy Ca(DGXM) n . Kz K;I;+ (o] car n >0 tel que —f——o
n o (D)
k(n)

L'équi-intégrabilité de X~ ayant ainsi été établie, le théoréme
I.4.3.1.1. permettant d'avoir la convergence en probabilité de Xn vers O
quand n > + « , le lemme I.4.3.C. permet de conclure & la comvergence en

moyenne de Xn vers O .=
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1.4.3.2. - Convergence L2 de £ ovew f.
Soit X = R™ et A la mesure de Lebesgue, Posons :

5 = JD £ ()-£()|? aas) .

On a : s ¢ 3 J I£ (s)-£(s)]% A(ds)
n . R 1 n
I m) ik

s 2% ] [|fnj—hnj|2 + sup |hk(n)(s)—f(s)|%]
3Ry () €13 k(n)
d'ol
k() 8, < ' m) ] [|fnj—hnj|2 v sw g 9-£) |7
JeRk(n) SEIj,k(n)
Posons
X = k1-m(n) 2 |f_.-h 12 a_ = kl—m(n) 2 su | (s)-f(s)l2
n i ] *n P hk(n)

. nj nj .
JeRk(n) JeRk(n) Selj,k(n)

Le lemme suivant est une généralisation d'un lemme de Saleh [19].

(k)

Lemme 1.4.3.2.1.- Pour tous k 21, T e A , si 1'hypothese (D)

est vérifiée, alors :

sup Ihk(s)-f(s)l S w

£ < H kY.
sel
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Démonstration :

Vee1 | (s)-£(s)] |—‘—f £(y) EE(dy) - £(s)]
I

EL

t

#

=

|‘T15T fl (£(y)-£(s)) E£(dy)|

-LJ [£(y)-£(s)| EE(dy)
gE1 J1

A

< sup |[E(¥)-£(s)|
sel

mf(I)

LY

Hk '

A

d'aprés 1'hypothése (D). ®

Considérons d'abord le cas ot D = [O,iCn en nous plagant sous

les hypothéses (B) et (D) card R = k"(n) .

k(n)

Théonéme 1.4.3.2.2.- Si £ admet un moment d'ordre deux

et % <y g 1, une condition suffisante de convergence en probabilité

de k(n) 6, vers 0 est :

-1,-1
() = o(n(3+m ) )

.

Démonstration :
- Convengence de @ vers 0.

D'aprés le lemme I.4.3.2.1.

o < k™) _ ) wi(Ij
3Ry () ’

H2 card Rk(n) k—zy(n) k1_m(n)

k(n))

"

_ oyl 12y . 1
= H k (H)WO sl Y>7.
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- Convengence en probabllité de X vew 0.

Soit O < e < 1.

P(X > e)‘s ) y P(k(1—m)/2(n) lfn,j—hnjl > (e card "' Rk(n))1/2)
iRy (m)

d'aprés le lemme I.3.1. car ¢ km_1(n) card”! Rk(n) =€ k_1(n) <1

1
2 [P(Ianj—” >'Z

jeRk(n)

1

N

(ekm_1(n) card Rk(n))1/2) +

P(|bnj-1| >% (k™ ' (n) cara”! Rk(n))l/z)]

X -1 1-m
[16 ¢ ' card Rk(n) k' (n) var i +

N

)
3Ry (n)

-1 1-m
16 € ' card Rk(n) k (n) var ban

A

16 ¢ card Rk(n) k1_m(n) jeRE qu C_Z(I
(n)

-2

3,k

_1 -
var [g(Ij’k(n)) 1M(g)] s T Ly K M) var [g(zj,k(n)ﬂ_!

< 32 et a7 card Rk(n) k1—m(n) Y, y ¢

3Ry ()

Lok@ *W

-1 =2
o

A
W
N
™

0 n_1 card2 Rk(n) k1+m(n) (d'apres (B))

= 32 8-1 G-Z y n-1 k3m+1

(n) — 0
N>+

Le lemme IV.3.B. permet de conclure. ®

1

Remarque : Puisque % < (3+m_1)_ < pour avoir une convergence

1

3
*

en probabilité de k(n) 6n vers 0O , quel que soit me€ IN , le nombre

1/3

K™(n) des cellules de [Q,1Em doit croftre moins vite que n
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Dans la suite, la preuve de la convergence de a =~ vers 0 reste

<y s 1

N —

acquise sous la condition

Théonéme 1.4.3.2.3.- Si la mesure aléatoire £ vérifie 1'hypothése

<y £ 1, une condition suffisante de convergence presque

N =

(A) et si

compléte de k(n) § vers 0 est:

-1,-1
m _ n (2+m )
k (n) = 0((m) )

Démonstration : 11 nous suffit de montrer que X —— O
—_—— n n+e

presque complétement. Soit 0 < e < 1 .

1 1/2)

_1 -
P(X_ > e)-s ¥ P(|fnj—hnjl > (e k" '(n) card

R )
. k(n)
JGRk ()

d'aprés les lemmes I.3.1. et I.4.3.E.

ne ai(n)(D) km.1(n) card-1 Rk(n))

< 4 card R exp (-
: k(n) 1604 v, + 2K A)

ne uz k_zm(n) km_1 (n) cau:cl_1 Rk(n)
)

A

4 card Rk(n) exp (~ ; d'aprés (B)

16 (4 Yoot 2 K X1)

2
= 4 k™(n) exp(- n h K m 1(n)) o h= £a
16(4 v, + 2 X1,)
11 1 1
n e (2+4m ) -h/¢e
= 46— n "
Log n
o ne (2+m_1)_1
(car k (n) = (fog_n) , avec € —— 0)
€ (2+m_1)_1 (2+m_1)—1— h/e
= 4¢ ) n n
Log n

qui est le terme général d'une série convergente . ®
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Théoréme 1.4.3.2.4.- Si £ admet un moment d'ordre deux et

5 <y €1, une condition suffisante pour que k(n) én converge vers O

en moyenne est :

-1,-1
k"(n) = O(n(3+2m ) )

Démonstration : La condition considérée permet d'avoir la conver-

gence en probabilité de X - I1 suffit de montrer que (Xn)n>1 est équi-
intégrable.
1-m
xn:S k (n) card Rk(n)

Soit A >0

. [ﬂ B 1—m

i X dP s k (n) card P(X_ > A)
Jix >a3 ™ few
n
1-m 1-m 2
sk T (n) card Rk(n) P(k "(n) [f .-h .]° >4

DI
. o i nj
J€Rk(n)

t-m
k' "(n) card Rk(n) ) RE P(lfnj—hnjl
T€8% (n)

A

> (A km_1(n) ca):d—1 Rk(n))I/z)

d'aprés les lemmes I.3.1., I.4.3.E. et la condition (B)

< 32 Y4 u_z A--1 k2(1-m)(n) n—1 card3 Rk(n) kzm(n)

< 32 2 a—z A—1 n-1 k3m+2(n)

s32y16a'2A"'———-+o

A+

(n) <§. =

car le réel § > 0 est choisi tel que n-1 k3m+2
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Supposons que D =D = [- d(), d(ni]m oi d(n) est une fonction
croissante tendant vers 1'infini quand n tend vers 1l'infini. Nous nous plagons

a présent sous les conditioms (B), (C) et (D).

card R 4" ") K"(n) .

k(n) §

Théondme 1.4.3.2.5.- Si & admet un moment d'ordre deux et s'il

existe B > 0 tel que k‘B(n) d®(n) Pewweg 0, E%l:s y £ 1 et si
n_1 dzm(n) k3m+1(n) — 0 k(n) 6 converge vers O en probabilité
4o s n 8 P .
Démonsination : BU
- Convengence de @ vers 0 LILLE
o_ ¢ k1_m(n) Y sup [ (s)-f(s)l2
n § Py ()

. jeRk(n) ste,k(n)

< H2 k~27(n) card Rk(n) k1_m(n) , d'aprés le lemme I.4.3.2.1.

m_ .2 .m 1-2y
g4 H d(n) k (n) E;:;+ o -

- Convengence en probabilité de X vews 0

% .
Soit 0<e <1 et ne N tel que (C) soit vérifide :

P(Xn > e) < y P(k1—m/2

3R (m)

d'aprés les lemmes I.3.1., I.4.3.E. et la condition (C)

(n) lfnj-hnji > (e c.':lrd_1 Rk(n))1/2)

1

§32v e K'™@) o7 cara Reny . oL C_Z(Ij k() *W

JERk(n)
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d'aprés la condition (B) :

1

32V e a_z n-.1 card2 Rk(n) k1+m(

n)

A

42(m+1) 2v 5_1 u_z n_1 dzm(n) k3m+1(n) —_— 0
N>+

A

On conclut en appliquant le lemme I.4.3.B. ®

Conoflaine 1.4.3.2.6.- 8i d(n) =Logn,m=1, si & admet

un moment d'ordre deux, et s'il existe un réel B > 0 tel que

k-B(n) Log n ;——m"* o , —B—+l

wors 5 € vy £ 1, une condition suffisante pour que

k(n) Gn converge en probabilité est :

~-2,1/4
k() = o((n (Log B4
Remarque : Dans la preuve des théorémes 2 venir, la suffisance
des conditions assurant la convergence de o, vers 0 ne sera plus démontrée.
L'idée de départ est de faire une estimation de f sur R
tout entier en se placant suivant la taille de 1'échantillon, sur des boréliens
bornés de plus en plus grands. La fonction d(n) doit &tre choisie de facom
a4 croitre assez vite. L'estimation étant meilleure pour des tailles de cellules
assez petites (c'est-a-dire pour k(n) assez grand), k(n) doit également

croitre assez vite. Prenons par exemple :
m T m s
d@m=a0 , k@=n

r et s étant des réels strictement positifs. Pour que k(n) Gn converge

en probabilité vers O , il faut que :
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§ < — et r < _ :
28 + 3m + 1 28 + 3m + 1
Pour B =1v =1 et m=1, ona: O0<r«<sc«< %-.

Théoneme 1.4.3.2.7.- Si la mesure aléatoire £ vérifie l'hypothése

(A) et s'il existe un réel B8 > 0 tel que k_B(n) dm(n) — 0 et

B+1
2.

presque complétement est :

£y £ 1, une condition suffisante pour que k(n) 6n converge vers O

2m-1

n_1 Log n () k (n) — 0 .

n->-+4o0

Demonstnation : Soit 0 < e <1 .0na:

pax >0« T R fgon s e cardT R0 D)

jERk(n)

d'aprés les lemmes I.3.1. et I1.4.2.8.

x M) km—1(n) card | R

ne C (I k(n))

Lk(n)
16 V (4 + 2K)

<4 Y exp(-
JCRk(n)

™ ) k) expl- n h @) k2™ Tm)) ,  d'apres ()

14

-m 2
avec h = _4 esa
16 V (4 + 2K)
o 1- h/e
< 4m+1 €. n 2m 1(n) a n
-1 . 2m-1 m _ =1 N
car n k d (I'l) = En (LOg n) ou €1’l -0 0 *

Le dernier membre de 1'inégalité étant le terme général d'une

série convergente, le théoréme est alors établi. ®
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Théonéme 1.4.3.2.8.- Si ¢

admet un moment d'ordre deux et s'il

. < -8 m B+1
existe un nombre réel B > 0 tel que k (n) d (n) o 0 5 s Y € 1,
une condition suffisante de convergence en moyenne de k(n) 6n vers O

est

d®m) K32y = o) .

Démonstration : Soit A > O .

1-m
Xn dP.s k (n) card Rk

P(X_ > A)
J{Xn>A} (n) n

d'aprés le lemme I.3.1. et la condition (C)

A

1 -1 2 2(1-m) -2
432V 0 A card” R0k (n) jeRE C T ey ™
k(n)

3 -2 -1 -1 3 2 ' N
€4 2Va “n A card Rk(n) k" (n) d'aprés (B)

< 43(m+1) 2 v a—2 -1t

A d3m(n) k3m+2

(n)

< 43(m+1) 2V s a—Z Af1 —— 0

car le réel & > 0 est choisi tel que nf1 d3m(n) k3

m+2(n) < §. Le théoréme
est donc établi.m

1.4.4. - Etude du biais et de l'aléa.

Soit X = R™

D étant un borélien borné, 1'aléa est défini par

A = JD lfn(s) - E fn(s)l A(ds)
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et le biais par :

B = JD |£¢s) - E £ (s)] A(ds) .

n

A g JD Ifn(s)-hk(n)(s)l A(ds) + JD |hk(n)(s)—E fn(s)] A(ds)

B JD Ifn(s)-hk(n) (s)| A(ds) +E L) !hk(n) (s)—fn(s)[ A(ds)
et B <E JD If(s)—fn(s)l A(ds) .

La convergence du biais et de 1'aléa vers O se raméne, dans le
cas du borélien borné D fixé, i celle de fn vers f dans L1(A). Cette

derniére a été étudiée au paragraphe I.4.3.1.

Soit alors D =D = [ d(n), d(@)]™ obd d(n) est une fonction
croissante tendant vers 1'infini quand n - + <. Nous supposons vérifiées

les hypothéses (B), (C) et (D). Rappelons que :

ry . (k(n))
Rk(n) ={jeZ: Ij,k(n) € A et Ij,k(n) n D 4 ¢}
card Rk(n) < 4" &®(n) K@) .
Nous avons :
~m
JD ENOL N O) A(ds).s Km) ) lfn’j-hnjl
n JeRk(n)

-m
€k (n) card R ( 'esup |fn,j‘hnj|
3Ry (n)

< 4™ () _sup |fn j—hn j[
' 3R (n)
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et

J lf(s)-hk(n)(s)[ A(ds) £ k ™(n) ) 2 sup !f(s)-hn,j|
D, 3R (ny %15, k(n)

Posons :

X 47 4 (n) 'esup |fnj hnj
3Ry ()

- -m -
@ = k (n) . 2 seIsup | £(s) hnjl .
IRy 515, k()

Les lemmes suivants donnent des conditions suffisantes de convergence

de X et q vers O .
n n

Lemme 1.4.4.1.- Une condition suffisante pour que @~ converge

vers 0 est que :

K V(@) d"(n) —> 0

Démonstration : D'aprés le lemme I.4.3.2.1.
-m L~y
an‘s k (n) card Rk(n) Hk '"(n)

m -y m
:s 4 Hk ") d () —0 . =

Lemme 1.4.4.2.- Une condition suffisante pour que X  converge
vers O en probabilité est que :
@) k") = o(n1/3) .

. . *
Démonstrnation : Soit 0 <e <1 et ne IN tel que (C)

soit vérifide et que d(n) > % .
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-m ,~m
P(xn > g) = P(.ezup |fnj hnj! >4 d (n) €)
1% (n)

L)

y P(f_.-h .| > 4™ d ™) €)
ie nj nj
IRy (n)
c(

I. x M)
< card Kk(n)' sup P(—ﬁl—’—lS@——-— |a

;;-1| > 4™ a () €)
JeRk-(n) EE Ij,k(n)

. b
nj

< card Rk(n) sup P(|anj-1[ + [bnj—ﬂ > 40 g () bnj €)

J€Rye ()

card Rk(n) jealz ) P({'anj—ﬂ > 24 ™ 3 ™n) e}
n

A

U {|b_.~1] > 26™ d ™) €})
nj

4—m—1 d ™n) )

A
v

card Rk(n) sup [P( lanj-1 |

JeRy (m)

+ 2([b_ -1 5™ 4y )

v

< card Rk(n) sup [42(m+1) e v e ot dzm(n)

3R (m)

-2 -2
(c“a M) + C (Ij’k(n)x]M))]

jrk(m)

2(m+1) €—2 a—2

€ card R 2 4 v n‘.1 dzm(n) kzm(n)
; k(n)

3m+2 6—2 o2 v ot d3m(n) k3m(n) —= 0 .

2 4

A

Lemme 1.4.4.3.- Une condition suffisante pour que (Xn)n>1

soit équi-intégrable est que :

d*™m) K%m) = o(n)
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Démonsthation : Soit A > 0,
Puisque X < 4" a™(n) , pour n assez grand tel que (C) soit

vérifiée :

X_dP g 4™ d®() P(X_ > A)
J{xn>A} n n

A

™ @™(n) card k() . SUP [P(lanj—1] > Q_m-1 d () 4)

3Ry ()

+ P(Ibnj—Il >4 4By a))

2 42(2m+1) a—Z -1 -2

d'aprés (C) val d®@) K0m) A

A

2(2m+1) =2 -2
2 4 o VvnaA AT+;+ (0]

N

n étant un réel choisi tel que n_1 d4m(n) k3m(n) <n (n>0) .8

Lemme 1.4.4.4.- Une condition suffisante pour que (Xn)n>1

converge presque complétement vers 0O est que :

m m _ n 1/2
d(n) k (n) = o((———-Log n) ) .

. . * .
Démonstrhation : Soit O0<e <1 et me N tel que (C) soit

vérifiée :

P(X_ > e):s card R () = sup [P(|anj—1l Nt P PR

() ~m-1 .-m 7
+ P(Ian.—1| > 4 d "(n) e)]

n €2 CZ(Ij k(n)xM)) )
< 4 card sup exp(- 7 2 (Lemme I.4.2.8.
2 2

.S 4 card Rk(n) exp (- na ¢ ) d‘'aprés (B)

427 22y kK™ () eV
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2 2
< 4o+ d®(n) K™(n) exp(~ h 5;1 Log m) oi hs= 2mi1 ¢
_ 4 (4+K)V
€ (1/2)-(h/e ) ne_ 1/2
_ ,m+l n . 1/2 n m m - n
=4 ﬁ;i;?ﬂ n car d (n) k (n) %;i;;?

qui est le terme général d'une série convergente.®

Les théorémes suivants donnent des conditions suffisantes de

convergence du biais et de l'aléa.

Théondme 1.4.4.5.- Les deux conditions suivantes sont suffisantes

pour que Bn converge vers O :
KT @ =0, 40 KN = 0w ..

Ce théoréme est obtenu grice aux lemmes I.4.4.1., I.4.4.2., et L.4.4.3.

Théonéme 1.4.4.6.~ Une condition suffisante pour que A converge

en probabilité et en moyenne vers O est que :
d*®(@) k@) = o(n) .=

Puisque An FS Xn + E Xn , ce théoréme est une conséquence directe des

lemmes I.4.4.2. et 1.4.4.3.

Théonéme 1.4.4.7.- Les conditions suivantes sont suffisantes

pour que A~ converge presque compléetement vers O :

F@ P =o', @ @ = 0w s

Ce théoréme est une conséquence des lemmes I.4.4.3, et I.4.4.4,
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CHAPITRE 1II

SUR LA MESURE INTENSITE CONDITIONNELLE.

II.1. - INTRODUCTION.

L'une des notions importantes dans la théorie des mesures aléatoires
sur un espace X, autre que celle des distributions de Palm, est la mesure

intensité conditionnelle d'une mesure aléatoire £. Elle a été introduite

pour la premieére fois par Papangelou ([17]) pour un processus ponctuel simple
possédant un moment d'ordre deux. (A(n))n>1 étant une suite de partitions
de 1'espace X vérifiant certaines hypothéses, elle a été obtenue comme limite

" presque sfire et en moyenne de la suite de fonctions d'ensembles aldatoires

Sn(I) = ) E(€Q) /F Jd s Teu A(n) . Cette somme est prise pour

Jea™ g J n>1
(n)

des éléments de A contenus dans I , et F o est la tribu relative au

J
comportement du processus ponctuel & en dehors de J .

Kallenberg ([9]) a étendu ce résultat au cas d'un processus ponctuel
simple admettant un moment d'ordre un. Il indique ({10]) que ce résultat

est valable pour tout processus ponctuel & valeurs entiéres.
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Sous des hypothéses différentes d'absolue continuité, la mesure inten-

sité conditionnelle a été obtenue comme limite en moyenne par Papangelou ([}8]),

comme limite presque siire et en moyenne par Jacob ([6]).

On peut essayer d'obtenir un estimateur de la mesure intensité condi-

tionnelle de la méme maniére que dans le cas des distributions de Palm. On doit

pour cela pouvoir approcher la mesure intensité conditionnelle par une suite de

fonctions d'ensembles dont on se sert pour l'estimation. La nature trop riche

des tribus Fc rendant impossible 1l'utilisation des suites Sn(I)’ nous
J

montrons que la mesure intensité conditionnelle est également limite presque

siire.et en moyenne de la suite z_ (I) = E(g(J)/Fn ) . La tribu F"
n Cc (o4

sea™n 1 in) . J
est relative au comportement de £ sur les éléments de A N J et la

mesure & est supposée &tre absolument continue par rapport & sa mesure

moyenne EE.

La convergence en moyenne est établie dans le troisiéme paragraphe
et la convergence presque siire dans le quatriéme. Dans le cinquiéme paragraphe,
des théordmes donnés par Papangelou ([17]) et Kallemberg ([9]) sont démontrés

pour des tribus de la forme Fnc .
J

Notations : En plus des notations du chapitre I, nous adoptons
les suivantes :

I llp : norme sur LP(2,A,P) , p 31

: VaeB , désigne 1'application de M dans R :

by ®a
p— p(4)

(n)
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Va 21, VAeB:

(n)

20 acuea™ sca
FA = g(E(B) : B e B NA avec FQ =F
FX =o(E(I) : T ¢ A(n) N a)

(n)

Vsex Jn(s) = unique élément de A contenant s

11.2. -~ DEFINITIONS ET PROPRIETES DE BASE.

Le théoréme suivant est fondamental pour toute la suite.

Théonime 11.2.1.- Pour tout s e X :

F o =olU F'l ) .
{s} nz1 J_(s)
n
Dimonstration : La suite (FnC )n>1 est une filtration., En
J (s) 77
“n
effet, pour tout n x> 1, Jg(s)C: J§+1(s) et tout élément de A(n) étant
réunion finie d'éléments de A(n+1) , Fnc C Fnz1 par définition.
Jn(s) Jn+1(s)
Posons Fo=o(U F* ) .

n21 J;(s)

Vaz1 , par définition F* = F d'oy F C F .
c [
Jn(s) {s}

Or d'aprés les lemmes I.2. et 1.4. de [10] p. 12 :
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=o(¢Bo£ : Be BN {s}%)

a(é. : Be B N{s}®)

0(¢. : T el DN{s})

st o, i1e L 2™

21 {s}¢

(n) _ A (n)

-1 (n)
=f o(@ :Ie€ U A ) =
I {s}¢ J;(s)

c
nz1 Jn(s)

=o(EL : I e (s A(Z)
n31 Jn(s)

car pour tout n > { A

Soit & une mesure aléatoire admettant un moment d'ordre un.

Soit u = Ef, sa mesure moyenne.

Soit la fonction d'ensembles HEHP définie par (cf. [10] p. 24)

\ .
e I Hell, k= 1lim Lo Il
Y 1ea™N K
Cette définition a un sens car la suite de terme Y g1l lp est
IeA (n)n K
(n)

croissante. En effet, tout élément de A étant réunion finie d'éléments

de A(n+1) (n > 1) par additivité de & et 1l'inégalité de Minkowski :

I el

1ea®nx TeA

Y N el

OFSRNCE

) 1 leall,

s ™n g ge™Vng

o Hedll,

gea ™Dk

A

A



- 67 -

Si ||E||p K< +o, W e Bb : alors & << u  presque siirement
et de densité X ; ]IE'IP est alors une mesure de Radon vérifiant

||g]]p = HXpHp = Hpr u  (cf. [10] théoréme 2.8, p. 24).

Soit K € Bb fixé . Nous notons Mg la restriction de u A&
BK = {B e Bb : BCK}. Dans le but d'utiliser des résultats de la théorie
des martingales, nous supposons sans inconvénient que pK =1 . On a :

EE(K) = E I X dp = J E(X) dup  d'aprés le théoreme de Fubini .
K K

Puisque Ef K < +®, EX < + = ~presque partout. Posons :

Bg
R ={weq: £ <<y}
K = {x e K : EX(,,x) < + «}

P(Qo) = u(Ko) =1.

Pour tout uw e QO ; on pose :

Vo > 1 X (w)
n

£1
y = - 1

ea™n g

X est F @8 BK - mesurable. Pour tout D e F @ Bk , notons :
V@ e Dw = {x e K: (w,x) ¢ D} € BK

V& €K Dx ={we: (w,x) e D} ¢ F

les sections de D suivant w et X respectivement. Dans toute la suite K

est fixé et les notations sont les mémes que dans ce paragraphe.
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I1.3. - CONVERGENCE EN MOYENNE.

Enongons quelques lemmes.

Lemme 11.3.1.- La suite (Xn)na1 converge P @ u - presque

partour sur § x K et dans L1(P 2} pK) vers la fonction X .

Démonstration : Pour tout o € a » par définition de (Xn)n>1
, () A -
Viea NK . Xn+1(w) dpy =

J X . (w) dp
n+1
JGA(n+1) N 1 J

= 2 E—-Q;J— . ud
(n+1) H
JeA N1

W,

£t

JI Xn(w) duK

]

Xn(w) est donc une martingale positive par rapport aux tribus engendrées

par les partitions A(n)lw K . Elle est intégrable et telle que pour tout

we X(w) dp, = £°1 = X (w) dp, , Vi e A(n) 0K, Va s
o 1 K o K
Xn(w) converge donc pu -presque slrement vers X(w).

Soit D = {(w,x) € @ x K : Xn(w,x) ne converge pas} . D e F @ BK .

Puisque : V@ € Q, uK(Dw) =0 et P(Q—Qo) =0

PO uK(D)

0 “K(Dm) P(dw)

9]

. uK(Dw) P(dw) + J “K(Dw) P(dw)

2-Q
o

Xn converge alors P 8 Mg ~ presque partouﬁ vers X .
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Puisque
J Xn dP & Mg T f X dP 6 Mg = EE K < + =

X, converge également vers X dans L1(P ® pK) par application du lemme

de Scheffé.
La fonction X peut 8tre supposée F 8 BK ~ mesurable.

Soit I € INK . Pour tout n > 1 , la tribu Fnc engendrée par

N

I
la famille dénombrable des variables aléatoires &B , B e A(n) N 1° est a
base dénombrable. Pour tout t € I , considérons la mesure définie sur Fo

I
par :

vi(A) = f X(.,t) &2, AeF_ .
A I

D'aprés un théoreme de Doob ([14], p. 64), il existe une fonction

uI(.,.) F:c ® BK - mesurable sur @ x K telle que pour tout t e I :
I
"uI(.,t) = EXE .
d?
En posant E(X/Fnc) = uI(.,.) , MIOUS pouvons supposer que
1
Y = Y E(X/Fnc) 1, est ume fonction F @ BK - mesurable.

1ea™ n g I

Pour tout x € K , posons Y(.,x) = E(X(.,x)/F{x}%) .

Lemme 171.3.2.- La suite (Yn) converge P 8 wg = PP

n31

et dans L'(P 2] ”K) vers Y .

Démonstration : Pour tout x ¢ K, X(.,x) est P-intégrable

et puisque d'aprés le théoréme II.2.1. : o(\U Fnc ) =F et
nx} Jn(s) {s}¢
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Y (%) = E(x(.,x)/F“c ) —> EX(,x)/F, .0 = Y(.,x)

Jn(x) {X}

P-presque siirement.

Soit B = {(w,x) € @ x K : Yn(w,x) ne converge pas} . B e F @ BK .
Comme pour tout X € Ko P(Bx) =0 et p(K-KO) = 0 , par application du

théoréme de Fubini :

]

P o (B) f P(B) (dx)

K

JK P(Bx) u(dx) + J P(Bx) p(dx)

K-K
o o

=0
Yn converge donc P @ My presque partout vers Y .

converge

Puisque J Yn dp @ rg = J Y dP 8 Mg = EEK < + © (Yn)n21

donc vers Y dans L1(P ® uK) d'aprés le lemme de Scheffé .
Posons pour tout n > 1

- gL ,
z_ = ¥ ECGT / FIC) 1

n
= ) EX / F1°) yo.

Lemme 11.3.3.- (Yn - Zn) converge vers O dans L1(P ® pK)

Démonstration : Pour tout n 2 1
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' ‘ n n
J 1Yn—zn| P 8 u, = J E | (2) E(X/FIc) - (2) E(xn/FIC) 1I| dp

K 1ea®ng Iea'"™ n x

= f C ) E [EG-x /F" )] 1] a
K 1ea®n g I

= L{ ( ; E E(lx-xnl/ F‘I‘c) 1, du
1ea'™ Nk

=’J ) Ex-x_ | 1, du
K 1ea®

- |[X-X | dP 8 p, ——> 0
f n K N>+

par application du lemme II.3.2.

Pour tout n > 1 posons :

_ n
t K= (Z) E(gI/FIc) .
Iep Nk
Nous avons :
. EL , o
t K= (2) EGE/F ) . uI
Ieav ' N K
- ; f Ex /F°) dn
rea®™ng 1 I
= Y E, /F°) 1 dy
K IeA(“)ﬂ X 1
= JK Zn dy .

Théordme 11.3.4.- La suite (cnK)n>1 converge en moyenne vers la

variable aléatoire ¢K définie par : K = J EXCG,x) / F. &) p(dx) .
K

{x}
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Démonstnation : En effet :

E |¢K - K| c) uax)|

1[1( z_ du - IK B0/ F

E IIJ (z_-Y) dp|
K n

f lzn—Yl dP 8 uy

N

A

J lzn-Ynl dP 8 p + J ]Yn—yl dP 8 py s> O
par application des lemmes 1I.3.2. et II.3.4.
Remarque : Soit la tribu

D={DexX:DeFO®B et D € F Vx e X}
X {x3¢

Supposons que la mesure aléatoire & soit telle que la mesure

de Campbell C définie par

C(AXB)=J E“(B) P(dw) , AeF et BeBb

A

soit absolument continue par rapport 3 P @ u sur D, de densité X .

Papangelou ([18]) a montré que dans ces conditions,

Sn(K) = i E(E(T) /F c) converge en moyenne vers
1ea®ng I
WK = J X(.,x) p(dx) . Une démonstration similaire & celle qui vient
K
d'é@tre faite permet d'avoir ce résultat en remplacant les tribus F c
I

par les tribus .
1€
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11.4. - CONVERGENCE PRESQUE SURE.

Soient les fonctions définies sur Q x K par :

U = inf X s V. = sup X .
m n m n
nzm nzm

Le lemme ci-dessous est déterminant pour 1'obtention de la convergence

presque siire de cnK.
Lemme 11.4.1.- Si pour tout I ¢ 1 , lf&llp I <+ », alors :

sup Xn est P68 Bg = intégrable .
n

Démonstrhation : Soit q le conjugué de p. Nous avoms :

Ej Ve, - y EJ x . x4,
- (n)ﬁ ;R n

L3

£I,1/q
y E(EL (uI) )

rea™ g
< (2) I‘Elilp (E(E%))1/q d'aprés 1'inégalité de Holder
n
IeA Nk
- el
P
IeA(n)ﬂ K

N

K ® .,
gl K <

D'apres [}4] pages 39 et 42, X;+1/q(w) est une sous—martingale intégrable :

j X1+1/q(w) dy < J X1+1/q(w) du
kK R . X n+1

. 141 . . ) e e
La suite (J X /q(w) dp)n>1 est donc croissante et uniformément intégrable.
X 2
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D'aprés le théoréme de la convergence monotone :

E sup J

Xl+1/q dp
n K :

< K + o
< el x <

Donc pour presque tout w €, sup J Xl+1/q(w) dy < + = , ce qui signifie
n ‘K

que la martingale (Xn(m)) est bornée sur LW’/q (K, B ). On a alors

x> Mk
d'apres [14] p. 55 :

| | sup Xn(w)ll g (q+1) szp ||Xn(m)|l

1+1/q, 1+1/q

d'ol

E J sup X1+1/q dp < (<:1+1)1+1/q E sup J X1+1/q dy < + @
n n
K n : n K

et en particulier
E J sup X (w) dy < + «
n
K n

d'oli le résultat.

Théoneme 11.4.2.- La suite des variables (cnK) converge

P-presque slirement vers LK .

Démonstration : (Xn)n>1 convergeant P @ Mg ~ Presque partout

— - * a
sur @ x K, (Vm Um) e 0O PG Mg ~ Presque partout. D'aprés le

lemme II.4.1. Vm - Um < 2 sup Xn d'oli par application du théoreme de la
: n
convergence dominée :

J (Vm—Um) dp @ My e 0

W+
Y >m , posons Rm n = 2 E(Um/Fnc) 1I
td
IeA(n)nK 1
_ n
et T .= ¥ E(Vm/FIc) .

rea ®ng
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Nous avons R <Z_ g£T

Puisque j EU dup < J EV duy <+, pour puy_ - presque tout x € K .
K m K m K

Um(x) et Vm(x) sont P-intégrables. Soit :

K, = {x e X: U (x) et Vm(x) sont intégrables, Vm 3 1}

pK(K1) =1

Fixons x € K . Nous avons :

= A n -
Ry n(®) = E(Um("X)/FJ§<x)) — B0 /F ) P-pus.
Ty a® = EQ /P ) — B (0 /Fae) P - pos.

Jn(x)

pour . presque tout X . Soit D = {(w,x) € @ xK : R n(w,x) ne converge pas).
»

Puisque pour tout x € K, , P(Dx) =0 et u(K—K1) = 0 , nous

1

avons par application du théoréme de Fubini :

P e uK(D) = J P(Dx) p(dx)
K

| P(D.) u(dx) +T P(D_) u(dx)
L(—K X K, x

=0

Rm o converge donc P 8 Mg Presque partout. On montre de la mme maniére
b

que Tm n converge P @ Mg presque partout. On a donc :
bl

E(Um/ F{ }c)zs lim igf z s 1im sup ans E(Vm/F{ }c) .

Pour tout m > 1, E JK E(Vm/F{ }c) du = f Vm dP @ My < +© E(vm/F{ }c)

est pK-intégrable P-presque slirement, ce qui permet d'appliquer le théoréme
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de Fatou - Lebesgue. On a :

A

J llmnlnf Zn duK

L{ E(Um/F{ }C) d}-'_

A

lim inf J Zn de par application du lemme de Fatou
n

lim inf z_ K
n

J llmnsup Zn de

A

A

lim sup J Zn de par application du théoréme de

n Fatou - Lebesgue

lim sup ;n K
n

A

J E(Vm/F{ }e) dw
K
Enfin E JK E(Vm—Um/F{ 1) dyp = J (Vm—Um) dp @ up Vo z1 .
Le résultat est obtenu en remarquant que J (Vm-Um) dP 8 Mg — 0

>+

I1.5. - QUELQUES RESULTATS SUR DES ESPERANCES CONDITIONNELLES

PAR RAPPORT AUX TRIBUS Fnc .
I

Le théoréme ci-dessous est une adaptation de la proposition 1
de [1f], p. 115. Il est obtenu pour des éléments de I en remplagant les

tribus F c Per les tribus Fnc . £ est un processus ponctuel simple.
I I )

Pour tout I € I , wI) est le plus petit entier v tel que I est

)

réunion finie d'éléments de A
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Théondme 11.5.1.- Soit X une variable aléatoire positive
(n)

sur Q. Soit I € I . Pour tout n 2 v(I) , J e AI

E(

n N u

1 J

La preuve de ce théoréme est identique & celle donnée par

Papangelou. De ce théoréme, on déduit 1'égalité presque siire :

n
EX . e (1-0)=0} / FIC)
EX/F*) = P-p.s. sur {£(I-J) = 0}
3© P(E(1-0)=0/F" )
1

Le théoréme suivant est une adaptation du théoréme 2.1. de [9], p. 207. Sa

. . P .. n
démonstration est valable pour le théoréme original en remplacant F

c
I
par F o - & est un processus ponctuel simple.
I
Théonéme 11.5.2.- Il existe une mesure aléatoire presque
unique 1 = 2 L 6S définie par :
seX .
Iy = lim p.s. P[E J (s) > O/F"_
N+ ' J_(s)
n
= limp.s. (£ 3 (s) = 1/F"_ ]
n>+w J (S)
n
= limp.s. E[£ J_(s) / F“C ] si EEeM,
n++e J " (s)
n
Ple(s) =e1 =1/ F ]
et m, = : I P - p.s. sur {&(1-{s}) = 0}

P(e(1-{s}) =0 / F e
I

selel.
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Démonstration : Soit s e X .
Puisque Jn(s) v {s}, 1{£Jn(s)>0} ¥ 1{E(S) > 0} quand n > + ® ,
Va 21 1{5‘]“(3))0} € 1 . Par application du théoreme de Hunt ([14]) :

Jn(s e {s}

P [£ 3 _(s) > 0/F" )] =P Le® >o0/F ]

PLI()=1/F ]

PlEJ(s)>o/FF ] -p[gd(s)>1/F ]
3¢ (s) n JS(s) n ¢

Jn(s)

Puisque 1{§Jn(s)>1} + 1{€(S)>1} =

lim PlgJ_(s) = 1/F° ] = lim P[EJ (s) > o/F". 1 =¢ [e6s) > 0/F( ¢]

m 4o Jn(s) n++e Jn(s)

Si Ef e M, EEJ (s) <+« . Ainsi, Va s 1 £7, < £J,(s) et puisque

g(s) = 1{E(s)>0} = 1{£(s)=1} et £ Jn(s) v £(s) , ona:

lim E[£ Jn(s)/Fnc ]

4o Jn(s)

P [g(s) > o/F{S}cJ

par application du théoréme de Hunt .

Puisque Va » v(D) {e(-{s})

0} C {E(I-Jn(s)) =0}, ona:

PleJ(s)=¢1= 1/F‘I‘c] P [e{s} = &1 -1/FIC‘_|

P [t J,(s) = 1/Fnc = o
3-(s)  P[E(T-3 (s)) =0 /F od P [E(1-{sD
I

0/FI]

car 1{an(s)=gl=1} v Ne(sy=c1=1} * 1{£(I-Jn(s))=0} v Me(a-{s})=0}
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Des égalités I = lim P [EJ_(s) > 0/F" ]

N>+ Jn(s)

= lim P [£J (s) > O/FJn(S)]

n->+xo

on déduit les propriétés de 1 du théoréme 2.1, de Kallenberg ([9]).

CONCLUSION.

L'utilisation de tribus de conditionnement discrétes permettrait
d'estimer la mesure intensité conditionnelle par des techniques similaires
a2 celles employées pour les distributions de Palm. Mais si 1'on suppose que
u est diffuse, pour u-presque tout x € X, X(.,x) est obtenue comme

limite presque siire de variables aléatoires F o ~ mesurables. T1 s'ensuit

{x}

alors que la mesure intensité conditionnelle  coincide avec la mesure
aléatoire d'origine &. C'est notamment le cas si 1l'on suppose que £ est
presque sirement diffuse. Le cas des processus ponctuels reste donc le plus

intéressant a étudier.
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Nous estimons les distributions de Palm d'une mesure aléatoire a
I'aide de techniques d'estimation fonctionnelle dérivées de celles de S. SALEH.
Nous indiquons des conditions suffisantes de convergences simple et uniforme,
en probabilité et presque compléte, et des conditions suffisantes de
convergence en moyenne d'ordre p , de l'estimateur proposé.

Pour estimer l'intensité conditionnelle de facon analogue, une
discrétisation des tribus de conditionnement s'avére nécessaire. Nous montrons,
sous une hypothése d'absolue continuité, que Il'intensité conditionnelle est

encore obtenue comme limite presque sire et en moyenne.

- ABSOLUE CONTINUITE

- DISTRIBUTIONS DE PALM

- INTENSITE CONDITIONNELLE
- MARTINGALES

- MESURE ALEATOIRE

- MESURE MOYENNE

~ PROCESSUS PONCTUEL




