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". . . quelque chose d'ardent e t  d e  tr iste, 
quelque chose d'un p e u  vague, la issant  
ca r r i è re  à l a  conjecture. " 

Ch. Baudelai re 

A V A N  T-PROPOS 

S o i t  X un ensemble s i m p l i c i a l  sur  lequel  l e  groupe - f i n i  G 

a g i t  simpl ic ia lement.  Pour t o u t  sous-groupe H de G, 1 'ensemble 

H s i m p l i c i a l  X des po in t s  f i x e s  par  1 ' a c t i o n  de H e s t  supposé non 

v ide ,  O-connexe, 1-connexe, à homologie r a t i o n n e l l e  de type f i n i  ; on 

d i t ,  dans ce cas, que X e s t  un G-espace. - - 

f : X + Y e s t  une G-appl icat ion en t re  l e s  G-espaces X 

e t  Y s i  f e s t  s i m p l i c i a l e  e t  équivar iante.  

On désigne par  fH : xH -+ yH l a  r e s t r i c t i o n  de f aux 

H po in t s  f i x e s  X . 
Une G-appl i c a t i o n  f : X -t Y e s t  une G-équivalence 

d'homotopie en t re  X e t  Y s ' i l  e x i s t e  une G-appl icat ion g : Y -+ X 

t e l l e  que f O g Q, i d  e t  g O f Q, i d  ( l e s  homotopies é t a n t  des 
G G 

G-appl icat ions).  On d i t  a l o r s  que X e t  Y on t  l e  même G-type d'ho- 

motopie. 



( i i )  

Depuis Bredon, [B2], on s a i t  que 1 'étude du G-type d'homotopie 

nécessite 1 'introduction des espaces de points fixes pour tous les sous- 

groupes de G. Par exemple, ( [BQ , théorème 1 I I  .4.1), une G-appl i ca- 

t ion n : X -t Y admet la  propriété de relèvement des G-homotopies pour 

tout G-espace s i  e t  seulement s i  n l X ~  : xH -+ y H  es t  une f ibrat ion,  au 

sens usuel, pour tout sous-groupe H de G. 

Comme dans l e  cadre classique, une G-equivalence d'homotopie 

rationnel l e  peut se  caractériser par sa donnée cohomologique ( I I .  1 .  ( 1  1 ) )  

en termes de cohomologie de Bredon. Ceci a permis à G. Triantafillou [ ~ 2 ] ,  

de construire une catégorie algébrique fournissant l e  G-type d'homotcpie 

rationnelle d'un G-espace, par analogie avec cel le  introduite par 

Sul 1 i van [SI . 

Le but de ce travail  e s t  de construire un nouveau modèle dé- 

crivant l e  K k-type d'homotopie rationnelle e t  d 'étudier l a  notion de 
P 

Z -formalité, où p e s t  un en t ie r  premier e t  k un  ent ier  naturel. 
P 

Un théorème d'existence e t  d 'unici té  d'un modèle minimal équi- 

variant a é té  é tab l i  par G. Triantafillou [~2] pour tout groupe f in i  G. 

La construction s 'effectue par récurrence sur  l e  degré, en considérant 

simultanhent tous les  éléments de degré n dans les  différentes adgc 

associées aux sous-groupes de G. Cela nécessite 1 'introduction de 

résolutions injectives au sein de la  catégorie abélienne OG-QEV 

( [~2] , 5.10). Dans l e  cas par t icul ier  G = B k , nous proposons une 
P 

autre construction de ce modèle, par récurrence décroissante sur les  

sous-groupes de L , à pa r t i r  des modèles des adgc associées à ces 
P 

sous-groupes. La récurrence commence avec l e  sous-groupe L e t  
pk 



s 'achève  avec l e  sous-groupe { O } .  Ce modèle de T r i a n t a f i l l o u  e s t  un  

modèle i n j e c t i f  dans l a  c a t é g o r i e  abé l ienne  -QEV (11.2) mais il 

n ' e s t  pas, en généra l ,  un o b j e t  c o f i b r a n t  de l a  c a t é g o r i e  à modèle 

fermé Oz -ADGC. Nous déterminons des o b j e t s  c o f i b r a n t s  de c e t t e  ca- 
pk 

t é g o r i e  (111.3. ( 1  1 ) )  e t  cons t ru isons  un modèle minimal c o f i b r a n t  : 

111.3. (13)  e t  I I I . 3 . ( 1 4 )  - Théorème : Toute Oz -adgc A, 
pk / cohomologiquement connexe e t  1 -connexe admet un modèle min imal  

1 c o f i b r a n t  (K,p). S i  ( 5 , ~ )  e t  (K '  , p l )  son t  deux modèles 

minimaux c o f i b r a n t s  de A, a l o r s  il e x i s t e  un Oz -isomorphisme 

pk 
unique à homotopie près,  t e l  que e O s p ' .  

La c o n s t r u c t i o n  s ' e f f e c t u e  p a r  récur rence  c r o i s s a n t e  s u r  l e s  

sous-groupes de Z en commençant p a r  l e  sous-groupe { O }  pour  s 'achever  
P 

avec l e  sous-groupe Z ; on s ' a p p u i e  s u r  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 
pk 

III. 3. ( 2 )  - P r o p o s i t i o n  CG-H-VP]. 
S o i t  ( A V , ~ )  un K k-KS complexe min imal .  On suppose que 

P 
l ' a c t i o n  de Z permute l e s  générateurs V. Désignons p a r  H un 

P 

sous-groupe de Z e t  p a r  Y 1 'ensemble des p o i n t s  f i x e s  de V p a r  
P 

l ' a c t i o n  i n d u i t e  de H s u r  V ; c h o i s i s s o n s  W un supplémenta i re  

de Ü de W. 

A l o r s  1 ' i d é a l  engendré p a r  W e s t  s t a b l e  par  l a  d i f f é r e n -  

t i e l l e  d. On désigne p a r  q : (nV,d) -t ( A Y , ~ )  l a  s u r j e c t i o n  canonique. 
Z 1 

S i  ( ( A ( v ~ )  ,de), p ) e s t  un modèle de X , l e  diagramme com- L 



?z e + l  
m u t a t i f  s u i v a n t  donne l a  c o n s t r u c t i o n  du modèle de X 

i, e s t  i c i  l e  b k/?z e+l-KS modèle min imal  de 1  ' a p p l i c a t i o n  A ( i  ) O pl. 

P  P  
PL P 

La c o n s t r u c t i o n  r é c u r r e n t e  se p o u r s u i t  e t  l ' o b j e t  6 a i n s i  obtenu e s t  

un o b j e t  c o f i b r a n t  dans l a  c a t é g o r i e  -ADGC ( I I I . 3 . ( 8 ) ) .  

Nous é tud ions  e n s u i t e  l a  Oz - f o r m a l i t é  des espaces, pour  p  
P  

premier.  

I n t r o d u i t e  p a r  l a  t h é o r i e  du modèle min imal ,  l a  f o r m a l i t é  d ' u n  

espace s ' e s t  r é v é l é e  une p r o p r i é t é  impor tan te .  Pour un espace r a t i o n n e l ,  

e l l e  s i g n i f i e  que t o u t e  l a  s t r u c t u r e  homotopique e s t  contenue dans l a  

donnée de 1  ' a l g è b r e  de cohomologie. I c i  , nous adaptons c e t t e  n o t i o n  au 

cadre des a c t i o n s  du groupe h Le p r i n c i p a l  r é s u l t a t  e s t  que c e t t e  
P. 

P p r o p r i é t é  ne dépend que de  1  ' i n j e c t i o n  i : X 4 X de 1  'ensemble 
L 

X des p o i n t s  f i x e s  dans X. 

Rappelons qu 'une a p p l i c a t i o n  f : X + Y e s t  f o r m a l i s a b l e  s i  

f e t  ~ * ( f )  o n t  un modèle de S u l l i v a n  commun. 

Nous montrons : 



v . 2 . ( 4 )  - Théorème : S o i t  X un L P  -espace ; l e s  c o n d i t i o n s  

/ su ivan tes  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 

1)  X e s t  Oz - fo rme l  ; 
P  

2) i : Xp * X e s t  une a p p l i c a t i o n  fo rma l i sab le .  

Une p r o p r i é t é  u t i l i s a n t  un c a r a c t è r e  é q u i v a r i a n t  ( l a  - 
OzP 

forma1 i t é  d ' u n  espace) é q u i v a u t  donc à une p r o p r i é t é  n ' u t i  1  i s a n t  pas 

de c a r a c t è r e  é q u i v a r i a n t  ( l a  forma1 i sab i  li t é  d 'une a p p l i c a t i o n ) .  Les 

o b s t r u c t i o n s  à l a  f o m a l i s a b i l i  t é  d 'une  a p p l i c a t i o n  ( LF-T] , [Th] , [VP] ) 

f o u r n i s s e n t  a i n s i  des o b s t r u c t i o n s  à l a  Oz - f o r m a l i t é .  
P  

Le théorème c i -dessus  se d é d u i t  du r é s u l t a t  a l g é b r i q u e  

s u i v a n t  : 

- Théorème : S o i e n t  fo e t  f, : ( A V , ~ )  -+ ( ~ , d ~ )  

deux G- homomorphismes de G-adgc. ;; s;Ipose : 

e t  f, s o n t  homotopes, 

2) ( A V , ~ )  e s t  un 6 -complexe  avec V de dimension f i n i e ,  

a l o r s  il e x i s t e  une G-homotopie e n t r e  fo e t  fl. 

Le théorème IV.2. ( 4 )  f o u r n i t  immédiatement 1  'exemple s u i v a n t  : 

l a  sphère sn ( ~ E I N )  m u n i e d ' u n e a c t i o n d u g r o u p e  L ( p  p r e m i e r )  
P  

e s t  un h -espace Oz - f o r m e l  ; d ' a u t r e s  exemples i l l u s t r a n t  l a  P  P  
f o r m a l i t é  s o n t  proposés en IV.3. On y d é t a i l l e  l e s  d i f f é r e n t s  modèles 

a lgébr iques  : modèle i n j e c t i f  de T r i a n t a f i l l o u ,  modèle c o f i b r a n t ,  a i n s i  

que l e  modèle é q u i v a r i a n t  en a l g è b r e  de L i e  de CR-T] q u i  n ' a  pas é t é  

développé dans c e  t r a v a i l .  



Le t e x t e  s ' o r g a n i s e  comme s u i t  

Le c h a p i t r e  1  reprend  1  'approche de K. Grove, S. H a l p e r i n  e t  

M. V i g u é - P o i r r i e r  [G-H-VP] , également é t u d i é e  p a r  G. T r i  a n t a f i  l l o u  [TI] , 

q u i  c o n s i s t e  à u t i l i s e r  l ' a c t i o n  n a t u r e l l e m e n t  i n d u i t e  de G s u r  

ApL(X). Nous rappelons d ' a b o r d  l e s  d i f f é r e n t e s  d é f i n i t i o n s  de l a  coho- 

m o l o g i e  é q u i v a r i a n t e .  Le G-modèle min imal  e s t  d é f i n i  ; l e s  preuves, 

esquissées dans p-H-VP] , s o n t  d é t a i  1  l é e s  ; des exemples son t  proposés. 

A f i n  de rendre  c e  t e x t e  autonome, nous avons regroupé au 

c h a p i t r e  II tous  l e s  o u t i l s  nécessa i res  à l a  cohomologie de Bredon. 

' Le cas p a r t i c u l i e r  G = d , d é j à  env isagé (  ET^]), e s t  i c i  re tenu.  
P  

Nous y rappelons l a  c a r a c t é r i s a t i o n  des Oz k-adgc i n j e c t i v e s .  

P  

Le c h a p i t r e  III aborde l e s  c o n s t r u c t i o n s  de modèles pour  

G  = Z : c e l l e  du modèle min imal  i n j e c t i f  (LT~]  ),  e t  c e l l e  du modèle 
P  

min ima l  c o f i  b ran t .  

Le c h a p i t r e  I V  e s t  consacré à l a  Z -homotopie, à l a  Oz - P  P  
f o r m a l i t é  e t  à 1  ' e x p o s i t i o n  d'exemples. 

1 
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PRELUDE 

(MODELES POUR L A  COHOMOLOG 1 E EQU IVAR 1 ANTE ), 

1.0 - CONVENTIONS DE NOTATION : 

Dans tout ce t rava i l ,  G désigne un groupe f i n i .  

1.0. ( 1 )  - Action d'un groupe sur un espace topologique. 

Soient G un groupe ( f i n i )  e t  X un espace topologique ; 

une action 21 gauche du groupe G sur X e s t  la donnée d'une flèche 

41 : G + Hméo(X) (où Hméo(X) désigne l e  groupe des hméomor- 

phismes de X dans lui-même), t e l l e  que : 

+(Cl h )  = + ( g )  0 + (h )  v g ,  ~ E G  

$ (eG)  = IdX où eG e s t  l'élément neutre de G ,  

on d i t  a lors  que X e s t  un G - espace topo1 ogique. 

Soient désormais Y un autre G - espace topologique 

e t  f : X -t Y une application continue ; on d i t  que f e s t  un 

G-morp hi srne s i  



on é c r i t  a l o r s  f E HomG(X,'I) ; on o b t i e n t  a i n s i  l a  c a t é g o r i e  G-Top. 

Pour X E G-Top, xG désigne l 'ensemble des p o i n t s  f i x e s  de X pour  

G l ' a c t i o n  de G : X = Ix E X 1 g  E G, @ ( g )  ( x )  = XI. 

G G G S i  f E HomG(X,Y), on en d é d u i t  f E Hom(X ,Y ). 

1.0.(2) - A c t i o n  d ' u n  groupe s u r  une ca tégor ie .  

S o i e n t  G un groupe e t  C  une c a t é g o r i e  ; on suppose t o u j o u r s  

que C e s t  une sous-ca tégor ie  de ENS; une a c t i o n  à gauche du groupe G 

s u r  l a  c a t é g o r i e  C  e s t  l a  donnée, pour  t o u t  o b j e t  C  de C, d 'une  f l è c h e  

@C : G - Isoc(C,C) 

t e l l e  que 

On d i t  a l o r s  que C e s t  un G - o b j e t  de l a  c a t é g o r i e  C. 

S o i e n t  désormais D  un a u t r e  G - o b j e t  de C  e t  f E HomC(C,D) ; 

on d i t  que f e s t  un G - morphisme s i  

On é c r i t  a l o r s  f E H ~ r n ~ - ~ ( C , û ) ,  ou  auss i  f E HomG(C,D), 

on o b t i e n t  a i n s i  l a  c a t é g o r i e  G-C. 

G Pour C  E G-C, on pose C = {c  E C l @  ( g )  c  = c, v g  G) ; 
C 

G G G si f E H ~ ~ - ~ ( C , D ) ,  f se r e s t r e i n t  en f E Hom (C ,D ). 



I .0.(3) - Exemples. 

. G-ADGC désigne l a  ca tégor ie  des adgc muniesduune ac t i on  du groupe G. 

. G-AGC c e l l e  des agc muniesd'une ac t i on  du groupe G. 

. Le foncteur H : ADGC + AGC détermine H : G-ADGC + G-AGC. 

. G-@EV désigne l a  catégor ie des @ - espaces v e c t o r i e l s  d i f f é r e n t i e l s ,  

gradués, de type f i n i .  

I .0. (4)  - Remarque : 

La catégor ie  G-ADGC s 'avèrera  i n s u f f i s a n t e  car ne fourn i ra  

que des modèles d'espaces quot ien ts  x ~ H  ; en 1.2, on i n t r o d u i r a  

une ca tégor ie  notée OG-ADGC qui  donnera des modèles d'espaces de p o i n t s  

f i x e s  xH e t  du type duhomotopie équ i va r i an t  de X. 

I.0.(5) - Soient  G e t  G '  deux groupes ( f i n i s )  agissant  respec t i -  

vement sur l e s  catégor ies C e t  D, 

: G + G '  un homomorphisme de groupes 

C e t  D  des ob je t s  r e s p e c t i f s  de C e t  D 

( C  e t  D sont toujours des catégor ies s t ruc turées sur ENS). 

On d i t  que f : C + D  e s t  une (u) - f lgche s i  

f O $c(g)  = m,(u(g)) O f, 'J g  c G ; 



1.1 - ACTION SIMPLICIALE. 

I.1.(1) - Action régulière. 

Rappelons brievernent la  notion d'ensemble simpl icial .  

nn désigne l e  n-simplexe euclidien A, = I ( t o ,  ... , t n )  E R n i l i n  1 t .  , = 1 y 

i  =O 

1 
__f ti z 01, e t  A, l e s  opérateurs habituels de face e t  de 

Oi 
dégénérescence. 

; désigne la  catégorie dont les  objets sont les  ensembles An 

e t  l es  fleches les  applications obtenues par composition des a i  e t  o i .  

Un ensemble simplicial X es t  alors un foncteur contravariant X : 4 + Ens. 

On pose X, = X ( A n )  ;introduisons l a  catégorie G-Ens dont les objets sont 

l e s  ensembles munisd'une action du groupe G e t  les  flèches sont les  

G-flèches de la catégorie Ens ; on d i t  alors que X es t  un G-ensemble 

simplicial s i  X es t  un foncteur contravariant X : f i  -+ G-Ens. 

Définition : Un G-ensemble simplicial régulier e s t  un  

G-ensemble simplicial sat isfaisant  1 'hypothèse (H) suivante : 

Hqpothèbe ( H l  : 

Soient (v ,... . ,vq) q+l sommets de 1 'ensemble simplicial X ; 

soient (goy ...,g q )  q+1 élémentsde G ; 

on suppose que (vo ...., vq) e t  (govo ,..., g v ) sont deux 
q q 

q simplexes de X ,  

a lors  i l  exis te  g c G t e l  que gvi = giviy O 6 i 6 q. 



Remarque : On peut toujours supposer, Dl, p. 114, au besoin 

en passant à l a  seconde subd iv is ion  barycentrique, qu'un G -ensemble 

s i m p l i c i a l  e s t  régu l i e r .  

Dans t o u t  ce t r a v a i l ,  G - espace s i g n i f i e  G -ensemble 

simpl i c i a l  r é g u l i e r .  

1.1 .(2) - L'ensemble s i m p l i c i a l  XIG. 

S o i t  X un G-espace. L'ensemble s i m p l i c i a l  X / G  a : 

- pour sommets, l e s  o rb i t es  de l ' a c t i o n  de G sur  l e s  sommets de X, 
"0 - pour simplexes, l e s  n-uplets (?, ,. . . ,vn) d ' o rb i t es ,  t e l s  qu'  il 

e x i s t e  des représentants vi de Si pour lesquels (vl ,. . . ,vn) 

s o i t  un simplexe de X. 

Pour r é g u l a r i t é ,  un simplexe de X/G forme une o r b i t e  de 

l ' a c t i o n  de G sur l e s  simplexes de X. 

Le complexe C,(X;E) des chaines or ientées de X e s t  muni 

d'une ac t i on  de G d é f i n i e  par : 

S o i t  désormais M un Z[G] module ; Hom(C,(X ;h) ,Mi  e s t  muni 

d'une ac t i on  de G d é f i n i e  par  CJ y = g 0 y 
g-l. 

Notons : C,t(X;Z) -+ C,(X;Z) 1 ' app l i ca t i on  dé f i n je  par 



La s u r j e c t i o n  canonique p : X -+ X/G d é f i n i t  une a p p l i c a t i o n  

s u r j e c t i v e ,  encore notée p : 

de Ker p = Ker  u , on d é d u i t  l e s  isomorphismes : 

C,(X/G;Z) C,(X;IL)/Ker P s C,(X;Z)/Ker O s a(C,(X;Z) 

on p e u t  a i n s i  c o n s t r u i r e  un homomorphisme commutant aux d i f f é r e n t i e l l e s  

(donnant l e  t r a n s f e r t  en homologie) 

On v é r i f i e  p o y = ( G I . I d  
C,(X/G;z) 

p o p = u  

Im v c C,(X;Z) G 

i 1 r é s u l t e  de c e c i  : 

P r o p o s i t i o n  : S o i e n t  X un G-espace, R un anneau de 

c o e f f i c i e n t s  pour  l e q u e l  1 ' o r d r e  de G n ' e s t  pas un d i v i s e u r  de 

zéro  a l o r s  LI i n d u i t  l e s  isomorphismes : 

G c,(x;R) z c,(x/G;R), 

* G *  C (X;R) z C (X/G;R). 



1.2 - COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE D'UNE G-adgc - (A,dA) : 

11 va ê t r e  f a i t ,  a u  l o n g  de c e  t r a v a i l ,  un usage cons tan t  du  

lemme d ' a l g è b r e  l i n é a i r e  s u i v a n t  : 

I.2.(1) - Lemme : S o i e n t  

- E un espace v e c t o r i e l  s u r  4, de dimension f i n i e ,  s u r  leque l  

l e  groupe G a g i t ,  

- F un sous-espace v e c t o r i e l  de E, s t a b l e  p a r  l ' a c t i o n  de 

G (i.e. g F c  F, t/ g e G), 

a l o r s  EIF p e u t  ê t r e  muni d 'une a c t i o n  de G e t  l a  s u r j e c t i o n  

canonique q admet une s e c t i o n  é q u i v a r i a n t e  ri. 

Preuve : S o i t  n '  une s e c t i o n  quelconque de q, on pose 

n e s t  une G-sect ion l i n é a i r e  de q. 

I . 2 . ( 2 )  - Lemme  TI] : 

S o i t  (A,dA) une G - adgc s u r  Q 
G G on a H(A ) = H(A) . 

G Preuve : S o i e n t  i : A - A l ' i n j e c t i o n  canonique 

e t  o : A - 1 ' a p p l i c a t i o n  d é f i n i e  p a r  



Remarquons que évidemment H ( i )  e s t  A valeurs dans H(AjG, 

on a a o i = ( G I  i d  e t  donc H(o)oH(i )  = ( G (  i d  

en p a r t i c u l i e r ,  H ( i )  es t  i n j e c t i v e .  

Montrons que H ( i )  : H ( A ~ )  -+ H ( A ) ~  e s t  sur jec t ive .  

Convenons que s i  a E A e t  da = O, on désigne par  c l ( a )  

l ' é l émen t  d é f i n i  par a dans H(A). 

S o i t  cl  (a )  E H ( A ) ~  ; 

pour t o u t  g E G, il ex is te  B E A t e l  que ga - a = d~ 
9 9 

d 'où  1 ga = I G I  a + d(  . 
~ E G  gcG 

S o i t  - ' c l  o ( a ) = c l ( a )  
I G I  

' c l  d a ) )  = c l ( a )  ; H ( i )  e s t  b ien sur jec t ive .  d ' où  H( i ) ( -  
I G I  

1.2. (3) [TI] - Proposi t ion.  

Soient  (A,dA) e t  (B,dB) deux G-adgc, 

f : (A,dA) - (B,dB) un G-morphisme de G - adgc 

on suppose que ~ * ( f )  e s t  un isomorphisme, 

* G * G a l o r s  ~ * ( f ~ )  : H (A ) - H (B ) e s t  un isomorphisme. 

Preuve : Considérons l e  diagramme su ivant  : 



. \ 
avec oA(a)  = 1 g  a  a c A  

gcG 
1 

hl 
AG BG 

og(b) = 1 g  b  b c B  

fG gcG 

G  H ( f  ) e s t  s u r j e c t i v e  : S o i t  c l ( b )  E H ( B ~ )  ; 

il e x i s t e  a  E A, da = O avec f ( a )  = b+dc. 

Considérons a (a )  E AG ; on a  

d d a )  = O e t  f o ( a )  = /Glb + d ~ ( c )  

e t  donc H ( f  )(- ' c l  o l a ) ) = c l ( b ) .  
IGI 

G  G  
H(f e s t  i n j e c t i v e  : S o i t  a  c A , da = O e t  f ( a )  = db ; 

puisque H( f )  e s t  un isomorphisme, il e x i s t e  

a  A, a  = da '  ; o ( a l )  r AG e s t  t e l  que 

- ' do(al  ) = a. 
I GI fl 

1.3 - COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE D'UN G-ESPACE X : 

,' 1.3. ( 1 )  - D é f i n i t i o n  : S o i e n t  X un G -espace e t  M un -- 
G-module, l e s  groupes de ~ ~ h o m o l o g i e  é q u i v a r i a n t e  de X à c o e f f i -  

c i e n t s  dans M son t  d é f i n i s  p a r  : I 



Il e s t  q u e l q u e f o i s  c h o i s i  une d é f i n i t i o n  p l u s  géométr ique [BO], qu 'on  

i l l u s t r e  i c i ,  dans l e  cas p a r t i c u l i e r  où G e s t  f i n i  e t  l ' a n n e a u  des 

c o e f f i c i e n t s  cons tan ts  Q, p a r  l a  p r o p o s i t i o n  1.3.(2). 

Au groupe G, on assoc ie  EG , q u i  e s t  " l e  j o i n t  i n f i n i "  

G * ... * G * ... . Un élément de EG e s t  .une s u i t e  : 

(tigiIia avec gi C G ,  ti E [0,l-J, ti presque t o u s n u l s ,  1 ti = 1. 
id 

EG e s t  muni d 'une  a c t i o n  l i b r e  (à  d r o i t e )  de G d é f i n i e  p a r  : 

(tigilid g = (tigigIid , on pose a l o r s  BG = EG/G. 

Rappelons que X e s t  un G - espace ; on m u n i t  EG x X de 

l ' a c t i o n  d iagona le  : 

on pose a l o r s  XG = E X = ( E ~  x x)/G. G G 

p2 : EG x X -t X désigne l a  p r o j e c t i o n  s u r  l e  second f a c t e u r ,  

p2 e s t  une G - équ iva lence  d 'homotopie (pu isque EG e s t  G - c o n t r a c t i l e )  

e t  donc H(p2) e s t  un G - isomorphisme. 

1.3. ( 2 )  - P r o p o s i t i o n  : 
S o i t  X un G - espace, 

H (XG;Q) E HG(X;Q) z H (X/G;B). 

Preuve ( rappelons que G dés igne un groupe f i n i )  : 

s o i t  p2 : c * ( E ~ ~ x ; Q )  - c*(x;P). 

H(p2) e s t  un G -isomorphisme, donc d ' a p r è s  1.2. ( 3 )  : 



G H(p2 ) e s t  un isomorphisme : H;(E~xx;@) z H ~ ( x ; ( )  ; mais d'après l a  

p ropos i t i on  1.1.(2), on a H;(E~XX;() ; H * ( x ~ ; Q )  ; cec i  é t a b l i t  1 ' i s o -  

morphisme H * ( x ~ ; ~ )  ; H~(x;Q) .  

1.3 . (3)  - Remarque : La r e l a t i o n  H,(X/G;k) 2 H,(XG;k) e s t  

fausse en général : s o i t  k = L ; faisons a g i r  L2 sur  l e  disque D2 

par symétr ie centra le.  

X/G e s t  c o n t r a c t i l e  donc H,(X/G;n) = 0. 

EGxX + XG e s t  un revêtement de groupe Z2 donc H,(XGZ) = IL2. 

1.4 - G-MODELE MINIMAL D'UN G-HOMOMORPHISME D'ADGC : EXISTENCE. 

Comme annoncé dans [G-H-~g , l a  théo r i e  c lass ique du modèle 

de Sul1 i van  s'adapte sans d i f f i c u l  t é  au cadre r e l a t i f  d 'un  G-homomor- 

phisme de G-adgc. 

I.4.(1) - Dé f i n i t i ons .  

S i  V e s t  un @-espace v e c t o r i e l  gradué, AV dénote 1 'a lgèbre 

graduée commutative l i b r e  engendrée par V. 

Une G-KS-extension e s t  une KS-extension (€1  ( c f .  [HI) : 

(B,dB) e s t  une G-adgc, V un G-espace vec to r i e l  gradué, I e t  p des 

G- homorphi smes de G-adgc. 

S i ,  de p lus  (E)  e s t  une KS-extension minimale, on d i t  que (E) 

e s t  une G-KS-extension minimale ; s i  B = O, on d i t  que ( A V , ~ )  e s t  un 

G-KS-complexe. 



Soit f : (B,dB) + (A,dA) un G-homorphisme d'adgc ; on dit 

que le diagramme ci-dessaisest un G-modèle (minimal) de f si (E) 

est une G-KS-extension (minimale), si 4 est un G-homomorphisme d'adgc 

induisant un isomorphisme en cohomologie et si o i = f. Si B = 4, on 

dit que ((AV,~) ,q?) est un G-modèle de (A,dA). 

1.4. (2) - Théorème : Existence du G-modèle minimal. 

Soit f : (B,dB) -+ (A,dA) un G-homomorphisme entre G-adgc 

cohomologiquement O-connexes et 1-connexes ; i l  existe un G-modèle 

minimal de f : 

Phcuve : Comme dans [Hl, la preuve se fait par récurrence ; 

a chaque étape, la construction peut être rendue équivariante grâce au 

lemme 1.2.(1). Soit P(n) 1 'énoncé suivant : i l  existe un diagramme 



t e l  que : - (AV("),) e s t  une 6-adgc min imale,  

- l e s  éléments de v(" son t  en degré s u p é r i e u r  ou 6gal  2 1 

e t  i n f é r i e u r  ou éga l  à n, 

i - pour  t o u t  i 6 n, H  ($,) e s t  un isomorphisme, 

- H ~ + ' ( ~ )  e s t  i n j e c t i f ,  

-(, 0 1 = f .  

P ( l )  e s t  une p r o p o s i t i o n  v r a i e  : s o i e n t  oV e t  o  des G-sect ions 

r e s p e c t i v e s  de z2(B)  + tI2(E%) e t  de A '  d ~ +  B 2 ( ~ ) .  On pore 

2  v l = K e r H ( f ) ,  B I B = f ,  $ l = o o f o o y ,  d l B i d B ,  d 
- 

1 v 



P(n) => P(n+l ) : en un premier 1 ieu, on a le diagramme : 

Coker H"' (Vn ) 

0 + B ~ + ~  (A) - zn+l (A) PA + H~+'(A) - 0 
-+ 

Soient oA et oc des G -sections de pA et pC respecti- 

vement. 
n+l - Posons V,  - UA oc coker Hn" (Jn) muni de 1 'action induite 

par celle de G sur 
Hn+l (A,dA) 9 

On a en un second lieu les diagrammes 

où u est une G- section de dA. 



Ker Hn+'(gn) 1 
De oY Ker Hn+'(dn) c B"'(A) , on déduit l'existence de r = u O I,D O a n v '  

Rappelons enfin la notation suivante : 

Si W = @ W" est un  espace vectoriel gradué, sW est l'espace 
n 

vectoriel gradué par : ( s w ) ~  = w n - ' .  
- 1 s : W + sW est un isomorphisme de degré +1 d 'inverse s . 

Avec cette notation, on pose : 

vn+' 2 = s uV Ker Hn"($Jn) ; 



soit s-' cr,,(b) E vY1, on définit : 
- 1 dn+, s-' uv(b) = r(b), g s-' o,,(b) = s ov(gb), 

d S-' o,,(b) = o,,(b). 

On pose alors ,,("+Il = ,,;+l a ,,y+' ; %+1 est 

définie par ses restrictions $n+l IV(") = c y 'n+l lvn+l = id, 

ayant été définie ci-dessus. 1 
dn+11 ,,n+l 

2 

Ainsi construite, la G-KS-extension 

( E )  : ( ~ , d ~ )  7- (BBAV(~''),~) - P (AV(""),~) est minimale, 3n+1 est 
un G-homomorphisme de G-adgc tel que dn+' O i = f ; H'(J~+~) est 
un isomorphisme pour i < n car la construction n'introduit aucun élé- 

ment de degré inférieur ou égal à n ; H + ) est désormais sur- 

jective (et donc bijective d'après P(n)) : ceci provient de la construc- 

tion de v;" ; l'injectivité de H ~ + ~ ( ~ ~ + ~ )  résulte de la 

construction de v;". 

1.4. (4) - Remarque : Pour éviter toute confusion avec les 

modèles construits au chapitre 1 II, le modèle minimal équivariant 

construit ci-dessus est appelé G-modèle minimal, les autres seront 

appelés modèle i-minimal de Triantafillou et modèle minimal cofibrant. 

1.5 - G-MODELE MINIMAL D'UN G-HOMOMORPHISME D'adgc : UNICITE. 
Pour énoncer un théorème d'unicité du G-modèle minimal d'un 

G-homomorphisme d'adgc f : (B,dB) -t (A,dA), i l  faut une théorie de 

l'homotopie équivariante dans la catégorie G-ADGC ; cette théorie se 

construit sans difficulté en adaptant les résultats du cadre classique 



( CH] , chap. 5). Les preuves sont ici systématiquement omises. 

Remarquons que si (AV,d) est une G-adgc 1 ibre alors 
1 (AV,~) = (h(V+sV+DsV),D) est munie de 1 'action de G suivante : 

v e V  gv est déja défini par l'action de G sur V, 

SV € SV g(sv) = s(gv), 

Dsv E DsV ~(Dsv) = Ds(gv). 

Soit ( E )  une 6-KS-extension : (B,dB) 7 (BBhV,d) g (AV,~) ; 
1 ( E  ) désigne la G-KS-extension suivante : 

On définit une G-dérivation, de degré -1, 

définie par i I B  = ilsv = ilDsv = O, i v  = SV, v c V. 

Ceci détermine une G-dérivation de degré 0, e = Di + iD 
8 qui satisfait la relation 0D = De ; l'application exp e = 1 nr 

n ?O 
est alors un G-automorphisme de G-adgc ; 

AO : (B 0 AV,d) + ((B 8 AV) 8 A(sV+DsV),D) est définie 

par Ao(z) = z 8 1 ; 

A, : (B Q AV,~) + ((B C4 AV) 8 A(sV+DsV),D) est définie 

par xl(z) = exp e O xo(z). 

1.5.(1) - Définition : Soient do et JI : (B Q nV,d) -+ (A,dA) 

deux G-homomorphismes d'adgc tels que $ol B  = q1 1 ; on dit que do 
et 3, sont G-homotopes (rel. B) s'il existe un G-homomorphisme 



d'adgc F : (B B A(V+SV+DSV),D) + (A,dA) t e l  que F O ho = go e t  

F o x 1  = $  1 '  

I .5.(2) - Notat ions : On é c r i t  a l o r s  do .L 9, ( r e l  BI. 
G 

Si  B = 4, on é c r i t  simplement $ O t $1. 

I.5.(3) - G-lemme de l ' i d é a l  acycl ique : 

Soient  JO e t  d l  : (B El nV,d) -t (A,dA) deux G-homomorphismes 

d'adgc t e l s  que = e t  1 un idéa l  d i f f é r e n t i e l  de (A,dA), 

s tab le  par  l ' a c t i o n  de G, e t  acycl ique. 

On suppose i - c 1. Alors Go d l  ( r e l .  B) 

e t  l a  G-homotopie F s a t i s f a i t  F(sV) C 1. 

1.5.(4) - La r e l a t i o n  "... e s t  G-homotope à ... ( r e l  B I "  e s t  

d 'équivalence sur 1 'ensemble des G-homomorphismes de source (B 8 AV ,dl , 

de b u t  (A,dA) e t  co ïnc idant  sur B. 

1.5.(5) - G-lemme de relèvement. 

Considérons l e  diagramme su ivant  de G-homomorphismes de G-adgc. 

Y (A'  ,dA1 

on suppose que : - (B,dB) 7 (B B A V , ~ )  - ( A V , ~ )  e s t  une G-KS-extension, 
P 

- H(y) e s t  un isomorphisme, 

- y O f = q O i ;  



a lo rs ,  il e x i s t e  un G-homomorphisme d'adgc 4 : (6  @ A V , ~ )  -+ (A,dA) 

t e l  que y o d s n  ( r e l  B) e t  $ 0  i = f. 
G 

I.5.(6) - G-modèle minimal : Uni té  1. 

Dans l e  diagramme, ci-dessous, f désigne un G-homomorphisme 

en t re  G-adgc cohomologiquement O-connexes e t  1-connexes ; ( E )  e t  

( E ' )  sont deux G-modèles minimaux de f. 

a lo rs ,  il e x i s t e  un couple de G-isomorphismes d'adgc ($,a)  t e l  que 

I.5.(7) - G-modèle minimal : Uni té  2. 

Sous l e s  hypothèses ci-dessus, s i  ( x , ~ )  e s t  un couple de 

G-homomorphismes d'adgc t e l  que p O x = B O e t  IJI O x a n 9' ( r e l  B), 
b 

a l o r s  x e t  6 sont des isomorphismes, x a g ( r e l  B) e t  s B. 
G G 

Signalons dès maintenant une a p p l i c a t i o n  du G-modèle minimal 

d '  une G-adgc (A ,dA). 



I .5 . (8)  - Remarque : 

- 

Soient (A,dA) une G - adgc cohomologiquement 1-connexe 

e t  ( A V , ~ )  u). (A,d ) l e  G -modèle minimal de (AydA) ; A 

1 a lo r s  l e  modèle minimal (au sens usuel)  de ( A V , ~ ) ~  e s t  l e  

G modèle minimal de 1  'adgc (A,dA) . 

1.6 - G - MODELE BIGRADUE D'UNE G -agc H. [P] : 

De l a  même façon que l e  G - modèle minimal d'une G - adgc 

(A,dA) s ' o b t i e n t  par une l ec tu re  s u i v i e  de l a  construction proposée 

par Sul l ivan,  l e  G -  modèle bigradué d'une G-agc H s e  déduit 

du t ex te  de Halperin-Stasheff [H-g ; l e s  notations sont c e l l e s  de 

- 1  ; l e s  preuves sont omises. 

1.6. ( 1 )  - Théorème : S o i t  (H,O) un G-agc connexe, 

1-connexe ; i l  e x i s t e  : 

- des G-espaces vec to r i e l s  bigradués Z: , 

- une d i f f é r e n t i e l l e  d  homogène de degré in fé r i eu r  -1 su r  

AZ = A(@ z:) 

un  G-homomorphisme d'adgc p : (AZ,d) + (H,O) t e l s  que : 

1 )  H(p) : HO(~Z,d )  -t H e s t  un G - isomorphisme, 

2 )  ( A Z , ~ )  - (H,O) e s t  l e  G -modèle minimal de (H,O). 
O 

De plus,  s i  a : (C,dc) + H,O) e s t  un G-homomorphisme d'adgc 

t e l  que C = O C: avec C: s t a b l e  par G ,  dc s o i t  de degré 



inférieur -1, r+(C) = O et tel que les conditions 1) et 2) ci-dessus 

soient satisfaites alors i l  existe un G-isomorphisme $ : (AZ,~) -i (C,dC) 

homogène de bidegré (0,O) tel que II O $ = p .  

1.6.(2) - Définition : 

p : (AZ,d) + (H,O) s'appelle le G-modèle bigradué j -- 
de (H,O). 

1.7 - G-MODELE FILTRE D'UNE G-adgc (A,dA). : 

Soit Z = B Z! un G - espace vectoriel bigradué ; 
on pose F,(AZ) = 1 (AZ), ; ceci détermine une filtration croissante. 

msn 

Soit 3 : AZ + AZ une G - application linéaire ; on dit 
que décroît la filtration si $(F,(Az)) C Fn-l(~). 

1.7. (1) - Théorème : Soient (A,dA) une G - adgc cohomologi- 
quement 1-connexe, 

p : A + O le G-modèle bigradué de (H,O); alors 

i l  existe une G-différentielle D sur A Z ,  

un G - homomorphisme IT : (AZ,D) + (A,dA), 

tels que : (D-d) : Zn + Fn-2(AZ) n O, 

Si II' : (nZ,D1) + (A,dA) satisfait ces deux conditions, 

alors i l  existe un G-isomorphisme d : (AZ,0) + (AZ,D1) tel que 



$ - I d  déc ro î t  l a  f i l t r a t i o n ,  

1.7.(2) - D é f i n i t i o n  : 

n : (AZ,D) - (A,dA) s 'appe l le  l e  G-modèle f i l t r é  

de l a  G- adgc (A,dA). 

1.8 - LA G-adgc APL-). 

A P ~  désigne l e  foncteur des formes d i f f é r e n t i e l l e s  s impl i -  

c i a l e s  a c o e f f i c i e n t s  polynomiaux, de source l a  ca tégor ie  des ensembles 

s impl ic iaux  (po in tés) ,  de bu t  l a  ca tégor ie  des algèbres d i f f é r e n t i e l l e s  

graduées commutatives (augmentées). 

Une p-forme d i f f é r e n t i e l l e  s i m p l i c i a l e  w E ApL(X) e s t  

dé f in ie  par ses r e s t r i c t i o n s  wT aux q-simplexes de X : 

où p i  désigne un p o l y n h e  en l e s  var iab les  (tO,.. . , t q )  a c o e f f i c i e n t s  

ra t ionne ls .  

1 : A )  + c*(x;Q) d é f i n i e  par  ( 1 ~ ) ~  = lAp 
w - 1 w  

s'appel l e  1 ' i n t é g r a t i o n  de de Rham. 



On rappelle que 1 'application H(I) est un isomorphisme de 

H*(A~~(x)) sur H*(x;@) (cohomologie singulière, de l'espace topolo- 

gique X A coefficients dans 4). 

Soit désormais X un G -espace 

g : -  X -+ X détermine ApL(g) : ApL(X) + ApL(X) 

définie par : (ApL(g)(o)T = ogT w E ApL(X) . 

ApL(X) hérite alors naturel lement d'une action ( A  gauche) 

de G définie par : 

g o = ~ ~ ~ ( g - ' ) ( o )  . 

La construction de Sullivan d'un adjoint a gauche du foncteur 

APL : S -+ ADGC (où S désigne la catégorie des ensembles simpliciaux) 

s'adapte sans difficulté aux catégories G-S et G-ADGC (où G-S 

désigne la catégorie des G -  espaces). 

I .8.(1)  - Il existe un foncteur < > : G-ADGC+G-S 

adjoint à gauche du foncteur APL : G - S -+ G-ADGC. 

Preuve : Soit A une G -adgc ; on définit 

<A>, = H ~ ~ ~ ~ ~ ~ ( A , A ~ ~ ( A ~ ) )  (où désigne le r - simplexe 
euclidien de 1 ~ ~ ' ' ) .  

<A> est un ensemble simplicial CS] ; on définit sur <A> 

une action ( à  gauche) du groupe G en posant 



Les applications < a i >  : <A>, + <A>,-! 

et < c r i >  : < A > ~  + <A>r+l 

sont alors des G -applications simpliciales et <A> est un G -ensemble 

simpl icial . 
La formule d'adjonction s'établit alors comme dans le cas 

classique : KI) "  HO^^-^( K,<A>). 

1.8.(2) - Il existe une transformation naturelle de 
foncteurs 

n :  Id --+ A p L O < >  

Preuve : Soit A une G-adgc 

nA : A + ApL<A> est définie par 

x - nA(x) 
avec T~(X)~=T(X), 

TA est un homomorphisme d'adgc CS] ; vérifions que n~ 

est une G -application : 
- 1 

( T ~ ( ~ x ) ) ~  = T 0  g(~) = (g ')(') 
- 1 

(g nA(x)), = (~~~(9-l) nA(x))r = = (4 T)(x). 
g-l T 

Nous utiliserons enfin le résultat suivant, qui est une adapta- 

tion du résultat de Sullivan. 



1.8.(3) - C o r o l l a i r e  : S o i t  (A,dA) un G-KS complexe de type f i n i .  

Alors, rA + ApL<A> e s t  un G-homomorphisme d'adgc indu isant  

un isomorphisme en cohomologi e. 

1.8. ( 4 )  - G-théor&me de de Rham. 

L ' i n t é g r a t i o n  1 : ApL(X) + c*(x;Q), non compatible au cup 

produi t ,  e s t  un G - homomorphisme de G - complexes de cochaines. 

~ ( 1 ~ )  : H * ( A ~ ~ ( x ) ~ )  - H ~ ( x )  e s t  un isomorphisme. 

- 

1.8.(5) - Propos i t ion  [Tl] : 

S o i t  X un G-espace e t  P : X -+ X/G l a  p r o j e c t i o n  cano- 

n ique l ' a p p l i c a t i o n  ApL(p) : A ~ ~ ( x ) ~  + ApL(X/G) e s t  un isomor- 

phisme. 

Preuve : 

I n j e c t i v i t é  : S o i t  T un q simplexe de X/G ; il exis te ,  

par r é g u l a r i t é ,  un q simplexe T '  de X t e l  que p O T '  = T ; on a 

de p lus  G T '  n T' = T' donc 1 ' a p p l i c a t i o n  : im T' + i m  T e s t  b i -  

j ec t i ve .  

Soient  wl e t  w2 deux p formes sur X/G t e l l e s  que 

ApL(p)(wl) = ApL(p)(w2), on a 

A p L ( ~ ) ( ~ l ) T l  = A p L ( d ( ~ 2 ) T u  

ApL(~jimTl ) ( a l  = ApL('iIimT 1 ) (wZIT 



mais "Ji,,,Tl e s t  b i j e c t i v e  sur son image e t  donc im, ) e s t  un 

isomorphisme donc (P, Ir = ( u 2 l T  d 'où  1 ' i n j e c t i v i t é .  

P P S u r j e c t i v i t é  : S o i t  w '  c A ~ , ( X ) ~  ; on d é f i n i t  P c ApL(X/G) 

t e l l e  queApfiD)(w) = Y '  par  wr = A p L ( ~ l i , , T l ) ( ~ ~ l ) .  

Cet te d é f i n i t i o n  e s t  indépendante du choix du simplexe T '  

au-dessus de T ; en e f f e t ,  s o i t  T" un second simplexe de X t e l  que 

p O T "  = T, on a a l o r s  T "  = gr e t  

= ApLp imr , , ) l l l  car  P '  e s t  f i x é e  par g. 

Il e s t  c l a i r  que ApL(p)w = PI  e t  donc ApL(p) e s t  sur jec t ive .  : 

G-MODELE D'UN G- ESPACE X. 

1.9.(1) - D é f i n i t i o n  : S o i t  X un G-espace 1-connexe ; l e  

G-modèle minimal de X e s t  l e  G -  modèle minimal de l a  G-adgc ApL(X). 

La remarque 1.5.(8) petmet d ' u t i l i s e r  l e  G-modèle minimal 

de X pour en déduire l e  modèle minimal de X/G. 



I . 9 . ( 2 )  - P r o p o s i t i o n  [TI]. 

S o i e n t  X un G -espace 1-connexe (on suppose de p l u s  X/G 

C i tons  l e  c r i t è r e  s u i v a n t  de 1-connexi té  de l ' e s p a c e  des o r b i t e s  X/G : 

1-connexe), p : (nV,dV) + ApL(X) l e  G - modèle min imal  de X e t  

p '  : (nWYdW) + ( A V , ~ , , ) ~  l e  modèle minimal de ( A V , ~ , , , ) ~  a l o r s  

(nWydW) e s t  l e  modèle min imal  de Sul 1  i v a n  de X/G. 
t, 1 

1.9. ( 3 )  - Lemme [BI] . 
S o i t  X un G-espace  O-connexe. 

On suppose q u ' i l  e x i s t e  u n e o r b i t e  de X p a r  G q u i  s o i t  

. .  

, <  

connexe ( c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  s a t i s f a i t e  dès que X' # 0). 

On a  n (X) = O => nl(X/G) = 0. 1  

c' 

Preuve : S o i t  G  xo u n e o r b i t e  connexe de X p a r  G. 

f : [0,0 + X / G  désigne un l a c e t  en n (x0)  dans X/G : f ( 0 )  = f ( 1 )  = 

n(xo)  e t  f : [OJ] + X un re lèvement  du l a c e t  f : a  o f = f ; 

on a f ( 0 )  = xo , f ( 1 )  = g xo. 

Désignons p a r  h  : L O , ~  + G xo un chemin j o i g n a n t  xo a 

gxo, l e  chemin f * h ( ?  s u i v i  de h) e s t  un l a c e t  en xo don t  l a  

p r o j e c t i o n  e s t  l e  l a c e t  f. 

Il en r é s u l t e  n (X;x ) = O => al(X/G;a(xo)) = 0. 1  O 

La p r o p o s i t i o n  1.9.(2) admet l e  c o r o l l a i r e  s u i v a n t  : 



I.9.(4) - Corollaire c g .  
Soit X un G-complexe 1-connexe ; on suppose que : 

. X/G est un espace 1-connexe , 

. G agit trivialement sur H*(x;Q) ; 

alors X et X/G ont le même type d'homotopie rationnelle. 

En effet, toutes les flèches du diagramme suivant indui sent 

des isomorphismes en cohomologie : 

1.10. - EXEMPLE. 

X = 5: x S ;  x Si x 5; produit de 4 sphères orientées s3 ; 

G est monogène, l'action est entièrement définie par 

G possède un sous-groupe non trivial k2 = I0,21 ; 1 'action 

de L4 sur X détermine une action de L2 sur X. 

On a :2 z s 3  x 3  

a : X -t Xlk4 et al : X -t X/Z2 ne sont donc pas des revê- 



tements. L'espace X est 1-connexe ; d'après 1.9.(3), X/Z4 et X/Z2 

sont 1 -connexes. 

On désigne par cl, c2, c3, c4, les cycles fondamentaux de 
3 * * * *  C*(Si;Z), 1 s i s 4 et par cl, c2, c3, c4, les cocycles fondamentaux 

. . . . 
3 de c*(s~;z) tels que cl(c:), cl($). cl(4). cl(ci) soient un ~ ~ S t è m e  

de générateurs, pour la structure d'algèbre, de H*(x;Q). 

L'action (à gauche) de L4 sur C,(X;q) s'écrit : 

1 5 1 = c 2  9 1 c 2 = c 3  Y 1 C 3 = C 4  Y 1 E 4 = E 1 .  

L'action ( b  droite) de E l  sur C*(X;Q s'écrit : 

Cette action se transforme en une action (à  gauche) en posant 

ce qui donne 

Le Z4-modèle minimal de X est (AV,~) avec d = O et 

V = (alYa2,a3,a4), lai l = 3. 

L'action (à  gauche) de N4 sur V est définie par 

L'adgc (AV,df4 est la sous-adgc de (AY,~) dont un système 

de générateurs est : 

degré 3 : xl = a, + a2 + a3 + a4 

degré 6 : x2 = ala2 + a2a3 + a3a4 + a4al 

degré 9 : x3 = ala2a3 + a2a3a4 + a3a4al + a4ala2 



en degré 12, on a 1 (ala2a3a4) = -ala2a3a4 ; 1 'absence d'éléments de . 

Z4 degré 12 dans (AV,d) s'explique par le fait que G ne préserve pas 

l'orientation ; en effet, l'action préserve l'orientation si et seule- 

ment si la classe volume subsiste dans l'espace des orbites. 

z4 Cette adgc (AV,~) se décrit par générateurs et relations : 

générateurs XI X2 1 x 1 1 = 3  1x21 = 6 

relation 2 
X2 = 0. 

Le mod6le minimal est p : (*W,dw) - (AV,d;4 avec 

W=(al,a2,a3) l a l l = 3  J a ( = 6  2 I u ~ ( = I I  

d(al) = d(u2) = O d(a3) = a2 2 

p(a1) = x1 p(a2) = x2 p(a3) = O 

et donc d'après I.9.(2) 

XR4 a le type d'homotopie rationnelle de s3 xS 6 

L'adgc (Av,d;2 est la sous-adgc de (hV,d) dont un systkme 

de générateurs est : 

degré 3 : yl = al + a3 

y2 = a2 + a4 

degré 6 : y3 = ala2 + a3a4 

Y4 = alaq + a3a2 

degré 9 : y5 = ala2a3 + a3a4al 

Y6 = ala2a4 + a3a4a2 



degré 12 : y, = a,a2a3a4 . 

Cette adgc (AV,d;' se la i sse  decrire par générateurs e t  

relations : 

génerateurs : Y, y2 y3 lyll = 3 1~21  = 3 1 ~ ~ 1  = 6 

3 relation : y3 = O 

z2 Le modèle minimal est Q' : (AM' , d i )  + (AV,d) avec 

Ceci détermine l e  type d'homotopie rationnelle de l'espace 





I I  

FORLANE 

(COHOMOLOG IES DE BREDON), 

I I .  1 - COHOMOLOGIE DE BREDON D ' UN G-ESPACE c~2-J . 
Al P m z L i k n h d a  : 

G désigne ( t ou jou rs )  un groupe f i n i  ; pour t o u t  sous-groupe 

H de G, l 'espace G/H e s t  muni d'une a c t i o n  n a t u r e l l e  à gauche de 

G : ce sont l e s  t rans la t i ons  gauches. 

I I .  1. ( 1  ) - D é f i n i t i o n  : Catégorie des o r b i t e s  canoniques. 

La ca tégor ie  des o rb i t es  canoniques de G ,  notée OG, e s t  

d g f i n i e  a i n s i  : 

. l e s  ob je t s  sont l e s  espaces homogènes G/H, avec H sous- 

groupe de G ; 

. l e s  f lèches sont l e s  G -app l i ca t i ons  G/H -+ G/K. 

Remarques : 

1 )  I l  e s t  f a c i l e  de déc r i re  l e s  f lèches de l a  catégor ie oG ; 



s o i t  3 : G / H  + G / K  une f lèche  de l a  ca tégor ie  OG ; a lo r s  i l  e x i s t e  

a E G, avec a - I ~ a c K  e t  t e l  que $ = â  où â : G / H + G / K  

Remarquons que â = 6 s i  e t  seulement s i  a" b c K. 

2 )  o n  a H o m O  (G/H,G/K) = ( G / K ) ~  (points  f i x e s  de G/K 
G 

pour l ' a c t i o n  de H) ; en p a r t i c u l i e r  H o m O  (G/H,G/H) = N(H)/H avec 
G 

N(H) normalisateur de H dans G. 

I I .1 . (2)  - Cas p a r t i c u l i e r  G = B (p premier). 
P 

Zp 
désigne i c i  l e  groupe des e n t i e r s  modulo p. La ca tégor ie  

s e  r édu i t  à 2 ob je t s  e t  à (p+2)-fleches : 

. ob je t s  : Lp/Zp Kp/O 

. f lèches  : id : Z p / Z p + Z  /Z 
P P 

po : Zp/O + Ep/Zp l a  projection canonique 

g : Zp/O +Lp/O l a  t r ans la t ion  par g s h 
P .  

I I .1 . (3)  - Définit ion : 

Un OG-module e s t  un foncteur  de source l a  ca tégor ie  

OG , de but l a  ca tégor ie  Ab des groupes abéliens.  

On précisera ,  l e  cas échéant, s ' i l  s ' a g i t  d'un foncteur co- 

var iant  ou contravariant .  



On é c r i t  : 

Remarques : 

1) Puisque Homo (G/H,G/H) = N(H)/H, M(G/H) e s t  muni 
G 

d'une s t ruc tu re  de N(H)/H- module. 

2 )  S i  M e t  désignent deux O G  -modules covar iants 

(resp. contravar iants) ,  un morphisme 1 : + ij e s t  une t ransformat ion 

n a t u r e l l e  de foncteurs ; l e s  OG-modules forment a i n s i  une catégor ie.  

3) Pour G = L (p  premier) un OG-module covar ian t  se r é d u i t  
P 

a un diagramme : 

M' = M(K /L ) où M e s t  un Z @  1 module , 
P P P 

M '  e s t  un groupe abél ien , 
m un homomorphisme de groupes abél iens C M = M(Zp/iO)) t e l  que m(gx) = m(x) \d g E Z 'd x E M . 

P 
b 

P 

De même, un OZ -module cont ravar ian t  se r é d u i t  à un diagramme 
P 

où M e s t  un Z[Z 1 module , 
P 

M '  e s t  un groupe abé l ien  , 
m un homomorphi sme de groupes abél i ens 

t e l  que m(xl) E M~ '4 x '  E M l  . 



Dans ces deux cas r e spec t i f s ,  on é c r i t  en abrégé 

hj = (M,m,M1). 

I I .  1 .  ( 4 )  - Définit ion : Un OG - espace vector ie l  rat ionnel 

e s t  un OG-module à valeurs dans l a  ca tégor ie  des @-espaces vec to r i e l s  

: U G  + 4EV ; l e s  UG-espaces vec to r i e l s  ra t ionnels  s 'organisent  en une 

ca tégor ie ,  notée OG-QEV ; on é c r i t  a lo r s  ij E OG-4EV. 

C ' e s t  une catégorie abélienne ayant suffisamment de p r o j e c t i f s  

e t  d ' i n j e c t i f s  [B~J. On désignera par l e  foncteur dérivé associé  

dans c e t t e  ca tégor ie  ; E x t  (My!) s e  ca lcule  à l ' a i d e  d 'une résolution 
OG 

projec t ive  de bj ou d'une résolution in j ec t ive  de au se in  de l a  

ca tégor ie  abélienne OG-QEV. 

Exemples : 

1 )  S o i t  A un  G-module ; on d é f i n i t  un OG-module 

contravariant ,  noté 4, de l a  façon suivante : 

Soi t  g E G t e l  que E Homo (G/H,G/K) ; l a  f lèche  
G 

9 : -+ e s t  par dé f in i t ion  l a  f lèche  A(g). 

2)  S o i t  X un  G - espace 1 -connexe ; pour n 1 2, on d é f i n i t  

l e s  OG - modules contravariants : 

une f leche  r Homo (G/H,G/K) indu i t  une f lèche  g : xK + xH qui 
G 
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détermine TT,($), e t  ~ ~ ( 9 ) .  

BI CohomoCogie de k e d o n  d ' u n  G - espace [B~J. 

Soient  X un G-espace (on suppose que pour t o u t  sous-groupe 

H  H  c G, X # 0) e t  un OG-module cont ravar ian t .  

Cn(X;E) e s t  un OG-module p r o j e c t i f  ~ B Z  - 1.10) . 

I1.1.(5) - D é f i n i t i o n  : 

11.1 . (5 )  - Les cochaînes de Bredon du G-espace X, à 

/ c o e f f i c i e n t s  dans M sont : I 

Hom désigne i c i  l e s  t ransformat ions na tu re l  l e s  de foncteurs.  
OG 

Les d i f f é r e n t i e l l e s  A '  : Cn(X;Z) + Cn-l(X;Z) déterminent 

une d i f f é r e n t i e l l e  4 : C;(X;!) -+ C;+I(X;M). 

11.1.(6) - D é f i n i t i o n  : 

Les groupes de cohomologie de Bredon du G - espace X à 

c o e f f i c i e n t s  dans bj sont  : 

H ~ ( x ; M )  = H " ( H O ~  (Çn(X;E),!),$) . 
OG 



Le 1 ien entre t in(X;R) e t  H;(X;!) e s t  donné par une sui te  

spectrale ; en e f f e t ,  so i t  M un oG -module, i l  exis te  une résolution 

injective M* de ij : 

O -+ ij 2 M O  -% M I  - ... (où tji e s t i n j e c t i f  pour i 3 0 ) .  

II.1.(7) - Proposition : 

Soient un OG- module contravariant e t  !* une ré- 

lution inject ive de !, 

existe une sui te  spectrale dont l e  terme çIyq e s t  égal à 

" E X L ~  (H (X;Z),!) ; l e  terme E, e s t  l e  groupe bigradué as- 
OG 

socié a l a  f i l t r a t i on  de la  cohomologie du complexe 

HomOG(Çp(X;X),M). 

!Z3q = ~x* !  ( H  (x,r);ij) => H ; + ~ ( X ; M ) .  
C G  -q 

Preuve : 

Considérons = H o m  K = & KPyq - - 

K~ = Hom ( C  ( X ; I ) , M )  - & = @. gP . 
OG 

K e s t  l e  complexe total  d'un complexe double ayant pour 

différent iel les  



. K P Y ~  , K~+l ,q, filo a - - 410 e s t  l a  t ransposée de 9 : Cp+l (x;Z) -t Cp(X;Z) 

. K P Y ~  + K ~ ~ q + I  
bol - - d ~ l  e s t  l a  d i f f é r e n t i e l l e  2 : bJq -+ p l .  

Considérons O - H 2 MO e t  2 : 5 -+ K 

f - f o g .  

j désigne l ' i n j e c t i o n  de K s u r  l e  sous-ensemble L de K - 
s u i v a n t  : 

L = cx . l $ p ~ O / ~ , l ( x )  = O}.  

Pt~&èhe Gtupe : j - i n d u i t  un isomorphisme en cohomologie. 

En e f f e t ,  f i l t r o n s  5 à l ' a i d e  du p remie r  degré ' F ~  = @ KiJ . 
i 2p- 

On o b t i e n t  a i n s i  une s u i t e  s p e c t r a l e  d o n t  l e  terme '_E:~  s ' é c r i t  

o r  Cp(X;L) e s t  p r o j e c t i f  d 'où : 

il en r é s u l t e  ' E , ( j )  isomorphisme (en regardan t  K comme un complexe 

t r i v i a l e m e n t  b igradué) .  

Les deux s u i t e s  s p e c t r a l e s  é t a n t  de p remie r  quadrant,  on a 

b i e n  H ( j )  isomorphisme. 



Seconde étape : 

Filtrons désormais 5 a 1  'aide de son second degré 

" F ~  = O ; on obtient alors  une su i te  spectrale dont le terme 
j b p  

llfjPq s 6 é c r i  t : 

or M P  e s t  inject i f  donc 

d'où 

v p q  = E . ~ ~ ( H  (x ;z ) ,M)  . 
OG q 

Txohinième é&pe : 

La su i te  spectrale "E étant de second quadrant, on a  : 

llEP9 =, 
- 2 c'est-à-dire : 

C l  G -;type d'homotopie haLi.onneRee d'un G - enpace. 

Soient X e t  Y deux G-espaces, f o  e t  f ,  deux G-appli- 

cations de source X ,  de but Y. 

II.1.(8) - Définition : On d i t  que les  applications f o  e t  f l  

sont G - homotopes ( e t  on é c r i t  f o  a f,) s ' i l  existe 
G 



F : X x 1 -. Y t e l l e  que F(x,O) = f o ( x )  

F (x , l )  = f , (x)  

F(gx,t) = gF(x,t) V g  a G. 

La r e l a t i o n  de G - homotopie e s t  une r e l a t i o n  d'équivalence ; 

on désigne par [x,Y] l e s  classes de G - homotopies d 'app l i ca t i ons  

de X vers Y. 

I I .1. (9)  - D é f i n i t i o n s  : G-équivalence d'homotopie ; G - t y p e  

d ' homotopie. -- 
S o i t  f : X -+ Y une G -app l i ca t i on  ; on d i t  que f 

e s t  une G -équivalence d'homotopie s l i 1 ex i s te  g : Y -t X t e l  l e  que 

g O f * I d y  e t  f O g s I d X  ; s ' i l  e x i s t e  une G-équivalence 
G G 

dlhomot ip ie ent re  X e t  Y, on d i t  a l o r s  que X e t  Y on t  l e  même 

Rappelons sans démonstration l e s  r é s u l t a t s  suivants : 

I I .1. (10) - Propos i t ion  ( [ ~ g ,  page 11.12) : 

S o i t  f : X -+ Y une G-appl icat ion en t re  l e s  G-espaces 

X e t  Y, t e l l e  que nq(f )  : aq(X) + 2 (Y) s o i t  un OG-iso- 
q 

morphisme de OG-modules pour t o u t  q a O a l o r s  f e s t  une 

1 G-équi valence d '  homotopie. I 



11.1 .(Il) - Proposition fi23 : 

Soient X et Y deux G-espaces et soit f : X +  Y 

une G-application. 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

1 )  nq(f) 8 Q  : nq(X) 8 Q - + ;  (Y) 8 IQ est un OG - iso- 
q 

morphisme pour q > 2. 

2) Hq(f) 8 Q : Hq(X) 8 ( + Hq(Y) 8 ( est un OG - 
isomorphisme pour q 2 2. 

3) pour tout OG - espace vectoriel rationnel contravariant y ,  

H$~;H) : H~(x;H) + H~(Y;M) 

est un OG - isomorphisme pour q 2 2. 

II. 1.(12) - Définition : 

1 

Une application f satisfaisant à 1 'une des propositions 

équivalentes ci-dessus s'appelle une G -équivalence d'hornotopie 

rationnel le. 

On dit alors que X et Y ont le même G - type d'homotopie 
rationnelle. 



I I . 1 . ( 1 3 )  - D é f i n i t i o n s  : Un espace X e s t  G -  r a t i o n n e l  s i  

l e  OG -module q , (X)  e s t  un OG - espace v e c t o r i e l  r a t i o n n e l .  

Une G  - r a t i o n a l i s a t i o n  de X e s t  un couple (Xo,$) où Xo 

e s t  un G-espace  r a t i o n n e l  e t  3 : X -t Xo une G- équiva lence d 'ho-  

motopie r a t i o n n e l  l e .  

Tou t  G  - espace 1-connexe admet une G  - r a t i o n a l  i s a t i o n  

(na) ; e l l e  s ' o b t i e n t  à p a r t i r  d 'une G-décompos i t i on  de Pos tn ikov  ; 

comme dans l e  cas c lass ique ,  l e  G -  t y p e  d 'homotopie r a t i o n n e l l e  de X 

peu t  ê t r e  l u  comme l e  G - t y p e d l h o m o t o p i e  de son G -  r a t i o n a l i s é  Xo. 

11.2 - COHOMOLOGIE DE BREDON D'UNE OG-adgc A. 

I I . 2 . ( 1 )  - D é f i n i t i o n  : Une O G -  adgc e s t  un f o n c t e u r  co- 

v a r i a n t  i : OG -t Q-ADGC. 

Les OG- adgc s ' o r g a n i s e n t  en une c a t é g o r i e  notée oG-ADGC. 

Dans t o u t  ce paragraphe 11.2, dés igne un OG - espace 

v e c t o r i e l  r a t i o n n e l  c o v a r i a n t  ; une OG-adgc fi : O G  + ADGC détermine 

un O G  - espace v e c t o r i e l  r a t i o n n e l  A : O G  -t 4EV ; s i  i c OG-QEV 

e s t  un o b j e t  i n j e c t i f  de l a  c a t é g o r i e  abé l ienne  OG-qEV, on d i t  

que fi e s t  une OG-adgc i n j e c t i v e .  Les OG-adgc i n j e c t i v e s  c o n s t i -  

t u e n t  une c a t é g o r i e  oG-ADGC ( i  1. 

I I . 2 . ( 2 )  - Exemples : 

1 ) S o i t  X un G - espace e t  APL l e  fonc teur  formes 

d i f f é r e n t i e l l e s  s i m p l i c i a l e s  à c o e f f i c i e n t s  polynomiaux, on a  l a  
O G -  

adgc 



ApL(X) : OG -+ Q-ADGC 

H 
G / H  - ApL(X 1. 

A ( X )  e s t  une OG-adgc i n j e c t i v e  p 2  - 4 . g .  -PL 
2 )  Si A e s t  une oG-adgc, on a ,  pour tou t  q e M un O G -  

espace vector ie l  rat ionnel 

uq(n)  : OG - Q-ADG 

G / H  - H ~ ( A ( G / H ) )  

I I .2 . (3)  - Définit ion : 

De maniere analogue à l a  proposit ion I I .  1 (7) ,  on a un l i e n  

e n t r e  t j q ( A )  e t  H ~ ( A ; M ) .  

I 

11.2. ( 4 )  - Proposition p2] : 

Soient  fi une OG-adgc in j ec t ive  e t  un  OG-espace 

vector ie l  ra t ionnel .  Les groupes de cohomologie de Bredon de fi 

à coef f i c i en t s  dans y sont dé f in i s  par : 

Soient fi une OG-adgc in j ec t ive ,  u n  OG-espace vecto- 
* 

r i e1  rat ionnel e t  une résolut ion projec t ive  de M dans 

l a  ca tégor ie  OG-@EV. 

I l  e x i s t e  une s u i t e  spec t ra l e  dont l e  terme !qq e s t  

E~~ = E > L I I ~ ( M , ~ ~ ~ ( A ) )  dont l e  terme Sm e s t  l e  groupe bigradué - 2 G 
associé  à l a  f i l t r a t i o n  de l a  cohomologie du complexe Hom (!,A). 

OG 



De pl us, çgq = H~+~(A,~J). 

La démonstration est analogue à celle de II.1.(7) et, pour cette 

raison est omise. 

II.2.(5) - Définition : Soient 4 et @ deux OG-adgc 

injectives et f : 4 -t B un homomorphisme de OG-adgc. 

On dit que f est une OG -équivalence élémentaire d'OG-adgc 

si 

Hq(f) : Hq(~) + tjq(~) est un isomorphisme pour q 2 O. 

II.2.(6) - Définition : OG -équivalence d'homotopie rationnelle 

d 'O G-adgc. 

Une OG -équivalence d'homotopie rationnel le d'OG-adgc entre A 

et B est une suite 

de OG -équivalences élémentaires. 

I I . 2 . ( 7 )  - Soit g : !(A) -+ !(BI un UG-isomorphisme ; on dit 

que g est réalisable par une OG-équivalence d'homotopie rationnelle 

s'il existe une OG-équivalence d'homotopie rationnelle de A vers 1 

telle que la flèche naturellement induite en cohomologie soit égale à 8. 



11.2.(8) - Propos i t ion  p2) : 

Soient  R e t  deux OG-adgc i n j e c t i v e s  e t  f : fi -+ 8 1 ( un OG - homomorphisme d '  OG-adgc. l 
Les propos i t ions  suivantes sont équivalentes 

1) l jq ( f )  : #(A)  + H ~ ( B )  e s t  un isomorphisme pour q 2 2 ; 

2 )  pour t o u t  OG-espace v e c t o r i e l  r a t i onne l  y ,  

~ q ( f ; ~ )  : $(A;!) - -+ H~(B ;M)  - - e s t  un isomorphisme pour q  2 2 .  

C 'es t  une conséquence de l a  s u i t e  spect ra le  précédente. 

11.3 - LE CAS PARTICULIER G = z (p  nombre premier k c IN*). 
P 

I I . 3 . (1 )  - La ca tégor ie  
Oz k  : 

P  
La chaîne d ' i nc lus ions  

permet de d é c r i r e  aisément l a  ca tégor ie  OZ 
P 

Objets de Oz : lZ k/ZpLiz (k-,P) O ç L s k  . . 

P  
. . 

pk P  

(avec l a  convention LI = 101). 

On désigne par p, l a  p r o j e c t i o n  n a t u r e l l e  : 

: Z k  /Zpe -+ = k  lZ ,+, , O 1 < k  , on a  a l o r s  l a  chatne de 

P  P  P  
p ro jec t i ons  



Flèches de Oz : ce son t  : 

pk 

1 )  Les f lèches ut, O r f? r k-1 a i n s i  que l e u r s  composées 

l o r s q u e  ce1 l e s - c i  e x i s t e n t ,  

Remarquons que ces f l è c h e s  s a t i s f o n t  l a  c o n d i t i o n  d ' é q u i -  

v a r i a n c e  : 

I I .3 . (2)  - La c a t é g o r i e  Oz -QEV : 

pk 

Nous énonçons uniquement l e s  r é s u l t a t s  ; l e s  preuves se 

t r o u v e n t  en 04 e t  r é s u l t e n t  des p r o p r i é t é s  des c a t é g o r i e s  abél iennes.  

S o i t  un Oz -espace v e c t o r i e l  r a t i o n n e l  c o v a r i a n t  ; 

pk 



M e s t  déterminé par : 

M, Ml - .. . -3. Mk avec M, = ?(L IL O s L s k  
"'k-1 P  P  

Me e s t  un @ -espace v e c t o r i e l  muni d'une a c t i o n  du groupe 

Les cond i t ions  d 'équivar iance s  ' éc r i ven t  : 

on é c r i t  en abrégé M = (Me,mL): 

Avec ces nota t ions ,  on a  : 

I I . 3 . ( 3 )  - Lemme : 

S o i t  M E oz -QEV, 1 covar ian t  ; a lo rs  : 

P 
k 

M e s t  un ob je t  i n j e c t i f  de 4e k 
-QEV s i  e t  seulement 

P  

s i  ml e s t  su r j ec t i ve  pour O . 6 L . s  k - l .  
. . 

De cec i  , on dédu i t  : 



II.3.(4) - Lemme : 

Soit M E Oz -QEV, M covariant ; 

P 
k 

Alors admet une résolution injective de longueur 1 : 

a 
O -+ M E.MO-.M' -+ 0 

Citons enfin : 

II .3.(5) - Corollaire : 

Sur Z , la suite spectrale introduite en II.2.(6) se 
P 

réduit à la suite exacte courte : 

O -+ E r t  (M,bq-I(~)) -+ H~(A;M) -+ ~om(bl,~~(~)) -+ O 
OG 

(où 4 est une Oz -adgc injective). 

pk 

Remarque : Ce théorème des coefficients universel s'énonce 

ici sous la forme d'une suite exacte courte ; s'il en est ainsi, c'est 

grâce aux résolutions (injectives) de longueur 1 dans la catégorie 

abélienne OZ -QEV ; enfin, ces résolutions injectives de longueur 1 

pk 



proviennent du f a i t  que l e  t r e i l l i s  d ' i n c l u s i o n  des sous-groupes de L 
P 

e s t  totalement ordonné. Ce n ' e s t  p lus  l e  cas, par exemple pour z6 , e t  

on e s t  a lo rs  c o n t r a i n t  à u t i l i s e r  l e  théorème des c o e f f i c i e n t s  un iverse ls  

sous l a  forme de l a  s u i t e  spect ra le  11.2.6. 

I I  .3. (6) - A f i n  d ' i l l u s t r e r  l e s  techniques, donnons l a  démons- 

t r a t i o n  du théorème de De Rham équ iva r i an t  pour un L k-espace. 
P  

X désigne un L k-espace. Pour a l l é g e r  l es  nota t ions ,  on pose 
P 

On suppose tou jours  8 O-connexe, cohomolol ogiquement 1-connexe ; 

1 on a  l a  chaîne d ' i nc lus ions  xk 1 x . X xO. 
k- 1 O 

désigne l e  foncteur formes d i f f é r e n t i e l l e s  s imp l i c i a les  

déjà i n t r o d u i t  en 1.8 ; on désigne par ApL(X) : 
k 

-t ADGC 

P 

il est  immédiat de v é r i f i e r  ApL(X) E Oz -ADGC. 

pk 
Pour t o u t  L, f i pL (~L )  = ApL(ie) e s t  su r j ec t i ve ,  O . c L . c k-1  

donc (c f .  11.3. ( 3 ) ,  ApL(X) es t  un o b j e t  i n j e c t i f  de 

e e+ I Oz p  iADGco 
On pose al = ApL(iL), ae : ApL(X ) -t ApL(X 1. 



-, 

11.3. ( 7 )  - Théorème de de Rham (p2], théorème 4.9). 

Soient  X un h k-espace s a t i s f a i s a n t  aux hypothèses c i -  
P 

dessus e t  M un Oz -espace v e c t o r i e l  covar ian t  : 
% P 

k 
on désigne par M l ' o b j e t  dual de Y i.e. 3 = Hom (M,Q), 

on a : Oz k 
P 

<L H; (XI!) ; H * ( A ~ ~ ( x ) ; M ) .  
k 

P / 

Preuve : 

L ' i n t é g r a t i o n  I : APL(XP) + c*(x' ; 4) détermine 

k l e s  isomorphismes H * ( A ~ ~ ( x ' ) )  2 H*(X ;Q), O 6 k r k, 

on a donc H * ( A ~ ~ ( x ) )  H*(x ;~) .  

On a, par  a i l l e u r s  : 

Considérons l e  diagramme su i  vant  : 

- Hq(bPL(~);bj) -+ Hom (M,H~(A,~(x) ) )  - O 

I P , # 

(2 

O + (M,Hq-l(~;@)) - Hq[HomO (M,<(x;Q~J - Hom (M,-(X;()) - O 

z k  
P 

z k  
P 

Oz k 
P 

La première 1 igne ho r i zon ta le  e s t  exacte (11.3. ( 5 ) )  ; 1 ' o b j e t  

C*(X;B) e s t  p r o j e c t i f  (@2], 1.23) e t  donc c*(x;Q) e s t  i n j e c t i f ,  e t  

donc, par 11.3. (5 )  l a  seconde 1 igne ho r i zon ta le  e s t  également exacte. 

L'isomorphisme !*(ApL(X)) 2 If(X;Q) nous assure l e s  iso-  

morphismes (1 e t  (2) .  Le lemme des c inq  permet de conclure. 





I I I  

MENUET 

(MODELE POUR LE d! K-TYPE D 'HOMOTOPIE RATIONNELLE? . 
P 

111.1 - NOTATIONS ET HYPOTHESES : 

- p désigne un nombre premier e t  k un e n t i e r  s t r i c temen t  p o s i t i f .  

Dans t o u t  ce chap i t re ,  l e  groupe G e s t  l e  groupe B des e n t i e r s  

k P modulo p . 

- Notons p e : Z  /Z -+ 

pk pe 
Zpl<flpeil 3 0 - 1  l a  p ro jec t i on  

canonique. 

- Une -adgc 4 = (Ae,ae) e s t  un diagramme : 

pk 

où Al e s t  une Z /L adgc e t  al e s t  équivar iante.  
(Pk P k  

- La Oz -adgc 6 e s t  un o b j e t  i n j e c t i f  de l a  ca tégor ie  abélienne 

pk 

On k 
-4EV ( I I . 1 . ( 4 ) )  s i  e t  seulement si al e s t  un homomorphisme sur jec-  

D 

t i f ,  pour t o u t  e, O 6 e 6 k-I ( I I . 3 . ( 3 ) ) .  



- Dans tout ce chapitre,  nous supposerons la  
Oz k 

-adgc A = (Al,aL) 

P 
cohomologiquement O-connexe e t  cohomologiquement 1-connexe ; cela signi- 

f i e  que pour tout l, O 6 L 6 k ,  1 'adgc Al e s t  cohomologiquement O- 
. . 

connexe e t  cohomologiquement 1-connexe. 

- Nous supposerons de plus que l e  Z k-espace X e s t  t e l  que 1 'ensem- 
P 

ble des points fixes xH s o i t  non vide, 1-connexe e t  à homologie ration- 

nel l e  de type f i n i ,  pour tout  sous-groupe H de Z k. 
P 

- Soient H un  sous-groupe de B (AV,d) un d k-KS-complexe e t  
P P 

(BadB) une (h  k/H)-adgc. On suppose que fo  e t  f ,  sont deux homo- 
P 

morphismes équivariants d'adgc, de ( A V  ,d) vers (BadB). 

Si f o  e s t  homotope à f l  par une homotopie F ,  on é c r i t  

f o  % f l .  

S i ,  de plus, 1 'homotopie F e s t  équivariante, nous écrirons 

alors ( lo rsqu ' i l  n'y aura aucune ambiguïté e t  pour al léger  les notations) : 

f0  ,a '1. 

111.2 - LE MODELE MINIMAL DE G. TRIANTAFILLOU. 

Avant de décrire ce modèle e t  ses propriétés, rappelons l a  

définition de 1 ' homotopie droi te  dans la  catégorie 
OZ P k-ADGc. 

I I I .2 . (1)  - Définition : Soit 5 = (AL,aL) un objet de 

-ADGC ; on défini t  A B h ( t , d t )  = (AL 8 A(t,dt),aL 8 i d ) ,  où l ' ac t ion  

P 
du groupe K sur  A (  t , d t )  e s t  t r iv ia le .  Les flèches 

P 



po : A Q h( t ,d t )  + A e t  pl : A 8 ~ ( t , d t )  + A sont  obtenues en posant 

respectivement ( t  = O, d t  = O) e t  ( t  = 1, d t  = O). L ' i n j e c t i o n  

canonique 2 : A + A @ ~ ( t , d t )  v é r i f i e  p o o  j - = p l  O j = i d  - - -9 - 
(4 8 A(t,dt),po,-,,j) e s t  un o b j e t  chemin dans l a  ca tegor ie  Oz -ADGC. - 

pk 

111.2. (2 )  - D é f i n i t i o n  - Deux morphismes fo e t  fl : 4 -+ 1 - - 
sont homotopes s ' i  1 e x i s t e  E : A -+ Cl A(t,dt) t e l l e  que po O r: = fo , 

- - 
p, O E = f, ; on _ é c r i t  a l o r s  fo s f,. - - - - 

II1.2.(3) - D é f i n i t i o n  : Un o b j e t  fj = (Mt,mt) de Oz -ADGC 
,,k 
r 

e s t  i-minimal s ' i l  s a t i s f a i t  l e s  cond i t ions  suivantes : 

1) ML e s t  une adgc, l i b r e  en t a n t  qu'a lgèbre graduée commu- 

t a t i v e ,  (O s e f k )  ; 

2 )  Mk e s t  un KS-complexe minimal au sens usuel ; 

3) S o i t  dt l a  d i f f é r e n t i e l l e  de l 'adgc Mt ; sa r e s t r i c t i o n  

au noyau de l a  f léche ml e s t  décomposable (O  c L 6 k-1) ; 

4)  M e s t  un o b j e t  i n j e c t i f  de Oz -@EV ( i .e. ml e s t  

su r j ec t i ve ,  O c 1 c k-1). pk 

III .2.(4) - D é f i n i t i o n  : S o i t  A un o b j e t  de Oz -ADGC ; 

pk 
(!;_Y) e s t  un modèle de A s i  e t  seulement s i  i j  = (Mt,mt) e s t  une 

O' k 
-adgc e t  s i  _Y : bj + A e s t  une t rans format ion  n a t u r e l l e  t e l l e  

P 
que yt indu ise  un isomorphisme en cohomologie, pour t o u t  1, O s l c k. 

Dans [~2](5.3 e t  5.7), G. T r i a n t a f i l l o u  d é f i n i t  un modèle 

dans l e  cadre d 'un groupe f i n i  quelconque. El l e  montre 1 'ex is tence 



et l'unicité d'un modèle i-minimal pour tout OG-adgc injective. Remar- 

quons d'abord que ce modèle permet le calcul de la cohomologie de Bredon : 

III.2.(5) - Proposition : Soient 4 une OZ -adgc injective, 

D 
k 

( Iyr)  son modèle i -minimal, un Oz ',-espace vectoriel rationnel 

covariant ; on a : pK 

Preuve : On applique le lemme des cinq au diagramme suivant 

(cf. II.3.(5)) 

La construction du modèle de Triantafillou s'effectue par 

récurrence, en considérant simultanément tous les éléments de degré 

n dans les différentes adgc associées aux sous-groupesde G. Cela 

nécessite l'introduction de résolutions injectives dans la catégorie 

abélienne OG-QEV. 

Dans le cas particulier de Z , elle s'obtient à partir 
P 

des modèles des adgc associées aux sous-groupes. La récurrence commence 

avec le modèle correspondant au sous-groupe Z k. Nous détaillerons 
P 

cette construction en 111.2. (9). 

Etudions auparavant un cas particulier : 



111.2. (6 )  - Propos i t ion  : Soient  (A'  ,dA1) une ( B  k/Z 1+, )-adgc, 
P  P 

(A,dA) une (K /Z )-adgc e t  a  : (A,dA) - (At,dA1)  un morphisme 
pk pL 

s u r j e c t i f  e t  é q u i v ~ r i a n t  dladgc. 

A t o u t  (Z k/Z e+l) - modèle de (A'  ,dA1), ( ( ~ V ' , d ' ) , p ' ) ,  on 
P P 

associe l e  diagramme commutatif su ivant  : 

où : - toutes l e s  f lèches sont équivar iantes,  a e s t  su r j ec t i ve ,  

- ((hV,d).~)  e s t  un (Z /z ) -modele de (A,dA), 
pk p l  

- l a  r e s t r i c t i o n  de l a  d i f f é r e n t i e l l e  d au noyau de a e s t  

décomposabl e. 

Avant ce la ,  l e  lemme su ivant  permet de subs t i t ue r  un diagramme 

commutatif à un diagramme commutatif à homotopie près ; il e s t  c lassique 

en t h é o r i e  homotopique. 

I I I . 2 . (7 )  - Lemme : Considérons un diagramme de morphismes 

équ ivar ian ts  en t re  Z k-adgc, commutant à homotopie équ ivar ian te  près : 
P 



(A' ,dA') P ' (C,dc) 

a l o r s  il e x i s t e  un Z k-morphisme d'adgc p ,  t e l  que : 
P 

Preuve du lemme : S o i t  F une homotopie en t re  p l  O v e t  

a O pl , (1.5.(2)) : 

S o i t  o une sec t ion  équ ivar ian te  (d'espaces v e c t o r i e l s )  de a. 

On d é f i n i t  F '  par  : 

Il s u f f i t  de poser p = F '  O A , .  

Preuve de l a  p ropos i t i on  I I I . 2 . ( 6 )  : 

S o i t    AU,^) un K r-KS-complexe ; il e x i s t e  une d i f f é r e n t i e l l e  
P 



D sur  n(U+sU) e t  un L r-homomorphisme d'adgc s u r j e c t i f  
P 

T : (A(U+SU),D) +   AU,^) : 

. pour u E U, D e s t  d é f i n i e  par D(u) = du + su ; on prolonge s en 

une d é r i v a t i o n  sur AU e t  on pose D(su) = -sdu pour su c U. 

. Le groupe K a g i t  sur  SU de so r te  que s s o i t  
P 

équivar iante.  T (U)  = u e t   su) = O déterminent T qu i  e s t  a l o r s  

équ ivar ian te  e t  su r j ec t i ve .  

Remarquons que H*(A(u+su),D) = 4. 

Précisons l e s  étapes de l a  const ruc t ion  1 I I  .2. ( 6 ) .  

(A '  ,dA1 PI  

a 1 + (A," [ ) \  

(A,dA) < (AV, ,dl) - ( A ( V ~ + V ' + S V ' ) , ~ ~ )  
P 4 

( (nV1,d ' )  .p l )  e s t  un (Z k/Z t+l)-modèle de (A '  ,dA, ) , ( ( U 1  ,dl) , P ~ )  e s t  
P P 

un (h  /Z )-modèle de (A,dA), a, e s t  un modèle équ i va r i an t  de a : 
pk pL 

Onmun i t  V1+sV' d e l ' a c t i o n d e  Z /Z n a t u r e l l e m e n t i n d u i t e  
pk pe 

par c e l l e  de Z /Z e+i ; il désigne l 1 i n j e c t i o n  na tu re l l e ,  d2 e s t  
P P 

d é f i n i e  par ses r e s t r i c t i o n s  d 
21v1 

= dl , dZlvI = dl+s , d21svl  = - sod'. 



Demême a2 e s t d é f i n i e p a r  a = a l ,  a 2 1 V l = i d ,  
( V I  

a Z l s V 1  = O ; H(i l )  e s t  un isomorphisme e t  a2 es t  surjective ; dl 

es t  obtenue par (.Z k/Z L)-relèvement de id : i l  O $Il % id. On a 
P P eq 

alors p ' a O p l  O d l .  D'après l e  lemme ci-dessus, i l  existe 
a2 eq 

.y2 a O JI t e l  que p l  O a2 = a O J2. 
e q 

La restr ict ion de d2 Ker(a2) n ' e s t  pas décomposable. 

Notons Q l e  "foncteur indécomposable", W = V I  O V' 6l S V '  e t  K i  

l e  noyau de Q(a2) .  Ce dernier es t  stable par Q(d2). Soient K2 u n  

supplémentaire de K i  dans W ,  K3 un supplémentaire de Ker Q(d2) n K i  

dans K i  , e t  K I  un  supplémentaire de Q(d2)(Ki) dans Ker Q(d2) n K i  ; 

on a donc : AW = h(K, $ K2 $ K3 8 Q(d2)(K3)). 

De manière analogue à l a  détermination du modèle minimal 

d'une algèbre l i b r e   TL^, prop. V.7), on obtient un isomorphisme 

AW a A(K1 8 I$ 8 K~ B d 2 ( ~ 3 ) ) .  

Soi t  q : (AW,d2) - ( A ( K 1  8 ~ ~ ) , a ~ )  la  projection canonique, 

i 2  es t  l e  relèvement de q : q O i 2  = id. I l  reste alors à poser : 

111.2. (8)  - Proposition : On se place dans les  hypothèses 

de la  proposition III.2.(6) e t  on suppose que les  carrés (1)  e t  (2)  

ci-après sat isfont  les conclusions de ce t te  proposition. Si e '  e s t  

un isomorphisme t e l  que p' O e t  ,1, p i  , i l existe un  isomorphisme 
eq 

e t e l  que p O e % p l  e t  e '  O a l  = a  O e. 
e q 



Preuve : Par Z relèvement, i l  existe el tel que 

P O el p .  Par chasse dans les diagrammes, on obtient O e t  O al % 

e 'l eq 
p '  O a O el , d'où e t  O al Q a O el. D'après le lemme III.2.(7), i l  

eq 
existe e nu 8, tel que : e' O a l  = a O 8. 

e q 

e est un isomorphisme ; cela résulte du lemme des cinq appliqué 

au diagramme : 

O - (Ker Q(a),O) - (Q(AV),Q(d)) -+ (Q(AV'),Q(dl)) - O 

En effet, Q(e) et Q(e') induisant des isomorphismes en coho- 

mologie, la restriction de Q(e) a Ker Q(al) induit un isomorphisme 

en cohmologie. La partie linéaire de la différentielle étant nulle sur 

le noyau, cette restriction est un isomorphisme. 



Revenons au diagramme ci-dessus, l a  r e s t r i c t i o n  de Q(e)  au 

noyau e t  Q ( e l )  sont  des isomorphismes, d 'où  l e  résu l t a t .  

111.2. ( 9 )  - Existence e t  u n i c i t é  du modèle i -minimal  d'une 

OZ k 
-adgc 4 ([T2'], théoreme 5.3, 5.7). 

P 

S o i t  A une Oz k-adgc i n j e c t i v e .  

P 

1) Il e x i s t e  un modèle (1,:) de A où 1 e s t  une Oz -adgc 

i-minimale. 
pk 

2) a )  S i  (P,:) e s t  un second couple s a t i s f a i s a n t  aux 

cond i t ions  1 )  ci-dessus, a l o r s  il e x i s t e  un Oz - 
P 

k 

isomorphisme 2 : P + 1 t e l  que : O 8 % x. 

b) S i  el s a t i s f a i t  el : P -+ 1 e t  O el s y a l o r s  

el Q e t  e l  e s t  un Oz -isomorphisme. - 
pk 

Preuve : La preuve se f a i t  par  récurrence décroissante sur  L 

( k  b c 2 0). 



 AT,^ e s t  l e  modèle minimal usuel de Ak ; c ' e s t  l e  premier 
k k 

pas de l a  récurrence. Supposons c o n s t r u i t  ( (AT d ) pour 
j y  j 

k 2 j 2 l + l  ; on c o n s t r u i t  a l o rs  ((ATL,dL),tt) e t  T~ grace à l a  

p ropos i t i on  I I I .2 . (6 ) .  

111.3 - MODELE COFIBRANT : 

111.3. ( 1 )  - Soient  H un sous-groupe de Z , (A,dA) une 
P 

Z k-adgc, (B,dB) une (b  k/H)-adgc e t  f : (A,dA) + (%,dB) un homo- 
P P 

morphisme équ i va r i an t  d'adgc. Cette app l i ca t i on  f se f a c t o r i  se pa r  

une adgc notée (A,dA)H , munie d'une ac t i on  de L k/H e t  a i n s i  d é f i n i e  : 
P 

S o i t  1 1 ' i d é a l  engendré par {a - hala .E A,h .E H l  ; c e t  

i déa l  e s t  d i f f é r e n t i e l  puisque dA e s t  une Z k-dér iva t ion .  Par d é f i -  
P 

n i t i o n ,  (A,dA)H e s t  l ' adgc  quot ien t  de (A,dA) par 1 ; on note  

7 : (A,dA)H + (B,dB) l a  f a c t o r i s a t i o n  de f. 

Soient  t un e n t i e r ,  0 c l  6 k ,  A~ une (L /A! )-adgc, 
pk PL 

Ag+, une (Z k/Z g+l 1-adgc e t  al : Al + Ag+1 un homomorphisme 
P P 

équ i va r i an t  d'adgc. On désigne par  Al l a  ( I  k/Z l+l)-adgc 
P P 

' A l ) z  ,,/r , e t  on é c r i t  l a  f a c t o r i s a t i o n  ci-dessus sous l a  forme 

P P 
suivante : 

I I I . 3 . ( 2 )  - Propos i t ion  ( CG-H-VP] , 3.11, page 294). 

S o i t  ( A V , ~ )  un h k-KS-complexe minimal. On suppose que 
P 



Z k  
1 'action de L permute les  générateurs V .  Designons par V 1 'en- 

P 
semble des points fixes de V pour cet te  action e t  choisissons W un 

L k  
supplémentaire de V dans V .  

Alors, 1 'idéal engendré par W e s t  stable par la  différen- 

t i e l l e  d. 

z k  
On désigne par q : ( A V , ~ )  -t (A(V ) , d )  l a  surjection cano- 

nique. 

d k  
( A ( V  ),il) sera aussi noté ( A V , ~ ) ,  s ' i l  n'y a aucune 

ambiguïté sur ' l e  groupe. 

III .3 .(3)  - L'espace EG , introduit en I .3 .(1) ,  es t  1 'espace 

total  contractile de la fibration G -t EG -t BG , de base l e  clas- 

s i f ian t  de G ,  de f ibre G. 

Définition : Pour un G-espace X ,  HomG(EG,X) s'appelle 

hG l'ensemble des points fixes homotopiques de X ; i l  sera noté X . 

Dans le  cas général d'un groupe f i n i ,  J. Goyo, CG), démontre : 

III.3.(4) Proposition CG] : Si ( A V , ~ )  e s t  un modèle de X ,  

hG alors (k(vG) , d )  e s t  un modèle de X . 

III.3.(5) - Remarque : Sur une algèbre non l i b r e ,  ce quotient 

n 'est  pas un invariant homotopique. En e f f e t ,  on peut construire une 

adgc acyclique A ,  munie d'une action de Z2 , t e l l e  que Az ne s o i t  
2 

pas acyclique. I l  su f f i t  de prendre : 



I I I . 3 . (6 )  - D é f i n i t i o n  : Un complexe c o f i b r a n t  minimal 

K = (Kl,me) e s t  une Oz -adgc 

P 
k 

t e l l e  que : 

1) Ko e s t  un Z k-KS-complexe minimal (1.4(1)), 
P 

2 )  pour t o u t  L, O < L s k-1 , 1 ' a p p l i c a t i o n  i n d u i t e  
- - 
m, : KR + Kl+l e s t  une ( L  k/Z 1+1 )-KS extension minimale. 

P P 

En e f fec tuan t  un choix de générateurs pour Kt, O 6 R s k, 

on a 

I I I . 3 . (7 )  - D é f i n i t i o n  : S i  (Kyi) e s t  un modèle de 4 

(111.2.4) e t  s i  5 e s t  un complexe minimal co f i b ran t ,  a lo rs  (Ky!) 
e s t  appelé un modèle minimal c o f i b r a n t  de 4. 

111.3. (8 )  - Lemme : Considérons l e  diagramme commutatif su ivant  

dans Oz -ADGC, où f e s t  un 

pk 

Oz k 
-homomorphisme s u r j e c t i f  d'adgc 

P 
e t  H(f)  e s t  un Oz -isomorphisme 

pk 
d'adgc. 



alors, g admet un relevement h : K -t A tel que f O h = k. 5 est - 
donc un objet cofibrant de O, -ADGC. 

Preuve : Ce résultat s'établit par récurrence croissante sur L, 

avec O L r k. Notons K = (KL,mL) et A = (AL,aL). 

L'existence de ho tel que fo O ho = go provient du lemme 

de relevement équivariant (I.5(5)). 

Supposons h construit pour O 6 j 6 L. Le diagramme ci-dessous 
j 

détermine, par relevement équivariant, un morphisme hL+l tel que : 

III.3.(9) - Rappel : Objet cylindre d'une A-extension. 

Dans [HI, chapitre 9, S. Halperin construit 1 'objet cylindre 

D d'une A-extension ( E ) ,  B L c - A, que nous rappelons ici 



brièvement. Choisissons d 'abord des générateurs pour 1 a A-extension 

( E )  : (hY,dB) 1, (AY B AX,dC) ( A X , ~ ~ )  e t  supposons, de plus,  

c e t t e  A-extension munie d'une ac t ion  du groupe f i n i  G. (E') e s t  l a  

Comme au paragraphe ( I . 5 ) ,  1 ' a c t i o n  de G sur  Y + sY + DsY 

a i n s i  que sur  X + sX + DsX e s t  : g(sv)  = s (gv) ,  g(Dsv) = Ds(gv). 

On a une G-dér ivat ion iC de degré -1 a i n s i  qu'une G-dér ivat ion 

e de degré O dans c', d é f i n i e s  par iCJsy+DsY+sX+DsX = O, 

i C ( y )  = sy, i C ( x )  = sx, eC = D O iC + iC O D. 

iC e t  ec  donnent par r e s t r i c t i o n  L BI des 6-dér iva t ions  

iB e t  eB e t  par  p r o j e c t i o n  su r  A' des G-dérivations iA e t  oA. 

Les G-morphismes (ho)A e t  (hl)B, (hl)A dé- 

1 terminent ho e t  XI : ( E )  -+ ( E  1. 

I I  111.3.(10) - Objet  c y l i n d r e  - KI = (Keyme) associé à 

un complexe c o f i b r a n t  K = (KL,me) : 

Reprenons l e s  nota t ions  de 111.3. (6). Avec l e  rappel c i -avant ,  

on o b t i e n t  : 

- l a  s u r j e c t i o n  canonique 

- 
-1 . - me . 1 1 

K; + Ke+l = (A(Q B We+l),dL+, , c o n s t r u i t  à p a r t i r  

de l a  KS-extension me ; 



- 1  y 1 : &  + - K'. - - 

La proposition III.3.(12) montre qu ' i l  s ' a g i t  bien d'un objet 

cylindre. I l  permet donc l a  définition d'homotopie gauche. Comme dans 

toute catégorie a modèle fermée, e l l e  coïncide avec l'homotopie droi te  

sur l es  flèches de source un objet cofibrant,  de but u n  objet f ibrant .  

III.3.(11) - Proposition : Cofibration dans la catégorie 
Oz D iADGC : 

Soit  g : C + C' un Oz -morphisme d'adgc, considérons l e  

pk 
diagramme commutatif suivant,  où jg e s t  déterminé par propriété uni- 

verselle : 

Si go : Co + CA e t  jl : c i  0 Cl+l + C i + 1  sont des KS- 
cl 

extensions équivariantes ( I .4 ) ,  pour O 6 L s k-1 , alors  

g : C + 5 '  e s t  une cofibration dans Oz -ADGC. 

pk 

Preuve : Dans l e  diagramme commutatif suivant, f e s t  un 



Oz k 
- homomorphi sme s u r j e c t i f  i ndu i san t  un isomorphisme en cohomologie. 

P  
La const ruc t ion  de 2 ,  f a i s a n t  commuter l e  diagramme, se f a i t  par  ré-  

currence sur  C  ( O  s L s h) 

L 'ex is tence de so r é s u l t e  du f a i t  que go e s t  une KS- 

extension. Supposons c o n s t r u i t  s  pour O r j s L e t  déterminons 
j ' 

s e l  Les f lèches al O sL e t  Be s 'ob t iennent  par  p rop r i é té  un i -  

v e r s e l l e  dans l es  diagrammes commutatifs su ivants  : 



En u t i l i s a n t  l a  c o f i b r a t i o n  je, on o b t i e n t  une f lèche 

 se+^ ; Ci+l + *e+l qu i  s a t i s f a i t  l e s  p rop r i é tés  recherchées : 

fe+l O S~+l = he+l y 

 se+^ O ge+1 = '-e+l y 

O CL = a  O s,, par  chasse dans l e  diagramme ci-dessous. e 

111.3. (12) - Propos i t ion  : ho e t  hl sont des c o f i  b ra t i ons  - - 
dans Oz -ADGC. 

P 
k 

Preuve : S o i t  i égal à O ou 1, montrons que hi e s t  

une co f i b ra t i on .  



étant une KS-extension, i l  reste seulement à considérer la flkche 

j, obtenue par propriété universelle dans le diagramme suivant : 

Après un choix de générateurs, j, s'écrit : 

sa restriction à si, @ DsvL est l'identité, 

sa restriction à Il @ Wl+l s'obtient à partir de ii. 

Pour A,,, j, est une KS-extension de façon immédiate. 

Pour il, i l  suffit de remarquer que, sur les générateurs 

vl % W,+l , X1 est égal a (exp 0 )  O ho , où e est ladériva- 

tion usuelle de degré O sur le cylindre (1.5)). 



I I I .2 . (13)  - Existence du modgle minimal c o f i b r a n t  : 

Propos i t ion  : Toute Oz -adgc fi, cohomologiquement connexe 

P 
k 

e t  1-connexe, admet un modèle minimal c o f i  b ran t  (K,p). 

Preuve : E l l e  se f a i t  par récurrence cro issante  sur L 

( O  r L c k)  ; on commence par l e  Z k-modèle minimal de A, : po : Ko -+ Ao. 
P 

Supposons c o n s t r u i t  l e  modèle (Kj,pj) pour O r j r L ; 

on pose KL = ( A V  L ,d L ) e t  on c o n s t r u i t  l e  (Z k/lpL+l)-KS-modèle minimal 
P 

de l a  f lèche al O pL : 

I I I . 2 . (14 )  - U n i c i t é  du modèle minimal c o f i b r a n t  : 

So ient  A une -adgc, e t  (!',pl) deux modèles 

pk 
minimaux c o f i b r a n t s  de fi, a l o r s  : 

a) Il e x i s t e  un 
Oz k 

-isomorphisme $ : &' -+ K t e l  que p O $ .L p '  ; 

P 
b) De plus,  s i  : K '  -+ & s a t i s f a i t  également l a  r e l a t i o n  p O Q e l ,  

a lo rs  e s t  un isomorphisme e t  .L 2. 



Preuve : Par 2 k-relèvement, i 1 e x i s t e  eo : Ko -+ K; t e l  que 
P 

po O eO 6 PA. eo i n d u i s a n t  un isomorphisme en cohomologie e n t r e  

deux KS-complexes minimaux, on en d é d u i t  que eo e s t  un isomorphisme. 

Supposons c o n s t r u i t  e j  , O s j s L. - = 
/ 
/ - -  Y "  \ 

2 ,  

L.? . " .. - e -. y 
mi - -- 

Ki K i + l  y; 
- 

I 
eL AL+l ( O i+ l  

On désigne p a r  qA, qL, q i  l e s  p r o j e c t i o n s  canoniques ; on a 

a l o r s  l e s  f a c t o r i s a t i o n s  aL, il, de al, ml, m i  respect ivement .  

Les a p p l i c a t i o n s  é q u i v a r i a n t e s  pl, p i ,  eL dé te rminen t  il, p i ,  ë L .  
Montrons d ' a b o r d  que p1 O el % ' 

eq '1 
e n t r a î n e  p1 O EL % ' S o i t  

eq '1 ' 
F : ~2 -A1 t e l l e  que F O ho = p L o  e1 e t  F O hl = p i  ; on 

- 
1 

désigne p a r  F : K i  - AL 1 ' a p p l i c a t i o n  i n d u i t e .  E l l e  v é r i f i e  
- - 
F O ho = iL O ë,, F O 1, = ii e t  f o u r n i t  1 ' homotopie cherchée. 

- 
Par  a i  1 l e u r s ,  el isomorphisme e n t r a î n e  el isomorphisme. 

Par re lèvement  é q u i v a r i a n t ,  on o b t i e n t  ' 
e ~ + ~  : Ki,! -+ K 1 + ~  t e l  que 

,b 'i+l 'L+I O 'L+I eq On en d é d u i t ,  p a r  chasse dans l e  diagramme, 



perl O eé+l O ÏÏI~ eq pL+l  O 4 O " e t  eé+l O Oié a ni O èe, car p 
eq L+1 

induit u n  i somorphi sme en cohomologie. 

De fi, cofibration, s ' ensu i t  l 'existence de eL+l te l  que 

(ëg,eL+, ) es t  un morphisme entre KS-extensions minimales d'une 

même flèche, é,[ es t  un  isomorphisme. Le théorème 4.6 ( CH] ) s'applique 

e t  nous donne : 

@L+l e s t  u n  isomorphisme. 

s o i t  9 : 5' + i j  u n  -morphisme tel  que p O a p ' .  

Le théorème d 'un ic i té  dc KS-modèle minimal fournit : 

e 
O ;q eo e t  êo isomorphisme. 

Supposons avoir montré, pour O s j s L ; 6 .  % e e t  6 iso- 
J eq j j 

morphi sme. 

Le diagramme ci-dessous s a t i s f a i t  l es  hypothèses du théorème 10.4 

de [Hl , on concl u t  : 

.i. eL+, e t  isomorphisme 'L+I eq 



III.2.(16) - Remarque : 

In t rodu isons l e s  catégor ies suivantes : 

Oz k 
-S : catégor ie  des foncteurs de source OG , de b u t  l a  ca tégor ie  S 

P 
des ensembles s impl ic iaux  ; 

Oz k 
-TopQ : catégor ie  des foncteurs de source OG , de bu t  l a  ca tégor ie  

P 
Topq des espaces ra t i onne l s ,  connexes e t  1 -connexes, homolo- 

g i e  r a t i o n n e l l e  de type f i n i  ; 

Z k-TopO : catégor ie  des 1 k-espaces ra t i onne l s ,  connexes e t  1-connexes, 
P P 

à homologie r a t i o n n e l l e  de type f i n i .  

Il e x i s t e  un couple de foncteurs a d j o i n t s  Oz -TopO L k-Top, 
D 

k 7- P 

c o n s t r u i t s  par Elmendorf, i ndu i san t  une équivalence de ca tégor ies  homoto- 

piques (LEI, th.1 e t  2). 

Les fonc teurs  S* (simplexe s i n g u l i e r )  e t  1 1 ( r é a l i s a t i o n  

géométrique de M i l n o r )  déterminent-un couple de foncteurs a d j o i n t s  

OZ F~ = '1 k-Top4 qu i  réa l  i se une équivalence de ca tégor ies  homoto- 

P P 
piques (CR-T'], th. 2.2). 

Enf in,  d 'après 1.8, APL : Oz k-S + Oz -ADGC admet un a d j o i n t  

P pk 
noté < > : - 

Oz k 
-ADGC + Oz -S. Ce couple de foncteurs réa l i se ,  comme 

P pk 
dans l e  cas c lassique,  une équivalence de ca tégor ies  homotopiques. 

L ' a p p l i c a t i o n  X + EX qui ,  il un h k-espace l u i  associe son 
P 

modèle minimal c o f i b r a n t  r é a l i s e  une b i j e c t i o n  en t re  l e s  Z k-types 
P 



d'homotopie rationnelle et les classes d'isomorphismes de complexes co- 

fibrants minimaux. Ceci résulte des remarques ci-dessus et de l'unicité 

du modèle minimal cof i brant. 



1 v 

RIGAUDON 

(ilp-HOMOTOPIE ET O -FORMALITE) 
il P 

I V . l  - Z -HOMOTOPIE. 
P 

IV.1.(1) - Théorème : Soient  G un groupe f i n i ,  

fo : ( A V , ~ )  -+ (B,dB) e t  f, : (hV,d) -t (B,dB) deux G-homomorphismes 

de G-adgc. 

On suppose que 

1 )  fo e t  fl sont homotopes, 

2 )  (AV,d) e s t  un KS-complexe avec V de dimension f i n i e  

a l o r s  il e x i s t e  une G-homotopie en t re  fo e t  f,. 

IV.1.(2) - L ' o b j e t  c y l i n d r e  ( A V , ~ ) *  = (h(V+sV+DsV),D), 

d é c r i t  complètement en 1.5, permet de d é f i n i r  l 'homotopie en t re  fo e t  

fl. Rappelons brièvement l e s  nota t ions  : 

i e s t  une d é r i v a t i o n  de degré -1 : i ( v )  = SV,  i (SV)  = i (Dsv) = 0, 

e = i D  + D i  e s t  une d é r i v a t i o n  de degré 0, commutant D, 



ho : ( A V , ~ )  -+ ( A V , ~ ) '  e s t  l ' i n j e c t i o n  n a t u r e l l e ,  

hl : (hV,d) -+ ( A V , ~ ) '  e s t  1 ' a p p l i c a t i o n  composée expe O ho , c 'es t -à -d i re  

F : ( A V , ~ ) '  -+ (B,dB) e s t  un homomorphisme d'adgc v é r i f i a n t  F O ho = fo , 

F O hl = fl. 

IV.1.(3) - Notat ions : Va e s t  1 'espace v e c t o r i e l  des indé- 

composables de degré a : Vra = Va @ V<a ; l a  cond i t i on  KS sur l a  

d i f f é r e n t i e l l e  s ' é c r i t  : pour t o u t  v E V , d ( v )  E A(V,~). 
F 

1 1 
Nous noterons A(VJ, ( A ( V ~ ~ ) )  , A ( V < ~ ) ,  ( A ( V < ~ ) )  l e s  

sous-adgc respectivement engendrées par  l e s  indéco~posables 1 
V r a Y  (Vsa) 3 

1 
V<a, . 

IV.1.(4) - D é f i n i t i o n  : 2 e s t  1 ' i d é a l  de (A(V ) ) '  engendré 
$0. 

par e(V<a). 

IV.1.(5) - Lemme : On a, pour p I 2, OP(v ) c la. sa 

Preuve : Remarquons d'abord que s i  v  e Vsa,  a l o r s  e(sv)  = 0. 

2 Montronsque V E V  en t ra îne e ( v )  c l a .  
<a 

2 On a ( v )  = e(sdv) ; calculons e(sdv) en décomposant dv en mots 

homogènes. 

dv = d v + d 2 v  + ... + d n v  1 
avec 

d V =  W . W .  , 
(i l , i2)  '1 '2 



2 e ( v )  = e(sdv) se décompose donc sous l a  forme 1 e(wi )w/ 
1 i 

avec wi E e t  W /  E ( A ( V < ~ ) )  , ce qui  montre que eZ(v)  E la. 

On en dédu i t  par récurrence sur p que eP(v) 6 Ia pour 

v E V e t  p .: 2. En e f fe t ,  supposons eP(v) E la, a l o r s  
sa 

eP(v) = îe(wi )wi e t  donc 
i 

IV.1.(6) - Lemme : Soient  fo : (AV,d) -+ (B,dg) e t  

fl : (nV,d) -c (B,dB) deux homomorphismes d'adgc de source un KS-complexe 

e t  F : ( A V , ~ ) '  -+ (B,dB) un homotopie en t re  fo e t  fl. 

On suppose fo(w) = fl (w) pour t o u t  w E V<a 

a l o r s  1) pour t o u t  w c V,a, on a F(e(w)) = O 

en 2 )  pour t o u t  v c Vsa, on a F(e(v) )  = F( 1 - (v) ) .  
na1 n! 



Preuve : 

1) Désignons par a. l e  p lus  p e t i t  élément de l'ensemble b ien  

ordonné 1 indexant l a  KS-base de ( A V , ~ ) .  Pour v r Va , on a tri- 
o n 

v ia lement F(e(v) )  = F( 1 ( v ) )  = f o ( v )  - f l ( v )  = O. 
n>l n! 

S o i t  y <  a e t  supposons que, pour t o u t  w E V F(e(w))  = 0. 
<Y 

Considérons un élément v c W D'après l e  lemme ci -avant ,  on a 
Y' 

eP(v) s ly pour p 1 2 ; on peut é c r i r e  eP(v) = 1 e(wi)w/ avec 
1 

Wi € v 
<Y ' 

On a a l o r s  F ( ~ ~ ( V ) )  = ~ ( l e ( v t ~  )w;) = O pour p 3 2, d 'où 
i 

en 
F( 1 - ( V I )  = F (e (v ) )  ; par a i l l e u r s ,  F é t a n t  une homotopie en t re  

n2 l  n! 

0 fo e t  fl, F( 1. - ( V I )  = f o ( v )  - f l ( v )  = O  ; il en r é s u l t e  
n s l  n! 

F ( e ( v ) )  = O, ce qu i  achève l a  récurrence. 

2 )  S o i t  v E. Va, d 'après 1) e t  l e  lemme précédent on a 

Preuve du théorème IV.1.(1) : L 'o rd re  sur  l a  KS-base e s t  c h o i s i  

t e l  que GVa c Va ; s o i t  F 1 'homotopie (non équ ivar ian te)  en t re  fo e t  

f ; supposons qu 'i 1 e x i s t e  un G-homomorphisme d 'adgc 

F : ( A V , ~ ) '  -t (B,dB) t e l  que : a 

F O xo = f l  

F O x,(w) = fo(w) pour t o u t  w E V,,. a 

Pour a l l é g e r  l e s  nota t ions ,  posons Fa O XI = fa, on a a lo rs  : 



fo % f, par l'homotopie F, 

; fa par la G-homotopie Fa. 

On obtient, par composition, une homotopie (non équivariante) 

F' entre fo et fa. Elle satisfait les hypothèses du lemme IV.l. (61, 

donc 
F1(e(w)) = O pour tout w E V<@ 

F1(e(v)) = fo(v) - fl(v) pour tout v c Va. 

Définissons FA : (AV,~)' -+ (B,dB) par : 

F' = O sur les autres éléments. L a  
F' est un G-homomorphisme d'adgc et O xo = fa. 

Soit v VÉa) remarquons que sdv se décompose en 

sdv = 1 (sw.1 x j  , avec w J E et x .  AV. J J 

Calculons F'(~~(v)) : 

FA(e(v)) = F'(Dsv) + 1 F1(sw.)f ( x . )  
J a  J a J  



D'après l e  lemme IV.1.(5), pour p 2 2 ,  eP(v) se décompose en : 

e P ( v )  = 1 e ( w i  )w/ avec w i  E V<",  dloù,d'après l e  calcul précédent e t  
1 

l es  propriétés de F' déjà établ ies  : ~ ; ( e ~ ( v ) )  = 1 F;(e(wi))fa(wi) = O. 
i  

Calculons maintenant F a  O x l  ( v )  pour v c Vsa  : 

On pose fa = FU O x1 ; on a alors  f '  s f s f l  d'où 
" G  a G  

fa  2 f l .  So i t  F I  l'homotopie équivariante entre f; e t  f l  ; e l l e  

vér i f ie  

F" O xo = f l  

Fa O x l ( v )  = fo (v )  pour v s V sa 

e t  la récurrence se poursuit. 



I V . l .  ( 7 )  - Remarque : Le théorème IV. 1. ( 1 )  possède un "cousin" 

sous l a  forme suivante : S o i t  DGL l a  ca tégor ie  des (-algèbres de L i e  

d i f f é r e n t i e l l e s  graduées connexes de type f i n i ,  s o i t  DGA l a  ca tégor ie  

des algèbres associat ives d i f f é r e n t i e l l e s  graduées. On note  U l e  

foncteur algèbre enveloppante de source DGL, de but  DGA. 

Théorème [A-q : Deux morphismes f e t  g de DGL sont homoto- 

pes dans DGL s i  e t  seulement s i  l e s  morphismes ~ ( f )  e t  U(g) sont  ho- 

motopes dans DGA. 

A ins i ,  en considérant  deux homomorphismes d 'a lgèbres de Hopf 

qu i  sont  homotopes en t a n t  que homomorphismes d'adgc (i.e. en o u b l i a n t  

1 ' a p p l i c a t i o n  diagonale), ces deux homomorphismes sont  homotopes par une 

homotopie qu i  e s t  un homomorphisme d 'a lgèbres  de Hopf. 

Le technique de l a  preuve ci-dessus ressemble d ' a i l l e u r s  à 

c e l l e  de [A-- dans l e  f a i t  q u ' e l l e  se ramène i3 une p a r t i e  l i n é a i r e  

avant de m o d i f i e r  1 ' homotopie. 

IV.1.(8) - C o r o l l a i r e  du théorème IV.1.(1) : 

Soient  X e t  Y deux G-espaces ra t ionne ls ,  JO e t  9, 
deux G-appl icat ions de source X, de b u t  Y ; on suppose que 9, 

e s t  homotope à 9,. Alors, pour t o u t  sous-groupe H de G, l e s  

r e s t r i c t i o n s  de 3, e t  dl aux ensembles de po in t s  f i x e s  homotopiques 

$2H : xhH -+ yhH e t  dl "- . xhH + yhY sont homotopes : $!H , I $ ~  . 

Preuve : Soient  fo e t  fl : (il(Vl),dl) + (il(Vo),d0) l e s  

1 G-modèles minimaux r e s p e c t i f s  de do e t  JI e t  F : (h(Vl ),dl ) -+ (n(Vo,d0) 

1 'homotopie équ ivar ian te  de source fo , de b u t  fl c o n s t r u i t e  par  l e  



théorème I V .  1. (1  ). A lors  pour t o u t  sous-groupe H  de G, F se f a c t o r i s e  

en FH : (A(V:),~,)I + (n(v~) ,do) .  FH e s t  a l o r s  une homotopie en t re  l e s  

H app l ica t ions  ( fo)H e t  (f l lH (A(v:),~, ) - (A(v:) ,ao). Mais (A(v,) ,ao) e t  

H  
(h(Vl ) ,dl ) sont  des modèles r e s p e c t i f s  des ensembles des po in t s  f i x e s  

homotopiques xhH e t  yhH ( I I I . 3 . ( 4 ) )  e t  l a  t héo r i e  (c lass ique)  de 

S u l l i v a n  f o u r n i t  1  'homotopie en t re  l e s  app l i ca t i ons  $aH e t  J!". 

IV.2 - O -FORMALITE D'UN ESPACE. 
z~ 

IV.2.!1) - D é f i n i t i o n s  : Rappelons d'abord qu'une adgc (A,dA) 

e s t  formel le s i  (A,dA) e t  (H(A),O) on t  un modèle de S u l l i v a n  commun. 

Un espace X e s t  formel s i  son algèbre ApL(X) e s t  formel le.  

Pour une app l i ca t i on ,  l a  no t i on  e s t  p lus  d é l i c a t e  car e l l e  

dépend du choix des fo rma l i sa t i ons  : une app l i ca t i on  f en t re  CW-complexes 

n i l po ten ts  e s t  fo rmal isab le  s i  lemorphisme ApL( f )  i n d u i t  en t re  l e s  PL- 

formes de S u l l i v a n  e t  l e  morphisme H*(f) i n d u i t  en cohomologie par f, 

on t  un modèle minimal commun. 

Pour un homomorphisme d'adgc quelconque a : (A,dA) + (A '  ,dA, ) ,  

c e t t e  p rop r i é té  se t r a d u i t  par l e  diagramme commutatif, à homotopie près, 

su ivant  : 



â est ici un modèle de a et de a*. 

IV.2.(2) - Notations : Une O -adgc 4 est un diagramme 
IZp 

,(~,d~) 4 (A' .dAl 1. où (A,dA) est une Z -adgc, (A' ,dAl une 

b; 
P 

adgc et a un homomorphisme équivariant d'adgc. La Oz -agc !(A) est 
P 

alors le diagramme ,p L(H(A),O);(H(A'),O). 

IV.2.(3) - Définition : La Oz -adgc ij est Ob -formelle 
P P 

si le diagramme suivant, constitué d'applications équivariantes, commute 

a homotopie équivariante près : 

â est ici un modèle équivariant de a et de a*. 

Si X est un Z -espace, on dit que X est Oz -formel si 
P P 

ApL(X)  est Oz -formelle. 
P 

IV.2. (4) - Théorème : Soit X un b -espace ; les conditions 
P 

suivantes sont équivalentes : 

1) X est Oz -formel 
P 



2) l'injection de l'ensemble des points fixes 

z 
X C-!-+ X est une application formalisable. 

Preuve : 1 => 2) évident. 

Supposons 2) réal i sée. 

Dans ce diagramme, â est un modèle équivariant de a = ApL(i ) ; 

on a alors a O h s A '  O â. 
eq 

Par 1 'hypothèse de formalisabilité de i, on a p' O â s a* O p .  

D'après le théorème IV.1.(1), on en déduit p '  O â s a* O p ' .  
eq 

IV.2. (5) - Remarque 1 : De ce théorème, i 1 résulte que les 

obstructions ti la Oz -formalité d'un Z -espace coïncident avec les 
P P 

obstructions à la formalisabilité d'une application, en particulier elles 

ne dépendent pas du corps de base. 

IV.2. (6) - Remarque 2 : Le théorème 1 de CF-T] s'adapte aux 

Oz -adgc. Soient H une Oz -adgc et a un nombre rationnel ; on appelle 
P P 



* 
automorphisme de graduation associé à a, l 'automorphisme : H + H 

d é f i n i  par a* (x )  = a l x 1  x, pour x E H ou x c Hi. 

A e s t  Oz - fo rmel le  s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  
P 

a E 4 - { - l , O , l ~  e t  9 : A -+ A t e l  que H($) = -*. 

IV.2.(7) - Remarque 3 : A e s t  Oh - fo rmel le  s i  e t  seulement 
P 

s i  A e t  ?(A) o n t  un modèle c o f i b r a n t  ( I I I . 3 . ( 7 ) )  en commun. 

I V .  3 - EXEMPLES. 

IV.3. (1  ) - Exemple 1 : - Un L -espace de Hopf e s t  un espace 
P 

D é f i n i t i o n s  [B2] : Un G-espace de Hopf e s t  un espace de Hopf, 

muni d'une ac t i on  du groupe G, s a t i s f a i s a n t  à : 

1 )  l a  m u l t i p l i c a t i o n  m : X x X -t X e s t  une G-appl icat ion 

(X x X é tan t  muni de 1 ' a c t i o n  diagonale g(xl ,x2) = (gxl ,gx2)) ; 

G 2)  1 'élément neutre e É X e s t  f i x é  par G : e E X . 
3) 1 ' a p p l i c a t i o n  composée X V X -+ X x X + X e s t  G-homotope 

à 1 ' a p p l i c a t i o n  de rabattement ( f o l d i n g  map) V : X V X + X. 

Un G-espace de E i lenberg  - Mac Lane e s t  un G-espace K 

t e l  que, pour t o u t  sous-groupe H C G y  K~ s o i t  un espace de Ei lenberg- 

Mac Lane (au sens usuel). Ces espaces on t  é t é  c o n s t r u i t s  par G. Bredon 

( [Bq,  11.6). 

Theoreme ([T3], th. 1.2 e t  2.4) - So ient  X un Z k-espace 
P 

de Hopf e t  Xo l e  h k - ra t i ona l  i s é  de X. 
P 



Alors  Xo e s t  un K k-espace de Hopf e t  Xo e s t  h k-homoto- 
P P 

piquement équ iva lent  à un p r o d u i t  de h k-espaces de Eilenberg-Mac Lane. 
P 

Toute app l i ca t i on  en t re  p rodu i t s  d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane 

e s t  formal isable,  on a donc : 

C o r o l l a i r e  : Un K -espace de Hopf e s t  un espace Oz -formel. 
P P 

IV.3.(2) - Exenple 2 : Un CW-complexe (de dimension i n f i n i e )  

qu i  n ' e s t  pas Oz -formel. 
2 -  

Considérons l a  Oz -adgc 4 -su ivante  : 
2 

2 
avec lu1 = 2, I v l  = \ y ]  = 3, du = O, dv = u , 

(rat ionnel lement,  on reconnaî t  l a  f i b r a t i o n  de Hopf). A 1 ' a i de  de l a  

chaîne de foncteurs de OG-ADGC vers G-Top (déjà c i t é e  en 111.2. (16) ) ,  Q h, 
on dédu i t  de A un L2-espace ra t i onne l  X t e l  que X a l e  type 

d'homotopie r a t i o n n e l l e  de s3 e t  X l e  type d'homotopie r a t i o n n e l l e  

2 de S . Cela n ' e s t  pas en con t rad i c t i on  avec l a  t héo r i e  de Smith car ,  

a i n s i  que Elmendorf l e  f a i t  remarquer (LE], p. 277), l 'espace X e s t  

un CM-complexe de dimension i n f i n i e .  L ' a p p l i c a t i o n  q n ' e s t  pas forma- 

l i s a b l e  e t  donc l 'espace X a i n s i  c o n s t r u i t  n ' e s t  pas O -formel. 
Z2 

Sur l e s  exemples suivants,  nous décrivons l e s  d ivers  modèles 

ex is tan ts ,  y compris l e  modèle en algèbre de L i e  i n t r o d u i t  dans [R-TI. 



IV.3.(3) - Exemple 3 : Un espace Oz -formel. 

3 3 3  3- 
S o i t  Y = SI x S2 x S3 muni de 1 ' a c t i o n  de Z3 d é f i n i e  par 

~ ( E ~ , C ~ . E ~ )  = ( F ~ , E ~ Y E ~ ) .  On a t3 = b(Y) (où A e s t  l a  diagonale). 

Pour 6 t a b l i r  l a  f o n a l i s a b i l i t é  de l ' a p p l i c a t i o n  i : yL3 Y ,  

on ca l cu le  l e  modèle minimal de Q u i l l e n  de i. 

Z 3 - ~ g ~ e l g - m j n j m a l - b g - Q ~ j l l g n - ~ g  Y : (L(u)  ,a ) avec 

l x i l = 2  a x i = O ,  t x 1 = x 2 ,  t x 2 = x 3 ,  t x 3 = x  1 ' 

\y i  I = 5 ayl = [xl .x2] , ay2 = 6 3 ~ ~ 1 7 ~  ay3 = [x2sx3I 

t Y 1  = Y3 Y t Y 2  = Y 1  ' t Y 3 = Y 2  

I z I = 8  az = [ i l ~ ~ 3 j + [ ~ 2 ~ ~ 2 ~ + ~ ~ 3 ~ x l ] ~  t z = z .  

Modèleminimal ------------------ d e Q u i l l e n d e  --------- :3 : (L(u),O) l u i  = 2. 

S o i t  n : (L(u) ,O) + (k(W) ,a) l e  modèle minimal de Q u i l l e n  de i ; 

on a, pour des ràisons de degré, n (u)  C W ; d'après CF-0 , prop. 2.2, 

1 ' app l i ca t i on  i e s t  formal isable.  e t  donc Y e s t  Oz -formel. Remarquons 
3 

que q e s t  l e  modèle minimal équ i va r i an t  de L i e  (CR-TI, th. 3.3) de Y. 

Sur c e t  exemple, l e  modèle i-minimal de Y e t  l e  modèle minimal 

la c o f i b r a n t d e  Y c o ï n c i d e n t :  ( ~ ( a ~ , a ~ , a ~ ) , d )  - (A(v),O) lail = 3, 

d ai = O ,  t al = a2 , t a2 = a3 , t a3 = a l  , $(ai) = v. 

IV.3.(4) - Exmple  4 : Un CM-complexe f i n i  qui  n ' e s t  pas - 

formel. 
Oz3 

4 4 4 4 7  8 8 S o i t  X = S a V S b  VSc  v S d  V S e  U e l  u e 2  . wl e s t  
1 w2 



l 'application définie en homotopie par w l  = 2[a,b] - e où a b  e s t  

l e  crochet de Whitehead ; de même pour w2 avec w2 = 2[c,d] - e. X 

e s t  muni de l ' ac t ion  de L2 définie par t a  = c ,  t b = d,  t e  = e. 

Si cl  désigne u n  point de la cel lule  e s  e t  f 2  l e  point de l a  cel- 

lule  e; de mêmes cordonnées cartésiennes que f l  . on pose t E l  = f 2  , - 
8 

ce qui détermine 1 'action de Z2 sur e s  e t  e2. Calculons l e  modèle 

minimal de Qui llen de i  : :2 u X : 

Soi t  (L(Z),a) un  L2-modèle de Quillen de X obtenu à 

pa r t i r  de sa structure ce l lu la i re  : Z = (xl  ,x2,x3,x4,y,z, ,z2) 

Le Z2-modèle minimal de Quillen de X e s t  alors ( L ( v ) , ~ )  

avec 

V = (al,a2,a3,a4,z) 

lail  = 3 , ôai = O  , t a l  = a3 , t a2 = a4 , 

1z( = 7 , 6z = lal,a2] - [a3,a4], t z  = - 2 .  

t2 est  égal à s7 qui a pour modele minimal de Qui l len 

(N(u),O), lu1 = 6. 



'L 
Dans l e  diagramme ci-dessus, i e s t  l e  modèle minimal équiva- 

r ian t  de Lie de X CR-T] . 
q e s t  l e  modèle minimal de Qui1 len de i : XL2 + X ; i 1 

exis te  en e f f e t  une homotopie F : ( lL(u) ,~) '  = @(u B su 8 Dsu),D) + (L(Z),a) 
% 

t e l l e  que F O ho = 1 ,  F O h l  = p O TI ; ce t te  homotopie e s t  définie par 

1 F(u) = Y, F(Dsu) = [x1,xJ + [x3,xJ - y ,  F(su) = - (z,+z2). 2 

De ri(y) @ Z ,  on déduit, d'après [F-T) , prop. 2.2, que 

i : XL2 X n ' e s t  pas une application formalisable ; dtapr@s l e  théorème 

IV.2.(4), ceci entraîne que X n ' e s t  pas Oz -formel. 
2 

IV.3.(8) - Remarque : Cet exemple montre que l a  notion de OZ - 
P 

formalité n ' e s t  pas équivalente à l a  notion de Z -formalité introduite par 
P 

Papadima [P] ; en e f f e t ,  ce dernier ne t i en t  pas compte de la s t ructure 

des points fixes e t  ainsi l a  Z -formalité de Papadima équivaut à la forma- 
P 

l i t é  (au sens usuel). 

Décrivons, sur  c e t  exemple, les modèles ADGC : 

2 ( ~ ( v )  ,O) es t  l e  modèle minimal de Sul1 ivan de X , avec I v l  = 7. 

Le Z2-modèle minimal de X ,   AU,^), obtenu il pa r t i r  du 

foncteur cochaînes, [T~J , 1.1. ( 3 ) ,  contient en par t icu l ie r  l es  éléments 



Le modèle i-minimal du Z2-c??eaag X gst-islors : --------- ---------- 

f  : ( A U , ~ )  - (A(v),O) avec f ( s )  = v 

Le modèle minimal cof ibrant  du .............................. 

l e  modèle minimal cof ibrant  ne coïncide pas avec l e  modèle i-minimal ca r  

t2 contient  en p a r t i c u l i e r  l e s  éléments r I 3  e t  ( r2+r4 )  en 

degré 4. 

Le-mobele-filtre (usuel-au-seris-be &-p l  de-llaeellcatlon 

i  : t2 + X a  comme modèle bigradué sous-jacent j :   AU,^) -+ (A(U+W) , I I ) .  

7 3 I l  ex i s t e  W ~ E  W O  , dw0= O ,  bi E W O  , 1 s i  6 4 ,  dbi = r i  

Ce modèle admet l a  déformation non t r i v i a l e  Dw2 = dw2 + wo. 
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S o i t  X un espace topologique s u r  lequel  a g i t  l e  groupe Zn 

modulo n, avec p o i n t s  f i xes .  Nous etudions i c i  l e  type 

equ i va r i an t  de X à l ' a i d e  de l a  cohomologie 

de 6 .  T r i a n t a f i l l o u .  
1 1 ,  

'5% Pour n = pk (p premierJ  R , q n t i e r  p o s i t i f ) ,  nous cons t ru i -  4 1 1  
sons un représentant  a lgébr ique du type d ' h  d'topie r a t i o n n e l l e  equiva- 

l 

r i a n t  de X. Sa p a r t i c u l a r i t é  rés ide  dans l e  f a i t  que l e s  po in t s  f i x e s  

homotopiques servent  de fondat ion  à l a  cons t ruc t i on  du modele des p o i n t s  

f i x e s .  On o b t i e n t  a i n s i  un o b j e t  c o f i b r a n t  au sens de Q u i l l e n ,  d i s t i n c t  

I en général du mod&le i n t r o d u i t  par  G. T r i a n t a f i l l o u .  

Nous abordons ensu i te  l a  n o t i o n  de fo rma l i t é  : un espace X, 

muni d'une a c t i o n  de Z e s t  d i t  L - formel  s i  X e t  H*(x;Q) o n t  
P ' P 

même modèle au sens précédent. Nous montrons i c i  que c e t t e  p rop r i é té  

équ ivaut  à l a  f o r m a l i s a b i l i t é  de l ' i n c l u s i o n  de l 'ensemble des p o i n t s  

f i x e s  i : :P + X. Des exemples d'espaces Z - formels e t  d'espaces 
P 

Modèle minimal c o f i b r a n t  

qZp-forma1 i te.  


