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"... quelque chose d'ardent et de triste,
quelque chose d'un peu vague, laissant
carriére a la conjecture.”

Ch. Baudelaire

AVANT-PROPOS

Soit X wun ensemble simplicial sur lequel le groupe fini G
agit simplicialement. Pour tout sous-groupe H de G, 1'ensemble
simplicial XH des points fixes par 1'action de H est supposé non
vide, 0O-connexe, 1-connexe, a homologie rationnelle de type fini ; on

dit, dans ce cas, que X est un G-espace.

f: X~>Y est une G-application entre les G-espaces X
et Y si f est simpliciale et équivariante.

H H

On désigne par £ : X' > Y la restriction de f aux

points fixes XH.

Une G-application f : X > Y est une G-équivalence
d'homotopie entre X et Y s'il existe une G-application g : Y > X
telleque fog ~ id et go f ~ 1id (les homotopies étant des
G-applications). 05 dit alors que XG et Y ont Te méme G-type d'ho-

motopie.
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Depuis Bredon, [BZ], on sait que 1'étude du G-type d'homotopie
nécessite 1'introduction des espaces de points fixes pour tous Tes sous-
groupes de G. Par exemple, ([B2], théorzme I111.4.1), une G-applica-
tion 7 : X > Y admet la propriété de relévement des G-homotopies pour
tout G-espace si et seulement si wIXH : XH > YH est une fibration, au

sens usuel, pour tout sous-groupe H de @G.

Comme dans le cadre classique, une G-équivalence d'homotopie

rationnelle peut se caractériser par sa donnée cohomologique (I1I1.1.(11))

en termes de cohomologie de Bredon. Ceci a permis & G. Triantafillou [T2],

de construire une catégorie algébrique fournissant le G-type d'homotcpie
rationnelle d'un G-espace, par analogie avec celle introduite par

Sullivan (§].

Le but de ce travail est de construire un nouveau modéle dé-

crivant le Z k-type d'homotopie rationnelle et d'étudier Ta notion de
P

Zp-forma]ité, ol p est un entier premier et k un entier naturel.

Un théoréme d'existence et d'unicité d'un modele minimal équi-
variant a été établi par G. Triantafillou [T2] pour tout groupe fini G.
La construction s'effectue par récurrence sur le degré, en considérant
simultanément tous les éléments de degré n dans les différentes adgc
associées aux sous-groupes de G. Cela nécessite 1'introduction de
résolutions injectives au sein de la catégorie abélienne OG-QEV
([TZ], 5.10). Dans le cas particulier G = lpk » NOUS proposons une
autre construction de ce modéle, par récurrence décroissante sur les

sous-groupes de Z K a partir des modéles des adgc associées a ces
p

sous-groupes. La récurrence commence avec le sous-groupe Z et
p



(iii)

s'acheve avec le sous-groupe {0}. Ce modéle de Triantafillou est un
modéle injectif dans la catégorie abélienne OZ -QEV (I1.2) mais i1
k
P
n'est pas, en général, un objet cofibrant de la catégorie a modele

fermé 0/Z k-ADGC. Nous déterminons des objets cofibrants de cette ca-

p
tégorie (I11.3.(11)) et construisons un modele minimal cofibrant :

111.3.(13) et 111.3.(14) - Théoréme : Toute 0, -adgc A,
pk
cohomologiquement connexe et 1-connexe admet un modele minimal

cofibrant (K,o). Si (K,p) et (K',p') sont deux modéles

minimaux cofibrants de A, alors il existe un 0, -isomorphisme
pk
6 : K' >~ K, unique & homotopie prés, tel que po 8 ~p'.

e

La construction s'effectue par récurrence croissante sur les

sous-groupes de Z K en commenc¢ant par le sous-groupe {0} pour s'achever
p

avec le sous-groupe Z K 5 on s'appuie sur le résultat suivant :
P

I11.3.(2) - Proposition [G-H-VP].

Soit (AV,d) un Z k-KS complexe minimal. On suppose que
p

1'action de Z | permute les générateurs V. Désignons par H un
p

sous-groupe de Z ; et par V 1'ensemble des points fixes de V par

1'action induite de H sur V ; choisissons W un supplémentaire

de V de W.

Alors 1'idéal engendré par W est stable par la différen-
tielle d. On désigne par q : (AV,d) -~ (aV,d) la surjection canonique.

Z ¢
Si ((A(Vz)’dﬂ)’ pz) est un modéle de X P, 1le diagramme com-
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z

£+1
mutatif suivant donne la construction du modele de X P

T,

A (i) £+1
p PL* £ p
Ap (X T ) Apy (X )
+
A (i,)op :
PL* 2777 .
DK Ep£+1
(A(Vz)adz) — (A(vz)adz) ””””” g (A(V£+w£+1):d£+1)

ﬁ( est ici le Zpk/zp£+1-Ks modéle minimal de 1'application APL(ip) 0 oy

La construction récurrente se poursuit et 1'objet K ainsi obtenu est
un objet cofibrant dans la catégorie 0, k-ADGC (I11.3.(8)).
p

Nous étudions ensuite la qz -formalité des espaces, pour p
premier. P

Introduite par la théorie du modéle minimal, 1a formalité d'un
espace s'est révélée une propriété importante. Pour un espace rationnel,
elle signifie que toute Ta structure homotopique est contenue dans la
donnée de 1'algébre de cohomologie. Ici, nous adaptons cette notion au
cadre des actions du groupe Zp. Le principal résultat est que cette
propriété ne dépend que de 1'injection i : X Pes X de 1'ensemble

X P des points fixes dans X.

Rappelons qu'une application f : X > Y est formalisable si

f et H*(f) ont un modéle de Sullivan commun.

Nous montrons :
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IV.2.(4) - Théoréme : Soit X un lp-espace ; les conditions
suivantes sont équivalentes :
1} X est Ol -formel ;

p
z
2) i:XP o X est une application formalisable.

Une propriété utilisant un caracteére équivariant (la Ql -
P

formalité d'un espace) équivaut donc a une propriété n'utilisant pas
de caractere équivariant (la formalisabilité d'une application). Les
obstructions a la formalisabilité d'une application ([F-T], [Th], [VP])

fournissent ainsi des obstructions a la QZ -formalité.
Y

Le théoréme ci-dessus se déduit du résultat algébrique

suivant :

IV.1.(1) - Théoreme : Soient f0 et fy : (av,d) » (B,dB)
deux G-homomorphismes de G-adgc.

On suppose :

1) f, et f, sont homotopes,

2) (AV,d) est un KS-complexe avec V de dimension finie,

alors i1 existe une G-homotopie entre fo et f1.
—_—

Le théoréme IV.2.(4) fournit immédiatement 1'exemple suivant :
la sphere S"™ (n eIN) munie d'une action du groupe lp (p premier)

est un Zp-espace OZ -formel ; d'autres exemples illustrant la 0,Z -

P
formalité sont proposés en IV.3. On y détaille les différents modeles
algébriques : modéle injectif de Triantafillou, modele cofibrant, ainsi
que Te modéle équivariant en algebre de Lie de [R-T] qui n'a pas été

développé dans ce travail.
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Le texte s'organise comme suit :

Le chapitre I reprend 1'approche de K. Grove, S. Halperin et
M. Vigué-Poirrier [G-H-VP], également étudiée par G. Triantafillou [T1],
qui consiste a utiliser 1'action naturellement induite de G sur
APL(X). Nous rappelons d'abord les différentes définitions de la coho-
mologie équivariante. Le G-modéle minimal est défini ; les preuves,

esquissées dans [G-H-VP], sont détaillées ; des exemples sont proposés.

Afin de rendre ce texte autonome, nous avons regroupé au
chapitre II tous les outils nécessaires & la cohomologie de Bredon.
Le cas particulier 6 =7, , déja envisagé ([T13]), est ici retenu.

Nous y rappelons la caractérisation des Ol -adgc injectives.
k
p

Le chapitre III aborde les constructions de modéles pour

G=4Z  :celledu modeie minimal injectif ([T2]), et celle du modele

minimal cofibrant.

Le chapitre IV est consacré a la lp-homotopie, ala QZ -

p
formalité et a 1'exposition d'exemples.

Je veux exprimer ici ma vive reconnaissance a Daniel TANRE 5
son aide inlassable et constante a permis 1'aboutissement de ce tra-
vail, son extréme disponibilité a été pour moi le plus solide des
encouragements, Qu'il veuille bien trouver ici 1'expression de toute
ma gratitude.

Daniel LEHMANN m'honore en acceptant de présider cette

x

these ; ses conseils ont contribué a clarifier ce texte.
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Je remercie également Yves FELIX, Jean-Claude THOMAS et
Georgia TRIANTAFILLOU de constituer le jury. Leurs remarques
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Je remercie Hans SCHEERER de m'avoir invité a Berlin
pour y exposer mes résultats dans le cadre du séminaire
Berlin-Bonn-Lille.

Je tiens a remercier Thierry PAUL pour son soutien
constant durant ces derniéres années.

Madame BERAT a dactylographié ce texte avec soin,
patience et un rare dévouement. Je la remercie trés chaleureuse-
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PRELUDE

(MODELES POUR LA COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE).

I.0 - CONVENTIONS DE NOTATION :

Dans tout ce travail, G désigne un groupe fini.

1.0.(1) - Action d'un groupe sur un espace topologique.

Soient G un groupe {fini) et X un espace topologique ;
une action a gauche du groupe G sur X est la donnée d'une fleche
¢ : G - Homéo(X) (ou Homéo(X) désigne le groupe des homéomor-
phismes de X dans lui-méme), telle que :

o{g h) = ¢(g) o ¢(h) Vg, het
¢(eG) = Idy ou ey est 1'é1ément neutre de G,

on dit alors que X est un G- espace topologique.

Sojent désormais Y un autre G -espace topologique
et f : XY une application continue ; on dit que f est un

G-morphisme si



fooelg) =¢(g)of Vget

on écrit alors f e HomG(X,Y) ; on obtient ainsi la catégorie G-Top.
Pour X e G-Top, XG désigne 1'ensemble des points fixes de X pour
1'action de G : XG ={xeX|Vget, ¢lg) (x)=x}

G

Si f e Homg(X,Y), on en déduit f° e Hom(x8,YC).

[.0.(2) - Action d'un groupe sur une catégorie.

Soient G un groupe et C wune catégorie ; on suppose toujours
que C est une sous-catégorie de ENS; une action a gauche du groupe G

sur la catégorie € est la donnée, pour tout objet C de C, d'une fléche

oc ¢ G — Iso0,(C,C)
telle que
¢c(9h)) = ¢(9) 0 s.(h) VYV g,heG.
qbc(eG = 1d. -

On dit alors que C est un G-objet de la catégorie C..

Soient désormais D un autre G-objet de C et f e HomC(C,D) 3

on dit que f est un G-morphisme si
foe.l9) = aple)of Vget.

On écrit alors f e HomG_C(C,D), ou aussi f € HomG(C,D),

on obtient ainsi la catégorie G-C.

Pour C e G-C, on pose CG = {Ce C|¢C(g) c=c, V’g e G} ;

G Gy,

si f e Hom_(C,D), f se restreint en f~ e Hom (c%,p



1.0.(3) - Exemples.

. G-ADGC désigne la catégorie des adgc muniesd'une action du groupe G.

. G-AGC celle des agc muniesd'une action du groupe G.

. Le foncteur H :ADGC ~ AGC détermine H : G-ADGC - G-AGC.

. G-QEV désigne la catégorie des Q- espaces vectoriels différentiels,

gradués, de type fini,

1.0.(4) - Remarque :

La catégorie G-ADGC s'avérera insuffisante car ne fournira
que des modeles d'espaces quotients X|/H ; en 1.2, on introduira
une catégorie notée OG-ADGC qui donnera des modeéles d'espaces de points
H
X

fixes et du type d'homotopie équivariant de X.

1.0.(5) - Soient G et G' deux groupes (finis) agissant respecti-
vement sur les catégories C et D,
u : G-+ G' un homomorphisme de groupes
C et D des objets respectifs de C et D

(C et D sont toujours des catégories structurées sur ENS).

On dit que f : C > D est une (u)-fleche si
fo ¢C(g) = ¢D(u(g)) 0 fs Vg e G 5



1.1 - ACTION SIMPLICIALE.

I.1.(1) - Action réguliere.

Rappelons briévement 1a notion d'ensemble simplicial.
n

A désigne le n-simplexe euclidien a_ = {{t ,...,t ) € Rn+1 Yt =1,
n n 0 n izp 1
9
ti > 0}, et A, — An+1 Tes opérateurs habituels de face et de
o
i

dégénérescence.

4 désigne la catégorie dont les objets sont les ensembles 4,

et les fléches les applications obtenues par composition des 3; et oj.

Un ensemble simplicial X est alors un foncteur contravariant X : A - Ens.

On pose X, = X(An) ; introduisons la catégorie G-Ens dont les objets sont
les ensembles munisd'une action du groupe G et les fléches sont les
G-fleches de la catégorie Ens ; on dit alors que X est un G-ensemble

simplicial si X est un foncteur contravariant X : &4 - G-Ens.

Définition : Un G-ensemble simplicial régulier est un

G-ensemble simplicial satisfaisant 1'hypothese (H) suivante :

Hypothzse (H) :

Sofent (vo,...,vq) q+! sommets de 1'ensemble simplicial X ;
soient (go,...,gq) g+l éléments de G ;

on suppose que (vo,...,vq) et (govo,...,gqvq) sont deux

q simplexes de X,

alors il existe ge G tel que gv, = g;vi, O« isgq.



Remarque : On peut toujours supposer, [51, p. 114], au besoin
en passant a la seconde subdivision barycentrique, qu'un G-ensemble

simplicial est régulier.

Dans tout ce travail, G-espace signifie G-ensemble

simplicial régulier.

1.1.{2) - L'ensembie simplicial X/G.

Soit X un G-espace. L'ensemble simplicial X/G a :
- pour sommets, les orbites Vv de 1'action de G sur les sommets de X,
- pour simplexes, les n-uplets (V1 ..,Vh) d'orbites, tels qu'il

se
. v
existe des représentants v. de v,

i ; pour Tesquels (v1,...,v )

n
soit un simpiexe de X.
Pour régularité, un simplexe de X/G forme une orbite de
1'action de G sur les simplexes de X,
Le complexe C,(X;Z) des chaines orientées de X est muni

d'une action de G définie par :

g (Vogn.-qu) =(gVO,...,qu) .

S0t désormais M un Z[G] module ; Hom(C, (X 37) M)

d'une action de G définie par gy=govyo g'1

est muni

Rappelons que Homa(Cy(X;Z),M) = {y : Co(X;Z) » M|V gcG, goy=yog}
on a évidemment [Hom(c*(x;l),M{]G = HomG(C*(X;l),M).

Notons o : Cu(X;Z) + C,(X3Z) 1'application définie par

ofc) = .
gZG e



La surjection canonique p : X » X/6 définit une application

surjective, encore notée p :

p : C.(XsZ) + C(X/G3Z)
de Ker p = Ker ¢ , on déduit les isomorphismes :
Cu(X/G3Z) = Cu(X3Z)/Ker p = C (X;Z)/Ker o = o(CW(X3Z)

on peut ainsi construire un homomorphisme commutant aux différentielles

{donnant le transfert en homologie)

u ot Ce(X/G3Z) — C(X:Z)

p(c) — olc)

On vérifie p ou = ‘G"Idc*(X/G;l)

Hop=d

Imu C c,((x-,l)G

il résulte de ceci :

Proposition : Soient X un G-espace, R un anneau de
coefficients pour lequel 1'ordre de G n'est pas un diviseur de

zéro alors u induit les isomorphismes :

mn

C (R = CL(X/G3R),

" (X/GiR).

n

¢ (x;R)€




[.2 - COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE D'UNE G-adgc (A,dA) :

I1 va &tre fait, au Tong de ce.travail, un usage constant du

Temme d'algébre 1inéaire suivant :

1.2.(1) - Lemme : Soient

- E un espace vectoriel sur @, de dimension finie, sur lequel
le groupe G agit,

- F un sous-espace vectoriel de E, stable par 1'action de
G (i.e. gFcF, Vgea),

alors E/F peut &tre muni d'une action de G et la surjection

canonique q admet une section équivariante n.

0 — F — E L EfF — 0 .
R 7z

n

Preuve : Soit n' une section quelconque de q, on pose

= Té_ Yy ¢ onog.
€6

n est une G-section linéaire de q.

1.2.(2) - Lemme [T1]

Soit (A,dA) une G-adgc sur @
ona H(A®) = H(A)E .

Preuve : Soient i : AG —— A 1'injection canonique

G

et o : A —— A" 1'application définie par



ola) = § ga.
geb
Remarquons que évidemment H(i) est & valeurs dans H(A)G,
ona ooi-=|6 id et donc H(c)oH(i) = |G| id

en particulier, H{i) est injective.

Montrons que H(i) : H(AG) > H(A)G est surjective.

Convenons que si a ¢ A et da =0, on désigne par cl(a)
1'élément défini par a dans H(A).

Soit cl(a) e H(A)G 3

pour tout g e G, i1 existe Bg € A tel que ga ~ a = dsg

d'ou Jga=|6la+d(§ 8).
geG geG 9

Soit a2 ¢l ofa) = cl(a)
|61

d'ol H(i)(TlT cl ofa)) = cl(a) ; H(i) est bien surjective.
G

1.2.(3) [T1] - Proposition.

Soient (A,dA) et (B,dB) deux G -adgc,
f . (A,dA) — (B,dB) un G-morphisme de G -adgc

on suppose que H*(f) est un isomorphisme,

alors H*(fG) : H*(AG)’—-» H*(BG) est un isomorphisme.

Preuve : Considérons le diagramme suivant :



f
,A ——— B |
/ " avec oy(a) = ) ga aeh
i . . . o A geG
A | 8| ;B
\ ’I
] G G‘ UB(b) = E g b b € B
A — B geG
f

H(fG) est surjective : Soit cl(b) € H(BG) o

il existe a e A, da = 0 avec f(a) = b+dc.

Considérons ofa) € AG ; on a

do(a) = 0 et fo(a) = [G|b + do(c)

et donc H(fG)(TéJ- ¢l ofa)) = c1(b).

H(F%) est injective : Soit ac A%, da =0 et f(a) = db

puisque H{f) est un isomorphisme, il existe
a'le A, a=da'; o(a') e A% est tel que

—éT do(a') = a. -

1.3 - COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE D'UN G-ESPACE X : ST

1.3.(1) - Définition : Soient X un G-espace et M un "
G-module, les groupes de cohomologie équivariante de X & coeffi-

cients dans M sont définis par :

My (M) = H' (Homg (. (X32) M) ,d)
= H" (Hom(C, (x;2) )5 )
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I1 est quelquefois choisi une définition plus géométrique [BQ], qu'on
illustre ici, dans le cas particulier o G est fini et 1'anneau des

coefficients constants @, par Ta proposition 1.3.(2).

Au groupe G, on associe EG , qui est "le joint infini"

G* ... *G*....Un élément de E. est une suite :

G

(tjg;); g avec g; e G, t; e 0.7, t;

; Ppresque tous nuls, Yot o= 1.

ieN

E. est muni d'une action libre (a droite) de G définie par :

G
(ti9:)sy 9 = (tigig)idN » on pose alors B, = £./G.
Rappelons que X est un G- espace ; on munit EG x X de

1'action diagonale :

1

((tigi)idN s X) g = ((t'igig)‘ieN s g- x) gebG

on pose alors Xq = EGXGX =(EG xX)/G.

Py EG x X > X désigne la projection sur le second facteur,
p, est une G - équivalence d'homotopie (puisque EG est G- contractile)

et donc H(p2) est un G- isomorphisme.

1.3.(2) - Proposition : [ -
Soit X un G -espace,

on a

H (Xg30) = HgOGR) = W (0/G3).

Preuve {rappelons que G désigne un groupe fini) :
* *
Soit p, : € (EgxX;Q) «—— C (X;Q).

H(pz) est un G -isomorphisme, donc d'aprés I1.2.(3):
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H(pga) est un isomorphisme : HE(EGXX;Q) = HE(X;Q) ; mais d'apres la
proposition 1.1.(2), on a HE(EGXX;Q) = H*(XG;Q) ; ceci établit 1'iso-
morphisme H*(XG;Q) z HZ(X;Q)-

1.3.(3) - Remarque : La relation H,{(X/G;k) = He(Xgik) est
fausse en général : soit k =Z ; faisons agir lz sur le disque D2
par symétrie centrale.

X/G est contractile donc H1(X/G;l) = 0.

EGxX - XG est un revétement de groupe ZZ donc H1(XG;1) = 22.

I.4 - G-MODELE MINIMAL D'UN G-HOMOMORPHISME D'ADGC : EXISTENCE.

Comme annoncé dans [G-H-VP], la théorie classique du modale
de Sullivan s'adapte sans difficulté au cadre relatif d'un G-homomor-

phisme de G-adgc.

1.4.(1) - Définitions.
Si V est un @-espace vectoriel gradué, AV dénote 1'algébre
graduée commutative libre engendrée par V.

Une G-KS-extension est une KS-extension (E) (cf. [H)) :
(E) : (Bydg) —+ (B O av,d) & (av,d) ou

(B,dB) est une G-adgc, YV un G-espace vectoriel gradué, 1 et o des
G-homorphismes de G-adgc.
Si, de plus (E) est une KS-extension minimale, on dit que (E)

est une’ G-KS-extension minimale ; si B =@, on dit que (aV,d) est un

G-KS~compiexe.
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Soit f : (B,dB) > (A,dA) un G-homorphisme d'adgc ; on dit

que le diagramme ci-dessousest un G-modele (minimal) de f si (E)

est une G-KS-extension (minimale), si  est un G-homomorphisme d'adgc
induisant un isomorphisme en cohomologie et si $# o 1+ = f. Si B =0, on

dit que ((av,d),f) est un G-modele de (A,dA).
(A,dA)

¢

(B,dg) —— (B 8 aV,d) — (avV,d)

1.4.(2) - Théoreme : Existence du G-modele minimal.
Soit f : (B,dB) - (A,dA) un G-homomorphisme entre G-adgc
cohomologiquement O-connexes et 1-connexes ; il existe un G-modéle

minimal de f :

(Axd,)

J

(B,dg) —— (B @ AV,d) —— (AV,d)

Preuve : Comme dans [H], la preuve se fait par récurrence ;
3 chaque étape, la construction peut étre rendue équivariante grace au

Temme I.2.(1). Soit P(n) 1'énoncé suivant : il existe un diagramme
(A,dA)
f
b,

{n) (n) -
(B,dB) —-1—->(BGAV ,d) — (avt’,d)
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tel que : - (AV("),d) est une G-adgc minimale,

(n)

- les éiéments de V sont en degré supérieur ou égal a 1

et inférieur ou égal & n,
- pour tout i g n, H’(wn) est un isomorphisme,
- Hn+1(&n) est injectif,

0 —
-llln o11v="°,

P(1) est une proposition vraie : soient oy et ¢ des G-sections
d
respectives de ZZ(B) - HZ(B) et de A! ZA, BZ(A). On pose

Vs ker (), dpp = f, $§V1 oo fooy dipg=dp 4Ty
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P(n) => P{n+1) : en un premier lieu, on a le diagramme :

Coker Hn+1(ﬂn)
o¢ pC
0 — "™ — ™ —2A— ™ —— o

Hn+1ng)

W* 1 eanv(™ )

Soient o et ¢ des G -sections de PA et Pc respecti-
vement.
Posons V?+1 = op 9 coker Hn+1(ﬂn) muni de 1'action induite

par celle de G sur H"+1(A,dA),

d 0

1ﬁn+1 Vn+1 = 1id

n+1
1 v

n+l -
1 v

1

On a en un second lieu les diagrammes

d
0 Zn+1(A) An+1 A Bn+2(A) 0
&~/
g

ol o est une G- section de dA‘
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An+1

KK'Q,jv

\\
°A
0 —s Bn+2(A) Zn+2(A) . Hn+2(A) 0

p
0, Hn+2(ﬂn) r

0 — B"™paay(n)y AR T YVALY) W H"2(goa(v(n) q)
\_{/
%

Ker Hn+2(0n) —_—

De f, oy Ker Hn+2(ﬁn)CZ Bn+2(A), on déduit 1'existence de r = ¢ o J, o oy

Rappelons enfin 1a notation suivante :

Si W=6W estun espace vectoriel gradué, sW est 1'espace
n

vectoriel gradué par : (sW)" = w1,

5 : W > sW est un isomorphisme de degré +1 d'inverse 5_1.

Avec cette notation, on pose :

Vg+1 =g o, Ker Hn+2($n) H
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1

soit s ov(b) ey

9 » ON définit :

ﬂn+1 7! oy(b) = r(b), g 7! ov(b) =] ov(gb),

on pose ators V(M) o y(M) g el g Bty

est
définie par ses restrictions 0n+1 (n) = @n R $n+1 e = 1ds
v v

Jn+1 nseq avant eté définie ci-dessus. L
v

2
Ainsi construite, 1a G-KS-extension

(E) : (B,dB) — (B@Av(n+1),d) ry (AV(n+1),J) est minimale, ¢ est

n+1

un G-homomorphisme de G-adgc tel que ﬂn+1 ov="°f ; Hi(@n+1)

un isomorphisme pour i < n car la construction n'introduit aucun €é1é-

ment de degré inférieur ou égal 3 n Hn+1($ est désormais sur-

n+1)
jective (et donc bijective d'aprés P(n)) : ceci provient de la construc-
tion de V?+1 ; 1'injectivité de Hn+2($

construction de V2+1.

n+1) résulte de la

I.4.(4) - Remarque : Pour éviter toute confusion avec les
modéles construits au chapitre III, le modéle minimal équivariant
construit ci-dessus est appelé G-modele minimal, les autres seront

appelés modele i-minimal de Triantafillou et modele minimal cofibrant.

1.5 - G-MODELE MINIMAL D'UN G-HOMOMORPHISME D'adgc : UNICITE.

Pour énoncer un théoreme d'unicité du G-modele minimal d'un
G-homomorphisme d'adgc f : (B,dB) > (A,dA), i1 faut une théorie de
1'homotopie équivariante dans la catégorie G-ADGC ; cette théorie se

construit sans difficulté en adaptant les résultats du cadre classique
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([H), chap. 5). Les preuves sont ici systématiquement omises.

Remarquons que si (AV,d) est une G-adgc libre alors
(Av,d)I = (A(V+sV+DsV),D) est munie de 1'action de G suivante :
velV gv est déja défini par 1'action de G sur V,
sv e sV g(sv) = s(gv),

Dsv e DsV g(Dsv) = Ds(gv).

Soit (E) une G-KS-extension : (B,dB) - (B8AV,d) ' {(av,d) ;

(EI) désigne 1la G-KS-extension suivante :
(B,dg) —— (B 8 AV 8 A(sV) 8 A(DsV),D) —— (A(V+sV+DsV),D) .
On définit une G-dérivation, de degré -1,
i : (B ® A{V+sV+DsV),D) — (B 8 A(V+sV+DsV),D)
définie par i‘B = i|sV = ileV =0, i(v) =sv, velV.

Ceci détermine une G-dérivation de degré 0, 6 = Di + iD

n
qui satisfait la relation 6D = D6 ; 1'application exp 6 = § %—
nx0 -’

est alors un  G-automorphisme de G-adgc ;

Ay (B 8 AV,d) > ((B @ AV) 8 A(sV+DsV),D) est définie
par Ao(z) =z81;

Ay (B @ AV,d) > ((B 8 AV) 8 A(sV+DsV),D) est définie

par x1(z) =exp 6o Ao(z).

[.5.(1) - Définition : Soient &0 et ¢, : (B8 avV,d) ~ (A,dA)
deux G-homomorphismes d'adgc tels que wOlB = J1|B ; on dit que ﬁo

et &1 sont G-homotopes (rel. B) s'il existe un G-homomorphisme
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d'adgc F : (B 8 A(V+sV+DsV),D) ~ (A,dA) tel que Fo Ay = ﬂo et

Fox = $1.

1.5.(2) - Notations : On écrit alors ﬁo E $1 (rel B).

Si B =@, on écrit simplement ﬁo X $1.

1.5.(3) - G-lemme de 1'idéal acyclique :

Soient ﬁo et $1 : (B 9 aV,d) » (A,dA) deux G-homomorphismes
d'adgc tels que 80|B = ﬁ1‘B et 1 un idéal différentiel de (A,dy),
stable par 1'action de G, et acyclique.

On suppose im({, - &1)<: 1. Alors ﬂo % @1 (rel. B)
et la G-homotopie F satisfait F(sV)C 1.

1.5.(4) - La relation "... est G-homotope & ... (rel B)" est
d'équivalence sur 1'ensemble des G-homomorphismes de source (B 8 AV,d),

de but (A,dA) et coincidant sur B.

1.5.(5) - G-lemme de relévement.

Considérons le diagramme suivant de G-homomorphismes de G-adgc.

(Ady) ——T—— (A",dy))
. ®
f $\\\ n
\\
(B,dg) ———— (B @ av,d) — (av,d)
on suppose que : - (B,dB) - (B 8 aAV,d) —Ea-(AV,a) est une G-KS-extension,

- H(y) est un isomorphisme,

-yof=no0n13;
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alors, 11 existe un G-homomorphisme d'adgc ¢ : (B @ AV,d) » (A,dA)

tel que yod~n (rel B) et J o1 = f.
G

1.5.(6) - G-mod2le minimal : Unité 1.

Dans le diagramme, ci-dessous, f désigne un G-homomorphisme
entre G-adgc cohomologiquement O-connexes et 1-connexes ; (E) et

(E') sont deux G-modeles minimaux de f.

(B8 aV,d) —F—— (av,d) ()
,—”””’—l‘—”"’—;:é:::; |
l
|
|

.
l

3 |
|

(B8 av'd') — (av',d') (")

alors, i1 existe un couple de G-isomorphismes d'adgc (9,a) tel que

por'=1, pod=ao00p', w?oJ)ErD' (rel B)

1.5.(7) - G-modéle minimal : Unité 2.

Sous les hypothéses ci-dessus, si (x,B) est un couple de
G-homomorphismes d'adgc tel que pox =gop' et Jox E ¢' (rel B),

alors x et B sont des isomorphismes, x ~ ¥ (rel B) et an B.
G

N
G
Signalons dés maintenant une application du G-modéle minimal

d'une G-adgc (A,dA).
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1.5.(8) - Remarque :

Soient (A,dA) une G -adgc cohomologiquement 1-connexe

et (av,d) ——5—+ (A,dA) le G-modgle minimal de (A,dA) :

alors le modele minimal (au sens usuel) de (Av,d)G est le

modele minimal de 1'adgc (A,dy)®.

1.6 - G - MODELE BIGRADUE D'UNE G -agc H. [Pl :

De la méme fagon que le G- modéle minimal d'une G- adgc
(A,dA) s'obtient par une lecture suivie de la construction proposée
par Sullivan, le G-modele bigradué d'une G-agc H se déduit
du texte de Halperin-Stasheff [H-S| ; les notations sont celles de

[H-S] 5 Tles preuves sont omises.

1.6.(1) -~ Théoreme : Soit (H,0) un G-agc connexe,
T-connexe ; il existe :
- des G-espaces vectoriels bigradués ZE s
- une différentielle d homogéne de degré inférieur -1 sur
1= a8 2h)
un G-homomorphisme d'adgc p : (AZ,d) » (H,0) tels que :
1) H{p) : HO(AZ,d) -~ H est un G -isomorphisme,

2) (AZ,d) e (H,0) ‘est le G-modele minimal de (H,0).

De plus, si = : (C’dc) + H,0) est un G-~homomorphisme d'adgc

tel que C = @ Cg avec Cg stable par G, dC soit de degré
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inférieur -1, = (C) = 0 et tel que les conditions 1) et 2) ci-dessus
soient satisfaites alors i1 existe un G-isomorphisme v : (AZ,d) + (C,dC)

homogéne de bidegré (0,0) tel que w oy = p.

1.6.(2) - Définition :

p : {AZ,d) > (H,0) s'appelle le G-modele bigradué
de (H,0). [

I.7 - G-MODELE FILTRE D'UNE G- adgc (A,dA). P :

Soit Z =6 Zg un G- espace vectoriel bigradué ;

on pose F (AZ) = ) (AZ), ;3 ceci détermine une filtration croissante.
msn

Soit @ : AZ > AZ une G-application linéaire ; on dit

que § décroit la filtration si (F (AZ)) = F _,(aZ).

1.7.(1) - Théoréme : Soient (A,dA) une G- adgc cohomologi-
quement 1-connexe,
p ¢ {AZ,d) »~ (H,0) le G-modele bigradué de (H,0) ; alors
il existe une G-différentielle D sur AZ,
un G- homomorphisme r : (AZ,D) - (A,dA),
tels que : (D-d) : Zn — Fn_Z(AZ) nsx0,

cl{n{z))=p(2) Ze Nl .

Si #' : (AZ,D') » (A,dA) satisfait ces deux conditions,

alors i1 existe un G -isomorphisme ¢ : (AZ,D) - (AZ,D') tel que
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f - Id décroit la filtration,

w'xp Nl o,
' G

1.7.(2) - Définition :

r : (AZ,D) — (A,dA) s'appelle le G-modeie filtré
de la G- adgc (A,dA).

1.8 - LA G-adgc APLLZ)'

A désigne le foncteur des formes différentielles simpii-

PL
ciales a coefficients polynomiaux, de source la catégorie des ensembles

simpliciaux (pointés), de but la catégorie des algébres différentielles

graduées commutatives (augmentées).

Une p-forme différentielle simpliciale w € APL(X) est

définie par ses restrictions w. AuX g-simplexes de X

- T
w_ = % pI(to,...,tq)dti1 A .o A dt;

p

~

ol p} désigne un polyndme en les variables (to,...,tq) a coefficients

rationnels.

* 1 . > ) p
1: APL(X) — C (X;Q) définie par (Im)T = [Ap w,
w —> Tw

s'appelle 1'intégration de de Rham.



- 23 -

On rappelle que 1'application H(I) est un isomorphisme de
H*(A,, (X)) sur H*(X;Q) {cohomologie singuligre, de 1'espace topolo-
PL

gique X a coefficients dans Q).
Soit désormais X un G -espace

g: XX détermine APL(g) :APL(X) - APL(X)

définie par : (APL(g)(w)T = w € APL(X)

gt

APL(X) hérite alors naturellement d'une action (2 gauche)

de G définie par :
g u = Ap (g7 ) ()

La construction de Sullivan d'un adjoint & gauche du foncteur
APL : S~ ADGC (o S désigne la catégorie des ensembles simpliciaux)
s'adapte sans difficulté aux catégories G-S et G-ADGC (ou G-S

désigne la catégorie des G- espaces).

1.8.(1) - 11 existe un foncteur < > : G-ADGC~+>G-S

adjoint & gauche du foncteur APL 1 G- S~ G-ADGC.

Preuve : Seit A une G -adgc ; on définit

<A> = HomADGC(A’APL(Ar)) (ou &, désigne le r-simplexe
euclidien de R™*1).
<A> est un ensemble simplicial [S] ; on définit sur <A>

une action (& gauche) du groupe G en posant

g- ='rog_1 T€<A>Y‘ g e G,
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Les applications <3i> : <A>r > <A>r—1

> T <A> > <H>
et <ui> 1 <A r A 1

sont alors des G -applications simpliciales et <A> est un G -ensemble

simplicial.

La formule d'adjonction s'établit alors comme dans le cas

classique : HomG_ADGC(A,APL(K)) = HomG_S(K,<A>).

1.8.(2) - 11 existe une transformation naturelle de
foncteurs

T: Id ~— APL0<>

Preuve : Soit A une G- adgc
T A~ APL<A> est définie par

X — nA(x)

avec nA(x)T = t(x), Te€ <A>r‘

my est un homomorphisme d'adgc [s] s vérifions que U
est une G-application :
(r(x)); = 7o g(x) = (47" ©)(x)
- -1 = = -1
(9 T[A(X))T = (APL(Q ) “A(X))T = (‘”A(X))g_1T = (9 T)(X)-

Nous utiliserons enfin le résultat suivant, qui est une adapta-

tion du résultat de Sullivan.
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1.8.(3) - Corollaire : Soit (A,dA) un G-KS complexe de type fini.

Alors, LI APL<A> est un G-homomorphisme d'adgc induisant

un isomorphisme en cohomologie.

1.8.(4) - G-théorgme de de Rham.

L'intégration 1 : APL(X) > C*(X;Q), non compatible au cup

produit.est un G - homomorphisme de G- complexes de cochaines.

H(1%) H*(APL(X)G) — HE(X) est un isomorphisme.

1.8.(5) - Proposition [T1] :

Soit X un G-espace et o : X~ X/G 1a projection cano-
nique 1'application APL(p) : APL(X)G « APL(X/G) est un isomor-

phisme.

Preuve :

Injectivité : Soit 1 un q simplexe de X/G ; i1 existe,

par régularité, un q simplexe t' de X telquepo ' =71 ; ona
de plus G t' N<t' =1' donc 1'application p : im t' » im v est bi-
jective.

Soient Wy et wy deux p formes sur X/G telles que

APL(Q)(N‘I) = APL(D)(Nz), on a
APL(D)(m1)T' = APL(D)(UJZ)T.

ApL (e fime Hogde = Ao (o5 M)
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mais p]imr' est bijective sur son image et donc APL(pIimr') est un

isomorphisme donc (w,). = (w,). d'ou 1'injectivité.
171 2't

Surjectivité : Soit o' e AEL(X)G . on définit w e AEL(X/G)

telle que Apdp)(w) =o' par w = APL(plimr.)(m;.).

Cette définition est indépendante du choix du simplexe '

au-dessus de 1 ; en effet, soit 1" un second simplexe de X tel que

" "

oot =1, onaalors t" =gt et

4(&%-)

-1 -1 '
APL(pIimT') APL(g 0(p'1mr") )(wT')
= Ay ( 7o Ay (g7 !
pLC® [ e pLig e
= APL(plimr")_1m;" car w»' est fixée par gq.

11 est clair que APL(p)w = w' et donc APL(p) est surjective.

1.9. - G-MODELE D'UN G- ESPACE X.

I.9.(1) - Définition : Soit X un G -espace 1-connexe ; le

G -modale minimal de X est le G- modéle minimal de la G -adgc APL(X).

La remarque 1.5.(8) permet d'utiliser le G-modéle minimal

de X pour en déduire le modele minimal de X/G.
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1.9.(2) - Proposition [T1].

Soient X un G -espace 1-connexe {(on suppose de plus X/G
1-connexe), p : (Av,dv) -~ APL(X) le G-modele minimal de X et
p' & (Aw,dw) > (AV,dV)G le modele minimal de (AV,dV)G alors

(Aw,dw) est Te modeéle minimal de Sullivan de X/G.

Citons le critére suivant de 1-connexité de 1'espace des orbites X/G :

1.9.(3) - Lemme [BT].

Soit X un G-espace O-connexe.

On suppose qu'il existe uneorbite de X par G qui soit
connexe (cette condition est satisfaite des que x° @),

On a n1(X) =0 => n1(X/G) = 0.

Preuve : Soit G Xo uneorbite connexe de X par G.
f: [0]] > X/G désigne un lacet en n(x,) dans X/G6 : f(0) = f(1)
n(x,) et f: [0f] > X un relevement du lacet f : o f=fs

on a %(O)

Xg f(1) =g Xye

Désignons par h : [0,1] > 6 x, un chemin joignant x_ &
9%, le chemin f * h (f suivi de h) est un lacet en X, dont 1a
projection est le lacet f.

17 en résulte n1(X;xo) =0 => n1(X/G;w(xO)) = 0.

La proposition 1.9.(2) admet e corollaire suivant :
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1.9.(4) - Corollaire [T1].

Soit X un G-complexe 1-connexe ; on suppose que :
X/G est un espace t-connexe ,
G agit trivialement sur H*(X;Q) ;

alors X et X/G ont le méme type d'homotopie rationnelie.

En effet, toutes Tes fléches du diagramme suivant induisent

des isomorphismes en cohomologie :

6
Ap (X) o= Ay (X)

AV,d APL(X/G)

1.10. - EXEMPLE.

X = S? x Sg x Sg x 52 produit de 4 sphéres orientées 53 5
G=1,= {0,1,2,3}.

G est monogéne, 1'action est entiérement définie par
- 3
1 (u1 s Uy 5 Uz s u4) = (u2 s Uz 5 Ug > u1) (ui € Si)'
G posséde un sous-groupe non trivial Zz = {0,2} ; 1'action

de l4 sur X détermine une action de lz sur X,
Z

Ona X 2 = S3 x 53
z
X 4 = S3 .

T X~ X/l4 et m X~ X/rZ2 ne sont donc pas des revé-
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tements. L'espace X est 1-connexe ; d'aprés 1.9.(3), X/Z4 et X/l2
sont 1-connexes.

On désigne par 51, £p> g3, 54, les cycles fondamentaux de
C*(S?;l), 1<1s4 etpar g?, g;, g;, gz, les cocycles fondamentaux

*3': ’ * * * * .
de € (Si’l) tels que c1(g1), c](Ez), c](g3), c1(54) soient un systéme

de générateurs, pour la structure d'alggbre, de H (X;Q).
L'action (& gauche) de L, sur C.(X;Q) s'écrit :
Tg =6 » Tg =8 » Ti3=¢g , lg=¢.
L'action (& droite) de Z, sur C*(X;Q) s'écrit
(E? 1)(Ej) = E:(1 Ej) 1:s i< j:s 4.

Cette action se transforme en une action (3 gauche) en posant

1] =g}

3
ce qui donne

* * *

) - I _ %

Le l4-modé]e minimal de X est (AV,d) avec d =0 et

vV = (a1,a2,a3,a4), lai! = 3.

L'action (& gauche) de 14 sur V est définie par
1 3y =2, 1 a, = a5 1 ag = ag 1 3, = a,.

z
L'adgc (av,d) 4 est 1a sous-adgc de (AV,d) dont un systéme
de générateurs est :
degré 3 : X =8y ta, tagty
degré 6 Xp = 343, + B33 + 233, + 3,3

degré 9 X3 = 343533 + ay333, + 332,34 + 3533,
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en degré 12, on a 1 (a1a2a3a4) RRCILPCECY I 1'absence d'éléments de

7
degré 12 dans (AV,d) 4 s'explique par le fait que G ne préserve pas

1'orientation ; en effet, 1'action préserve 1'orientation si et seule-

ment si la classe volume subsiste dans 1'espace des orbites.

VA
Cette adgc (AV,d) 4 se décrit par générateurs et relations :

générateurs Xy Xo ]x1l =3 lle =6
relation x% = 0.
Z,
Le modele minimal est o : (Aw,dw) + (AV,d) avec
W= (u1,u2,a3) |a1| =3 |a2| =6 |a3| = 11
B _ _ 2
d(u1) = d(uz) = 0 d(d3) = Qz

p(u1) = X play) = %, plag) =0

et donc d'aprés 1.9.(2)

6

X/Z4 a le type d'homotopie rationnelle de S3 x$

L'adgc (AV,d)/ZZ est Ta sous-adgc de (AV,d) dont un systéme
de générateurs est :
degré 3 : Yy = ag +a,
Y =38+
degré 6 : Y3 = 43, +ajy,
Yq = 4% * 339
degré 9 : Yg = 243535 + 233,39

Yo = 3133, + 3333,
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degré 12 : Y7 = 3935333, .

VA
Cette adgc (AV,d) 2 se laisse décrire par générateurs et
relations :

générateurs 1 Y, Y, Yj3 lygl =3 ypl =3 lysl =6

relation : yg =0

z
Le modeéle minimal est o' : (Aw‘,dw) > {av,d) 2 avec

W = (ai,aé,aé,a&) Iai] =3 laé[ =3 [aél =6 tu&l = 17
dai = dué = daé =0 da& = a§3
plat) =y, 1:s 1:5 3 plag) =0

Ceci détermine le type d'homotopie rationnelle de 1‘'espace

X/z
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II

FORLANE

(COHOMOLOGIES DE BREDON).

I1.1 - COHOMOLOGIE DE BREDON D'UN G-ESPACE [BZ].

A) Preliminaines :
G désigne (toujours) un groupe fini ; pour tout sous-groupe
H de G, T'espace G/H est muni d'une action naturelle a gauche de

G : ce sont les translations gauches.

11.1.(1) - Définition : Catégorie des orbites canoniques.

La catégorie des orbites canoniques de G, notée OG’ est
définie ainsi :
. Tes objets sont les espaces homoggnes G/H, avec H sous-
groupe de G ;

. les fleches sont les G-applications G/H + G/K.

Remarques :

1) 11 est facile de décrire les flaches de la catégorie 0g 3
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soit ¢ : G/H - G/K une fleche de la catégorie OG ; alors i1 existe
a e G, avec alHacK et tel que ¢ =& ol & : G/H->G/K

gH — qaK .

Remarquons que & = b si et seulement si a-1b e K.

2) Ona Hom, (6/H,G/K) = (6/K)? (points fixes de 6/K
G
pour 1'action de H) ; en particulier Hom, (G/H,G/H) = N(H)/H avec
G

N(H) normalisateur de H dans G.

11.1.(2) - Cas particulier G =Z_ (p premier).

p
lp désigne ici le groupe des entiers modulo p. La catégorie
07 se réduit a 2 objets et a {p+2)-fleches :
p
bjets : Z_ /2 z
objets p/ P p/0
& :id s 2 /2 Z /1
fléches i p/ p p/ p
: Z /4 jecti ]
Mo p/O - p/ p la projection canonique
g: lp/O »-lp/O la translation par g e lp
I1.1.(3) ~ Définitjon :
Un OG-module M est un foncteur de source la catégorie
0 » de but la catégorie Ab des groupes abéliens.

On précisera, le cas échéant, s'il s'agit d'un foncteur co-

variant ou contravariant.
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On écrit :

M:0, = &b
G/H - M(G/H).

Remarques :
1) Puisque Homo (G/H,G/H) = N(H)/H, M(G/H) est muni
G

d'une structure de N(H)/H module.

2) S1 M et N désignent deux OG -modules covariants
(resp. contravariants), un morphisme t : M > N est une transformation

naturelle de foncteurs ; les OG-modu]es forment ainsi une catégorie.

3) Pour G = Zp (p premier) un Og-module covariant se réduit

a un diagramme :

M= I\_'I(lp/lp) ol M est un ll:?lp] module ,

M' est un groupe abélien ,
m
m un homomorphisme de groupes abéliens

C M = M(Zp/{O}) tel que m{gx) = m{x) Vg elp Vx e M.
Z

De méme, un QZ -module contravariant se réduit & un diagramme

p
" ot M est un ZEZP] module ,
M' est un groupe abélien ,
jm m un homomorphisme de groupes abéliens
tel que m(x')e M& Y x' emM .
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Dans ces deux cas respectifs, on écrit en abrégé

M= (M,m,M').

11.1.(4) - Définition : Un OG-espace vectoriel rationnel

est un OG -module a valeurs dans la catégorie des Q-espaces vectoriels

M OG > QEV ; les OG—espaces vectoriels rationnels s'organisent en une

catégorie, notée 0,-QEV ; on écrit alors M e Op-QEV.

C'est une catégorie abélienne ayant suffisamment de projectifs
et d'injectifs [BZ]. On désignera par Exto le foncteur dérivé associé
G

dans cette catégorie ; Ext, (M,N) se calcule a 1'aide d'une résolution
G

projective de M ou d'une résolution injective de N au sein de 1la

catégorie abélienne OG—QEV.

Exemples :
1) Soit A un G-module ; on définit un OG -module
contravariant, noté A, de la facon suivante :

A OG ~ Ab
G/H - At

Soit ge G tel que g e Homo (G/H,G/K) ; la fleche
G

K

g : AK 5 A" est par definition 1a fleche A().

2) Soit X un G-espace 1-connexe ; pour nx2, on définit

les OG - modules contravariants :

yn(X) : OG

o> (x) 6/H > H (X52) 6/H > ¢, (x's2)

- Ab ﬂn(X;l) : OG -+ Ab Qn(X;Z) : OG - Ab

une fléche g e Homo (6/H,6/K) induit une fléche g : XK xH qui
G



- 37 -

détermine 7,(3), ﬂn(é) et Qn(é)-

B) Cohomologie de Bredon d'un G- espace (B2].

Soient X wun G-espace (on suppose que pour tout sous-groupe

HE G, it #8)et M un OG-modu1e contravariant.

C,(X;Z) est un Og-module projectif [B2 - I.10].

I1.1.(5) - Définition :

I1.1.(5) - Les cochaines de Bredon du G-espace X, &

coefficients dans M sont :

Ney.
CRX:M)

HomOG(Qn(X;Z),M) .

ILLE

HomO désigne ici les transformations naturelles de foncteurs.
G

Les différentielles d' : C (X;Z) » €,-1(X:Z)  déterminent

une différentielle d : CE(X;M) - Cg+1(X;M).

11.1.(6) - Définition :

Les groupes de cohomologie de Bredon du G -espace X a

coefficients dans M sont :

Nrvomy - u .
Hg(XsM) = H (HomOG(gn(x,z),M),Q) .
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Le Tien entre H (X;Z) et HE(X;M) est donné par une suite

spectrale ; en effet, soit M un OG -module, i1 existe une résolution

*

injective M de M :

€ o 8 1 Lo
0 — M =+ MY = M' — ... (ot M' estinjectif pour

11.1.(7) - Proposition :

iz 0),

Soient M un 0Oq- module contravariant et M* une ré-
Tution injective de M,

BL %1 existe une suite spectrale dont le terme P29 est égal a
LILLE. =2

e

Exig (ﬂq(X;l),M) ; le terme E, est le groupe bigradué as-
G

socié 3 la filtration de la cohomologie du complexe

HomOG(Qp(X;l),M)-
Psq _ g, P MY =s HPH(y.
5" = Ext? (B OLL)) = KUk,
Preuve :
Considérons KP*9 = Hom, ((_Zp(X;/Z),Mq) K =e kP9

G

kP = Hom, (C_(X3Z),M) K=0kKP
0g =P E=F2

K est le complexe total d'un complexe double ayant pour

différentielles
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dip : KP-9 Kp+1,q’ dyp est la transposée de d : p+1(X Z) ~ C (x;2)
doy : kP29 > kP01, g est 1a différentielle 3 : M9 - HO*,
Considérons 0 — M > M° et j: kK — K
f—foce
j désigne 1'injection de K sur Te sous-ensemble L de K
suivant :

= (x e K0/ dyy (x) = 03

Premidne éxape j induit un isomorphisme en cohomologie.

En effet, filtrons K & 1'aide du premier degré 'FP = @ k'J .
izp
On obtient ainsi une suite spectrale dont le terme 'E?q s'écrit

P9 = IR dg,) = O (o (€, (x.2).8 1*),2) = Extd (Cp(x 2y

or Qp(X;Z) est projectif d'ou :

gP4 - o q>0

1 PO .
g Hom ) (Qp(X,Z),M)

G
il en résulte '§1(j) isomorphisme (en regardant K comme un complexe

trivialement bigradué).

Les deux suites spectrales étant de premier quadrant, on a

bien H(j) isomorphisme.
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Seconde étape :

Filtrons désormais K & 1'aide de son second degré

P = g 51J ; on obtient alors une suite spectrale dont le terme
Jzp

"gpq s'écrit :
"e§9 = WK Py ) = Hq(HomOG(Q*(X,-’Z),Mp),dm) ;

or Mp est injectif donc

wePQ _ p - -
)" = Hoan(Bq(X,l),M ) et dy=dy =2
d'ol
ngPq _ p .
E5" = Extoéaq(x,l),m) .
Thodisieme étape :
La suite spectrale "E étant de second quadrant, on a :
"eD% => HWP'K), clest-a-dire :

Exth (B (GZ),M) => HPY(k) = HPA(x;M) .
0g 'T'q - R G

C) G -ype d'homotopie rationnelle d'un G -espace.

Soient X et Y deux G-espaces, f_ et f

o 1 deux G-appli-

cations de source X, de but VY.

I1.1.(8) - Définition : On dit que les applications f, et f,

sont G - homotopes (et on écrit fo N f1) s'il existe
G



- 41 -

fo(x)

f,(X)
Flgx,t) = gF(x,t) Vge6.

F:XxI=+Y telle que F(x,0)

F(x,1)

It

La relation de G -homotopie est une relation d'équivalence ;
on désigne par [x,V]G les classes de G -homotopies d'applications

de X vers Y.

I1.1.(9) - Définitions : G-équivalence d'homotopie ; G -type

d 'homotopie.
Soit f : X >Y wune G -application ; on dit que f

est une G -équivalence d'homotopie s'il existe g : Y » X telle que

gof »n IdY et fog n IdX 3 s'il existe une G -équivalence
G G
d'homotopie entre X et Y, on dit alors que X et Y ont le méme

G - type d'homotopie.

Rappelons sans démonstration les résultats suivants :

I1.1.(10) - Proposition ([BZ], page 11.12) :

Soit f : X > Y une G-application entre les G-~espaces
X et Y, tell f) : i -iso-
e que gq( ) gq(X) - gq(Y) so0it un Og-iso

morphisme de OG—modules pour tout q 2 0 alors f est une

G-équivalence d'homotopie.
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I1.1.(11) - Proposition [T2] :

Soient X et Y deux G-espaces et soit f : X+ Y

une G-application.

Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) yq(f) 8 qQ : gq(X) e q -~ gq(Y) 8§ estun OG - iso-
morphisme pour q > 2.
2) H (f : -
) _q( )8 Q Hq(X) 8 Q > Hq(Y) 80 estun 0O
isomorphisme pour g 3z 2.
3) pour tout OG- espace vectoriel rationnel contravariant M,

Qeeam) ¢ HA(X: q(y;
(M) HIOGM) < HE(Y3M)

est un OG - isomorphisme pour q 3 2.

II.1.{12) - Définition :

Une application f satisfaisant & 1'une des propositions
équivalentes ci-dessus s'appelle une G -équivalence d'homotopie

rationnelle.

On dit alors que X et Y ont le méme G ~-type d'homotopie

rationnelle.
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I1.1.(13) - Définitions : Un espace X est G- rationnel si

le OG -module gn(X) est un OG-espace vectoriel rationnel.

Une G-rationalisation de X est un couple (XO,&) ou X

0
est un G -espace rationnel et f§ : X = Xo une G- équivalence d'ho-

motopie rationnelle.

Tout G- espace 1-connexe admet une G- rationalisation
([T2]) ; elle s'obtient a partir d'une G- décomposition de Postnikov ;
comme dans le cas classique, le G- type d'homotopie rationnelle de X

peut &tre lu comme le G - type d'homotopie de son G-rationalisé Xo‘

I1.2 - COHOMOLOGIE DE BREDON D'UNE 0g-adge A.

I1.2.(1) - Définition : Une 0g- adgc est un foncteur co-

variant A : 0g > Q-ADGC.

Les OG- adgc s'organisent en une catégorie notée OG-ADGC.

Dans tout ce paragraphe 11.2, M désigne un OG— espace
vectoriel rationnel covariant ; une (h-adgc A : 0y > ADGC détermine
un OG- espace vectoriel rationnel A : OG > QEV 5 si Ae OG-QEV
est un objet injectif de la catégorie abélienne OG-QEV, on dit
que A est une OG-adgc injective. Les oG-adgc injectives consti-

tuent une catégorie (~ADGC (i).

11.2.(2) - Exemples :
1) Soit X un G- espace et Aol 1e foncteur formes

différentielles simpliciales a coefficients polynomiaux, on a la OG-

adgc
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Ap (X) = 0g — Q-ADGC
H

BPL(X) est une Og-adgc injective T2 - 4.3].
2) Si A est une 0g-adge, on a, pour tout g eN un (-

espace vectoriel rationnel

HI(A) : 05 —— q-ADG
G/H — HI(A(G/H))

I1.2.{3) - Définition :

Soient A une 0. -adgc injective et M un O -espace
vectoriel rationnel. Les groupes de cohomologie de Bredon de A

a coefficients dans M sont définis par :

HI(A:M) = H(Hom, (M,A)).
G

De maniere analogue a la proposition II.1 (7), on a un lien

entre HI(A) et HI(A;M).

11.2.(4) - Proposition [T2] :

Soient A une (h-adgc injective, M un OG-espace vecto-
riel rationnel et M* une résolution projective de M dans
la catégorie OG-QEV.

11 existe une suite spectrale dont le terme qu est

qu = Eng(M,ﬂq(A)) dont le terme E_ est le groupe bigradué
G

associé a la filtration de la cohomologie du complexe Homo‘(M,g),
G
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De plus, EDY => HP¥A(A.M).

-

La démonstration est analogue a celle de II.1.(7) et, pour cette

raison est omise.

I1.2.(5) - Définition : Soient A et B deux 0g-adgc

injectives et f : A~ B un homomorphisme de 0.-adgc.

On dit que T est une 0G -équivalence élémentaire d'OG-adgc

si
HI(F) : H3(A) » H3(B) est un isomorphisme pour q 3 O.

11.2.(6) - Définition : Oy -équivalence d'homotopie rationnelle

d OG-adgc.
Une O -équivalence d'homotopie rationnelle d'OG-adgc entre A

et B est une suite

de 0G -équivalences élémentaires.

11.2.(7) - Soit g : H(A) - H(B) wun Og-isomorphisme ; on dit
que B est réalisable par une OG-équiva1ence d'homotopie rationnelle
s'il existe une OG-équivalence d'homotopie rationnelle de A vers B

telle que 1a fldche naturellement induite en cohomologie soit égale 3 g.
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11.2.(8) - Proposition (T2} :

Soient A et B deux (g-adgc injectives et f:A>B

un Og - homomorphisme d‘OG-adgc.
Les propositions suivantes sont équivalentes

1) Hq(f) : HI(A) - Hq(B) est un isomorphisme pour q x 2 ;

2) pour tout OG—espace vectoriel rationnel M,

HI(£3M) : HI(AsM) ~ HI(B3M) est un isomorphisme pour q » 2.

C'est une conséquence de la suite spectrale précédente.

11.3 - LE CAS PARTICULIER G =1Z K {p nombre premier k e]N*).

p
11.3.(1) - La catégorie Oy
k
p
La chaine d'inclusions
Xp Xp Xp
{0} — I Z —_— ..., —— X
P p’ p

permet de décrire aisément la catégorie QZ .
k
P

Objets de 0y ) : lpk/lpzz lp(k-t) O:s £=s k
p

(avec la convention Z, = {0}).

On désigne par o la projection naturelle :

w, + L - L,/ , 02 <k, onaalors la chaine de
£ pk pt pk p£+1

projections
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/z-k;lpk/{O} —— L My = e > L~

Fleches de Ol ¢ ce sont :
k
P
1) Les fleches s 0 € £ g k-1 ainsi que leurs composées
Torsque celles-ci existent,

2)§:2, /L, “‘*’Zpk//zz avec gelk/lpz.

P P p p
Remarquons que ces fléches satisfont la condition d'équi-
variance :
—————
pk p£+1 pk p2+1
y y u£(§)0u£=u£0§,
2 4
Vgez , /z,,
P p
T,/ , —— I, /L Ve 0 <<k,
- 4
Pk Pl g Pk P ’

11.3.(2) - La catégorie 0y -QEV :
k
p

Nous énoncons uniquement les résultats ; les preuves se

trouvent en [T3] et résultent des propriétés des catégories abéliennes.

Soit M un 0y -espace vectoriel rationnel covariant ;
p
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M est déterminé par :

M — M, — .,.—> M_avec M, =MZ  /Z ,) 0 ¢ 2x
o m 1 e k £ - pk pZ ST
mz = @(uz) 0: < '€ €

M£ est un @ -espace vectoriel muni d'une action du groupe

Les conditions d'équivariance s'écrivent :

m 0§ =upl@ om, Vgelpk/lpz Ve 0 ¢ £ < ket

on écrit en abrégé M = (Mz,mz);
Avec ces notations, on a :

11.3.(3) - Lemme :

k-1 .

Soit M e gy -QEV, M covariant ; alors :
k
P

M est un objet injectif de QZ ~-QEV si et seulement
k
p

Si m, est surjective pour 0 s £ g k-1.

De ceci, on déduit :
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11.3.(4) - Lemme :

Soit M e QZ -QEV, M covariant ;
k
p

Alors M admet une résolution injective de longueur 1 :

£ o 2 .1
0 » M = M =M > 0

Citons enfin :

11.3.(5) - Corollaire :

Sur Z
p

réduit a la suite exacte courte :

K la suite spectrale introduite en 11.2.(6) se

0~ E»togtw,ﬂq“(l\)) > HO(AsM) > Hom(M,H3(A)) > 0

{ot A est une 0z -adgc injective).
k
p

Remarque : Ce théoréme des coefficients universel s'énonce
ici sous la forme d'une suite exacte courte ; s'il en est ainsi, c'est
grace aux résolutions (injectives) de longueur 1 dans la catégorie

abélienne OZ ~QEV ; enfin, ces résolutions injectives de longueur 1
k
P
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proviennent du fait que Te treillis d'inclusion des sous-groupes de Z K
p
est totalement ordonné. Ce n'est plus le cas, par exemple pour 16 s, et

on est alors contraint a utiliser le théoréme des coefficients universels

sous la forme de la suite spectrale 1I.2.6.

11.3.(6) - Afin d'illustrer les techniques, donnons la démons-

tration du théoreme de De Rham équivariant pour un Z |-espace.
p

X désigne un (-espace. Pour alléger les notations, on pose
P

G ek

o xP o<tk et iy -

On suppose toujours Xl 0-connexe, cohomolologiquement 1-connexe ;

on a la chaine d'inclusions XX S o o x! —— x°.
k-1 0

APL désigne le foncteur formes différentielles simpliciales

déja introduit en 1.8 ; on désigne par Ay (X) : 0, > ADGC

pk

¢
ket ™ P X5

il est immédiat de vérifier A, (X) € 0, -ADGC.
-PL p/A K
p

Pour tout £, Ap (up) = A (i,) est surjective, O < K:s k-1

donc (cf. II.3.(3), APL(X) est un objet injectif de 0, -ADGC.

k
. 1 P
On pose a, = APL(1£)’ a, : APL(XK) »—APL(X£+ ).
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11.3.(7) - Théoreme de de Rham ([TZ], théoreme 4.9).

Soient X un Z -espace satisfaisant aux hypothéses ci-

p . .
dessus et M un Ql k-espace vectoriel covariant :

~ P
on désigne par M 1'objet dual de M i.e. a = Hom,  (M,Q),
Z
on a : Pk
* N *

p

Preuve :

L'intégration 1 : APL(XK) > C*(Xz ; @) détermine

e

les isomorphismes H*(APL(XK)) H*(XK;Q), 0 s&x<k,

on a donc H*(BPL(X)) = H*(X;0Q).

On a, par ailleurs :

nw

g OGH) = W fhomy (€060, = K [Homy (4,7 060)))].
pk p 4 K ~ 7 K
p

p
Considérons le diagramme suivant :

-1 .

k k
P l(n l P l(m

0> Ext, M,H7068) — HHom, (M,070GRY] » Hom,  (1,H(X:0)) + O
0 - QZ Ql
k pk pk

’ La premigre ligne horizontale est exacte (II1.3.(5)) ; 1'objet

C.(X;Q) est projectif ([B2], 1.23) et donc Q*(X;Q) est injectif, et

donc, par II.3.(5) la seconde ligne horizontale est également exacte.
L'isomorphisme H*(APL(X)) ¢ H*(X;Q) nous assure les iso-

morphismes (1) et (2). Le lemme des cinq permet de conclure.






- 53 -

IT1
MENUET

(MODELE POUR LE Z ~TYPE D’HOMOTOPIE RATIONNELLE),
P

IIT.1 - NOTATIONS ET HYPOTHESES :

- p désigne un nombre premier et k un entier strictement positif.

Dans tout ce chapitre, le groupe G est le groupe Z K des entiers
P

modulo pk.

- Notons Hp * lpk/lpl - lpkﬁzp£+1 s O:s Els k-1, Ta projection

canonique.

- Une QZ k-adgc A= (AZ’aK) est un diagramme :

A Ay = ... A A o7 A

ou A, estune (Z /I Jadgc et a, est équivariante.
£ pk 0 £
- La Ol -adgc A est un objet injectif de 1la catégorie abélienne

P
07 -QEV (I1.1.(4)) si et seulement si a, est un homomorphisme surjec-
k
p
tif, pour tout £, 0 ¢ £ < k-1 (I1.3.(3)).
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- Dans tout ce chapitre, nous supposerons la 0, -adgc A = (At,az)

cohomologiquement 0-connexe et cohomologiquement 1-connexe ; cela signi-
fie que pour tout £, 0 s £ sk, 1'adgc AK est cohomologiquement O-

connexe et cohomologiquement 1-connexe.

- Nous supposerons de plus que le Z | -espace X est tel que 1'ensem-
p
ble des points fixes XH soit non vide, 1-connexe et 3 homologie ration-

nelle de type fini, pour tout sous-groupe H de Z K
p

- Soient H un sous-groupe de 7 ., (Av,d) un Z k-KS-comp1exe et
Y p

(B,dB) une (Z k/H)-adgc. On suppose que f, et f, sont deux homo-
p

morphismes équivariants d'adgc, de (AV,d) vers (B,dB).

Sq fo est homotope a f1 par une homotopie F, on écrit
Si, de plus, 1'homotopie F est équivariante, nous écrirons
alors (lorsqu'il n'y aura aucune ambiguité et pour alléger les notations) :

foof

0 gﬁ 1°

I11.2 - LE MODELE MINIMAL DE G. TRIANTAFILLOU.

Avant de décrire ce modeéle et ses propriétés, rappelons la

définition de 1'homotopie droite dans la catégorie 0, -ADGC.
k
p
I11.2.(1) - Définition : Soit A = (Aﬂ,az) un objet de

QZ )
p
du groupe Z , sur A{t,dt) est triviale. Les fléches

p

-ADGC ; on définit A 8 a(t,dt) = (Az 8 A(t,dt),az 8 id), ou 1'action
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P, : A8 A(t,dt) > A et p, 1 A8 A(t,dt) = A sont obtenues en posant

respectivement (t =0, dt =0) et (t =1, dt = 0). L'injection

canonique j : A> A8 AMt,dt) vérifie Po0d=pgo j = id,

(A8 A(t,dt),p,,py>J) est un objet chemin dans la catégorie 0; -ADGC.
I11.2.(2) - Définition - Deux morphismes f, et
sont homotopes s'il existe F : A - B 8 A(t,dt) telle que p

La
S
¥
1]

1
-
o
-

p1 of = f1 3 on #crit alors fo " f1.

111.2.(3) - Définition : Un objet M = (Mz,mz) de QZ k-ADGC
est i-minimal s'il satisfait Tes conditions suivantes : P

1) M£ est une adgc, libre en tant qu'ailgébre graduée commu-
tative, (0 <2 < k) 3

2) Mk est un  KS-complexe minimal au sens usuel ;

3) Soit dz la différentielle de 1'adgc Mz 5 Ssa restriction
au noyau de la fléche my est décomposable (0 < £ < k-1) ;

4) M est un objet injectif de Q2 k-QEV (i.e. m, est

surjective, 0 < £ g k-1). P

I11.2.(4) - Définition : Soit A un objet de OZ -ADGC ;
k

(M;¥) est un modele de A si et seulement si M = (Ml,m ) est une
0y -adgc et si ¥ : M> A est une transformation naturelle telle
k
p
que Y, induise un isomorphisme en cohomologie, pour tout £, 0 < £ < k.

Dans [12}(5.3 et 5.7), G. Triantafillou définit un modele

dans le cadre d'un groupe fini quelconque. Elle montre 1'existence
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et 1'unicité d'un modéle i-minimal pour tout OG-adgc injective. Remar-
quons dfabord que ce modele permet le calcul de 1a cohomologie de Bredon :
111.2.(5) - Proposition : Soient A une OZ ~adgc injective,
(I,1) son modele i-minimal, V un 07 -espace vectoriel rationnel
k

covariant ; on a : P

* *
H.(AsV) = H(T;V) .

ne

Preuve : On applique le lemme des cinq au diagramme suivant

(cf. 11.3.(5))

0 — Ext, (WHTTA) — KmY) — Hon(L,HYA) — 0

pk
]T* ]Hq(z;!) IHom(y,Bq(r))

0 — Ext, WLHTNT) — (TN — Hom(y,HUT) — 0
Z

k
p

La construction du modéle de Triantafillou s'effectue par
récurrence, en considérant simultanément tous les éléments de degré
n dans les différentes adgc associées aux sgus-groupesde G. Cela
nécessite 1'introduction de résolutions injectives dans la catégorie

abéTlienne OG-QEV.

Dans le cas particulier de Z K elle s'obtient a partir
p :
des modeles des adgc associées aux sous-groupés. La récurrence commence

avec le modele correspondant au sous-groupe Z K Nous détaillerons

p
cette construction en I1I1.2,(9).

Etudions auparavant un cas particulier :
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I11.2.(6) - Proposition : Soient (A',dA.) une (Z /L £+1)—adgc,
p P

(A,dA) une (lpk/lpz)-adgc et a: (A,dA)-—++ (A',dA.) un morphisme

surjectif et équivariant d'adgc.

A tout (lpk/lpf+1) - modele de (A',dAf), ((av',d'),e*), on

associe le diagramme commutatif suivant :

(A'dge) —FB—r (aVv',d")

ou : - toutes les fléches sont équivariantes, o est surjective,

- ((av,d),p) estun (Z ,/Z ,)-modele de (A,d,),
pk pe A

- la restriction de la différentielle d au noyau de o est

décomposable.

Avant cela, le lemme suivant permet de substituer un diagramme
commutatif a un diagramme commutatif a homotopie prés ; il est classique

en théorie homotopique.

111.2.(7) - Lemme : Considérons un diagramme de morphismes

équivariants entre Z k-adgc, commutant a homotopie équivariante prés :
p
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(A'ydy) —F—— (Cid)
a v

alors i1 existe un Z k-morphisme d'adgc p, tel que :
P

PPy et aop=p'ov.
€q

Preuve du lemme : Soit F une homotopie entre o' o v et

a 00y, (1.5.(2)) :

' p
(A :dAI) (cgdc)
/,/ \
ol a (AZ,d)I v

\ //’ >\1

\ -

¥ -7 F! Ao

«
(A’dA) - p1 (AZ,d)

Soit o une section équivariante (d'espaces vectoriels) de a.
On définit F' par :
F'(z) = 91(2), F'(sz) = oF(sz), F'(Dsz) = dAFf(sz).

11 suffit de poser p =F' 0 Ay

Preuve ‘de 1a proposition I11.2.(6) :

Soit (aU,d) un Z r-KS-comp]exe 3 i1 existe une différentielle
p
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D sur A(U+sU) et un Z . .-homomorphisme d'adgc surjectif
P

T 1 {(A(U+sU),D) > (AU,d) :
. pour uel, D est définie par D(u) =du + su ; on prolonge s en
une dérivation sur AU et on pose D(su) = -sdu pour su e U.

. Le groupe Z r agit sur sU de sorte que s soit
p

équivariante. t(u) =u et t(su) = 0 déterminent T qui est alors

équivariante et surjective.
*
Remarquons que H (A(U+sU),D) = Q.

Précisons les étapes de la construction I11.2.(6).

(A"dAI) “—_——p—'—' (AV',dI)
92
a 01.1
iy g
(Ady)  —————— (AV,,d,) —— (a(V,+V'4sV'),d,) —— (A(K,+K,),d)
A o1 1% 1 2 1772
K\ 7 ] /’
R R

((AV',d'),p') est un (lpk/lp£+1)—modé1e de (A',dA.),((AV1,d1),p1) est

)-modeéle de (A,d;), o, est un modele équivariant de a :
£ A 1

un (Z k/l
p P

300y p' o .
eq
On munit V'+sV' de 1'action de 7Z k/l naturellement induite
pp

; i1 désigne 1'injection naturelle, d2 est

£

par celle de Z k/l o+
P p :

définie par ses restrictions d2 V. = d1 s d2|V' =d'+s , d2}sV' = - sod’.
i
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De méme ay est définie par ay V1 =0y aZIV' = 1id,

%lsy' = 0 ; H(i1) est un isomorphisme et a, est surjective ; ﬂ1

est obtenue par (Z _/Z ,)-relevement de id : i, oy, ~ id. On a
pk pﬂ 1 1 eq

alors p' o ay é& ao0py0 J1. D'aprés le Temme ci-dessus, i1 existe

ﬁz n Py O ﬂ1 tel que o' 0ay =20 ﬁé.
€q

La restriction de d2 a Ker(az) n'est pas décomposable.
Notons Q 1le "foncteur indécomposable", W = V1 @ V' 8 sV' et Ki
le noyau de Q(uz). Ce dernier est stable par Q(dz). Soient K, un
supplémentaire de Ki dans W, Ky un supplémentaire de Ker Q(d2) n Ki
dans Ki , et K1 un supplémentaire de Q(dz)(Ki) dans Ker Q(dz) n Ki
on a donc : AW = A(K1 @K, 8 K8 Q(dz)(K3)).

De maniére analogue 2 la détermination du modéle minimal
d'une algebre libre ([Le], prop. V.7), on obtient un isomorphisme

M = A(K1 & K2 6 K3 6 d2(K3)).

Soit g : (Md,dy) — (A(K, @ K2),32) la projection canonique,

i2 est le relévement de q : q o 12 = id. I1 reste alors a poser :

vV = K1 <] K2 , d= d2 5 & =050 iZ s p = ﬂz 0 12.
[11.2.(8) ~ Proposition : On se place dans les hypothéses
de la proposition I11.2.(6) et on suppose que les carrés (1) et (2)
ci-aprés satisfont les conclusions de cette proposition. Si o' est
un isomorphisme tel que p' o 8' ~ pi , 11 existe un isomorphisme
&g

6 telque poo6 o o1 et 8'o @y = o [
€q
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(av',d') < (avy,dyp)

1kl 'J
r\%

Preuve : Par <% k/l ;)-relévement, il existe e1 tel que
PP

0 61 NPy Par chasse dans les diagrammes, on obtient ' 0 6' o ap o

eq eq
p'0a0 6, , dol o' 0 a éq © 0 8. D'aprés le lemme I11.2.(7), i1

existe ¢ ~ o, telque: 8" 0 o, =a 0O 6.
eq 1 1

6 est un isomorphisme ; cela résulte du lemme des cing appliqué

au diagramme :

0 —— (Ker Q(e),0) —— (Q(av),Q(d)) —— (Q(av'),Q(d')) —— 0

U ker glay) ale) ale")
0 — (Ker Qap),0) — (Q(V)),(dy)) — (Q(AV}),Q(d})) —— o

En effet, Qo) et Q(e') induisant des isomorphismes en coho-
mologie, la restriction de Q{e) a Ker Q(u1) induit un isomorphisme
en cohomologie. La partie linéaire de la différentielle étant nuille sur

le noyau, cette restriction est un isomorphisme.
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Revenons au diagramme ci-dessus, la restriction de Q(e) au

noyau et Q(9') sont des isomorphismes, d'oli le résultat.

111.2.(9) - Existence et unicité du modéle i-minimal d'une

0y k—adgc A ([T,], théoreme 5.3, 5.7).
p

Soit A une Ol -adgc injective.

k
P

1) 11 existe un modele (T,1) de A ou T estune 0, -adgc
. . I3 pk
i-minimale.

2) a) Si (P,1) est un second couple satisfaisant aux

conditions 1) ci-dessus, alors il existe un OZ -
k

p
isomorphisme 6 : P> T tel que 1 06~ v.

b) Si g, satisfait 8, :P+T et ro8, vy alors

6, v o et &, estun 0, -isomorphisme.
=1 7= =1 Z K
p

Preuve : La preuve se fait par récurrence décroissante sur £

a a a
£ £+1 k-1
T — A
+
|
| "2 Te+ Tk
|
(ATzsdz)"‘—"’) (AT£+1’d£+1) ——r —> (ATk’dk)
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((An(dk),rk) est le modele minimal usuel de A, ; c'est le premier
pas de la récurrence. Supposons construit ((ATj,dj),Tj), pour

k‘a J > £+1 5 on construit alors ((4T,,d,),t,) et 1, grice a la
proposition I111.2.(6).

IIT.3 - MODELE COFIBRANT :

II1.3.(1) - Soient H un sous-groupe de Z K (A,dA) une

Z ,-adgc, (B,d,) une (Z ,/H)-adgc et f : (A,d,) - (B,dy) un homo-
pk B pk A B

morphisme équivariant d'adgc. Cette application f se factorise par

une adgc notée (A,dA)H , munie d'une action de Z k/H et ainsi définie:
p

Soit I 1'idéal engendré par {a - hala e A,h e H} ; cet

idéal est différentiel puisque dA est une Z k-dérivation. Par défi-
P

nition, (A,dA)H est 1'adgc quotient de (A,dA) par I ; on note
f: (A,dA)H -~ (B,dB) la factorisation de f.

Soient £ un entier, O:s le ks A, une (lpk/lpz)-adgc,
Rpoq une (lpk/lp£+1)-adgc et a, : Ay > A;., un homomorphisme
équivariant d'adgc. On désigne par Aﬂ la (Zpk/lp£+1)-adgc

(A,)) et on écrit la factorisation ci-dessus sous la forme
Lz £+1/Z £

p
suivante :

Az . AK = A£+1 » az 0 qz = az
9% 4

I11.3.(2) - Proposition ([G-H-VP], 3.11, page 294).

Soit (AV,d) un Z k—KS-comp]exe minimal. On suppose que
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Z
k
1'action de Z K permute les générateurs V. Désignons par V P" 1ren-
Y
semble des points fixes de V pour cette action et choisissons W un
Zy

supplémentaire de vP odans V.

Alors, 1'idéal engendré par W est stable par la différen-

tielle d.
L
On désigne par q : (aV,d) » (a(v P7),d) 1la surjection cano-

nique.
y/A

ko _ o -
(a(v P ),d) sera aussi noté (AV,d), s'il n'y a aucune

ambiguité sur le groupe.

111.3.(3) - L'espace EG , introduit en I1.3.(1), est 1'espace

total contractile de la fibration &6 > E. =~ BG , de base le clas-

G
sifiant de G, de fibre G.

Définition : Pour un G-espace X, Homg(Es.X) s'appelle

1'ensemble des points fixes homotopiques de X ; i1 sera noté XhG.

Dans le cas général d'un groupe fini, J. Goyo, [G], démontre :

111.3.(4) Proposition [G] : Si (AV,d) est un modele de X,

alors (A(VG),a) est un modele de XNE,

II1.3.(5) - Remarque : Sur une alggbre non libre, ce quotient
n'est pas un invariant homotopique. En effet, on peut construire une
adgc acyclique A, munie d'une action de 22 , telle que AZ ne soit

2

pas acyclique. I1 suffit de prendre :
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0(x,y,y2,W) ; dx = y2 , dy=w 3 Ix=x , ly=y, 1w=-w

b=
H

I11.3.(6) - Définition : Un complexe cofibrant minimal

K = (Kz,mz) est une 0 k-adgc
p

K: K0 —_— K1 —> .. —> K, —> K

= m, 4 2+1

telle que :

1) K0 est un Z k—KS-comp]exe minimal (I.4(1)),
p
2) pour tout £, 0 < £ g k-1, T1'application induite

m, k@ > Kp,q est une (lpk/lp£+1)-KS extension minimale.
En effectuant un choix de générateurs pour Kﬂ’ 0 <42 <k,
on a

9

II1.3.(7) - Définition : Si (K,¥) est un modéle de A
(I11.2.4) et si K est un complexe minimal cofibrant, alors (K,¥)

est appelé un modéle minimal cofibrant de A.

111.3.(8) ~ Lemme : Considérons le diagramme commutatif suivant

dans Ol -ADGC, ot f est un

Pk Q —— A
Oy k-homomorphisme surjectif d'adgc [ 7 [
p h s f
et H(f) estun 0 k—isomorphisme o
p K—g— B

d'adgc.
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alors, g admet un relévement h : K -~ A tel que foh=k K est

donc un objet cofibrant de 07 -ADGC.

k
p

Preuve : Ce résultat s'établit par récurrence croissante sur £,

avec 0 g K:s k. Notons K = (Kz,mz) et A= (Az,at).

L'existence de h0 tel que fo 0 h0 = g, provient du lemme

de relevement équivariant (I1.5(5)).

Supposons hj construit pour 0 < j < £. Le diagramme ci-dessous

détermine, par relévement équivariant, un morphisme h£+1 tel que :

f£+1 o} h£+1 = 941 et a, 0 HK = h£+1 0 m,.

h
£z
ya KI’, Af,
q Y3 af_
. azohz R
L £+1
7
-
m h1’_+1 -7 f
Me +L 2+1
P -~
KK+1 g£+1 B£+1

I11.3.(9) - Rappel : Objet cylindre d'une A-extension.

Dans [H], chapitre 9, S. Halperin construit 1'objet cylindre

d'une A-extension (£), B —— C—2> A, que nousrappelons ici
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brievement. Choisissons d'abord des générateurs pour la A-extension

() : (AY,dB) -~ (AY B AX,dC) £ (Ax,ac) et supposons, de plus,

cette A-extension munie d'une action du groupe fini G. (EI) est la

I I -
A-extension (AY,dB)I —— (a¥ & AX,dB)I L, (AX,dc)I
Comme au paragraphe (I.5), 1'action de G sur Y + sY + DsY
ainsi que sur X + sX + DsX est : g(sv) = s(gv), g(Dsv) = Ds(gv).
On a une G-dérivation ic de degré -1 ainsi qu'une G-dérivation

6 de degré 0 dans CI, définies par 0,

1¢|sy+psy+sxs0sx =
1C(y) = sy, ic(x) =sx, 6 =Doi,+i;o0D.

ic et 8¢ donnent par restriction a BI des G-dérivations
iB et b5 et par projection sur AI des G-dérivations iA et ope
Les G-morphismes (AO)B, (Ao)c, ()\0)A et (A1)B, (A1)C, (>\1)A dé-

terminent A, et oy (€) -~ (EI).

111.3.{10) - Objet cylindre 53 = (Kz,mé) associé a

un complexe cofibrant K = (Kz,mz) :

Reprenons les notations de 111.3.(6). Avec le rappel ci-avant,

on obtient :

- la surjection canonique

qé : Ké = (Avt,d[_)I > ‘EZ = (sz,az)l ;
- ET > KI = (AM(V, @ W, ,),d )I construit a partir
2 2 2+1 £ % ¥pa)o %) P

de 1a KS-extension ﬁt ;

I _ =1 I .
=M, =M, 040, ;
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- : I
ek K

La proposition I11.3.(12) montre qu'il s'agit bien d'un objet
cylindre. I1 permet donc la définition d'homotopie gauche. Comme dans

toute catégorie a modéle fermée, elle coincide avec 1'homotopie droite

sur les fléches de source un objet cofibrant, de but un objet fibrant.

I11.3.(11) - Proposition : Cofibration dans la catégorie OZ -ADGC :

k
p
Soit g :C~C" un 0, -morphisme d'adgc, considérons Te
k
p
diagramme commutatif suivant, ou jz est déterminé par propriété uni-
verselle :
c
£
o Cz C
S D
¢ g

> Cé+1

ST95 1€ Cy et §, 1Ty 8 G, sont des KS-

extensions équivariantes (I.4), pour 0 < £ < k-1, alors
g:C~>C" estune cofibration dans 0, -ADGC.
k
p

Preuve : Dans le diagramme commutatif suivant, f est un
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QZ - homomorphisme surjectif induisant un iéomorphisme en cohomologie.
k

p
La construction de s, faisant commuter le diagramme, se fait par ré-

currence sur £ (0 < £ < h)

]
{ '1
1=

L'existence de So résulte du fait que 9% est une KS-

J

extension. Supposons construit s. , pour 0 < j s £ et déterminons
-\ S b , .
Spat Les fléches a, 0s, et Bp s obtiennent par propriété uni

verselle dans les diagrammes commutatifs suivants :

ap %
C _--éiﬁ%%i_+ Ageq
¢, 2 — Cpyy
¢~ o Gl
2 )
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En utilisant la cofibration jt’ on obtient une fléche

Spap * Cé+1‘ > A£+1 qui satisfait les propriétés recherchées :

f = h

241 0 Spe1 T Mgy 2

Sg+1 © 9p41 T Tewt

Spe1 © cé =3, 05S,, par chasse dans le diagramme ci-dessous.

Ay
"o a,
Cy e, = A
i
% e 1Ti’_+1
Cé? C£+’I
4
12 .K //
/
c! (o c B
£ ' 4 ~ £+1 £+1
9 €2 Pe+t

111.3.(12) - Proposition : Ao et M sont des cofibrations

dans Ol -ADGC.
k
p

Preuve : Soit i égal @ 0 ou 1, montrons que x; est

une cofibration.
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(Ai)o étant une KS-extension, il reste seulement 3 considérer la flache

jz obtenue par propriété universelle dans le diagramme suivant :

m .
K, £ LK
(r),
ol
I Ji I
Ky —— K,

Aprés un choix de générateurs, jz s‘écrit :

8DsV, @ W

(A(Vz 4 SV £+1)sﬁ£)

£ £

(A(VZ 8 sVz [} DsVz 6 w£;1 8 sw£+1 6 Dsw£+1),D£+1)

sa restriction & sV, 8 DsV, est 1'identité,

sa restriction a VK e W s'obtient a partir de ;.

£+1

Pour Ao’ jl est une KS-extension de fagon immédiate.

Pour Ay il suffit de remarquer que, sur les générateurs
VK ® W, » A estégala (expo)oAr , ou 6 estladériva-

tion usuelle de degré 0 sur le cylindre (I.5)).
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111.2.(13) - Existence du modéle minimal cofibrant :

Proposition : Toute Ql -adgc A, cohomoTogiquement connexe

et 1-connexe, admet un modéle minimal cofibrant (E,g).

Preuve : Elle se fait par récurrence croissante sur £

(0 < £ <k) 3 on commence par le Z k-modé]e minimal de Ao S . Ao‘
: : p

Supposons construit le modéle (Kj,pj) pour 0 <sjs#&

0

on pose Kz = (AVl,dz) et on construit le (Z k/l £+1)-KS-modé1e minimal
—_ ‘ p P
de la fleche a, 0 pp ¢

Pe
————— et Y.
Ke Ry
qu
- a
R, L
a,0p
" 290 p
mzl
Kt oy Pen

111.2.(14) - Unicité du modele minimal cofibrant :

Soient A une Op -adgc, (Ksp) et (K',p') deux modéles
k

P
minimaux cofibrants de A, alors :

a) 11 existe un 0p -isomorphisme @ : K'>K tel que po8 ~pg'
K
P
b) De plus, si § : K' » K satisfait également la relation o 0 & v e's

alors § est un isomorphisme et 8 ~'g.
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Preuve : Par Z k-re]évement, il existe %

Y

g 08y o pé. 8 induisant un isomorphisme en cohomologie entre
eq

: K0 > Ké tel que

deux KS-complexes minimaux, on en déduit que 8 est un isomorphisme.

Supposons construit ej s 053 <4 T

1
=1
o -

9%
Ke 2
] Y
P = S
£ Py QY
a
- 2
A o Ag Agat
5,1 5 2
)4 L x
pz Ve
K K —
£ q, £ mz

On désigne par A Gp» qé les projections canoniques ; on a
. - - - - 1 ] .
alors les factorisations Qps My, My de aps My, My respectivement.
Les applications équivariantes o,, oy, 0, déterminent 5£, Eé, éZ'
' i a - a 1 s
Montrons d'abord que Pp O eK éa Pp entraine pp O eZ ga op Soit
.ol _ oA
F: KE -——4-A£ .Esl1e que F o Ao =0y 0 ez et Fo A1 =pp 3 On

désigne par F : Kk?-——» AK 1'application induite. Elle vérifie

Foi, = op O 52, FolX = Eé et fournit 1'homotopie cherchée.

Par ailleurs, J) isomorphisme entraine 62 isomorphisme.
N . . . 3 ] . ]
Par reléevement équivariant, on obtient e£+1 : K£+1 > K£+1 tel que

v

Ppep © e£+1 A Ppeq * On en déduit, par chasse dans le diagramme,
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Ppat © Bpaq OMp gy Poat OMp O By BT gy oMy K Mp O Bpa CAN 0y

induit un isomorphisme en cohomologie.

De ﬁé cofibration, s'ensuit 1'existence de e£+1 tel que

8p 4 gﬁ 6pyq et Bpyq OMp =My 0 6.

(5£,e£+1) est un morphisme entre KS-extensions minimales d'une
méme fleche, §£ est un isomorphisme. Le théoréme 4.6 ([H]) s'applique

et nous donne :

e£+1 est un isomorphisme.

Soit 8 : K' >~ K un 0, -morphisme tel que ¢ o 8 op'.
k
p

Le théoréme d'unicité du KS-modéle minimal fournit :

8, Qh A et % isomorphisme.
Supposons avoir montré, pour 0 < j < £ éj v o0y et éj iso-
: eq
morphisme.

Le diagramme ci-dessous satisfait les hypothéses du théoréme 10.4

de [H], on conclut :

et Op41 isomorphisme
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I11.2.(16) - Remarque :

Introduisons les catégories suivantes :

Ol -S : catégorie des foncteurs de source OG » de but la catégorie S
k

p
des ensembles simpliciaux ;

Ol —TopQ : catégorie des foncteurs de source 0G , de but Tla catégorie
k

p
TopQ des espaces rationnels, connexes et 1-connexes, a homolo-

gie rationnelle de type fini ;

z k'TOPQ : catégorie des Z K-espaces rationnels, connexes et 1-connexes,
p p

a homologie rationnelle de type fini.
. . c
I1 existe un couple de foncteurs adjoints Ol k_TopQ ._;A Zpk-Top,
P
construits par Elmendorf, induisant une équivalence de catégories homoto-

piques ([E], th.1 et 2).

Les foncteurs S$* (simplexe singulier) et | | (réalisation
géométrique de Milnor) déterminent_un couple de foncteurs adjoints

QZ S= Ol k-TOPQ qui réalise une équivalence de catégories homoto-

k
Y Y

piques ([R-T], th. 2.2).

Enfin, d'apres .8, APL : 0Z -S > QZ -ADGC admet un adjoint
K
P pk
noté < > : 07 -ADGC 0y -S. Ce couple de foncteurs réalise, comme
k

p P
dans le cas classique, une équivalence de catégories homotopiques.

L'application X - gx qui, a un Z K-espace lui associe son
P
modéTle minimal cofibrant réalise une bijection entre les Z k-types
p
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d'homotopie rationnelle et Tes classes d’isomorphismes de complexes co-
fibrants minimaux. Ceci résulte des remarques ci-dessus et de 1'unicité

du modele minimal cofibrant.
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IV
RIGAUDON

(Z,,-HOMOTOPIE ET 0, -FORMALITE)
P ——
\LILLE

Iv.1 - ZP-HOMOTOPIE.

IV.1.(1) - Théoréme : Soient G un groupe fini,
fo s (av,d) » (B,dB) et f1 : (AV,d) - (B,dB) deux G-homomorphismes
de G-adgc.

On suppose que

1) f, et f, sont homotopes,

2) (av,d) est un KS-complexe avec V de dimension finie

alors i1 existe une G-homotopie entre fo et f1.

IV.1.(2) - L'objet cylindre (Av,d)I = (A(V+sV+DsV},D),
décrit complétement en I.5, permet de définir 1fhomotopie entre fo et
f1. Rappelons brievement les notations :

i est une dérivation de degré -1 : i(v) = sv, i(sv) = i(Dsv) = 0,

6 = iD + Di est une dérivation de degré 0, commutant & D,
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Ay ¢ (av,d) » (AV,d)I est 1'injection naturelle,

Ao (AV,d) » (Av,d)I est 1'application composée expé o Ay > c'est-a-dire
( g &

A (v) =2 (v) + — {v),

F: (AV,d)I > (B,dB) est un homomorphisme d'adgc vérifiant F o A = f

0 3

Foax =17

1 1°

IV.1.(3) - Notations : Vu est 1'espace vectoriel des indé-
composables de degré a : V<°L = Va 8 V<a ; la condition KS sur la

différentielle s'écrit : pour tout Vv e Va, d{v) e A(V<a).

Nous noterons A(V<a), (A(V(a))l, A(V(a), (A(V<u))I les
sous-adgc respectivement engendrées par les indécomposables V<a, (Via) s

I
Vs (V).

IV.1.(4) - Définition : I, est 1'idéal de (A(V(u))I engendré

par e(V_ ).

<a
IV.1.(5) - Lemme : On a, pour p 3z 2, ep(v<a) cI.

Preuve : Remarquons d'abord que si Vv e V<u, alors 6(sv) = 0.

&

Montrons que v e V_  entraine ez(v) el

On a 92(v) = 6(sdv) ; calculons 6(sdv) en décomposant dv en mots

homogenes.
dv = d1v + d2v + ...+ dnv avec
d1v= ; W5 Wio€ V<a ,

dv = Y w., eV _,w, eV_,
2 . 1 ? 1 <o 1 <0
(11,12) 12 1 2
dv = f Wo vouW. w, € v 1< <n.
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sdv = g M (11212)((Swi1)wi * wi1(sw12)) e

Y ((sws Wy coaw, + oo +wy ooow, (sw, )
(iseeeni) 1120 0 T R h-p !

o(sdv) = 0 + 3 ((sw; Jolw; ) + olw; Jsw, D+ ...
11,i2) 1 2 1 2

+ 3 { (sw. )e(wi ceWg ) bl # e(wi cee Ws o Msws)) .

(igsensiy) Y 2 n 1 -1 0

ez(v) = 6(sdv) se décompose donc sous la forme 2 o(w. Jw

avec w; e Vet wie (A(V<a))1, ce qui montre que ez(v) el,.
On en déduit par récurrence sur p que ep(v) € Ia pour

Ve Vsa et p z 2. En effet, supposons oP(v) e Ia, alors

oP(v) = ge(wi)w% et donc )

oP*1(v) = 8(eP(v)) = o(Totwydwi) = T (6%(wwl + olw;)o(wl)) e 1.
1 1

IV.1.(6) - Lemme : Soient fo : (AV,d) » (B,dB) et
£, (AV,d) -~ (B,dB) deux homomorphismes d'adgc de source un KS-complexe
et F: (AV,d)I > (B,dB) un homotopie entre fo et f,.

On suppose fo(w) = f1(w) pour tout we V.

0
FOY & (V)

n>1 n!

alors 1) pour tout w e V> ona F(o(w))

2) pour tout v e V<a, on a F(e(v))
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Preuve :

1) Désignons par o le plus petit é1ément de 1'ensemble bien

o]

ordonné I 1indexant la KS-base de (AV,d). Pour v e Vu , on a tri-
0

vialement F(e(v)) = F( 2 e' (v)) = f,(v) - fiv) =
nx1 n!

Soit y<a et supposons que, pour tout w e V<Y, F(e({w)) =
Considérons un élément v e wy. D'aprés le lemme ci-avant, on a
oP(v) IY pour p =2 ; on peut écrire oP(v) = 2 e(wi)w{ avec
i

On a alors F(eP(v)) F(?e(w W) =0 pour p 2, d'ol

F( § fL—(v)) = F(e(v)) ; par ailleurs, F étant une homotopie entre
nz1 n!

n

2] .
fooet f,, F(T ==(v))="Ff(v)-f{v) =0 ; il en résulte
0 ! nz1 n! 0 !

F(e{v)) = 0, ce qui achdéve la récurrence.
2) Soit v e Va, d'aprés 1) et Te lemme précédent on a

F( 2 (V)) F(e(v)).

nz1 n!

Preuve du théoréme IV.1.(1) : L'ordre sur la KS-base est choisi

tel que GVa<: v, s soit F 1'homotopie (non équivariante) entre fo et

f1 3 supposons qu'il existe un G~homomorphisme d'adgc

F,: (AV,d)I - (B,dB) tel que :

F 0 A1(w) = fo(w) pour tout W e V_

Pour alléger les notations, posons Fa 0 X = fa, on a alors :
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f, v fy par 1'homotopie F,
f1 E fa par la G-homotopie Foe

On obtient, par composition, une homotopie (non équivariante)

F' entre f et f . Elle satisfait les hypotheses du lemme 1Iv.1.(6),

donc
F'(o{w)) = 0 pour tout w e V<u
Fr{e(v)) = f (v) - f,(v) pour tout v e V_.
Définissons F& : (AV,d)I + (B,dB) par :
( F'(v) = f (v) si velV
o o 1
1 . -
F'(sv) = — ¥ g 'F'(gsv) si v eV
o [G{g :S(x
) 1 -1
F!(Dsv) = —F g 'F'(gDsv) si veV
l6lg e
F' =0 sur les autres éléments.
\
F' est un G-homomorphisme d'adgc et F' o » = f .
o o 0 o
Soit v ¢ V<a, remarquons que sdv se décompose en
sdv = g (swj) Xj , avec wj e V<a et X5 e AV.
Calculons F;(ep(v)) :
F'(e(v)) = F'(Dsv) + § F'(sw.)f (x.)
o o o J o J

[}

i

1 ¢ -1 ot e -
— Y g F'(ghsv) +§ (— (Y g 'F'(gsw.))f (x.))
|6l g § 6] g’ o

1 — .
— Y g (F'(gDsv) + ) (F'(gsw.)f (gx.)))
6] g i 3T
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=17 g NFr(gDsv) + F'(sdgv)).
16l g

Fi(e(v)) = —— 1 g"'F'(algv)) .
1G] g '

D'aprés le lemme IV.1.(5), pour p = 2, eP(v) se décompose en :
oP(v) = 2 e(wi)w{ avec Wi e V_, d'ot,d'aprés le calcul précédent et

1
les propriétés de F' déja établies : F!(eP(v)) = § Fu(o(w,))f (w;) =0

Calculons maintenant F& 0 x1(v) pour Vv e Vsa

F; ) x1(v) F&(v + 0(v))

f.(v) + 3 g7 'F (elgv))
16| g

E (f (gv) + F'(a(gv))
g

I_a g,‘_g

3 g 'f (gv)
le| g = °

fo(v) .

w

On pose f' =F' o Ay 5 ona alors f'~ f ~ f, d'ol
a o og g |

f' '~ f,. Soit F" 1'homotopie équivariante entre f' et f, ; elle
a g 1 a o 1
vérifie

Fa 0 Xy = f1

Fr o A1(v) = fo(v) pour V e VSa

et la récurrence se poursuit. [ ]
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IV.1.(7) - Remarque : Le théoreme IV.1.(1) posséde un "cousin"
sous la forme suivante : Soit DGL la catégorie des @Q-algébres de Lie
différentieties graduées connexes de type fini, soit DGA la catégorie
des algébres associatives différentielles graduées. On note U le

foncteur algébre enveloppante de source DGL, de but DGA.

Théoreme [A-L] : Deux morphismes f et g de DGL sont homoto-
pes dans DGL si et seulement si les morphismes u(f) et u(g) sont ho-

motopes dans DGA.

Ainsi, en considérant deux homomorphismes d'algebres de Hopf
qui sont homotopes en tant que homomorphismes d'adgc (i.e. en oubliant
1'application diagonale), ces deux homomorphismes sont homotopes par une

homotopie qui est un homomorphisme d'algébres de Hopf.

Le technique de la preuve ci-dessus ressemble d'ailleurs a
celle de [A-EI dans le fait qu'elle se raméne 3 une partie lingaire

avant de modifier 1'homotopie.

IV.1.(8) - Corollaire du théoréme IV.1.(1) :

Soient X et Y deux G-espaces rationnels, ﬂo et 01
deux G-applications de source X, de but Y ; on suppose que ﬂo
est homotope a $1. Alors, pour tout sous-groupe H de G, les
restrictions de ﬁo et $1 aux ensembles de points fixes homotopiques
ng . xMH  yhH W?H: i, yhY

et sont homotopes : dgH " J?H .

Preuve : Soient fo et f1 : (A(V1),d1) -+ (A(Vo),do) les
G-modeles minimaux respectifs de Jo et 01 et F: (A(V1),d1)I > (A(Vo,do)

1'homotopie équivariante de source fo s, de but f1 construite par le
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théoreme IV.1.(1). Alors pour tout sous-groupe H de G, F se factorise
en Fy: (A(V:’),a1)I > (A(Vg),ao). Fy est alors une homotopie entre les
applications (foh{et (fy)y (A(VT),31) > (A(Vg),ad). Mais (A(Vg),ao) et

(A(V?),a1) sont des modeéles respectifs des ensembles des points fixes

homotopiques xPH ot yhH (I11.3.(4)) et la théorie (classique) de

h+1

Sullivan fournit 1'homotopie entre les applications mgH et &1 .

Iv.2 - Ql -FORMALITE D'UN ESPACE.

p

IV.2.(1) - Définitions : Rappelons d'abord qu'une adgc (A,dA)
est formelle si (A,dA) et (H(A),0) ont un modele de Sullivan commun.

Un espace X est formel si son algebre APL(X) est formelle.

Pour une application, la notion est plus délicate car elle
dépend du choix des formalisations : une application f entre CW-complexes
nilpotents est formalisable si le morphisme APL(f) induit entre les PL-
formes de Sullivan et le morphisme H*(f) induit en cohomologie par f,

ont un modéle minimal commun.

Pour un homomorphisme d'adgc quelconque a : (A,dA) > (A',dA.),
cette propriété se traduit par le diagramme commutatif, & homotopie pres,

suivant :

(Ady) ——2—— (A',d

at)

>
—_——
>

(WV,d) ——3 s (av',d")

pl o'
V

(H(A),0) ———5—— (H(A"),0)

*
a
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3 est ici un modele de a et de a*.

Iv.2.(2) - Notations : Une 0y -adgc A est un diagramme
p

a . '
Z/(A,dA) = (Af,dA,), ol (A,dA) est une Zp-adgc, (A ,dA.) une
o
adgc et a un homomorphisme équivariant d'adgc. La QZ ~agc H(A) est

p

alors le diagramme (H(A),0) —> (H(A'),0).
g lp(g o

IV.2.(3) - Définition : La 0, -adgc A est 0, -formelle
p P
si le diagramme suivant, constitué d'applications équivariantes, commute

a2 homotopie équivariante prés :

a )
ZQ(A,dA) — (A,

p

C (H(R),0) —2 . (H(A"),0)
lp

3 est ici un modele équivariant de a et de a*.

Si X estun Zp-espace, on dit que X est OZ ~-formel si

p
APL(X) est 0, -formelle.

p

IV.2.(4) - Théoréme : Soit X un lp-espace ; les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) X est Oy -formel
p
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2) 1'injection de 1'ensemble des points fixes
Lo i
xP <l X est une application formalisable,

Preuve : 1 => 2) évident.
Supposons 2) réalisée.
a 1
(;(A,dA) — (A_,dA-)
7
p

A b

(AV,d) ——2 s (aV',d)
ZC

¢ (HR),0) 2 (H(A"),0)

Dans ce diagramme, & est un modele équivariant de a = APL(i) H
, -
on a alors a o A éa 2 o a.
Par 1'hypothese de formalisabilité de i, ona p' 0d~a* oop.

D'aprés le théoréme IV.1.(1), on en déduit o' o & éﬁ a¥ o o', a

IV.2.(5) - Remarque 1 : De ce théoréme, il résulte que les

obstructions a la QZ -formalité d'un Z_-espace coincident avec les

p
obstructions & la formalisabilité d'une application, en particulier elles

ne dépendent pas du corps de base.

1V.2.(6) - Remarque 2 : Le théoreme 1 de [F-T] s'adapte aux

OZ -adgc. Soient H une QZ -adgc et o un nombre rationnel ; on appelle
p p
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*
automorphisme de graduation associé & «, 1'automorphisme o : H->H

défini par u*(x) = a‘x‘ Xs pour xeH ou xeH'.
A est 0, -formelle si et seulement si i1 existe

p
e Q- {-1,0,11 et §:A>A tel que H(P) =g .

IV.2.(7) - Remarque 3 : A est 0y -formelle si et seulement

P
si A et H(A) ont un modele cofibrant (I11.3.(7)) en commun.

IV.3 - EXEMPLES.

IV.3.(1) - Exemple 1 : Un Zp-espace de Hopf est un espace

sz-formel.

Définitions [BZ] : Un G-espace de Hopf est un espace de Hopf,
muni d'une action du groupe G, satisfaisant a :

1) la multiplication m : X x X > X est une G-application
(X x X étant muni de 1'action diagonale g(xl,xz) = (gx1,gx2)) 3

2) 1'élément neutre e € X est fixé par G : e € XG.

3) 1'application composée X VX > X x X > X est G-homotope

a 1'application de rabattement (folding map) Vv : X vX > X.

Un G-espace de Eilenberg - Mac Lane est un G-espace K

tel que, pour tout sous-groupe HC G, KH soit un espace de Eilenberg-
Mac Lane (au sens usuel). Ces espaces ont été construits par G. Bredon

([B2], I11.6).

Théoréme ((T3], th. 1.2 et 2.4) - Sofent X un Z  -espace

p
de Hopf et X0 le Z k-rationa]isé de X.

p
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Alors X_  est un Z  -espace de Hopf et X est Z ,-homoto-
0 pk 0 pk

piquement équivalent & un produit de Z (espaces de Eilenberg-Mac Lane.
p

Toute application entre produits d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane

est formalisable, on a donc :

Corollaire : Un lp-espace de Hopf est un espace QZ -formel.
Y

1V.3.(2) - Exemple 2 : Un CW-complexe (de dimension infinie)

qui n'est pas QZ ~-formel.
2

Considérons Ta OZ -adgc A -suivante :
2

(;(A(u,v),d) —4 > (a(y),0)

1,

avec |u| =2, |v| =|y] =3, du=0, dv=u",
tu=-u, tv=v, ql(u)=0 gqlv)=y

(rationnellement, on reconnait la fibration de Hopf). A 1'aide de la
chaine de foncteurs de OG—ADGC vers G-TopQ (déja citée en 111.2.(16)),
VA

on déduit de A wun Zz-espace rationnel X tel que X 2 a le type

d'homotopie rationnelle de 53

de Sz. Cela n'est pas en contradiction avec la théorie de Smith car,

et X le type d'homotopie rationnelle

ainsi que Elmendorf le fait remarquer ([E], p. 277), T'espace X est
un CW-complexe de dimension infinie. L'application q n'est pas forma-

lisable et donc 1'espace X ainsi construit n'est pas OZ -formel.
' 2

Sur les exemples suivants, nous décrivons les divers modeéles

existants, y compris le modéle en algebre de Lie introduit dans [R-T].



-89 -

IV.3.(3) - Exemple 3 : Un espace Ol ~formel.
3
?><ng Sg muni de 1'action de l3 définie par

3 3
(€ ,E5sE0) = (E5,E25E4). Ona Y =a(Y) =S
1252353 2253251

Soit Y =35

(ol A est la diagonale).

z

Pour établir la formalisabilité de 1'application i : Y 3

Y,

on calcule le modéle minimal de Quillen de 1.

Zy-modele minimal de Quillen de Y : (L(W),3) avec

1]
~n
o>
>

]
(o]

t Xq = X5 s t Xp = X3 t X3 = Xq s

<
=
"
o
Q2
<
-
'

= Byaxgds vy = Dxgxls avg = Dpaxgl
t.V1=.V3’ ty2=y1, t.V3=yZ
lz| =8 32 = [yysxg] + [Ypaxo] + [¥gexq]s tz=2.

Z
___________________________ SLoww,o)  qul =2

Soit n : (L(u),0) » (L(W),3) 1e modele minimal de Quillen de 1 ;
on a, pour desraisons de degré, n(u)C W ; d'aprés [F-T], prop. 2.2,
1'application i est formalisable et donc Y est OZ -formel. Remarquons

que n est le modele minimal équivariant de Lie ({R-T], th. 3.3) de Y.
Sur cet exemple, le modele i-minimal de Y et le modéle minimal

cofibrant de Y coincident : (A(a;,a,5,25),d) L (av),0) la;| =3,

da; =0, ta =a,, ta =az, tag=a , d(ai) = v.

1V.3.(4) - Exemple 4 : Un CW-complexe fini qui n'est pas 0y -
3

formel.

. 4 4 4 4 7 8 8
Soit X = SaVSbVSC \/SdVSe \__)e1 %u)ez. oy est

wq 2
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1'application définie en homotopie par w = 2[a,b] - e ot f[a,b] est
le crochet de Whitehead ; de méme pour w, avec w, = 2[c,d] - e. X
est muni de 1'action de Zz définie par ta=c¢, tb=d, te=e.
Si £ désigne un point de la cellule e? et &, le point de la cel-
Tule eg de mémes cordonnées cartésiennes que £y » on pose teg =6,
ce qui détermine 1'action de 12 sur e? et eg. Calculons le modele

7

minimal de Quillende i : X 2« X :

Soit (0(Z),s) wun lz-modéle de Quillen de X obtenu a

partir de sa structure cellulaire : Z = (x1,x2,x3,x4,y,z1,zz)

fx;] =3 ax; =0 t Xy = Xg t Xy =X

lyl =6 3y = 0 ty =y

lz5l =7 92y = 2[Xys%,] - Y 9z, = 2[x3,x4] -y
tzg =12,

Le lz-modé1e minimal de Quillen de X est alors (L(V),$)

avec

-
H

= (a" :az sa3sa4sz)
la;| =3, 6a; =0, ta =a3, ta =23,

;
z] [ay.85] - [a3.24)s 12

7, 6z

Z

x 2

est égal a 57 qui a pour modale minimal de Quillen

(‘L(U),O), (UI = 6.

(L(u),0) T L(2),5)

(nL(v),s)
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?(U)

(21'22) ’

Y p(a’i) = X-i ’ p(Z) %

n(u) = [ay,8,] + [a5.9,].

N . 4" o . . - .
Dans 1e diagramme ci-dessus, 1 est le modeéle minimal équiva-

riant de Lie de X [R-T].

z

n est le modéle minimal de Quillen de 1 : X 2

D GEEE B

existe en effet une homotopie F : (lL(u),O)I = (L(u @ su & Dsu),D) -~ (L(Z),3)
telle que F o Ay = ?, Fo A\ =pO0n; cette homotopie est définie par
Flu) =y, F(Dsu) = (xysxg] + (xgaxg] = ¥ Flsu) =1 (z)42,).

De nfy) @ Z, on déduit, d'apres [F-T], prop. 2.2, que

Z

iix?

< X n'est pas une application formalisable ; d'aprés le théoréme

IV.2.(4), ceci entraine que X n'est pas QZ -formel.
2

1V.3.(8) - Remarque : Cet exemple montre que la notion de QZ -
formalité n'est pas équivalente a la notion de Zp—formaIité introduite par
Papadima [P] ; en effet, ce dernier ne tient pas compte de la structure
des points fixes et ainsi la lp-forma1ité de Papadima équivaut a la forma-

1ité (au sens usuel).

Décrivons, sur cet exemple, les modéles ADGC :

Z
(A(v),0) est le modéle minimal de Sullivan de X 2, avec |v| = 7.
Le lz-modéle minimal de X, (AU,d), obtenu 3 partir du

foncteur cochaines, [Ta], 1.1.(3), contient en particulier les &léments

Y‘-eU4

j b 1;s i,s 4, dri =0, t ry=ry. t ro =1y

S e U7 , ds = ryty +0gry , ts = s,
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f : (AU, d) — (A(v),0) avec f(s) =v

z,
(AU, d) > (AU 2 +T),d")

le modéle minimal cofibrant ne coincide pas avec le modele i-minimal car

z
U 2 contient en particulier les é&léments (r1+r3) et (r2+r4) en

degré 4.

i X P X a comme modele bigradué sous-jacent j : (AU,d) > (A(U+W),d).

11 existe W, e W, dwo= 0, b. e Ng . 1.5 i<4, db, =r,

i
» dw, = s - (r1b2 + r3b4).

Ce mod@le admet la déformation non triviale Dw2 = dw2 * W,
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RESUME

Soit X un espace topologique sur lequel agit Tle groupe ln
des‘entieps modulo n, avec points fixes. Nous étudions ici le type
d'homotopie rationnelle équivariant de X a 1'aide de la cohomologie

[
de Bredon et des travaux de G. Triantafillou.

Pour n = pk (p premier, k entier positif), nous construi-
sons un représentant algébrique du type d'hdﬁoéopie rationnelle équiva-
riant de X. Sa particularité réside dans le fait que les points fixes
homotopiques servent de fondation & la construction du modéle des points
fixes. On obtient ainsi un objet cofibrant au sens de Quillen, distinct

en général du modéle introduit par G. Triantafillou.

Nous abordons ensuite la notion de formalité : un espace X,
muni d'une action de Zp y  EStudit Zp-forme1 si X et ﬁ*(X;Q) ont
méme modele au sens précédent. Nous montrons ici que cette propriété
équivaut a 1; formalisabilité de 1'inclusion de 1'ensemble des points

.

fixes i : X P& X. Des exemples d'espaces Zp—forme]s et d'espaces

non Zp-forme]s sont également donnés.

MOTS CLES : Cohomologie de Bredon
Modele minimal cofibrant

OZ -formalité.
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