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L'étude des sydtries et des lois de conservation d'un systénie diffé- 

rentiel fait l'objet d'une littérature de plus en plus vaste depuis les premiers 

travaux dûs A hny N~ether en 1918 1111. 

Dans un premier temps, et ceci sera le but du chapitre 1 ,  nous exposons 

le cadre de notre travail et nous introduisons les éléments de géométrie diffé- 

rentielle nécessaires pour énoncer les résultats qui suivront. Nous reprenons 

ainsi principalement les travaux d'0lver {12] et d91bragimov [ 4 ] ,  mais dans un 

contexte plus général. Les variétés fibrées sur lesquelles nous travailluns ne 

sont plus nécessairement vectorielles. 

Utilisant le travail de Martinez Alcnso [IO] et de Tsujishita [ 1 4 ] ,  nous définis- 

sons les jets de sections d'ordre infini ainsi que les champs de vecteurs généra- 

lisés et les opérateurs différentiels d'ordre supérieur . Pletcher [ 2 ]  et Kolar 

[ 7 ]  ont également travaillé sur des Lagrangiens d'ordre supérieur. 

Ainsi, nous nous plaçons dans le premier chapitre dans un cadre très 

général de variétés fibrées quelconques de dimension (n+q), et non pas dans celui, 

plus restreint, de la mécanique classique, d'ou cependant sont tirés de nombreux 

exemples. 

Le second chapitre est consacré à un énoncé du théorème de Noether pro- 

prement dit, ainsi qu'à ses applications. Nous nous restreignons ici a des systèmes 

différentiels particuliers correspondant à des opérateurs d'Euler-Lagrange ; mais 

il est important de remarquer que les situations physiques dans lesquelles les 



systèmes différentiels étudiés ne dérivent pas d'un Lagrangien sont rares. Ceci 

explique en partie notre intérêt pour les systèmes différentiels d'Euler-Lagrange. 

Le résultat essentiel du second chapitre consiste à associer à toute 

symétrie variationnelle d'un système différentiel d'Euler-Lagrange une loi de 

conservation. La formule explicite fait intervenir une 1-forme généralisée appe- 

lée transformation de Legendre qui permet d'avoir une relation entre la dérivée 

de Fréchet d'un Lagrangien et la dérivée d'Euler-Lagrange. Cependant, pour un La- 

grangien donné, cette transformation de Legendre n'est pas unique car la relation 

ne fait apparaitre que sa différentielle totale. Plusieurs expressions diffé- 

rentes en sont données dans la littérature parue dans ce domaine. Ibragimov [4] 

et Khamitova [SI et [6] publient une forme qui n'est valable que pour un Lagran- 

gien du premier ordre, car dès le second ordre, il manque des factorielles dans 

les coefficients. Gui1 Guerrero et Martinez Alonso [3] donnent une autre forme de 

la transformation de Legendre en cartes locales adaptées, en introduisant une nou- 

velle notion : celle de dérivée variationnelle d'ordre supérieur. Nous donnerons 

une troisième forme dans notre travail. On peut remarquer que T. Tsujishita obtient 

un résultat analogue par une méthode différente [14J. 

Une loi de conservation associée à une symétrie variationnelle s'expri- 

mera alors en fonction de la transformation de Legendre que l'on aura choisie 

pour le systènie différentiel d'Euler-Lagrange considéré. OR montre alors que l'on 

peut introduire une relation d'équivalence sur l'ensemble des lois de conservation 

d'un système d'Euler-Lagrange et que les classes d'équivalence de lois de eonser- 

vation sont indépendantes du choix de la transfermation de Legendre. C'est le but 

du lenune (2.16). 



Dans le troisième chapitre, nous étudions une correspondance entre symé- 

tries et lois de conservation. Là encore~nas nous plaçons dans le cadre d'un 

système d'Euler-Lagrange et nous travaillons sur des fibrés vectoriels dont la 

base est isomorphe à  IR^ et la fibre-type à IRq. Utilisant principalement les 

travaux dtOlver, [12], nous montrons que l'action d'une symétrie variationnelle 

sur une loi de conservation associée à une autre symétrie variationnelle par le 

théorème de Noether, fournit une loi de conservation pour le même système diffé- 

rentiel. C'est la première étape. Dans une seconde étape, nous déterminons la 

classe d'équivalence de la loi obtenue, c'est celle d'une loi de conservation 

associée au crochet de Lie des deux swtries variationnelles. Ces deux résultats 

sont exposés dans le théorème (3.2). 

Ces deux résultats permettent alors de déterminer complètement toutes 

les lois de conservation, à équivaience près, associées à un système d'Euler- 

Lagrange. à partir d'un ensemble de "générateurs". 

On retrouve ainsi la notion de "base de lois de conservation" apparue dans les 

travaux de Khamitova [SI et 161. On peut, sur des exemples précis, mettre en 

évidence des bases de lois de conservation. 

C'est le but du dernier chapitre qui montre comment, pour un système 

d'Euler-Lagrange, on calcule les symétries et les symétries variationnelles, puis 

les lois de conservation associées. Enfin, on utilise le théorème (3.2) pour 

trouver un ensemble de générateurs des lois de conservation. 

Dans les trois premiers exemples, le Lagrangien est du premier ordre. 

ce qui est généralement le cas dans les situations physiques usuelles. Les fibrés 

sur lesquels nous travaillons sont triviaux de fibre type IR. 



Dans le premier exemple, étudié par Vinokourov et Nourgalieva [15], la 

base est IR2. Les deux exemples suivants. qui sont respectivement l'équation des 

ondes courtes et l'équation de la dynamique des gaz transsonique, ont été étudiés 

en partie par Khamitova [5]. Les bases sont respectivement IR3 et l'espace de 

Minkovski IR4. 

La dernière équation a été étudiée, en mécanique des fluides, comme 

modèle du mouvement d'une plaque de glace flottante, par J.W. Davys, J. Hosking 

et D. Smeyd [l]. Elle dérive d'un Lagrangien d'ordre deux. Nous déterminons 

l'algèbre de Lie des symétries ainsi que les lois de conservation. L'équation étu- 

diée est affine et on montre alors que les résultats trouvés par un calcul classi- 

que peuvent directement se déduire de théorèmes généraux sur les équations liné- 

aires. On utilise à cet effet des résultats d'0lver [13]  qu'on étend au cas des 

équations affines. 



CHAPITRE 1 

Champs de vecteurs généralisG5s 

et Lagrangiens 

Ce chapitre sera consacré à introduire les définitions et théorèmes 

de base dont nous nous servirons dans la suite de ce travail. 

Les théorèmes seront généralement admis mais nous indiquerons dans chaque cas 

les références des ouvrages où se trouvent les démonstrations. 

A. GENERALITES SUR LES VARIETES FIBREES. 

1. Variété fibrée : 

II 
Soit F - M une variété fibrée de classe cm, d'espace total F et 

de base M. On se place dans le cas où M est connexe. Alors. toutes les fibres 

seront difféomorphes à une même fibre-type N. 

On suppse que II est une submersion et qu'il existe des coordonnées locales 

adaptées (ou cartes f ibrées) . 
La base M est de dimension n ; on peut la munir de coordonnées locales 

La fibre-type est de dimension q ; on peut la munir de coordonnées 

locales 

Ainsi, pour un élément quelconque y de F, il existe au voisinage de 

1 n 1 
y une carte locale y -+ (x , . . . ,x ,y , . . . ,yq) telle que (xl,. . . ,xn) soient 



des coordonnées locales de x = Il(y). 

Pour un élément x de M. on appelle fibre au-dessus de x, noté Fx. 

l'ensemble défini par Fx = {y f F / n(y) = x}. 

Dans la suite de ce travail, nous conviendrons d'appeler fibré 

F 2 M une variété fibrée FA M. 

2. Section d'un f i b r é  : 

Une section du fibré FA M est une application u de M à valeurs 

dans F qui vérifie ii u = idM. Ainsi, pour tout point x de M, u(x)  appar- 

tient à F x' 

B .  J E T  DE SECTION D ' U N  FIBRE F A M. 

Introduisons les notations suivantes : On appelle multi-indice 1 un 

n-uplet 1 = (il,i2,.. .i ) où, pour tout j = 1,2,.. . ,n , i E IN. 
n j 

On appelle ordre de I l'entier III = f ij. 

Il j=l 

Ainsi, pour une section u de F- M, une dérivée partielle d'une 

composante ua de u au point x de M. d'ordre k, s'écrira : 

où 1 est un multi-indice d'ordre k. 

Seit u une section du fibré ~,f?--, M et x un point de M. 

On note jt u le jet d'ordre k de la section u ou point x. 

k On note l'ensemble des éléments j u où u est une section de FA M 

définie dans un voisinage de x. 
k k On pose alors J F = U JxF. 

xfM 



k J F est un fibré de base F, appelé fibré des jets d'ordre k, pour la 

k k k projectien iio définie par Ao(jxu) = u(x). 

Si (xi, ua(x)) représente la section u(x) dans une carte locale. 

k alors j u est défini par (xi.ua(x), uI(x)) avec 1 r 1 1 1  r k. 

k J F est aussi un f ibré de base J~-'F pour la projection dé-  

k k finie par nk-,(jxu) = j:-lu. 

k ,k-1 
,k-1 Jk-lF k-2 + Jk-2F On définit ainsi la suite J ~ F  - ... __* 

JOF = F M et on pose : 

k J F  = limite projective de J F pour k -+ +. 

Le fibré des jets d'ordre infini J ~ F  est un fibré de base F pour la projection 

II:. Pour une étude plus approfondie des jets de sections d'un fibré on pourra 

consulter [ 1 4 ] .  

C .  ÇHAMPS DE UECTEüRS G E N E R A L I S F S .  

Pour définir les champs de vecteurs généralisés, nous rappellerons 

brièvement la notion d'opérateur différentiel. 

1. Opérateur différentiel : 

n Un opérateur différentiel P d'ordre k du fibré F- M dans le 

fibré F'L M est un morphisme de fibrés : 

k P J F--- -t F' 

k\ <, IIolIo 
4 1 
M 

Si P est un opérateur différentie2 d'ordre k de F dans F' et 

k 
u une section de F, alors l'appiication x a M 2r* P(jxu) a F' définit une sec- 

tion de F' qui sera notée (Pu). 



Si F' est le fibré trivial IRxM -r M, P est alors un opérateur diffé- 

k % k  rentiel scalaire et posant P(jxu) = (x,P(jxu)) E MxiR on peut identifier P à ;. 

2. Différentielle totale et dérivée totale : 

Soit P un opérateur différentiel scalaire d'ordre k sur le fibré 

Il 
F - - 4  M. 

a) La différentielle totale de P, notée %P est un opérateur différentiel d'or- 

n dre (k+l) de F dans T*M défini, pour toute section u de F- M et tout 

x de M par : 

(dM~)(jylu) =  PU)^, où  PU)^ représente la différentielle exté- 

rieure de (PU) au point x. 

On vérifie que %P ne dépend que du jet d'ordre (k+l) de u. 

b) La dérivée totale de P, dépend des coordonnées sur M. 

Soit (xl,. . . ,xn) un système de coordonnées locales sur M. La dérivée 

a totale de P par rapport à xJ, notée D.P est définie par D.P = <%P, ->. 
J J axJ 

a P Ainsi D.P=-+ 1 $iuy,j avec 1 = (i l....,in) et 
J axJ I I ( Z O  1 

1,j = (il,. . . ,i .tl,. . . ,in). 
J 

4 
jème place 

3. Opérateur différentiel sectionnel : 

n L'opérateur différentiel P d'ordre k de F- M dans le fibré 

P 
G --r F est un opérateur différentiel sectionnel si et seulement si le diagranme 

suivant comortrte : 



k  
soit p O P = no. 

k  
Ainsi pour x E M. P(jxu) E GU(x) fibre au-dessus de u(x) pour 

P 
G- F. 

4. Champs de vecteurs généralisés : 

Un champ de vecteurs généralisé v d'ordre k  sur F est un opérateur 

différentiel sectionne1 d'ordre k  de F dans le fibré tangent à F noté TF, 

qui est de plus projetable sur M par Tii. 
k  

0n a ainsi J ~ F  TF avec v(jxu) E TU(x)F. 

k k  
et pour z et z1 deux éléments de J ~ F  vérifiant non (z) = nono(zt), on 

a alors TlI(v(z)) = Tn(v(zl)). 

Dans une carte locale adaptée, le chanp de vecteurs généralisé v 

s'écrira : 

v i ci + pour i variant de 1 à n 
axl aua et u variant de 1 à q 

avec c1 = ci(xj,uB ,y) B 

qU(xj,u*.u~) et 1 est un multi-indice d'ordre inférieur 

ou égal à k. 



En notation condensée on écrira ci = ci[u] 

rla = rlU[u1 

a a 
donc v = ci[u] - + qa[u] - (1.1) 

axi aua 

La notion de champ généralisé est introduite par Tsujishita [14] et Martinez 

Alonso [IO]. 

D. CHAMPS'EVOLUTION. 

Nous rappellerons d'abord la définition du fibré vertical d'un fibré 

F"- M. 

1. Définition du fibré vertical de F : 

Pour y un élément de F, on considère T F 
Y n(y) 

qui est l'espace 

tangent au point y à la fibre Fn(y). On pose V F = T  F 
Y Y n(y) 

et 

V F =  U V F .  
ysF Y 

VF est appelé fibré vertical de F ; c'est un fibré vectoriel sur F. 

L'espace total VF est de dimension (n+2q). 

1 n 1 Si (x ,. . . ,x .y , . . . ,yq) est un système de coordonnées locales sur F 

1 n 1 alors (x , . . . ,x ,y , . . . yq, zl.. . . ,zq) est un système de coordonnées locales sur 

V F ~  F avec (2'. . . . ,zq) un système de coordonnées locales dans T F 
y U(Y)' 

2. Définition d'un champ d'évolution : 

Un champ d'évolution est un champ de vecteurs généralisé à valeurs dans 

k le fibré vertical de F. Alors TII(v(jxu)) = O et un champ d'évolution est donc 

de la forme 

3. Définition de la caractéristique : 

Si F est le f ibré trivial M X I R ~  on pose 0 = (ql,. . . ,qq) et 



q I. q[u]. On dit que q est la caractéristique du champ d'évolution v 
rl' 

A tout champ de vecteurs généralisé v. on montre que l'on peut associer, 

de maniare intrinsèque, un champ d'évolution que l'on appellera sa forme d'evolu- 

tion [12]. - 
a a 

Dans une carte locale adaptée, v s'écrit : v = cl[u] --T + qa[u] - ; 
axl aua 

sa forme d'évolution est alors vQ = Qa - a , où, pour a = 1,2,. . . ,q, on a : 
a ua 

E. PROLONGEMENT DE CHAMPS DE VECTEURS GENERALISES. 
n 1. Définition : Si v est un champ de vectans &kali& sur F ---+ M qui s'é- 

a a crit dans une carte locale adaptée : v = cl[u] - + qa[u] -, on appellera prolon- 
axl aua 

gement d'ordre infini de v, le champ de vecteurs sur J ~ F ,  noté pr v, 

avec 

où 1 est le multi-indice i i  ) et D = D. ... D. ; D D = D ...Di.+l..Din 
1 il in 1 j il 

J 

Ainsi, le prolongement du champ d'évolution vQ = Qa s'écrit donc 
a ua 

Dans la suite, on montrera que dans beaucoup de questions, on ne restreint pas la 

généralité en ne considérant que des champs d'évolution. On pourra trouver dans [9] 

et [14] une étude plus complète des prolongements de champs généralisés et de leur 

action sur les lagrangiens et les courants introduits ci-dessous. 



2. Leme(l.1) : Si vQ et vR sont deux champs d'évolution de caractéris- 

tiques respectives Q et R, alors le crochet de Lie des deux champs [vQ3vR1 

est un champ d'évolution vS dont la caractéristique S est égale à 

On admettra ce lemme dont on pourra voir une démonstration dans [12]. 

F . LAGRANGIENS . 

1. Définition : Un Lagrangien d'ordre k sur le fibré F M est un 

opérateur différentiel sur F, d'ordre k, à valeurs dans An(T*M) + M. (On rappelle 

que A~T''M est un fibré vectoriel sur M de fibre-type de dimension 1). 

2 .  a .2): Soient vQ un champ d'évolution sur FL M et f3  un 

opérateur différentiel d'ordre k sur F à valeurs dans AR-' (T*M). Alors 

Ce résultat est démontré par Olver [12], pour le cas des fibrés vectoriels 

et s'étend au cas général. 

On peut remarquer que l'hypothèse d'un champ d'évolution est indispensable 

à la validité du lemme. 

Dans la suite de ce travail, on convient d'appeler courant sur F tout 

opérateur différentiel sur F 21 valeurs dans A"-~(T*M). 

On pourra trouver une étude plus détaillée des lagrangiens d'ordre 

supérieur dans [3] et [7]. 

G. DERIVEE D E  FRECHET D'OPERATEURS DIFFERENTIELS. 

Nous allons d'abord rappeler brièvement les notions de dérivée de Lie 

d'une section et d'un Lagrangien par un champ de vecteurs,et de section du fibré 



vertical le long d'une section du fibré initial. Pour tout ce paragraphe, on pourra 

se référer aux travaux de Y. Kosmann-Schwarzbach [ 8 ]  et [9]. 

1. Section de VP le long de u : 

II Soit u une section du fibré F - t  M. L'application w de M à 

valeurs dans VP est une section de VF le long de u si et seulement si, quel 

que soit x dans M, w(x) est dans la fibre au-dessus de u(x) pour le fibré 

vectoriel VF de base F. 

Dans une carte locale adaptée, si (xl,ua(x)) représente la section 

u(x), alors (xi,ua(x), wa(x)) représente la section w(x) de VF le long de u. 

2. Dérivée de Lie d'une section par un champ de vecteurs généralisé : 

a) Définition : La dérivée de Lie de la section u du fibré FL M 

par le champ de vecteurs généralisé w est l'application de M à valeurs dans 

VF c TF, notée L u ou v.u, définie par : pour x dans M, 

k 
(v.u)(x) = v(jXu) - (Tulx (vM(x)) 

où vM désigne la projection de v sur TM. 

b) (1.3): Pour x appartenant à M, (v.u)(x) est un élément de 

VF et v.u définit une section de VF le long de u. 

3. Dérivée de Lie d'un Lagrangien par un champ de vecteurs généralisé : 

La dérivée de Lie du Lagrangien L par le champ de vecteurs généralisé 

v sur F--* M est un nouvel opérateur différentiel sur F à valeurs dans 

A~(T"M), noté v.L et défini par : pour toute section u, 

où va désigne le champ d'évolution associé à v et i L le produit intérieur 
v~ 



de L par le champ de vecteurs vM, qui est un courant sur F. 

i a a Dans une carte locale adaptée , v s'écrit i ru] - + qa[u] - , 
axl aua 

a a a i  d'où vQ = Q~[u] avec Q = q -6 Diua et vM = ii[u] . On aura alors 
axl 

Pour un champ d'évolution vQ on obtient : 

4. Dérivée de Fréchet d'un opérateur différentiel P : 

a) Définition : La dérivée de Fréchet de l'opérateur différentiel P 

de F dans F' est un opérateur différentiel du même ordre que P. noté VP, de 

VF à valeurs dans VF' et défini, pour toute section u de F et toute section. 

v de VF le long de u, par : pour x dans M ,  

d 
(VP)(u , v)(x) = (P(ut(x))),=, (1.13) 

où (ut) est une famille à un paramètre de sections de F vérifiant les condi- 

tions suivantes : 

Si P est un opérateur différentiel scalaire sur F, alors VP est un opérateur 

différentiel scalaire sur VF . 

b) :Soit vQ un champ d'évolution sur F et P un opérateur 

différentiel sur F à valeurs dans F'. Alors on peut définir (VP)(Q) : 

B pour toute section u du fibré F- M, 



et (VP)(Q) est un opérateur différentiel sur F à valeurs dans VF'. ûn établit 

alors le lemme suivant. dont on trouvera une démonstration dans [12] sous l'hypo- 

thèse d'un fibré F vectoriel. 

b.4):~i P est un opérateur différentiel sur F et vQ un champ 

d'évolution, on a alors 

tl . ADJOINT D ' OPERATEURS DIFFERENTIELS LINEAIRES. 
Nous allons d'abord introduire la définition pour un opérateur 

différentiel linéaire puis nous verrons la généralisation à l'adjoint de la dérivée 

de Fréchet d'un opérateur différentiel. 

Considérons un opérateur différentiel linéaire P de F dans F' où 

n F - M et F' M sont deux fibrés vectoriels de base M. 

On suppose de plus qu'il existe une dualité entre F et F'. 

Définition(l.5):ûn appelle adjoint de l'opérateur linéaire P, l'opéra- 
* 

teur différentiel du même ordre que P. noté P , de F à valeurs dans F' vé- 

rifiant la condition : 

pour tout ouvert relativement compact de M, de bord an, 

pour toutes sections u et v de F s'annulant sur an, 

Sous les hypothèses précédentes, on montre que l'adjoint de P existe et est 

* * 
unique [16]. On a également (P ) = P. 



Le théorème suivant permet d'obtenir une expression, en cartes locales 

* 
adaptées, de l'adjoint P . 

Théorème(l.6): Soient P un opérateur différentiel linéaire et P* 

son adjoint. Pour tout ouvert relativement compact R de M, de bord an et 

pour toutes sections u et v de F s'annulant sur ô R ,  il existe un opérateur 

bidifférentiel A sur F, bilinéaire en u et v tel que : 

La démonstration, en coordonnées locales, est celle faite par Wells 

dans le cas d'un fibré vectoriel trivial [16]. 

Elle consiste à faire des intégrations par parties successives de (1.17) 

pour obtenir l'expression de l'adjoint. 

Ainsi, dans une carte locale adaptée, si P s'écrit 

alors 

(~*v)(x) = 1 (-i)lll 

I I I - ) ~  
pour x appartenant à M. 

Adio.int de LR ddehivée de FkécheX d'un opbutewr. W é t l e d e !  P. 

Si P est un opérateur différentiel de F dans F', deux fibrés vecto- 

riels entre lesquels existe une dualité, VP est alors un opérateur différentiel 

de VF dans VF' - F' x F' et l'adjoint de VP, noté (vP)*, est l'opérateur 
M 

différentiel de VF dans VF' vérifiant : pour tout ouvert R relativement 

compact de M. de bord an, pour toute section u de F et toutes sections 



v et w de trF le long de u, s'annulant sur ôR, 

Cette définition généralise la définition (1.5). 

Dans une carte locale adaptée, on a les expressions de VP et (vP)* : 

pour tout couple de sections (u,v) respectivement de F et VF le long de u 

et pour x dans M : 

d'où 





CHAPITRE II 

THEOREME DE NOETHER 

A .  OPERATEUR D'EULER-LAGRANGE. 

Nous allons d'abord rappeler la notion de formes généralisées sur un 

fibré, qui a été étudiée en particulier dans [8] et [9]. 

On =rra alors que l'opérateur d'Euler-Lagrange peut s'interpréter 

comme une 1-forme généralisée simple. 

1. Généralisation de la notion d'opérateur différentiel sectionnel : 

On dit que l'opérateur différentiel P de F M dans G + J'F 

est un opérateur différentiel sectionnel d'ordre k avec k > k si et seulement 

si le diagramme suivant commute : 

Pour i = O, J°F = F et on retrouve la notion d'opérateur sectionnel déjà 

introduite. 

2. 1-forme généralisée d'ordre (k,') avec O s t r k : 

Une 1-forme généralisée X d'ordre (k.') sur F 5 M est un opé- 

rateur différentiel sectionnel d'ordre k sur F à valeurs dans 

G = V"(J'F) O A"(T*M)-+ J'F. 

Ainsi pour toute section u de F et x un point de M. (Xu)(x) 

e est une application linéaire sur la fibre au-dessus de jxu du fibré 



V(J'F) -+ J'F, à valeurs dans An(T*M) et pour tout couple (u,v) de sections, 

respectivement de F et de VF le long de u, X(u , v) définit une applica- 

tion de M dans A"(T*M). 

Dans une carte locale adaptée. si (xi,ua(x)) représente la section 

e 
u alors, des coordonnées locales de j u sont (xi,ua(x),u~(x)) où 1 est un 

multi-indice tel que O É ( 1 1  < e et des coordonnées locales de v, section de 

VF le long de u sont (xl,ua(x),va(x)). X(u , v) s'exprime alors par : 

où chaque Xa est un opérateur différentiel local d'ordre k sur F dans 

A"(T*M). 

3. 1-forme ~énéralisée simple : 

Une 1-forme généralisée X d'ordre (k,O) est dite simple. Dans une 

carte locale adaptée, on aura donc : 

où chaque Xa est un opérateur différentiel local d'ordre k de F dans 

A"(T*M). Ayant introduit ces différentes notions, nous pouvons définir l'opéra- 

teur d'Euler-Lagrange. 

4. Définition de l'opérateur d'Euler -Lagrange : 

n Sur le fibré F- M on considère I'ensemble $ des lagrangiens sur F 

et l'ensemble R'(F) des 1-formesgénéralisées simples sur F. 

6 
L'opérateur d'Euler-Lagrange, noté - est un opérateur de $ dans bu' 

nO(F), défini, en coordonnées locales adaptées par : 



pour x dans M, u une section de F et v une section de VF le long de u. 

- :: est appelée dérivée variationnelle de L ou dérivée d'Euler-Lagrange 

de L . 
Pour a = 1.2,. . . ,q,  (-) est un opérateur différentiel local sur F 

6ua 
dans A"(T*M) et : 

Si L est d'ordre k sur P. bL sera alors d'ordre 2k et la dérivée 
6ua 

variationnelle de L sera une 1-forme généralisée simple d'ordre 2k. 

On pourra trouver, dans les travaux de Gui1 Guerrero et Martinez Alonso 

une généralisation de cette notion de dérivée variationnelle [3] .  

On établit à présent le lemme suivant, qui découle directement de la 

définition de la dérivée variationnelle. 

5. a(2.1):Soit B un courant sur F. On a alors 

Preuve : Si p est d'ordre (k-1), 438 est d'ordre k sur F à 

valeurs dans A"(T*M). 

Dans une carte locale adaptée on a , pour a = 1. . . . , q ,  

Or P s'écrit : 
. . 1 A 

= i (-L)' B~(u) dx A . . . A dxl A . .  dxn 

i=l 



n 
6 donc 4<p = 1 D~B' et - (d#) s'écrira alors : 

0 = 1  6ua T, 

Nous utilisons alors les égalités suivantes : 

a(D,Be) aBe 
pour 1 1 1  = O , - - - D~(-) 

aua aua 

e 
~ ( D ~ B  ) aBe 

- De(-) + - pour 1 1 1  2 1 , -- a~' oc 1 \ L désigne le nouveau multi- 
au; aua I aua I\ e 

indice (il, ..., i -l,...,in) si 1 = (il, ..., in). Ainsi e 

On effectue alors le changement d'indice J = (i l,...,ie+l,...,in) si 

1 = (i l....,in). On a alors 

De plus, comme DJ = DI De on déduit DJ = De si [ J I  = 1. Ainsi on peut écrire 

aBe D~(-) sous la forme suivante : - 1 )  D ( avec IJ (  = 1. 
a ua 

\ e 



Finalement. rassemblant les résultats, on obtient : 

D'où (dM@) ' O ce qui termine la démonstration. 

6. Théorème (2.2) : Nous allons énoncer un théorème sur la dérivée de 

Fréchet de la dérivée variationnelle, qui permettra ensuite d'établir un résultat 

fondamental de notre étude. La démonstration se fait en cartes locales, ce qui 

permet de se ramener au cas d'un fibré vectoriel trivial dont Olver donne une 

démonstration [12]. 

Enoncé du théorème : 

Soit L c f ,  d'ordre k et E Q'(F) d'ordre 2k, sur un fibré vec- 

toriel F. 

6L Soit V - la dérivée de Fréchet de - 6u 
6L (qui est un opérateur diffé- 6u 

rentiel de VF dans V(V*F 8 ~"(~~13)). 

Alors la dérivée de Fréchet de la dérivée variationnelle est un opéra- 

teur différentiel auto-adjoint, c'est-à-dire : 

On peut remarquer que la réciproque de ce théorème. dans le cas d'un fibré non 

trivial, n'est vraie que localement. 

Nous établissons maintenant un théorème qui donne une relation liant 

la dérivée de Fréchet et la dérivée variationnelle. 

7. Théorème (2.3) : Soit L un lagrangien d'ordre k sur F. 

Soient - :t la dérivée variationnelle de L et VL la dérivée de Fréchet de L. 



Alors, il existe une 1-forme généralisée d'ordre (2k-1, k-1) sur F, 

à valeurs dans I\"-~(T*M), notée fL et appelée transformation de Legendre 

associée à L telle que : pour tout couple (u,v) de sections, respectivement 

de F et de VF le long de u, on ait : 

Preuve : Nous l'établirons en coordonnées locales adaptées. Soient u 

une section et vQ un champ d'évolution. D'après le lemme (1.4) : 

donc, en cartes locales adaptées : 

aL est un opérateur différentiel local d'ordre k sur F. Ainsi, locale- Chaque - 
aua 1 

ment, VL(Q)(u) s' interprète comme une 1-forme généralisée d'ordre (k,k) sur F 

* k 
à valeurs dans V (J F) @ A"(T*M). 

Dans une carte locale adaptée, si v est une section de VF le long 

de u, on a : 

Donc 

ik (",yQ .Y) = f (u) Qa(u) = 1 (-1)I1I DI (-) Qa(u) (2.9) 
dua a=l 6ua a=l aua 

I1(30 1 



Introduisons encore les notations suivantes : pour j = 1, ..., n on pose 

ej =(O ,..., 1.0 ,..., 0) et le.l=l etpour p ~ ï N ,  p.ejr(O ,.... p,O ,..., O) 
+ J 

jème place 

avec 1 pej 1 = p, pour 1 = (il,. . . ,in), si i # O alors on pourra écrire 
j 

sous la forme D~ = De DiNe où 1 x e désigne le nouveau multi-indice 
j j 

j 

(il,. . . ,i.-l,ij+l,. .. ,in), et pour i 2 p, D = D D 
J J 1 p.e. I\pe. 

avec 
3 J 

p fois 

Pour 1 multi-indice d'ordre supérieur ou égal à 1, transformons 

aL l'ex pression : - D~(Q'). 
aua 1 

1 \ el désignant le nouveau multi-indice ( i  -1, i2,. . . ,in). Si il-1 # O on 1 

continue l'opération, c'est-à-dire : 

aua 1 



Considérons le nouveau multi-indice 1 \ 2el = (il-2, i2,. . . ,in) 
- si i -2 = O on a terminé. 1 

- sinon, on continue l'opération jusqu'à l'ordre p tel que i 1 -p = 0. 

Ainsi rassemblant les résultats on obtient : 

Le nouveau multi-indice obtenu 1 - il el = (0.i 2,...,in) ne fait plus 

1 
apparaitre la variable x . 

Si il = O alors on passe directement à l'étape suivante : - 

aL 
b) A i2 # O alors 

Dil 
DI, il el (QU) 

aL 
= D ~  1 ) . D  au; e2 D ~ , ~ ~ + ~  1 1  2 (Q~) 

aL = -D (Di el (-1) au; DI - i e +e (aa) 
e2 1 1  2 

aL 
= -Dil,el+e2(~) D~ i 1 1  e +e 2 (Q~) 

aL 
+ De2(Dilel(q) i 1 1  e +e 2 (QU )] 

pour le nouveau multi-indice 1 \ ilel+e2 = (0,i -l,i3,. . . ,in). 2 



- si i2-1 = O, on a alors terminé la seconde étape. 

- si iZ-1 $. O, on continue alors l'opération jusqu'à l'ordre p tel 

que i2-p = O. 

Ainsi, on obtient l'expression suivante : 

a~ il+i2 Donc - D~(Q') = (-1) a~ 
au: Di e +i e (-) D~ - i e +i e 1 1 2 2 au; 1 1  2 2  

Si i2 = O. on passe alors à l'étape suivante : - 

c) On effectue donc la même opération successivement sur chaque indice 

i. non nul pour j de 1 à n. On obtient alors : 
J 



Comme i e +.. .+i e 1 1  = 1. on peut écrire l'expression précédente sous la forme : 

avec la convention BJ = O si i = O et pour j de 1 à n on a : 
j 



1 
Le terme De B + . . .+ De B" est égal à dMB où la (n-1) forme 6 est 

1 n 

n 

L A 
définie par ~(u) = (-l)i~i(u)dxl.. .hdxl.. . hdxn. On obtient alors le résultat : 

i=l 

Chaque composante B' est linéaire en Qu et ses dérivées totales 

jusqu'à l'ordre (k-1). 

Chaque opérateur différentiel local sur F 9 

D. aL (-1 est d'ordre 2k-1 car, pour 1 1 1  = k. on a ilel+. . .+in-len-l+(in-l)en 
1 

Ainsi B s'interprète comme une 1-forme généralisée d'ordre 

(2k-1,k-1) sur F à valeurs dans A"-'(T*M). 

Cette 1-forme généralisée dépend du Lagrangien L, on la note FL et 

on a alors 

pour toute section u et tout champ d'évolution vQ. ce qui termine la 

démonstration. 



On remarque que le choix des étapes successives dans la démonstration 

étant arbitraire, la transformation de Legendre, pour un Lagrangien donné, n'est 

pas unique en général. C'est pourquoi on en trouvera plusieurs expressions dans la 

littérature parue dans ce domaine. Ibragimov et Khamitova donnent une forme de la 

transformation de Legendre [4] et [5] qui n'est valable que pour un lagrangien 

du premier ordre. Deux autres formes sont données par Martinez Alonso [ 3 ]  et 

T. Tsujishita [14]. 

La démonstration du théorème (2.3) fournit une expression, en cartes 

locales adaptées des composantes de la (n-1)-forme FL(U , vQ.u). Ceci permettra 

dans la suite, grâce au théorème de Noether, d'obtenir une expression d'une loi 

de conservation pour un système différentiel d'Euler-Lagrange.Dans une carte 
/2 

locale adaptée : FL(u,vQ.u) = f (-l)j(~~(u,v .u))jdxlh.. .hdx3h.. .ndxn et Q 
j=l 

avec 1 = (i l,...,in). 

Les résultats des théorèmes précédents nous permettent d'établir le 

théorème suivant : 

8 .  Théorème (2.4) : Soit F 2 M un fibré vectoriel. 

:t la dérivée variationnel- Soient L un Lagrangien d'ordre k sur F, - 

le de L et va un champ d'évolution. 



On a alors 

Preuve : Nous l'établirons en coordonnées locales adaptées. 

Soit u une section du fibré F. D'après le lemme (1.4) et le théorème 

(2.3) on : 

On applique l'opérateur d'Euler-Lagrange aux deux membres de l'égalité 

précédente, et utilisant le lemme (2.1) on obtient : 

Dans une carte locale adaptée 

a 

où chaque - 6L est un opérateur différentiel local sur F dans A"(T*M). On pose 
6ua 

6L alors Ll(u) = 6; (u,vQ.u). Et L1 peut s'interpréter conune un lagrangien sur 

F d'ordre 2k. 



6L1 Pour toute section w de VF le long de u, on peut donc définir 6~ (u 1 w) 

qui est la dérivée d'Euler-Lagrange de L,. On a donc 

n cette égalité étant vraie pour toute section u de F- M et toute section 

w de VF le long de u. 

n D'autre part, pour toute section u de F- M et w section de VF 

le long de u, on a : 



Donc l'adjoint s'écrira : 

De même : 

d'où l'expression de l'adjoint : 

'4 
6~ * 1 1  a 6~ (v 6;(~)) <Q)(w> = 1 1 (-1)I D I  (- (u)) qa) w8. 

p=1 a,I au! 6ua 
lIlz0 

Ainsi, pour toute section w de VF le long de u, on a l'égalité : 

6 6L * 6L 
6; (6; (u,vQ.u))(w) = (VQ) (6; (u))(w) + (v 2 (u))*(Q)(w) . 

Donc 

n ceci étant vrai pour toute section u deF- M. 

6L * 6L D'après le théorème (2.2), (V 6;) = (V -1. Ainsi 13 et 9 6u 

fournissent : 

6 * 6L 6L 
6; (pr vQ(L)(u)) = (VQ) (6; (u)) + (V 6; (u))(Q), 

et utilisant le leme (1.4) on obtient finalement : 

6 6 L * 6L - (pr vQ(L)(u)) = pr v (- (u)) + (Va> <- (u)) 6u Q 6u 6u 

pour toute section u du fibré P, ce qui termine la démonstration. 



B .  SYMETRIES ET L O I S  DE C O N S E R V A T I O N .  

1. Système différentiel : 

Soit A un opérateur différentiel sur le fibré F A M, à valeurs 

n t  dans un fibré vectoriel F'- M. 

On appelle système différentiel (associé à l'opérateur A) l'équation 

Toute section u de F vérifiant Au = O est appelée solution du 

système différentiel. 

2. Système d'Euler-Lagrange : 

On dira que le système différentiel (Au = 0 )  est un système d'Euler- 

Lagrange si et seulement s'il existe un Lagrangien L sur F tel que 

6L 
~(u) = (u) 

pour toute section u de F. 

3. Conditions de non dégénérescence d'un système différentiel : 

Dans ce paragraphe, nous énonçons les hypothèses de régularité d'un 

système différentiel, qui seront utilisées pour établir les théorèmes qui 

suivront. Ces conditions de non dégénérescence sont étudiées par Olver [12] .  

Nous nous contenterons ici de rappeler les résultats essentiels. énoncés dans le 

cas de fibres triviaux P = lTtqx~ + M et F' =R~'XM + M et qui s'étendent au cas 

d'un fibré vectoriel. 

Soit (AU = O) un système différentiel dtor&re k sur F. Ici 

Au = (A u ,..., A ,u). 1 q 

On appelle solution ponctuelle de (AU = O) tout élément de la forme : 

( x ~ , u ~ , u ~  ) qui vérifie ~ ( x ~ , u ~ , u ~  ) = A[u0] = O avec xo E M, u0 E 

1 1 
et 1 = (i l,...,i ) où O < ( 1 1  E k. 



Sy~tème localement ténotuble : 

Le système (~[u] = 0) est dit localement résoluble au point 

(xo,uo,u ). solution ponctuelle du système,si et seulement s'il existe une section 
O1 

u = u(x) dans un voisinage de xo qui soit une solution du système et qui vérifie 

les conditions : 

n. (uo ) =  jx LI, 1 multi-indice tel que II[ c: t, pour f. variant de 1 à k, i 1 O 

Uo = u(x0) 

Un système (Au = O) localement résoluble en tout point solution ponc- 

tuelle du système est dit localement résoluble. 

S ~ t è m e  de tang maximut : 

Le système (~[u] = O) est de rang maximal au point ( x ~ , u ~ , u ~  ), 
1 

solution ponctuelle du système si et seulement si le rang de la matrice 

aAa (-p (xo.uo,uoI)) est maximal. 

J 
Un système (AU = O) de rang maximal en tout point solution ponctuelle 

du système est dit de rang maximal. 

S y d t b e  non dkgénéhé : 

Un système est dit non dégénéré si et seulement si en tout point solu- 

tion ponctuelle du système, il est localement résoluble et de rang maximal. 

Ptolonclement d'un ~untème ciL&+%entid : 

On appelle prolongement d'ordre t du système différentiel (Au = O), 

in.) le nouveau système différentiel d'ordre (k+t), noté (A (u) = O), et défini 

par : 



A(')u = {D.(Au) / J multi-indice avec O É [ J I  ': R.] 
J 

Le système différentiel (A(')u = O) contient donc le système différentiel 

initial (Au = O) et on établit immédiatement le lermne suivant, qui résulte directe- 

ment de la définition du prolongement d'un système. 

Lemme (2.5) : Si u est une solution du systéme différentiel (AU = O), - 
alors u est aussi une solution de- prolongement d'ordre L, (A(')u = O), pour 

tout entier R.. 

Suotème totalement non d6gCnhL : 

Le système (Au = 0) est dit totalement non dégénéré si et seulement si, 

le système initial et tous ses prolongements (h(')u = O), pour un ordre L quel- 

conque, sont non dégénérés. 

4. Symétrie d'un système différentiel : 

Définition (2.6) :Le champ de vecteurs généralisé v sur F est une 

symétrie du système (A(u) = O) si et seulement si, pour toute solution u de 

(Au = O) on a : 

(pr v. A)(u) = O (2.12) 

Théorème (2.7): Soient v un champ de vecteurs généralisé et 
V~ Sa 

forme d'évolution. On a alors l'équivalence entre i) et ii) : 

i) v est une symétrie de (Au = 0) . 
ii) vQ est une symétrie de (Au = 0). 

Preuve : Nous l'établirons en cartes locales adaptées : elle est basée 

sur la relation entre pr v et pr vQ. Le champ v s'écrit 

a a a 
S ~ C U I  -- + ,ia[u] - et v s'écrit Qa[u] - , avec Qa = rla-6j~.ua. 

axl aua Q aua J 



Alors pr v = v + 1 ny[u] , ou sI = D,(Q") + <' Dju; et 

11111 au; 

On obtient donc, par différence : pr v - pr vQ = $ E + a 1 cJDj(U;) - 9 

111-10 
aua 
1 

c'est-à-dire 

a o r  (pr v A)(u) - (pr vQ *)(Y) = <'Di A(U) et, pour u solution du 
J 

système (AU = O), le second membre cJ D. b(u) = O. Ainsi, sur les solutions u du 
J 

système, on a (pr v A)(u) = (pr v A)(u) d'où l'équivalence annoncée. 

Lemme (2.8):L'ensemble des symétries d'un système différentiel (Au=O) 

forme une algèbre de Lie, notée g, pour le crochet de Lie de deux champs de vecteurs 
généralisés. 

Preuve : Si v et w sont deux symétries du système (AU = O), on 

forme pr([v,w]) ~(u) = [pr v, pr w] ~(u) = ~rv(~r W. b)(u) - ~rw(pr v. A)(u). 

Donc, si u est une solution de (AU = O), on a alors (~r([v,w]) .A)(u) = O et 

[v,w] est donc une symétrie de (AU = 0). 

5. Symétrie variationnelle: 

Définition (2.9) : Soit Au = O un système différentiel d'Euler- 

Lagrange Au = - (u) . Le champ de vecteurs généralisé v sur F est une 6u 

symétrie variationnelle du système Au = O si et seulement s'il existe un 

courant f4 sur F tel que l'on ait : 



Pour un champ d'évolution vQ, la formule (2.14) devient : 

vQ.L = pr v (L) = 418 
Q 

(2.15) 

Théorème (2.10) :Soient v un champ de vecteurs généralisé et 
V~ Sa 

forme d'évolution. On a l'équivalence entre i) et ii) : 

6 L - o .  i) v est une symétrie variationnelle de - - 6u 
6 L ii) vQ est une symétrie variationnelle de - = 6u O '  

Preuve : Par définition, on. a : v.L = pr v (L) + %(iv L). On obtient 
Q M 

ainsi une relation entre v.L et vQ.L : 

Ainsi, si v.L = d $ pour un certain courant $ sur F, on aura M 

v L = %(B-iv L) = %; et réciproquement, d'où le théorème. 
Q' M 

Lemme (2.11) : L'ensemble des symétries variatiormelles d'un système 

différentiel d'Euler-Lagrange - 6L = O forme une algèbre de Lie, notée $L, pour 
6u 

le crochet de Lie de deux champs de vecteurs généralisés. 

Preuve : Le théorème précédent nous permet de faire la démonstration 

avec deux symétries variationnelles d'évolution vQ et vR du système - 6L = 6u O ' 

vérifiant : vQ.L = et vR.L = 41B2. On forme : 

[vQ.vR].L = pr([v ,v l).L 
Q R 

= [pr vQ, pr v 1.L = pr v (pr vRL) - P= vR(pr vQL) R Q 

= pr v ( B ) - pr ~ ~ ( 4 1 8 ~ )  = %(Pr vQB2-er vRB1) Q 41 2 

par le lemme (1.2). Dcnc[v ,V 1 est une symétrie variationnelle du système - = 
Q R 

6L 0 .  
6u 

Nous pouvons établir à présent un théorème qui donne une relation entre 

symétries et symétries variationnelles d'un systeme différentiel d'Euler-Lagrange. 



Théorème (2.12) : Toute symétrie variationnelle d'un système d'Euler- 

6L Lagrange (6; = 0) est une symétrie de ce système. 

Preuve : Soit une symétrie variationnelle du système 6L (6; = O), que l'on 

peut prendre d'évolution (théorème 2.10). On la note 
V ~ '  

Ainsi, il existe un courant p sur F tel que vQ.L = pr v (L) = dMp Q 
Alors, utilisant le théorème (2.4) et le lemme (2.1), on obtient : 

6 L * 6L 
pr ~~(6;) 7 (VQ) (6;) 5 0. 

Surles solutions u du système 
6L (6; = O), on i donc (VQ)*(& (u)) = O d'oii 

pr v (-)(u) = O pour u solution du système, ce qui termine la démonstration. Q 6u 

On peut remarquer que la réciproque du théorème (2.12) est fausse en 

général. On en verra des contre-exemples dans le chapitre IV, en étudiant des équa- 

tions différentielles particulières. 

6. Lois de conservation : 

Définition (2.13) : Un courant p sur F est une loi de conservation 

pour le système différentiel (AU = O) si et seulement si, pour tout solution u de 

(AU = O), on a 

%p(u) = O. (2.17) 

Loi  d e  c o ~ e h v a t i o n  f i v i a l e  : 

Une loi de conservation v est dite triviale pour le système différen- 

tiel (bu = O) si et seulement si l'une ou l'autre des conditions suivantes est 

réalisée : 

i) d v E 0 ; v sera alors une loi triviale de "première espèce" 
M 

ii) v s'annule sur les solutions u de (AU = 0). 

v sera alors une loi triviale de "deuxième espèce". 



Lob d e  comehvaa2.on écluivdentw : 

Deux lois de conservation pour le même système différentiel sont dites 

équivalentes si et seulement si leur différence est une loi triviale. 

C a n a o t U i i t u e  d'une. l o i  d e  c o m r n v a t i o n  : 

On se place dans le cas d'un opérateur différentiel A de F à valeurs 

dans le fibré vectoriel F' M. 

Soit p une loi de conservation pour le système différentiel (Au = 0). 

Si il existe un opérateur différentiel Q sur F, à valeurs dans 

FI* 8 A"(T*M) tel que 

(où . désigne la dualité de F'* avec F ' ) ,  on dira que Q est une caractéris- 

+ de la loi de conservation p. 

Cette condition signifie que pour toute section u de F, on a 

%B(u) = Q(u).A(u). On énonce alors le théorème suivant, dont une démonstration est 

faite par Olver, [12], dans le cas d'un fibré vectoriel trivial M x IRq + M. 

ThQorème (2.14) : Toute loi de conservation d'un système différentiel 

(Au = O) totalement non dégénéré est équivalente à une loi de conservation qui pos- 

sède une caractéristique. 

Ce théorème permettra par la suite de travailler avec des lois de con- 

servation possédant une caractéristique, en se plaçant sur les classes d'équivalen- 

ce de lois de conservation. 

On peut aussi remarquer que le système différentiel (Au = O) doit être 

totalement non dégénéré pour la validité du théorème. 

Dans le cas où A est la dérivée d'Euler-Lagrange - ::, qui est une 

1-forme généralisée simple sur F, on a F' = V*F 8 A"(T*M) : par conséquent un 



opérateur de F à valeurs dans F'* @ A~(T*M) s'identifie a un opérateur de F 

dans VF, donc à un champ d'évolution. 

Ainsi, une caractéristique Q de la loi de conservation @ est un champ d'évolu- 

tion vQ et on a alors pour toute section u du fibré F : 

Nous pouvons maintenant énoncer une des formes du théorème de Noether 

C. T t l E O R E M E  D E  N O E T H E R .  

1. Enoncé du théorème de Noether (2.15) : 

6L Soit - = O un système différentiel d'Euler-Lagrange. 6u 

Soit 
vQ 

une symétrie variationnelle du système. Il existe donc un 

courant @ sur F tel que vQ.L = riM@. 

Alors le courant v sur F défini par : 

est une loi de conservation pour le système. 

On dit que v est une loi de conservation associée à la symétrie va- 

riationnelle vQ. La transformation de Legendre FL n'étant pas unique (voir la 

démonstration du théoréme (2.3)). plusieurs lois de conservation peuvent être asso- 

ciées à la même symétrie variationnelle mais on montrera dans la suite que ces lois 

sont toutes équivalentes entre elles. 

Vu le théoréme (2.10), on peut toujours se ramener au cas ou la symé- 

trie variationnelle est un champ d'évolution 
vQ 

et le théorème de Noether reste 

valable dans le cas d'un champ de vecteur généralisé, symétrie variationnelle du 

système. (Voir page 46). 



On remarque qu'une loi de conservation v associée à la symétrie va- 

riationnelle vQ possède une caractéristique qui n'est autre que Q. 

En effet : dMv = d (FL(v ) )  - dMp = %(FL(v ) )  - v .L. Utilisant alors 
M Q Q Q 

le théorème (2.3) et l'égalité : vg.L = pr v (L) = VL(Q), on obtient Q 
6 L 

%V = a; (vQ), c'est à dire, pour toute section u du fibré F ; 

6L 6L 
%v(u) = - (U,V .u) = a; (Q)(u). 

6u Q 
6L On a donc, si u est une solution du système d'Euler-Lagrange - = 
6u O '  

%v(u) = O, qui prouve bien que v est une loi de conservation pour le système. 

Et de plus %v = (vQ) donc V possède la caractéristique Q. 

2. Expression en cartes locales adaptées de la loi de conservation : 

Dans une carte locale adaptée 
a vQ s'écrit Q~ - et 

n 
f i  

aua 

p = y (-1)' dxl A ... A dxJ A ... A dxn et 

A 
m v Q )  = i (-i)j(n(v ))j dxl n . . . n ~ X J  A . . . A dxn . oh (FL(~~))~ est donné Q 

j=l 

par la formule (2.10). 

Ainsi la loi de conservation v associée à vQ est de la forme 

A 
v = i (-1)j vj dxl A ... A ~ x J  ... A dxn avec pour j = 1,z ,..., n : 

j=l 

avec 1 = (il, ..., in) 



Nous démontrons maintenant que deux lois de conservation associées à une 

même symétrie variationnelle sont équivalentes. C'est le but du lemme (2.16). 

6L 3. (2.16) : Soit - = O un système différentiel d'Euler-Lagrange. 6u 

Alors la classe d'équivalence des lois de conservation associées, par le théorème de 

Noether, à une symétrie variationnelle 
vQ 

du système, ne dépend pas de la transfor- 

mation de Legendre choisie. 

Preuve : Soient (fLl1 et (fLl2 deux transformations de Legendre 

associées au Lagrangien L. Si vl et v2 sont les lois de conservation associées 

à la symétrie variationnelle vQ, par le théorème de Noether, respectivement pour 

(FL)l et (FL)2. on a vl = (FLl1)(vQ) - B et v2 = (FL) (v ) - p .  Donc 
2 Q 

6L 6L 
= (VL(Q) - 6~ (vQ)) - (vL(Q) - - v ) )  par le théorème (2.3) 

6u Q 

: O et V1 et VL sont équivalentes. 



Nous terminons ce chapitre consacré aux symétries et lois de conservation 

d'un système différentiel, en considérant le cas particulier d'une équation diffé- 
2i 

rentielle affine. Soit A un opérateur différentiel linéaire d'un fibré vectoriel 

F dans un fibré vectoriel F' de base M, et soit F une section de F'. On 

considère alors l'équation (différentielle) affine Au = O, de la forme 

2u = O représente l'équation linéaire associée à (AU = 0). 

Une étude des symétries d'une équation différentielle scalaire linéaire 

d'ordre p 5 3, a été faite par Olver, [13], et nous nous appuierons sur ses résul- 

tats et sur les théorèmes qui suivent pour vérifier les calculs de symétries faits 

sur l'équation affine de l'exemple quatre du dernier chapitre. 

Ia' Dans le cas où les fonctions F(x) et og (x) sont analytiques en les 

variables (xl), nous nous intéressons à rechercher les symétries de l'équation 

affine à partir de celles, supposées déjà connues, de l'équation linéaire associée. 

On établit tout d'abord le lennne suivant : 

a (2.17) : Tout champ de vecteurs v de la forme v = g(x) 
g l3 

où g est une solution de (hu = O), est une symétrie de 

(Au = O) (2.23) 

quel que soit F(x). 



Preuve : On forme : 

car $ est un opérateur différentlel linéaire. g est une solution de (2u = O), 

donc v .A)(u) s'annule et v est une symétrie de l'équation affine. De 
g g 

façon plus générale nous avons le théorème : 

Théorème (2.18) : Tout champ d'évolution v de la forme 

où g vérifie : 
5 

A(g) = F 

est une symétrie de (AU = 0). 

C % %  

Preuve : On forme (pr v.A)(u) = (pr v.$)(u) = $(u+g)=~(u)+~(g)=~(u)+f 
2i 

car g vérifie = F. Pour toute solution u de (AU = O), on a $u + F = 0, 

d'où (pr v.A)(u) = O sur les solutions de l'équation affine. 

Nous établissons maintenant un théorème qui fournit une symétrie de l'é- 

quation affine à partir d'une symétrie de l'équation linéaire. 

2i 
Théorème (2.19) : Soit une symétrie de l'équation linéaire (AU = 0) 

vérifiant 
5 C 5 5 
v.(A.u) = A.(v.u). 

Alors le champ de vecteurs 

où g vérifie 

est une symétrie de (AU = 0). 



Preuve : D'après le théorème (2.71, il suffit de montrer que la forme 

d'évolution associée à v est une symétrie de l'équation affine (AU = 0). 

5 5 
Notons vQ la forme d'évolution associée à v et v le champ d'évolution : 

g 
a v = g(x) - 

g au ' 

Donc pour toute solution u de (AU = O), on a :.(AU) = O et donc 

+V ).A)(u) s'annule sur les solutions de Au = O, ce qui termine la démons- 
Q g 

tration. 

On remarque que le théorème (2.18) apparaît alors comme un cas particu- 

a lier du théorème (2.19) : il suffit de prendre 5 = u - . 
au 



CHAPITRE III 

Correspondance entre symétries 

et lois de conservation 

Dans cette troisième partie, nous allons établir, pour un système diffé- 

rentiel donné, une correspondance entre une symétrie et une loi de conservation. 

Dans le cas particulier d'un système d'Euler-Lagrange. on explicitera de 

manière plus précise la nature de la correspondance. 

On supposera que l'opérateur différentiel considéré est à valeurs dans un 

fibré vectoriel et que le système différentiel associé vérifie la conclusion du théo- 

rème (2.141, à savoir que toute loi de conservation pour ce système est équivalente à 

une loi de conservation possédant une caractéristique. En particulier, un système to- 

talement non dégénéré sur un fibré vectoriel trivial satisfait aux conditions 

précédentes. 

A .  THEOREME ( 3 . 1  ) : 

Soient v une symétrie d'évolution du système différentiel (AU = 0) 
Q 

et $ une loi de conservation pour ce système. 

Alors pr v ( $ )  est un nouvelle loi de conservation pour le système. 
Q 

Preuve : Dans les hypothèses faites, on peut trvailler avec une loi $ 

possédant une caractéristique notée P. 

Dans une carte locale adaptée, on a d (pr v $)  = pr v (d p ) ,  par le 
M Q Q M 

lemme (1.2). Or d $ = P.A d'où: M 



Pour toute section u du fibré solution de (AU = O). on aura : 

dM(pr v (B)(u))= P(u).pr vQ(A)(u) + b(u).pr vQ(P)(u) = 0. Q 

car pr vQ(A)(u) = O sur les solutions de (AU = 0). 

Donc pr v ( p )  est une loi de conservation pour le système (AU = 0). Q 

B. THEOREME ( 3 . 2  1 : 

6L 
Soit (Au = - = O) un système différentiel d'Euler-Lagrange. 6u 

Soient vQ et vR deux symétries variationnelles du système et p une 

loi de conservation associée à vR 
par le théorème de Noether. 

Alors pr v (p) est une loi de conservation pour le système (- = O), Q 6u 

qui est équivalente à une loi de conservation associée à la symétrie variationnelle 

[vQ*vRl. 

Preuve : On suppose que p possède une caractéristique R c'est-à-dire 

6L 
qu'il existe un champ d'évolution vR tel que 438 = R.A = R. - bu ' 

pr va(@) est une loi de conservation pour le système (théorème (3.1. )).  

Une loi de conservation associée à la symétrie variationnelle 

[vQ,vR] possède une caractéristique égale à S = [Q,R], (Conséquence du 

théorème de Noether). Il s'agit donc de montrer que pr v (@) et cette loi associée Q 
à vS sont équivalentes, c'est-à-dire que: 

où a est une loi de conservation triviale. 

La démonstration du théorème (3.1) fournit : %(pr vQp) = A.pr v (R) + R.pr v (A) Q Q 
6L avec Au = - ; et utilisant le théorème (2.4) on obtient 
6u 

6L * 6L R.pr v (-) = R . (pr vQ(L)) - R (VQ> <,). Q 6u 6u 



pr v (L) s'écrit 
Q dMY 

(définition 2.9) et utilisant le lemme (2.1). on a : 

par le théorème (l.:), où p est un courant sur F, s'écrivant dans une carte locale 

1 A i 
adaptée : p(u) = 1 ui(u) dr A . . . A drl A . . . A dxn où chaque p est une combi- 

6L et de ses dérivées totales jusqu'à un certain ordre fini. naison linéaire dei" - 6u 

Rassemblant les résultats, on obtient : 

6L 6L 6L dM(pr v (8)) = 6; . pr v (R) - 6; . VQ(R) + 4.11~ = 6; . (pr v (R) - Pr vR(Q)) Q Q Q 

+ $4' 

en utilisant le lemme (1.4). 

6L Soit finalement dM(pr ~~(8)) = S . 6; + dMp (par le lemme (1.1)) ou 

encore 

6L 
&(pr vQ(8)) - S . 6; = dMri 

où p apparaît comme une loi de conservation triviale de deuxième espèce pour le 

6L système différentiel d'Euler-Lagrange (6; = 0) ; ce qui achève la démonstration. 

C . CONSEPUENCES : 

On considère un système d'Euler-Lagrange noté (% = 0). 

On note ,,/TL l'algèbre de Lie formée par les champs de vecteurs généra- 
6L 

lisés qui sont des symétries variationnelles du système (6; = 0). 

Le système différentiel (2 = 0) étant un système d'Euler-Lagrange, 

on peut donc associer, à chaque symétrie variationnelle de 5, une loi de conser- 
vation grâce au théorème de Noether (2.15). 

Notons ~6~ l'ensemble de ces lois de conservation qui forme. de façon 

naturelle, un espace vectoriel. 



Nous quotientons maintenant NL par la relation d'équivalence introduite 

sur les lois de conservation : vl s v2 <=> ( v  -v ) est une loi de conservation 1 2  

triviale. 

On peut alors considérer l'application j définie de ?A* dans 
L 

n 
L $ ~ / %  = NL qui, à toute symétrie généralisée variationnelle du système associe la 

classe d'équivalence d'une loi de conservation associée par le théorème de Noether 

à cette symétrie variationnelle. 

Ainsi, notant v un champ de vecteurs généralisé sur le fibré F A M 
qui est une symétrie variationnelle de 6L ( 6 ~  = O), on notera v une loi de conser- 

vation associée par le théorème de Noether à v et cl(v ) la classe d'équivalence 

de v et j est définie par : 

Nous utilisons ici une forme du théorème de Noether qui se déduit 

immédiatement du résultat du théorème (2.15) formulé dans le chapitre II : 

Soit v un champ de vecteurs généralisé sur le fibré F a M (il 

6L n'est plus nécessairement d'évolution), symetrie variationnelle de (- = 0) ; il 
6u 

existe donc un courant B sur F tel que v.L = 416. Alors, le courant noté v 

et défini par 

v = FL(v ) - B + iv L Q M 

est une loi de conservation pour le système considéré. 



Cette application j est bien définie car on a vu que la classe d'équi- 

valence des lois de conservation associées à une symétrie variationnelle par le 

théorème de Noether ne dépend pas de la transformation de Legendre choisie 

(lemme 2.16). 

6L Remanque : Soit v une symétrie variationnelle de (- = O) et 6u v~ 

sa forme d'évolution. On a alors 

Le résultat est même plus précis, puisque, une transformation de Legendre 

étant choisie, on a l'égalité des lois de conservation respectivement associées à 

v et vQ c'est-à-dire 

a) j est surjective (par construction) 

b) j est non injective 

c) j est linéaire car cl(v +v ) = cl(vl) + cl(v2) 
1 2  

et cl(f.v) = f cl(v) où f est une constante. 

Soit 
GL 

un ensemble de générateurs indépendants de l'algèbre de Lie 

, . 
. < en tant qu'espace vectoriel. On écrira L ? ~  = L (G ) (espace vectoriel engendré 

L 

par G ). Par linéarité de j, j(GL) est un ensemble de générateurs de l'espace 
L 

vectoriel quotient N~ - 
Montrons maintenant que l'on peut trouver une sous-famille de j(G ), L 

qui suffira à "engendrer" l'espace 
NL 

en un sens que nous préciserons. 

Soient v et v deux symétries d'évolution variationnelles du 
1 Q2 
6L système différentiel (G = O), et soient : 



V1 
une loi de conservation associée à 

V ~ l D  

V2 une loi de conservation associée à v , 
Q2 

et v une loi de conservation associée à [vQ1.vQ2]. 

Alors 

D'après le théorème fondamental (3.2) de ce chapitre, nous pouvons écrire : 

pr vQ (v2) E cl(V 
1 [1,21) 

soit encore 

Soit bL = &,dl l'idéal dérivé de 4. C'est un sous-espace vectoriel 
de (CI ; on peut donc considérer un supplémentaire, noté H, de 4 dans 4 et 

1 Si GL est un ensemble de générateurs de DL en tant qu'idéal, on peut 

compléter 
1 

GL en une sous-famille d'éléments de a L ,  notée GE, telle que : 

1 - GL et G: soient disjoints 

1 2  - (G U G ) forme une base de 
L L dL en tant qu'espace vectoriel 

Ainsi, considérant alors une base G; de H, la réunion des trois familles (dis- 

jointes deux à deux), G: U G: U G: = GL forme une base de . et on peut écrire 



De la linéarité et de la surjectivité de j, on déduit : 

(la somme n'est plus directe car j n'est pas injective). 

1 3 1 3  
Montrons maintenant que j (GL) U j (GL) = j (GL U GL) suffit à engendrer 

NL. On pose 
2, 
GL = G; U G; 

(réunion de deux ensembles disjoints). 

Il suffit donc de montrer que j(2L) permet aussi de déterminer 

2 
j(GL), (et par conséquent NL par la formule (3.6).) 

3 On peut aussi remarquer que j(G ) engendre j(~) (puisque G; est 
L 

une base de H qui est un supplémentaire de aL dans 4). Ainsi, tout revient à 

1 montrer que j (G ) engendre j(aL) en tant qu'espace vectoriel. 
L 

1 Introduisons les notations suivantes : 
GL = { v ~ } ~ ~ ~  

1 

où 11,12,13 sont trois sous-ensembles de IN disjoints deux à deux et posant 

1 = 1 U I2 U I3 on aura GL = {vLILaI. Tout champ de vecteurs généralisé v de 
1 

1 G: s'écrit : vs = 1 [ai,vi] où vi E CL et ai E 4 puisque 1 
GL engendre 

iEI1 

l'idéal "aL. 



(on peut, sans restreindre la généralité du problème, supposer que ai E < et 
vi E G: car le crochet de Lie est antisymétrique). 

Maintenant a r 4 et donc ai = l v, d'oc : i 
es1 

On tire donc 

Utilisant la formule (3.3), on obtient : 

2 1 1i où f,,i constante, pour vs E GL et vi E GL, et ceci prouve bien que j(G ) 
L 

suffit à "engendrer" 
N ~ '  

1 3 2 %  En effet, GL = (GL U GL) U GL = G U G: ayant été déterminé, on peut 
L 

Z calculer les lois de conservation associées aux symétries variationnelles de GL par 

le théorème de Noether. 

Il est alors possible de trouver les nouvelles lois de conservation de la forme 

pr v (vi) où v appartient à GL et vi est une loi de conservation associée 
Q, Q, Z 

à vi appartenant à G> GL. 



La classe d'équivalence de toute loi de conservation associée à une 

symétrie variationnelle de G: s'écrit alors c m e  une combinaison linéaire des 

classes d'équivalence des lois de conservation (pr vq (vi)), d'après la formule 
n. 

(3.9). 

2 Ainsi, on peut déterminer j(GL) a partir de j(GL) et donc engendrer 

Ir 
NL à partir de j(~~). 

On remarque que G: se détermine à partir des crochets de Lie des champs 

de vecteurs de GL. 

Cette propriété est intéressante dans le sens où elle permet de réduire le 

nombre de lois de conservation à connaître pour engendrer N ~ '  
Nous allons maintenant illustrer ce résultat en étudiant des exemples 

particuliers. 





CHAPITRE IV 

Exemples  

Dans ce dernier chapitre, nous allons illustrer les principaux résultats 

vus auparavant en étudiant quelques exemples "empruntés" le plus souvent, à la méca- 

nique physique. C'est la raison pour laquelle les fibrés que nous utiliserons seront 

des fibrés vectoriels triviaux bien que la théorie ait été énoncée dans un cadre plus 

général. 

A .  EXEMPLE I : 

2 Soit F le fibré lRxIR2 de base IR . 
La base est munie de coordonnées (t,x). 

La fibre-type IR est munie de coordonnées (u). 

On considère sur F l'opérateur différentiel scalaire d'ordre 2 noté 

A et défini par : pour u section de F 

~(u) = utt - ua u X XX 

pour a P -1 et a f -2. 

Montrons que l'équation différentielle dérive d'un Lagrangien, c'est-à- 

6L dire qu'il existe un Lagrangien L sur le fibré F tel que Au - 6;. (u) pour 

toute section u du fibré. 

On voit que si on prend pour lagrangien L 

L(u) = ' u2 - 1 a+2 
2 t (a+l)(a+ï) Ux , 

6L on obtiendra bien - = Au. 
6u 



est un lagrangien d'ordre 1 sur F. 

Au = O définit donc une équation différentielle sur F qui satisfait 

aux hypothèses de régularité demandées aux chapitres précédents : pour a différent 

de -1,-2 le système ~(u) = O est totalement non dégénéré. 

Cela réside essentiellement dans le fait que l'équation considérée 

A(u) = utt - ua u = O est une équation de type Kovalevskaya ; c'est-à-dire une X XX 

équation où l'on peut écrire une des dérivées totales de u en fonction des 

autres. Sur cet exemple u a 
tt = Ux Uxx- 

Montrons maintenant que A(u) = utt - ua u = O est localement réso- 
X XX 

luble c'est-à-dire que, au voisinage de tout point (to, xo, uo, uox, uot, uoxx, 

uo , u ) solution ponctuelle de A(u) = O. on peut trouver une section 
tx Ott 

u = u(x,t) du fibré, solution de l'équation différentielle A(u) = O et vérifiant 

les "conditions de Cauchy" : 

Uo = u(to.xo) iUoIk = j:to,xo)~ O 1. est un multi indice d'ordre k avec k = 1,2. 

On utilise une conséquence immédiate du théorème de Cauchy-Kovalevskaya dont on 

pourra trouver un énoncé dans "Applications of Lie groups to Differential equations" 

de P.J. Olver [12] .  

Nous énoncerons seulement le corollaire : "Tout système analytique du 

type Kovalevskaya est localement résoluble". 

Ainsi A(u) est localement résoluble. De plus, remarquant que tout 

prolongement d'un système de type Kovalevskaya est un système du même type, on en 

déduit donc que tout prolongement de A(U) = O est aussi localement résoluble. 



Montrons maintenant que le système initial A(u) = O ainsi que tous ses 

prolongements jusqu'à un ordre quelconque est de rang maximal. Considérons, pour t 

quelconque, 9. 2 O le prolongement d'ordre 9. de l'équation différentielle 

On a donc A(') : J(~+~)F * d où N = 1 c:+~ et A(')(u) repré- 

k=O 
sente le système (DJ(~(u)))J où J est un multi indice (il.i2) d'ordre ( J I  
vérifiant O s I J I  s 9.. Le prolongement d'ordre 9. de l'équation différentielle 

initiale ~(u) = O se présente donc comme un nouveau système différentiel d'ordre 

(e+2) formé par N équations différentielles. (en effet si [ J I  = k fixé, la base 

de notre fibré étant ici IR2, DJ(A(u)) = O va nous fournir 

équations différentielles distinctes). 

ahJ Ecrivons la matrice d'élément général - (u) = aI,J, où 1 est un 

multi-indice d'ordre 11 1  vérifiant O s 1 1 1  É E+2 et AJ(u) = O représente une 

des équations différentielles du système (A(')(u) = O). On obtient donc une matrice 

N ligne et P colonnes où P = lat2 , qui est en fait la matrice jacobienne 
k=O 

A('). Cette matrice est de rang maximal (c'est-à-dire N) car A(')(u) = O 

est un système différentiel de type Kovalevskaya : nous pouvons donc faire apparai- 

a A 1 
1 où 1 tre une sous-diagonale de "un" dans notre matrice correspondant à - = 

au 
1 

représente le multi indice 3 + (2.0) = J + 2eo avec ue 
= - = 
at Ut' 

L'équation différentielle ~(u) = O ainsi que tous ses prolongements 

est donc localement résoluble et de rang maximal. Elle est bien totalement non 

dégénérée. 

Nous allons maintenant chercher les symétries de l'équation différen- 

tielle, c'est-à-dire les champs de vecteurs généralisés v sur F vérifiant 

(pr V.A)(U) = O pour u section de F solution de ~(u) = O . v est de la forme : 



et sa forme d'évolution vQ s'écrira donc a 
Q aG avec Q = ri - cXux - ttut. 

Le prolongement du champ d'évolution 
vQ 

est le champ de vecteurs généralisé sur 

m 
J F noté pr vQ et défini par 

a 
prvQ=~,+ 1 D , < Q > ~  avec Q = Q[u] . 

- 1 

On sait que v symétrie de l'équation différentielle est équivalent à vQ symé- 

trie de l'équation différentielle. 

On a donc pr v (A)(u) = O sur les solutions u de l'équation, soit 
O 

encore Q h + D (Q) * = O sur les solutions. I auI 
1 

III,~ 
Ainsi toute symétrie de l'équation différentielle vérifie la condition 

suivante : Dtt(Q) 1 + DxtQ) (-a u;-l uxx) + Dxx(~) (-II:) = O pour u SOIU- 

tion de Au = 0. 

On peut introduire la notation suivante D~~(Q) = Qtt 

Ainsi l'équation déterminant les symétries de l'équation différentielle A(u) = O 

s8i?crit finalement 

(*) 
a- 1 

a ux uxx Q~ + U: Q~~ - = O 

pour toute section u vérifiant Au = O où 

Nous allons maintenant restreindre notre étude à la recherche des 

symétries ordinaires . Ainsi 



e t  t a 
au ( P - S ~ U ~ - ~ U , ) ~ ;  

Pour s i m p l i f i e r ,  nous poserons Q = A(t ,x ,u)  + B ux + C ut 

avec  A = A(t,x,u)  ; B = B(t ,x ,u)  ; C = C(t,x,u) .Dans c e s  c o n d i t i o n s  l e  c a l c u l  

de Qx, Qxx e t  Qttnous donne 

aA aA a c aB 2 
a )  Q~ = + (a; + %lux + 5 ut t (a;) \ + (%)ut uX + B u xx + c utX 

a2c a 2 ~  3 a2c aA aB + 2 a X a ; u t  U + -  U + T U t  U 2 + ( - + 2 G ) U X X  
au2 au x au 

aB ac + z - u  ax t x  + 3 a ; u x u x x + 2 - u  u + -  a u  x t x  au Ut U~~ + 

+  ut^^ XXX 

2 
C )  Qtt = - + (2 2 a t  

2  a2c 3 a2B 2 
a A  ac + 2 ut ux t -7 ut t 7 ut ux + (au + 2 -) utt + 

au au 
a t  

aB ac a B + 2 a f u t x +  3 a ; U t 1 1 t t + Z - U U  
aB 

au t t x  + % Ux Utt + Uttt ' U t t x  

tt = uxuxx d 'où Or s u r  l e s  s o l u t i o n s  de Au = O on a u a 

a- 1 u = au utXuxx+u~utxx e t  uttx = au 
ttt x 

~ ' l U ~ x + u > x x x  e t  Ot t  s ' é c r i t  a l o r s  : 

a 2~ a2c 3 a 2 ~  2 aB aB 
+ 2 = u t  u x + 2 u t + 2 u t  U x + 2 ~ U t x + 2 a ; U t X U t x  au au 

a~ ac ai3 a + l  ac a + (a; + 2 z) U: uXx + a; uX uXx + 3 a; uX ut uXx + a c U - l u  x t x U x x  

a 
+ Ux t x x  + U t t x  ' 

On forme maintenant  l ' é q u a t i o n  dé te rminante  (*). Comme l e s  f o n c t i o n s  

A,B,C a i n s i  que l e u r s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  s o n t  des  f o n c t i o n s  ne f a i s a n t  i n t e r v e n i r  



que les variables t,x et u, les différents coefficients de ut, ux, de leurs 

dérivées totales et de leurs produits seront donc nuls dans l'équation détermi- 

nante. 

On obtient donc un système d'équations aux dérivées partielles : 

a L~ * coefficient constant : - = O  2 
at 

* coefficient de ut : 

a2B * coefficient de ux : - = O  
a t  2  
. - 

2 a2c * coefficient de ut : 9 + 2  - atau = O 
au 

L~ = O  * coefficient de ut ux : 2 - atau 

3 . & = O  * coefficient de ut 2 au 

2 a 2 ~  * coefficient de utux : -7 -; O  
au 

. 2 ? E = o  * coefficient de utx . at 

* coefficient de ututx : 2 ae = 0  au 

aA * coefficient de uau x xx : - (2 + ? E)+(z + t ) x a  +(A + 2  2 )  = O  

* coefficient de uxuXx : - & + 2. ?E au + 3 au ' O  

* coefficient de uXutxuxx : -aC + aC = O 

* coefficient de u;utxx : - C + C = O  



* coefficient de ua-lu2 : - aB + aB = O 
X XX 

* coefficient de uaü 1 - B + B -o O 
X XXX 

aA 
;+ coefficient de ua-lu : a - = O 

x xx ax 

coefficient de ua-lu u a - = O x ~ X X '  ax 

* coefficient de u a L~ a+l . - =  
2 O  ax 

* coefficient de u:+'utx : 2 - ac = O 
au 

?' coefficient de u a2c a+Zu . - = 0 
x t ' au2 

La résolution de ces 22 équations aux dérivées partielles, qui ne sont pas toutes 

indépendantes, fournit 

r A = a u + a t + a  1 2 3  al,a2,a3 constantes 

B = blx + b 2 bl, b2 constantes 

1 C = ZCaal+(a+2)bll t+cl cl constante 

On a donc obtenu la forme générale des symetries ordinaires pour 

l'équation bu = O : 

. . 
v = -  a i a 

(blx+b2) - 7(aal+(a+2)bl)t - at - cl a + .(aiu+a t+a3) - a 
2 au (4.6) 



En conclusion de cette étude sur la recherche des symétries ordinaires de l'équa- 

tion différentielle u tt - ux a uxx = O, les symétries ordinaires forment donc une 

algèbre de Lie, notée de dimension 6 ; 

Les générateurs de cette algèbre ,! sont : 

1) pour b = -1, a = a2 = ag = b2 = cl = O on obtient 
1 1 

2 )  pour b = -1, al = a2 = a = bl = c = O on obtient 
2 3 1 

3) pour bl = b2 = cl = a2 = a3 = O. al = +l on obtient 

4) pour a2 = 1, al = ag = bl = b, = c = O on obtient 
& 1 

5) pour a 3 =  1, al =a2 = bl = b2 a cl = O  on obtient 

6) pour cl = -1, al = 9 = a3 = bl =-bZ = O on obtient 

Ayant trouve les symoti-ies ordinaires de l'équation différentieIle, nous 

allons maintenant &terminer les symétries onMnaires variatiemielles de l'équa- 

tion. On sait que ces symétries variatiemelles forment une algèbre de Lie ~8 L 

qui est une sous-algèbre de U e  de Jf. 



v, champ de vecteurs généralisé sur le fibré F est une swtrie varia- 

tionnelle de l'équation différentielle si et seulement si il existe un opérateur 

1 * 2  différentiel 6 sur F à valeurs dans A (T IR ) tel que 418 = v.L . 
Le calcul nous montre ici que vl et v3 ne sont pas des sydtries 

variationnelles de A(u) = O et que v2, v4 ,  v5, v6 sont des symétries varia- 

tionnelles de A(u) = 0. 

Ainsi l'algèbre de Lie (IrL des symétries ordinaires variationnelles est de dimen- 
sion 4 et est engendrée par v2, v4, v5 et '6' 

Utilisant le théorème de Noether qui nous donne une forme explicite des 

lois de conservation associées aux symétries variationnelles, nous déterminons 

ainsi les lois de conservation v2, v4, v5, v6 respectivement associées à 

V2' V4' V5' V6. 

2 
La base du fibré trivial P étant 37 , une loi de conservation v 

1 * 2  
est un opérateur différentiel sur F à valeurs dans A (T IR ). 

Ainsi pour u section du fibré F, v(u) s'écrit : 

2 v(u) = vldt + v dx et on peut donc lui associer un vecteur N dont les composantes 

t 1 sont {;x ; ;; 
N est apppelé vecteur courant conservé correspondant à la loi de conservation v. 

On a donc choisi ici la forme élément de volume w = dx A dt. 

1) v2 5 a et v .L = O 
ax 2 

Le vecteur courant conservé N2 a pour composantes 



a 2 )  v = t - et v .L = div B4 où B = 4 au 4 
= u t 

Le vecteur courant conservé N4 a pour composantes 

a et V ~ . L = O  3 )  V5 = a; 

Le vecteur courant conservé N5 a pour composantes 

a 4)v = -  et v . L = O  6 at 6 

Le vecteur courant conservé N6 a pour composantes 

Le tableau des crochets des champs de vecteurs généralisés 

vl, v2, v3, v4, v5, v6 de l'algèbre de Lie A nous donne : 



Tableau : 

-- - 

Nous allons maintenant illustrer le théorème principal de notre travail, à savoir : 

Pour un système différentiel d'Euler-Lagrange, si vg et vR sont 

deux symétries d'évolution variationnelles du système et $ une loi de conser- 

vation associée à vR par le théorème de Noether, alors pr v (p)  est une loi 
9 

de conservation pour le même système, qui est équivalente à une loi de conservation 

associée à la symétrie variationnelle [vQ,vR]. 

Considérons la loi de conservation 
v2 

associée à la symétrie variationnelle v2 

ou, de manière équivalente le courant conservé N2 



a d'où les compo- Le champ d'évolution associée à v2 est vZQ = -u - x au 

santes du nouveau courant conservé pr v (N ) 
2Q 2 

Comme [v ,v ] = 0, vérifions que N; est équivalente à une loi de 
2 2 

conservation associée à O donc que N; est équivalente a O ou encore que 

est une loi triviale. 

Le calcul de div Ni = D ~ N ; ~  + D ~ N ; ~  nous donne 

div Ni = uxx(utt-uzuxx) + ux Dx(utt-uzuxx) 
= u xx A + U~D,(A) = D ~ ( u ~  A). 

Ainsi div Ni = div C2 où C est unvecteur sur la base de cornpo- 2 

santes (yxA . C2 apparait donc conme une loi de conservation triviale pour 

le système différentiel A(u) = O ; elle est de deuxième espèce et div(N;-C2) : O 

donc Ni est équivalente à C2. Finalement, on obtient bien : 

N; loi de conservation triviale. 

a d'oùies Le champ v4 est un champ d'évolution : v4Q = v4 = t - 
au 

composantes du nouveau courant conservé pr v4(N2) 

Comme [v4,v2] = 0, vérifions que Ni est une loi triviale. Or 



div N i  - O kinX + D N ' ~  utx - utx 1 0. bric Ni ert bien une loi triviale de 
x 4  t 4 

premièze espéce. 

Le champ dl&volution associe A v6 est v6Q = - a 
ut a; d'où les campo- 

santes du nouveau courant consemé pr voQ(N2> 

Corne [vo,v2] = 0, vérifions que Nk est une loi triviale. 

Or div Nk = utx(utt-u~uXx) + u x D t 

= Dt(ux A )  

= div C6 où C6 est un vecteur sur la base de composantes 

C6 étant une loi de conservation triviale de deuxième espèce et Nk 
étant équivalente P C6 on obtient donc : 

NA loi de conservation triviale. 

On pourrait procéder de même avec les autres lois de conservation 

N4, N5 et N6 en leur appliquant les symétries variationnelles v v v 2' 4' 5 et v6 

Cependant, nous allons terminer l'étude de cet exemple en montrant que 

l'hypothèse de symétrie variationnelle est indispensable à la validité du théorême : 

le résultat énoncé est faux en général si on ne prend que des syrktries du systême 

différentiel . 

On va donc considérer les lois de conservations N2, N4, N5 et N6 res- 

pectivement associées aux symétries variationnelles v2.vq,v5 et v6 et calculer 



les nouvelles lois de conservation obtenues à partir de Ni (i = 2.4.5.6) en 

appliquant pr vlQ ou pr v 
3Q' 

Le calcul des nouveaux courants conservés nous fournit les résultats 

suivants : 

)-u t 2 t +xu tx + +tu tt ) 

pr vlQ(N2)=N 12 = (4.21) 

a+2 a+2 + u (xutX+ - 2 u t + -7- tutt) 

prvgQ(N2) = N32 

a+2 1 
atutx) - u x ( ~  ut + - atu ) 2 : tt 

a+2 
(t ua(U +x Uxx + -7- t Iltx) . X X  



a+l 

u + g t u  x 2 tx ) u u a + L  t x  ati ( ~ ~ ~ + q t u ~ ~ )  a+2 

p r v  (N) = N = 
6 3 6 1  

Ayant déterminé ces nouveaux courants conservés, nous montrons alors que 

ces courants sont équivalents aux courants conservés déjà obtenus à savoir 

N2, N4, N5 OU N6 mais qu'ils ne.suivent pas le procédé de construction à savoir 

celui que l'on obtient en travaillant avec des symétries variationnelles, en 

supposant a # O et a # -4. 

De façon plus explicite ; nous obtenons : 



Si les symétries vl et v3 étaient des symétries variationnelles de 

l'équation nous aurions dû obtenir 

NI5 loi triviale (car [v1,v3] = O et a f O). 

N32 loi triviale (car [v3,v2] = O et a f - 4 ) .  

De cette dernière étude, nous pouvons tirer deux conclusions : 

* L'hypothèse sur la symétrie variationnelle est absolument indispensabe 
pour la validité du théorème ; une symétrie de l'équation est insuffisante. 

* v étant une symétrie de l'équation Au = O, mais non variationnelle 

et N étant un courant conservé, associé par le théorème de Noether, à une sy- 

métrie variationnelle nous avons le résultat suivant : 

Nous pouvons résumer les résultats obtenus pour cet exemple sous forme 

de deux tableaux ; un pour les symétries variationnelles du système et un pour 

les symétries du système Au = O. 



Tableau nO1 : Symétries non variationnelles : 

soit pr vQ(N) ?. N. 

Tableau n02 : Symétries variationnelles : 

soit pr v (N ) ?. Nij où Nij loi de conservation associée à [vi,vj] 
Qi j 

pr vQ(N) 
z 

v2 

v4 

V5 

v6 

pour i = 2,4,5,6 . 
j = 2,4.5,6 

N2 

loi triviale 

loi triviale 

loi triviale 

loi triviale 

N4 

loi triviale 

loi triviale 

loi triviale 

N5 

N5 

loi triviale 

loi triviale 

loi triviale 

loi triviale 

N6 

loi triviale 

N5 

loi triviale 

loi triviale 





APPENû JCE . 
Pour l'étude de ce premier exemple, nous avons utilisB un article de 

Vinokoutov et Nourgalieva intitulé : "Une base de lois de conservation" [15]. 

Dans cet article, l'expression donnée pour la transformation de Legendre 

FL(u ; v) est la même que celle que l'on trouve dans les articles de Khamitova 

[SI et dtIbragimov [ 4 ] .  Plus exactement, c'est ce que les auteurs appellent l'opé- 

rateur de Noether appliqué au Lagrangien. 

Nous avons calculé dans un premier temps les symétries, puis les symé- 

tries variationnelles de l'équation, puis les lois de conservation associées grâce 

aux théorèmes énoncés aux chapitres précédents et nous avons pu ainsi vérifier que 

nous retrouvions les mêmes résultats que dans l'article original. Ceci nous permet- 

tait ensuite de former le tableau des crochets des champs de vecteurs de l'algèbre 

de Lie L,$ des symétries ordinaires de l'équation. 

Dans une dernière partie, nous avons voulu illustrer le théorème (3.2) 

A. sur cet exemple : nous avons donc calculé Pr vQi(Nj) Pour VQi appartenant à ,': 

et N une loi de conservation associée à une symétrie variationnelle par le théo- 
j 

rème de Noether. 

Nous avons ainsi mis en évidence que l'hypothèse de symétrie variation- 

nelle est indispensable en calculant explicitement les nouvelles loi obtenues 

pr v (N ) pour v symétrie ordinaire mais non variationnelle de l'équation. 
Qi j 'i 

Ces résultats sont résumés dans le tableau nO1. 

Le tableau n02 permet de voir qu'appliquant une symétrie variationnelle 

à une loi de conservation déjà connue, on n'obtient que des lois triviales sauf 

dans deux cas où l'on retrouve une des lois N déjà calculées. Le calcul a été 
j 



fait de façon complète, pour trouver de manière explicite les lois triviales qui 

sont toutes de deuxième espèce. 

Toute cette dernière partie n'apparaît pas dans l'article de référence. 

Vinokourov et Nourgalieva calculent seulement, dans le cas N = N2 les nouvelles 
j 

lois pr v (NZ) mais ne signalent pas qu'elles sont triviales. 
Qi 

Enfin, on peut y signaler une erreur d'imprimerie dans la première 

composante de la loi N12 = pr vQ (N2) où un signe "moins" apparait à la place 
1 

d'un signe "plus". 



B. EXEMPLE J I  : L'iauation deb o a d ~  COü&teb : 

ûu consiare ici l'équation des ondes courtes sous sa ferme réduite : 

u + 2uxt - Z - ( X + U ~ ) \ ~ +  2 k u x P 0  
YY 

(4.33) 

oii k est une constante réelle. 

Ici le fibré F est IRxlR3 de base IR3 ; la base est munie des 

coordonnées (x,y,t), et la fibre-type IR est munie de la coordonnée (u). 

L'opérateur différentiel scalaire considéré est d'ordre 2 sur F et 

pour toute section u de F : 

6L Il dérive d'un Lagrangien L sur F d'ordre 1 : ~(u) = 6; (u) pour 

toute section u du fibré et, on a , au facteur intégrant e (2k+l)t près : 

Le système A(U) = O est un système totalement non dégénéré. En effet 

l'équation considérée est de type Kovalevskaya puisque on peut la mettre sous la 

forme 

Le système étant analytique, il est alors localement résoluble, en uti- 

lisant une conséquence du théorème de Cauchy-Kovalevskaya. De même, tout prolonge- 

ment deœtte équation différentielle est aussi un système de type Kovalevskaya qui 

est analytique, donc à nouveau localement résoluble. , 

Tout prolongement du système initial est de rang maximal. En effet on 

considère, pour L quelconque, le prolongement d'ordreE L noté A(') qui est un 

ophrateur diffhrentiel de .JZtLF dans IRN oii N = 1 cL2 . A(')(u) = O re- 

km0 



présente le système (DJ(A (u))) où J est un multi-indice (il,i2,i3) vérifiant 

O S ( J I  s t. A(')(u) = O est donc formé par N équations différentielles. 

Le rang de la matrice jacobienne associée à l'opérateur A(') est 

,AJ 
maximal (soit N) car le système différentiel est de type Kovalevskaya donc g = 

1 
dès que 1 = J+2e3 où e3 = (0,O.l) avec u = u 

e3 Y' 

Ainsi tout prolongement de l'équation différentielle A(u) = O est bien 

de rang maximal et l'équation initiale des ondes courtes est donc totalement non 

dégénérée. 

Rechehche d a  nyméttuw o ~ n ~ w  de l ' 6 q d o n  : 

Soit v un champ de vecteurs généralisé sur F, symétrie de l'équation 

A(u) = O : v.A)(u) = O pour toute section u solution de b(u) = O, v s'écrit: 

a a t a  a 
v = sX[ul , + sY[ul a; + s Cul + riLu1 au 

et sa forme d'évolution v - 9' 

Sur les solutions de ~(u) = O ; pr v.A(u) = O <=> pi vQ A(u) = 0. D'où l'équa- 

tion déterminant les symétries généralisées de l'équation A(u) = O : 

pour toute section u vérifiant ~(u) = O. 

Si on recherche les symétries ordinaires de l'équation, F,' = SX(t,x,y,u) 

sY = ~~(x.y,t,w~ ; ct = ~~(x,g,t,st>, II * ri(x,y.t,u) et Q = II-S~U~-S~U Y -ctut. 

On calcule alors Qx,Qxx,Qxt,Qyy et on forme l'équation déterminante (*) 

qui nous fournit par suite un système d'équations aux dérivées partielles où les 

inconnues sont les fonctions rl,~x,F,Y,~t. La résolution de ces équations (qui ne 



sont pas toutes indépendantes) donne : 

avec al,a2 constantes, ~(t), ~(t), A(t), o(t) fonctions arbitraires de t et 

dk désigne l'opérateur vérifiant pour toute fonction f(t) : 

et donc on obtient la forme générale des symétries ordinaires de l'équation des 

ondes courtes : 

Les symétries ordinaires forment donc une algèbre de Lie de dimension 

infinie dont les générateurs sont : 

1) pour a = -1. a2 = O, ~(t) = ~(t) = A(t) = a(t) = O on obtient 1 

a v - -  
O at (4.38) 

2) pour al = -9, a2 = 4(k+l), ~(t) = ~ ( t )  = '(t) = o(t) = O on 

obtient : 

a a a 
v, = 9 - 4(k+l)x - 2(k+l)y - - 8(k+l)u a; at ay (4.39) 



3) Pour al = a2 = O, ~(t) = A(t) = o(t) = O on obtient 

On notera dans la suite, ~i étant une fonction arbitraire du temps, v2 = v2(p) 

4) pour al = a2 = O, ~(t) = A(t) = o(t) = O on obtient 

5) pour al = a2 = O, p(t) = ~(t) = o(t) = O on obtient 

a 
v4 = AY a;= v4(X) (4.42) 

6) pour a = a2 = O, p(t) = ~ ( t )  = X(t) = O on obtient 1 

En conclusion, l'algèbre de Lie des symétries ordinaires de l'équation des 

ondes courtes est de dimension infinie. 

1 Dans le cas où k # 2 et k # -, une base est formée des champs de 
2 

vecteurs {vo.vl.v2(p), v3(~), v~(A), ~~(0)) où u,x.A et a sont des fonctions 

arbitraires du temps t. 

La caractéristique Q de la symétrie d'évolution ordinaire de l'équa- 

tion des ondes courtes est de la forme : 



avec c constante et a(t), ~(t), ~(t), a(t) fonctions arbitraires de t. 

On remarque que pour a(t) = constante = a on retrouve la forme géné- 

rale de la caractéristique Q obtenue pour k # 2 et k # ; il suffit de poser 

\ a2 = 4(k+l)a+c 

1 Ainsi dans le cas k = 2 ou -, l'algèbre de Lie des symétries or- 2 

dinaires de l'équation des ondes courtes contient la précédente algèbre de Lie ,f, - 
L$ est engendrée par les précédents champs de vecteurs vo,vl ,v2 ,v3 

v4 et v5 auxquels s'ajoute v6 obtenu pour c = O, ~(t) = ~(t) = O 

A(t) = o(t) = O et a = a(t) fonction arbitraire de t. 

Rechehche den n m m a  va>mationn&a de L'équation : 

Les symétries variationnelles ordinaires de l'équation des ondes courtes 

forment une sous algèbre dL de l'algèbre de Lie des symétries ordinaires de l'équa- 
tion. 



Le calcul nous montre que seul v n'est pas pas une symétrie varia- 

tionnelle. 

1 
Ainsi dans le cas général k # 2, k # 2, l'algèbre de Lie AL des 

symétries variationnelles ordinaires de l'équation est engendrée par vl, v2, v3, - 
1 

v4, v5 et dans le cas k = 2 ou y , 'gL est engendrée par vl ,v2,v3,v4,v5,v6. 

L'équation des ondes courtes étant une équation d'Euler-Lagrange, le 

théorème de Noether nous fournit une forme explicite des lois de conservation v i 

associées aux symétries variationnelles vi pour i = 1 à 5. 

La base étant  IR^ orientée par l'élément de volume w = dt A dx A dy 

nous associons à toute loi de conservation v qui est un opérateur différentiel 

2 * 3  sur F à valeurs dans A (T ZR ), et qui s'écrit donc : 

1 2 3 v(u) = v dx A dy + v dt A dy + V dt A dx, un vecteur N, appelé vecteur courant 

conservé associé à v, de composantes N~ = -vl ; NX= v2 ; NY = -v3. 

1 
cas général k # 2, 7 

a a a 8(k+l)u au. 1) vl 5 9 - 4(k+l)x 2(k+l)y - - 
at ay 

Le vecteur courant conservé NI a pour composantes : 

où L désigne le Lagrangien L = e 
1 3  1 2  

2k1t(u u - 7 ux - xu2 + - u ) et QI dési- t x x 2 Y  

gne la caractéristique du champ d'évolution v associé à vl ; 
Q1 

Q1 = -8(k+l)u - 9ut + 4(k+l)x uX t 2(k+l)y uy 



2(k+1)txu(pf+v~y<.)y = 

v .L = div B2 où B2 a e i: 2(k+1)txu((uf*l-u*L2u')xy - L y3d p") = BX 
2 3 k 2 

(4.47) 

Z(k+2'txu((~f+pt1)x-Y2dku') B: 

Le vecteur courant conservé N2 a donc pour composantes : 

où Q2 désigne la caractéristique du champ d'évolution associé à v2 : 

a 2 a 
3) v3 = x(t) + [-(x+xf)x + y dkx] a; = v3(x) et 

v3 .L = div B3 où 
Z(k+l)t 

u[(2x+xf -xtt)x + y2dkx'] 

et le vecteur courant conservé N3 a pour composantes : 

où Q3 désigne la caractéristique du champ d'évolution associé à vj 



a 4) v4 = A(t) y a; = v4(A) et v,, est un champ d'évolution 

v4 = vQ4 où Q4 = A(t)y 

v4.L = div B4 avec B4 = 

Les composantes du courant conservé N4 sont donc 

B; = O 

v, = vas où Q5 = ~(t) et v5.L = div B5 avec B 
2(k+l)t 

B; = O 

Le vecteur courant conservé N5 a donc pour composantes 

1 
6) Dans le cas particu1ier.k = 2 ou k = -, aux vecteurs courants con- 2 

servés NI, N2, N3, N4, N5 s'ajoute N6, vecteur courant conservé associé à v 6' 



et v .L = div B6 avec 6 

D'où les composantes du vecteur courant conservé N6 : 

B6 = 

< 

Nous avons donc déterminé les lois de conservation associées aux symé- 

2 7 B: = { x  ( -  5 a1"+(2k + Z)a" + 2(5-4k)a') 
2 + xy (3a""-(4+k)at" + (k-5)a" + 2(k+l)a1) 

- a y4(3a1""+2(k+l)a'1f1 - (k2-k+l) a"' - k(k+l)af') (4.54) 

- u (3at'+8(k+l)a')) u e2(k+1)t 

tries variationnelles ordinaires de l'équation des ondes courtes. Corne les symé- 

tries variationnelles (odinaires) vl , v2, v3, v4, v5, v6 engendrent l'algèbre de 
N 

Lie JL des symétries variationnelles ordinaires de l'équation des ondes courtes, 

toute loi de conservation associée à une symétrie variationnelle ordinaire s'écrira 

donc, à équivalence près, comme combinaison linéaire des lois de conservations 

NI> N2> N3' N4' N5' N6. 



Cependant, nous allons voir que le théorème principal permet de réduire le nombre 

de lois de conservations nécessaire pour engendrer toutes les lois de conservation 

associées à une symétrie variationnelle ordinaire. 

Formons d'abord le tableau des crochets de champs de vecteurs de 
Y IU 

l'algèbre de Lie (qui contient l'algèbre de Lie ,fi des symétries variation- 
nelles ordinaires de l'équation des ondes courtes dans le cas général k # 2 et 



avec 

ul(t) = 9pt(t) + 2(k+l)u(t) 

xl(t) = 9xt(t) + 4(k+l)x(t) 

Xl(t> = 9Xt(t) + 6(k+l)X(t) 
ol(t) = 9ot(t) + 8(k+l)o(t) 

al(t) = 9 at(t) 

Montrons, pour conclure l'étude de cet exemple. que NI suffit à engen- 

drer toutes les lois de conservation associées à une symétrie variationnelle ordi- 

naire. ceci à équivalence près. En effet, pour i = 2,3,4.5,6 nous avons 

Donc on sait que pr v Qi(gi) N1 
est une loi de conservation (ou courant conservé) 

pour l'équation des ondes courtes, qui est équivalente à une loi de conservation 

associée à la symétrie variationnelle [vi,vl] . Or [vi,vl]= -vi(fi) ; donc la loi 

de conservation associée par le théorème de Noether à [vi,vl] est équivalente 

à Ni. 

Ainsi on obtient le résultat suivant : 

Pr vQ (g )(NI) -Ni(fi) pour i = 2,3.4,5,6 (4.58) 
i i 

où gi est une fonction arbitraire du temps et fi une combinaison linéaire de 

gi et g; à coefficients constants. 

En conclusion, les symétries variationnelles ordinaires de l'équation 

des ondes courtes ayant été calculées, il suffit de déterminer NI (loi de conser- 

vation associée à v = 9 - - a a 
1 it 4(k+l)x - 2(k+l)y dy - &(k+l)u h ) pour 



obtenir, à équivalence près, les autres lois de conservation N2, N3, N4, N5. 

respectivement associées à v2, v3, v4, v5, v6, et donc toutes les lois de conserva- 

tion associées à une symétrie variationnelle ordinaire. En effet, ayant obtenu 

N. (f . ) par le calcul précédent, on peut alors trouver N. = Ni(gi) puisque 
1 1  

m 

fi(t) = 9 gf(t) + aigi(t) avec ai réel et les fonctions utilisées étant C , 

l'équation différentielle possède toujours une solution. 

Nous pouvons vérifier, dans un cas particulier, l'équivalence 

a v et [v5,v1] = -v5(u1) où al = 90' + 8(k+l)o. pour i 1 5 ,  v 5 = o - =  
au a5 

Le nouveau vecteur courant conservé associé à -v5(al) = [v5,v1] que 

l'on notera N (O ) a pour composantes : 5 1 

Le calcul des composantes du vecteur courant conservé pr v ~ ~ ( ~ 1 )  

nous fournit : 

Ainsi la différence des deux courants conservés a pour composantes 



et un calcul i d d i a t  nous montre que div AS1 5 O donc est une loi de conser- 

vation triviale de ler espèce et par conséquent Ngl = pr v (NI) et N5(a1) sont 
Q5 

deux lois de conservation équivalentes. 

C o n d u i o n  : Cette étude de l'équation des ondes courtes nous a permis de 

constater que l'on pouvait réduire le nombre de lois de conservation (associées à 

des symétries variationnelles d'un système d'Euler-Lagrange) calculées à partir du 

théorème de Noether. nécessaires pour engendrer. à équivalence près, toutes les 

autres lois de conservation associées à une symétrie variationnelle. 





APPENDICE 

Dans cet exemple. nous nous sommes inspirés d'un article de R.S. 

Khamitova intitulé : "Structure de groupe et base de lois de conservation" [5] . 
L'expression de la transformation de Legendre FL(u ; v) est la même 

que celle qui apparaît dans l'article de Vinokourov et Nourgalieva que nous avons 

mentionné dans l'appendice du premier exemple. 

De même que dans l'exemple précédent, ayant calculé de manière explicite 

les symétries, puis les symétries variationnelles de l'équation des ondes courtes, 

nous avons pu vérifier que nous retrouvions les mêmes résultats que ceux parus dans 

l'article original. 

Dans une deuxième partie, nous avons effectué le calcul des six lois de 

conservation associées aux symétries variationnelles de l'équation. de façon à 

déterminer un ensemble de générateurs pour les lois de conservation. 

Ces calculs n'ont pas été faits dans l'article de référence excepté 

celui de la loi de onservation NI associée à la symétrie variationnelle vl' 

R.S. Khamitova indique seulement les expressions des vecteurs Bi vérifiant 

vi.L = div Bi pour i = 1.2.3.6. 

On peut d'ailleurs signaler une erreur d'imprimerie dans la deuxiême composante 

BE où manque le coefficient multiplicatif u. 

Pour prouver que NI suffit à engendrer,& équivalence près, toutes 

les lois de conservation. nous avons formé le tableau des crochets des champs de 

vecteurs de l'algèbre de Lie dL des symétries variationnelles de l'équation. 
Les champs de vecteurs v de l'algèbre de Lie 4$L dépendent de fonctions arbi- i 

traires du temps et les crochets de Lie de la forme [vi,vj] dépendent aussi de 



nouvelles fonctions arbitraires que nous avons exprimées . en fonction des premières. 
Ces relations entre les fonctions arbitraires précédentes nous permettent de mon- 

trer que l'on peut effectivement calculer toutes les lois de conservation, à équi- 

valence près, à partir de N1. La preuve réside essentiellement dans le fait que les 

fonctions étant cm. la connaissance de N.(G(t)) permet de déterminer Ni(H(t)) 

où H(t) vérifie une équation différentielle du premier ordre, à coefficients cons- 

tants. dont le second membre est G(t). 

Nous terminons alors notre étude en vérifiant sur un cas particulier 

que pr v (NI) permet d'obtenir le vecteur courant conservé N 
Q5 

5' 

Toute cette partie est, elle aussi, complètement nouvelle par rapport à l'article 

de R.S. Khamitova qui indiquait seulement que N1 permettait d'engendrer toutes 

les lois de conservation de l'équation des ondes courtes. 



C. EXEMPLE 711 : L1équat*on de & dynamique d a  gaz hmboni sue  : 

Considérons ici un autre exemple pris à la Physique : l'équation de 

la dynamique des gaz transsonique. 

Le fibré F considéré ici est I R x I R 4  de base El4 ; la base est munie 

d'un système de coordonnées (t,x,y,z) et la fibre-type IR est muni de la 

coordonnée Cu). 

L'opérateur différentiel scalaire d'ordre 2 sur F, noté A est défini 

pour toute section u de F par 

A(u) = u + u - u u - 2utx = 0. yy zz  x xx 

L'équation différentielle ~(u) = O dérive d'un Lagrangien L sur F 

6L d'ordre 1. Pour toute section u du fibré F, A(u) -; (u) et dans une carte 

adaptée, l'expression du Lagrangien L est donnée par : 

Le système différentiel b(u) = O est un système différentiel totale- 

ment non dégénéré. 

en effet, l'équation est ici encore de type Kovalevskaya puisque on 

peut la mettre sous la forme 

Le système est analytique donc localement résoluble en utilisant un 

corollaire du théorème de Cauchy-Kovalevskaya. 

De même, tout prolongment de cette équation différentielle fournit aussi un système 

de type Kovalevskaya, qui, étant encore analytique,est donc localement résoluble. 



Montrons maintenant que tout prolongement du système initial est de rang 

maximal. Pour cela, nous considérons le prolongement d'ordre 9. de l'équation 

noté A") qui est un opérateur différentiel de .J2+'F dans nfJ oü 
a. . = CL,. 
k==O 

A(')(u) = 0 représente le système (D~(A)(u))~ formé par N équa- 

tions différentielles distinctes, avec J multi-indice (il ,i2,i3, i,) vérifiant 

O $ I.J( 6 9.. Le rang de la matrice jacobienne associée à l'opérateur A") est ma- 

ximum (soit N) car le système différentiel est de type Kovalevskaya donc pour 

3 un multi-indice fixé tel que O s 1 J 1 6 9. , on aura abJ 
au = 1, où 
(.J+2e4 ) 

e, = (O,O,O,l) et ue4 = uz. 

Ainsi l'équation de la dynamique des gaz transsonique est bien totale- 

ment non dégénérée. 

Rechmche d u  aymé-hiw de &'ésuation : 

Soit v un champ de vecteurs généralisé sur F et vQ sa forme 

d'évolution; v est de la forme : 

v est une symétrie de ~(u) = O <=> vQ est une symétrie de A(u) = O 

<=> vp A)(=) = O pour toute section u 

solution de ~(u) = 0. 

d'ou l'équation déterminant les symétries généralisées de l'équation ~(u) = O 



pour toute section u telle que A(u) = O. Se restreignant maintenant aux symé- 

tries ordinaires, on a donc : 

on calcule alors Qx. Qxx, Qtx, Qyy, Qzz et on forme l'équation déterminante qui 

nous fournit par suite un système d'équations aux dérivées partielles où les incon- 

nues sont les fonctions q, ft. ex. SY, fZ . 
Simplifiant les écritures, nous poserons Q = Aut+Bu +Cu +Du +E où 

X Y Z  
A,B,C.D,E sont des fonctions de t,x,y,z,u. 

Le calcul de Qx. Qxx. Qtx, Qyy et Qzz nous donne : 

+ a D  a A 
uxz(' a;' + ut uxx(%) + uxutx (2 a;) + uxuxx ( 3  2) 

ac aD aD 
+ u x u XY (2 + uxuxz(2 a;) + uyuxx g + UZYXX 



c) Par symétrie, on obtient immédiatement Qyy et Q ~ z  

s23 a23 a2h ô23 ô2B ô2c a2D 
d) Qtx = atax + ut(= + G) + ux(ZZ + atax) + Uy atax + Uz KG 

ac aD aB ac aD aA 
+ d. + d. + aI + z + UXZ ?z + UtUtx (2 G) 

aB aA aB ac + UxUtx (2 a;) + U U - + U U (-). + UxUty a; 
x t t a u  t x x a u  

aD ac aD aD 
+ u u  - + u u  - + u u  - + u u  - + u u  tz au t xy au t xz au y tx au z tx 

On forme alors l'équation déterminante soit : 

Qyy + Qzz - uxQxx - 2Qtx - uxxQx = 0 

pour toute section u varifiant un + uzz - uxuxx - 2utx = 0. 

Cormne les fonctions A,B,C,D,E et leur dérivées partielles ne font 

intervenir que les variables t,x,y,z et u, l'équation déterminante nous fournit 

un système de 54 équations aux dérivées partielles dont 16 sont triviales. 

La résolution des 24 équations indépendantes nous fournit : 

+ bt + c avec a, b,c constantes - A 3 ~ a t  

2 2 - B = J (at+b)-k]~ + $j a(y +z ) + B1(t)y + ul(t)z + x(t) 

avec k constante, 

X(t). &(t), ~ ( t )  fonctions arbitraires de t 

k - c = [$at+b) -T]Y + dz + ~(t), d constante 



où f est une fonction arbitraire de t,y,z harmonique par rapport à y et z 

a' f soit a'r + 7 = o. 

Et la forme générale des symétries ordinaires de l'équation ~(u) = O est donc : 

a 1 3 2 2  a v = -(F at +bt+c)% - {[:(at+b)-klx + a(y +z ) + p'(t)y + v'(t)z + ~ ( t ) } ~  1 l 2  

avec a, b,c.d,k constantes, @(t),~.~(t).~(t) fonctions arbitraires de t, 

a2f f(t.y,z) fonction harmonique en y et z c'est-%-dire 4 + - = O. 
ay az 2 

Les symétries ordinaires forment donc une algèbre de Lie ,# de dimen- 

sion infinie dont les générateurs sont : 

1) pour a = b = d = k = O. B(t) = u(t) = ~(t) = f(t.y,z) = O, c = -1 

on obtient 

a 
"1 = af (4.65) 

2) pour a = c = d = k = O, b = -5, Bct) = p ( t )  = ~(t) = f(t,y,z) = O 

on obtient : 



3)  pour a  = b  = c = k = 0, d = - 1 ,  ~ ( t )  = ~ ( t )  = ~ ( t )  = f ( t ~ , y , ~ )  = O 

on o b t i e n t  

a a 
V 4 = Z G - Y z  (4.67) 

4 )  pour a  = -5, b  = c = d= k = O, $ ( t )  = ~ ( t )  = ~ ( t )  = f ( t , ~ , z )  = O 

on o b t i e n t  

3 2 2  a a 
V, = + [ t x  + ?(y +r ) ]  + 3 t y  + 3 t z  + (-3tu+x2) (4.68) 

2 a t  ay 

5 )  pour a  b  = c = d = k = O, @ ( t )  = - g ( t ) .  M ( t )  = x ( t )  = f ( t , y , z ) = o  

on o b t i e n t  

6)  pour a  = b  = c = d = k = O, ~ ( t )  = -h ( t ) ,  $ ( t )  = ~ ( t )  = f ( t ,y ,z )=O 

on o b t i e n t  

7) pour a  = b  = c = d = k = O, ~ ( t )  = - o ( t ) ,  $ ( t )  = ~ ( t )  = f ( t , y , z ) = o  

on o b t i e n t  

2 2  a v7 = v7(o) = o ( t )  & t [ 2 0 t ( t )  x + ~ " ( t ) ( ~  +z ) ]  a; (4.71) 

8 )  Pour a  = b  = c = d = k = O, ~ ( t )  = p ( t )  = ~ ( t )  = 0 ,  f ( t , y , z )  

f onc t i on  harmonique pa r  rappor t  à y  et z on o b t i e n t  

9)  pour b  = -1, k = - $, a  = c = 3 O, 

B( t )  = ~ ( t )  = ~ ( t )  = f ( t , y , z )  = O on ob t i en t  

a a x - -  v 9 = t - -  a a t  ax 3UZ 



Les champs de vecteurs vl, vZ, v3, v4. v5, v6, v,, v8, vg engendrent donc l'algè- 

bre de Lie '4 des symétries ordinaires de l'équation. 

Recheirche den ntnnéthien v<uiationn&en de K'épuetion : 

L'algèbre de Lie fiu des symétries variationnelles ordinaires de l'é- 
quation ~(u) = O forme une sous-algèbre de J$, l'algèbre de Lie des symétries 

ordinaires de l'équation. 

Le calcul nous montre que seul vg 
n'est pas une symétrie variation- 

nelle. 

Ainsi, l'algèbre de Lie LC des symétries variationnelles de l'équation A(u) = O 
4 

est de dimension infinie et est engendrée par vl, v2, v.,, v4, v5, v6, v7, v8 

Recheirche den Loh de conneirvation ,: 

L'équation de la dynamique des gaz transsonique étant une équation 

d'Euler-Lagrange, le théorème de Noether nous fournit une forme explicite des lois 

de conservation v associées aux symétries variationnelles vi pour i de 1 à 8. i 

La base est ici orientée par l'élément de volume w = dt A dx A dy A dz ; 

Toute loi de conservation v ,  qui est un opérateur différentiel sur F à valeurs 

3 * 4  dans A (T IR ), s'écrit : 

On eut donc lui associer un vecteur "courant conservé" N de composantes : 

a 1) v1 = - et vl.L = O at 

Le vecteur courant conservé N1 a pour composantes : 



a a a a a 3 U -  et v 2 . ~  = O . Le 2) v 2 = s t - + x a x + 3 y - + 3 z - -  a t 
ay a z au 

vecteur courant conservé N2 a donc pour composantes : 

et le vecteur courant conservé N3 a donc pour composantes : 



a a 1 3  2 a  
5) V5 = v5(g) = g'(t)y + g(t) - + [2g"(t)xy+g"'(t)(~ y +yz )la; 

ay 

et v5.L = div B avec 

N3 = ' 

et le vecteur courant conservé N5 a pour composantes 

/ 
3 2 2 2 N: = 5 t2(i u: - ' u2 - u2) - ~~[3tu+u~(t.x+~(y +Z 1) - X +3ty u 

2 y  2 z  Y 

+ 3 tz uz] - 2x u. 
3 2 2  1 2  

N; = - [$ + 4u2+u2) ] [tx + y +z ) ]  - 3(ut + y ux) [t(u+yuy+zuz) 
2 Y Z  

1 2  + 2 t2ut + - x ] + s u 2  3 
(4.76) 

1 2  N: = 3ty[t ulX+ut uX+ f u: - 5 uZ] + u [3tu-x2 + 5 t2ut + 3tz uz] 
Y 

3 2 2  + u u (tx +?(Y +z 1) 
x Y 

1 3  1 2  1 2  N; = 3t.r; ux + ut ux - 7 uy + 2 uz] + uz[3tu-x2+ $ t2ut + 3ty.u ] 
Y 

3 2 2  + u u (tx + 7: (Y +z 1) 
\ X X 

a 
4) v 4 = ~ - -  a 

ay 
y et v4.L = O 

Les composantes du vecteur courant conservé Nb sont donc : 



a a 
6) v6 = v (h) = h9(t)z g + h(t) + [2ht'(t) xz + 

6 

+ h0''(t)(l Z ~ + ~ ~ Z ) ]  et par symétrie, on obtient sans calculs : 3 au 

=2htt(t) zu 

1 3 2  
v6.L = div B avec B6 = 

Bi = u[2hN'(t)xz + h""(t)(-j z +y z)] 
6 

= -2y z u ht"(t) 

2 2 Bi = -u[2hU(t) x + ht"(t)(y +z )] 

et le vecteur courant conservé N6 a donc pour composantes : 

1 3 2  = ux [2h"(t)~z+h"'(t)(~ z +y z) - ht(t)zux - h(t)uz] - Bi 
1 3 2  - hl (t) z L + [' u2+, ] [2ht'(t)xz+h"' (t)(r z +y z) - h' (t)zux 

N6 = N6(h) 2 x t  

- h(thiz] - Ba (4.81) 

= -u [2h"(t)xz+h1'*(t)($ z3+y2z) - ht(t) z ux - h(t)uzl - $ 
Y 

1 3 2  
= h(t)~-u~[2h~~(t)xz+h"'(t)(~ z +y 2)-hf (t)zux-h(t)uZ] - Bi 

(On rappelle que L désigne le Lagrangien dont dérive l'équation de la dynamique 

1 3  
des gaz transsonique : L = ux + u xu - ' u2 - ' t x  2 y  2%) 



2 2 
7) V7 . V7(o) O(t)Ys + [Zx ol(t) + (Y +z ) ofl(t)l et 

v .L = div B7 avec 
7 

et les composantes du vecteur courant conservé N, sont donc : 

8) v8 = v8(f) = f(t 
a 2~ a2f 

,y,z) avec -z+ 7 = 0 et 
ay az 

v8.L = div B où 8 

et le vecteur courant conserve N8 a pour composantes 



En conclusion, nous avons donc déterminé les lois de conservation 

associées aux symétries variationnelles ordinaires vi pour i de 1 à 8. 

Comme {Vili de à engendrent l'algèbre de Lie dL des symétries variationnel- 
les ordinaires de l'équation de la dynamique des gaz transsonique, les lois de con- 

servation Ni (ou vecteurs courant conservé), permettent d'obtenir, à équivalence 

près, toute loi de conservation associée à une symêtrie variationnelle ordinaire 

de l'équation. 

Cependant, nous allons voir, cornue dans l'exemple précédent, que le 

théorème principal permet de réduire le nombre de lois de conservation nécessaire 

pour engendrer toutes les lois de conservation associées à une symétrie variation- 

nelle ordinaire. 

Montrons que, ayant déterminé les générateurs { v ~ } ~  de à de 

l'algèbre de Lie $ des symétries variationnelles ordinaires de l'équation de la 

dynamique des gaz transsonique, il suffit alors de connaitre NI et N4, lois de 

conservation respectivement associées à vl et v4, pour engendrer, à équivalence 

près, toute loi de conservation associée à une symétrie variationnelle ordinaire. 

a) pour i = 5,6,7,8 le calcul des crochets des champs de vecteurs 

[vi,vl] nous donne 

Le théorème principal nous permet de dire que la loi de conservation pr v (NI) 
Qi 

est équivalente aine loi de conservation associée au crochet des champs de vecteurs 

cvi.v11. 



Donc pour i = 5,6,7,8 

pr vQi(Gi) (Ni) * -Ni(G;) (4.86) 

où G5 = g ; G6 = h, G7 = O ; GE = f et il suffit donc de déterminer N1 pour 

connaitre N 5,  N6, N,, NE, (à équivalence près). En effet, ayant obtenu -Ni(Gf) 

par le calcul précédent. on peut alors trouver N (G. puisque les fonctions i 1 
m 

considérées ici sont toutes C donc possèdent toutes des primitives elles 

aussi CI. 

b) De même 

[v3>v11 = -v2 (4.87) 

Donc pr v (NI) et -N2 sont deux lois de conservation équivalentes et ici encore 
Q3 

N2 peut être obtenue uniquement à partir de la loi de conservation N 
1' 

c) 

Donc pr v (N2) et -N3 sont équivalentes. Comme N2 a été déterminée au b) 
Q3 

à équivalence près, on peu+ donc obtenir ensuite une loi de conservation équiva- 

lente à N 3'  

En conclusion : N1 permet d'obtenir, à équivalence près N2,N3,N5, 

N6,N7,N8. Ainsi , {N ,N } permet donc bien d'engendrer toute loi de conservation 
1 4  

associée à une symétrie variationnelle ordinaire de l'équation de la dynamique des 

gaz transsonique. 

N4 ne peut être obtenue de la même manière car on remarque que pour 

i = 1,2,3.5,6.7,8 [vi,v4] = vi. 





APPENDICE. 

L'équation de la dynamique des gaz transsonique est tirée du même 

article précédent de R.S. Khamitova intitulé : "Structure de groupe et base de lois 

de conservation" [SI. 

Ayant calculé explicitement les symétries puis les symétries variation- 

nelles nous avons ainsi vérifié que nous retrouvions bien les mêmes résultats que 

ceux de l'article original. 

Dans un second temps, nous avons alors calculé toutes les lois de conser- 

vation associées aux huit symétries variationnelles engendrant l'algèbre de Lie 

JL des symétries variationnelles de l'équation. Cependant, certaines de ces symé- 

tries dépendent de fonctions arbitraires du temps et donc, il en est de même des 

lois de conservation associées. 

L'article de R.S. Khamitova nous fournit seulement les expressions des 

deux lois de conservation N1 et N4 qui suffisent à engendrer à équivalence près, 

toutes les lois de conservation de l'équation. Pour le prouver, nous effectuons le 

crochet des champs de vecteurs engendrant l'algèbre de Lie Y$L. Certains de ces 

crochets dépendent de nouvelles fonctions du temps que nous exprimons alors en fonc- 

tion des autres. Ceci nous permet de montrer que NI et N4 peuvent effectivement 

engendrer, à équivalence prés, toutes les lois de conservation de l'équation : 

en effet, la connaissance de Ni(G(t)) suffit à déterminer Ni(H(t)) où H(t) 

vérifie l'équation différentielle du premier ordre Ht(t) = -G(t) car les fonctions 

sont cm. 



Toute cette dernière partie de l'étude n'apparaît pas dans l'article 

de référence de R.S. Khamitova qui nous indique seulement que NI et Nq forment 

bien une "base de lois de conservation". 



O.EXEMPLE IV : L' C q d o n  d a  onda n a  une p h ~ u e  de a h c e  dues d une aomce 

mobde : 

Le dernier exemple que nous allons traiter ici concerne un problème de 

mécanique des fluides. Plus particulièrement, on s'intéresse aux ondes dues à une 

source solide mobile sur une plaque de  lace flottante. Cet exemple est tiré d'un 

article de J.W. Davys, R.J. Hosking et A.D. Srneyd, "Waves due to a steadily moving 

source on a floating ice plate'' [l]. Cet article s'intéresse aux solutions explici- 

tes (en utilisant des développements en séries de Fourier) et aux applications phy- 

siques directes (en particulier l'atterrissage sur des plaques de glace) et non aux 

symétries et lois de conservation de l'équation. Ainsi les résultats présentés ici 

sont totalement originaux. 

Si u = u(t,x,y) représente un petit déplacement vertical du morceau de 

glace. l'équation du mouvement s'écrit alors : 

où y,pi,h p,f représentent des grandeurs physiques : 

- le morceau de glace homogène a une épaisseur h et une densité 
'i 

- p est la pression de l'eau à la surface. 

- f(x,y,t) représente la pression extérieure exercée sur le morceau 

de glace ; f est supposée analytique en (t,x,y). 

avec B le module de Young, u le rapport de Poisson - Y  =- 
12(1-"2) 

pour la glace. 

L'équation initiale se transforme en utilisant le théorème de Bernoulli 

qui nous donne la pression p de l'eau à la surface en fonction de sa densité p 

et de son potentiel vitesse 0 : 



Ainsi l'équation du mouvement devient : 

4 
YV u + p,h utt + P g u + {PX(O~)~=~ + f(t,x.y)) = O 

et posant alors : 

pih = a = constante 

P g = 6 = constante 

PX($~)==~ + f(t,x,y) = F(t,x,y) avec F analytique en (t,~,~). 

L'équation du mouvement du morceau de glace est donc ; 

4 yV u + a u + $ u + F(x,y,t) = O a,$,y constantes (4.91) tt 

Le fibré considéré ici est donc F = IR x  IR^ de base R~ ; la base JR3 

est munie des coordonnées (t,x,y) et la fibre IR est munie des coordonnées (u). 

2 2 2 2 De V u = u +u on tire v4u = V (V u) = V (uxx+u ) = uxxxx + 2u + U 
xx YY' YY XXYY YYYY' 

L'opérateur différentiel scalaire considéré ici, A, est d'ordre 4 sur F, 

et pour toute section u de F, A est définie par : 

~(u) = Y [ u ~ ~ ~ ~ + ~ u  +U ] + u utt + $ u + ~(t,x,y) = 0. 
XXYY YYYY 

(AU = O) est un système d'Euler Lagrange : ~(u) = 2 (u) pour toute 

section u du fibré f où L est définie par : 

Remquen p h é e u n i h e 6  : 

a) L'équation différentielle étudiée ici est affine ; la partie linéaire 
Z 

correspond à l'opérateur différentiel scalaire d'ordre 4 sur F, noté A et défini, 

pour toute section u du fibré F par : 

;(u) = y{uxxxx+2uxx~Sm} t autt+ bu. Ce système ;(u) = O est aussi un systhe 
% 

d'Euler-Lagrange pour le lagrangien L défini par : 



Ainsi, nous pourrons, dans la suite de cet exemple. utiliser certains résultats 

connus pour une équation différentielle linéaire pour étudier l'équation initiale 

A(u) = O (chapitre II, partie D). 

b) Contrairement aux exemples précédemment étudiés, le lagrangien est 

ici un opérateur différentiel d'ordre 2, ce qui est assez rare pour un exemple dû 

à un phénomène physique. 

Nous utiliserons donc, pour l'ordre k = 2. la formule générale (2.10) 

donnée au chapitre II. 

~(u) = O est un système totalement non dégénéré. 
Z 

En effet pour toute section u du fibré on a ~(u) = b(u) + F(x,y,t) où 
2i 
A(u) = O est une équation différentielle linéaire à coefficients constants, et 

F(t,x,y) représente une fonction analytique en les variables t,x,y. 

Ainsi tout prolongement d'ordre !2. de A(u) = O est un système formé 

par N = cL2 équations différentielles affines dont la partie linéaire est à 

k=O 

coefficients constants et le second membre une fonction analytique en les variables 

t,x,y. De façon explicite, écrivant A(u) sous la forme 

Z 

A(U) = A(U) + i(t,x,y) = 1 a1 uI + ~(t.x,y) 
II130 

avec a' = constante, on aura alors pour tout multi indice J = (il,i2,ij) d'ordre 

I J (  tel que 0 E (JI E Q, 



On obtient donc bien une équation différentielle du même type que l'équation 

initiale. 

Le système initial, ainsi que tous ses prolongements jusqu'à un ordre 9. 

quelconque est localement résoluble car toutes les équations différentielles sont 

linéaires à coefficients constants avec un second membre analytique. 

De même le système initial et sous ses prolongements jusqu'à un ordre 

quelconque 9. est de rang maximal car la jacobienne de l'opérateur différentiel 

A(') : J4+'~ + ]RN est de rang -mal, soit N. (A(')(u) = O représente le système 

diff-tiel DJ(&(u)) = O  où J est un multi-indice d'ordre compris entre O et 9.). 

Ainsi l'équation affine A(u) = O est bien totalement non dégénérée. 

On peut aussi considérer que c'est une équation du type Kovalevskaya en 

écrivant u = - - ' P(~.x,Y) - f u - f (uxxXx + uyyyy) - 2 f uXxW et retrouver tt a 

ainsi les résultats précédents en appliquant le théorème de Cauchy-Kovalevskaya 

comme dans les trois premiers exemples étudiés. 

Rechenche den ~ymét>Uen de l ' é a u d o n  : 

Soit v un champ de vecteurs généralisé sur P et vQ sa forme d'évolu- 

tion, v s'écrit : 

a a a a 
v = ct[ul , + cXru1 , + cY[u1 ai + o[ul , 

v est une symétrie généralisée de l'quation ~(u) = O si et seulement si v 
Q est 

aussi une symétrie généralisée de ~(u) = O donc si et seulement si vQ vérifie 

(pr vQ.h)(u) = O pour toute section u vérifiant ~(u) = O. D'où l'aquation déter- 

minante pour A(u) = O : 



pour toute section u vérifiant ~(u) = O. On peut remarquer que l'équation déter- 
4 

minante pour ~(u) = O est aussi l'équation déterminante pour ~(u) = 0. 

De manière analogue aux exemples précédents, on se restreint aux symétries 

ordinaires de l'équation : ct = ~~(t,x,~,u) ; gX = tX(t,x,y,u) 

cY = cY(t,x,y,u) ; rl = rl(t,x,y,u) 

Après avoir calculé Q tt * Qxxxx Qyyyy et Qxxyy, on forme l'équation déterminante 

qui fournit un système d'équations aux dérivées partielles où les inconnues sont 

donc les fonctions 0, s ~ ,  cX, cY. 
La résolution de ce système donne la forme générale de Q et donc par 

suite la forme générale des symétries ordinaires de l'équation ~(u) = O : on trouve 

alors : 

avec a, b b c ,e constantes et g(t,x,y) fonction vérifiant : 1' 2' 2 

Les symétries ordinaires de l'équation A(u) = O forment donc une algèbre 

de Lie & de dimension infinie dont les générateurs sont : 

a 2, a~ 
vl = + gl(t,x,y) a; avec g vérifiant A(gl) = - . 

1 

Posons 

4 a 
v i = z ,  

4 
on vérifie aisément que v1 est une symétrie variationnelle de l'équation linéaire 

4 .L 4 
associée ~(u) = O car vl.L = O ainsi on peut alors écrire : 



'b a ?i 
vl = vl + gl(t.x.y) a; où g1 vérifie b(gl) = ;l.~ (4.98) 

2) pour b = -1, a = bl= c2 = e = O 2 

a a I ,  a F v2 = g + g2(t,x,y) a; avec g2 vérifiant ~ ( g  ) = - - 
2 ax (4.99) 

De même si on pose 

'b 'b 
;2 est une symétrie variationnelle de :(u) = O car v .L = O et 

2 

'b a 'b 
v2 = v2 + g2(t,x,~) a; où g2 vérifie 2(g2) = v 2 - ~  (4.101) 

3) pour c2 = -1 ; a = bl = b = e = O 2 

a a 
v3 = - + g3(t,x,y) a; avec aF 

g3 vérifiant 2(g3) = - - (4.102) 

ay ay' 

et posant 

2i 'b 2i 'b 

v3 est une symétrie variationnelle de ~(u) = O (car v3.L = O) et 

'b a 'b 'b 

v3 = v3 + g3(t,x.y) a; avec g3 vérifiant A(g3) = v3.F 

4) pour bl = -1 ; a = b2 = c2 = e = O 

a a a 
V4 = y - x a; + g4(t*x.y) 

I, a~ a~ 
où g4 vérifie A(g4) = -y ax + X ay et en Posant 

'b a a 
v 4 = y z - x -  ay 



4 I. 4 4 on vérifie que v4 est une symétrie variationnelle de ~(u) = O car v .L = 0, 
4 

et on peut écrire : 

4 4 
où g4 vérifie A(g4) = v4.F. 

a 
Vo = (u+go(t,x,y)) a; 

5 

où go vérifie A(go) = F(t.x,y) et posant 

5 4 
On vérifie que vo est une symétrie triviale de A(,) , car 

5 4 4 
pr vo . du) = A(u). on peut écrire 

5 a 
Vo = Vo + go(t.x.y) a; 

5 
où go vérifie :(go) = vo.P 

6) pour a = bl = b2 = C2 = e = ~  

4 a 
VQ = VL = gt(t.x,y) 

où ge vérifie a(gQ) = O. 

4 on vérifie aisahent que est une symétrie de A(~) = O car 

4 5 

(pr vE A)(u) = a(gE). 
Les symétries ordinaires de l'équation A(u) = O peuvent donc s'obtenir à partir 

des symétries ordinaires de l'équation linéaire a(u) = 0, associée à ~(u) = 0. 



En effet, les symétries ordinaires de l'équation différentielle ;(u) = O 
' C ' C ' C  

sont vl, v2, v3 (qui sont des symétries de translation, respectivement par 
2, 

rapport à t,x,y) et v4 qui est une symétrie de rotation dans le plan x O y, 
2, 'C 

ainsi que les symétries v et v, qui sont des symétries d'évolution. 

Les symétries ordinaires de l'équation A(u) = O s'obtiennent alors 
'C 

i) d'une part, en ajoutant à vi un champ d'évolution (donc à valeur 

a dans le fibré vertical de P noté VF) de la forme gi(t,x,y) a; où gi vérifie 

la condition suivante : 

Z C 
= vi.F pour i = 0,1,2,3.4 (4.112) 

'C a 
ii) d'autre part, en posant v, = v, = g, a; où g,(t,x,y) vérifie la 

condition : 
'b 

~(g,) = O 

On remarque que ces résultats sont conformes aux théorèmes sur les équa- 

tions différentielles affines, établis dans la dernière partie du chapitre II. Ainsi 

:, = v, vérifie les hypothèses du lemme (2.17), v vérifie les hypothèses du 

théorème (2.18), et vl, v2, v3, v4 vérifient les hypothèses du théorème (2.19). 

On peut rassembler les différents résultats obenus sous forme d'un 

tableau : 



Symétries ordinaires de l'équation Symétries ordinaires de l'équation 
4 

linéaire ~(u) = O A(U) = O 

a % 
ve = gk(t,x,y) avec d(ge) = O 

2, a 
V2 v2 + g2(t,x,y) a; et g2 

vérifie : 

4 5 
~ ( g  2 ) = v2.F 

C a 
V3 = v3 + g3(t.x,y) , et g 3 

vérifie : 

vérifie : 

5 

~(g,) = V&.F 
a 

v O = O + go(t,x.y) du et g 1 

i 
vérifie : 

l 
4 Ir 

A(go) = vo.F 

,Il a 
Ve = VI = gk(t,x,y) a; et gk 

vérifie : 

i 
i 

4 ! 
d(ge) = O 1 

Ir Remanque. Considérant l'équation différentielle linéaire ~(u) = O, 

l'algèbre de Lie :[ des syitries ordinaires de cette équation est engendres par 



Ce résultat est bien conforme a m  théorèmes généraux traitant des symé- 

tries ordinaires d'une équation différentielle linéaire d'ordre p 3 3 .  sur un 

fibré trivial I R ~ ~ R "  IR" de base IR". Une étude détaillée de ce type 

d'équation diffférentielle est faite par P.J. Olver [13] qui montre en particu- 

lier que sous les hypothèses précédentes, on a alors : 

- toute symétrie ordinaire de l'équation est projetable sur la base IRn. 
% 

- Notant l'ensemble des symétries ordinaires de l'équation et 7 

l'ensemble des symétries ordinaires de l'équation qui sont de la forme 

a v = (c u + fo )a; où c est une constante réelle et fo une solution de l'équation 
"., % 'L 

linéaire, alors 3 est une sous-algèbre de Lie de 66 et la dimension ci/ 3 est 
au plus égale à (n+l). 

% 
Ici, l'équation étudiée A(u) = 0 est d'ordre 4. 

Pour i de O à 4, V, est projetable sur la base 11Z3, ainsi que 
I 

5 % % 

vI, et 7 est engendrée par < et ut. Donc (2 1% est engendrée par les 

5 5 %  5  5  
symétries ordinaires vl, v2, v3 et V4.  Ainsi, est de dimension 

4 = (3+1) où 3 représente la dimension de la base IR3. 

Dans cet exemple l'algèbre des symétries ordinaires est donc la plus 

grande possible. 

Les symétries variationnelles ordinaires de l'équation ~(u) = O 

forment une sous-algèbre de Lie noté L< de l'algèbre de Lie des symétries 

ordinaires de l'équation. 

Le calcul nous montre que vo n'est pas une symétrie variationnelle 
5  

(de même que n'est pas une symétrie variationnelle de Au = 0). 



- Pour les autres générateurs de l'algèbre de Lie il apparaît des 

conditions supplémentaires sur les fonctions gi(t,x,y) pour avoir des symétries 

variationnelles : 

- On obtient le résultat suivant : pour i variant de 1 à 4 
'L a 

Vi = Vi + gi(t,x,y) a; est une symétrie variationnelle de l'équation 

A(U) = O <=> 

a et v, = g,(t.x,y) a; est une symétrie variationnelle de l'équation 

A(u) = O <=> 

5 
On remarque que la condition (*) implique = :..F puisque l'opérateur 

5 
différentiel linéaire A est défini par : 

En conclusion : les symétries variationnelles ordinaires de l'équation 

~(u) = O forment une sous-algèbre de Lis de dimension infinie, notée 'gL dont 
les générateurs sont : 

a 
1) V, = :, + gl(t.x,y) avec 

'L 
a 2 + Bgl = V 'F 

a t  1 

a et v1 = ai . 



2i a 
4) v4 = v4 + g4(t,x,y) - avec 

au 
2i 

a 7- + $ g4 = v4.F 
a t 

a 
5 )  va = gat,x,y) avec 

Ici encore, les symétries variationnelles ordinaires de l'équation linéaire 
2i 

A(u) = O associée à ~(u) permettent d'obtenir les symétries variationnelles 

ordinaires de l'équation initiale A(u) = O. 
2, 

Vi étant une symétrie variationnelle ordinaire de ~(u) = O, on obtient 

une symétrie variationnelle ordinaire vi de A(U) = O en ajoutant à Xi un 

a 
champ d'évolution de la forme gi(t,x,y) où gi vérifie les deux conditions : 



Rechencke des t 0 . h  de connavaüon  : 

L'équation A(U) = O est une équation d'Euler-Lagrange ; le théorème de 

Noether nous fournit donc une forme explicite des lois de conservations v. asso- 

ciées aux symétries variationnelles vi pour i de 1 à k et i = t. 

La base IR3 est orientée par l'élément de volume w = dt A dx A dy 

1 2 et toute loi de conservation v s'écrit : v(u) = v dx A dy + v dt A dy f 

3 
v dt A dx. On peut donc lui associer un vecteur "courant conservé" N dont les com- 

nous avons v .L = div Bi. pour i = 1.2 .3 .4  et i = t avec 
i 
t agi ( Bi = -a - 

at 

où Gi(t.xn~), ~t(t,x.y) et ~i(t,x.y) sont des fonctions vérifiant les condi- 

tions suivantes : 

2i a rappelle que pour i = 1,2 ,3 ,4 ,  vi = vi + gi(t.x,y) a; où gi vérifie 



a 
et vQ = :e = ge(t,x,y) a; où g e vérifie : 

L désigne le lagrangien associé à ~ ( u )  = O : 

On a alors l'expression des courants conservés Ni associées aux symétries varia- 

tionnelles ordinaires vi : 

a a v .L = div B 1) v1 = + gl(t,x,y) G. 1 1 

N: - L - a ut (gl-ut) - B: 



a a a 
4, v4 = Y - ày + g4(tsx,Y) ; v4.L = div B4 



a 
5) va = ge(t,x,y) a; ; vQ.L = div Bi 

Nous avons donc déterminé les lois de conservations associées à 

v1,v2,v3,v~ et ve qui engendrent l'algèbre de Lie 4 des symétries uariation- 
nelles ordinaires de l'équation ~(u) = O. 

Ainsi toute loi de conservation associée à une symétrie variationnelle 

ordinaire s'écrira comme combinaison linéaire, à équivalence près, des lois de 

conservations N 1, N2, Ng, N4 et Ne. 

Nous avons également le résultat suivant : pour i variant de 1 à 4 

et i = E  

div Ni = + Qi A(U) (4.128) 

où Qi désigne la caractéristique du champ d'évolution v associé à v.. 
Qi 

Ainsi la caractéristique de la loi de conservation (ou courant conservé) 

Ni est + Qi. 

TabLuu dea macheh dea ehrvaa de v e c t w  vi de l'aCq&bae de Lie bL : 
(i variant de 1 à 4  et i =  9,). 

Le calcul des différents crochets nous donne le tableau suivant : 
?, 

où l'on convient de noter vi = vi + gI(t.x,y) = vi(gi) (gi vérifiant les 





Les fonctions gij(t,x,y) satisfont aux conditions demandées pour 

avoir une symétrie variationnelle à savoir 

si vk = v (g ). C'est-à-dire que les fonctions g12, g13, g14, gZ3 ainsi que 
k k 

a g 3 3 A et y = - x  ag' 
- Ige vérifient les mêmes conditions que g 

at * ax ' ay ay e à 

savoir : 

[ +  v4gl = O 

et la fonction gj4 vérifie la même condition que g2 soit : 

Enfin la fonction gZ4 vérifie la même condition que g3 soit : 



Montrons pour conclure l'étude ce cet exemple, que N1 et N4 suffisent 

à engendrer, à équivalence près, toute loi de conservation associée à une symétrie 

variationnelle ordinaire de l'équation ~(u) = 0. 

Donc la loi de conservation pr v (Nb) et la loi de conservation associée à 
93 

- ~ ~ ( g ~ ~ )  sont des lois équivalentes. Donc -N2 est équivalente à pr vQ (N4). 
3 

D.onc pr v (N4) est une loi de conservation équivalente à la loi de conservation 
Q2 

assocée à v3(g24). Donc N3 est équivalente à pr v (N4) 
Q2 

C) [vl(gl)> v4(g4)1 = ve(g14) . (4.134) 

Donc la loi de conservation pr v (N ) est équivalente à la loi de conservation 
Q1 

associée à ve(g14). Donc Nt est équivalente à pr v (N4). 
1 

Le tableau des crochets de vecteurs engendrant l'algébre de Lie 

permet de voir que v1 et v4 ne sont jamais obtenus. Ainsi, ayant déterminé l'al- 

gèbre de Lie des symétries variationnelles ordinaires de l'équation A(u) - O, 
(par ses générateurs v1,v2,v3.v4,v11), il suffit de connaître les lois de conserva- 

tion (ou courants conservés) NI et N4 respectivement associées à v 1 et V4 

pour engendrer, à équivalence près N2, N3, Nt, et donc toute loi de conservation 

associée à une symétrie variationnelle ordinaire de l'équation ~(u) = 0. 
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RESUME 

L'objet de la thèse est l'étude des symétries et des lois de conser- 

vation des systks différentiels, et, en particulier des systèmes d'luler- 

Lagrange. Dans le cadre général d'une variété fibrée quelconque, nous définis- 

sons les champs de vecteurs généralisés, les jets de sections d'ordre infini 

et les opérateurs différentiels d'ordre supérieur. Nous établissons, dans le 

cas général des lagrangiens d'ordre supérieur à un nombre quelconque de varia- 

bles, le théorème de Noether qui associe une loi de conservation à toute symé- 

trie variationnelle. La notion de lois de conservation équivalentes penmat 

d'exposer le résultat principal de la thèse : si vQ et vR sont des symétries 

variationnelles d'un système lagrangien et si vR est une loi de conserva- 

tion associée à vR par le théorème de Noether, alors l'action de 
v~ Sur 

vR fournit une loi de conservation équivalente à une loi associée au crochet 

[vQ,vR] des symétries considérées. Ce résultat permet, pour un système d'Euler- 

Lagrange donné, de déterminer complètement toutes les lois de conservation, à 

équivalence près, à partir d'un ensemble de générateurs. 

Pour conclure, nous illustrons ces résultats par quatre exemples 

précis empruntés à la Physique, dont un concernant un système qui dérive d'un 

Lagrangien d'ordre deux. A l'aide des résultats théoriques précédents, nous 

calculons de façon explicite les symétries, les lois de conservation, ainsi 

que des systèmes de générateurs de l'espace des lois de conservation, pour cas 

quatre exemples. 

1 MOTS CLES : Symétrie gén6ralisée 
Symétrie variationnelle 
Loi de conservation 
Lagrangien d'ordre supérieur 
Opérateur d'Euler-Lagrange 
Champ d'évolution. 


