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INTRODUCTION

L'étude des symétries et des lois de conservation d'un systéme diffé-
rentiel fait 1l'objet d'une littérature de plus en plus vaste depuis les premiers
travaux dis a Emmy Noether en 1918 {11i].

Dans un premier temps, et ceci sera le but du chapitre I, nous exposons
le cadre de notre travail et nous introduisons les éléments de géométrie diffé-
rentielle nécessaires pour énoncer les résultats qui suivrent. Nous reprenons
ainsi principalement les travaux d'Olver {12] et d'Ibragimov [4], mais dans un
contexte plus général. Les variétés fibrées sur lesquelles nous travaillons ne
sont plus nécessairement vectorielles.

Utilisant le travail de Martinez Alonso {10] et de Tsujishita [14], nous définis-
sons les jets de sections d'ordre infini ainsi que les champs de vecteurs généra-
lisés et les opérateurs différentiels d'ordre supérieur . Fletcher [2] et Kolar

[7] ont également travaillé sur des Lagrangiens d'ordre supérieur.

Aihéi; nous nous placbns dans le premier chapitre dans un cadte trés
général de variétés fibrées quelconques de dimension (n+q), et non pas dans celui,
plus restreint, de la mécanique classique, d'ou cependant sont tirés de nombreux

exemples.

Le second chapitre est consacré a un énoncé du théoréme.de Noether pré-
prement dit, ainsi qu'a ses applications. Nous nous restreignons ici a des systémes
différentiels particuliers correspondant & des opérateurs d'Euler-Lagrange ; mais

il est important de remarquer que les situations physiques dans lesquelles les
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systémes différentiels étudiés ne dérivent pas d'un Lagrangien sont rares. Ceci
explique en partie notre intérét pour les systémes différentiels d'Euler-Lagrange.
Le résultat essentiél du sécohd chapitre consiste & associer & toute
symétrie variationnelle d'un systéme différentiel d'Fuler-Lagrange une loi de
conservation. La formule explicite fait ;ntervenir une 1-forme généralisée appe-
lée transformation de Legendre qui permet d'avoir une relation entre la dérivée
de Fréchet d'un Lagrangien et la dérivée d'Euler-Lagrange. Cependant, pour un La-
grangien donné, cette transformation de Legendre n'est pas unique car la relation
ne fait apparaitre que sa différentielle totale. Plusieurs expressions diffe-
rentes en sont données dans la littérature parue dans ce domaine. Ibragimov [4]
et Khamitova [5] et [6] publient une forme qui n'est valable que pour un Lagran-
gien du premier ordre, car dés le second ordre, il manque des factorielles dans
les coefficients. Guil Guerrero et Martinez Alonso [3] donnent une autre forme de
la transformation de Legendre en cartes locales adaptées, en introduisant une nou-
velle notion : celle de dérivée variationnelle d'ordre supérieur. Nous donnerons
une troisiéme forme dans notre travail. On peut remarquer que T. Tsujishita obtient

un résultat analogue par une méthode différente [14].

Une loi de conservation associée a une symétrie variationnelle s'expri-
mera alors en fonction de la transformation de Legendre que 1'en aura choisie
pour le systéme différentiel d'Buler-Lagrange considéré. Om montre alors que l'on
peut introduire une relation d'équivalence sur 1l'ensemble des lois de conservation
d'un systéme d'Euler-Lagrange et que les classes d'équivalence de lois de conser-
vation sont indépendantes du choix de la transformation de Legendre. C'est le but

du lemme (2.16).



Dans le troisiéme chapitre, nous étudions une correspondance entre symé-
tries et lois de conservation. LA encore,nous nous placons dans le cadre d'un
systéme d'Euler-Lagrange et mous travaillons sur des fibrés vectoriels dont la
base est isomorphe a R et la fibre-type & ®Y. Utilisant principalement les
travaux d'Olver, [12], nous montrons que l'action d'une symétrie variationnelle
sur une loi de conservation associée 3 une autre symétrie variationnelle par le
théoréme de Noether, fournit une loi de conservation pour le méme systéme diffé-
rentiel. C'est la premiére étape. Dans une seconde étape, nous déterminons la
classe d'équivalence de la loi obtenue, c'est celle d'une loi de conservation
associée au crochet de Lie des deux symétries variationnelles. Ces deux résultats
sont exposés dans le théoréme (3.2).

Ces deux résultats permettent alors de déterminer complétement toutes
les lois de conservation, a équivalence prés, associées 3 un systéme d'Euler-
Lagrange, & partir d'un ensemble de '"générateurs'.

On retrouve ainsi la notion de "base de lois de conservation'" apparue dans les

travaux de Khamitova [5] et [6]. On peut, sur des exemples précis, mettre en

évidence des bases de lois de conservation.

C'est le but du dernier chapitre qui montre comment, pour un systéme
d'Euler-Lagrange, on calcule les symétries et les symétries variationnelles, puis
les lois de conservation assdciées. Enfin, on utilise le théoreéme (3.2) pour
trouver un ensemble de générateugs des lois de conservation.

’ Dans les trois premiers exemples, le Lagrangien est du premier ordre,

ce qui est généralement le cas dans les situations physiques usuelles. Les fibrés

sur lesquels nous travaillons sont triviaux de fibre type IR.
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Dans le premier exemple, étudié par Vinokourov et Nourgalieva [15], 1la
base est IRZ. Les deux exemples suivants, qui sont respectivement 1'équation des
ondes courtes et 1'équation de la dynamique des gaz transsonique, ont été étudiés
en partie par Khamitova [5]. Les bases sont respectivement IR3 et l'espace de
Minkovski IRA.

La derniére équation a été étudiée, en mécanique des fluides, comme
modéle du mouvement d'une plaque de glace flottante, par J.W. Davys, J. Hosking
et D. Smeyd [1]. Elle dérive d'un Lagrangien d'ordre deux. Nous déterminons
1'algébre de Lie des symétries ainsi que les lois de conservation. L'équation étu-
diée est affine et on montre alors que les résultats trouvés par un calcul classi-
que peuvent directement se déduire de théorémes généraux sur les équations liné-
aires. On utilise & cet effet des résultats d'Olver [13] qu'on étend au cas des

équations affines.



CHAPITRE I

Champs de vecteurs géndéralisés

et L.agrangiens

Ce chapitre sera consacré a introduire les définitions et théorémes
de base dont nous nous servirons dans la suite de ce travail.
Les théorémes seront généralement admis mais nous indiquerons dans chaque cas

les références des ouvrages ol se trouvent les démonstrations.

A. GENERALITES SUR LES VARIETES FIBREES.

1. Variété fibrée :

Soit F —2—» M une variété fibrée de classe Cm, d'espace total F et
de base M. On se place dans le cas ot M est connexe. Alors, toutes les fibres
seront difféomorphes a une méme fibre-type N.

On suppse que II est une submersion et qu'il existe des coordonnées locales

adaptées (ou cartes fibrées).

La base M est de dimension n ; on peut la munir de coordonnées locales
i 1.2 n
(x7) = (x,x%, .. .0,x ).

La fibre-type est de dimension q ; on peut la munir de coordonnées
locales
o 1 o
) = GheeyH.
Ainsi, pour un élément quelconque y de F, il existe au voisinage de

y une carte locale y - (xl,...,xn,yl,...,yq) telle que (xl,...,xn) soient



des coordonnées locales de x = H(y).
Pour un élément x de M, on appelle fibre au-dessus de x, noté Fx’

1l'ensemble défini par Fx ={ye P/ Iy = x}.

Dans la suite de ce travail, nous conviendrons d'appeler fibré

F—L M une variété fibrée F—D2o M.

2. Section d'un fibré :

Une section du fibré F——E—* M est une application u de M a valeurs

dans F qui vérifie 11 o u = idM. Ainsi, pour tout point x de M, u(x) appar-

tient &2 F_.
X

B. JET DE SECTION D'UN FIBRE F—1—s M.

Introduisons les notations suivantes : On appelle multi-indice I wun
n~uplet I = (i,,i,,...i ) oii, pour tout j =1,2,...,n, i, € IN.
1’72 n n ]
On appelle ordre de I 1l'entier |[If = E ij’
I =t
Ainsi, pour une section u de F-—— M, une dérivée partielle d'une

composante v* de u au point x de M, d'ordre k, s'écrira :

o aku“
uI(x) = - — (x)
1,71 nyn
3(x7) .. .8(x)
ol I est un multi-indice d'ordre k.
Seit u une sectioan du fibré F-—E——+ M et x un point de M.

On note ji u le jet d'ordre k de la section u au point x.
On note l'ensemble des éléments jiu o u est une section de F——s M

définie dans un voisinage de x.

On pose alors JkF = U JiF.

xeM



JkF est un fibré de base F, appelé fibré des jets d'ordre k, pour la
projectien Hﬁ définie par Hi(jiu) = u(x).
si (x%, u*(x)) représente la section u(x) dans une carte locale,

alors j:u est défini par (x7,u’(x), u;(x)) avec 1 s |I| 5 k.

JkF est aussi un fibré de base Jk_lF pour la projection nt_l dé-
- k ok k-1
finie par nk-l(jxu) =i, u.
k k-1 1
il I b
On définit ainsi la suite J¥Fp —Sol, gkolp ko2, k=2 o

J°F = F LN M et on pose :

J°F = limite projective de JkF pour k > +=.
Le fibré des jets d'ordre infini J°F est un fibré de base F pour la projection

H:. Pour une étude plus approfondie des jets de sections d'un fibré on pourra

consulter [14].

C. CHAMPS DE VECTEURS GENERALISES.

Pour définir les champs de vecteurs généralisés, nous rappellerons

briévement la notion d'opérateur différentiel.

1. Opérateur différentiel :

Un opérateur différentiel P d’ordre k du fibré F-E—» M dans le
fibré TPV, est un morphisme de fibrés :
Fp—F

k\ /
Tlolt ‘ot
o ,

Si P est un opérateur différentiel d'ordre k de F dans F' et
u une section de F, alors l'application x ¢ M P(jtu) € F' définit une sec-

tion de F' qui sera notée (Pu).



Si F' est le fibré trivial IRxM » M, P est alors un opérateur diffé-

N MY
rentiel scalaire et posant P(jzu) = (x,P(jiu)) e MxIR on peut identifier P a P.

2. Différentielle totale et dérivée totale :

Soit P un opérateur différentiel scalaire d'ordre k sur le fibré

F-— M.

a) La différentielle totale de P, notée dMP est un opérateur différentiel d'or-

%
dre (k+l) de F dans T M défini, pour toute section u de F-E—* M et tout

X de M par :

k+1

(dMP)(Jx u) = d(Pu)x, oit d(Pu)x représente la différentielle exté-
rieure de (Pu) au point x.

On vérifie que dMP ne dépend que du jet d'ordre (k+1) de u.

b) La dérivée totale de P, dépend des coordonnées sur M.

Soit (xl,...,xn) un systéme de coordonnées locales sur M. La dérivée

totale de P par rapport a xJ, notée DjP est définie par DjP = <dMP, —23>.
9ax
Ainsi D,p = 2L 4 8, u® . avec I=(i,...,i) et
3 s a® L 1 n
{1}20 1

I,j = (11,...,1j+1,...,in).

*
jéme place

3. Opérateur différentiel sectionnel :

L'opérateur différentiel P d'ordre k de F——> M dans le fibré
G —E» F est un opérateur différentiel sectionnel si et seulement si le diagramme

suivant commute :



J°F -+

Hoﬁk
o

. k
soit po P Ho.

Ainsi pour x € M, P(jku) e fibre au-dessus de u{x) pour
X u(x)

4. Champs de vecteurs généralisés

Un champ de vecteurs généralisé v d'ordre k sur F est un opérateur
différentiel sectionnel d'ordre k de F dans le fibré tangent & F noté TF,

qui est de plus projetable sur M par TI.

On a ainsi Fe— Y 18 avec v(jku) eT F.
| X u(x)
k|
Ho ‘P

Tloll
o

e R o D
=

et pour z et z' deux éléments de J*F  vérifiant Hong(z) = Hoﬁﬁ(z'), on
a alors TH(v(z)) = TN(v(z')).

Dans une carte locale adaptée, le champ de vecteurs généralisé v

stécrira :
v = 61 —2; + na _23 pour i variant de 1 a n
ax du et a variant de 1 & gq

na(xJ,uB,uE) et I est un multi-indice d'ordre inférieur

ou égal a k.



En notation condensée on écrira 51 = El[u]
a a
n = n [u]
donc v = El[u] —27 + na[u] 2 (1.1)
i [
8x du

La notion de champ généralisé est introduite par Tsujishita [14] et Martinez

Alonso [10].

D. CHAMPS D'EVOLUTION.
Nous rappellerons d'abord la définition du fibré vertical d'un fibré

F—— M.

1. Définition du fibré vertical de F :

Pour y un élément de F, on considére TyFn(y) qui est 1l'espace

tangent au point y & la fibre FH(y)' On pose VyF = TyFH(y) et

VF est appelé fibré vertical de F ; c'est un fibré vectoriel sur F.
L'espace total VF est de dimension (n+2q).
s 1 n 1 q N .
Si (X,44.5X ,¥ 5.4.,y') est un systéme de coordonnées locales sur F
1 n 1 q 1 q N .
alors (X ,..03X 4¥ 3¢+ 32 ,...,2%) est un systéme de coordonnées locales sur

P
VF—— F avec (zl,’,.,zq) un systéme de coordonnées locales dans TyFH(y)'

2. Définition d'un champ d'évolution :

Un champ d'évolution est un champ de vecteurs généralisé a valeurs dans
le fibré vertical de F. Alors TH(v(jtu)) = 0 et un champ d'évolution est donc

de la forme

v, = "a[“] & . €1.2)
auu

3. Définition de la caractéristique :

Si F est le fibré trivial MXIRq on pose n = (nl,...,nq) et



n = nful. On dit que n est la caractéristique du champ d'évolution Vi
A tout champ de vecteurs généralisé v, on montre que l'on peut associer,

de manidre intrinséque, un champ d'évolution que l'on appellera sa forme d'évolu-

tion {12].
. $aos i 3 a 3
Dans une carte locale adaptée, v s'écrit : v = E [u] — + n [(u] —
axt au®
sa forme d'évolution est alors VQ = Qa —ég , o, pour o =1,2,...,9, on a :
du
Q* =% - g'pu® (1.3)

E. PROLONGEMENT DE CHAMPS DE VECTEURS GENERALISES.

1. Définition : Si v est un champ de vecteurs généralisé sur F A, M qui s'é-
crit dans une carte locale adaptée : v = El[u] —gz + na[u] —éa, on appellera prolon-

ax du
gement d'ordre infini de v, le champ de vecteurs sur I°F, noté pr v,

8

prv=v+ n;[u] = (1.4)
du
[1]>1 I
avec
a - a_.j o j a
nylul DI(n g Dju Y+ &£ DIDju (1.5)
o I est le multi-indi ii,e0e0,i = e H =
mi ice (11 1n) et DI Dil Di ; DIDj Di "'Di.+1"D
n 1 hj
Ainsi, le prolongement du champ d'évolution Vo = Q* —%; s'écrit donc
. du
Q 3
pr vg = Q'[u] =5 + Z D (Q[u]) & . (1.6)
3
u [1]>1 auI

Dans la suite, on montrera que dans beaucoup de questions, on ne restreint pas la
généralité en ne considérant que des champs d'évolution. On pourra trouver dans [9]

et [14] une étude plus compléte des prolongements de champs généralisés et de leur

action sur les lagrangiens et les courants introduits ci-dessous.



2. Lemme(1l.1): Si vQ et Ve sont deux champs d'évolution de caractéris-
tiques respectives Q et R, alors le crochet de Lie des deux champs [VQ,VR]

est un champ d'évolution v, dont la caractéristique S est égale a

S
pr vQ(R) - pr VR(Q) (1.7

On admettra ce lemme dont on pourra voir une démonstration dans [12].

F. LAGRANGIENS.

1. Définition: Un Lagrangien d'ordre k sur le fibré F G M est un
%
opérateur différentiel sur F, d'ordre k, & valeurs dans A"(T M) » M. (On rappelle

%
que A"T'M est un fibré vectoriel sur M de fibre-type de dimension 1).

2. Lemme (1.2): Soient Vo un champ d'évolution sur ) JELEN M et 8 un

-1, %
opérateur différentiel d'ordre k sur F a valeurs dans A" 1(T M). Alors
Pr VQ(dMB) = dM(pr vQB) (1.8)

Ce résultat est démontré par Olver [12], pour le cas des fibrés vectoriels
et s'étend au cas général.

On peut remarquer que l'hypothése d'un champ d'évolution est indispensable
a la validité du lemme.

Dans la suite de ce travail, on convient d'appeler courant sur F_tout
opérateur différentiel sur F & valeurs dans An_l(T*H).

On pourra_ trouver une étude plus détaillée des lagrangiens d'ordre

supérieur dans [3] et [7].

G. DERIVEE DE FRECHET D'OPERATEURS DIFFERENTIELS.

Nous allons d'abord rappeler briévement les notions de dérivée de Lie

d'une section et d'un Lagrangien par un champ de vecteurs,et de section du fibré



vertical le long d'une section du fibré initial. Pour tout ce paragraphe, on pourra

se référer aux travaux de Y. Kosmann-Schwarzbach [8] et [9].

1, Section de VF le long de u :

Soit u une section du fibré -1 M. L'application w de M a
valeurs dans VF est une section de VF 1le long de u si et seulement si, quel
que soit x dans M, w(X) est dans la fibre au-dessus de u(x) pour le fibré

vectoriel VF de base F.

Dans une carte locale adaptée, si (x*,u*(x)) représente la section

u(x), alors (x1,ua(x), Wa(x)) représente la section w{(x) de VF le long de u.

2. Dérivée de Lie d'une section par un champ de vecteurs généralisé :

a) Définition : La dérivée de Lie de la section u du fibré F—E—+ M

par le champ de vecteurs généralisé w est 1l'application de M & valeurs dans

VF ¢ TF, notée Lvu ou v.u, définie par : pour x dans M,
(v.w)(x) = v(i5u) - (Tu), (v (x)) (1.9)
X X M )
oli v, désigne la projection de v sur TM.

M
b) Lemme (1.3): Pour x appartenant 3 M, (v.u){(x) est un élément de

VF et v.u définit une section de VF 1le long de wu.

3. Dérivée de Lie d'un Lagrangien par un champ de vecteurs généralisé

La dérivée de Lie du Lagrangien L par le champ de vecteurs généralisé
v sur F’—E—+ M est un nouvel opérateur différentiel sur F a valeurs dans

A"(T M), noté v.L et défini par : pour toute section w,
(v.L)(u) = (pr VQL)(U) + dM(lvML) (1.10)

ou Yo désigne le champ d'évolution associé a3 v et iv L le produit intérieur
M
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de L par le champ de vecteurs Vipr qui est un courant sur F.

Dans une carte locale adaptée , v s'écrit gi[u] —2; + nu[u] S ,
ax au®
d'ou v, = Qa[u] 2 avec Qa = na-EiD.ua et v, = El[u] —27 . On aura alors
Q Ju i M axl
o 3L i
(v.L)(u) = D (Q[u]) =7 + D, (g7°L) (1.11)
[1]20 duy
Pour un champ d'évolution vQ on obtient :
vQ.L = pr VQ(L) (1.12)

4, Dérivée de Fréchet d'un opérateur différentiel P :

a) Définition: La dérivée de Fréchet de l'opérateur différentiel P
de F dans F' est un opérateur différentiel du méme ordre que P, noté VP, de
VF a4 valeurs dans VF' et défini, pour toute section u de F et toute section

v de VF le long de u, par : pour x dans M,
-4
(VR)(u , VI = g5 (BGu (0))) g (1.13)

ou (ut) est une famille 3 un paramétre de sections de F vérifiant les condi-

tions suivantes :

uo(x) = u(x)

d (1.14)
3t (4 (N = v(x)

Si P est un opérateur différentiel scalaire sur F, alors VP est un opérateur

différentiel scalaire sur VF .

b) Lemme :Soit vq un champ d'évolution sur F et P un opérateur
différentiel sur F a valeurs dans F'. Alors on peut définir (VP)(Q) :

Pour toute section u du fibré F-—E—» M,
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(VP)(Q)(w) = (VP)(u,vy.u) (1.15)

et (VP)(Q) est un opérateur différentiel sur F & valeurs dans VF'. On établit
alors le lemme suivant, dont on trouvera une démonstration dans [12] sous 1'hypo-

thése d'un fibré F  vectoriel.

Lemme 4.4):Si P est un opérateur différentiel sur F et vQ un champ
d'évolution, on a alors
(VP)(Q) = pr vy (P). (1.16)

H. ADJOINT D'OPERATEURS DIFFERENTIELS LINEATRES.

Nous allons d'abord introduire la définition pour un opérateur
différentiel linéaire puis nous verrons la généralisation & l'adjoint de la dérivée
de Fréchet d'un opérateur différentiel.

Considérons un opérateur différentiel linéaire P de F dans F' ou

I Jif

]
F~——>M et F'——> M sont deux fibrés vectoriels de base M.

On suppose de plus qu'il existe une dualité entre F et F'.

Définition (1.5):0n appelle adjoint de l'opérateur linéaire P, l'opéra-
teur différentiel du méme ordre que P, noté P*, de F i valeurs dans F' vé-
rifiant la condition :

pour tout ouvert relativement compact Q de M, de bord 39,

pour toutes sections u et v de F s'annulant sur 39,

I v.(Pu)dx = J u.(P*v)dx (1.17)
Q Q

Sous les hypothéses précédentes, on montre que l'adjoint de P existe et est

% %
unique {16]. On a également (P ) = P.
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Le théoréme suivant permet d'obtenir une expression, en cartes locales

%
adaptées, de l'adjoint P .

*
Théoréme (1.6) : Soient P un opérateur différentiel linéaire et P
son adjoint. Pour tout ouvert relativement compact @ de M, de bord 30 et
pour toutes sections u et v de F s'annulant sur 9Q, il existe un opérateur

bidifférentiel A sur F, bilinéaire en u et v tel que :
*
v.(Pu) = u.P v) + dMA(u , V) (1.18)

La démonstration, en coordonnées locales, est celle faite par Wells
dans le cas d'un fibré vectoriel trivial [16].

Elle consiste a faire des intégrations par parties successives de (1.17)
pour obtenir 1'expression de 1l‘adjoint.

Ainsi, dans une carte locale adaptée, si P s'écrit

(PG = ) B0 D) (1.19)
|1{z0
alors
E*V(x) = D b (x)v®(x)) (1.20)
2 -1 T Pa x)v (x .
J1120

pour x appartenant a M.

Adjoint de La dérivée de Fréchet d'un opérateur différentiel P.

Si P est un opérateur différentiel de F dans F', deux fibrés vecto-
riels entre lesquels existe une dualité, VP est alors un opérateur différentiel

%
de VF dans VF' = F' x F' et l'adjoint de VP, noté (VP) , est 1'opérateur
M

différentiel de VF dans VF' vérifiant : pour tout ouvert @ relativement

compact de M, de bord 3Q, pour toute section u de F et toutes sections
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v et w de VF le long de u, s'annulant sur a9,

I w.VP(u , v)dx = J v.(VP)*(u,w)dx (1.21)
Q Q

Cette définition généralise la définition (1.5).
%
Dans une carte locale adaptée, on a les expressions de VP et (VP)
pour tout couple de sections (u,v) respectivement de F et VF le long de u

et pour x dans M :

G = ] 2 () i, (1.22)
ud
ltfo 1
d'ol
o', ww = ] e W) - (1.23)
du
I

|1{=0
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CHAPITRE II

THEOREME DE NOETHER

A. OPERATEUR D'EULER-LAGRANGE.

Nous allons d'abord rappeler la notion de formes généralisées sur un
fibré, qui a été étudiée en particulier dans [8] et [9].
On wverra alors que l'opérateur d'Euler-Lagrange peut s'interpréter

comme une l-forme généralisée simple.

1. Généralisation de la notion d'opérateur différentiel sectionnel

On dit que l'opérateur différentiel P de F-B——+ M dans G- J'F
est un opérateur différentiel sectionnel d'ordre k avec k > £ si et seulement

si le diagramme suivant commute :

k P

Mr—LF g
%
Jhr
o]

Pour £ =0, JF=F et on retrouve la notion d'opérateur sectionnel déja

introduite.

2. l1-forme généralisée d'ordre (k,%2) avec 0 s £ < k :

Une l-forme généralisée A d'ordre (k,%L) sur F—2s M est un opé-

rateur différentiel sectionnel d'ordre k sur F a valeurs dans

* L3
G = v (I*F) @ A"(T M) J%F.

Ainsi pour toute section u de F et x un point de M, (lu)(x)

est une application linéaire sur la fibre au-dessus de jiu du fibré
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V(JlF) - JzF, a valeurs dans An(T*M) et pour tout couple (u,v) de sections,
respectivement de F et de VF le long de u, A(u, v) définit une applica-
tion de M dans AM(TM).

Dans une carte locale adaptée, si (xi,ua(x)) représente la section
u alors, des coordonnées locales de jiu sont (xi,uu(x),ug(x)) ot I est un
multi-indice tel que O ¢ |I| s & et des coordonnées locales de v, section de

VF le long de u sont e (x),vH(x)). Alu, v) s'exprime alors par :

ML WG = ] ke v, (2.1)

ol chaque Ai est un opérateur différentiel local d'ordre k sur F dans

ANCTM).

3. 1-forme généralisée simple .

Une 1-forme généralisée X d'ordre (k,0) est dite simple. Dans une

carte locale adaptée, on aura donc :

q
Au , v)(x) = E A, (u()) v3Cx), (2.2)

a=1
ou chaque Aa est un opérateur différentiel local d'ordre k de F dans
An(TkM). Ayant introduit ces différentes notions, nous pouvons définir 1'opéra-

teur d'Euler-Lagrange.

4. Définition de 1'opérateur d'Euler -Lagrange :

Sur le fibré F-E—+ M on considére l'ensemble ;@ des lagrangiens sur F
et 1l'ensemble Q°(F) des 1-formesgénéralisées simples sur F.
L'opérateur d'Euler-Lagrange, noté %;, est un opérateur de £ dans

QO(F), défini, en coordonnées locales adaptées par :
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q
%‘I;- (u; v)(x) = 2 i’; (u(x))v*{(x) (2.3)
a=1

pour x dans M, u une section de F et v une section de VF le long de u.

Bu est appelée dérivée variationnelle de L ou dérivée d'Euler-Lagrange

de L.

Pour a =1,2,...,q, (éLE est un opérateur différentiel local sur F
Su

%
dans AP(T M) et :

Ly () = 0l Loy, (2.4)

bu [1]:0 duy

Si L est d'ordre k sur F, QL;
Su

sera une l-forme généralisée simple d'ordre 2k.

sera alors d'ordre 2k et la dérivée
variationnelle de L
On pourra trouver, dans les travaux de Guil Guerrero et Martinez Alonso
une généralisation de cette notion de dérivée variationnelle [3].
On établit a présent le lemme suivant,

qui découle directement de la
définition de la dérivée variationnelle.

5. Lemme (2.1):Soit B un courant sur F. On a alors

2_11 (dM B) = Q. (2.5)

Preuve : Si B est d'ordre (k-1), dMB est d'ordre k sur F a

%
valeurs dans A"(T M).

Dans une carte locale adaptée on a , pour a

=1,...,q,

s ) it p &
@ - }oenltho .

du
[1]20 I
Oor B s'écrit : n
g(u) = E -1t B (w) ax! A oo A axt AL A"

[y
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n
donc  dyB = E DlBH' et 6__0[ (dMB) s'écrira alors :
=1 bu 1
b oenlto 2] o, 8% -
du bt
(1{50 I e=1
s I 3(D,B Y
- J ] ol
g=1 |1{30 dug

Nous utilisons alors les égalités suivantes :

a(p,BY)
2
pour |I} = — = D, (3
du du
A
3(0gB7) ap*, et
pour |I| 21, —— = Di(_a) + == ot I\ ¢ désigne le nouveau multi-
BuI BuI auI\E
indice (il”"’il_l""’ln) si I = (11,...,1n). Ainsi
(1) . (DB 2 a* 1| 3B
(-1) D (—5—) =D, () + (-1 DD, (=) +
dud . au” e du
[z]=0 1 1I]>1 1

) (ol p 220,
auIR

On effectue alors le changement d'indice J = (il""’i!,+1""’in) si

I= (il,...,in). On a alors
L £
-pl 3B~y _ (It p (B
; -0’ Dz(au“ = (-1) DJ(aua ).
|I 21 I [3]22 JINL
De plus, comme D; =D, D, on déduit D;=D,6 si |3 = 1. Ainsi on peut écrire

|2
Dl(% sous la forme suivante : -(-l)“‘ D, (-2 avec |J| =

du auJ\l
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Finalement, rassemblant les résultats, on obtient :

n
[3 L
= (- ) Pl ) el @i b o
Su =1 (31 dusy e T auIS .

D'on %; (dMﬂ) £ 0 ce qui termine la démonstration.

6. Théoréme (2.2) : Nous allons énoncer un théoréme sur la dérivée de
Fréchet de la dérivée variationnelle, qui permettra ensuite d'établir un résultat
fondamental de notre étude. La démonstration se fait en cartes locales, ce qui
permet de se ramener au cas d'un fibré vectoriel trivial dont Olver donne une

démonstration [12].

Enoncé du théoréme :

Soit L e, dlordre k et %& € QO(F) d'ordre 2k, sur un fibré vec-
toriel F.
Soit V %% la dérivée de Fréchet de %% (qui est un opérateur diffé-

% %
rentiel de VF dans V(V F @ A"(T M)).
Alors la dérivée de Fréchet de la dérivée variationnelle est un opéra-

teur différentiel auto-adjoint, c'est-a-dire :

w&En* = vidh (2.6)

On peut remarquer que la réciproque de ce théoréme, dans le cas d'un fibré non

trivial, n'est vraie que localement.

Nous établissons maintenant un théoréme qui donne une relation liant
la dérivée de Fréchet et la dérivée varjationnelle.

7. Théoréme (2.3) : Soit L wun lagrangien d'ordre k sur F.

Soient %% la dérivée variationnelle de L et VL la dérivée de Fréchet de L.
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Alors, il existe une 1-forme généralisée d'ordre (2k-1, k-1) sur F,
-1, %
a valeurs dans A" 1(T M), notée FL et appelée transformation de Legendre
associée a3 L telle que : pour tout couple (u,v) de sections, respectivement

de F et de VF le long de wu, on ait :

V(e , v) = 82 (u , v) 4 4y(FLGu L V). (2.7)

Preuve : Nous 1'établirons en coordonnées locales adaptées. Soient u

une section et v, un champ d'évolution. D'aprés le lemme (1.4) :

Q

VL(u,vQ.u) = VL(Q)(u) = pr vQ(L)(u) f

donc, en cartes locales adaptées :

w@w = ) oo . W (2.8)
aul
[1]=0

Chaque QLE est un opérateur différentiel local d'ordre k sur F. Ainsi, locale-
auI
ment, VL(Q)(u) s'interpréte comme une l-forme généralisée d'ordre (k,k) sur F

® %
3 valeurs dans V (JkF) 8 A™(T M).

Dans une carte locale adaptée, si v est une section de VF le long

de u, ona:

8L . -
s (Wi V)=

B ~—10

o
|3

~

[

~—

<
]

q q
L g = ) Ew fw= ) ] ol AL e @
du

*=1 i1i30
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Introduisons encore les notations suivantes : pour j = 1,...,n on pose

ey = (0,...,1,0,...,0) et Iejl =1 et pour p e IN, p-ey = (0y...,p,0,...,0)

*

jéme place
avec |pejl =p, pour I = (il,...,in), si ij # 0 alors on pourra écrire Dy
sous la forme D, =D D, ol I~ e, désigne le nouveau multi-indice
I e, iNe, j
J 3
(11,...,1j-1,ij+1,...,1n), et pour 1j>, P DI = DP~EJ-DI\PP-J- avec
D ., =D.,D., ... D ..
pej ej ej ej
-~
p fois

Pour I multi-indice d'ordre supérieur ou égal 3 1, transformons

l'ex pression : aL—a DI(Qu)'

auI
. = 9L a
a) st #0, L 5 Dy(@) aaxnlnl\el(o)
ur Y1
=-0, By xp @+, {Lxp (@
lauI ©1 1 dug 1

I~ 3 désignant le nouveau multi-indice (11-1, iz,...,in). Si 11-1 #0 on

continue 1'opération, c'est-a-dire :

3L &y _ o 3L &
—'—aa DI(Q)- -D, ( )D DI\Ze(Q)+De aDI\e(Q)
u *1ad 1 1 1| au 1
- oL _ aL_
—DZe(a)Ize(Q)-*D'{ % D1 (Q)
1 du 1t du
1 1
3L a
-D (D (=)D (Q )l
e1 e aud I\Ze1 |
1
=p &Y b @ +p {3 p (@®)-p (——) D Q)
%) 3y I~2e el au® T~ ol I~ 2¢

I b
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Considérons le nouveau multi-indice I ~ Ze1 = (11-2, iz,... ’in)

- si i,-2 =0 on a terminé.

1

- sinon, on continue 1'opération jusqu'a l'ordre p tel que il-p = 0.

Ainsi rassemblant les résultats on obtient :

i
oL ay _ 9y L 3L a
= @) = 0t o Eyp @)
du 1”1 3u 171
I I
3L o aL a L a
+ De aDI\e(Q)_De( a)‘DI\Ze (Q)+D29( a) DI\3e @)
1| d3u 1 1 3u 1 du 1
I I 1
(i,-1)
1 oL a
+ oot o+ (- Dii e ) Dy, @)
1 1 auI 171

Le nouveau multi-indice obtenu I ~ i1 e = (0,12,...,in) ne fait plus

apparaitre la variable xl.

Si il = 0 alors on passe directement i 1'étape suivante :
b) si iz # 0 alors D, (%) DI\ i e )
171 auI 171
= Dil el(z—ig)mez I~ ilel+e2(oa)
= —De (Di el(iE)) DI\ ile1+e2(ou)

p {p, (&9

+

"
2

ey ile1 a“c; I~ ile1+e
L o
= -D (=) Do . @
ilAe1+e2 au; I~ 11e1+e2
3L (]
+D {D, (=)D _. @
e, 1181 30" I~ 11e1+e2

1

pour le nouveau multi-indice I~ i1e1+e2 = (0,i2-1,13,.. . ,in).
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- si iz-l = 0, on a alors terminé la seconde étape .

- si 12—1 # 0, on continue alors l'opération jusqu'a l'ordre p tel
que iz-p = 0.
Ainsi, on obtient 1'expression suivante :
aL
102D
171 BuI

2 3L 11
Q% = (- . =) Dy Q)
I\1le 1lel+12e2 3“1 I 1lel+12 2

L) x b, Q% - p, oo Q%)
. I~ 1lel+e2 11e1+e 3‘11 I 1le1+2e2

i,-1

2 oL
et D Dile1+(iz-l)e ( u(Ix) Dy J ije tise, @

+D D, (
2] *1%1 au®

3L Ay _ oo i
Donc R DI(Q)-(l) D, ( ) DI\ie+ie

(
+De11§———D 1(Q"‘)—Dl( )DI\Zel(Q“) ot

1,1
3L
+...+ (D2, . (=) p; Q%)
i el-i-(12 l)e2 o’ 1 11e1+1 ey

Si iz = 0, on passe alors a l'étape suivante :
c) On effectue donc la méme opération successivement sur chaque indice

ij non nul pour j de 1 a n. On obtient alors :
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3L IR b oL o
o I)I(Q )= (-1 D et 4ie ( )DI\ile +..+inen(o )+

auI 171 nn auI 1
aL o oL a
+De aDI\e(Q)-De(—u-)DI\ze(Q)+...+
1] du 1 1 3u 1
I I
i -1

1 oL o
+ (-1) D,. _ (=) . _ ., _ (@)
(1;-De; auf I>ie

il aL 3L
- oL o
+(1 7D D ( )DI\ie+e2(Q)_Die+e(a)

e i e a
2 171 auI 171 17172 auI
i -1
2 3L
D . Q) + ... + (-1) D, . (=)
I~ 11<-31+2e2 11el+(1.2 l)e2 Bu(Il
o
DI\ie,+i,‘e,\(Q) LU R ST SN
171 7272
i+, 41
1 n-1 3L a
+ (-1) D (D, : (—) Dy, : Q")
e, 110.=.1+...+1n_11-:n_1 au; I 11e1+"+1n-1en-1+en
3L
- D, X (=
11e1+..+1n_1en_1+e" au;
*Prli et .4 e 42e Q%) 4+ ... + ... +
&t ety
i -1
3L
(- b, , Ly (52)
ijetoti e+ -1e aut;.
D, . ) . (Q“)l
I 11e1+. . '+1n-1en-1+1nen

Comme ile1+...+inen = I, on peut écrire 1l'expression précédente sous la forme :

L op =Ty *+p s'+p B2+...+D .
o I I o e e, e
auI auI 1 2 n

avec la convention BJ =0 si ij =0 etpour j de 1 & n ona:
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14+, .+

j 1712 j-1 3L
B = (-1) D, ; =)
11e1+...+1j_1ej_1 Bu;

D % + ...

I~ 11e1+...+1j_1ej_1+ej

i
j~1 aL
s+ (-1 37 p, . =)
ie+..4i, e, +(i -1)e, a
171 j-173-1""75 j auI
D . @
I~ ilel+...+ij_1ej_1+1jej
Le terme De B1 + ...+ De B® est égal a dMB ot la (n-1) forme B est
1 n
e A\
définie par B(u) = E (-l)lBl(u)dxl...Adxl...Adxn. On obtient alors le résultat :
i=1

VL)) = & vgrw) * dy(8Cu 5 vy.w).

Chaque composante B? est linéaire en Q7 et ses dérivées totales
jusqu'a 1'ordre (k-1).

Chaque opérateur différentiel local sur F »

AL ' _ -
Di e boiti e 4(i-1e (=) est d'ordre 2k-1 car» pour [I| = ks on a
171 n-1"n-1 ""n n BuI
[Ine | = k-1 et [iegtevoti e +(i -1)e | = k-1.

Ainsi B s'interpréte comme une l-forme généralisée d'ordre

-1, %
(2k-1,k-1) sur F a valeurs dans A" 1(T M).

Cette 1-forme généralisée dépend du Lagrangien L, on la note FL et

on a alors

VL(u,vQ.u) = %% (u, VQ.U) + dM(FL(u s vQ.u))

pour toute section u et tout champ d'évolution v,, ce qui termine la
P qQ

Q

démonstration.



On remarque que le choix des étapes successives dans la démonstration
étant arbitraire, la transformation de Legendre, pour un Lagrangien donné, n'est
pas unique en général. C'est pourquoi on en trouvera plusieurs expressions dans la
littérature parue dans ce domaine. Ibragimov et Khamitova donnent une forme de la
transformation de Legendre [4] et [5] qui n'est valable que pour un lagrangien
du premier ordre. Deux autres formes sont données par Martinez Alonso [3] et
T. Tsujishita [14].

La démonstration du théoréme (2.3) fournit une expression, en cartes

locales adaptées des composantes de la (n-1)-forme FL(u , v,.u). Ceci permettra

Q
dans la suite, grace au théoréme de Noether, d'obtenir une expression d'une loi

de conservation pour un systéme différentiel d'Euler-Lagrange. Dans une carte

n
c . N
locale adaptée : FL(u,vQ.u) = 2 (-I)J(FL(u,vQ.u))dell\...AdeA.../\dxn et
j=1
j-1 i.-1
3 & s 3 s 3L
(FL(u'VQ'“)) = E -D X 2 - Di o 4...4i, e +se.(_—a)
& 171 j-17j3-1 j du
II|>‘1 s=0 I
D, . Q% (2.10)
I\11e1+...+1J._1ej_1+(s+1)ej
avec I = (il,...,in).

Les résultats des théorémes précédents nous permettent d'établir le

théoréme suivant :

8. Théoréme (2.4) : Soit F SN M un fibré vectoriel.
Soient L un Lagrangien d'ordre k sur F, %% la dérivée variationnel-

le de L et v, un champ d'évolution.

Q
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On a alors

& (or v = pr vy Gy + (V)" (2.11)

Preuve : Nous l'établirons en coordonnées locales adaptées.
Soit u wune section du fibré F. D'aprés le lemme (1.4) et le théoréme

(2.3) on
VL(u,vg.u) = @r vy L)(u) = % (u,vgew) + dy(FLCu,vg.w)).

On applique 1'opérateur d'Euler-Lagrange aux deux membres de 1'égalité

précédente, et utilisant le lemme (2.1) on obtient :

%E (pr va L)) = s (%ﬁ(u,vq.u)) C]

du

Dans une carte locale adaptée

q
SL - 8L o .
o (u,vQ.u) = E o0 (u) Q(w)
o=1

ou chaque éé; est un opérateur différentiel local sur F dans An(ThM). On pose
Su

alors Ll(u) = %% (u,vQ.u). Et L1 peut s'interpréter comme un lagrangien sur

F d'ordre 2k.
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SL
Pour toute section w de VF le long de u, on peut donc définir 3—6—1- (u gy v)

qui est la dérivée d'Euler-Lagrange de L.,. On a donc

1

sL 3 5L
2—6 % (u,vQ.u))(W) = El (u, w = E —G—é (w) WP
u
B=1

3 6 (1] 3L,
=2wx Z oo
I BuB
=1 I I

[T]=0

il
Il ~—20
k]
™

Joenltn 2o o] @ e
H R
I|=0

q q o
= E wb E (_l)lll D, E o _QE (%(u)) + G—LE(u) 3Q_
- ‘I[ a=1 BuI Su Su 8uI
I{z0

- Z E nll P DI(Q: LB(%‘;(“)) +
a,p I

auI
[z]=0

o
bo] enlthfp ) 2,
ap I Su du;

|I|=0

cette égalité étant vraie pour toute section u de F-II—> M et toute section
w de VF le long de u.
D'autre part, pour toute section u de FL M et w section de VF
le long de wu, on a :
q q B
e = ) ) o @) B WP
B=1

a1 Su auI

I
[T]=0



- 29 -

Donc 1l'adjoint s'éerira :

1 a
* oL 1] b (22° 6L 8
Q)" (E(u)) () = (oo 3 L W,
u BZI Z BuI Su
[1]20

De méme :

o
1[0

q
SL a 3 8L 8
v )@ = 21 } ooy G
B=

d'ol 1'expression de 1'adjoint :

auI Su

q
@ g @w = ] ] oo @) ¢ W
I
|

Ainsi, pour toute section w de VF 1le long de u, on a 1'égalité :

& G Qg = G EE @y + v L WM .

Donc

& [fe vgwl = @ EE @) + v & W)@

u
ceci étant vrai pour toute section u deF——E—» M.
' . P SL* SL ‘s
D'aprés le théoréme (2.2), (V éu) = (V 6u)' Ainsi (E) et

fournissent :

& 7 vg@ ) = & @) + v £ W)@,

et utilisant le lemme (1.4) on obtient finalement :

&5 (Pt veLI) = pr v () + (V) ¢ ()

pour toute section u du fibré F, ce qui termine la démonstration.

®

)

~



_30_

B. SYMETRIES ET LOIS DE CONSERVATION.

1. Systéme différentiel

Soit A un opérateur différentiel sur le fibré F-—E—+ M, a valeurs

]
dans un fibré vectoriel F'——H——* M.

On appelle systéme différentiel (associé & l'opérateur A) 1'équation
Au =0.

Toute section u de F vérifiant Au = O est appelée solution du

systéme différentiel.

2. Systéme d'Euler-Lagrange

On dira que le systéme différentiel (Au = 0) est un systéme d'Euler-

Lagrange si et seulement s'il existe un Lagrangien L sur F tel que
= &
a(u) = = (u)
pour toute section u de F.

3. Conditions de non dégénérescence d'un systéme différentiel :

Dans ce paragraphe, nous énongons les hypothéses de régularité d'un
systéme différentiel, qui seront utilisées pour établir les théorémes qui
suivront. Ces conditions de non dégénérescence sont étudiées par Olver [12].
Nous nous contenterons ici de rappeler les résultats essentiels, énoncés dans le
cas de fibrés triviaux F = IRIxM + M et F' =quxM > M et qui s'étendent au cas
d'un fibré vectoriel.

Soit (Au = 0) un systéme différentiel d'ordre k sur F. Ici
Au = (A1 u,...,Aq,u).

On appelle solution ponctuelle de (Au = 0) tout élément de la forme :

(xo,uo,uol) qui vérifie A(xo,uo,uo ) = A[uo] =0 avec X, € M, u € re

et I =(i,...,i) ol 0< [I] < k.
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Systeme Localement nésoluble :

Le systéme (A[u] = 0) est dit localement résoluble au point
(xo,uo,u0 ), solution ponctuelle du systéme,si et seulement s'il existe une section
I
u = u(x) dans un voisinage de X, qui soit une solution du systéme et qui vérifie

les conditions :

(u )= j: u, I multi-indice tel que |I| ¢ &, pour ¢ variant de 1 2 k,
I (]

u, = u(xo)

Un systéme (Au = 0) localement résoluble en tout point solution ponc-

tuelle du systéme est dit localement résoluble.

Systéme de nang maximal :
Le systéme (Afu] = 0) est de rang maximal au point (xo,uo,uo ),

solution ponctuelle du systéme si et seulement si le rang de la matrice

A
(——% (xo,uo,uo )) est maximal.
u I

J

Un systéme (Au = 0) de rang maximal en tout point solution ponctuelle

du systéme est dit de rang maximal.

Systéme non dégénéné . :

Un systéme est dit non dégénéré si et seulement si en tout point solu-

tion ponctuelle du systéme, il est localement résoluble et de rang maximal.

Prolongement d'un systéme différentiel :

On appelle prolongement d'ordre 2% du systéme différentiel (Au = O),
le nouveau systéme différentiel d'ordre (k+%), noté (A(z)(u) = 0), et défini

par :
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A(l)u = {Dj(Au) / J multi-indice avec 0 < |J| < £}

(A(l)

Le systéme différentiel u = 0) contient donc le systéme différentiel
initial (Au = 0) et on établit immédiatement le lemme suivant, qui résulte directe-

ment de la définition du prolongement d'un systéme.

Lemme (2.5):8i u est une solution du systéme différentiel (au = 0),
alors u est aussi une solution de son prolongement d'ordre &, (A(i)u = 0), pour

tout entier .

Systdme totalement non dégénéré :

Le systéme (Au = O) est dit totalement non dégénéré si et seulement si,

@),

le systéme initial et tous ses prolongements (4 = 0), pour un ordre £ quel-

conque, sont non dégénérés.

4. Symétrie d'un systéme différentiel :

Définition (2.6) :Le champ de vecteurs généralisé v sur F est une
symétrie du systéme (A(u) = 0) si et seulement si, pour toute solution u de

(Au =0) ona:

. (pr v. 8)(u) = 0 (2.12)
Théoréme (2.7): Soient v un champ de vecteurs généralisé et vq sa
forme d'évolution. On a alors 1l'équivalence entre i) et ii) :
i) v est une symétrie de {(Au = 0)
ii) vQ est une symétrie de (fu = Q).

Preuve : Nous 1'établirons en cartes locales adaptées : elle est basée

sur la relation entre pr v et pr v,. Le champ v s'écrit

Q"

. 3 .
£'u) -+ n*fu] 2ot Vo s'écrit Q¥[u] —éz , avec Q% = n%-£p.u%.
9x au® u J
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= o _3__ U a = A j D &
Alors pr v v + Z nI[u] a“u » Ou nI DI(Q )+ £ J-UI et
[1]21 1

pr vQ =Q°[u] —éz + 2 DI(Qa) —EE .
du II|21 BuI

On obtient donc, par différence : pr v - pr vQ = EJ —23 + 2 Eij(u;) —éa s
9x {130 auI
c'est-a-dire

Pr v - pr vy = gl Dj . (2.13)

On a alors (pr v A)(u) - (pr o A)(u) = EJDj A(u) et, pour u solution du
systéme (Au = Q), le second membre EJ Dj a(u) = 0. Ainsi, sur les solutions u du
systéme, on a (pr v A)(u) = (pr v Q A)(u) d'ol 1'équivalence annoncée.

Lemme (2.8) : L'ensemble des symétries d'un systéme différentiel (Au=0)
forme une algébre de Lie, notée J@l pour le crochet de Lie de deux champs de vecteurs
généralisés.

Preuve : Si v et w sont deux symétries du systéme (Au = 0), on

forme pr([v,w]) a(u) = [pr v, pr w] A(u) = prv(pr w. A)(u) - prw(pr v. 8)(u).

Donc, si u est une solution de (Au = 0), on a alors (pr([v,w]).2)(u) =0 et

i

[v,w] est donc une symétrie de (Au = 0).

5. Symétrie variationnelle:

Définition (2.9) : Soit Au = O un systéme différentiel d'Euler-
Lagrange sdu = %% (u) . Le champ de vecteurs généralisé v sur F est une
symétrie variationnelle du systéme Au =0 si et seulement s'il existe un

courant B sur F tel que l'on ait :

v.L = pr vQ(L) + dM(iVM L) = dMB (2.14)
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Pour un champ d'évolution o la formule (2.14) devient :
vQ.L = pr vQ(L) = dyb (2.15)

Théoréme (2.10) : Soient v un champ de vecteurs généralisé et v. sa

Q

forme d'évolution. On a 1'équivalence entre i) et ii) :

&
"
o

i) v est une symétrie variationnelle de

le: &
fond

ii) v est une symétrie variationnelle de

Q

o
[~

Preuve : Par définition, on a : v.L = pr v, (L) + dM(i L). On obtient
_ Q Vi

ainsi une relation entre v.L et v..L :

Q

v.L - vQ.L = dM(ivML) (2.16).

Ainsi, si v.L = dMB pour un certain courant f sur F, on aura

N
VQ.L = dM(B-iVML) = dMB et réciproquement, d'ou le théoréme.

Lemme (2.11) : L'ensemble des symétries variatiomelles d'un systéme
différentiel d'Euler-Lagrange %% =0 forme une algébre de Lie, notée J?i, pour

le crochet de Lie de deux champs de vecteurs généralisés.

Preuve : Le théoréme précédent nous permet de faire la démonstration

avec deux symétries variationnelles d'évolution vQ et v, du systéme & . 0,

R du
vérifiant : VQ.L = dMBI et VR.L = dMBZ' On forme :

[VQ’VR]’L pr([vQ,vR]).L

= (pr vgr PT vR].L = pr vQ(pr VRL) - pr VR(pr vQL)

pr VQ(dMBZ) - pr VR(dHBI) = dM(pr VQBZ-pr VRBI)

[l

8L
Su

par le lemme (1.2). Dum[vQ,vR] est une symétrie variationnelle du systéme o .
Nous pouvons établir a présent un théoréme qui donne une relation entre

symétries et symétries variationnelles d'un systéme différentiel d'Euler-Lagrange.
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Théoréme (2.12) : Toute symétrie variationnelle d'un systéme d'Euler-

Lagrange (%% = 0) est une symétrie de ce systéme.

Preuve : Soit une symétrie variationnelle du systéme (%& = 0), que 1l'on

peut prendre d'évolution (théoréme 2.10). On la note vor

Ainsi, il existe un courant B sur F tel que vQ.L = pr vQ(L) = dMB.

Alors, utilisant le théoréme (2.4) et le lemme (2.1), on obtient :

[l
o

8L * 8L
pr VQ(GU) + (VQ) (5
, . 8L * 5L -
Sur les solutions u du systéme (EE = 0), on a donc (VQ) (EE (u)) =0 d'ott
pr v &yw) =0 pour u solution du systéme, ce qui termine la démonstration.
Q' Su

On peut remarquer que la réciproque du théoréme (2.12) est fausse en
général. On en verra des contre-exemples dans le chapitre IV, en étudiant des équa-

tions différentielles particuliéres.

6. Lois de conservation

Définition (2.13) : Un courant B sur F est une loi de conservation
pour le systéme différentiel (Au = 0) si et seulement si, pour tout solution u de
(Au = 0), on a

dMB(u) = 0. (2.17)

Loi de conservation trniviale :

Une loi de conservation Vv est dite triviale pour le systéme différen-
tiel (su = 0) si et seulement si 1'une ou 1'autre des conditions suivantes est
réalisée :

i) dyv 20 ;3 vV sera alors une loi triviale de "premiére espace”

ii) v s'annule sur les solutions u de (Au = 0).

v sera alors une loi triviale de "deuxiéme espéce'.
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Lois de conservation équivalentes :

Deux lois de conservation pour le méme systéme différentiel sont dites

équivalentes si et seulement si leur différence est une loi triviale.

Caracténistique d'une Loi de conservation :

On se place dans le cas d'un opérateur différentiel A de F & valeurs
dans le fibré vectoriel F' 2, M.

Soit B une loi de conservation pour le systéme différentiel (Au = 0).

Si il existe un opérateur différentiel Q sur F, a valeurs dans

. .
F'o8 AT M) tel que
= Q.4 , (2.18)

(ot . désigne la dualité de F'* avec F'), on dira que Q est une caractéris-
tique de 1la loi de conservation B.

Cette condition signifie que pour toute section u de F, on a
dMB(u) = Q(u).A(u). On énonce alors le théoréme suivant, dont une démonstration est

faite par Olver, [12], dans le cas d'un fibré vectoriel trivial M x ®Y > M.

Théoréme (2.14) : Toute loi de conservation d'un systéme différentiel
(4u = 0) totalement non dégénéré est équivalente & une loi de conservation qui pos-

séde une caractéristique.

Ce théoréme permettra par la suite de travailler avec des lois de con-
servation possédant une caractéristique, en se placant sur les classes d'équivalen-
ce de lois de conservation,

On peut aussi remarquer que le systéme différentiel (Au = 0) doit étre

totalement non dégénéré pour la validité du théoréme.

Dans le cas ot A est la dérivée d'Euler-Lagrange %%, qui est une

* %
1-forme généralisée simple sur ¥, ona F' =V F8 AT M) par conséquent un
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% %
opérateur de ¥ A valeurs dans F' @ AM(T M) s'identifie a un opérateur de ¥
dans VF, donc a un champ d'évolution.
Ainsi, une caractéristique Q de la loi de conservation B est un champ d'évolu-

tion v, et on a alors pour toute section u du fibré ¥ :

Q

Q(u).a(uw) = Q(uw) . %&(u) = %%KuLQ(u) = %% (u , vQ.u).

Nous pouvons maintenant énoncer une des formes du théoréme de Noether

[11].

C. THEOREME DE NOETHER.

1. Enoncé du théoréme de Noether (2.15) :

Soit %% = 0. un systéme différentiel d'Euler-Lagrange.

Soit vQ une symétrie variationnelle du systéme. Il existe donc un
courant B sur F tel que VQ.L = dMB.

Alors le courant v sur F défini par :
v = FL(VQ) - B (2.19)

est une loi de conservation pour le systéme.

On dit que v est une loi de conservation associée a la symétrie va-
riationnelle vor La transformation de Legendre FL n'étant pas unique (voir la
démonstration du théoréme (2.3)), plusieurs lois de conservation peuvent &tre asso-
ciées 3 la méme symétrie variationnelle mais on montrera dans la suite que ces lois
sont toutes équivalentes entre elles.

Vu le théoréme (2.10), on peut toujours se ramener au cas ou la symé-
trie variationnelle est un champ d'évolution vQ et le théoréme de Noether reste

valable dans le cas d'un champ de vecteur généralisé, symétrie variationnelle du

systéme, (Voir page 46).
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On remarque qu'une loi de conservation Vv associée 4 la symétrie va-
riationnelle vQ posséde une caractéristique qui n'est autre que Q.

En effet : de = dM(FL(vQ)) - dMB = dM(FL(vQ)) - vQ.L. Utilisant alors

le théoréme (2.3) et 1'égalité : v..L = pr VQ(L) = VL(Q), on obtient

Q

de = %% (vQ), c'est a dire, pour toute section u du fibré F ;

g = 8 (v 0 = &L Q).

Q
On a donc, si u est une solution du systéme d'Euler-Lagrange g& =0,
de(u) = 0, qui prouve bien que Vv est une loi de conservation pour le systéme,

Et de plus de = %% (vQ) donc Vv posséde la caractéristique Q.

2. Expression en cartes locales adaptées de la loi de conservation

Dans une carte locale adaptée vQ stécrit Qa —EE et
n Ju
PR P
B = X (-1)3 B? dx1 Ao Adxd A oo A dXT et
j=1
i ; - ~N a .
FL(vy) = I (-1) (FL(VQ))J dx A ... Adxd A ... A dE", ol (FL(VQ))J est donné
j=1

par la formule (2.10).

Ainsi la loi de conservation v associée 3 v, est de la forme

Q

n
3 . N

v = E -1 V7 dxl Aveo A ded A L. A dXT avec pour j = 1,2,...,n :

i=1

j-1
b is i-1
j _ ~ s=1 _13\S oL
v = E -1 E D Die +...4i, e, ,+se, ( u) (2.20)
s=0 1 j-173-1 3 BuI
|Ti=1
D, ) @} - 8
I\11e1+...+1j_lej_1+(s+1)ej
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Nous démontrons maintenant que deux lois de conservation associées & une
méme symétrie variationnelle sont équivalentes. C'est le but du lemme (2.16).

3. Lemme (2.16) : Soit %& =0 un systéme différentiel d'Euler-Lagrange.
Alors la classe d'équivalence des lois de conservation associées, par le théoréme de
Noether, a une symétrie variationnelle vQ du systéme, ne dépend pas de la transfor-

mation de Legendre choisie.

Preuve : Soient (FL)1 et (FL)2 deux transformations de Legendre
associées au Lagrangien L. Si vy et v, sont les lois de conservation associées
a4 la symétrie variationnelle VQ, par le théoréme de Noether, respectivement pour

(FL)l et (FL)z. ona v = (FL)I)(VQ) - B et v, = (FL)Z(VQ) - B. Donc

dM(vl-vZ) = dM((FL)l(VQ)) - dM((FL)z(VQ))

i) - & (vg)) - (VL(Q) - S vy)) Ppar le théoréme (2.3)

m

0 et v, et vZ sont équivalentes.
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D) APPENDICE :

Nous terminons ce chapitre consacré aux symétries et lois de conservation
d'un systéme différentiel, en considérant le cas particulier d'une équation diffé-
rentielle affine. Soit Z un opérateur différentiel linéaire d'un fibré vectoriel

F dans un fibré vectoriel F' de base M, et soit F une section de F'. On

considére alors 1'équation (différentielle) affine Au = O, de la forme

pu = du + F(x) = 0 (2.21)
ou
()" = Z oéa'(x) D, b (2.22)
[1f=0
B=1,...,q

Pu =0 représente 1'équation linéaire associée & (Au = 0).

Une étude des symétries d'une équation différentielle scalaire linéaire
d'ordre p * 3, a été faite par Olver, [13], et nous nous appuierons sur ses résul-
tats et sur les théorémes qui suivent pour vérifier les calculs de symétries faits
sur 1'équation affine de l'exemple quatre du dernier chapitre.

Dans le cas ou les fonctions F(x) et cga.(x) sont analytiques en les
variables (xi), nous nous intéressons a rechercher les symétries de 1'équation

affine & partir de celles, supposées déja connues, de l'équation linéaire associée.

On établit tout d'abord le lemme suivant :

Lemme (2.17) : Tout champ de vecteurs Vg de la forme Ve = g(x) 5%

N
oli g est une solution de (Au = 0), est une symétrie de
(au = 0) (2.23)

quel que soit F(x).
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Preuve : On forme :

(pr vg.A)(u) = (pr VS.X)(u) + (pr vg.F)(x) = (pr vg.X)(u) =z

~n N
car A est un opérateur différentiel linéaire. g est une solution de (Au = 0),

donc (pr vg.A)(u) s'annule et vg est une symétrie de l'équation affine. De

facon plus générale nous avons le théoréme :

Théoréme (2.18) : Tout champ d'évolution v de la forme

v=(u+ g

ol g vérifie :
N
a(g)

est une symétrie de (Au = Q).

Preuve : On forme (pr v.A)(u)

[}
-

(2.24)

(2.25)

(pr v.3)(u) = A(utg)=A(u)+A(g)=4(u)+F

" n
car g vérifie 4(g) = F. Pour toute solution u de (Au=0), ona Asu+ F =0,

d'ott (pr v.s)(u) = 0 sur les solutions de 1'équation affine.

Nous établissons maintenant un théoréme qui fournit une symétrie de 1'é-

quation affine & partir d'une symétrie de l'équation linéaire.

N n
Théoréme (2.19) : Soit v une symétrie de 1'équation linéaire (Au = 0)

vérifiant
ALY LYY
v.(a.u) = A.(v.u).

Alors le champ de vecteurs

ou g vérifie

est une symétrie de (Au = 0).

(2.26)

(2.27)
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Preuve : D'aprés le théoréme (2.7), il suffit de montrer que la forme
d'évolution associée 4 v est une symétrie de l'équation affine (Au = 0).
~ A
Notons VQ la forme d'évolution associée &3 v et vg le champ d'évolution :
9
Vg ™ g(x) i
~ ~ A ~
On a alors (pt(vQ+vg).A)(u) = (pr vQ.A)(u) + (pr vg.A)(u) = A(Q) + a(g)

N ~N N
v,(Au) + v.F

X(3Q.u) +9.F = 8(v.u) + v.F =

V. (RutF) = V. (su).

Donc pour toute solution u de (Au = 0), on a 3.(Au) =0 et donc
(pr($Q+v8).A)(u) s'annule sur les solutions de Au = 0, ce qui termine la démons-
tration.

On remarque que le théoréme (2.18) apparait alors comme un cas particu-

lier du théoréme (2.19) : il suffit de prendre ¥ = u %— .
u
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CHAPITRE III

Correspondance entre symétries

et lois de conservation

Dans cette troisiéme partie, nous allons établir, pour un systéme diffé-
rentiel donné, une correspondance entre une symétrie et une loi de conservation.

Dans le cas particulier d'un systéme d'Euler-Lagrange, on explicitera de
maniére plus précise la nature de la correspondance.

On supposera que l'opérateur différentiel considéré est a valeurs dans un
fibré vectoriel et que le systéme différentiel associé vérifie la conclusion du théo-
réme (2.14), a savoir que toute loi de conservation pour ce systéme est équivalente a
une loi de conservation possédant une caractéristique. En particulier, un systéme to-
talement non dégénéré sur un fibré vectoriel trivial satisfait aux conditions

précédentes.

A. THEOREME (3.1 )

Soient v, une symétrie d'évolution du systéme différentiel (Au = 0)

Q

et B une loi de conservation pour ce systéme.

Alors pr vQ(B) est un nouvelle loi de conservation pour le systéme.

Preuve : Dans les hypothéses faites, on peut trvailler avec une loi B

possédant une caractéristique notée P.

Dans une carte locale adaptée, on a dM(pr vQB) = pr vQ(dMB)’ par le

lemme (1.2). Or dMB =P.o d'ol :

dM(pr VQ(B)) = pr VQ(P.A) =P pr vQ(A) + A.pr VQ(P).
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Pour toute section u du fibré solution de (Au = 0), on aura :

dM(pr VQ(B)(u))= P(u).pr VQ(A)(u) + a(u).pr vQ(P)(u) = 0.

car pr VQ(A)(U) = 0 sur les solutions de (Au = 0).

Donc pr VQ(B) est une loi de conservation pour le systéme (Au = 0).

B. THEOREME (3.2 )
. SL N  ecs s '
Soit (fu = T 0) un systéme différentiel d'Euler-Lagrange.

Soient Ya et Ve deux symétries variationnelles du systéme et B une
loi de conservation associée a vp bpar le théoréme de Noether.
Alors pr VQ(B) est une loi de conservation pour le systéme (%% = 0),

qui est équivalente a une loi de conservation associée & la symétrie variationnelle

[vQ,vR].
Preuve : On suppose que B posséde une caractéristique R c'est-a-dire
. SL
1 : 1 : = = _—
qu'il existe un champ d'évolution Ve tel que dMﬁ R.A = R. R

pr VQ(B) est une loi de conservation pour le systéme (théoréme (3.1.)).
Une loi de conservation associée & la symétrie variationnelle
[VQ,VR] posséde une caractéristique égale 3 S = [Q,R], (Conséquence du

théoréme de Noether). Il s'agit donc de montrer que pr VQ(B) et cette loi associée

a vg sont équivalentes, c'est-a-dire que:

§L _
dM(pr vQ(B)) S . S = dMa )
ol o est une loi de conservation triviale.

La démonstration du théoréme (3.1) fournit : dM(pr VQB) = A.pr VQ(R) + R.pr VQ(A)

avec Au = %% ; et utilisant le théoréme (2.4) on obtient

R.pr vo(%) =R. & Gr vo(L)) - R o) 8Ly,
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pr vQ(L) s'écrit dMY (définition 2.9) et utilisant le lemme (2.1), on a :

Ropr vg(3E) = - ROV = - (VQ(R) + g

par le théoréme (l.g), ol u est un courant sur F, s'écrivant dans une carte locale

adaptée : p{u) = 2 ut(u) dxl A ... Adx* A ... A dx" oi chaque u' est une combi-
naison linéaire de1=1 %& et de ses dérivées totales jusqu'ad un certain ordre fini.

Rassemblant les résultats, on obtient :

ay(pr v(8)) = $2 . pr vo(R) - §E . VO(R) + duu = 5T . (pr vo(R) - pr vp(Q))

Su
+ dMu

en utilisant le lemme (1.4).

. i - SL
Soit finalement dM(pr VQ(B)) =8 . 3o + dMu (par le lemme(l.1)) ou
encore
6L _
dy(pr vQ(B)) -8 . = dy

ot u apparait comme une loi de conservation triviale de deuxiéme espéce pour le

systéme différentiel d'Euler-Lagrange ((SL = 0) ; ce qui achéve la démonstration.

Su
C. CONSEQUENCES

On considére un systéme d'EBuler-Lagrange noté (%% =0).

On note V{L 1'algébre de Lie formée par les champs de vecteurs généra-
lisés qui sont des symétries variationnelles du systéme (%% = 0).

Le systéme différentiel (%% = 0) étant un systéme d'Euler-Lagrange,
on peut donc associer, a chaque symétrie variationnelle de «1;, une loi de conser-
vation grice au théoréme de Noether (2.15).

Notons COL 1l'ensemble de ces lois de conservation qui forme, de fagon

naturelle, un espace vectoriel.
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Nous quotientons maintenant NL par la relation d'équivalence introduite
sur les lois de conservation : Vi ~ v, <=> (vl-VZ) est une loi de conservation
triviale.

On peut alors considérer 1'application j définie de 545 dans
U{/N = NL qui, a toute symétrie généralisée variationnelle du systéme associe la
classe d'équivalence d'une loi de conservation associée par le théoréme de Noether
a cette symétrie variationnelle.

Ainsi, notant v un champ de vecteurs généralisé sur le fibré F —lL% M
qui est une symétrie variationnelle de %% = 0), on notera v, une loi de conser-
vation associée par le théoréme de Noether a v et cl(vv) la classe d'équivalence

de v et j est définie par :

v
i > N
Lot (3.1.)

v Cl(vv)

Nous utilisons ici une forme du théoréme de Noether qui se déduit

immédiatement du résultat du théoréme (2.15) formulé dans le chapitre II :

Soit v un champ de vecteurs généralisé sur le fibré F —— M (il

S £ SL .
n'est plus nécessairement d'évolution), symétrie variationnelle de ol 0) ; il
existe donc un courant B sur F tel que v.L = dMB. Alors, le courant noté vv
et défini par

v, = FL(VQ) - B+ iVML

est une loi de conservation pour le systéme considéré.
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Cette application j est bien définie car on a vu que la classe d'équi-
valence des lois de conservation associées a une symétrie variationnelle par le
théoréme de Noether ne dépend pas de la transformation de Legendre choisie
(lemme 2.16).

Remarque : Soit v une symétrie variationnelle de (g& =0) et v

sa forme d'évolution. On a alors
jlv) = j(v.).
j(v) = 3( Q)
Le résultat est méme plus précis, puisque, une transformation de Legendre

étant choisie, on a l'égalité des lois de conservation respectivement associées a

v et v, c'est-a-dire

Q

v_=v (3.2)

Propriétés de £'application j :

a) j est surjective (par construction)
b) j est non injective
c) j est linéaire car cl(vl+v2) = cl(vl) + cl(vz)

et cl(f.v) = f cl(v) ou £ est une constante.

Soit GL un ensemble de générateurs indépendants de 1'algébre de Lie
,{ en tant qu'espace vectoriel. On écrira LXL =[S(GL) (espace vectoriel engendré
par GL). Par linéarité de j, j(GL) est un ensemble de générateurs de l'espace
vectoriel quotient NL'
Montrons maintenant que l'on peut trouver une sous-famille de j(GL),

qui suffira a "engendrer" 1'espace NL en un sens que nous préciserons.

Soient VQ et v deux symétries d'évolution variationnelles du
1

%

systéme différentiel (%ﬁ = 0), et soient :
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v une loi de conservation associée 4 v

1 Q1
Vz une loi de conservation associée a vQ N
2
et v[l,Z] une loi de conservation associée a [le,vQ 1.
Alors
j(vql) = cl(vl)
$vg ) = el(v,)
2
i = v .
J([VQI,VQZ]) el( [1’2])

D'aprés le théoréme fondamental (3.2) de ce chapitre, nous pouvons écrire :

pr vql("z) € cl(VU,Z])

soit encore

cl(pr vol(vz)) = CI(v[l,Z]) (3.3)

Soit ,QL = %,Li] 1'idéal dérivé de {,{ C'est un sous-espace vectoriel

de d;) ; on peut donc considérer un supplémentaire, noté H, de OWL dans 0{‘ et

on a @

L{=o@LoH . (3.4)

L

Si Gi est un ensemble de générateurs de DL en tant qu'idéal, on peut

en une sous-famille d'éléments de cfb

compléter G1 1

. 2
L , notée GL, telle que :

- Gi et Gi soient disjoints

- (Gi 1] Gi) forme une base de eﬂ

1, en tant qu'espace vectoriel

Ainsi, considérant alors une base Gi de #H, la réunion des trois familles (dis-

jointes deux a deux), Gi u Gi u Gi = GL forme une base de 01;, et on peut écrire
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1 2 3
A, = U v e e s (3.5)
De la linéarité et de la surjectivité de j, on déduit :
I 1 2 : 3
N, = 3B6L v 62y + 5@y (3.6)

(la somme n'est plus directe car j n'est pas injective).

Montrons maintenant que j(Gi) u j(Gi) = j(Gi u Gi) suffit a engendrer
NL. On pose

_1
G, = 6 V6 3.7)

(réunion de deux ensembles disjoints).
I1 suffit donc de montrer que j(aL) permet aussi de déterminer
j(Gi), (et par conséquent NL par la formule (3.6).)

On peut aussi remarquer que j(Gi) engendre j(#) (puisque Gi est

une base de H qui est un supplémentaire de JZL dans c‘;). Ainsi, tout revient a

montrer que j(Gi) engendre jﬁﬂi) en tant qu'espace vectoriel.

Introduisons les notations suivantes : Gl = {v,}.
L i 1611
2
6 = Velger
2
G3

L= Midger
3
ou 11,12,13 sont trois sous-ensembles de IN disjoints deux & deux et posant

I= I1 u I2 i) 13 on aura GL = {vl}lel' Tout champ de vecteurs généralisé v de

2 P N 1 . 1
GL s'écrit v, = 2 [ai,vi] ou v, € GL et a; € 6{: puisque GL engendre
isI1

1'idéal JDL.
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(On peut, sans restreindre la généralité du probléme, supposer que a; € 6{: et
v, E Gi car le crochet de Lie est antisymétrique).

= d'ou :
Maintenant a; € 0@: et donc a; 2 fl,i ve ou

el
= 3.8
v 2 fl,i [Vi’vi] (3.8)
el
isI1
2
avec v € GL
v, € GL
1
v1 € GL

On tire donc

o) =ellv) = ) £, 3(vgwD = ] f, el )
2el el

ieIl 1511

Utilisant la formule (3.3), on obtient :

= v

cl(vs) Z fl,i cl(pr VQE( i)) (3.9)
el
ieIl

. 2 1 . . o
ol fl,i constante, pour v_ € GL et v, € GL’ et ceci prouve bien que J(GL)
suffit 4 “engendrer" NL'
En effet, G, = (G1 ] G3) ] G2 =G v 62 ayant été déterminé, on peut
’ L L L L L L '

N
calculer les lois de conservation associées aux symétries variationnelles de GL par
le théoréme de Noether.

Il est alors possible de trouver les nouvelles lois de conservation de la forme

appartient 4 G, et vy est une loi de conservation associée

Pr v, (vi) o vy L
L L
a vi appartenant a GL c GL'



- 51 -

La classe d'équivalence de toute loi de conservation associée & une
symétrie variationnelle de Gi s'écrit alors comme une combinaison linéaire des
classes d'équivalence des lois de conservation (pr Yo (vi)), d'aprés la formule

2
(3.9).
. . . sy Lo
Ainsi, on peut déterminer J(GL) a partir de J(GL) et donc engendrer
A
NL a partir de }j(GL)~

On remarque gque Gi se détermine & partir des crochets de Lie des champs

de vecteurs de GL.
Cette propriété est intéressante dans le sens ou elle permet de réduire le
nombre de lois de conservation i comnaitre pour engendrer NL'

Nous allons maintenant illustrer ce résultat en étudiant des exemples

particuliers.
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CHAPITRE IV

Exemples

Dans ce dernier chapitre, nous allons illustrer les principaux résultats
vus auparavant en étudiant quelques exemples "empruntés" le plus souvent, a la méca-
nique physique. C'est la raison pour laquelle les fibrés que nous utiliserons seront
des fibrés vectoriels triviaux bien que la théorie ait été énoncée dans un cadre plus

général.

A. EXEMPLE T .

Soit F 1le fibré IRxIR® de base IR

La base IR2 est munie de coordonnées (t,x).
La fibre-type IR est munie de coordonnées (u).
On considére sur F 1'opérateur différentiel scalaire d'ordre 2 noté

A et défini par : pour u section de F

a

A(u) = utt - ux uxx (4.1)

pour a ¥ -1 et o # -2.

Montrons que 1'équation différentielle dérive d'un Lagrangien, c'est-a-

dire qu'il existe un Lagrangien L sur le fibré F tel que Au = %% (u) pour

toute section u du fibré.

On voit que si on prend pour lagrangien L

- 1 ua+2
(o+1)(a42) “x '

SL

on obtiendra bien <= = Au.
Su
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- 1 a+2
(at1)(at2) “x (4.2)

u2
t
est un lagrangien d'ordre 1 sur F.

Au = 0 définit donc une équation différentielle sur F qui satisfait
aux hypothéses de régularité demandées aux chapitres précédents : pour a différent
de ~1,-2 le systéme A(u) = O est totalement non dégénéré.

Cela réside essentiellement dans le fait que l'équation considérée
a(u) = Ui - uz Uy T 0 est une équation de type Kovalevskaya ; c'est-a-dire une

équation ol 1l'on peut écrire une des dérivées totales de u en fonction des

autres. Sur cet exemple u = uu u .
tt X XX
Montrons maintenant que A(u) = Uy T u: U O est localement réso-

luble c'est-a-dire que, au voisinage de tout point (¢t , x , u ,u ,u , u N
o’ 70’ "o’ o [
X t XX

L ) solution ponctuelle de 4A(u) = 0, on peut trouver une section
tx tt
u = u(x,t) du fibré, solution de l'équation différentielle 4(u) = O et vérifiant

les "conditions de Cauchy" :

u, = u(to,xo)

u = jk u ot I est un multi indice d'ordre k avec k = 1,2.
o (t ,x ) k
k

On utilise une conséquence immédiate du théoréme de Cauchy-Kovalevskaya dont on
pourra trouver un énoncé dans "Applications of Lie groups to Differential equations"
de P.J. Olver [12].

Nous énoncerons seulement le corollaire : "Tout systéme analytique du
type Kovalevskaya est localement résoluble".

Ainsi A(u) est localement résoluble. De plus, remarquant que tout

prolongement d'un systéme de type Kovalevskaya est un systéme du méme type, on en

déduit donc que tout prolongement de A{u) = O est aussi localement résoluble.
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Montrons maintenant que le syst&me initial 4(u) = O ainsi que tous ses
prolongements jusqu'a un ordre quelconque est de rang maximal. Considérons, pour ¢

quelconque, £ 2> O le prolongement d'ordre £ de 1'équation différentielle

A(u) = 0. .
On a donc A(l) : J(2+1)F >’ on N = 2 Ct+1 et A(Z)(u) repré-
k=0

sente le systéme (D (s(u))); ot J est un multi indice (i},i,) d'ordre {31
vérifiant O ¢ |J| ¢ 2. Le prolongement d'ordre £ de l'équation différentielle
initiale A(u) = O se présente donc comme un nouveau systéme différentiel d'ordre
(242) formé par N équations différentielles. (en effet si [J| = k fixé, la base
el 4 P s 2 k k
de notre fibré étant ici IR D.(a = i =
ic s J( (u)) = 0 va nous fournir Couk-1 = Sl

équations différentielles distinctes).

J
34 _
aa; (W =2

multi-indice d'ordre |I| vérifiant 0 s [I| s 242 et AJ(u) = 0 représente une

Ecrivons la matrice d'élément général ou I est un

des équations différentielles du systéme (A(l)(u) = 0). On obtient donc une matrice

242
a N ligne et P colonnes oi P = 2 Ck+1 , qui est en fait la matrice jacobienne

k=0
Cette matrice est de rang maximal (c'est-a-dire N) car A(g)(u) =0

de A(l).

est un systéme différentiel de type Kovalevskaya : nous pouvons donc faire apparai-

I
. N 34 N
tre une sous-diagonale de "un" dans notre matrice correspondant a - 1l od I

I
représente le multi indice J + (2,0) = J + 2e0 avec u, = %% =u.
o

L'équation différentielle A(u) = O ainsi que tous ses prolongements
est donc localement résoluble et de rang maximal. Elle est bien totalement non
dégénérée.

Nous allons maintenant chercher les symétries de 1'équation différen-
tielle, c'est-a-dire les champs de vecteurs généralisés v sur F vérifiant

(pr v.A)(u) = 0 pour u section de F solution de A(u) =0 . v est de la forme :

ve g el et el &
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Q du

Le prolongement du champ d'évolution v

et sa forme d'évolution v s'écrira donc Q 3 avec Q=n - Exux - Etut.
Q est le champ de vecteurs généralisé sur

00,
JF noté prv

Q

et défini par

=g - 3 =
Pr vy = Q F + z DI(Q) ™ avec Q = Q[u] .
1
I
[1]>1
On sait que v symétrie de 1'équation différentielle est équivalent a o symé-
trie de 1'équation différentielle.

On a donc pr VQ(A)(U) = 0 sur les solutions u de l'équation, soit
3A
encore Q o E D_(Q) L 0 sur les solutions.
I du
I
I
l1]>1
Ainsi toute symétrie de 1'équation différentielle vérifie la condition
s a-1 oy _ -
suivante : Dtt(Q) 1+ DX(Q) (-a v, uxx) + Dxx(Q) ( ux) =0 pour u solu
tion de 4u = 0.

On peut introduire la notation suivante Dtt(Q) = Qtt

Dx(Q) = Q

DXX(Q) = QXX

Ainsi 1'équation déterminant les symétries de 1'équation différentielle 4(u) =0

s'écrit finalement

. a-1 a _ _
(*) B Uy U Qe U Oy T Qe =0 (4.3)

pour toute section u vérifiant Au =0 o0
8 _ (_.X _ 5t 3
v = QLul sa = CE u - & u )=

Nous allons maintenant restreindre notre étude & la recherche des

symétries ordinaires . Ainsi

t 9 ')
v = £%(t,x,u) %; + E(t,x,0) 57+ n(t,x,u) 3=
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=0 & = (n-t% - etey
et Vg = Q ” {n-& u E ut) e (4.4)
Pour simplifier, nous poserons Q = A(t,x,u) + B u, +Cu

avec A = A(t,x,u) ; B = B(t,x,u) ; C = C(t,x,u).Dans ces conditions le calcul

de Q, Q et Qttnous donne

¥’ TRX
_3A, (3A, 3B ac 3By 2, (3C
a) Qx Y + (au + Bx)ux + ax 't + (au Y + (au Yt ux +B Yyx +¢ utx
2 2 2 2 2 2
_ ¥ %A, 3B a%c %A, , 3%, 2
b) Qxx B 2 + (2 Ixdu + 2) Ux + 2) Yt +( 2 t2 axau) Ux
ax ax ax du
2 2 2
3°C 3B 3 a~C 2 3A 3B
+2 3xau "t Ux + 2 Y + 2 % Y% + (au +2 X’ XX
du du
3C 3B c
t2 Ix utx +3 dsu Ux Uxx +2 au x utx + au "t Yxx +B Yxxx +C Yexx
2 2 2 2 2
3 A 3°A 3 C 3°B 3°A 3 C 2
c) Q. =5+ + =) + S u + (5 +2 7))
tt atZ atau atZ t atZ X au2 dtdu’ t
2 2 2
3_B 3C 3 3 B 2 3A ac
+ 2 atau Yt Yx + 5 Uy + —;E ul v + (au + 2 Bt) v +
3B aC 3B 3B
P25 %t P a0 e Ve Y 2 3 Yttt aw Uk Vet T O Ve B Uiy
Or sur les solutions de Au =0 ona u _ =uu d'ol
tt X XX
_ a1 a = a2l 2 Vs 3
uttt = uuX utxuxx+uxutxx et uttx aux uxx+uxuxxx et Qtt .s'écrit alors
2 2 2 2 2 2
3°A 37A 3’ C 3a"B 3"A 3°C 2
Q,=—>5+(2 + =) u +—3u + (5 +2 ) u
tt at2 atdu at2 t at2 X au2 atou’ 't
2 2 2
B 3°C 3 3B 2 9B 9B
Y23a % %P2t 2% . %2t e T 200 Ve Y Uik
du du ; .
B3A 3Cy @ 3B otl c a-1
+ (au +2 at) ux Yex + du ux uxx * ? du px Y uxx tac Yx Yex exx
+Cu u + Bu

On forme maintenant 1'équation déterminante (*). Comme les fonctions

A,B,C ainsi que leurs dérivées partielles sont des fonctions ne faisant intervenir
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que les variables t,x et u, les différents coefficients de U, ux, de leurs
dérivées totales et de leurs produits seront donc nuls dans 1'équation détermi-

nante.

On obtient donc un systéme d'équations aux dérivées partielles :

% coefficient constant : §__12§ =0
it
82A 82C
% ici ALY,
coefficient de u, 3tia + at o]
2
* coefficient de u : 3B _ 0
x
at
2 2
2 a"A 3 C
% ici PR i AL T
coefficient de uy : > + 2 T
u
2B
* ici =
coefficient de u, u 330
2
* coefficient de u3 : 8c . 0
t 2
du
2
* coefficient de u2u H 3B,
tx 2
3u
3B
% ici . 22 =
coefficient de u : 2 3t 0
* coefficient de u_u : 2 3B 0
ttx du

28,

% coefficient de u'u T - (-:—C- + 2 %H(%f %—%)xa +(% + 2 ) = 0

* coefficient de u_u s - )] 3B 38

X XX 3u 3u u °

% a : - 3c , 3¢
coefficient de uu u o 3 b5 + P

% coefficient de

* coefficient de



* coefficient de uz-l ix ¢t -~ aB+aBs=0
* coefficient de u:uxxx T -B+B=20
* coefficient de uzﬁluxx, ta %% =0
* coefficient de ug('-lutuxx : a %% =0
otl BZB
* coefficient de - -5 = [}
ax
at+2 BZA
* coefficient de . Py = 0
du
* coefficient de u;+1utx s 2 %% =0
at+2 GZC
* coefficient de <S¢ — = o]
Ju

La résolution de ces 22 équations aux dérivées partielles, qui ne sont pas toutes

indépendantes, fournit

A=au+a,t+a al,az,a3 coﬁstantes

1 2 3

B = hlx + b2 bl,b2 ?onstantes (4.5)
1

C = 2[aa1~+(m+2)b1]t+c1 ¢, constante

On a donc obtenu la forme générale des symétries ordinaires pour

1'équation pu =0 :

3

e . S : |
LV = (bppdy) ox o gleapH(eR)bt gp - eg 57t (autagtiag) ST (4.6)
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En conclusion de cette étude sur la recherche des symétries ordinaires de 1'équa-

a

tion différentielle U tu u = 0, les symétries ordinaires forment donc une

algébre de Lie, notée 54; de dimension 6 ;

Les générateurs de cette algébre ‘j sont :

1) pour bl = -1, a; =a, =a,= b2 =cy = 0 on obtient

L (a2t %; (4.7)

—
wla
»
N

n

2) pour b2 = -1, a =a,=a;= bl e = G on obtient
v, = S (4.8)
3) pour b1 = b2 =c¢y=a, =ag= 0, a, = ¥1 on obtient
(4.9)
4) pour a, =1, a1 = a3 = b1 = b2 = ¢, = 0 on obtient
v, =t a (4.10)
4 du .
5) pour 33 = I, a1 = 3} = b1 = b2 = ¢, = 0 on obtient
Ve = 5o (4.11)
6) pour ¢

1 = -1, a, = a, =a, = bl =”b2 = 0 on obtient

v6 = E (4.12)

Ayant trouvé les symétries ordinaires de 1'équation différentielle, nous
allons maintenant déterminer les symétries ordinaires variatiomnelles de 1'équa-
tion. On sait que ces symétries variatiomnelles ferment une algébre de Lie 4‘1

qui est une sous-algébre de Lie de y@:
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v, champ de vecteurs généralisé sur le fibré F est une symétrie varia-
tionnelle de 1'équation différentielle si et seulement si il existe un opérateur
différentiel B sur F i valeurs dans Al(T*IR2) tel que 4y = v.L .
et v

Le calcul nous montre ici que v 5 ne sont pas des symétries

1
variationnelles de A(u) = O et que Vys Vs Vg Vg sont des symétries varia-
tionnelles de 4(u) = O.

Ainsi 1'algébre de Lie (ﬁfL des symétries ordinaires variationnelles est de dimen-

sion 4 et est engendrée par vz, VA‘ v5 et V6'

Utilisant le théoréme de Noether qui nous donne une forme explicite des
lois de conservation associées aux symétries variationnelles, nous déterminons
ainsi les lois de conservation Vo v4, Ve v6 respectivement associées a
Vos Vs Vg Vg

La base du fibré trivial F étant ]RZ, une loi de conservation Vv
est un opérateur différentiel sur F & valeurs dans Al(T*IRZ).

Ainsi pour u section du fibré ¥, v(u) s'écrit :

v(u) = vldt + vzdx et on peut donc lui associer un vecteur N dont les composantes
sont Nt = -vl
N = VZ

N est apppelé vecteur courant conservé correspondant a3 la loi de conservation V.

On a donc choisi ici la forme élément de volume w = dx A dt.

3
1) vy = 3% et vz.L =0

Le vecteur courant conservé N2 a pour composantes

x_1 2 1 a2
N2 2 Yt + at2 Yx
= (4.13)
N2
t—_
NZ = T8 Yy
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X =
, BA o]
2) v, = t e et v4.L = div BA ol B4 = .
By = Y
Le vecteur courant conservé NA a pour composantes
X _ t at+l
Ny =73 %
= 4.14
N, ( )
t = -
N4 =t u u
3) v, = 3. et v.L=0
5 8u 5
Le vecteur courant conservé N5 a pour composantes
X _ 1 atl
j NS Tl Y
N5 = [ (4.15)
Yt
4) v, = 8 ot v..L=0
6 at 6
Le vecteur courant conservé N6 a pour composantes
N = Yt otl
6 a¥l x
= 4.16
Ng 9 ( )
NEm ot 1 a¥2
6 2 7 () (et2) Yk

Le tableau des crochets des champs de vecteurs généralisés

Vir Vo Vi Vs Ve, Ve de 1'algébre de Lie

A nous donne :
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Tableau :

[vi,vj] v1 v, v, v, v Ve
v, o v, o a;Z v, 0 _ a;Z v
vy v, 0 0 0 0 0 -
vy 0 0 0 - E%Z Vi - vy % Ve
v, - E%Z v 0 E%Z vl o o - v (4.17)
Vs 0 ° Vs 0 0 0
Ve v 0 "3 %] s 0 | 0

Nous allons maintenant illustrer le théoréme principal de notre travail, i savoir :

Pour un systéme différentiel d'Euler-Lagrange, si VQ et VR sont
deux symétries d'évolution variationnelles du systéme et B une loi de conser-
vation associée a vgp par le théoréme de Noether, alors pr VQ(B) est une loi
de conservation pour le méme systéme, qui est équivalente & une loi de conservation

associée a2 la symétrie variationnelle [vQ,vR].

Considérons la loi de conservation v, associée 3 la symétrie variationnelle v,

ou, de manidre équivalente le courant conservé N2

x_ 1.2, 1 a2
Ny =29 ¥ 57 %
Ny
t—_
N2 = “t ux
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3

15 : sde 3 = - e [ -
Le champ d'évolution associée a vy est Y2 w35 d'ol les compo
santes du nouveau courant conservé pr V2Q(N2)
' _ _atl
N2 Uty U Uxx
Né = pr VZQ(NZ) . (4.18)

Comme [vz,vz] = 0, vérifions que Né est équivalente a une loi de

conservation associée 3 0O donc que Ni est équivalente 2 O ou encore que Ni

est une loi triviale.

Le calcul de div Ni = DxNix + DtN'zt nous donne

. ' - o _.a
div NZ “xx(utt uxuxx) + Uy Dx(utt ux“xx)

=u b+ uxDx(A) = Dx(“x A).

Ainsi div Ni = div Cz ol C2 est un vecteur sur la base de compo-

u_xA

X . . : s

santes { . C2 apparait donc comme une loi de conservation triviale pour
0

le systeme différentiel A(u) = O ; elle est de deuxiéme espéce et div(Né-Cz) =0

donce Né est équivalente 3 CZ' Finalement, on obtient bien :

Né loi de conservation triviale.

18 i s = = ?—— 1 ot
Le champ v, est un champ d'évolution : VAQ v, t 34 d'olt les

composantes du nouveau courant conservé pr VA(NZ)

N, =pr vh(NZ) , (4.19)

Comme [VA’VZ] = 0, vérifions que Ni est une loi triviale. Or



X + £ - = ' :
; + Dt NA =y v, E Q. Done “4 est bien une loi triviale de

[}
div Nh DxN tx .

premiére espéce.

: - u 2 d'ed .
Le champ d‘évolution associé a A est Veq ==-u = d'ot les cempo

santes du nouveau courant conservé Ppr VGQ(NZ)

cu gy
tx x ttt

Né = pr V6Q(N2) I . (4.20)

Ut Mee %

Comme [vb’VZ] = 0, vérifions que Né est une loi triviale.

: .
Or div N6 utx(u

Dt(ux A)

a a
S0 T 0P (U )

o

]

div C6 ol C6 est un vecteur sur la base de composantes (
u_x4a

X
C6 étant une loi de conservation triviale de deuxiéme espéce et Né

étant équivalente a C6 on obtient donc
Né loi de conservation triviale.

On pourrait procéder de méme avec les autres lois de conservation

NA’ N5 et N6 en leur appliquant les symétries variationnelles VysVysVs et vg.

Cependant, nous allons terminer 1'étude de cet ex le en montrant que
emp q

1'hypothése de symétrie variationnelle est indispensable & la validité du théoréme :
le résultat énoncé est faux en général si on ne ptend'que des symétries du systéme

différentiel |

On va donc considérer les lois de conservations N2’ NA' N5 et N6 res-

pectivement associées aux symétries variationnelles VZ’VA’VS et Ve et calculer
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les nouvelles lois de conservation obtenues & partir de Ni (i = 2,4,5,6) en

appliquant pr le ou pr V3Q.

N B S I = (oqy - B2 a_
vpmRgt gt P vt (Ot g ted g
3 3 e F)
S R - _ 3
V3 Staptug D= trzgtu))

Le calcul des nouveaux courants conservés nous fournit les résultats

suivants :
s B e )-u (BRu i b SRea )
pr le(N2)=N12= (4.21)
t“t(uxﬁmxx + 9;—2t ) + uy (xu + -%2 ug + %—2- tutt)
:H'(u + lzutu ) +u (ﬁz-ut+ %— atutt)
prV3Q(Nz) =Ny, = (4.22)
_ut(ux+ % ututx) (E’l Ye + % ututt:)
E/t ug(uxh{ u  * ﬂzz- t utx)
pr le(NA) 7= Nllo =; €4.23)
u, - t(x ut %2— t utt)

a a
- + 5t
t‘.u(ux Ztw )

pr vy (N,) = Ny, (4.24)

-u+t(u-t+9tn )

N
t
(ad



pr vy {Ng) = Nyg = (4.25)

pr v3Q(N5) = Nyg = (4.26)

at+2 a+2 a at+2
a+l (xutx + 2 tutt + 2 ut) uxut(ux+xuxx+ 2 t utx)

pry, (NI = N = (4.27)

ua+1

X at2 at2 at+2
b+l (ux+xuxx+ 7t utx) + ut(xutx+ 5o tu + 5 ut)
p a+l

u
a 1 pS a+2
(ux+ 2t utx)utux ey Z U t

tutt)

nie

P Vg () = Nyg= (4.28)

a at2
La+l KT 2By T u (Tt

TES
+
=
-

tt

Ayant déterminé ces nouveaux courants conservés, nous montrons alors que
ces courants sont équivalents aux courants conservés déja obtenus a savoir

NZ' NA’ N5 ou N6 .mais qu'ils ne.suivent pas le procédé de construction i savoir

celui que 1l'on obtient en travaillant avec des symétries variationnelles, en

supposant o ¥ 0 et o # -4.

De fagon plus explicite ; nous obtenons :



( Njg ™ - 5, R

N, v - (et)) N, ; Ny, v N, (4.29)
{ Nig v -7 Ns 5 Nyg v Ny

N16 N -(otl) N6 5 N36 ~ (a42) N6

Si les symétries vy et vy étaient des symétries variationnelles de

1'équation nous aurions dii obtenir

le loi triviale (car (vl,v3] =0 et a# 0).

N32 loi triviale (ecar [v3,v2] =0 et o # -4).

De cette derniére étude, nous pouvons tirer deux conclusions :

* L'hypothése sur la symétrie variationnelle est absolument indispensabe
pour la validité du théoréme ; une symétrie de 1'équation est insuffisante.

% v étant une symétrie de 1l'équation Au = 0, mais non variationnelle
et N étant un courant conservé, associé par le théoréme de Noether, & une sy-

métrie variationnelle nous avons le résultat suivant :

Pr vQ(N) ~ N pour v = v (4.30)

1°V3
N = N2’N4’N5’N6
Nous pouvons résumer les résultats obtenus pour cet exemple sous forme
de deux tableaux ; un pour les symétries ' variationnelles du systéme et un pour

les symétries du systéme Au = O.



Tableau n°1 : Symétries non
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variationnelles :

N
pr VQ(N) N, N, N, N
| L a2 - @
v, 2 N2 (a+1)Nn -3 NS -~ (a+l) N6 OO
v atéd
3 > N2 N4 N5 (a+2) N6
soit pr vQ(N) N,
Tableau n°2 : Symétries variationnelles :
pr vo(g) N, N, Ng Ng
vy loi triviale loi triviale loi triviale loi triviale
V4 loi triviale loi triviale loi triviale NS
Vs loi triviale | loi triviale | loi triviale | loi triviale
Ve loi triviale NS loi triviale | loi triviale
soit pr in(Nj) ~ Nij ou Nij loi de conservation associée a [vi,vj]
pour i = 2,4,5,6
j=2,4,5,6

(4.32)
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APPENDICE.

Pour 1'étude de ce premier exemple, nous avons utilisé un article de

Vinokourov et Nourgalieva intitulé : “"Une base de lois de conservation' [15].

Dans cet article, 1'expression donnée pour la transformation de Legendre
FL(u ; v) est la méme que celle que 1'on trouve dans les articles de Khamitova

[5] et d'Ibragimov {4]. Plus exactement, c'est ce que les auteurs appellent 1'opé-

rateur de Noether appliqué au Lagrangien.

Nous avons calculé dans un premier temps les symétries, puis les symé-
tries variationnelles de 1'équation, puis les lois de conservation associées grice
aux théorémes énoncés aux chapitres précédents et nous avons pu ainsi vérifier que
nous retrouvions les mémes résultats que dans 1l'article original. Ceci nous permet-
tait ensuite de former le tableau des crochets des champs de vecteurs de l'algébre

de Lie Lﬁ; des symétries ordinaires de 1'équation.

Dans une derniére partie, nous avons voulu illustrer le théoréme (3.2)

sur cet exemple : nous avons donc calculé pr vQ (Nj) pour vQ appartenant a f%

1 1

et Nj une loi de conservation associée & une symétrie variationnelle par le théo-
réme de Noether.

Nous avons ainsi mis en évidence que 1l'hypothése de symétrie variation-
nelle est indispensable en calculant explicitement les nouvelles loi obtenues
pr in(Nj) pour VQ. symétrie ordinaire mais non variationnelle de 1'équation.
Ces résultats sont r;sumés dans le tableau n°l.

Le tableau n°2 permet de voir qu'appliquant une symétrie variationnelle

a une loi de conservation déja connue, on n'obtient que des lois triviales sauf

dans deux cas ou l'on retrouve une des lois Nj déja calculées. Le calcul a été
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fait de facon compléte, pour trouver de maniére explicite les lois triviales qui

sont toutes de deuxiéme espéce.

Toute cette dernidre partie n'apparait pas dans 1'article de référence.

Vinokourov et Nourgalieva calculent seéulement, dans le cas Nj = N2 les nouvelles

lois pr vq (NZ) mais ne signalent pas qu'elles sont triviales.
i

Enfin, on peut y signaler une erreur d'imprimerie dans la premiére
composante de la loi le = pr vy (NZ) ol un signe "moins' apparait a la place

1
d'un signe "plus".
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B. EXEMPLE II : L'éguation des ondes courtes :

On considére ici 1'équation des ondes courtes sous sa forme réduite :

uyy + Z“xt - 2(x+ux) L + 2k u = 0 (4.33)

ol k est une constante réelle.
Ici le fibré F est IRXIR3 de base IR3 ; la base est munie des
coordonnées (x,y,t), et la fibre-type IR est munie de la coordonnée (u).
L'opérateur différentiel scalaire considéré est d'ordre 2 sur F et

pour toute section u de F :

a(w) = uyy + 2uxt + 2kux - 2(x+ux)uxx

I1 dérive d'un Lagrangien L sur F d'ordre 1 : aA(u) = %% (u) pour

(2k+1)t

toute section u du fibré et, on a , au facteur intégrant e prés :

e2(k+1)t (u

_ 13_ .2, 1.2
L(u) = e Vg T3 U T Xy + 7 uy). (4.34)

Le systéme A(u) = O est un systéme totalement non dégénéré. En effet
1'équation considérée est de type Kovalevskaya puisque on peut la mettre sous la

forme

u = ~2u_. -2k u + 2(x+u)u
x %’ X

Yy Xt x

Le systéme étant analytique, il est alors localement résoluble, en uti-
lisant une conséquence du théoréme de Cauchy-Kovalevskaya. De méme, tout prolonge-
ment de cette équation-différentielle est aussi un systéme de type Kovalevskaya qui
est analytique, :donc & pouveau, localement résoluble.. .

Tout prolongement du systéme initial est de rang maximal. En effet on

(2)

considére, pour £ quelconque, le prolongement d'ordrel £ noté A qui est un

opérateur différentiel de I gans ™ ou N = E C§+2 . A(z)(u) =0 re-
k=0
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présente le systéme (DJ(A (u)))J ot J est un multi-indice (il,iz,i3) vérifiant

0 |[Jf 5 2. A(l)(u) = 0 est donc formé par N équations différentielles.

Le rang de la matrice jacobienne associée a 1'opérateur A(E) est
J
maximal (soit N) car le systéme différentiel est de type Kovalevskaya donc %ﬁ— =1
1

dés que I = J+2e3 ot eq = (0,0,1) avec u_ =u_.

ey y
Ainsi tout prolongement de l'équation différentielle A(u) = O est bien
de rang maximal et 1'équation initiale des ondes courtes est donc totalement non

dégénérée.

Rechenche des symétrnies ondinaines de £'équation :

Soit v un champ de vecteurs généralisé sur F, symétrie de 1'équation

A(u) = 0 : (pr v.A)(u) = 0 pour toute section u solution de 4(u) = 0, v s'écrit:

ve ] 4 Pt S et ol 5

et sa forme d'évolution v

Q H
vg = Qlu] 35 = (n-e¥u-euefe) S

Sur les solutions de A(u) =0 ; pr v-A(u) =0 <=> pr q A(u) = 0. D'oit 1'équa-

tion déterminant les symétries généralisées de 1l'équation A(u) =0 :

*) Qpy ¥ 20 + 20ku, )Q, - 2(xtu )Q,, =0 (4.35)

pour toute section u vérifiant A(u) = 0.
Si on recherche les symétries ordinaires de 1'équation, £x = Ex(t,x,y,u)

£ = Yzt £ - Et(X.y,tm). n = n(x,y,t,u) et Q= n-&xux-zyuy-itut-

On calcule alors Qx’Qxx’th’ny et on forme 1'équation déterminante (%)

qui nous fournit par suite un systéme d'équations aux dérivées partielles ol les

inconnues sont les fonctions n,Ex,Ey,Et. La résolution de ces équations (qui ne
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sont pas toutes indépendantes) donne :

a) | pour k#2, k#

1
7

a
' 2., . -
Q= aju, + [azx+u (t)y-x(t)]ux + [2 y p(t)]uy 2 aju (4.36)

3

+ T (0" (O Txy-[x(0)4x" (1x - = 4 (' () + v 4 (x(t)

+ Aty + oft)
avec a,,a, constantes, u(t), x(t), A(t), o(t) fonctions arbitraires de t et
dk désigne l'opérateur vérifiant pour toute fonction £(t) :

d (£(£)) = £(t) + (k1) £'(t) + kf(t)
et donc on obtient la forme générale des symétries ordinaires de 1'équation des
ondes courtes :
v =a, & - lajxhnt (D)y-x(D)] & - 2 y - u(e)n & (4.37)
1 3t 2 3x 2 dy )

- —-— - 1y - 13 ' 2 3.
+ ( 232“ + (u'+u™)xy - Oebx'x 3y dk u' +y dkx + Ay + o) F

Les symétries ordinaires forment donc une algébre de Lie de dimension

infinie dont les générateurs sont :

1) pour a;=-1, a, =0, u(t) = x(t) = A(t) = o(t) = 0 on obtient
v o= = (4.38)

2) pour a;=-9, a, = 4(k+1), u(t) = x(t) = A(t) =o(t) =0 on

obtient :

=93 . 3 . 3 . 3.
vi =93¢ 4(k+1)x ax - 2(k+l)y 3y 8(k+1)u P (4.39)
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3) Pour a, =a, = 0, x(t) = A(t) = o(t) = 0 on obtient
3 3 v 3
= - y! 2 °_ ty - 1y12.
v, W' (tly 35 + u(t) 3y T [u'+u")xy -3~ 4, u")]gm (4.40)
On notera dans la suite, u étant une fonction arbitraire du temps, v, = vz(u).

4) pour a., = a

1 2 =0, u(t) = a(t) = o(t) = 0 on obtient

vy = x(t) %; + [-(xtx")x + yzdkx] %; = V3(X) (4.41)

5) pour a, = a, 0, u(t) = x(t) = o(t) = 0 on obtient

- 3.
v, =AY o vA(A) (4.42)
6) pour a; =a, = 0, u(t) = x(t) = A(t) = 0 on obtient
Ve = 0 & = v (o) (4.43)
5 3u 5 '

En conclusion, 1'algébre de Lie dz‘ des symétries ordinaires de 1'équation des
ondes courtes est de dimension infinie.

Dans le cas ot k # 2 et k # %, une base est formée des champs de
vecteurs {vo,vl,vz(u), v3(x), VA(A), vs(a)} ot u,X,A et ¢ sont des fonctions

arbitraires du temps t.

b) pour k=2ou k= %

La caractéristique Q de la symétrie d'évolution ordinaire de 1'équa-

tion des ondes courtes est de la forme :
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Q= -9a(t)ut + {[4(k+1)a-3a'+c]x + [3a"-(k+1)a']y2 + u'(t)y-x(t)}ux
+ {[-6a'+2(k+1)a+ %]y-u(t)}uy + [-8(k+1)a-(3a'+2c)]u

2
+ [-3a"+(4k-5)a'] %— + [3a"'+(2-k)a"-(k+1)a']xy2 + (u'+u')xy (4.44)

4

- (x#tx'Ix - % y (34"'+2(k+1)a"'-(kz-k+1)a"-k(k+l)a')

- 370 4" + ¥24,00 + Ay + o)

avec c constante et a(t), u(t), x(t), o(t) fonctions arbitraires de t.

On remarque que pour a(t) = constante = a on retrouve la forme géné-

rale de la caractéristique Q obtenue pour k # 2 et k # % ; il suffit de poser

a; = -%9a

a, = 4(k+1)a+c
Ainsi dans le cas k = 2 ou %, 1'algébre de Lie AF des symétries or-
dinaires de 1'équation des ondes courtes contient la précédente algdbre de Lie .
0% est engendrée par les précédents champs de vecteurs vo,vl,vz,v3
v, et v, auxquels s'ajoute ve obtenu pour c¢ =0, up(t) =x(t) =0
A(t) = o(t) =0 et a = a(t) fonction arbitraire de t.

vg = vgla(t)) = 9a(t) o+ ([-4(kt1)at3a’1x + [(ktD)a'-3a"1y7) L
+ {[6a'-2(k+1)aly} -g—; + {(-8(k+1)a-3a')u + %— (-3a"+(4k-5)a') (4.45)

+ xy?(3a"+(2-K)a"-(iet1)a')- £ y*Gam #2(k+1)a"(k2-k+1)a"-k(k+1)a' )} &

Rechenche des symétnies variationnefles de £'équation :

Les symétries variationnelles ordinaires de 1'équation des ondes courtes
forment une sous algébre LfL de l'algébre de Lie des symétries ordinaires de 1'équa-

tion.
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Le calcul nous montre que seul v, n'est pas pas une symétrie varia-
tionnelle.

Ainsi dans le cas général k # 2, k # %, 1'algébre de Lie Jgi des
symétries variationnelles ordinaires de 1'équation est engendrée par Vis Vo Vg,
—

Vi vS et dans le cas k = 2 ou 70 L est engendrée par vl,vz,v3,v4,v5,v6.

Recherche des Lois de conservation

L'équation des ondes courtes étant une équation d'Euler-Lagrange, le
théoréme de Noether nous fournit une forme explicite des lois de conservation vy
associées aux symétries variationnelles v, pour i=1ah5.

La base étant IR3 orientée par 1'élément de volume w = dt A dx A dy
nous associons a toute loi de conservation v qui est un opérateur différentiel

*
sur F & valeurs dans AZ(T IR3), et qui s'écrit donc :

Wu) = vldx A dy + vzdt A dy + V3dt A dx, un vecteur N, appelé vecteur courant
conservé associé a v, de composantes Nt = -Vl H N*= V2 H N = -V3.
L 1
cas général k # 2, 3
3 3 3 I
1) vy 9 Py 4(k+1)x I 2(k+1)y 3y 8(k+1)u P
Le vecteur courant conservé N1 a pour composantes :
t . 2(k+1)t
Nl 9L + QI u,
2(k+1)t _ 2
Ny ={ N] = -4(k+])x L + e Q, (u, -2xu_-u)) (4.46)
W o= 2(ktl)y L+ 2D o
1 17
. . X _ 2(k+Dt o1 3_ .2 1 2 .
ot L désigne le Lagrangien L =e (utXux 3 U, T X + 3 uy) et Q1 dési

we

gne la caractéristique du champ d'évolution Ya associé a vy

1
Q1 = -8(k+l)u - 9ut + 4(k+1)x uy + 2(k+1)y uy



2)
vz.L = div BZ

Le
N, = Nz(u)
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vy = sty 4w &4ty - 3 y0au e vyw
Q2T gy = B;

ol B, = e2(k+1)txu((u"‘-u"-2u')xy - % y3dku") = B;
e2(k+2)txu((u'+u")x-y2dku') =B

vecteur courant conservé N2 a donc pour composantes :

_ e2(k+1)t

N§ = 2(kt1)t Q u, u y(u'+o")

N = S2(k+1)t Qy(u,-u2-2xu ) - [(w'(t) yIL - B}
y o 2@kt _ gy

Ny =e 02(“y) +u(t) L - By

ou Q2 désigne la caractéristique du champ d'évolution associé a vy

3)

.L = div B

V3 3

g, = (u'+u")xy - % y3 4 u'+ w'(t) yu - u(t)uy

3 2 3
vy = x(t) 57+ [-0cx")x + ¥ dpx] 37 = valx) et

B = - 20D ()

! B3 = B; = ez(k+1)tu[(2x+x'-x")x + yzdkx']
y _ 2(k+1)t
B3 = e u 2y dkx

et le vecteur courant conservé N3 a pour composantes :

Ny = Ny(0) =

= 2(ktl)Ey
= 2(k+1)t

2(k+1)t u

N uy + O#x') e

2
Q, [ut-ux-qux] + x(t) L - B§

e2(k+1)t

N

t
3
X
3
Ng = ez(k+1)t03 ug - 2y di(x) u

ou Q3 désigne la caractéristique du champ d'évolution associé a vy

2
= - t -
03 (xtx')x +y dkx x(t) u

et

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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4) v, = at) y g—u = vb()\) et v, -est un champ d'évolution

v, = VQA ot Q, = A(t)y

t_
B4 =0 .
v,-L = divB, avec B, ={B} = A'y Q2 (4.51)
8 = 82(k+1)t u
4
Les composantes du courant conservé N 4 sont donc
t _ 2(k+1)t
N4 e QA “x
_ _ L 2(k+1)t 2 .
N, =N QN =e Q, [u-u;-2xu] - B (4.52)
Y 2(k+1)t o qy
\\NA e szuy BA
5) ve = o(t) & = v (o)
5 du 5
t _
B5 =0
_ . _ - _ X _ 2(k+1)t
vy = vQs ol Q5 = g(t) et v5.L div B, avec Bs B5 clue
y =
B5 0
Le vecteur courant conservé N5 a donc pour composantes
t _ 2(k+1)t
N5 =e QS u
x _ 2(k+1)t 2 o, 20kt
Ny = Ns(a) N5 =e (25(ut u qux) c'u e (4.53)
VA 2(k+1)t
N5 e Q5 .

6) Dans le cas particulier -k = 2 ou k = %, aux vecteurs courants con-

servés N N2’ N3, NA, N5 s'ajoute N6’ vecteur courant conservé associé a v6.

1?



= = a_
vg = v6(a) 9a 3t
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+ {[-4(k+1)at3a’ Ix + [(k+1)a'-3a"]y’} %;

2
+ {6a'-2(k+1)a}y g—y + (-(8(k+1)a+3a")u + 3 (-3a"+(4k-5)a")

+ xy2(3a™+(2-k)a"- (k+1)a') - %y“(a""+z(k+1)a"' - (k%-k+1)a"-k(k+1)a')} g;

et v6.L = div 36

(B =

y
By

\

{~-x(3a"+(5-4k)a') + y2(3a"'+(2-k)a"-(k+l)a')}e

- %u (3a™+8(k+1)a')} u

- k(k+1)a")} e

avec

2(k+1)t

= (- 2 am(a + Da" + 2(5-4K)a")

+ xy%Ba""-(4+k)a"' + (k-5a" + 2(k+1)a')

- % vA (32" 2(k+1)a"™ - (kZ-k#1) a™ - k(k+1)a') (4.54)

e2(k+1)t

{2xy(3a"'+(2-k)a"-(k+1)a' - 2 y3(3a""+2(k+1)a"'-(kz-k+1)a"
3

2(k+1)t

D'ol les composantes du vecteur courant conservé N6

t
Ne

= X -
B6 = Nﬁ(a) N6

Y =
Ng

Nous

= 2kt Qg u, +9al - B (4.55)
20kt Qg (u,uZ-2xu ) + L{(-4(k+1)at3a")x + ((ktl)a'-3a")y%)
X
- B6

2Dt o uy + L{(6a'-2(k+1)a)y} - B

avons donc déterminé les lois de conservation assocides aux symé-

tries variationnelles ordinaires de 1'équation des ondes courtes. Comme les symé-

tries variationnelles (odinaires) Vis Vs Vg Vi, Ve, Ve engendrent 1'algédbre de

~

Lie de des symétries variationnelles ordinaires de 1l'équation des ondes courtes,

toute loi de conservation associée i une symétrie variationnelle ordinaire s'écrira

donc, a équivalence prés, comme combinaison linéaire des lois de conservations

Nl’ NZ’ N3, Nb’ NS’ N

6
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Cependant, nous allons voir que le théoréme principal permet de réduire le nombre
de lois de conservations nécessaire pour engendrer toutes les lois de conservation

associées & une symétrie variationnelle ordinaire.

Formons d'abord le tableau des crochets de champs de vecteurs de

A ol A
1'algébre de Lie 7 (qui contient 1'algébre de Lie ‘1i‘ des symétries variation-

nelles ordinaires de l'équation des ondes courtes dans le cas général k # 2 et
q'

1
k # E)'

K': .
§§§=:zr’/

[Vi’vj] v, vz(u) V3(X) VA(X) vs(a) v6(a)

vl 0 vz(ul) V3(X1) v4(xl) VS(OI) v6(al)
vy (u) "’2(“1) 0 v, (3;) 0 0 -vz(uﬁ)
v4(x) -va(x,) v, (%) 0 0 0 -v4{xq)

(4.56)

v, (2) v, () o 0 0 0 v, ()
vs(o) -vs(ol) o 0 0 o} 'V5(06)
vela) velay) [ valug) | valxg) | vy(xg) | vs(og) 0
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avec
u(e) = 9u'(e) + 2(k+ule) | w () = u(t)  [2(k+1)a(t)-6a'(t)] + 9a(t)u'(t)
x1(8) = 9x' () + 4Ck+D)x(t) | xo(t) = x(t)  [4(k+D)a(t)-3a'(t)] + 9a(t)x'(t)
Al(t) = 9x'(t) + 6(k+1)A(t) Aé(t) = A(t) [6(k+1)at9a'(t)] + 9a(t)Ar'(t) (4.57)
ol(t) = 90'(t) + 8(k+l)o(t) cﬁ(t) = og(t) [8(k+l)a(t)+3a'(t)] + 9a(t)o’(t)
a;(t) = 9 a'(t) Ag(e) = x(edu"(e)-x "' (t)u' (£)-2u(t)d, x(t)

Montrons, pour conclure 1'étude de cet exemple, que N, suffit a engen-

1
drer toutes les lois de conservation associées & une symétrie variationnelle ordi-

naire, ceci a équivalence prés. En effet, pour i = 2,3,4,5,6 nous avons

(v;(g))wvy] = -v,(£,)

et By =M 5 By =X ;3 B,=X ;5 g =0 ; g ™a.

Donc on sait que pr in(si) N1 est une loi de conservation (ou courant conservé)
pour 1l'équation des ondes courtes, qui est équivalente & une loi de conservation
associée a la symétrie variationnelle [vi,vl] . Or [vi,v1]= -vi(fi) ; donc la loi
de conservation associée par le théoréme de Noether a [vi,vl] est équivalente

a Ni'

Ainsi on obtient le résultat suivant :
pr v (N,) ~ -N,(f,) pour i = 2,3,4,5,6 (4.58)
Qi(gi) 1 s et 1

ol 8 est une fonction arbitraire du temps et fi une combinaison linéaire de

g et g; a4 coefficients constants.

En conclusion, les symétries variationnelles ordinaires de 1'équation
des ondes courtes ayant été calculées, il suffit de déterminer N1 (loi de conser-

vation associée & v, = 9 3

3 3 3
1 T 4(k+1)x Frell 2(k+1)y ay 8 (k+1)u 7 ) pour
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obtenir, a équivalence prés, les autres lois de conservation N2, N3, Nh’ NS’ N6
respectivement associées a v2, v3, vb, vs, v6, et donc toutes les lois de conserva-
tion associées 3 une symétrie variationnelle ordinaire. En effet, ayant obtenu
Ni(fi) par le calcul précédent, on peut alors trouver N, = Ni(gi) puisque

fi(t) =9 gi(t) + aigi(t) avec a, réel et les fonctions utilisées étant C ,

1'équation différentielle posséde toujours une solution.

Nous pouvons vérifier, dans un cas particulier, 1'équivalence
pr in(Nl) ~ Ni

pour i =5, Vg = o . v et [vs,vl] = -vs(al) ol o, = 90' + 8(k+l)o.

Le nouveau vecteur courant conservé associé a -vs(al) = [vs,vl] que

1'on notera Ns(ol) a pour composantes :
- ez(k+1)tux(8(k+1)o+90') = Ni(o,)

20Dt 2

N(o,) = o, -u2-2i )(8(k+1)0490") + 2t (5 (kt1)0"490™) = NX(o,)

: e2(k+1)tuy(3(k+1)o+90') = N§(°1)

Le calcul des composantes du vecteur courant conservé pr VQ:(NI)

nous fournit :

t o 2kt

( NSl ux(8(k+1)o)
N;l = e2(k+1)t{'8(k+l)o'u-[8(k+1)o+180']ut (4.59)
pr vy (N)) = Ny =¢ + [8(cH)o+90" Tu2 + 2[8(kH)o+90' Tx v,
5
+ 2(k+l)yo'uy}
Ugl - -eZ(k“)t{(a(kﬂ)awo')uy + 2(k+)o'y u )

Ainsi la différence des deux courants conservés a pour composantes
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J‘A;l = ez(k+1)t 90'ux
ez(k+1)t {o'(-gut+2(k+l)y “y - 16(k+1)u) - 9o"u}

l Y . g2(ktDt .
45, e 2(k+l)y o u,

- _ X
85y = Ngy-Nglo)) = 4 4g, =

et un calcul immédiat nous montre que div AS1 = 0 donc ASl est une loi de conser-
vation triviale de ler espéce et par conséquent Ng, =prv, (N,) et N.(c,) sont
QS 1 571

deux lois de conservation équivalentes.

Conclusion : Cette étude de 1'équation des ondes courtes nous a permis de

constater que 1'on pouvait réduire le nombre de lois de conservation (associées a

des symétries variationnelles d'un systéme d'Euler-Lagrange) calculées & partir du

théoréme de Noether, nécessaires pour engendrer, a équivalence prés, toutes les

autres lois de conservation associées & une symétrie variationnelle.
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APPENDICE
Dans cet exemple, nous nous sommes inspirés d'un article de R.S.
Khamitova intitulé : "Structure de groupe et base de lois de conservation™ (5] .

L'expression de la transformation de Legendre FL(u ; v) est la méme
que celle qui apparait dans l'article de Vinokourov et Nourgalieva que nous avons

mentionné dans 1'appendice du premier exemple.

De méme que dans 1'exemple précédent, ayant calculé de maniére explicite
les symétries, puis les symétries variationnelles de l'équation des ondes courtes,
nous avons pu vérifier que nous retrouvions les mémes résultats que ceux parus dans
1l'article original.

Dans une deuxiéme partie, nous avons effectué le calcul des six lois de
conservation associées aux symétries variationnelles de 1'équation, de facon a
déterminer un ensemble de générateurs pour les lois de conservation.

Ces calculs n'ont pas été faits dans l'article de référence excepté

celui de la loi de onservation N1 associée 34 la symétrie variationnelle v

1
R.S. Khamitova indique seulement les expressions des vecteurs Bi vérifiant
vi.L = div Bi pour i = 1,2,3,6.

On peut d'ailleurs signaler une erreur d'imprimerie dans la deuxiéme composante
Bg ot manque le coefficient multiplicatif .

Pour prouver que N1 suffit a engendrer, & équivalence prés, toutes
les lois de conservation, nous avons formé le tableau des crochets des champs de
vecteurs de l'algébre de Lie dfi des symétries variationnelles de 1'équation.
Les champs de vecteurs vy de 1'algébre de Lie 571 dépendent de fonctions arbi-

traires du temps et les crochets de Lie de la forme [Vi’vj] dépendent aussi de
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nouvelles fonctions arbitraires que nous avons exprimées . en fonction des premiéres.
Ces relations entre les fonctions arbitraires précédentes nous permettent de mon-
trer que 1'on peut effectivement calculer toutes les lois de conservation, & équi-
valence prés, a partir de Nl' La preuve réside essentiellement dans le fait que les
fonctions étant G, la connaissance de Ni(G(t)) permet de déterminer Ni(H(t))
ou H(t) vérifie une équation différentielle du premier ordre, & coefficients cons-
tants, dont le second membre est G(t).

Nous terminons alors notre étude en vérifiant sur un cas particulier
que pr st(Nl) permet d'obtenir le vecteur courant conservé N,.
Toute cette partie est, elle aussi, complétement nouvelle par rapport a l'article
de R.S. Khamitova qui indiquait seulement que N1 permettait d'engendrer toutes

les lois de conservation de 1'équation des ondes courtes.
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C. EXEMPLE 111 : L'équation de La dynamique des gaz transsonigue :

Considérons ici un autre exemple pris 2 la Physique : 1'équation de

la dynamique des gaz transsonique.

wu T 2utx + uyy + uw,, = 0 (4.60)

Le fibré F considéré ici est IRXIRA de base IR4 ; la base est munie

d'un systéme de coordonnées (t,x,y,z) et la fibre-type IR est muni de la
coordonnée (u).
L'opérateur différentiel scalaire d'ordre 2 sur ¥, noté A est défini

pour toute section u de F par

au) = ey tu, -uwu. - Zutx = 0.

L'équation différentielle A(u) = O dérive d'un Lagrangien L sur F
d'ordre 1. Pour toute section u du fibré F, 4a(u) = %% (u) et dans une carte

adaptée, 1'expression du Lagrangien L est donnée par :

2
ut -
y

ul (4.61)

38 L

2
3

o=

1 3
L{u) g U U,

Le systéme différentiel A(u) = O est un systéme différentiel totale-
ment non dégénéré.
en effet, 1l'équation est ici encore de type Kovalevskaya puisque on

peut la mettre sous la forme

u,_=-u__+uu_+2u_ .
22 vy X XX tx

Le systéme est analytique donc localement résoluble en utilisant un
corollaire du théoréme de Cauchy-Kovalevskaya.
De méme, tout prolongment de cette équation différentielle fournit aussi un systéme

de type Kovalevskaya, qui, étant encore analytique,est donc localement résoluble.
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Montrons maintenant que tout prolongement du systéme initial est de rang

maximal. Pour cela, nous considérons le prolongement d'ordre & de 1lféquation

noté 8% qui est un opérateur différentiel de JZTYF dans TR o
£
_ k
N = Z Cige3°
k=0

A(l)(u) = 0 représente le systéme (DJ(A)(u))J formé par N équa-

tions différentielles distinctes, avec J multi-indice (11,12,13,14) vérifiant

,®

0 < {J| € ¢. Le rang de la matrice jacobienne associée & 1'opérateur est ma-

ximum (soit N) car le systéme différentiel est de type Kovalevskaya donc pour
J

du

J un multi-indice fixé tel que 0 < |J| < £, on aura T
(J+2e,)

=1, ol

= (0,0,0,1) et u, =,

e
4 4 z

Ainsi 1'équation de la dynamique des gaz transsonique est bien totale~

ment non dégénérée.

Recherche des symétnies de £'équation :

Soit v un champ de vecteurs généralisé sur F et v_ sa forme

Q

d'évolution ; v est de la forme :

v gtal B v ) S ) S0 ] 4 ntel 5
et

Vo= Qful g; ot Q=n -~ Etut - Exux - Eyuy - Ezuz

v est une symétrie de A(u) = 0 <=> vQ est une symétrie de 4(u) =0
<=> (pr Vo A)(u) = O pour toute section u
solution de A(u) =0,

d'oit 1'équation déterminant les symétries généralisées de 1'équation 4a{u) = 0

Q. +Q -uQ -2 -u Q =0 (4.62)



pour toute section u telle que
tries ordinaires, on a donc :

t

£ = Et(t,x,y,z,u)

;
£% = £%(t,x,y,2,u) et

on calcule alors Qx’ Q

xx’ th
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A(u) = 0. Se restreignant maintenant aux symé-

X

£X = £%(t,x,y,2,u) £ = e7(t,x,y,2,u)

n= ﬂ(t,x,y,z,u)

et on forme 1'équation déterminante qui

» ny’ Q
nous fournit par suite un systéme d'équations aux dérivées partielles od les incon-

nues sont les fonctions n, Et, g5, g7, £®

Simplifiant les écritures, nous poserons Q = Aut+Bux+Cuy+Duz+E ol
A,B,C,D,E sont des fonctions de t,x,y,z,u.
Le calcul de Qx’ Qxx’ th, ny et QZz nous donne :
3E aA 3B , 3E aC app 3A 2 3B ac
a) Qx x + Yt Bx ax x(ax Bu) + “y ax 7 Yz Bx tu Uely 3u tu Y% 3u + ux“y du +
aD
+uu —+ u, A + u B + u C + u_ D.
X 2z du XZ
2 2 2 2 2
%R, % 3°E_ , 3°B a%c, , aD
R Rl My M~ v )+“ ol V22
9x ax Ix
tuou (2 axau)+““(2 e+ ue,Q o)
2 2 2 2 2
RRTOR e T R IR & SN
%" 9xdu 2 tx ,2 X , 2 X 2
du du du du
2 3% 2A ac
+tuu, — 4+ x (2 3;)4» (2——-+-—)+ y(2 a_x)
du
3A 3B
+ - -
Yx (2 ) + U ¥ x ) + UxYtx 2 aul f UxUgx & du
3c 3D aC aD
+ 2 au) + uxuxz(2 Bu) + uyuxx au © “z%x 3u
+Au +Bu + Cu +Du .
txx XXX XXy XXz
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c) Par symétrie, on obtient immédiatement ny et Q

zz
2 2 2 2 2 2 2
3 E 3°E A 3"E 3°B a’C 3°D
4) th atax + ut(axau + atax) + ux(atau + atax) + uy atax + Y, 3tax
2 2 2 2 2 2
2 37A 3”A 3B 3°E a’c 3°D
+ Yt 3Ix3u + Y ux(atau * 3xdu + au2) + utuy dxdu + YUYy 3xdu
+ u2 QEE— +uu aZC +uu QEQ_ + uzu QEA +uu QEE
X 9tdu x y 9tdu X z 8tdu tx , 2 tx ,2
du u
2 2
a%c 2D 1N 3A , 3B, 3E
+ utuxuy au2 + Uplyly 2 2 U Ix + utx(at + 3x + Bu)
ac aD 3B ac 3D 2
uty Ix + Ytz 3x + Yxx 3t + uxy at * Yxz 3t + Uelex 2 au)
9B 3A 9B aC
+ Uxlex @ Bu) + U<Utt 3u + utuxx(au) + uxuty du
aD C )] C aD
+ Utz du + “tuxy du + YtY%z 3u + “yutx du + U2%tx Bu
+ uttxA + “txxB + “txyc + LA
On forme alors l'équation déterminante soit :
ny + sz N uxQxx - thx - “xex =0
pour toute section u vérifiant u _+wuw _-uwu - 2u,_ = 0.
vy k44 X XX tx

Comme les fonctions A,B,C,D,E et leur dérivées partielles ne font
intervenir que les variables t,x,y,z et u, 1'équation déterminante nous fournit
un systéme de 54 équations aux dérivées partielles dont 16 sont triviales.

La résolution des 24 équations indépendantes nous fournit :

A= % atz 4+ bt + ¢ avec a, b,c constantes

- B = [} (atab)kix + 35 alyP42®) + ' (R)y + wi ()2 + x(©) (4.63)
avec k constante,

x(t), B(t), u(t) fonctions arbitraires de t

C = [%(at+b) -%]y + dz + B(t), d constante
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- D = (2 (at+0)-51z - dy + w(v)
-E= [—(at+b)+2k]u - [ 2, 2(p"y+u'z+y ' )x]

3
- {s-"(tx{,,L +y22) + W& + yPa) + () PeeP)He(t,y,2))

ot f est une fonction arbitraire de t,y,z harmonique par rapport 4 y et =z

2 2
soit 2—% + 2—% = 0.
oy 9z

Et la forme générale des symétries ordinaires de 1'équation A(u) = 0 est donc :

<
]

-(2 at +bt+c)—— - {[S(at+b) kix + == a(y +z ) + B'(t)y + p'(t)z + x(t)}

((2at+d)-B1z - dy + w(e)d; - {[%(awb)—‘g‘]y +dz + BN
(4.64)
+ {(—(at+b)+2k)u - [ <+ 2(B"(t)y+u"(t)z+x ' (£))x]

- 8" (1) (—y +yz2) - u"'(t)(% z3+y2z) - .x"(t)(y2+22)+f(t,y,z)}-;—u

avec a, b,c,d,k constantes, B(t),u(t),x(t) fonctions arbitraires de t,

azf azf
f(t,y,z) fonction harmonique en y et 2z c'est-a-dire + — = 0.

ayz 9z

Les symétries ordinaires forment donc une algébre de Lie # de dimen-
sion infinie dont les générateurs sont :

1) pour a=b=d=k=0, B(t)=u(t)=yx(t)=£t,y,z)=0, c=-1
on obtient

v, = — (4.65)

2) pour a=c=d=k=0, b=-5 8glt)=u(t)=x(t)=1£(t,y,z) =0

on obtient :

=g 3 3 3 3 3
v, Stat+x x+3y8y+3zaz 3“au (4.66)
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3) pour a=b=c=k=0, d=-1, B(t) = ult)

x{(t) = f(ty,y,z) = 0

on obtient

V= Z33 Y 57 (4.67)
4) pour a= -5, b=c=4d=k=0, B(t)=u(t) =x(t) = f(t,y,z) =0
on obtient

)

3,22 3 3 2, 3
+ [tx + 2(y +2°)] aw t 3ty 3y + 3tz 5 + (-3tutx”) P (4.68)

5) pour a=b=c=d=k=0, f(t)=-g(t), u(t) =x(t) = £(t,y,2z)=0

on obtient

vs = vs() = g'(8) y 55 + 2(6) &+ (28" (Wxye (0)G voHyeD)] & (4.69)

6) pour a=b=c=d=k=0, p(t)=-h(t), p(t) = x(t) = £(t,y,z)=0

on obtient
vg = vgm) =h'(6) 2 T4 n(e) &4 [ (Orm (G SPolaik 4.70)
7) pour a=b=c=d=k=0, x(t)=-o(t), B(t)=u(t)=£(t,y,z)=0

on obtient
vy = vy(0) = o(t) & 4 [207(0) x + o"(D)(yR+e?)] & (4.71)

8) Pour a=b=c=d=k=0, g(t)=u(t)=x(t) =0, f(t,y,z)

fonction harmonique par rapport &4 y et 2z on obtient
3
u

vg = v8(f) = f(t,y,z) ™ (4.72)

9) pour b=-1, k = - g, a=c=d-=0,

B(t) = p(t) = x(t) = £f(t,y,z) = 0 on obtient

=tor-X3-- 3u— (4.73)
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' a-
Les champs de vecteurs vl, vz, v3, v4, VS’ V6’ v7, vs, v9 engendrent donc 1l'algé

bre de Lie uf des symétries ordinaires de 1'équation.

Rechenche des symétries variationnelles de £'équation :

L'algébre de Lie p@i des symétries variationnelles ordinaires de 1'é-
quation A(u) = O forme une sous-algébre de uf; 1'algébre de Lie des symétries
ordinaires de 1'équation.

Le calcul nous montre que seul Vg n'est pas une symétrie variation-
nelle.

Ainsi, 1l'algébre de Lie Li; des symétries variationnelles de 1'équation A{u) =0

est de dimension infinie et est engendrée par Vl’ v2, V3, Vs VS’ v6, Vg v8 .

Rechenche des Lois de conservation :

L'équation de la dynamique des gaz transsonique étant une équation
d'Euler-Lagrange, le théoréme de Noether nous fournit une forme explicite des lois
de conservation vy associées aux symétries variationnelles v, pour i de 1 a 8.
La base est ici IRA orientée par l'élément de volume w = dt A dx A dy A dz ;

Toute loi de conservation v, qui est un opérateur différentiel sur F & valeurs
dans A3(T*IR4), s'éerit :

3

v(u) = vldx A dy A dz + vzdt Ady A dz + vidt A dx A dz + vadt A dx A dy

On eut donc lui associer un vecteur "courant conservé" N de composantes :

3
1) vi=3 et v;.L=0

Le vecteur courant conservé Nl a pour composantes :
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tol3d_1,2.12
1 6 'x 27y 27z
ey
N, = i N - o, (4.74)
NT = u xu,
2) v2=5tg—+xg—;+3y5§-+3z?——z--3u-g: et v,.L=0.Le
vecteur courant conservé N2 a donc pour composantes
(N‘Z: = 5t(% u3 - % u§ - % ui) - ux(3u+x ux+3y uy + 3z ux)
N’z‘ = -x(% ui + -21- u§ + % u:) - (\.1t + % \1)2{)(.'iu+5t:ut + .’iyuy + .3zuz)
N2 =< Ng = y(— u + 3u u, + % u‘}zl - %u:) + uy(3u+5t u +xu + 3z uz) (4.75)
N; = z(—;— ui +3u u - % uy2 + % ui) + uz(3u+5tut+x u + 3y uy)
D vy =3t Lk tex 4 2 R g;+3ty—-+3tz-a—+
+ (-3tu+x2) g—- et v,.L =div By avec (B = 2xu
B, = -% u2

-

WN W WX Wt
(]
o

-]
L]
o

et le vecteur courant conservé N3 a donc pour composantes :



- 95 -

r t_5.21 3 _ 1 2 _1 2y 3,2, 24y _ 2
N,=3 ¢ (6 L uz) ux[3tu+ux(t.x+2(y +2°)) - x“+3ty uy
+ 3 tz uz] ~ 2% u.
x_ .l 3,1 2 2 3,2, 2y, 1.2
Ny (u + 2(uy+uz)][tx + 2(y +2°)] 3(u, + 7 ux)[t(u+yuy+zuz)
5.2 1.2 3.2
+ gty + 3 X 1+ 7 u
<
= yz .1-3 12_.1_2 -2 _5.2
N3 N3 3ty[6 u x+ut ux+ 2 uy 5 uz] + uy[3tu x° + 3 t u, + 3tz uz]
3.2 2
+ uxuy(tx + 2(y +2°))
2z 1 3 1 2,1 12 2,5 .2
N3 3tz[6 u_ + u o u -3 “y + 2 uz] + uz[3tu X+ 3 t u, + 3tyXuy]
3.2, 2
L + uxux(tx +5 (y“+z7))
=g 3.2 =
4) v, =2 3y Y3z ot VA’L 0
Les composantes du vecteur courant conservé N4 sont donc :
t~— -
( N, = “x( zu, +y uz)
x_ 1 2 _
NA = (2 ug + “t)( 2z uy +y uz)
Ny = 13 12 1.2
Y - ES = -2 -
N, z(6 wotu ou o +3 ug - 3 uz) yu,u,
z _ 1 3 1.2 1.2
N, = y(6 utu ou -5 uy +3 uz) + 2z u, U,

(4.76)

4.77)

5) vg = vg(e) = 8'(t)y 3 + g(t) & + (2"t ()G yaya)) 1%,

et vs.L = div B avec

Bg =2g"(t)y u

BY = ul2g"(t) xy+e™(t) x (} y yz))]
Bg = Bg =-u[2g"(t) x + g (t) x (yH22)]

B; = -2yz u g"'(t)

et le vecteur courant conservé N5 a pour composantes

(4.78)
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N5 = wx[26"(6) xytg™ (DG y4y2") - 8'(D)yu, - s(D)u] - B
NE = g'(t) Loyt uibu, 1(28"(2) xytg™ (£)(F voHyel) - g'(D)y
- 8(t)u,] - B (4.79)
Ny = N(eX Ng = g(t)xL - v (28"(t) xy+g"'(t) (% y4yz®) - g'(t)y u
- 8(t)u ] - B

Z
n

5 = "u, [2g"(t)xxy+g"' (t) (% y3+yz2) - g'(t)y u - g(t) uy) - Bg

6) 7

+ h"'(t)(% z3+yzz)] %G et par symétrie, on obtient sans calculs :

= v(W) = w0z =+ n(t) =+ (1) xe +

BE = 2h"(t) zu
X ' " 1.3 2
vg.L = div B, avec B, = { D = uLZN"(B)xz + b} (5 2Hy"2)] (4.80)
Bz = -2y z u h"(t)
Bz = -u[20"(t) x + B (£)(y2+22)]
et le vecteur courant conservé N6 a donc pour composantes :
(& 13,2 t
Ng = u, [2h"(t)xz+h"'(t)(§ 2 +y“z) - h'(t)zux - h(t)uz] - B¢
N = N (b [N * R 2 L+ [F ulhe ] (20N (0xen (65 2y e) - b (D)au,
6 6
x4
{ - h(t)uz] - By (4.81)
Ng = -u, [2h"(t)xz+h"'(t)(% z3+yzz) - h'(t) zu - h(t)uz] - ﬁi
1 3,2
\gg = h(t)L-u [20"(t)xz+h" (£)(5 274y 2z)-h'(t)zu ~h(t)u,] - BE

rappelle que ésigne le Lagrangien dont dérive 1l'équation de la dynamique
(on 11 L désigne le Lag i d déri 1'é i de la d i

: _ 3 1.2 1 .2
des gaz transsonique : L = u, + utxux 7 uy 2 uz)

f- Yo
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7 v, = v7(0) = g(t)x%; + [2x o'(t) + (y2+22) a"(t)] g; et

7

v,.L = div B, avec

= 20'(t)u

= [26"(t)He" (£)(y+22) Tu

w
N N X Nt

= -20"(t)y u

= -20"(t)z u

T

et les composantes du vecteur courant conservé N7 sont donc :

t . ' " 2, 2 - _pt
N, = ux[Zo (t)x + o"(t)(y"+2") u(t)ux] B,
X 1.2 " 2, 2 X
N, = o(t) L + (-2- ux-hxt)[lc'(t)x + o"(e).(y742%) - u(t)ux] - B,
NNy (9) ) W = ) [20(0) x4 0(e) (yH4) - o(e) o] -]
2 . ' " 2, 2y _ o2
N7 u, [26'(t) x + o"(t) (y7+27) - o(t) ux] By
2 2
) f a°f
8) v, = v (f) = £f(t,y,2) =~ avec —5 + —= =0 et
8 8 3u ayZ az2
VS.L = div B8 ol
BG = 0
x -
Bg=u Dt(f)
B, = y
8 Bl = -u D (f
2 u y( )
z
Bg = -u Dz(f)

et le vecteur courant conservé N8 a pour composantes

t
=

Ng f(t,y,2) w

8

Yy -
Ng = f(t,y,2z) uy +u Dy(f)

Ng = -f(t,y,2) u, tu Dz(f)

NS = £(t,y,2) (G udhy) - u D (D)

N8 = NS(f)

(4.82)

(4.83)

(4.84)



- 98 ~

En conclusion, nous avons donc déterminé les lois de conservation
associées aux symétries variationnelles ordinaires v, pour i de 1 & 8.
Comme (vi}i de 148 engendrent 1'algébre de Lie 54i des symétries variationnel-
les ordinaires de 1'équation de la dynamique des gaz transsonique, les lois de con-
servation Ni (ou vecteurs courant conservé), permettent d'obtenir, i équivalence
prés, toute loi de conservation associée & une symétrie variatijonnelle ordinaire
de 1'équation.

Cependant, nous allons voir, comme dans l'exemple précédent, que le
théoréme principal permet de réduire le nombre de lois de conservation nécessaire
pour engendrer toutes les lois de conservation associées a une symétrie varijation-

nelle ordinaire.
Montrons que, ayant déterminé les générateurs {vi}i de 118 de
1'algébre de Lie ﬂi des symétries variationnelles ordinaires de l'équation de la

dynamique des gaz transsonique, il suffit alors de connaitre N1 et NA’ lois de

conservation respectivement associées a v, et Vs Ppour engendrer, a équivalence

1

prés, toute loi de conservation associée i une symétrie variationnelle ordinaire.

a) pour i = 5,6,7,8 le calcul des crochets des champs de vecteurs

[vi,vlj nous donne

[VS’VI] = Vs('g'(t)) ot vg = vs(g)
[veov,] = v . (-h' (L)) v, = v (h)
ot 6 6 é (4.85)
lvyov,1 = v (=0 () v, = v, (0)
[v8’V1] = vs(-th) vg = vs(f)

Le théoréme principal nous permet de dire que la loi de conservation pr vQ (Nl)
: i

est équivalente a wme loi de conservation associée au crochet des champs de vecteurs

[vi,vl].
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Donc pour i = 5,6,7,8

- [

Pr Yy (6.) (Ny) ~ N (G)) (4.86)

iti
ol G5 =g ; G6 = h, G7 =g ; 68 = f et il suffit donc de déterminer N1 pour
connaitre NS’ N6’ N7, N8’ (a équivalence prés). En effet, ayant obtenu -Ni(Gi)
par le calcul précédent, on peut alors trouver Ni(ci) puisque les fonctions
considérées ici sont toutes C donc possédent toutes des primitives elles
aussi €.

b) De méme
vy 1 = -v, (4.87)

Donc pr vQ (Nl) et -N2 sont deux lois de conservation équivalentes et ici encore
3
N2 peut étre obtenue uniquement & partir de la loi de conservation Nl'

c) Enfin
lvysv,l = -5v, (4.88)

Donc pr Yo (NZ) et -N, sont équivalentes. Comme N, a été déterminée au b)
3
a équivalence prés, on peut donc obtenir ensuite une loi de conservation équiva-

lente a N3.

En conclusion : N1 permet d'obtenir, a4 équivalence prés NZ,N3,N5,
N6’N7’N8’ Ainsi , {NI’NA} permet donc bien d'engendrer toute loi de conservation
associée 3 une symétrie variationnelle ordinaire de 1l'équation de la dynamique des
gaz transsonique.

N4 ne peut &€tre obtenue de la méme maniére car on remarque que pour

is= 1:2y3’5161718 [Vi’VA] = Vi'
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APPENDICE.
L'équation de la dynamique des gaz transsonique est tirée du méme
article précédent de R.S. Khamitova intitulé : "Structure de groupe et base de lois

de conservation" [5].

Ayant calculé explicitement les symétries puis les symétries variation-
nelles nous avons ainsi vérifié que nous retrouvions bien les mémes résultats que
ceux de 1'article original.

Dans un second temps, nous avons alors calculé toutes les lois de conser-
vation associées aux huit symétries variationnelles engendrant 1'algébre de Lie
d{fL des symétries variationnelles de l'équation. Cependant, certaines de ces symé-
tries dépendent de fonctions arbitraires du temps et donc, il en est de méme des
lois de conservation associées.

L'article de R.S. Khamitova nous fournit seulement les expressions des
deux lois de conservation N1 et N& qui suffisent & engendrer a équivalence prés,
toutes les lois de conservation de l'équation. Pour le prouver, nous effectuons le
crochet des champs de vecteurs engendrant 1l'algébre de Lie vfi. Certains de ces
crochets dépendent de nouvelles fonctions du temps que nous exprimons alors en fonc-
tion des autres. Ceci nous permet de montrer que N1 et NA peuvent effectivement
engendrer, a équivalence prés, toutes les lois de conservation de 1'équation :
en effet, la connaissance de N,(G(t)) suffit i déterminer N (H(t)) ou H(t)

vérifie 1l'équation différentielle du premier ordre H'(t) = -G(t) car les fonctions

©
sont C .
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Toute cette derniére partie de 1'étude n'apparait pas dans l'article
de référence de R.S. Khamitova qui nous indique seulement que Nl et NA forment

bien une "base de lois de conservation".
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D.EXEMPLE TV : L'équation des ondes aun une plague de glace dues d une source

mobile :
Le dernier exemple que nous allons traiter ici concerne un probléme de

mécanique des fluides. Plus particuliérement, on s'intéresse aux ondes dues i une

source solide mobile sur une plagque de glace flottante. Cet exemple est tiré d'un

article de J.W, Davys, R.J. Hosking et A.D. Smeyd, "Waves due to a steadily moving
source on a floating ice plate" [1]. Cet article s'intéresse aux solutions explici-
tes (en utilisant des développements en séries de Fourier) et aux applications phy-
siques directes (en particulier 1l'atterrissage sur des plaques de glace) et non aux
symétries et lois de conservation de 1l'équation. Ainsi les résultats présentés ici
sont totalement originaux.

Si u = u(t,x,y) représente un petit déplacement vertical du morceau de

glace, 1l'équation du mouvement s'écrit alors
Y v + p.hu , = p-f(t,x,y) (4.89)
i tt 2o

ol Y,pi,h p,f représentent des grandeurs physiques :
~ le morceau de glace homogéne a une épaisseur h et une densité op..
- p est la pression de 1l'eau & la surface.
- f(x,y,t) représente la pression extérieure exercée sur le morceau
de glace ; f est supposée analytique en (t,x,y).
3

-y = —Eh avec E 1le module de Young, v 1le rapport de Poisson

12(1-v%)
pour la glace.
L'équation initiale se transforme en utilisant le théoréme de Bernoulli

qui nous donne la pression p de l'eau & la surface en fonction de sa densité p

et de son potentiel vitesse ¢ :
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Ainsi l1'équation du mouvement devient :

YVAU +phu, +pgut {pX(¢t) + f(t,x,y)} =0 (4.90)

2=0

et posant alors :

pih = a = constante
p g = B = constante

px(¢t)z=0 + f(t,x,y) = F(t,x,y) avec F analytique en (t,x,y).

L'équation du mouvement du morceau de glace est donc 3

yVAu + a utt + 8 u+ F(x,y,t) =0 @,B,Y constantes (4.91)

le fibré considéré ici est donc F = IR x IR3 de base R3 ; la base IR3

est munie des coordonnées (t,x,y) et la fibre IR est munie des coordonnées (u).

De Vzu =u _+u__, on tire Vbu = VZ(Vzu) = Vz(u +u_ ) =u + 2u + u .
XX Yy XX yy XXXX xxyy | yYYYy

L'opérateur différentiel scalaire considéré ici, A, est d'ordre 4 sur F,

et pour toute section u de F, A est définie par :

Alu) = y[ +2

u +u ]+ au
XXyy yyyy

u
XXXX

t + B u+ F(t,x,y) = O.

(Au = 0) est un systéme d'Euler Lagrange : 4(u) = %% (u) pour toute

section u du fibré f ou L est définie par :

1 2 2 1 2 a
2%x Ty Y2 uyy) T2n

[ 8]

2
L(u) = ¥( +8 ‘2‘— + F(t,x,y)u. (4.92)

t

Remornques prélimingines

a) L'équation différentielle étudiée ici est affine ; la partie linéaire
N
correspond 4 1'opérateur différentiel scalaire d'ordre 4 sur F, noté & et défini,

pour toute section u du fibré F par :

~ v N
Au) = ¥{ +2 } + ou,_ + Bu. Ce systéme A(u) = O est aussi un systéme

u u +u
XXXX XXYY YYyY tt

N
d'Euler-Lagrange pour le lagrangien L défini par :
1

) = vih e 3o

~ie
¢
“ N
+
(8114
e
~N

2 -
vy
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Ainsi, nous pourrons, dans la suite de cet exemple, utiliser certains résultats
connus pour une équation différentielle linéaire pour étudier 1'équation initiale

A(u) = 0 (chapitre II, partie D).

b) Contrairement aux exemples précédemment étudiés, le lagrangien est
ici un opérateur différentiel d'ordre 2, ce qui est assez rare pour un exemple di
a4 un phénoméne physique.

Nous utiliserons donc, pour l'ordre k = 2, la formule générale (2.10)
donnée au chapitre II.

4(u) = 0 est un systéme totalement non dégénéré.

Fn effet pour toute section u du fibré on a A(u) = X(u) + F(x,y,t) ou
X(u) = 0 est une équation différentielle linéaire & coefficients constants, et

F(t,x,y) représente une fonction analytique en les variables t,x,y.

Ainsi tout prolongement d'ordre ¢ de A(u) = 0 est un systéme formé
2
par N = 2 C§+2 équations différentielles affines dont la partie linéaire est i
k=0
coefficients constants et le second membre une fonction analytique en les variables
t,x,y. De fagon explicite, écrivant A(u) sous la forme
N
a(u) = A(uw) + F(t,x,y) = o' v
|I|>0

1 + F(t,x,y)

avec aI = constante, on aura alors pour tout multi indice J = (il,iz,i3) d'ordre

13| tel que 0 5 |J| 5 g,

D,(8(w)) = Dy(E(w)) + D (F(t,x,y))

= E ol Y(143) + FJ(t,x,y)
(>0

2 aK uy + FJ(t,x,y)
|k|>0
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On obtient donc bien une équation différentielle du méme type que 1'équation
initiale.
Le systéme initial, ainsi que tous ses prolongements jusqu‘a un ordre ¢

quelconque est localement résoluble car toutes les équations différentielles sont

linéaires a coefficients constants avec un second membre analytique.

De méme le systéme initial et sous ses prolongements jusqu'a un ordre

quelconque & est de rang maximal car la jacobienne de l'opérateur différentiel

N

A(z) : J4+1F + IR est de rang maximal, soit N. (A(z)(u) = 0 représente le systéme

différentiel DJ(A(u)) =0 ot J est un multi-indice d'ordre compris entre O et £).
Ainsi 1'équation affine 4A(u) = O est bien totalement non dégénérée.

On peut aussi considérer que c'est une équation du type Kovalevskaya en

X

écrivant u,, = - 1 F(t,x,y) - 8 u-X( + u et retrouver
o a a a  XXYY

tt XXXX “yyyy) -2
ainsi les résultats précédents en appliquant le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya

comme dans les trois premiers exemples étudiés.

Recherche des symétnies de L'équation :

Soit v un champ de vecteurs généralisé sur F et v, sa forme d'évolu-

Q

tion, v s'écrit :

v=etu] 4 g% v £ 5 4 nlul 55

et
3 o - ¢t e S
VQ=Q[“] m o8 Q=n-&uw -&u -k u,
v est une symétrie généralisée de l'quation A(u) = 0 si et seulement si q est
aussi une symétrie généralisée de A{u) = 0 donc si et seulement si v vérifie

Q

(pr vQ.A)(u) = 0 pour toute section u vérifiant A(u) = 0. D'ou 1'aquation déter-

minante pour A(u) =0 :

Y Wy + 20, + Q. }+aQ +80=0 (4.93)

XXXX XXYY
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pour toute section u vérifiant A(u) = 0. On peut remarquer que 1'équation déter-

N
minante pour A(u) = O est aussi 1'équation déterminante pour A(u) = O.

De maniére analogue aux exemples précédents, on se restreint aux symétries
. ' s t t X x
ordinaires de 1l'équation : £ = g (t,x,y,u) 3 £ = £7(t,x,y,u)

g7 = £9(t,x,y,u) 3 n = n(t,x,y,u)

Q , on forme 1l'équation déterminante

Aprés avoir calculé Qtt’ Qxxxx’ nyyy et —

qui fournit un systéme d'équations aux dérivées partielles ol les inconnues sont
donc les fonctions n, Et, Ex, Ey.

La résolution de ce systéme donne la forme générale de Q et donc par
suite la forme générale des symétries ordinaires de 1l'équation 4A(u) = 0 : on trouve

alors :
ve-ad - (byth) & - (-bxte,) -+ (e u+ glt,x,y)) & (4.94)
at 177727 3x 177727 3y *Te du ’ -

avec a, bl,bz,cz,e constantes et g(t,x,y) fonction vérifiant .

o) = aF o, o
A(g) =e F +a et (b1y+b2) aw t ( b1x+c2) 3y (4.95)

Les symétries ordinaires de l'équation A(u) = 0 forment donc une algébre

de Lie oi? de dimension infinie dont les générateurs sont :

1) pour a= -1, b, =b, =¢c, =e =0

1 2 2
.2 2 ciftone Y(e) = - 2F
vi=3t gl(t,x,y) a5 avec g, vérifiant A(gl) T (4.96)
Posons
v 3
T (4.97)

N
on vérifie aisément que vy est une symétrie variationnelle de 1'équation linéaire

o NN
associée A(u) = 0 car vl.L = 0 ainsi on peut alors écrire :
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v, + g (t,xy) = o srifie 4(g,) = v
viE=v, + g t,x,y) 55 oh g, vérifie & gl) = vl.F

2) pour b2 =-1, a-= b1= c,=e= 0

=§.. 3_ Py A _ ar
v, =ant gz(t,x,y) 3. avec g, vérifiant A(gz) =-

De méme si on pose

v, = L
2 x

e

Y Y N
vy est une symétrie variationnelle de 4A(u) =0 car v =0 et

2
N~ 3 - R LW N
vy, = v, + gz(t,x,y) 7 o8 g, vérifie A(gz) =v,.F

3) pour c,=-1; a= b, =b,=e=0

1 2
2 2 . ~ooy _  BF
vy = ay + 33(t,x,y) a5 3vec B, vérifiant A(g3) 3y
et posant
~ 3
vy = ay

~ NN
33 est une symétrie variationnelle de A(u) = 0 (car vy.L = 0) et

~ 3 L. n n
vy =gt g3(t,x,y) 3. avec gy vérifiant A(g3) = VB'F

4) pour b1 =-1; aw= b2 =c,=e= 0

3 3 ]
Ve TV x T % ay + 34(t,x,y) du
n
oh g, vérifie A(ga) = -y %% + x %% et en posant
O S - B
Vi~V " *ay

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.105)

(4.106)
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n N oA
on vérifie que 34 est une symétrie variationnelle de A(u) = 0 car v4.L = 0,
et on peut écrire :
~ 3
V=V, * gk(t,x,y) ™ (4.107)
n n
ol g, vérifie A(ga) =v,.F
5) pour e=1; a-= b, = b, = ¢, =0
)
v, = (u+g°(t,x,y)) m (4.108)
N
ot g, vérifie A(go) = F(t,x,y) et posant
v ]
vy = U (4.109)
. ~ ~
on vérifie que vV, est une symétrie triviale de A(y) = 0 car
N N N~
pr VO.A(u) = A(u), on peut écrire
- v ( 3
Vo = Vo 8 (tx,y) o= (4.110)
n A
ol g, vérifie A(go) = v, F.
6) pour a = b1 =b,=c,=e=0
~ 3
vy =V, = gl(t,x,y) ET (4.111)

N
ou g, vérifie A(gz) = 0.
n a
On vérifie aisément que vV, est une symétrie de A(u) = 0 car
oA "N
(br v, D)(w) = &(g)).

Les symétries ordinaires de 1'équation A(u) = 0O peuvent donc s'obtenir a partir

A
des symétries ordinaires de 1'équation lindaire A(u) = 0O, associée a3 aA{u) = 0.
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"
En effet, les symétries ordinaires de 1'équation différentielle A(u) =0
N N N
sont Vi Vs Vg (qui sont des symétries de translation, respectivement par

~
rapport 4 t,x,y) et v, qui est une symétrie de rotation dans le plan x O y,

N N\
ainsi que les symétries v, et v, qui sont des symétries d'évolution.

Les symétries ordinaires de 1'équation A(u) = O s'obtiennent alors
N
i) d'une part, en ajoutant a v, un champ d'évolution (donc 2 valeur
dans le fibré vertical de F noté VF) de la forme gi(t,x,y) %G ol g, veérifie

la condition suivante :

A A
A(gi) = vi.F pour i = 0,1,2,3,4 (4.112)

v 3
Siy a4 _ - N s
ii) d'autre part, en posant v =V, =g, 35 ob gl(t,x,y) vérifie la
condition :

8(g,) = 0

On remarque que ces résultats sont conformes aux théorémes sur les équa-
tions différentielles affines, établis dans la derniére partie du chapitre II. Ainsi
31 =v, vérifie les hypothéses du lemme (2.17), v, vérifie les hypothéses du
théoréme (2.18), et Vis Vgs Vo V, vérifient les hypothéses du théoréme (2.19).

On peut rassembler les différents résultats obenus sous forme d'un

tableau :
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N

(4.113)

Symétries ordinaires de 1'équation Symétries ordinaires de 1'équation
N
linéaire A(u) =0 alu) =0
N 3 N ] 3
vl T et -+ Vl = Vl + 81(tsx’}') 3a et gl Bg
vérifie : ¢
.. Ll
A(gl) =v..F
~ 3 v 3
V2 T ax >l vy = vy +ey(txy) 57 et g,
vérifie :
\ N
A(gz) = v,.F
vy =2 vy + gy(t,x,y) 5
= 2. > = a_
V3T 3y V3 T V3 T ggitxy) on et gy
vérifie :
~n n
A(gB) = vq.F
N _ 3 _ N ( )a
VTV T ¥ay NV, =, e ltxy) 50 et g,
vérifie :
N 4"
A(ga) =v,.F
v =g = 8
Yo T Y% 5u 2 Vo =V * g (tixuy) u °t B
vérifie :
N ~
A(go) =v,.F
= a It = =y = 2
v, = gl(t,x,y) 7a avec A(SL) 0 H vy =V, = gz(t,x,y) 33 °t &
vérifie :
A
A(g,) =0 ]
N
Remargue. Considérant 1'équation différentielle linsaire A(u) = O,

"
1'algébre de Lie [;{'des symétries ordinaires de cette équation est engendrée par



- 3_ I I I " 3_
1% ° 27% > V3~ v VSV ax T X3y St VoTVuag-

Ce résultat est bien conforme aux théorémes généraux traitant des symé-
tries ordinaires d'une équation différentielle linéaire d'ordre p > 3, sur un
fibré trivial RxIR" —— TR" de base IR". Une étude détaillée de ce type
d'équation diffférentielle est faite par P.J. Olver [13] qui montre en particu-
lier que sous les hypothéses précédentes, on a alors :

- toute symétrie ordinaire de l'équation est projetable sur la base II’{\n.

- Notant 57} 1l'ensemble des symétries ordinaires de 1l'équation et 7
1l'ensemble des symétries ordinaires de 1'équation qui sont de la forme

v=(ut fo )-g: ol ¢ est une constante réelle et f_ une solution de 1'équation

SO

Y
et la dimension [§/ & est

}

n
linéaire, alors <} est une sous-algébre de Lie de /i

oK

au plus égale a (n+l).

~
Ici, 1'équation étudiée A(u) = 0 est d'ordre 4.

Y
Pour i de 0 a 4, v, est projetable sur la base IR3, ainsi que

~ N " A, LY
Ve et “F est engendrée par v, et v,. Donc ¢f /4 est engendrée par les
L R n NN
symétries ordinaires vl, v2, v3 et VA. Ainsi, L;f/? est de dimension
4 = (3+1) o0 3 représente la dimension de la base ®.
Dans cet exemple 1'algébre des symétries ordinaires est donc la plus

grande possible.

Recherche des symétrnies varlationnelfes de P'équation :

Les symétries variationnelles ordinaires de l'équation A(u) = 0
forment une sous-algébre de Lie noté cﬁ‘ de 1'algébre de Lie (/1 des symétries
ordinaires de 1'équation.

Le calcul nous montre que vy n'est pas une symétrie variationnelle

" ~
(de méme que \A n'est pas une symétrie variationnelle de 4Au = 0).
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- Pour les autres générateurs de l'algébre de Lie Lﬁ*, il apparait des
conditions supplémentaires sur les fonctions gi(t,x,y) pour avoir des symétries
variationnelles :

- On obtient le résultat suivant : pour i variant de 1 4 4

L
v, =V o4 gi(t,x,y) %; est une symétrie variationnelle de 1'équation

4(u) = 0 <=>
4 _
v g = [o]
(*) (4.114)

2
] 8 ~

o +Bg, =v,.F
a‘:2 i i

et v, = gz(t,x,y) %E est une symétrie variationnelle de 1'équation

A(u) = 0 <=
4, -
v g, 0
*
COR S
3 gy
a +Bg, =0
at2 2

Y]
Vi'F puisque 1'opérateur

A
On remarque que la condition (*) implique A(gi)

N
différentiel linéaire A est défini par :

N
Au) = ¥ V4u +au, + Bu=0.

tt

En conclusion : les symétries variationnelles ordinaires de l'équation
A(u) = 0 forment une sous-algébre de Lie de dimension infinie, notée otL dont

les générateurs sont : 4

Vg, =0

1) v 2 2

= —
vy =V gl(t,x,y) 3 avec a281 . (4.115)
o —5— + Bg, = v,.F
atZ 1 1
N 3
et v1 = 5;
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v g, = 0
v 3
2) v, =V, + gz(t,x,y) aa  avec 2 (4.116)
agz N
o—3" +B g, =v,.F
at2 2 2
N 3
t =<
et v, =
4 _
v 83 (o]
4
_ 2
3) vy = Vgt g3(t,x,y) 35 avec 2 (4.117)
383 '\,F
a—>+Bg,=v
atz 3 3
~
)
ot vy =4
Vaga =0
e 3
4) v, =V, t gA(t,x,y) 3 avec 2 (4.118)
384 '\:F
o +Bg, =V,
atz 4 4
’\l= a- a
et vy y = X 3;
4
v g 0
3
5) v, glt,x,y) s avec 828 (4.119)
L
a +8 g, =0
atZ L

Ici encore, les symétries variationnelles ordinaires de 1'équation linéaire
N )
A(u) = O associée 3 A(u) permettent d'obtenir les symétries variationnelles
ordinaires de 1'équation initiale A(u) = 0.

A n
vi étant une symétrie variationnelle ordinaire de A({u) = 0, on obtient

N
une symétrie variationnelle ordinaire v, de A&(u) = 0 en ajoutant a vy un

champ d'évolution de la forme gi(t,x,y) %; ol g, vérifie les deux conditions :
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vg, =0
) ideladés (4.120)

N
a——+8g =v,.F
8t2 i i

Rechenche des Lois de conservation :

L'équation A(u) = O est une équation d'Euler-Lagrange ; le théoréme de
Noether nous fournit donc une forme explicite des lois de conservations v; asso-
ciées aux symétries variationnelles v, pour ide 1labdet i=2.

La base IR3 est orientée par l'élément de volume w = dt A dx A dy
et toute loi de conservation v s'écrit : v(u) = vldx A dy + vzdt Ady +

vidt A dx. On peut donc lui associer un vecteur "courant conservé" N dont les com-

posantes sont Nt = -v1
NX = v2
W = -v3

nous avons v, L= div Bi' pour i =1,2,3,4 et i=28 avec
3g.
i

t = - —
Bi = -q 3t u
2
B, = BY = e u + G, (t,x,y) u + E(t,x,y) (4.121)
i 177 T2 % T Ty, T RARNY '
sti 8zsi
Bz =y 7 Uy + (2 v Fxay Gi(t,x,y))ux + H’.l'(t,x,y)
3y

ol Gi(t,x,y), H:(t,x,y) et Hz(t,x,y) sont des fonctions vérifiant les condi-

tions suivantes :

G 33g. G 833. 33g
B S 3 ___i_=Y 1+2Y i
b
ax ay3 ay x3 axayz
(4.122)
X Y
BHi ani 1

x "oy -2 Fxy)

a

o
On rappelle que pour i = 1,2,3,4, vy TV 4 gi(t’x’y) *a

ou 8 vérifie
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4

v 8, = 0
2
il v,.F
a —— g, = V..
at2 i i
v, =g,( 3 i srifi
et v, =v, =g, t,X,Yy) ag o0 8, vérifie :
VA g = o]
32g
a—"-+Bg, =0
at? ’
L désigne le lagrangien associé a A(u) =0 :
L(u) = [luz -i-\12+-l-u2 ] -2 2+Bﬁ+17‘(t:x ) x
2 "xx Xy 2 yy 2 Y% 2 1%y u-
On a alors l'expression des courants conservés Ni associées aux symétries varia-
tionnelles ordinaires vyt
=9 3. = di
1) vy = 3T + gl(t,x,y) e vl.L = div B1
.
t t
=1 - - - 4.123
Ny =L-au (g, u) - By ( )
N " agl agl X
1 < Nl —-(gl-ut)[Y uxxx"'Y uxyy] ty uxx(ﬁ - utx) ty “xy (‘F B “ty)— B1
N =-(g,-u ) [y v, o+ ]+ u(m-“)+ u (GG=-u ) - B
1 Byrug LY XXy A uyyy Y Xy 9x tx ¥ ¥y 9 uty 1

-2

2) v 3x

]
2 + Sz(t.x.y) au

5 -

v2.L = div B2
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t
= - eulgu) - B,
agz
=L- (82-“x)[Y llxxxvz+Y “xyy] Y Yxx (F - uxx)
g
+yu (—2- -u ) - BX
Xy xy 2 (4.124)
3g
= '(gz-ux)[y “xxy+Y uyyy] + v uxy(a—x_ - “xx) +
g
2 - gy
+ v uyy(ay uxy) B2
v ='a—+g(txy)a— i v,.L =div B
3 9y 3t dgu * '3 3
. .
- - - 4,125
a ut(g3 uy) B, ( )
ag3 3 X
N -(33-uy)[Y u}v{)(}('+.Y uxyy:| ty “xx(gx_ - “xy) ty uxy(F - uyy) - B3
333 ) 833 ) y
=L - - + + — - + — - -
L= (ggu)ly uy, by gyl P Y Uy(aR T uy) Y Yyy(Gy T ) By

3

=y 3 ., 3 3, = di
Vi =Y 3R "X ay + zl.(t,x,y) 3 § V4L =div B,
t
a ut(ga y ux+x.uy) - BA
agb . )
= yxL - (gl‘-y u +x uy)[Y L ' uxyy] +y uxx(_ax A T “xy+“‘..'
334 .
+y uxy(gs,— -y uxy+x uyy-ux) - B, (4.126)
834
= -xL - (84‘yﬂx+xuy)[Y uxxy” uyyy] +y uxy(F T Y tx uxy+uy)
g
4 _ - -y
+ v uyy(ay y Uy + x “yy ux) BI,
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3 s

5) Vz = gl(tsxsy) 3u H VZ.L = div BR.

t t

Ng=rovu g -5
ag 3g

= X - . £ £ _ X
N = Ny = By U Uy P Y i BT YUy 3y T By (4.127)

9g ag

Y = - 2 Loy

Nl gl(Y “XXY+Y uyyy) ty uxy X ty uyy 3y Bg

Nous avons donc déterminé les lois de conservations associées 2

vl,vz,v3,vA et vy qui engendrent l'algébre de Lie d‘;‘ des symétries variation-

nelles ordinaires de 1l'équation A(u) = 0.

Ainsi toute loi de conservation associée a une symétrie variationnelle
ordinaire s'écrira comme combinaison linéaire, a équivalence prés, des lois de
conservations N., N,, N,, N, et N, .

1* 722 73 T [
Nous avons également le résultat suivant : pour i wvariant de 1 & 4

et i =2

div N, = +Q; Alu) (4.128)

ou Qi désigne la caractéristique du champ d'évolution v associé a v,

Q.

1

Ainsi la caractéristique de la loi de conservation (ou courant conservé)

N est + Qi'

Tableau des crochets des champs de vectewrs v, de £'algébre de Lie x; :

(i variant de 1 3 4 et i = 2).
Le calcul des différents crochets nous donne le tableau suivant :

_— ; N 3__ L ies
ol 1'on convient de noter v, = v, + gI(t.x,y) 7a vi(gi) (gi vérifiant les
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conditions Vl.gi =0 pour i =1,2,3,4 et
2
9 Bi N
o —3 + B8 gi = vi.F
at
2
~ 3 4 L)
Vo=V = sg(t,x,y) Pyl vm(gz) avec Vg, =0 et a atz +8 g, = O.
[vi’vj] v () vz(gz) v3(33) V‘.(sa) v, (g,)
\
AN o,
vi(ey) oN veleyp) ve(83) veley,) G
AN
N
AN
\

N\ og,
v,(8y) vy (8y) 0 s . v(8y3) v3(8y4) VoG )
AN

AN
v3(g4) v, (84) vo(gyq) 0\ ~v,(gq,) VE(F)
N
N
N
N\ og
N S e
v,(g,) v, (8,,) -v3(g,,) v,(85,) 0 o
AN x —%)
\ 3y
g N
-v,( et AN
agl agl agl LY X
Vz(g!.) -vz(w) -vz(ﬁ -vz(s;—) %, 0 N
X3y AN

(4.129)
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831 ng
ol 8p(tXsy) = - 3=+ 375 313(t,x,y) = -
ag 9g; 3
1 1 4
B (8y) = Y T Y Xy Y
g 14 og
2 2 4
gy, (ts3y) = - ¥y x g 4y
(txy) =y 23y %y By
YA Ix 3y 3y

; 323(t,x,y) = -

332
3y

)
ax

(4.130)

Les fonctions gij(t,x,y) satisfont aux conditions demandées pour

avoir une symétrie variationnelle a savoir

4
v By 0 et
azgk . (4.131)
a——+pg =v.F
atZ k k
. - ' _al : . s
si v vk(gk). C'est-a-dire que les fonctions 8120 By3s 814 893 ainsi que
3g dg, 08 g og
il 3 __ﬁ, 2 et y £ X S vérifient les mémes conditions que g, &
3t * 9x 3y 3x ay %
savoir :
4
+ 9 g, = 0
azg¢
a— 4 B gy = 0
at

et la fonction 83, vérifie la méme condition que g2, soit :

4
Vgy, =0

2
98y,

ey they T
at

Enfin la fonction g vérifie la méme condition que g, soit
24 3

4
v 324 =0
2
378y,
a—=+pg, =
Btz 24

N
v

~
v
3

2"

¥

.F
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Montrons pour conclure 1'étude ce cet exemple, que N1 et Nb suffisent
a engendrer, a équivalence prés, toute loi de conservation associée a4 une symétrie

variationnelle ordinaire de 1'équation A(u) = O.

a) [vy(g4), vh(ga)] = - vz(g34). (4.132)

Donc la loi de conservation pr vQ (Nb) et la loi de conservation associée a
3

-v,(g,,) sont des lois équivalentes. Donc -N, est équivalente &3 pr v, (N, ).
2834 2 Q4
b) [vy(gy), v, (g,)] = v,u(g,,). (4.133)

Donc pr 9 (NA) est une loi de conservation équivalente a la loi de conservation
2

assocée a V3(32A)' Donc N, est équivalente & pr v

%
) [v,(gy), VA(BA)] = v, (g,) . (4.134)

Donc la loi de conservation pr vQ (NA) est équivalente 4 la loi de conservation
1

associée a VQ(EIA)’ Donc N, est équivalente 2 pr v

) Q1

Le tableau des crochets de vecteurs engendrant 1'algébre de Lie ug:
permet de voir que v, et v, ne sont jamais obtenus. Ainsi, ayant déterminé 1'al-
gébre de Lie Ci{ des symétries variationnelles ordinaires de 1'équation 4{u) = O,
(par ses générateurs vl,vz,v3,v4,vl), il suffit de connaitre les lois de conserva-

tion (ou courants conservés) N1 et NA respectivement associées 4 v, et v

1 4
pour engendrer, a équivalence prés N2, N3, Nl’ et donc toute loi de conservation

associée a une symétrie variationnelle ordinaire de 1'équation A(u) = 0.
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RESUME

L'objet de la thése est 1'étude des symétries et des lois de conser-
vation des systémes différentiels, et, en particulier des systémes d'Euler-
Lagrange. Dans le cadre général d'une variété fibrée quelconque, nous définis-
sons les champs de vecteurs généralisés, les jets de sections d'ordre infini
et les opérateurs différentiels d'ordre supérieur. Nous établissons, dans le
cas général des lagrangiens d'ordre supérieur a un nombre quelconque de varia-
bles, le théoréme de Noether qui associe une loi de conservation a toute symé-
trie variationnelle. La notion de lois de conservation équivalentes permet
d'exposer le résultat principal de la thése : si M et Ve sont des symétries
variationnelles d'un systéme lagrangien et si YR est une loi de conserva-
tion associée a vgp par le théoréme de Noether, alors l'action de vQ sur
YR fournit une loi de conservation équivalente a une loi associée au crochet
[VQ,VR] des symétries considérées. Ce résultat permet, pour un systéme d'Euler-
Lagrange donné, de déterminer complétement toutes les lois de conservation, a
équivalence prés, a partir d'un ensemble de générateurs.

Pour conclure, nous illustrons ces résultats par quatre exemples
précis empruntés a la Physique, dont un concernant un systéme qui dérive d'un
Lagrangien d'ordre deux. A 1'aide des résultats théoriques précédents, nous
calculons de fagon explicite les symétries, les lois de conservation, ainsi
que des systémes de générateurs de 1l'espace des lois de conservation, pour ces

quatre exemples.

MOTS CLES : Symétrie généralisée
Symétrie variationnelle
Loi de conservation
Lagrangien d'ordre supérieur
Opérateur d'Euler-Lagrange
Champ d'évolution.




