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1 NTRODUCT 1 ON 

Le présent t ravai l  comporte deux axes principaux : Etude des 

sections du cube dans la première part ie ,  e t ,  dans la  deuxième part ie ,  

une étude de 1 ' i sotropie  d'une boule e t  de ses sections. 

Au chapitre 1 ,  nous étudions les sections de Qn , cube unité 

de IRn, par des sous-espaces vectoriels de IR". K. BALL [1] a montré 

que s i  F e s t  un hyperplan, a lors  Vol ( Q n  F )  5 fi où "Vol" désigne 

la  mesure de Lebesgue induite sur F par cel le  de !Rn, la mesure de 

Qn é tant  1 .  

Le premier objectif  de ce travail  e s t  de généraliser l e  résul- 

t a t  de K. BALL LI]. I l  s ' a g i t  de majorer l e  volume des sections de Qn 

par des sous-espaces vectoriels ,  F ,  de codimension K. 

Nous procédons comme K. BALL par transformation de Fourier. 

Mais nous devons opérer en plusieurs variables, ce qui soulève de nou- 

veaux problèmes. Si 2K s n ,  on obtient une formule intrégrale : 

n sin n<t ,b .>  
Vol (Qn fl F )  = n 1 .d t  , 



où les  vecteurs bi sont l e s  lignes de la  matrice [<, ,.. . ,ck] , 

[c, ,. . . ,cd étant  une base orthonormale de F~ , orthogonal de F. 

La condition 2 K  s n ,  en dehors de laquelle nous n'avons pas de résul tat  

général, assure 1 ' intégrabi 1 i t é  de la  fonction 

n sin s< t ,b .z  
( t  - "<t,bi' i = l  

' ) 

Pour obtenir une majoration de Vol(Qn n F) ,  on u t i l i s e  un 

lemme de K. BALL e t  une méthode d'optimisation en plusieurs variables. 

De façon analogue à ce l l e  de K. BALL nolis ut i l isons une dichotomie 

selon les  valeurs des coordonnées du produit extérieur 5, A ... A ck , 

ce qui demande quelques lemmes d'algèbre multil inéaire.  On obtient en - 
définitive la majoration Vol(Qnn F) r ~ C ; I : .  Ceci améliore la majo- 

ration naturelle de Vol ( Q n  n F )  par 4. 
L'étude de quelques exemples suggère que s i  2 K  r n ,  

Vol ( Q n  n F)  6 iS(. Cette borne s e r a i t  la meilleure. Nous donnerons des 

exemples pour lequels e l l e  e s t  a t te in te ,  e t  nous détaillerons une étude 

sur ordinateur, f a i t e  par C. S A C R ~ ,  qui démontre, expérimentalement 

que pour n = 4  e t  K = 2 ,  $ e s t  bien la borne supérieure. 

Au chapitre 2 de cet te  par t ie ,  nous revenons sur l e  cas des 

sections hyperpl ans du cube, pour donner, d 'une formule expl i c i  t e  de 

Vol(Qn 0 H), dûe à MAYER, t rois  démon~t ra t ions~d 'espr i t  t rès  différent.  

Dans la deuxième partie,  nous abordons l e  cas général des sec- 

tions d'une boule de IR" par des sous-espaces de codimension K y  en 



supposant B isotrope e t  de vol une 1 .  

On d i t  qu'une boule B e s t  isotrope s i  sa matrice d ' i ne r t i e  
2 e s t  sca la i re ,  c 'es t-a-dire  s ' i l  exis te  un  scalaire  qu'on notera L B  t e l  

2 que ce t t e  matrice s o i t  de la forme LB.Id(nxn).  L B  e s t  appelé constante 

d ' isotropie  de B. 

Au premier chapitre de ce t t e  deuxième part ie ,  nous exposons 

pour 1 'essentiel un travail  de K. BALL,qui encadre les volumes des sec- 

t ions d'une boule isotrope de volune 1 .  On aboutit  alors au résu l ta t  

suivant 

a k  b k  (*) - Vol(B (I F )  6 - , k = codim F e t  a k  , b k  sont des 

B B 

constantes ne dépendant que de K. 

Avec une constante bk  moins bonne, ce résul tat  a déjà été  

publié par HENSLEY. 

Signalons que, indépendamment des études de HENSLEY e t  BALL,  

BOURGAIN e t  MILMAN 141 ont prouvé un résul tat  analogue dans l e  cas 

des sections hyperpl anes. 

La démonstration de (*)  uti 1 i  se fondamentalement la  1 og-concavi t é  

de f ( x )  = Vol(B n (F+x)) ,  x FI. En u t i l i san t  l e  f a i t ,  plus f o r t ,  que 
1 - p - K  e s t  concave, on obtient une majoration légèrement meilleure. 

Le rôle c l é  joué par L B  nous conduit à une étude spécifique 

de 1 ' i sotropie ,  que nous commençons au chapitre I I .  Nous verrons alors  



que, en général, C 1  d L B  s c2'/r;, e t  que dans cer tains  cas part icul iers  B 
e s t  majoré par une constante universelle. Le f a i t  de savoir s i  cela e s t  

toujours vrai res te  ouvert e t  semble d i f f i c i l e .  

Au chapitre I I ,  nous donnons un certain nombre de conditions é- 

quivalentes à ce t t e  conjecture. Certaines sont dûes à V.D. MILMAN (par 

exemple : 3 a  > O tel  que n E IN, B corps convexe symétrique de 

volume 1 ,  3 H ,  hyperplan de IRn vér if iant  Vol ( B  fl H )  2 a ) .  Nous mon- 

trons que ce t te  conjecture e s t  équivalente à un problème de comparaison 

de volmes de boules e t  d 'e l l ipsoïde,  e l l e  e s t ,  par exemple, équivalente a : 

(3 c > O  t e l  que V n  F N , ~ B  F An , on a i t  L B  < c ) .  En u t i l i san t  

un résul tat  du premier chapitre (K. BALL [II ) , nous donnons un contre- 

exemple, pl us simple, que ce1 ui de LARMAN-ROGERS [9J, au problème suivant : 

B ,  boule de R n ,  c el1 ipsoïde de a-t-on 1 limpl ication : 

n H )  s Vol(5 n H ) , ~ H  hyperplan de IR" => tVol(B) s Vol(c)l. 

En a f fa ib l i s san t  ce problème, on conjecture que : 

3 v  > O t e l  que YB,  boule de IRn,  6 el1 ipsoi.de de Rn,  on a : 

{Vol(B n H) 6 Vol(5 n H ) , ~ H  hyperplanl => IVol(B) s u V o l ( ~ ) l .  

Nous montrerons justement que ce t te  conjecture e s t  équivalente 

à ce1 le  portant sur LB. 

Nous montrons que l a  conjecture entraîne un résul tat  (qui ,  l u i ,  

e s t  prouvé ! )  de MILMAN. Ce résul tat  d i t  en substance que, à une constance 

cn près, l e  volume d'une boule de coïncide avec ce1 ui de son inter- 

section avec u n  ell ipsoïde bien choisi. 



Dans l e  troisième chapitre de la deuxième par t ie ,  nous nous in- 

téressons à l ' i so t rop ie  de quelques boules unités d'espaces de Banach, 

qui présentent des propriétés géométriques part icul ières ,  par exemple 

1-inconditionnelle, de type 2 ,  ayant un dual de cotype 2 fa ible .  Ces bou- 

les  vér if ient  la conjecture sur LB. 

Le chapitre IV e s t  consacré au calcul de LB , pour les boules 

d'espaces de Banach classiques : L[ , 1 'espace C: des idéaux d'opé- 

rateurs T vérif iant  I A: < + m où les A i  sont l es  valeurs propres de 

IT1 

Le chapitre V n'entre  pas tout à f a i t  dans l e  cadre d u  volume 

des sections de boules, mais u t i l i s e  des techniques d u  même domaine. Nous 

y détaillons une démonstration simple, sans doute connue des spécial is tes  

mais ne figurant pas dans la l i t t é ra ture ,du  théorème de MILMAN p2], 
c i t é  précédemment e t  des inégalités faibles  de SANTAL0 u6] , pour les  

espaces de Banach de dimension f i n i e  qui possèdent une base l-incondi- 

tionnel l e .  





~ È R E  PARTIE 





CHAPITRE I 

n 
K. BALL [il a montré que s i  Q = 

, e s t  l e  cube u n i t é  de  IR^, 

e t  s i  H e s t  un hyperp lan  v e c t o r i e l  de IR", on a 

Nous nous i n t é r e s s o n s  à é tendre  ce r é s u l t a t  aux s e c t i o n s  de co- 

dimension K. 

L ' i n é g a l i t é  de gauche a é t é  démontrée pour  tous l e s  sous-espaces 

v e c t o r i e l s  de codimension K p a r  VAALER n7]. Nous ne nous i n t é r e s s o n s  

donc q u ' a  l a  m a j o r a t i o n .  Par a i l l e u r s ,  HENSLEY [6] a v a i t  démontré que 

(Qn n H ) S  151. 

Nous u t i l i s e r o n s  l e s  n o t a t i o n s  su ivan tes  : 

/ A (  : pour  dés igner  l e  c a r d i n a l  d ' u n  ensemble, f i n i ,  A. 

Vol : pour  r e p r é s e n t e r  l a  mesure de volume. Nous adopterons l a  même 

n o t a t i o n  pour  t o u s  l e s  espaces qui  i n t e r v i e n d r o n t ,  quelque s o i t  

l e u r  dimension. 



On m u n i t  an de l a  base canonique (ei )yzl e t  de l a  s t r u c t u r e  

e u c l i d i e n n e  n a t u r e l  l e  associée. 

S o i t  F  un sous-espace l i n é a i r e  de IRn¶ de codimension K. 

K n  
( i ) i , ,  avec ii = 1 ajeiy représen te  une base or thonormale de F 1 

j = 1  

(o r thogona l  de FI. 

K .  
On d é f i n i t  l e s  v e c t e u r s  b  p a r :  b  = 1 aie, pour j a l l a n t  

j j i = 1  

On p e u t  a l o r s  é c r i r e  : 

Lemme I .  1 . 1 . -  

On suppose que 2K s n e t  que pour  t o u t e  p a r t i e  A  de 1  'en-  

K  1 semble I , . . . , n ,  de c a r d i n a l  K, {bis i c A} e s t  une base de IR . 

[ 
n s i n  n<t ,b .> 

A l o r s  : l a  f o n c t i o n  t w  n 11 K 
n<t,bi> , e s t  c o n t i n u e  sur  iK , 

i = l  
s i n  a < t , b . >  

1 ( s i  < t ,b .> = O, on pose n a t u r e l l e m e n t  
1 

1 a<t,bi> = 1 )  e t  e s t  dans 

K  ,d t ) ,  où d t  e s t  l a  mesure de Lebesgue s u r  IR , e t  de p l u s  : 

Déniond.t~atx'oui : 

a )  Nous d é f i n i r o n s  l a  t ransformée de F o u r i e r  F ( g )  d 'une  

f o n c t i o n  de ~ ' ( l R ~ , d x )  p a r  : 



b) On peut écr ire  Vol(F n Qn)  = 1 (y)dvF(y) (* )  
L n  ~n 

où 

. IRn e s t  considéré comme la somme directe  F  8 FI ; 

6 0 , ~  e s t  la mesure de Dirac sur FL ; 

. dxF l a  mesure de Lebesgue sur F ,  induite par cel le  de IRn ; 

. dpF = 6, dx 
F F '  

Alors (*) peut aussi s ' é c r i r e  Vol (F n Q n )  = ( 1  * ~ ~ ( 0 ) ) .  
Qn 

Lafonction 1 estmesurable, bornée, àsuppor tcompact ;  
Qn 

comme riF e s t  une distribution tempérée, [lQn * u d  e s t  dans S '  (S' 

e s t  1  'ensemble des d i s t r i  butions tempérées), e t  la transformée de Fourier 

de ( 1  * r i F )  e s t  dans SI .  
Qn 

Ccinme de plus F(l e s t  une fonction à croissance modérée 
Qn 

e t  F(vF) e s t  dans S '  

sinnt i  
c )  D'autre part : ~ ( 1  ) ( t )  = n --- où t = ( t  l , . . . , tn)  

Qn i= l  " t .  
1 

es t  un élément de IRn, e t  F ( u F )  = d x F L %  = Y e s t  une mesure sur Bln. 

Admettons provisoirement que la fonction F(l ) so i t  "-inté- 
Q n 

grable. Alors : 



En général, 1 orsque g c L ~ ( R ~ , v ) ,  on a : 

n s i n  ~ < t , b . >  
= II J 

j=1  ~ < t , b . >  J ' 

D'où l e  r é s u l t a t  : 

Le seul problème de convergence qu i  se pose e s t  c e l u i  des grandes 

valeurs de I t l .  

En posant t = pu avec . 8' e t  u c SK-, nous pouvons 

n s i n  .rrp<u,b.> 
é c r i r e  f ( p ~ )  = n 1 

i = l  .irg<u,bi> 

Pour u SK-l , il y a, au p lus ,  K-1 des <u,bi> qu i  sont  

nu l s  ; car ,  sinon, il e x i s t e r a i t  1 C (1 ,.. . ,n} de card ina l  K t e l  que 

(<bi ,t> = O )  pour i e 1. En d 'au t res  termes, nous aurons K-formes l i n é a i r e s  

indépendantes ( ca r  (bi IicI e s t  une base) qu i  s 'annulent  en un p o i n t  d ' un  

espace de dimension K, cec i  é t a n t  de t o u t e  évidence impossible. 



S o i t  donc u  E SK-l , il e x i s t e  une p a r t i e  Iu c 11,. . . ,n l ,  

I I u J =  K+l pour  l a q u e l l e  <u,b.> # O  pour t o u t  i dans Iu. 
1 

Or ( u  * ) e s t  c o n t i n u e  donc il e x i s t e  un v o i s i n a g e  W u  de u  
u  

e t  une cons tan te  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  Cu t e l s  que : 

p o u r  t o u t  v dans W u  e t  t o u t  i dans Iu 

O r ,  V W u  recouvre  l e  compact SK-l donc il e x i s t e  une 
Ur'K-, N .. . 

f a m i l l e  f i n i e  (u~) :=~  t e l l e  que s ~ - ~  c zIwG Dési9nons a l o r s  Par  

C : i n f  C . 
m  'rn 

S o i t  v e SK-l e t  p > O, il e x i s t e  m t e l  que v  6 W . 

1  ( s i n  n ~ < v , b . > l  < -- l n  . ( c a r  n c 1 )  1 

oK+ l  i r 1  In<v,bi>/ iqIU < ~ p < v , b . > /  
"m rn 1 

1  
f - '  

1  

P K+l (7T.C) 
K + l  ' 

î 
Donc, en résumé kf v  SK-I , I f ( p v )  ( s . 1  

(a.c) K+1 ' ce P 

q u i  permet de c o n c l u r e  que f e s t  i n t é g r a b l e  à 1  ' i n f i n i ,  s u r  IR 
K  



Lmme. 1.1 .2 . -  

I 
Sous l e s  hypothèses du lemme (1.1.1) e t ,  s i  de p lus ,  pour  t o u t e  

1 p a r t i e  A de 1 . .  n  de c a r d i n a l  K, drt((bi)icA) = bA v é r i f i e  

1 . A l o r s  : AA " 
n- 1 

PémunnLmtion : 

D ' a p r è s  l e  lemme précédent ,  nous avons : 

n s i n  n< t ,b .>  
VOUF n an)  = 1 . d t  . 

K i = l  v<t ,b .> Q 1 

D ' a u t r e  p a r t ,  on a 

s i n  rr<t,b . >  
K- 1 n  s i n  n<bi , t >  Cn-l 

n n 1 = ( I I  1 
IA l=k  ieA  ~ < t , b . >  i = l  ~ < b .  , t >  

1 1 

On en d é d u i t  1  ' i n é g a l i t é  1 

On o b t i e n t  moyennant l ' i n é g a l i t é  de Ho lder  : 

1 pourvu  que l e s  B~ s o i e n t  supér ieu rs  à 1 e t  - = 1 .  
IA I=K 'A 



Nous chois i rons  ul térieurement l e s  constantes fiA de s o r t e  

que l e s  condit ions de convergence des in tégra les  é c r i t e s  soient  r é a l i -  

sées. 

Pour l a  s u i t e  de l a  démonstration, nous ferons appel au r é s u l t a t  

fondamental de K. BALL [II. 

I L m e  ( d e  K.  B A L L )  7 . 7 . 3 . -  

1 de plus,  l ' é g a l i t é  a l i e u  s i  e t  seulement s i  p = 2) .  

K- 1 Imposons aux BA l a  condition suivante BA 2 2Cn-, , a l o r s  

d ' ap rès  l e  lemme ( I .1 .3 ) ,  on a : 

6~ 
/ F-l 

2.Cn-, lR iql n - l  - d t  r J*. -- 

Les sont  l e s  composantes du produit  ex té r i eu r  des vecteurs 

2 
orthonormés ( i l , .  . . , f K )  de IRn donc : ,>, = 1. 

I A I = K  

2 1 i l  e s t  naturel  de c h o i s i r  1 2  
Sachant que aA r Tf , 

"n- 1 
ÛR = A ~ .  

Tenant compte de ces considérations 

Nous a l l o n s ,  pour achever l a  démonstration du lemme ( I . 1 . 2 ) ,  



") chercher  l e  maximum de l a  f o n c t i o n  ( ( ~ ~ 1 -  n s u r  l ' e n -  
/ A I = K  I A I = K  

semble des aA d é f i n i  p a r  : 

N 
Considérons f ( x )  = 1 x: l o g  xi. f e s t  d é f i n i e ,  c o n t i n u e  

i =l 
s u r  l e  compact : 

La f o n c t i o n  f admet un maximum dans C, a t t e i n t  en un p o i n t  

( y 1  ,. . . ,yN). Supposons, p a r  exemple, que : 

y i = O  s i  ~ E I  avec 111 = r 

y i = a  s i  ~ E J  avec / J I  = s 1 r + s + t = N  

O < y i < a  s i   EL avec I L I  = t 

S i  f ( y ,  ,. .. ,yN) e s t  l e  maximum de f s u r  C, il e s t  auss i  

de maximum de l a  f o n c t i o n  g : x - 1 x: l o g  xi + s a* l o g  a, s u r  C1 
i EL 

avec C' = { x  E C : O < xi < a, s i  i c L e t  xi = yi s inon} .  

C' peu t  ë t r e  cons idéré ,  à une b i j e c t i o n  c o n t i n u e  près,  comme 

un o u v e r t  de Rr. 

Le théorème des e x t r e m m  l i é s  pour  g donne l e s  équa t ions  s u i -  

vantes : 



x. (21og xi+l)  = 2 x x i  pour  i E L f 1  

210g xi+l = 2A 
( c a r  xi f O pour  i E L )  

<=> { e t  1 x: = 1 - sa  2 
i e L  

2 Posons xi = 6 ; on d o i t  a l o r s  a v o i r  B . t  = 1 - sa2 d ' o ù  

Donc pour i E L 

S i  t = O ,  f ( x ) s l o g a  pour  X E C .  

2 S i  t > O ,  puisque 6 < a  e t  sa2 + t B  = 1, 

2 2 2 f ( x )  s sa l o g  a + t 6  l o g  s (sa2 + tB ) l o g  a s l o g  a. 

Avec a = 
1 K 7 e t  N = Cn y on en d é d u i t  que, 

"n-1 

Par conséquent 



S o i t  

L'hypothèse : "Pour toute  p a r t i e  A de i l  ,. . . ,n} de cardinal  

K det  ( (b i l iEA)=  nA f 0" n ' e s t  pas r e s t r i c t i v e ,  c a r  1 'ensemble des 

sous-espaces F de IR" de codimension K ,  qui l a  v é r i f i e n t  e s t  dense 

n-K dans l a  grassmannienne G, . De plus ,  (F +  vol(^, n F ) )  e s t  continue, 

donc toute  majoration de Vol(Qn ri F) sur  l 'ensemble dessus c i t é  sera 

n-K valable s u r  G n  . 

TheohErne 1 . 1 . 5 .  - 

S o i t  F un sous-espace de codimension K, avec 2K s n ,  

on a a l o r s  
2K K V O I ( F  n a n >  r J.C,. 

Démvnb~h&on : 

On peut supposer, s i  E , ,  ..., ck e s t  une base orthonormale 

i K .  
de F , ci  = 1 a . e .  , e t  s i  on pose b .  = 1 al.e. , que 

j=1 J J J i = l J '  

V A C  i l  ,..., n ) ,  i A I  = K y  A R  = de t ( (b . ) .  ) #  0. 
J J E A  

Nous gardons l e s  notations des lemmes précédents. 

1 m cab : 

S i  pour tou te  p a r t i e  A de i l , .  .. , n )  de cardinal  K y  



2 1 
O < A* vrn . En appliquant l e  lemme I . I .Z . ,  on obt ient  

2 C n - ~  

22me can : 

On suppose q u ' i l  e x i s t e  dans 1 , .  . n une p a r t i e  A de 

1 cardinal  K ,  par exemple A = {n-K+l,. . . ,n}, t e l l e  que aA > -K-7 . 
"n- 1 

S o i t  ( c k + ,  ,. . . ,s,) une base orthonormée de F, (6, ,. . . , S n )  

e s t ,  a l o r s ,  une base orthonormée de IRn. 

On d é f i n i t  : 

n 
Cn-K = {X t IRn / X  = 1 xi ci Orx.al pour i  = K + l , .  . . , n )  

i = K + 1  1 

i n - K  e s t  l a  projection orthogonale de IRn sur  IRn-K, avec 

R " ~  = {(xi):=, / xi = O pour i = n - K + l  à n). 

Avec ces nota t ions ,  nous avons 

( l a  projection conserve l e  rapport des volumes) 

( c  ) = ~ X F _ R ~ / X =  xic i  ?, e t  O a xi a 1)  :Rn-~ K - K  i =  +1 

où t i = p  ( c i )  pour i = K + I  à n. 
 IR"-^ 

n .  
?I 

n-K . 
D'autre p a r t ,  ci = 1 a J e .  ; donc ci  = a ? e .  . 

j = l  ' J j=l  ' J 



Notons B  l a  t rans fo rmat ion  l i n é a i r e  de lRn-K, don t  l a  m a t r i c e  

n-K e s t  Fi], dans l a  base e i i l  , on a  : 

( C  ) = B ( F , I ] ~ - ~ ) ,  on e n d é d u i t  que ' $ n - ~  n-K 

v o l  O in -K(Cn-K) )  = d e t  81. 

avec 

O r  l a  m a t r i c e  X = [ ci ln i=l e s t  or thonormale donc X" = X t , 

D'après  1  ' i d e n t i t é  de JACOB1 (BOURBAKI [3] ) 

D ' a u t r e  p a r t ,  Y ( F  n Qn) C Qn-K , donc :  IR"^ 



Par conséquent : 

C U h U ~ ~  ( d ~  K.  BALL) 1 . 1 . 6 .  - 

Pour t o u t  e n t i e r  n  s u p é r i e u r  ou égal  à 2, e t  t o u t  hyperp lan  

H de Rn, Vo l (Qn fl H) r fi. 

DémoaRh&on : 

En a p p l i q u a n t  l e  théorème 1.1.5. pour K = 1 ,  on o b t i e n t  : 

B ien  sûr ,  nous avons u t i l i s é  l e  lemme p r i n c i p a l  de K. BALL 

fi s i  p  i 2 )  pour  démontrer l e  théorème 1.1.5. 

1 )  La c o n d i t i o n  2k r n a p p a r a î t  à b i e n  des égards comme a r t i -  

f i c i e l l e ,  mais  e l l e  e s t  nécess i tée  p a r  n o t r e  technique.  

2 
2 )  Dans l e  cas généra l ,  AR = 1 e n t r a î n e  q u ' i l  e x i s t e  A  

I A I = K  
1 de c a r d i n a l  K t e l  que ( a A l  2-. , K 

On en dédui t ,  pu isque Vol (F  CI Q,) c -L- , que 
l a A l  

Pour c l o r e  ce c h a p i t r e ,  nous a l l o n s  f a i r e  1  ' é t u d e  de quelques 
1 

exemples. Nous r e p r o d u i r o n s  une é tude  f a i t e  p a r  C. SACRE, s u r  o r d i n a t e u r ,  



dans l e  cas n = 4 e t  K = 2. 

Ceci rend  p l a u s i b l e  l a  c o n j e c t u r e  s u i v a n t e  : Vo l (F  fl Qn) s rS( 

l o r s q u e  2k s n. Remarquons que c e t t e  c o n j e c t u r e  r e j o i n t  c e l l e  de K. BALL 

selon l a q u e l l e ,  pour  un corps convexe symét r ique  i s o t r o p e  

Vol (F n C )  s acodimK avec a cons tan te .  

Exemple 7 . 1 . 7 . -  

On suppose n = Kp, p  E N* 

e 
on o b t i e n t  : b .  = 2 l o r s q u e  (m- l )p+ l  s j s mp. 

JP 

n s i n  n<b ,t> 
A l o r s  : Vol ( F  C1 Qn) = j . d t  

L K  El n<b. , t>  J 

m P s i n  n<b., t> 
II . d t  

= K 1 m l  p  n<b.  ,ti 
J 



Donc : 

On s a i t  que : h 

Pour p  = 2  c ' e s t - à - d i r e  n  = 2K, 

"2 V O ~ ( F ~ Q , )  = f i  . 

s i n  a - . p ip  - 
1. fi '2 l o r s q u e  p 1 2  e t  que 

J P r ~  
JF i 

Pour p  = n  c ' e s t - à - d i r e  K = 1, on o b t i e n t  

pour  p  = 2, on o b t i e n t  l ' é g a l i t é .  

Vo l (F  n Q n )  r J2, r é s u l t a t  q u ' o n  s a v a i t  déjà .  

el +e2 S o i t  X E F ,  x = x , - +  . . . .  x p .  e2p- 1 +e2p 

"'7 J2 



Donc (F  n Q n )  = i x  c F, X I  s 1 ,  p a r  conséquent : 
2 

Remahque : 

Ce r é s u l t a t  ne c o n t r e d i t  pas forcément  ceux obtenus auparavant.  

En e f f e t ,  une m a j o r a t i o n  p a r  @-dimF s e r a i t  g r o s s i è r e  pour  d im F 

t r è s  p e t i t e .  Pour dim F = 1, on s a i t  que Vol ( F  f l  Qn) 6 6, ce q u i  e s t  

incomparable avec @-'. 

ExempLe 7 . 1 . 9 . -  

Etude f a i t e  p a r  C. SACRE dans l e  cas n = 4 e t  K = 2. 

C. SACRE a démontré, expérimentalement, que e s t  l a  bonne 

m a j o r a t i o n  l o r s q u e  n = 4 e t  K = 2. 

Un p l a n  P passant  p a r  1 ' o r i g i n e  coupe Q4 se lon  un polygone 

don t  il s ' a g i t  de c a l c u l e r  1 ' a i r e  S. 

On cons idère  ( 5 , ~ ' ) ~  base de P' 5 = (a,b,c,d) , 

5 '  = ( a '  ,bl ,c l  , d o )  

ax + by + cz + d t  = O 

( x , Y , z , ~ )  E P <=> 

a o x  + b ' y  + c ' z  + d ' t  = 0. 

Le mineur  d ' o r d r e  2 de ce système q u i  a l a  p l u s  grande v a l e u r  



absolue e s t  non n u l .  On peu t  supposer q u i t t e  à permuter  l e s  q u a t r e  coordon- 

nees q u ' i l  s ' a g i t  de I l  1 . Par des combinaisons l i n é a i r e s ,  ne chan- 

geant  pas l e s  mineurs d ' o r d r e  2, on peu t  t r a n s f o r m e r  l e  système en un sys-  

tème é q u i v a l e n t  pour  l e q u e l  d  = c i  = 0. 

Q u i t t e  à opére r  des symét r ies  or thogonales,  p a r  r a p p o r t  aux hyper- 

p l a n s  de coordonnées, on p e u t  supposer c  > O, d '  > O ,  a  1 0 ,  b 2 O e t  

q u i t t e  à opére r  une symét r ie  p a r  r a p p o r t  à 1  'hyperp lan  ( x  = y ) ,  on p e u t  

supposer a  s b. E n f i n ,  on p e u t  n o r m a l i s e r  l e s  vec teurs  (a,b,c,O) e t  

(a',b',O,d'), ce q u i  ne change pas l ' o r d r e  des mineurs du système. 

On p e u t  considérer ,  désormais, qu 'on  e s t  dans l a  s i t u a t i o n  s u i -  

van te  : 

Ax + By + CZ = O + B2 + c2 = D' + E' + F' = 1 

O s A s B s C ,  O < C  e t  O < F  

Dx + Ey + F t  = O / 6 /  s  CF, I D /  $ F, I E I  $ \ F I  
avec 6 = BD - AE 

-t + 
En o r thonorma l i san t ,  en U, e t  U2 , l e s  deux vec teurs  de P : 

-f -f 

VI = (CF,O,-AF,-CD) e t  V 2  = (O,CF,-BF,-CE), e t  en p r o j e t a n t  ces v e c t e u r s  

CF 
s u r  (xoy ) ,  on o b t i e n t  un para l lé logramme d o n t  l ' a i r e  e s t  a avec 

La p r o j e c t i o n  conservan t  l e s  r a p p o r t  d ' a i r e s ,  H fl P se p r o -  

j e t t e  s u r  (xoy)  s u i v a n t  un polygone d ' a i r e  S '  t e l l e  que : 

S I  - CF . Donc 1  . a i r e  cherchée, S, e s t  obtenue p a r  : 
S A 

A S = - .SI. 
CF 



Etude de l a  PJZO jection nLlh (xoy 1, & P f l  H. 

C e t t e  p r o j e c t i o n  e s t  l ' i n t e r s e c t i o n  K  fl 1 J où : 

K  e s t  l e c a r r é  (1x1 6 1  e t  \ y (  s 11 

1  e s t  l a  bande IAx + B y l  s C. 

J e s t  l a  bande IDx + Eyl 6  F. 

Les bandes 1 e t  J peuvent ê t r e  éven tue l lement  égales à 

(XOY).  

Par r a i s o n  de symét r ie ,  p a r  r a p p o r t  à l ' o r i g i n e ,  on p e u t  

supposer D  s O. 

On va c a l c u l e r  S '  s u i v a n t  une décomposi t ion h i é r a r c h i q u e  en 

cas : 

CAS 1 : K C I  : A+B S C .  

CAS 11  : K c  J  : D  + I E /  6 F 

a l o r s  : S '  = A i r e  K  = 4. 

CAS 12 : J coupe K  e t  K C J  : F < D +  \ E l .  

Les c o n d i t i o n s  ID1 6 F e t  I E l  s F 

(1,O) e t  (0,1),  de K  s o n t  dans J, l e s  deux a u t r e s  é t a n t  à l ' e x t é -  

r i e u r .  



CAS 2  : 1 coupe K e t  K QI 1, C < A+E 

1 n K e s t  alors  un hexagone 

CAS 21 : y E J  : I D - E I  5 F (on  a  auss i  y' E J )  

CAS 211 : a E J ,  \CD-61 5 AF (on a  auss i  a '  E J )  

CAS 2111 : B E  J, ICE+&/ 5 BF (on a  auss i  y' E 3 ) .  

Dans ce cas, l ' exagone  a ~ y a ' ~ ' ~ '  e s t  contenu dans J. 

CAS 2112 : 3 # J (donc B '  P J )  

1 i l  J n K e s t  un octagone 

on p e u t  mont re r  que E > O e t  6 > 0 

- 
2 2  2  2  1 (A'.D.E - Z A E  - 2A . E . F -  ABD +ZABDE + e t  S '  = -- 

+ A B E ~  - A B F ~  - ~ A C E ~  + EACEF - B DE 
2  + 2BCDE - C DE CBDF 1 



CAS 2 1 2  : a # J (donc a '  # J )  

A F <  / & - C D [  ( a lo r s  D > O  e t  E > 0 ) .  

CAS 2 1 2 1  : 6 E J. 

La sect ion e s t  un octogone 

CAS 2 1 2 2  : B #  J. BF < 16+CEI 

6 # J  B F < I 6  

On retrouve l a  

S '  = 4  

formule du cas 

C A S 2 2 :  y d J .  F <  ID-E l  a l o r s  E < O  e t  D > O  

e t  6 > 0  

CAS 2 2 1  : a c J 16-CD1 6 FA 

CAS 2 2 1 1  : B E  J 16-CE1 s F B  



CAS 2212 : B 6 J, FB < ]&+CE1 

CAS 2221 : 3 E J,  1 &+CE( s FB 

CAS 2222 : ~é J,  ( J  coupe / u , B I  e t  l a ' , 3 ' I  

CF S '  = - 
6 

1 )  Les cas 12, 2111, 2112 donnent des formules équivalentes 

modulo la transposition (A,B,C) t-t (D,E,F). 

2 )  Vu les  relations ( * )  les  cas 2212, 2221, 2222 sont impossi- 

bles. 



PhiY1cipc de. L ' d g o ~ h m e  W é .  

Les paramètres A, B, C, D y  E, F son t  d é c r i t s  p a r  q u a t r e  boucles 

imbr iquées de manière à r e s p e c t e r  l e s  c o n d i t i o n s  ( * ) ,  de 1 ' e x t é r i e u r  v e r s  

1  ' i n t é r i e u r  : 

- 
2 

s i  D r 1 , \ E l  v a r i e  de O c a l c u l  de F = J-37 1 D E 
J3 v 

L Après étude d ' u n e  v a l e u r  de E, changement de E en -E. 

Le pas e s t  c h o i s i  de manière à c e  que d 'une v a l e u r  d 'un  paramètre à 
1 l a  su ivan te ,  dans l a  même boucle,  l ' i n c r é m e n t  s o i t  i n f é r i e u r  à , où 

N e s t  f i x é  p a r  l ' u t i l i s a t e u r .  ( C ' e s t  c e t t e  c o n s i d é r a t i o n  q u i  a  gu idé 

l ' o r d r e  A, B  e t  D,E des bouc les ) .  

Les e r r e u r s  p o s s i b l e s ,  d ' a r r o n d i ,  o b l i g e n t  à g a r a n t i r  l e s  t e s t s ,  

e t  l a  p o s i t i v i t é  avan t  une e x t r a c t i o n  de r a c i n e  c a r r é e  (PLUS e t  EPS dans 

1  e  programme). 

La v a l e u r  de S  obtenue e s t  d i v i s é e  p a r  q u a t r e  pour  se ramener 

a u  cas d 'un  hypercube de volume 1. 



R E h W  du c d c d .  

Pour N = 16, temps de c a l c u l  45 mn. 

CAS 11 10360 f o i s  v a l e u r s  extrêmes de S : 1,00000 e t  2,00000 

CAS 12 4816 " II Il " : 1,22907 e t  1,87171 

CAS2111 5681 " II Il 11 . . 1,25815 e t  1,96074 

CAS2112 306 " II II II . . 1,47446 e t  1,83020 

CAS 2121 71 " II II II . . 1,49531 e t  1,68140 

CAS 2122 320 " II II " : 1,43272 e t  1,72705 

CAS2211 849 " II II " : 1,54318 e t  1,84079 

RemutLque.4 : 

La v a l e u r  minimum 1 e s t  obtenue pour  A = B = D = E = O 

( C = F = I )  ; P = ( x o y ) .  

La v a l e u r  maximum 2 e s t  obtenue pour  A = E = O e t  

1 B = C = D = F = - ( c e c i ,  à une permuta t ion  d ' i n d i c e s  p rès ,  correspond 
fi 

à l a  s i t u a t i o n  de 1  'exemple 1 ). 



TYF'E NUII(:AS=la . 1 0  ; 
VAR A ~ E : ~ C ~ D ~ E I F ~ A ~ ~ E : ~ ~ C ? , D ~ ~ E ~ ~ F S  :REAL; 

DE: r DE 1 DEL r Gi'\[)EL i S i SF'R : REAL  i 
N , N A P N E : ~ E I D ~ N E ~ I A ~ I E : ~ I D I I E  : I N T E G E R i  
t: : NUHCAÇ; 
NF:R : AF<FiRYC NUMCAS 3 BF INTEGEFi;  
Ml 'NSrHAXÇ : ARRAYCNUMCASII OF REAL; 

FLINCTION F 'LUS(X:REAL) :REnL i  
R E G l t 4  

I F  X>.=O THEN FLUS:=X ELSE F'LUS:=O 
END; 
F'ROCCDUriE CAS1 ; 
E X G I N  

Dt-GBC;(E)(=F+ET'S THEN E:CGIN K2=l; 'sF.Rk-' 4-4 END 
ELSE E X G I N  ):: =2; SFR:=4-$RR(D+.AE:S( E )  - F )  / D I A E ~ ( E )  END 

END; 
PROCEDURE C A S 2 1  1 ; 
B E G I N  

I F  GE:Ç(CXE+ DEL. ).::=E:xF+EF'S TI IEN G E G I N  1:: = S i  SVR: =4-SRR(A+E:-C)/A/E: 
ELÇE E:EGItd 1:: ='l; ÇF'R: = A Z ~ D X E - ~ X A ~ X E ~ - ~ X A L X E X F - A X F : X : D ~ ;  

ÇpR: = Ç ~ : ~ R + . ~ x ~ x : E : x : D X E + ~ X A X G X [ ) X F + ~ A X E : ~ - X : X ;  
ÇF'F<: - ~ F ' F < - ~ x A x C ; ~ : E ~ ~ . ~ X A X C X E X F - B ~ X D X E +  2xE:xCxDxE; 
SFR: -:ST'R-C2XDx:E; SF'R: =SF 'R/ (AXExDEL)  END 

El40; 
l'h'C)I:EDURE CAS212;  

ÇF'Fi: =-SPK/ (E:XDXDEL) END 
FI SE E:EGIN 1:: -6; SF'R: =4-SRR(D+E-F) /D/E EI ID 

Kt4D ; 
l'KOC.tlD:IF;E CAS21  ; 
I :E .GIN 

I F  AF:S(CXD--DEL).::'.=AX:F+ EF'S THEN C A S 2 1  1 E L S E  C A S 2 1 2  
END ; 
F'ki3LCDUF:E CASZ21  ; 
l:l-:LII.I 

1 F  A[:5 i DEL+Cr:E ) .::=E:xF+ ET'S THEN E:EC.;IN t: : =7 ; 
SF'R: =$-SQR ( A+E:-C') / A / E : +  SRR ( D-E-F ) /D /E  END ' . 

ELSE REGIN t:: - 8 ;  SF'R: = - A ~ x E ~ - ~ x : A ~ x : E x : F - W F  ~ + ~ x ~ x E : x D x E ;  
SF'h:: ~ Ç ~ ~ ~ - i . ~ ; i : , x ~ : ~ ~ D x F - ~ ~ ~ ~ ~ : C ~ ' D x ; ~ ~ + ~ x : ~ x ~ ~ [ ) k ~ -  F : ~ x . D ~ ;  
:);.fc. . - - ~ . r .  .,, R i  2s F:r Cx b2 -CZx  I)?; ÇF'Ç:: -Lf'Fi/ ( t , % . D k  !)I-L.) END 

f:lJO ; 
r~;uc,t. ,::L:r;L cnc,zr:!; 
L:t I2l.N 

1 F AL:S(!)FL.+CxC: ).<= E:x:F+EF'S 7 HEN E:FC;It4 1:: = 9 ;  
cl'r.:: =-fi::';'!'::+ Z r  A; [:x[i;' [-.:in.,$r,[:::l-x F i  ;>.-,;x:CxF 2 -  C:: lx~2;  
$,f,[;: - : ~ l : ~ ; +  2 ;  t.:>,[8>.f--[:>::l. z-?hE::.[,: p;:f:-zx [ - : m : ~ . ~ . & ~ % : f : - ~ : ~ ~ ~ ~ ;  
?;pK: = -  C;i.f; / i [: i .C:~:[);~I-)  C.t<D 

E-L:,~ [:EC;IN p;: :.1 0 ; j f ' ~  . - -"-. i *Cy :F /DrL  E N D  
E:ND; 
I ' ~ \ ' C I C ~ ' I J I I I ; ~  CAC;Z:!; 
i : Ï  1- Tt4 

11 ; ~ : : , ( ! ~ F ~ ~ - ( : , ~ > ) . : . : - ~ k F i l ~ l ~ ~ ;  T I l t 1 N  tI;A%:?Z3 Ci.SF1 Ct;$i:9:! 
1 ::C; 
I.I<IJLI OLII~E. rx:;z; 
1:l. l'il I d  



j . +! 
,! ; , ' ' > : L - C  f i )  : , ;  11.5 1I;r td 1 ; )  ,>&JI  115,L- L r t  / ; , 2  

1 l ' l t ;  

I I,~II 1 2IJriL C-h'lZi 
hl != 114 

1 F i',L.'; ( D  -E )'.-=Fi kF'S THE N CAS21 L LSE CAS?t 
LN»; 
PR(~I:C DUKE MSJOUR i 
B E C I N  

1F NE:RC t: 3-0 THEN REGIN MINSC t: 3: = S i  HAXSC K 3: =S END 
ELSE BEGIN IF S i I N S E  K 3 THEN MINSC C 3: = S i  

I F  S> HAXSC K.3 TMEN MAXSC K3: =S 
END i 

NE:KC K 3 : =NE:RC K 3+1  
END i 
F'FIOCEDURE TRAITCAS; 
E:EGIN 

DEL: =E:XD-AXE i 
I F  AE:S(DEL)<=CxF+EF'S TtiEN E:EGIN 

GRDEL:=ÇORT(SnR(DEL)+C2+F2-C2XFZ)i 
I F  AiB<=C+EF'S TI i t IN CAS1 ELSE CASZi  
S:=SPRxGRDEL/C/F/Si 
MSJOUR 

E t m i  
END; 

F'F:(JI;EDURE ETUDDEF i 
E:EGIN 

i4U:r-1 T\'UNC:( l + R 2 x N )  i 
FUR ID:=O TO ND DO E:EGIN 

D: = R 2 r I D / N D  i D2: =SlïF<( D) i 
I F  D:::.R3 THEN DE: =SORT(F'LUS( 1-2xD2)  ) 

ELSE D E : = S Q R T ( ( l - D 2 ) / 2 ) i  
rJE : =TRUNC ( 1 +DEXN) ; 
FOR IE:=0 TO NE DO E:EGIN 

E : =DEXIE/NE ; E2: =SOR ( E ) ; 
F2:=1-D2-E2iF:=SuRJ(F2)i 
TRAITCAS; 
I F  I E O O  THEN BEGIN t :=-E iTFIAITCAS END 

EtlD; 
t t l D i  

Et\iDi 
F'!ilii:E.DURE ETUDAE:C i 
E:ECIN 

id:,: =TRLltJC( 1+NrF<3) ; 
FOR 1 A : - O  TO NA DO BEGIN 

A: ::R2:xlk/NR; 6 2 :  =SRR(A) ; WRITELN( 'A=  ' rA)i 

DE:: =F'L.UÇ (SiT(RT ( ( 1 - A 2 ) / 2 > - A )  i 
NR: =TRUNC( 1 4  NXDE:) ; 
FOR IE::=O JO NF: DO C:EGIN 

E:: =h-I  B!"xIE:/t$E:; F:2: =ÇQR(6)  ; 
1.2: = l -  c+~-E:;!;c: = = - > R F \ ' T ( c ~ ) ;  
L- 1 IJDDEF 

END; 
EtJDi 

Et!I> ; 
l ':. 1 . 1 : : ; ;  l jVi<E 11.E SUL- T i 
i : 1: c7 .! ).J 

:OR t::=1 '10 1 0  [)O I F  EIE:r<Ct:l-::::.O Tt1EI.I 
J I f  t 2 L i  1 ' ' i HINSC 1: 3 P ' ' r MAXSC t: 3 )  

END; 
l:ITi; i N 

1:; !,i-(;l I ! ! .  1 ;:. ( * . ~ , A T I  I E I-)IJ c)r:couF:~f.;E : * ) ; ~ < l i A D l . ~ J ~ t 4 >  II~J-I TL ~4:: 1; 
I I:,( I::ZI I O  1 0  I)IJ t;:.:r(ct:~::=o; 
E t!r.:.r:t:; 
liF5IJl. f 

c 1::j , . 





CHAPITRE II 

UNE FORMULE EXPLICITE DE LA MESURE DU VOLUME 

DES SECTIONS HYPERPLANES DU CUBE, 

1 ~za%oduciitn. 

La m a j o r a t i o n  du v o l  une de Qn n H  (H hyperp lan  v e c t o r i e l  

de IR"), p a r  fi, é t a n t  acquise. 

L ' i n t é r ê t ,  du p r é s e n t  c h a p i t r e ,  e s t  de donner une f o r m u l e  

e x p l i c i t e  de Voln-,(Qn f l  H), en f o n c t i o n  des coordonnées du v e c t e u r  

normal à H. 

Un a u t r e  aspec t  i n t é r e s s a n t  e s t  de p r é s e n t e r  t r o i s  ra isonne-  

ments, sans l i e n  apparent ,  q u i  p e r m e t t e n t  de répondre à l a  ques t ion .  



Notu-tiond. 

n n désigne un e n t i e r  supér ieur ou égal à 1, (ei )i,l repré- 

'? 
sente l a  base canonique de IRn* E = ;y, aiei, ai > O pour t o u t  i. 

1 =l  

H e s t  un hyperplan v e c t o r i e l  passant par l e  cent re  de Q, e t  
n 

e s t  orthogonal b 5 (Qn = [- $,a ). 
Pour x c IR, ( x ) +  = sup(0,x) e t  VolK désigne l a  mesure 

de volume de IRK. 

- 
PtopadL t . i on  (M. M E Y E R )  7 . 2 . 1 . -  

l Sous l e s  nota t ions  ci-dessus, on a : 

La démonstration de c e t t e  p ropos i t i on  e s t  abordée de deux ma- 

n iè res  tota lement d i f f é ren tes ,  que l 'on va exposer en 1 )  e t  I I  ). Pour 

l a  première démonstration ( I ) ,  on se s e r t  du lemme su ivant  : 

Lwme 1 . 2 . 2 . -  On considère (ai)icln une fam i l l e  de nombres 

1 s t r i c tement  p o s i t i f s  e t  1 > 0. 

/ S o i t  1 = I . . . n ,  on a a lo rs  : 

l (où / I I  e s t  l e  ca rd ina l  de 1) .  



1. P t r k C k e  d6mon6.thdtion de h p t r o p o b ~ o n  1 .2 .1 .  - 
n 

S o i t  $ ( A )  = vo l  ,( n {x  E Rn/. 1 aixi r A ) ) ,  on s a i t  
1 =1 

qu 'a lo rs  : 

i! n 1 
j2 3 (a). (1 )  VOI,-~ ( [o.iJn r~ { X C  an/ 1 spi = a}) = ( 1 ai) 

i = l  i = l  

1 1 On considère 1 ' hyperplan H' , passant pa r  (7,. . . ,?), 

cent re  de [0,1]" e t  orthogonal a 5 ; on peut donc é c r i r e  : 

1 En app l iquant  l e  lemme 1.2.2 e t  ( 1 )  pour A = .l ai , on 
1 = l  

o b t i e n t  : 

Cet te  r e l a t i o n  peut ê t r e  formulée comme s u i t  : 

( S a:)'/' E n n n H l )  = 
i = l  

n n . n ~~a~ )y - '  ( 2 )  n 2n-l(n-l)! ai ( E ~  , . . . .E~ )F { -~  ,lI i = l  i = l  

i =l 

Le r é s u l t a t  souhai té se dédu i t  de (21, puisqu'on passe de 
-f 

[0,1] CI H l  a Qn n H. par l a  t r a n s l a t i o n  de vecteur v. où 



II. Deuxième démonbLtaLLon de p ~ o p o b i i i o n  1.2.1. - 

Cette démonstration se base essentiel lement sur les  distributions 

e t  sur l e  résu l ta t  de K. BALL [II (voir chapitre 1). 

Rappelons-le brievernent : étant  donné Q = , l e  cube 

unité de IRn, de volwne 1 e t  H un hyperplan l inéa i re  de IRn, orthogonal 
n 

6 E ,  où 5 e s t  un vecteur de IRn ,  de norme 1 ,  E = 1 aiei  ; alors 
i =l 

n s in  n t  a i  
. d t  

IR i= l  n t  a i  
( 1  

On remarque que d'après la  formule ( l ) ,  on peut supposer que 

a i  > O pour tout  1 s i s n e t  que n 2 2. 

( in t  1 € . a . )  
- 1 j = 1  J  J  --  ( II ~ ~ l e  

(2i  )" € = ( c l  ,. . . i= l  

Donc 

n 
(in+ y €.a .) 

I J J  

1 Par a i l l eu r s ,  on déf in i t  la dis t r ibut ion Pf(n), 
U 



pour tou t  4 E D O R I ,  par 

n - l d ( j )  . P n - l ( 9 ) ( u )  
où, P,- ,(d)(u) = 1 T ( ~ )  u J y  R,- ,($)(a) = du 

j=o J .  un 

e t  e s t  l a  jème dérivée de i j i  en O ,  avec &O) = 9. 

I l  e s t  a i s é  de voi r  que c e t t e  dé f in i t ion  ne dépend pas de a.  

1 On prolonge Pf(<) a 1 'espace desfonctions bornées de c l a s s e  
U 

p- 1 . Avec 

f ( u )  = i1 sin Tua pour tou t  u Ç IR. 
j=1 j 

1 n du < ~ f ( ~ ) , f >  =j ( n s in  na iu )  - , 
U IR i = l  u n  

ca r  f ( j ) ( O )  = O pour tout  O s j c n -1 .  

Par conséquent : 



n 
D 'aut re  par t ,  s i  on pose, x = n 1  a. , a l o r s ,  d 'après  l a  

j=1 J J 

1 dé f in i t ion  de Pf (-1 , on a  pour tou t  a  > O : 
U 

n-1 ( i ~ ) , j u j  
où P n - l  ( u , A )  = 1 ---- (+a Pn-1  ( u , x )  

e t  Rn-,(u,x) = du. 
j=o  un )-a un 

E n  f a i s a n t  l e  changement de var iable  u I-+ A U  e t  puisque 

( 2 )  ne dépend pas de a ,  on ob t i en t  : 

1 i u >  E n  i n t ég ran t  par p a r t i e  1 'expression qui donne < P f  (n) , e  
U 

on obt ient  : 

On en dédui t ,  donc : 



1 i x u  n n n - I  i n K  
Mais  <Pf(n),e > = s igne(a  1 e . a . ) ( ~  1 €.a.) - . 

U i = 1  j = 1  J J ( n - l ) !  

Donc, f ina lement ,  

Pémonntku%on du lemme 1 . 2 . 2 . -  

Nous a l l o n s  en donner deux démonstrat ions d i f f é r e n t e s  : 

a )  Ptremièhc2 d é m o n n W o n ,  p a r  récur rence  s u r  n. 
n 

Posons $,(A) = V O ~ ~ ( ~ O , I ] ~  r l  { x  E JRn / / aixi r h l )  . 
i = l  

Pour n = 1, on a 

Donc, l e  lemme e s t  v r a i  pour  n = 1. 

On suppose que l e  lemme e s t  v r a i  pour  n-1, démontrons-le pour  n. 

n 
On n o t e  An(h) = P,Qn r7 {(x c JRn / / aixi r h l ,  donc 

i = l  

O r ,  d ' a p r è s  1 ' hypothèse de récurrence,  



Donc 

Un c a l c u l  é l é m e n t a i r e  donne : 

En t e n a n t  compte du f a i t  que t o u t e  p a r t i e  1 de In = (1, ... ,nI, 

p e u t  ê t r e  s o i t  une p a r t i e  de In-1 = E l ,  ..., n - I I ,  ou s o i t  l a  r é u n i o n  de 

i n 1  avec une p a r t i e  de In-, , on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  souhaité. m 

6 )  Deuxième démon~,tk&an de  1 . 2 . 2 .  - 

C e t t e  démons t ra t ion  découle immédiatement d ' u n  argument géomé- 

t r i q u e ,  qu i  c o n s i s t e  à c a l c u l e r  l e  v o l  une de P 13 ix E IRn / . l  xi I A }  A p a r t i r  
1=1  : . . 

des "pyramides" a y a n t  pour  sommets ceux de P e t  l i m i t é e  p a r  1 'hyperp lan  a f f i n e  

Pour n = 3, on a l e  dess in  ( 3 )  



Dans ce  cas de f igu re ,  on trouve : 

En s ' i n s p i r a n t  du dessin ( 3 ) ,  on e s t  amené à énoncer : 

l Si on garde l e s  nota t ions  qui précèdent e t  s o i t  h > 0, a l o r s  : 



où s d é c r i t  1 'ensemble des sommets du pavé P, us e s t  l e  nombre 

/ de coordonnées non n u l l e s  de s, s r H s i g n i f i e  que s e s t  sous X 

l ' h ype rp lan  HA, T: e s t  l a  "pyramide" de sommets s l i m i t é e  par HA. I 
D C m o ~ ~ ~ n  du Lemme 1 . 2 . 3 .  - 

Pour 1 C { l  ,. .. , n l  = In , SI désignera : 

n x + a i  < xi , V i  c I I .  

On notera aussi 

n 
O r ,  S = P U ( U S { i l ) ,  on en dédu i t  que 

@ i =l 

X A n 
r e l a t i o n  qu'on peut  aussi é c r i r e  T, = (G fi P) U ( UT:~)) .  

i = l  

Comme Sin SJ = S I U J  T; n T: = T; u J. 
n 

En remarquant que P 0 (U  Tti = 0 e t  en app l iquant  l a  
i = l  

formule de Poincaré, on o b t i e n t  successivement : 

K 
+ - VOI~(AT+ ... 

l i n  1  l = l { l  



ILI  n 

On retrouve l e  lemme 1.2.3 en consta tant  que T: = 0 dès que 

n 1 a i  e t  que l e s  sommets sont l e s  points  s = , avec 
ici 

Pour l a  démonstration du lemme 1.2.2, i l  s u f f i t  de vo i r  que : 

A n 
avec G = IR: n Ex r IRn/ x i  s A}. 

i =l  

En u t i l i s a n t  l e  lemme 1.2.3, on ob t i en t  : 

(A- l a i ) :  
X Enfin, un calcul élémentaire donne : Vol ( T I )  = 

ic1 

n 

Cvhu&&e d e  Pa ptro p v n a o n  7 . 2 . 4 . -  

S o i t  une f ami l l e  de nombres r ée l s  s t r ic tement  posi- 

/ s i t i f s ,  a lo r s  : 



Ceci e s t  une conséquence immédiate du f z i t  que : 

1 s V o l ( H n  Qn) s fi (K. BALL /:I]). 



~ È M E  PARTIE 





CHAPITRE 1 

VOLUME DES SECTIONS DES CORPS CONVEXES DE lRN, 

A. InfrLoducfion. 

L ' e s s e n t i e l  de ce c h a p i t r e  repose s u r  un a r t i c l e  de K. BALL 123. 
Cet  a r t i c l e  e s t  une a m é l i o r a t i o n  des r é s u l t a t s  de D. HENSLEY 171 e t  

VAALER [17]. 

Le r é s u l t a t  p r i n c i p a l  de c e t t e  étude e s t  : 

Il e x i s t e  deux constantes aK e t  BK ne dépendant que de K, 

t e l l e s  que pour  t o u t  co rps  C convexe, symétr ique,  i s o t r o p e ,  de volume 1, 

de IRn e t  pour  t o u t  F sous-espace, de codimension K, de IRn, on a i t  : 

où LC e s t  l a  cons tan te  d ' i s o t r o p i e  de C. 

Ceci a m é l i o r e  légèrement  l e  r é s u l t a t  de Milman pour  K = 1 dans 

1 ' a r t i c l e  141 e t ,  a comme conséquence, que pour  t o u t  couple (F,G) de 

sous-espace de codimension K y  de lRn : 



Signa lons  que p o u r  n donné, il e x i s t e  une v e r s i o n  légèrement 

p l u s  f i n e  de (*),  au n i v e a u  de l a  m a j o r a t i o n ,  mais  avec un m a j o r a n t  q u i ,  

c e t t e  f o i s ,  dépend de n. 

(al S o i t  C un c o r p s  convexe de Rn, on d i t  que C e s t  

i s o t r o p e ,  s ' i l  e x i s t e  une cons tan te  LC, t e l l e  que 

l 2 2 2 
I<x,y>l dy = ~ ~ 1 x 1  , pour  t o u t  x  ER^, 

1 où dy e s t  l a  mesure de Lebesgue s u r  IfIn. 

La cons tan te  L C  e s t  appelée l a  cons tan te  d ' i s o t r o p i e  de C. 

I b i  S o i t  f une a p p l i c a t i o n  de R~ dans [O,+-[. On d i t  que 

f e s t  i s o t r o p e  s ' i l  e x i s t e  une cons tan te  Lf , t e l l e  que : 

2 2 2 K 
I<x,y>l  f ( y ) d y  = L f l x l  , pour  t o u t  x ~ l R  . 
I 

Remarrqua : 

1 )  D i r e  qu 'un  c o r p s  convexe C e s t  i s o t r o p e  s i g n i f i e  que 

l a  m a t r i c e  d ' i n e r t i e  de C e s t  s c a l a i r e .  



2 )  S o i t  C un  corps convexe isot rope de R n ,  a l o r s  i 1 e x i s t e  

une constante L C ,  t e l l e  que pour tou t  i e t  j de i l , .  . . , n ) ,  on 

a i t  : 

où 6 .  e s t  l e  symbole de Kronecker. 
1 J 

Même formulation pour toute  appl ica t ion f : IRk -+ [O,+-[ . 

PnoponiaZon I I .  1 . 2 .  - 

I S o i t  C un corps convexe symétrique de IRn ; i l  e x i s t e  

a l o r s ,  S E GLCIR") ,  t e l  que S(C) s o i t  isotrope.  I 
Démon,5A/rdon : 

Considérons 1 ' opéra teur  T de dans IRn,  déf in i  par : 

T e s t  un opérateur symétrique, s t r ic tement  p o s i t i f  ; par 

conséquent, i l  e x i s t e  P de O(n) e t  un opérateur diagonal D avec 

2 D = A , A é t a n t  diagonal p o s i t i f ,  t e l s  que T = P*DP ; on peut aussi  

1 ' é c r i r e  sous l a  forme : T = v2 avec v = P*AP. 

Alors,  pour tou t  x E R n ,  on a : 



Si onpose S = v - l ,  o n o b t i e n t l e r é s u l t a t é n o n c é .  

I Soit C un corps convexe symétrique, i l  exis te ,  a lors  u E GL(R~) ,  

1 de déterminant 1 ,  tel  que u ( C )  s o i t  isotrope e t  de même volume que C. 

D é m u n b ~ o n  : 

Il  su f f i t  de reprendre la démonstration précédente, avec 

u = (des(S))  l/n.S-l 

On trouve, donc 

2 <x,y> dy = d e t ( ~ ) ' ' ~ x ' ,  pour tout x cIRn, 

e t  vol ( u ( C ) )  = Vol ( C l .  8 

Soit f : IRK - @,+a[. On d i t  que f e s t  une section convexe, 

1 s ' i l  exis te  un ent ier  n, supérieur à K e t  un  corps convexe C ,  sy- 

1 métrique de IRn, t e l s  que : 

I Pour tout sous-espace F,  de codimension K ,  de IRn 

L ( s ~ , .  .. es t  une base orthonormée de F . 



Nous admettons l e  lemme s u i v a n t  qu i  r é s u l t e  de 1  ' i n é g a l i t é  de 

Brun-Minkows k i  . 

Lemme 11.1.5.- 

On garde l e s  mêmes n o t a t i o n s  que c e l l e s  de l a  d é f i n i t i o n  11.1.4. 

S i  f : lRK - [O,+-[ e s t  une f o n c t i o n  s e c t i o n  convexe, a l o r s  f e s t  

K symétr ique;  pour  une d i r e c t i o n  f i x é e  de R , f d é c r o i t  l o r s q u e  l a  

n o m e  c r o î t ,  fn-K e s t  concave ; en p a r t i c u l i e r ,  f e s t  log-concave, 

e t  de p l u s  : 

IR f ( x ) d x  = Vol (C) .  f ( x )  6 f ( 0 ) ,  pour t o u t  x  E R~ e t  

Le r é s u l t a t  e s s e n t i e l  de c e  c h a p i t r e  v i e n t  du f a i t  que l a  quan- 

t i t é  

ademt des bornes ne dépandant que de K y  e t  c e l a  pour t o u t e  f o n c t i o n  f 

i s o t r o p e ,  s e c t i o n  convexe e t  t e l l e  que / k f ( x ) d x  = 1. 
J IR 

L ' e x i s t e n c e  de l a  borne i n f é r i e u r e  r é s u l t e  uniquement du f a i t  

que f a t t e i n t  son maximum en O. 

Pour o b t e n i r  l a  borne supér ieu re ,  on a  beso in  de quelques lemmes 

concernant  l e s  f o n c t i o n s  log-concaves. 

Lemme 11.1.6.- 

S o i t  p un r é e l  p o s i t i f ,  : p , + m C  -t @,+-[ une f o n c t i o n  

convexe, avec +(O) = O e t  g  : [O,+-[ -t @,+a[ une f o n c t i o n  dé- 

c r o i s s a n t e  e t  i n t é g r a b l e .  



S i  on suppose que 

I A l o r s ,  pour  t o u t  t 3 O 

D é m o n h W o n  : 

On f i x e  t 3 O. Comme $ e s t  convexe e t  comme g e s t  

déc ro issan te ,  on a, a l o r s  : 

De façon s i m i l a i r e ,  on a : 

S i  $ ( t )  2 t a l o r s  de (11, on o b t i e n t  : 

r 
S i  $ ( t )  s t ; a l o r s ,  on pose G ( r )  = - I Io g(x)xpdx, 

r~+l  

pour  r > O, aut rement  d i t ,  G(r) = 

Puisque g e s t  déc ro issan te  s u r  [0,+m[, il en e s t  de même pour 



G, e t  de (2 ) ,  on dédu i t  que 

En combinant cec i  avec l 'hypothèse du lemme, on o b t i e n t  : 

L m e  17.1 .7 . -  S o i t  f : [0,+m[ + [0,+m[ une fonc t i on  décrois-  

sante t e l l e  que Log f s o i t  concave. 

A lors  pour t o u t  p  e t  q  t e l s  que O < p  < q  < + m, 

f ( o ) q r ( p + i  )q+'( f ( ~ ) P r ( ~ + i )  P+' ( / + f  ( x ) x P ~ x ) ~ + ' .  
O 

D é m o ~ n W o n  : 

On pose f ( x )  = f ( ~ ) e - ' ( ~ )  où Y e s t  une fonc t ion  convexe, 
- A  x  

croissante sur  [0,+m[ e t  ~ ( 0 )  = O. S o i t  CJ(~) = e  P  où 

X é tan t  a i n s i  c h o i s i  : 
P  



1 En a p p l i q u a n t  l e  lemme I I .  1.6 à l a  f o n c t i o n  Y, on o b t i e n t  
P 

f+" -1 x /+f ( x ) x ~ d x  r f ( 0 1  e xpdx, pour  t o u t  t i 0. 
J t  J t  

Mais, pu isque pour  t o u t e  f o n c t i o n  p o s i t i v e  h, on p e u t  é c r i r e  

On en d é d u i t ,  que s i  O É p  < q  < + m, 

e t  en remplaçant h p a r  sa v a l e u r ,  on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  souha i té .  O 
P 

/-- Len~nc I I .  7.8. - 
l 

l S o i t  f une f o n c t i o n  v é r i f i a n t  l e s  hypothèses du lemme 11.1.7. 

/ A l o r s  pour  t o u t  p e t  q  t e l s  que O r p < q < + -, 
r+m 

Vémunn.W. ion  : 

En remplaçant  q  p a r  p e t  p  par O dans l e  lemme I I .  1.8 ,  

on o b t i e n t  : 



En r é u t i l i s a n t  l e  lemme 11.1.7 pour O s  p <  q  < m  ; on déduit  

que : 

Donc, on a  
r+m 

f ( x ) d x  (p i1  ) ( < ( - P I (  f ( x ) x P d x ) ~ + l .  r (q+ i  )p+1 J O  ( [ ~ ( x ) x q d x ) p + l  r (- f ( 0 )  1; 
11 s u f f i t  de prendre l a  racine ( p t l  de c e t t e  inéga l i t é  pour 

conclure. 8 

C - Bahna du volume de neot40n. 

Le théorème suivant e s t  dû à K. BALL 1 I I  1 .  

f 
S o i t  f  une fonction r é e l l e  sur  avec f ( x ) d x  = 1 .  

!RK 

I K 
Si f  e s t  une sect ion convexe s u r  IR , a l o r s  

jRK . . . II ('do1 (co (?xI  ,. . . ,?xK) 1 2 II f (x i  )dxi 5 K + 1  
i = l  



où c (exI ¶ .  . . ,?xK) e s t  1 'enveloppe convexe des z k  v e c t e u r s  txl  y ...,ex 
1 0  I K' 

Raisonnons p a r  récur rence  s u r  K. 

lè4e étape : K = 1. 

S o i t  f une f o n c t i o n  s e c t i o n  convexe s u r  IR e t  f ( x ) d x  = 1. 1 R 

f es t ,  en p a r t i c u l  i e r ,  l og-concave, d é c r o i  ssante e t  symétr ique 

on p e u t  a p p l i q u e r  l e  lemme 11.1.8 pour  f avec p = O e t  q = 2 

Autrement d i t ,  

Zgrne étape : On suppose que l e  r é s u l t a t  du théorème e s t  v r a i  

pour  t o u t e  f o n c t ~ o n  s e c t i o n  convexe g s u r   IR^-' v é r i f i a n t ,  R ~ - l ~ ( ~ ) d ~  = 1 

S o i t  f : IRK + [O,+~I;, une f o n c t i o n  v é r i f i a n t  l e s  hypothèses 

du théorème. 

On pose 



S o i t  sKml = { X  R* ; 1x1 = l }  désigne l a  sphère euclidienne de 

R K  e t  o ~ - ~  e s t  l a  mesure normalisée invar iante  par ro ta t ion  su r  SK-!. 

Pour tou t  EI E SK-l . on i d e n t i f i e  à !RK-', e t  on d é f i n i t  

Al o r s  

1 ge(x)dx = 1. pour tou t  e E SK-l e t  go e s t  une ' [el' 
section convexe. 

Si  on pose x, = re avec ( r , e )  E 9' x SK-l , a l o r s  en posant 

Yi = P ( x i )  pour 2 s i  r K, où P e s t  une projection orthogonale sur  

[elL , on obt ient  : 

21x, 1 - -- Vol ( C ~ ( + Y ~ ~ - - .  .&yK))  
K 

Par a i l l e u r s ,  s i  on pose 

O n  ob t i en t  d ' ap rès  l 'hypothèse de récurrence appliquée à g, 



K+l C o m m e l a d e n s i t é d e  xl = r e  s u r   IR^ e s t  KVK.r , 

On d é f i n i t  ho : [0,+m[- @,+m[, p a r  h e ( r )  = f ( r e ) .  

La f o n c t i o n  l o g  h e s t  concave, d é c r o i s s a n t e  ; donc d 'après  l e  lemme 11.1.8 

avec p  = K-1 e t  q = K+1, on a  : 

c ' e s t - à - d i r e  

On en d é d u i t  : 



r- Théotrème II. 1.10.- 

S o i t  C un corps convexe, symétr ique,  i s o t r o p e  e t  de volume 1 

de IRn, p o u r  t o u t  e n t i e r  K < n e t  p o u r  t o u t  sous-espace F de 

codimension K de IRn, on a : 

Vémann&atLon : 

1") M a j o r a t i o n  : Puisque C e s t  i s o t r o p e  e t  de volume 1, il 

v é r i f i e  

2 2 / l<x ,y> l  dy = ~ ~ 1 x 1 ~  , pour  t o u t  x c IR". 
J c 

I 
S o i t  (cl  ,.. . une base orthonormée de F , F é t a n t  un 

sous-espace de codimension K de IRn. On c o n s i d è r e  l a  f o n c t i o n  s e c t i o n  

convexe f :  IR^ + p,+m[ d é f i n i e  p a r  

I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que f e s t  i s o t r o p e  e t ,  de p lus ,  

e l l e  v é r i f i e  : 

i f ( x ) d x  = 1 e t  f ( 0 )  = Vol ( F  ri C). 

2 D 'après  l e  théorème 11.1.9, on a f ( 0 )  I K+I, où 



i i Posons xi = (x l  ,. . . ,xK), pour  i = 1  ,. . . ,n. 

On a  donc 

S i  o  e t  T s o n t  d i s t i n c t s ,  a l o r s  il e x i s t e  i, t e l  que 

d i ) #  ~ ( i )  ; e n v e r t u d e l ' i s o t r o p i e d e  f, o n a  : 

Par conséquent : 

4  2K 4K 2K 
= 1 Lc = - L c  . 

( K ! )  oeSK K! 

O r ,  
K+ 1  I s y .  

f ( 0 )  

On en d é d u i t  que : 



2" )  M i n o r a t i o n  : Nous donnons i c i  une inéthode s i m p l i f i é e  due 

a M. Meyer. 

On a  : 

S o i t  t un r é e l  p o s i t i f  

O r ,  on s a i t  que 

k K f ( x ) d x  = 1 e t  f ( x )  r f ( 0 )  pour  t o u t  x r i~ K  

D 'où  

Il e s t  é v i d e n t  que l a  f o n c t i o n  r é e l l e  h, d é f i n i e  

s u r  IR+ p a r  

2  2 f ( 0 ) t K + l v K  
h : t -  t - 

K+2 
Y 



-1/K 
e s t  maximale pour t = (VK f ( 0 ) )  . 

Donc 

Autrement d i t  

S o i t  C un corps  convexe, symétr ique,  i s o t r o p e  de  IR^. Pour 

t o u t  e n t i e r  K I n, e t  pour  t o u t  coup le  F e t  G de sous-espacesde 

codimension K de IR" on a 

/ où c e s t  une cons tan te  numérique. 

La q u a n t i t é  e s t  i n v a r i a n t e  p a r  homothét ie  s u r  C, 
v o l  ( C  n G) 

donc, on p e u t  supposer que Vol C = 1 .  

D 'après  l e  théorème 11.1.10, on a pour  t o u t  sous-espace F de 



codimension K, de IRn, 

O r  l a  constante d ' i s o t r o p i e  LB ne dépend que de C. 

On en dédui t ,  donc, que pour t o u t  couple (F,G) de sous-espaces 

de codimension K 

e t  par l a  formule de S t i r l i n g ,  on a une majora t ion  du type ( c t e  KlKi2. m 

i . Etant  donné un corps convexe, symétrique, i so t rope  C de IRn. 

D'après l e  c o r o l l a i r e  I I .  1.11, on a, pour t o u t  couple (F,G) d 'hyperplans 

Cet te  i n é g a l i t é  e s t  l a  me i l l eu re  possib le,  dans ce sens que pour 

t o u t  n, il e x i s t e  un corps convexe, symétrique, i so t rope Cn de IRn e t  

Fn e t  Gn hyperplans de IRn, t e l s  que 

VOI (F, n c,) 
tendevers J6 quand n tend vers 1 ' i n f i n i .  

vol  ( G, n c,) 



Par exemple, s o i t  C n  l a  boule unité d'un espace normé 

x = (IRn,,( 11) avec : 

I l  e s t  évident que B e s t  isotrope ; si on prend 
1. I 

F = u l  ,O ,... , O n  e t  G = r(0 ,... ,O,ljl , alors  

2n-l 
Vol ( G  0 B )  = 

Autrement, d i t  l a  quantité 

tend vers 6, quand n tend vers 1 ' i n f i n i .  

Rernahyuu : 

( i )  Cependant, nous allons voir Pnnexe 13, que pour n donné, i l  

exis te  une constante y < 6, t e l l e  que pour tout C corps convexe, 

symétrique, isotrope de  IR^ e t  pour tout  couple ( H , G )  d'hyperplans 

de Rn ,  on a i t  : 



i i )  La minoration ( 2 )  du théorème 11.1.10 e s t  l a  meilleure 

possible. En e f f e t , so i t  B = sbK 6?tbn-K une boule de Ifln où s e t  
m 

t sont deux rée l s  vér if iant  : 

Autrement d i t ,  l a  norme sur IRn pour laquelle B e s t  la 

boule unité e s t  : 

I l  e s t  a i sé  de vér i f ie r  que B e s t  isotrope, de volume 1 e t  

que la  constante d ' isotropie  de B e s t  2 . 
JK+2 

Si on sectionne B par l e  sous-espace F de R n ,  o ù  

F = { O I ~   IR"^, alors  on obtient : 

On en déduit que : 



r- PtraposLtAon T i .  1 .  13 . -  

S o i t  6 un corps  convexe, symétr ique,  de  IR^ , de volume 1. 

S i  on suppose q u ' i l  e x i s t e  un sous-espace F, de codimension K de 

IR", t e l  que 

2 1 
a l o r s ,  B = (sbn f l  F ) 9 C, où C e s t  un co rps  convexe, symétr ique 

-1/K de F e t  s = (VK ( C ) )  . 

L 

Autrement d i t ,  non seulement l a  m i n o r a t i o n  du théorème 11.1.10, 

pour  L: Vol ( F  n 6 )  e s t  l a  m e i l l e u r e  p o s s i b l e ,  mais on p e u t  c a r a c t é r i s e r  

l e s  espaces (IRn,B) pour  l e s q u e l s  e l l e  e s t  a t t e i n t e  pour  au moins un 

sous-espace de codimension K. 

Dérno~sfiaLLon : 

En r e p r e n a n t  l a  démonstrat ion de l a  m i n o r a t i o n  du théorème I I .  1.10. 

On en d é d u i t ,  s ' i l  e x i s t e  un sous-espace F, de codimension K, 

t e l  que : 

que 

( a )  : Vo l (B  n ( F + x ) ) l  1 
( x ) = O ,  Pour t o u t  X E  F t e l  que 1x1 > s 

P:( B 

I. (b )  : Vol (6  n ( F + x ) ) ~ , ~ L ( ~ ) ( x ~ =  Vol (6 f l  F ) ,  pour  t o u t  x c F I  t e l  que 

1x1 s s, 



La cond i t i on  (a )  nous donne 1  ' i n c l u s i o n  su ivante  : 

P I(B) c sbn fl F' 
F 

donc, en p a r t i c u l i e r ,  on a  : 

VOUP JB)) 6 (VOILB n FI)-'. 
F 

D 'aut re  par t ,  on s a i t  que 

I = VOI(B) VOI(P I ( ~ ) ) . ~ ~ ~ ( ~  n FI. 
F 

On en déduit, s i  l a  cond i t i on  (a)  e s t  v é r i f i é e ,  que, 

2 Il e s t  f a c i l e  de v o i r  que pour t o u t  (x,y) E [P L ( ~ ) ]  , on a  : 
F 

1  1 B n (F + ?(B n (F+x)) + -(B n (F+Y)) .  
2 

En u t i l i s a n t  1  ' inéga l  i t é  de Brunn-Minkowski , on o b t i e n t  : 

G 1  vo l  - B n (F+x) + - B n (F+Y) ] ' /~  1$ VOI(B n ( F + X ) ) I / ~  + .' VOI(B n ( F + ~ ) ) I / ~ ,  
2 2 

On en dédui t ,  s i  l a  cond i t i on  ( b )  e s t  v é r i f i é e ,  que : 

V~I[B n (F+x) + B n (~+y; l ' /n  = VOUB n r ~ + x ) ) ' / ~  + ~ o l ( B f I ( ~ + y ) ) ' / ~ .  



O r ,  d 'ap rès  Brunn-Minkowski,  c e t t e  é g a l i t é  n ' a  l i e u  que s i  

B  (F+x) e s t  un t r a n s l a t é  de B  fl (F+y). 

Autrement d i t ,  p o u r  t o u t  x  E P I( B) , on a  : 
F 

Montrons que T  e s t  une a p p l i c a t i o n  a d d i t i v e  s u r  P L(B) ; 
F 

s o i t  x, y e t  z de P ( B I  t e l s  que z = x+y, a l o r s  : 
F '- 

F+x+y 1 1 
B  n ( B  n ( F + x ) )  + - ( B  n (F+Y)  . 

2  

D'après l a  r e l a t i o n  ( c ) ,  on o b t i e n t  : 

( B  n F )  + T(Y;Y) ZI ( B  n F )  + ~ ( x )  + T ( Y )  
2  

O r ,  B  fl F  e s t  un co rps  convexe symétr ique,  donc 

X Comme T ( 0 )  = O ,  on a  T ( x )  = 2T(?). 

Donc : 

S o i t  A un nombre r é e l  ; il e s t  a i s é  de v é r i f i e r  que, pour  t o u t  



En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  ( c ) ,  on ob t i en t  

On en dédui t  que 

T(Ax)  = h T ( x ) .  

Donc T  s e  prolonge en un  opérateur l i n é a i r e  de F dans IRn. 

1 E n  examinant l a  r e l a t ion  ( c ) ,  on déduit  que, pour tou t  x E F  , 

~ ( x )  = x  + R(x) ,  où R(x) e F. 

Montrons, à présent,  que 1  'opérateur R e s t  nul. Pour ce la ,  

on va u t i l i s e r  l ' i s o t r o p i e  de B. 

En  e f f e t ,  on se  donne deux bases orthonormées (S l , . . .  ,SKI e t  

. , respectivement de F~ e t  F. 
- - I 

S i  on pose x = x  + X , où ( i ,?)  E F  x F, a l o r s  en u t i l i s a n t  

l a  condition d ' i s o t r o p i e  de B e t  l e  théorème de Fubini ,  on obt ient  : 

pour t o u t  ( i , j )  E El ,. .. ,K) x {K+l,.. . , n l .  

Or, on a  : 

B n (F+:) = ( B  n F )  + x + ~ ( i ) ,  

pour tou t  ( i  , j )  e El ,. . . ,K)  x {K+l ,. . . ,n} .  



Puisque B n F e s t  symétrique, 

Par su i t e ,  on a : 

pour t o u t  ( i , j )  E ( 1  ,...,KI x {K+l,...,nl. 

Or,  ? s ' é c r i t  dans l a  base ( E , , . .  . ,cK), SOUS l a  forme : 

donc 

pour t o u t  (i ,j) E (1 ,...,KI x {K+l,. . . ,n3. 

2 1  Puisque P L(B) = sbn ri F , il e s t  en p a r t i c u l i e r  i so t rope.  
F 

On en dédu i t  que : 

<R(ci),cj> = 0, polir tout. (i , j )  e I l  ,... ,KI {K+l, ... ,n?. 

I 
O r ,  R e s t  un opérateur l i n é a i r e  de F dans F, donc R e s t  

nu l .  

Enf in,  on a pour t o u t  x E P L(B), B f i  (F+xf = (B fl F)  + x 
F 

2 1  e t ,  de plus, P (B) = s b n n  F . 
FI 

Autrement d i t ,  B e s t  un " cy l i nd re "  de base s b i  n F' 





S o i t  C un corps convexe, symétrique, i so t rope  de mn, 

de volune 1. 

Alors,  pour t o u t  hyperplan v e c t o r i e l  H de R ~ ,  

I 

P ~ ~ ? ~ o M ~ ~ o M  : 

D'après l e  théorème 11.1.10, on a, pour t o u t  hyperplan H de IRn, 

où LC es t  l a  constante d ' i s o t r o p i e  de C. 

Mais en appl iquant l e  théorème 11.1.10, pour K = n, on o b t i e n t  

donc 

En combinant ( a )  e t  (b), e t  moyennant l a  formule de S t i r l i n g ,  on 

t rouve l e  r é s u l t a t  souhaité. 



ANNEXE DU CHAPITRE 1 

1 n h o  duc fion. 

Dans l a  démonstrat ion de l ' i n é g a l i t é  ( 1 )  du théorème 11.1.10, 

nous avons seulement u t i l i s é  l e  f a i t  que f s o i t  log-concave,en u t i -  

l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  p l u s  f o r t e  du  lemme 11.1.5 : f e s t  concave. 

On o b t i e n t ,  pour n donné, une m a j o r a t i o n  de f (O) ,  l égè-  

rement mei 1 leure.  



Lemme I l . i . ? ' . -  

S o i t  f une f o n c t i o n  p o s i t i v e  de IR+ ,  décro issan te  e t  

fl'a concave. 

I A l o r s ,  pour  t o u t  p  e t  q  t e l s  que O c p  < q  < m 

Si on pose f ( x )  = f ( ~ ) ( l - ~ ( x ) ) ~ ,  a l o r s  Y e s t  une f o n c t i o n  

convexe c r o i s s a n t e  s u r  [O,+-[, O r Y ( X )  1  e t  y ( 0 )  = 0. 

- 1 S o i t  g ( x )  = ( 1 - A X ) ~  s i  O c x s A e t  g ( x )  = O s i  x  3 A - ' ,  

où 

Autrement d i t ,  h e s t  c h o i s i  de t e l l e  s o r t e  que 

I + m ( ~ - ~ ( ~ ) ) ~ p d ~  m = ( l ' A ( l - ~ ~ ) a  xp dx. 
J O  

1  En a p p l i q u a n t  l e  lemme 11.1.6 a l a  f o n c t i o n  - y,  on o b t i e n t ,  
A 

+m 

I:(x)x~ dx r +-(O) g ( x ) x ~  cix, pour  t o u t  t 1 O. It 



Mais, puisque pour t o u t e  f onc t i on  h  p o s i t i v e ,  on peut d i r e  

que 

S i  O r ~ < q < ~ ,  a l o r s :  

Lemme 7 1 . 1 . b 1 . -  

S o i t  f une fonc t i on  v é r i f i a n t  l e s  hypothèses du lemme précé- 

dent. 

Alors, pour t o u t  couple (p,q) t e l  que O $ p  < q  < 

D é m o n & a k d o n  : 

En remplaçant (p,q) par  ( 0 , ~ )  dans l e  lenune I I . 1 - 7 ' ,  on 

o b t i e n t  : 

D'après l e l emmeI I . 1 .7 ,  o n e n d é d u i t q u e p o u r  O c p < q < + = ,  



Donc 

Théohème 11.1 .9 ' . -  

S o i t  C un corps  convexe symétr ique de volume 1 de IR", a l o r s ,  

pour  t o u t  sous-espace F de codimension K  de Rn,  on a 

K 
où f ( hl .. . . , hK) = Vol ( C  n F+ .l h i  ci ) avec cl ,. . . une 

1 =l  

I 
base orthonormée de F e t  c o ( i x l  ,. . . , t x K )  e s t  1 'enveloppe convexe 

des 2K vec teurs  +xl ,. . . ,+x L K. 

D t ! m o ~ R n ~ o n  : 

Remarquons que, d ' a p r è s  l e  lemme 11.1.5, f e s t  une f o n c t i o n  

K  p o s i t i v e  s u r  IR , symétr ique,  q u i  p o u r  une d i r e c t i o n  f i x é e ,  d é c r o î t  l o r s q u e  



1 - 
l a  n o m e  c r o î t ,  en p l u s ,  bK f ( x ) d x  = 1 e t  f n-K concave. 

Tenant compte de c e t t e  c o n s t a t i o n , e t  u t i l i s a n t  un raisonnement 

p a r  récur rence ,  i d e n t i q u e  c e l u i  du théorème 11.1.9, où on remplacera 

l e  lemme 11.1.8 p a r  l e  lemme 11.1.8' pour  a = n-K, on o b t i e n t  l e  r é s u l -  

t a t  énoncé. 8 

Théohème TI.1.10'.- 

S o i t  C un corps  convexe, symétr ique,  i s o t r o p e  de volume 1 

de ; pour t o u t  e n t i e r  K < n e t  pour  t o u t  sous-espace F de co- 

K d imension K de IR , on a : 

Jm n! LE Vol(C n F)  r -- . - 1 
K/2 ' ( 1 ) '  

2K (n-K) !  ' ( n + l ) ( n + 2 )  

Vémonn,thttlaRxon : 

En reprenan t  l a  démons t ra t ion  du  théorème I I . l . l O , e t ,  en 

u t i l i s a n t  l e  11.1.9' au l i e u  du 11.1.9, on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  

souhai té .  

Remahque : 

La m a j o r a t i o n  du théorème 11.1.10' e s t  légèrement  m e i l l e u r e  

que l ' i n é g a l i t é  ( 1 )  d u  11.1.10, pour  n donné car  - n! < ( n + l ) ( n + ~ ) ~ / ~  
(n-K) ! 

pour  t o u t  K compr is  e n t r e  1 e t  n. 

Tou te fo is ,  1 ' i n é g a l i t é  ( 1  ) p résen te  1 ' i n t é r ê t  de ne pas dépen- 

d r e  de n. 





CHAPITRE II 

1 SOTROPIE DES CORPS CONVEXES, 

1 - 1NTRODUCTlON ET DEFINITION. 

Nous abordons, dans ce chapitre, une étude de 1 ' isotropie des 

corps convexes symétriques B de IR" e t  une évaluation de la constante 

L B  d ' isotropie. 

Ce problème a é té  étudié par HENSLEY [7], par BOURGAIN e t  

MILMAN [4], e t  par A. PAJOR. Certains des résul tats  que nous exposerons 

quoique souvent non rédigés leur sont dûs. 

Nous allons voir,  dans un premier temps, qu ' i l  existe deux 

constantes numériques cl  e t  c2 , t e l les  que pour tout ent ier  n ,  

e t  pour tout B élément de An , on a i t  : 

où An e s t  1 'ensemble des corps convexes symétriques, isotropes de IRn, 



L ' i s o t r o p i e  semble l e  bon con tex te  pour  é t u d i e r  l a  c o n j e c t u r e  

su ivante,  due il MILMAN. 

r Con jec;tuhe 11.2. 1 .  - 

Il e x i s t e  une c o n s t a n t e  numérique a p o s i t i v e  non n u l l e ,  t e l l e  

1 que pour  t o u t  e n t i e r  n  e t  pour  t o u t  co rps  convexe symétr ique B  de 

1 Dln, de v o l  ume 1, i 1 e x i s t e  un hyperp l  an de IRn , v é r i f i a n t  

On se s e r v i r a ,  pour  ce la ,  du f a i t  que, à une t r a n s f o r m a t i o n  

l i n é a i r e  près, t o u t  co rps  convexe peut  ê t r e  m is  en p o s i t i o n  d ' i s o t r o p i e .  

Nous donnons des f o r m u l a t i o n s  é q u i v a l e n t e s  à c e t t e  c o n j e c t u r e  

Par exemple : ( i i )  13 c > O  t e l  que ' d n  F I N  e t V B r A n  , on a i t  

De ces f o r m u l a t i o n s  découle f a c i  lement 1  ' e x i s t e n c e  de 1 ' e l -  

1 i psoïde de MILMAN Cl21 . 

Rappel de l a  d é f i n i t i o n  de l ' i s o t r o p i e  : 

Dé~inhtion 11.2.2.- 

S o i t  C un c o r p s  convexe symétr ique de Rn. S ' i l  e x i s t e  une 

I a l o r s  c e s t  d i t  i s o t r o p e  

(dy dés igne l a  mesure de Lebesgue s u r  IR" < , > l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  

usuel,  1 1 l a  norme e u c l i d i e n n e  assoc iée) .  
L 



2 On remarque que, s i  C e s t  isotrope, a lors  n LC = 1 /x12 dx, 
C 

ce t te  relation jouera un grand rôle pour évaluer LC. 

PhoponLthn 11.2.3. - 

Pour tout corps convexe symétrique B de IRn de volume 1 ,  

i l  existe u, élément de G L ( & ~ ) ,  vérifiant det(u)  = 1 ,  t e l l e  

que u ( B )  s o i t  isotrope par rapport au produit scalaire  usuel sur IRn. a 

Cette proposition a é té  démontrée dans le  chapitre 11.1. 

11 - ETUDE DE L' ISOTROPlE. 

PhoponiLion 11.2.4.- 

I l  exis te  deux constantes numériques cl  e t  c2 positives non 

nulles,  t e l l e s  que pour tout corps convexe symétrique isotrope B de r de volume 1 ,  on a i t  : 

C l  dB Sc2Jn . 

Puisque B e s t  isotrope, on a ,  pour tout x de IRn 

On considère B, comme une boule unité fermée d'un espace normé 

de dimension n ,  donc e l l e  défini t  sur IRn une norme I I  j 1 ; 



Rappelons que 11x1 1 = inf{X > O te l  que x E AB). 

On déf in i t  l a  norme duale de 1 1 1 1 ,  par rapport au produit 

scalaire  usuel sur IRn, par : 11x1 1 ,  = S U P C ~ < X , Y > ~  ,Y a BI, 

donc 

En u t i l i san t  l a  relation ( l ) ,  on obtient,  pour tout x de Rn 

Par a i l ~ e u r s ,  on a lyl 12dy = 3 1 don-l ( Y )  
- -  - Vol(B). 

n+2 Sn-l l Iy l ln  n+2 

Or B es t  de volume 1 .  Il en résul te  que, pour tout x de IRn 

2 2  n 2 
LBIxI s - 11x1 1 "  . En dualisant ce t te  inégalité,  par rapport au pro- n +2 

dui t  sc la i re  euclidien usuelle < , > de Rn,  on trouve : 

/ $LB/~x l l  < 1x1, pour tout x de IRn. 

n+2 2 2 Autrement d i t  : (2 )  L B &  b,C B, (où b l a  boule eucli- 

dienne de I R n ) .  

2 Par conséquent, L:(?)~" V n  s 1 (où V n  = Vol ( b n ) ) .  

On a donc : 



D ' a u t r e  p a r t ,  on a  L: = 1 (x12dx, donc pour t o u t  c  r é e l  
B  

p o s i t i f  non n u l ,  on a  

2  Par  s u i t e ,  on a  n ~ i  1 c  n.Vol(B fl ~ ( c ) )  ( 3  

O r ,  on a  V o l ( B n  A ( c ) )  = Vol (B)  - Vol(B n i x e  l R n / / x l  s c f i )  

1 1 - (cJnInvn ( 4 )  

On s a i t  q u ' i l  e x i s t e  une cons tan te  numérique c '  > O t e l l e  

1 . De ( 3 )  e t  (4 )  e t  s i  on prend c 2 = - ,  on 
2 c '  

d é d u i t  que : 

Ren~ahque : 
1 Asymptotiquement ( n  + +m) c l  - 1 e t  c2 1"-. 

2  ae 4 f i e  

1 Les p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  son t  é q u i v a l e n t e s  : 

I - 3 6  > O t e l l e  que 'v' n  E IN, V B c A,, on a i t  VOI(B n H) 3 6 

t/ H  hyperp lan 

I I  - 3 M  > O t e l l e  que V n  .IN, ' d B  E An, on a i t  LB r M  

1 1 111 - 3 M 1  > O t e l l e  que Y n  C M ,  b 'B  E An, on a i t  v o l ( B n ~ ' & ; )  2 2 



D C m o n d ~ o n  : 

1 => II. Pour p rouver  c e t t e  i m p l i c a t i o n ,  on se s e r t  du cas 

p a r t i c u l i e r  ( K  = 1)  du  théorème (11.1.10) démontre au c h a p i t r e  11.1, 

que nous rappelons : 

L m e  71.2.6.- 

Pour t o u t  e n t i e r  n 2 2 e t  pour  t o u t  B élément de A, , on 
1 

a, pour  t o u t  hyperp lan  l i n é a i r e  H de IRn : - 
1 

6 L~ VOI(B n H )  s - 
2 6  fi - 

Il r é s u l t e  de l ' a s s e r t i o n  1 e t  du lemme 11.2.6, que pour  t o u t  

hyperp lan  l i n é a i r e  H de IRn : 

1 
On en d é d u i t  que LB r - 

6 4 -  ' 

II => III. Puisque B e s t  i s o t r o p e  de volume 1 e t  LB M, 

on a : 

En prenan t  M' = M n ,  e t  en remarquant que : 

2 V O ~ ( B  n M ' f i  bn) = V o l ( B )  - Vol (B n { x  c ~ ~ / / l  x l  > M o n } ) ,  
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On o b t i e n t ,  en reprenant 1 ' i n é g a l i t é  ( 1  ) : 

III => I V .  

Cet te  i m p l i c a t i o n  e s t  évidente, ca r  6 '  = 1 convient, s i  M '  

e s t  l a  constante de 1 'asser t ion  III. 

I V  => II. 

De l ' a s s e r t i o n  I V ,  on dédu i t  

6 '  '"n 1 danml ( x )  - s l x / - l d x  = - , , où I /  I I  e s t  l a  norme 
Jn "-1 S 11x1 1 " -  n- 1 

associée à B, e t  don-l désigne l a  p r o b a b i l i t é  i nva r i an te  par  r o t a t i o n  

sur Sn-1. 

On a, en e f f e t ,  pour t ou te  f onc t i on  f ( l x 1 )  continue, ne dé- 

pendan tquede  1x1 : 
1 

F(-)don-l(~), où F 

n- 1 

e s t  l a  p r i m i t i v e  de l a  fonc t ion  p - f(p).pn-'  n u l l e  en O. 

don-, ( x )  
En p a r t i c u l i e r  Vol (B) = Vn 1 

'n-I I 1x1 I n  ' 

Il e s t  c l a i r  que : 

6 '  Donc, on a, - n V I 
Vol(B n [q )don-l(e). O r ,  on a 

vu que pour t o u t  B E An e t  pour t o u t  hyperplan H, on a : 



6 '  Donc - s "n - , autrement d i t  L B r  "n fi 
Jn (n-l)Vn-l L B J 2  (n-1 )Vn-! 6 ' 1 ' 7  

P a r  un c a l c u l  s imple,  on p e u t  mont re r  que "n fi s Cl, 
(n-1 )Vn-l 

une c o n s t a n t e  nunér ique ( u t i l i s e r  l a  f o r m u l e  de s t i r l i n g  pour r ( 1  + 1 )  
2 

e t  r ( c  + 1). 
2 

A l  o r s  

I V  => 1. C e t t e  i m p l i c a t i o n  r é s u l t e  immédiatement du lemme 11.2.6 

il s u f f i t  de prendre 6 ' = - 1 , s i  L~ s M. 8 2m 

On s a i t  ( v o i r  Cg]) que pour  t o u t  n E IN, pour  t o u t  B co rps  

convexe symét r ique  e t  p o u r  t o u t  E e l l i p s o ï d e  de Rn, on a 1 ' i m p l i c a -  

t i o n  : 

s i  pour  t o u t  H hyperp lan de Eln, Vol (H fl E) s Vol (H fl 0 )  , 

a l o r s  : 

 vol(^) Vo l (B) .  

P a r  contre,  s i  Vol (H r l  B) 6 Vol (H n E ) ,  pour  t o u t  hyperp lan  

H de  IR^, c e l a  n ' e n t r a î n e  pas nécessairement Vol (B) :  vol(^). Il y a 

en e f f e t  un contre-exemple dû à LARMAN e t  ROGERS [9] , ( v o i r  en annexe II 

un contre-exemple p l u s  s imple,  s 'appuyan t  s u r  l e s  r é s u l t a t s  de K. BALL El). 



On c o n j e c t u r e  néanmoins q u ' i l  e x i s t e  une cons tan te  y > 0, 

t e l l e  que pour t o u t  n  E IN e t  que l  que s o i t  B corps convexe e t  E 

e l l i p s o ï d e  de IRn, on a i t  1  ' i m p l i c a t i o n  : 

{Vol  (B n H) s Vol ( E  n H) ;VH hyperp lan de IRn} ==  >Vol (B) r y Vol  ( E ) ) .  

On va v o i r  que c e t t e  c o n j e c t u r e  e s t  é q u i v a l e n t e  aux a s s e r t i o n s  

du théorème 11.2.5 e t  à l a  c o n j e c t u r e  11.2.1. 

Théaaème 11.2.7.- 

Les p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  son t  équ iva len tes .  

1 -36 > O  t e l l e q u e Q n c ~ ~ , V ~ c ~ ~ ,  o n a i t  V O I ( B ~ H )  1 6 ,  

H hyperp lan  de 

V - =la - > O t e l  l e  que n E IN, B corps convexe, symét r ique  de v o l  ume 

de IR, il e x i s t e  un hyperp lan  l i n é a i r e  H de  IR^ , v é r i f i a n t  

Vol (B n H) a a .  

V I  - > O t e l l e  q u e , v n  E N , ~ B  corps convexe symétr ique e t  

e l l i p s o ï d e  de IRn¶ on a i t  l ' i m p l i c a t i o n  : 

s i  Vol (B ri H) s Vol ( E  fl H) pour t o u t  hyperp lan  1 i n é a i r e  de IRn, 

i a l o r s  

l S o i t  u  un élément de GL(!R"), v é r i f i a n t  d e t ( u )  = 1 ,  il 

1 e x i s t e  un hyperp lan  l i n e a i r e  H de IRn, t e l  que pour  t o u t  co rps  

/ c o n v e x e d e  IRn, o n a i t :  



Admettons p o u r  l e  moment ce lemme e t  prouvons l e  théorème. 

1 c> v. 

On a vu à l a  p r o p o s i t i o n  11.2.3, que pour t o u t  corps convexe 

symétr ique B de IRn de volume 1 ,  il e x i s t e  une t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e  

u : IRn - IRn, v é r i f i a n t  d e t ( u )  = 1, t e l l e  que u (B)  s o i t  i s o t r o p e .  

De 1 ' a s s e r t i o n  1, on d é d u i t  que, pour t o u t  hyperp lan 1 i n é a i r e  

H de IR, on a : 

VOI(U(B) n HI 6. 

Autrement d i t  Vol (u(B f l  H i ) )  2 6, où H' = u - ' ( H ) .  

D 'après l e  lemme 11.2.8, il e x i s t e  un hyperp lan  l i n é a i r e  H' 

de R n  t e l  que 

VOI(B n H I )  3 V O ~ ( U ( B  n H')). 

Donc, pour  c e t  hyperp lan H' de IR" on a : 

v => V I .  

S o i e n t  B e t  E respect ivement  un corps convexe symétr ique 

e t  un e l  1 i p s o ï d e  de IR", t e l s  que pour  t o u t  hyperp lan  H de R n  , on 

a i t :  

VOI(B n H I  I VOI(EII HI. 

Corne E e s t  un e l l i p s o ï d e ,  il p e u t  se m e t t r e  sous l a  forme 

2 
av(bn)  , où v e s t  de dé te rminan t  1 e t  a e s t  un r é e l  p o s i t i f  non n u l .  



Autrement d i t ,  on a pour  t o u t  hyperp lan  H'  de IR", 

(H' = v - I ( H ) )  

D ' a u t r e  p a r t ,  on a pour  t o u t  hyperp lan  H i  de e t  pour t o u t  

v  e GLCIR") i n v e r s i b l e  : 

A l o r s ,  pour  t o u t  hyperp lan  H l ,  on a : 

v~I(v- ' (B)  n HI) r a"-'~,,-~. 

En a p p l i q u a n t  l a  p r o p r i é t é  V, pour  l e  corps V-'(B) , 
v o l  (BI" 

t r o u v e  un hyperp lan  H de Rn,  t e l  que 

n- 1 - 
On en d é d u i t ,  que a Vol (B) r a n- 1  

v n - ~ .  

Par a i l l e u r s  : 

n 
O r ,  on s a i t  que Vn r c V n  , pour  une c e r t a i n e  

cons tan te  numérique cl ( v o i r  Annexe I I ) .  



A l o r s  Vol (E) 3 Vol (B) 

n 

1 Vol (B). 

S i  on p rend  y = - , on o b t i e n t ,  e n f i n ,  

1 

V I  => 1. 

Pour c e t t e  i m p l i c a t i o n ,  on va procéder p a r  c o n t r a p o s i t i o n .  

non(1) : P o u r t o u t  ô > O ,  il e x i s t e  B c A n  t e l  que 

Vol (B fi H) < ô, pour  t o u t  hyperp lan  H de IRn. 

non(V1) : Pour t o u t  y > 0, i 1 e x i s t e  B e t  E respec t i vement  

co rps  convexe symétr ique e t  e l l i p s o ï d e  E de lRn, v é r i f i a n t  : 

Vol ( B  r l  H) 6 Vol ( E  f l  H) pour  t o u t  hyperp lan  H de IRn e t  

. .  . 

1 n E t a n t  donnée y > O s i  on prend s = (-) Vnml > 0, 

Y "m 

l a  p r o p r i é t é  non (1-) e n t r a î n e  q u ' i l  e x i s t e  B 6 An t e l  que : 

Vol  (B n H) < ô, pour  t o u t  hyperp lan  H de lRn. 



En prenan t  comme e l l i p s o ï d e  E, l a  bou le  e u c l i d i e n n e  de rayon 

2 a, avec a > l ' n ,  ( E  = abn), on en d é d u i t  que 

yvn 

1 
pour  t o u t  hyperp lan  H de IRn e t  de p l u s  Vo l (E)  = anvn > - . 

Y 

O r ,  B E An , donc 1 =  vol(^) < y V O ~ ( E ) .  

DémonoLtaLion du & m e  1 2 . 2 .  b .  

n On s a i t  que, pour  t o u t e  a p p l i c a t i o n  1 i n é a i r e  u : IR" -+ IR , 

i n v e r s i b l e ,  il e x i s t e  deux bases orthonormées (el ,. . . ,en) e t  ( f l  ,.. . ,fn) 

de IRn, t e l l e s  que : u(ei) = hifi pour  t o u t  i E l , . . . , n ,  où l e s  

s c a l a i r e s  hi s o n t  l e s  v a l e u r s  p ropres  de ( u * ~ ) " ~ .  Puisque u e s t  de 
n 

dé te rminan t  1, hi = 1. 
i =l 

Donc, il e x i s t e  au moins un i n d i c e  io de (1 ,... ,n3, t e l  
n- 1 

que 1 hi 1 3 1, pour  s i m p l i f i e r ,  on suppose que hn 3 1, a l o r s  n hi c 1 
O i =l 

I S o i t  H 1 'hyperp lan  o r thogona l  au vec teur  en , (H = [eJ ), 

pour  t o u t  corps convexe B de  IR^, on a : 

n- 1 n-1 X .  
où x = 1 xifi , donc x = U(Y)  avec y = 1 -lei. 

i -1 i = l  h i  



n-1 
Alors VOI(U(B n HI) = / H(~)( n ~l)d~l~....d~n-l y 

J i=l 

On en déduit donc, qu'il existe un hyperplan de IRn¶ tel que 

Vol(u(B fl H)) 5 Vol(B fl H), pour tout corps convexe de IRn. 

Remque  : 

De façon similaire (démonstration du lemme I I . 2 . 8 ) ,  on peut 

montrer qu'il existe un hyperplan linéaire H de tel que : 

Vol (u(B f l  H)) Vol (B n Hl, pour tout B corps convexe de 

IR"¶ où u E GL@) et det u = 1. 

L'existence de l'ellipsoïde de Milman se déduit aisément de la 

conjecture 11.2.1. Rappelons le théorème de Milman. 

Théotënie de Mi UfAN 7 7 . 2 . 9 .  - 

Il existe une constante numérique c > O, telle que pour tout 

n N et pour tout corps convexe symétrique B de lRn, i l  existe 

un ellipsoïde E vérifiant : 

Vol(B) =  vol(^) et Vol(B n ~ )  ? c n  VO~(B). 

La démonstration la plus simple de ce théorème difficile est 

due à G. PISIER ; i l  utilise des ingrédients fins de la géométrie 

des espaces de Banach. 



l Considérons l ' a s s e r t i o n  suivante 

! VI1 - 3~ > O ,  t e l  que n E IN e t  B corps convexe, 

1 symétrique de IRn de vol urne 1 ,  i  1 ex i s t e  un el  1 ipsoïde E de 

v é r i f i a n t  

n 1 Vol ( E )  s D e t  Vol ( B  n E )  . - . 
' 2  

I 

I Alors, l e s  a s se r t ions  équivalentes 1-,  I I - ,  I I I -  e t  V I  

en t r a înen t  VII- e t  VI1 en t ra îne  l e  théorème 11.2.9. 

DémonhLtation : 

Nous u t i l i s e rons  la propr ié té  I I I  - 

I I I -  => VII-. Etant donné un  corps convexe, symétrique de 

vol Ume 1 .  

D'après l a  proposition 11.2.3, i l  e x i s t e  u e G L ~ R " ) ,  de 

déterminant 1, t e l  que u(B) s o i t  isotrope.  

D'après l a  propr ié té  I I I - ,  i l  e x i s t e  une constante M t  > O t e l l e  

que : 
2 1 

Vol ( u ( B )  n ~ $ 4 7  bn)  2 - 2 . 
- 1  2 1 

Puisque, d e t ( u )  = 1 ,  on a donc V o l ( B n M 1 f i u  (b,))  2 7 , 
a l o r s  i l  s u f f i t  de prendre comme el1 ipsoïde = M ' J ~ u - '  ( b i ) ,  pour obteni r  

l a  propr ié té  VII-. 

Or, on s a i t  que V n  (-)n 0.ù c,  une constante numérique. 
Jn 



1 Donc Vol (E) r   MC^ )n et Vol(B n E )  2 - . 
2 

Pour achever la démonstration de cette proposition, i l  nous 

reste à montrer que la propriété VII- entraîne le théorème de Milman. 

En appliquant la propriété VII- à B , où B est un 
vol (B)lIn 

corps convexe symétrique de Rn , i 1 existe D > O et pour tout B 

corps convexe de IRn, i l  existe un ellipsoïde E vérifiant : 

Vol (E) s D~ et Vol ( 1 1 /,, n E) 2 - . 
vol (BI' 2 

Autrement dit, on a : 

n Vol (B) vol ( E )  s D et vol (B (7 vol (B)'/"E) 2 -- . 
2 

Posons E = (--- Vol(B))l/n.~ et vérifions que c'est bien un 
Vol(€) 

ellipsoïde de Milman de B : on a 

2 inf(1, 1 Vol (B) 
) --- . 

~ol(€)I/~ 2 

Or Vol(E) c~~ ; et Vol(€,) =Vol(B) donc 



ANNEXE DU CHAPITRE I I  

LARMAN e t  ROGERS [9] ont t r o u v é  un contre-exemple a u  problème 

s u i v a n t  : pour t o u t  n €IN e t  pour  t o u t  B e t  E respec t i vement  corps 

convexe symétr ique e t  e l  1 i p s o ï d e  de IRn. S i  Vol  (B fi H) 6 Vol  (H 0 E) ,  

pour  t o u t  hyperp lan  H de Rn, a - t - o n  Vol ( B )  f Vol (E)  ? 

Mais en u t i l i s a n t  un r é s u l t a t  de K. BALL Cl], on p e u t  donner 

un contre-exemple à ce problème,plus s imple que c e l u i  de LARMAN e t  

ROGERS. 

Rappelons l e  r é s u l t a t  p r i n c i p a l  de K. BALL LI] : 

S o i t  Qn l e  cube u n i t é ,  d e R ,  de volume 1 10, = -1  .I 1, 
C 2  !ln 

a l o r s ,  pour t o u t  hyperp lan  v e c t o r i e l  H de IR", on a : 



P/ropod&n 7 1 . 2 . 1 1 . -  

Pour t o u t  e n t i e r  n 2 10, on a, pour  t o u t  hyperp lan  v e c t o r i e l  H de  IR^ 
2 2 

Vol (Qn l l  H)  6 Vol (anbn Tt H )  e t  Vol (anbn) < 1, avec 

DémansR;ILation : 

D t a p r é s  K. BALL [l], on a pour  t o u t  H hyperp lan v e c t o r i e l  de IRn , 

il nous r e s t e  mont re r  que pour  n 3 10, on a : 

2 
On pose, ~ ( x )  = ' (x") . Puisque l e  volume de b e s t  

xXe-XJ2nX 
n- 1 - 

"/2 
n n- 1 

'n n-I 1/2n y(-2-) v =iI , on a --- -(-1 - (nn) 
r ( n + l )  'n- I n 

2 $1 

O r ,  on s a i t  que, pour  t o u t  x > O : 

Par s u i  t e  : 



En u t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  ( l ) ,  on d é d u i t  que, s i  n  2 n  O ,  o n a :  

En u t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  ( 1 )  pour  n  E C10,11,12) e t  l ' i n é g a l i -  

t é  ( 3 ) ,  pour  n  2 13, on montre moyennant un c a l c u l  é l é m e n t a i r e  que 

Remmqucu : 

a )  De c e  contre-exemple, on d é d u i t  que s i  l a  c o n j e c t u r e  V I -  

e s t  v ra ie ,  l a  c o n s t a n t e  y q u i  y  f i g u r e  v é r i f i e  y i /: . 
1  

En e f f e t ,  en prenant  B = Qn e t  E = (-)"T bn , on v o i t  que 

'n- I 

pour  t o u t  hyperp lan  H de IR", on a : 

De l a  p r o p r i é t é  V I - ,  on o b t i e n t ,  pour  t o u t  n  E IN, 



1  
I v n - ~ ) g = ~ ;  Donc, en p a r t i c u l i e r ,  y 2 l i m  - (-- 

w+- v fi n  

b)  Les i n é g a l i t é s  ( 1 )  e t  ( 2 )  de l a  démons t ra t ion  de 11.2.11 

permet ten t  de m o n t r e r  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  que nous avons u t i l i s é  p l u s i e u r s  

f o i s  : 

vn - + , pour  t o u t  n  c R ,  

"n- 1 Je 

avec O s ~ ( n )  e t  l i m  ~ ( n )  = 0. 
n++m 



CHAPITRE I I I  

Infioducfion. 

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, à 1 'isotropie de quelques 

boules unités d'espaces de Banach qui présentent des propriétés géométriques 

particulières (1-inconditionnelle, type 2, le dual de cotype 2-faible). 

A.  BOULE 1-1NCONDlTlONNELLE. 

I On dit que (el ,. . . ,en) est une base 1-incondi tionnelle 

/ d'un espace de Banach E de dimension n, si pour tout choix de signe ( E  1 ,  
J 

pour tout scalaire xi et pour tout couple d'entier (m,K) tel 

] que m s K ,c n, on ait : 



I I  / /  dés igne l a  norme de E. L I -  

I S o i t  E un espace de Banach de dimension n. On suppose q u ' i l  

1 admet une base e l  e n  1 - i n c o n d i t i o n n e l l e .  

l A l o r s ,  il e x i s t e  un p r o d u i t  s c a l a i r e  s u r  E ,  pour l e q u e l ,  l a  

b o u l e  u n i t é  de E, B  e s t  i s o t r o p e  e t  de volume 1  e t  (e i ) l= ,  o r t h o -  

1 gonale. On a, a l o r s  L s - . 
J2 

l 

Ce r é s u l t a t  a  é t é  énoncé i n i t i a l e m e n t  p a r  J. BOURGAIN. 

Q~mon~; t / za t i on  : 

Cmme (ei)Y=, e s t  une base 1 - i n c o n d i t i o n n e l l e ,  on va c h o i s i r  

n o t r e  p r o d u i t  s c a l a i r e  , > de facon que l a  base e  s o i t  o r -  

thogonale.  
n  n  

S o i e n t  x, y deux éléments de E ; x  = 1 Xiei e t  y = , T  yiei. 
i = l  1 = l  

n 2 On pose < < x , y - >  = 1 xiyiai , où l e s  ai son t  des paramétres 
i =l 

p o s i t i f s  non n u l s ,  à déterminer .  

E tud ions  d ' a b o r d  1  ' i s o t r o p i e  de 8, par  r a p p o r t  a u  p r o d u i t  

s c a l a i r e  << , >>.  

S o i t  u l a  mesure de Haar s u r  E muni de l a  c t r u t u r e  e u c l i -  

d ienne d é f i n i e  p a r  <<  , ,>. 

On a  : 



( x .x .d ( x )  = O car B e s t  1 - incond i t ionne l le .  
J B  l J 

2 n 2 
Donc ( I<<x,y>>l du(x) = y:o: jBxidv(x). 

J B 1 = l  

S i  on c h o i s i t  l e s  ai : a: = , A a r b i t r a i r e ,  on aura 

x:duix) 
B 

2 2 2 I<<x,y>>l du(x)  = A I l y l 1 2  (11 I l 2  désigne l a  norme associée à << , >>). 

Comme A e s t  a r b i t r a i r e ,  on peut  c h o i s i r  A, pour que l e  vo- 

lume de B par rappo r t  au p r o d u i t  s c a l a i r e  << , >> s o i t  égal à l 

(u(B) = 11, A vaut  a l o r s  LB. 

Donc, l a  boule un i té  B de E e s t  i so t rope  e t  de volume 1, par 

n 
rappo r t  au p r o d u i t  s c a l a i r e  << , >> e t ,  de p lus ,  l a  base (ei )i=l e s t  

orthogonale. 

1 
Dans c e t t e  s i t ua t i on ,  on a IP L (B) = cei] r l  B pour t o u t  i, 

Ce il 
1. 

où Ceil e s t  l e  sous-espace de E orthogonal à lei / par  rappo r t  à << , >> 

e t  P e s t  l a  p ro jec t i on  or thogonale de E sur cei]+ 
Le 

D'après 1 ' i n é g a l i t é  de Loonis-Whitney [IO], on a : 



I 
puisque Vol(B) = 1 (par  rappor t  à << , >>) e t  IP- (B) = cei] r7 B, 

n Le 
on a : 1 r n Vol(B n ~ 4 4 .  

i = l  
- I 

Donc, il e x i s t e  un io , t e l  que ~ o l ( B  fi Cei ) 3 1. 
O 

En appl iquant  l e  théorème I I .  1.10 à B e t  pour K = 1, on 

1 
o b t i e n t  donc que pour t o u t  hyperplan H de IRn, LBVol(B fl H) r - . 

47 
1 

On en d é d u i t  donc que LB 6 - . 
n 

Rmahquu : 

1) S i  (ei)f=l es t  une base c - i ncond i t i onne l l e  de w ~ , B )  ; 
m K 

c 'es t -à -d i re  au l i e u  de 1 ' i n é g a l i t é  ( b ) ,  on a : 1 1 1 Xiei 1 1 s  c l  1 . C  Xiei 1 1 
i = l  1 = l  

pour m s K s n .  

Al o rs  

2)  Dans l a  démonstration de l a  p ropos i t i on  11.3.2,  on a u t i l i s é  

un r é s u l t a t  de Whitney e t  Loomiss, mais en f a i t  1 ' i n é g a l i t é  p lus  f a i b l e  

suivante : 

s u f f i t  dans l a  démonstration de l a  p ropos i t i on  11.3.2. 

Pneuve de L ' i n é g m é  ( *  1 : 

D'après l a  thèse de A. PAJOR, on a : 



donc 

n 

Vol (B+zb;) - Vol (B) 1 v 0 l ( P C  1 ( B ) )  
1 im = p n ( i = l  

e 
1 

Or, d'après l ' i n é g a l i t é  de Brunn-Minkowski, on a 

n- 1 - 
Vol (B+sbl) 2 Vol (B) + 2nsVol (B) . 

On en dédu i t  que : 

B.  ESPACE DE T Y P E  2.  

l Un espace de Banach E  e s t  d i t  de type p, avec 1 p 2 ,  

s ' i l  e x i s t e  une constante c, t e l l e  que l ' o n  a i t  v n ,  t /x l ,  .... xn E E ,  

l e s  E .  va len t  I 1. l 1  
La p lus  p e t i t e  constante c poss ib le  e s t  l a  constante de type 

p de E e t  e s t  notée Tp(E). 



P t r o p o b ~ o n  11.3.4.-  

S o i t  E  = Q R ~ , B )  un espace de Banach, B  é t a n t  l a  bou le  u n i t é  

de l ' e s p a c e  de Banach E : corps  convexe symétr ique de Rn. On suppose 

1 que B e s t  i s o t r o p e  e t  de volume 1 p a r  r a p p o r t  au p r o d u i t  s c a l a i r e  

/ usuel s u r  D?"' 
2  1 +- n  A l o r s  LB 6 c ( T 2 ( E ) )  , où c  e s t  une cons tan te  numérique. 

D é m o n b M v n  : - 
On s a i t  que, pour  t o u t  o p é r a t e u r  u  : L; + E, on a  : 

( 1 )  : P ( u )  r I~(u*)T~(E) où T ~ ( u * )  e s t  l a  norme 2-sommante de u* 

e t  P  e s t  l a  norme de u  dans L ~ ( L : , Y ~ , x ) ,  (Y, e s t  l a  probabi  l i t 6  de Gauss 

s u r  $1 

s i  u  e s t  1  ' i d e n t i t é  de P; dans E, ( I d  = u) ,  on a  

où on-, e s t  l a  p r o b a b i l i t é  i n v a r i a n t e  p a r  r o t a t i o n  s u r  l a  sphère e u c l i -  

d ienne Sn-,. 

2 1 2  Comme B  e s t  i s o t r o p e  e t  de volume 1,  n i B  = 1 1x1 dx. 

On s a i t  d ' a u t r e  p a r t  que : J B 



2 - 1 v - 1 

donc Ln++2 = ( j ) n + 2  B n+2 . 
n+2 

D'après l ' i n é g a l i t é  de Wi lder ,  2  - 1 v - 
n nc2 

on a donc L:+~ 2 (--) 
1  

n+2 f i x /  /2don-l(x))1'2 
"n-I 

De (2) ,  on d é d u i t  a l o r s  1 ' i n é g a l i t é  : 

2 
"n ) ' / n t 2  fi L ~ + ~  3 (-- 2  n f i n + 2  

B , s o i t  LB 2 - (-) . n+2 l ( I d )  n+2 l ( J d )  

En u t i l i s a n t  ( l ) ,  on o b t i e n t  a l o r s  

Maintenant ,  il nous r e s t e  à é v a l u e r  n2(1df), pour  ce la ,  on va 

u t i l i s e r  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Thévtème de P4 b c l z  7 1 . 3 . 5 .  - 

S o i t  T un opéra teur  de E dans F ( E  e t  F deux espaces de 

 anac ch) . 
S o i t  K une p a r t i e  de E* q u ' o n  suppose ~(E*,E)-compacte, 

e t  normante ( c ' e s t - à - d i r e  t o u t  x  E a t t e i n t  sa norme s u r  K). 

On d ~ t  que T e s t  2-sommant s i  e t  seulement s i ,  il e x i s t e  une 

p r o b a b i l i t é  IP s u r  K ,  e t  une c o n s t a n t e  C, t e l l e s q u e ,  pour  t o u t  

X F E ,  o n a i t  



où a2(T)  e s t  l a  p l u s  p e t i t e  cons tan te  C i n t e r v e n a n t  dans (4 ) .  

Comme B e s t  i s o t r o p e  e t  de v o l  urne 1 , on a  pour  t o u t  x e  IR^ 

De ( 4 )  e t  ( 5 ) ,  on d é d u i t  l e  lemme s u i v a n t  ( c a r  on e s t  en d imension 

f i n i e )  : 

Lmm~ 1 7 . 3 . 6 . -  

S o i t  B un co rps  convexe, symétr ique,  de volume 1. On suppose que 

B  e s t  i s o t r o p e  p a r  r a p p o r t  au p r o d u i t  s c a l a i r e  usuel s u r  Rn. On c o n s i -  

dè re  1  'espace de Banach E = 0Rn,B). 

D 'après ( 3 ) ,  on a  a l o r s  : LB 2 A -(- fi L ~ ) ~ + ~  , donc 
n+2 T2(E)  

c n  I l  e s t  connu que Vn 2 (--) , où c une cons tan te  numerique. 
Jn 



1 
n+2 /n  < 3. Par a i l l e u r s  (-1 
n 

2 
3 1 + - 

On en dédu i t  donc LB c -  (T2(E))  . 
C 

Remahque : 

La not ion  de type, qu i  a é t é  i n t r o d u i t e  par  MAUREY e t  PISIER, e s t  

t r è s  u t i l i s é e  actuel lement en géométrie des espaces de Banach, a i n s i  que 

l a  p r o p r i é t é  correspondant à 1 ' i n é g a l i t é  inverse (cotype). 

C - LE DUEL DE COTYPE 2-FAIBLE. 

l Un espace de Banach X e s t  d i t  de cotype 2- fa ib le ,  s ' i l  e x i s t e  

1 e ]O,! [ e t  c > O t e l s  que pour t o u t  sous-espace E de X, de 

1 d i ~ n ~ i 0 n  f i n i e ,  il ex is te  un sous-espace F de E avec 

1 d i m ( ~ )  1 so dim(E1. t e l  que F e s t  C-isomorphe a eiimF , 

I 
Pour 6 e]O,l[, on pose : 

d X ( d  = Sup {dF t e l  que F c E, dimF > A dimE). 
EC X 

Autrement d i t ,  X es t  de cotype 2 - f a i b l e  s ' i l  e x i s t e  E]O,I[ 

e t  C > O, t e l s  que dX(bO) 6 C. La tangente de cotype 2 - f a i b l e  de X e s t  

i n f  IdX(b);6 c]0,1 Cl. 

Pour l a  su i t e ,  on a besoin de deux lemmes 



Lemme d e  MILMAN-PlS7ER 71.3.8.- p33 

Etant donné un espace de Banach X ,  de cotype 2-faible,  a lors  

i l  exis te  une constante c > O ,  t e l l e  que pour tout sous-espace E 

de X ,  de dimension n ,  pour tout opérateur v : E + 1: , on a i t  : 

c r2 (v )  
e n  - ; la plus pet i te  constante c ,  vér if iant  ce t te  inégal i té  

6 

ne dépend que de la  constante de cotype 2-faible de X. 

On rappellera plus loin la  déf ini t ion d u  neme nombre d'entropie 

en(v)  de v. 

Lemme d e  KBNING-MILMAN 11.3.9.-[7] 

I l  exis te  deux constantes numériques c l  e t  c2 t e l l e s  que 

pour tout espace de Banach E, de dimension n e t  v opérateur 

de rang f i n i  de 1; + E ,  on a i t  : 

I Théohème II. 3.10.- 

1 Soi t  un espace de Banach E = (Rn , B I ,  dont l e  dual E* e s t  

de cotype 2-faible. On suppose que l a  boule uni t é  B de E es t  

isotrope e t  de volume 1 par rapport au produit scalaire  usuel 

de IRn. 

Alors L B  5 c (où c e s t  une constante qui dépend uniquement 

de la constante de cotype 2-faible de E*). 



Ce théorème e s t  dû  i n i t i a l e m e n t  à A. PAJOR qui  en donne une a u t r e  

démonstrat ion.  

S o i t  1 : I l i d e n t i t é d e  - E. 

Comme E v é r i f i e  1  'hypothèse du lemme 11.3.8, on a 

C Donc en(1; )s-  
L ~ J ~  

L I L L E  0 
D ' a u t r e  p a r t ,  E é t a n t  de dimension n,  on a d ' a p r è s  l e  lemme 11.3.9 : 

Rappel! : S o i t  v  : X + Y un opéra teur .  Le nième nombre d ' e n t r o p i e  

de v  e s t  d é f i n i  pa r  : 

en(v )  = i n f i s  > O / i l  e x i s t e  ( t  ,,... ,tZn-,) E By t e l s  que 

2n- 1 

v ( B X ) C  L' ( t i  + E  By) )  
i = l  

( o ù  BX e t  By sont  respect ivement  l e s  boules u n i t é s  de X e t  Y ) .  

Pu isque Id e s t  l ' i d e n t i t é  de ty + E = ORn,~), 

Par s u i t e ,  v o l  ( b i )  r z K - ' ( e K ( l  ( B ) ,  



s i  K = E,*t Vo l (B)  = 1, on a donc 

l /n c  En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  ( 1 )  e t  (21, on a a l o r s  V, I c2.2 . - 
fi 

'3 n 
0 V - où cg une c o n s t a n t e  numérique. 

fi 
1 On o b t i e n t  f i na lement  LB r (c2.2 .c3).c. 

Rmahyue : 

On p e u t  r e t r o u v e r  l a  deuxième p r o p o r t i o n  11.3.4 à p a r t i r  du  

théorème 11.3.10, c a r  on s a i t  que pour  t o u t  espace de Banach E de t y p e  2, 

son dual  E* e s t  de co type  2 e t ,  de p lus ,  on a : c* (E* )  r T2(E). 

D ' a u t r e  p a r t ,  il e s t  b i e n  connu que, pour t o u t  espace de Banach F 

de co type  2 ,  il e s t  de co type  2 - f a i b l e .  

Le problème r e s t e  o u v e r t  de s a v o i r  s i  LB e s t  majoré en f o n c t i o n  

de l a  cons tan te  de cotype 2 de (IRn,B) lui-même ( e t  non du  dua l ) .  

Un corps  convexe e s t  appelé zono top ie  de R n  s ' i l  e s t  somme au 

sens de Minkowski d ' u n  nombre f i n i  de segments. Autrement d i t ,  B p e u t  

i ê t r e  i d e n t i f i é  à l a  b o u l e  u n i t é  d 'un  q u o t i e n t  d 'un  L;. 
L 

On d i r a  que Z e s t  une zonoïde s ' i l  e s t  l i m i t e  au sens de 

Hausdor f f  de zonotopies.  



Autrement d i t ,  (Rn,z) e s t  isométrique ?I 

r P h o p o b X o n  T T .  3.12. - 

I l  existe une constante universelle c . O ,  t e l l e  que, pour tout 

zonoïde Z ,  isotrope de Rn,  de vol urne 1 ,  on a i t  : LZ < c. 

D é m o n h L m t k n  : 

Puisque Z es t  une zonoïde, (Rn,z)* e s t  isométrique a une 

1 section de L , où L I  e s t  l 'espace desfonctionsintégrables. 

1 Or, LI e s t  de cotype 2 (c2(L ) r m e t  en u t i l i san t  l e  théo- 

rème 11.3.10, on en déduit donc que la  constante d ' isotropie de Z e s t  ma- 

jorée par une constante universelle. 

Remahque : 

Comme exemple de zonoïde, on a l e s  boules b! pour tout p B 2 
* 1 1  

car i l  e s t  bien connu que (1:) = L: ( q  c 0 , a )  e t  p + = 1 )  e s t  iso- 
1 métrique a une section de L . Par conséquent, L < c ,  où c e s t  une 

constante qui ne dépend ni de n ,  ni de p. b: 





CHAPITRE I V  

A. ISOTROPlE DES BOULES UNITES b[ . 
On considère pour tout p E p,+ ml. l a  boule unité b i  de 

IRn¶ muni de la norme 1 I l p  déf inie  par : 

avec 

PtropodLCLon 1 1 . 4 . 1 . -  

Pour tout p E ¶ + m l .  bn e s t  isotrope pour l a  structure 

euclidienne usuelle sur IRn e t  



Démv~nA;iiation : 

On v o i t  b i e n  que l a  bou le  bn e s t  i n v a r i a n t e  p a r  t o u t  o p é r a t e u r  T 

de l a  forme : 

où E~ = + 1 e t  o e s t  une permuta t ion  de { l ,  ... n?. 

On en d é d u i t  donc que b: e s t  i s o t r o p e  e t  de p l u s  

Par s u i t e  

2Vol (bn-l)  1 - n- 1 
t.2 = 

n+2 1 x Z i l - x p )  dx. 
b: O 



O r ,  on s a i t  que l e  volume de l a  bou le  bn e s t  donné p a r  l a  

fo rmu le  s u i v a n t e  : 

D'où 

n+2 - 

S i  on pose ~ ( x )  = r ( x + l  , pour  t o u t  x > 0, 
X ~ ~ - ~ J ~ T ; X  

on o b t i e n t  a l o r s  : 

n+2 - 3 1 rY(F)-i? 

L2 = (L) P -(-1 2na /n - n+ P -  . 
n 

3 8 n+2 ~ ( $ r ( ~ ) )  Y (2) P 

Rappelons que pour t o u t  x > O 

On en d é d u i t  donc 



Remahqua : 

On s a i t  que 1 'espace de Banach b[ admet une base I - i n c o n d i t i o n -  

n e l l e  e t  orthonormée, donc en v e r t u  de l a  p r o p o s i t i o n  11.3.2 du c h a p i t r e  3, 

pour  t o u t  (n,p) &IN x Dy+- .  

B. ETüûE D E  L'ISOTROPIE DES 'IDEAUX D'OPERATEURS REELS. 

On cons idère  pour  t o u t  p E CI ,+g l a  bou le  B/: de 1 ' i d é a l  

2 n 
d 'opéra teurs  r é e l s  t s u r  Ln d é f i n i e  p a r  7 hp  r 7 ,  où l e s  hi 

i = l  

s o n t  l e s  n v a l e u r s  p r o p r e s  de 1 t 1 = ( t * t ) ' " .  Pour p = + -, B; c o r r e s -  

pond à sup xi 6 1. 
1 çi r n  

On se propose de mont re r  que BE e s t  i s o t r o p e  e t  de donner 
'b 

une fo rmu le  e x p l i c i t e  pour  l a  cons tan te  d ' i s o t r o p i e  de BE , avec 
1 

'-b -2 BE = ~ o l ( B [ ) ~  B: , a i n s i  qu 'une  m a j o r a t i o n  de L, quand n tend vers 

l ' i n f i n i .  B: 



2  On i d e n t i f i e r a ,  dans ce qu i  s u i t ,  un opérateur sur  Ln avec sa mat r ice  
2  dans l a  base canonique (el ,.. . ,en) de Ln , e t  1  'ensemble de ces ma- 

2  
t r i c e s  avec lLRn , muni du p r o d u i t  s c a l a i r e  euc l i d i en  ( t , s )  -+ t race ( t *s ) .  

2  
La norme h i l b e r t i e n n e  sur e s t  a l o r s  l a  norme de H i l b e r t -  

Schmidt su r  l(IRn). 

Théotrème 7 7 . 4 . 2 . -  
% 

Pour t o u t  p  E 0 ,+3, BE e s t  i so t rope  par rappo r t  au p r o d u i t  

1 s c a l a i r e  usuel sur l(IRn) e t  

n  
où R = {(a,, ... , G ~ )  E I R  / O < O, < . . .  o n  e t  i a r r l } .  

i = l  : 

D é m o m ~ ~ o n  : 

L'ensemble des opérateurs s ingu l  i e r s  é t a n t  négl igeable,  presque 

t o u t  opérateur t se met, de façon unique, sous l a  forme 

où h = ( t * t ) ' ' 2  e s t  symétrique p o s i t i f  e t  u  E O(n). Comme h  e s t  

p o s i t i f ,  il e x i s t e  a l o r s  v  E O(n) t e l  que 

où d e s t  diagonale de va leurs  propres p o s i t i v e s  O ,  r a2 r . . . r on. 



Pour presque t o u t  opérateur t, l e s  ai sont  deux à deux 

d i s t i n c t e s  e t  v  e s t  unique à l a  m u l t i p l i c a t i o n  près de ses l i gnes  

par des sca la i res  de va leur  absolue 1.  

n  
Notons e n f i n  que t E B: s i  e t  seulement s i  y op r 1. 

i = l  

S o i t  $ l ' a p p l i c a t i o n  de O(n) x O(n) x n + L[IR") d é f i n i e  
P  

par : 

(u,v,u) ,-+ U O 0 0  V ,  

en i d e n t i f i a n t  o  e n c Rn avec 1  'opérateur diagonal de valeurs propres 
P  

(ol,...,on), on a  : 

On remarque qu'un opérateur t e s t  l ' image de zn éléments de rn. 

S i  on note J(u,v,o) l e  Jacobien de $ en (u,v,o), a l o r s  

d'après 1  ' a r t i c l e  de J. S A I N T  RAYMOND 114, sur l e  volume des boules 

B: des idéaux d 'opérateurs c lassiques,  on a  : 

e t ,  de p lus  

On en dédu i t  que : 



c a r  dans l e  cas r é e l ,  @ - l ( t )  à zn éléments pour  t E c i .  

n  
Or <t,uov> = t r a c e ( t * u o v )  = < u ~ v ( e . ) , t e ~ > ,  pour  t o u t e  

i = l  1 

base orthonormée (ei)f,l de IRn, v* e O(n) e t  v - l  = v*, donc 

Considérons l e s  m a t r i c e s  associées à u,v e t  t dans l a  base 

orthonormée (ei : 

Avec ces n o t a t i o n s ,  nous pouvons é c r i r e  : 

n  
<u(ee) , tv* (ee)> = 1 ti jUievej . i j = l  

Ceci nous c o n d u i t  à l ' é g a l i t é  s u i v a n t e  : 

Maintenant ,  on va é t u d i e r  l a  q u a n t i t é  s u i v a n t e  : 

On s a i t  qu 'on p e u t  t r o u v e r  un g de O(n) t e l  que ug = Û', 



' I > -  
% 

où U = (8ij)7j=l avec uij - uij s i  j # e t  e t  uiP, = - uiL. , 

c ' e s t - à - d i r e  ( t o u t e  mu1 t i p l  i c a t i o n  d 'une  c o l  onne de u p a r  un s c a l a i r e  

de v a l e u r  abso lue  1 p e u t  s ' é c r i r e  sous l a  forme gu , où g E O(n). 

De p l u s ,  t o u t e  t r a n s p o s i t i o n  P de co lonne de u p e u t  se 

m e t t r e  sous l a  forme uw, où w s O(n). 

Le même raisonnement p e u t  ê t r e  f a i t  pour  l e s  l i g n e s  de u 

(U  = gu). 

La mesure p é t a n t  de Haar s u r  O(n)  donc pour  t o u t  f o n c t i o n  

c o n t i n u e  f s u r  O(n) e t  pour  t o u t  g E O(n) ,  on a 

On en d é d u i t  que 

2 Puisque y- uiL = 1, on t r o u v e  e n f i n  : 
i = l  

( h y L ' )  e s t  l e  symbole de Kronecker. 
Où " i , e )  

A p a r t i r  des r e l a t i o n s  ( 1 )  e t  (2), on o b t i e n t  donc : 



Donc, BE e s t  i s o t r o p e  p a r  r a p p o r t  a l a  norme de H i lbe r t -Schmid t  

s u r  L ( I R ~ )  e t  dd 'apr+s un r é s u l t a t  de J. SAINT RAYMOND 1151 

Vol (8;) = 
2 

On p e u t  donc é c r i r e  : 

D 'où  



l'infini où 1 s $ 4 -  
4 2 

1 1  - - 
np 2 

si 1 c p s 2, alors L , quand n tend 

9: Xe 3 / 2 n ( 5 )  

vers l'infini où 1 6 A($) 6 4. 
4 

D é m a n n ~ o n  : 

On sait que, pour tout p e ,+a et pour tout 

n 
(xl,.. . ,xn) E IR , on a : 

D'après 3 .  SAINT RAYMOND u5], on sait que, pour n assez 

grand, on a : 

Or, le théorème précédent nous donne 



On en dédu i t  donc pour t o u t  p E [I ,+d e t  pour n assez 

grand 

BOURGAIN a démontré récemment que L, 6 C . 
n 





AtlNEXE DU CHAPITRE I V  

On cons idère  ( lRK,~)  e t  (IR"-~,c) où B  e t  C  son t  des bou les  

i s o t r o p e s  de v o l  urne 1. 

A l o r s ,  pour  t o u t  p E LI ,+ml , il e x i s t e  deux constantes x e t  

ri , uniques, t e l  l e s  que l e  co rps  D = AB 9 r i C ,  s o i t  i s o t r o p e  e t  de 
P  

volume 1. 

De p lus ,  l a  cons tan te  d ' i s o t r o p i e  LD de D e s t  a l o r s  donnée 

n  LKLn-K p a r  LD = 
B  C 

y(n,K,p), où y(n,K,p) e s t  une cons tan te  q u i  ne 

dépend que de n  ,K,p. 

S o i e n t  X e t  LI deux nombres r é e l s  p o s i t i f s ,  rappelons que : 

On s a i t  que 



les égalités Vol(B) = Vol ( C )  = 1 ,  Vol (AB & p C )  = 1 nous donne une pre- 
P 

mière condition sur A et u : 

Etudions, alors, l'isotropie de D = AB 8 pC,  en supposant 
P 

la condition (*)  réalisée (c'est-à-dire Vol(D) = 1). 

Soit y un élément de D, y = yl + y2 , où yl E A B  et 

Y2 r uc .  
Al ors 



Or, Vol(C) = 1, donc : 

on pose t = p l  lyl 1 I B  , on obtient alors : 

or, B est istrope, donc : 

D'autre part : 



Donc 

Vu les rôles symétriques joués par B et C ,  on obtient de 

1 a même façon 

Or B et C sont symétriques donc I 3  = 0. 

En réruné, on a pour tout x  = ( x l  , x 2 )  E  IR^ x  IR^-^. 



On en dédui t, s i  AB B v C  e s t  i so t rope ,  que J I  = J2. 
P  

Autrement d i t ,  il f a u t  que x e t  p v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  

s u i v a n t e  : 

En combinant l e s  r e l a t i o n s  (*) e t  (**),  on t r o u v e  

De p lus ,  l a  cons tan te  d ' i s o t r o p i e  de AB O pC e s t  donnée p a r  
P  



1 I l  e x i s t e  un e n t i e r  N t e l  que pour tout  n > N ,  i l  e x i s t e  une 

boule i so t rope  D de volume 1 e t  un hyperplan H de t e l s  que 

D i Z r n o n ~ ~ a L i o n  : 

S o i t  D une boule isotrope de vol ume 1 de type AB 8 pC , 
Fi 

où C e s t  une boule i so t rope de volume 1 de IR"'. B e s t  l e  segment 

Si on note H 1 ' hyperplan vector ie l  IO) x IR"', a l o r s ,  

on ob t i en t  : 

Puisque A B  $ pC e s t  i so t rope e t  de vol urne 1 , on déduit  de 1 a 
P 

proposition précédente que : 

2 1 Or, on a pose B = [- :,il donc L B  = - 12 ' 

On s a i t  que 

n- 1 . r -  1 r(! + 1 )  
lim ( P p z  .- P - - 1 ,  
n++m Y(M +I ) r  (- n- 1 +1 

P P 

donc pour E > O donné i l  e x i s t e  un  e n t i e r  a t e l  que pour tou t  n > a ,  

on a i t  : 



n - ~ ~  1 D ' a u t r e  p a r t ,  s i  on p rend  C = b n - ~  y 
on montre, 

en u t i l i s a n t , l a  p r o p o s i t i o n  11.4.1 que, pour  E '  > O donné, il e x i s t e  

un e n t i e r  B, t e l  que pour  t o u t  n  s 6, on a i t  : 

On en d é d u i t  que pour  E "  > O donné, il e x i s t e  un e n t i e r  N  

t e l  que pour  t o u t  n  2 N, on a i t  

comme s u i t  : 

Puisque v o l  (b:) e s t  une f o n c t i o n  c r o i s s a n t e  en p,  

en p renan t  p 2 2, on o b t i e n t  a l o i s  



En c h o i s i s s a n t  c" de t e l l e  s o r t e  que ( 1 + c u )  < 2 , 

on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  souhai té .  

Remanque : 

Le c o r o l l a i r e  I I . 4 b . l  e s t  un contre-exemple de l a  c o n j e c t u r e  

s u i v a n t e  : 

V n c ~ ,  ~ ' B ~ A ~  e t  pour  t o u t  hyperp lan  H de IRn 

on a i t  VOI(B n H)  3 1 

où An e s t  1 'ensemble des bou les  i s o t r o p e s ,  de IRn, de volume 1. 

Par  con t re ,  M. MEYER e t  A. PAJOR [II] o n t  montré que l ' a s s e r t i o n  

(*) e s t  v r a i e  pour  l e s  bou les  b: , où p s 2. 

En f a i t ,  i l s  o n t  montré que pour  t o u t  sous-espace F de codimen- 

s i o n  K de Rn, on a 

v o i ( i n  n F )  1 1 , 



CHAPITRE V 

INEGALITES DE SANTALO ET ELL IPSOIDE DE MILMAN 

POUR LES ESPACES 1-INCONDITIONNELLES, 

On se propose de donner une démons t ra t ion  s imp le ,  du  théorème 

de MILMAN El21 e t  des i n é g a l i t é s  f a i b l e s  de SANTALO 1361, pour  l e s  espa- 

ces de Banach de dimension f i n i e  possèdant une base 1 - i n c o n d i t i o n n e l l e .  

Rappelons l e s  r é s u l  t a t s  généraux en ques t ion  : 

I On d i t  que (el ,. . . ,en) e s t  une base 1 - i n c o n d i t i o n n e l l e  d ' u n  

1 espace de Banach E = ORn, 1 / 1 1 , s i  p o u r  tous c h o i x  de signes ci, 

/ pour  t o u s  xi s c a l a i r e s ,  e t  p o u r  tous m e t  K e n t i e r s  v é r i f i a n t  

m s K s n ,  o n a  



Théotcème. de M i l m a n  11.5.2. [12] 

Il e x i s t e  une cons tan te  u n i v e r s e l l e  c > 0, v é r i f i a n t  : 

pour  t o u t  espace de Banach E = (Rn, ,/ 1 I I  ) ,  de dimension n, il 

e x i s t e  un e l l i p s o ï d e  E t e l  que 

où B e s t  l a  bou le  u n i t é  de E. 

' I n 6 g d i t 6 b  de SavttaRa 11.5.3. Cl61 

Il e x i s t e  une cons tan te  u n i v e r s e l l e  c  > O,  t e l l e  que, 

pour  t o u t  espace de Banach E = (IRn, I I  1 1  , l  1 ) ,  de dimension n, 

on a i t  : 

' où B* e s t  l e  p o l a i r e  de l a  bou le  u n i  t é  8, de E par  r a p p o r t  

à l a  s t r u c t u r e  canonique s u r  Rn e t  b; = {x  c lRn  ; 1x1 r 11. 

Nous démontrons l e  théorème de Milman pour  un espace à base 

1 - i n c o n d i t i o n n e l l e  e t  pour  ces mêmes espaces, une i n é g a l i t é  f a i b l e  de 

S a n t a l o  : 

cn v o l  ( b i ) '  r- v o l  (B)VOI(B*) r ~ ~ ~ v o o l ( b ~ ) ~  . 

Dans l e  cas d ' u n  espace de Banach quelconque, 1  ' i n é g a l i t é  

de d r o i t e  (avec l a  c o n s t a n t e  C'  = 1 )  e s t  d i t e  i n é g a l i t é  de San ta lo ,  



e t  e s t  due à SANTAL0 1161 (c f .  a u s s i  J. S a i n t  Raymond). C e l l e  de gauche, 

d i t e  i n é g a l i t é  de Santa10 i n v e r s e s e s t  beaucoup p l u s  d é l i c a t e ,  e t  e s t  due 

à BOURGAIN e t  MILMAN L4]. 

Lemme de Lozanovnki 11.5.4.-  

S o i t  E un espace de Banach de dimension n. On suppose que 

E  admet une base e l  e n  normal isée e t  1 - i n c o n d i t i o n n e l l e .  

n 
Alo rs ,  il e x i s t e  un é lément  a  = 1 aiei de E t e l  que : 

i = l  
* 

n  n  e .  
1 

I I ~ a i e i I = I ,  11.1 = n  e t  a i > û  p o u r t o u t  i. 
i = l  1=1 1 

Uéma~n;ttraLbn : 

n n  
S o i t  x  = 1 Xiei e t  s o i t  c o ( . l  cixiei ; E~ = i 1 )  l ' e n v e l o p p e  

i = l  i =l  
n 

convexe des 2n vec teurs  1 Eixiei ; E = ? 1. 
i = l  i 

n n  
comme v o i ( c o (  1 Eixiei,Ei = '1)) = zn n lx i  1 e s t  une f o n c t i o n  

i = l  i = l  

n  n  
c o n t i n u e  s u r  E, Max{Vol (co(  1 Eixjei,si = I 1 ) )  t e l  que 1 )  1 xiei / 1 = 1 1  

i = l  i = l  

e x i s t e  e t  e s t  a t t e i n t  en un p o i n t  a  = 1 aiei , e t  on p e u t  supposer 
i =l 

ai i O, i = 1 . .  n  c a r  e l  e s t  1 - i n c o n d i t i o n n e l l e .  



D é f i n i s s o n s  2 sous-ensembles A e t  B de E p a r  : 

n n 
A = { X  E E t e l  que x = 1 Xiei , O xi x e t  1 1 Xiei I I  > 1 

i = l  i = l  

n n x .  
1 

e t  B = { x  E E t e l  que x = 1 Xiei , o < x i d i  e t  l i o g a l  2 0 ) .  
i = l  i = l  

I l  e s t  c l a i r  que A e t  B s o n t  convexes e t  d i s j o i n t s  dans E ; 

de p l u s ,  A e s t  ouver t .  D 'après l e  théorème de Hann-Banach, il e x i s t e  

une forme l i n é a i r e  L s u r  E non n u l l e , e t  A un s c a l a i r e  de IR t e l s  

que : 

[ ( X I  . A L(Y) ,  'd(x,y) A B. 

La base (ei)?,l é t a n t  1 - i n c o n d i t i o n n e l l e ,  l a  norme de L dans 

l e  dual  de E e s t  donnée p a r  : 



= Sup f<L ,x> l / x  e A),  où A e s t  1  'adhérence de A. 

Par s u i t e ,  O s L ( x )  I A pour  t o u t  x  appar tenant  à A. 

Comme a  a p p a r t i e n t  à l a  f o i s  à A e t  B ,  on v o i t  que 1 ILI 1, = L ( a )  = A. 

n Xi D ' a u t r e  p a r t ,  l a  f o n c t i o n  f ( x )  = Log ar e s t  d i f f é r e n t i a b l e  s u r  l ' e n -  
i = l  1 

n  
semble { x  E E/x = 1 Xiei ; O c xi 'd i = 1  ,. . . ,n j .  

i =l  

L ' h y p e r p l a n  L ( x )  = x e s t  donc t a n g e n t  en a  à f l a  s u r f a c e  
n  x .  
1 Log $ = O, e t  L e s t  p r o p o r t i o n n e l l e  à l a  d i f f é r e n t i e l l e  de f en a. 
i = l  1 

n  e: 
1 

O r  !(a) = x = (1L11, ; on en d é d u i t  que I l  1 a 1 1  = n. 
i = l  i 

Cunb6quence 11.5.5. - 

n  
S o i t  a  = 1 aiei l e  p o i n t  donné p a r  l e  lemme 11.5.4 e t  B l a  

i = l  

bou le  u n i t é  donné p a r  B = {x  ~ l R ~ / / ( \ x l (  6 11. 

D é f i n i s s o n s  l e s  ensembles s u i v a n t s  : 



A l o r s ,  il e s t  a i s é  de v o i r  qu 'on  a l e s  i n c l u s i o n s  su ivan tes  : 

T c  E c P c B c  nT. 

La d e r n i è r e  i n c l u s i o n  r é s u l t e  d i r e c t e m e n t  du lemme précédent .  

- l *  n 
De l ' é g a l i t é  1 1 ai cil/ = n, on d é d u i t  que pour t o u t  x  F B, x = 1 x . e  

i =1 i i' i = l  
n - 1 

e t  pour  t o u t  c h o i x  de s i g n e  ( E ~ , .  .. ,cn) on a 1 1 Eiai xi 1 n. 
i = l  

On p e u t  donc c h o i s i r  l e s  E~ pour  que : 

n 

n 
X 

Donc x  = n  1 ~ . x . a : ' ( ~ . a . e . )  ; donc e s t  une combinaison 
1 1  1 1 1  i = l  

convexe des vec teurs  O e t  ciajei. On v o i t ,  de p l u s ,  que l ' o n  a Pc f i E .  



On gardera l e s  mêmes n o t a t i o n s  que précédemment p o u r  énoncer l a  

p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  : 

l ( 1  ) Vol (nT) s en v o l  (P) 

n  zn n ai 
On a : Vol ( p l  - i = l  - n !  - - 

Vol ( nT) n  - nn2n Li 
n!  i = l  

S i  on pose ~ ( x )  = r ( x + l )  , avec r ( n + l )  = n! 

x X e - X f i  

e On s a i t  que ~ ( x )  e s t  compr is  e n t r e  1 e t  - 
6'  

pour  t o u t  x  t e l  que 2x e s t  un e n t i e r .  

On d é d u i t  donc que Vol  ( P )  4 e-n v o l  ( n ~ ) .  

nn" 2 ai v,, n  n  
On a  : VOI ( J ~ E )  - i = l  

/2 

Vol (P) n  
- .  

Zn n ai Zn (; + 1 )  
i = l  



D'après  ce q u i  précède, on a  

v o l  r ( 5 1 " ~  VOI((P). 
2 

I Il e x i s t e  une c o n s t a n t e  numérique p o s i t i v e  C > O, t e l l e  que 

1 pour  t o u t  espace de Banach E, de dimension n, q u i  admet une base 

normal isée e t  1 - i n c o n d i t i o n n e l l e ,  il e x i s t e  un e l l i p s o ï d e  E, v é r i f i a n t  : 

n   vol(^) = Vol (B)  e t  V o l ( B n  E) 3 C Vol(B)  où B e s t  l a  

bou le  u n i t é  de E. I 
Un t e l  e l l i p s o ï d e  e s t  d i t  " e l l i p s o ï d e  de Milman". La preuve de 

son e x i s t e n c e  pour  t o u t  Banach de dimension f i n i e  (avec une cons tan te  

u n i v e r s e l l e )  e s t  ne t tement  p l u s  d é l i c a t e  e t  e s t  due à MILMAN C12]. 

Démonhfittration : 

L ' e l  1  i p s o ï d e  précédemment d é f i  n i  dans I I .  5.5 v é r i f i e  : 

On p rend  comme e l  1  i p s o ï d e  de Milman E, = ~ x E ( ~ ) ' I ~  ; 
v o l  ( G E )  

donc Vol (El) = Vol (B). 

6 en dd 'après  l a  p r o p o s i t i o n ,  On a  p a r  a i l l e u r s  -- s 
v o l ( f i E )  Vo l (P)  

e t  Vol  ( 8 )  3 Vol  ( P I  ( 2 4 " / 2  . 
Vol  ( A E )  v o l  ( A E )  2a 



Donc 

On a, a l o r s  : 

De a 1 , on d é d u i t  : Vol (B fl El) 2 (&)n/2 Vol ( B f l   fi^) 3 (-$)n'2 Vol  ( P )  

c a r  Pc B e t  P c f i E .  

- n -n O r ,  on a Vo l (P)  s e  Vo l (nT)  a e  Vo l (B) .  

Il e x i s t e  deux cons tan tes  nunér iques C l  e t  C2 > 0, t e l l e s  

que pour  t o u t  espace de Banach E = (IRn,, 1 1 1  , /  I ) ,  de dimension n, 

possèdant une base (el ,. . . ,en) norma l i sée  e t  1 - i n c o n d i t i o n n e l l e ,  

on a i t  

où B* e s t  l e  p o l a i r e  de l a  bou le  u n i t é  B de E, p a r  r a p p o r t  à 

2 2 
bn e t  bn = { x  ER",  1x1 6 1). 

Uémann.thua3on : 
n 

S o i t  a = 1 aiei l e  v e c t e u r  de norme 1 q u i  v é r i f i e  l e  lemme 
i = l  

de Lozanovski 11.5.4. 



On d é f i n i t  1 ' opéra teur  u de Rn dans IR" d é f i n i  p a r  : 

Donc l e s  ensembles T, E, P d é f i n i s  dans (11.5.5) peuvent  se 

1 2 
m e t t r e  sous l a  forme : T = u(bn) ,  E = u(bn) e t  P = u(b;), 

n 2 
où bn = { X  L IRn, 1 l x l  1 r 11, b 

e s t  l a  bou le  e u c l i d i e n n e  e t  
i = l  

bn = [-1 ,Iln. 

D'après l a  conséquence (11.5.51, 

2 
En d u a l i s a n t  ces i n c l u s i o n s  p a r  r a p p o r t  à bn , on o b t i e n t  : 

Donc, on a : 

O r ,  on s a i t  que [U-'(B)]* = u*(B*),  donc 

V ~ ~ ( ~ ~ ~ ( B ) ) . V ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ B ~ J * ~  = VOI(B).VOI(B*). 

On en d é d u i t  que : 

Vol (b;) 
2 

n 2 
VOI(B).VOI(B*) n voi(b;) . 

nn 



Par un calcul similaire à celui de la proposition 11.5.6, on trouve 

enfin 
2 2 ($1"' 2 0 l ( b ~ ) ~  6 vol (131.~01 (B*) 6 e 2  "o1(bn) . 
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