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INTRODUCTION

Le présent travail comporte deux axes principaux : Etude des
sections du cube dans la premiére partie, et, dans la deuxiéme partie,

une étude de 1'isotropie d'une boule et de ses sections.

Au chapitre I, nous étudions les sections de Qn » cube unité
de R", par des sous-espaces vectoriels de R". K. BALL [1] a montré
que si F est un hyperplan, alors Vo](Qn NF) <2 ou "Vol" désigne
la mesure de Lebesgue induite sur F par celle de R", la mesure de

Qn étant 1.

Le premier objectif de ce travail est de généraliser le résul-
tat de K. BALL [1]. 11 s'agit de majorer le volume des sections de Q,

par des sous-espaces vectoriels, F, de codimension K.

Nous procédons comme K. BALL par transformation de Fourier.
Mais nous devons opérer en plusieurs variables, ce qui souléve de nou-
veaux problémes. Si 2K ¢ n, on obtient une formule intrégrale :

n sin n<t,bi>
Vol(Q, N F) = LRK T e 9t
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ol les vecteurs b. sont les lignes de Ta maﬁrice [§1,...,gk],

£,5...5E,] 6tant une base orthonormale de Fl‘, orthogonal de F.
1 k

La condition 2K g n, en dehors de laguelle nous n'avons pas de résultat
général, assure 1'intégrabilité de la fonction

sin "<t’bi>

(t — LI EEA T = )

i=1
Pour obtenir une majoration de Vo](Qn N F), on utilise un
lemme de K. BALL et une méthode d'optimisation en plusieurs variables.
De facon analogue & celle de K. BALL nous utilisons une dichotomie
selon les valeurs des coordonnées du produit extérieur Eg Ao Mg,
ce qui demande quelques Temmes d'algébre multilinéaire. On obtient en
définitive la majoration Vol(anW F) s JQEEE?; Ceci améliore la majo-

ration naturelle de Vo](Qn N F) par '43$

L'étude de quelques exemples suggére que si 2K g n,
Vo](Qn NF) g /X, Cette borne serait la meilleure. Nous:donnerons des
exemples po;r lequels elle est atteinte, et nous détaillerons une étude
sur ordinateur, faite par C. SACRé, qui démontre, expérimentalement

que pour n =4 et K =2, J?Z est bien la borne supérieure.

Au chapitre 2 de cette partie, nous revenons sur le cas des
sections hyperplans du cube, pour donner, d'une formule explicite de

Vo](Qn N H), dte a MAYER, trois démonstrations, d'esprit trés différent.

Dans la deuxieme partie, nous abordons le cas général des sec-

tions d'une boule de R" par des sous-espaces de codimension K, en
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supposant B isotrope et de volume 1.

On dit qu'une boule B est isotrope si sa matrice d'inertie
est scalaire, c'est-a~dire s'il existe un scalaire qu'on notera Lg tel

que cette matrice soit de la forme Lg.Id( L, est appelé constante

nxn)* B

d'isotropie de B.

Au premier chapitre de cette deuxiéme partie, nous exposons
pour 1'essentiel un travail de K. BALL,qui encadre les volumes des sec-
tions d'une boule isotrope de volume 1. On aboutit alors au résultat
suivant

by

a
(*) * ¢Vol(BNF) ¢— , k=codimF et a , b sont des
L .

m. .
@

constantes ne dépendant que de K.

Avec une constante bk moins bonne, ce résultat a déja été

publié par HENSLEY.

Signalons que, indépendamment des études de HENSLEY et BALL,
BOURGAIN et MILMAN [4] ont prouvé un résultat analogue dans le cas

des sections hyperplanes.

La démonstration de (*) utilise fondamentalement la log-concavité

de f(x) = Vol(B N (F+x)), X e FL. En utilisant le fait, plus fort, que
1

n-K . . . U R
f est concave, on obtient une majoration 1égérement meilleure.

Le rdle clé joué par L, nous conduit a une étude spécifique

B
de 1'isotropie, que nous commencons au chapitre II. Nous verrons alors
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que, en général, C1 < LB < Cz/ﬁ} et que dans certains cas particuliers LB
est majoré par une constante universelle. Le fait de savoir si cela est

toujours vrai reste ouvert et semble difficile.

Au chapitre II, nous donnons un certain nombre de conditions é-
quivalentes & cette conjecture. Certaines sont dues a V.D. MILMAN (par
exemple : 53a >0 tel que Vn env,\i B corps convexe symétrique de
volume 1, 3 H, hyperplan de R" vérifiant Vol(B NH) » a). Nous mon-
trons que cette conjecture est équivalente & un probléme de comparaison
de volumes de boules et d'ellipsoide, elle est, par exemple, équivalente a :
(5 ¢ >0 tel que VneN,VBe A, > onait Ly < c). En utilisant
un résultat du premier chapitre (K. BALL [1]), nous donnons un contre-

exemple, plus simple, que celui de LARMAN-ROGERS [9], au probleme suivant :

Y B, boule de R", V ¢ ellipsoide de R" a-t-on 1'implication :
(a)
{Vol(B N H) < Vol(g NH),VH hyperplan de R"} => {Vol(B) < Vol(&)}.

En affaiblissant ce probléme, on conjecture que :

(2") Ty >0 tel que VB, boule deR", Ve ellipsoide de R", on a :
aI
{Vol(B N H) < Vol(e n H),\/H hyperplan} => {V¥o1(B) < yVol(g)}.
Nous montrerons justement que cette conjecture est équivalente

a celle portant sur LB‘

Nous montrons que 1a conjecture entraine un résultat (qui, lui,
est prouvé !) de MILMAN. Ce résultat dit en substance que, & une constance
c" prés, le volume d'une boule de R" coincide avec celui de son inter-

section avec un ellipsoide bien choisi.
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Dans le troisiéme chapitre de la deuxieme partie, nous nous in-
téressons a 1'isotropie de quelques boules unités d'espaces de Banach,
qui présentent des propriétés géométriques particuliéres, par exemple
1-inconditionne]le; de type 2, ayant un dual de cotype 2 faible. Ces bou-
les vérifient Ta conjecture sur LB'

Le chapitre IV est consacré au calcul de LB s pour Tles boules
d'espaces de Banach classiques : Kﬁ s, 1'espace Cﬁ des idéaux d'opé-
rateurs T vérifiant g A? < + = ou les Ay sont les valeurs propres de

Tl

Le chapitre V n'entre pas tout a fait dans le cadre du volume
des sections de boules, mais utilise des techniques du méme domaine. Nous
y détaillons une démonstration simple, sans doute connue des spécialistes
mais ne figurant pas dans la littérature,du théorzme de MILMAN [12],
cité précédemment et des inégalités faibles de SANTALO [j6], pour les
espaces de Banach de dimension finie qui possédent une base 1-incondi-

tionnelle.
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CHAPITRE I

VOLUME DES SECTIONS DU CUBE UNITE DE RV,

n
K. BALL [1] a montré que si Qp = ':—%,%J est le cube unité de R",

et si H est un hyperplan vectoriel de Rn, on a :
1 < Vol(Q, N H) ¢ V2 .

Nous nous intéressons a étendre ce résultat aux sections de co-

dimension K.

L'inégalité de gauche a été démontrée pour tous les sous-espaces
vectoriels de codimension K par VAALER [17]. Nous ne nous intéressons
donc qu'a la majoration. Par ajlleurs, HENSLEY |}ﬂ avait démontré que

(Q, N H) < |5].
Nous utiliserons les notations suivantes :
Al pour désigner le cardinal d'un ensemble, fini, A.

Vol : pour représenter la mesure de volume. Nous adopterons la méme

notation pour tous les espaces qui interviendront, quelque soit

leur dimension.



On munit R" de la base canonique (ei)n et de la structure

j=1
euclidienne naturelle associée.

Soit F un sous-espace linéaire de R", de codimension K.

noo.
(gi)§=1, avec g, = y a}ei, représente une base orthonormale de Ft

(orthogonal de F).

K .
On définit Tes vecteurs bj par : bj = ¥ agei pour j allant
i<t

de 1 & n.

On peut alors écrire :
FﬂQn={x eR", x=(x1,...,xn),x+:[ 1J et <E;1-,x>=0u,1'=13K)-l-

Lemme I1.17.17.-

On suppose que 2K s n et que pour toute partie A de 1'en-

semble {1,...,n}, de cardinal K, {bi’ i € A} est une base de IRK.
n sin w<t,b.> K
Alors : la fonction t— F —"F?ffﬁ—""‘ est continue sur R,

sin w<t, b >
(si <t,b;> = 0, on pose naturellement —————75————- 1) et est dans

L10RK,dt), ot dt est la mesure de Lebesgue sur IRK, et de plus :

n sin n<t, b >

VO](an F) = J[ " 1{11 Tft—:s?— .dt .
R =

Démonstrhation :
a) Nous définirons la transformée de Fourier F(g) d'une

fonction de L10Rn,dx) par :



-3-
_ =2mi<t, x> . n
Flg)(t) = | e g(x).dx 3 VteR".,
R

b) On peut écrire Vol(F n Q) = LR 1Q (y)duF(y) (*)
{n “n

e . . 1
. R" est considéré comme la somme directe F@F 3

. 4+
6°F‘L est la mesure de Dirac sur F™
. dxF la mesure de Lebesgue sur F, induite par celle de RrR" ;
. duF = 60 L? dXF .

F
Alors (*) peut aussi s'écrire Vol(F N Qn) = (1Q * uF(O)).
n

La fonction 1Q est mesurable, bornée, a support compact ;
n
comme g est une distribution tempérée, [?Q * ué] est dans S' (S
n
est 1'ensemble des distributions tempérées), et la transformée de Fourier

de (1Qn* uF) est dans S’'.

Comme de plus F(1Q ) est une fonction a croissance modérée
n

et F(uF) est dans S
F(1Qn * UF) = F(1Qn) x F(UF)-

si .
nnt1

ot = (ty,..e,t)

¢) D'autre part : F(1Q ) = % n

n i=1 Y

1

est un élément de R", et F(uF) = d 8 & =v est une mesure sur R™.
X+ o

Admettons provisoirement que Ta fonction F(1Q ) soit wv-inté-
n

grable. Alors :



Vol(F N Q) = (1 * u)(0) = ?(F(1Qn) x Flue) )(0)
n

= <Fl1g ) * Flug),t> = LRnF(1Qn)(t)dv(t).

En général, lorsque ¢ ¢ L10Rn,v), on a :

. K
<\),1ﬂ> = ‘3(2 t1g1~)l]£1||2. “se .||€k'|2dt1. “es .dtk
RK i=1

n
F(1Qn)(jz1<t,bj>ej)

K
or F(1Qn)(iz1ti£1)

n sin a<t,b.>
= I ___~7;_.Q_ )
j=1 B0y

D'ou le résultat :

n sin w<t,b.>
Vol(F N Q) LR I ———5—3— .dt
K j=1

Le seul probléme de convergence qui se pose est celui des grandes

valeurs de It].

En posant t = gu avec o, ¢ R" et ue SK_1 nous pouvons

n sin np<u,bi>
écrire flopu) = 1 ——————n
i=1 mp<u,b.>
Pour u e SK-1 , i1l y a, au plus, K-1 des <u,by> qui sont
nuls ; car, sinon, i1 existerait I &< {1,...,n} de cardinal K tel que
(<bi,t> = 0) pour iel. En d'autres termes, nous aurons K-formes linéaires
indépendantes (car (bi)iel est une base) qui s'annulent en un point d'un

espace de dimension K, ceci étant de toute évidence impossible.



Soit donc u € SK_1 , 11 existe une partie Iu(: {1,...,n},
lIul= K#1 pour laquelle <u,b,> # 0 pour tout i dans I ..
or (ue (<u,b_i>)1.€I ) est continue donc i1 existe un voisinage wu de

u

et une constante strictement positive Cu tels que :

pour tout v dans wu et tout i dans Iu

0<C, <|<by,v>| .

Or, u wu recouvre le compact SK_1 donc i1 existe une
ueSK-1 N
famille finie (um)x=1 telle que S, ,C $:1wun{ Désignons alors par
C :infC .
m Um
Soit v e SK_1 et p >0, il existe m tel que v e wu .
m
[sin wp<v,b1>l Isin mo<v,b.>|
fon)] = 1 e
1€Iu ITTQ<Vsb-i>1 ~i¢1u "np<v,b1.>l
m m
[sin mp<v,b.>]
< —%:—‘- 1 o car T —— 1)
0 1eIUm !n<v,b1>i 1¢IUm <np<v,b1>l

1 1

S S e €
p (7.C)

Donc, en résumé Vv e Sgop o 1fleV)] < ;K}T -}:jéiy;qs ce

qui permet de conclure que f est intégrable & 1'infini, sur RK



Lemme 1.1.2.-
Sous les hypotheses du lemme (I.1.1) et, si de plus, pour toute

partie A de {1,...,n} de cardinal K, det((bi)ieA)z AA vérifie

AA:s 1 . Alors :

/o K=1
n-1

2C

Vol(F N Q) < /21 .

n-1

Démonsitration :
D'aprés le lemme précédent, nous avons :

n sin “<t’bi>
Vol(F N Qn) = n — .dt
K i=1 ﬂ<t,b1.>

D'autre part, on a

sin n<t,b.> n o sin m<b,,t> CﬁZ}
1 T —————= (1 )
Al=k ieA  m<tby> i=t nch.,ts
On en déduit 1'inégalité 1
sin n<t,b.> |cN]
Vcﬂ(FnQn) < i it .dt
: IRK |Af=K |1eA Tr<t,b,i>

On obtient moyennant 1'inégalité de Holder :

Ba
1
. sin m<t,b.> n:1 Eﬁ;
Vol(F n Qn) 5 h (j o —— .dt) s
[A]=K IRK iehA | m<t,by> '

pourvu que les Ba soient supérieurs a 1 et



Nous choisirons ultérieurement les constantes Ba de sorte
que les conditions de convergence des intégrales écrites soient réali-

sées.

Pour la suite de 1a démonstration, nous ferons appel au résultat

fondamental de K. BALL [I].

Lemme (de K. BALL)} T1.7.3.-

f ; P 5
1 | lfiul—zt .dt < //—g si pz2
I JR t . p

de plus, 1'égalité a lieu si et seulement si p = 2).

Imposons aux BA ta condition suivante Bp 2 2C

d'aprés le lemme (I.1.3), on a :

| |

. C .
J \sm -1 g < n-1 )
R A

Les Ap sont les composantes du produit extérieur des vecteurs

orthonormés (51,---,€K) de R donc : | ) Ai =1
Al=K

1 _ .2
T = 4

Sachant que &
Ba

vs EEK?T , il est naturel de choisir
n_

= N

/2 A2
K-1 -
Vol(F n Qn) < (ch 1) (IAISK 1AAI A)K 1‘

Nous allons, pour achever la démonstration du lemme (I.1.2),



t
' ) sur 1'en-

chercher Te maximum de la fonction ((AA)-——-——+ I IAA

[A|=K [A|=K
semble des By défini par :

¢ 2 2 1
2 AA =1 et 0 < AA_ < “h—K—_—T— .
|A| 2K k]

i

N
Considérons f(x) S x? log x;. f est définie, continue
i=1

sur le compact :
N2

C=1{xe RV 5 x;=1 et 0sx; s, 1=1,...,N
i1 v

La fonction f admet un maximum dans C, atteint en un point

(y1,...,yN). Supposons, par exemple, que :

y; =0 si diel avec |If =r
y; =a si ield avec |J] = s r+s+t=N~N
0 <y;<a si diel avec L] =t

Si f(y1,...,yN) est le maximum de f sur C, i1 est aussi

de maximum de la fonction g : x > § x? log Xi *s az log a, sur C'
iel

avec C' ={xeC :0 < X; < o, si iel et X =Yy sinon}.

C' peut étre considéré, a une bijection continue prés, comme

r
un ouvert de IRR'.

Le théoréme des extremum 1iés pour g donne les équations sui-

vantes :

Y xi(21og Xi+1)dxi = 22 2 x; dxy
(1) iel ieK
et ) x? =1 - so?
iel



x1(21og Xi+1) = 2x;  pour el

(1) <=> et 5 x2~=1—50c2

. 1
iel

2l0g xi+1 = 2Xx
(car x; #0 pour ielL)

<==> et z x]? =1 - sa2

ieb

Posons X; =B85 on doit alors avoir Bz.t =1 - Saz d'ol
g = 1-s 2
—
2
Donc Y, = 1_ia pour i el

f(y1""’yN) = Sazlog a+ t 62109 8.

Si t =0, f(x) <loga pour xe C.

Si t >0, puisque B8 <a et Su2 + th =1,

2

f(x) g Sazlog o+ t821og B < (so” + tBZ)log a s log a.

.1 _ K o
Avec o = EEK:T et N = Cn » on en déduit que,

2
lorsque IAiZK bp =1 et 0 <y <—pm,

Par conséquent

Vol(Fng,) ¢ (2K /2L
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Soit

n-1

Vol(F NQ,) < ackt g

Remarque I1.1.4.-

L 'hypothése : "Pour toute partie A de {1,...,n} de cardinal
K det ((bi)ieA)= by # 0" n'est pas restrictive, car 1'ensemble des
sous-espaces F de R" de codimension K, qui la vérifient est dense
dans la grassmannienne GQ'K. De plus, (F +V01(Qn N F)) est continue,
donc toute majoration de Vo](Qn N F) sur 1'ensemble dessus cité sera

valable sur GE_K.

Théoneme 1.1.5.-

Soit F un sous-espace de codimension K, avec 2K s n,

/2K K
Vol(F n Qn)rs —ﬁ~.Cn .

on a alors

Démonstrhation :

On peut supposer, si Eysevesty est une base orthonormale

» que

n . K .
_ 1 . _ 1
de F, ¢ = j21ajej , et si on pose bj = 1_Z1ajei

Vac i,...,nh, Al = K, oy = det(b;) 5 p)# 0.
Nous gardons les notations des lemmes précédents.

len cas :

Si pour toute partie A de {1,...,n} de cardinal K,
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ya 1 . .
0 < AAvs ~=T - En appliquant le lemme 1.1.2., on obtient :

2Cn-1

Vol(F N Q) < /—25‘3 o

28me cas :

On suppose qu'il existe dans {1,...,n} une partie A de

cardinal K, par exemple A = {n-K+1,...,n}, telle que By > _"%?T .

Soit (gk+1,...,gn) une base orthonormée de F, (g1,...,g )

est, alors, une base orthonormée de Rr".

On définit :

- n -
Cn-K = {x eR'/x = 1

n
¥ x;& Osxgel pour 1 = Kel,ouonnd
=K+1

IPn_K est la projection orthogonale de R sur ]Rn'K, avec
R
R"K - {(Xi)?=1 / x5 =0 pour i = n-K+¢1 & nl.
Avec ces notations, nous avons
Vol(F N Qn) _ Vol(Cn_K)
Vol _ (FNQ.)) Vol® _.C. )
Rn-k n Rr" K'n-K
(Ta projection conserve le rapqgrt des volumes)
P e )= ixeR"/x-= x.Z: et 0 ¢ x; ¢ 1)
R K**n-K 1:E+1 1% i
ou % =P . (g) pour 1 =kKel & .
R
n n-K
D'autre part, ¢; = jgl aJe. ; donc gy = jz1 ageJ
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Notons B 1a transformation linéaire de ]Rn'K, dont la matrice
est Lg{}, dans la base (ei)?;f , ona:

- 7 n-K .
I%Rn-K(Cn-K) = B([0,1]" "), on en déduit que

VO]aﬂRn-K(Cn-K)) = |det BJ.

Or la matrice X = [gi}?=1 est orthonormale donc X—1 = Xt,
avec
T 1 1 1 7
P IR R PR ay Buyq reereeens a,
B
n-K n-K .n-K n-K
‘- A0 e ay Apq rrrreeenes a,
n-K+1 an-K+1 n-K+1 n-K+1
] e K Al reeeeeees n
: N
. A :
n n n n
A e, ay Bpyq cereeeeens a,
— -

D'aprés 1'identité de JACOBI (BOURBAKI [3])

|det B| = |det(A)| = [a,].

D'autre part, IiRn_K(F 0 Qn)CZ Qg » donc :

VolﬂﬁRn_K(F nq,)) < 1.
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Par conséquent :

Vol (FN Q)
Vol(F n Q) = —2 PRI S

N N

Corollaire (de K. BALL) T.1.6.-
Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, et tout hyperplan

H de R", Vol(Q, N H) < /2.

Démonstnation :

En appliquant le théoréme I.1.5. pour K = 1, on obtient :
vol(q, nH) ¢ /¢! - vz

Bien siir, nous avons utilisé le Temme principal de K. BALL

; p
(% LR )El%_i' .dt < %?j si p 2 2) pour démontrer le théoréme I.1.5.

W

Remarques :
1) La condition 2k < n apparait a bien des égards comme arti-

ficielle, mais elle est nécessitée par notre technique.

2) Dans Tle cas général, IE Ai =1 entraine qu'il existe A
Al=K
de cardinal K tel que (AA| 3 —% .
n
0n en déduit, puisque Vol(F N Q) « —— , que :

12,

Vol(F N Qn) < ﬂqs.

Pour clore ce chapitre, nous allons faire 1'étude de quelques

exemples. Nous reproduirons une étude faite par C. SACRE, sur ordinateur,
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dans le cas n=4 et K =72.

Ceci rend plausible Ta conjecture suivante :Vol(F N Qn) < /?K
lorsque 2k s n. Remarquons que cette conjecture rejoint celle de K. BALL

[2] selon laquelle, pour un corps convexe symétrique isotrope
Vol(FN C) ¢ pcodimk avec o constante.

Exemple 1.1.7.-

*
On suppose n = Kp, p el

KN
£ = (e(i-1)p+1 o+ eip)//a et F = l}1,...,5€] ;

on obtient : b, = Torsque (m-1)p+! < j < mp.
J /5 .
n  sinm<b,,t>
Alors : Vol(FNQ) = I ——3  dt
n K j=1 a<b.,t>
R i’
mp sin n<b.,t>
= I I —_J 4t
RK m=1 j=(m-1)p+1 n<bj,t>

t
n/p sin(n. P

K
= A ddty. ... o.dt
K m=1




On sait que : LR —~————£§lm lorsque p z 2 et que

pour p =2, on obtient 1'égalité.

Donc :

-

~1K ~
Vol(F n Q) = [/5. /2" < K,

/b

N

Pour p =2 c'est-a-dire n = 2K,

n
Vol(F nQ,) = vz /2,

Pour p =n c'est-a-dire K =1, on obtient

Vol(F N Qn) < V2, résultat qu'on savait déja.

Exemple 1.1.8.-
.. ey te, €n-1*€p
VZ V7
e, +e e +e
Soit xeF, x=x 12, Xp 2p-1_"2p
V2 V2

. s 1

x e Q «=> Yi=1a p L
n

V2 2
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par conséquent :

Donc (FNQ) = ix e F, quws/—f},

Vol(F n Q) = /2P

N /?n-codimF

Remarque

Ce résultat ne contredit pas forcément ceux obtenus auparavant.
En effet, une majoration par /En—dimF serait grossiére pour dim F
trées petite. Pour dim F = 1, on sait que Vol(F N Qn) < /n, ce qui est

incomparable avec /1,

Exemple 1.71.9.-

Etude faite par C. SACRE dans le cas n =4 et K= 2.

C. SACRE a démontré, expérimentalement, que V?K est la bonne

majoration Torsque n =4 et K = 2,

Qp = tx,y,2) eIR4, Ix| 1yl £t Jz| <1 |t|‘s 1}.

Un plan P passant par 1'origine coupe Q4 selon un polygone

dont i1 s'agit de calculer 1'aire S.

On considere (z,¢c'), base de pt ¢ = (a,b,c,d) ,

El = (al,bl,cl’dl)

ax + by + cz +dt =0
(X;Y,Z,t) e P <=>
a'x +b'y +¢c'z +d't = 0.

Le mineur d'ordre 2 de ce systéme qui a la plus grande valeur
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absolue est non nul. On peut supposer quitte a permuter les quatre coordon-
nées qu'il s'agit de 'g. g. . Par des combinaisons linéaires, ne chan-
geant pas les mineurs d'ordre 2, on peut transformer le systéme en un sys-

téme équivalent pour Tequel d = ¢' = 0.

Quitte a opérer des symétries orthogonales, par rapport aux hyper-
plans de coordonnées, on peut supposer ¢ >0, d' >0, a0, bzx>0 et
quitte & opérer une symétrie par rapport a 1'hyperplan (x =y), on peut
supposer a g b. Enfin, on peut normaliser les vecteurs (a,b,c,0) et

(a',b',0,d'), ce qui ne change pas 1'ordre des mineurs du systéme.

On peut considérer, désormais, qu'on est dans la situation sui-

vante :
AX + By + Cz = 0 P U R T
(P) 0sAs<BsC, 0<C et 0<F (%)
Dx+Ey+Ft=o !’S}SCF’!D}SF”ElS!F‘

avec S = BD - AE

En orthonormalisant, en U? et U2 , les deux vecteurs de P :

V1 = (CF,0,-AF,-CD) et 72 = (0,CF,-BF,-CE), et en projetant ces vecteurs

sur (xoy), on obtient un parallélogramme dont 1'aire est %g- avec
a = Vslaclar2cl2,

La projection conservant les rapport d'aires, HO P se pro-

jette sur (xoy) suivant urn polygone d'aire S' telle que :

Cr
A

i
L Donc 1'aire cherchée, S, est obtenue par :
S

s =L s,
CF
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Etude de La profection sun (xoy), de P N H.

Cette projection est 1'intersection KNINJ ou :
K est le carré " {|x] <1 et jy| <1}
I  est la bande |Ax ; Byl < C.
J est la bande |[Dx + Ey].s'F.

Les bandes I et J peuvent étre éventueliement égales a
{xoy).
Par raison de symétrie, par rapport a 1'origine, on peut

supposer D > 0.

On va calculer S' suivant une décomposition hiérarchique en

cas :
CAS1: KcI : A#B<C.
CAS 11 ¢ KcJ ; D+ |E| sF
alors :  S' = Aire K =4,

CAS 12 : 3 coupe K et K&EJ : F <D + |Ef.

Les conditions |D| < F et |E| sF
(1,0) et (0,1), de K sont dans J, les deux autres étant a 1'exté-

rieur.

~—~— o . q . (D+]E[-F)°

\» D|E|
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CAS2 : I coupe K et K&EI, C < A+B

I NK est alors un hexagone

«&By e, £y,

CAS 21 : yed : |[D-E| < F (on a aussi y' e J)

CAS 211 : o € J, |CD-8| s AF (on a aussi o' € J)

CAS 2111 : B e J, |CE+&] < BF (on a aussi vy' € J).

Dans ce cas, 1'exagone ofya'B'y' est contenu dans J.

CAS 2112 : 8 ¢ J (donc ' ¢ J)

I NJ NK est un octagone

v S o on peut montrer que £ >0 et § >0
oy B _
:E%\\\\\ ot s .1 [A%DE - 22252 - %AZ.E.F . a0’ + ZABDE
S \\\ AES |2BDF + ABEZ - ABF® - 2ACE® + 2ACEF - B“DE
N Lj 2BCDE - CZDE
R



- 20 -

CAS 212 = o ¢ J (donc o' ¢ J)
AF < |8-CD| (alors D >0 et E > 0).

CAS 2121 : B e J.

La section est un octogone

-A%DE + ABD® + 2ABDE - ABEZ + 2ABEF - ABF2
+ 2ACDE - 2B2D% - 2B2DF - 2BCD? + 2BCDF
- c%pe

CAS 2122 : g ¢ J.  BF < |8+CE]|

B ¢J BF < |84CE|.

On retrouve la formule du cas 12 :

S' = 4 - (D+E‘F)2
DE

CAS 22 : y ¢ J. F < |{D-E| alors E <O et D >0
et §>0

CAS 221 : a e d |6-CD| < FA
CAS 2211 : ged |6-CE| < FB

Y e
8 ) )
\\\\\\ st = 4 - (A+B-C)~ _ (D-E-F)
\\:§>q] g AB DE
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CAS 2212 : B ¢ Js FB < |8+CE|

o o 1 [-AZE2 - 2A%EF - A%F% + 2ABDE + 2ABDF - ZACDé]

ADS | + 2ACDF - B%D? + 28CD? - ¢2p?

CAS 222 : o ¢ J, FA < |8-CD
CAS 2221 : B e J, |6+CE| < FB

-A%E2 4 2ABDE - 2ABEF + 2ACES - B%D?
st o=t 2 2.2 2.2
+ 2820F - B%F2 - 2BCDE - 2BCEF - C°E

CAS 2222 : g ¢ J, (J coupe |o,8] et Ja',8']

S '

(]
|9

Remarques :
1) Les cas 12, 2111, 2112 donnent des formules équivalentes

modulo 1a transposition (A,B,C) <— (D,E,F).

2) Yu les relations (*) les cas 2212, 2221, 2222 sont impossi-

bles.
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Principe de £'algorithme utifise.

Les parametres A, B, C, D, E, F sont décrits par quatre boucles

imbriquées de manigre a respecter les conditions (*), de 1'extérieur vers

1'intérieur :

™. A variede 0 a —- ;
/T
. -p% VR,
B varie de A a —5— (calcul de C = V/1-A°-B°) ;
D variede 0 a — ;
2
1 {taﬁ 2 .2
si Dg— , |E|] variede 0 3 calcul de F = /1-D°-E
: ‘/? v 2
si D>, |E| variede 0 a v1-20°
V3
Aprés étude d'une valeur de E, changement de E en -E.

Le pas est choisi de maniére & ce que d'une valeur d'un paramétre a

la suivante, dans la méme boucle, 1'incrément soit inférieur a % , Ol
N est fixé par 1'utilisateur. (C'est cette considération qui a guidé

1'ordre A, B et D,E des boucles).

Les erreurs possibles, d'arrondi, obligent a garantir les tests,
et la positivité avant une extraction de racine carrée (PLUS et EPS dans

le programme).

La valeur de S obtenue est divisée par quatre pour se ramener

au cas d'un hypercube de volume 1.
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Résultats du caleul.

Pour N = 16, temps de calcul 45 mn.

CAS Y1 10360 fois valeurs extrémes de S : 1,00000 et 2,00000

CAS 12 4816 " " " "or 1,22907 et 1,87171
CAS 2111 5681 " " " "o 1,25815 et 1,96074
CAS 2112 306 " " " " 1,47446 et 1,83020
CAS 2121 71 " " "o 1,49531 et 1,68140
CAS 2122 320 " " " "oor 1,43272 et 1,72705
CAS 2211 849 " " ": 1,54318 et 1,84079

Remarques :

La valeur minimum 1 est obtenue pour A =B =D =E =0
(C=F=1) 3 P ={xoy).

La valeur maximum 2 est obtenue pour A =E =0 et

B=C=D=F-= jé_ {ceci, a une permutation d'indices prés, correspond
2

a la situation de 1'exemple 1).



PaGu ont g g;
UGES IRAGHSOTNDS o
CONST R¥=0.70730¢85 R3=0,%773%037 (% 1/SQKRT(Z), 1/SAQRT(3) %)
LEFS=1E~73

TYFE NUMCAS=1..103

VAR ArEsCsDyEVF,A2yE2,C2,D2+E2yF2 (REALS
DE»DE'DEL,GRDEL»SsySFR !REALS
NYNASNESNDNESTAYIE ID,TJE $INTEGERS
K INUMCASS
NER $ARRAYLNUMCAS1 OF INTEGER:
MINS: MAXS | ARRAYLNUMCAS] OF REALS

FUNCTION FLUS(XIREAL) {REAL}

BEGIN
IF Xx=0 THEN FLUSI=X ELSE FLUS:=
ENDi
FROCEDURE CAS13:
EEGIN

IF D+AES(E)<=F+EFS THEN EEGIN K4=1;SFRY=4 END
LSE EEGIN Ki=2;SFRI=4~85QR(D+AES(E)-F)/D/AES(E) END
END; '
PROCEDURE CAS211;
BEGIN

IF ABS(CXE+DEL)<—EXF+CPS THEN EEGIN K!=3;SFR!=4-SQR(A+E-C)/A/E

ELSE BEGIN Hi=4;SFRI=AZXDXE-2XA2XE2-2xA2XEXF-AXEXRD2}
SPR.=SIR4°xAxEmeE+ZXAxBxDxF+AXBxE2-AxBxF2.
SFRI=SFR-2*AXCYEZ242XAXCXEXF ~EZXDXE+ 2XEXCXDXE §
SPRE=SI'R-C2ZXDXE: SFRI=SFR/(AXEXDEL) END

END; ’
FROCEDURE CAS212;
FEGIN
IF ANS(DEL4CxE)<=EXF+EFS THEN BEGIN K!=5;
SFRI=~AZ¥DXE+AXEXD24+2XAXEXDXE-AXEXE24 2 A EXEXF §
SPRI=SFR-AXDXF24+2XAXCXDXE-2XEZXD24E2XDXE—-2XE2XDXF
SPRI=SFR-2XEXCXDZ24ZXEXCXDXF-C2XDXE §
SPR:=-8SFR/7(ExDXDEL) END
FLSE BEGIN Ki=6;iSFR!=4-SQR(D+E-F)/D/E END
END ¢ :
FPROCELDURE CASZ214
BEGIN
IF ARS(CxD-DEL)<=AXF+EFS THEN CASZ11 ELSE CAS212
END} 4 .
FROCEDURE ChASZZ213%
LEGIN
1F ALS(DEL+CxE) I =ExXF+EFS THEN EBEGIN Ki=73§
SFR$I=4-SQR(A+E-CY/A/E4SQAR(D-E-F)/D/E END .
ELSE REGIN Ki=8iSFRI=—-A2XE2-2XAZXEXF - A"rF7+/1AXExDrE'

GPFRI=SPRAZ5LXBEDRF -2 ARC¥DRE+Z0AXCXDXF - [12xD2
SURITGFRA2:E0CRD2-C2aD2Z;SPRI=ISPR/(ANDEDEL) _ND
END :
FROCEDURE CAS222;
LBEGIN

IF ALS (UFL+C»E):-EXF+EF° THEN EFEIN h. =93
e 4 FAXCREZ-L2xD2
Lx[xtxle—L”xE?

EXDELY Lnb
ELSE GEGIN Ki=10;5PR:=4%CxF/DEL END

END$
I'ROCEDURE CAS22;
BECTR
TEOSG(DEL=C D) T ANFILPS THEN CASZ21 ELSE CASZ22
[N
FROCEDUKE CAL2S
GLGIN

END



]
VAL O DY S LES THEN GALYZY FLSE Uhnenl
My :

et DURE CAG23

HLGIN

1F ADRS(D-E)<=F+EFS THEN CAS21 ELSE CASZ2
LEND ’ )
FROCEDURE MSJOUR?
EECIN

IF NERCKI=0 THEN EEGIN MINSLKI:=S; MAXS[h +=S END
ELSE EEGIN IF S<MINSLK)] THEN MINSLKI:=53}
IF S>MAXSLKJI THEN MAXSCKI$=
END}
NERCKJ{=NERCKI+1
END?
FROCEDURE TRAITCASS
EEGIN
DEL ! =ExD-AXE}
IF AEBES(DEL)L=CxXF+EFS THEN EEGIN
GRDEL ¢=SAQRT(SQR(DEL)Y+C2+F2-C2xF2) 3}
IF A+E<=C+EFS THEN CAS1 ELSE CAS2;
§¢=SFRXGRDEL/C/F/4i
MSJOUR
ENDJ
END3

FROCEDURE ETUDDEF S
EEGIN T
$=TRUNC(1+R2%N) §
FOR ID:=0 TO ND DO EEGIN
$=R2ZXID/HDIDZ L =SQR (D)}
IF D:xR3 THEN DE!=SQRT(FLUS(1-2xD2))
ELSE DEI=8QRT((1-D2)/2);
NE{=TRUNC(1+DEXN)
FOR TE!=0 TO NE DO EEGIN
E.=DEXIF/NE$E2:=SQR(E)3
Fai=1-D2-E23FI=SOQRT(F2);

TRAITCAS?S
IF IE<>0 THEN BEGIN E!=-E;TRAITCAS END
END S
EHD S
ENDS
FROCEDURE ETUDAECS
EcFIN ‘ .,

HAT=TRUNC(1+N*R3) 3
FUR IAI=0 TO NA DO BEGIN

H=REXTA/NAT s =SRRIAIFHRITELN('A="+A)}

DE :=FLUS(S HRT((I A”)/") A)j

NE S =TRUNC (1+NXDE) §

FOR IE:=D TO NE DO EBEGIN
B DD IE/NESR2I=SQR(E) §
C2i=1-A2-E23C:=SURT(C2)}
ETUGDEF

FOR K$=1 TO 10 DO IF NERCKIL=0 THER

MRITELN(KIZ2,NBREKII8,! 'y MINSLKID, ! 'ty MAXSGLK D)
FERDi )
LEGIN

E8raT ML TATLLE DU DECOUFAGE ¢ ') SREADIN(NY URNTTL N:i;

Pine Ki=1 10 10 DO KRERCKII=04
ERNRCS .
FFESUL T

Cuin,
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CHAPITRE I1

UNE FORMULE EXPLICITE DE LA MESURE DU VOLUME
DES SECTIONS HYPERPLANES DU CUBE.

Intrheduction.
La majoration du volume de Qn NH (H hyperplan vectoriel

de R"), par 2, étant acquise.

L'intérét, du présent chapitre, est de donner une formuie
explicite de Voln_1(Qn N H), en fonction des coordonnées du vecteur

normal & H.

Un autre aspect intéressant est de présenter trois raisonne-

ments, sans lien apparent, qui permettent de répondre a la question.
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Notations.

n désigne un entier supérieur ou égal a 1, (e;)"

i)joq repré-

n
sente la base canonique de jRn, £= 3 azey, a; > 0 pour tout 1.
i=1

H est un hyperplan vectoriel passant par le centre de Q, et

- n
est orthogonal a ¢ (Qn = E.%W%] ).

Pour x eIR, (x)+ = sup(0,x) et Vol désigne la mesure

de volume de IRK.

Proposition (M. MEYER] T1.2.1.-

Sous les notations ci-dessus, on a :

(] 2)!/2

a.

ioq 1

Vol _,(q, NH) = — :E

n
2“‘1(n-1)!1g1a1 (eg5eernrey)el-1,13"

)n-1

£.d
1a'| +

n=s
m
—_

ne-13

i=1 V45

La démonstration de cette proposition est abordée de deux ma-
niéres totalement différentes, que 1'on va exposer en I) et II). Pour

la premigre démonstration (I), on se sert du lemme suivant :

Lemme 1.2.2.- On considére (ai)].€I une famille de nombres

n
strictement positifs et A > O.
Soit In = {1,...,n}, on a alors :
n
n n, o :
VMMBLQ ”{Xem/éﬁﬁiskﬂ= ; E (4ﬂnh-_2fﬂ3
n! Haw IL]:n e

(ot |I| est le cardinal de 1I).
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1. Premidre démonstration de fa proposition 1.2.1.-
n
Soit Y1) = Vo]n([(),ﬂ"n {x gan/iZ‘laix]-:s A1), on sait

qu'alors :

n
Vol 4 ([0,11" N xe m"/iz1a1.x1. =a}) = ( 5 a%) 12 3‘” (@). (1)

On considere 1'hyperplan H', passant par (%,...,%),

centre de [0,7]" et orthogonal 2 ¢ ; on peut donc écrire :

. 13y
H {xem/§a1x1=-2- RS

n
En appliquant le lemme 1.2.2 et (1) pour A =<% v a; , on
i=1
obtient :
(14272
o (0.0" nH = i CID IR N L
n-1 n-1 U -l ¢’ e 'Y
2" (n-1)t 1 a; n iel
i=1
Cette relation peut &tre formulée comme suit :
n vy i= §
ol ¢ ([0,0"nH) = > | e i ](1n1e1a1)+ (2)
2" (n-1)1 ma, ‘F1eriotn e N

i=1

Le résultat souhaité se déduit de (2), puisqu'on passe de

o,1"nH a Q, N H, par la translation de vecteur v, ol

>
vV = e.. a

1

|I M:

1.
2"
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11. Deuxieme démonstration de La proposdition 1.2.1.-

Cette démonstration se base essentiellement sur les distributions

et sur le résultat de K. BALL [1] (voir chapitre I).

n
Rappelons-le brigvement : étant donné Qn =[} %351 le cube
unité de R", de volume 1 et H un hyperplan linéaire de R", orthogonal

n
a &, ol & est un vecteur de Rn, de norme 1, ¢ = a.e. ; alors
g 11

n sinnat a;
1@ w = 1 "t M
R i=t =t a;

On remarque que d'apres la formule (1), on peut supposer que

a; > 0 pour tout 1 i gsn etque n 3z 2.

Or
n 1 n inta -inta
I sinma.t = = 1 (e -e 3,
j=1 L 2 L
— n
, :>> n (1ntJZ eJaJ)
= h ( 1 eJ)e
(2i) e=(e1, .,en) i=1
ai=t1
Donc
n
(iﬁti €:8.)
1 n e 3=t 7
Vol(Q NH) = —— L _ (me)&~
n n a2 J n .dt .
(2in)" ma, R (eeaie) §=1 t

=

Par ailleurs, on définit la distribution Pf(JﬁL
u



pour tout ¢ e D(R), par :

‘ﬁ(u) -P (‘ﬁ)(U) r
D)0 = i du + YW R () ()
" ’ J[ulsa u" v qulsa N R (D) (u
X -1 03 P (D))
b Rt = B =0 R0 <]

et ﬁ(j) est la jéme dérivée de  en 0, avec J(O) = 4.

I1 est aisé de voir que cette définition ne dépend pas de a.

On prolonge Pftjﬁ) a 1'espace desfonctions bornées de classe

u
c™ ' Avec
n
f(u) = © sinmua, , pour tout ue R.
3=1 ’
On a :
14 n
<Pf(Jﬁ),f> =J ( msin naiu) Q% ,
u R i=t u

car f(J)(O) =0 pour tout 0 < j < n-1.
Par conséquent :

n
1"rru.2 €.,

1 =1 33

1 J
16\]-)<Pf(‘uﬁ),e >,

Vol(q, NH) = (1

n .
(2111')"_21aj (eqsenseg)
J:
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n
D'autre part, si on pose, A =71 ) Ejaj , alors, d'aprés la

o1
définition de Pf(—%) , on a pour tout a> 0 :
u
n
, 1ijz1€jaj a elMU _ Pn_1(u,x) Litu
<Pf(—),e > = ( . du + I — du + R _(u,a)
u J-a u lulza u
n=1 .. \jj +a P, (u,2)
ou P _q(u2) = illlﬁﬂ_ et R _4(u,2) = ( n-1 — du.
j=0 u J-a u

En faisant le changement de variable u r— Au et puisque

(2) ne dépend pas de a, on obtient :

<Pf(Jﬁ),ei“u> = signe(a) An'1<Pf(—%),eiu>.
u u

En intégrant par partie 1'expression qui donne <Pf(—%),e1“>
u
on obtient :

Or

1 ; + St
<Pf(a),e u>=[ Ldu:i[ -smu—udu=‘in.

On en déduit, donc :

Ay eiu, o "
n s

u (n=-1)1

< PF(

.
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. 1 iau . n n- itw
Mais <Pf(—),e ""> = signe(n. § e.a.)(n § eca.)
u" j=1 39 52 9 (n-1)!
Donc, finalement,
" _ 1 :;> n n- 1
ol(HNQ) = (Ve )s1gne E e.a,)( ? €:a.)
n n n e=(¢ 3 j=1 =1 33 =1 33
2 (n-1)! 1a, 12025y
j=119 =

Démonstration du Lemme 1.2.2.-

Nous allons en donner deux démonstrations différentes :

a) Premilre démonstration, par récurrence sur n.

n
Posons (1) = Vo1n([0,1:ln NixeR"/§ ax <)) .
i=1

Pour n =1, ona :

Vol (9,(3)) = % infla,,h).

Donc, le lemme est vrai pour n = 1.
On suppose que le lemme est vrai pour n-1, démontrons-le pour n.

n
On note A ( =0.,1"Nnxer"/§ a;x; € A}, donc
i<

1
(A) = j Vol 4 (A _q1(x-a x.)).dx .

g (2) = vOln(A . n

n n

Or, d'apres T'hypothése de récurrence,

Vol _4(A _4(h-a,x)) = S § (-1)|I|(>\-anxn -3 a )",

-1 IC ier Y
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Donc

. 1! _
ﬂn(x) = _____;%;:r__ Y (-1)|I|f0 (h-a x - izlai)g.dx .
(n—1)!‘n1a1 n-1 €
1=

Un calcul élémentaire donne :

1 —
\ -1 1 ' n \ n
(rax - §a) = {EA- Ya.,) - (x-a -V a;)
Io "oger Y nay, jel U * Njer 7%

En tenant compte du fait que toute partie I de In = {1,...,n},
peut é&tre soit une partie de In_1 = {1,...,n=1}, ou soit 1a réunion de

{n} avec une partie de I,_q » on obtient le résultat souhaité. s

b) Deuxidme démonstration de 1.2.2.-

Cette démonstration découle immédiatement d'un argument géomé-

S

trique, qui consiste a calculer le volume de PN {x ¢ Rn/ Y X; < A} @ partir
izt b

des "pyramides" ayant pour sommets ceux de P et limitée par 1'hyperplan affine

n, N n V
H ou H = {xeR /'2 X; =AY, P o= 121[0,611.] (a; >0, Vi)

A i=1

Pour n =3, on a le dessin (3)
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Dans ce cas de figure, on trouve :

3 3 3,8 A A
Vol( m [0,a,] N {(x;)7_4 e R7/ ) x;  A}) = Vol(Tg ) - Vol(T( ),
i=} i=1] ¢ 0 3

En s'inspirant du dessin {(3), on est amené a énoncer :

Lemme 1.2.3.~

Si on garde les notations qui précédent et soit A > 0, alors :

n n 9 : ‘
VOI(P A Llxy)iq e BT/ Lxg € 2D = T (1) Svol(Ty)
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ol s décrit 1'ensemble des sommets du pavé P, o, est le nombre

de coordonnées non nulles de s, s < H. signifie que s est sous

A

1'hyperplan HA, T; est la "pyramide" de sommets s Timitée par HA.

Démonstnation du Lemme 1.7.3,-

Pour T C {1,...,n} = , SI désignera :

I
n
xeRj/a,<x; , Yieln

0On notera aussi

¢t =R n{xelR/Ex <A} et T} =5 N6
'I— :

or, S¢ =PuU (k4/5{1}) on en déduit que

n
A A L
S¢ nG PNnGH YU (g;l {1} G"),

n
relation qu'on peut aussi écrire Ti =@ npP)y (‘\JT?i]).
i=1

N A A _ 1A
Comme SI n SJ = SI U d 0 TJ = TI u g

En remarquant que P N (kJ'T{1}) = @ et en appliquant la

formule de Poincaré, on obtient success1vement :

Ay A LY
Vo]n(T¢) = Voln(P NGYY + Vo]n(iqu{i})
Ay o
Vol (T}) = Vol (P N 6") 12 Vol (Th;y) +
s (-0t E Vol (r\TA ).

1511<...<1Ksn £=1 0 g}
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ptou Vol (PN &) = I (-nlthver(ry) .

Ic:In

On retrouve le lemme I.2.3 en constatant que T? = des que
ya; » 2 et que les sommets sont les points s = (si)?_1 , avec
iel -
Sy = si iel. et Sy = 0 si 1¢1.

Pour la démonstration du lemme [.2.2, il suffit de voir que :

n
Vol ([0,1]" N x eIRn/izjaixi < A1) Vol (P N 6")

n
avec G =1er N {x eIRn/'E < A

X
j=1 1.

En utilisant le Temme 1.2.3, on obtient :

n
an(@,ﬂn Ni{xe Rn/ZaiM < AY) =
o 1

1IET
(- Lo
Enfin, un calcul élémentaire donne : Vol(T}) = el
n

ConolRaire de La proposition 1.2.4.-

soit (a.)"

i)j=p une famille de nombres réels strictement posi-

sitifs, ators :
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Ceci est une conséquence immédiate du fait que :

TsVol(HN Q) «v2 (K. BALL [I]).
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CHAPITRE 1

VOLUME DES SECTIONS DES CORPS CONVEXES DE RN,

A. Introduction.
L'essentiel de ce chapitre repose sur un article de K. BALL [2].

Cet article est une amélioration des résultats de D. HENSLEY [7] et
VAALER [17].

Le résultat principal de cette étude est :

IT existe deux constantes oy et BK ne dépendant que de K,
telles que pour tout corps C convexe, symétrique, isotrope, de volume 1,

de R" et pour tout F sous-espace, de codimension K, de IR", on ait :
K
ay < Vol(C N F)LC:s By (*)

ol LC est la constante d'isotropie de C.

Ceci améliore légérement le résultat de Milman pour K =1 dans
T'article [4] et, a comme conséquence, que pour tout couple (F,G) de

. . n
sous-espace de codimension K, de R :
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voi(cnF) Fk
Vol(C N G). ~ oy

YK.
Signalons que pour n donné, il existe une version légérement
plus fine de (*), au niveau de la majoration, mais avec un majorant qui,

cette fois, dépend de n.

B. Déginitions et nésultats préliminaires.

Définitions 11.1.1.-
{a) Soit C un corps convexe de R", on dit que C est

isotrope, s'il existe une constante LC’ telle que

J ]<x,y>|2dy = Lglxlz, pour tout x e R",
C

ol dy est la mesure de Lebesgue sur Rr".

La constante Lo est appelée la constante d'isotropie de C.

(b) Soit f une application de RN dans [0,+=[. On dit que

f est isotrope s'il existe une constante Lf ,» telle que :

LRK|<X,Y>|2f(y)dy = L%lxlz, pour tout xeRK.

Remarques
1) Dire qu'un corps convexe C est isotrope signifie que

la matrice d'inertie de C est scalaire.
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2) Soit C un corps convexe isotrope de IRn, alors i1 existe
une constante LC’ telle que pour tout i et j de {1,..., n}, on

ait :

_ 2
fc Yy o= Loy
oll dij est le symbole de Kronecker.

k

Méme formulation pour toute application f :R° — [Q,+m[ .

Proposition 11.7.2.-

Soit C un corps convexe symétrique de Rr" ;i1 existe

alors, S e GLMR"), tel que S(C) soit isotrope.

Démonstnation :

Considérons 1'opérateur T de R" dans IR”, défini par :

X F— Tx = [ <X,y>y dy.
C

T est un opérateur symétrique, strictement positif ; par

conséquent, il existe P de 0(n) et un opérateur diagonal D avec

D = AZ, & étant diagonal positif, tels que T = P'DP ; on peut aussi

*
1'écrire sous la forme : T = v2 avec v = P AP.

Alors, pour tout x eR", ona :
[ awday = [ o @200 )
v (C) C

=(det(vD_1j <v_1(x),z>2dz
C
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=(det(vD-1<v_1(x),Tv'1(x)>
- ety Teov v ()

=(det(v»'1[x[2.
Si on pose S = v'1, on obtient le résultat énoncé. -

Conollaine 11.1.3.-
Soit C un corps convexe symétrique, il existe, alors u e GL(R"),

de déterminant 1, tel que u(C) soit isotrope et de méme volume que C.

Démonstration :

I1 suffit de reprendre la démonstration précédente, avec

u = (des(S))1/n.S'1.

et

On trouve, donc

)Z/n

j )<x,y>2dy = det(S |x|2, pour tout x ¢R",
u(cC

Vol(u(C)) = Vol(C). ®

Définition 11.7.4.-
Soit f : ]RK — [p,+m[. On dit que f est une section convexe,
s'il existe un entier n, supérieur @ K et un corps convexe (, sy-

métrique de IR", tels que :

Pour tout sous-espace F, de codimension K, de R"

f(A1,...,AK)=V01(CnF+ AEsY,

1 i¥i

e~

,i

ol (51,...,£K) est une base orthonormée de Fr,
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Nous admettons le lemme suivant qui résulte de 1'inégalité de

Brun-Minkowski.

Lemme 11.7.5.-
On garde les mémes notations que celles de la définition I1I.1.4.
si f:RN— [0,+=[ est une fonction section convexe, alors f est

symétrique; pour une direction fixée de 'RK, f décroit lorsque la
]

R n- R
norme croit, f K est concave ; en particulier, f est log-concave,

et de plus :

f(x) ¢ f(0), pour tout x ¢ RF et [ f(x)dx = Vol(C). ]

RK

Le résultat essentiel de ce chapitre vient du fait que la quan-
tité

f(0)1/K([ lxlzf(x)dx)”2 R
R

ademt des bornes ne dépandant que de K, et cela pour toute fonction f

isotrope, section convexe et telle que f kf(x)dx = 1.
' R

L'existence de la borne inférieure résulte uniquement du fait

que f atteint son maximum en O.

Pour obtenir la borne supérieure, on a besoin de quelques lemmes

concernant les fonctions log-concaves.

Lemme 11.7.6.-
Soit p un réel positif, ¢ : [0,+=[ > [0,+=[ une fonction
convexe, avec 4(0) =0 et g : [0,+«[ -+ [0,+=[_ une fonction dé-

croissante et intégrable.
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Si on suppose que

C e

J xPg(s(x))dx =vf+mxpg(x)dx .
0 0

Alors, pour tout t 30

+o0 +oo
( xPge(x))dx < f xPg(x)dx .
it St

Démonstration :
On fixe t > 0. Comme ¢ est convexe et comme g est

décroissante, on a, alors :

[+§(¢<x))xpdx p [ TR gy P - (bt [+m g(x)xPdx )
t dy Tt ¢ (t) o(t)
De fagon similaire, on a :
t (t)
[ stotPax 5 (P! j¢ g(x)xPdx @) .
0 p(t) 0

Si ¢(t) =t alors de (1), on obtient :

+

o 4o
[ a(6(x))xPdx < ( g(x)xPdx.
t t

r
Si ¢{t) st ; alors, on pose G(r) = —1 [ g(x)xPdx,
: r‘p+‘l 0

1
pour r >0, autrement dit, G(r) = f g(rt)tPdt.
0

Puisque g est décroissante sur [0,+=[, i1 en est de méme pour
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G, et de (2), on déduit que

et
fog(p(X))xpdx 2 tp+1G(p(t)) 2 tp+1G(t)

S 4
= f a(x)xPdx .
0

En combinant ceci avec 1'hypotheése du Temme, on obtient :

A 400
[ g(6(x))xPdx s[ s)Pdx . w
Jt . t

Lemme 11.1.7.- Soit f : [0,+= > [0,+=[ une fonction décrois-
sante telle que Log f soit concave.

Alors pour tout p et q telsque 0 sp<qg<+o

s

f(O)qP(p+1)q+1([+mf(x)qux)p+1 < f(o)Pr(q+1)p*1(f+wf(x)xpdx)Q+1.
0 : 0

Démonstration :

On pose f(x) = f(O)e'w(x) ol ¥ est une fonction convexe,
-2 X

crojssante sur E),+w[_ et ¥(0) = 0. Soit g(x) = e P" ou

i} f(0)r(p+1)

{7 o ] H
[ £(x)xPdx
0

Ap+1

p étant ainsi choisi :

+ow _ 40 =) X
[ e W(x)xpdx = I e P yPqy .
0 0
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b Lt
Alors flx) . g(iL ¥(x)) et f g(iL~W(x))xpdx = { g(x)xPdx .
f(0) p 0 0

P

En appliquant le lemme II.1.6 & la fonction iL'W’ on obtient
p

+© (o =X
[ £f(x)xPdx < f(O)X e P xPdx, pour tout t : 0.
t : t

Mais, puisque pour toute fonction positive h, on peut écrire

+

400 +o0o he 1 00
[ h(x)x%dx = (q-p)[ td7P g h(x)xPdx dt .
0

0 t

On en déduit, que si 0 s p < q < + =,

e +o =) X
| fO0nPax < 1) ¢ - T

0 0 A3+
p

et en remplagant Ap par sa valeur, on obtient le résultat souhaité. @

Lemme 11.7.8.~
Soit f une fonction vérifiant les hypothéses du Temme II.I.7.

Alors pour tout p et q telsque O sp<qc<+o,
+o0 :
Fx)dx
- o "% p e
I f(x)x%x < Hlg+1) ( 0 ) [ £(x)xPdx .
0 r(p+1)  f(0) 0

Démonstration :
En remplacant q par p et p par 0 dans le lemme [1.1.8,

on obtient :
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+0 +o 1
£0)P | #00xPax < rlpen) (| FOOAP
Jo Jo

En réutilisant le lemme I1.1.7 pour 0 ¢ p < g <« ; on déduit
que :

1,(* 1
£(0)9r(ps1) % (jo £ (x)x%x)P*

400

PP TrooeoPt [ eoen

P f(o>Pr<q+1)P+1([;wf(x)xpdx)P+’ £f§§%%2227 <[;mf<x>dx)<P+‘)(q-p>,

Donc, on a

‘—4-00
+o f(x)dx _ o0
([O f(x)qux)p+1:s (%%%;}%)P*‘(JQ-;%EB——)(p*1)(q p)(fo £()xPdx)P*T.

11 suffit de prendre la racine (p+1)eme de cette inégalité pour

conclure. @

C - Bornes du volume de sectdion.

Le théoreme suivant est di a K. BALL [II}.

Thécheme 11.1.9.-

Soit f une fonction réelle sur IRK avec
Si f est une section convexe sur IRK, alors

f(O)2 [ Ko ( K |V01(c0(tx1,...,th)l2

K
I f(xi)dx.
R JR i=1

115 K+1
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o ¢ (iX1,...,iXK) est 1'enveloppe convexe des 2k vecteurs 2 SERRpE. o8

Démonstrhation :

Raisonnons par récurrence sur K.

Tene étape : K = 1.

Soit f une fonction section convexe sur R et j f(x)dx = 1.
R

f est, en particulier, log-concave, décroissante et symétrique

on peut appliquer le lemme II.1.8 pour f avec p=0 et q=2

+oo - ptoo
£(0)2 [ xE(x)dx < r(3)(f f(x)dx)3
0 : 0
- 2(%[ f(x)dx)3
R
=1
-1
Autrement dit,
£0)2 | ax5(x) < 2.
R .

Zeme étape : On suppose que Te résultat du théoreme est vrai

pour toute fonction section convexe g sur RK_1 vérifiant, f K_1g(x)dx = 1.
R

soit f: RS - [0,+=, une fonction vérifiant les hypotheses

du théoreme.

On pose

- 2
I = LRK . LRK Vo1(c0(ix1,...,th)) ’n1f(xi)dxi.
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*
Soit SK_1 = {xeR ; |xl| =1} désigne la sphéere euclidienne de

RE et og-1 est la mesure normalisée invariante par rotation sur S, ;.

K-1

Pour tout 6 ¢S, , on identifie 6] a RV, et on définit

- +4 -
9y : [6]7 — [0,+=[, par

Alors

L ge(x)dx 1, pour tout 6e S, 4 et g, estune

f
/)

section convexe.

n

Si on pose x, = ro avec (r,e) e RY x SK-1’ alors en posant

Yy = P(xj) pour 2 < i <K, ol P est une projection orthogonale sur

[QIL , on obtient :

Vo](co(tx,...,th)) Vo1(c0(ix1,y2,...,iyk)

2|x1|

Vol(c (#yys- - 22Yy))

2r
X Vo](co(tyz,...,tyK)).

Par ailleurs, si on pose

K
2
Ie = [ N ...( i.VO](Co(iyz""’iyK)) g (yi)dyi

[ [ i=2

On obtient d'aprés 1'hypothése de récurrence appliquée a 9
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Iy < : 2
g,(0)
Comme Ta densité de Xy =re sur ]RK est KVK.rK+1,
+oo 2
I =KV [ [ K¢ (re) ﬂ%fle dr doy_4(6)
S 0 K
K-1
+o K41
< 4V f J{ r fre) 4 day_ (o).
Sg1 70 94(0)
On définit hy [0,+e] — [0,+=[, par he(r) = f(re).

La fonction Tlog h est concave, décroissante ; donc d'aprés le lemme 11.1.8

avec p =K-1 et q=K+1, ona:

+o +©
[ rK+1he(r)dr s K(K+1) ! (( he(r)dr)2 [ L
0

c'est-a-dire

0o s +e
[* K (royar < KLke1) ([+ f(ro)dr)? [ Ko (ro)ar
0 f(0)= o 0

K(K+1)g (0)2

*° K1
= f )d-
e

On en déduit :

K(K+1)V -
K f ¥
l ¢—ro-2 K-1
F(0)2 JS JO r f(rg)dr ch_1(a)
K-1

_ K+ LR K+1
= f(x)dx = .

£(0)° R £(0)?
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Théonéme 11.1.10.-
Soit C un corps convexe, symétrique, isotrope et de volume 1
de IRn, pour tout entier K < n et pour tout sous-espace F de

codimension K de IRn, ona :

———I'———R?Z—SLEVOQHC“F)S—LKL:(M.
VK(K+2) : : 2
Démonstration :

1°) Majoration : Puisque C est isotrope et de volume 1, il
vérifie

f l<x,y>12dy = Lglxlz , pour tout x eR".
C

L
Soit (51,...,gK) une base orthonormée de F , F é&tant un
sous-espace de codimension K de R". On consideére la fonction section

convexe f : RN » [0,+= définie par

fx

K
1""’AK) =Vol(CNF + .Z1Aiei)'

1

[T est facile de vérifier que f est isotrope et, de plus,

elle vérifie :

LRK f(x)dx = 1 et £(0) = Vol(F nc¢).

D'apres le théoreme 11.1.9, on a f(0)21 < K+1, ou

K
2
I = { . [ Vol(c (#Xy 5o evst X, ) )7 1 Fx, YdX..
lRK RK oM K =1 i i
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K
Mais VO](CO(iX1,...,iXK)) = %T \det(x1,...,xK)L

Posons x; = (xj,...,x&), pour i =1,...,n.
On a donc
K K K
1= —5——?-:2:____.2 e(ot) [ K K( T x ( )Xo (])) H f(x )dx
(x! (o,T)e<;K ®R™)"™ 1=t

Si o et 1 sont distincts, alors i1 existe i, tel que

o(i) # t(i) 3 en vertu de 1'isotropie de f, on a

r . .
'\IRK X10(1) Xl('l) f(X,I)dX,I = 0.

Par conséquent :

K
[ -4

(k1)2 OZ@K [(IRK)K i

n=ax

1( 0(])) f(x )dx

. & L2k 4k ek
(k)% oes, © ki ©

K+1
Or, I < —
f(0)

On en déduit que :

vor(c n F).LK ¢ ZKeDL

(1)
oK
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2°) Minoration : Nous donnons ici une méthode simplifiée due

a M. Meyer.

+
sur R

On a :

2 { 2
KLC = LRK]X\ f{x)dx.

Soit t un réel positif
KLg = f |x[2f(x)dx + [ |x|2f(x)dx
Ix}>t [x]st

P t2 { f(x)dx + f |x|2f(x)dx
Jx|>t |x| st
Or, on sait que

LRKf(x)dx =1 et f(x)s f(0) pour tout x e R¥

D'ol

22+ [ F0(x2-t2)dx
C J t

N\

t 4 f(o)j (Ix1%-t%)dx
[x]st
2f(0)tK+2vK

2-———————*—5.
K+2

=t

I1 est évident que la fonction réelle h, définie

par
K+1
2 2f(0)t VK

h:rt V— t7 - —

K+2
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est maximale pour t = (V. f(O))—1/K-
Donc
2 K -2/K
KLg > 137 (VKf(O)) .
Autrement dit
vol(c n F)LK 5 —.-—1—K77 : (2)
VK(K+2)

Conolbaine I1.1.11.-
Soit C wun corps convexe, symétrique, isotrope de R". Pour
tout entier K < n, et pour tout couple F et G de sous-espacesde

codimension K de IRn, on a

(k1)1 (k+2)$) Y2y

Vol(C N F) K
vol(C N6) 2K
< (CK)K/2 ,

oli ¢ est une constante numérique.

Démonstrhation :

Vol(C N F)
Vol(C N G)

La quantité est invariante par homothétie sur C,

donc, on peut supposer que VolC = 1.

D'aprés le théoreme I11.1.10, on a pour tout sous-espace F de
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codimension K, de IRn,

—_ 1 ZvelcnF) ¢ T
k2. C L
VK(K+2)

Or la constante d'isotropie LB ne dépend que de C.

On en déduit, donc, que pour tout couple (F,G) de sous-espaces

de codimension K

Vol(C N F) 1,(K+1)!(K+2)'ﬂ1/2VK

<

Vol(C NG) oK ’

et par la formule de Stirling, on a une majoration du type (cte K)K/Z.

Remarques 11.1.12.-

i. Etant donné un corps convexe, symétrique, isotrope C de Rr".

D'apres le corollaire II.1.11, on a,pour tout couple (F,G) d'hyperplans

Vol(FN C) _ e
Vol(GN C) -

Cette inégalité est la meilleure possible, dans ce sens que pour
tout n, 11 existe un corps convexe, symétrique, isotrope Cn de R" et

F, et Gn hyperpians de R", tels que

Vo](Fn N Cn)
——————— tendevers V6 quand n tend vers 1'infini.
Vol(6, N C,)
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Par exemple, soit C_ 1a boule unité d'un espace normé

X = @®"|| ||) avec :
1),1/2
[x| = sup[(lx” +aa + |xn_1[),(ﬂ_(_'_‘61_l) / ian,
I1 est évident que B est isotrope ; si on prend
F = B1JL.”,OHL et G = [0,...,0,1)]7 , alors
n-1 =
Vol(FAB) =—2 V6
(n-2)'n(n+1)
et
2n-‘l

VO](GnB) =W .

Autrement, dit la quantité

Vol(F N B) _ vb(n-1)
Vol{(G N 8) vn(n-T)

tend vers v6, quand n tend vers 1'infini.

Remarques :
(1) Cependant, nous allons voir [Annexe I], que pour n donné, il

existe une constante vy < v6, telle que pour tout C corps convexe,
symétrique, isotrope de R" et pour tout couple (H,G) d'hyperplans

de Rn, on ait :

Vol{C N'H) .
Vol(C N K):
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ii) La minoration (2) du théoreme 11.1.10 est la meilleure

possible. En effet,soit B = sbi etbﬁ_K une boule de R" ot s et

t sont deux réels vérifiant :

£ ¢

K+2  n-K+2

K, n-K _
et st VK Vn-K =1.

Autrement dit, la norme sur R" pour laquelle B est la

boule unité est :

K n
1 2y1/2 1 2\1/2
= Sup(5 eyt/e 1 2172y,
Hx[| = Sup(g (1Z1X’) : (i=;+1 x5)7°)

I1 est aisé de vérifier que B est isotrope, de volume 1 et

S

que 1a constante d'isotropie de B est .
K+2

Si on sectionne B par le sous-espace F de IRn, ol
F = {O}K @IR”’K, alors on obtient :

KKy

K.
Vol(B N F)Lp = Lp oK °

On en déduit que :

'
vK(|<+1)K/2

Vol(B N F)Lg



- 56 -

Proposition T1.1.13.-

Soit B un corps convexe, symétrique, de IRn, de volume 1.
Si on suppose qu'il existe un sous-espace F, de codimension K de
Rn, tel que

1

K
Kvorenr) = —1 |
B VK(K+2)K/2

alors, B = (sbﬁ N Fl) @ C, ou C est un corps convexe, symétrique

de F et s = (VK (C))_1/K.

Autrement dit, non seulement la minoration du théoréme I1.1.10,
pour Lg Vol(F N B) est la meilleure possible, mais on peut caractériser
les espaces GRn,B) pour lesquels elle est atteinte pour au moins un

sous-espace de codimension K.

Démonstration :
En reprenant la démonstration de la minoration du théoréme I11.1.10.
On en déduit, s'il existe un sous-espace F, de codimension K,

tel que :

K 1
K vor(s nF) = ,
B vK(|<+2)K;2

que
(a) : Vol(B N (F+x))1P i(B)(x)= 0, pour tout xe F© tel que |x| > s
F

(b) : Vo1(B N (F+x))1P L(B)(x)= Vol(BN F), pour tout x ¢ Ftotel que
F
Ix] < s,
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ou s = (v vor(8 nF)) K,

La condition (a) nous donne 1'inclusion suivante :

2

1
PF.J-(B)C sbnn F,

donc, en particulier, on a :

Vol(P ,(B)) « (Vol(B N F))™".
F

D'autre part, on sait que
1 = Vol(B) < Vol(P_,(B)).Vol(B N F).
: F

On en déduit,si la condition (a) est vérifiée, que,

2

L
P (B) = sb, N F .

F

I1 est facile de voir que pour tout (x,y) e [P lﬂB)]z, on a :
F

B O(F + _X_;l):%(a N (F+x)) +%(B N (Fy)).

En utilisant 1'inégalité de Brunn-Minkowski, on obtient :

Vol(B N (F+x)) /M 4 % Vol (B n (F+y))'/",

VO]E B N (F+x) +% BN (F+y):]1/n ;—;—

On en déduit, si la condition (b) est vérifiée, que :

vor[B N (Fex) + B0 (Fey)] /™ < vo1(B 0 (Fax))!/™ + Vo1 (BN (Fay)) /N,
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Or, d'aprés Brunn-Minkowski, cette égalité n'a 1ieu que si

B N (F+x) est un translaté de B N (F+y).

Autrement dit, pour tout x e P J_(B), on a :
F

BN (Fex) = (BNF) + Tx (¢),

ou T(0) = 0.

Montrons que T est une application additive sur P J_(B) 3

soit x, y et z de P lﬂB) tels que z = x+y, alors :
F

BN EF) oL (80 (Fex)) + (B0 (Fry)

~nN

D'aprés Ta relation (c), on obtient :

BOF) +TEY) o@nF) + XTI

Or, BN F est un corps convexe symétrique, donc

2T(RE) = T(x) + Tly).

Comme T(0}) =0, ona T(x) = 2T(%).

Donc :
T(x+y) = T{x) + T(y).
Soit A un nombre réel ; il est aisé de vérifier que, pour tout

X et ax de PFiﬂ

B), ona :

B n(F+ x) DAB N (F+x) + (1-1)B N F.
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En utilisant la relatjon {c), on obtient :
(BN F) + THix) DABN F)+T(x)] + (1-1).[(BN F)+T(0)] D B NF + aT(x).

On en déduit que

T(ax) = AT(x).

Donc T se prolonge en un opérateur Tinéaire de F  dans Rr".
En examinant la relation (c), on déduit que, pour tout x e FL,

T(x) = x + R(x), ou R(x) e F.

Montrons, & présent, que 1'opérateur R est nul. Pour cela,
on va utiliser 1'isotropie de B.
En effet, on se donne deux bases orthonormées (51,...,5K) et
. A
(5K+1""’5n) respectivement de F~ et F.

, ol (%,%x) e F-x F, alors en utilisant

>

Si on pose x = X +

la condition d'isotropie de B et le théoréme de Fubini, on obtient :

X, X:.dx dx = 0,

«(PF_L(B) ! '(B n(Fex)

pour tout (i,j) € {t,...,K} x {K+1,...,n}.
Or, on a :
BN (Fex) = (BN F) + X + R(X),

donc ¢ -

b ("

P,B) JBNF
F

<y+§+R(§),gj>dy.d§ =0,

pour tout (i,j) € {1,...,K} x {K+1,...,n}.
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Puisque BN F est symétrique, [ <y,g.>dy = 0.
J .
BNF
Par suite, on a :

Vol(B N r).[ )>'<1.<R(;(),gj>d>'( -0,

P (B
F
pour tout (i,3j) e {1,...,K} x {K+#1,...,n}.

Or, X s'écrit dans la base (51,...,5K), sous la forme :

_K—
T et
donc
["f‘()
X: <) X, R(g,),£.>dx = 0,
P, (B) st £ T

pour tout (i,3) e {1,...,K} x {K+1,...,n}.

1
Puisque P ((B) = sbﬁ N F, il est en particulier isotrope.
F

On en déduit que :

<R(E;),E5> = 0, pour tout (i,3) e {1,.. K} x {Ket,on,m),

A
Or, R est un opérateur linéaire de F dans F, donc R est

nul.

Enfin, on a pour tout x e P (B}, B N(F+x) = (BN F) + x

F
t, de plus, P_(B) = sb2n F
et deplus, P_,(B) = sbjn .

Autrement dit, B est un "cylindre" de base sbg N FJ‘
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&—
B N (Fx) = (BN F)+x

N
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Proposition 11.1.74.-
Soit C un éorps convexe, symétrique, isotrope de R",
de volume 1.

Alors, pour tout hyperplan vectoriel H de R",

L < vollcaH) < /re.
/3n :

Démonstration

D'apres le théoreéme II.1.10, on a, pour tout hyperplan H de R",

(a)

1 <
e Lvelcnn) <
m ©

Sl=

ou Lo est la constante d'isotropie de C.

Mais en appliquant le théoreme 11.1.10, pour K = n, on obtient

donc

1 L Y(n+1)!

—_—— g < b)
o (

En combinant (a) et (b), et moyennant Ta formule de Stirling, on

trouve le résultat souhaité.
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ANNEXE DU CHAPITRE I

Introduction.

Dans la démonstration de 1'inégalité (1) du théoreme 11.1.10,
nous avons seulement utilisé le fait que f soit log-concave,en uti-

f1/n-K

lisant la propriété plus forte du lemme II.1.5 : est concave.

On obtient, pour n donné, une majoration de f(0), 1lége-

rement meilleure.
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Lemme 11.7.7'.-

Soit f une fonction positive de R*, décroissante et
£1/% concave.
Alors, pour tout p et q telsque Osp<qg<w

+co +oo
f<o)qe(p+1,a+1)q”<[ £(x)x%x)P*! f<o>Ps(q+1,a+1>p*‘<J( £(x)xPdx) T’
0 0

ol B{p+l,a+l) = r(p+1)rla+t)
T{a+p+2)

Démonstration :
Si on pose f(x) = f(0)(1-¥(x))*, alors ¥ est une fonction
convexe croissante sur [0,+=[, 0 s ¥(x) <1 et v(0) = 0.

Soit g(x) = (1-ax)¥ si 0 ¢ x g A_1 et g(x) =0 si x 3z ',

P4 £0)8(pt1, +1)
+oo *

J £(x)xPdx
0

Autrement dit, » est choisi de telle sorte que

o 1/x
[+ (1-v(x))xPdx = E (1-2x)* xP dx.
o 0

f(x) .

1 o e
Alors —?—; = g{— y(x)) et [ g(x)xPdx = ( g(= w(x))xP dx.
f(0

A J0 o

En appliquant le lemme 11.1.6 a la fonction 1 v, on obtient,
A

EEPETY +oo
f £(x)xP dx < £(0) ( g(x)xP dx, pour tout t 3 O.
t ‘t
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Mais, puisque pour toute fonction h positive, on peut dire

que
+o (o -1 +o0
( h(x)x% dx = (p-q) J t97P [ h(x)xP dx dt ;
0 0 t
Si 0gp<q<cew, alors:
+oo 1/

[ FOORP dx € 7(0) | (1-a0%T d = HoJelart,art)

0 ‘0 A9 -
Lemme 11.7.8'.-
Soit f une fonction vérifiant les hypothéses du lemme précé-

dent.

Alors, pour tout couple (p,q) telque O <p<gq<o,

+00
n [ o -
[ f(x)x% dx < B(qt1,a+1) ( 0 )a-pP £(x)xP dx .
0 - p{p+1,a+1) f(0)B(1,0+1) 0
Démonstration :

En remplacant {p,q) par (0,p} dans le lemme II.1.7', on
obtient :

oot [re +]
£(0)Pa(1,a+1)P f £(x)xP dx < Blp+T,a+1)(| £(x)dx)P
‘0

0

D'aprés le lemme 1I.1.7, on en déduit que pour 0 g p < g < +w,
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f(O)qS(p+1,a+1)q+1([;wf(x)xq ax)P*!

< 10Patast et "H008P 0P| sl 00

+o p+1 g{p+1,a+1) q-p o (p+1)(g=-1)
< f(O)pB(q+1,a+1)P+1(fo F(x)xP dx) (f(O)pB(1,u+1iﬁ:T) (EO f(x)dx) .

Donc

400
([+wf(x)xq dx)p+1 < B(q+1,o+1) (JO Fxdax )(p+1)(a-p)((+mf(x)xp dx)p+1.
B(p+1,a+1) B(1,a+1).F(0) 0 ]

Théoneme 11.1.9'.-
Soit C un corps convexe symétrique de volume 1 de IRn, alors,

pour tout sous-espace F de codimension K de R", ona

K
2 2 n! 2 K+1
FO).| ooo| elVOT(cO(Exy,en., fix;)dx; < ( )
(0) IIRK IIRKI ol (co(zx, x )1 1.I=I1 X3 )dx; T [(n+1)(n+2)]K

ol f(A1,...,A

K
K) =Vol(CNF, iz1xigi) avec 51,...,5K), une

base orthonormée de FT et co(ix1,...,:xK) est 1'enveloppe convexe

des 2K vecteurs tX1,...,iXK.

Démonstration :
Remarquons que, d'aprés le lemme II.1.5, f est une fonction

positive sur IRK, symétrique, qui pour une direction fixée, décroit lorsque
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1
K

la norme croit, en plus, LRK F(x)dx = 1 et £ concave.

Tenant compte de cette constation, et utilisant un raisonnement
par récurrence, identique & celui du théorgme 11.1.9, ol on remplacera
Je Temme 11.1.8 par le lemme II.1.8' pour o« = n-K, on obtient le résul-

tat énoncé. =

Théoneéme 11.1.10'.-
Soit € un corps convexe, symétrique, isotrope de volume 1
de R" ; pour tout entier K< n et pour tout sous-espace F de co-

dimension K de ]RK, on a :

(1

K VK+1) 1 n! 1
LY Vol(C N F) ¢ . . .
C : 2K (n-K)! (n+1)(n+2)K/2

Démonatrhation :
En reprenant Ta démonstration du théoréme II.1.10,et, en

utilisant le I11.1.9' au lieu du 1I.1.9, on obtient le résultat

souhaité.

Remarque :
La majoration du théoréme I1.1.10' est 1égérement meilleure

que 1'inégalité (1) du 11.1.10, pour n domné car < (n+1)(ns2)K/2

(n=-K)!
pour tout K compris entre 1 et n.

Toutefois, 1'inégalité (1) présente 1'intérét de ne pas dépen-

dre de n.
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CHAPITRE I1

ISOTROPIE DES CORPS CONVEXES.

I ~ INTRODUCTION ET DEFINITION.

Nous abordons, dans ce chapitre, une étude de 1'isotropie des
corps convexes symétriques B de IRn, et une évaluation de la constante
LB d'isotropie.

Ce probleme a été étudié par HENSLEY [7], par BOURGAIN et

MILMAN [4], et par A. PAJOR. Certains des résultats que nous exposerons

quoique souvent non rédigés leur sont dis.

Nous allons voir, dans un premier temps, qu'il existe deux
constantes numériques <y et s telles que pour tout entier n,

et pour tout B élément de An » onait :

ol An est 1'ensemble des corps convexes symétriques, isotropes de Rn,
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de volume 1.
L'isotropie semble le bon contexte pour étudier la conjecture

suivante, due a MILMAN.
Conjecture 11.2.1.-
que pour tout entier n et pour tout corps convexe symétrique B de

R", de volume 1, i1 existe un hyperplan de R", vérifiant

Vol(H N B) 3 o.

On se servira, pour cela, du fait que, a une transformation

lTinéaire prés, tout corps convexe peut &tre mis en position d'isotropie.

Nous donnons des formulations équivalentes a cette conjecture.
Par exemple : (ii) { 3 ¢ >0 tel que VnelN etVBe A, » onait
LB:S Ch

De ces formulations découle facilement 1'existence de 1'el-

Tipsoide de MILMAN [12].
Rappel de Ta définition de 1'isotropie :

Définition 11.2.2.-

Soit C un corps convexe symétrique de R". S'il existe une
constante LC telle que : pour tout x de R" on ait
c

alors ¢ est dit isotrope

(dy désigne la mesure de Lebesgue sur IRn, <, > le produit scalaire

usuel, | | 7a norme euclidienne associée).
[

I1 existe une constante numérique o positive non nulle, telle
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On remarque que, si C est isotrope, alors n L% = [ |x|2 dx,
C

cette relation jouera un grand rdle pour évaluer LC’

Proposition 11.2.3.-
Pour tout corps convexe symétrique B de R" de volume 1,
i1 existe u, élément de GL(R"), vérifiant det(u) = 1, telle

que u(B) soit isotrope par rapport au produit scalaire usuel sur R". =

Cette proposition a été démontrée dans le chapitre II.1.

11 - ETUDE DE L'ISOTROPIE.

Proposition 11.2.4.-

I1 existe deux constantes numériques <y et <, positives non

nulles, telles que pour tout corps convexe symétrique isotrope B de
R" de volume 1, on ait :

c1:s LB:S cz/ﬁ

Démonstration :

Puisque B est isotrope, on a, pour tout x de R"

[ [ x,y>|Zdy = LB)x|? (1)
B

On considére B, comme une boule unité fermée d'un espace normé

de dimension n, donc elle définit sur R" une norme || || 3
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Rappelons que ||x|| = inf{ax > 0 tel que x e AB}.
On définit la norme duale de || ||, par rapport au produit
scalaire usuel sur R", par : | Ix] 1% = sup{|<x,y>|,y € B},

donc
° [<x,y>| < |x| [« ly]].

En utilisant la relation (1), on obtient, pour tout x de R"

2,2 2 2
212 < [ 1x12 1112y
. B

nv do__,(y)
Par ailleurs, on a f |[y||2dy = —_ﬂ.[ 17
B S

n+2 n=1

Or B est de volume 1. I1 en résulte que, pour tout x de Rr"

Lglxl2 < ﬁgﬁ-lixllf . En dualisant cette inégalité, par rapport au pro-
duit sclaire euclidien usuelle < , > de Rn, on trouve :

ﬂﬁg LB||x|| < |x|, pour tout x de R".

Autrement dit : (2) LB /-ﬂig bﬁC: B, (ol bﬁ 1a boule eucli-
n

dienne de R").

Par conséquent, Lg(ﬂ%-z-)"/2 V. <1 (ol V, = Vo](bi)).

-1
©

n

)n, ou ¢y est une constante numérique.

Or, on sait que V> (
: n

On a donc :

/I s
I-B: < n+2 . C:IV/E < C1‘/ﬁ-
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D'autre part, on a Lg = f [xlzdx, donc pour tout ¢ réel
B

positif non nul, on a

nl Ix|%dx, ou Alc) = tx e R"/[x| > cvi}.

[BHA(C)

Par suite, on a nle3 > czn.Vo1(B N Alc)) (3)

Or, on a Vol(B N A(c)) = Vol(B) - Vol(B N {xe R"/|x| ¢ cvA1)
> 1 - (e/m (4)

On sait qu'il existe une constante numérique c' > 0 telle

1 X 1
que Vos (59" . De (3) et (4) et si on prend ¢,= — , on
o P
déduit que :
g ot -dm stz g .
2c¢’ 2 2 2c!
Remarque :

. 1
Asymptotiquement (n » +x) ¢, v — et ¢, v .
1 2me 2 4/27e

Théoneme 11.2.5.-
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
I-36>0 telleque YnelN, YBea, onaitVol(B NH) 5 5
Y H hyperplan
IT -3M >0 telleque VnelN, VBe A,» oOn ait LB:s M

1

IIT - 3M' > 0 tellequeVnelN, VB e A, on ait Vo](BﬂM‘/_n’bﬁ) 5
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IV--s' >0 telle que Y n eIN,VBeAn on aitl( |x|—1dx 3
B

Démonstration :

e

I => II, Pour prouver cette implication, on se sert du cas
particulier (K =1) du théoréme (II.1.10) démontre au chapitre I1.1,

que nous rappelons :

Lemme 11.2.6.-

Pour tout entier n z 2 et pour tout B élément de An , on

a, pour tout hyperplan linéaire H de RrR" —1-s LB Vol(B N H) x

2V3

A
/2
11 résulte de 1'assertion I et du Temme I1.2.6, que pour tout

hyperplan linéaire H de R" :

1
Vol(BN H) =6 et L, Vol(BN H) £ —.
B /z
1
§v2

On en déduit que LB <

IT => I1I. Puisque B est isotrope de volume 1 et LB < M,

on a :

2 2

M~ > nLB = 2

[ |x12dx ;I | x| “dx
B B {xR"/|x|>Mv2n}

2

s 2nM Vol(B N xeR"/{x| > M/2n}). (1)

En prenant M' = M/Z, et en remarquant que :

Vol(B N '/ b%) = Vol(B) - Vol(B N {x ¢ R"/[x| > M'n}),
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On obtient, en reprenant 1'inégalité (1) :

N =

Vol(B NM'/i bi) N

111 => 1IV.
Cette implication est évidente, car &' -1 convient, si M!'

M’
est la constante de 1'assertion III.

Iv =>1II.

De 1'assertion IV, on déduit

A N P 111 est
- < X X = — s ol est la norme
/o B n-1 g Lx] ™

associée a B, et dcn_1 désigne la probabilité invariante par rotation

sur Sn—1'

On a, en effet, pour toute fonction f(Ix|) continue, ne dé-

pendant que de |x| : [ f(x])dx = v, [ F(——l——)don_1(x), ol F
B Spoq Il
est la primitive de 1a fonction p v~ 1’(0).9"'1 nulle en 0.
do,_4(x)
En particulier Vol(B) = Vn I ———
N
IT est clair que :
o]
do. . (X) r dU (X)
[ e ]t -
Sn_1 [1x]] Sn_1 )Sn_1ﬂle|'l' x|
! nV 4
Donc, on a, fl.s —n [ Vol(B N Dﬂ )dg _1(6). Or, on a
M =1V 08 n

vu que pour tout B ¢ An et pour tout hyperplan H, on a :
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L Vol(B N H) s,_}z'
) nV nV
Donc s < ———l————1— , autrement dit LBs _____n__i .
/o (n—1)Vn_1 LB/Z_ g (n-‘l)Vn_1 §'V2
nVn
Par un calcul simple, on peut montrer que ————— /n ¢ C1,
(n-1)Vn_1

une constante numérique (utiliser la formule de stirling pour r(g + 1)

et I‘(—% + 1),

Alors L

IV == I. Cette implication résulte inmédiatement du Temme II1.2.6

i1 suffit de prendre &' = ——, si L

2/

A

g M. s

On sait (voir [9]) que pour tout ne N, pour tout B corps
convexe symétrique et pour tout E ellipsoide de R", ona 1'implica-
tion :

si pour tout H hyperplan de R", Vol(H NE) < Vol(H N B),
alors :

Vol(E) ¢ Vol(B).

Par contre, si Voi(HNB) ¢ Vol{HNE), pour tout hyperplan
H de R", cela n'entraine pas néceésairement Vol(B) < Vol(g). Il ya
en effet un contre-exemple dii 8 LARMAN et ROGERS [9] , (voir en annexe I1

un contre-exemple plus simple, s'appuyant sur les résultats de K. BALL [1])
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On conjecture néanmoins qu'il existe une constante vy > 0,
telle que pour tout n eIN et quel quesoit B corps convexe et E

ellipsoide de IRn, on ait 1'implication :

(Vol(B N H) < Vol(E NH) ;VH hyperplan de R"} => {Vol1(B) < vy Vol(E)}.

$

On va voir que cette conjecture est équivalente aux assertions

du théoréme I1.2.5 et a la conjecture 11.2.1.

Théonéme 11.2.7.-
Les propriétés suivantes sont équivalentes.
I-36>0 telle que Vn e]N,VBeAn , onait Vol(BNH) 23,
YV H hyperplan de Rr"

vV - E‘oc >0 telle que Y N, Vs corps convexe, symétrique de volume
de R, il existe un hyperplan Tinéaire H de R", vérifiant
Vol(B NH) z a.

VI - ay >0 telle que,Vn € N,VB corps convexe symétrique et
ellipsoide de IR", on ait 1'implication :

si Vol(B N H) < Vol(E N H) pour tout hyperplan linéaire de R",

alors
Vol(B) s v Vol(E).

Démonstration :

Lemme 11.2.8.-
Soit u un élément de GL(R"), vérifiant det(u) =1, il
existe un hyperplan linéaire H de IRn, tel que pour tout corps

convexe de IR", on ait :

Vol{u{B N H) < Vol(B N H).
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Admettons pour le moment ce lemme et prouvons le théoreme.

I =>V.
On a vu a la proposition 11.2.3, que pour tout corps convexe
symétrique B de R" de volume 1, i1 existe une transformation linéaire

u :R" — R", vérifiant det(u) =1, telle que u(B) soit isotrope.

De 1'assertion I, on déduit que, pour tout hyperplan linéaire

H de R, ona:
Vol(u(B) NH) » 6.

1

Autrement dit Vol{u(B N H')) z 8§, ot H' =u (H).

D'aprés le lemme 1I.2.8, il existe un hyperplan linéaire H'
de R" tel que
Vol(B NH') = Vol(u(B N H')).

Donc, pour cet hyperplan H' de IRn, on a :

Vol(B N H') » 6.

VvV => VI.

Soient B et F respectivement un corps convexe symétrique
et un ellipsoide de IRn, tels que pour tout hyperplan H de IRn, on
ait

Vol(B N H) < Vol(E N H).

Comme g est un ellipsoide, i1 peut se mettre sous la forme

av(bg) , oU v est de déterminant 1 et a est un réel positif non nul.
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Autrement dit, on a pour tout hyperplan Hf de R",
o= v )
Vol (v(v™'(B) N H')) < Vol(v(abd n ).
D'autre part, on a pour tout hyperplan H' de R" et pour tout
v e GLIR") inversible :

Vol(v(v'(B) N H)) _ vorv'(B) nH)
vm(v(abﬁ AH)) vm(abf1 OH)

Alors, pour tout hyperplan H', on a :

Vol(v 1 (B) N H) < a™ Ny .
En appiiquant la propriété V, pour le corps V-1(B) on
vol1(8) "/
trouve un hyperplan H de R", tel que
n-t
Vo(B) " < voi(h nv™'(B)).
n-1
T n n-1
On en déduit, que o Vol(B) sa Vg
Par ailleurs :
n
Vol(E) = a"vn 3 (2T v, Vol(B).
n-1
n-1
Or, on sait que VJ] 2 c1Vn_1 s pour une certaine

constante numérique & (voir Annexe II).
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[ n-1] n_
av_77_ n-1
Alors Vol(E) 3 Vol(B)|—"
n-1

n

2 (c1a)ﬁ:T Vol(B).

Si on prend y = —1—-, on obtient, enfin,
acy

Vol(B) < vy Vol(E). [

VI => 1.

Pour cette implication, on va procéder par contraposition.

non(I}) : Pour tout § >0, il existe B e A, tel que

Vol(B NH) < &, pour tout hyperplan H de R".

non{VI) : Pour tout vy >0, il existe B et £ respectivement

corps convexe symétrique et ellipsoide E de Rn, vérifiant :
Vol(B NH) < Vol(E N H) pour tout hyperplan H de R" et

Vol(B) > v Vol(E).

n-1
Etant donnée y > 0 si on prend & = "y
vV
m

n-1 > 0,

la propriété non (I-) entraine qu'il existe B e An tel que :

Vol(B N H) <&, pour tout hyperplan H de R".
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En prenant comme ellipsoide E, la boule euclidienne de rayon

a, avec a > (_1_)1/n’ (E = abﬁ), on en déduit que

o
n-t
Vol8 nH) « () ™ vy <a™ v, = vol(E n ),
: YV
n
pour tout hyperplan H de R" et de plus Vol(E) = anVn ><% .
Or, BeA , donc 1 =Vol(B) <y Vol(E). -

n

Démonstration du Lemme 11.72.8.-

On sait que, pour toute application linéaire u :R" — R",

inversible, i1 existe deux bases orthonormées (e1,...,en) et (f1,...,fn)

de R", telles que : u(ei) = Aifi pour tout 1 e {1,...,n}, ou les
scalaires A; sont les valeurs propres de (u*u)1/2. Puisque u est de
n
déterminant 1, I Ai = 1.
i=1

Donc, i1 existe au moins un indice 10 de {1,...,n}, tel

que |Ai | # 1, pour simplifier, on suppose que A, 2 1, alors I i, g
o] 1=

Soit H 1'hyperplan orthogonal au vecteur e , (H = [éﬁ]L),

pour tout corps convexe B de IR”, on a :

Vol(u(B N H)) = ( ) !

X} dXg,...dx
)IRI"I' 1

n-1°2

{
uB) N

=1y,
ol x = .z x;f. , donc x = uly) avec y = ) 1 e..
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n-1

Alors Vol(u(B N H)) = { 5 n H(Y)(iz

JRn-1 )\1)dy1,...,dyn_1 ,

1
ol H= @Jﬁ
On en déduit donc, qu'il existe un hyperplan de IRn, tel que
Vol(u(B N H)) ¢ Vol(B N H), pour tout corps convexe de R".

Remanrgue

De facon similaire (démonstration du lemme 11.2.8), on peut

montrer qu'il existe un hyperplan linéaire H de R" tel que :
Vol(u(B NH)) 3 Vol(B N H), pour tout B corps convexe de
R", ot u eGLR") et det u-=1.

L'existence de T1'ellipsoide de Milman se déduit aisément de la

conjecture I1.2.1. Rappelons le théoréme de Milman.

Théonéme de MILMAN 11.2.9.-

I1 existe une constante numérique c > 0, telle que pour tout
n ¢ N et pour tout corps convexe symétrique B de Rn, il existe

un ellipsoide E vérifiant :

Vol(B) = Vol(g) et VoI(B NnEg) :c" vol(B).

La démonstration la plus simple de ce théoréme difficile est

due a G. PISIER ; i1 utilise des ingrédients fins de la géométrie

des espaces de Banach.
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Proposition 11.2.10.-
Considérons 1'assertion suivante
VIl - E]D >0, tel que VneN etVB corps convexe,

symétrique de R" de volume 1, il existe un ellipsoide E de R"

vérifiant

Vol(E) < D" et Vol(BNE) 3

z

N | —

Alors, les assertions équivalentes 1-, 11-, 111- et VI

entrainent VII- et VII entraine le théoréme 11.2.9.

Démonstration :
Nous utiliserons la propriété III -

I1I- => VII-. Etant donné un corps convexe, symétrique de

volume 1.

D'aprés la proposition 11.2.3, il existe u e GL@R"), de

déterminant 1, tel que u(B) soit isotrope.

D'aprés la propriété III-, i1 existe une constante M' > 0 telle
que :

.

Vol(ulB) MV b2)

M-

Puisque, det{u) =1, on a donc Vol(B N M'/ﬁu-1(bi)) > % ,
alors i1 suffit de prendre comme ellipsoide E = M‘/ﬁu_1(bi), pour obtenir
la propriété VII-.
“1\n
Or, on sait que V < (—)" ot <4

une constante numérique.
/n
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Donc VM(E)s(Mq)n et Vol(B N E) a%

Pour achever la démonstration de cette proposition, i1 nous

reste a montrer que la propriété VII- entraine le théoréme de Milman.

B
vol(g) /"

corps convexe symétrique de IRn, il existe D >0 et pour tout B

En appliquant la propriété VII- a ot B est un

corps convexe de R", i1 existe un ellipsoide E vérifiant :

Vol(E) < D" et Vol( 1 NE) 3 1,
vo1(g)1/" 2

Autrement dit, on a :

Vol(E) ¢ D" et Vol(B N Voi(8)'/"f) gl’o—‘é@.

_ (V01(B))1/n.E

Posons E1 et vérifions que c'est bien un
Vol (E)
ellipsoide de Milman de B : on a

Vol(B N E,) 5 inf(1, _Lﬂm) Vol(B N Vo1(8)'/ME)

Vol(E)
. 1 Vol(B)
> inf(1, ) .
Vol(g)' /M 7

or Vol(g) ¢ D" ; et Vo](E1) = Vol(B) donc

Vol(B N g} (% inf(1, %))" Vol(B). "
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ANNEXE DU CHAPITRE 11

LARMAN et ROGERS (9] onttrouvé un contre-exemple au probléme
suivant : pour tout n eN et pour tout B et E respectivement corps
convexe symétrique et ellipsoide de R". Si Vol(B N H) < Vol(H N E),

pour tout hyperplan H de R", a-t-on Vol(B) < Vol(E) ?

Mais en utilisant un résultat de K. BALL [1], on peut donner
un contre-exemple & ce probléme,plus simple que celui de LARMAN et
ROGERS.

Rappelons le résultat principal de K. BALL [1] :
Soit Q, le cube unité, deRR, de volume 1 (Q = [—

alors, pour tout hyperplan vectoriel H de R", on a :

1 < VO](QI"I N H) < /2_.
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Proposdilion 11.2.117.-

Pour tout entier n 3z 10, on a, pour tout hyperplan vectoriel H de R"

Vol(Q, N H) < vm(anb;‘; AH) et Vo](anbrz]) <1,
an = (_lgi_)
v
n-1

Démonstration :

1/n-1

avec

D'aprés K. BALL [1], on a pour tout H hyperplan vectoriel de RrR",

Vol(Q, N H) < /2 = Vo1(anb§ AH), ot a

i1 nous reste 3 montrer que pour n 3 10,

n =

1/ 1/
(—12;0 -1 (—10 n , (c'est-a-dire Vol(anbi) < 1).

Vn-1 Vn
I(x+1)
On pose, ¥(x) = —/—=——.
xxe o
n-1
n n
/2 v L
-—{}—-—— , ona -2 - (ah /Z(Wn)
F(E +1 ) Vn_1 n

on

a :

n

1/2n W(D%l)

Or, on sait que, pour tout x >0 :

1 1 1

-1y —
e12x 30x < ¥(x) < e12x
Par suite :

n-1

. 1 -
v n 1 _“7(2n 1, 2(n-1)
—Vﬂ—— ¢ (=hZ(ppy2n 6n® n-1 g 2

: n

)

3

¥(

n
2

n-

) n

)1/n'1

Puisque le volume de bﬁ

donc

est
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et
n-1 . )
n 1 1 2n
v " 1 o (2n-1- =N
(2) s (Al N p)Pn e6n2(n—1) 15(n-1)2
vn—1 n
En utilisant 1'inégalité (1), on déduit que, si n 3 N, » ona:
= , 1 {2n0-1+ 1 )
v " 7n_ 6n2\ ny~1 1on,
(3) n < -l-(vno) 0g ©
Vn_1 /e

En utilisant 1'inégalité (1) pour n e {10,11,12} et 1'inégali-

té (3), pour n 3z 13, on montre moyennant un calcul élémentaire que

1

y n

n <1
Remarques :
a) De ce contre-exemple, on déduit que si la conjecture VI-

est vraie, la constante y qui y figure vérifie vy : //g-.
1
En effet, en prenant B =Q, et E = (—-’:2--)n—1 bi , on voit que
n-1

pour tout hyperplan H de R", ona :
Vol(B N H) ¢ v2 = Vol{E N H).

De la propriété VI-, on obtient, pour tout ne N,
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1 5 Vo](Qn) < yYVol(E).

Autrement dit, pour tout ne N, ona vy 3 —l-(-ltlJﬁ:T .
Vn 2
v 1
Donc, en particulier, y z Tlim —- ( n-1yn-T V/E
et V V2 2

n

b) Les inégalités (1) et (2) de la démonstration de I1.2.11

permettent de montrer le résultat suivant que nous avons utilisé plusieurs

fois :
n-1
v
n 1
—— =— +¢(n), pour tout nelN,
Vo1 Ye

avec 0 ¢ e(n) et T1im e(n) = 0.
: N>+
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CHAPITRE 111

Inthoduction.

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, a 1'isotropie de quelques
q

boules unités d'espaces de Banach qui présentent des propriétés géométriques

particulieres (1-inconditionnelle, type 2, le dual de cotype 2-faible).

A. BOULE 1-INCONDITIONNELLE.

Définition 11.3.1.-

On dit que (e1,...,en) est une base 1-inconditionnelle
d'un espace de Banach E de dimension n, si pour tout choix de signe (ej),
pour tout scalaire X; et pour tout couple d'entier (m,K) tel
que m < K gn, on ait :

lljz1rjxjej({ = [|iz1xjej[l (a)

et m K
5 xgegh < 1L xgeg ()
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Soit E

admet une base

boutle unité de

gonale. On a, alors L
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ésigne la norme de E.

Proposition 11.3.2.-

un espace de Banach de

(e1,...,en), 1-incondi

E, B est isotrope et

<

B ~

~il=

dimension n. On suppose qu'il

tionnelle.

Alors, i1 existe un produit scalaire sur E, pour leguel, 1la

de volume 1 et (e] iz ortho-

Ce résultat a été énoncé initialement par J. BOURGAIN.

Démonatrnation :

Comme

(ei)?:1 est une base 1-1i

notre produit scalaire << ,>> de facon g

thogonale.

Soient

On pose

positifs non nuls

X, ¥ deux éléments de

L 2
<KX,y =»> = z X:ysar

, a déterminer.

Etudions d'abord 1'isotropie de

scalaire <<, >»,

Soit

la mesure de Haar sur

dienne définie par << , s>,

On a :

n

p
[ J<<x, y/><2du = | () xy.af
B J

B i=1 ' i

nconditionnelle, on va choisir

ue la base (eA)n

;7921 soit or-

n n
E;X=E”ety=5_

ol les ay sont des parametres

B, par rapport au produit

E muni de la struture eucli-

2)24u(x)
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2 ; 2
Xsdu(x) + Y. {asas) [ X:X.an(x) .
B it iij‘J‘J B 'Y

( x:x.d (x} = 0 car B est 1-inconditionnelle.

jg 'l
2 22 2
Donc { f<<x,y>>|du(x) = § Yio E xidp(x)
/B i=1 B
2 AZ .
Si on choisit les a; oAy F———— , A arbitraire, on aura
| Haut
2 _ .2 2 L. 1 L. s
B|<<X,Y>>l du(x) = 2%[lyl{5 (Il 11, désigne la norme associée a << , >>).

Comme x est arbitraire, on peut choisir A, pour que le vo-
lume de B par rapport au produit scalaire << , >> soit égal a 1

(u(B) = 1), a vaut alors Lg-

Donc, la boule unité B de E est isotrope et de volume 1, par
rapport au produit scalaire << , >> et, de plus, 1a base (ei)?=1 est

orthogonale.

. . L .
Dans cette situation, ona IP_ _y (B) = [e;] N B pour tout i,

[?1]

4
ol [}i] est le sous-espace de E orthogonal a |e;| par rapport a << , >>

-

et H} ]1_ est la projection orthogonale de E sur [}i]Jz
e.

-1

D'apres 1'inégalité de Loonis-Whitney [10], on a :

n 1
Vol(B) ¢ Vol  (8)) /"',
R P [e].‘_]‘L
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puisque Vol{B) = 1 {par rapport a << , >>) et Pt ]J_(B) = .é{]J'n B,
e.
n : i
ona: 15.%vm(Bn EJLL
: i=
N s . o4
Donc, i1 existe un i, , tel que Vol(B N [éioj ).3 1
En appliquant le théoréme II.1.10 & B et pour K=1, on
obtient donc que pour tout hyperplan H de Rr", LBVol(B NnH) < 5; .
© V2
On en déduit donc que Lg < —L-. »
V7

Remarques :
1) Si (ei)?_1 est une base c-inconditionnelle de (R",B) ;
- m K
c'est-a-dire au lieu de 1'inégalité (b), ona : || § xie1|| scll ) Xieill
i=1 : i=1

pour m s K g n.

Alors L C

2) Dans la démonstration de la proposition 11.3.2, on a utilisé
un résultat de Whitney et Loomiss, mais en fait 1'inégalité plus faible
suivante :

n
.?1V0] (P[:e-]]l(B)) 1/n-1

1
(*) vol(8) /" ¢ (&2 ) ,
: n

suffit dans la démonstration de la proposition II1.3.2.

Preuve de £'indgalité (*) :

D'apreés la these de A. PAJOR, on a :
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Vol (B+eb?) - Vol(B) 5 Vol(Pr, <4(B))
Tim ° n ° = 2n(d=] le] )

grroo € n

Or, d'aprés 1'inégalité de Brunn-Minkowski, on a

1 1
Vol (B+eb™) M vor() MM+ 2e,

n-1

donc Vol(B+eb™) 3 Vol(B) + 2neVol(B) "
On en déduit que :

n_-’l_ g V01(PEE~]_L(B))

VO](B) n < i=1 1 )
: n

B. ESPACE DE TYPE 2.

Définition 11.3.3.-
Un espace de Banach E est dit de type p, avec 1 <P <2,

$'il existe une constante c, telle que 1'on ait \/n, V/x1,..;,xn e E,
. n
1'inégalité —% y ) eiin|211/2 scf ¥ [lxil[p)1/p, ol
2 (e1, ees n) i=1 B : i=1

les €5 valent =+ 1.

La plus petite constante ¢ possible est la constante de type

p de E et est notée Tp(E).
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Proposition 11.3.4.-

Soit E = ®",B) un espace de Banach, B étant la boule unité
de 1'espace de Banach E : corps convexe symétrique de R". On suppose
que B est isotrope et de volume 1 par rapport au produit scalaire
usuel sur R™,

2
=
Alors LB < c(TZ(E)) n, ol ¢ est une constante numérique.

Démonstrnation :
On sait que, pour tout opérateur u : Eg - E, ona:

(1) : £(u) < rz(u*)TZ(E) ou rz(u*) est la norme 2-sommante de u”

£ est la norme de u dans Lz(Zg,yn,X), (v, est 1a probabilité de Gauss

n

n
sur Kz)

ou

etw) = ([ 1ucolay, 2
‘e
2

si u est 1'identité de Eg dans E, (Id =u), ona

2) : fsn_1y|x||2don_1(x))’/2 < U1y < (19T, (E),

-1 est la probabilité invariante par rotation sur la sphére eucli-

dienne Sp-1°

On sait d'autre part que :

f
Comme B est isotrope et de volume 1, nLE = | ]x[zdx.
‘B

|

2 _
nLB =

~N

vy, ( do,_y(x)
n+ J

ST MG
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2 1 1
- — do__,{x)
donc Lg+2 - (N y\n+2 (f n 1n+2 n+?2
R Y
D'apres 1'inégalité de Holder, 2 1
wz _ Inwee 1
on a donc L~ 2 (—) > 72
e (il 1%e, 4 (x)
Sn-1
De (2), on déduit alors 1'inégalité :
2 Vo
Lg+2 5 () /n+2 *fﬁ;__’ soit Lg L Y )n+2 )
n+2 2(14) n+2  £(14)

En utilisant (1), on obtient alors

_Yﬂ_ ( /ﬁ )n+2 .

(3) 15 s ;
42y (17)TH(E)

Maintenant, il nous reste a évaluer "Z(I;)’ pour cela, on va

utiliser le résultat suivant :

Théoneme de Pietsch 17.3.5.-

Soit T un opérateur de E dans F (E et F deux espaces de
Banach).

Soit K une partie de E* qu'on suppose o(E*,E)—compacte,
et normante (c'est-a-dire tout x ¢ E atteint sa norme sur K).

On dit que T est 2-sommant si et seulement si, il existe une

probabilité P sur K, et une constante C, tellesque, pour tout

x £ E, on ait
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(@) I et o xl-7 aptee)?

ol nZ(T) est la plus petite constante C intervenant dans (4).

Comme B est isotrope et de volume 1, on a pour tout xe R"
2
(5) %1%ty = | JoxyoiZay
B

De (4) et (5), on déduit le lemme suivant (car on est en dimension

finie) :

Lemme 11.3.6.-
Soit B un corps convexe, symétrique, de volume 1. On suppose que
B est isotrope par rapport au produit scalaire usuel sur R". On consi-

déere 1'espace de Banach E = ®",8).

X > 2D < 1.

Alors L 2

*
8 112(1d :

D'aprés (3), on a alors : LE 2 ( LB) , donc

Par suite L

oo~
A

C y\n . P
I1 est connu que Vn > (—=)", oU c¢ une constante numérique.
n
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1
(Eﬁ) m . 3
n

Par ailleurs

1+
On en déduit donc g < (TZ(E)) n. a

O jw

Remarque :
La notion de type, qui a été introduite par MAUREY et PISIER, est
tres utilisée actuellement en géométrie des espaces de Banach, ainsi que

Ta propriété correspondant a 1'inégalité inverse (cotype).

C - LE DUEL DE COTYPE 2-FAIBLE.

Définition 11.3.7.-
Un espace de Banach X est dit de cotype 2-faible, s'il existe
8 «]0,1[ et c >0 tels que pour tout sous-espace E de X, de
dimension finie, i1 existe un sous-espace F de E avec
. . . Y
dim(F) » s, dim(E), tel que F est C-isomorphe 2 RinE >

2 -

——

Pour & e]O,”:, on pose :
dx(d) =Sup {d. tel que FCE, dimF > & dimE}.

ECX
dimsteo

Autrement dit, X est de cotype 2-faible s'il existe &, e J0,1[
et € >0, tels que dx(so) ¢ C. La tangente de cotype 2-faible de X est

1nf{dx(s);sejo,1[}.

Pour la suite, on a besoin de deux lemmes :
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Lemme._de MILMAN-PISIER 11.3.8.- [13]

Etant donné un espace de Banach X, de cotype 2-faible, alors
i1 existe une constante c¢ > 0, telle que pour tout sous-espace E
de X, de dimension n, pour tout opérateur v : E » zg ., on ait :
¢ mplv) . N
e (v) ¢ —=—— 3 la plus petite constante c, vérifiant cette inégalité

n
n

ne dépend que de la constante de cotype 2-faible de X.

eme

On rappellera plus Toin la définition du n nombre d'entropie

en(v) de wv.

Lemme de KONING-MILMAN 11.3.9.-[7]
I1 existe deux constantes numériques < et <) telles que
pour tout espace de Banach E, de dimension n et v opérateur

de rang fini de Kg >~ E, onait:

e[c1n](v) $ ¢y en(v*) .

Théonéme 11.3.10.-

Soit un espace de Banach E = (R",B), dont le dual E* est
de cotype 2-faible. On suppose que 1a boule unité B de E est
isotrope et de volume 1 par rapport au produit scalaire usuel
de R".

Alors L

g ¢ {ot ¢ est une constante qui dépend uniquement

*
de la constante de cotype 2-faible de E ).
e
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Ce théoreéme est dii initialement a A. PAJOR qui en donne une autre

démonstration.
Démonstrhation :
Soit I : 1'identité de £2 - E.
Comme E vérifie 1'hypothése du lemme 11.3.8, on a
*
(1)
en(I*) <c 2 On a vu que Lg nz(I*) < 1.
/’n— .
Donc e (13) s —= (1)
: LB/rT

D'autre part, E étant de dimension n, on a d'apres le Temme II.3.9 :

e[}1n](16) < cz(en(I*) . (2)

Rappel : Soit v : X > Y un opérateur. Le n'*"™ nombre d'entropie

de v est défini par :

en(v) = inf{e > 0/i1 existe (t1,...,t )eBY tels que

n-1
2n—1 2
v(B,)C :1 (t; +eBy)}
(ol BX et BY sont respectivement les boules unités de X et Y).
Puisque Iy est 1'identité de £) ~E = R",B),
k-1
1,(b2) = b2c2U (t. + B)
d"n’ ~ "n j T ER/

i=1

Par suite, vO1(b§) < zK"<eK(1))“vO1<B),
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si K= [cyn] et Vol(B) =1, an a donc

c1n

2 n
Vol(b =V <2 e - (1) .
(b) = ¥y < [cqn]'d
1/n ¢ C
En utilisant les relations (1) et (2), on a alors vn < c2.2 =
Y
n
€3.n .
Or, V_ 3 (-2)" ou c, une constante numérique.
n I~ 3
n
€
On obtient finalement Lg ¢ (c2.2 .c3).c. .
Remarque :

On peut retrouver la deuxieme proportion I11.3.4 a partir du
théoreme 11.3.10, car on sait que pour tout espace de Banach E de type 2,

son dual E* est de cotype 2 et, de plus, on a : CZ(E*) s T,(E).

5f
D*autre part, il est bien connu que, pour tout espace de Banach F

de cotype 2, i1 est de cotype 2-faible.

Le probleme reste ouvert de savoir si LB est majoré en fonction

de la constante de cotype 2 de (R",B) Tui-méme (et non du dual).

Déginition 11.3.11.-
Un corps convexe est appelé zonotopie de R" s'il est somme au
sens de Minkowski d'un nombre fini de segments. Autrement dit, B peut

étre identifié a la boule unité d'un quotient d'un E;.

—

On dira que Z est une zonoide s'il est limite au sens de

Hausdorff de zonotopies.
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Autrement dit, (R",Z) est isométrique A Ew/E.

Proposition 11.3.12.-

I1 existe une constante universelle ¢ > 0, telle que, pour tout

zonoide. Z, isotrope de R", de volume 1, on ait : LZ < C.

I

Démonstration :

Puisque Z est une zonoide, GR",Z)* est isométrique a une

section de L', ou L'

1

est 1'espace desfonctions intégrables.
Or, L' est de cotype 2 (cz(L1) < ¥2) et en utilisant le théo-
réme 11.3.10, on en déduit donc que la constante d'isotropie de Z est ma-

jorée par une constante universelle.

Remarque :
Comme exemple de zonoide, on a les boules bﬁ pour tout p = 2

car i1 est bien connu que (Zﬁ)* = Kﬂ (qe [1,2]) et =+ %-z 1) est iso-

ol

métrique a une section de L1. Par conséquent, L < c, ol c¢ est une

constante qui ne dépend ni de n, ni de p.
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CHAPITRE IV

A. ISOTROPIE DES BOULES UNITES bg .

On considére pour tout p e [1,+=], 1la boule unité bﬁ de

R", muni de la norme [] I|p définie par :
N n
i1y = (L1107, 00 x = (xpse,) e R

avec

[IxI], = sup Ix;l.
15ign
Proposdition 11.4.1.-
Pour tout p e [],+«], bﬁ est isotrope pour Ta structure

. n
euclidienne usuelle sur R et
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n+2
3y./n n
Y — .
bP n+2 2 14,3
Dre o s il
n  pr( 5 +,)(p r(p))
1
et -5
Vin 12 = o el b v1(p)_% p
imL, = ————, avec = Vol{b br .
p 2 1113 n n n
e B & rid))
Dimonstration :
On voit bienque la boule bg est invariante par tout opérateur T
de la forme :
n n
e IO LI
ol e. =21 et o est une permutation de {1,...n}.

On en déduit donc que bﬁ est isotrope et de plus
2
Ibp X; dx
Loy = — s
N+c
vm(bﬁ) n

5%

Par suite

Y
2 2Vol (bn_1 )
bP n+2
n Vol(bg) n

—
"
>
~no
—
—_
1
>
o
~—
—DI
Q.
>
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Or, on sait que le volume de la boule bg est donné par la

formule suivante :

Vol(bP) = =
r{= +1)
D'ou
ns2
n
LZ ) ( )F(— + 1)
’\Jp - 3 .
bn pr (”;2 + DErd)
Si on pose ¥(x)} = —Yiégil—- » pour tout x >0,
e "V2ux
on obtient alors :
B n+2
n+2 3 {
12 (~ﬂ_{77' ZF(_) ____(Znn) A )l
Sﬁ n+2 (2 ( ))3 ne2 p W(D%—)

Rappelons que pour tout x > 0

L1 e
12x 30x

On en déduit donc
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2 e
im L = .
2
« bP £r=
N+ n P(p (p))

1
Poridy

Remargques :
On sait que 1'espace de Banach bﬂ admet une base 1-incondition-
nelle et orthonormée, donc en vertu de la proposition 1I1.3.2 du chapitre 3,

on a :

n+2
3y./n n
2)r(=
2r(5)ris + 1)

S s et ce

N | —

12
bP n+2 2 13
n pr(“i— + 1)(6 T(E))

pour tout (n,p) e N x [1,+{|,

B. ETUDE DE L'ISOTROPIE DES IDEAUX D'OPERATEURS REELS.

On considere pour tout p e [1,+=] 1la boule Bg de 1'idéal

n

d'opérateurs réels t sur Kﬁ définie par 7§ A? <1, ol les A
i=1

1/2

(o]
Pour p =+ «, B corres-

sont les n valeurs propres de |t| = (t*t) n

pond & sup Ay € 1.
1¢ign

On se propose de montrer que Bﬁ est isotrope et de donner
4
une formule explicite pour la constante d'isotropie de Bﬁ , avec
Ep -y ](Bp)n P L \ . .
n = Vol(By B. , ainsi qu'une majoration de pr quand n tend vers

n
B
1"infini. n
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On identifiera, dans ce qui suit, un opérateur sur Kﬁ avec sa matrice

dans la base canonique (e1,...,e ) de zﬁ » et l'ensemble de ces ma-

n
2
trices avec R" , muni du produit scalaire euclidien {t,s) > trace (t*s).

La norme hilbertienne sur R" est alors la norme de Hilbert~

Schmidt sur L@R").

Théonéme 11.4.2.-
Pour tout p e D,+wﬂ, Eﬁ est isotrope par rapport au produit

scalaire usuel sur L@R") et

N 1/2
2 2 2
\ /TQ (1o5) m (“j'ci)do

L = p i=1 1gi<jgn
®n p 1/nz [ i (og-o?)dc ,
nVo](Bn) Qp Ii<jem j i
n
ol Qp = {(01,...,0n) e R" / 0 < 9y < eew <0 et Z OE <1}

i

Démonstration :
L'ensemble des opérateurs singuliers étant négligeable, presque

tout opérateur t se met, de facon unique, sous la forme

t = uh

ot h = (t’kt)”2 est symétrique positif et u e O(n). Comme h est

positif, i1 existe alors v e 0(n) tel que

*
h=vdv,

ou d est diagonale de valeurs propres positives Op £ 0y § eae €00
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Pour presque tout opérateur t, Tes o; sont deux a deux

distinctes et v est unique a la multiplication prés de ses lignes

par des scalaires de valeur absolue 1.

n~1>

Notons enfin que t ¢ Bﬁ si et seulement si c? < 1.

i=1
Soit ¢ 1'application de 0(n) x 0(n) <a > LR™) définie
par :

(u,vo0) » uO oGOV,

en identifiant o ¢ QpCZIRn avec 1'opérateur diagonal de valeurs propres

(0gsesvsop), oOna:

rp = 6(0(n) x 0(n) x ) C B} et Vol(Bh \ ) = 0.

On remarque qu'un opérateur t est 1'image de 2" élements de rﬁ.

Si on note J(u,v,0) le Jacobien de ¢ en (u,v,o), alors
d'aprés 1'article de J. SAINT RAYMOND [15], sur le volume des boules

Bﬁ des idéaux d'opérateurs classiques, on a :
[I{u,v,0)| = [3(1,1,0)],

et, de plus

-n{n-1) ) 2
J0ue)l =2 2 T logosls

Tgi<jsn

On en déduit que :
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( |<t,s>|2ds =.—%;{ ]<t,uav>l2!J(u,v,c)tdu(u)dp(v)do
Jrg 2 O(n)XO(n)pr

car dans le cas réel, ¢_1(t) a 2" éléments pour t ¢ Cg.

n
Or  <t,uov> = trace(t'uov) = § <uov(e;),te;>, pour toute
izt
base orthonormée (ei)?=1 de R", v* ¢ 0(n) et vl v*, donc
n * n *
<t,ugv> = EZ1<qu>,tv e,> = £Z1o£<ue ,tv e,

Considérons les matrices associées a wu,v et t dans la base

. n
orthonormée (ei)i=1

)n

)n ) V'\’( et t’\/(t

n
u (u5)35 Yijlig=t ij’ij=1"
Avec ces notations, nous pouvons écrire :
* n
<ule,),tv (e,)> = ij21 tiiUigVes -
Ceci nous conduit a 1'égalité suivante :
[ Loy b 01,1,0)]
[<t,s>]d = — t..t . [ V,.V,, du(v){ 0,0,,|d(1,1,0}|da.
g N i,53=1 ij hk 2,27=130(n) £23°2'K Qp L8
h,k=1

Maintenant, on va étudier la quantité suivante :
du(u) ot u = (u;.

fo(n) Yig Yne!

On sait qu'on peut trouver un g de 0(n) tel que ug =
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A IR ¢ N _ N ' \ _ .
ou U = (uij)ij=1 avec Uy = ujg st FLet Ui T U s
c'est-a-dire (toute multiplication d'une colonne de u par un scalaire

de valeur absolue 1 peut s'écrire sous la forme gu, ol g e O(n).

De plus, toute transposition P de colonne de u peut se

mettre sous la forme uw, ol w e 0(n).

Le méme raisonnement peut étre fait pour Tes lignes de u
(¥ = qu).
La mesure u étant de Haar sur O(n) donc pour tout fonction

continue f sur 0(n) et pour tout g e O(n), ona

[ flquduu) = j Flugdu(u) = [ Flu)du(w).
J0{(n) 0(n) J0

On en déduit que

( uik“kﬂ'd“(“) =0 si (£ #¢& ou i#k)

J0(n)
et
[ = [
0(n) o(n)
L
Puisque ) uj, =1, on trouve enfin :
i=1
_Vol{0(n)) ,(h,e")
‘{O(n)uizuh£|du(u) = ———r—]—-— .6(‘,«(1) (2)
ou SE?’ﬁ)) est le symbole de Kronecker.

A partir des relations (1) et {2), on obtient donc :
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b YA n
2, 2 1 Vol{0(n)) 4
JBE\<t’S>\ ds = |t| Eﬁ-——~;2~———— fnp(iz1oi)ld(1,1,c)|dc.

Donc, BE est isotrope par rapport & la norme de Hilbert-Schmidt

sur L{R") et d'aprés un résultat de J. SAINT RAYMOND [15]

2
v01(3ﬁ) = MElﬁg%ﬂll_ [thd(1,1,o)ldc.

On peut donc écrire :

f L)
2 I, (Y 0%) J(1,1,0) do
2 ltl JQp =1 1
[w |<t,s>]|"ds = ,
JgP -

2
B nz[yol(Bg)] /n? o 13011500 [do
p

v o2
[, (T D1001.1,0)do
- 1 (J p i=1 )

= 2.7
n (Vo1 (8P)) /" [Q 13(1,1,0) | do
p

L

2

,
p

Bn

_ n{n-1)
avec J{1,1,0) =2 2 (og-oi)

1si<jsn J

3
Il ~~13
Q
-
A
—
—
»

et 2, = {{ogs.0050,) € R" / Of < .v. <o et
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‘Conollaine 11.4.3.-
i

Si p 32 alors Lmp ¢ ———————— quand n tend vers
By Zne3/2A(%)
1"infini ob %:s o®) < 4
1.1
nP 2
Si 1 <ps2, alors L, , quand n tend

vers 1'infini ol < A(%) < 4.

1
4

Démonstrhation :

On sait que, pour tout p e [1,+=], et pour tout
n .
(X1""’Xn) eR', ona:
1 1
n --)
(1 Ix1|2)1/2 cn? P

T ? ixilp)1/p ,
i=1 i=1

o (3=, = supl0, 5" %).

D'aprés J. SAINT RAYMOND [15], on sait que, pour n assez

grand, on a :

102 /?ﬂe3/2A(%)
Vo](Bg) L
n1/2+1/p

fly
2
>
—~
[N g e]
A
N
p-y

ESE

Or, le théoréme précédent nous donne
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){ o4)19(1,1,0) | do

(1
L. 1 (2op_i=1 172
I

[3(1,1,0)|do

1
Py /n2
nVol(Bn) b

On en déduit donc pour tout p e [1,+=] et pour n assez

grand

1 1 1 1
n(? - E)+ (?‘+ 5)
me < o
Bn nv2 e3/2A(g)
Remarque :

BOURGAIN a démontré récemment que L, < C .

e
Bn
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ANNEXE DU CHAPITRE 1V

Proposition 11.4b.7.-

on considere (R%,B) et (R"X,c) ou B et C sont des boules
isotropes de volume 1.

Alors, pour tout p e [1,+=], 11 existe deux constantes X et
p s uniques, telles que le corps D =xB € uC, soit isotrope et de
volume 1, P

De plus, la constante d'isotropie LD de D est alors donnée
par LB = LELQ_K vin,K,p), ot +y(n,K,p) est une constante qui ne

dépend que de n,K,p.

Démonsthation :

Soient A et u deux nombres réels positifs, rappelons que :

p P
X X
AB 8 uC = {(x1,x2) e REARMK o1 que 11118 + [I¥elle < 1

o Xp up

On sait que
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Vol(xB @ ue) = »fvo1(B)w" Kvor(c)
9 !

les égalités Vol(B) = Vol(C) =1, Vol(AB @uC) =1 nous donne une pre-
p

miere condition sur A et yu

@ +1)
AK.un-K = n_i P i K . (*)
l(T +1)T(—5 +1)

Etudions, alors, 1'isotropie de D = AB ® uC, en supposant
p
= 1)

1a condition (*) réalisée (c'est-a-dire Vol(D) )

Soit y un élément de D, y = Yyt Yy s ot Yy € AB et
y2 € uC.

Alors

2 2 12
£D1<x’y>l dy [ G<X1’Y1>‘ +I<X2’y2>\ +2<x1sY1><x2,yZ>)dY1dyZ

ABB&uC
P
= I1 + I2 + I3 ,
ot 1, = | l<x(,y,>|2dy,dy I = | [<x,,y,>|%dy,dy
1 D 12Y1 1Y2 o 27, 222 192
et I3 = fD2<x1,y1><X2,y2>dy1dy2 .
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Caleul de 11,12 et 13 :

I, =

p n-K
|ly1||B)—5—

2 2
[<xq5y4>|"dy,dy Vol(uC).[ [<xqsyq>]7(1- dy
R4 1992 N AP L

[1B@uC
p

n=-K

S IR AT

Vol{uC).a

Or, Vol(C) =1, donc :

n-K

ALy Py 1) Py,

n-K
K 2
(=oPLy 1B P o™ fexy vy 12 dodoly, )

on pose t = p||y1[§B , on obtient alors :

|<X1 ,y1>l2 n-K

1 —_—
k( ————————?—-.dc(y1)).j0(1-tp) PR gt

1
K
JSK_1 |IY1||B+

, = AK+2.un-K.KV

or, B est istrope, donc :

|<X1aY1>|2

K+2

2 2 2
Jdo(y,) = (ke2)o | fexq,yy>[Tody, = (K+2)L5 1% 1[5
K Sy ||y1||8 1 IB 1291 1 B'™

D'autre part :
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Donc
’ AKF2 n-Kp (K2 gy Ky )Lg
I = |x]q- ~ P P
I‘(ﬂ%g +1)

Vu les rdoles symétriques joués par B et C, on obtient de

la méme facon

P’ D 2
I, = |x,} L
2 2 F(Dig +1) C
p
Calewl de 13 :
1. = f <Xq Y 4><Xy Y, >dy,dy
3 AB%pC 127477723927 1Y 2

AK+1un-K+1f <x1,y1><x2,y2>dy1dy2

B&C
p
K+1 n-K+1
r{=— +1)r( +1)
- >\K+1Un-K+1 p - P J’ <X1 9)/1 >dy1-{ <X2,.Y2>d.YZ .
F(B +1) B ¢

Or B et C sont symétriques donc I3 = 0.

En résumé, on a pour tout x = (x1,x2) c RK xIRn'K.

n
—

( ]<x,y>|2dy . 12
JABBLC

p 2 2
|X1| J1 + ]xgl Jz s

i
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N 2 2
ol I1 = |x1[ J1 et I2 = |x2| Jz.
On en déduit, si B 8 yC est isotrope, que J1 = J2'
p

Autrement dit, i1 faut que a1 et u vérifient la relation

suivante :

*x 2 K+2 2 _ 2./n-K+2 K 2
(**) 2 (—B— +)r(=4 +1)LB = q F0~7;- +1)F(E +1)LC

En combinant les relations (*) et (**), on trouve

( ro “1k/2
ey |02 (B r(E rdE ) r@ 1)
I I n-K+2 K * T K 14
C F('—p—— +1)T(—p' +1) I‘(—p—‘ +1)I‘(p +1)

et

<
K n-K+2 n-K n
)\n } (_l:g)n'K F(TJ +1)F(—'p— +1) 7 F(-ﬁ +1)

Lg r(ﬁg_z +1>r("_;5 1) 'r(-g +1)r(-”—;—‘5 +1)

(

De plus, la constante d'isotropie de B g uC est donnée par

-1

K+2 K K n- K+2 n-K|{?2 n
Ln _ LK -k (T(——~+1) (—5—- )(F( +1) (A28 ) ( T(E +1)
B

n-
AB@uC C
p" (r (ﬂﬁ )" r("—;'i +1)r<§ )
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Conollaine 11.4b.2.~

I1 existe un entier N tel que pour tout n x N, il existe une
boule isotrope D de volume 1 et un hyperplan H de R" tels que

Vol(D N H) < 1.

Démonstration :

Soit D wune boule isotrope de volume 1 de type B & uC ,
p

1

ot C est une boule isotrope de volume 1 de IRn_1. B est le segment
53] et pe e

Nf—

Si on note H 1'hyperplan vectoriel {0} xIRn_1, alors,
on obtient :

Vol(28 8 uC N H) = o1,

Puisque 2B g uC est isotrope et de volume 1, on déduit de la
proposition précédente que :

n-1

-1 3 n n
L, (™l anrE +) T2 +1)
Vol(B @ wC NH) = [ . (—y e

< _io11 2 1
Or, on a posé B = L. 7,§] donc LB =15 -

n-1 n
o= +1) r(= +1)
On sait que Tim (—2P )1/2. P =1,
N->+00 F(m’i +1) r(n_-1. +1
p p
donc pour

e >0 donné il existe un entier o tel que pour tout n > o,
on ait :



- 121 -

3
(2 +1)
Vol(aB g uC N H) < ! (-2 ’ )3)1/2(1+e)

2/31. f(% 1

C

1

. . _ (=)™
D'autre part, si on prend C = T bn—1 , on montre,

en utilisant,la proposition II.4.1 que, pour ¢' > 0 donné, il existe

un entier g, tel que pour tout n 3 g, on ait :

2 1 12
LC>—2€(1'E) .

On en déduit que pour <" > 0 donné, il existe un entier N

tel que pour tout n z N, on ait

- F(é +1) 1/2
Vol(1B g uC N H) < /@; (—2——) e (14em)

6 F(%+1)3
20 s)n
Or Vol(bﬁ) = ﬁ » donc 1'inégalité au-dessus s'écrit
I'(= +1)
p
comme suit :
Vol & uC 0 H) /—(vm N2 (e .

Puisque Vo](bg) est une fonction croissante en p,

en prenant p » 2, on obtient alors
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Vol(AB g uC A H) < /% .(vO1(b§))’”2(1+g*')

1 e "
:5'2— /g‘(1+€ ).

En choisissant c" de telle sorte que (T+e") <2 //g .

on obtient Te résultat souhaité.

Remarque :

Le corollaire I1.4b.1 est un contre-exemple de la conjecture

suivante :

VneN s \/ B e An et pour tout hyperplan H de R"
(*)

on ait Vol(B N H) =1

ol An est 1'ensemble des boules isotropes, de R", de volume 1.

Par contre, M. MEYER et A. PAJOR [11] ont montré que 1'assertion

(*) est vraie pour les boules bﬁ , ol pz2.

En fait, ils ont montré que pour tout sous-espace F de codimen-

sion K de IR", on a

vm(%ﬁn F) 51,

" )
N n
ou bP = [Vor(bP)] ".bP et p 2.
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CHAPITRE V

INEGALITES DE SANTALO ET ELLIPSOIDE DE MILMAN
POUR LES ESPACES 1-INCONDITIONNELLES.

On se propose de donner une démonstration simple, du théoreme
de MILMAN [12] et des inégalités faibles de SANTALO [16], pour les espa-

ces de Banach de dimension finie possédant une base }-inconditionnelle.

Rappelons les résultats généraux en question :

Déginition 11.5.1.-

On dit que (e1,...,en) est une base 1-inconditionnelle d'un

espace de Banach E = R",|]| [|), si pour tous choix de signes e,

pour tous X, scalaires, et pour tous m et K entiers vérifiant

N

mg<Kgn, ona

m m
“1Z1xiei“ =“1Z191X191\‘ s

et m K
[ Lxiesl el ] L xgeqll-
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Théoname de Mifman 11.5.2. [12]

I1 existe une constante universelle ¢ > 0, vérifiant :
pour tout espace de Banach E = (R",|| ||), de dimension n, i1

existe un ellipsoide E tel que
Vol(B) = Vol(E) et Vol(E NB) > C" vol(B),

ot B est la boule unité de E,.

Inégalizés de Santalo 11.5.3. [16]

I1 existe une constante universelle ¢ > 0, telle que,
pour tout espace de Banach E = ®R",]| |{,| |), de dimension n,

on ajt :

c"[Vo1(b4)]% < Vol (B)Vol (B%) < [Vo1(62)1% ,

o B* est le polaire de la boule unité B, de E par rapport

a la structure canonique sur R" et bg = {x eIRn ;x| o< 13,

Nous démontrons le théoréme de Milman pour un espace & base

1-inconditionnelle et pour ces mémes espaces, une inégalité faible de

Santalo :

ch vm(bﬁ)2 < Vol (B)Vol(B*) < C'™o1(b)? .

Dans Te cas d'un espace de Banach quelconque, 1'inégalité

de droite (avec la constante C' = 1) est dite inégalité de Santalo,
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et est due a SANTALO [16] (cf. aussi J. Saint Raymond). Celle de gauche,
dite inégalité de Santalo inverse,est beaucoup plus délicate, et est due

a BOURGAIN et MILMAN [4].

Lemme de Lozanovshi 11.5.4.-

Soit E un espace de Banach de dimension n. On suppose que

E admet une base (e1,...,e ) normalisée et 1-inconditionnelle.

n
n
Alors, i1 existe un élément a = 7§ a;e; de E tel que :
i=1
*
n n e,
[} asel|| =1, |]] glll =n et a; >0 pour tout i.
i=1 i=1 "4

Démonsthation :
n n
Soit x = ) x.e: et soit co(-} e.x.e. ;5 e, =+ 1) 1'enveloppe
o1 *i€; i1 £i%i% i
n L
convexe des 2 vecteurs Z £iXi8 3 £y T % 1.

n n
Comme Vol(co( ) €iXj€5085 = 1)) = 2" n [x;] est une fonction
i=1 i=1

n
continue sur E, Max{Vol(co( Z e;Xi€5 = 1)) tel que || Y xiesl| = 1}
i=1 i=1

n
existe et est atteint en un point a = z a:e. , et on peut supposer

Vis= 1,...,0h car (e1 =1 est t-inconditionnelle.
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N

Définissons 2 sous-ensembles A et B de E par :

=
I

|
"He~1>3

‘ n
{x e E tel que x = ) xe. , 0< x; Vx et || x.e.ll >t
oy i i ke

X

et B 2 0}.

"

\ n
{x e E tel que x = x.e. , 0 < xi‘d i et ¥ log

-
e 1 aj

ne—133

1

11 est clair que A et B sont convexes et disjoints dans E
de plus, A est ouvert. D'aprés le théoréme de Hann-Banach, il existe
une forme linéaire £ sur E non nulle,et X un scalaire de R tels
que :
ox) < a ¢ tly), V(xy) e A x B,

)n

La base (e =1 étant 1-inconditionnelle, la norme de £ dans

:I

le dual de E est donnée par :
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n
1€ ]1e = Sup{|<t,x>[/x = } x;e: 5 05 x; Vis=1,...,n et [[x]] ¢ 1}
i=1 :

Supl<£,x>|/x € A}, ot A est 1'adhérence de A.

Par suite, 0 < £(x) < A pour tout x appartenant a A.

Comme a appartient & la fois a A et B, on voit que [[&][, = 2(a) = A.

>

n .
D'autre part, la fonction f(x) = J Log 51- est différentiabie sur 1'en-
=1 i

semble {x e E/x = Vi =1,...,n}.

I e~13
x>
(1]
[e]
A
x

L'‘hyperplan £(x) = » est donc tangent en a a f la surface

n X
2 Log 51-= 0, et £ est proportionnelle & la différentielle de f en a.
i=1 i
*
noe; *
Donc £ =u ) I o weR.
i=1 9
*
noe;
Or £(a) = x=1/2||x ; on en déduit que || } . [| =n. =

Conséquence 11.5.5.-

Soit a =

i

ae, le point donné par le lemme II.5.4 et B la
1

t~13

boule unité donné par B = {x e R"/|Ix|| ¢ 1}.

Définissons les ensembies suivants :

T = co{aiaiei R 1, i =1,...,n}
E LA
= {x € E/x = X.e. Z(_iz 1
j=1 11 ’ i=1 aj) < 1}
n
P=col ) eja;e; 35 e5=2¢1}
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A
na,
€2
P a
v
E
T nT
B
a, e na,
Alors, i1 est aisé de voir qu'on a les inclusions suivantes :
TCEtcPCBC T,
La derniére inclusion résulte directement du lemme précédent.
L n
De 1'égalité || } a; ei[[ =n, on déduit que pour tout x e B, x = §1x1e1,
i=1 i=
Y
et pour tout choix de signe (61,...,en) ona |1 €535 xil < n.

i=1

On peut donc choisir les €; Pour que :

n

=) ‘1
Xed. < < ELXs .
O,S iz1a1x1a1 : n et O» %5

eixia;1(e.a.e.) 5 donc % est une combinaison

Donc x =n 12585

.i

it o1

1

convexe des vecteurs 0 et LI On voit, de plus, que 1'on a PC v/n E.
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On gardera les mémes notations que précédemment pour énoncer la

proposition suivante :

Proposition 11.5.6.-

(1) Vol(nT) ¢ e" Vol(P)

(2) VolW/TE) < (Szﬂ)n/2 Vol(p).

Démonstnation :

2" I ay
ona: Yol(p) i=1t ~ _n!
Vol(nT) phon 1 n
Y .H a1
M
Si on pose ¥(x) = _Tlx#1) , avec TI'(n+1) = n!
x*e *vZax
e
On sait que v¥(x) est compris entre 1 et —,
V2r

pour tout x tel que 2x est un entier.

On déduit donc que Vol(P) 3 e " Vol(nT).

. n
. ¥oll¥/nE) _ i
On a : Vol (P)
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D'aprés ce qui précede, on a

. n
Vol (/AE) < (5]) 2 yo1(p).

Théoneéme 11.5.7.-
I1 existe une constante numérique positive C > 0, telle que
pour tout espace de Banach E, de dimension n, qui admet une base

normalisée et 1-inconditionnelle, il existe un ellipsoide E, vérifiant :
Vol(E) = Vol(B) et Vol(BNE) »C" Vol(B) ou B est la

boule unité de E.

Un tel ellipsoide est dit "ellipsoide de Milman". La preuve de
son existence pour tout Banach de dimension finie (avec une constante

universelle) est nettement plus délicate et est due a MILMAN [12].

Démonstration :

L'ellipsoide précédemment défini dans [1.5.5 vérifie :

TcEcPcBcnlT et PcVnE.

On prend comme ellipsoTde de Milman g, = /ﬁt(__!%%£§%)‘/”
Vol(vnE

donc Vo1(E1) = Vol(B).

Vol(B) _ Vol(nT) _ n d'aprés la proposition,

On a par aill < <
P eurs  SoT/mE). Vol (p)

et _VOI(B) _ _Vol(P) _ (2,72
Vol(vnE) Vol(vnE) 2=
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1
Donc (EZE) 12 e = E, < e/nE .

On a, alors :

2 _2y"r2 fen =
Vol(B NEJ) > Vol(B N /5= vRE) = () /< Vol (/5] B n viE).

n n
De /5 :1, on deduit : Vol(BNE) 3 (Z) /% Vor(BNVAE) 3 (Z) /2 vo1(p)

car PcC B et PcC VnE.
or, ona Vol(P) z e Vol(nT) 2 e Vol(B).

2

n
Donc Vol(B N Ey) 5 (5-) /2 Vol(8) et Vol(B) = Vol(E, ).
m

e

Théoneme 11.5.8.-
I1 existe deux constantes numériques C1 et C2 >0, telles
que pour tout espace de Banach E = CR",|[ 1,1 1), de dimension n,

possédant une base (e1,...,en) normalisée et 1-inconditionnelle,

on ait

¢ Vol (62)? ¢ Vol (B)Vol(B*) « ch Vol (b2)?

ol B* est le polaire de la boule unité B de E, par rapport a

2

bn

et bg = {xeR", [x] < 1}.

Démonstrhation :

n
Soit a = 7§ a;e; le vecteur de norme 1 qui vérifie Te lemme
i=1

de Lozanovski I11.5.4.
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On définit 1'opérateur u de R" dans R", défini par :

. — ...
e1 a1e1

Donc les ensembles T, E, P définis dans (I1.5.5) peuvent se
2)

mettre sous la forme : T = u(b:]), E = u(bn

et P = u(bn),

~ v n
ou bn—{Xe]R,

fl ~33

|x1| < 13, bﬁ est la boule euclidienne et

i=1

- - n
b, = [-1.1".
D'aprés la conséquence (11.5.5),

2

® -1 .
nc:bncu (B) nbn .

1
an b
En dualisant ces inclusions par rapport a bg , on obtient :
bn

n

2

c'e) < b, C by C bl .

Donc, on a :

Vot (u™'(8)).vol ([u™1(BY]") < Vol(b!).Vol(nb}),
et Vol (u™'(8)).vol ([u™'(8)]™) » Vol(b ). vo1 (L b2).

n

- *
Or, on sait que [u ")) u*(B*), donc

Vol (u 1 (B)).vol ([u™"(B)]™) = Vol(B).Vol (B¥).
On en déduit que :
Vol (b2)°

I Vol (B).Vol (8%) ¢ n" Vol(b!)2.
n : :



enfin
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Par un calcul similaire a celui de la proposition II.5.6, on trouve

2n

n
() 72 vo1(62)% < Vo1 (B).Vol (B*) < ™" vo1(b2)? .
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