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INTRODUCTI ON 

Le thème qui fait l'objet de ce mémoire a été suggéré au laboratoire 

de ~écanique Fondanentale de l ' U . F . R .  de ~athématiques Pures et Appliquées 

par Monsieur F. PARSY, Professeur. 

Il s'agit de l'étude des problèmes plans en themoélasticité linéaire. 

Le but du travail proposé est d'apporter une contribution à la résolution de 

quelques problèmes déjà abordés mais qui continuent à susciter un intérêt 

scientifique grandissant. 

La thermoélasticité est une discipline scientifique née au début du 

19e siècle. En effet, c'est en 1838, que DüHAMEL a étudié pour la première fois, 

1 'influence d'un gradient de température sur un mztériau élastique. Située à 

mi-chemin entre la physique et les mathématiques, elle est à l'heure actuelle, 

un domaine privilégié de recherches fondamentales et appliquées. Elle connaît 

un déyeloppement croissant depuis l'avènement de l'aéronautique et de l'espace. 

L i  évolution des outils mathématiques et informatiques y ont largement contribué. 

Les mesures expérimentales que l ' on trouve dans bon nambre d '  ouvrages [q 1 1 1 , [ 1 2 , j  

montrent que les défornations élastiques idéales à cause de leur linéarité, 

donne une bonne approximation du phénomène réel. En utilisant l'hypothèse de 

petites perturbations (H.P .P . ) ,  on obtient des systèmes d'équations aux dérivées 

partielles en général du type elliptique plus facile à résoudre. 

Pour la résolution de telles équations, de nombreuses méthodes numériques 

sont envisageables en particulier, les méthodes d'homogénéisation et de différences 

finies. 

La première consiste à approcher un milieu hétérogène par un milieu 

homogene "équivalent", tandis que l'intérêt théorique de la seconde méthode, est 

de prouver l'existence et l'unicité de la solution d'un problème mathématique 

I : 1 1  1. 
Toutes ces méthodes orientées et dévelop~Ses par des ~athématiciens- 

numériciens camme VEINER, Yon NEUMANN, RAYIART, NOWAKI, J.L. LIONS, G. DWAUT ... 
ont fait la preuve de leur efficacité. 

Par la méthode dlhomogénéisation, G. DWAUT [ 8 1 , G ,  FRANCFORT [ 32 1 [ 331 

et bien d'autres ont résolu des problèmes de themi6lasticIté. 



Sans prétendre apporter des solutions originales et définitives au 

problème aussi vaste et complexe qu'est la thermoélasticit6 nous avons tout 

simplement choisi de traiter quelques exemples de problèmes plans qui nous 

paraissaient importants . 
Le but poursuivi est, en l'absence de résultats disponibles à notre 

connaissance, sur les problèmes plans en thermoélasticité linéaire, de voir 

s'il est possible d'étendre à ce type de problèmes, des techniques qui se sont 

révélées fécondes en élasticité. 

Après un (bref) exposé sur la théorie des déformations, les milieux 

thermoélastiques sont définis de manière générale, puis la loi de comportement 

est précisée afin de satisfaire au principe dtobjectiYité (ou d'indifférence 

matérielle). En se pla~ant dans l'hypothèse des petites perturbations, on trouve 

la loi de thermoélasticité linéaire obtenue par linéarisation au voisinage d'un 

état sous défornation à température constante. Par le même procédé & partir 

d'une loi générale satisfaisant aux conditions d'isotropie, on obtient la ther- 

moélasticité homogène et isotrope. Les problèmes aux limites de l'équilibre 

thermoélastique sont fornulés de façon variationnelle, ce qui permet d'établir 

par les méthodes classiques, l'existence et l'unicité d'un état thermoélastique. 

Les problànes de thermoélasticité plane sont alors définis par leur 

relation avec le problème tridimensionnel et, en partant de l'utilisation de 

potentiels complexes en introduisant un nouveau potentiel pour la température, 

lequel intervient dans le déplacement, on généralise les fomiules de 

KOLOSOV-MUSHKHELISYILI. 

On adapte alors, les résultats à quelques modifications près à des 

problèmes plans. 



Quelques notations employées 

Domaines 

frontières 

une application 

sont des confLgurations 

Jacobien 

variables Lagrangi ennes 

variables Nériennes 

déplacements 

nobales Unitaires 

surface 

masse volumique 

coordonnées curwilignes 

tenseur des déformations 

matrice symétrique d'ordre 

une variété affine 

gradient des déformations 

densite d'énergie libre 

1 'entropie 

tenseur de Piola-Kirchoof 

vecteur flux de chaleur 

fonctions de réponse 

température initiale 

température finale 



tenseur des déformations 

tenseur des contraintes 

conductibilité thermique 

coefficient de dilation thermique 

W i k k  coefficients d'élasticité 

tenseur du second ordre 

moment résultant résultant des efforts 

déplacement ou flèche suivant 

dérivées normales 

ae conormale ou dérides généralisée 

fonctions potentielles complexes 

indice 

(3) , wi, contour fermé simple ou lacet 

' LP fonction d'Airy 
t- 

rgsultante des forces appliquées à AB 

marnent résultant aes forces sur AB 

constantes complexes dépendantes dii contour 

flux de chaleur le long du contour 

$3 charge transversale 

M moment de flexion 

tenseur ses efforts- résultants 

efforts tranchant 

tenseur des moments résultants 

r i g i d i t  6 cylindrique 



forme linéaire en théorie des distributions 

ensemble des fonctions indéfiniment diffé- 

rentiables 

ensemble des distributions 

ensemble des fonctions intégrables/ (&) 

.ensemble des fonctions à carré intégrables 

sur (W 
nome définie sur 

un espace de Hilbert 

un espace de Sobolev d'ordre 3 

un espace de Sobolev d'ordre m 

un espace de Sobolen. d'ordre m sur L?(W 

la norme associée à 

opérateur dérivation au sens des distributions 

sous-espace vectoriel fermé de H' (2) 
1 ' adhérence 

une application 

un opérateur différentiel 

domaine de 1 ' ~pérateur différentiel 





I .- ASPECTS GEOMETRIQUES DE LA DEFORMATiON D'UN CORPS SOLIDE 

[ i l ,  i61, i91, i i 71 ,  [231. 

Soit un milieu continu occupant un domaine de E3 l'espace affine E j  
de dimension 3, de frontière , de point générique à l'instant 

C a représente la "position initiale" ou non déformée du solide 

déformable considéré. 

Sous l'action des forces 

-2 
i) de densité surfacique F , appliquées sur une partie 32 de 32 (un champ + F 

de déplacement U étant imposé sur une partie an ,, an /an,> . D 

ii) de densité volumique , appliquées à 2 , le solide 5L subit une -.B' 
déformat5on caractérisée par une application 

On posera 

-> 
U b$t) représente le vecteur déplacement du point x à 19instant t , 

de coordonnée ui dans la base orthonormale (O; 6) du repère orthonormal 
( 0 ; X,,XZ, '>CJ ) auquel est rapporté 



Défin i t ion  1 

Dans déc r i r e  l a  déformation d'un corps s o l i d e ,  on f a i t  i n t e r v e n i r  

l e s  v a r i a b l e s  de Lagrange ou l e s  v a r i a b l e s  d ' m e r .  Les p r e è r e s  c a r a c t é r i s e n t  

une p a r t i c u l e  par  s a  p o s i t i o n  b l ' i n s t a n t  i n i t i a l  0 , t and i s  que l e s  

secondes va r i ab l e s ,  c ' es t -à -d i re  c e l l e  de Lagrange, représentent  l e s  composantes 

de l a  p a r t i c u l e  à l ' i n s t a n t  

7 . 2 . -  V Z g ~ m d o ~  d 'un  aof ide  

Pour c a r a c t é r i s e r  c e t t e  déformation,  on d é f i n i t  d'abord en t o u t  po in t  3~ 

de 9 y l e s  ~ e c t e u r s  G; p a r  : 

-7 
Les composantes de G. , sont c e l l e s  du gradient  de l a  déformation 

C 
dé f in i  par : 

4 

Sur , en v e r t u  de (1.2.1) e t  s i  l ' o n  u t i l i s e  l e s  coordonnées 

( X I  y Xt , x3 ) ,  on en déduit  de 

Remarques : Le p r inc ipe  de non i n t e r p é n é t r a b i l i t é  de l a  ma t i è r e  pos tu l é  en 

~ é c a n i q u e ,  néces s i t e  que $ s o i t ,  pour tout k , un aifféomor-@krw global  

de a sur $(R; t) e t  que' 0 p r é s e n e  l ' o r i e n t a t i o n .  

Ces hypothèses f a i t e s  s u r  $ en t r a inen t  qul en t o u t  po in t  X de , 
l e s  vec t eu r s  G; (s, t) sont  l inéa i rement  indépendants, par conséquent, que 



l ' e s p a c e  tangent  $ l a  y a r i é t é  e s t  de dimension 3, ce qui r e v i e n t  à d i r e  que 

l a  a i e  a@ ( d o ù  la no t a t i on  6.4 ) qui r e p ~ é s e n t e  l f a p p i i c k i o i  , 

l l i n é a i r e  tangent  
- 4  D $@) dans l e  base  ( O , 4 ) e n  une m a t r i c e  i n ~ e r s i b l c  

I 

D' a u t r e  p a r t ,  l e  f a i t  que 9 p r é s e m e  l ' o r i e n t a t i o n  se  t r a d u i t  p a r  l a  condi t ion .  
l 

condi t ion  d ' ex i s t ence  de déformation 

l 
Déf in i t i on  : 

l 
: 9-7 , a(,) c R~ 

l x-> 
1 

Dans , considérons deux p o i n t s  v o i s i n s  X e t  ;f e t  l e u r s  images 

Q [ z > ( r e s ~  @(a) de @(Q) . Il y EL déforna t ion  s i ,  

Il s ' a v è r e  p l u s  f a c i l e  d ' é t u d i e r  c e t t e  déforna t ion  l o r sque  if e s t  

yo i s i n  de x i . e .  ~ c ~ I Y ) + o .  Cela condui t  t o u t  na ture l lement  à 1 ' é tude  

de 1' écart de l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  t angen t e  I) @[%) . 
1 

s o i t ,  s i  

De manière généra le  : 



1.3.1 . - L ' éLEment de  longue^ dé6omZe 

S o i t  ( p j  un a r c  de C O W ~ ~  de classe de classe pi * sz , 

La longueur de ltarc ( ) e s t  par  d é f i n i t i o n  : 

t. JX ,(ri = jl[tyl dt , I I I  z ( 
&'= 4 

Ainsi ,  I n  langueur de l'arc d6fom6 de (PI , @..) est alors : 



on a la r e l a t i o n  : 

Jw = i z ;  
On a donc finalement : 

s o i t  ( ~ t )  ) un difféamorphe d 'un ouver t  de 2 
telle 

que, il e x i s t e  un wecL beur normal IV[,) en t o u t  p o i n t  x de ((y, 
IjS'\/j>ll-=d. 

si d z  Cr) désigne l a  mesure induite s u  ( #  ) par la niesue de 

LEBEGUE de R3 , on a : 

S i  on pose : 

, un ouvert  de $? auquel (b)) est  d i f f émorphe .  

x =@(.i%.vi> a l o r s ,  

a?' - a4 axi =-.- - ,, 3 ( 1  i , d'où : 3" 



E. d t i p l i m t  par e t  en généra l isant  l e  r é s u l t a t ,  on obt ient  : 

S i  l ' o n  i n t r o d G t  l e s  notations : 

G ~ G ~ ,  = 6: e t  ,& 6 G ~ ~ = [ ~ ~ ~ ( , ) * G ' ' ( * ~  , on trouve : 

Si on pose d S s d F (A) , ce la  

permet il1 obteni r  : 
c3 

9 ~ P [ X \ =  G(s ) (G~~N>~ ;  ddw) 

Introduisons l e  yectevr r() q" e s t  normal à (a) e n ~ t e l  que : 1 

A 

-3 -+ .c TJ&l(s)(z(xq 
(1.3.2.2) 4 I [%) snbap4kep 4 

,:E ,,ct,, l e  sens que (\I (3) car  4 c o n ~ e n e  l ' o r i e n t a t i o n ,  
2 

1 

donc : 4 
1 N(Z) = -  ly\L 

e t  d ' a u t r e  p a r t  d'après (C3.2.21). -, 
1 

l A 
y\ 4 dTPl= 



En é levant  au  carré ;il d P ) 
rappor t  à , on t rouve  

e t  en f a i s a n t  sammation par  

Considérons 6 [ x )  comme dens i t é  ~o l ino ique  de masse au poin t  

e t  elZ,hi  c e l l e a u p o i n t  X 
La conservation de l a  masse d'un irolums a r b i t r a i r e  de que l 'on 

s u i t  dans l a  déformation s ' é c r i t  en va r i ab l e s  Lagrangiennes. 

/ 

d'où f inalement 

fh, t\m = , 
1 1 . 4 .  - Teuewi  des dé jomatL0126 

En Yertu de (1.2.3) on a l a  r e l a t i o n  sui7;ante : 

G'.& (.CI = 6,i +a €;i [(U)+O$ * b d k =  sii + L ~ ~ / Z >  b 

-> 
qui  permet de d é f i n i r  c lass iquenent  l e s  quant i tés  € * * ( A l )  e t  qi[2) appelées 

tenseurs  de 
' d 



Les équations (1.4.1) représentent un modèle non linéaire des plaques 

finces, honogènes et isotropes en coordonnées cartésiennes. 

Le tenseur liiib(s\ des déplacements s'exprhe de façon non 
linéaire par rapport aux dérivées lagrangiennes du déplacement. Cependant, 

A 
dans de nombreux cas de mécanique des solides, le déplacement varie très 

lentement d'un point Mo à un antre. Donc dans ce cas, les a i U k  sont petits 

et l'on peut régler le therme quadratique, ce qui permet d'obtenir le tenseur 

~inéerisé Eii) (2) . 
Dans le modile non linéaire les conposkltei de Xj(ù) sont 

De l'expression du tenseur G;i on trame : 

l 
Les connaissances des camposantes du tenseur G;i, permet ae calculer 

ses principaux inwriants qui sont les suivantes : 



Déf in i t i on  : appel le  déplacement r i g i d e  superposé à l a  conf igura t ion  
-> 

, un champ de dgplacement /CA. d é f i n i  sur (ou une appl ica t ion  
tt @ 

/L 
a e ~ o m a t i o n l '  @ : 3 - 5 ~ 3  ) t e l  que 

t 
e s t  un endomorphisme orthogonal  de E3 : , C e t  (i;! sont  

indépendant de X dans . 
-> 

En f a i t  5 peut s ' éc r i re  : 

-> 
On montre que l e  t enseu r  dru") n ' e s t  pas changé s i  l ' on superpose à a 

un déplacement r i g i d e  c 'es t -à -d i re  : 

-3 
En e f f e t ,  (1.5.1 ) e n t r a i n e  /il q.3 = R(3 -k v?) 

\ 

(compte t enu  de (1.5.1 ) e t  de l ' exp re s s ion  de r(z\ on montre én v e r t u  de 
t RO R=U. sue x(fi)=?f"fi') * 

Posons : 
* T  * ->+ - ~ ~ ~ ~ ~ u ) - ~ v u +  VU , t o u t  c a l c d  f a i t  on trouve : Y*(D'- u )-  

%y a , a) = (a -t 'vu)-~~* + T ~ u T (  4 + VU) 



implique v U. = 1R44 +. VU ) e t  dès l o r s  : 

Remarque 

$Ici,  u*): O implique (?~+ou)*v~J* antisymétrique. 

L'idée consiste, pour l e  prouver à f a i r e  un changement de variable en posant  : 

t e l  que : 

7 a 
: : vz 47[z)= 5 e s t  I (9 + vu)*~'] 

non l inéa i re  mais, dif férentiable . 
En e f f e t  

'2''(@) son noyau e s t  caractér isé  par : 

(1.5.6) a n t  isymétrique 

il en résulte donc que: 



On a donc, s i  e s t  simplenent connexe, 

où l e s  aii) e e s t  

indépendant de X ( donc de X 2 ) c ' est-&-dire que U* = 6 antisymé- 

trique, indépendante &e J L ~ $  c i t  03 : 

-! Z ( X ) = ~  +MC ( 2 indépendant de x ) 

Défin i t ion  : On appel le  déplacement r i g i d e  i n f i n i t é s i m a l  superposé à 

4) , un déplacement de l a  forme : 

où 6: ik fi ( f iZTA ) sont  indépendants de X (donc de x 9 1. 
L'ensemble 1 .  

k -4 
(1.6.2) ={A s e i R ( Z + ~ ) /  Je sont indépendants de 

Cet ensemble e s t  une variété  a f f i n e .  Il résulte a l o r s  de (1.5.5) et  

(1.5.6) que: 



Remarque : Les déplacements (1.6.3 ) s ' i n t rodu i sen t  dans 1 'hypothèse d i t e  

des " p e t i t e s l ' p e r t u r b a t i o n s  (H.P.P.) o ù R  supposée * n o i s i n e l ' d e ~  est 
l 

donnée par : 53 

(1.6.4) IR = 'E + & + O ( I I A \ ~ ) '  e t  d'où I t o n  négl ige  l e s  t e m e s  
3 

d 'o rd r e  au moins 2 en . Alors : 

1 1. ASPECTS THERMOMECANI2UES : [ 1, [a], [ 4 01, [ 1 #  ] . 

7 7 . 1  .- E q U b t ~ e  d ' u n  m i l i eu  

-> 4 2 
Dans l e  repère ( O ; e ,  , e ) ,  les équations d'équilibre d'une 

? 3 
conf igura t ion  

xi est un tenseur  symétrique. 

D'autre p a r t ,  pour tout volume * t e l  que OC@($,) on a : 



2 
( X  es t  l a  densi té  de force  dans 0 (2) . 

En f a i san t  l e s  changements de var iables  suivantes : 

, on aura 

O r ,  &[x )  donc Ff(@[+'))= -#{,L) C e q u i t r a d u i t  

l 'hypothèse de charges "mortes". Les fo rces  r e s t e n t  l e s  mêmes au cours 

dr l a  déformation, d'où l e s  schémas ci-dessous. 

Compte tenu des formules (11.1.2), on peut donner une nouvelle dé f in i t ion  

du tenseur des con t ra in te s ,  s o i t  : 

= m( D ~ t Z ( ~ e $ m r ~ @ ) - '  

permettant d 'obteni r  l e  système d'équations suivant : 



Dès lors, en substituant dans (II. 1.4) les formules (II. I . I ) sont 
équivalentes dans l'hypothèse de charges mortes aux équations d'équilibres : 

(II. 1.5) 

Remarque - 3  : 

est 1 ' équation de Von Kaman. 

Remarque 2 : 

Les deux dernières équations de (11.1.1) sont équivalentes dans 

I 'hypothèse de charges mortes aux équations d'  équilibres : 



Un m i l i e u  thermoélast ique e s t ,  p a r  d é f i n i t i o n ,  I, ~ l i e e  na tme l lunen  

s i q p l e  dont l ' é t a t  thermm6canique e s t  d é f i n i  p a r  son gradient  de déformation 
- 4 4  

s a  température absolue T e t  l e  gradient  de temp6ratwe a =  V;r 
Les m a t é r i a u  que 1 on considère par l a  s u i t e  s e ron t  t h e m o é l a ~ t i ~ u e s  

ce sens q u ' i l s  s e ron t  d é f i n i s  p a r  l e s  l o i s  de c q o r t a e n t  qui sont  des r e l a t i  - 
donnant l a  dens i t é  d 'énergie  l i b r e  Y , l e  t enseu r  des con t r a in t e s  , 

4 1 e n t r o p i e  h e t  l e  vec teur  f l u x  be c h a l e u  q en t o u t  poin t  m a t é r i e l  x 
en fonction de , T e t  t e l s  que : 

où on d é f i n i t  respectivement IF et -3 
% par : 

5 e s t  l e  second t e n s e m  de PIOU-KIRCHOF. 

Par c m o d i t é  d ' é c r i t u r e ,  l a  dépendance en X , 7 s e r a  supprimée 

e t  sous-entendue . 
Les fonc t ionne l l e s  de "réponse" & , , 2 e t  seront  dé f in i e s  

s u r  : 



plt(fi) e s t  t e l  9" : / l ~ ' ( R ' ) x ~ ~ x ~ 3 x ~ ~ ~  toi O b  

3 T, t o  70 

d é / t ( ~ b o \ ,  1 ,i.,; (IR) 5 {FE 1~~14 
On suppose en outre que : 

T 5 

Un pro;esîus themody,&que admissible est l a  donnée de - 
r Ü k . y '  ,$ ,b , q;> i, ,onctions fiéfinies sur go Y 3 3 t o c  . 

2 par (11.2.1) e t  (11.2.2)- 
v 

5 

l 

2 1 . 2 . 3 . -  Loi  de conbmvdovr de rnabbc 

S i  I t o n  1.5 équations i t a b l i e s  pour un "lieu continu que 
l 

lt on s u i t  dans sali ~nuvemrnt , on en dédui t  en v e r t u  de (11.1 3 )  e t  de l a  
l 

I d é f i n i t i o n  ( que 

12.2 .4 . -  LU é de d y d q u ~  l 

En mécanique des f i l i o m  continus O" les é c r i t  SOUS la forne : 1 

1 l 

(11.2.4) 
1 



11.2.5.- Loi de c o ~ ~ u ~ o n  de l ' é n q i e  

On la  rése ente sous la fome : 

-" 
Dans ces équations 4 et h désignent respectivement les forces 

massiques et 1 ' apport spécifique de chaleur néces saire à 1 'existence du 

processus. 

Aux équations précédentes, on ajoute le second principe de la thermo- 

dynamique que l'on traduit par l'inégalité de dissipation locale : 

on montre 

(II ~ 6 ) ,  

que pour qu'un processus 

il faut et il suffit que 

thermo d y n e  quement vérifié 

? h 
les fonctions de "réponse" 

A 

( )  = ( ) (relation a= contrainte) 

A =, 3 [ ~ , ~ )  3Fli (relation d'entropie). 

aF 
vérifie 1 ' inégalité de conduction de chaleur. 

h, 
4 

En effet, les relations (i) et (ii) entrainent 



donc : 

Y s F: 2 - b i  

, par  conséquent, 

3 9 

es T:E + /;T et, puisque : - 
#== 

4 é = + .+ c: E, on processus t t e m o -  

-> 
S i  un processus e s t  adiabat ique ,  d;v4 q + h = O  , il e s t  

i sent ropique s i  h 5 O e t  ~écipraquement .  Dans l e  premier cas, il y a ' 
&seence dlappoyt de chaleur et dans l e  second cas ,  Ilentropie demeure 

constante.  

Remarque : 

Dans un processus thermodynamique admissible, l e s  fonct ions  de réponse 

de contra in te  e t  d '  entropie v é r i f i e n t  l e s  r e l a t i o n s  de I 4 m l l .  



valable dès que q e s t  de classe t 'en (F e t  . 

Il en résulte de la relation : 

La scalaire dé f in ie  par : 

l 

(II.~.IO) C(F)T) a ~ [ I F J )  est appelée chaleur spécifique. ' 
3 

g ( G , r \  p o u  t o u t  ~ F J )  -T .a K T )  - 
3T 

Par l a  suite on fera l'hypothèse suivante : 

n 
Comme T 7 0 , il résulte de (11.2.10) - (11.2.12) pue ,b est, 

pour tout F donné, inversible en 7 . 



Ce principe postule que l e s  relations de comportement doivent être 

invariantes dans tout changement de référentiel et montre que 

les plus chauds vers les plus froids, 

Les lois de comportement (11.2.3) satisfont au principe d'objectivité, 

si et seulement si elles admettent les formes réduites de (II - 2 . 3 3 ) .  En outre, 

(11.2.13) 

les relations de contrainte et d'entropie en (i) et (ii) deviennent : 

iy Y r W )  h=x(E ,~ )  - ) 

( E  ,T, $xq) v = o ( E , ~ j  j q 
P - -- y .  qi C O  

L 

rC. 

Les fonctionnelles de réponse y , , dépendent des 

points X E  explicitement, mais non au temps , d'où 

L 
Remarque 

yv 
-7 -7 

q J J x ~ s O  , signifie que le flux de chaleur va des endroits 

Le système camplet des équations de la thermoélasticité non linéaire 

est forné de lois de camportement et de conservation, dès lors, le système 

s ' écrit : 

(11.2.35) d3 dans % 8 ) 9 + @ [ -  
7 a b  - + -d;v,q +lr. 

ak 



A ces équations s'ajoutent celles de (11.2.14) et (11.2.13). - 
Ces équations et inéquations sont &rifiées pour E , T définis pour 

Elles sont complétées par des conditions de frontière. 

et des conditions initiales : 

La connaissance des conditions initiales et des conditions à la frontière 1 

permet de manière générale, de trouver la solut ion du problème. 

D'autre part, les relations (11.2.13), (11.2.34), (11.2.5b), (11.2.16) 

restent valables, (11.2.37) n'ayant plus lieu d'être. 

<'[x,@$, $&]O),.T(>,o) , ?(Y, 0) sont données sur 

L 

rC+ 
~ 

Cette formulation à l'aide de la fonction Y(€, T) est assez générale 

mais, dès lors que l'on particularise (iI (quadratique et isotrope) on obtient 

des exemples ou des contre-exemples ) de la facon dont un matériau élastique peut 

se comporter. l 

l 

Il se peut que l'expérience confirme les iiypothèses faites (non par 

la donnée de y m i s  par les mesures faites sur le matériau déforné). 

En général, on prend des formes ~articulières de par des méthodes 

d'approximation asymptotique. 



11.2.8.- U e u  . t ~ o E L a ~ ~ u i q u e  homogène at diao.thope : f iZahiaaÜon 

Les l o i s  de comportement d'un & l i e u  themoélas t ique  homogène e t  

i so t rope sont object ives ;  en p a r t i c u l i e r ,  l e  tenseur  des contra in tes  peut 

s'exprimer sous forme d'un polynôme de d e h è m e  degré en . Rappelons 

que dans l e  contexte de l a  l i n é a r i s a t i o n ,  l'homogéité n ' e s t  pas une notion 

e s s e n t i e l l e .  

L ' i so t ropie  e t  l a  l i n é a r i t é  sont respectivement l i é e s  à l ' é t a t  n a t u r e l  

du milieu e t  à ses  l o i s  de comportement. 

5 o( C C  4 ( v i t e s s e  lentement va r i ab le )  

(11.2.18) l, a a; < & (temp6raAure lentement var iable  

( Su I7-'0\ < d LL 4 (température presque constante 
SL 

I A 

e s t  un champ uniforme, c e l u i  de l a  température de référence du mi l ieu  

g la s  t i que .  

A ce s t ade ,  s i  l'on i n t r o d u i t  l e  tenseur  dl$) On peut remarquer que, 

' é -  S u ~ l % U ~ \ s u p p o s 6 s  tous deuxdes  ) L- 
infiniments p e t i t s ,  on a ,  compte t enu  de l a  dé f in i t ion  de $(2) , E I =  EC 

-, r 3 ai sens des infinimentç p e t i t s .  En e f f e t ,  û) = ~ ( ~ ü ' + r ~ ü +  Vu vu) 
en t ra înen t  : 

On suppose donc : 

(II .2.39) 1 $ s << 1 , IT--%IS 4 , @TI ~ 6 c ~ ~  ' 



Remarque 

rV e 
e t  T = T ~  a lo r s  3 O.= e t ,  q - = r ( o l T o )  

représente l a  contra in te  r é s idue l l e  a l a  température de référence c 'est-;-dire 

à l ' é t a t  de contra in te  du corps l o r s q u ' i l  est  maintenu dans l a  configuration 

de référence,  à l a  température uniforme . On v é r i f i e  à des termes O[& 

près que : 

où ), , y  , d , sont  des constantes 

Ces l o i s  de comportement sont object ives  mais,  s i  l ' o n  néglige tous  

l e s  termes d 'ordre supérieur à un en 6 , on ob t i en t  : 

Le système de l a  t h e m o é l a s t i c i t é  l inéar i sée  homogène e t  i so t rope s e r a  

celui basé s u r ;  

(11.2.22) 

. 

. C 

DI$" *p , f  = 0 da, 3, 
ka0 * n. =, 

-? 

' = an, 
= 8, w a n s  

6rg)  = , an ,ano\ak 
9'. 2 = F 

= q,, NK 
dn 



Le bu t  de ce sous-chapitre e s t  d ' é t a b l i r  l a  r e l a t i o n  1 'expression du 

tenseur de con t ra in te  pour un matériau t h e m o l é a s t i q - ~ e  homogène e t  i so t rope .  

Pour parvenir  à ce but ,  on s e  s e r t  des r e l a t i o n s  therinoaynamiques dgjà, 

précédemment é t a b l i e s  à savoir  (11.2.5) e t  (11.2.6) qui. donnent : 

s ' é c r i r e  - _r 9; 
T O ( ~ , A  c Wb 

(11.3.1) 

I h  ) é tan t  la d i s s ipa t ion  in t r insèque.  

Le p o t e n t i e l  thermodynamique Y , appelé aussi énergie "~'HELMHOLTZ" 

e s t  dé f in i  p a r  : 

y =  e - TA 
o r ,  on a v u  que : 

Pour un matériau thermoélastique, on c h o i s i t  uii\ e t  7 comme 

var iables  independantes. Le tenseur  des containtes devient fonct ion de 

ces deux quan t i t é s .  I l  en e s t  de même pour l a  densi té  d 'énergie in t e rne  e t  de 

I l a  quant i té  de chaleur mise en jeu. 



-> a =a 
Ains i ,  de l a  r e l a t i o n  6 = - div4q+ iL+r: , on en dédu_t, 

pour un matériau é l a s t ique  e t  en présence d'un apport de chaleur l ' équa t ion  : 

d @ 

PL eiC +?ln +pin,~+i~-p,~.h s o i t  

.Les deux re l a t ions  permettent d ' é c r i r e  : 

IJD c~éueloppemuit de V[Ui, b ; T) en s é r i e  de Taylor au point  ùe 

référence  (- OJo) F0 é tan t  l a  température i n i t i a l e ,  permet d 'obteni r .  



11.3.2 . -  Conduot*un de-chdem dan, un miLL~u non hotnagène ei n d o h h o p e  

Dans cer ta ins  cas, on peut raisonnablement négliger l ' appor t  de chaleur 

fournie  par l e  g i l i e u  extérieur d ' o s  l a  l o i  de conduction. 

F o ~ r  de p e t i t e s  va r i a t i ans  de ten$ratures on a : 

On obt ient  alors : 

l 

poçonç C lx) a O *?rZTp aT Cw) d'signe l a  chaleur spécifique 

du solide mesurée 5 déformation constante fiif, 5. 0 . 
Portons (II. 3 -8)  dans 1' équation de l a  dynamique 



De l a  r e l a t i o n  (11.3.7) on oh t i en t  l e  t enseu r  des con t r a in t e s ,  s o i t  : 

L'une des hypothèses de l ' é l a s t i c i t é  suppose qu'à des con t r a in t e s  n u l l e s ,  

correspondent des déformations n u l l e s ,  donc 4;i = O . 

iihh e s t  l e  tenseur  d 1 6 1 a s t i c i t é .  xi e t  aiB k~ admettent 

ce r t a ines  sirnétr ies découlant du fait que VA = $ . 
Pour un matér iau  homogène e t  isotrope-, l e s  éléments de ces tenseurs  du 

2eme e t  du kme ordre  s e  réduisent  à des combinaisvns l i n é a i r e s  des c o e f f i c i e n t s  

de Lamé e t  , du c o e f f i c i e n t  de d i l a t a t i o n  thermique & e t  du symbole 

de Kronecker 5;; . Dès l o r s ,  nous pouvons obtenir l ' exp re s s ion  générale des 

con t r a in t e s  dans l a  t h é o r i e  l i n é a r i s é e .  

Loi de conduction de chaleur  pour un m i l i e u  non homogène e t  an iso t rope .  

posons 71- fo = 8 

, on ob t i en t  a l o r s .  



Dans ce chap i t r e  nous venons de v o i r  que l a  loi de comportement thermo- 

é l a s t i q u e  s'exprime pa r  une r e l a t i o n  l i n é a i r e  e n t r e  l e  tenseur  des déformations 

l i n é a r i s é e  Ekg e t  de l a  température.  

Les c o e s f i c i e n t s  d ' é l a s t i c i t é  QijhA son t  indépendants du tenseur  des - 
déformations &ch) , mais dépendent de quand l e  mi l i eu  n ' e s t  pas homogrne; 

i l s  ont  l e s  p rop r i é t é s  de symétrie su ivantes  : 

Cet te  p r o p r i é t é  r é s u l t e  de l a  symétrie des tenseurs  de con t r a in t e  e t  de 

déformation e t  

Cette de rn i è re  r e l a t i o n  r é s u l t e  de l ' e x i s t e n c e  d'une énergie de défomat ion .  

E l l e  exprime auss i  que l e  tenseur  du 4e ordre  de composantes e s t  un 

endomorphe symétrique de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  ( euc l id i en )  des tenseurs  sym6triques 

du second ordre ,  ce gui  en t r a ine  q u ' i l  e x i s t e  au p lus  21 coe f f i c i en t s  aiètk 
( n  = 3 ) .  

L '  ex is tence  de c e t t e  énergie de déformation dé f in i e  p o s i t i v e  implique 

encore : 

Dans l a  s u i t e ,  on s ' i n t é r e s s e  à un m i l i e u  thermoélast ique l i n é a i r e ,  

t ransversalement i so t rope ,  rappor té  à un repère  orthonormé ( 0 ; ei . 
Un t e l  mi l ieu  e s t  c a r a c t é r i s é  par  l e s  tenseurs  de cont ra in tes  e t  de 

déformations d'une p a r t ,  e t  p a r  son groupe de symétrie ma té r i e l l e  engendré p a r  
3 

- 3 ,  i e t  l e s  r o t a t i o n s  d'axe e3 d'angle ( 4 ~  2 O) ZT [  [ d ' a u t r e  p a r t .  

En généra l ,  l e s  coe f f i c i en t s  ne sont  pas tous  nuls  e t  en 

p a r t i c u l i e r  nous en ayons 6 dans l e  p lan .  De l a  r o t a t i o n  d 'angle  ( P E  7 0, tnC + 
autour de e2 , on montre que : 



sont respectivement un tenseur orthogonal et l'ensemble 

des tenseurs orthogonaux. 

Fer exemple, Q = R$ est une symétrie admissible, ce qui 

implique compte tenu de : 

que : 

au résultat suivant : 

Si l'on pose : 

Rii, est un tenseur du second ordre et, aibhk s 'exprime liné- 

airement en fonction de e t 7  ,soit: 

- 

Si l'on pose : 



qui redonne le cas isotrope pour lequel : 

Remarque : La m a t r i  ce /A(<) = A;$& (au l e  tenseur O' * k - i ; ~ ~  
, qui n'est autre (au facteur 

kr d 
Uh;RBl;~g ~ " Q Q  c', - ye 7 O , près ) 

que la matrice du "tenseur acoustiqueT'. (II. 4 . 1  .6)  s ' -rime en utilisant les 

1 notations tensorielles. 



2 4 + 4 
a,, - ( ~ ~ + ~ ~ 1 $ ~ ~ + ~ , e , ~ e ,  .7,e,me3 

A g r ,  ~ r ë i a ?  +qiZ~%$ 

11 .4 .2 ,  - ReLation coMktra in te-coe~~c/ iw& d' éRasLLci; té-2mpZWe.  

De la r e l a t i o n  = ~ i i w ~ L f k , ~ - ~ ~ ~ i ~  5 0. tro-e 

* 

- ( X o + 2 r ~ ~ ~ , r * ~ o ~ 2 , e + ~ t ~ 3 , f ~ ~ = ~ ~ h ~  % - 



11 1. - TH ERMOELAS71 CITE PLANE 

* - + A  
Par rapport  à un repère orthonormal O X X I X  3 (ou 0 , e, . e e 

2' 3 
on considère l e  domaine cylindrique : 

où  (u)) désigne un domaine du p ian  O Z  , de f r o n t i è r e  r é g u l i è r e .  

Etant  donné : 

4 
i )  . des forces  volumiques de dens i t é  dans (a ) , des déplacements u 

S.. [ x 3-R ,+-Ri. 
. des forces  sur fac iques  de dens i t é  F : 

r, 3-R , .+RI: 02 r , v % * ~  , T, OI\= @ 
ii) . Une température de référence  Sur : 

*RC 
. Un fl; de chaleur  de dens i té  q o  sur : 

. une dens i t é  ca lo r i f i que  dans (Q) . 

Si , 7 , sont  indépendants de y3 e t  p a r a l l è l e s  au p lan  

[ ~ % x t )  ; ?c , 0, e t  4, é t a n t  aus s i  indépendants de t3 , a l o r s ,  l e  

problème de l a  - t he rmoé la s t i c i t é  s t a t i q u e  e s t  l a  recherche d'un é t a t :  

[ ;, fi 9 QI ~ B J  d é f i n i  sur (9) correspondant aux fo rces  

e t  v é r i f i a n t  l e  s y s t  &ne d' équations de l a  the rmoé la s t i c i t é  l i n é a i r e  homogène 

e t  i s o t r o p e .  Il s ' a g i t  de reprendre l e s  équations , (II - 2 . 2 2 )  qu'on adapte aux 

hypothèses du nouveau probl'eme. 



Un calcui  immédiat montre que : 

(ul . ) étant  solution du s y s t h e  suivant  : 

qPjp + a b  = O  

Le problème (III. 3 .8)  e s t  un problème plan auquel, pour obtenir la 

so lu t ion  du problème t r id imensionnel ,  on a joute  : 



s -- -> 
Comte t enu  fies hypothèses f a i t e s  s u  

on 1 ,$tend ; -ce que de déplscerftint ne dépendent 9°C de ( 3, ) 

~ j f i n i t i o n  : - 
ifJ , 5 , 0 3  é t a t  de défoimation t h e m o é l a s t i z ~ e  

plane si : 

l 

11 en r é s u l t e  innédiaternent que 



De ces r e l a t i o n s  (III. 3 . 4  ), on ob t i en t  : 

On di t  que (III. I . 7 ) ,  (III. I .8) a b e t  une so lu t ion  unique qui  e s t  

c e l l e  de l a  déformation plane associée  au problème t r id imensionnel  (III. I .2) . 
Cet te  so lu t ion  ne résoudra (111.1.2) que s i  : e=0 , OU G+T2= 2x0 . 

Remarque 

La so lu t ion  du ~ r o b l h e  t r id imensionnel  (111.3.2) qui  e s t  unique s i  

e t  son t  des mesures p o s i t i v e s ,  v é r i f i e  : 

Car s i  l ' o n  pose : 

I 

il en r é s u l t e  immédiatement que l e  nouvel é t a t  C ut, B', +) E r ]  l 

3 
, compte 

tenu de -d, s 5 = uo z Q , e s t  s o l u t i o n  de (III. 1 . 2 )  si en e s t  une, alaù l e  

r é s u l t a t  en vertu de l ' u n i c i t é  '$=üf . 



Cette remarque ya permettre de passer  à l a  not ion  d ' é t a t  thermo- 

é l a s t i que  en con t r a in t e  plane (resp. de con t r a in t e  géné ra l i s ée ) .  

Déf in i t ion  1 

Etant  donné une Ionct ion  

3 on lui associe  : -9: 9-7 \R 
R3 pa r  : 

+e, 
i [ {[xi 1x3) 4 x 3  
ZR -4 

Compte t enu  de l a  remarque, on a : 

Les équations d ' équ i l i b re  àeyiennent : 

d 

= Ud(Yi ,kt) s u r  \y ) 
- 
0 = S,fX\;x2) sur Cr,) 

4 

TV Mp ,F,\xr ,Xe-) sur 0%) 
ir) 

B,&flp= q o  s - v 4) 



Définit ion 2 

[ T' . ,y , 81 solut ion de (III. 3 - 2 )  est dit é t a t  de contra in te  

plane s i  : 

é t a t  de contra in te  généra l isée  s i  : q3 = 0 t 
Les équations du problème de con t ra in te  plane sont donc : 

L ' élimination de en t re  ( III .3.3 4) donne : 
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Les au t re s  équations r e s t e n t  inchangées. On obt ient  un p l m .  

(111.1 -36) 

+ B , d & = 0  ) q p n p * a d = o  

+ l e s  conditions (111.2.34) SU F! , 3 4 e t  l'q - 

(111.1.26) n ' a  été obtenu qu'à l ' a i d e  de G3 = O . 

111.1.3.- Etats L h e h m o é e a ~ ~ q u ~  peLu26 
4 

I 
Dans ce qui. s u i t  on supposera e t  )L nuls ( l a  fo rce  -roiunique e t  

l 

1 ' apport de chaleur)  . 
Un é t a t  thermo6lastique plan de constante h , 1 es t  l a  donnée 

de C Ua , qp , 01 suffisamment continûment d i f f é ren t i ab le  e t  continus dans 

( ) v é r i f i a n t  : 
l 

qp ,p = O ; W b =  

\= ""o- 
q \ ~ d , @  i U ~ j d  

G ( S k  - &de\ Ja? 
(111.3.37) 

Les condit ions de ccmipatibilité c lass iques  ( s u r  5 ) se  réduisent  

dans l e  cas plan à : 

s o i t  



o r ,  d'&près les équations d'équilibre : 

aloù l'on déduit que 

G,ir=-5,~i=-Gz,2t  1 

A l o r ç s i [ c p \  ~ é r i f i e q ~ ~ ~ = o  e t  t r k k = O  1 dans 

(O ) l e s  r e l a t i o n s  contraintes-déformations e t  40 = O ent ra inent  ( I I I .  3 .38 ) . 
Tout é t a t  t hemoé la s t i que  p lan  C 4 , 6 , K,,, , 1 engendre un 

é t a t  t r idimensionnel  s i  l ' o n  a jou te  l e s  condit ions : 

Il r é s u l t e  de l a  t h é o r i e  de l ' é l a s t i c i t é  p lane  que : 

3 
1 2  = ; ql= \tJ4,4 i q 2 = - y t 2  si W E  tf(a; 
v é r i f i e  Ep,p=o 

E n  ou t r e ,  on a A ( G ~ \ =  O si e t  seulement s i  y e s t  

biharmonique c ' est-&-dire : 

Réciproquement si Ù;; = s2., e s t u n i f ~ r m e  de c l a s se  

tH[b7)l) sur Lw) et rr = 0 , il existe %'+ra; ~ 2 )  . 8 .  

t e l l e  que : 



y e s t  d i t e  fonction dl A i r y  sur ( ) éventuellement m u l t i f o m e  bihaiaio- 

nique de contra in tes  associées définies par  (III . 3 .6 ) .  

Théorème 

So i t  une fonction d'Airy. S i  l ' o n  suppose en posant 

que : 

'Wfh) e t  l( b) représentent respectivement le moment r é s u l t a n t  e t  1s. 

r é s u l t a n t e  des e f fo r t s  t angen t i e l s  appliqués à l'arc ( 0 , rh ) de ( 1. 
De l a  r e l a t i o n  (111.3.4) on peut d é f i n i r  les condi t ions  aux limites 

suivantes  : 1 



ce qui donne en vertu de : 

Par a i l l e u r s ,  Y(O) = O , permet de v é r i f i e r  que : 

v ( h )  = m\ ( h ) ,  dylb>= _ ~ ~ ~ l  par in tégra t ions  suicess iues .  
dn 

1 V .  - FORMULATION YARlATlONNELLE [ 5 1, [ I l  , [32j  , [8] , [9] . 

Cette formulation s e r a  adaptée aux équations de base de lathermoélasti-  

c i t é  l i néa r i sée .  Ces équations sont les- suivantes : 



Une formulation va r i a t ionne l l e  du problème (T.Y.3) consis te  à t rouver  

solution de : 

2 , ,v sont des espaces v e c t o r i e l s  définis par : 

On va j u s t i f i e r  l e  choix de ~ ~ ~ y ' ~ )  , puis étudier, aumoins  

formellement 1 ' équivalence du ~rob lème  ( IV. 1 ) e t  de l a  f onmilation 

var i a t ionne l l e  précédente. 
9 

Tout dTabord ( L2 [n) ) étant m u n i  du produit  s c a l a i r e  

- x 9 
Y .  2 s i n i i e  que ( A (8- d. ~?i)-~(zl 1 %) 

4 
Donc s i  T(2) 6 f(%) , & Q ~ ] = % ( / U )  p.p. dans 

(Q).  Ce qui n l e s t  aut re  chose que ( m . 1 ~ )  pour que L'(R) . 0'9 

s Z ~ l ; ) z ~ ( ~ i ~ i 4 a ~ i + a i ~ n ~ ~ r ~ ~ s i  pi E M J ~ I ~ ( s L ) . ( ~ - ~ ~ )  et (m.2c) 



2 
ont un sens si i1 on prend iei q u u t i i é s  & ai et, n dani (%) ,!; &L(P) 
ainsi que 4, 

(1~.2b) s'écrit alors : 

est une forme bilinéaire de 1~ Ir dans 

, donc doit vérifier l'inégalité 

En posant H=c(~) on a bien. 

La forme bilinéaire a (2 13) est donc continue. 11 reste 2 montrer 

qu'elle est coercitive, c'est-à-dire qu'il 

telle que : 



Or, 1' inégalité suisante exprime que l'énergie es t  strictement 

positive : 

implique : 

Si l'on pose ~ = s ~ ~ ( P )  , l'inégalité de Korn permet d '  écrire sur 

tout le damaine : n /  

L'inégalité (IY.7) se transforme en l'inégalité : 

2 
(IV-9) a(&, V\ 2 ~~~v 

qui prouve que a(& V) est coercitive sur i f  espace vectoriel v a  
En e f f e t ,  la formulation variationnelle en contrainte et déplacement. 

Puis que BpO(~\c L2[x) on a : 



On peut a l o r s  appl iquer  l e  lemme de Lm-Milgram au problème (IY .3 ) . 
Il e x i s t e  une s o l u t i o n l f  e t  une seule. 

Général isat ion 

On peut g é n é r a l i s e r  1' étude de l a  forme l i n é a i r e  LC v ) daas le cas 

où l ' i n t é g r a l e  siu. l a  f r o n t i è r e  ae 2 est  non nulle &fi* 

- e s t  t e l l e  que nous pouvons a~pliquer l e  théorème des t races .  

Pour l e  second terme de L( V )  , on s a i t  que [ 1, l a  r e s t r i c t i o n  

(plan d ' m e  aqp l i ca t ion  yE v\I:,~(~\ à l a  f r o n t i è r e  de 9 e s t  

continue : 

Y -7 
11 e x i s t e  done une r é e l l e  k > 0 t e l  que : 

ave c 



l On montre a i n s i  l ' e x i s t e n c e  d'une cons tante  réelle t e l l e  que : 

Dans l e  cas généra l ,  on ob t i en t  : 

De même 

t r i l i n é a i r e  continue sur 
1 zxvxv 

On peut aussi classiquement montrer que l a  forme 

(IV. 19) d : (8)t)  e s t  b i l i n é a i r e  continue sur &P.  
vc ( W ~ ' ~ Ù ) ~  

oi <y Q > désigne l a  ~ l e r r  de l a  d i s t r i b u t i o n  T pour YI  $&) 
~ ( 2 )  e s t  l 'ensemble des d i s t r i b u t i o n s  (forme linéaire continue) 

sur . (1y.18) e t  (1v.39) s 'Écr ivent  encore : 



(1y.2.2) Pmb&ème aux .UniAu 1263, C271. 

De l a  r e l a t i o n  a = k\$b) +@QT,) , . on a 5s-t que 

1 . 2 .  ne=0  ans Lw\ 

On associe à (IY.2. l ) ,  l e s  condit ions a m  l i m i t e s  homogènes du type 

mixte qui peuvent dépenûre du contour de (W) . 
Nous obtenons a i n s i  l e  problème suivant : 

En f a i s a n t  in t e rven i r  l e s  coe f f i c i en t s  physiques dans l ' express ion de 

l a  dérivée normale on obt ient  : 

02 , désigne 1a dérivée;  l a  dérivée normale généra l isée  associée 2 

1 1 0 p 8 x e ? r  d i f f é r e n t i e l  A intervenant dans l e s  équations am d é r i ~ 6 e s  

p a r t i e l l e s .  Du point  de m e  mathématique, c ' e s t  e l l e  qui a o i t  interrrenir  

les  condit ions aux l imi t e s  pour que l e  problème s o i t  b i en  pose. Ainsi 

3 bfl 



intervient tout naturellement dans les problèmes physiques, en lloccurence 

quand le flux de chaleur est imposé sur une partie de (au) . 

L'équation de la chaleur dans le cas statique pour un milieu non 

homogène et non isotrope s'écrit : 

Les lois d'état ne constituent qu'une partie des lois de comportement 

et ne permettent à elles seules d'exploiter les equations de la thermoélasticité. 

Il faut alors écrire une loi complémentaire qui donne une information 

sur le vecteur flux 

En milieu isotrope, on a : 

En thermique, on suppose que le milieu (0) est isotrope (hypothèse 

d'ailleurs simplificatrice), ce qui permet d'écrire : 

La propriété de coercitivité est traduite par : 

On pose : 

On assure ainsi la coercitivité de la solution en de (1~.2.2), 
i 

il reste alors à déterminer . 
On suppose tout d'abord continue dans (CU ) et continument diffé- 

rentiable sur (ad. 
~ La propriété résultant des formules de Green montre que : 

I 
où 0 et @ sont dérivables au sens aeç distributions dès que H k), 

~ V-ts H'@\ 



On d é f i n i t  Hl(#) par : 
l 

(1~~2.8) H ~ ( w ) = [ B E B ' c ~ ) ~ @ ~  
I 

- 
l D [ q )  est le domaine ae l'opérateur linéaire I$ , où : 

posons : 

(1v.2. IO) b) h~ 7 = O (&alité ayant lieu & 0 ) 

calculons ( A @ ,  (3- ) : 

l 1 

I L'opérateur & symétrique, 030 ç-ur au , on en déduit que : 

- VB\ ?X:D, en vertu de (YI==. 2.10) , c AB, 67 - 
Z l 

l donc : \ TB\ = O , c'est-à-dire 

Il en résulte que : 

fS est constant YX [a) . 

l D' après la relation (VIII .2.10) , 8 existe et il est l'unique 
solution de (IV - 2 . 2 )  (~ax-Milgrm) . , 

Supposons l'existence de 0, et bL solution au problème initial alors : 



< A$ , 8) = O  Q . & ~  ce qui montre que : 

( u n i c i t é  de l a  s o l u t i o n ) .  

On prouve a i n s i  qu'en t o u t  point  (LU) l a  so lut ion de (IY .2.2) 

e x i s t e  e t  e l l e  e s t  unique. 

I V .  3 .  - Phque nKnce fietunoéeasfique en flexion et c h g é e  Zuwuvmdement 

L'étude de l a  plaque thermoélastique se  f a i t  en théor i e  l i n é a i r e ,  ce 

qui donne des r é s u l t a t s  approchés. 

Dans ce qui va s u i r e ,  on suppose que l e s  paramètres considér6s dans 

les ca lcu l s ,  var ient  l inéairement suivant l a  d i r ec t ion  normale à O)( 
3'  

Tout d'abord pour f i x e r  l e s  idées ,  on donne l e s  dé f in i t ions  : 

Défini t ion  : 

Une plaque e s t  un so l ide  l imi t é  pa r  deux p l u i s  p a r a l l è l e s  d i s t an t s  de 

e t  par une surface cylindrique perpendiculaire à ces plans.  Les équations 

des plans moyens é t a n t  : 

1 Le domaine 9 occupé par l a  plaque e s t  dé f in i  par (III. I .l ) . 
Pour un point  M(x, kL) f i x e  dans (Q ) ,  T3 = 0 . L ' e t a t  de contra in te  e s t  

I 
a l o r s  pian ( // 0 X , X L  1. 



Défini t ion  d'une plaque mince 

Une plaque (9) e s t  mince lorsque l a  hauteur e s t  presque négligeable 

devant son diamètre, ce qui correspond & une condit ion mathématique à savoir  

l ' ex i s t ence  de : 

R E = $ c L  4- ( ( d  : diamètre, 4 : hauteur)  

En pra t ique ,  l a  plaque e s t  mince dès que 1' on a : 

d ( condit ion d' or ig ine  e q é r i m e n t a l e )  . 
Cet te  condit ion d 'or ig ine  expérimentale, impose une l i m i t e  de v a l i d i t é  

pour l a  théor i e  de l a  f lexion.  Le f a i t  d 'avoir  suppcsé l a  plaque mince, permet 

de ramener l e  problème r é e l  à un p o b l h e  bidimensionnel. 

En outre ,  on suppose f a i b l e s  e t  continus l e s  déplacements e t  l e s  

défornations dans 1 épaisseur 4 ( x ~ ,  kt) de l a  p i q u e .  Ces supposit ions sont 

r e a l i s t e s  sur l e  plan physique e t  pra t ique  du point  de vue mathématiques. 

Ains i ,  on é tud ie  l a  plaque thermoélastique qui f l é c h i t  sous l ' a c t i o n  

d'une fo rce  perpendiculaire au plan moyen. 

On remarque t o u t  d'abord que : 

en X3_ - h ( Z = t l )  , il n ' y  a aucun e f f o r t  extér ieur  qui  s 'exerce 

donc : 2.- 



ZV.3 .2 . -  Equatiom appmchtes : modUe de. W~choo&  
A 

De l a  r e l a t i o n  de Hooke, on aédui t  pour Y3< 
r e l a t i o n s  : 

En i n t é g r a n t  ces  r e l a t i o n s  par rappor t  à )( 3 ' On : 

Le déplacement .\N(YL, Y 2) , appelé a u s s i  déflexion e s t  indépendant 

Le modèle de Kixchoff en théor i e  linéaire d'une plaque thermoélast ique 

permet à 1 ' o rdre  O&?) d '  obteni r  les r e l a t i o n s  approchées : 

En e x p l i c i t a n t  ( I V  .3.5) on t rouve  : 



"'que : En t h é o r i e  l i n é s i r e  l e  ch_ de t_péra twe au Yoiiinaee dlvn fi 
de (n) e s t  présenté  par T = T0 

L'élimin,fi~n de 0 des -quat-ons (17.3.6) p e m e t  d 'obtenir  (1v.4.6bis) 
C 

4-vL 

I V . 3 . 3 . -  Reeatiom e&e X e d  donced, le6  moment6 et le6 c o m a  hm lu 
1 

buh& d'une p t q u e  

Comme dans l e s  cas pr6cédents.  on dé f in i t  l e s  nouvelles quan t i t é s  

( t enseu r  des moments résu l tan t s  ) 

- 

O&= Je1i,Lq3 Jt3 effor t s  t ranchants  

4 A 
Les quan t i t é s  et é t a n t  indépendants de k3 , on a : 

dB d P  



En e r p l i c i a n t  les falmvles ( ~ 1 . 3 . 8 1 ,  on ob t i en t  l e s  moments de flexion 

De l a  même manière on trouve les e f f o r t s  t r ancha~ t s  Nit . N Z r ,  NI 



En e f f e t ,  l a  plaque (Q) chargée transversalement f l é c h i t  sous 

1' act ion de 2/0,6, 4%) perpenainr la i re  eu plan moyen e t  des couples de 

f lexion e t  de to r s ion ,  
4 

En théor i e  l i n é a i r e ,  l e  champ ae température TO(( ,xt,0) au 

voisinage d'un point  M de (a) e s t  de l a  forme T r_TO + x3*h 
En éliminant des équations (IV.3.6) on a obtenu (1Y.3.6bis) e t  (IY.3.9). 

C ' e s t  l a  l o i  de Hooke-Duhamel qui a permis d t  é t a b l i r  l e  l i e n  en t re  con t ra in te s ,  

déformations e t  température pour l a  première f o i s  en thennoé las t i c i t é  plane.  

On s ' a p e r ~ o i t  a lo r s  que toutes  ces quantités éooquées sont indépendantes de t3 . 
La plaque 

L a  méthode employée consis te  à exprimer W CY',~Z) en un point  40 
du f e u i l l e t  moyen, pour en déduire ensu i t e  au point  M , l e  vecteur déplacement 

, l e s  tenseurs de contra in te  e t  de déformation. Le déplacement e t  ces 

déformations son t  supposés p e t i t s ,  ce qui permet de manière r é a l i s t e  de confondre 

les coor&onnées lagrangiennes e t  eulériennes.  On a en outre  supposé que e t  

U; i sont continus e t  indéfiniment diff é ren t i ab les  c ' es  t-&-dire : 
b 

La dé f in i t ion  e t  l a  s i g n i f i c a t i o n  des d6foma;tions géométriques sont 

t r adu i t e s  de l a  manière suivante : 

On considère f i e ( g )  , wj~(cio) t e l s  que : 

3 e s t  un unchamp be déplacement. Dans de nmbreux cas ,  on considère que l e s  

déplacement longitudinaux de l a  p a r t i  cu le  sont négligeables d e ~ a n t  son déplace- 

ment t r a n s v e r s a l w  . Cette hypothèse que l ' o n  peut q u a l i f i e r  de r é a l i s t e ,  permet 



d10bten3 des ~ésultats simples, concernant les quantités Kp , et  NO(^ . 
l 

On r a a rque  que les poids de 1161&ent ( 
) sont sollicités par 

l e s  forces 0% et à l'aide des et q&, . 



La condit ion d ' é g a l i t é  à zéro de tou tes  l e s  forces  dans l a  d i r ec t ion  

de l a  normale implique : 

1 3  QdI,( + Q z l , ~ +  63 = O  , f3 e s t  la charge t r u i s v e r s a i e .  

De l a  condit ion d'égcilité 2 zéro des moments pa r  rapport  aux axes bYc e t  

0X3 , découlent l e s  r e l a t ions  suivantes : 

De ces équations découlent l e s  représenta t ions  des forces  tranchantes 

par  l e  déplacement \K [xi ,  x &) : 

Ainsi l ' équa t ion  (N.3.35) devient : 

s o i t  : 

On ob t i en t  a i n s i  pour l e  déplacement-W" , une équation d i f f é r e n t i e l l e  

l du quatrième ordre non homogène, caractér isée  pa r  l e  nouveau terme 

qui n ' e s t  au t r e  chose que l ' appor t  thermique. 



V. -  REPRESEMATION D'UN ETAT THERMOELASTIQUE PLAN A L'AIDE DES POTEMIELS 

COMPLEXES 121 , P31, 141 , P l  73 , C 221 

V . 3  . - RepkEs e.&aXLorz eA XkZuahe 

On sait tout d'abord que toute fonction (~i,k~)~eut être représentée 

de manière très simple à 1' aide de fonctions de deux ~ariahles complexes . 
Cette représentation est d'une très grande importance pour la théorie 

de l'équation biharmonique et en particulier pour la théorie de l'élasticité 

plane. 

Comme &b 0 = 0 dans (Q),  il existe trois fonctions analytiques 

$(3) est une fonction holomorphe de dans , 
En vertu des relations de Cauchy, on a : 

ce qui implique que : 

(v.1 .3) . sont vérifiées par 

les parties réelles et imaginaires de dw 

l 
Théorème : 

A l'aide des potentielles complexes y(%) , g(%) et on a la 

représentation d'un état thermoélastique plan 4 . 



Réciproquement, si les composantes 114 , UL du déplacement (V.J . 6 )  
1 

sont uniformes, C UA 1 8 1 est un état thernoéla~ti~ue plan associé 

à y , e , r  , v e q .  l 

De manière classique on a : 

Si l'on pose : 

b ( z , i )  = U, IX~ ,X~ \  + k l W 1  ,o(L\ 



On a alors  : 

2% , soit 



d'où l ' express ion du déplacement : 

(v. 3.10) 

Le déplacement in f in i t é s ima l  \EJ (z) = i + P peut r a i son  notablement 
1 

ê t r e  négligé dans l a  p lupar t  des cas.  

La formulation du problème de t h e m o é l a s t i c i t 6  plan à 1 ' a ide  des 

po ten t i e l s  complexes, a permis de me t t r e  en évidence l ' i n f luence  de l a  température 

qui s ' e s t  t r a d u i t e  par un accroissement du déplacement.  intérêt de c e t t e  

formulation rés ide  dans l e  f a i t  d 'avoir  quantifié l ' appor t  thermique qui e s t  

l e  terme complémentaire '~d(2V-4)  F (3) . On s ' a p e r î o i t  que terme dépend 

de l a  nature du matériau e t  de l a  fonction holomorphe ç [z) . 
Ce r é s u l t a t  e s t ,  du point  de vue physique, peu surprenant dans l a  ~ 

mesure où ce matériau n J e s t  pas i s o l a n t .  l 
I 

Inversement s i  l ' o n  pose : 

(v. 3.4) s ' é c r i t  : 2quA = -yd 4 (4- v)I~Jz\  4 $f(tr-i)FA + % 

puis ,  compte tenu de : 

ytiL'y'ah zqbk4Ft,i 1 F(x't  y(%) holomorphes dans . 



Ce qui  a &rit : 

c e  qui montre que CUh ,TV , B 1 e s t  un état thermoélaçtigue plan. 

Y. 2 . 1 .  - CdcLLe den éLémem de irEduc;tion en O den e J @ m  appfiqué~ hm 



Ainsi ,  p a r  l e  b i a i s  de (v.1.3) e t  en groupant l e s  r é s u l t a t s  précédents 

on trouve 

-\ 
S i  l'on désigne pa r  % ('VIl, ) l a  noma le  2 a e t  si l ' o n  pose 

\$a a) ains;  on pourra  é c r i r e  : 

Les composantes du t enseu r  des con t r a in t e s  en coordonnées p o l a i r e s  sont  

l e s  su ivan te s ,  après p ro j ec t ion  

(y.2.4) 

* 

id. . d z  
m, + i nz = e = - A -  = i( & L=) 

& ; % & l a  

-id 
% < - i n t = e  = i d :  . v % -  

A b h  
A 



De ces formuleson ob t i en t  : 

V . 3 . -  €;tude del dlux de chaeeutr l e  Long de 

e s t  un matériau homogène e t  i so t rope .  Le vecteur  flux de chaleur 

8' e s t  donné p a r  loi de Fourier. 

Posons : 



- - 
En fonction des po ten t i e l s  complexes q(1) e t  d(2) , 

a b  a2 30 & - f)'lz) 
r e 

3% 32. ~ X L '  soit 

- 
Le flux t o t a l  l e  long de 1' a rc  e s t  donné par : 

s o i t  

Remarque : 
-1 

S i  l ' o n  i s o l e  l e s  parois de l ' a r c  bB , alors l e  ~ e c t e u r  f lux  de 
-\ 4 

chaleur s 'annule  ( q =  O , T-5 'c, O ) .  



Par contre, lorsque le flim est constant le long de alors : 

[ -1 (2) 3 constant. 

Il convient aussi d'examiner le cas où la surface de A 8 est telle 

qu'elle est discontinue. Dès lors, cela se traduit physiquement par : 

Si h = , nécessairement les deux situations suivantes : 

0 , 4.) - 0. ~ l - p c z ) * o  

- 

La variation du flux de chaleur sur les frontières du matériau 

A-$ CI('&, \=A) détermine le champ thermique en son sein. 

Nous avons en général pour un problème de thermique 3 sortes de 

conditions aux limites à savoir : 

(y-3.7) 

Bb~,b) = @ d t )  imposé sur ( p )  par l'extérieur 

qt70,t) = q, Lt) impsé sur v' ) 
q \7*, t) = C [ Dlz,t> - $1 

'BI?,~) i Bo[-L) condition initiale 

Le  aram mètre , appelé conductivité thermique traduit la capacité 
du milieu à conduire de la chaleur. A ce paramètre on associe la grandeur RC 
appelée résistance de contact définie par : 

(Y.3.8) 



I VI.- RESTRICTIOfiS SUR LES POTEhiTIELS COMPLUES ?(Z) , , (2) ET {(t) l 

POUR QUE CONTRAIIflES, DEPLACEMEM ET TEMPERATURE SOIENT UNIFORMES 131, 1221. 
l 

V I .  1 .  - Pos&on du pmblhe  
l 

On suppose que domaine (W) est muitiplement connexe et que 
l O aw Z % uah e, un arc femé simple on (lacet injectif). En effet, 
l 

* z ,  
si (W) n'est pas borné, les composantes connexes bornées de a, .., Vp seront 

I deux à deux disjointes, 
Si ( W )  est borné, elles seront en outre strictement incluses dans la 

composante connexe bornée de 

( ) est soumis 2 une température définie comme auparavant, par les potentiels ' 
complexes 4 ~ ~ )  et $XI , c'est-à-dire : 

1 

On suppose en outre quelle que soit l'évolution de la température, 

les arcs 7% restent toujours 2 à 2 dis joints. 

~éfinition et propriété de 1 lindice 

Etant donné (; W-> c ,  holomorphe et le (@),  on pose : 



0; (e e s t  un contour simple fermé, donc un l a c e t  i n j e c t i f  a r b i t r a i r e  inc lus  

dans ( W )  e t  passant par > , l a  ya r i a t ion  [{i'f, de 4 s e r a  donc 

uniforme dans (CIO) . 

41%) e s t  donc uniforme &ans (W ) s i  

3 déf in i  par (VI. I . I  ) e s t  appelé indice.  

On démontre l e s  de l t i n à i c e  e t  il en r é s u l t e  que : 

1 

dérivation 

(i 1 3({+~ ]>) =.J ({1)+1(4;.) linéarité 

(VI. 1 -2) 

lii: 3(uj(~),3=~ït)I(8;2) unif0- - 
l 

( i i i )  1(<[3j 3 ) -  - 3 (g (21, 't) 

S i  1' on impose aux con t ra in te s ,  déplacements e t  température d '  ê t r e  

unifornes dans tu") , on  oit que l e s  po ten t i e l s  complexes ,%(>)et 

doivent v é r i f i e r  l e s  r e l a t i o n s  s e y a n t e s  à savoir  : 

l _ En dérivant l a  première é g a l i t é  par rapport d 2 , puis Far r a m o r t  

à 3 on obt ient  : 



d'où, à l ' a i d e  de l a  seconde re l a t ion  

De  même l e s  troisième e t  quatrième é g a l i t é s ,  dérivEes pa r  rapport  à , 
donnent : 

En e f f e t ,  l a  r e l a t i o n  ( ~ 1 . 1 . 7 )  implique : 

'J I d(.>; '2) = tirPr* 

e s t  une constant cmplexe qui dépend a p a r i o r i  du contour considéré 

e t  ( ~ 1 . 1  .3) implique : 

J ( t(3); 7) = - t i v ( &  + TT) 
La première é g a l i t é  (~1.3.3), (71.1.6) e t  (v.1.7) ent ra inent  : 

Le déplacement D s e r a  uniforme b t 6 ( ~ )  s i  e t  seulement si 



a l o r s  : 

On v o i t  que donc que l a  fonct ion  p o t e n t i e l l e  complexe j(%) s e r a  

holomorphe e t  uniforme dans ( W )  a i n s i  que y'(%). 
O S i  l e  domaine (W) e s t  borné,  l e s  a r c s  16( , . . . , d , i n t é r i e u r s  

Pei 
au  domaine l i m i t é  par xp , seront  o r i en t é s  dans l e  sens r é t rog rade ,  

l ' é t a n t  dans l e  sens d i r e c t .  

O S i l e d o m a i n e ( W ) e s t n o n b o r n é :  

Tous l e s  3, , . . . , % seront  o r i e n t é s  dans l e  sens ré t rograde .  

Examinons successivement ces deux cas à savo i r  : 

( Cl) ) borné : 

S i  l e  domaine f ~ )  e s t  borné,  l e  long de t o u t  contour k- , entourant  

T i  e t  seuiement l e  long de ce contour ef i n t é r i e u r  à(UI) 

on a : 

où e s t  l a  cons tante  complexe ne dépendant que du contour. 

S i  a-  e s t  i n t é r i e u r  au domaine borné , on peut é c r i r e  : 
b 

U 

pour t o u t  contour 

Comme 3(hn [z- Q j) ; 't)= O , pour tol i t  contom 

dédui t  que [ )  e s t  de la forme : 



où d(*) e s t  holomorphe (donc uniforme) dans (0) .  D e  manière analogue, 

on établit que : 

on a d'après ( ~ 1 . 3 . 8 )  : , 

De mgne on e n  d é d u i t  de (YI .  3 .IO) que l e  dép lacenen t  est uniforme s i  

pour t o u t  = 3 ,  ... , , ce gui iquivaut  à : d 

Ai, = O 
0 4 2 r  - - Bi 
'i - 1  

La fonct ion  {(z) e s t  holomorphe uniforme bans (CO) , (donc l'est) 

e t  l e  flux de chaleur  t o t a l  au trayers de tout Illj, est nul  car : 



Par a i l leurs ,  d '  après (Y .l . t) on a : 

ou encore d '  aprss (YI. 3 . ? 4) 

par ailleurs on a  : 

soit : 

d'où l a  r e l a t i o n  suivante : 



O Si le domaine (W) est borné : 

on a le déplacement, les contraintes et la température wifomes. 

d'où si l e  domainei((~) est non borné, on a ,  pour Iz\ assez grand, les 

relations suivantes  : 
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Les fonctions , L ~ c )  , KI%) sont des ponctions holomorphes 

en tout 3 kW) tel que h\ 7 Q qu'on peut exclure lorsqu'il est à 

l'infini. y et y sont les composantes du vecteur résultant des forces 

extérieures appliquées le long de la fr~tière a(& , clest-à-clire de l'union 
des contours 7, , . . . xp \a\a = gyi - . Une fonction e s t  holomorphe 

en un point , si au voisinage de ce point, on peut la représenter sous 
la forme d'une série de Laurent, d'où : 

b(2) , L ( 3 )  et bf(3) convergent unifornément en tout point 2 d'un 

borné \o') tel sue \ z \ >  (7 , \O c a*) . 
Les relations (~1.1.19) et (~1.1.20) permettent d'analyser le 

comportement des coritraintes et des déslacements lorsqu'ils sont boynés 

l'infini. 

Si 1' on suppose que le domaine ((A31 est non borné, on peut, sous 
l'hypothèse supplémentaire selon laquelle les contraintes et les déplacements 

sont bornés à l'infini, préciser le comportement des potentiels complexes 

, et q ( i )  . Les formules ( V . J . 4 )  et ( Y . J . ~ )  deviennent 

I alors : 



De l a  même manière on montre que 

' 

En considérant l e s  d6yeloppements en s é r i e  de Laurent de fonctions 

holomorphes ) t [ ~  , L('&) et K(z) autom de O , on v o i t  que con t r a in t e s  

e t  température seront bornées à l'infini s i  : 



I 
Les constantes h , 0' , C introduites dans (YI . 2 .  2 ) par le biais 

de (VI. 1.1 9 ) confèrent à I) , p' et p '' une très simple interprétation 

physique. Si, lorsque 1 ' é ta t  de contraintes tend vers un état uni- 

forme de contraintes principales ,N,, où ( 0 ~ 1  , D T ~ \ = ~ , Q + Q *  
On obtient alors : 

V 1 .3 .  - Conttainten ex X e m p i m t l ~ e  b o m é e i  à 1 'in :LIU 

iZ 

P" z O& ( en  f a i t  P" + (I" = !$ , mais /R ) . 



Pour déterminer complètement II , on se sert de b ou de bY définis. 

Ainsi : 

%ho' = k y [ ~ \ - x  CQK)-%'H) + t$(1q-4) Fh)+ i b ~ + p  

= hi,, + ,ü 1,1 4 k(Ut,j - ~ t ~ i )  4 tff f-11 {(II + L ~ z  + 

La r o t a t i o n  l o c a l e  étant déf in i e  par : 

Uj ='21' - on a pour le déplacement b : 



a l o r s  

s i  les  contraintes et la température sont uniformes et bornées  à l'infini, 

l e s  déplacements étant uniformes. 

S i ,en  ou t re ,  on veut que les déplacements soient bornés à l'infini. 

On a, puisque : 



(VI .2.7) 

donc : 

Les obtenus dans ce chap i t r e  met tent  en é ~ i d e n c e  l l i n f l u e n c e  de l a  

température.  Cela s e  t r a d u i t  p a r  une modif ica t ion  importante des formules 

class iques  de 

Ains i ,  l e  gradient  de température f a i t  naître de nouveaux p o t e n t i e l s  

complexes holomorphes {b) e t  = F (%)) dans [U ) - 



S i  l e  matér iau  occupe l e  p lan ,  e t  s i  l e s  déplacements e t  l e s  cont ra in tes  

sont  uniformes, on peut  é c r i r e  pour d'assez grandes ~ a l e u r s  de 12.1 , ou 
s i  l ' é t a t  de con t r a in t e  à l ' i n f i n i  e s t  nu l  e t  s i  :%CD = 4=0 , on ob t i en t  

(~11.3.1). îw 

4 Notion de Popce :concentrée : 

S i  l ' o n  supprime l e s  termes d 'ordre  0 (+%) , on ob t i en t  l e s  

p o t e n t i e l s  complexes YO)( t )  e t  %" (t) qui corresponaent à une f o r c e  

concentrée à l ' o r i g i n e  au sens suivant  : 

S i  ck e s t  l e  c e r c l e  de cen t r e  O e t  de rayon Q eh[@, e). 
La r é s u l t a n t  des e f f o r t s  exercés s u r  l e  r e s t e  du p l an  par l e  r e s t e  du matériau 

i n t é r i e u r  à ek e s t  : 

Le mament r é s u l t a n t  é t a n t  nul, on montre que : 



S i  l e  matériau qui occupe l e  p lan  Y 0 Y , , présente des fissures 

l 
en nolnbre f i n i ,  po r t ée s  par 0 x  , , e t  si 

l ' o n  pose  : 

on vérifie clas.siquement que : 



En terme iie déplacement on trouve : 

En dérivant par rapport  à X les déplacements on t r o u ~ e  : 

Pour é v i t e r  d ' a lou rd i r  l e s  nota t ions ,  on se  place dans l e  cas d'une 

s e i i e  f i s s u r e  i d e n t i f i é e  au segment c-4, + t ~ d e  l 'axe O Y  . 

On suppose tou t  d'abord que l e s  contra in tes  sont données sur les  deux 

bords de l a  f i s s u r e .  

On about i t  au. r é s u l t a t  suivant : 

s ' o b t i e n t  en écr ivant  l a  scanne e t  la différence de ces deux conait ions.  
- 



De manière classique on ob t i en t  : 

P 

est l e  coefficient du po1y"ûme Pt%) de degré /H qu'on éc r i t  sous la 

forme : u 

\ 

De proche en proche on peut déterminer les coe f f i c i en t s  dr, . , dw Far 
exemple : 



S i  l ' o n  é c r i t  que r~ b'JC , ~ a r i a t i o n  de t)I D l e  long de t o u t  

contour @) entourant  l a  fissure où on a posé . 

on o b t i e n t ,  en f a i s a n t  t end re  & vers O , l e  résultat su ivant  : 

cond i t i on  dans l a q u e l l e  apparalt ( id) c  'est-2-dire l a  d i s c o n t i n u i t é  

de l a  température.  

On s ' a p e r ç o i t  dès l o r s ,  qu 'out re  les con t r a in t e s ,  on d o i t  s ' imposer  

s o i t  l e s  déplacements, s o i t  l a  température sur l e s  deux l è v r e s  de l a  f i s s u r e  

qui se traduit p a r  l e  système d 'équat ions  su ivant  : 



Si l'an impose les aépiacementç(~11.2.13) a\)- i$)s%%W/~rl ~4 
si l'on impose la température sur les bords de la fissure, (~11.2.12) 

équivaut à (v11.2.8) où l ' o n  a en fait remplacé p a r ( b ~ + d l ~ )  , soit : 



Remarque : 

La relation (YII .2.33) permet a'  obtenir le potentiel complexe 
soit : 

Sur les lèvres de la fissure, on suppose connus les déplacements, 

les aép1acements sur les lè~res 

sur les  lènes sup6rieures. 

Sur ta, , b,\ , la continuité du matériau nécessite que 1' on 
impose : 

pour l'apport thermique on peut écrire sur lès lèvres IL) de 18 fissure : 

soit : 



du f a i t  que FI(%) = ~ L Z C )  on a a l o r s  : 

Ains i ,  on a l e s  conditions sur l e s  l è v r e s  ( L ) : 

i d  1 a 
y h) &) = T9 (Y) donné 

Les combinaisons l i n é a i r e s  des équations donnent : 

En choisissant t e l  que "x 4 s ~ i t X = i \ r  par 
\ir -=-T 

exemple, l e s  Gquations précédentes deviennent - 
k 



S i  l ' o n  pose : 

alors : 

On d é f i n i t  ensuite l e s  fonc t ions  de Plemelj associées au bord ( 1 ) 
de l a  f i s s u r e  pour (~11.3.6) on note a l o r s  pour (VII.3.6a) e t  (~11.3.6b) : 

On peut, en t enan t  comote du comportement à l ' i n f i n i  de y[2) e t  de 

5U21 , é c r i r e  l e s  soiutions de (YII .3.6) s o i t  : 

On impose : 



si l'on veut la solution nulle à l'infini, ( \z\ , grand). On choisit des 
polynômes de degré 6 H ,A . 

-", 3 
Le développement en série de Laurent aes polynômes 21iv, (2) et C T ( x )  

permet de trouver les coefficients C et d . 
Dans la formule (Y11.3.10) si on considère \z\ grana, on obtient : 

En appliquant les méthodes employées au (~11.2) notamment pour une 

seule fissure c-9, + 41 , on obtient grâce aux conditions aux limites (VII .2.7) . 



En comparant les équations précédentes à celles obtenues, lorsqu'on 

a imposé les déplacements et la température sur les %oras de la fissure, on 

s'aperçoit qu'elles sont de la même forme d'une part, et égales d'autre part 

à un coefficient complexe 
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CONCLUSION 

Ce t r a v a i l  e s t  une s é r i e  d 'adaptations e t  a rappl ica t ions  de 

l ' é l a s t i c i t é  e t  de l a  thennoélas t ic i té  l i n é a i r e  à des problèmes plans.  

Le premier chapi t re  a  é t é  consacré 2 un rappel  des équations 

fondamentales de l a  théor i e  des milieux continxs , lesquel les  équations 

ont se rv i  de s-cpport à l ' é t u d e  de l a  thermoélas t ic i té  (ch, II) e n  y 

a joutant  un gradient de température. Dans ce même chapi t re  nous avons 

ca rac té r i sé  un mi l ieu  thermo6lastique, é tua ié  l e s  problèmes de l i n é a r i -  

s a t ion  de l a  température. Dans l e  cas d'un thermoélastique homogène e t  

i so t rope on a  é t a b l i  l e s  r e l a t ions  ent re  l e s  coe f f i c i en t s  d ' é l a s t i c i t é .  

La t h e m o é l a s t i c i t é  plane a  é t é  abordée e t  e x p l î c i t é  dans l e  

chapi t re  III ce qui a donné l i e u  2 une généra l isa t ion de l a  notion d ' é t a t  

thermo6lastique en cont ia in te  plane.  Nous avons montré que ce t  6 t a t  e s t  

unique e t  q u ' i l  engendre un au t re  état t r idimensionnel obtenu grâce 2 des 

conditions s u p p l ~ m e n ~ i r e s  su r  l e s  contra in tes  e t  su r  l e s  déplacements. 

Les équations de base de l a  thermoélas t ic i té  l i n é a r i s é e  ont f a i t  

1 ' ob je t  également dans ce chapi t re ,  d'une formulation va r i a t ionne l l e  

adaptée dans l e s  espaces vec to r i e l s  5 , 1& e t  (ch.  IV). Cette 

formulation va r i a t ionne l l e  e s t  généralisée lorsque 1' on considère un domaine 

( C L )  dont l ' i n t é g r a l e  s u r  l e  contour n ' e s t  pas nu l l e .  

Ains i ,  on a montré que l e s  formes b i l i n é a i r e s  e t  l i n é a i r e s  a (  , .) 
e t  L ( B )  v é r i f i e n t  l e  lemme de Lax-Milgram ce qui a  oermis ae déduire 

l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  de l a  solut ion du p r o b l h e  de t h e m o é l a s t i c i t é  

plane.  

Dans l e  chapi t re  X Y . 3 ,  nous avons é tudié  une plaque thermoélastique 

(solMise à une) chargge transversalement. Cette étude e s t  f a i t e  sur l e  modèle 

de Kirchoof en théor i e  l i n é a i r e  ce qui a permis d 'obteni r  des éqirations 

approchées comportant un terme s ~ ~ p l é r n e n t â i r e  qui représente l ' e f f e t  thermique. 

Le chapi t re  Y por te  s u r  l e s  po ten t i e l s  complexes en thermoélas t ic i té  

plane. Il e s t  na tu re l  d ' in t roduire  un p o t e n t i e l  8 1%) pour la température, 

l eque l  i n t e r v i e n t  dans l e  déplacement. Nos ca lculs  montrent une modification 

des équations de MUSKKELISXYILI d3e à l a  fonct ion eO L %r- A)  f CZ) où 

F (x) e s t  une fonction holomorphe qui représente un apport thermique. 



Sur l e  p lan  des phénomènes physiques, t e l  r é s u l t a t  n ' e s t  pas une 

s u r p r i s e  mais il étai ' t  important de f a i r e  l e s  c a l c u l s  e x p l i c i t e s  pour t rouve r  

c e t  apport  thermique. 
'r 

Dans (v.3)  nous avons é tuû ié  l e  flm de chaleur l e  long d'un a r c  

en fonct ion  de # , <[%) e t  6, , pu i s  déduit  l a  not ion  de r é s i s t ance  

thermique. 

Dans l e  chapi t re  V I  nous avons considgré un domaine multiplement 

connexe où des r e s t r i c t i o n s  ont é t é  inposées sur l e s  p o t e n t i e l s  complexe pour 

rendre uniforme l a  température,  l e s  con t r a in t e s  e t  l e s  déplacements. Tous l e s  

r é s u l t a t s  fon t  appa ra î t r e  l a  con t r ibu t ion  thermique. 

Les  appl ica t ions  qui  ont  suivi, montrenu que, une f o i s  l ' a p p o r t  

thermique connu, on peut  ékendre l e  r é s u l t a t  à p lus i eu r s  s i t u a t i o n s  de problèmes 

plans en the rmoé la s t i c i t é .  Nous avons l e  cas de cont ra in tes  e t  de température 

à 1 ' i n f i n i  pour en déduire de nouvelles fonct ions  p o t e n t i e l l e s  complexes 

I ' ~ ( ~ )  e t  { [a)  qui f o n t  l ' o b j e t  d ' app l i ca t ion  (Ch. VII). 

Nous avons ensu i t e  appliqué c e r t a i n s  r é s u l t a t s  à une plaque munie de 

f i s s u r e s  d r o i t e s  co l inéa i r e s ,  ce qui  permet de mieux comprendre l ' é v o l u t i o n  de 

l a  température ( l e  long d'une f i s s u r e  ) de p a r t  e t  d ' au t r e  des f i s s u r e s .  Nous 

avons en f in  abordé l e  problème mix te  où nos ca l cu l s  ont conduit à des systèmes 

d '  équations suscep t ib l e s  de s e e r  de modèle à des p r o b l h e s  de génie c i v i l .  

S u i t e  à des d iscuss ions  avec nos collègues du Laboratoire de Mécanique des 

Roches de llE.U.D.I.L., il semble que c e r t a i n s  de nos r é s u l t a t s  pourra ient  

s e r v o i r  de base 5 l t é t u a e  de l a  propagation des f i s s u r e s  dans l e s  roches ou 

dans l e  béton p a r  l ' u t i l i s a t i o n  d'un l o g i c i e l  adapté. 

S i  l ' o n  cnerche à f a i r e  l e  po in t  à l ' l s z u e  de c e  t r a v a i l ,  on s ' ape rço i t  

que c e r t a i n s  prolongements peuvent ê t r e  donnés à nos r é s n l t a t s .  Notre approche 

d 'aborder l e  problème n ' e s t  qu'une manière parmi t a n t  $ ' au t r e s .  Notre p ré t en t ion  

& a i t  d 'appor ter  not re  cont r ibut ion  à un s u j e t  d i f f i c i l e ,  mais qui continue à 

s u s c i t e r  un grand i n t é r ê t  dans l e  monde de l a  re-.herche. 

En dern ière  analyse e t  avant ae conclure ,  on d o i t  soul igner  p l u t ô t  

l e  ca rac t è r e  fécond de l a  t he rmoé la s t i z i t é ,  l e s  nombreuses quest ions qui  r e s t e n t  

à t r a i t e r  e t  l e s  prolongements souhai tab les  à l e =  donner. 



ESPACES FONCTIONNELS CLASSIQUES : 1281 , [ 2 9 ]  , 1301, ~261, [ 3 1 1 

Ces espaces, sont des espaces de Sobolev dans lesquels on a pu 

déf inir  un produit scalaire .  F) 

. Sur l 'ouvert 2 de m' , on définit l e s  espaces L(SL) : espace 

mesurables t e l l e s  que : 

f [h) e s t  un espace de Banach. 

S i  p = 2, , L2fp.) e s t  un espace de Hilbert e t  l e  produit 

scalaire  correspondant à la norme (11 II ) e s t  donné par : 

(&$)= 1 $w)Tlw) d r  (où - désigne l e  conjugué complexe). 

L ~ ~ P I  SL 
NORME : 

En plus, cet espace e s t  un espace vector ie l  nomg complet pour l a  

n ome  associée au ~ r o d u i t  scalaire .  

C'est un espace de Hilbert .  



On appel le  espace de Sobolev d 'ordre w (*>,O ) s u r  , noté 
2 

d 
Hw(n), l 'ensemble des U E  (n) t e l s  que l e s  dér ivées  d is t r ibut ions  

D U sont  2 [ n) : 

. P m U  huLtZ~em 

Cet espace est un espace de H i lbe r t  pour l e  p rodu i t  i n t é r i e u r  : 

. Nome a a o c i Z e  

. Cab  p d c u R i u  : 

bl = 4 , on a un espace de Soboleo d ' o rd r e  1 d é f i n i e  p a r  : 

. Nome UAbociée 
9, 

on a encore un espace de Sobolev d 'o rdre  O . 



+r a i  
Si 1 ~ 1  s 0 , on a l ' e space  HL (a) qui e s t  un sous-espace 

v e c t o r i e l  fermé de H'CS) cons t i t ué  des fonct ions  appartenant  à Hi(*) 
e t  qui s annulent s u r  l a  f r o n t i è r e  3% ( où H!(s) e s t  l e  complémentaire 

d e B C 9 )  dans Nt(%) . 
Le p rodu i t  s c a l a i r e  e s t  donc inchangé. 

La semi-nome \\ UII e s t  d é f i n i e  p a r  : 

C ' e s t  une norme s u r  ( R ) , équivalente à l a  norme i n d u i t e  

H' (9' ro 
C'es t  un sous-eçapce v e c t o r i e l  fermé de H' 9) cons t i t ué  des 

fonct ions  appartenant  à ~'(h) _ e t  qui s 'annulent  sur une p a r t i e  

de l a  f r o n t i è r e  3 R, . 

Le p rodu i t  s c a l a i r e  est  encore c e l u i  de H' Ca) . 

. Quelques i n é g a l i t é s  

I n é g a l i t é  de P O I N C A B  : 

Pour un ouvert  [s) borné de nh , on montre l ' e x i s t e n c e  d'une 

constante ?(n) t e i i e  que : 

s o i e n t  .CC€ L' JA V €  1' 
II 

avec IL P L  @ , a l o r s  U V ~ L ( ~ )  

Remarque : On déduit  de l ' i n é g a l i t é  l ' e x i s t e n c e  d'une 

nome : 



I\ulI sflVui'dxf déf in ie  s w  HL(%) 
na tu re l l e  sur (PL) s o i t  : 

e t  équivalente à l a  norme 

ESPACES DE SOBOLEV N"' 

Dé @kï!Xon P 
On eppel le  espace de S o b o l e ~  d'ordre W s u r  & f R) l 'espace dé f in i  

p a r  : 

Nome acs~ociée 

e s t  un espace de BANACH. 

Znjec&ion conZinue, injec-tion danb 

On montre l e s  inc lus ions  topologiques suivantes : 

~",ln\={u I U P ~ ' ( ~ ~  I Y u ~ ~  
, $U e s t  l a  t r a c e  ih.u . 



H; (9) e s t  if adhérence, VIA = 0 étant  la valeur de U sur 

l a  f ron t i è re  de ( O U  SUT une p a r t i e  de c e t t e  f r o n t i è r e ) .  

T h B o h E ~ a  den Lucl?n 

Lorsqu'une fonction e s t  continue sur un domaine ouvert , on l u i  

a t t r ibue  comme "valeur à l a  l imi te"  s u r  l e  contour, l a  valeus obtenue par  

prolongement continu du domaine contour. La  notion de t r a c e  généralis-e c e l l e  

de "valeurs aux l imi t e s  " pour des fonctions non continues (ou plus généralement, 

des d i s t r i b u t i o n s )  . 
Q é & i W o n  1 : 

Trace âans N'(a) : 
e s t  quelconque, un ouvert borné, de f ron t i è re  r égu l i è re .  

3% (OU p ) e s t  une v a r i é t é  de dimension (4-4 ) ,  de c lasse  k' , a é tan t  

localement s i t u é  dumême côté  de 3% pour ae SCé) , on p o s e :  

do se prolonge pa r  cont inui té  en une appl ica t ion l i n é a i r e  continue 

de Hl(Q,) dans f (9) . To a i n s i  dé f in ie  e s t  appelée appl ica t ion t r a c e  

e t  s a  valeur duo sur une fonction a 6 Hl(%) e s t  l a  t r a c e  de U sur(P) . 

Pé&Lniziorz 2 : 

Trace dans Hr[p): c ' e s t  une gén6ral isa t ion du r é s u l t a t  précédent.  

En e f f e t ,  e s t  un ouvert de R' (k 5 3)  , 3 s  e s t  une w r i é t 6  indéfi- 

niment d i f f é ren t i ab le  de dimension ( % - A )  . a e s t  toujours du même côté 

d e a n  , 

tbD(a) = 9 (a) e s t  dense dans H*(a) . Alors $ e s t  d6fin;e 

pa r  : i 
$: u e D t u , - 7 d ~ ~ [ ~ ~ a ~ Y ' *  b a ,,;b. ,,Mot 

b 

O- di e s t  l a  dérivée nomale  d 'ordre sur 2s , or ientée  v e r s  l f e x t é -  

r ieur .  Camme dans l e  cas *récédent, se prolonge par  cont inui té  en une 

appl ica t ion l i n é a i r e  continue de : 



Cette notion de trace ya permettre la généralisation de la technique 

d'intégration par parties en donnant un sens à la formule de Green. 



Rapp& su t  & ZhéoiLie des a X ~ ~ b U . t i o l ~ b  [311 

Tout d'abord, on d é f i n i t  deux ensembles 

sont des espaces vec to r i e l s .  

. $(h) e s t  l'ensemble des fonctions 2 valeurs dans IR (ou C ) 

indéfiniment di ff  érent iables  à support compact. 

On appelle support d'une fonction (on note IL. 
p e t i t  i n t e r w l l e  en dehors duquel ((#) = 0 .  

.WC$) e s t  l ' espace  des d i s t r ibu t ions  sur (a) .. 

On appelle d i s t r ibu t ion  sur a , toute forme l i n é a i r e 7  continue 

s u  ) @ 1 é t m t  1 espace dual topologique de $ (IL) . 

O Quelques propr ié tés  

si 7~9'(n), C Q ~ ~ C R )  e t s i d T , y i  - e s t l e  

produit  de dua l i t é  en g-ts) e t  &)(a) , on a : 

i 

cont inui té  

r. C 

DWva;tcon au berin d a  d & M b u i i o n b  

. s T E  9 ~ ~ )  on r é r i f i e  que : 



Généra l i sa t ion  : 

La dé r iva t ion  au sens des distributions e s t  une opéra t ion  continue 

e t  on montre que : 

i b T, Y> = (-&T, ~jl:~,~jt*-ih 

$T= 3 
iii J 

e s t  l a  dérivée d 'ordre  

a~:'*--&' d 
b 

siT,-~ dans $(O, a l o r s  &"eh dans %[%) 

i 

. L a  s u i t e  TI e s t  convergente : 

. A 1' or ig ine  O e t  en un po in t  q . 

On commence p a r  le l ap l ac i en  AT, ( A = & )  
3b? 

cb'5Q7 = L T ; ~ L P > .  I 

e b ,  Y) = Yi01 

à l ' o r d r e  en a 
4 

Lorsque deux fonct ions  & e t  V à va leu r  dans @. ( ou ) sont  

de c l a s s e  t4 sur 9 , pour i 1 9 ,  . . . ,*) on a : 

I 



Bi(fi*v\ s V P ~ U  + II. D*v 
Eous déduisons par récurrence la formuie de LEIBNIZ pour U e t  V 

d e c l a s s e ~ ' s u r ( ~ ) ( o ~  d , P ,e,N \&\(k 



X e s t  un champ de vecteurs continument dérivable l e  long d'une 
4 

courbe fermé. La c i r cu la t ion  de X à t r ave r s  tou te  surface fermge S 
l imi t ée  par < e s t  : 

Le flux d'un champ de vecteur c o n t i n k e n t  dérivable à t r ave r s  une 

surface  "régul ière"  Z fermée e s t  égale à l ' i n t é g r a l e  t r i p l e  de s a  divergence 

dans l e  domaine h l i m i t é  par Z e s t  l e  ~ e c t e u r  u n i t a i r e  o r i en té  vers  

l ' e x t é r i e u r  de 

Cela conduit au théorème de l a  divergence dont l 'énoncé e s t  l e  

suivant : 

Soi t  un domaine de à f r o n t i è r e  r égu l i e re  ~ S L  . Soi t  SH> l e  

vecteur u n i t a i r e  de l a  à (o r i en tée  ve r s  l ' e x t é r i e u r  de ) .  

Soi t  en f in  tii,.q une composante d'un champ de tenseur d 'ordre  

quelconque, continûment dérivable dans e t  continu y)n a lo r s  

Pour obteni r  effectivement l e  t h é o r b e  de divergence on pose 9-h 
(sommation s u  1' indice r e j e t é )  . 

Le théorème de la d i ~ e r g e n c e  e s t   ala able dans l e  plan s o i t  un 
8 

domaine plan  ( O Y ) . Toute fonct ion ne dépend que de Y, 3 



un cy l ind re  de bases , a s L  de sec t ion  droite e t  de hauteur 

+ = A  -on a : 

z U anfi U 
Dans ces deux dernières i n t é g r a l e s  ;j;>= 2 r3 et donc nn pour 

, est n u l  d '  où l e  résultat annoncé. 

Applications du théoreme de la divergence. 

En e f f e t  : 

En e f f e t  : 



P/~e.mG%e idenLiXi? dc GREEN 

car  



o r  par def in i t i on  : 

P e d è m e  L d e W é  de R E E N  : 

E l l e  dériye de la première 
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1 MOTS CLES : 

j -  - -PLANE. 
.A. - LINEAR. 

1. - - -  
-*,~Fh..$gpq31 &fiste en s@rie de pmbleioes plans en rneniDelasrrcite 

'-'* * " "*> ' -t 

1 i néai m. ;+&., eC . A 
k h i  . . 

&v 

@ri% brie etude. them~mcanique des ni 1 l eux themGl as tiques. on obtl ent 
la loi de cqortement theim&lastlqw I f  neaire par 1 in6arîsation au voir4 nage 

-ngn di3fomie a temperature constante. 
\ iSam le6 mi 1 9 

1 ~ . "i%sol ut ionkh certafns probl &es de deformatfon e t  de contraintes planes, on 
1 adapte les methodes des potentiels complexer exp~r4ics par MILNE-THOMSON au cas 

. I I  -- 
d'un domaine mltiplemnt c o n n p I  a par Tes de KOLOSSW-MUSHWELISHY 1 L I ,  

xron d'une plaque min~e et,  

. ,  
' C  ,s . -**. y:42:* 7 

> -* 

ABSTW ;$ , 

n I Ine  
i c  media-, kile get the lfnear 

1 aw by 1 inearisation near &e urr4efbmied- state a t  + 

7 

i z e  homogeneous and isotropie media. 
and rem1 @$ton 4s s a  plane deformations and stress p~blem,  W. id 

mmpl ex po~&ntià;t methodi dxhi b i  t e d  by Mt ne-Thomson in npIHple con* 
~ ~ ~ 1 ~ ~ ~ 1 ~ 1 f o r n l i l a s .  , 

1 tats a?- applied to the bendlng plate problsms wf  
y. 
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