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INTRODUCTION

Le théme qui fait 1'objet de ce mémoire a €té suggéré au laboratoire
de Mécanique Fondamentale de 1'U.F.R. de Mathématigues Pures et Appliquées
par Monsieur F. PARSY, Professeur.

I1 s'agit de 1'étude des problémes plans en thermoélasticité lindaire.
Le but du travail proposé est d'apporter une contribution & la résolution de
quelques problémes 48jd abordés mais qui continuent & susciter un intérét
scientifique grandissant.

La thermoflasticité est une discipline scientifique née au début du
19¢ sigcle. En effet, c'est en 1838, que DUHAMEL a étudié pour la premidre fois,
1l'influence d'un gradient de température sur un matdriau élastique. Situde 3
mi-chemin entre la physique et les mathématiques, elle est & 1'heure actuelle,
un domaine privil&gié de recherches fondamentales et appliquées. Elle connalt
un développement croissant depuis 1'av@nement de 1'adronautique et de 1'espace.
L'évolution des outils mathématiqueé et informatigues y ont largement contribué.
Les mesures expérimentales que l'on trouve dans bon nombre d'ouvrages [11 1, [12]
montrent que les déformations élastiques idéales & cause de leur lindarité,
donne une bonne approximation du phénoméne réel. En utilisant 1'hypothdse de
petites perturbations (H.P.P.), on obtient des systlmes d'8quations aux dérivées
partielles en général du type elliptique plus facile & résoudre.

Pour la résolution de telles &quations, de nombreuses méthodes numériques
sont envisageables en particulier, les méthodes d'homogénéisation et de différences
finies.

La premiére consiste & approcher un milieu hétérogéne par un milieu
homogéng "équivalent", tandis que 1l'intérét théorique de la seconde méthode, est
de prouver l'existence et l'unicité de la solution d'un probléme mathématique
L1 ].

Toutes ces méthodes orientées et développfes par des Mathématiciens-
numériciens comme VEINER, Von NEUMANN, RAVIART, NOWAKI, J.L. LIONS, G. DUVAUT...
ont fait la preuve de leur efficacité.

Par la méthode d'homogénéisation, G. DUVAUT [ 8 1, G. FRANCFORT [32 J[33] .

et bien d'autres ont résolu des probldmes de thermBlasticitd.



Sans prétendre apporter des solutions originales et définitives au
probléme aussi vaste et complexe qu'est la thermoélasticité nous avons tout
simplement choisi de traiter quelgues exemples de problémes plans qui nous
paraissaient importants.

Le but poursuivi est, en 1'absence de résultats disponibles & notre
connaissance, sur les probldmes plans en thermolasticité linéaire, de voir
s'1l est possible d'étendre & ce type de problémes, des techniques qui se sont
révélées fécondes en élasticité.

Aprés un (bref) exposé sur la théorie des déformations, les milieux
thermoélastiques sont définis de maniére générale, puis la loi de comportement
est précisde afin de satisfaire au principe d'objectivité (ou d'indifférence
matérielle). En se plagant dans 1'hypothdse des petites perturbations, on trouve
la loi de thermoflasticité linfaire obtenue par linéarisation au voisinage d'un
&tat sous déformation & température constante. Par le méme procédé & partir
d'une loi générale satisfalsant aux conditions d'isotropie, on obtient la ther-—
moélasticité homogdne et isotrope. Les probldmes aux limites de 1'équilibre
thermcélastique sont formulés de facon variationnelle, ce qul permet d'établir
par les méthodes classiques, 1'existence et 1l'unicité d'un état thermoélastique.

Les probl3mes de thermoélasticité plane sont alors définis par leur
relation avec le probldme tridimensionnel et, en partant de l'utilisation de
potentiels complexes en introduisant un nouveau potentiel pour la température,
lequel intervient dans le déplacement, on généralise les formules de
KOLOSOV-MUSHKHELISVILI.

On adapte alors, les résultats & quelques modifications prés i des

problémes plans.



Quelques notations employées

L, W
_ 0%, w, N
$b: xRV yR>
b, dlw)
T = | Do)

Domaines

frontiéres

une application

sont des configurations
Jacobien

variables Lagrangiennes
variables Eulériennes
déplacements

notrmales unitaires
surface

masse volumique
coordonnées curvilignes
tenseur des déformations
matrice symétrique d'ordre
une variété affine
gradient des déformations
densité d'énergie 1ibre
1l'entropie

tenseur de Piola-Kirchoof
vecteur flux de chaleur
fonctions de réponse
température initiale

température finale
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tenseur des déformations
tenseur des contraintes
conductibilité thermique
coefficient de dilation thermique
coefficients d'élasticité )
tenseur du second ordre
moment résultant résultant des efforts
déplacement ou fldche suivant )(3
dérivées normales
¢
conormale ou dérivées généralisée
fonctions potentielles complexes
indice
contour fermé simple ou lacet
fonection d'Airy
- . . \ﬁ
résultante des forces appliquées @ AB
moment résultant des forces sur AB
constantes complexes dépendantes du contour
flux de chaleur le long du contour
charge transversale
moment de flexion
tenseur des efforts résultants
efforts tranchant
tenseur des moments résultants

rigidité cylindrigue



forme linéaire en théorie des distributions

@(2\ ensemble des fonctions indéfiniment diffé-

. rentiables.
@ {IL\ ensemble des distributions
LP( Sl\ ensemble des fonctions piéme intégrables/(R) .
Lz ( .ﬂ.\ .ensemble des fonctions & carré intégrables

sur (f¥
“ * u v norme définie sur v
H (Sz) un espace de Hilbert

H‘ (ﬂ,) un espace de Sobolev d'ordre 1
H“(SZ\ un espace de Sobolev d'ordre m

™
W 'P(Q) un espace de Sobolev d'ordre m sur 2

I

™
W“'? la norme assocife & w P

hD * opérateur dérivation au sens des distributions
H;.(Q\ sous—espace vectoriel fermé de Hl (_Q_)
H: (ﬂ,) 1l'adhérence
YO . une application
A un opérateur différentiel

A domaine de 1'ospérateur différentiel






CHAPITRE 1

I.- ASPECTS GEQMETRIQUES DE LA DEFORMATION D'UN CORPS SOLIDE
[11, 61, [91, [17], [231.

1.1.- HypothZses générales et position du problime

Soit un milieu continu occupant un domaine §g de Es 1l'espace affine 53
de dimension 3, de frontidre Qsz, de point générique 4 l'instant
7 Su  représente la "position initiale" ou non déformée du solide
déformable considéré.

Sous l'action des forces

—
i) de densité surf‘a_.c’ique F ., appliquées sur une partie aﬂp de aSZ (un champ
de déplacement U“> étant imposé sur une partie aszu:. 'asz/as'lp).

.. .. . i RN . .
ii) de densité volumique "5 » appliquées & §¢ , le solide S subit une

déformation caractérisée par une application

Ty P xRt LR

On posera

x o ¢['x,t\= o _'_i’(x,t) 4.-6{4)2»3f
G2 s 2 M (x,h ) xXES, tyo

2
u [7(,{:) représente le vecteur déplacement du point X & 1'instant t s
K - A
de coordonnée W' dans la base orthonormale (0)' eé) du repdre orthonocrmal

(0 Xy, %, V€3 ) auquel est rapporté .



Définition I

Dans décrire la déformation d'un corps solide, on fait intervenir
les variables de Lagrange ou les variables d'Euler. Les premiéres caractérisent
une particule par sa position & 1l'instant initial /L‘: O - tandis que les
secondes variables, c'est-d-dire celle de Lagrange, représentent les composantes

de la particule & 1l'instant .

I1.2.- Déformation d'un solide

Pour caractériser cette déformation, on définit d'abord en ‘tout point

de 2 les vecteurs GC par :

(1.2.1) 6. (x £) = ?aqp)c(fﬂ 3%(36 E)'z

—_ . . .
Les composantes de (3. , sont celles du gradient Ea de la déformation
t

défini par :
(1.2.2) Fij = ax_é

Sur ) , en vertu de (I.2.1) et =i 1'on utilise les coordonnées
('x‘ . xl R x; ), on en déduit de
=2 = —
X —-Xe u e
q)\q( €, = X8 + L

G; (X)?k (&.h + ax.b )eh

b, =8k 4 e

(1.2.3) G"é\ = G{'Gg=5is+3;03+3;“®(5“b

Remargues : Le principe de non interpénétrabilité de la matigre postulé en
Mécanique, nécessite que soit, pour tout )t , un difféomorphisme global
de §2 sur (P(SZ: t) et que’ ¢ préserve 1'orientation.

Ces hypothéses faites sur q) entrainent qu'en tout point XX de §T

les vecteurs GL [DC} t) sont lindairement indépendants, par conséquent, que



l'espace tangent & la variété est de dimension 3, ce qui revient & dire que

la matrice a‘p (d'od la notation a,bd?é ) qui représente 1'application
NP - . . .
linZaire tangent D q)(l) dans la base ( o, e, ) est une matrice inversible.
D'autre part, le fait que préserve 1l'orientation se traduit par la condition.

Jx) = Dek (DO®) — Dek (a;ds) , T >0

Condition d'existence de déformation

Définition : 3
b: @ , O, d) CR
x > X = Ox)

Dans §L , considérons deux points voisins X et 3 et leurs images

(P(u)(resp q)(‘t) ) de CP(Q.\ . I1 y a @&formation si,

vr.ye L, (b0, ¢IP)e dlx)
| d00 -SLRH = hx-41 o

Il s'avére plus facile d'étudier cette déformation lorsque a est
voisin de ¢ i.e. o‘,(.’w‘ﬂ-’w. Cela conduit tout naturellement & 1'étude
de 1'@cart de l'application lindaire tangente Do) .

soit, si

(4)- & (0= 2.9(4X) +oluy-2)|

ol9) = ) = Do) B + OUT

De maniére générale :

P X+ h)- 0 = .DWZ)‘?T + oll_ill
= A, % pr+ollkl
—
I q)fi"ﬂ,\_cb(x)”?': % &3 Gij (x)+ollhl



1.3.- El8ments de défonmation

1.3.1.- L'8fément de Longueun déformée

. 1
Soit (F\ un arc de courbe de classe de classe i? de 2

c'est—d-dire l'image de :
/6: Cto‘h]c @ _.___-*;52 ,oﬁ'g est de classe é;J.

La longueur de l'arc ([') est par @éfinition :

4
L(r) = ﬁ]{‘(emdt W= i( itﬁx){

=1
to

Ainsi, la longueur de l'arc déformé de (F) . q)ff') est alors :

b =f

| o plidt = f V& (tte)f.’/f)g.'(a dt
to to t

1.3.2.- L'éf8ment de volume défonmé

Pour tout C € §t , 1'élément de volume AX au point }(_—; q)(x) ,
@{x)ed)&)/se déduit de 1'élément de yolume clx au point X par :

dx =|( 2:(1)/ 6‘,_(1)/\63(1))\& = | dek(D P60 dx=T0)dx

si 1'on pose :

Gy = dek (615(1))



on a la relation :

:rﬁr) ::\)(; ()

On a donc finalement :

(1.3.2.1) Cl)( ‘-—'—\/6(1) doc

1.3.2.- L'étément de surface dé fonmé

i 3 2
Soit (@) ) une surface de [[R” , aifféomorphe d'un ouvert de R™ te11e
que, il existe un vecteur normal N (1) en tout point ¢ de ((1)), “ f\?}l =4
si AS:,(DL) désigne la mesure induite sur (0D ) par la mesure de
LEBEGUE de [R3 , on a :

i3 = (MW =X (Ve X (M V)eE (€0)

(mw,y)leL » un ouvert de (R auquel (w} est difféomorphe.

(1.3.2.1) ﬁd&

-
N

11
I
>
Q2
<%
&
o
<

"
—
¢

ETER

i\
-En XA,V JE 6\ , on a @ DC(“V»G d)[w C.d)[f?)

S8i on pose :

X = ¢ ('x{‘u' V)) alors,

3-T ad) 'b G QQ ()X , d'oll :
? %

u = X
— ¢ 0X
wds :( JDAG, {DC)) .aa):l “SF aclud"
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En multipliant par G- et en généralisant le résultat, on obtient :
M, Gppds = GGAN, ds,

Si 1l'on 1ntrodu1t les notations :

¢ P
GL G—P\e_:& g G (G(:.) G(")

et . , on trouve :

{ ;
S BNACTRS
Ads = Gw(GwaYQ_:' dso

Si on pose d S = dP(X) et dso = dx(x) , cela

permet d'obtenir :

4P = GHA( 6NN E; 4¥E

Introduisons le vecteur mJ_ qui est normal & () engtel que :

T =
.60 =1,0.8 = e (M)

(I.3.2.2)

Ce vecteur a le méme sens que N (ﬁ) car d) conserve l'orientation,
w—)

donc : ~M
.K—\—\—)('ID = _f;
Rl

et d'autre part d'aprds ([3.2.2]).

d‘?(x)-— JUC((b\ \ \\

A = Vém Je> = J(":\‘ d¥eo

d¥ (0
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e ~ -', d - -
En &levant au carré M r‘(x) et en faisant sommation par

°
rapport & 4 , on trouve

3. -7
dii(x) = 6'(I)-V§(G"P()QNP(1§)£.AK(I)

Considérons (DC.) comme densit€ voluwmique de masse au point

XESL et e[—L ,t) celle au point ¥ = d)(z {:) de (p(ﬂ_ f_—)
La conservation de la masse d'un volume arbitraire U' de § que l'on

suit dans la déformation s'écrit en variables Lagrangiennes.

% C & f ol dv j £x,HdV(x) = f 0%, 05 B B edugy

P(vs,6)

d'oll finalement f(’?‘-, E\v G(:x,b) = 8 ()ZI)

1.4.- Tenseur des déformations

En vertu de (I.2.3) on a la relation suivante :

Gié(gq =5 .,..?,Ea(,u)-\-b A rd ’Usﬁ—'&}i -l—?.h}a‘(ﬂh)

. 2\ o Bl )
qui permet de définir classiquement les quantités E,'A‘ (M) et La‘l#) appelées
tenseurs de

il

E (,UL\ z(b[\“‘aju\ ’4:'6:4’2’3

’\6.{'3 ﬁ) — :L kb; Ué'—\-laa'lh'. +b;up-ba'uh)
e G@c)_. &3' + & i ()
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Les équations (I.4.1) représentent un moddle non linéaire des plaques
-~ . P P .
minces, homocgeénes et isotropes en coordonnées cartésiennes

-y .
Le tenseur K'-' (,{L\ des déplacements s'exprime de fagon non
linéaire par rapport aux dérivées lagrangiennes du déplacement. Cependant

- . . - _— . ~
dans de nombreux cas de mécanique des solides, le déplacement },{ varie tres
lentement d*un point M, 3 un autre. Donc dans ce cas, les 3{”& sont petits
et 1'on peut régler le therme gquadratique, ce qui permet d'cbtenir le tenseur

linéarisé E'A(:an .

Dans le modéle non linfaire les composantes de

.b/.() (M) sont

.‘“ = U, + %,a‘us'a-“s B

(1.4.2) Ku = J,V, 1.3 LUz, U3

Wy = 3, +'aui+'a\)sa“3
28 , Y, . AU +0U- Y
13 = 2 Uz + Vs +3yUs-0cs
Xas = B WUy + 13U, % Ue

1)

W

De l'expression du tenseur Ci‘) on trouve

G*‘ - A -+ 'Z\KH
(1.4.3) Gy = A+2%
6‘33-: A*Q‘.ﬁ'&B

47— - 2U|1
; 6'13 :1*643
CIE 2'5;‘5

Les connaissances des camposantes du tenseur G-

6 permet de calculer
ses principaux invariants qui sont les suivantes
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I, =3 + %

I, = 3+ U%ea(R¥ W)

(I.4.4)

I, = dekG;g:'(S,;; +?zb’;3)[:(;.

1.5.~ Déplacement nigide superposé & Q&)

Définition : appelle d8placement rigide superposé &
- ——)

, un chﬁ.\mf de déplacement AL défini sur §2 (ou une application
"déformation™ q) . 5_5 Rg ) tel que

=
(1.5.1) X = X + U) = ¢c+RPW =c + RY

. .-
R est un endomorphisme orthogonal de E3 :(R IR =1 , C et R somt
indépendant de X dans S -

En fait D peut s'écrire :
>

—
AL & AMF

¥ ca Rk +B) = T +(R-1)X

(1.5.2)

| &
i1

i1

-~
- . N
-On montre que le tenseur X?:U) n'est pas changé si 1l'on superpose a 4L

un déplacement rigide c'est-d-dire :

(@~ ) = (AT >—wrf>

En effet, (I.5.1) entraine /ﬂ-{- Va' R(’H.\- VU
(Compte tenu de (I.5.1) et de 1'expression de 'K(,u_) on montre en vertu de

Ro‘Retl s W (IT)=V(E)

Posons :

X.k( /U»’ - H’*)=X(ﬂ‘*nﬂ _F(M ’évu‘t;rvu*a tout calecul falt on trouve :

YR, W= (4 ATQu).pu* +TUT( 4+ )

la configuration
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—
U = ji’ implique Vlf: IR(’U + Y4 ) et d8s lors :
(1.5.3) 2 (A7) = (< Tgu)(R ATR)(4 + VU)
Remarque

L7 . . * . o
“‘ {u' .u*): 0 impligue (ﬂ-rVU)' VM antisymétrique.
L'idée consiste, pour le prouver & faire un changement de variable en posant :

Vu* - RiF avec ﬁ::(ﬂ + Vu) , 11 existe[F

tel que :

F (R *T(R)’“: =06 T*(;u,,u*): o)

(1.5.4)

L'application :

NIRRT {1V 63,.4[ (s vVU]

non linéaire mais, différentiable.
En effet

W (b)WY 2 DY (OF) 4 4 O T

D, (I = SymlT G- o+ 9]

=TDOw. +(LH & Vi) D)

(1.5.5)' A

X=06, qit= 9% DOw

‘.DXL? e ot(h_(;\in{m) m{s"'{l@) son noyau est caractérisé par :

(1.5.6) - 3 antisymétrique
Ker (DY) = {U?‘; a_s R VU J /
il en résulte donc que:

E,.A.A(jx?) =0 , v@pel 13 ent
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On a donec, si d)(g_) est simplement connexe,

20 VT 25T 9 ) s

=0, Vi ksl23
MoK~ WK DXL 3% BXA v
Ut = .U
d'od %‘i‘;'; A =- 0, L aXL\

ol les Uf& & }'R est

indépendant de X (donc de DL E S ) c'est-3-dire que vu"‘ — A entisymé-

trique, indépendante de X€g d'ol : x
_._i:, J— >
M) = ¢ + AX ( €7 indépendant de X €SL )

1.6. Déplacement rigide inginitisimal superpost & Q)

Définition : On appelle déplacement rigide infinit&simal superposé 3
@(SZ-\ , un déplacement de la forme :

- -
(1.6.1) A* = € +AX=0C +A(c¢+u}

T
ot c &n k Az=-A ) sont indépendants de X (donc de X € 82 ).

L'ensemble @U l

. *
(1.6.2) @) —{/u = F\(‘“’“)I Az~ A‘A’c sont indépendants de X} .

Cet ensemble est une variété affine. Il résulte alors de (I.5.5) et
(I.5.6) que:

(1.6.3)

We Qu & M (L U") =0
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Remarque : Les déplacements (I.6.1) s'introduisent dans 1'hypothdse dite
des "petites" perturbations (H.P.P.) ol ]R supposée “voisine" de /HE est

donnée par : |

2
(I.6.4) R = ﬂE + A« O(HA\I\ et d'ol 1l'on néglige les termes

d'ordre au moins 2 en (i) - Alors :

T . t o
(I-6-5) lRo IR — /uesg> A + Tﬂ :O/O(”A“) pres

11, ASPECTS THERMOMECANIQUES » [ 1, [41,[101, [VF1].

11.7.- Equilibire d'un milieu

- = Y s
Dans le repére (0 ; €, eZ. ) 63 ), les équations d'équilibre d'une
1

configuration (1) (g_\

Z- (x) =%, )
(I1.1.1) StS:.g"re(“)F((X) =0 ams G@)
Z;‘A'ﬂa (x) = %t ()g) sur (P)

S.- est un tenseur symétrigue.
)

D'autre part, pour tout volume U tel que GC(D(S]_) on a :
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jjj OQ (x\—?’(x)ol\)(x\ +Jjaj3( X ,W)(J P(x)=0
)jgu")'("/\?o\v t JSQFA‘_\*(X/?Y'{’) Ao

(11.1.2)

;F'(X ,7‘(—\)\ ::S(X) md'—e: ) _‘—:_)( d)u\) = 3_(’9

-—
FG{) est la densitd de force dans (9(9.) .

En faisant les changements de variables sulvantes :

, on aura

(II.1.3) ’ Q((b(ﬁ) =

fo ()
V6

or, )( = @ ()(_,‘) done (DL')Q) = -{(9() de qui traduit

1'hypothdse de charges 'mortes". Les forces restent les mémes au cours

dr la déformation, d'od les schémas ci-dessous.

| [ <7

7 X
T? £

Compte tenu des formules (II.1.2), on peut donner une nouvelle d&finition

| é(vcs; G@«)(D@"-:(d;w}.(’w)”'
S (dW6 = (Dg) S (THY)

permettant d'obtenir le systéme d'dquations suivant :

iy | moij,-b(@(ﬂb=?’c¢w°§@5¢a; Gey=x+ o) \
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ors 'SQ‘)Z—\I—G—= Dek (3; d’é\:bry{'_ (513 “"a(ua' ) e
Dk (di « 39 = Det(1+ Vi) = Der(dy)

D&s lors, en substituant dans (II.1.4) les formules (II.1.1) sont

équivalentes dans l'hypothdse de charges mortes aux équations d'&quilibres :

DQ)C(’H + VA_.Z)E.‘) :q:Q(CSh;'_aa‘g'*éaLM 5 B%@__g}_p)

oXC x;
4

(1II.1.5) d)()() = A+ el

Remargue I : aU
- U . Ve
S\\=Q’;§ ""Gi’@'%‘ga-e*ﬁd'ﬁ*”*

est 1'équation de Von Karman.

Remargue 2 :
Les deux dernidres &quations de (II.1.1) sont équivalentes dans

1'hypothése de charges mortes aux éguations d'équilibres :

')( 700+ T U= £ i 0x) dowr 8

(0; )+ 0;@*)3&\“5@)’ 3:0t) par ‘?;
(I1.1.6)

U= Mol wua %\ ='aa-!‘F
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17.2. Milieu thenmodlastique

I1T1.2.1.- Definition et nappels [10] [2].

Un milieu thermo€lastique est, par définition, un milieu naturellement
2

simple dont 1'état thermamécanique est d6fini par son gradient de défgamation

. . - " =
sa température absolue |- et le gradient g de température S = VJ‘T

Les matériaux que 1'on considdre par la suite seront thermoélastiques en
ce sens qu'ils seront définis par les lois de comportement qui sont des relations
donnant la densité d'énergie libre L‘/ le tenseur des contraintes U~ ’

1l'entropie A et le vecteur flux de chaleur -E‘) en tout point matériel X
en fonction de (F' s T et ‘g" tels que :

’

(ﬂ: ;r;1§ ) X,li\

o =
\,} —

we | e SRRy
q (

ol on définit respectivement ﬂ: et % par :

= Dx(’?(x, t\:‘ﬂ3+v_lf

-—)

g = ‘@T(x,t\

(I1.2.2)

- est le second tenseur de PIOLA-KIRCHOF.
Par commodité d'écriture, la dépendance en X \I sera supprimée
et sous-entendue.
A A - . .
Les fonctionnelles de "réponse™ T \V . b et seront définies

sur



//\/y;(R)XlR: XrR‘;X Slo X [0, EDI ow ”\/l'r[ﬂ{\ est tel que :
M3 (R) = {Fe My (R dek(F)7oY,T, bovo

On suppose en outre gque :

J = ¥

11.7.2.- Processus thermodynamique admissible

Un processus thermodynamique admissible est la donnée de

— —
LU, T \J‘} s g ,Ab ,’(T’ 1, fonctions définies sur &1, X jo}bor_‘

\.y
e (@z( Slo xJo, tc[:/' l?s)  Te Yfz'(ﬂo)

CF b e 'c? par (TI.2.1) et (II.2.2).

11.2.3.- Loi de conservation de masse

Si 1'on récapitule les &quationms établies pour un milieu continu que

1'on suit dans son mouvement, on en déduit en vertu de (II.1.3) et de la

définition ( Y que

E(X)/t\t—y(x/t\:{)o()() ) o0C = X.‘.a(xi(.‘)

(11.2.3)

11.2.4.- Les Bquations de {la dynamique

En mécanique des milieux continus on les gcrit sous la forme :

— — n

(11.2.4) = i oae D% = ()
QU =g+ DT S
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11.2.5.- Lodi de conservation de 2'Enengie

On la présente sous la forme :

(I1.2.5) @ 'aaE (\V_ /!)T) = 0"& é‘c\ - cli\)x?-;-h,
T
= %;(ﬁ: - 4.1)

Ty

—
Dans ces &quations —é et Yz ad8signent respectivement les forces

massiques et 1l'apport spécifique de chaleur nécessaire & 1'existence du

processus.

11.2.6.- Restnictions imposées par Le second principe de La thermodynamique

Aux &quations précédentes, on ajoute le second principe de la thermo-

dynamique que 1l'on traduit par 1'inégalité de dissipation locale :

(11.2.6) V « 2T

il

‘" ée

— ‘..DL

T
.vx <O

on montre que pour gu'un processus thermodynamiguement admissible vérifié
(I1.2.6), il faut et il suffit que :

. . p -~ A . o =
(1) les fonctions de "réponse” \V » g° et A solent indépendantes de 8 .

N
(ii) ‘F %___.GF .-r\ - :ai(“:} T) {relation de contrainte)
}
l\
% - ___. ([F T) (relation d'entropie).

o>

v8rifie 1'inégalité de conduction de chaleur.
A

ToF, T, Ga)uT<o

En effet, les relations (i) et (ii) entrainent

. I . ¢ d
L.y = 'b[F_CV-YF-;bTW, = “:"T\"F“)"T.
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Corme 6:"-_: >
R A AL AN AUA AN

s S (FE-A)=T:E

—
—

done :

[ ] .
\-l/ = € - )BT - AT , par conséquent,

— L] »
e = v E _‘./)'T. et, puisque :
-
. . .
- . d\W = =
€ = Kq""i* G:E, on a partout processus thermo-

dynamiquement admissible :

» . —
(11.2.7) /bT:"Ol\V,‘CT + JU

R
Si un processus est adiabatique, C{\VKq + =0 , il est

isentropique si ); = o et réciproguement. Dans le premier cas, il ¥y a
abscence d'apport de chaleur et dans le second cas, l'entropie demeure

constante.

Remarque :
Dans un processus thermodynamique admissible, les fonctions de réponse

de contrainte et d'entropie vérifient les relations de Maxwell.



2k

1)
2 (Y (FT)=-2( A(FP= 2 (2%
(II.2.8) —’5'?('3‘: (II‘)T).. aIF( ) ﬁ(%'g‘/(ﬁﬂ)
~n 2
valable d3s que L}/ est de classe % en [ et T .

I1 en résulte de la relation :

e:-_\.\/_‘,p"\",q_ue:

(129 =& (FT= LP({T-}T)+T73(&F;T)

La quantité scalaire définie par :

(I1.2.10) C(EF)T) —_ 2‘{'- E([F)T) est appelée chaleur spéeifique. |
)

De (I1.2.9), (T1.2.10) et B = _.%@(I‘F, T) » on en déauit :
?

(11.2.11) C(ﬁ:,‘ﬂ _:T._a__é(IF,T\ pour tout (I, T) -
0

Par la suite on fera l'hypothése suivante :
(I1.2.12) c(F, T) > O  pour tout (fF;T)

n
Come T 5 @, il résulte de (II.2.10) - (II.2.12) que A est,
pour tout TF donné, inversible en T
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11.2.7.~ Restrictions Amposées par Le principe d'objectivitd

Ce principe postule que les relations de comportement doivent &tre

invariantes dans tout changement de référentiel et montre que

(21219 y = YETD - r=F(E,T
II.2.13 ~ .
< = F(E&ED ; 7=
q.9T<0
Remargue

q -Vngo , 8ignifie gue le flux de chaleur va des endroits
les plus chauds vers les plus froids.
Les lois de comportement (II.2.1) satisfont au principe d'objectivité,
si et seulement si elles admettent les formes réduites de (II.2.13). En outre,

les relations de contrainte et d'entropie en (i) et (ii) deviennent :

(e =3

(I1.2.14) ~ - -
b (e, T)= .Y

2T

N
Les fonctionnelles de réponse Y e;- . 71’ dépendent des
points X € &) o explicitement, mais non du temps + dtol

Yy = ?(E,T) X)

Le systme complet des équations de la thermoélasticité non linéaire
est formé de lois de comportement et de conservation, d8s lors, le systéme

s'écrit :
B —)“ '—‘au 7]
SV (Fo)+fef =t

— dan x1040[ .
T22 o g 40 = Sarlorel
P14

(I1.2.15)
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& ces équations s'ajoutent celles de (II.2.1k4) et (II.2.13).
Ces équations et inéquations sont vérifiées pour é » T définis pour

(x, D& 0% 739,40l

Elles sont complétées par des conditions de frontidre.

(1 +6ad D) TW.E o O
/TI’-'-E; sur BU:
(II.2.16) qb".'N"" =® sur OSle

o - oua.ﬁo
T o e 0% %= 0%V

D0 = 2, vt

et des conditions initiales :

' m"»"kmﬂ- 2 /0:(!, °3=VZ(Wo)aans Slo
(I1.2.17) T(%,0)=¥(¥)

G’(X,o), '-\_)-‘(X,OX ,T{'x,o\ . ',I'(\(’, 0) sont donnfes sur e

La connaissance des conditions initiales et des conditions 8 la frontidére
permet de manidre générale, de trouver la solution du problime.

D'autre part, les relatioms (II.2.13), (II.2.14), (II.2.5v), (II.2.16)
restent valables, (II1.2.17) n'ayant plus lieu d'étre.

Cette formulation & l'aide de la fonction ‘\\('(E,T) est assez générale
mais, dés lors gue 1'on particularise v (quadratique et isotrope) om obtient
des exemples oudes contre-exemples) de la fagon dont un matériau €élastique peut
se compbrter.

I1 se peut que 1l'expérience confirme les nhypothdses faites (non par
la donnée de \‘I mais par les mesures faites sur le matériau déformé).

En général, on prend des formes particulidres gde par des méthodes

d'approximation asymptotique.
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11.2.8.- Miliey themoilastique homogéne et Lsotfnope : Linfarisation

Les lois de comportement d'un milieu thermoélastique homogéne et
isotrope sont objectives; en particulier, le tenseur des contraintes peut
s'exprimer sous forme d'un polyndme de deuxi®me degré en E . Rappelons
que dans le contexte de la linéarisation, 1'homogéité n'est pas une notion
essentielle, ,

L'isotropie et la linfarité sont respectivement lides 4 1'état naturel

du milieu et & ses lois de comportement.

LINEARISATION

HypothBses de LinBarisaiion

(K st MAX a—'L < Q( £ < 4 (vitesse lentement variable)

ol <<, A (température lentement variable

(Ha) SS\LAF MAX L

(11.2.18)

(Ha\ S%L‘F lT"TO‘ _<_o{ << A (température presque constante)

est un champ uniforme, celui de la temprature de référence du milieu
&lastique.

A ce stade, si 1l'on introduit le tenseur X‘ﬂ) on peut remarquer que,
de :

. = :
Ec: SUP\VU\ ! 82_3 S"*F\mml supposés tous deux des
infiniments petits, on a, compte tenu de la définition de K(ﬂ) 81: EL

au sens des infiniments petits. En effet, b‘[u) = ,_(v“ + VU-I- Vu VG)
entrafnent :

\E.-Bls "

1

On suppose donc :

(II.2.19) || € <<t IT-TolsS<ey }]—V:T]£S<d
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Remargue

= ~ b

51 F=lz ¢t T=T, alors T =0 et =0 (0T
représente la contrainte résiduelle 3 la temprature de référence c'est-d-dire
d 1'état de contrainte du corps lorsqu'il est maintenu dans la configuration

de référence, & la température uniforme To - On vérifie 3 des termes O(&/
prés que :

- = }\(l’mg)f - QqE‘MBﬂ(a)

(I1.2.20) ‘CT

_a
- h vxel (v)
ol )\ ,[J R b sont des constantes

Ces lois de comportement sont objectives mais, si 1l'on néglige tous
les termes d'ordre supérieur i unm en g , on obtient :
— Z =y
T = M EMM+2 (T 4B (a)
(Ir.2.21)

E () = ii(vﬁ’-v, i) :E—i—VuTVu ()

Le systéme de la thermo&lasticité linfarisée homogdne
celui basé sur;

et isotrope sera

| D.\Vxé— *'@’“6
kR AS +

AClWJ Seo

tl
o)

Ju = o
A2 Hy w292,
_9 = B, »nrdn
(II.2.22) T (M) = E nA D O\,
=) e — F
q M =W

fo
"
-

<]

i 9%,= 0,98,
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I7.3. Relation contrainte-déformation [11] [18]1

Le but de ce sous—chapitre est d'établir la relation l'expression du
tenseur de contrainte pour un matériau thermoléastique homogsne et isotrope.
Pour parvenir & ce but, on se sert des relations thermodynamiques déja,
précédemment &tablies & savoir {II.2.5) et (IT.2.6) qui donnent :
——’-_-7

P(T/f) e)+ 'A u( H VT+JL s qui peut encore

s'éerire

-

q: ‘—'—"T
(x, {:)—T/S (x, B < G"b 0y _1-_—-\&, +

(11.3.1) e(e .
< Tl A+qLV(lM'11-’)*R/

(i
q:_ V ?) étant la dissipation intrinséque.

Le potentiel thermodynamique (’j , appelé aussi énergie "d'HELMHOLTZ"
est défini par :

Y=-e-Th

or, on avuque :

) = Th +T au"'e‘ T
Y= & -(Tr+TA) = Macﬂ@—

Pour un matériau thermoélastique, on choisit unk et T comme
variables indépendantes. Le tenseur U',"i des containtes devient fonction de
ces deux gquantités. Il en est de méme pour la densité d'énergie interne et de

la quantité de chaleur mise en jeu.
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- . - = =
Ainsi, de la relation € = - A‘qu*‘ us +0 ¢ E > on en déduit,

pour un matériau &lastique et en présence d'un apport de chaleur 1'&quation :

(I1.3.2) €é - -9 + U‘;iui,é +JT

it
.
portant \J dans (II.3.1) et (II.3.2) on obtient .

P& = ey +TH +pTaw Uiy e,

soit

-

* [
*éJT"'?-rD + - clll.ii =0

e

(11.3.3) [ M d]

aUlab

Kol
Q/-
‘.._..—

(II.3.4) \fé@_&v ) :ﬂ(’f *e 3v+ ))]T+QLT'_':—KSO
%

.Les deux relations permettent d'écrire :

(I1.3.5) = (
Uiy

(11.3.6) )') —. 22_
)

ot qi,L??T/’s XL CfT,L ST

Un développement de (ul\b T} en série de Taylor au point de
référence M ( OTQ\ TO étant la température initiale, permet d'obtenir.
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11.3.2.- Conduction de chaleur dans un milicu non homogéne et anisotrope

Dans certains cas, on peut ralsonnablement négliger 1'apport de chaleur

fournie par le milieu extérieur d'oll la loi de conduction.

- e = ONT)e

\i.\ est la conductibilité thermique. Or
o
— : hd
qf‘i - "?T-/D = cT %f. d‘aprds (II.3.6).
Pour de petites variations de températures on a :

On obtient alors :

ALY
hgy T i -ty - ST
= 13&3(‘1}“{,& +C€T
posons C (x§ s ?57\}?’- ® oll C('I.) désigne la chaleur spécifique

du solide mesurée & déformation constante ﬂ"' =

Portons (II.3.8) dans 1'équation de la dynamique

(II.3.7) l”(UL‘b'.ﬂ'W(O)TO} AN UL;&-&(TE\}-Y iéh&&',};%ﬂ

-\‘-% U\‘a(T.To‘.rL(‘r-rO) .a,-—-' 5t -~

*"b
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De la relation (II.3.7) on obtient le tenseur des contraintes, soit :

o = Ayt Wijen Gy(F W

Y

L'une des hypoth8ses de 1'élasticité suppose qu'd des contraintes nulles,
correspondent des déformations nulles, donc n.“b-: O .

Cis <L O » posoms Cif-—"'&a .

al‘Sh'?A.. est le tenseur d'élasticité. 75‘& et a;‘;k&' admettent
certaines symétries découlant du fait que QT:\-_-. U;L .

Pour un matériau homogdne et isotrope, les &léments de ces tenseurs du
2eme et du LEME ordre se réduisent & des combinaiscns linéaires des coefficients
de Lamé \!\ et , du coefficient de dilatation thermique A et au symbole
de Kronecker 3,3 . D&s lors, nous pouvons obtenir 1l'expression générale des

contraintes dans la théorie linéatrisée.

(11.3.8) U'_A’ = Q;%he\(ﬂuk&- K’A (x) (T“TOW

Loi de conduction de chaleur pour un milieu non homogéne et anisotrope.

\p';, ~ (O i (T:m)t;3 =ffc

C‘U - (a.ah%,uk,%)'i +(‘625 ﬁ"..TOS) 4

posons T;T -0

, on obtient alors.

(11.3.9) @IJ- (Qiih%Ua,QM@&ﬁfe"‘ £ 40

€T - Tt — (NT =0
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IT.4. Coefficdents d'elasticit? d'un milieu thermodlastique [T1, [121, [191, [25]

[103

Dans ce chapitre nous venons de voir que la loi de comportement thermo—
élastique s'exprime par une relation linéaire entre le tenseur des déformations
linéarisée EP&% et de la température.

Les coefficients d'élasticité a‘b\"?‘ sont indépendants du tenseur des
déformations E(,u) meis dépendent de OC quand le milieu n'est pas homogéne;

ils ont les propriétés de symétrie suivantes

(II.4.1.1) ai&h%\: Ggu&“ al";k\nz

Cette propriété résulte de la symétrie des tenseurs de contrainte et de

déformation et

(11.4.1.2) —
Uit = a\e%;

Cette dernidre relation résulte de l'existence d'une énergie de déformation.
Elle exprime aussi que le tenseur du be ordre de composantes est un
endomorphe symétrique de 1'espace vectoriel (euclidien) des tenseurs symétriques
du second ordre, ce gui entraine qu'il existe au plus 21 coefficients al'(ig‘_&
(n = 3).

L'existence de cette &nergie de déformation définie positive implique

encore

(11.4.1.3) ath\l'ﬁ'\xlb Xh.?z\7 O \ VXE m 9 avec Xca"l Xot

" Dans la suite, on s'intéresse & un milieu thermo&lastique linéaire,
transversalement isotrope, rapport® 3 un repdre orthonormé ((J; Xfef ).

Un tel milieu est caract&risé par les tenseurs de contraintes et de
déformations d'une part, et par_son groupe de symétrie matérielle engendré par
- 1, 1 et les rotations d'axe Q d'angle (Pe -SO, e[ atautre part.

En général, les coefflc:.ents a k‘!‘\ ne sont pas tous nuls et en
partlculler__r_1§us en ayons 6 dans le plan. De la rotation d'angle (pe ]O ZT(C

autour de e3 , on montre que :
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G\ N X sont respectivement un tenseur orthogonal et 1'ensemble
des tenseurs orthogonaux.
Par exemple, Q Q——-’ est une symétrie admissible, ce qui
implique compte tenu de :
- = - = - —
Qe{ :ei ] QQZ':-' ez / Qe3 = - e3
que :
::23 \13( 2223 za;f ggzg“ 2331 = 023,2" asuz“‘o

Puis en l'éecrivant pour & Q’LP——-JS ( G\@:;—:Ez (ﬂ)‘f-\- -é-;?vh,so )
Qez = Sn'ﬂ»ea,ﬁo‘f Qe3 ___e3 V({J & ]o} oqp [ - oo evoutit

au résultat suivant :

Q.= au,u, ; a —J_(quu agu 01323

iz ¢ Bl}

(IT.4.1.4) - -
am;: azt‘ﬁ i A2 'kam})' Qg (0,," all“)

Si 1'on pose :

Aaéhe\ = Qwik; é, $eﬁ“TAat

A[b est un tenseur du second ordre et, G(L‘\ﬂ_k s'exprime liné-
airement en fonction de )\ et l"\ , soit :
(I1.4.1.5) O"z\h& =)\S;$5hg,+ ’\(J(R&'R"'Sf,gak) [7]

Si 1'on pose :

lm = >\° +Q,T\o / a = ko all%g-:)\l

A {
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s = T , Azan™ M+t

Ap = T)‘L‘a%()\o-tg—r\o)' Mo 1)
nanm g o Dol
(I1.4.1.8) haz = DL‘C\OG& \'\4) A ) At 9“1\\
o )\o O\ .
Pirz “ru r\" ol (’021
(:\4 A "ﬂ"" ™Mo
o
Azsjl\gz:&o(é % 00\‘)

qui redonne le cas isotrope pour lequel :

Remarque : La matrice /A(z) Athi 3_ {ou le tenseur CT R 2 %

—)

| aht?l z 3‘3 @h.@ 6‘ s qui n est autre (au facteur /e 70 . pres)

| que la .matrlce du "tenseur acousthue . (IT.4.1.6) s 'exprime en utilisant les

‘ notations tensorielles.




(Ir.4.1.7)
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b = (2o r U E ®F + 1.8, DT, + 1,
A= Ho e $§: +(%o+?70>?3@?2 -Hj,z’;@_é;
R A AR (e o
Mg = Do €, 25932 + "]o—é’z@?/(

Anz NG ©E +, 6 =g

—_ -y —
Asi= M6 + 1 & e,

17.4.2.- Relation conthainte-coefficients d'élasticité-températune.

De la relation U'.E - C‘Ck\n%\ uklg‘_%gg',i‘ , on trouve

(11.4.2.1)

U:; D= ()\u .\-qu\ u4‘/l +>\O U2J2+>¢4U3‘3"X9:: auha

T2 = Mo Upp* (\O*qu\]uzﬂ * )\4\)3)3 '719:0431&

Ho Ui,i = Clisxeh

2
|

Uz = Ma(nh e Ug e (e2hUs3=Qazig
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117.- THERMOELASTICITE PLANE

IIT.1.7.- Position du probLeme - equations de base : [1], [4]1,[5]1, [21] |

~ ~ - g -
Par rapport & un repére orthonormal @ X Ky X3 (ou O , e4 , ei’ 33 )

on considére le domaine cylindrigue :

_ 2
(IT1.1.1) (5'2\ = {(7" X, X (2, X2) e WC I’R} |xal ﬁ,}

ol (_u)) désigne un domaine du plan Oxl'xa , de frontidre régulidre.
Etant donné :

— -

i) . des forces volumiques de densité ‘5 dans (gt) , des déplacements U/

sur n xj-e\,-»%t[.

. des forces surfaciques de densité P

. 1
sr T, x 3-h, +h D o Rl TAOL
ii) . Une tempe"ature de rei‘erence 99 sur :
X 3-h
. Un flux de chaleur de densité qo sur :

Eox 3% +h0 | pot=r nan= @

. une densité calorifique yg dans (S'z) .

il
©

o134

- — -# -a . -~ -~
S1 Y - % 46 sont indépendants de Xg et paralleles au plan

((J“\X;) 30 1 AN 9° et 9, Etant aussi indépendants de )(3 , alors, le
probléme de la themoelast1c1te statique est la recherche d'un &tat :

[ -—Ja ’ E U_/ 9 Ve] défini sur (Q) correspondant aux forces
et vérifiant le systéme d’equatlons de la thermcélasticité linéaire homogéne
et isotrope. Il s'agit de reprendre les équatioms . (I1.2.22) qu’'on adapte aux

hypothdses du nouveau probléme.

€ = €aa = &

(1I1.1.5) 3 = V23 =0
VETY )\ ER + Y6

e = N Eurdye+2TEyp+¥0 dap
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Un calcul immédiat montre que :

Upe = 2( 2+ :ﬂfwdb’e , soit :

(II1.1.6) U3 = (V- 2¥6)
G = 2
T o2(ZtV)

(AJ{ . AAl ) &tant solution du systdme suivant :

Gep 4. =0

(ITT.1.7)
Bas. + 10 = 0
Q;\’? :.'%{Uk,\q\gd?"’l“(%,;31-%/0\\4-7{95&[3
Mg, = YV, owr ¥
(111.1.8
E) = E)O YA p;

€%J~Tk* - C‘o S)Nnx YL

Le probléme (III.1.8) est un probldme plan auquel, pour obtenir la

solution du probléme tridimensionnel, on ajoute :



TR T‘4 Yj‘%,*%[
PWL Vale-e\,»&,[

(11I1.1.2)

T{é_-,) =0 DU Xstiﬁ/‘grf‘)o’pom x;—rf;

N -
Compte tenu des hypoth@ses faltes sur F o, ‘é , U, B . qo et It .
on s'attend & ce que le champ de déplacement ne dépendent que de (x , Xy ) avec
—_—

>
.’U' 'eas ¢

111.1.2.- Etat de déjonmation thenmoilastique plane

Définition :
{U-' . ';c:: , 9, B} est un état de déformation thermoélastique
plane si :

U‘;‘ = ’ud‘(x"xz\ o2 4,2

(II1.1.3) & _ © (%1, X9) M3 = 0

I1 en résulte immédiatement que

-

E - gd.\?’ (_x*,yx‘l\—éj®—é7r3 , 156{1)2}

- = - ,
(zzr.y) T M Eu(w lxa‘ég—é:-_n'( gdp(x.,xz\ed®€p+"59(h Xa) 310‘2
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De ces relations (III.1.4), on obtient :

(=

.. '=-“T3"/U3::O
(III.1.7vis)

V::_a, - G(v\;\g" 239‘\

(IIT.1.8bis) Vs = G, = 0

pour X3 =t€\ .

On dit que (III.1.7), (III.1.8) admet une solution unique qui est

celle de la déformation plane assocife au probléme tridimensionnel (III.1.2).

Cette solution ne résoudra (III.1.2) que si : Y=g, ou O, +& = ZKG .
() I 29

Remarque
La solution du probléme tridimensionnel (ITI.1.2) qui est unique si
et sont des mesures positives, vérifie :

Al (%0, x2,%8) = Uy (¥, %g -X3)
(III.1.9) U3 (%1, X2, %3) =-Us (X1, Xz, _ x3)
S(\“, X!,xa\ S‘(X‘)XII_X3\

i

Car si l'on pose :

'S

«Ué( X, X7, Xy) = Ua (%1, ¥2, -x3)
U3 ¥uxe, X3) = - Us(X, o, - Xs)
G¥( X1, ""l,)(s) - S(XI,X?, ,-X;)

> - . -~ - - = * e
11l en résulte immédiatement que le ncuvel état L u . s

= > . . =z
tenu de '{3—. fy = UpzD, est solution de (III.1.2) si u’

R s Rrer/
résultat en vertu de l'unicité [j'= (¥ .

¥ =¥ =-¥
9, E] , compte

en est une, d'ol le
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Cette remarque va permettre de passer i la notion d'état thermo-

&lastigue en contrainte plane (resp. de contrainte généralisée).

Définition 1
Etant donné une fonction /é telle que :

3 ; e
-y \R l‘on lul associle :

{2
‘z: W —> ‘R}+g par
(II1.1.10) /g(’h,xz) =§'€‘§ ’{(X;,'Xq_\d)(z

-

Compte tenu de la remarque, on & @

4l

3]

Moy = 215 - cc.-%%

(/UJ\,P + /up)ch

P>

1o =
(IIT.1.11)

ﬁﬁb = X(-é,.*—én,*?gg\g“} + P%P*Xé'gdb

T\ = X(-éwn\ +(n ]"\g'g.} *X®

Les équations d'équilibre deviennent :

Gop + Aa= 0 = ()

A « r o0 dans LW)

(III.].]E) ~—
Ay -:.Ud{\(l,Xz) sur kﬁ)

E - eo&x\))@,) sur (r‘?‘)
i o = 00

B, a ’(\P: q 1) sur “\Lb
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Définition 2

[U‘ . LT ,9] solution de (III.1.2) est dit &tat de contrainte
plane si :

Vin=T2=W"1y = o dans ($2) ., ete.

€tat de contrainte généralisée si : v;:g =0.

Les &quations du probléme de contrainte plane sont donc :

UJV;W * £°\ =0

S =t -0
Vi3 = G:;:-.T;_,,:o

Te = )\(Ucli\gap-*r((ud,pwﬁ,ﬂ .;.X@gap

\(M&,a.\*(‘)wi*{\u?s,% +¥b=o

(IIT.1.1%)
Ay = Vg opan Nox 3-8 400
8= pwm Bxl-h 44T
9‘,&"(\6‘: q wn Vux3h AL
L'élimination de M;)/B entre (IIT.1.14) donne :
T N Mg oyp + AlU& R~ Upd)+36dap
(II1.1.15) —_ EANS < 2YK

YA U
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Les autres dquations restent inchangées. On obtient un probléme plan.

S
Gop C2 )+ TOIs s, ) cans

(I11.1.16)
M+ Bdd=o0 , Ugp e -r'(dzo

-
+ les conditions (III.2.1h4) sur [} , ["2- . [; et ‘q

(III.1.16) n'a &té obtenu qu'd 1'aide de U3z, = () -

1171.1.3.- Etats themoilastiques plans

Dans ce qui suit on supposera «6 et JC nuls (la force volumique et

. 1'apport de chaleur). .
Un état thermoélastique plan de constante N, fl , 8§ est la domnée

de [ v U:p , B] suffisamment continfiment différentiable et continus dans

(w ) vérifiant :
. 9 - o
E’![

(II1.1.17) I(KUd.‘ev *upch- U—(ﬁ- V(O’h 4"69\5&\3

Les conditions de compatibilité classiques (sur Elé ) se réduisent

dans le cas plan & :

(III.1.28) ZE«?,A?_‘&\,:?_ + gz‘l.M

FAVITISLS =Ter + Gy _ G A(TRe- 97¥0) Sup

soit

:4m1+gh1,VAWQ
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or, d'aprds les équations d'dquilibre :

d'cl 1l'on déduit que

V2= -%u=-Te20 '

(I1I.1.19) Aq;h =0

Alors si LUI&\ vérifie “dﬁl(’;:: O et A(ﬂ;h =0 dans
(W)) les relations contraintes-déformations et AG_._. O entrainent {(III1.1.18).
Tout &tat thermoflastigue plan [L& s %P s UJTFS s 9] engendre un

état tridimensionnel si 1'on ajoute les conditions :

%:V;,,::Us:o et Qxz = V(GE\Q—- 2\69) dans (w )

111.4.2.- Fonctions d'Ainy

I1 résulte de la théorie de 1'élasticité plane que :
(111.2.1) Tr= Y ; s U =-Yi =i Ye fg( :
.2. n= 122 :()z;':\ﬂ“ P Ve = 112 S w,@

vérifie U;‘ﬁ,ﬁ -0
- En outre, on a A(UT!\(L\ - 0 si et seulement si (‘r est

biharmonique c'est-d-dire :

(111.2.2) Aa\-\}_—; 0O
Tn = Uga est uniforme de classe

Réciproquement si r“ - “_Q.L s Uy

v . ; +
Bl @) v = o 32 eioe we €7(4;R)

telle que :
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P
& - ¥ 24
¢,

(I11.2.3)

Trp Mp= ’Yldﬁan\V'b’Sln % i (W)

U< est dite fonction d'Airy sur ( () ) éventuellement multiforme biharmo-

nigque de contraintes associfes définies par {III.3.6).

Théoréme
Soit l.v une fonction d'Airy. Si l'on suppose en posant

ql(by-_-\P(be\\ ‘ dq}{b\ nmk\/(w}

que :

\'v[ 0\ \'Vd‘ [0) O , alors :

Yom=men ok S¥ e ol pun (2w)

A
(IIT.2.4) )
III.2 ) = -SD.’Y\&P{Xd‘(V)-—XJ‘( '&]“Iﬁ (=) 'Y\a‘(r)dv

A L] ’
Lo = [, @ de]-Lun; mz Y X h=¥,

’W\(l\) et ,[( h) représentent respectivement le moment résultant et la
résultante des efforts tangentiels appliqués & llare ( o, A ) de ( r‘ )

De la relation (III.3.4) on peut définir les conditions aux limites

suivantes :

FL:U-?—‘?'“P"’%(“%’D
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ce qui donne en vertu de : - s
U Hilo=Ye

% (5) :-L B de = .09
a0y '-’-J:E(b)o\c':'é'z(h)

Par ailleurs, Yi0) = O  permet de vérifier que :

\'V()’) /W\U)) _(:lj([)) _‘P(b) par intégrations successives.

TV.- FORMULATION VARIATIONNELLE [s1, [11, [121, [81, [9].

Cette formulation sera adaptée aux &quations de base de lathermoélasti-

cité linfarisée. Ces &quations sont les suivantes :

_bz(ﬁ_‘\-\-%a}.&ut\ =4, ﬁd dans §Q
b\/\B e ) = O dgans Gt
(Iv.1) | TR - 4 2@ Ua+a ;4 OV aU,,_) gans §
(@ + QU o =G v (1)
-\7:-6 sur (Fo\
e‘:‘. 80 sur (_FQ
%% :qO()() sur (Vg)
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Une formuletion variationnelle du probldme (IV.1) consiste & trouver

(%,g,ij')danszxzx_\[— solution de :

fa’ﬁ;s.(ﬂ)%dx—fﬁt?;éa‘-vd-clx—gfZ}ﬁ;u@d-uhdxzo

_ Sf’bbivi +f QUY; = f S fue + J4c0;
j Vovt = |t +f‘70‘

V(®es , vpe® , vTe\

z . (E ,‘\] sont des espaces vectoriels d&finis par :

- {re=tgle(Cw)’, g
]
(17.3) N = {V. =V¢'€ view" (57_\ »wd‘v-aflu}

T - i)te\%*(sé, =0 » Bz,

WI,H . . .
On va justifier le choix de (gz\ , puis étudier, au moins
formellement 1'équivalence du probldme { IV.1 ) et de la formulation

variationnelle précédente .

Tout d'aborad 2 ) étant muni du preodult scalaire
LY

(e, “63" J i dx

(IV.2a) signifie que ( A(Q" &SJ) K(M) D@)"‘O V%.Q&Li(ﬂ\\)
Done si X(H)é L(S‘l) , th“_ a.g/ﬁ] T(/u) p.p. dans

(§2). Ce qui n'est autre chose que (IV.i¢) pour que b,é e Lz( Sz_)

‘((u)..,.(BU.»B ; +‘a U\,_}ﬂ_ si Mo e whid (L) (Iv.2b) et (IV.2¢)
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2
ont un sens si l'on prend les quantités ﬁ’g( et YU dans [_2(57_) ,%CQL(P)
ainsi que qo .

(IV.2b) s'écrit alors :

(IY.Eb') -‘, _J,\ + L‘)(V u ;G jf’g L)(_ JX“'I%lUL
(Iv.2e") O.(B, t\ -"-’j,z%t + f(fo
S m,

ou : ' - ﬁf t E)k L
a‘ . (\—) ; U) — 4
est une forme bilinaire de E X V dans
R , donc doit vérifier 1'infgalité

\a ('5):: ,—8\\5. M“W'V“?“i - M>o
lars, o) <l %“Ea;)“ 994 ()
< fmes 12003y N7 2

= —3
¢ TN Sy
. En posant M — C(’S’Z\ on a bien.
(Iv.14) \a@“ T < M\ U_“i\u v’ VM70
La forme bilinéaire a (G', U ) est donc continue. Il reste 3 montrer

t g e t —_ A 13
qu'elle est coercitive, c'est-d-dire qu'il on N VOE \}
telle que :

(17.5) \ d(\))\T\ v ﬁ\\g‘“&
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Or, 1'inégalité suivante exprime que 1'énergie est strictement

positive :

:J V)G (Tydoe e
(1v.6) \o gla\ v {35 E‘é A
al .y, V\ = JE-_’ ( 45(\/1) . soit :
(1v.7) A(u,vy 7 [32—” E'v\(’um&(ﬂ)

Si 1'on pose Afi— gu\,(ﬁ) . l'inégalité de Korn permet d'édcrire sur
tout le domaine 52

(VI.8) HV{ = AM( L(Sl)

L'inégalité (IV.7) se transforme en 1'inégalité :

(1v.9) auwn = cll U“ii‘

?_.

qui prouve que a(M\V) est coercitive sur l'espace vectoriel \J .

En effet, la formulation variationnelle en contrainte et déplacement.

alu) = LYY, Liv= jn (VColy ) 5., =0
(17.10) Uﬁ vdx ¢ (j \g\ldx)’i(w LX) Me%aﬁ.h o My Kow SKY
< |

ey Whpgg < e, evo

. ) —s 0
(Iv.11) C‘z“ﬂ\\(l}(gﬁ , fé E («QA
Puisque Hpo(n‘c L2(525 , alors on a :

v HL ()7 c,fvi gy o=
J[ {;\J(dy\g ¢, G IVl o
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o [ doedd g cdThy ) coance.

On peut alors appliquer le lemme de Lax-Milgram au probléme (IV.1).

I1 existe une solution - et une seule.

Généralisation
On peut généraliser 1'étude de la forme linfaire L(V) dans le cas
oll 1'intégrale sur la frontigre VL ae SR est non nulle Uaﬂ-# D\
ol - est telle gue nous pouvons appliquer le théordme des traces.
%
Liw = %L\)de " JF%VJX
Pour le second terme de L( \ , on sait que [ 71, la restriction

L( '()SZ d'une application (Pe WJ,D SZ\ & la frontidre 35'2_ de gl est

continue :

WP o (82) —> 1" (o%)
¢___, Clos

Tl existe done une réelle \Q )O tel que :

Kl masﬂ < kil Vl\ Moev

(Iv.13)

[ Rwedsl< | il '”““(maszﬁs_m Il -

(Iv.1k) l
e S

avec

(1v.15) k2=“F{)“(l?(ﬂ))%
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On montre ainsi l'existence d'une constanie réelle telle que :

wae Koz e+l

Dans le cas général, on obtient :

|Ln| = k\\vllv.

(Iv.17)

De méme

(1Iv.18) @—’M V) —> jr a Uy a a défini une forme

trilinéaire continue sur ZX \) X \/

On peut aussi classiquement montrer que la forme

{1v.19) Qa: {9 )C\ J KVB V£ est bilinéaire continue sur ?X(E
e (@ Ve (W)
s L}e@CS?—)) : j” (q,'\}) =0 -,

J ) TRV = < I 9;005=-< 3 (0 946, V>

ol (T Q v désigne la valeur de la distribution T pour ?69&
9' ( SL) est l'ensemble des distributions (forme linéaire continue)
sur §L . (Iv.18) et (IV.19) s'écrivent encore :
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- 'aiur;; + U{Ranu;) v = —E, ﬁé Jaup @/(52)

(Iv.20)
-1 =)
_.,-\-/-1 gu

VeV, j?,@"ﬁ b‘lz)\l-—a(o' F)ebiEa, ;
JB0-t= afo)- et

(Iv.2.2) . Probleme aux Limites [26], [27].

De la relation = f\‘éfl)-{-‘gfz.) , on a déduit que
(1v.2.1) AQ= o dans (.w\

On associe & (IV.2.1), les conditions aux limites homogénes du type
mixte qui peuvent dépendre du contour de ({X)).

Nous obtenons ainsi le probléme suivant :

AD = © , be L'L(UO)
(1v.2.2) .%%-: o sur OCD

B - © dans (,U))

En faisant intervenir les coefficients physiques dans 1'expression de

la dérivée normale on obtient :
N Z.)_Q AW, %) = eae
D.e: = (Z\‘Q' OIA -axa ( / ) %’?ﬁ

ci 2-9— , Qd8signe la dérivée; la dérivée normale généralisée associée &
AL s ppe .o . P . gz

l'op;?ateur différentiel A intervenant dans les éguations aux dérilivées

partielles. Du point de vue mathématique, ¢ est elle qui doit intervenir éans

les conditions aux limites pour que le probldme soit bien posé. Ainsi
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intervient tout naturellement dans les problémes physiques, en 1'occurence

quand le flux de chaleur est imposé sur ume porti..e de (b(ﬂ) .

L'équation de la chaleur dans le cas statique pour un milieu non

homogéne et non isotrope s'écrit

D (a; 28\ -
(Iv.2.3) - %'x‘t(a.lb %ﬂ\ -»O

Les lois d'état ne constituent qu'une partie des lois de comportement
et ne permettent 3 elles seules d'expleoiter les &gquations de la thermodlasticité.

I1 faut alors écrire une loi complémentaire qui donne une information
sur le vecteur flux '

En milieu isotrope, on a :

(IV.Q.)Q q = -adb

t ‘a)(é

En thermique, on suppose que le milieu ({A)) est isctrope (hypothdse

d'ailleurs simplificatrice), ce qui permet d'écrire :
(Iv.2.5) K‘B(ﬂ = \(ﬂglb (31(\': 4 /“,&):’- 1y 545 :O} L:F/d)
La propriété de coercitivité est traduite par :

@v.ee) N0 S BBy = Wl onf w3
xe (L)

On pose :
(1v.2.7) C = M!\‘% AR ,  Xe (W)

" On assure ainsi la coercitivité de la solution en 9- de (IV.2.2),

il reste alors i déterminer 9 .
On suppose tout d'abord @ contimue dans (WD) et contimment diffé-

rentiable sur tb(n)

La propriété résultant des formules de Green montre que :

.28
jsro X dx=-‘(wvo.v9dx— Sag 2% de

oi \J et 9- sont dériva‘bles au sens des distributions d8s que 9& H'&),

Jen(ny-
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on aérinit W (LO) par :
p) 2
(17.2.8) H\[w) - _{sé 9'&0)) Be l}((ﬂ)/ '%% éL(CU)/ A@é.‘.{a))}

D{A') est le domaine de l'opérateur linéaire A— , ol :

(29 D)= { 8*] 9*6 (t?z(a'))/ 0% 0 sur ,aw}

posons

AB = O (A synétrique), on aura :

<AB U> = <B,aY> ¥6e DA),Yuedh
81 A?,O on a :

(1V.2.10) U* 9) ND = © (6galité ayant lieu &= B = O)

calenlons ( AQ, &)
LRG> =~ JAB §elx =fv0-veolx, Ve € DIA)

L'opérateur f\ symétrique, 9:0 sur o)) ., on en déduit que :

1
< AG) 9> :’_J \ vs\ LPX:U, en vertu de {(VIII.2.10),
w)

w
done : \VB\'L: o) , c'est-3-dire \Ve\f}[@)vlo Vge[ )

- I1 en résulte que :

B“ est constant X € (u’)) .

D'aprds la relation (VIII.2.10), §} existe et il est 1'unique
solution de (IV.2.2) {Lax-Milgram).
Supposcns l'existence de 94 et &'L. solution du probléme initial alors :
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dans (m‘
=W  ©-9,.8,

= & sur (w)

(unicité de la solution).

On prouve ainsi qu'en tout point ¥ & (w) , la solution de (IV.2.2)
existe et elle est unique.

IV.3.- Plague mince themmollastique en ffexion et charge thansversalement

IV.3.1.- Degainition et position du probleme [16], [141, [3]

L'étude de la plague thermoflastique se fait en théorie lindaire, ce
qui donne des résultats approchés.

Dans ce qui va suire, on suppose que les paramétres considérés dans
les calculs, varient linéairement suivant la direction normale & 0)(3.

Tout d'abord pour fixer les id&es, on donne les définitions

Définiticn :

Une plaque est un solide limité par deux plans paralldles distants de

et par une surface cylindrique perpendiculaire & ces plans. Les équations
des plans moyens &tant

(lze

*3=* Ys:.'.—-g': , soit :

(v.3.) |l ‘%

Le domaine SZ

occupé par la plaque est défini par (III.1.1).

Pour un point M()(. 'Yz_] fixe dans ($2), La=0- L'8tat de contrainte est
alors plan ( g oXXp)-
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Définition d'une plagué mince

Une plague (SZ) est mince lorsque la hauteur est presque négligeable
devant son diamdtre, ce qui correspond & une condition mathématique & savoir

l'existence de &
8 -_-gi <<= A (d : diamdtre, ﬁ : hauteur)

En pratique, la plague est mince d8s que l'on a :

40&4 0{_ (condition d'origine expérimentale).

Cette condition d'origine expérimentale, impose une limite de validité
pour la théorie de la flexion. Le fait d'avoir supposé la plaque mince, permet
de ramener le probléme réel & un probléme bidimensionnel.

En outre, on suppose Faibles et continus les déplacements et les
déformations dans 1'épaisseur ’ﬁ(‘h)’(?_ de la plaque. Ces suppositions sont
réalistes sur le plan physique et pratigue du point de vue math&matiques.

Ainsi, on étudie la plaque thermoélastique qui fléchit sous 1’action
d'une force perpendiculaire au plan moyen.

On remarque tout d'abord que :

en X 3:. & ‘B\

done : 2

(1v.3.2) = ()’l))!;; 5%\:0

(E‘:‘H) , 11 n'y a aucun effort extérieur qui s'exerce

B A
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IV.3.2.- Equations approchies : modele de Kinchoof

De la relation de Hocke, on déduit pour y% oy £ g—~(£-—+f} les

relations :

u;ﬁl + ut,% =0
Mllg =-Nl|4
(1v.3.3)
| Uz = -wW2

En intégrant ces relations par rapport 3 )(3 , on trouver :

A
Ay 2 =X W+ My
U, =« X0 W2 + M
ANy = Me  povt h=o

(IV.3.4)

Le déplacement W(xl, Yz) , appelé aussi déflexion est indépendant
de ¥
Le mod8le de Kirchoff en théorie lindaire a'une plaque thermoélastique

permet 3 1l'ordre 0[%\1) d'obtenir les relations approchées :
-— -l a— o~ 4 .
(1v.3.5) U;P - - )‘3'?:(5 + Qe ) 0;9) “:;(5 ) % & L(R\

En explicitant (IV.3.5) on trouve :

-

W =- %_(W'u-l- VW'?.?.)‘*‘—-'(E er) TO
(1V.3.6) %, =- A)C{r (sz+0w"44\+ £ -\-05)
X3

-. E + E_ =TTg = Xa-H0 x
s e T E"- ) o=TTokgllt)x)
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Remarque : En thforie linfaire le champ de température au voisinage d'un point M
de (1) est présenté par T = Tp +X3‘H(X| X2)
L'élimination de © des &quations (IV.3.6) permet d'obtenir (IV.3.6bis)

Iz - 15);3 (W + VW32+T(4*7)H)+-—~(E+?E)

UZa=- EV (Wzi-u—(/\kfu-!-?f(“ﬁ”)*—"'( V?,)

(Iv.3.6bis)

IV.3.3.- Relations entre Les fonces, Les moments et Les contraintes sun Les
bords d'une plague

Comme dans les cas précédents, on définit les nouvelles quantités

b3
H&\@ > Nciﬁ 2 Qd\a da.ns L[SZ\

Mdﬁ § X3 leg (tenseur des moments résultants)

(Iv.3.7) NQLB J rp d’X3 tenseur des efforts résultants

%
QJ\ - J’*"/I.g—‘% dxg efforts tranchants

—n A
Les quantités GO(? et U;‘? étant indépendants de XB , ona:



_ ,?A". —
MJ\’P - "72_“:?
N&@ = ’?ﬂ 0;“3 4:2[5' = 4
h=z P=2
(1v.3.8) Q& = ""“{Fs ¢ =4, p=2
gt~ A N - N E_‘/F\
E E -£
Té‘% =I:-\:f-'-(' 1+ VEI_\:- m‘t(gz+v h—‘-vz‘z
o

En expliciant les formules (VI.3.8), on obtient les moments de flexion
M“ , MZ’- et de torsion M‘?. .

= (W + OV Wier & (1+ OH)

{MWM

~ Re u,\&lxa,xi‘;
M\'L:.:st"‘ﬂw;ﬂ j b= 1A V

(17.3.9) M,, = D(Wn LG W+l

\_r’

De la méme manidre on trouve les efforts tranchantsNy ’NE'L’ Ni"L'

(1v.3.10) Nz'l'-'! EE‘- k?z'\'c.e\\
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En effet, la plaque(ﬂ_) chargée transversalement fléchit sous
ltaction de :“{0, Ol ‘e%‘ perpendiculaire au plan moyen et des couples de
flexion et de torsion. A -

En théorie linéaire, le champ de température T( X ,X-L,O\ au
voisinage d'un point M ae (9_) est @e la forme T =To + X3}
En éliminant O des équations (IV.3.6) on a obtenu (IV.3.6bis) et (IV.3.9).
C'est la loi de Hooke~Duhamel qui a permis d'8tablir le lien entre contraintes,
déformations et température pour le premigre fois en thermoélasticité plane.
On s'apergoit alors que toutes ces quantitds &voquées sont indépendantes de .\’3
La plague

La méthode employe consiste 3 exprimer ‘\M’(‘X”Xﬂ en un point [\40
du feuillet moyen, pour en d8duire ensuite au point M , le vecteur déplacement
‘L? , les tenseurs de contrainte et de déformation. Le déplacement et ces
déformations sont supposés petits, ce qui permet de mani&re réaliste de confondre
les coordonnées lagrangiermés et eulériennes. On a en outre supposé gque U,_a"' et

U"s sont continus et indéfiniment différentiables c'est-d-dire
2
we P Fe B
{ 3. — F- Q
e Lot T

La définition et la signification des déformations géométriques sont
traduites de la manigre suivante :
On considdre HglS2) »we(W) tels que :
.

~ N

_ —
(1v.3.12) ;1___;'5 . MM +M;(Wt+x363)

»

—
D b WAnH

<
i

(VI.3.13)

T? est un champ de déplacement. Dans de nombreux cas, on considére que les
déplacement longitudinaux de la particule sont négligeables devant son déplace-

ment transversal'W . Cette hypoth3se que 1'on peut qualifier de réaliste, permet
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d'obtenir des résultats simples, concernant les quantités u:F > Mdg et Nyp -

Ainsi :

(Iv.3.13bis) {? = WA ﬁ-o-ﬁ ( ﬁ“‘ﬂ\

1V.3.4.- Equations d'Bquilibre de La plaque thenmoélastique [13]. [22].

Qx dx 7
“i\/ 1y

7 e X dy " ex
n oH J\*
W-ﬁf /

Q;* 004 Jy
9y

On remarque que les poids de 1'&lément ( { ) sont sollicités par

les forces @X et Q\, trouvées § 1l'aide des contraintes 0);)“ et w;Xf .

b A
(1v.3.14) Qx,"’j Wx,d)@ , OX =j£‘57';x¢d*3

N 3 ¢ =z
/1 /L
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La condition d'égalité & zéro de toutes les forces dans la direction

de la normale implique :

(Iv.3.15) Q"" + L3I + () =0 ) {3 est la charge transversale.

De la condition d'%%galitéa zéro des moments par rapport aux axes 0X, et

OY; , Gécoulent les relations suivantes :

Mgy + My,2 - Q=0

(1v.3.16) Mizy - M2 4 ®e=0

De ces équations découlent les représentations des forces tranchantes

par le déplacement W(Xi,Xt):

Qu =BT (Aw)s + B[+ OHu]

(Iv.3.17)

Qn_ :-{S[ (BW),i*K(4+V)’4IQ]

Ainsi 1'équation (IV.3.15) devient :

’D\- [ (Aw)ﬂ‘ * (Aw)flt+ X(4+V)(HHJ+H,27)]' Z3: o

soit :

A

3
. A -+ \0/( -|-V) = 2=
(1v.3.18) AW L AH ~

D
On obtient ainsi pour le déplacement™AJ™ , une &guation différéntielle

du quatrifme ordre non homogdne, caractérisée par le nouvesu terme

qui n'est autre chose que 1l'apport thermique.
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V.- REPRESENTATION D'UN ETAT THERMOELASTIQUE PLAN A L'ATIDE DES POTENTIELS

COMPLEXES [2], [31, [41, [17], [22]

V.1.- Représentation et thiorime

On sait tout d'abord que toute fonction W{xhyl)peut &tre représentée
de manidre trds simple 4 1'aide de fonctions de deux variables complexes.
Cette représentation est d'une trés grande importance pour la théorie
de 1'équation biharmonique et en particulier pour la théorie de 1'élasticité
plane.
Comme Ab W: e’ T O dans (§Q), il existe trois fonctions analytiques

Py - 46 Yoy nier e -
W (x, ) = (% ; z Pr2) +"b(z)}=.%fz Bla) +3 Pler* T +i02)

(v.1.1)

(v.1.2) S(X”Xz) = & i‘(z) = -"—-( fh) "':'ﬂ;'))

2

{6 1)

»t{?.) est une fonction holemorphe de C dans C

En vertu des relations de Cauchy, on a :

i{ - 7}: (‘g.‘“'{z\ = J{[{'n "{z,z'”l( ‘g'ﬂﬁ tm\h o

iz
ce qui implique gue :
(v.1.3) - %I,‘I = {‘,?— ' “{'1 < '{2'4 sont vérififes par

les parties réelles et imaginaires de ‘g(z) .

Théoréme :

A 1'aide des potentielles complexes (f('z) s g[z) et {(7, on a la

représentation d'un état thermoélastique plan .



6k

+ 5 = 2( P+ Yo)

(v.1.4) "
V.1.5) G - TntliTe= -2z 9 63) 4 3 (2)]
(V.1.6) . - - '
UM (y+ ¢ h) = (3.4 ) Y2y ~Z‘f’{z’)-j'(i)*zﬂ"v")lh}‘“r
o W)z 13243 ; AEC ,PEC o Fl(z) = 1)
Réciproquement, si les composantes Ua , Uy au déplacement (V.1,6)
sont uniformes, L u, ap' B 1 est un &tat thermodlastigue plan associé

é\Y,B-,p(,Vet“.

Démonstration

De maniére classique on a :

Taw = AY = 22 _[29R)+2e Ppr TR ]2 2( Pl P)
2L

- Tadity = [(Bee ¥y HilYie¥2) 2]
:Q?;._[i Ye) 2 @z)-ﬁ- 4)+30>)]=-2[z m)"ﬁ"fz)]
CY>

Si 1'on pose :
b(z)i)g 'Ul(Xl,Xa,\ + 4 UL(XI :{L‘
L
2.2, % z %L%,* %_D

(v.1.7) ? - ’k
32 tiox oM



2()\“‘ )
uy Oz, 2= -a%%f(zfz) A= hk 2T l?"(i)#{’rz){ﬁ,]

. . \ ) Ll \
arod Uy %{ -_l % < h (z)gﬁtﬁ*qt-zfe]-erw”_

s -(5\’\'4@'\.\+ "\'(1.\ X
‘t.'(-” )&N Lo + rﬂ L8 B- + 2u0yy
)w'\ ’l

RN NE =} \ﬂf\ \"P'(z)-\-@(i))- %:{'('Gh’*{‘;)
W'y < Al “"‘\‘f = )-m 1')
MR M1
M= iétﬂ\tf(z) Ak 1(1) 4od (Fl= {(z))

A U ntI0) E‘_‘k_ 4
Ve Y2y- Mr\F(z) +ldn 4+ B
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d'oll l'expression du déplacement :

L D23y = (3= up) Py -2 @ 12)-9 (2) + Y (20 Frd+ldanp

(v.1.10)

L B123) = 21 DA F Y (20-9)Flr) , YED,1 Wy 0

Le déplacement infinitésimal W('L): (dZ + P peut raison notablement
—
&tre négligé dans la plupart des cas.

La formulation du probléme de thermoélasticité plan 4 1l'aide des
potentiels complexes, a permis de mettre en &vidence 1l'influence de la température
qui s'est traduite par un accroissement du déplacement. L'intérét de cette
formulation réside dans le fait d'aveir quantifig 1l'apport thermique qui est
le terme complémentaire ZT("V'A)F (2-) . On s'apercoit que terme dépend
de la nature du matériau et de la fonetion holamorphe FC'?.) .

Ce résultat est, du point de vue physique, peu surprenant dans la
mesure ol ce matériau n'est pas isolant.

Inversement si l'on pose :

L (OER O %)
FD = Bl 4t Rl

(V.1.h4) s'éerit : 2f\u& - "LY“; -|-(A- V)\P&(-L\.; QY(’LV—\)F&.,W;

WMy = - Lﬁn + L-0) (.P’ﬁ +3¥(20-) F‘a' Wiy

d'ol

My oY +(A.v)tle+ LY (L )F 2 rwy,

puis, compte tenu de :

t?\.L* LP?.:\ =F"’.* Fzﬂ =0, Fh—)' Lft?—) holomorphes dans (C -

"\l My, 2 = Mm\ =-L}fn_
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"P‘ SEET A (O W T S AN o 1AW ¢'ti))
heailio-P] | ¢ Ly

lFm tha = 9\

l“ { My, 2+ ut.‘l\: '\VHZ

(v.1.11)

2 (Ut + Uy} = (4o e AY+UTH

Ce qui a écrit

IR &ol? = W‘s- anga\@“ ASAZYE

ce qui montre que [U& ,v"“ . B ] est un état thermoflastique plan.

V.2.1.- Calewl des ElEments de ndduction en @ des effonts appliqués sun

L2'ane A _a
X'L 6 X ..?’
d P
0> >X,

-
(v.2.1) X<y = J (Xk-ri‘j“\d),:L[“’:,n"f,,,]E_._["flt)*’-?"ﬂ'Jp{-i)
Ko
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(v.2.2) M z Sw(x‘/*-‘}x,)dh:-[xqf,*'}‘ﬁ{\:* [\V-X:

Y +4Y, = RLzlY, + Y]

ol A
Yi+ti¥e = Py +2 PRy + 30
Wiz,2) = RZY) +9"a)

Ainsi, par le biais de (V.1.1) et en groupant les résultats précédents
on trouve

. - 7 e’
KAy 2L [Py +2 ¥ = "3'(2)]A
(v.2.3)
"M =z K %ty 3’(—;.\-7.1*{"(2)]:

-) —
Si 1'on désigne par MMy, W la norpale & et si 1l'on pose
y e

o \Y‘\‘, 55:) ainsi on pourra écrire
ta . d .

X - -4 e - ((dr_d>

Mmath, =€ = A.M ; M-'T(T&'M)

(V.2.4) "

-t -

_.i(dz.,d

Mo = ’f(ava"ETA;)

Mo =€ . ¢ dE -
= (4B

Les composantes du tenseur des contraintes en coordonnées polaires sont

les suivantes, aprés projection
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v—

v = To w e+ Givid L e Tl

T T 40, ek - 267 pve2d

CTan = (T - O7) awmd wed + 0 w024

De ces formuleson obtient :

{ ) S + VY = “T‘"’V;L'-'- z[-.fl(Z)‘('F'(i)]
{v.2.5

2id
Tz (05 0, 22iT) €@

s |
¥
i
=
"
[ V]

V.3.- Etude du §fux de chaleur fLe fong de

s BI est un matériau homogéne et isotrope. Le vecteur flux de chaleur

q est donné par loi de Fourier.
= -
(v.3.1) 9 = Ve [15]
— -
(v.3.2)" - ﬁ'" = % sur = R
_— 26 -
(v.3.3) RVON = R"{" %

Posons :

B=0(2,2) , 2=X+1% , ZzX-iX
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(v.3.3) devient :

%.%[2,5\:9,4‘%'79’10‘)( (_a_::.’d-\

- 2% 2z 282, ps
9,4 > _D'-l' ‘az %) 9 'L)

z
B,t = ‘.a._&—?]—'-.; _.9—2.7—;=9'['&)
L XL P IxXa soit

9.'5 = -‘E[‘G’(z) * ‘6-'_(:;)1 ‘; tllz)=951+£91t

(v.3.4)

8. = 15[57(1,.('7;)] ; ‘g'?-ﬂ =B1-i02

3 .
Le flux total le long de l'arc K@ est donné par :

b
') . ' v d
J y gﬂ&mdk J‘?nf‘-,\f‘(ei'-)&';"-e("aﬁd“
P

(]

soit

(v.3.5) j hgg(ﬂ - t%t[ {E) - ‘g(‘&)]:%k
d

Remargue :

. L
Si 1'on isole les parcis de l'arc f® , alors le vecteur flux de

chaleur s'annule (q‘:? » T-Tox 0 -




71
——
Par contre, lorsque le flux est constant le long de &K@ alors :

[ %Z'f-) —j (=) ] == constant.

p—
I1 convient aussi d'examiner le cas ol la surface de AQ® est telle

gqu'elle est discontinue. D&s lors, cela se traduit physiquement par :
e [ J) - 1=
I 2l{m- 12 = o vmers)

Si h':- O » nécessairement les deux situations suivantes :

Rzo , {(-'-c) = ﬁ(u Ou {(;-)-f('&)#w
(v.3.6)

K*C’, ‘6“(;&) = {(7,)

La variation du flux de chaleur sur les frontidres du matériau
) . N

ﬁ (a:b.,\:b) détermine le champ thermique en son sein.
Nous avons en général pour un probldme de thermique 3 sortes de

conditions aux limites & savoir :

Sl'lo, l‘.’) = 91 (E\ imposé sur U’) par l'extérieur

q(zO,b) = q‘“:) imposé sur U‘)
(V.3.7). q lIO) h) = {‘ [9(20,&)"96]

Bleo = Bolz) condition initiale

Le paramdtre Yy , appelé conductivité thermique traduit la capacité

du milieu & conduire de la chaleur. A ce paramétre on associe la grandeur ec_

appelée résistance de contact définie par :

(v.3.8) 4\&( 'Z—(:)— {(z) - k [ .‘)BJOL
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YI.- RESTRICTIONS SUR LES POTENTIELS COMPLEXES \f(z) , (=) & {(7—)
POUR QUE CONTRAINTES, DEPLACEMENT ET TEMPERATURE SOTENT UNTFORMES [3], [22].

VI.1.- Position du problime

On suppose_que domaine (QA)) est multiplement connexe et que
30’ 'X" UW\M est un arc fermé simple ou (lacet injectif). En effet,
si (Q)) n'est pas borne les composantes connexes bornées de 'Ku, - 1’? seront
deux & deux disjointes.
g1 (W) est borné, elles seront en outre strictement incluses dans la

composante connexe bornée de T?

(€A ) est soumis 3 une tempdrature définie comme auparavant, par les potentiels

complexes {(7,) et _6(-“ , c'est-d-dire :

0 (z,2) = J;:[{(z) + {(_z:)]

On suppose en outre quelle que soit 1'évolution de la température,

les arcs K'M restent tounjours 2 & 2 disjoints.

Définition et propriété de 1'indice

Etant donné ‘g; Q) ——> C, holomorphe et te(w), on pose :

(VI.1.1) 3(_&(7_),}3 - J&{'(z)dz
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ol t est un contour simple fermé, donc un lacet injectif arbitraire inclus

dans (CA)) et passant par‘t , la variation [(1\5 de '6 sera donc

uniforme dans (CQ).

140;%)= [13 J 2(2 ) (ks = (89 -3 (2 o)

'ﬂCZ) est donec uniforme dans () si 3( “ ‘n \{) =0 ) VZ E'(W)-

défini par (VI.1.1) est appel@ indice.
On démontre les propriétés de 1'indice 3 et 11 en résulte que :

(0D T D) s
G (e ) 2T )AI0R)  sincerice
(11) 'S(wf(z),‘{)-.-w(z)j({;*a) uni forme
s Y 1) TR,

(VI.1.2)

Si 1'on impose aux conmtraintes, déplacements et température d'&tre
uniformes dans (u)) , on voit que les potentiels complexes ‘{(1),‘}(1) ,%(2) et

doivent vérifier les relations suivantes d savoir :

TP+ fe); T =0 vtel@
S| T9E)+ ;) =0
(VI.1.3) -S(y._l-f(z\ 2‘(’(7.) ﬂ{z)-\-‘GF('&) i‘ (o]
T4 +4@);E)=0

R=3-UT i ¥¥= eY(17-14)

En dérivant la premidre égalité par rapport & E , puls par rapport

-
S "L on obtient :



Th

(VI.1.14) '3(2 ?"{z)}?\ = ']“f"(i)J '2):

d'ol, 8 l'aide de la seconde relation

(VI.1.5) j(" f"{i);t):j('g"(‘t); 'ﬂ:o

De méme les troisidme et quatridme égalités, dérivées par rapport a

donnent :

(VI.1.6) J( ‘“—‘f'(’-) - kF'(':) “"6"‘6(3) ) 2)=o0 ) (F'(‘&) s f(“)

(VI.1.7) J(‘ﬂ’(z);\Z)= 0

En effet, la relation (VI.1.7) implidue :

T(4@;3) = tira.

A.. est une constant camplexe qui dépend & pariori du contour considéré

et (VI.1.3) implique :

MEDI AN

La premiére égalité (VI.1.3), (VI.1.6) et (V.I.7) entrainent :

(VI.1.8) \(kP'(z) ‘2) X ] 4o f)--t‘lfl ﬁg)

LY ) covim(P '( A‘t-rB)--itiT(—i—k’&-B)

(VI.1.9) J(FRYy;t) = 2‘““\'24-8)
J(end; 2) = T ATes) 1—'—‘?~F+‘(“(M*a)}

Le déplacement D sera uniforme V'?/G(W) si et seulement si
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* N A -
(VvI.1.30) \a-}kh_ *XA+—T:-—E-O£.=.’) P(-O

v + -F-' +~6*B'=O

alors : '3 ("’\b .’ 1) - z("“(ka* E‘\‘X*B‘)

On voit que done gue la fonction potentielle complexe *((7—) sera
holomorphe et uniforme dans [m) ainsi que ‘{'(1)

& Si le domaine (W) est borné, les arcs "x, s tee s Q‘P \

au domaine 1imité par 1P , seront orientés dans le sens rétrograde, X

P

, intérieurs

1'étant dans le sens direct.

0 Si le domaine (w) est non borné :
Tous les X\ s e ’.‘P seront orientés dans le sens rétrograde.

-~

Examinons successivement ces deux cas & savoir :

() borné :
81 le domaine (L) est borné, le long de tout contour ?- , entourant
“8(‘&%5 P-Q) et seulement le long de ce contour 'ca. intérieur a(w)

A40); ) = 2inhy

on a @

ol Ak est la constante complexe ne dépendant que du contour.

Si a" est intérieur au domaine borné "63 , on peut écrire :

d
{o) =- A tz-aj) b, U ;'2)?;'-0
pour tout contour (6

Comme '&(\M (Z—q)] 2) 0 , pour tout contour ?. . L*t , on en

déduit que -G(z) est de la forme :
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04
(VI.1.11) oé(z) - -—'Z Aa\{v\(Z—O)) -+ e\(z)
X

ol ’6(7—) est holomorphe (donc uniforme) dans (@A)). De manidre analogue,

on établit que :

P
(Vi.1.12) %'(2) :-'z F'\M(Z-aa'\ -+ ‘e (z)
Comme d'aprds (VI.1.2) 3(2\,“(1—(1 \ ‘i) ~2in ﬂJE 8‘,9

on a d'aprés (VI.1.8) :

Cf"m%-'f—:%"-wz—a;\ * k(2)
i
0= it g
‘Pf“-:?%'\‘-}.%naé\\mtz-a,\»'w
1

P!
Fo=-2 (A7 +85)niza) + ey

(VI.1.13)

De méme on en déduit de (VI.1.10) que le déplacement est uniforme si

](WD 2\) “h‘ﬂﬂ“z‘f (2}- j{t)ﬂ{“’:&) 2]...

pour tout .. f‘\ . ce qui équivaut 3 :
A; = o

(VI.1.14) d ¥l
E. :-\tB"‘x B,
FB 3 .

La fonction “(2) est holomorphe uniforme dans (w) , (donc o- 1'est)

et le flux de chaleur total au travers de tout » est nul car :



T

(VI.1.15) Q% = 3’m (]( {(7') ,z\*[“s\ =0
Par ailleurs, d'aprds (V.4.1) on a :
X: s AY: =-A3[Plr)+2 ‘F'(-i)-ri"{i)-‘ﬂb,_-.-.m[lf:-krs‘-]
d ) 4 )

ou encore d'aprds (VI.1.14)
(VI.1.16) 'Xs - L\'B :-211[(4+\9)f554‘&*r$3]

par ailleurs on a :

)’ = L)+ L))+ L 1.--‘:.) dg = d
'3(:(),‘2\68 jqa_{,_(tt) () +4( - {) 'fa{h} >

soit :

r 2l Bi - inB(t) dz. ,éj %% de

iR —20. ou B r. 8
- m.Ba__ZBa ou BQ'JQB(")AI’BJ"E%

d'oll la relation suivante :

(VI.1.17) A 4*'\(()58 = )(')_Q.A,\/a - Z(Y*Bi

“d. . ‘y".
B ¥BY L elX-tl) + 2076, ’
R R 24 + W)




78

0 Si le domaine lu)) est borné :

on a le déplacement, les contraintes et la température uniformes.

Y = Z(x +t‘la—‘~7f B\le'aa)dh.)

thyl t\*‘) e

(VI.1.18) ‘W—“Z (nlxs-i‘is\ R 83 (z-)) 42)

goa 0 Maxw) - N

"""’=-,:3-1-‘-29,-\~(1"’8\ 4 R(2)

d'ol s1 le domaine{“)\ est non borné, on a, pour 17-\ assez grand, les

relations suivantes :

(VI.1.319)

f

{2) = X2 4Y-0¥*0 Wz » R
T+ w)

Flo) = 'L_e;\Mz_ + Wi

;)

o = (X-CY) 4 .}%9_1.\.1»« L)

1A+ )

X4y -i (X "t\‘h\ Q-fs
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Les fonctions H("-) , L(Z) . K('L) sont dés fonctions holomorphes
en tout ¢ € [\D) tel que I‘L\-, R qu'on peut exclure lorsqu'il est &
1'infini. Y et N sont les composantes du vecteur résultant des forces
extérieures appliquées le long de la i‘rcatiére JW ., clest-3-dire de l'union
des contours "6\ s ees ,”6? L}W: }J_‘Xi e« . Une fonction est holomorphe
en un point , 5i au voisinage de ce point, on peut la représenter sous

la forme d'une série de Laurent, d'oll :

+O°
() = ZO“'L“
~oP

L(2) = %— ‘;“7.“

(VI.J.20) -00
po2

) =% ¢, |
-P

R L{=2) et WI(1) convergent uniformément en tout point Z d'un
vorné (0OF) tel aue |\ Z)9 R - (W € W)
Les relations (VI.1._19) et (VI.1.20) permettent d'analyser le
comportement des contraintes et des déplacements lorsqu'ils sont bornéds a

1'infini.

VI.2.- Comportement des contraintes et des deplacements & L'infind

Si 1'on suppose que le domaine (W\ est non borné, on peut, sous
1'hypothdse supplémentaire selon laguelle les contraintes et les déplacements
sont bornés & 1'infini, préciser lé comportement des potentiels complexes
\-fl-l,) R ﬁ(-,,’ et %(1,) . Les formules (V.1.4) et (V.1.5) deviennent

alors



(VI.2.1) - v, =
DA AT (H-\n\ z?

80

o, = m“m [xn\hu‘Je \!-\V-‘!\"el UH + 1]
T

X286, h\mv-ﬂ'ej.z{T.'tz')-ﬂ”lﬂ]

Bk - .45_.( 1, 1))

Blz) =t (p. & K 5)+ '
un(% 7=:.) +Jz-( K'®) (1))
o “(‘"‘
Z(“(")_,\-l (‘&0- lf'\(ﬁut " a zu-\ = .". wet ‘(;h?‘“. )
"E' K‘“l [qhe(\\-l\9 -‘ ell-.n)ol
ol l=n 8! 9. (G ) porné (n- b°" on &

ny, 1

81
£ S
1]
()

n < "h - 0 pour (\\7,\-) WT-GT..L-er'GTL

(b= G =0 ™ w2y gy

En considérant les développements en série de Laurent de fonctions
et K(T) autour de QO . on voit que contraintes

4 1'infini si :

holomorphes Klw L('&)

et température seront bornées
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Wiy = M2 « ‘100(11 LP (2y=za, +— +°(

Ly = M2, vy Y= bes L ak)

(vi.2.2)

K l?.) - F"E + Bo(.") 90(7-)= (ot %40(5’1) ) ‘

r =d,=8+(c M=o}z B'4cc’

{vI.2.3)

Qo= bo=cy ;0}' lPc'(eo) = kK(dO): 90{60):0

) ..
Les constantes @& , G' , L introduites dans (VI.2.2 ) par le biais

de (VI.1.19) confdrent 3 P , N et ' une trds simple interprétation
physique. Si, lorsque 1—=d @@ 1'état de contraintes tend vers un état uni-

forme de contraintes principales TQ. ’N¢° ol (OX| ) DTQO\ ’—'"P’ 9..; 909

On obtient alors :

'g_*_"_';“,“’\'\*ﬁl\'é' us

Qi (o5 o 5y 2R = 2(8%cC')
20

VI.3.- Contraintes et templrature bornbes & L'in ol

I\ :—N-"’—:-E—é‘?

Rl“‘): _._.._..N"" + T
q

(VI.2.5)

M2 O ez P T agf  mis BOeR)



et

d'oll
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Pour déterminer complétement |1 , on se sert de b ou de Dy définis.
Ainsi :

20 = %Py~ FE)-F) + 1 (10-4) Fer, id2+p
= M\,I +M1‘1_-u.'\ul.1 'ut.i\*’-\((g“\ ‘t(‘l-) +ide+ 3

M 2wl Py 4 306D frny + 1

——

aq 3 L wdlm g 4 Y(0-) 46 -0
2

an| 2D - l‘i\ = W[ (3) - P 1 (a-Mm-fleeriy
N 2

la rotation locale &tant définie par :

LW =uz|"»\)1' — on a pour le déplacement D :

W = an (2 > "B ) 4+ L
beyw = t\\(%-?_;\-_-(n\t\[‘-(’m P)id
Unw = =4 (Y (M- ) g = 2060 Tulmy + 24
UMW =o A0R)(P- M) 4d = Ll IN(M 4ty

Tty - 2% A\
A+ R 4R




et

alors
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MY . N+ T o We i
y A4 R e

(VI.2.6)

Upy = X+ T +2¥00 1 Npslo ¢ KA
o = TP R e T 6
R¥-1Y) +20¥6 1 Np-Toe é“” 0(_%)

TR b

%“(7—\ =

si les contraintes et la température sont uniformes et bornées & 1'infini,

les déplacements &tant uniformes.

Si,en outre, on veut que les déplacements solent bornds & 1'infini.

On a, puisque :

2P

D =-

RO+ W ek y)-18tg s

T[4+ ©) WA+ &Y +

i X—i-\l'zmb cfﬂe T;-’.—m
T TwWiwey T .n—.hz... K Hie).Lo) tHR) 4

y Aoz 40 XK

RUX+iY) M(232)e (E;‘:\?“ W2 i) Mot R R R

AT




8k
(VI.2.7) RiX + ‘\\\ = 21

P' o) M:Tf

St AT 2 4+ ey (W 2 274, e

donc :

(VI.2.8) T @ z T Hh.

Les obtenus dans ce chapitre mettent en &vidence 1l'influence de la
température. Cela se traduit par une modification importante des formules
classiques de

Ainsi, le gradient de température fait naftre de nouveaux potentiels

complexes holomorphes ‘6(7-) et F(-.,) “‘[1,)-; F(-L)) dans (w)
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VIT.- APPLICATIONS

VIT.1.- Le pfan [3], [L]

Si le matériau occupe le plan, ét si les déplacements et les contraintes
sont uniformes, on peut &crire pour d'assez grandes valeurs de \Z.\ , OU
si 1'état de contrainte & 1'infini est nul et si :%‘.9 = ﬂ-_-_o , on obtient
(VII.1.1). e

' - X-\»‘\j*t‘\‘ g A i
‘{ (o = '—‘“(1\-’(\1\ -?-: +0(z')

. - e 4
g = LUCNILIS Lol

T) = ‘E.Q._... ("Lt
'G(‘ = ; Ot

(VIT.1.1)

Notion de force.:.concentrée :

Si 1l'on suppr:_me les termes d'ordre 0 (42\-) , on obtient les
potentiels complexes l'fo(‘b) et %" ('L) qui correspondent & une force
concentrée & l'origine au sens suivant :

Si w est le cercle de centre ) et de rayon R E‘(O z)

La résultant des efforts exercés sur le reste du plan par le reste du matériau

intérieur & ek est :

(VII.1.2)

Y+l = i [P+ T6) Dl

=-t[-2n Yl \I-ﬂﬂ ) 8, i h.(!ﬂ‘ﬂ.‘u‘
i+l L-n(,.ﬁ

Le moment résultant &tant nul, on montre que :



(VII.1.3)
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C= X « W-\‘lixfﬁ
(a4 R)

VIT.2.- Plague munie de fissures drnoites colinéaines [3], [L].

I
—— ]L

Si le matériau qui occupe le plan X O \’ « 5 Drésente des fissures

en nombre fini, portées par Q¥ , xe ran..‘*h." (k'_d. " ) , et si

1'on pose :

(viz.2.1)

% d
{0 = &_»:y‘é(t"g . {(X)z dx-c0) Yrer,
2= Xely.

on vérifie classiguement que :

(VIir.2.2)

(VII.2.3)

. \ ~t
(9% £60) ()= Py - 13y + (2-2) P 13)
Lo - |
(0 =400 (x) = Ve Py + '(6)- -3 PR YEt

(o2 AwD = (x) - 2'4y)
Y
[oi - sy 0 = 4 W)= ' %
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En terme de Géplacement on trouve :

d
2D =k P00+ o+ ¥ F Y0 +c

(VII.2.}h)

Q,r(b(v) h-‘f(X)-tS'L(x)-r\f I"(x)+c

En dérivant par rapport & X les déplacements on trouve :

(\3 )= e P00 o T+ G
( ) &({’(x)-tSl x)-t*"@(,,)_

(VII.2.5)

Pour éviter d'alourdir les notations, on se place dans le cas d'une
seule fissure identifiée au segment t—?. -oe]de llaxe OX -

o On suppose tout d'abord gue les contraintes sont données sur les deux
bords de la fissure.

On aboutit au résultat suivant :

[0 s ool [Ph)- R'00]L L0, Ied
€' s [ Ploys SL'(")]'l= 2,0, e @

(VII.2.6)}

.
En effet, N-t'l-' 4 Gﬁ,) x) = \f.%\‘)_ 37.“‘()') (ViI.2.6)

s'obtient en écrivant la scmme et la différence de ces deux conditions.
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Comme

—!tq»
L('(“\ - Sl'(eo\ =T,p-v Ngo.'. Neo = Toe e

(A .
oo Y
(viI.z.7) "P'(P}*\'g(@‘ XN (2[‘03 - \ Too Noo

De manidre classique on obtient :

¢
l.f'('l.«) + VR - u"nji‘god Jx 7} (105 &)4. )" |

-2 e *
(VII.2.8) -€
@12y - SV, ('::l P) ‘\”"‘?VFG@JM““’**“*
mClp 2 v
d'oll : —r -iLP
iz Wieo) . 2o )= T°°*” @~ No o
(2
(YII.2.9) = Aoc + Boo

est le coefficient du polynome P(‘?.) de degré A qu'on écrit sous la

forme :
P =de 4ol A= T ol 2"
W) =% T 4 pdnT =Tl
noa
De proche en proche on peut déterminer les coefficients dt‘ e s d“. Par

exemple :
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(VII.2.10) o= "P'(GO) + Se(a0) =- -B-a-

81 1l'on écrit que r}t §]C , variation de ‘-" ,D le long de tout

contour (c) entourant la fissure ol on a posé.
*

2 - { P- £,e£6 , 18l 5\{_“(){1: Xt€£,|X|505U{Z+‘£e‘ﬁp|£!,}

on obtient, en faisant tendre & vers @ , le résultat suivant :

(VII.2.11

e ' ! ' d
) j [h(‘f'?x)- 1t d(x))-S'Z (a+ x)+f(f2)-j(ﬂ)}dx= o
e

WY
condition dans laguelle apparait (“ - 6 ) c'est-8-dire la discontinuité

de la température.
Y

On s'apercoit dés lors, qu'outre les contraintes, on doit s'imposer

soit les déplacements, soit la température sur les deux ldvres de la fissure

qui se traduit par le systéme d'équations suivant :

ey

("1 + RPS s'z')afx\+('€¥5-"-‘f3-st')?')=1‘f§"",
Il d

(VII.2.12)

(¥"{ + rp'- - (VPetL =2 ¥ )
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d
0 Si 1'on impose les déplacements(VII. 2. 13) "?ﬁ) f(x) t‘r(’),'xl‘{

si 1'on impose la température sur les bords de la f:.ssure. (vir.z.12)
Equivaut & (VII.2.8) ol 1'on a en fait remplacé ‘f parkh,? *#F) , soit :

R PR fJ"-“‘_‘Jxa’w CEPTY

RYl(2) 4 () ¥ fr) - f zv;(v){r;? s
tie
P+ Pe
R E

+

RP'2) - (2% el'u\ __J %(“) dxs )’9 + Rt qu.

(VII.2.1k)

+ A'(”(Bw' )

W)+ ' ¥ P2 I b‘iafx)i‘_‘n.x: Ay
vz‘ ev
+ Po + ™ b2

Yar~_ 0%
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Remarque :

La relation (VII.2.13) permet d'obtenir le potentiel complexe ’6(2’,

soit :

(VII.2.15) {[ 2) = 111 ' 'f_(” dx « 9

VIT.3.- Probldme mixte [3]

Sur les l&vres de la fissure, on suppose connus les déplacements,
1es contraintes et l'apporﬁ thermlque
On désigne par [)[y) ‘) I&) les déplacements sur les l8vres
inférieures (resp. b(g) ' hn(k) sur les l&vres supbrieures.
" s - 2 R .
Sur (q“_) h‘ﬂ—} , la continuité du matériau nécessite que 1l'on

impose :

Mn= D= Dloy)

(VIL.3.1) D [‘mh-:. P = Dl
8 ltanr="Vow=T(aw
Bl = DY b= (e

pour 1l'apport thermique on peut écrire sur les lévres U-) de la fissure :

125 -AF 6 = (10-AF (a2 (26-AF ()

soit :

flan = 00 = F(aW
(VII.3.2) F‘(Lh} - F"(\w.\,_ Flb
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du fait que F‘('L"_-. %('L) " on a alors :

(VII.3.3)

(VII.3.4)

(VII.3.5)

40wy = $"tony= 4(aw)
oy 42(bw = (b

Ainsi, on a les conditions sur les l8vres (L) :

o o '
215'.‘6:\=\tq‘m q.d {x) 4-7{{ - Cf,(x) sonné

1 Y
LP(X)‘ Sz(x):‘. q.l(X) donné

Les combinaisons linéaires des équations donnent :

[h“?'?msz'd{x) gt&)] " \W’Ze)- SUG] = M, +y

, T
Lt e et §00] AP -5%0] = 9,- 2,

W )14
[‘f'(x\»*\;\“&*f-)&ﬂ*-\‘;[ﬂ'ar AP ]gﬂ‘:q‘: P\ (x)
| ™ q d
CFtaek (s PRl L it gy,

L )\ - 4 1 N r
En choisissant )s tel que L = .._..}_: soit )._.._ L V'—E\ par

exemple, les Equations précédentes deviennent :

(VII.3.6)

» » . p ) “
[’f'(x _%.;szn+~6»RCx\-]1 ﬁ[(el(v)-:‘ﬁﬂ}.; @, x) (»

) Voo a
\ ’ \ ¥ ‘\ . ( 4 \ - X
{L? (X\_‘. 4-=R Q " R, ﬁ( ]__ -LR{('P X)-}TRSI ] Pz(y)t,
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Si 1'on pose :

i N .
e Fi_‘ \:- , e CL.._._. A , alors :
w T®

(VII.3.7)

s G Fedebe . Tagedine.

On définit ensuite les fonctions de Plemelj associbes au bord ( L)

de la fissure pour (VII.3.6) on note alors pour (VII.3.6a) et (VII.3.6b) :

Tio = Tl2- )" hb)

{(vII.3.9)

Ty = 7:1“(1_ a,SCT (-:..lw.\z"4

On peut, en tenant comote du comportement & 1l'infini de ?ﬁiJet de
SU2) . écrire les solutions de (VII.3.6) soit :

(2)~ t;:.(-:. ”‘{(-:.\ -mlﬂf Px) d) P{z;n,(z)
(‘P Y+ i L 71‘(:)0""

(VII.3.10) ‘f'[-,-),,, Q(-;,)_‘,_- f(’—)- Tal2) ch;)d)! P}‘l)’l”?-)
Ta{z-X

lT!

ou m(-n ?_'C' 2" P:‘{z).-: zgd,z

On impose :



ob

L 2" Tly=a (A =z4,2)
2=

si 1'on veut la solution nulle & 1'infini, (12} . grand). On choisit des
polyndmes de degré € W 4 -

Le développement en série de Laurent des polynSmes 2y, (%) etZ= T‘n)
permet de trouver les coefficients € et d

Dans la formule (VII.3.10) si on considdre V2| grand, on obtient :

[A@‘* ;—% ( ﬁw*an\}Ziluiﬁ)FZm “ 2Cate(c Ch‘f"-h":‘--

(VII.3.11) \ -
hoo  + 4= (Aa +8,0) = Cn

- (A= l\’TQ\ = Clna Ch—l

En appliquant les méthodes employées au (VII.2) notamment pour une

seule fissure [—Q| *‘Q] , on obtient gréce aux conditions aux limites (VIT.2.7).

¢
LP (- FQ—M*X ‘g('&\— T “S e(:(“glx.,,x B +mlp,0g
+ Beo .4.'-.[2.0’ P\
(VII.3.12) (Y
{
S{y.__* PMN’-!i
?(’L\-}-F.gﬂ('b\-l- ‘{ )= t'm( D o‘X

-‘epo + B2

+ .
PR

¢
.
f(?-) = -h:’m.. S-.e Jx + gw

X-32 J
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En comparant les &quations précédentes i celles obtenues, lorsqu’on
a imposé les déplacements et la température sur les bords de la fissure, on
s'apergoit qu'elles sont de la méme forme d'une part, et égales d'autre part
-
Ly
—
Ta

d un coefficient complexe prés.
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CONCLUSION

Ce travail est une série d'adaptations et d'applications de
1'élasticité et de la thermoBlasticité linéairé & des probld3mes plans.

Le premier chapitre a &t consacrg & un rappel des &quations
fondamentales de la théorie des milieux continus, lesquelles &quations
ont servi de support & 1l'étude de la thermoélasticité (Ch. II) en ¥y
ajoutant un gradient de température. Dans ce m@me chapitre nous avons
caractérisé un milieu thermodlastique, &tudié les problimes de linfari-
sation de la temp8rature. Dans le cas d'un thermoflastique homogéne et
isotrope on a &tabli les relations entre les coefficients d'élasticité.

La thermoélasticité plane a été abordée et explicité dans le
chapitre III ce qui a donné lieu & une généralisation de la notion 4'état
thermoélastique en contrainte plane. Nous avons montré que cet &tat est
unique et qu'il engendre un autre état tridimensionnel obtenu gréce & des
conditions supplémentaires sur les contraintes et sur les déplacements.

Les équations de base de la thermoélasticité linfarisée ont fait
1'objet Bgalement dans ce chapitre, d'une formulation variationnelle
adsptée dans les espaces vectoriels g, , 'B et ' (ch. IV). Cette
formulation variatiomnelle est généralisée lorsque l'on considére un domaine
( 91,) dont 1l'intégrale sur le contour n'est pas nulle.

Ainsi, on a montré que les formes bilinfaires et linfaires ale,e)
et L(s) vérifient le lemme de Lax-Milgram ce gul 2 permis de déduire
1l'existence et l'unicité de la solution du probléme de thermoélasticité
plane.

Dans le chapitre IV.3, nous avons &tudié une plaque thermoélastique
(soumise & une) chargfe transversalement. Cette &tude est faite sur le moddle
de Kirchoof en théorie linfaire ce qui a permis d'obtenir des équations
approchées camportant un terme supplémentaire qui représente 1l'effet thermique.

Le chapitre V porte sur les potentiels complexes en thermo8lasticité
plane. Il est naturel d'introduire un potentiel E;CZJ pour la température,
lequel intervient dans le déplacement. Nos calculs montrent une modification
des équations de MUSKHELISHVILI dfle & la fonction ?,'b'(_'LV- A) F(Z,) ol

F(-,_) est une fonection holomorphe qui représente un apport thermique.
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Sur le plan des phénoménes physiques, un tel résultat n'est pas une
surprise mais il &tait important de faire les calculs explicites pour trouver
cet apport thermique.

Dans {V.3) nous avons &tudié le flux dé chaleur le long d'un arc ﬁ?;’
en fonction de W , "('L et 'g(_?vl , puls d8duit lz notion de résistance
thermique.

Dans le chapitre VI nous avons considéré un domaine multiplement
connexe ol des restrictions ont #t# imposdes sur les potentiels complexe pour
rendre uniforme la température, les contraintes et les déplacements. Tous les
résultats font apparaltre la contribution thermique.

Les applications qui ont suivi, montrent que, une fois 1'apport
thermique connu, on peut &tendre le résultat & plusieurs situations de probllmes
plans en thermoélasticité. Nous avons le cas de contraintes et de température
d 1'infini pour en déduire de nouvelles fonctions potentielles complexes gpfay

%"(1,, et -ﬁ(t) qui font 1'cbjet d'application (Ch. VII).

Nous avons ensuite appliqué certains résultats 2 une plague munie de
fissures droites colin&aires, ce gul permet de mieux comprendre 1'évolution de
la température (le long d'une fissure) de part et d'autre des fissures. Nous
avons enfin abordé le probliZme mixte oll nos calculs ont conduit & des systmes
d'équations susceptibles de servir de moddle & des probl2mes de ghnie civil.
Suite & des discussions avec nos colldgues du Laboratoire de Mécanique des
Roches de 1'E.U.D.I.L., il semble que certains de nos résultats pourraient
servoir de base & 1'étude de la propagation des fissures dans les roches ou
dans le béton par l'utilisation d'un logiciel adapté.

Si 1'on cherche & faire le point & 1l'iscue de ce travail, on s'apercoit
que certains prolongements peuvent &tre donnés 3 nos résultats. Notre approche
d'aborder le probléme n'est qu'une manidre parmi tant d'autres. Notre prétention
&tait d'apporter notre contribution & un sujet difficile, mais qui continue &
susciter un grand intér&t dans le monde de la rezherche.

En derniére analyse et avant de conclure, on doit souligner plutdt
le caractére fécond de la thermoflasticité, les nomﬁreuses gquestions gqui restent

4 traiter et les prolongements souhazitables & leur donner.
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ESPACES FONCTIONNELS CLASSTQUES :T283, [291, [30],[26],[31]

Ces espaces, sont des espaces de Sobolev dans lesquels on a pu
définir un produit scalaire.
. Sur l'ouvert $¢ de m“ , on d8finit les espaces L‘R.) : espace

des fonctions mesurables telles que :

EE IR avec 1&P< oo
LP(;L) - {'g e n——-b YR; “mesurable et "“Pe L'(SL)}

llﬂle{m= (fnlflp)yp Z oo [ p=Foo)

I t” 1o = Sur»aolf(u)l & oo
(D xeq
LP(S?.) est un espace de Banach.

51 Pz 2 L‘z(sp) est un espace de Hilbert et le produit

scalaire correspondant & la norme (}J} + ||) est donné par :

(‘6 %\- sn‘.s('u) .@.()‘) dx (ol - désigne le conjugué complexe).

sy
NORME :
En plus, cet espace est un espace vectoriel normé complet pour la

norme associée au produit scalaire.

e, = (J1t I {)Lm

Ctest un espace de Hilbert.
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EsPACES pE sootey N™(ST)

Definition 1 :

On appelle espace de Sobolev d'ordre w(‘h),ﬂ) sur S¢ , noté
HW(SL) l'ensemble des ueL (S'L) tels que les dérivées distributions

sont L,CSL)
W= {u ) Suelln); 1digm]

Pu

. Produit {ntérnieun

Cet espace est un espace de Hilbert pour le produit intérieur :

TR o D
[, =2 Lo V\Lc)

. Nomme associle

i, (2‘. \ Dl

L(n

. Cas particulien :

M A , on a un espace de Soboley d'ordre 1 définie par :

Weny ={ | %‘.ﬁ.‘e L'(sﬂ}

. Noxme associée

%
“u\\w(; { e +I\VU\1J>¢§ :

on a encore un espace de Scbolev d'ordre O
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. 0 . $
Si M= 0o , on a l'espace H‘, (Q-) qul est un sous-espace -
vectoriel fermé de W'(S) constitué des fonctions appartenant 3 H'(n)
et qui s'annulent sur la frontidre PSL (ol H',(s\.) est le complémentaire

de 9(9—) dans H‘(SL)
Le produit scalaire est donc inchangé.

La semi-norme “ u” est définie par :

" A
_ P\ S
“u“m;) (?_: | ﬁ\\cth)

| P o . .
C'est une norme sur Hb(n) , éguivalente & la norme indulte

L

}
CH (9)
fo
C'est un sous—esapce vectoriel fermé de n! CS") constitué des

. < ul . R
fonctions appartenant a H(n-) - et qui s'annulent sur une partie

de la frontidre YL .

Le produit scalaire est encore celui de H' (9')

. Quelques inégalités

Inégalité de POINCARE :
- n — .
Pour un ouvert \Sl\ borné de IR , on montre l'existence d'une

constante P(SL) telle que :
t “ 1
J wixe P2 vty vue o)
R

Inégalité de HOLDER-MINKOWKI
v
Scient UEI.? ok VE Lq avec 4& P€£ 00 , alors uve L{a)

et Jluvide < WU« WVl
Py LIR)

Remarque : On déduit de 1'infgalité précédente l'existence d'une

ncrme :
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% L
“u“ =(J \V“‘ Ax définie sur H'o(ﬂ.) et équivalente & la norme
naturelle sur W) (g?_) soit :

wum = (ot L e

At = 1wl
bt g Ul & (44 pesd) 19Ul

Nl < MU < \/(4,, pesy) - Ul

"
espaces e sosotey W ™'P

Définition
On appelle espace de Soboley d'ordre WA sur L(Q) 1l'espace défini

par :

W) L e, Yuelt); vaen  lulem]

Nosme associée

/ %
o, = (Z: g N2 {2 (Smuua e

est un espace de BANACH.

Injection continue, infection dans

On montre les inclusions t0polog1ques suivantes :

SDCQDC.Ho(mcL(m Ho(R)

5
ou

™ \)
H O(SL\:{‘U IMEH (5'-) 'Xu=o } . ﬁu est la tracettu 'x N
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H\: (9.) est 1'adh®rence, Yu: O ‘étant la valeur de U sur

la frontidre de L (ou sur une partie de cette frontiére).

Théondmes des traces

Lorsqu'une fonction est continue sur un domaine ouvert $¢ . on 1lui
attribue comme "valeur 3 la limite" sur le contour, la valeur obtenue par
prolongement continu du domaine contour. La notion de trace généralise celle
de "valeurs aux limites" pour des fonctions non continues (ou plus généralement,
des distributions).

Déginition 1 :

Trace dans H'(ﬂ'):

M\ est quelconque, §L un ouvert borné, de frontidre régulieére.
dsr (ou N ) est une variété de dimension (M-4 ), de classe &‘ SL étant
localement situé du méme c5té de 0% pour AL € 9(9_) , on pose }

Fou=vit .
¥, : ue O () —> Bouu=zv|n
0

'{o se prolonge par continuité en une application linfalre continue
de \»\‘(S\.\ dans L (Q) . -Ko ainsi définie est appele application trace
et sa valeur ‘600 sur une fonction Me \'\'(S'L) est la trace de WU sur(n)

Definition 2 :

Trace dans “"(;1) clest une généralisation du résultat précédent.
En effet, ST  est un ouvert de [R (\\ [ 3) oS est une variété indéfi-
niment différentiable de dimension [wa.a) - ST est toujours du méme cbté

de Bn .
tw(_ﬂ') @(Q') est dense dans H“{gl_) Alors ’6 est définie

par :

\6' Ué%(ﬂ)_._)\‘ U-C(QC?R\\ -K i 24, W=

398

]
ol \6' est la dérivée normale d'ordre 4 sur '39‘ , orientée vers 1'exté-
rieur. Comme dans le cas précédent, T se prolonge par continuité en une

application linfaire continue de :
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A" s T (%)

b

Cette notion de trace va permettre la généralisation de la technique

~

d'intégration par parties en donnant un sens 3 la formule de Green.
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Rappels sur La thiorie des distrnibutions [31]

¢
Tout d'abord, on définit deux ensembles $(9') et % (ﬂ-) qui

sont des espaces vectoriels.

a%(ﬂv‘ est l'ensemble des fonctions & valeurs dans m (ou € )
indéfiniment différentiables & support compact.

On appelle support d'une fonction (on note 5"H~ ), le plus
petit intervalle en dehors duguel {(X,: Q.

}
%(51-) est 1l'espace des distributions sur (9") ..

Déginition :
On appelle distribution sur $& , toute forme linéaireT continue

sur %(5\‘) , 9'(51_) étant 1'espace dual topologigue de &(n)
0 Quelques propriétés

Si Te%'(ﬁ), "Pe %(9—) et si ‘T, ‘f) e est le
produit de dualité en @(Q“ et &’(ﬂ,} , ona:

T <T, APy 24T, P>
<T, ,+Pao= <, ‘{7#‘1‘, 5 lintaritd

{QP"‘\ e cane D) on o -

<T‘ LPN’ —— ‘-r, (.P) continuité

Dénivation au sens des distributions

. 8i Te %’( 9‘) on vérifie que .

T
< %}.?7‘2-('\', )‘a%ss
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Généralisation :

< ST, ¥y =(-4\z<T. b"h 1312 §i4fae B

N .
D'}T'-'- 2—-‘]-— est la dérivée d'ordre a s
axgh."ai::

La dérivation au sens des distributions est une opération continue

et on montre que :

\ )
siT*_,,T dans 3'{9), alors D‘\T"—*DT dans 9(’,’

w € BT Yy = 6T, DT>
. La suite Tl\ est convergente :

e Tw, bi(b-—s (weT, BMPF‘&TM?,VWQIQ)

Distribution de Dinac

. Al'origine (@ et en un point ¢ .

<§, Py = Yo

< Sa )‘W): tel“) (W
¢ gy = (- T

3 l'lordre |y en Q

Formule de LEIBNIZ
On commence par le laplacien AT', ( A - ?_:‘
xl
CBT)LP> = 4“6?7 ‘

Lorsque deux fonctions AA et V 3 valeur dans ﬁl(ou €. ) sont

de classe\e‘ surS]_ ,pouri c 11, ...,h& on a :
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. Db(MV\ =V DBU + A D&V
Nous déduisons par récurrence la formule de LEIBNIZ pour W et |}

de classe Chsur (SZ)(OK\A o p s EIN - ‘&\,‘_k

Ppun =3 (DY 5V yuem
Pey ¥ve €¥q)
DMuy = U
B U= XS u doun W™P

be\( DU ()= bdﬂ..,Uc
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Théonlmes et trnansfonmations d'intégrales

Formule de RIEMAN :

-l
Y est un champ de vecteurs continument dérivable le long d'une

courbe f fermé. La circulation de Y & travers toute surface fermée S

limitée par est :
D )
j‘x"r'a As=jj MetX W do
f st
Formule d'(0STROGRADSKI

f| ¥R < J)) divide

c g

Le flux d'un champ de vecteur continfiment dérivable & travers une
surface "régulidre" z fermée est &gale 3 1'intégrale triple de sa divergence
dans le domaine $ 1limité par i est le vecteur unitaire orient€ vers
1'extérieur de

Cela conduit au th&ordme de la divergence dont 1'€noncé est le
suivant :

Soit un domaine de E3 a frontiére réguliére aﬂ. . Soit m’ le
vecteur unitaire de la 3 (orientée vers 1'extérieur de $L ).

Soit enfin t|-\'_,.
quelconque, continfiment dérivable dans €), et continu C,unialors

ﬂJ t.'s!...el" dvz JJBSE‘."E““ Mo de

Pour obtenir effectivement le thforéme de divergence on pose "’-‘".

o une composante d'un champ de tenseur d'ordre

(sommation sur 1l'indice rejeté).
ﬁ L.“.._ n, alv=ﬂ,‘>sj.:3\t e do
L

Le théoréme de la divergence est valable dans le plan' soit i un

domaine plan (t_l_oxs ). Toute fonction ne dépend que de ¥, ) X‘L . Pour
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un cylindre de bases 'aﬂ,‘ . zﬂ,,_ de section droite 2 et de hauteur

MN= A ona:

JJJJ}‘S“"‘]:“' Axidya dx3=ﬂzt.“,__ 4n dx,dx,

- q6€ )s 4 2')
JS t‘\\'- -4y dy JL‘“‘Q“ det+ It‘-‘;u‘lh,,c‘r +

o%
+ San tlb“-q“l\-d v

M=TV AV e

N . . d_ + —-'D n .
Dans ces deux dernidres intégrales Mes ua e3 et donc ¥ pour
noy, v estoul d'oll le résultat annoncé.

Applications du théorZme de la divergence.

S¢wdr

J fagav=S

En effet :

JJoau = L AAmeAT

2%
1)) rewiav- fjai"v\" AL do-

En effet :

Jﬂ 'wu\e\dV— ffw. oYy d



sz(é—;m)Jr': .QE'E ds ca,
}fzgii\z uk;) S}B dﬂ_::_(azgiﬂuhnss( 3 ds
zj(-’-ﬁ,) “T:-é;) ds
)

=) (@ Aw)Tds

g

it

Bds

Xy

Premibnre Ldentit?é de GREEN

J9ay dv= o33 dv- iredp. gudiydy

39w dv =09 -9 Yoddv
=L omi o T e v
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?-‘”-- TR = g

Deuxidme {dentité de GREEN :

Elle dérive de la premisre

on

rﬂf (QBY-Yap)dy= fﬂ 2t 4 2Y) g
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MOTS CLES :

PLANE.

LINEAR.
THERMOELASTICITY .
COMPLEX.
POTENTIALS.

1

RESUME

Ce travail consiste en une série de problémes plans en thermoélasticité
lincaire. G
Aprés une étude thermomécanique des milieux thermoélastiques, on obtient
la Toi de comportement thermoé]éstique linéaire par linéarisation au voisinage
d'un état non déformé & température constante.
On caractérise alors les milieux isotropes homogénes. Aprés analyse et
résolution de certains problémes de déformation et de contraintes planes, on
adapte les méthodes des potentiels complexes exposées par MILNE-THOMSON au cas
d'un domaine multiplement connexe, & partir des formules de KOLOSSOY-MUSHKHELISHVILI.
Ces résultats sont appliqués au probléme de flexion d'une plaque mince et,

a des milieux munis de fissures colinéaires.
ABSTRACT

This work describes some plane problems in linear thermoelastic media.
After a thermomechanical study of the thermoelastic media, we get the linear
thermoelastic behaviour law by linearisation near the undeformed state at
constant temperature. : ;

Then we caracterize homogeneous and isotropic media. After analysis
and resolution of some plane deformations and stress problems, we adapt the
complex potential method exhibited by Mine-Thomson in multiple connected domains
from KOLOSSOV-MUSHKHELISHVILI formulas.

These resultats are applied to the bending plate problems with parallels
cracks.
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